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Светлой памяти основателя м о с к о в с к о й  
электротехнической ш колы К а р л а  А д о л ь 
ф о в и ч а  К р у г а  и столетию со д н я  е г о  р о ж 

де ни я  посвящается эта к н и г а .

ПРЕДИСЛОВИЕ К ЧЕТВЕРТОМУ ИЗДАНИЮ

Новое, переработанное издание учебника по курсу теоретиче
ских основ электротехники (основы теории цепей) подготовлено 
к печати на основе материала третьего издания, выпущенного 
в свет в 1965 г. При переработке учебника для четвертого издания 
авторами была поставлена цель привести содержание учебника 
в соответствие с новой программой и дать по возможности краткое 
и ясное изложение основных свойств и методов расчета цепей с ил
люстрацией примерами наиболее важных вопросов теории.

В сравнении с предыдущим изданием учебника в книгу внесен 
ряд изменений.

Проведено- деление материала книги на три раздела, два из 
которых посвящены линейным цепям, соответственно с сосредото
ченными и распределенными параметрами, а третий раздел объеди
няет вопросы теории нелинейных цепей.

Учитывая пожелания большого числа преподавателей курса 
ТОЭ в периферийных вузах, авторы нашли возможным сохранить 
изложение основных методов расчета линейных электрических 
цепей и их свойств на примерах цепей с постоянными токами и 
напряжениями. При этом в качестве дополнений все классические 
методы расчета линейных цепей сопровождаются матричной формой 
записи уравнений состояния электрических цепей и их решении. 
Кроме того, в гл. 2 помещен материал о топологических методах 
расчета линейных цепей.

Принцип дуальности изложен в более общей форме в гл. 4, 
посвященной расчету цепей при синусоидальных токах и напряж е
ниях. В этой же главе введены элементы теории сигнальных гра
фов и показано ее применение.

Общие вопросы теории четырехполюсников .изложены в одной 
главе (гл. 8) применительно к цепям с синусоидальными токами 
и напряжениями. В этой же главе рассмотрены различные виды 
соединений четырехполюсников и при помощи графов показано опре
деление параметров таких эквивалентных соединений.

В гл. 9 более подробно, чем в предыдущем издании, рассмотрены 
простейшие электронные цепи с невзаимными элементами.

В гл. 13, где рассмотрен классический метод расчета переход
ных процессов, введен параграф об их расчете при скачкообразных 
изменениях параметров цепей; введены временная и импульсная 
переходные характеристики и методика составления уравнений 
переходных процессов при помощи пространства состоянии.

Из гл. 14, посвященной операторному методу расчета переход
ных процессов, исключено несколько параграфов, относящихся
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к теории преобразования Лапласа и выводу теоремы разложения, 
поскольку эти вопросы излагаются в курсе математики. По той же 
причине из гл. 15, где изложен частотный метод расчета переход
ных процессов, исключен материал об основных свойствах преобра
зования Фурье.

В отдельную главу (гл. 16) выделены все вопросы о вторичных 
параметрах симметричных и несимметричных четырехполюсников, 
цепочечные схемы и частотные электрические фильтры.

В состав новой гл. 17, где рассмотрены задачи синтеза электри
ческих цепей, включены вопросы, касающиеся цепей минимальной 
фазы, вопросы синтеза двухполюсников по функции входного со
противления, представленной в виде простых и цепных дробей, 
и введен параграф о синтезе четырехполюсников.

Второй раздел книги — «Линейные цепи с распределенными 
параметрами» начинается с гл. 18, в основном содержащей мате
риал главы «Цепи с распределенными параметрами» учебника из
дания 1965 г., из которой по указанным выше соображениям исклю
чены параграфы, посвященные параметрам симметричных и несим
метричных четырехполюсников и цепочечным схемам. Рассмотре
ние переходных процессов (гл. 19) следует в этом разделе непосред
ственно за изложением гармонических процессов.

Третий раздел книги начинается с изложения методов расчета 
электрических и магнитных цепей при постоянных токах (гл. 20 
и 2 1 ).

Теория нелинейных цепей переменного тока (гл. 22—26) иллю
стрируется различными практическими задачами. В новом издании 
дополнительно рассмотрены процессы в преобразователях постоян
ного тока в переменный и в простейших запоминающих устройст
вах. Фазовая плоскость рассматривается на основе более общего 
определения пространства состояний.

Работа над учебником между авторами распределялась следую
щим образом: введение, гл. 1 и 2, § 4-7 — 4-8, гл. 8 (за исключением 
§ 8-6 — 8-9), § 9-5 и гл. 20, 21 написаны проф. П. А. Ионкиным; 
гл. 3 и 4 (за исключением § 4-7 и 4-8), гл. 5—7, § 8-6 — 8-9, гл. 9 
(за исключением § 9-5) и гл. 10, 11 написаны проф. Г. В. Зевеке; 
гл. 13— 18 проф. С. В. Страховым и гл. 12, 19, 22—2 6 — проф.
А. В. Нетушилом.

Авторский коллектив считает своим приятным долгом выразить 
благодарность рецензенту проф. В. М. Лаврову, внимательно про
смотревшему рукопись четвертого издания учебника и сделавшему 
ряд весьма полезных замечаний.

Выражаем также сердечную благодарность и глубокую призна
тельность доц. Б. Я. Жуховицкому за большую помощь в редак
тировании и подготовке рукописи к печати.

Все замечания, пожелания и отзывы о книге просим направлять 
п издательство «Энергия» по адресу: 113114, Москва, М-114, Шлю
зовая наб., 10.

Авторы
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ВВЕДЕНИЕ

Электрическая энергия, как известно, широко применяется 
во всех отраслях промышленности, на транспорте, в сельском 
хозяйстве и в быту.

Гениальный создатель Советского государства Владимир Ильич 
Ленин говорил: «Коммунизм — это есть Советская власть плюс 
электрификация всей страны... Только тогда, когда страна будет 
электрифицирована, когда под промышленность, сельское хозяй
ство и транспорт будет подведена техническая база современной 
крупной промышленности, только тогда мы победим окончательно» 
(В. И. Ленин. Полн. собр. соч. Изд. 5-е, т. 42, с. 159).

Электротехникой в широком смысле слова называется обширная 
область практического применения электромагнитных явлений.

Поскольку все отрасли электротехники связаны между собой, 
то в системе высшего электротехнического образования возникла 
необходимость создания курса «Теоретические основы электротех
ники», являющегося базой для изучения различных электротехни
ческих дисциплин.

В настоящее время специальные электротехнические дисциплины 
ставят перед курсом теоретических основ электротехники задачи 
расчета и исследования процессов, характеризуемых токами, н а
пряжениями, мощностями, магнитными потоками и т. д., а такж е 
задачи расчета и исследования явлений, которые характеризуются 
напряженностью электрического и индукцией магнитного полей, 
потоком мощности и т. д. Задачи первого вида относятся к расчету 
и исследованию цепей, а задачи второго вида — к расчету и иссле
дованию электромагнитных полей. ~

* * *

Развитие электротехники потребовало больших работ в области 
изучения и разработки электромагнитных явлений и их практиче
ского приложения.

Много открытий и изобретений приходится на долю русских 
ученых и инженеров, которые совместно с выдающимися иностран
ными учеными положили начало важнейшим отраслям электро
техники.

М. В. Ломоносов создал оригинальную теорию атмосферного 
электричества, открыл закон сохранения массы и движения.

После изобретения А. Вольта гальванического столба появилась 
возможность получать электрический ток. Исследуя процессы 
в электрической цепи, В. В. Петров открыл (1802 г.) электрическую
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дугу и указал на возможность практического применения ее для 
освещения, плавки и сварки металлов.

Весьма важную роль в развитии учения об электромагнитных 
явлениях сыграл английский ученый М. Фарадей, который в 1831 г. 
открыл явление и закон электромагнитной индукции.

В 1833 г. русский академик Э. X. Ленц открыл закон, устанав
ливающий связь между направлениями индукционных токов и их 
электромагнитными и электродинамическими взаимодействиями. 
В частности, им был установлен принцип электромагнитной инер
ции. В 1844 г. Э. X. Ленц независимо от английского исследователя 
Джоуля установил, что количество тепла, выделяющегося в провод
нике при прохождении тока, прямо пропорционально сопротивле
нию проводника и квадрату тока.

Первый в мире электромагнитный телеграф был построен в 1832 г. 
в России П. Л. Шиллингом.

В 1845 г. немецким физиком Г. Кирхгофом были сформулированы 
основные законы разветвленных электрических цепей, которые 
названы его именем и имеют огромное значение для развития теоре
тической и практической электротехники.

Изобретенная русским ученым П. Н. Яблочковым электриче
ская свеча (1876 г.) положила начало электрическому освещению.

Первая лампа накаливания с угольным стерженьком была соз
дана русским инженером А. Н. Лодыгиным.

Из других русских ученых второй половины XIX столетия необ
ходимо отметить А. Г. Столетова, который впервые подробно ис
следовал магнитные свойства железа, и Н. А. Умова, заложившего 
основы для вывода уравнений движения электромагнитной энергии 
в телах.

Таким образом, за период с 1800 по 1880 г. в тесной связи с раз
витием прикладной электротехники и, в частности, с телеграфией, 
гальванопластикой и техникой электрического освещения разви
валась теория цепей постоянного тока. За этот период были уста
новлены основные понятия теории электрических цепей и разрабо
таны первые методы их расчета.

Начало применению переменных токов положил в 1876 г. 
П. Н. Яблочков. Переменный ток обеспечил равномерность сгора
ния углей в свече Яблочкова и позволил легко осуществить пита
ние многих ламп от одного источника электрической энергии.

Расширение потребления электрической энергии выдвинуло про
блему передачи ее на значительные расстояния. Решение этой про
блемы требовало применения различных напряжений для передачи 
и распределения электрической энергии. Эта задача была решена 
для переменного тока при помощи трансформаторов, изобретенных 
также П. Н. Яблочковым.

Переменный ток получил всеобщее признание и широчайшее 
применение в электроэнергетике благодаря изобретениям русского 
инженера и ученого М. О. Доливо-Добровольского. Им была разра
ботана трехфазная система, получившая повсеместное распростра-
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пение.' В 1889 г. он построил первый трехфазный двигатель, разра
ботал все остальные звенья трехфазной цепи и в 1891 г. осуществил 
передачу электрической энергии трехфазным током на расстояние 
175 км.

Применение переменного тока потребовало решения многих 
теоретических вопросов и практических задач, что послужило осно
ванием для разработки целой области теоретических основ электро
техники, получившей в начале XX столетия название теории пе
ременных токов. Особенно значительным в развитии переменных 
токов было введение американским инженером Ч. П. Штейнмет- 
цем метода комплексных величин для расчетов цепей.

Наряду с необходимостью решения теоретических задач, от
носящихся к электрическим и магнитным цепям, практическая 
электротехника поставила задачи по расчету электромагнитных 
нолей. Конструирование электрических машин и электромагнит
ных аппаратов потребовало расчета магнитных полей; создание 
надежной изоляции токоведущих частей выдвинуло задачу расчета 
электрических полей. Учет распределения переменного тока по 
сечению проводов потреб^ал решения задач по расчету электро
магнитного поля.

В 1873 г. английский ученый Д. К. Максвелл в классическом 
тру до1 «Трактат об электричестве и магнетизме» изложил в матема
тической форме основы теории электромагнитного поля, представ
ляющей расширение и дальнейшее развитие идей Фарадея о физи
ческой реальности электромагнитного поля. Экспериментальное 
подтверждение и развитие теории электромагнитного поля, разра
ботанной Максвеллом, было осуществлено немецким физиком Г. Гер
цем в 1887— 1889 гг. в его опытах по получению и передаче электро
магнитных волн, а также в работах русского физика Г1. Н. Лебе
дева, доказавшего наличие давления световых волн.

В 1895 г. А. С. Попов изобрел радиосвязь, открывшую новую 
эру в культурной жизни человечества. Развитие радиотехники по
служило мощным толчком к разработке как теории электрических 
цепей, так и теории электромагнитного поля.

В 1904 г. в Петербургском политехническом институте проф.
В. Ф. Миткевич начал читать курс «Теория электрических и маг
нитных явлений». В 1905 г. в Московском высшем техническом 
училище проф. К. А. Круг начал читать курс «Теория переменных 
токов», который был издан в 1906 г. Первой книгой в России, охва
тывающей основные вопросы курса теоретических основ электро
техники, явилась напечатанная в 1916 г. книга К. А. Круга «Основы 
электротехники».

Следовательно, в развитии электротехники можно отметить 
второй этап (1880—1917 гг.), когда формировалась самостоятельная 
дисциплина «Теоретические основы электротехники».

Несмотря на работы выдающихся русских ученых и изобретате
лей, внесших крупнейший вклад в мировую электротехнику, элек
тротехническая промышленность России вследствие ее экономиче
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ской отсталости в дореволюционное время не получила должного 
развития. Лишь после Великой Октябрьской социалистической 
революции наша страна под руководством Коммунистической пар
тии и Советского правительства создала мощную электротехниче
скую промышленность, которая позволила отказаться от импорта 
электротехнического оборудования.

После успешного перевыполнения плана ГОЭЛРО применение 
электричества в годы довоенных и послевоенных пятилеток достигло 
огромного размаха во всех областях народного хозяйства. В настоя
щее время продолжаются гигантские работы по строительству 
величайших в мире электрических станций. Создаются невиданные 
по размерам и техническим данным машины. Широко внедряется 
автоматизация во все технологические процессы. Во всех областях 
народного хозяйства применяется новейшая техника.

Выполнение таких грандиозных задач возможно только при 
наличии глубокой теоретической базы, стоящей на высоком науч
ном уровне.

* * *

Во всех современных электротехнических устройствах, предназ
наченных для различных технических целей, происходят те или 
иные энергетические преобразования. Электрические генераторы 
и двигатели служат для взаимного преобразования механической 
и электрической энергии. При помощи трансформаторов электриче
ская энергия одного напряжения преобразуется в электрическую 
энергию другого напряжения. В электрической лампе происходит 
процесс преобразования электрической энергии в световую. Во 
многих электротехнических устройствах электрическая энергия 
перераспределяется между отдельными элементами этих устройств.

Для канализации электрической энергии в заданных направле
ниях широко применяются проводниковые материалы с высокой 
удельной проводимостью, которые без значительных потерь элек
трической энергии проводят электрический ток. Концентрации энер
гии и уменьшения объема электрического поля обычно добиваются 
при помощи конденсаторов, заполненных диэлектриком с высокой 
диэлектрической проницаемостью. Для концентрации энергии и 
уменьшения объема магнитного поля, как правило, пользуются 
ферромагнитными материалами с высокой магнитной проницае
мостью.

Применение указанных материалов для концентрации электро
магнитной энергии .в очень малых объемах позволяет во многих 
случаях исследовать протекающие в них физические процессы при 
помощи известных интегральных понятий: электрического тока, 
напряжения, э. д. с., магнитного потока, магнитодвижущей силы 
и т. п.

Исследования электромагнитных явлений и процессов, проте
кающих при различных энергетических преобразованиях в электро
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технических устройствах, привели, начиная с 20-х годов текущего 
столетия, к стремительному развитию курса теоретических основ 
электротехники. В частности, чрезвычайно широкое развитие полу
чили общие вопросы теории электрических цепей, имеющие боль
шое значение почти для всех прикладных отраслей электротехники.

Предметом курса «Теоретические основы электротехники» яв
ляется изучение как с качественной, так и с количественной сто
роны электромагнитных явлений и процессов, происходящих в раз
личных электротехнических устройствах.

Курс теоретических основ электротехники дает учащемуся 
по возможности в достаточно общей форме знание качественных и 
количественных соотношений для электромагнитных явлений и про
цессов и намечает основные пути для решения задач, которые ставят 
специальные электротехнические дисциплины.

Качественные и количественные стороны исследуемых электро
магнитных явлений и процессов находятся в неразрывной связи. 
Поэтому изучение курса теоретических основ электротехники в выс
шей школе основывается на знаниях, полученных из курсов физики 
и математики. Эти знания в курсе теоретических основ электротех
ники расширяются и развиваются в направлении разработки ме
тодов анализа, расчета и экспериментального исследования явлений 
и процессов, протекающих в электрических и магнитных цепях и 
в электромагнитных полях.

В практической деятельности инженера основная трудность 
часто возникает на стадии составления математической модели для 
исследуемой электротехнической установки, поскольку одна и та же 
установка может иметь разные математические описания в зависи
мости от задачи исследования. Так, резко различными могут быть 
математические модели, применяемые для анализа работы изоляции 
электрической установки и оценки экономичности ее рабочих ре
жимов. В значительной мере выбор подходящей математической 
модели связан с требуемой степенью точности выполнения исследо
ваний и расчетов. При этом понятие «точность» приходится считать 
в известной мере условным; оно более определенным оказывается 
при уже выбранной модели, с которой связано соответствующее 
математическое описание исследуемых процессов и явлений. Только 
при наличии уравнений можно говорить о точности их решения.

Существенно подчеркнуть, что теория электромагнитного поля 
оперирует с дифференциальными понятиями, которыми являются 
напряженности электрического и магнитного полей, индукция маг
нитного поля, плотность тока, плотность энергии и т. п. Эти вели
чины относятся к отдельным точкам среды или к конструктивным 
деталям; они могут быть как постоянными, так и переменными во 
времени. Для исследования процессов и получения необходимых 
представлений часто пользуются картиной поля.

Наряду с этим значительное число электротехнических задач, 
как это уже отмечено, решается при помощи интегральных понятии, 
к которым относятся: напряжение, э. д. с., электрический ток, маг
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нитный поток, мощность, энергия, сопротивление, емкость, индук
тивность и т. п. При этом следует иметь в виду, что интегральные 
величины являются не менее обоснованными и показательными, чем 
дифференциальные. Так, они легче контролируются в конкретных 
установках, их применение значительно упрощает эксперименталь
ные проверки. Сравнительно просто могут быть определены и допу
стимые значения по тем или иным условиям. В качестве основы 
математического описания цепей применяются законы Ома и Кирх
гофа.

Как при исследовании физических процессов в цепях, так и при 
изучении электромагнитных полей различных устройств единствен
ным научным методом познания является диалектический метод: 
«От живого созерцания, — говорит Ленин, — к абстрактному мыш
лению и от него к практике — таков диалектический путь позна
ния истины, познания объективной реальности» (В. И. Ленин. 
Поли. собр. соч. Изд. 5-е, т. 29, с. 151 — 153).

Это основное положение теории познания лежит в основе всего 
курса теории цепей, содержание которого и изложено в данной 
книге.



Р а з д е л  п е р в ы й

ЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ С СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ
ПАРАМЕТРАМИ

Г л а в а  п е р в а я

ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ И МЕТОДЫ РАСЧЕТА ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ 

ПРИ ПОСТОЯННЫХ ТОКАХ И НАПРЯЖЕНИЯХ

1-1. Элементы электрических цепей и электрических схем

Э л е к т р и ч е с к о й  ц е п ь ю  называется совокупность уст
ройств, предназначенных для передачи, распределения и взаимного 
преобразования электрической (электромагнитной) и других видов 
энергии и информации, если процессы, протекающие в устройствах, 
могут быть описаны при помощи понятий об электродвижущей силе 
(э. д. с.), токе и напряжении.

Основными э л е м е н т а м и  э л е к т р и ч е с к о й  ц е п и  
являются источники и приемники электрической энергии (и инфор
мации), которые соединяются между собой проводами.

В и с т о ч н и к а х  электрической энергии (гальванические 
элементы, аккумуляторы, электромашинные генераторы и т. п.) 
химическая, механическая, тепловая энергия или энергия других 
видов превращается в электрическую, а в  п р и е м н и к а х  элек
трической энергии (электротермические устройства, электрические 
лампы, резисторы, электрические двигатели и т. п.), наоборот, 
электрическая энергия преобразуется в тепловую, световую, меха
ническую и др.

Электрические цепи, в которых получение электрической энер
гии в источниках, ее передача и преобразование в приемниках 
происходят при неизменных во времени токах и напряжениях, 
обычно называют ц е п я м и  п о с т о я н н о г о  т о к а .

При постоянных токах и напряжениях магнитные и электриче
ские поля электрических установок также не изменяются во времени. 
Вследствие этого в цепях постоянного тока не возникают э. д. с. 
самоиндукции и отсутствуют токи смещения в диэлектриках, окру
жающих проводники.

Вместо термина «приемник электрической энергии» в дальнейшем 
будем применять более краткие и равнозначные термины — прием
ник или потребитель, а вместо термина «источник электрической 
энергии» — источник энергии, источник питания или источник.

На рис. 1-1 условно изображена простейшая электрическая уста
новка с источником энергии — аккумуляторной батареей и с прием
ником — группой электрических ламп. Зажимы источника и прием

11



ника энергии соединены между собой двумя проводами. Источник 
энергии, провода и приемнйк образуют замкнутый проводящий 
контур. В этом контуре под действием э. д. с. источника энергии 
происходит непрерывное и односторонне направленное упорядочен

ное движение электрических за
рядов.

Совокупность этих трех элемен
тов — источника энергии, двух про
водов и приемника — представляет 
собой простейшую электрическую 
цепь постоянного тока. Практи
чески чаще встречаются более слож
ные электрические цепи с большим 
числом источников и приемников 
энергии.

Чтобы облегчить изучение про
цессов в электрической цепи, ее 
заменяют расчетной с х е м о й  

з а м е щ е н и я ,  т. е. идеализированной цепью, которая служит 
расчетной моделью реальной цепи. При этом пользуются поня
тиями двух основных элементов схемы: источника энергии с 
э. д. с. Е  и внутренним сопротивлением г„ (рис. 1-2, а) и сопро
тивления приемников и проводов г (рис. 1-2, б). Таким образом, 
применяя в дальнейшем термин «схема замещения» или, короче, 
«схема», будем всегда подразумевать и соответствующую цепь.

Э л е к т р о д в и ж у щ а я  с и л а  Е  (рис. 1-2, а) численно 
равна разности потенциалов <р или напряжению и  между положи
тельным и отрицательным зажимами 1 и 2 ис
точника энергии при отсутствии в нем тока 
независимо от физической природы ее возник
новения (контактная э. д. с., термо-э. д. с. и 
т. д.):

£  =  Ф1-Ф2 =  £Л2. (1-1)

Электродвижущую силу Е  можно опреде
лить как работу сторонних (неэлектрических) 
сил, присущих источнику, затрачиваемую на 
перемещение единицы положительного заряда внутри источника от 
зажима с меньшим потенциалом к зажиму с большим потенциалом.

Направление действия э. д. с. (от отрицательного зажима к по
ложительному) указывается на схеме стрелкой.

Если к зажимам источника энергии присоединить приемник 
(нагрузить), то в замкнутом контуре этой простейшей цепи возни
кает ток /  (рис. 1-3). При этом напряжение или разность потен
циалов на зажимах 1 и 2 уже не будет равна э. д. с. вследствие 
п а д е н и я  н а п р я ж е н и я  £/в внутри источника энергии, 
т. е. на его в н у т р е н н е м  с о п р о т и в л е н и и  гв:

11в =  гв1.

Электрические 
лампы

_______________ 1

Приемник

Рис. 1-1.
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На рис. 1-4 представлена одна из наиболее типичных, так назы
ваемых в н е ш н и х  х а р а к т е р и с т и к  UV2 (/) =  U (/), т. е. 
зависимость напряжения на зажимах нагруженного источника 
энергии от тока. Как показано на рисунке, при увеличении тока 
от нуля до /  «  1х напряжение на зажимах 
источника энергии убывает практически 
по линейному закону:

Ul2 =  U =  Е  — t/„ =  Е — rB I .
Иначе говоря, при Е — const падение 

напряжения внутри источника энергии UB 
в указанных пределах растет пропорцио
нально току. При дальнейшем росте тока
нарушается пропорциональность между его значением и падением 
напряжения внутри источника энергии — внешняя характеристика 
не остается линейной. Такое уменьшение напряжения вызвано 
у одних источников энергии уменьшением э. д. с., у других — уве
личением внутреннего сопротивления, а у третьих — одновремен

ным уменьшением э. д. с. и , увеличением 
внутреннего сопротивления.

Развиваемая источником энергии м о щ 
н о с т ь  определяется равенством

Р и =  £ / .  (1-2)
Здесь следует отметить установившееся в 

электротехнике неточное применение термина «мощ
ность». Так, например, говорят о генерируемой, 
отдаваемой, потребляемой, передаваемой, теряемой 
мощности. В действительности генерируется, от
дается, потребляется, передается, теряется не 
мощность, а энергия. Мощность характеризует 
интенсивность энергетического процесса и изме
ряется количеством генерируемой, отдаваемой, 
передаваемой и других видов энергии в единицу 

времени. Поэтому правильно было бы говорить о мощности генерирования 
энергии, о мощности передачи энергии и т. д. Следуя традициям электротех
ники, будем применять приведенные выше краткие выражения.

С о п р о т и в л е н и е  п р и е м н и к а  г (рис. 1-2, б) как 
элемент схемы или идеализированной цепи характеризует потреб
ление электрической энергии, т. е. превращение электрической 
энергии в другие виды, при мощности

Р =  гР . > (1-3)
В общем случае сопротивление приемника зависит от тока в этом 

приемнике г (/).
По закону Ома напряжение на сопротивлении

U =  r l . (1-4)
Отметим, что к открытию этого закона довольно близко подошел 

еще в 1801— 1802 гг. акад. В. В. Петров. Позднее, в 1826 г., этот 
закон был сформулирован Омом.

V 13



Наряду с сопротивлением для расчета цепей вводят понятие 
п р о в о д и м о с т и

£ = 1/г.

На практике часто бывает задана не зависимость сопротивления 
от тока г ( I ) ,  а зависимость напряжения на сопротивлении от тока 
и 01) (/) =  и  (/) или обратная зависимость тока от напряжения 
/  (и ). Характеристики и  (/) и /  (¿У) получили распространенное, 
хотя и не совсем точное, название в о л ь т-а м п е р и ы х.

На рис. 1-5 представлены вольт-амперные характеристики для 
ламгты с металлической нитыо 11х (/) и для лампы с угольной нитью 
0 2 (/). Как показано на рисунке, связь между напряжением и 
током каждой лампы — нелинейная. Сопротивление лампы с ме
таллической нитыо растет с увеличением тока, а сопротивление 
лампы с угольной нитью с увеличением тока падает.

Электрические цепи, содержащие элементы с нелинейными ха
рактеристиками, называются н е л и н е й н ы м и .

Если принять э. д. с. источников энергии, их внутренние со
противления и сопротивления приемников не зависящими от токов 
и напряжений, то внешние характеристики источников энергии 
У12 (/) =  и  (/) и вольт-амперные характеристики приемников 
Уаь (П — и  (/) будут линейными (рис. 1-6).

Электрические цепи, состоящие только из элементов с линей
ными характеристиками, называют л^и н е й н ы м и.

Большое число реальных электрических цепей можно отнести 
к линейным. Поэтому изучение свойств и методов расчета линейных 
электрических цепей представляет не только теоретический, но и 
значительный практический интерес.

1-2. Эквивалентные схемы для источников энергии

Простейшая электрическая цепь и ее схема замещения, как 
указывалось, состоят из одного источника энергии с э. д. с. Е  и 
внутренним сопротивлением гв и одного приемника с сопротивле
нием г (рис. 1-3), где сопротивление соединяющих проводов не 
показано, если для этой цепи им можно пренебречь. Ток во внеш
ней по отношению к источнику энергии части цепи, т. е. в прием
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нике или сопротивлении г, принимается направленным от точки 
а с большим потенциалом <ра =  фх к точке Ь с меньшим потенциалом 
Ф* =  Фа-

Направление тока будем обозначать на схеме стрелкой с просве
том или указывать двумя индексами у буквы /, связанными с соот
ветствующими индексами на схеме. Так,, для схемы рис. 1-3 ток 
в приемнике /  =  1пЬ, где индексы а и Ь обозначают направление 
тока от точки а к точке Ь.

Покажем, что источник энергии с известными э. д. с. Е  и внут
ренним сопротивлением гв может быть представлен двумя основ
ными э к в и в а л е н т н ы м и  с х е м а м и .

Как уже указывалось, напряжение на зажимах источника энер
гии меньше э. д. с. на падение напряжения внутри источника:

и  =̂= ф ̂ ф2 =  Е и  ъ =  Е г%1. (1-5)

С другой стороны, напряжение на сопротивлении г
и  =  <ра -< Р ь  =  г1 .  ( 1 - 6 )

Ввиду равенства фг =  фа и ф2 =  ф* из (1-5) н (1-6) следует, 
что Е — гв I  =  г1 или

Е = *гв1 +  г1 (1-7)

(I-7а)

I____I

Отсюда видно, что внутреннее сопротивление гв источника 
энергии, так же как сопротивление приемника, ограничивает ток.

На эквивалентной схеме можно показать внутреннее сопротивле
ние гв соединенным последовательно с сопротивлением приемника г, 
и в зависимости от соотношения 
между напряжениями на этих со
противлениях получим две разно
видности первой эквивалентной 
схемы для источника энергии 
(рис. 1-7).

На эквивалентной схеме рис.
1-7, а с источником э. д. с. Е  на
пряжение и  зависит от тока при
емника и равно разности между 
э. д. с. Е источника энергии и
падением напряжения 11в. Если г„ ^  г и при одном и том же 
токе в этих сопротивлениях напряжение Ив V , т. е. источник 
электрической энергии находится в режиме, близком к так на
зываемому «холостому ходу», то можно практически пренебречь 
его внутренним падением напряжения, принять £/„ =  г„/ г» О 
и получить эквивалентную схему рис. 1-7, б. Такой источник 
энергии без внутреннего сопротивления (г„ =  0), обозначенный 
кружком со стрелкой внутри и буквой Е, называют и д е -

Рис. 1-7.
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а л ь н ы м  и с т о ч н и к о м  э. д. с. (источником напряже
ния или источником с заданным напряжением). Напряжение на 
зажимах такого источника не зависит от сопротивления приемника 
и всегда равно э. д. с. Е. Его внешняя характеристика — прямая, 
параллельная оси абсцисс (пунктирная прямая аЬ на рис. 1-4).

Источник энергии может быть представлен и одной из двух эк
вивалентных схем по рис. 1-8. Чтобы обосновать эту возможность, 
разделим правую и левую части уравнения (1-7) на гв.

В результате получим:

^  =  / +  ^ - =  / +  ^ .,
'  В ' В

где £„ =  1 //■„ — в н у т р е н н я я  п р о в о д и м о с т ь  источ
ника энергии,

или
J  =  l  +  /„, (1-8)

где 1 =  Е /гв — ток при коротком замыкании источника энергии 
(т. е. ток при сопротивлении г =  0);

/ в =  £//г„ =  £/^в — некоторый ток, равный отношению напря
жения на зажимах источника энергии к его внутрен
нему сопротивлению;

I  =  Ш г =  U g — ток приемника;
§■ =  1 /г  — п р о в о д и м о с т ь  приемника.
Полученному уравнению (1-8) удовлетворяет эквивалентная схема 

с источником тока (рис. 1-8, а), при этом внутреннее сопротивле
ние гв включено параллельно 
сопротивлению приемника г.

Если <  £ или г„ >  г и 
при одном и том же напряже
нии и  на зажимах сопротивле
ний г„ и г ток / в / ,  т. е. 
источник энергии находится в 
режиме, близком к так называе
мому «короткому замыканию», 
то можно принять ток

Рис. 1-8.

и получить другую разновидность второй эквивалентной схемы 
(рис. 1 -8, б).

Такой источник с внутренней проводимостью g n =  0 (гв — оо), 
обозначенный кружком с двойной стрелкой с разрывом внутри 
и буквой J , называют и д е а л ь н ы м  и с т о ч н и к о м  т о к а  
(источником с заданным током). Ток источника тока J  не зависит 
от сопротивления приемника г. Его внешняя характеристика пря
мая, параллельная оси ординат (пунктирная прямая сё на рис. 1-4).

Таким образом, в зависимости от соотношения между внутрен
ним сопротивлением источника энергии г„ и сопротивлением прием-
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ника г реальные источники электрической энергии могут быть во 
многих случаях отнесены либо к источникам напряжения, либо 
к источникам тока. Однако источник энергии при расчетах цепей 
можно заменить источником напряжения или источником тока и 
в тех случаях, когда внутреннее сопротивление гв источника энергии 
соизмеримо с сопротивлением г приемника. Для этого необходимо 
сопротивление гв вынести из источника энергии и объединить с со
противлением г приемника.

Источники э. д. с. и источники тока называют а к т и в н ы м и  
э л е м е н т а м и  электрических схем, а сопротивления и проводи
мости — п а с с и в н ы м и .

При составлении электрической схемы замещения для той или 
иной реальной цепи стремятся по возможности учесть известные 
электрические свойства как каждого участка, так и в целом всей 
цепи.

Составим, например, эквивалентную схему двухпроводной линии передачи 
электрической энергии длиной I, схематически изображенной на рис. 1-Я, а. 
В начале линии включен источник энергии с э. д. с. Е и внутренним сопротивле
нием г„, а в конце линии присоединен приемник энергии, сопротивление которого 
равно л2.

Напряжение на приемнике, очевидно, меньше напряжения в начале линии 
на падение напряжения в сопротивлении проводов линии. Ток в конце линии 
меньше тока источника на ток утечки между проводами линии (из-за несовер
шенства изоляции).

Пусть каждый провод линии обладает сопротивлением г0!2 и проводимостью 
между проводами £0 на единицу длины линии.

Разобьем линию на элементы длины Лс (рис. 1-9, а). Каждый элемент такой 
линии обладает суммарным сопротивлением прямого и обратного проводов 
г0 с1х — (Гг,/2) ¿х +  (/•„,/2) (1х и проводимостью д , с1х.

Поэтому всю линию можно представить электрической схемой из соединенных 
между собой элементов с сопротивлением г0 с1х и проводимостью £0 с1х каждый 
(рис. 1-9, б). Источник энергии на этой эквивалентной электрической схеме пред
ставлен в виде источника э. д. с. £  и сопротивления г„.

Пользуясь полученной электрической схемой (рис. 1-9, б), легко найти по 
заданному напряжению и известному току вначале или в конце линии напряже
ние и ток в любой точке линии (§ 18-4).

6)
Рис. 1-9. Рис. 1-10.

/
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Если ток утечки линии значительно меньше тока приемника, то им можно 
пренебречь и удалить из электрической схемы (рис. 1-9, б) все проводимости gn dx. 
В результате получится простая (неразветвленная) схема с одним и тем же током 
во всех элементах, изображенная на рис. 1-10, где сопротивление линии гл =  г„1 
показано последовательно соединенным с сопротивлениями гя и г,-

В зависимости от электрических свойств цепи и условий постав
ленной задачи надо уметь правильно выбирать электрические 
схемы замещения и пользоваться ими для исследования режимов 
в реальных электрических цепях.

\
1-3. Закон Ома для участка цепи с э. д. с.

Для однозначного определения потенциала любой точки электри
ческой цепи необходимо произвольно выбрать потенциал какой- 
нибудь одной точки. Так, если для схемы, представленной на 
рис. 1-7, а, положить, например, <р2 =  const =  С, то по определе
нию потенциал точки Г  больше ф2 на значение э. д. с.:

фр = ц>2 +  Е =  С-\-Е. (1-9)

Ток во внешней части простейшей электрической цепи, а в об
щем случае — в любом пассивном элементе цепи направлен, как

Рис. 1-11.

указывалось, от точки с более высоким потенциалом (а) к точке 
с более низким (Ь). Поэтому потенциал фх =  фа первой точки 1 
больше потенциала ф3 =  фй второй точки 2:

Фг =  Фа +  г*1-
Также

ф 1 '= ф 1  +  / 'в / .  (1 -1 0 )

Из равенств (1-9) и (1-10) имеем:
Ф2 +  £  =  Ф1 -!-/•„/,

откуда ток
/ а = ф»-ф1 + Е' (1_П)

Г  В

Аналогично можно написать формулу для тока неразветвлен- 
ного участка сложной электрической схемы с произвольным числом 
э. д. с. и сопротивлений и заданной разностью потенциалов на кон
цах этого участка (рис. 1 - 1 1 ).

Ток I на участке схемы, содержащем э. д. с., может быть на
правлен от точки а к точке Ь или наоборот. Если направление тока
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заранее не известно, то для составления выражений, подобных 
(1-11), нужно выбрить направление тока произвольно. Такое про
извольно выбранное направление тока условились называть п о- 
л о ж  и т е л ь н ы м  н а п р а в л е н и е м  и обозначать так же, 
как действительное направление, стрелкой с просветом или отме
чать индексами у буквы I.

Если принять за положительное направление тока /  на участке 
(рис. 1-11 ) направление от точки а к точке Ь, то потенциал ф* опре
деляется через потенциал ц>а выражением

ф* -= Фа -  ГгГ +  Е 1 — г21 +  Е й — г31 - Е 3 -  л4/.

Из этого равенства следует:
ь

и аЬ + % Е  ь
Г_ г _фа — ф̂  +  ̂ 1 +  ̂ 2 — £з _  а и  | V  сЛ ~
1~ ,аь------- ;1+г ^ Т г Г ' --------- 77ь--------- \иаь +  2 * Е ^ аЬ,

( 1- 12)

где гаЬ =  гх -(- г2 +  г3 +  гх — суммарное сопротивление участка схе
мы;

Фа — Ф* =  ^аь — разность потенциалов или напряжение между 
зажимами рассматриваемого участка, взятые по выбран
ному направлению тока;

ь
^ Е  — Е х +  Е г — Е 3 — алгебраическая сумма э. д. с., действую-

а
щих на том же участке, причем каждая э. д. с., совпа
дающая по направлению с положительным направле
нием тока, записывается с положительным знаком, а не 
совпадающая — с отрицательным.

Формула (1-12) представляет с о б о й  з а к о н  О м а  д л я  
у ч а с т к а  ц е п и  (схемы) с э. д. с.

Если в результате расчета по формуле (1-12) для тока /  полу
чится отрицательное значение, то это значит, что действительное 
направление тока не совпадает с выбранным положительным на
правлением (противоположно произвольно выбранному направ
лению).

Для напряжения между любыми точками цепи также может 
быть произвольно выбрано положительное направление. Положи
тельное направление напряжения указывается индексами у б ук
вы и  или обозначается на схемах стрелкой, которую, например, 
для напряжений и„ь — ф„ — фй (рис. 1 -11 ) будем в дальнейшем 
ставить от точки а к точке Ь, если потенциал точки а принят 
(произвольно) выше, чем потенциал точки Ь. Таким образом, н а 
пряжение, как и ток, при расчетах надо рассматривать как  
алгебраическую величину.

Для э. д. с. источников напряжения и токов источников тока, 
когда их действительные направления неизвестны, также выбира-
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ются произвольные положительные направления, которые указы
вают двойными индексами пли обозначают стрелками.

На участках схемы с пассивными элементами положительные 
направления напряжения и тока будем выбирать всегда совпадаю
щими. В этом случае отдельной стрелки для напряжения можно 
и не ставить.

1-4. Распределение потенциала вдоль неразветвленной 
электрической цепи

Распределение потенциала вдоль неразветвленной электриче
ской цепи можно наглядно представить при помощи графика.

(заземление на рис. 1-12). Теперь легко найти потенциалы 
остальных точек.

Потенциал точки Ь меньше потенциала точки а:

При переходе через первый источник энергии потенциал повы
шается на значение э. д. с. Е 1 и понижается на внутреннее падение 
напряжения, так что потенциал точки с 4

ф е =  ф * +  Е 1 —  г в1/  =  —  г х1 + Е ! - г в11.

Для определения потенциала точки й надо из потенциала фс 
вычесть падение напряжения г2/, т. е.

Наконец, при переходе через второй источник энергии потенциал 
понижается не только на значение э. д. с. £ 2 (по определению 
понятия э. д. с. >  фа'), но и на внутреннее падение напряжения, 
причем потенциал точки а должен быть равен нулю:

ф а  =  ф<* — Е 2 —  г  вг /  =  —  Т\1 Е х ~  г вх1 —  г 21 — Е 2 — г  ̂ 1  —  0.

Отметим, что последнее выражение, конечно, не противоречит

р  4  ^ Г  1

сг и двумя сопротивлениями гх и гг.

На рис. 1-12 изображена схема простейшей 
неразветвленной цепи с двумя э. д. с. Ег и 
Е 2 и внутренними сопротивлениями гв1 и гв2

а' Пусть э. д. с. больше э. д. с. Ег. В этом
случае аналогично (1-7а) действительный ток

(1-13)

Рис. 1-12.

и совпадает по направлению с э. д. с. Для 
однозначного определения потенциала каждой 
точки рассматриваемой цепи можно положить, 
например, потенциал фа точки а равным нулю

ф * =  ф а -  Ш  =  — / 1 / .

ф<* =  фс —  Г %1 —  —  Е х ~  Г ах1 —  Г« 1 .

(1-13).
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Если по оси абсцисс отложить в выбранном масштабе сопро
тивления участков в той последовательности, в которой они вклю 
чены в цень, а по оси ординат потенциалы соответствующих точек 
(рис. 1-13), то получится г р а ф и к  р а с п р е д е л е н и я  п о 
т е н ц и а л а  вдоль неразветвленной цепи. Пользуясь этим гра
фиком, можно определить напряжение между любыми точками 
цепи. В частности, из графика следует, что напряжение на зажимах 
первого источника энергии

и сь -= фс — Фй =  Е 1 -  гв11
меньше его э. д. с. на внутрен
нее падение напряжения, а напря
жение и Ла на зажимах второго ис
точника энергии, наоборот, больше 
э. д. с. Л2 на внутреннее падение 
напряжения, т. е.

и¿а — ф,/ фа =  £2 “Ь
Отношение напряжения к со

противлению любого пассивного 
участка цепи равно току участка 
и на графике потенциала определяется в некотором масштабе тан
генсом угла наклона соответствующей прямой к оси абсцисс. П о
этому одинаков наклон прямых (например, аЬ и ей на рис. 1-13), 
определяющих изменение потенциала вдоль всех пассивных участ
ков неразветвленной цепи с одним и тем же током.

Графики распределения потенциала внутри источника энергии 
могут иметь разный вид. В простейшем случае при равномерном 
распределении сопротивления г„ и э. д. с. Е  в источнике измене
ние потенциала внутри источника энергии иногда изображают 
прямой, показывающей или непрерывный рост (в источнике с 
э. д. с. Ех пунктирная прямая Ьс), или непрерывное уменьшение 
потенциала (в источнике с э. д. с. Е г пунктирная прямая йа).

1-5. Баланс мощностей для простейшей неразветвленной цепи

Рассмотрим энергетические соотношения для электрической цепи, 
состоящей, например, из одной машины постоянного тока с э. д. с. 
Е 1 и внутренним сопротивлением гв1 и аккумуляторной батареи 
с э. д. с. Ег и внутренним сопротивлением гв2 (рис. 1-14). Электро
движущие силы машины и аккумуляторной батареи направлены 
навстречу друг другу. Пусть э. д. с. Е 1 машины больше э. д. с. Е 2 
аккумуляторной батареи. При этом условии действительное направ
ление тока /  совпадает с направлением э. д. с. Е г. Напряжение и  
на зажимах обоих источников меньше э. д. с. на внутреннее 
падение напряжения гв1/  в машине и больше э. д. с. Еъ на падение 
напряжения гвг1 в батарее, как это было показано в предыдущем
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параграфе:
и  =  Е 1- г л 1 (1-14)

или
и  =  Е., +  гв (1-15)

После умножения обеих частей выражения (1-14) на /  и пере
становки слагаемых получаем:

Е г ^ г ^ Р  +  и ! .  (1-16)

Левая часть этого уравнения представляет собой мощность, 
развиваемую машиной; первое слагаемое правой части определяет 
мощность тепловых потерь (в обмотке машины), а второе слагаемое 
правой части — мощность, отдаваемую машиной и, следовательно, 
потребляемую аккумуляторной батареей.

Рис. 1-14. Рис. 1-15.

Если умножим правую и левую части выражения (1-15) на ток /, 
то получим:

1Л =  гкгР  +  Е.>1. (1-17)

Из этого уравнения непосредственно вытекает, что мощность 
V I, потребляемая аккумуляторной батареей, расходуется на тепло
вые потери (гв2/ 2) и на зарядку аккумуляторов (Ег1).

Полученные соотношения для баланса мощностей применимы не 
только к цепи зарядки аккумуляторов, но и к любым другим цепям. 
Отличие состоит лишь в том, что в приемниках другого рода энер
гия расходуется не на зарядку аккумуляторов, а на другие про
цессы, например, в электрических двигателях — на механическую 
работу, в резисторах — только на тепловые потери.

Если представить источник энергии другой эквивалентной схе
мой (рис. 1-15), то окажется, что мощность, развиваемая источником 
тока, не равна мощности, развиваемой источником э. д. с.

Действительно, мощность, развиваемая источником тока, опре
деляется произведением тока J 1 на напряжение II на зажимах 
источника тока, т. е. равна J 1U. Так как J l =  / в1 +  7 , а / в1 =  
=  и /г в1, то после замены тока J 1 и простых преобразований по
лучим:

JlU  =  (Iвl +  I)U  =  U2/ral +  UI. (1-18)
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Из сравнения выражений (1-18) и (1-16) непосредственно сле
дует, что при одинаковом напряжении на зажимах обоих источ
ников и одинаковом токе /  тепловые потери гв1/ а в схеме рис. 1-14 
не равны в общем случае тепловым потерям и г/гв1 в схеме рис. 1-15, 
вследствие чего и мощность, развиваемая источником э. д. с. Е Х1, 
не равна мощности, развиваемой источником тока J 1U. Это следует 
иметь в виду при замене реального ис
точника энергии источником э. д. с. или 
источником тока.

Пример 1-1. К зажимам двух последова
тельно соединенных источников энергии (э. д. с.
£'1 =  12 В и £ а =  48 В, внутренние сопротивле
ния гв1 =  0,4 Ом и гв2 =  0,6 Ом) подключен 
приемник-резистор с изменяющимся сопротив
лением г (рис. 1-16). Определить значение со
противления г, при котором мощность резистора максимальна. Найти мощность 
приемника и источников энергии при этом значении сопротивления.

Р е ш е н и е .  Для определения сопротивления г, при котором мощность 
резистора максимальна, воспользуемся выражением мощности Р =  гР.

Так как ток
,  Ег +  Е 2

/,в1 +  /'ва +  /" ’
то

п _  .  (^1 +  ЕцУ2 
(гв1~ьгя2-ьг)г

Вычислив производную от Р  по г и приравняв ее нулю, найдем искомое сопро
тивление

'• =  ''в1 +  '’в2= 1 Ом-
Это соотношение показывает, что мощность приемника максимальна при ра

венстве суммарного внутреннего сопротивления источников и сопротивления 
приемника.

Значения остальных величин определяются по формулам:
ток

/  =  ( £ , +  £ г)/2/- =  ( 12 +  48)/2 =  30 А;

мощности первого и второго источников э. д. с.
Р щ =  Ех/  — 12 * 30 =  360 Вт; Р1Й =  £ , . / =  48 • 3 0 =  1440 Вт; 

мощность приемника
Р =  гГ1=  1 >302 =  900 Вт.

Тепловые потери в обоих источниках
АР =  (лв1 +  л„2) Я  =  Рт  +  Р„г- Р  =  900 Вт, 

т. е. мощность приемника равна мощности тепловых потерь в обоих источниках.

1-6. Применение законов Кирхгофа для расчета 
разветвленных цепей

Для расчета разветвленной электрической цепи произвольного 
вида существенное значение имеет число ветвей и узлов.

В е т в ь ю  электрической цепи называется такой ее участок, 
который состоит только из последовательно включенных источников

- 0 н = з - 0
'  А / Гв2

-0-е р ь *  | —

Рис. 1-16.
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э. д. с. и сопротивлений и вдоль которого протекает один и тот же 
ток. У з л о м  электрической цепи называется место (точка) со
единения трех и более ветвей. Узлом электрической депи иногда 
называется точка соединения двух и более ветвей. Однако, как 
видно из приведенного выше определения ветви, каждая узловая 
точка, к которой присоединены только две ветви (она и образует 
их последовательное соединение), всегда может быть устранена 
(такие узлы иногда называют устранимыми); в результате в схеме 
остаются узлы только с тремя и более ветвями.

При обходе по соединенным в узлах ветвям можно получить 
з а м к н у т ы й  к о н т у р  электрической цепи; каждый контур

представляет собой замкнутый 
путь, проходящий по нескольким 
ветвям; при этом каждый узел в 
рассматриваемом контуре встре
чается не более одного раза.

На рис. 1-17 в качестве при
мера показана электрическая цепь 
с пятью узлами и девятью ветвя
ми. В частных случаях встреча
ются ветви только с сопротивле
ниями, без э. д. с. (ветвь 1 — у) 
и с сопротивлениями, практически 
равными нулю (ветвь 2 — р). Так 
как напряжение на зажимах ветви

2 — р равно нулю (сопротивление равно нулю), то потенциалы 
точек 2 и р одинаковы и оба узла можно объединить в один.

Режим электрической цепи произвольной конфигурации пол
ностью определяется первым и вторым законами Кирхгофа.

П е р в ы й  з а к о н  К и р х г о ф а  применяется к узлам и 
формулируется следующим образом: алгебраическая сумма токов 
в узле равна нулю, т. е.

2 /  =  0. (1-19)

В этом уравнении одинаковые знаки должны быть взяты для 
токов, имеющих одинаковые положительные направления относи
тельно узловой точки. В дальнейшем будем в уравнениях, состав
ленных по первому закону Кирхгофа, записывать токи, которые 
направлены к узлу, с отрицательными знаками, а направленные от 
узла — с положительными х.

Если к данному узлу присоединен источник тока, то ток этого 
источника также должен быть учтен. В дальнейшем будет показано, 
что в ряде случаев целесообразно писать в одной части равенства

1 Такие знаки согласуются с аналитическим выражением для тока через 
вектор плотности тока б сквозь замкнутую поверхность 5  по формуле ф 6 <1 Б ~ 0. 
Так как положительная нормаль к каждому элементу с1Б замкнутой поверхности 
выбирается наружу, то токи, направленные внутрь поверхности получаются 
с отрицательными знаками, а токи, направленные наружу, — с положительными.
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(1-19) алгебраическую сумму токов в ветвях, а в другой части — 
алгебраическую сумму токов, обусловленных источниками токов:

2 / =  2 / ,  (1-19а)

где /  — ток одной из ветвей, присоединенной к рассматриваемому 
узлу, а 3 — ток одного из источников тока, присоединенного 
к тому же самому узлу; этот ток входит в уравнение (1-19а) с по
ложительным знаком, если направлен к узлу, и с отрицательным, 
если направлен от узла.

В т о р о й  з а к о н  К и р х г о ф а  применяется к контурам 
электрической цепи и формулируется следующим образом: в лю
бом замкнутом контуре алгебраическая сумма напряжений на со
противлениях, входящих в этот контур, равна алгебраической 
сумме э. д. с., т. е.

2 г /  =  2 £ . (1-20)

В этом уравнении положительные знаки принимаются для токов 
и э. д. с., положительные направления которых совпадают с про
извольно выбранным направлением обхода рассматриваемого кон
тура.

Часто применяется другая формулировка второго закона Кирх
гофа: в любом контуре алгебраическая сумма напряжений на зажи
мах ветвей, входящих в этот контур, равна нулю:

217 =  0. (1 -20а)

При этом положительные направления для напряжений на за
жимах ветвей выбираются произвольно; в уравнении (1-20а) поло
жительные знаки принимаются для тех напряжений, положитель
ные направления которых совпадают с произвольно выбранным 
направлением обхода контура.

В теории электрических цепей решаются задачи двух типов. 
К первому типу относятся задачи а н а л и з а  электрических це
пей, когда, например, известны конфигурация и элементы цепи, 
а требуется определить токи, напряжения и мощности тех или иных 
участков. Ко второму типу относятся обратные задачи, в которых, 
например, заданы токи и напряжения, а требуется найти конфигура
цию цепи и выбрать ее элементы. Такие задачи называются задачами 
с и н т е з а  электрических цепей. Отметим, что решение задач 
анализа намного проще решения задач синтеза.

В практической электротехнике довольно часто встречаются 
задачи анализа. Кроме того, для овладения приемами синтеза це
пей необходимо предварительно изучить методы их анализа, ко
торые преимущественно и будут в дальнейшем рассматриваться.

Задачи анализа могут быть решены при помощи законов Кирх
гофа. Если известны параметры всех элементов цепи и ее конфигу
рация, а требуется определить токи, то при составлении уравнений 
по законам Кирхгофа рекомендуется придерживаться такой после
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довательности: сначала выбрать произвольные положительные на
правления токов во всех ветвях электрической цепи, затем соста
вить уравнения для узлов на основании первого закона Кирхгофа

и, наконец, составить урав
нения для контуров на осно
вании второго закона Кирх
гофа.

Пусть электрическая цепь 
содержит в ветвей и у  узлов. 
Покажем, что на основании 
первого и второго законов 
Кирхгофа можно составить 

\ соответственно у  — 1 и в —
' — у  +  1 взаимно независи

мых уравнений, что в сумме 
дает необходимое и достаточ
ное число уравнений для оп
ределения в токов (во всех 
ветвях).

На основании первого закона Кирхгофа для у  узлов (рис. 1-17) 
можно написать у  уравнений:

¡п  +   ̂13 +  • • • +  Лр +  • • • +  ¡1у — 0;
I 21 +  2̂3 +  • • • +  ¡2р ~Ь • • ■ +  2̂.7 =  О! ( 1-21)

Так как любая ветвь связывает между собой только два узла, 
то ток каждой ветви должен обязательно войти в эти уравнения два 
раза, причем / 13 =  — / 21; / 13 =  — / 31 и т. д.

Следовательно, сумма левых частей всех у уравнений дает 
тождественно нуль. Иначе говоря, одно из у  уравнений может быть 
получено как следствие остальных у  — 1 уравнений или число
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взаимно независимых уравнений, составленных на основании пер
вого закона Кирхгофа, равно у  — 1, т. е. на единицу меньше числа 
узлов. Например, в случае цепи по рис. 1-18, а с четырьмя узлами

для узла 1 
для узла 2 
для узла 3 
для узла 4

11 + 12~Ь Iз = 0;
—  / 3 —  /4 +  / в = 0 ;

— /1  — /в +  / 5—о*
- / . +  / 4 - / »  =  0.

(1 -2 1а)

Суммируя эти уравнения, получим тождество 0 =  0, следова
тельно, из этих четырех уравнений только три независимые.

Так как беспредельное накопление электрических зарядов 
не может происходить как в отдельных узлах электрической цепи, 
так и в любых ее частях, ограниченных замкнутыми поверхностями, 
то первый закон Кирхгофа можно применить не только к какому- 
либо узлу, но и к любой замкнутой поверхности (что уже было от
мечено выше).

Например, для поверхности 5  (рис. 1-18, а), как бы рассекаю
щей электрическую схему на две части, справедливо уравнение 
/,, — / х — / а — /„ =  0, что можно также получить из уравнений 
(1-21а) для узлов 3 и 4.

Чтобы установить число взаимно независимых уравнений, вы
текающих из второго закона Кирхгофа, напишем для всех в вет
вей схемы (рис. 1-17) в уравнений на основании закона Ома:

Ф г - Ф 1  =  г2 1121 - Е п \

Фз — Ф1 — Г 31 ^3 1  —

.................... ' ' У .  (1-22)
Фр ф1 — ? р1* р1 &  р ь

Фр (Р у ~  ру Е р у ,

где гру — гур — сопротивление ветви, соединяющей узлы р и г/; 
Ери — суммарная э. д. с., действующая в ветви р — у в на

правлении от р к у;
Фр и фу — потенциалы узлов р и у.

В этих уравнениях суммарное число неизвестных токов в ветвей 
и потенциалов у  узлов равняется в +  у.

Не изменяя условий задачи, можно принять потенциал одного 
из узлов равным любой величине и, в частности, нулю. Если теперь 
из системы в уравнений (1-22) исключить оставшиеся неизвестными 
у  — 1 потенциалов, то число уравнении уменьшится до в — у +  1 . 
Но исключение потенциалов из уравнении (1-22) приводит к уравне
ниям, связывающим э. д. с. источников с напряжениями на сопро
тивлениях, т. е. к уравнениям, составленным на основании второго 
закона Кирхгофа.
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Таким образом, число взаимно независимых уравнений, которые 
можно составить на основании второго закона Кирхгофа, равно
в — у +  1 .

В качестве примера напишем уравнения, связывающие потен
циалы узлов с токами и э. д. с. для схемы рис. 1-18, а:

Ф1 —Фг =  г3/ 3- £ ' 3; с р х - ф з ^ Л - ^ ! ;  |
Ф1 —Ф * =  г212 — Е2, =  — (1-22а)
Фа — ф4 ==/'5 5̂ ! Ф г- 'Фз =  — Е в -  >

Складывая третье и четвертое уравнения и вычитая полученную 
сумму из первого, получаем:

/ 4/4 4 - /2/2 — Гз1 з — Е 2-\- Е ±— Е 3. (1-23)
Если применим второй закон Кирхгофа (1.-20) к контуру 

1-4-2-1 (при обходе вдоль контура по направлению движения 
часовой стрелки), то получим это же уравнение.

Аналогичным путем можно получить уравнения для остальных 
контуров:

для контура 1-3-2-1
г1̂ 1 — гз1з — Е 1 — Е в — Е 3', |

для контура 2-3-4-2 | (1-24)
- \ - г ^ *  — Е в - { - Е ^  )

Совместное решение любых трех уравнений (1-21а) и уравнений 
(1-23) и (1-24) дает значения токов во всех ветвях электрической 
цепи, показанной на рис. 1-18, а. Если в результате решения этих 
уравнений получится отрицательное значение для какого-либо 
тока, то это значит, что действительное направление противопо
ложно принятому за положительное.

При записи уравнений по второму закону Кирхгофа следует об
ращать особое внимание на то, чтобы составленные уравнения были 
взаимно независимы. Контуры необходимо выбрать так, чтобы в них 
вошли все ветви схемы, а в каждый из контуров — возможно мень
шее число ветвей. Контуры взаимно независимы, если каждый по
следующий контур, для которого составляется уравнение, имеет 
не меньше одной новой ветви и не получается из контуров, для ко
торых уже написаны уравнения, путем удаления из этих контуров 
общих ветвей.

Например, контур 1-3-4-2-1 (рис. 1-18, а) можно получить из 
контуров 1-3-2-1 и 2-3-4-2 путем удаления ветви 2-3. Поэтому 
уравнение для контура 1-3-4-2-1 является следствием уравнений 
(1-24) и получается путем их суммирования.

Вторым законом Кирхгофа можно пользоваться для определе
ния напряжения между двумя произвольными точками схемы. 
В этом случае необходимо ввести в левую часть уравнений (1-20) 
искомое напряжение вдоль пути, как бы дополняющего незамкну
тый контур до замкнутого. Например, для определения напряжения



и д2 (рис. 1-18, а) можно написать уравнение для контура 2-1-5-2
и 52 — *̂3̂ 3 == Е ‘1 — Ед 

или для контура 5-4-2-5
2̂̂ 2 +  ^4̂ 4 — —

откуда легко найти искомое напряжение.
При изложении методов расчета электрических цепей иногда 

целесообразно применять некоторые топологические понятия, к чис
лу которых относятся, в частности, неориентированный и ориенти
рованный графы.

Как следует из первого закона Кирхгофа (1-19), вид уравнений 
зависит не от элементов ветвей, соединенных в узлах, а от геомет
рической структуры самих соединений. Аналогичный смысл имеет 
уравнение (1-20а), выражающее второй закон Кирхгофа, поскольку 
в эти уравнения в отличие от уравнений (1-20) элементы ветвей 
(э. д. с., сопротивления) не входят. Однако сами токи и напряже
ния зависят не только от геометрической структуры цепи, но и от 
элементов соответствующих ветвей, что непосредственно следует 
из закона Ома для участка цепи с э. д. с. (1-12).

Таким образом, для характеристики геометрической структуры 
схемы электрической' цепи можно воспользоваться г р а ф о м ,  
линейные отрезки которого, часто называемые ветвями (ребрами), 
изображают ветви схемы электрической цепи. На рис. 1-18, б по
казан ненаправленный (неориентированный) граф для электриче
ской схемы, изображенной на рис. 1-18, а. При этом каждый из 
отрезков — ветвей этого графа (рис. 1-18, б) соответствует опреде
ленной ветви электрической схемы (рис. 1-18, а).

Н а п р а в л е н н ы м  (ориентированным) графом называется 
такой, у которого каждая ветвь имеет определенное направление 
(ориентацию). Для графов электрических схем направление (ори
ентация) ветвей, как правило, совпадает с положительными на
правлениями токов и напряжений, которые выбраны при состав* 
лении уравнений состояния электрических цепей.

Для той же электрической схемы (рис. 1-18, а) показан направ
ленный граф на рис. 1-18, в, у которого направления ветвей совпа
дают с положительными направлениями токов и напряжений.

Для направленного графа рис. 1-18, в можно написать уравне
ния на основании первого (1-19) и второго (1-20а) законов Кирх
гофа в следующем виде:
^1 +  /з +  /а =  0; / в — / 3 — /4 =  0; / 5—/1  — / 8 =  0; 1± — / 2 — / 5 =  0 
и

^14"Ь^42 — ^ 1 2  =  0 ', (Ух з — С/ 23 — ¿/12 =  0; {У23 ~Ь ^31 ^42 == 0.
При этом первые четыре уравнения совпадают с уравнениями 

(1-21а), а последние три уравнения можно преобразовать в уравне
ния (1-23) и (1-24) при помощи закона Ома для участка цепи с 
э. д. с. (1-12).
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Напрпмер, из схемы (рис. 1-18, о) следует, что 
и и  =  —  Е 2 -\- г 21 V \о =  — и  12 =  Е ^ - \ - г 313\

после замены напряжений и и , £/43 и и 12 в уравнении для контура 
1 -4-2-1 (рис. 1-18, в) их правыми частями получается выражение, 
совпадающее с уравнением (1-23).

Отметим, что концевые точки ветвей графа называются у з - 
л а м и (вершинами).

Для полной характеристики электрического состояния цепи надо' 
знать не только токи и напряжения, но также мощности источников 
и приемников энергии.

В соответствии с законом сохранения энергии развиваемая ис
точниками энергия равна энергии, потребляемой приемниками. Из 
этого положения следует, что для любой электрической цепи с источ
никами э. д. с. алгебраическая сумма мощностей, развиваемых 
источниками э. д. с., равна сумме мощностей, потребляемых всеми 
сопротивлениями (в том числе внутренними сопротивлениями источ
ников энергии):

н̂ Е к и =  2  ' а д .  ( Ь 2 5 )
Л =  1 /1 =  1

Если действительные направления э. д. с. и тока в некоторой 
ветви совпадают, то мощность такого источника э. д. с. входит 
в уравнение (1-25) с положительным знаком и источник отдает энер
гию в цепь (работает в режиме генератора). Если направления 
э. д. с. и тока в ветви противоположны, то мощность источника 
э. д. с. записывается в уравнении (1-25) с отрицательным знаком 
и такой источник работает в режиме приемника, потребляя энергию.

Отметим, что уравнение (1-25) может быть получено также из 
законов Кирхгофа (1-19) и (1-20).

Матричная форма записи уравнений Кирхгофа. Если электри
ческая цепь состоит из в ветвей, то на основании (1-19а) и (1-20) 
можно в общем случае записать в независимых алгебраических 
уравнений электрического состояния цепи в следующем виде: 

Оц/1 о.1212 ~Ь • • • 4" 0-1 в! и — Е й  

0 2 1 ^ 1  +  ^22 ^2  4-  ■ ■ ■ - \ - а 2в ! в — Е ъ  /.

а «1^1 4 ~  °«2^ 2  4 ~  • • • 4~ а «яЛ>—  Е (>•

Поскольку эти уравнения получены на основании двух разных 
законов, то они не однотипны. В узловых уравнениях, вытекающих 
из первого закона Кирхгофа (1-19а), коэффициенты ац не имеют 
размерности и, очевидно, могут принимать только значения ± 1  или 
0. Правые части в этих уравнениях Р, =  27 имеют размерность 
тока и равны нулю, если к соответствующему узлу не подключены 
источники тока.

В контурных уравнениях, вытекающих из второго закона Кирх
гофа (1-20), коэффициенты ац имеют размерность сопротивления,
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а величины /> — ^ Е  — размерность потенциала и равны нулю,

если в контуре нет э. д. с. Если /'-я ветвь входит в /'-й контур, для 
которого составляется уравнение, то, очевидно, должно быть 
ац — ±  г,•/, а если не входит — ац — 0. Здесь г11 сопротивление 
/'-й ветви, входящей в /-Й контур.

Уравнения (1-26) можно записать в более общей матричной форме:
а! — И, (1-27)

где а — квадратная матрица коэффициентов, т. е.

«п ¿712 • ■ С1\в

а = 2̂1 #22 * * С1%в

• * &вв

I — матрица-столбец токов ветвей, т. е.

Л

1е

и Р — матрица-столбец активных параметров, т. е.

Л

1 ^
Например, для схемы рис. 1-18, а первые три уравнения (1-21а), 

а также уравнения (1-23) и (1-24) можно записать в матричной форме, 
если принять:

1 1 1 0 0 0

0 0 —  1 —  1 0 1

— 1 0 0 0 1 —  1

0 Гг — га Г4 0 0

п 0 — Гз 0 0 0

0 0 0 и Гь 0

/1 0

и 0

1 я
; Р =

0

1 4 Е 2 +  Е ^ - Е 3

/» Е х — Е 3 — Е е

/в Е  ± +  Е й
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Справедливость приведенной записи легко проверить, подставив 
матрицы а, I и И в уравнение (1-27).

Пример 1-2. Пользуясь законами Кирхгофа, написать два выражения для 
тока /„ в ветви с гальванометром (рис. 1-19), принимая в одном случае из

вестным -ток / ,  а в другом — напряжение (Л 
Р е ш е н и е .  На основании законов Кирх

гофа напишем для заданной схемы с шестью 
неизвестными токами уравнения:

/1  +  / 3 — /  =  О (для узла /);

4  +  >о — /1  =  0 (для узла 2);
I — / 2 — /4 = 0  (для узла 3); 
гуК +  г010 — г313 =  0 (для контура 1-2-4-1); 
г212 — г4/4 — г0!0 =  0 (для контура 2-3-4-2); 
г3/я +  /4/4 =  Е — га1 =  и  

(для контура 1-4-3-1).

Решая совместно эти уравнения, получаем выражение для тока / 0 через 
напряжение II:

/ = ______________ ('Уз — пи) У_____________
° М ^  +  Л!) (гзЛ^г*) +  Г1Г2 (̂ 3 +  гд Н~ гзг4 (/Р1 +  'а)

и через ток /:
, = __________('Уз— глгА) I__________
В Л0 ('Ч +  ^2+ ''з +  гд (,Ч +  Гз) (̂ 2 “Г г4)

1-7. Метод узловых потенциалов

Как было показано, режим любой цепи полностью характери
зуется уравнениями, составленными на основании первого и второго 
законов Кирхгофа, причем для определения токов во всех в ветвях 
необходимо составить и решить 
систему уравнений с в неизвест
ными.

Число уравнений, подлежа
щих решению, можно сократить, 
если пользоваться м е т о д о м  
у з л о в ы х  п о т е н ц и а 
л о в ,  основанным на примене
нии первого закона Кирхгофа 
и закона Ома (1-12).

Для выяснения сущности 
этого метода рассмотрим, на
пример, электрическую схему, 
показанную на рис. 1-20.

Пусть потенциал одного из узлов, например узла 3, принят 
равным нулю, т. е. (р3 =  0. Такое допущение не изменяет условий 
задачи, так как ток в каждой ветви зависит не от абсолютных зна
чений потенциалов узлов, к которым присоединена ветвь, а от раз
ности потенциалов на зажимах ветви.

••
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На основании первого закона Кирхгофа для узлов 1 и 2 этой 
схемы при выбранных положительных направлениях токов получаем:

1& — ^4 — /1 +  /« =  0; (1-28)
1%~ 2̂ ~Ь^З — 0.

Токи в ветвях на основании закона Ома (1-12)

/ в = ( ф 1 - ф > ) ё ' в ;  / 1 = ( — ч > 1 + £ ,1 ) ^ 1 ;

/ 4= — Фхя4; /5 = ( ф 1 - ф 2+£в)йГв; [ (1-29)
/ а = ( ----ф г  +  ^ г ) ^ !  / з = ( ф 2  +  £ з ) ё Г3>

где фх и ф2 — потенциалы узлов 1 и 2.
После подстановки (1-29) в (1-28) и группировки членов получим:

Ф1 (£о +  Яв +  Й4 +  61) — Ф2 — Е ьёь\
~  Ф1 ( ё в  £о)  +  Фа ( ё в Л -  § & - \ -  § 2- \-  § а ) — Е 1>8ь +  — Е з ё з ,

Или
Я и Ф 1  — & а Ф а  =  2 ] £ £ ;

1 (1-30)
-  &21ф 1 +  ^22ф2 =  2  Её.

2

В этих уравнениях ёп  =  £6 +  ёъ +  & +  ёъ  8м =8в +  8ъ V  
82 +  8 з — суммы проводимостей ветвей, присоединенных сосу 

ветственно к узлам 1 и 2; £ 12 =  £21 =  ёъ +  ёв — сумма проводи
мостей ветвей, соединяющих эти узлы.

Правая часть каждого из уравнений (1-30) равна алгебраиче
ской сумме произведений э. д. с. источника на проводимость для 
Каждой из ветвей, которая присоединена к рассматриваемому узлу. 
& роизведение вида Её записывается с положительным знаком в том 
Су1учае, когда э. д. с. направлена к рассматриваемому у злу , и с отри
цательным, когда э. д. с. направлена от узла.

Уравнения (1-30) не зависят от выбрайных положительных 
^п р авл ен и й  токов в ветвях.

Чтобы подтвердить это положение, рассмотрим опять схему, показанную на 
Р*1с. 1-20, и для каждого узла примем положительные направления токов от узла. 

Для узлов /  и 2 справедливы уравнения

+  + \  л-31)
/ ; + / з + / ; + / ; = о .  /

Принимая, как и раньше, <р3 =  0, напишем выражения дл #  токов ветвей: 
для узла 1

/;=(Ф ! - £ д ё ъ  /;=Ф1&; |
/б =  (ф1 — +  ёь. =  (фх — фа) ёв', /

для узла 2
2̂ =  (ф2— —(фг +  ̂ з)^з

/в =  (фг— ф1)«Гв; /£ =  (ф-г — ф1 — Еь)ёъ
|  (1-326)

После подстановки (1-32) в (1-31) и группировки слагаемых получаются урав- 
и я , совпадающие с (1-30).
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Таким образом, можно написать уравнения для определения по
тенциалов узлов произвольной электрической цепи, не задаваясь 
положительными направлениями токов в ветвях; при этом потен
циал одного из узлов надо принять равным нулю.

Если электрическая схема содержит не только источники э. Д- с., 
но и источники тока, то в уравнения, составленные по первому за
кону Кирхгофа, войдут и токи источников тока. При составлении 
уравнений вида (1-30) токи заданных источников тока учитываются 
для каждого узла в виде слагаемых в правой части, причем, как 
было отмечено выше, с положительными знаками должны быть 
взяты токи источников тока, направленные к узлу, а с отрицатель
ными — от узла.

Например, для узлов 1, 2 я 3 схемы, показанной на рис. 1-21, 
при ф4 =  0 получим соответственно следующие уравнения:

£пф1 -  §12ф2 —  glзЧ>з=J +  £ & ',  
~  &21Ф1 +  &22Ф2 —  Ягзфз =  Е2ё г\
~~ £з1ф1 — ёз2ф2 +  £ззфз — Е 4§4>

где
==£!'].+  ёб +  £з; ^22 =  §а+ ^з +¿г«;

gзЗ=g^ +  g5 +  gв; gl2— g21— gз',
glз =  gзl =  gs; gгз — gз2 =  gв И 8 к ~  1/̂ **

Если электрическая схема имеет в своем составе (г/+  1) узлов 
(у —  любое целое число), а потенциал, например, у  +  1-г° Узла 
принят равным нулю, то для определения у  потенциалов осталь
ных узлов получается у  уравнений:

и+ 1
£пф1 -  Я12Ф2 - . . .  -  glpЧ>p - . . .  — ёщЧу =  ¿1+  £  E ljg l j= J с1;

/ =  2 
¡ * 1

-  §21ф1 +  &22Ф2 -  . . .  -  ёгрфр -  . . .  -  £21/Фу =
г/ +  1

= = ^ 2 +  E 2j g 2j — / с 2 ’
/ =  1 

2

(1-33)

У+ 1
—  ^  у  2  Е у ] £ у ]  —  I  «=■!'
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или б  более общей форме для любого узла р при ф ^+1 =  О
у  +  1 У +  I У +  1

У !  ё р / Ф р  —  2  ё р 1 (9) =  р  +  2  ^ р ] ё р ]  —  ^ с р -  ( 1 - З З а )
/  =  1 /  =  1 /  =  1
1Ф р  ¡ Ф р  ¡ Ф р

В этих уравнениях, так же как и в уравнениях (1-30), прово
димость I.gpJ =  gpp (с двумя одинаковыми индексами) представ
ляет собой суммарную проводимость ветвей, присоединенных к узлу  
р, и называется с о б с т в е н н о й  у з л о в о й  п р о в о д и 
м о с т ь ю  этого узла; проводимость gJ■p =  с двумя различными 
индексами равна сумме проводимостей ветвей, соединяющих между 
собой рассматриваемые узлы / и р, и называется о б щ е й  у з л о 
в о й  п р о в о д и м о с т ь ю  этих узлов. Правая часть каждого 
из уравнений содержит алгебраические суммы произведений э. д. с. 
на соответствующие проводимости для 
всех ветвей, присоединенных к узлу р, 
и узловой ток J p, равный алгебраиче
ской сумме токов всех источников 
тока, присоединенных к тому же узлу.
В свою очередь ток J cp равен алгеб
раической сумме Лр и токов, опреде
ляемых источниками э. д. с., которые 
присоединены к узлу р.

При этом следует иметь в виду, 
что для замкнутых поверхностей 
сумма всех узловых токов, как это 
вытекает из первого закона Кирхгофа, равна нулю. К узловым 
токам можно отнести и уже известные в каких-либо ветвях токи. 
Проводимости таких ветвей в выражения вида gpp и ¿¡р не входят.

Решив уравнения (1-33), можно определить потенциалы узлов, 
а зиая потенциалы, легко найти токи во всех ветвях по закону 
Ома (1-12).

Некоторые замечания о составлении узловых уравнений. Выше 
было показано, что уравнения (1-33) справедливы соответственно 
для потенциалов узлов 1, ..., у схемы при фуЬ1 =  0. При этом 
узловой определитель, составленный из коэффициентов системы 
уравнений (1-33),

ё п ~  ё п  •• • — ё и 1

£>1у > = --- Я21 ё %2 • •■ ё 2у

~ ё у ! — ё у 2 • ё у у

симметричен относительно главной диагонали, поскольку прово
димости ветвей между каждой парой узлов связаны соотноше
ниями ц]р =  Цр].

Каждая диагональная проводимость дрр в определителе (1-34) 
равна сумме проводимостей всех ветвей, присоединенных к соот

Рис. 1-21.
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ветствующему узлу. Поэтому число слагаемых определителя (1-34) 
в раскрытой форме при записи в буквенных обозначениях резко 
возрастает главным образом за счет диагональных членов. Однако 
иногда заранее можно уменьшить число слагаемых, заменив узло
вое уравнение для узла, к которому-присоединено максимальное 
число ветвей, уравнением для узла, в котором ф^+1 =  0.

Например, для мостовой схемы с о^ним источником напряжения 
(рис. 1-22, а) можно написать при ф4 =  0 систему уравнений для 
узлов / ,  2 и 3:

(^1 +  ̂ 12 +  £ 13) Ф1 — Я12Ф2 ~  £1зФз =  £1£1;
— ёифх +  (£21 “Ь ё г з  ~Ь §2)  Фг — ёгзФз — 0 ;

— £з1Фх — Я32Ф2 +  (£31 +  ё з з  +  § з )  Фз =  0 -

Этой системе соответствует определитель

(1-35)

Д (у) =
(^1+^12 +  ^1з) —^12 ~  ̂ 13

“  § 2 1  ( ё п  +  £23 +  £г) — ё г з

~ ё з 1  —  ё з 2  ( ё з ! ё з 2 ё з )

(1-36)

Если вместо четвертого узла заземлить третий узел (рис. 1-22, б), 
то для тех же узлов ( /, 2 и 3) при ф3 =  0 получаются следующие 
независимые уравнения:

или

36

( £ х +  £12 +  £]з) Ф1 ~~ £12ф2 — Я1Ф4 — ^хёъ 

- Я21Ф1 +  (ё21 +  ё 23 +  ёг) Ф2 -  Й Ф 4 =  0 ;

ёз1ф1 “  ё’згфг — ёзф4 == 0 
ё'зхфх +  &32Ф2 +  ёз^р4 — 0 »

I (1-37)



где вместо потенциала ф3 входит неизвестный потенциал ф4. Опре
делитель последней системы уравнений

(81 +  £12 +  ^13) — 8и — 81

£)(у)=  —8 2 1  (^21 +  523 +  ^ 2) ~  8 2  • (1-38)
£31 8  32 8 з

Сравним выражения (1-36) и (1-38). В определителе (1-36) только 
произведение диагональных членов дает 27 слагаемых, а из об
щего числа, равного 38 слагаемым, 22 члена попарно равны по аб
солютному значению и обратны по знаку и поэтому сокращаются. 
В определителе (1-38) всего 18 слагаемых, из которых два равны 
по абсолютному значению и имеют противоположные знаки и со
кращаются. Оставшаяся сумма 16 слагаемых, естественно, равна 
определителю, найденному по уравнению (1-36).

Отметим еще, что уравнения (1-38) позволяют проще', чем урав
нения (1-36), определить напряжения £/13 =  фъ £/м =  ф2 и £/34 =  
=  — ф4. Действительно, числители выражений для этих напряж е
ний получаются сразу с несокращающимнся членами из определи
теля (1-38) путем замены соответствующих столбцов правыми ча
стями уравнений (1-37):

^ 1з =  Фх Фз — Е 1 8 1 [ 8 з  ( 8 21 +  8 23 +  8 2 )  +  Яа&зг];

= ф2 • - Р  а■Ь181 0 (у) =  - 0  (83821 -  82831У,

^ 3 4  — Ф з - Ф4 — ----[£ 2 1 ^ 3 2 +  Й31 (¿?21 Н-  ^23 ”1” ^ 2) ]  ,

(1-39)

где алгебраические дополнения О п , Э п  и £)13 получаются из (1-38) 
вычеркиванием первой строки и соответственно первого, второго и 
третьего столбцов и умножением полученных миноров соответственно 
на (—1)1 +\  (— I)1 +2 и ( - 1 ) 1 +3.

Здесь следует подчеркнуть, что уравнения (1-37) при ф3 =  О 
(рис. 1-22, б) можно получить из уравнений (1-35) при ф4 =  О 
(рис. 1-22, а) путем замены потенциалов ф,, ф2 и ф3 через напряж е
ния и 13, и 2Я и и т, соответствующие ветвям с проводимостями 
8 гз> 8 2 з и 8 з (рис. 1-22, в). Действительно, если в уравнениях (1-35) 
заменить фх =  
то получится:

“Ь ^з4 > Фг — ^ 2 3  +  ^341 Фз — за (при ф4 — 0),

( § 1  4 "  ^12 + Я 13) ^ 1 3  “  8 1 2 ^ 2 3  +  8 1 ^ 3 1  —

■—8 2 1 ^  13-Ь ( 8 2 1  +  8 2 3  +  &г) ^23+ 8 2 ^ 3 1 — 0;
— &31^13 ~  ^32^23 +  ^3^34 —  0 '

Эти уравнения полностью совпадают с уравнениями (1-37), в ко
торых, как уже отмечено, при ф3 =  0 надо заменить фх =  и 13,
Фз =  и.. Ф4 ==  -  и.34-
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Таким образом, уравнения, составленные относительно неизвест
ных напряжений на зажимах ветвей, не зависят от того, какой 
узел в схеме заземлен.

Аналогичные соотношения справедливы и для узловых уравне
ний в случае более сложных схем. Действительно, например, для

узлов 1 ,2 , 3 и 4 схемы рис. 1-23, а и б при q>5 =  0 запишем следую
щие уравнения:

(§1 “Ь g l t  "Ь g l í )  Ф1 — &12Ф2 — ^14Ф4 =  Е i g i  =  J  1 ;

—■£21ф1 +  (£2 +  ga i  +  éfo) Фг — ^2зФз =  0; . до.

— Язгфг ~Ь (ёз2 +  Й34 +  § з )  Фз ~  Й34ф4

-  &41Ф1 “  gt3 <Pa +  (gti +  ё4 3  +  gt) Ф4 =  0 .

Этим уравнениям соответствует определитель узловых прово
димостей

(gl +  gl2 +  gli) ~ g l 2 0  ~ '§ 1 4

— 821 (ё'2 +  ёп  “Ь £23) ~  g23  о

О — ё з 2  (§32 4 " ё з 4  +  ё з )  — 8з1

_  §41 0  — gi3 (gil +  § 43+  §4)

(1-41)
Для той же схемы и при том же заземленном узлеср5 =  0 можно 

составить независимые узловые уравнения для других узлов, 
например для 2, 3, 4 и 5, в следующем виде:

— Й 1Ф1 + t e + § 2 1 + f e )  Ф2 «2зФз= 0 ;

— ёзгфг +  fes +  f e  +  fot) фз — gsityi =  0;

— Я41Ф1 — Й4зФз +  fel +  &41 + |?4з) ф4 =  0;

— gi<Pl — — йзфз— g i f i  —  — E \ S l  —  — А-
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Полученным уравнениям соответствует определитель

D< у> =

~  gtl (g2 +  g21 +  § 2з) — g23  О

о — g a t  (ga  +  g s t  +  ga*) — g a l

-g a
Определители (1-41) и (1-43) в раскрытой форме равны между 

собой и содержат по 45 слагаемых. Однако в определителе (1-41) 
окончательный результат получается после сокращения 76 попарно 
равных по абсолютному значению и противоположных по знаку чле
нов, а в определителе (1-43) только 16 таких слагаемых. Иначе 
говоря, если в определителе (1-41) общее число членов (до сокраще
ния) равно 121, то в определителе (1-43) таких членов 61.

Особо подчеркнем, что определители (1-41) и (1-43) легко полу
чаются из определителя, составленного для зависимой системы урав
нений, т. е. записанной для всех узлов схемы. Действительно, для 
схемы рис. 1-23 определитель системы узловых уравнений для 
всех пяти узлов

(fíia Su Н-  &í) — S i. О — g i4 —Si

Этот определитель соответствует н е о п р е д е л е н н о й  уз
ловой матрице (отмечено индексом «н»), т. е. полной системе урав
нений с пятью неизвестными узловыми потенциалами; сумма эле
ментов такого определителя по строкам и столбцам равна нулю. 
Определитель (1-41), соответствующий системе независимых урав
нений (1-40), получается из (1-44) вычеркиванием пятой строки и 
пятого столбца, а определитель (1-43), соответствующий уравне
ниям (1-42), получается из (1-44) вычеркиванием первой строки и 
пятого столбца. Все это и определяет основные соотношения между 
параметрами схемы, узловыми уравнениями и соответствующими 
определителями, которые следует учитывать при анализе цепей 
методом узловых потенциалов.

Если в цепи имеются ветви с идеальными источниками э. д. с., 
а сопротивлениями этих ветвей можно пренебречь, то при составле
нии уравнений (1-33) получается неопределенность, поскольку про
водимости таких ветвей бесконечно большие. Такое затруднение 
преодолевается путем переноса- заданной э. д. с. из ветви с нулевым 
сопротивлением через соответствующий узел в другие ветви, при
соединенные к тому же узлу и имеющие конечные значения сопро
тивлений. В результате такого преобразования токи во всех ветвях 
заданной схемы не изменяются.

Для иллюстрации рассмотрим схему (рис. 1-24, а), у которой 
в ветви 2-4 сопротивление равно нулю, а э. д. с. равна Е. Если 
в каждую ветвь, присоединенную, например, к узлу 2, включить

- г »
о

(Ssi +  ёзз ёз) 
- в , .

0
- ё з

— ёзз 0 — в.
— г, • (1-44)£>(У)= (Й32 +  £>34 +  fij) “  ÉÍ34 -  «Í

— 643 (áÍ4t ~Ь £« + £*) — ё*
— £з —• 64 (fii "h ёг +  ёз 4* Si)

H
— Su 
- g i
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Рис. 1-24.

источник напряжения с э. д. с., равной Е  и направленной от узла 2 
(на рис. 1-24, а эти э. д. с. изображены пунктиром), то токи во

всех ветвях останутся без измене
ния, поскольку разности потенциа
лов между точками <?', 4' бу
дут, так же. как в заданной схеме, 
равны нулю. Теперь потенциалы 
узлов 2 и 4, очевидно, одинаковы 
и их можно объединить в одну точ
ку (рис. 1-24, б). Для полученной 
схемы с тремя узлами (вместо че
тырех) можно составить два неза
висимых уравнения вида (1-33), из 
которых определяются искомые по
тенциалы двух узлов, а затем по 
закону Ома токи во всех ветвях 
схемы (рис. 1-24, б), после чего 

легко найти ток в ветви с сопротивлением г =  0 (рис. 1-23, а) 
по первому закону Кирхгофа.

Рассмотренную и аналогичные ей задачи можно решить и без 
предварительного переноса э. д. с. через узел схемы в другие ветви. 
Действительно, если принять в за- г
данной схеме (рис. 1-24, а) ср4 =  О, 
то потенциал ф2 узла 2, очевидно, 
будет равен Е. Для определения 
двух неизвестных потенциалов 
и ф3 нужно составить уравнения 
(1-33), которые полностью совпадут 
с уравнениями, составленными для 
тех же узлов эквивалентной схемы 
(рис. 1-23, б).

Полезно еще рассмотреть при
менение уравнений (1-33) для ча
стного случая схемы с двумя узлами 
и произвольным числом активных 
делить напряжение -между этими

Пусть между узлами / и 2 включено т ветвей (рис. 1-25). Най
дем напряжение записав уравнение (1-33) для первого узла

(§1 +  ёг +  £э +  • • • +  ён +  • • • +  ёт) Ф1 

— (§1 +  ёъ + § з  +  • • 

откуда

ветвей,
узлами

Рис. 1-25.

когда требуется опре-

Л =  т

ён +  ••• +  Ы ф г =  2 ] £л£л. (1-45) 
л =  1

£ / 12 =  ф 1 - ф 2 =

Л =  т

й = 1 __________

Л =  т
2  г *

Й =  1

(1-46)
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где числитель представляет собой алгебраическую сумму произве
дений э. д. с. на проводимость для всех ветвей, содержащих э. д. с. 
(с положительным знаком берутся э. д. с. направленные к узлу /), 
а знаменатель — арифметическую сумму проводимостей всех вет
вей, включенных между узлами.

Пример 1-3. На рис. 1-26, а-изображена электрическая схема с шестью неиз
вестными токами; э .д .с . источников: Е1 =  6 В, £ 2 =  12 В и Ея =  18 В; сопротив
ления ветвей: =  г2 =  г3 =  2 Ом и г4 =  гъ =  /•„ =  6 Ом. Пользуясь методом 
узловых потенциалов, определить токи во всех ветвях.

о

Рис. 1-26.

Р е ш е н и е .  Пусть потенциал точки О равен нулю. Запишем уравнения для 
узлов с потенциалами фх, ср2 и ф3:

(§ 1  +  &2 +  Яз) Ф1 —  ЯгФг — £зфз = —  ^  181 —  —  Ез8з>

—  бгф1 +  (йа “1" 8ъ +  8а) фг — &>фз =  £281',

— £лф I— ?5фз +  (8з +  84 +  8а) фз =  Е зёз,

или после подстановки числовых значений проводимостей и э. д. с.

3 1 1  1е 1 , 5  1 г
у ф х  — у Ф з — 2 Фз =  — 18; —  у  Ф 1 + 6  Ф а —  5  Фз =  6 ,

1 1 , 5  о— "2 ф1— 6 Ф а + е  Ф з=9.

Решая совместно эти уравнения, находим искомые потенциалы: ф1 *= — 9 В; 
ф2 =  3 В; фз =  6 В. Для определения токов в ветвях следует задаться их положи
тельными направлениями. При выбранных положительных направлениях токов 
(рис. 1-26, а)

/ 1 = ( ф о — ф1 — ■С,1 ) § 1  =  1.5 А ; / 2 =  (ф 1 — фа +  £ ' г ) Й 2 = 0 ;

/з  — (ф 1— фз +  £ з )  £ з =  А ; /4  =  (фз —  ф о ) & 1—  1 А ;

^5 =  (фз— Ф а ) &  =  ° , 5  А ; / 6 =  (ф3— фо) ^ 6 =  0, 5  А .

Матричные уравнения узловых потенциалов. Уравнения узловых 
потенциалов (1-33) можно записать в матричной форме:

ё(у)ф =  Лс, (1-47)
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где

£ ц - В 12 —  • ■ -  81У

8<у> = 521 § 2 2  • • —  §21/

----§ У 1 ~ § у г ~ - • •  +  § у у

— квадратная матрица узловых проводимостей схемы;

Ф1 ^С1

ф  = ф 2 И 1 с == с2

Ф</ ¿ с у

— матрица-столбец потенциалов узлов и матрица-столбец токов 
источников тока в узлах, где по (1-ЗЗа) УС1- =  +  £ £ г /(д,у; при 
этом алгебраическое суммирование, выполняемое с учетом зна
ков, распространяется на все ветви с источниками токов и с источ
никами напряжений, присоединенные к ¿-му узлу.

Умножая слева уравнение (1-47) на |1£(у)|| получим выражение 
для определения потенциалов узлов схемы в виде

Ф =  | | ё (у>!г1 Лс, (1 -4 8 )

где ||б(у) ||-1 — матрица, обратная матрице ||ё(у)|.
Ниже показано, что матрицу узловых проводимостей цепи можно 

составить непосредственно по соответствующей схеме, применяя 
формулу

й(у) =  АёаА \  (1-49)

где А — матрица соединения узловых проводимостей ветвей схемы 
или ее ориентированного графа;

grf — диагональная матрица проводимостей ветвей;
Ат — транспонированная матрица соединения узловых про

водимостей ветвей схемы или ее ориентированного графа.
Матрица А составляется следующим образом: столбцы матрицы 

соответствуют ветвям схемы, а ее строки — узлам; на пересечении 
строки и столбца записывается ± 1  или 0 (пробел) в зависимости от 
того, присоединена данная ветвь к соответствующему узлу или 
нет; положительный знак записывается в том случае, когда ветвь 
направлена от узла, а отрицательный — к узлу; при этом направле
ние ветви обычно совмещается с положительным направлением 
тока в ней.

42



'  Для иллюстрации применения формулы (1-49) рассмотрим схему 
рис. 1-26, а, для которой на рис. 1-26, б построен ориентированный 
граф. Поскольку у заданной схемы четыре узла, то для нее можно со
ставить три независимых уравнения, чему и соответствует матрица 
соединения узловых проводимостей ветвей из трех строк и шести 
столбцов:

— 1 1 1 0  0 0
0 — 1 0 0 —1 1
0 0 — 1 1  1 0  

Диагональная матрица проводимостей ветвей =  Мгк равна:

8 1 0 0 0 0 0
0 8 2 0 0 0 0
0 0 8 з 0 0 0

Ва —
0 0 0 8 4 0 0
0 0 0 0 §5 0
0 0 0 0 0 8 о

Произведение матриц А и равно:

— 8 1 8 2 8 з 0

II<

0 - 8 2 0 0 —
0 0 -8з §4

Матрица узловых проводимостей цепи пол
множения матриц и Ат

II - е, е, 0 0 0
8<У> »  А8^Ат = о - £г 0 0 - Вь г.

о 0 — в, £4 г. о

I] («. +  «1 + ) - г . -«3
(«г Н Яь + м

II <г> + #4 -Ь

—I 
1 
1
о
о
о

о 
—1 

о
0 

—1
1

о
0 

—1
1 
1 
о

Матрица-столбец потенциалов узлов

Ф1
ф =  Ф2 

Фз
Матрица-столбец источников тока

— £ 1 8 1  — Е»ё2 * 
-̂ 2§2 
Еь8з

' £з§з
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Пользуюсь выражением (1-47), легко получить систему уравне
ний, приведенную в примере 1-3. Если матрицу А дополнить чет
вертой строкой, соответствующей узлу О, то по формуле (1-49) 
получится неопределенная матрица узловых проводимостей цепи, 
для которой сумма элементов по всем четырем строкам и четырем 
столбцам равна нулю; определитель такой матрицы также равен 
нулю. После вычеркивания любой строки и соответствующего этой 
строке столбца, например четвертой строки и четвертого столбца, 
получается определенная квадратная матрица третьего порядка.

Определитель такой матрицы симметричен относительно главной 
диагонали. Если вычеркнутая строка не соответствует вычеркну
тому столбцу, то и в этом случае получается определенная квадрат
ная матрица, соответствующая независимой системе уравнений. 
Однако определитель такой матрицы уже не имеет симметрии отно
сительно главной диагонали [см., например, (1-38) и (1-43)1.

Здесь следует особо подчеркнуть, что если принять равным 
нулю потенциал того же узла схемы, который соответствует вычерк
нутой строке матрицы А, то напряжения на всех ветвях схемы опре
деляются через потенциалы узлов по формуле

1!в =  Ат<р, (1-50)

где положительное направление и в совпадает с положительным 
направлением тока в ветви. Это непосредственно получается из 
формул для напряжения на каждой ветви. Например, для схемы 
по рис. 1-26

¿Л — 1 0 0

и* 1 — 1 0
и 3 1 0 — 1

и* 0 0 1
и ъ 0 — 1 1

и* 0 1 0

Ф1
ф2

Фз

—  Ф1 

Ф 1 -Ф 2  

Фх Фз 

Фз

— Ф2 +  Фз 
ф2

Из этого выражения следует:

=  — Ф ь ^ а= ф 1 - ф 2 ;  ^ з = ф 1  — ф3; ^ 4 = Ф з ;  ^ 5 = ф з - ф г ;
£ Л ,= ф 2.

1-8. Метод контурных токов

Для расчета режима сложной электрической цепи можно ограни
читься совместным решением лишь к =  (в — у +  1) независимых 
уравнений, составленных на основании второго закона Кирхгофа, 
воспользовавшись методом контурных токов; здесь в — число вет
вей и у  — число узлов. При этом первый закон Кирхгофа, конечно, 
всегда удовлетворяется.
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Для иллюстрации применения метода контурных токов рассмо
трим схему на рис. 1-27, а с шестью ветвями и четырьмя узлами. 
Прежде чем составлять уравнения по второму закону Кирхгофа, 
надо выбрать взаимно независимые контуры так, чтобы одна из \  
ветвей каждого контура входила только в этот контур. Например, 
в схеме рис. 1-27, а первая, вторая и третья ветви входят соответ
ственно только в контуры 1-2-4-1, 2-3-4-2 и 1-4-3-1.

Для правильного выбора независимых контуров введем еще 
дополнительные понятия. Д е р е в о м  графа (схемы) называется

совокупность ветвей, соединяющих все узлы, но не образующих 
ни одного контура. Между любыми двумя узлами дерева существует 
только один п у т ь  графа — непрерывная последовательность ветвей 
между заданными двумя узлами при условии, что каждый узел 
встречается не более одного раза. Наличие хотя бы двух разных 
путей между двумя узлами дерева, очевидно, приводит к образова
нию контура. Если число узлов схемы и ее графа у, то число ветвей 
дерева равно у —1, так как из у  ветвей можно всегда составить 
контур. В е т в ь ю  с в я з и  (связью, главной ветвью или дополнением 
дерева) называется любая ветвь, не входящая в состав дерева. В даль
нейшем будем пользоваться преимущественно термином «ветвь 
связи». Все ветви схемы, не входящие в состав дерева и называе
мые ветвями связи, дополняют соответствующее дерево до полной 
схемы.

Рис. 1-27.
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Взаимно независимые контуры получатся, если в каждый кон
тур войдет одна ветвь связи, действительный ток которой будет 
равен соответствующему контурному току. Ветви с идеальными 
источниками э. д. с. и без сопротивлений обычно включают в состав 
дерева, а ветви с источниками тока относят к ветвям связи. Ветви 
с идеальными источниками э. д. с. и сопротивлениями (соединен
ными между собой последовательно) могут входить как в состав 
ветвей дерева, так и в состав ветвей связи. Например, для схемы 
рис. 1-27, а ветви с токами / 4, / 5 и / 6, соединяющие узлы / ,  2, 3, 4, 
выбраны в качестве ветвей дерева; тогда ветви с токами / ь  / 2 и / 3 
будут ветвями связи. На рис. 1-27, б элементы ветвей дерева изо
бражены сплошными линиями, а элементы ветвей связи — пунктир
ными. Из приведенной схемы видно, что при выбранном дереве 
токи в ветвях связи (1Ъ / 2, / 3), совпадающие с контурными токами, 
равны действительным токам этих ветвей. Это правило распростра
няется на любую схему.

Д ля схемы рис. 1-27, а по первому закону Кирхгофа

/1 —Л  —/ а =  0; /» +  / * - / 1  =  0; / ,  +  / . - / ,  =  0. (1-51)

Пользуясь уравнениями (1-51), исключим из уравнений (1-52) 
токи / 4, / 5 и / в всех ветвей дерева, общих для нескольких контуров; 
в результате получим:

В соответствии с уравнениями (1-53) можно принять, что каж
дый из токов / ь  / 2 и / 3 замыкается через соответствующую ветвь 
связи в одном из контуров (рис. 1-27, а и б) и назвать такие токи 
к о н т у р н ы м и .  Напряжения на сопротивлениях любого кон
тура равны алгебраической сумме напряжений, обусловленных то
ками своего и смежных контуров. Например, в контуре из сопротив
лений ги  гъ и г4 разность э. д. с. Ех — равняется сумме трех 
напряжений: от собственного контурного тока / х на всех сопротив
лениях этого контура и от токов / 2 и / 3 соответственно на сопротив
лениях гь и г4. Действительные токи в ветвях дерева, общих для 
нескольких контуров, равны алгебраическим суммам контурных 
токов:

На основании второго закона Кирхгофа

(1-52)

(Г1 +  Г4~Ь /"б) 1 Г5^2 — Е \  — Е ь

— ^бЛ +  ^а +  ^б +  б̂) ¡2~~ гв1з — — Е2;
--- /'4 ^ 1 ~ /'б^24_ (Г3 +  /'4 +  Гб) 3̂ =  £ з +  £ 4.

(1-53)

(1-54)
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Для этой же схемы можно получить и другие взаимно независи
мые уравнения. Например, выберем другое дерево из первой, пятой 
и шестой ветвей (рис. 1-27, в); тогда вторая, третья и четвертая 
ветви будут ветвями связи, действительные токи в которых совпа
дают с контурными. Применив в этом случае второй закон К ирх
гофа для контуров 2-3-4-2, 3-1-2-4-3 и 2-4-1-2, получим уравнения 
с контурными токами / 2, / 3 и / 4, замыкающимися через ветви де
ревьев по ветвям связи. Токи в ветвях дерева однозначно опреде
ляются через токи ветвей связи (совпадающие с контурными) 
по формулам

Ь  =  1з+  Ь', 1 в — ¡2, — Лз И ¡ъ — ^3~Ь^4— 2̂*

Выражение для тока / 5 получено по первому закону К ирх
гофа для действительных токов, примененному к поверхности 5 а, 
след которой показан на рис. 1-27, в пунктиром.

Таким образом, система взаимно независимых уравнений опре
деляется структурой выбранного дерева и соответствующими вет
вями связи.

Ниже будет показано, что мостовая схема рис. 1-27, а имеет 
16 деревьев; поэтому для такой схемы можно написать 16 систем 
независимых уравнений, каждая из которых содержит в качестве 
неизвестных три тока, замыкающиеся по ветвям связи через ветви 
выбранного дерева.

Из приведенных примеров следует, что для определения токов 
в ветвях этим методом нужно ввести в расчет контурные токи и 
решить совместно систему уравнений, составленных по второму 
закону Кирхгофа; число этих уравнений меньше числа неизвестных 
токов ветвей на число узлов схемы без одного (у — 1). При замене 
токов в ветвях контурными токами первый закон Кирхгофа всегда 
удовлетворяется, так как каждый контурный ток в одной из ветвей 
контура направлен к узлу, а в другой — от того же узла. Например, 
для узла 4 (рис. 1-27, а) по первому закону Кирхгофа для токов 
ветвей получим:

14 — IЬ — ¡в —

или для контурных токов

(/х — /з) — (/х — /*) — (/а — /*) =  0.

Если схема содержит не только источники э. д. с., но и источ
ники тока, то можно принять ток каждого из источников тока замы
кающимся по любым ветвям дерева, составляющим с ветвью источ
ника тока — ветвью связи замкнутый контур. Падение напряже
ния, вызванное током такого источника на каждом из сопротивлений 
контура, учитывается при записи левой части уравнений по вто
рому закону Кирхгофа. Однако эти напряжения можно также учесть 
с обратным знаком в правой части уравнений.
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В качестве примера рассмотрим схему на рис. 1-21. На основа
нии второго закона Кирхгофа

+  тъ1ь —  г4/ 4 =  £'1 — £ 4; |

/■2/ 2— /"е/а — *̂4̂ 4=== Е% Е '̂, |   ̂ (1-55)
г3/ 3 —  г в/ 6 —  /"5/5 =  0. ]

Пользуясь первым законом Кирхгофа, исключим из этих урав
нений токи / 5, / 4 и / в; в результате после группировки слагаемых 
получим:

ГЪ~\~ Г4) 1 1 — Г ь! Г 4! Г ̂  — Е1 — Е4, |

(г2 4~ /"в +  Г4) /2 4" "Ь 4" Г 4^  — Е 2 — Е 4, | (1-56)
(гз +  гв +  гь) ¡3 \ г^ г  — гь1\ ~  >"̂  =  0. '

Из этих уравнений следует, что в рассматриваемом случае ток J 
как бы замыкается по ветвям с сопротивлениями гь и г4, дополняю
щими ветвь с источником тока 3 до замкнутого контура.

о

- е

О
СГ1Г)

О’5
Рис. 1-28.

Обозначив в уравнениях (1-56) составляющие напряжений 
г4У и г5У соответственно через Еи  и £ т5, можно переписать их иначе:

Гь~\~г д  \ ^ г  — ГЬ13 =  Е 1- Е 1 Е т 4 — ^ 5 ;  | 

г4̂ 1 +  (гъ4~гч4“ г ») ^24~г«^з== Еч — £ 4 / :т4; | (1-57) 
-- /'5Л +  /'б^2+ (^з 4~''б 4~ О  ¡з— Елъ- '

Здесь следует отметить, что перенос слагаемых г4У и г5У из ле
вой в правую часть уравнений (1-57) и замена этих напряжений 
на схеме э. д. с. £ т4 и Е-1Ь иллюстрирует применение так называе
мой теоремы о компенсации, изложенной более подробно в § 2-6.

Уравнениям (1-57) соответствует эквивалентная схема 
(рис. 1-28, а), на которой источник тока J заменен источниками
э. д. с. £ т4 =  г4У и £ т5 =  г5У; при этом токи в ветвях с сопротивле
ниями г4 и гъ не равны соответствующим токам в ветвях заданной
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схемы (рис. 1-21) и отличаются от них на ток J  источника тока. 
Иначе говоря, после определения контурных токов 1Ъ / 2 и / 3 необ
ходимо для вычисления токов / 4 и / 5 в ветвях заданной схемы 
(рис. 1-21) записать уравнения по первому закону Кирхгофа именно 
для заданной схемы: / 4 =  — / х — / 2 — J  и / 5 =  / х — ¡3 +  J .

Аналогично можно показать, что если принять ток J замыкаю
щимся по ветви с сопротивлением гъ  то получится новая эквивалент
ная схема (рис. 1-28, б); контурный ток / х в эквивалентной схеме 
не равен действительному току / х в заданной схеме (рис. 1-21) 
и отличается от него на ток J.

Замена источника тока J  двумя эквивалентными источниками 
напряжения £ т4 и Е15 (рис. 1-28, а) основана на предварительном

преобразовании одного источника тока, включенного к узлам 1 
н 4 (рис. 1-21) двумя источниками тока, включенными к узлам
1 и 3, 3 и 4. Покажем справедливость такого преобразования для 
более общего случая.

На рис. 1-29, а изображена часть разветвленной схемы с одним 
источником тока J , присоединенным к узлам 1 и 4. Режим в этом 
схеме, очевидно, не изменится, если вместо одного источника 
тока J, присоединенного к зажимам 1 и 4, включить три источника 
тока соответственно к узлам 1 и 2, 2 и 3, 3 и 4 , поскольку токи / 22' 
и /зз< в ветвях присоединения к узлам 2 и 2', 3 и 3' равны нулю  
(рис. 1-29, б). Переход от схемы рис. 1-29, б к эквивалентной схеме 
рис. 1-29, в, где Еп  =  £ т2 =  г2У; Е т3 =  г3У, уже не требует 
особых пояснений.

Таким образом, применяя метод контурных токов для расчета 
режима цепи, можно предварительно заменить источники тока
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эквивалентными источниками э. д. с., а затем ввести контурные 
токи и на основании второго закона Кирхгофа составить систему 
уравнений для их определения. Действительные токи в ветвях 
без эквивалентных источников э. д. с., заменяющих источники тока, 
определяются по первому закону Кирхгофа суммированием кон
турных токов; в ветвях заданной схемы, в которых на эквивалентной 
схеме включены источники э. д. с., учитываются и токи источников 
тока.

При расчете электрических цепей изложенном методом всегда 
стремятся к тому, чтобы число контурных токов, замыкающихся 
через каждую из ветвей, было по возможности минимальным. С этой 
целью обычно выбирают каждый контур в виде я ч е й к и  (на 
рис. 1-27, а три ячейки с контурными токами 1Ъ / 2 и / 3), руковод
ствуясь указанным выше правилом выбора независимых контуров 
(дерева и ветвей связи) при составлении уравнений на основании 
второго закона Кирхгофа.

Положительные направления контурных токов можно выбирать 
и произвольно, т. е. независимо от положительных направлений 
токов в ветвях.

Установим теперь более общие, необходимые для дальнейших 
выводов соотношения между контурными токами, сопротивлени
ями и э. д. с. цепи произвольной конфигурации. Для схемы, имею
щей к независимых контуров, уравнения, аналогичные (1-53), 
запишутся в виде

/"иЛ -\-г1-2.1гЛ-• • • +  /'1гЛ +  - • • +  Г\к1к — Е х,
г п 1 \  +  ^22^2 +  • • ■ • +  г -1к!к —  Е г \

(1-58)
Г ц 11 +  г  ¿2^2 +  • • •Н_/'нЛ +• • • +  г  1К.1-К = Е ( ,  

г 14~гкг!2 "Ь- • -"Ь гк[11 +  • • ■ +  гКК1К — Е К.
В этих уравнениях сопротивление вида ги (с двумя одинаковыми 

индексами) называется с о б с т в е н н ы м  с о п р о т и в л е 
н и е м  к о н т у р а  /, а сопротивление вида г1к =  гм (с двумя 
различными индексами) называется о б щ и м  с о п р о т и в л е 
н и е м  к о н т у р о в  / и &. Правые части уравнений (1-58) назы
ваются к о н т у р н ы м и  э. д. с. Каждая из контурных э. д. с. 
вида Е1 равна алгебраической сумме э. д. с. всех источников в вет
вях контура I. Положительные знаки в каждом уравнении (1-58) 
должны быть взяты для токов и э. д. с., положительные направле
ния которых совпадают с произвольно выбранным направлением 
обхода соответствующего контура.

В более общем случае, когда электрическая цепь содержит как 
источники э. д. с., так и источники тока, контурное уравнение для 
/-го контура записывается в виде

+  Е  гч Ь ==Е1 Ц —  ̂ сг> (1 -58а)
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где ( £  гЛ  обозначает собственное сопротивление контура /;
V /  /

Гц — общее сопротивление двух контуров I и /;
J^j — ток источника тока, замыкающийся по сопротивле

нию Гу.
Решая систему уравнений (1-58) при помощи определителей от

носительно любого из токов, например получаем:

h  =  E. D,
1  D < K >

+  Eq

Е. D,^/2 t I p ^11 i [
2 DM ' ' '  1 ’ ' '

D lq  4-  -I- E  ° !к Г ' ' ' Т с к , . ,' £)(K) K £ )(K )

где D (K> — определитель системы уравнений (1-58), т. е.

(1-59)

D(K>:

Гц г 12 • ■ Гц . ■ Г1к
Г 21 Г 22 • • Г 21 . ■ Г2К

Гп Гп • ■ Г а ■ Г1к

Гп гк2 • ■ гк1 • • г кк

(1-60)

Е>ц, D;2, ... , Dlq, ... , DiK — алгебраические дополнения определи
теля D {k}, причем Dlq получается из D (k) путем вычеркивания 
/-го столбца и <7-й строки и умножения полученного определителя 
на (— \)1+ч. Необходимо отметить, что сопротивления вида гп и rkl 
нужно записывать в выражении (1-60) с тем знаком, который стоит 
перед соответствующим напряжением в уравнениях (1-58).

Подчеркнем, что при соответствующем выборе контуров полу
чится такая система контурных уравнений, определитель которой 
имеет аналогично определителю D (y> минимальное число слагаемых 
с отрицательными знаками (которые сокращаются с соответствую
щими положительными членами).

Для иллюстрации отмеченных положений рассмотрим схему на 
рис. 1-27, а, для которой справедлива, например, следующая си
стема уравнений:

(r  1 +  r  а +  г 4)  ̂х — ГЪ1 г — г J  3 — Е х — Ei,
•^5^1 +  (''2  +  /'5 +  / ' в ) ^ а _ ^ в / з  =  -----Е 2',

’rJ l ~  /'e^2+(r3 +  /'4 +  /'e) I 3 =  E 3 +  Et,
r i l 1 +  r  212 +  f з ! 3 —  Е 1 — Е% +  £ з !

(1-61)

где последнее уравнение получено простым суммированием первых 
трех; оно справедливо для внешнего контура, проходящего через 
ветви связи с сопротивлениями гъ г2 и г3. Совместное решение лю 
бых трех уравнений системы (1-61) определяет неизвестные контур
ные токи.
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Покажем, что система из первых трех уравнений дает определи
тель с большим числом слагаемых (до сокращения), чем система, 
например, из первых двух и четвертого уравнений. Для первых 
трех уравнений определитель

о < к > =

( ^  4 “ ^ 4 4 -  в̂) ----ГЬ -----Г 4

—  Го (Г8 +  Гб +  Гв) —  Гв

—  Г4 — г6 (г3 +  г4 +  гй)
( 1-62)

Этот определитель после раскрытия имеет 38 слагаемых (до 
сокращения), из которых 22 попарно равны по абсолютному значе
нию, но по знаку противоположны и сокращаются.

Для первых двух и четвертого уравнений определитель

(г 1-]г г 4,-5г г ь) —  г ь —  г *
£>(■<> =  —  г ъ ( г 2 +  /-5 +  г  в) — г й 

Г\ Г2 г 3
+  (гг +  и ) гьг3 +  г\г3 +  Г2га (гг 4- г4 +  г5)

4 "  / У У а  +  Г ? !  ( г 2 +  ГЪ 4 -  Го) •

{Г  1 4 “ *̂4 4 “ *̂б) Г3 4 -

г 1г 3 +  ГьГйГ!-\-
(1-63)

В этом определителе только два слагаемых равны по абсолют
ной величине, но противоположны по знаку и сокращаются.

Для решения общей задачи расчета неизвестных токов во всех вет
вях линейной электрической цепи можно выбрать один из двух основ
ных методов расчета: узловых потенциалов или контурных токов.

Методом узловых потенциалов целесообразно пользоваться, 
когда число узлов схемы, уменьшенное на единицу, меньше числа 
независимых контуров у  — 1 <  к, а методом контурных токов при 
у  — 1 >  к.

Матричные уравнения контурных токов. Уравнения контурных 
токов (1-58) с учетом (1-58а) можно записать в матричной форме:

г(к)1(к)_Е "(к) (1-64)

где г(к) — квадратная матрица контурных сопротивлений;
|<к) — матрица-столбец контурных токов;

Е(£' — матрица-столбец контурных э. д. с., учитывающая источ
ники э. д. с. и эквивалентные э. д. с. от источников тока. 

После умножения уравнения (1-64) слева на || г1к) Ц"1 получим:

1(к) =  | г<к> ||-1 Е<к\  (1-65)

Покажем, что матрицу контурных сопротивлений г(к) можно 
получить непосредственно по схеме при помощи матрицы соедине
ния контурных сопротивлений В:

г<к> =  Вг<гВт, (1-66)

52



где га — диагональная матрица сопротивлений ветвей;
Вт — транспонированная матрица соединения контурных со

противлений.
Матрица соединения контурных сопротивлений В составляется 

так, что ее строки соответствуют независимым контурам, а столбцы — 
ветвям. На пересечении строки и столбца записывается ± 1  или О 
(пробел) в зависимости от того, входит или не входит данная ветвь 
в соответствующий контур; положительный знак принимается в том 
случае, если направление ветви совпадает с направлением обхода 
контура, а отрицательный знак — если не совпадает. При этом 
направление обхода каждого контура примем совпадающим с поло
жительным направлением соответствующего контурного тока, а на
правления ветвей — с положительными направлениями токов в вет
вях.

Для получения независимых контуров следует сначала выбрать 
дерево схемы, что в свою очередь определяет ветви связи, а следо
вательно, и контурные токи.

Для иллюстрации рассмотрим схему на рис. 1-27, а с выбран
ным деревом из четвертой, пятой и шестой ветвей (рис. 1-27, б). 
В этом случае независимые контуры содержат контурные то
ки 1Ъ /о и / 3, что соответствует первой, второй и третьей ветвям 
связи.

Матрица соединения контурных сопротивлений В состоит из 
трех строк и шести столбцов:

1 0 0 1 1 0
в  = 0 1 0 0 — 1 1

0 0 1 — 1 0 — 1

Диагональная матрица сопротивлений

Г\ 0 0 0 0 0

0 Г* 0 0 0 0

0 0 г 3 0 0 0

0 0 0 г* 0 0

0 0 0 0 Гь 0

а 0 0 0 0 /■

Произведение матриц В и га равно:

Г1 0 0 Га. Гь 0

Вг* = 0 Г 2 0 0 - г ъ Гв

о 0 Гз —  г 1 0 —  г в
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Г\ 0 0 Г4 г& 0
г(Ю =  Вг(гВт = 0 Гг 0 0 — гь Г6

0 0 г3 - г  4 0 — Гй

Квадратная матрица контурных сопротивлений определяется 
по формуле (1-66):

1 О О 
О 1 О
0 0 1
1 0 — 1
1 — 1 О

. О 1 — 1
(^ 1  +  ^  +  Г б) -----ГЪ -----Г 4

—  Г& {Г2 +  ГЬ +  Гъ) ~ Г в
---гц — (/*3 “Н Г\ “Н *̂в)

Матрица-столбец контурных токов

¡1
1<К > =  ¡ 2  

13

Матрица-столбец контурных э. д. с.
Е х — Е ц 

р < к > __  __ рж*с — — П 2

£ 3  +  ^4

Пользуясь уравнением (1-64), матрицами г(к), 1(к) и Е(ск\  легко 
получить уравнения (1-53).

Подчеркнем, что матрица токов ветвей 1в легко определяется 
через матрицу контурных токов 1(к) по формуле

1в =  Вт1<к>. (1-67)

Например, для схемы рис. 1-27, а
1и 1 0 0
1» 0 1 0

/ 3« 0 0 1
140 1 0 — 1
168 1 — 1 0

0 1 — 1

/ и
12/с 
1ЗК

Из этого матричного уравнения сразу получаем равенства, опре
деляющие токи ветвей через контурные токи:
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В дальнейшем индексы в у токов ветвей и индексы й у контур
ных токов в алгебраических выражениях, как правило, будем опу
скать.

В заключение подчеркнем, что все соотношения между токами 
ветвей и контурными токами для схем, показанных на рис. 1-27, а—в,

Рис. 1-30.

легко получить из графов, построенных соответственно для этих 
схем на рис. 1-30, а— в. При этом деревья графа изображены на 
рис. 1-30,6 и в сплошными линиями, а ветви связи — пунктир
ными.

1-9. Уравнения состояния цепи в матричной форме

Пользуясь матрицей соединения узловых проводимостей вет
вей А и матрицей соединения контурных сопротивлений В, а также 
законами Кирхгофа, можно получить узловые и контурные уравне
ния, определяющие электрическое состояние цепи в матричной 
форме; при этом попутно получаются выражения для определения 
матрицы узловых проводимостей (1-49) и матрицы контурных со
противлений (1-66).

Первый и второй законы Кирхгофа запишем в матричной форме:

в и в= о ,

где \в — матрица-столбец токов ветвей схемы;
Ц, — матрица-столбец напряжений на зажимах ветвей той же 

схемы.
Пользуясь уравнением (1-67), представим первое из выражений 

(1-68) в следующем виде:

АВТ1«  =  0. (1-69)

Полученное выражение справедливо при всех значениях 1(к), 
поэтому АВТ =  0 для любой заданной электрической цепи.
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На основании закона Ома для ветви с э. д. с. прн выбранных 
положительных направлениях тока /„, напряжении 0 в и э. д. с. Ев, 
очевидно, справедливо равенство

г  а1в— Е в “Ь и  в,

где га — гв — сопротивления ветвей, или в матричной форме

г Л  =  Е .+  и . и г(<ВЧ(“)==Ев+ и . ,  (1-70)

где гл — диагональная матрица сопротивлений ветвей.
После умножения обеих частей уравнения (1-70) слева на В 

получим:
ВгйВт1(х> =  ВЕв +  В ив. (1-71)

Из этого выражения следует, что произведение ВгйВт равно, 
как уже было отмечено, матрице контурных сопротивлений г(к> 
(1-66), произведение ВЕ* определяет матрицу контурных э. д. с. Е<к)
и, наконец, ВЦ, =  0. Таким образом, из (1-71) следует:

г<к>100 =  Е<к>. (1-72)

Если в ветвях заданной схемы кроме источников э. д. с. имеются 
эквивалентные э. д. с. от источников тока, то они войдут в (1-72) 
в качестве слагаемых; в результате получится уравнение, совпадаю
щее с (1-58а).

Аналогично получается матричное уравнение для узловых по
тенциалов.

Из уравнения (1-70) непосредственно следует, что
1в =  г^‘ (Ев-Ь и«). (1-73)

Обозначив г5‘ =  grf из первого уравнения (1-68) с учетом (1-73), 
получим:

А 1в =  A grfU в +  AgrfEя =  0 .

Из этого уравнения с учетом (1-50) следует, что

Аё(*Атф =  - ^ Е а =  .1, (1-74)

где произведение Ай,*Ат равно матрице узловых проводимостей 
схемы g(У) (1-49), а произведение AgrfEй =  — J определяет матрицу 
узловых токов той же схемы. Если в заданной схеме имеются кроме 
источников напряжения источники тока, то в правой части уравне
ния (1-74) входят дополнительные слагаемые и оно в раскрытой 
форме совпадет с (1-ЗЗа).

1-10. Преобразование линейных электрических схем

Расчет и исследование сложных электрических цепей во многих 
случаях можно значительно облегчить и сделать более наглядными 
путем п р е о б р а з о в а н и я  э л е к т р и ч е с к и х  с х е м  од
ного вида в схемы другого вида. Целесообразное преобразование
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электрической схемы приводит к уменьшению числа ее ветвей или 
узлов, а следовательно, и числа уравнений, определяющих ее элек
трическое состояние.

Рассмотрим, например, схему трехпроводной линии (рис. 1-31, а). 
Пусть заданы э. д. с. Е и Е2 и внутренние сопротивления гв] и гв2 
источников энергии, сопротивления проводов линии г, г0 и сопро
тивления приемников г12, г23 и г31.

Для определения токов в шести ветвях этой схемы необходимо 
по методу контурных токов или узловых потенциалов решить систему 
уравнений с тремя неизвестными.

Однако можно упростить схему, например, так, чтобы она содер
жала только три ветви с тремя неизвестными токами и всего два 
узла. Новая схема получится, если три сопротивления г12, г23 и г31,

Рис. 1-31.

присоединенные к узлам /, 2 и 3, заменить тремя другими сопро
тивлениями гъ г2, г3 (рис. 1-31, б), включенными соответственно 
между точками 1, 2 и 3 заданной схемы и новой узловой точкой О'. 
После такой замены токи 1Ъ / 2, 13 в ветвях, не затронутых преобра
зованием, и напряжения 0 12, и 23 и £/а1 между точками 1, 2 и 3 
должны быть такими же, как в заданной схеме.

В новой, эквивалентной схеме с двумя узлами О и О' можно 
сразу найти напряжение между узловыми точками по формуле (1-46), 
а затем определить токи / 1( / 2 и / 3 по закону Ома. После этого можно 
вычислить напряжения 0 12, и 23 и С/31 между точками 1, 2 и 3 и 
токи / 12, / 23 и / 31 в сопротивлениях г12, г23 и г31 заданной схемы, 
т. е. решить задачу достаточно просто.

Во всех случаях замены заданных электрических схем эквива
лентными схемами другого вида необходимо выполнять условия 
неизменности токов и напряжений в тех частях схемы, которые 
не затронуты преобразованиями.

Если преобразуется часть электрической схемы, не содержащая 
источников энергии, то, как будет видно из дальнейшего, неизмен
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ность токов и напряжений в остальной части схемы обеспечивает и 
неизменность мощностей, потребляемых ветвями. В случае преобра
зования электрических схем, содержащих источники энергии, сум
марные мощности источников и приемников в исходной схеме не 
равны в общем случае соответствующим мощностям в эквивалентной 
схеме.

Рассмотрим теперь наиболее характерные, чаще всего встречаю
щиеся на практике случаи преобразования электрических схем как 
при отсутствии в преобразуемых ветвях источников э. д. с. и тока, 
так и при их наличии.

Преобразование соединения сопротивлений многолучевой звездой 
в многоугольник; преобразование треугольника в звезду. Рассмотрим 
сначала преобразование соединения сопротивлений м н о г о 
л у ч е в о й  з в е з д о й  (с числом лучей больше трех) в эквива
лентный м н о г о у г о л ь н и к .  Покажем, что соединение сопро
тивлений и-лучевой звездой преобразуется в эквивалентную схему 
многоугольника с числом ветвей, равным п (п — 1)/2.

На рис. 1-32, а изображено соединение сопротивлений в виде 
я-лучевой звезды. Уравнения электрического состояния для этой 
схемы:

Л = ( ф 1 - ф 0)§х; / 2 =  (Ф2- Ф о) | г>; •••;
/ л = ( ф л - ф о ) § л ;  • • • ;  / л = ( Ф л - Ф о)§ « ;

Л + ^ 2  +  -*-+^Л +  -- - +  Л1= ( ф 1 — Фо)§1 +
+  (Фа — Фо) £г - ь  • • +  (Фа -  Фо) ёл +  • • • +  (ф„ -  Фо) £п =  0, (1-75)

где ф,, ф2, ... , фл.........ф„ — потенциалы соответствующих точек
схемы.
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Из последнего уравнения найдем потенциал точки О:
„  _<Plgl +  фзЯг +  ■ • • +  фА#Л +  --- +  ф/г£я /1 ~гс\
ф0_ gi + g z + ...+ g h+ .::+g n  • (1' 76)

После подстановки <р0 в первое из выражений (1-75) получим:
г / ,„  Ф1£1 +  ф2&2 +  --- +  фл£А +  ----Ь ф л£л \
/1 =  Г ------------------------ Тъ-------------------- ) §1~

=  -1- [(Фх -  Ф г )  g i g 2 +  ( ф 1 -  Ф з )  g ig s  +  • ■ • +

+  ( ф 1 -  Ф л )  g l g h  +  • • • +  ( ф !  -  Ф п )  g l g n ] ,

где
Л =  п

gs =  2  ĥ- 
h =  1

В полученном выражении разности потенциалов между точ
ками 1, 2, 3, ... , h........ п заменим через напряжения по формуле
U м  =  Ф л  —  Фг:

I i  =  U n ^  +  U 13^  +  . . . +  U i h ^  +  . . . +  U LnS f i L .  (1-77)

Аналогично для любого тока

h ^ U h i ^  +  U h^ + . . .  +  U hih- M ^  +  . . . +  U fin g- ^ .  (1-78) 
«2 62 Hz «2

Из этих уравнений видно, что ток каждой ветви «-лучевой 
звезды можно представить в виде суммы п — 1 частичных токов, 
пропорциональных напряжениям между соответствующими точками 
звезды. Например, ток

Л  — Л г  +  Л з  +  • • • +  Лл +  • ■ • +  Ля»
где

/ _г 1 gigi . г __ rr gigs
 ̂~~g% /i3~ U ls ^ r - - -

и аналогично для любой ветви

Л  =  h i  +  h i  +  • • • +  Л ,  Л-1 +  • • • +  h n -

Покажем, что выражениям (1-78) удовлетворяет эквивалентная 
схема в виде полного многоугольника (рис. 1-32, б) с числом вет
вей, равным п (п — 1)/2.

Действительно, для схемы рис. 1-32, б

Л  =  ^12^12 +  U i3 g i3  +  • • • +  U ihg l h -\ -. • • +  У т Я т ’,

/ 2 =  i / 2ig21 +  ^23^23 +  - • • +  ^2Л^2Л 4 "  • • • +  R in g in ',

h  —  Uhlghl +  ^Л2^Л2 +  - • • +  Uh, h-lgh, Л-1 +  • • • +  Uhnghn, | 

.......................................................................................................................)
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Для того чтобы схема, показанная на рис. 1-32, б, была экви
валентна схеме рис. 1-32, а, необходимо равенство токов (11, /2, /3 
и т. д.) в обеих схемах при одинаковых напряжениях (£/12, 0 13, 
¿/1Л и т. д.), что выполняется при

ё и = й й /Я г =  £21; &з = £х£з /д£ = йГв1 • • • (1-80)

Поскольку число узлов многоугольника равно я, число токов, 
связанных с каждым узлом, равно п — 1 и каждая ветвь присоеди
нена к двум узлам многоугольника, то число его ветвей как раз 
равно п (п — 1)/2.

Из приведенного доказательства следует, что простая математи
ческая операция исключения потенциала ф0 из системы уравнений 
электрического состояния схемы, имеющей форму /г-лучевой звезды, 
приводит к эквивалентной схеме в виде многоугольника. Обратная 
задача о преобразовании многоугольника в эквивалентную «-луче
вую звезду в общем случае при п >  3 неразрешима, так как число 
г’<'комых сопротивлений (или проводимостей) ветвей эквивалентной 

'зды меньше числа п (п — 1)/2 условий, которым они должны 
эвлетворять. При п — 3 число условий п (п — 1)/2 =  3 и, сле- 

Чисательно, треугольник сопротивлений всегда можно преобразо
вать в эквивалентную звезду.

Из формул (1-80) при п =  3 сразу получаются формулы для пре
образования трехлучевой звезды в эквивалентный треугольник 
в следующем виде:

для эквивалентных проводимостей •
„ ______8182 _ __ 8-283___. а __  8з?1 /1 о 1 \
ё 1 2  8 1 + 8 2 + 8 3 ’ ё гз  8 1 + 8 2  +  8 3 ' 831 81 +  8 2 + 8 3 ’ ' '

(1-82)

или для эквивалентных сопротивлении

Г12— 1/̂ 12 =  Г 1~\~ г2~\~ г1г2/г3> /'23==,'2 +  ,'з +  Г2Гз//'11 
г31 — г'л +  г1~\- Г3Г1/Г%.

Чтобы получить формулы преобразования треугольника с задан
ными сопротивлениями г12, г23 и г31 в эквивалентную звезду, примем 
в уравнениях (1-82) в качестве неизвестных сопротивления гъ г2 
и г3. В  результате получим:

Г1 =  Ь/г23; г2 =  Ыг31, г3 =  ЫгХ2, (1-83)
где Ь = гхг2 + г2г3 + /у*.

Выразив попарные произведения искомых сопротивлений в виде
Г1Г2 =  Ь21г23г г1\ г 2г 3 =  Ь2/г 31г 12; г 3г 1 =  6 2/ г 12г 23

и подставив полученные выражения в формулу для Ь, имеем:
—  ~1~ Г23 ~Ь г31

\ Г12Г23Г31
откуда

Ь Г12Г23Г31
г и  +  г 23 +  г 31
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После подстановки этого выражения в (1-83) получим:

г1 =  гыгп !'£г\ г2==г23г 12/ 2 г ;  г3 =  г31г23/ £  г, (1-84)

где 2 г  =  г12 +  г23 +  г31.
Последние формулы позволяют определить эквивалентные сопро

тивления звезды по заданным сопротивлениям треугольника.
Аналогично можно получить формулы преобразования активной 

многолучевой звезды (рис. 1-33, а) в эквивалентный активный много-

Рис. 1-33.

угольник (рис. 1-33, б). Действительно, в этом случае для схемы, 
показанной на рис. 1-33, а, можно записать:

/ i  =  (q>i — Фо — £ i ) g i ;  / 2  =  (ф2 - ф 0 - ^ г ) ё г3; •••;

/ л = ( ф А  Фо Eh)Shy •••> ^ я = = (ф/г фо En)g n,

—  Ф о  fei +  - • • +  £ « )  т Ь  Ф 1 §1  +  Ф г § г  +  • • • +  Ч’п ё п  —

—  E i g i  +  E zg 2  +  • • • - { - E ngn.

Выразив ф0 из последнего уравнения и подставив его, например, 
в первое из выражений (1-85), после элементарных преобразований 
получим:

h  ~ g ~  [(Ф1 ~' Фг +  ̂ 2 ~ E i)  §i§2 +  (ф1— Фз +  ̂ з ~  E i)  §1§з-\~ • • •

• •• +  (ф 1 — Фп +  £ я — £ i )  gignl (1-86)

Аналогичные уравнения можно получить для токов /2, /3, ... , /„. 
Выражениям вида (1-86) соответствует эквивалентная схема, пока
занная на рис. 1-33, б. Проводимости ветвей многоугольника опре
деляются по-прежнему по формулам (1-80), а эквивалентные э. д. с. 
при указанных положительных направлениях (рис. 1-33, а и б) 
равны:

Е п =  Е , — E i,  E u  =  E 3 — Ei\ . . . ;  E in =  E n — E j.  (1-87)
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Преобразование параллельного соединения ветвей с источни
ками э. д. с. и источниками тока. Если сложная электрическая 
схема имеет одну или несколько групп параллельно соединенных 
ветвей с источниками э. д. с., то расчет и исследование та
кой схемы можно значительно облегчить, заменив каждую группу 
параллельных ветвей одним источником с эквивалентной э. д. с. и 
эквивалентным внутренним сопротивлением. В частности, так можно 
преобразовать схемы со смешанным соединением активных и пассив
ных элементов в схемы с последовательным соединением.

На рис. 1-34, а показана группа из т  параллельно соединенных 
ветвей, выделенная в электрической схеме. Остальная часть схемы 
условно обозначена прямоугольником. Требуется заменить т  парал
лельных ветвей (рис. 1-34, а) одной эквивалентной ветвью

а)

(рис. 1-34, б) так, чтобы ток /-и напряжение U  в эквивалентной 
схеме, а значит все токи и напряжения в остальной части схемы 
были такими же, как в заданной.

Согласно (1-12) для токов ветвей и суммарного тока / схемы 
рис. 1-34, а справедливо следующее выражение:

/ — 4 -... +  /т  =
=  (Е  1 — U) gi +  (— Е* — U)g2 +  . .. +  (£* — U)gh-\-.. .-\-(Ет — U)gm—

— E ig i — E 2g2-{-.. E/jgh-h• • ■Jr E mgm —
(§t +  •• +  §/! +  • • - +  gm)> (1-88)

где gk =  1 ! r k.
В схеме рис. 1-34, б ток

1 — (Е  — U) g, (1-89)
где g =  1/г.

Так как условия эквивалентности'должны быть выполнены при 
любых токе / и напряжении U , то, приравнивая правые части выра
жений (1-88) и (1-89), нужно положить:

U  ( S i  +  § 2  +  • • • +  gh +  • • • +  gm) =  Ug',

Eigi — +  - • • +  E hgh-\r.. E mgm =  Eg,
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откуда
ё — §1 +^2 +  •••+£/! +  • • • +  ̂ т! 

£ _— Яг +  ■ •• +  ̂ лЯл +  • • • +  Е ^ т  _

(1-90)
Н — т

ёх +  £2 +  --- +  £ л + ’»* +  £ т £

При вычислении эквивалентной э. д. с. £  с положительным зна
ком записываются те э. д. с. Е н, которые направлены к тому же 
узлу, что и эквивалентная э. д. с. Е ,  и с отрицательным знаком —• 
направленные к другому узлу. Если какая-либо из параллельных 
ветвей, например третья, не содержит источника э. д. с. Е 3, то 
в выражении (1-91) слагаемого Е ^ 3 не будет, но в состав проводи
мости ё входит проводимость этой ветви

Из выражения (1-90) следует, что эквивалентная проводимость g 
не зависит от э. д. с., в то время как эквивалентная э. д. с. Е  (1-91) 
зависит не только от э. д. с. ветвей, но и от их проводимостей.

Выше было отмечено, что энергия, потребляемая сопротивле
ниями ветвей до преобразования схемы с активными элементами, не 
равна энергии, потребляемой эквивалентными сопротивлениями 
ветвей после преобразования.

Для иллюстрации этого положения сравним, например, мощности 
источников и потребителей заданной схемы (рис. 1-34, а) и схемы 

-после преобразования (рис. 1-34, б), когда ветвь с током / разомк
нута. В схеме рис. 1-34, а при 1 =  0 токи /1( /2 ... могут и не быть 
равными нулю. В результате суммарная энергия источников э. д. с. 
будет расходоваться на покрытие тепловых потерь в сопротивле
ниях ветвей. В схеме рис. 1-34, б при / =  0 потери в эквивалентном 
сопротивлении отсутствуют.

Следовательно, несмотря на неизменность токов и напряжений 
в той части схемы, которая не затронута преобразованием, мощ
ность, развиваемая источниками э. д. с. до преобразования, не равна 
мощности, развиваемой эквивалентным источником э. д. с. после 
преобразования схемы.

Однако это обстоятельство не мешает широко пользоваться по
нятием эквивалентной э. д. с. для расчета электрических цепей, так 
как после определения тока / в эквивалентной схеме можно вер
нуться к исходной и найти токи и мощности во всех ее ветвях.

Если к узлам 1 и 2 (рис. 1-34, а) присоединены кроме т  ветвей 
с источниками э. д. с. еще п ветвей с источниками тока, то при 
вычислении эквивалентной э. д. с. (1-91) нужно учесть токи задан
ных источников тока:

причем с положительным знаком берутся токи, направленные к тому 
же узлу, что и эквивалентная э. д. с. Е ,  а с отрицательным знаком — 
направленные к другому узлу.

Н =  т

(1-92)
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Рис. 1-35.

Преобразование схемы с источниками э. д. с. в эквивалентную 
схему с узловыми токами (источниками тока). Выше (§ 1-2) было 
показано, что источник энергии с известным значением э. д. с. и 
заданным внутренним сопротивлением можно представить источни
ком тока, причем режим приемника энергии останется неизменным. 
Такую замену можно произвести и в том случае, когда ветвь с источ
ником э. д. с. и внутренним сопротивлением имеет добавочное со
противление, включенное последовательно с внутренним сопро
тивлением.

Пусть к зажимам 1 и 2 (рис. 1-35, а) присоединена ветвь с источ
ником э. д. с. Е  и сопротивлением г, которое включает и внутрен

нее сопротивление источника 
энергии.

Если напряжение между пер
вым и вторым зажимами рав
няется 11, то по (1-11) ток
}  =  Е — Ц  ^  _£ _  и

(1-93)
где Е !г  — У.

Из этого выражения следует, 
что ток / источника э. д. с. может 

быть представлен в виде разности тока У источника тока, который 
определяется только параметрами ветви с источником э. д. с., и 
тока /12 =  Ш г. Уравнению (1-93) соответствует эквивалентная 
схема, показанная на рис. 1-35, б, в которой напряжение I !  и ток / 
те же, что и в схеме на рис. 1-35, а. Ток У источника тока направлен 
так же, как э. д. с. Е  (от зажима 2 к зажиму /).

Такую замену можно провести в схеме как для одного, так и для 
всех или части источников э. д. с.

Рассмотрим, например, схему, показанную на рис. 1-36, а, с ис
точниками э. д. с. в трех ветвях. Эквивалентная схема с источни
ками тока приведена на рис. 1-36, б, где

^  =  ¿ъ — Е ^ г , Jз =  Eзgз.

На схеме рис. 1-36, б ветви с источниками тока У2 и J 3 присое
динены попарно к одним и тем же узлам 1, 2 я 3. Поэтому целесо
образно объединить в каждом узле два тока источников в один 
(рис. 1-36, в). Суммарные или узловые токи Ус1, J c2 и Ус3 опреде
ляются по первому закону Кирхгофа:

^  с1 == ^ з — А  —  ЕзЦ з  —  Е ^ 1 , УС2 =  ^ 1 _Ь ,̂ 2 —  Е ^ 1  +  £ 2& ;

У с з =  —  ^3 — 3  2 —  —  Е  з^з Е ^ 2.

Следовательно, электрическая схема с источниками э. д. с. 
в ветвях может быть заменена эквивалентной схемой с узловыми 
токами, причем потейциалы узлов и токи в непреобразованных вет
в ях  остаются неизменными. Так, токи /4, /6 и /в заданной схемы
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(рис. 1-36, а) равны токам в тех же ветвях эквивалентной схемы 
(рис. 1-36, б или в). Но, конечно, токи в преобразуемых ветвях 
с источниками э. д. с. не равны соответствующим токам в ветвях 
эквивалентной схемы. Наиример, в сопротивлении гх заданной 
схемы (рис. 1-36, а) ток /х =  (Е 1 +  фх — ф2) g1, а в эквивалентной 
схеме (рис. 1-36, в) ток /12 =  (фх — ф2) g1.

В общем случае справедливость преобразования схемы с источ
никами э. д. с. в ветвях в эквивалентную схему с узловыми токами

непосредственно следует из уравнений узловых потенциалов (§ 1-7). 
Действительно, для схемы рис. 1-36, а на основании уравнений (1-33) 
при ф4 =  0 получим:

Ф-igu — Фг5г — Фзёз =  (E3g3 — Eigi) =  J ci!

— 'M i  +  Ш 22 -  4>3g2 =  (E ig i +  Е & )  =  Ус2;
( fig s  <(>§2 “Ь Ф зй зз — ----  {E ig < i ~ { - E 3g 3) —  J c3, 

где gll =  gl +  g3 +  ge', gli =  gl +  gl +  gb\ gs3 =  gi +  g'.'i +  gi.
Этим уравнениям удовлетворяет ' эквивалентная схема 

(рис. 1-36, в).
Обратная замена электрической схемы с заданными узловыми 

токами эквивалентной схемой с источниками э. д. с. не является
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однозначной. Это объясняется тем, что число узловых токов или 
число узлов всегда меньше числа ветвей, т. е. количество уравне
ний, которое можно составить на основании первого закона Кирх
гофа, меньше числа искомых э. д. с. Поэтому можно задаться про
извольными значениями э. д. с. источников в любых ветвях в коли
честве, равном числу недостающих уравнений. Остальные неизвест
ные э. д. с. могут быть определены после совместного решения неза
висимых уравнений, составленных по первому закону Кирхгофа.

Пример 1-4. Определить токи во всех ветвях и составить уравнения баланса 
мощностей для схемы рис. 1-37, а, если Е х =  48 В , Е 2 =  24 В , Е 3 =  12 В , Е  =  
=  12 В , / 1  =  3 Ом, г2 =  6  Ом, г3 =  Гц =  2 Ом, г  =  6  Ом.

Р е ш е н и е .  Д ля определения токов / 4 и / 3 (эти токи одинаковы) заменим 
каждую группу параллельно соединенных ветвей одной эквивалентной. Эквива
лентную э. д. с. Е 12 для первой и второй параллельных ветвей и эквивалентное 
сопротивление г12 определим по формулам (1-91) и (1-90):

Е ,„  =  Е '8 ' . 24 В ;

1 , 1 , 1Й12—~  =  Й1+Й =  “---или ГЫ~г12 '1 '2 Г1 +  г2
= 2 Ом.

Аналогично находим эквивалентное сопротивление и эквивалентную э. д. с. 
для трех параллельных ветвей, присоединенных к третьему и четвертому узлам:

3 Е/г =  £ = 1 2  В ; g^з:=3g  или гАЗ — г/3 =  2 Ом.*-43̂  3//
В  результате таких преобразований получается схема, показанная на

рис. 1-37, 6.
В  этой схеме ток

/»=Л 3 А
/8 +  ,-1а +  ̂ 4 +  /43

и напряжения на участках

и 21 =  Е Х2— /"12/ 3 = 1 8  В ; 34 =  43 —|-/"43/3 — 18 В . 

То к и  в ветвях заданной схемы

¡1 = (Д1 — ^ 21) £ 1 = Ю А; ¡2 —(^2 +  ̂ 21) — 7 А.
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Токи в ветвях с одинаковыми э. д. с. Е  равны друг другу и направлены на
встречу э. д. с.:

/ =  ( { / „ - £ )  г = 1  А.

Суммарная мощность всех источников э. д. с.

£ 1/ 1 +  £ г/а +  £ 3/3 - 3 £ /  =  648 Вт.

Мощность в сопротивлениях, конечно, равна суммарной мощности источни
ков э. д. с.:

г Л  +  г Л  +  къ +  гД /| +  3/72 =  648 Вт.

Отметим, что источники с э. д. с. Е  работают в режиме приемников, потреб
ляя энергию от других источников.

Г л а в а  в т о р а я

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ ПРИ 

ПОСТОЯННЫХ ТОКАХ И НАПРЯЖЕНИЯХ

2-1, Принцип наложения

Каждая э. д. с. Е 1 в уравнении (1-59) представляет собой алгеб
раическую сумму э. д. с. во всех ветвях контура I. Если в уравне
нии (1-59) заменить все контурные э. д. с. алгебраическими суммами 
э. д. с. ветвей, то после группиров
ки слагаемых получится выраже
ние для контурного тока /; в виде 
алгебраической суммы составляю
щих токов, вызванных каждой из 
э. д. с. ветвей в отдельности.

При этом каждая составляющая 
тока равна произведению э. д. с. 
ветви на алгебраическую сумму 
коэффициентов вида £)/А/0<к>, вхо
дящих в уравнение (1-59). ___

Это чрезвычайно важное свой- г г £ ¡3
ство носит название п р и н ц и п а

Рис 2-1н а л о ж е н и я  и непосредствен- 
но следует из линейности уравне
ний электрического состояния для цепей с линейными элементами. 
Принцип наложения справедлив не только .для контурных токов /ь 
но и для токов /л ветвей, так как систему независимых контуров 
можно всегда выбрать так, что рассматриваемая ветвь войдет только 
в один контур, т. е. контурный ток будет равен действительному 
току /л.

В качестве примера, иллюстрирующего принцип наложения, 
рассмотрим электрическую схему, показанную на рис. 2-1, для 
которой, пользуясь методом контурных токов, запишем следующие
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уравнения:

(2- 1)

где
Г11 —  Г1-\-ГъЛ-Г41 Г П  —  Г П  =  Г ъ\ Г 13 —  Г 31 =  ГЬ  

Г 2 2 ~  Г 2~\~ Г Ъ~\~ Г Ь> Г 2 3 ~ Г 32 —  Г »'г / 'зЗ =  / 'з  +  / ‘4 Г ъ\

Е\ =  Е х2 — £ 42; Е^ — Е^з-^-Ец-
Из уравнений (2-1) вытекает:

Л  =  £ 1 Й ? !+ £ .-й & = / ;  +  /Г.£)( к)
’и

£)(Ю
12 (2-2)

где
Г 11 —  Г 12 —  Г 13

£>13= ( - 1 ) 1+а 'ъ  Г13 ; Г1= Е 10 11/0м-, п р е м и ю .
гз2 г за

Аналогично определяются токи /2 и /8.
Если в выражении (2-2) контурные э. д. с. заменить через э. д. с. 

ветвей, то получим:

откуда и следует, что контурный ток 1г равен алгебраической 
сумме составляющих токов, вызываемых каждой из э. д. с. в от
дельности. Кроме того, этот контурный ток равен действительному 
току ветви с сопротивлением г\ и э. д. с. Е п , так как по этой ветви 
другие контурные токи не замыкаются. .

Таким образом, при определении токов ветвей при помощи прин
ципа наложения можно поочередно оставлять в схеме по одной 
э. д. с., считая все остальные э. д. с. источников равными нулю, но 
сохраняя в схеме их внутренние сопротивления. Действительные 
токи ветвей определятся как алгебраические суммы токов, вызы
ваемых каждой э. д. с. Если схема содержит не только источники 
э. д. с., но и источники тока, то следует найти составляющие токов, 
вызываемые каждой э. д. с. и каждым источником тока, после чего 
определить действительные токи ветвей путем алгебраического сум
мирования этих составляющих.

Так как принцип наложения следует из общих свойств линейных 
уравнений, то его можно применять для определения любых физи
ческих величин, которые связаны между собой линейной зависи
мостью. В применении к электрическим цепям можно определять 
не только токи по заданным э. д. с. и сопротивлениям, но и напря
жения по заданным токам и известным сопротивлениям. Однако
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этим принципом нельзя пользоваться для вычисления мощностей, 
так как мощность — квадратичная функция тока или напряжения. 
Например, мощность в сопротивлении гх (рис. 2-1) определяется по 
формуле

ы \ = н  ( л + л т -
Если мощность в том же сопротивлении гх можно было бы счи

тать равной сумме мощностей, обусловленных частичными токами 
/{ и Л, то получили бы совсем другое значение гх (/¡)а -(- гх (/'¡¡)2.

Пример 2-1. На рис. 2-2, а показана мостовая схема с источником э. д. с. 
Е  =  5 В  и источником тока J  =  1 А. Сопротивления указаны на схеме. Пользуясь  
принципом наложения, определить токи во всех ветвях.

Р е ш е н и е .  Д ля  определения токов в ветвях с применением принципа 
наложения надо рассчитать токи в двух схемах, изображенных на рис. 2 -2 , б и в .  
В  схеме рис. 2-2, <5 ток J  равен нулю (точки b a d  разомкнуты), а в схеме рис. 2-2, в  

э. д. с. равна нулю (точки а и с соединены проводником без сопротивления). То к и  
в ветвях схемы рис. 2 -2 , б

F  Е  / ' — г  — г ______
1 1 /-1 +  »4 ’ 3 3 А. +  Г, •

Токи в ветвях схемы по рис. 2-2, в, где сопротивления тх и г4, а также тг и г3
соединены параллельно,

J rS . r  _ J r 2
3 ri~Sr r3 ’ a Г2~Ь̂ З
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Токи в ветвях заданной схемы (рис. 2-2, а) равны алгебраическим суммам 
токов в соответствующих ветвях схем рис. 2 -2 , б и в :

/ _/ '__/"__Е  — о 4 АЛ - Л  Л -  , 1 + , 4  - и>* А-
Аналогично
/ , =  / '  +  / ' ' =  =  1,4 А ; / 3 =  / ; - / ;  =  - 0 , 4  А; / 4 =  / ' +  /4" =  1,4 А.

2-2. Свойство взаимности

Пользуясь методом контурных токов, установим еще одно важ
ное свойство линейных электрических цепей — с в о й с т в о  в з а 
и мн о с т и  или, как его иногда называют, п р и н ц и п  в з а и м 
н о с т и .

Сущность этого свойства заключается в следующем. Пусть в схеме 
произвольной конфигурации единственный источник э. д. с. Е ч 
действует в ветви с сопротивлением гд в направлении от точки Ь

5 1

а)

а а

п

■

I I
[ г *  г ? П

п

с Ъ

Рис. 2-3.
В)

к точке а (рис. 2-3, а) и создает в ветви с сопротивлением г1 ток /,, 
направленный от точки й к точке с. Тогда такой же единственный 
источник э. д. с. Е 1 =  Е д, включенный в ветвь с сопротивлением г1 
и действующий в направлении от й к с (рис. 2-3, б), создаст в ветви 
с сопротивлением гч ток /9, направленный от ¿7 к а и равный току /¿.

На рис. 2-3, а изображены ветви аЬ и ей с сопротивлениями гч 
и о, а остальная часть схемы, не содержащая источников энергии, 
условно показана в виде прямоугольника с буквой П  (пассивная).

Для доказательства свойства взаимности обратимся к выраже
нию (1-59), определяющему ток в любом контуре. Пусть ветвь ей 
является частью контура /, а ветвь аЬ входит в состав другого 
контура q (рис. 2-3, а) и, как указано, других источников э. д. с., 
кроме Е ч, эта цепь не содержит. Контуры выберем так, чтобы ветви аЬ 
и ей вошли каждая в один контур, соответственно ц и I.

Тогда ток в контуре I, равный току ветви ¿с, определится 
выражением

/г =  £ 9£у£>0<>. (2-3)
Если источник э. д. с. Е д переставить в ветвь ей контура I 

(рис. 2-3, б), то после этого ток /9 в контуре д, т. е. ток в ветви аЬ, 
определится выражением

1д =  Е ^ д с Ю ^  =  Е д И д ^ .  ( 2 А )
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Алгебраическое дополнение вида D lq получается из определи
теля D  W путем вычеркивания в нем столбца / и строки q и умноже
ния получаемого определителя на (— 1)г+?, а алгебраическое допол
нение вида D ql — вычеркиванием столбца q и строки / и умноже
нием получаемого определителя на (— 1)«+*. Так как в контурных 
уравнениях общие сопротивления rql и r iq равны друг другу, т. е. 
г12 =  г21, гза =  г32 и т. д., то и D lq =  D ql (отличаются только тем, 
что строки D lq являются столбцамиD qh и наоборот). Следовательно, 
при равенстве э. д. с. E q =  Е ,  токи в ветвях cd (рис. 2-3, а) и ab 
(рис. 2-3, б) равны друг другу.

Отметим, что свойство взаимности справедливо не только для 
токов, но и для напряжений, и его можно также обосновать, поль
зуясь законами Кирхгофа или методом узловых потенциалов.

2-3. Входные и взаимные проводимости и сопротивления 
ветвей; коэффициенты передачи напряжений и токов

Пользуясь принципом наложения, напишем уравнение для тока 
в любой ветви, например ft, линейной электрической цепи в виде

I  н = ghiEx-^ gfoEz +  . . \-ghhEh~\-• • •JrghmEm- (2-5)

В этом уравнении, составленном согласно указаниям в § 2-1, 
ток I h в отличие от уравнения (1-59) обозначает ток ветви ft, а Е ъ 
Е 2 и т . д . — э. д. с. соответственно в первой, второй и так далее 
ветвях. При этом, если положительное направление для тока /Л 
выбрано совпадающим с направлением э. д. с. E h, то составляющие 
токов в той же ветви вида gfliE i,  создаваемые э. д. с. других ветвей, 
могут иметь отрицательные знаки.

В уравнении (2-5) множители при э. д. с. имеют размерность 
проводимости. Поэтому каждый из множителей с двумя одинаковыми 
индексами вида ghfl называется в х о д н о й  п р о в о д и м о 
с т ь ю  в е т в и  ft, а величина, обратная входной проводимости, — 
входным сопротивлением rhh той же ветви. Любой из множителей 
с двумя различными индексами ghm называется в з а и м н о й  
п р о в о д и м о с т ь ю  в е т в е й  ft и яг, а величина, обратная 
взаимной проводимости, — взаимным сопротивлением r hm тех же 
ветвей.

Численные значения входных и взаимных проводимостей и со
противлений ветвей могут быть определены следующим путем. При
равняем в рассматриваемой схеме все э. д. с., кроме E h, нулю. 
Тогда ток /л =  E hghh, откуда

g h h ~  I  h / E h — l / fh h -  (2-6)

Следовательно, входная проводимость любой ветви определяется 
отношением тока к э. д. с. в этой ветви при равных нулю э. д. с. 
в остальных ветвях, а входное сопротивление ветви обратно входной 
проводимости.
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Электродвижущая сила Е ь, включенная в ветвь Л, вызывает 
в общем случае токи во всех ветвях и, в частности, в ветви т .  Ток 
в ветви т  определяется по уравнению, аналогичному (2-5), при рав

ных нулю всех э. д. с., кроме Е н, 
т. е.

I  т == Е(к (к Jl* J)
М > 4

откуда

* )

§m h— ¡m /E / i— 1/̂ тЛ- (2-7)

6)

Отметим, что ghm =  gmh, как 
это непосредственно следует из 
свойства взаимности.

Рис. 2-4. Таким образом, взаимная про
водимость двух любых ветвей 

определяется отношением тока в одной ветви к э. д. с. в другой 
при равных нулю э. д. с. в остальных ветвях, а взаимное сопротивле
ние двух ветвей обратно взаимной проводимости тех же ветвей.

Входные и взаимные проводимости и сопротивления ветвей 
можно рассчитать или определить экспериментально. Определение 
входных и взаимных проводимостей и сопротивлений ветвей расче
том покажем на примере схемы рис. 2-4, а.

Приравняем э. д. с. £ 2 и Е 3 нулю (рис. 2-4, б). Тогда токи в вет-
вях

где

/;=

/;=

E i E i (r2-\-г3)
Г1 +  г‘ггз/(г2 +  Гз) Г1Г1 +  r i r 3 +  г зг1

= £ W p ; /3= £ W p ,

E i
r 2 +  ̂ 3

(2 -8)

P =  V !  +  V s  +  V i .
Из выражений (2-8) определим:

g ii — I i/ E i  =  (r2 -f- Гз)1р— 
gzi — I i l E 1 — r 3/ p = l/ r2i', g3i  — I J  E  x =  r 2! p =  l/ r31.

Аналогично рассчитываются входные и взаимные проводимости 
и сопротивления второй и третьей ветвей:

§ 2 2  '■

1 . „ _ r 2 +  r i _  1 .
7“ ' *»».------

§ 2 3 ~  Г l !  Р  ~  § 3 2 ~   ̂I Г 2з\ §12— §21— 1/Г12'> gl3 = ёз1 =  1/Г 13-

р

Из полученных выражений следует, что для схемы рис. 2-4 вход
ные и взаимные проводимости ветвей связаны между собой соотно
шениями

£ 1 1 = £ 2 1 + £ з Ъ  § 2 2 ~ § 1 2 -\ ~ § 3 2 ', §33 —  §13 §23-

Если взаимные проводимости найдены, то легко определить токи 
во всех ветвях при любых значениях э. д. с. Так, для схемы
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рис. 2-4, а
Л  =  ( § 2 1 +  § 31)  + - § 12^ 2  ~  ё 1з Е з >  

¡2 =  (§12 +  §3г) £ 2 +  §21^1+ §23^з; 
¡3  = ----- ( § 1 з 4 ~ § 2 з )  £ з ~ Ь § 3  1 ^ 1  ~  § 32^ 2

Часто взаимные проводимости считают алгебраическими вели
чинами. В этом случае в уравнениях, записанных по принципу на
ложения, отрицательные знаки получаются у тех слагаемых, для 
которых взаимные проводимости имеют отрицательный знак.

В общем случае входная проводимость некоторой ветви равна 
сумме взаимных проводимостей данной ветви и каждой из осталь
ных ветвей, присоединенных к одному из двух узлов, к которым 
присоединена эта ветвь.

Например, входная проводимость £и первой ветви (рис. 2-5) 
равняется сумме проводимостей g1з и £12 или £13, gы и ĝ s, т. е.

Эти соотношения непосредственно следуют из первого закона 
Кирхгофа и свойства взаимности и могут быть применены для рас
чета электрических цепей.

Например, для определения токов /ъ /2 и /3 (рис. 2-5) достаточно 
знать взаимные проводимости ^12, g23 и gз1 так как

Знаки у составляющих каждого из токов учитываются по прин
ципу наложения.

Экспериментальное определение входных и взаимных проводи
мостей и сопротивлений рассмотрим на примере произвольной цепи, 
из которой предварительно исключены все источники э. д. с. и источ
ники тока (рис. 2-6). Три ветви этой цепи выделены, а остальная 
часть условно показана в виде прямоугольника. В  каждую ветвь 
включен амперметр. Чтобы определить входную проводимость пер
вой ветви gn и взаимные проводимости второй и первой £21 и треть
ей и первой £31 ветвей, надо включить в первую ветвь источник

Рис. 2-5. Рис. 2-6.

§ 11  — § 1 3 + § 1 2 — § 1 3  + § 1 4  4 -  §1 5-

1̂-- (§13+ §12) £1 — §12̂ 2',
1 2 —  (§12 ~ Ь§ 2з) £ 2  —  § 12£ ъ  ¡3  —  §31^1 + § 2 3 ^ 2 -
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э. д. с. Е г. Измерив вольтметром напряжение и г =  Е 1 на зажимах 
источника э. д. с. и амперметрами токи 1Ъ /2 и /3 в трех ветвях, 
нетрудно вычислить входную и взаимные проводимости и сопро
тивления ветвей по формулам

ёи==^Ь/^1=  1/>ш §21 — \1ггъ §з1 =  !з/^1— /̂/'з1̂
Аналогично определяются входные и взаимные проводимости и 

сопротивления других ветвей.
Пример 2-2. Определить входные и взаимные проводимости ветвей схемы 

рис. 2-7, а, если гх =  гг =  г4 =  г6 =  4 Ом; г3 =  2 Ом.
Р е ш е н и е .  Д ля определения входной проводимости £и  и взаимных прово

димостей между первой и остальными ветвями положим э. д. с. Е 3 и Е ъ равными 
нулю (рис. 2-7, б). Затем можно задаться э. д. с. и найти все токи. Однако для 
данной схемы проще задать ток в ветви с сопротивлением или гь, например 
/ ' =  1 А , и найти необходимую э. д. с. £ х и токи в остальных ветвях.

О,

1 ---------------
_р »

¥ > г >
1 5

П - .  Ч Ч

а) б)

Рис. 2-7.

Та к  как сопротивление г4 =  г6, то 1\ — /£ и Га =  1\ +  1'ь =  2 А. Напряжение 
на зажимах сопротивления г2

=  +  / ¡  =  4 + 4  =  8 В;
ток / ' =  ¿Уз/Гг = 8 / 4 = 2  А;  ток / ¡ = / 3 +  / ¡ =  2 +  2 =  4 А и э. д. с., при 
действии которой ток 1'ь =  1 А, а остальные токи равны найденным значениям, 

=  щ  +  п 1 [  =  8  +  4 - 4 =  24 В .
Входная проводимость ¿ц первой ветви равна отношению тока 1[ к э. д. с.Р »р 0

11 £ 11 =  / ; / £ 1 =  4 /24 = 1/6  См.

Взаимные проводимости между первой и остальными ветвями

8 1 3 ”  ^/^2 См;

е й  =  § 4 1  =  / ; / £ 1  =  1/24 См; в и  =  Й 1  =  /Г/£, =  1/24 См.
Аналогично определяются входные и взаимные проводимости остальных 

ветвей;
=  8-М =  §44 =  =  1 /6  С м ;

?23 =  & 2  =  /?24 =  §42 =  8гь =  §52 =  §45 =  =  1/12 СМ.
Пример 2-3. В  условиях предыдущей задачи (пример 2-2) определить токи 

во всех ветвях, если э. д. с. Е } =  24 В , Е 3 =  12 В  и Е ъ =  24 В .
Р е ш е н и е .  Зная входные и взаимные проводимости ветвей, легко опреде

лить в них токи, пользуясь принципом наложения:

/ 1  =  ёГи^ 1  — ^13^3 — ёГ15^в =  (1/6) - 24 — (1/12) - 12— (1/24) • 2 4 = 2  А;
2̂ =  §21^1 +  §гз^з +  §гб^5 =  4 А

и т. Д.
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Входные и взаимные проводимости и сопротивления ветвей в об
щем случае для более сложных схем целесообразно представить 
в виде отношений узловых или контурных определителей и их соот
ветствующих алгебраических дополнений.

Для мостовой схемы (рис. 1-22, а) взаимные проводимости между 
ветвями, например с проводимостями и £13, ^  и g23, опре
деляются при помощи выражений (2-7) и (1-39) соответственно по 
формулам

__ E 1g^gl3 Е>п __а а Д ц  . ■)
Е ,  ~  Е , 0'У> б1В13£),у, ,

I (2-9)
и  ‘¿3ё'13 __ E 1g 1g ю  Р ц  __  Р Х2

Е х ~  Е х Л 'У » —  ё1® 23 £»<У> > )

где Б п  получается, как отмечено выше, из (1-38) путем вычеркива
ния первой строки и первого столбца, а находится из того же 
определителя (1-38) вычеркиванием первой строки и второго столбца 
и умножением полученного выражения на (— 1)1+2 =  — 1.

Важными параметрами, характеризующими режим электриче
ской цепи, являются коэффициенты передачи напряжения и тока. 
Эти параметры чаще всего применяются для характеристики цепей 
с одним источником э. д. с. или с одним источником тока при пере
даче сигналов. Коэффициент передачи напряжения определяется 
отношением напряжения на зажимах приемника к напряжению 
источника э. д. с., действующего в цепи; коэффициент передачи 
тока определяется отношением тока в приемнике к току источника 
тока в цепи. Эти величины также могут быть выражены через узло
вые или контурные определители и их соответствующие алгебраиче
ские дополнения.

Например, для схемы рис. 1-23, а, пользуясь уравнениями (1-42), 
легко определим напряжение и г =  ф2 по формуле

(2- 10)

где алгебраическое дополнение 0 42 =  —  (& +  £41) (£3 +  £32 +  
+  Ы  — ваВа (§з +  §32) — #41& 8&и получается из (1-43) путем 
вычеркивания четвертой строки и второго столбца.

Коэффициент передачи напряжения

I __  ( £ 1^ 1) /-) __ g lD i2  /о  1 1 \
0 2  ГЕ Х и ^ ~  £)<У) ‘

Если в схеме рис. 1-22, а источник э. д. с. заменить эквивалент
ным источником тока J 1 =  Е ^ х (рис. 1-22, б), то, пользуясь этой 
эквивалентной схемой и уравнением (2-10), можно определить коэф
фициент передачи тока во вторую ветвь по формуле

V  __ I а __  ^2&2 __  §2^42 /О 1
12 ~  J1 Е & ~  О'У» ' ( -̂1 )̂

—  =  
Ег
¿ 2 3  __
£ 1  _
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2-4. Применение топологических методов для расчета
цепей

Ранее было показано, что для определения входных и взаимных 
сопротивлений и проводимостей схемы, а также коэффициентов 
передачи напряжений и токов приходится в общем случае вычис
лять определители системы узловых уравнений.

Такие определители для разветвленных цепей обычно содержат, 
как уже было отмечено, большое число одинаковых членов с раз
ными знаками, которые выявляются, как правило, только в конце 
преобразований и сокращаются.

Таким образом, представляет не только теоретический, но и 
большой практический интерес знакомство с некоторыми способами 
разложения узловых и контурных определителей при полном или 
частичном отсутствии лишних отрицательных и равных им положи
тельных слагаемых. Рассмотрим несколько способов такого разло
жения и установим между ними связь.

Для электрической схемы, имеющей у +  1 узлов, при уу+1 — О, 
запишем определитель узловой проводимости:

£>(у) =

§11 §12 • ■ §1/ • ■ § 1  у

§21 §22 • • §2/ • ■ §2 У

ё п ё п  •• • ё ч  •• ■ ё1У

ё т ёу2 • • ёу1 ■ ■ ёуу

(2-13)

Пусть проводимость между узлами г и / равна сумме проводимо
стей двух ветвей

§у =  §«7 +  §;/■

Тогда определитель (2-13) можно представить в виде суммы

£)(У>

§11 §12 • .  0 . • §1У §11 §12 • ■ ё у  • • §1У

§21 §22 • .  0 . ■ §21/

+

§21 §22 ■ ■ §2/ • ■ §2 У

ё п §/2 • • ё'ч • • §11/ §¿1 §/2 • • ёЬ ■ ё!у

ёу! §¡/2 • . 0  . ■ ' ёуу ёу1 ёу2 •• • ёу;' • ■ ёуу
—  ёц (2-14)

В  этом выражении алгебраическое дополнение О,-у получается 
из (2-13) вычеркиванием г'-й строки и /-го столбца и умножением 
на (— 1) ‘+Л Оно соответствует электрической схеме, в которой 
ветвь с проводимостью ¿ц закорочена; определитель О1' полу
чается из (2-13) при Цц — 0, что соответствует схеме, в которой 
ветвь с проводимостью разомкнута. Очевидно, что разложение
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вида (2-14) вообще можно выполнить относительно любого эле
мента gij, выраженного в виде некоторой суммы проводимостей. 
Элементы главной диагонали определителя узловой проводимо
сти (2-13), как правило, равны суммам проводимостей соответствую
щих ветвей. Поэтому разложение (2-14) выполняется обычно отно
сительно ветви, присоединенной между /-м и базисным (заземлен
ным) узлами, с проводимостью, входящей в элемент главной диа
гонали (соответствующей /-й строке и /-му столбцу), которую обоз
начим в дальнейшем gj0 =  g¡. При этом

SiJ — ül +  gíh 
где ветвь с проводимостью g"¡ в общем случае 
остается по-прежнему присоединенной между 
/'-м и г'-м (не базисным) узлами.

В этом случае вместо равенства (2-14) 
нужно записать:

D ^  =  gjDj +  D f, (2-15)
где нижний индекс у минора первого слагае
мого обозначает, что /-я ветвь закорочена, а 
верхний индекс у второго слагаемого указы
вает, что та же ветвь в той же схеме разом
кнута, при этом D j — положительное, так как проводимость g¡ 
входит в элемент, стоящий на главной диагонали (алгебраическое 
дополнение равно минору).

Для иллюстрации применения формулы разложения (2-15) рас
смотрим схему на рис. 1-22, а, для которой была записана система 
уравнений (1-35) относительно потенциалов <plf ср2 и ф3 при ф4 =  О 
и определитель (1-36):

( § 1 + § 1 2 + § 1з) —  § 1 2  — § 1 3

£ ) ( У ) _  — §2 1  ( § 2 + § 2 1  +  § 2з) — § 2 3

—  § 3 1  — § 3 2  ( § 3  ~ Ь § 3 1 4 ~ § з г )

Разложим этот определитель относительно ветвей gly g2 и g3 
(рис. 2-8), присоединенных к базисному узлу 4. Проводимости glt 
g2 и g3 в приведенном определителе (подчеркнуты) представляют 
собой избыточные члены соответствующих строк или столбцов. 
Это означает, что при удалении такой проводимости из диагональ
ного элемента сумма всех остальных элементов соответствующей 
строки и столбца равна нулю.

По формуле (2-15) получим:
(§2 +  § 2 1  +  § 2 з )  ---§ 2 3

§ з а  (§з +  § з 1 +  §зг)

(§12 +  § 1 з )  ---§ 1 2  ---§ 1 3

+  ---§ 2 1  ( § 2 + § 2 1 + § 2 з )  ---§ 2 3

—  § 3 1  — § 3 2  ( § з  +  § з 1  +  §зг)

Д (у)= § 1 +

=  g1D 1 +  & .  (2-16)
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Полученным минору и определителю О1 соответствуют схемы 
на рис. 2̂ 9, а и б. Разлагая каждый из определителей (2-16) согласно 
равенству (2-15) по проводимостям других ветвей, присоединенных 
к базисному узлу, можно получить еще более простые выражения.

D ' =  g2 

(512 +  5гз)

Например, разложим определительD1 относительно проводимости g2:

( 5 l2 + 5 l3 )  ---5 l3

-----§31 (§3 + £ 3 1  +  532)

~  § 1 2  — 5l3

+  -----£ 2 1  (521 +  523 )  — §23

_5з1 — 5 з 2 (5 з + 5 з 1  +  5зг)

+

= g 2Dl¿ +  D™. (2-17)

Минору £>2 и определителю D 12 соответствуют схемы, показан
ные соответственно на рис. 2-10, а я б. Дальнейшее разложение D \ 
и D 12 по формуле (2-15) относительно проводимости g3 приводит 
к следующим выражениям:

(512 +  513) — 5i3

—  5з1 (5з1 +  5зг)

(512 +  513) — 512 — 5i3

g iD i  —  § 2§з (5 .12+  5хз) + 5 г — §2§зЩз +  § ^ \

D™ =  §  3 (512+ 513) ---5l2
—  5ai (521 +  523)

+ ( 5 2 1 + 5 2 з )  ----  §23

—  5 з2 (5з1 +  5зг)

--521
— ёвх 

=  5з D ?  +  D™.
Аналогично можно получить разложение для первого слагае

мого (2-16):
§ 1 ^ 1 =  5 i ^ f  +  g ig ^ D l i  +  g ig íD u  +  §i§2§:J-*i23-  ( 2 -1 8 )

После суммирования выражений для glD 1 и D 1 получается:

Z)(y)= 5 1D j3 -f- gJDli -f- g3D 32 +  gig2D l3 -f- 
+  §2§зЩ »  +  5 i5 3 ^ i3  + 5 i5 2 5 3 ^ i2 3  +  D 123’ (2-19)

где D 123 =  О (рис. 2-11), поскольку этот определитель получается 
для схемы, в которой 5х =  =  5з =  0; минор D n3 =  1, так как
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Рис. 2-11.

его значение находится при §1 =  §2 =  §з =  00 (короткое замыка
ние этих ветвей).

Таким образом, каждому слагаемому (2-19) соответствует опре
деленная схема, которая легко получается из основной схемы путем 
наложения условий на прово
димости ветвей, присоединен
ных к базисному узлу.

Структура полученной 
формулы разложения опреде
лителя узловой проводимости 
(2-19) позволяет применить 
ее для разложения определи
теля, составленного для более 
сложной цепи.

Например, определитель 
(1-41) для схемы рис. 1-23, б
может быть разложен по избыточным элементам главной диаго
нали (по проводимостям gг, g3 и gi ) в виде

=  § 1 ^ 1 34 +  ё 2 ^ \ 3> 4 ~  £ з Д ‘|21 +  § 4 ^ 4 23 +  +  § 1 § 3 ^ 1 3  +

+  §1§4^и +  §¿§3̂ -23 +  ёгё^'и  +  ёзё^ш  +  ё1ё2Ё:Р\п +
4" §1§2§4^ш ~Ь §1§з§4^1з4 +  ёчёзёэРкм. ~Ь §1§2§з§4^1234 4~ О 1234, (2 -20)
где 0 1234 =  1 и И 1234 =  0.

Каждому слагаемому этого определителя соответствует схема, 
полученная из рис. 1-23, б при =  0 наложением условий на 
значения проводимостей ветвей, присоединенных к базисному узлу. 
Например, И 231 находится для схемы рис. 2-12, полученной из задан
ной схемы при §1 =  оо п g2 =  g3 =  gi  =  0:

(§21 +  §2з) —§23 О
^ 1 3 4 =  — §32 ( § 3 2 + § 34) — §с

О —§43 (§41+§4з)
Обобщая выражения (2-19) и (2-20), составим общее выражение 

для разложения узлового определителя по ветвям §2> ••• » §</> 
присоединенным к базисному у +  1-му узлу:

£)(у) =  £ § гД  +  2§;§/Ау Иё1ё/ёкОук +  . • - +  §1§г ••■§(/> (2-21)
где верхние индексы, указывающие на номера разомкнутых ветвей, 
опущены, поскольку одни нижние индексы определяют как закоро
ченные, так и разомкнутые ветви. Например, слагаемое вида 
соответствует схеме с 1-й закороченной ветвью и с разомкнутыми 
остальными ветвями; число таких слагаемых, очевидно, равно числу 
ветвей, присоединенных к базисному узлу. Слагаемые вида §,§/£>,у 
соответствуют схемам с двумя закороченными ветвями g¡ и gj и 
остальными разомкнутыми, причем число таких слагаемых равно 
числу сочетаний по два из у проводимостей.
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Аналогичный смысл имеют остальные слагаемые. Разложение 
определителя ОМ по формуле (2-21) называется р а з л о ж е н и е м  
по у з л у  или по избыточным членам главной диагонали (по из
быткам), а разложение по формуле (2-15) называется р а з л о 
ж е н и е м  по в е т в и .

Как указывалось, для определения входных или взаимных сопро
тивлений, проводимостей или коэффициентов передачи токов и на
пряжений можно пользоваться не только узловыми, но и контур
ными уравнениями. В последнем случае приходится вычислять 
определитель контурных сопротивлений £>(к>.

Покажем, что структура контурных уравнений позволяет во 
многих случаях пользоваться для разложения определителя Б  (к) 
формулами, аналогичными (2-15) и (2-21).

В определителе 0 <к) системы независимых контурных уравнений
г и Г12 • • ги •• Г1к
Г 21 Г22 • ■ Г 21 ■■ Г2К

£ (к,=
Г11 Г12 . .  Г и •• Г и

(2-22)

Гк 1 Г К2 • • ГК1 •• Гкк
собственное сопротивление ги каждого 'онтура записывается на
главной диагонали и всегда равно сумме сопротивлений ветвей, 
входящих в соответствующий контур. Представим гп в виде га =  
=  Сь +  г\, где гI — сопротивление одной из ветвей, тогда опреде
литель £ИК) можно представить в виде

Г ц Г 12 • •. 0  . • г  1К Гц Г 12 • ■ Гц ■ Г Ы

Г 21 Г  22 • . 0  . ■ Г 2К
+

Г 21 Г«2 ■ ■ Г П  . ■ г 2к

Гц 0  2 • • Г 1 . • • Г и Гц Г12 • • г\ ■ Г Ы

Гк 1 Гк2 • . .  0  . •• Гкк ГК1 Г к2 • ГК1 • Г кк

=  +  (2-23)
где минор О/ получается из (2-22) вычеркиванием /-й строки и 
/-го столбца и соответствует электрической схеме, в которой ветвь 
с сопротивлением Г/ разомкнута; определитель И 1 получается из 
(2-22) при сопротивлении г1 =  0, что соответствует схеме, в которой 
ветвь с сопротивлением о закорочена. Поскольку /-й элемент на
ходится на главной диагонали, то минор всегда имеет положи
тельный знак.

Для иллюстрации применения формулы (2-23) рассмотрим раз
ложение определителя схемы, показанной на рис. 2-1:

r ~̂\- г ь) ~ гь ~ г\



В этом определителе сопротивления ги г̂2 и г3 входят в диаго
нальные элементы в качестве избыточных слагаемых. Следовательно, 
в соответствии с уравнением (2-23) разложение определителя можно 
выполнить по формуле (2-19) после простой замены проводимостей 
соответствующими сопротивлениями:

— г 1Оу1 4- ЛгЗД1Ч- гзО;1- Ч~ г 1г ^\г 4~ г«гз^'п ~Ь
+  / у -\-гхг2г3О123 +  О 123, (2-25)

где й ш  =  0 , поскольку этот определитель получается для схемы 
при гг =  г2 =  г3 =  0 ; =  1, так как значение этого определи
теля находится при гх — г2 =  г3 =  оо (размыкание ветвей с сопро
тивлениями ги г2 и г3).

Каждому слагаемому (2-25) соответствует определенная схема, 
которая легко получается из основной путем наложения условий

=  Г л  +  гьгв -1- Г6Г4.

на сопротивления ветвей связи, входящих в независимые кон
туры. Например, минору соответствует схема, полученная из 
схемы рис. 2-1 при гу =  оои г2 = г 3 =  0 (рис. 2=13), для которой 
получается:

(Гь +  'в) -  г6 
- 'б  (Г1 +  Г6)

Минору 0 3п соответствует схема, на рис. 2-14, полученная из 
схемы рис. 2-1 при гх =  г2 =  оо, г3 =  0. Для этой схемы О Ь =  
== (гх 4 гя)- Аналогично находим остальные составляющие выра
жения (2-25); в результате получим:

£)(к> =  (гх +  г2-\- г3) (г4г5 -¡- гьгв-\- гвг^  +  гхг2 (гв -4- г4) +
.+  г2г3 (г4 +  гь) +  гагг (гь +  г6) +  г^ .гз. (2-26)

Выражения, определяющие разложения определителей £ )< у ' и  

£)(к), связаны между собой довольно простым соотношением:
0 ^  =  0 ^ г 1г2Га. . . г в; (2-27а)

или
Д (у, =  0 < * ^ £ 3 . . .^ ,  (2-276)

где проводимость каждой ветви g¡ =  1 /г,-; в — число ветвей. На
пример, чтобы получить разложение определителя для схемы 
рис. 2-1, достаточно умножить уравнение (2-26) на произведение
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проводимостей всех шести ветвей:

£ ) (У) =  0 (К)^ г1 ^ 2 § 3 § 4 § 5 § Гв =  [ ( Г 1 +  г г +  г з) (Г 1Г Ь +  Г ЬГ й +  г ъг д  +

+  г л  (ГЛ +  Г„) +  Г2г 3 ( г 4 +  г 5) +  V I  (Г , +  г в) +  п г гг з] =

=  (§ 4  +  § 5  +  § в )  ( § 1 § 2  +  ёъё'Л +  8 з 8 д  +  § 4 § 5  (§ 2  +  ё з )  +

+  8ь8в (8з +  Ы  +  8*8* (§1 +  §2) +  &ДОв ■ (2-28)
Подчеркнем, что число слагаемых в определителях £<у> и  Л<к) 

для одной и той же схемы одинаково.
К  числу топологических понятий, которыми пользуются при 

анализе цепей, относится дерево. Для количественной характери
стики дерева удобно применять произведение 
проводимостей его ветвей.

Определитель определенной матрицы узло
вых проводимостей £Ну> равен сумме произ
ведений проводимостей ветвей каждого дерева. 
Например, определитель схемы рис. 2-15 со
стоит из 16 слагаемых: & §2£6; &&&; 
§2§з§4 и т - Д- Для схемы, имеющей форму 
полного многоугольника с у узлами, число 
деревьев й — уу~2. Например, для схемы пол

ного пятиугольника й =  53 =  125, а для мостовой схемы (рис. 2-15) 
с1 =  42 =  16. Если схема имеет вид неполного многоугольника, то 
для определения числа деревьев надо найти численное значение 
определителяО(у), каждый элемент которого принят равным единице. 
Например, для схемы, показанной на рис. 2-16, определитель

(& +  &) — 8 1  0 
---§1 (§1+§2+§з) --- §2

О — 8г (£а +  §б)
где вершины 1 и 3 приняты в отличие от приведенного ранее опре
деления узла за узлы схемы, что не нарушает общности полученных 
выводов. Приняв проводимость каждой ветви 
равной единице, найдем число деревьев:

2 — 1 О
=  8 .

Рис. 2-15.

£ (у> = (2-29)

й = —  1 
О

3
-1

Действительно, количественная характери
стика каждого дерева равна произведению про
водимостей одинакового числа ветвей, или по
рядку определителя. Это произведение численно 
равно единице, так как проводимость каждой ветви принята равной 
единице и число деревьев в указанной схеме равно 8 *. Деревья

* Число деревьев в схеме можно найти также, зная узловую матрицу сое
динения ветвей А; определитель произведения матриц ААТ равен числу деревьев 
(см. например, [Л . 18, с. 135]).
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можно изобразить в виде неориентированных подграфов (рис. 2-17), 
где каждая ветвь обозначена конечным отрезком.

Несмотря на то что разложение определителя на сумму произ
ведений проводимостей ветвей деревьев дает лишь положительные 

' члены, число математических операций при вычислении такого опре
делителя остается еще значительным. Можно уменьшить число опе
раций суммирования и умножения, разложив определитель по дру
гим топологическим величинам. Например, можно пользоваться 
понятием пути (§ 1-8), численное значение которого П*. равно произ
ведению проводимостей ветвей /г-го 
пути, и понятием минора пути £>*, 
представляющего собой значение 
определителя определенной матри
цы узловых проводимостей схемы, 
остающейся после того, как все 
ветви к-то пути замкнуты накорот
ко; минор пути равен единице, если 
путь содержит все узлы схемы.

Разложение определителя 
по путям (по узловым парам) по 
существу получается из (2-21) при 
помощи простой группировки сла
гаемых и в общем случае может 
быть выполнено по формуле

о<у> = т / х (2-30)

Для иллюстрации отмеченных 
положений сгруппируем в опреде
лителе (2-28) все слагаемые, на
пример, следующим образом:

£>(У) =  gi  [(§1§2 4“ ё^ёз +  +
4~§5 (§2 +  ёб) +  (§1 +  § 2) +  ёъёй\ +

+  §1§5 (§2 +§3+§в) +§3§6 (§1 +
“Ьё’г +  й ) +§1§2§в +  ё'2§з§5- (2-31)

Это выражение можно представить в виде
=  П Л  +  П20 2 +  П30 3 +  П4Я 4 +  П 5Я 5, (2-32) 

где Щ -  gi ; =  (§^2 +  g2g:i +  g3g1) +  gь (§2 +  g3) +  ge ^  +  gг) +ёг£й\ 

П2 =  §1§б1 £)2 = £ Г2 +§3 +  §в! П3=  ёзёа> В 3 =  ё1 + § 2  П4= §1§2§,б! 
£>4=1; ^ь~ё2ёзёь> — 1 •

Такая группировка слагаемых соответствует разложению опре
делителя по всем пяти путям между узлами 1 и 4 (рис. 2-15).

Каждому минору соответствует схема, которая получается из 
заданной при коротком замыкании соответствующего пути. Напри
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мер, при П х =  gi  минор получается из уравнений для трехузло
вой схемы, приведенной на рис. 2-18:

(ёг +  ёз +  ^б) — ёг

— ёа С?1 +  §2 +  ёь)
Если П2 =  то D 2 =  (§2 +  g3 +  де), что соответствует

схеме (рис. 2-15), в которой ветви с проводимостями и gъ закоро-

£>1 = (2-33)

9з
4 Z Z D -

9в
- C Z >

9г

Рис. 2-18.

-Ч И П -------

Рис. 2-19.

г; г;«

—ч 1 г-Ч— И
9t 9 j

з
 ̂У2  ̂г 94I j .

п

чены (рис. 2-19). Если путь проходит через все узлы схемы, напри
мер при П4 =  gig2ge, то D4 =  1. Аналогичный смысл имеют осталь
ные слагаемые в определителе (2-32).

Для разложения определителя DM  по формуле (2-30) можно 
выбрать и любую другую пару узлов. Например, при разложении 
того же определителя относительно узлов 1 и 2 имеются пути со сле
дующими значениями: П х =  П2 =  g4g5; П3 =  g2g3; П4 =  g3gsge; 
П5 =  gigtgz. Этим путям соответствуют миноры: D 1 =  (g2 +  g3) (g4-f-

+  ёь +  ge) +  gigi +  ёьёь, D 2 = g 2 +  
+  §з +  ёв'> — §4 +  ёь +  §e'> D i =
— 1; D 5 — 1, значения которых легко 
находятся из схем, получающихся при 
наложении соответствующих условий 
на заданную схему (рис. 2-15).

В качестве примера, иллюстрирую
щего непосредственное применение 
формулы (2-30), рассмотрим двойной 
Т-образный мост (рис. 2-20).

Для разложения определителя 
выберем, например, узлы 1 и 2 и 

разомкнем источник тока. Между этими узлами имеются три пути 
со значениями: П х =  П2 =  g3gt \ П 3 =  g ^ . При коротком 
замыкании ветвей пути со значением Щ =  gtg2 минор D* =  (g3 +  
+  gd (ёь +  ёв)> при коротком замыкании ветвей пути со значением 
П2 =  gsgi минор D 2 =  (gi +  g2) (gb +  ge) и, наконец, при коротком 
замыкании ветвей пути со значением Г13 =  g5ge минор D 3 =  (gx +  
+  gi) (ёз +  gi)- Узловой определитель по формуле (2-30)

D (Y) — ёхёъ (g-6 +  gi) (gs +  ge) ~\~ёзё4 (gi +5г) (ёь^ёе) +
“Ьё'абв f e l  " Г g i)  (ёз +  g i)-  

Определитель контурных сопротивлений D (K) можно найти, 
например, по формуле (2-27а)
£)(*) =  £)(У)r 1r 2r 3r i r i r 6 =  (гх +  Г2) (rs +  Г4 +  Г& +  Г6) +  (г3 +  /-4) (г5 +  Г„).

Рис. 2-20.

(2-34)
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Подчеркнем, что каждое слагаемое £ИК) представляет собой про
изведение сопротивлений ветвей, которые как бы дополняют соот
ветствующее дерево, полученное из определителя для заданной 
схемы. Например, для дерева, состоящего из проводимостей gl , 
g2< g3, g&, соответствующее слагаемое определителя равно г4гв, 
а для дерева g.2, gi , ga — г3гй и т. д. Отсюда следует, что число сла
гаемых в определителях ОМ и 0<к) одинаково.

Поскольку порядок определителя в  данном примере выше 
порядка определителя £)(к) в 2 раза (порядок каждого из опреде
лителей й (у) и £НК> определяется числом независимых соответст
венно узловых, включая устранимые узлы, и контурных уравне
ний), то число элементов в каждом слагаемом узлового определителя 
(которые входят в виде сомножителей) в 2 раза больше, чем в ка
ждом слагаемом С<к). Отсюда также следует, что в данном примере 
число операций умножения в контурном определителе 0 (к) значи
тельно меньше числа операций в определителе

2-5. Топологические формулы и правила для определения 
передачи электрической цепи

Для определения входных и взаимных сопротивлений, проводи
мостей и коэффициентов передачи токов и напряжений по существу, 
как уже было показано, приходится в каждом случае вычислять 
отношение тока или напряжения, измеряемых соответствующими 
приборами, к напряжению или току источника. Для расчета часто 
целесообразно пользоваться соответствующими разложениями (2-21) 
или (2-30), причем можно установить связь между значениями этих 
определителей и условиями, налагаемыми приборами и источни
ками на режимы цепей в зависимости от определяемых величин. 
С этой целью следует ввести в схему ветвь с источником И  и ветвь 
с измерительным прибором Пр. Если в рассматриваемой цепи 
имеется несколько источников и приемников, то сначала рассматри
вается только одна пара (И1 и Пр,), а затем поочередно все другие 
возможные сочетания; для определения соответствующих величин 
можно пользоваться принципом наложения.

Предварительно введем некоторые дополнительные понятия.
П е р е д а ч а  Н  (коэффициент передачи, взаимное сопротивле

ние или проводимость) — отношение показания измерительного 
прибора Пр к напряжению или току источника Я ;  п у т ь  п е р е 
д а ч и  — путь, состоящий из двух узлов источника (ветви с источ
ником), ветвей схемы и ветви с измерительным прибором (при опре
делении входного сопротивления или входной проводимости в п>ть 
передачи ветви схемы не входят); значение пути передачи П* равно 
произведению проводимостей £-го пути передачи, при этом прово
димость измерительного прибора считается равной единице; знак П* 
принимается положительным (отрицательным), когда ток в ветви из
мерительного прибора &-го пути, обусловленный заданным направле
нием тока или напряжения источника, стремится вызвать положитель
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ное (отрицательное) отклонение прибора с известной полярностью. 
М и н о р  п у т и  п е р е д а ч и  Б к равен определителю цепи, 
остающейся после короткого замыкания к-то пути передачи, вклю
чая ветвь измерительного прибора Пр.

Таким образом, передача Н  может быть выражена при помощи 
топологического закона передачи в виде отношения определителей, 
разложенных по соответствующим путям:

и _ Р' _  2П/¡Рк ,п ос\
П £><у* 211*0 * » [¿-¿О)

где Б М  — определитель определенной матрицы узловой прово
димости цепи, в которой э. д. с. источника и ток источника тока 
приравниваются нулю, что равносильно короткому замыканию иде
ального источника э. д. с. и размыканию идеального источника

тока; сопротивление амперметра принимается равным нулю, а со
противление вольтметра — бесконечности.

Алгебраическое дополнение D ' получается из 0 ( у> вычеркива
нием строки и столбца, соответствующих определяемой величине, 
и умножением полученного выражения на (—1)‘+/, где i n j  — но- 
мера'вычеркиваемых строки и столбца. Предполагается, что опре
делитель составлен из коэффициентов системы уравнений, 
определяющих напряжения на зажимах ветвей (в общем случае не 
совпадающие с потенциалами узлов). К  такому виду, как было 
показано, можно преобразовать любую систему узловых уравнений 
(стр. 37).

Изложенные правила, как будет показано, по существу непо
средственно вытекают из аналитических выражений, определяю
щих соответствующие величины.

На рис. 2-21, а изображена схема, ранее показанная на рис. 1-23, 
после замены источника э. д. с. Е г источником тока J 1 =  Е & .  
Требуется определить напряжения U i  =  ф4, U 3 =  ф3 и t/34 =  
=  Фз — Ф4, а также найти коэффициент передачи тока в одну из 
указанных ветвей.
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Напряжение ¿/4, как следует из ранее составленных уравне
ний (1-40), определяется по формуле

^4 =  ф4 =  J lD 1̂ ¡D(у), (2-36)

где ОМ — определитель узловой проводимости для заданной схемы, 
определяемый по формуле (2-30), а 0 14 получается из ОМ заменой 
четвертого столбца правой частью узловых уравнений (1-40); при 
этом ток J 1 вынесен из определителя, т. е.

=  А  {§12§23§34 +  §41 [(§3 +  § 34) ( § 2  +  §21 +  § 2з) +  §32 ( § 2  +  § 21)]} • (2 -37 )

Остановимся на разложении определителя ОМ по формуле (2 -30). 
Разложение можно произвести относительно путей между любой 
парой узлов, например узлов 2 и 3. Между этими узлами имеется 
восемь путей со значениями: П х =  g23, П 2 =  gíg3,̂ П 3 =  §!/;41§31;
^ 4  =  §12§1 §4 §3 4» ^ 5  =  § 1 2 § 1 § 3 »  П 6 =  § 2 § 4 § 3 4 , П 7 =  § 34§ П § 1 § 2 ; П в  ~
— §21§11§4§з. при этом каждый из миноров 0 4, 0 7 и 0 8 равен единице, 
поскольку пути со значениями П4, П 7 и ГГ8 проходят через все узлы 
схемы. Сравнительно сложное выражение получается для минора 0 1( 
определяемого из схемы рис. 2-21, б, которая получается из основ
ной схемы при g.zз =  оо:

D 1 — §14 [ ( § 1  + § 4) (§ 1 2  + § 2  + § 3 +  § 3 l )  +  ( § 1 2 +  § 4 з )  ( § 2  + § з ) ]  +  

+  §31§12  (§ 1  +  § 2  +  §3 +  § l )  +  § 1 § 4  (§ 1 2  + § 3 4  + § 2  +  §з) +

Однако это выражение легко получается путем повторного при
менения формулы разложения (2-30) к схеме рис. 2-21, б; например, 
при разложении D 1 по путям между узлами 1 и 4 (рис. 2-21, б)
щ  =  §14-, D [  =  (gu 4- g?A +  g2 +  g3) (gl +  gá) +  (gn  +  gi3) (g2 +  
+  §3) (получающееся из схемы рис. 2-21, в); Щ  =  §34§J2; D I —
— (§1 +  §2 +  §3 +  §4); Пз =  §1§4» D I  =  (§12 +  §34 +  §2 +  §3); 
Ш  =  §34 (§2 +  §з) §1; Щ  =  1; Щ =  §4 (§2 +  §3) § i3; £>5 = 1.

Остальные миноры узлового определителя DW находятся по 
формулам

(§1 +  §12 +  §14) ---§12
--- § 2 1  ( § 2  +  § 2 1  +  § 2з)

0 — 1
-----§ 2 3  0

о
§3 2 ( § 3 + § 3 2  +  § 3 4)  0  

-----§ 4 3  0

§21 (§2 +  §21 +  §2з) — §23

=  А  0 — §32 ( § 3  +  § 3 2 + § 3 4 )  =
§ 4 1  0  — g i3§ 4 3

+  § 3 4  ( § 2  +  § 3)  § 1  +  § 4  (§ 2  +  § 3)  § 1 2 - (2-38)

D 2 —  (§12  +  § 1  +  § 11)  (§4 +  § 43)  +  §4 1  ( § 1 2 +  § 1 ) ;

D 3 =  (§1+ §2+ §3+ § 4); Os — (g3+ §4+ § 34);
—  ( § 1 + § 2 + § 12)
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и узловой определитель
D<y> =  TLlD ,  + 1 UD2 +  I1,D3 +  r i4D 4 +  Г150 5 +

+  n eD e +  n 7D7 -f- n 8D8. (2-39)

Теперь рассмотрим разложение (2-37). Это выражение молено 
представить в виде разложения по замкнутым путям относительно 
узлов той ветви, на зажимах которой определяется напряжение 
i/4 =  ф4. Поскольку в выражении (2-37) отсутствует проводи
мость g,, то к зажимам узлов О и 4 присоединяется вольтметр, через 
который и проходят пути разложения. Кроме того, определитель 
умножается на ток ,/, источника тока; поэтому пути разложения 
определителя должны проходить через источник тока, т. е. от его 
зажимов через ветви цепи и через вольтметр, измеряющий напря
жение i/4. Первый путь со значением I I  i =  §ц§23§34 ■ 1 проходит 
через все узлы схемы, следовательно, при коротком замыкании этого 
пути минор D\ — 1. Второй путь со значением I I 2 =  <§Ti4 • 1 ; при 
коротком замыкании пути со значением Щ  (включая вольтметр) 
определитель

D -2 =  (§2 + §21  4" §2з) (§3 +  §34) +  §32 (§2 +  §2l) •
Напряжение на зажимах третьей ветви

i73 =  V3 =  y iD i3/D(y), (2-40)

где — определитель узловой проводимости (2-39) и

---§21 (§2+ § 21+ § 2з) 0
J iD i3 — J i  0 gsî §34

---§41 0 (§41+§43+  §l)
=  •/1 [§21§32 (§4 +  §41 +  §4з) +  §11§34 (§2 +  §21 +  §2з) • (2-4 1 )

Полученное выражение легко представить, так же как J XD U , 
в виде суммы произведений значений путей, проходящих от зажимов 
источника тока через ветви схемы и вольтметр U s, на соответствую
щие миноры: п ;  =  язз§з1- 1; D 'i =  (§4 § ii +  §4з); п , =  §14§з4 - 1;

=  (§21 4 ’ §2 +  §2з) *
Напряжение U ^  =  ф3 — ф4 можно найти непосредственно по 

потенциалам ф3 и ф4:

=  /ту7 [§21§32§4 -  §41§3 (§2 +  §23 +  §2l) ~  §41§32§2] • (242)

Однако это же выражение можно получить при помощи разло
жения по путям, проходящим от зажимов источника тока через 
вольтметр U s i. Значение пути Щ = § 12§гз- 1 '§4. поэтому минор D [— 1; 
значение пути Щ =  — §4Х • 1 -§а; D ’2 =  (§2 +  §.,3 +  §21) и значение 
пути Из — Ян * 1 *§2з§2; D ’i =  Пути со значениями Щ и Щ 
направлены противоположно направлению обхода пути со значе
нием Щ и эти два значения отрицательные. Для определения токов 
в ветвях достаточно умножить напряжения на зажимах ветвей на
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их проводимости. Например,

3̂4 — 3̂»£34 =

=  Т̂УГ [534̂ 2153254 -  ёз&пёз (§2 +  ̂ 23 +  ёи) ~  ■ (2-43)

Из этого выражения следует, что для определения тока в соот
ветствующей ветви необходимо проходить пути через ветвь, в кото
рой определяется ток, и проводимость этой ветви входит сомножи
телем в значение пути. Учитывая это соотношение, при определе
нии тока в соответствующую ветвь можно включить амперметр (на 
рис. 2-21, а показан в ветви 3—4), принимая в значении пути 
его проводимость равной единице.

Рассмотрим еще схему с идеальным источником э. д. с. Е  
(рис. 2-22, а).

Поскольку ветвь с источником не имеет сопротивления, то для 
получения узловых уравнений типа (1-33) переведем э. д. с. через 
третий узел в первую и вторую ветви. После переноса э. д. с. Е  
узловые точки 3 и 5 объединяются в один узел. Для полученной 
схемы напишем три независимых узловых уравнения (для узлов 1,
2 и 4), решив которые, найдем потенциалы узлов.

Найти напряжения на ветвях и, в частности, по известному 
напряжению Ü 2 определить коэффициент передачи Kv% можно при 
помощи формулы (2-35). При вычислении знаменателя и числи
теля этой формулы следует пользоваться изложенными топологи
ческими правилами.

Чтобы найти определитель £Ну>, нужно закоротить источник 
э. д. с., т. е. соединить узлы 3 и 5 в одну точку (рис. 2-22, б). Полу
чить выражение для определителя D(v> можно разложением, напри
мер, по путям между узлами 1 и 2:

I I i  =  (ári _b55) (á^+áe); Z?i =  (gs +  S í);
^2=§зё1, ^2 =  (i?l4~á2+á5 +  gü)-
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Следовательно, узловой определитель

D <■y) =  (gx-{-g5) (g2 Jгge) (§з +  §4) +  (§1+§а+ё'5 +  §б)- (2-44) 
Определитель £>' находим по формуле

о '= щ о [  +  що:,,
где Щ = ^ 3; D [ =  (g2 +  g4 +  gtí)̂ , Щ = ^ 4; D:i =  (g1 +  g3 + g ;i), 

т. е.
В '  = g lg з  (§2 +§4 +  §в) +  ёгёх (§1 ~Ь £з ~Ь ¿¡5) • (2-45) 

Коэффициент передачи
К  __ Р ' _  ____ §¡§3 (g2 +  g4~l~g6) +  gгg4 (&1 ~~1~gз ~1~ ¿Гб)_____

Р 1У> ( 8 1  +  £ 5) (ёг +  £а) (ёз +  +  £ ‘лё1 ( § 1  +  § 2  +  &  +  ёи)

Таким образом, пользуясь топологическими формулами и прави
лами, можно сразу написать выражение для коэффициента пере
дачи, без составления и решения соответствующих уравнений.

2-6. Теорема о компенсации

В электрической схеме, показанной на рис. 2-23, а, выделена 
ветвь с сопротивлением гх и током 1Х.

Включим в эту ветвь два источника с э. д. с. Е [  и Е х (рис. 2-23, б), 
численно равными напряжению С1Х =  гх1х и направленными на
встречу друг другу; токи во всех ветвях схемы, очевидно, останутся

а) В) в)
Рис. 2-23.

без изменения. При переходе из точки й (рис. 2-23, б) в точку с 
потенциал повышается на величину э. д. с. Е\ =  1!х, а при переходе 
из точки с в точку Ь понижается на ту же величину, вследствие 
чего потенциалы точек й и Ь равны. Эти точки можно соединить про
водником (закоротить), как показано на рис. 2-23, б пунктиром, 
т. е. источник э. д. с. Е\ =  1/х, и сопротивление гх удалить из схемы, 
не изменив токов во всех ветвях (рис. 2-23, в).

Из сравнения схем рис. 2-23, в и а непосредственно следует, что 
любое сопротивление можно заменить источником с э. д. с., напра
вленной навстречу току и равной напряжению на этом сопротивле
нии. Это положение называют т е о р е м о й  о к о м п е н с а -  
ц и и.

90



2-7. Линейные соотношения между напряжениями и токами

В эквивалентных схемах рис.2-23 кроме ветви с сопротивлением гг 
выделена еще ветвь с источником э. д. с. Е 2 и сопротивлением г2. 
Пользуясь принципом наложения, напишем выражения для то
ков 1г и /2 в ветвях схемы рис. 2-23, в в виде

Пусть в схеме рис. 2-23, в э. д. с. первого источника Е х может 
изменяться, а э. д. с. остальных источников Е 2, Е 3 и т. д. неиз
менны. Так как входные (ghh) и взаимные {ghm) проводимости не 
зависят от э. д. с. Е ъ  то, обозначив

¡?i2^2 +  S i3-̂ 3_b- • - =  const — ах: g22E 2-\- gi3E 3 +  ■ ■ •=  const =  а2, 

получим:

По теореме о компенсации изменение э. д. с. Е х в схеме рис. 2-23, в 
равносильно изменению напряжения 1}х при изменении сопротивле
ния гх в эквивалентной схеме рис. 2-23, а. При этом входная £и и 
взаимная g2l проводимости остаются неизменными, так как они 
определены в схеме рис. 2-23, в (при сопротивлении гх =  0).

Следовательно, при изменении сопротивления гх токи /х и /2 
связаны с напряжением £/х л и н е й н ы м и  с о о т н о ш е 
н и я м и .

Для определения постоянных аи а2, £ц и g21 расчетом или опыт
ным путем необходимо, как следует из (2-48), рассчитать или изме
рить токи 1Ъ /2 и напряжение и х при двух режимах первой ветви 
(двух значениях сопротивления гг). Наиболее наглядно и просто 
эти постоянные определяются из режимов короткого замыкания 
(Г1 =  0) и режима холостого хода (гх =  оо).

При коротком замыкании 11х =  0, токи 1Х =  /1к =  ах и /2 =  
=  /2к =  а2. При размыкании первой ветви ток 1г =  0. Обозначив 
разность потенциалов между точками разрыва через и 1х, а ток 
4  =  2̂х. получим согласно (2-48):

(2-46)

Л — — gnEi-\-cti, 12 — — g-nEi-\-a2t 

или, заменив в (2-47) э. д. с. Е г через U t :

/1 =  — gn£/i +  ai; ¡ 2  — — g2iUi-\~a2-

(2-47)

(2-48)

0 — / 1к — gllUlx'y 12*. — I  2vl — g 21^ 1к у
откуда входная проводимость

gn  — lu/U ix
и взаимная проводимость

g tl —  12х)/^Лх*



После замены постоянных в первом из уравнений (2-48) полу
чается:

/ i =  / i K ( l - i W „ ) .  (2-49)
* *  * ,  *  *

Отметим, что изменение напряжения \JX в пределах от U x =  0 до 
=  U u  соответствует изменению сопротивления rL от нуля до 

бесконечности.
Токи 1Х и /2 рассматриваемых ветвей также связаны линейными 

соотношениями. Действительно, исключив из уравнений (2-48) 
напряжение U ly получим:

h  =  <h - ß i f i -  +  f - I x =  b2 +  Ml, (2-50)
g ll g ll

где
bi =  g2i/gn и &2 =  й2 — a1g21/gn

— постоянные, которые определяются из двух любых режимов пер
вой ветви или вычисляются при известных значениях входных и 
взаимных проводимостей.

Аналогично можно показать, что при одновременном изменении 
сопротивлений в двух ветвях напряжения и токи любых трех вет
вей связаны линейным соотношением вида

z =  a-\-bx-\-cy,

где а, b и с — постоянные, определяемые опытным или расчетным 
путем;

г, х и у  — изменяющиеся токи или напряжения.

Пример 2-4. На рис. 2-24, а изображена схема с сопротивлением г, изменяю
щимся от нуля до бесконечности. Найти зависимость тока в каждой ветви от напря
жения U  на зажимах сопротивления г, если гх =  гг =  г3 =  /-4 =  4 Ом и =  Е 3 =  
=  E t  =  100 В .

Р е ш е н и е .  Сначала найдем предельные значения напряжения U  и тока I  
при коротком замыкании (г =  0 ) и холостом ходе (г =  оо) рассматриваемой ветви. 

При г —  оо ток /х =  0, а напряжение U =  t/x. Д ля схемы рис. 2-24, б

Ез =  rslsx +  +  'гЛх.
откуда

U x — Е  з ;ix f 'J  ix-
Та к  как токи

^ix — £ i/ ( /'i +  /'2)== Ю 0/8=  12,5 А; 1ЗХ =  (Ея— Е.{)/(г3-\-га) — 0,

то
Ux=  100 —  50 =  50 В .

Д ля определения тока Гк (рис. 2-24, в) предварительно найдем напряжение 
на зажимах параллельных ветвей по формуле

ОЬ gl +  g'! +  §3 +  g4
а затем токи в ветвях

— — ^ a ft)£ i =  6,25 А ; / 2K =  f /(1 ¡ ,g 2 =  18,75 А; 

^зк =  (^з — U ab)gз =  6,25 А; / 4К =  (£ ',— £/<,;,) gj = 6 ,2 5  А
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и ток
/к — /зк +  ^4к — ^2к — Л к — 12,5 А.

Зависимость тока I  в сопротивлении г от напряжения {/ на его зажимах опре
деляется линейным уравнением типа (2-48): / =  а +  Ы/. Коэффициенты а и Ь 
найдем по результатам расчета режимов холостого хода и короткого замыкания. 
При г  =  0 напряжение 11 =  0, а ток / =  /к — а =  12,5 А. При г  =  оо ток 1 = 0 ,  
напряжение 0  =  1/х и 0 =  /к +  Ы1К, откуда Ь =  —  1К/ ^ Х — —  12,5/50 =  
=  —  0,25 См. В  результате получаем: / =  12,5 —  0,25 и .

Зависимость тока / 4 в первой ветви от напряжения и  определяется уравне
нием прямой /, =  а4 +  Ь1 и . Д ля того чтобы найти коэффициенты а1 и Ьи целесо
образно и в этом случае пользоваться результатами расчета режимов холостого

и

а

«)
Рис. 2-24.

хода и короткого замыкания ветви с переменным сопротивлением г. При г  — 0 
напряжение и  =  0, ток 1Х — =  /1к =  6,25 А; при г — оо (рис. 2-24, б) 11х =  
■-= /2Х =  12,5 А.

С другой стороны, /1х =  /1к +  6 1 Г/Х,откуда Ь1 =  (11х —  /1к)/(/х=  0,125 См.
Следовательно, /, =  6 ,2 5 +  0,125 II.
Аналогично определяются токи Л, =  18,75 — 0,125 С/; /3 =  / 4 =  6,25 —

—  0,125 и.
Пример 2-5. В  схеме, показанной на рис. 2-25, а, сопротивление л4 изменяется 

в пределах от г4 =  0 (короткое замыкание) до г4 =  оо (размыкание ветви). Поль
зуясь законами Кирхгофа, выразить токи /,, /2, /я и / 4 через параметры схемы и 
напряжение и 4 и построить найденные зависимости.

Р е ш е н и е .  И з уравнения Е  =  +£/., непосредственно находим ток 
/х =  Е ! г х —  I I =  2,5 -  0,5 и 4.

То к  / 4 определим по первому закону Кирхгофа:
/ 4 =  ■+. /  =  2,5 -  0,5 £/., +  1 =  3,5 -  0,5£/4.

Д ля определения токов /о и / 3 запишем уравнения 
Я  = /г/ 2 — Г3 /3  и •/ =  /з — /3 .
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Из этих уравнений

=  1,125 А =  с ог^ ; /3=  -гя 1  Е-  =  _  0,125 А =  соп51.

Оказалось, что токи / 2 и / 3 не зависят от сопротивления r  ̂ (при любых его 
значениях остаются неизменными).

Д ля  построения найденных зависимостей определим предельные значения 
напряжения (У4 при изменении сопротивления л4. При г4 =  0 напряжение и 4 =  0; 
при г4 =  оо напряжение ¿ / 4 =  ¿/4х. Это напряжение найдем из уравнения Е  =  
=  /71х +  ¿У4х, откуда 1/4х =  Я  —  ^Лх-  Та к как ПРИ л* =  оо (при размыкании вет
ви с сопротивлением л4) /1х =  —  У, то напряжение 1!п  =  £ + г 1. / =  5 +  2-1 =  
=  7В . Таким  образом, при изменении сопротивления г, от нуля до бесконечности 
напряжение У 4 увеличивается от 0 до 7 В . На рис. 2-25, 6 показаны искомые зави
симости.

2-8. Теорема о взаимных приращениях токов и напряжений

Пользуясь уравнениями (2-48) и (2-49), установим связь между 
приращениями токов А1Х, Д/2 и приращением напряжения АЦХ 
(рис. 2-23, а) при изменении сопротивления первой ветви в пределах 
от нуля до Агх.

Если гх =  0, то напряжение 11х =  0 и согласно (2-48) ток 1Х —
— ах =  /1К; при сопротивлении первой ветви, равном А г,, напряже
ние на ее зажимах Аи х =  Агх1х, а ток 1Х =  — +  Лк-

Следовательно, при изменении сопротивления первой ветви 
на Агх изменение тока этой ветви

Аналогично можно показать, что при изменении сопротивления 
первой ветви на Агх изменение тока во второй

Рис. 2-25.

АУ1 =  /1к — /1 — А£/г Ян — 1 ЛЯп- (2-51)

А/2 — А и х я 2Х — А г х /1̂ 21* (2-52)
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Из выражений (2-51) и (2-52) легко найти входную и взаимную 
проводимости ветвей через отношение приращений:

§11 — §21=  Л/г/Л^Л-
Согласно уравнению (2-49), где и 1 при новых обозначениях 

надо заменить на АЦЪ получим:

После подстановки этого выражения в уравнения (2-51) и (2-52) 
получаются формулы для определения приращений токов:

Выражения (2-54), (2-55) для приращений токов называют 
т е о р е м о й  в а р и а ц и и  и л и  т е о р е м о й  о в з а и м 
н ы х  п р и р а щ е н и я х .  Если сопротивление первой ветви 
изменяется не от нуля до Агъ  а от гх до г\ — +  Дгъ  то для опре
деления приращений токов А/х и Д/2 можно пользоваться теми же 
формулами (2-54) и (2-55). При этом входная £ц и взаимная £21 
проводимости, а также ток /1к имеют другие значения, определяемые, 
как и раньше, при Агх =  0.

При исследовании процессов в сложных электрических цепях 
часто интересуются током, напряжением и мощностью только одной 
ветви. Однако отдельные ветви могут быть выделены из сложной 
цепи не только для исследования процессов именно в этих ветвях, 
но и для установления связи, например, между одной частью цепи 
с источниками электрической энергии и другой — с приемниками. 
Во всех этих случаях выделяют ветвь, присоединенную к сложной 
цепи в двух точках (двумя зажимами). Часть электрической цепи 
произвольной конфигурации с двумя выделенными зажимами, 
именуемыми полюсами, называется д в у х п о л ю с н и к о м .

Двухполюсники, содержащие источники электрической энергии, 
называются а к т и в н ы м и ,  а двухполюсники, не содержащие 
источников электрической энергии, — п а с с и в н ы м и .  Вс я
кий пассивный двухполюсник является потребителем электричес
кой энергии и характеризуется одной величиной — сопротивлени
ем гв. Поэтому на эквивалентной схеме пассивный двухполюсник мо
жет быть представлен одним элементом — сопротивлением гв, назы
ваемым в н у т р е н н и м  или в х о д н ы м  с о п р о т и в л е 
н и е м пассивного двухполюсника.

1 к — 1 г/~ ^1*= ^1к —  §11^ 1»

откуда
I  « 1К

1 1 +  А'-! &11 "
(2-53)

(2-54)

(2-55)

2-9. Общие замечания о двухполюсниках
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Если известна схема пассивного двухполюсника, то для опре
деления входного сопротивления г„ нужно тем или иным способом 
ее «свернуть» относительно двух заданных зажимов.

В )

Рис. 2-26.

Рассмотрим, например, схему на рис. 2-26, а. Если выделить 
в этой схеме ветвь с источником э. д. с. и сопротивлением г1( 
то остальную часть схемы (обведенную пунктиром) можно рассмат

ривать относительно зажимов 2—2' как 
пассивный двухполюсник (без источников 
энергии). Часть той же схемы относительно 
зажимов 1— Г  ветви с сопротивлением г2 
(рис. 2-26, б) можно рассматривать как 
активный двухполюсник (обведен пункти
ром).

В  дальнейшем активные двухполюс
ники (рис. 2-27, а) будем обозначать 

прямоугольниками с буквой А (активный), а пассивные (рис. 
2-27, б) — прямоугольниками с буквой П  (пассивный).

1 г —0 я—
А

—0 0 _
П

а) <?)

Рис. 2-27.

2-10. Теорема об активном двухполюснике и ее применение 
для расчета разветвленных цепей

Выделим в электрической цепи одну ветвь 2—2' с сопротивле
нием г, присоединенную в точках 1— Г  к активному двухполюснику 
(рис. 2-28). Покажем, что для расчета тока / 
в ветви 2—2' активный двухполюсник можно 
заменить источником э. д. с. и пассивным 
двухполюсником. Чтобы найти э. д. с. источ
ника, разомкнем цепь между точками 1 и 2 
(рис. 2-29, а) и определим разность потен
циалов 1/х опытным или расчетным путем.
Затем подключим к точкам 1 и 2 источник с 
э. д. с. £х =  и х, направленной навстречу и х 
(рис. 2-29, б); ток в ветви 2—2' останется равным нулю, так как при 
этом разность потенциалов любых двух точек не изменилась. Схема, 
показанная на рис. 2-29, б, отличается от заданной (рис. 2-28) тем,
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что в ней между точками 1 и 2 включен источник э. д. с. Е'х и ток 
в ветви 2—2' равен нулю. Эта схема будет эквивалентна заданной, 
если между точками 1 и 2 ввести еще одну э. д. с. Е х — Е'х, противо
положно направленную э. д. с. Е х (рис. 2-29, в).

По принципу наложения ток / в ветви 2—2' эквивалентной 
схемы (рис. 2-29, в), а значит и заданной (рис. 2-28), найдем как 
алгебраическую сумму токов, создаваемых каждым из источников. 
Но все источники, находящиеся внутри активного двухполюсника, 
совместно с источником э. д. с. Е х не вызывают тока в ветви 2— 2'

Чх О
*)

Рис. 2-29.

(рис. 2-29, б). Поэтому ток в ветви 2—2', создаваемый одним источ
ником э. д. с. Е х (рис. 2-29, г), равен действительному току в этой 
ветви (рис. 2-28):

/ =  ̂  =  <2' 56> 
где га — входное сопротивление пассивного двухполюсника, полу
чающегося из заданного активного после того, как все э. д. с. источ
ников напряжения и все токи источников тока приняты равными 
нулю.

В частности, при г =  О, т. е. при коротком замыкании ветви
2—2', /к =  и х/гв, т. е. входное сопротивление активного двухпо
люсника можно определить как отношение напряжения холостого 
хода к току короткого замыкания:

/•в =  ^х//к-
Формулу (2-56) можно еще записать так:

' = т + % 7 7 ; -  е - 5 6 * )

Последнее выражение легко получить и из (2-49). Действительно, 
опуская индексы у напряжения и тока, запишем это уравнение
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в следующем виде:

откуда и получается (2-56а).
Сопротивление г в общем случае может быть входным сопротив

лением пассивного двухполюсника, присоединенного к зажимам
1— /' заданного активного двухполюсника.

Уравнение (2-56) представляет собой математическое выраже
ние т е о р е м ы  об а к т и в н о м  д в у х п о л ю с н и к е ,  
называемой также теоремой об эквивалентном генераторе или теоре
мой Гельмгольца и Тевенена. Эту теорему можно формулировать 
следующим образом: если активную цепь, к которой присоединена 
некоторая ветвь, заменить источником с э. д. с. равной напряжению 
на зажимах разомкнутой ветви, и сопротивлением, равным вход
ному сопротивлению активной цепи, то ток в этой ветви не из
менится.

Уравнению (2-56) соответствует эквивалентная схема, пока
занная на рис. 2-29, д, где активный двухполюсник представлен в 
простейшей форме, в виде неразветвленной цепи с источником э. д. с. 
Е х =  1/х и сопротивлением Таким образом, активный двухполюс
ник по отношеник- к присоединенной ветви с сопротивлением г 
можно рассматривать как источник с внутренним сопротивлением 
г а и э. д. с. Е х, равной напряжению С1Х между зажимами двухполюс
ника при разомкнутой ветви 2—2'.

Активный двухполюсник можно также представить в виде источ
ника тока J =  Е х/гв и параллельно ему присоединенного сопро
тивления гв, как это показано в § 1-2.

Если рассматриваемая ветвь содержит не только сопротивле
ние г, но и э. д. с. Е ,  то ток в этой ветви

' - % £ ? ■  ( 2 - 5 7 )

где э. д. с. Е  берется с положительным знаком, когда обе э. д. с. Е к 
и Е  действуют в одном и том же направлении (рис. 2-29, е), и с отри
цательным, когда э. д. с. Е  направлена навстречу Е х.

В  дальнейшем будем называть эту теорему только теоремой об 
активном двухполюснике, так как при Е >  Е х и отрицательном 
знаке в формуле (2-57) двухполюсник будет не отдавать, а по
треблять энергию (от источника с э. д. с. Е).

Подчеркнем, что в эквивалентной схеме активного двухполюс
ника (рис. 2-29, д), так же как при любых других преобразованиях 
схем с источниками энергии, мощность источника с эквивалентной 
э. д. с. и потери в сопротивлении гв в общем случае не равны соот
ветственно суммарной мощности источников энергии в реальной 
цепи и потерям в сопротивлениях ветвей активного двухполюсника.

Остановимся теперь на применении теоремы об активном двух
полюснике и принципа наложения для расчета разветвленных 
электрических цепей.
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Расчет токов в заданной электрической цепи, которую можно 
рассматривать относительно одной из ветвей в виде активного двух
полюсника (рис. 2-28), может быть упрощен, если пользоваться 
принципом наложения. Действительно, ток в каждой ветви актив
ного двухполюсника можно определить путем алгебраического 
суммирования токов, ' возникающих в 
этой ветви при холостом ходе (рис.
2-29, а или б) и при действии одного 
источника с э. д. с. Е х =  1/х (рис. 2-29, г).
Удачный выбор размыкаемой ветви (ре
жим холостого хода) может значительно 
упростить расчетные схемы.

Рассмотрим, например, схему на 
рис. 2-30, в которой требуется опреде
лить токи во всех ветвях при заданных 
э. д. с. источников, напряжении и  и 
сопротивлениях ветвей.

Разомкнем ветвь с сопротивлением гъ (рис. 2-31, а) и определим 
ток /1х =  /2х из уравнения

, Е х  =  (г1 - \ -  л2) / 1х — и  

и ток /Зх — /4х из уравнения

£4  — (гз +  ̂ 4) з̂х — и .
Зная токи /1х и /2х, вычислим напряжение и Ьх по формуле

^Ьх =  Гз1зх — г1^1х+£х-
Затем положим э. д. с. Е г и £ 4 и напряжение I !  равными нулю 

и включим в ветвь с сопротивлением гь источник с э. д. с. Е х =  С/Ьх

Рис. 2-30.

Рис. 2-31.

(рис. 2-31, б) и найдем токи во всех ветвях. Входное сопротивление 
двухполюсника г„ на зажимах / и 3 (ветви с сопротивлением гъ)

гв =  г 1г г/(г 1 +  г г)Л~гзг Л г з '{ 'г^-
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Токи в остальных ветвях 

Ак==Ач':—г~-| 2̂ к=/|

5̂к— IЪ — о̂хД/'в +  ̂ б)*

Ь пЛ /,4 к "/Ч +  Га ’ Г3 +  Г4 - - «  /-зН-,-4

Токи в ветвях заданной схемы (рис. 2-30) определяются при по
мощи принципа наложения:

11 “  /IX “Ь 1̂к> 12 == ^2х /'2к> / з =  ^Зх / 2к>

/4 =  /4х4"/4к>‘ /5 =  /5х +  /5к —О +  б̂! / — ̂ 1 +  /з-
Таким образом, шесть неизвестных токов в ветвях разветвлен

ной схемы рис. 2-30 определены путем наложения частичных токов, 
найденных для простых схем (рис. 2-31, а и б).

Рассмотрим еще один прием расчета разветвленных цепей, бази
рующийся на принципе наложения и на своеобразном применении 
теоремы об активном двухполюснике.

Пусть в схеме (рис. 2-32, а) заданы э. д. с. источников и сопро
тивления; требуется определить токи во всех ветвях.

При одновременном размыкании первой и второй ветвей 
(рис. 2-32, б) токи /х, /Зх, /4х и напряжения (/1х, £/2х в полученной 
схеме определяются очень просто:

/ _/ __/ _  £ +  £4 .
*  х ------  *  З х ------  *  4 г +  г з +  'Ч ’

2х" ' Е  4 -(- Г4/.4х*
При одновременном включении в первую и вторую ветви источ

ников с э. д. с. Е [ х 

100 

\

и Е'2%, равными напряжениям и и  и и гЗХ



(рис. 2-32, в), токи в первой и во второй ветвях будут, так же как 
и в схеме рис. 2-32, б, равны нулю. Если теперь в первую и вторую 
ветви включить еще по одному источнику с э. д. с. £ 1х и Е 2х, направ
ленными противоположно э. д. с. Е\х и Е'2х (рис. 2-33, а), то токи 
во всех ветвях будут такими же, как и в заданной схеме. Так как при 
совместном действии источников э. д. с. Е , Е 1г Е А, Е [ х, Е'2х токи 
в первой и второй ветвях (рис. 2-32, в) равны нулю, а схема, изобра
женная на рис. 2-33, а, тождественна заданной, то для расчета 
токов в этих ветвях достаточно учесть действие источников э. д. с. 
£ 1х =  и 1х и Е.2х =  1/2к (рис. 2-33, б), что непосредственно следует 
из принципа наложения.

Отметим, что, поскольку в схеме на рис. 2-32, в /1х =-- 0 и /2х =  
=  0, то и ток /5х также равен нулю, т. е. в схеме рис. 2-33, б ток /5к 
равен току /5 в заданной схеме. Следовательно, для определения

токов 1Ъ /2 и /5 достаточно произвести расчет схемы, показанной 
на рис. 2-33, б, например, предварительно преобразовав треуголь
ник сопротивлений га, г и г± в эквивалентную звезду. Зная токи 
/ъ /2 и /5, легко найти токи /йк, /4к и /к в схеме рис. 2-33, б и по 
принципу наложения определить токи /3, /4 и /:

/ з = / з х+/зк; К =  4̂х +  4̂к; / =  ^х+/к-

Таким образом, и в этом случае все неизвестные токи (рис. 2-32, а) 
определены путем наложения частичных токов, найденных для более 
простых схем (рис. 2-32, б и 2-33, б).

По найденным значениям токов /1, 12 и /5 нетрудно рассчитать 
остальные токи и прямо по схеме на рис. 2-32, а.

Пример 2-6. По теореме об активном двухполюснике найти выражение д ля  
тока 10 в ветви с измерительным прибором (рис. 2-34, а), если ток источника 
тока У =  10 мА, сопротивление г =  100 Ом, сопротивление измерительного при
бора г„ =  50 Ом, а сопротивления г, двух противоположных плеч моста изме
няются одновременно от нуля до 2  г; построить график изменения тока / 0 в за
висимости от сопротивления гх.

Р е ш е н и е. Разомкнем ветвь с измерительным прибором (рис. 2-34, б) и 
найдем равные токи:
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Напряжение У х (рис. 23-4, б) определим из уравнения 

пУ/2 -(_ — /-У/2 =  О,
откуда

и х =  (г—/1) /̂2.

Входное сопротивление двухполюсника относительно зажимов ветви с изме
рительным прибором (рис. 2-34, в, без учета сопротивления го)

га =  (г! +  г)/2.

По теореме об активном двухполюснике ток

1 = -^ 2 — =  У Т~ Н
0 'о +  'в 2л0 +  /- +  г*

После подстановки в это выражение числовых значений получим;

/ 10 100- '1  
0— 100+ 100 + п •

На рис. 2-34, г  показан график изменения тока /п в зависимости от сопротив
ления г,. И з рисунка видно, что при изменении сопротивления гх ток / 0 изменяется 
не только по значению, но и по направлению.

Рис. 2-34.



2-11. Передача энергии от активного двухполюсника 
к пассивному

Для исследования передачи энергии от активного двухполюсника 
к пассивному вернемся к эквивалентной схеме, показанной на 
рис. 2-29, д, и будем считать, что гв — входное сопротивление актив
ного двухполюсника (источника энергии) и Е к =  £/х — эквивалент
ная э. д. с. остаются постоянными, а г — входное сопротивление 
пассивного двухполюсника может принимать любое значение.

Прежде всего установим соотношение между сопротивлениями 
гв и г, при выполнении которого мощность пассивного двухполюс
ника максимальна.

Мощность пассивного двухполюсника определяется выражениями

Р  — Е Х1 — гъР  =  и х1 — г вР  (2-58)

и
Р  — г Р ,  (2-59)

где и х1 — мощность, развиваемая эквивалентным активным двух
полюсником; 

гъР  — мощность потерь в сопротивлении гв.
Для определения тока /, при котором мощность Р  максимальна, 

найдем производную от Р  по / из уравнения (2-58) и приравняем 
ее нулю:

й Р Ш  =  и х- 2 г л1 =  0,

откуда искомый ток
/ =  и х/2гв

[уравнением (2-59) пользоваться нельзя, так как его правая часть 
содержит две переменные: г и /]. Но в общем случае (рис. 2-29, д) 
ток I  =  0 х/(г +  гв). Значит, мощность максимальна при

г =  г в, (2-60)

т. е. при равенстве входных сопротивлений пассивного и активного 
двухполюсников.

По формуле (2-59) при г =  гв мощность

Л . акс =  ^ х /4 /-в.

Отношение мощности Р  пассивного двухполюсника к мощности 
Р а — и х1, развиваемой эквивалентным активным двухполюсником, 
называется к. п. д. э к в и в а л е н т н о г о  а к т и в н о г о  
д в у х п о л ю с н и к а

ц =  Р =  и' 1-г г г»—  =  1 -  г"/ =  - Г — . (2-61)
1 РА их1 их гв+ г  '  ’
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Из выражения (2-61) следует, что при максимальной мощности 
пассивного двухполюсника к. п. д. равен 0,5. Более высокие зна
чения к. п. д. будут при г > г в.

Коэффициент полезного действия реального активного двух
полюсника равен к. п. д. эквивалентного только при выполнении 
определенного условия. Если при отключении пассивного двух
полюсника от реального активного в ветвях последнего не будет

токов и потерь, так же как в экви
валентной схеме на рис. 2-29, д, 
то к. п. д. реального и эквива
лентного активных двухполюсни
ков равны. При невыполнении 
этого условия к. п. д. реального 
активного двухполюсника всегда 
меньше к. п. д. эквивалентного 
двухполюсника.

Полученные результаты приме
ним, например, для характерис
тики режима линии передачи и элек
трической энергии небольшой дли
ны, у которой утечкой тока можно 
пренебречь.

Пусть в начале линии передачи 
напряжение U 1 поддерживается 
неизменным (рис. 2-35, а).

Тогда линию можно представить 
в виде последовательного соеди
нения активного двухполюсника 
с источником э. д. с. Е х =  i/ j 
и сопротивлением проводов гя и 
пассивного двухполюсника — при

емника с сопротивлением г2 (рис. 2-35, а). По формулам (2-58) и 
(2-61) найдем мощность Р 2 приемника и к. п. д. т| линии передачи

Рг =  и г1 - г й1*\
1 r .J r-i

~  ÎA  — Гл +  Гъ’

Мощность, развиваемая источником,

P i =  U i I ,

а напряжение на зажимах приемника

U ^ U . - r J .

(2-62)

По полученным уравнениям на рис. 2-35, б построены зависи
мости и 2, Р ъ Р г и т] от тока /, полностью характеризующие режим 
линии.
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При r2 =  оо (холостой ход линии) ток / равен нулю (на 
рис. 2-35, б — точка в начале координат), при г.2 =  гя ток опреде
ляется отрезком Оа и при г2 — 0 (короткое замыкание лннни) зна
чение тока максимально и равно /к. Кроме того, приг2 =  г., мощность 
P Jt определяемая отрезком ас, равна удвоенной мощности прием
ника (ас =  2ab =  2Ьс) и к. п. д. г] =  0,5.

По эквивалентной схеме (рис. 2-35, а) установим еще связь 
между потерями в проводах линии (в сопротивлении гл) и мощностью 
приемника Р.2:

где I — длина линии; 5 — сечение каждого провода.
Из выражения (2-63), в частности, следует, что при Р., =  const 

повышение напряжения t/2 вызывает уменьшение тока I  и, следова
тельно, уменьшение потерь в проводах, что в свою очередь позво
ляет уменьшить сечение проводов. Конечно, при этом надо усилить 
изоляцию проводов линии.

В случае передачи по линии электрической энергии при боль
шой мощности стремятся получить возможно больший к. п. д., 
для чего необходимо, как непосредственно следует из (2-62), иметь 
г, г,2. При передаче сигналов по линии связи стремятся получить 
максимальную мощность в приемнике, что приводит к низкому 
значению к. п. д.

Первые опыты передачи электрической энергии при постоянном 
токе осуществил русский инженер Ф. А. Пироцкий. В 1874 г. вблизи 
Петербурга Ф. А. Пироцкий создал линию передачи энергии при 
мощности около 6 л. с. иа расстояние до 1 км. Затем Пироцкий про
водил опыты передачи электрической энергии по рельсам конно
железной дороги. На основании своих опытов Ф. А. Пироцкий 
установил, что можно передавать электрическую энергию при боль
шой мощности на большие расстояния. В  качестве источников 
энергии для первичных двигателей он предложил пользоваться 
энергией водных потоков.

Теоретические основы передачи электрической энергии по линии 
разработал Д. А. Лачинов. В 1880 г. он опубликовал в первом но
мере журнала «Электричество» свой труд «Электромеханическая 
работа».

Опыты Пироцкого остались совершенно незамеченными. И лишь 
этим можно объяснить, что инициатором передачи электрической 
энергии считался Марсель Депре. В своем докладе в Парижской 
академии наук (1881 г.) он провозгласил тезис, установленный 
почти за год до этого Д. А. Лачиновым, а именно: повышая напря
жение, можно передавать электрическую энергию при любой мощ
ности на большое расстояние с минимальными потерями (2-63). 
В следующем, 1882 г., Депре осуществил на постоянном токе пере
дачу энергии при мощности в 2 л. с. на расстояние 57 км (при напря
жении 1500—2000 В).

(2-63)
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Г л а в а  т р е т ь я

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ О ЦЕПЯХ СИНУСОИДАЛЬНОГО ТОКА

3-1. Переменные токи

Широкое применение переменного тока в электротехнике нача
лось со времени решения задачи централизованного производства 
электрической энергии и ее передачи на значительные расстояния.

Передача и распределение энергии требуют по экономическим 
соображениям и по условиям безопасности применения различных 
напряжений: высокого — для передачи энергии и сравнительно 
низкого — для ее распределения потребителям.

Преобразование напряжения переменного тока возможно при 
помощи относительно простого аппарата — трансформатора, кото
рый в 1876 г. изобрел П. Н. Яблочков. В 1889 г. М. О. Доливо- 
Добровольский изобрел трехфазный асинхронный двигатель и 
разработал все звенья передачи и распределения энергии трехфазным 
током (см. гл. 10). После этого переменный ток получил преимущест
венное распространение.

Познакомимся с основными понятиями, относящимися к пере
менным токам.

П е р е м е н н ы м  т о к о м  называют ток, изменяющийся 
во времени. Значение тока в любой данный момент времени называют 
м г н о в е н н ы м  т о к о м  г. Для одного из двух возможных 
направлений тока через поперечное сечение проводника мгновенный 
ток I считают положительным, а для противоположного направ
ления — отрицательным. Направление тока, для которого его мгно
венные значения положительны, называют п о л о ж и т е л ь н ы м  
н а п р а в л е н и е м  т о к а .  Ток определен, если известна зави
симость мгновенного тока от времени I =  Р  (¿) и указано его поло
жительное направление.

Токи, мгновенные значения которых повторяются через равные 
промежутки времени в той же самой последовательности, называют 
п е р и о д и ч е с к и м и ,  а наименьший промежуток времени, 
через который эти повторения наблюдаются, — п е р и о д о м  Т .  
Для периодического тока

¿ = Р ( 0  =  Р ( ^ + Т ) .
На рис. 3-1 показан участок А В  электрической цепи и дан при

мер зависимости I =  Р  (() для периодического тока. Стрелка на 
схеме указывает положительное направление тока. Пунктирными 
стрелками показаны действительные направления тока в моменты 
времени, когда г >  0 и когда I <  0. Отрезки кривой между точками 
а и Ь или О и с охватывают один полный цикл изменения тока за 
один период. .
. Величина, обратная периоду, называется ч а с т о т о й / =
=  1/Т. Частота измеряется в г е р ц а х .  Частота периодического ч  
тока равна 1 Гц, если период равен 1 с, т. е. 1 Гц =  1 с'1.
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Постоянный ток можно рассматривать как частный случай пери
одического тока, период изменения которого бесконечно велик, 
т. е. частота равна нулю.

Термин переменный ток часто употребляют в узком смысле, 
применяя его для такого периодического тока, у которого посто
янная составляющая равна нулю, т. е.

т

о
Диапазон частот переменных токов, применяемых в электро

технике, весьма широк — от десятков до миллиардов герц.В элек
троэнергетике в СССР и в Европе принята стандартная частота 
50 Гц, в США 60 Гц. В различ
ных областях промышленного 
применения переменных токов 
встречаются частоты от 10 до 
2,5-10“ Гц. В радиотехнике и 
электронике применяются ча
стоты до 3 • 1010 Гц.

Все определения, введенные 
выше для токов, и те новые оп
ределения, которые будут вве
дены в дальнейшем, применимы 
и для напряжений и, э. д. с. е 
магнитных потоков, а также 
любых других электрических и 
магнитных величин, изменяю
щихся во времени. Некоторые 
пояснения требуются лишь в 
напряжений и э. д. с.

У переменного напряжения и между двумя точками А и В , опре
деляемого по заданному пути /, знак периодически изменяется. 
При этом, если в данный момент времени напряжение между А и В ,  
определяемое в направлении от Л к В, т. е. иА1}, положительно, то 
в тот же момент времени напряжение и1!А, определяемое в обратном 
направлении от В  к Л, — отрицательно. Поэтому для однозначного 
суждения о напряжении необходимо указать направление пути, 
которое принято для его определения. Это направление назовем 
положительным направлением напряжения и будем отмечать либо 
стрелкой на схеме, либо порядком индексов у буквы и.

Аналогично вводится понятие о положительном направлении 
для э. д. с.

В электроэнергетике применяются простые г а р м о н и ч е с 
к и е  или с и н у с о и д а л ь н ы е  т о к и ,  т. е. токи, являющиеся 
синусоидальными функциями времени. Объясняется это тем, что 
при несинусоидальных токах могут возникнуть нежелательные 
явления, как-то: увеличение потерь энергии, появление на отдельных

отношении знака переменных
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участках цепи значительных напряжений и возникновение меша
ющих влияний на работу электросвязи.

Для передачи информации (связь, радиовещание, телемеханика) 
также широко применяются синусоидальные токи. Передаваемая 
информация (сигнал) изменяет амплитуду, частоту или фазу тока.

Периодические несинусоидальные токи могут рассматриваться 
как совокупность синусоидальных токов различных частот.

Все это обусловливает первоочередную необходимость основа
тельного изучения цепей синусоидального тока.

3-2. Понятие о генераторах переменного тока

Познакомимся с устройством генераторов переменного тока, при
меняемых в электроэнергетике. Генератор состоит из неподвижной 
части — статора и подвижной части — ротора. Обычно на роторе 
располагаются электромагниты (рис. 3-2).' Их обмотка, называемая

обмоткой возбуждения, питается 
через кольца и щетки от источника 
постоянного тока. В пазах статора, 
собранного из стальных листов, 
находятся проводники обмотки ста
тора. Они соединены друг с другом 
последовательно поочередно с пе
редней и с задней сторон статора 
(эти соединения показаны на рис.
3-2 соответственно сплошными и 
пунктирными линиями).

Рисунок 3-2 дает лишь схемати
ческое представление об устройстве 
генератора. В действительности на 
статоре имеются еще две анало

гичные обмотки (см. § 10-1) и каждая из трех обмоток располагается 
в большем числе пазов, чем это показано на рисунке.

При вращении ротора изменяется магнитный поток, сцепленный 
с обмоткой статора, и в ней наводится э. д. с. Генераторы констру
ируют таким образом, чтобы э. д. с. была близка к синусоидальной.

За один оборот ротора происходит р полных циклов изменения 
э. д. с., где р — число пар полюсов. Если частота вращения ротора 
равна п оборотов в минуту, то получается рп периодов в минуту, 
следовательно, частота э. д. с.

/ =  ря/60.

При частоте / =  50 Гц ротор генератора с одной парой полюсов 
должен вращаться с частотой 3000 об/мин, а с двумя парами полю
сов 1500 об/мин. Для обеспечения механической прочности ротора 
при таких больших частотах вращения его выполняют без выступа
ющих полюсов. Еще существеннее отличаются по конструкции высо
кочастотные машинные генераторы. Они изготовляются для частот
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от 800 до 8000 Гц и применяются наряду с ламповыми генераторами 
в электротермических установках. Переменные токи еще более высо
ких частот получают исключительно от электронных генераторов 
(генераторов с электронными лампами, полупроводниковыми при
борами и др.).

3-3. Синусоидальный ток

Мгновенное значение синусоидального тока определяется выра
жением

где 1„ максимальное значение или
2ямент синуса называется

в начальный момент времени 
н а ч а л ь н о й  фаз ой.  Фаза 
растет. После ее увеличения 
на 2л весь цикл изменения тока 
повторяется. Поэтому, когда го
ворят о фазе для какого-либо 
момента времени, обычно отбра
сывают целое число 2я так, 
чтобы значение фазы находилось 
в пределах ± я  или в пределах 
от 0 до 2л. В течение периода Т  
фаза увеличивается на 2л. Вели
чина 2л/7" измеряет скорость из
менения фазы и обозначается 
буквой со. Принимая во внима
ние, что / =  1/Т, можно напи
сать:

со=2л/Т =  2л/:. (3-2)

а м п л и т у д а
фаз ой.  Угол г|з

(t =  0) и поэтому 
с течением времени

(3-1)

тока. Аргу-
равен фазе
называется
непрерывно

Рис. 3-3.

Это выражение, связывающее со и /, послужило основанием 
называть со у г л о в о й  ч а с т о т о й .  Измеряется со числом 
радианов, на которое увеличивается фаза в секунду. Так, например, 
при / == 50 Гц имеем со =  314 рад/с. Вводя в (3-1) обозначение со 
для угловой частоты, получаем:

í  =  /m sin (cú¿-|-1|)).

На рис. 3-3 дан график синусоидальных токов одинаковой час
тоты, но с различными амплитудами и начальными фазами:

Í 1 =  s in  (coZ +  ip i) ;  / 2 =  / ffl2 sin(co¿-|-a|)2).

По оси абсцисс отложены время t и пропорциональная времени 
величина со/.
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Начальный фазный угол отсчитывается всегда от момента, соот
ветствующего началу синусоиды (нулевое значение синусоидальной 
величины при переходе ее от отрицательных к положительным 
значениям), до момента начала отсчета времени t =  0 (начало коор
динат). При %  >  0 начало синусоиды (г'х) сдвинуто влево, а при 
г|>2 <  0 — (г2) вправо от начала координат.

Мгновенное значение синусоидального тока можно представить 
и в виде косинусоидальной функции времени

i  =  I m COS ( ( r i / - f d ) ,

где
Ф =  \1з — л/2.

Если у нескольких синусоидальных функций, изменяющихся ■ 
с одинаковой частотой, начала синусоид не совпадают, то говорят, 
что они с д в и н у т ы  друг относительно друга по фазе.  
Сдвиг фаз измеряется разностью фаз, которая, очевидно, равна 
разности начальных фаз. На рис. 3-3, например, ^  >  О, 
т. е. ток ix опережает по фазе ток /2 на угол %  — чр2, или, что то же 
самое, ток г2 отстает по фазе от тока ix на угол ^  — -ф2.

Если у синусоидальных функций одной частоты одинаковые 
начальные фазы, то говорят, что они с о в п а д а ю т  по фазе,  
если разность их фаз равна zfart, то говорят, что они п р о т и в о 
п о л о ж н ы  по фазе,  и, наконец, если разность их фаз равна 
± л /2 , то говорят, что они н а х о д я т с я  в к в а д р а т у р е .

3-4. Действующие ток, э. д. с. и напряжение

Для суждения о периодическом токе вводят понятие о среднем 
квадратичном значении тока за период, которое называется де й ст- 
в у ю щи м током:

1 = у  r \i *dt .  (3-3)

За один период переменного тока в проводнике с сопротивлением 
г выделяется тепловая энергия:

1 Т
J п 2 dt =  г Т  у  j  P d t =  r P T .

Отсюда следует, что действующий ток численно равен такому 
постоянному току, который за один период выделяет в том же сопро
тивлении такое же количество тепла, как и ток переменный.
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Установим связь между действующим током / и амплитудой 
1т  синусоидального тока:

Т  т

/2 =  у  jj i 2d t~ - y  jj sin2(o)/4-\|?) d i
ts о 
г

=  ^  j  [ 1 -  cos (2(0/ +  2ф)] dt =  ^
О

Следовательно,
/ =  / * / К 2 . (3-4)

Среднеквадратичные значения любых других периодических 
величин за один период тоже называются действующими. Так, напри
мер, действующие э. д. с. и напряжение

Т  Г  Î

у ^ е » Л ;  i / = | /  y j  u?dt.
б б

В частности, для синусоидальных э. д. с. и напряжения 

E  =  E m/ V 2 ; U  =  U mf\T2.

Когда речь идет о периодических напряжениях и токах, обычно 
подразумевают действующие напряжения и токи и ради краткости 
просто говорят: напряжение столько-то вольт, ток столько-то ампер.

В электротехнике приходится встречаться как с очень малыми, 
так и с очень большими напряжениями и токами. Напряжение на 
входных зажимах радиоприемника, при котором еще возможен 
прием радиосигналов, бывает порядка микровольт. Напряжение 
между проводами линий электропередачи Волгоград — Москва 
500 кВ. Токи в электроплавильных печах достигают десятков тысяч 
ампер, а в электронных лампах могут быть меньше 1 мкА.

3-5. Изображение синусоидальных функций времени 
векторами и комплексными числами

Расчет цепей переменного тока облегчается, если изображать 
синусоидально изменяющиеся токи, напряжения, э. д. с. и т. д. 
векторами или комплексными числами.

Пусть некоторая величина (ток, напряжение, магнитный поток 
и т. п.) изменяется по синусоидальному закону:

v =  Vmsin ((ùt +  i|>).

Возьмем прямоугольную систему осей MON  (рис. 3-4). Располо
жим под углом г|) относительно горизонтальной оси ОМ вектор Vm, 
длина которого в выбранном масштабе равна амплитуде Vm (положи- . 
тельные углы ij) откладываются против, а отрицательные — по на
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правлению движения часовой стрелки). Представим себе, что вектор 
Vm с момента t =  О начинает вращаться вокруг начала координат О 
против направления движения часовой стрелки с постоянной угло
вой скоростью, равной угловой частоте ю. В момент времени t 
вектор составит с осью ОМ угол со/ +  г|з. Его проекция на ось N 'N  как 
раз равна в выбранном масштабе мгновенному значению рассматри
ваемой величины V.

Мгновенные значения v как проекции вектора на ось N 'N  
можно получить и другим путем, оставляя вектор Vm неподвижным 
и вращая, начиная с момента t =  О, ось N 'N  по направлению дви
жения часовой стрелки с угловой скоростью со. В этом случае

вращающуюся ось N 'N  называют 
л и н и е й  в р е ме н и .

Таким образом, между мгновен
ным значением v и вектором Vm 
можно установить однозначную связь. 
На этом основании вектор Vm назы
вают в е к т о р о м ,  и з о б р а 
ж а ю щ и м  с и н у с о и д а л ь 
н у ю  ф у н к ц и ю  в р е ме н и ,  
или кратко вектором величины v. 
Так, например, говорят о векторах 
напряжения, э. д. с., тока, магнитного 
потока и т. д. Конечно, эти векторы 
имеют смысл, отличный от смысла 
векторов, определяющих физические 
величины в пространстве, к которым 

относятся векторы скорости, силы, ускорения, напряженности 
электрического поля и т. п.

Векторы, изображающие синусоидальные функции времени, бу
дем обозначать большими буквами с точкой наверху. Совокупность 
векторов, изображающих рассматриваемые синусоидальные функ
ции времени, называется в е к т о р н о й  д и а г р а м м о й .

Если считать оси М М ’ и N N ' осями вещественных (действитель
ных) и мнимых величин на комплексной плоскости, то вектор Vm 
соответствует комплексному числу, модуль которого равен Vn, 
а аргумент — углу т|5. Это комплексное число Vm называется к о м п 
л е к с н о й -  а м п л и т у д о й  рассматриваемой величины.

Комплексную амплитуду можно записать в полярной, показа
тельной, тригонометрической и алгебраической формах:

V m =  V m /  ^ = У т е ^ =  V m (c o sty  +  j s i n t y )  =  V'n  +  jV m ,  (3 -5 )

г д е / = | / — 1.
Если вектор Vm, начиная с момента времени t =  0, вращается 

против направления движения часовой стрелки с угловой скоростью 
о), то ему соответствует комплексная функция времени, которая
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v — =  Vm cos (at +  115) +  / Vm sin (ой +  ij;).

Значение ее мнимой части (без /) равно рассматриваемой синусо
идально изменяющейся величине v.

Таким образом, величина v и ее изображение — комплексная 
амплитуда однозначно связаны следующим равенством:

V =  Im [ V =  Im [ Vme^e>w\ =  Im [ Vт&<ы\, (3-6)

где символ Im обозначает, что от комплексной функции времени, 
записанной в квадратных скобках, берется только значение мнимой 
части.

Заметим, что только комплексные величины, изображающие 
синусоидальные функции времени, обозначают большими буквами 
с точкой наверху. Все остальные комплексные величины, которые 
встречаются при расчетах цепей синусоидального тока, принято 
обозначать большими буквами без точек.

Если гармонически изменяющуюся величину представить в виде 
косинусоидальной функции времени, то ее мгновенное значение

v = V m cos (at +  ft) =  Re [ Vm cos (at +  ft) +  jV m sin (at - f  ft)] ==
=  Re [ Vne ^ °  J] =  Re [ V me ^ ‘ \, (3-7)

где символ Re обозначает вещественную часть комплексной функции 
времени, записанной в скобках.В этом случае мгновенное значение 
V определяется графически как проекция вращающегося вектора 
Vmeia>t на ось вещественных величин.

Метод расчета цепей синусоидального тока, основанный на изоб
ражении гармонических функций времени комплексными числами, 
называется ме т о д о м к о м п л е к с н ы х  в е л и ч и н ,  м е 
т о д о м  к о м п л е к с н ы х  а м п л и т у д  и л и  к о м п л е к 
с н ы м ме т о д о м р а с ч е т а .

Комплексный метод был введен в электротехнику американским 
ученым и инженером Штейнметцем.

Пример 3-1. Написать комплексную амплитуду тока i  =  10 s in  (соt  —  л / 6 ) А.
Р е ш е н и е .  Комплексная амплитуда !т  = 1 0 / 1  —  л / 6  А.
Заданный ток равен мнимой части (без /) комплексной функции времени:

l meJa l =  l meJ<й>*~ял» =  1 0  z  (a t-п /в )  А.

Пример 3-2. Комплексная амплитуда напряжения (]т  =  —  100 4- / 100 В , 
частога / =  1 кГц. Написать выражение для мгновенного напряжения.

Р е ш е н и е .  Угловая частога ш =  2л/ =  2я-103 =  6280 с-1, амплитуда 
Um =  V (— Ю0) 2 +  1002 -  100 ̂ 2  В , tg\|>= 100/(— 100) =  —  1; так как вещест
венная часть юмплексной амплитуды отрицательна, а мнимая часть положитель
на, то вектор U m лежит во второй четверти и, следовательно, ф =  Зл/4.

Таким образом, мгновенное н-апряжение

и ~  100 |/2 sin (6280/ +  Зл/4) В.

называется комплексной мгновенной величиной:
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При исследовании цепей синусоидального тока приходится 
алгебраически суммировать гармонические функции времени оди
наковой частоты, но с различными амплитудами и с различными 
начальными фазами. Непосредственное суммирование гармоничес
ких функций времени связано с трудоемкими и громоздкими триго
нометрическими преобразованиями. Значительно проще эта задача 
решается графически при помощи векторной диаграммы или анали
тически путем суммирования комплексных амплитуд.

Пусть требуется найти сумму двух гармонических функций 
времени vx =  Vlm sin (сot +  г|;г) и v2 =  V2m sin (со/ +  г|з2).

Сначала рассмотрим решение, выполняемое при помощи вектор
ной диаграммы.

Отложим векторы V,m =  VLm Z  t i  и V2m =  V2m ф3 и графи
чески определим вектор Vm =  Vm i|>, равный геометрической сумме

векторов Vlm и V2m (рис. 3-5). Эта век
торная диаграмма построена для случая, 
когда грх >  0 и <  0.

Представим себе, что векторы Vlm, 
Vzm и Vm с момента t =  0 начинают 
вращаться вокруг начала координат О 
против направления движения часовой 
стрелки с постоянной угловой ско
ростью со. Проекция вращающегося век
тора Vm/.((út +  ty) на вертикальную 
ось N 'N  в любой момент времени равна 

,бт сумме проекций на эту же ось вращаю
щихся векторов V im Z(w /+ ^ i) и 

Рис. 3-5. 1 +  "ФаУ. т - е - мгновенных вели
чин Vi и V.,. Следовательно, проекция 

вектора Vm¿.(at +  'Ю на вертикальную ось равна искомой сумме 
о, +  v2, а вектор Vm — Vm/_§ изображает искомую синусоидаль
ную функцию времени v =  vx +  v2.

Таким образом, определив из диаграммы длину вектора Vm и 
угол г[э, можем написать выражение искомой величины v =  
=  Vm sin (a>¿ +  ijj).

Теперь перейдем к аналитическому методу. Рассматривая век
торы как комплексные амплитуды, на основании выполненного 
построения (рис. 3-5) можно написать:

m+ Vim— Vm-

Чтобы произвести суммирование комплексных чисел, их надо 
представить в алгебраической форме:

Vlm =  V{m+ jV 'ím; - Угт =  У'2т +  № т .

3-6. Сложение синусоидальных функций времени
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Осуществляя суммирование, получаем:

V\m +  / V\,n +  V'2m +  i  Vlm =  v¡n +  ¡Vin =  v m,
где

V'm=*V\m +  V2,n; v;n= V ln + V ¡m.
Отсюда находим:

Vm= V (V ’m)* +  (Vm)*, tg y =  V'm/V'm.
Так как tg 1(5 =  tg (фгЬл), то для определения ij) нужно еще знать, 

в какой четверти располагается вектор Vm. Это легко устанавли
вается по знакам вещественной и мнимой частей Vm. В расчетах 
для удобства начальную фазу \|з выражают не в радианах, а в гра
дусах.

Рассмотренные способы можно применить для сложения любого 
числа синусоидальных функций времени одинаковой частоты.

Обычно при расчетах цепей синусоидального тока необходимо 
знать только действующие величины для синусоидальных функций 
времени и их сдвиг по фазе друг относительно друга. В этих случаях 
при построении векторных диаграмм нужно точно соблюдать углы 
сдвига фаз между векторами, а положение осей координат можно 
выбрать произвольно или оси совсем не изображать. Кроме того, 
длины векторов часто'берут равными не амплитудным, а действую
щим величинам.

Соответственно при аналитическом расчете начальные фазы 
можно изменить на один и тот же угол, например так, чтобы началь
ная фаза одной из рассматриваемых функций стала равной нулю. 
Вместо комплексных амплитуд часто берут значения в / 2  раз 
меньшие, так называемые к о м п л е к с н ы е  д е й с т в у ю щ и е  
в е л и ч и н ы :

V = V m/ V 2 .
Пример 3-3. Даны токи it =  6 s in  (co¿ +  120°) А и í2 =  1,5 sin  (cú¿ +  30°) А. 

Определить ток », равный разности токов í, —  í2.
Р е ш е н и е .  ¡ím =  6  L  120° =  —  3 +  / 5,2 А; /2т =  1,5 ¿  30° =  1,3 +  

+  / 0,75 А;
hm — ¡lm — Um =  —  4 ,3-(-/4 ,45  =  6,19 L  134° А.

Следовательно, i  =  0,19 sin (Ш  +  134°) А.

3-7. Электрическая цепь и ее схема

Электрический ток неразрывно связан с магнитным и электри
ческим полями. При переменном токе эти поля изменяются во вре
мени. Изменяющееся магнитное поле наводит э. д. с., изменение 
электрического поля сопровождается изменением зарядов на про
водниках. В проврдниках, в резисторах, а часто и в окружающей их 
среде электромагнитная энёргия преобразуется в тепло. В ряде 
устройств электромагнитная энергия преобразуется и в другие

1 1 5



виды энергии (в механическую, химическую и т. д.); 'часть электро
магнитной энергии излучается. В электрической цепи нельзя выде
лить какого-либо участка, с которым не были бы связаны эти 
явления.

Для того чтобы упростить исследование процессов в реальной 
электрической цепи переменного тока, ее, как и цепь постоянного 
тока, заменяют схемой замещения или, короче, просто схемой, состав
ленной из элементов, каждый из которых учитывает одно из этих 
явлений.

К  пассивным элементам схемы при переменных токах относятся 
сопротивление г, собственная индуктивность или короче индуктив

ность L  и емкость С. Их условные обозначения 
показаны на рис. 3-6, а, б, в.

Наименования элементов схемы совпадают с 
наименованиями параметров цепи, которые эти 
элементы характеризуют.

Взаимная индуктивность между отдельными 
частями электрических устройств учитывается, 
как взаимная индуктивность М между индук
тивностями на схеме (рис. 3-6, г). Таким обра
зом, взаимная индуктивность не является само
стоятельным элементом схемы.

В этом разделе рассматриваются линейные 
цепи, т. е. такие цепи, сопротивления, индуктив
ности и емкости которых не зависят от тока 
или напряжения.

В сопротивлении г электромагнитная энергия 
преобразуется в теплее. Мощность преобразова
ния энергии в тепло равна r i2. Сопротивления 
часто вводят в схему также и для учета преоб

разования электромагнитной энергии в другие формы энергии 
(например, в механическую) и для учета излучаемой энергии.

Напряжение между зажимами сопротивления и ток в сопро
тивлении (рис. 3-6, а) связаны законом Ома:

ur =  r i. (3-8)

Элемент схемы — индуктивность L  (рис. 3-6, б) учитывает энер
гию L i 2!2 магнитного поля и явление самоиндукции. При изменении 
тока в индуктивностн возникает э. д. с. самоиндукции ей. По закону 
Ленца она препятствует изменению тока. Поэтому при выборе 
положительных направлений для тока i и э. д. с. еь одинаковыми 
(как это обычно принято делать) знаки ei и dildt противоположны 
и 6l  =  — L  dH dt. Для того чтобы через индуктивность проходил 
переменный ток, на ее зажимах должно быть напряжение, равное 
и противоположное наведенной э. д. с. При одинаковых положи
тельных направлениях напряжения и э. д. с. они противоположны 
по знаку:

uL =  — eL = L  di/dt (3-9)
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(элементы цепи и элементы схемы, обладающие взаимной индук
тивностью, рассматриваются в гл. 6).

Элемент схемы — емкость С (рис. 3-6, в) учитывает энергию 
Си212 электрического поля. На электродах емкости заряды равны 
и противоположны по знаку: д А =  —да, причем

Для указанных на рис. 3-6, в положительных напраблений тока i  
и напряжения на емкости и с  заряд qA и напряжение üq =  фа — ф/з 
имеют одинаковые знаки, т. е. qA = Сис .

Ток в ветви с емкостью равен скорости изменения заряда на 
электродах, и при указанном положительном направлении то ка 
знак тока совпадает со знаком производной по времени от зар яда  
qA. Действительно, приросту заряда qA соответствует положительное 
значение тока, убыли заряда qA — отрицательное значение то ка . 
Поэтому, обозначая qA — q, можем написать:

Расчетная схема зависит от частоты переменного тока. Так, при 
достаточно низкой частоте резистор может быть представлен сопро
тивлением, индуктивная катуш ка — последовательным соедине
нием индуктивности и сопротивления, а конденсатор при хорошей 
изоляции между электродами — емкостью.

С ростом частоты, как будет показано в следующих параграфах, 
увеличиваются э. д. с ., обусловленные индуктивностями, и токи , 
обусловленные емкостями. Поэтому при высоких частотах прихо
дится учитывать индуктивность проволочных резисторов и м еж - 
вИтковую емкость катушек. Кроме того, *с увеличением частоты 
растут потери в изоляции конденсаторов. Д ля учета всех этих я в л е 
ний приходится резисторы, индуктивные катуш ки и конденсаторы з а 
менять более сложными схемами (подробнее см. § 3-21 и 3-22).

При высоких частотах приходится такж е учитывать емкости 
между проводами, соединяющими различные элементы реальной 
электрической цепи, и вводить их в расчетную схему.

В тех случаях, когда схема получается с ограниченным (конеч
ным) числом элементов, говорят, что реальная цепь рассматривается 
как цепь с сосредоточенными параметрами. В тех же случаях, ко гд а  
приходится пользоваться схемой, содержащей неограниченно боль
шое (бесконечное) число элементов, говорят, что цепь рассматри
вается как цепь с распределенными параметрами.

Теперь рассмотрим вопрос о применимости к схемам для перемен
ных токов и напряжений законов Кирхгофа.

q а  =  С {фл — фв); qa =  С (фд -  ф А) .

i — dq/dt — С duc/dt, (З-Ю)
или

(3-11)
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На проводах и в узлах  схемы не могут накапливаться заряды 
(единственными накопителями зарядов являю тся емкости). Поэтому 
для любого узла схемы справедлив первый закон Кирхгофа:

Алгебраическая сумма мгновенных токов в проводах, с о един ен 
ных в у з ел ,  р а вна  нулю.

Напряжение между двумя точками цепи переменного тока в общем 
случае зависит от пути, вдоль которого оно определяется. Выясним, 
например, каково различие в напряжениях между точками А я В 
двух проводов цепи переменного тока (рис. 3-7), определяемых по 
двум различным путям . Между точками А и В  включены два вольт
метра для измерения напряжения. Соединительные провода от пер

вого вольтметра идут по пути АтВ, от 
второго вольтметра — по пути АпВ.

Согласно закону электромагнитной ин
дукции напряжение вдоль замкнутого кон
тура АпВтА равно э. д. с ., индуктирован
ной в этом контуре магнитным потоком Ф , 
пронизывающим поверхность, ограничен
ную контуром:

^ В . и АпВтА=== & === ¿/Ф/(И .

Рис. 3-7. Заметим, что знак минус перед йФ/сИ
ставится в том случае, когда положитель

ное направление магнитного потока и положительное направление 
э. д. с. (направление обхода контура) согласованы по правилу пра
вого винта. В рассматриваемом случае положительное направле
ние Ф выбрано от читателя за плоскость чертежа.

и  АпВтА —  «  АпВ  +  У Вт А —  и  АпВ ~  и  АтВ-

Подставив это равенство в предыдущее выражение, получим:

и  АпВ —  и А т В  =  е  =  —  йФ/ с1(.

Следовательно, напряжения между двумя точками, определенные 
вдоль двух различных путей, отличаются друг от друга на э. д. с., 
индуктированную в замкнутом контуре, образованном этими двумя 
путями.

Напряжения, определяемые вдоль различных путей, будут 
одинаковы только в том случае, если замкнутые контуры, образо
ванные этими путями, не пронизываются переменным магнитным 
потоком.

В расчетной схеме напряжения между различными ее точками от 
пути не зависят, а зависят только от свойств ее элементов. Так, 
напряжения на заж имах элементов схемы г ,  Ь и С связаны с током 
приведенными выше соотношениями (3-8) — (3-11) ’вне зависимости 
от путей (взятых вне элементов), по которым эти напряжения опреде
ляются. Поэтому точки схемы переменного тока можно, т ак ж е  как  и 
точки цепи постоянного тока, характеризовать потенциалами, а

А
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напряжения рассматривать как разности потенциалов. Имея это в 
виду, говорят, что расчетные схемы или идеализированные цепи 
потенциальны. Изменение потенциала по любому замкнутому кон
туру такой цепи равно нулю. Поэтому справедлива следующая 
формулировка второго закона Кирхгофа:

Алгебраическая сумма мгновенных э. д .  с .  всех и сточников  
напряж ения  в любом замкнутом к он т ур е  схемы равна а л г е б р а 
ической сумме мгновенных н ап р яж ен и й  на всех остальных  
элементах того  ж е  контура или, иначе, алгебраическая с ум м а  
мгновенных напряж ений  на всех элементах любого зам кн ут ого  
конт ура  схемы равна нулю.

В этом разделе рассматриваются линейные цепи, содержащие 
источники энергии с синусоидальными э. д. с. Если в цепи действуют 
несколько источников энергии, то рассматриваются только те с л у 
чаи, когда частоты э. д. с. всех источников одинаковы. Заметим, 
что именно этот случай имеет место при нормальном режиме в элек 
трических цепях энергетических систем.

Наконец, здесь рассматриваются так  называемые установивши
еся режимы цепей, которые наступают после некоторого промежутка 
времени (обычно от долей секунды до нескольких секунд) после 
окончания всех переключений в цепи. При установившемся режиме 
токи и напряжения во всех ветвях и участках  линейных цепей так ж е  
синусоидальны и изменяются с той же частотой, что и э. д. с. источ
ников энергии.

Таким образом, в уравнения, выражающие законы Кирхгофа, 
входят алгебраические суммы синусоидальных функций времени, 
суммирование которых, как указывалось, целесообразно заменить 
суммированием изображающих их комплексных величин.
. После такой замены получаются законы Кирхгофа для комплекс

ных амплитуд или для комплексных действующих токов, напряж е
ний и э. д. с.:

Алгебраическая сумма комплексных токов в проводниках, с о е д и 
ненных в у з ел , равна нулю. А лгебраическая  сумма комплексных
э. д. с . всех источников н апр яж ени я  в любом замкнутом к о н 
т ур е схемы равна алгебраической с ум м е комплексных н а п р я ж е 
ний на всех остальных элементах т о го  ж е  конт ура  или, иначе, 
алгебраическая сумма комплексных н ап р яж ен и й  на всех эл ем ен 
тах любого замкнутого конт ура  схемы равна нулю.

3-8. Ток и напряжения при последовательном соединении 
сопротивления, индуктивности и емкости

Пусть в схеме (рис. 3-8), состоящей из последовательно соеди
ненных сопротивления /, индуктивности Ь и емкости С, известен 
ток

1 =  1т 5т (Ы  +  ̂ ) .  (3-12)
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Выясним, каковы  напряжения на отдельных элементах и на вход
ных зажимах.

На основании второго закона Кирхгофа

ur -\- Ui-\- Uc =  u, (3-13)
где

ur =  r i  =  r l m sin (mi -f-ip,-); (3-14)
u L =  L di/dt =  (úLIm eos (coi +  i|>¡) =  сoLIm sin (coi +  +  я/2); (3-15)

« c = ¿ -  § i d t =  — ^ co s(cú/  +  iM  =  ̂ s i n ^  +  ^ - - y ) .  (3-16)

Постоянная интегрирования в выражении для ис  принята рав
ной н ул ю , так  как  в  установившемся режиме, как  уже указы ва

лось, напряжение на лю бом  участке цепи 
синусоидально.

Из полученных выражений для ur , u¿ и « с 
видно, что напряж ени е на сопротивлении  
совпада ет  по фазе с  током, напряж ение на  
индуктивности оп ер еж а ет  ток по фазе на 
у гол  п/2, а  напряж ение на емкости отстает  
п о  фазе от  тока на угол  п/2.

На рис. 3-9 показаны кривые мгновенных 
значений тока и напряжений для частного слу
чая , когда амплитуда напряжения на индук

тивности соLIm больше амплитуды напряжения на емкости /т /соС 
и ^  >  0. Синусоида и г совпадает по фазе с синусоидой тока, а сину
соиды й/. и «с  сдвинуты относительно синусоиды тока на угол л/2 
соответственно влево (опережение) и вправо (отставание). Таким 
образом, напряжения на индук
тивности и на емкости сдвинуты 
друг относительно д р уга  по фазе 
на угол я (н ахо д ятся  в противо- 
фазе).

Ординатвг* кривой напряже
ния

u =  Um sin (о>/ +  ф„)

согласно (3-13) равны алгебраи
ческой сумме ординат кривых 
Ur , UL И U q.

Определение напряжения и 
сводится к вычислению Um и i|'„, 
которые могут быть найдены 
непосредственным суммирова
нием трех синусоидальных функций времени ur , Ui и «с  с после
дующими тригонометрическими преобразованиями. Однако, как 
указывалось, проще всего задача решается комплексным методом,

Рис. 3-8.
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Запишем комплексный ток и комплексные напряжения на 
основании выражений для мгновенного тока и мгновенных напря
жений:

/ =  /е/фг; (3-17)

Ür =  r l e i*i =  r ?; (3-18)
=  со/. I e ! +л/2) =co L le^ i eM 2 =  /col/; (3-19)

í/r =  ----e/’№—я/2) —X  еМ)<e~in/2 — — / -■ =  — • (3-20) ч c/c шСе 6 '  íoC /coC’ ^

Ü — Ue№". (3-21)
В выражениях для Üi\\ Üс  учтено, что

- e'*/2 =  c o s y +  /s¡n  у  =  /,

а

Г - №  =  eos ( -  у )  +  / sin ( — 2 ) =  — / =  1//.

Сопоставляя выражения для мгновенных напряжений u¡. и ис 
(3-15), (3-16) с комплексными напряжениями ¿7/. и í/c (3-19), (3-20), 
можно установить простое правило перехода от производной и интег
рала синусоидальной функции времени 
к изображающим их комплексным вели
чинам: сину соидальная  функция зам е
ня ет ся  и зображ ающ ей  ее  комплексной  
величиной, дифференцирование зам еняет 
ся  умножением на  /со, а интегрирование  
делением на /со.

Сумме синусоидальных напряжений 
(3-13) соответствует сумма изображаю
щих их векторов или комплексных 
действующих напряжений:

Ür +  ÜL +  Üc  =  Ü. (3-22)

Это соотношение представляет собой 
уравнение по второму закону Кирхгофа, 
записанное в комплексной или векторной форме. Представим его 
на векторной диаграмме (рис. 3-10).

Напряжение иг совпадает по фазе с током i,  поэтому вектор Ог 
изобразим одинаково направленным с вектором I. Напряжение 
ul опережает по. фазе i на л/2, поэтому вектор Ül сдвинем относи
тельно вектора I  на угол л/2 «вперед» (против направления движ е
ния часовой стрелки). Напряжение и с  отстает по фазе от i на л 2, 
поэтому вектор Úc  сдвинем относительно вектора / на угол л/2 
«назад» (по направлению движения часовой стрелки).'

Эти соображения о взаимном расположении векторов напряже
ния и тока непосредственно, следуют и из записи выражений комп
лексных напряжений Ür , Ül и  Üc .
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Действительно, вектор Ог (3-18) получается умножением / на 
вещественную величину г. Аргумент комплексной величины г/такой 
же, как и комплексного тока /, поэтому направление вектора О г 
совпадает с направлением вектора /. Вектор ОI (3-19) получается 
умножением / на /со/,. Умножение тока / на вещественную вели
чину со/. не изменяет аргумента, а умножение на / =  е 'я/2 увели
чивает аргумент на я/2. Следовательно, вектор р ь  повернут отно
сительно вектора / на угол л/2 «вперед». Вектор 0 С (3-20) получается 
делением / на /со С. Деление комплексной величины на со С не изме
няет аргумента, а деление на /, что равносильно умножению на 
—/ =  <г'л/2, уменьшает аргумент на я/2. Следовательно, вектор 
Ос  повернут относительно вектора / на угол я/2 «назад».

Так как умножение и деление вектора на / приводит к повороту 
вектора на я/2 соответственно «вперед» и «назад», то множитель / 
часто называют о п е р а т о р о м  п о в о р о т а  на я/2.

Сложив векторы Ог , О1  и Ос,  получим вектор 0 .  Его длина 
определяет действующее напряжение и  =  и т/У‘2, а положение 
относительно координатных осей — начальную фазу г|1„.

Решим ту ж е задачу аналитически. Теперь уравнение (3-22) бу
дем рассматривать как  соотношение между комплексными числамк. 
Подставив в него значения комплексных напряжений, получим:

г !  +  /со и  +  ///со С =  О,
или

0  =  [г +  1 (со/, -  1/соС)] /. (3-23)
Это соотношение между комплексными напряжением и током 

называют з а к о н о м  О м а  в к о м п л е к с н о й  ф о р м е .  
Записав комплексные величины в показательной форме, получим:

и =  |/ г 2 +  усо/, — еуф/е, '1’,'>

где
, — 1/а)С Ф =  агс1£------^ — ,

V =  Y r 2-\-((лL—{|(лC)'l /; ^  =  ̂ / +  9 .

Так как  IIт =  У~2У и 1т — 1/ 2̂/, то

^ т —У  г 2-\-((х>Ь— 1/соС)2 1т.
Таким образом, амплитуда 1)т и начальная фаза я|)и напряжения 

на зажимах цепи определены и можно записать выражение для мгно
венного напряжения:

и =  и т вш (со/ +  ̂  +  ф). (3-24)

В заключение заметим, что уравнение для комплексных токов 
и напряжений и векторные диаграммы взаимно связаны. Уравнения 
можно рассматривать как  запись геометрических суммирований
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векторов, выполняемых на векторной диаграмме, и наоборот, в ек 
торную диаграмму можно рассматривать к ак  графическое представ
ление соотношений между комплексными величинами в уравнении.

3-9. Сопротивления

Введем теперь ряд величин, характеризующих цепь синусои
дального тока.

Отношение комплексного напряжения к  комплексному току 
называется к о м п л е к с н ы м  с о п р о т и в л е н и е м

Z =  T  = - r L =  zert =  z Z  ф, (3-25)1 ‘т
где г =  U/I = Um/Im — отношение действующего или амплитуд
ного напряжения соответственно к действующему или амплитуд
ному току называется п о л н ы м  с о п р о т и в л е н и е м .  Пол
ное сопротивление равно модулю комплексного сопротивления. 
Аргумент комплексного сопротивления равен разности фаз напря
жения и тока, т. е. ср =  г|7„ — г|>г.

Комплексное сопротивление можно представить в виде

Z =  z^4) =  z cos ф +  /г sin ф =  г - f  jx ,  (3-26)

где г  — z cos ф — вещественная часть комплексного сопротивле
ния, называется а к т и в н ы м  с о п р о т и в л е н и е м ;  

х =  г  sin ф — значение мнимой части комплексного сопротив
ления, называется р е а к т и в н ы м  с о п р о т и в л е 
н и е м .

Очевидно, что

г  =  У г 2-\- х"\ ф =  а г ^ - ~ .

В технической литературе встречались такж е следующие наиме
нования для сопротивлений: вместо полного сопротивления — 
кажущееся сопротивление, импеданс; вместо комплексного сопро
тивления — комплексный импеданс, вместо реактивного сопротив
ления — реактанс.

Из выражения (3-23) следует, что для схемы,'представленной 
на рис. 3-8, комплексное сопротивление

Z, =  т -j- jx =  г -)- j  (o>¿ — 1 /(оС),

причем реактивное сопротивление

x — a L — l/wC =  x¡. — хс , (3-27)
где

* !  =  (úL; ,tc = l/ w C

называются соответствен по и н д у к т и в н ы м  и е м к о с т 
н ы м  с о п р о т и в л е н и я м и .
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Из выражения (3-15) видно, что индуктивное сопротивление 
связывает между собой амплитуды напряжения на индуктивности 
и тока:

%1.=== === ^Лт/^т
Индуктивное сопротивление прямо пропорционально частоте 

тока. Это объясняется тем, что напряжение на индуктивности про
порционально скорости изменения тока: сШсИ.

Емкостное сопротивление, как следует из выражения (3-16), 
связывает между собой амплитуды напряжения на емкости и тока:

и С т —  I т ! ХС =  \ /® С =  и С т / 1 т  =  и с ! I  •

Емкостное сопротивление обратно пропорционально частоте 
тока. Эту зависимость от частоты легко пояснить, если считать 
заданным напряжение на зажимах емкости, а искомой величиной 
ток: г =  йд/сИ =  Сйис!(Н. Ток прямо пропорционален скорости изме
нения напряжения на зажимах емкости и, следовательно, емкост
ное сопротивление обратно пропорционально частоте напряжения.

Напряжения на последовательно соединенных индуктивности 
и емкости противоположны по фазе; поэтому в выражение (3-27) 
для реактивного сопротивления х сопротивления хь и хс  входят 
с различными знаками. Напряжения на индуктивности и на емкости 
сдвинуты по фазе относительно напряжения на сопротивлении 
соответственно на л/2 и —л/2. Поэтому эти сопротивления входят 
в Е как г, '¡XI и —¡Хс-

Следует обратить внимание на то, что индуктивное и емкостное  
сопротивления являются величинами арифметическими  — поло
жительными, а р еактивное сопротивление х =  X]. —хс — величина 
алгебраическая  и может быть как  больше, так  и меньше нуля.

Д ля ветви, содержащей только индуктивность, реактивное 
сопротивление х равно индуктивному сопротивлению хи  а реактив
ное сопротивление х ветви, содержащей только емкость, равно 
емкостному сопротивлению, взятому со знаком минус, т. е. —Хс-

Заметим такж е , что для ветвей, каж дая из которых содержит 
только сопротивление г, только индуктивность Ь или только емкость 
С, комплексные сопротивления соответственно равны:

1 г =г\ г,.=}(х)Ц 1 С=  —

3-10. Разность фаз напряжения и тока

Условимся под разностью фаз ср напряжения и тока всегда  
понимать разность начальных фаз напряжения г|эа и тока г|)(- (а не 
наоборот):

(3-28)

Поэтому на векторной диаграмме угол ср отсчитывается в направ
лении от вектора / к  вектору О (рис. 3-10). Именно при таком опре
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делении разности фаз угол ср равен аргументу комплексного сопро
тивления. Угол ф положителен при отстающем токе (Ф„ >  4-,) 
и отрицателен при опережающем токе (\|э„ < 'ф /).

Разность фаз между напряжением и током зависит от соотноше
ния индуктивного и емкостного сопротивлений. При х/. >  хс  имеем 
х = XI — Хс >  0  и ток отстает по фазе от напряжения, ф = 
=  arctg (х!г) >  0. При Хь =  Хс имеем х =  0, ср --- 0, г  =  г, ток 
совпадает по фазе с напряжением, цепь в целом проявляет себя как 
активное сопротивление. Это случай так называемого резонанса, 
который подробно рассматривается в § 5-1. Наконец, при хь <  Хс 
имеем х <. 0, Ф  <  0, ток опережает по фазе напряжение.

* )

у - 0  

й  1
г1

~5хс%
Х = 0

6)

Рис. 3-11.

Векторные диаграммы для трех возможных соотношений хь и 
Хс даны на рис. 3-11. При построении этих диаграмм начальная фаза 
тока г|)г принята равной нулю. Поэтому ср и равны друг другу.

Рассматривая при заданной частоте цепь по рис. 3-8 в целом 
как  пассивный двухполюсник, можно ее представить одной из трех 
эквивалентных схем: при Х]. >  хс  как последовательное соединение 
СОПрОТИВЛеНИЯ И ИНДУКТИВНОСТИ (Г  И X I  =  X I  —  ХС) ,  П рИ  X I  =  Х с
как  сопротивление г  и при х;_ < ; хс  как последовательное соедине
ние сопротивления и емкости (г  и х'с — хс  — Х[). При заданных 
Ь и С соотношение между X/. и хс  зависит от частоты, а потому от 
частоты зависит и вид эквивалентной схемы.

Выше, в §3-8, было принято, что задан ток, а определялись напря
жения на элементах и на зажимах цепи. Однако часто бывает задано 
напряжение на зажимах, а ищется ток. Решение такой задачи не 
представляет труда. Записав по заданным величинам комплексное 
напряжение О и комплексное сопротивление Z, определим комплек
сный ток

1 = 0  ¡ г

и тем самым действующий ток и начальную фазу тока.
Часто равной нулю принимается начальная фаза заданного на

пряжения: 1р„ — 0. Тогда, к ак  следует из (3-28), начальная фаза
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тока % равна и противоположна по знаку разности фаз ф, т. е. 
т)зг =  —ф.

Установленные выше соотношения между амплитудами или дей
ствующими токами и напряжениями, а также выражение для сдвига 
фаз ф позволяет вычислить ток и не прибегая к записи закона Ома 
в комплексной форме. Подробно этот путь решения показан в при
мере 3-4.

Пример 3-4. К  цепи, состоящей из последовательно соединенных конденсатора 
и катуш ки , приложено напряжение и =  100 5000 / В. Ёмкость конденсатора 
С =  5 м кФ , сопротивление катуш ки г =  15 Ом, индуктивность £ =  12 мГ. 
Найти мгновенный ток в цепи и мгновенные напряжения на конденсаторе и на 
катуш ке.

Р е ш е н и е .  Схема замещения цепи показана на рис. 3-8.
=  (о£ =  500 0 . 12. 10-з =  60 Ом; хс =  1/шС= 1/5000 • 5 • 10-« =  40 Ом; 

х = х ь — * с  =  60 — 40 =  20 Ом; г =  у  7* +  х ? = у  15- +  202 =  25 Ом!
и т 100 , . , 20

4 A; tg  ф =■ т -  г  25  6 Т _ 1 5 ’

ф =  53°08'; г = 4  sin (5000/— 53'08 ') А; 

í/cm =  - V m =  4 0 ' 4 = 160 в- 
Н апряж ение на емкости отстает от тока по фазе на 90°, хледовательно, 

ис =  160 sin (5000/— 143 08 ') В .

К омплексное сопротивление катуш ки

2 кат =  /' +  /л:/ =  1 5 +  /60 =  61,8 75°58' Ом.

К омплексная амплитуда напряж ения на зажимах катуш ки

£ /к а т  m =  2 KaT/m = 61,8 ¿  75°58' • 4 ¿  - 5 3 W  =  247,2 ¿  22’50 ' В. 

Мгновенное напряжение на катуш ке

окат =  247,2 sin (5000/ +  22°50') В.

Пример 3-5. В цепи, состоящей из последовательно соединенных конденса
тора и катуш ки , ток / =  2 А , его частота / = 5 0  Гц. Н апряжение на зажимах 
цепи U — 100 В , на заж имах катуш ки  £/кат =  150 В и на заж имах конденсатора 
Uc — 200 В . Определить сопротивление и индуктивность катуш ки и емкость кон
денсатора.

Р е ш е н и е .  со =  2п f  — 2 л - 50 =  314 с ' 1;

хс =  UC¡1  =  100 Ом и С =  l/(úxc  =  31,8 мкФ.

Полное сопротивление цепи
г = { ;/ / =  50 Ом.

Полное сопротивление катуш ки
г кат =  ^кат/^ — 75 Ом;

22 =  /-2_|_ (xL _  ДСс )2 =  А2 +  X'i -  2xLXc  +  4 ;

г кят =  г  ^ XV, г 2  г к а т == " Ь  * C ¡

г кат +  ХС
2хс

- =  65 ,6  Ом; L =  x:¿ /cú =  0,209 Г.
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3-11. Напряжение и токи при параллельном соединении  
сопротивления, индуктивности и емкости

Пусть к схеме, состоящей из параллельного соединения элемен
тов г, L и С (рис. 3-12), приложено напряжение и  =  Um sin (оo t  +  
+  “Фи)-

Определим токи во всех вет- 0 _ 
вях .

По первому закону Кирх
гофа

+  г1 г'с =  *
или

Л- +  Л. +  Л; — Рис. 3-12.

Вводя для заданного синусоидального напряжения изобража
ющее его комплексное напряжение

й  =  Ие^«,

применим для каждой ветви закон Ома в комплексной форме. Тогда 
получим:

=  ̂  =  -  е 'ф»; и  е'№ .- я/а) ;'  Г /• ’  ̂ ы/.

Из полученных выражений видно, что то/с в с опрот ивл ении  
совпадает по фазе с  напряж ением , т ок  в ин д укт ивн о ст и  от ст ает

п о  фазе от  н ап р яж ени я  н а  у гол  я/2 , 
а  т ок  в емкости о п ер еж а ет  н а п р я 
ж ен и е  по  фазе на у гол  л /2. Векторная 
диаграмма напряжения и токов пока
зана на рис. 3-13, где принято, что 
т|з„ <  0  и / ь >  1с-

Подставив выражения комплекс
ных токов в уравнение первого за 
кона Кирхгофа, найдем, что

0 /г -|- 0  ГцаЬ +  /соСО — /
или

Рис. 3-13. [ 1 /г — / ( 1/00/. — соС)] 0  =  1. (3-29)

От значения аргумента комплексной величины в квадратных 
скобках, на которую умножается комплексное напряжение, зависит 
разность фаз напряжения и тока. Так как под разностью фаз пони
мается величина ф =  г|)„ — и, следовательно, — ф, то 
аргумент комплексной величины в квадратных скобках следует
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Y i 'T У  +  ( ¿  " соС) 2 ^ U e 1*» =  1е^> i3 '3 0 )

где
, !  \¡(£¡L— соС\—  Ф =  а г ^ -----------------J ,

или
, 1/úiL — ыС ( p ^ a r c t g ^ — ; ------.

Из (3-30) следует, что

/ = Y ( T ) 2 + ( ^ ~ aC)2[/:’ ^ ==^ - <р-

На основании этих данных
i =  /m sin  l|>„ —ф).

3-12. Проводимости

Продолжим рассмотрение величин, характеризующих цепь сину
соидального тока.

К о м п л е к с н о й  п р о в о д и м о с т ь ю  называется отно
шение комплексного тока к  комплексному напряжению

Y =  Í / Ü = l/ Z = l/ге^ =  у е - ^  =  у  / - ф ,  (3-31)

где у  =  H z— величина, обратная полному сопротивлению, назы
вается п о л н о й  п р о в о д и м о с т ь ю .

Комплексная проводимость и комплексное сопротивление взаимно 
обратны. Комплексную проводимость можно представить в виде

Y = уе-№ =  у  cos ф — j y s in < p = g  — jb ,  (3-32)

где g  — у  cos ф — вещественная часть комплексной проводимости, 
называется а к т и в н о й  п р о в о д и м о с т ь ю ;  

b =  у  sin  ф — значение мнимой части комплексной прово
димости, называется р е а к т и в н о й  п р о в о д и 
м о с т ь ю ;

y  =  V g 2 +  b2] Ф =  а п ^ у .

Н аряду с принятой в этой книге алгебраической формой записи 
комплексной проводимости (3-32) в зарубежной технической лите
ратуре встречается и такая  запись: Y =  g  +  jb. При этом b = 
=  —у  s in  ф, а не b =  у  sin ф, к ак  было написано выше.

В технической литературе встречались также следующие наиме
нования для проводимостей: вместо полной проводимости — каж у 
щ аяся проводимость, адмитанц; вместо комплексной проводимости — 
комплексный адмитанц.

обозначить —<р:
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Из выражений (3-30) и (3-29) следует, что для схемы, представ
ленной на рис. 3-12, комплексная проводимость

К =  1 //• — /' (l/(йL — a C ) = g  — j ( b L — b c ) ,
где

£ = 1  /г; Ъь =  1/сй1= 1/*Л; ¿с =  соС=1/хс
и н д у к т и в н о ми называются соответственно а к т и в н о й ,  

и е м к о с т н о й  п р о в о д и м о с т я м и .
Реактивная проводимость

Ь = Ь ь - Ь с . (3-33)
И ндуктивная  (¿¿) м ем кост ная (Ьс ) проводимости  — ариф м ет и

ческие величины, а р еактивная проводимость  (Ь) — ал гебраич еская  
величина и может быть как больше, так  и меньше н уля. Реактивная 
проводимость Ь ветви, содержащей только индуктивность, равна 
индуктивной проводимости а реактивная проводимость Ь ветви,

Л-Ъ

и ъ

V 7*

Ъь=Ъ0 
Рис. 3-14.

Ъг < Ьп

содержащей только емкость, равна емкостной проводимости с обрат
ным знаком, т. е. —Ьс .

Сдвиг по фазе между напряжением и током зависит от соотно
шения индуктивной и емкостной проводимостей цепи. На рис. 3-14 
представлены векторные диаграммы для трех случаев, а именно 
Ьл >  Ьс , =  ¿>с и £>л <  Ьс . При построении этих диаграмм началь
ная фаза напряжения принята равной нулю, поэтому ср и к ак  это 
следует из (3-28), равны и противоположны по зн аку  (г|эг =  —ф).

Рассматривая схему по рис. 3-12 в целом как  пассивный д вух 
полюсник, можно заметить, что при заданной частоте она экви ва
лентна в первом случае параллельному соединению сопротивления 
и индуктивности, во втором — сопротивлению и в третьем — парал
лельному соединению сопротивления и емкости. Второй случай 
называется резонансом и рассматривается в гл. 5. При заданных 
Ь и С соотношение между и Ьс  зависит от частоты, а поэтому 
от частоты зависит и вид эквивалентной схемы.

Обратим внимание на то, что в схеме рис. 3-12 к аж дая  из парал
лельных ветвей содержит по одному элементу. Поэтому получилось 
такое простое выражение для У, в которое проводимости элементов 
входят к ак  отдельные слагаемые.
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В общем случае

г = - г - т Ь  =  # *  = * - - ' Р = ‘ - ' ь - (М 4 )
откуда

£ =  л/г2; Ь =  х/г2 (3-35)
и, наоборот,

г  =  ё г 2= ё / у 2; х =  Ьг2 — Ь/у2. (3-36)
Из полученных соотношений видно, что Ь и х всегда  имеют о д и 

наковый знак .
Например, для схемы по рис. 3-8 получаем для ц  и Ь довольно 

сложные выражения, причем не только Ь, но и ц  зависят от частоты:
г . и  1/соС

л2+  ((!)/. — 1/шС) 2  ’ г* +  (0)£— 1/соС) 2 ’

Наоборот, для схемы на рис. 3-12, состоящей из параллельного 
соединения элементов, получаются простые выражения для прово
димостей, но относительно сложные выражения для сопротивлений, 
причем и эквивалентное активное сопротивление зависит от частоты. 
По формулам (3-36)

& . . .  1 /со/- — со С
Г “ « Ч - ( 1  /ш/- — шС)2 ’ х ~~ĝi + ( 1 М - ш С ) 2,

Переход от сопротивления 1  — г  +  ¡х к  проводимости V — 
=  g  — /6 и обратно соответствует замене схемы цепи с последова
тельным соединением элементов г  и х  эквивалентной схемой с парал
лельным соединением элементов ё  и Ь и обратно.

Заметим, что обозначения I ,  У, г, х, х¿, хс , ё ,  Ь, Ьь и Ьс  приме
няются не только для сопротивлений и проводимостей, но и для эле
ментов схемы, характеризуемых этими величинами. В таких слу
чаях элементам схемы дают те же самые наименования, какие 
присвоены величинам, которые обозначаются этими буквами. 
Комплексные сопротивления или проводимости как  элементы схемы 
имеют условное обозначение в ¡виде прямоугольника (рис. 3-1). 
Точно так  ж е обозначают реактивные сопротивления или проводи
мости, если хотят отметить, что они могут быть как  индуктивными, 
так  и емкостными сопротивлениями или проводимостями.

Пример 3-6. Цепь состоит из конденсатора емкостью С =  10 мкФ и резисто
ра с сопротивлением г =  100 Ом, включенных параллельно. Определить, каковы 
долж ны  быть емкость конденсатора и сопротивление резистора, чтобы при их 
последовательном соединении получилась цепь, эквивалентная данной при ш =  
=  1 0 3 с"1.

Р е ш е н и е .  Проводимости данной цепи

1/г=  1 0 “ 2 с м ; 6  =  — Ьс =  — соС =  — Юз. 10- ю - в „ _ ю - а  См; 
у* = В* + Ь* = 2. Ю-* СМ2.

Сопротивления данной цепи
г = £ / 1/2 =  50 Ом; х =  Ь1у2 =  — 50 Ом.

Э кви вален тн ая цепь должна иметь такие ж е сопротивления. Таким образом, 
искомое сопротивление резистора 50 Ом, а емкость конденсатора С =  — 1/сох =  
=  20 м кФ .

130



%

Ток и напряжение на входе любого пассивного двухполю сника 
(рис. 3-15) связаны законом Ома

Ù =  ZÎ  и I  =  YÙ,

где Z и Y — входные комплексные сопротивление и проводимость 
двухполюсника.

Входному комплексному сопротивлению 
Z =  г  +  jx  соответствует эквивалентная схе
ма двухполюсника, состоящая из последова
тельного соединения активного сопротивле
ния г  и реактивного сопротивления х.
Последнее в зависимости от зн ака следует 
рассматривать либо как индуктивное, либо Рис. 3-15.
как  емкостное сопротивление. Поэтому на 
эквивалентной схеме (рис. 3-16, а) сопротивление х показано 
условно прямоугольником.

Напряжение Û можно разложить на составляющие:

tf =  Z/ =  (r +  /x) l  =  r ?  +  jx t  =  Ùt +  Ùp,

где Ùa =  г/ — составляющая, совпадающая по фазе с током, 
называется а к т и в н о й  с о с т а в л я ю щ е й  н а 
п р я ж е н и я ;

Üp =  jx / — составляющая, сдвинутая по фазе относительно’ 
тока на угол л /2, называется р е а к т и в н о й  с о с 
т а в л я ю щ е й  н а п р я ж е н и я .

Составляющие Ùa и Ûp можно рассматривать к ак  напряжения 
на элементах г  и х  эквивалентной схемы.

На рис. 3-16, в представлена векторная диаграмма двухполю с
ника для случая, когда <р >  0, т. е. х — индуктивное сопротивление. 
Треугольник, образованный векторами Ù, Оя и Üp со сторонами, 
пропорциональными г, г  и | х |, называется т р е у г о л ь н и к о м  
н а п р я ж е н и й .  Подобный ем у треугольник, стороны которого 
в произвольно выбранном масштабе равны сопротивлениям г, г  и 
| х |, называется т р е у г о л ь н и к о м  с о п р о т и в л е н и й .  
Из треугольника напряжений следует, что

Ua =  U cos<p; i/p= i / 1 sin tp |; =  +

Входной комплексной проводимости Y =  g  — j b  соответствует 
эквивалентная схема двухполюсника, состоящая из параллельного 
соединения проводимостей g  и Ь. Последняя в зависимости от зн ака 
либо индуктивная, либо емкостная. Поэтому на эквивалентной схеме 
(рис. 3-16, б) проводимость показана условно прямоугольником. 
Ток на входе двухполюсника можно разложить на составляющие:

3-13. Пассивный двухполюсник

I  =  Y Ù ' = t e - j b ) Û = g Ù - j b Ù  =  I t +  l р»
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где /„ =££/ — составляющая, совпадающая по фазе с напряжением, 
называется а к т и в н о й  с о с т а в л я ю щ е й  т о к а ;  

/р =  —¡ЬО — составляющ ая, сдвинутая по фазе относительно 
напряжения на угол я/2, называется р е а к т и в н о й  
с о с т а в л я ю щ е й  т о к а .

Составляющие /а и /р можно рассматривать как  токи в элементах 
Я и Ь эквивалентной схемы.

Треугольник, образованный векторами /, /а и /р, со сторонами, 
пропорциональными у ,  1^1, называется т р е у г о л ь н и к о м

т о к о в .  Подобный ему треугольник, стороны которого в произ
вольно выбранном масштабе равны проводимостям у ,  £ и | Ь |, 
назы вается т р е у г о л ь н и к о м  п р о в о д и м о с т е й .

Из треугольника токов имеем:

Пример 3-7. Напряжение и ток на входе пассивного двухполюсника (рис. 3-15) 
и =  100 s in  (314 t — 15°) В , i = 10 s in  (314 t+  45°) А.

Определить параметры двух  эквивалентны х схем двухполю сника, активные 
и реактивны е составляющие н ап ряж ен и я и тока.

Р е ше н и е .

К =  1/Z =  1/10 z - 6 0 s =  0 , l  ¿  60a =  0,05 + /0 ,05  К З  См; 
г =  5 Ом; * = — 5 1^3 Ом; g = 0 ,0 5  См; 6  = — 0 ,0 5 ^ 3  См; 

Ф =  arg Z =  i|)„ — \|); =  — 15 — 45 =  — 60°;

Uam =  Um eos ф =  100 соэ Z. — 60° =  50 В;
Upm =  Um sin ф =  100 | sin Z — 60’  | = 5 0  У з  В;

/аи  =  I т  cos ф=  Ю eos L — 6 0 °= 5  А;
Ipm =  ¡rn I sin ф | =  10 | sin С — 60’  I =  5 У З  А;

« а =  50 sin (314¿ +  45°) В ; ир =  50 У з  sin (314/ — 45’’) В; 
i a =  5 sin (314/— 15°)А; 

tp =  5 У З  sin (314Í +  75-) А.

I

в)
Рис. 3-16.

/а — / COS ф; /р =  / | s in  ф |; / =  ]/ / |  +  / ; .

Üm =  100 — 15° В ; /т =  Ю L 45" А;

10 z. — 60a =  5 — /5 У з  Ом;



Перейдем к рассмотрению энергетических соотношений в цепи 
синусоидального тока.

Положим, что за элементарный промежуток времени d t  через 
поперечное сечение провода в направлении, принятом за положи
тельное для тока i (рис. 3-15), проходит электрический заряд  dq. 
Перемещение заряда в направлении, совпадающем с положительным 
направлением э. д. с. источника, сопровождается элементарной рабо
той dA = e d q  источника э. д. с. Т акая  электромагнитная энергия 
отдается источником во внешнюю цепь и затрачивается на работу 
dA =  и dq по перемещению за
ряда dq в положительном на
правлении напряжения и через 
пассивный двухполюсник.

М г н о в е н н а я  м о щ 
н о с т ь ,  производимая и от
даваемая источником э. д. с. и 
потребляемая двухполюсником, 
равна скорости совершения ра
боты в данный момент времени:

p  =  dA/dt =  ui.
Напряжение и ток на входе 

пассивного двухполюсника в 
общем случае сдвинуты по фазе 
на угол ф. Примем начальную 
фазу напряжения =  0, тогда 
из (3-28) начальная фаза тока = -—ср. При таком условии м гно
венные значения напряжения и тока

u =  Um sin со/; ¿ =  Im sin  (со/ — <р).

Мгновенная мощность
i

p  =  ui =  UmIm sin со/ sin (со/ — ф) = - ! —  [cos ф — cos (2соZ — ф)] =

=  UI cos ф — UI cos (2со/ — ф). (3-37)

Мгновенная мощность имеет постоянную составляющую и гарм о 
ническую составляющую, угловая частота которой в 2 раза больше 
угловой частоты напряжения и тока (рис. 3-17). Мгновенная мощ
ность, потребляемая двухполюсником и отдаваемая источником
э. д. с., положительна, когда у напряжения и и тока i одинаковые 
знаки, т. е. когда действительные направления напряжения и то к а  
в двухполюснике одинаковы, а в источнике э. д. с. противоположны 
(рис. 3-15); она отрицательна, когда у напряжения и и тока i р азн ы е 
знаки, т. е. когда действительные направления напряжения и то ка  
в двухполюснике противоположны, а в источнике э. д. с. одинаковы.

3-14. Мощности

Рис. 3-17.
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Действительные направления и и / в течение отдельных интер
валов времени показаны на рис. 3-17 пунктирными стрелками.

Когда мгновенная мощность отрицательна, энергия поступает не 
в двухполюсник, а возвращ ается из двухполюсника источнику э. д. с. 
Такой возврат энергии источнику питания возможен, так какэнергия 
периодически запасается в магнитных и электрических полях эле
ментов цепи, входящих в состав двухполюсника. Энергия, отдава
емая источником и поступающая в двухполюсник в течение времени

t, равна  ̂р dt. На графике она соответствует площади, ограниченной

кривой р  и осью абсцисс на интервале времени /. Знаками плюс и 
минус отмечены заштрихованные площади, соответствующие энер
гии, поступающей в двухполюсник и возвращаемой источнику.

Если двухполюсник состоит только из активных сопротивлений, 
энергия накопляться в нем не может. В этом случае нет сдвига фаз 
между напряжением и током (<р =  0). Ток I и напряжение и всегда 
одного знака, р ^ О  (см. далее рис. 3-18, а) и нет таких моментов 
времени, когда энергия возвращалась бы из двухполюсника источ
нику питания.

Среднее значение мгновенной мощности за период называется 
а к т и в н о й  м о щ н о с т ь ю  или иногда просто мощностью

Активная мощность, потребляемая пассивным двухполюсником, 
не может быть отрицательной (иначе двухполюсник не потреблял бы 
энергию, а генерировал бы ее), поэтому всегда cos ф 5= 0, т. е. на 
входе пассивного двухполюсника —л/2 ^  ср л/2. Случай Р  =  О, 
Ф =  | л/2 | теоретически возможен для двухполюсника, не имеющего 
активных сопротивлений и содержащего только индуктивности 
и емкости.

Электрические машины и аппараты конструируют для работы 
при определенных значениях напряжения и тока. Поэтому их харак
теризуют не активной мощностью, зависящей от сдвига фаз ф между 
напряжением и током, а п о л н о й  м о щ н о с т ь ю

равной произведению действующих напряжения и тока (раньше 
полная мощность обычно называлась кажущ ейся).

Очевидно, полная мощность равна наибольшему значению актив
ной мощности при заданных напряжении и токе. Отметим также, 
что амплитуда гармонической составляющей мгновенной мощности 
(3-37) численно равна полной мощности. Размерность полной и актив
ной мощностей одинаковая, однако единицу измерения мощности 
в применении к полной мощности называют в о л ь т - а м п е р  
(В -А ). Это позволяет при численном выражении полной мощности

о

т
(3-38)

S =  Uf, (3-39)
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кратко говорить: мощность столько-то вольт-ампер, так  как  наиме
нование единицы (вольт-ампер) сразу указы вает, что речь идет о 
полной мощности.

Отношение активной мощности к  полной, равное косинусу 
угла сдвига фаз между напряжением и током, называется к о э ф 
ф и ц и е н т о м  м о щ н о с т и :

Р _и/ cos ф
5  U1 = coscp. (3-40)

Д ля лучшего использования электрических машин и аппаратов 
желательно иметь возможно более высокий коэффициент мощности 
или возможно меньший сдвиг по фазе тока относительно напряжения, 
т. е. стремиться получить cos ф =  1. Т ак , например, для питания 
приемника мощностью 10 ООО кВт при cos ф =  0,7 источник питания 
должен быть рассчитан на мощность 14 300 кВ -А , а при cos ф =  1 
на 10 000 кВ -А .

Высокий коэффициент мощности желателен такж е для ум ень
шения потерь при передаче энергии по линиям. При данной активной 
мощности Р  приемника ток в линии тем меньше, чем больше значе
ние cos ф:

I =  P/U cos ф.

При расчетах электрических цепей находит применение так н азы 
ваемая р е а к т и в н а я  м о щ н о с т ь

Q =  i// sin ф. (3-41)

Она положительна при отстающем токе (ф >  0) и отрицательна 
при опережающем токе (ф <  0). Единицу мощности в применении 
к измерению реактивной мощности называю т вар г . Это отдельное 
наименование позволяет говорить вместо реактивная мощность 
просто мощность, равная стольким-то вар .

Активная, реактивная и полная мощности связаны соотноше
ниями

S 2 =  P 2 +  Q2; S =  ]/ P 2 +  Q2; Q/P =  tg Ф. (3-42)

Д ля увеличения коэффициента мощности (cos ф) приемника 
нужно, очевидно, уменьшать его реактивную  мощность.

В то время как  активная мощность определяет (в среднем) со 
вершаемую работу или передаваемую энергию в единицу времени, 
полная и реактивная мощности не определяют ни совершаемой 
работы, ни передаваемой энергии за единицу времени. Однако 
в электроэнергетике по аналогии с понятием активной мощности 
приписывают реактивной мощности аналогичный смысл, а именно, 
ее рассматривают как  мощность генерирования, потребления или 
передачи некоторой величины, которую хотя она и не является  
энергией, условно называют реактивной энергией

_ _ _ _ _  Wp =  Qt.
1  Название происходит от сокращения слов: вольт, ампер и реактивны й .
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Размерность этой величины одинакова с размерностью энергии. 
Единицу измерения реактивной энергии называют вар -ч; напомним, 
что энергия в электроэнергетике обычно измеряется в ватт-часах. 
Если наряду с энергией нужно рассматривать и реактивную энергию, 
то во избежание путаницы для внесения четкого различия этих двух 
понятий энергию называю т активной энергией.

На практике р еакти вн ая энергия, как и акти вн ая , измеряется счетчиками. 
При изменяющейся с течением времени нагрузке по показаниям счетчиков можно 
определить средний коэффициент мощности (cos ф)ср предварительно вычислив

Q c0t  Qcn
(tg<P)cp =  - ^ - = ~ 7 = p ^ ,  (3-43)"а  г  ср 1 г  ср

где №а — активная эн ер ги я ; Р ср и Qcp— средние значения активной и реактивной 
мощностей.

Рассмотрим теперь простой прием, позволяющий найти активную 
и реактивную мощности по комплексному напряжению и комплекс
ному току. Он заклю чается в том, что нужно взять произведение

• *
комплексного напряжения U и комплекса I, сопряженного с ком
плексным током /. Это произведение называют к о м п л е к с н о й  
м о щ н о с т ь ю ,  которую будем обозначать S.

Пусть Ü =  U г|э„, / =  / Z tyj, тогда / =  / /_ — % и S = ÜI =
-  U /_ z  — =  UI L — UI L  Ф — UI cos ф +
+  jU I  sin ф, т. е.

S  =  Í// =  P +  /Q. (3-44)

Отсюда видно, что вещественная часть комплексной мощности 
равна активной мощности, а мнимая часть (без /) — реактивной. 
Модуль комплексной мощности равен полной мощности S.

Иногда (в зарубежной литературе) комплексную мощность опре-
*

деляют как  произведение комплекса U, сопряженного с комплекс
ным напряжением О,  и комплексного тока /. При этом получается 
комплексная величина S ',  сопряженная с S:

~  * t *
S , =  Í// =  S =  JP -/ Q

и, следовательно, реактивная мощность равна мнимой части (без 
/) комплексной мощности, взятой с обратным знаком.

Из приведенных выше основных выражений для мощности S, 
S, Р  и Q получается ряд  других выражений, в которые входят пара
метры пассивного двухполюсника или активные и реактивные со
ставляющие тока и напряжения:

$  =  £// =  Z// =  Z/2; S =  ÜI =  ÜYU =  YU2\ S =  UI =  zP  =  yU2; 
P — U1 cos ф =  U J  =  UIa — z l2 cos ф =  r/2 — yU 2 cos ф= g U 2;

Q =  UI sin  ф =  г/2 sin ф= x P = y U 2 sin ф — bU2.
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Д ля абсолютного значения реактивной мощности справедливы 
такж е выражения

101 = [/ р/ =  £//„.

Из равенств 5  =  VI, Р  =  £/а/ =  VI л и | С | =  £/р/ =  1Лр 
следует, что стороны треугольников напряжений и токов (см. § 3-13) 
пропорциональны мощностям 5 , Р  и | С? |. Подобный им треуголь
ник, стороны которого в произвольно выбранном масштабе равны 
мощностям 5 , Р  и | <3 |, называется т р е у г о л ь н и к о м  м о щ 
н о с т е й .

3-15. Мощности в сопротивлении, индуктивности и емкости

Вся энергия, поступающая в активное сопротивление, преобра
зуется в тепло. Принимая во внимание, что и =  ri ,  мгновенную 
мощность можно представить в следующем виде:

p  =  ui =  r i2.

Ток совпадает по фазе с напряжением, ср =  0, cos ф =  1 и в со
ответствии с (3-37)

p  =  V I ( l  — cos2(ot). (3-45)

Мгновенная мощность колеблется в пределах от 0 до 2VI и не 
бывает отрицательной (рис. 3-18, а). Активная мощность равна 
полной мощности, а реактивная мощность равна нулю (sin ф =  0).

Мгновенные мощности поступления энергии в индуктивность и 
в емкость равны скоростям прироста энергии соответственно маг
нитного и электрического полей.

Действительно, для индуктивности

и для емкости

. ,  di . d ¡Li* \ 
' Ul — L dt l ~ d i \ 2  )

n  du d íCu2\ 
:Ul =  ü C d t = d i  -2-1-

Так как для индуктивности ф =  л/2, а для емкости ф =  — л/2, 
то для обоих случаев из (3-37) получаем:

р  =  — VI cos [2Ы q r j  =  í// sin 2сoí. (3-46)

Здесь верхние знаки относятся к индуктивности, а нижние — 
к емкости.

Площади, ограниченные кривыми мгновенных мощностей и осями 
абсцисс (рис. 3-18, б  и в), пропорциональны энергии, которая 
поступает в индуктивность или емкость (отмечены знаком плюс) и 
возвращается источнику питания (отмечены знаком минус); эти 
площади равны друг другу. Происходит непрерывный обмен энер
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гией м еж ду источником питания и соответственно между магнитным 
или электрическим полями.

Активные мощности, потребляемые индуктивностью и емкостью, 
равны нулю. Реактивная мощность, потребляемая индуктивностью,

положительна, а ' потребляе
мая емкостью — отрицательна 
[sin ф =  sin (±  я/2) =  ±  1]. 
Отрицательная потребляемая 
реактивная мощность соответ
ствует положительной отдавае
мой. Следовательно, индуктив
ность можно рассматривать как  
потребитель реактивной энергии, 
а емкость как ее генератор.

Реактивные мощности, по
требляемые индуктивностью и 
емкостью, можно выразить как 
произведения угловой частоты со 
и максимальных значений энер
гии, периодически запасаемых 
соответственно в магнитном и 
электрическом полях:

WW  М. N
U'm и Wm2  “  "  э. макс 2

Действительно, для индук
тивности

С>1. =  1Л в т  у  — со£/ / =

=  (оЫ'т/2= ю№м макс (3-47) 

и для емкости

<2С =  VI в т  (— я/2) =
=  — и<лСи =  -  ® С ^/2 =

=  — ® ^8 .Макс- (3-48)
Отметим, что источники пи

тания могут либо отдавать, либо 
потреблять реактивную мощ

ность. Т ак , источник, питающий индуктивность, отдает, а источ
ник, питающий емкость, потребляет реактивную мощность.

3-16. Баланс мощностей

Из закона сохранения энергии следует, что в любой цепи соблю
дается баланс как  мгновенных, так и активных мощностей. Сумма 
всех отдаваемых (мгновенных и активных) мощностей равна сумме
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всех потребляемых (соответственно мгновенных или активных) 
мощностей. Покажем, что соблюдается баланс и для комплексных и, 
следовательно, для реактивных мощностей.

Пусть общее число узлов схемы равно п. Здесь в отличие от 
обычных определений терминов узел и ветвь будем под узлом пони
мать и место соединения любых двух элементов схемы (источников и 
приемников), а под ветвью — каждый участок схемы, содержащий 
один из ее элементов.

Напишем для каждого из п  узлов уравнения по первому закону 
Кирхгофа для комплексов, сопряженных с комплексными токами:

Лг +  Лз +  . . .• • •  +  == 0;
^аг 2̂3 + .......... “Ь 1-т =  0;

1п1 Л г2 + . . . . . . . +  Iп , п-1 — о .
Эти уравнения записаны в общей форме' в предположении, что 

каждый узел связан со всеми остальными (п — 1) узлами. При 
отсутствии тех или иных ветвей соответствующие слагаемые в урав
нениях выпадают. При наличии между какой-либо парой узлов 
нескольких ветвей число слагаемых соответственно увеличивается. 
Так, например, если между узлами 1 и 2 включены две^ветви^то 
вместо /12 и /21 в уравнения войдут суммы /|г +  1\2 и /21 +  /21- 

Умножим каждое из уравнений на комплексный потенциал узла, 
для которого составлено уравнение, и затем все уравнения про
суммируем. Учтем, что комплексы, сопряженные с комплексными 
токами, входят в эти уравнения д в а ж д ы ‘ (для д вух  различных на
правлений), причем 121 =  — •/„, /31 =  — 113 и т. д. В результате 
получим:

(Фх — Фг) ¡12 "Ь (Ф1 — Фз) Л з  +  • • • (Фл-1 — Фп) Iп - 1 ,  п —  0 ,
т. е. сумма комплексных потребляемых мощностей во всех ветвях 
цепи равна нулю. Здесь все слагаемые представляют комплексные 
потребляемые мощности, потому что они вычисляются для одинако
вых положительных направлений напряжений (разностей потенциа
лов) и токов.

Полученное равенство выражает баланс комплексных мощностей. 
Из него следует равенство нулю в отдельности суммы потребляемых 
активных мощностей и суммы потребляемых реактивных мощ
ностей. Так как отрицательные потребляемые мощности представ
ляют собой мощности отдаваемые, то можно утверж дать, что суммы 
всех отдаваемых и всех потребляемых реактивных мощностей равны 
друг другу. —

Аналогичную формулировку можно придать и балан су комплекс
ных мощностей. Перенеся часть слагаемых в правую  часть уравне
ния с противоположным знаком, т. е. рассматривая их как  мощ
ности отдаваемые, мы получим равенство сумм комплексных потреб
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ляемых и отдаваемых мощностей:

У  ^потр”  У^отд-

При равенстве сумм комплексных величин суммы их модулей 
в общем случае не равны друг другу. Отсюда следует, что для 
полных мощностей 5  баланс не соблюдается.

Потребляемая реактивная мощность на входе любого пассивного 
двухполю сника должна равняться сумме реактивных мощностей, 
потребляемых индуктивностями и емкостями, которые входят в его 
схему:

П ользуясь соотношениями (3-47) и (3-48), получаем:

Я =  (3-49)

Заметим, что положения этого параграфа могут быть распростра
нены и на цепи, между элементами которых имеются взаимные 
индуктивности, так как  подобные цепи, как  будет показано,

можно свести путем преобразо
вания к схемам, не содержащим 
взаимных индуктивностей.

3-17. Знаки мощностей 
и направление передачи 

энергии

Пусть два активных двух
полюсника Аг и А2 соединены 
друг с другом (рис. 3-19, а). 
Предположим, что передача 
энергии в зависимости от режима 
работы может происходить в 
любом направлении — и от Ах 
к А2 и  от А2 к Ах.

Выбранные положительные 
направления напряжения и тока 
(рис. 3-19, а) совпадают друг с 
другом в двухполюснике Л2 и 
противоположны друг другу в 
двухполюснике Аг. Поэтому 
мощности

р  — ш  и §  — 01  — Р  +  ]С}

являю тся мощностями, потребляемыми двухполюсником А2 и отдава
емыми двухполюсником Аг. Если р  >  0, то в данный момент времени 
энергия передается от двухполюсника Аг к двухполюснику А2. 
Если Р  >  0, то за каждый период Т двухполюсник Л2 принимает,

1

Л/
'

и
'

<3—  у

I
а )

В )
Рис. 3-19.
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а двухполюсник Ах отдает энергию, равную РТ.  При <2 >  О д в у х 
полюсник Ах отдает, а двухполюсник Л2 потребляет реактивную  
энергию. При р  <  0 энергия в данный момент передается в обрат
ном направлении, при Р  <  0 энергия за каждый период поступает 
из двухполюсника Л2 в двухполюсник Ах. При С} <. О реактивную  
энергию отдает двухполюсник Л2.

Д ля рассматриваемой цепи на рис. 3-19, б  приведена векторная 
диаграмма напряжения и тока. При выбранном направлении в е к 
тора О в зависимости от режима цепи вектор тока / может л еж ать  
в любом квадранте диаграммы. На диаграмме различными н аправ
лениями штриховки отмечены области расположения вектора /, 
соответствующие положительным значени
ям активной и реактивной мощностей. Т ак, 
для положения вектора /, показанного на 
диаграмме пунктиром, Р >  0 и ф <  0.
В этом режиме работы активная мощность 
передается от Ах к Л2, а реактивная — от 
Л2 к Ах.

Рассмотрим теперь, как определяется 
направление передачи энергии по кривым 
мгновенных значений напряжения и тока, 
полученным экспериментально. На рис.
3-20, а показана схема включения осцил
лографа — прибора, на экране которого 
наблюдают эти кривые. Ординаты кривых 
пропорциональны мгновенным значениям 
напряжений, подводимых к зажимам ос
циллографа с надписями «напр.» и «ток».
Ток в цепи между двухполюсниками Ах и 
Л2 регистрируется осциллографом кос
венно, как  напряжение на небольшом акти в
ном сопротивлении г, которое включено в соединительные провода. 
Напряжение на этом сопротивлении пропорционально то ку  и 
совпадает с ним по фазе. Знаками «+ »  и «—» отмечена п оляр 
ность зажимов осциллографа, при которой ординаты кривых поло
жительны.

Пусть наблюдаются кривые или, к ак  их называют, осциллограм
мы и и иг =  п ,  показанные на рис. 3-20, б.

Для решения вопроса о направлении передачи энергии ук аж ем  
на схеме положительные направления напряжения и тока в соответ
ствии с разметкой «+ » и «—» зажимов осциллографа. Положитель
ные направления напряжения и тока, удовлетворяющие этому 
условию, совпадают для двухполюсника Ах и противоположны д л я  
двухполюсника Л2. Следовательно, по кривым тока и напряж ения, 
показанным на рис. 3-20, б, определяется мощность, потребляемая 
двухполюсником Л1( или мощность, отдаваемая двухполюсником Л 2. 
В те промежутки времени, когда ординаты кривых и и иг одного 
знака, энергия передается от А2 к  Ах, когда ж е знаки и  и иг  р а з 

Рис. 3-20.
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личны, энергия передается от Ах к А2. Из осциллограммы видно, что 
Ф л ; 2 л /3, следовательно, Р  =  UI cos ф <  0 и Q = UI sin ф >  0. 
Таким образом, активная мощность передается от Ах к Л2, а реак
тивная —  от А2 к  Ах. Ясно, что направление передачи энергии мо
ж ет быть установлено по осциллограммам тока и напряжения только 
в том случае, если известна полярность зажимов осциллографа и 
схема его подключения к цепи.

Активная мощность измеряется ваттметром, который имеет две 
цепи или, как принято говорить, две обмотки — напряжения и

тока. Два зажима, один — обмотки 
напряжения и один — обмотки то
ка, обозначают одинаковыми знач
ками, обычно звездочками (рис.
3-21, а).

Ваттметр устроен так, что из
меряет величину

В̂Т̂ вТ COS (Z  Í̂ BTI ^bt) i

где Um и /вт — действующие на
пряжение и ток, подведенные к 
ваттметру, a ¿  Üm, /вт — угол 
сдвига фаз между ними, который 
соответствует одинаковым положи
тельным направлениям ÜBT и /вт 
относительно зажимов, отмечен

ных звездочкой  (например, на рис. 3-21, а — от зажимов, отмечен
ных звездочкой, к зажимам, не отмеченным звездочкой). Стрелка 
ваттметра отклоняется по шкале в том случае, когда | С/т, 
А« I <  л/2, т. е. когда eos ( ¿  ÜBT, I BT) >  0. Если же | /_ ÜBX, 
/вт I >  л/2 и, следовательно, cos ( ¿  ÚB1, /вт) <  0, то стрелка 
отклоняется не по ш кале, а в противоположную сторону.

На рис. 3-21, б  показаны два ваттметра, у которых обмотки тока 
включены различно. У  ваттметра 1 зажим токовой обмотки, отме
ченный звездочкой, находится слева, а у ваттметра 2 — справа. 
К ак уж е отмечено, ваттметры дают показания (стрелки отклоняются 
по шкале), когда | Üar, /В1, | < л / 2 . Д ля ваттметра 1 это будет 
в том случае, когда энергия передается от Ах к А2, а для ваттметра
2 в  том случае, когда энергия передается от Á2 к Av  Таким образом, 
по показаниям ваттметра можно определить не только мощность, 
но и направление передаваемой энергии, нужно только знать раз- 
метку зажимов ваттметра и к ак  он включен в цепь.

3-18. Определение параметров пассивного двухполюсника 
при помощи амперметра, вольтметра и ваттметра

Существуют различные экспериментальные методы определения 
параметров пассивных двухполюсников. Рассмотрим метод, основан
ный на измерении тока, напряжения и активной мощности на входе 
двухполюсника.
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Определив по приборам V, I  и Р ,  найдем:
г  =  иЦ\ у = Ц и -  г  =  Р/Р; §  =  Р/У*.

Затем вычислим абсолютные значения реактивных сопротивле
ния и проводимости

|л:| =  + К ?П Г 7Э ; \Ь\ =  +  У 1?= Г* .

Д ля определения знака х и Ь необходимо провести дополни
тельные измерения в измененных условиях. Можно, например, 
последовательно с двухполюсником включить конденсатор с ем ко 
стным сопротивлением хс  и, проведя заново измерения, определить 
по приведенным выше формулам новое абсолютное значение р еа к 
тивного сопротивления \х — хс |. Если реактивное сопротивление 
двухполюсника положительно и емкостное сопротивление конден
сатора хс  <  | 2х |, то очевидно, что \ х — х с  | <  | х |; если ж е  
реактивное сопротивление х двухполюсника отрицательно, то 
| х — хс  | >  | я ) . Таким образом, выбирая хс  <  12х | и сопоставляя 
абсолютные значения х и (х — Хс), можно определить знак л: (зн ак  
Ь совпадает со знаком х).

Можно включить конденсатор параллельно двухполю снику и, 
проведя измерения, вычислить новое значение | Ь — Ьс  |. Если 
выбрать Ьс  <  | 2Ь |, то при | Ь — Ьс  \ < \ Ь  \ проводимость Ь >  О, 
а при | Ь — Ьс  | >  | Ь | проводимость Ь <; 0.

Во многих случаях последовательное или параллельное вклю че
ние конденсатора практически не изменяет активного сопротивле
ния или активной проводимости цепи. Поэтому увеличение или 
уменьшение абсолютного значения реактивного сопротивления или 
проводимости приводит соответственно к увеличению или ум ен ь
шению полного сопротивления или проводимости и по изменениям 
их значений можно судить о знаке х или Ь.

Надо твердо помнить, что параметры реальных цепей зави сят от 
частоты и, будучи определены при одной частоте, не могут приме
няться для расчетов при других частотах.

3-19. Условия передачи максимальной мощности от источника 
энергии к приемнику

Представим источник энергии с э. д. с. Ё и внутренним сопро
тивлением =  гв +  /*„ схемой замещения (рис. 3-22). Выясним, 
каково должно быть сопротивление 1  — г  +  ¡х приемника, чтобы 
передаваемая ему активная мощность была максимальной.

Мощность приемника
р  =  г р = ----------— ---------

('- +  '-в)2 +  (* + *„)2.
Очевидно, при любом г мощность достигает наибольшей вели 

чины при х =  — хв. В этом случае
Р =  гЕ*/(г +  г в)2.
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В зяв от полученного выражения производную по г и приравняв 
ее нулю, найдем, что Р  имеет наибольшее значение при г  =  г„ 
(см. такж е § 2-11).

Таким образом, приемник получает от источника наибольшую 
активную  мощность, когда его комплексное сопротивление является 
сопряженным с комплексным внутренним сопротивлением источника:

*
Z = Z B. (3-50)

При этом условии
/3„акс =  ^ 2/4гв. (3-51)

Коэффициент полезного действия

,| =  (7т £ п 5 “ 0 '5 ' (3' 52>
В электроэнергетических установках режим передачи макси

мальной мощности невыгоден вследствие значительных потерь энер
гии. В различного рода устройствах автоматики

2  I  и связи  мощности сигналов весьма малы, по- 
" ^  этому часто приходится специально создавать 

условия передачи приемнику максимально воз
можной мощности. Снижение к. п. д. обычно 
никакого значения не имеет, так  как количество 
передаваемой энергии незначительно.

Согласование сопротивлений приемника и 
источника питания в соответствии с (3-50) 
можно получить и добавлением в цепь эле

ментов, обладающих реактивными' сопротивлениями (см. далее 
пример 4-6).

Иногда сопротивление приемника можно изменять не произ
вольно, а только с сохранением соотношения между активным и 
реактивным сопротивлениями, т. е. ф =  const. Анализ, который 
здесь не приводится, показывает, что в этом случае мощность Р  
максимальна, когда равны друг другу полные сопротивления при
емника и источника (г =  г„). При этом

р ' ________ Е"cos Ф______ /о по\
^ м а к с  2 г„ [ 1 -f-cos (фв ф)] t '3 ' 0 '3 '1

Согласования полных сопротивлений приемника и источника 
питания можно добиться, включая приемник через трансформатор 
(см. § 8-8).

3-20. Понятие о поверхностном эффекте и эф ф екте близости

Познакомимся с некоторыми явлениями, оказывающими влияние 
на параметры электрической цепи.

На рис. 3-23 схематически показана картина магнитного поля 
в плоскости поперечного сечения уединенного проводника с током.
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Представим себе этот провод в виде совокупности нитей, параллель
ных его оси. Чем ближе нить расположена к оси проводника, тем 
с большим числом магнитных линий она сцеплена.

При периодическом изменении тока изменяется магнитное поле 
и в нитях проводника наводятся э. д. с., противодействующие 
изменениям тока. Это противодействие тем значительнее, чем больше 
э. д. с. (чем больше магнитных линий сцеплено с нитью), т. е. чем 
ближе нить проводника расположена к оси провода. В результате 
плотность тока в различных точках поперечного сечения получается 
неодинаковой: наибольшая на периферии провода и наименьшая 
на его оси.

Рассмотренное явление концентрации переменного тока в по
верхностном слое проводника называют п о в е р х н о с т н ы м  
э ф ф е к т о м .  Резкость проявления его 
возрастает с увеличением частоты /, диа
метра провода й, магнитной проницаемо
сти ц и удельной проводимости ст мате
риала провода. Это объясняется тем, что 
увеличение ¡я приводит к возрастанию 
магнитного поля внутри провода, увеличе
ние й  создает большую разницу в сцеп
лениях с магнитными линиями осевых и 
периферийных нитей провода, а повыше
ние / и а  увеличивает роль наводимых 
в нитях э. д. с ., противодействующих из- Рис. 3-23.
менению тока в них. Так, в предельном
случае ст =  оо весь ток должен концентрироваться на поверхности 
провода в бесконечном тонком слое.

Вследствие поверхностного эффекта поперечное сечение провода 
при переменном токе используется хуж е, чем при постоянном токе. 
При одинаковых значениях переменного и постоянного токов (р а 
венстве значения постоянного тока и действующего значения п ере
менного тока) тепловые потери больше при переменном токе. Поэтому 
сопротивление провода переменному току (активное сопротивление) 
выше, чем сопротивление провода постоянному току.

Другим следствием поверхностного эффекта является некоторое 
уменьшение индуктивности цепи ввиду ослабления магнитного 
поля во внутренней части провода. В предельном теоретическом 
случае, когда ток концентрируется на поверхности провода в бес
конечно тонком слое, магнитное поле внутри провода отсутствует.

При высоких частотах переменного тока внутренняя часть про
вода практически не используется, поэтому часто применяют п усто 
телые провода в форме труб. Применяют такж е высокочастотные 
многожильные провода. Они состоят из тонких изолированных д р у г  
от друга жил, перевитых таким образом, чтобы каж дая из ж ил 
поочередно занимала в поперечном сечении провода различные по
ложения от его оси до периферии. При такой конструкции к а ж д а я  
из жил находится в одинаковых условиях и токи в ж илах равны
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друг другу. Кроме того, в пределах каждой жилы вследствие малого 
ее диаметра поверхностный эффект проявляется не резко и плот
ность тока по сечению ж илы различается незначительно. При очень 
больших частотах емкостная проводимость между жилами стано
вится настолько значительной, что жилы оказываются как  бы зам
кнутыми между собой и поверхностный эффект проявляется, как 
в сплошном проводе. Кроме того, становятся весьма заметными 
потери энергии в изоляции между жилами. Поэтому при частотах 
выше 10е Гц многожильные провода не применяются. При частоте 
50 Гц поверхностный эффект заметен только в проводах (шинах)

достаточно большого поперечного 
сечения. В медных проводах с 
диаметром меньше 1 см при частоте 
50 Гц увеличением сопротивления 
вследствие поверхностного эффекта 
практически можно пренебречь.

На распределение переменного 
тока в проводе оказывают влияние 
токи соседних проводов. Это явле
ние называют э ф ф е к т о м  
б л и з о с т и .  Как показано на 
схематических картинах магнитных 
полей двух проводов с токами (рис. 
3-24), различные части сечений 

гтроводов сцеплены с неодинаковым числом магнитных линий. На 
основании рассуждений, аналогичных приведенным для уединен
ного провода, можно прийти к заключению, что наибольшая плот
ность тока будет в тех частях сечения проводов, которые сцеплены 
с наименьшим числом магнитных линий.

Если токи в проводах направлены одинаково (рис. 3-24, о), 
наибольшая плотность тока наблюдается в наиболее удаленных друг 
от друга частях сечений; при различных направлениях токов 
(рис. 3-24, б) наибольшая плотность тока получается в наиболее 
близких друг к др угу  частях сечений проводов. Области наибольших 
плотностей тока отмечены на рис. 3-24 толстыми линиями. Вызывае
м ая эффектом близости неравномерность распределения тока по 
сечению проводов приводит к увеличению потерь энергии, к увели
чению разницы в сопротивлениях проЕодов переменному и постоян
ному токам. Расчеты распределения тока по сечению проводника 
с учетом поверхностного эффекта или эффекта близости и сопро
тивления проводника относятся к задачам теории поля.

а)
Рис. 3-24.

3-21. Параметры и эквивалентные схемы конденсаторов

При низких частотах конденсаторы можно рассматривать как 
емкости. При высоких частотах играют существенную роль потери 
энергии в изоляции. Эти потери растут с увеличением частоты тока 
и зависят от материала изоляции. Например, бумажная изоляция,
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которая применяется для конденсаторов, устанавливаемых в цепях 
низких и звуковых частот, оказывается непригодной при высоких 
частотах, так  как  потери энергии в ней приводят к недопустимому 
нагреву.

Энергия, преобразуемая в тепло в изоляции конденсаторов, 
подводится от источника питания, поэтому ток в конденсаторе опе
режает по фазе напряжение на его заж имах на угол | <р |, меньший 
л/2 (рис. 3-25). Угол, дополняющий | ф | до л/2, обозначают буквой
б и называют у г л о м  п о т е р ь .

Д ля конденсатора, как для любого двухполюсника, можно соста
вить две схемы замещения (рис. 3-26), в которых # и г  учитывают 
потери энергии в диэлектрике.

и

Рис. 3-25. Рис. 3-26.

Обычно угол потерь б очень мал. Величина 1ёб для различных 
частот и диэлектриков лежит в  пределах от 10“4 до 10“1. При таки х  
условиях g  шС и г  11<лС1. Поэтому практически можно считать

у  =  шС и 2 = 1  /соС1!
и так как

¿/2=1,
то

С =  СЬ

т. е. емкости С и Сх обеих схем практически одинаковы.
Связь между г  и £ найдем из общих соотношений между сопро

тивлениями и проводимостями (3-36):

г = ё / у 2^ ё / ы 2С2.

На практике конденсатор характеризую т параметрами С и tg  б. 
Д ля эквивалентной схемы (рис. 3-26, а)

ё  =  Ьс\ ^  ф | =  соС б.

Отношение емкостной проводимости конденсатора к активной 
называют д о б р о т н о с т ь ю  к о н д е н с а т о р а

Ьг  1 х г ,

^ = 7  =  ^ 6 = — :Н ^ ф !-
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3-22. Параметры и эквивалентные схемы индуктивных катушек
и резисторов

При низкой частоте, например при 50 Гц, эквивалентная схема 
индуктивной катушки состоит из последовательно соединенных соп
ротивления г  и индуктивности Ь (эту схему можно, конечно, заменить 
схемой, состоящей из параллельно соединенных активной и реак
тивной проводимостей). Сопротивление обмотки катушки увеличи
вается с ростом частоты вследствие поверхностного эффекта и 
главным образом — эффекта близости. Поэтому величина =соЫг,

называемая добротностью катушки, не про
порциональна частоте. В некотором диа
пазоне изменения -частот величина (>£ 
остается почти постоянной.

При высоких частотах нельзя прене
брегать емкостями между витками. Эти так 

рис 3 27 называемые межвитковые емкости условно
показаны на рис. 3-27 пунктиром. Чем выше 
частота, тем меньше емкостные сопротивле

ния между витками. Токи в витках катушки получаются неоди
наковыми. Найти распределение тока в катуш ке при высокой 
частоте нелегко. При достаточно высоких частотах из-за межвит- 
ковых емкостей эквивалентное реактивное сопротивление катушки 
может даже стать емкостным.

Применяемые на практике проволочные резисторы обладают 
всегда некоторой индуктивностью, и̂  кроме того, между отдель
ными витками имеется емкость. При низких частотах индуктивности 
и емкости практически никакого влияния не имеют и в расчетах 
не учитываются.

Г л а в а  ч е т в е р т а я  

РАСЧЕТ ЦЕПЕЙ ПРИ СИНУСОИДАЛЬНЫХ ТОКАХ

4-1. О  применимости методов расчета цепей постоянного тока 
к расчетам цепей синусоидального тока

Уравнения, выражающие законы Кирхгофа в комплексной форме 
для цепей синусоидального тока (§ 3-7), имеют совершенно такой 
ж е вид, как и соответствующие уравнения для цепей постоянного 
тока:

£ /  =  (); (4-1)

2 ^  =  0 или =  (4-2)

Только токи, напряжения, э. д. с. и сопротивления входят 
в уравнения (4-1), (4-2) в виде комплексных величин.

Все методы расчета цепей постоянного тока получены на основе 
законов Кирхгофа. Если повторить все рассуждения и выводы,
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взяв за основу уравнения Кирхгофа в комплексной форме, то для 
цепей синусоидального тока можно обосновать те ж е  методы, кото
рые были получены для цепей постоянного тока (такая  полная ана
логия расчетов цепей постоянного и синусоидальных токов имеется 
только при отсутствии взаимной индуктивности, см. гл. 6).

Д ля того чтобы установить связь между токами и напряжениями 
(э. д. с.), нужно на схеме указать положительные направления 
заданных и выбрать положительные направления для искомых 
токов, напряжений или э. д. с. При расчетах цепей постоянного 
тока искомые токи и напряжения получаются отрицательными, 
когда действительные направления тока или напряжения не соот
ветствуют выбранным для них положительным направлениям. При 
расчетах цепей синусоидального тока действительные направления 
токов и напряжения периодически изменяются, поэтому произволь
ность выбора положительных направлений отраж ается только на 
их фазах. Изменение выбранного положительного направления на 
противоположное меняет фазу на л, что соответствует изменению 
знака комплексного тока или напряжения и изменению направле
ния вектора на векторной диаграмме на 180°.

Несмотря на общность методов расчета цепей синусоидального 
и постоянного токов, расчеты цепей синусоидального тока значи
тельно сложнее и обладают рядом особенностей. П оказать специфику 
расчетов цепей синусоидального тока проще всего на конкретных 
примерах, которые и приводятся в последующих параграфах этой 
главы. Конечно, они не исчерпывают всего многообразия задач, 
которые могут встретиться на практике.

4-2. Последовательное соединение приемников

При последовательном соединении п приемников энергии с ком
плексными сопротивлениями Zx ,Z2, ... , Z„ эквивалентное или общее  ̂
комплексное сопротивление цепи

Z =  r-\ -jx  =  ̂  Zk, (4-За)
1

причем

r = ^ r * ;  *  =  <4' 36)1 1

Порядок расчета цепи с последовательным соединением элемен
тов зависит от того, какие величины заданы и каки е  нужно найти.

Пример 4-1. На рис. 4-1, а  показана расчетная схем а линии электропередачи 
с присоединенным к ней приемником. Линия представлена последовательным 
соединением активного и реактивного сопротивлений гл и хл , а приемник — пас
сивным двухполюсником. Индексами «1» и «2» обозначены величины, относящиеся 
соответственно к началу и концу линии. Дано: гл =  хл =  6  Ом; U2 =  5500 В ; 
Р2 =  500 кВ т; cos фа =  0 ,91 ; ф2 >  0. Определить напряж ение в начале линии Uv
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Р е ш е н и е .  Представим пассивный двухполюсник эквивалентной схемой, 
состоящей из последовательного соединения сопротивлений г2 и хг (рис. 4 - 1 , б).

Ток в двухполю снике (и в линии)

¡  — Р.уиг сое ф.4=  100 А.
Сопротивления

г 2=£/2// =  55 Ом; г1— Р 2//2г=50 Ом; 

х 2 = 1 '/гз — г'1 — 22,9 0 м ; л1 =  л2 +  /‘л =  56 Ом;

* 1  =  ̂ г +  ̂ л =  2 8 .9  Ом; 21 — У  лЦ +  д:? =  63 Ом.

Искомое н апряж ени е и 1 =  гх1 =  6300 В.
На рис. 4 -1 , в показана векторная диаграмма напряжений и тока (заметим, 

что в курсе электрических сетей приводятся удобные для расчета формулы, по
зволяющие просто определять разность 11х — 0 2 =  А 0  и находить и х =  0 2 +  
-4- А и). ' '

Рис. 4-1.

Пример 4-2. Д л я  той ж е цепи, что и в примере 4-1, дано: (Д =  6300 В, Р1 =  
560 кВ т, 0 2 =  5500 В , Р2 =  500 кВ т; / =  100 А; фх >  0; ф2 >  0. Определить 
гл и *л.

Р е ш е н и е .  Сопротивление

Гд — (Р1 — Р-г) / / 2 =  6  Ом

Сопротивление хл определяется по аналогичной формуле, но предварительно 
надо найти <)х и ()2:

Я 1  =  ¿ V  =  630 кВ  ■ А; Я* =  £/а/ =  550 кВ  • А;

=  — Р? — 288  квар ; <32=  — ЯЛ =  228 квар ; *л =  ( ( ?1 — (}2)/12 =  6  Ом.

Пример 4-3 . Д л я  той ж е цепи, что и в примере 4-1, дано: гл =  хл =  6  Ом; 
1)х — 6300 В ; 0 2 =  5500 В ; Р2 =  500 кВ т; ф2 >  0. Определить ток в линни /. 

Р е ш е н и е .  Д л я  решения задачи составим уравнение

й х= и 2-\-Ъл1. (а)

Примем начальную  фазу напряжения й 2 равной нулю, тогда 0 2 *= 5500 В. 
Н ачальная ф аза то ка  т)з,- =  1|>ц 2  — Ф» =  — фг следовательно, I =  / — фа. 
Комплексное напряж ение (]х — 6300 /. фи1.

Подставим в уравнение (а) известные величины

6300 /  фи 1  =  5500 +  (6  +  /6 ) / /  - ф 2
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/

или
6300 соз г|>„1 +  /6300 sin фц 1  =  5500 -f- 6 / cos ф2 -f- 6 / sin ф2 +  /6 / соз ф2 — /6 / sin <р2.

Из этого уравнения с комплексными величинами получаем  два  уравнения 
(для. вещественных и мнимых величин):

6300 cos iJ)Hi =  5500 +  6 / cos <р2 +  6 / sin ф2; (б)

6300 sin i|5Hl =  6 / соз ф2 — 6 / sin ф2. (в)

Эти два уравнения с геометрической точки зрения представляю т равенства 
проекций вектора (У1 суммам проекции векторов Ù2 и Z J  на две взаимно перпен
дикулярны е оси (ось вещественных и ось мнимых величин).

Находим:
/ со9 ф3 =  /а =  Р 2Д / 3 =  91 А.

П одставляя значение / cos ф2 в уравнения (б) и (в), получаем :
1050 со9 т|?в 1  =  1008 +  / sin ф2; 1050 sin т|>яг — 91 — / sin ф2

или
10502 =  ( 1008 +  / sin ф2) 2 +  (91 — / sin ф3)2,

откуда
/ я п ф а = / р ^ 4 2  A; / =  | / 7 [+ 7 ^  =  VA912 +  4 2 'í^  100 А.

4-3. Параллельное соединение приемников

При параллельном соединении п  приемников энергии с ком
плексными проводимостями Ух, У2, ... , Yn, эквивалентная или 
общая комплексная проводимость

Y = g - j b  =  % Y k, (4-4а)
i

причем

g  =  y , g k )  & =  (4-46)
i i

В случае двух  параллельных ветвей их эквивалентное или общее 
комплексное сопротивление определяется по формуле

7 __J_ _  1 (4 -5 )
^ ~ Y  ~ Y l +Y2 - I ^ + 1 / Z . - Z í  +  Z ,- ^  0)

Пример 4-4. Резистор с сопротивлением r¡ и к атуш ка  с сопротивлением г2 
и индуктивностью L2 соединены параллельно (рис. 4-2, а). В цепь включены 
амперметры. Дано: =  20 Ом, показания амперметров /х =  2 А , /а =  3 А , / =  
=  4 А. Определить параметры катуш ки г2 и х2 — о)L¡¡.

Сопротивлением амперметров пренебречь.
Р е ш е н и е .  Сначала рассмотрим графический способ.
Найдем напряжение, приложенное к  цепи, U =  rl ¡ 1 — 40 В . Выберем масш

табы для напряжения т и , В/мм, И для тока mh  А/мм. О тложим векторы О и It 
(рис. 4-2, б). Они совпадают по направлению, так  к а к  то к  /х совпадает по фазе с 
напряжением Ù. Построение векторов / и / 2 основывается на том, что / =  А +  / 2 

и что ток ¡2 отстает по фазе от напряжения Ù. Проводим из н ачал а и конца вектора 
¡i дуги , радиусы которых в выбранном масштабе т { равны  токам  I и /2. Точка В 
пересечения этих дуг определяет положение концов векторов / и /2.
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Отметим, что сущ ествует еще одна точка пересечения этих д у г— выше вектора 
(У (на рис. 4-2, б эта  точка не показана). Она не может служить для определения 
положения концов векторов / и /2, т а к  к а к  вектор /2, проведенный в эту  точку, 
опережал бы вектор напряжения и ,  в действительности ж е он отстает от вектора и.

Разлож им  вектор напряжения О на два составляющих вектора, один из кото
рых, й я, совпадает по направлению с вектором /2, а другой, ¿7р, ему перпендикуля
рен. Это — векторы  активной и реактивной составляющих напряжения на к а 
туш ке.

Н аходим действующие значения IIя — т ц ОО и и  =  и, наконец,
вычисляем:

**2 = ̂ а/̂ 2> *2” р̂/̂ 2*
Теперь рассмотрим аналитический способ решения на основе векторной диа

граммы.

Рис. 4-2.

Векторную  диаграм му (рис. 4-2, б) строим качественно — не в масштабе. 
Она нуж на только  для того, чтобы наглядно представлять тригонометрические 
соотношения м еж д у  ее отрезками. Из треугольников ОАВ имеем:

/а =  1\ +  /| — 2 /j/o cos (180э — фа),
или

42 =  22 +  З2 +  2 • 2 • 3 cos ф2,

откуда
cos сро =  0,25; ф2 =  75°32'; sin ф2 =  0,969;

r 2= -?°~  =  =  3,3 Ом; x., =  U J I t =  V  sin ф2//2=  12,9 Ом.
¡2 ‘ 2

4-4. Смешанное соединение приемников

Токи в цепях со смешанным соединением приемников проще 
всего рассчитываются путем преобразования схем или методом по
добия (методом пропорциональных величин). Ниже иллюстрируется 
первый метод. Второй метод поясняется в § 4-6.

Пусть заданы  сопротивления всех элементов схемы (рис. 4-3) 
и напряжение Ü на ее входе; требуется определить токи во всех 
ветвях.

Заменим параллельно соединенные приемники энергии одним 
эквивалентным с проводимостью Y' =  Уг +  +  Y± или сопро
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тивлением 2 ' =  1/К'. После этого преобразования схема состоит 
из двух последовательно соединенных сопротивлений 1 Х и 1 ' .  Ее 
эквивалентное сопротивление =  1 Х +  2 '.

Ток в неразветвленной ласти  цепи
А= 0/г,

Напряжение на разветвлении
и '  = г ч х.

Токи в параллельно соединенных приемниках 
/,= 0 7 2 *; /*=^72»; /« = 0 7 ^ .

На практике встречаются задачи и по расчету параметров цепи, 
удовлетворяющих различным поставленным условиям.

Рис. 4-3. Рис. 4-4.

Пример 4-5. Даны сопротивления (рис. 4-4) г х — 200 +  / 1000 Ом и —
— 500 +  / 1500 Ом. Каково должно быть сопротивление г3, чтобы ток / 2 отставал 
от напряжения О по фазе на я/2 ?

Р е ш е н и е .  Сначала наметим ход решения.
Положим начальную фазу напряжения 0  равной нулю , то гда  (]=  I). Затем ме

тодом, указанным в начале параграфа, найдем в общем виде вы раж ение для тока /2. 
Ток / 2 будет отставать по фазе на я/2 от напряжения [ ) =  0  в том случае, если 
комплекс / 2 будет отрицательной мнимой величиной. Это и я в л я е т с я  условием для 
определения сопротивления г3.

В соответствии с намеченным планом решения находим эквивалентное сопро
тивление цепи

Z — Zx- -̂Z2ra/(Zг - -̂r3), 
ток в неразветвленной части цепи

¡1= 0/г,
напряжение на разветвлении

г'г _ ¿̂Г з )
и ь с~ ^ + п к

и, наконец, ток
; _Оьс __ Г з у г3 О
н — —— — ——Г~т~ '12̂~\~га Zг Jr r3 %\-\-2-!.г31(1.2-\-г3ь

=  ______________г̂ О_____________
7 0 0 / 3 - 1 400 0 0 0 +  / (800 000 +  2500г3) ’

Числитель этого выражения — вещественный. Комплекс / 2 б удет отрицатель
ным мнимым, если знаменатель — положительный мнимый, т . е. при условии 
700 г3 — 1 400 000 =  0 или при га =  2000 Ом.
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Пример 4-6 . Определить реактивные сопротивления х3 и х4 (рис. 4-5, а и б), 
при которых приемник с сопротивлением 1 г — гг +  ¡хг получает максимальную  
мощность от источника с внутренним сопротивлением =  тх +  ¡ху.

Р е ш е н и е .  В ся активная мощность, отдаваемая источником, потребляется 
в приемнике (п сопротивлении гг), т ак  к а к  остальные сопротивления— реактивные. 
Поэтому необходимо (см. § 3-19), чтобы входное сопротивление каждого пассив
ного двухполю сника (на рис. 4-5 обведены пунктиром) было равно сопряженному*
комплексному внутреннему сопротивлению источника '¿х =  гх — ¡хъ т. е. для 
схемы рис. 4 -5 , а нужно, чтобы

¡ у , /*4 ( ' а  +  /*а) _
1 а + г2+ Ц х 2+ х д  1  1 1

и для схемы рис. 4-5, 6

[''2+/ (*2+*з)] /*< 
гг~\~! (х2 +  хз +  *4)

=  Г 1 —  /•*!•

К аждое из полученных уравнений дл я  комплексных величин можно записать 
в виде д вух  уравнений  — для вещественных и для мнимых величин, из которых и 
определяю тся * 3 и х4.

Реальны е элементы цепи обладают не только реактивными, но и активными 
сопротивлениями, поэтому приведенный расчет согласования сопротивлений

приемника и источника питания я в 
ляется приближенным.

Пример 4-7. Какое соотношение 
должно быть между сопротивлениями 

мостовой схемы (рис. 4-6),

чтобы мост находился в равновесии, т. е. чтобы ток / 0 в диагонали моста был 
равен нулю ? Заметим , что в качестве индикатора, по которому судят  об отсут
ствии тока в диагонали  моста, применяют: телефон, вибрационный гальванометр 
и различные электронные приборы.

Р е ш е н и е .  Ток в диагонали моста отсутствует, если Оьа =  0, т. е. когда

=  ̂ 2 /2  и £3 / 1  =  ¿ 4/2 .

Р азделив эти равенства друг на д р уга , имеем:

или

Т -  (Ф1 - Ф з ) =  “  (ф а-ф «),
23 *4
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или
г 1/га=**г2/г4; ф1 +  ф4 =  фг +  фз-

Зная три комплексных сопротивления, при которых наблю дается равновесие 
моста, можно определить четвертое комплексное сопротивление.

4-5. Сложные разветвленные цепи

Выбор наиболее рационального метода расчета сложной раз
ветвленной цепи основан на учете особенностей схемы и поставлен
ной задачи. Все соображения по выбору расчетных методов для 
цепей постоянного тока применимы и к выбору расчетных методов 
для цепей синусоидального тока.

Следует иметь в виду, что после преобразования соединения пас
сивных элементов треугольником в эквивалентное соединение 
звездой или обратно комплексные сопротивления преобразованной 
схемы могут получиться с отрицательными вещественными частями, 
т. е. отрицательными активными сопротивлениями. Эти сопротив
ления имеют чисто расчетный смысл. Активная мощность г/2 такого 
сопротивления отрицательна и, следовательно, электромагнитная 
энергия в нем не поглощается, а генерируется. С уммарная активная 
мощность во всех ветвях преобразованной схемы пассивной цепи, 
конечно, не отрицательна и равна активной мощности в исходной 
схеме.

Пример 4-8. На рис. 4-7, а показана часть разветвленной цепи, в которой две 
одинаковые катушки и конденсатор соединены треугольником. Д ано : г =  х ] =  
=  1 Ом и хс =  3 Ом. Преобразовать схему соединения треугольником  в звезд у .'

Р е ш е н и е .  Комплексные сопротивления звезды 

^12 3̂1_____(!+ / )(!+ / )г г - 1̂2 + ̂ 23 + г п  
7-1 'У- 23

2 -/
— /3(1 + /)

1̂2 + 2оз + 231 . 2 - 1

2 , - 2 . .

=  — 0 ,4 +  /0,8 Ом; 

=  2,25 — /0,6 Ом;
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Э кви вален тн ая схема представлена на рис. 4-7, б, в которой гг =  — 0 ,4  Ом; 
гг =  гя =  2 ,2 5  Ом; =  0 ,8  Ом и х2 =  х3 =  — 0 ,6  Ом.

Пример 4-9 . Н а рис. 4-8 представлена эквивалентная схема цепи, встречаю
щейся в релейной защите (фильтр-реле обратной последовательности). Дано:

:2 6 0  Ом; г а =  450 Ом; =  150 Ом; г3= 1 7 3  Ом; лг̂ 3  =  300 Ом.
*С 1 " С 4 ”

К заж и м ам  а — Ь и с — d приложены напряжения (/„* =  £/с* =  10 В, 
причем напряж ени е (]сь отстает по фазе от напряжения ( ¡аь на л/3. Определить 
напряж ение []^е (напряжение на з а 
жимах реле).

Р е ш е н и е .  Рассмотрим ветвь de, 
к ак  приемник, а остальную цепь к а к  
активный двухполю сник.

Входное сопротивление активного двухполюсника

2 вх =  -  1ха г г/(г2~ ¡ха )  ~ ¡хЫъИгь~ ¡ха )  = 225-  /260 0м- 
Определим напряжение холостого хода й^ех:

Г 2 &аЬÙdbx — г 2̂ 1х
■1*С 1

7 ,5 +  /4,33 В ;

i/^x =  - / \ 4/5x--------^ 7 " * - =  — /8 ,6 6  В;
6 <*С4

i/ * x  =  f/ rf*x -i> ,6x =  7,5 +  /13= 15  z  60» В.

И скомое напряж ение (по теореме об активном двухполюснике)

4 , . =  (r 3 +  i*Ls) U =  =  12 ,96  z  114°5 0 '  B '

Пример 4-10. На рис. 4-9 представлена схема цепи, встречающаяся в релейной 
защите (фильтр-реле обратной последовательности). Дано: =  г4 =  185 Ом; 
* Л 2 =  хСз ~  ® ®м; хи  =  ХС\'  ^  зажимам  а — с и  b —d приложены напряжения 
Uac =  U¿а — Ю В , но (]ас отстает по фазе от (]¡,а на л/3. Определить напряже
ние Ücd.

Р е ш е н и  е .. Проще всего задача решается методом узловых потенциалов. 
П олагаем Оьа — &ь =  йъа =  Ю В , тогда Оас =  £ в =  10 Z — 60° В . Принимаем 
ц>а =  0 , то гда  ф(, =  10 В , ф„ =  фс +  £ 6 =  фс +  10 z  — 60°. Нужно составить 
одно уравнен ие для определения фс.

Б удем  исходить из следующего уравнения для токов:

U — U— и>

156



Фa — $d . Фг — _  Фй —Фс | Щ — Фа 
¡XL2 r t+  1{*и~ *Ci) ~ i XC3 Г1 ’

ИЛИ

Фс+ l O Z — 60° фс 1 0  — фс 1 0  — (фс +  1 0  С — 60е)
/320 185_  — /320 185

откуда искомое напряжение

¿ ы = Ф с = Ю  60" В.

ИЛИ

4-6. Топографические диаграммы

Д ля суждения о значениях напряжений между различными точ
ками схемы и их фазах удобны т о п о г р а ф и ч е с к и е  д и а 
г р а м м ы .  Они представляют собой диаграммы комплексных по
тенциалов, причем каждой точке схемы соответствует определенная 
точка на топографической диаграмме. Точке отсчета, потенциал 
которой принят равным нулю, на топографической диаграмме со
ответствует начало координат.

Рис. 4-10,

Построим качественно топографическую диаграмму д ля  схемы, 
представленной на рис. 4-10. Отложим вектор тока / в произвольно 
выбранном направлении (рис. 4-11, о). Примем потенциал точки §  
равным нулю (фг =  0) и определим потенциалы остальных точек.

Будем обходить схему, начиная от точки £, навстречу положи
тельному направлению тока, Потенциал точки / больше потенциала 
точки е  на величину напряжения на индуктивности: фу =  +
4- /о)!/. Так как  фг =  0, то потенциал ц>{ изобразим вектором 
/со/,/. Конец этого вектора обозначим буквой /, так  к ак  он опреде
ляет потенциал точки /. Потенциал точки й  выше потенциала точки 
/ на величину напряжения на сопротивлении г :  =  фу г/. 
Откладываем от конца вектора фу вектор г/. Конец вектора г1 обо
значим буквой ё ,  так  как он определяет потенциал точки й. Д ей 
ствительно, если провести вектор из начала координат к  концу 
вектора /7, то он будет равен сумме векторов /©¿/ +  г/, а эта сумма 
равна ф<*.
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Аналогично находим ср& =  ф<* — /7/соС. В соответствии с этим 
равенством проводим из конца вектора г/ (точка ф  вектор — ¡1  /соС. 
Конец вектора — ///соС обозначим буквой Ь, так  к ак  он определяет 
потенциал точки Ь. От конца векто р а— /7/юС откладываем вектор 
Я !  и получаем последнюю точку а  топографической диаграммы, 
определяющую потенциал фа =  фй +  Я !  или напряжение Оа  ̂ —
— Фя — Ф? =  Фа- Электродвижущая сила источника Ёеа =  Оаг.

Необходимо обратить особое внимание на направления векторов 
напряжений на топографических диаграммах. Векторы напряже
ний направлены относительно точек топографической диаграммы 
противоположно положительным направлениям напряжений от
носительно соответствующих точек схемы. Так, например, вектор 
напряжения Оа/ (положительное направление на рис. 4-10 от й 
к /) направлен на топографической диаграмме (рис. 4-11 ,6) от 
точки / к точке а вектор напряжения О/а (положительное направ
ление от / к ф  направлен на топографической диаграмме (рис. 4-11 ,б, 
пунктир) от точки (1 к  точке /. Это соответствует известному правилу 
вычитания векторов, согласно которому вектор 0 ^ ,  представляю
щий разность векторов фй — ф̂ , направлен от конца вектора фу 
к концу вектора ф ,̂ а вектор 0 представляющий разность векто
ров фу — ф ,̂ направлен от конца вектора фй к концу вектора фу. 
Учитывая сказанное, на топографической диаграмме можно не ука
зывать направлений векторов напряжений, а ограничиться только 
обозначением точек.

По топографической диаграмме можно определить напряжение 
м еж ду любыми точками схемы. Для этого достаточно соединить 
соответствующие точки топографической диаграммы отрезком пря
мой и придать этому отрезку надлежащее направление. Так, вектор 
напряжения 0 Ь] представлен на топографической диаграмме 
(рис. 4-11, а) отрезком прямой между точками / и Ь, взятыми в на
правлении от / к Ь.

В отличие от векторов напряжений векторы э. д. с. направлены 
относительно точек топографической диаграммы одинаково с поло
жительными направлениями э. д. с. относительно соответствующих 
точек схемы. Так, вектор э. д. с. Вга (положительное направление 
на рис. 4-10 от точки £ к точке а) направлен на топографической 
диаграмме (рис. 4-11, а) тоже от точки g  к точке а.

Рассмотрим еще один пример. Пусть даны все параметры схемы 
рис. 4-12 и напряжение О на ее зажимах. Требуется найти токи 
в ветвях  и построить топографическую диаграмму.

Эта задача может быть решена аналитически обычным путем: 
сначала схема преобразуется к  простейшему виду, затем опреде
ляется ток /3, потом находятся токи Д и Д и, наконец, вычисляются 
потенциалы всех точек и строится топографическая диаграмма. 
Однако расчет значительно упрощается, если воспользоваться ме
тодом подобия.

Задавшись произвольным значением комплексного тока Д, 
например положив Д =  1, вычислим напряжения гхД и /ш ^Д.
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Затем отложим на диаграмме векторы Д , г х1х и (рис. 4-13).
Сумма векторов г г/х +  /со/.х/г равна вектору напряжения Оьа. 
Затем найдем ток /2 =  ¿76(///со/-2. Вектор Л отстает от вектора Оь<1 
на угол я/2. Ток /3 =  Д -|- /2 определим или аналитически, или 
графически. Из точки Ь диаграммы проводим вектор напряжения
— //3/соС2 под углом я/2 к вектору /3 в сторону отставания. Конец 
этого вектора определяет на топографической диаграмме точку а.

Проводим из точки й  вектор — г3/3, его конец определяет на топо
графической диаграмме точку /, т ак  как  Ф/ =  ф<* — г 313. Вектор 
напряжения Оа/ может не совпадать по значению с заданным напря
жением О . Чтобы привести в соответствие построенную диаграмму 
с заданным напряжением, достаточно изменить масштабы напряж е
ний и токов в отношении

Если сравнить между собой структуры  и методы решения ур ав 
нений узловых потенциалов и контурных токов, то обнаружится 
мцого общего. В частности, это видно при сравнении операций по 
преобразованию схем путем уменьшения числа узлов и числа кон
туров. Все математические выражения получаются сходными по 
форме записи, причем проводимостям в уравнениях узловых потен
циалов соответствуют сопротивления в уравнениях контурных токов. 
Отмеченное сходство можно обобщить и применить, например, для 
целесообразной замены схем при расчетах режимов сложных элек
трических цепей.

Пусть электрическая схема произвольной конфигурации планар
ного вида (без пересекающихся ветвей, расположенных на плоско
сти) имеет в своем составе у  узлов и к  независимых контуров и пусть 
положительные направления контурных токов выбраны так , что 
падения напряжений в общих ветвях входят в контурные уравнения 
с отрицательными знаками х. Предположим, что число независимых

1  Если контурные токи в общих ветвях  имеют одинаковые н ап равлен и я, то 
соответствующие составляющие напряжений входят в контурные уравн ен и я
о положительными знаками.

Ъ

и

Рис. 4-12, Рис. 4-13.

4-7. Дуальность электрических цепей
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узлов (у  — 1) равно числу независимых контуров к, и сравним 
комплексное уравнение контурных токов для любого я-го контура

2  г ^ 1 , = £ ,+  £ ; г , уУ,у=  £ ,  (4-6)
7 = 1 /=1 /=1

¡ ф з
к

где У] 2^- — собственное контурное сопротивление в-го контура 

с уравнением узловых потенциалов для любого я-го узла

2 -  ' к  +  £  у ^ = л ,  (4-7)
/=1 /=1 /=1 
/ ф з  ¡ ф з  ¡ фи

У
где Уз/ — сумма проводимостей всех ветвей, присоединен- 

и = 1
¡ ф э

НЫХ к 5-му узлу.
Легко установить полное сходство в записи уравнений (4-6) 

и (4-7). Из сходства уравнений следует, что для любой заданной 
планарной схемы можно составить другую электрическую схему, 
для которой узловые уравнения типа (4-7) будут идентичны контур
ным уравнениям (4-6) первой схемы. Такие две схемы называются 
д у а л ь н ы м и .  Контурные токи для первой схемы идентичны 
потенциалам соответствующих узлов второй схемы; общие сопро
тивления контуров первой схемы идентичны проводимостям ветвей, 
включенных между соответствующими узлами второй; суммарные 
э. д. с. в контурах первой схемы идентичны узловым токам второй; 
токи в ветвях, обусловленные источниками тока первой схемы, 
идентичны э. д. с. в соответствующих ветвях второй. Иначе говоря, 
справедливы следующие взаимные соответствия:

/4 ф5; 1=: У Ё 3 5= У У 5=1 Ё
При этом общее число узлов второй дуальной схемы на единицу 

больше числа независимых контуров первой схе,мы.
Поскольку возможности преобразования «узловой» схемы не

сколько большие, чем для «контурной» (например, можно преобра
зовать многолучевую звезду в эквивалентный многоугольник, но 
не наоборот), то иногда проще произвести расчет режима узловой 
схемы, а затем полученное решение представить через режим (токи, 
напряжения) контурной схемы.

Рассмотрим в качестве примера схему на рис. 4-14, а. Для этой 
схемы при выбранных положительных направлениях контурных 
токов запишем уравнения:

(%1 +  2 в +  ^4  "Ь ¡1 — ( £4  4 ~ ^ 4) Д — 2 в/3 — ¿х  +  Ё4;
— (̂ 4 4" 2*) ¡1 + (/"2 4" 4̂ 4” 4̂ +  ¿ь) ¡2 ~ ¿ьК —--Ё^-Ь^, (4-8)
— ¿ ъ К  — %ь4  +  (^з +  2 б 4 - ¿в) /3 =  ¿д , 
где =  ¡ч>Ь и ¿ 4  =  1//шС.
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Заменим в уравнениях (4-8) сопротивления — проводимостями, 
контурные токи — потенциалами, а э. д. с. — токами источников 
тока. Тогда получим систему уравнений:

0 71 + ^в+ ^ 4  + ̂ 4) Ф1 — (̂ 4 + У'ч) Ф2 — а̂Фз = Л + Л; 
— (У* + 4̂) Ф1 + (̂ 2+ ^ 4  + У* + 5̂) Фа — в̂Фз= — Л — А;
— УвФ1 — У5Ф2 +  ( /̂3 + ^ 5 + ^ /в)Фз =  А »  

где У„ =  /соС и У\ — 1//со£.

(4-9)

Рис. 4-14.

Этой системе уравнений соответствует электрическая схема, 
показанная на рис. 4-14, б  и дуальн ая схеме, изображенной на рис.
4-14, а.

Таким образом, при выполнении отмеченных выше соответствий 
и численных равенств можно, например, найти потенциалы в схеме

6  Основы теории цепей 161



с проводимостями, которые будут равны контурным токам в схеме 
с сопротивлениями и наоборот. Кроме того, соответствие У 1  
означает, что если у первой схемы сопротивление некоторой ветви
1  =  г  +  }хи причем г  и Х[_ включены последовательно, то соответ
ствую щ ая проводимость второй ветви У =  £ +  ¡Ьс, причем £ и Ь>с 
включены параллельно и емкостная проводимость Ьс численно равна 
индуктивному сопротивлению Хь (рис. 4-15, а и б).

Д л я построения дуальной схемы (например, для показанной на 
рис. 4-14, о) можно пользоваться графическим способом. Внутри 
каждого независимого контура отмечается узловая точка дуальной 
схемы (на рис. 4-14, а  отмечены узлы 1, 2 и 3), общее число которых

равно числу независимых конту
ров. Зависимый узел указывается 
во внешней (по отношению к задан
ной схеме) области (на рис. 4-14, а  
узел 4). Затем между узлами про
водятся линии (пунктирные на 
рис. 4-14, а), каж дая из которых 
пересекает один элемент заданной 
схемы. Например, на рис. 4-14, а 
четвертая ветвь состоит из после
довательно соединенных двух со

противлений и одного источника э. д. с., поэтому между узлами 1 
и 2 проведены три пунктирные линии!

Д л я  определения направлений токов источников тока дуальной 
схемы обратимся к уравнениям (4-8) и (4-9). Из сопоставления урав
нений видно, что если при обходе контура заданной схемы 
(рис. 4-14, а) по направлению контурного тока э. д. с. входит в урав
нение (4-8) с положительным знаком, то ток источника тока в соот
ветствии с уравнением (4-9) в дуальной схеме (рис. 4-14, б) будет 
направлен к узлу, отмеченному внутри этого контура.

Следует особо подчеркнуть, что после графического преобразо
вания полученной дуальной схемы (рис. 4-14, б) должна получиться 
исходная схема (рис. 4-14, а); это позволяет проверить правильность 
построения дуальной схемы (рис. 4-14, б).

Изобразим для большей наглядности все ветви заданной 
мостовой схемы (рис. 4-14, а) отрезками линий (рис. 4-14, в); дуаль
ная схема, изображенная на рис. 4-14, в пунктирными линиями, 
получилась такой же конфигурации. Такие схемы называются само- 
дуальными. На рис. 4-14, г  изображены две самодуальные схемы 
с восемью ветвями, для которых можно написать четыре независи
мых контурных и четыре независимых узловых уравнений.

Пример 4-11. Составить схем у , дуальную  показанной на рис. 4-16, а. Векторы 
Ёъ  £ 2  и J  совпадают по фазе.

Р е ш е н и е .  При выбранных положительных направлениях контурных 
токов /х и / 2 запишем контурные уравнения (4-6):

(Гх +  г» +  г3) ¡1 — г¿2 — ¿1 —г31 ,

-— 5̂̂ 1 “Н (га г4 ''б) /и = — ¿2— '
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(&1+&+£з) Ф1 — gi<f2 =  ¿ i —ga£ =
— g/ h  + fe s+ ^ + ga) Фа= — h  -  g t  Ё = — К -  Л .

Им соответствуют узловые уравнения

После подстановки в обе системы уравнений числовых значений получим:

Последним двум уравнениям соответствует дуальн ая схема на рис. 4-16, б 
Заменив узловые токи соответствующими э. д. с ., получим неразветвленн’ую

(при (р., =  0), что при переходе к заданной схеме даег контурные токи 1г =  I А 
и /2 =  — З А .

4-8. Сигнальные графы и их применение для расчета цепей

Д ля исследования сложных электрических цепей и систем, 
в особенности с обратной связью, полезно наглядное изображение 
уравнений состояния с учетом влияния всех параметров цепи. Такую  
наглядность дает с и г н а л ь н ы й  (направленный) граф, представ
ляющий собой графическое изображение соотношений между пере
менными величинами заданной системы уравнений. Однако достоин
ство таких графов состоит не только в их наглядности; прим ен ени е  
сигнальных графов во многих случаях позволяет оп р ед ел ит ь  за в и си 
мость любой переменной величины  — сигнала через о стальные п е р е 
менные н епосредственно по к онф игурации  графа.

Рассмотрим примеры построения сигнальных графов для электри
ческой схемы рис. 4-17, а. П ользуясь методом контурных токов, 
запишем для этой схемы уравнения:

10/j —5 / 2 =  25 , — 5/ j+ 10/2= — 35; 

lOcpi — 5ф2— 25; —5ф1 -(-10фа =  —35 

при фд =  0 .

Г,=г0м гг=1Пм 35Я

в)
Рис. 4-16.

схему (рис. 4-13, в) стоком / =  20 А и с потенциалами узлов ? г =  1 В , ® 2 =  — 3 В

(4-10)

где Zu  =  Zi -f- Z; Z.,o = Z Z2 Z3.
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Из уравнений (4-10) следует, что

¡1 =  > - • Л  =  — (4-II) 1̂1 1̂1 2̂2 2̂2

Последним уравнениям соответствует сигнальный граф 
(рис. 4-17, б), пред ставляющий с о б о й  совокупность узлов  и направлен
ных вет вей  (имеющих определенное направление).

П ользуясь методом узловых потенциалов и принимая ф3 =  0, 
получаем для той же схемы (рис. 4-17, а) выражения, определяющие 
потенциалы фх и ф2 узлов / и 2 в виде

Ф1 =  ¿ 1  у 1- +  у ”  Фг! Фг =  у - 1  +  у Л  Ф1» (4-12)
*  11 * 1 1  1 22 1 22

где К и  =  У ! +  У +  Г г и Угг =  У2 +  У3.
Этим уравнениям удовлетворяет сигнальный граф, изображенный 

на рис. 4 -17 ,6 . Легко заметить, что уравнения (4-11) и (4-12),
представленные на рис. 4-17 сиг
нальными графами, записаны в 
форме «причинно-следственных» 
отношений, когда каж дая пере
менная выражена в явном виде 
через другие переменные.

Введем дополнительные тер
мины, применяемые для сигналь
ных графов.

И с т о к о м  сигнального 
графа (истоком) называется узел, 
от которого направлены все при
мыкающие ветви. Истоку (обо
значен жирной точкой) соответ
ствует независимая переменная, 
представляющая обычно физиче
скую причину. На рис. 4-17, б и в  
изображены истоки для источ
ника #э. д. с. ¿\  и источника 
тока У.

С т о к о м  сигнального графа 
называется узел, к которому на

правлены все примыкающие ветви и который изображает зависимую 
переменную (сигнал электрической цепи).

В е т в ь ю  с и г н а л ь н о г о  г р а ф а  называется тополо
гическое изображение направленным отрезком элемента схемы 
или зависимости между переменными (токами, э. д. с ., потенциа
лами и т. д .). Например, на рис. 4-18 показано, что между узлами 
к и / сущ ествует передача сигнала от узла £ к узлу /. На рис. 4-17, б  
и в показаны направленные графы, каждый из которых имеет 
четыре ветви.

I ,  4 Ф г г  Ц 

Уг/Уп

Г, Уг/Ъ Ь  
В)

Рис. 4-17.
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К о э ф ф и ц и е н т  п е р е д а ч и  в е т в и  графа, или, короче, 
п е р е д а ч а  в е т в и  характеризует интенсивность передачи сиг
нала по этой ветви и в общем случае выражается в виде а}к =  xjlxk 
или дгу =  а]ьХк (рис. 4-18), где хк и X/ — сигналы в узлах к  и /, 
а а ¡к — передача сигнала из узла & в узел /.

Истоки содержат только выходящие ветви, а стоки — только 
входящие. Любой другой узел, кроме истоков и стоков, соответ
ствует, как  уже отмечено, одной из зависимых переменных системы 
уравнений и может быть назван промежуточным узлом. Передача 
ветви может быть размерной или безразмерной величиной. Напри
мер, в сигнальном графе на рис. 4-17, 6 передала от источника
э. д. с. имеет размерность проводимости; все остальные передачи 
безразмерные. В сигнальном графе на 
рис. 4-17, в передача от источника тока J  а .
имеет размерность сопротивления, а осталь- щ  т ■ . х;
ные передачи безразмерные.

Узловой сигнал в любом узле, кроме рис 418
узлов истока, равен сумме сигналов, посту
пающих по ветвям, направленным к этому
узлу. Ветви, направленные от узла, не влияют непосредственно 
на его узловой сигнал, но создают сигналы в других узлах , к ко
торым они направлены.

В дальнейшем будем пользоваться без специальных оговорок 
более кратким термином «граф» вместо сигнальный граф.

Применение законов Кирхгофа, контурных и узловых уравнений 
для построения сигнальных графов. Д ля построения графа на осно
вании законов Кирхгофа следует придерживаться определенной по
следовательности. Сначала выбирается дерево, содержащее ветви 
с источниками э. д. с. схемы и без источников э .д .с ., но не со
держащее источников тока. Так, на рис. 4-19, а показана мос
товая схема и для построения графа этой схемы выбрано дерево 
из трех ветвей (рис. 4-19,6) с произвольными положительными на
правлениями напряжений Ог и 0 3. Затем напряжения ветвей 
связи выражаются через напряжения ветвей дерева, а токи ветвей 
дерева — через токи ветвей связи; в результате получаются урав
нения

О ^ - О г - О ъ  и 5 =  0 г +  0 3-, 0 в =  ~ 0 1 +  и 2-, (4-13) 

токи ветвей связи

/4 =  ^ 4; 1ь =  0 ъУъ-, 1в =  0 вУв (4-14)

и токи ветвей дерева

Л =  Л +  А.; 2̂ =  — /3 — Д (4-15)
Наконец, напряжения на ветвях дерева выражаю тся через со

противления, токи и э. д. с. ветвей:

¿/2= г 2/а - £ 2; 0 3= г эи .  (4-16)
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Последовательность построения узлов и ветвей графа соответ
ствует последовательности записи уравнений (4-13) — (4-16). На 
рис. 4-19, в изображен граф для заданной мостовой схемы, полно
стью удовлетворяющий приведенным системам уравнений.

Д ля иллюстрации построения графов методом узловых потенциа
лов и методом контурных токов выберем схему, показанную на 
рис. 4-20, а.

П ользуясь методом узловых потенциалов, запишем для этой 
схемы уравнения:

Ф1 У и ~  Фг У4 =  |

-Ф 1 ^ 4  +  Чг^22-Фз^5==0; | (4-17)
-Ф 2^5  +  ФзУзз =  Ь Т в, )

где У ц = У 1 -1- У4; У22=  У«+ ^4+  ^33= ^ 3 +  У 5“Ь У 
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Из уравнений (4-17) находим:

1
Ф1 ~ у ~ 1  +1 И '11

Уц Г , Уь Фз — у  - Е 4- у -
1 33 ' 3 3

ф2;

Фа-

ф2 =  у* Ф1 4- у*  ф3; 
/  22 1  22 (4-18)

(4-19)

Уравнениям (4-18) удовлетворяет граф, показанный на 
рис. 4-20, б.

Пользуясь методом контурных токов, запишем для схемы 
рис. 4-20, а  уравнения

£ 44/4 — 2 2/5 === 3 Z\;
^ 2/4 4 - Z ььl  5 — Z3i в — 0 ;

— 2 3/5 4- Z m l ъ =  — Ь ,

где Ẑ  ̂— Z1 4 - ¿ 4  4 - Zг ,̂ ZЬЬ =  Z<L 4 -  Zъ Z3̂, Zm =  Z3 4 ~ ^ в.
Из этих уравнений получим:

/ _ / I 2-2 / . / _ 22 / , 23 ?
4 7  7  б > 5 7  * 4  “ Г  7  ' ■* 6 >

^ 4 4  ¿ 4 4  ¿ 5 5  ¿ 5 5

/ ____ I  р  I /■“в-----  7 с Т^7 /8-
(4-20)

На рис. 4-20, в построен граф, удовлетворяющий уравнениям 
(4-20).

Таким образом, в зависимости от применяемого метода для 
составления уравнений получаются различные графы для одной 
и той же схемы. При этом 
легко убедиться в том, что 
графы, построенные на осно
вании законов Кирхгофа, 
сложней графов, построен
ных на основании уравнений 
для контурных токов или 
узловых потенциалов.

Преобразования графов и 
их связь с преобразованиями 
электрических схем. Д ля по
лучения правил преобразо
вания графов рассмотрим ряд 
примеров.

Исключим из системы 
уравнений (4-11) ток /2, а из •  
системы уравнений (4 -12) — Зг/г** х* 2г/ г^ 1 5 
потенциал ф2; в результате в>
после элементарных пре- Рис. 4-20.

167

Ъ /Угг у} / узз ,

Фи У*/*» Г* £
6)

ев Е



образований получим:

2ц2гз
к ;

Л=

Ф1

А + 7 - - —  у -  „  г иг и 
. г х . к 2 /

у' у/ Фх “1“ £  у  1" у  у  ^ * / 11/ 22 * 11 г 11* 22

(4-21)

Полученным уравнениям соответствуют графы, показанные на 
рис. 4-21. Из сравнения первых из уравнений (4-11) и (4-21), а такж е 
сопоставления графа, приведенного на рис. 4-17, б, с показанным 
на рис. 4-21, а  следует, что операция исключения контурного тока 
/2 из системы контурных уравнений приводит к устранению контура 
в заданной схеме (рис. 4-17, а) и узла с током /2 в графе рис. 4-17, б. 
В результате исключения этого узла получается в графе (рис. 4-21,а) 
простейший контур, состоящий из петли с передачей, равной произ
ведению передач ветвей ZIZl l  и Z¡ZÍÍ> и ветви от источника тока

Е •

Рис. 4-21.

У с передачей, равной произведению передач ветвей — Z3̂ Z2г и 
ZIZ11. Исключение потенциала ф2 в графе на рис. 4-17, в приводит 
к аналогичному результату, что непосредственно следует из сравне
ния графов рис. 4-17, в и рис. 4-21, б.

Таким образом, решение уравнений соответствует преобразова
нию соответствующих графов. Такие простейшие преобразования 
уравнений и графов показаны в табл. 4-1. Исключение неизвестных 
из системы уравнений автоматически приводит к исключению соот
ветствующих узлов в графе.

Например, исключив из системы уравнений (4-17) или (4-18) для 
схемы рис. 4-20, а и графа, показанного на рис. 4-20, б ,  потенциал 
фа, получим:

1 « у  2 у  у
Ф1= у~  у  +  ^  +  Т 1 Г  ^*11 '  11' 22 ' 11' 22

Кв , У* . . К6У4 .
Фз=  у,-- Е  +  у - & -  Фз +  у Л г -  Ч>1 •

' 3 3  '  22 ' 33 '  22 ' 33

Этим уравнениям соответствует граф, изображенный на рис. 4-22, 
не имеющий узла с потенциалом ф2. При этом исключение второго 
узла привело к тому, что в узл ах  с потенциалами ф! и ф3 появились 
петли с передачами, равными произведениям передач ветвей, кото-
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Простейшие преобразования графов
Т а б л и ц а  4-1

Заданн ы й  граф Э кви вал ен тн ы й  граф
У р ав н ен и я  преобразовани я 

граф а

а

а

а +Ъ

х 1

с+ й

х 1 =  сх:г +  йх2 =  (с  +  й) л:2; 

хг =  ахх +  Ьхх =  (а +  Ь) хх

а ъ аЪ х2 =  ахх\ х3 — Ьх 2; 
х3 — аЬх1

а Ъ ^ —лХг
х3

х4 =  ах3;
лг2 =  Ьх1 =  аЬх3;

Х1 =  сх\ =  асхъ

х%

X,

в^ >*.Ъс
хг

х4 =  ах1 +  Ьх2;
х3 — сх 4 =  асх1 +  Ьсх2

рые непосредственно примыкают к первому и третьему узлам , а также 
изменились передачи ветвей между узлами ф! и ф3.

Прежде чем перейти к расчету режимов в линейных цепях при 
помощи графов, необходимо дать определения: пути, передачи пути, 
контура и передачи контура в сигнальных графах.

П у т ь  — непрерывная последовательность ветвей (в указанном 
направлении), вдоль которой каждый узел встречается не более
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одного раза ; п е р е д а ч а  п у т и  П — произведение передач 
ветвей вдоль этого пути (имеющего определенное направление); 
к о н т у р  — простой замкнутый путь (имеющий определенное 
направление), который начинается и заканчивается в одном и том же 
узле и вдоль которого любой другой узел этого контура встречается 
не более одного раза за один обход контура; п е р е д а ч а  к о н 
т у р а  Ь — произведение передач ветвей в этом контуре.

В приведенных выше примерах были показаны некоторые пре
образования графов, вытекающие преимущественно из простых 
преобразований системы контурных и узловых уравнений схемы. 
Поскольку метод графов может быть применен для анализа и других 
систем (не электрических), то рассмотрим еще один случай преобра
зования в более общей форме.

Рис. 4-23.

На рис. 4-23, а  изображен граф с четырьмя ветвями и одним кон
туром. Исключая из этого графа узел с сигналом х2 при помощи ра
венства х2 = ах 1 +  сх3, получаем для узлов х3 и лг4 уравнения

х3 =  Ьх2 =  аЬхх-\-Ьсх3\ хА =  йх3. (4-22)

Этим уравнениям соответствует граф, приведенный на рис. 4-23,6. 
После подстановки значения х3 из первого уравнения системы 
(4-22) во второе определяется сигнал

*4 =  П гЬ *1 . (4-23)

Таким образом, исключение петли приводит к графу (рис. 4-23, в) 
с одной ветвью, передача которой,равна аЬй/( 1 — Ьс), где произ
ведение аЬй равно передаче пути П14 между узлами с сигналами 
х1 и х4, а  произведение Ьс равно передаче контура Ь.

Расчет коэффициента передачи при помощи графов. Прежде чем 
получить общую формулу для определения коэффициента передачи 
линейной электрической цепи произвольной конфигурации при по
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мощи графов, рассмотрим несколько достаточно общих примеров на 
определение коэффициента передачи.

На рис. 4-24 изображен четырехконтурный граф, часть узлов 
которого для упрощения обозначена цифрами, с контурными пере
дачами: Ьл — Ы, ¿ 2  =  с/г; Ь3 =  <1% и =  е[. Сигнал распростра
няется из узла х0. Требуется определить коэффициент передачи хв1х0.

Д ля узлов /, 2, 3, 4, 5, 6 справедливы уравнения

=  ах0 +  гх2; х 2 =  bxx +  hx3; 
*з =  cx2 +  gx t ,  x4 =  dx3 +  fx5; 
х5= ех 4; xe =  kxL.

Искомый коэффициент передачи определим, постепенно исклю
чив остальные неизвестные, начиная с х5, из системы уравнений. 

Иначе говоря,
х4 =  dx з +  fx  5 =  dx3 +  [exit

откуда
Xi =  dx3/( 1 — Li).

Затем из уравнения

Хз =  схг +  =  сх2 +

определим
Л’з =  С (1 — L4) Х-2/(\ — ¿3 — L4)

и т. д. В результате получим связь  между хх и х0 в виде

у  * —  (^-i Н~ ̂ -2 ~Ь ¿ а  ¿ 4)  ~Ь j-xL3 -f- -f- L ,L 4 ____

1 1—(¿2+ ¿3  +  ̂ -4)+¿2^-4
откуда

*1 _  ________ —  ( ¿ 2  4~ ¿ 3  +  ¿-4) 4~ W - 4]_____________

Х0 1 —  (/ -! +  1 2 +  ¿ 3  +  ^-4)  +  ¿ 1 ^ 3  +  ¿ 1 ^ 4  +  ¿-2^-4

Искомый коэффициент передачи

х в __ k x i  __ ________ilk  [ 1 —  ( ¿ 2  ~Ь ¿ 3  ~Ь ^-4) ~Ь J ‘ \I________
х0 х0 1 — (L i+ L 2 +  L3 +  Z.4) +/-iL3 +  LiZ-4 +  L2L4 (4-24)
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Числитель этого выражения равен произведению передачи пути 
Пх =  на определитель =  1 — (Ь2 +  Ь3 +  ¿ 4) +  Ь2Ь4, кото
рый получается вычитанием из единицы передачи всех контуров, не 
касающихся пути с передачей Пх, и суммированием произведения 
контурных передач не касающихся друг друга контуров Ь2 и ¿ 4 
и пути с передачей Пг. Знаменатель в этом случае равен определи

телю графа рис. 4-24, который получается вычитанием из единицы 
всех передач контуров графа и суммированием с полученной раз
ностью попарных произведений передач всех не соприкасающихся 
друг с другом контуров.

В качестве второго примера рассмотрим граф, показанный на 
рис. 4-25, для которого нужно найти коэффициент передачи сигнала 
из первого узла в шестой, т. е. найти отношение хй!хх.

Запишем уравнения для узлов 2, 3, 4, 5 и 6: х2 = ахх +  Ьх3\ 
х3 =  Ьх2 +  дх4\ х4 =  схз +  /х5; х5 = с1х4; хв =  ехъ. Исключив из 
этих уравнений неизвестные сигналы в узлах графа, начиная от его 
конца, получим:

________________ а  ( 1  — ¿ 3 )

* 1  1 —  (^-1 +  ^ 2 “Н ^ 'з ) + ^ 1 ^ 3

П оскольку *6 =  ейх4 и х4 =  сх% +  ¡с1х4, то
ес1сх3 е(1сЬ ( 1 — £3) ейсЬх.,

*в =  Т=-Ц ~  (1 _ 1 з )(1 _ 1 2_ 1 з) х*~ 1 - Ц - Ц -

Наконец,
__ аЪсЛе ________

или окончательно
■*« ___________ аЬсйеР1_______  /а . ок\
•*1 1 —  ( ¿ 1  +  ^ г  +  ^-з)

Числитель полученного выражения (4-25) равен произведению 
передачи пути от узла х1 к  узл у  хв на определитель О и  т. е. = 
=  аЬсйе  на О х. Поскольку путь с передачей проходит через все 
узлы  схемы, то определитель числителя получается равным единице 
(£>х =  1). Знаменатель выражения (4-25) определяется аналогично 
знаменателю (4-24) и получается вычитанием передач всех трех 
контуров из единицы и суммированием с полученным выражением 
произведения передач двух  несоприкасающихся контуров ( ¿ х иЬ3).

При определении передачи от источника к любому узлу графа 
можно, не применяя преобразований, непосредственно пользоваться
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общим решением уравнений, определяющих состояние системы. 
Однако, прежде чем дать общее решение этой задачи, рассмотрим еще 
граф в виде полного треугольника (рис. 4-26, а). Можно показать, 
что такой граф получается для электрической схемы, имеющей форму 
полного пятиугольника, у которого потенциал одного из четырех 
независимых узловых уравнений исключен.

где ¿22 =/= ¿21» ¿23 ^^34 И ¿13 /31 .
Определить любой из узловых сигналов, например х2, можно 

через определители:

Хд 1

* ) В)
Рис. 4-26.

Д ля этого графа справедливы уравнения 

*1 = *о4* ¿11*1 4" ¿21*2 4~ ¿31*3;
*2 =  ¿22*2 4“ ¿12*1 4" ¿32*3» *3 =  ¿33*3 4" ¿13*1 4~ ¿23*2>

ИЛИ

(4-26)

*2 — *о^1 г/О, (4-27)
где

(1  —  ¿ и )  1 - ¿ 3 1  

¿>12= ¿12  0  — ¿32 ;
¿13  0  ( 1  —  ¿ 33)

( 1 — ¿ и )  — ¿21 — ¿31 

¿ )  =  ¿12 (1  — ¿22)  —  ¿32

- ¿ 1 8  — ¿23 (1 — ¿зз)

(4-29)

(4-28)
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В раскрытой форме определитель

Из полученного выражения следует, что второе — девятое сла
гаемые представляют собой передачи всех восьми контуров, имею
щихся в графе; остальные слагаемые (за исключением единицы) 
состоят из произведений передач контуров, не соприкасающихся 
д р уг с другом, т. е. не имеющих общих точек в графе. Отметим, 
что передачи всех контуров входят в выражение (4-30) с отрицатель
ными знаками, а их попарные произведения — с пбложительными 
знаками. Последнее слагаемое, равное произведению передач трех 
несоприкасающихся контуров, имеет отрицательный знак. Особо 
подчеркнем, что произведения четного числа контурных передач 
всегда входит в определитель с положительными знаками, а нечет
ного — с отрицательными.

Определитель

где Щ =  ¿,2 и Л 2 =  ¿!^32 — передачи путей от источника сигнала 
в узел 2 (рис. 4-26, б); £> 1 =  (1 — ¿33) — определитель части графа, 
не касающейся пути с передачей П(; £>2 =  1. поскольку путь с пе
редачей Щ проходит через все узлы схемы.

Обобщив результаты приведенных примеров, получим, что в об
щем случае коэффициент передачи графа определяется по формуле 
(Мезона)

— произведение передач контуров к -й возможной комби
нации г  несоприкасающихся контуров при г  >  1. При этом формула 
разложения определителя D (4-32а) может быть применена и для 
разложения миноров числителя (4-32) О гК, что, в частности, непо
средственно следует из (4-31) и подтверждается выражениями

Пример 4-12. П ользуясь графом (рис. 4-20, б), определить ток в сопротивлении 
¿ з  схемы , показанной на рис. 4-20, а.

Р е ш е н и е .  Т ак  к а к  в схеме два  источника (э. д. с. £  и тока У), то для опре
деления тока / 3 найдем потенциал ф3 =  6 3, пользуясь принципом наложения. 

Потенциал ф ,̂ создаваемый э. д . с. Ё, определяется по формуле (4-32):

Б 12 -— ¿12 (1  —  ¿33) +  ¿13^32 — (4-31)

1 - 2 ] 4 1)+ 2 ; 4 2)- 2 : 4 3 ,+ -
(4-32)

к к к

где

0  =  1 - 2 Д 1'+ 1 ] Д 2,- 1 : Д 3, +  . . . ;  (4-32а)
к к к

(4-24), (4-25).
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где передачи контуров графа

Ц  =  К|/УПУ 22; ¿ 5 = У §/ У 22У33.

В числитель полученного вы ражения входит передача / 4 ко н тур а , не касаю 
щегося пути У^Узз-

Потенциал фЗ’, создаваемый источником тока j ,  находится по той ж е формуле 
(4-32):

где передача пути П ;:, =  У4Уь/Уп У22Узя и 0[.л =  1.
Потенциал ф3> создаваемый обоими источниками,

г'г , ,  , (Уц/Узз) £ (1 -  Ц) + (1 /уи) ¿У4У5/У22У33
и з — Тз — Ф з ' Т т з ----------------------------- ^ ^  _¿ 5-------------------------- '•

Ток в сопротивлении 2 3, очевидно, равен:

, „  (УвУ3/У33) £ (1 -  Ц) + (У3!Уи) 1 у\Уъ!УчаУ& 
ы - и 3у 3--------------------------1 - ц - ц  •

В заключение полезно подчеркнуть, что, пользуясь графами 
и формулой (4-32), можно во многих случаях сразу определить 
искомые величины, не решая совместно системы заданных уравне
ний электрического состояния той или иной цепи.

Г л а в а  п я т а я  

РЕЗОНАНС В ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ

5-1. Резонанс в неразветвленной цепи

Р е з о н а н с о м  называется такой режим пассивной цепи, со
держащей катушки индуктивности и конденсаторы, при котором 
ее входное реактивное сопротивление или ее входная реактивная 
проводимость равны нулю. При резонансе ток на входе цепи, если 
он отличен от нуля, совпадает по фазе с  напряжением.

Рассмотрим последовательное соединение сопротивления, ин
дуктивности и емкости (рис. 3-8). Такую цепь часто называет п о- 
с л е д о в а т е л ь н ы м  к о н т у р о м .  Для нее наступает резо
нанс, когда х =  XI — Хс = 0 или XI = хс , т. е.

1/соС. (5-1)

При Хь = Хс значения противоположных по фазе напряжений 
на индуктивности и емкости равны (рис. 3-11, б), поэтому резонанс 
в рассматриваемой цепи называют р е з о н а н с о м  н а п р я 
ж е н и й .

Напряжения на индуктивности и емкости при резонансе могут 
значительно превышать напряжение на зажимах цепи, которое равно 
напряжению на активном сопротивлении. Полное сопротивление 
цепи г при х = О минимально: г  =  У г г +  х2 =  г, а ток / при задан
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ном напряжении U достигает наибольшего значения U/r. В теоре
тическом случае при г  =  0 полное сопротивление цепи в режиме 
резонанса такж е равно нулю, а ток при любом конечном значении 
напряжения U бесконечно велик. Точно так ж е бесконечно велики 
напряжения на индуктивности и емкости.

Из условия « L  =  1/(оО следует, что резонанса можно достичь, 
изменяя либо частоту напряжения источника, либо параметры 
цепи — индуктивность или емкость. Угловая частота, при которой 
наступает резонанс, называется р е з о н а н с н о й  у г л о в о й  
ч а с т о т о й

о)0 =  1/уТС. (5-2)

Индуктивное и емкостное сопротивления при резонансе

<ú0L^\/(ü0C =  VVC =  p. (5-3)

Величина р называется х а р а к т е р и с т и ч е с к и м  с о 
п р о т и в л е н и е м  цепи или контура.

Отношение напряжения на индуктивности или емкости к на
пряжению, приложенному к  цепи, при резонансе

U ,  и с  р  1  р

7/ = 7 7  = 7 7  =  7  =  0  <5-4)

называют д о б р о т н о с т ь ю  к о н т у р а  или коэффициентом 
резонанса. Коэффициент резонанса указывает, во сколько раз 
напряжение на индуктивности или на емкости при резонансе больше, 
чем напряжение, приложенное к цепи: Q >  1, если р >  г. Наиме
нование «добротность» контура будет разъяснено в следующем 
параграфе.

Д л я  уяснения энергетических процессов при резонансе опре
делим сумму энергий магнитного и электрического полей цепи 
w =  wM +  w9. Пусть ток в контуре i — Im sin щ(. Тогда напряже
ние на емкости

ис  =  UCm sin (cú0¿ — я/2) =  — UCm cos сo0t.
Суммарная энергия

Li2 Си?с  LI-m си*г „
W =  wa +  w3= -^ -  +  —  =  —  Sin2CÖ0H ----- 2 cos2 w0t.

Но

UCm —  ¡m  — У  L/C I m,

откуда
CU Cm/2 —LI m/2

и, следовательно,
L/%. CU%m 

W =  Wu -\-W3 —  - y  =  ---- 2 ”  =  const,
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т. е. сумма энергий магнитного и электрического полей с течением 
времени не изменяется. Уменьшение энергии электрического поля 
сопровождается увеличением энергии магнитного поля и наоборот. 
Таким образом, наблюдается непрерывный переход энергии из 
электрического поля в магнитное поле и обратно.

Энергия, поступающая в цепь от источника питания, в любой 
момент времени целиком переходит в тепло. Поэтому дл я  источника 
питания вся цепь эквивалентна одному активному сопротивлению.

Наименование «резонанс» для рассмотренного режима цепи заимствовано из 
теории колебаний. К ак известно, резонансом называется процесс вынужденных 
колебаний с такой частотой, при которой интенсивность колебаний при прочих 
равных условиях максимальна. Но характеризовать интенсивность колебательного 
процесса можно по различным проявлениям , максимумы которых наблюдаются 
при различных частотах. Поэтому нужно условиться о критерии резонанса.

В электрической цепи колеблются заряды . Можно было бы в зять  за  критерий 
резонанса максимум амплитудного значения заряда на емкости, что соответствует 
максимальной амплитуде напряж ения на емкости. Этот критерий определяет 
а м п л и т у д н ы й  резонанс. Д л я  принятого в начале параграф а критерия 
резонанса ток при резонансе совпадает по фазе с приложенным напряжением, 
это так  называемый ф а з о в ы й  р е з о н а н с . В  рассматриваемой схеме (рис. 3-8) 
фазовый резонанс наступает при максимальной скорости движ ения колеблющихся 
зарядов или максимуме тока.

Если заряженный конденсатор зам кн уть  на катуш ку индуктивности, то в 
такой цепи при достаточно малом сопротивлении катуш ки наблю дается процесс 
затухаю щ их колебаний напряжений и то ка . Частота этих колебаний называется 
частотой собственных или свободных колебаний. Отметим, что частоты , при кото
рых наблюдаются фазовый и амплитудный резонансы, не совпадаю т с частотой 
собственных колебаний (они совпадают только в теоретическом сл уч ае , когда со
противление цепи равно нулю). Принятый здесь критерий резонанса применим и 
в том случае, когда в цепи вследствие большого сопротивления собственные коле
бания невозможны.

5-2. Частотные характеристики неразветвленной цепи

Пусть к цепи (рис. 3-8) приложено синусоидальное напряжение 
и — Um sin со/, амплитуда которого неизменна, а частота может 
изменяться в пределах от 0 до о о .

Изменение частоты приводит к изменению параметров цепи. 
Меняется ее реактивное, а следовательно, и полное сопротивление, 
а такж е угол ф (аргумент комплексного сопротивления). Зависимо
сти от частоты параметров цепи назовем ч а с т о т н ы м и  х а 
р а к т е р и с т и к а м и  ц е п и ,  зависимости действующих или 
амплитудных значений тока и напряжения от частоты — р е з о 
н а н с н ы м и  к р и в ы м и .

На рис. 5-1 даны частотные характеристики x¿, — хс  и х — xL —
— Хс- Изменение реактивного сопротивления приводит к  изменению 
режима цепи. На рис. 5-2 приведен примерный вид резонансных 
кривых / (со), Uj. (со), Uc  (со) и кривой ф (со) для цепи, добротность 
которой Q =  1,25. При со =  О напряжение, приложенное к цепи, 
во времени не изменяется, поэтому ток в цепи отсутствует. При из
менении частоты от 0 до со0 реактивное сопротивление х =  x¿ — хс  
имеет емкостный характер и изменяется от — оо до 0 (рис. 5-1).

177



Вследствие этого ток возрастает от 0 до наибольшего значения 
и  ¡г, а угол сдвига фаз между напряжением и током изменяется от
— л/2 до 0. При изменении частоты от со„ до оо результирующее 
реактивное сопротивление возрастает от 0 до оо и имеет индуктив
ный характер . Вследствие этого ток уменьшается от наибольшего

значения до 0, а угол <р возрастает от 0 до л/2. Напряжение г1 из
меняется пропорционально току.

В выражении напряжения на индуктивности и д =  лгд/ оба 
сомножителя зависят от частоты. При <в =  0 сопротивление X/. =  0, 
ток / — 0 и, следовательно, ¿У/. =  0. При изменении частоты от 0 
до со0 оба сомножителя увеличиваются и ¿//. возрастает. При даль
нейшем увеличении частоты (со >  (о0) ток / уменьшается, но за счет 
роста со£ напряжение и ь продолжает возрастать. Анализ, который 
здесь не приводится, показывает, что для цепи с добротностью <2 <; 
< 1 / ^ 2  это возрастание продолжается непрерывно до значения I/, 
а для цепи с добротностью 1/^2 напряжение ¿У/, при некото
рой частоте сод >  со0 достигает максимума ¿/¿макс >  и ,  а затем 
уменьшается. При со =  оо и со£ — оо, следовательно, ¿Д =  и .

Теперь рассмотрим зависимость напряжения на емкости Не — 
= хс 1 от частоты. При со =  0 тока в цепи нет, поэтому 11с  = V. 
При возрастании со, начиная от нуля, хс  непрерывно уменьшается. 
Анализ показывает, что д ля  цепи с добротностью <2 <  1/]/2 напря
жение и с  непрерывно уменьшается, а при <2> 1/|^2 напряжение 
сначала из-за возрастания тока / увеличивается, достигает при не
котором значении частоты сос <  со0 максимума и с  макс >  ¿/, а затем 
уменьшается.

Уменьшение напряжения и с  =  Хс1 с ростом частоты начинается 
при частоте сос, меньшей со0, вследствие непрерывного уменьшения 
хс . При со — оо как /, так  и хс  равны нулю, поэтому ¿/с =  0. За
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метим, что и с макс =  ^¿макс- При со — со0, к ак  было отмечено,
и с = и ,  = (¿11.

График зависимости тока от частоты показывает, что рассмат
риваемая цепь обладает «избирательными свойствами». Цепь обла
дает наименьшим сопротивлением для тока той частоты, которая 
наиболее близка к ее резонансной 
частоте.

Избирательными свойствами та 
ких цепей широко пользуются в 
электросвязи и радиотехнике. При 
этом режим резонанса является 
нормальным режимом работы. На
оборот, в устройствах, где резо
нансный режим не предусмотрен, 
появление резонанса нежелатель
но, так  как возникающие значи
тельные напряжения на катуш ке 
и конденсаторе могут оказаться 
опасными для изоляции.

Выясним влияние параметров 
цепи на форму резонансной кри
вой / (со). Д ля удобства сравнения резонансных кривых друг с дру
гом будем их рассматривать в виде зависимостей

///0 =  ^1  (со/со0),

где /0 =  1Лг— действующий ток при резонансе.
Преобразуем выражение полного сопротивления цепи:

г =  ' [ Л 2 +  (ю£ -  „ у 2 =  У  г* +  с о ^  -  ^ ) 2 =

=  г V  1 +  О2 (“ /«о — Юо/®)2.
Ток в цепи

г г у 1 +  <?2 (со/Шо —  С00/ ш )2 \  1 +  <22 (й>/ш0 —  о>0/ а ) )2 '

Выражение (5-5) показывает, что влияние параметров цепи на 
вид резонансной кривой полностью учитывается величиной (

На рис. 5-3 представлен ряд резонансных кривых. Чем больше С?, 
тем острее резонансная кривая, тем лучше «избирательные свойства» 
цепи, что и послужило одной из причин назвать С} добротностью 
контура. Заметим, что наибольшие достигаемые на практике значе
ния ф контуров, состоящих из катуш ек индуктивности и конденса
торов, лежат в пределах 200—500.

Д ля оценки избирательных свойств цепи вводят условное поня
тие ширины резонансной кривой или полосы пропускания контура, 
которую определяют как разность частот, между которыми отно
шение ///„ превышает 1/]/2.

Рис. 5-3.
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На рис. 5-3 проведена горизонтальная линия, соответствующая 
///„ =  1/)/2. Ее пересечение с резонансными кривыми определяет 
граничные частоты (в относительном масштабе), между которыми 
расположены полосы пропускания контуров. Из рисунка видно, 
что чем выше добротность, тем уж е полоса пропускания контура.

5-3. Резонанс в цепи с двумя параллельными ветвями

Рассмотрим цепь с двумя параллельными ветвями: одной— с со
противлением и индуктивностью, а другой — с сопротивлением и

емкостью (рис. 5-4). Такую цепь часто 
/  называют п а р а л л е л ь н ы м  к о н 

т у р о м .  Резонанс наступает, когда 
входная реактивная проводимость0-

и

0-

Ь =  Ь1-\-Ь2 =  0 или Ь2——Ьи  (5-6)

реактивные проводимости

Рис. 5-4.

р е з о н а н с а  т о к о в .

где Ь1 и Ь2 
ветвей.

При Ь2 =  — Ьх противоположные по 
фазе реактивные составляющие токов 
равны (рис. 5-5), поэтому резонанс в 
рассматриваемой цепи получил название 
Из векторной диаграммы видно, что при 

резонансе ток / на входе цепи может быть значительно меньше 
токов в ветвях . В теоретическом случае при гх =  г2 =  0 токи /х 
и /2 сдвинуты по фазе относительно напряжения 
на углы +  л/2 и — л/2 (рис. 5-6) и суммарный 
ток / =  1Х +  /2 =  0. Входное сопротивление 
цепи при этом бесконечно велико.

Подставив в соотношение (5-6), т. е. в условие 
резонанса, значения Ьх и Ь2, выраженные через 
параметры цепи и частоту, получим:

1/соС
г ? +  («£ )*  /* +  (1/шС)*

= 0 . (5-7)

Изменением одной из величин (со, Ь, С, гх, 
г2) при остальных четырех постоянных не всегда 
может быть достигнут резонанс. Резонанс от
сутствует, если значение изменяемой величины 
при ее определении из уравнения (5-7) полу
чается мнимым или комплексным. Д ля £ или С 
могут получаться и по два различных веществен
ных значения, удовлетворяющих уравнению (5-7). В таких случаях 
изменением Ь или С можно достичь двух различных резонансных 
режимов.
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Решая уравнение (5-7) относительно со, находим следующее 
значение для резонансной угловой частоты:

I ,

, „ „ • (5-8)
\ L C V  L / C - r ? ,  Г p* - r ¡  v '

Резонанс возможен, если сопротивления гх и г2 оба больше или 
оба меньше р. Если ж е это условие не выполнено, получается мнимая 
частота toó, т. е. не существует такой частоты, при 
которой имел бы место резонанс.

При гх = т2 Ф  р резонансная частота со', =  со„, 
т. е. такая ж е, как  и при резонансе в последова
тельном контуре.

При гх = г2 =  р резонансная частота coó =  0/0 
имеет любое значение, т. е. резонанс наблюдается 
на любой частоте. Действительно, при гх =  г2 =  р 
эквивалентное сопротивление

,  г ,г ,
^  * ---  -7 I *7 ---  Г> I  ̂ Р »Z1 Jr Z2 2r-\-j  ((úL — 1/шС)

U

1=0

Рис. 5-6.т. е. эквивалентное сопротивление цепи — актив
ное и не зависит от частоты. Следовательно, ток 
совпадает по фазе с напряжением при любой частоте и его дей
ствующее значение равно Ш р.

Заметим, ^то в радиотехнике и электросвязи применяются кон
туры с малыми потерями, т. е. в них гх и г% малы по сравнению с р. 
В таких условиях резонансную частоту можно вычислять по формуле

со'=1 = С0 0 .

Анализ, который здесь не приводится, показывает, что в общем 
случае сумма энергий электрического и магнитного полей при резо
нансе не остается постоянной. Эта сумма постоянна только в тео
ретическом случае, при гх = г2 =  0.

- 0 - С = >

е)

©

Рис. 5-7.

Пример 5-1. У гловая частота со и действующее значение / синусоидального 
тока, подводимого к цепи (рис. 5-7, а), поддерживаются неизменными. Емкость 
конденсатора без потерь изменяется до тех пор, пока при некотором значении С
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напряж ение £У, измеряемое вольтметром, не достигнет максимального значения 
(/макс. По известным величинам ш, I, С, (Умакс и /? требуется определить и /■ 
катуш ки , присоединенной к  зажимам  1 и 2.

Р е ш е н  и е . Проще всего задача решается путем преобразования схемы 
в эквивалентную , состоящую.из переменной емкости и двух  параллельно соеди
ненных элементов — активной g  и индуктивной Ь/ проводимостей (рис. 5-7, в) — 
с источником тока J^, подсоединенным к  зажимам 3 и 4.

В этой схеме при неизменном действующем токе J l и изменении емкости 
максимум  н апряж ени я, измеряемого вольтметром, будет наблюдаться при резо
нансе токов , т а к  к а к  входное сопротивление цепи при этом максимально.

В соответствии с намеченным путем решения приступаем к  преобразованию 
схемы. П итание цепи (рис. 5-7, а) заданным током / может рассматриваться к ак  
питание от источника тока У =  / (показан пунктиром). Заменим источник тока 
источником э . д . с. Е =  /?/ (рис. 5-7, б), а от источника э. д. с. перейдем к новому 
источнику то к а , подключенному к  зажимам  3 и 4. Ток этого источника

J 1 = E/z = R//z,
где

г = у >  + Я)2 + (со/,)2.

П оследовательное соединение элементов Я, г и Ь заменим параллельным 
(рис. 5-7, в) с  проводимостями

§ =  (/■ +  Я)/г2; Ь, =  со1/г2. (а)

М аксим ум  напряжения м еж ду зажимами 3 и 4 наблюдается при резонансе то
ков, ко гда

Ь1 =  ЬС — соС (б)

и *
^маКС = (1/£) Л = Я//£2.

Из последнего равенства найдем связь  между неизвестными g  и г:

(в)

где для сокращ ения записи отношение известных величин £/макс/Я/ обозначено а .  
П одставив (б) и (в) в выражение g2 +  Ь£ =  1/г2, получим:

§ 2 +  ((оС)2 = § 2а 2,

откуда

о >С ,  1 а 2 — 1
г = '

I а 2 — 1 ’ g-а 2 (соС)2 а 2

Н аконец , из (а) найдем, что

,2  _  1 а 2 — 1 _ _  _ _  У  а2 — 1 _
аЦ— *1г “  шС г ~8г — *■

5-4. Частотные характеристики параллельного контура

Построим резонансную кривую тока / (со) в неразветвленной 
части параллельного контура при постоянном напряжении 11 источ
ника питания для идеального случая гх = г2 =  О (рис. 5-8, а).
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На рис. 5-8, б  показаны частотные характеристики проводимос
тей ветвей Ь1 =  Ьд =  1/со£ и Ь2 =  — &с — — ®С и входной про
водимости цепи Ь =  Ьх +  Ь2 =  1/со£ — соС. Ток / =  | Ь | II, поэ
тому кривая | Ь | =  ё (со) в соответствующем масштабе и есть ре
зонансная кривая тока 7(ы). __

При изменении частоты от 0 до со0 =  \l~\f ¿С  эквивалентная про
водимость Ь >  0, т. е. индуктивная, и изменяется от оо до 0. При
со со0 наступает резонанс токов, b = 0, 1 = 0, 1г i//co0L =
=  UI р и /2 =  сo0CU =  UI р. При возрастании частоты от со0 до оо 
входная проводимость b <  0, т. е. емкост
ная, и изменяется от 0 до — оо.

В общем случае при сопротивлениях г1 
и г2, не равных нулю (рис. 5-4), входная 
активная проводимость цепи отлична от 
нуля при любой частоте, поэтому ток / ни 
при одном значении частоты не равен 
нулю. Анализ, который здесь не приво
дится, показывает, что при условии г, <; р 
и г2 <; р зависимость I  = F (со) при 
U =  const имеет минимум, причем этот 
минимум наблюдается при частоте, отли
чающейся от резонансной частоты. Послед
нее объясняется тем, что максимум полного 
входного сопротивления получается при 
частоте, для которой дг/'дсо =  0, а резо
нанс имеет место при частоте, для кото
рой b =  0 или х =  0. Чем меньше гг и г2, 
тем меньше минимальное значение тока /, тем ближе значение 
частоты, при которой наблюдается минимум тока, к  резонансной 
частоте и тем больше график / =  F (со) похож на кривую  / (со) 
при гг =  г2 =  0 (рис. 5-8).

При условии гг р и U =  const ток I, к ак  было показано
в § 5-3, при любой частоте одинаков. Зависимость / =  Р  (со) не имеет 
ни максимума, ни минимума и графически представляется прямой, 
параллельной оси абсцисс.

Анализ показывает, что при условии гх >  р и г2 >  р кривая 
/ =  Р (со) при некотором значении частоты достигает максимума.

5-5. Понятие о резонансе в сложных цепях

Условия резонанса 6 = 0  или х =  0 для разветвленной цепи с несколькими 
индуктивностями и емкостями дают для частоты со уравнения, которые могут 
иметь несколько вещественных корней. Д ругими словами, у  разветвленной цепи 
может быть несколько резонансных частот.

Рассмотрим, например, цепь рис. 5-9, а, потерями в которой можно пренеб
речь. Входное сопротивление цепи реактивное:

Z  =  j<s)L3 -|-
¡ ы Ц  (— у/соС2) 

/coLj — //соС3 / С0/-3
(oL,

со 2IXC3-  1
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Резонанс наступает при Ь =  0 или х — О, причем если х =  0, то b =  оо, и, 
наоборот, если Ь =  0, то х =  оо. Это справедливо всегда, если пренебречь актив

ными сопротивлениями в ветвях . Следовательно, 
резонансными будут частоты, обращающие х в 
нуль или в бесконечность. В рассматриваемом 
случае х =  оо при to2 i.1 C2 — 1 =  0 или

0)= l/Ki-iC3 = coT.
При этой частоте наступает резонанс токов 

в параллельны х ветвях с Lx и Са. П олагая х =  О, 
получаем:

Ын — V (¿1 +  ̂ з)//-1̂'зС2-
При этой частоте имеет место резонанс напря

жений в последовательном контуре, состоящем из 
индуктивности и емкости, эквивалентной двум па
раллельным ветвям. Таким образом, у  рассматри
ваемой цепи две резонансные частоты: сот и сон.

На рис. 5-9, б приведены частотные характе
ристики проводимостей и сопротивления рассмат
риваемой цепи. Кривые ft, =  l./coLi и b2 =  — соСг 
представляю т характеристики проводимостей вет
вей 1 и 2. Суммируя ординаты этих кривых, 
получаем характеристику эквивалентной проводи
мости Ь' д вух  параллельных ветвей 1 и 2. Кри
в а я  х' — Mb' представляет эквивалентное сопро- 

ветвей. С уммируя ординаты • кривых х' и х3 =  а>Ц, 
построим характеристику входного сопротивления цепи х. Эта характеристика 
имеет д ве  особые точки при со =  сот и со =  соа .

Г л а в а  ш е с т а я  

ЦЕПИ С ВЗАИМНОЙ ИНДУКТИВНОСТЬЮ

6-1. Индуктивно связанные элементы цепи

В том случае, когда изменение тока в одном из элементов цепи 
приводит к появлению э. д. с. в другом элементе цепи, говорят, что 
эти два элемента и н д у к т и в н о  с в я з а н ы ,  а возникающую 
э. д. с. называют э. д. с. взаимной индукции.

Степень индуктивной связи двух элементов цепи характеризуют 
к о э ф ф и ц и е н т о м  с в я з и  /г, под которым понимают отноше
ние

к =  М/У~йй, (6-1)

где М — взаимная индуктивность элементов цепи;
и -  индуктивности элементов цепи.
П окажем на частном примере, что коэффициент связи всегда 

меньше единицы, и выясним, при каких условиях он мог бы быть 
равен единице.

П усть две катушки намотаны в виде тонких колец большого 
диаметра. При указанной форме катушек с большой степенью 
точности можно считать, что все витки каждой катушки сцепляются

тивление параллельных
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с одинаковым магнитным потоком. На рис. 6-1 показана схематичес
кая  картина магнитного поля при наличии тока в первой катуш ке. 
Витки первой катушки сцепляются с магнитным потоком самоиндук
ции Фи , а витки второй катуш ки — с магнитным потоком взаимной 
индукции Ф21. Потокосцепления само
индукции и взаимной индукции первой 
и второй катушек

4^1 =  ДОдФп! 4 ^ =  К>2Ф 21 .

По определению индуктивность пер
вой катушки и взаимная индуктивность 
между катушками

г _  Ц^Фц.
н н ’и -

Ч> - = ви2Ф 21

н »1
м = м 21 =

По поводу этих отношений сделаем некоторые пояснения.
Положительные направления тока и магнитного потока самоин

дукции условились всегда выбирать согласованными по правилу 
правого винта, поэтому, когда 1х >  0, то >  0, а когда <  О, 
то и <; 0 и, следовательно, отношение 1Ри /11 всегда положительно. 
Что же касается положительного направления для потока взаимной 
индукции Ф21, то его выбор произволен, поэтому отношение /г\

может иметь любой знак. Т ак  к ак  в этой 
книге взаимная индуктивность считает
ся  положительной величиной, то вы ра
жение для М записано к а к  абсолютное 
значение | Чг21/11 |.

На рис. 6-2 показана схематическая 
картина поля при наличии тока только 
во второй катуш ке. По определению

,  _  ^22 _  , 

2  <2 <2

М = М 12 = И>]Ф14
*2 Н

Равенство М12 = М.п  = М может быть доказано исходя из 
условия независимости энергии4 магнитного поля токов ^ и г2 
от порядка их возрастания от н уля до своих конечных значений. 

Составим отношение
М Л,М,12т21

Так как  I Ф12 <  I Ф

ио1тгФпФ.Л
Ш1Ш2ФиФ22 =  £2.

и I Ф 21 I <  I Фц |, то£а <  1. Коэффи
циент связи двух катушек мог бы равняться единице, если бы | Ф12 | =

22

Ф* И I Ф, Фи |, т. е. весь поток, создаваемый током
в одной катуш ке, полностью (без рассеяния) сцеплялся бы с витками
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другой катуш ки, что возможно лишь при совмещении катушек. 
Практически витки двух катуш ек, так же как и различные витки 
одной и той ж е катушки, пронизываются неодинаковыми магнитны
ми потоками и поэтому всегда /г <  1.

Изменения индуктивной связи между двумя катушками можно 
достигнуть перемещением одной катушки относительно другой. 
Приборы, состоящие их двух взаимно перемещающихся катушек, 
называю тся вариометрами.

6-2. Электродвижущая сила взаимной индукции

При изменении тока в одном из индуктивно связанных элементов 
цепи (рис. 6-1 и 6-2) в другом элементе возникает э. д. с. взаимной 
индукции и между его разомкнутыми зажимами появляется напря
жение. Абсолютные значения э. д. с. и напряжений, обусловленных 
взаимной индукцией (закон электромагнитной индукции):

I “ ш  | =  I Сш | = <И,1.
<и — М Ъ

И =I «2<И I =  I 2̂М \ —

Д л я облегчения решения вопроса о знаке этих величин прибегают 
к специальной разметке зажимов индуктивно связанных элементов 
цепи.

Д ва  заж има, принадлежащих двум разным индуктивно связан
ным элементам цепи, называют одноименными и обозначают одина
ковыми значками, руководствуясь следующим правилом: при 
одинаковом направлении токов относительно одноименных зажимов 
магнитные потоки самоиндукции и взаимной индукции в каждом 
элементе должны суммироваться.

Применим это правило для разметки зажимов катуш ек, показан
ных на рис. 6-3, а. При направлении тока ¿х от зажима а к зажиму Ь 
и тока ¿2 от зажима с  к  заж иму с1 магнитные потоки самоиндукции 
Фи (или Ф22) и взаимной индукции суммируются. Поэтому заж и м а 
одноименен с зажимом с  и аналогично зажим Ь одноименен с за 
жимом й. Д ля катушек, показанных на рис. 6-3, б, одноименными 
являю тся зажимы ах и ки  а такж е Ь1 и с 1. Разница с предыдущим 
случаем обусловлена другим направлением намотки витков второй 
к атуш к и ..

Одну из двух пар одноименных зажимов обозначают^ специаль
ными значками, например точками, звездочками, треугольниками 
и т. п.

Установить взаимное расположение катушек и направление 
намотки их витков так  просто, к ак  на рис. 6-3, не всегда представ
ляется возможным. Но найти одноименные зажимы можно на осно
вании простого опыта, для которого требуются гальванический эле
мент (или аккумулятор) и гальванометр. Одна из катуш ек соединя
ется с гальванометром, д р угая  подключается к гальваническому
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элементу (рис. 6-4). При замыкании ключа К  кратковременно воз
никает ток г2, ослабляющий магнитное поле, созданное током 
Следовательно, в момент включения источника питания токи гх 
и ¿2 направлены относительно одноименных зажимов противополож
но. Направление тока гг определяется полярностью источника пита
ния. О направлении тока г2 судят по кратковременному отклонению

стрелки гальванометра. Если 
стрелка отклоняется в сторону 
шкалы (имеется в виду гальвано
метр с односторонней шкалой),

Рис. 6-4.

то ток г2 направлен к положительному заж иму гальванометра 
(рис. 6-4). При этом зажимы катуш ек, присоединенные к положи
тельным зажимам гальванометра и источника питания, одноименны, 
точно так же одноименны зажимы катуш ек, присоединенные^ отри
цательным зажимам гальванометра и источника питания; заметим, 
что в момент отключения источника питания стрелка гальванометра 
вновь отклоняется, но уж е в обратном направлении, так  как ток 
противодействует уменьшению магнитного 
поля.

Перейдем теперь к решению вопроса о 
знаке в выражениях для э. д. с. и напря
жения, обусловленных взаимной индук
цией.

Рассмотрим две катушки (рис. 6-5).
Пусть первая катуш ка разомкнута, а во 
второй протекает синусоидальный ток г2.
Выберем положительные направления для 
э. д. с. е1М и напряжения и1М в первой катуш ке и для тока г2 во 
второй катушке относительно одноименных зажимов одинаковыми, 
например от а к Ь и соответственно от с  к й.

Прежде всего отметим, что при одинаковых положительных 
направлениях напряжения и1М и э. д. с. е1М величины и1М и е1М 
равны и противоположны по зн аку: и1М =  — е1М. Действительно, 
когда е1М >  0, потенциал зажима Ь больше потенциала зажима а и, 
следовательно, и1М <  0.

Электродвижущая сила е1М на основании закона Ленца должна 
иметь такое направление, при котором вызываемый ею ток препят

ш с

а^т Ъ0
~е)м
■“т \н
Рис. 6-5.
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ствовал бы изменению магнитного потока взаимной индукции. 
Поэтому, если (Иг/Ш >  0, то э. д. с. е1М должна иметь действитель
ное направление от Ь к а, т. е. е1М <  0. Если (И2/сИ <  0, то э. д. с. 
е1М должна иметь действительное направление от а к Ь, т. е. е1М >  0.

Таким образом, при выбранных положительных направле
ниях (рис. 6-5) знаки ет  и с(г2/е?/ всегда противоположны, поэтому

и ш  — —

Д л я комплексных величин получим:
(]\ш — — £ш==/соМ/2. (6-2)

Если бы положительные направления для и и1М в первой 
катуш ке и тока 12 во второй катуш ке относительно одноименных 
зажимов были выбраны различными, то аналогичные рассуждения 
показали бы, что знаки е1М и <Н2/сИ всегда были бы одинаковы:

«ш  =  — е1 м - — М ;

¿Дм —— 1̂Л1 =  — /соМ/3. (6-3)
Из выражений (6-2) и (6-3) видно, что напряжение (У1М, обуслов

ленное взаимной индукцией, сдвинуто по фазе относительно тока 
/2 на угол я/2 или — я/2. Знак этого угла зависит от выбора поло
жительных направлений 0 1М и Д относительно одноименных за 
жимов.

Величина со/И имеет размерность сопротивления, называется 
с о п р о т и в л е н и е м  в з а и м н о й  и н д у к ц и и  и обозна

чается хм. Величина /шМ называется 
комплексным сопротивлением взаим
ной индукции и обозначается 1^. Та
ким образом,

=  /<оМ =  /Хи •
Если индуктивно связаны между 

собой не два, а несколько элементов 
цепи, надо у каждого из них отметить 
зажимы, одноименные с зажимами 

остальных элементов. При этом в общем случае приходится при
бегать к разным условным обозначениям. Поясним это на при
мере трех катуш ек, расположенных, как  указано на рис. 6-6.

Верхний зажим первой катушки одноименен с нижними зажи
мами второй и третьей катуш ек, но эти последние не являются одно
именными по отношению друг к другу , поэтому их нельзя обозна
чить одинаковыми значками. На рис. 6-6 одноименные зажимы пер
вой и второй катуш ек обозначены звездочками, первой и третьей — 
треугольниками, а второй и третьей — точками. В частных случаях 
для разметки одноименных зажимов нескольких катуш ек можно 
обойтись одним условным обозначением. Убедиться в этом можно
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на примере нескольких катуш ек, расположенных вдоль одной оси 
(аналогично рис. 6-3).

При большом числе индуктивно связанны х элементов цепи указан н ая  выше 
система разметки одноименных зажимов получается недостаточно наглядной, 
так  к ак  приходится вводить много различных обозначений. В т аки х  случ аях  удоб
нее др угая  система разметки, при которой взаимные индуктивности считают 
алгебраическими величинами.

Сначала совершенно произвольно указы ваю тся направления обхода каждого 
индуктивно связанного элемента цепи, например, ставится б ук ва  н у  зажима, от 
которого начинается обход, и б уква  к у  другого заж има. Затем указы ваю тся знаки 
взаимных индуктивностей, руководствуясь следующим правилом. Если при сов
падении направлений токов с выбранными направлениями обходов потоки взаим
ной индукции и потоки самоиндукции суммируются, то соответствую щ ая взаимная 
индуктивность положительна, если ж е они вычитаются, то соответствующая 
взаимная индуктивность отрицательна.

Примем, например, для катуш ек, показанных на рис. 6 -6 , за  начала обхода 
верхние зажимы и за  концы обхода — нижние зажимы, то гда  все взаимные ин
дуктивности будут отрицательны (М12 <  О, М2Я <  0 и М:п < ; 0).

Знаки в выражениях для напряжений, обусловленных взаимной индуктив
ностью, получаются, конечно, такими ж е , к ак  и при первой системе разметки за 
жимов; при совпадении положительных направлений и1М и ¡ 2 с принятыми на
правлениями обходов получаем 0 1М =  /соМ12/2, при несовпадении получаем 
й ш  =  — /соМ 1212. При этом взаимная индуктивность считается величиной ал
гебраической и берется с тем знаком, который для нее ук азан  при разметке заж и
мов.

Вторая система разметки при наличии только двух  индуктивно связанных 
элементов менее удобна, так  к а к  требует не только маркировки заж имов, но и у к а 
зания зн ака взаимной индуктивности. В дальнейшем применяется только первая 
система разметки.

6-3. Последовательное соединение индуктивно 
связанных элементов цепи

Предположим, что два приемника энергии, обладающие сопро
тивлениями гг и г2, индуктивностями и Ь2 и взаимной индуктив
ностью М, соединены последова
тельно. Возможны два вида их 
включения — согласное (рис.
6-7, а) и встречное (рис. 6-7, б).
При согласном включении токи 
в обоих элементах цепи в любой 
момент времени направлены оди
наково относительно одноимен
ных зажимов, поэтому магнит
ные потоки самоиндукции ФХ)
(или Ф22) и взаимной индукции 
Ф12 (или Ф21), сцепленные с к аж 
дым элементом, складываются.
При встречном включении токи
в обоих элементах цепи в любой момент времени направлены про
тивоположно относительно одноименных зажимов, поэтому магнит
ные потоки самоиндукции и взаимной индукции, сцепленные с 
каждым элементом, вычитаются.
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Индуктивность двух последовательно соединенных индуктивно 
связанных элементов

У У1+Уа 
/ i 'L- (6-4)

где f  j  и ¥ 2 — потокосцепления первого и второго элементов, при
чем =  L jt ±  Mi\ Ч'з =  L2i ±  Mi. Знак плюс относится к сог
ласному, а знак минус к встречному включению. Следовательно,

L =  L1-\-L2 ±  2М. (6-5)

В предельном случае идеальной связи (при k =  1) имеем L = 
= +  L2 ±  2 Y L xL2 =  (l/Z-x ±  У L2)2. Если, кроме того, Lt = 
=  L2, то при согласном включении L =  (2 У ^ 2 =  \LX, а при встреч
ном L =  0 (при /г < 1  всегда L >  0).

Полное сопротивление при согласном включении больше, чем 
при встречном. Этим можно пользоваться для определения опытным 
путем одноименных зажимов индуктивно связанных элементов 
цепи.

Н апряжения на элементах имеют по три составляющих:
-\ - jaL j ±}<ьМ1\ ,

(6 -6)0 2 — г2/ +  ¡аЬ21 ±: /соУИ/.
Если индуктивность одного из элементов меньше взаимной ин

дуктивности, то при встречном включении наблюдается своеобраз
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ный «емкостный» эффект. Пусть, например, <  М, тогда в вы ра
жении

0 2 == г21 +  /со ( ¿ 2 — М )1
имеем со ( ¿ 2 — Ж) <; 0 н, следовательно, напряжение 0 2 отстает по 
фазе от тока /, к ак  в случае емкостного сопротивления. Конечно, 
реактивное сопротивление всей цепи в целом индуктивное, так  к ак  
Ь =  Ьх +  ¿ 2  — 2М >  0 и ток / отстает по фазе от напряжения О.

На рис. 6-8 показаны векторные диаграммы для согласного и 
встречного включений при одинаковом значении тока в обоих сл у 
чаях.

Входное комплексное сопротивление цепи получим, учитывая
(6 -6): ....................................

г = и ц = ( и 1 + и 2)/ 1 = г1 +  г 2± 2 г м, (6-7)
где =  Т\ /со/.х; Z2 =̂̂ í2-\~ ¡{у}1̂2\ 2 ^  =  /соЛ1.

6-4. Параллельное соединение индуктивно связанных 
элементов цепи

Предположим, что два приемника энергии, обладающие сопротив
лениями гх и г2, индуктивностями Ьх и ¿а  и взаимной индуктивно
стью М , соединены параллельно, причем одноименные зажимы 
присоединены к одному и тому ж е узл у  
(рис. 6-9). ^

При выбранных положительных направ
лениях токов и напряжения

 ̂=  Л +  4 ;  (6-8)
0  =  Z-Jx-\-ZfJ2\ (6-9) 
и ^ г м11 + г 212, (6-Ю) *-

где =  гг +  /<й£г; Z2 =  г3 +  /(о12; Рис- 6'9‘
¿м  =  ]'®М.

В этих уравнениях комплексные напряжения и ZMI2
взяты со знаком плюс, так как положительные направления этих 
напряжений (выбранные сверху вниз) и тех токов, от которых эти 
напряжения зависят, ориентированы относительно одноименных 
зажимов одинаково.

Решая уравнения, получаем:

и

-> IV**ль*

Н Г  II

и - 'М
-  и -

2 г +  г а-2Я

1, \м и\

м и ,
(6- 11)

откуда следует, что входное комплексное сопротивление рассматри
ваемой цепи

-7 и  —



При =  0, т. е. при отсутствии индуктивной связи между вет
вями, это выражение принимает знакомый вид:

•7  2 ^ 2

А + Л2-
Рассмотрим теперь случай включения, когда одноименные за 

жимы присоединены к разным узлам, т. е. Ь1 и Ь2 присоединены 
к узлу разноименными зажимами, а не к ак  указано на рис. 6-9. 
Тогда положительные направления напряжений взаимной индук
ции (выбранные сверху вниз) и тех токов, от которых они зависят, 
ориентированы относительно одноименных зажимов неодинаково 
и комплексные напряжения Ẑ лi x и ¿ м1г войдут в уравнения (6-9) и 
(6-10) со знаком минус. Д ля Д , /2 и / получатся выражения, анало
гичные (6-11), с тем отличием, что заменяется на — Zм н входное 
сопротивление цепи

7 ------ б̂ 1 3 ^
+ ¿ , + 22Л1

май мсй
I

6-5. Расчеты разветвленных цепей при наличии взаимной 
индуктивности

Расчеты разветвленных цепей можно вести, составляя уравнения 
по первому и второму законам Кирхгофа или методом контурных

токов. Метод узловых потенциалов 
непосредственно непригоден. Объ
ясняется это тем, что ток в любой 
ветви зависит не только от э. д. с. 
находящегося в ней источника и от 
потенциалов тех узлов, к которым 
ветвь присоединена, но и оттоков 
других ветвей, которые наводят 
э. д. с. взаимной индукции. По
этому нельзя простым- путем вы
разить токи ветвей через потен
циалы узлов и э. д. с. источников, 
как в цепях без индуктивно свя
занных элементов.

Применение метода узловых по
тенциалов требует особых приемов 
и здесь не рассматривается.

Теорему об активном двухпо
люснике можно применять, если 
внешняя по отношению к двух
полюснику часть цепи не имеет 
индуктивных связей с той частью 
цепи, которая входит в состав 

двухполюсника. Разумеется, что нельзя пользоваться выведенными 
ранее формулами для преобразования треугольника сопротивлений 
в эквивалентную звезду и обратно.

Рис. 6-10.
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Чтобы обойти указанные выше ограничения в применении рас
четных методов, в ряде случаев целесообразно исключить индуктив
ные связи, перейдя к эквивалентным схемам без индуктивных 
связей (см. следующий параграф).

При составлении уравнения по второму закону Кирхгофа э. д. с. 
взаимной индукции обычно учитываются к ак  соответствующие 
напряжения. Знак комплексного напряжения ±  /соМ,„/5 на 
элементе й определяется на основании сопоставления направления 
обхода элемента /г и положительного направления тока в элементе я. 
Если эти направления относительно одноименных зажимов одина
ковы, то напряжение равно /соМк813. В противном случае напряж е
ние равно — ¡'(аМк5/3. Это правило знаков вытекает из обоснований, 
приведенных в § 6-2.

В качестве примера запишем уравнения по законам Кирхгофа 
для схемы, представленной на рис. 6-10. Д л я  большей ясности н а
пряжения в уравнениях выпишем в порядке расположения элемен
тов контура без приведения подобных членов:

Д  + Д  +  Д —0;
 ̂1.1 ̂ а "Ь До/.и /шМас^с ~ Ь̂ ̂ Ь !" / =

= = Е а ё  ь >)

¡^ 1 *0 /Ь Ь ^Ь/ Ь ¡ с  /0)Л1 ,_1 а У (О Л 1 ¡ , 7 Г с/ с —

=  Ё ЪАГ Ё С\ 

т а} а — /М'Маа'/а “Ь /М.'И / С =  Ё .̂

Приведем такж е уравнения, составленные по второму закону 
Кирхгофа для контурных токов:

[/а +  /'й +  / (ю£-а +  СО/-й — 1 /СоС*)] Д +
+  [— +  / (—  “ ¿-й +  1/шС* +  соЛ1ас)] /2 — /мМ а^/3 ==£а —

[— /■* +  / (— 1/соС* +  1йЛ1ас)] /х +
-1- |/* 4~ тс~Ь / (®̂-г> "Ь — 1 /оэС )̂] /2 — /(оМ^/3 =  4- Ёс\

— /ш — /шМс<Л  +  (/■(* +  13 =  Ёа.

Сокращенно последние уравнения можно записать так :

2 и Д +  2 12/2 +  Z13i 3 =  £ 1; 221/1 +  ^ 22/2 +  2 23/3 =  £21

^ 3 1 / 1  +  2 32 /2  +  ^ 3 3 / 3  =  Ё 3,

где Z11, Z.¿i, Z■¿.i  — комплексные сопротивления контуров 1, 2 и 5;

Zl•i =  Zг í , Z<2a =  Z■¿2> Z3̂  =  Zl3

— комплексные взаимные (общие) сопротивления контуров 1 и 2, 
2 и 3, 3 и Г,
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Ёи  Е2, Е3 — комплексные контурные э. д. с. Например,

^11==га +  гй +  /(<й̂ я +  ®£й— 1/СйСь); 
^12 = — гьЛ~ ! (— 1/соС̂  +  о)Л/ас); 

=  — /иМ„й; Ё1 =  Ёа — Ёь./соА4а(1, Ёх — Ёа £{,.

Заметим, что в комплексные сопротивления контуров и в комп
лексные взаимные сопротивления двух контуров слагаемые /соМк5 
входят со знаком плюс или минус в зависимости от того, совпадают 
или не совпадают по отношению к одноименным зажимам элементов 
цепи к и я  направление обхода контура через элемент к и положи
тельное направление тока через элемент я.

Д ля цепей, содержащих индуктивно связанные элементы, спра
ведливо свойство взаимности. Доказательство этого положения ни
чем не отличается от приведенного для цепей постоянного тока.

Пример 6 - 1 . К заж и м ам  1 —1' цепи (рис. 6-11) подведено питание. Определить 
напряжение м еж ду разомкнутыми зажимами 2 —2'. Д ано: г2 =  г3 =  3 Ом- соЬ, — 
=  со! 3 =  4 Ом; а>М — 2 Ом; =  10 В.

Если бы нижний конец индуктивности был одноименным с верхним кон
цом индуктивности ¿ з ,  то направление обхода элемента ¿ 2 и направление тока 
в элементе Ь3 относительно одноименных зажимов были бы различными. Тогда 
перед слагаемы м / с с л е д о в а л о  бы поставить зн ак минус и напряжение [)2 
было бы равно 7,21 /. — 19° 26 ' В.

Пример 6-2. Определить входное сопротивление цепи, показанной на 
рис. 6-12. Д ано: /*, л8, и)Ьг, а>Ц и шМ.
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Рис. 6-11. Рис. 6-12.

Р е ш е н и е .  П олагаем  й х =  и х =  10 В. Находим:

Н апряжение й г определяем, обходя схему от заж има 2 к зажиму 2': 

£/2=  /й)М/1+£/1=  13,4 /. 10э 18' В.



Р е_ш е н и е. Зададимся напряжением й и  подсчитаем ток /, и затем найдем 
2 ВХ =  0\И\. Заметим, что если бы не был<? взаимной индуктивности, то ток /3 
был бы равен нулю, ток /2 равнялся току 11 и было бы равно гу +  /со̂ -х- 

Д ля контура 1 —3 —2 —2 '—1'

(г 1 + /м̂ -1) /1 + /<оЛ1 /з = йх. 
Д ля контура 3 —3 '—2 '—2—3

(>з+/а)̂ з) /з/<вЛ^/г =  О,
откуда

¡з — — }(йМ ¡х/(Г з 4 - / « ¿ з ) . 

Подставив (в) в (а), получим:

со 2/И2

(9)

(б)

(В)

/! =  £/!,

откуда
,  , соШз2ВХ — —— — -|- /со£х -1------— ■

/х + (г)

(см. такж е пример 6-3).

6-6 . Эквивалентная замена индуктивных связей

Анализ и расчет электрических цепей в ряде случаев упрощают
ся, если часть схемы, содержащую индуктивные связи, заменить 
эквивалентной схемой без индуктивных связей . Этот прием называют 
эквивалентной заменой, устранением или р а з в я з к о й  и н д у к 
т и в н ы х  с в я з е й .

Рис. о-53*

Найдем схему без индуктивных связей , эквивалентную двум  
индуктивно связанным элементам цепи, присоединенным к общему  
узлу 3 (рис. 6-13, а). При этом учтем два возможных случая: когда 
в общем узле элементы цепи соединены одноименными зажимами и 
когда разноименными.

Введем дополнительную ветвь без сопротивления, соединяющую 
индуктивно связанные элементы цепи с узлом 3 (рис. 6-13, б). В том 
случае, когда в узле 3 соединены только три ветви, введение такой 
дополнительной ветви не требуется.
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Напишем выражения для напряжений между зажимами 1,3 и 2,3: 

£Лз =  '£]А — и 2з =  — Ям !̂-
Верхние знаки относятся к первому случаю (когда в узле эле

менты цепи соединены одноименными зажимами), а нижние — ко 
второму случаю. Этого порядка расположе
ния знаков будем придерживаться и во всех 
последующих выражениях.

Пользуясь соотношением А +  /2 — /8 =  
== 0, исключим из первого уравнения ток /2, 
а из второго уравнения ток Д , тогда получим:

и 13= ( г 1^ г м) /1 ±  z^лi 3;

и 23 == (^2  Нр 2 ¿и) ¡2  —

Кроме того, имеем:

и  12 — (¿1 ч11 г м) ¡1 — (Я2 2^ ) Д.
Эти три уравнения справедливы и для 

схемы, показанной на рис. 6-14, которая, 
таким образом, и является искомой эквивалентной схемой без 
индуктивных связей .

Итак, при устранении индуктивной связи к сопротивлениям 
2  ̂ и 2 2 добавляется гр  1^, зажим 3 перестает быть узлом для ветвей
1 и 2, а между зажимом 3 и новым узлом 3' появляется элемент ±

Если индуктивно связанные элементы соединены трехлучевой 
звездой или треугольником, то, применяя последовательно рассмот
ренный способ эквивалентной замены, можно 
перейти к схемам без индуктивных связей.
Развязка индуктивных связей в четырехлу
чевой звезде труднее, так  как на промежу
точном этапе получается схема, в которой 
индуктивно связанные элементы расположены 
в ветвях, не имеющих общего узла.

Две любые индуктивно связанные ветви, 
не присоединенные к общему узлу, такж е 
можно заменить эквивалентной схемой без 
индуктивной связи , однако эта схема в до
статочной мере сложна и пользоваться ею 
нецел есообр азно.

Пример 6-3. Н айти входное сопротивление цепи 
(рис. 6 - 1 2 ), применив при решении эквивалентную  
замену индуктивных связей .

Р е ш е н и е .  У ч и ты вая , что индуктивно связанны е элементы присоединены 
к узлу  3 разноименными зажимами, получаем эквивалентную  схему, представ
ленную на рис. 6-15 , д л я  которой

г ,ж = г 1+/ш  ( Ц + М ) +  =  Л1+/ш^ +  С н Щ -
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6-7. Передача энергии между индуктивно связанными 
элементами цепи

Рассмотрим, как  передается энергия между двум я индуктивно связанными 
элементами разветвленной цепи. Всю цепь, за исключением эти х  д вух  элементов, 
представим в виде активного четырехполюсника (рис. 6-16).

В течение каждого полупериода изменения токов 1\ и ¿2 эн ергия, поступаю
щ ая в магнитное поле индуктивно связанны х элементов, возвращ ается обратно. 
Однако это не означает, что равны количества 
энергии, поступающей в поле и возвращаемой из 
поля обратно для каждого элемента в отдельности.
П окажем, что при сдвиге фаз м еж ду токами ^  и «2, 
отличающимися от 0  и л , от одного из элементов 
в магнитное поле поступает больше энергии, чем 
возвращ ается, а от другого элемента, наоборот, 
в магнитное поле поступает меньше энергии, чем 
возвращ ается. В результате энергия передается от 
одного элемента к другому.

Пусть известны токи

/•1 = /1е/^ и 4 = / ^ . .

Составим выражения для комплексных мощностей первого и второго эле
ментов, обусловленных взаимной индукцией:

= — соМ/аЛ 8Ш (1|?а —‘ФО + ̂ М/гЛ соэ (фг —'Ф1); 

<§ 2М =  й 2 ̂ / 2 =  /о)М /х/2 =  5  хм »

откуда
р  _рГ 1 М г 2 м с о М / ^ а п ^ - ^ ) ;  

<?1 м = $2М = ыМ11/2 С03 (^1 -  Ч’з) •

При указанны х на схеме положительных направлениях токов и напряжений 
положительные значения мощностей соответствуют притоку энергии к рассматри
ваемым элементам от активного четырехполюсника, а отрицательны е значения 
мощностей — передаче энергии из рассматриваемых элементов в четырехполюс
ник.

Суммарная активная мощность, обусловленная взаимной индукцией и посту
пающая в оба элемента, равна нулю, т. е. Р 1М +  Р 2М =  0 ; сум м арн ая  реактивная 
мощность, обусловленная взаимной индукцией, в общем случ ае  отлична от нуля 
и может быть как  положительной, т ак  и от|ицательной.

Если я  >  — \|)2 >  0, то Р м  >  0, а Р2М <  0. В этом случае энергия 
передается из активного четырехполюсника в магнитное поле через первый эле
мент и возвращается через второй элемент. Если п  >  ф2 — гр! >  0 , то Ргм >  О, 
а Р1м  <  0. В этом случае энергия поступает через второй элемент и возвращ ается 
обратно через первый.

Пример 6-4. Цепь состоит из д вух  индуктивно связан н ы х катуш ек , вклю
ченных параллельно (рис. 6-17, а). Д ано: гЛ =  20 Ом; х1х =  80 Ом; г2 =  30 Ом; 
*£•2 ~  50 Ом; соМ =  40 Ом; (] =  120 Ь /20 В. Требуется определить мощности, 
измеряемые ваттметрами, и провести анализ энергетических процессов 
в цепи.
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Р е ш е н и е .  П одставляя числовые данные 2 , =  20 +  /80 Ом, =  30 +  
+  /50 Ом, %м  =  /40 Ом и 0 — 1 2 0 +  /20 В в (6-11), получаем:

7 _2
А =  £/= — /1 =  1 — 90* А;

4  =  А — 1 - Л  = ^ 2  /  - 4 5 °  А;
1 2  Л/

/==/1+ / а =  1 — /2 А ,

Схемы вклю чения ваттметров таковы , что они измеряют поступающие мощ
ности Р , Р х и Р 2 во всю рассматриваемую  цепь и в каждую  катуш ку в отдельности:

Р  =  Ие [01] =  Ие [(120 +  /20) (1 +  /2)] =  80 Вт;

=  Ие [¿/Л] =  Не [ ( 1 2 0 / 2 0 )  (+  =  — 20 Вт;

Р 2=  Ие [й}2] =  Ие [(120 +  /20) (1 +  /1)1 =  100 В т.

Р езул ьтаты  подсчета показывают, что поступающая от источника питания 
мощность Р  меньше мощности Р2, поступающей в одну вторую катуш ку . Зато

первая к ат у ш к а  отдает мощность (Рг <  0). Стрелка первого ваттметра должна 
отклониться в  обратную сторону — не по ш кале. Чтобы измерить мощность, 
отдаваемую первой катуш кой, надо изменить схему включения ваттметра и^. 
Можно, например , изменить у  него подключение цепи напряжения, присоединив 
зажим со звездочкой к  нижнему проводу, а зажим без звездочки к верхнему про
воду, т ак  к а к  это  показано на рис. 6-17, б. Тогда он будет измерять мощность, 
отдаваемую  катуш кой :

”  ̂ вт^вт СОЗ ^ (£/вт» ¿вт)»
где

¿ в Т =  — й = — 120—/20 В; / „  =  /(,
или

== Ие [— == Не [(— 1 2 0 -/ 2 0 )  (+  /1)1 =  20 Вт.

Сумма мощностей, отдаваемых источником питания и первой катуш кой, равна 
мощности, поступающей во вторую катуш ку . Из всей мощности Р2 =  100 Вт, по
ступающей во вторую  катуш ку, часть ее, равная



преобразуется в тепло. О ставш аяся часть

P - i ~ r ¡ l l=  1 0 0 - 6 0  =  40 Вт,

очевидно, поступает в магнитное поле и затем из магнитного поля в первую ка
туш ку. Покажем это:

й ш  =  /шМ4  =  /40 ( 1  — /1) = =40+у40 В ;

6 ^ и =  /о)М/1  =  / 4 0 ( -/ 1 )  =  40 В.

Мощность, отдаваемая второй катуш кой в магнитное поле,

' Р ш  =  [# 2л Л ]  =  Re [40 (1 +  /1)] =  40 В т ,

Р2М = Р * ~ 'Л
Мощность, отдаваемая первой катуш кой в магнитное поле,

^ = R e [ ¿ ,i ^ x ]  =  R e [(4 0  +  /40) ( + / ! ) ]  —  40 Вт.

Таким образом, Р 1М <  0, т. е. эта мощность не о тдается , а подводится из
магнитного поля и численно равна мощности Р.2Л[, поступающей в магнитное поле
от второй Катушки. Часть поступившей мощности преобразуется в тепло в первой 
катуш ке

/i/f =  2 0 . 12 =  20 Вт,
а остальная часть

( - р1 м ) ~ ^ 1 - 20 Вт
возвращается в цепь.

Мощность, поступающая в цепь от источника питания, равна мощности, 
преобразующей в тепло,

P  =  n / f  +  A2/¡ =  20 +  60 =  80 Вт.

Д ля рассматриваемой цепи на рис. 6-17, в приведена векто рн ая диаграмма 
токов и напряжений.

Сдвиг фаз Ú и Д превышает я/2, поэтому P¡ <  0. Н а ди аграм м е показаны 
активные составляющие напряжений, обусловленные взаимной индукцией Ü 1М 
и 0 2AítL. Составляющая Ü„Ma совпадает по фазе с  /2, а составляю щ ая Ú1M¡¡ нахо
дится в противофазе с ¡ v  поэтому Р^м  >  0 , а Р 1М <  0 .

6-8 . Трансформатор без стального сердечника (воздушный 
трансформатор)

В электротехнике широко применяется передача энергии из 
одного контура цепи в другой при помощи трансформаторов. Они 
могут иметь различные назначения, но чаще всего предназначаются 
для преобразования переменного напряжения. Отсюда возникло и 
само название аппарата, происходящее от латинского слова tran s
formare — преобразовывать. Такое преобразование необходимо, 
например, в том случае, когда напряжение источника энергии отли
чается от напряжения, которое требуется для приемника энергии.

Трансформаторы состоят из двух или нескольких индуктивно 
связаннных катушек или обмоток. Ограничимся здесь рассмотре
нием простейшего двухобмоточного трансформатора без ферромаг
нитного сердечника. Такие трансформаторы применяются при высо-
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ких частотах, а в ряде специальных измерительных устройств и при 
низких частотах переменного тока.

Обмотка трансформатора, к которой подводится питание, на
зывается п е р в и ч н о й ,  обмотка, к которой присоединяется 
приемник энергии, — в т о р и ч н о й .  Напряжения между заж и
мами обмоток и токи в этих обмотках называют соответственно 
п е р в и ч н ы м и  и в т о р и ч н ы м и  н а п р я ж е н и я м и  
и т о к а м и  трансформатора. Цепи, в состав которых входят пер
вичная и вторичная обмотки 
трансформатора, называются со
ответственно п е р в и ч н о й  
и в т о р и ч н о й  ц е п я м и  
трансформатора.

Если пренебречь распреде
ленной емкостью между Битками

Рис. 6-18.

обмоток трансформатора, то цепь, состоящая из двухобмоточного 
трансформатора и приемника (нагрузка), имеет схему, представлен
ную на рис. 6-18.

Введем обозначения:

С =  ?2~\~ Гн~  Г22> Ш̂2 ~Ь Ха =  *221
где г 

г.
и хн — активное и реактивное сопротивления приемника, 

22 и *22 — активное и реактивное сопротивления вторичного 
контура.

Запишем уравнения по второму закону Кирхгофа для первичного 
и вторичного контуров:

+  ~  /<а)Л1 /2 =  1; ) ц  ^

2̂2̂ 2 “Ь /*22^2—/СОУИ/1 =  0. )
Построим векторную диаграмму токов и напряжений для пер

вичной и вторичной цепей. Д ля этого зададимся током /2 и отложим 
векторы /2, гн/2, /хн/2, г2/2 и /со£2/2 (рис. 6-19, где принято хн >  0). 
Соединив конец вектора /со/,2/2 с началом векторной диаграммы, 
получим, к а к  следует из второго уравнения (6-14), вектор — /соМ1{. 
Разделив напряжение со М1Х на со М, определим значение тока /х.
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Вектор /т отложим под углом я /2 (в сторону опережения) к векто 
р у — /и ИД. Затем построим векторы гх1х, /ю ^Д  и — ¡шМ /2. 
Их сумма равна вектору напряження ¿Д.

Решая уравнения (6-14) относительно тока Д, получаем:

 ̂ т
1 (Г1 + гвн) +  / (*1 + -̂ вн) ’ ^

где обозначено гвн =  ~ ^ ^ - г 22; (6-16)

шШ2
^  =  - 7 1 7 ^ ^ 2 .  (6-17)

Сопротивления гт и хвп называют в н о с и м ы м и  (из второго 
контура в первый) активным и реактивным сопротивлениями. 
Из структуры выражения (6-15) следует, что со стороны первичной 
обмотки вся схема может рассматриваться как  двухполюсник с со
противлениями гх +  гвн и хх +  хвн.

Вносимое активное сопротивление 
всегда больше нуля. В нем поглощается 
энергия, которая в реальной цепи пере
дается из первичной цепи во вторич-. 
ную. Вносимое реактивное сопротивле
ние имеет знак, противоположный зна
ку л:22-

Пользуясь схемой эквивалентного 
двухполюсника, решим вопрос об уело- Рис- 6'20-
виях передачи максимальной активной
мощности во вторичную цепь, т. е. передачи максимальной мощ
ности в сопротивление гвн. Д ля этого (см. §3-19) должны удовле
творяться следующие соотношения между сопротивлениями:

гвн =  /-1 и х1 +  хвн =  0,
или

Г1 — -|_Л г ~г'' (6-18)
со2М2

( 6 ' 1 9 )

Последние соотношения' можно получить, если предусмотреть 
возможность изменения параметров контуров. Д л я  изменения 
хх и х22 в первичный и вторичный контуры можно включить конден
саторы переменной емкости (рис. 6-20), для изменения М применить 
трансформатор с подвижными обмотками (вариометр) или трансфор
матор с подвижной магнитной системой. Отметим, что д ля  выполне
ния соотношений (6-18) и (6-19) достаточно предусмотреть изменение 
только двух из трех параметров хх, х22 и М.

Все приведенные выше выражения справедливы для схемы по 
рис. 6-20, если положить

Х х = =  0)1 -^ —  1 /0 )С ]  | * 2 2 ----- 0 )/ > 2  “ 1“  * Н  —  ^ 0 ) С * 2 .
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Из соотношения (6-18) получаем:
- .Г  со2Л!гл22— rxr'-U'*2 2 — у  -  ;

х>2 имеет вещественное значение при условии, что аМ  S s Y гЛъ-
Если М <  К^Ггг/о), то ни при каких значениях л:22 и хх не 

может быть получена максимальная мощность.
Схема двух контуров с индуктивной связью (рис. 6-18) может 

быть заменена эквивалентной схемой без индуктивной связи. Д ля
этого соединим между собой два 

j w ( L - M )  н и ж н и х  зажима схемы (режим при
этом не изменится). Части конту
ров с элементами r1, Lx и г2, 1 2 
рассмотрим как  две индуктивно 
связанные ветви, присоединенные 
к  одному узлу своими одноимен- 

Рис. 6-21. ными зажимами, и применим для
них эквивалентную схему (рис.

6-14). В результате для рассматриваемой цепи получим экви
валентную  схему по рис. 6-21.

Г л а в а  с е д ь м а я  

КРУГОВЫЕ ДИАГРАММЫ

7-1. Комплексные уравнения прямой и окружности

Многие практические задачи требуют исследования зависимости 
цепи от различных факторов. Д ля таких исследований наряду с ана
литическими методами прибегают к графическому методу — к по
строению геометрических мест концов векторов, изображающих 
различные величины. Эти геометрические места, называемые диа
граммами (годографами), могут иметь сложную форму. В простей
ших случаях  получаются прямые линии и дуги окружности, которые 
и называю т соответственно л и н е й н ы м и  и к р у г о в ы м и  
д и а г р а м м а м и .

При исследовании электрических цепей часто какая-нибудь комп
лексная величина определяется уравнением вида

L =  A + N, (7-1)

где А =  aeia = const, а N =  tie>v — изменяющаяся комплексная 
величина с неизменным аргументом v и переменным в пределах 
от 0 до оо модулем п. Геометрически L представляет собой сумму 
двух  векторов (рис. 7-1), один из которыхЛ неизменяем, а другой, 
N сохраняет неизменное направление (v =  const), но изменяется по 
длине. Конец вектора ¿  совпадает с концом переменного вектора N. 
Следовательно, геометрическим местом конца вектора L служит
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полупрямая, проходящая через конец вектора А. Таким образом, 
при указанных условиях уравнение (7-1) является комплексным 
уравнением полупрямой. Если ж е п рассматривать не к ак  модуль 
комплексной величины (который всегда положителен), а к ак  веще
ственное число, изменяющееся от — оо до +  оо, то уравнение (7-1) 
будет представлять комплексное урав
нение прямой, проходящей через конец 
вектора А. Часть прямой, соответствую
щая отрицательным значениям п, пока
зана на рис. 7-1 пунктиром.

Теперь рассмотрим другой тип урав
нения, который очень часто встречается 
при анализе электрических цепей:

М  =  т 4 - г „  (7-2)’ A +  N' Рис. 7-1.

где А =  ае>а =  const, В = Ье'$ =  const, a N = tieiv — комплекс
ная величина с неизменным аргументом v =  const и модулем п, 
изменяющимся в пределах от 0 до оо.

Покажем, что геометрическим местом концов векторов М 
является дуга окружности. Д л я  этого разделим числитель и зна

менатель выражения (7-2) на А:

М-- В/А
l  +  л у  А

Ма
1 +  — а

. (7-3)

где М0 — В ! А [М0 — М  при 
п  =  0), я|5 =  v — а ,  и перепишем 
выражение (7-3) в следующем виде:

М + М -^еП  =  М  о. (7 -4)

Рис. 7-2.

При всех значениях п  сумма 
двух  изменяющихся векторов М 
и М (п/а)е^ равна неизменному 
вектору М0. На рис. 7-2 векторы 
показаны для одного частного 
значения п при условии г|> >  0. 

При всех значениях п от 0 до оо вектор М (п/а)е<У повернут отно
сительно вектора М на угод г}), а угол при вершине М  треугольника 
ОМК равен постоянной величине я  — 1|э.

Отсюда следует, что конец вектора М лежит на д уге  ОМК  ок
ружности, для которой вектор М 0 является хордой. Н иже будет дан 
простой способ построения этой окружности, а сейчас покажем, 
как  найти вектор М для любого значения п.

Отложим от точки О по направлению хорды О/С отрезок ОА, 
равный в некотором (произвольном) масштабе а. Затем через точку 
А проведем прямую АЫ' под углом — гр =  а  — V к  вектору М 0
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и продолжим линию ОМ 'до пересечения в точке N с линией AN'. 
Получились два подобных треугольника OAN и ОМК (Z  КОМ —
— Z. AON, ¿. ОМК =  L AON =  я  — ч|>). Из подобия следует, что

A N/OA =  М К/ОМ =  п/а. (7-5)
Таким образом, если отрезок О А соответствует а, то отрезок AN 

в том ж е  масштабе определяет модель п изменяющейся комплексной 
величины N. Линия AN' называется л и н и е й  и з м е н я ю щ е 
г о с я  п а р а м е т р а .  О ткладывая на ней отрезки AN, соответст
вующие различным значениям п, и соединяя их концы с точкой О, 
можно для любого значения п  определить положение вектора М. 
При увеличении п точка М приближается к точке О. В пределе 
при п =  оо длина вектора М должна согласно (7-3) равняться нулю, 
следовательно, точка М сольется с точкой О, т. е. секущ ая 0N станет 
касательной ОТ, и так  как  точка N уйдет в бесконечность, то пря
мая ОТ будет параллельна линии изменяющегося параметра AN', 
поэтому перпендикуляр OD к  линии изменяющегося параметра 
является вместе с тем перпендикуляром к касательной точке О и, 
следовательно, совпадает по направлению с диаметром окружности, 
проведенным через точку О. Отсюда вытекает следующий прием 
построения круговой диаграммы:

1) откладывается вектор М0 — это хорда ОК окружности;
2) от начала вектора М0 по его направлению откладываем отре

зок ОА, равный в произвольном масштабе а;
3) под углом — г|з =  а  — v к вектору М 0 проводим линию изменя

ющегося параметра AN';
4) проводим прямую 0D перпендикулярно линии ДАТ; прямая 

0D проходит через центр окружности;
5) -из середины вектора М0 восстанавливаем перпендикуляр и 

продолжаем его до пересечения в точке С с линией 0D. Точка С — 
центр искомой окружности.

Заметим, что «рабочая часть» окружности, т. е. та дуга , по кото
рой перемещается точка М, расположена относительно хорды ОК 
с той ж е  стороны, где находится линия изменяющегося параметра.

7-2. Круговые диаграммы для неразветвленной цепи 
и для активного двухполюсника

Рассмотрим схему неразветвленной цепи (рис. 7-3), состоящую 
из последовательно соединенных неизменного сопротивления 
ZK =  zKe i f к и сопротивления Z2 = с неизменным аргументом 
Ф2 и модулем z2, изменяющимся в пределах от 0 до оо. Положим для 
определенности, что фк >  ф2 >  0- Найдем геометрическое место 
конца вектора тока при неизменном напряжении

Выражение для тока
j  ù\ _____ C\/zk____

Zk + z 2 Zî ^(Фг-Фк)
zk



ничем не отличается от выражения (7-3), в котором М соответствует 
/; vVi0 соответствует 6 y Z K =  /к; п  г2; а  -> гк и г|з (ср2 — фк).

Следовательно, конец вектора / перемещается по дуге  окруж но
сти.

Построение круговой диаграммы может быть выполнено в сле
дующем порядке:

1. Выбираем масштаб mUi для напряжения и откладываем 
вектор Üi (рис. 7-4).

2. Вычисляем ток при г2 =  0, т . е. при коротком замыкании на 
зажимах приемника (п = 0).

3. Выбираем масштаб для тока т1 и откладываем вектор /к. 
Он представится отрезком ОК =  I J m i ,  повернутым относительно 
Ûy на угол — фк. Отрезок ОК ■ ,
Я В Л  У''™" lUt  А/

диаг

4. Выбираем масштаб сопротивлений тг и вдоль прямой ОК 
откладываем отрезок ОА = г к/тг .

5. Из точки А под углом —г|э =  фк — ф2 к вектору /к проводим 
линию изменяющегося параметра АЙ'.

6. Из начала координат проводим прямую (Ю _1_ АЫ'.
7. Находим центр С круговой диаграммы как точку пересече

ния прямой ОБ и перпендикуляра, восстановленного из середины 
хорды ОК.

8. Проводим дугу круговой диаграммы. Эта дуга ограничена 
хордой ОК и лежит с той же стороны относительно хорды, где рас
положена линия АЫ'.

Ток / для любого значения г2 находим из диаграммы простым 
построением. Откладываем отрезок А N = г%1тг и точку N соединяем 
прямой с точкой О. Отрезок ОМ этой прямой от точки О до пересе
чения с окружностью и представляет вектор тока /. При изменении 
г2 от 0 до оо точка М (конец вектора I) перемещается от точки К  
до точки О.

Покажем, как  из круговой диаграммы можно получить различ
ные величины, характеризующие режим цепи.

При неизменном напряжении и х на зажимах цепи ток пропор
ционален полной проводимости цепи I =  уИъ  поэтому отрезок ОМ

Рис. 7-3. Рис. 7-4.
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может служить мерой полной проводимости цепи. Масштаб для 
проводимости определим по режиму короткого замыкания, при
котором проводимость измеряется отрезком ОК' тУ= - щ - ■ В этом
ж е масштабе можно определить активную и реактивную проводи
мости цепи, как проекции отрезка ОМ на ось, совпадающую с век
тором Üi, и ось ОР, ей перпендикулярную.

Если Ох =  и ъ  т. е. Üi считается вещественным числом, и вектор 
£?! направлен по оси вещественных величин (на рис. 7-4 веществен
ная ось направлена вверх), то / и Y имеют одинаковые аргументы и 
круговая диаграмма для тока в масштабе ту является круговой 
диаграммой комплексной проводимости цепи.

Из диаграммы имеем:

м к = ÖK'-  Ш = (/к - 1 ) = ф х -  £/к) = А ,"Ч т1'-ь mIL к
где OK=ÜilmiZK\ OM =  ÚJtn¡ZK; M K ~ Ü 2lm¡Z&.

Длины отрезков OK, ОМ и МК  пропорциональны напряжениям 
Uu 0 Ж и U2. Напряжения UK и U2 можно определять по отрезкам 
ОМ и МК, пользуясь масштабом

т и«.= т иг — ШОК.
Направления векторов ÜK и Ü2 (на диаграмме не показаны) 

отличаются от направлений векторов ОМ и МК  на угол <рк.
Длина перпендикуляра MF, опущенного из точки М на линию 

ОР, определяет активную мощность Р 1 иа входе цепи. Действительно,
P i  =  U J  cos ф! =  U itnßM  cos фх =  UitnjMF =  mPlMF,

где /прх =  Иím¡ — масштаб мощности Рх.
Отрезок OF прямой ОР пропорционален реактивной мощности 

Qx на входе цепи. Действительно,
Qi =  Uil sin фх =  Uitn¡OM sin фх =  Uitn¡OF — mP1OF.

Покажем еще, что полную (S 2), активную (Р2) и реактивную (Q2) 
мощности можно определить отрезком MG перпендикуляра MF к 
линии ОР или длиной перпендикуляра МН, опущенного из точки 
М на хорду ОК.

Опустим из точки К  перпендикуляр КВ на прямую 0N. Пло
щадь треугольника ОМК равна:

Y  ОМ КВ =  ~ОМ -MKsu\{L КМВ) =  \ ж 7 Г  s in (Z  КМВ)==
sin (Z КМВ) с

-  2m¡mU2

Угол КМВ  =  | г|> | =  | ф2 — фк | не зависит от положения 
точки М. В полученном выражении для площади треугольника 
ОМК  все сомножители, кроме S2, постоянны. Следовательно,

206



площадь треугольника пропорциональна 5 а. Так как ср2 =  const, то 
площадь треугольника пропорциональна такж е Р2 =  S 2 cos ф2 и 
Q.¿ =  S2 sin  ф2. У треугольника ОМ К  сторона ОК постоянна, поэ
тому его площадь пропорциональна высоте МН (ОК принята за 
основание треугольника) или отрезку MG, который пропорциона
лен МН.

Масштабы ttis2, гпр2 и niq2 можно определить, вычислив мощности 
S2, Р2 и Q2 для любого частного режима и разделив полученные 
значения на длину отрезка MG.

Например, исходя из режима, отмеченного на диаграмме точ
кой М , имеем:

S ,  U Î m^^MKnijOM 
ms2== Ш  ~  MG =  MG  ’

So cos ®o So sin ф9
mp2 =  —MG^ =  ms2COS(p2: mQ2 =  -^ M G = m 5351Пф2.

Пользуясь круговой диаграммой, можно определить зависимости 
I ,  U„ U2, ф 1( Ръ  Р2, Qx  и Q2 о т  г2.

Для этого, задавшись значением г2, отложим соответствующий 
отрезок AN и определим положения точки М — конца вектора 1. 
Затем проведем отрезки МК, MF  и MG и . . 
замерим их длины; наконец, пользуясь мае- 1 ^ ,
штабами, вычислим соответствующие этим &--------- Т--------- п
отрезкам величины. Вообще ж е по круговой -^ 1Г 1 г
диаграмме можно найти зависимость всех пе- • V U ’ г  U 
речисленных выше величин от любой из них, и , S у
принятой за независимую переменную. Вычер- " ¿ 5  
чивая ряд отрезков, изображающих величину, . ?
которая принята за независимую переменную, ^ 
нетрудно построить отрезки, определяющие Рис. 7-5.
остальные величины.

Рассмотренная круговая диаграмма для неразветвленной цепи 
применима к любому активному двухполюснику, сопротивление 
нагрузки которого изменяется так , что угол ф2 =  const. Это утверж 
дение следует из теоремы об активном двухполюснике, согласно 
которой можно активный двухполюсник с сопротивлением нагрузки  
и Z2 представить схемой по рис. 7-3, в которой ZK —входное сопротив
ление активного двухполюсника, a Üx =  Üx — .напряжение на 
зажимах двухполюсника при холостом ходе.

Пример 7-1. Построить диаграмму дл я  то ка/  в неразветвленной части цепи 
рис. 7-5 при изменении емкости С, счи тая, что остальные параметры  цепи rít 
г2 и L, а такж е  частота и напряжение питания неизменны.

Р е ш е и и е. Ток / =  А, +  /2. Ток /г =  Ül{rx +  jx ¡)  неизменный, а ток 
/2 =  Ül(r2 — ¡x(:) изменяется по круговой диаграмме. Заметим, что га и — jx c  
в схеме на рис. 7-5 соответствуют сопротивлениям ZK и Z2 в схеме на рис. 7-3 и 
комплексным величинам А и N в выражении (7-2).

Выбрав масштабы тц  и m¡, отложим векторы Ú и Ií  (рис. 7-6). Конец в е к 
тора /, примем за начало О, для построения круговой диаграммы тока /2. Вычис
лим ток /8 при коротком замыкании изменяющегося сопротивления, т . е . при

.  ''■’А
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Хс —  0, получим /5lí = С/г^. Т о к  /2к совпадает по фазе с напряжением й. Отло
ж ив вектор /2К из конца вектора Д, получим хорду 0 ХК круговой диаграммы /2. 
Выбрав масштаб гП., отложим отрезок ОхА =  г.,/тг. Затем из точки А под углом
— ф =  а  — V =  0  — (— л/2) =  я / 2  проведем линию изменяющегося параметра 
AN '. П ерпендикуляр 0 , 0 ,  проведенный из начала диаграммы О, к линии изме
няющегося параметра А ЛГ, совпадает с хордой 0 1К. Поэтому перпендикуляр, 
восстановленный из середины хорды 0 ХК (показан пунктиром), пересекается

с 0 ,0  в середине хорды. Эта точка пе
ресечения — центр С круговой диа
граммы. Таким образом, в рассматривае
мом случае хорда 0 ХК является  диаметром 
окружности. К руговая диаграмма тока /2 
представляется половиной дуги о кр уж 
ности, лежащей слева от 0 1К (на той сто
роне, где находится линия изменяющегося 
параметра). На круговой диаграмме по-

, 0  -

1 и Ú f
гг (

1
1 /7

Рис. 7-6.

а) е)
Рис. 7-7.

казано положение вектора /2 дл я  некоторого частного значения хс . Так как 
/ =  / +  /„ то, к ак  видно из построения, конец вектора / перемещается по 
той ж е полуокружности, по которой перемещается конец вектора /2.

Н а диаграмме отмечены два  резонансных режима (когда ток / =  Í'„ и I =  /’  
совпадает по фазе с .н апряж ен и ем  Ú): первый резонансный режим (/,',)— при 
хс ~  х 'с и второй O'ó) — ПР И хс =  хс- к РУГ0В° й  диаграммы следует, что 
минимум тока /М1Ш получается вблизи первого резонансного режима, но не при 
резонансе.

Если /, sin  =  1Л2гг, то кр у го в ая  диаграмма расположится, как  указано 
на рис. 7-7, а, и, очевидно, возможен только один резонансный режим. При 
/, sin  ф, >  U/2r2 (рис. 7-7, б) резонанс не получается ни при каком значении 
емкости С.

7-3. Круговые диаграммы для любой разветвленной цепи

Если в разветвленной цепи сопротивление одной из ветвей, 
например сопротивление второй ветви, изменяется, а все остальные 
сопротивления и э. д. с. (токи) источников энергии неизменны, то, 
к ак  было показано в § 2-7, токи и напряжения любых ветвей связаны 
линейными зависимостями. Это справедливо и для цепей синусои
дального тока, если неизменны амплитуды э. д. с. В частности, для 
тока /х в первой ветви и тока /2 во второй справедливо соотношение

/ 1 =  Л + 5 / 2> (7-6)

где Л и В — комплексные числа.
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Рис. 7-8.

На рис. 7-8 показала разветвленная цепь, в которой выделены 
источник напряжения Ux в первой ветви и одно из сопротивлений Z2, 
входящее в состав второй ветви. Остальная часть цепи, которая мо
жет содержать источники питания (активная цепь) показана в виде 
прямоугольника А.

Пусть г2 (модуль сопротивления Z2) изменяется, а аргумент ср2 
остается неизменным; тогда, рассматривая всю цепь относительно 
сопротивления Z2 как активный 
двухполюсник, придем к заключе
нию, что конец вектора /2 переме
щается по дуге окружности. Пока- 
жем, что в этом случае диаграм- (  ) 
мой тока /, такж е является д уга  
окружности.

Пусть дуга (Ж2 (рис. 7-9) пред
ставляет круговую диаграмму тока 
/2. Умножение / ¡ н а  В = Ье№ при
водит к изменению длины вектора /2 в b раз и к повороту его на 
угол р. Поэтому диаграмма вектора В/2 представляется дугой ок
ружности О/С', проходящей через точку О, повернутой относи
тельно дуги ОЛ'2 на угол р и имеющей радиус, в b раз больший 
радиуса дуги 0/С2. Перенеся д у гу  ОК' параллельно вектору А на 
отрезок, равный длине вектора А, получим дугу ОхК х. Конец век 

тора 1Х =  А +  В/2, к ак  это сле
дует из построения, находится на 
дуге  окружности ОхК х, т - е - ДУга 
OxKi — круговая диаграмма то
ка /х.

' Итак, если в какой-либо ветви 
разветвленной цепи изменяется 
только модуль одного из сопро
тивлений и остаются неизменными 
амплитуды э. д. с. (токов) всех ис
точников питания, то конец век- 

Рис. 7-9. тора тока любой из ветвей опи
сывает круговую диаграмму. Т ак 

как напряжения и токи любых ветвей связаны линейными зави
симостями, то и для всех изменяющихся напряжений получаются 
круговые диаграммы.

Чтобы определить комплексы А и В линейного соотношения 
(7-6), нужно знать токи ! х и /2 для каких-либо двух  режимов, 
при двух различных значениях z2, например при z2 =  О и 
г2 =  оо.

При г2 =  °° (т. е. при разомкнутой ветви 2) /2 =  0. П усть при 
этом 1Х =  /1х, тйгда из написанного соотношения имеем: /1х =  
=  А +  В  -О, откуда А = /Jx, т. е. коэффициент А равен току 
в ветви 1 при разомкнутой ветви 2 .ш Пусть при г2 =  0 (т. е . при 
коротком замыкании ветви 2) /2 =  /2к и 1Х =  /1к, тогда, подстав-
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л я я  эти значения в (7-6), получаем:

Лк =  Л + 5 / 2к=/1х +  5/2к>
откуда

В . Ак— Ах
Ль

и, следовательно,

Д  =  Л + 5 /  2 — /1 x 4  7 * 2- ‘2к — / — '2- (7-7)

Обозначим через 0 2х напряжение на зажимах ветви 2, когда она 
разомкнута, и через ¿ 2к — входное сопротивление всей остальной

цепи, рассматриваемой как  ак 
тивный двухполюсник относи
тельно зажимов ветви 2. Тогда 
по теореме об активном двух
полюснике

и и* и..2Х

г2К

(7-8)

где =  ф2 ф2к.
Подставляя (7-8) в (7-7), по

лучаем:
Ак — АхЛ =  /:1х ‘ (7-9)

Второе слагаемое имеет такой же вид, как выражение (7-3), и, 
следовательно, графически может быть представлено круговой 
диаграммой с хордой /1к — /1х.

Д л я  построения круговой диаграммы тока 1г нужно предвари
тельно определить /1х, '/ 1к и 2 2к.

Построение круговой диаграммы выполняем в следующем 
порядке:

1) выбираем масштаб т их и откладываем вектор (рис.7-10);
2) выбираем масштаб т ц  и откладываем векторы /1х (отрезок 

0 0 ,)  и /1к (отрезок О/С). Построение круговой диаграммы приводится 
для случая , когда ф1х <  0 и ф1к >  0;

3) соединяем точки Ох и К, получаем хорду ОхК’,
4) выбираем масштаб тг и откладываем на хорде Ох/( отрезок 

ОхА =  г2к/тг;
5) проводим прямую изменяющегося параметра АЫ' под углом 

— 'ф == Ф2к — Фг к хорде ОгК, рассматриваемой как  отрезок, имею
щий направление от точки Ох к  точке К  (построение круговой диа
граммы приведено для случая , когда угол ф2к — ф2 >  0, и поэтому
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на рис. 7-10 этот угол отложен относительно ОхК  против направле
ния движения часовой стрелки);

6) проводим прямую ОхО _\_ АМ'\
7) на пересечении перпендикуляра к  середине хорды с линией 

ОгИ находим центр С круговой диаграммы.
Д ля любого значения г2 можно отложить отрезок АЫ =  г 2!т г 

и на пересечении линии ОхЫ с круговой диаграммой в точке М найти 
положение конца вектора тока Д .

Из сказанного выше следует, что дуга  ОхМК, рассматриваемая 
относительно точки Ои  представляет пропорционально измененную 
и повернутую на некоторый угол круговую  диаграмму активного 
двухполюсника. Под активным двухполюсником здесь подразу
мевается вся цепь, представленная на рис. 7-8, за исключением 
сопротивления '¿2. Поэтому ток /2, 
напряжение И2, мощности Б2, Р2 и Qa 
определяются теми же отрезками 
прямых, которые служили для этой
цели в круговой диаграмме двухпо-У
люсника. Ток /2 определяется отрез- -
ком ОгМ, напряжение 1!г — отрез
ком МК, а мощности Б2, Р2 и 
ф2 — отрезком МН, или, что удоб
нее, пропорциональным ему отрез- Рис- 7-11- 
ком Мй.

Для определения масштабов И2, /2, Р2 и Q2 нужно вычислить 
значения этих величин для каких-либо частных режимов и затем 
разделить эти значения на длины соответствующих им отрезков 
диаграммы. Например, вычислим /2К и и 2х. На диаграмме току 12к 
и напряжению 0 2х соответствует хорда ОгК- Следовательно, масш
таб т12 =  12кЮхК и масштаб т и2 = 0^/ОхК-

Пример 7-2 . В цепи, показанной на рис. 7-11, Ё — 10 В, =  103 Ом; 1 Ъ =  
■= /10® Ом; хс изменяется от 0 до оо. Построить круговую  диаграм му д л я  тока 
1Х и определить по ней значения /г  /2, ¿У2 и хс  в двух  реж имах, ко гда  / 2 =
=  ^2макс и К о гда  =  £4макс

Р е ш е н и е .  Находим величины, необходимые для построения кр уговой  
диаграммы и для определения масштабов;

/хх =  4 х =  ¿ ^ ¡ - =  7 >0 7  ^  - 4 5 ° м А >

/1к =  /2К =  £ / гх =  10 мА; 2 2к =  =  707 /  45* Ом;

¿ г2 х = 2 3/зх =  7,07 /  45° В; -г| з  =  ф2к - ф 2 =  45“- ( - 9 0 ° )=  135®.
Выбираем масштаб т п  и откладываем векторы  /1х и /1к (рис. 7-12). Обратим 

внимание, что на рис. 7-12 система координатных осей повернута на 90° против 
часовой стрелки по сравнению с ее обычным расположением. Ось полож ительны х 
вещественных величин направлена вверх , а ось положительных мнимых — влево . 
Такое расположение осей применяют часто, ж ел ая  направить вектор н ап р яж ен и я 
или э. д. с. вертикально при нулевой начальной фазе. Заметим, что такое распо
ложение вектора напряжения ¿7, было и на рис. 7-4 и 7-10. На рис. 7-12 вектор  
э. д. с. не изображен, поскольку он не н уж ен  для решения задачи.

Рис. 7-11.
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Проводим хорду ОуК. Выбираем масштаб т г и откладываем  отрезок 0 1Л =  
=  ггу_1тг =  7071 т 2. Из точки А  под углом — ф =  135° проводим линию изме
няю щ егося параметра А Л/'. О пускаем  перпендикуляр 0 , 0  на линию AN' и вос
стан авли ваем  перпендикуляр к  середине хорды О̂ К- Получаем точку С — центр 
круговой  диаграммы.

Ток 1Х измеряется отрезком ОМ, ток /2 — отрезком О, М, напряжение 112 — 
отрезком КМ, сопротивление хс  — отрезком АЫ. Масштабы т п  и т г, были выб
ран ы , масштабы т /2 =  =  Ю /О ^, мА/см, и т и2 =  £/2х/ОхК = 7 ,07/01/(> 
В/см. Ток / 2 =  /2макс, ко гда отрезок ОхМ имеет наибольшую длину, т. е. когда 
точка М занимает положение М х. Н апряжение 112 =  £/2иакс, когда отрезок КМ

имеет наибольшую длину, т. е. ко гда точка М занимает положение Мг< совпадаю
щее с точкой О. Значения переменных величин, соответствующих точке Мх, 
обозначим одним штрихом, а точке М.2 — двумя штрихами:

1̂  = т 110 м 1 = т 11001 = 11х = 7,07 мА;

г г = т1*°1М1 = ° 1К ^ = 10 [/'* МЛ;
7 07

- 0 1К  =  7,07 В;11' - ти2КМ1 - О̂ К
ОгА =  =  500 Ом.
У 2 У 2

В проведенном подсчете учтены следующие соотношения между длинами от
резков, очевидные из рассмотрения диаграммы:

ОМ^ОО^,  ОуМх — ОхК V2; КМ1 =  0 1К  и АЫ^ОуА/У 2 .
Ток / ; '= о ;

/ ¡ = ^ 20 А = ^ ° 1 ^ = ш мА;

и 1=--тП91<М9
7,07 к м ,  = 7,0 7 ^ 2 = 1 0  В ;'■г о гК

2 ==тгР 1А у 2 = = г<глУ 2 = \ т  Ом.

Точка М2 соответствует резонансу токов. Так к а к  рассматривается теоре
тический случай, когда в ве твях  2 и 3 нет активного сопротивления, то ¡1  =  0  и 
и ч — Е.
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Пример 7-3. Д ля той же цепи (рис. 7-11) построить при изменении хс  к р у 
говую диаграмму для тока /3 и отметить на ней точки Ai, и М2, соответствую щ ие 
^гмакс и ^гмакс- Найти для этих режимов значения тока /3.

Р е ш е н и е .  При хс  =  0 имеем / =  0. Все остальные параметры, необ
ходимые для построения круговой диаграм мы  дл я  /3, вычислены в преды дущ ем 
примере.

Выбрав масштаб т /3, откладываем вектор / =  /1х (рис. 7-13). Т ак  к а к  /дк =  
=  0, то конец вектора /як — точка /( совпадает с точкой О. Выбрав масш таб mz, 
откладываем отрезок О, А =  г,гк/тг — 7 ,07/ т г . Из точки Л под углом — г|; =  135° 
проводим линию переменного параметра A N '. Затем определяем центр С о к р уж н о 
сти и строим круговую  диаграмму. О трезками ОМ, 0 1М, КМ и AN  и змеряю тся 
соответственно /д, /2, U2 и хс . Масштабы т /3 и mg были выбраны, масш табы  
т12 =  W K  и mü2 =  U JO ^ K . Ток / 2 =  /2макс в точке M j. Н ап ряж ен и е
î ;  =  и .г„акс в точке Мг. Из диаграммы находим 1'ъ =  /зх =  7,07 мАи 1\ = ^ 2 / 3х =  
=  1 0  мА.

Г л а в а  в о с ь м а я

МНОГОПОЛЮСНИКИ И ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКИ ПРИ СИНУСОИДАЛЬНЫХ 
ТОКАХ И НАПРЯЖЕНИЯХ

8-1. Четырехполюсники и их основные уравнения

Исследование режима работы сложной электрической цепи часто 
сводится к установлению связи меж ду токами, напряжениями и 
мощностями различных ее участков или ветвей. При этом режим 
остальной 1Гасти цепи может оставаться неизвестным, хотя все ее 
параметры учитываются при решении задачи. В таких условиях

/Вг- -С=>
г

-0

Рис. 8-1. Рис. 8-2. Рис. 8-3.

рассматриваемая цепь может определяться обобщенными парамет
рами на соответствующих зажимах, относительно которых парамет
ры заданы или должны быть найдены.

Часть цепи, которая характеризуется обобщенными параметрами, 
необходимыми и достаточными для составления уравнений связи  
между токами и потенциалами на ее заж имах, называется м н о г о 
п о л ю с н и к о м .  Число полюсов многополюсника равно числу 
зажимов на границе данной части цепи. Многополюсники часто 
условно изображаются в виде прямоугольников с соответствующим 
числом зажимов-полюсов. Так, на рис. 8-1 показано условное изо
бражение пассивного двухполюсника, на рис. 8-2 изображен трех- 
полюсник, а на рис. 8-3 — четырехполюсник.

Практически при исследовании электрических цепей чаще при
ходится пользоваться двухполюсниками, трехполюсниками и четы-
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рехполюсниками с фиксированными зажимами для присоединения 
источников электрической энергии и приемников. Четырехполюс
ники, не содержащие в своих ветвях источников энергии, называ
ются п а с с и в н ы м и ,  к  числу которых относятся, например, линии 
передачи электрической энергии и трансформаторы. Четырехполюс
ники, содержащие в своих ветвях источники энергии, называются 
а к т и в н ы м и .

Д ля изучения теории и методов расчета режимов пассивных 
четырехполюсников рассмотрим схему с двумя источниками энергии.

Выделим две ветви с источниками 
э. д. с. Ё, и Ё2 (рис. 8-4). Тогда ос
тальную часть схемы Можно рассмат
ривать как пассивный четырехполюс
ник с первичными — входными за
жимами 1 — 1' и вторичными — вы
ходными зажимами 2 — 2'\ при этом 
внутренние сопротивления источни
ков энергии отнесены внутрь четырех
полюсника. Положительные направ

ления токов в этих ветвях  и напряжений на их зажимах выбраны 
в соответствии с направлениями э. д. с. (рис. 8-4).

Пользуясь методом контурных токов (при выбранных положи
тельных направлениях токов 1Ъ /2 и напряжений Ои 0 2), напишем 
следующие' уравнения:

р 1 ! ; - /  ; г г  1 м¿ 2 ---— ¿21*1 +¿22*2» ;
где =  Ох! ¡х и 1̂ х — Ог//х при /2 =  О (питание четырехполюс
ника со стороны первичных зажимов и разомкнутые вторичные); 
Z22 =  0 2//2 и 1 x1 =  Ох11% при ¡х =  0 (питание четырехполюсника 
со стороны вторичных зажимов и разомкнутые первичные).

Форма записи уравнений (8-1) называется формой 1. Эти урав
нения можно записать и в матричной форме:

Zxx Zx2

Рис. 8-4.

-О х = гх х !х + г

и  х 

Ог
(8-1а)

X21

Если из уравнений (8-1) выразить токи Д и /2 через напряжения 
Ох и О2, то получаются следующие уравнения:"

/ 1 =  У и  0 х - У х20 2; )

Аг =  ^ 21^ 1 +  УггОъ, }
где

(8-2)

у.21-

^11^22— ̂ 12̂ 21 *
2̂1_____.

^11̂ 22--^12̂ 21 1

12- % и % 412-- 1̂2̂ 21
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Л Уч* У 1ъ Ог

и - у 21 У гг Ог

Уравнения (8-2) могут быть получены и непосредственно из схемы 
рис. 8-4 методом узловых потенциалов. Форма записи уравнений 
(8-2) называется формой У; эти уравнения можно записать т а к ж е  
в матричной форме:

(8-2а)

Для анализа четырехполюсника с транзисторами (см. гл . 9) 
часто применяются уравнения с т а к  называемыми смешанными 
(гибридными) параметрами, в которых независимыми переменными 
являются напряжение Ог и ток /1( а зависимыми — напряжение (У г 
и ток /2. Эти уравнения легко получаются из (8-1) в следующем 
виде:

" 0х =  Яц/1 +  Я 1802;
I  г =  Н 1 Н 22,0-2

(8-3)

где

Н г и 7. — 7,
11-

н.21 -

- . 
¿ 2 2

н 2* = 4 - .

Ог Нгг я 12 Л
и я 21 я 22 о 2

Аналогично (8-1 а) и (8-2а) уравнения (8-3), которые называю тся 
формой Н, можно записать в матричной форме:

(8-4)

Для исследования режимов четырехполюсников при их к а с к а д 
ном соединении целесообразно иметь такую  форму уравнений, в  ко 
торой напряжение (У1 и ток Д выражены 
через напряжение 0 2 и ток Д. С этой 
целью по теореме о компенсации заме- г&, 
ним э. д. с. Ё2 падением напряжения . 
в сопротивлении ¿ 2 от тока /2, направ- 
ленного навстречу Ё2 (рис. 8-5). Эту 
схему сможно рассматривать и . к ак  
четырехполюсник с источником э. д. с. 
на входных зажимах и сопротивлением 
нагрузки на выходных.

В связи с изменением положительного направления тока

--с>

п °г

Я.0

Рис. 8-5.

(рис. 8-5) в уравнениях (8-2) для этой схемы изменится знак перед
током /2:

Л = к и г 7 1 - а д
---Д  = ---  У 21& 1 +  ^22 О 2. } (8 -5 )
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В результате совместного решения уравнений (8-5) относительно 
Ог и ¡ х получим:

йх =  А йЛ В Ь -А
/1=си2+о12, ) { '6)

где А — У22/У2х — безразмерная величина;
В = 1/У21 имеет размерность сопротивления;
С =  (КцУ22 — У ̂ 2 1) ^ 2 1  имеет размерность проводимости;
И =  У 11/У21 — безразмерная величина.

Форма записи уравнений (8-6) называется формой А*. 
Коэффициенты четырехполюсника А, В, С я  О связаны между 

собой соотношением

А О -ВС -- У1\У22— У 11̂ 22 4~ ̂ 12̂ 21 
У«У„

У12 
Уй’

Поскольку для взаимных цепей У12 — У21, то, рассматривая 
далее четырехполюсники, для которых выполняется принцип взаим
ности (взаимные), получим:

Л О - В С =  1. (8-7)

01 А В и 2

¡1 С О ¡2

Подчеркнем, что комплексные коэффициенты четырехполюсника 
А, В, С и й ,  к а к и  другие коэффициенты и параметры зависят от 
сопротивлений, проводимостей, конфигурации схемы и от частоты
э. д. с. или тока источника.

Уравнения (8-6) можно записать в матричной форме:

(8-8)

Если у четырехполюсника рис. 8-5 присоединить источник 
э. д. с. Ё2 к вторичным зажимам, а к  зажимам 1—Г  присоединить

сопротивление нагрузки 1Х (рис. 8-6) 
и изменить положительные направ
ления токов /х и /2 (по сравнению 
с рис. 8-5) на обратные, то уравне
ния (8-6) примут вид:

0х =  А и 2- В ! 2,
— ¡х==С02 — О12.

, о .

2'
Рис. 8 -6 .

Из этих уравнений с учетом (8-7) получим:

(8-9)

и 2 =  0()х + в1х; 
/2 =  С(У 1 +  А1

(8-10)

* Такое наименование объясняется тем, что иногда все коэффициенты в урав
нениях (8 -6 ) обозначают б уквой  А с различными индексами.
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Сравнивая эти уравнения с (8-6), легко заметить, что при обрат
ном питании коэффициенты А и D меняются местами.

Четырехполюсник называется с и м м е т р и ч н ы м ,  если при 
перемене местами источника питания и приемника токи источника 
энергии и приемника не изменяются. Уравнения симметричного 
четырехполюсника должны остаться неизменными при взаимной 
замене первичных и вторичных зажимов. Поэтому А =  D и разм етка 
первичных и вторичных зажимов для симметричного четырехполюс
ника необязательна. Все четырехполюсники, не удовлетворяющие 
этому условию, называются н е с и м м е т р и ч н ы м и .

8-2. Определение коэффициентов четырехполюсников

Комплексные коэффициенты несимметричного пассивного четы
рехполюсника определяются опытным путем или расчетом, причем 
в последнем случае должны быть известны величины сопротивлений 
или проводимостей ветвей, составляющих четырехполюсник, и сх е
ма их соединения.

Из выражений для коэффициентов А, В, С и D следует, что их 
значения определяются различным сочетанием трех постоянных 
величин: Уи (входной проводимости со стороны зажимов I —Г  
при закороченных зажимах 2— П  Y22 (входной проводимости со 
стороны зажимов 2—2’ при закороченных зажимах 1—/') и 
Yn = Y21 (взаимной проводимости). Следовательно, для экспери
ментального определения этих коэффициентов достаточно иметь 
данные опытов, в той или иной форме определяющих три комплексные 
величины: Yn , Y22 и У12 = К21. Если можно измерить одновременно 
как первичные ток и напряжение Д  и Ои  так  и вторичные /2, 0.2, 
то для определения коэффициентов А, В, С и D достаточно иметь 
данные только двух опытов.

Наиболее просто значения этих коэффициентов вычисляются по 
данным опытов холостого хода и короткого замыкания.

При разомкнутых вторичных заж им ах, т. е. когда /2 =  0, из 
уравнений (8-6) первичные напряжение и ток

0 1x =  AÜ2; Лх =  С’£/2,
откуда

А = 0 М ;  С = 1 1х/0а. (8-11)

Входное сопротивление со стороны первичных зажимов при 
разомкнутых вторичных

Zlx =  Ülx//lx =  A/C. (8-12)

При этом должны быть измерены не только модули соответствую
щих величин, но и их фазы.

При коротком замыкании на вторичных зажимах, т. е. когда 
Ü2 = 0, из уравнений (8-6)

Ü i k — B i 2 i Лк
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откуда
в — и 1К¡12, й—Ак/Л- (8-13)

Входное сопротивление со стороны первичных зажимов при 
коротком замыкании вторичных

г 1к =  и ы/!и  =  В/и. (8-14)

Следовательно, измерив модули и фазы 0 1х, /1х и 0 2 при холостом 
ходе и 0 1к, Д к и /2 при коротком замыкании, легко определить все 
четыре коэффициента четырехполюсника.

Коэффициенты четырехполюсника можно такж е рассчитать по 
данным опытов, измеряя в каждом опыте только первичные или 
только вторичные ток и напряжение. В этом случае необходимо 
иметь данные трех опытов, из которых два опыта, описанных выше, 
проводятся при питании четырехполюсника со стороны первичных 
зажимов и один опыт — при питании со стороны вторичных, или 
наоборот. Наиболее простые выражения получаются для коэффициен
тов А, В, С и Б  по данным опытов холостого хода и короткого замы
кания при питании четырехполюсника со стороны вторичных зажи
мов и опыта ХОЛ9СТОГО хода при питании со стороны первичных зажи
мов.

При питании четырехполюсника со стороны вторичных зажимов 
и при Ох =  0  из уравнений (8 -10)

£̂ 2к — -5^1» — А1-1,
откуда входное сопротивление со стороны вторичных зажимов при 
коротком замыкании первичных

— й  2к/Дк =  В/А. (8-15)
При питании четырехполюсника со стороны вторичных зажимов 

и при ¡х =  0  из уравнений (8 -10)
О ^ О О х ,  1гг =  СОх, (8-16)

откуда входное сопротивление со стороны вторичных зажимов при 
холостом ходе на первичных

г 2х= и 2х/1и = о / с .  (8-17)
Решая совместно уравнения (8-12), (8-15) и (8-17) и учитывая 

(8-7), получаем:

Л =  1 / ”И = т - -  (8’ 18>Г ¿2х 2̂К
Так как  сопротивления комплексные, расчет по данным опытов, 

дает два значения коэф ф и ц и ен та А, а следовательно, и два значения 
каждого из остальных коэффициентов, поскольку они выражаются 
через А по формулам

В =  л г 2к; С =  А/г1х; Б ^ А г 2х/г1х. (8-19)

Т акая двузначность объясняется тем, что коэффициенты зави
сят не только от элементов схемы четырехполюсника, но и от выбора
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положительных направлений напряжений и токов относительно 
зажимов четырехполюсника. Однозначное опредение коэффициен
тов возможно при помощи опыта, позволяющего определить, к а к  
это было указано, сдвиг по фазе напряжения или тока на входе 
четырехполюсника по отношению к напряжению или току на 
выходе.

Здесь следует такж е отметить, что возможная ошибка в опреде
лении коэффициентов, возникающая вследствие неучета связи  
между значениями коэффициентов и положительными направле
ниями токов и напряжений, может привести к ошибочному опреде
лению только фазы на угол, равный я .  Т акая ошибка во многих 
случаях исследования четырехполюсника не имеет значения. Однако 
в ряде случаев неправильное определение фазы может иметь сущ ест
венное значение, например при параллельном соединении четы 
рехполюсников.

Необходимо подчеркнуть, что сопротивления Zlx, Z2x, ZlK и Z2K 
связаны между собой соотношениями ZlK/Z2K =  Zlx/Z2x =  A/D, 
причем для симметричного четырехполюсника эти отношения равны  
единице (Л =  D). Из уравнений (8-18) и (8-19) следует, что д л я  
определения коэффициентов симметричного четырехполюсника при 
А =  D достаточно иметь данные двух опытов, например холостого 
хода и короткого замыкания.

Уравнения (8-6) показывают, что к а к  напряжение 0$, т а к  и 
ток /Х на первичных зажимах состоят из двух  слагающих, из кото
рых одна пропорциональна напряжению приемника 0 2, а др угая  — 
току /2.

Пусть заданы напряжение 0 г и ток /2. Если при разомкнутых 
вторичных зажимах (/а =  0) установить напряжение 0 2 равным 
напряжению при нагрузке,- то напряжение и ток на входных заж и 
мах должны быть равны:

Если при коротком замыкании на вторичных зажимах (0 2 — 0) 
установить ток /, равным току нагрузки , то напряжение и ток на 
первичных зажимах должны быть равны:

Отедовательно, напряжение ¿7Х и ток /х при нагрузке равны  
суммам соответственно напряжений и токов в режимах холостого 
хода и короткого замыкания четырехполюсника. Действительно,

8-3. Режим четырехполюсника при нагрузке

&ix — AU2, /Хх — СО t.

0\к— в/2, /Хк— d ! 2.

(8-20)
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Эти уравнения выражаю т принцип наложения. Иначе говоря, 
для того, чтобы получить на вторичных зажимах четырехполюсника 
напряжение Ог и ток /2, необходимо установить на первичных 
зажимах напряжение 0 1% и ток /1х, пропорциональные 0 2, а также 
напряжение, 0 1к и ток /1к, пропорциональные току /2.

Д ля характеристики рабочего режима четырехполюсника часто 
пользуются понятием входного сопротивления со стороны первич
ных зажимов 1—Г  при сопротивлении нагрузки (рис. 8-5) и 
понятием входного сопротивления со стороны вторичных зажимов 
2—2' при сопротивлении нагрузки (рис. 8-6).

Для определения входного сопротивления схемы рис. 8-5 доста
точно разделить первое из уравнений (8-6) на второе; в результате 
получим:

^  _А7<2-\-В 21)
1вх — с и 2+ ю и~  с г 2+ о  '

В частности, при коротком замыкании (£2 =  0) получаем 
1Ы = ВЮ, при холостом ходе =  оо) имеем ¿ и  =  А/С.

Аналогично при обратной передаче (рис. 8-6) на основании 
уравнений (8-10) имеем:

^  __^ 2 __• В/х_______ В (8-22)
2вк~ Ц  ~ Ьйх+ли ~ с г х + л '

На практике часто применяются и другие выражения д л я ,2 1вх 
И ^2вх- Например, вместо коэффициентов четырехполюсника А, В, 
С и £> в формулы (8-21) и (8-22) вводят сопротивления холо
стого хода и короткого замыкания при прямом и обратном пита
нии, т. е.

__А В1А -|~2.<1 у
¿ 1 в х —  г  7 .  ■с  о / с + г г и г 2х+ г 2 '
7 0В10-\-Хх 7 Z1¡c-+-Zl
' 2в* —  С А / с + г г ах

(8-23)

Полученные выражения (8-23) показывают, что четырехполюс
ники могут быть применены для преобразования сопротивлений.

8-4. Эквивалентные схемы четырехполюсников

Выше было показано, что любой пассивный взаимный четырех
полюсник с - заданными первичными и вторичными зажимами 
характеризуется тремя независимыми постоянными коэффициен
тами. Следовательно, можно представить пассивный четырех
полюсник в виде трехэлементной эквивалентной П-образной схемы,
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или П-схемы (рис. 8-7), и эквивалентной Т-образной схемы, или 
Т-схемы (рис. 8-8).

Определим параметры П-образной схемы.
Если в правой части первого уравнения (8-2), определяющего 

ток Д, прибавить и вычесть Уп Оъ  а в правой части второго ур ав-

*

Рис. 8-7. Рис. 8 -8 .

нения для /2 прибавить и вычесть У21Ог , то после преобразований 
получим:

А = (^п -  ^12) 64+ ^ 1 2  (¿>1 - 0 2) =  1п  + 1,2; 1 (8 24) 
Ь = - У 21( и 1- и 2) +  (У22- У 21) 0 2= 1 22- ! 21. I ’

Полученным уравнениям (при У12 =  К21) удовлетворяет схема, 
показанная на рис. 8-7. Элементы этой схемы:

=  2 1 =  у - 2 3= ~ - 1 у  (8-25)1 12 г 11— г 12 *22— * 12
Пользуясь уравнениями (8-6) и (8-7), можно выразить параметры 

П-образной схемы через коэффициенты четырехполюсника:

г 3 =  В; 2 ! = ^ ;  2 2 =  ̂ А _ . (8-26)

Элементы Т-образной схемы можно найти по формулам преоб
разования треугольника сопротивлений (рис. 8-7) в эквивалентную 
звезду (рис. 8-8):

7 '  а д   ̂ у Г 7 г  ^ 1 ^ 2  / О  0 7 \

г я+ г 1+ г ш •
После замены в этих уравнениях 2 3, и 2 3 согласно (8-26) 

получим:
¿1 =  ̂ ;  Я; =  ̂ : г'3 =  ± .  (8-28)

Здесь следует подчеркнуть, что изменение положительного 
направления тока /2 (на рис. 8-7 и 8-8 указаны  пунктирной стрел
кой) не влияет на параметры эквивалентных схем, что легко про
верить.
, Если для четырехполюсника не выполняется свойство взаим 
ности, т. е. Z12 Ф  ¿ 21 или У-,0 ф  У21, то это можно учесть в каждой 
из эквивалентных схем (рис. 8-7 и 8-8), например, при помощи 
дополнительного зависимого активного параметра.

Для иллюстрации отмеченного положения применительно к экви 
валентной схеме рис. 8-7 обратимся опять к  уравнениям (8-2).
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(8-29)

В правой части уравнения, определяющего ток /1( надо прибавить 
и вычесть слагаемое У120 2, а в правой части уравнения для тока /2 
соответственно Уп Оъ  а такж е У120 2, после простейших преобра
зований получим:

Л  =  П А  -  ^12^2 =  (Кп -  У12) и  г +
+  У12 Ф г  — 0 2) — 1ц-\- Д 2;

/2 — — У2\Ох-\-У220 2-=(У 22— У12) (У2 —
— УХ2 (Ох — 0 2) (УХ2—У2Х) и х —122 — 1Х2-\-312-

ЭТИМ уравнениям удовлетворяет эквивалентная схема, пока
занная на рис. 8-9, в которой источник тока 3 Х2 =  (У12 — У2Х) Ох

является активным параметром, 
зависящим от входного напряже
ния С?х; 1Х =  1/(К1Х — УХ2)\
г 2 = \ 1 ( у 22- у 12у, г  =  1/к12.
Полученная эквивалентная схе
ма для невзаимного четырехпо
люсника не является единствен
ной. Например, преобразованием 
тех ж е уравнений (8-2) можно, 
аналогично предыдущему, полу

чить эквивалентную схему с источником тока, зависящим от на
пряжения 0 2 и присоединенным к первичным зажимам 1—1' 
четырехпол юсника.

Эквивалентную схему для невзаимного четырехполюсника при 
1 Х2Ф Е 2Х можно получить путем преобразования уравнения (8-1) 
к следующему виду:

О ^ ‘ 1’̂ ч = 7̂‘ 1\~^ 1 )̂ Л "1*^12 (Л +  А);
й 2 =  ¿ 2Х11 Е2212 =  (-̂ 22 — ^ 12) /2

+  (^21—2 ]2) Л  +  ̂ 12 (/х +  /2) .

Рис. 8-9.

(8-30)

где э. д. с. £'21 =  (£21 — Z12) /х является активным параметром,

и, \ \г„

Этим уравнениям удовлетворяет эквивалентная схема рис. 8-10,
г . *  .

зависящим от тока Д . Эквивалент
ные схемы невзаимных четырехпо- (г , (г - г )  Ь
люсников применяются для анализа ----- .— г —1‘
и расчета электрических цепей, со- ' 
держащих электронные лампы и 
транзисторы.

Четырехполюсники с взаимны
ми параметрами, у  которых не 
заданы парные зажимы для при
соединения источников электриче
ской энергии и приемников, характеризуются в общем случае 
шестью коэффициентами, поэтому эквивалентные схемы для таких 
четырехполюсников содержат шесть элементов.

Рис. 8-10.
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Д ля иллюстрации этого положения*'выделим из сложной схемы 
некоторую ее часть, не содержащую источкиков э. д. с. или источ
ников токов, с числом полюсов, равным четырем. Каждый полюс 
можно характеризовать током и потенциалом по отношению к  неко
торой произвольной, но общей д ля всех полюсов точке О 
(рис. 8-11, а).

Не изменяя режима внутри пассивного четырехполюсника и 
на его зажимах, дополним рассматриваемую систему до замкнутой, 
включив между каждым полюсом и общей точкой источник с э. д . с .,

равной потенциалу соответствующего полюса (рис. 8-11, а). П оль
зуясь принципом наложения, напишем выражения для токов 
четырехполюсника в виде

Пользуясь вторым законом Кирхгофа, можно заменить в этих 
уравнениях все э. д. с. напряжениями м еж ду тем полюсом, д л я  
которого определяется ток, и остальными полюсами. Например, 
в выражении для тока /^заменим э. д. с. Ё1к Ё2, Ё3 и Ё4 на основа
нии равенств =  О1о\ Ё2 = —0 12 +  О10; Ёа =  — 0 13 +  О10; Ё\ =
— —Оц  +  О10. В результате получим:
Л =  #10 (Уп -  У и  -  у и  -  У и) +  й 12у 12 +  и 13У13 +  й и у и . (8-32)

Аналогичные уравнения получаются д л я  токов /2, /3 и /4:

2̂ =  йго (У  22 — У  21 — У  23 ~  У  и) +  О 21У  21 -\-023У  2з +  О 2^У и \ |
1з =  йзо (У  зз ~  У  31 — У  32 ~  У  и) й  з\У 31 0 Э2Уз2 -|- О 31У  34; | (8 -3 3 )

/ 4 =  £/40 (У  41 — У  41 — У12~~ У  ̂  4 " й  1 1 У  и  “Ь О  42К  42 +  й  4 зУ  43- I

В этих уравнениях напряжения м еж ду полюсами связаны  
равенствами 0 12 =  — 0 21\ Огз =  — 0 32 и т. д.

Рис. 8-11.

Л  =  ¿ 1 У1 1  -  Ё2У12 -  Ё3у 13 -  £ 4У14;
/2 =  — Ё ХУ 2 1 Ё 2У22 — Ь3У 23 — ¿ 4У24, (8-31)
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Так как сумма токов Д  +  Д +  Д +  Д  =  0 при любых Ех, Ё2, 
Ё3 и £ 4, то из уравнений (8-33) и (8-32) при их суммировании непо
средственно следует:

У  и  ~  У 12 -  У 1Я -  У  и  =  0 ; -  У 21 +  Г 22 -  Г 23 -  К 24 =  0 ;
, (8-34)

^ 8 1 -  7 8 2 + ^ 8 3 - ^ 4 = 0 ;  - У и - У 4 2 - У м + У и  =  0. '

Следовательно,

Л =  ^12^12+^13^13+^14^14! А =  ̂ 21^ 21+  ̂ 23^23+^24^24! 1 3 5 ч
А =  ¿А ^З ! +  й;цУ32 +  О34 У34; Д =  £/41У41 + ОцчУ42 +  ̂ ЛзУ43- /

Полученным уравнениям удовлетворяет эквивалентная схема, 
имеющая вид полного четырехугольника (рис. 8 -11 , б) с сопротив
лениями ветвей

Я12 — 1/У12; %1з — 1/^13; ^ 23= 1  /У2з и т. д.
При этом очевидно, что такая эквивалентная схема справедлива 

для пассивного взаимного четырехполюсника.
Аналогичным путем можно определить параметры эквивалент

ной схемы для пассивного многополюсника с числом полюсов 
больше четырех. В общем случае число параметров эквивалентной 
схемы для пассивного многополюсника равно числу ветвей полного 
многоугольника, т. е. п (п — 1)/2 , где п — число полюсов.

*

8-5. Основные уравнения и эквивалентные схемы 
для активного четырехполюсника

На рис. 8-12 условно изображен активный четырехполюсник, 
к входным зажимам которого присоединен источник э. д. с. Еи 
а к выходным — сопротивление нагрузки Е2.

Пользуясь теоремой о компенсации, заменим сопротивление 12 
источником э. д. с. Ё2 =  ZJ.¡ и по принципу наложения напишем 
выражения для токов Д  и Д:

¡1 =  Ь ^ ц  -  Ё2У12 + Ё3У13 +  Ё4У1А + . . | (8 36)
12 =  Ё1У21 — ¿2^22 +  Ё3У23 +  ¿4^24 +  •• • /

После замены в этих уравнениях э. д. с. Ё1 и Ё2 соответствую
щими напряжениями и замены составляющих токов, вызываемых 
всеми остальными э. д. с. (Ё3, Ёг и т. д .), находящимися внутри 
четырехполюсника, через

/1а =  £ зП з +  ̂ 1 4  +  . - - ;  | (8 37)
Да — Ёзу гз +  ¿4^24 +  •• • /

получаются следующие выражения:

А  =  * ^ - Ч *  +  М  (8-38)
А  = К 21̂ 1- К 22^2 +  Да- I
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Из уравнений (8-38) непосредственно следует, что при н ап р я
жениях ¿7, =  0 и ¿>2 =  0 токи короткого замыкания Д к = Д а и 
Дк =  Да- В отличие от режимов для пассивного четырехполюсника 
эти токи определяются при одновременном  коротком замыкании 
первичных и вторичных зажимов активного четырехполюсника.

В результате совместного решения уравнений (8-38) относительно 
первичных напряжения 0 1 и тока Д  получаются следующие у р а в 
нения четырехполюсника в форме А:

Уа, '

¡ г

иг-- 
И,, К,,-

21 

у „у ,,
£/*4 у/'1 (А — Ак) +  Лк 

*  -21

ИЛИ

¿Ух—л и  в  — 1.1к)\
( ¡ г  — Д к) =  С£/2 4 £  (/

(8-39)

где величины Л, Б , С и В  — коэффициенты четырехполюсника, 
удовлетворяющие, так  ж е как для пассивного (взаимного) четырех
полюсника, условию ЛО — ВС =  1.

Из уравнений (8-39) следует, что любой активный четырехпо
люсник с заданными первичными и вторичными зажимами х а р а к 
теризуется пятью независимыми 
параметрами (тремя коэффициен
тами и токами Д к =  Д к = _ Д а;
•Дк =  Ак =: Да)- Поэтому его можно 
представить в виде пятиэлементной 
эквивалентной схемы.

Д ля определения параметров, 
например, П-образной схемы об
ратимся к уравнениям (8-38) и Рис. 8-12.
(так ж е как  в случае пассивного
четырехполюсника) в правой части выражения для тока Д  при
бавим и вычтем У1гОъ  а в правой части выражения для Д прибавим 
и вычтем в результате получим:

А — (^ и  — ^ 12) 0 г 4- У12 Ф 1 — ¿А) 4" 31к!
и  =  Ф г  — О2) — (У22 — У21) й 2 3

(8-40)

Уравнениям (8-40) удовлетворяет эквивалентная схема, п о ка
занная на рис. 8-13. Источники энергии, находящиеся внутри 
четырехполюсника, представлены на эквивалентной схеме источни
ками тока Д к и/2к. Пассивную часть схемы (П-образную) можно 
заменить Т-образной (рис. 8-14) так ж е, к а к  это было сделано при 
переходе от схемы рис. 8-7 к  схеме рис. 8-8.

Источники тока можно также представить на эквивалентной 
Т-образнои схеме (или П-образной) источниками с э. д. с. /?1х =  
=  0 1х и £ 2х =  0 2х (рис. 8-15), определяемыми при одновременном
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Рис. 8-13. Рис. 8-14.

размыкании ветвей, присоединенных к первичным и вторичным 
зажимам активного четырехполюсника.

Установим связь  между э. д. с. Е1х и Ё2х и токами J ы и J 2к. Д ля 
этого запишем уравнения (8-39) при одновременном размыкании 
первичных и вторичных зажимов (токи Д  =  0 и /2 =  0), т. е.

О и  — А 0 2х — В ] 2к 

Из этих уравнений

— Ак — СО 2х — DJ' 2к*

Е  1х ^ А х  £  2К ‘

Ё 2к —  0 2х---  г  / 2к — г  У ] к.
(8-41)

Эквивалентная схема на рис. 8-15 может< быть получена из 
схемы рис. 8-14 и путем замены источников тока У 1к и У2к источниками

э. д. с., так  же как это делалось 
в методе контурных токов.

Полезно подчеркнуть, что коэф
фициенты активного четырехпо
люсника (А, В, С и О) и параметры 
пассивных частей эквивалентных 
схем не зависят от э. д. с. источ
ников энергии и равны соответ
ствующим коэффициентам и пара
метрам пассивного четырехполюс

ника. При этом, конечно, должны учитываться внутренние со
противления источников энергии. Вместе с тем активные параметры 
эквивалентных схем У1к, /2к> Ё1х и Ё2х зависят как от активных, 
так  и от пассивных элементов заданного четырехполюсника.

Рис. 8-15.

8-6 . Идеальный трансформатор как четырехполюсник

Идеальный трансформатор представляет собой пассивный взаим
ный четырехполюсник (рис. 8-16), которому приписывается сле
дующее свойство: при любых условиях отношение первичного и 
вторичного комплексных напряжений и отношение вторичного и
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первичного комплексных токов равны друг д р угу  и равны постоян
ному комплексному числу:

Это комплексное число п  называется к о э ф ф и ц и е н т о м  
т р а н с ф о р м а ц и и  идеального трансформатора.

При расчетах идеальный трансформатор часто применяется 
в качестве составного элемента эквивалентных схем трансформато
ров и автотрансформаторов со стальными магнитопроводами, а такж е 
в задачах синтеза электрических цепей.

Познакомимся с другими свойствами идеального трансформатора.
Пусть к вторичным (выходным) зажимам идеального трансфор

матора присоединен приемник с комплексным сопротивлением Z%. 
Тогда входное сопротивление со стороны пер-

а питание осуществляется со стороны вто
ричных зажимов, то аналогичным путем можно показать, что

Эти соотношения характеризуют трансформацию сопротивлений. 
Если вторичные зажимы разомкнуты, то Z^вx =  оо, если они корот
козамкнуты, то 2 1вх =  0.

Установим связь между комплексными мощностями на входе 
и выходе идеального трансформатора. Комплексная мощность на 
входе

В том случае, когда коэффициент трансформации вещественное 
число, т. е. п — п /_ 0°, получаем: =  5., и, следовательно, 
Р1 =  Р2 и =  <32. При комплексном коэффициенте трансформа
ции Рг Ф  Р2 и &  Ф  С}2.

Выясним, каковы  должны быть параметры реального трансформатора 
(рис. 8-17), чтобы его свойства соответствовали трансформатору идеальному.

(8-42)

вичных зажимов

т. е. оно в п2 раз больше сопротивления 
Если к первичным зажимам присоединен 

приемник с комплексным сопротивлением 1Х, Рис. 8-16.

^2вх — (8-44)'

•§1 =  0x1! =  п и 212/п,
где

и, следовательно,

(8-45)
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П окаж ем , что отношение первичного и вторичного комплексных напряжений 
при любых н а гр у зках  трансформатора будет постоянным, если:

1 ) сопротивления обмоток равны нулю: гх — г2 — 0 ;
? )  коэффициент магнитной связи  м еж ду обмотками равен единице: k =  1 .
Действительно, при г, =  г2 =  0 напряжения щ и и2 равны и противоположны 

по зн аку  э. д . с. ех и е2, наводимым в обмотках трансформатора (для напряжений 
и э. д. с. приняты  одинаковые положительные направления относительно одно

именных зажимов). При k — 1 все витки обеих 
обмоток трансформатора пронизываются одинако
вым магнитным потоком Ф и поэтому

£*Ф dd>

или v
£/1  =  /озш1 Ф ; U2 — ¡<аа>2Ф, (8-46)

откуда
UilU2 =  wt/w2 =  const.

Определим, какие требования надо предъявить 
к параметрам трансформатора, чтобы обеспечить 

постоянство отношения вторичного и первичного токов. Д ля указанны х на 
рис. 8-17 положительных направлений токов

“V'i — w2h = Я„Ф,
где iOji, — w2i2 — результирую щ ая магнитодвижущ ая сила (м. д. с .); /?м — м аг
нитное сопротивление для магнитного потока, или

®i/i —ш2/2 = ̂ мф.
Подставив из (8-46) значение Ф =  UJiwUy, получим: 

wJi  — wj\ =  Rjjyljawx,
откуда

h _ =  щ  R jj-i
A  W2 ¡ ( ¡ i Wi Wj x  ’

Отношение /2//, будет постоянным, если
1 ) либо R„ =  0 ;
2 ) либо wx и w2 стремятся к  бесконечности, причем их отношение остается 

неизменным.
Если бы все перечисленные условия были выполнены, то реальный трансфор

матор стал бы трансформатором идеальным, коэффициент трансформации кото
рого п =  п =  w jw 2. Идеальный трансформатор создать нельзя, но проведенный 
анализ п о казы вает , к а к  следует выбирать параметры реального трансформатора, 
чтобы его свойства приблизились к  свойствам идеального трансформатора.

8-7. Эквивалентные схемы с идеальными трансформаторами 
для четырехполюсника

К ак известно, пассивный взаимный несимметричный четырех
полюсник с двум я парами зажимов характеризуется тремя неза
висимыми параметрами, поэтому для него можно составить экви
валентные схемы из трех элементов. Раньше уже приводились П- 
и Т-образные эквивалентные схемы. Теперь введем новые эквива
лентные схемы (рис. 8-18), содержащие в качестве одного из эле
ментов идеальный трансформатор. Эти схемы применяются для 
трансформаторов и автотрансформаторов со стальными магнито-
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проводами. Сопротивления элементов 2 1х, 2 1к, Zг% и — это 
входные сопротивления схем при холостом ходе и при коротком 
замыкании при питании с первичной (11х, Zlк) .и при питании с вто
ричной стороны (12х, 22к).

Действительно, при холостом ходе ток Д х проходит только 
через сопротивление когда схема (рис. 8-18, а) питается со 
стороны первичных зажимов, а ток /2х проходит только через 
сопротивление 2 2х, когда схема (рис. 8-18, б) питается со стороны 
вторичных зажимов. При коротком замыкании ток /2к ограничи
вается только сопротивлением Z2к, когда схема (рис. 8-18, а) питается 
со стороны вторичных зажимов, а ток /1к ограничивается только 
сопротивлением 7 1к, когда схема (рис. 8-18,6) 
питается со стороны первичных зажимов. Рас
сматриваемые схемы эквивалентны данному 
четырехполюснику, если сопротивления 2 1х,

¿ 2х и в схемах равны соответствующим 
входным сопротивлениям данного четырехпо
люсника. Что касается коэффициентов транс
формации идеальных трансформаторов, то 
необходимо иметь:

п' =  А\ п"=\Ю ,
где А и Б  — коэффициенты данного четырех
полюсника.

Действительно, эти коэффициенты транс
формации равны отношению комплексных 
напряжений при холостом ходе, причем для схемы
(рис. 8-18,а) — при питании с первичной стороны, а для схемы 
(рис. 8-18,6) — при питании с вторичной стороны, к ак  и должно 
быть по уравнениям четырехполюсника (8-6) и (8-10).

Из двух эквивалентных схем четырехполюсника (рис. 8-18) можно 
получить еще четыре эквивалентные схемы, перемещая идеальный 
трансформатор либо на вход, либо на выход. При этом для сохра
нения эквивалентности нужно изменить значения тех сопротив
лений, которые переходят с одной стороны, идеального трансфор
матора на его другую сторону. Если сопротивление переходит 
с вторичной стороны на первичную, то его следует увеличить в п'2 
или п "2 раз, если же оно переходит с первичной стороны на вторич
ную, то его следует уменьшить в п'2 или п " 2 раз. Необходимость 
такого изменения сопротивлений вытекает из соотношений (8-43) 
и (8-44).

8-8. Эквивалентные схемы трансформатора со стальным  
магнитопроводом

Стальной магнитопровод у  трансформатора уменьшает магнит
ное сопротивление и увеличивает коэффициент магнитной связи 
между обмотками. Это приближает свойства трансформатора к  свой
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ствам идеального трансформатора, но в магнитопроводе трансфор
матора наблюдаются потери энергии, обусловленные вихревыми 
токами и гистерезисом. Вследствие нелинейной зависимости между 
магнитной индукцией и напряженностью магнитного поля ток 
в трансформаторе при синусоидальном приложенном напряжении 
может быть и несинусоидальным. Все эти явления подробно рас
сматриваются в гл. 23. Сейчас важно отметить, что заметное откло
нение формы кривых тока в трансформаторе от синусоидальной 
наблюдается только в режимах, близких к холостому ходу. В нагру
зочных режимах эти отклонения настолько незначительны, что ими 
можно пренебречь и считать трансформатор со стальным магнито- 
проводом линейным элементом цепи.

Эквивалентную  схему трансформатора можно получить, под
робно анализируя все происходящие в нем явления. Именно такой 
способ ее получения приводится в курсах электрических машин 
и трансформаторов или в специальных монографиях, посвященных 
трансформаторам. Здесь рассмотрим трансформатор как четырех
полюсник и применим для него эквивалентные схемы, рассмотрен
ные в предыдущем параграфе.

Опыты показывают, что при холостом ходе трансформатора со 
стальным магнитопроводом отношение комплексных первичного
и, вторичного напряжений практически одинаково независимо от 
того, осущ ествляется ли питание трансформатора со стороны пер
вичных или со стороны вторичных зажимов. Опыты показывают 
такж е, что отношение,этих комплексных напряжений практически 
можно считать вещественным числом, равным отношению их дей
ствующих значений и равным отношению чисел витков обмоток 
трансформатора:

01х Ог щ_
й 2 О 2х

где 0 1к и 0 2х — соответственно напряжения на первичных и вто
ричных заж и м ах  в режимах холостого хода при прямом и обратном 
питании.

Отношение действующих значений первичного и вторичного 
напряжений трансформатора при холостом ходе называется его 
коэффициентом трансформации п.

Таким образом, рассматривая трансформатор как четырехпо
люсник, можно считать

Л =  1/0 =  «)1/и;*, (8-47)

следовательно, в обеих эквивалентных схемах (рис. 8-18) коэффи
циенты трансформации идеальных трансформаторов практически 
одинаковы и равны коэффициенту трансформации реального тран
сформатора

п' =  п" =  п — и»1/ш2.

При холостом ходе ток в трансформаторе существенно отли
чается от синусоидального. Сопротивления Zu  и определяются
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как  комплексные сопротивления для эквивалентных синусоидаль
ных токов, которые эквивалентны несинусоидальным токам г',х и 
12х в том смысле, что имеют одинаковые с токами /1х и г'2х действующие 
значения и тем, что при этих токах получаются те ж е  активные 
мощности.

Экспериментальное определение сопротивлений 7 Хх и 1гх может 
быть проведено так, как  описано в § 3-18, в предположении что 
измеряемое амперметром действующее значение несинусоидального 
тока является действующим значением эквивалентного синусои
дального тока.

Из соотношений (8-14), (8-15) и (8-12), (8-17) имеем:

2‘1к1%'2к. =  А10, 7 Хх172х — А10.

Из соотношения (8-47)

А!0 — {уох1т^г =  я 2.

Следовательно,
г и 1 г 2̂ г Хх1г2х= п\  (8-48)

Д ля трансформаторов сопротивления Zlx, 7 Ы, 2.гх и 2,^ принято 
обозначать соответственно 2 Х, 1"х и 7^. Эти сопротивления 
называют сопротивлениями холостого хода и короткого замыкания 
трансформатора, п р и в е д е н н ы м и  к п е р в и ч н о й  о б 
м о т к е  ( ¿ ¿ и 2 к )  и п р и в е д е н н ы м и  к в т о р и ч н о й  
о б м о т к е  (2х и ¿к).

Обычно у трансформаторов полные сопротивления холостого 
хода намного больше полных сопротивлений короткого замыкания: 
г'х =  (180 -г- 500) 2«. Поэтому во многих случаях можно применять 
упрощенные схемы без ветвей, содержащих сопротивления 1Х и 
¿х . В ориентировочных расчетах пренебрегают иногда и сопротив
лениями ¿к  и ¿к , т. е. рассматривают реальные трансформаторы 
как  трансформаторы идеальные.

Трансформаторы помимо преобразования значений переменных 
токов и напряжений применяются для согласования полных сопро
тивлений источников питания и приемников (для обеспечения 
условия передачи максимальной мощности, см. § 3-19). Расчет 
входных сопротивлений обычно выполняется по формулам (8-43) и 
(8-44), справедливым для идеального трансформатора. Более точный 
расчет может быть сделан с учетом всех параметров эквивалентной 
схемы трансформатора.

8-9. Расчеты электрических цепей с трансформаторами

Приведем два примера, иллюстрирующих применение эквива
лентных схем трансформаторов в расчетах электрических цепей. 
В обоих примерах будем пользоваться упрощенными эквивалент
ными схемами, не содержащими ветвей с сопротивлениями 2^ или
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Цепь с каскадным соединением трансформаторов. Рассмотрим 
цепь, состоящую из линии /, трансформатора а, линии 2, трансфор
матора Ь и приемника. На рис. 8-19 линии и приемник учтены 
комплексными сопротивлениями и Z3, а трансформаторы —
простейшими эквивалентными схемами, содержащими сопротивле
ния Z'кa и ¿¿г, и идеальные трансформаторы с коэффициентами

Трансформатор а Трансформатор Ь

Рис. 8-19.

трансформации па и пь. Пусть заданы сопротивления всех элементов 
схемы, коэффициенты трансформации и напряжение О в начале 
первой линии,  а требуется определить токи и напряжения на отдель
ных участках  цепи.

Перейдем к схеме без идеальных трансформаторов, сохраняя 
входное сопротивление всей схемы неизменным (рис. 8-20). Д ля 
этого все сопротивления, которые раньше находились за идеальными 
трансформаторами (считая от входа схемы), следует изменить,

Рис. 8-20.

умножив их на квадраты коэффициентов трансформации тех транс
форматоров, которые находились между сопротивлениями и входом 
схемы. Т ак , сопротивления Z.¡. и Z'кb следует умножить на п1, а сопро
тивление Z3 на ПаП1.

Ток Д  в этой схеме определить легко. Затем по схеме рис. 8-19 
находим Д =  /г0Д и Д =  пьД =  папьД и рассчитываем напряже
ния на ее отдельных участках.

Параллельное соединение трансформаторов. Рассмотрим цепь 
(рис. 8-21), состоящую из линии /, двух параллельно соединенных 
трансформаторов а и Ь и приемника. На практике, как  правило, 
параллельно включаются трансформаторы с одинаковыми коэф
фициентами трансформации, однако для общности будем считать, 
что коэффициенты трансформации различные. Пусть, как  и в первом
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примере, заданы сопротивления элементов цепи, коэффициенты 
трансформации и напряжение в начале первой линии, а требуется 
определить токи и напряжения на отдельных участках  цепи.

• • • •  • •

1 а +1 Ь ■ 1 а. п а 1 а  '>а^а + " ь 1 ь

Д ля их определения нужно совместно решить четыре уравнения: 

О -  г х (¡а +  4 )  =  Ох, Г м па1а =  0 2\
а

— — Т-кьПь̂ ь — 0-г, — 7з{11а1а -\-П))1ь).

8-10. Графы пассивных четырехполюсников и их простейшие
соединения

Уравнения четырехполюсника, записанные в любой форме, 
можно всегда представить в виде того или иного графа. На рис. 8-22 
изображен граф, соответствующий уравнениям (8-6), записанным

в форме А, на котором зачерненными большими круж очками  отме
чены истоки с независимыми переменными 0 2 и /2, а обычными 
точками отмечены стоки.

На рис. 8-23 изображен граф по уравнениям, записанным в фор
ме У, где зачерненными большими кружочками т ак ж е  отмечены 
узлы истоков с независимыми переменными (Ух, 0 2 и обычными 
точками отмечены узлы стоков /х и /2; на рис. 8-24 изображен 
граф, соответствующий уравнениям (8-1) четырехполюсника, зап и 
санным в форме 1 .
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Графы четырехполюсников удобно применять для определения 
параметров результирующих четырехполюсников, полученных 
путем соединения более простых четырехполюсников.

На рис. 8-25,а показано так  называемое каскадное соединение 
двух  четырехполюсников с заданными параметрами, а на рис. 8-25,6 

изображен граф такого соединения. Д ля каж 
дого четырехполюсника, очевидно, справед
ливы следующие уравнения:

и 1 =  А 1(У' +  В1Г; 0 '  =  А 20 2 +  В 12;
¡х =  С^О' I' =  С20 2-\-/)2/2.

Д ля установления связи между входными 
величинами Ох, Л первого четырехполюсника 
и выходными величинами второго четырехпо

люсника 0 2, /2 из графа рис. 8-25,6 непосредственно получаются 
следующие уравнения для эквивалентного четырехполюсника:

0 х =  (Л ]А 2 ~Ь ВхС2) 0 2 -Ь {АхВ2-ЬВ & )  /2;
1 х =  ( С хА 2 +  О хС 2) О 2 -\- ( й х0 2 - \ - С хВ * )  /2,

или

где

Ох =  А(У2 +  В}2; 
/и =  С£>2 +  0 / 2,

А =  Л хА 2 ВхС2', В =  А хВ2 +  Вх0 2;
С =  СхА 2 +  О хС2, Г) — 0 х 0 2-\-СхВ

(8-49)

(8-50)

Эти коэффициенты (рис. 8-25,в) получаются из графа в виде 
суммы произведений соответствующих передач путей между исто
ками и стоками соединения графов (рис. 8-25,6).

в)
Рис. 8-25.

Д л я определения параметров эквивалентного четырехполюсника, 
составленного из двух параллельно соединенных четырехполюсни
ков (рис. 8-26,а), целесообразно построить графы по уравнениям
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в форме У (рис. 8-26,6). Из этого графа сразу получаются следующие 
уравнения:

Л = (Уп + Ун) О, -  (Ун + У%) 0 й;
Д =  — (У?1 +  У д ) 0 Х +  ( Уап У,22) и 2 ,

или
/1=  У1 1 О1 — У]2£/2;
¡ъ — — У 21О1 

где (рис. 8-26,е)

^11 =  1̂1 +  V 1Ь ^22 =  ^42 “Ь '̂22!
У12 =  У?2 +  У ^; У21 =  Уап +У°п .

Д ля определения параметров эквивалентного четырехполюсника, 
составленного из двух последовательно соединенных четырехпо-

-  У19р г-, 1

А + ^ 2 .  I
(8-51)

(8-52)

люсников (рис. 8-27,а), следует построить граф по уравнениям 
в форме 2  (рис. 8-27,6). Из этого графа вытекают следующие урав
нения:

откуда

й\ — £/1 + ^ 1  — (¿ и  +  ¿ п )  А  (¿п  +  2 и) Д ;
0 2 =  0% +  0-1 — (¿о ! +  ¿-л) /х +  +  2.г̂ ) /2,

0 ! —'= 2 ХХЛ +  ¿ 12/2; 
£/2 =  221/1 +  ^ 22^2.

(8-53)

(8-54)
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где
г и = г ? 1+ г ? 1; г 12^ г ° н + г би;

^21 =  %п +  2.2[; 2 22 =  2.22 +  2.22.

Уравнениям (8-54) соответствует граф по рис. 8-24, у которого 
передачи ветвей вычислены по последним формулам.

Параметры эквивалентных четырехполюсников, полученных при 
различных соединениях составных четырехполюсников, можно 
определить и при помощи матричных форм записи уравнений.

Рис. 8-27.

Так, для каскадного соединения двух четырехполюсников 
матрица параметров эквивалентного четырехполюсника равна про
изведению матриц отдельных четырехполюсников:

А В И х  В 1 А 2 В 2 (А ХА 2 +  ВхС2) (АхВ, -\-В\Р- )̂
С И |Сх Ох С2 (С1Л2 +  О1С2) (СхВ2 +  0 х 0 2)

откуда непосредственно получаются выражения (8-50).
Следует подчеркнуть, что матрицу коэффициентов эквивалент

ного четырехполюсника, полученного при каскадном соединении 
трех и более четырехполюсников, можно найти перемножением 
трех и более матриц, записанных в том же порядке, в каком соеди
нены четырехполюсники, поскольку умножение матриц не под
чиняется 'переместительному закону.

При параллельном соединении двух четырехполюсников матрица 
коэффициентов эквивалентного четырехполюсника находится сум
мированием матриц проводимостей отдельных четырехполюсников, 
а при последовательном — суммированием матриц сопротивлений. 
При этом правила суммирования матриц, как  и расчеты при помощи 
графов, применимы при так  называемых регулярных соединениях 
четырехполюсников, т. е. при равенстве токов каждой пары 
зажимов у  каждого составного четырехполюсника, что и показано 
на рис. 8-26,а  и рис. 8-27,а.
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ЦЕПИ С ЭЛЕКТРОННЫМИ И ПОЛУПРОВОДНИКОВЫМИ ПРИБОРАМИ 
В ЛИНЕЙНОМ РЕЖИМЕ

Г л а в а  д е в я т а я

К

9-1. Ламповый триод и его параметры

В различных областях современной техники широко применя
ются управляемые элементы электрической цепи. В настоящей главе 
рассматриваются цепи, содержащие в качестве управляемых 
элементов электронные лампы и полупроводниковые приборы. 
Анализ ограничивается линейным режимом, т. е. такими областями 
значений токов и напряжений, при которых меж ду изменениями 
токов и напряжений сохраняются линейные зависимости. При 
таком ограничении цепи линейны, однако, к ак  будет показано 
в дальнейшем, они не обладают свойством взаим
ности, а в их расчетные схемы приходится 
вводить зависимые источники тока и напря
жения.

Трехэлектродная электронная лампа или 
триод имеет три электрода: к а т о д  (к), 
а н о д  (а) и с е т к у  (с), которые находятся 
в стеклянном, металлическом или керамическом 
баллоне, откачанном до высокого вакуума Рис. 9-1.
(рис. 9-1). Катод нагревается до высокой тем
пературы, в результате чего возникает термоэлектронная эмиссия. 
Поток электронов направляется от катода через промежутки сетки 
к аноду, которому сообщается по отношению к катоду положитель
ный потенциал. Так как за  направление тока принимается на
правление движения положительных зарядов, то говорят, что 
ток внутри лампы направлен от анода к катоду.

Ток 1а анодной цепи зависит не только от анодного напряжения 
«„ (между анодом и катодом), но в значительно большей мере от 
сеточного напряжения г/с (между сеткой и катодом). Сильное влияние 
сеточного напряжения на анодный ток объясняется тем, что сетка 
экранирует анод от катода. Поэтому электрическое поле, действую
щее между катодом и сеткой на движущиеся электроны, значительно 
больше зависит от сеточного напряжения, чем от анодного. При 
положительном сеточном напряжении часть электронов, испускае
мых катодом, притягивается сеткой и возникает сеточный ток 1с.

На рис. 9-2,а в качестве примера приведены анодная и сеточно
анодная характеристики для одного из типов триода. Они представ
ляют собой зависимости анодного и сеточного токов от анодного 
напряжения ¿а («а) и г'с («„) при различных заданных значениях 
сеточного напряжения ис. Кривые анодного тока показаны сплош
ными линиями, кривые сеточного тока — пунктирными. Цифры, 
стоящие около кривых 1а и гс, указываю т значения постоянного 
сеточного напряжения.
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На рис. 9-2,6 для того ж е триода приведены анодно-сеточные и 
сеточная характеристики, представляющие собой зависимости анод
ного и сеточного токов от сеточного напряжения 1а (нс) и ;с (нс) 
при различных заданных значениях анодного напряжения, которые 
указаны  около каждой кривой. Все характеристики сняты при 
постоянных напряжениях и токах  (не изменяющихся во времени), 
но они справедливы и для мгновенных значений синусоидальных 
токов и напряжений при не слишком высоких частотах. Из харак
теристик видно, что зависимости между токами и напряжениями 
нелинейные, т. е. в общем случае триод— нелинейный элемент 
цепи.

Токи гс и ¿я являются функциями двух независимых перемен
ных ис и « а, так что для малых изменений напряжений ^ис и с1иа 
справедливы следующие зависимости:

П усть изменения напряжений йис и йил во времени происходят 
не слишком быстро, так  что в любой момент связь между токами 1с 
и 1.л и напряжениями ыс и « а не отличается от зависимостей, снятых 
при постоянных токах и напряжениях (рис. 9-2,а  и б). Тогда част
ные производные токов ¿с и (а по напряжениям ис и иа, входящие 
в уравнения как  коэффициенты при й«с и йиъ, могут быть определены 
по характеристикам триода. Они пропорциональны тангенсам 
углов наклона касательных к  характеристикам, проведенным 
в «рабочих» точках характеристик, которые находятся по задан
ным значениям ис и иа. Частные производные токов по напряжениям 
представляю т собой собственные и передаточные проводимости

м

а) '
Рис. 9-2.
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сеточной и анодной цепей в рабочей точке:

д'ф и , — £са»
д¿Jдuz =  gec; д1л1диь =  ёы.

Ведя эти обозначения, получаем:

¿¿с £ сс  с1ис “Ь ^ с а  * ^ а »

§ ас -(- § аа (1ия.
(9-1)
(9-2)

Проводимость gac =  д1л/дис называют крутизной анодно-сеточ
ной характеристики анодного тока и обозначают буквой 5 . Вели
чина, обратная собственной анодной проводимости 1/^аа =  диа/дг'а, 
называется в н у т р е н н и м  с о п р о т и в л е н и е м  л а м п ы  
(в анодной цепи) и обозначается 

Введя эти обозначения, имеем:

Из этого выражения видно, что приращение сеточного напря
жения вызывает в раз большее изменение анодного тока, чем 
равное ему изменение анодного напряжения, которое в качестве 
слагаемого входит в (9-3). Величина называется к о э ф ф и 
ц и е н т о м  у с и л е н и я  и обозна[чается |х. П олагая в уравне
нии (9-3) Л а =  0, получаем:

т. е. коэффициент усиления можно рассматривать к ак  предел 
отношения уменьшения анодного напряжения (йив <  0) к  компен
сирующему его увеличению сеточного напряжения (йис >  0).

Электрические цепи, содержащие триоды, в большинстве случаев 
имеют источники питания постоянного напряжения (аккум ул ятор 
ные батареи или выпрямители). Поэтому токи и напряжения в этих 
цепях содержат постоянные составляющие. Однако основной 
интерес представляют переменные составляющие токов и напряже
ний, так  как  обычно именно от них зависит работа того или иного 
устройства, содержащего триод.

В этой главе рассматриваются только переменные составляю 
щие токов и напряжений и принято, что их значения изменяются 
в области, для которой справедливы линейные соотношения (9-1) 
и (9-2). Эта область изменения напряжений может быть достаточно 
широка, если постоянные составляющие сеточного и анодного 
напряжений таковы, что рабочие точки триода леж ат в области 
прямолинейных участков характеристик. При таких ограничениях 
для переменных составляющих токов и напряжений триод пред
ставляет собой линейный элемент.

Цепи, содержащие триоды в линейном режиме работы, сущ ест
венно отличаются от ранее рассмотренных цепей в том отношении,

сИа =  8  с1ис-\-£- йиЛ — ̂  (5/?г- +е(ыа). (9-3)

-— 5/?,'------ {йи&/(1ис) ,а = сопз!,
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что для них несправедлив принцип взаимности. Действительно, 
ё с а  ¥ = ё а с >  так  как эти передаточные проводимости определяются 
разными характеристиками триода.

9-2. Эквивалентные схемы лампового триода

П усть переменные составляющие токов и напряжений изменя
ются по синусоидальному закону. Изобразив их комплексными 
величинами, получим уравнения для переменных составляющих

сеточного и анодного токов в комп
лексной форме:

А;=  ёхс^Л: ~Ь бса^а>

___I.■0а

Рис. 9-3.
Этим уравнениям удовлетворяет 

эквивалентная схема (рис. 9-3), 
содержащая два источника тока.

В большинстве случаев практического применения триодов сеточ
ное напряжение имеет отрицательную постоянную составляющую, 
так  называемое отрицательное сеточное смещение, такой величины, 
что при всех значениях сеточного напряжения потенциал сетки 
меньше потенциала катода. При этих условиях ток сетки равен 
нулю (триод работает в той области сеточных характеристик,

С 0

К 0 -

9аа I

а )

0  а С 0

й а . ¿ с

0  К К &

¡Мс
© ■

б>

-Та. 
-0 а.

"0 К

Рис. 9-4.

которые находятся на рис. 9-2 ,6 слева от оси ординат) и эквивалент
ная схема триода упрощается. Цепь сетки состоит только из изоли
рованного зажима с; а проводимости £сс и источника тока £са#а 
в схеме нет (рис. 9-4,о). Путем преобразования источника тока 
в источник э. д. с.

- - -  5£>с =
Ьаа

получаем другую  эквивалентную схему триода (рис. 9-4,6).
До сих пор предполагалось, что изменения напряжений проис

ходят не слишком быстро и токи определяются по характеристикам 
триода, снятым при постоянных напряжениях и токах. Это справед
ливо только при относительно низких частотах. При более высоких
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частотах нужно учитывать емкости между сеткой и катодом, сеткой 
и анодом и анодом и катодом (рис. 9-5). Эквивалентная схема 
(рис. 9-4,а) соответственно усложняется и принимает вид, показанный 
на рис. 9-6. Эта схема справедлива при достаточном отрицательном

Рис. 9-5. ' Рис. 9-6.

сеточном смещении, которое устраняет замыкание через сетку части 
тока, обусловленной термоэлектронной эмиссией катода. Однако ток 
в цепи сетки все же не равен нулю вследствие ее емкостной связи 
с анодом и катодом (емкости Сск и Сса).

При еще более высоких частотах приходится учитывать ряд 
дополнительных факторов: индуктивность и взаимную индуктив
ность вводов к электродам лампы; время пролета электронов между 
электродами; диэлектрические потери в изо
ляторах. Иногда для учета этих факторов в с -Л» г-_____n<¿- а
схему рис. 9-6 вводят дополнительные индук- 0 7®
тивности, взаимные индуктивности и т. д. IЩ ¿Ц
Однако практическая ценность подобной '___________ '0
усложненной схемы невелика, т ак  как  не к *
представляется возможным определить экс- рис g 7
периментально параметры многочисленных 
дополнительно вводимых элементов схемы.

При любых частотах триод можно рассматривать к а к  четырех
полюсник, два полюса которого соединены проводом, не имеющим 
сопротивления (рис. 9-7). Токи определяются через напряжения, 
например уравнениями в форме Y :

I}  =  Yl l U1 - Y 12U2
i  2 — — Y l l ü l  +  Y22,Ú2, } (9-4)

где передаточные проводимости У 12 и У21, как и следует ожидать, 
не равны друг другу. Этим уравнениям, как  было показано, удов
летворяет эквивалентная схема, приведенная на рис. 8-9, которая 
по структуре не отличается от схемы, приведенной на рис. 9-6. 
В диапазоне высоких частот (рис. 8-9) =  1//соСск; =  1//соСса; 
\И2 =  1/Я,- +  /(оСак; У12 =  5 С/с.

При сверхвысоких частотах параметры У1Ъ К12, У21 и У2г должны 
определяться экспериментально, к ак  параметры четырехполюсника 
при той частоте, при которой работает триод.
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С точки зрения общей теории цепей для переменных составляю
щих токов и напряжений триод представляет собой активный 
трехполюсник или четырехполюсник с закороченной стороной. 
В состав его эквивалентной схемы входят так  называемые зависи
мые источники тока или напряжения, так как  создаваемые ими 
ток БОс и л и  напряжение ¿г£?с зависят от напряжения 0 й, подводи
мого между сеткой и катодом.

Ранее такие четырехполюсники были названы невзаимными.
Применяя для ламп эквивалентные схемы, можно рассчитывать 

линейные режимы в любых цепях, содержащих электронные 
лампы с тремя или даже с большим числом электродов, известными 
методами расчета линейных цепей.

Пример 9-1. На рис. 9-8 представлена схема одного каскада усилителя пере
менного напряж ения. В этой схеме батарея с э. д. с. Е питает анодную цепь, а ба
тарея с э. д. с. Ес  создает отрицательное сеточное смещение. Источник напряже

ние си гн ала. Цепь н акал а катода на схеме не показана. Даны пара
метры триода 5 , Я ;, Сск , Сса, Сак и сопротивление нагрузки  /?2. Определить 
коэффициент усиления напряж ения К ц  =  ¿ га/£/1- Внутренними сопротивлени
ями источников питания пренебречь.

Р е ш е н и е .  Составляем эквивалентную  схему усилительного каскада 
(рис. 9-9). На этой, схеме Кск =  /соСск, Уса =  /(оСса; Уак=  1//?г +  /(оСак и 0 2 =
= 1 /д2.

Расчет проще всего выполняется методом узловых потенциалов. Записываем 
для у зл а  а  уравнение по первому закону Кирхгофа

З н ак  минус указы вает  на противоположность фаз й г и С\. Коэффициент 
усиления напряжения (по модулю) меньше коэффициента усиления лампы |х. 
Очевидно, что Кц  =  ц только при 00•

а
ния И( учитывает напряжение сигнала, под
водимого к усилителю. Сопротивление / ? 2 —

Рис. 9-8. Рис. 9-9.

у  а, 0 2  -  ¿\ )+ УЙЛ + БОх+ а Д = о,
из этого уравнения находим отношение

/(■ — =  ^са — 3
и  г'г V  I V  I^са +  ̂ ак + С2

1/Я1 +  УЯ.
#¡5^2 _
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Схема включения триода (рис. 9-1), принятая в основу прове
денного выше теоретического анализа и встретившаяся в примере 
(рис. 9-8), называется схемой с общим катодом (зажим катода 
является общим и для цепи сетки и для цепи анода). Н аряду с этой,

и Г< _ ic > /?г
0--- 1
\и,

ОН*

Рис. 9-10. Рис. 9-11.

наиболее часто применяемой схемой встречаются две другие схемы 
включения триода: с общей сеткой (рис. 9-10) и с общим анодом 
(рис. 9-11). На приведенных рисунках показано подсоединение 
нагрузочного сопротивления /?2. Отметим, что эквивалентная схема 
триода (рис. 9-6) может быть применена и для этих схем включения.

9-3. Транзисторы (полупроводниковые триоды)

Транзисторы (или полупроводниковые триоды) обычно изго
товляются из германия и по своему конструктивному выполнению 
подразделяются на точечно-контактные и плоскостные. Ограничимся 
рассмотрением плоскостного транзистора, 
который представляет собой кристалл гер
мания, содержащий минимум три области 
с различными типами электропроводности.
Область полупроводника, в которой элек
тропроводность в основном обусловлена 
свободными электронами, называется п-об
ластью (от слова negative — отрицатель
ный). Она получается путем добавления к 
германию примесей других элементов (фос
фора, сурьмы, мышьяка), атомы которых 
имеют на один валентный электрон больше, 
чем атом германия.

Область полупроводника, в которой электропроводность в основ
ном обусловлена дырками, называется р-областью (от слова posi
tive — положительный). Она получается путем добавления к гер
манию примесей других элементов (индия, бора, алюминия или 
галлия), атомы которых имеют на один валентный электрон меньше, 
чем германий (дыркой называется незаполненная ковалентная 
связь атомов). Дырка может перемещаться по кристаллической 
решетке, причем ее перемещение равносильно перемещению поло
жительного заряда, равного по абсолютной величине зар яду  элект
рона.

Р z
+■ + 
+ /7 + + +EZF

а)

б)

Рис. 9-12.
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Транзисторы с тремя областями электропроводности бывают 
двух  типов: р-п-р и п-р-п.

Транзистор типа р-п-р состоит из двух /^-областей, отделенных 
друг от друга тонким слоем (порядка тысячных долей миллиметра) 
л-области (рис. 9-12,й). В триоде типа п-р-п чередование слоев 
обратное. Средняя область транзистора называется б а з о й  (б) 
или о с н о в а н и е м .  Одна крайняя область называется э м и т 
т е р о м  (э), другая — к о л л е к т о р о м  (к).

Детальное рассмотрение явлений в транзисторе требует привле
чения современных квантовых представлений и выходит за рамки 
данной книги.

Н иж е проводятся упрощенные пояснения.
Вследствие диффузии положительные заряды  (дырки) из р-области направ

ляю тся в п-область, а свободные электроны движутся в обратном направлении. 
В р езул ьтате  у  границ раздела областей (у  р-л-переходов) появляю тся объем

ные заряды  — положительные в /г-области 
и отрицательные в р-областях (на рис.
9-12, а показаны знаками «+ »  и «—»). 
Объемные заряды создают электрические 
поля, и между р и п-областями появляют
ся разности потенциалов или потенциаль
ные барьеры, которые препятствуют даль
нейшей диффузии зарядов. В конечном 
счете ток через границы раздела р и 
и-областей прекращ ается. На рис. 9-12, б 
показано распределение потенциала, ко
торое устанавливается вдоль транзистора, 
когда он не присоединен к внешней цепи.

Рассмотрим, что произойдет, если к 
транзистору подключить два источника 
постоянной э. д. с. и ьб и IIбК, к а к  пока
зано на рис. 9-13, а.

Напряжение ¿/эб — прямое, оно сни
жает потенциальный барьер между эмит
тером и базой. Н апряжение £/бк — об

ратное, оно увеличивает потенциальный барьер между базой и коллектором. 
Получаю щ ееся распределение потенциала показано на рис. 9-13, б.

Снижение потенциального барьера между эмиттером и базой облегчает про
цесс диффузии дырок из эмиттера в б а зу  и электронов из базы в эмиттер. Дырки, 
попадающие в базу , стремясь равномерно заполнить ее объем, попадают в область 
база — коллектор и здесь под действием электрического поля увлекаю тся в кол
лектор . В результате в цепи коллектора возникает электрический ток. Он меньше 
тока эм итгера, т а к 'к а к  не все ды рки , попавшие в базу , переходят в коллектор. 
Ч асть ды рок рекомбинирует в базе с  электронами. Кроме того, ток эмиттера 
больше тока коллектора за счет того , что он обусловлен не только диффузией 
дырок из эмиттера в базу , но и диффузией электронов из базы в эмиттер. Эта 
последняя составляющая тока эмиттера идет целиком мимо коллектора.

Схема включения транзистора, представленная на рис. 9-13,о, 
назы вается схемой с общей базой (так как база входит в цепь эмит
тера и в цепь коллектора). Цепь эмиттера называется входной 
цепью, а коллектора — выходной.

На рис. 9-14 представлено семейство статистических выходных 
характеристик одного из типов плоскостного транзистора типа 
р-п-р, включенного по схеме с общей базой. Выходные характери-

б)
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стики представляют собой зависимость тока г'к в цепи коллектора 
от напряжения иек между базой и коллектором при заданном 
значении тока гэ эмиттера. Значения г'э написаны около каждой 
кривой. В линейной части характеристики сопротивление цепи 
коллектора Дибк/Дг'к для приращений тока в коллекторе очень 
велико (достигает сотен тысяч и миллионов ом). Из тех ж е х ар ак 
теристик видна почти линейная зависимость тока цепи коллектора 
от тока цепи эмиттера. Изменяя ток эмиттера, можно пропорцио
нально изменять ток коллектора, 
причем отношение Дгк/Д/Э =  а ,  
которое называется к о э ф ф и 
ц и е н т о м  у с и л е н и я  п о  
т о к у ,  достигает значений 0 ,8—
0,97. Д ля плоскостных триодов 
с тремя областями а  <  1, так  к ак  
часть тока эмиттера ответвляется 
в базу. В других типах транзи
сторов коэффициент усиления по 
току может быть больше единицы.

Транзистор, включенный по 
схеме с общей базой, при а  <  1 ~0,2~о,1 о Л? ВО в 
не может работать как усилитель Рис. 9-14.
тока, но он может работать к ак
усилитель напряжения и мощности. Поясним это следующими 
простыми рассуждениями. Пусть в цепь коллектора последовательно 
с источником питания включено высокоомное нагрузочное сопро
тивление (одного порядка с величиной Аыбк/Агк) и пусть напря
жения сигнала ДиЭб. подведенное с цепи эмиттера, изменило ток 
эмиттера на величину Дг9. Тогда почти на такую  ж е величину 
изменится ток коллектора Д«к =  аД г9. Изменение напряжения на 
нагрузочном сопротивлении будет во много раз больше изменения 
напряжения сигнала, так  как  /?а много больше сопротивления 
цепи эмиттера, работающей в прямом (в проводящем) направлении. 
По этой ж е причине приращение мощности Дг« будет много 
больше мощности сигнала Дыэб Д/9.

9-4. Эквивалентные схемы транзисторов

На рнс. 9-15 показано условное обозначение транзистора типа 
р-п-р, включенного по схеме с общей базой (условное обозначение 
триода типа п-р-п имеет то отличие, что стрелка у эмиттера делается 
в обратном направлении). На рисунке указаны положительные 
направления для приращений токов и напряжений. Они выбраны 
точно такими же, как и при рассмотрении ламповых триодов.

Д ля бесконечно малых приращений токов и напряжений можно 
написать:

, ди, . . .  ди, , ди2 ,. , ди2 ,.
а и * ~  Й1 +  д12 й и '1 ~  ~дТ1 ^  +  дГ2 й 1 г '

мА

(л.
, ///

/тШ / 1  
¡и / -}  
III/'
'а • /  л>4/,' ^>!(////1

3 мД 

2,5 м А

2 мЛ

1,5 м  А

1м А

0,5 м А 
О .иек
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Если токи и напряжения изменяются во времени не слишком 
быстро, то значения частных производных в этих уравнениях от 
времени не зависят, могут рассматриваться как  активные сопро
тивления и определяться по статическим характеристикам тран
зистора (снятым при постоянных токах и напряжениях):

= (dlll/dil)i2 =COnSt; т 12 =  (dwi/dl^l^constjГп-
? 21== (dlli/diiji, — const J : (du2/di2)ii = const,

причем г12 ф г п . Поэтому цепи с транзисторами (так ж е как и 
с ламповыми триодами) невзаимны.

При работе транзистора в линейной части характеристик при
веденные уравнения справедливы и для конечных приращений.

■ I
di. di?

-СИ?■е
и, f'mii

.  к
ф—I

Л
\\*г
v

0 - -0--I

Рис. 9-16.

Пусть приращения токов и напряжений изменяются во времени 
по синусоидальному закону. Изобразив их комплексными величи
нами и  и О а, ¡ 1  и /а, получим следующие уравнения:

— *пЛ. +  (9-5)
0 2  =  /"21̂ 1 +  Ггг1ъ. (9-6)

Эти уравнения справедливы для эквивалентной схемы транзис
тора, приведенной на рис. 9-16 (без емкости СКб), если положить:

г3 +  гб =  ги \ гб =  г12; гт  +  гб =  г21; гк +  г6 =  г22,
откуда

Гб^П г, гз ~ ги  г12; гк==г22-/ -Х2; гт  =  г21- г 12.

Уравнения (9-5) и (9-6) и эквивалентная схема (рис. 9-16) спра
ведливы для транзистора при низких частотах переменных состав
ляющих токов и напряжений. С ростом частоты начинает сказы
ваться емкость СКб перехода коллектор — база; эквивалентную 
схему следует дополнить емкостным элементом (изображен пункти
ром на рис. 9-16). Емкость р-п-перехода эмиттер — база почти не 
сказы вается, так  как  параллельно ей включено сравнительно 
малое сопротивление гь и в эквивалентной схеме она не учитывается. 
При высоких частотах параметры становятся комплексными и 
сопротивления гп , г12, гй , г22 должны быть заменены комплексными 
сопротивлениями Z1Ъ 2 12, ¿ 21 и 1 гг.
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Помимо рассмотренной схемы включения транзистора с общей 
базой применяются еще две усилительные схемы с общим эмиттером 
(рис. 9-17,а) и с общим коллектором (рис. 9-17,6). На приведенных 
схемах помимо транзисторов показаны источники питания входной 
и выходной цепей, источники напряжения Ог (поступающего

С )

а)
Рис. 9-17.

б)

сигнала) и нагрузочные сопротивления Если проводить аналогию 
между полупроводниковыми и ламповыми триодами, то эмиттер 
следует считать аналогичным катоду, коллектор — аноду, а базу — 
сетке. Эквивалентная схема транзистора по рис. 9-16 применима 
и для схем включения транзистора с общим эмиттером и с общим 
коллектором.

9-5. Простейшие электрические цепи с невзаимными 
элементами и их направленные графы

Расчет электрических цепей с невзаимными элементами в виде 
электронных ламп или полупроводниковых приборов часто выпол
няется матричным способом или при помощи графов. П окажем на 
простых примерах, как рассчитываются такие цепи указанными 
методами.

Прежде всего рассмотрим методику построения неопределенной 
и определенных матриц по уравнениям, составленным для экви 
валентных схем с невзаимными элементами.

На рис. 9-6 изображена эквивалентная схема триода, в которой 
в общем случае учитываются все три емкости между сеткой, анодом 
и катодом (рис. 9-5). Пользуясь методом узловых потенциалов, 
напишем для этой схемы следующие уравнения: «

О  са 4 "  У а )  фс УсаФа ^"скФк1̂  |

—  О^са — *5) Ф с +  ( ^ с а +  ^ а к  +  £аа) Фа ~  ( ^ а к  +  ^  +  £аа) Фк =  К ' у | ( 9 ‘ 7 )

—  (У с к  +  5 )ф с  — ( У ак +  £ а а )Ф а +  ( У ск +  ^ а к  +  ^  +  § аа) Фк =  А о  ]

где /к — ток катода, причем сумма токов сетки, анода и катода 
в соответствии с выбранными положительными направлениями
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(рис. 9-1) равна нулю, т. е. /с +  /а +  /к =  0; Кса =  /юСса; Уск =
“  /(о Сск* ^ а к  ■ ¡ ® С  ак, Фс Фк О  с'

На основании уравнений (9-7) запишем неопределенную матри
цу узловых проводимостей триода:

(Па+ Пк) - П а
—  ( ^ с а  —  £ )  ( У Са +  У а к  +  ^ аа )

~  ( ^ с к + 5 ) — ( И к  +  &аа)

Сумма элементов матрицы (9-8) по любой строке и любому 
столбцу равна нулю.

Эту матрицу можно представить в виде суммы двух матриц:

1 Н
(У) — (И к +  ^  +  ^аа) 

( П к  +  И к  +  ёаа +  5 )

(9-8)

\Лу) ■» Н

—  V1 ск
— ( И к  +  5 аа)

(И к +  П к +  £аа)
+

(И а + П к ) “ Па
- П а  (П а + П „  +  Ы
- У а  - ( П к  +  5 аа)

0 0 о
+  5 0 — 5 .  (9-9)

— 5  0 5
Из сравнения (9-8) и (9-9) видно, что матрица УМ не имеет 

симметрии относительно главной диагонали, причем нарушение 
симметрии вызвано наличием йторой матрицы, отличные от нуля 
элементы которой равны крутизне 5  характеристики триода. 
Следовательно, и нарушение свойства взаимности обусловлено 
тем ж е  элементом 5 .

Заметим, что проводимости каждого элемента схемы записыва
ются в соответствующие строки и столбцы неопределенной матрицы 
4 раза , из них 2 раза с положительными знаками и 2 — с отрица
тельными. Поскольку сумма проводимостей по всем строкам и 
столбцам, как  уже отмечено, равна нулю, то этим свойством можно 
пользоваться для проверки правильности составления матриц.

Чтобы получить три определенные матрицы для трех схем 
включения триода: с общим катодом, с общей сеткой и с общим 
анодом — необходимо из матрицы (9-8) вычеркнуть соответственно 
третьи столбец и строку, первые столбец и строку и вторые столбец 
и строку. В результате получается:

* к —

У<у) =

у !у) =

(П а+ И к)
- ( У с ,  ~ 5 )

(И а +  И к +  ^аа) 
(^ а к  +  ¿>аа)

(И а + П к )

- П а
( П а +  П к  +  £аа)

~  ( П к  +  ^  +  ёяа) 

( У  с«. +  У  »к +  £аа +  5 ) 

- У с ,
( И к  +  З )  ( И к +  П к  +  +  Ёаа)

(9-10)

(9-11)

(9-12)

При низких частотах емкостные проводимости У са, Уск и Уяк 
имеют очень малые значения и ими можно пренебречь. В результате
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матрицы (9-10), (9-11) и (9-12) получаются очень простыми. Такими 
матрицами обычно и пользуются при расчетах цепей на низких 
частотах.

Д ля расчета цепей с электронными лампами иногда целесооб
разно пользоваться графами, которые получаются различными не 
только в зависимости от соединения элементов схемы, но в и зави
симости от структуры уравнений для одной и той ж е схемы.

В качестве иллюстрации применения графов к расчету схем 
с электронными лампами построим графы сначала для простейших 
схем. л

Д ля схемы включения триода с общим анодом (рис. 9-11) экви
валентная схема без учета емкостных проводимостей показана 
на рис. 9-18,а . Д ля этой схемы справедливы уравнения

0 е =  и 1 ~ и 2; # а =  ц£?е +  /гЛ. (9 -13а)

Уравнениям (9-13а) удовлетворяет граф, показанный на 
рис. 9-18,6.

Приравнивая Ос из первого и второго уравнений (9-13а), 
получаем:

<9 ' 1 3 б >

из схемы рис. 9-18,а
/, =  — 0 * 0 ,.  (9-13в)

Этим уравнениям соответствует граф на рис. 9-18,б, у  которого 
отсутствует узел с напряжением Ос.

Построим граф для схемы включения с общей сеткой (рис. 9-10). 
Эквивалентная схема для этого случая изображена на рис. 9-19,а 
с учетом внутреннего сопротивления источника.

Д ля нее справедливы следующие уравнения:

¿/а==£Л+нА +  я Л ;  1 14)
О г ^ Ё - Я А ;  /1 =  _ / 2=О 20 2, } (
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которым удовлетворяет граф на рис. 9-19,6. Аналогичным способом 
можно построить граф для триода, включенного по схеме с общим 
катодом (рис. 9-8).

Е
ш-

<//

^  -I

о)
Рис. 9-19.

Рассмотрим еще более сложную схему двухкаскадного усили
теля с общей катодной связью  (рис. 9-20,о) и', пользуясь графами, 
найдем коэффициент передачи напряжения в этой схеме. Из рис.
9-20,а  видно, что первая лампа включена по схеме с общим анодом,
а вторая — по схеме с общей сеткой. На рис. У-20,6 приведена

б)

общая эквивалентная схема для двухкаскадного усилителя, полу
ченная соединением эквивалентных схем рис. 9-18,а  и 9-19 с изме
ненными обозначениями соответствующих параметров. Полный 
граф для заданной схемы построен путем присоединения графа 
для второй лампы к графу первой (рис. 9-20,е). Поскольку поло
жительные направления токов /2 и /3 в заданной и эквивалентной 
схемах (рис. 9-20,а  и б) изменены на противоположные по сравнению
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с рис. 9-19,а  и б, то у  графа (рис. 9-20,в) изменены знаки параметров, 
связывающих соответствующие токи и напряжения.

Пользуясь формулой (4-32), можно сразу записать выражение 
для коэффициента передачи напряжения Ки — в следую
щем виде:

К и- I1! (М‘2 +  1)/(М[ 4- 0

'+ Й Т Т + * 'А

или
И1+1

(9-15)

(9-16)

Числитель выражения (9-15) получен перемножением передач 
ветвей для пути графа (рис. 9-20,в) между узлами и Ол. В зна
менателе передачи контуров записаны с положительными знаками,

Рис. 9-21.

так как передачи контуров в графе (рис. 9-20,в) имеют отрицатель
ные знаки; последнее слагаемое представляет собой произведение 
передач двух несоприкасающихся контуров.

Если в схеме усилителя (рис. 9-20,а) применяются две одинако
вые лампы (с одинаковыми параметрами), т. е. |хх =  =  ¡д. и 
#/1 =  Ка — Яь то выражение для коэффициента передачи напря
жения (9-16) значительно упрощается:

К и = ------------- , % , 0 \---------•
( « + я < е » ) (1 + ^ )+ Я (0 ,

Перейдем к расчету простейших схем с транзисторами.
Пользуясь эквивалентной схемой транзистора с общей базой, 

сначала составим определенную матрицу узловых проводимостей и 
построим граф для этой схемы. На рис. 9-21,а  изображена эквива
лентная схема транзистора с общей базой, отличающаяся от схемы 
на рис. 9-16 тем, что ветвь с невзаимным элементом изображена 
в виде параллельного соединения источника то каа/ 9 и проводимости 
коллектора £к.
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Напишем для всех четырех узлов схемы уравнения для узловых 
потенциалов:

5 9Фэ — £эФо =  А>; £бФб —£бФо =  (б;
— а £ 9Ф, +  £кФк-(£,<-«£■>) Фо =  4 ;  (9-17)
— (ё в ~  а 8э) Фэ -  йГбФб -  ЯкФк +  (ёь +  ёб +  ёк ~  а ёэ) Фо= О- .

П ользуясь этими узловыми уравнениями, составим неопределен
ную матрицу (сумма элементов по любой строке и любому столбцу 
равна нулю) узловых проводимостей:

■у(У)_■ н —

ё э  0  0  — ё 9

о ёб 0 —gб
- * ё >  0 £к - ( & - < * & )

- ( ё ъ - а ё ъ )  — ё б  — ё к  ё * + ё б + ё * - а ё э

. (9-18)

Чтобы получить определенную матрицу, достаточно из матрицы 
(9-18) вычеркнуть один столбец и соответствующую строку. При 
вычеркивании четвертого стобца и четвертой строки определенная 
матрица узловых проводимостей имеет наиболее простой вид:

• б :
g, о О
о ёб о

—  <*ёъ о ё *

(9-19)

У  этой матрицы, так  ж е как у матрицы (9-10), отсутствует 
диагональная симметрия, что отражает нарушение принципа 
взаимности.

Аналогично можно получить определенные матрицы для тран
зисторов с общим эмиттером и с общим коллектором.

Чтобы построить граф для схемы рис. 9-21, а , запишем уравнения 
по законам Кирхгофа:

и\ =  гъ1\— и к =  и 2-\-Гв1б> |
/ 2  =  £/к§ ,к — ос/].; Д  =  —  А. — \

(9-20)

Этим уравнениям удовлетворяет граф на рис. 9-21, б.
Д л я  эквивалентной схемы транзистора с общим эмиттером 

(рис. 9-22, а) по уравнениям

и х — г^}1 +  гв19; 0 К — 0ъ — г319\
(9-21)

построен граф на рис. 9-22, б, у которого, так  же как у графа 
рис. 9-21, б, напряжение Ог и ток /3 зависимые переменные.
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Аналогичным путем построен на рис. 9-23, б граф для схемы 
транзистора с общим коллектором (рис. 9-23, а) по уравнениям

&1 — гбК +  & ю йк — йг — г^ г А  
/2 =  а }2- 1 1 +  §к0 к. / ( '  ]

Эквивалентные схемы для транзисторов можно рассматривать 
и как  невзаимные четырехполюсники относительно входных и

Рис. 9-22.

выходных токов и напряжений. В этом случае графы на рис. 9-21, б,
9-22, б и 9-23, б нужно преобразовать так , чтобы напряжения Оъ
О2 и токи /], /2 были связаны между собой непосредственно через 
соответствующие коэффициенты. С этой целью исключим из указан 
ных графов промежуточные узлы . Так, если в первое и третье 
уравнения системы (9-20) подставить напряжение Ок и ток /б из

Рис. 9-23.

второго и четвертого уравнений той ж е системы, то после преобра
зований получим уравнения в форме Н:

Ох — Нп /1 +  Н12и 2; 1

2̂ =  Н21̂ 1 +  н 22^2» /
где

Н „  = 

Н21 --

= Г 9 +9 ' 1 + Г(,вк ’ 
а +  Гб8к.
1 + гвёк ’

н 12- Г(Мк

н,22-

" 1 + Гб̂ к 
, _ £ к _
^-К б^к'

(9-23)

(9-24)
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Полученным уравнениям (9-23) соответствует эквивалентная 
схема по рис. 9-24 и граф, показанный на рис. 9-25.

Такой же граф получается и для схемы по рис. 9-22, а с общим 
эмиттером (при исключении узлов /9 и (Ук у  графа рис. 9-22, б), но, 
конечно, значения коэффициентов Нп \ Я 12; #21; Н12 получаются 
другими:

О   __. .  I_________ г ь_______  . г/  __  'э Я к
« П  Г6~Г/1_I Я , > “ 1"(1—а )+ £ кгэ ’ 12 (1 — а.) Ч-^к^э ’

а  ё к Г э . ы  _____ £к_____ _
(1 —а )+ § кгэ ’ 22 — (1 — а)+ £ кгэ

(9-25)

Аналогично для схемы по рис. 9-23, а с общим коллектором (при 
исключении узла 0 К и петли с передачей а  у  узла /2 на рис. 9-23, б) 
получим граф по рис. 9-25 с передачами ветвей:

(1 —а)
гб +  ( 1 _ а ) + £ к/.э . ( 1 _ а ) + £ кГэ

Г/ “ I . 11 ёк
« 2 1 — 7 Г - 7 7 Г Г 7 Г Г ’ « 2 2 -'(1 —«)+ §« '•» ’ (1—а )+ § кгэ

(9-26)

Рассмотрим несколько примеров на определение коэффициента 
передачи при помощи графов.

На рис. 9-26, а изображена эквивалентная схема транзистора 
с общим эмиттером. Выходные зажимы замкнуты на сопротивле:  
ние 2 2\ транзистор питается от источника с синусоидальной э. д. с. Е 
и внутренним сопротивлением 1 Ъ. Требуется определить коэффи
циенты передачи

ЛТ/ =  А > / Л ;  К и  =  0 2/ 0 й  К е  =  0 2! Е

и входное сопротивление схемы по отношению к зажимам с напря
жением 0\.

Запишем для схемы рис. 9-26, а  уравнения с контурными токами:

(гб +  гь) К ~  \ (9-27)
— (г9- а г к) /1 +  (гэ +  гк +  г 2- а г к) /2 =  0, / 

где второе уравнение получено после подстановки
гка/ , =  огк (/1- / 2).



где

Из уравнений (9-27) получим:

'-7^Т3 ° 1 +  7 ^ 7 1 ^ ’ /« =  /СЛ, 

/.

и -

ги — аг*
!\ г ,+ г к (1—а) + г 2

(9-29)

(9-28)

— коэффициент передачи тока /2.
По этим уравнениям на рис. 9-26, б построена основная часть 

графа с узлами (71г 1Х и Л.

И ге - 0 - г - О Г 3 & \ к .-I------ 1--- I—\—ак
*1 ГЛ1
Г
)
<— 9-------- У

-С=3
гк \И *

г .

а)

1~м*3хгз
Рис. 9-26.

Из схемы рис. 9-26, а непосредственно следует, что

и  1 =  Ь —2 вА ; й 2==22/2-

Эти соотношения также показаны на графе рис. 9-26, б. 
Коэффициент передачи Ки определяется при помощи 

рис. 9-26, б по формуле (4-32):
(гь — агк) г 2

0\  1 — К / Г Э/(Г^ +  г9) г 9 ( г к +  2 2) + Г б  [ ' ' э + Г к  (1 — ® ) + ^ г ]

Коэффициент передачи К б определяется из того ж е 
рис. 9-26, б по той ж е формуле (4-32):

V- _и1 _
А  Е —  -X  —

б~Ь̂ э)______ __
Ё  1 + 2 в /(' '  б +  г э )  —  К-11'э1(г б - \ -Г э )  

___________ (г9 — а г к) г.,____________>
(^В+^б) [Г9+ГК --а )+ 2 2] +ГЭ (¿2 + ''к) ‘

графа

(9-30)

графа

(9-31)
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Отличие выражения для коэффициента К е о т  К  и  состоит в том, 
что в знаменатель К е входит дополнительное слагаемое — передача 
контура, состоящего из ветвей 1/(г, +  гб) и — 2 В.

Д л я  определения входного сопротивления схемы по отношению 
к зажимам с напряжением Ох (рис. 9-26, а) можно пользоваться 
формулой (4-32), применяя ее к  графу, показанному на рис. 9-26, в. 
Этот граф получен из графа рис. 9-25 при известных Я п , Я 12, # 21, 
#22 из (9-25) с добавлением ветви с сопротивлением 1 г, причем 
отрицательный знак у сопротивления 2 2 учитывает, что положитель
ное направление тока /2 в схеме рис. 9-26, а противоположно 
направлению того же тока на рис. 9-22, а.

На основании формулы (4-32) имеем из графа рис. 9-26, в сле
дующее выражение:

7 п ; с ! + щ о ; .  п ; о ; + п ; о ;
• ¿ В Х —  £ , ( ! / )  —  .

где

п 1-'>  + т=*Ъйг-- «  = > 1 +
|“Г/ __ (& ё к ? э) Гэёк  ( __ (& ё к ! э) гъ ёч^ г  .

4 —(1 — а+ гк^вХ 1— а+ й/в) (1—а+ §к '‘э)'2 ’
£>;=1.

После подстановки значений передач путей и определителей 
в выражение (9-32) и некоторых преобразований получим:

г ^  +  Т 7 0 Ш г г , -  <9 '33>

(9-32)

Г л а в а  д е с я т а я  

ТРЕХФ АЗНЫ Е ЦЕПИ

10-1. Понятие о многофазных источниках питания и
о многофазных цепях

На рис. 10-1 схематично показано устройство генератора пере
менного тока с тремя обмотками на статоре. Ради упрощения каждая 
обмотка показана состоящей только из двух проводов, заложенных 
в диаметрально противоположные пазы статора. Эти провода 
на заднем торце статора соединены друг с другом (соединения пока
заны пунктиром). На переднем торце статора они оканчиваются 
зажимами А , X , В, У, С, ¿ ,  которые служат для подсоединения 
внешней цепи.

Наводимые в обмотках э. д. с. максимальны, когда ось полюсов 
ротора пересекает проводники статора. Д ля разных обмоток это 
происходит в различные моменты времени. Поэтому наводимые 
э. д . с. не совпадают по фазе.
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Генераторы с несколькими обмотками, в которых наводятся 
э. д. с. одинаковой частоты, но сдвинутые относительно др уг друга 
по фазе, называются м н о г о ф а з н ы м и  г е н е р а т о р а м и .  
Соответственно любые источники питания, имеющие несколько 
зажимов (полюсов), между которыми создаются напряжения одной 
и той ж е частоты, сдвинутые относительно друг д р уга  по фазе, 
называются м н о г о ф а з н ы м и  и с т о ч н и к а м и  п и т а -  
н и я. Совокупность электрических цепей с многофазными источ
никами питания называется м н о г о ф а з н о й  с и с т е м о й  
э л е к т р и ч е с к и х  ц е п е  й. Отдельные ее части называю тся 
фазами, напрнмер, отдельные 
обмотки генератора называют 
фазными обмотками или, кратко, 
фазами генератора. Таким обра
зом, в электротехнике термин 
«фаза» имеет два различных зна
чения: он является понятием, 
характеризующим стадию пе
риодического процесса и, с д р у
гой стороны, наименованием со
ставной части многофазной си
стемы электрических цепей.

По числу фаз многофазные 
источники питания и системы 
цепей подразделяются на двух-, 
трех-, четырехфазные и т. д.
В соответствии с этой класси
фикацией генератор с тремя 
обмотками (рис. 10-1) — трех
фазный, а цепи переменного тока, 
рассмотренные в предыдущих гл авах , можно назвать однофазными.

Впервые многофазные системы цепей и многофазные генераторы 
были применены на практике П. Н. Яблочковым д ля питания 
изобретенных им электрических свечей. В его установках обмотки 
многофазных генераторов присоединялись к электрически не соеди
ненным друг с другом линиям, питавшим отдельные группы свечей. 
Такого рода многофазные системы цепей получили название 
н е с в я з а н н ы х .  В настоящее время вследствие существен
ных преимуществ применяются многофазные системы цепей, галь
ванически соединенные друг с другом . Такие многофазные системы 
цепей называются с в я з а н н ы м и .  Способы соединения или 
связывания цепей рассматриваются ниже (§ 10-2). С вязанная много
фазная система цепей по существу образует одну сложную  разветв
ленную цепь, поэтому обычно она называется просто м н о г о ф а з 
н о й  ц е п ь ю .

В электроэнергетике вследствие наибольшей экономичности и 
технического совершенства применяются почти исключительно 
трехфазные цепи. Все звенья трехфазной цепи, начиная от генера

Рис. 10-1.
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тора и кончая двигателем, были изобретены и разработаны извест
ным русским инженером и ученым М. О. Доливо-Добровольским.

В установках, преобразующих переменный ток в постоянный, 
встречаются шести- и реже двенадцатнфазные цени. В автоматике 
и телемеханике применяются двухфазные цепи.

Крайним точкам фазных обмоток генераторов дают наименова
ния «начало» и «конец». В трехфазных генераторах «начала» обо
значим первыми буквами латинского алфавита А , В и С, а «кон
цы» — последними буквами X , У и 2  (более сложные обозначения 
по ГОСТ здесь не рассматриваются.). При разметке руководству
ются следующим условием: при одинаковых положительных на
правлениях э. д. с. во всех обмотках от «концов» к «началам» (или 
от «начал» к «концам») э. д. с. должны быть сдвинуты по фазе друг 
относительно друга симметрично. Исключение в этом отношении

составляют дбухфазные генера
торы (см. ниже). Поясним ска
занное на примере трехфазного 
генератора.

Покажем, что разметка кон
цов фазных обмоток на рис. 10-1 
удовлетворяет принятому усло
вию, т. е. что э. д. с. в фазах 
А, В и С сдвинуты друг относи
тельно друга симметрично на 
1/3 периода. Выберем положи
тельные направления э. д. с. во 

всех обмотках от концов к началам. В момент времени, соответствую
щий положению ротора, показанному на рис. 10-1, э. д. с. в обмотке Л 
максимальна и имеет направление, которое принято положительным, 
т. е. в этот момент э. д. с. в обмотке А достигает положительного 
максимума. Положительный максимум э. д. с. в обмотке В наступит 
позже, когда ротор повернется на 1/3 оборота. Так как  один оборот 
ротора двухполюсного генератора соответствует одному периоду из
менения э. д. с. в любой обмотке, то поворот ротора на 1/3 оборота 
соответствует 1 /3 периода и, следовательно, э. д. с. в обмотке В отстает 
по фазе от э. д. с. в обмотке А  на 1/3 периода. Рассуждая анало
гично, можно убедиться, что э. д. с. в обмотке С отстает по фазе 
от э. д. с. в обмотке В такж е  на 1/3 периода.

На рис. 10-2 показаны векторная диаграмма и график мгновен
ных э. д. с. трехфазного генератора.

Порядок, в котором э. д . с. в фазных обмотках генератора про
ходят через одинаковые значения, например через положительные 
максимумы, называют п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю  ф а з  
и л и  п о р я д к о м  ч е р е д о в а н и я  ф а з . При указанном 
на рис. 10-1 направлении вращения ротора получаем последователь
ность фаз АВС  и т. д. Если изменить направление вращения ротора 
на противоположное, то последовательность фаз получится обратной. 
У генераторов роторы вращаются всегда в одном направлении,
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поэтому последовательность фаз никогда не изменяется и может 
быть раз навсегда установлена и обозначена. Ее обозначение с в я 
зывают с наименованием фаз. Наименования устанавливаются 
первыми буквами латинского алфавита, причем таким образом, 
чтобы нормальный порядок букв (Л, В и С) соответствовал после
довательности фаз.

Рассмотренная совокупность э. д. с. 
в обмотках трехфазного генератора
называется т р е х ф а з н о й  с и -  £* ''х
с т е м о й э. д. с. Совокупности 
э. д. с. (напряжений, токов) в много
фазных цепях называют м н о г о 
ф а з н ы м и  с и с т е м а м и  э .д .  с. о) 
(напряжений, токов). Эти системы 
называют симметричными, если все
э. д. с. (напряжения, токи) равны по рис. 10-3. 
величине и если каждая э. д. с.
(напряжение, ток) отстает по фазе от предыдущей э. д. с. (н а
пряжения, тока) на один и тот же фазный угол, равный 2л : т ,  где 
т  — число фаз.

На рис. 10-3, а в качестве примера приведена векторная д и а
грамма симметричной системы э. д. с. шестифазного генератора.

Двухфазные генераторы изготовляются таким образом, чтобы
э. д. с. в одной из обмоток был^ сдвинута по фазе относительно э. д . с . 
другой обмотки на 1/4 периода. Векторная диаграмма системы э .д . с. 
двухфазного генератора приведена на рис. 10-3, б, эта система э. д. с. 
несимметрична.

10-2. Соединения звездой и многоугольником

Существуют два основных способа соединения обмоток ген ера
торов, трансформаторов и приемников в многофазных цепях: соеди
нение звездой и соединение многоугольником. Например, соедине
ние генератора и приемника звездой показано на рис. 10-4, а соеди
нение треугольником — на рис. 10-5.

При соединении звездой (рис. 10-4) все «концы» фазных обмоток 
генератора соединяют в одну общую точку. Общие точки обмоток

Рис. 10-4.
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генератора и ветвей звезды приемника называют н е й т р а л ь 
н ы м и  и л и  н у л е в ы м и  т о ч к а м и ,  а соединяющий их 
провод — н е й т р а л ь н ы м  и л и  н у л е в ы м  п р о в о д о м .  
Остальные провода, соединяющие обмотки генератора с приемни
ком, называют л и н е й н ы м и .

При соединении треугольником (рис. 10-5) или многоугольником 
фазные обмотки генератора соединяются последовательно таким 
образом, чтобы «начало» одной обмотки соединялось с «концом» 
другой обмотки. Общие точки каждой пары фазных обмоток гене
ратора и общие точки каждой пары ветвей приемника соединяются 
проводами, носящими название линейных проводов. На первый 
взгляд может показаться, что соединение обмоток генератора 
в треугольник (многоугольник) равносильно короткому замыканию, 
к ак  это было бы при подобном соединении, например, гальванических

элементов. На самом деле, при симметричной системе э. д. с. сумма
э. д. с., действующих в контуре треугольника (многоугольника), 
в любой момент времени равна нулю. Убедиться в этом можно 
хотя бы из рассмотрения векторной диаграммы и кривых мгновен
ных значений э. д. с. для трехфазного генератора (рис. 10-2).

Заметим, что схемы рис. 10-4 н 10-5 можно представить полу
чающимися из схем несвязанных трехфазных цепей, показанных 
на рис. 10-6, путем объединения друг с другом проводов, вычер
ченных рядом.

Схемы соединения обмоток источников питания и приемников 
не зависят друг от друга . В одной и тон ж е цепи могут быть источ
ники питания и приемники с разными схемами соединений. Лучи 
звезды пли ветви многоугольника приемника называют ф а з а м и  
п р и е м н и к а ,  а сопротивления фаз приемника — ф а з н ы м и  
с о п р о т и в л е н и я м и .  Электродвижущие силы, наводимые 
в фазных обмотках генератора или трансформатора, напряжения 
на их зажимах, напряжения на фазах приемниках и токи в них 
называют соответственно ф а з н ы м и э. д. с ., н а п р я ж е  н и - 
я м и и т о к а м и  (£ ф, /)ф. Напряжения между линейными 
проводами и токи в них называют л п н е й н ы м и н а п р я ж е 

Рис. 10-6.
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н и я м и и т о к а м и  (£/л, /л). При соединении фаз звездой линей
ные токи равны фазным /л =  /ф. При соединении фаз многоуголь
ником линейное напряжение между проводами, присоединенными 
к одной и той ж е фазе приемника или источника питания, равно 
соответствующему фазному напряжению и л =  £/ф.

Положительные направления токов во всех линейных проводах 
выберем одинаковыми от источника питания к приемнику, а в нейт
ральном проводе — от нейтральной точки приемника к нейтраль
ной точке источника питания. Положительные направления э. д. с. 
и токов в ветвях треугольника источника питания будем обычно 
выбирать в направлении АСВА, а напряжений и токов в ветвях  
треугольника приемника — в направлении АВСА  (рис. 10-5).

Многофазную цепь и многофазный приемник называют с и м 
м е т р и ч н ы м и ,  если комплексные сопротивления всех фаз 
одинаковы. В противном случае их называю т н е с и м м е т р и ч -  
н ы м и.

Если к симметричной трехфазной цепи приложена симметричная 
система напряжений, то получается симметричная система токов. 
Режим многофазной цепи, при котором многофазные системы н апря
жений и токов симметричны, называется симметричным режимом.

10-3. Симметричный режим трехфазной цепи

На рис. 10-7 приведены топографическая-диаграмма и вектор
ная диаграмма токов при симметричном режиме для схемы по 
рис. 10-4 и индуктивном характере нагрузки  (ср >  0).

Ток в нейтральном проводе отсутствует:

=  +  +  =
Поэтому при симметричном приемнике нейтральный провод не 

применяют. Линейные напряжения определяются как  разности 
фазных напряжений:

0 Ав =  0 А- О в\ й к  =  и в - й с \
0 с а  =  0 с - ( У а . ( 1 0 - 1 )

Из равнобедренного треугольника 
А N 8 имеем:

и АВ =  2 и Асо$ /. ЛМЗ =  2£/дСО8 30°, 

или 
С/л =  К З  £/ф. (10-2)

На рис. 10-8 приведены векторные 
диаграммы напряжений и токов при 
симметричном режиме мер >  0 для схемы рис. 10-5. Линейные токи 
определяются как  разности фазных токов:

I а  =  1 а в  — 1 с а \ 1в  =  1 в с  — 1 а в ', ¡ с  — ^ с а  — 1 в с > (10-3)

Л
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причем
/л= 1 / 3 /ф. (Ю-4) 

Активная мощность симметричного трехфазного приемника

Р  =  3£/ф/ф С 05ф . (1 0 -5 )

Принимая во внимание, что при соединении ветвей приемника 
звездой и ф =  U J Y 3 и /ф =  /л, а при соединении ветвей приемника

треугольником и ф — U„ и /ф =
¿/лв получим независимо от вида соединения:

Р  =  ]/~3£/л/ л c o s  ф. (1 0 -6 )

Следует помнить, что в этом выраже
нии ф — сдвиг по фазе между фазным 
напряжением и фазным током.

Аналогично для реактивной и полной 
мощностей симметричного трехфазного 
приемника имеем:

2̂ =  3£Уф/ф81пф  =  1/^3 £УЛ/Лs i n ф ; (1 0 -7 )

Рис. ю -8 . S  =  3[/ф/ф =  1 / 3  и л1Д. (1 0 -8 )

Определим суммарную  мгновенную мощность трехфазного приемника при 
симметричном режиме. Запишем мгновенные значения фазных напряжений и 
токов, приняв начальную  фазу напряжения иА равной нулю:

í/д =  í/ф У ~2  sin (út\ !'л =  /фу ^ 2  sin (<út — ф); 

ив  =  и фV 2 sin ( v t - 1  Я j  ; iB= I ф ] / 2  sin ^w t - я  — ф) ;

uc  — t/ф У  2 sin (v>i +  | n  j  ; i'c =  /ф Y 2  sin ^  +  у  я  — фj  

и выражения для мгновенных значений мощностей каждой фазы приемника:

р а = и а 1 а - и  ф7ф cos ф -  ¿ у Ф cos -  ф);

Р в = и в ‘ в = * У  ф cos ф -  * y  ф cos ( 2w  ̂— 3 - я  -  ф) ;

Рс  =  « c t с  =  и ф1 ф cos ф -  и ф1 Ф eos ( i íü t  +  п  -  ф) .

При суммировании мгновенных значений мощностей отдельных фаз вторые 
слагаем ы е 'в  сумме д ад у т  нуль . Поэтому суммарная мгновенная мощность

Р =  РА +  Рв +  РС =  3 ^ф7ф COS ф =  Р

не зависит от времени и равна активной мощности.
Многофазные цепи, в которых мгновенное значение мощности постоянно, 

называются у р а в н о в е ш е н н ы м и .
Заметим, что в двухф азной симметричной цепи (рис. 10-9) с несимметричной 

системой э. д. с. источника питания (рис. 10-3, б) система токов такж е несиммет
рична, однако цепь я в л я е тс я  уравновешенной, т ак  к а к  сумма мгновенных значе-
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ний мощностей в фазах постоянна. Это можно п оказать тем ж е путем, каким была 
показана уравновешенность симметричной трехфазной цени.

Постоянство мгновенных значений мощности создает благоприятные условия 
для работы генераторов и двигателей с точки зрения их механической н агрузки , 
так  как  отсутствуют пульсации вращаю
щего момента, наблюдающиеся у  одно
фазных генераторов и двигателей.

Рассматривая симметричные ре- ¿й 
жимы трехфазных цепей, легко 
показать их преимущество в эко
номическом отношении по сравне
нию с несвязанными трехфазными -3— /„ 
системами цепей.

У несвязанной трехфазной си- Рис- 10'9,
стемы цепей шесть проводов с
токами /л == /ф. Трехфазная цепь без нейтрального провода, кото
рая питает те ж е самые приемники, соединенные звездой, имеет 
только три провода с теми же токами /л =  /ф и линейными напря
жениями, в У 3 раз большими линейных напряжений в несвязанной 
трехфазной системе цепей, для которой и„ =  £/ф. В случае соедине
ния приемников треугольником такж е получается вдвое меньше 
проводов, чем в несвязанной трехфазной системе цепей (три вместо 
шести), при этом токи в линейных проводах больше фазных токов 
не в 2 раза, а только в У з  раз. Это позволяет уменьшить затраты 
материала на провода.

10-4. Некоторые свойства трехфазных цепей с различными 
схемами соединений

В трехфазных цепях, питающих однофазные приемники (элек
тросварочные аппараты, однофазные двигатели, электрические 
лампы и различные бытовые электроприборы), при изменении числа 
включенных приемников напряжение на их зажимах не должно 
но возможности изменяться.

Это условие выполняется как  при соединении приемников звез
дой с нейтральным проводом, так  и при соединении их треугольни
ком. На рис. 10-10 в качестве примера приведены соответствующие 
схемы включения электрических ламп. Если принять, что напряже
ния на зажимах источника питания (А, В, С и N) поддерживаются 
неизменными, и пренебречь падением напряжения в проводах, то 
в обеих схемах напряжения на лампах не отличаются от напряже
ний на зажимах источника питания и неизменны независимо от 
числа и мощности включенных в каждой группе ламп; Если обор
вать нейтральный провод в схеме по рис. 10-10,а, то между нейтраль
ной точкой п приемника и нейтральной точкой N источника пита
ния появится напряжение. Фазные напряжения на лампах будут 
зависеть от соотношения их сопротивлений во всех трех группах 
и будут изменяться при изменениях числа ламп, включенных
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в какой-либо группе. Поэтому соединение групп ламп звездой без 
нейтрального провода не применяется. При наличии нейтрального 
провода в случае перегорания предохранителя в одном из проводов 
магистральной линии, например в проводе А  (рис. 10-10, а), гаснут 
лампы, присоединенные только в этому проводу, остальные лампы 
имеют нормальный накал. В этом же случае в схеме треугольника 
(рис. 10-10, б) под нормальным напряжением останется только 
одна группа ламп в ветви ВС. Две другие ветви треугольника 
окажутся соединенными последовательно, питаются эти ветви 
по-прежнему от магистральных проводов В и С. Лампы в этих 
ветвях треугольника будут иметь неполный накал. Напряжения

АН- Е З
£0—Е 3 -  
С9- - Е=Э-
Ы'Н-

[] [] I I  II [] II

I 0~ ш з

- 0-

- 0 -
~0~
- 0 -
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- 0 -
-0-
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Б 0 ЕПЗ
С »  ЕШ

II I] ¡1 II 0 []
- 0 -

- 0 -

- 0 -
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- 0-
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-0~
-0 -

-0-
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Рис. 10-10.

между ветвями А В  и СА распределятся пропорционально их сопро
тивлениям. Чем больше включено ламп в одну из ветвей, например 
в АВ, тем ярче будут светить лампы в другой ветви СА (увеличение 
числа включенных ламп уменьшает сопротивление ветви).

Трехфазная цепь с нейтральным проводом обладает тем преи
муществом, что может питать приемники, рассчитанные для работы 
при различных напряжениях. Приемники в такой цепи можно 
включать между линейными проводами на линейное напряжение 
и между линейными проводами и нейтральным проводом на фазное 
напряжение. На практике обычно встречаются низковольтные трех
фазные цепи с нейтральными проводами и напряжениями

и л =  380 В; £/ф =  220 В

или
и л =  220 В; ¿Уф =  127 В.

Пример 10-1. Источник питания и приемник, состоящий из трех одинаковых 
резисторов с  сопротивлениями гА =  г в  =  г с , соединены по схеме звезда с ней
тральным проводом (рис. 10-11, а). Фазные напряж ения источника питания сим-
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метричны и не меняются при переключениях рубильников и изменениях н агрузки , 
указанных в задании.

Дано: и л =  220 В и IА =  Iн — ¡ с  — 1 А. Т ребуется построить топогра
фические диаграммы цегш и векторные диаграммы токов дл я  следующих режимов:

1 . Симметричный режим (рубильники / и 3 зам кн уты , рубильник 2 разом к
нут).

2. Положение рубильников то ж е, что и в п. 1, но активное сопротивление 
г  д  заменено на равное по величине емкостное сопротивление.

3. Рубильники I и 2 разомкнуты, а рубильник 3 зам кн ут.
4. Все рубильники (/, 2 и 3) разомкнуты.
5. Рубильники / и 2 замкнуты , а рубильник 3 разомкнут.

Р е ш е н и е .  1. Д ля симметричного режима цепи ее топографическая д и а
грамма и векторная диаграмма токов показаны на рис. 1 0 - 1 1 , б и в ,  фазные н ап р я
жения приемника и источника питания одинаковы и равны 220/1' 3 =  127 В . 
Векторы фазных токов имеют одинаковые направления с векторами фазных н а
пряжений (активная н агрузка). Ток в нейтральном проводе отсутствует.

2. При замене сопротивления г д  равным емкостным сопротивлением н ап ряж е
ния на фазах приемника не изменяются. Токи /д и /с  остаю тся прежними, а у  то ка  
1А сохраняется прежнее действующее значение 1 А , но он теперь опережает по 
фазе напряжение й  ц на угол я/2. Топографическая диаграм ма цепи для этого 
случая прежняя (рис. 1 0 - 1 1 , й), а векторная ди аграм м а токов показана на 
рис. 10-11, г. Ток в нейтральном проводе равен сумме фазных токов ¡ ^ — 1А +

+  /л +  1С, причем /у  =  \г 2 А.
Заметим, что если дополнительно разомкнуть рубильник 3, то ток ¡^ ,б у д е т  

равен нулю, однако, при этом потенциалы точек N и п  стан ут  различными. Ф азны е 
напряжения ОА , 0 Вп и ОСп не будут равны соответствующим фазным н ап ряж е
ниям источника питания й Ам й в!  ̂ и £/СЛг. Действую щ ие значения токов во всех  
фазах изменятся. Рассчитать их для этого режима проще всего методом узло вы х  
потенциалов, к ак  указан о  дальше, в § 1 0 -6 .

3. При размыкании рубильника / потенциал точки а  становится равным 
потенциалу точки п. Д р уги х  изменений в топографической диаграмме (рис. 10-11,6)

г

1 ц  (?)

Рис. 10-11.
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не происходит. В екторная диаграм ма токов для этого случая приведена на 
рис. 10-11, д.  Из нее находим =  1 А.

4. Если дополнительно разомкнуть рубильник 3, то потенциалы точек п 
и N становятся различными. Сопротивления в фазах В и С получаются соединен
ными последовательно. На каж дое из этих сопротивлений приходится половина 
линейного напряж ения Ов с . На топографической диаграмме точки п и а  распо
лагаю тся на середине отр езка  ВС  (рис. 10-11, е).

Из топографической диаграммы находим напряжения между нейтральными 
точками /V и п  м еж ду  разомкнутыми концами фазы А:

и МП = =  63,5 В; ил* =  Т и лм =  190>5 в -
1/л/КЗ 2 в0

Н апряж ения на резисторах г^ и гс  уменьшаются в ^  ^  Рал> 8 0

столько ж е раз уменьш аю тся токи в этих сопротивлениях /д =  Iс  =  I 3/2 А. 
Векторная диаграм ма токов для этого случая показана на рис. 10-11, ж.

5. При зам кн уты х  рубильниках 1 и 2 разомкнутом рубильнике 3 потенциалы 
точек А, а  и п  одинаковы  (рис. 10-11, з). Н апряж ения на резисторах г^  и гс  
равны линейным напряж ениям  0 Вп =  ОИД и (Ус  =  Ос д . Вследствие этого 
токи /() и 1С в 1^3 раз больше, чем в симметричном режиме, т. е. /д =  1С =  1^3 А. 
Ток 1А находим из векторной диаграммы (рис. 10-12, и): ¡ А = — (/в  +  /с );
/Д =  З А .

Пример 10-2. Три одинаковых резистора соединены треугольником 
(рис. 10-12, а). К заж и м ам  А, В и С приложены симметричные линейные напря
жения, равные 220 В , которые не меняются при отключении рубильников 1 и 2 
и изменении н агр узки . При замкнуты х рубильниках 1 и 2 линейные токи /л =  1 А.

Требуется построить топографические диаграммы цепи и векторные диаграммы 
токов для следую щ их режимов:

1 . Симметричный режим (рубильник / и 2 замкнуты ).
2. Рубильник 1 разомкнут, а рубильник 2 зам кн ут.
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3. Рубильник 2 разомкнут, а рубильник 1 зам кн ут.
4. Рубильники 1 и 2 замкнуты  и активное сопротивление в фазе Ьс заменено 

равным по величине емкостным сопротивлением.
Р е ш е н и е .  1. Д л я  симметричного режима топограф ическая диаграмма цепи 

и векторная диаграмма токов показаны на рис. 10-12, б  и в .  Токи в фазах прием
ника в У 3 раз меньше линейных токов: 1аЬ =  ¡ ь с — 1Са =  1/(^3 А. Векторы 
фазных Т0 К9 В ¡аЬ, 1Ьс совпадают по направлению с векторами напряжений 
йаЬ> й ь с  и й са (активная н агрузка). Линейные токи определяю тся как  разности 
фазных токов:

>А  ̂пЬ с̂а\ ¡И ¡Ьс а̂Ь> 7С Ка  ̂Ьс-

2. При разомкнутом рубильнике 1 ток ! Ьс =  0. Потенциал точки Ь' одинаков 
с потенциалом точки С. Токи ¡аЬ и 1са остаются без .изменения, поэтому прежнее 
значение имеет и ток ¡А=  ¡аЬ — )с а . Токи ¡в  и /с изменяю тся: ¡в  =  — /
и >г =  Кп-О ссь

Векторная диаграмма токов приведена на рис. 10-12, г.
3. При разомкнутом рубильнике 2 и замкнутом рубильнике 1 сопротивления 

в ветвях са  и аЬ соединены последовательно. На каж дое из этих сопротивлений 
приходится половина линейного напряжения 1!Ьс. На топографической диаграмме 
(рис. 10-12, д) точка а располагается на середине отрезка Ьс. Н апряжение между 
разомкнутыми концами фазы А

и Аа =  и АИ соч 30° =  220 у 3/2 =  190,5 С .

Напряжения на сопротивлениях ветвей са  и аЬ по сравнению  с симметричным 
режимом уменьшаются в 2 раза . Во столько же раз уменьш аю т токи в этих ветвях: 
Iса ~  Iаь ~  3) =  0.289 А. Токи / д и /с находим по векторной диаграмме
(рис. 1 0 - 1 2 , е):

1с =  ' с а - 1Ьс\ ¡ И - ’ь - ’ аЬ, /с  = / „  =  0 ,866  А.

4. Топографическая диаграмма цепи та ж е, что и в первом случае. Векторная 
диаграмма токов приведена на рис. 10-2, ж. Из нее находим IД =  1 А; /д =

=  2 /йссо8 75°=2 (1 / ^ 3 ) 0 ,259= 0 ,299  А; /с = 2 /сосоз 15°=2 ( 1 /|Хз) 0 ,9 6 6 =  1,15 А.

Пример 10-3. Определить, во сколько раз изменятся линейные токи, если 
резисторы предыдущего примера (рис. 1 0 - 1 2 , о) соединить звездой и включить 
на те ж е линейные напряжения (схема звезды без нейтрального провода).

Р е ш е н и е .  В схеме треугольника резисторы находились под линейным 
напряжением (]л и токи в них были /л/|/3. В схеме звезды  резисторы находятся 
под напряжением и л/У3 и, следовательно, токи в них уменьш аю тся в У з  раз и 
станут равными /л/3, где /л — прежнее значение линейного то ка . В схеме звезды 
токи в линии и фазах приемника одинаковы; таким образом, линейные токи в схеме 
звезды в 3 раза меньше линейных токов в схеме треугольн и ка .

10-5. Расчет симметричных режимов трехфазных цепей

Д ля ознакомления с расчетами симметричных режимов рассмот
рим порядок расчета токов в симметричной цепи рис. 10-13. Пусть 
напряжения на зажимах источника питания симметричны и заданы 
и пусть известны сопротивления всех элементов цепи 1 , 2 , 3  н 4. Д ля 
выполнения расчета проще всего преобразовать схему, заменив 
соединения треугольниками источника питания и элементов 4 
на соединения звездами. Сопротивления фаз симметричной звезды

267



в 3 раза меньше сопротивлений фаз эквивалентного симметричного 
треугольника. Фазные напряжения эквивалентного источника пита
ния, соединенного звездой, в У 3 раз меньше заданных линейных 
напряжений. Таким образом, получим схему, показанную на 
рис. 10-14.
в I 3 4-

-(= >

.

Рис. 10-13. Рис. 10-14.

Все нейтральные точки в симметричном режиме имеют одинако
вый потенциал. Поэтому, не нарушая режима схемы, соединим их 
проводом без сопротивления (показан пунктиром). Затем удалим 
из схемы две фазы, например В и С, и перейдем к схеме по рис. 10-15. 
Это не изменит режима оставшейся фазы А.

Действительно, уравнения, составленные по законам Кирхгофа, 
для узла А' и для контуров АА'ПуИ и А 'п^п^' для схем, показан

ных на рис. 10-14 и 10-15, одинаковы, 
а следовательно, токи и напряжения в 
фазе А обеих схем также одинаковы. 
Токи в фазе А легко рассчитываются 
но однофазной схеме (рис. 10-15), на
пример, методом ее дальнейшего пре
образования — заменой параллельно
го соединения ветвей А'пг иА'пх экви
валентным сопротивлением. Токи в 

фазах В и С по модулю такие же, что и в фазе А. Токи в ветвях 
треугольника 4  в У 3 раз меньше токов в элементах 3 (в каждом из 
элементов любой из групп ток сдвинут по фазе по отношению к токам 

, в других элементах той же группы на равные углы ±120°).
Д ля расчета симметричных режимов в сложных разветвленных 

трехфазных цепях широко применяют моделирование соответству
ющих однофазных схем.

Рис. 10-15.

10-6. Расчет несимметричных режимов трехфазных цепей 
со статической нагрузкой

При расчете симметричных режимов трехфазных цепей двигатели 
можно заменять эквивалентными схемами, состоящими из трех 
одинаковых сопротивлений, соединенных звездой или треугольни
ком. Падения напряжения в фазах генератора могут учитываться 
как  напряжения на трех одинаковых сопротивлениях.
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Такие простые эквивалентные схемы для двигателей и такой прос
той учет паденнй напряжения в генераторах оказываю тся непригод
ными для расчета несимметричных режимов. Анализ процессов 
в трехфазных электрических машинах (двигателях и генераторах) 
при несимметричных режимах показывает, что для них справедливы 
более сложные эквивалентные схемы, не удовлетворяющие прин
ципу взаимности. В настоящее время для расчета несимметричных 
режимов в трехфазных цепях с трехфазными двигателями почти 
исключительно пользуются специальным методом расчета — мето
дом симметричных составляющих, 
который рассмотрен в следующей 
главе.

В этом параграфе ограничимся 
исследованием несимметричных ре
жимов цепей при следующих двух 
условиях:

1) имеется только статическая 
нагрузка (нет электродвигателей);

2) падения напряжения в гене
раторах не учитываются.

При двух указанных ограни
чениях расчеты несимметричных 
режимов трехфазных цепей не 
содержат ничего принципиально 
нового и могут выполняться лю
быми методами,известными из предыдущих глав . Последующее со
держание параграфа иллюстрирует это положение на ряде частных 
примеров.

Пусть заданы несимметричные фазные напряжения О л, Ов 
и Ос па зажимах несимметричного приемника (рис. 10-16). Опре
делим токи. Заданные напряжения-можно всегда приписать источ
никам э. д. с. (показаны пунктиром)

Рис. 10-16.

ЁА = ОI = {/» и Ёс =  и с

В схеме два узла, поэтому целесообразно применить для расчета 
метод узловых потенциалов.

Обозначая напряжение между нейтральными точками прием
ника и источника питания через Опдг, получаем:-̂Г;+/й++Гс. <ю'9>У А +  У У С +  У N

I
где У А, У и, Ус, У N  — проводимости ветвей;

¡ А  =  У А ( 0 А - 0 а „ у ,  1 в = У в ( 0 в - 0 „ „ ) , '  _ \

1с =  У с ф с  — 0 п м ) \  / Л г =  У Л '0 ,м =  I Д  +  1вЛ- ]

В предельном случае при Ук  =  оо, т. е. =  0, имеем 0 П1\ = 0
и, следовательно, напряжения на фазах приемника равны фазным

(10- 10)
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напряжениям источника питания. При этом условии ток в каждой 
фазе может быть подсчитан по закону Ома независимо от токов 
остальных фаз.

При отсутствии нейтрального провода расчет можно вести в 
таком ж е порядке. Изменится лишь выражение для напряжения 
О„лг. поскольку Удг =  0, а именно

(10-11)
г л -!" 1 Н~г * с

Однако обычно при отсутствии нейтрального провода бывают 
заданы не фазные, а линейные напряжения на зажимах цепи. Сумма

линейных напряжений равна 
нулю, как  сумма напряжений 
вдоль замкнутого контура, сое
диняющего зажимы А , В и С:

й  ЛЦ-\-0 ВС-\-йсА~ 0-

Учитывая эту связь, доста- 
Рис. 10-17. точно задать два линейных на-

 ̂ пряжения. Можно, например,
их задать двум я источниками напряжения (рис. 10-17) с э. д. с.

=  О ца и Ё с  =  О са-
Тогда, принимая во внимание, что потенциалы точек N и А оди

наковы, имеем:
п  _  У1^ва+ у с^са . , ,л  ,о\
и  „я — у-; + у д + к с .

¡А  — ----  У  а О  пК', ¡И —  У  И Ф и  ~  О  „дг) —  У ц { 0 в А  — 0  л Л ')!

¡с  — Ус Ф с — 0„я) =  Ус (О са — О лЛ>) =  — /А — ¡ в -

Рассмотрим простейшую схему с несимметричным приемником, 
соединенным треугольником (рис. 10-18). Если известны линейные 
напряжения между зажимами А ', В', С', к которым присоединены 
сопротивления приемника, то задача определения токов элементарно 
проста. Ток в каждой ветви треугольника определяется по закону 
Ома, а затем находятся токи в проводах питающей линии.

Однако обычно бывают известны напряжения не на зажимах 
приемника, а на зажимах А , В, С источника питания, поэтому расчет 
несколько усложняется. Проще всего его провести, заменяя треуголь
ник сопротивлений эквивалентной звездой. Тогда получается схема 
по рис. 10-17 и токи в ней рассчитываются, как указано выше. По 
найденным токам  определяются напряжения на зажимах треуголь
ника в исходной схеме (рис. 10-18) и затем токи в ветвях треуголь
ника.

К преобразованию схемы следует прибегать и в случае цепи с 
несколькими приемниками, имеющими различные схемы соедине
ний. Так, например, при расчете токов в цепи, представленной на
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рис. 10-19, звезду 2 следует преобразовать в эквивалентный тре
угольник, ветви которого будут параллельны ветвям треугольника 3. 
После замены каждой пары параллельных ветвей треугольников 
одной ветвью получается рассмотренная выше схема (рис. 10-18).

Заметим, что преобразование треугольника 3 в звезду не дало бы 
возможности продолжить упрощение схемы. Потенциалы нейтраль

ных точек получившейся звезды и звезды 2 в общем случае различ
ны и нейтральные точки этих звезд нельзя соединять друг с другом.

В том случае, когда элементы цепи индуктивно связаны друг 
с другом, расчет может быть всегда произведен путем решения урав
нений Кирхгофа, составленных для токов в ветвях или же для кон
турных токов. В ряде случаев целесообразно исключить индуктивные 
связи, перейдя к эквивалентным схемам (§ 6-6).

10-7. Напряжения на фазах приемника в некоторых 
частных случаях

Пусть приемник соединен звездой (рис. 10-17). Проводимости фаз 

К А= 1 /гд /  Ч>А =  УА ¿ - Ф д !  УВ =  УЯ £ - Ъ ;  УС =  У С ± - Фс-
Фазные напряжения при заданны х линейных н ап ряж ен и ях  определяются 

на топографической диаграмме положением нейтр&льной 
точки, для определения положения которой обратимся 
к выражению ( 1 0 - 1 2 ).

Рассмотрим некоторые частные случаи.
Симметричный приемник при  несимметричных ли

нейных напряжениях. При УА =  У н — У (. вектор н а
пряжения

„  + ОвА + ОсА
и пА~ у а+ у „ + у с 3

равен одной трети диагонали параллелограмма (рис.
10-20). Отсюда следует, что нейтральной точке на топо
графической диаграмме соответствует центр тяжести 
треугольника линейных напряжений.

Приемник с  однородными сопротивлениями фаз (ср^ =  срд =  <рс ), одно из кото
рых изменяется.  При проводимости у А, изменяющейся от 0 до оо, получим:

> УнГ/на +  У(/'са 
пА Уа +  Ув +Ус

271

А



В этом выражении все величины постоянны, кроме у  А. При изменении у А 
аргумент О пА остается неизменным, следовательно, направление вектора й  пА 
сохраняется, а длина его изменяется. Конец вектора й пА описывает прямую

линию (получается линейная диаграмма). Д л я по
строения этой прямой достаточно найти любые две 
точки, через которые она проходит. При у А =  
=  °°(гА =  0 ) имеем 0 пА =  0  и точка п совпадает 
на топографической диаграмме с точкой А (рис. 
10-21). При у л =  0 (гА =  оо) получим ¡А =  0;

— 1Г. Поэтому

иВп

Сп 2с ' с
Отсюда видно, что Ов  и ИСп отличаются по 

фазе на 180°, следовательно, точка п находится 
на отрезке, соединяющем точки В и С. Ее положение на этом отрезке 
определяется отношениемгй/гс  (на рис. 10-21 положение точки л при УА =  ® пока
зано для с л у ч ая , когда гд /гс =  2). П рямая, соединяющая точки А и п (уА =  0), 
представляет геометрическое место, описываемое точкой п при изменении у А от 
оо до 0 .

Приемник с  неоднородными сопр о 
тивлениями фаз, одно из которых изме
няется.  П усть У в  =  Ус  =  УА =  ¡Ьс , 
причем Ьс  изменяется от 0  до оо. Тогда

А (\ =0°)

■ ё!/пл +  ёйСД
пА 2е  +  ]Ьс

иОА

где

1 + ¡ЬсР ё ’

ОпА=(Ова +  Оса)/2.

В ы раж ение для О А совпадает по 
своей с тр уктур е  с выражением

М--
I , я1 + - ^ Рис. 10-22.

которое рассматривалось в § 7-1. Там было показано, что при изменении п конец 
вектора М описывает д у гу  окружности. Следовательно, геометрическим местом, 
описываемым точкой п при изменении Ьс , будет круговая диаграмма. Выполним 
ее построение при симметричных линейных напряжениях.

На топографической диаграмме (рис. 10-22) эти напряжения представлены 
равносторонним треугольником АВС. Отложим хорду диаграммы ОПА- Началом 
круговой диаграммы  является точка А, она соответствует Ьс  =  оо, при этом 
вектор 0 пА обращ ается в нуль. Конец хорды находится в точке £>. Хорда ЛО 
соответствует вектору 0  А при значении переменного параметра Ьс  =  0  анало
гично том у, к а к  вектор М0 представляет собой М при п =  0. Выбрав масштаб для 
проводимостей т у , отложим от начала хорды (точка А) по направлению к ее концу 
(точка £)) отрезок АР, равный 2^, и затем из точки р  под углом — г|з =  — 90° 
к хорде АЭ проведем линию изменяющегося параметра Р1. Перпендикуляр, 
опущенный из начала диаграммы (из точки Л) на линию изменяющегося параметра, 
совпадает с хордой и пересекается с перпендикуляром, восстановленным к  сере
дине хорды, в середине хорды. Таким образом, центр круговой диаграммы нахо-
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дитгя в середине хорды, которая в данном случае явл яется  диаметром. На топо
графической диаграмме показано положение точки п  в частном случ ае, когда b( .=g.

Н апряжения и п и 0 Сп на одинаковых сопротивлениях в фазах В и С 
получаются неодинаковыми. Если в качестве сопротивлений взять  лампы, то 
лампа в фазе В будет светить ярче, чем
в фззе С. Поэтому две лампы и конден- д  л
сатор, включенные по схеме рис. 10-23, а, 
применяют к ак  указатель последователь
ности фаз. Н апряжение на лампе, которая 
светит ярко, опережает по фазе н ап ряж е
ние на лампе, которая светит тускло .

Можно вместо конденсатора включить 
кагущ ку  (рис. 10-23, б). Н акал ламп будет 
такж е  неодинаков. Однако в этом случае 
больший накал наблюдается у  лампы , на 
которой напряжение отстает по фазе 
от напряжения на лампе, светящ ейся 
тускло. Показать это можно, заменив в фазе А (рис. 10-17) переменную емкость 
переменной индуктивностью. Геометрическим местом потенциала точки п будет 
д у га  окружности, показанная на диаграмме (рис. 1 0 -2 2 ) пунктиром.

I

■<?

Тускло Ярка

«■)

1 -0  о-

у77,

) о- 
о -1-

10-8. Эквивалентные схемы трехфазных линий

Чтобы упростить задачу составления эквивалентной схемы 
линии, рассмотрим отдельно различные стороны электромагнитного 
процесса. Сначала обратим внимание только на магнитное поле, 

а поле электрическое и преобразование электро
магнитной энергии в тепло учитывать не будем 
(примем активные сопротивления проводов линии 
равными нулю).

На рис. 10-24 представлен поперечный разрез 
трехфазной линии. Роль нейтрального провода 
выполняет земля. Ток в земле обычно учиты
вают токами в трех фиктивных проводах, оси 
которых находятся на расстоянии О ъ от осей 
проводов линии. Это расстояние называют экви
валентной глубиной протекания обратного тока.
Оно зависит от частоты переменного тока и от 

удельной проводимости грунта. В качестве среднего значения при 
частоте / =  50 Гц принимают В 9 Ю00 м.

При гаком учете тока в земле получаются три петли, каж дая 
из которых состоит из реального и из фиктивного проводов. Индук
тивности петель провод — земля одинаковы ЬА — ¿ с  Ь3, 
а взаимные индуктивности петель М Ац, М вс и М СА различны. 
Д ля того чтобы линии были симметричными элементами трехфазной 
цепи и не обусловливали несимметричного режима, их выполняют 
с круговой перестановкой или с так  называемой транспозицией 
проводов. Вся длина линии делится на кратные трем равные части 
(на рис. 10-25 длина линии разделена на три части). Каждый провод 
на трех .участках занимает три различных возможных положения
и, таким образом, все провода находятся в одинаковых условиях. 
При этом М АВ =  М в с  =  М Са  =  М 3.

Рис. 10-24.
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Чтобы установить, как  в эквивалентной схеме линии следует 
учитывать индуктивности £3 и взаимные индуктивности УИ3, рас
смотрим связь  между токами и напряжениями в линии, когда все 
провода на одном конце линии замкнуты на землю, а на другом 
конце линии между проводами и землей включены три_ источника

напряжения О а, 0 ц  и Ос-
А&-
В0-
С& £

г
з з

-0В  
- 0  С 
-0Й

Рис. 10-25.

По второму закону Кирхгофа
О  А  =  j(i>L3Í А  /шМ3/ в  +  j(üM3Í с- 

Ток в земле

^ v =  /a +  /b +  ^c*
откуда

IвЛ- Ic — In — Ia-

П одставляя последнее соотношение в выражение для £7д, полу
чаем:

О  a — f a L j  a +  /wAÍ3 (/дг — / л ) = /со (L 3 — М 3) /д +  /соУИ3 /лг. 

Аналогично
(Уд =  /оз (L3 — М 3) /в +  /о)М3/дг;

Ос — /® (¿-з — М 3) /с +  /<йМ3/дг.

Из этих уравнений видно, что для учета магнитного поля рассмат
риваемой симметричной линии справедлива схема, показанная 
на рис. 10-26, в которой

== La М  3

называется и н д у к т и в н о с т ь ю  ф а з ы  с и м м е т р и ч 
н о й  т р е х ф а з н о й  л и н и и .

' Я

W gf ✓'YV’V'l---- 0 ^

Рис. 10-26.

„-»«Г
1<х 'X

I ¿/г Т 
l I

Я »1« л п * Л *
"гг-т* "гг*т" 

i i ■

Рис. 10-27.

Рассмотрим теперь электрическое поле линни. С электрическим 
полем линии связаны заряды  на поверхностях проводов линии и 
на поверхности земли. Д л я  их учета вводят между всеми проводами 
и землей частичные емкости, показанные на рис. 10-27 пунктиром. 
Частичные емкости зависят от размеров проводов, их расположения
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А&-
В Р -
С 0 -

N 0 -

КРт

-0/Г
-0 в'
- т с ’

друг относительно друга и относительно земли. Д ля линии с тран
спозицией проводов

Си =  Саз == С33 — С0; Сц. =  С-> 3 — С-л =  Ст .

Таким образом, для учета электрического поля справедлива 
эквивалентная схема, приведенная на рис. 10-28.

Составим теперь общую эквивалентную схему, учитывающую 
магнитное и электрическое поля, а такж е активное сопротивление 
линии.

Д ля любого сколь угодно ма
лого участка линии на схеме нужно 
ввести частичные емкости, индук
тивности, взаимные индуктивности 
и сопротивления, а также учесть 
проводимость изоляции. Тогда по
лучится схема с бесконечно боль
шим числом элементов. Объясняет
ся это тем, что параметры линии 
распределены вдоль всей ее длины.
Линия как цепь с распределенными
параметрами рассматривается в гл. 18. Д ля практических расчетов 
при частоте тока 50 Гц, когда длина воздушной линии не превы
шает 300 км, а кабельной линии 50 км, вполне пригодны упро
щенные расчетные схемы, в которых частичные емкости предпо
лагаются сосредоточенными либо в середине линии, либо разделены 
поровну между ее концами. Проводимостью изоляции обычно пре
небрегают.

Рис. 10-28.

А 0-

В 0 -

С 0 -

£о
г

N0-

Т ст
Мг

_3_
2

-0/\'

- 0 В Г

-ц с '

2

-Фн'
Рис. 10-29.

На рис. 10-29 представлена полная эквивалентная схема сим
метричной линии с учетом частичных емкостей линии на ее концах. 
В этой схеме соединения треугольниками частичных емкостей между 
проводами Ст !2 преобразованы в соединения звездами с емкостями 
в лучах ЗСт /2, г — активное сопротивление провода; г3 — активное 
сопротивление земли.
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Д ля симметричных режимов можно пользоваться эквивалентной 
схемой для одной фазы (рис. 10-30). Если считать все частичные емко
сти сосредоточенными в середине линни, то для симметричного режима 
получается схема, показанная на рис. 10-31.

В этих схемах в проводах ЛМГ элементы га и М 3 отсутствуют, 
так  к а к  в симметричном режиме ток через землю не проходит. 
Емкость Сф =  С0 +  ЗСт  называется е м к о с т ь ю  ф а з ы  
л и н и и.

я 1Ф г  д'

ч тг 2 т *'0---- 1 0

Рис. 10-30.

В воздушных линиях электропередачи с напряжением ниже 
35 кВ влияние емкостей линии на режим цепи невелико и их обычно 
не учитывают.

В некоторых типах линий низкого напряжения можно ограни
читься учетом только активного сопротивления проводов.

10-9. Измерение мощности в трехфазных цепях

Выясним, сколько ваттметров нужно включить для измерения 
активной мощности в трехфазной цепи при любом несимметричном 
режиме.

На рис. 10-32 прямоугольником условно показана сколь угодно 
сложная цепь, питаемая трехфазной линией с нейтральным прово-

Ь-Чц
гЬ~г

< —>
^ * 4 У  "

Рис. 10-33.

дом. Фазные напряжения на входе линии с нейтральным проводом 
всегда можно приписать трем источникам напряжения (показаны 
пунктиром). Из этого следует, что для измерения активной мощности 
в трехфазной линии с нейтральным проводом нужно включить три 
ваттметра, к ак  показано на рис. 10-32 (ваттметры измеряют актив
ные мощности источников напряжения).

В цепи без нейтрального провода (рис. 10-33) линейные напря
жения на входных зажимах всегда можно рассматривать получа-
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ющимися от двух источников напряжения, например включенных 
так, как показано пунктиром на рис. 10-33. Следовательно, акти вн ая 
мощность передачи энергии по линии без нейтрального провода 
может быть измерена двумя ваттметрами. Следует иметь в ви ду, 
что возможны такие режимы работы цепи, при которых стрелка 
того или иного ваттметра отклоняется 
в обратную сторону, несмотря на пра
вильное включение ваттметра в цепь.
Тогда, чтобы сделать отсчет по ш кале, 
нужно изменить подключение обмотки 
напряжения или обмотки тока соот
ветствующего ваттметра на противо
положное. Измеренную после этого 
мощность следует считать отрицатель
ной. Пример подобного случая при
водится ниже.

Выясним зависимость мощности, изме
ряемой каж ды м из ваттметров в схеме рис.
10-33, от сдвига фаз между напряжениями 
н токами в частном случае симметричного 
режима. На рис. 10-34 показана векторная диаграмма токов и н апряж ений . 
Линии, соединяющие центр тяжести треугольн и ка напряжений с его верш и
нами, можно рассматривать как фазные напряж ения эквивалентного приемника, 
соединенного звездой.

На основании схемы включения одноименных зажимов ваттметров и р у к о 
водствуясь векторной диаграммой, можно записать:

Р 1 =  U АС1 А C0S ^  Ü АС’ >А =  U J »  C0S (30° -  Ф):
Р 2 = UßCI B cos L 0 ц С< i ц =  U J  л cos (30J -f-ф);

P i  +  Рг — U Jn  • 2 cos 30° • cos <p =  \' 3 U J  л cos (p.

К ак следует из этих выражений, п о казани я ваттметров одинаковы только  при 
Ф — 0. При ф =  60° получаем Р2 =  0 , а при ф =  — 60° имеем =  0 . При ф ,>
>  60° имеем Р2 <  0, а при _ф <  — 60° получаем <  0. При ф =  ±  90° имеем 
Рг =  — Pi-  Таким образом,'при | ф 1 >  60° стрелка одного из ваттметров о ткло 
няется в обратную сторону.

10-10. Вращающееся магнитное поле

Одним из основных преимуществ многофазных токов является 
возможность получения вращающихся магнитных полей, лежащ их 
в основе принципа действия наиболее распространенных типов дви
гателей переменного тока. Вращающееся магнитное поле было полу
чено физиком Г. Феррарисом в 1884 г ., однако он пришел к оши
бочному заключению о невыгодности его применения для создания 
электродвигателей.

В 1887—1888 гг. физик-инженер Н. Тесла сконструировал 
двухфазный асинхронный двигатель (наименование «асинхронный» 
будет пояснено в следующем параграфе), а в 1889 г. М. О. Доливо- 
Добровольский изобрел и построил трехфазный асинхронный дви 
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гатель . Н. Тесла в последующие годы вел работы по внедрению 
двухфазных двигателей, генераторов и электропередач в США. 
Одновременно М. О. Доливо-Добровольскнй разрабатывал всё 
звенья трехфазной системы и внедрял ее в Европе. Подлинным три
умфом трехфазного тока явилась установка по передаче энергии 
на расстояние 175 км от Лауфенского водопада до Франкфурта- 
на-Майне, осуществленная М. О. Доливо-Добровольским в 1891 г. 
Преимущества трехфазного тока были несомненны, и он быстро 
получил общее признание и повсеместное применение.

Ознакомимся на простейшем примере с получением вращающе
гося магнитного поля посредством трехфазной системы токов. 
Расположим три одинаковые катушки /, 2 и 3 под углом 120° друг

П усть первый из рассматриваемых моментов времени соответствует 
совпадению линии времени с вектором /\. При этом г\ >  0, га <  0 
и г3 < ; 0. Направления токов в катушках и схематическая картина 
магнитного поля показаны на рис. 10-36, а, где пунктиром изобра
ж ены две магнитные линии. Д ля момента времени, соответствующего 
положению линии времени, отмеченному цифрой 2, ^  >  0, /2 =: 0 
и г3 < -0 . Направления токов в катушках и схематическая картина 
поля даны на рис. 10-36, б. Д алее на рис. 10-36, в и г  показаны на
правления токов и схематические картины поля для моментов вре
мени, соответствующих положениям линии времени 3  и 4. Сопостав
ление схематических картин магнитного поля, приведенных для 
различных, следующих д р уг за другом моментов времени, наглядно 
показывает вращение магнитного поля. Продолжив анализ, можно 
убедиться, что в течение одного периода переменного тока магнитное 
поле таких катушек совершает один полный оборот.

Направление вращения магнитного поля зависит исключительно 
от последовательности фаз токов в катушках. Если сохранить под
ключение катушки 1 к  фазе А  источника питания, катуш ку 2 под
ключить к фазе С, а катуш ку 3  — к фазе В, то направление вращения 
поля изменится на противоположное. В этом можно убедиться, 
построив схематические картины магнитного поля для различных 
моментов времени, аналогично тому, как это было показано 
выше.

относительно друга. На рис. 10-35,а 
они показаны в поперечном раз-

г резе.

‘7г зом, чтобы токи были симметричны 
(рис. 10-35, б) при показанных 
на рис. 10-35, а положительных 
направлениях токов. Рассмотрим 
схематические картины магнитного 
поля для различных моментов вре
мени, следующих друг за другом.

з Подключим катушки /, 2 и 3 
соответственно к фазам А , В и С
источника питания таким обра'

Рис. 10-35.
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Движущиеся в пространстве магнитные поля, частным случаем 
которых является рассмотренный пример, широко применяются

Рис. 10-36.

в различных областях электротехники. Для получения д ви ж у
щегося магнитного поля нужно иметь минимум две пространственно 
смещенные обмотки с несовпадающими по фазе токами.

10-11. Принципы действия асинхронного и синхронного  
двигателей

Поместим между неподвижными катуш кам и  (рис. 10-37) в области вращ аю - 
щ сгося 'й агн и то го  поля укрепленный на оси подвижный металлический б араб ан . 
Если магнитное поле вращается по направлению  движения часовой стр елки , то 
барабан относительно поля вращается в обратном направлении. П ринимая это 
во внимание, по правилу правой руки  найдем направление наведенных в б араб ан е 
токов (на рис. 10-37 указаны  крестиками и точками). Затем, применяя правило 
левой руки, убедимся, что взаимодействие этих токов с магнитным полем д ает  
силы, приводящие в движение барабан в том ж е направлении, в каком  вр ащ ается  
магнитное поле. Частота вращения б арабан а меньше частоты вращ ения м агн и т
ного поля относительно катуш ек, т ак  к а к  при одинаковых угловы х ско р о стях  
прекратилось бы наведение токов в барабане и, следовательно, не было бы  си л , 
создающих вращающий момент.

Рассмотренное простейшее устройство поясняет принцип действия т р е х 
фазных а с и н х р о н н ы х  д в и г а т е л е й .  Слово асинхронный заи м ство 
вано из греческого язы ка и означает неодновременный. Этим словом подчерки
вается различие в частотах вращающегося поля и ротора — подвижной части  
двигателя.
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Поместим между неподвижными катуш ками (рис. 10-38) в область вращаю
щ егося магнитного поля укрепленный на оси подвижный электромагнит, питае
мый постоянным током. На электромагнит действует вращающий момент, направ
ление которого изменяется 2 р аза  з а  каж ды й оборот магнитного поля. Вследствие 
периодического изменения направления вращающегося момента и инерции под
вижной системы электромагнит останется неподвижным. Однако, если его приве
сти во вращение посредством какого-либо приспособления с угловой скоростью, 
близкой к  угловой скорости вращ аю щ егося поля, то он будет продолжать вр а
щ аться и достигнет частоты вращ ения, одинаковой с частотой вращения поля.

Рассмотренное устройство поясняет принцип действия трехфазных с и н 
х р о н н ы х  д в и г а т е л е й .  Греческое слово синхронный означает одновре
менный. Этим словом подчеркивается одинаковая частота вращения вращаю
щегося поля и ротора.

В электрических маш инах для вращающегося магнитного поля создается 
м агнитная цепь. Статор — неподвижная часть машины, выполняется в виде полого 
цилиндра, собранного из отдельны х изолированных др уг от друга стальных 
листов. Ротор — подвижная часть машины — в асинхронных двигателях выпол
н яется в виде стального цилиндра, обычно такж е собранного из стальных листов 
с обмоткой, размещенной в п азах  на его поверхности.

Г л а в а  о д и н н а д ц а т а я  
МЕТОД СИММЕТРИЧНЫХ СОСТАВЛЯЮЩИХ

11-1. Симметричные составляющие трехфазной системы
величин

Д ля анализа и расчетов несимметричных режимов в трехфазных 
цепях широко применяется м е т о д  с и м м е т р и ч н ы х  с о 
с т а в л я ю щ и х .  Он основан на представлении любой трехфаз
ной несимметричной системы величин (токов, напряжений, магнит
ных потоков) в виде суммы в общем случае трех симметричных систем 
величин. Эти симметричные системы, которые в совокупности обра
зуют несимметричную систему величин, называются ее с и м 
м е т р и ч н ы м и  с о с т а в л я ю щ и м и .  Симметричные состав
ляющие отличаются друг от друга порядком следования фаз, т. е. 
порядком, в котором фазные величины проходят через максимум, 
и называются системами п р я м о й ,  о б р а т н о й  и н у л е 
в о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й .
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Обозначим трехфазную систему величин (токов, напряжений, 
магнитных потоков) для общности буквами А, В и С. Величины, 
относящиеся к  системам прямой, обратной и нулевой последова
тельностей, отметим соответственно индексами 1, 2 и 0. На рис. 11-1 
показан пример векторных диа
грамм симметричных составляю
щих всех трех последователь
ностей.

Система прямой последова
тельности имеет порядок следо
вания фаз А , В, С. Система 
обратной последовательности
имеет порядок следования фаз Рис- 11_1-
А , С, В. Система нулевой по
следовательности состоит из трех одинаковых величин, совпадаю 
щих по фазе. Д ля этих трех систем можно записать:

В 1 =  Л 1е- -'2я/3; С1 =  А 1е+^п/3; (11-1)
£ 2 =  Л2еЬ '2*/3; С2 =  Л 2е-/'2"/3; (11-2)

Л 0 =  В 0 =  С0. (11-3)

Комплексное число называется ф а з н ы м  м н о ж и 
т е л е м  и сокращенно обозначается буквой а :

а — е>2я/3 = е-/ '4л/3 =  со5 (2я/3) +  /8т(2л/3) =  — 1/2 +  /]/3/2. (11-4)

Умножение вектора на а соответствует повороту его против на
правления движения часовой стрелки (вперед) на 120° или пово
роту по направлению движения часовой стрелки (назад) на 240°.

а 2 =<?'2 я/зе /2л/з = е /4л/з =  е — /2л/з __ —  1/2 — /]/’3/2. (11-5)

Умножение вектора на а2 соответствует повороту его вперед 
на 240° или повороту назад на 120°.

При помощи фазного множителя выражения (11-1) и (11-2) 
можно записать так:

В 1 =  агА 1; С ^ а А й  (11-6)
В а =  аЛ 2; С, =  <А48: (11-7)

Кроме того,
а3 =  &271 =  1. (11-8)

Пользуясь соотношением (11-8), можно исключать из формул 
множитель а в степени выше второй:

й4 =  а3а = а ;  а5 =  а 3а 2 =  а2 и т. д.

Как следует из (11-4) и (11-5) 1, а  и а2 образуют симметричную 
систему единичных векторов (рис. 11-2). Их сумма

1 + а  +  а 2 =  0. (11-9)
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Докажем теперь, что любую несимметричную систему векторов 
А , В и С можно разложить на симметричные системы прямой, обрат
ной и нулевой последовательностей. Если это имеет место, то

А=А1~^-А2-\-Ац', (11-10)

В = В и+ В г +  Во, (11-11)
С =  СХ +  С2 +  С0. (11-12)

Выразим в этих предполагаемых равенствах все векторы симмет
ричных систем через векторы А 1г А 2 и Л0, пользуясь соотношениями 
(11-3), (11-6) и (11-7):

А — АI -{- Л2-|-Ло; (11-13)
Б ^ а М х  +  аЛа +  Ло; (11-14)
С =  аЛ 1 +  а2Л2 +  Л0. (11-15)

Получены три уравнения, из которых однозначно можно опре
делить векторы А ъ Л 2 и Л 0, что и доказывает возможность разло

жения заданной несимметричной системы векто
ров Л , В и С на три симметричные системы.

С клады вая уравнения (11-13) — (11-15), по
лучаем:

Л В -(- С — (1 а2 -)- а) Л 1 +
+  (1 а -\- а 2) Л 2 +  ЗЛ0.

Принимая во внимание (11-9), находим, что

Л „ = 4 (Л  +  Й +  С). (11-16)

Умножая уравнение (11-14) на а  и (11-15) на а2 и затем складывая 
уравнения (11-13) — (11-15), находим, что

Л Х= ~ (Л  + а В  +  агС). (11-17)

Умножая уравнение (14-14) на а2 и (11-15) на а  и затем складывая 
уравнения (11-13) — (11-15), получаем:

Л 2= у ( Л  +  а2б + а С ) . (11-18)

11-2. Некоторые свойства трехфазных цепей в отношении 
симметричных составляющих токов и напряжений

В нейтральном проводе ток равен сумме линейных токов и, сле
довательно, тройному значению составляющей тока нулевой после
довательности [см. выражение (11-16)1.

Сумма линейных напряжений равна нулю, поэтому линейные на
пряжения не содержат составляющих нулевой последовательности.

Симметричные составляющие прямой и обратной последователь
ностей фазных напряжений приемника, соединенного звездой, 
однозначно связаны с соответствующими симметричными состав-
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ляющими подведенных к нему линейных напряжений. Отсюда сл е
дует, что фазные напряжения различных приемников, соединенных 
звездой, при одних и тех же линейных напряжениях имеют одина
ковые симметричные составляю
щие прямой и обратной последо
вательностей и могут отличаться 
друг от друга только за счет 
симметричных составляющих 
нулевой последовательности.

В том случае, когда при не
симметричном режиме ток в од-

1аг

Рис. 11-4.

ной или двух фазах цепи отсутствует, сумма симметричных со
ставляющих токов в этих фазах равна нулю. Поясним сказанное 
примерами.

В схеме, показанной на рис. 11-3, фазы В и С разомкнуты ,
=  — 0- Применяя формулы (11-16) — (11-18), получаем:

/д! =  g (/д -f- aO -f- a20) — -g- ¡a',

iA2  — y  { ¡A  +  Я20 +  fl0) =  g I a \  Л̂0 =  -з  0 A +  0 +  0) =  g- / д .

На рис. 11-4 изображен вектор тока /А и построены векторные 
диаграммы для систем симметричных составляющих токов всех  
трех фаз. Там же проведено геометри
ческое суммирование векторов сим
метричных составляющих токов, по
казывающее, что

1 Al  +  i  А2 +  I  АО =  I  А,

í  Bi +  Аю +  Aio =  0; ^
Ал +  ¡  са +  Аг,о =  0.

В схеме рис. 11-5 токи /А =  0; /д 
По формулам (11-16) — (11-18) получим:

^40 =  0; Ап =  у  (яА +  я2А:) =  3* (а -  а2) =  / А,/У 3 ;

/д2 =  у  {a2Iв +  a А) — з (a¿ — a) =  — ] í bíV 3 •
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На рис. 11-6 показаны векторная диаграмма токов 1В и /с и 
векторные диаграммы симметричных составляющих токов всех 
трех фаз. Геометрическое суммирование векторов показывает, что 
¡А  = ¡ A i  +  ¡А 2 =  0; ¡в  =  ¡ b i  +  ¡вч\ ¡с  =  ¡ а  +  ¡сг-

/с <ь -t>/„

Рис. 11-6.

Симметричные составляющие токов и напряжений могут быть 
не только вычислены, но и измерены при помощи специальных элек
трических измерительных схем, называемых фильтрами симметрич
ных составляющих токов и напряжений. Эти фильтры получили ши
рокое применение в релейной защите электроэнергетических цепей.

11-3. Сопротивления симметричной трехфазной цепи 
для токов различных последовательностей

Если к зажимам симметричной трехфазной цепи приложена 
симметричная система напряжений прямой, обратной или нулевой 
последовательностей, то в цепи возникает симметричная система 

токов соответственно той же самой последо
вательности, какую имеют приложенные на
пряжения. Отношения приложенных комп
лексных фазных напряжений прямой, обрат
ной и нулевой последовательностей к соответ
ствующим комплексным фазным токам назы
вают соответственно комплексными сопротив
лениями цепи прямой (20 , обратной (1^) и 
нулевой (¿о) последовательностей.

В любых симметричных трехфазных стати
ческих цепях (цепях, не содержащих вращаю

щихся маш: н) изменение порядка следования фаз приложенных 
симметричных напряжений с прямого на обратный не изменяет 
значения токов (изменяется только их последовательность с прямой 
на обратную). Поэтому для таких цепей сопротивления прямой и 
обратной последовательностей одинаковы =  1^ .

Рассмотрим, например, трехфазную симметричную цепь 
(рис. 11-7), в которой Очевидно, что для этой
цепи 1 Х -

Определим для нее
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Пусть к зажимам цепи приложена симметричная система фаз- 
ных_ напряжений нулевой последовательности ОА = Ов =  Ос =  
=  О0. Тогда система токов такж е симметрична и имеет нулевую 
последовательность /А =  1'в — /с =  /0. Ток в нейтральном про
воде /дг = 3/0.

Составим для контура АпЫА уравнение
й а — Яа1д +  Z^’i  дг

и подставим ОА =  £70; /А = /„; = 3/0 и =  Z.
Тогда получим:

¿ о = ( г + з г „ ) / 0,
откуда

ZQ =  U0/f(j =  Z ЗZ^.

При отсутствии нейтрального провода токи нулевой последова
тельности протекать не могут: Z0 =  оо и /0 0.

При расчетах цепей методом симметричных составляющих рас
сматривают отдельно схемы для токов и напряжений различных 
последовательностей. Сопро
тивление в нейтральном про
воде не оказывает влияния на 
симметричные системы токов 
прямой и обратной последо
вательностей, поэтому в схе
мах для токов этих последо
вательностей сопротивления 
в нейтральном проводе не Рис. 11-8. Рис. 11-9.
указывают (рис. 11-8). В схеме
для симметричных токов и напряжений нулевой последовательности 
вместо сопротивления 7 ^  в нейтральном проводе вводят утроенные 
значения этого сопротивления в каждую  фазу (рис. 11-9). Легко 
проверить, что сопротивления нулевой последовательности для 
схем, представленных на рис. 11-7 и 11-9, одинаковы.

Все расчеты ведут для одной фазы, которую называют основной. 
Обычно за основную фазу принимают фазу Л , и в этом случае для 
сокращения записи в обозначениях токов и напряжений различных 
последовательностей индекс Л не пишут. Т ак , для рассматриваемого 
примера (рис. 11-7) на рис. 11-10 показаны три однофазные схемы 
для токов и напряжений различных последовательностей. Эти схемы 
сокращенно называются с х е м а м и  п р я м о й ,  о б р а т н о й  
и н у л е в о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й .

В качестве-схем прямой и обратной последовательностей для трех 
фазных линий можно применять любую из двух  схем, показанных 
на рис. 10-30 и 10-31. В схему нулевой последовательности сопро
тивление г3 и индуктивность М 3 (рис. 10-29) должны быть введены 
утроенной величиной в каждую фазу. В зависимости от того, р аз
несены ли частичные емкости поровну по концам линии или сосре
доточены в середнне, получатся две разновидности схем нулевой

N0-
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последовательности для трехфазной линии, не отличающиеся по 
структуре от схем, показанных на рис. 10-30 и 10-31. Только в этих 
схемах вместо г, Ьф и Сф следует взять г0 =  г +  3г3, ¿ 0 = ¿ ф +  
+  3М 3 =  Ь3 +  2М 3 и С0 (через частичные емкости Ст  токи нулевой 
последовательности протекать не могут).

В электрических машинах не только отличается от Ъъ но 
не равно

Рис. 11-10.

Причину этого поясним на примере асинхронного двигателя. В нормальном 
режиме работы, ко гда  к  обмоткам статора двигателя приложена симметричная 
система напряжений прямой последовательности, магнитное поле и ротор дви
гателя вращаются в одну и ту  ж е сторону (см. § 10-11). Частота вращения ротора 
обычно всего на 1 ,5—4% меньше частоты вращения магнитного поля. Иные 
условия получаются в  симметричном режиме для токов и напряжений обратной 
последовательности. Обеспечим вращение ротора двигателя с той ж е скоростью 
и в том ж е направлении, какие были в нормальном режиме работы (например, 
вращ ая его посредством другого двигателя), но изменим последовательность фаз 
напряжений, подведенных к  обмоткам статора, с прямой на обратную. Тогда в об
мотках двигателя б удет  симметричная система токов обратной последователь
ности, которая создаст магнитное поле, вращающееся с той же скоростью, как  
и в нормальном режиме работы, но только в обратную сторону (навстречу движ е
нию ротора). В р езультате  вращающееся магнитное поле относительно ротора 
будет иметь скорость, почти в 2  раза превышающую скорость движения поля 
относительно статора и во много раз превышающую скорость поля относительно 
ротора при нормальном режиме работы. По сравнению с нормальным режимом 
резко возрастут токи , индуктированные в роторе. По закону Ленца они будут 
ослаблять наводящ ее их магнитное поле в большей мере, чем в условиях нормаль
ного режима. Это приведет к уменьшению э. д. с ., наводимых магнитным полем 
в обмотках статора. А т а к  к а к  приложенные к обмоткам статора напряжения в ос
новном уравновеш иваю тся этими э. д. с., то их уменьшение вызовет увеличение 
токов в статоре.

Таким образом, при одинаковых значениях приложенных симметричных 
напряжений прямой и обратной последовательностей и при неизменных частоте 
и направлении вращ ения ротора токи обратной последовательности получаются 
больше токов прямой последовательности. Следовательно, полное сопротивление 
двигателя для токов обратной последовательности меньше его сопротивления для 
токов прямой последовательности: г2 <  гх.

Токи нулевой последовательности не создают вращающегося магнитного поля 
(для получения движ ущ егося магнитного поля, к а к  было указано в § 1 0 - 1 0 , нужно 
иметь не только пространственно смещенные обмотки, но и сдвинутые в них по 
фазе токи). Значит, услови я протекания в двигателе токов нулевой последователь
ности отличаются от условий протекания токов прямой и обратной последователь
ностей, поэтому Ф  7-и ф  2г .

В расчетах методом симметричных составляющих двигатели, 
как и статические цепи, представляют тремя отдельными схемами 
прямой, обратной и нулевой последовательностей, состоящими 
соответственно из сопротивлений Ъг и 2 0. Генераторы имеют
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такие же схемы с тем отличием, что в схеме прямой последователь
ности, кроме сопротивлений включены источники фазных э. д. с. 
генератора.

Отметим, что неравенство сопро
тивлений и 2 2 приводит к тому, 
что трехфазные цепи, содержащие 
вращающиеся машины, не обладают 
свойством взаимности (см. конец этого 
параграфа).

Расчеты несимметричных режимов трех
фазных цепей, содержащих машины, для
которых 1 г Ф  2^, можно проводить и не 
прибегая к методу симметричных составляю 
щих. Однако для этого приходится пользо
ваться особыми расчетными схемами, имею
щими по два неодинаковых комплексных
сопротивления взаимной индукции для каждой пары фаз. Т ак , для дви гателя 
справедлива схема, показанная на рис. 1 1 - 1 1 , где

7  — 7В А СВ ~ ■7 —7 ' АС т>

причем ф  г т.
Значения 1 , 1м  и должны быть выбраны такими , чтобы сопротивления 

схемы для токов прямой, обратной и нулевой последовательностей были равны  
сопротивлениям и 2 0 двигателя.

Можно показать, что это будет соблюдаться, если

2=  -д- 22 + 2 0);

2 т =  (aZl - j - a2Z2-^-Z0); (11-19)

Д ля генератора схема аналогична, но в каж дой  фазе содержится источник 
фазной э. д. с. (предполагается, что обмотки соединены звездой).

Расчетная схема (рис. 11-11) не может быть осущ ествлена в виде модели, 
состоящей из сопротивлений, конденсаторов и катуш ек , т ак  как  комплексные 
сопротивления взаимной индукции между двум я  реальными элементами цепи 
обладают тем свойством, что ZA¡j— Z¡¡A, и представляю т собой чисто мнимую 
величину. Между тем в расчетной схеме Z¡л Ф  2  и, кроме того,, к а к  видно из 
(11-19), и 1  могут содержать и вещественные части.

Неравенство комплексных сопротивлений взаимной индукции 2м и 2т сви
детельствует о том, что трехфазные цепи с вращающимися машинами не обладают 
свойством взаимности.

11-4. Определение токов в симметричной цепи

Для того чтобы определить токи в симметричной цепи (рис. 11-12), 
к которой приложена несимметричная система напряжений, прежде 
всего найдем по формулам (11-16) — (11-18) симметричные состав
ляющие приложенных напряжений. Симметричные составляющие
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токов определим на основании закона Ома:
/ _и1. ! .'1  — '2 Л> = и* (11 -20)_£4.

2*’ 20‘
Затем по формулам (11-13) — (П-15) находим токи 1А, ¡ в и /с .
Итак, расчеты методом симметричных составляющих основы

ваются на применении принципа наложения. Поэтому этот метод 
можно применять только к линейным цепям или к цепям, которые 
приближенно рассматриваются как линейные.

А&-
ва-
С 0-

N 0-
. + .и,I иа ис

т.,
1г
2о

Рис. 11-12.

Пример 11-1. Линейные напряжения на заж им ах двигателя ИАН — ^ с а ~  
=  365 В и и я(, =  312 В, сопротивления двигателя (в рассматриваемом режиме): 
1 Л =  3 ,6  4- /3,6 Ом и 7., == 0,15 | /0,5 Ом. Нейтральный провод отсутствует. 
Требуется определить линейные токи.

Р е ш е н и е .  Ф азные напряжения источника питания могут быть взяты  
любыми, лишь бы их разности были равны заданным линейным напряжениям. 
Д ля расчетов удобно выбрать фазные напряжения, к а к  показано, на рис. 11-13, 
где вектор О А направлен под прямым углом к векторам Ов и 0 С.

Напомним, что указанны й  произвол в выборе фазных напряжений не отра
ж ается на их симметричных составляющих прямой и обратной последователь
ностей (см. § 11-2), а сказы вается  лишь на симметричных составляющих нулевой 
последовательности, которые в данной задаче для расчета не нужны, так  к ак  
токи нулевой последовательности протекать не могут.

Из треугольника АВС (рис. 11-13) находим:

£/с  =  £/й =  312/2 =  156 В; £УЛ =  330 В.

Положим, что ОА =  330 В, тогда й в  =  — /156 В и Сс  =  /156 В.
По формулам (11-17) и (11-18) определим:

° 1 =  з  ( 0 А +  а 0 и  +  а2° с ) = 1  [330 -+- /156 (— а +  а2)] =  200 В; 

и г ~ ( и А + а*ив  +  а и с )= 2 0  В.

Находим симметричные составляющие токов по закону Ома:

А == =  39,3 £ - 4 5 °  А; /2 =  ¿/2/22 =  38,3 - 7 3 °  18' А.
По найденным симметричным составляющим токов и формулам (11-13)—(11-15) 

находим линейные токи:

/а = /1 + 4 = 38-8-/ 64>5 а ;
/й =  02/1 +  £г/2 =  _  11.7 +  /17.7 А; /с  =  - / д - / л =  -  27,1 + /46,8  А.

Действующие токи IА =  75,2 А; ¡ в =  21,2 А и /с =  54,1 А.
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11-5. Симметричные составляющие напряжений и токов 
в несимметричной трехфазной цепи

Рассмотрим пример трехфазной несимметричной цепи (рис. 11-7), 
у которой Ф  Если к такой цепи приложить симметрич
ную систему напряжений любой последовательности, то в ней воз
никнет несимметричная система токов, которая в общем случае 
содержит симметричные составляющие всех трех последовательнос
тей. Справедливо и обратное положение: симметричная система 
токов любой последовательности вызывает в такой цепи систему 
напряжений, которая в общем случае содержит составляющие 
всех трех последовательностей. Если к цепи приложена несиммет
ричная система напряжений, то симметричные составляющие токов 
любой последовательности отказываются зависящими от симметрич
ных составляющих напряжений всех трех последовательностей.

11-6. Расчет цепи с несимметричной нагрузкой

В нормальных условиях несимметричные режимы в высоко
вольтных трехфазных цепях встречаются относительно редко 
(преимущественно в цепях с дуговыми электроплавильными печами 
и однофазными электротяговыми двигателями). Обычно несимметрич
ные режимы получаются в аварийных условиях, когда в какой-либо 
цепи появляется несимметрия.

Различают два вида несимметрии — п о п е р е ч н у ю  и 
п р о д о л ь н у ю .  Поперечная несимметрия возникает при под
ключении к симметричной трехфазной цепи несимметричной на
грузки. К ней, в частности, относятся различные виды несимметрич
ных коротких замыканий (замыкания между фазами, замыкание 
одной или двух фаз на землю). Продольная несимметрия возникает, 
когда в рассечку фаз линии включаются неодинаковые сопротив
ления или когда один или два провода обрываются (несимметрич
ный участок линии).

Для расчетов несимметричных режимов трехфазных цепей 
удобно пользоваться принципом компенсации, заменяя несимметрич
ную нагрузку или несимметричный участок в линии источниками 
напряжений, значения которых до окончания всего расчета остаются 
неизвестными. Целесообразность этого приема заключается в том, 
что после такой замены вся цепь становится симметричной и для нее 
разноименные симметричные составляющие токов и напряжений 
не зависят друг от друга. Связи же между симметричными состав
ляющими токов и напряжений различных последовательностей, 
обусловленных несимметрией, вводятся позднее.

Рассмотрим метод расчета на примере схемы рис. 11-14, содер
жащей симметричную динамическую (2\, ¿ 2, Яо =  оо) .и несимметрич
ную статическую нагрузки. Пусть заданы э. д. с. генераторов и 
сопротивления элементов схемы.Требуется найти токи и напряже-
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Рис. 11-14.

ния. На рис. 11-14 схема и сопротивления несимметричной нагрузки 
не показаны, так как на первом этапе расчета они не нужны.

Заменим несимметричную нагрузку тремя источниками неиз
вестных напряжений и А, О а и Ос- Тогда получится симметричная 
схема, которая помимо генератора с симметричной системой э. д. с. 
содержит источники несимметричных напряжений О а, О в и Ос-

Генератор
Симметричная 

нагрузка ------

7777777777777777777777777777777777777777777Ш7Ш
Рис. 11-15.

Разложим напряжения 0 А, Ов и Ос на симметричные составля
ющие Ох, О2 и О0, приняв фазу А за основную. Тогда получим 
симметричную схему (рис. 11-15), причем в ответвлении, где 
была несимметричная нагрузка, находятся источники трех симмет-
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ричных систем напряжений прямой, обратной и нулевой последо
вательностей.

В симметричной цепи симметричная система напряжений какой- 
либо последовательности вызывает симметричную систему токов той 
ж е самой последовательности.Следовательно, можно составить три 
независимые схемы, показанные на рис. 11-16. Д л я  упрощения в этих 
схемах не учтены частичные емкости линии (см. § 10-8).

йа \ 4 , 1 0 ^ ,

а) б>

Рис. 11-16.

*)

Еэ1

■ &
/, и,\ О
а)

Режим фазы А исходной схемы (рис. 11-14) определим путем нало
жения режимов этих трех схем.

Конфигурации схем прямой и обратной последовательностей 
всегда одинаковы. Схема нулевой последовательности обычно сущ е
ственно отличается. В данном примере она не имеет разветвления, 
т ак  как  в правой части трехфазной цепи 
(рис. 11-14) токов нулевой последовательности 
быть не может. Следует обратить Особое 
внимание на то, что сопротивление в ней
тральном проводе вводится в схему нулевой 
последовательности утроенной величиной 
(см. § 11-3).

Из рассмотрения составленных схем видно, 
что наибольшие значения симметричных со
ставляющих напряжений обратной и н уле
вой последовательностей наблюдаются в месте 
подключения несимметричного приемника, 
т ак  как  в схемах именно там находятся ис
точники э. д. с. обратной и нулевой после
довательностей.

Д л я дальнейшего расчета целесообразно преобразовать схемы 
отдельных последовательностей к  простейшему ви д у , не затр аги вая 
при этом ветвей с источниками неизвестных нап ряж ени й  Ох, 0 2 и О0.

В схеме прямой последовательности заменим ветви  генератора и 
симметричного приемника эквивалентным генератором (рис. 11-17, а):

УгЁ т

- 0-

б )
Рис. 11-17.

'31 = 91 -
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где

Ух 2 Л1 +  2 Г

В схеме обратной последовательности объединяем ветви гене
ратора и симметричного приемника (рис. 11-17, б):

7 _ (̂ Г2~|- ̂ Л'г) ^2

Схема нулевой последовательности в данном примере в преобра
зовании не н уж д ается , т а к  ка к  она имеет простейший вид.

А 0  
в  & 
С 0

А 0 -  
В 0 -  
С 0 -

777777777777777,
а ) б )

Рис. 11-18.

А 0 -
В 0 -
С 0 -

1в
0 \н = Л ¥ ‘

-7777777777777777Г/
6 )

Д л я каж дой  из трех схем напишем уравнения по второму закону 
Кирхгофа:

г~\~ & \ = ЁЭ1, "4* 0 % =  0 ; Z3J й-\-Uíj = 0, (11-21)

где Z30 =  Zлo-\- ZI.0-\-ЗZff.

В этих тр ех  уравнениях шесть неизвестных: Д,  Д,  Д,  Оъ 0.г, О0. 
Дополнительные три уравнения, связывающие эти шесть неизвест
ных величин, м огут быть составлены на основании заданной схемы 
и параметров несимметричной нагрузки .

Составим дополнительные уравнения для некоторых видов 
несимметричных нагрузок. Д л я  н агр узки , представленной на 
рис. 11-18, а ,

0  а =  ZAI А; Д  =  0 ; /с =  0 ,

или
+ + — 2 а (Д + Д + Д); 

а2Д “Н0.12 Д = 0; й Д -|-а 2/2Ц- Д =  0.

Д л я н а гр у зк и , показанной на рис. 11-18, б,

/д =  0; Uí} =  Z¡¡f в ; 0 c  =  Zc¡c1
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I

^1 +  ¡2  +  А»— 0 ;

аЧ/х+аО 2~1~ О 0 = (а2/ 1 -\-а!2 -|- А>);
аО I сРО2,-\- Оо =  2(2 (а/х -(- й212 ~Ь /о)•

При отсутствии соединения несимметричного приемника с зем
лей, например, для схемы, приведенной на рис. 11-18, в , симмет
ричные составляющие токов нулевой последовательности равны 
нулю и составление схемы цепи нулевой последовательности на пре
дыдущ их этапах расчета вы падает. Получаются д ва  основных 
уравнения с четырьмя неизвестными и нужно составить только два 
дополнительных уравнения, а именно:

/л =  0 ; и н — 0 с  — 21ц
или

Д  4- /2 =  0; а20 1 +  а(У2 — (аОх +  а 2£/2) =  2  (а 2/х +  а/2) •

Аналогично составляют дополнительные уравнения и при др уги х  
видах статической несимметричной нагрузки . При совместном реше
нии уравнений Кирхгофа для схем  различных последовательностей 
с дополнительными уравнениями определяются симметричные состав
ляющие тока фазы А в ответвлении к несимметричному приемнику. 
Затем находят распределение этих составляющ их по отдельным 
ветвям  схем прямой, обратной и нулевой последовательностей.

Зная составляющие токов в любой ветви, подсчитывают действи
тельный ток в каждой фазе и составляющие падений нап ряж ен и я 
различных последовательностей, а затем и фазные н ап ряж ен и я на 
отдельных участках схемы.

Приведем расчет режима схемы (рис. 11-14) для случая несимметричной н а
грузки , представленной на рис. 11-18, а, при условии, что =  0 (однофазное 
замыкание на землю). Составим дополнительные уравнения:

ОА = и 1+и.2+Оо = 0; (11-22)
/й =а2/1 +  а /2 +  /о =  0 ; (11-23)

/с  =  а/г +  а 2/2 +  /0 =  0 . (11-24)

Вычитая (11-24) из (11-23), получаем:

(а- — а) -|-(а — а2) /¿~0 или /2 =  /х.

П одставляя этот результат в (11-23), имеем:

(сР +  а ) 1  1 +  /о =  0,

откуда /0 =  Д.
Заменяем в уравнениях (11-21) /2 и /0 на /х и затем их сумм ируем . Т огда 

с учетом ( 11-22) получим:

(¿эх +  ̂ эг +  ̂ эо) Ь-Ё-ъъ

/, =  /, =  /„ = --------- --------------  (11-25)' I 7 2 10 7 _1_ 7 _1_ 7 '

или

откуда

293



Симметричные составляющие напряжений (в месте замыкания на землю) 
определяю тся из ( 11-21):

й х — ЁЪ1— й% =  — 2 э2/2; (Уц — —2э0/0.
Д л я  схемы  рис. 11-16, а

и /Г1= / ,+ / ;.

Д л я  схемы  рис. 11 -16 ,6

/ ;= £ / 2/ г ;  И /г3= / 2 + / 2'.

Д л я  схемы  рис. 11-16, в
/го — Не

симметричные составляющие напряжений на зажимах генератора могут 
быть найдены по тем ж е схемам (рис. 11-16):

Ог I =  ¿1 — 2г1/г1 =  0\ +  2 лх/Г1; = — 2 гг/г2 =  0 г +  гг!

^ 0  =  - ( 3^  +  2г0)/г0 =  ̂ 0 +  2 л0/г0.

11-7. Расчет цепи с несимметричным участком в линии

Рассмотрим метод расчета на примере цепи, представленной 
на рис. 11-19. Пусть заданы  э. д . с. генератора и все сопротивления 
элементов схемы. Требуется найти токи и напряжения.

Г е н е р а т о р  . 

*г/| ~ А~

—  Линия - 
=2л г

Несимметрич- Симметричная 
ный участок  .. нагрузка.
А'

в " 7-1
— 0-----

с " Т-о
¿77 О

ЖШШ77Ш7777777777/ЩШШШШ777777Ш
Рис. 11-19.

Заменим несимметричный участок схемы тремя источниками 
неизвестных напряжений Оа’а", Ояв" и (У с е -  Разложим неизвест
ные н ап ряж ени я на симметричные составляющие Оъ  0 2 и Оа, 
приняв ф азу А за основную, и составим три независимые схемы 
(рис. 11-20, а, б, в) прямой, обратной и нулевой последовательнос
тей. Напиш ем для этих схем уравнения по второму закону Кирхгофа:

( £ г 1  +  ^ л 1  +  2 { )  А - Ь / / 1  =  £ х ;  ( 2 г2 +  2 л2 +  2 2)  / 3 +  ¿ / 2 =  0 ;

(32дг +  7 т0-\- 7ло ~Ь ¿о) +  ^о =  0-

В этих  трех уравнениях ш есть неизвестных. Дополнительные 
три уравн ен и я составляю тся, исходя из схемы и параметров несим
метричного участка цепи.
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Составим дополнительные уравн ения для некоторых видов 
несимметричных участков цепи.

<■«г

а) б )

Рис. 11-20.

Д л я схемы, представленной на рис. 11-21, а:
ОА' л" =  2 д/А; О в'В" =  0; О с е  — 0.

Д л я схемы, представленной на рис. 11-21, б:

/д =  0; 0в'В" =  0 ; О с с "  =  0.

То ж е для рис. 11-21, в:
О  А'А" — 2л^л! О  в 'в "  =  2 # / О с е — 0.

В этих дополнительных уравнени ях  нужно н ап ряж ен и я и токи 
выразить через их симметричные составляющие.

Решив совместно основные и дополнительные ур авн ен и я , найдем 
симметричные составляющие токов, а затем  определим и все осталь
ные искомые величины.

В специальных курсах , в которых рассматриваю т несимметрич
ные режимы трехфазных цепей, даю т обоснования к о м п л е к 
с н ы м  р а с ч е т н ы м  с х е м а м .  При этом схемы  отдельны х 
последовательностей соединяют д р у г  с другом в одну слож ную  
(комплексную) схему таким образом, чтобы удовлетворялись усло-
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ви я , вытекающие из особенностей того или иного вида поперечной 
или продольной несимметрии. Расчет ведут непосредственно по 
этим схемам , без привлечения дополнительных уравнений, зави ся
щих от вида несимметрии, т а к  к а к  условия несимметрии учитываются 
особыми способами соединения схем различных последовательностей 
д р у г  с другом . Д ля расчета несимметричных режимов сложных раз
ветвленных цепей широко применяется моделирование схем.

Пример 11-2. Провод фазы А линии, питающей трехфазный асинхронный 
дви гатель , оборвался (рис. 11-22, а). При определенных условиях, рассмотрение 
которых выходит за рамки данного курса, двигатель может продолжать работать, 
получ ая питание по двум  ф азам. *

П усть в рассматриваемом режиме линейные напряжения и д[) =  и ¡}С =  
=  и СА =  380 В и двигатель работает, имея сопротивления =  3 ,6 +  /3,6 0м

Р е ш е н и е .  Примем, что линейные напряжения между зажимами А, В и С 
создаю тся тремя источниками симметричных фазных э. д. с. £ , =  3 8 0 / 3  =  220 В.

Заменим несимметричный участок схемы (обведенный на рис. 11-22, а пунк
тиром) источниками э .д . с. и составим схемы прямой, обратной и нулевой последо
вательностей (рис. 11-22 , 6). С хем а нулевой последовательности разомкнута, 
т а к  к а к  отсутствует четвертый провод.

Запишем основные уравнения для схем прямой и обратной последователь
ностей:

В ы р аж ая  в этих уравн ен и ях  токи и напряжения через их симметричные 
составляю щ ие, получаем:

<5>
Рис. 11-22.

^ 1/1 + ^ 1 = 4 ; 
г г12+ и г = о

(а)

(б)
и добавочные уравнения

—|— /2 =  0 или /2 — — 

аЮ 1 йО 2 -|" 0 о =  0; 
аОг + аЮ.+Оо^О.

(в)
(г)
(Д)
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Решив уравнения (г) и (д), найдем, что

и г = и ^ и й.
Подставив (]г =  (]х и /2 =  — ¡г в (б), получим:

— +  £Л =  0.
Затем вычтем последнее уравнение из (а) и получим:

(^х +  22) и  = Ёь
Следовательно,

¿1/1 =  - 39,6  г  — 47^33 А;2 ,+ г 2
/в  =  а 2/1 +  а /2 =  (а 2 - о )  ^  =  68,5 ¿ - Ш - 'З З '  А; 

£/, =  — 7 2/2 =  20,67 25°45' В;

^ Д ' = ̂ 1 + ̂ 2 +  ̂ 0 = 3^  = 62 ^ 25°45' В;
¿7Л'п" = 2 1/1+ г 2/’2 =  ( - 1  -  г а) /х =  183,5 — 5°36' В ;

7 В,„ =  +  о г 2/2 =  (0^ - ^ )  /х =  203,5 /. — 1)6=43' В;

^ С 'л =  а 2 Л + а2/ 2/2= ( а 2 ] - а 222 ) /1 =  219 ^  114 2 6 ' В ; 
0 Мп= (70 --= 20 ,67 ¿_ 25°45' В.

Г ла в а  д в е н а д ц а т а я  
НЕСИНУСОИДАЛЬНЫЕ ТОКИ

12-1. Несинусоидальные э. д. с., напряжения и токи

В предшествующих главах  рассматривались линейные цепи 
с неизменными параметрами г , Ь, С и М при действии источников 
постоянных или синусоидальных э.. д . с. или токов.

На практике кривые э. д. с . ,  напряжений и токов бываю т обычно 
в большей или меньшей степени отличны от постоянных или синусои
дальных. Зависимость тока 
или напряжения от времени 
может быть периодической, 
почти периодическрй и не
периодической.

В машинных генерато
рах переменного тока 
вследствие отличия кривой 
распределения магнитной 
индукции вдоль зазора от 
синусоиды кривые наводи
мых в обмотках э. д. с. отличаются от синусоидальных. В цепях, 
содержащих нелинейные сопротивления, индуктивности или емкости 
(например, вентиль, электрическую  д у г у , катуш ку со стальным 
магнитопроводом), даж е при синусоидальных э. д. с. возникаю т 
несинусоидальные токи и несинусоидальные н ап ряж ен и я . На 
рис. 12-1 показаны примеры кривы х тока в цепи с насыщ аю щ имся
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реактором  (рис. 12-1, а) и в  цепи управляемого вентиля 
(рис. 12-1, б).

Генераторы периодических импульсов применяются в различных 
устройствах  радиотехники, автоматики, телемеханики, вычисли
тельной техники, обработки данны х, в автоматизированных системах 
уп равлен и я. Форма импульсов может быть самой различной: пило

сь)
Рис. 12-2.

образной (рис. 12-2, а и б),  ступенчатой (рис. 12-3, а ) и прямоуголь
ной (рис. 12-3 ,6 ). При прохождении этих импульсов через различные 
электрические цепи их форма существенно изменяется.

Н а рис. 12-1 — 12-3 все кривые строго периодичны (период 
повторения Т) и представляю т собой примеры н е с и н у с о и 
д а л ь н ы х  п е р и о д и ч е с к и х  т о к о в .

При передаче, например, радиотелеграфных и телефонных 
сигналов встречаются кривые то ка , которые не строго периодичны,

Рис. 12-3.

но имеют периодически изменяющуюся огибающую с периодом Т0 
и на малом интервале времени могут считаться синусоидальными 
с периодом Г н.

При несоизмеримости Т0 и Та нет такого периода Т, через кото
рый эти кривые в точности повторяются. Поэтому их нельзя назвать 
периодическими, но они очень близки по своим свойствам к периоди
ческим кривым и могут быть названы  п о ч т и  п е р и о д и ч е 
с к и м и  (в частном случае, ко гда Т0 =  кТп, где й — целое число, 
эти кри вы е периодические с периодом Т0). Примером почти периоди
ческой кривой является то к , протекающий через цепь репродук
тора при передаче периодически изменяющегося звука .
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Кроме указанны х типов несинусоидальных кривых с явно вы р а
женным периодом повторения мгновенных значений или огибаю
щей часто приходится иметь дело с н е п е р и о д и ч е с к и м и  
кривыми, т. е. кривыми, у которы х нет периода повторения. Эти 
кривые могут быть вполне определенными, как , например, при пере
даче одиночных импульсов, но м о гут  быть и случайными, например, 
в случае шумов и помех.

Во всех задачах, где приходится иметь дело со сложными несину
соидальными кривыми токов и напряжений, очень важ н о  уметь 
свести сложную  задачу к более простой и применить методы расчета 
более простых задач. В настоящей главе рассматриваю тся методы 
расчета линейных цепей при несинусоидальных периодических 
или почти периодических то ках  и напряж ениях, которые можно 
разложить на гармонические составляющ ие.

12-2. Разложение периодической несинусоидальной кривой 
в тригонометрический ряд

Я вления, происходящие в линейных цепях при периодических, 
но несинусоидальных э. д. с . , н ап ряж ен и ях и то ках , проще всего 
поддаются исследованию, если кривую  э. д. с ., н ап ряж ени я или тока 
разложить в тригонометрический р яд  Эйлера — Ф ур ье .

К ак  известно, всякая  периодическая функция / (со/), удовлетво
ряю щ ая условиям ДирихЛе, т . е . имеющая на всяко м  конечном 
интервале конечное число разры вов первого рода и конечное число 
максимумов и минимумов, мож ет быть разложена в тригонометри
ческий ряд :

/ (tú/) = j4o  + i4 lmSÍn((ú/ - b ^ l )  +  A 2msÍn (2ü)í +  '4,2) +  • • • —
00

=  £  4 * msin(£co/ +  ij;ft) , (12-1)

где при k =  О
Акт = А0; ■ф* =  г!)0 =  л/2.

Первый член ряда А0 назы вается п о с т о я н н о й  с о с т а в 
л я ю щ е й  или нулевой гармоникой, второй член Alm s in  (со/ +  
+  гМ  — о с н о в н о й  с и н у с о и д о й  или п е р в о й  г а р 
м о н и к о й ,  а все остальные члены вида Akm s in  (&со/ +  ij>ft) при 
k >  1 носят название высших гарм оник; со =  2 п1Т  — о с н о в н а я  
ч а с т о т а ;  Т — период несинусоидальной периодической ф ункции.

Тригонометрический ряд после раскрытия синуса сум м ы  д л я  
каждой из гармонических составляю щ их или, короче, гарм оник 
записывается и в иной форме:

f  (со/) =  A0-\-Blm sin со/-j- Bim  s in  2со/ + . . .  +  В km s in  kío/ +  . . .
• •. “i- Cim COS Со/ Czm COS 2co/ -|- Сkm COS kü)t -|- . . . =

00

=  Л и + 2  (Bkm Sin k(út -(- С km COS kiüí). (12 -2)
A = 1
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З д есь  Bkm Akm COS C/tm '  Akm S1H я|.£.
Коэффициенты A0, В кт и Ckm могут быть вычислены при помощи 

следую щ их интегралов:

П остоянная составляю щ ая А0 равна среднему значению функции 
/ (/) за  ее период Т =  2я/со.

З н ая  коэффициенты р яда  (12-2), легко перейти к форме (12-1), 
подсчитывая

В водя условно отрицательные частоты, т. е. переходя к  суммиро
ванию  по к от —оо до + °о , можно ряду (12-2) придать более компакт
ный вид  (где по сущ еству к а ж д а я  гармоника, кроме нулевой, входит 
под з н а к 'с у м м ы  дваж ды ):

П остоянная составляю щ ая в этом выражении получается при 
к  =  0 , что соответствует выражению  (12-3), т ак  к а к  Аи =  Сот12.

Значительное число непериодических функций времени, с кото
рыми приходится встречаться в электротехнике (рис. 12-4, а), 
удовлетворяет условию

Ф ункции , удовлетворяю щ ие этому условию, называю тся с и м 
м е т р и ч н ы м и  о т н о с и т е л ь н о  о с и  а б с ц и с с .  Они 
расклады ваю тся в ряд , который не содержит четных гармоник и 
постоянной составляющей:

При выпрямлении переменного тока или напряжения часто при
ходится встречаться с ф ункциями, которые при соответствующем 
выборе начала координат удовлетворяю т условию (рис. 12-4, б)

Т }
- Т / 2 -Т / 2  - я

ЯЯ

в кт =  jj / и )  s in  Ы  d (at);
— Я  

Я

(12-3)

Акт =  У'В%т +  С%т и i| > *= arctg§2 -.Dkm

со

(B kmsink(ot-\-Ckmc o s  kiot). (12-2а)
/е = —со

/ (ш/) =  — / (at - f  зх). (12-4)

f(<at) =  Aun s in  ((OÍ +  'ф1) +  ¿UmSin (3(0/ +  г|53) +  
+  Аш  s in  (бш  ̂+  ̂ б) +  • • • (12-5)

• / И) =/(-«*)• ( 12-6)



Такие функции называются с и м м е т р и ч н ы м и  о т н о 
с и т е л ь н о  о с и  о р д и н а т .

i f  (wt)
/  r \
л г \  < Id

1\

® fwt  ( л \ / (of
а)

• f{u>t)

Рис. 12-4.

В этом случае ряд  не содержит синусов:
/ (&)¿) =  А0 +  Л1т COS со/+  Л-2m COS 2(£>t +  А3т COS 3(ú/ +  . . .  (12 -7 )

В схем ах умножения частоты встречаю тся функции, которы е 
при выборе начала координат в точке н ул я  функции удовлетворяю т 
условию (рис. 12-4, в)

/ И )  =  - /  ( - « О .  (12-8)

Такие функции называются с и м м е т р и ч н ы м и  о т н о 
с и т е л ь н о  н а ч а л а  к о о р д и н а т ;  и расклады ваю тся в  р я д , 
не содержащий косинусов и постоянной составляющей:

f(ti>í) =  A lm sin tot-\-Azm s in  2Ы A3msm  3co¿ +  . . .  (12 -9)

Примеры разложения в р яд  некоторых простейших из наиболее 
часто встречающихся в электротехнике кривых приведены в прило
жении 1.
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Если начало отсчета времени сдвигается, то соответственно изме
няется вид р яда , в котором амплитуды гармоник остаются преж
ними, но изменяются их начальные фазы. Например, если перейти 
от функции / (со/), вы раж аемой рядом (12-1), к  f x (bit) = f  [а> (t — /„)], 
т . е. сместить начало отсчета времени на /0, то получим ряд

f i  И )  =  / [ « (t — /о)] =  Л о + А lm s in (a t  +  i|>¡) +
СО

+  ̂ .,msin(2(o/ +  ij).¿) +  . . . =  2  4 ftms in (b )/  +  ̂ ) ,  (12-10)

где
^k =  ̂ k-k(sitQ. (12-11)

Совокупность гармонических составляющих несинусоидальной 
периодической функции называется ее д и с к р е т н ы м  ч а с 
т о т н ы м  с п е к т р о м .

Спектр можно характеризовать некоторой зависимостью Акт 
( с п е к т р  а м п л и т у д )  и ( с п е к т р  ф а з )  от частоты 
k(0.

Пример 12-1. Построить спектр для несинусоидальной функции в виде 
р яда прямоугольных импульсов продолжительностью т  с высотой ам;,кс, следую
щих один за другим через интервалы  времени Т =  2т (рис. 12-5). Напряжения 
такой формы встречаются в различных схемах телеграфии, телемеханики и авто
матики.

Р е ш е н и е .  Н айдя коэффициенты разложения по формулам (12-3) или 
выписав их из таблицы (приложение 1), представим рассматриваемую функцию 
в виде ряда

/ (а>0 =  +  J ^ J í í L  ( sin з  sin Зсоt +  i  sin 5ш/ +  . . . ) ,  

где со =  л/т.
Дискретный спектр амплитуд этих импульсов представлен на рис. 12-5, б. 

Там ж е  показан спектр фаз, изображенный в виде непрерывной функции.Эта функ
ция реально сущ ествует только  в тех точках, где Акт Ф  0 .

Пример 12-2. Построить спектр той же кривой, что и в примере 12-1, при 
начале отсчета времени, сдвинутом на í0 =  т/2 (рис. 12-6 , а).

Р е ш е н и е .  Эта ф ункция симметрична относительно оси ординат и ее раз
ложение в тригонометрический р яд  имеет вид:

McoO =  / ( t ó - c o j )  =  ^ . +

+  —-̂ -кс- (eos coi —  g-  COS 3cú t+ y  COS 5cú¿ —  у  COS 7(út +  . . .  j .

Спектры амплитуд и фаз этой функции показаны на рис. 12-6, б. Естественно, 
что спектр амплитуд о стался прежним.

Рассматривая каж дую  гарм они ку как  сумму членов р яда для k =  ±  | k \ 
и переходя от записи ( 12-2) к  ( 12-2 а ), можно этому выражению придать следую
щий вид:

2 * - ' - -^ л/2) cos a t .  
k =  — 00
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Действительно, при k =  О

lim
ft-0

sin (kn¡2) л
2

т. с. получаем постоянную составляющую; при четных значениях k члены р я д а  
обращаются в нуль , а при k нечетных sin  (fax/2) =  тt :  1 и при суммировании членов 
для положительных и отрицательных k даю т амп ли туду, равную 2 омакс/ I k | п .

Спектр амплитуд в этом случае имеет симметричный вид (рис. 12-6, в). При 
этом принимается, что фазы всех гармоник равны  я/2 , а амплитуды изменяют з н а к  
через интервал 2я/т.

Такое рассмотрение гармониче
ских составляющих к а к  совокупности 
колебаний положительных и отрица
тельных частот во многих случаях 
позволяет получить более простое об
щее выражение. Отрицательная часто
та, конечно, не имеет физического 
смысла, и составляющие ряда при

fit)

а)

*макс ___
Л! j _ r x U i
l í  ¿ЯГ| 5Я\ 7х\
I 1 1 1  . « 4 ^ _

X  I J z \S í l \ 7X¡ 9зС
r l r  r l f  г

L _ J
мак с  

í*
■ л I я

г_
I зл

/
5Х

г
Зл
г 5Jг г

JL
JJC

Акт 
амакс 

- -  1 -

d)

Рис.
О)

12-5.

f  4  3 ?  

м  « МГ г г  
6)

Рис. 12-6.

JL
z

й <  О являю тся не чем иным, как удобным математическим выражением гар м о 
ник, имеющих положительную частоту, соответствующую модулю 6 . Т ак  ж е  
условна замена изменения знака фазы изменением зн ака  амплитуды.

Пример 12-3. Построить спектр последовательности прямоугольных и м п ул ь 
сов продолжительностью т  с периодом повторения Т, причем Т ф  2т и т  м о ж ет  
принимать любое значение в интервале 0 <  т  <  Т.

Р е ш е н и е .  Выпишем из таблицы (приложение 1) разложение этой ф ункции 
в тригонометрический ряд: ,

/((,)/) = ач ■ + * 2
sin t a n  cos k(üt

k = \
где

a  =  x/T =  T<o/2jt.

Р асклады вая каж дую  из гармоник на сум м у  д в у х  синусоид, соответствую щ их 
положительным и отрицательным значениям к  [см . уравнение ( 12-2 а)], придадим  
выражению / (ш^) иную форму:

/ М )= -
sin k an  cos kbit ( 12-12)

к = — со
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где постоянная составляющая получается при раскрытии неопределенности:

i ; „  sin /галlun  ----- -------=  « я .
fe -o  к

Обозначив ш„ =  2я/т =  со/а, получим для / (со/) следующее выражение:

оо
,  . _ ««м акс  V  s'n кал  cos kaa>0í

л  £  /га
k =  —  00

На рис. 12-7, а  —в видно, что вне зависимости от периода повторения им
пульсов Т спектр имеет (с точностью до множителя а )  одну и ту  же зависимость 
амплитуд от частоты (огибающую). Чем больше период повторения импульсов, 
тем большее число гармонических составляющих уклады вается  на одном и том же 
участке огибающей и тем медленнее уменьшаются амплитуды гармонических сос
тавляющ их с увеличением номера гармоники. Кроме того, чем больше период Т, 
тем меньше амплитуды гармонических составляющих.
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~ “ П п г
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Г
ь)

7
lK jT V  . .  /Í

*\

 ̂итОС.
 ̂ сс — 0,5 
V  ,'Tv

Гс  -  м У  \ у г  “'Л /''i- ' \ и  'Л/ 'Г
. - 7 - 5 - 3 - 1 0 1  3 5 7 а)
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f ( t )
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П _  t  -  /1

Ä ff m 
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i L— г  —► i i i i 
-¡t -3 - г  - i
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Рис. 12-7.

<JJ> ^  „КI I I I
ч 1 г  з  ь

Д л я  исследования непериодических процессов большое значение имеет пре
дельный переход при Т -*■ оо. Непериодический сигнал будет рассмотрен в гл. 20.

Пример 12-4. Найти спектр последовательности очень коротких импульсов, 
длительность которых значительно меньше периода их повторения Т. Изучение 
последовательности т аки х  импульсов очень важно в различных задачах электро
техники, и, в частности, при рассмотрении импульсных и релейных систем авто
матики.

Р е ш е н и е .  Частотный спектр такой последовательности импульсов полу
чается из выражения (12-12), приведенного в предыдущем примере, при т <  Г:

00

к——да
/(соО =  — ^  У  с о э Ш .  (12-12а)
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Таким образом, спектр периодической последовательности кратковременны х 
импульсов приближенно может быть вы ражен бесконечным множеством р авн ы х 
по амплитуде гармоник с частотами, кратными основной частоте импульсов 
со =  2я/Т. Амплитуда гармоник в 77т  раз меньше, чем высота импульсов. Это 
соответствует среднему участку спектра, представленного на рис. 12-7, при стрем 
лении периода огибающей, которая изображена на этом рисунке пунктиром , к 
бесконечности (когда а - у  0), если, конечно, по оси абсцисс откладывать не ка, 
а просто к или ¿а>.

12-3. Максимальные, действующие и средние значения 
несинусоидальных периодических э. д. с., напряжений и токов

Периодически изменяющаяся несинусоидальная величина / (со/) 
помимо своих гармонических составляю щ их характеризуется тр ем я  
величинами:

м а к с и м а л ь н ы м  значением за период а макс, ср ед 
ним квадратичным за период или д е й с т в у ю щ и м  зн ач е 
нием

А =  Ц /3 (со/) сИ (12 -13)
о

и с р е д н и м  п о  м о д у л ю  значением

т
Л ср= ] ,  5 |/(со/)|^/. (12 -14)

о

Если кривая / (со/) симметрична относительно оси абсцисс и в 
течение половины периода функция / (со/) ни р азу  не изменяет з н а к а ,  
то среднее по модулю значение равно с р е д н е м у  з н а ч е н и ю  
з а  п о л о в и н у  п е р и о д а :

Г/2

ЛсР =  у  / (со/) сИ, (1 2 -14 а )
б

причем в последнем выражении начало отсчета времени до л ж н о  
быть выбрано так , чтобы / (0) =  0. В тех  сл уч аях , когда за в е с ь  
период функция ни разу не изменяет зн ака (см., например , 
рис. 12-4, б),  среднее по модулю значение равно постоянной со став 
ляющей Аъ.

При несинусоидальных периодических процессах, к а к  и при 
синусоидальных, обычно под значением э. д . с ., тока или н ап р яж ен и я  
понимают действующее значение.

Если кривая периодически изменяю щ ейся величины р азл о ж ен а 
р тригонометрический ряд, то действую щ ее значение может б ы ть
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найдено следующим образом:
Г г  оз 2

Л 2 = * , ^  ^  Л*т !> т(& ^ +  'Ы  сИ =
О й = 0 
со Т

А = 0 О
оо Т

/г = 0 О

+ - у  21- ^ / т ^ * т 8 т ( г ( й /  +  1|зг) 8 т ( ^  +  г|)*)Л (12-15)
¿ = 0 о
I фк

(такое возведение р яда  в квадрат вполне допустимо, так  как  ряд 
абсолютно сходится при любом значении со).

Каждый из интегралов в последней сумме равен нулю, и, сле
довательно, равно нулю  среднее за период значение от произведе
ний мгновенных величин различных гармоник. У читывая это, для 
действующего значения получим:

Таким образом , д ей ст вую щ ее  значение п ериодической  н есину сои 
дальной величины за в и си т  только от действующих значений ее  
гармоник и не за в и сит  от  их фаз % .

Если, например, напряж ение и состоит из ряда гармоник 11п, 
и и  « 2 и т. д ., действую щ ие значения которых и о, и ъ  и т. д ., 
то действующее напряж ение

Часто среднее по модулю  и действующее значения несинусоидаль
ных величин могут бы ть рассчитаны непосредственно на основании 
интегральных соотношений (12-14) и (12-13). В этих случаях  нет 
необходимости в предварительном разложении функции на гармо
нические составляю щ ие.

оо Т

=  А 1+ У ^ ^ А ь + ^ А ъ ^ У А * *  (12-16)
оо оо оооо оо

к =  1 к — \ кш= О

И

(12-17)

и = у и 1 + и 1 + и \ + . . . . (12-18)

Аналогично дл я  то ка  £

1 = У П  +  П + П +  . . . - (12-19)



Пример 12-5. Найти средние по модулю и действующие Значения ф ункций , 
изображенных на рис. 12-8 .

Р е ш е н и е .  В случае, изображенном на рис. 12-8, а,  непосредственно из 
определения действующего и среднего по 
модулю значений следует, что

А — Аср~ ̂ макс*
В случае рис. 12-8, б по формуле (12-13)

/ Г/4

У '  5 ('О '

а

и по формуле (12-14)
Г/4

Л — -4- 'л с р — т
О

41 М=-т -  2 •

В случае 12-8, в по формуле (12-13)

и по формуле (12-14)
^ср “  @ъл

т

Т г
0 . 1 *г

в)

Рис. 12-8.

Расчет действующего значения по формуле (12-17) приводит к  тем ж е р е з у л ь 
татам.

12-4. Коэффициенты, характеризующие форму 
несинусоидальных периодических кривых

При оценке несинусоидальных периодических кривых в эл ектр о 
энергетике, где кривые преимущественно симметричны относительно 
оси абсцисс, пользуются коэффициентом формы кривой кф, коэффи
циентом амплитуды &а, коэффициентом искаж ен ия ки.

Коэффициент формы определяется к а к  отношение действую щ его 
к  среднему по модулю значению:

К  =  ЛА4ср. (12-20)

Д ля синусоиды кф =  я / 2 ^ 2  — 1,11.
Коэффициент амплитуды равен отношению максимального к  д ей 

ствующему значению:
6а =  амаксМ. (12-21)

Д ля синусоиды кц — У  2 =  1,41.
Коэффициент искажения определяется к а к  отношение д ей ст ву 

ющего значения основной гармоники к  действующ ему значению  
всей кривой:

Д ля синусоиды ки = 1 .

К  =  А х ! А .  (12-22)
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В электронике и радиотехнике для оценки искажений пользуются 
коэффициентом гарм оник, который определяется к а к  отношение 
действующего значения высших гармоник к действую щ ему значению 
оснрвной гармоники:

* - £ / , | л * .

При отсутствии постоянной составляющей

к = } у \ ^ ¥ и. (12-23)

Д ля синусоиды к  =  0.

Пример 12-6. Определить коэффициенты /¿ф, и к для кривых, изображен
ных на рис. 12-8 , а и б.

Р е ш е н и е .  В случ ае  12-8, а  по известным действующему и среднему по 
модулю значениям находим:

¿ф = 6а= 1
и по разложению функции на гармоники (приложение 1, п. 4) 

ки =  2 К 2/л =  0 ,9  и А =  ~ - Т Л = Л Ь  =  0,49.«и
Аналогично в случае 12-8, б

* ф =  2 / К З «= 1 ,1 5 ; ка =  У  3*»1 ,73;  

йн =  4 ^ 6 / п 2 0,995 и А: *=« 0 ,1 .

Кривые нап ряж ени я промышленных сетей обычно отличаются 
от идеальной синусоиды. В электроэнергетике вводят понятие
о п р а к т и ч е с к и  с и н у с о и д а л ь н о й  к р и в о й .  По 
стандарту напряжение промышленной сети считается практически 
синусоидальным, если действующее значение всех высших гармоник 
не превышает 5% действующего значения напряжения основной 
частоты. Коэффициент искажения такой кривой с точностью до 
долей процента равен единице.

Значения 6Ф, &а и &и простейших кривых приведены в приложе
нии 1. С опоставляя значения коэффициентов первых четырех 
кривых, можно установить, что чем острее кривая, тем больше 
значения кф и

Измерение несинусоидальных токов и напряжений приборами 
различных систем может давать неодинаковые результаты .

Приборы электродинамической, электромагнитной и тепловой 
систем реагирую т на действующее значение измеряемой величины. 
М агнитоэлектрические приборы сами по себе измеряют постоянную 
составляющую, а с выпрямителями — среднее по модулю значение. 
Амплитудные электронные вольтметры реагирую т на максималь
ные значения. Т ак  к а к  обычно этими приборами пользуются для 
измерения действую щ их значений синусоидальных величин, то
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ш калы их градуирую т на U =  1,11 Ucp в приборе выпрямительной 
системы и на U — « макс/|/ 2 в амплитудном электронном.

Отношения U к  i7cpn инакс при несинусоидальных токах нередко 
сильно отличаются от коэффициентов 1,11 и 1/1/2, и соответственно 
приборы выпрямительной системы и амплитудные электронные 
приборы дают большую погрешность при измерении действую щ их 
значений таки х  несинусоидальных величин.

Пример 12-7. Найти показания вольтметров различных систем, подключен
ных к источнику э. д. с. с максимальным значением напряжения 100 В , дл я  р а з 
личных случаев формы кривой, представленных на рис. 12-8 .

Р е ш е н и е .  В первых двух случаях  магнитоэлектрический прибор, р еаги 
рующий на постоянную составляющую, покаж ет нуль. П оказания же приборов 
остальных систем б удут  различными.

В случае рис. 12-8, а  электродинамический прибор покажет 100 В, прибор 
выпрямительной системы 111 В, а амплитудный электронный прибор 100/1 2 =  
=  71 В.

В случае рис. 12-8, 6 электродинамический прибор покажет 100/|/3 =  58 В , 
прибор выпрямительной системы 50-1,11 =  55 ,5  В , а амплитудный электронный 
прибор 1 0 0 / ^ 2 = 7 1  В.

В случае рис. 12-8, в при т =  0,2 Т электродинамический прибор п о каж ет  
100 У 0,2 =  45 В, прибор выпрямительной системы 20-1 ,11  =  22,2 В, а ам плитуд
ный электронный прибор 71 В. М агнитоэлектрический прибор покажет постоянную  
составляющую U0 — 20 В.

Таким образом, вольтметры разных систем могут показывать совершенно 
различные значения напряжений и зависимости от формы кривой н ап ряж ен и я.

12-5. Несинусоидальные кривые с периодической огибающей

Кроме несинусоидальных периодических функций, р а з л а 
гаемых в тригонометрический ряд  на гармонические составляю щ ие 
с частотами, кратными основной частоте, в электротехнике встр е 
чаются несинусоидальные кривые с периодическими или почти 
периодическими огибающими (см. § 12-1), т ак ж е  разлагаемые на 
гармонические составляющие.

Период напряжений или токов, описываемых такими кривы м и, 
обычно во много раз превышает период любой из составляю щ их 
и может стремиться к  бесконечности. К числу явлений, х ар актер и 
зуемых такими кривыми, относятся б и е н и я  и м о д у л я ц и я .

' Биения. Простейший случай биений получается в р езул ьтате  
сложения д вух  синусоид с равными амплитудами и близкими, но 
не равными частотами сох и со2, причем >  со.2:

/ (t) =  Am (sin (0̂ - ) - s in  со2/)- (12 -24 )

П реобразуя сум м у синусов, получаем:

/ (/) = 2 ^ „  cos <. s in  /.

Будем считать, что кривая f  (t) представляет собой си нусоиду 
с угловой частотой со =  (сог 4- gj2)/2, ам плитуда которой изменяется по
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косинусоиде со значительно меньшей угловой частотой Й =  (%  — 
— щ2)/2:

f  (t) =  2Ат c o s  t i t  ■ s in  u>¿. (12-25)

Ч а с т о т о й  б и е н и й  называется частота /б =  й /я, рав
ная числу м акси мумов огибающей кривой в единицу времени 
(рис. 12-9).

Период биений Тб =  я/й  в общем случае не равен периоду кри
вой / (/). Д ействительно,

f  { -̂\-Т&) =  2Ат cos (Ш -|-л) sin (co/-f я  й- (12-26)

Очевидно, что только  при со/й = 2 k — 1 (целое нечетное число) 
период биений совп адает с периодом кривой / (/). Во всех осталь
ных случаях  кр и вая  f  (t) на участках д ву х  соседних периодов

биений не повторяется и период 
кривой / (t) превышает период 
биений. При несоизмеримости у г 
ловых частот со и Й отношение 
этих величин является иррацио
нальным числом, т. е. не сущ еству
ет такой частоты, на которую без 
остатка делятся частоты со и й . 
Следовательно, период функции 
f  (/) равен бесконечности и кривая 
/ (í) не периодическая, хотя она и 
разлагается на две синусоиды.

Модулированные колебания. Си
нусоидально (гармонически) изме

няю щ аяся величина / (t) =  Ат sin (со/ +  г|5) задается тремя пара
метрами: амплитудой Ат, угловой частотой со и фазой я|з. Все эти 
величины постоянны и не зависят от времени.

Однако для передачи различного рода сигналов применяются 
генераторы, в которых одна из этих величин сравнительно медленно 
изменяется по некоторому заданному закону. Изменение во времени 
одного из параметров Ат, со или х|) называю т м о д у л я ц и е й .  
Изменение амплитуды  Ат называется а м п л и т у д н о й  модуля
цией, изменение частоты  со — ч а с т о т н о й  модуляцией, измене
ние фазы о)? — ф а з о в о й  модуляцией (последние два вида 
модуляции в книге не рассмотрены).

Рассмотрим простейший пример функции, изменяющейся с час
тотой со0 и с амплитудой, модулированной по косинусоиде (1 +  
+  т  cos Ш) Аот (рис. 12-10, а):

f  (t) =  Am (/) s in  со0/ =  Ацт (1 - fm  cos Ш) sin со0/. (12-27)

Частота со0 н азы вается н е с у щ е й  ч а с т о т о й ,  частота 
Й — м о д у л и р у ю щ е й  ч а с т о т о й ,  а  т  — к о э ф ф и 
ц и е н т о м  м о д у л я ц и и .  Коэффициент модуляции хар ак
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теризует степень отличия максимальной и минимальной ам п ли туд  
от некоторого среднего значения Апт. Обычно т  меньше единицы.

Амплитудная модуляция широко применяется в радиовещ ании 
и радиосвязи, где несущая частота ю0 — это частота ради освязи , 
а модулирующей Q служ ат звуковы е частоты передаваемой речи 
или музыки.

При определении токов или напряж ений в цепях, схемы которы х 
содержат источники э. д. с ., модулированных по амплитуде, по
следние могут быть разложены на синусоидальные составляю щ ие. 
Действительно, преобразуя выражение (12-27), получаем:

/ {t)=A 0m sin o)q/ А%т (s in  oix  ̂+  sinWaO, (12 -28) 

Где A 2m == ftlA Qtn/2, (Oi =  (Oq Q и (Oo (i)q ~j_ £2.

Н ачальная фаза каждой из трех гармонических составляю щ их 
^  =  0.

Таким образом, простейшие модулированные по ам плитуде 
колебания могут быть представлены в виде суммы трех синусои
дальных колебаний с постоян
ными амплитудами и с часто
тами со0, сох и со2- Частоты ©t 
и со2 называю т б о к о в ы м и  
ч а с т о т а м и .

Дискретный спектр амплитуд 
модулированной по амплитуде 
функции представлен на рис.
12-10, б.

При иррациональности отно
шения несущей со0 и модулирую
щей £2 частот они несоизмеримы, 
а следовательно, кривая / (/) не 
периодическая. Тем не менее эта 
кривая совершенно точно может 
быть представлена в виде суммы 
трех синусоидальных составляю
щих различных частот.

Представляет интерес сопоставить спектр  модулированных ко л е 
баний со спектром огибающей колебаний (рис. 12-11, а):

Am (t)= A m ( 1 +  m c o s  Qt).

Спектр огибающей содержит постоянную  составляющую Аот 
и первую гармонику с амплитудой Аш  — тАот.

Учитывая, что cos Qt =  +  cos (—Ш)> запиш ем огибающую (по 
аналогии с примером 12-2) в следующем виде:

=  cos ( -  Qt) +  A0m +  cos (Qt)

1,0
0,5

о

Акт
А От

1 - 1 —1
си ,  W„  ш г 

б)
Рис. 12-10.
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и представим спектр в виде трех спектральных линий: на нулевой 
частоте (постоянная составляю щ ая) и на частотах — Q и Q, рас
положенных симметрично относительно постоянной составляющей 
(рис. 12-11 ,6 ). С опоставляя спектр модулированных колебаний  
(рис. 12-10, б) и симметричный спектр о ги баю щ ей  Ат (t), легко 
заметить что они от личают ся только сдвигом по оси  частот на 
интервал , равный н е с ущ ей  частоте  ы0.

Это соотношение м еж ду частотными спектрами огибающей и 
модулированных колебаний имеет большое значение, когда рассмат

ривают различные случаи амплитуд
ной модуляции.

Модулированные импульсы. Пере
дача сигналов может производиться 
как  при помощи изменения парамет
ров синусоиды, т а к  и путем измене
ния параметров последовательности 
импульсов (см.'Пример 12-3).

Изменение во времени амплитуды 
импульсов носит название ампли
тудно-импульсной модуляции (АИМ), 
изменение продолжительности им
пульсов т — широтно-импульсной мо
дуляции (ШИМ), изменение частоты 

импульсов ш0 =  2 л ! Т — частотно-импульсной модуляции (ЧИМ), а 
изменение фазы им пульсов — фазоимпульсной модуляции (ФИМ).

Рассмотрим простейший пример амплитудно-импульсной моду
ляции при т <  Т0 (пример 12-4), если амплитуда импульсов изме
няется во времени (рис. 12-12о) по закону

a MaKC(0  =  ^ 0 m ( l+ m c o s Q 0 . (12-29)

Согласно выражению  (12-12а) спектр модулированных импуль
сов приближенно описывается уравнением

СО

f  (ш() =  £ Лот (1 -\-tn COS Q/) У  COS ka>0t. ■ (12-30)
k  = —  СО

П реобразуя произведение косинусов

г, cos'(ос — 6 )+ cos (а +  В) co s а  • cos Р = — ------ —  - ,

получаем:
СО

f  ((ot) =  Agm ут |^cos kw0t +  y  cos (k(o0 — Q) / +  у  cos (¿w0 +  Q) .
к = — со

(12-31)

Таким образом, спектр модулированных импульсов (рис. 12-12,6) 
представляет собой периодическую функцию, повторяющую с пе-

АтЮ

и

1

, А КП> Q) 
А О т

m т
* 1 \г ш
- я 7 + Я

<5)

Рис. 12-11.
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риодом со0 симметричный спектр модулирую щ ей огибающей 
(рис. 12-11, б). Чтобы спектр модулированных колебаний на каж дом  
из интервалов частот (6 — 0,5) со0 < ; со <С (& +  0,5) со0 без иска-

б )
Рис. 12-12.

жений воспроизводил спектр модулирующей огибающей, необхо
димо выполнить условие 2£2 <С со0.

Это очень важ ное в практике радиотехники, телемеханики и 
автоматики неравенство было получено а к ад . В . А . Котельнико
вым.

12-6. Действующие значения э. д. с., напряжений и токов 
с периодическими огибающими

Несинусоидальные функции, получающиеся в результате бие
ний и модуляции, являю тся либо периодическими, либо при не
соизмеримости частот — почти периодическими. Х отя в последнем 
случае период кривой возрастает до бесконечности и говорить
о действующем значении не имеет см ы сла, формула (12-17) 
дает значение, близкое к  действующему за  период огибающей 
функции.

Строго говоря, действующие значения за  различные периоды 
огибающей при несоизмеримости частот оказы ваю тся различными, 
так  ка к  одной и той ж е  фазе огибающей всегда соответствую т р аз
личные фазы несущей частоты. Однако при со„ й  это различие 
настолько ничтожно, что им можно пренебречь.

Под действующим значением колебаний с периодической оги
бающей, описываемых функцией

/ (/) =  /■’ (&/) эш со0/,
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обычно понимают действующее значение огибающей, деленное на 
1/2: ____________

А = у ^ ] / Г (12-32)
о

где Т =  2я/£2.
Соответственно для модулированных по амплитуде импульсов 

действующее значение огибающей умножается на У  а .
Выражением (12-32) можно пользоваться, когда исследуется 

непериодический процесс в электрической цепи за достаточно боль
шой пром еж уток времени.

П окаж ем , что дл я  рассмотренных случаев биений и модуляции 
расчет по ф ормулам (12-17) и (12-32) дает одинаковые результаты . 
Действительно, в случае биений получим по формуле (12-17)

Л =  У (А т/У2)* +  (Ат/У2)* =  Ат 

и по формуле (12-32)

А ——у--=2 Ат . — Ат.
У  2 |/2

В случае амплитудной модуляции получим по формуле (12-17)

л = Л . / т  +  т - “ 7 ? / ‘ + ? :

то ж е получается и по формуле (12-32).

12-7. Расчет цепей с несинусоидальными периодическими э. д. с.
и токами

Если в линейной цепи действует один или несколько источников 
ыесинусоидальных периодических э. д. с. или токов, то расчет 
такой цепи р асп адается на три этапа:

1. Разлож ение э. д . с. или токов источников на постоянную и 
синусоидальные составляющие (получение дискретного спектра).

2. Применение принципа наложения и расчет токов и напря
жений в цепи д л я  каждой из составляющих в отдельности.

3. Совместное рассмотрение решений, полученных для каждой 
из составляю щ их.

Суммирование составляющих в общем виде часто бывает затр уд 
нительно и дал еко  не всегда необходимо, т а к  к а к  уж е на основании 
дискретного спектра можно судить о форме кривой и об основных 
величинах, ее характеризую щ их.

Рассмотрим второй этап, представляющий собой основную часть 
расЧета цепей с несинусоидальными э. д. с. и токами.

Если, например, несинусоидальная э. д. с. представлена в виде 
суммы постоянной и синусоидальных составляющ их, то источник
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несинусоидальной э. д. с. можно рассматривать к а к  последователь
ное соединение источника постоянной э. д . с. и источников сину
соидальных э. д. с. с различными частотами. Т ак , если э. д . с. 
(рис. 12-13, а)

e  =  E0 +  Elm sin  (a t j  +  t i )  +  sin  (со2t  +  i|>a). (12-33)

то действие источника такой э. д . с. аналогично действию  трех по
следовательно соединенных источников э. д . с. (рис. 12-13, б):

е 0 =  Е0\ е1 =  £'1от sin  (cOiZ +  t i ) ;  
e2 =  E2msm  (со2* +  \|>2).

Применяя принцип наложения и рассматривая действие каждой 
из составляющих э. д. с. в отдельности, можно найти составляющие 
токов во всех участках  цепи.

е  Е0 е, ег 
0---©--- 0 0---©---©---©---0

а )  <5)
Рис. 12-13.

Мгновенное значение тока в цепи равно сумме мгновенных зн а
чений составляющих токов. Если, например, в какой-либо ветви 
токи, создаваемые э. д. с. Е0, е х и е2, соответственно равны  /0, i t 
и í2, то общий ток

I =  /o +  í 'i+ l2 .

Таким образом, расчет линейной цепи с несинусоидальными 
э. д. с. сводится к  решению п  задач с синусоидальными э. д. с .,  
где п  — число синусоидальных составляющих э. д . с. различных 
частот, и одной задачи с постоянными э. д. с.

При решении каждой из этих задач необходимо учиты вать, что 
для различных частот индуктивные и емкостные сопротивления 
неодинаковы. Индуктивное сопротивление для k-й  гармоники в k раз 
больше, а емкостное, наоборот, в k раз меньш е, чем дл я  первой:

хи , =  kb¡)L =  kxLl; xCk — 1 /kaC =  xc i /k.
Активное сопротивление т а к ж е  зависит от частоты , возрастая 

с ростом последней вследствие поверхностного эффекта. Когда 
расчет ведется для невысоких частот и относительно м алы х сечений 
проводов, можно не учитывать изменения сопротивления с часто
той и считать, что при всех частотах активное сопротивление равно 
сопротивлению при постоянном токе.

Если источник несинусоидальной э. д. с. подключен непосред
ственно к зажимам емкости, то для k-n гармоники тока

í * = ^ s i n ( ¿ c o /  +  t  +  | - ) ,  (12-35)
где х к —  1/6соС.

(12-34)
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Чем больше k, тем меньше по величине реактивное сопротивле
ние емкости для этой гармоники. Следовательно, высш ая гар 
моника э. д . с. или напряжения, даж е если ее амплитуда составляет 
незначительную  долю амплитуды основной гармоники, может вы 
звать то к  в емкости, соизмеримый с током основной гармоники и 
даж е его превышающий. Поэтому при напряжении, близком к си
нусоидальному, ток в емкости может быть резко несинусоидален 
из-за высш их гармоник.

При подключении источника синусоидальной э. д. с. к  индук
тивности то к  k-ii гармоники

ik =  ̂ s i n ( k a t  +  q k -  y ) ,  (12-36)

где xk =  k(aL.
С увеличением порядка k гармоники индуктивное сопротивле

ние для этой гармоники возрастает. Поэтому в токе через индук
тивность высшие гармоники 
всегда имеют относительно 
меньшее значение, чем в на
пряжении на ее заж им ах; даж е 
при резко несинусоидальной 
кривой напряжения форма 
кривой тока нередко прибли
ж ается  к синусоиде.

Рис. 12-14. Если задача поставлена
иначе, заданы не э. д. с ., а 

токи несинусоидальных источников, то иринцип решения задачи 
остается тем  ж е .

Источник несинусоидального тока всегда можно представить 
в виде параллельного соединения ряда источников, синусоидаль
ный то к  каж до го  из которых равен соответствующей составляющей 
несинусоидального тока.

Т ак , если к  узлам  ветви или двухполю сника подводится неси
нусоидальный ток (рис. 12-14, а):

i — /о +  I\m sin (a)l¿ ~Ь a l)  Ч- а̂те (sin С02/ +  0С2), (12-37)

то источник такого  тока действует подобно параллельному соеди
нению трех  источников (рис. 12-14, б):

*'о =  /0; í i  =  / i»s in (e> l/ +  a a); | (12-38)
ta — /2ет sin (cú2í +  а 2). j

Р ассчитав напряжения на сопротивлении Z от каждой из со
ставляю щ их то ка , легко найти мгновенное значение полного напря
ж ения к а к  сум м у  отдельных составляющих.

При расчете каждой из гармоник можно пользоваться комплекс
ным методом и строить векторные диаграммы для каждой из гар 
моник в отдельности. Однако недопустимы суммирование векто
ров и слож ение комплексных напряжений и токов различных гар 
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моник. Действительно, при определении мгновенных значений то ка  
по комплексному необходимо вектор , изображающий комплексную  
амплитуду каждой гармоники, вращ ать со своей угловой  скоро
стью kan и строить зависимость от времени его проекции на мнимую 
ось. Т ак  к а к  для различных гарм оник частоты вращ ения различны, 
то геометрическое суммирование векторов, изображаю щ их комп
лексные амплитуды, дает возможность определить мгновенное зн а
чение их суммы только в момент времени t =  0 и в общем случае 
не имеет смысла. При вычерчивании кривых отдельных гармоник 
следует всегда иметь в виду, что период гармоники обратно пропор
ционален ее номеру. Следовательно, если по оси абсцисс отложено 
toi, то, соблюдая один и тот ж е  масш таб, вместо угло в  а к надо от
клады вать углы  a k/k.

Пример 12-8. В схеме высокочастотного лампового генератора, изображен
ного на рис. 12-15, а, известны ток i, который протекает через электронную  лам 
пу JI, и э. д. с. Е0 =  1 кВ источника питания.

г )
Рис. 12-15.

Пусть при заданных напряж ениях на сетке и аноде электронной лам пы  ток 
(в амперах)

! =  8 +  12 соз ы(  +  4 соз2соЛ 

Найти ток £' в источнике питания и ток в конденсаторе Сх.

317



Р е ш е н и е .  Д л я определения токов и напряжений необходимо независимо 
рассчитать три схемы, изображенные на рис. 12-15, б —г. На схемах показаны 
э. д. с. Еп, токи источников различных частот /0 =  8 А ; /х =  12/(/^2 А; /2 =  4/|/2 А 
и значения параметров.

Рис. 12-16.

Р ассч и тав  токи в каждой из схем , получаем округленно: 
д л я  постоянной составляющей

/5 =  8 А и /„'=  0 ;
д л я  первой гармоники

¡[ =  - 4 ^  Z 17° А и I: = - ! ^ -  /1 120е А;У 2 У 2
д л я  второй гармоники

=  Z - 88° А и /' =  С 90° А.
2 У2 У 2

П росуммировав мгновенные значения различных гармонических составляю
щих, получим:

t '  =  [8 +  6 sin (co¿+  17е) -f-0,15 sin (2со/— 88°)] А;
Г  = [1 2  sin (<o¿ +  120°)+  4,15 sin (2oj¿ + 9 0  )] А.

Н а рис. 12-16 построен граф ик составляющих и результирующего тока i". 
Т ак  к а к  по оси абсцисс отложено (at, то при построении синусоиды второй гармо
ники н ачал ьн ая фаза (90е) разделена на номер гармоники (90°/2 =  45°).

Пример 12-9. Определить напряж ение и" (t) на вторичных заж им ах четырех
полю сника в режиме холостого хода при известном напряжении на первичных 
заж и м ах  и' ( t) (рис. 12-17).

Д л я  четырехполюсника теоретически или экспериментально получена зави
симость от частоты

Ü"/Ü' =  N ( ¡ щ )  =  пет ,

где ti и <р — модуль и аргумент комплексного числа N.
Н апряж ение на первичных заж и м ах  представляет собой сигнал, модулирован

ный по амплитуде, спектр которого задан  уравнением (12-28).
Р е ш е н и е .  Зная напряж ение и' на первичных заж имах четырехполюсника, 

разлож им  его на гармонические составляющие

w' « = 2 ^ m s in (a V + ^ )
k
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и будем искать напряжение на вторичных зажимах в виде ряда

где
и 1п = п ( » * )  и'кт \ 1|>* =  %  +  ф(со*).

Д ля рассматриваемого четырехполюсника при холостом ходе

/<Р*
г — ’ц щ С  со*т — /1 ’

где т  =  /-С.
На рис. 12-18 построены графики п  (соА) и ф (со*).
Чтобы рассматриваемый сигнал проходил через четырехполюсник без су 

щественных искажений, т. е. и" мало отличалось от и ', необходимо вы брать пара
метры четырехполюсника, удовлетво
ряющие условию сохт >  10.

К ак следует из рис. 12-10 и 12-18, 
при этом условии напряжения на входе 
и выходе четырехполюсника практи
чески не б удут  отличаться, так к а к  
для всех трех составляющих частот сиг
нала п  я в  1, а ф* Яа 0 .

&-
й '

0—

41-

1

-0
и "

Рис. 12-17.

12-8. Резонанс при несинусоидальных э. д. с. и токах

При несинусоидальных э. д . с. и то ках  явление резонанса усл о ж 
няется, т а к  как  возможны отдельные резонансы гармонических 
составляющих.

Предположим, что источник несннусоидальной э. д . с . ,  состоя
щей из трех гармоник, подключен к  последовательно соединенным 
сопротивлению г ,  индуктивности и емкости С (рис. 12-19).

Ток каждой из гармоник

/___________ Е» (12-39)

Если индуктивность изменять от н уля до бесконечности, то 
действующее значение каждой из составляющ их тока будет изме
няться по резонансной кривой от/*0 = Ей___________ -  при ¿  =  0 до

У л2+  1/̂ ш-С̂
Ек!г  при Ь — Ьк — 1//г2со2С и далее — снижаться до н ул я  при 
Ь =  оо.

На рис. 12-19 пунктиром построены резонансные кривы е дл я  
трех гармонических составляющих периодического несинусоидаль-



ного то ка . Значения индуктивности I  при резонансах (¿ ¿ )  обратно 
пропорциональны квадр ату  номера гармоники

¿* = 1 / £ 2о)2С. ' (12-40)

К р и вая  общего действую щ его тока

1 =  У П  +  1\ +  П ' (12-41)

при достаточно малом г  имеет три резко выраженных максимума, 
соответствую щ их резонансным значениям индуктивности.

Рис. 12-19.

Аналогичные зависимости получаются и при изменении емкости 
или частоты , если, конечно, в последнем случае форма кривой 
э. д . с. остается неизменной.

В цепях, содержащих несинусоидальные э. д. с . ,  резонансные 
явл ен и я могут применяться дл я  выделения требуемых частот и, 
наоборот, подавления неж елательны х частот.

Пример 12-10. Несинусоидальное напряжение и! на заж им ах I—V четырех
полю сника (рис. 12-20) получено в результате двухполупериодного выпрямления 
синусоидального напряжения с угловой частотой со (см. приложение 1, строка 9).

В етвь , включающая индуктивность и емкость С ,, и контур, состоящий из 
параллельно соединенных индуктивности Ц и ёмкости С2, настроены в резонансе 
на вторую  гармонику 2<а, т. е. 2и>Ь1 =  1/2 шС1 и 2со£2 =  1/2соС2.

Н айти действующее значение напряжения «"н а зажимах 2—2’ и коэффициент 
и скаж ен ия в режиме холостого хода при следующих параметрах:

=лС0^2 — 10 Ом; и 'макс — 1000 В.

Р е ш е н и е .  В напряжении и" выделяется вторая гармоника, так  как  для 
нее сопротивление ветви Ь1С1 и проводимость контура ЦС2 равны нулю, в то время 
к а к  д л я  всех остальных гармоник сопротивление ветви и проводимость контура 
конечны и растут с номером гармоники.

Рассм атривая схему относительно зажимов 2—2’ к ак  двухполюсник, находим 
напряж ение холостого хода на з аж и м ах  этого двухполюсника.
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Д ля каждой гармоники

где

Ц"_Ч> 2 '
к к г х-\-1г '

¿1 = / (кшЬу— у/каСуУ, 2,, Ь2/С,
' / 1//гшС2) ‘

Разложив напряжение и' в ряд по формуле, приведенной в строке 9 приложе
ния 1, получим, что для нулевой и первой гармоник составляющие и" равны нулю.

Д ля второй гармоники =  0 , а 2.г =  оо, поэтому напряж ения на входе и 
выходе четырехполюсника одинаковы:

Щт = и :т  = ±  « н|, с -  425 В.

15:с макс 

4

Д л я четвертой гармоники ^  =  /30 Ом, 2 ., =  — /13 Ом,

=  85 В и, следовательно, и ^ п =  8 5 - 13/17 =  65 В.

Д л я  шестой гармоники = /53 Ом, £ 2 = — /7,5 0 м , 1/£т  =  3 5 - « макс

=  36 В и £/£,„ =  36 -7,5/45,5 =  6 В.
Восьмой и более высокими гармониками можно пренебречь.
Таким образом, действующее напряж ение на вторичных заж и м ах

и " = У 4252 +  65- +  62
=  320 В,

действующее напряжение основной (второй) гармоники и '' =  425/ К 2 =  300 В 
и коэффициент искажения =  0,94.

С целью улучшения формы кривой и" целесообразно включить параллельно 
емкость С3 и обеспечить для напряж ения четвертой гармоники резонанс токов 
при 1/4соС3 =  30 Ом.

В этом случае для четвертой гармоники =  оо, и  0.

Д л я шестой гармоники 2^ =  — /32 Ом, 2 а =  — /7,5 Ом и И1т — 36 X  
X 7,5/39,5 « а  7 В.

Действующее напряжение 11" - 
жения &и == 1.

11 Основы теории цепей

У -
4252 4-7^

; 300 В и коэффициент и ска -
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Т ак ая  схема представляет собой частный случай полосового фильтра и может 
быть применена для увеличения частоты вдвое (умножитель частоты). На анало
гичном принципе основываются утроители частоты и частотные умножители 
большей кратности.

12-9. Мощность периодических несинусоидальных токов

А кти вн ая  мощность периодического тока произвольной формы 
определяется к а к  средняя мощность за период

т
1 С (12-42)

Если мгновенные значения напряжения и тока выразить в виде 
тригонометрических рядов, то получим:

1 СО

s in (^coi +  -фы*)
О Lfe = 0

dt.

Т а к  к а к  среднее за период значение произведения мгновенных 
значений синусоид различной частоты равно нулю (см. § 12-3) и 
тригонометрические ряды  абсолютно сходятся при любых частотах со, 
то

Т со

Р  =  У  § 2  икт1кт 5' п +  +  ¿1,
О 4 -0

или после интегрирования

Р  =  и 010 +  2  =  2  и„/„ cos ф*. (12-43)
* - i  о

где =

Из этого вы ражения следует очень важный вывод, что ср едняя  
мощ ност ь н есину соидального  тока равна сумме ср едних  мощностей  1 
отдельных гармоник  (постоянная составляющая рассматривается 
к а к  н ул евая  гармоника с ф0 =  0):

Р = - - % Р к. (12-44)
к = 0

П олученная таким  образом мощность представляет собой актив
ную  мощность или энергию, необратимо преобразуемую в единицу 
времени в данном уч астке цепи в тепловую, механическую или 
какую -либо иную форму энергии.
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Кроме понятия активной мощности Р  по аналогии с синусоидаль
ными токами вводится понятие полной мощности 5 ,  определяемой 
как  произведение действующих значений то ка  и напряжения:

А ктивная мощность меньше полной; исключение составляет 
только мощность в цепи, имеющей чисто активное сопротивление, 
когда 11к =  г1к, и, следовательно, Б = Р.

Отношение активной мощности к полной называю т к о э ф ф и 
ц и е н т о м  м о щ н о с т и  и иногда приравниваю т косинусу 
некоторого условного угла '0:

Можно дать геометрическую интерпретацию у гл у  Ф, п ользуясь 
понятием эквивалентных синусоид тока и н ап ряж ен и я, действую 
щие значения которых равны действующим значениям несинусои
дальных величин. Если между эквивалентными синусоидами н а 
пряжения и тока установить такой угол сдви га фаз, чтобы мощ
ность, выделяемая в цепи, равнялась мощности несинусоидального 
тока, то этот угол сдвига и будет равен условном у у гл у  #.

Формально можно ввести понятие реактивной мощности, опре
деляемой как  сумма реактивных мощностей отдельных гармоник:

Д ля несинусоидальных токов в отличие от синусоидальных 
квадрат полной мощности обычно больше сум м ы  квадратов ак ти в 
ной и реактивной мощностей:

8 2^ Р *  +  С1*.

Пример 12-11. Вычислить Р, <2 и Б, если нап ряж ени е и ток состоят из д в у х  
гармоник: первой и третьей. Известны действующие значения гармоник н ап р яж е
ния ((/х и и 3) и тока (/1 и /3), а такж е углы  сдвига фаз м еж ду  гармониками н ап р я
жения и тока (ф! и ф3).

Р е ш е н и е .  В этом случае активная, р еакти вн ая и полная мощности

(¿ =  и 111 бш ф1 +  £/з^з Я1п ф3; 5  =  ]/~(1!\ +  (1\

8* — (Р* +  (}2) =  и :111 +  и111 — 2и1/1и313 (сое ф! -совф а +  я т  фх • в т  ф3) =

— (У з)2 — 2{/х/х(У3/з сое (ф! — ф3) +  (II3/1)2.

Очевидно, что 5 2 =  Р2 +  (?2 только при усл о ви ях  фх =  фз и ¿ У Л  =  1/3Ц3. 
Оба эти условия выполняются в тех случаях , ко гда  сопротивление приемника 
чисто активное, линейное, не зависящее от времени, т . е. форма кривой тока в 
точности совпадает с формой кривой напряж ения.

(12-45)

Х = Р / 5  =  со5 О. (12-46)

СО со
(12-47)

4 = 1  * = 1

Р — и±11 сое фх +  и 31 з сое ф3;
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В трехфазных цепях кривые напряжения во второй и третьей 
фазах со сдвигом на треть периода обычно в точности воспроизводят 
форму кривой напряж ения в первой фазе. Т ак, например, если 
напряжение и А в фазе А может быть представлено некоторой ф унк
цией времени

Ил =  / (0 .
то

И д= /(/ — Г/3); ис = / (/  +  7УЗ),

где Т — период основной частоты.
Рассмотрим гарм онику порядка £ функции / (/) во всех трех 

фазах. П усть

НдА =  £/Лт8Ш(&о/ +  1М.
Тогда, уч и ты вая , что соТ  =  2л и подставляя вместо í соответ

ственно / — 773 и t +  Т/3, получаем:

«в*  =  и ш  в т  ( Ы  +  г|>* -  2кл/3);
иен  =  икш (Ш  +  г|),г +  2ЙЛ/3).

С равнивая полученные выражения для различных значений к, 
можно заметить, что напряжения гармоник порядка, кратного трем 
(& =  3п), где п  — любое целое число, во всех фазах в любой момент 
времени имеют одно и то ж е значение и направление. При /г =  Зп +  1 
гармоники трех  фаз образуют симметричную систему напряжений, 
последовательность которой совпадает с последовательностью фаз 
первой гармоники . При к =  Зп +  2 гармоники образуют симмет
ричную систему напряжений с последовательностью, обратной 
основной.

Таким образом , гармоники порядка 1, 4, 7, 10, 13 и т. д. обра
зуют системы напряжений прямой последовательности, гармоники
2, 5, 8, 11, 14 и т. д . образуют системы напряжений обратной по
следовательности. Н аконец, гармоники 3, 6, 9 , 12 и т. д. образуют 
системы напряж ений нулевой последовательности. При наличии 
постоянно!! составляю щ ей в напряжении каждой из фаз она может 
рассматриваться к а к  нулевая гармоника порядка, кратного трем 
(£ =  0), т. е. образую щ ая нулевую  последовательность.

В большинстве практически важных случаев в напряжениях 
отсутствую т к а к  постоянная составляю щ ая, т а к  и все четные гар 
моники, поэтому в дальнейшем ограничимся исследованием только 
нечетных гарм оник.

Рассмотрим различные схемы соединения трехфазных цепей.
Нели фазы генератора соединены в звезду , то при несинусон- 

дальном фазном напряжении линейные нап ряж ен и я, равные р аз
ностям напряж ений д вух  смежных фаз, не содержат гармоник на
пряжений п о р яд ка , кратного трем, т ак  к а к  последние образуют 
системы нулевой последовательности.

12-10. Высшие гармоники в трехфазных цепях
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Отсутствие гармоник порядка, кратного трем , в линейных н а 
пряжениях приводит к  тому, что при несинусоидальных н ап р яж е
ниях отношение линейного напряжения к фазному меньше ]/зТ  
Действительно, фазное напряжение

^ф = Т /А̂ 1 +  Щ +  • • •»
а линейное напряжение

£/л =  1 / 3 /£/» +  £/? +  £/? +  . . . .

Отсюда следует, что

и л < У з и ф. (12-48)

При симметричной нагрузке фазные токи основной частоты и 
все высшие гармоники, за исключением высш их гармоник г:орядка, 
кратного трем, образуют системы прямой и 
обратной последовательностей и дают в сумме 
нуль. Гармоники ж е порядка, кратного трем , 
образуют систему нулевой последовательности, 
т. е. имеют в любой момент времени одина
ковые значения и направления. Поэтому ток 
в нейтральном проводе равен утроенной сумме 
токов высших гармоник нулевой последова
тельности:

1л =  З У П  +  П + 1и +  - - .  (12-49)

При отсутствии нейтрального провода токи в каждой из фаз 
не могут содержать высших гармоник порядка, кратного трем, т а к  
к а к  в этой схеме сумма токов в любой момент времени должна р ав
няться нулю, что невозможно при наличии высш их гармоник по
р яд ка , кратного трем. Поэтому в приемнике нет напряжений от то
ков нулевой последовательности и м еж ду нейтральными точками 
генератора и симметричного приемника может появиться значи
тельное напряжение, содержащее только гарм оники , кратные трем.

Если фазы генератора соединены треугольником , то при неси
нусоидальных э. д. с. в фазах сумма э. д. с .,  действую щ их в зам к 
нутом контуре генератора, не равна нулю, к а к  при синусоидаль
ных э. д. с ., а равна тройной сумме высш их гармоник порядка, 
кратного трем. Если включить вольтметр в р ассечку  треугольника 
(рис. 12-21), то вольтметр измерит гармоники э. д. с. порядка, 
кратного трем, т а к  к а к  остальные в сумме д ад ут  нуль:

и  =  ЗУЕ1 +  Е1 +  Е*и  +  . . . .  (12-50)

Открытый треугольник с э. д. с ., содержащ ими высшие гармо
ники, применяется к а к  утроитель частоты (см. гл . 24).

Если фазы соединены в замкнутый тр еугольн и к , .то э. д. с. гар 
моник порядка, кратного трем, вызывают внутренний ток в гене
раторе. Этот ток протекает в замкнутом треугольн и ке генератора

сАС ,
Рис. 12-21.
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даже и то гда, ко гда внешняя цепь генератора разомкнута. Соста
вляю щ ая фазной э. д. с ., содержащ ая гармоники порядка, крат
ного трем, однако , не вы является м еж ду зажимами фаз, т ак  к а к  
она компенсируется падением напряжения на внутреннем сопро
тивлении фазы генератора. Фазное напряжение, равное в данном 
случае линейному,

и ф =  УЕ\ +  Е1 +  Е$ +  . . . .  (12-51)

Поэтому во внешней цепи, подключенной к генератору, обмотки 
которого соединены треугольником, токи не содержат гармоник 
порядка, кратного трем.

Фазный то к  генератора при симметричной нагрузке

/ф =  1/ Л +  +  - » 

а линейный то к  во внешней цепи

/ л = К з ( / ;  +  / л - / ; + . . . ) < У гз/ф. ( 12 -52)

Пример 12-12. Найти показания приборов при разомкнутом и замкнутом 
рубильнике Р  в трехфазной цепи (рис. 12-22, а), имеющей соединенную в звезду

б )
Рис. 12-22.

\

трехфазную систему источников (вторичные обмотки трехфазного трансформа
тора) с фазными э . д. с ., В:

вд =  220 \ f2 sin coí +  50 \r 2 sin (Зш/+90 ') _j_ 30 у '2  sin (5co¿ +  90°); 

ев  =  220 j/ 2  sin (&t— 120°) +  50 \í2 sin (3coí +  90°) + 3 0  V 2 sin (5ш/ — 150°); 

ec =  220 \r 2 sin (coi — 240*) +  50 / 2  sin (3co¿ +  90°) +  30 j/2  sin (5<d¿ — 30°). 

Сопротивление источника для первой гармоники 

Z„i =  г  +  j(úL я »  +  /1 Ом.
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Приемником служит трехфазная система конденсаторов, соединенных в з в е з 
д у . Д л я первой гармоники

7.„1=  1//'соС =  — /10 Ом.

Р е ш е н и е .  Найдем показания приборов (индексы токов и напряжений 
соответствуют обозначениям приборов в схеме).

Д л я  случая звезды без нейтрального провода (рубильник Р  разомкнут)

Л  =  / ф■= Ь  =  V (£х/гI)2 +  (£ У г5)2 =  К 2 4 ,4 »+ 1 0 »  = 2 6 ,2  А;

113 =  У\24,4- 10)2 + (10 ■ 2)2 244 В; (У4 =  50 В ;

¿У1 = |/'Щ +17| =  250 В ; ¿/г =  ¿/5 =  У Зи3 =  423 В.

Д ля случая звезды с нейтральным проводом (рубильник Р  зам кн ут)

11 =  1ф =  1я =  У{Е1/г1У +  (Е3/г з )* +  (Е',/гь)г =  У24,4*+  1502 +  Ю * -  152 А; 

и 3 =  и х =  У  (24,4 • 10)2 +  (150 ■ 3,33)2 +  (10 • 2)2 =  556 В ; 
и г =  ¿/, =  423 В ; /2 =  3 (50/0,33) =  450 А.

Близость к резонансу на третьей гармонике привела к очень больш ому зн а
чению тока третьей гармоники в нейтрали. В этом случае о казало сь , что линейное 
напряжение, которое не содержит третьей гармоники, меньше фазного, т ак  к а к  
вследствие резонанса напряжений тр етья  гармоника фазного нап ряж ен и я больше 
основной.

Пример 12-13. Найти показания приборов при тех ж е ф азных э. д. с. и 
сопротивлениях, что и в примере 12- 12, но при соединении источника и приемника 
треугольником (рис. 12-22, б).

Р е ш е н и е .  В этом случае третья гармоника замы кается в контуре генера
тора и

/1>3 =  50/3=  16,7 А.

Т ак к а к  остальные составляющие те ж е , что и в примере 12-12, то 

Л  =  УПл +  Пл +  1 и  =  / 2 4 ,4 2  +  16,7* +  102 =  31 А ;

/з =  УП л +  115 =  V 24,42 +  102 =  26,6 А;

/г =  /э 1^3 =  45,5 А ; Vя =  УЩ  +  и\ =  244 В.

Таким образом, третья гармоника вли яет только на внутренние токи источ
ника и не сказы вается на распределении токов и напряжений приемника.

Г ла в а  т р и н а д ц а т а я  
КЛАССИЧЕСКИЙ МЕТОД РАСЧЕТА ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ

13-1. Возникновение переходных процессов и законы  
коммутации

В электрических цепях могут происходить вклю чения и отклю 
чения пассивных или активны х ветвей, короткие зам ы кан и я от
дельных участков, различного рода переключения, внезапны е из
менения параметров и т. д. В р езультате таких изменений, н азы 
ваемых часто коммутационными или просто к о м м у т а ц и я м и ,  
которые будем считать происходящими мгновенно, в цепи возникают'
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п е р е х о д н ы е  п р о ц е с с ы ,  заканчивающиеся спустя неко
торое (теоретически бесконечно большое) время после коммутации.

Сформулируем два з а к о н а  к о м м у т а ц и и :
1. В любой ветви с  индуктивностью  ток и магнитный поток  

в м ом ент  коммутации сох раняю т  те значения, которые они  имели 
н еп о ср ед ст в енн о  п ер ед  коммутацией , и дальше начинают изменяться  
именно с  этих значений.  Т ак , при включении ветви с катуш кой, 
в которой не было тока, ток в этой ветви в момент коммутации равен 
нулю . Если для такой ветви допустить, что в момент коммутации 
то к  изм еняется скачком, то напряжение на индуктивности (Ь с1ИсИ) =
— и 1  будет равно бесконечности и в цепи не будет соблюдаться 
второй закон  Кирхгофа.

В сл уч ае  двух  и большего числа цепей, связанных взаимной 
индуктивностью , но при отсутствии в каждой из них магнитных 
потоков рассеяния ф ормулировка первого закона коммутации изме
няется в том смысле, что в момент коммутации общий магнитный 
поток этих цепей не может, а  токи в каждой из них в отдельности 
м огут изм еняться скачком.

2. В  любой  ветви н ап р яж ен и е  и за р я д  на емкости сохраняют  
в м ом ент  коммутации т е знач ения , которые они имели н еп о ср ед 
ст в енно  п ер е д  коммутацией, и в дальнейшем изменяются, начиная 
им енно с  этих значений.

Т а к , при включении ветви с конденсатором, который не был 
зар яж ен , напряжение на конденсаторе в момент коммутации равно 
нулю . Если для ветви с емкостью  допустить, что в момент комму
тации напряжение на емкости изменяется скачком, 'т о  ток г' =  
=  (Сйис /М) будет равен бесконечности и в цепи, всегда имеющей 
сопротивление, опять-таки не будет соблюдаться второй закон 
Кирхгоф а.

С энергетической точки зрения невозможность мгновенного изме
нения то ка  в индуктивности и напряжения на емкости объясняется 
невозможностью  скачкообразного изменения запасенной в них энер
гии (энергии магнитного поля катуш ки, равной /л'2/2, и энергии 
электрического поля конденсатора, равной Си2/2). Действительно, 
скачкообразное изменение энергии требует бесконечно больших 
мощностей в индуктивностях и емкостях, что лишено физического 
см ы сла, т а к  ка к  реальные источники питания не обладают бес
конечно большой мощностью.

В этой главе рассмотрены переходные процессы в линейных 
электрических цепях. П оэтому исключается из рассмотрения не
линейный элемент — электрическая дуга , которая возникает при 
вклю чении или отключении. Чтобы исключить влияние дуги при 
ко м м утац и ях , предположим, что длительность коммутации по срав
нению с продолжительностью переходного процесса очень мала. 
В этом случае при расчетах можно считать, что переключатель, 
осущ ествляю щ ий коммутацию , включается или отключается мгно
венно. Если нет специального указан и я , будем считать момент ком
мутации за  начало отсчета времени и принимать, что в момент ( — О
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или точнее  ̂ =  0 +  коммутация уж е  произошла. Отключение от
дельных ветвей будем рассматривать, если в отключаемой ветви 
нет индуктивности и если ее отключение не приводит к  необходи
мости скачкообразного изменения тока в  других ветв ях  с и н д ук 
тивностями.

13-2. Переходный, принужденный и свободный процессы

Рассмотрим сначала некоторые общие вопросы расчета пере
ходных процессов на примере вклю чения неразветвленной цепи 
с сопротивлением, индуктивностью и емкостью (последовательного 
контура) к  источнику э. д. с. е ,  которая изменяется во времени 
непрерывно и задана каким-нибудь аналитическим вы раж ением .

Запишем второй закон Кирхгофа для любого момента времени:

п  +  Ь ^  +   ̂ 1сИ=е,  (13-1)

где I — ток переходного процесса, который в дальнейш ем будем 
называть п е р е х о д н ы м  т о к о м  или просто током г.

Когда с переходным процессом можно уж е не счи таться , н асту
пает п р и н у ж д е н н ы й  р е ж и м .  П ринужденный режим, 
создаваемый источником произвольной периодически изменяю 
щейся э. д. с. (или тока), называю т еще у с т а н о в и в ш и м с я  
р е ж и м о м .  После окончания переходного процесса источник
э. д . с ., изменяющейся, например, по экспоненциальному зако н у , 
создает принужденный режим, а источник постоянной э. д. с. или
э. д. с ., изменяющейся по гармоническому закон у, создает при
нужденный или установившийся режим.

Когда наступит принужденный режим, уравнение (13-1) примет 
вид:

+  +  £■§  £’пР (И =  е ,  (13-2)

где 1пр — ток принужденного реж и м а или просто принужденный ток.
Вычитая почленно уравнение (13-2) из уравнения (13-1) и обоз

начая
¿ - * . , р  =  *св. (13-3)

получаем:

п св- К %  +  л  $ ¿СВЛ  =  0 , (13-4)

или
(//-св +  ыЛсв +  мСсв==0- (13-4а)

Разности токов и напряжений переходного процесса и прину
жденного режимов называю тся соответственно т о к о м  и н а 
п р я ж е н и е м  с в о б о д н о г о  п р о ц е с с а  или просто 
с в о б о д н ы м и  т о к о м  и н а п р я ж е н и е м .
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У равнение (13-4) показы вает, что при переходе цепи от одного ' 
принужденного состояния к  другом у напряжения на всех элементах, 
создаваемы е свободными составляющими токов, взаимно уравнове
ш иваю тся, но свободные напряжения зависят, конечно, от э. д. с. е  
источника.

Уравнение (13-3) показы вает, что процесс, происходящий в 
цепи, можно рассматривать состоящим из двух  накладывающихся 
д р у г  на д р уга  процессов — принужденного, который как  бы насту
пил ср азу , и свободного, имеющего место только во время пере
ходного процесса. Б лагодаря свободным составляющим и дости
гается  в переходном процессе непрерывное приближение к принуж
денному режиму. Следовательно, во время переходного процесса 
токи и напряжения могут быть разложены на слагающие принуж
денного режима и свободного процесса:

Т ак  к а к  принцип наложения применим лишь к линейным цепям, 
то это разложение допустимо д л я  линейных цепей. Конечно, физи
чески сущ ествую т только переходные токи и напряжения и разло
жение их на принужденные и свободные составляющие является 
удобным математическим приемом, облегчающим расчет переход
ных процессов в линейных цепях.

Разлож ение переходных токов и напряжений соответствует 
правилу решения линейных неоднородных дифференциальных ур ав
нений, согласно которому общее решение таких уравнений равно 
сумме частного решения неоднородного уравнения и общего реше
ния однородного уравнения.

Действительно, свободный ток представляет собой общее реше
ние однородного дифференциального уравнения (13-4) и, следова
тельно, в его выражении долж ны  быть постоянные интегрирования, 
число которых равно п о р ядку дифференциального уравнения.

П ринужденный ток представляет собой частное решение неод
нородного дифференциального уравнения (13-1), а именно такое, 
которое получается из общего решения неоднородного дифферен
циального уравнения при равн ы х нулю постоянных интегрирова
ния. Иными словами, в составе принужденного тока.не должно быть 
слагаю щ их свободного тока . Тогда переходный ток г, равный сумме 
*пР и ¿св (13-5), и будет общим решением того ж е самого неоднород
ного дифференциального уравнения.

При помощи законов коммутации нетрудно найти начальные 
значения свободного тока в ветви с индуктивностью 17св (0) и сво
бодного напряжения на емкости ыСсв (0). что необходимо для опре
деления постоянных интегрирования.

П усть  цепь до коммутации находилась в произвольном режиме. 
Обозначим ток и напряжение этого режима (¿) и « с -  (0- В мо
мент коммутации / =  0 то к  ¿¿- (0) и напряжение ыс-  (0) режима до

(13-5)
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коммутации будем считать известными. Т ак ка к  переходный то^ 
в индуктивности и переходное напряж ение на емкости в момент 
коммутации не могут изменяться скачком , то на основании (13-5) 
имеем:

к -  (0) =  пр (0) + 1£ св (0); « с - ( 0 )  =  ИспР(0) +  ЫссВ(0), ( 1 3 -6 )

или

к  св (0) =  II- (0) — /£ пр (0); « с  св (0) =  « с -  (0) -  « с  пР (0). (1 3 -6 а )

Если цепь до коммутации находилась в принужденном р еж и м е , 
то, обозначая ток и напряжение этого режима ¡'¿пр_ (¿) и 1спр-  (¿), 
получаем:

к  св (0) == ¿1 Пр- (0) — ¿1 пр (0); «ссв (0)  =  и сп р- ( 0 ) - « с п р . ( 0 ) -  ( 1 3 - 6 6 )

В частном случае, когда до коммутации цепь была отклю чена 
и на емкости не было заряда, т. е. ¿ ¿пр_(0) =  0 и иСпр-(0 ) =  О, 
имеем:

к  св (0) =  -  к  „р (0); н с св (0)  =  - « с „ р (0). ( 1 3 - 7 )

Начнем изучение переходных процессов с исследования про
цессов в простейших цепях т а к  называемы м к л а с с и ч е с к и м  
м е т о д о м .  Этот метод заклю чается в интегрировании диффе
ренциальных уравнений, связываю щ их токи и напряж ения цепи, 
в результате чего появляются постоянные, и в определении постоян
ных из начальных условий, вытекаю щ их из законов ком м утации .

Н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и  назовем значения п ере
ходных токов в индуктивностях и напряжений на ем костях  при
I — 0, т. е. те величины, которые в момент коммутации не и зм е
няются скачком. Иногда эти услови я называю тся еще н езави си 
мыми начальными условиями. В отличие от них начальные значения 
всех остальных токов и напряжений называю т зависимыми н ач ал ь 
ными условиями. Зависимые начальны е условия определяю тся по 
независимым начальным условиям при помощи уравнений, со ста 
вленных по первому и второму зако н ам  Кирхгофа. Отметим, что 
основная трудность классического метода исследования п ереход
ных процессов в сложных цепях к а к  раз и состоит в определении 
зависимых начальных условий.

13-3. Короткое замыкание цепи г, Ь

Ветвь с сопротивлением и индуктивностью  (в дальнейшем с о к р а 
щенно назы ваемая цепью г, ¿ ) ,  иначе говоря, реальная к а т у ш к а  
вне.запно зам ы кается рубильником накоротко (рис. 13-1). Т о к  
в катуш ке до коммутации был постоянным

Е
1пр-— К  +  г -

Найдем закон изменения тока в катуш ке .
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Принужденный ток в  катуш ке после коммутации равен нулю. 
Следовательно,

г =  гсв.

Н а основании ур авн ен и я (13-4) свободный ток удовлетворяет 
однородному дифференциальному уравнению первого порядка

* Ь сИса/ сН г1 св — 0 , (13-8)

общее решение которого
(13-9)

При I — 0 из (13-9) имеем:

¿ев (0) =  Л =  1 (0),
т. е.

г =  г'св =  I (0) е  ь  =  гсв (0) е г  Vх =  гсв (0) е~а/;

здесь гсв (0) =  А — начальное значение свободного тока, кривая 
изменения которого д ан а  на рис. 13-2.

О

Рис. 13-1.

Величина т =  Ы г , имею щ ая размерность времени, называется 
п о с т о я н н о й  в р е м е н и  цепи г , £ и может быть определена 
к а к  врем я, в течение которого свободный ток, з а т у х а я , уменьшится 
в е  раз по сравнению со своим начальным значением гсв (0). В са
мом деле,

¿сВ (т)  =  ^ ( 0 ) б - 1 =  ^  =  4 -

Д л я  графического определения т проведем касательную  к кри
вой гсв в любой ее точке С. Значение подкасательной ВО может 
быть найдено из тр еуго льн и ка СВЭ, а

Т = ¿ Л  = Щ В° ’ ГДе Щ ' т ‘ее’ т <~масштабы’
т. е . постоянная времени численно равна длине любой подкаса
тельной. В частности, она численно равна длине подкасательной Об0, 
определяемой касательной С0В 0, проведенной в начальной точке С0.
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Величина, обратная постоянной времени,
а = 1 / т  — гД ,

называется к о э ф ф и ц и е н т о м  з а т у х а н и я  цепи г , Ь. 
Свободный ток затухает тем медленнее и, следовательно, новый 
принужденный режим не устан авли вается тем дольше, чем больш е 
постоянная времени т или чем меньш е коэффициент за т у х ан и я  а ,  
т. е. чем больше индуктивность Ь и чем меньше сопротивление г .

Значение тока г'св (0), т. е. постоянной интегрирования А, 
определим из начальных условий. В ветви с индуктивностью пере
ходный ток в момент коммутации I —- 0 не может измениться с к а ч 
ком. Поэтому

гсв(0) =  г-(0) =  г'пр_ (0 ) =  ̂ 7  , 

и для тока I катуш ки получим:

1' =  1'св =  ̂ Г 7 е - ^ .  ^ (13-10)

Электродвижущ ая сила самоиндукции

^  —  е - Ч '  =  - и ,  (13-11)

равна при / =  0 напряжению на сопротивлении г и в момент ко м м у
тации поддерживает значение то ка на начальном уровне.

С энергетической точки зрения процесс короткого зам ы кан и я  
цепи г , Ь характеризуется тем, что вся  энергия, запасенная до ко м 
мутации в магнитном поле катуш ки ,

ЧГ№ =  и гпр_ (0)/2 =  .£л2 (0)/2

в течение переходного процесса превращ ается в сопротивлении г  
в тепло:

ОО 00 _  /
51 ¡V  м  =  ¿2 (0) г  $ е 1  Ш =  и 2 (0)/2.
о • о

Заметим, что теоретически процесс исчезновения тока в ко р о т
козамкнутой катуш ке длится бесконечно долго, чем и о б ъ ясн яется 
необходимость в качестве верхнего предела у  интеграла в зять  б ес
конечность. Однако практически д л я  многих катуш ек этот п ер е
ходный процесс закончится весьма быстро. П остоянная времени 
цепи г, £ обычно лежит в пределах от нескольких м и кр о секун д  
до долей секунды . Последнее значение относится к  больш им 
катуш кам  со стальным магнитопроводом и значительным числом 
витков.

Если до короткого замыкания в катуш ке был переменный т о к , 
то характер переходного процесса нисколько не изменится, но / (0) 
равно значению тока в катуш ке в момент короткого зам ы кан и я .
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С переходным процессом в цепи г, Ь приходится считаться во 
многих случаях  электротехнической практики, например при 
измерении сопротивления г  обмотки трансформатора с большой

индуктивностью (рис. 13-3), которая 
питается от источника постоянной
э. д . с. Е через дополнительный рези
стор с сопротивлением Р .  Напряжение 
на обмотке измеряется милливольтмет
ром. Если после отсчета показаний 
амперметра и милливольтметра отклю
чить обмотку трансформатора от источ
ника напряжения, то ее ток замкнется 
через милливольтметр. Т ак  как  ток об
мотки трансформатора может быть до

статочно большим и в момент отключения рубильника не изме
няется скачком, то, пройдя через милливольтметр, ток может его 
сж ечь.

Обмотку возбуж дения мощной электрической 
машины при необходимости быстро снять воз
буждение не отключают от цепи питания (по
стоянное напряжение), а  замы каю т на разрядное 
сопротивление, в котором энергия магнитного 
поля превращ ается в тепло (рис. 13-4). Если 
просто разомкнуть цепь обмотки возбуждения, 
то даж е  при наличии электрической дуги  ток 
очень быстро уменьш ится до н уля (— йИсМ будет 
очень велико). Т ак  к а к  обмотка возбуждения 
имеет большую индуктивность ¿ в, то в ней возникает весьма 
значительная э. д. с. самоиндукции е ь =  — Ьвс1И<И, которая мо
ж ет  пробить изоляцию на корпус машины или изоляцию между 
витками.

13-4. Включение цепи г, Ь на постоянное напряжение

При включении цепи г , £ на постоянное напряжение (рис. 13-5) 
то к в первый момент равен  нулю. Поэтому

х (0) =  /„р (0) +  »„ (0 ) =  0.

А т а к  к а к
*пр =  »пр ( 0 )  =  и/г,

то
1'св ( 0 ) = л  =  —  и / г .

Поэтому ток переходного процесса

*' =  1'пр +  *с, =  - 7  +  А е-« '  =  -^ ( 1 - е - * * ) ,  (13-12)

V-

&-
Рис. 13-4.

[ - = > - © -

с>
----

Рис. 13-3.
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где
т — L/r.

Напряжение на индуктивности

(13-13)

П оскольку до включения напряжение на индуктивности было 
равно нулю, а в момент коммутации ыл =  и ,  то переходное и сво
бодное напряжения на индук
тивности изменяются скач-

дать , они показываю т, что ток в цепи не устан авл и вается  мгно
венно и что требуется известное время (теоретически бесконечное) 
до наступления принужденного режима со значением тока И/г. 
Ток i возрастает тем медленнее, чем больше постоянная времени 
цепи т, т. е. чем медленнее затухает  свободный ток.

Энергия, получаемая от источника, идет частью  на увеличение 
энергии магнитного поля катуш ки, а частью переходит в тепло в ее 
сопротивлении г.

Пример 13-1. В цепи гх =  20 Ом, /, — 0 ,6 Г, подключенной к  источнику по
стоянной э. д. с. с напряжением U — 220 В (рис. 13-7), происходит внезапное 
уменьшение сопротивления от значения rL до г2 =  12 Ом (рубильник замы кает 
некоторую часть сопротивления гъ  равную rt — г2 =  8 Ом). Найти закон изме
нения тока в цепи.

Р е ш е н и е. На основании формул (13-9) и (13-5) напишем сразу  выражение 
для свободного тока

ком. Кривые изменения г, 
'пр< <св и иь приведены на рис. 
13-6. К ак и следовало ожи-

L

Рис. 13-5. Рис. 13-6.

и для переходного тока

Из условия отсутствия скачка тока i при t = 0 получаем : 

*пр- (0) =  и/Гг =  11 =  (• (0) =  18,3 +  А,
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Следовательно,

i=  18,3 — 7,3е—^ ° ’05 А.

Отметим, что постоянная времени цепи после коммутации определяется пара
метрами Ь и г2. Кривые токов 1 и *св показаны на рис. 13-8. Из них видно, что ток I 
постепенно возрастает от меньшего значения 11/гу =  11 А до большего и  ¡г г — 
=  18,3 А.

Переходный процесс при внезапном увеличении сопротивления аналогичен 
рассмотренному. Только ток будет постепенно уменьш аться.

13-5. Включение цепи г, L на синусоидальное напряжение

При включении цепи г ,  L (рис. 13-5) на синусоидальное напря
жение

u =  Um s in  (со/ -|~t)

принужденный ток

l'np =  i r  sin  (C0Í +  \j3 — ф),

где
z = ] / r 2 +  (a>L)2; tg<p =  <oL/r, 

а свободный то к  определяется равенством (13-9), т. е.
- J L t _  -L 

г'св =  Ле L == Ае т .

Д л я  переходного тока i получим:

i = 1 пр +  «ев =  -z-  s i п (и/ +  — ф) +  Ае~
В рассматриваемой цепи до включения тока не было. Поэтому 

i =  0 при t =  0 . Отсюда

«с» (0) =  А =  — sin (^  -  ф).

О кончательно получаем:

i =  Uni  sin  (ü)¿-fij> — ф) — Um- sin  (ib — ф) е~Чх (13-14) z % *
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ül — L di/dt — Um j^sin ф • sin  — ф +  y j  +

+  eos ф • sin  (Ф — ф )е-*/т^  (13-15)

Правильность полученных равенств (13-14) и (13-15) проверим, 
подставив в правую часть значение t =  0. Эта проверка дает для 
тока i значение нуль. Д ля напряж ени я на индуктивности получим 
Ul (0) =  Um sin if>, что легко  установить и непосредственно. Д ей
ствительно, в момент вклю чения напряжение на индуктивности 
равно напряжению источника, т а к  к а к  напряжение на сопротивле
нии равно нулю.

Напряжение на индуктивности

К ривая тока г изображена на рис. 13-9, а. Она показы вает , что 
по мере затухания тока г'св переходный ток стрем ится к  значению 
принужденного тока. Однако через промежуток времени от 774 до 
3774 после включения, что зависит от угла  ф, то к  м ож ет достигать 
значений, превышающих ам плитуду принужденного то ка .

Наибольшего возможного значения ток дости гает, если в мо
мент включения цепи принужденный ток равен ам плитуде (\|э — ф =  
=  я/2 или — я/2), а постоянная времени цепи весьм а велика 
(г ~  0, т  -> оо и ф «  я/2), т . е. свободный ток за т у х а е т  очень мед
ленно. При этих условиях т|э «  я  и приложенное нап ряж ени е в мо
мент коммутации должно проходить через нулевое значение. Кри
вая  тока при ф — ф =  я/2 и достаточно больш их значениях т 
приведена на рис. 13-9, б. Примерно через половину периода после 
включения цепи ток достигает почти удвоенной ам плитуды  прину
жденного тока | ¿ макс | ~  2 /шпр.

И так, при включении цепи г ,  Ь к  источнику синусоидального 
напряжения переходный то к  ни при каких усл о ви ях  не может 
превышать удвоенной амплитуды  принужденного то ка .
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Н ачальное значение свободного тока равно по величине и про
тивоположно по зн аку начальному значению принужденного тока. 
П оэтому, если в момент вклю чения принужденный ток проходит 
через н ул ь , то начальное значение свободного тока такж е  равно 
нулю . Свободный ток вообще не возникает, и в цепи ср азу уста
н авли вается принужденный режим. Это будет, к а к  показывает фор
м ула (13-14), при 1|> — <р =  0 или 1(5 — ф =  я .

В разветвленной цепи с одной индуктивностью (рис. 13-10, а) постоянная 
времени свободной составляющей любого из токов определяется по формуле

Г+-Гв
(13-16)

Где Гвх — входное сопротивление цепи по отношению к зажимам ветви с индуктив
ностью.

г2О
Рис. 13-10.

Чтобы получить г пх в формуле (13-16), составим схему для свободных токов, 
т. е. исходную  схем у, из которой изъяты  источники (рис. 13-10, б). Из этой схемы 
следует, что поскольку внешняя (по отношению к ветви г, V) цепь состоит из одно
родных элементов — в данном случае сопротивлений, то она может быть для рас
чета постоянной времени заменена одним эквивалентным сопротивлением

_______ 1______
В* 1 -Н 1/̂ 2 +

Составим теперь простую формулу д л я  непосредственного определения пере
ходного то ка  в ветви с индуктивностью Ь произвольной цепи, содержащей источ
ники э. д. с. любого вида и кроме индуктивности Ь — только активные сопротив
ления (например, цепи по рис. 13-10, а). Ток

к  < 0  =  ( 1 п р  < 0  +  ‘ 1СВ ( 0  =  <<> +  " * ,

где т  о п ределяется согласно (13-16). При 1=  0

М ° )  =  ‘ Лпр- (0 ) = ^ пр(0) +  Л ,

откуда

Л =  !' д Пр - ( 0 ) - ' 1 Пр(0)-

С ледовательно, ток в индуктивности

Ч  ( 0  =  ‘хпр ( 0  +  [*£пр- (°) -  'ш р  <°>] { / х - <13‘ 17)
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Если до коммутации (/ <  0) режим был не принужденный, то ток _ (0) 
нужно заменить током (0) предшествующего режима, т. е.

‘ I «> =  и „ р  ( 0  +  [ ( ° )  -  '¿ п р  ( ° )  ] е _  ' /т • ( 13 -18)

Подчеркнем, что приведенные формулы  (13-17) и (13-18) применимы только 
для ееггши с  индуктивностью.

13-6. Короткое замыкание цепи г , С

Предположим, что конденсатор емкостью С был зар яж ен  от 
источника постоянного нап ряж ени я (рис. 13-11) до н ап ряж ени я 
и а = Е, а затем замыкается рубильник и конденсатор р азр яж ается  
через сопротивление г.

Ветвь с сопротивлением и емкостью  в 
дальнейшем будем называть сокращенно 
цепью г , С.

Исследуем возникающий переходный 
процесс.

Принужденное напряжение на емкости 
и принужденный ток в цепи равны  нулю.
Найдем свободные составляющие тока и 
напряж ения. Выберем положительные на
правления напряжения на емкости и тока совпадающими (к а к  и 
при расчете установившихся режимов в цепях переменного то ка ). 
Тогда

1св =  ̂ <7свЛ^:= С ^ св/ <И. (13-19)

Запишем уравнение второго закона Кирхгофа д л я  свободных 
составляющих:

™'св +  ИСсв =  0- (13-20)

На основании выражений (13-19) и (13-20) составим однородное
дифференциальное уравнение (первого порядка) д л я  свободного 
напряж ения:

г С ^ р  +  « Ссв =  0 .  (13-21)

Общее решение последнего уравнения 
___/_

«С с в = и с =  Ле , с  =  « с с В(0 )е~ </т =  « с  (0 )е - а ',

где иссв (0) =  А — начальное значение свободного н ап ряж ен и я на 
емкости.

Величина т =  гС, имеющая размерность времени, н азы вается 
постоянной времени цепи г ,  С. О братная ей величина а  =  1/т =  
=  МгС называется коэффициентом затухания цепи г ,  С. П остоян
ная времени т тем больше, чем больше емкость и сопротивление. 
Следовательно, чем больше ем кость С и сопротивление г ,  тем  мед
леннее в цепи затухаю т свободные токи и напряж ения, тем  медлен
нее происходит разряд конденсатора.

С)_ I ст
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Значение ис  (0) (т. е . постоянной интегрирования А) определим 
из начальны х условий. Д л я  любой ветви с емкостью они сводятся 
к  том у, что напряжение на емкости в момент коммутации (т. е. при 
£ =  0) не может измениться скачком . Поэтому при / =  0

ис  (0) =  -<4 =  Мссв (0) =  .Е =  £/о.

Д л я  напряж ения на конденсаторе получим:

и с  =  и«г-<1\ (13-22)

и то к  согласно (13-20)

;= 1 СВ =  - ^ В =  -  ^ е - Ч \  (13-23)

К ривы е изменения « с  и / приведены на рис. 13-12.
С энергетической точки зрения процесс короткого замыкания 

цепи г , С характеризуется переходом энергии, запасенной до ком
мутации в электрическом поле 
конденсатора, в тепло в сопро
тивлении г:

со оо 2/

=  7 ё (И =  Щ^.
о о

Отметим, что практически 
ветвь с сопротивлением и ем
костью всегда имеет и какую -то 
индуктивность, хотя бы и очень 

Рис. 13-12. малую. Поэтому и в данном сл у 
чае ток начнется с нуля (т. е. не 

изменится скачком), но очень быстро достигнет значения, весьма 
близкого к  и о/г, и затем будет уменьшаться практически экспо
ненциально (13-23).

Если конденсатор в цепи рис. 13-11 до включения рубильника 
п итался от источника синусоидальной э. д. с ., то ис  (0) будет зна
чением напряж ения на емкости в момент коммутации.

Если положительное направление тока I (рис. 13-11) выбрать 
противоположным положительному направлению напряжения ис , 
то зн аки  в формулах (13-19) и (13-23) изменятся на обратные.

13-7. Включение цепи г, С на постоянное напряжение

Рассмотрим переходный процесс при включении цепи г, С на 
постоянное напряжение и  (рис. 13-13).

У равнен ие, составленное по второму закону Кирхгофа для сво
бодного процесса, совпадает с (13-21). Поэтому свободное напря
ж ение на емкости

« с  св =  Ае~ </гС — А ег Vх .
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Переходное напряжение на емкости

tic — ис  пр +  и с  св =  U -\-Ae~tiX.
Т ак к а к  конденсатор не был зар яж ен , т. е. при t =  0 н ап р я ж е 

ние « с  (0) =  0, то А =  —U и L
u c  =  V ( \ - е г Ч ' ) .  

Д л я тока получим: 
du

(13-24) 0 ------<¿fo

i =  C dt (13-25) 1 -uc |
0 -

Рис. 13-13.Начальное значение тока г (0) может быть 
получено и непосредственно. Т ак  к а к  и с  (0) =  0, 
то все напряжение источника и  при I =  0 оказы вается прило
женным к сопротивлению г.

Кривые изменения «с , « с пр. “ ссв и * (Рис- 13-14) показы ваю т, 
что напряжение на емкости и ток в цепи не устанавливаю тся м гно

венно. Н апряжение возрастает и 
то к  спадает тем медленнее, чем 
больше постоянная времени цепи т , 
т. е . чем медленнее за ту х ает  сво 
бодное напряжение Иссв-

Отметим аналогию закон ов из
менения тока г/, в цепи г ,  Ь и н а 
п р яж ения и с  в цепи г , С при вк л ю 
чении их на постоянное н ап р я ж е 
ние. Она следует из сравн ен и я 
равенств (13-12) и (13-24) и кр и вы х  
на рис. 13-6 и 13-14. А налогично 
т а к ж е  изменение величин иь и I 
в тех  ж е  цепях. А налогия распро

страняется и на случаи вклю чения цепей г , Ь и г, С на си н усо 
идальное напряжение.

К исследованию процессов зар яд ки  и разрядки конденсатора 
через резистор сводятся многие важ н ы е практические задачи , во з 
никающие при расчете переходных процессов 
в цепях автоматики, телемеханики, электро
ники и связи .

К ак будет показано ниже, эн ер ги я, пере
ходящ ая в тепло при включении цепи г ,  С, 
не зависит от г.

Рис. 13-14.

Пример 13-2. В  цепи, показанной на рис. 13-15, 
замыкается рубильник. Найти напряж ения на конден
саторах и ток, если конденсаторы были заряж ен ы  до 
напряжений (У10 =  100 В; 1120 =  25 В ; Сх =  1 мкФ ; Рис. 13-15.

2 мкФ ; г  =  75 Ом.
Р е ш е н и е .  Выберем положительные направления тока 1 и напряж ени й  на 

конденсаторах и иг (рис. 13-15).
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В установившемся режиме ток  будет равен нулю. Поэтому потенциалы точек 
а  и Ь сравняю тся, т. е.

Х̂пр 2̂Пр =
или

?1по/^1=  9апр/^2» (а)

где Ч\ и €¡2 — заряды  на конденсаторах.
Согласно закону сохранения зар яда

‘/1пр_Ь </2пр==0ю4"92О> (®)
где

920= ^-2^20'

Решив совместно уравнения (а) и (б), получим:

91 пр =  Сх -|- С 2 ^ 1^ 1 0 =  ^ 1 и1пр>

Ч г п р — £  ^ ^ 1аЛг ^ 2^2о) =  ^ 2и2пр»

С ^ ю -\-Сги г0 _  
пр === 2пр ==-------с ^ С 1 ---------- 5 0  В -

и1 =  и1пр +  А е - ‘/х = 50 +  А е - ‘/х, (в)

где т  =  л - ~ ^ -  =  5 0 .1 0 -в  с,

п оскольку конденсаторы соединены последовательно.
По второму закону коммутации при / =  0 получим их (0) =  £Д0 и из формулы 

(в) ых (0) =  50 +  А , о ткуда

А =  их (0) — 50 =  50 В и « 1 =  5 0 + 5 0 е_//т В.

Аналогично находим:

о ткуда

Тогда

*2 
и ток

du

ы2 =  5 0 - 2 5 е - '/т В

___с  _  _  , - т  д
1~ Сг <и -  ш ~~ е А-

У стрем ляя г  к  нулю и реш ая задачу  в этом случае, получим, что суммарная 
энергия конденсаторов по окончании переходного режима меньше их суммарной 
первоначальной энергии. Это указы вает  на неточность постановки задачи при

СО

г — 0. В самом деле, при г  -+■ 0 ток ( — оои интеграл ^ /2л ¿/мож ет быть конечным.

13-8. Включение цепи г, С на синусоидальное напряжение

П усть цепь г , С (рис. 13-13) включается на синусоидальное на
пряж ение

u =  Um sin (ш/ +  ф).

Принужденное напряж ени е на емкости
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где

2 — \ r2 +  (1/wC)2; tg  ф =  — l/ü)Cr.

Изменение свободного напряжений на емкости по-преж нем у 
определяется соотношением

«Ссв =  Л<?-'/т.

Переходное напряжение на емкости

«с  =  « с  пр +  « с  св =  sin  (wt + ф -  ф -  л./2) +  Ае~‘ 'х.

Начальные условия дают: uq

A U
О при t — 0. Отсюда 

^ - s i n  (ф -  Ф -  л/2)

и напряжение на емкости 

u c  =  ̂ s i n ( w t  +  y p - ( p - U„
я/2) s in  n|> ф "2") е~*!х, (13 -26)

где постоянная времени цепи т =  гС. 
Ток

С -¡£- =  - у -  | ĉos ф- sin (co¿ +  ф — ф) — sin  ф • sin  — ф — j

л г 
0—<*Т°-СИЭ-

(13 -27 )

П роверка дл я  t =  0 дает для нап ряж ен и я « с  значение н ул ь , 
а для тока i (0) =  Um sin гр/г. Д ействительно, в момент вклю че
ния цепи емкость к а к  бы закорочена 
[ис  (0) =  0] и все напряжение питания 
приложено к заж им ам  сопротивления.

Полученное выражение для тока 
объясняет возникновение больших толч
ков тока при включении ненагруж ен- 
ной кабельной сети, т. е. сети, в которой 
распределение энергии происходит по 
кабелям. На рис. 13-16 приведена э кв и 
валентная схема ненагруженной к а 
бельной сети, где С — эквивалентная 
емкость, учитываю щ ая емкость каждой
фазы на землю и емкость м ежду ф азами. Если сеть достаточно 
мощная, то поперечные сечения кабелей значительны и сопротив
ления г  малы. Поэтому при включении сети в момент, ко гд а  
напряжение одной из фаз проходит через амплитудное значение, 
наблюдаются весьма значительные толчки тока .

Кривая изменения напряжения и с  аналогична кривой то 
ка на рис. 13-9, а . Спустя время от 774 до 3 774 после вклю чения, 
напряжение ис  может достигать значений, превышающих ам пли
туду  принужденного режима. М аксимальное значение и с  полу-

J-- -

Т  с*
L -LГ'т

Рис. 13-16.
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чается, если в момент вклю чения цепи принужденное напряжение 
равно амплитудному значению — ср =  я  или 0), а постоянная 
времени цепи т оо. К ри вая и с  для т|з — ф =  я  аналогична кривой 
тока на рис. 13-9, б . Примерно через половину периода после вклю 
чения цепи напряж ение на емкости достигает почти удвоенной 
амплитуды принужденного режима ыс макс ~  2 С / с т п р -

И так, в этом случае переходное напряжение на емкости ни при 
каки х  условиях не может превышать удвоенной амплитуды при
нужденного режима.

Если в момент вклю чения принужденное напряжение на емкости 
проходит через н уль, то начальное значение его свободной состав
ляющей такж е  равно нулю , т. е. свободного напряжения на емкости 
вообще нет и в цепи ср азу  возникает принужденный режим.

Совершенно т ак  ж е, к а к  и для цепи на рис. 13-10, а, но зам еняя индуктивность 
емкостью, можно показать , что в разветвленной цепи из активных сопротивлений 
с одной емкостью постоянная времени

т  =  (/■ +  ' „ )  С. (13-28)

Можно дать простую формулу для непосредственного определения переход
ного напряжения на емкости для цепи с активными сопротивлениями и одним 
конденсатором.

Н апряжение на емкости

“с (0  =  “Спр Ю +  « с «  М =  «Спр +  А е~  

где х определяется согласно (13-28). При 1=  0

“с (° ) =  “спр-(0) = “с„р(°) +  л -
откуда

А =  и СПр -  ( ° ) - иС п р (° )

и окончательно

«С  ( 0  =  “ Спр ( 0  +  [«С пр-(°>  -  “ Спр ( ° ) ] "*■ <13-2 9 >

Если до коммутации (/ <  0) режим не был принужденным, то напряжение
1 (0) нужно заменить напряжением ис _ (0) предшествующего режима. Тогда 

получим:

“ С (/) =  “ С п р (/) +  [ иС - ( 0 ) - МС п р ( ° ) ] е“ ' /Т- ( 13' 3° )

Подчеркнем, что приведенные формулы (13-29) и (13-30) действительны  
только для напряж ения  на емкости.

13-9. Переходные процессы в неразветвленной цепи г, Ь, С

По второму зако н у  Кирхгофа свободные напряжения на всех 
элементах неразветвленной цепи взаимно уравновеш иваются. По
этому для цепи (рис. 13-17), состоящей из последовательно соеди
ненных сопротивления, индуктивности и емкости (цепи г , ¿ ,  С 
или последовательного контура), имеем:

/'1св +  '̂ +  мСсв =  0> (13-31)
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где
iCB =  dqCB/dt =  C d u CcB/dt. (13 -32 )

П одставляя значение iCB в уравнение (13-31), после дифферен
цирования получим дл я  « Ссв дифференциальное уравнение второго  
порядка:

r dur  1
~~Ш ~~dt LC Uc ®' (13 -33)

Свободный зар яд  на конденсаторе удовлетворяет такому ж е  диф
ференциальному уравнению:

I Г di7св |___ 1 __  п
dt* ' L dt + ÍC  9си — 0 .

Дифференцируя это уравнение по времени, 
с учетом равенства (13-32) получим аналогич
ное дифференциальное уравнение дл я  i'CB:

^ 2 ,св i_____diCB |___________1 .  ____ р .

dt* L dt LC св~  '
Тождественность дифференциальных у р а в 

нений указы вает на одинаковый закон изме
нения Uqсв, qCB и í cb.

Д л я решения любого из этих дифференциальных уравнений со 
ставим х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е

Рг+тР+гс=°- (13-34>
Х арактер свободного процесса зависит только от параметров 

цепи г, L, С, т . е ., иначе говоря, от вида корней характеристиче
ского уравнения. Т ак  как  эти корни определяю тся равенством

Л ,2  =  —  - ¡ i  —  ~  Г с '  (1 3 -3 5 )

то характер свободного процесса зависит от зн ака подкоренного 
выражения, который и определяет, б удут  ли корни вещ ественными 
или комплексными.

13-10. Апериодический разряд конденсатора

А п е р и о д и ч е с к и м  р а з р я д о м  конденсатора, з а р я 
женного до напряжения U0, через резистор и катуш ку и н д укти в
ности называется разряд , при котором нап ряж ени е на конденсаторе 
монотонно спадает от значения U0 до н у л я , т . е . не происходит п ер е
зарядки конденсатора. С энергетической точки зрения это озн ачает , 
что при разряде конденсатора отдаваем ая им энергия лишь в м алой  
доле переходит в энергию магнитного поля катуш ки , а больш ая 
ее часть поглощается в резисторе. Н ачиная с некоторого момента 
времени, в тепло переходит не только о ставш аяся  энергия эл ектр и 

¿cB

345



ческого поля конденсатора, но и энергия, которая запаслась в м аг
нитном поле катуш ки .

Апериодическое решение однородного дифференциального ур ав 
нения, т. е. в наш ем случае апериодический характер свободного 
процесса (разряда конденсатора), имеет место, если корни характе
ристического ур авн ен и я (13-35) вещественны, т. е. если

г 2/41* >  1/ЬС
или

г >  2 УТ/С. (13-36)

Назовем к р и т и ч е с к и м  с о п р о т и в л е н и е м  кон
тур а такое наименьш ее его сопротивление, когда свободный про
цесс имеет еще апериодический характер:

г кр =  2 У Ц С .  (13-37)

Корни р х и р 2 вещ ественные и различные, если выполняется не
равенство г >  гкр.

Общее решение однородного дифференциального уравнения вто
рого порядка и в  частности (13-33) при различных корнях пред
ставляется в виде

« с  св =  АхеР^ +  А2еР>*, (13-38)

где при условии (13-36) Ах и А.г — вещественные постоянные интег
рирования, определяемы е из начальных условий, а р х и р 2 — ве
щественные и различны е корни характеристического уравнения. 
Заметим, что корни обязательно отрицательны, т а к  как  свободный 
процесс должен бы ть затухаю щ им во времени.

Согласно (13-32) то к
<1ис
Чс,‘»  =  С Т 2  =  С ( М ^ +  АгРге ^ ) .  (13-39)

При разряде конденсатора принужденное напряжение на ем
кости и ток равн ы  нулю , поэтому их переходные значения равны 
свободным:

^ С = = ^ С св»  1 =  1св-

Из начальных условий ис =  ^ 0 и г =  0 при / =  0 определим 
значения постоянных интегрирования. П одставляя начальные усло
вия в равенства (13-38) и (13-39), получаем:

и 0 =  А1 +  Аг; 0 =  Ахр1 +  А2р 2,
откуда

^  Р-гУо . ^  ___ Р\Цо
1 Р г ~ Р 1 2 Р 2 — Р 1 '

При этих зн ачен иях постоянных интегрирования напряжение 
(13-38) и ток (13-39)

« с  =  « с  сВ= - т ~  ( Р ^  -  р хе^ ) ; I =  ¿с,  =  (е^‘ -  е»*1) .Р 2— Р1 Р2 г1
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Т ак к а к  произведение корней р г и р 2 характеристического ур ав 
нения равно его свободному члену, т. е. р хр 2 — 1 /ЬС, то

( = т 5 * Ь г г  < 1 3 ' 4 0 >

Напряжение на индуктивности «л найдем по формуле

иь =  «л св =  £ сИ/Ш =  — {ргеМ — р 2еР*() . (13-41)
Р?.~Р 1

Ток и напряжения на емкости и на индуктивности состоят из 
двух  экспоненциальных составляющ их, коэффициенты затухания 
которых равны | р 1 | и | р 2 | и определены равенствам и  (13-35).

Рис. 13-18

Кривые изменения напряжений на емкости и на индуктивности 
тока и их составляющих приведены на рис. 13-18, а  и б. Они пока
зываю т, что напряжение на емкости монотонно ум еньш ается с на
чального значения U0, а ток, возрастая от н у л я , достигает макси
м ум а, а затем такж е уменьш ается. Касательная к  кривой ис  в на
чале координат горизонтальна, т а к  как  напряж ение и с  имеет м ак
симум в начальный момент. Это следует и из второго , уж е  отмечен
ного выше начального условия / (0) =  0.

Поскольку i =  С duc/dt, максимум кривой то ка  и точка пере
гиба кривой напряжения ис  получаются в один и тот ж е  момент 
времени tv  Это время tx можно найти, приравнивая нулю  производ
ную di/dt.

Напряжение на индуктивности изменяется от значения — U0, 
т а к  к а к  при t =  0 и ток, и напряжение на сопротивлении равны 
нулю и, следовательно, напряж ения на емкости и на индуктивности 
равны по абсолютному значению. Н апряжение на индуктивности 
по абсолютному значению сначала уменьш ается, затем  проходит 
через нуль в момент, когда то к максимален (что сл едует  из соотно
шения Ui — L di/dt), и возрастает до некоторого положительного 
максимума, после чего уменьш ается и стремится к  нулю . П ока ток
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алгебраически уменьш ается (в интервале от нуля до (1), э. д. с. само
индукции, поддерживая его, будет по закону Ленца положитель
ной, а  нап ряж ение на индуктивности отрицательным. Когда ток 
начинает алгебраически возрастать, э. д. с. самоиндукции проти
водействует ем у и будет отрицательной, а напряжение на индуктив
ности — положительным.

М акси м ум  кривой «£. и точка перегиба кривой г получаются 
в один и тот ж е  момент времени /2> что следует в свою очередь из 
равенства =  £ сШШ. Этот момент времени ¿2 можно найти, при
равн ивая нулю  производную йиь/М.

Отметим т а к ж е  влияние индуктивности на протекание процесса. 
Из вы раж ений  (13-35) следует, что увеличение индуктивносги Ь 
приводит к  уменьшению абсолютных значений р г и р 2 и, стало быть, 
к замедлению  нарастания тока и спада напряжения на заж им ах 
конденсатора. Наоборот, при малой индуктивности I  ток растет 
быстро и быстро спадает напряжение на заж имах конденсатора. 
Такой случ ай  фактически получается при разряде конденсатора 
через резистор (см. § 13-6).

13-11. Предельный случай апериодического разряда 
конденсатора

П редельный случай апериодического разряда конденсатора 
имеет место, если сопротивление контура г  равно критическому г кр, 
т. е. корни характеристического уравнения (13-34) вещественные и 
равные:

р1 =  р2 =  р =  — г!2Ь. (13-42)

Общее решение однородного дифференциального уравнения 
(13-33) д аетс я  в этом случае формулой

иСсв — Не — (■'41 +  А4) ер‘ . (13-43)

На основании (13-32) для свободного тока ¿св получим:
1св =  1 =  С (Л 2 +  рАх-^- рА4) е р*- (13-44)

При начальны х условиях и с  (0) =  и о и г (0) =  0 находим по
стоянные интегрирования Ах — £/0, Аг — — р и о. П одставляя зна
чения Ах и А2 в  соотношения (13-43) и (13-44), получаем ток и на
пряжение на емкости:

ис  =  и 0 (1 - р 0  е р‘\ (13-45)

I =  — Ср2и ^ е р‘ — — ^  1ер‘ . (13-46)

Определим такж е  напряжение на индуктивности:

« ¿  =  ¿ 2  =  - и # ( 1 + Р1)ер‘ . (13-47)

К ривы е изменения I, и с  и иц по форме не отличаются от приве
денных на рис. 13-18, а  и б.
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13-12. Периодический (колебательный) разряд конденсатора

Разряд будет периодическим или колебательным, если сопро
тивление контура меньше критического г  <  гкр, т. е. корни харак
теристического уравнения (13-34) комплексные и сопряженные. 

Обозначим в (13-35)
а  =  г/21; (13-48)

0)„
так что

- V  СС -  & ( 1 3 ' 4 9 )

Va* +  atl=l/VLC,  (13-50)
и назовем со0 — угловой частотой собственных колебаний контура, 
а Т0 — периодом его собственных колебаний.

Для корней Pi и p.¿ получим:
Pi, 2 =  — а±/со0. (13-51)

Решение дифференциального уравнения (13-33) при комплекс
ных корнях его характеристического уравнения удобно записать 
в виде

MccB =  ^ e 'ot/sin((ú0í +  x). (13-52)
Тогда ток

1св =  С Л е-^[— a s in  (ю0/ +  х) +  «о eos (a>0¿ +  x)]- (13-53)
Так как переходное напряжение на емкости и ток по-прежнему 

равны их свободным значениям и начальные условия такие же, 
как в двух предыдущих случаях, то по формулам (13-52) и (13-53) 
получим:

.  U0 =  A sin х; 0 =  СЛ (— a s in x  +  ®0cosx).
Из последних соотношений находим:

A co sx =  ̂ U 0;(1)у

tg X  =  «o/a; /4 =  {/0/ю0 V L C ;

sinx =  —  0)0 — ; cosx =  —
I a2 -I- to?

Подставляя значения A, sin % и cos x в выражения (13-52) и 
(13-53) и обозначая для краткости

U C m  =  U 1. т  —  U 0Л°0 1/ ~ L C  =  í/0/S in X; 1 т  =  i / о / ® .

получим окончательные выражения:
Чс =  и Сте-м sin (о)0/ + Х); (13-54)

i' =  /me-°*sin (ü)0H - л); (13-55)
uL =  ULme - aí sin (ü)0t — x). (13-56)
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Кривые изменения ис  и г даны на рис. 13-19. Ток и напряжения 
на емкости и на индуктивности представляются затухающими сину
соидальными функциями с угловой частотой собственных колебаний

контура со0 и коэффициен
том затухания а , причем 
как со0, так и а  определяют
ся только параметрами кон
тура г, I  и С. Начальная 
фаза х зависит также толь
ко от параметров контура, 
в то время как и Ст, ИЬт 
и 1т зависят и от парамет
ров контура, и от началь
ного напряжения на емко
сти. Пользуясь и для зату
хающих гармонических 
процессов понятием сдвига 
фаз, отметим, что ток опере
жает пофазе напряжение на 
емкости на угол я  —% и от
стает от напряжения на ин
дуктивности на угол л — х- 

Кривые ис  и I касаются 
огибающих (на рис. 13-19 

изображены пунктиром), когда синус равен единице. Строго говоря, 
кривые ис и I не являются синусоидами, а только похожи на сину
соиды и максимумы их не лежат посередине между точками пере
сечения ими оси абсцисс (в пределах 
каждой половины периода зона воз
растания ординат занимает меньше, 
а зона их убывания — больше чет
верти периода. Это объясняется тем, 
что в формулы входит множитель за
тухания е~а‘).

При изучении синусоидальных (пе
ременных) токов мгновенные значения 
получают, проектируя на мнимую ось 
векторы, длины которых равны ам
плитудам, и вращающиеся против на
правления движения стрелки часов с 
угловой скоростью м. Также и мгно
венные значения ис, / и [формулы 
(13-54) — (13-56)] можно найти как 
проекции на вертикальную линию 
векторов и сте~ы, 1те~ш и и1те-ш, вращающихся с угловой ско
ростью (о0, длины которых уменьшаются пропорционально е~ы . Кон
цы этих векторов описывают не окружности, как при синусоидаль
ных токах, а логарифмические спирали. Таким образом, для
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затухающих синусоидальных колебаний может быть построена 
векторная диаграмма, приведенная на рис. 13-20. Эта диаграмма 
наглядно показывает, что напряжение на емкости отстает от тока 
на угол я  — %, а напряжение на индуктивности опережает ток на 
угол л — х- При этом радиусы-векторы Иьт, ¡т? и и Ст, склады
ваясь геометрически, образуют равнобедренный треугольник не 
только в начальный момент времени

1 В  +  ВО + ОА =  0, 
но и в любой следующий момент

АхВх -(- В хО О Ах — 0.

Полученные равенства, естественно, вытекают из второго закона 
Кирхгофа для мгновенных значений

U■L св “1“  ^"!*св Ч” « С  св ==

Быстроту затухания рассматриваемых колебаний характеризуют 
отношением напряжений в моменты времени / и I +  Т0:

ис  (0 = и сте~а< з!п Ы + г )  ^т„
“с{<+т») и с те~а(‘ +То)^ [ % ( { + Т0)+ %]

Это отношение, называемое д е к р е м е н т о м  к о л е б а 
н и я ,  — постоянная величина, не зависящая от времени (, а зави
сящая лишь от параметров цепи 
г, I ,  С.

Часто быстроту затухания 
колебаний характеризуют нату
ральным логарифмом этого от
ношения

А“ |п= ^ т т а - - “ 7’'» <13'57>

который называется л о г а 
р и ф м и ч е с к и м  д е к р е 
м е н т о м  к о л е б а н и я .
Если кривая затухает медленно, 
то отношение ее значений, от
стоящих на время Т0 друг от 
друга, близко к единице, лога
рифмический декремент близок к нулю и логарифмическая спираль 
закручивается медленно. Если же затухание значительное,то лога
рифмическая спираль закручивается весьма быстро.

На рис. 13-21 представлены кривые изменения отношения ам
плитуд колебаний в конце 1, 2, 3-го и т. д. периодов к начальной 
амплитуде, построенные для разных значений логарифмического 
декремента Д.

1 2  3 ^ 5 6  
Число прошедших периодов

Рис. 13-21.
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Сопротивление г оказывает существенное влияние на скорость 
затухания колебательного разряда емкости. Кроме того, как пока
зывает равенство (13-49), по мере увеличения сопротивления г 
уменьшается частота собственных колебаний со0 и увеличивается 
их период Т0. Когда г  достигнет значения гкр, частота собственных 
колебаний будет равна нулю, период Т0 — бесконечности, что 
соответствует апериодическому разряду.

При колебательном разряде конденсатора через идеальную ка
тушку (г =  0) получим:

т. е. затухание процесса равно нулю, а частота собственных коле
баний имеет наибольшее возможное значение и равна резонансной 
частоте последовательного контура.

Из равенств (13-54) — (13-56) следует, что «с, I и «£ будут изме
няться гармонически с угловой частотой со„:

Ток /' отстает по фазе на я/2 от напряжения на индуктивности 
и опережает на я/2 напряжение на емкости. Поскольку сопротивле-

ставляющих его свободного тока изменяется по экспоненциаль
ному закону.

Сравнивая включение апериодического контура г, Ь, С на по
стоянное напряжение и  с апериодическим разрядом емкости (§ 13-10), 
заключаем, что принужденный ток по-прежнему равен нулю, а при
нужденное напряжение на емкости теперь равно не нулю, а и .  
Поэтому в отличие от апериодического разряда емкости теперь 
Чссв (0). =  — и ,  т. е. знаки коэффициентов Ах и Ла изменяются 
на обратные. Переходные напряжение на емкости, ток и напряже
ние на индуктивности

ш0==1 /V ЁС\ 1бх =  оо; х =  зх/2; а  =  0, (13-58)

ние отсутствует, первоначальный запас энер
гии остается неизменным и энергия попере
менно переходит из электрического поля в 
магнитное, и наоборот.

13-13. Включение цепи г, С 
на постоянное напряжение

Рис. 13-22. Условимся называть контур г, Ь, С (рис.
13-22) апериодическим, если каждая из со-

ис  =  и  + -У—  {р2еР‘‘ -  р ^ 1) ;Р1 — Р*2 (13-59)

(13-60)

(13-61)«I =  „ ■ (Л*"“ ~ Рг^'1) • Р1-Р%
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Кривые «с, i и uL даны на рис. 13-23. Напряжение на емкости 
монотонно возрастает от нуля до напр5^жения источника U, причем 
точка перегиба кривой при t = tx получается в момент, когда ток 
достигает максимального значения. Касательная к кривой в на
чальный момент i = 0 горизонтальна, так как ток в начальный 
момент равен нулю. Кривые тока i и напряжения uL по характеру 
такие же, как и в § 13-10.

Включение цепи г, L, С на 
постоянное напряжение при 
г ~ гкР исследуется аналогично 
рассмотренному в § 13-11.

Будем называть колебатель
ным контуром цепь г, L, С, сво
бодный ток которой изменяется 
по затухающему синусоидаль
ному закону.

Сравнивая включение колеба
тельного контура г, L, С с коле
бательным разрядом емкости, 
заключаем, что свободные напря
жения и ток в рассматриваемом 
случае изменяются так же, как  
при колебательном разряде, только теперь иСсв (0) =  —U и знак 
коэффициента А изменяется на обратный. Поэтому, как было 
показано выше, знаки свободных напряжений на емкости (13-54) и 
на индуктивности (13-56) и тока (13-55) тоже изменяются на об
ратные:

«с =  нс пр +  нс св =  и ------ e~at sin Ы  +  X); (13-62)CÚQ у ьС

1 =  1св= = ^ге“а< sin(ú01\ (13-63)

UL =  — ULсв =  ¡ í j y r erat sin (<*>„/ - y ) .  (13-64)
CDq y  L O

Кривые тока и напряжения на емкости даны на рис. 13-24. Ток 
совершает затухающие колебания относительного нулевого значе
ния. Напряжение на емкости колеблется около своего принужден
ного значения U и не может превзойти 2U. Оно достигает наиболь
шего значения примерно через половину периода после включе
ния цепи. Этим пользуются в импульсной технике для получения 
напряжения на конденсаторе, равного двойному значению напря
жения источника питания. Колебательный контур г, L, С с опре
деленной частотой включают на постоянное напряжение и отклю
чают. Соответственно с той ж е частотой на зажимах конденсатора 
образуются импульсы напряжения, величина которых почти вдвое 
больше напряжения источника питания.

Так же как и при колебательном разряде емкости, заслуживает 
внимания случай включения на постоянное напряжение идеаль-
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иого колебательного контура (г =  0). В этом случае выполняются 
равенства (13-58). Поэтому из (13-62) — (13-64) для тока и напря

жений на емкости и индуктивности 
имеем:

uc  =  U — U cos со0/;

1 =  SÍnC ú0¿ ;  M¿ =  U COS (ù0t.

Ток и напряжение на емкости 
изменяются гармонически с часто
той свободных колебаний со0. При 
этом напряжение на емкости колеб
лется от 0 до 2U.

С энергетической точки зрения 
процесс включения цепи г, L, С 
на постоянное напряжение инте
ресен тем, что при любых г, L, С 
половина энергии, полученной от 
источника за время переходного 

процесса, перейдет в тепло, а другая половина запасется в элек
трическом поле конденсатора.

Действительно, энергия, поступающая от источника:
оо со с о  0 U

^Ui dt =  J (uri +  «¿г +  McO dt = \ r i2 dt +  $ Li di  +  $ Cuc duc

или

т. e.

U СО
U j  C d «c = C Í/ 2 =  J ri2dt + c m

2

r i2 dt —eu*

К ак частный случай, из доказанного следует, что те же самые 
энергетические соотношения будут иметь место и при L = 0, т. е. 
при включении цепи г, С на постоянное напряжение.

Аналогично рассматриваются явления, возникающие при вклю
чении апериодического и колебательного контуров г, L, С на сину
соидальное напряжение и =  Um sin (mí +  г|э).

13-14. Общий случай расчета переходных процессов 
классическим методом

Рассмотрим общую методику расчета переходного процесса на 
примере разветвленной цепи, в состав которой входят хотя бы по 
одному разу элементы/-, С и источники постоянной или гармони-
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ческой э. д. с. или тока (рис. 13-25). Рассчитаем токи во всех ветвях 
и напряжения на всех ее элементах в переходном процессе при 
включении рубильника Ря.

характеристического уравнения.
Для этой цели (разумеется, при замкнутом рубильнике Р„) вос
пользуемся, например, методом контурных токов применительно 
к мгновенным значениям свободных составляющих:

Введем обозначения гп , г22, Ь22 и Сш С22 — сопротивления, 
индуктивности и емкости каждого иЗ контуров; г13 — общее сопро
тивление двух соседних контуров.

С учетом этих обозначений последние уравнения примут вид:

Решение системы уравнений (13-65а) и (13-656) для любого из 
токов ¿1св или 12ся представляется в общем случае в виде суммы 
экспоненциальных функций, каждая пара которых, имеющая оди
наковые показатели, должна удовлетворять этим уравнениям. 
Поэтому дальнейшие рассуждения проведем для любой из пар:

Для этого прежде всего опреде
лим принужденные токи и напря- — 'гсв

ными или гармоническими, расчет 
принужденных режимов до и после

Поскольку э. д. с. или токи источ-

Определение свободных токов и 
напряжений начнем с составления

ников предполагаются постоян- .............. .. ................................ ............. '1

известных методов.
коммутации выполним одним из е,

Рис. 13-25.

(̂ 1 ~Ь Га) I1СВ  ̂ ¿1св (К *̂з̂ *2св —

-  г311св +  (/"2 +  гз) г2св +  ¿ 2  ^  ¿2св <и =  0 .

Г11г1св ^ Нсв & Г^Ъсв — ®'* (13 -65а)

г 2111св 4" Г22^2св 4" -̂22 ^ 12св( # = 0 .  (13 -656 )
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Подставляя значения производных и интегралов токов /1св, 
г'2св в уравнение (13-65), получаем:

(гц-(- 1/рСц) г'1СВ +  г‘1̂ 2СЪ — 0) (13-66а)

/'2111св +  ^22 +  Р '̂2а +  ‘̂ ^"^ 12св =  0. (13-666)

Дифференциальные уравнения (13-65а) и (13-656) относительно 
функций г1св, /#с,  превратились в алгебраические [(13-66а) и (13-666)] 
относительно этих же функций. Такое преобразование называется 
а л г е б р а и з а ц и е й  системы дифференциальных уравнений.

Полученная система двух однородных уравнений (13-66) с двумя 
неизвестными г1св, г2св имеет решение, отличное от нулевого, если 
определитель системы равен нулю:

А (Р) = Г п + т к :  Г12
1

Г21 Г22~\~ 22 Ч"
=  0 (13-67а)

(нулевое решение г1св = г2св = 0 означает отсутствие свободного 
процесса, что возможно в частном случае и притом только в цепях, 
описываемых дифференциальными уравнениями первого порядка).

Из (13-67а) следует, что р  является корнем уравнения А (р ) = 0. 
Само же уравнение

А (р) =  0 (13-676)

представляет собой характеристическое уравнение.для данной си
стемы дифференциальных уравнений. В рассматриваемом примере 
получаем характеристическое уравнение третьей степени.

Решение уравнения А (р) =  0 (точное или приближенное) 
производится по обычным правилам алгебры. Поэтому его корни ри 
р2 и р я в дальнейшем будем считать известными.

Выбор контуров при расчете методом контурных токов здесь целесообразно 
делать т а к , чтобы для каждого из контуров порядок дифференциального уравне
ния был наименьшим. В качестве таки х контуров нужно выбирать по возможности 
контуры, содержащ ие только сопротивления, только индуктивности, только емко
сти, только сопротивления и индуктивности или только сопротивления и емкости. 
В самом деле, уравнение второго закона Кирхгофа для свободных токов в контуре 
с одними сопротивлениями является алгебраическим. Д ля контура с одними ин
дуктивностями оно хотя и дифференциальное, но интегрированием легко приводит
ся к  алгебраическому. В контуре с одними емкостями оно интегральное, но диф
ференцированием приводится к алгебраическому. Наконец, для контуров с сопро
тивлениями и индуктивностями или с сопротивлениями и емкостями получаем 
дифференциальные уравнения первого порядка. Кроме того, контуры, конечно, 
надо выбирать т а к , чтобы уравнения по второму закону Кирхгофа были незави
симыми. Т огда порядок дифференциального уравнения относительно одной 
неизвестной функции и степень характеристического уравнения цепи будут равны 
сумме п орядков дифференциальных уравнений отдельных контуров.

Степень характеристического уравнения цепи можно найти, не составляя и не 
раскры вая определитель системы дифференциальных уравнений. Например, 
для цепи рис. 13-25 выберем контуры так , чтобы второй включал индуктив
ность и емкость С2, а первый — только емкость Сх. Тогда порядок диффе
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ренциального уравнения для второго ко н тур а равен двум , а для первого —  еди
нице. Следовательно, степень характеристического уравнения цепи р авн а трем .

В общем случае, когда цепь разби вается указанны м  выше способом на п 
контуров и каж ды й контур содержит в своем составе индуктивность и ем кость , 
степень характеристического уравнения цепи будет 2 п.

Составить определитель Д (р ) в общем случае можно следующим 
образом. Рассматривая коэффициенты при свободных контурных 
токах tlcg и i2CB в равенствах (13-66а) и (13-666), видим, что они за 
писаны как комплексные сопротивления тех же контуров, но с заме
ной /со на р. Например, комплексное сопротивление второго контура

2 32 — ^22 “Ь /tt*Z-22 4 “ l//CúC22 

заменяется величиной
^22 (Р) =  г гг +  pL22 +  1 IpC^.

Следовательно, определитель системы может быть составлен 
подобно тому, как это делается при расчете цепей переменного тока 
методом контурных токов.

Как будет показано ниже (§ 14-3), можно записать в зависимости 
от р входное сопротивление цепи (рис. 13-25) для любой из ветвей, 
например первой:

и, приравняв его нулю, сразу получить характеристическое 
уравнение цепи. При этом легко убедиться, что числители вход
ных сопротивлений любой из ветвей будут одинаковы. Поэтому для 
получения характеристического уравнения можно составить любое 
из входных сопротивлений ZlBX (р), Z2BX (р ) или Z3BX (р).

Найдя корни характеристического уравнения системы, напишем 
общие выражения для каждого из контурных токов.

Рассмотрим несколько случаев:
а) корни р ъ  р г и р 3 вещественные и различные:

í'icb =  AtfpJ -\-А2е р’* +  А3еР°';
б) корни р ъ  p.¿ и р 3 вещественные и равные, т. е. р г =  р г =  р 3 =

i’icb =  (Ai +  A<¡t -|- A3t2) ept\
в) корень p t — вещественный, а корни р 2 и р 3 — комплексные и 

сопряженные, т. е. р 2 =  —а  +  /со, р А =  —а  — /со;
г1св — A^pJ  +  (Л2 eos wí +  Аз sin ai) e~aí.

Поскольку порядок расчета не зависит от вида корней характе
ристического уравнения, рассмотрим в дальнейшем первый случай.

Выберем произвольно положительные направления свободных 
токов в ветвях схемы (рис. 13-25). Целесообразно (но, разумеется, 
не обязательно), когда это возможно, выбрать их совпадающими 
с принятыми ранее положительными направлениями контурных 
токов (например, токи г1св и г'3св в ветвях 1 и 2).
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Далее запишем выражение переходного тока, например, ветви /:
i 1 =  imp +  ¿ice =  * хпР +  ̂ 4 xePit +  Л 2ер*‘ +  А Зер’' (13-68)

и покажем, как определить постоянные интегрирования Аъ А2 и А3.
Для этого дважды продифференцируем (13-68) и подставим 

/ = '0  в (13-68) и в полученные дифференцированием выражения:
¿1 (0) =  ¿mp (0) +  А1 +  Л2 +  А3;
*1 (0) — i 1 пр (0) +  2iAi ̂ rPiAi -\~PsA3; (13-69)

(0) == ¿Гпр Ф ) Л-Р\А\-{-р1А2 + p\A3.
Так как значения принужденного тока г1пр и его производных 

при t =  0, а также корни характеристического уравнения р и  р 2 и р 3 
известны, то из уравнений (13-69) можно найти Аг, А2, А3, если из
вестны значения тока и его производных i[ и ¿1 при t — 0. Для 
вычисления ^(0), i\ (0) и i\ (0) запишем уравнения первого и второго 
законов Кирхгофа для токов ветвей:

г'х =  г 2 +  h\ (13-70а)
uci~\~ =  (13-706)

где ix =  Ci duCl/dt;
r-ih +  Wc2 — r зЬ =  0, (13-70в)

где i2 =  C2 du c j d t .
По законам коммутации токи в ветвях с индуктивностью и на

пряжения на емкостях в момент коммутации скачком не изменяют
ся. Следовательно, в системе (13-70а)—(13-70в) при t = 0 значения 
ts(0), «ci(0) и иС2 (0) известны. Тогда из первых двух уравнений 
(13-70) находим гх (0) и г3 (0).

Затем продифференцируем уравнения (13-70а) и (13-706) и пере
пишем уравнение (13-70в):

d i d  dt  =  di2/dt +  dia/dt; (13-71 a)

* $ + ¿ + * 3 - $ ;  ( 13-71ß)

r 2i2 -|- L2 -f- UC2 — Г313 — О. (13-71в)

Рассматривая систему уравнений (13-71a)—(13-71в) для t = 0 и 
учитывая, что в ней известны начальные значения всех токов, а также 
е\ (0) и иС2(0), из уравнения (13-71в) находим г'г (0), а из первых двух 
И (0) и Й (0).

Дифференцируя еще раз эту систему, получаем:
d2i, 
dt* 

d"il ,
' '  Г1Чр +

r 2 I t  +  L2

d2i., . d-i3 > 
" + (13-72a)

1 d'l d43 d2ei 
dt ' 3 dP ~ dt- ’ (13-726)

, h _ di3 n 
! dt* + C 2 3 dt (13-72в)
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Рассматривая систему (13-72а)—(13-72в) для / = 0 и зная началь
ные значения всех токов и их первых производных, из уравнения 
(13-72в) находим i"2 (0), а из первых двух i\ (0) и Ц (0).

Теперь легко найти постоянные интегрирования Ах, Аг, А3 
из системы уравнений (13-69).

В общем случае для дифференциальных уравнений, определи
тель А (р ) которых п-го порядка, при вычислении постоянных 
интегрирования нужно пред
варительно определить на
чальные значения искомой 
величины и ее п — 1 произ
водных.

Из подобных же уравне
ний определяются постоянные 
интегрирования, например, 
для тока i2, если его нельзя 
найти из уравнений Кирхгофа 
по найденному току iv  Впро
чем, часто это можно сделать.
Например, для схемы, изображенной на рис. 13-25, следует после 
определения тока найти напряжение на зажимах ветви 1 и по нему 
ток i3. Затем по первому закону Кирхгофа легко найти ток г2.

Пример 13-3. Найти токи í, i¡ и i2 и цепи (рис. 13-26) после выклю чения р у 
бильника, если известны R =  30 Ом, г =  10 Ом, L =  9 -10  2 Г, С =  9 - 10-4 Ф , 
и =  180 sin  (300 / +  45°) В.

Р е ш е н и е .  Найдем ток i и напряж ение uL на индуктивности в принужден
ном режиме до коммутации

/пр- = ---------~7~7—  ~  3 , 14+  /0,40 А,
2 4__ l i í 2-

+ Zx + Zt
где

Z = ̂  + /w¿; Z, = /?а = /-/2;
í ир_ =  4,48 sin (300/+  7°20') А;

í„p_ (0) =  4,48 sin 7*20' =  0,574 А;

Ос„„ -- '„ р- л г Й 7 - 6’5 - ' 6’8В ;
иСп _

Дпр- ~ —7 — 1,3 — / 1,36 А ;

^Лпр- = V /0)¿==-  1°>9 + ̂ 85 В:
u inp_ =  121,3 sin (300/ +  97°20') В ; « ¿ llp (°) =  120,3 В.

Найдем все токи в принужденном реж име после коммутации:

/пР= -------- ^ - у т -  =  3,21 +  /0,44 А,
7  _1  ̂ 2 ̂ ¡ 7 i 7'

— о  L

359



W - W t ^ “ 3’0^ 2848' *

/пр =  4,58 sin (300í +  7°45 ') A ; inp (0) =  4,58 sin 7 4 5 '= 0 ,6 1 8  А. 

Переходим к  расчету переходных токов.
Разби в схему на контуры , к а к  показано на рис. 13-26, составим уравнения 

д л я  свободных контурных токов:

(R + r) ¿аса+  Z. diaCB/dt-\-ri[)CB — 0;

Г̂ асв “H rifrcB “1 q~  ̂ hcB 0.

А лгебраизуя эту систему дифференциальных уравнений, получаем:

(40 +  9 -  Ю*2р) £ас в+ 10íÜCB =  0 ; 10ío(;b +  ̂ 10 +  ̂  ^ 16”**) ,icB

Характеристическое уравнение составим, приравняв нулю определитель этой 
системы однородных алгебраических уравнений:

где Z2 =  r\

40 +  9 - 1 0 - 2 р  10

110 10 + -
= 0.

или

р • 9 • 10-4 

81 • 10-вр2 +  Зб. Ю_3р +  4 =  0.

Корни его
p i =  p2 =  p =  — 222 с ! .

Напишем сначала выражение д л я  тока i:

i =  <пр +  i СВ =  4 ,58 sin (Зоог +  7°45') +  (А, +  А21) г « * .

В  момент коммутации (t =  0) ток в индуктивности не изменяется скачком. 
П оэтому

i (0) =  ¿ п р -  (0) = 0 ,574  =  0 ,6 1 8 + Ль
о ткуда

Л 1 =  -  0,044 А.

Т ак  к а к  при t =  0 не изм еняется скачком напряжение на конденсаторе ис> 
то, к а к  видно из схемы рис. 13-26, не изменится скачком и напряжение на индук
тивности uL, что позволяет с р а зу  найти (L di/dt)¡_0:

“i  (° ) =  “ i n P-  (0) =  120,3 =  (L di¡dt),_0 =
=  9 -1 0 -2  (4 (58 . 300 eos 7*45' +  0,044 • 222 +  A2),

о тк уд а  A2 =  — 35, 76 A/c.
Окончательно для i получаем:

i =  4,58 sin (300/ +  7°45') -  (0,044 +  35,761) e~™' A.

Составив для внешнего ко н тур а схемы рис. 13-26 уравнение второго закона 
Кирхгофа для свободных токов

0 = i?¿CB + ¿ diQa/dt + п2св,
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найдем, что

Тогда
¿зсв^ “ 0 , 1 (30 ícb +  9 .  10-2á í CB/dO =  (0 ,3 6 6 +  35,760 е '222/ д .
з

¿1CB =  ¿CB -  Í » СВ =  -  (0 .4 1 + 7 1 ,5 2 / ) в " « *  д .
Теперь запишем переходные токи (2 и *х:

<2 =  <гпР +  *2с в =  1,65 sin (300¿ — 63°05 ') + (0 ,366+ 35,76/ ) е~™‘ А ;
«1 =  «1пр +  »1св =  4,325 sin (300¿ +  2 8 ° 4 8 ' ) - ( 0 ,4 1 + 7 1 ,5 2 0  е~™‘ А.

13-15. Включение пассивного двухполюсника на непрерывно 
изменяющееся напряжение (формула или интеграл Дю амеля)

Пусть к источнику непрерывно изменяющегося напряжения 
и (t) (рис. 13-27) подключается произвольный пассивный линейный 
двухполюсник (рис. 13-28). Требуется найти ток i (t) или напряже

ние в любой ветви í ¿ _  ( ñ  л в у х -

Задачу решим в два приема. Сначала найдем искомую величину 
при включении двухполюсника на единичный скачок напряжения 
(т. е. когда включаемое напряжение постоянно и по величине равно 
единице). Эти ток (0 или напряжение ыв1 (¿) могут быть выра
жены так:

Функция £ (/), численно равная току, называется п е р е х о д 
н о й  п р о в о д и м о с т ь ю ,  а функция у  (/), численно равная 
напряжению, называется п е р е х о д н о й  ф у н к ц и е й  на
пряжения.

Обе эти функции называются в р е м е н н ы м и  ф у н к ц и я -  
м и или в р е м е н н ы м и  х а р а к т е р и с т и к а м и  и часто 
обозначаются через /г (/).

Например, для цепи г, Ь переходная проводимость

и для цепи г, С переходная функция напряжения на емкости

О t
Рис. 13-27. Рис. 13-28.

н  ( 0 = i - g ( / ) = g ( 0 ;
« B i  { t )=\-y{ t )=y( t ) .

(13-73)
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Переходную проводимость £ (/) и переходную функцию напря
жения у  (¿) при любой схеме пассивного двухполюсника можно най
ти классическим методом (или операторным методом, или методом 
интеграла Фурье — см. ниже). Таким образом, в дальнейших рас
четах я  (0 и у  {I) будем считать известными.

Так как включается пассивный двухполюсник, то при / < 0  
токи и напряжения в любой ветви равны нулю. Поэтому при  ̂<  О 
следует считать любую переходную проводимость § ( 0  = 0 » любую 
переходную функцию напряжения у  (¿) = 0.

Все дальнейшие рассуждения проведем для случая, когда нужно 
рассчитать ток.

Непрерывно изменяющееся напряжение и {() заменим ступен
чатой функцией с элементарными прямоугольными скачками А и. 
Тогда процесс изменения напряжения можно представить как вклю
чение при I — 0 постоянного напряжения и (0), а затем как включе
ние элементарных постоянных напряжений А и, смещенных друг 
относительно друга на интервалы времени Ат и имеющих знак плюс 
или минус, смотря по тому, рассматривается возрастающая или па
дающая ветвь заданной кривой напряжения.

Составляющая искомого тока в момент I от постоянного напря
жения и (0) равна и (0) g  (/). Составляющая тока в момент I от эле
ментарного скачка напряжения А и, включаемого в момент времени 
т (рис. 13-27), равна Аи ^ (/ — т). Здесь аргументом переходной про
водимости служит время (I — т), поскольку элементарный скачок 
напряжения А и начинает действовать на время т позднее включения 
рубильника или, иначе говоря, поскольку промежуток времени 
между моментом т начала действия этого скачка и моментом времени 
/ равен / — т.

Элементарный скачок напряжения А и может быть выражен 
следующим образом (рис. 13-27):

Ам«=*Ат tg a  =  Aт и' (т).

Поэтому искомая составляющая тока

А и g ( t  — 'c) = u' (т) Ах g ( t  — т).

Элементарные скачки напряжения включаются на интервале 
времени от / = 0 до момента /, для которого определяется искомый 
ток. Поэтому, суммируя составляющие тока от всех скачков, пере
ходя к пределу при Ат —► 0 и учитывая составляющую тока от на
чального скачка напряжения и (0), получаем:

I
I (0 =  u ( 0 ) g  (0 +  5 « ' М  ё У - т )  йх. (13-74)

о
Последняя формула для определения тока при непрерывном из

менении приложенного напряжения называется формулой или ин
тегралом Дюамеля. Выражение (13-74) называют первой формой за
писи формулы Дюамеля.
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Из теории определенных интегралов известно, что для любых двух  ф ункций 
А (О и к  (0  сущ ествует соотношение

* /
 ̂ /"х /а (т) £/т =   ̂Д  (х ) — х) с(т, (13-75)

О 0
которое легко  проверить заменой переменной интегрирования.

На основании (13-75) перепишем вы раж ение (13-74) и получим вторую ф орму 
записи формулы Дю амеля:

г
»' (0  =  и (0) §  (/) +  и' (I — х) £ (т) ¿ т , 

о
где и' у  — т) — производная функция и (/ — т) по ее аргументу t — т или, что 
то ж е самое, ее производная по /.

Интегрируя по частям в правой части равенства (13-74), получаем:
; /
$ ё  У — ъ) « '  СО Ах =  Ш(0) и (/) — ё  (0  и (0) +  !(£ ' (/ — т ) и (т ) ¿ т ,
о о

где (/ — т) — производная функция £ (/ — т) по ее аргументу * — т или, что 
тоже самое, ее производная по /.

Подставляя значение полученного интеграла в правую  часть равенства (13 -74 ), 
получаем третью форму записи формулы Д ю амеля:

/
'  10 —  ё  (°) ** (0 +  $ ё' ( (  —  Х) и (т) £*Т.

0
Применяя формулу (13-75) к интегралу правой части последнего вы р аж ен и я , 

получим четвертую форму записи формулы Д ю амеля:

* ( 0 = 5 ( 0 )  «(О +  ^ г 'О О  и (/ — т) ¿ т .  
о

Д алее легко видеть, что выполнением дифференцирования выражение
*

> (0 = § “ (' — *)£ (т) Лх 
б

приводится к  первой или второй формам. Оно представляет собой пятую  ф орму 
записи формулы Дю амеля. Наконец, ш естая форма записи формулы Д ю ам еля

*.
‘ (0= -^   ̂ “ М ? ( ' - т) Лх

о
выполнением дифференцирования приводится к  третьей или четвертой формам.

Ту или иную из полученных первых четырех форм выбирают, руководствуясь 
удобством и простотой выполнения вычислений. С ледует отдать предпочтение 
тон из первых четырех форм записи формулы Д ю ам еля , для которой будет проще 
подынтегральное выражение и которая имеет меньше слагаемы х, что зависит от 
условий конкретной задачи.

Кроме того, если напряжение, воздействующее на цепь, изменяется с н у л я , 
т. е. и (0) =  0 , то первые слагаемые в первой и второй формах записи ф ормулы 
Дюамеля равны нулю и их выражения несколько упрощ аются. Если в ветви , 
в которой определяется ток, последний не может и зменяться скачком, то ц (0) =  О. 
При этом первое слагаемое в третьей и четвертой формах записи формулы Д ю ам еля 
равно нулю, поэтому они такж е несколько упрощ аю тся.

Пятая и шестая формы представляют собой сокращ енную  запись первой или 
второй и соответственно третьей или четвертой форм.
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13-16. Включение пассивного двухполюсника на напряжение
любой формы

В дальнейшем под любой формой напряжения будем понимать 
его изменение, определяемое кусочно-аналитической функцией, т. е. 
функцией, аналитически заданной на каждом конечном интервале

и имеющей в точках стыка интер
валов разрывы непрерывности пер
вого рода.

Пусть произвольный пассивный 
двухполюсник подключается к ис
точнику напряжения, кривая изме
нения которого дана на рис.13-29. 
Для вычисления тока определим, 
как и выше, переходную проводи
мость g  (¿).

Так как в промежутке 0 ^  
^ включаемое напряжение 

задано функцией их (/), то, воспользовавшись первой формой записи 
формулы Дюамеля (13-74), можем написать для этого промежутка 
времени:

» (0  =  ы1 (° )£ (0  +  $и; ( т) £ ( * - т) с(т. (13-76)
о

В следующем промежутке ^  ^  ^  1г напряжение задано другой 
функцией и2 (0 . причем в момент tl оно изменяется скачком от ве
личины иг (^) до величины иг (/1). Для учета скачка напряжения 
в точке / =  будем считать, что в этот момент к двухполюснику 
прикладывается отрицательное постоянное напряжение, равное 
и2 (¿1) — и1 (М- Кроме того, учтем составляющие тока от начального 
скачка напряжения и г (0) и от элементарных скачков напряжения, 
определяемого кривой иг (/) и действующего от ? = 0 до / =

Тогда получим:

1 (/) =  и1 (0)£(/) +  $ и; ( x ) g ( í - x ) d x  +
0

+  [ы«(*1) —“1 & )]£ (*  -  *1) +  $ u ¡ ( x ) g ( t - x )  dx. (13-77)
и

В#этом равенстве в третьем члене аргументом переходной прово
димости служит величина t — так как напряжение и2 (/х) — (^) 
включается в момент t1. Аргумент / — х переходной проводимости 
g  в обоих интегралах один и тот же, поскольку он имеет смысл про
межутка времени, прошедшего от включения элементарного скачка 
напряжения Ди до рассматриваемого момента времени t (рис. 13-27). 
Однако, разумеется, пределы изменения  ̂ в оборх интегралах раз
личны.
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Если скачок тока принципиально возможен, то g  (0) Ф  0. Тогда 
скачок напряжения в момент t — tL от величины uL (¿х) до величины 
ы3 (/2) вызовет, разумеется, и скачок тока

(ДО/-/, =  [«2 (ti) -  Hi (/ ,)]*  (0). (13-78)
Если скачка тока быть не может, то g  (0) =  0 и по формуле 

(13-78) в момент времени t =  t1 также и (А/)< = /t — 0, несмотря на на
личие в этот момент скачка напряжения.

Наконец, для промежутка времени /2 ^  t <  оо учтем, что в мо
мент t = t2 включается постоянное напряжение —и2 {(2) и что эле
ментарные скачки, определяемые кривой напряжения « 2 (/), дейст
вуют до момента времени t =  t2. Поэтому

i (t) =  и х ( 0 )  g  (t) +  5 u[ (т) g  (t -  t )  dx +  [u2 (ti) -  « !  (/)] g ( t -  tx) +
0

2̂
+  $ u'i W g ( t - x ) d % -  «2  (/2) g ( / -  /2) • (13-79)

t,
Рациональнее, однако, воспользоваться для решения этой задачи третьей 

формой записи формулы Дю амеля. Д л я  промежутка времени 0 sg  t tx согласно 
третьей форме записи формулы Д ю амеля имеем:

/
* (0  =  ё  (°) «X (0  + 1 ё '  (*— т) их (т) dx. 

о
Сравнивая последнее равенство с (13-76), заклю чаем, что д л я  этого промежут

ка  времени третья форма записи преимуществ не дает.
Д ля следующего промежутка времени сн ачала преобразуем ин

тегрированием по частям входящие в (13-77) интегралы:
'!

u [(x )g (t — x ) d x = g ( t  — u j (ti) — g (t) ut (0) +  f g '  (/ — t )  иj  ( t )  dr;
b о
/ t
I «2 ( r ) g ( t - T )  dT =  g ( 0) u2 ( t ) - g ( t - t i )  u2 ( 'i )  +  \’ g ’ (t — t )  u2 ( t )  dx.
h h

Подставляя полученные значения интегралов в (13-77), будем  иметь после 
простых преобразований для промеж утка ^  / sg  t2:

/, /
' (0  =  S  (0) «2 (0  +  \’ g ' (< — т) (т) dx +  i  g '  (t — т ) u2 (т) dx. 

b h
Здесь внеинтегральный член и интегралы записаны согласно третьей форме 

записи формулы Дюамеля. Легко видеть, что расчет тока i (/) по последней формуле 
несколько проще его расчета по формуле (13-77), так  к а к  в (13-77) нужно учиты
вать еще одно дополнительное слагаемое [u2 (¿х) — иу (^ )J g  (t — t t). Разумеется, 
эти выводы будут правильны, если подынтегральные вы раж ен и я в (13-77) и в по
следнем выражении примерно одинаковой сложности.

Аналогично для промежутка t2 t <  оо
О

‘ (0  =  J  8 ’ if — т) «1 (х) d x +  i  g '  ( t—x) u2 (x) dx.
о /,

Легко видеть, что расчет тока i (t) по этой формуле проще, чем по формуле 
(13-79), так к а к  в последней нужно учитывать три дополнительных слагаемых, 
обусловленных скачками приложенного напряжения в моменты t =  0 , tu  t2.
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П реимущ ества третьей формы записи формулы Дюамеля тем более ощутимы, 
чем больше разры вов непрерывности первого рода у  приложенного напряжения 
на заданном промеж утке его действия.

■ Ф )

Р и с. 13-30.

Рассмотрим, наконец, переходные процессы при включении 
произвольного активного двухполюсника к напряжению любой 
формы.

Найдем ток г в любой ветви активного двухполюсника (в част
ности, и в ветви рубильника). Расчет проведем по принципу наложе

ния. Сначала будем считать двухполюс
ник пассивным, т. е. учтем только 
включаемое напряжение и (/). Расчет 

 ̂ тока при этом проведем по формулам 
Дюамеля. Затем учтем только источни
ки активного двухполюсника, т. е. най
дем ток в той же ветви при замыкании 
накоротко зажимов источника напряже
ния и (/). Расчет тока в этом случае 

выполним, например, классическим методом (см. § 13-14). Сум
мируя найденные составляющие токи, получаем искомый ток.

Отметим еще, что при подаче на вход активного двухполюсника 
ряда импульсов напряжения (рис. 13-30) расчет токов в любой ветви 
также можно провести при помощи формулы Дюамеля. ^

При действии последовательности прямоугольных импульсов 
расчет можно вести и без применения формулы Дюамеля. В самом 
деле, для учета действия любого прямоугольного импульса можно 
считать, что в момент начала его действия включается постоянное 
напряжение, равное по величине напряжению импульса, а в момент 
окончания действия имиульса включается такое же постоянное на
пряжение, но противоположное по знаку.

Пример 13-4. Найти ток в индуктивности (рис. 13-31) для промежутков 
времени 0 2 ,5  мс и / 2 ,5  мс, если гх =  2 Ом, г2 =  5 Ом, Ь =  4 мГ. Форма
кривой приложенного напряжения з а 
дана (рис. 13-32).

Р е ш е н и е .  Переходную проводимость для ветви с индуктивностью найдем 
по формуле (13-17)

■ г ( 0  =  ‘ 1пр +  [ ' 1 п р - ( ° ) - (1 п р (0 > ]е_//Т.

где ‘¿пр=0-5 А; '¿пР- = ‘1пИ 0,= 0- 
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Постоянную времени т  найдем по формуле (13-16):

4 - , 'г 1 “Ь /*2 357
Тогда

§  (0  =  0 ,5  ( 1 — е-з57') См.

Уравнение приложенного напряж ения (рис. 13-32)

« ( 0 = 1 0 0 ( 1 — 800/) В.

Применяя первую форму записи формулы Дю амеля д л я  п р ом еж утка 0 : 
/ 2 ,5  мс, получаем:

I
»£ (0  =  и (0) ,? (0  +  т )  и’ (т ) йх =  1 6 2 ^ 4  • 10^ — 1б2е-зэт< А. 

о
П роверяя, убеждаемся, что г1 (0) =  0.
Д л я  промежутка времени =  2 ,5  м с г£  оо записы ваем :

Л
*1 (0 =  “ (0) 5 (0 +  5 ёГ (< — т) (т ) *  — и (/х) £  (/ — /х) (а)

и получаем:
« ¿ ( 0  =  — Н е-««» А.

При / =  ток измениться не должен, несмотря на скач о к  приложенного 
напряж ения. П роверяя, убеждаем
ся , что

‘л (*1 — °)=(1 (̂ 1 + 0) = — 4,5 А- 
К ривая тока ££ приведена на 

рис. 13-33.
Заметим, что, попытка приме

нить для вычисления тока 11 (/) 
в промежутке 2,5 мс / <  оо 
вторую форму записи формулы 
Дю амеля, когда интеграл

(/ — т) и' (т) с1т в правой части равенства (а) был бы зам енен  интегралом
ои
 ̂ 2  (т) и' (/— т) ¿ т ,  дает неправильный результат. Д ействительно , из ра- 

Ь
вснства (13-75) следует, что эти интегралы равны только при вер хн и х пределах /. 
Если ж е верхний предел равен /ь  то

Н (
\’ £(< —т) и '( т )  ¿ т  =  \ г ( т )  и' (/ — т) йг,
о < — /1

откуда и следует для промежутка 2 ,5  мс ^  <  оо выражение то к а  (0  по второй 
форме записи формулы Дюамеля':
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13-17. Временная и импульсная переходные характеристики

В линейной теории автоматического управления и в других дис
циплинах часто пользуются понятиями временной и импульсной 
переходной характеристики какой-либо системы или цепи. Первая 

из них введена в § 13-15 для двухполюсника. 
Последняя называется иначе весовой функ
цией системы или цепи.

В р е м е н н о й  х а р а к т е р и с т и 
к о й , например, четырехполюсника назы
вается реакция (напряжение или ток) на вы-

ф)

1 г
о  ходе при приложении ко входу единичного

ступенчатого воздействия.
Рис. 13-34. Единичный скачок (или единичное ступен

чатое воздействие) задается единичной функ
цией 1 (0 , изображенной на рис. 13-34, и представляет собой с 
точки зрения теории электрических цепей единичное постоянное 
напряжение или ток, включаемые на вход цепи или системы в 
момент £ =  0, так что

=  { 0 „ р „ < < 0 ;
\ 1 при / >  0.

Если определяется ток, то в соответствии с § 13-15 временная 
функция к  (¿) совпадает с переходной проводимостью §  (/), т. е.

А ( 0 = 5 ( 0 ,  (13-81)
а если определяется напряжение, то она совпадает с переходной 
функцией напряжения у  (¿), т. е.

ЬЦ) =  уЦ). (13-82)

Понятие временной характеристики, как реакции системы (или 
как выходной величины, за которую может быть принята любая из 
функций системы) на единичное ступенчатое воздействие, приложен 
ное к ее входу (причем, за вход системы может быть принята любая 
точка, ветвь или два ее зажима), применимо не только к электриче 
ским цепям, но и к любым физическим системам — механическим 
пневматическим, гидравлическим, электромеханическим и т. д.

Таким образом, временные характеристики цепей г, Ь; г, С 
г , Ь, С, если, например, в качестве выходной величины выбраны 
токи, даются формулами (13-12), (13-25), (13-60), (13-63) при и  = 1 
а если выбраны напряжения на емкостях, то формулами (13-24) 
(13-59), (13-62) также при И = 1.

Временная характеристика введена в основном по двум причи
нам:

1. Единичное ступенчатое воздействие 1 (¿) — скачкообразное 
и поэтому довольно тяжелое для любой системы внешнее воздейст
вие. Следовательно, важно знать реакцию системы именно при та-

368



т

ком воздействии. Иные, например, всевозможные плавные воздей
ствия будут для системы легче.

2. Если определена характеристика к (¿), то при помощи интег
рала Дюамеля (см. § 13-15 и 13-16) с учетом равенств (13-81) и (13-82) 
можно определить реакцию системы при любой форме внешних 
воздействий.

Выше были определены переходные процессы в цепях г, Ь и г, С 
также при гармонических внешних воздействиях. Это делалось 
потому, что гармонические воздействия очень часто встречаются 
в электротехнике. Но, разумеется, реакции любых цепей на прило
женные к их входу гармонические внешние воздействия можно 
найти и по известным временным характеристикам к (¿) при помощи 
интеграла Дюамеля.

Существует еще один вид внешнего воздействия, называемый 
е д и н и ч н ы м  и м п у л ь с о м ,  дельта-функцией б (¿) или функ
цией Дирака, которое определяется как производная 
по времени единичной функции

Ь({) = йЩ Ш  (13-83)
и представляет собой предельный случай импульса 
очень большой величины и очень малой продолжи
тельности (рис. 13-35), когда его длительность стремит
ся к нулю, но площадь сохраняется равной единице.

„ Действительно, оставляя сейчас в стороне вопрос ^
о законности операций дифференцирования разрыв- Рис. 13-35. 
ной функции 7(/), но отметив, что в теории обобщен
ных функций эти операции достаточно строго обоснованы, найдем 
площадь единичного импульса:

4-00  + 0 0

5 б (/ )Л =  5 =  '| £ 1 “  =  / ( о о ) - 7 ( — оо) =  1 - 0 = 1 .
— 00 —00

(13-84)

Импульсной переходной характеристикой или весовой функ
цией системы (например четырехполюсника) называется реакция 
на выходе, если к входу приложено внешнее возмущение в виде 
единичного импульса б (/). Эту реакцию обозначим как & (/). По
скольку внешние возмущения 1 (/) и б (¿) связаны равенством 
(13-83), а также полагая, что Н (0 + ) =  0, получаем, что подобным 
же равенством связаны и их реакции на выходе системы, т. е.

к (/) =  <й (ОД#- (13-85)

В справедливости (13-85) можно убедиться непосредственно, 
вычислив ЬЛ(0. Щ)\ и что особенно удобно сделать опера
торным методом (см. гл. 14).

Если же к (0 + ) фО, то соотношение (13-85) обобщается:

А(О =  т Г  +  А<О +  ) в 0 .  (13-85а)
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Например, если при включении цепи г, С на единичный импульс 
в качестве выходной величины рассматривается ток, то

¿(*) =  Л(*) =  ± е-</* и h (0 +  ) =  у .

Так как при t =  0 в составе приложенного напряжения имеется 
дельта-функция и в этот момент по второму закону коммутации 
«с  (0 + ) — 0, то дельта-функция должна быть и в составе тока, что 
и объясняет наличие второго слагаемого в правой части (13-85а).

В задачах теории автоматического управления часто нужно бы
вает знать импульсную переходную характеристику k (t). Она вве
дена по тем же двум причинам, что и h (t):

1. Единичный импульс — скачкообразное и поэтому довольно 
тяжелое возмущение для системы или цепи; оно тяжелее, чем плав
ное возмущение. Следовательно, важно знать реакцию системы или 
цепи на это возмущение.

2. При помощи некоторого видоизменения интеграла Дюамеля 
можно, зная k (t), вычислить реакцию системы или цепи на любое 
внешнее возмущение (см. § 13-18).

Реализацию внешнего воздействия в виде единичного импульса
б {t) обычно представляют как экспоненциальное воздействие с очень 
большой начальной ординатой (Uu) и очень малой постоянной вре
мени т, так что

6 ( 0 =  Нш ( î70t) =  1, (13-86)
С / о —-С О

Х-* - 0

где U0x — площадь, ограничиваемая экспоненциальным импульсом, 
т. е.

СО

lim $ г/ое-'* Л = £/„*■ (13-87)
о

Отметим еще, что если в теории электрических цепей типовыми 
внешними воздействиями считаются ступенчатое и гармоническое, 
то в теории автоматического управления и в других дисциплинах — 
единичное ступенчатое 1 (t), единичный импульс б (¿) и гармониче
ское внешние воздействия.

13-18. Запись теоремы свертки при помощи импульсной 
переходной характеристики

Пусть на вход пассивной системы или цепи действует источник 
напряжения (t) или тока i t (t). Для того чтобы охватить оба 
случая, будем говорить о действии внешнего возмущения xL (t) 
(рис. 13-36). Определим реакцию на выходе в момент времени t.

Разобьем кривую хх (/) на отдельные импульсы шириной dx 
и высотой хх (т) для момента времени t = т. Для единичного импуль
са, действующего в момент времени т, реакция на выходе по опреде
лению равна импульсной переходной характеристике k (i — т),
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где / — т — промежуток времени от момента т действия импульса 
до момента Но площадь рассматриваемого импульса не равна еди
нице, а равна хх (т) йх. Поэтому реакция от него на выходе в момент 
t будет равна & (/ — т) хх (т) Ат. Суммируя действия всех импульсов, 
каждый из которых имеет бесконечно малую площадь, от т — 0 до 
т — t, получим реакцию на выходе 

г
х2 (0 =  \ к ( (— т) хх (т) йх =

и

=  ̂к (т) *1 (/ — т) йх. (13-88)
о

Эта запись, применяющая им- Рис. 13-36. ,
пульсную переходную функцию,
более удобна, чем запись, определяемая пятой или шестой формами 
интеграла Дюамеля, использующая переходную проводимость 
£ (/), так как здесь от интеграла не нужно брать производную, и 
называется она теоремой свертки двух функций к (¿) и хх (/).

Представляет интерес случай, когда внешнее воздействие было приложено 
к входу задолго до начала счета времени, т . е. при / = — оо, и действует д ал ее  
непрерывно (рис. 13-37).

Тогда вместо (13-88) можем написать
t

* 2 (0 =   ̂ к (/ — т) х^(х) йх. (13 -89 )
—  ОО

Осуществив в (13-89) замену переменных / — т =  получим:
ОО

*2 ( 0  =  (  И (Т !) (I —  Тх) (¿Тх. ( 1 3 -9 0 )
о

При этом легко  видеть, что новая переменная интегрирования тх изм еняется 
в пределах от тх =  0 (импульс, примыкающий слева к  точке /) до т , =  со  (и м 
пульс, расположенный в начале действия возмущ ения х1 (/), т. е. при / =  —  оо).

Предположим, что внешнее воздействие, приложенное к входу системы или 
цепи продолжается и правее точки /, вплоть до < =  ~|- оо. Ясно, что все и м п ульсы ,

действую щ ие в моменты времени, б о л ь
шие /, не м огут дать никакой реакции на 
выходе в момент /, им предшествующий, 
т ак  к а к  следствие (реакция на вы ходе) 
не мож ет возникнуть раньше причины 
(возмущ ение на входе). Иначе го во р я , 
физически не осуществимым явл яется  во з 
никновение следствия раньше причины. 
Н аоборот, физически осущ ествимым я в 
л яется  только такое положение, к о гд а  
следствие возникает одновременно или 
позж е появления причины.

О днако при рассмотрении систем  
автоматического управления, находящ ихся 

под воздействием стационарных случайных возмущений (статистическая ди н ам ика) 
приходится иногда рассматривать идеальный случ ай . При этом с целью получения 
наиболее простых соотношений (так называемые задачи Шеннона — Боде и В инера) 
не считаются с положением о физической осущ ествимости, принимая,что в составе
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реакции на выходе в момент времени / участвуют абсолютно все элементарные им
п ульсы , возникающие на всем промежутке времени от  ̂ =  —  оо до Ь— +  оо. 
Тогда в теореме свертки соотношения (13-89) и (13-90) будут  записываться сле
дующим образом:

со -}- со
*2 (0 =   ̂ к у  — т ) * 1 ( т ) Л =   ̂ И (тх) хг (? — ¿Тх. (13-90а)

— со — оо

13-19. Переходные процессы при скачках токов 
в индуктивностях и напряжений на конденсаторах

До сих пор рассматривались такие цепи и режимы их работы, для 
которых удовлетворялись законы коммутации

i i  (0 +  ) =  t'i (0 — ); «с (0  +  ) =  ис (0 —), (13-91)
где t — (0—) — момент времени непосредственно перед коммута
цией, а i- = (0 + ) — момент времени сразу после коммутации.

Рассмотрим теперь такие цепи и их режимы, для которых законы 
коммутации (13-91) не соблюдаются, и прежде всего процессы при

отключении ветвей в некоторых 
цепях с индуктивностями. Напри
мер, пусть в цепи, питаемой от 
источника постоянной э. д. с. с на
пряжением U (рис. 13-38), мгно
венно отключается ветвь с сопро
тивлением г3.

Токи во всех ветвях непосред
ственно перед коммутацией ix (0—), 
h  (О—) и к  (0—) легко опреде- 

Рис. 13-38. ляются. После коммутации ток г в
контуре, составленном [из первой 

(Гх, Lj) и  второй (r2, L2) ветвей, может быть определен из диффе
ренциального уравнения

(ri +  r 2) i +  (Lx + L2) di/dt =  U, (13-92)

решение которого известно:

/ =  / пр +  А e r  ^  + Ае~ (13-93)

где т =  (Lx +  Ьг)/(гх +  г2).
Для определения постоянной А нельзя воспользоваться первой 

из формул (13-91), ибо до отключения ветви с сопротивлением г3 
токи

к  (0 —) =  ■■ uJ r*+^  ■ и t2 (0 —) =  — —^ 2- —А 'V i+ 'V s+ 'V i V ' ГхГг+Г2Г3 +Г3Гх
были различны, а после ее отключения они, очевидно, одинаковы, 
и, в частности, в первый момент после коммутации ^ (0 +) = 
=  »2 (0 + ) = I (0 + ). Значит, токи ix и i2 в момент отключения ру
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бильника должны измениться скачком, что приведет к возникнове
нию бесконечно больших напряжений на индуктивностях. Но так 
как токи во всех ветвях схемы рис. 13-38 конечны, то для промежутка 
коммутации (от t = 0— до t = 0+ ) алгебраическая сумма бесконеч
но больших напряжений на индуктивностях и напряжений на со
противлениях должна уравновеситься приложенным напряжением

« и +  « i2 =  ̂ ^  +  ¿2  - f  — U - i  (о  +  Гг) при 0 - < г '< 0  +  .

Интегрируя это равенство за промежуток коммутации, т. е. 
от t = 0— до Ь — 0 + , и учитывая, что ввиду конечности правой ча
сти при / = 0 и стремления промежутка интегрирования к нулю 
интеграл от правой части равен нулю, получим:

Li [*i (0 +  ) — i'i (0 —)] — Lj [г (0 + )  — i'i (0 —)] —
=  — L2 [г2 (0 +  ) — ¿2 (0 — )]== — L» [i (0 +  ) — г’г (0 —)], (13-95)

Из равенства (13-966) следует, что потокосцепление контура ¥ , 
составленного из первой и второй катушек (иначе говоря, сумма 
потокосцеплений с обеими катушками), до и после отключения ветви 
осталось неизменным:

W (0 + ) =  (Lx +  L2) i (0 + )  =  W (0—) =  L^  (0—) +  L2i2 (0—). (13-97)

Следует иметь в виду, что бесконечно большие напряжения 
на катушках и ц  (0 + ) и Ul2 (0 + ) противоположных знаков 
(рис. 13-39 построен в предположении, что А > 0 ) появились 
вследствие предположения о том, что коммутация произош
ла за бесконечно малый промежуток времени А ^ -^ 0 . Эти им
пульсы напряжения имеют бесконечно малую длительность. Но

Ll )  l t a t ~ Ll ]  d i i

1=0 + /2(0+)

/ = о - M 0-) / = o - h (0—)
(13-94)

Перепишем (13-94) так:

или
L1Ai1 -\-L2Ai2 =  0, или A4f1 +  A4f2 =  0, (13-96a)

или
(U +  L2) i  (0■+) =  Uk  (0 - )  +  L2h  (0 - ) .  (13-966)

Отсюда находим:
i Я) _J_ ) =  ̂ -1*1 (в —) + /-г‘г (0 —) 

¿l + i-2
(13-98)

далее из (13-93) — постоянную
U (ЬуГъ—Ltfi) т2 (13-99)(^ " l "̂2) (¿i + i-г) (Vs + Vä"!" V i)
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интегралы от этих импульсов (13-94) имеют конечные значения и 
равны приращениям ДЧ^ и потокосцеплений каждой из кату
шек. На том ж е рис. 13-39 показано, что токи в катушках при / = О 
изменяются скачком и ток г, протекающий в обеих катушках после 
отключения ветви с сопротивлением г3, изменяется в соответствии 
с постоянной времени т и стремится к величине I (оо) = и  !(г1 +  г2).

Подчеркнем, что разность энергий, запасенных в магнитных по
лях обеих катуш ек до коммутации,

№ (О —) =  1А (2°Н  + 1Л (13-100)

и после коммутации

Г ( 0  +  ) =  ( ^  +  ̂ 2) ^ ^ ,  (13-101)

т. е.

А Г  „  г  ( 0 - )  -  Г  (0 + ) =  + ц  + гл ) , и\  (13-102)

положительна и расходуется на выделение тепла в сопротивлении 
искры или дуги , которая появится между контактами выключателя,

и на возможное здесь излучение. 
При решении задачи была принята 
идеализация процесса выключе
ния, т. е. мгновенная коммутация. 
На самом деле она происходит хотя 
и весьма быстро, но за конечное 
время Д/. При этом в сопротивле
нии возникающей между контак
тами выключателя электрической 
искре и расходуется часть энергйи 
ДЦ7. Кроме того, катушки Ь2 и 
обладают распределенной емкостью 
между витками и между расходя
щимися контактами выключателя 
существует емкость, что приводит 
к образованию сложного колеба
тельного контура, который может 
излучать энергию (на высокой ча

стоте), на что расходуется другая часть энергии Д№. Если учесть 
все эти процессы, то никакие бесконечно большие напряжения на 
катушках не возникнут и токи в них не будут изменяться скачком, 
т. е. будут справедливы законы коммутации (13-91), сформулиро
ванные выше, в § 13-1.

Интересно отметить, что при учете сопротивлений катушек закон 
коммутации для токов получается из более общего закона о неизмен
ности в момент коммутации потокосцеплений контуров. Покажем 
это на примере схемы рис. 13-40.

Рис. 13-39.
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Токи до коммутации:
*1 (0 — ) =  *2 ( 0 - )  =

и
¿з (0  — ) =  0 .

и
Г1~\~Г2 ’

(13-104)

(13-105)

и

(13-103)П + Гг
Потокосцепления первого контура:
а) до коммутации

Ч 'а  ( 0  - )  =  ¿ 1 *\ ( 0  - )  +  ¿ 2*2 ( 0  - )  =  ( ¿ 1  +  ¿ 2)

б) в момент коммутации
^11 (04") =¿1*1 (0 4 -)+  ¿ 2*2 (0 +  )- 

Приравнивая их, получаем:
Ч'п (0 - )  =  ЧГи  (0 + )  =  (0 + ) +  и 2 (0 4 -) =» (¿1 +  ¿ 2) ^ + ̂

(13-106)
Потокосцепления второго контура:
а) до коммутации (полагаем, что в состав второго контура до 

коммутации входит рубильник, сопротивление которого равно бес
конечности, а индуктивность равна 
нулю)

^22 ( 0 - )  =  - 1 2/2 (0 —) +
+ Щ3 ( 0 - )  = - и 7̂ -  (13-107) и

б) в момент коммутации 
^22 (0 +  ) = -- ¿2*2 (0 + )  4" ¿3*3 (0 + ).

(13-108)
Приравнивая их, получаем:

Рис. 13-40.

^22 (0 — ) — ̂ 22 (0 4~ ) —---¿2*2 (0 4" ) 4" ¿3*3 (0 4~ ) = ---  ¿2
и

Г1 + гг
(13-109)

Первый закон Кирхгофа для узла А в момент коммутации
*1 (0 + ) — к  (0 +  ) +  1*з (0 4 - ) . (13-110)

Решаем совместно уравнения (13-106), (}3-109) и (13-110) отно
сительно токов (0 + ), и (0 4-) и <з (0 + ) : '

к  (0 +  ) =  *з Ф -^ ) =  и/(гх-^-г2); ¿з(0 4 _ ) = 0 ; (13-111) 
Учитывая (13-103), получаем:

*1 (0 4 4 =  *1 (0 - ) ;  *2 (0 + ) =  *2 (0 - ) ;  ¿3 (0 + )  =  ¿3 (0 - ) ,  (13-112)
т. е. именно те же соотношения, которые дал бы закон коммутации 
(13-91), сформулированный выше, в § 13-1.

Легко проверить (рекомендуется читателю), что тот же резуль
тат получается для схемы рис. 13-41 и для любых схем с ветвями г, 

при подключении к ним новых ветвей г, Ь.
Понимая иод потокосцеилением контура алгебраическую сумму 

потокосцеплений всех входящих в него катуш ек, первый закон 
коммутации будем формулировать как-обобщенный закон комму
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тации: потокосцепление любого замкнутого контура в момент комму
тации (( — 0 + ) равно алгебраической сумме потокосцеплений всех 
входящих в него катушек, которые последние имели непосредственно 
до коммутации (( =  0—). Некоторые из этих катушек перед комму
тацией могли одного замкнутого контура и не составлять, а обра
зовали его лишь после коммутации.

Например, если в рассмотренной выше схеме рис. 13-40 считать, 
что в катушке г3, Ь3 до коммутации был ток, то при подключении 
ее в момент / =  0 к контуру, образованному катушками и г2£2, 
нужно считать, что в этот момент рубильник Рг мгновенно вклю
чается, рубильник Р2 мгновенно отключается (рис. 13-42).

Докажем применительно к рассматриваемой схеме (рис. 13-42) 
первый обобщенный закон коммутации. Для этого рассмотрим кон
тур 2, образованный катушками и ¿ 3 в момент 0 —  ̂^  0 + , 
т. е. в момент его образования. Так как второй закон Кирхгофа 
справедлив для любого момента времени, то имеем:

НГ1 +  и  -¿} +  М 12 ~  +  М и  +  г>з + и  ^  +  М31 +  М32 ~2 =  ех 
или
«1 -  кгI — >цГ3 =  и  ^  +  М12 +  М1:1 ̂ 1 + 13^  + М31 -¿I +  М32 ̂ .

Интегрируя последнее равенство от  ̂ =  0— до Ь — 0+ , на осно
вании сказанного выше получаем:

(= 0 -■)- t = 0 -}-
С ( ^ - / ^ - ^ 3) ^ = 0 =   ̂ +

¿ = 0— ¿ = 0 -  "
¿1 (0+)

+  ̂ §  +  Л)и §  +  /Ига§ ] л - ^ ,  Л йк +
¡1(0-)¿,(0+) ¿,(0+) 13(0-Н ¿,(0+)

+  М 12  ̂ й,12 -\-М\3  ̂ (Из +  ¿з  ̂ (И3 -\-Мз1  ̂ -4-
¿2(0—) _ - ¿з (0—) ¿з (0 ) ¿1(0“")

+  Л432  ̂ (112 =  (¿-1 +  /И31) [/1(0 + )  — /1 (0  —)] -\-

+  ( М 12 +  М 32) [¿2 (0 + )  — г2 (0 — )]  +  (М хз +  и )  1Уз (0 + )  — *з (0 — )]•

376



Перенося все токи для момента t =  0— в левую часть равенства 
и учитывая, что г2(0 —) = гх(0 —), будем иметь:

(0  —) +  /И 12/1^0 —) М 13/3 (0  —) +  Ь313 (0  —) -\-M-nii (0  —) +
+  Мзгг1 (0 —) =  ¿х/х (О + )  +  М12г2 (0 + )  +  Мх313 (О + )  +

+  ¿ 3*3 (0 + ) + М 311х (0 + ) +Л132(2 (0  +  )-

Легко видеть, что левая часть последнего равенства представ
ляет собой результирующее потокосцепление рассматриваемого кон
тура 2 до коммутации, как если бы в этот контур входила катушка 
г3, ¿з , что и доказывает приведенный выше первый обобщенный за
кон коммутации.

Решим задачу об определении значений токов в катуш ках в мо
мент коммутации (/ = 0 -Ь), учитывая в общем случае, что все они 
связаны взаимными индуктивностями (рис. 13-42).

Запишем потокосцеплен и я 1-го и 2-го контуров перед коммута
цией (■£ = 0 —), считая, как  обычно, Му = М^ и понимая под 
4*2 (0  —) в соответствии с данным выше определением алгебраиче
скую сумму потокосцеплен и й катушек 1 и 3, которые непосред
ственно образуют замкнутый контур 2 после коммутации:

Т а (0 —) =  (Ьг +  ¿ 2+  2М12) Iх (0 —) +  (М13+  М 23) к  (0 - ) ;  (13-113)

^ 2  ( 0 ---- )  =  (¿-1 +  м  12 +  М 31) *х ( 0 ---- )  +  ( ¿ 3  +  ^ 1 3 )  *8 ( 0 ---- )  + Л 1 з 2*1 ( 0 ---- )•

(13-114)

Токи г'х (0—) и 13 (0 —) в случае любых э. д. с. е 1 и е 3 (постоянных, 
гармонических и т. д.) находятся из уравнений второго закона Кирх
гофа:

/х (Г\ +  г2) +  (¿х +  ¿2 "Ь 2М 12) +  Мгз) - ¿ ¿~еъ  (13-115) 

*Уз +  ¿з §  +  (Мз1 +  Мзг) §  =  еа. (13-116)

Далее запишем потокосцепления контуров / и 2 в момент комму
тации (( =  0 + ), учитывая, что для узла А по первому закону Кирх
гофа ¿2 == 11 /3:

(0 +  ) =  ̂ 1*1 (0 +  ) +  Л̂ 12 [*’1 (0 +  ) — г’з (0 +  )] +  ̂ 13̂ *3 (0 +  ) +
+  £г [г’х (0 +  ) — 1’з (0 +  )] +  Л̂ 211х (0 +  ) +  з1’з (0 +  ); (13-117)

Т . (О + ) =  ¿а/, (0 + ) +  М1% [*х (0 + ) -  /3 (0 + ) ]  +  Мхз/з (0 + )  +

+  /-3г3 (0 +  ) +  Л13х1-1 (0 +  ) М32 [й  (0 +  ) — <з (0 +  )]- (13-118)
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Токи (О+-) и /3 (0 + ) находятся из уравнения 2-го закона 
Кирхгофа:

11Г 1 +  ^1 +  ^12 (»1 — 13) +  Мхз ^  +  (¡1 — *з) Г2 +  ¿2 1з) +

+  М 21§  +  М 23§ = е 1: (13-119)

*1Г 1 +  ̂ 1 ^  +  М 12 ^  (¿1 — /3) +  М 13 ^  +  *згз +

+  ¿3 Л̂ з1 -¿I +  (1х ~~ 3̂) =  е1- (13-120)

Приравнивая потокосцеплен и »
У д (0 +  ) =  Ч \ ( 0 - ) ;  (0 +  ) =  Ч"2 ( 0 - ) ,  (13-121)

получаем два уравнения для определения (0+) и г3 (0 -(-).
Отметим, что значения г, (0 + ) и г3 (0 + ), которые получаются 

решением уравнений (13-121), ¡не изменятся, если вместо контура 2 
взять контур 5, образованный катушками 2 и 3. Для доказательства 
запишем потокосцепления третьего контура (рис. 13-42) до и в мо
мент коммутации:

(0—) =  Ци  (0—) +  М21н  (0—) +  М23/з (0—) -  
— ¿зг» (0—) { М 31 + М32) Н (0—);

^3 (0 +  ) = ^ 2 [/'1 (0 + ) — ¡3 (0 +  )] +  (0 +  ) +
+  М2313 (0 + ) — ¿ 3/3 (0 + ) — М311\ (0 + ) —

— М32 [¿х (0+ ) — *з (0+)]-
Теперь придется для определения /х (0 +) и 13 (0 + ) решить сов

местно два следующих уравнения:
^ 1 « )+ )  =  %  ( 0 - ) ;  ¥ 3(0+) =  ¥3(0 - ) -  (13-123)

Легко видеть, что на основании (13-122), (13-117) и (13-118) 
получаем:

^3 (04-) =  ̂ !  (0+ ) —Ч̂2 (0+) (13-124)
и соответственно на основании (13-122), (13-113) и (13-114) имеем: 

Ч'3 (0—) =  Ч\ (0—) -  Ч'2 ( 0 - ) , (13-125)

так что система уравнений (13-123) приводится к системе уравнений

Ч М О + ^ Ч М О -);

(13-122)

¥ 1 (0 -Ь ) -¥ 2 (0+ ) =  ¥ 1 ( 0 ^ ) - ¥ 2( 0 - ) ,  ) (13' 126)
которая в силу первого из уравнений (13-126) тождественна системе 
уравнений (13-121), что и доказывает сделанное выше утверждение.

Рассмотрим процессы, возникающие при одновременном вклю
чении двух заряженных до разных напряжений конденсаторов С2 
и С3 к заряженному до напряжения V конденсатору Сх (рис. 13-43).
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исг г сз

Полагаем, что сопротивления г и  г2, г3 проводов, соединяющих кон
денсаторы Си С2, Ся, пренебрежимо малы. Поэтому постоянные 
времени, обусловленные ими, такж е ничтожны. При этих условиях 
напряжения на всех трех конденсаторах в момент включения ру
бильника могут изменяться скачком и через них могут проходить 
бесконечно большие токи. Все три конденсатора до включения р у
бильника были заряжены до различных напряжений иС1 (0  —) = 
= и- иСг (0  —); иСз (0  —) и имели 
заряды <7с1 (0 —) = Сгис1 (0  —); I
ЧС2 (0 —) = С2иС2 (0 —); 7сз (0 —) = 7 ^  — ^ —
= С3иСя (0 —). Токи конденсато- 0 —г ~~1-------- —
ров будут существовать только  ̂| и \ \ Т с з  |'
в течение бесконечно малого про- 1 г |Ег I 
межутка времени от / = 0  — до ^ с>
/ = 0 + . Так как напряжение пс- ^ 
точника и  и сопротивление по- Рис. 13-43.
следовательного участка цепи г  ко
нечны, то суммарный ток г должен оставаться конечным и импульсы 
токов в трех параллельно соединенных конденсаторах должны вза
имно уравновешиваться, т. е.

йиг , <1аг „ Лиг „
с 1 т г  +  с . ^ г  +  с , - г 5 =  °; 0 - < « 0  +  . (13-127) 

Интегрируя это равенство по времени от / = 0 — до / = 0 4 -

С. $ + ^ < й + с г ¡ ¡ + % > л + с ,  $ +^ л = о ,
/=0— / = 0— < = 0—

«С1(0+) иС'2 (0+) иСз
Сх  ̂ (1иа 4~ С2  ̂ с1и с 2~\-С3  ̂ с1ис з =  0, 

иС1'(0-) «са’(°—)

Сх [«сх (0+) — « а  (0—)] -р Сз [иС2 (0+) — «с2 (0—)] +
+  С3 [«сз (0+) -  ис3 (0—)] — 0, (13-128)

или

или

или
Сх АмС1-|-С2 Дмс2 +  С3 АиСз =  0, (13-129)

приходим к равенству
А<7х +  Д<7з 4- А^3 =  0. (13-130)

Отсюда следует, что изменение зарядов на всех параллельно 
включенных конденсаторах за время коммутации равно нулю, т. е. 
сумма зарядов конденсаторов перед коммутацией (/ =  0 —) равна 
сумме их зарядов непосредственно после коммутации (/ =  0 4-) —, 
закон сохранения заряда. Этот ж е результат получается и из (13-127),'
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если учесть, что после коммутации Ц =  0 + ) напряжения на всех 
параллельно включенных конденсаторах равны:

“а  (0+) — Мег (0 + )=  исз (0+) =  ыс (0+ ). (13-131)
На основании (13-128) и (13-131) получаем:
СхЫсх (0—) +  СгиС2 (0—) +  С3«сз (0—) — (^1 +  С2 +  С3) «с (0+ ),

(13-132)
откуда

£  с 1иа  (° -)
« с (0 + ) =  ‘- ^ - з ---------- . (13-133)

( = 1
При этом все три конденсатора заменяются одним с емкостью 

С = Сг +  С2 +  С3 и напряжение «с на нем после коммутации опре
деляется дифференциальным уравнением

г С ^  + ис =*и, (13-134)

решение которого известно:
ис=*и  + Ае- '* ,  (13-135)

где
т =  гС.

На основании сказанного выше « с (0 + ) = и  +  А и 
А = ис  (0 + ) — и .

Тогда из (13-135) получаем
ис  — и  +  [ыс (0+) — С/] е~1/х (13-136)

и ток
и  — иг  и~иг  (0+) „ 

г =  — (13-137)

Легко показать, что энергия, запасенная в конденсаторах до 
коммутации,

з
И7 (0—) =  ^  С^Ь  (0—)/2 (13-138)

1= 1
больше энергии электрического поля эквивалентного конденсатора 
С после коммутации

№ (0+ ) =  Сыь (0+)/2, (13-139)
а избыток ее

Д Ц 7= Г  (0—) - Г ( 0 + )  (13-140)

перейдет в тепло в сопротивлениях контактов рубильника, сопро
тивлениях проводов и в энергию излучения сложного колебатель
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ного контура, который получится, если учесть, что соединительные 
провода всегда имеют индуктивность, хотя и очень малую.

Подчеркнем, что при наличии сопротивлений во всех трех вет
вях с конденсаторами напряжения на них в момент коммутации 
скачком не изменяются, токи в них остаются конечными, т. е. выпол
няется второй закон коммутации, сформулированный выше, в § 13-1.

13-20. Определение переходного процесса и установившегося 
режима при воздействии периодических импульсов 

напряжения или тока

Для определения переходных процессов и установившихся ре
жимов в линейных цепях при воздействии периодических импульсов 
напряжения или тока известно много методов. Некоторые из них 
основаны на суммировании токов или напряжений, созданных 
отдельными импульсами. В других методах для этой цели вводится

0 * - «

Рис. 13-44.

периодическая импульсная реакция цепи. Третьи методы для той 
же цели вводят другую специальную характеристику цепи, так на
зываемую эшелонную функцию.

Рассмотрим метод, основанный на непосредственном суммиро
вании токов или напряжений, созданных отдельными импульсами, 
что реализуется учетом запаздывания последующих импульсов 
относительно предыдущих.

Поясним метод на примере расчета тока г в простейшей цепи г, 
С (рис. 13-44), которая в момент t = 0 подключается к источнику, 
создающему бесконечную последовательность импульсов напряже
ния и — е, представленную на рис. 13-45.

Найдем сначала ток в цепи от воздействия первого импульса 
напряжения = и  (1 — Ш0) при 0  ̂С  и « !  =  0 при

Переходная проводимость цепи находится известными методами: 

ё (!) =  у е - * / гС. (13-141)
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Применяя интеграл Дюамеля при 0 I ^  /0, имеем:
*

I =  Иё (0 +   ̂ и\ (т )8 (1 -т )  йт= иг е - Ч гС-

' “  т- [ е - « - ' » гСйх =  Ц [—гС + ((0 + гС)е~>/'с ]. (13-142) п 0 /'¿оо

Для ( 5= ¿0 получаем:
*0 ?0

¿ =  (/ § (/ )+ ^  «1 (т)^(/ —т) с1т =  у е - {/гС — ~   ̂ е-(<-т)/гс¿т==
о о

—Ке~*1гС, (13-143)
где

^  =  -^(/0 +  / -С -гС е ^ с). (13-144)Г1а
Переходя к поставленной задаче, напишем формулу для тока I 

в промежутке времени, когда действует п + 1-й импульс напряже
ния, т. е. при пТ ^  ( *^пТ  +  10.

Как было указано выше, ток / представим в виде суммы токов, 
каждый из которых создается одним отдельно взятым импульсом 
напряжения. Первый импульс напряжения дает составляющую 
тока, определяемую формулой (13-143). Второй импульс запазды
вает по отношению к первому на время Т и ток от него равен 
Ке~{‘—Т)/гС. Для учета составляющей тока от третьего импульса 
напряжения нужно в (13-143) вместо / подставить £ — 2Г  и т. д.

<-(я— 1) т
Составляющая тока от л-го импульса равна Ке гС ' . Кроме 
того, следует учесть действие п + 1-го импульса напряжения, который 
на рассматриваемом промежутке времени еще не закончился. Соз
данную им составляющую тока найдем по формуле (13-142) с учетом 
запаздывания во времени на пТ,  т. е. вместо t подставим в (13-142)
1 — пТ.

Результирующий ток
_ . Л  <- т 1- ( п -  1) т

1 — К е гС-\-Ке гС +  • • • +  Ке гС +

+  - г С  + (10 + гС)е гс ] .  (13. 145)

Суммируя первые п слагаемых, представляющих собой геометри
ческую прогрессию со знаменателем е т!гС, для интервала пТ 
^   ̂^  пТ  +  ¿о получаем:

п Т / гС _2 и  [ 1 - п Т  I
1 =  К - 7 П*Г-ГегигС + - А - г С  + <!* + гС)г  ' Ч .  (13-146)С — 1 п о
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Далее запишем ток в промежутке времени, соответствующем 
п +  1-й паузе, т. е. при пТ +  (п -{- 1) Т:

— - ‘г: 7 _ <~пТ (/1 + 1) г/лс ,
¡ =  гС+ К е  гС + . . . + К е  гС = К  - т,гГ— — е 'се ‘ — 1

(13-147)
Для определения тока установившегося режима преобразуем 

(13-146) и (13-147), вводя замену / = пТ V, где V — время, от
считываемое от начала действия п +  1-го импульса напряжения.

Для (13-146) получим:
п Т / гС __1 _  п Т ±  {[ ц

I —К т гС , е гС + “- [ - г С  + Ц0 + гС)е-<'/гс ]. (13-148)е ‘ — 1 /То
Для (13-147) будем иметь:

Т/гС _  - п Т / г С

1 =  К е тГгс_{ е~,,гС- (13-149)

Полагая в (13-148) и (13-149), что п-> оо, находим установив
шийся ток. В течение действия импульса

£уст =  ~ п ^ ~ : е - ‘'!гС +  ~ [ — г С - \ -  (/„ +  г С )  е ~ ^  ]; (13-150)
В — I Пц

в течение паузы

1У"=1<Т— ^ т * с е - ,'/гС- (13-151)

Если источник э. д. с., начиная с момента / =  0, создает беско
нечную последовательность импульсов без пауз, т. е. t̂ ) =  Т, то ток 
и для этого случая получим из формул (13-142), (13-143), (13-144), 
(13-146) и (13-150), положив в них t0 = Т.

При более сложной форме э. д. с. источника иногда целесообраз
нее рассматривать его как наложение импульсов на некоторое по
стоянное или какое-либо иное напряжение.

Г л а в а  ч е т ы р н а д ц а т а я  
ОПЕРАТОРНЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ

14-1. Применение преобразования Лапласа к расчету 
переходных процессов

Классический метод расчета переходных процессов требует 
в общем случае многократного решения систем алгебраических 
уравнений для определения постоянных интегрирования по началь
ным условиям и для нахождения начальных значений функции и ее 
производных, что и представляет собой основную трудность расчета 
этим методом.
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Так как  дифференциальные уравнения переходных процессов 
в линейных цепях с сосредоточенными параметрами представляют 
собой линейные уравнения с постоянными коэффициентами, то их 
можно интегрировать также операторным методом, основанным на 
преобразовании Лапласа. Это было впервые показано русским ма
тематиком М. Е. Ващенко-Захарченко в его монографии «Символи
ческое исчисление и приложение его к интегрированию линейных 
дифференциальных уравнений» (Киев, 1862). В конце XIX в. ан
глийский ученый О. Хевисайд независимо пришел к операторному 
методу и впервые применил его к расчету электромагнитных переход
ных процессов. Однако Хевисайд не приводил математических 
обоснований метода. Дальнейшему развитию операторного исчисле
ния способствовали своими трудами советские и зарубежные ученые 
В. С. Игнатовский, Д. Р. Карсон, Б. Ван-дер-Поль, А. М. Эфрос, 
А. М. Даниловский, К. А. Круг, А. И. Лурье и др.

М. Е. Ващенко-Захарченко показал также, что операторный ме
тод применим не только к обыкновенным линейным дифференциаль
ным уравнениям с постоянными коэффициентами и их системами, 
но такж е к линейным уравнениям с переменными коэффициен
тами и к линейным уравнениям с постоянными коэффициентами 
в частных производных, т. е. говоря на языке электротехники, 
к расчету переходных процессов в цепях с распределенными пара
метрами.

Сущность операторного метода заключается в том, что некоторой 
заданной однозначной ограниченной функции / (t) вещественной 
переменной (например, времени t), называемой о р и г и н а л о м ,  
удовлетворяющей условиям Дирихле на любом конечном проме
жутке времени и равной нулю при t <  0, сопоставляется другая 
функция F (р ) комплексного переменного р  = s +  /со, называемая 
и з о б р а ж е н и е м .

Напомним, что условия Д ирихле заключаются в том, что на любом конечном 
промежутке ф ункция f (f) должна быть или непрерывной, или иметь конечное 
число разры вов непрерывности первого рода, и, кроме того, должна иметь на 
этом ж е  пром еж утке конечное число максимумов и минимумов.

Это сопоставление производится по формуле

F(p) =  \erP‘f ( t ) d t ,  (14-1)
о

которая представляет собой прямое преобразование Лапласа над 
функцией / (t) и обозначается так:

F(p) =  L {/(/)} или F (p )= f ( t ) ,

где F (р) называется Лапласовым изображением функции f  (/).
Обратно, если нужно по имеющемуся изображению F (р) найти 

оригинал f  (t), то это может быть выполнено в общем случае при
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помощи обратного преобразования Лапласа (интеграла Бромвича)
(J Ь f с о

Í (О =  2л/ \ e”í f (p)dp,  (14-2)
<J —  / СО

которое представляет собой решение интегрального уравнения 
(14-1) относительно неизвестной функции / (/) и может быть получено 
методами теории функций комплексного переменного. Интеграл 
(14-2) вычисляется по прямой на плоскости комплексного перемен
ного р = s +  /со, параллельной мнимой оси и расположенной пра
вее всех особенностей (в частности, простых и кратных полюсов) 
функции F (р).

Интеграл (14-2) обозначается еще так:

f{t) =  L~1 {F{p)} или f ( t )  =  F(p).
Иногда изображение функции / (/) определяется несколько иначе:

Ф (Р) =  Р I e~ptf  (0 dt.
о

Последнее выражение называется прямым преобразованием Кар
сона — Хевисайда.

Очевидно,
Ф ( p )  =  p f ( p ) .

Основным преимуществом изображения функции по Лапласу 
является очень простая связь его с частотным спектром функции 
(см. гл. 15). В случае применения преобразования Карсона — Хе
висайда эта связь сложнее, но изображением постоянной величины 
является она сама, так что с точки зрения физики оригинал и изобра
жение имеют одинаковые размерности.

В дальнейшем будем пользоваться преобразованием Лапласа.
Переходные процессы, как было показано в гл. 13, описываются 

системой интегродифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами. Для преобразования их по Лапласу в соответствии 
с формулой (14-1) приходится находить изображения производных 
и интегралов от оригинала. При этом оказывается, что изображения 
производных и интегралов от оригинала выражаются алгебраиче
скими функциями от изображения и начальных значений самой 
функции, ее производных и интегралов. Поэтому система интегро
дифференциальных уравнений относительно оригиналов заменяется 
системой алгебраических уравнений относительно их изображений, 
т. е. производится алгебраизация исходной системы 'интегродиффе
ренциальных уравнений.

При решении полученной системы алгебраических уравнений 
определяются изображения искомых функций, а затем при помощи 
обратного преобразования, вытекающих из него формул или спе
циальных таблиц — оригиналы, т. е. искомые функции времени.
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Ряд таких функций и их изображений приведен в приложении 2. 
Подробные таблицы оригиналов и соответствующих им изображений 
приводятся в справочниках. В наиболее полном из них, составлен
ном В. А. Диткиным и П. П. Кузнецовым, содержится свыше 1500 
оригиналоз и изображений по Карсону — Хевисайду.

Необходимость вычисления постоянных интегрирования по на
чальным условиям отпадает, поскольку все начальные условия учи
тываются при переходе от системы интегродифференциальных урав
нений к системе алгебраических уравнений.

Приведем (без вывода) формулы для изображений производных 
и интегралов от оригинала. Если

Отметим, что если функция / (/) и ее производные /' (/), /" (/)... 
при t = 0 изменяются скачком, то в (14-4) и (14-5) нужно подстав
лять их значения с учетом этих скачков, т. е. справа от нуля, что и 
отмечено в их аргументах знаком 0 +  .

Если начальные значения функции и ее производных при / = 0 +  
равны нулю, то изображения первой и последующих производных 
находятся особенно просто:

Если интеграл  ̂ /(/) ¿Л при /=0 изменяется скачком, то нужно

брать его значение справа от нуля, что и обозначено в его верхнем 
пределе знаком 0 + .

Итак, если начальные (т. е. при / = 0 или в случае скачков при 
/ = 0 + ) значения функции, ее производных и интегралов равны 
нулю, то величину р  можно рассматривать как оператор; умножая 
на оператор изображение данной функции, получаем изображение 
ее производной (14-6), деля на оператор изображение этой функции, 
получаем изображение ее интеграла (14-7).

то
м /  (/)}=]? (р),

Ч г  (0} =  р/? (р ) -/ (0  +  );

(14-3)

(14-4)

'] (14-5)
и т. д.

(14-6)

и т. д.
Изображения интегралов от оригинала имеют вид:

и

а
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Нужно всегда иметь в виду, что при расчете переходных процес
сов операторным методом необходимо не только находить изображе-. 
ния функций, их производных и интегралов, но и решать обратную 
задачу — находить функции (оригиналы) по их изображениям. Для 
этого, как указывалось, можно пользоваться таблицей, приведен
ной в приложении 2, или справочником. Однако могут встретиться 
изображения, для которых оригиналы неизвестны и само их отыска
ние является весьма трудной задачей. В таких случаях можно поль
зоваться приближенными (численными) методами отыскания ориги
нала по изображению.

Часто изображение имеет вид рациональной дроби
Fi (Р) b„pm +  bjp”' - 1 +  ... +  Ьт  /14_q\
F\(p) а 0рп +  a l pn~l  +  а я  '  ’

при т <.п,  причем дробь (p)/F2 (р ) = F (р) несократимая, т. е. 
многочлены Fx (р) и F2 (р) общих корней не имеют, и ак, bk — веще
ственные числа.

Оригинал / (t) изображения (14-9) можно найти по формуле, на
зываемой т е о р е м о й  р а з л о ж е н и я :

П
т -1 \Fi (р)\ —  г / а —  V (Рк) „pht П4-10)
L  \Ft ( ? ) ) - ' ~  f ;  (p „)e  ’ <14k= i

которая представляет собой сумму вычетов подынтегральной функ
ции F (р) ер‘ выражения (14-2) относительно всех ее полюсов р к, 
здесь pk — простые корни характеристического уравнения F2 (р) — 
= 0, причем один из них может равняться нулю.

Часто встречается другая форма записи разложения, применяю
щаяся в том случае, когда в составе знаменателя (14-9) есть множи
тель/;, т. е. знаменатель (14-9) имеет один нулевой корень. Необхо
димо найти оригинал для изображения Fx (p)lpF2 (р), где в составе 
F., (р) уже нет множителя р. Предполагая, что уравнение F2 (р) — О 
имеет п различных и не равных нулю корней р к (k = 1 ,2 , . . . , « ) ,  
получим другую форму теоремы разложения:

т - i  ( Л ( Р ) 1  М О )  , v  F i( P k ) e Pk‘  , н  , п
L  \ p F A p ) \ - f { t ) — F 7 (0 ) + Z  Pk Fi ( P k ) - -  (14‘ П )/¡ = 1

Если уравнение F2 (р) =• 0 имеет комплексные сопряженные 
корни, то нет необходимости вычислять слагаемые суммы, стоящей 
в правых частях равенств (14-10) или (14-11) для каждого из ком
плексных сопряженных корней в отдельности. Известно, что функ
ции с вещественными коэффициентами от комплексных сопряжен
ных значений независимого переменного — сами комплексно сопря
женные. Поэтому, если корни р к и р% — комплексные и сопряжен
ные, то достаточно вычислить слагаемое сумм (14-10) или (14-11) 
только для корня рк, а для корня р% взять значение, сопряженное 
этому слагаемому.
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Если среди корней многочлена ^  (р) есть кратные, то можно 
записать теорему разложения аналогично формулам (14-10) или 
(14-11), но с двойной суммой в правой части (одна сумма по числу 
корней, а вторая — для каждого корня по порядку его кратности). 
Однако эта формула довольно сложна и здесь не приводится.

Если изображение Б (р) наряду с п простыми полюсами в точках 
р ъ  ... , р ь, ... , рп имеет, например, еще один полюс кратности а  
в точке р п+1, т. е.

^  (р ) = ------ ti.jp}-------
КР) Р г { р ) ( р - р п л ) « '

то, применяя формулу вычета в кратном полюсе, получаем:

р = р „
f  и , _  у  Ft (Pk) е _______________1___  d ^ _  1̂ 1 (Р) ept
П Ч ~  L i  d ' ( а — 1)\ dp'1"1 F\(p) J

¿ p  1^2 (P) ( P —  P n + i r i p ^ p k

(14-12)

Это соотношение позволяет учесть кратные корни характеристи
ческого уравнения. Если кратных корней несколько, то для каждого 
из них нужно записать слагаемое, аналогичное второму слагае
мому в правой части последнего равенства.

Если нужно вычислить начальное (при t — 0 + ) и установив
шееся (при t = оо) значения оригинала, т. е. / (0 + ) и / (оо), то 
можно, конечно, пользоваться формулами (14-10) или (14-11). Од
нако начальное и установившееся значения оригинала в случае, 
когда установившийся процесс непериодический, определяются 
гораздо проще по так называемым предельным соотношениям:

/(0 +  ) =  lim pF(p) (14-13)

/(ос) — П т рР (р). (14-14)
р -+ о

Дополнительно отметим, что теорема разложения применима 
не только к рациональным дробям, но и когда (р) и /•', (р) содер
жат трансцендентные, например экспоненциальные, круговые и 
гиперболические функции.

14-2. Законы Ома и Кирхгофа в операторной форме

Рассмотрим цепь г, Ь, С (рис. 14-1), которая была подключена 
к источнику э. д. с, (() и в момент / = 0 переключается к источнику 
э. д. с. е  (/).

Закон Ома для мгновенных значений после переключения запи
шется так: I

п  +  ^ + 1с \ 1 с 1 (  =  е(1) .  (14-15)
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Нижний предел интеграла, равный — оо, берется в том случае, 
когда к моменту переключения рубильника Ц =  0) режим в цепи 
установился, т. е. к источнику 
э. д. с. е1 (() цепь была включена 
в момент времени / = — оо (только 
при этих условиях режим к моменту 
переключения рубильника теорети
чески мог установиться).

Если к моменту переключения 
режим не установился, то в ка
честве нижнего предела нужно 
брать —tъ  где — время, прошед
шее с момента включения источни
ка э. д. с. ех (0 до момента I = 0.

Постановка у интеграла ниж
него предела, равного — оо или — имеет целью подчеркнуть, 
что в момент коммутации конденсатор уже был'заряжен, т. е.

( о / г

Рис. 14-1.

«с (0) i d t ,  (14-16)

где ис  (0) — напряжение на емкости в момент переключения, т. е. 
при / = 0.

Чтобы перейти от закона Ома, записанного для мгновенных 
значений (оригиналов), к его выражению в операторной форме, 
нужно в соответствии с формулой (14-1) поступить ?ак : умножить 
обе части равенства (14-15) на е~р1сИ и проинтегрировать от нуля 
до оо. Тогда получим:

со со со (

г   ̂ е-РЧ ¡и + Ь  ̂ е~Р‘ й̂  d t + ]c  \ е 'р‘  ̂ I dt dt
СО

 ̂ e -pte (t) dt.

Полагая, что
/(p) =  L {»(*)}; E(p) = L{e{t)}

и учитывая формулы (14-4), (14-7) и (14-16), получаем следующее 
алгебраическое уравнение:

иг  (0) / (р) 
r l  (p)+LpI (р) -  Li (0) +  +  -£ -  =  Е (р),

Р Ср

откуда получается закон Ома в операторной форме для цепи г,  С

Ир)-
Е ( р )+ 1 (  (0) — ыс  (0)/р 

г + p L +  1/рС
(14-17)

Последнее равенство справедливо и в том случае, когда процесс 
до переключения рубильника еще не был установившимся.В обоих 
случаях под I (0) и ис  (0) надо понимать ток в индуктивности и на
пряжение на емкости в момент переключения рубильника. Заметим,

389



что п соответствии со сказанным выше нужно было бы писать г (0 +) 
и мс (0-Ь). Но так как ток в индуктивности и напряжение на ем
кости не изменяются скачком при ( = 0 , будем писать короче: 
г (0) и ис  (0).

Выражение, стоящее в знаменателе, назовем полным сопротив
лением цепи г, I ,  С в операторной форме или о п е р а т о р н ы м  
с о п р о т и в л е н и е м

г ( р )  = г + ̂ + Ц р С .  (14-18)

Сопротивление в операторной форме уже встречалось в § 13-14 
и теперь получено вполне строго. Напомним, что сопротивление цени 
г, I ,  С в операторной форме построено так же, как ее комплексное 
сопротивление, если в последнем заменить /со через р. Величина, 
обратная операторному сопротивлению, называется о п е р а т о р 
н о й  п р о  в о д и м о с т ь ю:

У(р)=\П (р).
Операторная э. д. с. цепи, стоящая в числителе (14-17), состоит 

не только из операторного выражения внешней э. д. с., т. е. Е (р), 
но и еще из двух слагаемых, которые определяются начальными 
условиями, т. е. током в индуктивности г (0) = (0) и напряже
нием на емкости ис (0). Иными словами, наличие двух дополни
тельных э. д. с. Ы '(0) и —ис  (0)1р, которые можно назвать внутрен
ними или расчетными э. д. с., указывает на то, что в магнитном поле 
катушки н в электрическом поле конденсатора в момент коммута
ции была запасена энергия. Положительные направления этих 
э. д. с. выбраны совпадающими с положительным направлением 
тока ветви.

Заметим, что, как и ранее, положительные направления тока 
и напряжения на конденсаторе считаются совпадающими. Если же 
до коммутации конденсатор был заряжен и, стало быть, положи
тельное направление напряжения на нем до коммутации ис_ было 
задано, а положительное направление тока через конденсатор вы
брано противоположным положительному направлению ыс_., то 
внутренняя или расчетная э. д. с., обусловленная емкостью, должна 
быть взята с обратным знаком, т. е. +ис (0)/р.

Особенно просто выглядит выражение (14-17) при нулевых на 
чальных условиях, т. е. при (0) =  0 и ис  (0) = 0,

1(р) =  Е(р)/г(р).  (14-19)
Тогда оно полностью аналогично закону Ома в комплексной 

форме.
Для любого узла разветвленной цепи

¿14~ н  • • • +  =  0.
поэтому, обозначив изображения токов ! к (р) =± ((), на основании 
(14-1) получим п е р в ы й  з а к о н  К и р х г о ф а  в о п е -
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/. (Р) + и  (/>) +  . . .  +  Л» (Р) =  £  /* (Р) = 0 . (14-20)
А’ — I

Для любого замкнутого контура, состоящего из п ветвей,

2  + 2  + ^  $ '*а1 = 2

р а т о р н о й  ф о р м е :

Полагая
Ы р) =  1 {»*(/)}; £*(/>) =  !-{<?*(/)}

и повторяя все рассуждения, которые были сделаны при записи 
закона Ома в операторной форме, получаем в т о р о й  з а к о н  
К и р х г о ф а  в о п е р а т о р н о й  ф о р м е :

П п

^  Гк1к (Р) +  ^  [р!к (Р) — ¡к (0)] +

и СЬ (°)

* = 1  к = \  
п

+ 1
*=1 *=1

что можно переписать так:

+ 1к (Р)
СкР Е к ( р ) .

/г = 1

У 2 ,  ( р )  1 и (р )

к I

п

у
¿шш

Л - • 1
Ек{р)~\- Ек1к (0)

(0)
(14-21)

В последних выражениях ¡к (0) и ыс * (0) — начальные значения 
токов в катушках индуктивности и напряжений на конденсаторах 
в соответствующих ветвях.

Особенно просто запишется второй закон Кирхгофа при нулевых 
начальных условиях, т. е. при 1к (0) = 0 и и с к (0) = 0:

£  2*(р )/*(р) =  £  Ек (р). (14-22)
А- I к — 1

В такой записи он полностью аналогичен второму закону Кирх
гофа в комплексной форме.

Итак, закон Ома, первый и второй законы Кирхгофа в опера
торной форме аналогичны по форме своей записи тем же законам 
в комплексной форме для цепи гармонического тока. Нужно только 
иметь в виду, во-первых, что в каждой к -й ветви при ненулевых на
чальных условиях, т. е. при /*(0) Ф 0 и иСк (0) # 0 , действует 
не только внешняя э. д. с. Ек (р), но еще и внутренняя или расчет
ная э. д. с. ¿/,4 (0) — иСк (0)/р, положительное направление кото
рой выбрано совпадающим с положительным направлением тока 
в этой ветви, и, во-вторых, что в качестве сопротивления ветви бе
рется ее операторное сопротивление.
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Найдем, например, ток при переключении ветви г, L, С (рис. 14-1) от источника 
синусоидальной э. д . с. ev ( t) =  Elm sin  (co¿ -|- ф) к источнику постоянной э. д. с. 
е (t) =  Е.

На основании зако н а  Ома в операторной форме имеем:

E/p-\-Li(0) —ис (0).'р C[E +  p L i(0 )-u c (0)] F,(p)
I(P)-  r  +  p L + l/ p C  ~  l +  iCp +  LCp* ~ ~ F ,(p ) ’

где i (0) и ис (0) надо найти, рассчитав цепь в установившемся режиме до коммута
ции.

Оригинал для / (р), т. е. ток i, определим при помощи теоремы разложения. 
Сначала вычислим корни p i и р2 уравнения f 2 (р) =  0, которые примем для

определенности вещественными и различ-
I/o\ /V ными:

2>(Р) г л Г-7-------- Г
[— ---------- СШ ----- 1 _ у % Рхл 2L i  У 4Z.3 LC ■

Ф  Е(р) h (Р)П ^  1 Ft (P l) =  С [£  +  PlLl (0) -  ис (0 )];

Fi {Рг) = С[Е + РгП (°) —uc í°)];

Затем найдем:

Fi (p) =  rC  +  2Z.Cp; F¡ (Pl) =  (r +  9LPl) С; 

Рис. 14-2. F!,(p,) =  (r +  2Lp.2)C .

Подставим эти результаты  в формулу (14-10):

. Y  E +  PlU ( 0 ) - u c (0) Bi , E + p .¡L i ( 0 ) - u c (.0) Bat
l ~  L  F ’M  r  +  2l.Pí e ' +  r +  2LPi e ‘ >A=1

или после простых преобразований

E - u r ( 0) ,  , , ч L i(  0) 
i=  C -  (e^ 1 - е рг0  + - т = =  - P ^ li •

Ÿ r2 — 4L/C У r2 — 4L/C
К ак и следовало о ж и дать, принужденной составляющей в составе тока i нет, 

а свободный ток состоит из двух  экспонент с коэффициентами затухания | р{ | и
I р2 I- Д ля чепи с нулевы ми начальными условиями во всех ветвях (рис. 14-2) изо
бражение тока, например, во второй ветви найдем из очевидного соотношения

, ZAP) _______Е{р)______  Z A p ) _ v  (п, р (п.
М р )  ^ ^ z t [p) +  Zs {p) Z2 (p )Z 3 (p) Z.¿{P) +  Z3(p) 2 l(p ) (p)-

Z l(p ) +  Z2 (p) +  Z3(p)
Здесь Уп  (р) — взаи м н ая операторная проводимость ветвей 2  и /. 
Изображение гармонической э. д. с. е =  Ет  s in  (co0¿ +  Ф) (см- приложение'2)

- с  p s im j)+ û )0 cosi|3
L iP)~ tm ^+ Ц

— довольно сложное. З н ая , что эта э. д. с. представляет собой мнимую часть 
комплекса: е =  lin  [Ет е' + можно оперировать с мгновенной комплексной 
э. д. с.

¿(t) =  Em [eos (со,/ +  г|;) +  / sin (со0/ +  т|з)1 =  Е m « '<0)o!í + ф> =  Èmeiü>ai,
изображение которой É (р) хотя и является комплексной функцией р, все же 
будет значительно более простым:

Ê(p) =  L{'e(t)} (14-23)Р — 1& о
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Д ля пояснения расчетов с такими изображениями рассмотрим сначала не- 
разветвленную цепь с нулевыми начальными условиями, в которой после ко м м ута
ции действует один источник э. д. с. е (t).

По закону Ома в операторной форме комплексное изображение тока

/(p) =  £ (p )/ Z (p ); (14-24)

комплексный оригинал переходного тока

i( t)  =  L - i{ i( p ) }  (14-24а)
и переходный ток

<(/) =  Im [/(/)]. (14-246)

Если в этой цепи после коммутации кроме источника с  гармонической э. д . с. 
действует, например, еще источник с постоянной Е и апериодической Е0е~а( э . д. с. 
и если начальные условия были ненулевые, что учиты вается введением расчетных
э. д. с. Li (0) и — ис (0)!р, то все э. д. с ., кроме е (t), долж ны  быть введены в чи
слитель формулы (14-24) с множителем /, т. е.

Ё (р) +  ¡Li (0) -  juc  (0)/р 
К Р ) = ---------------- Ш -----------------,  (Н -25)

где

£ (р) = _ ^ _  + / А +/_ А _ .
р — /со0 р р +  а

Только в этом случае они б удут  учтены при определении переходного тока 
как  мнимой части комплексного оригинала i (t). Н еобходимость умножения изо
бражений всех внешних э. д. с. (кроме синусоидальных) и внутренних дополни
тельных э. д. с. ветвей на /' распространяется такж е  и на уравнения второго закона 
Кирхгофа для разветвленных цепей, если синусоидальные внешние э. д. с. зам е
няются их мгновенными комплексными значениями ё (().

В случае включения пени по рис. 14-2 к источнику тока / (р) — 
= L{i (/)} при условии / (0) =5̂ 0 необходимо, чтобы ветвь Zt (р) 
и хотя бы одна из ветвей Z.. (р) или Z;j (р) не имели индуктивностей. 
В ветви Zx (р) сразу будет принужденный режим с током ¡\ (t) =  
= i (0-

Составим уравнение но второму закону Кирхгофа для контура, 
образованного ветвями Z2 (р) и Za (/;), и уравнение по первому закону 
Кирхгофа на точки разветвления. Переписав их для изображений 
и учитывая, что /х (р) =  /(/?), решим два уравнения с двумя неиз
вестными /2 (р) и /3 (р), т. е. найдем их изображения. Токи i2 (t) 
и г'3 (0 определим по теореме разложения или при помощи таблицы 
соответствий.

Достаточно найти один из токов /2 (р) или /3 (р) и соответственно
i2 (/) или г3 (t), так как другой ток сразу определяется по первому 
закону Кирхгофа.

14-3. Эквивалентные операторные схемы

При расчете переходного процесса операторным методом полезно 
составить для заданной цепи эквивалентную операторную схему. 
Чтобы показать, как составляется эквивалентная операторная 
схема в достаточно общем случае при ненулевых начальных усло-
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виях, запишем для схемы (рис. 14-3) уравнения Кирхгофа в опера
торной форме, опуская для кратности аргумент р у изображений:

Л Ы *Ь 1з — 0;

А  [Р/1 -  Н (0)] -  г г12 -  Ц [р/ 2 -  г2 (0)] - «Г - (°) ■Е̂  — Е2',

Г2̂ 2 +  ^2 [Р 2̂ ~ Н (0)] +  +  С~
V
С3р +

•г
С2,

“ сз (°)
Р

Ео — Е3.

Гз 1-А — 3 —

Переписав их в виде 

1
рС .1*\р11 — (/"г +  рЕп +

^2 +  рЦ  +  рСг) ¡ 2- [ Г з  + РЦ +  - ‘Са) /3

= /?2 ~Ь ¿2^2 (0) “ С2 (° ) + £ 3 -Ь

Еч ■ ¿о/з (0)

У ' -
“са (°)

составим по ним эквивалентную операторную схему, представлен
ную на рис. 14-4. Из рисунка ясно, что, вводя операторные реактив
ные сопротивления рЕ и 11рС, 
заменив заданные э. д. с. их изо
бражениями и включив в каж
дую ветвь с индуктивностью и 
емкостью дополнительные внут-

Ч )ф
Чч(°) ^ У \ 1г

исг (°)^  ^

ис з ( ° )Л \ 3
- и

Рис. 1̂ 4-4.

ренние э. д. с. Ы (0) и — ис  (0)/р, причем положительные на
правления этих дополнительных внутренних э. д. с. приняты 
совпадающими с положительным направлением тока в данной 
ветви, получим уравнения Кирхгофа для изображении, Аналогич
ные уравнениям цепи гармонического тока. А так как все методы 
расчета цепей выводятся из уравнений Кирхгофа, то для расчета
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изображений какого-либо тока или напряжения в схеме (рис. 14-4) 
можно пользоваться методами контурных токов, узловых потен
циалов, активного двухполюсника, преобразований и т. д.

Таким образом, операторный метод позволяет использовать 
для определения изображений токов и напряжений весь аппарат 
вычислений, применяемый для расчета установившихся токов и 
напряжений.

Составим теперь характеристическое уравнение, например, 
приравнивая нулю числитель входного сопротивления для источ
ника э. д. с., включенного в первую ветвь 2 1вх (рис. 14-3):

ZiBX — Zi z 2+ z3 = 0 .

Такая возможность вытекает из теоремы разложения, когда для 
получения характеристического уравнения приравниваем нулю 
знаменатель изображения.

В общем случае оно будет четвертой степени. О днако, если параметры к а 
кой-либо пари параллельных ветвей , например второй и третьей , удовлетворяю т 
соотношению

Гц/г3 = = С3/С2,

то характеристическое уравнение будет только второй степени.
В самом деле, вы ражая из последнего уравнения ¿ 3 и С3 через сопротивления 

л> и гя, Ц  и С» и подставляя их значения в выражение после преобразований 
получаем:

р-Сг ((га г а) I-1 -(- г3/..2] -|- pC.¿r.¿rз +- r 3 
( r -l +  Гз) P(-2

- 0 .

Таким образом, возможность преобразовывать операторные сопротивления, 
т ак  же к а к  и комплексные, позволяет очень просто установить случаи , когда из-за 
пропорциональности параметров ветвей г, /. и 1/С степень характеристического 
уравнения понижается. Сказанное относится такж е к параллельны м  ветвям г, /. и 
параллельным ветвям г, С, если их параметры соответственно пропорциональны. 

Пример 14-1. Найти ток в индуктивности (рис. 14-5) после вклю чения рубиль-
ника, если дано: U — 200 В; ис (0) =  100 В; г1 
С =  1000 мкФ.

Р е u fe  н и е. Составим уравнения для 
изображений по методу контурных токов:

30 Ом; г  =  10 Ом; L =  0,1 1';

40/J Н-0, lp/j -  0, h'i (0) -  101 г
200

v :

1000 иг  (0)
-  10/!+ 10/.,+-—  /2-  с 

р р
где Рис. 14-5.

|,(0) = «1Пр_(0) = 200/40 =5 А. 

Решив эти уравнения, найдем /t :

/1 =

200/р +  0,5 
100 ¡р

— 10
10 +  1000/р
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где

Д =
40 +  0 , Ip - 1 0

— 10 10+1000/р
Отсюда

-51 1 | 300
[ р  ^  р2 +  400р +  40 ООО

Оригинал первого слагаемого равен 5. Корни знаменателя второго слагаемого 
Pi — Рг — р — — 200. Т ак как  корни кратные, то теорема разложения в виде 
(14-10) неприменима. Представив второе слагаемое в виде

5 -300  1500
р2 +  400р +  40 000 ~  (р +  200)2 ’

найдем его оригинал по таблице (приложение 2):

H d w h ls 0 0 ‘ r “ ' -

О ригинал того ж е слагаемого можно найти и по формуле (14-12):

1 d 
(2 -  1)! dp v‘ v 'f t

для i j  окончательно получаем:

í1 =  5+1500/e~ 2uo< A.

В частности, при / =  0, к а к  и должно быть, i¡ (0) =  ílnp_ (0) =  5 А. 
Пример 14-2. Определить напряжение на индуктивности (рис. 14-6, а) после 

включения руби льни ка, если rL =  10 Ом, L =  0 ,15 Г, г2 =  10 Ом, С — 25« 10~5 Ф, 
и =  150 sin  (3 1 4 / +  60°) В.

(1500еР ')„ =  1500/е-200Г-

с, а 

¥
0- л

U

1 '*

оI
и,(о) иРУв{р) 

©
C ' j c f p )  - -  IJ(f) о

ф - а М .

/
рС

* ) *)
Рис. 14-6.

Р е ш е н  и е . Изображение тока /L найдем по методу активного двухполюс
ника. С оставим для цепи (рис. 14-6, а) эквивалентную операторную схему 
(рис. 14-6, б) и определим расчетные э. д . с. Из расчета -режима до коммутации 
найдем:

í lnp_ =  4,2 sin (3 1 4 / -  1345 ') А;
« Спр_ =  53,5 sin (314/— 103Q45 ') В

и, следовательно,

*i (0) =  *’и1о- (0) =  4,2  sin (— 13°45') =  — 1 А;

«с (0) = «Спр-(°) = - 52-1 В-
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По методу активного двухполю сника

Л = U  руб
1 z  +  Z B 

где
„ , „ , , ,  г2/рС 37 ,5 - 10-»р» +  0 ,175р  +  20 
г. +  £ъ- г х +  р1.+  г^+  1/рС 25 ■ 10 4р +  1

Найдем далее напряжение V ba при отключенной ветви с индуктивностью

— ис  (0) 0,1305
Uba = Ir.¿= р (Ла+ Х/рС) г, = ̂  ш_4р+ j .

Н апряжение на рубильнике 

/; ~ 37’5 • Ю^Р3 +  0,Э055р^+ 152р +  21650
и руб — и Ьа~г с  - r Lh  (и) — (25 ■ 10 '4р +  1) (р2 +  3142)

Ток в ветви с индуктивностью
_ рз_(_815р2 +  405-Ю зр +  5 7 8 - 105 

(р2+ 3 1 4 2) (р2 +  467р +  534 • 102) '

П оскольку в момент коммутации в индуктивности был то к , изображение 
напряжения на индуктивности представится разностью изображений потенциалов 
точек d и с:

ul = — Фс = l iPL — Lii (°)=
192,2рз + 836- 102р2+ 155,6- № р + 79- 10? Fx (р)

~  (р2+ 3 1 4 2) (р2+-467р +  5 3 4 -1 0 2) ~ F t  ( р ) '

Находим корни характеристического уравнения /г2 (р) =  0

P i =  — 267; р2 =  — 200; р3 =  /314; р4 =  — /314.

Д алее находим: \
f ' ( p )  =  2 p (p 2/ 4 6 7 p  +  53 4 . 102) +  (р2 +  3142) (2р + -467 );

П  (Л ) =  -  113 ,5- 105; F!, (р2) =  93 • 105;
F's (Рз) =  — (9 2 +  /28,3) 10«; f '  (р4) =  — (9 2 -/ 2 8 ,3 )  10«.

Аналогично находим F, (pfe).
Применяя теорему разложения (14-10), учитывая, что в теореме разложения 

слагаемое от корня р4, сопряженного р3, получается сопряженным слагаемому от 
корня р3, сумму обоих слагаемых найдем сразу как  удвоенную  вещественную 
часть слагаемого от корня р3:

и ,  ( / ) =  у  .F ' { P k ) - — 1 I 0- - е - 267< —  5 ' 3  • 1 0 !  е -2 0 0 /  +
l W  L  F’.,{pk) - 1 1 3 ,5 - 1 0 6  9 3 -1 0 5  тк = 1

+  2 Re Qg9 ~/28 36)5) ю Г е7314<} =  157 sin (314¿ + 81° ) 9 2 , 6 e “ 2e7í _  57е-2оо/ В .

Пример 14-3. Найти напряжение на конденсаторе ис  после вклю чения ру
бильника (рис. 14-7, а).

Р е ш е н и е .  Представим заданную  гармоническую э. д . с. комплексной 
величиной ё (t) и составим эквивалентную  операторную схем у  (рис. 14-7, б). 

Обозначим

-------- ' Л . .  т==, эС
Г\~\~Г2
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Е

И найдем напряж ение иа конденсаторе до коммутации:

НСпр-« = - £1- —  хг  эш (со/ + тЬ — ф — 90°), 
г

где

г =  К ( г  +  г 1)« +  (1/«ВС)*; ^ -  =  - с ;  1в Ф ------

Следовательно,

—  хс  51п (1|)—ф — 90°).ис  (°) =  — £ 1 +

Н айдем по методу двух  узлов комплексное изображение напряжения и аь". 

Ег \ [  Ёт  . ИС (0 П  1

1 "р Г 1 1 Р  — /СО 1 р | Г-г 1/и аъ-
}/Рс

1 , *— + 1  г\ г +  1 /рС т  г2

З н ая  его , находим комплексное изображение тока /:

Ё _ ис  (0)

/= р — /со
г +  1/рС

Д ал ее , поскольку конденсатор в момент коммутации был заряж ен , найдем 
комплексное изображение напряжения на конденсаторе й с к ак  разность комплек-

а , Ш
п  7 (р) \ Т р с Л  п* ;:У ¿¿а ф-,--5й> \}г‘

* )
Рис. 14-7.

сных операторных потенциалов ф< и ^  в эквивалентной операторной схеме 
(рис. 14-7, б):

ис (°) 1и с = ^ - Ъ - 1 ~ у -  + 1 ^с -
П о дставляя  значение й аЬ в ф ормулу для ¡, а значение / в формулу для 0 С, 

пвсле р яд а  алгебраических преобразований получаем:

и, /«с ( ° ) '
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Применив теорему разложения (14-10), найдем комплексный оригинал иско
мого напряжения на конденсаторе:

‘и (0  =  / - ^ 2 -  +  +  /М (0) е -  Нх +  / е -  ' /т -  .
С  Ч /  '  /-! +  Л» 1 +  Т/0) С 4 +  Г3 1 +  Т/СО

С учетом приведенного выше значения ¿г,. (0) найдем напряж ение

ис  (О =  1 т  [Йс (0] =  — +  " 7 1  *с ‘ч'п М  +  ^  — ф1 — 90°) +

+ [ — Е1+^Гхс 5‘ п (г|> — ф — 90°) + г\Л~г-1 хс г т  (ф — ф! — 90°)| е 1/г,

где
=  У /■“+  ( 1/шС)2; 1е  ф ! =  — 1 /0>Сгэ.

В частности, при / =  0 получаем для ис  (0) приведенный выше результат .

14-4. Переходные процессы в цепях с взаимной 
индуктивностью

Рассмотрим переходные процессы в цепи (рис. 14-8), у которой 
две катушки с сопротивлениями ги г2 и индуктивностями ¿х, свя
заны взаимной индуктивностью М,  причем вторая катушка замк
нута накоротко, а первая включается на постоянное напряжение и .

Токи г'х и г2 в обеих катушках 
связаны уравнениями Кирхгофа

гА + ̂  + М ^

Ы г + ^ У  + М ^ - Ъ .  (14-27)

Отметим принципиально важ 
ное обстоятельство, что учет взаим
ной индуктивности между ка
тушками не повышает порядка дифференциальных уравнений.

Перепишем уравнения (14-26) и (14-27) для изображений

(г 1 +  Р^ 1) Л +  рМ¡ 2— ; рМ ¡1 +  {го -{- р^2) /2 — 0.

У- (14-26)

Рис. 14-8.

Решая их, находим: 

/1
и  ( 1 + р т г)

/ ,=

р1.1Т2 ( 1— * 2) (р2 +  ар +  Ь)
м и

1\ (р) .
' Р/'* <Р) *

• Ря (р)
Ц Ц (1  - & ) ( р *  +  ар +  Ь) М р ) ’

где тх = ¿¿Гу, т2 = ¿ 2^2 — постоянные времени каждой из кату
шек, когда другая разомкнута;

а 1 — № \Тх та / ’ (1 — №■) ТхТг 
и & = М !У  — коэффициент связи.
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Решая характеристическое уравнение системы 

Рг (р) =  р 2 +  ар + ь =  О,
находим его корни:

Р1' г==~ Т (1

Применив к выражению для тока 1Х теорему разложения в виде 
(14-11), а к выражению для тока /2 — в виде (14-10), найдем после 
некоторых преобразований с учетом равенств

Р1 +  Р2 =  — т 4 ^ ( ^  +  ^ ) ;  Л/,а =  (1_ Д Т1т2 ; Р*(Р) =  2Р - Р 1 -Р *  
оригиналы токов г'х и /2:

I, =  Ч. Г1 +  Ра1 ± М а  вй/ _  Л М  в»»./1 ;
1 П  [  1 Рх Р '2 />1 — Ра Г

^  . (еР>< _ еР2/).
(ра - Р х ) ( 1 - Й * ) Л Г

Для лучшего уяснения процесса рассмотрим простейший случай, 
когда обе катушки одинаковы:

Г1 =  г2 =  г; Ь1 — Ь2 = Ь\ к = М/Ь.
Тогда постоянные времени каждой из катушек в отдельности 

равны между собой:
Тх =  т2 =  т — Ьь> г х = Ц/г2 =  Ц г.

Коэффициенты затухания а х и а 2 также упростятся:
1 г 1 г

«1 — — Р1 — (1+й)Т ~ ¿  + м  ’ “ 2 —~’ Рз —(1 _ * )т —

и токи катушек

¿х =  ^  (2 -  Г м Ь г  -  ; га =  ̂  ( -  е~ +  е " ^ м ) . (14-28)

На рис. 14-9 построены кривые изменения токов г'х и г2. Одна из 
свободных составляющих токов затухает медленно, т. е. имеет 
большую постоянную времени, определяемую суммой индуктив
ности Ь и взаимной индуктивности М, а вторая затухает быстро, 
так как  ее постоянная времени определяется разностью Ь \\ М. Для 
сравнения на рис. 14-9 показано, как изменялся бы ток первой ка
тушки при ее включении, если бы вторая была разомкнута (пунктир
ная кривая). В первые моменты после включения ток первой катушки 
увеличивается быстрее, чем он возрастал бы при разомкнутой вто
рой катушке. В этом можно убедиться, подсчитав начальные значе
ния производных сИ1ки  в обоих случаях. При замкнутой вторичной
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катушке из первого выражения (14-28) получим
dix \ _ U
dt/t=о — (1 —A2)L* 

а при разомкнутой вторичной катушке (см. § 13-4)

(*Ь\ - и
\ dt jt = о “  L '

В первом случае производная больше, поэтому ток iL растет бы
стрее.

При t >  tx ток г2 по абсолют
ному значению уменьшается и знак 
его производной изменяется на об
ратный. Кроме того, как показано 
на рис. 14-9, ток iu  начиная с не
которого момента времени, растет ~  
медленнее, чем при разомкнутой 
второй катушке.

Попутно отметим, что, посколь
ку при включении токи катушек Jf_ 
имеют противоположные направ- 2г  
ления, механические силы их вза
имодействия стремятся оттолкнуть 
катушки друг от друга.

Рассмотрим энергетические со
отношения.

Для этого умножим на ixdt обе части уравнения (14-26) и на 
г2dt обе части уравнения (14-27) и представим их в виде

г  ¡i\ dt -f- dix ~j" Aii  ̂cil  ̂=  rxi\ dt d ^  j  -f- 

+  Md (i'ii'a) — Mi2 dix — Uix dt;
— Aii-z dix=- г dt -f- ¿ 2*2 di% =  dt d y j •

Подставляя — ML dix в предыдущее уравнение, получаем:

Рис. 14-9.

гxi\ dt +  г2ii dt -f d + d + M d  (ixit) =  Uix dt.

Проинтегрировав в пределах от 0 до t, будем иметь:

Ц гх1\ dt  ̂ г2г-2 Н— +   ̂ \Jixdt.
о о  о

Отсюда следует, что получаемая от источника энергия преобра
зуется частично в тепло, выделяемое в сопротивлениях обеих к а т у 
шек (первые два слагаемых левой части последнего равенства), а 
частично запасается в магнитном поле обеих катушек (три послед
них слагаемых левой части этого равенства). Так как знаки токов
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г, и ¿2 различны (рис. 14-9), то последний член +  отрицателен. 
Более подробный анализ показывает, однако, что знак суммы трех 
последних членов всегда положителен, так что за любой промежуток 
времени от 0 до  ̂ энергия источника частью переходит в тепло, а 
частью расходуется на увеличение энергии магнитного поля кату
шек.

Рассмотрим еще случай вклю чения первой катуш ки на постоянное напряже
ние, если вторая катуш ка зам кн ута  на резистор с сопротивлением г.

При этом будем считать, что числа витков катуш ек юу и ¡и, различны, а маг
нитные потоки рассеяния, а следовательно, и индуктивности рассеяния катушек 
равны  нулю (потоками р ассеян и я катуш ек называются потоки, сцепляющиеся 
только с каждой из них в отдельности; индуктивности рассеяния соответствуют 
этим потокам):

^51==̂ 523:=® И 5̂1 “ -̂52 “ О*
Учитывая равенства

¿= ¿ ,1  + 3 - /И; Ц =

запишем уравнения закон а Кирхгофа для каждой из катуш ек:

, цу, . .  сИ, , . .  еИ., . . М й .. . . . , ,
‘Л  + ± м ш  + М ТГ= + -¡¡Г. 41 (1>Ш1 + 1 = и ' ,

м л  \ (14‘29)<2 (Г + гг) + - -  -¿У (1̂  + 1>г) = 0.

Здесь для случая д в у х  катуш ек , намотанных на стальной тороид с длиной I 
средней магнитной линии и сечением 5 ,  М равно:

»а »я ■* ш,10.,иц„5 М  =  М 12 =  М 21 =  1  ̂ .

По закону полного тока , полагая для простоты воздушный зазор в стальном 
сердечнике отсутствующим, имеем:

(?) Н (11 =  111 =  1 =  — ^ г -г  =  I"г^х +  '¡¡“'а- (14-30)
л |<11« |'МЛ^

Но магнитный поток Ф  скачком  измениться в момент коммутации не может, 
т а к  к а к  это вызвало бы появление в каждой из обмоток бесконечно большой э. д. с .,

пропорциональной (№,1\ +  Щ!-,), и оба уравнения (14-29) перестали бы соблю

даться для момента коммутации ( ( — 0).
Поэтому

Ф (0 )  =  0

и
ш1‘ 1 (0) +  2 (0) =  0. (14-31)

Вместе с тем в отличие от ранее рассмотренных задач каждый из токов ^ 
и (2 в отдельности может в момент включения измениться скачком.

Подчеркнем физический смысл задачи, заключающийся в том, что при вклю
чений катуш ек , связанн ы х взаимной индуктивностью, именно наличие потоков 
рассеяния (а следовательно, и индуктивностей рассеяния и ¿ 52) не позволяет 
токам  изменяться в момент включения скачком, т а к  к а к  иначе э. д. с.
— 1 51 ¿¡¿<И и — (И2/(И обратились бы в бесконечность.
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С учетом (14-31) перепишем уравнения (14-29) для изображений

. , М . и
I Л  +  — Р {1\Щ +  /гМ>г) =  —  ;

Х2)г р

¡2  (г +  г'1> +  Р (/1^1 +  ¡¿¡И?) =  0.

Решая их относительно /, и /2, получаем:

/!=-

/.=

_______ {/да8 [а>1 (г + га) -[- ри2Мр]_______ _ (р) _
р {/Ир [а); (Л + Л̂  + ОШ̂ +̂ ОУО/-! (/• + /•.,)} ~ р/'-.., (Р) ’

_____________ЦМ_____________  Рз(Р)
Мр [ш; (/• + Г.,) + /-1̂ 31 -|- ии 2̂г1 (г + л>) /'а (р) ■

Применяя к току  /х теорему разложения в форме (14-11), а к току /2 в форме 
(14-10), найдем токи

а  п М Г“ф  и = {/аМ

где
ш,

п =  - —ш2
'1 {г+гг)

-а/

лЛ4 (г + ̂  +  ̂ /п2) •
Отсюда видно, что ток ¡1 в момент включения изменяется скачком от н ул я  до 

значения

<1(0) = и
Г1 +п? (г + г2)

и затем постепенно увеличивается до значения ¡1пр =  и ¡г1. Ток »2 в момент вк л ю 
чения такж е изменяется скачком от нуля 
до значения т

ип
'1 + я2 ('' + гг)

а затем постепенно спадает до нуля.
Магнитный поток Ф  найдем из (14-30):

ф = _ЛШ_ е- а ,
ЩГ1

С * ьг 12{о)
ри,-

С^)М1г (0)
I Р̂ г

М1,(о) (Т)
Поток Ф нарастает постепенно, начи

ная с нуля. р ис , 4_10 
Отметим, что именно из-за отсутст

вия индуктивностей рассеяния катуш ек у
токов и потока получилась только одна свободная составляющ ая (процесс в к л ю 
чения в этом случае описывается дифференциальным уравнением первого п о р яд ка ) . 
Отметим, наконец, что если в цепи (рис. 14-8), действовал источник переменного 
напряжения и затем в момент ¿ =  0 первая катуш ка  замы кается накоротко , то 
уравнения в изображениях с учетом индуктивностей рассеяния б удут  [см. у р а в н е 
ния (14-26) и (14-27)|:

гх1х + рЬ 1/, - ¿,«! (0) + рМ /,-  Ми (0) = 0; 
л2/2+ р12/2 - 1212 (0) + РМ1Х -  М<I (0) = 0

или
('"1 -\~рЦ) 1\-\~рМ1г —  1*х 1\ (0) +  М/а (0); 

р/И/х +  ̂ г  +  р^-г) /2 =  ¿2*2 (0) +  Л1('х (0).
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Этим уравнениям соответствует эквивалентная операторная схема, приведен
ная на рис. 14-10.

Подобным же образом рассматриваются переходные процессы и при других 
коммутациях в цепи по рис. 14-8.

14-5. Сведение расчетов переходных процессов к нулевым 
начальным условиям

При изучении переходных процессов в электрических машинах, 
в схемах автоматического регулирования и в других случаях часто 
сводят их расчет при ненулевых начальных условиях к расчету при 
нулевых начальных условиях следующим приемом.

Пусть к зажимам 1—2 активного двухполюсника рубильником 
Р подключается ветвь с операторным сопротивлением ZI2 (р ) 
(рис. 14-11, а). Если в подключаемой ветви есть источники э. д. с. 
пли заряженные конденсаторы, то их можно включить в состав 
активного двухполюсника.

Р e f t )  ef t )

- f ^ " © © l
]fU12(t)  г ,2 И

1—0 ----------------------Т
2 б)

Р  e f t )

—0 —<^о----

А

П
-0 ---------

2 «)
i

Рис. 14-11.

Для расчета тока в подключаемой ветви (в ветви рубильника) 
или в какой-либо иной ветви активного двухполюсника определим 
прежде всего напряжение ы12 (¿) на зажимах 1— 2 рубильника до 
его включения, обусловленное всеми э. д. с. активного двухполюс
ника. Затем включим (рис. 14-11, б) в ветвь рубильника два источ
ника с противоположно направленными э. д. с. е  (/), равными по 
величине и12 (/)• При этом режим в цепи не изменится.

Теперь рассмотрим включение рубильника. Так как система 
линейна, то будем вести расчет по принципу наложения. Прежде 
всего найдем токи при действии всех э. д. с. активного двухполюс
ника и той э. д. с., которая действует противоположно напряжению 
и 12 (0 (рис. 14-11, в). В этой схеме рубильник включает ветвь с источ
ником э. д. с. е  (/), равной и противоположной по направлению 
эквивалентной э. д. с. активного двухполюсника. Поэтому в этой 
схеме ток в ветви рубильника равен нулю, а значит, для всей схемы 
в целом это будет режим до коммутации. Остается учесть последнюю
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э. д. с. е (/), действующую в ветви рубильника в том же направлении, 
как и напряжение на его зажимах до коммутации (рис. 14-11, г), 
т. е. рассчитать переходный процесс при включении ветви с источ
ником э. д. с. е  (() к пассивному двухполюснику или, иначе говоря, 
при нулевых начальных условиях.

Если при включении рубильника определяется ток в какой-ни
будь ветви активного двухполюсника, то нужно в соответствии со 
сказанным учесть, что он состоит из тока, существовавшего в этой 
ветви до коммутации, и тока, который возникает в этой ветви после 
включения источника э. д. с. е (/) к пассивному двухполюснику. 
Если, в частности, рассчитывается ток в Еетви рубильника, равный 
нулю до коммутации, достаточно рассчитать режим в схеме по 
рис. 14-11, г.

Свести расчет переходных процессов в цепи с ненулевыми на
чальными условиями к расчету при нулевых начальных условиях 
можно, применяя как классический, так и операторный метод. Со
противление (р ) может быть в общем случае входным сопротив
лением другого пассивного двухполюсника, подключаемого к зажи
мам /—2 .

Аналогично можно показать, 
что отключение любой ветви, не 
содержащей индуктивности, можно 
свести к включению в нее источни
ка тока с током, равным и про
тивоположным по направлению 
току в этой ветви до коммутации.

Пример 14-4. Найти ток в конденса
торе (рис. 14-12) после включения рубиль
ника, если Ту =  г2 =  г =  10 Ом; /. =  0,1 Г; С =  1000 м кФ ; I/ =  200 В; ис (0) =  
=  100 В.

Р е ш е н и е .  Выбрав положительное направление напряжения на рубиль
нике, как  указано на рис. 14-12, найдем это напряж ение:

ируб = Фа-фй = ис(°) + 7 ^ / з  = 200 В'
Собственное операторное сопротивление ветви 3

1 г 2 (гу +  рЦ  р 2 +  200р  +  20 000 
рС  г2-{-Гу-\-рЬ 0 ,1р2 +  20р

Изображение искомого тока / найдем по зако н у  Ома в операторной форме 
(14-19):

и ру6 200 (0,1р +  20) ^ ( р )
/ — 1  ~  р 2 +  200р +  20 000 (р)  ‘

Приравнивая Р2 (р) =  0, находим корни характеристического уравн ен и я: 
Р1 =  _  юо +  /100; р2 =  — 100 — /100. Оригинал (ток г) найдем по теореме р а з 
ложения (14-10). В соответствии с замечаниями, сделанными при решении приме
ра 14-2, имеем:

/ =  2 Ие

=  20 V 2 е~т1 эш (100/+  45") А.

(/>!> 
. П (Р.)

=  2 Ие 200еР1< (0,1/?!+ 20) 
Чру + 200

—] “руб  а От

щ
+ т

Рис. 14-12.
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14-6. Определение свободных токов по их изображениям

Пусть, напрнмер, требуется найти переходные токи в цени по 
рис. 14-13, а после включения рубильника Рг. В первой и третьей 
ветвях действуют источники гармонических э. д. с. и ея разных 
частот о»! и со3, а во второй ветви действует источник постоянной
э. д. с. с.г.

Найдем принужденные токи и напряжение на конденсаторе от 
всех трех одновременно действующих э. д. с. как до коммутации, 
так и после коммутации. Тогда для определения токов переход
ного процесса нужно еще найти только свободные токи во всех 
ветвях.

Рис. 14-13.

Для этого сначала вычислим значения свободного тока в индук
тивности г1св (0 + ) и свободного напряжения на емкости мсСв (0 + ) 
в момент  ̂ =  0. Это легко сделать по формулам (13-66). Составим да
лее уравнения по первому и второму законам Кирхгофа для свобод
ных токов, считая их положительные направления такими же, как 
и у переходных токов гь  г2, ;3:

11св +  ¿гсв  +  г 3св =  0> /'1г1св +  ^  ^  *̂2̂ *2св

/
Г^'гсв ~Ь З̂̂ ЗСВ Ч" £ ^ *ЗсВ ^  ИСсв (0  ~Ь ) ~ ' 0 .

о

Перейдем в этих уравнениях от оригиналов к изображениям, 
опуская у изображений обозначение их аргумента р\

Л с в  +  ^2св 4 “  ^Зсв == 

г 1^1св +  [ р !  1св —  ( Хсв (0  +  ) ]  —  Гг 1 2св =  0 ;

'зев , “С св (°  +  )



Вводя операторные сопротивления ветвей, перепишем с о к р а 
щенно полученные алгебраические уравнения:

решая которые, легко найти изображения всех трех свободных 
токов. Затем по теореме разложения найдем их оригиналы, т. е. 
свободные токи, а следовательно, и токи переходного процесса 

г3. Свободное напряжение на конденсаторе по свободному току 
можно найти, например, интегрированием

причем постоянная интегрирования принята равной нулю,так как  
постоянной составляющей в составе свободного напряжения быть 
не может. Зная иссв. легко найти напряжение на конденсаторе и с 
в переходном процессе.

Разумеется, на основании уравнений (14-32) можно составить 
эквивалентную операторную схему (рис. 14-13, б) и для определения 
изображений свободных токов применить любой из методов расчета 
электрических депей при установившихся режимах.

Рассмотренный метод проще, чем непосредственный расчет токов 
переходного процесса по теореме разложения в тех случаях, когда 
внешние э. д. с. имеют простые'формы, например синусоидальную 
или постоянную, т. е. когда легко вычислить принужденные токи. 
В тех случаях, когда заданы э. д. с. относительно сложной формы 
или когда э. д. с. представлены в виде кусочно-аналитических ф унк
ций, этот метод теряет свои преимущества и рациональнее пользо
ваться формулами Дюамеля.

При включении источника экспоненциального, постоянного или 
гармонического напряжения к пассивному двухполюснику с вход
ным операторным сопротивлением 2  (р ) можно на основании теоремы 
разложения (14-10) и сучетом для гармонического напряжения фор
мул (14-24), (14-24а) и (14-246) получить простые расчетные форму
лы, называемые формулами включения.

Д ля случая экспоненциального напряжения Иеа1, изображение 
которого и  (р) =  и!(р  — а) (см. приложение 2) получим, применяя 
закон Ома в операторной форме при нулевых начальных условиях

Л е и  Н  Л е н  Ч  Л е в  0 »

Л е в  ^*2  Л е н  = =  ^ 1 с в  ( ^  ^ * 1 с в » (14-32)

14-7. Ф орм улы  вклю чения

(14-19):

(14-33)
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Определяя оригинал (14-33) по теореме разложения (14-10), 
получим формулу включения для экспоненциального напряжения:

< • « « >
к =  1

предполагая, что Z (р) — 0 имеет п  простых корней, и учитывая, что
I  (рк) =  0. Здесь Z  (а) =  Z (р) при р =  а  и Z' (рк) =  dZldp при 
Р =  Рк-

Первое слагаемое (14-34) представляет собой принужденный ток, 
а сумма всех остальных слагаемых — свободный ток.

Формулу включения для постоянного напряжения и  получаем 
из (14-34), полагая а  =  0:

‘ и  =  гт° ( 14-3 5 >к = 1

Привключениигармонического напряжения и =  1 т {IIте№‘+'Ь)\ =  
=  \ т { 0 те№)', полагая в (14-34) а  =  /ш и заменяя и  комплексной 
амплитудой и т — и те№, получаем из (14-34) ток г (/) как мнимую 
часть комплексного оригинала:

т. е. формулу включения для гармонического напряжения.

14-8. Расчет переходны х процессов м етодом  переменных
состояния

Метод переменных состояния (называемый иначе методом про
странства состояний) основывается на дву^ уравнениях, записы
ваемых в матричной форме.

Структура первого уравнения определяется тем, что оно связы
вает матрицу первых производных по времени переменных состоя
ния х (1) с матрицами самих переменных состояния х и внешних воз
действий и, в качестве которых рассматриваются э. д. с. и токи ис
точников.

Второе уравнение по своей структуре является алгебраическим 
и связывает матрицу выходных величин у с матрицами переменных 
состояния х и внешних воздействий и.

Определяя переменные состояния, отметим следующие их свой
ства:

1. В качестве переменных состояния в электрических цепях 
следует выбирать токи в индуктивностях и напряжения «с на 
емкостях, причем не во всех индуктивностях и не на всех емкостях, 
а только для независимых, т. е. таких, которые определяют общий 
порядок системы дифференциальных уравнений цепи.
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2. Дифференциальные уравнения цепи относительно перемен
ных состояния записываются в канонической форме, т. е. представ
ляются решенными относительно первых производных переменных 
состояния по времени.

Отметим, что только при выборе в качестве переменных состоя
ния токов г£ в независимых индуктивностях и напряжений ис на 
независимых емкостях первое уравнение метода переменных состоя
ния будет иметь указанную выше структуру.

Если в качестве переменных состояния выбрать токи г'с в ветвях 
с емкостями или токи г'Г в ветвях с сопротивлениями, а такж е напря
жения на индуктивностях или напряжения иг на сопротивле
ниях, то первое уравнение метода переменных состояния также 
можно представить в канонической форме, т. е. решенным относи
тельно первых производных по времени этих величин. Однако струк
тура их правых частей не будет соответствовать данному выше опре
делению, так как в них будет еще входить матрица первых произ
водных от внешних воздействий 
и (1\

3. Ч исло переменных состоя
ния равно порядку системы диф- 
ференциальных уравнений ис- ( ^ ) е(*) 
следуемой электрической цепи.

4. Выбор в качестве перемен
ных состояния токов г'/, и напря
жений ис удобен еще и потому, Рис- 14-14. 
что именно эти величины соглас
но 'законам коммутации (§ 13-1) в момент коммутации не изме
няются скачком, т. е. одинаковы для моментов времени / =  0 +  и
* =-- 0 — ,

5. Переменные состояния и ис потому так  и называются, что 
в каждый момент времени задают энергетическое состояние электри
ческой цепи, так как последнее определяется суммой выражений 
Ьц,!2 и СиЬ/2.

6 . Представление уравнений в канонической форме очень удобно 
при их решении на аналоговых вычислительных машинах и для 
программирования при их решении на цифровых вычислительных 
машинах. Поэтому такое представление имеет очень важное значе
ние при решении этих уравнений с помощью средств современной 
вычислительной техники.

Покажем на примере цепи рис. 14-14, как составляю тся уравне
ния по методу переменных состояния.

Сначала получим систему дифференциальных уравнений, соот
ветствующую первому матричному уравнению метода, а затем запи
шем ее в матричной форме. Алгоритм составления этих уравнений 
для любой электрической цепи следующий. С начала записываются 
уравнения по законам Кирхгофа или по методу контурных токов; 
затем выбираются переменные состояния и путем дифференцирова
ния исходных уравнений и исключения других переменных полу-
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чаются уравнения метода переменных состояния. Этот алгоритм 
очень напоминает применяемый в классическом методе расчета пере
ходных процессов для получения одного результирующего диффе
ренциального уравнения относительно одного из переменных.

В частных случаях, когда в цепи нет емкостных контуров, т. е. 
контуров, все ветви которых содержат емкости, и нет узлов с при
соединенными ветвями, в каждой из которых включены индуктив
ности, может быть указан и другой алгоритм. Не останавливаясь 
на нем, отметим лишь, что он основан на замене емкостей источни
ками э. д. с ., индуктивностей-— источниками тока и применении 
метода наложения.

Д ля цепи рис. 14-14 по законам Кирхгофа
— i  (t ) — i i. -\- i r 4  i c  ~  0; |

/■*’/. 4 " L dtUdt  -j- r i r — e (/); 1 (14-36)
u c — r i r —  0 .  j

О пределяя ir из первого уравнения, подставляя в третье, заменяя 
!С =  С  d u c / d t  н представляя полученное дифференциальное урав
нение в канонической форме относительно d u c j d t , получаем:

du, 1
Uc г  U.' / ( / ) . (14-37)

1

dt с  ‘L ' Ус “с +  с
Реш ая второе уравнение (14-36) относительно L d i j d t ,  заменяя 

ir согласно первому уравнению (14-36) и подставляя ic =  С ducldt, 
получаем:

L d i j d t  =  —  2riL +  rC duc/d(-\ -e(i) — ri (t). (14-38)

С клады вая почленно (14-38) с умноженным на rC уравнением 
(14-37) и определяя из полученного результата d i j d t ,  получаем:

di
L ' L L tic e ( t ) . (14-39)

Перепишем уравнения (14-39) и (14-37) в матричной форме:
1

i ¿

U c ‘

г
I
1

С

L
1

гС

к i  0
\ e ( t )

+ 1
Uc 0 с i ( t )

или
х (1) =  A x -f Bu, 

где для рассматриваемой цепи имеем:

Х < 1 >  =
х \" 1 i t '

• Y  ----
k ,

X T Uc
, Л ---- 1 х г

г
г
1

с

L
1

гС

L 0 и  ! e(¿)
; в  =

0  С

; и =
и 2 i (i)

(14-40)

(14-41)

(14-42а)

(14-426)
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В общем случае первое уравнение метода переменных состояния 
в матричной форме запишется в виде

V,1

Х(1) _ Х-г — А х ч | + В

к« Хп \и„

=  Ах +  Ви. (14-43)

Матрицы А и В в линейных цепях зависят только от параметров 
цепи г, Ь, С, т. е. являются постоянными величинами. При этом 
А — квадратная матрица порядка п и называется основной матри
цей цепи; матрица В — в общем случае прямоугольная, размера 
п X т  и называется матрицей связи между входом цепи и перемен
ными состояния; матрицы х и и — матрицы-столбцы или векторы 
переменных состояния (размера я X 1) и внешних возмущений 
(размера т X 1).

В рассматриваемом примере матрица В получилась квадратной 
второго порядка, так как число переменных состояния (¿¿, ис) 
равно числу внешних возмущений (е (/), / (/)).

Перейдем к составлению второго уравнения метода. В качестве 
выходных можно выбрать любые из величин. Возьмем, например, 
в качестве выходных три величины: I,., к  и и£.

Значения их запишутся через переменные состояния (¿д, ис) 
и внешние возмущения (е (¿), I (/)) непосредственно из уравнений 
(14-36):

¿г= о • (/. +  « с / г  +  о  • £ (О "Ь о  • I ( 0 ;

к  =  г (0  +  к  -  к  =  к  — Чс/г +  0 • е (Я +  1 • г (0 ; [ (14.44) 
«л =  — п л — ис +  1 -е (/) +  0 -г (О,

или в матричной форме

¡с

«л

0

1

2
г

_  1 
г

- 1

0 0
и.

+ 0 1
Мс

1 0

е ( ( ) \  

I ( 0  | (14-45)

или сокращенно
у =  Сх-ЬОи, 

где для рассматриваемой цепи

' .VI к 0
Г

0 0

У —
\ У*

=
к

. С =  
> 1 -  1/Л • 0  =

б 1 , (14-47)

\Уа 1 4 - г  - 1 1 0

(14-46)
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а в общем случае второе уравнение метода переменных состояния

У\ *1 и х

У =
У2 = с

X.,
4 - 0

и..

Ук Х/1 ит

=Сх +  Ри. (14-48)

М атрицы С и О зависят только от параметров цепи г, £ , С. В об
щем случае — это прямоугольные матрицы соответственно размеров 
6 X п  и к  X т,  причем С называется матрицей связи переменных 
состояния с выходом цепи, а О — матрицей непосредственной связи 
входа и выхода цепи (или системы).

Д л я  ряда физических систем Ь является нулевой матрицей и 
второй член Эи в (14-48) обращается в нуль, так как нет непосред
ственной связи между входом и выходом системы.

Если в качестве переменных состояния взять, например, ток Iг 
и напряж ение и представить дифференциальные уравнения отно
сительно них в канонической форме, то (опуская все промежу
точные преобразования) первое из уравнений метода в матричной 
форме будет иметь вид:

х*1' =  Ах +  Ви +  Еип),
где

1г"
; А =

1 г 2 
гС 1  С 

1 2 ; в =

1
_  г С 

1

I
~  С 

1
— г'С ~  гС г2С 7с\

е (1) (О

¿(1) (О

(14-49)

(14-50)

Т аким  образом, действительно, первое уравнение метода перемен
ных состояния будет в матричной форме иметь вид (14-43) только 
при выборе в качестве переменных состояния тока и напряже
ния ис .

П ереходя к решению матричного дифференциального уравнения 
(14-43), прежде всего отметим, что оно особенно упрощается, если 
квадратная основная матрица А порядка п является диагональной. 
Тогда все п  линейных дифференциальных уравнений (14-43) развя
заны, т. е. производные переменных состояния зависят каждая только 
от своей переменной состояния.

Рассмотрим сначала решение линейного неоднородного матрич
ного дифференциального уравнения (14-43) операторным методом. 
Д ля  этого преобразуем его по Лапласу:

рХ (р) — х (0) =  АХ (р) +  В11 (р), (14-51)

где
X (р) =  Ь {х (/)}; и (р )  =  Ц и ( 0 } ;  х (0 4 - ) =  х (0 —) == х (0), (14-52)
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причем х (0) — матрица-столбец начальных значений переменных 
состояния, т. е.

XI (0)

х (0) = |  Хз (°) , (14-53)

(0)

которые в момент коммутации не изменяются скачком, заданы и 
равны их значениям в момент / =  0 — .

Перепишем (14-51):
(р — А) X (р) =  (р\ -  А) X (р) =  х (0) +  В и (р), (14-54)

где 1 —  единичная матрица порядка п.
Д ля получения матрицы изображений переменных состояния 

X (р) умножим слева обе части (14-54) на обратную матрицу (р \  —
— А)’1:

(р1 -  А)-> (р! -  А) X (р) =  X (р) =  (р1 -  А)-» х (0) +
+  ( р 1 - А ) - * В и ( р ) .  ( 1 4 - 5 5 )

Переходя обратно к оригиналам при помощи обратного преобра
зования Л апласа, получаем:

{X (р)} =  х (0 =  Ь-1 {(р1 -  А)-1} X (0) +
+  Ь~1 { ( р 1 - А ) - 1 В и  (р)}.‘ ( 1 4 - 56 )

Из операторного метода известно, что

Ь- 1 { ¿ }  =  Ь- 1 {(р -  а)"1} =  Ь-Ч(р ■ 1 -  а)-*} =  в*'. (14-57)

По аналогии, записывая обратное преобразование Л апласа в мат
ричной форме, будем иметь:

Ь -1{ ( р 1 - А ) - 1}=еА<, (14-58)

гдееА< — переходная матрица состояния системы, называемая иначе 
фундаментальной.

Таким образом, находим оригинал первого слагаемого правой 
части (14-56)

Ь" 1 {(р1 -  А )-1} х (0) = в " х  (0). (14-59)

Обратная матрица определяется делением присоединенной или 
взаимной матрицы на определитель основной матрицы:

<1 4 ' 6 0 >

где уравнение
■ < Ы ( р 1 - А )  =  0  ( 1 4 - 6 1 )

представляет собой характеристическое уравнение исследуемой 
цепи.
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Оригинал второго слагаемого правой части (14-56) находится 
при помощи теоремы свертки в матричной форме

(14-62)
О

если положить
(Р) =  (р\ — А) - 1 В =  Ь {и (0} =  ь {е*‘Щ (14-63)

Р2 ( р ) = и ( р )= = М М /)}  =  М и (0 } . (14-64)
Тогда на основании (14-62)— (14-64)

Ь 1 {(р 1 -  А)■- 1 В и  (р)} =  5 еА « ■ - Ви (т) йх (14-65)
о

и общее решение дифференциального неоднородного матричного 
уравнения (14-43) на основании (14-56), (14-59) и (14-65) будет иметь 
вид:

х (¿) =  еЛ'х (0) +   ̂еА(/-т)Ви (т) с/т. (14-66)
о

Первое слагаемое правой части (14-66) представляет собой зна
чения переменных состояния или реакцию цепи при нулевом входе, 
т. е. и =  0. Иначе говоря, оно представляет первую составляющую 
свободных процессов в цепи хсв (0/и = о. обусловленную ненулевыми 
начальными значениями переменных состояния цепи, и поэтому 
является решением уравнения х и) =  Ах. Второе слагаемое пред
ставляет собой составляющую реакции цепи при х (0) =  0 , т. е. 
при нулевом состоянии цепи.

Нулевым состоянием цепи назовем такое ее состояние, когда на
чальные значения всех переменных состояния равны нулю. Иначе 
говоря, второе слагаемое (14-66) представляет собой сумму при при
нужденной реакции цепи х пр (/), возникающей под влиянием внеш
них воздействий и (0  и второй составляющей свободных процессов
Хсв(0/х(О)=О •

Равенство (14-66) означает, что реакция цепи равна сумме реак
ций при нулевом входе и нулевом состоянии.

Н а основании (14-48) и (14-66) для выходных величин имеем:
<

у (¿) =  СеА/х (0) + С  $ еА<Л-т)Ви (т) Ои (/). (14-67)
о

Если состояние цепи задано не в момент / =  0, а в момент 0 
х ^  то равенства (14-66) и (14-67) обобщаются:

х (/) =  еЛ « — (т) +   ̂еА<< т>Ви (т) йх\ (14-68)
Т

у (/) =  СеА('~ т>х (т) + С   ̂еА(*_ т ,Ви (т) йх-\- Эи ((). (14-69)
Т
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Пример 14-5. Для разветвленной цепи второго порядка составлены уравне
ния состояния

л-,11 =  А-! -  2х„ +  е (0; л-2‘1 =  ЗлЧ -  4х.г -  2е (/)

ювиях х 1 (0) =  1,
. Д. с.
е (0 =  вт ¿ =  и (/).

при ненулевых начальных условиях х 1 (0) =  1, хг (0) =  2 и при единственном 
имеющемся в ней источнике э. д. с.

Найти переменные состояния х 1 (/) и х2 (I).
Р е ш е н и е .  Перепишем уравнения состояния в матричной форме

где
1 —2 
3. —4

Х(0):

XI
+

Х-А

1
- 2  

В =

ч (0 .  

1
-2

Найдем сначала первые свободные составляющие переменных состояния при 
нулевом входе. Для этого составим матрицу

р - 1  2 II 
—3 р +  4 I ’

(р 1 - А )  =  р
1 0 1 —2
0 1 3 —4

Для нахождения присоединенной или взаимной матрицы заменим в предыду
щей матрице каждый элемент его алгебраическим дополнением. Получим матрицу

| Р +  4 + 3

I I  —2 Р ~  1
Транспонируем ее, найдя присоединенную или взаимную матрицу:

р +  4 - 2  
3 р -  1

Найдем определитель матрицы (р1 — А): 
р - 1 2 
—3 р +  4

На основании (14-60) обратная матрица будет равна:
р +  4 - 2

с!е1 (р1 — А) = = р 2 +  3р +  2 =  ( р +  1) (р +  2).

(р 1 -А )-1  =
( Р + 0 ( Р + 2 )  ( р + 1 ) ( р + 2 )  

3 р - 1
1 (Р +  1) (Р +  2) ( р + 1 ) (р  +  2).

Подвергнем ее обратному преобразованию Лапласа с учетом того, что для 
этого нужно подвергнуть обратному преобразованию Лапласа каждый ее элемент. 
На основании (14-73) получим переходную матрицу состояния цепи

еА/ =  ь - 1 {(р1 — А)_1} =  

Например,

I -1 ( Р +  4 Л ь -  ( “ 21(р +  1)(р +  2)| Ь + 1 ) ( Р  +  2)]

( 3 1 ( ( Р - > )  Л
Нр  +  1) (Р +  2)) и Р +  О (Р +  2)1

1 - 1 1 г -г т т т ^ г с г ;} = Зе~‘ ~  2е~'г иЦ Р + 1) (Р +  2))
т. Д.
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Для переходной матрицы состояния системы получим:

Ъе~( — 2 e 2i — 2е~* 4- 2е~2'
— Зе-2'1 — 2е-‘ +  Зе~2‘ | ' (14-70)

Для первых свободных составляющих переменных состояния будем иметь:

х св ( 0  |и _0
* 1СВ ( 0  

■*2СВ ( 0

=  ем \  (0) =
3 e - t - 2 e ~ 2t — 2е-* +  2 е ~ * П \

м Зе~‘- 3 е - *  — 2е~* +  3е~* |  || 2
—  е- '  +  2е“1/

— е~г +  3е~*

^1св ( 0 | и~ о = - е~ ' + 2е_2/; 

Xícb (0  |u_o =  — е-‘ +  Зе~*.

Далее на основании (14-66) найдем сумму принужденных и вторых свободных 
составляющих переменных состояния:

‘ . . . . .  ¿11 Зе-<'-*> — 2е-2'/-г> — < 2 е ~ - \ - 2 е ~ 2^
} е Ви Л  =  У  ¡V- ./-т. _  .4,-2 ,<-г, (/-т)-4_ а ,- .

X
I

—2

7е_<  ̂ет sin т dr — 6e~2t i¡ р2Т sin т dx 
о о
/ i 

7e~t  ̂ eT sin x dx — 9e~2t ^ e2T sin т dx

-0 и Зе~ <1~х ' — 3e~2 {t~x' — 2e~ 3e~

? II 7e~ (/-ti_6g_2(/-T) 
x dr == I ' , „ „ „ , „ sin t  dx =

¿II 7е-<*~Х) — 9e-2(/-ti

* ' 7 - /  6 _0/ 11 23o. e 4 T fts m / - 10 cos/
10

17 - /  9 -tt  1 ■ , 17 , ¡ f e 5 e 10 s'n^— 10-c o s /

Суммируя полученные результаты, находим искомые значения переменных 
состояния:

* 1  ( 0  =  — г '  +  2  & r2 t +  7 Г e~°J  +  - jo  sin t  ~  rn cos 1 =

11 23
=  ту, sm t —10 10 C0S' +  2 e~' +  lT

-2 t.

x2 (0 =  — е"' +  3<Г2' +

10

17
2t — Л sin t — -r=- cos í =

2  5  10 10

17 . . 5 . 6
=  - 1 0  5*п 1 -  То  0081  +  2  е~ '+ Т  е'  2/-

Т ак как  решение уравнения (14-43) было получено выше и дано 
формулой (14-66), то для проверки правильности решения (14-66) 
и вычисления с его помощью матрицы переменных состояния х (/) 
можно сначала непосредственной подстановкой (14-66) в (14-43) 
убедиться, что последнее при этом обращается в тождество. Д ля 
этого нужно только сначала вычислить х(1) (/), дифференцируя 
(14-66). П ри этом получаем:

/
х«1» (/) =  АеА<х(0) +  $ АеА« - т)Ви(тМ т +  Ви (/). (14-71)
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Теперь нетрудно непосредственно убедиться, что (14-66) действи
тельно является решением матричного дифференциального уравне
ния (14-43).

Отметим, что переходная матрица состояния системы ем  поз
воляет найти в пространстве состояний, т. е. в пространстве, число 
измерений которого равно числу компонент вектора переменных 
состояния х (¿), перемещение, начинающееся из некоторого началь
ного положения (при / =  О или при / =  т), причем вектор х (/) 
содержит значительную информацию, так как одновременно описы
вает все переменные состояния, т. е. функции времени х х ((), х 2 (/), ... 
... , хп (О-

Д ля того чтобы непосредственно воспользоваться решением 
(14-66) и вычислить матричную экспоненциальную функцию ех *, 
не прибегая к обратному преобразованию Лапласа, следует, напри
мер, выполнить ее разложение в ряд:

е л ,= 1  +  А + а а £  +  А а а £  + . . . = =

=  1 +  А +  А2 — +  А3 . (14-72)

При этом правую часть (14-72) нужно представить в замкнутой 
форме, чтобы ее вычисление могло быть произведено путем выполне
ния конечного числа операций, как, например, в формуле (14-70).

Вычисление переходной матрицы состояния может производиться 
различными методами — методом разложения в бесконечный ряд , 
методом, основанным на критерии Сильвестра, методом Кэйли — 
Гамильтона, методом частотной области, методом передаточной 
функции и др.

Рассмотрим кратко два первых метода. Сначала рассмотрим 
первый метод (разложение в бесконечный ряд) на числовом примере.

Найдем переходную матрицу состояний по заданной основной 
матрице А системы

А = !  °I 1 - 3 | |
Степени А получим последовательным умножением на А:

А2 =

На основании (14-72) 
|1 011 10 - 2  

0  1  Г "  1  - 3

- 2  61
А3 =  16

-  14
- 3  7 | ; и - 1 5

пМ __ - 2

- 3
-  +  2! ^

141
15

+  . . . .

Складывая матрицы правой части, получаем:

еА (<) =
1 _  2/: л .  613 I1 Т  3121

3/2 4 - ^ - 1-
3/1 "*■ • •'2!

■*+ж +
14Я
3!
15/з
31
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Д алее следует найти в замкнутом виде каждый элемент этой ма
трицы. Д ля данного примера нетрудно убедиться в том, что каждый 
из элементов матрицы можно представить в замкнутом виде как раз
ность двух экспонент:

\ 2 е - * - е г и  2 (егг‘ — е()пМ .
п-2/ 2е

что и решает поставленную задачу.
По методу, основанному на критерии Сильвестра,

(14-73)

где

П (А
Ф к =  , р к

Р/1)

П (/>*■
1фк

■Рд
1=  1, 2 , п.

(14-74)

(14-75)

Здесь р к, р 1 — собственные значения или характеристические
числа матрицы А, т. е. простые 
корни характеристического урав
нения цепи (число их равно п).

Пример 14-6. Для цепи рис. 14-15

1 ~  -  1Ф, 1 =  Г распри г =  у  Ом; С 

считать ток /,1С при включении ее к ис
точнику тока (/) при условии, что в мо
мент включения Н =  0) даны ток в индук
тивности (0) и напряжение на конден
саторе ис  (0), что обеспечивается одно
временной и мгновенной коммутацией 
всех трех рубильников цепи. 

Р е ш е н и е .  В качестве переменных состояния выбираем ис  и а выходной 
величиной у  считаем ток в емкости ¡с .

На основании законов Кирхгофа составим уравнения состояния цепи и урав
нение для выходной величины:

:у + ‘1 + с
с1иг

У =  1с =  с  = * - (14-76)

откуда
с1иг,,П)___ ______

“с  -  ц  ~

В матричной форме
_1_ 
гС 

_1

гС “С

ус11

Ч ' - г -  О

1

~С

_1
с

+

_1_
с

1'Х> —  .

^ <и ' - Г  «с- (14'7?)

= Ах +  Ви. (14-73)
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-1 / г С - р  —  1/С

Характеристическое уравнение цепи

с!е1 {А — р1} = d e t
1/£ гС Р + 1С =  о

или р 2 +  7р +- 12 =  0, откуда р1 =  — Зс-1; р2 — — 4с'1. 
Основная матрица цепи А и матрица связи В равны:

А =
—7 — 1 
12 О

В =
1 О
о о

По (14-74) найдем матрицы Ф! и Ф2:

1 О II 
О 1

А +  4
Ф ,= -

А +  3
Фп--  "

- 3  +  4 
1 О 
О 1

—7 — 1 
12 . О +

4 О 
О 4

- 3  — 1 
12 4

—7
12

+
3 О 
О 3—4 +  3 \ |  12 О

По (14-73) найдем переходную матрицу состояний:

—3 — 1 II
+  е-4'12 4 у

—Зе~з1 +  4е_4< — е~3< +  е-4'1 
12е~3( — 12е-4' 4 е 3' — Зс~4'

4 1 
—  12  3

ем  =  ер'1 Ф1 +  ер,‘ Фг= е_3/
4 1 

— 12 —3

На основании (14-66) найдем матрицу переменных сортояний:

—Зе 31 +  4е ^  — е 31 +- е~^ 

12г"3' — 12е-*< \ е~М— Зе~«

__ З е - 3  и - Х)  _|_4в-4(/-Т) __е - 3  (1-Х)  + .е~4 |/-Т)
12е-з (¿-т)_\2е~111~х> 4е-з(/-т>__ зе-4</-т>

«с (О
(О

«С (°) 

*Л (°) 
1 
О

+

( (т) йт =

—Зе 3( +  4й 4< — е 3* +- е ^  
12е~31 — 12е~*1 4е~з! — Зе~4/

,Л |  __ З е- 3  11-Х) _ ^_ 4 е - 4 ( Г - Т )  ||

«С (0) 

^  (°)
+

+  } 12е-з(< -т )_12е-4 (/-т . < (т) ¿т.

Раскрывая матрицы (14-81), находим:

ис  (<) =  (—Зе-3' +  4й"40  ис  (0) +  (е-з< +  е-*') ^  (0) -+ 
/

+  { [ —Зе“з <Ьт| +  4е-4 «-т>] / (х) ¿т;

11 (0 =  (12е-3/-  12е'40 «с  (0) +  (4е~^ — Зе“4') [д (0) +  

+• [ 12е~з «¿-т. _  12е-4<*-Т)] г- (т)
о

14*

, (14-79)

(14-80)

(14-81)

(14-82)

(14-83)
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На основании (14-76), (14-82) и (14-83) найдем выходную величину: 

йиг
У (0 =  ‘с  (*)=  С - ± - =  1(() +  (9е-з‘ - 1 6 е - * ' ) и с  (0) +

( _ з е- з / _ 4 е-4/) ¿1 (0)+Ц

Полученные результаты легко проверить непосредственно для установивше
гося режима, если источник тока I (/) — единичный, т. е. г (/) =  I (т) =  1. Непо
средственно из схемы рис. 14-15 следует, что при этих условиях ток единичного 
источника тока замкнется через индуктивность, т. е. (у (оо) =  1; источник тока 
будет ею закорочен, т. с. и с {оо) =  0, и так в конденсаторе будет равен нулю, 
т. е. (с  (оо) =  0.

По формулам (14-83), (14-82) и (14-87) получаем, выполняя интегрирование 
и полагая 1 =  оо;

¡1 (со) =  1; и с  (со) =  0; »с (оо) =  у  (оо) =  0.

14-9. Определение принужденного режима цепи 
при воздействии на нее периодического несинусоидального

напряжения

К ак известно, решение этой задачи можно получить в виде ряда 
Ф урье (суммы бесконечного числа гармоник). Здесь будет дано иное 
решение, основанное на возможности найти изображения периоди
ческого воздействия при помощи применения теоремы запаздывания. 
Согласно этой теореме, если

то
Р(р )  =  Ъ {/(/)},

Ь { /  ( / - Т ) } = е  ^ ( р ) .
• (14-85)

Теорема показывает, что изображение функции /  (/ — т), запаз
дывающей на время т по отношению к исходной /  (/) (рис. 14-16),

получается умножением изобра
жения ^  (р ) на е~'п  (т— время 
запаздывания).

Поэтому, если и (/) — перио
дическое несинусоидальное на
пряжение, подключаемое к цепи 
в момент t =  0, их (¿) — его 
аналитическое выражение в те
чение первого периода измене
ния (0 ^  / <  Т) и его изобра
жение Их (р) =  Ь{и1 (/)}, то изо

бражение напряжения и  (р) =  ¿{и  (/)} для любого момента вре
мени (0 оо) на основании (14-85) запишется так:

Г и ~ г )
^

t

/  О

Рис. 14-16.

и  1 (Р)
О -Р Т (14-86)
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Изображение искомой величины

Х(р) = и (р) к (р) = К (р) - (14-87)

а ее оригинал может быть найден на основании (14-2) как сумма вы 
четов функции

Т ^ г К ( р ) е р(,

где К  (р) — передаточная функция цепи, определяемая как отнош е
ние лапласовых изображений выходной и входной величин при н у 
левых начальных значениях переменных состояния цепи.

Искомая величина л: (¿) равна сумме ее принужденного х пр (() 
и свободного хС1! (/) значений, причем х„р (¿) равно сумме вычетов 
относительно полюсов приложенного напряжения и  (р) в вы раж е
нии (14-87), а х св (() — сумме вычетов 
относительно полюсов передаточной 
функции К  (р) для того же выраже
ния (14-87). Указанные соображения 
следуют непосредственно из закона 
Ома в операторной форме (14-19) и 
были подтверждены вышерассмотрен
ными примерами 14-2 и 14-3. Из 
(14-86) следует, что число полюсов 
приложенного напряжения V  (р), 
которые находятся из уравнения
1 — е~Рг — 0 и равны рк — /2Ы / Т ,  
бесконечно велико. Поэтому находить 
х ар (/) по изображению X (р) из (14-87) нецелесообразно, так как это 
приведет к бесконечно большому числу слагаемых (к ряду Ф ^рье).

Но х пр (/) можно определить как  разность
* п р ( 0  =  * ( 0 - * с в ( 0 -  (14-88)

Величину х св (0 найти по (14-87) нетрудно, так как число полюсов 
передаточной функции цепи К  (р) конечно. Аналитическое вы раж е
ние для х  (() надо найти для каждого периода изменения прилож ен
ного напряжения и {I) отдельно, что нетрудно для первых периодов. 
Но тогда по (14-88) находится и аналитическое выражение д л я  
хпр (¿), не одинаковое для каждого из периодов. Проверить получен
ное значение дтя  хпр (/) можно из тех соображений, что значения 
х пр (0  в начале и в конце рассматриваемого периода должны быть 
одинаковы.

Пусть к цепи г, Ь в момент 1 =  0 подключается периодически и з
меняющееся напряжение и (/) пилообразной формы (рис. 14-17). 
Это пилообразное напряжение и (() можно получить наложением и 
периодическим повторением трех функций, рассматриваемых с м о 
ментов начала их действия: прямой / г (/) =  ^  другой прямой

/ а ( ^ — — х  У ~ Т )  и постоянной величины / а (0  — — V  У — ?)•
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Применив теорему запаздывания (14-85), найдем изображение 
первого зубца пилы (рис. 14-17):

^ ( Р ) = Т ^ - ^ - » Г - ^ е-рт. (14-89)

Заметим, что тот ж е самый результат получится непосредствен
ным интегрированием по формуле (14-1):

оо Т

их (Р) =  ^ ^  М.
о о

Изображение всей пилообразной функции и (¿) получится в виде 
суммы изображений одинаковых зубцов, смещенных на время Т  
друг относительно друга:

и м - и ,  <р) ( .  + е - > г + е - » г  +  . . ^ 1! Ш - т _  £  -

(14-90)

Изображение тока в цепи

I  (Р) =  и  (р )К  (р) =  -- -- - — —------ ~ ие~ г ! ----------. (14-91)
\н> Т р \ г + р Ь )  Р  (1 - е - рТ) ( г + р ц  '

Свободный ток ¿св на всем промежутке времени (0  ̂^  оо) 
найдем как вычет функции I  (р) е& в полюсе передаточной функции 
р х =  —г И ,  т. е.

. Г Цере_____________Цер{‘ ~ т) ~| _
1св_ е 5 [тр 2 (г +  р Ц  р { \ - е ~ Р т) { г + р Ь )  Р = - т , ь ~

п ,  ~ т *Л  (Р1) е”' Ье 1 е . . .
ГАрд ггт + ( 1т\ ’

Л 1 - ^

где (р) и Р2 (р) — числитель и знаменатель изображения тока 
Лв (Р )■

На промежутке времени 0 ^  I ^  Т  (первый зубец пилы) полный 
ток цепи I найдем как  результат воздействия только напряжения 
/х  (0 =  и  ИТ  =  / г 1 { и / Т р 2\ в виде суммы вычетов выражения

; — V  п г  Г УеР‘ ] и Г УеР( ]
к е & 1 т р Ц г + р Ц \ -  ¿ р 1 т (г  +  р Ц } Р = о +

Л =  -  г / и
/>а =  0

и в  Щ , V I  (  , , -> - Л
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Принужденный ток найдем согласно (14-88):

и
: Тг* л/ ( -  1+ е  ¿ ' )

(14-94)
Указанная выше проверка выполняется, так  как

'■т

г'п Р (0) =  г1|р (Т) =  и
Тг2( . - ¿ Г

(14-95)

Аналогично находится изображение при периодическом зн ако
переменном прямоугольном напряжении м (/) (рис. 14-18):

и  (р)  =  У- (1 -  2е- +  2е~ - . . . )  =  - -  , ( 14-96)
р р  I + е  у '

так как бесконечный ряд в скобках, как легко проверить, представ
ляется делением двучленов числителя и знаменателя правой части.

М Ы * )

I"  ' г
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0 т' 
г 1"

гт
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Рис. 14-18.

г  г г
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Рис. 14-19.

В самом деле, постоянное напряжение +  I/,  включенное в момент 
/ =  0, действует бесконечно долго. Изменение знака напряжения 
в момент I — 772 реализуется включением в этот момент постоянного 
напряжения — 2£/, действующего также бесконечно долго. Д алее 
в момент / =  Т  включается напряжение -|- 21/  и т. д., что и учтено 
формулой (14-96).

Подобным же образом можно найти изображение напряжения 
в виде треугольной кривой (рис. 14-19). Рисунок 14-19 показывает, 
что треугольная функция и (/) =  /  (() получается наложением и пе
риодическим повторением трех прямых / х (/) =  2 Ш / Т ,  /а —

ш / т\ чи
— — т у ~ 2 1  и ?э =  ~т (* — Л> рассматриваемых с моментов н а
чала их действия до / оо.

Применив теорему запаздывания (14-85), найдем лапласово изоб
ражение первого треугольника функции и  (/):

И  !р) —  _  1^. е~рт /2 I е- р Т (14-97)
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Разумеется тот ж е результат получится непосредственным вычис
лением интеграла прямого преобразования Лапласа на промежутке 
от 0 до Т :

Г /2 Г

2 Ш +  ¡5 (2 и - у -  е г*  dt.
Г 2

Г л а в а  п я т н а д ц а т а я  

ЧАСТОТНЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ

15-1. Преобразование Фурье и его основные свойства

В § 12-2 было дано разложение периодической функции с пер'ио» 
дом Т,  удовлетворяющей условиям Дирихле, в ряд Фурье:

00

/ ( / ) .=  л 0+  £  (Л*т со5ш*/ +  £ * т 8тсо^), (15-1) 
* =  1

где
+  Г /2

А 0 = у  ^ / ( т )£*т ;

-  Г/2

+  Г/2

B km = - f  \  /  (т) Sin (D¿T dx 
- Г / 2

и со* =  k 2 n ! T  принимает дискретные значения: « 1 = 1 -2я !Т\ 
ю2 =  2 - 2 л / Т  и т. д.

Подставляя значения А 0, А кт и Вкт в (15-1) и обозначая интер
вал между соседними частотами

— оз* =  (й +  1) 2я / Т  — k ■ 2п/Т  =  2л/7'=Дсо,

получаем:
+  Г/2 оо +  Г/2

f ( t ) =  Y  \  f W ^ X + ^ y  'i / (т )  (e o s  соА/ e o s  COftT+
— Г/2 Л =  1 - V /2

+  sin  со*/ s in  CÜ¿t) dx  =

+ Г/2 00 + Г/2

=  f  (т) dx  +  -i- 2  ¡¡ /(T ).cos[ffl* (í-T )]dT .
— Г/2  f t - 1  - Г / 2
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Здесь I cos coft (t —  t )  | sg 1 , поэтому
+  772 + т ;  2

\ /  (t )  c o s  со* (t — t )  dx С  jj I /  ( t )  j dr.
77 2 772

Устремляя Г к бесконечности, заключаем, что если функция 
/  (т) абсолютно интегрируема в бесконечных пределах (т. е. если

+  СО \

конечен интеграл § | / ( x ) |d t j ,  то конечное значение имеет такж е
—  00 /

-f со

интеграл J /  (т) cos coft (t — т) äx при любых coft и t. При этом 'ж е
—  00

условии
+  772

lim  ̂ f(x).dx =  0,
Т  —+со * »1

-Г / 2

т. е. приближенно
Ч-со

/;= 1

Но так как Дсо =  2 л /Г  ->  0 при 7  ->  оо, сумма в правой части 
(15-2) переходит в интеграл, а приближенное равенство (15-2) — 
в точное (при этом А со заменяется на do), а дискретные значения час
тоты со* — на непрерывно изменяющуюся частоту со):

00 4-00

/  (t) =  ^  ̂ rfd) f  (т) cos о) (t — т) с/т. (15-3)
О —со

Поскольку Т  —*■ оо , то функция /  (/), заданная на промежутке 
—  оо sS t sc; +  оо , является уже непериодической функцией. П о
этому можно утверждать, что формула (15-3) представляет собой 
сумму бесконечно большого числа гармонических функций с непре
рывно изменяющимися частотами и  и бесконечно малыми амплиту
дами. В самом деле, выражение

1 + °°
— dco \  /  (т) cos «и (t — т) dx

— 00

представляет собой бесконечно малую по амплитуде гармонику 
частоты со. Конечно, эта бесконечно малая гармоника частоты со 
может быть найдена только по заданной функции f  (t). Суммируя 
затем гармоническне составляющие (внешний интеграл по со) 
при изменении со от 0 до оо (т. е. учитывая все бесконечное множест
во гармоник с непрерывно изменяющимися частотами со),получаем 
заданную функцию / (О-

Иными словами, непериодическая функция характеризуется не
прерывным спектром частот, в то время как  периодическая ф унк
ция — дискретным.
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Формула (15-3) называется и н т е г р а л о м  Ф у р ь е  в триго
нометрической форме. Отметим, что абсолютная интегрируемость 
функции /  (0  в бесконечных пределах является для вывода формулы 
(15-3) достаточным условием, но не необходимым.

Ввиду четности cos со (í — т) относительно со формулу (15-3) пе
репишем еще в виде

- f c o  - f o o

/ ( О  — ¿  S /  (т) c o s  ® — т) ^т - (15-4)
— 00 — со

Подчеркнем, что при решении электротехнических задач гар
моники с отрицательными частотами физического смысла не имеют 
(см. также гл. 12). Однако введение их позволяет представить функ
цию / (/) вместо формулы (15-3) более симметричной формулой (15-4).

Далее в силу нечетности функции sm  со (/ — т) относительно со 
аналогично (15-4) найдем, что

4 -0 0  - f o o

0 =  ¿  § d(ú \  /(т )  sin со (¿ — т) d t. (15-5)
— 00 — СО

Умножая (15-5) на /  и складывая с (15-4), получаем интеграл 
Фурье в комплексной форме, который часто значительно удобнее для 
расчетов:

-4 -0 0  - f o o

/(Ü  =  ¿  5 da  5 f ( % ) e W - " d x .  (15-6)
— 00 — со

Если ф ункция /  (t) задана на промежутке от 0 до оо, а на проме
жутке от — оо до 0 равна нулю, то соответственно

- f o o  00

/(¿ ) =  ¿  da  /  (т) eos со (t — t) dx; (15-7)
—оо O

-{-00  00

/  (í) =  2^ da  jj e~>ax f  (t) dx.  (15-8)
— со  O

Внутренний интеграл с заменой т на / (значение определенного 
интеграла не зависит от того, как обозначена переменная интегриро
вания) может быть переписан так:

СО

F (/со) =   ̂ е (t) dt =  F (со) (15-9)
о

Комплексная функция частоты F (/со) дает закон изменения 
комплексных амплитуд гармоник в зависимости от частоты со и на
зывается ч а с т о т н ы м  с п е к т р о м  (спектральной плотностью, 
спектральной, частотной или амплитудно-фазовой характеристикой) 
заданной функции /  (¿). Само соотношение (15-9) называется п р я-
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м ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  Ф у р ь е  и обозначается еще

Таким образом, функция Т7 (/о>) но модулю и фазе характеризует

собой гармонику с частотой со функции /  ((). Эта гармоника выра
жена в комплексной форме, имеет бесконечно малую амплитуду и 
называется элементарной. Соотношение (15-10) называется о б р а т 
н ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  Ф у р ь е  и обозначается Р 1 {ЁЦы)}.

Сравнивая формулы прямого и обратного преобразований 
Лапласа (14-1) и (14-2) с формулами прямого (15-9) и обратного 
(15-10) преобразований Фурье (см. также приложение 3), заключаем, 
что преобразование Фурье является частным случаем преобразова
ния Лапласа, получается из него при р — /со и применимо для более 
узкого класса функций /  (/), что и было отмечено выше. Следова
тельно, частотный спектр Р  (/со) функции /  (1) получается из ее 
лапласова изображения Р (р) по формуле

Поэтому установленные в гл. 14 свойства преобразования Л ап
ласа справедливы и для преобразования Ф урье.

Выше было показано, что операторный метод, основанный на 
преобразованиях Лапласа, применим для расчета переходных про
цессов. Поэтому и частотный метод, основанный на преобразованиях 

' Фурье, может быть как частный случай операторного метода при
менен для тех же целей.

15-2. Законы Ома и Кирхгофа и эквивалентные схемы 
для частотных спектров

Рассмотрим цепь г, I ,  С (рис. 14-1), которая была подключена 
к источнику э. д. с. ех (/) и в момент / =  0 переключается к источ
нику э. д. с. е (/).

Найдем согласно (15-9) частотный спектр э. д. с. е (/):

Закон Ома для частотных спектров при ненулевых начальных 
условиях получим из (14-17) при р =  /со:

(15-10)
—00

гармонику частоты со, а выражение 2— Р (/м) е;ь’/ йы представляет

Р Ц ^ )  =  Р ( р ) м  а- (15-11)

СО

Е  (/со) =   ̂ е~№е (/) <и =  Е  (р)р-м . (15-12)
о

(15-13)
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1  (/со) =  1  (р ) р-Дй — Г +  /&>£ +  —£

представляет собой комплексное сопротивление цепи г, Ь, С, приме
нявшееся ранее для расчета установившихся (гармонических) про
цессов. К ак показывает (15-13), оно находит применение и для ра
счета переходных процессов, когда токи и напряжения могут изме
няться во времени не гармонически, а по самым различным законам.

В самом деле, при помощи Е (/со) по формуле (15-13) найдем 
частотный спектр тока /  (/со). А далее по формуле, аналогичной 
(15-10), и ток переходного процесса

+00

=  5 / ( / с о ) ^ с о .  (15-14)
— СО

Как следует из более подробных исследований, если э. д. с. 
и токи ограничены, но не удовлетворяют условию абсолютной ин

тегрируемости в бесконечных пределах, то при 
вычислении интеграла (15-14) полюсы подын
тегральной функции при интегрировании по 
вещественной оси нужно обходить снизу.

Из (15-14) заключаем, что ток также может 
быть представлен в виде суммы элементарных 
гармоник с частотами, непрерывно изменяю
щимися от — оо до +  оо, а величина

е>ш1 (/со) с/со представляет собой элемен
тарную гармонику с частотой со функции г (/).

Аналогично изложенному в § 14-3 и на 
основании соотношения (15-13) может быть 
составлена эквивалентная комплексная (для 
частотных спектров) схема (рис. 15-1). По

этому при расчете переходных процессов частотным методом можно 
сначала составить эквивалентную комплексную схему и по ней 
прямо находить частотные спектры токов и напряжений.

Из (15-13) получим закон Ома для частотных спектров при нуле
вых начальных условиях

' М - т й '  < 1 5 - | 5 )

а из равенств (14-20) и (14-21) при р  =  /со — уравнения первого 
и второго законов Кирхгофа для частотных спектров

2 / *  (/<■>) = 0 ;  (15-16)
А = 1

п п

2  ( / ю ) /* ( /© )  = 2
4

Знаменатель этого выражения
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Е  к (/со) +  (0) ■
/СО

(0)
(15-17)

Рис. 15-1.



Таким образом, в общем случае вычисление токов или напря
жений методом интеграла Ф урье выполняется следующим образом. 
Д ля заданной цепи составляется эквивалентная комплексная схема. 
По схеме определяются частотные спектры токов или напряжении 
при помощи любого из известных методов расчета линейных цепей 
при установившемся режиме (методы контурных токов, узловых 
потенциалов и т. д.). Расчет можно также свести, применяя принцип 
наложения, к нулевым начальным условиям (см. § 14-5). Д ля нахож
дения оригинала можно пользоваться таблицами (см. приложение 3) 
или применять теорему разложения, формула для которой получа
ется из (14-10) при р  — /со. Поэтому, если

то

к=  1 2

где Р'2 (/со) — производная от (/со) по /со, а /со* — простые корни 
характеристического уравнения

(/со) =  0 .

Заметим, что при комплексных и сопряженных корнях /со 
характеристического уравнения частоты со* получаю тся также комп
лексными, но сопряженными относительно вещественных частей.

Пример 15-1. Найти ток и напряжение на конденсаторе при включении 
цепи г, С на экспоненциальное напряжение

Г ие~а‘ при ¿2=0;
0 при /г=:0,

где а  >  0.
Р е ш е н и е .  Прежде всего убедимся, что функция и (/) представима инте

гралом Фурье. Действительно, функция и (/) абсолютно интегрируема в бесконеч
ных пределах, так как интеграл

00 0 СО со

 ̂ \ и ( ( ) \  <и=  ̂ I и (О I Л +  Л ; и (/) 1 Л  =  0 +  Л ие-а* сII=  ~
— оо — со О 0

конечен при любом а  Ф  0.
По таблицам функций и их частотных спектров (см. приложение 3) или по 

известному лапласову изображению функции и ({) запишем ее частотный спектр:

/  и  \  и  П р-' агс*е (<■>/“ >
(/( /( ,) )=  — —  = — —— =  Ц (и) еЯ''ю> =  , _____

\Р  +  а /  . а  +  усо | ' а 2 +  ша

откуда получаем амплитудно- и фазочастотную характеристики приложенного 
напряжения:

и  со



Отсюда следует, что включение апериодического напряжения и (() можно рас
сматривать как включение бесконечно большого числа элеметарных гармоничес
ких колебаний, частоты которых изменяются непрерывно от минус до плюс 
бесконечности.

На рис. 15-2 даны амплитудно- и фазочастотная характеристики II (со) и 1(1 (со). 
На рис. 15-3 построена частотная характеристика II (/со), т. е., иначе говоря, 

годограф комплексной функции и  (/со) при изменении со от 0 до оо, которая пред
ставляет собой полуокружность, что следует из выражения для и  (/со). 

Комплексное сопротивление цепи

7  /  ' Ч I 1 1 +  1Ш С^ (/со) =  г н--------------/со С /соС

Так как начальные условия нулевые, то на основании закона Ома для частот
ных спектров

. . .  . {/(/со) __________¿//соС______
(!<») — ~  (/со-|-а)(/со/-С +1) •

Применяя для вычисления тока £ (() теорему разложения (15-19), обозначим 

Г х (/со) =  ¡о»Си; Г2 (/'со) =  (/со +  а) (/согС+ 1) 

и найдем корни характеристического уравнения (/со) =  0:
/со! =  — а  и /со2 =  — 1/лС.

Вычислив значения множителей обоих слагаемых теоремы разложения 

( /« 1) =  — а  Си-, (/со,,) =  — и/г ,
Р ’а ( М )  =  1 — /-С а; (/сог) =  — 1 + г С а ,  

после простых преобразований получим:

ис

Напряжение на конденсаторе ис  (/) находим, интегрируя ток и полагая по
стоянную интегрирования равной нулю. Это ясно из физических соображений 
(никакой постоянной составляющей в составе напряжения ис  (¿) в данном случае 
быть не может):

ис « = 4 "  $ 1' ^ л  =  "с„р +  ис с в = ^ ^ 7 ^ г т ( - « 'а /+ Г  гС

Найдем напряжение ис  (/) несколько иначе и притом для случая одинакового 
затухания кСпп и и Ссв, к о г д а а =  1/гС, т. е. в случае равных корней знамена-
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теля U c  ( /с о ) .  Так как
U 1//со С Ua.

и с ^  а  +  /со г +  1//ыС (а  +  /со)2 ’

то, применяя для вычисления «с  (/) формулу вычета в кратном полюсе (14-14), 
получаем:

+  оо

/0) =  — (X

=  í/a (е/м/) =  t/a fe-“í .
/ о )  =  —  a

Пример 15-2. Найти ток 1х в ветви с сопротивлением / |  после включения ру
бильника (рис. 15-4).

Дано: е2=  100 вт (314/ +  600) В; е3 =  200е~ь1 В; /■1= 1 0  Ом; ¿  =  300 мГ; 
г2 — 20 Ом; С — 100 мкФ; л3 =  30 Ом.

<7(0

.tp

Рис. 15-5. Рис. 15-6.

Р е ш е н и е .  Рассчитываем режим до коммутации (рис. 15-5):

12Пр- =  «1п р -=  <.01 sin (314/— 12-20') А;
« и п Р - ( 0 =  Ю . 1  s i "  ( 3 1 4 / -  1 2 ° 2 0 ' )  В .

Задачу решим методом приведения к нулевым начальным условиям. Для 
этого найдем напряжение на, зажимах рубильника

К р у 6  ( 0  =  и » „ р -  ( 0 - f .  ( 0 =  1 0 , 1  Sin ( 3 1 4 / -  1 2 - 2 0 ' ) — 2 0 0 е - » '  В .

Частотный спектр напряжения на зажимах рубильника
................  „ ¿ - / ( 0 +  1435 200

руб 2,16 3 j4.2 j_ íf.mV2-г +  (/ш)2 5 -|-/ш •

с. 15-6. Для эт 
третьей ветвей

/(о (0,3/со +  20)

Рассчитаем переходный процесс в схеме рис. 15-6. Для этого найдем сначала 
взаимную комплексную проводимость первой и третьей ветвей для любой частоты:

К,я =  -13_  Z,Z . ,+  Z ,Z 3 +  Z3Zt 12“(/<о +  105,8) (/<o +  236,2)

Частотный спектр тока i\ (/) в ф ем е рис. 15-6

/ ;  (/ш )=  Y 13 (/о ) Uруб (/со) =
/со (0,3/со+  20) {2,16 (— /со+ 1 4 3 5 ) (5 + /со) — 200 [(/со)з +  3142]}

— (5 +  /со) (314 — со) (314 +  со) 12 (/со +  105,8) (/со +  236,2)

Оригинал тока i\ (/) на основании теоремы разложения (15-19) равен: 
¿' (/) =  0,1942 sin (314/+  31°) -|- 0,0661 е_в/ +  1,685«~10Г>.8'' — 6,87е_2;30.2г А.
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Пользуясь метолом наложения, находим ток,переходного процесса в ветви 
с сопротивлением гх.

¡j (0  =  — i'iпр_ (0 +  »1 (0  =  — 0,88 sin (314/ — 2 1°02') +
4- 0,0661е“5 '+  1,685р-мм'_ б,87е-23б,2- д .

Примеры показывают, что расчеты переходных процессов опе
раторным методом и методом интеграла Фурье весьма похожи 
друг на друга. Преимущества метода интеграла Фурье сказываются 
при расчете переходных процессов приближенными способами.

15-3. Приближенный метод определения оригинала 
по вещественной частотной характеристике (метод трапеций)

Д ля любой линейной электрической цепи по законам Кирхгофа 
можно составить систему интегро-дифференциальиых уравнений, 
описывающих процессы в этой цепи. То же самое можно сделать 
для любой динамической системы: электромагнитной, механической 
или электромеханической. В электрических цепях и динамических

Г
----0

U,(p) CZ 

0 ------------
"

-----0

и2(р)

X , ( t ) = t ( t )

1
Í

Рис. 15-7. Рис. 15-8.

системах любую величину можно рассматривать как входную и счи
тать ее изменение во времени заданным. Любую другую величину 
можно рассматривать как выходную и определять ее изменение. 
Переходя в уравнениях, характеризующих эти системы, от ориги
налов к изображениям, можно исключить изображения всех ос
тальных величин, кроме входной Х 1 (р ) и выходной Х г (р). Как 
уже было указано выше, отношение переменных состояния цепи при 
нулевых начальных значениях называется передаточной функцией 
электрической цепи или системы

(>6-20)

Например, легко найти передаточную функцию четырехполюс
ника, приведенного на рис. 15-7:

и А р) 1 + гср-
Пусть входная величина х х Ц) задана в виде единичного скачка 

хх (0 =  1 (О (рис. 15-8). Тогда

Х 1 (Р) ^ у . - : х 1 ( 0 - / ( 0 -  (15-21)
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Оригинал выходной величины (называемый, как было указано 
выше, временной функцией или временной характеристикой) 
обозначим для этого случая через к (/):

Рассматривая здесь такие системы, для которых к  (0) — 0, 
получаем:

Таким образом, изображением производной от временной х ар ак
теристики системы является передаточная функция последней. 
Полагая в правой части (15-23) р  /со, получаем, что к '  (/) связана 
с К  (¡(¡}) формулой обратного преобразования Фурье (15-10):

где К  (/со) =  К  (со )е '® — частотная характеристика или спек
тральная функция системы; К  (со) — амплитудно-частотная и 0(со) — 
фазочастотная характеристики системы.

Разлагая е/[<^ге<“)] по формуле Эйлера, получаем:

Модуль частотной характеристики системы или ее амплитудно- 
частотная характеристика К  (со) — всегда четная ф ункция, а ф а
зочастотная характеристика б (со) — всегда нечетная ф ункция час
тоты со.

Так, для цепи рис. 15-7

Докажем это для более общего случая, когда К  (р) представляет 
собой частное от деления двух многочленов. П олагая р — /со, 
убеждаемся, что вещественные части числителя и знаменателя будут 
содержать только четные, а мнимые — только нечетные степени со. 
Поэтому К  (со), равная частному от деления квадратных корней из 
суммы квадратов вещественных и мнимых частей числителя и зн а 
менателя, будет четной функцией со, а 0 (со), равная разности а р к 
тангенсов от отношений мнимой к вещественной части числителя 
и соответственно знаменателя, будет нечетной функцией частоты со.

На основании сказанного заключаем, что поды нтегральная 
функция второго интеграла — нечетная, а так как пределы этого 
интеграла равны по величине и противоположны по зн аку , то этот

(-0 = Н « ) Ф Х а (р) =  К(р) р (15-22)

к' (1) =  р Х г (р) =  К(р) . (15-23)

(15-24)
—оо

/г' ( 0  =  2л" 5 ^  И 0055!“ ^ 0 (ю)] ^ ®  +  2л § Л- (о>) \Ы  +  6 (со)] ей».
— ОО

К  (/а.) =  т т -Ц т -  =  - Г = = ------ --
1 + р С ш  [/1+Г-С*ы*

£ —/аГс1* ГС О

откуда
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интеграл равен нулю. Подынтегральная функция первого интегра
ла — четная. Поэтому

00

/г' (/) =  ^-  ̂ /С (со) с о е  [со/+  0 (со)] ¿¿со. (15-25)
о

Но, во-первых, до момента / =  0 в цепи не была запасена энер
гия и не действовали источники. Во-вторых, функция Н' (/) опреде
ляется, как  оригинал, формулами обратного преобразования Л ап
ласа (15-23) или Фурье (15-24) и в силу условий этих преобразований, 
как было указано выше, равна нулю при / ■< 0. Следовательно, 
зам еняя / на — /, из (15-25) получаем:

О

СО - \

=  ~  jj К  (со) cos [0 (со) — со/] dco. (15-26)

Обозначим
К  (ю) cos б (со) =  В  (о)); К  (о)) sin 0 (со) =  М  (со), 

следовательно,
К  (/со) =  В  (со) +  ¡M (со),

где В  (со) — вещественная, а М  (со) — мнимая частотные характе
ристики системы. Заметим, что вещественная частотная характе
ристика В  (со) — четная функция со, а мнимая М  (со) — нечетная. 
Из последнего соотношения следует, что передаточная функция 
К  (/со) может быть найдена, если задана какая-либо пара частотных 
характеристик: амплитудная и фазовая или вещественная и мнимая. 

Перепишем теперь (15-25) и (15-26):
00

h ’ (t) — — \  [В (со) eos со/ — М  (со) sin со/] dco;
Л  0  

СО

0 =  — jj [В (со) cos со/-)-М (со) sin со/] dm. (15-27)
6

Складывая почленно последние равенства, получаем:
СО

h ’ (0  — jj В  (со) cos со/ dco.
ó .

Н аконец, интегрируя по / и учитывая условие h (0) =  0, находим,

t со /

h (/) =  í  h'  (/) d i =  -̂ ^ В (со) da   ̂ cos со/ dt  —
6 b u

СО

=  - -̂ ^ y ^ s in o ) /d c o ,  (15-28)

что

о
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Полученное соотношение позволяет по вещественной частотной 
характеристике системы В  (со) определить ее временную х аракте
ристику /г (/), т. е. переходный процесс при воздействии на систему 
единичного скачка напряжения.

Предположим теперь, что электрическая цепь при нулевых 
начальных условиях подключается к единичному напряж ению  и 
нужно определить ток в какой-нибудь ее ветви. Тогда, принимая за 
входную величину единичное напряжение, а за выходную — ток, 
заключаем из (15-20), что передаточной функцией системы будет 
взаимная операторная проводимость между включаемой ветвью  и 
ветвью, где ищется ток. Соответствующую комплексную проводи
мость К (/со) =  У (со '̂ф*“) можно рассчитать или получить экспе
риментально, определяй порознь амплитудную У (со) и фазовую

Ф  (со) характеристики. Зная К (со) и <р (со), можно найти им соответ
ствующие вещественную и мнимую частотные характеристики 
В  (со) и М  (со).

В случае сложной цепи, естественно, сложными функциями час
тоты со будут В  (со) и М  (со). Поэтому рассмотрим приближенные 
метод определения тока ; (() — /г (/) при графически заданной ве
щественной частотной характеристике В  (со) по формуле (15-28).

Пусть вещественная частотная характеристика В  (со) имеет 
любую форму, но с ограниченным интервалом пропускания частот 
со0, т. е. В  (со) ^  0 при со ^  со0. Заменим заданную кривую  В  (со) 
другой кривой В  (со), достаточно мало отличающейся от первой и 
образованной прямолинейными отрезками, которые ограничены 
(рис. 15-9) точками Въ  В2 ...

Проведем через эти точки прямые, параллельные оси абсцисс. 
Тогда кривая В  (со) будет заменена суммой трапецеидальных х ар а к 
теристик (рис. 15-10) тк (со) — трех для кривой на рис. 15-9.

Такая замена позволяет составить таблицы расчета переходных 
процессов для ряда типовых трапеций, что существенно облегчает 
применение приближенного метода.
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«ч
Т ак как В(со) =  У] т*(со), то

А =  1

* W = - h J
В {  Ш) sin Cú¿ d(á

п СО

-125
*=1 о

т* (ш) sinco/dco, (15-29)

где h (/) достаточно мало отличается от h (t).
Выражение (15-29) показывает, что определение Ъ (/) сводится 

к расчету ряда временных характеристик для отдельных тра
пеций.

Покажем, как найти оригинал

СО

S  (0 =  1  ^ l M  sin соt  da> (15-30)"
ó

по трапецеидальной частотной характеристике т (со), определяемой 
следующими параметрами (рис. 15-11): начальной ординатой т (0),

интервалом пропускания или областью 
существенности частот со0 и коэффициен
том наклона

г(/7)

t (w )

х =  со/со0, (15-31)

шр
ш где сор — интервал равномерного пропус- 

кация частот, на - котором функция 
т (со) — постоянна.

Рис. 15-11. Рассмотрим единичные трапецеидаль
ные характеристики, для которых т (0) =  1; 

со0 =  1, а коэффициент наклона находится в пределах 0 ^  к  ^  1. 
Временная характеристика, соответствующая единичной тра
пецеидальной частотной характеристике с наклоном х, опреде
ляется так:

Л* (0 ■= ^ Г Ц Г )  (/) -  и (У -{ )+  . (15-32)

В таблице (см. приложение 4) даны функции Ну., вычисленные 
по формуле (15-32) для ряда значений х в пределах от 0 до 1.

Формула (15-32) может быть выведена, например, следующим образом. 
Заменим вещественную частотную характеристику В (со) прямыми линиями 

и вычислим интеграл (15-28) по участкам. Для участка (со1, со2) можем написать 
(рис. 15-12):

В  (со) =  (ш-  <■>!).<02— СОх
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Интеграл (15-28) 

0>2

-и =  Г д 1 +

л *' I. О)о — 0)! } О)
<¿(0 =

0)о — 0),

с о 2

=  1 Г в1------- ^ _ (Ва_ В1)1 С ^ </ш+
л I (О, —  С0Х 4-1 М ,1 СО

+  -  ™ — -1 \  Я Ш., — 0)1 ,1
0)1

БЩ ш/ (¡(О =
2 й,(1)2 — В.,ы1
Я  £0^ —  СО,

[Б! (МаО — Э! (сод./)]

2 В.г— Вх сое оь/ — соэ
(15-33)

Я  <йг — (Й! /

Здесь (со/) означает функцию, называемую интегральным синусом:

Б1 (со/) =   ̂ ¿ш/, (15-34)
О*

которая табулирована и может быть легко вычислена.
Разбивая вещественную частотную характеристику на ряд прямолинейных 

отрезков, можно вычислить переходный процесс как сумму интегралов вида 
(15-33). Применяя формулу (15-33) к единичной 
трапецеидальной характеристике, у которой 
т (0) =  1, со0 =  1 и коэффициент наклона х, 
получим равенство (15-32). В самом деле, для 
этого достаточно для горизонтального участка 
единичной трапецеидальной характеристики 
(рис. 15-11) положить В, =  В2 =  1, сох =  О, 
со2 — Шр =  хсо0 =  х, а для наклонного участка 
принять Вх — 1, В.г =  0, 0)! =  0)р =  X, (О., =  1 
и результаты вычисления для обоих участков 
сложить.

Для трапецеидальной характеристики с 
лю&лми т (0) и со0 нужно взять функцию Лх 
по значению х =  сор/со0 (приложение 4), умно
жить Ли на т (0) и построить ее графически,
приняв во внимание теорему подобия или теорему изменения масштаба вре
мени, т. е. учитывая, что значению функции /¡х в момент времени т соответствует 
значение искомого оригинала «(/) в момент времени / =  т/со0.

В самом деле, если (15-28)

Рис. 15-12.

СО

'« -# 5
В  (<о) БШ со/ йш ,

то по теореме подобия

\ п 1  Я .5

В  (/Ко) вш со/ с/со. (15-35)

Это означает, что, например, при увеличении масштаба кривой В  (со) вдоль 
оси со в л раз масштаб кривой Л (/) вдоль оси / уменьшается в п раз, и наоборот.
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Д ля доказательства заменим в (15-28) t на t/n:

\ п  1 Я 3 0) \ п ]

В последнем интеграле сделаем замену переменных, введя новую перемен
ную со,,:

<в„ =  со/п.

Тогда

А(т) = 1 $ -
о

откуда сразу следует рассматриваемая теорема, если заменить снова со„ на со, 
что всегда возможно, так как значение определенного интеграла не зависит от 
обозначения переменной интегрирования.

Например, для трапецеидальной частотной характеристики, имеющей т (0) =  
=  3, coq =  60 рад/с, Шр =  36 рад/с, коэффициент наклона х =  сор/соо =  0,6. 
Из таблицы (см. приложение 4) для х =  0,6 и, например т =  2,5, находим Ах =  
=  1,01, что соответствует времени / =  т/и0 =  2,5/60 =  0,0417 с.

В этот момент искомый оригинал s (/) =  т (0) hx — 3-1,01 =  3,03. Подобным 
же образом определяются оригиналы s (/) для всех трапецеидальных характерис
тик, на которые разлагается вещественная частотная характеристика В  (со). 
Суммируя графически оригиналы s (/), получаем времёйную характеристику сис
темы .

Пример 15-3. На вход четырехполюсника (рис. 15-7) включается постоянное 
напряжение £/t =  100 В. Вещественная частотная характеристика передаточной 
функции четырехполюсника В  (со) =  К  (w) cos 0 (со) построена по полученным 
экспериментально К  (со) и cos б (со) на рис. 15-13. Найти методом трапеций напря
жение и2 (t) на выходе четырехполюсника.

Р е ш е н и е .  Разложение В (со) на две характеристики первую — тре
угольную и вторую -—трапецеидальную показано на том же рис. 15-13, а сами 
характеристики приведены отдельно на рис. 15-14.

Каждая из них характеризуется следующими данными:

О т1 (0) =  В1 =  ф6; сор1 =  0; со01=  190 рад/с; Хх =  0;
2) т8 (0) =  В2=  14; шр2 =  190 рад/с; сооа =  667 рад/с; 190/667 =  0,285.
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По таблице (см. приложение 4) находим функции /гк для двух трапеций 
с различными х и пересчитываем их и время т, как было указано выше (табл. 15-1).

Т а б л и ц а  15-1

т /, =  — , с (1)01 Ч
я, (/) =  86йХ1, 

В
,  X
‘ 2 =  — . сЮоа Ч 5, (О =  14АИ 

В

0 0 0,00 0 0 0,00 0
0,5 0,00264 0,138 11,87 0,000752 0,2054 2,88
1,0 0,00523 0,310 26,7 0,001504 0,3988 5,6
1,5 0,00792 0,449 38,6 0,002256 0,5872 8,23
2,5 0,0132 0,674' 58 0,00376 0,8562 12
4,0 0,0209 0,856 73,5 0,006016 1,0606 14,85

10,0 0,0523 0,939 80,8 0,01504 1,0198 14,26
‘20,0 0,1046 0,967 83,3 0,03008 0,9934 13,89
26,0 0,1368 0,975 83,9 0,0390 1,0022 14,30

На рис. 15-15 построены оригиналы, т. е. функции времени 5Х (О и «2 (() 
для каждой из двух трапеций. Сложив кривые (/) и & (/), получим временную 
характеристику процесса, т. е. на
пряжение и2 а)  на выходе четырех
полюсника (рис. 15-15).

Приближенный метод рас
сматривался при действии на 
входе системы единичного воз
мущения. Если же на входе 
системы действует возмущение, 
изображение которого Х х (р ), то 
согласно (15-20)

*2 (0 •' А', (р) =  К(р) Х х (р).

Тогда в соответствии с равенствами (15-23) и (15-24) имеем: 

х.; ( ( ) = р Х 2 (р) =  р К  (р) Х х (р);
+ с о

Х 'г ®  =  2л / (,)^  ( /“ ) Х 1 0 “ ) е' Ш/
—00

Введем обобщенную частотную характеристику системы:

Ф (/со) =  /ю/С (/со) (/со) =  /соЛГ (/со) Хх (со) е/чМ“» ==ф (со) е/Ф(“>,

которая учитывает как саму систему, так и внешнее воздействие. 
Так как внешнее воздействие х х (() известно, то известна и его ч ас
тотная характеристика Х 1 (/со). Поэтому можно найти обобщенные 
амплитудную и фазовую характеристики системы:

Ф (со) =  со/с (со) XI  (со); \р (со) =  0 (со) +  срх (со) +  л/2.
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15-4. О переходе от преобразований Фурье к преобра
зованиям Лапласа

Выше было показано, что если оригинал — функция /  (/) абсо
лютно интегрируемая в бесконечных пределах, то существует пря
мое и обратное преобразования Фурье

оо

/Ч/со) =  $ (15-36)
О

-|~с°

=  ^ ^ ( / ® ) Л »  =  Р - М ^ ( М .  (15-37)
—  СО

Но если функция /  (/) не является абсолютно интегрируемой в 
бесконечных пределах, то интегралы (15-36) и (15-37) не существуют 
и преобразованиями Ф урье или нельзя пользоваться, или можно 
пользоваться с очень большой осторожностью, производя все время 
проверку результатов, формально полученных с их помощью.

В этом случае целесообразно перейти от функции /  (/), не ин
тегрируемой абсолютно, к другой функции Д (/), интегрируемой 
абсолютно в бесконечных пределах при помощи соотношения

Ы/)=/(0*-Ч (15‘38)
где <т0 >  0 и / >  0 .

К функции (() можно применять преобразования Фурье 
(15-36)

ОО оо

Р1 (/(0) =  5 е - ^ и  (О М =  1 е - <«•+/“>7 (0 си =  Т7 (ст0 +  /со). (15-39)
о ' о

Полагая в (15-39) р — а 0 +  /со, т. е. вводя новое комплексное 
переменное р, будем иметь:

СО

Т(р) =  \е^(()си =  Ь{!(()}, (15-40)
о

т. е. прямое преобразование Лапласа для функции /  (/).
Применив к функции /, (() обратное преобразование Фурье и 

учитывая соотношения (15-38) и (15-39), получаем:
-{-00 +00

/х ( 0 = / ( 0  е~ а°{ =  ^л  § (/ш) й«> =   ̂ е'шР  (сх0+ /со) ¿со,
— ОО — 0 0

откуда

¡ ( ¿ ) = 2 п  ) + (а0 +  /со) ¿со. (15-41)
— СО
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Произведя в (15-41) ту ж е, что и Еыш е, замену переменных, т. е. 
Р —  сг0 +  /со и й р  — /¿со, получаем:

а . - Н  со

^ ^ = ¿ 7  ^ ер‘Р ( Р) й р  =  Ь-ЦР{р)} ,  (15-42)
Оа — /оо

т. е. обратное преобразование Л апласа для функции /  (/).
Таким образом, если функция /  (/) не интегрируема абсолютно 
в бесконечных пределах и не может быть преобразована по Ф урье, 
следует перейти к преобразованиям Л апласа, которое применимо 
к функции /  (/), не интегрируемой абсолютно в бесконечных п ре
делах.

Это позволяет рассматривать преобразования Лапласа как обоб
щение преобразований Фурье.

15-5. Сравнение различных методов расчета переходных 
процессов в линейных электрических цепях

Сопоставим достоинства и недостатки расчета переходных процессов клас
сическим методом, различными вариантами операторного метода и методом интег
рала Фурье.

В цепях с характеристическим уравнением первой или второй степени труд
ности расчета невелики и примерно одинаковы, каким 6ц  методом ни произво
дить расчет. Классический метод в этих случаях даже несколько проще. Чем-выше 
степень характеристического уравнения, тем больше уравнений нужно решать 
совместно при определении постоянных интегрирования и тем больше возрастают 
трудности расчета при пользовании классическим методом. Для разветвленной 
цепи с характеристическим уравнением выше четвертой или пятой степени расчет 
классическим методом представляет известные трудности из-за сложности опре
деления четырех и более постоянных интегрирования.

Отметим, что если цепь представляет собой полный многоугольник, т. е. 
каждый узел связан вегвью со всеми остальными узлами, то трудности определе
ния постоянных интегрирования, свойственные классическому методу, возрас
тают с увеличением числа узлов и степени характеристического уравнения. В более 
простых цепях, когда не все узлы связаны друг с другом, часто можно значи
тельно уменьшить число уравнений, которые нужно решать совместно. В особен
ности это касается цепей с двумя узлами. В последнем случае, как и в ряде дру
гих, разумно ввести в рассмотрение потенциалы узлов.

Таким образом, если степень характеристического уравнения выше четвер
той — пятой, классическим методом пользоваться менее целесообразно, а нужно  
пользоваться одним из вариантов операторного метода.

Переходя к операторному методу, сравним два варианта — расчет переход
ных токов по теореме разложения и расчет свободных токов по их изобра
жениям.

При расчете операторным методом не нужно определять постоянные интег
рирования из начальных условий решением какой-либо системы уравнений. 
Кроме того, при расчете изображений в эквивалентных операторных схемах  
можно пользоваться всеми ранее известными методами расчета цепей при устано
вившихся режимах. Эти два момента и определяют достоинства операторного 
метода. К недостаткам операторного метода надо отнести утомительность вычис
ления слагаемых сумм в теореме разложения. Если при расчете по теореме раз
ложения находятся сразу переходные токи, то из-за наличия внешних э. д. с. 
(гармонических с разными частотами и экспоненциальных с разными коэффици-
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ентами затухания) усложняются многочлены Р1 (р) и (р) в составе изображе
ния какого-либо тока /  (р) =  (р)//^ (р) или напряжения. Если, например, 
цепь содержит три гармонические э. д. с. разной частоты, то число слагаемых 
в теореме разложения больше степени характеристического уравнения по край
ней мере на три. Кроме того, все изображения усложняются за счет внутренних 
(расчетных) э. д. с. Ы  (0) и —ис  (0)/р. Отметим также, что обычная форма теоремы 
разложения (14-10) неприменима при наличии кратных корней.

Подчеркнем, что расчет по теореме разложения возможен и для всех таких 
внешних э. д. с., изображения которых являются отношением двух целых 
трансцендентных функций.

Расчет операторным методом только свободных токов по их изображениям 
целесообразен тогда, когда действует ряд различных по характеру внешних э. д. с. 
(гармонических с разными частотами, экспоненциальных с разными коэффици
ентами затухания и т. д.). В эквивалентную операторную схему для сво
бодных токов внешние э.'д. с. не входят, что существенно упрощает изображения 
токов и напряжений. Однако для определения внутренних (расчетных) э. д. с. 
необходимо знать режим до коммутации и принужденный режим после коммута
ции. Поэтому рассматриваемый вариант операторного метода применим в тех слу
чаях, когда внешние э. д.с. имеют простую форму изменения (гармоническую, 
экспоненциальную, постоянную) и принужденные токи сравнительно легко 
найти.

Расчет переходных процессов методом интеграла Фурье очень близок к расчету 
операторным методом и характеризуется теми же достоинствами и недостатками. 
Метод интеграла Фурье целесообразно применять для расчета переходных про
цессов в заданной системе в том случае, если для исследования каких-либо дру
гих процессов в ней уже применяются частотные методы, аналитическим аппара
том которых являются преобразования Фурье. К таким системам относятся, напри
мер, линейные системы автоматического регулирования, для которых необходимо 
исследовать устойчивость при помощи одного из геометрических критериев, 
исследовать качество регулирования и полностью рассчитать какие-нибудь пере
ходные процессы. Этот метод целесообразно применять при приближенном рас
чете переходных процессов по вещественной частотной характеристике, осо
бенно когда амплитудная и фазовая частотные характеристики входного сопро
тивления или проводимости получены экспериментально. В этих случаях метод 
интеграла Фурье имеет преимущества перед операторным. Заметим, что поль
зуясь операторным методом, входные или взаимные операторные проводимости 
можно только рассчитать и нельзя получить опытным путем. Проводя же расчет 
методом интеграла Фурье, получив экспериментально характеристики входных 
или взаимных проводимостей, имея э. д. с. е (/) и найдя частотный спектр Е (/со), 
можно графически найти частотный спектр тока 1 (/си) и построить его веществен
ную или мнимую частотные характеристики. Далее, применяя метод трапеций, 
можно приближенно рассчитать переходный процесс.

Если напряжение на зажимах пассивного двухполюсника дано кусочно-ана- 
литической кривой, имеющей разрывы, расчет целесообразно вести при помощи 
формул Дюамеля. При этом переходная проводимость ц  (!) или переходная функ
ция у  (/) находятся одним из известных методов.

Отметим также, что при пользовании любым из указанных методов можно за
дачу расчета переходных процессов с ненулевыми начальными условиями свести к 
задаче с нулевыми начальными условиями (см. § 14-5). Целесообразность этого 
приема нужно выяснить в каждом конкретном случае с точки зрения максимально 
возможного упрощения расчета.

В заключение укажем, что операторный метод и метод интеграла Фурье 
весьма широко применяются в теории автоматического регулирования й при 
расчете переходных процессов в электрических машинах, а операторный метод 
и в некоторой мере метод интеграла Фурье — еще при расчете переходных " 
процессов в цепях с распределенными параметрами, в то время как классический 
метод во всех этих случаях почти не находит применения.
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Г л а в а  ш е с т н а д ц а т а я

ЦЕПНЫЕ СХЕМЫ И ЧАСТОТНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ФИЛЬТРЫ

16-1. Характеристические сопротивления и постоянная 
передачи несимметричного четырехполюсника

По определению х а р а к т е р и с т и ч е с к и м и  с о п р о 
т и в л е н и я м и  несимметричного четырехполюсника со стороны 
входа Zcl и со стороны выхода Zc2 называется такая пара сопротив
лений, когда при сопротивлении нагрузки  на выходе Z c2 входное 
сопротивление со стороны входных зажимов равно Zcl (рис. 16-1, а)
и, наоборот, при сопротивлении нагрузки на входе Zn  входное соп- % 
ротивление со стороны выходных зажимов равно Zc2 (рис. 16-1, б).

----------  г 1 --------=п1 0 ------- -----0 ------i i— 0 —  ---- 0

—  Ze, п  U z c¿ г с1 П  П г сг

------- ----------- ------0 ---- -Г *— 0 -.— _______— 0

а ) б )

Рис. 16-1.

(16-1)

Из основных уравнений четырехполюсника (§ 8-1) 

и  1 =  А 02 “Ь В12\
Д — С(У2-\- о  /  2

в соответствии с данным выше определением найдем входное сопро
тивление четырехполюсника со стороны первичных зажимов при 
сопротивлении нагрузки Ъсг'.

7 _ А й 2+ в 1 2_  в _  А г л + в

' ¡1
1̂вх CU2 +  D¡.£ C U t l k  +  D CZci +  D 

Аналогично при обратном питании четырехполюсника 
D í V f B / j  DÜi /U +  B D Z n -\-B

(16-2)

7  — Цг— £ (16-3)
/ ,  “  СЦг +  AU  CUi/U +  A CZcl +  A 

Решая эти уравнения относительно Z cl и Zc% и учитывая, что из 
уравнений (16-1) легко найти сопротивления холостого хода и 
короткого замыкания Zlx =  А / С  и Z lK =  BID и аналогично о п р е
делить те же сопротивления при обратном питании Z2x =  D /С  и 
Z2K =  В /А ,  получаем:

Zel =  \ rA B jC D  =  V Z ^ ;  (16-4)

Zc2^ V B D j A C  =  V Z ^ Z Z .  (16-5)
В двух последних формулах перед квадратными корнями о став 

лены только знаки плюс. Знаки минус отброшены как не отвечаю 
щие физическому смыслу сопротивлений Z cl и Zc%.
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Действительно, до сих пор предполагалось, что к выходным 
зажимам четырехполюсника подключается приемник энергии (по
требитель). Поэтому вещественная часть его комплексного сопротив
ления, т. е. Zc2, должна быть положительной. При обратном питании 
тот же вывод следует и для Zcl. Однако из равенств (16-4) и (16-5) 
получаем для Zcl =  zclei"‘ и для Zc2 =  zc2e i \  по два значения для 
каждого из аргументов, которые разнятся на я ,  т. е. 0Х; 61 +  я ; 
62! Оз +  я .

Так как 0 j н 02 — аргументы комплексных сопротивлений 
Z ei и ^ с2> т0 01111 всегда леж ат в пределах — я /2  0 j ^  +  я / 2 ,
— л /2 = ¿ 0 2 ^  +  я /2 . Поэтому rci — гл  cos 0Х >  0 и гс2 =  
=  zc2 cos 0 2 >  0 .

Отсюда также следует, что гп  =  га cos (0Х +  я) <  0 и г’С2 =  
=  чг с2 COS ( 0 2 +  я) <  0  И углы 0 !  -1- я , 0 2 +  я  должны быть отбро
шены. А так как изменение 0Х, 02 на я  как раз и означает изменение 
знаков у комплексов Z t lи Zc2, то, следовательно, перед квадратными 
корнями равенств (16-4) и (16-5) должны быть оставлены только 
знаки плюс.

Отметим, что, поскольку несимметричный четырехполюсник 
имеет различные характеристические сопротивления со стороны 
входа и выхода, его можно применять для согласования источника 
(генератора) и приемника (рис. 16-2, а), двух линий (гл. 18) с раз
личными характеристическими сопротивлениями (например, воздуш
ной и кабельной линий), линии и приемника (рис. 16-2, б) и т. д.

С о г л а с о в а н н ы м  р е ж и м о м  работы несимметричного 
четырехполюсника, включенного между генератором и приемником 
(рис. 16-2, а) или линией и приемником (рис. 16-2, б) называется 
режим при Z c2 =  Z,„ Z cl =  Zr для схемы рис. 16-2, а и Zc2 — ZH 
и Zcl =  Zc для схемы рис. 16-2, б. При этом в месте включения че
тырехполюсника не будет возникать отраженных волн (§ 18-8) или, 
говоря иначе, в цепи не будет возникать добавочного затухания. 
Само упоминание о волнах (в данном случае — отраженных) в че
тырехполюснике станет понятным позднее, если учесть возмож
ность замены его эквивалентной линией (§ 18-13). К согласованному 
режиму с точки зрения отсутствия отражения волн очень часто

а ) б )
Рис. 16-2.
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стремятся в цепях слабого тока (радио, телефон, телеграф, телеме
ханика), так как появление отраженных сигналов (напряжения или 
тока), накладывающихся на падающие (основные) сигналы, мешает 
правильной работе аппаратуры.

Иначе говоря, несимметричный четырехполюсник может п р и 
меняться для трансформации характеристических сопротивлений. 
Поэтому он называется иногда т р а н с ф о р м а т о р о м  с о п р о -  
т и в л е н и й.

Как было показано выше (§3-19), условием передачи максималь
ной активной мощности от генератора к приемнику является ра-

*
венство Zn — Z r. Если равенство не соблюдается, то для его вы пол
нения можно включить между ними несимметричный четырехпо
люсник. Другим определением,, для согласованного режима несим
метричного четырехполюсника, включенного в место соединения 
генератора и приемника (рис. 16-2, а), служ ит такой режим, когда
%сг =  2 Н и 1 сХ =  1^. При этом входное сопротивление со стороны

г *зажимов 1 — 1 четырехполюсника должно быть равно Z г, т. е. 
гс\ =  гт и х с1 — — х г, а значит, в эквивалентном приемнике, сос
тоящем из несимметричного четырехполюсника и приемника, будет 
выделяться максимальная активная мощность. В этом случае нуж но 
так выбрать характеристические сопротивления несимметричного

*
четырехполюсника, чтобы 7,сг =  Z n и '¿сХ — Z т.

Подчеркнем, что в цепях постоянного тока условия согласован
ного режима несимметричного четырехполюсника по отсутствию 
отраженных волн и по выделению максимальной мощности в эк в и 
валентном приемнике будут одинаковы.

Третьим параметром, характеризующим четырехполюсник с точки 
зрения изменения полной мощности и угла комплексного числа 0 1  
при передаче через него электромагнитной энергии является п о - 
с т о я н н а я  п е р е д а ч и # ,  представляющая собой комплекс
ную величину, определяемую при нагрузке четырехполюсника на 
выходе или на входе на сопротивления, равные характеристическим, 
и при питании его соответственно со стороны входа или выхода.

При питании со стороны первичных зажимов и согласованной 
нагрузке Z n — Z c2 на вторичных постоянная передачи определяется 
по формуле

8  =  а +  }Ь =  ~  1 п ^ -  (1 6 -6 )

Вещественная часть# называется к о э ф ф и ц и е н т о м  з а 
т у х а н и я

1 , 1 , /1 с
~  2 иТ2= 2~1п52’ О 6 ' 7)

т. е. не может быть выражена через отношения только напряжений 
или только токов на входе пли выходе четырехполюсника, что будет 
иметь место (см. § 16-2) для симметричного четырехполюсника.
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Мнимая часть £  называется коэффициентом фазы и при 01 =

и не является сдвигом фаз между напряжениями и токами на входе 
и на выходе.

Согласно определению характеристических сопротивлений, если

/1  =  С 6;2 - | - ^ Л  —  1'2,{С2'С2 - \~ 0 )  и g  —  \ n ( C Z c¡̂ - \ - D ) У  Z C■Í| Z C2^

Можно показать, что постоянная передачи имеет то же самое 
значение при питании четырехполюсника со стороны вторичных 
зажимов и при сопротивлении нагрузки четырехполюсника на пер
вичных зажимах, равном характеристическому сопротивлению ZcX. 
Следовательно, постоянная передачи не зависит от направления 
передачи энергии через четырехполюсник.

Величины £, Z л  и Z гi называются в т о р и ч н ы м и  п а р а 
м е т р а м и  четырехполюсника. Их число равно трем, так как при 
любой форме записи уравнений пассивного взаимного несимметрич
ного четырехполюсника число его независимых коэффициентов 
равно трем.

Уравнения несимметричного четырехполюсника могут быть 
записаны с гиперболическими функциями.

В самом деле, на основании (16-11а) имеем:

иге'*« 1, 0 ,  =  и  / 1 =  / 1е/ф<], / ,  =  / 2е ',Ч  определяется выра
жением

Ь =  у  [№ «1-  Ч’м Ж Ф и  -  Ч’и )] (16-8)

то
0 1 —  ^1^1вх— Л^с1>

поэтому

(16-9)

или

(16-10)

На основании (16-1) имеем:

Подставляя значения Z cl (16-4) и Zc2 (16-5), получаем:

г = 1 п ( ] / ' Ш + у в с ) (16 -п )
или

(16-Па)

\ Л 1 ) - \  ВС уш~у ВС.
у л Ь  +  у в с А й - В С
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Отсюда

вЬ £  =  у  (е* -  е -*) =  У  ВС; сЬ д  =  -  ( *  +  е е) =  У Ш  *

Кроме того, из уравнений (16-4) и (16-5) получим:

%с1%с2 =  В/С', Z c^ /Z c2 =  A / D .

Решая поставленные четыре уравнения относительно Л , В, С и О ,  
будем иметь:

Подставляя значения А,  В, С, И  в уравнения (16-1), получаем:

Разумеется, они непосредственно следуют из (16-9) и (16-10).
При пользовании формулами (16-13) необходимо находить з н а 

чения гиперболических функций сЬ #  и вЬ £  от комплексного а р г у 
мента g. Это следует делать, пользуясь таблицами гиперболичес
ких функций от комплексного аргумента или с известным п р и б 
лижением определяя их значения по специально построенным 
номограммам.

16-2. Характеристическое сопротивление и постоянная 
передачи симметричного четырехполюсника

Д ля симметричного четырехполюсника А  =  £> и характеристи
ческое сопротивление Zc будет одним и тем же как со стороны 
первичных, так и со стороны вторичных зажимов, что следует 
из (16-4) и (16-5). Оно определится к ак  входное сопротивление со 
стороны первичных зажимов, если вторичные замкнуты на сопротив
ление Zc (рис. 16-3), или, наоборот, как  входное сопротивление со 
стороны вторичных зажимов, если первичные замкнуты на сопротив
ление Zc (рис. 16-4).

/1=]^к{~к5и8+/2СЬё)-
Последние уравнения особенно упрощаются при согласованной 

нагрузке ((У2 =  / 2г н =  12г сг):

(16-13а)
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На основании (16-4) и (16-5)

г с1= г с2̂ г с^ У в / с . (16-14)

Согласованный режим работы симметричного четырехполюсника 
будет при =  1 С. Если этот четырехполюсник представляет собой 
линию или кабель любой длины, то, поскольку у них 1 С не зависит 
от длины (§ 18-5), входное сопротивление на зажимах 1 — 1' четы
рехполюсника (эквивалентного линии или кабелю) будет равно 1 С. 
В результате приемник с -= 1 С оказывается как бы непосредст
венно присоединенным к зажимам 1 — 1', а в месте присоединения 
четырехполюсника к приемнику отраженных волн возникать не 
будет.

Максимальная активная мощность будет выделяться в эквива
лентном приемнике, состоящем из четырехполюсника и приемника, 

_ * 
при г с =  =  ¿ г.

Постоянная передачи симметричного четырехполюсника (иногда 
называемая в литературе его собственной постоянной передачи) 
определится из формул (16-9), (16-10) или (16-11):

то из (16-7), учиты вая, что сдвиг но фазе между напряжением и 
током на входе и на выходе один и тот же (I вх — получаем
для коэффициента затухания а (который иногда еще называют 
собственным коэффициентом затухания четырехполюсника):

Подчеркнем, что для симметричного четырехполюсника g  п а 
могут быть вы раж ены  через отношение только напряжений или 
только токов четырехполюсника.

Р и с . 16 -3 . Р и с . 16-4.

е  =  а +  }Ь =  1 п ^  =  1 п ^  =  \ п ( А  +  У В С ) .  (16-15) 
1-1 1'1'2

Так как в данном случае

(16-16)

г и 1 , а — 1п =  1пи..

ИЛИ
(16-17 а)
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Коэффициент затухания характеризует изменение абсолютного 
значения напряжения (или тока) на выходе по сравнению  с его зна
чением на входе. А так как отношение и 1!1}г (или /х / / 2) может быть 
очень большим и к тому же сильно зависеть от частоты, то, следуя 
закону Вебера — Фехнера (зависимость восприятия от влияния 
воздействия логарифмическая), здесь для а такж е вводят логарифм. 
Поэтому коэффициент затухания а и был впервые определен в теле
фонии как натуральный логарифм этого отношения (16-17).

Для коэффициента затухания а ранее была введена единица измерения, назы
ваемая непером Нп. Полагают, что а =  1 Нп, если в режиме согласованной на
грузки симметричного четырехполюсника имеем и 1Ш 2 =  е =  2,718.

В настоящее время принято определять коэффициент затухания а как деся
тичный логарифм отношения Рх/Р2:

а = \ ё р ± .  (16-18)

При таком определении а получается другая единица измерения, называемая 
белом (Б). Очевидно, что а =  1Б, если Рх/Р2 =  10. Бел — большая и поэтому 
не всегда удобная единица. Чаще пользуются в десять раз меньшей единицей — 
децибелом (дБ). Тогда с учетом (16-17) и (16-18) получаем:

О= 1 0 1 ё - ^  =  20 18 -^1 = 2 0 | 8 £ - ( дБ). (16-19)
г 2 и г У2

Соотношение между непером и децибелом легко устанавливается из равенств 
(16-17) и (16-19):

1 , Р г 2,303 . . .  Я1 

аНп — 2  1п р г ~  2 • 10 8 > 2  ~~ ’ Дб»
откуда

1 дБ =  0,115 Нп и 1 Б =  1,15 Нп. (16-20)

Д ля коэффициента фазы Ь (который также иногда называется 
собственным коэффициентом фазы четырехполюсника) из (16-15) 
имеем:

Ь = Ф «1 - ^ 2  =  ̂ 1- ^ 2- (16-21)

Он выражает сдвиг фаз между напряжениями (или токами) 
симметричного четырехполюсника при согласованной нагрузке.

Выражения коэффициентов А  — б ,  В, С симметричного четы
рехполюсника через два его вторичных параметра 2 С и £  получаем 
из равенств (16-12):

Л =  0  =  сЬ#; B  =  Z c shg; C =  ̂ - s Ъ g ,  (16-22)
¿С

а из формул (16-13) получаем уравнения симметричного 
полюсника с гиперболическими функциями

;Л  =  ( ) 2 с11£ +  51]

/ = у , ^ + / ,  с ь г . )

четырех-

(16-23)
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Эти уравнения особенно упрощаются при согласованной нагрузке
( О . - й . / А ) :

0 ^ 6 * 4  Л =  (16-24)

Разум еется, они непосредственно следуют из (16-15).

16-3. Вносимая и рабочая постоянные передачи

В действительных условиях работы трудно согласовать сопротивления на 
входе и выходе несимметричного четырехполюсника с его характеристическими 
сопротивлениями во всей полосе частот передаваемых сигналов. Отсутствие согла
сования приводит к появлению отраженных волн напряжения и тока, т. е. к иска

жению передаваемых сигналов, и к до
полнительным потерям мощности. Поэтому 
собственная постоянная передачи (соб
ственное затухание и собственный коэф
фициент фазы) могут служить в этих ус
ловиях лишь приближенными оценками 
действительного режима работы.

В качестве общего критерия оценки 
работы четырехполюсника приняты так 
называемые вносимая и рабочая постоян
ные передачи.

Вносимая постоянная передачи опре
деляется из соотношения

Рис. 16-5.
(16-25)

Здесь й \  и /'  определяются из .режима, когда приемник непосредственно 
присоединен к генератору с э. д. с. Ё  и внутренним сопротивлением Zc (рис. 16-5).

При этом
£ / ; = £ - /[ г ,;  / ; = £ / ( г г +  2 н); (16-26)

()2 и /2 определяются из режима, когда приемник 2 а присоединен к генератору 
через несимметричный четырехполюсник с вторичными параметрами g, ¿ с1, 
2 сг (рис. 16-5), причем (]\ =  Ё  — ¿У2 =  /2г н> а й и к  связаны с £?2,/2 уравне
ниями (16-13).

Из сказанного следует, что вносимая постоянная передачи характеризует 
соотношение между напряжениями и токами приемника при непосредственном 
его включении к зажимам генератора (переключатель рис. 16-5 в положении 1—1) 
и при включении его через четырехполюсник (переключатель в положении 2—2). 
Таким образом, вносимая постоянная передачи дает возможность оценить измене
ния режима приемника при его включении к генератору через несимметричный 
четырехполюсник.

Выражая все токи и напряжения через параметры четырехполюсника £, 
1 с1, 1 сг, генератора и приемника 2 Н, после преобразования получаем:

£г =  £ + 1 п
2 у  2 г2 с1 2 \ / г нг

1п г н+ г с2 +  1 п  ( 1  _  р ^ - г е )  _  1п А ± £ ^ . ( 16-27)

Здесь и /?3 — коэффициенты отражения на входе и на выходе четырех
полюсника,

Рг =  у Ч Л - ; р* =  . ( ‘6-28)

обращающиеся в нуль при отсутствии отраженных волн (2Г =  1 Л и
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Вносимое затухание щ найдется как  вещественная часть (16-27):

щ — йц  +  й/2 4“ а1з— =  о +  1п

+  1п | 1 — РгР#-
2 г +  2ц

+  1п ^Н +  ^С2
2 у г иг с

+

— 1п
2 ] Г г сг а

(16-29)

Таким образом, вносимое затухание состоит из пяти слагаемых. Первое сла
гаемое равно собственному затуханию 'четырехполюсника, второе ац  и третье а,-2 
называются затуханием из-за отраженных волн (или, иначе говоря, отсутствием 
согласования) на входе и на выходе четырехполюсника. Четвертое слагаемое а1я 
называется затуханием вследствие взаимодействия отражений на входе и выходе 
четырехполюсника. Пятое слагаемое ац  называется затуханием вследствие несог
ласованности внутреннего сопротивления генератора и сопротивления 
приемника при непосредственном подключении приемника к генератору. Если 
четырехполюсник согласован на входе (2 Г =  рх =  0) и на выходе (¿с2 =  2 И; 
р2 =  0), то ац  =  а,-2 =  ащ =  0. Если к тому же 2 Г =  2 Н, то а/4 =  0 и вносимое 
затухание равно собственному.

Частным случаем вносимой постоянной передачи (и соответственно вноси
мого затухания а;) является рабочая постоянная передачи £ р (и соответственно 
рабочее затухание ар). Рабочая постоянная передачи получается, если при поло
жении 1— 1 переключателя (рис. 16-5) сопротивление приемника выбирается рав
ным сопротивлению генератора.

Вывод выражения для £р аналогичен выводу выражения для g i , за исклю
чением того, что вторая формула (16-26) теперь имеет вид:

/; =  £ /  2 2 г. 

Для рабочего затухания ар имеем:

°р =  а "Ь аи  Н- Щг "Ь Щз =  а1 1п
г г + г И

2 ] / 2 г2 н

(16-30)

(16-31)

Вносимое затухание меньше рабочего на ац.  Но при определении вносимого 
затухания нужно учитывать, что приемник не согласован с генератором Ф  г г, 
поэтому и появляется слагаемое ац .  В то же время при расчете рабочего затухания 
в соответствии с его определением, т. е. при =  1^,

аи - = 1п = 0 . (16-32)

При расчетах электрических цепей связи в качестве критерия оценки четы
рехполюсника в зависимости от условий постановки задачи могут быть приняты 
вносимая или рабочая постоянная передачи (или соответственно вносимое или рабо
чее затухание).

Для симметричного четырехполюсника получим все необходимые соотноше
ния из (16-25)—(16-32), полагая Zcl =  =  1 С.

16-4. Цепные схемы

При решении различных практических задач и исследовании 
линий в лабораторных условиях встречаются схемы, состоящие из 
ряда тождественных и симметричных Т или П-схем или четырехпо
люсников, соединенных в каскад, как  показано на рис. 16-6, а к б. 
К подобным практическим задачам относится, например, расчет 
распределения напряжений в гирлянде изоляторов, в обмотках 
машин и трансформаторов при высокой частоте, расчет «линий за 
держки», состоящих из одинаковых четырехполюсников и служ ащ их
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для увеличения времени движения сигнала от источника к прием
нику и т. д.

Такие схемы называются однородными ц е п н ы м и  с х е м а м и  
(иногда говорят цепочечными проводниками) или однородными и с - 
к у с с т в е н н ы м и  л и н и я м и ,  так как служат, например,

б )

Рис. 16-6.

для экспериментального исследования явлений в телеграфных ка
белях. К аж дая из Т или П-схем называется звеном, ячейкой или 
элементом цепочки. Соответственно различают цепную схему типа Т 
и типа П , причем У2 могут быть образованы любой комбинацией 
активных сопротивлений, индуктивностей и емкостей.

Определим напряжения и токи на входе любого звена цепной 
схемы по заданным напряжениям и токам на ее выходе. Д ля решения

0—

ц

-1з —о ! / )  
.0 —__0 _ р

к * .

Рис. 16-7.

этой задачи найдем сначала характеристическое сопротивление и по
стоянную  передачи всей цепной схемы, состоящей из п  одинаковых 
симметричных звеньев (рис. 16-7).

Предположим, что схема на выходе замкнута на сопротивление, 
равное характеристическому сопротивлению Тогда входное со
противление «-го элемента такж е равно 1 С. Но это означает, что 
п — 1-й элемент в свою очередь замкнут на характеристическое со
противление 1 С, а следовательно, входное сопротивление п— 1-го 
элемента такж е равно 1 С. П родолжая эти рассуждения, заключаем, 
что входное сопротивление всей цепной схемы также равно 1 С.
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Следовательно, характеристическое сопротивление всей ц е п н о й  
схемы равно характеристическому сопротивлению одного звена.

Д ля определения постоянной передачи всей цепной схемы ее 
нужно выразить через постоянную передачи одного звена.

По формуле (16-15) для одного звена

£  =  1 п &  =  1 п А .  
и 2 1,

Рассматривая далее всю цепную схему как некоторый четырех
полюсник, можем написать:

£ ц = 1 п ^ - ,
и  п + \

где — постоянная передачи всей цепной схемы.
Так как каждый элемент схемы замкнут на характеристическое 

сопротивление, то
01 _ й ъ _
Ог и3 йп\\

1п(!йх 1\
\А  0 , ' ' ип+1/

Следовательно,
/ т'т г'т тг \

= И£. (16-33)

Итак, постоянная передачи цепной схемы, а значит, и ее коэффи
циенты затухания и фазы пропорциональны числу звеньев схемы.

В соответствии с обозначениями рис. 16-7 запишем для всей 
цепной схемы:

¿ Г1 =  Л ц 6гл+1 + 5 ц/ л+1; 1

Л - с ^ - м Л * . .  /  ( 1 6 - 3 4 )

Коэффициенты Л ц, Вц, Сц выразим через и # ц согласно р авен 
ствам (16-22) с заменой в них #  через ¿ ц:

Л ц — £>ц — сЬ #ц, 5 ц  —  2ГС э И # ц, Сц =

Тогда с учетом (16-33) получим:
й  1 =  0 п+1 сЬ п# +  / п+1^ с эЬ пц\ ч

1̂ =  ̂ ^ п д  +  ! п+1 сЬп#, |  (16 35)

причем счет звеньев схемы ведется от ее начала.
Д ля напряжения и тока на входе &-го звена имеем:

( У =  (Уп+1 сЪ (п — к 1) #  +  -̂ п+1%с бЬ (п  — & +  1) §у 

4 = % ^  ( п - к + 1 ) д  +  1п+1 сЬ \ t i - k  +  1)#-

При включении ряда несимметричных четырехполюсников в 
каскад с соблюдением принципа согласования характеристических
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сопротивлений (рис. 16-8) будем иметь, что характеристическое 
сопротивление со стороны вторичных зажимов у й-го четырехпо
лю сника равно характеристическому сопротивлению со стороны 
первичных зажимов 2 (Д+1) у (к +  1) четырехполюсника. Нагрузка 
на вторичных зажимах последнего (п-го) четырехполюсника согла
сованная, т. е. =  Z ii, а входное сопротивление со стороны пер
вичных зажимов первого четырехполюсника Zlвx =  ХЦ.  Таким об
разом, вся цепная схема представляется несимметричным четырех-

7(1) »7(л)полюсником с характеристическими сопротивлениями ¿ (1 и ¿й*

I f

||Ч<п>

Рис. 16-8.

Постоянную передачу для всей цепной схемы найдем по формуле 
(16-6), учитывая, что 0 ^ ~ Х) =  0 [ к) и Д*-1) =  /[к):

а , ,7, _  1 ln  / i / i 0 /!0 \ _  1 ¿ W '  Oin)l[a )\ _
8 ц —  “ ц I l uц —  о Ш i(n, 9 I\£/<л)/1л) /  2 \6'<|) /<|) £/<2) / | 2) ‘ ' ’ и {2п)^ п))

2 + 2  т  О Р И »  +
1 М п )  1(п)

* • • + 2  1п ^п)у(«)= :^1 +  Я2 +  - •• +  §/«, (16-36)

т. е. равна сумме постоянных передачи всех включенных в каскад 
несимметричных четырехполюсников.

П ри каскадном включении четырехполюсников и несоблюдении 
принципа согласования их характеристических сопротивлений 
вычисление параметров эквивалентного четырехполюсника по вто
ричным параметрам отдельных четырехполюсников становится 
более трудным.

Проще найти коэффициенты А ,  В, С, И эквивалентного четырех
полюсника. При других соединениях четырехполюсников находят 
параметры эквивалентного четырехполюсника, пользуясь другими 
их коэффициентами (см. § 8 -10).

16-5. Частотные электрические фильтры

Э л е к т р и ч е с к и м и  ф и л ь т р а м и  называются четы
рехполюсники, обычно составленные из катушек индуктивности и 
конденсаторов, которые пропускают к приемнику из всего спектра
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частот источника один или несколько заданных диапазонов 
частот.

Электрические фильтры широко применяются в проводной с в я 
зи, в радиотехнике и технике сильных токов. Впервые применил 
электрический фильтр для одновременного телеграфирования и 
телефонирования по одному проводу русский военный связи ст  
капитан Г. Г. Игнатьев в 1880 году.

Принцип работы электрических фильтров основывается на и з
вестных положениях: во-первых, что индуктивное сопротивление 
прямо пропорционально, а емкостное — обратно пропорционально 
частоте, и, во-вторых, что в индуктивности ток на угол л /2  отстает 
от напряжения, а в емкости — на столько же опережает. Различны е 
комбинации катушек индуктивности и конденсаторов дают ф ильтры , 
различные по своему действию.

Назовем идеальными фильтры, состоящие из чисто реактивны х 
элементов, и будем рассматривать симметричные фильтры следую 
щих типов: низкочастотные, высокочастотные, полосные, м ного
полосные и заграждающие.

Приведенная классификация фильтров — не единственная. 
Фильтры разделяются еще на следующие типы: фильтры постоянной 
К,  фильтры постоянной М,  мостиковые фильтры, фильтры, о б р азо 
ванные индуктивно связанными цепями, кварцевые фильтры, гС- 
фильтры и др.

Н и з к о ч а с т о т н ы е  ф и л ь т р ы  пропускают токи с час
тотами от 0 до ма, в ы с о к о ч а с т о т н ы е  — токи с частотами 
от со0 до оо.

П о л о с н ы е  фильтры пропускают токи, частоты которых 
лежат в пределах от coj до со2, а м н о г о п о л о с н ы е фильтры —  
токи одновременно нескольких диапазонов частот — от о»! до со2, 
от ю3 до со4 и т. д. З а г р а ж д а ю  щ и е фильтры пропускаю т 
токи с частотами от 0 до о>х и от со2 до оо .

Поскольку фильтр — частный случай четырехполюсника, то 
его свойства определяются вторичными параметрами: характеристи
ческим сопротивлением Zc и постоянной передачи g, причем g  =  
=  а +  ¡b, где а — постоянная или коэффициент затухания и b —  
постоянная или коэффициент фазы.

Областью п р о п у с к а н и я  идеального фильтра называю т 
диапазон частот, в котором коэффициент з а т у х а н и я  фильтра а  
равен нулю, а областью затухания (не пропускания) — диапазон 
частот, в котором коэффициент затухания а отличен от нуля.

В области пропускания токи и напряж ения на входе и на выходе 
фильтра должны быть одинаковыми по абсолютному значению. 
Это было бы возможно, если бы фильтр был согласован с сопротивле
нием нагрузки, т. е. ZH =  Zc во всем диапазоне частот области п ро
пускания, что, однако, как будет показано в § 16-6, принципиально 
недостижимо.

Действительно, при согласовании фильтра с нагрузкой токи 
и напряжения входа 1Ъ Ü x и выхода / 2, Ü 2 связаны соотноше-
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нием (16-15)

$ - = = А = е 1г =  е"е;». 
и* и

(16-37)

Тогда очевидно, что при а =  0 будем иметь:

и  1 = и 2, л = / 2. (16-38)

Если же оба условия Z ¡¡ — 2 С и а ~  0 одновременно выполнены 
не будут, то величины токов и напряжении на входе и выходе уже 
не будут одинаковы.

Таким образом, в области пропускания фильтра (а =  0) равен
ство величин токов и напряжений на входе и выходе получается толь
ко для одной или нескольких таких частот этой области, для кото
рых фильтр окаж ется согласованным с сопротивлением нагрузки.

При практическом выполнении фильтров всегда стремятся по 
возможности добиться согласованной нагрузки и уменьшить зату
хание в полосе пропускания. Например, потери в элементах фильтра 
можно часто уменьшить настолько, что станет допустимым рассмат
ривать его как чисто реактивный. Однако характеристические сопро
тивления П- и Т-образных схем четырехполюсников и, в частности, 
фильтров зависят от частоты. Поэтому нельзя обеспечить согласо
вание фильтра с заданным постоянным сопротивлением нагрузки 
во всей области пропускания. А это и означает, что, кроме одной или 
нескольких частот, принадлежащих области пропускания, для кото
рых согласование будет иметь место, при всех остальных частотах 
токи и напряжения на входе и выходе не будут равны.

Д аже для идеальных фильтров коэффициент а в области затуха
ния не равен бесконечности. Практически в области затухания 
для одних фильтров а  постепенно возрастает от нуля, у других 
сначала возрастает, затем уменьшается и т. д. Д ля получения рез
кого увеличения коэффициента а в области затухания, начиная от 
границ этой области, пользуются многозвенными фильтрами, со
стоящими из нескольких включенных в каскад П- иТ-звеньев, или 
фильтрами с более сложными схемами (например, типа М).

Определение фильтрационных свойств тех или иных четырех
полюсников сводится к исследованию зависимости их коэффициен
тов затухания и фазы и характеристического сопротивления от 
частоты. Рассмотрим, как рассчитываются эти зависимости для 
фильтров, собранных по Т- или П-образным схемам, из чисто реак
тивных элементов.

Как показано в § 16-2 и § 8-1, для симметричного четырехполюс
ника и, в частности, фильтра

16-6. Низкочастотные фильтры

Л = с Ь £  =  сЬ(а +  / Т > ) = 1 + ^ . (16-39)
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Так как исследуемый фильтр состоит из чисто реактивных эле
ментов, то Zu  К2 — величины чисто мнимые и, следовательно, 
А  — положительное или отрицательное вещественное число. При 
этих условиях уравнение

Л = с Ь  (a-f-/b) =  c h a c o s b -} - /s h a s m &  (16-40)

распадается на два:
А =  c h a  cos b; )
п ь t  í (16-41)0 =  s h a s m b .  J '

Рассмотрим сначала низкочастотный П-образный фильтр 
(рис. 16-9), у которого

Z ^ /c o L ; Y 2= /©С (16-42)
и по (16-39)

А  =  1 + ^ Л = 1 - ^ £ .  (16-43)

Границы области пропускания (а =  0, ch а =  1) определим 
согласно (16-41) неравенством — 1 ^  cos b =  А  
cos b изменяется в пределах от — 1 до +  1, 
т. е.

— 1 ^ 1 - ^ < + 1 .  (16-44)

Следовательно, фильтр пропускает без з а 
тухания (а =  0) токи с частотами от со =  0  &— 0  

до со0 =  2/ У LC.  Из схемы, приведенной на Рис. 16-9.
рис. 16-9, легко установить, что со0 — соб
ственная частота контура, состоящего из индуктивности L  и двух 
последовательно соединенных емкостей С/2 и С/2.

Изменение коэффициента фазы b в области пропускания фильтра 
(а =  0) найдем из равенств (16-41) и (16-43):

cos b = А  =  1 — co2LC/2.

Обозначив £=со/со0, получим:
cos 6 =  Л =  1 — 2£2. (16-45)

На рис. 16-10 приведены кривые а (£) и b (I), Они показывают, 
что в области пропускания фильтра (а =  0), когда £ увеличивается 
от 0 до 1, cos Ь изменяется от 1 до — 1, что следует из равенства 
(16-45). При этом b может изменяться от 0 до я  или от 0 до — л .

В необходимости выбрать для b положительный знак можно 
убедиться, построив векторную диаграмму при любой частоте 
в области пропускания этого фильтра, согласованного с нагрузкой 
(рис. 16-11). Такая векторная диаграмма дана на рис. 16-12. П о 
скольку фильтр на выходе согласован с нагрузкой, а характеристи
ческое сопротивление его в области пропускания — чисто активное 
(см. ниже), то сопротивление нагрузки такж е активное и ток / 2
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совпадает по ф азе с 0 2. После построения токов / 8 и / 4и напряжения 
на сопротивлении со£ найдем напряжение О ъ  которое опережает 
напряжение 0 2 на угол Ь >  0. При ш =  0 из схемы_ (рис. 16-11) 
ясно, что и х =  £У2. При возрастании частоты вектор опережает 
вектор 0 2 на все больший угол Ь <  л. Поэтому из диаграммы ясно, 
что коэффициент фазы Ь, т. е. угол между векторами и 0 2, будет 
при всех значениях со положительным.

В области затухания фильтра, когда £ изменяется от 1 до оо, 
а ф  0 и, как следует из второго равенства (16-41), Ь остается рав
ным л. Из первого равенства (16-41) получим в области затухания:

сЬ а =  — Л — 2£2 —-1, (16-46)
откуда и находим затухание а.

Отметим, что именно для чисто реактивных фильтров левая 
часть второго из равенств (16-41) равна нулю при любых частотах со.

■0— 1

0 — 1

Рис. 16-12. Рис. 16-13.

Это и определяет вид частотных зависимостей затухания а и фазы Ъ, 
приведенных на рис. 16-10. Так как второе уравнение (16-41) удов
летворяется либо при а =  0 , либо при Ь =  я  (или 0), то точки из
лома частотных характеристик а и Ь получаются как раз при со =
=  ю0 (£ =  !)•

Итак, кривая Ь в области пропускания строится по уравнению 
(16-45); в области затухания Ь =  л . В области пропускания а =  0, 
а в области затухания кривая а строится по уравнению (16-46).

Как было показано выше, при согласованной нагрузке в области 
пропускания (а =  0) величины входных и выходных напряжений и
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соответственно токов одинаковы. Отличие а от н уля в полосе зату
хания означает неравенство £/х и 112, / х и / 2, точнее — уменьшение 
выходных величин по сравнению с входными, т. е. и 2 ■< и ъ  / 2 < ; / х.

Подчеркнем, что для фильтра в отличие от линий (гл. 18) зату
хание в области непропускания не связано с потерями в его элемен
тах (фильтр чисто реактивный). Сказанное иллюстрирует векторная 
диаграмма, построенная для схемы рис. 16-13, где Ь =  0,64 Г, 
С =  0,16 мкФ, 0 г =  200 В. На этом
рисунке изображен тот ж е П-образ- /*Ф . 
ный низкочастотный фильтр, работаю- . . 1з 
щий в режиме согласования с пагруз- . з шЬ1''_____________
кой при одной из частот в области ^ 
затухания (со — 2т 0), когда характе
ристическое сопротивление его — ем
костное (см. ниже). Из диаграммы 
рис. 16-14 видно, что и 2 < ; и и  
12 <  / х и что сдвиг фаз между векто
рами и 0 2, а также / г и / 2 равен 
180°, как это и следует из частотной 
характеристики Ь (рис. 16-10).

Так как равенство (16-39) спра
ведливо не только для П-, но и для Рис- 16_14- 
Т-схем, то все сказанное выше о за
висимостях а и Ь от частоты относится и к Т-фильтру низких частот 
(рис. 16-15). Иными словами, частотные характеристики коэффи
циентов затухания и фазы и граничная частота со,, для  П- и Т-фильт- 
ров одинаковы. Легко убедиться, рассматривая схему (рис. 16-15), 
что ш0для Т-фильтра является собственной частотой контура, полу
чаемого коротким замыканием входных и выходных зажимов. Не 
одинаковы для П- и Т-схем только характеристические сопротив
ления. Приведенные выше частотные зависимости затухания а и 

фазы Ь могут быть качественно получены из 
физических соображений, если исходить из 
известных графиков характеристических со
противлений Z c (рис. 16-16) и считать фильтр 
согласованным с нагрузкой во всем диапазоне 
частот. В области пропускания характери- П  
стическое сопротивление 2 С — активное, т. е.

Рис. 16-15. =  г с. Поэтому при согласованной нагрузке *■
входное сопротивление ф ильтра со стороны 

первичных зажимов (рис. 16-9 и 16-15), равное характеристиче
скому сопротивлению, также чисто активное (т. е. напряжение 
совпадает по фазе с током / х). Следовательно,

=  А ге и ¿/2 =  / 2ге. (16-47)

А это означает, что при согласованной нагрузке фильтр работает 
в режиме резонанса для всех частот в области пропускания.
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Кроме того, для чисто реактивного фильтра одинаковы первич
ные и вторичные активные мощности, т. е.

=  а д  =  Р а =  £ /,/,.  (16-48)

Из соотношений (16-47) и (16-48) в порядке проверки получаем 
и ± =  112 и 1Х =  / 2 и на основании (16-37) заключаем, что при этом 
а =  0.

Далее из схем рис. 16-9 и 16-15 очевидно, что при со 0 коэффи
циент фазы Ь —у  0. С увеличением частоты в пределах области про
пускания вектор Ох (¡х) опережает вектор 0.г (Д) на все больший 
угол, что следует из векторной диаграммы рис. 16-12. Если построить 
векторные диаграммы для Т-схемы при г =  гс =  0 или для П-схемы

при г =  гс — оо, то можно убе
диться, что Ох^х)  опережает по 
фазе О 2 ( /2) на 180®.

В области затухания для 
П-схемы Zcп  — емкостное. По
скольку схема (рис. 16-13) со
держит только индуктивности и 
емкости, очевидно, что Ох (Д) 
может находиться либо в_ фазе, 
либо в противофазе с Оъ ( / а). 
Построением векторной диаграм
мы при любой частоте ( о > © 0, 
аналогичным приведенному на 
рис. 16-14, можно убедиться, что 
Ох (Л) находится в противо
фазе с 0 2 (Л) и что О х >  Ог и 
1х >  / 2- Построив векторные 
диаграммы для двух каких-либо 

значений со >  со0, легко убедиться, что с возрастанием и  отношения 
Ох/и 2 и /х / / 2 растут, т. е., как следует из равенства (16-37), растет 
затухание а. И з схем рис. 16-9 и 16-15 непосредственно видно, что 
при со =  оо напряжение 0 2 на выходных зажимах равно нулю, 
т. е. затухание а равно бесконечности.

Найдем теперь частотные зависимости характеристических со
противлений П- и Т-фильтров низких частот.

На основании (16-22), (16-23), (16-39) и опыта короткого замы
кания для П-схемы получаем для 1 сп'-

у  __ В  _ йщ П г  __________ ____________
с / 7~ 5ь а ~ / сЬ2 г _ 1 ~ ^ / - ^  | 1

=  1 / ^ 5  -  ± ^ = у Г ± - т ^ ~ у Г ± 7 ~ .  (16 -49)
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Из тех же формул и опыта холостого хода д ля  Т-схемы имеем
ДЛЯ

= У \ У  1 + г̂ ’- У Ь У ' - % \ - У 0 6-50)
Частотные характеристики сопротивлений г сп  и г ст приведены 

на рис. 16-16. В области пропускания характеристическое сопротив
ление — активное. При очень малых частотах оно мало изменяется 
с ростом частоты и близко к значению У  Ь/С.  По мере увеличения 
частоты и приближения ее к о>0 характеристическое сопротивление 
П-фильтра стремится к бесконечности, а Т-фильтра — к нулю.

В области затухания при достаточно большой величине £ в фор
мулах (16-49) и (16-50) можно пренебречь под корнем единицей по 
сравнению с | 2.

Тогда получим:

^ сП =  у Г " С ] ъ ~  С ’ =  £ / £  =  / « - 2 -
/(о 2

Отсюда следует, что при достаточно высоких частотах для 
П-фильтра индуктивное сопротивление катуш ки возрастает на
столько, что характеристическое сопро
тивление определяется только емкостным 
сопротивлением входного конденсатора 
С/2. Аналогично для Т-фильтра при 
достаточно высоких частотах характе
ристическое сопротивление стремится 
к величине индуктивного сопротивления 
катушки И 2.

Применение той или иной схемы 
фильтра определяется условиями его ра
боты и предъявляемыми к нему требова
ниями.

Например, пусть к линии, представ
ляющей собой одновременно два канала 
связи — канал низкой и канал высокой частот, — нужно под
ключить какой-нибудь аппарат низкой частоты. Это можно сде
лать, как показано на рис. 16-17, при помощи низкочастотного 
фильтра, включаемого между линией и аппаратом. Низкочастотный 
фильтр пропустит в аппарат токи низкой частоты и не пропустит 
токи высокой частоты. Фильтр может быть собран по Т- иП-схемам. 
Однако в данном случае целесообразнее выбрать Т-схему, так  как 
для П-схемы токи высокой частоты без всякой необходимости за 
мыкаются через входной конденсатор С/2,  что может ухудшить 
работу канала высокой частоты.

461



Соединение в каскад ряда П- или Т-схем дает многозвенный 
фильтр.

Как общее свойство всех фильтров, отметим, что включение в 
каскад ряда звеньев увеличивает крутизну кривой затухания 
фильтра. П ри соединении в каскад звеньев с одинаковым характе
ристическим сопротивлением общее затухание фильтра равно сумме 
затуханий отдельных звеньев. Однако, как показывает более под
робное исследование, из-за активных сопротивлений затухание 
всего фильтра растет не пропорционально числу звеньев, а нес
колько медленнее. Например, если затухание одного звена равно 
а, то двухзвенного ф ильтра— 1,65 а, а трехзвенного — 2,6 а.

При учете активного сопротивления звеньев зависимости зату
хания а и фазы b от частоты определяются следующим путем.

На основании (16-39) для Т- и П-схем

ch(a + /b) =  M + /W=l+%-- (16-51)
Так как  в общем случае Z x и Y 2 — комплексные, то левую часть 

равенства (16-51) можно представить в виде

ch (a-\-jb) = c h  a cos b +  /  sh a sin& =  A i-f  jN.

П риравнивая в отдельности вещественные и мнимые части, 
получаем:

ch a cos ¿> = /И; '.shasin fr =  ./V.

Возводя последние равенства в квадрат и заменяя во втором 
из них синусы через косинусы, будем иметь:

/V2 =  sh2 a s in 2 6 =  (ch2a — 1) (1 — cos2b) =  ch2a +  cos26 — 1 — М 2, 

или
ch2 а cos2 b =  М 2 +  1 +  N 2.

П рибавляя к обеим частям последнего равенства ±  2ch a cos b =  
=  ±  2М  и извлекая квадратный корень, получаем:

cha-f-cos b =  ±  V (М +  I)2-)- N 2; ch a —  cos Ь =  ± У ( М  — 1)2 +  jV2 .

Здесь знаки  минус должны быть отброшены, ибо ch а всегда 
больше плюс единицы, и формулы должны быть верны при любых 
по модулю значениях а и Ь.

Реш ая эти два уравнения, найдем ch а и cos b:

c h a  =  - ^ + l / ( M  +  l )2 +  A/ 2 +  K ( M - l )2 +  JV2]; (16-52) 

cos b =  2 [ + V W +  1)а + Л/2-К(Л1-  1)2 + Л/2]. (16-53)
Полученные выражения позволяют по заданным параметрам 

П- или Т-схем найти М  и N,  затем ch а и cos b и по ним коэффициен
ты затухания а и фазы Ь. По cos b найдем два значения фазы Ь.

462



Какое из них взять, решим подстановкой найденных значений а и Ь 
в формулу (16-51).

Отметим, что затухание в области пропускания уже не равно 
нулю и будет тем больше, чем большим активным сопротивлением 
обладает фильтр.

Если построить частотные характеристики затухания а и фазы Ь с учетом 
активного сопротивления, то излома в точке со =  со„ ( £ = 1 )  не получается. 
Семейства их в зависимости от параметра <р приведены на рис. 16-18 и 16-19, 
причем значение <р= 180° соответствует идеальному фильтру (рис. 16-10); по

Рис. 16-18. Рис. 16-19.

оси абсцисс для упрощения вычислений отложено не £, а £2. Параметр <р опреде
ляется соотношением

ф = — ( 1/ (3 / .+  , /^ с );  = ы1/ г и <зс =
гдеф7 и <ЭС — добротности катушки и конденсатора (см. § 3-22 и 3-21).

Чем больше потери в фильтре, тем значительнее отличается угол <р от 180° и 
тем существеннее отклоняются кривые а и Ь для реальных фильтров от идеализи
рованных. Если, например, при со =  ш0 добротности =  50 и <3С =  100, то 
Ф =» 178°15'. При =  200 и <2С =  1000 получаем ф =» 179°40'. Эти вычисления 
показывают, что ввиду близости ф к 180° частотные характеристики реальных 
и идеальных фильтров очень близки.

Д ля расчета низкочастотного фильтра обычно задают область 
пропускания от 0 до (о0, т. е. частоту

®о =  2 /у Т С , (16-54)

и параметр р =  ] /£ /С ,  равный характеристическому сопротивле
нию фильтра при частоте со =  0 :

гсп =  гсТ =  У и С .  (16-55)

Из (16-54) и (16-55), зная ю0 и р, легко найти Ь  и С:
¿  =  2р/со0; С = 2 /ш 0р. (16-56)
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Если н агрузка  согласована с фильтром при частоте (о =  О, 
то согласование распространяется и на некоторую область частот 
вблизи со =  О, так  как из кривых гсП и гст (рис. 16-16). следует, что 
при возрастании со от нуля они достаточно медленно отклоняются
от значения У  Ь/С.

При заданны х £ , С и р найти напряжение 0 2 при какой-либо 
частоте по заданному напряжению О! (или наоборот) можно непосред
ственно по схеме фильтра. Подобным же образом можно найти 
ток / 2, а такж е построить частотные характеристики

и 2 (/со) =  и 2 (со) е М (ш)
и

/ 2 (/со) =  /  2(со)е^(“ ).

16-7. Высокочастотные фильтры

Д ля П-образного высокочастотного фильтра (рис. 16-20) 

Z1= l//coC ; Y2 =  1//<bL.
Согласно (16-39) получим:

A - i + ^ i - Щ с -  <16-5 7 >

Границы области пропускания фильтра определим из неравен
ства

- 1 < ‘ - 5 ¡ ? r c - s + 1' <16' 58>
т. е. фильтр пропускает без затухания (а =  0) частоты от со0 =
— 1 /2 ] /LC до со =  оо.

Из схемы рис. 16-20 следует, что со0 является собственной 
частотой д ля  контура, состоящего из емкости С и двух последо

вательно соединенных индуктивностей 2L
"  ы и 2 L 'Изменение коэффициента фазы b в области

. ,  пропускания фильтра найдем из равенств
2ZL (16-41) и (16-57):

i i и л  1 * 1  2со= , 20 —4 —— —— i — 0  eos b — А  — l — 2й)2LC — 1 — ” 3- — 1 — £2 • 

Рис. 16-20. (16-59)

На рис. 16-21 приведены кривые а и b в функции | .  Они показы
вают, что в области пропускания фильтра (а =  0), когда £ увеличи
вается от 1 до оо, фаза b изменяется от — я до 0 .

По тем ж е  соображениям, что и для низкочастотных П-фильтров, 
в области затухания фильтра, когда £ изменяется от 0 до 1, фаза b 
остается постоянной и равной — я . Затухание а определяется из 
первого уравнения (16-41):

ch a  =  — Л = 1 - 1 ,  (16-60)
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т. е. по мере уменьшения частоты затухание а, возрастая, стремится 
к бесконечности. Сравнивая рис. 16-10 и 16-21, видим, что свойства 
низкочастотных и высокочастотных фильтров в отношении измене

ния затухания а и фазы Ь как  бы 
поменялись местами. Этого и сле
довало ожидать, т ак  как  схемы 
фильтров получаются друг из 
друга взаимной заменой индук
тивностей и емкостей.

Граница области пропуска
ния со0 для Т-фильтра (рис.
16-22) имеет то ж е  самое значе-

гс гс
0 — II----- 1------- 1|— 0

Рис. 16-22.

ние, что и для П-фильтра. Легко убедиться, что а>0 является 
собственной частотой контура, получаемого коротким замыканием 
входных и выходных зажимов 
Т-фильтра.

На основании равенств (16-49) 
и (16-50) характеристические со
противления П- и Т-фильтров

-сП
/ i-es/«**

' с Т

- V

- Y t VT-
С K l-1/S2’

l/ i2

(16-61)

(16-62)

Частотные характеристики со
противлений гсп и гст приведены 
на рис. 16-23. В области пропус
кания 1 С — активное и при доста- Рис. 16-23.
точно больших частотах остается 
приблизительно постоянным и равным У Н С . При низких частотах 
1/£2 1 и поэтому можно считать, что Zcn =  /2 coL; Zcr  =  1//2соC.

Д ля расчета высокочастотного фильтра обычно задаю т область 
пропускания (от (о0 до оо), т. е. частоту

cú0= 1 / 2  УГС (16-63)
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и параметр р =  У  ЫС, равный характеристическому сопротивлению 
фильтра при (о =  оо,

гсп =  гст =  У  Ь/С. (16-64)

Из (16-63) и (16-64) найдем:
¿  =  р/2со0; С — 1/2(Оор. (16-65)

16-8. Полосные фильтры

П утем каскадного соединения низкочастотного фильтра, кото
рый пропускает токи с частотами до со2, и высокочастотного фильтра, 
пропускающего токи с частотами выше «>!, причем (о2 >  Оц можно 
получить фильтрующую систему, пропускающую токи с частотами
О Т  (1)! Д О  С02 .

ZCf 2С̂  с] с̂

Эту ж е  задачу выполняют специальные полосные фильтры, 
собираемые по Т-схеме (рис. 16-24) или П-схеме (рис. 16-25).

Продольное сопротивление и поперечная проводимость для этих 
Т- и П-схем

г1 = 1((йЬ1— 1/соС1)=у^(1 — (о^С1!); (16-66) 

¥2 — /(оС2 + \Ца>Ьг — -Лц (1 —о)2£2с2). (16-67)

Если выбрано
¿ 1С1 =  1 2С2, (16-68)

то для частоты

а>0= \/У 'Ц с1 =  иУЦ С2  (16-69)

продольное сопротивление и поперечная проводимость У2 равны 
нулю. Стало быть, в продольной ветви наступает резонанс напряже
ний, а в поперечной — резонанс токов. Поэтому 0 1 =  1!2 и 1г =  /„, 
т. е. частота со0 принадлежит полосе пропускания этих фильтров. 

С учетом (16-66), (16-67) и (16-69) вычислим коэффициент

‘4 - 1 + - 2- - 1 - и 2 г Щ г - <16-70>
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Аналогично изложенному в § 16-6 заключаем, что границы полосы 
пропускания полосного фильтра определяются из неравенства

< + 1 - <16-71) 
Рассматривая верхний предел неравенства а +  1, получаем со == 

=  со0, т. е ., что (о0 принадлежит полосе пропускания. Рассматривая 
нижний предел неравенства, будем иметь:

(1 — С02/(0§)2
2<a2L2C1

Извлекая корень, находим

- =  2. (16-72)

1 — а>2/сОу =  ±  2(0 У  L2Cx

й2±  2(о0|/L2Cx (о-со5 =  0, (16-73)

или с учетом (16-69)

о 2 ±  2ш0 y T J L i  со — (05 =  0.

Решая квадратное уравнение, получаем:

(о =  со0( ± т  ±  У"т2 - f  0 »  (16-74)
где

m2 =  L2/L1. (16-75)

Так как  ю может быть только положительной величиной, то 
отсюда получаем границы полосы пропускания полосного фильтра:

2 =  ®o(K"z2+  1 + т ) ,  (16-76)

Перемножая почленно два последних равенства, получаем 
важное соотношение, связывающее граничные частоты с резо
нансной:

CDjCO.̂ CD,®.

Д ля полосы пропускания (а — 0) из первого равенства (16-41) 
найдем соотношение, позволяющее определить изменение коэффи
циента фазы Ь:

cash  — А — 1 (* —<o2/tog)2 . С1—! 2)2 П6-7 7 )cos о — А — 1 2(o2L2Ci 1 2« т г • Iю  “ >

Из равенства (16-77) следует, что cos Ь — — 1 при <а =  сох- 
При этом для Ь должно быть взято значение — л , так  к ак  точка 
(о =  (Ох является концом области затухания и началом области 
пропускания высокочастотного фильтра, образующего вместе с низ
кочастотным рассматриваемый полосный фильтр. Д ля такой точки 
b =  — я  и далее b уменьшается по абсолютному значению, оста
ваясь все время отрицательным (рис. 16-26).
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К тому ж е выводу можно прийти, построив для рассматриваемого фильтра, 
нагруж енного на согласованное с ним чисто активное сопротивление (рис. 16-27), 
векторную  диаграмму при какой-нибудь частоте со, где <а со0 (рис. 16-28).

получим, что при &>! ^  со ш0 комплекс 2  ̂ представляет собой емкостное сопро
тивление, а 1 /К2 — индуктивное. Поэтому /3 отстает по фазе от 0 3 на угол 90°,

/jZ, /2 отстает по фазе от Д на у го л  90°, a /2Z1/2 такж е отстает по фазе на угол 90° 
от /2. Остальное построение очевидно из рис. 16-28. Таким образом, из диаграммы 
устан авли ваем , что. при %  to sg  со0 коэффициент фазы Ь <  0, т ак  как  (]\ 
отстает по фазе от С'г на у го л  Ь.

Д алее при ш =  со0 получим cos b =  1 и Ь =  0. И, наконец, из равенства 
(16-77) получим, что cos Ъ =  — 1 при со =  со2. При этом Ь =  + я ,  так  как  точка 
со =  coa является  началом области затухания и концом области пропускания низко
частотного фильтра, образую щ его вместе с высокочастотным рассматриваемый

полосный фильтр. До этой точки у  низкочастотного фильтра коэффициент фазы 6, 
возрастая от н уля , был все врем я положительным (рис. 16-10). К тому же выводу 
придем, построив для частоты со при условии со0 ^  со ==: со2 векторную диаграм
м у  (рис. 16-29), аналогичную  векторной диаграмме рис. 16-28. Только нужно 
иметь в виду, что при со0 ^  со г ё  со2 сопротивление — индуктивное, а 1/К2 — 
емкостное. И так, векторная диаграм м а (рис. 16-29) показывает, что при и  >  ц , 
коэффициент фазы Ь >  0.

Коэффициент а в области затухания фильтра вычислим по фор
муле (16-41), где величина А определяется равенством (16-70):

Переписав равенства (16-66) и (16-67) с учетом (16-69)

(16-78)

Рис. 16-26. Рис. 16-27.

h  иг i  г>

Рис. 16-28. Рис. 16-29.

(16-79)
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Частотная характеристика а построена на рис. 16-26. Отметим, 
что частотные характеристики а и Ь одинаковы для 'Г- и П-полосных 
фильтров по тем же соображениям, что и для низко- и высокочас
тотных.

На основании равенства (16-50) получим:

р .  (16-80)

Частотная характеристика гст построена по выражению (16-80) 
на рис. 16-30.

Для полосного П-фильтра на основании выражения (16-49) 
будем иметь:

1сП =  V V 1 + ¿ 1 ^ 4  ^  V С 1  П  <16' 81)
V 4£2/п2

Частотная характеристика гсп построена по выражению (16-81) 
на том же рис. 16-30. Не производя подробного анализа, отметим, 
что при 0 со «£ сох харак
теристическое сопротивление 
2 с п  —  индуктивное, а 1 с т — 
емкостное, а при со2 ^  со ^
^  оо — наоборот. В области 
пропускания характеристиче
ское сопротивление полосных 
Т- и П-фильтров — чисто ак 
тивное.

Характеристические со
противления гст и гсп не оста
ются постоянными в полосе 
пропускания. Поэтому, как 
было указано в § 16-5, согла
сование фильтра принципиально невозможно для всех частот 
полосы пропускания. Однако, как  видно из кривых рис. 16-30, 
вблизи резонансной частоты со0 сопротивления гст и гсп медленно 
узменяются и остаются почти постоянными и равными У Ь 2/ С1 . 
Поэтому если у фильтра согласованная н агрузка при частоте со0, 
то это согласование распространяется и на некоторые области частот, 
прилегающие к ней справа и слева.

Для расчета полосного фильтра задаю т границы полосы про
пускания о»! =  2л /1 и со2 = 2я /2 и параметр р =  У  Ь2!СЪ причем 
при со =  со0 =  1 ¡ У ¿хС1 =  1 [\ГЕ£г сопротивления

Рис. 16-30.



Из этих соотношений находим параметры полосного фильтра:

В дальних телефонных передачах связь осуществляется при 
помощи высокочастотных токов с несущей частотой со0, модулиро
ванных по амплитуде звуковой частотой Q. Д ля хорошей разбор
чивости речи необходимо передавать сигналы с частотами от 0 до 
2 500 Гц. Из гл. 12 известно, что высокочастотное колебание несу
щей частоты со0, модулированное по амплитуде звуковой частотой Q, 
может быть представлено суммой колебаний несущей частоты со0 и 
двух боковых частот сог =  а>0 — £2 и w2 =  со0 +  Q. Поэтому, 
если модулирующие звуковые колебания имеют частоты от 
до £22, то модулированное колебание занимает спектр частот от 
сог =  со0 — Q2 до <х>2 =  ю0 +  Й2, в середине которого находится 
несущая частота со0. Стало быть, граничные частоты =  сох / 2л 
и /а =  со2 / 2я  полосного фильтра, предназначенного для цропуска- 
ния этой телефонной передачи, определяются соотношениями 
/i =  /о — 2500 и / 2 =  / 0 +  2500. Чтобы не было взаимных помех, 
смежная телефонная передача должна занимать спектр частот, 
не накладывающийся на предыдущий. Поэтому несущие частоты двух 
смежных телефонных передач должны различаться не менее чем 
на 5000 Гц. Отсюда можно определить граничные частоты /! и /г 
полосного фильтра, предназначенного для пропускания смежной 
телефонной передачи и т. д.

Другое совмещение свойств низкочастотного и высокочастот
ного фильтров дает заграждающий фильтр. На рис. 16-31 показан 
заграждающий Т-фильтр, а на рис. 16-32 — заграждающий 
П-фильтр.

Ввиду того что теория и расчет заграждающих фильтров ана
логичны приведенным в § 16-8 для полосных фильтров, здесь при-

L,U L,/2

16-9. Заграждающие фильтры

&
Рис. 16-31. Рис. 16-32.

470



ведеиы для них частотные характеристики а, Ь, гст, гсп (рис. 16-33 
и 16-34) и формулы для расчета параметров:

т ______Р___ . п __/г ~ /1
4л ( / , - /0 яр/1/2

где р =  ]/ 1 1/С2.

/! /1\
1сп11 1 1 ИндунтиВ~! | 

' 1 / 1  ное /  \ ,_г т — _/_ | .  
/|  /. I

Активное

/ £ т ост ное/
I ! /

Рис. 16-34.

16-10. Фильтры постоянной М

Кроме рассмотренных выше фильтров, называемых фильтрами 
постоянной К (или типа /С) на том основании, что у них отношение 
продольного сопротивления Zx к поперечной проводимости 
не зависит от частоты [см., например, формулы (16-78)]:

^ 1/К2 =  /,2/С1 =  /С2, (16-82)

существуют еще фильтры постоянной М (или типа М) с более слож
ными схемами, для которых отношение зависит от частоты.

Кратко ознакомимся с фильтрами типа М на примере низко
частотного фильтра. Фильтры типа М можно считать определенным 
способом образованными из фильтров типа К- У  фильтров типа М 
различают последовательные и параллельные звенья. Последова
тельное звено (рис. 16-35, б и 16-36, б) получается из фильтра типа К  
введением индуктивностей в поперечные ветви с конденсаторами 
с одновременным уменьшением и С2 так , что ^  Ь и С2 С. 
Величина М определяет индуктивность, оставшуюся в продольном 
плече фильтра типа М :

1 Х =  М 1. (16-83)

При образовании параллельного звена фильтра типа М  
(рис. 16-35, в и 16-36, в) емкости вводятся в продольные плечи 
и включаются параллельно имеющимся там индуктивностям с одно
временным уменьшением С2 и так , что С2 ^  С и ЬХ ^  Ь. Вели
чина М определяет емкость, оставшуюся в поперечном плече фильтра 
типа М :

С2 =  МС. (16-84)
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Как будет показано ниже, фильтры типов К  и М имеют одну 
и ту  же собственную или резонансную частоту. Поэтому у них 
одинаковы области пропускания, но существенно различаются 
частотные характеристики затухания, к ак  показано на рис. 16-37, 
для низкочастотного фильтра при различных значениях М (М =  
=  0,6; 0,8 и 1). При М =  1 вся индуктивность сосредоточена в про
дольном плече (а вся емкость — в поперечном) и вместо фильтра 
типа М получается фильтр типа К .

0-

Т и п  к
а)  
2',

4 1
¿г г

-0

Тип М ; последоват ельное звено

О)

-0

¿г
0-

Тип М; параллельное звена 
0)

-0

Рис. 16-35.

Ти п  М ; последоват ельное звено 

б) '
2,'

0-

гг', ж’? \

Ти п  М ; п а р а л л е л ь н о е  звено

6)

Рис. 16-36.

При уменьшении М частотная характеристика а в области зату
хания начинает расти быстрее, чем у фильтров типа К , и у нее 
появляется пик. Последнее объясняется тем, что сопротивление 
в поперечном плече Ь2, С2 (рис. 16-35, б) при его резонансной час
тоте обращается в нуль. Можно показать, что чем меньше М, тем 
сильнее смещается влево пик частотной характеристики затухания 
фильтра. Однако из рис. 16-37 такж е видно, что в полосе затухания, 
т. е. при £ >  1 , значение а для фильтров типа М может стать даже 
меньше, чем для фильтров типа К,.
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Анализируя частотную зависимость характеристического сопро
тивления для низкочастотного фильтра типа М  можно показать, 
что она для последовательного звена, созданного по Т-схеме, 
не зависит от М и остается такой же, 
как и для фильтров типа К  (рис. 16-38), 
а для последовательного звена, собран
ного по П-схеме, Zcn существенно зави
сит от М, а именно: при уменьшении М 
кривая гсп с возрастанием частоты зна
чительно менее отклоняется от постоян
ной величины, равной У LJC. Из кри
вых рис. 16-38 видно, что при М ж  0,6 
и при 0 ^  ^  0,88 величина Zcn от
клоняется от У Ы С  не более чем на 5%.

Иными словами, гсц остается почти 
постоянным и равным ]/ L/C в значитель
но большем диапазоне частот, чем для 
фильтра типа К ■ рис, 10.37,

Д ля параллельных звеньев низко
частотного фильтра типа М наоборот:
у П-схемы Zcn не зависит от М и остается таким  ж е, как для 
фильтров типа К , у Т-схемы Z ct зависит от М  и с уменьше
нием М кривая гст выравнивается, т. е. гст остается почти постоян
ным и равным У  L/C в большем диапазоне частот, начиная с со =  О, 
чем для фильтров типа К (рис. 16-39).

о о, г о,4 о, в о,& 1,0 

Рис. 16-38.

Более подробные исследования показывают, что характеристи
ческое сопротивление фильтра в области пропускания (при
0 0,88) будет практически почти постоянным при М =  0,6

0,62. Таким образом, при этом значении М. получается наиболее
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совершенное согласование фильтра с сопротивлением нагрузки 
(т. е. приключаемыми к нему устройствами).

Покажем на примере последовательного звена фильтра типа М, 
как определяются его продольное (¿ ¡)  и поперечное (¿г) сопротив
ления (рис. 16-35, б и 16-36, б) по заданным сопротивлениям 
фильтра типа К. (рис. 16-35, а и 16-36, а) и величине М.

В соответствии с принципом построения последовательного звена 
и равенством (16-83)

г \ = м г х. (16-85)

Вообще говоря, далее можно проводить исследование двумя 
путями. Идя первым путем из равенства характеристических сопро
тивлений фильтров К и М для их Т-схем можно определить ¿2 
и исследовать, какие получаются при этом частотные зависимости 
Хсп для П-образной схемы фильтра типа М.

В соответствии со сказанным преобразуем выражение (16-80) 
для 2 ст. П олагая

1 /У2 =  г 2, (16-86)
получаем:

= ! + ¥ = / а д  + (-тГ (16'87>
Аналогично запишем выражение для 7!ст фильтра типа М:

г'сТ= У г ' ^  +  Щ -  ( 16‘88)

Приравняв
1 сТ =  1'сТ (16-89)

и решив полученное уравнение относительно найдем:

+  <1 6 - 9 0 >

На основании равенств (16-85) и (16-90) по заданным Ь и С для 
Т-фильтра можно найти параметры Ь1у и С2 у М-фильтра:

и  =  МЦ С2 =  МС; =  (16-91)

Если теперь построить частотные зависимости характеристиче
ского сопротивления ¿ сп при разных М для последовательного звена 
П-схемы с параметрами, определяемыми соотношениями (16-91), 
то получим кривые, приведенные на рис. 16-38.

Если ж е идти вторым путем и в вышеприведенном исследовании 
исходить из равенства характеристических сопротивлений для 
П-схем низкочастотных фильтров типа К. и М и равенства (16-85), 
то для ¿ а  получим [сравнить с формулой (16-90)]:

2 1 \ ± У Щ  +  М? (4 2 3+ г г) Ц .\  / 1 * ™
м (4г2+ г,) •
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Более подробное исследование частотных зависимостей характе
ристического сопротивления Т-схемы последовательного звена 
показывает, что при полученном значении 1'ч коррекции (т. е. 
улучшения) их в указанном выше смысле с изменением величины М 
не происходит. Таким образом, второй путь исследования отпадает.

Аналогично производится исследование параллельных звеньев 
низкочастотного фильтра, а такж е высокочастотного, полосного 
и заграждающего фильтров типа М.

Ограничимся лишь приведением расчетных формул для опреде
ления параметров параллельного звена низкочастотного фильтра М:

\/г'ъ=МУг= м / г г; ( 16-эз)

у ^ г ; =  м + 1т 1 г у * <16-94>

или прямо для параметров £|, С2, Су.

С2 =  М С; Са= - Ь ^ С .  (16-95)

Отметим, что полученные выше результаты позволяют рассмат
ривать фильтр типа К  как частный случай фильтра типа М при 
М =  1.

Далее' запишем, например для схемы рис. 16-35, б, значения 
И У2:

2 1 =  /(оМ1; (16-96)
1 7  А - М *  ,  . 1 . ( 1 - Л * ) 2 а>Ч.С — 4 

У2 -  г 2~1 4М +1шМС~1 4от с  • О 6 ' 9 7 )

Убедимся, что отношение зависит от частоты:
г ,  I  [ 4 - ( 1 - Л 1 ) » ш Ч . С ]  ' „ С поч^  = ^ ------------ . (16-98)

И, наконец, убедимся такж е и в том, что собственная частота 
фильтров типа К  и М одна и та ж е и не зависит от М. Например, для 
схемы рис. 16-35, §, замкнув накоротко входные и выходные зажимы 
(см. § .16-6), при учете соотношений (16-91) найдем, что

■ ¡¿ г  =  ¿ ¡ с  =  т  -  “ « [ т +  -4 м ь ] ■ ( 16- " )
откуда получаем:

о)0 =  2/УТС, (16-100)

т. е. то же значение, что и для фильтра типа К  (§ 16-6).
Д ля получения оптимальных результатов в смысле затухания 

и меньшей зависимости характеристических сопротивлений от час
тоты применяется каскадное включение фильтров типа К  и М. 
Пусть, например, включены в каскад три звена фильтра типа М 
со значениями М =  1, М =  0,8 и М =  0,6, что часто и осущест
вляется на практике. Суммируя частотные характеристики отдель
ных звеньев, получаем результирующую кривую  затухания
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(рис. 16-40) с лучшей частотной зависимостью затухания, чем при 
каскадном включении трех одинаковых звеньев типа К (пунктир 
на рис. 16-40). Из рис. 16-40 заключаем, что кривая затухания

каскадного соединения трех различных 
звеньев фильтра типа М растет быстрее 
при переходе в область затухания и 
обеспечивает в этой области большие 
значения затухания а, чем кривая за
тухания трехзвенного фильтра типа К. 
Отдельные звенья и полная схема та
кого фильтра приведены на рис.
16-41, а  и б.

Более подробный анализ показывает, 
что звено М =  1 (или К) дает фильтру 
в целом значительное затухание при ча
стотах, значительно больших резонанс
ной. Параллельное звено при М =  0,8 
повышает крутизну кривой затухания 
и создает в ней пик. Два параллельных 
полузвена типа М при М =  0,6 (иначе 

называемых Г-образными несимметричными фильтрами) такж е по
вышают крутизну кривой затухания фильтра и обеспечивают появ
ление дополнительного пика в составе этой кривой. Но основная

Рис. 16-40.

•фп Г Г  тЯ*Т  г "Г г т  г г Т  1 г
0- -0  0-

м=о,в М=1
-0  0-

М=0,8
-0 0- М=0,В -0

цель разделения звена М =  0 ,6  на два полузвена заключается 
в выравнивании частотной зависимости характеристического со
противления фильтра в полосе его пропускания, т. е. в улучшении 
условий его согласования с сопротивлением нагрузки.
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Отметим такж е, что структура всех звеньев (рис. 16-41, а) такова, 
что уменьшается число элементов, из которых состоит каскадное 
соединение. В самом деле, поскольку все звенья начинаются и окан
чиваются конденсаторами, то для каскадного соединения нужно 
только объединить емкости соответствующих поперечно включен
ных конденсаторов.

-0  2 10 -----1|— *-------02

с/г  5 и

16-11. Г-образный фильтр как пример несимметричного
фильтра

Н аряду с рассмотренными симметричными Т- и П-образными фильтрами широ
кое распространение на практике наш ли такж е  фильтры, в состав которы х входят 
Г-образные несимметричные схемы.

При рассмотрении фильтров постоянной К  их симметричные П- и Т-схемы 
можно считать образованными каскадны м  соединением Г-образных схем . Н апри
мер, соединив два Г-образных полузвена низкочастотного ф ильтра (рис. 16-42) 
в точках 2 —2', получим сим- .
метричный Т-образный низко- ^/2 2 С
частотный фильтр (рис. 16-15).
Соединив ж е  их в точках 
1— получим симметричный 
П-образный низкочастотный
фильтр (рис. 16-9). | ,

На рис. 16-43 приведено 1 & 1 &-------------- *---------0 2
Г-образное полузвено вы- р  р
сокочастотного фильтра. Со- 
ответствующим каскадным
соединением двух  таких полузвеньев можно получить симметричный Т- или 
П-образный высокочастотный фильтр (рис. 16-20 и 16-22). Л егко  убедиться, 
что сказанное относится такж е к  симметричным Т- и П-образным полосным 
и заграждающим фильтрам, которые можно получить соответствующим к а с к а д 
ным соединением Г-образных полузвеньев.

Однако в полной мере целесообразность рассмотрения Г-образных полузвень
ев обнаруживается при исследовании фильтров постоянной М. Н а рис. 16-44, а 
и б даны Г-образные полузвенья фильтров типа К  и типа М, которые к а к  несим-

1 г 1̂ Тип М г  у (7 , + 7.̂ )0- -̂СГЪ
п'г П г°П

6) 1’0---- 1----------------- 1----02 '
Рис. 16-44. Рис. 16-45.

метричные четырехполюсники имеют различные характеристические сопротив
ления со стороны зажимов 1—1' и 2—2'. Поэтому при соединении Г-звеньев 
нужно различать, со стороны каких заж и м ов выбираются одинаковы е хар акте 
ристические сопротивления Г-полузвеньев фильтров типов К  и М.

В самом деле, выше было указан о , что при образовании ф ильтров типа М 
из фильтров типа К  принимают 1\ =  М (16-85). Д алее, если исходить из равен
ства 2сТ =  2'сГ, т. е. применительно к  схемам  рис. 16-44, а и б п о лагать  оди
наковыми характеристические сопротивления со стороны заж им ов 1 — Г , то 
будет определяться равенством (16-90). При этом получается последовательное 
звено фильтра типа М. Здесь, к ак  и выше д л я  фильтров типа К, соединив зажимами
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1—1' (рис. 16-44, б) два последовательных Г-полузвена типа М, получим симмет
ричное П-образное последовательное звено типа М (рис. 16-36, б) с характерис
тическим сопротивлением '̂сП.

Значение 2'сП найдем из формулы (16-81):

если подставим сюда и 1 Г% из соотношений (16-85) и (16-90). После преобразо
ваний получим:

(,6- '02)
Соединив ж е два последовательных Г-полузвена типа М зажимами 2—2', 

получим симметричное Т-образное последовательное звено типа М (рис. 16-35, б) 
с характеристическим сопротивлением ТсТ.

П о скольку у  последовательного звен а фильтров типа М сопротивления 1'сТ =  
=  1 сТ, то можно соединять в каскад  Г-образные полузвенья фильтров типов К  и М 
заж и м ам и  1 —1', соблюдая правило согласования характеристических сопротив

лений. Получается несимметричный П-образ- 
±2' ный фильтр типа М с характеристическими

г ' г ' сопротивлениями 1 пП и ТгП (рис. 16-45). При
* ^   ̂ * | соединении Г-образных фильтров типа К и М

, в  каскад  зажимами 2—2' не соблюдается
2сГ----- » -  ■-  +гг -*— 2 ’сТ правило согласования характеристических

т  г 2 сопротивлений. При этом получается Т-об-
г разный несимметричный фильтр, имеющий

1Г0 --------------------» ' 0 2 совсем иные свойства в полосе пропускания.
р  1 К 4«  Если ж е выбрать =  МУ2 (16-93) и

исходить из равенства характеристических 
сопротивлений Г-образных фильтров типа К 

и М (рис. 16-44, а  и б) со стороны зажимов 2—2', т. е. принять 2сП =  2'сП, то 
можно соединить в каскад  эти Г-схемы зажимами 2—2', соблюдая правило 
согласован ия характеристических сопротивлений. При этом получим для 1\ 
равенство  (16-94), т. е. придем, к а к  было показано выше, к  параллельному звену 
фильтра типа М.

Соединив Г-образные схемы рис. 16-44, бзажимами 2—2', получим симметрич
ное Т-образное параллельное звено фильтра типа М (рис. 16-35, в) с характерис
тическим сопротивлением ТсТ, которое найдем из формулы (16-80):

2 сГ =  ] Л ^ ( 1 +  Й Г) .  (16-103)

если 1\ и 1'2 заменить их значениями согласно (16-94) и (16-93).
После преобразований получим:

1 гсТ
7-ст= \  1+ 2 х/422 1 +  (1 -  м  *) =  1+(1  -  м*) г,/\г,г • (16' 104)

Любопытно отметить, что произведения характеристических сопротивлений 
фильтров типа К (%сТ и 1 сП) и М (1'сТ и 2'сП) одинаковы и не зависят от частоты:

ГстЦ п  = 2сТг сП=В- = г 1г ,= ± К  * (1б-Ю5)

Соединив Г-образные схемы рис. 16-44, бзаж имами 1—1', получим симметрич
ное П -образное параллельное звено фильтра типа М (рис. 16-35, в) с характерис
тическим сопротивлением 1 ’сП. Если ж е , соблюдая правило согласования характе-
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ристических сопротивлений, соединить Г-образные полузвенья фильтров К и М 
зажимами 2—2 ' ,  получим несимметричный Т-образный фильтр типа М с х ар акте
ристическими сопротивлениями 1 сТ и ТсТ (рис. 16-40).

Подобным ж е образом можно получить Г-образные схемы типа М  для полос
ных и заграждаю щ их фильтров. Затем , соединив в каскад  Г-образные схемы

типа М, можно получить симметричные, а схемы типа К и М — несимметрич
ные полосные и заграждающие фильтры типа М. При этом т ак ж е  улучш аю тся 
частотные зависимости характеристических сопротивлений, которые приведены 
на рис. 16-47 для полосного Т-образного симметричного фильтра типа М, а 
на рис. 16-48 — для полосного П-образного симметричного фильтра типа М .

16-12. Безындукционные (или г, С) фильтры

Чтобы построить низкочастотный фильтр Ь, С с узкой полосой 
пропускания нужно, в частности, применять катушки с большой 
индуктивностью (о>0 =  2/}/ ¿С ). Увеличивать индуктивность катуш 
ки введением магнитопровода нецелесообразно, так  какиндуктивность 
будет зависеть от тока. Для получения большой индуктивности 
увеличением числа витков катуш ки при одновременном требовании 
высокой добротности пришлось бы увеличивать сечение проводов 
катушки, ее массу и габариты, что такж е нецелесообразно.

Поэтому часто применяют безындукционные (или г, С) фильтры, 
которые, как  показывает само их название, не содержат катуш ек 
индуктивности и состоят из конденсаторов и резисторов.

На рис. 16-49, а — в показаны Г-, Т- и П-схемы низкочастотного 
г, С-фильтра. При низких частотах, когда емкостные сопротивления 
поперечных ветвей фильтра велики, токи через активные сопро
тивления малы, падения напряжения на активных сопротивлениях 
также малы и напряжение на выходе фильтра лишь немногим меньше 
напряжения на его входе. Поэтому при низких частотах коэффи
циент затухания фильтра невелик. Отметим такж е, что ток через 
активное сопротивление г, С-фильтра мал и потому, что обычно
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нагрузкой фильтра служит усилитель с большим по сравнению 
с г входным сопротивлением.

При увеличении частоты емкостное сопротивление уменьшается, 
ток через активное сопротивление увеличивается, напряжение 
на выходе уменьшается и коэффициент затухания фильтра растет.

В соответствии с тем, к ак  это было сделано выше для L, С-фильт- 
ров, рассмотрим частотные характеристики коэффициентов затуха
ния а и фазы b для низкочастотного г, С-фильтра, для которого 
Zx =  г и Z2 =  1//соС.

На основании (16-56) имеем:

ch g =  ch (а +  jb) =  ch a ■ cos b +  j  sh a • sin b =
=  1 +  Za/2Z2 =  1 +  jm Cl 2, (16-106)

откуда
c h a - cos 6 = 1 ;  s h a - s in ¿  =  toC/2. (16-107)

Подчеркнем, что для постоянного тока (со =  0) эти равенства 
удовлетворяются при а — b =  0. Д ля переменного тока любой

г/г г/г г/г г
0 - 4 Z Z i— £ - ?  &— с и  - j - -  cm — 0 0— -j-—mm— — 0

т у  Т с0 - ♦ 0 0  ■■■■■............♦ ........... ........0 0  * - ............. -*------ 0
а ) б ) 6)

Рис. 16-49.

частоты со >  0 и гсоС/2 >  0 они могут удовлетворяться лишь при 
sh а >  0 и sin b >  0, а значит, при а >  0 и b >  0. Таким образом, 
г, С-фильтр принципиально не имеет такого диапазона частот, в кото
ром коэффициент затухания а равен нулю.

Совместное решение уравнений (16-106) относительно а и b 
позволяет получить частотные характеристики.

Д л я  коэффициента затухания получим:

s h a _ /  H ígL +  e f y  i +  (2 £ ) \  (16-108)

Рассматривая область достаточно малых частот, для которой 
rcaC/2 <  1 , приближенно имеем:

sh а ъ а = у Г~  (16-109)

и более точно
а =  Arsh Y m C ¡2 . (16-110)

В качестве граничной частоты полосы пропускания, называемой 
иначе частотой среза соС) принимают частоту, для которой равны
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активное и емкостное сопротивления Г-образного полу звена низко
частотного /-С-фильтра, т. е. г/2 =  2/сосС или

шс =  4 /гС. (16-111)

Из (16-108) можно вычислить затухание, соответствующее частоте 
среза, если учесть, что rcocC/4 =  1. Получаем sh а =  2,2 и а — 
=  1,54 Нп =  13,4 дБ.

На рис. 16-50 приведена частотная ха
рактеристика коэффициента затухания а, 
построенная по формуле (16-108). Приме
нительно ко всем типам г, С-фильтров 
следует отметить, что ввиду малой кру
тизны этой кривой в полосе затухани я для 
ее увеличения соединяют в каскад  2—
3 звена. Однако при этом неизбежно увели
чивается затухание и в полосе пропуска
ния. Обычно г, С-фильтры работают совместно с усилителями. 
В этом случае в полосе пропускания может даже иметь место 
усиление.

На рис. 16-51, а — в приведены Г-, Т- и П-схемы высокочастот
ного г, С-фильтра. При низких частотах, когда емкостные сопро
тивления велики, падения напряжения на них такж е велики и напря
жение на выходе фильтра мало (при постоянном токе оно равно 
нулю), т. е. коэффициент затухания фильтра большой. При увели
чении частоты емкостное сопротивление уменьшается, напряж е
ние на выходе фильтра растет и коэффициент затухания убывает.

0-----II-----Т------II----- 0  0—Г || ' 0
«  ( | ,*  1 |)*

0----------- 1 ------------ 0 0--- 1 ---------- 1 —0
б) б)

Рис. 16-51.

Для высокочастотного г, С-фильтра Zx — 1//соС и Z2 
основании (16-106) имеем:

ch а ■ cos b +  / sh а ■ sin  b =  1 — /

и

c h a -c o s f c = l и sh а ■ sin b =  — 2гшС

Совместное решение уравнений (16-113) дает:

sh  а  =  | / " 8 ( ш С ) 2 +  2г(аС  1 +  (4гшС)2 •

16  Основы теории цепей

=  г, и на 

(16-112)

(16-113)

(16-114)
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Рассматривая область достаточно высоких частот, для которой 
1/2гшС <С 1 , приближенно получаем:

sh а ■■ , - у
1

2 т С
и более точно

а  =  Arsh У

(16-115)

(16-116)

В качестве частоты среза ыс принимают частоту, для которой 
равны активное и емкостное сопротивления Г-образного полузвена:

сос=  1/АгС. (16-117)

На этой частоте а — 13,4 дБ.
На рис. 16-52 приведена частотная характеристика коэффициента 

затухания а, построенная по формуле (16-114).

0-

гс,
чь- ч = >

0-

-0

-0

Рис. 16-52. Рис. 16-53.

Одна из возможных схем полосного г,С-фильтра приведена 
на рис. 16-53. Первое Г-полузвено (высокочастотный фильтр) 
обеспечивает затухание низких частот, а второе Г-полузвено (низко
частотный фильтр) — высоких частот. Некоторая частота со0 в полосе

Рис. 16-55. Рис. 16-56.

пропускания, при которой коэффициент затухания фильтра наимень
ший (рис. 16-54), вычисляется по приближенной формуле

Шо «=< l/ w ciC0c2=  W гхСхггСг, (16-118)

где сос1 и сос2 — частоты среза низко- и высокочастотного фильтров, 
определяемые формулами (16-111) и (16-117).

В качестве одной из возможных схем заграждающего г, С-фильтра 
на рис. 16-55 приведено параллельное соединение Т-образных 
высоко- и низкочастотного л, С-фильтров. Подбирая параметры
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этой схемы, можно получить на некоторой частоте равный нулю  
ток нагрузки. Коэффициент затухания фильтра на этой частоте будет 
равен бесконечности (рис. 16-56).

Отметим в заключение, что индуктивно-связанные цепи тож е 
представляют собой фильтр. На практике применяются т а к ж е  
мостиковые и кварцевые фильтры”.

В предыдущих главах рассматривались методы анализа эл ек т 
рических цепей, когда при заданной структуре цепи и параметрам 
определялись различные свойства и процессы в цепи.

Однако часто приходится решать и обратную задачу: для линей
ной пассивной цепи так подобрать структуру и параметры, чтобы 
при заданном законе изменения во времени входной величины 
хвх (/) получить заданный закон изменения во времени выходной 
величины л:вых (/). Переходя к лапласовым изображениям Х„х (р) =  
=  Ъ {хвх (0 } и Х вых (р) =  ЦлГвых (0 К получим, что задана передаточ
ная функция цепи К  (р) = Х вых (/?)/^Вх (р)- Тогда задачу синтеза 
цепи можно поставить так: по заданной передаточной функции 
цепи К (р) или (переходя к преобразованиям Фурье) по заданной 
частотной характеристике цепи К  (/со) нужно найти структуру цепи 
и ее параметры.

Рассмотрим сначала общие соображения о синтезе двухполю с
ников. В качестве входной величины возьмем напряжение на заж и 
мах двухполюсника и х (/со), а в качестве выходной — ток на входе 
¡ !  (/со). Тогда

Таким образом, для двухполюсника в качестве передаточной 
функции можно выбрать входное сопротивление X (/со) или обратную 
ему величину — входную проводимость У (/со), которые часто 
называют в х о д н ы м и  ф у н к ц и я м и  ц е п и .  Они могут 
быть заданы аналитически или графически (в виде частотных х ар ак 
теристик).

Легко проверить, пользуясь рис. 17-1, а и б, что приведенные 
на нем различные по структуре так  называемые дифференцирующие 
цепи могут иметь одинаковые передаточные функции

где для цепи рис. 17-1,а  Т =  Ыг, а для цепи рис. 17-1,6 Т =  гС.

Г л а в а  с е м н а д ц а т а я  

СИНТЕЗ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

17-1. Общая характеристика задачи синтеза

(17-1)

(17-2)
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Этот пример показывает, что одну и ту же передаточную функцию 
или частотную характеристику могут иметь различные цепи, т. е. 
задача синтеза цепи по заданным К (р) или К  (/со) имеет неодно
значное решение. В некоторых случаях она вообще может не иметь 
решения, когда для цепей, состоящих из резисторов, катушек 
и конденсаторов, параметры г, Ь или С получаются отрицательными. 
Поэтому решение задачи синтеза распадается обычно на два этапа.

На первом этапе следует установить, реализуема ли физически 
цепь, заданная своей передаточной функцией К  (р) или входными 
функциями Ъ (р) и У (р) при помощи пассивных линейных элементов

дами, разработанными в теории синтеза цепей, т. е. определить ее 
структуру и параметры, причем часто стремятся к уменьшению 
числа элементов синтезируемой цепи. При этом выбирается метод 
синтеза, учитывающий неоднозначность решения в смысле струк
туры  синтезируемой цепи.

Важно отметить, что функции цепи К  (р), 7. (р) и У (р) являются 
функциями комплексного переменного или комплексной частоты 
р =  в +  /со. Как известно из теории функций комплексного пере
менного, функции цепи однозначно определяются распределением 
их нулей и полюсов.

17-2. Передаточная функция четырехполюсника. Цепи 
минимальной фазы

Д л я  четырехполюсника передаточная функция может быть например, задана 
к а к  отношение лапласовых изображений выходного и входного напряжений, 
т. е.

П олагая р =  /со, получаем передаточную функцию в комплексной форме, 
т. е. частотную характери стику четырехполюсника, которая равна отношению 
частотных спектров выходного и входного напряжений:

Составим отношение напряж ений 0 г и четырехполюсника. Из второго урав
нения (8-2) при положительном направлении тока /2 , к а к  на рис. 17-1, имеем:

г 1г с
г, Ь и С. Если ж е для цепи за
даны графически частотные ха
рактеристики К  (/со), 2  (/со) или 
У (/со), то их следует с достаточ
ной точностью аппроксимиро
вать функциями, которые заве
домо допускают физическую ре
ализацию цепи.

Рис. 17-1. На втором этапе следует ре
ализовать функции цепи мето-

К{р) =  и,(р)!и Ш

К (/со) =  и, 1 (/со). (17-3)

/2 — У 13.01 + У 2-2.02-

При сопротивлении н агр узки

¿/2= К . ,1Л ,/ Л + К 222 н6>2,
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так  как  Ü2 =  откуда определяем:

Ü, Y„Z„
Ui 1 - y 2,zh

В гл . 14 было показано, что сопротивления ветвей , а такж е  входные и взаи м 
ные проводимости в операторной форме представляю т собой отношения много
членов относительно р (иначе говоря, рациональные дроби). Поэтому передаточ
ная функция К  (р) т акж е  представляется отношением многочленов

„/_ч ftoPm + V m-1+ +Ьт /1Т(|Ч
К <Р)= .... ’ (17'4)

где т и п  — целые положительные числа, причем т  я .
Обозначим полюсы К (р), т. е. корни знаменателя (17-4), через р 1с0, р 2со» ••• 

. . . .  Ря00, а нули К (р), т. е. корни ее числителя, через р10, р20,. .. . ,  
шем К  (р) так :

д- ^  =__ ( Р ) ____Ь0 (р — рю )(р — Pao) . . .  (Р — Pmo)
/•'а(Р) öo (Р — P i» )  (р — р3оо) . . .  (р — р„оо) *

Д ля частотной характеристики АГ (/со) будем иметь:

/<• ( /ш ) =  М / ш - Р м И / м  — Pao) • ••  ( /Ц  —  Pmo) 
a 0 (/w — Pioo) (/cu — Ргоо) . . .  (/со — p„oo)

Вводя амплитудно-частотную /С. (со) и фазочастотную характеристики четы
рехполюсника, получаем для К  (/со):

ЛГ(/со) =  /С (со) еМ ««., =  А  [ (/со — р10) | . . .  | (/со- рт0 ) |
00 | ( /W — Pl°o) I . . .  I ( /0 )  —  Рлоо) I 

х  е / [ а ге ( / ( о - р 10) +  . . .  + a r g (/ o )  +  p mo) - a r g ( / c o - p iao) -  . . .  -  a rg  (/<о-/>„«>)] .

Выясним свойства передаточной функции К  (р) по расположению ее полюсов 
и нулей на комплексной плоскости.

Отметим, что при учете активных сопротивлений четырехполюсника или при
емника все корни знаменателя F2 (р) [т. е. все полюсы К  (р)1 леж ат в левой п о л у 
плоскости. Выше уж е  обращалось внимание на то, что при учете активных сопро
тивлений все корни характеристического уравнения вещественные и отрицатель
ные или, если они комплексные, то у  них отрицательные вещественные ч асти . 
Только при этих условиях все свободные составляющ ие токов и напряжений з а т у 
хают. При отсутствии активных сопротивлений все корни знаменателя б у д у т  
чисто мнимыми.

Иначе обстоит дело с нулями К  (р), т. е. с  корнями его числителя Fi (р). 
При учете активных сопротивлений они м огут  расп олагаться  в любой ч асти  
комплексной плоскости (их положение никак не связано  с характером изменения 
во времени свободных составляющих токов и напряж ений). При отсутствии а к т и в 
ных сопротивлений все корни числителя (как  и зн ам ен ателя) К  (р) р асп о лож атся  
на мнимой оси.

Рассмотрим амплитудно-частотную К  (со) и фазочастотную  6 (со) хар актер и с
тики при изменении частоты со от —оо до + о о . Это удобно сделать при помощи 
рис. 17-2, на котором показаны пара нулей и пара полюсов передаточной ф ун кц ии , 
расположенных в левой полуплоскости. М одули выражений ((/'со — Рт 0 ) I и 
I (/со — р ) I геометрически представляют собой расстояни я от нулей и полю сов 
до точки М, перемещающейся по мнимой оси снизу ввер х , что соответствует 
изменению частоты со от —со до + о о . Аргументы вы раж ений  (уса — Рт 0 ) и (/со —
— Рп<х) обозначены соответственно на рис. 17-2 б уквам и  <р 0 и

Рисунок 17-2 показывает, что если ни один из нулей  не лежит на мнимой 
оси, т. е. если четырехполюсник имеет активные сопротивления, то ни один из
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модулей ) (/со — рт 0 ) а значит и К (ш), не обращается в нуль при изменении 
(о от —оо до + о о , т а к  к а к

к  (,Л Ь0 I (/Гс-Рю ) I ••• I ( т - Р т о )  I 
'  а0 |(/Ш — Рюо)| ... К/со — рясо)| '

Физически это означает, что если на вход четырехполюсника подано напряже
ние, то при любой частоте со на выходе будет какое-то напряжение. Эго утвержде
ние справедливо, если ни одна ветвь между зажимами выхода не является чисто 
реактивной.

Рисунок 17-2 п оказы вает  такж е, что если ни один из полюсов не лежит на 
мнимой оси, то К  (со) ни при какой частоте не обращается в бесконечность. Как 
следует из (17-3), обращение К  (со) в бесконечность означало бы, что при входном 
напряжении, равном нулю , на выходе могло бы быть некоторое конечное напря
жение. Но при учете активны х сопротивлений четырехполюсника и при отсутствии

напряжения на его входе не будет напряже
ния и на его выходе.

Вообще говоря, если корни числителя 
и знаменателя К  (/со) расположены в левой 
или правой полуплоскости, но вблизи мнимой 
оси (рис. 17-2), то при прохождении точки М 
вблизи нулей функция К (со) будет иметь 
минимумы, а при прохождении М вблизи 
полюсов функция К  (со) будет иметь макси
мумы.

Вблизи точек, где расположены мини
мумы (максимумы) К (со), фазовая характери
стика увеличивается (уменьшается) на 4 - я .  
В самом деле, рис. 17-2 показывает, что если 
точка £ — нуль К (со), то при движении из 
точки М' в М" аргумент б (со) увеличится 
почти на + я .

Если ж е Ь — полюс К (со), то, поскольку 
двучлен (/со — Рлю) относится к знамена
телю К (р), приращение 0 (со) будет равно 
—я , т. е. при прохождении точки М вблизи 
максимума К (со) аргумент 0 (со) уменьшится 
на я .

При перемещении хотя бы одного нуля 
из левой в правую полуплоскость в сим
метричное положение относительно мнимой 
оси (из точки в точку Ь') амплитудно- 
не изменится, а фазочастотная изменится, 

т а к  как  теперь при прохождении точки М вблизи V  приращение аргумен
т а  0 (со) будет равно не + я ,  а —я .  Значит, одной и той же амплитудно- 
частотной хар актери сти ке К  (со) соответствуют две различные фазочастотные 
характеристики в (со). Т ак  к а к  в общем случае, например для цепей с распре
деленными параметрами, число нулей у  функции К  (со) может быть бесконечно 
велико, то при поочередном перемещении всех их из левой полуплоскости в 
симметричное положение на правой полуплоскости амплитудно-частотная х ар а 
ктеристика будет о ставаться  неизменной, а фазочастотная характеристика при 
перемещении каж до го  из нулей будет иной. Следовательно, одной и той же 
амплитудно-частотной характеристике в общем случае может соответствовать 
бесконечное число фазочастотных характеристик.

Рисунок 17-3 п оказы вает , что при переходе любого нуля из левой полуплос
кости в правую ар гум ен т  двучлена (/со — р10) увеличивается при положительном 
значении частоты со (см. последовательные положения точек N, Л/', ЛГ, Л/'", 
Л/""). Следовательно, при со >  0 сумма аргументов двучленов (/со — р,„0), 
когда они л еж ат  в  правой полуплоскости, больше, чем при расположении 
нулей в левой полуплоскости . Более подробное исследование показывает,

частотная хар актери сти ка К  (со)
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что из бесконечного числа фазочастотных характеристик ,- соответствующих 
одной заданной амплитудно-частотной характеристике, минимальное значение 
аргумента 0 (со) при любом выбранном положительном значении частоты ш 
будет в том случае, когда все нули К  (со) расположены в левой полуплоскости.

В соответствии с этим электрические цепи, все нули  передаточной функции 
которых леж ат в левой полуплоскости и, значит, ар гум ен т  0 (со) имеет наимень
шее возможное значение, называются 
минимально-фазовыми цепями. Если 
хотя бы один нуль передаточной ф унк
ции электрической цепи расположен 
в правей полуплоскости, она назы
вается не минимально-фазовой цепью.

Из сказанного вы текает, что для 
не минимально-фазовых цепей одно
значной связи между К (со) и 0 (со) 
не существует. К ак было указан о , 
причиной этого является 'расположе
ние хотя бы одного нуля функции 
К  (со) в правой полуплоскости. А так  
к а к  все нули функции К. (со) для 
минимально-фазовых цепей располо
жены в левой полуплоскости, то для

м

^ о М

\ +/“ *

а '"
Тю

/V ы' - ы'" Ы""

О

Р ис. 17-3.

характеристика

0Н=Ь

и,

них ф азочастотная 
может быть однозначно определена по амплитудно-частотной.

Выше (см. § 15-3) были получены соотношения (15-26) и (15-27). Они косвенно 
подтверждают, что между амплитудно-частотной К  (со) и фазочастотной 0 (со), 

а такж е между вещественной В (со) и мнимой М  (со) 
частотными характеристиками электрической цепи при 
некоторых условиях может быть определенная свя зь , 
т ак  что, зн ая одну из них, можно найти другую , и 
наоборот. Выражения (15-26) и (15-27) можно рассмат
ривать к а к  особого рода интегральны е уравнения, из 
которых, зн ая  К (со), можно найти  0 (со), а т акж е , 
зная В (со), можно найти М (со), и наоборот.

Наконец, из сказанного вы текает , что две электри
ческие минимально-фазовые цепи, имеющие одинаковые 
амплитудно-частотные характери стики , имеют одинако

вые фазочастотные характеристики. Такого утверж ден ия н ельзя сделать для 
не минимально-фазовых цепей.

Пример 17-1. Определить передаточную функцию цепи рис. 17-4. 
Р е ш е н и е .  Составим изображения тока / (о п уская  аргум ен т р)

и,

0- -0
Рис. 17-4.

'Р1 + /'а+ * /рС
и напряжения на выходе

£Д = /1 +  /2+ 1/РС (г ,+  \/РС).

Передаточная функция

гг-\- УрС 
/,1 + '‘г+  1/рС

Функция К  (р) имеет нуль при р — — 1 /ггС, т. е. он л еж и т в левой полу
плоскости, поэтому цепь рис. 17-4 минимально-фазовая.

Пример 17-2. Определить передаточную функцию цепи рис. 17-5, назы вае
мой фазовращателем на том основании, что при изменении частоты входного 
напряжения и неизменной его амплитуде величина выходного напряж ения остает
ся неизменной, а фаза изменяется.
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, ____I/,
1 2 /-4- 1/рС л С р + 1  • 

Определим изображения потенциалов точек с  и й:

, 1
Ф с -Ф а  Л р С - ф а  АС р + 1  ’

Р е ш е н и е .  Найдем изображения токов /х и /2:

фй =  фа — Л/ =  фа —
и̂ гСр

гСр-\-1
Найдем изображение выходного напряжения

Тогда

у а==<Рс —<Р«#= 7Ср+Т (/'Ср_ ‘ )-

р — 1//-С рI/, гСр — 1 
¿/ь  гСр+ 1 р + 1 / гС  р +  а  •

Ф ункция К  (р ) имеет нуль при р =  а  =  1/лС, т. е. в правой полуплоскости, 
и ф азовращатель явл яется  примером не минимально-фазовой цепи.

Далее

К (/со) = 

0 (со) = агс1£

/со — а 

/о) + а

со

/С (со) =
|;<о-
/со + а|

— а — а п ^  — =  агс1.
2 (оа

ь со2— а 2

т. е. цепь по рис. 17-5 действительно фазовращатель: ее амплитудно-частотная 
характеристика не зависит от частоты, а фазочастотная характеристика от час
тоты зависит.

Пример 17-3. Найти передаточную функцию цепи рис. 17-6. 
Р е ш е н и е .  Найдем изображения токов 1г и /3:

и 1 /» = -
1  *1 +  */рС2 ’ “ г 3 + / 4

Определим изображения потенциалов точек с и ¡1 

Фс =  Фо — Ьгз, фй =  ф а~1\Гх 
и изображение выходного напряжения

¿/2 =  фс — ф</ — — /згз =  ^1
'з

1̂+ 1/РСг /’з + ',4)'
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Тогда

4 (лз + /4) (Р+ 1/Г1С2)
Р — Гз1г\ГАСг

Н уль К  (р) расположен в точке р =  гъ1гхГцСъ т. е. в правой полуплоскости, 
и рассматриваемая цепь не минимально-фазовая.

Упомянем, наконец, о цепи, которая является  т ак  называемым зап азды ва
ющим звеном, встречающимся, например, в системах автоматического уп р ав 
ления. Ее передаточная функция

Амплитудно-частотная характеристика цепи постоянна К  (со) =  6 и н и как 
не зависит от фазочастотной 0 (со) =  —сот. Таким образом, запаздываю щ ее 
звено такж е  является примером не минимально-фазовой цепи.

17-3. Входные функции цепей. Положительные вещественные
функции

К ак известно из предыдущего (§ 14-3, 14-5 и др.) входные опера
торные сопротивления 7  (р) и проводимости У (р) двухполюсников 
представляются рациональными дробями, т. е. отношением двух 
многочленов

и обладают четырьмя важными свойствами.
1 .  При вещественных значениях р (р — я) функции Z  (р) 

и У  (р) — вещественные, т ак  как  коэффициенты полиномов й (р ) 
и Н (р), т. е. (¡к и Ьк, — вещественные. Действительно, коэффициенты 
а к и Ьк при определении I  (р ) по сопротивлениям отдельных ветвей 
получаются суммированием, умножением или делением параметров 
ветвей г , Ь, М и С, которые вещественны.

2. Синтез будем проводить для пассивных двухполюсников, 
у которых все нули и полюсы входных функций I  (р) и У (р) распо
ложены в левой полуплоскости комплексного переменного р или 
на мнимой оси этой плоскости, причем в последнем случае все 
полюсы и нули простые.

В отношении последнего свойства следует отметить, что если 
при расположении корней характеристического уравнения на 
мнимой оси корень р =  ±  /со был бы, например, кратности т ,  то 
соответствующее ему решение характеристического уравнения имело 
бы вид:

Это приводило бы к нарастающему свободному процессу, что 
невозможно в пассивном двухполюснике.

При сформулированных выше условиях оказы вается, что все 
коэффициенты ап и Ьп полиномов й (р) и Н (р) должны быть поло
жительными.

К (р) =  ке рх и К (/со) =  ке /мт.

7 _6 (р) __ аоРп -^-агр11"1+ ап
^  Н (р) Ьф’п +  ь1Р^ -1 +  ...  +  ьт (17-5)

Хсв — (Со Ч" С]/ +  С 2̂ 2 + . . .  +  Ст -^т  (17-6)
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Убедиться в этом можно представив, например, полином в  (р) 
в следующем виде:
б (р) =  а0рп +  а1рп~1 +  . . .  +  ая =  а0 ( р - р 1) ( р - р , ) . . . ( р  — Рп). (17-7)

Д ля каждой пары комплексных и сопряженных корней рк —
— ~Ь /со* и р*+1 = я* — /(о* будем иметь:

(Р~Рк) ( Р - Р м )  =
=  ( р - з к-  /со*) (Р -  5* +  /со*) =  (/> - з*)2 +  а>1- (17-8)

Д ля вещественных корней будем иметь множители р — /?,• =  
=  р — в;. Следовательно, при в* ^  0 и я,- ^  0 все коэффициенты

при р в множителях (р — в*)2 +  со* поли
нома С (р) неотрицательны, а поэтому,

0  выполнив в (17-7) перемножение всех мно
жителей, получим, что все коэффициенты 

9 а0, аи . . . ,  ап будут положительными.
Рис. 17-7. 3 .  Вещественные части входных функ

ций X (р) и У (р) положительны или равны 
нулю, т. е. Р е 1  (р) ^  0 или Ие У (р) ^  0, при условии, что 
Ие р =  Ие (я -Ь /со) — я 0 .

Д окаж ем  это свойство, т. е. что Ие X (р) ¡5= 0, если для
чисто реактивной цепи. Например, для чисто реактивной цепи Ь, 
С имеем:

г  (р) =  рЬ +  р[  =  (5 +  /со) ¿  +  (5 + ¡ы) с = з Ь  +  /СО/. +  ,--с- . (17-9)

Это выражение для X (р) по форме полностью совпадает с комп
лексным сопротивлением цепи, приведенной на рис. 17-7:

г  (/01) =  г +  ¡(йЬ +  . (17-10)

Очевидно, что Ие I  (/со) ^  0 при г ^  0 и ^ ^  0. Таким образом, 
для любой чисто реактивной цепи, состоящей из I„ и С элементов, 
может быть при р =  я +  /со построена аналогичная цепь, но уже 
содержащ ая активные элементы г и Так как для аналогичной цепи 
Ие X (/со) Эг 0, что ясно из физических соображений, то получаем, 
что и для исходной чисто реактивной цепи Ие 1  (р) 0 при я ^  0. 
Сказанное тем более справедливо, если исходная цепь содержит 
активные сопротивления и проводимости.

4. Степени п и т  полиномов О (р) и Н (р) числителя и знамена
теля не должны отличаться друг от друга больше чем на единицу.

Нетрудно убедиться непосредственно, что для любого двух
полюсника это правило будет выполняться.

Ф ункции, обладающие первыми тремя указанными свойствами, 
относятся к  положительным вещественным функциям.

Таким образом, для того, чтобы рациональная дробь (17-5) 
была операторным выражением входных функций 1  (р) или У (р) 
и, следовательно, могла бы быть реализованной в виде электриче
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ской цепи, она должна быть положительной вещественной функцией 
и обладать четвертым свойством.

Сказанное относится к любым пассивным двухполю сникам, 
содержащим не только реактивные, но и активные сопро
тивления.

17-4. Реактивные двухполюсники

В частном случае реактивных двухполюсников входные функции
1  (р) и У (р) — положительные вещественные и обладают рядом 
дополнительных свойств.

1. В соответствии со сказанным выше степени п и т  полиномов 
(3 (р) и Н (р) числителя и знаменателя в (17-5) не должны разниться 
больше чем на единицу. Но в данном частном случае, кроме того, 
степень р каждого из последующих членов в  (р) и Н (р) меньше 
степени предыдущего на две единицы.

Д л я доказательства этого положения выразим .входной ток ¡ 1 реактивного
двухполюсника через его входное напряжение 0 1 =  Ёи п о льзуясь  методом 
контурных токов (§ 1-8):

=  =  < 1 7 - П > 
и  ¿ 1 1  ¿ В Х

2 и  =  ^ ,  (17-12)11
где ¿в*  =  2 п — входное сопротивление двухполю сника! О — определитель 
цепи, состоящей из п контуров (и, следовательно, имеющий п строк и п столбцов), 
а Ап — его алгебраическое дополнение, т. е. определитель п — 1 п о рядка .

В каж дом элементе О и Ап содерж атся (в случае реактивного двухполю сника) 
реактивные сопротивления вида

г кк = ¡ Ч к = ¡ь>Цк +  ¡шСкк =  1 & Ц к -  )

И

% кп =  ¡ х к п  =  ~  ( Ф 2£ к п  ~г'
ш V кп

т. е. в каждом элементе определителя есть мнимый множитель //со и вещ ествен
ный (записан в скобке). Вынесем //со за  скобки из всех элементов определителей
О и А п; тогда получим:

7 —¡г -  _  в/(°)л ° »  _  /
ВХ ВХ /4 11 (//0))" 1 . 1цо 0) Апа ’

или
,  1 °0 

в х _ <» Л110- 
где 0 „  и Апо — вещественные.

Элементы этих определителей имеют вид:

4>2̂ кк ^ к  к  и  СО“/- кп 1 ¡С кп-

Раскры вая определители О0 и Л 110 и группируя в них члены с одинаковыми 
степенями со, получаем в числителе и знаменателе хвх (со) полиномы вида

V  ~  0 ( 1 ( 0 2 Л  Т -  а -20 ) 2 п  2  ±  +  Д г д - г Ы 2  ±  а 2 п  1 4 ч

вх К ! (0 (± 60со2" -2 + + ... + й2„ .4м2 ± г>2л-г) ’

(17-13)
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откуда  и следует утверждение, что д л я  реактивного двухполюсника, в каждой 
ветви которого имеются L и С, наивысшие степени полиномов числителя и зна
менателя разнятся на единицу (2п и 2 п —  1) и что степень (о у  каждого из после
дую щ их членов полиномов числителя и знаменателя меньше, чем у  предыду
щего, на две единицы.

Переписывая (17-14) в операторной форме и вводя ZBJ (р), 
вместо хт  (со) получаем:

7  / ч__ G(p) __ c¡oP2n +  а гр2п~2 + . . .  +  Дгп_3р2 +  дая (\7 \Ля\
в Я ( р )  р (&0р“ -2 +  +  . . . +  /7.гл_4Р2 +  &г„ -2) ' ' '

Н аходя корни полиномов числителя и знаменателя хвХ относи
тельно со2 и обозначая их со?, со§, coin-x Для числителя и со|, 

... со|п-2 Для  знаменателя, получаем:

B ! i W  Ь0 со (ш 2 —  co¿) ( w 2 —  CD|). . .  (Ш - —  tó:w _ 2)  v '

П олагая Н =  a0/b0, получаем формулу, известную под назва
нием теоремы Фостера. При значениях со2, равных корням знаме
нателя, будем иметь полюсы входной функции хвх (со) (аналогично 
резонансу токов в простейшей цепи), а при значениях со2, равных 
корням числителя, — нули входной функции хвх (со) (аналогично 
резонансу напряжений в простейшей цепи).

Переписывая (17-15) в операторной форме и вводя ZBX (р) вместо 
*вх (c¿>), получаем:

Z <и) щ ( р 2 + ( р 2  + ̂  ' (р2+т*"- ^ П7-15а) 
“ W " i .  Р(Р2 + <*1)(Р2 + и>д--(Р-+ш1п-г) ' К ’

2. Д л я  реактивных двухполюсников хвх (со) всегда возрастает 
с ростом частоты, т. е.

dxBJd (ú > 0 ,

откуда вытекает свойство чередования полюсов и нулей хпк (со). 
Простейший пример чередования был уже получен в § 5-5 для кривой 
х (со): вслед за полюсом (при со =  сот) следовал нуль (при со =  сон); 
кроме того, для всех со (0 ^  со ^  оо) выполнялось неравенство 
dx/d(ú >  0. Д ля всех схем, которые рассматриваются ниже, это поло
жение будет подтверждено.

Сопротивление хвх, увеличиваясь, например, от — оо (полюс 
функции), проходит через нуль (нуль функции) и, продолжая уве
личиваться возрастает до +  оо (снова полюс функции). Затем хвх 
скачком  изменяется от +  оо до — оо и процесс повторяется так, 
что dxBJd(a >  0. Те ж е рассуждения остаются -справедливыми, если 
л:вх начинает увеличиваться с нуля. Отметим, что хвх меняет знак 
при каж дом  переходе через нуль и через полюс.

Т аким  образом, в силу чередования нулей и полюсов функции хвх 
дл я  корней ее числителя и знаменателя имеем:

0 < C O X < C O 2 < C O 3 < .  . . <  С02 л _ 2  <  С02 п _ 1 .

492



Д л я доказательства этого положения в общем случае предположим, что 
двухполюсник имеет п реактивных ветвей . Д л я  любой /-й ветви , содержащ ей 
индуктивность и емкость С,-, имеем: »

=  — 1/(оС; И <1х11йы =  Ц-\-----4 т - > 0 .
. (0“С ;

Но входное сопротивление двухполю сника хях (со) зависит от сопротивлений 
Х( (со) всех ветвей. Поэтому

¿¿¿их (и) 
¿СО

дхвк (со) (1x1
дх1 (¡(О '

Д ля доказательства нужно еще п оказать , что дхих (со) 
дх[

(17-16)

>  0. П усть ко входу

двухполюсника подключена э. д. с. (рис. 17-8). Выделим любую 1-ю ветвь и, 
применяя теорему компенсации, заменим 
ее сопротивление /*; э. д. с. =  —/х(/г I ?
(знак минус объясняется совпадением — (
положительных направлений э. д . с. ЁI 
и тока /,). На основании принципа нало- # 
жения определим токи 1х и /¡: Л г Л  ££= -ух£/г

Л — У 11^1+ У цЁ̂  
и =  У цЁ г+ У I

1/£;!) 
¡А , 1 (17-17) Ч з -

п  
1-0 —1

__ —0 -1

Рис. 17-8.где все проводимости / п , К д, и Уи 
не зависят от сопротивления /х/, т . е.
остаются постоянными при его изменении. П одставляя вместо £ ; его значе
ние — ¡х^1 и исключая из уравнения (17-17) ток /;, получаем:

/,= У-

откуда

/*вх = , =  
П

дхн

¡УиУц х,
1-Н ¡У их;

1 +  ¡У  нх1
Уц +  ЦУцУц-У Ь )^  

Уп
1^п + / ( У и  — У¡¡) Л"»]2

Т ак к ак  рассматривается реактивный двухполюсник, 
и взаимные проводимости чисто мнимые, т . е. У — —¡Ь. 

Окончательно получаем:

дхя Ь1
дх1 [Ьц +  (Ьп Ьп — Ь*й х ,]а 

что и доказы вает высказанное положение.

Ёъ (17-18)

(17-19) 

(17-20)

то все собственные 

> 0 ,  (17-21)

17-5. Частотные характеристики реактивных двухполюсников

В зависимости от расположения нулей и полюсов возможны 
четыре типа частотной характеристики многоэлементного реакти в
ного двухполюсника.

1. Частотная характеристика с двумя внешними полюсами 
(рис. 17-9), называемая характеристикой со — оо. В этом случае
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при со =  <о0 =  Оис о =  оо входное сопротивление двухполюсника 
бесконечно велико, т. е. через него не может проходить ни постоян
ный ток (со =  0), ни переменный ток бесконечно большой частоты.

1г Ь

7: 0
и> 
—*■

Рис. 17-9. Рис. 17-10.

2. Частотная характеристика с двумя внешними нулями 
(рис. 17-10), называемая характеристикой 0 — 0. В этом случае 
при со =  сох =  0 и со =  (о2п-1  =  00 входное сопротивление двух
полюсника равно нулю, т. е. через него могут проходить как  постоян
ный ток, так  и переменный ток бесконечно большой частоты.

3. Частотная характеристика с внешним нулем при со =  =  0 
и внешним полюсом при со =  с» (рис. 17-11), называемая характе
ристикой 0 — оо. В этом случае через двухполюсник может про
ходить постоянный ток и не может проходить переменный ток 
бесконечно большой частоты.

4. Частотная характеристика с внешним полюсом при со =  со0 = 
=  0 и внешним нулем при со =  со2л- !  =  оо (рис. 17-12), называемая

Рис. 17-11. Рис. 17-12.
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характеристикой оо — 0. В этом случае через двухполю сник не 
может проходить постоянный ток и может проходить переменный 
ток бесконечно большой частоты.

На рис. 17-9 — 17-12 частоты, соответствующие нулям  функции 
хвх (со), обозначены нечетными индексами, а соответствующие 
полюсам — четными. На тех ж е  рисунках частоты, соответствую 
щие нулям функции хвх (со), обозначены на оси абсцисс круж кам и , 
а соответствующие полюсам — крестиками. Значения хвх (со) при 
со = 0 и со =  оо непосредственно следуют из рассмотрения схем, 
приведенных на тех же рисунках.

Из тех ж е рисунков следует, что общее число нулей и полюсов 
на еднницу больше общего числа элементов Ь и С реактивного д в у х 
полюсника или, что то же самое, общее число частот последователь
ного и параллельного резонансов на единицу меньше числа послед
них. Это правило не выполняется, если все ветви, сходящ иеся 
в каком-либо узле схемы двухполюсника, имеют индуктивности или 
емкости. Тогда число частот резонансов может быть меньше, чем 
число элементов двухполюсника без одного.

И, наконец, следует отметить, что чем больше нулей и полюсов 
имеет частотная характеристика хвх (со), тем все более многочислен
ной будет группа реактивных двухполюсников с различными сх е 
мами, но с одинаковыми по виду частотными характеристиками 
*вх (со).

17-6. Синтез реактивных двухполюсников. Метод Ф остера

Входная функция реактивного двухполюсника, например 
Zвx (р) или Zвx (/со), дана выражениями (17-15а) и (17-15). Т ре
буется найти его схему и параметры, т. е ., как говорят, реализовать 
двухполюсник по частотной характеристике 2 ВХ (/со) =  ¡хвх (со),

Как было указано выше, задачи синтеза неоднозначны, т . е. 
целый ряд схем могут иметь один и тот же вид частотной х а р а к 
теристики хвх (со). Поэтому обычно выбирают типовые схемы, к  к о 
торым прежде всего относятся т ак  называемые канонические схемы , 
реализуемые по методу Фостера.

Различают два вида канонических схем реактивных двухполю с
ников.

Первая каноническая схема составляется из последовательно 
включенных параллельных Ь, С-контуров, причем один или д ва  
из них могут быть неполными из-за отсутствия в них либо и ндуктив
ности, либо емкости. На рис. 17-13 приведена схема с двум я непол-

Рис. 17-13. Рис. 17-14.
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ными контурами Leo и. Со. Вторая каноническая схема составляется 
из параллельно включенных последовательных контуров, причем 
один или два из них могут быть неполными. На рис. 17-14 приведена 
схема с двумя неполными контурами L0 и Соо.

Д л я  синтеза первой канонической схемы запишем комплексное 
сопротивление t-го контура схемы (рис. 17-13):

< ' " > = ,■ (S ; ' - S , ) = ¡ d N ) '  ( | 7 ' 2 2 )

где со; =  1 / Y L íCí — резонансная частота i -го контура.
В операторной форме д л я  Z¡ (р) имеем:

г - < Р ) = ^ .  (17-23)

где Ai =  1/С,-. Заметим, что полюсы Z¿ комплексно-сопряженные, 
равны ±/со,- и лежат на мнимой оси.

Таким образом, для синтеза первой канонической схемы нужно 
представить ZBX (р) в виде суммы простых дробей вида (17-23), допол
ненной слагаемым /coLoo =  pLm =  рАх„ если схема имеет в виде 
первого неполного контура индуктивность Loo, и дополненной еще 
слагаемым 17/соС0 =  1/рС0 =  А 0/р, если схема имеет в виде второго 
неполного контура емкость С0. Иными словами, для синтеза первой 
канонической схемы заданную  равенством (17-14а) функцию ZBX (р) 
следует представить в виде

(Р) =  рЛоо ■+ Af  +  2  . (17-24)
i

причем число слагаемых суммы равно числу точек параллельного 
резонанса у частотной характеристики хвх (со) или, что то же самое, 
числу пар полюсов у  сопротивления ZBX (р), не считая полюсов 
при со =  0 и со = оо.

Первое слагаемое рАт  будет в формуле (17-24), если в выражении 
(17-14а) для ZBX (р) коэффициент а0 отличен от нуля. В этом случае 
до разложения ZBX (р) на простые дроби из него нужно выделить 
целую часть рАоо. Второе слагаемое А0/р будет в формуле (17-24), 
если в знаменателе ZHX (р) множитель р выходит за скобки.

Если в схеме рис. 17-13 есть неполный контур с индуктивностью 
Loo, то это обеспечивает условие * вх ->• оо при со 0 для характе
ристик типа оо —  0 и оо —  о о . Если в схеме рис. 17-13 есть неполный
контур с емкостью С0, то это обеспечивает условие х вх -*-----оо при
со —>■ 0 для характеристики типа оо — 0 и оо — оо.

Значения всех коэффициентов А находятся при помощи инте
гральных вычетов или из простых соотношений:

Лоо= Hm А0 =  lim pZ BX (р);
р —*• со Р  р —»О

р ‘- +  cof
л ,=  lim  t Z - ± Z M .

p2-> -co ¿

(17-25)
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Отсюда следует, что для определения A¡ следует предварительно 
найти все корни знаменателя относительно со2, т. е. представить его 
в виде (17-15).

Переходя ко второй канонической схеме, записываем комплекс
ное сопротивление t-го контура (рис. 17-14):

(/“ ) =  ¡«Li -  / ¿ =  U  , (17-26)

где щ =  M YL íCí — резонансная частота t-ro контура.
Поскольку все ветви в схеме рис. 17-14 соединены параллельно, 

проще иметь дело с входной проводимостью F BX (р) =  1/ZBX (р). 
Запишем Y¡ (р) в операторной форме:

(17-27)

где Ai =  ML¡. К ак и для первой схемы, нули Z¿ (р), т. е. полюсы 
У i (р)> — комплексно-сопряженные, равны ±  /сог и лежат на мни
мой оси.

Для синтеза второй канонической схемы нужно проводимость 
YBX (р) разложить на простые дроби вида (17-27), дополнив разло 
жение слагаемым /соС«, =  рСт  =  рАх , если степень многочлена 
числителя Увх (р) на единицу больше степени его знаменателя, 
и дополнив результат еще слагаемым l//coL0 =  1 lpL0 =  A J p , если 
знаменатель дроби У„х (р) имеет корень р =  0. Формула для У вх (р) 
совпадает с формулой (17-24), а значения коэффициентов А н а
ходятся по формулам, аналогичным соотношениям (17-25).

Пример 17-4. Д ан а входная функция ZBX (р) реактивного двухполю сника
-10Dp3+  16 . №р

ZBX (р) =  р 1 +  37 . Ю12р 2 +  зб . ToTi- ПостР°ить частотную  характеристику и
синтезировать (реализовать) двухполюсник в виде первой и второй канонических 
схем.

Р е ш е н и е .  Поскольку решение проводится методом Фостера, находим  
корни p'i и р\ знаменателя 2 ВХ (р). В данном случае их легко  найти, решив б и к в а д 
ратное уравнение р4 +  37- 1012р2 +  3 6 - 1024 =  0 , о ткуда  рз — — 1012; р\ — 
=  - 3 6 -  101а.

Сопротивление ZBX (р) представим в виде

109р^ + 16- 1013)
( р 2 +  1 • 1 0 ^ )  (Р -  +  3 6  ■ 101=)

Подставляя р =  /со и обозначая со| =  1 -1012, cojj =  16-1012, tof =  3 6 - 1012, 
будем иметь:

„ /<о10® (coj — со2) .
(/<ú) “  (col ~  w2) (cof -  ш'2) ~  ¡Xbx

По выражению x BX (со) на рис. 17-10 построена частотная характеристика р е а к 
тивного двухполюсника, относящаяся к  типу 0 —0. В самом деле легко видеть, что 
при со -*■ 0 и со оо сопротивление хИХ -> 0 ,.т .  е. характеристика л:вх (со) и м еет 
два внешних н уля . Кроме того, хвх (со) имеет две точки параллельного резо н ан са 
(при со =  со2 и со — со4) и одну точку последовательного резонанса при со =  со3. 
Разумеется, все полюсы и нули ZBX (р) л еж ат на мнимой оси.
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Отметим, что задач у  можно было бы поставить несколько иначе. Реактив
ный двухполюсник можно было бы прямо задать частотной характеристикой 
вида

, , /Ссо (а)| —ш2)
* в х (& > )-  ( M j_ a ) 2 )  '

где со;, cof и ш| определены данными выше значениями,, а К  может быть найдено, 
если "задано значение хвх (со) для одной из нерезонансных частот. Например, 
при (о =  0 ,3- l O t '1 задано хйх =  146 Ом, откуда получаем К  =  10*Ф-1.

Реализовав двухполю сник в виде первой канонической схемы, что задает 
стр уктур у  искомой схемы (рис. 17-10), представим ZBX (р) в виде

рЛг_ . РА4 _
р2 +  соЗ рг +  а>\ ' 

откуда

Л L =  üm  ZBX(p) £ ± ® L  3 .  Ю» Ф -1; Ca =  — нФ иCg р2 —*•—0)2 Р / О

,  1 3 г
¿ 2 =  г ~ —  =  7“ МГ‘С2йН 7

Аналогично находим остальные параметры:

Л4 = ,* - -  =  П т  г вх(р) р2 +  ы'' . =  ±  ■ 10» Ф-1; С4 =  | н Ф  и

/ 1 1 г
"63 •

Реализуя далее двухполю сник в виде второй канонической схемы, что такж е 
задает его искомую стр уктур у  (рис. 17-15), представим 
К вх (р) в виде

Ап рА3
Yux(P) =  PA 00+  „ +Р Р2 +  « з  '

Из схемы рис. 17-15 следует, что Квх (р) имеет 
д ва  внешних полюса (при р = 0  и р = о о )  и .один 
внутренний полюс (при р2 =  —со|). Тогда в силу 

Рис. 17-15. ранее доказанного свойства, что dxBX/d(o >  0 для
всех частот, между тремя полюсами входной функ

ции Квх (р) должны располагаться два ее н уля , что и приводит к тому же 
виду частотной характеристики  хнх (ш), которая приведена на рис. 17-10. 

Найдем постоянные А т , А д и А 3:

А т  =  Ст =  Um Х м А Е 1 =  1 НФ; Ae= - j - =  Hm~nYBX (р)= 9 . 10* Г- i ;
р -+<х> Р „  L0 р-> 0 4

L0 =  - i  мГ; А 3 =  ~ }~ =  Hm У °х (Р) (Р2 +  ^1) = Ц _ ш1№ r - t
0 9 Ls р 2 _ _ И2 р 4

4 _ _ 1 75 .
3 _  75 ’ -  64 Н •

17-7. Синтез реактивных двухполюсников. Метод Кауэра

Метод К ауэра выгодно отличается от метода Фостера тем, что 
для его применения не требуется отыскания корней знаменателя 
Н (р) дроби, представляющей собой входные функции (р) 
или ¥вх (р). По методу Кауэра реактивный двухполюсник реали
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зуется в виде так  называемых первой или второй цепных схем . 
Первая из них составляется из продольных индуктивностей и попе
речных емкостей (рис. 17-16), вторая, наоборот, — из продольных

■‘1-1
0 —Г ^ ^ т —Г У - У ^ -------- . 0 -----.

гвх(р) -1- с  ■!■£. X  шС, 1 А'1 ?

с1-1

&
а)

0 —/ПГ*Л_-_ППГ\_----- -_ппг>__

*8х№ ^ С г ^  ^=¿-¿-7
&

ю

0-

2вх(р) 1 
0 -

" Ш  
~ 1 _

\Сг

Ю

. _ ^ п п п _

- I -
г)

Рис. 17-16.

емкостей и поперечных индуктивностей (рис. 17-17). Первая цепная 
схема может начинаться с индуктивности, причем в последней 
(самой правой) ветви могут быть либо индуктивность и емкость, 
включенные последовательно (рис. 17-16, а  и б), либо только одна 
индуктивность (рис. 17-16, в и г). То ж е касается и второй цепной 
схемы (рис. 17-17, а, б, е й  г).

С1
ен »

&

’7 сз £¿-7 сг сч
I—г —11~Т— 0 - г - И т 4 1 ---------" Т “* Й

) р о

а) Ю

041
гех № 
0 -

I "Я

Т Т 'V I

0  Н 1 г И ---------- г Н Н

V ?  \ 13  

0 —1 --------1—

- £

в) г)
Рис. 17-17.

Алгоритм метода Кауэра заключается в постепенном выделении 
слагаемых вида Ар или В/р сначала из входной функции (р) 
или Увх (р), а затем из всех последующих остатков, получающихся 
после выделения предыдущей части и проводимой реализации вы де
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ляемых частей при помощи индуктивностей или емкостей. Алгоритм 
применяется до тех пор, пока остаток не будет равен нулю.

Переходя к реализации первой цепной схемы, выбираем сначала 
в качестве входной функции (р) такую, которая имеет полюс 
при р =  оо. Это означает, что степень числителя С (р) на единицу 
больше степени знаменателя Н {р) [см. (17-14а)1. Разделив числитель
О (р) на знаменатель Н (р), выделяем целую часть А хр, соответствую
щую полюсу X вх(р) при р =  оо. Получим (рис. 17-18, а):

2 ВХ (р )= А 1р +  г 1 (р), (17-28)

где (р) — остаток от деления, представляющий собой правильную 
дробь, степень числителя которой на единицу меньше степени зна
менателя. Это следует из отмеченного выше свойства полиномов 
в  (р) и Н (р), у которых степень р каждого из последующих членов

а ) б) в>
Рис. 17-18.

на две единицы меньше степени предыдущего (§ 17-4). Рассматривая 
проводимость (р) =  (р), у которой, к ак  и у 2 ВХ (р), степень 
числителя на единицу выше степени знаменателя, произведем с ней 
аналогичную операцию выделения целой части (рис. 17-18, б):

У 1 (р) =  А 2р +  У2 (р). (17-29)

Аналогично поступим с Х2 (р) (рис. 17-18, в):

^2 (Р)= у^(р)—АъР-\-Х3 (р), (17-30)

и так продолжаем до тех пор, пока остаток не будет равен нулю.
Легко видеть, что описанный выше алгоритм реализуется в виде 

цепной дроби

2 вх(р) =  Л хр + ----------------- Ц ------------- . (17-31)
А&+------------------1---------

АзР Н----------------------

л ' - 1Р+л ;р +  о-

Отсюда следует, что входная функция 2 ВХ (р) реализуется в виде 
схемы, у которой первый продольно включенный элемент — индук
тивность =  А и второй поперечно включенный — емкость С3 =  
=  А2, третий продольный — снова индуктивность Ь3 =  А3 и т. д.
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(рис. 17-10, а). Если число I — нечетное, то последним элементом 
справа будет индуктивность /.,• =  Л,-, а если четное, то емкость
С, =

Так как составляется первая цепная схем а, то при делении 
слагаемые полиномов числителя и знаменателя следует располагать 
по убывающим степеням р, т. е. выделяемые целые части Л,р полу
чаются в результате деления члена с наивысшей степенью р в чис
лителе на такой же член в знаменателе.

Если Zax (р) имеет нуль при р =  оо, т. е. степень его числителя 
меньше степени знаменателя на единицу, то нужно применить выше
приведенный алгоритм по отношению к обратной величине 
1/2вх (р) =  УВх (р)• Тогда в результате деления в качестве первого

0-

0-
Yi(p) Z,(p)

0 4 1 —

0 -
Чр)

а) б)

0 -
Уг(р)-

0 -

б)

*3<Р)

Рис. 17-19.

члена получилась бы поперечная емкостная проводимость AlP =  
=  Схр, в качестве второго — продольная индуктивность и т. д ., т. е. 
в этом случае схема начиналась бы с поперечной емкости Сх 
(рис. 17-16, г и б) и заканчивалась бы либо индуктивностью =  
=  Ah либо емкостью Ct = Лг.

Перейдем к реализации второй цепной схемы. Рассматривая 
в качестве входной функции операторную проводимость Ywli (р), 
предположим сначала, что степень многочлена ее знаменателя будет 
нечетной, т. е. входная функция имеет полюс при р =  0. В этом 
случае УвХ (р) представляется такж е в виде цепной дроби, но после
довательным делением выделяются части, имеющие полюсы при 
р =  0, т. е. члены вида A Jp. При этом получаем Y BX (р) =  A Jp  +  
+  Yl (р); Zx (р) -  A Jp  +  Z2(p); Y.2 (p) =  A J p  +  Z3 (p) и т. д. 
до тех пор, пока остаток не будет равен нулю. Этот алгоритм показан 
на рис. 17-19. Соответствующая ему цепная дробь имеет вид:

У вх (р) =  4а + ---------------Ц ------------- . (17-32)
Р A i ,  

Р 3

р ^ - +  0 
Р

Д ля построения цепной дроби (17-32) следует расположить сл а
гаемые полиномов числителя и знаменателя по возрастающим сте
пеням р.
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Если ж е  степень знаменателя входной проводимости Квх (р) 
четная (а степень числителя — нечетная), то вышеуказанный алго

ритм построения цепной дроби нужно 
применить к обратной его величине, т. е. 
от’ входной проводимости Увх (р) перейти 

>¿=¡¡0/ ч? к входному сопротивлению (р).

| | Пример 17-5. По тем же данным, что и в
примере 17-4, применяя метод К ауэра, синтези- 

Рис. 17-20. ровать (реализовать) двухполюсник в виде первой
и второй цепных схем.

Р е ш е н  и е . Представим в виде первой цепной схемы входную операторную 
проводимость К вх (р):

^  ,_ч р4 +  37 • 1012р2 +  36 • 1024 
Увх(Р)- 10»рз_|_ 16. Ю21р

и выделим первое слагаемое рСх делением числителя Квх (р) на знаменатель:

р4 +  37 • 101-р2 +  36 • 1024 | 10»р3 +  16 • 1021р 
р4+ 1 6 -1 № 2ра 10 »р

21 • 1012р2 +  36 • 1024

Первым элементом первой цепной схемы будет поперечная емкость =  
=  10-9 Ф =  1 нФ  (рис. 17-20). В соответствии с ранее введенными обозначениями 
запишем:

Д алее
10»р3 +  16 • Ю21р 

— 2 i . Ю12р2^_зб. Ю2+ = PLz + z*(P')-

При этом слагаем ое р 1 2 выделяем делением числителя Zv (р) на знаменатель, 
иначе говоря, делителя первой операции на остаток:

109р з +  16 ■ 102ip  | 21 ■ 10i2p2- f  36- Ю24

~  10*рз +  у  Ю21р 2Т ‘ 10‘ 3р

Вторым элементом схемы рис. 17-20 будет продольная индуктивность

~ Ю - з  г  =  1  МГ ,

поэтому
100

1 _ 1г - 1021р 1
2г(р) — 2\ ' 10 3Р +  2 1 - 1012р2 +  36- 1024 =  21 ' 10 3Р +  2 ЖР)- 

Д алее



При этом слагаемое рС3 выделяем делением числителя У2 (р ) на знаменатель,
иначе говоря, делителя второй операции на остаток:

21 • 1012р2.|_36. 1021

2 1 . 1 0 » р *  ^ . Ю - ,

36 ■ 1024

Третьим элементом схемы рис. 17-20 будет поперечная емкость 

С3 =  щ -  Ш-» Ф =  1,47 нФ ,

поэтому

w  = юб ■ 10’ 9р + Ш  = ТОО •1 °~'р + Y* (р)-
147 ____ , 36 • 1Q2« 147

102ipI
Далее

Т 5 ' 10^  25 
7-* ^ =  36-1021 = 6 3 '  10 3Р!=1'*Р-

Четвертым и последним элементом схемы рис. 17-20 б удет  продольная индук
тивность

. 25 . . .  _  25 
4 —63 63

Реализуя далее двухполюсник в виде второй цепной схемы , располагаем 
полиномы числителя и знаменателя Y (р) по возрастающим степеням р и, 
выполняя деление, будем выделять слагаемые 
вида А/р:

0 -
36 • 1021 _|_ 37 . 1012р2 _|_ р4 | 16 ■ 1021р 4- 109рЗ

36 - 1Q34 +  — 1012р2 | . 103-L

I чч
- Т - 1012^ 1 "  Рис. 17-21.

Первым элементом второй цепной схемы будет поперечная индуктивность
4 4

10-з р — мг  (рис. 17-21). В соответствии с введенными выше обозначе

ниями запишем:
ПО, ^ . 1012р2 + р4 1 

К (Р )=  ~рС[ +  16 . 1021р+ 10»Р» = _4 _ ш _3р +  {р)■

Д алее
_ , ч 16- 1021р+10»р» 1 , _ . . 

l ( , , )  139 рС2
"Т* г



139

При этом слагаемое 1 /рС2 выделяем делением числителя (р) на знамена
тель, иначе го во ря, делителя первой операции на остаток:

16 - 1021р + 4 - 1012р2 + ̂ 4 .

7С.
ш 10Вр3

Вторым элементом схемы рис. 17-21 будет продольная емкость 

Поэтому

139 139
^ 2 =  64 Ю 9 Ф = 6"4 нФ'

Л .
7 , 1 1 , 139’ * , 7 / 4(Р) Г 1 OQ 1 OQ (р)*

рСг ^ - l o ^ + p *  ' ¿ 9 .1 0 - р

Д алее

1ЯП^ . Ш12р2+ р4
К3(Р) = ----- 75----------—  =  -= Г + У ,(р ) .

S - . o v  Л

К ак и выш е, слагаемое 1 lpL3 выделяем делением числителя У2 (р) на знаме
натель, иначе го во ря , делителя второй операции на остаток:

i ^ . 1012p2 +  p4

р‘
Третьим элементом схемы рис. 17-21 будет поперечная индуктивност> 

. 300 300
1393 1392 М

Согласно предыдущему запишем:

У-г (Р ) =  - ¡ г г~  +  7 5 - ^ -------- —  "зо л -------------------Ь У ,  (р ) .Р1 з Л  . 109„з . Ю-зр
139 р 1392 р

Д алее

2^ - т ю т ~ т̂ -
Четвертым и последним элементом схемы рис. 17-21 будет продольная емкость 

^  139 139 *С4 =  _с ■ 10 * Ф =  -~,- нФ.
/О  10

Отметим в заключение, что Йсе четыре схемы, изображенные 
на рис. 17-10, 17-15, 17-20 и 17-21, имеют одинаковые частотные
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характеристики, подобные приведенной на рис. 17-10, и реализуют 
одну и ту же входную функцию, заданную в виде операторного соп
ротивления ZBX (р) или операторной проводимости Квх (/;) =  
=  1/ZBX (р). У всех схем одинаковое (минимально необходимое) 
число элементов, равно четырем (две индуктивности и две емкости). 
Д ля всех четырех схем ZBX (0) =  0 и ZBX (оо) =  0 или, что то же 
самое, Увх (оо) =  оо и F BX (0) =  оо. Однако структура этих схем 
и их параметры различны, что и подтверждает отмеченную выше 
многозначность решения задачи синтеза. Выбор той или другой схемы 
определяется удобством реализации ее индуктивностей и емкостей: 
в одних схемах индуктивности получаются больше, в других соот
ветственно — емкости.

17-8. Синтез двухполюсников с потерями. М етод Фостера

В § 17-3 было указано, что для реализации входных функций 
двухполюсника с потерями ZBX (р) или YBK (р) они должны быть 
заданы как положительные вещественные функции. Там же были 
сформулированы четыре свойства, которым должны удовлетворять 
функции ZBX (р) и Ут  (р).

Первое свойство проверяется легко и обеспечивается тем, что 
коэффициенты многочленов G (р) и Н (р) в (17-5) задаются вещест
венными.

Второе свойство проверяется применением, например, кри
териев Гурвица или Р ауса к  каждому из многочленов G (р) и Н (р) 
в отдельности. Эти критерии рассматриваются в курсе высшей 
математики (в разделе «Линейная алгебра»). Они позволяют устано
вить отсутствие или наличие хотя бы одного н уля у этих многочле
нов в прдвой полуплоскости.

Третье свойство, сводящееся к положительности функции 
Re ZBX (р) ^  0 или Re Увх (р) ^  0 при Re р =  s 3 = 0, проверяется 
применением теоремы Ш турма, которая сводится к  установлению 
наличия или отсутствия нулей у  вспомогательных функций при 
изменении ы2 от нуля до бесконечности. Теорема Ш турма рассмат
ривается в курсе высшей алгебры.

Четвертое свойство устанавливается непосредственно, поскольку 
полиномы G (р) и Н (р) задаются.

В дальнейшем будем считать, что входные функции ZBX (р) 
или YBX (р) — положительные вещественные.

Рассматривая сначала в качестве входной функции сопротив
ление ZBX (р), отмечаем, что корни многочлена Н (р) могут лежать 
на мнимой оси, на отрицательной вещественной полуоси и в любых 
точках левой полуплоскости. Здесь обращается внимание на корни 
знаменателя ZBX (р) потому, что метод Фостера основывается на 
разложении ZBX (р) на простейшие дроби.

Д ля реализации ZBX (р) выделим сначала все слагаемые, соответ
ствующие корням Й (р), расположенным на мнимой оси, т. е. р еак
тивное сопротивление Zlp (р). Учитывая разложение, сделанное
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в § 17-6, получим:

¿ 1  (р ) = 2 ВХ (р) -  г 1р (Р) = г ех (Р) -  \ра  „ + +  У  . (17-зз)

причем 2 Х (р) — положительная вещественная функция, все полюсы 
которой леж ат на отрицательной вещественной полуоси и в любых 
точках левой полуплоскости.

Д алее найдем частоту со; при которой Ие \1Х (/'со')] =  Лмин 
имеет минимум, определим Л иин и вычтем Лмин из (р), т. е. соста
вим выражение

г г ( р ) = г 1 ( р ) - А ят1. (17-34)

Эта операция называется приведением функции (р) к виду 
минимального активного сопротивления, т. е. к такой функции 
Ъг (/со), дл я  которой при частоте со' получаем Ие \12 (/со')] =  0. 
Подчеркнем, что приводя (р) к  виду минимального активного 
сопротивления, нельзя вычитать произвольное А. Если, например, 
взять А >  Л мин, то 1?е (/со')] <; 0 и не будет соблюдено условие 
положительности вещественной части функции 1 г (/со).

Таким образом, приведение к  виду минимального активного 
сопротивления вытекает из требования, чтобы рассматриваемые 
функции были положительными вещественными.

У положительной вещественной функции 1 г (р) в общем случае 
полюсы леж ат на отрицательной вещественной полуоси и в любых 
точках левой полуплоскости. Поэтому она может быть разложена 
на совокупность дробей вида

г^ = 2 ^ + 2 ^ + 2 ^ Ш щ -  <17-35>I к I %
К аж дая простая дробь первой суммы реализуется схемой из 

параллельно соединенных С1 и г1 (рис. 17-22, а). В самом деле,
7  /п\ Г1 1/рС; 1/С; __ /4; /1у ОС\

№ - г Т + М  -  ~  - ( 17‘36)
где 1/С/ =  Л,-; а 1 =  \triCi и постоянная Лг находится анало
гично (17-25):

А 1 =  П т  [(р +  а ;) ¿2  (р)]. (17-37)
р— —аг

К аж дая простая дробь второй суммы реализуется схемой из 
параллельно соединенных Ьк и гк (рис. 17-22, б):

7  ___ рЬкГк _ РГк _рВ]г /17 оо\
¿ » ( Р ’ - р Ц  +  Г" р +  гк/Ц  -  р +  а к ’ ( 1 7 ‘ 3 8 )

где гк — Вк\ а к =  гкИк, а постоянная Вк находится такж е анало
гично (17-25):

Вк̂  К т^ Р ± ^-гг(р)\ (17-39)
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Каждая дробь третьей суммы реализуется, например, схемой, 
приведенной на рис. 17-22, в. Однако следует заметить, что в общем 
случае не все параметры гь С1 схемы рис. 17-22, в получаются 
положительными, т. е. дроби третьей суммы, а значит, и входное 
сопротивление (р) двухполюсника в целом не всегда реализуемы 
этим методом.

Ci

ri
а )

rk
б )
Рис. 17-22.

Рассматривая далее в качестве входной функции проводимость 
У вх(р), отмечаем, что ее реализация методом разложения на простые 
дроби производится в том же порядке, как и функции (р).

Получив функцию V2 (р), аналогичную Ъ% (р), т . е. положитель
ную вещественную функцию, и считая, что ее полюсы расположены 
на отрицательной вещественной полуоси и в любых точках левой 
полуплоскости, представим ее аналогично (17-35) совокупностью 
простых дробей вида

Лг , V  Вкр

+ 2 Dtp
р2 -|- 2а  [р +  ßjf (17-40)

Простая дробь первой суммы реали
зуется схемой рис. 17-23, а, т ак  как 

1 1/ц А 1
Y i (р) '■ ' fi +  pL-i p +  ri/Ц р +  щ  ’

(17-41)

где 1 /Li =  Ai, щ =  r^Li и постоянная Л,- находится аналогично 
(17-25):

A t=  lim  [(р +  а , )У а (р)]. (17-42)

Простая дробь второй суммы реализуется схемой рис. 17-23, б, 
так как

1 рСк р!гк рВк
Уи(р)- ’ гк+\/рСк r kCkp + 1 p + U r кСк р -V а * . ’

(17-43)

где \/гк =  Вк, а к =  1 /гкСк, а постоянная Вк находится такж е 
аналогично (17-25):

Вк=  lim  [<£±“ *>К,(р)1. 
р-*—аь •- “ J

(17-44)
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Дробь третьей суммы реализуется схемой рис. 17-23, в, так  как
1 РС1

Уг -  г1 +  РЦ + 1  /РС1 р*ЦС1 +  г1С1р + 1  
__________Р/Ц_______ __  рРь

, ч ; 1 » + 1/ а д  р '+ ^ р + п -
(17-45)

Однако и здесь в общем случае не все параметры ги 1 и С[ 
(рис. 17-23, в) получаются положительными, т. е. дроби третьей

суммы, а значит, и входная про
водимость Увх (р) двухполюсника 
в целом не всегда реализуемы этим 
методом.

Пример 17-6. Д ана положительная 
вещественная функция

,_ ч р» +  6р« +  6р» +  2 1 р « + 4 р + 1 0
р 4 +  5рЗ +  р2 +  5 р  -

_  О(Р)
Н (р) ■

Требуется реализовать 2 ВХ (р) методом 
Фостера, т. е. методом разложения на 
простые дроби.

Р е ш е н и е .  Корни уравнения Н (р) — 0 находятся любыми известными 
методами: рх =  0; р2, 3 =  ± / 1 ; р 4 =  — 5, т. е.

Н (Р) =  Р (Р3+  1) (Р +  5).
В ы деляем  слагаемые, соответствующие полюсам (р), расположенным 

А А'р
на мнимой оси: рАсо-\-----°- Н-----— - г .  По формулам (17-25) находим:

Р Р +  1

Ас

П оэтому

= Н т [ ^ ^ 1 =  1; А0=  Пш• [р г в х (р)] =  2;
Р ►со |_ Р  J  р  — О

Л‘ = 2Ит , [ £^ г в*(Р)|=1.Р 2 - * - 1  Ь Р  J

(р) =  2 ВХ (р) — +  — +  р2^_ 1 ;
р +  2
р +  5 '

Н айдем минимальное активное сопротивление. Д ля этого определим

Г» *7 / * \ Г) ^  10  — СО2
Пе^ ( /<0)==Яе]^ + 5 = -2 5 + ^

и, п риравняв нулю производную
с1 й 10 + оз3 .- 1}е (¡ш) =  -75=-—-  = 0, ёш аа> 25 +  ы2

найдем, что при частоте со' =  0 минимальное активное сопротивление А =  Я =
— 2/5. В ы деляем  И из состава Ъ\ (р):

3

которое реали зуется  схемой рис. 17-22, 6  с параметрами: г* = Вк =  3/5 и 1^ =  
=  г и/« к — 3/25.

Н а рис. 17-24 предстарлена полученная схема двухполюсника.
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Д ля реализации положительной функции ZBX (р) методом К ауэра , 
т. е. методом разложения в цепную дробь, выделим сначала, к ак  
и раньше, совокупность всех слагаемых Zlp, которые соответствую т 
полюсам, расположенным на мнимой оси рАх , А0/р, Л,р/ (р2 +  со“). 
Далее выделим из Zx (р) = Z (р) — Z 1р (р) минимальную вещ ествен
ную часть Л мин =  rt и получим функцию Zw (р) =  Zx (р) — гг, 
которая уж е не имеет полюсов на мнимой оси. Но возможно, что они 
есть у обратной функции Y10 (р) =  l/Z10 (р). У проводимости Y 10 (р) 
выделим, как  и раньше, все слагаемые Y2р (р), соответствующие ее 
полюсам, расположенным на мнимой оси. Далее выделим из Y2 (р) =  
=  (р) — ^ 2Р (р) минимальную вещественную часть Л мн„ --= g2 
и получим функцию У20 (р) =  Y2 (р) — g2, которая уж е  не имеет

17-9. Синтез двухполюсников с потерями. Метод Кауэра

Z/P (p) п  г 3р(Р) Гл 1 5р(р) г5

Рис. 17-25.

полюсов на мнимой оси. Однако возможно, что их имеет обратная 
функция Z20(p) =  1/К20 (р) =  Z3(p) +  Z3p (р) и т. д. П родолжая 
этот процесс, получаем цепную дробь вида

Z(p) =  Zlp +  /-! + -------------------------- !------ j------------------- , (17-46)
^гр+ЯгН----------------------------- j------------

^зр +  гз +  ---------------------- j
П р+ s* + z “  + ^ + .. .

которой соответствует цепная схема двухполюсника, представлен
ная на рис. 17-25.

Конечно, в процессе построения этой цепной схемы отдельные 
элементы или даже контуры в ней могут отсутствовать.

Вполне возможно, что на отдельных этапах расчета у  рассм ат
риваемых сопротивлений или проводимостей полюса на мнимой 
оси могут отсутствовать. Тогда, следуя методу Бруне, их можно 
ввести искусственно, применяя, например, отрицательные и н дук
тивности. Эти индуктивности в окончательную схему двухполю с
ника не войдут, если их заменить трансформаторами без потерь 
с надлежащим образом подобранными положительными и ндуктив
ностями первичной и вторичной обмоток и с коэффициентом с в я 
зи, равным единице.
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17-10. Понятие о синтезе четырехполюсников

К ак и для двухполюсников, синтез четырехполюсников произ
водится по заданной передаточной функции К  (р) или частотной ха
рактеристике К  (/со) =  К  (со) еМ“). При этом вместо К  (/со) могут 
быть заданы в отдельности амплитудно-частотная К  (со) и фазо
частотная б (со) характеристики. Как и для двухполюсников, задача 
синтеза может быть поставлена для реактивных четырехполюсников 
и для четырехполюсников с потерями. Передаточная функция К  (р) 
четырехполюсника обычно задается (см. 17-4) отношением двух 
полиномов в  (р) и Н (р) с вещественными коэффициентами:

т. е. отношением лапласовых изображений двух величин, одна 
из которых принята за выходную, а другая за входную.

Д л я  передаточной функции четырехполюсника необязательно 
должны выполняться все условия, необходимые для входных 
функций двухполюсника Е (р) или У (р), а именно:

1) наивысшие степени многочленов 6  (р) и Н (р) могут разниться 
больше чем на единицу:

2) вещественная часть К  (/со) может быть отрицательной;
3) нули К  (р), т. е. нули многочлена в (р), могут располагаться 

не только в левой, но и в правой полуплоскости, если К (р) при-

тельно мнимой оси полюсов функции К  (/со), расположенных в левой 
полуплоскости.

Сказанное вытекает из соотношения (17-4а), так  как  при ук а 
занных условиях К  (со) остается постоянной, а 0 (со) зависит от 
частоты. Например, такими свойствами обладают симметричные 
мостовые (Х-образиые) четырехполюсники (рис. 17-26). Отметим, 
что эти четырехполюсники применяются в цепях проводной и радио
связи  для коррекции фазы выходных напряжений или токов.

Д л я  синтеза четырехполюсников в ряде случаев могут приме
няться изложенные выше общие методы синтеза двухполюсников.

Рассмотрим решение задачи реализации реактивного симметрич
ного мостового четырехполюсника по одной из заданных его пере-

(17-47)

надлежит системе не минимально-фазового 
типа.

Вместе с тем полюсы К (р) могут распо
л агаться , как  и у двухполюсников, только
в левой полуплоскости. Если бы это было .
не т ак , то система была бы неустойчивой.

1' г, г' 
Рис. 17-26.

Любопытно отметить, что у  некоторых 
четырехполюсников не минимально-фазового 
типа затухание не зависит от частоты. Это 
получается, если нули функции К  (/со) рас
полагаю тся в правой полуплоскости и яв 
ляю тся зеркальными изображениями относи-
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даточных функций К  (р) =  / 2 (р)Ш1 (р) =  в  (р)/Н (р) и заданном 
активном сопротивлении нагрузки.

Разложим полином Н (р) на нечетную Нх (р) и четную Н.г (р) 
составляющие:

К  1п\_______ ^  (р)________О (р)/Н 1 (р) / 1 ?  д т
К {р’ их (р)+ н2 (р) -  1 +  щ (рун, (ру ( 17 _ 4 8 '

Запишем основные уравнения четырехполюсника типа | У \ 
в операторной форме, опуская аргументы р у  изображений:

¡ 2  = У м У х  ~Ь 2̂2̂ 2 = У  2 1 ^ 1  ~Ь ̂ Г22^2,Г П ' )

Из второго уравнения (17-49) найдем:
У«УХ

/ .=

(17-49)

1 У 22Г Н (17-50)

К (Р)=ТГ  =  Т ~ Т ~ Г 'и1 1 — ‘ 22гн
где для симметричных мостовых четырехполюсников Кп =  — У 22.

Приравнивая правые части (17-48) и (17-50), 
получаем:

__ У 21 _ О/Ну (17-51)

Приравнивая числители и знаменатели (17-51), 
будем иметь:

К11 = (17-52)
Я , ' 11 -  гнН1 •

По У21 и Уи найдем и ' схемы рис. 17-26:

7  ___ _ 1 _ .  7  __  *
‘-V V Л -V  ' 2 V  V 1 11+ 1 21 ‘ 11 — ‘ 21

Пример 17-7. Д ан а передаточная функция

М Р )  _  <3(р) _  1 - 0 , 5 -  10-12р2

(17-53)

/С(р) =
^1  (Р) н  (р) 0 ,5  ■ 10 -Юр2 +  4 • Ю~3р +  100

реактивного четырехполюсника. Реализовать его в виде симметричной мостовой 
схемы, если сопротивление нагрузки гн =  100 Ом.

Р е ш е н и е .  В соответствии с (17-48)
О (р )=  1 — 0,5  - 10-1ара; //1 =  4 .  10-Зр; Я 2 =  0 ,5  • 1 0 ^  +  100.

Находим:
„  в  1— 0, 5-  10“12р2



Д алее найдем элементы искомой схемы (рис. 17-27):

2 - 10 зр =  /,р; ¿  =  2 мГ;

г  - 1 2~ У ц -У и С =  250 пФ.

Здесь был рассмотрен только один из простейших методов син
теза реактивных четырехполюсников. Вообще ж е говоря, синтез 
четырехполюсников по заданным передаточным функциям или час
тотным характеристикам представляет собой более трудную задачу, 
чем синтез двухполюсников.

Синтез цепей применяется для создания фильтров, фазовраща
телей и всевозможных корректирующих устройств в измерительной 
технике, проводной и радиосвязи и в системах автоматического 
управления. Применение синтеза позволяет создавать такие цепи, 
которые в совокупности с уж е заданными цепями должны обеспечить 
желаемые передаточные функции и частотные характеристики 
всей системы в целом.



Р а з д е л  в т о р о й  

ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

Г л а в а  в о с е м н а д ц а т а я

ГАРМОНИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ В ЦЕПЯХ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ 
ПАРАМЕТРАМИ

18-1. Токи и напряжения в длинных линиях

В предыдущих главах книги уж е рассматривались линии эл ект
ропередачи при частоте 50 Гц и напряжениях до 35 кВ небольшой 
длины, в которых можно пренебрегать токами, обусловленными 
емкостью между проводами (токами смещения) и проводимостью 
изоляции (токами утечки через гирлянды изоляторов и токами, 
обусловленными коронным электрическим разрядом вблизи поверх
ности проводов).

При больших напряжениях, встречающихся в электроэнергетике, 
и при больших частотах, с которыми имеет дело электросвязь, 
а также при значительной длине линий пренебрегать токами см е
щения и утечки недопустимо. Следовательно, ток в проводах не оди
наков в разных сечениях линии.

Ток в проводах линии вызывает падение напряжения в активном 
сопротивлении проводов и создает переменное магнитное поле, 
которое в свою очередь наводит вдоль всей линии э. д. с. самоиндук
ции. Поэтому напряжение между проводами такж е не остается по- 
постоянным вдоль линии.

Чтобы учесть изменение тока и напряжения вдоль линии, нужно 
считать, что каждый сколь угодно малый элемент линии обладает 
сопротивлением и индуктивностью, а между проводами — прово
димостью и емкостью, т. е. рассматривать линию как  ц е п ь с р а с -  
п р е д е л е н н ы м и  п а р а м е т р а м и .  Такую линию н азы 
вают д л и н н о й.

Будем считать сопротивление, индуктивность, проводимость 
и емкость равномерно распределенными вдоль линии, что явл яется  
некоторой идеализацией действительных условий. Такую линию 
условимся называть о д н о р о д н о й .

Об идеализации надо говорить потому, что в реальной линии 
утечку тока через гирлянды изоляторов нужно рассматривать к а к  
совокупность ряда сосредоточенных процессов. Кроме того, провес 
проводов на длине пролета линии изменяет равномерность распре
деления их емкости и индуктивности.
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18-2. Уравнения однородной линии

Составим дифференциальные уравнения, которым удовлетво
ряют токи и напряжения в любом сечении двухпроводной линии. 
Пусть известны п е р в и ч н ы е  п а р а м е т р ы  о д н о р о д 
н о й  л и н и и ,  отнесенные к единице ее длины: г0 — сопротивле
ние прямого и обратного проводов; ¿ 0 — индуктивность петли, обра
зуемой прямым и обратным проводами (или с учетЬм влияния земли— 
рабочая индуктивность петли); g{í — проводимость (утечка) между 
проводами; С0 — емкость между проводами (или с учетом емкости 
проводов по отношению к земле — рабочая емкость между прово
дами).

/ г+ г0ах и0ах !_[> г0йх ь0ах

Длинную линию можно представить в виде множества соеди
ненных в цепочку бесконечно малых элементов длиной йх, каждый 
из которых имеет сопротивление г0 йх и индуктивность Ь0 йх, про
водимость g0 ¿х и емкость С0 йх (рис. 18-1). Сопротивление г0 йх 
и индуктивность Ь0 с1х будем считать включенными в один провод.

Обозначим через х расстояние от начала линии до текущего эле
мента ее длины. Мгновенные значения напряжения и тока в начале 
выбранного элемента линии йх обозначим через и и г, а в начале
следующего — через и й х  и / +  ^  йх.

Условимся называть верхний провод (рис. 18-1) двухпроводной 
линии п р я м ы м ,  а нижний — о б р а т н ы м .  Положительные 
направления тока и напряжения выберем, как  показано на рис. 18-1.

Д ля элемента линии длиной йх на основании законов Кирхгофа

и — (и +  д~ йх) =  г0 йх I + 1 0 йх ;

»' — (»' +  % йх') =  (и +  д£  дх) g0 йх +  С0йх ^  (и +  ~  йх) .

Приводя подобные члены, пренебрегая величинами второго 
порядка малости и сокращ ая на йх, получаем дифференциальные
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- £ - íw  + c„*;-. (18-2)
Решение полученной системы уравнений в_частных производных 

при определенных начальных и граничных условиях дает возм ож 
ность определить ток и напряжение к а к  функции расстояния от 
начала линии и времени. Эти уравнения справедливы при любых 
изменениях тока и напряжения во времени.

18-3. Установившийся режим в однородной линии

Рассмотрим установившийся режим в длинной линии при си н у
соидальном' напряжении источника питания. Переписывая у р а в 
нения (18-lf и (18-2) для установившегося режима и вводя комплекс
ные напряжения, токи, сопротивления и проводимости, получаем:

- ■ £  =°(ro +  Í«>L0) I  =  Z0t; (18-3)

-  £  =  feo +  /©Со) О =  Y0Ü, (18-4^

где Z„ =  r0 +  /cúL„ — комплексное сопротивление;
=  ёо +  /юСо — комплексная проводимость единицы длины

линии.
Подчеркнем, что Z0 и Y0 не я е л я ю т с я  величинами, обратными 

друг другу.
Продифференцируем уравнения (18-3) и (18-4):

_  £ Ú  _  7  d i , _  d2/ __ у  d íf
dx- J°d x ’ dx2 0 dx

и заменим d/ldx и düldx согласно (18-4) и (18-3). Тогда получим:

~  =  Z0Y0Ü; (18-5)

£  =  Z0r 0/. (18-6)

Дифференциальные уравнения (18-5) и (18-6), определяющие 
изменения комплексных напряжения и тока вдоль линии, одинаковы. 
Поэтому достаточно найти, например, закон изменения н апряж е
ния Ü, а ток можно получить из уравнения (18-3).

Решение уравнения (18-5) — линейного дифференциального 
уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами — имеет 
ВИД; • ■ • „

U =  А хе-'Х - f  Л ^ х =  .41<г“*<г'Р* +  Л ^ х ф х ,  (18-7)
где ____

Y =  ос 4- /Р =  V'Z0Y о =  » о  4- /(oL0)' (g0 +  /(оСо); (18-8)

Áx, Á2 — комплексные постоянные интегрирования.

уравнения:

- s ~ v + l 4 - с « - 1»
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1 -  -  - к  * ¿  =  í  -  V » )  -  8 ' 9 >

Знаменатель формулы (18-9), имеющий размерность сопротив
ления, называют в о л н о в ы м  с о п р о т и в л е н и е м  
л и н и и  Z„. Д ля однородной линии, рассматриваемой как четырех
полюсник, волновое сопротивление совпадает с характеристическим, 
т . е.

ZB =  Zc =  zcg>9 =  rc +  jxc =  V  Z0/ У0 =

=  ] [  =  (18-10)V go-Ь/шСо V +  \  Уо v ’

где

с 8 - 1 1 »

Подставляя Zc в формулу (18-9), запишем ее в виде

/ =  у 1 е-ахе-#х -  ф- еа (18-12)

Выражая комплексы и Л2, имеющие размерность напряже
ния, в показательной форме

Á 1 =  A1e'^; А2 =  А2еМ\ 

запишем мгновенные значения напряжения и тока: 

м =  У 2 Л i^ ^ s in  (otó — рх +  Ч1]) +  У 2 A 2e'x-*sin (otó -f- $х - f  т|)2), (18-13)

. _  У  2 Аг е_адс s jn ^  _  q) _

g“* sin (otó +  рх + ^ 2  — е)- (18-14)

Ток / согласно уравнению (18-3)

V 2 A tMX

Каждое из слагаемых правой части двух последних выражений 
можно рассматривать к ак  б е г у щ у ю  в о л н у ,  движущуюся 
в направлении возрастания или убывания координаты х и затухаю
щую в направлении движения.

В самом деле, каж дое из слагаемых в любой фиксированной 
точке х =  Xj представляет собой периодическую функцию времени. 
В любой же фиксированный момент времени t — каждое из сла
гаемых изменяется вдоль линии (т. е. с изменением х) по закону 
затухающей синусоиды.

Основными характеристиками бегущей волны являются фазо
вая  скорость и длина волны.

Ф а з о в о й  с к о р о с т ь ю  волны Ь называется скорость 
перемещения фазы колебания, которая в течение времени t и по мере 
увеличения расстояния х, пройденного волной, остается постоян
ной, т. е.

со/ — §х +  ̂ 1 =  const.
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Тогда

~а И-Р*+'Ь)=о

Аналогичное исследование второго слагаемого правой части 
равенства (18-13) дало бы для фазовой скорости такое ж е значение, 
но с обратным знаком. Отсюда заключаем, что эти слагаемые м огут 
рассматриваться как  волны, движущ иеся в противоположных 
направлениях.

Д л и н о й  в о л н ы  А, называется расстояние между ближ ай
шими двумя точками, взятое в направлении распространения волны, 
фазы колебания в которых различаются на 2л. Следовательно, дл я  
первогб слагаемого равенства (18-13) получим:

со/ — Р (х +  К) +  ^  =  со/ — (Зл: +  ф ! — 2 п ,

откуда
Я = 2л/р (18-16)

и
4 со 2л/ ,  ,  А.

0= р- =  р ^= Т  ’

т. е. за время, равное периоду, волна пробегает расстояние, равное 
длине/волны.

Затухающая синусоидальная волна представлена на рис. 18-2. 
Д ля ее изображения сначала строят огибающие ±  ]/ 2 А 1е~ах. 
Затухающая волна вписывается 
в область, ограниченную огибаю
щими.

Условимся волну, движ у
щуюся от начала линии (рис.
18-2), называть п р я м о й ,  а 
движущуюся от конца линии — 
о б р а т н о й .

Выберем теперь положитель
ные направления напряжений и 
токов прямой и обратной волн.
Так как оба слагаемых в правой 
части равенства (18-7); опреде
ляющие напряжение О, входят 
с положительными знаками, то 
вполне естественно выбрать положительные направления н ап ряж е
ний прямой и обратной волн совпадающими с положительным 
направлением напряжения О, т. е. от прямого провода линии 
к обратному (рис. 18-1).

Д ля тока существуют две возможности. Можно оставить оба 
слагаемых в правой части равенства (18-12) с различными зн акам и

и
йх/сИ =  и =  (о/$. (18-15)
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или ж е поставить между слагаемыми знак плюс, а минус включить 
в состав второго слагаемого. Будем определять ток 1 как разность 
токов прямой и обратной волн, т. е. положительное направление 
тока прямой волны выберем совпадающим с положительным направ
лением тока / (рис. 18-1), а положительное направление тока обрат
ной волны — противоположным положительному направлению 
тока /.

В соответствии с этим можно записать:
¿/ =  £/пр +  £/об; / =  /пр —/с6; (18-17)

где

. /  ( 1 8 1 8 )и об =  Л2ечх; /об =  - ^ е '* .  ]

Из формул (18-18) вытекает, что токи и напряжения как прямой, 
так  и обратной волн связаны между собой законом Ома:

^пр — ^пр/^с; А>б — ¿Л)б ! 1 С. (18-19)
Введенные понятия о прямых и обратных волнах в линиях при 

установившемся синусоидальном режиме облегчают представле

ние и анализ процессов. Однако нужно иметь в виду, что физически 
существуют в линии только результирующие ток / и напряжение (У 
и что разложение их на прямые и обратные волны следует считать 
лишь удобным приемом.

Построим теперь векторную диаграмму распределения напря
жения и тока прямой и обратной волн вдоль линии, т. е. их годо
графы.

На основании первого равенства (18-18) заключаем, что если 
отложить вектор Дг на комплексной плоскости (рис. 18-3) и затем 
поворачивать его по направлению движения стрелки часов, одно
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временно умножая на е~ах, то концы векторов напряжений прямой 
волны расположатся на свертывающейся логарифмической спирали. 
На расстоянии, равном длине волны к аргумент $х изменяется 
на 2л. На рис. 18-3 нанесены еще 12 векторов напряжений д л я  
точек, расположенных на расстояниях I /12 фх =  я/6). На расстоя
нии от начала линии, равном длине волны (точка 12 на рис. 18-3), 
напряжение (ток) совпадает по фазе с напряжением (током) в начале 
линии (точка 0), но амплитуда уменьшается в раз.

Влияние затухания наглядно иллюстрируется сравнением 
с линией без потерь (см. § 18-11), у которой длина векторов н апря
жения одинакова и их концы описывают окружность. По расстоянию 
точек спирали до точек этой окружности можно судить о величине 
затухания.

На рис. 18-3 справа построена кривая распределения мгновен
ных значений напряжения прямой волны вдоль линии для фикси
рованного момента времени  ̂ Ординаты этой кривой полу
чены вращением с угловой скоростью |3 вектора Опр, длина кото
рого определяется логарифмической спиралью, и проектированием 
его на ось ординат, т. е. выполнением операции, известной из теории 
переменных токов.

Аналогично из третьего равенства (18-18) следует, что если 
отложить вектор А2 на комплексной плоскости (рис. 18-3) и затем  
поворачивать его против направления движения стрелки часов, 
одновременно умножая на е̂ х, то концы векторов напряжений 
обратной волны расположатся на развертывающейся логарифми
ческой спирали. Вращ ая вектор Оо6 и проектируя его концы на ось 
ординат, получим (рис. 18-3) кривую распределения мгновенных 
значений напряжения обратной волны вдоль линии.

Совершенно так  ж е строятся годографы и кривые распределе
ния мгновенных значений токов прямой и обратной волн. Чтобы 
изобразить распределение мгновенных значений тока г и напря
жения и вдоль линии, необходимо согласно равенствам (18-17) 
построить сумму мгновенных значений напряжений (рис. 18-3) и 
разность мгновенных значений токов прямой и обратной волн.

Кривые распределения мгновенных значений напряжений и 
токов также имеют волнообразный характер . Они показывают, 
что в каждый данный момент времени к а к  результирующие токи 
и напряжения, так  и токи и напряжения прямой и обратной волн 
в различных точках линии могут отличаться не только по величине, 
но и по знаку.

Отметим, наконец, что все полученные результаты применимы 
и к трехфазным симметричным или несимметричным, но транспо
нированным линиям. В этом случае напряжение О и ток / — это 
фазное напряжение и ток, а параметры г0, Ь0, С0 и должны быть 
отнесены к одной фазе.

Пример 18-1. Трехфазная линия передачи электроэнергии Куйбышев — 
Москва длиной/ =  900 км ,в  начальном периоде ее эксплуатации работала 
при напряжении Цд=  400 кВ  и частоте /■= 50 Гц . Согласно одному из вариантов
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проекта первичные параметры  линии имеют следующие значения: г0 =  0,08 Ом/км; 
Ь0 =  1 ,336 -10_3 Г/км; С0 =  8 ,6 - 10-9 Ф./км; потери Ра в изоляции и на корону 
составляют 2000 Вт/км на одну фазу.

Определить характеристики  линии гс, 6 , а  и (3, называемые ее вторичными 
параметрами, а т акж е  дли н у волны Я и фазовую скорость V,

Р е ш е н и е .  Из формулы ч

Комплексные сопротивление и проводимость на 1 км:

2 0 =  /-0 +  /й)£0 =  0,427 79° 13' Ом/км;

У0 =  £Ь +  /соС0 =  2,7 ■ 10  ̂ — 90° См/км.

Х арактеристики линии:

2 с =  У Т ^Т й =  397 /. — 5°23' Ом; 

у — У  =  1,073 ■ 10-3 84°37' км"»; 

а = в 8 ,7 '  Ю”4 дБ/км (см. § 16-1); ¡3=  1,068- 10~3 рад/км;

Х =  2л/Р =  5880 км; у =  Ц =  294000 км/с.

18-4. Уравнения однородной линии с гиперболическими
функциями

В формулах (18-7) и (18-12) постоянные Ах и А2 можно опреде
лить, если известны граничные условия.

Пусть заданы напряжение Ох и ток /х в начале линии (х =  0). 
Отметим, что выбрать произвольно и Ох и 1Х—значит задать опре
деленное сопротивление нагрузки 1 2 в конце линии. Если ж е, 
наоборот, задано сопротивление нагрузки то выбрана может 
быть только одна из величин Ох или Д .

Из (18-7) и (18-12) при х =  0 получим:

Подставив Ах и А% в (18-7) и (18-12), для напряжения О и тока / 
в любой точке линии (на расстоянии л: от ее начала) получим:

Р0= и  фйо
найдем:

¿ 4  (400/К З)2 - 106

Р 0 _  2000
=  3,75 • 10 8 См/км.

ОI — А х +  Л2; /]2 С — Л х — Аг,
откуда

(18-20)

о  = |  (О, +  Ц с) е -  ̂  +  у  (0г -  ! гг е) еух;
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Группируя члены в правой части и вводя гиперболические 
функции сИ у х и эЬ у х, будем иметь:

О =  (]хеУХ\ е- --- -  1 ]А  - Х ~  УХ =  0 1 с Ъ у х -1 1г с5Ьух;2

;  и 1 еу/х — е~Ух , / еУх +  г~Ух П, , , / ,
/ =  — 2; ------2-----+  /х— ^ ------ =  ~  -¿ ^ у х  +  ^сЪ ух.

(18-21)

Эти формулы позволяют определить ток и напряжение в любой 
точке линии по их значениям в начале линии.

Пусть теперь заданы значения напряжения £?2 и тока / 2 в конце 
линии, т. е. задан режим приемника, а значит, и сопротивление 

=  #а//2.
В этом случае целесообразно отсчитывать расстояние текущей 

точки от конца линии. Обозначая его через х ' , получаем х =  I — х , 
где I — длина всей линии.

Тогда из (18-7) и (18-12) найдем:

0  =  А хе ^1е^х' +  Л 2еу1е ¡ 2 с =  А хе — А 2еу1е ух'.

Обозначим
А3 =  А хе-У1-, Л4 =  Л2<^

и условимся, отсчитывая расстояния от конца линии, обозначать 
их не через х ' , а снова через х. При этом никакой путаницы внесено 
не будет, так как в каждом конкретном случае по заданным напря
жениям и токам Ох, 1Х или 0 2, и  видно, откуда отсчитываются 
расстояния. Тогда

б  =  А3еЧ* +  А ^ х -  ¡ 2 С — А3еух — А 4е~ух, (18-22)

где А3еч* — прямая волна напряжения, а Ахе~чх — обратная волна. 
Из формул (18-22) при л; =  О получим:

й 2 =  А 3-\- Л 4; 12ЪС — А 3 — А 4,
откуда

Л = -2  Ф«ЛЬ7-с)\ А ^ ~ ( 0 2 - 1 2г с). (18-23)

Подставляя (18-23) в (18-22), группируя члены и вводя гипер
болические функции сИ ух и эЬ ух, получаем:

0  =  й 2 сИ ух +  и х с бЬ ух\ 1 

,= ^ х+̂ у, )
К формулам (18-24) относятся все замечания, сделанные выше 

относительно формул (18-21).
Соотношения для линий постоянного тока, у  которых сопро

тивление проводов и утечка между проводами, обусловленная 
несовершенством изоляции, равномерно распределены вдоль линии, 
могут быть получены как частный случай из выведенных соотно
шений (18-24) при о) =  0. В самом деле, со =  0 означает, что при
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постоянных во времени токах и напряжениях отсутствуют э. д. с. 
самоиндукции (но не магнитное пате между проводами) и токи 
смещения м еж ду проводами (но не электрическое поле между ними). 
Поэтому, полагая в формулах (18-8) и (18-10) со =  0, получаем 
для линий постоянного тока:

Y =  a==|/7o^; Zc =  rc= y  r0/g0. (18-25)
Кроме того, для линий постоянного тока не приходится гово

рить ни о каки х  фазовых соотношениях, т. е. ни о каких сдвигах 
по фазе м еж ду токами и напряжениями. Поэтому, например,' фор
мулы (18-24) для линии постоянного тока перепишутся так :

U =  £/2c h a x  +  /2rc sh a x ; / =  —  sh ах +  / 2 ch ах. (18-26)гс
Пример 18-2. По результатам примера 18-1 определить: 1) ток в Москве 

(конец линии); 2) напряжение и ток на Волжской ГЭС имени В. И. Ленина в К уй
бышеве (начало линии); 3) сдвиг фаз м еж ду напряжениями в начале и в конце 
линии; 4) к . п. д. линии; 5) составляющие напряжения и тока в начале линии 
при холостом ходе (если U2X =  U2) и коротком замыкании (при /2К =  /2), если 
в конце линии (в Москве) известны:

Р2 =  300 МВт! 1/2л =  У З  • 220 кВ ; cos ф2 =  1.

Р е ш е н и е .  Положим Uo =  ¿ '2ф =  Г'2ф =  220 кВ.
Ток в М оскве при активном сопротивлении нагрузки (cos ф2 =  1)

/ .= / * =  о т т - ^ -------= 4 5 5  А.3£/зф cos ф2

Значения гиперболических функций от комплексного аргумента yl — 0,0906 4* 
+  / 0 ,962 можно найти по таблицам. Но можно пользоваться формулами

shv/ =  -| ( e ^ - e - v ' )  =  i .  1 ,0947^  55-— | 0,914 z - 5 5 °  =  0,824 z  86^23';

ch yl =  у  (еУ1+ е~У‘) =  0,581 /. 7°22' .

Н апряж ение и ток на ГЭС найдем по формулам (18-24):
Ux — Ог ch yl +  /2ZC sh у  / =  222 z  47°30' кВ ;

h  =  -7~  sh yl +  k  ch y l =  548 L 63° 10' A,

т. e. ток в н ачале линии опережает по фазе напряжение на угол 15®40'.
Т ак к а к  С\ =  U2, то сдвиг фаз м еж ду напряжениями в начале и в конце 

линии равен 47°30'.
А кти вн ая  мощность, отдаваем ая ГЭС в линию,

Рх =  W J i  cos ф! =  3 ■ 222 • 548 cos (47=>30' -  63° 10') =  352 МВт.

и к. п. д. линии
т, =  Р^/Р, =  300/352 =  0,853.

Составляю щ ие напряжения £/х:
¿71х =  £/г сЬ-у/ =  126,7 +  у16,4 кВ ; — shy/ =  23,3 +  /147,1 кВ .

- Составляю щ ие тока:

/1Х =  ~ а- sh yl =  - 1 4 ,5  +  /456 А ; /,к =  /, ch y l =  262 +  /33,9 А.
¿С
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18-5. Характеристики однородной линии

В связи с тем, что напряжения и токи в линиях можно получить 
наложением прямых и обратных волн, принимают определенные 
наименования введенные выше величины. Комплексная величина у  
называется к о э ф ф и ц и е н т о м  р а с п р о с т р а н е н и я ,  
а  — к о э ф ф и ц и е н т о м  з а т у х а н и я ,  |3 — к о э ф ф и 
ц и е н т о м  ф а з ы  (иногда добавляют на единицу длины). В самом 
деле, из формул (18-13), (18-14) и последующих видно, что а  хар ак
теризует затухание амплитуд прямой и обратной волн, а |3, входя
щее в аргумент синуса, характеризует изменение фазы волны в зави
симости от координаты х точки линии. Коэффициент затухания 
определяют в децибелах (или неперах) на единицу длины (см. при
мер 18-1 и § 16-1), а коэффициент фазы — в радианах на единицу 
длины.

Д ля подсчета а  и |3 и для построения их частотных характери
стик можно обратиться к формулам

которые получены из (18-8). В частности, в отношении коэффи
циента фазы надо сделать вывод, что он монотонно возрастает 
с увеличением частоты.

Сопротивление Хс определяет токи г°

сительная диэлектрическая проницае
мость изоляции порядка 4—5. Поэтому гс для кабелей в 6—
8 раз меньше, чем для воздушных линий.

В табл. 18-1 приведены значения первичных и вторичных пара
метров воздушных и кабельных силовых линий и линий связи.

Построение частотных характеристик для г с и в может быть 
выполнено по формулам (18-10) и (18-11). На рис. 18-4 даны кривые 
изменения модуля г с и аргумента 0 волнового сопротивления для 
воздушных и кабельных линий. Из выражения (18-10) видно, что 
при со =  0

(18-27)

прямой и обратной волн по соответ
ствующим напряжениям (18-19). Сред
ние значения модуля Хс для воздуш
ных линий 300—400 Ом, а для кабе
лей 60—80 Ом. Д ля кабелей емкость С0 
значительно больше, а индуктивность 
Ь0 меньше, чем для воздушных ли
ний, так как провода у них располо
жены ближе друг к другу, а отно-

ш

- в
Рис. 18-4.

2С =  У Г 0^0, (18-28)
а при со =  оо

гс — \ Ь0/С0. (18-29)
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Как для воздушной, так  и для кабельной линии всегда r0/g0 >  
>  ¿ 0/С0, что объясняется в отношении всех линий незначительной 
величиной утечки g 0 и дополнительно в отношении кабельных линий 
довольно большой емкостью С0.

Поскольку практически соС0 §■„, аргумент комплекса^,, +  /соС0 
в знаменателе выражения (18-10) близок к 90° и больше аргумента 
комплекса г0 +  /со£ 0 в числителе. Поэтому аргумент 0 волнового 
сопротивления обычно отрицателен.

Из выражения 0 следует, что 0 = 0  при со =  0 и со =  оо.
Фазовая скорость волн в линиях определяется, к а к  следует 

из (18-15), коэффициентом фазы [3.

"I х?03
% 300
I  .  ̂ 2001 тI ,

У  Скооость Медньш и биметаллическиеч
сбета\___—

Стальныеч

Набели телефонные
и морские-телеграфные ~ у: -

10 20 Ьо 80 160 320 ВЬО1280 25В0 5120 ШЬОГи,

Рис. 18-5.

Ниже (см. § 18-9 и 18-11) будет показано, что д ля  линий без 
искажений (г0/^0 =  £0/С0) и для линий без потерь (г0 =  0; g 0 =  0)

° = у т ~ т ж '  ( | 8 ' 3 0 )

где с  — скорость света в вакуум е ;
е и (а — относительные диэлектрическая и магнитная прони

цаемости диэлектрика, окружающего провода.
В воздушных линиях е а ;  1 и ц ж  1 и при отсутствии потерь 

скорость волн V практически равна скорости света в вакуум е . 
Д ля кабелей с относительной диэлектрической проницаемостью 
изоляции е « 4 + 5  скорость волн в 2—>2,5 раза меньше скорости 
света в вакууме. Фазовая скорость в линиях с потерями, хотя и 
немного, но все же меньше скорости света в вакуум е.

На рис. 18-5 показаны зависимости фазовой скорости от частоты 
для однородных воздушных и кабельных линий связи . Из них 
видно, что при 1000 Гц ф азовая скорость в воздушных линиях 
с медными и биметаллическими проводами почти достигает ско
рости света в вакууме, в то время к ак  в линиях со стальными про
водами и кабельных линиях она при / ж  1500 Гц еще примерно 
вдвое меньше скорости света в вакуум е.

Длина волны 1 в воздушных линиях сильного тока, для кото
рых скорость V близка к скорости света, при частоте / =  50 Гц 
составляет:

Я =  ьТ  ^  сЦ =  6000 км.
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Например, строительство Волжских гидростанций потребовало 
сооружения линий длиной около 1000 км для передачи энергии 
этих гидростанций в М оскву. Д аж е на таких линиях укладывается 
сравнительно небольшая доля длины волны и нельзя наблюдать 
волнообразного изменения тока или напряжения по длине, а можно 
наблюдать лишь их монотонное изменение.

Волнообразное изменение напряжения и тока вдоль линии 
можно наблюдать в устройствах связи, где линии соединяют, напри
мер, радиопередатчик с антенной. Д ля передатчиков, работающих 
в диапазоне коротких волн, длина линии может быть во много раз 
больше длины волны.

18-6. Входное сопротивление линии

При исследовании процессов в линии часто важно знать в х о д 
н о е  с о п р о т и в л е н и е  л и н и и .  Под входным сопротив
лением линии 2 ВХ понимают сосредоточенное сопротивление, кото
рым можно заменить линию вместе с приемником на ее конце при 
расчете режима в начале линии. По определению и с учетом равенств 
(18-24) получим:

7 — [ ' — ^ с11 У1 + 1^с&у1 _  у г.,+гг (иуI /18-31)
вх / /7 с 2., Ш у1 +  1 С' ' '

'  Входное сопротивление при любом сопротивлении нагрузки 
можно выразить через входные сопротивления линии при холо

стом ходе и коротком замыкании 1 .̂ Из (18-31) находим при 
холостом ходе =  оо, /2 — 0):

7  -  ° 1Х -  ' - с к ''1------=2с сШу/ =  -г5гт (18-32)

и при коротком замыкании (1 2 =  0 ; 0 2 = 0)

г к= =  ’& ■517 ; =  г с ш у1. (18-зз)
/1К /2 сЬ у1

Разделив числитель и знаменатель правой части (18-31) на 
у1, с учетом (18-32) и (18-33) получим:

г „  =  г х ^ ± ^ .  =  2в1е/ф»*. (18-34)

Этой формулой удобно пользоваться, если известны ¿ х и 
которые могут быть определены, например, из опытов холостого 
хода и короткого замыкания линии.

Однако для построения частотных характеристик гвх и <рвх лучше 
выразить 2 ВХ в другой форме.

Обозначив
2 .^ 1 с = -^ лт  (18-35)
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и разделив числитель и знаменатель правой части (18-31) на Zc, 
перепишем (18-31) с учетом (18-35):

Ш /л +  1;К у1 ■ Zc th (т - f  у  I).1 +  М т  Ш у1
Формулой (18-36) удобно пользоваться при заданных 

Тогда из (18-35) можно найти т:
е'п — е~т \—е~гт

~гс -th т ■■
Отсюда

ет -j-e т

1 . Zc + Z2 т  =  -д-1п 22 Zc- Z 2

1 +е~-п

где

Так как

m + y l  =  m1 +  a l  +  j  (т2 +  р/) =  *  +  />. 

x=mj_ +  a l ;  у  =  т2-\-§1.
ex+jy^e-tx+fy I

(18-36)

и Zc.

(18-37)

(18-38)

(18-39)

th (x + jy)

ех+/у — ех (cos у  +  / sin у) ;  
то, обозначая

ex+jy _̂ e-tx+jy> ’ 
e  (x+ty) —e x (cos у  —j  sin  y),

= Tei<pU*Ь (* +  /'#)
после преобразований получим:

? —у Т — 7 1,/~ СИ 2дс—СОБ 2у 
вх— с с У сИ 2х + сое2у

Ф„х =  8 +  ф< =  0 +  а к ^

Более подробный анализ соотношений (18-41) и (18-42) показы
вает, что поскольку — 1 ^

(18-40)

(18-41)

(18-42)

3>0zc 
2J>zc  
2,0гс  
1,5ẑ  

*с 
0.52г

гх>2к
\\

zx j \ \ , ZH
\

>

- -

1

_ cos 2и _ . . гг ^  . „ ^ + 1 ,  то Г  и ф(, а зна- sm 2у ' ’
чит, zBX и фпх изменяются вол
нообразно при одновременном 
изменении х и у. В свою очередь 
из соотношений (18-38) и (18-39) 
следует, что при изменении дли
ны I линии х н у  изменяются 
линейно в функции от /. Вели
чины х н у  изменяются и с ро
стом частоты, поскольку от нее 
зависят а ,  р, т1 и тг. В конеч
ном итоге оказывается, что zBX 
и фвх изменяются волнообразно 
как при изменении длины ли
нии /, так  и при изменении частоты /. Сказанное иллюстрируют 
рис. 18-6 — 18-8.

На рис. 18-6 показано изменение г к и zx для медной двухп ро
водной воздушной линии связи при диаметре проводов 3 мм и при

О
и

33,75 
____ |_

187,5
90°
_ i_

281,25 
л _

375км
180° 270° 350°/зЬ

0,Ь 0,8 1,2 1,6 ЛЬ
Рис. 18-6.
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частоте / =  800 Гц (к =  375 км) в зависимости от длины линии /. 
На рис. 18-7 дано изменение г вх, а на рис. 18-8 изменение фвх медной 
линии связи в функции частоты при г2 = гс/2 и при г2 =  2гс (в обоих 
сл учаях  ф.2 =  0 ).

'Он
800

600

4оо
гоо

2Йх / '%2~*гс/2

ХЭ
/

? 2с

/■
Ш воо /гоо !воо гооо г ш  Гц 

Рис. 18-7.

20 °  

100 
о

-100 

— 20 °

Чех

Ш  800 т о  т о  гооо гш  гвоо *т т ш ш а а
г -  1 .- г1

I—

Рис. 18-8.

Отметим также, что через входные сопротивления линии при 
холостом ходе и коротком замыкании легко выразить и у. Пере
множив, а затем разделив почленно (18-32) и (18-33) и извлекая 
корень, получим:

; (Фх + Фк)

Ъс =  У  Хх2,^ =  У  2х2кб ;

где

откуда

и, / 1 / Т Т т- ТЛ—Г  ' ( фк_ф*)/2 , «№ у1 =  У  2к/гх— у  2к/гхе  =  /е'т ,

фк фх

№ 2а/ =
2 сое х
1

2 т
1

(18-43)

(18-44)

(18-45)

(18-46)

При помощи таблиц круговы х и гиперболических функций 
можно найти а ,  (5 и по ним у.

18-7. Коэффициент отражения волны

В § 18-4 было показано, что при произвольном сопротивлении 
нагрузки  в конце линии коэффициент Д4 не равен нулю (18-23), 
т. е. в линии возникает обратная волна. Это можно учесть, введя 
так  называемый к о м п л е к с н ы й  к о э ф ф и ц и е н т  о т р а 
ж е н и я  волны или, короче, коэффициент отражения п, опре
делив его в общем случае к ак  отношение комплексов напряжений 
или токов обратной и прямой волн в любой точке линии:

А ¿ - у *  
А&У*

Ц * - ¡ ¿ с
02+12г с

£-2\х - 2\х (18-47)
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В более узком смысле слова коэффициент отражения опреде
ляется в точках; где есть какая-либо неоднородность (конец или 
начало линии).

Зная, например, прямую волну напряжения и коэффициент 
отражения п, легко можно вычислить обратную волну н ап р яж е
ния. Так, если

0 пр =  А3еУх ,
то /

и об= А 4е  ч* =  пА3еУ*.
Отсутствие обратной волны имеет то преимущество, что вся  

мощность, переносимая прямой волной к концу линии, поглощается 
сопротивлением нагрузки. При наличии обратной волны часть 
мощности прямой волны возвращается источнику обратной волной. 
Поэтому мощность, выделяющаяся в сопротивлении н агр узки , 
будет меньше, если считать, что мощность источника Рг остается 
неизменной.

18-8. Согласованная нагрузка линии

Если в конце линии включено сопротивление нагрузки, равное 
волновому:

^2 =  %,с =  и  %/12,

то, обращаясь к  формулам (18-23), находим, что
А 3 =  0 . , ;  Л 4 =  0, (18-48)

т. е. отраженная волна не возникает. Такую  нагрузку называю т 
с о г л а с о в а н н о й  н а г р у з к о й  или н а г р у з к о й  б е з  
о т р а ж е н и я .

При этом, к ак  следует из (18-47), коэффициент отражения Я =  0.
Из написанных выше соотношений с учетом (18-48) получим:

и  =  и пр =  (У 2е ч * - г О о б  =  0; (18 -49 )

/ =  /пр =  ̂ 1  =  - ^ ^  =  /2̂ ; /об =  0. (18 -50 )

Отсюда следует:

4 ==^ = т к = 2 ‘ > ( 18-5 1 )I ¡2 11

т. е. для любой точки линии отношение комплексов О н /  равно  
волновому сопротивлению Ъс. Поэтому режим работы генератора, 
питающего такую  линию, не изменится, если в любом сечении 
линии ее разрезать и вместо отрезанной части линии вклю чить 
волновое сопротивление. Режим работы оставшегося участка линии 
также не изменится.

Из соотношения (18-31) следует, что для согласованной линии
— 2 С) входное сопротивление равно волновому =  Хс.
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Полагая начальную фазу напряжения в конце линии равной 
нулю, т. е. 0 2 =  V2, запишем на основании (18-49) и (18-50) мгно
венные значения напряжения и тока в любой точке линии:

u =  U2meax sin  (co/ +  px); + — (18-52)гс
Полученные соотношения изображены на рис. 18-9. Точки пере

сечения оси абсцисс с кривыми напряжения и тока сдвинуты на 
расстояние 0/|5, причем согласно сказанному в § 18-5 величина в 
отрицательна. Поэтому, применяя термины, справедливые, строго

говоря, только для синусоидаль
ных величин, можно сказать, что 
ток опережает по фазе напряже
ние на угол | 0 |. Напряжение 
и ток в различных точках линии 
различаются не только по ампли- 

д туде, но и по фазе.
Мощность, проходящая через 

какое-нибудь сечение линии,

Р =  VI cos 0 =  е2ах cos 9. гс
Рис. 18-9. (18-53)

Эта мощность уменьшается по мере удаления от начала, так 
как  на каждом элементе длины линии поглощается мощность

dP =  2 а - ^ -  еШх cos 6 dx—(r0I2jr g0V2) dx, (18-54)

равная сумме потерь в сопротивлении проводов и в проводимости 
изоляции на элементе линии dx. Равенство средней и правой частей 
соотношения (18-54) можно показать после преобразований. Д ля
этого следует в средней его части заменить V2e?x, у 2- e'ix, а, г с , в
их значениями из равенств (18-49), (18-50), (18-27), (18-10) и (18-11), 
выразив предварительно cos 0 через cos 20 по известной формуле 
cos 0 == У (1 +  cos 2 0 )/2.

Мощность, передаваемая по согласованной линии, называется 
естественной или натуральной мощностью. Режим передачи естест
венной мощности может иметь место в линиях, если сопротивление 
нагрузки равно волновому сопротивлению (Z2 = Zc). Средние зна
чения естественной мощности для линий 500, 400, 220, 110 и 35 кВ 
соответственно равны 600, 360, 120, 30, 3 МВт. Отсюда видно, как  
сильно увеличивается естественная передаваемая мощность с уве
личением напряжения линии.

Мощность, получаемая линией,

P i  — Vy l y  co s  9.
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На основании равенств (18-49) и (18-50)
P l =  U1l x cos 6 =  и г12е г<х1 cos Q =  P2e2al (18-55)

и к. п. д. линии
r| =  A = e  2al. (18-56)г  1

Все сказанное здесь о согласованной линии применимо и к беско
нечно длинной линии, поскольку в последней не может возникнуть 
отраженная волна.

Пример 18-3. По результатам примера 18-1 определить: 1) естественную 
мощность, передаваемую в Москву при напряжении в Москве £Л>Л =  1 3-220 кВ ; 
2) напряжение на ГЭС; 3) токи в начале и в конце линии.

Р е ш е н и е .  Естественная мощность, передаваемая в Москву,

U'i*
Р., =  3[/2ф/2cos 0 =  3 ——  cos 0 =  363,8 МВт.

гс
Ток в Москве

/•г =  U.JZC =  553 Z 5°23' А.
Фазное напряжение на ГЭС

L’i =  и ге а1е№ — 241 Z 55° кВ ; и 1л =  241 |'3  =  417 кВ.

Ток на ГЭС
/j =  Ujz ,  =  607 z  60 23' А.

18-9. Линия без искажений

Если токи и напряжения линии электросвязи несинусоидальные, но перио
дические, то, разлагая их в тригонометрические ряды, можно к каждой гармо
нике применить полученные результаты. Однако токи и напряжения линий 
связи, соответствующие передаваемой по ним речи и музыке, — непериодические 
функции времени. В этом случае найденные соотношения можно применить, р аз
лагая непериодические токи и напряжения в непрерывный спектр (см. гл. 15).

Подчеркнем некоторые особенности линий связи. Для кабельных линий 
связи благодаря близкому расположению проводов друг от друга индуктивное 
сопротивление х0 =  со 10 мало по сравнению с активным га и им в первом прибли
жении можно пренебречь. Точно так же активной проводимостью g 0 между про
водами можно пренебречь по сравнению с реактивной проводимостью Ь0 =  соС0. 
Поэтому, полагая L„ =  0 и =  0 и, следовательно, Z„ =  r0, Y0 =  /соС0, из об
щих формул (18-27) и (18-10) получим:

Из этих соотношений видно, что коэффициент затухания а  и коэффициент 
фазы Р пропорциональны квадратному корню из частоты. Поэтому гармоники 
более высоких частот затухают сильнее, что приводит к искажению речи, музыки 
и телеграфных сигналов, т. е. к так называемым амплитудным искажениям. 
Фазовая скорость также зависит от частоты. Зависимость фазовой скорости 
от частоты приводит к изменению формы кривых токов и напряжений , в конце 
линии по сравнению с их формой в начале линии. Эти искажения называются 
фазовыми. Амплитудные искажения также изменяют форму кривых. Подчеркнем

Мощность в конце Линии
P2 — U2I2 c o s  0.
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особо, что при высоких частотах г0 <; ш10; соС0 и согласно (18-27) коэффи
циент фазы Р =  со)/ ¿„С0. Поэтому фазовая скорость не зависит от частоты, и 
фазовые искажения практически отсутствуют. Далее отметим, что из-за амплитуд
ных и фазовых искажений кабельные линии связи без особых приспособлений 
непригодны для передачи речи и музыки на большие расстояния.

Воздушная или кабельная линии связи, не снабженные специальными уси
лителями, пригодны для передачи речи и музыки, когда коэффициент затуха
ния а  не зависит от частоты и невелик. Так как сохранение тембра звука и раз
борчивости речи определяется обертонами в их составе, т. е. высшими гармони
ками токов, то исследование выражения а  на минимум как для кабельных, так 
и для воздушных линий связи надо проводить, полагая частоту со достаточно 
большой, а следовательно, выражения г0/ыЦ и £0/(иС0 достаточно малыми,

После некоторых преобразований для а  будем иметь:

<3‘ = ~2 (го\̂ Са/1-о-\-ЦаУ .

Рассматривая а  к ак  функцию отношения г  =  Ц/С0, найдем минимум а  
в функции г. Приравнивая й а ¡й г  =  0, получаем значение г, при котором а  мини
мально:

(18-57)
с о ёа

Любопытно отметить, что это условие было получено Хевисайдом еще в 1893 г.
Значение а мин и коэффициент фазы (5 найдем из общих формул (18-27) для а  

и Р с учетом условия (18-57):

а ыин =  \'Г га§о> Р =  со1//.0С0- (18-58)

Линию, удовлетворяющую условию (18-57), у  которой, следовательно, 
коэффициент затухания не зависит от частоты и минимален, называют л и н и е й  
б е з  и с к а ж е н и й .

При тех же условиях согласно (18-10) волновое сопротивление

г с =  У Щ са = У 7^Г0; 6 = 0 . (18-59)

Иначе говоря, волновое сопротивление линии без искажений не зависит от 
частоты и активное.

Фазовая скорость в линиях без искажений также не зависит от частоты:

1» =  -- = - - 4 = г .  (18-60)
Р У Ц  С„ •

Отметим дополнительно, что соотношение (18-57) легко вывести, если исхо
дить только из условий независимости Zc , ос и V от частоты. В самом деле, пред
ставив 1С в виде

_  1 Г  Л) +  /м^о _  1 Г  ¿о_ 1 Г  
: У & + /0>С0 У с0 у

го/1-о /со 
8о/Со +  /со ’

заключаем, что Хс не зависит от частоты и равно |/¿0/С0, если выполняется усло
вие (18-57). Учитывая (18-59), находим коэффициент распространения:

7  =  а  +  /р =  У  (г0 +  /со£.0) (£„ +  /соС0) =  (¿0 +  /соС0) "|/"

=  (Во +  /соС0) г с =  (£„ +  /соСо) У  =  £Г0 / ¿ ¡ А  +  /со V ¿ А ,

/•0 +  /со10 
ёо  +  /0)С0

откуда

- « • / ' с ;
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Как указывалось, у кабельных линий связи L0/C0 мало, a r0/g0, наоборот, 
достаточно велико. Выполнить условие (18-57) можно, увеличив индуктивность 
кабеля и тем самым снизив величину затухания.

В 1900 г. был предложен метод увеличения индуктивности цепи путем со
средоточенного включения индуктивности (катуш ки индуктивности, включаемые 
в линию примерно через каждые 1,7 км). Такой метод приводил к снижению 
затухания примерно в 4 раза в звуковом диапазоне частот и тем самым увеличи
вал дальность связи также в 4 раза. Если же очень большого (возможного в то 
время) увеличения дальности связи (до 300—350 км) не требовалось, то метод 
сосредоточенного включения индуктивности все ж е применялся по экономиче
ским соображениям, так  как позволял при выполнении равенства (18-57) увели 
чить активное сопротивление, т. е. снизить диаметр провода, а следовательно, 
уменьшить расход меди и свинца.

Однако позднее встал вопрос об отказе от дополнительного увеличения 
индуктивности кабельной линии для дальних передач, так как увеличение ин
дуктивности приводило к уменьшению фазовой скорости. Нормами установлено, 
что телефонная связь удовлетворительна, если максимальное время распрост
ранения сигнала не превышает 0,25 с (при таких условиях спрашивающий может 
получить ответ через 0,5 с, что и определяет наибольшую дальность связи). 
Наибольшая дальность телефонной связи по линии с сосредоточенной дополни
тельной индуктивностью согласно расчету равна 3200 км, а практически соста
вляет 2500—2800 км, что объясняется включением в цепь усилителей и других 
устройств (в том числе станционных), замедляющих распространение электро
магнитной энергии.

Для связи на небольшие расстояния увеличение индуктивности и в настоя
щее время дает существенную экономическую выгоду. Отметим еще, что согласно 
нормам для получения отчетливой телефонной связи при длине линии I за тух а 
ние а/ не должно превосходить 10,5 дБ.

Если линия без искажения согласована с нагрузкой, т. е.

т<ь — Zc =  ]/~ ¿„/Со, 

то из формул (18-49) и (18-50), полагая I/2 — U2, получаем:

и =  х sin ш (t +  У L0C0 х) ;

i =  — eVrag<¡x s¡n ш ^ _j_у j_üCax )■
V LoICq

Эти формулы показывают, что ток и напряжение в любой точке линии сов
падают по фазе и на любом элементе длины dx:

Y  Lüi- dx =  -g- C0u2 dx,

т. e. энергии магнитного и электрического полей в любой момент времени равны 
друг другу. В частности, они одновременно достигают максимума и одновре
менно проходят через нуль.

В случае произвольной нагрузки это равенство энергий имеет место для 
линий без искажений [и для линий без потерь (см. § 18-11)] только отдельно 
для прямой и обратной волн.

18-10. Холостой ход, короткое замыкание и нагрузочный 
режим линии с потерями

Рассмотрим холостой ход линии. Если в нагрузочном режиме 
напряжение и ток в конце линии были Ü2 и /2, то после отключе
ния приемника ( / 2 =  0) напряжение на конце ее при неизменном 
напряжении в начале линии £/х изменится. Изменив напряжение
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в начале^линии так , чтобы напряжение в конце линии осталось 
равным Сг, из уравнений (18-24) при холостом ходе получим:

Ох — и 2с)лух; 1Х— ^ эЬ ул :. (18-61)
¿С

Если теперь, не изменяя напряжения в начале линии, закоро
тить ее на конце, ток на конце уже не будет равен / 2 и в ряде слу
чаев возрастет. Изменив напряжение в начале линии так, чтобы 
ток в конце короткозамкнутой линии стал равным /2, из уравне
ний (18-24) получим:

Ок =  /2Ес эЬ ух; /к== /2сЪух. (18-62)

На основании соотношений (18-24), (18-61) и (18-62) можно при 
этих условиях написать:

и  =  Ох +  и к; / = А  +  А . (18-63)

Полученные формулы показывают, что действительные ток и 
напряжение в любой точке линии могут быть разложены на состав
ляющие холостого хода и короткого замыкания, чем иногда удобно 
пользоваться в расчетах. Например, при расчете распределения 
тока и напряжения вдоль нагруженной линии с потерями можно 
сначала найти составляющие напряжений и токов при холостом 
ходе и коротком замыкании в отдельности, а затем, геометрически 
суммируя их, получить действительные токи и напряжения.

Покажем, как  можно построить векторные диаграммы и графики, 
дающие распределение величин и фаз токов и напряжений вдоль 
линии, нагруженной на конце.

Решим сначала эту задачу в режиме холостого хода линии. 
Из уравнений (18-61), полагая 0 2 = £/а, имеем:

0 х =  и.г сЬ ух =  и22 (е?*+Я* +  е ах ^ х);

1Х =  бЬ ух — е~!в бН ух — — - е~>ь (е'хх — е  .

Геометрическим местом концов векторов, определяемых выра
жением еах + №х, в полярных координатах является логарифми
ческая спираль, раскручивающаяся при положительных х и закру
чивающаяся при отрицательных. Построение ее было дано в § 18-3.

На рис. 18-10 отрезок ООг в масштабе т и  изображает напряже
ние и г12. Точки 1, 2, 3, . . . ,  11, 12 спирали соответствуют положи
тельным х, а точки Г , 2', 3 ' .........  11', 12' отрицательным значе
ниям х. Легко видеть, что вектор Ох для любой точки линии равен
сумме двух векторов ^ 2- еа*+/Р* и -^ е  ах ^ х, повернутых в про
тивоположные стороны от оси абсцисс на один и тот же угол \5х. 
Складывая, например, векторы 03 и 03', получаем вектор ОС3, 
определяющий точку на годографе гиперболического косинуса от 
комплексного аргумента, т. е. точку на геометрическом месте
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векторов Ох. Выполняя подобное построение для различных углов 
р,г, найдем векторы ОС0, 0СЪ 0С2... и получим спиралеобразный 
развертывающийся годограф гиперболического косинуса, т. е. годо
граф напряжения холостого хода линии.

Точки Съ  С„, С3 и т. д. определяют концы векторов напряжений 
холостого хода на расстояниях Я/12, 2Я/12, ЗЯ/12 и т. д. от конца 
линии, а точка С0 представляет напряжение 0 2 в конце линии.

Построение геометрического места концов векторов тока холо
стого хода /х покажем для несколько упрощенного сл уч ая , 
от которого можно перейти и к общему случаю. Положим сначала, 
что аргумент волнового сопротивления 0 = 0 .  Тогда геометриче
ское место концов векторов /х, т. е. спиралеобразный разверты 
вающийся годограф гиперболического синуса, легко получить, 
если выбрать отрезок ООх равным в масштабе тг величине 1/2/2 г с 
и построить разность векторов

сглх±1$х ц „ -ах  /Рл;
2гс 2гс

Отметим, что ток в конце линии равен нулю, а точки 5 2, 
5 3 и т. д. определяют концы векторов тока холостого хода на р ас 
стояниях Я/12, 2Я/12, ЗЯ/12 и т. д. от конца линии.

Кривые на рис. 18-10 показывают, что при холостом ходе н ап р я
жение по мере удаления от конца линии сначала уменьш ается, 
а ток увеличивается до тех пор, пока напряжение не достигнет

5 3 5



некоторого минимума, а ток — максимума, причем в общем случае 
в разных точках линии. После этого напряжение начнет возрастать, 
а ток падать, пока напряжение не достигнет максимума, а ток — 
минимума и т. д. М аксимумы и минимумы, постепенно сглаживаясь, 
чередуются через интервалы, примерно равные половине длины 
волны, причем максимумы напряжения сдвинуты на расстояния, 
примерно равные четверти длины волны по отношению к макси
мумам тока.

Таким образом, если длина линии не превышает Я/4, то, как 
следует из рис. 18-10, напряжение монотонно возрастает по направ
лению к концу линии (ср. длины отрезков 0С3, ОС2 и 0Сг по срав
нению с отрезком ОС0). Это повышение напряжения в конце линии 
при холостом ходе объясняется влиянием емкостного тока, кото
рый в достаточно длинных линиях высокого напряжения может 
достигать значительной величины. Емкостный ток, опережая по 
фазе создающее его напряжение, вызывает такое падение напряже
ния в индуктивности линии, которое и приводит к увеличению 
напряжения в конце линии по сравнению с напряжением в ее 
начале.

Кривые рис. 18-10 показывают также, что на протяжении пер
вой четверти длины волны от конца линии ток холостого хода 
опережает напряжение (векторы 0 5 ь  0 5 2 опережают векторы 
ОС1!, 6С2). Затем ток отстает по фазе от напряжения (0 5 4 и 0 5 5 
отстают от ОС4 и ОС5). Начиная с третьей четверти длины волны 
ток холостого хода опять опережает напряжение и т. д.

Напряжения и токи в любой точке линии можно определить, 
заменив сЬ ух  и бЬ ух  их модулями:

£/х =  | U2 ch (ал: +  ¡fix) \ =  t/2 У ch2 ах cos2 fix +  sh2 ах sin2 fix —

Ha рис. 18-11 построены кривые c\i2ax и c o s 2flx в зависимости 
от л:, а такж е кривые ch 2ал: ±  cos 2|fa, ординаты которых пропор
циональны U* и /£. Эти кривые показывают, что U'i и II изменяются 
с чередующимися максимумами, причем значения их постепенно 
увеличиваются, а отношение максимума к минимуму стремится 
к единице. В конце линии ток равен нулю, а напряжение имеет 
максимум. Х арактер изменения кривых t/x и /х тот же, что и кри
вых (Ух и /£, но с меньшими пульсациями.

Входное сопротивление линии при холостом ходе было найдено 
выше (18-22). С изменением длины линии / мнимая часть комплекса 
th уI изменяет зн ак , т. е. реактивная составляющая Zx имеет

U г  Y [ - f  2 (cos2P* — sin2 Рлг);

гт2 г /з ch 2со: +  cos 2$х
U x  —  ^ 2 --------------- о

/х=  y * - s h ( a x  +  jfix) ■
с

U% ch 2 ах  — cos 2рдс
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то емкостный, то индуктивный характер. Это видно и из кривых 
рис. 18-10, где напряжение (Ух то отстает от тока /х, то опережает его.

Подобным ж е образом зависит входное сопротивление линии 
при холостом ходе и от частоты. При изменении частоты изменяется 
не только величина, но и знак ар
гумента входного сопротивления.

Отметим, что при холостом ходе 
коэффициент отражения (18-47) в 
конце линии и = 1. Это значит, 
что комплексные напряжения (и 
ток) прямой и обратной волн в 
конце линии равны по абсолют
ному значению и по знаку (на
ходятся в фазе), т. ел отражение 
волны от разомкнутого конца линии 
происходит без перемены знака.

На рис. 18-12, а я  б  приведены 
для некоторого момента времени 
кривые прямой и обратной' волн
напряжения и тока при холостом ходе, а такж е кривые результи
рующих напряжения и тока холостого хода.

Аналогично может быть найдено распределение токов и напря
жений при коротком замыкании линии.

Рис. 18-11.

Рис. 18-12.

На основании соотношений (18-62) величины напряжений и 
токов в любой точке линии могут быть определены по формулам

„ ch 2 ctx  — cos 2В*
U i =  h z l ------------ 2-------  :

Г2 Т2 ch 2 ax  +  cos 2|3л:
^  / к  — ^2 2 •

Полученные соотношения показывают, что кри вая U* анало
гична кривой /| на рис. 18-11, а кривая /£ аналогична кривой и*.
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Входное сопротивление линии при коротком замыкании было 
найдено выше (18-33). Отметим, что и в этом случае реактивная 
составляющая ZK в зависимости от длины линии и от частоты изме
няет знак.

Как следует из соотношения (18-47), при коротком замыкании 
коэффициент отражения в конце линии ñ  = — 1. Это означает, что 
комплексные напряжения (и ток) прямой и обратной волн равны 
по величине и противоположны по знаку (находятся в противо- 
фазе), т. е. отражение волны от короткозамкнутого конца линии 
происходит с переменой знака. Кривые прямой и обратной волн 
напряжения и тока; а такж е кривые результирующих напряжения 
и тока при коротком замыкании аналогичны соответственно кривым 
тока и напряжения при холостом ходе.

Пример 18-4. По данным примера 18-2 определить линейное напряжение 
в конце линии (в Москве) и ток в начале линии (на ГЭС) при сбросе всей нагрузки 
на конце линии и сохранении фазного напряжения на ГЭС, равного 220 кВ.

Р е ш е н и е

£/^., =  ^ 3 .3 8 2  =  661,5 кВ.
Повышение напряжения при холостом ходе

AU =  -382~022° 100 =  73,6%; /1х = A -  sh y l  =  792 ¿  84=24' А.

Интересно отметить, что и ток в начале линии при холостом ходе получился 
на 45% больше того же тока в режиме нагрузки:

, _  792 М 51 1 х — 5 4 g 1 1  — 1 .чо/1 .

хотя напряжение в начале линии во втором случае (С/х =  220 кВ) почти равно 
напряжению в первом случае (¿Ух =  222 кВ).

18-11. Линии без потерь
Если положить равными нулю сопротивление проводов линии 

г0 — 0 и проводимость утечки между проводами g 0 =  0, то полу
чим так  называемую л и н и ю  б е з  п о т е р ь .

Д ля коротких высокочастотных линий, применяемых в радио
технике, часто с достаточно большой точностью можно пренебречь 
сопротивлением г„ и утечкой g 0 по сравнению с и (оС0. Поэтому 
в радиотехнике очень часто рассматривают двухпроводные воздуш
ные линии и коаксиальные кабели как линии без потерь. Вообще 
ж е говоря, линию без потерь следует рассматривать как  идеали
зацию действительной линии.

Из соотношений (18-8), (18-10), (18-15) и (18-16) для такой
линии получим: , ___

. а  =  0; р = ю ] / L 0C0; (18-64)
ZC =  V L0/C0 =  zc; 0 =  0; (18-65)

у =  (0/0=1 /УЦСо, (18-66)
Я =  2я/Р, (18-67)
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т. е. у линии без потерь затухание равно нулю, а волновое сопро
тивление активное и не зависит от частоты. Точно так  ж е и фазовая 
скорость в линиях без потерь не зависит от частоты. Заметим, 
что р, V, К для линии без потерь такие же, к ак  и для неиска
жающей линии с потерями.

Преобразуем формулу (18-66) для фазовой скорости к другому 
виду. Это преобразование проведем, например, для двухпровод
ной линии. Емкость единицы длины двухпроводной линии, Ф/км,

' с « = - м гтт. <|8 -68>

а индуктивность той же линии, Г/'км,

^о — 1п(с?/г 0); (18-69)

здесь г0 — радиус провода, а й  — расстояние между осями про
водов.

Подставляя значения ¿ 0 и С0 в формулу (18-66) для V, получаем:

V =  - 4 = -  — к -  =  —1 = ,  (18-70)
I ад ̂0 1 | * У ка 1̂а 

где ра и |1а — абсолютные диэлектрическая и магнитная прони
цаемости среды между проводами.

Но, как  известно, скорость света в вакууме
1

С —  — г = -  
\ Во!'о

и для фазовой скорости можно записать:
с

(18-71)

(18-72) 
I ец

Для воздушных линий е =  р == 1 и фазовая скорость совпа
дает со скоростью света. Д ля кабельных линий е. >  1 и v  < ; с.

Аргумент волнового сопротивления линии без потерь 0 = 0 ,  
т. е. токи прямой и обратной волн совпадают по фазе с напряже
ниями.

Уравнения длинной линии с гиперболическими функциями от 
комплексного аргумента (18-21) и (18-24) для линии без потерь 
переходят в уравнения с круговыми функциями от вещественного 
аргумента. Если заданы напряжение Üi и ток /1 в начале линии, 
то получим:

£/ =  £/xCOsPx — j ¡ LZc sin Р*; ]

/ =  — / £l sin рх +  Д  cos Р*. | (18 73)

Если заданы напряжение (У, и ток Л в конце линии, то имеем: 
Ú — 0 з eos P-v - f  jt.¿Zc sin рх; 1 

/ =  / -L£- sin Pa' +  eos Рл'. J (18 74)
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Входное сопротивление линии согласно (18-31) и (18-64)
2я

^вх — 2С
Zs+izc tg- I

(18-67)

(18-75)

Переходя в уравнениях (18-74) к мгновенным значениям при 
(У2 =  ¡ 2  =  получаем:

u = U2m cos PArsin(o/ +  /2m2c sin [5xsin ( (oi-f-5- — ф2] ; (18-76a)

2 m 
Zc

sin |3xsin Ш  +  ) +  /2mcos fix sin (a>t — ф2). (18-766)

Кривые распределения мгновенных значений тока и напряже
ния вдоль линии на расстоянии, равном длине волны, при ф2 >  О 
для трех моментов времени представлены на рис. 18-13. Кривые

и выражения (18-76) показывают, 
что распределение напряжения и 
тока вдоль линии в каждый дан
ный момент является синусоидаль
ным. Рассматривая их одновре
менно, видим, как  изменяются кри
вые распределения тока и напря
жения по линии на протяжении 
трети периода. Разумеется, изме
нение тока или напряжения во 
времени в любой фиксированной 
точке линии такж е будет синусо
идальным.

Остановимся еще на свойствах 
лнний без потерь, длиной в чет
верть и в половину длины вол- 

I—г « . 2л А. л
ны. При / =  -£- и Р̂  =  Х Т  =  Т
из уравнений (18-74) получим:

U i — ¡ ¡2 г с'> i  I — ¡ 0 2/гс (18-77)

В этом случае напряжение (ток) 
Рис. 18-13. в начале линии пропорционально

току (напряжению) в конце и опе
реж ает его по фазе на 90°. Д ля поддержания постоянного напря
жения в конце линии 0 2, которое может изменяться вследствие 
изменения нагрузки на конце линии, необходимо в начале линии 
поддерживать постоянным не напряжение Оъ  а ток /х.

Д л я  линии длиной в полволны 1 =  и =  я  из уравнения 
(18-74) имеем:

# 1 =  — и = - Ь ,  (18-78)
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т. е. напряжение и ток в начале линии равны по величине и противо
положны по фазе напряжению и току в конце линии. Если не счи
тать поворота векторов на 180°, питание приемника от источника 
энергии происходит таким образом, как  будто бы самой линии 
передачи нет.

Рассмотрим случаи, когда активная мощность, поглощаемая 
приемником в конце линии без потерь, равна нулю. Это может быть 
при холостом ходе, коротком замыкании и чисто реактивной 
нагрузке.

При холостом ходе (/2 =  0, =  оо) из уравнений (18-74) 
следует:

Мгновенные значения напряжения и тока при 0 2 =  У2 равны:

и представляют собой уравнения стоячих волн. Математически 
уравнение стоячей волны представляется произведением двух  функ
ций, причем аргумент одной зависит только от времени, а другой — 
только от координаты.

С т о я ч е й  в о л н о й  называется процесс, получающийся 
от наложения прямой и обратной волн с одинаковыми амплитудами.

Действительно, при холостом ходе =  ос) п =  1 и, как  
следует из (18-47), Ля — А,. Выражение для напряжения (18-80) 
можно представить в виде суммы (а для тока' в виде разности) 
прямой и обратной волн с одинаковыми амплитудами:

При холостом ходе на конце линии (х =  0) и в точках, отстоя
щих от конца на расстояниях

где 6 — целое число, имеем в любой момент времени максимумы 
напряжения, называемые п у ч н о с т я м и ,  и нули тока, назы
ваемые у з л а м и  (рис. 18-14). На расстояниях ж е от конца линии

18-12. Стоячие волны

(18-79)

С

(18-80)

г =  - ^  5т(ш/ +  р х ) - - ^ 8т ( с ^ - р л : ) .  (18-816)

л := &
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всегда наблюдаются узлы  напряжения и пучности тока. Узлы и 
пучности тока и напряжения неподвижны. Узлы тока совпадают 
с пучностями напряжения, и наоборот. Ток опережает по фазе 
напряжение на 90°, когда знаки sin $х и cos |3л: одинаковы

(0 <  х =s£ Я/4; Я/2 x sg  ЗЯ/4 и 
т. д.), и отстает по фазе на 90° 
от напряжения, когда знаки 
sin fk  и cos fix противоположны 
(Я/4 Я/2; ЗЯ/4 ==£ х <  Я и
т. д.).

Входное сопротивление ра
зомкнутой линии без потерь

¿(t).

= — jZc ctg f>x
, 2л 

■¡Zc C t g - J - X , (18-82)

Рис. 18-14.
т. е. чисто реактивное, и харак
тер его определяется длиной ли
нии х и частотой / (или длиной 

волны Я). Изменение абсолютного значения и характера входного 
сопротивления в зависимости от длины линии показано на рис.
18-15. От л: =  0  до х  =  Я/4 от х =  Я/2 до х =  ЗЯ/4 и т. д. ли
ния представляет собой емкостное сопротивление, а от х =  Я/4

до х — Я/2, от х — ЗЯ/4 до х =  Я

линия может быть представлена параллельным резонансным кон
туром , а при х = Я/4, ЗЯ/4, 5Я/4 и т. д. — последовательным 
резонансным контуром.

При коротком замыкании {Ог — 0, — 0) из уравнений (18-74) 
получим:

0  =  \Кгс Рх; / =  /2 сое Рлг. (18-83)
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Мгновенные значения

U — 12т%с s i и fix cos со/; i =  /2mcos Pxsin  a t ,

т. e. напряжение и ток прёдставляют собой такж е стоячие волны. 
Д ля любого момента времени на конце линии (х — 0) и в точках, 
отстоящих от него на целое число полуволн (kk/2), имеем узлы  
напряжения и пучности тока, а в точках, отстоящих от конца линии 
на расстояния, равные нечетному числу четвертей длин волн 
(2k +  1) Я/4, получаются пучности напряжения и узлы  тока 
(рис. 18-16). При этом пучности напряжения и пучности тока, 
а такж е узлы напряжения и узлы  тока сдвинуты на четверть длины 
волны друг относительно друга . Напряжение опережает по фазе 
ток на 90°, когда знаки sin fix и 
cos fix одинаковы (0 ^  х Я/4,
Я/2 ^  х ^  ЗЯ/4 и т. д.), и от
стает на 90° от тока, когда знаки 
sin fix и cos fix противоположны 
(Я/4 ^  х ^  Я/2, З Я / 4 ^ х = ^ Я  и 
Т. д.).

Выходное сопротивление ко
роткозамкнутой линии без потерь

ZK — ¡Zc tg fix — ¡zc tg x (18-84)

такж е чисто реактивное и в зависи
мости от длины линии I и частоты / 
может быть индуктивным или ем
костным. Изменение входного со
противления в зависимости от длины короткозамкнутой линии пока
зано на рис. 18-17. Из него видно, что от х =  0 до х =  Я/4 от х =  Я/2 
до х =  ЗЯ/4 и т. д. линия представляет собой индуктивное сопро
тивление, а от х =  Я/4 до х =  Я/2, от х =  ЗЯ/4 до х =  Я и т. д . — 
емкостное сопротивление. При х =  0, Я/2, Я и т. д. линия может 
быть заменена последовательным резонансным контуром, а при 
х =  Я/4, ЗЯ/4, 5Я/4 и т. д. — параллельным резонансным контуром.

При согласовании линии с нагрузкой (см. § 18-8) приходится 
включать индуктивное или емкостное сопротивление параллельно 
или последовательно приемнику. В качестве такого сопротивления 
при высоких частотах может служ ить короткозамкнутая или разом к
нутая линия без потерь. Но, воспользовавшись линией для со гла
сования, разумно взять ее наименьшей длины, т. е. к ак  показы 
вают рис. 18-15 и 18-17, вместо емкостного сопротивления выби
рать разомкнутую линию длиной менее Я/4, а вместо индуктивного — 
короткозамкнутую, длиной менее А/4. Длину разомкнутой линии 
без потерь х можно определить при заданном Хс из формулы

1
сйС =  ХС =  2 с ctg 2л (18-85)
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Величину х можно найти и из кривой г к, приведенной из 
рис. 18-15, если построение выполнено достаточно точно. Длину 
короткозамкнутой линии без потерь х можно определить при задан
ном Хь из формулы

Сй1 =  х^ =  2с tg -тL x • (18-86)

U,¿ J

а
i

х

i

Рис. 18-18. '

Величину ж можно такж е найти прямо из кривой zK, приведен
ной на рис. 18-17.

При чисто реактивном сопротивлении нагрузки Z2 — ±  jx2 
в линии такж е будут стоячие волны. Действительно, к ак  было только 
что показано, емкостное и индуктивное сопротивления могут быть 
заменены отрезками разомкнутой или короткозамкнутой линии. Сле

довательно,, линия с реактивным 
i сопротивлением нагрузки ничем не 

отличается от разомкнутой или ко
роткозамкнутой линии большей 
длины. Только в конце линии с ре
активным сопротивлением нагрузки 

О не будет ни пучности, ни узла 
тока или напряжения (рис. 18-18).

В узлах ток или напряжение 
равны нулю в любой момент вре
мени, поэтому мощность в них 
всегда равна нулю и энергия через 
эти точки проходить не может.
Следовательно, передачу энергии 

по линии осуществляют только бегущие волны. В случае стоячих 
волн движение энергии вдоль линии возможно только на участках 
между двумя смежными узлами тока и напряжения и связано с обме
ном энергией между электрическим и магнитным полями на каж 
дом из таких участков. В разомкнутой или короткозамкнутой 
линии длиной несколько меньше четверти волны движение энергии 
(обмен энергией между генератором и линией) происходит вдоль 
всей линии, так  как  только на конце линии есть узел тока (разомк
н утая линия) или узел напряжения (короткозамкнутая линия).

Предположим теперь, что у  линии без потерь активное сопро
тивление нагрузки Z2 =  г2. Обозначая

z J r 2= K
и подставляя в выражения (18-74), после простых преобразований 
получаем:

Ü =  Ú2 [КеЯ* +  (1 -  К)  cos р х ] ; . / =  [КУР* +  /(1 — /С) sin Р*]
г с

и при Ü2 = И.2
и =  U2mK  sin (ait ~f Рх) -f- U2m (1 — К) cos Р* sin со/;

и.,, -К  sin (ü)/ +  Рх) U tm V -K ) sin Рх sin ( соt -j-
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В этих уравнениях напряжение и ток представлены суммами 
двух слагаемых. Первое из них — бегущ ая волна, а второе — сто я 
чая волна. Таким образом, если линия не согласована с нагрузкой  
(К, ф \ ) ,  то напряжение и ток в линии можно представить суммой 
бегущих и стоячих волн. Чем сильнее К  отличается от единицы 
в ту или другую  сторону, тем резче вы явятся стоячие волны. 
При К — 0 (холостой ход) и К  =  °о (короткое замыкание) в линии 
наблюдаются только стоячие вол
ны. Чем ближе К  к единице, тем 
резче проявляются бегущие волны.
Стоячие волны отсутствуют при 
К  =  1 или г2 =  £с , т. е. когда на
грузка согласованная.

Линия, питающая 
антенну

- ‘ — г
“с/ 2вх 10-

0 -

4-

Антенна

Рис. 18-19.

Линия без потерь длиной в четверть 
волны применяется в качестве согласую
щего элемента между какой-либо линией 
без. потерь и активным сопротивлением 
нагрузки на ее конце =  г2, не равным 
волновому сопротивлению линии. На
пример (рис. 18-19), при помощи линии длиной в четверть волны можно со гла
совать линию (без потерь), питающую антенну, с самой антенной, входное сопро
тивление которой Z2 =  г2, т. е. чисто активное. '

Найдем входное сопротивление четвертьволновой линии I =  Я/4, нагруж ен
ной на антенну, при Z2 — гг — г2 на основании (18-75): •

г а +  /гс *8
2л

2пх —
¡ 4

2я

Так как я/2 =  оо, то
Z l¡x — 2с/2 ■_> — ^ вх ’

Для согласования питающей линии с антенной необходимо, чтобы

где г,л — волновое сопротивление питающей линии.
Отсюда

г с =  \/ г ^ -
В этом случае четвертьволновая линия без потерь называется ч е т в е р т ь 

в о л н о в ы м  т р а н с ф о р м а т о р о м ,  так  как  она как  бы приводит (тран 
сформирует) волновое сопротивление питающей линии к сопротивлению нагрузки .

Линия без потерь длиной в четверть волны, замкнутая в конце подогрева
телем термопары, т. е. практически накоротко, применяется как вольтметр для  
измерения распределения напряжения в двухпроводной линии, питаемой ген ер а
тором с длиной волны X (рис. 18-20). Термопара присоединяется к милливольт
метру, измеряющему ее э. д. с. Кроме того, дается специальная градуировоч
ная кривая, т. е. зависимость э. д. с. термопары от тока нагрева ее спая.

Соотношение между напряжением в пучности и 1 (начало короткозамкну
той линии) и током в пучности /2 (ее конец) определяется из (18-74):

01 =  12г с1 бш рА./4,
т. е.

их =  1 2гс.
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Определив по показаниям милливольтметра ток в пучности четвертьволно
вой линии, при помощи последней формулы вычисляют напряжение в ее начале, 
т. е. напряжение между проводами исследуемой линии. Перемещая место при
соединения четвертьволновой линии вдоль исследуемой линии, можно измерить 
распределение напряжения вдоль последней.

Как видно из рис. 18-17, входное сопротивление короткозамкнутой линии 
без потерь длиной А/4 бесконечно велико, поэтому ее подключение не влияет на 
распределение напряжения .вдоль исследуемой линии.

В сантиметровом и дециметровом диапазонах волн для измерения комплекс
ного входного сопротивления какого-нибудь приемника применяют так назы
ваемую измерительную линию в виде отрезка коаксиальной линии без потерь. 
В коаксиальной линии прорезают щель, в которую вводят зонд, представляю
щий собой небольшой стерженек (или рамку). Щель вырезается параллельно 
линиям поверхностного тока, протекающего по оболочке коаксиальной линии. 
К ак показывает анализ и опыт, наличие щели изменяет лишь в слабой степени 
первоначальную конфигурацию поля в измерительной линии. Зонд, который

Рис. 18-20. Рис. 18-21.

извлекает небольшую часть энергии, проходящей по измерительной линии, сое
диняется с индикатором. Показания индикатора пропорциональны напряжен
ности электрического поля, а следовательно, и напряжению в данном сечении 
измерительной линии. Перемещая зонд вдоль щели, можно исследовать поле 
внутри измерительной линии. В конце линии присоединяют приемник, комплекс
ное входное сопротивление которого измеряется. По распределению напряжений 
вдоль измерительной линии можно определить сопротивление нагрузки 
(рис. 18-21).

Распределение напряжения и тока вдоль линии определяется уравнениями 
(18-7) и (18-9). При отсчете координаты от начала линии

О =А ¡е-Я* +  А 2е№х- I= - 1 (,\ — А &#х).
г с

Комплексный коэффициент отражения

А.,е№х А«е№ге№хп =  —:— =  —=----------- =  пе ,
Ахе~^х , А&^е-Ях

где п — ЛоМх — его модуль.
Модуль коэффициента отражения п  можно вычислить, определив коэффи

циент бегущей волны напряжения:

к "  ̂ мии/̂ макс)
здесь 1/шт и 6>'макс — минимальное и максимальное напряжения в линии, изме
ряемые непосредственно индикатором. В точке х =  I — х0, где прямая и обрат
ная волны находятся в противофазе, имеем и шш, так что

^ыиа — ̂ 1 А  2.
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^макс “  ̂  1 “Ь -̂ 2*
Следовательно,

, — А 2 1 —я

В точке, где они совпадают по фазе напряжение максимально:

откуда
А1~\~ А* 1 —[— л * 

1 - 6
1+£ •

С учетом выражения п перепишем 0  и /:

(У = [ 1 + Яй' (ЗРлг+фз-ф,)];

/= е-/Р* [ !  _ пе1 (2ржиЬ-ф,)].'
гс

Найдем входное сопротивление нагрузки (х =  [):
_  £/3 _  1 +  яе' <2р/+*,--Ф.»

¿ о у  —  /Со ---  . —
/2~ с 1 _ „ е/да+ гь-'М

Так как в точке х — I — х0 минимума напряжения векторы Л2е/Р* и А^еП^х 
находятся в противофазе, то

2̂ +  Р  (1 — х0) — №  —  Р  (I —  * о ) ] = л
и

г|)2—г)31 =  я  — 2{5 (/ — *„).

Подставляя значение этой разности в выражение для Zвx, получаем:
1+ п е/("+2Рдг„) 1 _ „ е№ о  

7 — - =  г.1_(Я+2Рлг0) 0 1_|_пе/2Р*0 ‘ "

Заменяя е/2рдг0 по формуле

?2Р.аго 1 +  / ^  6*п
1—

и выражая я  через к , после преобразований находим, что

7 - у
т еТ = ¡к

Таким образом, для вычисления 2 ВХ необходимо измерить (УМШ1 и (/макс, т. е. 
коэффициент бегущей волны напряжения к, и расстояние х0 от приемника до 
ближайшего минимума напряжения.

Если обозначить

то можно представить 2КХ как гиперболический тангенс некоторого комплекс
ного аргумента £, умноженный на гс ,

г вх =  г с  «1 (р +  /р*0) =  гс Г.

Пример 18-5. Найти входное сопротивление короткозамкнутой двухпровод
ной линии длиной / — 35 м для генератора, работающего на волне длиной X =  
=  50 м. Диаметр проводов линии 2г =  4 мм, расстояние между проводами й  =  
=  13,54 см. Найти индуктивность катушки, эквивалентной по сопротивлению 
этой линии.
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г с — i f  ~  l / ~ !- ^  In ¿ -  =  i -  In -— ~ \f =  505 Ом.V С0 V я  г  ее0я  я  г \ ее0

Входное сопротивление

ZK =  /ZctgPZ =  /zc tg /=/1554 Ом.

Линия представляет д л я  генератора индуктивную н агрузку ,  что ясно уже 
из того, что л/2 <  I <  ЗА./4.

Индуктивность эквивалентной катушки

х, г  г 
L = - ^ -  = - 5 -  = 4 1  мкГ\ 

со со 2яс

18-13. Линия как четырехполюсник

Сравнивая основные уравнения длинной линии (18-24)

(]х =  (]г ch y l  +  i 2Zc sh y l; Д — - у  sh y l  - f  /2 ch y l

с уравнениями четырехполюсника
U1 =  AU2 + B f2; \
/ ; =  Cf/2 +  D /2, } ( 1 8 ' 8 7 )

можно заключить, что длинная линия является симметричным 
четырехполюсником, коэффициенты которого

A = ch  y l; B — Zc s h y l ;  D =  A =  o h y l .  (18-88)
^ ¿С

Условие AD — ВС — 1 выполняется и для линии, так как

ch2 y l  — sh2 yl =  1 •

Но, как  известно, всякий симметричный четырехполюсник 
может быть представлен симметричной схемой замещения, напри
мер П- или Т-образной (см. § 8-4).

Определим сначала сопротивление Zx и проводимость Уг сим
метричной Т-образной схемы (рис. 18-22, а), которой можно заме
нить длинную линию при заданной частоте.

Симметричная Т-схема является схемой замещения симметрич
ного четырехполюсника, если равны какие-либо два коэффициента 
(например, А и С) четырехполюсника и Т-схемы.. Можно говорить 
о равенстве именно д вух  коэффициентов, ибо коэффициенты В и D 
связаны с первыми двум я Л и С соотношениями D — А и 
А2 — ВС =  1.

К ак следует из формул (18-87) и (18-88), для длинной линии

Л =  - i ^  =  ch у/; =  (18-89)
О 2 Zc

Р е ш е н и е .  Пренебрегая потерями, найдем волновое сопротивление линии
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С. другой стороны, выше [см. (16-39) и (16-50)] для Т-схемы было 
получено:

А =  4 ^ = 1  +  ^ ;  С = 4 ^  =  Г 2. (18-90)
Пг 2 и ъ

Приравнивая значения Л и С для длинной линии (18-89) и для 
Т-схемы (18-90), получаем:

у 2 =  4 г : 1 + - ^ п = с Ь т/; ¿ 1 =  2(С^ у Т 1)- г '- <18'91)
Формулы для 1 Х и У2 можно записать несколько более едино

образно. Д ля этого умножим числитель и знаменатель правы х

Рис. 18-22.

частей формул (18-91) на у1 и, учитывая соотношения (18-8) и 
(18-10), получаем:

К , =  - £ ^  =  В Д , .  (18 -92 )

Введенные коэффициенты К\ и К 2 соответственно равны:

<18-9 3 >
Подсчитав коэффициенты К\ и /С2, определяем затем по форму

лам (18-92) сопротивление и проводимость Т-схемы замещения и, 
таким образом, длинную линию любой длины заменяем симмет
ричной Т-образной схемой замещения.

Теперь найдем сопротивление и проводимость К2 симмет
ричной П-образной схемы, которой такж е можно заменить длинную 
линию (рис. 18-22, б). При этом удобно приравнять коэффициенты 
Л и В линии и схемы.

Выше [см. (16-39) и (16-49)] для П-схемы было получено:

Л =  - ^  =  1+■-££*.; В ^ г х. (18-94)
О 2 2

Приравнивая значения Л и В для длинной линии (18-88) и д л я  
П-схемы (18-94), получаем:

г ^ г с ^у1-, 1 + 1 £ -  =  с11Т/; ^ 2 =  2 ( 18' 9 5 )

Запишем формулы для и У2 такж е через коэффициенты К г  
и К г. Д ля этого умножим числитель и знаменатель правых частей
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г 1= у 1 г с ^ = г 01к2-,

2 ^ - = ¥ ’ 1К-  (|М 6)
Таким образом, длинную линию любой длины I можно также 

заменить симметричной П-образной схемой замещения.
Полученные схемы замещения пригодны и для линий постоян

ного тока, если положить со =  0.
Основное затруднение при вычислении параметров Т- и П-схем 

У2) представляет вычисление коэффициентов К 1 и /(.. по фор
мулам (18-93), поскольку приходится находить значения гипер
болических функций от комплексного аргумента.

Исходя из выражений (18-93) для К. у и /С2 и представляя бЬ у1 
и сИ у1 рядами, получаем:

^  2 ( с М - 1 )  (у/)а , (у/)1 .
Л 1— у1ьЬу1 ~  12 "г" 120

К  _  у1 „ , , . (у1)2 . (у/)4 .
А * ------ ^  Т 2 0 '  +  - "

При анализе этих выражений, естественно, возникает мысль
о приближенной замене и единицей. Например, если потре
бовать, чтобы модуль наибольшего из отбрасываемых членов в выра
жении К2> т - е - (т 0 2/6, не превышал 0,01, то можно найти предель
ную длину линии I, удовлетворяющую этому условию. При этом 
влияние всех остальных отбрасываемых членов будет ничтожно,

I 14 I б
ибо —д ^ ^ 0 ,0 0 0 1 ,  0,000001 и, кроме того, знаменатели
отбрасываемых членов быстро растут.

Параметры воздушных линий высокого напряжения'(35,110, 220,330 и 500 кВ) 
при различных напряжениях изменяются незначительно. Взяв для определен
ности трехфазную воздушную линию 110 кВ с сечением проводов 120 мм2 при 
частоте / = 5 0  Гц, с параметрами г„ =  0,15 Ом/км; ¿ „ = 0 ,0 0 1 3  Г/км, С0 — 
=  0 ,009-10-0 Ф/км; g 0 =  0,5-10го См/км на одну фазу, получим:

\уЧ°-/6 | =  0,208. Ю-о/2.
Из условия | у гР/6 | =  0,208-10 0 Р ^  0,01 находим: I =  220 км, т. е. если 

длина воздушной линии высокого напряжения не превосходит 220 км (3,5% от 
длины волны X), то можно приближенно полагать К, и /\2 равными единице. 
При этом ошибка для /<\ будет еще меньше, так как наибольший из отбрасывае
мых членов в составе К г вдвое меньше, чем в составе К».

Приведем аналогичные данные для силовых кабелей напряжением 3,6 и 
10 кВ, поскольку параметры их также мало изменяются с изменением напря
жения. Для трехфазного кабеля напряжением 10 кВ с сечением жил 50 мм2 
с параметрами г0 =  0,36 Ом/км; /.„= 0,00035 Г/км; С„ =  0,185- 10~бф/км; 
д 0 =  0,5-10"« См/км на одну фазу получим при частоте 50 Гц:

72/2/6 =  (— 1,03-)-/3,5) • 10-в/з.
Модуль этой величины не превосходит 0,01, когда I ==: 52 км, что составляет 

2,2% длины волны X. И так, при длине силового кабеля высокого напряжения, 
не превышающей 52 км, можно приближенно полагать и К2 равными единице.

формул (18-95) на у1 и согласно (18-8) и (18-10) получим:
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ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В ЦЕПЯХ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ 
ПАРАМЕТРАМИ

19-1. Возникновение переходных процессов в цепях 
с распределенными параметрами

В цепях е распределенными параметрами, например в длинных 
линиях, обмотках электрических машин и трансформаторов и т. п ., 
включение и отключение какого-либо участка сопровождаются 
переходными процессами (так же как  и в цепях с сосредоточенными 
параметрами). При большой протяженности линий изменение внеш
них электрических и магнитных полей, например при грозовых 
разрядах, такж е вызывает переходные процессы. Переходные 
процессы в линиях возникают и при передаче телеграфных и теле
фонных сигналов, телемеханических импульсов или специальных 
импульсов для проверки линий и выявления места их повреждения.

Во всех случаях при анализе переходных процессов в цепях 
с распределенными параметрами необходимо исходить из общих 
закономерностей и дифференциальных уравнений, рассмотренных 
в гл. 18. Так как  линия является наиболее распространенным 
примером цепи с распределенными параметрами, в дальнейшем 
изложении речь будет идти о переходных процессах в линиях.

Г л а в а  д е в я т н а д ц а т а я

19-2. Общее решение уравнений однородной линии

Для изучения переходных процессов в цепях с распределенными 
параметрами рассмотрим дифференциальные уравнения, выведен
ные в § 18-1 для однородной линии:

— ди/дх =  r Qi +  L0 di/dt; 1
— di/dx—g 0u +  C0du/dt, J ^  V

где r0, Z-o, g 0 и C0 — параметры единицы длины линии, а х  — коор
дината выбранной точки, отсчитываемая от начала линии.

Если можно пренебречь потерями в линии, т. е. считать, что 
г0 =  0 и g 0 =  0, то уравнения (19-1) принимают вид:

- £  =  с о § -  (19-2)

В общем случае решение этих уравнений для однородной линии 
(т. е. при L0 и С0, не зависящих от х) записывается так:

«  =  h  (х ~ vt) + f 2(x +  vt) =  ипр +  ио6; (19-За)

* =  ]/ " § ■  Ui (х ~ »0  ~ h{x  +  vt)] =  гпр -  гоб, (19-36)

где v =  1/]/" LUC0 называется с к о р о с т ь ю  в о л н ы  или в о л 
н о в о й  с к о р о с т ь ю  и численно равна фазовой скорости 
(гл. 18).
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Здесь функции /, (х) и /2 (х) представляют собой распределения 
вдоль линии напряжений прямой и обратной волн (ипр и иоб) в момент 
времени / =  0.

Напряжение и ток волны связаны между собой законом Ома 
для волн

Ыпр^^с^пр! И05 =  2с106, (19"4)
где

г е ^ У Щ С о  (19-5)
— характеристическое или волновое сопротивление линии (гл. 18).

Рассмотрим каж дую  из составляющих выражения (19-За) в от
дельности и проследим, как  зависят от времени / и координаты х 
составляющие напряжения ыпр и моб.

Допустим, что в некоторый момент времени / =  распреде
ление напряжения ыпр вдоль линии может быть представлено кривой

И п р (*1 )= Ы *-^ 1 ). О9' 6)
изображенной на рис. 19-1, а. Тогда в момент времени / = +  А/ 
распределение напряжения вдоль линий может быть записано так:

иар ( * !- -  А/) = / х (х -  V М -  у^) = Д  (х — Ах -  г^ ), 

где Ах =  и А/.
Из последнего выражения видно, что кривая ипр (/] +  А/) по 

отношению к кривой ыпр (¿) смещена вправо на расстояние Ах =  V М, 
т. е. увеличение / приводит к перемещению кривой « пр в направле
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нии возрастания х. Иными словами, нпр вы раж ает напряжение 
волны, движущейся в сторону возрастания координаты х, т. е. 
п р я м о й  в о л н ы .  Точка линии с координатой хф, для которой 
справедливо условие, что ипр =  0 при х >  хф и ыпр Ф  0 при х <  лгф, 
называется ф р о н т о м  прямой волны. Фронт прямой волны дви
жется в сторону возрастания координаты х со скоростью V.

Если в точке хи совпадающей с фронтом волны л'ф в момент 
установить прибор, записывающий мгновенное значение напря
жения, то он запишет кривую 1 (рис. 19-1, б). Эта кривая пред
ставляет собой зеркальное изображение кривой и пр (х) при соот
ветствующем изменении масштаба вдоль оси абсцисс. Прибор, 
установленный в точке х2 (рис. 19-1, а), запишет аналогичную 
кривую 2, которая, однако, смещена в сторону возрастания вре
мени на величину

(х2 — =  /12/У,

где /12 — расстояние между точками хх и х2.
При исследовании изменения напряжения волны в зависимости 

от времени целесообразно выражению (19-6) придать следующий 
вид:

и„Р =  Ч>Л(-х/и). (19-7)

В точке с координатой л: +  Ах напряжение волны описывается 
той же функцией фх, но с запаздыванием во времени на величину 
Ах/ь.

Рассуждая совершенно аналогично, можно показать (рис. 19-1, 
в и г), что составляющая иаб представляет собой напряжение волны, 
движущейся в сторону убывания координаты х, т. е. о б р а т н о й 
в о л н  ы:

«об =  Ы *  +  аО =  Ф2 (¿ +  х/а). (19-8)
Координата фронта обратной волны характеризуется условием 

и0б =  0 при х <  лгф и иоб Ф  0 при л; >  хф. Фронт обратной волны 
движется в сторону убывания координаты х со скоростью V.

Скорость движения волн в воздушных линиях примерно равна 
скорости света в вакууме V «  с ж  300 ООО км/с. В кабелях ско
рость распространения волн примерно вдвое меньше, чем в воз
душных линиях (гл. 18).

Если известны зависимости ипр (/) и ио5 (0  в какой-либо точке 
линии и волновая скорость V, то по уравнению (19-За) подобно тому, 
как это сделано на рис. 19-1, легко построить кривые ипр (х) и ио6 (¿) 
в любой момент времени.

Так как  между напряжением и током волны сущ ествует прямая 
пропорциональность (19-4) и коэффициент пропорциональности 
(19-5) зависит только от параметров линии, то в дальнейшем часто 
будем рассматривать только напряжение волны.

При исследовании волн в линиях иногда удобно выражать к аж 
дую из волн только в функции времени, находя эту функцию в какой- 
либо точке линии, например хг , и принимая за начало отсчета вре
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мени момент, когда фронт волны дойдет до этой точки. Так, напри
мер, для ыпр (0  и ноб (0 , изображенных на рис. 19-1 сплошными 
линиями, такими точками соответственно являются хг для ггпр 
И Х2 для « 0£.

Если известны функции « пр (/) и и06 (/) в точках Х\ и х2, то пере
ход к общему выражению каждой из волн выполняется согласно 
(19-За) так :

В любой момент времени напряжение и ток в линии можно 
рассматривать как  сумму только двух волн, прямой и обратной. 
Каждую  из двух  волн в свою очередь иногда целесообразно пред
ставить на основании принципа наложения в виде суммы отдельных 
волн более простой формы.

При анализе отражения волн оказывается недостаточным под
разделение волн на прямые и обратные. Пусть, например, прямая 
или обратная волна движется по линии и падает на узел соединения 
с линией, имеющей другие параметры. В месте соединения двух 
линий эта волна распадается на две волны, одна из которых про
ходит из первой линии во вторую, а другая отражается от места 
соединения двух  линий По аналогии с оптикой первую, исходную 
волну называю т п а д а ю щ е й  (над), а две другие — соответст
венно о т р а ж е н н о й  (отр) и п р е л о м л е н н о й  или п р о 
х о д я щ е й .

При отражении волны от конца линии преломленной волны, 
естественно, нет.

19-3. Возникновение волн с прямоугольным фронтом

Включение источника. Д ля выяснения физической стороны воз
никновения и движения волны рассмотрим незаряженную линию, 
которая в момент времени / =  О присоединяется к  источнику 
постоянной э :  д. с. с напряжением £/0 (внутреннее сопротивление 
равно нулю). Д ля источника синусоидального напряжения промыш
ленной частоты (к — 6000 км) за время прохождения волной рас
стояния в пределах нескольких сотен километров его напряжение 
такж е можно считать постоянным.

После подключения источника к линии возникает волна с напря
жением ыпр =  и о, которая от одной точки к другой заряжает 
линию до напряжения и и. Предположим, что в момент t волна 
достигла сечения пт  (рис. 19-2). Тогда во всех точках левее сече
ния м еж ду проводами напряжение равно и о, а правее этого сече
ния напряжение равно нулю.

На поверхности верхнего провода происходит накопление поло
жительного заряда и левее сечения тп заряд на единицу длины

(19-9)
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= Сои 0, а правее равен нулю. За время <И волна переместится 
правее сечения тп на расстояние йх =  а сК. При этом отрезок линии 
йх получит заряд с1д =  д0 йх С„£/0 й х ,  который должен пройти 
по верхнему проводу через сечение тп и через любое сечение верх
него провода левее тп. Распространение заряда создает на всем 
протяжении верхнего провода от источника до сечения тп ток

I =  йд/М =  д0 (1х/(11 — С0и 0и =  /0. ' (19-10)

Одновременно с накоплением положительного заряда на поверх
ности верхнего провода линии происходит накопление отрицатель
ного заряда на поверхности нижнего провода. Распространение 
отрицательного заряда вдоль нижнего провода слева направо свя
зано с электрическим током в нижнем проводе, направленным в про
тивоположную сторону, т. е. справа 
налево.

Процесс распространения заря- +0 -  
дов можно представить себе таким 
образом, что по мере перемещения 
волны слева направо элементы 
верхнего провода один за другим 
приобретают некоторый положи
тельный заряд и такой же положи
тельный заряд отнимается от эле
ментов нижнего провода. Про
тивоположные заряды образуют 
электрическое поле между прово
дами на всей длине участка линии, 
по которому уже прошла волна. При возникновении электриче
ского поля у фронта волны между вновь заряжаемыми элементами 
проводов (тр и пд  на рис. 19-2) протекает ток смещения. Полу
чается замкнутая цепь тока. От положительного полюса источ
ника ток идет по верхнему проводу, замыкается у  фронта волны 
током смещения между проводами и затем идет по нижнему про
воду к отрицательному полюсу источника. По мере движения волны 
цепь удлиняется, но ток в цепи остается неизменным /0 =  СиУ^.

В контуре, образуемом этой цепью, возникает магнитный поток, 
линии которого лежат в плоскостях, перпендикулярных к осям 
проводов. При перемещении волны на расстояние с1х — V <и маг
нитный поток увеличивается на величину йФ — ¿ 0/0 йх — Ь010уШ. 
При возникновении потока йФ  в контуре трдп  наводится э. д. с. 
самоиндукции

^ + + + + + + + р
1 1 ! 1 1 | л  |х | х  х х , х | х

и0 1 1 1 1 | Х | Х | Х | Х | Х | Х  , * 1 1 1 1 1 1

X
X

" ------- п - 1
и0

1

-,1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Т
” 1 V

X*о
71, -----  ---- " йх

Рис. 19-2.

йФ/сН =  Ь010 йх/сИ =  1*0у10, (19-11)

действующая против направления движения стрелки часов. Таким 
образом, э. д. с. самоиндукции у  фронта волны, направленная по 
линии др, равна и противоположна напряжению:

и  о —  Ь 0 у/  о (19-12)
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й -  =  г^ _ £ 0_ '  =  т Л ^ г , ,
/о г 0 0 0

что соответствует (19-5).
Энергия, отдаваемая в единицу времени источником, равна и и10. 

В единицу времени волна перемещается на расстояние, равное и. 
На каждом единичном отрезке линии, пройденном волной, запа
сается энергия Сои у 2  в электрическом поле и Ь01Ь!2 в магнитном4 
поле. На основании закона сохранения энергии

откуда

Подставив в левую часть этого уравнения /0 =  С0£/0а, получим 
соотношение

=  (19-13)

т. е. для волны значения энергии электрического и магнитного 
полей на участке линии, пройденном волной, равны между собой. 

Рассмотренная волна имеет прямоугольную форму
нпр (/ — х/у) =  0 при t<x/v;
и11рУ — х/у) =  и 0 при

и обычно называется в о л н о й  с п р я м о у г о л ь н ы м  ф р о н -  
т о м.

Если к  линии подключается источник с активным внутренним 
сопротивлением г и, ток и напряжение волны становятся меньше. 
В этом случае

^пр и ,  п̂р̂ И
и по-прежнему

г'пр ̂  мпр/гс> (19-14)
откуда

г"р = 2т ? т : -  <19-15>
При подключении генератора с индуктивным внутренним сопро

тивлением фронт волны искажается и волна перестает быть пря
моугольной (см. дальше § 19-4).

Включение нагрузки. Волны пря- 
моугольной формы возникают и при 

г« и  подключении к заряженной линии 
приемника с активным сопротив
лением.

Рассмотрим линию с волновым 
сопротивлением г с, заряженную до 
напряжения £/0. Если в момент 
времени / =  0 в конце линии вклю
чается сопротивление нагрузки 

Рис. 19-3. г н (рис. 19-3), то в конце ли-
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нии возникает обратная волна, движущ аяся от конца линии к 
ее началу.

Напряжение и ток этой волны могут быть легко рассчитаны 
при помощи уравнений, составленных по закону Ома для волны 
и для сопротивления нагрузки:

^об 2^'об> и к ¿¿об (^'пр г'об) г и ^  ^'об^*н,

откуда

м о б : гс + ̂ н
и0

г с +  Лн
(19-16)

На рис. 19-3 показаны прямоугольные волны напряжения и 
тока, возникающие в этом случае.

Отключение источника. При отключении линии от источника 
питания в ней также возникают волны.

Пусть в линии с сопротивлением нагрузки гн установится ток 
/„ =  и и/га. Если в момент  ̂ =  О отключить источник энергии 
(рис. 19-4), то ток в начале линии мгновенно спадет до нуля и воз
никнет волна с напряжением и 
током

п р

%

0-

~ипр

- ‘■пр

Рис. 19-4.

В результате наложения этой 
волны на предшествующий ре
жим ток в линии г = /н -Н„р =  О, 
а напряжение и — 0 а +■ и „р =
— и н 2С/Н.

Если ток нагрузки /н меньше 
зарядного тока /0 при включе
нии линии к источнику постоян
ного напряжения и о = и„, т. е. /н <  и л/гс, то напряжение 
и — и а — г с1„ будет положительно и на пройденном волной 
участке сохранится после отключения некоторая доля напряжения 
того ж е направления (рис. 19-4). Если же /н >  Оп!г с , то линия

на участке, пройденном вол
ной, зарядится в противопо
ложном направлении.

Отключение приемника. 
При отключении приемника 
(рис. 19-5) в линии возникает 
такая же волна, как  и при 
отключении источника. Р аз
ница заключается только в 
том, что эта волна имеет про
тивоположный знак и распро
страняется в обратном на
правлении.

Р-

X

£

— X

Рис. 19-5.
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В результате наложения этой волны на предшествующий режим 
ток в линии /„ +  Iоб =  0, а напряжение и = £/н +  иоб = и и +  гс1а 
(рис. 19-5).

При отключении приемника обратная волна вызывает повыше
ние напряжения в линии, которое тем больше, чем больше волно
вое сопротивление линии. В случае отключения приемника от

воздушных линий перенапря
жения могут быть весьма зна
чительными.

При помощи аналогичных 
рассуждений могут быть най
дены волны, возникающие в 
более сложных случаях.

Пример 19-1. Найти волны, 
возникающие при подключении в 
произвольной точке нагруженной 
линии дополнительного приемника 
с сопротивлением г д (рис. 19-6).

Р е ш е н и е .  При подключе
нии приемника справа и слева от 
места подключения пойдут волны 

Рис. 19-6. с равными значениями напряжений
И ТОКОВ. ипр 1„р *об\

Ток в сопротивлении лд равен сумме токов обеих волн и по закону Кирхгофа

*Д ̂  2(*пр =
а напряжение на гл равно сумлк и а и напряжения этих волн:

~ *Д̂Д “  У а “Ь ̂ пр*
Учитывая, что « ,,р =  гс1,1р, из выражений для (д и ил получаем:

- и  ц и
*Пр — *об--< г  д г с

и ир- = ̂ об 2/"д ¿с

,"Р

- X .

На рис. 19-6 показано распределение тока и напряжения в линии после 
подключения дополнительного приемника. Справа от места включения ток 
складывается с током /н, и так  к ак  1пр <  0, то суммарный ток меньше /и 
Слева от места включения ток 10д направлен противоположно току /н, т. е. 
вычитается из тока /„, и так к ак  ( об <  0, то суммарный ток больше /„. На
пряжение ипр справа и и0в слева складываются с (/„, и так как и11р =  иоб <  О, 
то напряжение на линии уменьшается.

Полученные волны тока и напря
жения можно рассматривать как ре
зультат наложения на предшествую- а -  
щий режим токов и напряжений, 
получающихся при подключении к не
заряженной линии источника с э. д. с.
Е =  и н и внутренним сопротивлением “  
гд. Так как  этот источник подключа- ^н
ется одновременно к двум одйнаковым 
лнниям (справа и слева от места под
ключения), то при расчете напряжения 
волны сопротивление г с делится надва.

Пример 19-2. Найти волны, возни
кающие при отключении нагруженной 
линии посредине (рис. 19-7).

"I х
I 1НиоВ ~ипр

± г_
1н
1 *

Рис. 19-7.
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Р е ш е н и е .  После отключения от места размыкания пойдет прямая волна 
с током, равным — и напряжением « пр =  — гс/„, и обратная волна с током /„ 
и напряжением м0(-, = - +  г с 1п.

В результате наложения этих волн на предшествующее распределение на
пряжения и тока на участках слева и справа от места отключения ток умень
шается до нуля, а напряжение на участке слева от места отключения повы
шается до и н +  г с /ц, а справа от этого места уменьшается до и а — гс/н (рис. 19-7).

19-4. Общие случаи нахождения волн, возникающих при 
переключениях

Рассмотренные выше примеры возникновения волн могут быть 
при помощи принципа наложения сведены к случаю включения 
источника заданной э. д. с. или заданного тока в пассивную цепь. 
Этот метод может быть распространен на многие случаи расчета 
волн, возникающих при всякого рода переключениях.

1о б
'-пр

' *)

Если, например, к линии, в общем случае заряженной, под- 
ключаётся некоторый в общем случае активный двухполюсник 
(рис. 19-8, а), то для нахождения возникающих волн необходимо 
определить напряжение и 0 на разомкнутом рубильнике и рассчи
тать токи в схеме с сосредоточенными параметрами, изображенной 
на рис. 19-8, б, при нулевых начальных условиях. Так как  н ап ря
жения волн в линиях / и 2 отличаются от токов постоянными мно
жителями гс1 и г с2, то при расчете токов в схеме с нулевыми началь
ными условиями обе линии могут быть заменены сосредоточенными 
сопротивлениями, равными гс1 и гс2, и токи, рассчитанные в этих 
сопротивлениях, будут равны токам волн, возникающих в линиях.
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Если рубильник не включается, а отключается (рис. 19-8, в), 
то задача решается еще проще. В этом случае, зная ток в размы
каемом рубильнике, необходимо рассчитать токи в линиях при 
подключении источника тока противоположного знака непосредст
венно к концам отключаемой ветви. Токи в сосредоточенных сопро
тивлениях г с1 и г с2 схемы, изображенной на рис. 19-8, г, равны 
искомым токам волн в линиях.

Таким образом, расчет волн, возникающих при переключениях, 
может быть сведен к-расчету эквивалентных схем с сосредоточен
ными параметрами.

Пример 19-3. Найти волну, возникающую в линии с волновым сопротивле
нием г с при подключении к ней источника с э. д. с. е  == Е0, внутренними сопро
тивлением г и индуктивностью (рис. 19-9, а).

Р е ш е н и е .  Составив эквивалентную схему с сосредоточенными пара
метрами (рис. 19-9, б) и рассчитав токи волн в линии, находим для тока волны 
в начале линии (х =  0) выражение, аналогичное (13-12):
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В любой точке линии при / >  x¡v  в соответствии с (19-7) ток прямой волны

il F  !  t — xtv \“ пр ( --------- --------

Ток волны для этого случая показан на рис. 19-9, а.
Пример 19-4. Найти волну, возникающую в линии с волновым сопротив

лением г с при подключении к ней источника с синусоидальной э. д. с. е  =  
=  Ет sin (<ùt +  i|)), внутренними сопротивлением г  и индуктивностью L 
(рис. 19-9, в).

Р е ш е н и е .  Эквивалентная схема та же, что и в предыдущем примере 
(рис. 19-9, б). Рассчитаем ток в этой схеме:

F
i =  J—~ [sin (co¿ +  \j) — ф) — sin (1J3 — ф) e~t/x] ,

где
со/.

Z = V (/• + 2c)2 + cú2¿ 2; q> =  arctg r  - - г,С
В произвольной точке линии с координатой х при t  >  x!v

. «пр Я д Г
1пр — - - - =  _ Ls¡n (coi — содг/и +  i j ; ф) — sin (г|) — ф) e  T J .Z

Ток волны показан на рис. 19-9, в

19-5. Отражение волны с прямоугольным фронтом от конца
линии

Отражение от сопротивления. Рассмотрим волну с прямоуголь
ным фронтом

^пад==̂ 0» '̂пад == ^0== (19-18)
движущуюся по однородной линии и падающую на приемник с ак ти в 
ным сопротивлением г., (рис. 19-10, а и б). Когда волна дойдет 
до конца (рис. 19-10, в), она частично отразится. В рассматриваемом 
случае падающая волна движется в направлении возрастания 
х (в прямом направлении ) и может назы ваться прямой. О тра
женная волна движется в обратном направлении и может называться 
обратной. Однако при исследовании отражения волны удобнее 
пользоваться понятиями «падающая и отраженная» волны, а не 
«прямая и обратная».

Д ля определения условий отражения волны найдем ток в сопро
тивлении г.,.

Напряжение в конце линии « 2 =  ипад +  г*1Тгр, а ток г2 =  г'пад —
— 10тр. Поэтому ток отраженной волны готр - гпал — /2 =  /0 — г2 
и напряжение « отр =  ¿отргс =  г с (/0 — г2) =  £/„ — гс/г.

Тогда
и2 =  г2г2 = и 0 +  ыотр =  2 и  о — *¿2, (19-19)

откуда
,. _  2 и0 . (19-20)

'г + V  гъ +  ге
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Из выражений (19-20) следует, что ток в сопротивлении г2 равен 
току, который получился бы в схе1йе с источником напряжения 
2и 0 и сопротивлениями г2 и гс , включенными последовательно.

Напряжение в конце линии и2 зависит от величины и знака 
отраженной волны (рис. 19-10, г). Из (19-19) и (19-20) находим:

: и  о — г с12 =  ~ г г о  =  п1! 0]*отр

*отр
*отр

2г.

>2 +2С^° 
г г — гс и0

п !  о,

где п-
Тогда

Т1 +  г с

Н + гс К 
коэффициент отражения.

и2 — и о -}- иотр =  (1 ~Ья) ¿Л>;
= (1 - Л )  /о.отр "

(19-21)

(19-22)

(19-23)
(19-24)

Если линия на конце разомкнута (г2 =  оо), то п =  1 (см. также 
гл. 18) и « отр =  и о, ¿отр =  /0, т. е. волна отражается полностью 

без перемены знака. Напряжение в конце удваи
вается: и2 = 2и о, а ток 12 =  0.

Если линия на конце короткозамкнута
0-

ип
0 -

(г2 =  0), то 1 и иотр и  о, г,отр

г

ч0
-► X
в)

ип

в)
иО+“отр

=  — /0, т. е. волна отражается полностью с 
переменой знака. Напряжение в конце линии 
и2 =  0, а ток ¿2 = 2/0.

Вообще можно сказать, что если сопротив
ление приемника энергии больше волнового со
противления линии г2 >  г с , п >  0, то падающая 
волна встречает в конце линии большее сопро
тивление. Ее заряды не успевают стекать через 
это сопротивление и напряжение в конце ли
нии, обусловленное зарядами, приносимыми 
волной, возрастает, и2 — (1 +  п) и 0 >  и 0. 
Отраженная волна имеет тот же знак, что и 
падающая.

Если же г2 <  гс , то, наоборот, через сопро
тивление г2 стекает большее количество заря
дов, чем приносится волной; требуется допол
нительное поступление зарядов из заряженной 
линии, что приводит к снижению напряжения 
в линии. Отраженная волна имеет знак, про

тивоположный зн аку  падающей, и на конце линии напря
жение понижается.

Если г2 = г с , то п =  0, мотр =  0, ¿отр =  0 и отраженной волны 
нет. Как только волна дойдет до конца, в цепи сразу установится 
неизменный ток, и вся энергия, доставляемая падающей (бегущей) 
волной, поглощается в сопротивлении г2.

При падении отраженной волны на начало линии она должна 
рассматриваться как  падающая, движущ аяся в обратном направ-

■V
1п

г)
Рис. 19-10.

отр
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лении. Волна, отраженная от начала линии, будет прямой. Рассмот
рение таких многократных отражений приведено в конце главы .

Отражение от неоднородности. Если в конце линии имеется 
узел соединения различных линий или разветвление, то этот узел 
следует рассматривать как неоднородность, аналогичную некото
рому сопротивлению г, включенному в конце линии. Если, например, 
в конце линии с волновым сопротивлением г с1 параллельно 
подключены две линии с волновыми сопротивлениями г с% и г с3

[ ■ ' Ш Н Н П Ш П - ^  I  

г'

(рис. 19-11, а), то по этим линиям пойдут волны, сумма токов кото
рых равна току, притекающему к узлу по первой линии; такой узел 
подобен сопротивлению

 ̂_ С̂2̂СЗ
2С2~1~гС 3

Все выводы об отражении волны от сопротивления, сделанные 
выше, могут быть распространены и на рассматриваемое разветвле
ние линий.

19-6. Общий метод определения отраженных волн

Как видно из рассмотренных примеров, на практике часто одно
родность линии нарушается — в линию включаются элементы 
с сосредоточенными параметрами, присоединяются лцнии с раз
личными волновыми сопротивлениями, причем могут встретиться 
узлы параллельного включения нескольких линий. Д ля определе
ния переходных режимов при падении волны на узел, так же как  
и при переключениях (§ 19-4), разработан общий метод, который 
применим при любой схеме соединения линий и цепей с сосредото
ченными параметрами.

Пусть вдоль линии с волновым сопротивлением г с1 движется 
волна произвольной формы мпад и ¿пад, причем « 11ад =  г с11пад. Эта волна 
может быть и прямоугольной формы (рис. 19-2), и в виде импульса 
(рис. 19-1), и любой иной формы (например, рис. 19-9). Волна падает 
на узел 2—2' соединения или разветвления, схем а которого может 
быть также любой (например, рис. 19-11,' а  и б).

Во всех случаях часть цепи, присоединенную к линии в точках 
2—2' справа, можно рассматривать как пассивный двухполюсник

Рис. 19-11.
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(рис. 19-12, а), напряжение и2 и ток /2 которого представляют 
собой некоторые функции времени.

Так к ак  зажимы двухполюсника 2—2' относятся и к линии 
с волновым сопротивлением г с1, то напряжение на этих зажимах 
равно сумме напряжений падающей и отраженной волн, а ток — 
разности токов волн:

и ,, отр>

*отр
‘ 'О Тр "

(19-25)

(19-26)

Решив совместно два эти уравнения, получим:
2 «11ад =  « 2 +  2с1г2. (19-27)

Последнее выражение является основным расчетным уравнением 
для определения напряжения и тока в месте отражения волны.

апад „ _____
ш т — I
2С1 и2 | П

—
*)

Рис. 19-12.

Из уравнения (19-27) следует, что ток и напряжение в линии 
в месте отражения волны такие же, как  и при замене линии, по 
которой движ ется волна, эквивалентной схемой с сосредоточен
ными параметрами, состоящей из последовательно включенных 
источника э. д . с. с напряжением 2и|1ад и сопротивления г с1 (рис.
19-12, б).

Вся часть цепи справа от узла 2—2' может быть такж е пред
ставлена эквивалентной схемой из элементов с сосредоточенными 
параметрами. Например, при падении волны ыпад на узел соедине
ния двух линий справа от узла еще нет зарядов и могут возникнуть 
только преломленные волны, движущиеся от узла в прямом направ
лении. Поэтому между токами и напряжениями в линиях справа 
от узла сущ ествует зависимость и =  гс1 . Следовательно, при рас
чете возникающих отраженных волн каж дая линия, примыкающая 
к узлу, может быть заменена сосредоточенным активным сопротив
лением г с .

Таким образом, решение задачи о переходном режиме в длинной 
линии при падении волны на узел разветвления может быть сведено 
к расчету переходного процесса в схеме замещения с сосредоточен
ными параметрами (рис. 19-12, б) при помощи одного из описанных 
в предыдущих главах методов (например, классического или опе
раторного).

На основании сказанного можно сформулировать следующее 
правило. При падении на узел волны с  напряжением  ипад, движущейся

564



по линии с  волновым сопротивлением гс, напряж ени е  и ток в этом  
узле будут  такими ж е, как и при подключении источника н а п р я 
жения 2итл с  внутренним сопротивлением гс непосредственно  
к рассматриваемому узлу.

Схемы замещения для расчета напряжения иг и тока 12 в у зл ах  
цепей, показанных на рис. 19-11, приведены на рис. 19-13, а  и б.

Зная напряжение и2 и ток г2, легко определить отраженную 
волну:

«о тр  =  Иа - « п а д ;  | ( ] 9  2 8 )

о̂тр== п̂ад 2̂* )
По известным значениям напряжений и 

токов падающей и отраженной волн, а сле
довательно, прямой и обратной волн можно 
найти распределение напряжения и тока 
вдоль линии в любой момент времени при 
помощи выражений (19-9) и построить 
графики, аналогичные приведенным на 
рис. 19-1.

При решении задачи операторным мето
дом зависимость между 0 2 (р) и /2 (р) 
представляется в виде

0 2{р) =  12 (р) г 2(р), Рис. 19-13.

где — входное сопротивление пассивного двухполюсника в схеме 
замещения (рис. 19-12, б).

Уравнение (19-27) и формулы (19-28) принимают вид:

2£/пад (р) =  и 2 (р) +  /2 (р) =  С/, (р) [  1 +  (19-29)

и
^огр(р) =  ^ ( р ) - ^ п а д ( р ) .  (19-30)

Исключая и г (р) из этих уравнений, получаем:

отр

и соответственно

¿г  (Р) — гс1

%г (Р) +  г с1
^Пад (Р )= л ? (р) ^пад (р) (19-31)

о̂тр (Р) :
(р) гс1

'2 ,(р ) + гехЛтд (Р) N (р) /над (р) ,

где N (р) — к о э ф ф и ц и е н т  о т р а ж е н и я  
т о р н о й  ф о р м е :

2 г (р )—г с 1Ы(р) =
(Р)+гС1

(19-32) 

о п е р  а -

(19-33)

Пример 19-5. Волна прямоугольной формы, напряжение которой и 0, пере
ходит с линии с волновым сопротивлением г с1 на линию с волновым сопротивле
нием г сг (рис. 19-14, а). Найти напряжение и ток отраженной волны.
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Р е ш е н и е .  Составим эквивалентную схему (рис. 19-14, б). Напряжение и2 
и ток (2 определим непосредственно из схемы:

^ _ 2и0хг2  ̂  ̂ _ и2 _ #
*С1 ^С2 г с2 г с1 “1“ г с 2

волна, которая пойдет по линии г , 2 (преломленная волна), имеет напряжение и2.
Как видно из выражения для и2, в случае, если г с2 >  гс), напряжение прелом

ленной волны больше, чем падающей. Такое возрастание напряжения имеет 
место при переходе волны с кабельной линии на воздушную. Если, например, 
волновое сопротивление кабельной линии 50 Ом, а воздушной 600 Ом, то при 
переходе волны с кабельной линии на воздушную напряжение волны увеличи
вается почти в 2 раза ( — —  =  Л ,84'). Поэтому при подключении потребителя

г с  1 ~Г
к кабельной питающей линии между кабелем и приемником избегают включать

и„

-0-

-&Г
%С2

а )

0 ---- С^о

6)
Рис. 19-14.

в)
Рис. 19-15.

воздушную линию. Наоборот, с целью снижения напряжения волны, приходящей 
к потребителю по воздушной линии, между линией и приемником можно вклю
чить участок кабеля.

Волна, отразивш аяся от узла 2—2',

‘ отр -
г  1 г с 2  2 С1

^пад =  и ч~ ~т~:гс 2 + гС1
*отр гС2 гс1
г с1 г С2 +  г £1

Таким образом, волна отражается от места перехода на линию с другим 
волновым сопротивлением точно так же, как и от активного сопротивления, 
включенного в конце линии. Если гс2 <  г с1, то отраженная волна имеет обратный 
знак. Если гс2 >  г с1, то отражение происходит без перемены знака. При г с2 =  гс1 
волна переходит с одной линии на другую без отражения.

Пример 19-6. Прямоугольная волна с напряжением и 0 падает на катушку 
с индуктивностью Ь и сопротивлением г , включенную в конце линии (рис. 19-15, а). 
Построить распределение напряжения и тока после отражения волны от конца 
линии.

Р е ш е н и е .  Составим схему замещения для этого случая (рис. 19-15, б) 
и запишем дифференциальное уравнение по закону Кирхгофа:

2£/0 = 1*2 (£с1~Ь г) (11.
Его решение дает для < >  0 при нулевых начальных условиях:

; -  .(1 _ «г'/т); „2= . 2и» (г  +  г с1е ‘/х) ,
л + гс1 ' ’ “ г ~Ьгс1

где т =  Ь/(г +  г с1), а ( отсчитывается с момента прихода волны к концу линии.
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На рис. 19-16 и 19-17 построены зависимости и2 и г2 от времени для случая, 
когда г  <  г с1, и нанесены значения иотр и (отр, определенные по формулам (19-28):

исп$ — и2 У о. ‘ отр ' : Л>— 'г-
График распределения падающей и отраженной волн вдоль линии и сум

марное значение тока и напряжения в линии для момента времени, когда отра
женная волна пройдет расстояние 1и  представлен на рис. 19-18.

Так как напряжение и ток падающей волны не зависят от времени и по
стоянны по величине, то в результате отражения напряжение и2 на узле 2—2' 
распространяется влево от узла со скоростью V. Закон распределения тока и 
напряжения в линии после отражения 
волны может быть получен непосред
ственно из выражений для и  и и2 путем 
замены ? на I — хх/у:

2[/0 (//т —
т + гс1

М )];
С1

0-

ипад
1Н*~5

- ~ _ 2 [ Л+ - (//т-*,ДгО]_
г + гС1 ^  *

Эти выражения справедливы для 
интервала времени, когда волна уже 
отразилась от конца, но вторично от
раженная от начала линии волна еще 
не дошла до рассматриваемой точки, 
т. е.

Xi.lv < / <  (2/ — *])Д>;
здесь х1 отсчитывается от узла 2—2' 
влево, а за начало отсчета времени 
принят момент падения прямоуголь
ной волны на узел 2—2’ .

Как видно из графика (рис. 19-18), 
в первый момент падения волны на ин
дуктивность последняя подобна раз
рыву линии и волна отражается с та
ким же знаком, как и от разомкнутого 
конца линии. По мере нарастания 
тока в индуктивности напряжение и 
ток отраженной волны уменьшаются,
приближаясь асимптотически к тем значениям, которые получаются при отра
жении волны от конца линии, замкнутого на сопротивлении г. Если сопротив
ление г  <; гл , то в некоторый момент времени отраженная волна изменяет знак 
(рис. 19-18).

1 " " '  — 1«>^ X

|и -г + аотр 
ШШППНПШПШ! ШШПТПтттт-------- X

 ̂‘■пад
шишиппппнппипшпт

\1отр — X
1 1

---ИНИИНПНШ
1пад ~ 1ото 
Й̂ТТТТПП

1
X

Ь

Рис. 19-18.
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Таким образом, в момент падения волны на индуктивность напряжение 
удваивается, создавая опасность пробоя изоляции катушки. С этим явлением

приходится часто встречаться на прак: 
тике, когда линия подключена к 
трансформатору.

Рис. 19-19.

Пример 19-7. Волна прямоугольной формы с напряжением и„ (рис. 19-19, а) 
переходит с линии с волновым сопротивлением гс1 на линию с волновым сопро
тивлением гс2. В месте соединения двух линий (узел 2—2') параллельно линии

включена емкость С. В конце второй 
линии (узел 3—3') включена индуктив
ность

Построить распределение напря
жения и тока вдоль линии, когда 
волна, проходящая во вторую линию, 
еще не достигла ее конца.

. Р е ш е н и е .  Составим для узла 
2—2' схему замещения (рис. 19-19, б).

и0 “а

Л ипад 
яШ Ш

*С2

ип
X

"'Г I----- ^=щрщшпп--------------

Р^ЩНИИНиИНИПШггГГПМЩТ^ПЩПИТГЯ.--»

X Включение источника 
в эту схему создает на 
пряжение

э. д. с. 2 (/„ 
узле 2—2' на-

и2= 2 и 0

[птр_
|шшттчг

г С1 +  г С2
( 1 - < г ' /Т) .  (а)

где

— р щ ш ш .— ------------

гштшШТТТТПШ ПШпттгткг̂ -

х — г с1г с2 

гс1 +  г сг
для

Рис. 19-21.

узла

График зависимости и2 (1) 
случая г, 2 <  гс1 представлен на рис. 
19-20. Как видно из графика, на
пряжение на узле нарастает плавно 
до величины 2 и ^ сг!( гл  +  г с2) и, сле- 

пойдет волна с пологим фронтом, напря-довательно, вправо от этого 
жение которой равно и2.

Одновременно от узла 2—2' отразится волна с напряжением

м п р  - :  и 2  И п й д  —  ¿ / о
-гС1

*с:2+гс1
- 2  и 0- гС2

Ь гс1
«-'А.

Таким образом, слева от узла 2—2' существуют две волны, движущиеся одна 
навстречу другой, — падающая и отраженная, а справа идет одна преломленная
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£с2
- с = >

2 и-.

вол^а. На рис. 19-21 представлены в отдельности падающая, преломленная и 
отраженная волны напряжения и тока, а также результат их наложения.

Из приведенного расчета очевидно, что в момент падения волны на емкость 
напряжение на емкости остается равным нулю, а ток равен удвоенному току 
волны. Таким образом, емкость в момент падения волны производит такое же 
действие, как и короткое замыкание. Только по мере зарядки емкости ее дейст
вие уменьшается, и по истечении времени, в несколько раз превышающего по
стоянную времени т, в узле 2—2' устанавливается 
такое же напряжение, как если бы емкости С не было 
вовсе. Ток слева от узла 2—2' больше, чем справа, 
на ток зарядки емкости.

Как видно из всех приведенных расчетов, ин
дуктивность /., включенная в конце второй линии, не 
оказывает влияния ни на составление эквивалентной 
схемы, ни на распределение токов и напряжений.
Действительно, до тех пор, пока волна не дойдет до 
конца второй линии, распределение токов и напря
жений в линии не зависит от нагрузки в конце вто
рой линии. Только после того как  волна во второй 
линии дойдет до узла 3—3 ' ,  начинает сказываться его 
влияние.

Отражение волны от узла 3—3' может быть рассмотрено аналогично преды
дущему при помощи схемы замещения для этого узла. На рис. 19-22 изображена 
схема замещения для определения напряжения на узле 3—3' при падении на него 
волны, прошедшей уже через узел 2—2' (мимо емкости). В этом случае напря
жение источника э. д. с. в схеме замещения уже не постоянно, а плавно нара
стает по закону 2ы2. Решение задачи производится так ж е, к а к  и в случае изме
нения напряжения по произвольному закону в цепи с сосредоточенными пара
метрами (см. § 13-15).

&
Рис. 19-22.

19-7. Качественное рассмотрение переходных процессов 
в линиях, содержащих сосредоточенные емкости 

и индуктивности

Как видно из рассмотренных примеров, конденсатор и катуш ка, 
включенные в цепь с распределенными параметрами, производят 
различное действие.

В момент падения волны индуктивность подобна разрыву в месте 
ее включения, но по мере нарастания тока ее действие все более 
соответствует короткому замыканию. Емкость, наоборот, в первый 
момент оказывает действие, подобное короткому замыканию между 
точками ее включения. По мере того как емкость заряж ается , ток 
через емкость уменьшается. При полной зарядке емкость анало
гична разрыву между точками ее включения.

Основываясь на этих рассуждениях, можно рассмотреть про
хождение прямоугольнбй волны через узлы схемы, в которых емко
сти и индуктивности включены различным образом.

Пусть в месте перехода с одной линии на другую  с такими же пара
метрами параллельно линии включена индуктивность (рис. 19-23, а). 
Тогда сначала, пока ток в индуктивности не достиг заметной вели
чины, процессы происходят так , как будто бы индуктивности не 
было вовсе, и ток и напряжение волны при переходе с одной линии 
на другую  не изменяются. Однако по мере нарастания тока в индук
тивности ее влияние становится все больше и ток и напряжение
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волны во второй линии уменьшаются. По истечении достаточно 
большого времени волна от индуктивности отражается полностью, 
как  от короткозамкнутого конца линии, а величина проходящей 
волны становится равной нулю. Таким образом, с первой линии 
во вторую поступает импульс с крутым фронтом, затухающей 
но экспоненциальному закону.

Если в месте перехода с одной линни на другую последовательно 
с линией включена емкость (рис. 19-23, б), то в первый момент, пока

-И
гс

-И
гс

и 1 и
—•зяТГТТ

1011|111УШ11Шп^^Г~ £  „ ■ м ! . . X

Ф

Ь/2

Ш 1ГТ1П!Ч^11К %

в)
■ X

Рис. 19-23.

емкость не заряж ена, волна проходит через нее, как если бы две 
линии были включены последовательно. По мере зарядки емкости 
она к ак  бы отключает вторую линию от первой и делает невозмож
ным переход волны с первой линии на вторую.

Если назвать переход волны с одной линии на другую при после
довательном включении емкости или индуктивности переходом 
«через емкость» или «через индуктивность», а ( при параллельном 
включении — «мимо емкости» или «мимо индуктивности», то можно 
заметить следующие закономерности.

При прохождении волны мимо индуктивности или через емкость 
фронт волны сохраняется крутым и в первый момент при равенстве
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волновых сопротивлений линий максимум напряжения (тока) про
ходящей волны равен напряжению (току) падающей волны. С тече
нием времени напряжение (ток) проходящей волны убывает, сни
ж аясь до нуля.

При прохождении волны через индуктивность или мимо емкости 
фронт волны сглаживается и напряжение (ток) волны лишь с тече
нием времени при равенстве волновых сопротивлений плиний дости
гает значения напряжения (тока) падающей волны.

Графики распределения напряжений и токов д л я  двух  послед
них случаев представлены на рис. 19-23, в и г.

2 с 1 I ,  в ,

__'-¿/Г

*)

аоВ ПР V

Рис. 19-24.

Отраженные волны имеют характер, обратный характеру про
ходящих волн. Если фронт проходящей волны становится пологим, 
то фронт отраженной волны остается крутым и, наоборот, про
ходящей волне с крутым фронтом соответствует отраженная волна 
с пологим фронтом.

Если волна прямоугольной формы имеет ограниченную длину 
/в (рис. 19-24, а), то ее можно рассматривать как  сум м у двух волн 
мпад1 — У0 и ипад2 =  — и п бесконечной длины, равных по абсо
лютному значению, но противоположных по зн аку , сдвинутых 
одна по отношению к другой на расстояние

Прохождение такой волны через индуктивность может рассмат
риваться как наложение токов и напряжений, подобных изобра
женным на рис. 19-23, в для положительной и отрицательной волн 
(рис. 19-24, б). Аналогично можно построить кривые напряжения 
и тока для прохождения импульса мимо индуктивности или мимо 
емкости, а также через емкость.

19-8. Многократные отражения волн с прямоугольным 
фронтом от активного сопротивления

Включение источника. Д ля исследования многократных отра
жений волн при наличии поглощения энергии на концах линии 
рассмотрим включение линии, замкнутой на приемник с активным 
сопротивлением г2 Ф  гс . Пусть питающий генератор имеет чисто 
активное внутреннее сопротивление и э. д. с. Е0.

Вычислим коэффициенты отражения и п2 в начале и конце 
линии:

Г1—*с. „ г2—гс«1 =
г1~'гг с Г2 + гС

(19-34)
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П ервая прямая волна в соответствии с § 19-4 имеет напряжение 
ыпр1 =  Е0г с/(гс +  г 1), а первая отраженная обратная волна в соот
ветствии с § 19-6 — напряжение иоб1 = п2и„?1.

Аналогично определяются отраженные волны « пр2 =  моб1, и0б2 = 
=  П2ипр2, и„рз =  ^ 1^об2 И т - Д- 

Таким образом, для &-й волны

Иоб* =  ( « 1 « 2 ) ^ 1 «2«пр1. (19 -3 5 )

а для & +  1-й соответственно

иПр (*+1) =  («1^г)ь ипр1. (19-36)

Н аложение этих волн дает значение напряжений (и токов) в любой 
момент времени.

Пример 19-8. Найти распределение напряжения и тока в линии с волновым 
сопротивлением гс, подключаемой к генератору с постоянным напряжением и 0 
(внутреннее сопротивление ^  =  0). Сопротивление нагрузки г2 =  4гс.

Р е ш е н и е .  По формулам (19-34) получаем пг =  — I и п2 =  0,6. Рассмот
рим систему многократных отражении волн от начала и конца линии и резуль
таты запишем в виде табл. 19-1, где иг и обозначают напряжение и ток в начале 
линии, а м2 и 12 — в конце линии.

Т а б л и ц а  19-1

Промежуток времени il/fo Значения напряжения 
последующих волн ih/U„ ¿2/1 a

0 . . .  I/o 1 1 unpl — Ua 0 0

I/o . . .  21[V 1 1 i/06i — lh linpl “  0,6L'„ 1,6 0,4

2 l/v . . .  3 l/v 1 - 0,2 UIip2 =  niuo6l  ~  —0,6U0 1,6 0,4*"

3 l/v . . .  4l/v 1 - 0,2 0̂62 — ^2̂ np2 — 0,36i/„ 0,64 0,16

41 ¡v . . .  5l/a 1 0,52 unp3=  ^1̂ 062 — 0,36£/0 0,64 0,16

5 l/v . . .  6l/a 1 0,52 ^обз ^2^нрз == 0,2 lb i/o 1,216 0,304

Ы/v . . .  ll/v 1 0,088 «пр4 =  « 1“обз= —0,216£/ 0 1,216 0,304

2 kl 
V

при

P fe + l ) l
V

k со

1 0,25 Hnp 1 0,25

Пример 19-9. То же, что в предыдущем примере, но сопротивление гг =  
= гс/3.

Р е ш е н и е. В этом случае из формул (19-34) получаем nL =  —1 и =  
=  —0,5.

Аналогично предыдущему, рассматривая систему многократных отражений, 
можно решение задачи записать в виде табл. 19-2.



Та б л и ц а  19-2

Промежуток времени а * 1 / / 0
Значения напряжения 

последующих волн 4,11/0

0 . . . //и 1 1 и пр1 —  ^0 0 0

//у ... 2//о 1 1 и0 61 =  Л2«пр1=  0,5£/п 0,5 1,5

2//у ... 31/V 1 2 ы п р2 =  п 1иаб1 —  +0,5{/о 0,5 1,5

3//о . . . 41 ¡V 1 2 «об2 2̂̂ пр2 ~  0,25£/о 0,75 2,25

41,'и . . . 5//у 1 2,5 «прз =  ̂ 1̂ 0 6 2 “Ь0,25{/() 0,75 2,25

51/V . . . 6//0 1 2,5 и оба ~  ̂ з̂ прз ”  0,125Уо 0,875 2,625

61¡V . . . Щ и 1 2,75 «пр4 ”  п1иобэ ”   ̂251/0 0,875 2,625

2 Ы  (2к + 1 ) 1

V V 1 3 ипр <*+11 1 3

при к - » со

На рис. 19-25, а и б  показано изменение тока г\, поступающего 
в линию от источника, в зависимости от времени для двух  случаев, 
рассмотренных в примерах 19-8 и 19-9: а) г2 >  г с (г2 =  4гс); б) г 2 <  
<  (г2 — гс/3). На тех же рисунках показано тонкими линиями

Рис. 19-25.

изменение напряжения иг в конце линии. Повышение напряжения 
в сравнении с установившимся значением наблюдается, только 
когда г2 >  г с , и наибольшее значение напряжения получается, 
когда первая волна дошла до конца линии.

В случае «а» напряжение и ток совершают колебания вокруг 
некоторых установившихся значений напряжения и 0 и тока /2 =  
=  и 01г2, приближаясь с течением времени к этим значениям. При
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r2 =  с » , что соответствует холостому ходу («2 =  1). колебания 
не затухаю т. Период таких колебаний Т =  2 • 2llv. На рис. 19-26 
показано, как  при этом изменяются ток в начале линии и напряже
ние в конце линии.

Время Т называется периодом собственных колебаний длинной 
линии, а / =  1/Т — ее собственной частотой:

f =  — !— .
4/1/

В реальных линиях l/ ij <  1 и колебания всегда затухают.
В случае «б» напряжение и ток апериодически нарастают до 

установившихся значений U0 и /2 =  U0/r2.
Если сопротивление г2 равно нулю, то nt = п2 =  — 1 и каж дая 

волна, приходящая к ^началу линии, увеличивает ток на 2/¡, = 
=  2 U/zc . График изменения тока в начале линии для этого случая

представлен на рис. 19-27. При 
U0 =  const (т. е. при бесконечно 
мощном источнике) и при отсут
ствии потерь ток в линии возрастал

A h  I

ч

t

21
V

- I n
и
7 3 щ

V т
t 310

5Ь,

L _ i

71п
иг =а

Рис. 19-26. Рис. 19-27.

бы до бесконечности. В реальных линиях скачки тока постепенно 
уменьшаются, и он приближается к некоторому предельному зна
чению — току короткого замыкания линии.

При приближенном рассмотрении реальных линий с потерями 
сопротивление проводов г„ может быть условно разделено пополам 
и отнесено: г л/2 — к началу линии; гл!2 — к ее концу. Эти сопро
тивления могут быть при расчетах включены в гх и г2.

Включение нагрузки. Если линия, заряженная до напряжения 
1/0, разряж ается с одного из концов на сопротивление г  (рис. 19-28), 
то изменение напряжения и тока в линии может быть определено 
аналогично предыдущему.

Т ак как  напряжение на рубильнике перед его включением 
равно — и о, то в соответствии с § 19-4

I и ° !■{пР1— г + гс ~  /э’

Ипр1 =  - ^  =  - / А .  (19-37)

574



Находим коэффициенты отражения для начала и конца линии 
в соответствии с (19-34):

—  г с  1« 1 =  7 + ,г- и Ла=  1.
Тогда

о̂б1 п̂р1 э̂» *̂пр2=== :==  ̂в̂ 1у
о̂б2 п̂рЗ”  <11рЗ =  л 1»об2 =  и т. д .;

^об * =  1цр Й “  19^1 1 •

Учитывая равенство г||р/г =  гобА, можно заметить, что каж дая  
последующая обратная волна тока компенсирует предыдущую

а) в) в)
Рис. 19-28.

прямую волну и ток в начале линии всегда равен току последней 
прямой волны. Ток в сопротивлении г  по абсолютному значению 
такой ж е и противоположен по знаку.

Таким образом, ток в сопротивлении

¿г =  и̂р Й == I Э̂ х * >
а напряжение

иг =  г1г — г1ьп\ -  *.

На рис. 19-28, а—в показаны кривые изменения иг (или 1Г) 
во времени для случаев: а) г  >  гс; б) г  <; гс; в) г =  В первом 
случае напряжение и ток уменьшаются скачкообразно через каж ды е 
2//у секунд, не изменяя знака; во втором случае пх <; 0 и эти изме
нения знакопеременные. Если ж е  г =  гс, то первая прям ая волна 
снимает с линии половину напряжения, а первая обратная волна —■ 
вторую половину и процесс заканчивается через 2Ии секунд. Все 
это напоминает случаи апериодического, колебательного и предель
ного апериодического разрядов конденсатора.
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Последний случай имеет большое практическое значение, так 
как  аналогичный принцип применяется в радиотехнике для полу
чения импульсов прямоугольной формы, продолжительность кото
рых зависит от длины линии.

Выше были рассмотрены некоторые простейшие примеры много
кратных отражений волн от концов линии. Во всех примерах 
прямая и обратная волны представлялись как результат наложения 
многократно отраженных волн. Те же результаты можно получить, 
если рассматривать только результирующие значения прямой и 
обратной волн непосредственно, анализируя уравнения (19-9) и 
граничные условия на концах линии. Такой метод позволяет свести 
задачу к решению уравнений в конечных разностях, что упрощает 
расчет сложных случаев многократных отражений волн.

19-9. Блуждающие волны

Помимо появления волн при включении, отключении, корот
ком замыкании или изменении нагрузки, а такж е при случайных 
заземлениях возможны еще волны под действием атмосферных 
явлений. Соседство грозовых туч , снег, дождь, движение воздуха, 
особенно во время восхода и заката солнца, — все это может 
привести к накоплению на изолированных проводах статических 
зарядов. Значительные заряды  могут образоваться, когда по соседст
ву с линией находятся грозовые тучи. Грозовая туча, имеющая, 
предположим, отрицательный заряд, действует таким образом, 
что разделяет в проводах на соответствующей длине линии поло
жительные и отрицательные заряды  (электростатическая индукция). 
Положительные заряды в проводах находятся в связанном состоя
нии с зарядами тучи и могут быть сосредоточены на небольшой 
длине линии, а свободные отрицательные заряды распространяются 
по всей длине линии и через несовершенную изоляцию стекают 
на землю; благодаря малой плотности этих зарядов их влиянием 
на процессы в линии можно пренебречь.

Когда грозовая туча внезапно разрядится с соседними обла
ками или с землей, бывшие до этого в связанном состоянии поло
жительные заряды на проводах уже не удерживаются зарядами 
тучи. Поэтому от места накопления зарядов в ту и другую  сторону 
пойдут волны.

В начальный момент (/ =  0), когда заряды неподвижны, ток 
в линии равен нулю:

®) — и0л(х,  0)
и(х ,  0) =  мпр(х, 0) +  ио6(х, 0); Цх, 0) = ------------ ----------—  = 0

и следовательно,

иар(х, 0) =  моб (х,

Накопленные заряды в линии после их освобождения (̂  =  0) 
от удерживающих сил (от влияния грозовой тучи) распадаются
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на две одинаковые волны с половинными значениями напряжений. 
Волны начинают перемещаться в противоположные стороны 
(рис. 19-29) со скоростью к. Пока волны не разойдутся, напряж е
ния в соответствующих точках складываются и токи вычитаются. 
В дальнейшем эти половинные волны перемещаются независимо 
друг от друга к концам линии.

Изучение процессов в электрических цепях при наличии таких 
блуждающих волн имеет большое практическое значение для рас
чета и проектирования электрической изоляции машин, аппара
тов и линий электропередачи.

Рис. 19-29.

Многократное отражение блуждающих волн происходит ан а
логично рассмотренным выше многократным отражениям прямо
угольных волн. Если, например, линия с обоих концов разомкнута 
«1 =  « 2 =  1 и отражение у концов линии происходит полностью 
и без перемены знака, то после отражения волны дви ж утся н а
встречу друг другу , накладываясь др уг на друга при встрече, к ак  
показано на рис. 19-29.

В реальных линиях наличие потерь приводит к затуханию  волн; 
напряжение блуждающих воли постепенно уменьшается, и по израс
ходовании всей энергии волны исчезают.



Р а з д е л  III 

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ

Г л а в а  д в а д ц а т а я

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ ПРИ ПОСТОЯННЫХ ТОКАХ 
И НАПРЯЖЕНИЯХ

20-1. Элементы и эквивалентные схемы простейших 
нелинейных цепей

Выше были изложены основные методы расчета и описаны свойст
ва линейных электрических цепей. В этом разделе рассматриваются 
нелинейные электрические цепи, т. е. цепи, содержащие элементы 
с нелинейными вольт-амперными характеристиками.

Нелинейные элементы электрических цепей можно разбить 
в зависимости от их характеристик на две основные группы: сим
метричные и несимметричные. С и м м е т р и ч н ы м и  называют 
нелинейные элементы, у которых вольт-амперные характеристики 
не зависят от направлений тока в них и напряжения на их зажимах. 
К числу таких элементов относятся электрические лампы, барет
теры, ‘герморезисторы (термисторы) и т. п. Н е с и м м е т р и ч 
н ы м и  называют нелинейные элементы, у которых вольт-ампер
ные характеристики не одинаковы при различных направлениях 
тока и напряжения на заж имах. В качестве примеров таких нели
нейных элементов можно назвать электрическую д у гу  с разнород
ными электродами (медь — уголь, железо — ртуть), триоды (лам
повые и полупроводниковые), вентили и т. п.

Рассмотрим вольт-амперные характеристики некоторых нели
нейных элементов. Вольт-амперная характеристика б а р е т т е р а  
(применяется для стабилизации тока) интересна тем, что при изме
нении в некоторых пределах напряжения и  на его зажимах ток 
/б остается практически неизменным (рис. 20-1). Ток в бареттере 
практически один и тот ж е при изменении напряжения в пределах 
от 1/а до и к. Сопротивление бареттера растет с увеличением тока.

Д л я  стабилизации напряжения в электрических цепях вклю
чают т е р м о р е з и с т о р ы ,  у которых с повышением 
температуры сопротивление уменьшается. На рис. 20-2 показана 
типичная вольт-амперная характеристика терморезистора. Они 
включаются также в различные схемы для измерения и регулиро
вания температуры, применяются для температурной компенсации 
и т. д.

Некоторые электрические цепи содержат в качестве нелинейных 
элементов приборы т л е ю щ е г о  р а з р я д а .  Режим работы
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газового промежутка, характеризующийся дуговым разрядом, 
также встречается весьма часто на практике. С увеличением тока 
напряжение на дуге падает или, как  говорят, у  дуги  падающая 
характеристика.

Э л е к т р о н н ы е  л а м п ы  и т р а н з и с т о р ы ,  очень 
часто применяемые в современной электротехнике, к а к  было пока
зано, такж е обладают нелинейными вольт-амперными характерис
тиками.

ин ик
Рис. 20-1.

Расчеты и исследования электрических цепей с нелинейными 
вольт-амперными характеристиками во многих случаях проводятся 
графоаналитическими методами, в основу которых положены законы 
Кирхгофа. В тех случаях, когда вольт-амперные характеристики 
можно с достаточной степенью точности выразить аналитическими 
функциями, может быть выполнен анали
тический расчет.

При расчете нелинейных цепей вводят 
понятия статического и дифференциального 
сопротивлений нелинейного элемента.

На рис. 20-3 показана вольт-амперная 
характеристика нелинейного элемента, по
строенная в масштабах для тока гп; и на
пряжения т и . Предположим, что рабочий 
режим элемента задан точкой а. Отноше
ние напряжения, измеряемого отрезком аЬ
к току, измеряемому отрезком ОЬ, определяет в некотором м ас
штабе тг =  т и/т[ с т а т и ч е с к о е  с о п р о т и в л е н и е  г 
в данной точке. Из рис. 20-3 видно, что это сопротивление про
порционально тангенсу угла |3 меж ду прямой, соединяющей точ
ку а с началом координат, и осью токов, т. е.

и
Г~ Т

ш^аЬ
т.рь = т г р.

Предел отношения приращения напряжения на участке цепи 
к приращению тока в нем или производная от напряжения по току 
в том же масштабе тг определяет д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  
с о п р о т и в л е н и е  гд. Это сопротивление пропорционально
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тангенсу угла а  между касательной к вольт-амперной характерис
тике в точке а и осью токов, т. е.

г д =й,и/<И =  тг tg а.
Д л я  прямолинейного участка волбт-амперной характеристики 

дифференциальное сопротивление равно отношению конечного при
ращения напряжения к конечному приращению тока, т. е.

г л =  Аи/М.
Д л я  нелинейных элементов с падающей вольт-амперной харак

теристикой дифференциальное сопротивление отрицательно, так
как положительное приращение 
тока сопровождается отрицатель
ным приращением напряжения.

Если вольт-амперная харак
теристика на рабочем участке 
практически линейна, то можно 
для расчета нелинейный элемент 
заменить эквивалентной схемой, 
состоящей из источника напря
жения и линейного сопротивле
ния гд. Так, вольт-амперные ха
рактеристики двух нелинейных 
элементов, представленные на 
рис. 20-4, а и б, на небольших 
участках около рабочей точки а 
можно заменить прямыми ли
ниями, уравнения которых

U1 =  En  +  (mr t g a 1) /;
U2 =  — E02 +  (mr t g a 2) I ,  '

или
и , -

£/2 =  — £02 ~Ь (20-1)
Предположим, что нелиней

ный элемент гх (/) (рис. 20-5, а) 
имеет вольт-амперную характе
ристику, показанную на рис.
20-4, а. Для рабочей точки а и 
вблизи нее напряжение IIг и 
ток / на нелинейном элементе 

связаны  первым из выражений (20-1). Эквивалентная схема 
этого нелинейного элемента на небольшом участке около рабочей 
точки показана на рис. 20-5, б, причем э. д. с. £ 01 направлена 
навстречу току /, так к ак  именно при таком направлении э. д. с. 
потенциал точки 1 (рис. 20-5, а) выше потенциала точки 2 на — 
=  Е01 •
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Разделив последнее выражение на гд1, получим соотношение 
=  *̂01 ̂ д1 +  Л которому соответствует эквивалентная схема 

с источником тока (рис. 20-5, в), где /д1 =  и х/гл1. Ток J x равен 
в масштабе /л/.отрезку Ой (рис. 20-4, а), отсекаемому на оси токов 
продолжением касательной а/, что легко показать при помощи 
соотношения между катетами треугольника (¿0/.

Если нелинейный элемент (рис. 20-5, а) имеет вольт-амперную 
характеристику, показанную на рис. 20-4, б, то при тех ж е поло

жительных направлениях для тока 
и напряжения (рис. 20-5, а) на 
эквивалентных схемах изменяются 
направления э. д. с. и тока источ
ника тока на обратные, что сле
дует из второго уравнения (20-1) 
и нетрудно уяснить из построений 
на рис. 20-4, б.

1
0-

п П
- Ф -

и,
_ а)
01

0-I в -
г3,

и,
В)

0-

/
■ К ~ 1

«)
Рис. 20-5.

и  .

у ^ ( 7 )

м
I

I

Рис. 20-6.

Если на некотором участке вольт-амперной характеристики 
нелинейного элемента напряжение убывает при увеличении тока 
(рис. 20-6), то дифференциальное сопротивление эквивалентной 
схемы получается отрицательным. Это означает, что в схеме заме
щения такое сопротивление можно представить источником э. д . с. 
или тока.

Следует еще раз подчеркнуть, что все соотношения, которые 
можно установить при помощи эквивалентных схем, справедливы 
лишь для таких режимов, когда нелинейные элементы электри
ческой цепи работают на практически прямолинейных участках 
вольт-амперных характеристик.

20-2. Графический метод расчета неразветвленных цепей  
с нелинейными элементами

На рис. 20-7 показано последовательное соединение д вух  нели
нейных элементов гх (1Х) и г2 (/2), вольт-амперные характеристики 
которых 1Х ( и х) и /2 (и 2) заданы (рис. 20-8). Пусть требуется опре
делить ток / и напряжения и х и ¿/2 на элементах при заданном 
напряжении на зажимах цепи V — Е.
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Д л я  вычисления тока 1 и напряжений и г и £/2 построим вспо
могательную характеристику: зависимость тока / от суммарного 
напряжения и х +  и 2. Так к ак  в неразветвленной цепи ток в обоих 
нелинейных элементах один и тот 'же, т. е. А =  /2 =  I, то для 
построения характеристики / (6^ -|- 112) необходимо суммировать 
напряжения 1/1 и 1>2 при оди
наковых значениях тока /
(рис. 20-8).

Отложим на оси абсцисс 
напряжение II и из точки а 
проведем прямую аЬ, парал
лельную  оси ординат, до пе-

ГЛ1,)

0 £

Рис. 20-7.

ресечения с кривой I ( и г +  И2)\ полученный отрезок аЬ равен 
в масштабе т1 току /. Затем из точки Ь проведем прямую Ьс, па
раллельную  оси абсцисс. В результате получим отрезки ей  и с/, 
соответственно равные и и 2 в масштабе ти .

Такие ж е построения для расчета тока и напряжений можно 
выполнить, если один из элементов линейный. Аналогично решается

задача расчета цепи, состоящей из трех 
или большего числа последовательно сое
диненных элементов с нелинейными харак
теристиками.

Графические построения для расчета 
последовательной цепи (рис. 20-7) можно 
провести и другим способом.

Предположим, что на рис. 20-7 после
довательно соединены нелинейный актив
ный двухполюсник с источником э. д. с. 
Е =  и  и нелинейным сопротивлением г1 (/,) 
и нелинейный пассивный двухполюсник 
г2 (/2). Напряжение и 2 на зажимах нели

нейного элемента г% (/2) определяется, с одной стороны, вольт- 
амперной характеристикой этого элемента /2 (¿У2), а с другой — 
разностью- между э. д. с. Е — и  и напряжением 11г на зажимах 
нелинейного элемента гг (/2).

Н а рис. 20-9 построены характеристика /2 (1] 2) и кривая 11( и ~
— £/х), абсциссы которой получены вычитанием абсцисс вольт- 
амперной характеристики /х (£/х) из напряжения и  для различных

Рис. 20-9.
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значений тока 1Х. Из построений на рис. 20-9 непосредственно 
следует, что в точке Ь пересечения кривых /2 (¿Л) и 1Х (£/— и х) 
удовлетворяются равенства ¿/3 =  ¿7 — 1)х и ~1Х =  /2 =  /, опреде
ляющие режим в рассматриваемой цепи.

20-3. Графический метод расчета цепей с параллельным  
соединением нелинейных элементов

На рис. 20-10 показаны параллельно соединенные нелинейные 
элементы гх (1Х) и г2 (/2), вольт-амперные характеристики которых 
1Х (и х) и /2 (¿/2) заданы (рис. 20-11). Пусть напряжение на зажимах 
цепи равно ¿У; тогда по вольт-амперным характеристикам 1Х (IIх) 
и /2 (£/2) легко определить токи 1Х и /2 в нелинейных элементах, 
а на основании уравнения 1Х +  12 = I  — ток в неразветвленной

Если задан ток I, то для определения напряжения и  и токов 
1Х и /2 в нелинейных элементах гх (1Х) и г2 (/2) надо построить вспо
могательную характеристику (1Х +  /2) ¿7, т. е. зависимость суммар
ного тока от напряжения и .  Т ак к ак  при параллельном соединении 
и х =  и 2 — О, то для построения этой характеристики в соответ
ствии с уравнением / = 1Х +  /2 суммируем ординаты кривых 
Л (^ 1) и 12 ( 0 2) для одних и тех ж е значений напряжения и х =  
=  и 2 (рис. 20-11). Затем отложим на оси ординат отрезок Ос, р ав
ный в масштабе пц току /, и проведем из точки с прямую сЬ, п арал
лельную оси абсцисс, до пересечения с характеристикой (1г +  /2)¿У; 
полученный отрезок сЬ =  Оа равен в масштабе т и  напряжению и .  
Наконец, из точки Ь проведем прямую, параллельную оси ординат, 
до пересечения с осью абсцисс. В результате получим отрезки 
ай и а/, равные в масштабе т1 токам 1Х и /2.

Таким же путем можно рассчитать электрическую цепь с любым 
числом параллельно включенных нелинейных элементов.

20-4. Графический метод расчета цепей со смешанным соеди
нением нелинейных и линейных элементов

На рис. 20-12 показана схема со смешанным соединением 
нелинейных и линейных элементов. Пусть заданы напряжение 
источника и ,  а также вольт-амперные характеристики нелинейных

части цепи, (1 , Щ иI

о и
Рис. 20-11.Рис. 20-10.
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элементов 1Х (Их), /2 (и .2) (рис. 20-13) и сопротивление г3 линейного 
элемента; требуется найти токи во всех ветвях и напряжениях 
на элементах.

Д л я  определения искомых токов и напряжений можно применить, 
так  ж е  к а к  при расчете последовательных и параллельных цепей, 
графический метод.

По заданному сопро
тивлению г3 построим 
(рис. 20-13) вольт-ам-

Рис. 20-12.

перную характеристику линейного элемента — прямую I3 (U3), про
ходящую через начало координат. Затем суммированием ординат 
кривой /2 (U2) и прямой /3 ( U3) для одних и тех ж е значений напря
жения U., = U3 — U23 построим вольт-амперную характеристику 
параллельного соединения (/2 -]- /3) U23. Наконец, суммированием 
абсцисс кривых Ix (Ux) и (/2 +  /3) U23 для одних и тех ж е значений

тока 1Х = /2 +  /з получим вольт-ампер
ную характеристику всей цепи

¡1 (Ui +  и 2з) — ¡1 (О) •
Отложим в масштабе т и на оси аб

сцисс заданное напряжение U (отрезок 
Оа) и проведем прямую, параллельную 
оси ординат, до пересечения с кривой 
Ix (U); полученный отрезок ab определяет 
в масштабе rtii ток 1Х. Затем проведем 
из точки b прямую, параллельную оси 
абсцисс, до пересечения с кривыми Ix (i/x) 

и (/2 +  /3)^23 в точках с  и d  и опустим из точки d  перпендикуляр dg  
на ось абсцисс. В соответствии с уравнениями U — Ux +  U23 и 
/i =  /2 +  /3 отрезки db и cb  определяют в масштабе ти соответ
ственно напряжение Ux на первом элементе и напряжение U23 на 
разветвлении, а отрезки g e  и g f  в масштабе т/ дают токи /2 и /3.

Графические построения для расчета рассматриваемой цепи 
можно выполнить, так  ж е к ак  при расчете схемы с последователь
ным соединением нелинейных элементов (рис. 20-7), другим спо
собом. Представим схему на рис. 20-12 в виде последовательного

Рис. 20-14.
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соединения нелинейного активного двухполюсника с источником 
э. д. с. Е =  и  н нелинейным сопротивлением г1 (/^ и нелинейного 
пассивного двухполюсника г23 (/2 -|- /3), эквивалентного двум  парал
лельным ветвям с элементами г2 (/2) и г3 (рис. 20-14) и с вольт-ампер- 
ной характеристикой (/2 +  /3) 0 23 (рис. 20-13). Полученная схема 
(рис. 20-14) не отличается от схемы на рис. 20-7, поэтому расчет 
режима схемы, показанной на рис. 20-14, может быть выполнен 
при помощи построений, аналогичных выполненным на рис. 20-9.

20-5. Применение эквивалентных схем с источниками 
э. д. с. для исследования режима нелинейных цепей

Схема, изображенная на рис. 20-12, может быть применена д л я  стабилизации 
напряжения (/2 =  и 3 =  1/гз на заж и м ах  приемника с сопротивлением г3. Д ей
ствительно, если напряжение (/, соответствующее рабочей точке Ь (рис. 20-13), 
увеличится на Д и, то напряжение 1123 на зажимах сопротивления г3 изменится 
значительно меньше на Д1/23 (рис. 20-13).

Степень постоянства напряж ения на заж имах приемника характеризую т 
коэффициентом стабилизации. К о э ф ф и ц и е н т о м  с т а б и л и з а ц и и  
н а п р я ж е н и я  называют отношение относительного изменения стабилизи
руемого напряжения {/ к вызванному им относи
тельному изменению стабилизированного напряже- Е0, гя,

Очевидно, чем больше коэффициент стабили- р  20-15
зации, тем меньше относительное изменение ста
билизированного напряжения.

Д л я выяснения стабилизирующих свойств схемы определим коэффициент 
стабилизации напряжения на сопротивлении г3 в схеме, показанной на рис. 20-12, 
при помощи эквивалентной схемы.

Заменим вольт-амперные характеристики  /, (и{) и /2 ((/2) на уч астках  р? 
и т п  прямыми линиями дО' и пО". Уравнения этих прямых:

где г.л и гд 2 — дифференциальные сопротивления нелинейных элементов.
Этим уравнениям удовлетворяет эквивалентная схема на рис. 20-15, в ко

торой Еах =  и т  и Ею =  и<п-
Д ля этой схемы по законам Кирхгофа

или в пределе
и 23 М 
и <ш

и г =  — и01 г д1/1', и 2 =  и 02-|~ г д2/о,

^ + ̂ 01 — Т Д1/1 +  ̂ 23; ¿02 — У13 — Г 2> 
/1-/*+/*,

откуда

Производная от напряжений I/ по 1/23:

Л» Гад + т д1г3 г д 2г3
ЛД2Г3¿ и . а
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После подстановки сИЦ<1и23 в вы ражение для кй получим:

Д л я  хорошей стабилизации напряж ения 1/23 коэффициент &с должен иметь 
возможно большее значение. В' рассматриваемой схеме это достигается примет 
нением нелинейных элементов с возрастающим гх (/х) и уменьшающимся гг (/2) 
статическими сопротивлениями. Дифференциальные сопротивления гд1 и гд2 про
порциональны соответственно и t g a 2 (рис. 20-13). Т ак к а к  t g a 1 > t g a 2, 
то отношение гл1/гя2 >> 1. Таким образом, при определенных соотношениях между 
сопротивлениями гд1, гА2 и г3 можно получить значение кс, во много раз превы
шающее единицу.—

4
Ь  г, [а ч

| Ъ(1*) ъ ( 1 3)

Тх <э -

ЕП< гй1 Еог Г8г

■ в - ' = > г г в -

")
Рис. 20-16.

Д л я  стабилизации напряж ения можно пользоваться и другими схемами, 
в частности мостовой схемой, показанной на рис. 20-16, а. Пусть в рассматривае
мом режиме вольт-амперные характеристики  нелинейных элементов гх (/х) =  
=  гз Оз) и г2 (Ь) — Г1 (и) заменены прямыми линиями, уравнения которых

Их ——£»1 +  гз,х! 1! Иг = Еог-1г г д2/2-
Н а рис. 20-16, б показана эквивалентная схема, на которой нелинейные 

элементы заменены источниками э. д. с. и дифференциальными сопротивлениями. 
Т ак к а к  схем а симметрична, то 1г =  /3 и /2 =  /4. Д ля определения четырех неиз
вестных токов составим уравнения:

Е + £()1 — £'о2==/'д1̂ 1 + /'д2̂ 2!
^01 +  -^02 =  Г  Лх 1 1 +  Л)Л) —  ГД2^ 4>

1̂ = Л) + ¡  — ¡хЛ-Ц-
П усть р л  =  гл2 =  гд, что нетрудно получить в реальных условиях. Тогда 

в результате совместного решения уравнений найдем:

г _£р1~1~£о2

Из последнего выражения следует, что ток /„ и напряжение {/„ =  г0/0 на со
противлении г0 не зависят от приложенного напряжения и  =  Е\ Следовательно, 
эта схема может служ ить стабилизатором напряжения и тока.
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20-6. Вольт-амперные характеристики 
нелинейных активных двухполюсников

При графоаналитических расчетах разветвленных цепей с нели
нейными элементами часто приходится пользоваться вольт-ампер- 
ными характеристиками ак-

5 г (1) , 1 Е г (1) ,
0— — 0 0— 0 = н т 5 — 0—О -у^>

и?! —I---
и и

тивных двухполюсников с 
нелинейными элементами.

На рис. 20-17, а пока
зана активная ветвь, экви
валентная некоторому не- ^  д\ 
линейному двухполюснику
с источником э. д. с. Е и Рис. 20 -17 .
нелинейным элементом г  (/);
вольт-амперная характеристика этого элемента дана на рис. 20-18 
в виде кривой I = / (II). Д ля схемы, изображенной на рис. 20-17, а 
при выбранных положительных направлениях тока / и напряже-

I  
1 ф ~ —

лн

&
2

I ——0

/ 1— 
г{1„) 

*)

2
' 1—0

В)
Рис. 20 -19 .

ния и 21, очевидно, справедливо уравнение Игх =  Е — и .  По 
этому уравнению и заданной вольт-амперной характеристике / =  
=  / (и ) на рис. 20-18 построена вольта-амперная характеристика, 

показывающая зависимость тока / от напря
жения и 21. При изменении тока / в пределах 
от нуля (точка а) до / =  /0 (точка Ь) напря
жение и 21 уменьшается, изменяясь от значе
ния 1/21 =  Е до значения 1!.п  =  0 (участок аЬ 

и кривой). При дальнейшем увеличении тока I 
напряжение на зажимах двухполюсника
становится отрицательным и определяется 
абсциссами участка кривой Ьс (рис. 20-18). При 
отрицательных значениях тока / и напряже
ния и  напряжение £/21 растет с увеличением 
тока I  (участок ад).

Если э. д. с. Е (рис. 20-17, б) имеет про
тивоположное направление, т. е. 1/21 —

— — Е — и ,  то получится др угая  вольт-амперная характери
стика для активного двухполюсника в виде кривой / =  / ( — Е — I!)

Рис. 20-20.
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(рис. 20-18). Из рис. 20-18 ясно, что вольт-амперная характери
стика / =  / ( — Е — Ц) получается путем переноса каждой орди
наты кривой / =  / (Е — и ) на величину 2Е влево относительно 
кривой / =  / (Е — 0).

Вольт-амперные характеристики для активных двухполюсников 
с источником тока (рис. 20-19, а и б) построены на рис. 20-20 в виде 
кривых: / =  / +  /„ =  / (и ) и / — — -/ +  /,[ =  / (^0- Методика 
построения" этих характеристик показана непосредственно на 
рис. 20-20 и не требует особых пояснений.

20-7. Примеры расчета разветвленных электрических цепей 
с нелинейными элементами

На рис. 20-21, а показана разветвленная схема с тремя извест
ными э. д. с. источников Е1г Е2, Е3 и тремя нелинейными элементами 
Г1 (А)> Г1 (А) и г3 (/3), вольт-амперные характеристики которых

г3(1,+1г)
- Ф п

1,+1г
•1

Ы 1})
“5 ^

е)

для упрощения дальнейших графических построений приняты оди
наковыми [кривая /2 (¿/2) на Рис- 20-8] и симметричными; требуется 
определить токи /1( /2 и /3 во всех ветвях.

Выберем положительные направления токов 1Ъ /2 и /3 так, как 
показано на рис. 20-21, а. Тогда разность потенциалов между 
точками 2 и 1

Фг Ф1 =  ̂ 21 ~  ЕI и^ =  Е2 — £/2 =  — ^з ^з> (20-3)

где и г , 1/2 и и з — напряжения на нелинейных элементах.
П ользуясь вольт-амперной характеристикой /2 (£/2) (рис. 20-8), 

построим (рис. 20-21, б) кривые:

1х {игг) =  /1 (Ег -  ¿А); /2 (£/21) =  /2 (Е2 -  ¿Уа);
1 з (^ 21) =  -̂ з (— Е3 -(- и з).
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Д ля определения токов в ветвях  построим вспомогательную 
характеристику (1Х +  /2) И2Х суммированием ординат кривых /х (¿/21) 
и /2 (¿/31) для одних и тех ж е значений напряжения 1/21.

Токи в ветвях должны удовлетворять уравнениям (20-3) и 
первому закону Кирхгофа: 1Х +  4  =  /з- Следовательно, ордината 
точки а  пересечения кривой /3 (£/21) и кривой (/х +  /2) £/21 опре
деляет в масштабе ш/ искомое значение тока /3, а абсцисса той ж е 
точки а в масштабе ти дает значение напряжения 6/21. Построив 
из точки а  прямую, параллельную оси ординат, получим отрезки 
сЬ и ей, определяющие в том ж е масштабе токи 1Х и /2. Отметим, 
что выбранное положительное направление тока /2 не совпадает 
с действительным направлением этого тока (точка й  лежит ниже 
оси абсциСс).

Другим приемом решения поставленной задачи является построе
ние кривой (1Х +  /2 — /3) и 21 (пунктирная кривая на рис. 2 0 -2 1 , б). 
Так как  алгебраическая сумма токов 1Х +  /2 — /з равна нулю , 
то точка с  пересечения кривой (1Х +  /2 — /3) ¿У21 с осыо абсцисс 
определяет неизвестное напряжение и 21.

Рассмотренные приемы расчета можно распространить и на более 
сложные цепи, состоящие из любого числа активных и пассивных 
нелинейных элементов со смешанным соединением. Д ля пояснения 
прежде всего вернемся к схеме, показанной на рис. 2 0 -2 1 , а и п ока
жем, что графические построения на рис. 2 0 -2 1 , 6 соответствуют 
расчету схемы на рис. 20 -2 1 , в, состоящей из двух активных нели
нейных двухполюсников. В этой схеме один из двухполюсников 
с источником э. д. с. Е3 и нелинейным элементом г в (1Х +  /2) экви 
валентен двум заданным параллельным ветвям с источниками 
э. д. с. £ ) и £ 2 и нелинейными элементами гх (1Х) и г2 (/2).

Действительно, при суммировании ординат кривых /х (£/21) 
и 12 ( и 21) для одних и тех же значений напряжения 1)21 (рис. 2 0 -2 1 , б) 
устанавливается зависимость (/1 -\- /2) £/21 между суммарным током 
1Х +  /2 и напряжением С121 на заж имах двух  указанных параллель
ных ветвей. Если э. д. с. Е3 и вольт-амперная характеристика 
нелинейного элемента г3 (1Х +  /2) подобраны так , что зависи 
мость между током (7Х +  /2) и напряжением и 21 для этой схемы 
такая ж е, к ак  и для схемы на рис. 2 0 -2 1 , а, то полученный д в у х 
полюсник эквивалентен двум параллельным ветвям с заданными 
источниками э. д. с. Ех и Е2 и нелинейными элементами гх (7Х) 
и г2 (12).

Электродвижущая сила Еэ эквивалентного активного двухп о 
люсника равна напряжению на его заж имах при токе 1Х +  /2 =  0 , 
чему соответствует на рис. 20-21, б  точка е. Вольт-амперная х а р а к 
теристика (1Х +  /2) и 9 эквивалентного элемента гв (1Х +  /2) (рис.
2 0 -2 1 , б) может быть найдена в соответствии с уравнением £/э =  Еэ —
— и 21, т. е. вычитанием абсцисс характеристики (1Х +  /2) £/21 
из э. д. с. Е3.

Д ля определения тока /3 в схеме на рис. 20-21, в можно восполь
зоваться изложенными выше (§ 2 0 -2 ) вторым способом расчета
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последовательной цепи (рис. 20-9), что полностью совпадает с пост
роениями на рис. 20-21, б.

В сложных цепях со смешанным соединением нелинейных 
элементов следует заменить параллельно соединенные ветви экви
валентными двухполюсниками, как  только что было показано, 
а затем преобразовать всю схему к простому последовательному

Рис. 20-22.

соединению двухполюсников. Например, для расчета схемы, изоб
раженной на рис. 20-22, а, можно первую и четвертую ветви, а 
такж е вторую и пятую заменить эквивалентными двухполюсниками 
и получить неразветвленную цепь из трех активных двухполюсни
ков (рис. 20-22, б), расчет которой не представляет затруднений. 
Затем следует вернуться к  исходной схеме и по законам Кирхгофа 
определить токи в остальных ветвях.

При расчете разветвленных цепей с линейными элементами 
иногда можно упростить схему, применяя для линейной части 
цепи взаимное преобразование треугольника и звезды сопротив
лений. Например, схема на рис. 20-23, а содержит звезду из постоян
ных сопротивлений г4, г5 и г3. После преобразования этой звезды 
в эквивалентный треугольник получится схема (рис. 20-23, б) 
со смешанным соединением линейных и нелинейных элементов, 
метод расчета которой уж е известен.
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20-8. Применение теории активных двухполюсника, четырех
полюсника и шестиполюсника для расчета цепей с линейными 

и нелинейными элементами

О - « .  I ,

Рис. 20-24.

Для расчета разветвленных электрических цепей с линейными 
и нелинейными элементами иногда целесообразно пользоваться 
теоремой об активном двух
полюснике. ---- 3—1 I-

На рис. 20-24, а показана 
схема разветвленной цепи с 3 
одним нелинейным элементом 
г3 (/3), причем известны э. д. с. 
источников Ег и Е2, сопротив
ления ги  г2, г4, гБ и г6 и вольт- 
амперная характеристика не
линейного элемента; требует
ся определить токи во всех 
ветвях.

По теореме об активном 
двухполюснике представим за 
данную схему (рис. 20-24, а) в виде последовательного соединения 
двух двухполюсников (рис. 20-24, б). В полученной схеме э. д. с. 
Е — и х равна напряжению между точками 1 и 2 при отключенном 
элементе; гв — входное сопротивление активного двухполюсника 
по отношению к зажимам /—2\ /3 — искомый ток в нелиней

ном элементе. Этот ток 
в схеме на рис. 20-24, б  
легко найти ранее изложен
ным способом. При извест
ном токе /3 токи в осталь
ных ветвях  определяются 
аналитически любым р а
счетным методом схемы на 
рис. 20-24, а.

Эквивалентную схему 
на рис. 20-24, б  можно по
лучить, не применяя тео
ремы об активном двухпо
люснике. Д ля этого тре
угольник сопротивлений г4, 
г5 и гв следует преобразо

вать в эквивалентную звезду, а полученные в результате такого 
преобразования две параллельные ветви заменить одной ветвью 
с эквивалентными источником э. д. с. £  и сопротивлением гв.

Применяя теорему об активном двухполюснике к нескольким 
ветвям, иногда удается довольно просто рассчитать разветвленную 
цепь с несколькими нелинейными элементами после ее преобразо
вания к более простому виду.

Е Т? Ут.

Рис. 20-25.
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На рис. 20-25, а  изображена мостовая схема с двумя нелинейными 
и тремя линейными элементами, для которой заданы вольт-амперные 
характеристики нелинейных элементов, а такж е сопротивления 
ветвей г, и г4 и напряжение II; требуется определить токи во всех 
ветвях.

-С=>

' ( Я 1
б)

Рис. 20-26.

Разомкнем одновременно вторую и третью ветви с нелинейными 
элементами и найдем напряжения и м и Их3 на зажимах этих ветвей. 
Затем, так ж е к а к  при расчете линейной цепи (рис. 2-32), включим

=в разомкнутые ветви источники э. д. с. £ х2 =  (Ух2 и £ хз 
и закоротим зажимы 3 и 4. В результате получится схема (рис.
20-25, б). У  этой схемы токи /2 и /3 в ветвях с нелинейными элемен
тами равны действительным токам в тех ж е ветвях заданной мосто
вой схемы (рис. 20-25, а). Расчет полученной схемы (р,ис. 20-25, б) 
со смешанным соединением линейных и нелинейных элементов 
выполняется ранее изложенными способами. '

Рис. 20-27.

Необходимо отметить, что иногда в результате размыкания 
ветвей с нелинейными элементами они отсоединяются от остальной 
активной части схемы; возникает неопределенность при расчете 
напряжений на зажимах этих ветвей. Например, такая неопреде
ленность появляется при определении напряжений £/хз, и ы и и хЪ 
в схеме на рис. 20-26, а, полученной в результате одновременного

592



размыкания трех ветвей с нелинейными элементами г3 (/3), г4 (/4) 
и гь (/5). Эту неопределенность легко устранить. Если положить 
напряжение на зажимах одной из ветвей, например 1/х3, равным 
нулю и соединить между собой проводником с нулевым сопротив
лением точки 1 и 1' (изображено пунктиром на схеме рис. 20-26, а), 
то режим не изменится, так как  токи во всех ветвях  с нелинейными 
элементами не возникают. Следовательно, д ля  расчета заданной 
схемы достаточно определить напряжения £/х,, и 1)хЬ. Токи в

теперь найдены по схеменелинейных элементах могут быть 
рис. 20-26, б, которая после пре
образования треугольника сопро
тивлений ги  г2 и г„ в эквивалент
ную звезду приводится к  схеме 
с двумя узлами.

Таким образом, в случае не
определенности величин напряже
ний на зажимах ветвей при их 
размыкании следует разомкнуть 
не все ветви с нелинейными эле
ментами. При этом токи во всех 
ветвях с нелинейными элементами 
должны быть, так ж е как в разом
кнутых ветвях, равны нулю.

В заключение рассмотрим еще 
один прием расчета любых раз
ветвленных цепей с линейными и 
двумя нелинейными элементами, 
основанный на применении эквива
лентной Г-образной схемы актив
ного четырехполюсника.

На рис. 20-27, а показан линей
ный активный четырехполюсник А 
с двумя присоединенными к нему 
нелинейными элементами г1 (/х)
и г2 (/2). Заменим активный четырехполюсник Г-образной схемой 
(рис. 20-27, б), в которой э. д. с. Ех1 и Ех2, к а к  известно, равны 
напряжениям на зажимах 1—Г  и 2—2’ при их одновременном раз
мыкании. Пассивные элементы г[, г ’2, Гз эквивалентной схемы найдем 
так же, как в § 8-5.

Зная вольт-амперные характеристики нелинейных элементов 
и параметры эквивалентной схемы с двумя узлами (рис. 20-27, б), 
нетрудно определить токи 11 и /2 в ветвях с нелинейными элементами 
одним из ранее изложенных способов.

Аналогичным путем можно произвести расчет сложной развет
вленной цепи с тремя нелинейными элементами (рис. 20-28, а). 
Д ля этой схемы после одновременного размыкания ветвей с нели
нейными элементами и включения э. д. с ., равны х напряжениям 
на зажимах разомкнутых ветвей, запишем уравнения, рассматри-
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вая токи /1( /а, /3 как  контурные:

Т 1 "Ь  г  12^2 “Ь  Г 13^ 3 ~ Е х 1  —  И ъ  ^ 21^1~ \ 'Г 22^2~\~Г 23^3 ~ Е хг  

/'з1^1+,'з2̂ 2 +  /'зз^з =  £хз — Не
линейную часть схемы рис. 20-28, а  с шестью зажимами, к  кото

рым присоединены три нелинейных элемента, заменим эквивалент
ным шестиполюсником (рис. 20-28, б) в соответствии с уравнениями

(г п  +  г 12 +  г 1з) 1̂ Ч'/’ха (^2 ~  х̂) +  х̂з (^з — А) — £*х ”
2̂Х (Л . — ^ г) +  (^22 +  ^ х  4" ^гз) ^ 2 “Ь ^гз (^з — 1 г ) — Е х2 ~  ^ 2!

Г31^1 — ^з) 4" ''зг (А — з̂) +  ( з̂з +  з̂х +  гЪ2) 1з — Е х3 ~~ Уз-

На эквивалентной схеме рис. 20-28, б  обозначено:

^х =  лхх +  ГХ2 +  г 1з; гг =  г 2 1Л ' г 22-\-г 2з,1 гз ~  ''зх +  ^за +  ^зз!

причем г12 =  г21, г23 =  г32; г31 =  г13.
Полученная эквивалентная схема может быть рассчитана срав

нительно просто ранее изложенными способами.

20-9. Расчет разветвленных нелинейных цепей итерационным 
м етодом  (методом последовательных приближений)

При расчете цепей с нелинейными элементами очень часто при
меняют приближенный аналитический способ решения нелиней

ных алгебраических уравнений, назы
ваемый м е т о д о м  и т е р а ц и и .

Д ля выяснения сущности этого ме
тода рассмотрим сначала произволь
ную цепь с одним нелинейным элемен
том. Схема с одним нелинейным эле
ментом, на которой источник с э. д. с. 
Е и сопротивлением гв заменяют ли
нейную часть цепи произвольной кон
фигурации, показана на рис. 20-29, а. 
Вольт-амперная характеристика не
линейного элемента задана (кривая 1 
или 2 на рис. 20-29, б).

Найдем прежде всего условия, при 
которых сходится итерационный про
цесс для двух значений сопротивле
ний гв и для двух типов нелинейных 
элементов с различными вольт-ампер- 
ными характеристиками.

Пусть э. д. с. £  и сопротивление гв 
имеют такие значения, при которых 

внешняя характеристика эквивалентного источника изображается 
прямой ¡ц  (рис. 20-29, б). Очевидно, что графически рабочий режим 
цепи в случае первого нелинейного элемента определится точкой а.

6)
Р ис. 20-29.
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Д ля того чтобы найти напряжение и ток в цепи методом итераций, 
зададимся напряжением и ,  например, равным Е и по кривой 1 
найдем ток / (точка р  на рис. 20-29, б). Затем по уравнению

и  =  Е - г в1= Р (Ц )  (20-4)
определим уточненное значение напряжения (что соответствует 
на рис. 20-29, б  переходу из точки р  в точку <7). После этого найдем 
по вольт-амперной характеристике новое значение тока / (точка 
в), а затем по уравнению (20-4) определим новое уточненное значе
ние напряжения II и т. д. Из рис. 20-29, б  непосредственно следует, 
что при заданных значениях Е, г в и известной вольт-амперной х ар ак 
теристике нелинейного элемента итерационный процесс в этом 
случае сходится.

Можно показать (в курсе математики это положение доказы 
вается), что условие сходимости требует, чтобы в окрестности 
искомого корня (точка а) абсолютное значение производной |У7' (¿/)| 
было меньше единицы, и чем меньше значение |Р' (¿7)|, тем быстрее 
сходится процесс.

Д ля исследуемой схемы после дифференцирования (20-4) полу
чим:

ёР  (и)/йи =  — г а йЦсШ =  — /-В/Гд, 

причем необходимо, чтобы

| - ^ д | < 1 . (20-5)
Так как  дифференциальное сопротивление гд определяется 

в некотором масштабе значением tg  а ,  а сопротивление г в в том ж е 
масштабе значением tg |3 <  tg  а  (рис. 20-29, б), то в окрестности 
точки а  условие (20-5) выполняется.

Другой способ вычислений основан на применении уравнения 
для тока

' У = .Р (/ ). (20-6)

• В этом случае зададимся током / и по кривой 1 найдем значение 
напряжения II, а по формуле (2 0 -6 ) определим уточненное значение 
тока. Затем по вольт-амперной характеристике 1 найдем новое 
значение напряжения и т. д.

При тех ж е значениях Е, г в и вольт-амперной характеристике 
нелинейного элемента, т. е. той ж е  рабочей точке а, к ак  показываю т 
расчеты, итерационный процесс расходится.

Однако легко убедиться, что при помощи второго способа вычис
лений можно найти методом итерации ток и напряжение, соответ
ствующие рабочей точке Ь (рис. 20-29, б), т. е. при сопротивлении 
гв, значительно большем, чем.в первом случае (внешняя характерис
тика //г). Это объясняется тем, что условие сходимости при втором 
способе расчета записывается так :

................................< 1 .  (20-7)
<и> (/) й (Е ~ и \ йи  1 _  г\д

й/ гв ) й/ гв Г В
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т. е. необходимо другое соотношение между гв и дифференциальным 
сопротивлением гд в рабочей точке.

Если в схеме на рис. 20-29, а  заменить нелинейный элемент 
другим с вольт-амперной характеристикой 2 (рис. 20-29, б), то, 
нетрудно заметить, что последовательность вычислений и условия 
сходимости итерационного процесса для точек с  п й получаются 
такими ж е , к ак  для точек а и Ь. Но итерационный процесс в точке й 
сходится медленнее, чем в точке Ь, так как отношение | — гд/гв | в 
этой точке лишь немного меньше единицы.

Чтобы сделать некоторые обобщения, рассмотрим еще два спо
соба расчета, непосредственно вытекающие из уравнения

1 = т ^ Ш - р ^  (2 0 ' 8 >

где г  (Г) — статическое сопротивление нелинейного элемента (рис.
20-29, а). Д ля применения этой формулы целесообразно предва

рительно построить зависимость
г ( 1 ) = и  (/)//.

Последовательность расчета в 
этом случае непосредственно сле
дует из уравнения (20-8). Условия 
сходимости находим дифференциро
ванием уравнения (20-8):

с1Р(/) Е Иг (1)/й/
си Кв +  г (/ )Р < 1.

(20-9)

Чтобы получить более удобное 
выражение для оценки условий 
сходимости, установим связь ме
ж ду статическим г  (/) и дифферен

циальным гд (/) сопротивлениями нелинейного элемента в виде 
соотношения

откуда
<1г{1) _  гд (/)-/■(/) 

<11 ~  1 (20- 10)

Заменив в уравнении (20-9) йг (1)1(11 по (20-10) и с учетом (20-8), 
получим условие сходимости:

гЛП-г{1)
Гъ+Г (/) < 1 . (20-11)

Из рис. 20-30 непосредственно следует, что для вольт-амперных 
характеристик с положительным сопротивлением гд (/) и с умень
шающимся статическим сопротивлением г  (I) (на рис. 20-30 кривая 
1) дифференциальное сопротивление меньше статического ^  а г <
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<  *8 р !), т. е. абсолютное значение разности |гд (/) — г  (/) | всегда 
меньше г (/). Поэтому условие сходимости (20-11) выполняется 
при любом значении сопротивления гв.

Аналогично можно показать, что для вольт-амперных характе
ристик с возрастающим статическим сопротивлением г  (II) (на рис.
20-30 кривая 2) расчетное уравнение нужно составить относительно 
напряжения на нелинейном элементе, т. е.

“Щ-тптт- <2 0 - 1 2 >

При этом условие сходимости имеет вид:

1' (У)/гд (*/)] - 1
га+г(Щ < 1. (20-13)

Рис. 20-31.

Д ля вольт-амперных характеристик с положительным сопро
тивлением гд (С/) и с возрастающим сопротивлением г  (I!)  стати
ческое сопротивление меньше диф
ференциального ^  р2 <  tg а 2) и 
их отношение г (£/)/гд (¿/) всегда 
меньше единицы (рис. 20-30). По
этому условие сходимости (20-13) 
выполняется при любом значении 
сопротивления га. Конечно, быстро
та сходимости итерационного про
цесса зависит не только от вида 
вольт-амперных характеристик и 
выбора начальных приближений,
но и от значения сопротивления гв. Однако основным фактором, 
определяющим решение нелинейных уравнений методом итерации, 
является способ составления расчетных уравнений.

Поскольку при указанных способах расчета (20-8) и (20-12) 
итерационный процесс сходится при любом значении сопротивле
ния гв, его можно применить для расчета сложной разветвленной 
цепи с любым числом нелинейных элементов.

На рис. 20-31, а показан нелинейный элемент г2 (1), присоеди
ненный к зажимам разветвленной активной нелинейной цепи 
(условно обозначенной прямоугольником с буквами АН) с э. д. с ., 
не зависящими от токов. Такую  активную  нелинейную цепь можно 
представить в виде активного двухполюсника с эквивалентной 
э. д. с. Е и нелинейным элементом гх (/) (рис. 20-31, б). В результате 
получилась неразветвленная схема с двумя нелинейными элемен
тами, расчет которой можно выполнить изложенным способом.

Д ля иллюстрации методики расчета рассмотрим примеры.

Пример 20-1. На рис. 20-32 изображены вольт-амперные хар актери сти ки  
нелинейных элементов, показанных на схеме рис. 2 0 -3 1 ,6 ; э. д . с. £ = 1 0  В . 
Определить ток I и напряжения на уч астках  итерационным способом, прим ен яя 
расчетные уравнения (20-8) и (20-12).
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Е  10
*+1_ ги  (/,) +  /*, (/,) “  Ах, (/,) + гм (/,) *

где « — порядковый номер приближения.
Расчет по этой формуле при помощи вольт-амперных характеристик 

(рис. 20-32) приведен в табл. 20-1.

Т а б л и ц а 20-1

Р е ш е н и е .  Запишем уравнение (20-8) для схемы рис. 20 -31 ,6 :

5
номер

прибли
жения

‘ г  А
у * ,- 'в  (из харак
тери
стики)

Г2 S 
U2S
l s ' 
Ом

в(из ха
ракте

ристики)

r i s  =
и и
J s  ' 

Ом

r2S + r lS’
Ом

/í+l’
А

0 0,400 5,3 13,25 0,75 2,00 15,25 0,655
1 0,655 6,55 10,00 1,35 2,06 12,06 0,827
2 0,827 7,25 9, СО 1,95 2,36 11,36 0,880
3 0,880 7,40 8,41 2,15 2,44 10,85 0,920
4 0,920 7,50 8,15 , 2,30 2,50 10,65 0,940
5 0,940 7,55 8,04 2,40 2,56 10,60 .0,940

Та б л и ц а  20-2

s
номер

прибли
жения

и и> в
V  А(из ха
ракте

ристики)

r l  S  ~  

U 2S

' s  ’ 
Ом

и и-  в (из ха
ракте

ристики)

ris  =  
U l S

¡ s ’
Ом

'Ъ + 'Ъ '
Ом

U i < S + V
в

0 6,00 0,52 11,5 1,05 2,0 13,50 8,55
1 8,55 1,50 5,7 7,00 4,66 10,36 5,50
2 5,50 0,43 12,8 0,80 2,0 14,80 8,65
3 8,65 1,60 5 ,4 12,0 7,5 12,10 4,18
4 4,18 0,26 16,1 0,4 2,0 18,10 8,90

Т а б л и ц а  20-3

8
номер

прибли
жения

u is- в
V  А(из ха
ракте

ристики)

r l  s ~
Ui s
J s ' 

Ом

ии> в(из ха
ракте

ристики)

'2* =  
U2S

’
Ом

Ом
U1 (S+1)’ 

В

0 7,0 1,5 4,67 8,50 5,67 10,34 4,50
1 4,5 1,3 3,46 8,25 6,35 9,81 3,53
2 3,53 1,19 2,96 8,10 6,80 9,76 3,04
3 3,04 1,09 2,67 7,90 7,25 9,92 2,69
4 2,69 1,00 2,69 7,70 7,70 10,39 2,59
5 2,52 0,99 2,61 7,65 7,73 10,34 2,52
6 2,52 0,98 2,57 7,60 7,77 10,34 2,49
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Из этой таблицы видно, что 
итерационный процесс довольно 
быстро заканчивается, несмотря на 
ухудшение условий сходимости 
вследствие влияния нелинейного 
сопротивления rls . В результате 
получены значения тока и напря
жений на уч астках , практически 
совпадающие с величинами, най
денными графически (рис. 20-32).

Можно показать , что при ра
счете напряжения U по формуле

п  £/«(/«)
2 Î S + Î )  Г ц  ( / 3) - [ - Г г5  ( I s )

получается расходящийся процесс, 
что иллюстрируется табл. 20-2.

Однако, если применить расчетное уравнение (20-12) длй определения 
напряжения (Д на нелинейном элементе с  возрастающим сопротивлением 
/i (/) (рис. 20-31, б), то итерационный процесс сойдется. Расчетное уравн ен и е 
в этом случае

г , _______Е г (7s)
1,S*1> r ls Us)  +  r 2S (Is) '

По этому уравнению и вольт-амперным характеристикам  Ul  (/) и Uz (/) 
составлена табл. 20-3.

Из этой таблицы видно, что итерационный процесс практически закан ч и 
вается после шестого приближения.

Пример 20-2. На рис. 20-33 изображена мостовая схема с двум я нелинейными 
элементами гу (/х) и г2 (/„). Вольт-амперные характеристики этих нелинейны х 
элементов заданы (рис. 20-34). П ользуясь итерационным методом, определить 
токи в ветвях  с нелинейными элементами и напряж ения на их заж и м ах .

Р е ш е н и е .  По методу контурных токов, запишем уравнения:

( г з-\~г ь) 2— (г з~\~г ъ) h  — —  Uъ

r J i ~ sr ( r t Jr r ù  —  (r i J t r ù  ¡ з  — —  U
—  (.ГзЛ- Гъ) I i  — i f i  +  r s )  1ч,-\-{гз-\-Гь-\- г ъ -\ -г )  13 =  Е,

где ¡i ,  f2 и /3 — контурные токи.

Выразим контурный ток /3 из третьего уравнения и подставим его зн ач е 
ние в первое и второе. После преобразований получим:

( r 3 Jr r ù  ( л4 ~Ь г ) ,  I г ьг — ' У 4 / _  р г з  ~Ь га______ц  .
г 3 +  г4 +  /'5 +  Г 1 г  з -\ - г  ГЬ~\~г  2 Гз +  Г  ̂+  Г в + Г  11

гъг — (rjA-r-J (rb + r) . =  г4 + Гц
Гз+^ + Гб + Г 1 ''з + ''4 + ,,5 + /' 2 /3 + Л4 + Г5 + /' Ъ

или при заданных числовых значениях сопротивлений и э. д. с.

4 h - - f - / 2= 1 6 - i / i ;  _ | - / 1 +  | - / 2= 8 - i / 2,

откуда
/ i == 7,2 — 0,4£/х — 0 ,1 Î72; /а =  4 ,8  — 0,1 i/j —
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Т ак как  статическое сопротивление гх (/,) первого нелинейного элемента 
убы вает с увеличением то ка , а статическое сопротивление г2 (/2) второго нели
нейного элемента возрастает, то для обеспечения сходимости итерационного про
цесса необходимо пользоваться уравнениями для тока 1Х и напряжения [)г.

Из уравнений, определяю щих токи 1Х и /2, получим:
, _________7,2 4~ 2 ,4^______ ^
И5+1) 1 —(- 0,4 (г 1;у —|-г25) -|— 0,1 бг- 2̂

г г _______ 4,8/’г5-|- щГ2$_____
1 11111 1 _|. 0 ,4  (г15 г25) + 0, 15г14гм

Результаты  расчета сведены в табл. 20-4.
Т а б л и ц а 20-4

$
номер
при

ближе
ния

/15’
А ракте-

ристнки)

|Г15 =
" и  
’ и  ’

Ом

и М-
в

V  А
(из ха
ракте

ристики)

Л2*

“ и
72, ’

Ом
А

^ 2 (1 + 1 )*
в

0 1,2 9,7 8,07 8,00 1,86 4,30 1,57 • 5,57
1 1,57 10,6 6,75 5,57 1,58 3,52 1,81 5,23
2 1,81 11,0 ' 6,07 5,23 1,52 3,44 1,94 5,25
3 1,94 11,3 5,83 5,25 1,53 3,43 2,01 5,25
4 2,01 11,4 5,67 5,25 1,53 3,43 2,04 5,25

Из этой таблицы видно, что итерационный процесс практически заканчи
вается после четвертого приближения.

Г л а в а  д в а д ц а т ь  п е р в а я  
МАГНИТНЫЕ ЦЕПИ ПРИ ПОСТОЯННЫХ ТОКАХ

21-1. Основные понятия и законы магнитных цепей

В современных электрических машинах, трансформаторах, элек
тромагнитных аппаратах и приборах для увеличения м а г н и т 
н о г о  п о т о к а  в определенных частях устройств применяют
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■"1Г~

__11—

и г

_11_

ф е р р о м а г н и т н ы е  м а т е р и а л ы .  Такие устройства обыч
но состоят из магнитопроводов и обмоток, изготовляемых из изо
лированных проводов и надеваемых на магнитопроводы. В з а 
висимости от требований, предъяв
ляемых к различным электромагнит
ным устройствам, их магнитопроводы 
изготовляются самой разнообразной 
формы.

На рис. 21-1 показан трехстержне
вой магнитопровод трехфазного транс
форматора. Обмотки трансформатора 
размещаются на вертикальных стерж 
нях. На рис. 21-2 схематично изобра
жено магнето, применяемое в цепи за 
жигания газовой смеси в двигателях 
внутреннего сгорания. В пространство 
между полюсными наконечниками 
подковообразного постоянного магни
та помещен металлический сердечник, 
изготовляемый, так  же как полюсные 
наконечники, из мягкой стали. В этом 
случае магнитное поле существует 
вследствие остаточной намагничен
ности.

Совокупность устройств, содержащих ферромагнитные тела  
и образующих замкнутую систему, в которой при наличии м а гни 
тодвижущей силы образуется магнитный поток и вдоль к от орой  

замыкаются линии магнитной индукции , н а 
зывается м а г н и т н о й  ц е п ь ю .

Магнитное поле определяют вектором м аг
нитной индукции В, связанным с векторами 

и напряженности магниг- 
изотропной среды соотно-

' - 4 -

Рис. 21-1.

намагниченности Л 
ного поля Н для 
шениямй

В =  ц,0-1+ИоН и В =  ¡1|10Н =  ¡1аН.

М а г н и т н а я  и н д у к ц и я  В х а р а к 
теризует силовое действие магнитного поля 
на ток, а такж е  свойство переменного м аг
нитного поля возбуждать электрическое поле; 
намагниченность .1 характеризует состояние 
вещества при намагничивании, м а г н и т 

н а я  п о с т о я н н а я  |д0 =  4л •10-7 Г/м =  4я • 10~9 Г/см; [Аа =  
=  В/Н — а б с о л ю т н а я  м а г н и т н а я  п р о н и ц а е 
м о с т ь  и ¡л =  }ха/̂ х0 — о т н о с и т е л ь н а я  м а г н и т н а я  
п р о н и ц а е м о с т ь .  Магнитная проницаемость зависит от строе
ния и магнитного состояния вещества и в общем случае изменяется 
с изменением напряженности магнитного поля.
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Зависимость между В и Я  для ферромагнитных материалов 
не имеет точного аналитического выражения, поэтому для каждого 
ферромагнитного материала эту зависимость изображают в виде кри
вой намагничивания В =  / (Я ), определяемой опытным путем.

Впервые зависимость магнитной проницаемости от напряжен
ности магнитного поля была установлена в 1871 г. русским физи
ком А. Г. Столетовым и опубликована в его докторской диссерта
ции «Исследование о функции намагничивания мягкого железа». 
Эта работа послужила основой для расчета электрических машин и 
сыграла громадную роль в развитии электротехники.

Если ток в обмотке кольцевого сердечника, изготовленного из 
ферромагнитного материала, плавно изменять в пределах от поло

жительного максимального значения 
+  м̂акс До отрицательного максималь
ного значения — /макс и от — /накс до 
+  ^макс, то зависимость индукции в сер
дечнике от напряженности магнитного 
поля получается в виде петли, называе
мой п е т л е й  м а г н и т н о г о  г и 
с т е р е з и с а .  Эта петля в первом 
цикле намагничивания и размагничива
ния не замкнута. При повторных изме
нениях тока в тех же самых пределах 
получается ряд петель, которые сначала 
отличаются друг от друга. После ряда 
циклов перемагничивания получается 
устойчивая симметричная петля (рис.
21-3).

Каждый из отрезков, отсекаемых 
петлей гистерезиса на оси ординат, оп
ределяет о с т а т о ч н у ю  и н д у к 

ц и ю  (Вг и —Вг), а каждый отрезок, отсекаемый той же петлей 
на оси абсцисс, — к о э р ц и т и в н у ю  (задерживающую) силу 
(Нс и —Я с). Часть петли, лежащ ая во втором квадранте, ограни
ченная изменением индукции от + В Г и Н — 0 до  В — О и Я  =  —Нс, 
называется кривой размагничивания. Этой кривой пользуются при 
расчете постоянных магнитов (§ 21-4). О с н о в н о й  к р и в о й  
н а м а г н и ч и в а н и я  называют геометрическое место вершин 
замкнутых симметричных гистерезисных петель при различных 
максимальных значениях тока /макс.

На рис. 21 ;4 показаны основные кривые намагничивания В (Я) 
различных марок электротехнических сталей.

Д ля расчета цепей с постоянными магнитами имеют большое 
значение так  называемые ч а с т н ы е  г и с т е р е з и с  н ы е  
ц и к л  ы, одна из вершин которых лежит на кривой размагничи
вания (рис. 21-3). Обычно петли этих циклов очень узки и в расче
тах  могут быть заменены прямыми линиями, проходящими через 
вершины частных гистерезисных циклов. Отношение магнитной
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индукции ЛВ к напряженности АН частного гистерезисного ц икла 
называется коэффициентом возврата

/гвз — АВ/АН.
Между величинами, характеризующими магнитные и электри 

ческие цепи, существует формальная аналогия, позволяющая д л я  
магнитных цепей ввести ряд понятий, аналогичных понятиям, 
которые применяются при исследовании процессов в электриче
ских цепях. Эта аналогия распространяется и на методы расчета 
магнитных цепей.

В электрических цепях по
стоянные токи возникают под 
действием э. д. с. источников 
электрической энергии; в маг
нитных цепях магнитные потоки 
чаще всего возбуждаются токами 
обмоток. Поэтому между э. д. с. 
в электрической цепи и токами 
в обмотка^, создающими магнит
ные потоки, существует формаль
ная аналогия. Магнитный поток 
аналогичен току в электрической 
цени. Пользуясь законом пол
ного тока, можно ввести для маг
нитной цепи еще понятия маг
нитодвижущей силы и разности 
скалярных магнитных потенциа
лов, аналогичные понятиям
э. д. с. и напряжения для элек
трической цепи.

По аналогии с сопротивлени
ем электрическому току часто 
вводят сопротивление магнит
ному потоку, называемое маг
нитным сопротивлением цепи, и величину, обратную магнитному 
сопротивлению, — магнитную проводимость.

В электрических цепях постоянного тока пренебрегают током 
в изоляции проводников, так  как  проводимость изоляции очень 
мала по сравнению с проводимостью материала проводников. 
Магнитные проницаемости материала магнитной цепи и окружаю - 

. щей среды иногда мало отличаются друг от друга , а обмотки с эл ек 
трическими токами занимают лишь небольшую часть участков 
магнитной цепи. При этих условиях приходится считаться с нали
чием магнитного потока, частично выходящего за пределы магнит
ной цепи.

Магнитный поток Ф , целиком замыкающийся по магнитной 
цепи, называется о с н о в н ы м  п о т о к о м ,  а магнитный 
поток, замыкающийся частично по участкам  магнитной цепи, а

Ш 800 /200 1600 2000 2А00 
ьо во /го ¡во гоо гьод/м

Р и с .  2 1 - 4 .
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частично — в окружающей среде, называют п о т о к о м  р а с 
с е я н и я .

В этой главе рассмотрены такие магнитные цепи, которые 
изготовлены главным образом из ферромагнитных материалов. 
В таких цепях резко отличаются магнитные проницаемости маг
нитной цепи и окружающей среды и потоками рассеяния во многих 
случаях можно пренебречь. Поэтому можно считать, что с любым 
витком одной и той ж е  катушки с током I  сцеплен один и тот же

поток Ф и что поток на каждом участ
ке магнитной цепи остается одним и 
тем же по всей длине участка.

Рассмотрим сначала неразветвлен- 
ную магнитную цепь (рис. 21-5).

Пусть участки 1Х и /2 магнитной 
цепи выполнены каждый из одного и 
того же ферромагнитного материала 
и имеют различные поперечные сече
ния и 32. При незначительном по
токе рассеяния поток Ф в любом по

перечном сечении магнитной цепи один и тот же. Если длины 
участков магнитной цепи (1г и /2) значительно больше поперечных 
размеров, то магнитная индукция во всех точках каждого участка 
может быть принята одинаковой.

На первом участке магнитной цепи индукция Вх — Ф/8и  на 
втором участке Вг =  Ф /52. Напряженности магнитного поля на 
этих участках

=  £ 2 / ^ 0  =  Ф/МаЩЗь 
Я  2 — — Ф/^Цо^г-

Применим закон полного тока к контуру, совпадающему со 
средней магнитной линией длиной / =  1Х +  /2. Тогда получим:

£  =  § Н ^ 1  =  Я 1/1 +  Я 2/2 =  /да. (21-1)

В этом уравнении величина £ = /да называется по аналогии 
с э. д. с. электрической цепи м а г н и т о д в и ж у щ е й  с и л о й  
(м. д. с.) или иногда намагничивающей силой (н. с.).

После подстановки значений Я х и Я 2в уравнение (21-1) найдем,
что

■ р = ' * = ф ^ + ф ^ = ф ^ + ф ^  <21-2> 

где #м1 и /?м2 — м а г н и т н ы е  с о п р о т и в л е н и я  у ч а с т 
к о в .

Произведение магнитного потока Ф на магнитное сопротивление 
/?н2 или разность скалярных магнитных потенциалов можно наз
вать по аналогии с электрической цепью м а г н и т н ы м  н а 
п р я ж е н и е м ,  взятым по направлению потока от точки а к точке 
Ь (рис. 21-5), т. е. и №аЬ =  Ф £ м2.

Рис. 21-5.

604



Следовательно, магнитный поток

Ф = /до /ш Цмаь _Уя„ь (21-3)

Это уравнение аналогично закону Ома для электрической цепи. 
Если на сердечнике помещено несколько катушек с различ

ными числами витков и различными токами (рис. 21-6), то резуль
тирующая м. д. с. равна алгебраической сумме отдельных м. д. с .:

Е/7 =  Е/до =  +  /2до2 — /з^з =  ЕЯ / =  ЕсЩ?м
откуда

Ф = (21-4)

где 2/?м — магнитное сопротивление всей цепи.
Направление м. д. с. связывают с направлением тока в обмотке 

правилом буравчика (с правой нарезкой). Если буравчик вращ ать 
по направлению тока в витках обмотки, то направление м. д . с. 
совпадает с поступательным дви
жением буравчика.

Известно, что линии вектора 
магнитной индукции (магнитные 
линии) замкнуты, т. е. не имеют 
начал и концов. Поэтому магнит
ный поток сквозь любую замкну
тую поверхность всегда равен 
нулю и для узлов магнитных 
цепей справедливо уравнение

Ф1 +  Фз +  Фз +  --- =  £Ф =  0-
(21-5)

ТхШ,

Рис. 21-6.

В этом уравнении положительные знаки принимаются д л я  
потоков, имеющих положительное направление от узла, а отри
цательные — для потоков, направленных' к  узлу магнитной цепи 
(или наоборот), аналогично знакам токов в первом законе Кирх
гофа для электрической цепи.

Уравнение (21-5) выражает первый закон Кирхгофа для м а г 
нитных цепей: алгебраическая сумма магнитных потоков в у зл е  
магнитной цепи равняется нулю.

Пользуясь законом полного тока, получаем для разветвлен
ной магнитной цепи уравнение, аналогичное второму закону К ирх
гофа для электрической цепи.

На рис. 21-7 показана разветвленная магнитная цепь. Эта 
цепь состоит из шести неразветвленных участков с длинами 1Х, 
/2, .. ., /„ и таким же числом различных магнитных потоков Ф х, 
Ф 2, .. ., Фв. Предположим, что каждый участок магнитной цепи и з
готовлен из одного материала с неизменным поперечным сечением 
по всей длине участка. Вместе с этим разные участки этой цепи
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могут быть выполнены из различных ферромагнитных материалов 
и могут иметь разные поперечные сечения 5 ^  5 а, 5 в.

Пренебрегая потоками рассеяния и принимая длины участков 
значительно превышающими их поперечные размеры, определяем 
магнитные индукции на участках:

д  ___, г» Ф й»1 =  ? - ,  о 2 -о-; • •

г,Щ I
_ГГН> 0—

Напряженности магнитного поля на этих участках магнитной 
цепи найдем по кривым намагничивания (рис. 21-4) при получен

ных значениях магнитной ин
дукции.

Применим теперь закон пол
ного тока, например, к замкну
тому контуру 1—2—3—1 магнит
ной цепи (рис. 21-7). Для инте
грирования по этому контуру 
направление обхода выберем, 
например, по движению часовой 
стрелки; в результате получим:

Е/1- =  Е/ш =  1^1  — /3ш3 =
=  Я 1/1- Я 3/3- Я 4/4. (21-6)

В это выражение составляю
щие # 3/3 и # 4/4 входят с отрица
тельными знаками, так  как  на
правление обхода контура не 
совпадает с выбранными поло
жительными направлениями маг

нитных потоков, а следовательно, и напряженностей магнитного 
поля на третьем и четвертом участках.

Так как

# 1  =  Ф 1/И 1И < А; # 3  — Фз/ИзИо^з; ^ 4 ==(1)4/М4Мо‘54 ,

то после подстановки этих значений напряженностей в уравнение 
(21-6) получим:

1' ф 1* л  и  _

Рис. 21-7.

13ХЮ3 _  ф (

= Ф Л ,1 -
Ц1.ч<А 
- Фз^мз

ф ,Из.а<А 1 !̂ |1о54 
Ф 4 ^ м 4 = а д „ - (21-7)

Аналогично записывается уравнение для любого контура; на
пример, для контура 1—2—3—4—1 (рис. 21-7):

1 ^ 1  — 1з& 3 -\- /2® 2 =  Ф ^ м 1  ~  Фз^мЗ +  Фо^м5 +  Фг^?иг —

Обобщая на любой замкнутый контур, можно написать:

Е/ю =  И/? =  2Ф/?„ =  £///, (21-8)
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т. е. второй закон Кирхгофа для магнитных цепей: алгебраиче
ская сумма м. д. с. в контуре магнитной цепи равна алгебраиче
ской сумме магнитных напряжений в том же контуре.

Здесь необходимо особо отметить, что сопротивление любого 
участка магнитной цепи обычно не может рассматриваться к а к  
постоянная величина вследствие зависимости магнитной проница
емости ферромагнетиков от индукции. Следовательно, расчеты 
магнитных цепей сходны с расчетами электрических цепей с нели
нейными вольт-амперными характеристиками.

21-2. Расчет неразветвленных магнитных цепей

При расчете неразветвленных магнитных цепей приходится 
встречаться с двумя видами задач.

В одних задачах необходимо определить намагничивающий 
ток по заданному магнитному потоку, а в других — поток по 
заданному току или заданной м. д. с. В обоих 
случаях, к ак  правило, известны геометриче-. 
ские размеры всех участков магнитной цепи, 
материалы, из которых они изготовлены, ос
новные кривые намагничивания или петли 
гистерезиса и числа витков катуш ек. В м аг
нитных цепях из магнитно-мягких материа
лов гистерезисом можно обычно пренебречь, 
т. е. считать зависимость индукции от на
пряженности магнитного поля однозначной 
и определяемой основной кривой намагничи- г 1 
вания (рис. 21-4). - Т

Рассмотрим неразветвленную магнитную 
цепь (рис. 21-8), состоящую из П-образного 
сердечника электромагнита и стальной пла
стины, замыкающей его концы. М ежду концами сердечника электро
магнита и пластиной имеется немагнитный, например воздуш 
ный, зазор /в. Размеры сердечника электромагнита и пластины, 
а также материалы, из которых они изготовлены, известны. Н е
обходимо определить намагничивающий ток, при котором магнит
ный поток Ф в воздушном зазоре имеет заданное значение. Сечение 
сердечника электромагнита во всех частях одинаково и равно 5 1( 
а сечение пластины равно 5 2.

При этих условиях всю магнитную цепь представим в виде 
трех последовательно соединенных участков с одинаковым потоком 
Ф : сердечника электромагнита, двух воздушных зазоров и стальной 
пластины. Д ля расчета магнитной цепи наметим приближенно 
среднюю магнитную линию и определим длины ее отдельных уч аст
ков /ь  2/в и /2. При малых размерах поперечных сечений сердечни
ков по сравнению с их длиной небольшие неточности в определе
нии средних длин участков не вносят в расчет существенных по
грешностей. Точный расчет распределения магнитного потока

11-т
1 ¡ф

11
1

V)

5,
11 1

11 1
1
¥

*-$2—1?------

Рис. 21-8.

607



в воздушном зазоре представляет трудную задачу. Однако при 
малой длине зазора и параллельности плоскостей ферромагнитных 
тел, ограничивающих зазор, магнитное поле в зазоре можно счи
тать однородным, а его сечение 5 В — равным сечению сердечника 5^ 

.Неразветвленную магнитную цепь, изображенную на рис. 21-8, 
представим эквивалентной схемой, составленной из трех последо
вательно соединенных сопротивлений /?м1, /?мв и /?м2 (рис. 21-9) 
и м. д. с. 1ии =  Р. В этой схеме сопротивления /?м1 и #ы2 зависят

от магнитного потока, а сопротивление /?мв 
постоянное.

По второму закону Кирхгофа для маг
нитной цепи м. д. с.

Р =  1ю =  Н111 +  Н212 +  Нв21в.
Магнитные индукции определим по за

данному значению магнитного потока
Б 1 =  Ф/Яь В 2 =  Ф/52; В в =  Ф/8в.

По найденным значениям магнитной индукции Вх и В2 и основ
ным кривым намагничивания для соответствующих' материалов 
определим напряженности магнитного поля Нх и Я 3. Д ля воздуш
ного зазора Я в =  В в1\кй. Намагничивающий ток

^ __ _Н ^  +  Н ^  +  Н ^
12)  №

Если при расчете магнитный поток задан не в веберах (Вб), а в максвеллах 
и сечение ыагнитопровода в квадратны х сантиметрах, то магнитная индукция Вя 
получится не в теслах (Т ), а в гауссах  (Гс). Тогда напряженность магнитного 
поля # в в воздушном зазоре определяется в А/см по формуле

й Я . Ю-8
Я в (А/см) =  - ~  -  4 д ,  ю' а ^ ° , 8/)'В (г с) =  ° .8  • 10* Вв (Т) или 

Нв (А/м) =  80Вв (Гс) =  80 • 10*Вв (Т).

Рассмотрим теперь ту  же магнитную цепь рис. 21-8, для ко
торой требуется определить магнитный поток по заданному зна
чению м. д. с. Эта задача в отличие от предыдущей не имеет «прямого» 
решения вследствие нелинейной связи между потоком и намагни
чивающим током.

Решение такой задачи можно выполнить, например, следую
щим методом. Сначала зададимся предполагаемым значением маг
нитного потока, например Ф ', затем, так  ж е как  и в предыдущей 
«прямой» задаче, найдем м. д. с. Б' = 1'т =  Ц (Я/)'. Если полу
ченное значение м. д . с. совпадает с заданным Р =  /да, то задача 
решена. Однако такого совпадения после первой попытки обычно 
не получается. Поэтому зададим другие значения магнитного по
тока Ф", Ф '" и т. д ., найдем соответствующие значения м. д. с. 
Р" = 1"хю, = 1"'хю и т. д. и построим вспомогательную харак
теристику Ф =  / (¿¡Я/) (рис. 21-10). Затем отложим на оси абсцисс 
заданную м. д. с. Р  =  1ш (точка а) и проведем из этой точки пря

Рис. 21-9.
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мую, параллельную оси ординат, до пересечения с кривой Ф (V / / / )  
в точке Ь. Отрезок аЬ определит искомое значение магнитного потока.

Необходимо подчеркнуть, что в практических расчетах не имеет 
смысла строить всю кривую Ф (¿¡Я/), начиная с нулевого значе
ния магнитного потока. Для получения первой точки этой кривой 
надо приравнять заданную м. д. с. Р — /до магнитному н апряж е
нию на участке с наибольшим магнитным сопротивлением ЯЫФ '  =  
=  /до и из этого уравнения при помощи кривой намагничивания 
определить максимальный магнитный поток (1)'.

Если в магнитной цепи есть воздушный зазор, то он чаще всего 
и является участком с наибольшим магнитным сопротивлением. 
Для воздушного зазора применительно 
к рис. 21-8 последнее уравнение можно 
записать в следующем виде:

- % Ф ' =  /да,

откуда

ф '= /ш>

Так как другие участки той же не- 
разветвленной магнитной цепи, так  ж е
как участок с максимальным магнитным сопротивлением, ограни
чивают магнитный поток, то его последующие значения, необхо
димые для построения кривой Ф (^Я /), следует взять меньше Ф '.

При решении подобных задач все вычисления целесообразно 
свести в табл. 21-1.

Т а б л и ц а  2 1 -1

вг = в „=
ф,
Вб

ф

т

II
н

£с
1© и Ни

А/м
н„
А/м А/ м

Иг1г,
А

п,1,.
А

Нв2'в' 
А £Н1, А

ф' в \ в '* к Щ "5 ¡К //;/, я;2/в (2 т у
ф " в ; в : в 1 н ; «1 Н[1, " в '2 1в (2.Н1)"

Так как магнитный поток во всех участках  неразветвленной 
магнитной цепи один и тот же, то характеристика Ф ( 2 Я/) может 
быть построена и по аналогии с неразветвленной электрической 
цепью графическим суммированием абсцисс прямой Ф (Я в2/в) и 
кривых Ф (Я ^ )  и Ф (Я 2/2) для одних и тех ж е значений магнит
ного потока.

Характеристика Ф (Я в2/в) — это прям ая, проходящая через 
начало координат. Ее легко построить, если найти напряженность
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магнитного поля # в для какого-нибудь значения Ф:

Нв — Ф/ц08 в.

Характеристики Ф ( Я ^ )  и Ф (Я,/2) строятся при помощи ос
новных кривых намагничивания для материалов первого и второго 
участков магнитной цепи. Д ля этого нужно умножить ординаты 
кривых намагничивания соответственно на сечения первого и вто
рого участков (Ф =  5 5 ) ,  а абсциссы — на их длины (Я/).

21-3. Расчет разветвленных магнитных цепей

ги

7 1 
12\ \

¡1
>

1 с 
„ 1 г

•-------г.

Рис. 21-11.

Расчеты разветвленных магнитных цепей основаны на приме
нении законов Кирхгофа для магнитных цепей. Вследствие нели
нейной связи меж ду индукцией и напряженностью магнитного

поля для ферромагнитных мате- 
риалов расчеты таких цепей 
обычно ведутся графоаналитиче
скими методами аналогично ме
тодам расчета нелинейных элек
трических цепей (гл. 20).

При расчете магнитной цепи, 
как и для расчета электриче
ской цепи, прежде всего нужно 
указать на схеме направления 
м. д. с ., если известны направ
ления токов и расположение об
моток, или задаться положитель

ными направлениями м. д. с ., если они являются искомыми. Затем 
необходимо задаться положительными направлениями магнитных 
потоков, после чего можно переходить к составлению эквивалент
ной схемы и ее расчету.

На рис. 21-11 приведен пример раз
ветвленной магнитной цепи с одной 
м. д. с. На рис. 21-12 показана эквива
лентная схема этой магнитной цепи.
Для такой магнитной цепи возможен 
«прямой» расчет, если средний стержень 
имеет одинаковое сечение по всей дли
не /2 и выполнен из одного и того же
материала и если требуется определить м. д. с. по заданному зна
чению потока в воздушном зазоре Ф 3.

По известному потоку Ф 3 вычислим индукцию Вл =  Ф 3/53, 
по кривой намагничивания найдем напряженность магнитного 
поля Я 3 и по формуле Я в =  В в1\10 =  Ф 3/^05 в — напряженность 
поля в воздушном зазоре. Магнитное напряжение третьей ветви, 
т. е. между узлами а  и Ь,

и маг, =  Ш  =  НлЩ-\-Гг) +  На1в.

Рис. 21-12.
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Так как  вторая и третья ветви соединены параллельно, то и 
НА — и „ аь- Вычислив Я 2 =  UMab/l2, по кривой намагничивания 
найдем В2.

Поток Ф 2 =  B2S2, а поток Ф х =  Ф 2 +  Ф 3. Определив поток Ф ь  
вычислим магнитную индукцию Вх =  Ф ^ ^  и по кривой намагни
чивания найдем напряженность магнитного поля Нх.

По второму закону Кирхгофа искомая м. д. с.
F =  Iw  — Hxlx-\- U„а/,.

Более общая задача определения всех потоков при заданной 
м. д. с. может быть решена графическим методом (рис. 21-13) ана
логично расчету цепи постоянного 
тока с нелинейными элементами.

Прежде всего при помощи кри
вых намагничивания построим кри
вую Ф 2 (Uuab) =  Ф2 (Я 2/2) и зависи
мость Ф 3 (Uaab) =  Ф 8 (Я„/п +  Я 3/3) 
путем суммирования абсцисс прямой 
Ф 3 (Я„/в) и кривой Ф 3 (Я 3/3) (где 
1з — 1з +  l'i") для одних и тех же 
значений магнитного потока Ф 3. Сум
мированием ординат кривых Ф 2 {ИкпЬ) 
и Ф 3 (Uuab) для одних и тех же зна
чений магнитного напряжения 
получим кривую (Ф2 +  Ф3) UMab.

Выполненные построения эквива
лентны замене двух параллельных 
ветвей с сопротивлениями Ru2 и R„3 +  R„ „ (рис. 21-12) одним 
нелинейным сопротивлением, характеристикой которого и является 
кривая (Ф2 +  Ф3) UHa6.

Дальнейшие построения для полученной неразветвленной цепи 
можно выполнить или как при расчете цепи на рис. 21-9, или по
строением характеристики (bj (Iw  — Hxlx) =  Ф х {Uwab), как  при 
расчете электрической цепи на рис. 20-21, в. На рис. 21-13 расчет 
произведен последним способом. Точка тх пересечения кривой 
Ф х (i/Mаь) с кривой (Ф2 +  Ф 3) £/мОЙ определяет магнитное напряже
ние Иыаь и поток Ф^ Ординаты точек пересечения т2 и т 3 вертикаль
ной прямой т х — т  с кривыми Ф 2 ( И„аь) и Ф 3 (UMab) дают соответ
ственно потоки Ф 2 и Ф3.

Пример 21-1. На рис. 21-14, а  изображен магнитопровод, выполненный из 
электротехнической стали Э42.

Определить магнитные индукции во всех участках  магнитной цепи, если 
сечения участков =  S 2 =  5 см2, S 3 =  10 см2, длины уч астко в 11 =  30  см, 
12 =  40 см, 13 —■ 10 см и м. д. с. Fx =  Ixwx =  440 A, F2 — I2w2 =  280 А.

Р е ш е н и е .  Эквивалентная схема для заданной магнитной цепи предста
влена на рис. 21-14, б. На основании выражений (21-5) и (21-8) составим для 
этой схемы уравнения:

ф3 =  ф1-)-ф ,; I xwx =  Hxlx-j-UKab;
/2tCJa =  Н212-\- ИцаЬ\ Hwab — H3l .̂

о

(им ab)
———----

/  1 / 1 '
{фг+Ь )иМаЬ

_ _

/ X I
\М ^м аь)

/ /  ’ —/ -S- — —

фз{имаЪ)
UsV т\УмаЪ UмаЬ

Iw

Рис. 21-13.
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Чтобы решить полученную систему уравнений, надо построить характери
стики дл я  всех  участков магнитной цепи:

и  1^1  —  Н \ 1\) — ® 1  Ф г ( ^ 2 а,2 —  //о /о ) Ф о  (и^аь)' Ф з  ( Я з /з )  =  Ф з ( ^ мя6).

С этой целью зададимся рядом значений магнитных потоков Фх, Ф 2, Ф3 и 
найдем индукции в различных уч астках

^х = Ф ^^; В2 = Фг/52; Вз = Фз/‘5з.
а  затем по кривой намагничивания определим напряженности магнитного поля. 
По известным значениям напряженности магнитного поля вычислим магнитные

в) в )

Рис. 21-14.

напряж ения на участках  для различных потоков. Результаты  вычислений пред
ставлены табл . 21-2.

По данным таблицы построим (рис. 21-14, в) кривые Фх (С/ма/>), Ф2 (£/Маь) и 
Ф 3 (и ыаь). Т ак  к а к  значения магнитных потоков должны удовлетворять уравне
нию Ф х +  Ф 2 =  Фз. то построим еще одну вспомогательную кривую

Т а б л и ц а  21-2

ф. , Фа.
Вб

В|=Ва.
т

н ,=  
=  я „

А/м

Я Л ,
А

/,4 1 ,-
- 4 , 1  „ 

А

н ,1„
А

/гш а—
-Я ,/ „

А
Фз. Вб в „

т
я „
А/м

Я Л ,
А

0 0 0 0 440,0 0 280 0 0 0 0
25 10-* 0,5 55 16,5 423,5 22,0 258 70 10-5 0,7 90 9
30 10-5 0,6 70 21,0 419,0 28,0 252 80 10-5 0,8 120 12
35 10-» 0,7 90 27,0 413,0 36,0 244 90 10-5 0,9 155 15
40 10-6 0,8 120 36,0 404,0 48,0 232 100 10-5 1,0 200 20
45 10-5 0,9 155 46,5 393,5 62,0 218 110 10-5 1,1 350 35
50 10—5 1,0 200 60,0 380,0 80,0 200 120 10-5 1,2 500 50
55 10-5 1,1 350 105,0 335,0 140,0 140 130 10 5 1,3 800 80
60 10“5 1,2 500 150,0 290,0 200,0 80 140 10-5 1,4 1200 120
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(Фх +  Ф 2) U„ab. Д л я  этого суммируем ординаты кривых Фх (Uuab) и Ф2 (UKab) для 
одних и тех  ж е  значений магнитного напряж ения (/ма&. Ордината точки т 3 пере
сечения кри вы х (Ф , +  Ф2) Иы„ь с  кривой Ф3 ({/МОй) определяет поток 
Ф 3 =  130-10"6 Вб, так  как  для этой точки справедливы уравнения

/XWX— НХ1Х =  1 2̂ 2— H 2l2 =  H3l$ и Ф] Ф 2 == Фд* .

Чтобы найти потоки и Ф2, проведем через точку щ  прямую, параллельную 
оси ординат, до пересечения с кривыми Фх ( UKai,) и Ф2 в точках и пц\
отрезки т т х и т т 2 определяют потоки Фх =  7 0 -1 0 '“ Вб и Ф2 =  60-10"5 Вб. 
Зная потоки, легко  определить магнитные индукции:

В ^ Ф х / 5 ^ 1 , 4  Т ; Bi =  O J S i = \ ,2  Т; В3 =  Ф3/53=  1,3 Т.

Пример 21-2. На рис. 21-15, а  изображена магнитная система, выполненная 
из электротехнической стали Э42. П ользуясь методом итерации, определить маг
нитные индукции во всех уч астках  магнитной цепи, если сечения участков 
S t == S 2 =  5 см2, S 3 =  10 см2; длины участков 1Х =  30 см, 12 — 10 см, /3 =  40 см; 
м. д. с. Fx =  Ixwx — 400 A, F2 =  300 А.

им.

Рис. 21-15.

Р е ш е н и е .  При помощи эквивалентной электрической схемы, показан
ной на рис. 21-15, б, получим для магнитны х напряжений 1/м1, и м2 и 11№3 следую
щие расчетные уравнения:

(£ м 2 ($> +  £мз 15)) —  Р•гЁкг (5) .^Ml (S+l) =

и,М2 (5 + 1 ) —

и,М3 (S + 1 )

S m I  ( S )  + § М 2  ( 5 ) + Я мЗ (5 )

F2 (S«i (si ~1~Ямз u i ) — Figm Is>
& M l  ( S  ) ~i~ ё м 2  t s l  ~i~ &МЗ ( S I

_  FlS«i ( S I - j - F 28m2 (S)
i»Ml ( S I  +  &M2 (S) +  & 3  (S)

г Де & 2<5) и & з(5) — магнитные проводимости соответствующих участков
магнитной цепи, определяемые по формулам

£ м 1  (5 )  =  Ф г  (5 ) / ^ м 1  ( 5 ) !  8 я 2 (5 )  = Ф а  (5 ) / ^ м 2  (5 ) !  §М З (5 )  =  Ф з  (5 )Д Л » 3  ($>■
В се расчеты по этим уравнениям  сведены в табл. 21-3.

21-4. Расчет магнитной цепи кольцевого постоянного магнита 
с воздушным зазором

Н а рис. 21-16 схематически показан стальной магнитопровод 
в виде кольца с воздушным зазором. Определим магнитный поток 
в воздушном зазоре, если магнитопровод предварительно намаг
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ничен до насыщения. Размеры магнитопрйвода и кривая разм агн и 
чивания В =  / (Я ) для материала заданы.

Если в магнитопроводе нет воздушного зазора, то после н ам аг
ничивания магнитная индукция в магнитопроводе равна остаточ
ной индукции Вг, а напряженность магнитного поля равняется 
нулю, что непосредственно следует из закона полного тока 

Н (II =  0, поскольку намагничивающий ток отсутствует. На 
петле гистерезиса это состояние соответствует верхней точке кри
вой размагничивания (рис. 21-3).

При наличии воздушного зазора напряженность поля не р авн а 
нулю, что легко показать, пользуясь законом полного тока. М аг
нитная цепь в этом случае состоит 
из двух участков: стального магнито- 
провода, в котором напряженность 
поля Я с можно считать одинаковой 
во всех точках средней линии, и 
воздушного зазора, напряженность 
магнитного поля в котором связана 
с магнитной индукцией известной 
зависимостью

Я в В в/|хр.

При незначительной длине воз
душного зазора можно принять сече
ние воздушного зазора 5 В равным
сечению магнитопровода 5 С, т. е. считать индукцию во всех точ
ках магнитной цепи одинаковой:

Вс =  Ф/5С =  Ф/5В =  В в.
Выбирая путь интегрирования вдоль средней линии по направле

нию вектора магнитной индукции Вс = В а, напишем следующее 
выражение:

фНй!1 =  Я Л  +  Я в/в =  0, (21-9)
откуда

Я с =  - Я в^  =  - ^ = = - Л / А
*С Г О  *С Но

где Ыв =  /в//с называется размагничивающим коэффициентом по 
индукции.

Следовательно, в этом случае, несмотря на отсутствие н ам аг
ничивающих токов, напряженность магнитного поля во всех точ
ках кольцевого магнитопровода не р авяа  нулю. В воздушном 
промежутке направление вектора напряженности поля совпадает 
с направлением вектора магнитной индукции, а внутри магнито
провода они направлены противоположно (рис. 21-16):

Отрицательное значение напряженности магнитного поля в н у 
три сердечника означает, что при наличии воздушного зазора м а г 
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нитная индукция Вс — В в меньше остаточной индукции Вг =  ц0/, 
к ак  следует из выражения Вс =  ц0У |.i0Я С.

Т ак как  отрицательному значению напряженности магнитного 
поля # с соответствуют положительные значения индукции Вс =  Вв, 
то магнитное состояние магнитопровода определяется одной из

точек кривой размагничивания (вто
рой квадрант петли гистерезиса).

Для расчета рассматриваемой 
магнитной цепи построим зависи
мость магнитного потока Ф с =  BCSC 
от магнитного напряжения UKC =
— Uмаь =  НС1С, взятого в направ- 

Фс =Фд лении вектора Нс между точками 
а и b концов магнитопровода; эта 
зависимость получается из кривой 
размагничивания путем простого 
умножения ее ординат на Sc и абс
цисс— на 1С (рис. 21-17). На том 
ж е рисунке построим зависимость 
магнитного потока в воздухе Ф в от 
магнитного напряжения, взятого 

в направлении Нв между теми же точками а и b магнитопровода, 
пользуясь тем же приемом, что и при построении кривой Ф :  (Уиаь) 
на рис. 21-13. Это напряжение

и  и. в =  U » a b =  R u .  вФ в -  Я в/в = Л  /„ =  ф в А - ,

откуда
(Т) __ ^и .в  _ ^м. в

В /?М.В в̂/Ио̂ с
Из последнего выражения следует, что магнитный поток Ф в 

пропорционален магнитному напряжению UnB (прямая линия на 
рис. 21-17). Отметим, что магнитное сопротивление воздушного 
зазора в действительности несколько меньше определяемого по 
формуле RM в =  lJ\i0S c , так  как  магнитный поток в воздушном 
зазоре распределяется по большей площади, чем поперечное сече
ние магнитопровода (SB >  S c).

Так как  магнитный поток в магнитопроводе равен потоку в воз
душном зазоре, т. е. Ф с =  Ф„, и магнитное напряжение UK с =  UM в, 
то магнитный поток определится ординатой точки тх пересечения 
кривой Ф с (UK с) и прямой Ф в =  ÚM B/R„ в (рис. 21-17).

Опустив из точки т х перпендикуляр mLm  на ось абсцисс, получим 
отрезок От, определяющий магнитное напряжение между точками 
а  и Ь.

Определим теперь магнитный поток в воздушном зазоре в том 
случае, когда после намагничивания стального магнитопровода 
величина воздушного зазора будет уменьшена введением ферромаг
нитного диска (рис. 21-18) с площадью S c. Магнитную проницае

Ф
^К.г i

фв(им.в) ,' y s \ * ’e(uM.e)
ь Уч.

\
/1 ^ /1 / i

Чм 1 \т
Ум,с~Ум.в

Рис. 21-17.
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мость будем считать такой высокой, что магнитным сопротивле
нием диска можно пренебречь.

В этом случае длина зазорастанет меньше, а значит, уменьшится его 
магнитное сопротивление до величины /?м.в =  /¿/ц05 с. Зависимость 
магнитного потока в воздушном зазоре от напряжения Uu„  пред
ставится прямой Ф в =  i/м.в/Ям.в с большим углом наклона к  оси 
абсцисс, чем прямая Ф в = в (рис. 21-17). Но поток в стал ь 
ном магнитопроводе будет расти не по кривой размагничивания 
Фс (^м.с)> а по кривой т1атг частного цикла, т. е.
Фс (^M.c)i которую можно заменить приближенно пря
мой линией. Точка пересечения тг с прямой Ф'в =
=  UK JR'MàB и определяет искомое значение потока 
в воздушном зазоре Ф'в = Фс.

Если сердечник намагнитить при вставленном 
стальном диске, то магнитный поток будет значительно 
больше и определится ординатой точки т3. При уда
лении диска из воздушного зазора сердечник будет Рис. 21-18. 
размагничиваться и поток уменьшится до величины, 
определяемой ординатой точки т х. При введении стального ди ска 
в зазор магнитный поток возрастет только до величины, опреде
ляемой ординатой точки т 2.

Из графического построения, приведенного на рис. 21-17, видно 
влияние параметров магнитной цепи на величину магнитного по
тока. В частности, увеличение длины магнита и применение м ате
риала с большей коэрцитивной силой Нс приводит к относительному 
увеличению абсцисс кривой Ф с (Uu), а увеличение сечения магнита 
S c и применение материала с большей остаточной индукцией В г 
при той ж е коэрцитивной силе приводит к увеличению ординат 
кривой Ф с (U J .  И увеличение абсцисс, и увеличение ординат 
приводит к возрастанию магнитного потока Ф .

21-5. Расчет неразветвленной неоднородной магнитной цепи 
с постоянным магнитом

На рис. 21-19 изображена магнитная цепь, состоящая из по
стоянного магнита длиной /с и сечением 5 С, участка цепи длиной 
V +  I" и сечением S, выполненного из магнитно-мягкого материала 
(для которого можно пренебречь гистерезисом, т. е. считать, что 
его магнитное состояние однозначно определяется основной кри 
вой намагничивания), и воздушного зазора длиной Определим 
магнитный поток в воздушном зазоре после намагничивания всей 
цепи до насыщения.

При помощи кривой размагничивания построим, как  и в пре
дыдущем параграфе, зависимостьФс =  B CS C — Ф с (^ „ .с), где U„ с =  
=  НС1С (рис. 21-20). Затем на том ж е рисунке построим кривую  
Ф в (Омаь) для остальной части магнитной цепи, включая воздуш ный 
зазор. Д ля построения этой кривой зададимся рядом значений по
тока Ф в, определим индукции Вв =  O b/S и найдем напряженности
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магнитного поля Н на участке длиной V +  I" по кривой намагни
чивания и в зазоре Нв =  В в/и0. После этого вычислим магнитное 
напряжение и маЬ для каждого значения потока по формуле £/май =  
=  #( / '  +  О  +  НВ1В, т . е. составим зависимость Ф в (ИмаЬ).

Поток во всех участках цепи имеет одно и то же значение 
Ф с — Ф в, а магнитное напряжение Ум с =  £/моЛ. Поэтому искомое 
значение магнитного потока определится ординатой точки т  пере
сечения кривых Ф в ( и маЬ) и Ф с (¿/м.с).

В заключение в виде примера, иллюстрирующего практическое 
применение постоянных магнитов, рассмотрим качественную сто
рону явлений, наблюдающихся при вращении якоря магнето 
(рис. 21-2), и выясним пределы изменения магнитного потока в за
зоре. Для упрощения построений магнитные сопротивления сер
дечника и полюсных наконечников примем равными нулю.

Рис. 21-19. Рис. 21-20.

На рис. 21-17 показана кривая размагничивания постоянного 
магнита, ординаты которой умножены на сечение магнита, а абс
циссы — на среднюю длину.

Пусть вся система магнето была намагничена до состояния 
насыщения при положении якоря, указанном на рис. 21-2, т. е. 
при минимальном воздушном зазоре. Магнитный поток в якоре Ф3 
определится ординатой точки т3 (рис. 21-17) пересечения кривой 
размагничивания с прямой От3. При повороте якоря из положе
ния, указанного на рис. 21-2, в положение, при котором воздуш
ный зазор становится максимальным, поток в якоре уменьшается 
до значения Ф ь  определяемого ординатой точки т1 пересечения кри
вой размагничивания и прямой От^ При дальнейшем повороте 
якоря до такого положения, при котором воздушный зазор ста
новится минимальным, поток возрастает до значения Ф2, опреде
ляемого ординатой точки т2 на кривой частного цикла т^ат  ̂
(рис. 21-17). После следующего поворота якоря до положения, 
в котором воздушный зазор становится максимальным, магнитный 
поток уменьшается по спадающей кривой частного цикла тфт.х 
до прежнего значения (после нескольких оборотов якоря).

Таким образом, при вращении якоря магнитный поток изме
няется на АФ =  Ф» — Ф г, что соответствует разности ординат
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точек т2 и ту. При вращении якоря магнето в витках обмотки 
наводится переменная э. д. с. Наибольшее значение этой э. д. с. 
зависит от числа витков обмотки якоря, максимального значения 
потока (Ф2) и частоты вращения.

Г л а в а  д в а д ц а т ь  в т о р а я

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА 
И МЕТОДОВ ИХ РАСЧЕТА

22-1. Нелинейные двухполюсники и четырехполюсники 
при переменных токах

В предыдущих главах нелинейные элементы рассматривались 
только при постоянных токах. Однако большинство электротех
нических устройств с различными нелинейными элементами рабо
тают на переменном токе.

Если при постоянных токах можно ограничиваться исследо
ванием статических характеристик, т. е. характеристик, получен
ных для постоянных токов и напряжений: вольт-амперной V (I) 
для нелинейного активного сопротивления, вебер-амперной Ф (/) 
для нелинейной индуктивности и кулон-вольтной <2 (£/) для нели
нейной емкости, то при переменных токах это не всегда возможно. 
Вследствие тепловой инерции в сопротивлениях, магнитной в яз 
кости и вихревых токов в ферромагнитных сердечниках и релакса
ционных процессов в сегнетодиэлектриках при переменных токах 
часто нельзя ограничиться рассмотрением только характеристик 
и  (/), Ф (/) и (2 (11), а необходимо учитывать изменение этих хар ак
теристик во времени в зависимости от скорости нарастания тока, 
напряжения, заряда или магнитного потока.

В общем случае для нелинейных элементов при переменном 
токе необходимо получить характеристики, устанавливающие за
висимость между мгновенными значениями и (г), Ф* (г), Я («), 
причем вид этих функций зависит от характера изменения ар гу
мента во времени. Так, например, вольт-амперная характеристика 
германиевого диода для напряжения прямой полярности оказы 
вается разной при постоянном или медленно изменяющемся токе 
и при его быстрых изменениях. На рис. 22-1 показаны вольт-ам- 
перные статическая характеристика германиевого диода при по
стоянном токе (/) и динамическая характеристика при протекании 
через диод импульса тока I продолжительностью 1 мкс. Из графика 
видно, что эти характеристики очень сильно различаются. Стати
ческие характеристики применимы только при импульсах с пологим 
фронтом продолжительностью не менее нескольких миллисекунд.

Резко различаются статические и динамические характеристики 
ламп накаливания, терморезисторов и других нелинейных резисто
ров, в которых изменение свойств обусловлено изменением темпе
ратуры. На рис. 22-2 показаны вольт-амперные характеристики
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терморезистора, снятые при медленном изменении тока I {II), 
при быстром изменении тока (прямая) I (и), при котором темпера
тура терморезистора сохраняется, и при совместном протека
нии постоянного и переменного токов (кривые вблизи точки Р)

при высокой частоте то
ка (сплошная линия) и 
при низкой частоте пе
ременного тока (пунк
тир).

Существенно отлича
ются одна от другой ха
рактеристики магнито- 
проводов, снятые при 
разных частотах. Д аже 
для феррита, структура 
которого обеспечивает 
отсутствие влияния вих
ревых токов, с измене
нием частоты тока изме
няется зависимость ме
ж ду В и Я  или между Ф 

и 11 На рис. 22-3 показана половина петли гистерезиса, получен
ная для феррита при переменном синусоидальном токе различных 
частот. Д л я  диапазона частот 0—250 Гц характеристики практи
чески совпадают, однако дальнейшее повышение частоты приводит 
к большему отставанию индукции от внешнего магнитного поля 
и петля гистерезиса заметно расширяется.

Все перечисленные особенности характеристик нелинейных эле
ментов при переменных токах крайне затрудняют расчет и иссле
дование нелинейных цепей. При расчете нелинейных цепей пере
менного тока необходимо учитывать зависимость характеристик 
нелинейного элемента от динамики процесса и вводить динамиче
ские параметры (сопротивления, индуктивности, емкости). Только 
при относительно низких частотах можно пользоваться статиче
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скими характеристиками и соответственно дифференциальными пара* 
метрами и, основываясь на них, производить расчет цепей перемен
ного тока.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением относительно малых 
скоростей изменения напряжений и токов, при которых характери
стики, полученные для постоянных токов, V (/), Ф (/), (£/) 
совпадают с характеристиками для мгновенных значений и (г), 
Ф, (О, Й (и).

При постоянном токе не имеет принципиального значения, 
является ли вольт-амперная характеристика нелинейного резистора 
симметричной или несимметричной. В цепях переменного тока 
зависимость характеристики от полярности приложенного напря
жения или направления тока очень существенна, так  как  только 
при несимметрии характеристики можно получить постоянную 
составляющую и четные гармоники тока при синусоидальных на
пряжениях источников.

Симметричными характеристиками обладают терморезисторы, не
которые типы газоразрядных приборов, катуш ки со стальными маг- 
нитопроводами при отсутствии постоянного или остаточного подмаг- 
ничивания, конденсаторы с сегнетодиэлектриками и др. Д ля нели
нейных элементов с симметричными характеристиками справедливы 
следующие равенства: для сопротивлений и (¿) =  —и (—¿)> Для ин_ 
дуктивностей Ф, (/) =  —Ф, ( — О и для емкостей ^ (и) — — <7 (—и).

Несимметричными характеристиками обладают электронные 
лампы, полупроводниковые диоды и транзисторы, многие типы 
газоразрядных приборов и ряд других нелинейных резисторов. 
Д ля резисторов с несимметричными характеристиками и (/) ф  
Ф  —и (—¿), причем это неравенство обычно весьма существенно. 
Несимметрия характеристики может быть получена искусственно 
путем введения в цепь, содержащую элемент с симметричной харак
теристикой, дополнительного источника постоянной э. д. с.

Все рассмотренные выше нелинейные элементы могут быть 
представлены в виде нелинейных двухполюсников: электрических 
и (г), магнитных Ф, (1) и емкостных (и).

Если на вход таких двухполюсников поступает сумма постоян
ной и переменной составляющих и переменная составляющая 
достаточно мала, то при гладкой характеристике нелинейного 
двухполюсника ее можно линеаризовать, т. е. заменить линейной 
вблизи рассматриваемой рабочей точки [/р; II р=  и (/р)]. Так, 
зависимость и (/) можно представить в следующем виде:

Ы( 0 ^ « ( / Р) +  Й ) . =/ ( ¿ - / р), (22-1)

заменив нелинейный элемент линейным, причем эта замена справед
лива только при малых отклонениях от точки /р, £/р.

Здесь



представляет собой дифференциальное сопротивление, рассмотрен
ное в § 20-1. В этом случае зависимость между отклонениями от 
рабочей точки Л/ =  I — /р и А и — и — 1/р выражается законом 
Ома А и =  гдА 1. Аналогично можно линеаризовать характеристику 
нелинейных магнитных и емкостных двухполюсников.

Таким образом, при малых отклонениях от рабочей точки для 
переменных составляющих токов, напряжений, магнитных потоков 
и зарядов в нелинейных цепях могут быть построены эквивалент
ные линейные схемы, дающие возможность для некоторой области 
переменных составляющих приближенно провести расчет цепи.

Анализ нелинейной цепи в этом случае распадается на три этапа: 
1) определение рабочих точек на характеристиках нелинейных 
элементов, которое проводится для постоянных токов аналогично 
задачам, рассмотренным в гл. 20 и 21; 2) определение дифферен
циальных параметров нелинейных элементов, аналогично (22-2), 
и составление эквивалентной линейной схемы; 3) определение пере
менных составляющих режима, которое производится методами 
теории линейных цепей (гл. 1 — 19).

Линеаризация нелинейных цепей при малых отклонениях от 
рабочей точки применима как  для простых, так и для более слож
ных цепей, содержащих кроме нелинейных двухполюсников нели
нейные четырехполюсники, такие, как  транзисторы и электроваку
умные триоды (см. гл. 9).

22-2. Определение рабочих точек на характеристиках 
нелинейных двухполюсников и четырехполюсников

Если дл я  нелинейного электрического двухполюсника нели
нейная характеристика задается функцией одного переменного
I (и), то характеристика нелинейного четырехполюсника описы-

а) В)

Рис. 22-4.

вается двум я функциями двух переменных. Одна из этих перемен-' 
ных обычно является аргументом, а вторая — параметром и функ
ция задается семейством кривых, полученных для различных 
постоянных значений параметра.

Д ля описания нелинейного четырехполюсника эти две функции 
и их аргументы  и параметры могут быть выбраны различно. Так, 
для нелинейного четырехполюсника, показанного на рис. 22-4, а,
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его характеристики можно задать уравнениями для входа их (и2, г2) 
и ÍJ («з, t2), для выхода и2 (« ! ,  г']) и г2 i\), для напряжений 
Н1 (£1> *2) и м2 (l i> 1г). Для токов (ulf и2) и (2 (« !, и2).

Здесь в скобках первая величина является аргументом, а вто
рая — параметром. Выбор той или иной пары уравнений и а р гу 
ментов и параметров обусловлен удобством решения поставленных 
конкретных задач.

Теория нелинейных четырехполюсников получила наиболее 
широкое развитие в связи с применением транзисторов, представ
ляющих наиболее общий случай нелинейного резистивного четы
рехполюсника. В качестве характеристик такого четырехполюс
ника обычно применяются зависимости напряжений от токов для 
входа и выхода, причем в качестве параметра для характеристик 
входа принимается напряжение на выходе и2, а для характеристик 
выхода — ток на входе ít .

Такие характеристики

u1 =  u1(i1, и2) и « 2 =  M2(t2, tj) (22-3)

называются смешанными. При помощи этих характеристик могут 
быть легко найдены рабочие точки на нелинейных характеристиках 
в любых схемах включения четырехполюсников и определены пара
метры их линейных схем замещения (см. гл. 9) при работе вблизи 
рабочей точки.

Рассмотрим наиболее общий случай включения нелинейного 
резистивного четырехполюсника (рис. 22-4, б), когда его первич
ная и вторичная цепи подключены к активным нелинейным д в у х 
полюсникам с нелинейными характеристиками it (иг) и t2 (и2). 
При этом характеристики входа и выхода четырехполюсника 
заданы семействами вольт-амперных характеристик при значе
ниях параметров и°, и* и и\ для входа и г*1», г<2> и £<3> для выхода.

Характеристики входа и выхода удобно построить в первом 
и третьем квадрантах, как показано на рис. 22-5. Четырехполюс
ник, ко вторичным зажимам которого подключен двухполю сник 
и2 (¿¡¡), можно со стороны первичных зажимов рассматривать к ак  
некоторый двухполюсник, характеристику которого иг (ix) полу
чим простым построением.

Д ля этой цели, начертив в первом квадранте характеристику 
двухполюсника /2 (м2), представляющую собой нагрузочную х ар ак 
теристику выхода четырехполюсника /, найдем токи пересече
ния 1, 2, 3 этой характеристики с соответствующими характери 
стиками четырехполюсника для i j1*, i<2> и г<3>. По этим точкам на 
оси г2 находим токи г*1*, t<2) и г<3). По найденным токам во втором 
квадранте построив вспомогательную характеристику г2 (tx) (кри
вая //).

По значениям параметра ( « “, и\ и и$  по характеристикам / и
II  определим соответствующие значения г“, 0[ и ¿4 и для них на 
входных характеристиках их (ilf и2) найдем точки а, b и с. Соединив
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эти точки, получим входную характеристику I I I  четырехполюс
ника, ко вторичным зажимам которого подключен двухполюс
ник г2 (ы2).

Таким образом, четырехполюсник с подсоединенным ко вто
ричным зажимам двухполюсником эквивалентен двухполюснику 
с характеристикой III .  Рабочую точку Р  определим как  точку 
пересечения характеристики ij (г/а) (кривая IV) двухполюсника, 
подсоединенного к первичным зажимам четырехполюсника, и двух
полюсника с характеристикой III .

З ная рабочую точку, можно определить дифференциальные па
раметры линеаризованного четырехполюсника в этой точке, со
ставить эквивалентную схему для переменной составляющей и 
решать линейную задачу для малых отклонений от рабочей точки 
так , к ак  это сделано в гл. 9. При этом на характеристиках рис. 22-5 
процесс изображается некоторой замкнутой кривой или участком 
прямой, расположенной вблизи точки Р, подобно тому как это 
показано на рис. 22-2.

Изменяя параметры двухполюсников, подключенных к нели
нейному четырехполюснику, можно изменять положение рабочей 
точки Р  на характеристике четырехполюсника и таким образом ( 
уп равлять параметрами эквивалентной линейной цепи, преобра
зующей переменный сигнал, к ак , например, в различного рода 
электронных усилителях переменного тока.
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Относительно редки случаи, когда нелинейность не приводит 
к существенно новым явлениям, отсутствующим в линейных це
пях, и только усложняет расчет цепи. В большинстве электротех
нических устройств с нелинейными элементами не только возни
кают явления, принципиально не осуществимые в линейных цепях, 
но на нелинейности цепи основывается принцип действия устрой
ства.

Такие явления, как в ы п р я м л е н и е  и с т а б и л и з а 
ц и я  напряжения, у м н о ж е н и е  и д е л е н и е  частоты, 
у с и л е н и е  мощности, п р е о б р а з о в а н и е  различных сиг
налов, п о л у ч е н и е  м о д у л и р о в а н н ы х  к о л е б а н и й  
различной формы, с к а ч к о о б р а з н о е  и з м е н е н и е  т о к а  
при плавном изменении напряжения питания (релейный эффект), 
основаны на принципиально нелинейных эффектах.

В нелинейных цепях, питаемых только от источников с си
нусоидальными э. д. с. или токами одной частоты, возникают токи 
различных частот. Из спектра частот тока можно выделить посто
янную составляющую и использовать ее в качестве источника 
постоянного тока. На этом принципе основано устройство в ы- 
п р я м и т е л е й .  Из спектра частот тока могут быть выделены те 
или иные высшие гармоники и использованы в качестве источников 
более высоких частот. Это является основой построения у м н о 
ж и т е л е й  частоты. Нелинейность характеристики цепи может 
обеспечить неизменность величины напряжения основной гармоники 
в одном из участков цепи при значительных изменениях н апряж е
ния источника, т. е. дает возможность получить с т а б и л и з а 
т о р ы  н а п р я ж е н и я .

Еще большие возможности открываются применением нелиней
ных элементов в цепях, питаемых от источников питания различ
ных частот. Применение источников постоянного тока н аряду 
с источниками переменного синусоидального тока дает возможность 
управлять переменным током, воздействовать на его величину. 
В нелинейных цепях можно получить переменный ток значительной 
мощности за счет энергии источников постоянного тока и, нао
борот, получить мощный сигнал постоянного тока за счет энер
гии переменного тока. Это является основой построения различ
ных у с и л и т е л е й  с и г н а л о в .

Включение нескольких источников синусоидальных н ап ряж е
ний различных частот в нелинейную цепь приводит к появлению 
кроме гармонических составляющих токов каждой из этих частот 
еще ряда боковых частот, т. е. к  получению м о д у л и р о в а н 
н ы х  колебаний.

В цепях с нелинейными элементами получают самые различ
ные переходные процессы, которые применяются для формирова
ния различных импульсов в устройствах автоматики и радиотех
ники,

22-3. Явления в нелинейных цепях переменного тока
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В нелинейных цепях, питаемых только от источников постоян
ного тока, возможно возникновение периодических автоколебатель
ных режимов с токами, по форме более или менее близкими к си
нусоидальным. Подобные режимы наблюдаются и в цепях, пита
емых от источников переменного тока. В этих случаях амплитуда 
тока той же частоты, что и напряжение источника, может изме
няться с некоторой частотой а в т о к о л е б а н и й  (см. гл. 26).

Все перечисленные явления получили широкое применение 
в самых различных технических устройствах современной электро
техники, и их анализ очень важен, хотя и сопряжен с большими 
математическими трудностями.

22-4. Методы расчета нелинейных цепей переменного тока

В теории линейных электрических цепей с постоянными па
раметрами весь анализ сводится к решению системы линейных диф
ференциальных или алгебраических уравнений. Математический 
аппарат для решения подобных уравнений был полностью разрабо
тан еще в начале прошлого века. Задача теории в последнее время 
сводилась к тому, чтобы найти наиболее экономичный и нагляд
ный метод инженерного расчета, анализа или синтеза цепи. При 
этом для решения всех задач широко применяются принципы 
наложения и взаимности.

Значительно сложнее обстоит дело с расчетом нелинейных 
электрических цепей. Сама теория нелинейных дифференциальных 
уравнений, описывающих процессы в нелинейных электрических 
цепях, разработана значительно меньше. Д ля нелинейных уравне
ний каждого типа существуют свои методы подхода и решения, при
чем многие нелинейные уравнения не имеют аналитических решений 
и требуют построения специальных функций. Особенно усложня
ется расчет нелинейных цепей тем, что в большинстве задач 
характеристики нелинейного элемента заданы графически и отсут
ствует достаточно простое математическое описание этих харак
теристик.

Однако инженерная практика требует получения хотя бы гру
бо ориентировочных расчетных соотношений, которые дают коли
чественную оценку процессов, происходящих в нелинейных цепях. 
Именно поэтому в отличие от теории линейных цепей, где может 
быть получено решение задачи с любой точностью, основой тео
рии нелинейных цепей является получение приближенных решений, 
дающих в основном качественную оценку процессов.

Развитие теории нелинейных электрических цепей относится 
в основном к нынешнему веку . В этой области ведущее значение 
имеют работы русских и советских ученых А. М. Ляпунова, 
Л . И. Мандельштама, Н. Д . Папалекси, А. А. Андронова, Н. М. Кры
лова, Н. Н. Боголюбова и многих других. Из зарубежных работ 
большое значение для развития нелинейной электротехники имели 
исследования П уанкаре, Ван-дер-Поля, Рюденберга и др.
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Можно назвать следующие методы приближенного расчета не
линейных цепей переменного тока, получившие преимущественное 
распространение в практике инженерных расчетов.

1. Методы малого параметра и условной линеаризации. Одним 
из методов расчета нелинейной цепи является такое ее упрощ е
ние, основанное на пренебрежении относительно малыми вели 
чинами, чтобы можно было применять методы расчета линейных 
цепей, но при решении «квазилинейной» задачи вводить некоторые 
коррективы, обусловленные нелинейностью. Например, при рас- 
чete нелинейных цепей переменного тока, в которых значение 
высших гармоник относительно невелико, несинусоидальные токи  
«заменяют эквивалентными синусоидами и применяют комплексный 
метод расчета, но с учетом нелинейной зависимости между дейст
вующими значениями и фазами эквивалентных синусоид тока и

‘ напряжения.
Разновидностью метода малого параметра является метод г а р 

монического баланса. При расчете цепи этим методом рассм ат
ривают амплитуды основных гармонических составляющих токов и 
напряжений в нелинейной электрической цепи и пренебрегают 
действием всех высших гармоник. При этом иногда полагают, что 
амплитуды гармонических составляющих медленно изменяются, но 
нет необходимости учитывать спектр гармоник, связанных с из
менением амплитуды.

Такое упрощение задачи по сущ еству является заменой не
линейной зависимости линейной, справедливой только для опре
деленного значения амплитуд тока или напряжения. Поэтому этот 
метод иногда называется методом гармонической линеаризации. 
Он был применен в работах Л. И. Мандельштама и Н. Д . П апалекси , 
затем в работах Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова и получил 
дальнейшее развитие в работах Л . С. Гольдфарба, Е. П. Попова 
и др. применительно к задачам теории автоматического регулиро
вания.

При расчете переходных процессов метод условной линеари
зации основывается на приближенной замене нелинейной функции 
линейной и применении решений линейного уравнения с последую
щим уточнением результата введением поправок.

Этот метод дает очень приближенное решение задачи, однако 
он наиболее прост и поэтому применяется для ориентировочного 
расчета процессов, анализ которых более точными методами пред
ставляет значительные трудности.

2. Метод аналитической аппроксимации нелинейной характери
стики. Сущность метода заключается в приближенном выражении 
нелинейной характеристики некоторой аналитической функцией 
такого вида, чтобы достаточно просто решалось нелинейное диф
ференциальное уравнение цепи. Успешное применение метода за-

, висит от того, насколько точно удалось подобрать аналитическое 
выражение для нелинейной характеристики и насколько просто 
решается полученное дифференциальное уравнение.
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При решении дифференциального уравнения иногда пренебре
гают некоторыми членами ввиду их относительной малости, рас
сматривая их как  своего рода малый параметр.

Этот метод при расчете нелинейных цепей переменного тока 
применяется в сочетании с методом гармонической линеаризации 
и дает возможность аналитически найти первую гармонику тока 
или напряжения в нелинейной цепи.

3. Метод кусочно-линейной аппроксимации характеристики и 
припасовывания линейных решений. Сущность метода заключается 
в замене нелинейной характеристики некоторой ломаной линией 
и решении задачи методами линейной электротехники. Решения, 
полученные для каждого из участков ломаной, «припасовываются>х 
одно к другому соответствующим выбором постоянных интегриро
вания.

Этот метод получил широкое применение для решения самых 
различных задач.

4. Итерационный метод. Применяя этот метод, сначала находят 
приближенное решение, а затем его уточняют путем подстановки 
решения в исходное уравнение цепи. Итерационные методы при
меняются в сочетании с методами малого параметра.

5. Графический метод. Сущность метода заключается в сведении 
дифференциальных уравнений цепи к системе нелинейных уравне
ний и получении решения графическими построениями.

Этим методом просто и точно рассчитывают переходные про
цессы в цепях с постоянными э. д. с., описываемых дифференциаль
ными уравнениями первого, а в несколько измененном виде — вто
рого порядка. Д ля установившихся режимов в цепях с перемен
ными э. д. с. этот метод применяется в сочетании с методом малого 
параметра и условной линеаризации.

Применительно к расчету переходных процессов графические 
методы качественного анализа процессов получили развитие в ра
ботах А. А. Андронова, С. Э. Хайкина и А. А. Витта и известны под 
названием метода фазового пространства.

6. Метод последовательных интервалов. Сущность метода заклю
чается в замене дифференциального уравнения алгебраическим, 
содержащим приращения исследуемых величин за соответствую
щие интервалы времени. Решение задачи получается в результате 
множества элементарных расчетов, сводимых обычно в таблицу.

При помощи этого метода может быть проведено численное 
решение тех ж е задач , что и графическим методом. Метод после
довательных интервалов менее нагляден, чем графический, и более 
громоздок, однако он хорошо сочетается с применением цифровых 
вычислительных машин, применение которых делает этот метод 
все более и более распространенным.

Из перечисленных методов графический метод наиболее нагля
ден и в то ж е время дает удовлетворительную точность решения 
задачи. Однако при помощи графического метода трудно устано
вить общие зависимости. Аналитический метод обычно менее нагля
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ден, иногда громоздок и менее точен, однако при помощи аналити
ческого расчета удается получить общие расчетные зависимости. 
Численные итерационные методы и метод последовательных интер
валов при малой наглядности и некоторой громоздкости вычисле
ний позволяют получить наиболее точный результат.

В практических задачах обычно применяют то или иное соче
тание различных методов расчета. При решении задач надо иметь 
в виду приближенный характер задания нелинейных зависимостей, 
которые могут существенно изменяться с течением времени, а осо
бенно при замене деталей устройства. Поэтому простота и н агл яд 
ность решения часто более желательны, чем точность математиче
ского описания нелинейного элемента и полнота исходных у р а в 
нений.

В гл. 23—26 рассматриваются различные технические задачи 
нелинейной электротехники и для расчета применяются перечис
ленные выше методы.

Все перечисленные методы приобретают особое значение в связи  
с применением электронных вычислительных машин (ЭВМ) д л я  
решения электротехнических задач. Применение ЭВМ для реш е
ния конкретных задач при заданных параметрах и характеристи
ках электрических цепей дает возможность рассчитывать режим 
в линейных и нелинейных цепях практически любой сложности и 
с любой требуемой точностью. При этом методы решения линейных 
и нелинейных задач различаются значительно меньше, чем при 
аналитических расчетах.

В связи с этим при рассмотрении явлений в нелинейных эл е к 
трических цепях предпочтение отдается простоте и нагляднссти 
метода расчета и возможности суждения о явлении без его точного 
количественного анализа, который в случае необходимости всегда 
может быть произведен при помощи ЭВМ.

Г л а в а  д в а д ц а т ь  т р е т ь я
НЕЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ С ИСТОЧНИКАМИ Э. Д. С. И ТОКА 

ОДИНАКОВОЙ ЧАСТОТЫ

23-1. Общая характеристика цепей с источниками Э. Д. С. 
одинаковой частоты

Простейшие электрические нелинейные цепи с источниками 
постоянных э. д. с. и токов были рассмотрены в гл. 20, там ж е  
были приведены статические характеристики некоторых нелиней
ных резисторов. При постоянном токе нелинейные резисторы нашли 
применение преимущественно в цепях стабилизаторов тока и н а 
пряжения.

Применение источников синусоидальной э. д. с. (даже только 
одной частоты) в цепях с нелинейными резисторами значительно 
расширяет число практических задач, решаемых при помощи
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нелинейных резисторов. Во-первых, появляется возможность при
менять в электрических цепях наряду с нелинейными активными 
сопротивлениями такж е  нелинейные реактивные сопротивления — 
индуктивности и емкости — и, во-вторых, к  задаче воздействия 
на значение напряжения или тока добавляется задача изменения 
формы кривой напряжения или тока.

В цепях с нелинейными активными сопротивлениями, имею
щими несимметричные характеристики, можно осуществить выпрям
ление напряжения и тока. В цепях с нелинейными реактивными 
сопротивлениями, имеющими обычно симметричную характеристику, 
можно получить утроение частоты. В цепях с нелинейными актив
ными и реактивными элементами возможна стабилизация тока или 
напряжения.

Рассмотрим примеры решения каждой из этих трех задач и 
особенности возникающих явлений.

23-2. Ф орм а кривой тока в цепи с вентилями

Нелинейное активное сопротивление с наиболее резко выра
женной несимметрией характеристики (относительно начала коор
динат), т. е. сопротивление с односторонней проводимостью, на
зывается электрическим в е н т и л е м .  Односторонней проводи
мостью обладают меднозакисные, селеновые, германиевые, кремние
вые и другие полупроводниковые вентили, ртутные вентили, газо
троны, тиратроны и электронные лампы всех типов.
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Рис. 23-1.

Статическая вольт-амперная характеристика для мгновенных 
значений и и / таки х  элементов показана на рис. 23-1, а. В зави
симости от реальных параметров цепи ее можно приближенно 
представить в виде ломаных линий, изображенных на рис. 23-1, 
б  и в .  Характеристики полупроводниковых и электронных (кено
тронов) вентилей ближе к кривой, изображенной на рис. 23-1, б, 
а характеристики ртутных вентилей и газотронов имеют вид 
кривой на рис. 23-1, в. Ограничимся процессами при таких ско
ростях изменения тока, для которых можно считать, что динами
ческая вольт-амперная характеристика сопротивления совпадает 
со статической. Такие сопротивления будем называть б е з 
ы н е р ц и о н н ы м и .
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Элементы с характеристиками, показанными на рис. 23-1, б и б, 
можно представить схемами замещения, состоящими из и д е а л ь- 
н о г о  в е н т и л я  и последовательно с ним включенного акти в
ного сопротивления гв или источника э. д. с. Е. Под идеальным 
вентилем понимается такое сопротивление, величина которого при 
одной полярности напряжения равна нулю, а при другой поляр
ности равна бесконечности. Вольт-амперная характеристика иде-. 
ального вентиля представляется положительным участком оси / 
и отрицательным участком оси и (рис. 23-1, г).

Расчет цепи графическим методом. Чтобы построить кривую 
тока в цепи с односторонней проводимостью и проверить допу
стимость идеализации характеристики вентиля, рассмотрим выпря
митель (рис. 23-2), состоящий из последовательно соединенных 
источника синусоидального напряжения и1 =  Um sin сot, вентиля 
с характеристикой i (и), представленной на рис. 23-1, а, и линей
ного сопротивления нагрузки г.

Так как
u1 =  u-\-ur — u - \ - s i n  co¿, (23-1)

то, зная зависимость i (и) и параметр г, можно построить кривую  
i («j) путем суммирования абсцисс кривой i (и) и прямой i =  ur ¡r  
(рис. 23-2). На этом же рисунке внизу построена зависимость напря
жения их от времени t для трех различных амплитуд Um (кривые
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1, 2, 3). Находя по характеристике г (нх) для каждого мгновенного 
напряжения иу соответствующее значение тока, нетрудно по точ
кам построить зависимость тока I от времени / (справа на рис. 23-2).

Как видно из построения, кривая i (/) состоит из чередую
щихся положительных и отрицательных полуволн. Так как угол 
наклона характеристики I (« 1) при положительных значениях 
напряжения их во много раз больше, чем при отрицательных,то 
положительные полуволны тока значительно больше отрицатель
ных. Различие в абсолютных значениях полуволн тока тем замет
нее, чем больше амплитуда и т напряжения источника. При до
статочно большой амплитуде (например, кривая 1) отрицательной 
полуволной тока можно пренебречь и считать, что кривая тока 
состоит только из положительных полуволн, каж дая из которых 
имеет форму половины синусоиды (однополуперйодное выпрямле
ние). При выпрямлении малых напряжений (например, кривая 3) 
ток обратной полуволны может оказаться одного порядка с током 
положительной полуволны. В этом случае выпрямляющее дей
ствие вентиля сказы вается значительно меньше.

Часто выпрямитель работает в таком режиме, когда ток поло
жительной полуволны много больше тока отрицательной полуволны 
и последним можно пренебречь. В этом случае с вполне допусти
мой для практики точностью характеристику реального вентиля 
(рис. 21-1, а) можно заменить характеристикой идеального вентиля 
(рис. 21-1, г) и рассчитывать цепь методом кусочно-линейной аппрок
симации.

23-3. Простейшие выпрямители

0  'р  Н и

1 “/ Г«П 1
а  - I

Рассмотрим теперь простейшие схемы, предназначенные для 
выпрямления, т. е. преобразования переменного тока в постоянный.

и Расчет проведем методом ку-
сочно-линейной аппроксима
ции.

Д ля однополупериодного 
выпрямителя с активным со
противлением нагрузки гн, пи
таемого от источника синусои
дального напряжения ых (рис.
23-3, а), на рис. 23-3, б  по
строены кривые токи 1 и на
пряжения на сопротивлении 
нагрузки и„ в предположении, 
что вентиль идеальный.

Напряжение на сопротив
лении нагрузки резко несину
соидально и имеет наряду с 

постоянной составляющей £/„, равной по величине и т/л (приложе
ние 1), еще первую и все четные гармоники. Если схему с венти

б )  
Рис. 23-3.
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лем применяют для получения постоянного напряжения, то перед 
сопротивлением гн включается фильтр низкой частоты, пропускаю
щий только постоянную составляющую и не пропускающий все 
гармоники, начиная с первой.

Рассмотрим, каковы значения тока, напряжения и мощности 
источника в цепи (рис. 23-3, а) при отсутствии фильтра.

Действующее напряжение питания 1)г =  II т!1/"2. Действую
щий ток, как и в цепях синусоидального тока

о
но интеграл, стоящий под знаком корня, в 2 раза меньше его зна
чения при отсутствии вентиля, когда протекает синусоидальный 
ток. Поэтому

I =  Ьк т / Т  =  /т =  Ут =  /23 -2)
У 2 У 2 2 2гн У 2 га

т. е. действующий ток зависит от действующего напряжения источ
ника по линейному закону. Действующее напряжение на сопротив
лении нагрузки

и л =  1 г ^ и т12 =  и 11У 2 .  (23-3)

Активная мощность в сопротивлении н агрузки  в 2 раза меньше 
мощности, выделяемой при отсутствии выпрямителя:

Р =  и н1 =  и т1т/4. (23-4)

Полная мощность источника питания

5  =  =  (23-5)
|/ 2 2

и, следовательно, коэффициент мощности выпрямителя

Х = 5  = 122==0-707- (23 ' 6)

То обстоятельство, что коэффициент мощности не равен еди
нице, объясняется в рассматриваемом случае не наличием реактив
ных сопротивлений, а искажением формы кривой тока по отноше
нию к форме кривой напряжения источника питания.

Д ля сопротивления нагрузки гн действующее напряжение в ]/ 2  
раз меньше, чем для источника, и, следовательно,

Р/Би — 1. (23-7)

Реактивная мощность источника

<2= 2  £/*/А8т<р* =  0, (23-8)
*=1
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так как напряжение содержит только основную гармонику, а пер
вая гармоника тока ¿х (см. приложение 1 и рис. 23-3) совпадает 
по фазе с напряжением.

На аналогичном принципе построены и более сложные схемы 
выпрямителей д вух , трех и большего числа фаз.

На рис. 23-4, а  изображена схема двухполуперйодного кено
тронного выпрямителя со средней точкой. Токи, проходящие через 
оба вентиля (кенотрона), в сопротивлении ги совпадают по направ
лению. В течение одного полупериода ток проходит через верхнюю 
часть вторичной обмотки трансформатора и первый вентиль по 
пути О, а, 1, О', О, а в течение другого полупериода — через ниж
нюю часть обмотки и второй вентиль по пути О, Ь, 2, О', О.

Если принять характеристику вентиля'идеальной, то постоян
ная составляющая напряжения на нагрузке и о в л/2 раз меньше

Рис. 23-4.

максимального значения напряжения, питающего один вентиль, 
однако, так  ж е к ак  и в схеме однопол упер йодного выпрямителя, 
постоянная составляющ ая в я  раз меньше амплитуды общего напря
жения на вторичной обмотке трансформатора (между зажимами 
а и Ь). Выпрямленное напряжение теперь не содержит основной гар
моники — частоты питающего напряжения (рис. 23-4, б). Дейст
вующее значение выпрямленного напряжения (рис. 23-4, б) равно 
действующему напряжению одной фазы (между точками а  и О 
или 0  и Ь).

Фильтр, не пропускающий высшие гармоники, применяемый 
для сглаживания напряжения и,„ в этом случае должен быть рас
считан на частоты, начиная со второй гармоники и выше.

Д ля двухполупериодного выпрямления широко применяются 
мостовые схемы. На рис. 23-5, а изображена принципиальная схема 
мостового выпрямителя. К зажимам а  — Ь моста, составленного 
из четырех вентилей, приложено синусоидальное напряжение и1. 
В течение первой половины периода (рис. 23-5, б) напряжение иг 
положительно, ток протекает через вентиль 1 в направлении от 
а к п, через сопротивление гн и вентиль 3 в направлении от р  к Ь. 
Напряжение на вентилях 1 и 3, пропускающих ток в этом направле-
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нии, практически равно нулю, и, следовательно, оно полностью 
ложится на каждый из вентилей 2 и 4, не проводящих ток в направ
лении от п к Ь и от а к р. Таким образом, в течение первой половины 
периода ипЬ = иар =  иаЬ =  ии  а ирЬ = иап =  0 (пунктир на 
рис. 23-5, б).

Во время второй половины периода напряжение и г отрицатель
ное. Теперь проводят ток вентили 2 и 4, а напряжение их ложится 
полностью на непроводящие вентили 1 и 3. Таким образом, во время 
второй половины периода ипЬ =  иар =  0, а ирЬ =  иап =  иаЬ= их.

Напряжение на сопротивлении гн нагрузки и я =  ипр =  ипЬ —
— ирЬ =  | |, так как  при их 
а при их отрицательном и„ =  ипр

положительном ын =  ипр = ипЬ, 
=  — ирЬ. Зависимость ын от вре-

/1(
\ , и т )

/
/  V

\ /'
/

/
/

У*
^  3

\
\
\
\Ч

Рис. 23-6.

мени показана на рис. 23-5, в. Максимальное значение выпрямлен
ного напряжения равно амплитуде переменного напряжения пита
ния и т и, следовательно, постоянная составляющая выпрямлен
ного напряжения на сопротивлении нагрузки и о в я/2 раз меньше 
амплитуды и т напряжения питания иг .

В схеме трехфазного выпрямителя (рис. 23-6), каж ды й из вен
тилей (кенотронов) пропускает ток только тогда, когда напряже
ние на обмотке данной фазы генератора или трансформатора выше, 
чем напряжение каждой из двух  других фаз. На рис. 23-6 видно, 
что каж дая из фаз пропускает ток в течение одной трети периода.
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Н апряжение на сопротивлении гш содержит постоянную состав
ляющую и высшие гармоники, кратные трем (приложение 1). По
стоянная составляющая £/0 при идеальной характеристике вентилей

равна 3-|я3 и т, где и т — амплитуда фазного напряжения. Вы-

0 -

o — W --------- “ i

/ 1 - f  n
4 ' ■ r«U

u

ис

Рис. 23-7.

прямленное напряжение содержит еще меньше высших гармоник,
чем в двух рассмотренных ранее схе- 

I ¿н мах.
Выше были рассмотрены только 

простейшие выпрямители, нагружен
ные на активные сопротивления. На 
практике при рассмотрении цепей с 
выпрямителями обычно необходимо 
учитывать кроме сопротивления гн 
такж е  индуктивность и емкость фильт
ра. В этих случаях при расчете токов 

можно пользоваться методами расчета переходных процессов и 
производить «припасовывание» решений, полученных для каждого 
из линейных участков характеристики вентиля.

Рассмотрим включение цепи, представленной на рис. 23-7, 
при нулевы х начальных условиях. Характеристику вентнля примем 
идеальной.

П усть напряжение
их =  £/т  бш со/ (23-9)

и замыкание рубильника происходит при  ̂ =  0. Тогда сразу же 
после включения рубильника в сопротивлении гн и в емкости С 
возникают токи

i„ =  u-  — sin (úí ;н гн гИ 

¿c — C - =  CUтсо cos at,

U,г. (23-10)

(23-11)

через вентиль проходит ток

i =  iH-{-ic  — Um (--- sin co¿ +  coC cos co¿V (23-12)
Va J

В некоторый момент времени вентиль перестает пропускать 
ток (t =  0), так  как напряжение на нем становится отрицательным, 
и конденсатор начинает разряж аться на сопротивление нагрузки. 
Для этого момента времени

0 =  Um {— sin -|-соС cos со/ j), (23-13)\ra J
откуда находим:

^ “ ¿ a r c t g i — (олнС). (23-14)
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Начиная с момента tt , ток
и т . 

■гс =  -“ - sin (23-15)

Рис. 23-8.

Разряд конденсатора происходит до того момента времени, 
когда отрицательное напряжение на вентиле и =  — ис  сни
зится до нуля и вентиль начнет пропускать ток. Этому соответствует 
момент времени /2, для которого

О — Um sin (0/2 — Um sin (D¿1e_ (í2_ íi)//'HC, (23-16)
Последнее уравнение аналитически не решается, и значение t2 

следует определить графически по точке пересечения кривых и 
«с  (рис. 23-8).

Начиная с момента времени t2 
вентиль опять пропускает ток до 
тех пор, пока в момент време
ни t3 вентиль снова не переста
нет пропускать ток. Таким об- 
равом, в цепи почти сразу уста 
навливается периодический про
цесс с периодом Т. В интервале 
времени t2 — tx сопротивление 
вентиля бесконечно велико, а в 
течение времени Т — (t.¿ — ^) =
=  /3 — 4  его сопротивление равно нулю. Чем больше емкость С 
и больше сопротивление гн, тем меньше переменная составляющ ая 
тока в сопротивлении ги. В идеальном случае, когда гн =  оо, 
напряжение на конденсаторе устанавливается постоянным и рав
ным Um.

Рассмотренная простейшая схема выпрямителя с емкостью 
часто применяется в электронной технике. На этом принципе,

например, основано амплитудное вы
прямление, при котором выпрямлен
ное напряжение равно максималь
ному значению переменного напря
жения. На принципе амплитудного 
выпрямления основана работа элек 
тронного вольтметра, реагирующего 
на максимальное значение перемен
ного напряжения (см. § 12-4).

Вентильные элементы широко применяются при обратном пре
образовании модулированных колебаний (детектировании) с целью 
выделения модулирующего сигнала. Если, например, к  цепи, изоб
раженной на рис. 23-4, а, подвести модулированное по амплитуде 
напряжение (рис. 12-10, а), то в составе спектра выпрямленного 
напряжения и„ будет основная гармоника, изменяющ аяся с часто
той Q (пунктир на рис. 23-9). Применением фильтра можно выде
лить эту гармонику и не пропустить ни постоянной составляющей, 
ни высших гармоник.
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23-4. Формы кривых тока и напряжения в цепях 
с нелинейными реактивными сопротивлениями

В катуш ках  со стальными магнитопроводами при синусоидаль
ных напряжениях на зажимах токи обычно оказываются несину
соидальными, и, наоборот, при синусоидальных токах в напряже
ниях появляю тся высшие гармоники.

Рассмотрим форму кривой тока при синусоидальном напряже
нии и =  Um sin (coi +  л/2) на зажимах катушки со стальным 
магнитопроводом. Допустим, что сопротивление обмотки катушки 
ничтожно мало и им, так  же к ак  и потоком рассеяния, при расчете 
напряжения на катуш ке можно пренебречь. Тогда между потоком 
в магнитопроводе и напряжением на зажимах катушки существует 
следую щ ая зависимость:

и =  Uт sin (coi -f- л/2) -= — eL — d}¥/dt =  w d<b/dt, (23-17) 

где w  — число витков обмотки. Отсюда

Ф =  ^ '  sin сог1. (23-18)
сода 4

Здесь и в дальнейшем мгновенные значения потока и потокосцеп- 
ления следовало бы обозначать и Однако для упрощения 
записи будем писать короче: Ф и 4f.

Таким образом, при синусоидальном напряжении магнитный 
поток такж е  синусоидален и отстает по фазе от напряжения на 
угол л/2, его амплитуда

Ф m =  Uml(úW. (23-19)
Первоначально рассмотрим магнитопровод, выполненный из 

магнитно-мягкой стали с малыми потерями, для которой петлей 
гистерезиса можно пренебречь и считать, что зависимости Ф (i) 
и соответственно i (Ф) однозначны. Зная зависимость Ф (t) и имея 
кривую i (Ф ), легко найти зависимость i (t).

Расчет графический. Д ля рассматриваемого случая кривая i (t) 
построена на рис. 23-10. Как видно из построения, кривая тока 
имеет заостренную форму. Чем больше амплитуда магнитного по
тока, тем сильнее сказывается насыщение стали, острее кривая 
тока и резче в ней выступают в первую очередь третья, а затем и 
п ятая гармоника.

Основная гармоника тока (рис. 23-10) совпадает по фазе с маг
нитным потоком и отстает от напряжения на четверть периода. 
А ктивная мощность, потребляемая от источника синусоидальной
э. д. с ., равна нулю.

Расчет аналитический. К тем ж е выводам можно прийти, выра
ж ая  характеристику намагничивания, например, в виде

i =  a10 '+ b 1<P. (23-20)
П одставляя

Ф =  Фт  sin (dt, (23-21)
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находим
¡= а 1Фт  я т  а>/ +  61Фт з т 3©/. (23-22)

Учитывая, что

(23-23)

после преобразований получаем:

/ 11т (о1 /‘¿’И 5111 3(„/. (23-24)

Это выражение показывает, что кривая г (/) имеет в сравне
нии с синусйидой заостренную форму, так как максимумы первой

и третьей гармоник совпадают при со/ =  я/2, Зсо/ = Зл/2 и т. д . , 
следовательно, 1макс = /ш + 13т.

Рассмотрим теперь случай, когда катуш ка со стальным магни- 
топроводом питается от источника синусоидального тока

и петлей гистерезиса можно пренебречь.
Графический расчет. Аналогично предыдущему по известным 

кривым / (/) и характеристике Ф (0 на рис. 23-11 построена кривая 
магнитного потока Ф (/). Полученная кривая имеет тупую (при
плюснутую) форму. Кривая напряжения на катушке, построенная

t
Рис. 23-10.

/ =  1 т  бш  со/
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путем графического дифференцирования кривой магнитного потока, 
имеет заостренную форму.

Рис. 23-11.

Расчет аналитический. То же можно показать, пользуясь при
ближенным аналитическим выражением кривой намагничивания

0  — a2i — b2is. (23-25)
Подставляя

í' =  /msinco¿,
получаем:

ф =  a2l m sin at — b2Im sin3 юt 

или после преобразований, учитывая (23-23),
Ф =  Ф1т S i П at + Фзт s i П -3a t . (23-26)

Выражая напряжение через магнитный поток, получаем: 
и =  w dO/dt — waФ1т cos at +  ЗшсоФ3т cos 3©/ =

==í/lmcos(o/4-í/3w,cos3co/. (23-27)

Последнее выражение показывает, что кривая и (t) имеет зао
стренную форму, так как максимумы первой и третьей гармоник 
совпадают (uMaKC =  Ulm +  U3m при a t =  0), а отношение ампли
туды третьей гармоники к первой для кривой напряжения в 3 раза 
больше, чем для кривой потока. Таким образом, при синусоидаль
ном намагничивающем токе относительно небольшая несинусои- 
дальность кривой магнитного потока приводит к более значитель
ному отличию от синусоиды кривой напряжения на катушке.
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Сложнее производится расчет для стали с потерями, когда 
нельзя пренебречь гистерезисом и необходимо учитывать неодно
значность зависимости между i и Ф. Эта зависимость изображается 
петлей гистерезиса (рис. 23-12). Графическое построение для расчета 
катушки выполняется по точкам аналогично рис. 23-10 и для сл у 
чая питания катушки от источника синусоидальной э. д. с. показано 
на рис. 23-12. Как видно из построения, максимумы тока и магнйт- 
ного потока во времени совпадают, но ток проходит через нуль 
несколько раньше, чем магнитный поток достигает нуля, что обус
ловлено гистерезисом. При аналитическом решении этой задачи 
обычно ток в катушке со 
сталью представляют в виде 
суммы двух составляющих.
Зависимость одной из них 
от магнитного потока выра
жается однозначной функ
цией, подобной (23-20), а 
зависимость второй от маг
нитного потока изобража
ется эллипсом, оси кото
рого соответствуют макси
мальной индукции в стали 
и ее коэрцитивной силе.

Все большее примене
ние в технике получают 
с е г н е т о э л е к т р и к и .
Конденсаторы с сегнето- 
электриками имеют нели
нейную характеристику 
q (и). Эта зависимость ана
логична кривой Ф (/) у ка
тушек со стальным магнитопроводом. Если учесть, что ток в кон
денсаторе i — dq/dt выражается подобно тому, как и напряжение 
на катушке и (/), то, выполняя построения, аналогичные рис. 23-10 
или рис. 23-11, легко установить характер кривых тока и напряже
ния для конденсатора с сегнетодиэлектриком. При достаточно боль
шом синусоидальном напряжении на конденсаторе кривая тока имеет 
заостренную форму (аналогично u(t) на рис. 23-11), а при сину
соидальном токе в конденсаторе на нем возникает несинусоидаль
ное напряжение заостренной формы [аналогично i (t) на рис. 23-10]. 
В обоих случаях в несинусоидальных кривых наиболее резко вы 
ступает третья гармоника.

При последовательном соединении линейной и нелинейной или 
нескольких различных нелинейных индуктивностей и питании такой 
цепи от источника синусоидальной э. д. с. как ток, так и напряже
ние на различных участках оказываются обычно несинусоидальны
ми. В этих случаях токи и напряжения можно определять такж е на 
основании графических построений или аналитических расчетов.

Рис. 23-12.
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Пример 23-1. Цепь состоит из линейной Ц и нелинейной (i) индуктивно
стей, включенных последовательно на гармоническое напряжение и =  Um cos Ы  
(рис. 23-13, а). Зависимость (i) задана графически (рис. 23-13, б). Построить 
зависимости (t) и 'F2 (t).

Р е ш е н и е .  Потокосцепление первой катушки Ч^ =  Lxi и, следовательно, 
общее потокосцепление

▼ -▼ i+ T .-W + Y .W .
Так как общее напряжение

м =  4 г  =  - ¿ f  ^ 1 + ^ )  = и т eos caí,

то кривая потокосцепления Чг (Í) также синуооидальна Чг «■ sin at, где 
=  U J a  (рис. 23-13, б).

0-

Рис. 23-13.

На этом же рисунке построены прямая Ч^ (/) и суммарная кривая ¥  (0  =» 
=  4 ^ + 4 ^  для положительных значений этих величин.

Зная для любого момента времени значение У  (например, точки 1 и 2), гра
фически определим соответствующие значения ^  и и построим графики (?) 
и Чг2 (/). Это построение выполнено на рис. 23-13, б. Как видно из построения, 
при данном значении график ЧГ1 (I) имеет в сравнении с синусоидой заострен
ную форму, а (0 , наоборот, притупленную. Если теперь определить путем 
графического дифференцирования =  с1'¥1/(Н и и2 =  <№г!Л1, то легко убедиться, 
что оба напряжения несинусоидальны; напряжение ы1 имеет притупленную форму, 
а напряжение и2 — заостренную.

Рассматривая форму несинусоидальных кривых, получаемых 
в цепях с реактивными нелинейными сопротивлениями, можно 
заметить, что во всех случаях кривые симметричны относительно 
оси абсцисс и, следовательно, не содержат четных гармоник. Отсут
ствие четных гармоник — следствие симметрии нелинейных харак
теристик реактивных сопротивлений (рис. 23-10, 23-11 и 23-13).

23-5. Утроители частоты

Как было показано выше, при питании цепей с нелинейными 
элементами от источника синусоидального напряжения на отдель
ных участках возникают резко несинусоидальные напряжения,

а)
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в которых при симметрии нелинейных характеристик обычно наи
более резко выделяется третья гармоника. Это явление положено 
в основу устройства различных типов утроителей частоты.

Схема одного из типов утроителей частоты изображена на 
рис. 23-14. У т р о и т е л ь  ч а с т о т ы  состоит из трех одинаковых 
однофазных трансформаторов, первичные обмотки которых соеди
нены в звезду, а вторичные — в открытый (разомкнутый) треуголь
ник.

В токах симметричного приемника, соединенного звездой, при 
отсутствии нейтрального провода, как известно, отсутствуют гармо
ники, кратные трем (см. § 12-10). Следовательно, токи в первичной 
цепи каждого из трансформаторов могут состоять только из первой, 
пятой, седьмой и других нечетных гармоник, не кратных трем. 
Если в первом приближении пренебречь более высокими гармо
никами, чем третья, то можно считать, что токи в первичных цепях

Рис. 23-14.

синусоидальны. Трансформаторы работают в режиме насыщения, 
поэтому магнитные потоки, а следовательно, и напряжения на вто
ричных обмотках несинусоидальны и в числе прочих гармоник 
содержат гармоники, кратные трем.

При соединении вторичных обмоток в разомкнутый треугольник 
сумма напряжений всех гармоник, не кратных трем, обращается 
в нуль, а третья, девятая и так далее гармоники суммируются 
и напряжение на вторичных зажимах ы2 равно утроенной сумме 
гармоник, кратных трем.

Если звезда, составленная из нелинейных элементов, питается 
от трехфазного источника питания с выведенной нейтральной точ
кой, то утроение частоты можно получить, не прибегая к трансфор
мации напряжения. На рис. 23-15 изображена схема утроителя 
частоты, который состоит из трех насыщенных катушек, соединенных 
звездой. Так как в токах системы без нейтрального провода отсутст
вуют гармоники, кратные трем, и, следовательно, токи в индуктив
ностях практически синусоидальны, то в потоках и, следовательно, 
в напряжениях на катушках содержатся гармоники, кратные 
трем. При синусоидальных э. д. с. источника питания с частотой 
ю между точками N — п возникает напряжение, изменяющееся
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с частотой Зсо, амплитуда которого тем больше, чем сильнее ска
зывается насыщение стали. Вместо насыщающихся катушек со 
стальными магнитопроводами в качестве нелинейных сопротивле
ний могут быть включены нелинейные емкости или нелинейные 
активные сопротивления. Во всех случаях между точками N u n  
возникает напряжение тройной частоты.

Рис. 23-15. Рис. 23-16.

Трехфазные цепи с нелинейными элементами, имеющими сим
метричные характеристики, применяются и при осуществлении 
иных задач. В этих случаях появление высших гармоник может

носить паразитный характер. Так, например, в дуговой сталепла
вильной печи, схема которой подобна рис. 23-15, а сопротивлениями 
нагрузки гн являются мощные электрические дуги с нелинейными 
вольт-ампериыми характеристиками, между точками N u n  возни
кает напряжение тройной частоты, величина которого может пред
ставлять опасность для обслуживающего персонала.
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Утроение частоты получают не только в трехфазных, но и в 
однофазных системах. На рис. 23-16 изображена мостовая схема 
с конденсаторами, два из которых имеют одинаковую линейную 
характеристику q =  Сиа, а два других — одинаковую нелинейную 
характеристику q (ис) сегнетодиэлектрика.

Если к одной из диагоналей моста подключить источник сину
соидального напряжения ыг = Ulm sin соt, то при соответствующем 
выборе параметров цепи на зажимах второй диагонали получится 
напряжение и2 тройной частоты.

Пример 23-2. Построить график напряжения и2 в цепи по рис. 23-16 при 
известном синусоидальном напряжении и заданных характеристиках q (и) 
конденсаторов (рис. 23-17).

Р е ш е н и е .  Для мгновенных значений напряжений справедливы сле
дующие равенства:

“ i =  и а +  и6; и2 =  и б — и а .
Так как при отсутствии тока во второй диагонали заряды обоих включенных 

последовательно конденсаторов в любой момент времени равны, то, имея хар ак 
теристику иб (q) и зная, что иа = q/C, построим u¡ (q) и и2 (q) как сумму и раз
ность прямой «а (?) и кривой Ug (q) (рис. 23-17). По характеристикам t¿x (q) и 
«2 (q) для заданного их (t) построим зависимость и2 (t) (рис. 23-17).

23-6. Формы кривых тока и напряжения в цепях 
с терморезисторами

Выше были рассмотрены цепи, в которых нелинейная зависи
мость связывала мгновенные значения тока и напряжения, тока 
и магнитного потока или напряжения и заряда. Предполагалось, 
что нелинейная характеристика не зависит ни от времени, ни от 
скорости процесса.

Однако существуют сопротивления, для которых эти допуще
ния несправедливы. К -их числу в первую очередь относятся т е р м о 
р е з и с т о р ы ,  в которых нелинейность вольт-амперной харак
теристики обусловлена тепловыми процессами, происходящими 
достаточно медленно. При частоте 50 Гц и выше за четверть периода 
(промежуток времени, за который ток нарастает от нуля до наи
большего значения) температура терморезистора вследствие инер
ционности обычно изменяется так мало, что приближенно можно 
считать температуру постоянной. Таким образом, в пределах пери
ода тока сопротивление можно рассматривать как неизменное, 
линейное. При- изменении действующего значения тока изменяется 
температура терморезистора, а следовательно, и сопротивление. 
Поэтому между действующими значениями тока и напряжения суще
ствует нелинейная зависимость.

Такие элементы, как терморезисторы, для которых зависимость 
между действующими или амплитудными значениями основных 
величин (например, в случае терморезисторов напряжения и тока) 
нелинейна, а зависимость между мгновенными значениями этих 
величин остается линейной, называют у с л о в н о - н е л и н е й 
н ы м и .
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В качестве примера рассмотрим лампу с угольной нитью нака
ливания, подключенную к источнику синусоидального напряжения 
Um sin coi. На рис. 23-18 слева показана нелинейная характерис
тика I (U), связывающая действующие значения тока I и напряже
ния U. Эта характеристика одинакова для постоянного и перемен
ного тока. Д ля холодной лампы зависимость между мгновенными 
значениями тока i  и напряжения и изображается прямой, касатель
ной к кривой I (U) в начале координат. По мере увеличения дей-

ствующего значения тока / возрастает температура нити и соответ
ственно уменьшается сопротивление. Теперь уже зависимость 
между i и и выражается прямой, проходящей через начало коорди
нат и пересекающей кривую / (U) в точке с координатами U n i ,  
т. е. действующими значениями напряжения и тока при данной 
температуре нити.

На рис. 23-18 построены кривые i (t), получающиеся при одном 
и том же значении и (t) в первый момент включения, когда сопротив
ление лампы равно сопротивлению холодной лампы г = г0, и при 
установившемся режиме нагрева нити лампы, когда г — ry = U/I. 
Так как зависимость между мгновенными значениями тока и напря
жения терморезисторов линейная, то при синусоидальном на
пряжении ток такж е синусоидален.
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Отсутствие высших гармонических в кривых тока и напряжения 
весьма облегчает расчет цепей с терморезисторами. При отсутствии 
катушек индуктивности и конденсаторов расчет схемы с термо- 
резисторами на переменном токе ничем не отличается от расчета 
нелинейных цепей при постоянном токе.

23-7. Замена реальных нелинейных элементов  
условно-нелинейными

У терморезисторов условную нелинейность их характеристик 
вносит тепловая инерция. В емкостях и индуктивностях условная 
нелинейность может быть следствием инерционного изменения 
взаимного расположения пластин конденсаторов или обмоток 
катушек индуктивности, происходящего под влиянием электроста
тических или электродинамических сил. Так, некоторые электро
механические системы (например, конденсаторы электростати
ческих вольтметров или катушки электродинамических ампермет
ров) являются условно-нелинейными емкостями или индуктивнос
тями. Для них зависимость между мгновенными значениями заряда <7 
и напряжения и или потока Ф и тока / остаются линейными при 
нелинейности характеристик, связывающих действующие значе
ния <2 (Ц) или Фд (/).

Для нелинейных индуктивностей и емкостей, не содержащих 
движущихся частей, таких примеров нет. Однако простота рас
чета цепей с терморезисторами и сложность точного расчета нели
нейных цепей заставляют искать приближенные методы анализа 
электрических цепей, содержащих нелинейные Ь и С, подобные 
расчету цепей с терморезисторами. Таким приближенным методом 
является расчет с допущением, что при нелинейной зависимости 
между действующими значениями / и Ф , или и  иС} сохраняется пря
мая пропорциональность между мгновенными значениями 1 и Ф или 
и п д. При этих допущениях реальные нелинейные элементы заме
няются условно-нелинейными и расчет ведется без учета высших 
гармоник или с заменой несинусоидальных кривых I (/), Ф (/). 
и (/) или <7 (/) эквивалентными синусоидами.

Разумеется, что анализ цепей с условно-нелинейными элементами 
справедлив только в тех случаях, когда высшие гармоники не играют 
существенной роли, а основное значение имеет нелинейная зави
симость между действующими значениями. Такой анализ относится 
к методам условной линеаризации.

23-8. Учет реальных свойств стальных магнитопроводов

Выше в большинстве примеров рассматривались характеристики 
катушек со сталью без учета потерь в стали, т. е. той части энергии, 
которая расходуется на нагрев стали, обусловленный гистерезисом 
и вихревыми токами.
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При инженерных расчетах технических устройств, содержащих 
стальные магнитопроводы и работающих при переменном токе, 
такое допущение недопустимо, так как именно этими явлениями 
и обусловлены потери энергии, величина которых определяет 
тепловой режим работы устройств.

В и х р е в ы е  т о к и  возникают в стальном магнитопроводе 
под влиянием электрического поля, наводимого в магнитопроводе 
переменным магнитным потоком. На рис. 23-19, а распределение 
вихревых токов в массивном магнитопроводе схематически пока
зано пунктирными линиями.

Кроме потерь энергии вихревые токи производят размагни
чивающее действие, которое сильнее сказывается в середине маг- 
нитопровода и меньше на его поверхности. Это объясняется тем, 
что средние участки магнитопровода охватываются большими 
вихревыми токами, чем участки, близкие к поверхности магнитопро

вода. Поэтому распределе
ние магнитного поля по 
магннтопроводу оказывает
ся неравномерным. Индук
ция больше на поверхности 
сердечника и меньше вну
три него. Внутренние участ
ки магнитопровода как бы 
экранируются вихревыми 
токами.

Для уменьшения потерь 
энергии от вихревых токов 

и их экранирующего действия магнитопровод собирают из отдельных 
электрически изолированных один от другого листов (рис. 23-19, б). 
В таком магнитопроводе вихревые токи уменьшатся, так как будут 
замыкаться по узким вытянутым путям, представляющим большое 
сопротивление. Кроме того, уменьшится экранирующее действие, 
так как весь магнитопровод разделен на отдельные листы, находя
щиеся в одинаковых условиях. Неравномерность распределения 
магнитного потока в пределах каждого листа при достаточно малой 
его толщине незначительна. Применяются также магнитопроводы, 
собранные из электрически изолированных тонких стальных про
волок.

Для уменьшения вихревых токов листы и проволоку, из кото
рых собирается магнитная цепь, изготовляют из специальных 
сортов электротехнической стали, содержащей различные при
садки (примеси), снижающие удельную проводимость. Чтобы потери 
энергии от вихревых токов не были чрезмерно велики, толщину 
листов берут тем меньше, чем выше частота. При частоте / = 50 Гц 
применяют листы толщиной 0,25—0,5 мм, при звуковых частотах 
порядка сотен и тысяч герц применяют листы толщиной 0,02—0,05 мм. 
При более высоких частотах применяют сердечники из более тон
ких лент. Д ля частот до 30—50 МГц применяют сердечники, выпол

Рис. 23-19.
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ненные из м а г н и т о д и э л е к т р и к о в  — ферритов. Маг- 
нитодиэлектрики состоят из ферромагнитного порошка с размерами 
частиц порядка нескольких микрон и связывающего эти частицы 
диэлектрика.

Расчет распределения магнитного потока в стальных магнитопро- 
водах и подсчет потерь от вихревых токов рассматриваются в 
теории электромагнитного поля. В том случае, когда можно пре
небречь неравномерностью распределения магнитного потока в 
поперечном сечении листов, из которых собран магнитопровод, 
для м о щ н о с т и  п о т е р ь  о т  в и х р е в ы х  т о к о в  
получается следующая зависимость:

Р в — бвРВтОг
где 0„ — коэффициент, зависящий от сорта стали и размеров сталь
ных листов; Вт  — амплитуда магнитной индукции; Ь — масса 
рассматриваемой части магнитопровода.

Периодическое перемагничивание стали сопряжено с потерями 
энергии, обусловленными гистерезисом. М о щ н о с т ь  п о т е р ь  
о т  г и с т е р е з и с а  пропорциональна частоте / и определяется 
по различным эмпирическим формулам, например

Р г =  стг/ 5 "0 ,

где ог — коэффициент, зависящий от сорта стали; /г = 1,6 при зна
чениях Вт  в пределах от 0,1 до 1 Т и п =  2 при значениях Вт  в пре
делах от 1 до 1,6 Т.

То обстоятельство, что потери энергии от вихревых токов и 
от гистерезиса имеют различную зависимость от частоты, позволяет 
отдельно рассчитать или измерить их, если известны суммарные 
потери в магнитопроводе для двух (или более) значений частоты, 
но при одном и том же значении индукции Вт .

Рассмотрим простейшую магнитную цепь, представленную на 
рис. 23-20, а, допуская, что активным сопротивлением обмотки и 
индуктивностью рассеяния, обусловленной частью магнитного потока 
катушки, замыкающейся через воздух, можно пренебречь. Тогда 
при синусоидальном напряжении магнитный поток в стальном 
магнитопроводе синусоидален (23-18), а ток в катушке имеет неси
нусоидальную форму (рис. 23-20, б).

На практике при расчете катушки со стальным магнитопро- 
водом целесообразно заменить реальный стальной магнитопровод 
некоторым условно-нелинейным элементом, в котором синусои
дальный магнитный поток возникает под действием также синусои
дального тока гэ (рис. 23-20, б), в известной степени эквивалентного 
действительному несинусоидальному току г. Условием эквивалент
ности является, во-первых, равенство действующих значений токов 
1Э и г и, во-вторых, равенство потерь, обусловленных токами ¿э и I.

Замена реальной кривой тока э к в и в а л е н т н о й  с и н у 
с о и д о й  позволяет при расчете цепи пользоваться комплексным 
методом и векторными диаграммами. Векторная диаграмма рассм ат
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риваемой простейшей цепи изображена на рис. 23-20, в, а соответ
ствующая ей эквивалентная схема — на рис. 23-20, г.

Для определения параметров эквивалентной синусоиды — дей
ствующего значения /9 и угла сдвига по фазе б относительно маг
нитного потока Ф или активной /п и реактивной /ф составляющих 
(рис. 23-20, в) обычно пользуются реальными характеристиками 
стального магнитопровода, снятыми при переменном токе заданной 
частоты. Значения /п и /Ф зависят от числа витков катушки а>, 
от размеров стального магнитопровода и от максимального значе
ния магнитной индукции в стальном магнитопроводе.

Рис. 23-20.

При расчете таких цепей в качестве характеристик магнитопро
вода удобнее пользоваться не непосредственно значениями /п и 
I ф, а не зависящими от числа витков катушки величинами: реак
тивной мощностью

ф =  £//э сое 6 =  и Iф — и гЬ<х>, (23-28)

которую называют н а м а г н и ч и в а ю щ е й ,  и активной мощ
ностью

Р  =  (/ / ,8 т  б =  £//„ =  (/*£„, (23-29)
соответствующей п о т е р я м  в с т а л и  и равной сумме потерь, 
обусловленных вихревыми токами и гистерезисом:

Р =  Р„ + РГ.

650



Все эти мощности удобнее относить к единице массы стального 
магнитопровода б и в  качестве характеристик стали принимать:

и Р 0 =  РЮ,

выражающие удельную намагничивающую мощность и удельные 
потери, обусловленные гистерезисом и вихревыми токами.

Значения ф0 и Р0 зависят от марки (сорта) стали, способа ее 
намагничивания (ток или магнитный поток синусоидальные) и 
особенно от величины максимальной индукции Вт . Так как  маг
нитная система обычно рассчитывает
ся для практически синусоидальной 
формы кривой магнитного потока, то 
значения ф0 и Р0 определяют для си
нусоидального магнитного потока.

На рис. 23-21 приведены полу
ченные экспериментально зависимо
сти ()0, Р0 и 6 =  Р0/<20 от мак
симального значения индукции Вт  
для электротехнической стали с тол
щиной листов 0,5 мм марки Э42 
(электротехническая высоколегиро
ванная сталь с низкими потерями, 
принимаемая в трансформаторах) при 
частоте / =  50 Гц. Аналогичные гра
фики или таблицы есть и для других 
марок стали.

Зная величины ф0 и Р0, легко перейти к составляющим тока 
/ф и /п и проводимости Ьф и gп в эквивалентной схеме катушки. Дей
ствительно, по закону электромагнитной индукции напряжение и  
связано с максимальным значением магнитного потока соотношением 
(23-19)

и = ^ Ф т =  аВт ,

или в комплексной форме

0  =  1 ~ Ф т ^ 1а В т , (23-30)

где а — 4,44 5  — сечение магнитопровода, а коэффициент 
4,44 = 2я//2 .

Подставив это выражение в (23-28) и (23-29), получим состав
ляющие тока:

(2 _  С(}0

Рис. 23-21.



Ьф = ;
(23-32)
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1п
Го
•Т 5п /7Г~’1п 

/в

В тп
о,г а,ь о,в о,в /,а /,г /,* г

илисоставляющиепроводимости в эквивалентной схеме (рис. 23-20, г):
(2 = _?Оо_.

■(аВя)* (аВт )*’

Р  -  0 Р °
« "  ( а В ту  (а В т)'2 '

Как видно из полученных выражений, при заданных постоянных 
значениях частоты /, числа витков катушки т , сечения 5  и массы О 
стального магнитопровода составляющие тока /ф и /„ пропорцио

нальны <30/£т и Р0/Вт , а про-
^  ^ --------- — — -------------------- ВОДИМОСТИ Ьф и £п пропорцио-
Р  ’ ° 1п'Яп нальны си  Вт  И Р0/В'т.

Таким образом, построив за
висимость этих величин от сред
ней по сечению индукции Вт , в 
свою очередь пропорциональной 
напряжению и, можно судить
о характере нелинейности рас
сматриваемого элемента.

На рис. 23-22 построены за
висимости (Зо/В'Ъ, Р0/В3т , С}0/Вт 
и Р01Вт от Вт  для рассматри
ваемой стали. Из графика видно, 
что ток /п увеличивается с из
менением напряжения по закону, 
близкому к прямолинейному, и 
соответственно эквивалентная 
активная проводимость £п изме
няется незначительно. Во мно
гих случаях проводимость gn 
можно считать постоянной. Как 

уже было указано, потери от вихревых токов пропорциональны 
квадрату магнитной индукции и, следовательно, составляющая £п, 
обусловленная вихревыми токами, постоянна. Потери же от гистере
зиса зависят от магнитной индукции по более сложному закону п 
только в ограниченном диапазоне изменения индукции пропорцио
нальны квадрату индукции. Некоторая зависимость £п от Вт обус
ловлена изменением формы гистерезисной петли с увеличением ин
дукции. Так как для стали Э42 при малых значениях индукции 
отношение высоты к ширине петли гистерезиса меньше, чем для 
больших значений индукции, то с ростом индукции значение £п 
убывает.

Кривая зависимости /Ф от Вт  значительно отличается от пря
мой и аналогична кривой намагничивания стали. Некоторое раз
личие форм кривой /ф (Вт ) и кривой намагничивания ¿макс (Вт) 
вызвано различными значениями коэффициента амплитуды кри
вой тока 6а =  г'м акс/ / ф  при разных степенях насыщения стали. 
Если при малых значениях индукции этот коэффициент близок

■ 1
1ф,Ьф

/ /
/ !

в - ъ !  ф
VУ т т Ьф

- - - — —■

0,2 0^  0,6 0,8 1,0 1,2 /,4  Т 

Рис. 23-22.
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к значению, характеризующему синусоиду Аа — У"2 = 1,41, то 
при насыщении стали он сначала увеличивается до двух и даже 
несколько выше, а при сильном насыщении может несколько сни
зиться. Поскольку зависимость /ф (Вт ) нелинейна, то проводи
мость Ьф значительно изменяется с изменением напряжения £Л 
Таким образом, при расчете катушек и трансформаторов со сталь
ными магнитопроводами необходимо считаться с нелинейностью 
реактивной проводимости в схемах замещения (рис. 23-20, г).

23-9. Расчет тока в катушке со стальным магнитопроводом

Рассмотрим катушку со стальным магнитопроводом при низ
кой частоте переменного тока, когда емкостью между витками 
катушки можно пренебречь.

На рис. 23-23, а схематически показана картина магнитного 
поля катушки. Часть магнитных линий замыкается помимо магнито- 
провода, через воздух, и определяет ин
дуктивность рассеяния, индуктивное со
противление которой хв. Катушка имеет 
активное сопротивление обмотки г.

е>

Так как эти сопротивления при синусоидальном токе / вы зы 
вают падение напряжения АО — (г +  /хп) /, то эквивалентная 
схема катушки отличается от схемы, рассмотренной в предыдущем 
параграфе, только наличием последовательно включенного сопро
тивления Е =  г +  ]'хв (рис. 23-23, б). Соответственно векторная 
диаграмма (рис. 23-23, в) отличается от диаграммы, изображенной 
на рис. 23-20, в, только составляющими падения напряжения АО.

Если задано напряжение питания О, то из-за падения напря
жения А О непосредственно нельзя найти Вт  и эквивалентные 
нелинейные проводимости gn и ЬФ, соответствующих данному 
режиму.

В этом случае необходимо вести расчет либо итерационным 
методом, произведя последовательно ряд расчетов, либо графи
чески, преобразовав схему к более удобному для расчета виду.

Рассмотрим примеры расчета этими методами.
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Пример 23-3. Магнитопровод катушки имеет сечение 5 = 6  сма, массу 
О =  1,4 кг и выполнен изстали марки Э42-0.5. Число витков обмотки ил =  1200. 
Сопротивление I  =  г  +  ¡ха == 30 +  /60 Ом. Напряжение питания и  =  220 В. Рас
считать ток в катуш ке итерационным методом (последовательных приближений).

Р е ш е н и е .  Первоначально — в нулевом приближении — задаемся (£/ф )0 =  
=  /200 В. Индекс (0) означает нулевое приближение.

Тогда
(Уф) о(Вт) о- = 1,25 Т.4,44шх/5

По графику рис. 23-21 находим (Я0)0 = 2 ,2  Вт/кг и (<?0)о — 12 вар/кг 
(для большей точности следует пользоваться не графиками Р0 и Ос, а соответ
ствующими таблицами).

Далее рассчитываем:

( 7 ф ) о *= (^о)о а /(Цф )о  =  °-084 А; (/п)о =  (^о)оС/(^Ф)о“ 0.0154 А 
и, следовательно,

(Д> “ 0 ,084+  /0,0154 А.
Тогда

(Уо) =  (^ ф )о +  (/)о 2  =  /20°  +  (° .°84 +  /°.°154) (3 0 + /60) =  1,6 +  /205,5 В, 
т. е. ( и )о =« 205 В.

Так как действительное значение и  отличается от (1У0), то для определения 
следующего приближения, принимая метод пропорциональных величин, полу
чаем:

("ф)1 = 200| |  = 214 В'
Теперь, задавшись (С/ф ) 1 =  /214 В, повторяем аналогичный расчет и полу

чаем:
(Вт)1 =  1.34 Т, (?„ )! =  2,4Вт/кг, • (£?£,)! =  20 вар/кг, 

(/ф)а = 0 ,1 3 А , (/п)х =  0.0157А, ( У ) * - 223 В.

Следующее приближение
220 

^23(^ф)2 = 21. =  211 В

дает еще более близкое решение. Так, после ряда последовательных приближе
ний получаем условие, когда (£/ф)п+1=  (Уф)п и, следовательно, итерационный 
процесс закончен. Д ля заданного дросселя £/ф =  213 В, Вт — 1,33 Т, Р0 =  
— 2,4 Вт/кг, <20 =  18 вар/кг, /ф =  0,177 А, /п =  0,0156 А.

Пример 23-4. Произвести гра
фический расчет катушки при
мера 23-3.

Р е ш е н и е .  Для этой цели 
преобразуем источник напряже
ния 220 В в источник тока J ,  под
ключенный параллельно нелиней
ной проводимости £п +  /6ф (рис.
23-24, а). Кроме того, последова
тельное соединение г  и ха преобра
зуем в параллельное соединение 
линейных активной и реактивной 
проводимостей (рис. 23-24, б):

8  =  г/(г2 +  дг£) =  0,0066 См;
Рис. 23-24. Ь — *,/(/■* +  =  0,0133 См.
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Теперь схема имеет вид включенных параллельно двух  линейных (# и Ь) 
и двух нелинейных (£ и 6ф) проводимостей, к которым подведен ток

220
г  1/303 +  602

= 3,28 А.

Зависимости д п и 6ф от напряжения и ф  могут быть найдены по известным 
характеристикам стали (рис. 23-22) и формулам (23-32). На основании этих за 
висимостей и известных значений д  я  Ь можно построить зависимость полной 
проводимости у АВ =  +  (6ф +  Ь)г  между точками Л и В от напря
жения (Уф =  I)АВ. Такое построение 
выполнено на рис. 23-25. Одновре
менно между полной проводимостью 10г См 
и напряжением и  а в  существует за
висимость, определяемая законом Ома
Улв = }>иАВ-

Точка пересечения двух графиков
*ЛВ <и лв> и Уа в  =  }>и АВ д а е т  и с к ° -  
мое значение VАВ.

По графику рис. 23-25 получаем 
и Ад =  1!ф  =  213 В. Дальнейший ра
счет токов ничем не отличается от 
расчета, проведенного в примере 23-3.

Сравнивая оба метода ра
счета, можно заметить, что ме
тод последовательных прибли
жений дает более точное реше
ние задачи, тогда как  графиче
ское решение более наглядно; 
на основании полученного гра
фического построения легко судить 
метров схемы на результаты расчета.

23-10. Понятие о расчете условно-нелинейных магнитных
цепей

Применяя аналогичную методику, можно рассчитывать и м аг
нитные цепи переменного тока. Так ж е к ак  и в магнитных цепях 
постоянного тока, в основе расчета магнитной цепи переменного 
тока лежит заданная зависимость между индукцией и напряжен
ностью магнитного поля. Однако теперь эти величины характери
зуются не только модулем, но и фазой. Т ак  к а к  комплекс напря
женности магнитного поля связан с комплексом м. д. с. равенством

1,6

1, г  
1,0 

0,8 
о,е  

о;♦ 
о , г  

о

З'Ь

(и*

- Ьф+Ь
I /\.
\ь \
I

- /9п +9 г\

-

...1—
1
1
1 4#

и л в -и *
40  в о  т т т \  г м  в  

г и в  
Рис. 23-25.

5 ВЛИЯНИИ отдельных пара-

Н = 1 ьи)Ц, (23-33)

где I — длина средней магнитней линии в стали , а Ёт  =  Фт /5, где 
5  — сечение стали, то от векторной диаграммы /, и Ф , изображен
ной на рис. 23-20, в, легко перейти к векторной диаграмме Н и В 
в стали, показанной на том ж е рисунке.
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Отношение комплексов действующих значений магнитной индук
ции и напряженности магнитного поля представляет собой комп
лексное число

-гг  =  =  (Х0 (ц* -  }ц2) =  [Х0|ые-/б, . (23-34)
П

где ¡1 называется к о м п л е к с н о й  о т н о с и т е л ь н о й  
м а г н и т н о й  п р о н и ц а е м о с т ь ю .  Понятие комплексной 
проницаемости было введено профессором Московского универ
ситета В. К. Аркадьевым в 1913 г. и получило широкое применение 
при расчете магнитных цепей переменного тока.

Величина ¡1 может быть непосредственно рассчитана на осно
вании известных удельных мощностей ф0 и Р0. Выражая О и /э 
через Вт  и Н, согласно (23-28) — (23-30) и (23-33), получим с уче
том (23-34) для комплексной мощности магнитной цепи:

5  = ^ / э= Р - / д = - / аД л^ = _ / М ^ .  (23-35)
ш  V  2 ЦоН-

Решая последнее уравнение относительно (1 и учитывая, что 
отношение массы стали О к ее объему V представляет собой ее плот
ность й, получаем:

. 7 ___ | ,  ____ ___  я / В т  __ _ ТС /Вт / Р р )  / т  о с \

^ ^  /Из М<2о+/РоМ м<31 + Р1)Л ■ (23'36)
Вещественная часть |хх комплексной магнитной проницае

мости пропорциональна реактивной мощности намагничивания ф0, 
а мнимая часть ц2 — потерям в стали Р0.

Наряду с комплексной проницаемостью р. иногда целесообразно 
пользоваться понятием комплексного магнитного удельного сопро
тивления

Р =  Р1 + /Р2 =  - Ц  (23-37)|ЛЦ0
где -

Р1 =  ̂ Г ‘ р2 =  ~^ЙГ' (23_38)
При параллельном соединении участков магнитной цепи удоб

нее пользоваться понятием (1, а при последовательном соедине
нии более простые выражения получаются при пользовании р.

Рассмотрим теперь простейшую магнитную цепь, состоящую 
из стального магнитопровода длиной /м и сечением 5 М, с воздуш
ным зазором длиной /в и сечением 5 В. Определим магнитный поток 
в цепи, создаваемый м. д. с. Л  Расчет магнитного потока в цепи 
можно произвести аналогично расчету магнитной цепи постоянного 
тока:

ф =  -/- = Т " + г (23‘39)Ч м Т Ч в
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Из этого выражения видно, что вещественная составляющая
и пропорциональна реактивной мощности намагничивания, 

а мнимая — потерям в стали. В полученном выражении р зависит 
от магнитной индукции в стали.

Для решения задачи воспользуемся методом последовательных 
приближений. Задавшись приближением (Вт)0 и определив по 
графику или по таблице соответствующие ему ((20)0 и (Р0)„, по фор
муле (23-38) рассчитаем нулевое приближение (?>)„. Подставив 
полученное значение (р)0 в формулы (23-40) и (23-39), найдем пер
вое приближение магнитного потока (Ф)х, а следовательно, и маг
нитной индукции (5 т )х =  (ФтУЯ,,.

Основываясь на полученном новом значении Вт , определим 
по графику или таблице соответствующие ему (ф ^  и (Ри)и по фор
муле (23-38) получим первое приближение (р)х, а по формуле 
(23-39) — второе приближение для магнитного потока. Так, после 
ряда последовательных приближений можно получить решение 
задачи с необходимой степенью точности.

Пример 23-5. Магнитопровод катушки выполнен из стали Э42-0.5, характе
ристики которой приведены на рис. 23-21, 23-22. Требуется определить магнит
ную индукцию в магнитопроводе при м. д. с. Р =  1000 А. Размеры: /м =  220 мм, 
5 М =  600 м2, /„ =  1 мм, 5 В =  600 мм2. Частота / = 5 0  Гц. Плотность стали 
7 ,8 -103 кг/м3.

Р е ш е н и е .  Для удобства расчета последующего приближения по пре
дыдущему формулы (23-38) — (23-40) преобразуем следующим образом:

Направляя вектор Р по вещественной оси и подставляя числа, получаем:

По этой формуле при помощи графика, изображенного на рис. 23-22, произ
ведем расчет ряда приближений. Результаты расчета приведены в табл. 23-1. 
Как видно из расчета, в данном случае ряд последовательных приближений схо
дится весьма медленно и потребовалось 17 приближений для получения удов
летворительной точности результата.

Однако расчет можно значительно упростить, если, рассмотрен первые два 
приближения, начать процесс сначала, задавшись в качестве нулевого прибли
жения средним значением индукции, полученным в результате первых двух 
приближений.

Р|/'2

( т̂)А+1 —
1,77



Так, задавшись вначале (Вт)0 =  1,2 Т и получив (Вт) 1 =  1,61 Т и (Вот)а=  
=  1,3 Т (табл. 23-1), можно начать расчет снова, принимая в качестве нулевого 
приближения

В = (Вт )г ̂  2 ^  -р

Ряд последовательных приближений для этого случая совпадает с прибли
жениями 16 и 17 предыдущего случая (табл. 23-1). Очевидно, что теперь достаточно 
двух приближений для получения удовлетворительной точности.

Т а б л и ц а  23-1

номер
приближе

ния
(■в т )к■ т т -

вар/(Т* • кг)
( - £ 1
Вт/(Т> • кг)

(йт)к+1’ Т

0 1,2 7 1,5 1,61-/0 ,03
1 1,61 27 1,5 1,3 -/ 0 ,019
2 1,3 9,3 1,5 1,58-/0 ,028

Уб 1,45 16 1,5 1 ,455-/0,024
17 1,455 16,3 1,5 1 ,455-/0,024

Аналогичным путем могут быть рассчитаны и более сложные 
разветвленные магнитные цепи, содержащие несколько намагни
чивающих обмоток.

При решении этих задач может быть также применен графичес
кий метод.

23-11. Явление феррорезонанса

В цепях с нелинейной катушкой индуктивности, содержащих 
конденсатор, плавное изменение напряжения может вызывать 
скачки фазы и амплитуды основной гармоники тока, и, наоборот, 
плавное изменение тока может сопровождаться скачкообразным 
изменением фазы и амплитуды основной гармоники напряжения 
на некоторых участках цепи. Явление изменения знака угла сдвига 
фаз между основными гармониками напряжения и тока при изме
нении напряжения или тока источника питания, обусловленное 
нелинейностью катушек со сталью, носит название ф е р р о -  
р е з о н а н с а .  В линейных цепях подобные явления принци
пиально невозможны.

Точный анализ феррорезонанса с учетом несинусоидальности 
формы кривых представляет значительные трудности. Поэтому 
в дальнейшем применяется упрощение, при котором напряжение, 
ток и магнитный поток заменяются эквивалентными синусоидами, 
а индуктивность принимается условно-нелинейной и зависящей 
от тока. Кроме того, предполагается, что катушки со сталью не 
имеют потерь, т. е. угол сдвига фаз между эквивалентными синусо
идами напряжения и тока катушки ф = п/2, и что зависимость 
между их действующими значениями задана.
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Феррорезонанс напряжений. Рассмотрим последовательное соеди
нение конденсатора и катушки со стальным магнихолроводом 
(рис. 23-26). Напряжение на индуктивности Оь опережает ток / 
на 90°, напряжение на емкости Ос отстает от тока на 90°. Прило
женное напряжение ¿7 = +  Ос- Так как векторы Оу и Ос 
имеют противоположные направления, то £/ =  | ¿/х — £/с |. Зави-

Л

й
1

йс
Ис

Рис. 23-26.

и.

' и
1

3.

Л/а ь —
туг

5П
<г 1

симость напряжения на катушке от тока задана кривой (/) 
(рис. 23-27). Зависимость напряжения на конденсаторе от тока 
0 С (/) представлена на том же рисунке наклонной прямой линией, 
проходящей через начало координат.

Емкость С можно всегда выбрать такой, чтобы прямая Ос (/) 
пересекла кривую £/£ (/). Разность ординат кривой V 1  (/) и пря
мой Ос (/) дает кривую и ' (/), определяющую значения прило
женного напряжения при разных значениях тока. Точка пересе
чения кривой и' (/) с осью абсцисс (ток /0) 
соответствует ф е р р о р е з о н а н с у  
н а п р я ж е н и й  (С/£ = £/с).

В данном случае, как и в некоторых 
линейных цепях, резонанс напряжений 
достигается за счет изменения индуктив
ности, однако в отличие от линейных цепей 
это изменение индуктивности происходит 
не независимо от тока в цепи, а как след
ствие зависимости эквивалентной индук
тивности катушки со сталью = ¿У/./со/
от действующего значения тока I (рис. 23-27). Так как действую
щее напряжение и  — положительная величина, то кривая и  (/) 
совпадает с кривой V  (/) только при / <  /0. При / >  /„ кри
вая и  (/) представляет собой зеркальное изображение кривой и' (/).

Участки графика и  (/) вблизи точки (/0) чисто теоретические. 
Практически из-за потерь в стали и в сопротивлении обмотки, 
а особенно из-за искажения формы кривых тока и напряжения, 
кривая и  (/) имеет несколько иной вид (рис. 23-28).

Если цепь питается непосредственно от источника напряжения, 
то при изменении напряжения возможны скачкообразные измене
ния тока. При плавном изменении напряжения питания и  от нуля 
до и х (рис. 23-28) ток по фазе отстает от напряжения ((Д  >  О с ) ,

в Та Л
Рис. 23-28.
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изменение его величины происходит по участку характеристики 01. 
В точке / происходит скачок, при котором ток возрастает до зна
чения /2, соответствующего точке 2\ по фазе теперь ток опережает 
напряжение (1!с >  ¿Л, как видно из рис. 23-27), т. е. происходит 
опрокидывание фазы. Дальнейшее возрастание напряжения сопро
вождается плавным увеличением тока. Уменьшение напряжения до 
значения и 3 снова вызывает скачок тока, соответствующий переходу 
из точки 4  в точку 5.

Угол сдвига фаз между первыми гармониками напряжения и 
тока в точках 1 и 5 носит индуктивный характер, в точках 2 и 3 — 
емкостный, а в точке 4 он близок к нулю.

График изменения тока I и напряжений £//. и £/с в зависимости 
от общего напряжения V показан на рис. 23-29. На участке Их >  
>  и  >  и з значения /, (Д и С/с различны в зависимости от того,

происходит ли увеличение напряжения 
от величины и 3 или уменьшение от ве
личины и х.

Некоторому значению напряжения 
источника и 2 на характеристике II (/) 
соответствует три значения тока /а, 1Ь 
и 1С (рис. 23-28). Точке а соответствует 
ток, получающийся в цепи при повы
шении напряжения от величины, мень- 

Рис. 23-29. шей, чем и 3, до значения 11г. Точке с
соответствует ток, получающийся при 

снижении напряжения от величины, большей, чем и ъ до значе
ния и г. Точка Ь, лежащая в промежутке между точками скачко
образного изменения тока (точки 1 и 4), не может быть достиг
нута при питании цепи от источника напряжения.

Характеристику ¿7 (/) при всех значениях тока можно полу
чить в случае питания цепи не от источника заданной э. д.с., 
а от источника заданного тока. Если, например, последовательно 
с источником напряжения, намного превышающего и и с, 
включить переменное сопротивление достаточно большой величины, 
то, изменяя величину этого сопротивления, можно задавать любое 
значение тока I. Таким образом, плавно изменяя ток, можно снять 
всю кривую и  (/).

Сравнивая кривые UL (И) и и с {Щ, представленные на рис. 23-29, 
заметим, что при и > и 1 наклон кривой IIь (и) много меньше, 
чем наклон кривой 11С(И)- Малый наклон характеристики И1 У )  
в области больших насыщений стали позволяет осуществить фер- 
рорезонансные стабилизаторы напряжения (см. § 23-12).

Феррорезонанс токов. Если катушка со стальным магнитопро- 
водом и конденсатор соединены не последовательно, а параллельно 
(рис. 23-30), то в цепи также могут возникнуть резонансные явле
ния. Однако в этом случае при питании цепи от источника 
заданного напряжения не происходит скачков тока и, наоборот, 
при питании цепи от источника заданного тока возможны скачки
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напряжения, сопровождающиеся изменением знака угла сдвига 
фаз между напряжением и током.

Так же как и в предыдущем случае, построим зависимость /£ 
и /с от напряжения источника V (рис. 23-31). Так как при отсут
ствии потерь ток в конденсаторе опережает напряжение на 90°, 
а эквивалентная синусоида тока в индуктивности отстает от напря
жения на 90°, то общий ток I — \ ¡ 1  — /с- |. Разность абсцисс гра
фиков //. (и ) и /с (и ) дает кривую /' (II), абсциссы которой опре
деляют значения общего тока при различных значениях напряже
ний (рис. 23-31).

Из построения видно, что при некотором значении напряжения (У 

ток в индуктивности компенсирует емкостный ток /с и наступает 
ф е р р о р е з о н а н с  т о к о в .

На рис. 23-32 построена зависимость I (£/) (пунктирная кривая). 
Полученная кривая носит теоретический характер. Практически 
из-за потерь в стали и несинусоидальности тока 
в катушке даже при равенстве действующих 

общий ток не равен нулю.значений и /с

Рис. 23-32.

На практике зависимость между общим током и напряжением имеет 
вид сплошной кривой на рис. 23-32.

Можно подобрать такое значение напряжения и , при котором 
реактивная составляющая первой гармоники /£ равна току /с. 
В этом случае общий ток содержит только активную составляющую 
первой • гармоники и высшие гармоники тока в индуктивности. 
Обычно амплитуда активной составляющей значительно меньше 
амплитуд высших гармоник, причем наибольшую амплитуду имеет 
третья, так что общий ток изменяется с тройной частотой.

Если питать цепь не от источника заданной э. д. с . , а от источника 
заданного тока, то наблюдаются скачки напряжения. Плавное уве
личение тока от нуля до /х приводит к изменению напряжения по 
участку характеристики 01 (рис. 23-32). Дальнейшее увеличение 
приводит к резкому возрастанию напряжения и изменению знака 
угла сдвига фаз между О и / (переход из точки 1 в точку 2). При 
малых токах реактивное -сопротивление цепи емкостное, а при 
больших токах — индуктивное. Последующее увеличение тока 
сопровождается увеличением напряжения по участку 2—3. Умень
шение тока приводит к плавному уменьшению напряжения по
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участку 3 —4. При снижении тока до значения /3 происходит 
скачкообразное уменьшение напряжения, сопровождающееся изме
нением знака угла сдвига фаз.

Явления, аналогичные феррорезонансам тока и напряжения, 
могут наблюдаться в случае линейной индуктивности и нелинейной 
емкости или нелинейных индуктивности и емкости.

23-12. Стабилизаторы напряжения

Стабилизаторы напряжения представляют собой такие четырех
полюсники, в которых значительное изменение величины напряже
ния на входе вызывает лишь незначительное изменение напряжения 
на выходе.

Как указывалось в § 20-5, стабилизаторы характеризуются 
коэффициентом стабилизации

с~~ и1 - иг ’ (23-41)

где и г — напряжение на входе стабилизатора; и 2 — напряжение 
на выходе (на приемнике); АЦ1 и АС/г — изменения напряжения 
на входе и выходе.

Чем больше коэффициент стабилизации кс, тем выше стабили
зирующие свойства цепи. Стабилизация возможна только в нели

нейных цепях, так как в линейных пас- 
ш,) сивных цепях между напряжениями 

входа и выхода всегда существует пря
мая пропорциональность (кс =  1).

Ранее были рассмотрены мостовые 
стабилизаторы постоянного тока. Мосто
вые стабилизаторы с терморезисторами 
при достаточной инерционности термо
резисторов могут быть применены и для 
стабилизации периодически изменяю
щихся напряжений. Аналогичные мосто
вые стабилизирующие цепи могут быть 

осуществлены и при помощи реактивных сопротивлений (сочета
ния нелинейных и линейных индуктивностей или емкостей). Так, 
цепь, изображенная на рис. 23-16, при соответствующем выборе 
ее параметров является стабилизатором напряжения.

Зависимость между действующими значениями напряжения и 
тока для нелинейной емкости, рассматриваемой как условно
нелинейный элемент, выражается кривой / (¿/6) (рис. 23-33), а для 
линейной емкости — прямой / (11 а). При этом 1)г =  IIа +  Ьб, 
а и 2 =  11б — 11 а- Построив (при отсутствии нагрузки) зависимость 
тока в одной из ветвей моста от суммы напряжений II а и и  б [кривая 
I (¿/л)], можно, зная и г и Ди и определить графически Иг и Д0 2.

Как видно из рис. 23-33, на параллельных участках кривых
I (1!а) и / (£/б) изменение £/х на величину Д1/х практически не при

Рис. 23;33.
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ведет к изменению и$ и, следовательно, коэффициент стабилизации 
6С очень велик. Наличие высших гармоник несколько снижает 
его значение.

В качестве второго примера стабилизирующего устройства 
рассмотрим простейший феррорезонансный стабилизатор напря
жения (рис. 23-34). В цепи феррорезонанса напряжений (см. § 23-11) 
при напряжении питания С/, большем, чем напряжение опроки
дывания фазы (иг на рис. 23-29), изменение напряжения питания 
от и ’ на значительную величину А ¿У (рис. 23-35) сопровождается не
значительным изменением напряжения на индуктивности от 
до Ц'ч +  Аи 2. Таким образом, в цепи, представленной на рис. 23-34, 
получается стабилизация напряжения 0 2.

Сущность явления стабилизации заключается в таком измене
нии параметров последовательно включенных элементов нелинейной 
цепи с изменением напряжения питания, при котором относитель
ное изменение напряжения на одном из участков цепи оказывается

значительно ниже, чем на входных зажимах. Так, в цепи, изобра
женной на рис. 23-34, с увеличением напряжения питания ток резко 
возрастает и его увеличение приводит к уменьшению индуктивности 
катушки со стальным магнитопроводом, в то время как  емкость 
остается без изменения. Таким образом, относительное изменение 
напряжения на индуктивности (зажимы 2—2') оказывается зна
чительно меньшим, чем на зажимах 1—Г. *

Вместо конденсатора С в цепь можно включить и линейный 
резистор или катушку с линейной характеристикой, однако эффект 
стабилизации будет меньше, так как изменение тока в катушке 
со стальным магнитопроводом, а следовательно, и в ее эквивалентной 
индуктивности при изменении напряжения питания в этих случаях 
меньше.

Присоединение приемника к вторичным зажимам стабилизатора 
создает ветвь, параллельную нелинейной катушке, в результате 
ток в катушке уменьшается. С изменением напряжения питания 
полное сопротивление между зажимами 2—2' изменяется меньше, 
чем при отсутствии нагрузки, а следовательно, ухудшаются ста
билизирующие свойства цепи. Коэффициент стабилизации нагру
женного стабилизатора обычно ниже, чем при холостом ходе.

За счет несинусоидальности форм кривых токов и напряжений 
в нелинейных цепях напряжение 112 обычно содержит высшие
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гармоники даже при питании стабилизатора от источника синусои
дальной э. д. с. с напряжением U. Из рассмотренных типов стаби
лизаторов напряжения только у мостовых стабилизаторов с термо
резисторами напряжение на выходе близко по форме к синусоиде.

Г л а в а  д в а д ц а т ь  ч е т в е р т а я

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ С ИСТОЧНИКАМИ Э. Д. С. И ТОКА 
РАЗЛИЧНЫХ ЧАСТОТ

24-1. Общая характеристика нелинейных цепей 
с источниками э. д. с. различных частот

Выше были рассмотрены нелинейные цепи с однородными источ
никами питания: либо постоянными э. д. с., либо синусоидаль
ными э. д. с. определенной частоты со. Применение наряду с источ
ником э. д. с. частоты со источника постоянной э. д. с., источника 
переменной э. д. с. другой частотьГили последовательности импуль
сов расширяет область технического применения цепей с нели
нейными параметрами.

Включение источника постоянной э. д. с. в нелинейную цепь 
позволяет смещать участок характеристики, в пределах которого 
происходит изменение переменного тока, так называемый рабочий ) 
участок характеристики. Изменение рабочего участка характерис
тики может происходить либо непроизвольно в результате действия 
постоянных э. д. с., присущих данной цепи, либо специально, напри
мер для получения несимметричных зависимостей в цепях с нелиней
ными элементами, имеющими симметричныехарактеристики. Это дает 
возможность применять нелинейные элементы с симметричными ха
рактеристиками для получения несинусоидальных токов, содер
жащих четные гармоники.

Изменяя постоянную э. д. с ., можно воздействовать на значение 4 
переменной составляющей тока, возникающего под действием пере
менной э. д. с. Таким образом, при помощи напряжения одного 
источника питания можно воздействовать на ток второго источ
ника питания — управлять этим током.

Рассмотрим явления в цепях с источниками питания различных 
частот.

24-2. Вентили в цепях с постоянными и переменными э. д. с.

В цепях с вентильными элементами при наличии постоянных 
и переменных э. д. с. кривая тока может очень значительно отли
чаться от кривых токов простейших выпрямителей.

Рассмотрим цепь однополупериодного выпрямителя, в которой 
наряду с переменной э. д. с. е =  Ет  sin со/ действует постоянная
э. д. с. Е0 (рис. 24-1).

664



На рис. 24-1 построена вольт-амперная характеристика i (и) 
последовательного соединения идеального вентиля и сопротив
ления г. Внизу показана зависимость и =  —Е0 -+- Ет sin соt 
от времени для двух случаев: Е0 =  0 и Е0 =f= 0. Справа построена 
зависимость тока от времени для этих двух случаев. При Е0 =  О 
кривая тока А ничем не отличается от полученной в § 23-3.

В случае, когда Е0 ф  0, кривая тока В также представляет 
собой ряд импульсов, однако форма их другая . Аналитически зави 
симость тока от времени может быть выражена так:

Обычно импульсы тока характеризуются углом отсечки 6, 
который определим из соотношения

Продолжительность каждого из импульсов ti найдем из условия 
со  ̂ — 20, откуда

*! =  26/со. (24-3)
В зависимости от направления и абсолютного значения э. д. с. Е0 

значение 9 может изменяться в пределах от 0 до я .
Как видно из графика, введение э. д. с. Е0 привело к изменению 

рабочего участка нелинейной характеристики. Если при Е0 — 0 
рабочий участок характеристики был ограничен точками 1 я 2, 
то при Е0 ф  0 он сместился влево и ограничен точками 3 и 4.

В качестве второго примера цепи с вентилями рассмотрим устрой
ство, применяемое для преобразования напряжения синусоидальной 
формы в напряжение трапециевидной формы. На рис. 24-2 представ

и=-Ев + е
(Ut

Рис. 24-1.

при Ет  sin соt >  Е0; 

при £ msinco/< £ 0.
(24-1)

cosQ =  E0/Em. (24-2)
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лена схема- замещения для газоразрядного стабилитрона, подклю
ченного к источнику переменной э. д. с. Такие преобразователи

формы кривой приме
няются в устройствах 
электронной автоматики.

Если к цепи прило
жено напряжение

“ г — ̂ т 8тсо/,
то в сопротивлении г 
ток протекает только 
тогда, когда | щ | >  £„. 
При этом напряжение 
между точками А а В 
по абсолютной, величи
не оказывается равным 

При

Рис. 24-2.

токе ¿i =  ОЕ0 (вентили на схеме замещения идеальные), 
напряжение на зажимах А и В равно иг.

Таким образом, для напряжения и2 может быть записано следу
ющее выражение:

( Um sin со/ при | Um sin at | <  £ 0; ,пл ..
«2 =  { _ь_ Г. , , ,  с- (24‘4): Е0 при I Um sin сä  | >  Е0.

24-2Графики зависимости и}, и и2 от времени показаны на рис. 
справа.

Если Um Е0, то кривая напряжения ы2 
приближается к прямоугольной форме.

Из рассмотренных примеров видно, что 
при помощи включения вентилей и постоян
ных э. д. с. в цепь, состоящую из источни
ков синусоидальных э. д. с. и резисторов, 
можно получить различные кривые напряже
ния, имеющие форму отрезков синусоид. Так 
могут быть получены и кратковременные 
импульсы (см., например, ¿х на рис. 24-2) и 
прямоугольные продолжительностью около 
половины периода.

Сложнее решаются задачи при наличии в цепи, содержащей 
вентили, реактивных элементов. Предположим, что в схеме, изобра
женной на рис. 24-1, вместо сопротивления нагрузки г включена ин
дуктивность L. Тогда с момента времени t2, определяемого из усло
вия Ет  sin wí2 — Е0 =  0, напряжение и =  Ет  sin (at — Е0 при
кладывается к индуктивности L. Ток в индуктивности определяется 
из уравнения и =  L di/dt и, следовательно, 

t
¡ — J- jj (Ет sin o)í — E0) dt  =  (eos ürf2 — eos mí) — (t — t2).

(24-5)
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Этот ток протекает через цепь до момента /3, когда ток равен нулю 
и вентиль запирается.

На рис. 24-3 построены графики и(/) и /(/). Из построения видно, 
что при наличии в цепи индуктивности ток протекает значительно 
дольше, чем при чисто активном сопротивлении (рис. 24-1), и напря
жение на индуктивности изменяет знак и в момент /3 скачком спадает 
до нуля.

24-3. Управляемые вентили в простейших выпрямителях 
и преобразователях постоянного тока в переменный

Выше (в гл. 23 и § 24-2) рассматривались двухэлектродные 
неуправляемые вентильные элементы. На практике большое распро
странение получили трехэлектродные управляемые вентили. К их 
числу относятся ртутные 
вентили с управляющим 
электродом (игнитроны и 
экзитроны) и управляемые 
полупроводниковые при
боры — тиристоры.

Упрощенно управляе
мый вентиль можно пред
ставить себе в виде ключа, 
который замыкается в тот 
момент, когда на управ
ляющий электрод посту
пает положительный им
пульс (при условии, что в 
этот момент напряжение на
аноде положительно), а размыкается в тот момент, когда ток вен
тиля снижается до нуля. Изменяя момент поступления управляю
щего импульса, можно изменять время, в течение которого через 
вентиль проходит ток, и, следовательно, управлять постоянной 
составляющей выпрямленного напряжения.

Простейший однополупериодный управляемый выпрямитель с 
активным сопротивлением нагрузки г показан на рис. 24-4, а. 
Изменяя фазу а  управляющих импульсов иу> можно изменять момент 
возникновения тока в цепи и, таким образом, управлять выпрямлен
ным напряжением. Временная диаграмма процессов в выпрямителе 
показана на рис. 24-4, б и б. Из графика видно, что в случае одно- 
полупериодного выпрямления, изменяя фазу а  от нуля до л, можно 
изменять выпрямленное напряжение от 11т 1л (см. § 23-3) до нуля.

Аналогично можно управлять значением выпрямленного напря
жения в случае двухполупериодного, трехфазного и многофаз
ного выпрямления.

При помощи управляемых вентилей можно не только изменять 
значение выпрямленного напряжения, но и преобразовывать посто
янный ток в переменный.
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Пример простейшего однофазного преобразователя посто
янного тока в переменный показан на рис. 24-5, а. Здесь на управ
ляющие электроды вентилей УВ1 и УВ2 попеременно с частотой / 
и сдвигом во времени на т = 1/2/ поступают положительные им
пульсы иу1 и иу2, по очереди отпирающие вентили УВ1 и УВ2. 
В каждый момент отпирания последующего вентиля конденсатор С 
начинает разряжаться через вентиль, ранее проводивший ток, 
и снижает его ток до нуля, приводя к отключению вентиля.

Временная диаграмма поочередной работы вентилей (токи гв1
11 ¿вг), управляемых импульсами иу1 и иу2, схематично показана 
на рис. 24-5, 6  — е. Если при I <. О вентиль УВ1 проводит ток 
и напряжение на нем Ив, а вентиль УВ2 заперт и напряжение на 
нем примерно равно Е0, то конденсатор С заряжен до напряже
ния ис ~  Е0 — и п. В момент / = б на управляющий электрод 
вентиля УВ2 поступает отпирающий импульс иу2 (рис. 24-5, в). 
Разряд конденсатора С через последовательно включенные вен
тили УВ1 и УВ2 практически мгновенно приводит к уменьшению 
до нуля тока в вентиле УВ1 и нарастанию тока в вентиле УВ2.

По мере перезарядки конденсатора С ток 1в2 уменьшается до 
установившегося значения. Переходный процесс изменения тока

о *

Рис. 24-5.
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вентиля УВ2 можно рассчитать по схеме (рис. 24-5, ж), где гв — 
эквивалентное сопротивление отпертого вентиля УВ2.

После завершения переходного процесса перезарядки конден
сатора С через резисторы гъ г2 и вентиль УВ2 напряжение на кон
денсаторе ис = —Е0 +  (рис. 24-5, е).

В момент t =  т в  цепь управления первого вентиля поступает 
импульс иу1, вентиль УВ1 отпирается, а вентиль УВ2 запирается. 
Так, поочередно с периодом Г =  1// = 2т отпираются и запираются 
вентили УВ1 и УВ2 и через резисторы гх и г2 и вентили УВ1 и УВ2 
протекают импульсы переменного тока (рис. 24-5, г и д).

Разность токов ix и г2 определяется из уравнения ис = r1i1 —
— r2i2 (рис. 24-5, а) и при = г2 =  г изменяется по тому же закону, 
что и напряжение uq {k — г2 = ud r)-

Вместо резисторов гх и г2 могут быть включены две секции пер
вичной обмотки трансформатора, вторичная обмотка которого 
может служить источником переменного напряжения с частотой f. 
В этом случае м. д. с. трансформатора пропорциональна ix — i2 
и вследствие индуктивности обмотки трансформатора и цепи ис
точника Е0 имеет кривую, более близкую к синусоиде, чем в цепи 
рис. 24-5, а.

Такого рода схемы (инверторы) применяются для получения 
переменного тока от источника постоянного тока.

На аналогичном принципе основаны трехфазные инверторы, 
преобразующие постоянный ток источника в трехфазный перемен
ный ток.

24-4. Катушки со стальными магнитопроводами в цепях 
с постоянными и переменными э. д. с.

В цепях с нелинейными катушками смещение рабочего участка 
характеристики может явиться результатом как  появления посто
янной составляющей тока в основной обмотке, так и применения 
добавочной обмотки постоянного подмагничивания, с постоянным 
током /0.

Питание от источника тока. Рассмотрим замкнутый стальной 
магнитопровод с двумя обмотками w0 и (рис. 24-6). В обмотке w0 
протекает постоянный ток /0. Зависимость магнитного потока 
в стали Ф от м. д. с. F задана кривой намагничивания.

Пусть в обмотке wx протекает синусоидальный переменный 
ток ix = Im sin со/. В таком случае м. д. с.

F =  10w0-{- i^Wi — 10wü-[- ImWi sinco/. (24-6)

На рис. 24-6 внизу построена зависимость F (Í); справа путем 
графического построения, ясного из рисунка, получена кривая Ф (t). 
Напряжение их на обмотке wx найдено графическим дифференци
рованием кривой Ф (/):

М1 =  шхс(Ф/Л. (24-7)
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Как видно из построения, кривые Ф (() и их (/) наряду с нечет
ными гармониками содержат и четные гармоники. Кривая Ф (/) 
имеет постоянную составляющую

г
(24-8)

Значение Ф ох меньше постоянного магнитного потока Ф0, 
создаваемого током /0 при = 0, что является результатом 
несимметрии кривой Ф (Р) относительно точки 3. Таким образом,

переменный ток в обмот-

ставляющая /0 существенно влияет на зависимость между напря
жением и переменной составляющей тока

Питание от источника напряжения. Пусть теперь обмотка хюх 
подключена не к источнику синусоидального тока, а к источнику 
синусоидального напряжения

Тогда при достаточно малом сопротивлении обмотки магнит
ный поток в стали изменяется по синусоидальному закону, а ток 
отличается от синусоиды (рис. 24-7). Интегрируя выражение (24-7), 
получаем:

Поток Ф 01 в данном случае является неопределенной посто
янной интегрирования. Очевидно, что чем больше ток подмагни- 
чивания /0, тем больше поток Ф 01, однако простой зависимости 
между этими величинами нельзя усмотреть. Если при известных

ь

у& и)х изменяет постоян
ную составляющую маг
нитного потока, оказы
вая своего рода размаг
ничивающее действие.

Если произвести по
строения, аналогичные 
рис. 24-6 для различных 
значений /0, то можно 
заметить, что чем боль
ше /„, тем при одном и 
том же значении 1т  в 
меньших пределах изме
няется Ф и соответствен
но меньше иг. Таким об
разом, постоянная со-

Рис. 24-6.

Ых — Ит  СОв СО/. (24-9)

Ф =  Фо1 +  Ф1т БШ СО*, (24-10)

где
<*>1 т =  и т№х<й. (24-11)
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значениях ^ и /0 поток Ф01 можно было найти путем графического 
построения Ф (/), то при питании обмотки ь»! от источника напря
жения и1, зная ток /,„ затруднительно определить Ф01. Задачу 
приводится решать обратным путем: задаваться некоторым зна
чением Ф01, строить кривую Ф (/) по Ф01 и их (/) и затем находить 
ток /0, создающий магнитный поток Ф01 при заданном переменном 
напряжении иг (/).

Для решения этой задачи необходимо учесть, что ток в катушке 
со стальным магнитопроводом при питании цепи от источника 
напряжения, не содержащего постоянной составляющей, не может 
иметь постоянной составляющей. Действительно, обмотка катушки 
со стальным магнитопроводом имеет активное сог1ротивление г, 
а напряжение, ток и маг
нитный поток связаны у рав- 
нением
и 1 =  ь г - { - 1 0 1 (1Ф/<а. (24-12)

Если в напряжении 
нет постоянной составляю
щей, а в производной от 
периодической функции 
(IФ/Ш принципиально не 
может быть постоянной со
ставляющей, то, следова
тельно, нет постоянной со
ставляющей и в токе I-!, как 
бы ни мало было сопротив
ление г.

Эти соображения позво
ляют, задаваясь величиной 
Ф01, найти соответствующее
значение /„. На рис. 24-7 для заданной величины иъ т. е. Ф 1т 
(24-11), и некоторого значения Ф01 в нижней части рисунка по
строена кривая Р (¿). Среднее значение Р (/) за период как раз 
равно /0да0:

т
/о®о =  у ^ ( О Л -  (24-13)

Рис. 24-7.-

Так же как и в предыдущем случае, значение магнитного потока 
Ф0 при том же /„ и ¡1  =  0 (ит  = 0) больше, чем постоянная 
составляющая магнитного потока Ф01 при Ит Ф  0 .

На рис. 24-7 пунктиром выполнено построение кривых магнит
ного потока Ф и тока при том же напряжении иъ но для /0 =  0. 
Из построения видно, что постоянный ток /0 оказывает существен
ное влияние на максимальное значение переменного тока ¿1М0КС; 
с увеличением постоянного тока /0 может значительно возрасти 
и переменный ток
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Влияние постоянного тока /0 на переменный ток г-! имеет боль
шое ‘практическое значение, например для построения магнитных 
усилителей (см. § 24-10).

Все приведенные выше выводы были сделаны на основании 
графического решения задачи. Совершенно аналогичные выводы 
можно сделать, решая задачу аналитически.

Пример 24-1. Найти закон изменения магнитного потока в сердечнике, 
намагничиваемом током — Im sin соt в обмотке с числом витков w u  при постоян
ном подмагничивании ¡ 0w0. Кривая намагничивания на ограниченном участке 
вблизи точки /0, Ф0 (рис. 24-6) задана полиномом

№  =  a i1 — bi\. (24-14)

Р е ш е н и е .  Подставляя /\ в выражение (24-14), получаем:

ДФ =  a l  sin соt  — bl-m sin2 соt.

Преобразуя квадрат синуса, находим, что

ДФ =  — ДФ0+ Ф1т sin соt +  Ф2т cos 2(о/,
где

ДФ0 = Ф2т = ̂ т/2; ®lm = aím.
Таким образом, чем больше /т , тем больше вторая гармоника Ф2т и больше 

изменение постоянной составляющей магнитного потока Ф01 =  Ф0 — ДФ0.
Этот вывод справедлив только для ограниченного диапазона изменения 1т, 

в котором справедлива аппроксимация (24-14). Так как действительная зависи
мость ДФ (i) не имеет максимума, то 1т должно быть заведомо меньше а/2Ь, что 
соответствует максимуму функции (24-14).

Пример 24-2. Найти закон изменения магнитного потока в сердечнике, 
к одной обмотке которого с числом витков подведено напряжение и1 =  
=  Um cos соt, а по второй (с числом витков а>0) протекает постоянный ток /0. 
Кривая намагничивания на участке вблизи точки 3 (рис. 24-7) задана полиномом

Н =  аД Ф  +  & ДФ2. (24-15)

Р е ш е н и е .  Подставляя в (24-15)
ДФ =  ДФ0 +  Фш  sin со/,

где

находим, что 

где

Ф ш  =  и т№ i « .

»'i =  ̂ 10 +  Л sin a t  — /..т cos 2со/,

/ Ь10 — аДФ0 +  ЬДФ§ +  -2 Ф\т ;

/1т ==фт  (а +  26ДФ0) ; /2m =  b®¡m/2. 

Решив уравнение /10 =  0, получим:

ЛФ„—  , (24-16)

Легко заметить, что ДФ0 имеет отрицательный знак и по абсолютной величине, 
тем больше, чем больше Ф1 т .
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Это решение справедливо только для ограниченного диапазона изменения и т. 
Действительно, у зависимости ^ (ДФ), определяемой реальной кривой намагни
чивания, нет точек экстремума, тогда как в уравнении (24-15) имеется экстремум 
в точке, где сИу!(1Ф — а  +  26 ДФ =  0.

Таким образом, рассмотренный расчет пригоден только для таких пределов 
изменения 1/т, при которых | ДФ | <; а/26.

24-5. Удвоитель частоты

Рассмотренное в предыдущем параграфе возникновение четных 
гармоник в магнитном потоке при постоянном подмагничивании 
положено в основу магнитного удвоения частоты.

Удвоитель частоты состоит из двух стальных магнитопроводов 
а и б с тремя обмотками каждый. Схема соединения обмоток пред
ставлена на рис. 24-8.

1
с т а

V),

Ч----- ^
——0 Чд 0--
ги„

а ж !

ад

2  г'
-0  иг &—

Рис. 24-8.

Каждая пара обмоток йу„, и ии2 соединена последовательно, 
однако, если в цепи обмоток шх потокосцепления складываются, 
то в цепях обмоток ву0 и т г они вычитаются. При отсутствии тока 
в, обмотках и)й и любом напряжении их в обмотках да2 наводятся 
равные и противоположные по знаку э. д. с. и, следовательно, и2 =  0.

Постоянный ток /0 обмоток а)0 нарушает симметрию схемы. 
При /о Ф 0  на зажимах обмоток ш2 появляется напряжение и2, 
изменяющееся с частотой, в 2 раза большей, чем основная частота. 
Напряжение и2 при постоянном подмагничивании /0 можно опре
делить графически, пользуясь характеристиками стальных магни
топроводов.

Ток /„ в обмотках ии0 создает дополнительные м. д. с. =  
= /0да0. В магнитопроводе а м. д. с. Р0 — 10т 0 складывается с 
м. д. с. Т7! = г-!®!, а в магнитопроводе б вычитается из 
Таким образом, току ^  соответствуют различные суммарные м. д. с.

в магнитопроводах а  и б

/=’а =  /0®0 +  »1^; 1
Р б = — /0Шо+«1^1- /

2 2  Основы теории цепей

(24-17)
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На рис. 24-9 изображена кривая намагничивания стальных 
магнитопроводов и показаны изменения магнитных потоков ДФа 
и ДФб при изменении ¿да в обмотках 11)1 от нуля (точки 1 и 2) до 
(точки 3 и 4). Как видно из рисунка, из-за нелинейности характе
ристики равные изменения м. д. с. Р1 вызывают различные изме
нения магнитных потоков ДФа и ДФб в магнитопроводах а и б. 
Вследствие насыщения стали увеличение м. д. с. вызывает меньшее 
изменение потока, чем ее уменьшение | ДФЫ | <  | ДФб |.

Сложность определения напряжения ы2 существенно зависит 
от того, питается ли цепь обмоток от источника синусоидального 
тока или от источника синусои
дального напряжения.

Питание от источника тока. В этом случае, зная токи it и /,,, 
найдем закон изменения потока в магнитопроводах а и б, выполнив 
построения, аналогичные показанным на рис. 24-6. На рис. 24-10 
представлены зависимости Ф а и Фб от времени. Для определения 
напряжения

U2 =  wi ^ - - w t ^  =  wt ^ (O a -d> 6) (24-18)

на рис. 24-10 построена зависимость Фа — Фб от времени. Графи
ческое дифференцирование этой кривой дает и2 (t). Как видно из 
построения, напряжение w2 содержит только четные гармоники 
и, следовательно, основная частота напряжения на вторичных 
зажимах в 2 раза выше частоты напряжения источника питания.

Последнее можно показать и аналитически, представив потоки 
Ф 0 и Фб в виде гармонических рядов и учитывая идентичность 
магнитных систем а и б:

Фа =  Ф01 +  cos а»/ +  Ф2т cos 2со/ + Ф3ш cos Зсot + . . . ;  (24-19a) 
ф* =  — Фа if Л~Т¡2) — — Фл Ф1;л cos СОt — Ф2т COS 2со/ 4-

+  Фзт cos ЗЫ —.. .  (24-196)
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Очевидно, что Ф0 — Фб, а следовательно, и напряжение « 2 
содержат только четные гармоники, а Фа + Фб и соответственно 
их, наоборот, только нечетные.

Напряжение, пропорциональное « 2, наводится такж е и в цепи 
обмоток ьи0. Это напряжение может создать значительный допол
нительный переменный ток двойной частоты в обмотках до0, что 
приведет к уменьшению и2 и, мощности на вторичных зажимах. 
Поэтому в цепь включена катуш ка индуктивности Ь, представля
ющая большое сопротивление для переменного тока.

Питание от источника э. д. с. Несколько сложнее решается 
задача, если, как это обычно имеет место на практике, к цепи обмо
ток ш)1 подведено синусоидальное напряжение. В этом случае перво
начально не известен закон изменения напряжения на каждой

из обмоток систем а и б, но по аналогии с построением, выпол
ненным на рис. 24-7, можно полагать, что напряжения на этих 
обмотках не будут синусоидальными.

Для нахождения токов и напряжений удобно оперировать 
не с потоками каждой из систем а и б, а с потокосцеплениями первой

¥1 =  Ш1(Фа +  Фб) (24-20)
и второй

Чг2 =  а»* (Ф „-Ф а) (24-21)
цепей или с их приращениями ДЧ^ и ДЧ'з.

Построим зависимости приращений потоков ДФа и ДФо от тока 
(рис. 24-9 и 24-11). Для магнитопровода а кривая подобна кривой 
намагничивания, сдвинутой в направлении отрицательных Ф и / 7 
(начало координат совмещается с точкой /), а для магнитопро
вода б — в сторону положительных Ф и / 7 (начало координат совме
щается с точкой 2).

На рис. 24-12 показана зависимость приращений потокосцеп- 
ления ДЧГ1 обмоток ивх и ДЧ^ обмоток да2 от тока 1х. Построение 
выполнено для случая =  тмъ. Для первой пары обмоток (шх)
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потокосцеплен и я складываются:-

а для второй пары обмоток (w2) вычитаются:
А%  =  w2 (АФи -  ДФб) . (24-23)

Таким образом, зависимости ДЧ^ (it) и ДЧ^ (г\) для обеих цепей 
неодинаковы.

Если к цепи обмоток wx приложено напряжение ии изменяю
щееся по косинусоиде их =  Uím cos coi, то ДЧ  ̂ изменяется синусои
дально:

ДЧ^ =   ̂ «х dt =  ̂  sin at, (24-24)

а ток it несинусоидален.
По графику ДЧГ1 (ij) и ДЧГ2 (г,) и по известной зависимости 

Д¥х (t) на рис. 24-12 построена зависимость ДЧ^ (t). Продифферен
цировав графически ДЧГ2 (/) по времени, определим и и.г (t), так как

«2 =  ̂ / ^ .  (24-25)

Как видно из построения, ДЧГ2 и и2 изменяются с двойной час
тотой, причем кривая ДЧ^ (t) симметрична относительно оси орди
нат, а кривая и2 (í) симметрична относительно начала координат.

Рассчитаем напряжение « 2, если удвоитель (рис. 24-8) питается от источника 
тока ¡\ =  ! т cos 4>t при подмагничивании /0, а нелинейная характеристика сталь
ного магнитопровода может быть аппроксимирована полиномом

Ф =  a F — bF*. (24-26)
Учитывая, что м. д. с. в магнитопроводах а и б  выражается уравнениями 

(24-17), а потокосцепления вторичной цепи

%  =  Щ (Ф а - Ф б ) ,  (24-27)
найдем зависимость *Р2 от токов tx и /„:

' F 2 =  a ,2 ¡2a/owo~ 2b [ ( / ow o ) 3 +  3 / otc'o / m a , i co s2  w í ] } .  (2 4 ‘2 8 )

По формуле (24-25) напряжение u.¿ определяется дифференцированием: 
d4f.

u 2^ = - ¿ f  =  ^ w 2w ow V o sin a í  cos wVo sin 2(at- (24-29)

Интересно заметить, что изменение на л фазы тока и напряжения первичной 
цепи не изменяет фазы напряжения на зажимах вторичной цепи и2. Это вытекает 
как из построений, проведенных на рис. 24-9 и 24-10, так и из расчета.

При расчете по формулам (24-26) — (24-29) следует иметь в виду, что аппро
ксимация (24-26) пригодна только при Ограниченных пределах изменения м. д. с. 
Легко показать, что м. д. с. в каждом сердечнике не должна превышать значение, 
соответствующее экстремуму функции (24-26) в точке, где ёФ/йР  =  а — 3bF2 — 0. 
Следовательно, 1т должно быть таким, чтобы максимальное значение м. д. с. 
каждого сердечника не превышало \ í а/ЗЬ.

Итак, удвоитель частоты (рис. 24-8) дает возможность преобра
зовать электрическую энергию при частоте со в энергию при час
тоте 2о). Поскольку такая трансформация обусловлена нелиней-

ДЧ  ̂=  wx (ЛФа +  АФй), (24-22)
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ностыо системы, а для нелинейных систем неприменим принцип 
взаимности, то, следовательно, это устройство не может быть непо
средственно применено для обратной трансформации электроэнер
гии при частоте 2со, подводимой к вторичным зажимам* в энергию 
при частоте со на первичных зажимах.

Однако при наличии в первичной цепи резонансного контура 
колебания во вторичной цепи с частотой 2со могут привести к воз
никновению в первичной цепи незатухающих колебаний с частотой со, 
причем фаза этих колебаний при одном и том же токе ¿2 в зависимости 
от начальных условий может изменяться на угол я . Это явление 
носит название параметрического разонанса, оно было впервые 
исследовано Л. И. Мандельштамом и Н. Д. Папалекси еще в 1934 г. 
и получило применение в запоминающих устройствах вычислитель
ной техники, которые называют п а р а м е т р о н а м и .

При анализе периодических процессов в нелинейных цепях 
широкое распространение получил метод гармонического баланса. 
Основой этого метода является разложение несинусоидальных 
величин в нелинейных элементах на гармонические составляющие 
и рассмотрение уравнений системы для основной гармоники.

Рассмотрим применение метода гармонического баланса на 
примере, анализа установившихся режимов в параметроне.

Простейшая схема индуктивного параметрона может быть полу
чена из удвоителя частоты (рис. 24-8), если его питание производить 
от цепи 2 — 2', а в цепь 1—1 ’ кроме резистора г включить конден
сатор С, емкость которого выбирается так, чтобы в этой цепи воз
никал ток с частотой в два раза меньшей, чем частота напряжения 
источника питания. Обозначим частоту напряжения источника 
питания 2со. Тогда будем искать условия, при которых в цепи 1 — Г  
может возникнуть ток с частотой со.

Если к зажимам 2 — 2' удвоителя частоты (рис. 24-8) подвести 
синусоидальный ток с частотой 2со, а цепь обмоток 1 разомкнуть, 
то в обмотках цепи 1 наведутся равные по величине и противополож
ные по направлению э. д. с., сумма которых даст напряжение их, 
равное нулю. Однако при наличии в цепи 1 тока с частотой со вли
яние цепи 2 на цепь 1 уже начинает сказываться и при определен
ных условиях может сопровождаться передачей энергии из цепи 2 
в цепь 1.

Это непосредственно вытекает из уравнения цепи 1, если к зажи
мам 2 подводится ток, изменяющийся с частотой 2со.

Решим задачу методом аналитической аппроксимации в соче
тании с методом гармонического баланса.

При наличии токов во всех трех обмотках м. д. с. магнитопро- 
водов а и б соответственно

24-6. Метод гармонического баланса

(24-30)
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Зависимость между потоком и м. д. с. выражается уравнением 
(24-26). Потокосцепление цепи 1

Ч ^ ш Л Ф я  + Фб). (24-31)
Составим дифференциальное уравнение цепи Í по второму 

закону Кирхгофа
h r “Ь 'с  ̂ iid t — 0 (24-32)

и будем искать решение для установившегося тока в цепи 1 в виде 
í] =  A sin со/ -\-В cos сo/ =  /lm sin (со/ +  ф), (24-33)

считая, что
h =  hm sin 2co/ =  2/2m sin со/- cosco/. (24-34)

В соответствии с методом гармонического баланса пренебрегаем 
всеми высшими гармониками в цепи 1.

Выразим в (24-31) Фа и Фб через (24-26) и (24-30). После преобра
зований получим:

=  2wt [aFy -  b (F\ +  З/7̂ ) ] ,  (24-35)
где Fy =  гд а ; F2 = i2w2 +  I0wо-

Подставив í'j и í2 из (24-33) и (24-34) в уравнение (24-35) и пре
образовав степени синуса и косинуса по известным тригонометри
ческим формулам, для первой гармоники получим:

Ч/1 =  [аЛ — рВ — уА M 2 +  B2)]sinco/ +
+  [аВ -  рЛ -  уВ {А2 +  S 2)] cos со/,

/ 3 3где a  =  2w1 [a — ^Ilwlb — -¡¡r I\mw\b)\  ̂=  2>Iü]2mw0w2b\ у =  -т b.2 *wn'*'vJh г J г— 4
Подставим и г, в уравнение (24-32). После дифференцирования, 

приравняв нулю коэффициенты при sin со/ и cos со/, получим:
mA +  ( n - k )  В +  дА {А 2 +  Вг) =  0;

(24-36)
тВ  +  (п +  к) А +  дВ(А2 +  В2) =  0, ) 

где
т  =  1 — 2Ссо2Ш1 3 11хю\Ь — у  1\т 1̂Ь +  а^;

п =  За?С1й12тц}0тф\ к =  тС\ <7 =  ЗСсо26/4.
Из уравнений (24-36) находим:

/}„ =  Л2 +  Я2 =  - ”1 ± (24-37)
и

1  = ( 2 4 - 3 8 )

Так как 11т — величина вещественная, то корень в выражении 
(24-37) следует брать со знаком плюс и соответственно со знаком 
минус выражение (24-38).
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Из выражения (24-37) непосредственно следует, что колебания 
в цепи 1 возникают при условии

п2 — к2> т 2. . (24-39)
Для уяснения физического смысла отдельных членов уравнения 

(24-37) преобразуем его к следующему виду:
пг =  к.%-\-(т-\-д1\т )г

и, разделив на со2С2, подставим значения т ,  п и 6. Тогда имеем:

г2 =  г2 + ^  — 2сош! (а — 3Ци)1Ь — 2>1\т\Ь) +  а>Ы\ 2, (24-40)

где /х и /2 — действующие токи в цепях 1 п 2.
Велинина 2ъг>1 (а — 3/р>о& — 31 имеет размерность индук

тивности и может рассматриваться, как та часть (^ )  собственной 
индуктивности цепи /, которая не зависит от тока 1х. Величина
з

? есть та часть (Ьх) собственной индуктивности цепи 1, которая
зависит от тока 1Х. В целом г можно рассматривать как эквивалент
ное полное сопротивление цепи 1:

г2 =  г2 +  ( 1/соС — со/,)2,
где I  =  1„ —

Чем больший ток 1Х требуется получить, тем больше должно 
быть г, а следовательно, и произведение /0/2. Минимальное зна
чение для этого произведения, при котором колебания в цепи 1 
прекращаются, находятся из условия 1Х = 0. Если обозначить 
собственную частоту 1//.С = со§, то т  = (1 — со2/соо) и представ
ляет собой расстройку собственной частоты (со0) относительно 
задающей со, а к является коэффициентом затухания. Коэффициент п 
выражает связь между контурами 1 и 2. Чем больше п, тем соот
ветственно больше /г.

Расчет в этом примере, так же как и в других случаях аналитиче
ской аппроксимации, нуждается в проверке соответствия принятой 
аппроксимации реальной характеристике магнитной системы. При 
подстановке 1Ш, /2т и /0 в формулы (24-30) значения Ра и Рб не 
должны выходить за пределы применимости формулы (24-26).

Рассмотренный расчет соответствует упрощенной схеме пара- 
метрона, в котором под влиянием тока в цепи 2 с частотой 2со в->цепи 
1 возникает ток с частотой со, причем фаза этого тока в зависимости 
от начальных условий может быть либо ср, либо л  +  ср.

24-7. Влияние постоянной э. д. с. 
на переменную составляющую тока в цепях 

с нелинейными безынерционными сопротивлениями

Как уже указывалось, к нелинейным цепям неприменим прин
цип наложения. Если в нелинейной цепи действуют два источника
э, д. с. с различными частотами, то составляющие тока каждой
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из частот зависят не только от э. д. с. своей частоты, но и от э. д. с. 
другой частоты.

Рассмотрим, как влияет постоянная э. д. с. на ток, создаваемый 
переменной э. д. с., если переменная составляющая тока много 
меньше постоянной.

Для решения этой задачи воспользуемся методом линеаризации 
нелийейной кривой на определенном ее участке и заменим реальную 
характеристику касательной в точке, определяемой постоянной 
составляющей тока или напряжения.

Предположим, что задана характеристика нелинейного актив
ного безынерционного сопротивления (диод, германиевый вентиль 
и т. д.) г =  г (и) и известны постоянные составляющие напряжения 
на нем и о и тока /0. Тогда, разлагая функцию I (и) в ряд

и обозначая А и =  и — UQ =  ult a A i =  i — /0 = ilt получаем:

Пренебрегая квадратом и более высокими стенами иъ оконча
тельно получаем:

Таким образом, зависимость между малыми изменениями тока 
и напряжения может быть принята линейной, аналогичной закону 
Ома, в котором дифференциальная проводимость £д ((/„) или диффе
ренциальное сопротивление гя =  \lgR представляет собой нели
нейную функцию постоянной составляющей напряжения или тока.

Пример 24-3. Нелинейное сопротивление имеет характеристику, прибли
женно описываемую выражением i — аи1. Последовательно с этим сопротивле
нием включены источники постоянной э. д. с. £0 и переменной э. д. с. е  =  
=  Ет sin о)/, причем Е,л Е0. Найти амплитуду переменной составляющей 
тока и дифференциальное сопротивление.

Р е ш е н и е .  Общий ток в цепи

зависит не только от Ет, но и от Е0.
Если нелинейную характеристику вблизи точки с координатами /0, Е0 за

менить касательной, то амплитуда переменной составляющей тока 1т может 
быть выражена через дифференциальное сопротивление

(24-41)

i  =  a  (£0 +  е)2 =  aE l-\-2aEaEm sin a>í — l 0-\-Im sin со/

(величиной е2 пренебрегаем ввиду ее малости). 
Амплитуда переменной составляющей тока

1т =  Ет (24-42)

где согласно (24-42)
гл =(йи/сИ )0=  1/2 а Е й.
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Большое распространение получили электронные лампы с тремя 
и большим числом электродов и транзисторы, представляющие 
собой нелинейные четырехполюсники, параметры которых нели
нейны и различны для постоянных и переменных составляющих 
токов.

В таких нелинейных четырехполюсниках постоянные состав
ляющее токов и напряжений, определяющие рабочую точку на 
характеристике (см. § 22-2), оказывают существенное влияние 
на коэффициенты четырехполюсника, связывающие переменные 
составляющие токов и напряжений на входе и выходе четырех
полюсника.

24-8. Принцип получения модулированных колебаний

В цепях с нелинейными безынерционными сопротивлениями 
при помощи двух источников переменных э. д. с. с различными 
частотами, одной низкой, а 
другой высокой, можно по
лучить высокочастотные 
колебания, огибающая ко
торых изменяется с низкой 
частотой, т. е. модулирован
ные колебания (см. § 12-5).

Рассмотрим цепь, изо
браженную на рис. 24-13.
Пусть безынерционное не
линейное сопротивление 
имеет вольт-амперную ха
рактеристику, описывае
мую выражением i =  аи2, 
напряжение и2 = U2msin 
а закон изменения напря
жения Uj во времени может 
быть произволен.

На рис. 24-13 построены 
токи ia и гб при двух раз
личных постоянных значе
ниях ых (на чертеже и1а и 
щь)- Как видно из графика, чем больше их, тем больше переменная 
составляющая тЬка. Таким образом, изменяя значение напряже
ния ult можно изменять амплитуду переменной слагающей тока 
в цепи.

Пусть теперь
« l =  ^0 +  ^lmSÍn Ш,

где Q <! со (рис. 24-14).
Покажем, что в токе, в этом случае содержится составляющая 

частоты со, амплитуда которой изменяется с частотой Q. Ток 
i =  au2 =  a («х + «г)2 =  a {U0 +  Uim sin +  í/2m sin со/)2.
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i =  /0 +  /imsin Ш — ¡ 2m cos2Q/ +
+  2aU-im (Uo +  Uim sin QO ai — I3m cos coi, (24-43)

где

/0 =  aUl -f- a (U\m -f- U\m)! 2;

1 l m  ~  2 a i / o ^ X m >  ^ 2 (Л = = ^ :^ 1 ' г а / 2 ;  ¡ a m  =  f i ^ ? m / 2 .

Если в цепь включить фильтр, выделяющий только частоты, 
близкие к со, то можно получить переменный ток с частотой со,

амплитуда которого мо
дулирована частотой £2 
[4-е слагаемое в выраже
нии (24-43)1.

Совершенно анало
гично получаются моду
лированные колебания 
при помощи электронной 
лампы — триода с пере
менной крутизной.

Если характеристика 
электронной лампы мо
жет быть выражена 
уравнением

ia  =  a ( u a +  [ i u c ) 2 ,

где иа и ис — напряже
ния на аноде и сетке 
электронной лампы, то 
расчет анодного тока в 
цепи такой лампы пол
ностью аналогичен про
изведенному выше расче
ту модулированных ко-' 
лебаний в цепи с нели
нейным безынерционным 
сопротивлением.

После выпрямления (детектирования) полученных модулиро
ванных колебаний (см. § 23-3) в спектре выпрямленного тока содер
жится составляющая с частотой Q, которая может быть выделена 
фильтром низких частот.

Модуляция колебаний несущей частоты, излучение этих коле
баний, прием колебаний, их детектирование и фильтрация лежат 
в основе радиотелеграфной и радиотелефонной связи.

Возведя в квадрат и преобразовав квадрат синуса, получим:
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24-9. Влияние постоянной составляющей на переменную  
в цепях с нелинейными индуктивностями

В цепях с нелинейной индуктивностью при постоянном подмаг- 
ничивании магнитопровода зависимость между магнитным потоком 
и током вследствие остаточных явлений носит сложный неодно
значный характер. При расчете таких цепей недостаточно знать 
только характеристики, снятые при постоянном или переменном 
токе.

Рассмотрим стальной тороид с двумя обмотками, первая из кото
рых подключена к источнику постоянного тока /0, а вторая — к 
источнику переменного тока 
Пусть числа витков обеих обмоток 
равны: до0 = До] = до.

При токе 1ь равном нулю, за
висимость магнитного потока от 
тока задается кривой первоначаль
ного намагничивания 0 0 'А, пред
ставленной на рис. 24-15.

Каждой точке на характери
стике соответствует определенное 
значение с т а т и ч е с к о й  ин
дуктивности

¿ ст =  доФ/г (24-44)
и д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  
индуктивности

¿ диф =  Ы Ф  /сИ. (24-45)
Если от магнитного потока пе

рейти к индукции, а от тока к на
пряженности поля, то статической и дифференциальнои индуктив
ностям соответствуют абсолютная с т а т и ч е с к а я  магнитная 
проницаемость

В I
Н'оИхт== ~р[ ~  ££>2,$ с̂т (24-46)

и абсолютная д и ф ф е р е н ц и а л ь н а я  магнитная проница
емость

М-оМ-диФ =  — уу2§ ¿диф. (24-47)

где I — длина средней магнитной линии в тороиде;
5  — площадь его поперечного сечения.

Проницаемости |лст и цдиф пропорциональны тангенсам углов 
а , и а 2, показанных на рис. 24-15.

Если теперь включить переменный ток с амплитудой /1т /0, 
то при увеличении тока ¡г от 0 до +/1т магнитный поток перво
начально будет изменяться по характеристике, снятой при посто-
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янном токе (О' — а на рис. 24-15). При уменьшении тока от +/1п, 
Г.о —11т изменение магнитного потока будет происходить уже по 
верхней петли частного гистерезисного цикла, наклон которой 
меньше (кривая а — Ь). Следующая положительная полуволна 
тока приведет к некоторому увеличению магнитного потока (кри
вая b — с) и т. д. В итоге установится некоторый режим, при кото
ром ' постоянная составляющая магнитного потока увеличится, 
а наклон характеристики уменьшится (е — / на рис. 24-15).

Переменный ток в намагничивающей обмотке вызывает как бы 
«встряску» магнитных диполей, при которой большее их число 
ориентируется соответственно постоянному магнитному полю. По
этому при включении переменного тока точка О' начальной кри
вой намагничивания заменяется точкой О". Таким образом, в дейст

вительности зависимость постоянной со
ставляющей магнитного потока от пе
ременной составляющей сложнее, чем 
в примерах, рассмотренных выше.

Приращение магнитного поля в точ
ке О" под влиянием переменного тока 
меньше, чем под влиянием постоянного 
тока в О' (на начальной кривой намаг
ничивания), т. е.

dO/dii <  d<&/dl0.

Тангенс угла наклона а 3 характеристики, соответствующей 
установившемуся режиму изменения тока t ,, выражает так называ
емую о б р а т и м у ю  проницаемость

И<#обр =  ДЯ/ЛЯ, (24-48)

которая имеет большое значение при расчете магнитных цепей 
с малыми значениями переменных составляющих магнитного потока, 
например магнитных цепей телефонов и громкоговорителей.

Зависимости относительных статической и обратимой магнитных 
проницаемостей от постоянной напряженности поля представлены 
на рис. 24-16. Как видно из графика, цст с ростом Н вначале уве
личивается, а затем по мере приближения к насыщению — умень
шается, а р.0бр с ростом Н все время убывает.

В тех случаях, когда изменение переменного тока во второй 
обмотке приводит к незначительному изменению магнитного потока, 
можно считать, что при синусоидальном напряжении щ ток 
также синусоидален. В этом случае

Ui =  Z-обр d ijä t  4-

и, следовательно, в комплексной форме

/ 4
1 Н-Мобр'

(24-49)

(24-50)

684



Индуктивность ¿ о6р представляет собой функцию ¡аобр. Например, 
для тороида

(24-51)

где — число витков обмотки, по которой проходит ток
Изменяя постоянный ток в обмотке ш0, можно изменять значе

ние ¿обр, а следовательно, и переменного тока в обмотке хюу.
При изменении переменного тока в больших пределах уже 

нельзя говорить о синусоидальности тока и магнитного потока. 
Однако и в этом случае, изменяя постоянный ток, можно изменять 
переменный ток — управлять переменным током.

24-10. Магнитные усилители мощности

В ряде практических задач бывает необходимо при помощи статических 
устройств, затрачивал небольшую мощность, управлять большими мощностями. 
Такие устройства называются усилителями мощности. Принцип действия уси
лителей мощности может основываться как на линейных, так и на нелинейных 
явлениях.

К нелинейным усилителям относится ‘ так называемый м а г н и т н ы й  
у с и л и т е л ь  м о щ н о с т и .  Схема одного из простейших магнитных усили
телей мощности представлена на рис. 24-17. Управляющей цепью магнитного 
усилителя служат две последовательно 
соединенные обмотки постоянного тока ¡г0, 
намотанные на магнитопроводах а  и б.

ЛТа

« г * 1

’ )
Рис. 24-17.

Рабочая цепь усилителя состоит из двух последовательно соединенных обмоток 
переменного тока ы)ь  намотанных на тех же магнитопроводах. Полярность вклю
чения обмоток да0 и Щ такая же, как  и в рассмотренном ранее удвоителе частоты.

Если ток в управляющей цепи /0 =  0, то зависимость между прираще
ниями потокосцеплений ДЧ',,, Д'РЙ- и ДЧГ1 =  ДЧ'д +  Д ^  от тока задается 
обычной характеристикой магнитной системы [на рис. 24-18 кривая ДЧГ1 ( ¡ ¡ )  
при /„ =  0].

Наличие тока в управляющей цепи приводит к изменению кривой ДЧ^ (г-!) . 
Так же как и при построении кривой ДЧ^ (1\) на рис. 24-12, в рассматриваемом 
случае ДЧ^ представляет собой сумму двух кривых ДЧ'д («1) и ДЧ'д ( у ,  
каждая из которых является характеристикой магнитной системы с началом 
координат, перенесенным в точку с координатой +  /0да0 для первой кривой 
и в точку с координатой — /Ою0 для второй (см. построения на рис. 24-9, 
24-11, 24-12).
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Таким образом, в зависимости от /0 характеристика Д1? ,  ((¡) выразится одной 
из кривых семейства, изображенного на рис. 24-18. Чем больше ток намагничи
вания, тем положе идет характеристика. Поэтому с увеличением тока /0 наклон 
характеристики при =  0 меньше и кривая идет ниже.

Если к обмоткам щ  подключить источник напряжения ии  изменяющегося 
по синусоидальному закону, то, пренебрегая индуктивностью рассеяния, потерями 
в стали и сопротивлением обмоток можно считать, что и потокосцепление ДЧ  ̂
изменяется по синусоидальному закону [кривая ДУ, (/) на рис. 24-18]. В зави
симости от тока /„ данной кривой ДЧ^ (/) соответствуют различные кривые (/), 
максимумы которых тем больше, чем больше /0. Как видно из построений, ток 
(\ (() несинусоидален.

Если, наоборот, через обмотки ш1 пропустить синусоидальный ток ¡¡, то 
Д ^  и их — ¿Ч,1/с(/ несинусоидальны и максимум напряжения ^  тем больше, 
чем меньше ток /0.

На практике и ток 11, и напряжение несинусоидальны, так как последо
вательно с источником напряжения и  и обмотками и», в рабочую цепь магнитного 
усилителя включают сопротивление нагрузки г. Точный расчет цепи в этом слу
чае представляет значительные трудности. Вполне достаточная для практики точ
ность может быть получена, если, так же как и ранее, обмотку и>1 рассматривать

как условно-нелинейную индуктивность £э, 
значение которой зависит не только от пере
менного, но и от постоянного тока.

На рис. 24-19 изображены кривые (Дг) 
для различных значений /0, где и х =  Дсо^. 
Эти кривые имеют такой же характер, как 
и ДЧ,1 (»',). По оси абсцисс отложен не ток 1и  
а произведение тока /х на сопротивление на
грузки г. При таком построении облегчается 
определение тока /, для различных значе
ний тока /0 при заданном напряжении ис
точника питания II.

Действительно, считая, что напряже
ние сдвинуто по фазе по отношению к 
току Д на угол 90°, можно написать:

Рис. 24-19. (24-52)

Если известны и  и /„, то, выбирая соответствующую кривую и 1 (1уг) и про
водя окружность радиуса и  с центром в начале координат, найдем и 1 и 1̂ г как 
координаты точки пересечения окружности с кривой и 1 (/хг) (на рис. 24-19 такое 
построение выполнено для /0 =  0).

Таким образом, для каждого значения /0 можно найти соответствующие 
ток /1 и мощность Р — 1\г, выделяемую в рабочей цепи. Чем больше /0, тем выше 
значение Р.  При этом мощность, затрачиваемая в цепи постоянного тока, в де
сятки и сотни раз меньше мощности Р.

Магнитные усилители применяются в самых различных областях техники, 
например для плавного автоматического управления двигателями и другими пре
образователями энергии, для плавного регулирования освещения.

Магнитные усилители являются основным звеном так называемых измери
тельных трансформаторов постоянного тока. Принцип действия этих устройств 
заключается в следующем. Постоянное подмагничивание магнитных систем а  и б 
(рис. 24-17) осуществляется шиной постоянного тока, проходящей через обе 
магнитные системы. Соответствующим подбором характеристики стали дости
гаются условия, при которых ток /х мало зависит от питающего напряжения и  
и в достаточной мере точно пропорционален току /0. Коэффициент пропорциональ
ности между токами /х и /0, так же как  и в обычных трансформаторах, зависит 
от отношелия чисел витков а у ^ .

На аналогичном принципе могут быть осуществлены усилители с нелиней
ными емкостями — диэлектрические усилители мощности.

686



Г л а в а  д в а д ц а т ь  п я т а я  

ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЯХ

25-1. Общ ая характеристика переходных процессов 
в нелинейных цепях

Переходные процессы в нелинейных цепях существенно отли
чаются от переходных процессов в линейных цепях. Нелинейность 
характеристики какого-либо из элементов электрической цепи может 
привести как к чисто количественному изменению переходного 
процесса, так и к качественно новым явлениям.

В первом случае нелинейность характеристики может уве
личить скорость процесса в одном из промежутков времени и умень
шить. скорость в другом промежутке, при этом может возрасти 
максимальное значение тока в переходном процессе, однако 
качественно процесс остается без существенных изменений. Во 
втором случае в результате нелинейности характеристики воз
никают новые явления, принципиально недостижимые в линей
ных цепях.

Если в линейных цепях включение источника постоянной или 
синусоидальной э. д. с. (или тока) сопровождается некоторым 
затухающим переходным процессом и переходный процесс перехо
дит в принужденный режим, частота которого равна частоте напря
жения источника, то в нелинейных цепях переходный процесс 
может привести к возникновению колебаний с частотой, отличной 
от частоты напряжения источника. Такие колебания носят название 
а в т о к о л е б а н и й .

Примером автоколебаний могут служить рассмотренные в 
§ 24-6 колебания с частотой со в цепи параметрона, питаемого 
от источника с частотой 2со. Автоколебания в цепях, питае
мых от источника постоянного напряжения, рассматриваются 
в гл. 26.

Нелинейные цепи с неоднозначными нелинейностями могут 
быть применимы для запоминания импульсов, поступающих в цепь. 
В этом случае переходный процесс сопровождается переходом 
цепи из одного устойчивого состояния в другое.

Если в линейных цепях напряжения и токи переходного про
цесса обычно можно представить состоящими из двух составляющих: 
принужденной и свободной, то в нелинейных цепях принцип нало
жения неприменим и нельзя раскладывать величины на свободные 
и принужденные составляющие.

В зависимости от вида э. д. с., действующих в цепи, расчеты пере
ходных процессов в нелинейной цепи различны по сложности. 
Расчет цепей с постоянными э. д. с. значительно проще, чем цепей 
с переменными э. д. с.

Для переходных процессов в нелинейных цепях нельзя указать 
общий аналитический метод, позволяющий рассчитать процесс
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в цепи любой сложности. В зависимости от вида цепи и действующих 
в ней э. д. с. для расчета переходных процессов применяются раз
личные, часто очень приближенные методы. Задача сводится к реше
нию нелинейных дифференциальных уравнений, для которых 
в математике существует множество различных методов решения. 
Общая характеристика этих методов была дана в гл. 22. Рассмотрим 
теперь применение различных методов расчета переходных про
цессов.

25-2. Включение катушки со стальным магнитопроводом на 
постоянное напряжение

При включении катушки с замкнутым стальным магнитопро
водом на постоянное напряжение переходный процесс качественно 
происходит так же, как и при включении линейной цепи г, 
Однако количественно он несколько иной и уже не может быть 
точно описан разностью постоянной величины и экспоненты 
(см. § 13-4).

Если пренебречь гистерезисом и вихревыми токами, возни
кающими в стали при изменении магнитного потока, то анализ

процессов при включении катушки со стальным магнитопроводом 
на постоянное напряжение можно свести к расчету схемы, изо
браженной на рис. 25-1, где обозначено: ¥ — потокосцепле- 
ние катушки; г — сопротивление катушки; и  — напряжение ис
точника.

Зависимость У (г) задана кривой, изображенной на рис. 25-2 
сплошной линией, которая для любой катушки со стальным магни
топроводом может быть построена, если известна кривая намагни
чивания стали.

Для выражения нелинейной зависимости (/) в цепях со сталью 
применяется множество различных формул. Некоторые из этих 
формул уже Применялись в гл. 23 и 24. Приведем еще примеры

Рис. 25-1. Рис. 25-2.
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таких формул с указанием пределов допустимых изменений одной 
из переменных величин:

I =  Ол'Р +  6 Д 2 при 0 < Ч г< ;оо;

/ =  я2Чг +  ^Ч?3 +  Сг1? 5 при — о о < Ч г< со ;

1 =  а3зЬйз^ при — оо <  Ч' <  оо;
(25-1)

¥ =  а4г +  ¿>4г2 + с4г3 при 0 < С г'< /1;

У ^ а ^  +  ЬьР +  с ^  при — / !< / <  +  /];

Ч*1 =  аа arctg (¿>„/ +  ¿ у 3) при — со <  I <  оо;

здесь /х — некоторое значение, задающее верхний предел измене
ния тока.

Если в течение рассматриваемого промежутка времени ток 
изменяет направление, то для выражения кривых намагничивания 
следует пользоваться нечетными функциями (например, вторая, 
третья и пятая формулы). Постоянные коэффициенты а-ь, Ь1 и с/ 
определяются из условия наибольшего соответствия формулы 
заданному участку характеристики. Если переходный процесс 
происходит на некоторой ветви частного цикла перемагничивания, 
то в аналитическое выражение необходимо ввести постоянную 
составляющую тока или магнитного потока.

Запишем уравнение по второму закону Кирхгофа для схемы 
по рис. 25-1:

В установившемся режиме ¿¿Чг/£̂  =  0 (при I — оо) и, следо
вательно, г =  /со =  Шг, а Ч* = Ч'оо и определяется в соответствии 
с /о, по кривой намагничивания (точка А & на рис. 25-2).

Рассмотрим решение этой задачи при помощи различных мето
дов на ряде примеров.

Метод условной линеаризации. Заменив нелинейную характе
ристику Чг (¡) прямой линией, проходящей через точку Ат  и вы ра
жаемой уравнением Ч* = ЬаI, перепишем уравнение (25-2) следую
щим образом:

где ¿ э — некоторая статическая индуктивность, соответствующая 
точке Л«,.

(Р¥/сИ +  п  =  и . (25-2)

(25-3)
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Уравнение (25-3) решаем так же, как в линейной задаче (см. 
§ 13-4). Для потокосцепления получаем:

¥ =  4 ^ ( 1 - е - 'А ) , (25-4)

/ г \/«(/-г г ) \

í

где т = Ь3/г.
График зависимости Ч*1 (/) показан на рис. 25-3. Для каждого 

значения по кривой Ч*1 (0 (рис. 25-2) теперь определяем значение ¡.
Полученная зависимость / (/) 
изображена на рис. 25-3.

Как видно из графика, кри
вая г (/) отличается от закона

----- — -------- .¿т--------  /оо (1 — е~*/т). В первые моменты
времени кривая идет более по
лого, а приближаясь к устано
вившемуся значению, ток н а-. 
растает быстрее, чем в линейной 

Рис. 25-3. цепи. Отличие полученной кри
вой от экспоненты можно уяс

нить, рассматривая зависимость дифференциальной индуктивно
сти от тока I (рис. 25-4,6). Так как при малых токах дифферен
циальная индуктивность Ь = с№ 1сИ больше, чем Ь3, а при больших 
токах меньше, то4 процесс нарастания тока вначале при малых токах 
происходит медленнее, а при 
больших токах, наоборот, ско
рее, чем при постоянном = Ь3.

В данном примере зависи
мость Ч*1 (/) получена в резуль
тате весьма приближенного ре
шения задачи, однако получен
ная при этом кривая i (¿) носит 
такой же характер, как и в 
решениях, выполненных более 
строгими методами.

Метод аналитической аппро
ксимации нелинейной характе
ристики. Наиболее просто за
дача решается, если для I (¥) 
принять первую из формул 
(25-1), в которой положить 
ах = 0. Тогда, считая, что ана
литическое выражение соответствует 
в точке Л »  (рис. 25-2), получаем:

/ » = * № ,
откуда

Ь1 =  1жт ,  =  г/Ци

Рис. 25-4.

заданной характеристике

(25-5)

(25-6)

График кривой { =  Ь ^ г, т. е. ¥ = У  ИЬи  показан на рис. 
пунктиром.

25-2
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— + '- г т  =«г/
Решая уравнение относительно времени и интегрируя, находим,

что
чг

г'¥

Подставив £ в уравнение (25-2), получим:

агшУ .' 1 -  гЧ'У^и* Го - . г ¿ эу

После преобразования получим:

Т =  (25-7)
и соответственно

/ =  (25-8)
где

т =  1 ь!г.

Выражения (25-7) и (25-8) приближенно описывают переходный 
процесс включения кагушкн со стальным магнитопроводом. Точ
ность решения задачи тем выше, чем ближе аналитическое выра
жение соответствует нелинейной характеристике.

Применение иных из формул (25-1) позволяет получить более 
точное аналитическое выражение нелинейной характеристики, 
однако решение задачи значительно усложняется.

Метод кусочно-линейной аппроксимации нелинейной характе
ристики. Если характеристику Ч1, (¿) заменить некоторой ломаной 
линией 0—1—2—3 (рис. 25-4,а), то решение задачи представляется 
в виде трех различных выражений в соответствии с тремя участками 
линеаризации.

Для первого участка 0—1 зависимость между током и потоко- 
сцеплением имеет вид:

=  при 0 <  г <  /ь 

для второго участка 1—2
¥ = при /2 <  г <  /а

и для третьего участка 2—3
'Р = ^  +  Ь31 при /2 <  I <  /«,.

Потокосцепления ЧГ1 и ¥ 2 находим графически (рис. 25-4,а). 
Дифференциальную индуктивность Ь определяем как величину, 
пропорциональную тангенсу угла наклона ломаной на соответст
вующем участке: \ Ь3 =  : t g а 2 : tg а 3. Изменение L при 
переходе от одного участка ломаной к другому показано на рис.
25-4,6.

Разбивая все время переходного процесса на три промежутка 
в соответствии с участками ломаной, для различных промежутков
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времени записываем уравнение (25-2) в виде трех дифференциаль
ных уравнений:

Ьх (ЩйЛ -\-п =  и  при 0 <  I <  /х и О <  / <
Ь2 (И/сИ +  г1 =  и  при /! <  г <  /2 и ¿х< / < / 2; (25-9) 
Ц<Шси +  Г1 =  и  при /2< г'< /оо и 4 < / < о о .

Обозначив Тх =  ¿х/г; т2 =  ¿ 2/г и т3 =  ¿,3/г, запишем решение 
этих уравнений для каждого из участков:

*'=/«> +  А ге - (1х' при 0 < / < / х  и 0 < / < ¿х! 1
г =  +  при /х< г < /2 и ¿х < * < / 2; | (25-10)
¿=/00 +  ̂ 36-^ -^ )/ ^  при /2< / < / о , и ¿2< / < со . )

Из условия невозможности изменения тока скачком в точках 
О, 1 и 2 (припасовка) находим

^  X ==  ^со! ^ 2  =  (^ 1 / о о ) ; ^ 3  =  (^ 2 — ^со)*

Значения /2 определяем из условий
/ (/х) =  /х =  /«, (1 — в -

г (*2) =  /2 =  /от +  (/, -  /«,) е -  «. -  <«>/*..
Решая первое из уравнений относительно а второе относи

тельно ¿¡, получаем:

<1 =  Тх1п/ ;

?, =  т . 1п ■ /х •
(25-11)

На рис. 25-5 построена зависимость 1 (¿) для всех трех участков 
характеристики.

Полученная зависимость, так же как и рассмотренное ранее 
решение, показывает, что нелинейность характеристики стали

замедляет процесс нарастания тока в 
начале и ускоряет в конце.

Приведенный расчет основан на при
менении метода припасовывания, пред
ложенного Н. Д. Папалекси в 1912 г.

Метод последовательных интервалов. 
Разобьем промежуток времени процесса 
на ряд малых равных интервалов Д/ и 
для каждого интервала на основании

-  дифференциального уравнения (25-2) за
пишем равенство
ДЧУД* ^  (<№Щ„ =  и - п „ ср, (25-12)

где £ — номер интервала; г'Аср — средний ток за время интервала 
времени с номером к; ДЧ'А — приращение потокосцепления за время 
этого интервала.

I ,
о t| ¿г 

Рис. 25-5.
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Тогда

Зная г*ср, Д̂  и ЧГ*_1, можно найти Д¥й и ’Р*, а затем и ¡к+1Ср 
по характеристике ¥ (г). Переходя от точки & к точке & +  1, можно 
построить весь переходный процесс.

Начнем с  ̂ =  0, ¥„ =  0, 10 = 0 и & =  0. Д ля ДЧ^ по формуле 
(25-13), полагая 11ср ^  ц — 0, получаем:

Д'Р] = = и м .  (25-14)
По графику ¥ (г) найдем гх и, подставив его в формулу (25-13) 

вместо 12ср для £ = 1, получим:
ДЧ'з «  (и  — гг\) Д*. (25-15)

По графику Ч*1 (£) для = ЧГ1 +  ДЧ^ определим 12.
Так, последовательными интервалами, переходя от к ДЧ^ц, 

а затем к Чгй+1 и гА+1, находим г и ¥ для любого момента времени.
Решение задачи сведем в табл. 25-1.

Т а б л и ц а  25-1

ДV* =  Т* -  Ч ы  ( Ц -  п к ер) Л/. (25-13)

к г п к и - п к АЧГ*+1 г*+1

0 0 0 и и м ДЧ^ »1
1 Д< Г ¡1 и  —г ¿! с: 1 -г > Ч^ +  ДТ, н
2 2А( ГН и - п 2 (¿У — ге2) Д* Ч'г +  ДЧ'з н

& Ш Пк и  — Пк ( и - Н к )  А1 Т * +  ДТ*,1 1'*+1

Для зависимости Т  (/), изображенной на рис. 25-6, графики 
¥ (0 и I (0 построены на рис. 25-7. Чем меньше интервалы вре-

Приведенный пример решения задачи основан на применении 
рассматриваемого в курсе математики приближенного решения 
дифференциальных уравнений, предложенного Эйлером.
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Недостатком данного метода является зависимость дальнейшего 
решения от погрешности при вычислении всех предыдущих зна
чений искомой величины и замены г*ср величиной 4 ^ . Так, ошибка 
в вычислении ДЧГХ сказывается при вычислении всех для & >  1.

Метод Эйлера является наиболее простым и наименее точным 
в группе методов численного интегрирования дифференциальных 
уравнений, известных как методы Рунге—Кутта. В современных

По заданной кривой У (/) (рис. 25-2) построим зависимость

На рис. 25-8 по оси абсцисс отложена величина \!{1! — л ), 
а по оси ординат — потокосцепленне. Для того чтобы найти время, 
в течение которого потокосцепленне изменится от 0 до У, нужно 
вычислить

или на графике определить площадь 8 0аьс- Величина этой площади 
при учете масштабов 'Р и 1/и дает время.

Так, определяя / для различных значений 'Р, строим / (Ч; ) или 
4я (/), а зная Ч' (0 , по кривой ¥ (г) легко находим и / (/).

Исследование переходных процессов в нелинейных цепях методом 
графического интегрирования было развито в работах Рюденберга.

Если сопоставить все пять примеров расчета, то надо заметить, 
что для рассматриваемой задачи наилучшие результаты получаются 
в двух последних случаях. Метод последовательных интервалов 
может дать более точное решение, а при помощи графического 
интегрирования удается при достаточной точности решения полу
чить наглядное представление о влиянии параметров цепи на харак
тер переходного процесса.

25-3. Включение катушки со стальным магнитопроводом на 
синусоидальное напряжение

При включении катушки со стальным магнитопроводом на сину
соидальное напряжение решение задачи сопряжено со значительно 
большими трудностями.

цифровых вычислительных машинах 
имеются стандартные программы, ос
нованные на методах Рунге—Кутта, 
при помощи которых задача может 
быть решена быстро и точно.

Метод графического интегрирова
ния. Представим уравнение (25-2) 
в следующем виде:

О а

Рис. 25-8.

и проинтегрируем графически эту зависимость по Чг.

(25-17)
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Рассмотрим дифференциальное уравнение цепи 
dxY¡dt +  г i — Um s i п (ш/ -j- а ) . (25-18)

Наличие в правой части уравнения гармонической функции 
времени значительно затрудняет применение некоторых из рассмот
ренных методов решения задачи. Так, аналитическое выражение 
кривой намагничивания приводит к нелинейному дифференциаль
ному уравнению с правой частью, представляющей гармоническую 
функцию времени, которое не имеет достаточно простого решения. 
Замена характеристики ломаной приводит к необходимости на 
протяжении периода изменения напряжения несколько раз (более 
пяти) сопрягать («припасовывать») решения, получаемые для раз
личных участков ломаной. Так как переходный процесс обычно 
продолжается несколько периодов, то такое решение сопряжено 
с очень большими трудностями. Наличие гармонической функции 
времени затрудняет разделение переменных и решение задачи мето
дом графического интегрирования.

Таким образом, пригодными для решения задачи можно счи
тать только два из рассмотренных методов: метод условной линеа
ризации и метод последовательных интервалов.

Пример 25-1. Р е ш е н и е  м е т о д о м  у с л о в н о й  л и н е а р и з а 
ц и и .  В уравнении (25-18) падение напряжения п  обычно значительно меньше, 
чем с№/М. В установившемся режиме (см. гл. 23) при определении зависимости 
'У (/) обычно пренебрегают падением напряжения г1. В переходном режиме этой 
величиной пренебречь нельзя, однако ее можно рассматривать как  малый пара
метр и согласно методу условий линеаризации считать, что

где ¿э  =  Ч т/1т — отношение максимальных значений потокосцепления и тока 
в установившемся режиме.

Тогда уравнение (25-18) приближенно запишется в следующем виде:

где т =  Щ г.
Так как в уравнении (25-20) коэффициент 1/т постоянен, то Т  (/) определим 

совершенно так же, как и при включении линейной индуктивности на синусои
дальное напряжение (см. § 13-5).

Принимая, что остаточного намагничивания нет, т. е. Ч1, (0) =  =  0, полу
чаем:

Обычно ш£э г  и ф =» я/2. В этом случае =  и т /а>.
Наибольшее значение магнитного потока получается при включении катушки 

в момент времени, соответствующий а  =  0. Тогда

На рис. 25-9 построен график Чг (/), а на рис. 25-10 по кривой намагничива
ния стали Чг ([') построена соответствующая зависимость I ((). Если при включе
нии линейной индуктивности наибольшее значение тока не может превысить 
удвоенную амплитуду его принужденного (установившегося) значения, то, как

r i  =  rV/L„ (25-19)

dV/dt +  Чг/т =  Uт sin (а>/ +  а ) , (25-20)

Y  (t) =  Чг„, sin (mt +  а  — <р) — Чгт  sin (а  — cp) е  t,x, (25-21)

г

*(/) = -  cos 0)/ +  4V !“'/T = 'Гпр + 'i '« . (25-22)



видно из графика, при включении катушки со стальным магнитопроводом наи
большее значение тока (мак<; может во много раз превышать амплитуду его уста
новившегося значения 1т .

Пример 25-2. Решение м е т о д о м  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  и н т е р *  
в а л о в .  Интегрируя уравнение (25-18) по времени от 0 до t, запишем потоко- 
сцепление

t
'Р (t ) =  ¥,) — - -  c o s  (cat +  а )  -]— cos а  — г  ^ i d t .  (25-23)

о
Заменяя интеграл суммой п  произведений тока в начале интервала времени 

на длительность этого интервала At, получаем:
п

Y  (п А0  s s  Tq — cos (пю  Д/ +  а )  +  -^2L cos а  — г  At ^  h - i -  (25-24)

Таким образом, потокосцепление катушки в любой момент времени ti At 
можно представить в виде суммы четырех величин. Первые три из этих величин 
определяем непосредственно для любого момента времени, а четвертую находим 
методом последовательных интервалов по заданной кривой ¥  (i).

Решение задачи методом последовательных интервалов может 
дать значительно большую точность, чем при условной линеариза
ции характеристики. Однако, несмотря на элементарность вычис
лений, этот метод сопряжен с большой счетной работой.

Применение цифровых вычислительных машин и стандартных 
программ интегрирования обыкновенных дифференциальных урав
нений дает возможность быстро получить решение методом после
довательных интегралов с необходимой степенью точности.

Переходный процесс при решении задачи обоими методами был 
найден без учета гистерезиса. На практике даже при включении 
катушки с магнитопроводом, выполненным из мягкой стали, при
ходится считаться с неоднозначностью характеристики Ч*1 (t).

Если остаточный поток в стали имеет обратное направление 
в сравнении с установившимся значением потока в момент вклю
чения, то влияние остаточной намагниченности может привести 
к еще большему нарастанию тока при включении.

На рис. 25-11 схематически построена зависимость ¥ (t) для 
переходного процесса при включении катушки со стальным магни
топроводом на переменное напряжение. В начальный момент 
¥ (0) =  Tq (точка 1 на характеристике). С нарастанием тока в тече
ние первой половины периода изменение происходит по участку
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характеристики 1—2. Из выра
жения (25-23), пренебрегая пос
ледним членом, при а  г» 0 по
лучаем:

хр ~  чс Л- 9 Чм. ~  _1_ о ч /1
*  м ак с  *  О I ^  ^  '"ч" ' * 0  ~ т  ^  *  т-

(25-25)

В действительности из-за по
терь значение несколько 
меньше.

Дальнейший ход зависимости 
между током и потоком харак
теризуется графиком 2— 3—4—
5—6 и т. д. вплоть до устано
вившегося режима, соответ
ствующего гистерезисной петле 
А —В—С—О —Е—Р—А . Так 
как Чгмакс возрастает с увели
чением %0, то, следовательно, и бросок тока тем больше, чем 
больше

Со значительным возрастанием тока в момент включения 
(пусковой ток) необходимо считаться при включении ненагру- 
женных трансформаторов.

25-4. Импульсное воздействие в цепях с неоднозначными 
нелинейностями

Рассмотрим переходные процессы при импульсном воздействии 
и (0  на катушку со стальным магннтопроводом, выполненным из 
жесткой стали с прямоугольной характеристикой намагничивания. 
Малый постоянный наклон характеристики стали в области насы
щения или прямых возврата можно описать некоторой линейной 
индуктивностью Ь, объединенной с индуктивностью рассеяния и 
включенной последовательно с неоднозначным нелинейным индук
тивным элементом с прямоугольной характеристикой Ч*1 (г).

Эквивалентная схема цепи показана на рис. 25-12,а. Здесь г и 
Ь — линейные параметры цепи, а Ч*- (0  — нелинейная характери
стика, изображенная на рис. 25-12, б. Из характеристики видно, 
что в зависимости от предшествующего режима, задаваемого сигна
лом и (I), потокосцепление Чг при — г* <  I <  I* может иметь любое 
значение, лежащее между — 1Р0 и Чг0, и ферромагнитный сердечник 
может запоминать некоторую информацию, которую  несет сигнал 
и (().

Пусть напряжение на входе цепи и (/) имеет форму прямоуголь
ного импульса высотой II т и продолжительностью т. Исследование 
переходного процесса в магнитопроводе, характеристика которого 
(рис. 25-12,6) имеет прямоугольную форму, проведем методом
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кусочно-линеинои аппроксимации, описывая характеристику сер
дечника уравнениями

Чг =  — 'Рд при — оо < / < 1*;

I =  +  4  при — %  <  ¥  <  ¥ „  и с1У/<Н>0;
ЧГ=  +  ,Р0 при — / * < / < о о ;

I =  —  4  при — ¥ „  <  V  <  ¥ 0 и (Г¥/сИ <  0;

Ч ^ с о п э !  при — 4 < * < 4  и — ¥„  <  Ч* <  ЧГ0.

Переходный процесс при этом рассчитывается путем припасо- 
вывания решений дифференциальных уравнений для каждого из 
линейных участков характеристики.

Ё
|Г
Ч ■Уф„ С о

и

-т-
г
Ф,маис

3
---

"¿А Ч<

а / — , •  ■
-Фп «Л /

Рис. 25-12.

Рассмотрим случай, когда перемагничивание сердечника про
исходит по кривой 1— Ь—2—3. Тогда:

■ Ь<И/сИ +  г1 — Ит при 0 = ^ ¿«2 4 ,  Ч1, =  — Чг0 и

для участка 1— Ь характеристики;

(И ¡(11 +  Г1 =  С/т при / =  4 ,  —  Ч'0 «£ <  Ч'макс и ^  <  Ь «£ т
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для участка Ь—2 характеристики;

Ь сИ/сИ +  п  =  0 при 0 ^ 1  Ч*-= '1гмакс и г (т) =  г* и / ^  т

для участка 2—3 характеристики.
Решение линейного дифференциального уравнения для каждого  

из трех участков получим в следующем виде:

/ =  / т  (1 — е~чт) и ¥  = — ¥ 0 при (25-26)

где 1т =  и т/г,  Т  =  Цг\  ¿1 =  7 1п /т
1 т 1к

для участка 1—Ь\
1 =  1 ь\ л¥ - =  — 'УъЛ-{ит — Пк) Ц - 1 1) при (25-27)

для участка Ь — 2\

/  =  г * Г ^ ;  ¥  =  ¥ макс =  - ¥ 0 +  (£/т - п * ) ( т - М  (25-28)

при / 5= т для участка 2—3.
Полученное решение соответствует линии / — Ь— 3—2 харак

теристики ¥  (г) на рис. 25-12, б для случая, когда ¥ макс <  Чг0, 
¿1 <  т и 1т >  1к. Графики и (/), ¥  (0  и / (/) для этого случая пока
заны на рис. 25-12, в—д.

Если в полученном решении ¥ макс >  Чг0, то это соответствует 
выходу на насыщение и линии / — Ь—с—й—4 на характеристике. 
В этом случае нужно рассматривать четыре участка характеристики, 
для которых имеем следующие уравнения:

Ь сИ/Ш +  п  =  1/т при 0 г « с  /*, 0 и ¥  =  —  ¥ 0

для участка 1—Ь.
йх¥/сИ +  г1 =  и т при г =  /*, — ¥ 0г = £ ¥ < ; ¥ 0 и t1 ^  ^  /а 

для участка Ь—с;
ЬсИ/сИ-\-п =  и т при 1 5 гг*,  и ¥  =  ¥ 0

для участка с—й\
Ь сИ/сИ +  /ч =  0 при г^гО,  / 5 г т  и ¥  =  ¥ „

для участка й—4.
Решения для этого случая имеют вид:

1 =  1т ( 1 - е- ‘/т) и =  при (25-29)

для участка 1—Ь\
/' =  «'*, ¥  =  — ¥ „ 4 - (и т — Пк) ( / - ¿ х )  при / 1 ^ / < / 2. (25-30)

<  ̂ , 2Чго \где /2 =  ?! + 77— ^-т- дл я  участка о—с\
и т Г1к

¿ =  4  +  (/щ — *а) 0  —е- ( ' _<а)/:г) и ¥  =  ¥ „  при /2 ^  т (25-31)
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для участка с—й\

где 1Х =  4  +  (1т — 4 )  (1 —  е-<т-'=>/г) для участка с1—4.
Графики и (¿), Ч1- (/) и I (/) для этого случая показаны на рис.

25-12, е—з.
Д ва случая намагничивания магнитопровода с прямоугольной 

петлей гистерезиса рассмотрены весьма упрощенно. Здесь не учи
тывались вязкости ферромагнетика, распределенность обмотки, 
отличие характеристики от прямоугольной. Однако даже такое 
упрощ енное рассмотрение дает достаточное представление о про
цессах' и позволяет сделать выводы о возможности применения 
магнитопроводов в качестве запоминающих устройств вычисли
тельной техники.

25-5. Понятие о простейших запоминающих устройствах

Одним из наиболее распространенных запоминающих устройств 
автоматики и вычислительной техники являются ферромагнитные 
тороиды, работающие при импульсных воздействиях. Они приме
няются для запоминания как аналоговых, так и цифровых значе
ний. В первом случае информация о запоминаемой величине опре
деляется значением Чгмакс, до которого намагничен магнитопровод, 
а во втором записанная цифра (в двоичной системе) задается соче
танием различных магнитопроводов со значениями ¥  =  —Ч'о или 
4я =  +  Чг0. Обычно ¥  =  —  соответствует записи нуля, а Ч; =  
=  +  Чг0 —  единицы. Рассмотренные в § 25-4 два случая импульсного 
воздействия соответствуют этим двум случаям записи в устройствах 
аналоговой и цифровой памяти.

Так, путем воздействия на магнитопровод с прямоугольной 
магнитной характеристикой производится магнитная запись, кото
рая может храниться сколь угодно долго.

Если ^ т и  гш 1/т, то из уравнения (25-28) можно полу
чить, что

Д Ч ^ о  +  Ч ^ ^ ^ т ,  (25-33)

т. е. изменение Чг равно площади прямоугольного импульса. Таким 
образом, в устройствах аналоговой памяти в магнитопроводе 
можно записать значение площади, ограниченной кривой импульса 
напряжения, поступающего в цепь.

Д л я  того чтобы считывать произведенную запись, магнитопро
вод имеет вторую обмотку. При подаче отрицательного напряжения 
в первую обмотку, если магнитопровод был намагничен до Чгмакс, 
во второй обмотке появляется импульс напряжения н2, пропор
циональный с№/сИ. Рассуждая так ж е, как и в примерах, рассмот
ренных в § 25-4, убедимся, что амплитуда этого импульса задается 
напряжением в первой обмотке, а его длительность пропорцио
нальна значению ДЧ*1, записанному в магнитопроводе.

¿— 1ге - ( ‘~ х)/т и гК =  Ч,'0 при (25-32)
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Таким образом, в магнитопроводе можно записать ДЧГ и 
прочесть, подавая на обмотку в нужный момент времени отрица
тельное напряжение. При этом в магнитопроводе аналоговой  
памяти перемагничивание происходит (рис. 25-12, б) по липни
3—5—/ —а— / ,  а в магнитопроводе цифровой памяти по линии
4—е—/ —а— 1 или 1—а— 1, в зависимости от того, что записано  
в сердечнике: 1 или 0.

На описанном принципе основываются устройства магнитной 
памяти, применяемые в различных измерительных, автоматиче
ских и вычислительных системах.

25-6. Изображение переходных процессов на фазовой  
плоскости

В предыдущих параграфах определялись переходные процессы  
в нелинейных цепях, описываемых дифференциальным уравнением  
первого порядка.

С повышением порядка уравнения расчет существенно услож 
няется. Требуется применение новых методов расчета. Одним из 
таких методов является изображение переходных процессов в про
странстве состояний или в фазовом пространстве.

Переходные процессы можно рассматривать в различных систе
мах координат. Д о сих пор переходные процессы рассматривались 
в координатах г и /, Ч1- и <7 и /  или и и По оси абсцисс откладыва
лось время, а по оси ординат —  исследуемая величина.

Однако те ж е явления исследуются и в другой системе координат.
Для переходного процесса, описываемого нелинейным диффе

ренциальным уравнением порядка п или п нелинейными дифферен
циальными уравнениями первого порядка, всегда можно выбрать п 
таких переменных, называемых координатами состояния, что систе
ма уравнений принимает вид:

•^1 /1  (*̂ 1» *̂ 2» * • ■ * • • • » ^ 1 ,  ^ 2 , М;,

f  2 , Л*2, . . . »  Х$, . . . , Хп , И о, . . . ,  И / ,

XI / 1 (Х\ » , * • • > X; , . • • , Хп , и I, И2, . . . ,  III у

| Мт) >

' М-т)»

• ‘ • (25-34)
ит)\

хп =  (Х\ , х%, . . . ,  XI, . . .  , хп, их, и.2 , . .  • ,  М/, . • • , ит ) .
Здесь XI — координата состояния; х 1 =  х1}' — ее производная по 
времени; щ — внешнее воздействие на электрическую цепь; Д- —  
некоторая нелинейная функция, в отличие от линейных ц епей , 
где / г — линейная алгебраическая функция.

Решение уравнений (25-34) для этого случая рассматривалось  
в § 14-8.

Если электрическая цепь не подвержена каким-либо внеш ним  
переменным воздействиям, то и1 =  0. Д ля этого случая пространство  
состояний обычно называется фазовым пространством.
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Н аиболее широкое распространение изображения переходных 
процессов в фазоЕом пространстве получило для систем второго 
порядка. В этом случае переходный процесс изображается па 
плоскости координат х, и х2, называемой ф а з о в о й  п л о с к о 
с т ь ю ,  некоторой кривой, которая лежит в области, ограничен
ной по обеим осям координат, а уравнения (25-34) приобретают вид:

¿ 1 = М * 1 , х2); ¿ а = Ы * 1 . **)• (25-35)

Исследование переходных процессов в электрических цепях на 
фазовой плоскости впервые было проведено академиками Л.  И. Ман
дельштамом и Н. Д . Папалекси и получило дальнейшее развитие 
в работах А. А. Андронова, С. Э. Хайкина, А. А. Витта и их 
учеников.

Изображение процессов на фазовой плоскости может дать 
представление о характере процесса без решения дифференциального 
уравнения в конечном виде.

При выборе фазовых координат хх и х2 для описания переходного 
процесса возможны .различные варианты. Обычно отдается пред
почтение такому выбору координат, при котором х х =  х2. В этом 
случае обычно обозначают хх =  х; =  х2 =  у  и записывают 
уравнения (25-35) в виде

dx/dt =  y ; dy /d t—f (х, у). (25-36)

Каждому состоянию цепи соответствует точка на фазовой пло
скости, которую называют и з о б р а ж а ю щ е й  или п р е д 
с т а в л я ю щ е й  точкой. Всякое изменение состояния цепи на 
фазовой плоскости изображается некоторой кривой, которую 
называют ф а з о в о й  т р а е к т о р и е й .

Если процесс описывается уравнениями (25-36), то в верхней 
полуплоскости у  =  d x / d t >  0 и представляющая точка может 
перемещаться только направо — в направлении возрастающих 
значений х. Для нижней полуплоскости, наоборот, у  < ; 0 и пред
ставляющая точка может перемещаться только влево. Таким обра
зом , движение представляющей точки происходит только по направ
лению  движения часовой стрелки.

Если процесс описывается дифференциальным уравнением пер
вого порядка, то все фазовые траектории лежат на одной кривой 
и представляющая точка может перемещаться только по этой 
кривой. Если процесс описывается дифференциальным уравнением 
второго порядка, то в зависимости от начальных условий представ
ляющ ая точка может оказаться в любом месте фазовой плоскости.

Рассмотрим фазовые траектории простейших процессов в линей
ных и нелинейных цепях.

Пусть цепь г, L с током i0 переключается без разрыва тока 
к источнику постоянной э. д. с. с напряжения U (рис. 25-13, а). 
Тогда переходный процесс описывается дифференциальным урав
нением

L di /dt  +  ri =  U
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или при обозначении i через х, а di /d t  через у  уравнением
U —  rx

У = — Г ~ - (25-37)

На рис. 25-13, б изображена фазовая траектория переходного  
процесса в виде прямой, проходящей через точки (О, ШЬ) и ( и / г ,  0). 
Для верхней полуплоскости у  =  d x l d t '>  0 и, следовательно, 
представляющая точка перемещается в направлении возрастаю щ их  
значений х. Д ля нижней полуплоскости у  <  0 и представляющая  
точка перемещается в направлении отрицательных значении х. 
Точка равновесия А лежит на оси х  и соответствует установивш е
муся режиму.

Ч

а )

10

U = 0  

\  L

ч N

У

К. Устойчивый 
N. у з е л

■Z’
0

\  г  \

6 )

Рис. 25-13.

В зависимости от начального значения тока ¿0 (в момент /  =  0) 
фазовая траектория может начаться в различных точках прямой —  
в верхней или в нижней полуплоскости. С течением времени (вне 
зависимости от начальных условий) движение представляющей  
точки происходит в направлении точки А со скоростью, которая  
уменьшается по мере приближения к точке А.  Если цепь г, Ь  зам ы 
кается накоротко ( и  =  0), то фазовая траектория проходит через  
начало координат (на рис. 25-13, б  изображена пунктиром).

Аналогичные фазовые траектории получаются и для переходны х  
процессов в цепях г, С, рассмотренных в § 13-6 и 13-7.

Если индуктивность нелинейна и характеризуется графиком ¥  (¿) 
или I (¥ ) ,  то, полагая ¥  =  х, а d x¥ /d t  =  у,  получаем нелинейное  
уравнение

у  +  г1(х) =  и ,  (25-38)

которое выражает на фазовой плоскости все возможные переходны е  
процессы в схеме на рис. 25-1. Фазовые траектории для данного  
случая показаны на рис. 25-14.

В цепи г, Ь, С (рис. 25-15, а) фазовые траектории переходны х  
процессов сложнее. Рассмотрим случай, когда г — 0, а индуктив
ность и емкость соединены последовательно и подключаются к ис
точнику постоянного напряжения I/. Начальные значения тока  
в индуктивности /0 и напряжения на емкости и0 могут быть лю бы е.
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Дифференциальное уравнение переходного процесса в этом 
случае известно (§ 13-9):

dH . I . п 
LC  1 ~  0< (25-39)

Обозначая i =  х, dHdt  =  у  и 1/LC =  со20, получаем:

^  =  - ( О 3-  dx 0 у ’

или после интегрирования

У (25-40)

где & — постоянная интегрирования, зависящая от начальных 
условий.

Уравнение (25-40) на фазовой плоскости изображается семейст
вом эллипсов (рис. 25-15,6), причем вертикальные оси эллипсов 
равны 26, а горизонтальные 
2&/со0- Полученные эллипсы  
соответствуют незатухающим  
синусоидальным колебаниям.
Амплитуда колебаний тока 
равна полуоси эллипса, на-

У
y=u-ri{x)

и
\V х

0
Устойчивы!̂  

узел \ Устоичивыи
фонус

*)

ч Устойчивый 
узел

Рис. 25-14. Рис. 25-15.

правленной по оси абсцисс, а частота равна отношению верти
кальной полуоси к горизонтальной.

Так как при t =  0 задано i =  /„ и ис — и0, то фазовая траек
тория проходит через точку с координатами х =  i0 и у  =  di/dt  =  
— (U — u0)/L,  а амплитуда колебаний тока

и - щ \ *
О)0£

(25-41)

В реальном колебательном контуре всегда есть некоторые 
потери и сопротивлением г нельзя пренебречь. За период колебаний 
амплитуда тока уменьшается и фазовые траектории имеют вид 
спиралей, завивающихся вокруг начала координат.
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Так как за один период колебаний Т0 =  2л/со0 да 2я У LC  
в контуре теряется энергия

т
Ш  я» |  ( /„  sin сооО2 Г dt  =  ~  Pmr T 0,

а общая энергия, запасенная в контуре, W — LPJ2,  причем  
à W < ^ W ,  то отношение радиусов двух соседних витков равно:

I m i t  +  To ) _ -| /" w7 —  A W7 _ 1 /" ̂ /Т0 _ « -I г  С /г>глл\
~ Т Ж ~ ~  V W V у  т . (25-42)

Полученное выражение справедливо только при г У L!C\ 
когда при подсчете потерь Д W7 можно пренебречь уменьшением 
амплитуды колебаний за один период. В общем случае колебатель
ный процесс описывается уравнениями (13-55) и (13-56), которые 
являются параметрическими уравнениями спирали. Отношение 
Im (t +  Т0) к / т  (t) представляет собой величину, обратную дек ре
менту колебания (см. § 13-12).

По мере увеличения сопротивления шаг спирали увеличивается 
и при г >  2 y^L/C =  гкр семейство спиралей вырождается в семей
ство параболических кривых, проходящих через начало координат.

Фазовые траектории при г <  гкр и г  >  гкр изображены на  
рис. 25-15,6 и г.

Если сопоставить фазовые траектории для трех различных зн а 
чений г (рис. 25-15), то можно отметить некоторые общие свойства 
этих кривых. Все кривые пересекают ось х  под прямым углом  
с переменой знака dy/dx. Во всех трех рассмотренных случаях  
имеется только одна точка равновесия, лежащ ая в начале коорди
нат, однако характер равновесия различный.

При г =  0 равновесие наименее устойчивое. Достаточно беско
нечно малого отклонения от точки равновесия, чтобы начался 
незатухающий колебательный процесс с бесконечно малой ампли
тудой колебания. При этом представляющая точка совершает 
периодические движения по орбите с центром в точке равновесия. 
Точка равновесия такого типа называется ц е н т р о м .

При г < ; /-кр все процессы, возникающие в цепи, — колебатель
ные затухающие и представляющая точка после любого принуж ден
ного отклонения от равновесия возвращается в исходное положение 
равновесия, совершая при этом несколько оборотов вокруг точки  
равновесия. Такого рода точка равновесия называется у с т о й 
ч и в ы м  ф о к у с о м .

Если г > г кр, то представляющая точка, возвращаясь аперио
дически в состояние равновесия, движется по параболе и не совер
шает более полуоборота вокруг начала координат. Точка равно
весия такого типа называется у с т о й ч и в ы м  у з л о м .

При построении фазовых траекторий процессов, описываемых 
дифференциальным уравнением второй степени, удобно пользо
ваться методом изоклин. И з о к л и н о й  называется геометри
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ческое место точек, в которых касательные ко всем интегральным 
кривым (возможным фазовым траекториям) имеют одинаковый 
наклон. Если известно семейство изоклин, то фазовые траектории 
могут быть построены геометрическим путем без дополнительного 
анализа.

Пример 25-3. П остроить фазовые траектории цепи г, £ , С при г <  гкр 
(рис. 25-15, а) методом изоклин.

Р е ш е н и е .  Д иф ф еренциальное уравнение цепи (см. § 13-9)

114  , _r_ di_ 1 . _  „ 
dt* L  d t LC  1

(24-43)

Обозначив r /L  =  2ß  и применив ранее принятые обозначения i =  х, d i/d t  =  у  
и 1/LC =  ш§, получаем:

d y /d t +  2$y  +  (1)?л: =  0. (25-44)

Если d y /d t  зам ен ить через =  то> исклю чив время в уравнении 

(25-44), получим:
dy
dx

2 $y+ a> lx  
У

(25-45)

Так как  во всех то чках  изоклин должно вы полняться равенство

d y /d x  =  coткi =  Ь, 

то уравнением изоклины  является

У =  - (25-46)

Изоклины представляю т собой семейство лучей, проходящ их через начало 
координат. Н аклон  эти х  лучей  зависит от параметров контура и наклона 8 каса

тельных к интегральным кривым 
в точках их пересечения с данной 
изоклиной.

И з последнего уравнения сле
дует, что ось х  является изоклиной 
с в =  оо, а ось у  совпадает с изо
клиной 0 =  —2Р- Уравнение изо
клины 0 = 0 ,  называемой изокли
ной горизонтальны х касательных, 
имеет вид: у  =  — ш|]дс/2р, следо
вательно, она леж ит во втором и 

в ——Юр четвертом квадрантах.
П олагая 0 =  ±  2 /ф , где п —  

целое число, получим семейство 
изоклин, представленных на рис.
25-16. Здесь короткими штрихами 
показан  наклон интегральной кри
вой к изоклинам.

Проводя интегральные кривые 
так , чтобы они пересекли каждую  
изоклину под соответствующим уг
лом, получаем фазовые траектории 
переходных процессов. Н а рис.
25-16 показаны две фазовые траек
тории для разных начальных ус
ловий (точки ах и а.,).Рис. 25-16.
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Зная фазовые траектории, т. е. имея зависимость

у  =  йх1<И =  у (х ) ,  (25-47)

можно путем графического интегрирования найти соответствую щ ие зависимости 
х  (0  в обратном виде:

!  т к -  ,2М8)
о

Затруднение при вычислениях интеграла (2-48) вблизи точек у  — 0, с в я за н 
ное с обращением подынтегральной функции в бесконечность, можно обойти, 
зам еняя участок фазовой траектории дугой окруж ности с центром, леж ащ им на 
оси х, и производя аналитическое интегрирование.

25-7. Колебательный разряд емкости через нелинейную 
индуктивность

Если в цепи г, Ь, С содержатся нелинейные элементы, то ана
литический расчет переходного процесса очень усложняется. 
В этих случаях целесообразно пользоваться графическим построе
нием процесса на фазовой 
плоскости, которое может 
быть произведено относитель
но просто.

Рассмотрим цепь, содержащ ую линейные г, С и нелинейную  
индуктивность с заданной характеристикой ’Р (£). В этом случае 
уравнение (25-43) принимает вид:

< т  . <а , 1 . Л 
сИ2 + г <и + с 1 ~ •

Обозначая ¥  =  х\ =  у , получаем:

у %  +  П ( У ) у +П <У ) = о ,

(25-49)

(25-50)
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где
п  (¥ )  =  г си /№  и /а (V) =  I (4 0 /С -

известные функции ¥  или х, показанные на рис. 25-17.
Уравнение изоклин получается после замены йу/ёх постоянной 

величиной 8 и имеет следующий вид:

•— 4 т -  <2 5 - 5 1 >

Семейство изоклин, построенных по этому уравнению, схемати
чески показано на рис. 25-18. Там ж е построена одна фазовая 
траектория переходного процесса разряда конденсатора в цепи 
с нелинейной индуктивностью.

Г л а в а  д в а д ц а т ь  ш е с т а я  
АВТОКОЛЕБАНИЯ

26-1. Нелинейные резисторы со спадающим участком 
характеристики

При рассмотрении переходных процессов в нелинейных цепях 
особый интерес представляют процессы в цепях с сопротивлениями, 
имеющими спадающий участок характеристики, на котором диф

ференциальное сопротивление 
отрицательно:

г л — du/di <  0.

Все характеристики эле
ментов, обладающих отрица
тельными дифференциальны
ми сопротивлениями, можно 
разделить на две группы: 

Ри с. 26-1. характеристики типа 5  и
типа N. Наименование типа 

соответствует начертанию характеристики при горизонтальном 
расположении оси напряжения и вертикальном расположении 
оси тока (рис. 26-1,а и б).

Характеристиками типа S  обладают газоразрядные электро
вакуумные приборы (газотрон, неоновая лампа) и электрическая 
дуга, у которых спадающий участок характеристики обусловлен 
ионизацией междуэлектродного пространства.

Характеристики типа N  имеют электронные лампы с заметным 
влиянием вторичной эмиссии с анода, туннельные диоды, а также 
электронные лампы, на управляющую сетку которых подается 
дополнительно напряжение Аис, противоположное по знаку изме
нению анодного напряжения Аия. Спадающий участок характери
стики в этих случаях обусловлен изменением условий эмиссии
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электронов анодом лампы или обратным воздействием управляющего 
напряжения сетки лампы на ее ток.

Малые колебания тока вокруг некоторой точки, лежащей на 
спадающем участке характеристики, соответствуют отрицательному 
потреблению или отдаче мощности нелинейным резистором. Эта 
отдача мощности происходит за счет преобразования энергии 
источников постоянного тока в энергию переменного тока, отдавае
мую нелинейным резистором во 
внешнюю цепь. • 0 1;г

В качестве примера искус- и„ V 
ственного получения спадаю
щей характеристики рассмотрим 
вольт-амперную характеристику 
триода, на сетку которого кроме “с
постоянного напряжения £/с0 0-------
подается дополнительное напря
жение киа, пропорциональное и 
противоположное по знаку на
пряжению между анодом и като
дом (рис. 26-2),

ис =  и с0- к и а, (26-1)

где & =  — ди^/йиа называется 
к о э ф ф и ц и е н т о м  о б 
р а т н о й  с в я з и .

При определенных значениях 
коэффициента обратной связи  
вольт-амперная характеристика 
лампы может иметь значитель
ный участок с отрицательным 
дифференциальным сопротивле
нием. Для иллюстрации на рис. 26-2 построена вольт-амперная 
характеристика электронной лампы — триода при напряжении на 
сетке (в вольтах)

мс =  40 — 0,2ыа. (26-2)

Построение выполнено на основании заданного семейства харак
теристик 1а (ыа) при различных ыс.

При исследовании процессов, возникающих в цепях с нелиней
ными резисторами, имеющими спадающий участок характери
стики, первоначально будем считать заданной вольт-амперную  
характеристику нелинейного резистора. Затем, определив частоты 
гармонических составляющих, возникающих в цепи в переход
ном и установившемся процессах, будем судить о том, какими 
средствами может быть получена требуемая нелинейная характе
ристика (задача синтеза).

Рис. 26-2.
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26-2. Понятие об устойчивости режима в цепи 
с нелинейными резисторами

В электрических цепях с источниками постоянных э. д. с. и 
нелинейными резисторами, имеющими спадаюйщй участок харак
теристики, при определенных условиях невозможен установившийся 
режим протекания постоянного тока. Некоторые значения токов, 
найденные при помощи общих методов расчета цепей постоянного 
тока, не могут быть получены, так как они соответствуют неустой
чивому режиму. Достаточно ничтожно малого отклонения от этих 
значений, чтобы начался переходный процесс, приводящий к новому 
устойчивому значению постоянного тока или к возникновению 
переменного тока. Поэтому даж е при расчете цепи постоянного 
тока с нелинейными резисторами типа 5  и N необходимо решить 
вопрос об  устойчивости полученного режима.

Основы математической теории устойчивости были заложены 
трудами выдающегося русского ученого профессора Харьковского 
университета А. М. Ляпунова. Исследуя нелинейные задачи небес
ной механики, А. М. Ляпунов показал, что правильное суждение 
об устойчивости пр'и малых отклонениях от состояния равновесия 
может быть получено на основании линеаризации нелинейного 
уравнения, т. е. замены нелинейной характеристики касательной 
в точке предполагаемого состояния равновесия.

Предположим, что исследуется состояние равновесия цепи 
с нелинейным резистором при токе / у и напряжении ¿Уу. Расклады
вая характеристику £ в ряд вблизи точки равновесия и пренебрегая 
высшими степенями, получаем:

«  — ^ у  =  (о !т )у (г -

О бозначая приращения тока и напряжения относительно / у и 
£/у через А / и А и, дифференциальное сопротивление в точке рав
новесия (йи/сИ)у через ру, получаем закон Ома для приращения 
тока и напряжения

А и =  р у А/,

причем на спадающих участках характеристики ру < ; 0.
П равая часть дифференциального уравнения цепи для А и или 

Аг, характеризующая установившийся режим, равна нулю и решение 
содержит только свободные составляющие. Но в отличие от реаль
ных линейных цепей, для которых все корни характеристических 
уравнений имеют отрицательную вещественную часть и свободные 
составляющие затухают, в цепях с нелинейными резисторами типа 5  
или N  характеристические уравнения могут иметь корни с поло
жительной вещественной частью.

Такие корни свидетельствуют о наличии нарастающих свободных 
составляющих переходного процесса, т. е. о неустойчивом режиме. 
Следовательно, критерием устойчивости состояния равновесия 
является отсутствие в характеристическом уравнении, составлен-
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ном при линеаризации нелинейной характеристики в точке равнове
сия, корней с положительной вещественной частью.

При анализе устойчивости режима большое значение имеют 
малые паразитные емкости и индуктивности нелинейных элементов, 
которыми пренебрегают при исследовании линейных цепей. Опыт 
показал, что при анализе устойчивости цепей, содержащих нелиней
ные резисторы типа 5 , необходимо учитывать малую индуктивность, 
включенную последовательно с сопротивлением. Д ля резисторов  
типа М, наоборот, необходимо учитывать малую емкость, включен
ную параллельно нелинейному резистору.

На значение малых параметров при анализе устойчивости  
нелинейных цепей впервые обратили внимание А. А. Андронов и 
С. Э. Хайкин.

Пример 26-1. Исследовать устойчивость реж има в точке 3  на х а р а к т е р и 
стике неоновой лампы (кривая О— 1— 3 — 2 — 4  на рис. 26-3) при вклю чении  ее 
в цепь, изображ енную  на 
рис. 26-4, для  двух случаев:

тожно м алая паразитная ин- д и и и  и
дуктивность, а г и С — со- 1 а
противление резистора и ем
кость конденсатора, вклю- Р*1с- 26-3. 
ченных в цепь. В обоих слу
чаях точка предполагаемого установивш егося режима (точка 3) получена в ре
зультате пересечения кривой « (и) и прям ой £ =  (1/а — и)/г.

Р е ш е н и е .  Зам еняя нелинейное сопротивление отрицательным линейны м  
сопротивлением р у и применяя обычные методы теории переходных процессов, 
составляем характеристическое уравнение:

Ру <  ° ;

здесь р у —  дифференциаль
ное сопротивление неоновой 
лампы в точке 3; Ц  — нич-

я: г  >  | ру | ; 
Ру <  ° ;

и

* ( Р )  =  РУ +  / *  о +  7 ^ = 0 ,
или после преобразования

Ц гС р 2+ (груС  +  ¿о) Р +  (г  +  ру) =  О,
или

Р2+ 2 Р р  + ш з  =  0,
где

0 ГруС +  ¿0 _ Ру „ г +  Ру 
Р ~  2Ц гС  ^  2 £ 0 : Щ ~  ЬагС ■

К орни характеристического у р авн ен и я

\ ‘с Т ак  к ак  Ь 0 ничтожно м ало, р у <  О, 
V то для  обоих случаев (рис. 26-3, а  и б) 

т с Р <  0. С ледовательно, по крайней мере один 
п из корней характеристического у р авн ен и я  
-----  полож ителен.

Рис. 26-4.
Т аким  образом , вне зависимости от соотнош е

ния м еж ду г  и р у режим в точке 3  при  ру < ;  О 
оказы вается  неустойчивым.
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Иной вывод получается, если  пренебречь малой индуктивностью  Ц .  В этом 
случае характеристическое уравнение

г < р > _ р у - Ь  7 ^ - 0

имеет единственный корень

Р1 =  — ( г + р у)/груС.

Рассм атривая полученное вы раж ение, можно сделать ошибочный вывод, что 
при | р у | >  г  [вариант рис. 26-3, б и соответствующая ему прямая / =  
=  (£/а1 —  и)/г  при и л =  0 а1 на рис. 26-3] равновесие будет устойчивым.

В неустойчивых цепях с отрицательными дифференциальными 
сопротивлениями при действии только постоянных э. д. с. могут 
возникать переходные процессы, приводящие к колебательному 
режиму — автоколебаниям.

Автоколебания, возникающие в нелинейных цепях, можно 
подразделить на: а) резко несинусоидальные или релаксационные 
и б) близкие к синусоидальным или, как их условно называют, 
синусоидальные, хотя этот термин не совсем соответствует дейст
вительности.

Рассмотрим примеры автоколебаний каждого типа.

26-3. Релаксационные колебания в цепи с отрицательным 
сопротивлением

Возникновение релаксационных колебаний рассмотрим на при
мере цепи с неоновой лампой (рис. 26-4).

Характеристика неоновой лампы типа 5  (рис. 26-3) имеет об
ласть с отрицательным дифференциальным сопротивлением, лежа
щую между точками 1 и 2 при напряжении и 2 < ; и <  и г.

Так как ток в конденсаторе /с =  С йи/сК, то, пренебрегая 
паразитной индуктивностью, получаем следующее уравнение:

г(1 +  Сйи/сИ) +  и =  и  а,
или

(2 6 -3)

При постоянном токе в цепи йи/М =  0 и

Если параметры цепи таковы, что прямая, выражаемая этим 
уравнением, пересекает характеристику неоновой лампы в одной 
точке, для которой дифференциальное сопротивление отрицательно 
(точка 3 на рис. 26-3), и устойчивое равновесие невозможно, то 
переходный процесс приводит к возникновению незатухающих 
колебаний, значительно отличающихся от синусоидальных.
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Рассмотрим последовательно различные этапы возникновения  
этих колебаний.

После включения цепи до тех пор, пока конденсатор не зарядился  
до напряжения Ult ток неоновой лампы равен нулю и конденсатор С 
заряжается через сопротивление г, как и в линейной цепи г, С 
(см. § 13-7), по закону

uc = Ua (1 — е~‘/гС).
Когда напряжение на конденсаторе в момент / =  /х достигнет  

значения Ux (рис. 26-3), неоновая лампа зажжется и, так как напря
жение на ней из-за параллельно подключенного конденсатора не 
может измениться скачком, ток лампы практически мгновенно 
увеличится от нуля до величины 1Х 
(точки /  и / '  на рис. 26-3).

С этого момента времени tx процесс “ 
описывается нелинейным дифференци- и, 
альным уравнением (26-3). Скорость из
менения напряжения на неоновой лам- и‘ 
ne du/dt,  которая пропорциональна го
ризонтальному отрезку между прямой о 
i =  (£/а — u)lr и кривой i (и) (на рис.
26-3 эти отрезки показаны штриховкой), Рис. 26-5.
становится отрицательной. Конденсатор
начинает разряжаться через неоновую лампу. Зависимость на
пряжения и от времени при разрядке конденсатора может быть 
найдена графическим интегрированием непосредственно из уравне
ния (26-3)

J  U a —  u —  ir  
С/.

Напряжение на конденсаторе убывает до тех пор, пока не сн и 
зится в момент времени /2 до величины U2 и неоновая лампа гаснет  
(точки 2 и 2' на рис. 26-3).

Дальнейшая зарядка конденсатора от напряжения погасания  
до напряжения второго зажигания неоновой лампы происходит  
аналогично первоначальной зарядке.

Итак, в цепи устанавливается периодический процесс п оп е
ременной зарядки и разрядки конденсатора; график этого процесса  
представлен на рис. 26-5.

Для получения линейного изменения напряжения при зарядк е  
конденсатора вместо резистора г  включают насыщающийся ди од, 
а для ускорения разрядки конденсатора вместо неоновой лампы  
применяют тиратроны с большими значениями тока заж игания 7lt 
которые обеспечивают большую скорость разрядки конденсатора 
С (отрезок Г — 1" на рис. 26-3). Так могут быть получены н ап р я ж е
ния пилообразной формы, необходимые, например, для развертки  
луча на экране электронно-лучевого осциллографа.
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26-4. Близкие к синусоидальным колебания в цепи 
с отрицательным сопротивлением

Д ля уяснения условий получения незатухающих синусоидаль
ных колебаний рассмотрим колебательный контур, подключенный 
к источнику постоянного напряжения I) „ (рис. 26-6,а) через нелиней
ное сопротивление типа N  (рис. 26-6,6). При анализе устойчивости 
этой цепи паразитная емкость может считаться включенной в ем
кость С.

Так как в рассматриваемой цепи напряжение на конденсаторе 
«с =  и а — и, а ток ¿с =  С йис/Ш =  — С йи/сИ, то по второму 
закону Кирхгофа получаем следующее уравнение:

г С — V а. (26-5)

При лостоянном токе в цепи все производные должны обратиться 
в нуль и

1 = ^ ^ .  (26-6)

Допустим, что параметры цепи подобраны так, что прямая, 
описываемая этим выражением, пересекает характеристику нели
нейного сопротивления в одной точке (точке равновесия А),  для 
которой дифференциальное сопротивление отрицательно (рис. 26-6,6).

Пусть в момент включения цепи напряжение на конденсаторе 
и ток в катушке равны нулю. Тогда сразу ж е после замыкания 
рубильника напряжение и на нелинейном резисторе равно напря
ж ению  источника 1!а и по мере зарядки конденсатора напряжение 
и =  11а — ис убывает, казалось бы, приближаясь к значению и А, 
соответствующему точке равновесия.

Д ля анализа переходного процесса рассмотрим условие равно
весия, соответствующего точке А.  Заменив нелинейный элемент 
дифференциальным сопротивлением рл в точке А,  составим харак
теристическое уравнение для приращений н и /  относительно этой 
точки:

го>)-г+Р1+ -о ,
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где

или после преобразований

р2 +  2рр +  ®§ =  0, (26-7)

Корни уравнения (26-7)

Р х ,2 =  — Р ± У Р 3 - ю §  =  — Р ± / ю ,

где
(о =  |/с о 2  — Р 2.

Предположим, что корни комплексные соо >■ Ра и свободные 
колебания в цепи могут быть выражены формулой (13-54).

Поскольку рл <  0, коэффициент затухания р может быть как  
положительным, так и отрицательным. Если 0 >  рА >  — ЫгС,  
то р имеет отрицательный знак, режим в точке А неустойчив и 
свободные колебания, возникающие в цепи с частотой со, нарастают.

Таким образом, в цепи не устанавливается, как можно было бы 
предположить, постоянный ток, а возникают автоколебания, ампли
туда которых постепенно увеличивается до тех пор, пока значения  
тока и напряжения в нелинейном сопротивлении не выйдут за п р е
делы спадающего участка характеристики. П ереход на участок  
характеристики с положительным дифференциальным сопротив
лением ограничивает амплитуду колебаний, в цепи устанавливаются 
практически синусоидальные колебания с частотой, близкой к со.

Нелинейным элементом при получении синусоидальных коле
баний часто является электронная лампа, например триод. П оэтому  
остановимся на создании обратной связи между напряжением на 
аноде лампы и напряжением на сетке, обеспечивающей получение 
спадающего участка характеристики нелинейного сопротивления.

На рис. 26-7, а—в представлены три схемы ламповых генерато
ров, для которых при некоторой частоте со и соответствующем 
выборе параметров цепи и напряжений £/0 и ( /с могут быть выпол
нены условия (26-1), обеспечивающие наличие спадающего участка 
вольт-амперной характеристики.

Векторные диаграммы переменных составляющих напряжений  
изображены для каждой из схем над нею. Как видно из диаграмм, 
переменная составляющая напряжения на сетке О с находится 
в противофазе с напряжением на аноде лампы Ол. Таким образом, 
коэффициент обратной связи А в выражении (26-1) получается поло
жительным (его выражение для каждой схемы приведено на рис.
26-7). Следовательно, вольт-амперная характеристика участка 
цепи между анодом и катодом лампы при достаточно большом  
значении коэффициента обратной связи имеет спадающий участок  
(рис. 26-2).
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Значение коэффициента обратной связи, необходимое для воз
буждения колебаний, может быть определено непосредственно из 
условия возникновения автоколебаний:

О >  Рл >  -  ЫгС.  (26-8)
Так как

1 __<И ___9»а , Л'а д ис
р А ~  й и ~  дма дис дил

то, обозначая для линейного участка характеристики электронной 
лампы д1я/дил =  1 =  ё; и д1а1дис =  5  (см. § 9-2), а также учи-

ис =-}а>М11 иа

о Ос

а )

тывая, что дыс/д « а =  
в следующем виде:

б )
Рис. 26-7,

6 )

1

Ра

6, можно неравенство (26-8) записать

или
¿ 5  (26-8а)

где g э =  гС!Ь — эквивалентная проводимость колебательного 
контура.

Полученное неравенство является условием возникновения 
автоколебаний в ламповом генераторе.

Показанные на рис. 26-7 схемы ламповых генераторов (автогене
раторов) нашли широкое применение в радиотехнике, в промыш
ленной электронике и в высокочастотной электротермии для полу
чения колебаний высоких частот от нескольких килогерц до сотен 
мегагерц.

Итак, проведенный анализ позволил определить условия воз
никновения автоколебаний, близких к синусоидальным. Для опре
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деления амплитуд и формы кривых тока и напряжения применяют 
специальные методы анализа нелинейных цепей. Такими методами 
являются, например:

а) рассмотрение процесса на фазовой плоскости;
б) метод гармонического баланса, основанный на условной  

линеаризации задачи.

26-5. Фазовые траектории процессов в цепи с отрицательным
сопротивлением

Если в колебательный контур (рис. 25-15,а) вместо сопротивле
ния г включен нелинейный элемент с отрицательным дифференци
альным сопротивлением, который в определенном диапазоне изме
нения тока может быть заменен источником постоянной э. д. с. и 
отрицательным сопротивлением г =  гл < ;  0, то коэффициент за т у 
хания (5 =  г/2 /, оказывается отрицательным. В этом случае пере
ходный процесс не зату
хает, а нарастает.

На рис. 26-8 представ
лены фазовые траектории
для 0 >  г >  — гкр___и
г ^ — г«р, где гкр =  2 у  и С \  
здесь, так ж е как и при 
положительных значениях 
г (см. § 25-4), точка равно
весия одна, однако теперь 
она неустойчива. При 
О >  г >  — гкр эта точка 
называется н е у с т о й 
ч и в ы м  ф о к у с о м ,  а 
при гйС — гкр — н е у с 
т о й ч и в ы м  у з л о м .  В обоих случаях достаточно ничтожного 
отклонения от положения равновесия для возникновения лавино
образного процесса, уводящего представляющую точку далеко от  
положения равновесия в область, где дифференциальное сопротив
ление уже перестает быть отрицательным и переходный процесс  
затухает.

Фазовые траектории могут быть построены методом изоклин  
так же, как это сделано в § 25-6. На рис. 26-9 показано семейство 
изоклин для г >  —  гкр и нанесены две возможные фазовые траек
тории. Построение полностью аналогично выполненному на 
рис. 25-16.

В цепях с нелинейными резисторами, имеющими спадающие 
характеристики, устанавливается режим, изображаемый на фазовой  
плоскости либо точкой (устойчивый ф окус или узел), либо зам кну
той кривой, которую называют п р е д е л ь н ы м  ц и к л о м .  
Эта замкнутая кривая состоит из участков развивающихся спиралей  
или парабол (рис. 26-8,а и б), соответствующих нарастающим

/ /

^  [ Г0 > г > - 2 \ с  

Г*ч Л х

/ У

Н еуст ойчивы й. Н еуст о й чи вы й
ф онус у з е л

а )  б )

Рис. 26-8.
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процессам в областях с отрицательным дифференциальным сопро
тивлением, и участков свивающихся спиралей или парабол (рис.
25-15,в и г), изображающ их затухающие процессы в областях 
с положительным дифференциальным сопротивлением.

Изучение замкнутых фазовых траекторий, кроме простоты их 
графического анализа и возможности качественной оценки проте
кающего процесса, полезно еще потому, что их легко получить

опытным путем при помощи 
электронно-лучевого осцилло
графа.

Простейшая схема наблюде
ния фазовой траектории перио
дического процесса на экране 
электронно-лучевой трубки при
ведена на рис. 26-10. Здесь ис
следуемая величина представ
лена в виде напряжения и. Это 
напряжение непосредственно по

дается на горизонтальные отклоняющие электроды электронно
лучевого осциллографа ЭО и дает отклонение луча по оси х, про
порциональное и. Д л я  получения вертикального отклонения луча, 
пропорционального у  =  йи!<И, применяется дифференцирующая 
цепочка, состоящая из конденсатора С и резистора г, причем со

Рис. 26-10.
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противление г выбирается так, чтобы напряжение на нем было 
много меньше напряжения на конденсаторе. Тогда ток в р ези 
сторе г, а следовательно, и напряжение на нем пропорциональ
ны du/dt. Это напряжение усиливается при помощи усилителя «У 
и подается на вертикальные отклоняющие электроды электронно
лучевого осциллографа ЭО.

Таким образом, оказывается, что горизонтальное отклонение  
луча пропорционально исследуемому напряжению и, а вертикаль
ное отклонение луча пропорционально du/dt,  и кривая, очерченная  
лучом на экране электронно-лучевой трубки, представляет собой  
фазовую траекторию изучаемого предельного цикла.

26-6. Фазовые траектории процессов в генераторе 
синусоидальных колебаний

Рассмотрим на фазовой плоскости процессы, которые возникают  
в цепи, изображенной на рис. 26-6,а, и применим для анализа метод  
кусочно-линейной аппроксимации характеристики.

Выразив нелинейную характеристику i (и) (рис. 26-6,6) в виде  
четырех прямолинейных участков (рис. 26-11,а) и принимая в к а
честве координат фазовой плоскости х =  и =  t /a — «с ИУ =  du /d t— 
=  —dur/dt,  можно и фазовую плоскость разбить на четыре области  
(рис. 26-11,6).

Запишем линейное уравнение участка характеристики i (и) и 
дифференциальное уравнение (26-5) для каждой из этих областей:

область 1. i =  0; L C ^ “ +  r C ^  -f- u =  Ua (26-9)

при и <  0;

о&шсть , , . i - ^ . L C ^  +  [ r C + ^ ) %  + ( i + ß u  =  U,  (26 - 10)

при и >  и 2.
Здесь для прямой О—/ сопротивление р х =  d u / d i > 0 ,  а дл я  

прямой 2—1 сопротивление р 2 =  < 0 .
Находя корни характеристического уравнения для каждой из 

областей, получаем, что для контура с высокой добротностью  
(г «С V Ь / С )  параметры цепи можно выбрать так, чтобы во всех  
четырех областях переходные процессы были колебательными.

при 0 <  и < ; Ui,

(26-11)

при Ui <  и <  и 2\

область IV.  1 =  0; L C ^ - \ - r C ^  +  u =  Ut (26-12)
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При этом в областях I, II  и IV  коэффициент затухания ß всегда 
положителен и, следовательно, колебания затухают, а в области / / /  
он становится отрицательным и при выполнении условия (26-8а) 
колебания нарастают.

Таким образом, в областях I, II  и IV  фазовые траектории 
аналогичны графику на рис. 25-15,в, причем центры спиралей 
являются устойчивыми фокусами и соответствуют значениям и =  Ua 
для областей /  и I V  и и =  p i £ / a/(pi  +  г) =  Ив для области II

(см. точки а и В на рис. 26-11), что 
следует из уравнений (26-10) при 
du/dt — (Pu/dt2 =  0.

В области II I  фазовые траектории 
аналогичны графику на рис. 26-8,а, 
центр спиралей является неустойчивым 
фокусом; его координата соответствует 
условию

t . P i U »  +  r U t .
Р г +  г

- и А

и он лежит в области III  (рис. 26-11).
На границе двух областей должны 

выполняться условия «припасовывания» 
или «сшивания» фазовый траекторий со
седних областей. Так как ис по закону 
коммутации не может измениться скач
ком, то, следовательно, не может изме
ниться скачком и и — Ua — ис . В таком 
случае не может изменяться скачком и 
ток i в нелинейном сопротивлении, пред
ставляющий собой непрерывную функ
цию напряжения и. Также остается не
прерывным и ток, протекающий через 
емкость t'c =  С duc/dt, являющийся сум

мой тока i и тока в индуктивности, который по закону коммутации 
не может измениться скачком, а следовательно, не может измениться 
скачком и du/dt =  — duc/dt.  Итак, условием «сшивания» фазовых 
траекторий является непрерывность и и du/dt,  т. е. непрерывность 
движения изображающей точки при переходе из одной области 
в другую.

На рис. 26-11,6 изображены фазовые траектории процессов 
в рассматриваемой цепи. Из построения видно, что центр спиралей 
фазовых траекторий в областях I п . I V  лежит вне этих областей 
(точка а), такж е как и центр спиралей фазовых траекторий области II  
(точка В вне области II).  В области III  центр развивающихся 
спиралей соответствует неустойчивой точке равновесия типа фокуса 
и находится внутри области в точке А.  Точка А — единственная 
точка равновесия рассматриваемой цепи — неустойчивый фокус; 
следовательно, в цепи не может установиться постоянный ток.
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Путем построения ряда фазовых траекторий для различны х  
начальных условий можно убедиться, что при любых начальных 
условиях включение цепи приводит к периодическим колебаниям, 
изображаемым на фазовой плоскости в виде предельного цикла. 

обласГ.сли начальные условия соответствуют точке, лежгщей внутри  
то колги, ограниченной предельным циклом (точка а' на рис. 26-11,  б), 

.лебания в цепи нарастают, пока не достигнут значения, соог-

Рис. 26-12.

ветствующего предельному циклу. Если ж е точка, характеризую 
щая начальные условия, лежит вне этой области (точка Ь на 
рис. 26-11,6), то возникшие колебания затухаю т до значения', с о 
ответствующего предельному циклу. В обоих случаях ф азовая  
траектория как бы наматывается на предельный цикл.

Предельный цикл установившегося колебательного процесса  
относительно мало отличается от эллипсу, т. е. возникают колебания  
вокруг точки равновесия А,  близкие к синусоидальным.

В реальной цепи плавные переходы характеристики вместо  
изломов в точках О, 1 и 2, принятых при кусочно-линейной ап пр ок
симации (рис. 26-11,а), еще более приближают действительный 
предельный цикл к эллипсу.
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На рис. 26-12 дана фотография осциллограммы нарастания 
колебаний и предельного цикла с экрана электронно-лучевого 
осциллографа, включенного по схеме на рис. 26-10. Амплитуда 
напряжения на емкости ис определяется как горизонтальная 
полуось эллипса, а частота со в соответствующем масштабе равна 
отношению отрезков вертикальной и горизонтальной осей (рис.
26-11,6). _ _

У большинства ламповых генераторов r ^ \ rL/C  и | р 2 |
У  L/C; в этом случае со ~  1 / V  LC.

26-7. Определение амплитуды автоколебаний методом 
гармонического баланса

Амплитуда и частота установившихся автоколебаний в нелиней
ной цепи могут быть определены при помощи метода гармонического 
баланса (см. § 24-6).

Для пояснения этого метода рассмотрим автоколебания, воз
никающие в цепи, изображенной на рис. 26-7,6.

На рис. 26-13 схема генератора изображена в виде двух звеньев — 
нелинейного (/)  и линейного ( / / )  с разомкнутой обратной связью.

Каждое из звеньев представ
ляет собой такой четырехпо
люсник, для которого напря
жение или ток на выходе 
практически не зависит от 
нагрузки, подключенной к 
вторичным зажимам. В пер
вом звене это справедливо по
тому, что внутреннее сопро
тивление электронной лампы 
Ri отнесено к второму звену 
и лампу можно рассматривать 
как источник тока, значение 

которого га зависит только от напряжения на сетке ис. Сопротивле
ние Rt приближенно принимается постоянным. Нагрузкой второго 
звена при замыкании обратной связи (соединение зажимов 1—Г  и 
2— 2') является сопротивление между сеткой и катодом электрон
ной лампы, которое весьма велико, а следовательно, напряжение 
на зажимах 2—2' практически не зависит от нагрузки.

Для первого нелинейного звена по характеристике электронной 
лампы может быть построена зависимость мгновенного значения 
тока на выходе от напряжения на входе. Задаваясь различными 
значениями амплитуды синусоидального напряжения ы1с на входе, 
по нелинейной характеристике электронной лампы можно построить 
несинусоидальную кривую тока i'a и, разлагая ее на гармоники, 
найти соответствующее напряжению ы1с значение первой гармоники 
тока i'la.

Звено I  Звено Л
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В комплексной форме отношение

^ Л с / А а  =  ГХ ( и I т ) (26-13)

представляет собой вещественную функцию гх амплитуды напряже
ния на входе и ш . Пример такой зависимости приведен на рис. 26-14.

Для второго линейного звена отношение к току / 1а может 
быть выражено комплексным сопротивлением, зависящим от часто
ты со и не зависящим от и т :

г 1 (/со) =  ^  
/■

= /со М
1а

*_и (26-14)

Выражая / 1а через / 1£:

Л а  —  / и  

получаем:

( г + /(о 1 )  (1 + /< а ^ С )

^ 1  (/«>) =  /Ю М  ■

Рис. 26-14.

Я; +  ( ' т М )  (1 +  / о З Д  • (26-15)

Автоколебания существуют при равенстве амплитуд и фаз 
первой гармоники напряжений на входе и выходе цепи:

Согласно (26-13) и (26-14) в этом случае

(/<*>) =  М ^ ш )  (26-16)
и, следовательно,

1 т  (/со) =  0. (26-17)

После подстановки (26-15) в (26-17) получаем:

Я 1 +  г  =  (а2̂ Ь С ,

или

со (26-18)

Подставляя значение со в (26-15), на основании (26-16) получаем:

гх ( и 1т) =
МР>1

Ь +  Я^С'  (26-19)

По зависимости г, от (и ы ) (рис. 26-14) при г и рассчитанном по 
формуле (26-19), графически находят амплитуду напряжения первой  
гармоники для установившихся колебаний и ш .
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Разложение периодических функций

Л;
п.п . Разложение в ряд [ (со/)

/  (ш/) =  А т Сй(
V 2

/  (“ 0  =
4ам

X

2 л
X  с о < + -д  я т  З а Х

X вт Зш< +  -^г Б1п 5а х  

X  бш 5ш1 +  • • ■ +

+  5т  й а  ей! & с о < .

а макс
4а
Зл

/ ( о > 0 = - я2 X

1
X ( 5Ш С0<---- д БШ Зш< +

+  2д- «П 5(0<— . . .  +

к - 1 I
(— 1) 2 

+  - — ^ ------в т  кШ .. .

/ 3

/(со/) = 4ам
X

4
М --------
1 аАСЧС л*
0

X (с< +  -д -8 т  3(о< +

-{— siп 5си/ . . .  -|- 
5

+  1  БШ +  . . .

°макс

- г я - ^ *
■ЯссГТ
1 ^ 1

Яа

Р

ео£

4а„
л X

Г . ая  
X я т  — сой со? +

1
2
Зал

+  -5- $¡11 С ОБ 3(0? +
О ^

. 1 . бая
+  у 51П— С085ш<+

У  а
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П р и л о ж е н и е  1

в тригонометрический ряд

Л ср *ф *а *и

2 А т 
я

Я

2 ^ 2 У 2 1

Омане ^  — — )
л [  1 _ 4 а
У Зя  

я

1 2 ] ^ 2  81п а

1 /  1 -  —  Зл а Я  V х -  З я

ямакс
2

2

1 /3
К з 4 |  л6

Я2

°МАКС 1 1 2 Г Т  
я

а ^макс
1

V а

1

У ос
2 Уг 2  8)11 - “2—  

я  1 / а
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№
п.п. График i (0)0 Разложение в ряд f (©/) л

6
\Sгя

/  (<о/) — амакс — — X 

X у sin ы/ +  ~2 sin 2м/ -+- 

+  у  sin Зш/ -f- .. \
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К З

7
^

1 ! \ймпкс 
1 1 \ ^

/  (й>0 =  « м а к с [а + - |-  X

X ^sin an  cos ш /+

+  ^ sin а л  eos 2ü)/ +

+  -j -  sin З ал  cos Зсо/ +  .. .  j

°макс J^a
а 1 гпл

8
0

\ í  £¿í 
\ _ /

f (°>0 =  X íl
! 1 , л  X ( T +  T coso>/ +

-(- eos 2ш/ —

-----¡r-=- eos 4м/ +ó ■ 5

+  — y-cos6(o/— . . . j

2

9 ! üjí

\ f y

/ ( ü ) 0 = _ l á a  x  

x  ( 2 +  1 . 3  cos2wt

-----0 *■=- eos 4 c +<3 • 0

+  у т у  c o s to /— . . . j

M
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№
п.п. График I (соО Разлож ение в р я д  /  (со/)

10 /■. I
Л |I

ы
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У Н '
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¡>7!
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*ге ■макс

/(со  0 = Я Н
сое со/ — сое I

'макс ^ с о з о  

при / >  0

/(со 0 = 0. X

X ( а 0 +  а*  соэ 6со< 
\  А =  1 

где
1

а 0
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И )  6 1 
к + 1 \

П р и л о ж е н и е  2 
Таблица оригиналов и изображений (по Лапласу)

Оригинал Изображение

А

еа‘

\ - e ~ a i

е1 (0)„/ -I Ф) 

сое О)0<

СО̂

БШ (С00/ I \|з) 

сое (о)(/ +  г|))

А /р
1

р  —  а  
а

Р (Р~1-а)

Р — 1Щ 
Р

Р2 +  ш*
С0р
+

р зт г |)  +  ш0 соэ 1)з

Р2 +  <»и 
р  соэ г|з — со0 в!п -ф 

Ра +  Ш I
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П р и л о ж е н и е  4
Таблица Ах функций для трапеций  *

X
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

0 0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,5 0,138 0,165 0,176 0,184 0,192 0,199 0,207 0,215 0,223 0.Й1 0,240
1.0 0,310 0,325 0,340 0,356 0,371 0.386 0,402 0,417 0,432 0,447 0,461
1,5 0,449 0,469 0,491 0,516 0,538 0.560 0,594 0,003 0.617 0,646 0,665
2.0 0,571 0,560 0,628 0,1155 0,682 0,709 0,732 0.761 0.7с,5 0,810 0,831
3,0 0,755 0,792 0,828 0.863 0,895 0,928 0,958 0,986 1.013 1,038 1.061
4,0 0,856 0,898 0,937 0,971 1.008 1,039 1,066 1,090 1.110 1,127 1.141
5,0 0,895 0,939 0,977 0.012 1.042 1,067 1,087 1,102 1,112 1,117 1,117
6.0 0,903 0,945 0,981 1.013 1.037 1,054 1.065 0.070 1,068 1,062 1.051
7,0 0,901 0,945 0,978 1 .006 1.024 1,034 1.037 1,033 1,023 1,009 0,992
8,0 0,911 0,951 0,983 1.007 1 д а ) 1,024 1,021 1.011 0,998 0,982 0.966
9.0 0,925 0.966 0 966 1.01В 1,025 1,025 1,017 0.006 0.992 0,978 0,968

10,0 0,939 0.980 1.009 1.025 1.030 1,027 1.018 1,005 0.994 0,985 0,982
11,0 0,947 0,988 1.015 1.028 1,030 1,024 1.013 1,002 0.993 0,990 0,993
12.0 0,950 0,990 1,015 1,025 1,021 1,015 1,004 0.994 0.988 0,990 0,997
13,0 0,950 0,989 1,012 1,019 1,015 1.004 0,993 0,986 0,984 0,989 0,997
14,0 0,951 0 990 1.010 1.015 1,008 0,997 0,987 0,983 0,985 0,991 0,999
15,0 0,956 0,993 1.012 1,014 1,006 0,995 0,987 0,986 0,991 0,998 1.005
16.0 0,961 0 998 1,015 1,014 1.006 0,995 0.990 0,992 0,999 1,007 1.010
П.0 0,965 1,001 1.016 1.014 1.005 0,996 0.993 0,998 1,005 1,011 1.012
18.0 0,966 1,002 1,015 1,012 1.002 0,994 0,994 1.000 1.007 1.010 1,008
19.0 0,966 1,002 1.013 1.008 0,998 0,992 0,994 1,001 1,006 1,006 1,001
20,0 0,967 1.001 1,011 1.004 0,995 0,991 0,994 1.001 1.004 1,001 0,995
21.0 0,968 1.002 1.010 1,003 0,994 0,991 0,996 1.002 1.003 0,999 0,993
22.0 0,971 1.004 1.011 1.002 0,994 0,994 1.(00 1.01.-6 1.004 0,998 0,995
23,0 0,973 1,006 1.011 1.002 0,995 0,997 1,<03 1,006 1,004 0,998 0,997
24,0 0,975 1,006 1,010 1,001 0,995 0,998 1,0Гб 1,006 1,002 0,988 0,999
25,0 0,975 1,006 1,008 0,999 0.995 0,999 1,004 1,004 0,999 0,996 1,000

\  н 

х \

0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

0,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0.5 0,248 0,255 0,259 0,267 0,275 0.282 0,290 0,297 0,204 0,314
1,0 0,476 0,490 0,505 0,519 0,534 0,547 0,561 0,575 0,590 0,602
1.5 0,685 0,706 0,722 0,740 0,758 0,776 0,794 0,813 0,832 0,844
2.0 0,856 0,878 0,899 0,919 0,938 0,957 0,974 0,991 1,008 1,022
3.0 0,081 1,100 1,116 1.131 1,143 1,154 1,162 1,169 1,175 1,177
4,0 1,151 1,158 1,162 1.163 1.161 1.156 1,150 1,141 1.132 1,119
5,0 1.114 1,107 1,097 1,084 1.069 1.053 1,036 1.019 1,003 0,987
6,0 1,036 1.020 1,001 0,984 0,956 0,949 0,934 0,992 0,914 0,907
7,0 0,975 0,957 0,941 0,927 0,917 0,911 0,909 0,911 0,917 0,926
8,0 0,952 0,941 0,934 0,932 0,936 0,944 0,955 0,970 0,986 1,002
9.0 0,962 0,961 0,967 0,976 0,990 1,006 1,023 1,038 1,051 1,060

10,0 0,984 0,993 1.006 1,020 1.036 1.049 1,059 1,063 1.062 1.056
11.0 1,001 1,014 1.027 1,039 1,047 1,048 1,014 1,034 1,021 1,005
12,0 1,007 1,018 1,026 1,029 1.025 1.015 1,000 0,984 0,970 0,958
13,0 1,006 1,012 1,012 1,005 0,993 0,980 0,965 0,955 0,952 0,955
14,0 1,005 1,005 0,998 0,987 0,975 0,965 0,961 0,965 0.976 0,991
15,0 1,006 1,002 0,994 0,983 0,977 0,978 0,987 1.001 1,018 1.032
16,0 1,008 1,001 0,994 0,990 0,993 1,003 1,018 1,031 1,040 1.039
17,0 1,007 1,000 0,996 0,999 1,008 1,020 1,030 1,032 1,026 1,012
18,0 1,001 0,997 0,997 1,004 1,014 1.020 1,018 1,008 0,993 0,978
19,0 0,995 0,993 0,997 1,004 1,009 1.006 0,995 0,981 0,970 0,967
20,0 0,991 0,992 0,998 1,003 1,001 0,991 0,980 0,972 0,975 0,986
21,0 0,992 0,996 1,001 1,002 0,996 0,987 0,982 0,989 1,001 1.015
22,0 0,997 1,000 1,004 1,002 0,995 0,991 0,997 1,010 1.024 1,029
23,0 1,002 1,007 1,007 1,002 0,997 1,001 1,011 1.022 1,025 1,016
24,0 1,004 1,007 1,004 0,999 0,999 1,007 1,015 1,016 1,006 0 990
2о,0 1,004 1,004 0,999 0,996 1,000 1,007 1,008 0,998 0,984 0,975

* Перепечатана из ж урнала  «А втоматика и телем еханика», 1949, № 5 с некоторыми
исправлениями.
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— д ерево  45, 165
— и сток  164
— п р ео б р а зо в а н и е  167
— п уть  45, 83, 169
— сток  164
Г раф и ческий  м етод расчета 631, 639 

Д
Д в и га те л ь  аси н х р о н н ы й , синхронны й 279 
Д в у х п о л у п е р и о д н ы й  вы прям итель 634 
Д в у х п о л ю сн и к  95
— ак ти в н ы й  95, 204, 587, 591
— н ел и н ей н ы й  619
— п асси в н ы й  95, 131
— р еак ти в н ы й  491
— с п о тер я м и  505
Д ей ств у ю щ и е  ком п лексн ы е величины 115
— н еси н у с о и д ал ьн ы е  периодические ф у н 

кции  305
— ток , э. д . с. и н ап ряж ен и е  НО 
Д ек р ем ен т  к о л еб ан и й  351
— — л о гар и ф м и ч еск и й  351 
Д е л ь та -ф у н к ц и я  369 
Д ерево  схем ы  45, 53, 165 
Д ете к ти р о в ан и е  (дем од уляц ия) 637 
Д ец и бел  449
Д и агр ам м а  в е к т о р н ая  112, 121, 190, 200, 

261
— к р у г о в а я  202
— л и н е й н а я  202
— то п о гр аф и ч ес к а я  157, 261 
Д иод п о лу п р о во д н и ко вы й  630 
Д и р а к а  ф у н к ц и я  369 
Д и р и х л е  у с л о в и е  299 
Д и ск р етн ы й  частотн ы й  спектр 302 
Д и ф ф ер ен ц и аль н ы е  уравн ен и я  лин и и  514,

551
— — эл ек тр и ч е с к о й  цепи 355 
Д и ф ф ер е н ц и р у ю щ а я  цепочка 718 
Д л и н а  во л н ы  517 
Д обр о тн о сть  к ату ш к и  148
— к о н д ен сато р а  147
— к о н ту р а  176 
Д р о б ь  ц е п н а я  500 
Д у ал ь н ы е  ц еп и  159 
Д ю ам ел я  и н т е гр а л  361

Е

Е д и н и ч н ая  ф у н к ц и я  368
— — и м п у л ь с н а я  369 
Е м ко стн ая  п роводи м ость 129
— с в я зь  241
Е м костн ое с о п р о ти вл ен и е  123 
Е м кость 116, 539

3
З а гр а ж д а ю щ и й  ф и л ьтр  470 
З аж и м ы  вх о д н ы е  и вы ходны е 443 
З а зо р  в о зд у ш н ы й  607 
З а к о н  О м а 13, 18
— — в о п ер а то р н о й  форме 388
— — д л я  ч асто тн ы х  спектров 427
— с о х р ан е н и я  з а р я д а  379
— — м агн и тн о го  потокосц еплени я 376
— эл ек тр о м агн и тн о й  индукции 118 
Зак о н ы  К и р х г о ф а  24, 1 19, 165, 193
— — в о п е р а т о р н о й  форме 388
— — д л я  м агн и тн о й  цепи 605
— — — ч а сто тн ы х  спектров 427
— к о м м у тац и и  328, 376

Запом инаю щ ее устройство 700 
З ату х ан и е  вносимое 451
— рабочее 451 
Затухаю щ и е колебания 350 
Зв езд а  сопротивлений 58

И
И деальны е источники э. д. с. и тока 16 
И деальны й трансф орм атор 226 
И зм ерение мощности 142
— — в трехф азны х ц еп ях  276 
И зображ аю щ ая  (п редставляю щ ая) точка

702
И зображ ени е операторное 384 
И зображ ени я по Л ап л асу  и К арсону —• 

Х евисайду 385
— ф ункции , ее производной и интеграла

386
И зокли ны  705 
И нд уктивная  катуш ка 117
— проводимость 129
— связь 184
И ндуктивное сопротивление 123 
И ндуктивно  связан ны е цепи 184 
И ндуктивность 116
— взаим ная 184, 399
— диф ф еренциальная 683
— двухпроводной линии  539
—  нелинейная 638
— обратимая 684
— рассеяния 653
— статическая 683 
И н д укц и я м агнитная 601
— остаточная 602 
И нтеграл Бромвича 385
— Д ю ам еля 361
— Л апласа 384
— Ф урье 426 
И скусствен ная лин и я 452 
И сток сигнального графа. 164 
И сточник идеальный 16
— н ап ряж ен ия 16
— питания многофазный 256
— тока 16, 48, 64
— э. д. с. 16, 64
— электрической энергии  11, 14 
И терационны й метод расчета 594

К
К анонические схемы реакти вн ы х  двухпо* 

лю сников 495 
К ар со н а— Х евисайда п реобразовани е  385 
К аскадн ое соединение трансф орм аторов 

232
— — четы рехполю сников 215, 451 
К атод 237
К атуш ка индуктивности 148
— со стальны м магнитопроводом 638* 

669
К ауэра  метод 498, 509 
К ирхгофа законы  24, 119, 165, 193 
К лассиф икация двухполю сни ков 95
— фильтров 455
— четырехполю сников 214 
К лассический метод расчета переходны х

процессов 327 
К олебания затухаю щ ие 350
— модулированные 310, 681
— релаксационны е 712 
К олебательны й контур 353
— р азряд  707
К оллектор (транзистора) 244 
К ом м утация 327 
К ом плексная амплитуда 112
— действую щ ая величина 115
— м агнитная проницаемость 656
— мгновенная величина 113
— мощность 136
— проводимость 128
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К ом плексная ф у н к ц и я  времени 112 
Комплексное сопроти влени е 123
— удельное м агнитное сопротивление 656 
Комплексный метод расчета цепей пере

менного тока  113
Конденсатор 146 
Конденсатора добротность 147 
Контур апериодический  352
— зам кнуты й 24
— п араллельн ы й  колебательны й 180, 714
— последовательны й колебательны й 175, 

353
Контура добротность 176 
Контурные у р авн ен и я  165 
Контурный ток  44 
Короткое зам ы кани е 16
— — линии 526
— — трансф орм атора 228
— — цепи г, С 339
— — цепи г, £  331
— — четы рехполю сника 217 
К оэрцитивная сила 602 
Коэффициент ам п ли туды  307, 652, 725
— бегущ ей волны 546
— возврата 603
— затухан и я  ли н и и  523
— — переходного процесса 333
— — четы рехполю сника, ф ильтра 455
— и скаж ени я 307, 725
— модуляции 310
— мощности 135, 323, 633
— обратной связи  709, 715
— отраж ен ия 528, 546
— передачи 71, 165, 251
— — сигнальн ого  гр аф а  170
— полезного действи я  103, 144
— разм агн ич ивани я 615
— расп ростран ен и я 523
— связи  184
— стабилизации 585, 662
— трансф орм ации 227, 230
— усиления 239, 245
— фазы линии 523
— формы кривой 307, 725 
Коэффициенты ряд а  Ф урье  300
— четы рехполю сника 214 
К ривая н ам агни чи вани я 602
— резонансная 177 
Критерий С ильверста 418
— устойчивости 710 
К ритическое сопроти влени е 346 
К руговая ди аграм м а 202 
К рутизна х ар ак тер и сти ки  239

Л

Л ампа электрон н ая  579 
Л амповые генераторы  715 
Л апласа п реобразовани е  728 
Л инии входное сопроти влени е 526
— диф ф еренциальны е уравн ен ия 5 П . 551
— короткое зам ы кан и е 533
— согласован н ая  н агр у зк а  529
— схема зам ещ ения 548
— уравн ен ия с гиперболическим и ф ун к

циями 520 %
— холостой ход 533 
Л иния без потерь 538
— воздуш ная 539
— дли нн ая  513
— изм ерительная 546
— и скусственная 452
— кабельная  539
— как согласую щ ий трансф орм атор 545
— — четы рехп олю сн ик 548
— неи скаж аю щ ая 531
— однородная 513
— передачи 17
— трехф азная  273
Логариф мический декрем ент колебаний 351

М
М агни т п остоян н ы й  614 
М агн и тн ая  и н д укц и я  601
— п о ст о я н н а я  601
— п р о во д и м о сть  603
— п р о н и ц аем о сть  абсолю тная 601
— — д и ф ф ер ен ц и ал ьн ая  683
— — к о м п л е к с н а я  656
— — о б р а т и м а я  684
— — о тн о си тел ьн ая  601
— — стат и ч е с к ая  683
— ц еп ь 600
— — н ер а зв етв л е н и а я  607
— — р а зв е т в л е н н а я  610
— — у сл о вн о -н ел и н ей н ая  655 
М агн и тн о е  н ап р яж ен и е  604
— п оле  вращ аю щ ееся  277
— п о то к о сасп л ен и е  374
— со п р о ти в л е н и е  604 
М агн и тн о -м ягк и й  м атериал 607 
М агн и тн ы й  ги стерези с 602
— п оток 600
— — осн о в н о й  603
— — р а с с е я н и я  604
— у с и л и т е л ь  685
М агн и то д в и ж у щ ая  (н ам агн и чи ваю щ ая) си« 

л а  (м. д . с .) 604 
М агн н то д н эл ек тр н к  649 
М агн н то п р о в о д  614 
М атри ца к о н ту р н ы х  сопротивлений  54
— с в я зи  п ерем ен ны х состояния 412
— со ед и н ен и й  53
— у зл о в а я  39, 248
М атри чн ы е у р а в н ен и я  Кирхгофа 30
— — к о н т у р н ы х  токов 52
— — у з л о в ы х  п отенциалов 41 
*— — ч еты рехп олю сн и ка  236 
М гн о в е н н ая  мощ ность 133 
М гн овен н ое  зн ачен и е  109 
М е'зона ф о р м у л а  174
М етод а н ал и ти ч е ск о й  ап п рокси м ац и и  690
— гар м о н и ч еск о го  балан са  677, 722
— гр аф и ч е ск о го  и нтегри ровани я 694
— гр а ф о ан ал и ти ч еск и й  610
— д в у х  у з л о в  40
— и зо к л и н  705
— и тер ац и о н н ы й  594
— К зу э р а  498, 509
— к о м п л ек сн ы х  ам плитуд (вели чи н) 113
— к о н ту р н ы х  токов  44, 167
— к у сочн о-ли н ей н ой  апп рокси м ац и и  691
— п ер ем ен н ы х  состоян и я 408
— п осл ед о вательн ы х  и нтервалов 692, 696
— — п р и б л и ж ен и й  594
— р а з л о ж е н и я  в бесконечны й р я д  417 
—. си м м етри чн ы х  составляю щ и х 280
— то п о л о ги ч еск и й  76
— тр ап е ц и й  432
— у зл о в ы х  п отен ци алов  32. 166
— усл о вн о й  л и н еар и зац и и  689, 695
— Ф остера  495, 505
— частотн ы й  расчета переходны х п р о 

цессов 424
М етоды си н теза  элек три чески х  ц еп ей  495 
М и н и м альн о-ф азовы е  цепи 484 
М н о го у го л ьн и к  58, 218 
М н ого ф азн ая  систем а цепей 256 
М о д ули ров ан н ы е  колебани я 310, 681 
М о д у л яц и я  а м п ли ту д н ая  310
— и м п у л ь сн а я  312
— ф а зо в ая  310
— ч асто тн ая  310
М остовая сх ем а  вы п рям и теля  634 
М остовой ч еты рехп олю сн и к  510 
М ощ ности б ал ан с  21, 138
— и зм ерен и е  276 
М ощ ность 13, 133, 137
— а к т и в н а я  134
— ак т и в н о г о  двухп олю сн и ка  103
— и сточн и ка  13, 104
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М ощ ность ко м п л ексн ая  136
— м акси м альн ая  103, 143
— мгновенная 133
— нам агни чи ваю щ ая 650
— н есинусоидального т о к а  322
— полн ая  134
— потерь в стали  650
— — от вихревы х то к о в  649
— — — гистерезиса 649
— прием ника 13, 650
— реакти вн ая  134
— сред н яя  за  период 134
— трехф азной  цепи 262

Н
Н а гр у зк а  с о гл асо в ан н ая  529 
Н алож ен и е волн 517, 569 
Н ало ж ен и я  прин ци п  67 
Н ам агни чи ван ия к р и в а я  602 
Н ам агни чи ваю щ ая си л а  (н . с .) 604 
Н ам агни чи ваю щ и й  т о к  607 
Н ап р яж ен и е  анодное 237
— ком плексное 121
— линейное 260, 325
— магнитное 604
— мгновенное 118
— н есинусоидальное 297
— сеточное 237
— смещ ения 240
— ф азное 260, 325
Н ап р яж ен н о сть  м агн и тн о го  п о л я  601 
Н а ч ал ьн ая  ф аза 109 
Н ачальн ы е услови я  331
— — нулевы е и н ен у л ев ы е  404 
Н еи скаж аю щ ая  л и н и я  531 
Н ей тр ал ьн ая  точка 261 
Н ейтральны й  провод 261 
Н ели н ей н ая  и н д у к ти вн о сть  638
— цепь 578
Н елинейны й д в у х п о л ю с н и к  619
— четы рехполю сник 619
— элем ент сим м етричны й и несимметрич

ный 578
Н ем ин и м ально-ф азовы е ц еп и  484 
Н епер  449
Н ер азветвлен н ая  м а гн и т н а я  ц еп ь 607
— эл ек тр и ч еская  ц еп ь 20 
Н есв язан н ая  тр е х ф азн а я  ц еп ь  257 
Н есимметричны е т р ех ф азн ы е  цеп и  268, 289
— ф ильтры  477
— четы рехполю сники  217, 443 
Н есим м етрия п оп еречн ая  и п р о д о л ьн ая  289 
Н еси нусои дальны е токи  297
Н есущ ая  частота 310 
Н еустойчивы е ф окус  и у з е л  717 
Н изкочастотны й ф и л ьтр  456 
Н у л ев ая  п о следовательн ость  280 

О
О бласти п р о п у ск ан и я  и н еп роп ускан и я  

ф и льтра 455 
Обмотки тр ан сф орм атора, п ер в и ч н ая  и вто

ри чн ая  200 
О братим ая м агн и тн ая  п рон и ц аем ость 684 
О братная  волна 517, 553
— п оследовательность ф а з  258 
О братное п р ео б р азо в ан и е  Л а п л аса  385
— — Ф урье 426
О бщ ая проводим ость у з л а  35 
Общее контурное с о п р о ти вл ен и е  50 
О дноиолупериодное вы п р ям л ен и е  632 
О днородная л и н и я  513 
О ператор п оворота 122 
О п ераторная  п ровод и м ость  390
— схема 393
О ператорное и зо б р аж ен и е  ф ун кц и й  вре

мени 384
— сопротивление 390
О ператорны й метод р асч ета  переходны х 

п роц ессов .383 
О переж ение по ф азе  120

Опыты к ороткого  зам ы кан и я  и холостого 
хода 217, 230 

О ригинал ф ун кц и и  времени 384 
О сновная к р и в а я  н ам агничивания 602
— синусоида 299 
—■ частота 299
Основной м агн итн ы й  п оток 603 
О статочная и н д у кц и я  602 
О траж ение волн  528, 561 
О тставание по ф азе  120

п
П адаю щ ая волн а  554 
П адение н ап р я ж е н и я  12 
П араллельн ое  соединение 151
— — тран сф орм аторов  232
— — четы рехп олю сн иков 234 
П араллельн ы й  колебательн ы й  контур 180 
П арам етром 677
П арам етры  к ату ш ки  148
— конденсатора 146
— линии 514
— распределенны е 513
— резистора 148
— четы рехп олю сн ика вторичные 446 
П ассивные д в у хп олю сн и ки  95, 131
— четы рехполю сники  214
— элементы цепи 17
П ерви чная обм отка трансф орм атора 200 
Первичны е п арам етры  линии  514 
П ервый зак о н  К ирхгоф а 24, 119 
П ередаточная ф у н кц и я  четы рехполю сника 

484 ■
П ередача ветви 165
— контура 170
— м аксим альной  мощности 143
— пути 170
— электри ческой  цепи 85
— энергии 197 
П еременны е со стоян и я  408 
П еременный то к  106 
П ереход волны  569
— р-п 244
П ереходная проводим ость 361
— ф ун кц ия цеп и  361 
П ереходны е процессы  328, 687
— — в ли н и и  551
— ~------- н елинейной  цепи 687
П ериод н еси нусоид альн ого  тока 298
— переменного то к а  106
— собственны х колебаний  349 
П етля ги стерези са  602 
П и лообразн ая  ф у н кц и я  421 
П -образны е ф и льтры  457
— четы рехполю сники  221 
П оверхностны й эффект 145 
П оле м агнитное вращ аю щ ееся 227 
П олная  мощ ность 134
— проводимость 128 
П олное соп роти влени е 123 
П олож и тельн ая  вещ ественная ф ун кц ия 489 
П олож ительны е н ап равлен и я  тока, н ап р я 

ж ения, 19, 107
П олоса п р о п у с к ан и я  контура 179 
Полосный ф и льтр  466 
П олупроводниковы й триод (транзистор) 243 
Полюс ф ун кц и и  489
П о л яр н ая  ф орм а зап иси  комплексного 

числа 112 
П оперечная несим м етрия 289 
П оследовательн ое соединение приемников 

149
— _  четы рехп олю сн иков 236 
П оследовательности  п рям ая , обратная  и

н улевая 280
— фаз 258
П оследовательны й контур 175 
П остоян ная врем ени  цепи 332
— м агн итн ая 601
— составляю щ ая  299
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П остоянная передачи 443, 447 
П остоянны е передачи, вносим ая и рабочая  

450
П остоянны й магнит 614
— электри ческий  ток  11 
П отенциал 12, 20 
П отен ц иальн ая ди аграм м а 21 
П отери в стали 650
— от вихревы х токов 649
— — гистерезиса 649 
Поток магнитный 402, 600
— рассеяни я 402 
П отокосцепление 374 
П редельный цикл  717, 721 
П релом ленная волна 554 
П реобразование граф а 167
— К арсон а— Х евисайда 385
— Л апласа  383, 440, 728
— п араллельного  соединения ветвей с ис

точниками 62
— соединения звездой и треугольн и ком  58
— схемы с двум я узлам и  40
— Ф урье 424, 427, 440 
П реобразователь п остоянного тока в пе

ременный 667
П риемник энергии И
П ринуж денны й процесс (режим) 329, 420 
П ринцип взаимности 70
— налож ения 67 
П ровод нейтральны й 260 
Проводимость 14, 16
— активная  128
— взаим ная 71
— вн утрен н яя  16
— входная 71
— единицы длины  лин и и  515
— емкостная 129 
~  индуктивная 129
— ком плексная 128
— общ ая узл о в ая  35
— ^операторная 390
— переходная 361
— полная 128
— реакти вн ая  128
— собственная у зл о в ая  35 
П родольная несимметрия 289 
П роницаемость м агн итн ая  601
— — ком плексная 656 
П роходящ ая волна 554
Процессы п ринуж денны й и свободный 328 
П рям ая волна 517, 553
— последовательность ф аз 258 
П рямое п реобразовани е Л ап ласа  384
— — Ф урье 426
П рям оугольны й ф ронт волны 554 
П-схема 451, 549 
П уть передачи 85 
П учность стоячей волны  541

Р
Рабочая постоянн ая передачи 451 
Рабочее затухан и е  451 
Разветвлен ная  м агн итн ая  цепь 610
— электри ческая  цепь 23 
Р азв язк а  индуктивны х связей  195 
Разделение потерь в стали  650 
Разм агни чи вани я к р и в а я  615 
Разм агничиваю щ ий коэффициент 615 
Разм етка заж им ов ваттм етра 142
— — взаимной и ндуктивности  187 
Разность фаз н ап р яж ен и я  и тока 124 
Р азр яд  конденсатора апериодический  345
— — колебательны й 349
— линии 574
Распределенны е парам етры  513 
Распространение волн в лин и и  516, 551 
Реактивная  мощ ность 135
— проводимость 128
— составляю щ ая н ап р яж ен и я  131
— — тока 132

Р еак ти в н о е  со п р о ти вл ен и е  123 
Р еакти в н ы й  д в у х п о л ю сн и к  491
— ч еты р ех п о лю сн и к  (ф ильтр) 455 

« Р е ж и м  к о р о тк о го  зам ы к ан и я  и хол о сто го
хода тр а н с ф о р м а то р а  227, 230

— — — — — — четы рехп олю сн ика 217
— п р и н у ж д ен н ы й  (устан ови вш и й ся) 329  
Р ези стор  н ел и н ей н ы й  708
Резон анс  175
— ам п ли ту д н ы й  177
— в с л о ж н ы х  ц еп ях  183
— н ап р я ж е н и й  175
— п ри  н еси н у со и д ал ьп ы х  э. д. с. и т о к а х  

319
— токов 180
— ф азо в ы й  177 
Р езо н ан сн а я  к р и в а я  177
— частота 176, 181 
Р ел ак сац и о н н ы е  к о л еб ан и я  712
Р яд  тр и го н о м етр и ч еск и й  (Ф урье) 724

С
Свободны е к о л е б ан и я  349
Свободный п роцесс  329
Свойства п р ео б р а зо в а н и я  Л ап ласа  386
— — Ф у р ь е  424 
С войство взаи м н ости  70 
С вязан н ая  м н о го ф азн ая  система 257 
С вязь  е м к о с тн а я  241
— и н д у к ти в н ая  184 
Сдвиг ф аз 110 
С егн ето электр и к  641 
Сетка 237
С и гн альн ы й  гр аф  163
С им м етри чн ая  м ногоф азн ая  (т р ех ф азн ая ) 

цеп ь 261
— п етля  ги сте р е зи са  602
— систем а э . д. с. 259 
С им м етричны е составляю щ и е тр ех ф азн о й

систем ы  280 
С им м етричны й ф и льтр  456
— четы р ех п о лю сн и к  217. 447
Синтез д в у х п о л ю сн и к о в  без потерь ( р е а к 

ти вн ы х) 495
— — с п о тер ям и  505
— ч еты р ех п о лю сн и к о в  510
— эл ек тр и ч е с к и х  цепей 25. 483 
С инусоида э к в и в а л е н т н а я  649 
С и н усои д альн ы й  т о к  109 
С ин хронн ы й  д в и га т е л ь  280
Системы п р я м о й , обратной  и нулевой  п о 

сл ед о в ател ьн о стей  280 
С корость волн ы  551
— света 539
— ф а зо в ая  516, 539 
С меш анное соед ин ен и е 152, 583 
С обствен н ая  проводи м ость узла 35 
С обственны е к о л еб ан и я  349
С огласное вк лю чен и е индуктивно с в я з а н -  

н ы х \эл ем ен то в  189 
С о гл асо в ан н ая  н аг р у зк а  529 
С о гласован н ы й  реж им  444 
С оединение гр аф о в  233
— звездой  259
— к аск ад н о е  215, 232. 451
— м н о го у го л ь н и к о м  259
— п а р а л л е л ь н о е  151, 191, 232, 583
— п о сл ед о ватель н о е  149, 189, 581
— см еш ан н ое  152, 583
— т р е у го л ь н и к о м  259
— ч еты р ех п о лю сн и к о в  233 
С оотнош ения л и н ей н ы е 91 
С оп роти влен и е  акти вн ое  116, 123 
—■ взаи м н ое 71
— взаи м н ой  и ндукц и и  188
— вносим ое 201
— вн у тр ен н ее  12, 95, 239
— волн овое  516, 552
— входное ветви  71
— — д в у х п о л ю с н и к а  9$
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Сопротивление входное ли н и и  52Р ">
— — ч еты рехп олю сн и ка  218, 443
— ди ф ф еренц иальн ое 579, 622, 710
— емкостное 123
— и ндукти вн ое 123
— ком плексное 123
— кон турное общ ее 50
— — собственное 50
— короткого  за м ы к а н и я  и холостого хода 

218, 526
— кри тическое 346
— м агнитное 604
— нелинейное 638
— о тр и ц ательн ое  712
— операторЕюе 390
— полное 123
—- приведен ное 231
— п рием н ика 13
— реакти вн ое  123
— стати ческое 579
— х ар ак тер и сти ч е ск о е  к о н ту р а  176

— ф азное 260
— ч еты р ех п о лю сн и ка  443, 447 

С опротивления д л я  т о к о в  разл и ч н ы х  по
сл ед овательн остей  284 

С пектр ам п ли ту д  302
— ди скретн ы й  302
— непериоди ческой  ф у н к ц и и  425
— н епреры вны й 425
— п ериодической  ф у н к ц и и  302
— п рям оугольн ы х  и м п у л ь со в  302
— частотный 426, 730
Среднее зн ач ен и е  п ери од и ческой  ф ун кц ии

— квадратичное  305
— по модулю  305
С таби лизац и я н а п р я ж е н и я  585, 662 
С татическая и н д у к ти в н о сть  683 
Статическое с о п р о ти в л ен и е  579 
Сток си гн ал ьн о го  гр аф а  164 
С тоячая волна 541 
Схема зам ещ ени я..J 2
— мостовая 510
— с двум я у зл ам и  40
— цепная 499
— экви вал ен тн ая  а к т и в н о г о  четы рехпо

лю сника 222
— — без и н д у кти вн ы х  св я зе й  202
— — и ндукти вн ой  к а т у ш к и  148
— — катуш ки  со  с т ал ь н ы м  магннтопро- 

водом 653
— — кон денсатора 146
— — лам п ового  т р и о д а  240
— — о п ер ато р н ая  393
— — с и деальн ы м и  трансф орм аторам и  

228
— — — и сточн и кам и  э . д. с. 585
— — тран зи сто р а  245
— — тран сф орм атора  с о  стальн ы м  магни* 

топроводом 229
— — ч еты рехп олю сн и ка  220
Схемы прям ой, о б р атн о й  и нулевой после

довательностей  285
— экви валентн ы е и сто ч н и к о в  14, 22
— — П- и Т -о б р азн ы е  220

Т
Таблица о р и ги н ал о в  и и зображ ен и й  728 
Теорема вари ац ии  95
— о взаимны х п р и р а щ е н и я х  94
— — компенсации 90
— об активном  д в у х п о л ю с н и к е  96
— — экви вален тн ом  ген ер ато р е  98
— р азлож ен и я  387
— свертки  370 
Терморезнстор 578, 620, 645 
Тесла 608
Тлеющий р а зр я д  578 
Т-образны й ф и л ьтр  459
— четы рехп олю сн ик 221, 451

Ток анодны й 237
— гарм онический  107
— действую щ ий 110
— ком плексны й 125
— контурны й 46
— линейны й 261
— мгновенны й 106
— несннусоидальны й 297
— переменный 106
— переходны й 329
— постоянны й 11
— прин уж ден н ы й  329
— свободный 329, 406
— сеточный 237
— синусоидальн ы й  107
— фазный 260 
Токи ви хревы е 648
— короткого  зам ы кан и я  и холостого хода 

217, 534
Т опограф ические диаграм м ы  157, 261 
Точка н ей тр ал ь н ая  260
— рабочая 622 
Т раектори я  ф азо в ая  717 
Т ран зи стор  243, 579 
Т рансф орм атор воздуш ный 199
— идеальны й 226
— сопротивлений  445
— со стальн ы м  магнитопроводом 229
— четвертьволновы й 545 
Т реугольн и к  мощ ностей 137
— н ап ряж ен и й  131
— проводимостей 132
— сопротивлений  58, 131
— токов 132
Т рехлучевая  звезда 60, 259 
Т рехф азн ая  л и н и я  273
— система 259
— цепь несим м етричная 267
— — сим м етри чн ая 268 
Трехф азны й вы прям итель 635
— ген ератор  257 
Т рехэлек трод н ая  лам па 237 
Т ри гон ом етрическая форма комплексного

числа 112 
Триод лам повы й  237
— п олуп роводни ковы й  (транзистор) 243 
Т-схема 451, 549

У
У гловая  частота 109
— — собственны х колебаний 349 
Угол п отерь конденсатора 147
— сдвига ф аз 124 
У двоитель частоты 673 
Узел (верш ина) граф а 30
— неустойчивы й 717
— устойчивы й 705
— электрической  цепи 24 
У зловая м атрица 39 
У зловые потенциалы  32
— уравн ен ия 35, 165
Узлы и ветви сигнальн ого  графа 164
— стоячих волн 541 
У равнение характери сти ческое 345 
У равн ен и я диф ф еренциальны е 356
— К ирхгофа 24
— — в ком плексной форме 148 
—. — — операторной  форме 390
— контурны х токов 50, 165
— матричны е 42, 52
— однородной линии  в диф ф еренциальной 

форме 514, 551
_  _  — в комплексной форме 515
— — _  о гиперболическим и ф ун кц иям и  

520
— состоян ия цепи 55
— трансф орм атора 200
— узловы е 35
— узловых потенциалов 41
— четы рехполю сника 214
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У силитель мощности магнитны й 685 
У словие Д и ри хле  299 
У становивш ийся реж им  329 
У стойчивость 710 
Устойчивые узел  и ф окус  705 
У троитель частоты 642

Ф
Ф аза м иним альная 484
— н ач ал ьн ая  109
— прием ника 260
— тока, н ап р яж ен и я , э. д . с. 109, 124 
Ф азное н ап ряж ен ие 260, 325
Ф азны й м нож итель 281
— ток 260
Ф азовая  м одуляция 310
— плоскость 701
— скорость 516, 539
— траектори я  702, 717 
Ф азоуказатель  273 
Ф азочастотная х а р ак тер и сти к а  485 
Ф еррит 649
Ф ерром агнитны й материал 601
— резонанс н ап ряж ен ий  659
— — токов 660
Ф еррорезонансны й стаби ли затор  663 
Ф ильтр 454
— безы ндукционны й 479
— вы сокочастотны й 464
— Г-образны й 477 ,
— заграж даю щ и й  470
— идеальны й 455
— несимметричный 477
— низкочастотный 456
— П- и Т-образны й 457
— полосный 466
— постоянной AÍ 471
— симметричный 457
— частотный 443 
Ф окус неустойчивый 717
— устойчивый 705 
Ф ормулы  вклю чения 407
— Д ю ам еля 361
— топологические 85 
Ф остера метод 459, 505 
Ф ронт волны 553 
Ф ункц и я временнйя 361

- 'Д и р а к а  369
— единичная 368
— переходная 361
— п олож и тельная  вещ ественная 489 
Ф урье преобразовани я (п рям ое и обратное)

427
— ряд  299

X

Х ар актери сти ка  анодн ая  237
— вебер-ам перная 619
— внеш няя 13
— BpeMeHHáH 361, 368
— вольт-ам перная  14, 579, 587
— ди нам и ческая 619
— и м пульсн ая 368
— кулон -вольтн ая  619
— лин ейн ая  14
— нелинейная 579
— несимметричная 621
— сеточно-анодная 237
— сим метричная 621
— статическая 619
— частотная 177, 182, 493 
Х арактери сти ки  типа S и iV 708 
Х арактери сти ческие сопроти влен и я четы 

рехполю сника 443, 447
Х арактери сти ческое сопроти влени е кон 

тура  176
— уравн ен ие 345 
Х олостой ход линии 526
— — трансф орм атора 228
— — четы рехполю сника 217

ц
Ц ентр 705 
Ц епные схем ы  451 
Ц епочка д и ф ф е р ен ц и р у ю щ ая  718 
Ц епь д у а л ь н а я  159
— л и н ей н ая  14, 56
— м агн и тн ая  600
— м н огоф азн ая  256
— н ел и н ей н ая  14
— н ер а зв ет в л е н н а я  581
— перем ен ного  т о к а  106
— п остоян н ого  т о к а  11
— г, С 339 

. — г, L 331
— г, L, С 344
— с р асп р ед елен н ы м и  парам етрам и  513
— т р ех ф азн ая  256
Ц икл п р ед ел ьн ы й  717, 721
— частны й ги стер ези сн ы й  602

Ч
Частны й ги с тер е зи сн ы й  ц и кл  602 
Ч астота би ен и й  310
— б оковая  310
— м о д у л и р у ю щ ая  310
— несущ ая 310
— осн овн ая  299
— п ери од и ческого  то к а  106
— резо н ан сн а я  176, 181
— собственны х к о лебан и й  349
— у гл о в ая  109
Ч астотны е х а р а к те р и с т и к и  432
— — ам п ли ту д н ы е  435
— — н ер азв етв лен н н о й  цепи 177
— — п ар а л л е л ь н о г о  ко н ту р а  182
— — р е ак ти в н о го  двухп олю сн и ка  493
— — ф азовы е 435*-
— — ф и л ьтр а  458
Частотный м етод р асч ета  переходны х п ро

цессов 424
— спектр 426, 730
— ф ильтр 443 
Ч ередование ф а з  258 
Ч етвертьволн овы й  трансф орм атор  545 
Ч еты рехп олю сн и к  ‘¿13
— активны й 214, 591
— м и ни м альн ой  ф азы  484
— мостовой 510
— нелинейны й 619
— несим м етричны й 217, 443
— пассивны й 214
— П -образн ы й  220, 452
— сим м етричны й 217, 447
— Т -образны й  221, 452 
Ч еты рехп олю сн и к а  коэффициенты 214
— синтез 510
— ур авн ен и я  с  ги перболи ческим и  ф у н к 

циям и 447
Ч еты рехп олю сн и к ов  соединение 233

Э

Э лектри ческих  сх ем  п реобразовани е 56 
Э л ек тр о д ви ж у щ ая  с и л а  12
— — взаи м н ой  и н д у к ц и и  186
— — н еси н усои д альн ая . 297
— — сам о и н д у к ц и и  116 
Э лектронны е л а м п ы  579 
Элемент ак ти в н ы й  17
— безы нерци он ны й  630
— нелинейны й 578
— пассивны й 17
— условн о-н ели н ей н ы й  645
— элек три ческой  ц епи  11 
Эмиттер (т р а н зи с т о р а ) 244 
Э нергия а к т и в н а я  136
— р еак ти вн ая  135 
Эффект бли зости  144
— п оверхностны й  144
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