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В развитии современной радиоэлектроники большую 
роль играют прогрессивные методы обработки сигналов, 
среди которых наибольшее значение имеет цифровая о бра
ботка сигналов. Появление и широкое распространение 
цифровой обработки сигналов вызвало настоящ ую  револю 
цию в радиотехнике и привело к необходимости изменения 
характера подготовки специалистов по радиотехнике и 
электронике. Новые учебные планы вузов учитываю т это 
требование времени: в программы курсов вклю чены соот
ветствующие разделы.

В предлагаемой книге изложены основы теории дискрет
ных сигналов и цифровых фильтров. Г лавн ая  задача  данного 
учебного пособия — помочь тем, кто впервые с т ал к и 
вается с дискретной и цифровой обработкой сигналов, р азо 
браться в особенностях и закономерностях этой новой об
ласти радиотехники, понять принципы работы цифровых 
фильтров. Д л я  более глубокого изучения цифровой обра
ботки сигналов читатель может воспользоваться  специаль
ной литературой [2 — 7].

При изучении материала, излож енного в книге, полез
но использовать универсальную цифровую вычислительную 
машину. С помощью ЭВМ обучающийся м ож ет п ракти
чески реализовать многие алгоритмы цифровой ф и льтра
ции, глубже понять ее основные закономерности , п о у п р аж 
няться в составлении алгоритмов и програм м  цифровой 
обработки сигналов. В этом смысле з а н я т и я  с помощью 
ЭВМ можно рассматривать как  своеобразный л а бо р ато р 
ный практикум. Д л я  проведения таких зан яти й  удобны 
малые вычислительные машины, например серии «МИР», 
получившие в настоящее время широкое распространение. 
Чтобы помочь в организации и проведении т ак и х  занятий, 
в конце книги приведены программы реализации некоторых 
алгоритмов цифровой фильтрации на язы ке  машины «МИР».

В основу данного учебного пособия полож ен курс  л е к 
ций, неоднократно прочитанный автором студентам радио
технического факультета МЭИ, слуш ателям  факультета 
повышения квалификации преподавателей при МЭИ, а 
такж е в Высшей технической школе в г. И льм енау  (ГДР).
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Цифровая обработка сигналов, т. е. обработка сигналов 
с помощью средств электронной вычислительной техники, 
стала известна около 15 лет назад. Электронные вычис
лительные машины тогда были дороги и несовершенны и 
поэтому их применяли лишь в слож ны х радиокомплексах, 
например, при расчете координат и траекторий объектов 
в радионавигационных системах и стан циях  слежения за 
космическими объектами, при расчете координат цели в 
радиолокационных станциях. Это были первые области 
применения цифровых устройств д ля  обработки сигналов, 
однако их еще нельзя было назвать цифровыми фильтра
ми, да и само понятие «цифровой фильтр» тогда еще не су
ществовало.

В последующие годы благодаря ш ирокому применению 
транзисторов, а затем и развитию микроэлектроники элект
ронные вычислительные машины стали совершеннее, де
шевле, а главное, компактнее. П о я в и л ась  возможность 
использования вычислительной техники не  только в круп
ных радиокомплексах, но и в сравнительно простой аппа
ратуре, например специальных радиоприемниках , системах 
фазовой автоподстройки частоты, системах телеметрии и 
т. д. Были разработаны устройства д л я  цифровой обра
ботки сигналов, заменяющие практически любые анало
говые устройства: полосовые радиофильтры, системы ав 
томатической подстройки частоты и ф азы , амплитудные, 
частотные и фазовые детекторы, преобразователи частоты 
и др. Разработаны радиоприемники, в которых осущест
вляется полная цифровая обработка сигналов.

Обработку сигналов с помощью цифровой  вычислитель
ной техники теперь используют при автоматическом регу
лировании процессов в промышленности, на транспорте 
и даж е в бытовой аппаратуре.

Такое широкое распространение цифровы х методов об
работки сигналов определяется больш ими возможностями 
цифровой техники. С помощью цифровы х устройств можно 
реализовать очень сложные алгоритмы обработки сигна
лов, которые трудно, а часто даж е невозм ож но реализо
вать, используя обычную аналоговую техн и к у .  Алгоритм



обработки сигналов  можно изменять в зависимости от х а 
рактера входного сигнала. Спедовательно, легко построить 
самонастраивающуюся (адаптивную) систему. Цифровые 
фильтры могут анализировать параметры сигнала и при
нимать те или  иные решения, например вырабатывать 
управляющие команды.

Иными словами, с помощью цифровых методов можно 
реализовать любой алгоритм обработки сигнала, который 
может быть описан совокупностью арифметических и ло 
гических операций.

В последние годы в связи с появлением микропроцес
соров цифровая обработка сигналов получила еще более 
широкое распространение. Если несколько лет назад со
здание системы цифровой обработки сигналов было под 
силу лиш ь больш ому коллективу разработчиков, то теперь 
при наличии микропроцессоров и устройств сопряжения 
с ними подобную систему может собрать квалифицирован
ный инженер за  сравнительно короткое время. Все эти об
стоятельства показывают, что в дальнейшем значение 
цифровой обработки сигналов будет возрастать.



Глава 1 

ОБЩ ЕЕ ПОНЯТИЕ О ЦИФРОВОЙ ОБРАБОТКЕ 
СИГНАЛОВ

§ 1.1. Д и скр е тн ы е  и цифровые с и гн а л ы

Любая система цифровой обработки сигналов  незави
симо от ее сложности содержит цифровое вычислительное 
устройство — универсальную цифровую вычислительную 
машину, микропроцессор или специально разработанное 
д ля  решения конкретной задачи вычислительное устрой
ство. Сигнал, поступающий па вход вычислительного 
устройства, должен быть преобразован к виду, пригодному 
для обработки на ЭЦВМ. Он должен иметь вид  последо
вательности чисел, представленных в коде машины.

Б  некоторых случаях задача представления входного 
сигнала в цифровой форме решается сравнительно просто. 
Например, если нужно передать словесный текст , то к а ж 
дому символу (букве) этого текста нужно поставить в соот
ветствие некоторое число и, таким образом, представить 
передаваемый сигнал в виде числовой последовательно
сти. Легкость решения задачи в этом случае объясняется  
тем, что словесный текст по своей природе дискретен.

Однако большинство сигналов, с которыми приходит
ся иметь дело в радиотехнике, являю тся непрерывными*. 
Это связано с тем, что сигнал является отображ ением  не
которого физического процесса, а почти все физические 
процессы непрерывны но своей природе.

Рассмотрим процесс дискретизации непрерывного си гн а
л а  на конкретном примере. Допустим, на борту некоторого 
космического аппарата производится измерение темп ера
туры воздуха; результаты измерения долж ны передавать
ся на Землю в центр обработки данных. Тем пература  воз-

* Термин «непрерывный сигнал» не вполне корректен, так 
как  могут существовать сигналы, описываемые разрывной ф унк
цией времени (иапример, прямоугольный импульс). Чтобы избе
жать недоразумений, иногда для обозначения таких сигналов упот
ребляют термин «континуальный». Континуальные сигналы н а 
зывают также аналоговыми, так как они являются аналогами н е
которых физических процессов
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духа измеряется непре
рывно; показания дат
чика температуры так 
ж е  являются непрерыв
ной функцией времени 
f(t) (рис. 1.1, а). Но 
температура изменяется 
медленно, достаточно 
передавать ее значения 
один раз в минуту. 
Кроме того, нет необ
ходимости измерять ее 
с точностью выше чем 
0,1 градуса. Таким об
разом, вместо непрерыв
ной функции / ( 0  можно 
с интервалом в 1 мин 
передавать последова
тельность числовых 
значений (рис. 1.1, г), 
а в промежутках между 
этими значениями мож
но передавать сведения
о давлении, влажности 
воздуха и другую науч
ную информацию.

Рассмотренный при
мер показывает, что 
процесс дискретизации 
непрерывных сигналов 
состоит из двух этапов: 
дискретизации по вре
мени  и дискрет изации  

по уровню  (квант ования). Сигнал, дискретизированный 
только  по времени, называют д и с к р е т н ы м ;  он еще 
не пригоден для обработки в цифровом устройстве. 
Д искретны й сигнал представляет собой последователь
ность, элементы которой f {kT)  в точности равны соот
ветствующим значениям исходного непрерывного сигнала 
f(t) (рис. 1.1, б). Примером дискретного сигнала может 
быть последовательность импульсов с изменяющейся ам
плитудой — амплитудно-импульсно-модулированное коле
бание (рис. 1.1, в). Аналитически такой дискретный 
сигнал описывается выражением
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Рис. 1,1. Виды сигналов:
а  — непреры вны й (континуальны й) сигнал; 
6  — ди ск р етн ы й  сигнал; в  — А И М -колеба- 

ние; г  — цифровой сигнал
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где f(t) — исходный непрерывный сигнал; F(t)  — единич
ный импульс АИМ-колебания.

Если уменьшать длительность им пульса  F(t),  сохра
няя его площадь неизменной, то в пределе функция F(t) 
стремится к 6-функции. Тогда выражение д ля  дискретного 
сигнала можно представить в виде

-(-00
М >(0=  ^ f ( k T ) b ( t - k T ). (1.2)

к ^~  оо
Д л я  преобразования аналогового с и гн ал а  в цифровой 

после дискретизации по времени до лж н а  следовать дискре
тизация по уровню (квантование). Необходимость кванто
вания вызвана тем, что любое вычислительное устройство 
может оперировать только числами, имеющими конечное 
число разрядов. Таким образом, квантование представля
ет собой округление передаваемых значений с заданной 
точностью. Так  в рассмотренном примере производится 
округление значений температуры до трех  значащих цифр 
(рис. 1.1, г). В других  случаях число разр ядо в  передавае
мых значений сигнала может быть иным. С игн ал , дискре- 
пгизированный и по времени, и по уровню , называется ц и ф- 
р о в ы м.

Правильный выбор интервалов дискретизации по вре
мени и по уровню очень важен при разработке  цифровых 
систем обработки сигналов. Чем меньше интервал дискре
тизации, тем точнее дискретизированный сигнал соответ
ствует исходному непрерывному. О днако  при уменьшении 
интервала дискретизации по времени возрастает число 
отсчетов, и д ля  сохранения общего времени обработки сиг
нала неизменным приходится увеличивать скорость обра
ботки, что не всегда возможно. При уменьшении интерва
ла  квантования требуется больше р азр я д о в  для описания 
сигнала, вследствие чего цифровой фильтр становится 
более сложным и громоздким.

§ 1 .2 . Д и скре тн ы е  и циф ровы е ф ильтры

Рассмотрим, из каких элементов долж но состоять 
устройство цифровой обработки сигналов . Разумеется, 
универсальную структурную схему изобразить невозмож



но, так как  существует очень много разнообразных цифро
вых систем различного назначения. Однако все они содер
ж ат  некоторые специфические общие элементы.

Система цифровой обработки сигнала долж на содер
жать устройство для  преобразования аналогового сигна
ла  в цифровой. Обычно такое устройство состоит из двух 
частей: дискретизатора непрерывного сигнала по времени 
и аналого-цифрового преобразователя (АЦП), превращаю
щего выборочные значения сигнала в числовую последо
вательность, элементы которой — это числа, представлен
ные в коде вычислительной машины. Цифровой сигнал, по
лучающийся на выходе АЦП, уже готов д ля  цифровой об
работки.

Д алее  следует электронное вычислительное устройство, 
в котором происходит обработка цифрового сигнала по 
заданному алгоритму. Алгоритмы обработки сигналов мо
гут быть очень разнообразными как по характеру, так и 
по степени сложности. Цифровые устройства, производя
щие ли н ей ную  обработ ку сигнала , называют ц и ф р о 
в ы м и  ф и л ь т р а м и .

Методы анали за  цифровых, фильтров во многом родст
венны методам анализа  обычных аналоговых фильтров. 
Каждый цифровой фильтр эквивалентен некоторому ана
логовому устройству, называемому ф и л ь т р о м-и р о- 
т о т и п о м .  М ногие характеристики цифровых фильтров 
аналогичны соответствующим характеристикам фильтров- 
прототипов.

Сигнал на выходе цифрового фильтра имеет вид после
довательности чисел', представленных в коде машины. 
Д альнейш ая обработка этого сигнала может быть различ
ной в зависимости от назначения устройства. Например, 
выходной сигнал  непосредственно в цифровой форме без 
преобразования можно использовать д ля  управления не
которыми процессами или можно вывести на дисплей для 
считывания информации. Д л я  преобразования цифрового 
сигнала в аналоговый (рис. 1.2) используют восстанавли
вающее устройство, состоящее из цифро-аналогового пре
образователя (ЦАП) и выходного сглаживающего фильт
ра. ЦАП преобразует цифровой сигнал в импульсы нап ря
ж ения, которые подаются на сглаживающий фильтр, и на 
выходе этого ф ильтра получается непрерывный сигнал. 
Процесс преобразования сигнала в устройстве цифровой 
обработки проиллюстрирован временными диаграммами 
на рис. 1.2.



Наряду с цифровыми фильтрами существуют аналого
вые устройства, которые могут производить обработку не- 
квантоваиных дискретных сигналов по алгоритмам , анало
гичным алгоритмам цифровой фильтрации. Т аки е  устрой
ства называют д и с к р е т н ы м и  ф и л ь т р а м и .  На 
вход дискретного фильтра можно подать дискретный сиг
нал, например, в виде АИМ-колебания, и этот сигнал может 
быть обработай в соответствии с заданным алгоритмом.

г ь

Рис. 1.2. Структурная схема системы цифровой обработки непре
рывных сигналов и временные диаграммы:

Д  — дискретизатор; А Ц П  — аналого-цифровой п р еобр азов ател ь ; ЦФ — циф
ровой фильтр; Ц А П  — цифро-аналоговы й п р еобр азов ател ь ; СФ — сглаж иваю 

щий фильтр

Дискретные фильтры могут быть реализованы  в виде 
некоторой аналоговой схемы, состоящей из  лини й  задерж 
ки, сумматоров и перемножающих элементов типа тех, ко
торые применяют в аналоговых вычислительных маши
нах. П рактическое применение таких  ф ильтров  ограничено. 
Значительно больший интерес представляют разработан
ные недавно дискретные фильтры на при борах  с зарядо
вой связью [121.

Подробное рассмотрение различных типов  дискретных 
фильтров не входит в задачу данной кн и ги .  О днако  мате
матический ап п арат  теории дискретных ф ильтров  очень 
полезен при теоретическом анализе п рохож дени я  сигналов 
через цифровые фильтры, так как  позволяет , пренебрегая 
эф<фектами квантования, сформулировать и определить 
все основные параметры цифровых ф ильтров.



§ 1 .3 . П реим ущ ества  и недостатки  циф ровой обработки 
сигналов

И нтенсивное развитие цифровой техники не означает» 
что д о лж н ы  быть полностью отброшены и забыты анало
говые устройства  для обработки сигналов. Каждому из 
типов ф ильтров , каждому методу обработки сигналов при
сущи свои преимущества и недостатки и в зависимости от 
конкретны х условий следует применять тот или иной тип 
фильтра.

Основным преимуществом цифровых фильтров перед 
аналоговыми является возможность реализации сложных 
алгоритмов обработки сигналов, которые неосуществимы 
с помощью аналоговой техники, например адаптивных 
алгоритмов, изменяющихся при изменении параметров 
входного сигнала .

Точность обработки сигнала цифровыми фильтрами 
определяется  точностью выполняемых расчетов. Она мо
жет быть несоизмеримо выше точности обработки сигна
ла  в а н ал о го в ы х  фильтрах.

Одним из источников погрешности аналоговых фильт
ров я в л яется  нестабильность их параметров, вызываемая 
колебаниями температуры, старением, дрейфом нуля , и з 
менением питаю щих напряжений и т. д. В цифровых фильт
рах эти неприятны е эффекты отсутствуют.

П ри разр або тк е  цифровых фильтров не возникает з а 
дача согласован ия  нагрузок.

П ри обработке  низкочастотных и инфранизкочастот- 
ных сигналов  элементы пассивных аналоговых фильтров 
(индуктивные катушки и конденсаторы) оказываются очень 
громоздкими. В этом случае цифровые фильтры более 
компактны.

Н едостатком  цифровых фильтров является их большая 
слож ность по сравнению с аналоговыми и более высокая 
стоимость. Ведь кроме процессора устройство для цифро
вой обработки сигналов содержит аналого-цифровые и 
цифро-аналоговые преобразователи и другие устройства 
соп ряж ен и я .  Поэтому в тех случаях , когда алгоритм об
работки сигналов  несложен и не требуется высокой точ
ности, целесообразнее применять аналоговые фильтры или 
дискретные фильтры на приборах с зарядовой связью. Они 
проще и деш евле, чем цифровые фильтры.

Д р у ги м  существенным недостатком цифровых фильт
ров яв л яется  их не очень высокое быстродействие. Чтобы



произвести обработку каждого зн ач ен и я  поступающего 
сигнала, требуется проделать зн ачительное  число арифме
тических операций. Вследствие этого  наивысшие частоты 
спектра сигналов, обрабатываемых цифровыми ф ильтра
ми, пока что не превышают нескольких  мегагерц. Д л я  о б 
работки более высокочастотных сигналов  применяют а н а 
логовые фильтры на пассивных элем ентах  и фильтры на 
поверхностных акустических волнах .

В цифровых фильтрах появляю тся специфические по 
грешности, вызванные дискретизацией, квантованием сиг
нала и округлением значений обрабатываемого сигнала 
в процессе вычислений. Чтобы сделать  эти погрешности 
достаточно малыми, требуется внимательное их изучение.

Глава 2 

ДИ С КРЕ ТИ ЗАЦ И Я  И ВОССТАНОВЛЕНИЕ 
НЕПРЕРЫВНЫХ СИГНАЛО В 

§ 2.1. Основы д искретизации  н е преры вны х сигналов

Выбор частоты  дискретизации. К а к  указывалось, про
цедура превращ ения непрерывных, или континуальных, 
сигналов в цифровые состоит из д вух  этапов: дискретиза
ции и квантования. В результате первого этапа непрерыв
ный сигнал заменяется дискретными отсчетными значе
ниями, взятыми через определенные интервалы  времени. 
Очень важен правильный выбор и н тервала  дискретиза
ции. Если отсчеты сигнала брать слиш ком  редко, то быст
рые изменения, скачки дискретизируемого сигнала могут 
остаться незамеченными. Если отсчеты брать  слишком час
то, то это исключит ошибки, но будет неэкономно, так  как  
придется передавать с л и т к о м  много значений сигнала.

Задача о выборе интервала дискретизаци и  наиболее 
просто решается для сигналов с ограниченны м спектром 
на основании теоремы Кот ельникова, или теоремы отс
четов.

В соответствии с теоремой К отельникова  непрерывный 
сигнал f(t),  в спектре которого не содерж ится  частот выше 

полностью описывается выборочными значениями 
f{kT),  отсчитанными через и н тер в ал ы  времени Т  =
— 1/(2/„) =  я /(ов. Аналитически это в ы р аж ается  в виде 
ряда Котельникова



i ( t ) =  у  ц кт )  sin";;(---~ ^ > 
k——00

(2 . 1)

Интервал времени Т  =  1/(2/в) между соседними отсче
тами называю т инт ервалом Котельникова  или интерва
лом  Н айквист а.

В соответствии с теоремой Котельникова вместо непре
рывного си гн ала  /( /)  с ограниченным спектром можно пере
давать д и скр етн у ю  последовательность значений f (kT) ,  
причем и н тервал  дискретизации Т  долж ен быть не более 
чем 1/(2/0). Е сл и  отсчеты взять слишком редко, то это мо
ж ет привести к  грубым ошибкам.

Практически  все  реальные сигналы имеют конечную 
длительность, и поэтому спектр их безграничен (см., н а 
пример, рис. 2 .1). Д л я  таких сигналов оказывается не
возможным у к а з а т ь  значение частоты (ов, выше которого 
спектр тож дественно равен нулю. Это означает, что при 
любом значении интервала дискретизации Т  =  jt/ö)0 по
следовательность дискретных отсчетов описывает исход
ный непрерывный сигнал с некоторой ошибкой. Величина 
этой ошибки определяется  частью спектра сигнала, соответ
ствующей частотам выше са0. Более подробно ошибки диск
ретизации с и гн ал а  рассмотрены далее, при анализе ош и
бок восстановления непрерывного сигнала.

Рассмотрим в качестве примера дискретизацию прямоуголь
ного импульса с амплитудой Е  и длительностью Т„ (рис. 2.1, а). 
Спектральная плотность такого импульса описывается выраже
нием

. '«Т’н
sin

S H  =  £ r „ — --------
mT„

2

График спектральной плотности S(w) приведен на рис. 2.1, б. 
С ростом частоты величина S(ío) убывает медленно и не обраща
ется строго в нуль, так что при любом значении частоты дискрети
зации дискретный сигнал описывает исходный прямоугольный 
импульс с некоторой ошибкой, и эта ошибка убывает медленно 
с ростом частоты дискретизации.

Пусть, например, со„-= 4я 1Тп. Тогда Т  = я / м „ =  Т„14. При 
этом импульс описывается пятью отсчетными значениями; край
ние отсчетные значения попадают на границы импульсов. Если 
эти отсчетные значения принять равными Е  и затем попытаться 
восстановить исходный сигнал с помощью ряда Котельникова
(2.1), то получим график, изображенный на рис. 2.1, в. Восстанов
ленный сигнал имеет сглаженную форму и несколько большую



длительность, чем исходный прямоугольный импульс. Сглаженный 
характер восстановленного сигнала является следствием отбрасы
вания высокочастотных частей спектра, а несоответствие длитель
ностей исходного и восстановленного сигналов можно устранить 
путем более тщательного под
бора величины интервала ди
скретизации Т.

Выберем <он=  5л / 7 И. Тог
да Т  — 7„ /5 , и граница им
пульса / 7 с /2 будет нахо
диться точно посередине между 
отсчетными моментами време
ни ( =  ‘2 Т  и ( 37. При этом 
сигнал, восстановленный с 
помощью ряда Котельникова
(2.1), (рис. 2. 1, г), будет 
иметь такую же длительность, 
как и исходный прямоуголь
ный импульс.

Ш )

а )

Рассмотренный пример 
позволяет сделать следу
ющий вывод. Импульсы с 
резкими границами типа 
прямоугольного имеют 
медленно убывающий 
спектр, и поэтому их 
дискретизация затрудни
тельна. Т ак ,  при описании 
прямоугольного импульса 
пятью выборочными значе
ниями сигнал, восста
новленный по этим значе
ниям с помощью ряда 
Котельникова, сильно от
личается от исходного 
сигнала.

Рис. 2.1. Дискретизация прямо
угольного импульса: 

а — исходный прямоугольный импульс; 
б — его спектр; в — дискретизация пря
моугольного импульса при Т—Та14; 

г —то же, при Т-Т и!5

Совсем иные результаты получаются при дискретизации сиг
налов сглаженной формы. В качестве примера рассмотрим дискре
тизацию импульса гауссовой (колокольной) формы (рис. 2.2, а)

т - Е , - * 1" .
Спектральная плотность такого импульса также описывается 

гауссовой кривой

Э/ («) =  £ ] / Т ” тс-шЧ,/\

График спектральной плотности 5 / (<о) приведен на рис. 2.2, б. 
Функция 5/(о>) имеет быстро убывающий характер, так что уже



при<о>4/т можно считать, что 5у((о)*» 0. Поэтому выбираем со,, — 
=  4/т, тогда Т  -л /о )„  т л т /4 .  Исходный колокольный импульс 
можно описать иятыо выборочными значениями (рис. 2.2, а):

/ (0) =  £ ;  { ( ±  Т)  =  Ей К =  0 ,539£  и

/  ( ±  2Г) =  £ е ~  (':/2,í =  0 ,0845£ .

т)
5

а)

-зт -гг -г-т зп

.А  Л . 1 -1 .1
X Т X X г

а;

Как показывают расчеты, 
сигнал, восстановленный по 
этим выборочным значениям 
с помощью ряда Котельнико
ва (2.7), отличается от ис
ходного на величину, не пре
вышающую 0,3% , так, что на 
рис. 2.2, а графики исходного 
и восстановленного сигналов 
неразличимы.

Отметим, что для получе
ния такой высокой точности 
потребовалось лишь 5 отсчет- 
ных значений сигнала, в то 
время как описание прямо
угольного импульса пятью 
отсчетными значениями обес
печивает очень низкую точ
ность.

Рис. 2.2. Дискретизация гауссо- 
вого (колокольного) импульса: 

а — исходный импульс; б — его спектр

Спектры дискретизиро
ванных сигналов. Важной 
характеристикой дискре
тизированного колебания 
является  его спектр. 

Наиболее просто определяется спектр дискретизирован
ного колебания записанного в виде модулированной 
последовательности 6-функций:

+ оо +оо
'!’(<)= V  ¡ ( к Т ) Ь ( 1 - к Т )  =  ! ( 1) \ ь ( 1 - к Т ) .  (2 .2)

к = - 1г——оо

Если известен спектр исходного непрерывного колеба
ния /(/), то спектр дискретизированного сигнала ^(/)  опре
деляется вы раж ени ем

• 1-00

2 СО ---П 2гс

~ Т
(2.3)

где 5у(со) — спектр  исходного непрерывного сигнала /(О- 
Вывод в ы р аж ен и я  (2.3) приведен в приложении 1.



Из (2.3) следует, что спектр дискретизированного с и г 
нала представляет собой периодическое повторение с п е к т 
ров исходного непрерывного сигнала  /(/). Бели спектр  н е 
прерывного сигнала f(t) 5/(<о) ограничен по ш и р и н е  
(рис. 2.3, а) и интервал дискретизации Т  удовлетворяет  
условию Т л/(о0, то период повторения спектра д и с к р е 
тизированного сигнала 2 я / Г >  2со0, так  что соседние ч ас 
ти спектра (соответствующие 5/(а) — п(2п/Т)  и S ^ o )  —
—  (п  1)(2я/7')1) не перекрываются (рис. 2.3, б).

5)

SJCO)

а ) А
си

S J oj)

Л А Ж А Л
ш
т

Ш
т

со

Рис. 2.3. Спектры дискретизироваииых сигналов:
а  — спектр исходного неп реры вного сигнала; б — спектр м о 

дулированной п осл ед овател ьн ости  б-фуикцнй

Определим теперь спектр дискретизированного с и г н а 
ла  в виде модулированной последовательности им п ульсов  
(АИМ-колебания) (рис. 2 .4 , а)

+оо

< Р (0 =  >►] f ( k T ) F ( t - k T ) ,  (2.4)
&= —оо

где F(t) — единичный и м п ульс  А И М -колебания  
(рис. 2.4, б).

П окаж ем, что <p(i)— это свертка  сигналов ij)(i) и F( t ) .  
Д л я  этого произведем операцию  свертывания с и г н а л о в
гКО и F(t):
Ц-оо +оо -j-oo
J  — x ) d x ~  J ^ ( / — x ) f ( x )  S(jc— k T ) d x  —

к——со
•l-oo

^  F (/ — kT)  [ i kT)  =  (p ( / ) .

k——00



Н а основании теоремы о спектре свертки двух  сигналов 
спектральная  плотность АИМ-колебания равна произве
дению  спектральных плотностей сигналов ч[>(0 и F(t):

S f  (to) =  Sjj (ю)5^(ю). (2.5)

Если F(t) — им пульс прямоугольной формы единичной 
площади длительностью т, то его спектральная плотность 
описывается выражением

(ОТ
sin —

5/, ((0) в --------— . (2.6)
сот

П одставляя (2.6) и (2.3) в (2.5), получим выражение для 
спектральной плотности дискретизированного колебания 
в виде модулированной по амплитуде последовательности 
прямоугольных им пульсов

WZ
c j n  ■■■ ■ ■ -{-СО

- ^ L - S  * ' ( - " ■ T i  ^
~ 2 ~  П==~°°

График спектральной плотности колебания <р(/) приве
ден на рис. 2.5, а. Огибающей спектра является  спектраль

ная плотность импульса 
F(l). Если длительность 
импульса F(t) мала по 
сравнению с интервалом 
дискретизации Т,  то его 
спектр (2.6) оказывается 
широким, и можно считать, 
что в полосе частот 
—л / 7 < о ) <  п / Т S f ((о )» 1 .  
В этом случае центральная 
часть спектра S 9 (о>) повто
ряет по форме спектр ис
ходного непрерывного ко
лебания /(О-

Восстановление непре
рывного сигнала. Погреш- 

единичным импульс ЛПМ-колеба- ности дискретизации и вос- 
лия (б) становления сигнала. Если

(p(t)

а)
л
о

Fit)

5)

— j p  _ 

Рис. 2.4. ЛММ-колебанис (а) н



период дискретизации достаточно мал, так что вы полняет
ся условие Т < л / а ) в, то соседние составляющие сп ек тр а  
дискретизированного колебания не перекрываются, к а к  
показано на рис. 2.5, а. В этом случае легко у к а з а т ь  
с п о с о б  в о с с т а н о в л е н и я  непрерывного к о л е 
бания из дискретного, который состоит в том, что д и с
крет ны й сигнал следует пропуст ит ь через идеальны й

. I /Sfiw)

д " 7 \ " Ж ~ 7 \  тх~ ~
47Г 27Г 0  2 п  Ь7Г СОшт

27Г
" Г

ЛФНЧ

б)

6)

ж
т

ÙJ

жо CJ

Рис. 2.5. Спектр дискретного колебания в виде 
последовательности модулированных импульсов 
(а), частотная характеристика фильтра нижних 
частот (б) и спектр восстановленного сигнала (в)

ф ильт р н и ж н и х  частот с полосой пропускания  (— о 0, со0) 
(рис. 2.5, 6). При этом из сп ек тр а  дискретизированного 
сигнала S f  (eu) будет выделена с р ед н яя  часть (рис. 2.5, в), 
которая с точностью до постоянного множителя совпадает 
со спектром исходного непреры вного  колебания /(/).

Однако если исходное непреры вное колебание таково , 
что его спектр с ростом частоты не обращается строго в 
нуль, то при любом выборе и н тервала  дискретизации со
седние составляющие спектра дискретизированного  к о л е 
бания будут частично перекрываться (рис. 2,6, а). Если 
сигнал с таким спектром проп ускать  через идеальный 
фильтр нижних частот, то на  вы ходе  фильтра получится 
колебание, отличающееся от исходного непрерывного с и г н а 
л а  /(/). Это отличие состоит не  то л ь к о  в том, что «отрезана» 
часть спектра выше частоты ш0 =  я / 7 \  но такж е и в том,



что на спектр этого  колебания накладываются «хвосты» 
от соседних спектральны х составляющих (рис. 2.6, б).

Наиболее простой и очевидный способ уменьшения 
ошибки дискретизации — это повышение частоты дискре
тизации. Однако д л я  получения достаточно малой ошибки 
частоту дискретизации приходится брать очень высокой, 
особенно если спектр сигнала убывает медленно, что в ряде 
случаев бывает нежелательно.

Рис. 2.6. Ошибки дискретизации сигнала со спектром, убы
вающим асимптотически: 

а  — спектр днскретиэировгж ного сигнала; б ~~ сиоктр сигнала после про
хож дения через и деальн ы й  фильтр нижних частот; в  — спектр сигнала

ошибки

Д л я  уменьшения погрешности дискретизации можно 
перед дискретизацией пропустить сигнал через фильтр 
нижних частот с частотной характеристикой, близкой к 
прямоугольной. П ри этом спектр сигнала становится быст
ро убывающим, почти огранйченным, и дальнейш ая дискре
тизация происходит практически без ошибок. Результи
рующая ошибка в этом случае определяется искаж ения
ми спектра при прохождении сигнала через фильтр нижних 
частот. Вследствие того, что на спектр сигнала в об
ласти частот ( —(о„, (о0) не накладываются «хвосты» от со
седних составляющ их, эта ошибка получается приблизи
тельно в 2 раза  меньше, чем при непосредственной дискре
тизации сигнала.

а

Ь

-&о О 0)в

в)
— —  I — ^ —
-ш0 0 юд



П ропускание сигнала через фильтр ниж них частот п ер ед  
дискретизацией является очень полезной мерой для  с н и ж е 
ния погреш ности, если дискретизация сигнала п р ои зв о
дится при наличии ш ирокополосного ш ума на входе. При  
прохож дении через фильтр ниж них частот дисперсия ш у
ма уменьш ается и соответственно уменьш ается ош ибка  
дискретизации.
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Рис. 2.7. Ошибки восстановления сигнала при неиде
альной характеристике фильтра нижних частот: 

а — спектр дискретизированного сигнала; б — характеристика 
ФНЧ; в  — спектр си гн ал а  на в ы ход е ФНЧ

Ещ е одним источником ош ибки является неидеальная  
фильтрация в процессе восстановления непрерывного с и г 
нала из дискретного. И деальная прямоугольная форма ч а с
тотной характеристики фильтра ниж них частот п ракти
чески не может быть реализована; для  сглаж ивания си гн ал а  
обычно применяют фильтры, имеющ ие монотонно с п а 
даю щ ую  характеристику (рис. 2 .7 , б ). Если на вход так ого  
фильтра подать дискретизированны й сигнал со спектром , 
изображенны м на рис. 2 .7 , а , то на вы ходе фильтра п о м и 
мо основного сигнала, которому соответствует ц ен тр ал ь
ная часть спектра, появятся дополнительны е составл яю 
щие, вызванные неполным подавлением боковых ч а с 
тей спектра (рис 2.7 , в). В следствие этого восстан ов
ленный сигнал будет отличаться по форме от и сходн ого  
непрерывного сигнала. Главный метод борьбы с этими



погрешностями состоит в увеличении частоты дискретиза
ции. Однако увеличение частоты дискретизации приводит 
к  усложнению и удорож анию  устройства обработки сигна
лов. Поэтому в каж дом конкретном случае приходится ис
кать  компромиссное решение, исходя из характера сигна
л а ,  требуемой точности его восстановления, характеристик
применяемого сглаж иваю щ его 
Все это приводит к тому, что в 
т а  дискретизации выбирается 
и з  теоремы Котельникова, а

Рис. 2.8, Сигнал с конечной

фильтра и других факторов, 
реальных устройствах часто
равной не 2/в, как следует 
в 2—5 раз выше.

5)

длительностью и его спектр

Дискретизация сигналов в спектральной области. Д ля
сигналов с конечной длительностью (рис. 2.8, а) можно 
сформулировать теорему, аналогичную теореме Котель
никова, но не для временных выборок, а д ля  спектраль
ных. Т акая  возможность следует из симметрии преобра
зований Фурье

S  (ш) =  j* f  (t ) е ‘ * d t; f  (t) =  J  5  (<d) q w d<s>.
—00 —00

Чтобы записать  разложение спектра в р яд  Котельни
кова, заменим в ф ормуле (2.1) t  на ш, а ш на t, вместо ши
рины спектра 2о)в подставим длительность сигнала Т с , 
а вместо Т  - -  тс/сов подставим 2я/7’с — 12. В результате 
получим

т
l oo s i n -------  ( a i—  nL2 )

S  И =  ----------------- . (2.8)
Л— оо ——- (“ — лй)



Таким образом, спектр сигнала с конечной дли тель
ностью полностью определяется выборками, взятыми с 
интервалом 12 2лГГс (рис. 2. 8, б).

Число степеней свободы сигнала. Строго говоря , все 
реальные сигналы имеют конечную длительность, и следо
вательно, бесконечно протяженный спектр. О днако  начи
ная с некоторых значений частоты, спектр становится на
столько мал, что им мож но пренебречь. Таким образом, 
сигнал может быть п р и 
ближенно описан конеч
ным числом выборочных 
значений. Число выбороч
ных значений, которыми 
полностью описывается 
сигнал, называют ч и с 
л о м  с т е п е н е й  с в о 
б о д ы  с и г н а л а .

Найдем число степеней 
свободы сигнала при дис
кретизации по времени.
Пусть длительность сигна
ла  равна Т с, а иаивысшая 
частота спектра / п. Тогда 
сигнал может быть описан 
выборками, взятыми с и н 
тервалом 1/(2/ц) (рис. 2.9, а).
Общее число выборок /V будет равно Тс/ Г  =  27У„.

При дискретизации сигнала  в спектральной области 
(рис. 2.9, б) общее число спектральных линий 2сов/ ^  —

- 2 7 У В, т. е. совпадает с числом выборочных значений  
при временной дискретизации сигнала и равно числу  сте 
пеней свободы сигнала N.

Некоторая специфика дискретизации в спектральной
области состоит в том, что 5((о) — величина ком п лек сн ая ,  
т. е. фактическое количество числовых значений о к а з ы в а 

ется вдвое больше. Однако 5 ( — со) =  5*(со), т. е. д ей ст 
вительная часть спектральной плотности Ке5(со) —  ч ет 

ная  функция частоты, а мнимая часть 1 т  5(со) —  нечет
ная  функция. Вследствие этого число независимых отсчет- 
пых значений спектра сокращается двое и о казы вается  
равным N  - 2 Т С{Ъ.

Ш

а> /ТТттутГ ГК
-Г О Т 2Т

8(10)

Рис. 2.9. К определению числа 
степеней свободы^сигнала: 

а  — при дискретизации п о врем си н бй  
области ; б  — мри д и ск р ет и зац и и  » 

спектральной обл асти



§ 2.2. Квантование сигналов

Характеристики квантования. К ак  говорилось в гл. 1, 
к в а н т о в а н и е — это дискретизация сигналов по уровню. 
Необходимость такой дискретизации вызвана тем, что для 
осуществления обработки сигнала цифровым фильтром 
к а ж д о е  его значение долж но  быть описано числом, коли
чество разрядов которого конечно. Иными словами, кван
то ван и е  равноценно округлению  значений сигнала с точ
ностью до единицы последнего разряда,

Рис. 2.10. Характеристика Рис. 2.11. Квантование с лога- 
квантования рифмической характеристикой

Квантование сигналов можно описать графически с 
помощью характ ерист ики квантования (рис. 2.10), где 
по оси абсцисс отложены значения непрерывного сигнала, 
а по оси ординат — значения квантованного сигнала. 
Величину шага квант ования  Л выбирают, исходя из необ
ходимой точности передачи сигнала. Квантование с посто
янным шагом Д назы ваю т р а в н о м е р н ы м .  Равномер
ное квантование сигналов является наиболее простым 
и распространенным.

О днако равномерное квантование в отдельных случаях 
оказывается неудобным. Например, если передаваемый 
сигнал  может принимать очень большие и очень малень
кие значения, то при постоянной величине интервала кван
тования  относительная точность передачи малых значе
ний сигнала оказывается  значительно хуж е, чем больших 
значений. В этих сл учаях  иногда применяют нелинейное,



например логарифмическое квант ование  (рис. 2.11), когда 
шаг квантования пропорционален логариф му входного 
напряж ения. При квантовании малых значений сигнала 
шаг квантования оказывается малым, а точность переда
чи сигнала — достаточно высокой. П ри больш их значениях 
входного сигнала интервал квантования увеличивается. 
Таким образом, использование логарифмического кванто
вания позволяет получить высокую точность передачи сигна
ла при не слишком большом числе квантованных уровней 
сигнала.

Аналого-цифровое преобразование. Процесс квантова
ния сигналов обычно производится одновременно с его 
кодированием, когда на выходе получается  сигнал, пред
ставленный в некотором цифровом коде. Сигнал в таком 
виде может быть непосредственно введен в цифровую вы
числительную машину. Конкретный вид  представления 
сигнала должен соответствовать системе представления 
чисел в используемой ЭЦВМ.

Аналого-цифровой преобразователь (АЦП) при пода
че управляющего сигнала формирует значения входного 
сигнала, представленные в цифровом коде. Темп подачи 
управляющ их сигналов, т. е. темп в зя т и я  выборок, опре
деляется шириной спектра сигнала и назначением того 
устройства, где используется АЦП.

АЦП используют не только д ля  цифровой обработки 
сигналов, они являются основным узлом  любого цифро
вого измерительного прибора. О днако требования, кото
рые предъявляют к АЦП в цифровых измерительных при
борах и в системах цифровой обработки сигналов, могут 
быть различными. Цифровые измерительные приборы пред
назначены в основном для измерения постоянных или мед
ленно изменяющихся величин. Поэтому к быстродейст
вию АЦП, используемых в таких приборах , не предъявля
ется серьезных требований.

Д ругое дело — системы цифровой обработки сигналов, 
достаточно быстро изменяющихся во времени. В таких 
системах устройство дискретизации и квантования должно 
выдавать значения сигнала с достаточно малым интервалом 
дискретизации Т , что требует высокого быстродействия 
АЦП.

АЦП может осуществлять одновременно и дискретиза
цию во времени, и квантование сигналов. Однако в этом 
случае при недостаточном быстродействии А Ц П  могут воз
никнуть специфические погрешности, называемые а п е р-



т у р н ы м и .  П рирода этих погрешностей состоит и сле
дующем.

Преобразование аналогового сигнала в цифровой не 
происходит мгновенно. Процесс преобразования длится 
некоторое врем я  Д ta , которое называют а п е р т у р н ы м  
в р е м е н е м .  Нели преобразуемый сигнал изменяется 
во времени, то за  время Д^а его величина успевает несколь
ко измениться (рис. 2.12). В результате сигнал па выходе

ЛЦП не соответствует точно зна
чению входного сигнала их в от- 
счетный момент времени Воз
никает апертурная погрешность, 
которая может достигать величи
ны Дм - - (du/di)t=,[l Д^а - Величину 
апертурной погрешности можно 
определить, если задаться шири
ной спектра сигнала н временем 
преобразования (быстродействием) 
АЦП.

Рассмотрим простейший вари
ант, когда входной сигнал явля
ется гармоническим с частотой со() 

и амплитудой UQ. Максимальное значение производной 
гармонического сигнала наблюдается в момент пересече
ния оси абсцисс и равно du!d imax --- сù0Uq. Апертурная 
погрешность, соответствующая этому моменту времени, 
оказывается равной Дмтах — со0£/0Д^а - Если требуется, 
чтобы Л и не превышало единицы последнего разряда 
(в двоичной системе счисления), то д ля  «-разрядного 
АЦП д олж н о  выполняться условие д ля  максимальной 
частоты (ш ирины спектра) преобразуемого сигнала

откуда  ^ ^ ¿ 7 '
Сравним апертурное время с величиной периода дис

кретизации сигнала. Если наивысшая частота спектра 
сигнала равн а  со0, то в соответствии с теоремой Котельни
кова ин тервал  дискретизации должен быть не более чем 
л/о)0, а практически его выбирают в 2—5 раз меньше, т. е.

7  =  (0,2 ~  0,5) —  .
«»о

Таким образом , апертурное время Д/а , т, е. время об
работки сигнала  в АЦП, должно быть приблизительно в

Рис. 2.12. К определе
нию апертурной погреш

ности



2п раз  меньше интервала дискретизации. Это очень невыгод
но, так  как  АЦП должен работать лиш ь малую часть п ер и 
ода дискретизации, и поэтому быстродействие такой схемы 
дискретизации и кодирования оказы вается  невысоким.

Скорость дискретизации и квантования сигналов м о ж 
но повысить на несколько порядков (в 2 п раз), если перед 
квантованием преобразовать сигнал так, чтобы он нри нял  
ступенчатую форму (рис. 2.13). Это осуществляется с п о 
мощью специального устройства выборки и запоминания, 
которое фиксирует зиачен ия 
сигнала в отсчетные моменты 
времени /г, í¿, ... и до следую
щего отсчетного момента п од 
держ ивает это значение посто
янным. Теперь АЦП может 
обрабатывать сигнал в течение 
всего периода дискретизации Т,  
вследствие чего быстродействие 
устройства в целом значительно 
повышается.

Рассмотрим еще один вид 
погрешности квантования, ко
торый называю т ш у м о м  к в а н т о в а н и я .

Квантование — это округление значений сигнала до 
ближайшего дискретного значения. При этом каж дое о к 
ругленное значение отличается от первоначального (ис
тинного) значения сигнала на величину 5, которая я в л я 
ется ошибкой округления и не превосходит по величине 
половины шага квантования Д/2. Если входной сигнал н е 
известен точно, то ошибка округлен и я  £ является случай
ной величиной. При малом шаге квантования распределе
ние величины ; близко к равномерному (рис. 2.14, а). П о с 
ледовательность значений ошибки округлени я  5, возни каю 
щей при квантовании дискретного сигнала x(kT) ,  образует 
дискретный случайный процесс \ ( k T )  (рис. 2.14, б),  н а зы 
ваемый шумом квантования. Квантованный сигнал мож но 
представить как сумму неквантованного дискретного си г 
нала x(kT)  и шума квантования Ч.{кТ). Дисперсию ш ум а 
квантования вычисляют как  дисперсию закона равн ом ер
ного распределения

Д/2

- Д /2
где А — шаг квантования.

Рис. 2.13. Сигнал на вы 
ходе устройства пыборки 

и запоминания



При достаточно малом шаге квантования и правиль
но выбранном интервале  дискретизации за  время между 
соседними отсчетами значение сигнала обычно успевает 
измениться на много шагов квантования. При этом сосед
ние значения ошибки ЦкТ)  оказываются практически не
коррелированными д р у г  с другом.

Р(£)

Л  0 й £

а)

■ [ Т Т Т
1

5)

1 I  *

Рис. 2.14. К определению шума квантования: 
а  — плотн ость вероятности; б — реализация

Апертурные погрешности и шум квантования — это 
не единственные источники погрешности аналого-цифрово- 
го преобразования. Существуют и другие источники по
грешностей, связанны е с несовершенством работы схемы 
выборки и запом инания, с нелинейностью характеристик 
отдельных элементов и т. д. Подробный анализ погрешно
стей, возникающих при дискретизации и квантовании, при
веден в [91 и [10].

§ 2.3. У стройства  д л я  д искретизации , квантования 
и восстановления непрерывных сигналов

Схема выборки и запоминания. Схема выборки и запо
м и н а н и я — это, но существу, дискретизирующее устрой
ство, подготавливающее сигнал к дальнейшей обработке 
в АЦП.

Типичная структурн ая  схема устройства выборки и за 
поминания приведена на рис. 2.15, а. Входной непрерыв
ный сигнал их подается на электронный ключ /С, который 
управляется стробирующими импульсами малой длитель
ности (рис. 2.15, б).  В момент подачи стробирующего им
пульса электронный ключ открывается, сигнал через него 
поступает на накопительный элемент И Э  (обычно это кон 
денсатор) и з а р я ж а е т  его до значения входного нап ряж е
ния (рис. 2.15, в).  П осле этого ключ закрывается и напря-



а)

и.упр
6)

жепие на накопительном элементе остается неизменным 
до прихода следующего стробирующего импульса.

Основная погрешность схемы выборки п зап ом и н ан и я  
связана с конечностью времени заряда накопительного  
элемента. Эта погрешность во многом аналогична ап е р т у р 
ной погрешности в аналого-цифровых преобразователях . 
Д л я  снижения этой погреш
ности необходимо разумно 
выбирать параметры схемы 
электронного ключа и н а к о 
пительной цепи.

Аналого-цифровые преоб
разователи. АЦП, преобразу
ющие аналоговый сигнал (на
пряжение) в цифровой код, 
являются одним из наиболее 
важных и ответственных у з 
лов в системе цифровой обра
ботки сигналов. В настоящее 
время существует много р а з 
личных типов АЦП. Их под
робная классификация и 
принципы работы приведены 
в [9] и [10].

Наиболее простыми я в л я 
ются последовательные АЦП, 
где операции, относящиеся к 
различным разрядам цифро
вого кода, выполняются последовательно. Основным н е 
достатком АЦП такого типа является невысокое бы стро
действие, так как для обработки сигнала требуется вы п о л 
нить около 2п логических операций, где п  — число д в о и ч 
ных разрядов.

В качестве примера рассмотрим структурную  схему 
АЦП, основанного на преобразовании нап ряж ения  во в р е 
менной интервал (рис. 2.16, а). Основу схемы с о с т а в л я е т  
генератор ступенчатого н а п р яж ен и я ,  который у п р а в л я 
ется генератором тактовых импульсов. Н ап р яж ен и е  на  
выходе генератора ступенчатого напряж ения у в ел и ч и в а 
ется с приходом каждого очередного тактового и м п ульса  
на величину Л, равную ширине шага кван тован и я  
(рис. 2.16, б). Схема сравнения фиксирует момент, когда  
ступенчатое напряжение превысит кодируемое входное 
напряж ение, и в этот момент вырабатывается и м п ульс

Рис. 2.15. Схема ныборки и 
запоминания:

а  — структурная схем а; 6  —  у п р а в 
ляющие импульсы ; в  — си гн ал  на 

п м ходс схем ы



Цифровой «Стоп». Счетчик подсчи- 
шв тывает число тактовых 

импульсов от момента 
запуска генератора сту
пенчатых импульсов до 
появления импульсов 
«Стоп» и преобразует 
это число в двоичный 
цифровой код.

АЦП рассмотренного 
типа обладают хорошей 
точностью, но невысо
ким быстродействием; 
наибольшая скорость 
обработки сигналов со
ставляет около 1000 
преобразований в се
кунду. Поэтому АЦП 
последовательного типа 
можно применять толь
ко для обработки низ
кочастотных сигналов 
и в цифровых измери
тельных приборах, н а 
пример в цифровых 
вольтметрах.

Значительно лучшим 
быстродействием обла
дают АЦП параллель
ного и последователь
но-параллельного ти
пов, где логические 
операции обработки сиг
нала, относящиеся к 
различным разрядам 
цифрового кода, произ
водятся одновременно. 

Т а к и е  АЦП имеют слож ную  структуру, и поэтому в дан
ной книге не рассматриваются. Время преобразования сиг
налов в современных А Ц П  параллельного типа составляет 
30— 50 не. Такое высокое быстродействие достигается за 
счет потери точности. Л учш ие быстродействующие пре
образователи имеют 8 двоичных разрядов при макси
мальной частоте, преобразования сигнала около 30 МГц.

Рис. 2.16. Аналого-цифровой преоб
разователь, основанный па преобра
зовании напряжения но временной 

интервал:
а  — структурн ая схем а; б —  ступенчатое 

н ап ряж ен ие; в  —  тактовы е импульсы



Наряду с подобными весьма быстродействующими ЛЦП 
разрабатываются преобразователи, обеспечивающие вы 
сокую точность обработки сигналов, порядка  0 ,001% . 
Время обработки сигналов в таких  преобразователях  со
ставляет несколько десятков микросекунд.

Благодаря применению микроэлектронной технологии 
современные АЦП выполняю тся в виде компактных б ло
ков. В последнее время разработаны АЦП, выполненные 
в виде монолитной и н те
гральной схемы.

Цифро-аналоговые преоб
разователи. По структуре и 
принципу действия Ц А П  
проще, чем АЦП. Д остаточ
но сказать, что некоторые 
АЦП содержат внутри себя 
ЦАП как составной элемент 
схемы.

Наиболее просто цифро- 
аналоговое преобразование 
производится посредством 
двоично-взвешенного сумми
рования напряжений или то
ков. Рассмотрим принцип их действия на примере 
четырехразрядного ЦАП, структурная схема которого 
изображена на рис. 2.17. Каждому двоичному р азряду  
в схеме соответствует сопротивление Я, и эл ек тр о н 
ное- реле Р , сопротивление которого близко к нулю , 
если в данном разряде стоит число 1, и очень велико, 
если в разряде стоит число 0. Значения сопротивлений в 
соседних разрядах  различаю тся в 2 раза. Вследствие 
этого суммарный ток / ,  проходящий в общей цени, про
порционален значению двоичного числа, поступающего 
па вход преобразователя. Н апример, если па вход  преоб
разователя поступила двоичная кодовая груп п а  1001, 
которая соответствует числу 9, то суммарный ток

■ [ =  —  - 9 ,
8/? 2Я Я 8Я

т. е. пропорционален числу 9.
Кроме рассмотренного типа преобразователя сущест

вует еще много других, с различными параметрами, осно
ванных на различных принципах. Производство их хорош о

Рис. 2.17. Простейший четы
рех разрядный цпфро-апалого- 

иый преобразователь



н ал аж ен о , значительную часть ЦАП выпускают в виде 
и н тегральны х схем.

Сглаживающие фильтры. Если на вход Ц А П  подавать 
цифровой сигнал, представляющий собой последователь
ность двоичных кодовых групп, то на выходе получится 
либо  последовательность модулированных по высоте п р я 
м оугольны х импульсов (АИМ-колебание) (см. рис. 2.3, б), 
либо ступенчатый сигнал, который также можно рассмат
ривать  как  АИМ-колебание с длительностью импульсов, 
равной периоду повторения.

Рис. 2.18. Частотные характеристики фильтров 
Баттерворта

И дея  восстановления непрерывного сигнала из АИМ- 
колебания была рассмотрена в § 2.1. Д л я  этого достаточно 
АИМ -колебание пропустить через фильтр нижних частот 
с полосой пропускания, равной л Т ,  где Т  — период дис
кретизации сигнала. Однако практическая реализация 
такой  фильтрации наталкивается на трудности, связанные 
с невозможностью создания фильтра нижних частот с иде
альной  прямоугольной формой частотной характеристики.

Д л я  восстановления непрерывных сигналов обычно 
используют фильтры ниж них частот Баттерворта с частот
ной характеристикой вида

где сос — частота среза этого фильтра, соответствующая 
зату х ан и ю  3 дБ  (рис. 2.18). В монографии [91 приводится 
ан ал и з  погрешности восстановления сигнала с помощью 
фильтров Баттерворта. При частоте дискретизации еигна-



л а ,  р а в н о й  3<ос , д л я  п о л у ч е н и я  п о г р е ш н о с т и ,  н е  п р е в ы ш а ю 
щ ей  1 "и, н е о б х о д и м о  п р и м е н я т ь  ф и л ь т р ,  у  к о т о р о г о  п  =  10.

К р о м е  ф и л ь т р о в  н и ж н и х  ч а с т о т  Б а т т е р в о р т а  д л я  в о с 
с т а н о в л е н и я  н е п р е р ы в н ы х  с и г н а л о в  и н о г д а  п р и м е н я ю т  
и н т е р п о л и р у ю щ и е  ф и л ь т р ы  19], п р и н ц и п  д е й с т в и я  к о т о р ы х  
о с н о в а н  н а  п р и м е н е н и и  л и н е й н о й  и л и  к в а д р а т и ч н о й  и н т е р 
п о л я ц и и ,  И н т е р п о л и р у ю щ и е  ф и л ь т р ы  и м е ю т  н е п л о х и е  
п а р а м е т р ы ,  н о  б о л е е  с л о ж н у ю  с т р у к т у р у ,  ч е м  о б ы ч н ы е  
ф и л ь т р ы  н и ж н и х  час то т .

ЗАДАЧИ И УПР А Ж Н ЕН И Я

1. Выбрать интервал дискрети
зации сигнала в виде треугольного 
импульса длительностью Ти . Оце
пить погрешность дискретизации.

2. Выбрать интервал дискрети
зации сигнала в виде косинусоидаль
ного импульса (рис. 2.19). Оценить 
погрешность дискретизации.

3 Определить спектр дискрети
зированного прямоугольного им
пульса, заданного пятью отсчетами.

4. Определить спектр дискре
тизированного треугольного импуль
са, рассмотренного в задаче 1.

Рис. 2.19. Косинусоидаль
ный импульс

2мкс

5 мкс
45 икс

5В

Рис. 2.20. Дискретизированный 
импульс

прямоугольный

л Омкс*
50мкс

МНС

10В

Рис. 2 .2 1. Дискретизирован
ный треугольный импульс

5. Определить спектр дискре
тизированного прямоугольного 
импульса, изображенного на рис. 
2.20. Выбрать полосу пропуска
ния идеального фильтра нижних 
частот для восстановления не
прерывного сигнала, обеспечива
ющую наименьшую погрешность 
восстановления.

6. Решить задачу 5 для дис
кретизированного треугольного 
импульса, изображенного на 
рис. 2.21.

2 —360



Глава 3

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ Д И С КР Е Т Н Ы Х  СИГНАЛОВ

§ 3 .1 . Постановка задачи

П ри теоретическом исследовании процессов цифровой 
ф ильтрации при малых ошибках квантования д ля  уп ро
щ ения анализа  обычно пренебрегают эффектами кванто
в ан и я ,  т. е. при таком анализе вместо цифровых сигналов 
рассматриваю т дискретные.

В тех случаях , когда нужно учесть эффекты квантова
ни я ,  обычно поступают следующим образом. Входной кван
тованный сигнал представляют в виде суммы некванто
ванного дискретного сигнала и шума квантования. Далее, 
поскольку  фильтр линеен, рассматривают прохождение 
отдельно неквантованного дискретного сигнала и шума 
квантования  и потом на выходе фильтра их аддитивно 
суммируют.

Т аки м  образом, дискретные неквантованные сигналы 
играю т важную роль в теории цифровой фильтрации. 
В этой и следующей главах  будут рассмотрены в основном 
дискретные сигналы.

Теория дискретных сигналов во многом похожа на тео
рию  непрерывных (аналоговых) сигналов, Это связано 
с тем, что дискретное колебание при правильно выбранной 
частоте дискретизации несет в себе всю или почти всю ин
формацию об исходном непрерывном колебании. Т акая  
гл у б о к ая  связь  между дискретными и непрерывными сигна
лам и, возможность их взаимного преобразования объясн я
ют аналогию  их свойств, схожесть методов математическо
го описания. Практически каждому методу математиче
ского описания непрерывного сигнала соответствует свой 
аналог  в теории дискретных сигналов. Обычному преобра
зованию  Ф урье  непрерывных сигналов соответствует дис
кретное преобразование Фурье, преобразованию Л апласа 
соответствуют дискретное преобразование Л ап ласа  и 
г-преобразование. Поэтому при анализе методов матема
тического описания дискретных сигналов постоянно поль
зую тся этой аналогией.



§ 3 .2 . Д и скр е тн о е  преобразование Ф у р ь е

Из предыдущего раздела о дискретизации непрерыв
ных сигналов следует, что реальные сигналы  могут быть 
описаны выборками как в спектральной, т а к  и во времен
ной области. И дискретный спектр, и дискретный сигнал 
полностью описывают исходный непрерывный (контину
альный) сигнал. Однако чтобы найти дискретный спектр 
по заданному дискретному сигналу, надо проделать тр у 
доемкие расчеты: сначала по дискретному сигналу 
восстановить непрерывный сигнал, затем  с помощью 
преобразования Ф урье найти непрерывный спектр, затем 
его дискретизировать. Аналогичную процедуру необхо
димо проделать д ля  обратного преобразования, Непосред
ственный переход от дискретного с и гн а л а  к  дискретному 
спектру и наоборот возможен с использованием дискрет
ного преобразования Фурье.

Рассмотрим непрерывный сигнал f(t)  конечной длитель
ности ( 0 <  t <  Т с) с числом степеней свободы, равным N.  
Д л я  этого сигнала можно записать разлож ен и е  в ряд 
Котельникова:

У /о т  -5|п7/'тДГ) ■“>в ( t — kT)
к =О

С помощью обычного преобразования Ф урье найдем 
спектр этого сигнала:

+  00 iV-l
5 ( ш ) =  Г У } f ( kT)  sint° B ( f - f t n  e- M d t  =

—oo k ~ 0

=  V  /  (kT) T  Sin‘“;  (' ~ T 5 ’) е- ' “'  dt .  (3.1) 
J  <°В {k — kT)

k - -0  —oo

Непосредственное вычисление ин теграла  в этой форму
л е — процедура трудоемкая. Однако это  нетрудно сделать 
другим способом.

Рассмотрим спектр S 0(co), который определяется  вы ра
жением

с  / ч М »  “  шв О О в ,
0 “ I n  - -  \(О ,  ш <  — шв, о ) > о ) в.



Применив к  нему обратное преобразование Фурье, по
лучим, что ему соответствует временная функция 

+ 0 0

С  / ¿ \  '  I Г О / \ /'uí J  s in  «luí М О = л Г "  \ 5 0((о)е ----------- -2-.
2tí J  я а>в/

—00

Очевидно, справедливо и обратное соотношение 
+ 00

( ‘ SÍn<i>Bí  — /« *  , ,  к  , .
----- 7 - е  dt  = —  =  Т ( —  wB< ( ü < o > n).

J  <»в* “ в
—  00

П рим еняя  теорему о запаздывании, можно записать

+ 00

Г* s i n  ü>u ( t  —  k T )  ~ ! ш‘  J ,  r r  ~ l k "'T  /  -  \  /Q  0 \------ — — í- e dt  =  Te {— (ив < ш < ш в). (3.2)
J  w„ (í — *Г)

—00

П одставляя  (3.2) в (3.1), получим окончательное вы
ражение д ля  спектра

íV-l

S  (О.) =  Т  ^  [ (кТ) е 4 " '"  ( -  «)„ <  <0 <  «)„). (3.3)
й=1)

Чтобы перейти к дискретному преобразованию Фурье, 
значения спектра в выражении (3.3) нужно вычислять не 
для всех значений частоты, а для  дискретных (выбороч
ных):

2г. {л
m =  п ------=

Тс

В результате  получим окончательную формулу для 
дискретного преобразования Фурье

N- 1

5 ( л й )  =  7 ^ Г |  f ( k T ) e 4 n l ‘"T,
k —О

ИЛИ W-1 , „ 2.
V I  - /  “

S ( n í í )  =  T  \ f ( k T ) e  (3.4)
í ; = 0

Свойства дискретного преобразования Фурье во многом 
аналогичны свойствам обычного преобразования Фурье. 
Отметим только  одно специфическое свойство, которое



можно назвать периодичностью дискретного  преобразо
вания Фурье.

Рассмотрим значение определяемое формулой
(3.4) для  п =  п 0 -\-n iN , где т  — целое число:

S n ( Q , ) ^ T ^ f ( k T ) e

N - 1 .,  /  2 л  „ 
— ¡ к  ( « о ------- 1-  m 2 «

N

к -  - О

Л'-! .. 2г

=  г У / ( / е Г ) е  "  = S ( n 0Q).
л ____ “ лг

/,• о

Таким образом, дискретное преобразование Фурье явля
ется периодической ф ункцией частоты с периодом, равным 
Ni l .  Это свойство аналогично свойству периодичности 
спектра дискретизированных сигналов, которое рассмат
ривалось в гл. 2.

Перейдем теперь к  выводу обратного дискретного пре
образования Ф урье, позволяющего определять выборки 
сигнала по выборкам спектра, Д л я  этого  воспользуемся 
обычным обратным преобразованием Ф урье

* ;-о о

_ L  {  S ( o > ) e ' ,n<rf(о.
v 2я j  w  

—00

Спектральную плотность сигнала S(w ) запишем в виде 
ряда Котельникова

”  ■ 2ти2 1 С ,sm  ------  «> — п
S I п

2г. \  2 [ Т с

V  ,  ̂ Т о /  Т о  (  2 *
Л —■  I О) — п

п=- —  2 1 Т

и подставим в интеграл обратного преобразования Фурье



Интеграл в выражении (3.5) аналогичен вычисленному 
ранее интегралу (3.2). Пользуясь этой аналогией, запишем

2 I е ' - ' л >  =  ■ е ° . (3.6)
Т  С /  Т  С —00 ------  I £i> — п ------
2 I Т0 }

П одставляя  (3.6) в (3.5), получим выражение для вре
менной ф ункции /(/):

N- 1

= У а ¿ ( " т Ч е ° -  ( 3 J )1 с  V '  С /

п  2

П олагая  в соотношении (3.7) t =  k T ,  получим формулу 
для определения значений дискретного сигнала f {kT) ,  
т. е. приходим к  обратному дискрет ному преобразованию  
Фурье

2= 1  2,2 jnk ~  Т

* = 1  2к 
2 ¡пк----

\ Ч N
‘ 5 ( л Й ) е  , (3.8)

/ с  л Л' ~ |

где к принимает значения от 0 до N  — 1.
Иногда д л я  удобства записи, используя свойство пе

риодичности дискретного преобразования Фурье, изменя
ют пределы суммирования в выражении (3.8) и обратное 
дискретное преобразование Фурье записывают в виде

1 ■ ¡ п к  —

/ ( * 7 ' ) = 1 г - 2 ]  5 ( л П ) е  * . (3.9)
л— О

Для иллюстрации применим дискретное преобразование Фурье 
к дискретизированному треугольному импульсу (рис. 3.1), описы
ваемому пятью  выборочными значениями

/  (0) -= 1; / ( ± Г )  =  1/2; /  ( ±  2Г) 0. (3.10)



Подставим это выражение дискретного сигнала в формулу 
дискретного преобразования Фурье (3.4)

5  (л!2) =  Т  

откуда

5  (0) =  2 Т;

1п -!Г
+  е =  Т  I +  С08 Л

я ( ± 2 ) - Г ;  5  ( ± 2 2 )  =  0,

«>Т Г

Я / Ы  =
Т  с

<0 т  Г
8Ш- шТ
"ну"

где И «  2 л / Г с = гл /{2Л -
Для сравнения найдем спектральную плотность 

треугольного импульса:

(3 .

исходного

(3.12)

причем

5 /(0 )  =  2 Т; 5 /  (€А) =  0.8137’; 5/(21») =  0.

Легко видеть, что дискретный спектр (3.11) неточно описывает 
спектральную плотность треугольного импульса (3.12). Значения  
5 ( ^ Й )  несколько отличаются от соответствующих значений с п е к т 
ра треугольного импульса 5 / ( ^ Й )  (рис. 3 .1 ,6 ) .

Теперь подставим дискретные значения спектра (3.11) в в ы р а 
жение для обратного дискретного преобразования Фурье (3.8):

/  т  -

откуда

^  5  (пИ) е
п = ~  2

¡пк 2тг

То
1 -I - сое п —  

2
(3.13)

Несмотря на отличие значе
ний дискретного спектра от зна
чений непрерывного, полученный 
результат полностью совпадает 
с формулой исходного дискрет
ного сигнала (3.11).

Рассмотренный пример по
казывает, что дискретное 
преобразование Фурье н е  
всегда точно описывает спектр 
исходного непрерывного сиг
нала , подобно тому, как дис-

Рис. 3.1. Дискретное преобразо
вание Фурье дискретизированного 

треугольного импульса



кретизированный сигнал не всегда точно описывает исход
ный непрерывный сигнал . Однако связь между дискрет
ным сигналом и его дискретным преобразованием Фурье 
всегда носит взаимно однозначный характер и формулы 
прямого и обратного преобразований Ф урье являю тся 
строгими при любом числе дискретных значений. Поэто
му аппарат дискретных преобразований Фурье имеет 
самостоятельное значение и может быть применен к лю 
бым числовым последовательностям.

В этом случае формулы дискретного преобразования 
Ф урье долж ны быть несколько изменены, так как  для аб
страктной числовой последовательности значения интер
вала дискретизации Т  и длительности сигнала Т с не имеют 
смысла. Поэтому коэффициент Т  перед суммой в формуле
(3.4) опускают, Т С! Т  заменяют на ¿V, отсчетные значения

сигнала и спектра обозначают через и и формулу дис
кретного преобразования Фурье записывают в виде

¿Г“«  -- ]>‘к —
=  !к* "  (П =  0, 1----- , Л/ — 1). (3.14)

£=0

При этом обратное дискретное преобразование Ф урье 
имеет вид

Ы— I . ,  2я
1 • 1 —

{к==Т  — 1 5 " е  "  (* =  ° . Л Г - 1 ) .  (3.15)
п—0

Значения 5 „ ,  вычисленные по формуле (3.14), отлича

ются от выборочных значений спектра 5 / ( ^ 2 )  непрерыв
ного колебания /(/)  в Т  раз .  Д л я  определения выборочных

значений 5Д/г2) надо значения вычисленные по фор
муле (3.14), умнож ить на  величину интервала дискрети
зации по времени Т:

*5/ (я&) =  Т  5 П.

Покажем, что преобразования (3.14), (3.15) являются 
взаимно обратными. Д л я  этого возьмем произвольную 
числовую последовательность с помощью дискретного 
преобразования Ф у р ье  (3.14) найдем последовательность

и применим к ней обратное дискретное преобразование



Фурье (3.15). Получившуюся при этом последовательность 
обозначим д (:

дг—I / / - 1  _ / п к —  /VI/ —  

п = 0  А=О

Поменяем порядок суммирования и несколько п р е о б 
разуем это выражение:

. N - 1  ЛГ— 1 ¡ п  ( 1~ ! { )  —

=  " ■  <З Л 6 > 
к -О  /2=0

Внутренняя сумма вы раж ени я  (3.16) равна нулю, если 
/ Ф  & и равна ¿V, если I — &. Следовательно, — / Л при
I =  к ,  т. е. числовые последовательности и совпадаю т 
друг с другом. Таким образом, при последовательном п р и 
менении к любой числовой последовательности п рям ого  и 
обратного дискретного преобразования Фурье п о л у ч аю т  
в результате ту ж е последовательность.

Проиллюстрируем это положение простейшими примерами.
1. Рассмотрим простейший дискретный сигнал, состоящий из 

одного отсчетного значения, равного а. Подставляя эту простей
шую последовательность в формулу дискретного преобразования 
Фурье (3.14), получим 5о - а -  Таким образом, дискретное п р ео б 
разование Фурье отдельного числового значения равно этому же 
значению.

Подставим 5 0 =  а в формулу обратного дискретного п р е о б р а 
зования Фурье (3.15). В результате, как и следовало ож ид ать ,  
получим исходное значение /о — а.

2. Рассмотрим более сложный сигнал, состоящий из двух от- 
счетных значений [о =  а и =  Ъ. Применим к нему дискретное 
преобразование Фурье (3.13):

. 2-я
1 п  2  — ¡ п т .

=  /о +  / 1е =  а +  ¿»е

Следовательно, Яо =  а Ь; =  а — Ь.
Применяя к этому результату обратное преобразование Ф у р ь е  

(3.14), получим

/л  =  “  (я* +  ) =  - у  [(а +  Ъ) +  (а -  Ь) е/пя]  ;

Ь  =  \  Н а  +  Ь )  +  ( а  —  Ь ) ]  -  с ;

/х =  у  [ ( а + Ь ) + ( а - Ь )  ( -  I )] =  6.



Одно из основных применений дискретного преобразо
вания Фурье — это вычисление спектров функций, задан
ных графически или таблично. Дискретное преобразование 
Ф урье можно применять при обработке экспериментальных 
данны х, например в тех случаях, когда надо найти энерге
тический спектр по корреляционной функции сигнала.

Д ругое  важное применение дискретного преобразова
ни я  Фурье — вычисление сигнала на выходе фильтра с 
заданной частотной характеристикой. Если задан входной 
сигнал х х(кТ),  то д ля  него можно вычислить дискретное 
преобразование Ф урье  Если теперь умножим

на частотную характеристику фильтра, то получим 
дискретное, преобразование Фурье выходного сигнала: 
5 2(я^ )  =  5 1(л<->)/С('г<--)- После этого с помощью обратно
го дискретного преобразования Фурье можно найти сигнал 
на выходе фильтра.

Если входной сигнал  имеет большую длительность, 
его обработку с помощью дискретного преобразования 
Ф урье можно производить по частям. Д л я  этого берут пер
вые N  отсчетов входного сигнала, вычисляют их дискрет
ное преобразование Ф у р ь е  и после умножения на частот
ную  характеристику ф ильтра  с помощью обратного дискрет
ного преобразования Ф урье  вычисляют первые N  отсчетов 
выходного сигнала. П осле  этого аналогичным путем обра
батывают следующие N  отсчетов входного сигнала и т. д. 
Д л я  повышения точности обработки сигнала обрабатывае
мые серии отсчетов м огут  частично перекрываться.

Преимуществом такого  метода обработки сигналов яв 
ляется  отсутствие каких-либо ограничений на вид частот
ной характеристики ф ильтра. Например, частотная х а р а к 
теристика может быть идеальной прямоугольной формы, 
что невозможно реализовать  с помощью обычных фильт
ров.

Обработку сигналов с помощью дискретного преобра
зования Фурье нельзя  назвать цифровой фильтрацией в 
полном смысле слова. Обычные цифровые фильтры, рабо
тающие в реальном масштабе времени, производят обра
ботку сигнала непрерывно по мере его поступления, а вы
числение выходного сигнала  с помощью дискретного пре
образования Ф урье м ож ет быть произведено лиш ь после 
того, как  станет известным полностью входной сигнал или 
хотя  бы первая серия из N  его отсчетов. Поэтому при ис
пользовании дискретного преобразования Фурье выход
ной сигнал может бы ть получен только с некоторым з а 



паздыванием по отношению к входному сигналу. Однако 
в ряде практических применений такое запазды вание вы
ходного сигнала не играет существенной роли, и тогда  об
работка сигналов с использованием дискретного преобра
зования Фурье оказывается целесообразной.

§ 3 .3 . Быстрое преобразование Ф у р ь е

Недостатком дискретного преобразования Ф урье  я в л я 
ется большое количество математических операций, кото
рые необходимо произвести при применении формулы  (3.4) 
или (3.14). Если число степеней свободы сигнала равно  М,  
то для  расчета по формулам дискретного преобразования 
Ф урье необходимо выполнить Ы2 умножений и №  с л о ж е
ний комплексных чисел — всего 2 N 2 арифметических оп е
раций, При большом N  т а к а я  обработка сигналов о к а зы 
вается слишком трудоемкой.

Д л я  облегчения вычисления дискретного преобразо
вания Фурье применяют специальные алгоритмы, которые 
позволяют во много раз сократить объем необходимых вы 
числений. Такие алгоритмы называют б ы с т р ы м  п р е 
о б р а з о в а н и е м  Ф у р ь е .

Существует несколько различных алгоритмов быстрого 
преобразования Фурье [2,41. Каждый из них применяют в оп 
ределенной ситуации, в зависимости от того, на  как и е  м но
ж ители может быть разложено число степеней свободы N.  
Наиболее простые алгоритмы получаются, если N  я в л я е т 
ся степенью числа 2. Рассмотрим один из таки х  ал го р и т 
мов, основанный на так называемом прореж ивании по 
времени.

Пусть требуется вычислить дискретное преобразование 
Фурье числовой последовательности / Л:

- ¡пк  —
р  X  * ~ *

Поскольку число отсчетов сигнала N  — четное, и сход
ную  последовательность можно разбить на две: куда  
войдут все [), с четными номерами, и /г,-, куда войдут все 
/* с нечетными номерами (рис. 3.2), так что

ёI  =  /* ;  Й 1 = /« +1 (1 =  0, и . . .  , N / 2  —  1).



Применим дискретное преобразование Ф урье к после
довательностям и при этом учтем, что последова
тельности § 1 и Л/ содерж ат по N 1 2 членов:

О,

N12—\ 

=  ^
-/А« —

N

О
Л̂ /2—I

Н п =

.. 4п— /кп----
N

к= О
Д л я  сокращения записи обозначим УР =  е~^2тг/л/. Тогда

А/—I Л̂ /2—1

Аг=0 *=0
N/2—1

Нп =  ^  А Д 1"4.

2лА

Н аш ей конечной целью является вычисление значений  
Учитывая, что все члены последовательности / Л при

надлеж ат или ЛА, можно записать
N12—1 N/2—1

^  = Ц  [ё ^ '’ 
*=.0

(2*+!)

*=0
///2-1

+

(3.17)

и

9, \9г Ф

Рис. 3.2. К выводу алго
ритма быстрого преобра

зования Фурье

Таким образом, значения  
мож но вычислить по известным  
значениям и Н п . Однако 
ф ормула (3.17) справедлива  
только для N / 2 — 1, ¡так 
как 0 п и Н п не определены  для  
больш их значений п.  П оэтому  
для п >  N12  значения мож но  
вычислить, используя свойство 
периодичности дискретного пре
образования Фурье:

Р п =  бп—ы/г +  №пНп-р л 2 .
Учитывая, ч т о Г ^ ^ - ^ Х  

X =  _ Ц 7л-Л /̂2) получим



окончательную расчетную формулу д л я  при N12: 

^ „ =  0 , ^ , 2  -  . (3.18)

Процесс вычисления дискретного преобразования Фурье 
по формулам (3.17), (3.18) схематически изображен па 
рис. 3.3 с помощью направленного сигнального  графа. 
Здесь каждое из умноже
ний на иУп представлено 
в виде стрелки, под кото
рой записан соответствую
щий множитель. Кружочки 
схематически обозначают 
сложение (вычитание), при
чем линия, отходящая от 
кружочка вправо вверх, 
соответствует сумме, а от
ходящая вправо вниз—раз
ности двух значений, под
водимых к круж очку  сле
ва. Например, сумма зна
чений в 2 и Н ^ г равна Р 2, 
а разность этих значений 
равна 5 в.

Д л я  вычисления значений й п и Н п нуж н о  выполнить 
два дискретных преобразования Ф урье, однако число 
дискретных значений в каждом из этих преобразований ок а 
зывается в 2 раза  меньше, чем в исходном преобразовании 
Фурье и равно N12. При этом д л я  вычисления в п и Н п 
необходимо выполнить по 2(Л//2)2 арифметических опера
ций, и еще N  -\-N I2  операций необходимо произвести в 
процессе расчетов значений Я1,, по ф ормулам (3.17), (3.18). 
Таким образом,общ ее число арифметических операций, не
обходимых для вычисления дискретного преобразования

з
Фурье, будет равно N 2 •{- у  Л/, что при большом N  ок а 

зывается значительно меньше, чем при вычислении Р„ по 
общей формуле дискретного преобразования Ф урье  (3.14).

Если число степеней свободы сигнала N  является  сте
пенью числа 2, то число N12 тоже будет четным. В этом слу
чае для вычисления значений и Н п вместо общей форму
лы дискретного преобразования Фурье можно применить ал 
горитм, аналогичный только что рассмотренному. При этом 
общая процедура расчета может быть схематически пред
ставлена сигнальным графом, представленным на рис. 3.4.

Рис. 3.3. Замена восьмиточечно
го дискретного преобразования 
Фурье двумя четырехточечными



Процесс  упрощ ения алгоритма расчета можно продол
ж ать  до тех пор, пока не останутся только простейшие двух
точечные дискретные преобразования Фурье. В результа
те получим сигнальный граф для N  -8, изображенный на 
рис. 3.5. Д етальн ое  рассмотрение этого рисунка позволяет 
точно определить число арифметических операций, необ
ходимых д л я  вычисления дискретного преобразования 
Фурье. Ч исло  умножений определяется числом стрелок

Рис. 3.4. Замена четырехточечных Рис. 3.5. Схематическоеизо- 
дискретных преобразований Фурье бражение алгоритма быст- 

двухточечными poro преобразования Фурье

на рис. 3 .5 , а число сложений (вычитаний) — числом к р у 
ж очков, умноженным на 2. В рассмотренном случае вось
миточечного дискретного преобразования Фурье в соответ
ствии с рис. 3 .5  необходимо выполнить 8 х  3, т. е.

сложений (вычитаний) и 4 X 3, т. е, ЛПо§2ДГ умноже

ний. Ф актическое число умножений оказывается несколь
ко меньше, т а к  как  часть из них оказывается тривиаль
ными умнож ениями на И̂ ° = • 1.

Таким образом, при применении данного алгоритма 
д ля  вычисления дискретного преобразования Фурье после
довательности из N  точек требуется выполнить М \о£2М
сложений и самое большее у  Л М о у м н о ж е н и й .  Д л я

сравнения напомним, что при использовании обычной 
формулы дискретного преобразования Фурье необходимо 
выполнить 2Лг2 арифметических операций. Применение 
быстрого преобразования Фурье при Л />  1000 позволяет 
со к р ати ть  объем вычислений более чем в 100 раз.



Кроме рассмотренного алгоритма быстрого преобразо
вания Ф урье существует ряд  д р у ги х ,  которые применяют 
в тех случаях , когда Л/ не явл яется  степенью числа 2, а 
раскладывается на другие простые сомножители. Все эти 
алгоритмы подробно рассмотрены в [71.

§ 3 .4 . Д искретное  преобразование Лапласа

Как указывалось, методы опи сан и я  непрерывных и 
дискретных сигналов во многом аналогичны друг д р у гу .  
Обычному преобразованию Ф урье соответствует дискрет
ное преобразование Фурье; но аналогии  с обычным преоб
разованием Л апласа  можно ввести дискретное преобразо
вание Лапласа.

Запишем преобразование Л а п л а с а  д ля  непрерывных 
сигналов

^ ( р )  =
О

Это соотношение справедливо д л я  сигналов, тождест
венно равных нулю  при 0. П оскольку  все реально 
существующие сигналы имеют начало , преобразование 
Лапласа можно применять практически д ля  всех сигналов.

Применим преобразование Л а п л а с а  к дискретному си г 
налу, записанному в виде последовательности 6*функций

/(<) =  ^ ( к Т ) Ъ ( 1 - к Т ) \
Л=0

Н р ) =  ^ н т е ~ * т . (3 .19 )
к=О

Выражение (3.19) представляет собой дискретное пре
образование Лапласа.

Формула дискретного преобразования Л апласа мож ет 
быть несколько упрощена, если положить ерГ =  г. 
В результате такой замены приходим к  г-преобразованию , 
которое обычно применяют при ан ал и зе  дискретных си г 
налов вместо дискретного преобразования Лапласа.



§  3 .5 . ¿-преобразование

2-преобразование представляет собой модификацию дис
кретного преобразования Лапласа:

Р ( г ) =  У  } ( п Т ) г - п.
п=О

(3.20)

о т гт  зт

Функция /•’(г) является
аналитической ф ункцией ком
плексного переменного г. г-пре
образование можно приме
нить и к абстрактным число
вым последовательностям.

В качестве примеров рас- 
Рис. 3.6. Единичный импульс смотрим 2-преобразования

простейших сигналов. При 
этом всюду будем полагать, что сигнал /(п Т ) тождест
венно равен н у л ю  при п <  0.

1. Единичный импульс (рис. 3.6)

( I, п =  О,
' ("Г > =  ( о .  „ > 0 .

2. Дискретизированный единичный скачок (рис. 3.7)

1 г
/  (пТ) =  1; Р(г) =

- г " 1 г —

3. Экспоненциально убывающий дискретный сигнал (рис. 3.8)
—апТ

р (г>= 2 е 
П—О

- а Т

7 • 1 1

• •  •

О Т 2 7  ЗТ ит

Рис. 3.7. Дискретизированный 
единичный скачок

1 е~аг
р~2аТ
% е-ш

0 Т 2

Рис. 3.8. Экспоненциально 
убывающий дискретный 

сигнал



4. Комплексная экспонента
г ,  /"■•'*/ ( « Г )  =  е ;

00

г

п=о
5. Гармоническая функция

с / *  ~  1 I 1П‘" Т —¡пшТ/  (п Т ) — вш П‘*Т — —  I с — с

6. Степенная функция
/ ( п Т )  =  К п  ;

| _ д : 2-1 г — /С
2

П оскольку г-преобразование — это степенной р я д  пе
ременной г -1, то важно рассмотреть вопрос о его с х о д и 
мости.

Р я д  (3.20), определяющий ¿-преобразование, сходи тся  
для | г  | >  /?, где — радиус сходимости, зависящ ий от 
вида функции [{пТ).  Наиболее просто радиус сходимости 
определяется для последовательности /(п Т ) =  К п ■ В этом  
случае р(г) =  г!{г — К ). Эта ф ункция имеет полюс при 
г  - К- Вне окружности | г  \ =  К  функция Р(г) я в л я е т 
ся аналитической функцией комплексной переменной г, 
и описывающий ее ряд (3.20) сходится. Следовательно, 
для  / (п Т ) =  к п радиус сходимости #  ~  /С-

Обратное г-преобразование позволяет определить з н а 
чения дискретного сигнала по виду функции ^(г). Д л я  н а 
хождения формулы обратного г-преобразования м о ж н о  
воспользоваться обратным преобразованием Л а п л а с а ,  но 
легче получить ее из формулы прямого г-преобразования.

Запишем еще раз прямое г-преобразование

§ 3 6. Обратное ¿ -преобразование

F ( 2 ) =  2 / 0 пТ)гт*.



Умножим обе части этого  выражения на г*"1, проинтегри
руем по окружности с радиусом, превышающим радиус 
сходимости Я ряда д ля  /•'(г), и поменяем местами суммиро
вание и интегрирование:

Вычислим интеграл в правой части выражения (3.21)

Такой результат объясняется  тем, что значение интегра
л а  по замкнутому кон туру  в комплексной плоскости равно 
произведению 2 л /  на  сумму вычетов подынтегральной 
функции; единственный вычет при 2 — 0 получается толь
ко  при к  =  п , когда г к~ п~ 1 =  1/2 .

Следовательно,

Получившееся вы раж ени е  представляет собой формулу 
обратного г-преобразования, но надо только уточнить фор
му контура интегрирования. Д ля  этого положим /„  =  К '1- 
Тогда Р(г) — г ! { г — К ). Применим обратное 2-преобразо
вание к этой формуле:

при к ф п , 

при к  =  п.

(3.22)

1тг
Подынтегральная функ

ция имеет единственный по
люс при 2 — К . Интегриро
вать можно вдоль любого 
контура, охватывающего точ
ку 2 =  К  (рис. 3.9), но удоб
нее вдоль окружности ради
уса к.

Рис. 3.9. Возможные контуры 
интегрирования при вычисле
нии обратного г-преобразова

ния

Д л я  сигналов, абсолютное 
значение которых убывает во 
времени, К <  1, потому в ка
честве контура интегрирова
ния можно использовать ок
ружность радиуса /? =  1.



§ 3 .7 . Основные свойства ¿ -преобразования

Д л я  ¿-преобразования справедливы некоторые теоремы, 
аналогичные теоремам о спектрах непрерывных сигналов. 
Главная из них — теорема о свертке.

Теорема о свертке. В теории непрерывных сигналов 
эта теорема формулируется следующим образом. Пусть 
заданы два непрерывных сигнала х{() и у(1) и их свертка 

-|-00
/ ( 0 =  ^ Х { ^ ) у { 1 — х ) й х  =  I* X  (/ —  т) у  (т) йх.

— 00 —оо

Тогда спектральная плотность свертки ¿ ¡ (а )  связана

со спектральными плотностями 5 х(со) и 5^(0)) сигналов 
*(0 и соотношением

5 , (« )«  5 ,  (ш) 5 ,  («о). (3.23)

Д л я  дискретных сигналов х к =  х{кТ )  и у к =  у{кТ)  
по аналогии с непрерывными сигналами вводится дискрет
ная  свертка, которая определяется выражением

/  (пТ) =  2  х ^ У  (пГ - кт) =  2 х (п Т  - к7">у № )•  
к= 0 *=0

(3-24)
или

/и =  ^  х нУп-к =  2 * п_,1̂ ь' (3.25)
к=0 к=. О

Запишем для дискретных сигналов х 1о у к и ¡ п их 
г-преобразования

х ( 2) =  к <2) =
¿=0 6=0

/*" (2 ) —
/1=0

Применим 2-преобразование к формуле свертки (3.25)

? { * )  =  2  ^ “л =  2  2  х ьУп-ьг ~П'
п=0 л=0 к—О



П реобразуем  правую часть этого выражения так, что
бы получить произведение 2-преобразований. Д л я  этого 
нуж но, в частности, чтобы х к умножалось на г~*, а у п_н 
на Сгруппируем соответствующим образом сте
пени 2:

5 ( * ) =  ^  .

п = 0 й = 0

При / г >  п у а_к =  0, поэтому можно во второй сумме 
верхний предел суммирования сделать равным оо. Д алее  
обозначим п  — к — т  и получим

т =  — к  *= 0

Н иж ний  предел т  •--= — к  можно заменить на т  =  О, 
так  как  при т <  0 все у т ~  0. В результате получим

? { * ) =  2  2  х ^ ' ку тг~т =  2 Утг~т ’
т — 0 к = 0  к —0 т —0

Р(г )  =  Х { г ) У { г ) .  (3.26)

В ы раж ени е  (3.26) аналогично формуле (3 .23), описываю
щей теорему о свертке д ля  обычных непрерывных сигна- 
лов.

В качестве примера рассмотрим 
дискретную свертку двух простых 
сигналов: хфТ) ,  имеющего два не
нулевых отсчета [х(0)=1 и х { Т ) — \\ 
(рис. 3.10, а) и уфТ) ,  состоящего из 
трех отсчетов [у(0) =  2; у{Т)  =  2; 
у{2Т) == 2] (рис. 3.10, б). Непосред
ственный подсчет по формуле (3.24) 
приводит к следующему результату:

? (0) =  х  (0) у  (0) — 2;

I <Т) =  X (Т) у  {0) -\- х  (0) у  (Т) — 4 ;

/  <2Г) =  * (Т) у  (Г) +  л (0) у  (2Г) =  4 :

/  (ЗГ) = Х ( Т )  у  (2Т)  =  2;

/ ( 4 Г) ==0 .

Сигнал }{пТ),  являющийся сверт
кой х{кТ)  и у(кТ),  изображен на 
рис. 3.10, в.

а) х»7)] |____
О 1 2Т í

2 г 2 2л

6) у(кт)

0 Г 2Т t

ю  2
Ш )

4 1

2

1? )к 27 ЗГ 4 Т

Рис. 3.10. Дискретная 
свертка двух сигналов



Найдем 2-преобразования сигналов х{кТ),  у{кТ)  и ?(пТ):

Х ( г )  -1 -1 -  г-1.

К (г) = 2 ( 1  +  г-1 +  г-*);
Р (г) =  2 ( I 4- 2г~г +  2г~г +  г~3) .

Перемножая выражения для Х ( г )  и У  ( г ) ,  нетрудно убедиться 
в справедливости выражения (3.26).

Теорема о запазды вании.
Сдвинем дискретный сигнал £(п7) в в
х(пТ)  но времени на величину 
периода повторения Т.  П о л у 
чившийся новый сигнал у (п Т )
(рис. 3.11) связан с х(пТ)  
простым соотношением

у  (,пТ) =  х {пТ —  Т ) .

Пусть известно 2-преобра
зование сигнала х(пТ):

Х ( г ) =  ^  х ( '1Т) г " ' -
п =О

Найдем 2-преобразование сигнала у ( п Т ):

У ( г ) =  ^ у ( п Т ) г ~ " =  ^ х ( п Т - Т ) Г "  =
л=0 л=1

=  2  х ( т Т ) г  (т+1> = 2' 1Х (г ) .
от= о

Таким образом, запаздывание дискретного сигнала на 
один элемент соответствует умножению 2-преобразования 
на 2"1.

Теорема Парсеваля для дискретных сигналов. К ак  из
вестно, энергия непрерывного сигнала мож ет быть вычис
лена посредством интегрирования в бесконечных пределах 
или квадрата временной функции, или квадрата  ее спектра. 
Аналитически это записывают в виде теоремы П арсеваля:

о г гт л

У ( П Т )

О Т  2 Т  3 7
Ш 1

Рис. 3.11. К выводу теоремы 
о запаздывании



А налогичное соотношение можно получить для дискрет
ных сигналов.

П усть дискретный сигнал [(кТ)  представляет собой убы
вающую последовательность, так что все полюсы его г- 
преобразования /•'(г) находятся внутри единичной о к р у ж 
ности в плоскости г. Д л я  вывода теоремы Парсеваля умно
жим П г )  на  Р(\1г) и найдем величину этого произведения:

. оо оо
И (г) /•’ (—  =- V  У / ( / гГ ) / ( я Г ) г - * +". (3.27)

2 ' *=0 Л=0

Умножим обе части равенства (3.27) и г’ 1/(2я/) и про
интегрируем по замкнутому контуру который должен 
располагаться  в области сходимости как  /‘‘(г), так и /; (1/г). 
П оскольку  последовательность ¡{(гТ) является убывающей, 
в качестве контура интегрирования Ь  можно принять о к 
ружность | г \  = 1 .  При интегрировании двойной суммы 
в правой части равенства (3.27) все члены окажутся рав
ными нулю , кроме членов, соответствующих & =  п. В ре
зультате  получим

оо

В ы р аж ен и е (3.28) является записью  теоремы Парсе
валя  дл я  дискретны х сигналов.

ЗАДАЧИ И УПР А Ж Н ЕН И Я

1. Найти дискретное преобразование Фурье (ДПФ) дискрети
зированного прямоугольного импульса, описанного тремя от
счетами.

2. Найти Д П Ф  дискретизированного колокольного импульса

/  (кТ)  =  е~~ [кТЬ)г при Г /т  =  я /4  (А =  0, ±  1, ± 2 ) .

3. Найти Д П Ф  последовательности — 1, О, 1. Применить к 
результату обратное ДПФ. Убедиться в том, что получается перво
начальный результат.

4. Найти Д П Ф  дискретизированного прямоугольного импульса, 
заданного N  отсчетами.

5. Расписать алгоритм быстрого преобразования Фурье для 
сигнала с 16 отсчетами.

6. Найти дискретное преобразование Лапласа: а ) ‘дискрети- 
зироваиного единичного сигнала; б) дискретизированного единич
ного скачка; в) дискретизированного экспоненциально убываю
щего сигнала.



7. Вынести формулу обратного дискретного преобразования 
Лапласа.

8. Найти 2-преобразование: а) серии из N  одинаковых отсче
тов; б) сдвинутого единичного сигнала (рис. 3.12); и) прореженной 
последовательности

М ,  к — четное,
\  0, к — нечетное ( £ > 0 ) .

/т

О Т  t

Рис. 3.12. Сдвинутый 
единичный импульс

/
/ \

/ \
}А

Чг /
/ \

/ \

О Т ZT  ЗТ 4Т  t

Рис. 3.13. Дискретизирован
ный треугольный импульс

9. Найти г-преобразование: а) дискретизированного тре
угольного импульса (рис. 3.13); б) усеченного дискретизированно
го экспоненциального импульса f (kT)  =  е ~ 1»^(О  <  k  <  N);
в) дискретизированного гармонического сигнала f { kT )
=  A cos («о А Г); г) дискретного сигнала f ( k  Т)  =  ак(  0 <  k <  8).

10. Вывести формулу обратного 2-преобразования с помощью 
обратного преобразования Лапласа.

11. Найти дискретную свертку (непосредственно и с помощью 
2-преобразования); а) единичного отсчета с произвольным сигна
лом f(kT);  б) сдвинутого единичного отсчета с произвольным сиг
налом f{kT)\  в) двух дискретизированных прямоугольных импуль
сов, заданных пятью отсчетами.

Глава 4 

ЦИФРОВЫЕ Ф И Л Ь Т Р Ы  

§ 4 .1 . Вводные зам ечания

В гл. 3 было показано, что методы математического опи
сания дискретных и цифровых сигналов во многом анало
гичны методам математического описания непрерывных 
(континуальных) сигналов. Обычному преобразованию 
Фурье соответствует дискретное преобразование Фурье, 
преобразованию Лапласа соответствуют дискретное пре
образование Л ап ласа  и г-преобразование, свертке двух 
непрерывных сигналов соответствует д искретная  свертка.



П родолж ая эту аналогию , рассмотрим методы описания 
дискретны х и цифровых фильтров и методы анализа про
хож дения сигналов  через эти фильтры в тесной связи с 
сущ ествующ ими методами анализа аналоговы х цепей.

О сновными методами анализа аналоговы х электриче
ских цепей и прохож дения сигналов через них являю тся 
использование дифференциальных уравнений цепи, спект
ральны й и родственный ему операторный методы и опре
деление си гн ал а  на выходе цепи с помощью интеграла Дюа- 
меля.

М етоды, используемы е для описания процессов в дис
кретны х и цифровых фильтрах, по своей сути очень схожи 
с указанны м и методами анализа аналоговы х цепей. Вместо 
диф ференциальны х уравнений д ля  описания дискретных 
цепей использую т разностные уравнени я, вместо опера
торного метода —  2-преобразования, вместо интеграла Д ю а- 
меля — дискретную  свертку. С пектральному (частотному) 
методу ан ал и за  аналоговы х цепей соответствует несколько 
своеобразное частотное описание дискретных и цифровых 
ф ильтров. Все эти методы анализа дискретны х цепей бу
дут подробно рассмотрены далее.

П ри математическом анализе процессов в цифровых 
ф ильтрах и определении их параметров квантованием 
сигналов по уровню  обычно пренебрегаю т и вместо про
хож дения квантованны х сигналов через цифровой фильтр 
фактически рассматриваю т прохож дение дискретных сиг
налов через аналогичный дискретный фильтр. Учет кванто
вания си гн алов  проводят дополнительно. Он сводится к 
анализу  прохож дения шумов квантования через цифровой 
фильтр и вычислению  возникающей при этом дополнитель
ной погреш ности фильтрации цифровых сигналов.

§ 4 .2 . В аж нейш ие характеристики  циф ровых ф ильтров

Рассмотрим наиболее простые из цифровых фильтров — 
фильтры с постоянными параметрами.

Н а вход  цифрового фильтра подается входной сигнал 
х(/гТ) в виде последовательности числовых значений, сле
дую щ их с интервалом  Т  (рис. 4 .1 , а). При поступлении 
каж дого очередного значения сигнала х{кТ) в цифровом 
ф ильтре производится расчет очередного значения выход
ного си гн ал а  у(кТ).  Алгоритмы расчета могут быть самыми 
разнообразны м и; в процессе расчета, кроме последнего 
значения входного сигнала х(/гТ) могут использоваться



предыдущие значения входного и выходного сигналов ' 
х { к Т ~ Т ) ,  х{кТ —  2Т), ..., у ( к Т — Т), у{кТ  —  2Т), ... 
Сигнал на выходе цифрового ф ильтра у(кТ) (рис. 4 .1 , б) 
такж е представляет собой последовательность числовых

Х(37)

а)

Х(7)

Х(0)

X  (27)

О 7 17  37

ц(ИТ) УМО
5) У(2. Г!

у<« I

О 7 27  37 • • • *

Рис. 4.1. Сигнал на входе (а) и на  выходе (б) 
цифрового ф и л ь тр а

значений, следующих с интервалом Т.  Этот интервал я в л я 
ется единым для всего устройства цифровой обработки си г
налов.

П оэтому если на вход цифрового ф ильтра подать про
стейший сигнал в виде единичного им пульса (рис. 4 .2 , а)

хо ФТ) —
при

при

к = 0,
к ф  0,

то на вы ходе получим сигнал 
в виде дискретной последова
тельности числовых значений, 
следующих с интервалом Т. 
По аналогии с обычными 
аналоговыми цепями назовем 
этот ответный сигнал и м- 
п у л  ь с н о й х а р а к т е 
р и с т и к о й  ф и л ь т р а  
^ к Т )  (рис. 4 .2 , б). В отличие 
от импульсной характеристи
ки аналоговой цепи функция 
ц(кТ) является безразмерной.

а)
х0(кТ)

о

5)
д(кТ)

7
д(0)

у(Т)

27

0

д(2Т)

27

Рис.  4 .2 .  Единичны й ¿импульс 
(а) и и м п у л ь с н а я  х а р а к т е р и с 
т и к а  ци ф рового  ф и льтра  (б)



Подадим на вход ф ильтра произвольный дискретный 
сигнал х(!гТ) (см. рис. 4 .1 , а), представляющ ий собой на
бор дискретны х значений *(0), х(Т), х(2Т), ... .

Под действием первого элемента *(0) на выходе фильтра 
формируется последовательность ё{кТ),  умнож енная на 
лг(0); при действии х(Т)  — последовательность ё{кТ), умно
ж енная на х(Т)  и сдвинутая вправо на величину Т, и т. д. 
В результате на вы ходе получим последовательность 
у(пТ), причем

У (0) =  £  (0) X (0);

У(Т) =  ё ( Т ) х (  0) + я ( 0  ) х { Т ) \

У (2Т) =  ё  (2Т) х ( 0 ) + ё (Т )х (Т )  +  ё  (0) Л (27);

х { п Т ) =  ' £ х (кТ )§ ( п Т - к Т ) =  ^ х ( п Т - к Т ) е (кТ). (4.1)
к= 0

Таким образом , выходной сигнал определяется как дис
кретная свертка входного сигнала и импульсной характе
ристики. В этом отношении цифровые фильтры аналогич
ны обычным цепям , где выходной сигнал равен свертке 
входного си гн ала и импульсной характеристики .

Ф ормула (4.1) представляет собой алгоритм цифровой 
фильтрации. Если импульсная характеристика фильтра 
описывается последовательностью с конечным числом чле
нов, то фильтр мож ет быть реализован в виде схемы, изо
браженной на рис. 4 .3 . Здесь буквой Т  обозначены элемен
ты задерж ки си гн ала  на время Т  (на одну ячейку); я(0),

д{Т) ......... ^(А^Г) — элементы,
умножающ ие сигнал на 
соответству ющи й коэффи- 
циент.

Схема, изображ енная на 
рис. 4 .3 , не является элек
трической схемой цифрового 
фильтра; эта схема представ
ляет  собой графическое из
ображ ение алгоритма цифро
вой фильтрации и показывает 
последовательность арифме
тических операций, выполня
емых при обработке сигнала.

у  (КТ)

1(НТ-21)

Х (М-НТ)

Рис. 4.3. С хема н е р ек у р с и в 
ного ц и ф р о в о го  ф и л ь тр а



Д л я  цифровых фильтров, обрабатываю щ их си гн алы  в 
виде абстрактных числовых последовательностей, п о н я 
тие «задерж ка на время Т» явл яется  не совсем корректн ы м . 
Поэтому элементы, задерж иваю щ ие сигнал на одну я ч е й 
ку, на схемах цифровых ф ильтров обычно отмечают си м 
волом z~L, обозначающим зад ер ж к у  сигнала на я зы к е  
г-преобразований. В дальнейш ем будем при держ и ваться  
этого обозначения.

Вернемся к схеме цифрового ф ильтра, изображ енн ой 
па рис. 4.3. Такие фильтры, где д ля  расчета исп ользую т
ся лиш ь значения входного си гн ала , называют п р о с т ы -  
м и или н е р е к у р с и в н ы м и .
А лгоритм нерекурсивного ф ильтра 
легко записать, если известна 
им пульсная характеристика ф и льт
ра. Д л я  практической реализаци и  
алгоритма необходимо, чтобы им 
п ульсная характеристика ‘содер
ж ала конечное число членов. Если 
им пульсная характеристика содер
ж ит бесконечное число членов, но они быстро убы ваю т 
по величине, то можно ограничиться конечным числом  
членов, отбросив те, значения которы х малы. В случае , 
если элементы импульсной характеристики  не убываю т по 
величине, алгоритм нерекурсивного фильтра оказы вается  
нереализуемым.

В качестве  примера рассмотрим простейш ий цифровой ф и л ь т р ,  
аналогичны й /?С*цепи (рис. 4 .4).  И м п у л ь сн ая  х а р а к т е р и с т и к а  
ÆC-цепи имеет вид

1 ~ th
g  ( /)  = ------  е  .  ( 4 . 2 )

т
Чтобы записать  импульсную  х а р а к т е р и с т и к у  соответствую щ е

го цифрового ф ильтра ,  в вы р аж ен и и  (4.2) t следует зам ен ить  на  
kT.  О дн ако  им пульсн ая  х а р а к т ер и с т и к а  R C -цепи имеет р а з м е р 
ность 1/с, а импульсная х а р ак т ер и с т и к а  цифрового ф ильтра  д о л ж 
на быть безразмерной. Поэтому опу сти м  множи'тель 1/т в в ы р а ж е 
нии (4.2) и запишем импульсную х а р а к т е р и с т и к у  цифрового ф и л ь т 
ра в виде

g ( k T )  =  e ' k T h  . ( 4 .3 )
Т ак а я  им пульсная  х а р ак тер и сти к а  с о д ер ж и т  бесконечно м н о г о  

членов, но их величина убывает п о  эксп о н ен ц и ал ьн о м у  за к о н у ,  и 
можно ¡ограничиться N  членами, в ы б и р а я  N  таким, чтобы ç—NT/-. <§; 1 .

Т епер ь  можно записать в ы р а ж е н и е  д л я  сигн ала  на в ы х о д е  
фильтра

у (пТ) = х (пТ) +  е“ Г/* х  (пТ -  Т) +
+  e~277t х (пТ -  27) +  • ■ H -  ê~NTh * (пТ -  NT). (4.4)

X (t)

Рис. 4.4. ÆC-цепь



Это вы раж ение я в л я е т с я  одновременно алгоритмом цифро
вого фильтра. Схема это го  ф ильтра  представлена на рис. 4.5.

Второй подход к ан ал и зу  процессов в цифровых фильт
р ах  аналогичен операторном у методу анализа обычных 
аналоговы х цепей, то л ь к о  вместо преобразования Л апласа

используют г-преобразование.
Определим параметр цифро

вого фильтра, аналогичный пе
редаточной функции К{р) элект
рической цепи. Д л я  этого при
меним г-преобразование к им
пульсной характеристике g(kT)  
цифрового фильтра:

со

Н  (г) =  У ^ у (к Т )г ~ к . (4.5)
Л = О

Функцию Н{г) назы ваю т с и- 
с т е м н о й  ф у н к ц и е й  
ф и л ь т р а .

В соответствии с вы раж ени
ем (4.1) сигнал на выходе циф
рового фильтра равен дискрет
ной свертке входного сигнала 

и импульсной характеристики фильтра, П рименяя к 
этому выражению теорем у о 2-преобразовании свертки, 
получим, что 2-преобразование выходного сигнала равно 
2-преобразованию входного сигнала, умноженному на си
стемную функцию ф ильтра:

У(г)  =  Х ( г ) Н( г ) .  (4.6)

Таким образом, системная функция Н (г)  играет роль 
передаточной ф ункции цифрового фильтра.

В качестве прим ера найдем системную функцию  цифро
вого фильтра первого порядка, аналогичного /?С-цепи:

оо

Третий метод ан ал и за  прохождения сигналов через 
цифровые фильтры аналогичен классическому методу диф
ференциальных уравнени й . Рассмотрим этот метод на при
мере цепей 1-го п оряд ка .

Рис. 4.5. Схема н е р е к у р 
сивного  цифрового ф и л ь т 
ра, аналогичного /?С-цегш



Простейшей аналоговой цепью  1-го порядка я в л яется  
ЯС-цепь (см. рис. 4.4), прохож дение сигналов через кото
рую описывается дифференциальным уравнением

(4.8)

Д л я  дискретной цепи вместо дифференциального у р а в 
нения (4.8) долж но быть записано разностное уравнение, 
где входной и выходной сигналы  х{1) и у{1) задаю тся д л я  
дискретных моментов времени / — пТ ,  а вместо прои звод
ной ку!сИ долж на фигурировать разность соседних значений 
сигнала у ( п Т ) — у ( п Т — Т). Д л я  дискретной цепи 1-го 
порядка разностное уравнение мож ет быть записано в 
достаточно общем виде

откуда найдем системную ф ункцию  фильтра

Ф ормула (4.10) является достаточно общим в ы р аж е
нием для системной функции цифрового фильтра 1-го п о 
рядка. При а ■= 1 и Ь — е—т/г он а  совпадает с п о л у ч е н 
ным ранее выражением (4.7) для  системной функции ц и ф р о 
вого ф ильтра, эквивалентного /?С-цепи.

Найдем алгоритм цифровой ф ильтрации, соответствую 
щий системной функции (4.10). Д л я  этого решим у р а в н е 
ние (4.9) относительно у(пТ):

у  (пТ) — Ьу (пТ  —  Г) =  ах  (пТ). (4.9)

Применим к уравнению (4.9) ^-преобразование

У (г) (1 — Ьг'1) =  а Х  (г),

у  (пТ) — ах (пТ) +  Ьу (п Т  — Т). (4 .11)

Эквивалентная схема это
го алгоритм а приведена на 
рис. 4 .6 . По сравнению с 
нерекурсивным фильтром (см. 
рис. 4.5) здесь добавилась 
своеобразная «цепь обратной 
связи», которая означает, что 
значения выходного сигнала 
использую тся в последующих

Ри с.  4.0 .  Схема р е ку р с и в н о го  
ци ф р о в о го  ф ильтра ,  а н а л о г и ч 

ного У?С-цепи

Ь

У ( п Т )



ч ^ -

расчетах. Ф ильтры тако го  типа называю т р е к у р с и в 
н ы м и .

Алгоритм (4.11) соответствует фильтру, который пол
ностью эквивалентен рассмотренному ранее нерекурсив
ному фильтру. Н о д л я  определения одного значения вы
ходного сигнала с помощью алгоритма нерекурсивного 
фильтра (4.4) требуется выполнить 2Ы операций, а при ис
пользовании алгоритм а рекурсивного ф ильтра (4.11) —

только две операции. В 
х(птI ^7 ^ у(пТ)^ этом состоит основное пре-

^  имущество рекурсивных 
фильтров. К роме того, ре
курсивные фильтры позво
ляют производить обработ
ку сигнала с более высокой 

Рис. 4.7. Схема простейшего циф- точностью, так  как  они 
рового дифференциатора позволяю т более правиль

но реализовать импульс
ную характеристику без 

о тбрасы ван и я 'ее  «хвоста». Рекурсивные фильтры позволя
ют реализовать алгоритм ы , вообще нереализуемые с по
мощью нерекурсивны х фильтров. Н апример, при а =  I 
и Ь =  1 фильтр, работаю щ ий по схеме рис. 4 .6 , являет
ся, по сущ еству, идеальным накопителем-интегратором 
и имеет им пульсную  характеристику вида ¿{пТ) — 1 
(я >  0). Ф ильтр с такой  характеристикой по нерекур
сивной схеме не м ож ет быть реализован.

Рассмотренные примеры  показывают, что нет смысла при
менять нерекурсивны е алгоритмы для создания цифровых 
фильтров с им пульсной характеристикой большой про
тяженности. В эти х  случаях  целесообразнее использовать 
рекурсивные ф ильтры.

Область применения нерекурсивных алгоритмов — это 
реализация цифровы х фильтров с импульсной характери
стикой, содерж ащ ей небольшое число членов. Примером 
может служ ить простейш ий дифференциатор, сигнал на 
выходе которого равен  приращению входного сигнала:

у(пТ) =  х(пТ)  — х (п Т  — Т).

Схема такого  цифрового фильтра изображ ена на 
рис. 4.7.

Рассмотрим теп ерь цифровой фильтр общего вида, ко
торый описывается уравнением



у  (пТ ) —  Ьху (пТ—Т) — Ь2у  (п Т -~ 2 Т ) ------------Ь^у (пТ— ЫТ) =

=  а0х  (пТ) 4  ахх (пТ  —  Т)  4  ■ • ■ \ - а мх ( п Т  —  М Т).  (4.12)

Это уравнение можно рассм атривать и как разностное 
уравнение Д^-го порядка и к ак  алгоритм цифровой ф и л ьт
рации, если его переписать иначе, а именно

у  (пТ ) =  а0х  (пТ ) 4  ахх  {пТ —  Т) 4  ■ ■ ■ 4  амх  (пТ  —  М Т )  4  

4  Ь,у (пТ - Т )  4  Ьгу [пТ -  2 7 ) + .  ■ ■ 4  Ьыу { п Т - Н Т ) .  (4.13)

Рис. 4.8 .  Схема реку р сивно го  цифрового ф и л ьтр а  
Л'-го п о р я д ка

Алгоритму (4.13) соответствует схема, изображ ен н ая на 
рис. 4.8. Найдем системную функцию  такого  ф и льтра. 
Д л я  этого применим к уравнению  (4.12) г-преобразование:

У (г) -  Ь р ' У  (г) -  6гг-2К ( г ) ------------- Ь„ г“ "  У (г) =

=  а0Х  (г) 4  а ^ Х  (г) Н------4  ам г~м X  (г),
откуда

Н { г )  и  Ш .  =  а о 4  4  ■ ■ • 4 Дуй г ~ М 4 Л 4 )  
X  (г) ] _  б 1 2 - 1  _  Ь2г~г ------------- Ъы г ~ ы

В ы раж ение (4.14) позволяет установить связь  м еж ду 
значениями элементов схемы ф ильтра и системной ф у н к ц и 
ей. Коэффициенты в числителе системной функции а1 опре
деляют значения коэффициентов при х ( п Т  — НТ) (в нере



курсивной части фильтра) ,  а коэффициенты в знаменателе 
Ь1 определяют рекурсивную часть фильтра.

Системная ф ункция цифрового фильтра (4.14) является 
аналогом  операторного коэффициента передачи аналого
вой цепи. К ак и передаточная функция, системная функция 
(4.14) может быть полностью  охарактеризована полож е
нием своих нулей и полю сов в плоскости комплексного

переменного г. Н апример, 
системная ф ункция фильт
ра первого порядка (4.7) 
имеет единственный полюс 
при г =  е~Г^ .  В общем 
случае фильтр М-го поряд
ка с системной функцией
(4.14) характеризуется /V 
полюсами и М  нулями. 
Рассмотрим общие законо
мерности располож ения 
особых точек в комплекс
ной плоскости.

Известно, что для фи
зически устойчивой ана
логовой системы полюсы 
расположены в левой по
луплоскости комплексного 

переменного р — а +  /со, т . е. при Ие р<С 0. Чем мень
ше затухание в системе, тем ближе расположены полюсы 
к  мнимой оси.

По аналогии можно определить расположение полю
сов системной ф ункции цифрового фильтра в плоскости 
комплексного переменного г. Учитывая, что г  — & Т =  
=  ео7'е 'и>г, можно сделать вывод, что для  устойчи
вого цифрового ф ильтра полюсы долж ны располагаться 
внутри окруж ности единичного радиуса. Чем выше экви 
валентная добротность системы, тем ближе долж ны  распо
л агаться  полюсы к окруж ности | 2 | = 1 1 . Системная 
ф ункция фильтра первого порядка (4.7) (рис. 4.9) имеет 
единственный полюс при г  =  е - г/т. Чем больше постоян
н ая  времени ф ильтра т, тем  медленнее затухает переходный 
процесс при элементарном  воздействии и тем ближ е распо
лож ен  полюс к единичной окружности.

Р и с .  4.9. Полож ение полю са  с и 
стемной функции ф и л ьтр а  1-го 

порядка

Д л я  примера  рассм отрим  цифровой фильтр  пторого порядка ,  
эк в и в ал ен тн ы й  к о л еб ател ьно м у  контуру.



вид
И м п у льсн ая  характеристика  к о л еб ател ьн о го  контура  им еет  

^{¿) =  ,Де сое ,

где А  —  разм ерн ы й  множитель.
З а м е н я я  ( на  1гТ и опуская  м н о ж и т е л ь  А ,  запиш ем и м п у л ь с н у ю  

х ар ак т ер и с т и к у  соответствующего ци ф р о в о го  фильтра

й  {к Т ) =  е
— акТ

сое ш0ЬТ I е
— зк  Т  -4- ¡<д0кТ -о кТ -^кТ

) ■

Н айдем  системную функцию этого  ф и л ьтр а  как  г -п р ео б р азо *  
ванне от  им пульсной  характеристики :

" <г) 2 1 , _ е- Г 4 ■ , _ е^ - Ы г 1

| _  с- ° г е- ' - - г г-1 +  | _  <Г°Т е'" ‘Гг-1

о / 1  ~ аТ ¡Ш*Т - 1  ~ '* Г - 1  , —2аЗГ —2 \  1 — е е г 1 — е е  г 1 +  е г 2;

а0 +  Я!*-11 —  е  с о б  о>.Тг~1

1 — 2е аТ соэ « 0Г г -1 е 2аГг _ I — Ъхг 1 — Ьгг 2

Т ак и м  образом, а о = 1 ;  аг = — е —11Тс о $ щ Т \  Ь1 =  2е—<»Т’собсооТ'; 
Ьг =  — е—2«г.

Алгоритм  данного фильтра за п и ш ем  в виде

у  (п Т ) =  ж ( пТ)  +  а 1Х (п Т  -  Т )  Ъ1У ( п Т  -  Т )  +  Ь2у  ( п Г  -  2 Г ) .

Схема, соответствующая это м у  алгоритм у,  приведена  н а  
рис. 4 .10 .

гае-«Ъо>/

В ег
£ ~ е 'аГт о)0Т

Рис. 4 .10 .  Схема цифрового Ри с .  4.11. Полож ение н у л е й  и 
ф и л ьтр а  2-го  порядка ,  аналогич-  по л ю со в  системной ф у н к ц и и

ного колебательном у контуру циф рового  ф ильтра  2-го п о р я д 
к а ,  аналогичного  к о л е б а т е л ь 

ному контуру



А нализ в ы р а ж е н и я  д л я  системной функции  показы вает,  что 
о н а  имеет один н у л ь  п р н  г  - -  е—“TcoscooT’ и два полю са:  при г  =
— c—aTçi ,a»T » при  г  e-~aTç—j<*aT. Р а сп о л о ж ен и е  особых 
точек на плоскости ком плексного  переменного z  показано  fia 
рис. 4.11. Отметим, что с ростом добротности колебательного контура, 
соответствующего дан н о м у  цифровому фильтру ,  в е л и ч и н а , коэф
фициента за ту х а н и я  а  ум ен ьш ается ,  е- стремится к единице н все 
особые точки п р и б л и ж а ю т с я  к единичной окруж ности ,  что под
т в ер ж дает  сделанны й р а н ее  общий выяод.

§ 4 .3 . Частотные характеристики  циф рсвы х фильтров

Д о сих пор мы не рассматривали такую  важ ную  х ар ак 
теристику цифрового ф ильтра, как частотная. В какой-то 
мере роль частотной характеристики играет системная 
функция. О днако использовать только системную фуикцию 
не всегда удобно, особенно при рассмотрении цифровых 
систем обработки си гн алов , аналогичных фильтрам верх
них частот, ф ильтрам  ниж них частот, полосовым и режек- 
торным фильтрам. К ак  известно, для описания аналого
вых фильтров часто использую т частотную характеристику 
(частотный коэффициент передачи). П оскольку систе
ма цифровой обработки сигналов долж на вы полнять те ж е  
функции, что и аналоговы й фильтр, для такой системы 
в целом и для вход ящ и х  в нее цифровых фильтров такж е 
следует определить частотную  характеристику.

Частотная х арактери сти ка (частотный коэффициент пе
редачи) аналогового ф ильтра может быть определена как

отношение спектра си гн ал а  на выходе ф ильтра S 2(cû) при

некотором воздействии к  спектру входного сигнала 5 1(со):

К ( ш ) =  i s - M .
Si Н

В качестве входного сигнала удобно использовать обоб
щ енный гармонический сигнал е'1“1, тогда сигнал на

вы ходе имеет вид
Д л я  определения частотной характеристики цифрового 

ф ильтра на его вход (точнее говоря, на вход дискретного 
ф ильтра, так  как эффекты  квантования мы не учитываем) 
подают дискретизированны й сигнал f{kT)  =  е’,окГ. Т ог

д а  сигнал на выходе будет иметь вид K(iö)ei<a'!T.
Частотная х ар актер и сти ка  цифрового ф ильтра имеет 

некоторы е специфические свойства. Главное # з  них — это



периодичность. На вход цифрового ф ильтра подают д и с к р е 
тизированны й сигнал 1х(кТ) с ин тервалом  дискретизации Т ; 
для  конкретного типа ф ильтра интервал  Г — ф икси рованная 
величина. Спектр входного дискретизированного с и гн ал а  
представляет собой периодическую  функцию (см. рис. 2 .4 ) 
с периодом 2п'Т:

•$1 ы  =

-1-00

2 * . о> — П 2п
Т

С игнал на выходе цифрового ф ильтра такж е п ред став
ляет  собой последовательность отсчетов, взятых с и н те р в а 
лом Т.  Е го  спектр тоже описы вается периодической ф у н к 
цией с тем ж е периодом 2п/Т:

+ 00 

2
Н а рис. 4.12 изображены 

спектры сигналов на входе 
и выходе цифрового фильт
ра. П о определению отно

шение 5 2{(о)/51((й) =  К(ы) 
определяет частотную  ха
рактеристику цифрового 
ф ильтра. Н етрудно видеть,
что /С(оо) такж е является 
периодической, функцией с 
периодом 2л1Т . Ц ентраль
н а я  часть частотной харак
теристики п р и — п / Т <  <о<

<  п / Т  повторяет частот
ную характеристику фильт- 
ра-прототипа, аналогично
го данному цифровому 
фильтру.

Рассмотрим цифровой ф ильтр общ его вида,, которы й  
описывается разностным уравнением  (4.12):

У (пТ) -  Ь]У ( п Т - Т ) -------------- Ьыу  (пТ  -  АТ) =

\г
2тс

- п ------
Г

Ш )

[ \ 7

)■

К/К,
- 4  

"  /
%К / 1\

г  ш  

к ,

*  А11 К(о)К/ 1\А
^  и

К,

г
Р н с.  4 .12 .  Спектр с и гн ал а  н а  
в х о д е  (и) и на выходе (б) ц и ф р о 
вого  ф и л ь т р а ,  частотная х а р а к т е 
р и с ти к а  (в) цифрового < ф и л ь т р а

=  а,}х(пТ) +  а^х(пТ  — Г) -Ь------4  ам х (пТ  — М Т \



П усть входной си гн ал  х(пТ ) =* е/<олГ. Т огда, по опре
делению , сигнал на вы ходе фильтра у(пТ)  — K((ú)e¡">nT. 
П одставляя вы раж ен и я  д л я  х(пТ) и у(пТ)  в уравнение 
(4.12), получим

is <  \ > п Т ( \  u < r l a,T и —/« а г г \/С (« )е  ( \ - b j Q  -------------bN e  ) =

/u m r (  — ы т  — 1шМТ\
=  е | а 0 4 - а ге +  • • • - М ^ е  ) ,

откуда

a0- f а.<гГ~1шТ -f- • • ■ 4-  а и  ё~1,оМТ
=  -  ---------- Т . . »  (4.15)

1 _  б1в“ /шГ---------- bN é-hN T

Выражение (4.15) совпадает с выражением (4.14) д ля  
системной функции ф и льтра, если e - 'wr зам енить на г ' 1. 
Т аким  образом, устан овлен а ' простая связь между частот
ной характеристикой филыпра и его системной функцией:

í ( . )  =  f í ( e H ) ,  (4.16)

Из вы раж ения (4 .16) следуют многие свойства частот
ной характеристики цифровых фильтров, в частности пе
риодичность. Соотнош ение (4.16) позволяет определить 
положение нулей и  полю сов частотной характеристики

/С (а) по известному положению особых точек системной 
функции Н(г). И  н ак о н ец , формула (4.16) позволяет зап и 
сать связь между частотной характеристикой цифрового 
ф ильтра и его им пульсной характеристикой. З ам ен яя  в 
формуле (4.5) г на e /ulí, получим

* ( < » ) -  (4.17)
л*=о

Таким образом , частотная характеристика цифрового 
ф ильтра связана с  импульсной характеристикой соотно
шением, подобным дискретному преобразованию  Ф урье 
(3.3).

В качестве п р и м е р а  рассмотрим цифровой ф и л ьтр  1*го п о р я д 
к а ,  аналогичный « С - ц е п и ,  с импульсной х а р ак тер и сти к о й  g ( k T )  =  
=  е—*ГЛ. С истемная ф у н к ц и я  такого ф и льтра  о пределяется  вы 
ражением

f fw - ,.....I — е г 1



З а м ен я я  г " 1 на е ~ / 0,7>, по л у ч им  вы р аж ен и е  д л я  ч а сто тн о й  х а 
рактеристики

о ткуда  найдем амплитудно-частотную  х ар ак т ер и с т и к у  

\ К  (*>) | =  (1 +  е_277т -  2е“ ГЛ сов * т ) ~ т  

и фазо-частотную х ар ак т ер и с т и к у  цифрового ф ильтра

. . ашсоГ 
аге УС (■■>) =  агс !а  " Я а Т _ е ъ ,  ■

Рис. 4.13. Частотная х а р ак тер и сти к а  ц и ф рового  
ф и льтра  1-го п о р я д к а ,  экв и в ал ен тн о го  /?С-цепи

Н а  рис. 4.13 приведен г р аф и к  ам п л и ту д
но-частотной хар ак тер исти к и  цифрового 
ф ильтра  при 7 7 т=  1 и 7 ' / т = 0 ,1 .  П р и  — п / Т <  
< ы < я 1 Т  график частотной х ар ак т ер и с т и к и  
цифрового фильтра почти с о вп ад ае т  С час
тотной характеристикой  /?С-цепи.

Определим положение особы х  точек пе
редаточной функции К(р)  р ассм атри ваем ого  
цифрового фильтра. Единственн ы й полюс 
системной функции этого ф и л ь т р а  (см. рис. 
4 .10) располож ен в точке г  =  е—' / * .  З а м е н я я  
г  на ерт, получим ър?  =  e r - T h ,  откуда

р Т  =  — —  ¡2пп (п — 0 ;  ±  1; ±  2 ,  . . . ) ,

2 пп
(п =  0; ±  1; ± 2 ,  . . . ) .р  = _ - — + /

1 I
Единственному полюсу системной ф ункц ии  

соответствует бесконечное ч и с л о  полю сов пе
редаточной функции,  распо л о ж ен ны х  с и н 
тервалом 2 л / Т  (рис. 4.14).

JL  I г  I

¥

I

Рис. 4 .14 . Р а с п о 
л о ж е н и е  полю сов  
ф у н к ц и и  К ( р )  ц и ф 
р ового  ф и л ь т р а  

1-го п о р я д к а



§ 4 .4 . Ф орм ы  реализации цифровых ф ильтров

Схема рекурсивного цифрового фильтра, представлен
н ая  на рис. 4 .8 , не явл яется  единственно возможной ф ор
мой реализации цифрового фильтра с системной функцией 
вида (4.14).

Запиш ем  вы раж ение, связывающее г-преобразования 
си гн алов  на входе и вы ходе рекурсивного фильтра:

К (г )  = Х{2) .  (4.18)
1 — баг-* -----------

Введем промеж уточную  последовательность иу{пТ), для  
которой определим г-преобразование следующим образом:

Х(г)ЧГ(г) =
I _  Ь12-1 — Ьгг~* Ь „  2 " "

(4.19)

Т ако е  преобразование осущ ествляется с помощью р е 
курсивного ф ильтра ДО-го порядка. Связь между выход
ным сигналом  у{пТ) и промежуточным ш(пТ) определяется 
вы раж ением

У (г) =  ИР (г) (а0 +  а # ' 1 +  агг~% -\--------- \-ам г~м). (4.20)

ф и льтра



Ф ормула (4.20) определяет нерекурсивное п р ео б р азо 
вание сигнала, которое м ож ет быть произведено после 
рекурсивного, определяемого вы раж ением  (4.19). О б щ ая  
схема фильтрации, вклю чая рекурсивное и н ерекурси вн ое 
преобразования, представлена на рис. 4.15.

В этой схеме несколько элементов задерж ки я в л яю т ся  
лиш ними, так  как дублирую т д р у г  друга. Если п о п ар н о  
объединить дублирую щ ие д р у г  д р у га  элементы, то п о л у -

Ри с.  4.16. Каноническая  схема цифрового ф и льтра  Л'-го 
п о р я д к а

чим схему фильтра, которую  назы ваю т к а н о н и ч е .с к  о  й 
(рис. 4.16). В отличие от нее схему рис. 4.8 назы ваю т п р я 
м о й  или о с н о в н о й  формой цифрового ф и л ьтр а. 
Преимуществом канонической схемы ф ильтра я в л яе тс я  м и 
нимальное число элементов задерж ки , равное п о р я д к у  
ф и льтра. Б лагодаря этому удается сократить общий объем  
вычислений.

Кроме прямой и канонической форм реализации ц и ф р о 
вых фильтров существуют и д р у ги е  варианты . Р а зл о ж и м  
многочлены в числителе и знам енателе системной ф у н кц и и
(4.14) на множители вида (а^ и (а* +  ргг -1 +

так, чтобы коэффициенты сс̂ , р,, у1 были д ей с т 
вительными числами. Это возмож но, так  как  все коэф ф и 



циенты  а1 и в числителе и знаменателе вы раж ения (4.14) 
т а к ж е  являю тся действительными числами. Затем , группи
р у я  соответствующим образом  эти множители, представим 
системную функцию ф и льтра в виде произведения

Н(г)  =  Н 1( г ) Н г( г ) . . . Н к (г), (4.21)

где сомножители

а , +  м - 1 +  м - 9

Т1 /  \  я / ' ЬНЛг)  имеют вид —  или
1 +

и являю тся, таким образом, систем-
1 +  Т ! 2 " 1 “ Г

ными функциями цифровы х фильтров 1-го и 2-го порядков. 
Т аки м  образом, цифровой фильтр с системной функцией 
вида (4.21) может быть реализован посредством каскадно
го соединения цифровых фильтров 1-го и 2-го порядков, 
к ак  показано на рис. 4 .17 . Такую  форму реализации цифро
вы х фильтров назы ваю т п о с л е д о в а т е л ь н о й  или 
к а с к а д н о й .

Системную функцию  фильтра (4.21), представленную  
в виде произведения элементарных сомножителей, можно 
посредством разлож ени я на простые дроби преобразовать 
к  виду

И, (г) н,(г)НЕ( г )
И {г)

/ ~ !

(4.22)

Ри с.  4 .17 . П о сл ед о вател ьн ая  с х е 
ма цифрового ф и л ь тр а

Ри с.  4 .18 .  П а р а л л е л ь н а я  схема 
цифрового ф ильтра

где Н]{г) — системные фун
кции цифровых фильтров
1-го и 2-го порядков. Т а
кое представление систем
ной функции соответствует 
схемной реализации в виде 
п а р а л л е л ь н о г о  со
единения элементарных 
цифровых фильтров (рис. 
4.18).

Рассмотренные четыре 
типа фильтров совершенно 
эквивалентны друг другу 
и дают один, и тот ж е ре
зультат, если не учитывать 
квантование сигналов и 
считать, что параметры 
фильтров т. е. коэффици
енты аь Ь1, а г и другие,



заданы  абсолютно точно. В реальных циф ровы х ф ильтрах 
происходит округление значений входного си гн ала  и ре
зультатов промежуточных вычислений, а парам етры  ф ильт
ров задаются с конечной точностью. В результате  этого 
возникаю т погрешности обработки сигналов, а в отдельных 
случаях  наруш ается устойчивость ф ильтров. Н аиболее 
сильно эти неж елательны е эффекты проявляю тся  при реа
лизации фильтров в виде прямой и канонической форм; 
применение последовательной или параллельной  форм 
позволяет несколько снизить ошибки обработки  сигналов. 
Более подробно вопрос о погреш ностях цифровой фильт
рации будет рассмотрен далее.

§ 4 .5 . Основы синтеза циф ровых ф ильтров

При решении задачи о синтезе ф ильтра обычно бывает 
задана частотная характеристика, реж е — им пульсная х а 
рактеристика этого ф ильтра. При проектировании анало
говых фильтров задача синтеза распадается на две: задачу 
аппроксимации частотной характеристики и задачу  реали
зации.  Обычно частотная характеристика ф и льтра имеет 
такой вид, что она не может быть реализована с помощью 
обычных резисторов, конденсаторов и индуктивны х кату
ш ек. Н апример, нереализуемой оказы вается  идеальная 
прямоугольная форма частотной характеристики  фильтра 
ниж них частот. Выход из такого полож ения состоит в 
нахождении функции, которая соответствует реальной 
электрической цепи и достаточно хорош о апп роксим ирует 
заданную  частотную характеристику. Ч асто  эту задачу 
удается решить путем определения м естополож ения нулей 
и полюсов этой функции. П осле этого при ходи тся  реш ать 
задачу об определении электрической схемы, соответствую 
щей заданной частотной характеристике. Э та вторая за 
дача обычно бывает не легче первой.

При создании цифровых фильтров задача аппроксим а
ции по существу не отличается от такой ж е  задачи  для ан а
логовы х фильтров. Реш ение ж е второй задачи  — задачи 
реализации не представляет никакого тр у д а . Е сли  систем
ную функцию ф ильтра записать в виде дробно-рациональ- 
ного вы раж ения, то , как показано в § 4.4, м ож н о сразу  ж е  
изобразить схему ф ильтра. Поэтому в данном  параграф е 
будут рассмотрены некоторые способы определения систем
ной функции цифрового фильтра в виде дробно-рациональ- 
ного вы раж ения, т. е. в виде отнош ения д вух  полиномов



по отрицательны м  степеням г. Эти методы фактически яв л я 
ются методами синтеза цифровых фильтров.

З а  последние 2—3 десятилетия радиоспециалистами 
накоплен  богатый опыт по проектированию  аналоговых 
ф ильтров, и вполне естественным является стремление 
и сп ользовать этот опыт при разработке цифровых ф ильт
ров. П оэтому наиболее распространенные методы синтеза 
цифровы х фильтров основаны на использовании аналого
вого фильтра-прототипа , т . е. физически реализуемого 
аналогового  ф ильтра, удовлетворяю щ его поставленным тех 
ническим требованиям . При этом долж на быть известна 
частотная или импульсная характеристика фильтра-про- 
тотипа.

С интез по заданной импульсной характеристике. Н аи 
более просто задача синтеза цифрового фильтра реш ается 
в том случае , если известна им пульсная характеристика 
ф ильтра-прототипа. М етод синтеза цифровых ф ильтров, 
основанны й на использовании импульсной характеристи
ки ф ильтра-прототипа, назыадю т м е т о д о м  и н в а 
р и а н т н о й  и м п у л ь с н о й  х а р а к т е р  и с т  и- 
к и. С огласно этому методу, д ля  определения импульсной 
характери сти ки  проектируемого цифрового ф ильтра не
обходимо подвергнуть дискретизации импульсную х а р а к 
теристи ку  g (/) аналогового фильтра-прототипа. Зн ачения 
импульсной характеристики цифрового фильтра g(kT)  д о лж 
ны бы ть равны  значениям импульсной характеристики 
ф ильтра-прототипа в отсчетные моменты времени t kT.  
П ри м ен яя  к импульсной характеристике цифрового ф ильт
ра г-преобразование, можно найти системную функцию  
и составить алгоритм цифровой фильтрации. М етод ин ва
риантной импульсной характеристики уж е был исп оль
зован в § 4 .2  при определении алгоритм а цифрового ф ильт
ра 2-го порядка, эквивалентного колебательному контуру.

М етод билинейного г-преобразования. Синтез цифро
вых ф ильтров по заданной частотной характеристике 
ф ильтра-прототипа более слож ен. При этом использую тся 
разли чн ы е методы, основным из которых является ме
тод  билинейного z -преобразооания. П усть частотная х ар а к 
теристи ка аналогового фильтра-прототипа задана в опе
раторной ф орм е К{р)- Тогда системную функцию цифрово
го ф и льтра мож но найти посредством замены переменного 
qpT =  г или

(4 -2 3 >



Передаточная ф ункция любой физически осущ естви
мой аналоговой цепи описывается дробно-рациональны м  
выражением

К ( п )  =  =  Qo +  a i P + Q zpB +  ■■■ -|- д пр п , 4  2 4 ) 
в (Р) ьй 4- Ьхр + ьгР* + ......Ь ьтРт  ' к '

П одставляя (4.23) в (4 .24), можно найти вы раж ени е 
д ля  системной функции цифрового ф ильтра Н(г). О днако 
это выражение не будет дробно-рациональны м  и поэтому 
не соответствует никаком у реальному цифровому 
устройству.

П оскольку точно реш ить задачу не удается , и сп оль
зуется приближенный подход. Л адо подобрать дробно
рациональное вы ражение, которое бы приближ енно соот
ветствовало (4.23), и, что очень важ но, преобразовы вало 
бы частотную характеристику устойчивого ан алогового  
ф ильтра в системную функцию устойчивого цифрового 
ф ильтра.

Д л я  этого представим ф ункцию  (4.23) в виде ряда

" = Т (г + т ?3 + т е6+-
г д е  С — ( * - ! ) / ( *  + 1 ) .

О граничиваясь д ля  простоты одним членом р я д а , п о
лучим  формулу дробно-линейного преобразования

р  =  —  . (4.25)
Т  г - f  1 v

Если исходный аналоговы й фильтр-прототип устойчив, 
то  соответствующий ему цифровой фильтр т а к ж е  будет 
устойчивым. Это можно показать , ан али зи руя  р асп о л о ж е
ние полюсов системной ф ункции цифрового ф и льтра Н{г). 
Д л я  устойчивой аналоговой системы все полюсы передаточ
ной функции К{р)  располагаю тся в левой полуплоскости 
комплексного переменного р,  т . е. при R e p < 0 .  П р ео б р а 
зование (4.25) производит конформное отображ ение пло
скости р на плоскость комплексного переменного г, т а к  что 
мнимая ось /0  в плоскости р  переходит в единичную  о к р у ж 
ность | г | =  1. При этом все полюсы передаточной ф у н к 
ции К(р),  расположенные левее  оси р =  /со, о казы ваю тся  
внутри окруж ности \ г \  = 1 .  С ледовательно, цифровой 
ф ильтр, соответствующий этой системной ф ункции, будет 
устойчив.



О дн ако  получаю щ ийся таким образом цифровой фильтр 
н е  будет точным аналогом  исходного фильтра-прототипа, 
т а к  к ак  дробно-линейное преобразование искаж ает частот
ный м асш таб. Вследствие того, что преобразование (4.25) 
ли ш ь приблизительно соответствует желаемому преобра
зован и ю  (4.23), частотная характеристика цифрового ф ильт
р а  будет отличаться от частотной характеристики анало
гового  ф ильтра-прототипа.

П усть , например, а)а — значение частоты, соответствую
щ ее каком у-либо характерном у месту частотной х ар акте
ристики аналогового ф ильтра (например, ослаблению  
н а  3 д Б ) , и р  =  /<оа ; этом у ж е характерному месту частот
ной характеристики цифрового фильтра соответствует час
тота  (Оц и г  =  е/«ц7\ Зн ачения р  и г  связаны  друг с другом  
дробно-линейиым преобразованием (4.25), откуда полу
чаем

2 1 -  o~/w« Т
Р =  / “ а =  у  --------—  •

1 1 +  е '  V

и ли , после преобразования,

~  «8 ■ (4-26)

Соотнош ение (4.26) позволяет скорректировать частот
ный масш таб при проектировании цифровых ф ильтров. 
П у сть , наприм ер, требуется, чтобы цифровой фильтр имел 
задан н ую  частотную  характеристику. Д л я  реш ения задачи 
синтеза такого ф ильтра надо сначала подобрать аналого
вый ф ильтр-прототип, такой , чтобы его частотная х аракте
ристика не совпадала точно с частотной характеристикой  
проектируемого цифрового ф ильтра, а была бы деформи
рована по оси частот в соответствии с условием (4.26). Если 
известна частотная характеристика /((со) или передаточ
н ая  ф ункция К(р)  такого  фильтра-прототипа, то с помощью 
п реобразования (4.25) находят системную функцию  цифро
вого ф ильтра Н{г) и определяю т его структурную  схему.

Рассмотренный метод билинейного преобразования яв 
л яется  одним из основны х рабочих методов синтеза цифро
вы х ф ильтров. Д л я  демонстрации этого метода приведем 
пример расчета цифрового фильтра 3-го порядка.

П у с т ь  требуется  рассчитать  цифровой фильтр ни ж ни х  частот, 
имею щ ий частоту ди скретизац ии  /дИснр =  Ю плоскую  ч асто т 
н у ю  х ар ак тер и сти к у  в области  н изких  частот с з а т у х а н и е м  3 д Б



« а  частоте среза  / с =  I кГц и о слаблением  не менее 20 д Б  на ч а с 
тоте =  2 кГц.

И з теории аналоговых ф и л ь тр о в  (см., например, [11)) и звест -  
но, что при  соответствующем в ы боре  парам етров  заданны м  т р е б о 
в а н и я м  могут  удовлетворять ф и л ь т р ы  Б аттер во р та ,  ч асто тн ая  х а 
р а ктер и сти к а  которых (см. рис. 2 .18) описывается  в ы р аж ен и е м

! * Н 1 а =  . . Л  (4 .27 )1 -+- (ш/а»с)*я

П реж де  всего найдем частотную  х а р ак т ер и с т и к у  а н а л о г о в о г о  
ф ильтра-прототипа .  М ежду х а р а к т е р н ы м и  точками часто тн ы х  х а 
рактери сти к  цифрового ф ильтра  и фильтра-прототипа  с у щ е ст в у ет  
о дн о значная  с вя з ь ,  которая у ста н а вл и ва ет с я  вы раж ен ием  (4.26) 
В соответствии с техническим задан ием  частотная х а р а к т е р и с т и  
к а  проектируемого  цифрового ф и л ь тр а  имеет две х а р а к т е р н ы е  
точки: частоту среза  <ос шц1, соответствую щ ую  за ту х а н и ю  3  д Б  
и частоту сощ =  2000 Гц, на ко то р о й  д о л ж н о  обеспечиваться  з а т у  
хание не менее 20 дБ. Частоте с р е за  цифрового  ф и л ьтр а  о>с =  о)ц 
соответствует  частота о>а1 с р еза  анал о го в о го  ф и л ь тр а -п р о т о ти п а

2 2 * /сГ
“ 81 =  ---- I

где Т  =: 1 //диенр =  Ю“4с — и н те р в ал  дискретизации.
П о д став л я я  числовые данные, получим  0)а 1  =  6 ,498  • Ю8 1 /с .  

А н алогичн о  частоте (0ц2 циф рового  ф и л ь тр а  соответствует ч а с т о т а  
й>аа а н алогового  фильтра:

“ м  “  “  ^  =  1,453 :10* 1 /с .

Т ак и м  образом, аналоговый ф нльтр-п рототип  до л ж ен  и м е ть  
з а ту х ан и е  3 д Б  на частоте соа1 =  6,5- 103 1/с и з а ту х ан и е  не м ен ее  
2 0  д Б  на  частоте <оаз =а 1,453 • 104 1/с. Отнош ение эти х  д в у х  ч а с 
тот о)а 2 /&)а 1  =  2,24. З а д а ва я с ь  на  частоте соа2 ослаблением не м е 
нее 20 д Б ,  т. е. в 10 раз,  из в ы р а ж е н и я  (4.27) определяем  п о р я д о к  
ф и л ь тр а :  1 2,242” :>  100, о т к у д а  п  >  2,85. П ри ним аем  п  =  3.

Ф ил ьтр  Б аттерворта  3-го п о р я д к а  на частоте ша2 будет  о б е с п е 
чивать  ослабление  сигнала ,  р а в н о е  10 ^  (1 4- 2,242-3 ) =  21 д Б ,  
что с превышением удовлетворяет  заданны м  требованиям.

Найдем передаточную ф у н к ц и ю  ф ильтра-прототип а .  С о г л а с н о  
£11] операторны й коэффициент передачи ф и л ь тр а  Б а т т е р в о р т а
3-го  п о р я д к а  определяется  вы раж ен и ем

_1_____________
(4 .2 8 )

+ — ) [ * + — + ( — ) 1  
fl,c /  L " с  W o /  J

г д е  (1)с =  =  6,5 • !03 1/с —  частота  среза  анал о го в о го  ф и л ь т -  
яа -прототипа .

2 у_1
З а м е н я я  р  на —  . — пос ле  подетановкн числовы х  д а н -



пых и ряда упрощений получим выражение для системной функции 
цифрового  фильтра

И (г) =- 0,018 О -Ь г -1)3
(I — 0,5096г-1) {I - ] , 2 5 0 5 2 ' 1 -НО.5457г“а)

1.29)

Системная функции (4.29) может быть реализована в виде по
следовательной схемы фильтра. Для этого системную функцию сле
дует записать в виде произведения двух системных функций перво
го или второго порядков:

I! (2) =  0,018
I +  г- 1 Н- 2г 1 -Ь г '

1 -  0 , 5096г-1 1 -  1,25052"1 +  0 , 5457Г2
(4.30)

Схема цифрового фильтра, соответствующая системно)! функ
ции (4.30), изображена на рис. 4.19.

Рис. 4.19. Схема цифрового фильтра нижних частот 3-го порядка

М е т о д ,  а н а л о г и ч н ы й  р а с с м о т р е н н о м у ,  и с п о л ь з у е т с я ^ н е  
т о л ь к о  д л я  с и н т е з а  ф и л ь т р о в  н и ж н и х  ч а с т о т ,  н о  и д л я  с и н т е 
з а  ф и л ь т р о в  в е р х н и х  ч а с т о т ,  п о л о с о в ы х ,  р е ж е к т о р н ы х  
и д а ж е  м н о г о п о л о с н ы х  ц и ф р о в ы х  ф и л ь т р о в .  Д л я  к а ж д о 
г о  т и п а  ф и л ь т р а  п о л у ч е н а  ф о р м у л а  д р о б н о - р а ц и о н а л ь н о 
г о  ¿ - п р е о б р а з о в а н и я ,  к о т о р а я  у с т а н а в л и в а е т  с о о т в е т с т в и е  
м е ж д у  с и с т е м н о й  ф у н к ц и е й  с и н т е з и р у е м о г о  ц и ф р о в о г о  
ф и л ь т р а  и ч а с т о т н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  а н а л о г о в о г о  ф и л ь т 
р а - п р о т о т и п а  н и ж н и х  ч а с т о т .  Э т о т  м е т о д  с и н т е з а  ц и ф р о в ы х  
ф и л ь т р о в  п о д р о б н о  и з л о ж е н  в [41.

П р я м о й  с и н т е з  ц и ф р о в ы х  ф и л ь т р о в .  К р о м е  р а с с м о т р е н 
н ы х  м е т о д о в  с и н т е з а  ц и ф р о в ы х  ф и л ь т р о в ,  о с н о в а н н ы х  н а  
и с п о л ь з о в а н и и  а н а л о г о в о г о  ф и л ь т р а - п р о т о т и п а ,  б о л ь ш о е  
р а с п р о с т р а н е н и е  п о л у ч и л и  п р я м ы е  м ет о д ы  с и н т е з а .  П р я м о й  
с и н т е з  ц и ф р о в ы х  ф и л ь т р о в  св о д и тся  к  н а х о ж д е н и ю  ф у н к 
ц и и ,  а п п р о к с и м и р у ю щ е й  з а д а н н у ю  ч а с т о т н у ю  х а р а к т е р и 
с т и к у  т а к ,  что б ы  в  р е з у л ь т а т е  а п п р о к с и м а ц и и  п о л у ч и л о с ь



дробно-рациональное вы раж ение д ля  системной ф ункции 
цифрового фильтра.

Соответствие между частотной характеристикой и си 
стемной функцией цифрового ф ильтра устан авли вается  
соотношением (4.16). Д ля  перехода от частотной х а р а к т е р и 
стики к системной функции надо в выражении д л я  ч астот
ной характеристики е'шТ зам енить на г. Чтобы п олучаю 
щееся при этом выражение Н{г) для  системной ф ун кц и и  
было дробно-рациональным, исходное вы раж ение д л я  /((со) 
долж но быть дробно-рациональны м относительно е '“ г . 
П оиск подходящей аппроксимации для /((<о) явл яется  г л а в 
ной трудностью прямого метода синтеза цифровых ф и л ьт
ров.

Обычно задачу аппроксимации решают, подби рая д л я  
К(а>) рациональное вы раж ение относительно тригоном ет
рических функций от (о7\ К аж д ая  из тригоном етрических 
функций может быть представлена в виде комбинации ком 
плексных экспонент &и'т и в результате чего 
можно получить выраж ение д л я  частотной х ар актер и сти 
ки /((со) в требуемой форме.

Н апример, для фильтра ни ж ни х частот с частотой с р е 
за  о)с частотная характеристика мож ет быть а п п р о к си м и 
рована выражением

График функции (4.31) почти не отличается от частот
ных характеристик фильтров Б аттерворта, изображ ен н ы х  
на рис. 2.18.

Д альнейш ая процедура синтеза цифрового ф и льтра 
сводится к следующему: 1) по заданным х ар актер и сти кам  
рассчитывают порядок ф ильтра л; 2) зам еняя в вы раж ен и и  
для | / ( (о )  | 2 е!,оТ на г находят  квадрат системной ф у н к 
ции [ Н(г) | 2; 3) определяю т полож ение полюсов ф ункции 
| H(z) | * и с помощью процедуры , излож енной в Г21, н а 

ходят положение полюсов ф ункции //(г ); 4) исходя из п о 
лож ени я полюсов, находят вы раж ение д ля  систем ной 
функции H(z) и записываю т алгоритм  цифровой ф и л ь 
трации.

Более подробно прямые методы синтеза цифровых ф и л ьт
ров, вклю чая вопросы устойчивости, излож ены  в [4] и [71.

I К  («О Iе (4.31)



М етоды синтеза фильтров с конечной импульсной ха* 
рактеристикой. Д о  сих пор мы рассматривали в основном 
цифровы е фильтры, длительность импульсной характери
стики которых была неограиичена — так  называемые 
фильтры с бесконечной импульсной характеристикой , или 
БИХ-фильтры.  О днако наряду с ВИХ-фильтрами ш иро
ко е  распространение получили цифровые фильтры с им
пульсной характеристикой конечной длительности, на
зы ваем ы е иначе КИХ-филыпрами. Ф ильтры с конечной 
им пульсной характеристикой  реализую тся, как  правило, по 
нерекурсивной схеме и обладаю т рядом полож ительных ка
честв, основное из которы х состоит в том, что благодаря от
сутствию  обратных связей  КИХ-фильтры всегда устойчивы.

Ф ильтры  с конечной нмпульсной характеристикой не 
имею т непосредственных аналогов среди пассивных элект
рических фильтров, поэтому методы их синтеза относятся 
к  прямым методам. О дним из наиболее употребительных 
методов синтеза К И Х -ф ильтров является метод частотной 
выборки.

И дея метода очень проста. Частотную характеристику 
цифрового фильтра подвергаю т дискретизации к ак  перио
дическую  функцию , р азби вая  интервал (—к / Т <  п!Т) 
н а  N  равных частей. И нтервал дискретизации £2 долж ен 
б ы ть таким, чтобы передать характерны е подробности 
частотной характеристики . К образовавш ейся последова
тельн ости  значений К (п 2 )  применяют дискретное пре
образован и е Ф урье или быстрое преобразование Ф урье и 
н ах о д я т  импульсную  характеристику £{кТ).  Значения 
g{kT)  являю тся коэффициентами нерекурсивного фильтра.

И ногда получаю щ аяся в процессе синтеза импульсная 
характеристика цифрового фильтра оказы вается физиче
ски  нереализуемой, т а к  к ак  отличны от нуля ее значения 
£ (к Т )  при отрицательны х кТ.  Фильтр можно сделать ф и
зически реализуемым, если его импульсную характеристи
ку  сместить вправо т а к , чтобы д ля  моментов времени / г Г <  О 
-она тождественно равн ял ась  нулю. При таком смещении 
изм еняется ф азо-частотная характеристика цифрового 
ф и л ьтр а, а его амплитудно-частотная характеристика ос
тается  неизменной. П оэтом у метод частотной выборки поз
во л яет  синтезировать фильтры с заданной амплитудно- 
частотной характеристикой  при неконтролируемой фазо
частотной характеристике.

М етод частотной выборки хорошо работает при плав
ны х частотных характеристиках . Продемонстрируем его



н а  п р и м е р е  ф и л ь т р а  с  г а у с с о в о й  ч а с т о т н о й  х а р а к т е р и 
с т и к о й .

П усть требуется синтезировать  цифровой ф ильтр  с а м п л и ту д н о -  
частотной характеристикой

/ 9— (О*/ Ц>

/ с  (со) =  е

где сио -  2л • 200 рад/с, ин
тервал  дискретизации Т = 1  мс.

Как было показано в § 2.1, 
для  хорошего описания гаус
совой кривой достаточно пяти 
отсчетов. Поэтому разделим 
интервал {— л  I T,  л  / Т)  на 5 
частей, выбрав интервал дис
кретизаци и  по частоте С рав
ным со о (рис. 4.20, а). Тогда 
частотная характеристика  бу
дет описываться  пятью отсчет- 
ными значениями:

К  (— 211) ~  с“4 =  0,01832,

К  ( -  <2) =  е - а =  0,36788,

* ( 0 ) =  1,

/С (У) =  е-* =  0,36788,

К  (2Q) =  e~4 =  0,01832.

П ри м еняя  к K(nQ)  дис
кретное преобразование Фурье, 
найдем импульсную  х а р ак т ер и с т и к у  цифрового ф ильтра :

g ( 0 )  =  0 ,3545 ,  

g ( ±  Т )  =  0 ,2395, 

g  ( ±  2 7 )  =  0 ,0832 .

О днако  так ая  импульсная х а р а к т е р и с т и к а  физически  н е р е а л и 
зуема вследствие того, что отличны от н у л я  ее зн ач ен и я  при  о т р и 
цательны х значениях аргумента. Чтобы сделать ф и л ьтр  р е а л и з у е 
мым, сместим все зн ачения  им п у л ьсн о й  х а р ак т ер и с т и к и  вп р а в о  
на величину 2Т.  В результате  получим

g  (0) =  0,0832; g  {Т) =  0 ,2395;  g  (2Т) =  0 ,3545;  

g  (3Т)  =  0,2395; g  (47’) =  0 ,0832 .

Ц и ф ровой  фильтр с такой и м пульсн ой  х а р ак т ер и с т и к о й  м ож ет  
быть реализован с помощью алгоритм а

у  {п Т ) =  0,0832* ( пТ)  - Ь  0 ,  2395л; (пТ  -  Т)  +  0 , 3545л: X 

X ( п Т  -  2Т)  +  0,2395* ( пТ —  3Т)  +  0 ,0832л: ( п Т  -  4 Г ) .

Рис.  4.20. Цифровой ф и л ь тр  с 
гауссовой частотной х а р а к т е р и с 

тикой:
а  — ч а с т о т н а я  х а р а к т е р и с т и к а ;  б — 

с х е м а  ф и л ь т р а



>

I
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Е го схема представлена на рис. 4.20, б. I
В рассмотренном примере такой простой результат по- I 

л у чи л ся  благодаря том у, что синтезируемый фильтр имеет - 
очень плавную  частотную  характеристику. Д л я  фильтров > 
с частотной характеристикой , имеющей резкие границы, I

Рис. 4.21. Синтез Ф Н Ч  с помощью метода ч а с 
тотной выборки: 

и — ч а с т о т н а я  х а р а к т е р и с т и к а  Ф Н Ч  при  ф о р м а л ь н о  про* 
и зве д ен н о й  д и с к р е т и за ц и и ; 6  — т о  ж е , при  п о д б о р е  з н а 
чен и й  ч а сто тн о й  х а р а к т е р и с т и к и  в  п р о м еж у то ч н о й  п о 

л о с е  часто т

процедура синтеза сильно усложняется. Если попытаться 
применить этот метод д ля  синтеза фильтра ниж них частот 
с прям оугольной частотной характеристикой, подвергнув 
ее дискретизации (рис. 4 .21 , а), то частотная характеристи
ка получаю щ егося при этом фильтра точно пройдет через 
все отсчетные точки, но в промежутках между ними может 
недопустимо отличаться от идеальной характеристики. 
Это приведет к сильной изрезанности частотной характе
ристики  в полосе пропускания и большому уровню  боко
вы х лепестков. При увеличении числа отсчетов степень



изрезанности частотной характеристики  не ум еньш ается , 
а только увеличивается частота биений.

Д л я  уменьшения изрезанности частотной х а р а к т е р и 
стики и снижения уровня боковых лепестков отсчеты ые 
значения частотной характеристики задаю т то лько  в по
лосе пропускания ф ильтра, т . е. при с о <  сох (рис. 4 .21 , 6) 
и в полосе непропускания (со >  со2), а в пром еж уточной 
полосе их подбирают так, чтобы обеспечить наи м ен ьш ую  
изрезанность частотной характеристики . Эта зад ач а  р е 
ш ается обычно на ЭВМ 
методом линейного прог
раммирования [7].

Ещ е один метод синте
за  цифровых фильтров с 
конечной импульсной ха
рактеристикой основан на 
использовании так  назы 
ваемых в р е м е н н ы х  
о к о н .

Рассмотрим идею этого 
метода на примере фильт
ра ниж них частот.

К ак известно, импульс
ная  характеристика иде
ального фильтра нижних 
частот с частотой среза 
0 О описывается функцией

ё(П  =  - ^

и имеет вид, изображен
ный на рис. 4.22, а. Т акая  
им пульсная характеристи
ка физически нереализуе
ма из-за того, что ее зна
чения отличаются от нуля 
при отрицательных значе
ни ях I. Чтобы сделать 
фильтр реализуемым, им
пульсную  характеристику 
усекаю т с обеих сторон 
и смещают вправо, как 
показано на рис. 4.22, б. 
О днако такое резкое усе

дш

а)

Рис. 4.22. П рим енение  метода 
временных окон:

а  —  и м п у л ь с н а я  х а р а к т е р и с т и к а  и д е 
ал ь н о го  ф и л ь т р а  н и ж н и х  ч а с т о т ; б — 
у с е ч е н н а я  и м п у л ь с н а я  х а р а к т е р и с т и к а ;  
в  —  ч а с т о т н а я  х а р а к т е р и с т и к а  ф и л ь т р а  
н и ж н и х  ч а с т о т  с у се ч ен н о й  и м п у л ь с 
ной  х а р а к т е р и с т и к о й ; г  — ф у н к ц и я  
Х эм м и н га ; д  —  ч а с т о т н а я  х а р а к т е р и с т и 
к а  ф и л ь т р а  н и ж н и х  ч а с т о т  с о к н о м  

Х эм м и н га



чение импульсной характеристики приводит к сильной 
изрезанности  частотной характеристики в полосе про
п у ск ан и я  и недопустимо большому уровню  боковых л е 
пестков в полосе непропускания (рис. 4.22, в). Чтобы улуч
ш ить вид частотной характеристики , импульсную х а р ак 
теристи ку  умнож аю т на весовую функцию  (так называемое 
«временное окно»), которая  близка к  единице в середи
не и плавно убы вает к краям . В результате форма им
п ульсной  характеристики  становится более плавной и, 
к а к  следствие этого, улучш ается вид частотной характе
ристики .

С ущ ествует несколько различных типов временных 
окон . Одним из наиболее распространенных является 
окн о  Х эмминга (рис. 4 .22, г), которое описывается ф унк
цией

V? ( / )  — 0,54 +  0,46 соэ (т.Цх).

О кно Х эмминга позволяет получить частотную х а р ак 
теристи ку, близкую  к прямоугольной, с уровнем боковых 
лепестков 53,6 д Б  (рис. 4.22, д).

О днако наилучш ие результаты  получаю тся при ис
пользовании окна К ай зера, которое описывается вы раж е
нием

№ $ ) =  - М -  , (4.32)
/0(?)

где / 0(х) — м одифицированная функция Бесселя мнимого 
аргум ента; р — парам етр окна, который выбирают, исхо
д я  из того, какое требование к частотной характеристике 
явл яется  более важ ны м. При увеличении |3 уменьш ается 
уровень боковых лепестков частотной характеристики и 
пульсаци и в полосе пропускания и в то ж е время умень
ш ается крутизна скатов частотной характеристики . С по
мощ ью  окна К айзера м ож но синтезировать фильтры, имею
щ ие практически п рям оугольн ую  форму частотной х а р ак 
теристики .

О бзор методов синтеза цифровых фильтров, приведен
ный в данном параграф е, является далеко не полным и не 
охваты вает всех разновидностей методов, применяемых в 
инж енерной практике. Более подробно этот вопрос рас
смотрен в [2, 3, 4, 7\.



§ 4 .6 . Эффекты квантования в циф ровы х ф ил ьтрах

Д о сих пор мы не учитывали эффекты кван тован и я , 
предполагая, что сигнал на входе цифрового ф ильтра мо
ж ет принимать любые значения. Иначе го в о р я , вместо 
цифровых сигналов и фильтров мы рассм атривали  ди ск
ретные.

В цифровых фильтрах сигнал задается последователь
ностью чисел с конечным числом разрядов, т . е. значения 
сигнала округляю тся с заданной точностью. Это приводит 
к появлению ряда специфических эффектов, не встречаю 
щ ихся в аналоговых и дискретны х устройствах. Главными 
из этих эффектов являю тся: а) квантование сигналов на 
входе (шум квантования), о котором говорилось в § 2.2;
б) неточные (округленные) значения постоянны х парам ет
ров фильтров; в) округлени е результатов пром еж уточны х 
вычислений; г) предельные циклы  м алого уровн я .

А нализ эффектов квантования — это один из самых 
слож ны х вопросов теории цифровых ф ильтров. Величина 
погрешности обработки сигналов, вызванной эффектами 
квантования, зависит от  многих факторов: структуры  
ф ильтра, способа представления чисел в маш ине, х а р а к 
тера входного сигнала и д р . Общий анализ погреш ностей 
цифровой обработки сигналов не входит в задачи данной 
книги. Ограничимся лиш ь краткой характеристикой  р а з 
личных эффектов квантования. Более подробно вопросы 
эффектов квантования и погрешностей цифровой обработ
ки сигналов изложены в [2, 3, 5].

В цифровых вычислительных устройствах прим еняю т 
два способа представления чисел: с фиксированной з а п я 
той и с плавающей запятой.

При представлении числа с фиксированной запятой  
(в двоичном коде) его можно записать в форме

1 / = р ,  2 -', (4.33)
(= 0

где и,  =  0 или 1.
Недостатком устройств, в которых исп ользую тся числа 

с фиксированной запятой, является  небольшой ди н ам и чес
кий диапазон. Например, максимальное зн ачение ч и сл а , 
записанного в виде (4.33), не превышает 2. В то ж е  врем я 
арифметические устройства с фиксированной зап ято й  п р о 
ще по структуре; их легче анализировать.



Ч и сл а  с плавающей запятой обычно представляются 
в виде, изображ енном на рис. 4.23. Арифметические устрой
ства, в которы х использую тся числа с плавающей запятой , 
обладаю т значительно большим динамическим ди ап азо
ном, однако  анализ ош ибок квантования в них достаточно 
слож ен. Н апример, величина ош ибок округления зави 
сит не только  от числа разрядов , но и от порядка о кр у гл яе
мого числа.

Знак поряНок Мантисса.

Рис.  4.23. Представление числа в арифмети
ческом устройстве с  плаваю щ ей запятой

В рам ках  данной книги анализ эффектов квантования 
будем проводить только д ля  вычислительных устройств, 
в которы х использую тся числа с фиксированной запятой . 
А нализ эффектов квантования в цифровых ф ильтрах с 
плаваю щ ей запятой приведен в [3].

П огреш ности, вызываемые квантованием входного сиг
нала. Одним из источников погрешности цифровой обра
ботки сигналов является шум квантования, возникаю щ ий 
при квантовании (округлении) значений входного сигна
ла в аналого-цифровом преобразователе.

К ак  отмечалось, квантованный сигнал на входе цифро
вого ф ильтра можно представить в виде суммы исходного 
неквантованного сигнала и шума квантования 5(0- Если 
ф ильтр линейный, то прохож дение через него сигнала и 
ш ума квантования можно рассматривать независимо друг 
от д р у га .

О пределим шум на выходе цифрового ф ильтра, вы зван
ный прохождением через него шума квантования. Шум 
квантования представляет собой последовательность дис
кретны х значений \{кТ),  не превышающих по модулю  по
ловины  ш ага квантования Д/2 и распределенных по равно
мерному закону. Статистическая связь между соседними 
дискретны ми значениями обычно бывает невелика, и можно 
приближ енно считать, что они некоррелированы. В этом 
случае можно найти дисперсию шума на выходе ф ильтра. 
О бозначим через ц{пТ) ш ум на выходе цифрового ф ильтра,



т. е. реакцию фильтра на входное воздействие ЦпТ) .  Оче
видно, что г\(пТ) можно записать как

11 (пТ) =  2  г (тТ)  £  (пТ  -  тТ). (4.34)
т«  О

П оскольку соседние отсчеты входного ш ума некорре- 
лированы , дисперсия ш ума на входе ф ильтра равна сумме 
дисперсий отдельных слагаем ы х в выражении (4.34). У чи
ты вая, что дисперсия равномерного закон а распределения 
шириной Д равна Д2/12, получим

=  7 Г  ^  ё Ч п Т - т Т )  =  - Ц -  2  ёЧтТ).
т—0 т=О

П оскольку все g 2(mT) положительны, дисперсия от
счетов шума на выходе ф ильтра растет с увеличением 
числа отсчетов, стремясь к предельному значению

00

2 г г ( т Т ) - ( 4 ' 3 5 )
п г~  О

Обычно для цифровых фильтров вы полняется условие
00

^  д^{тТ) <  оо, и дисперсия ст̂  конечна.
т=О

Д л я  расчета дисперсии шума квантования на выходе 
цифрового фильтра можно получить еще одну ф орм улу. 
У читывая, что системная ф ункция цифрового ф ильтра 
является 2-преобразованием импульсной х ар актери сти ки , 
запишем для нее теорему Парсеваля

00

2  ег (пТ) =  - Щ -  Ф  и (г) н . (4.36)
«1=0

П одставляя вы раж ение (4.36) в (4.35), получим

< = -%г Ь § н̂ н[т )^г - <4-37)
Формулу (4.37) удобно применять для  расчета диспер

сии шума на выходе цифрового ф ильтра в тех сл у чаях ,



когда им пульсная характеристика неизвестна, а задана 
систем ная ф ункция ф ильтра.

В качестве  примера найдем дисперсию шума кван тования  на 
вы ходе  цифрового ф ильтра  1-го п о р я д ка  с системной функцией

если д и с п е р с и я  шума к в ан то в а н и я  на входе равна Д 2/12.
Р а с ч е т  дисперсии шума на выходе можно произвести двум я с п о 

собам и : с помощью ф ормулы (4.37) и путем непосредственного с у м 
м и р о в а н и я  ряда  (4.35). В оспользуем ся  первым способом.

П о д с т а в л я я  вы раж ение  (4.38) для системной ф ункции  в ф о р м у 
л у  (4.37),  получим

П о д ы н тегр ал ьн ая  ф у н к ц и я  имеет два полюса: г 1 =  Ь и г., =  
=. 1/Ь.

В н у т р и  контура  и н тегрирован ия  |г| =  I располож ен  л иш ь 
полю с * 1  — Ь. Вычет в этой то чке  равен  1/(1 — 6а), следовательно ,

Т ак о й  ж е  результат  м ож н о  получить, вы числяя им пульсную  
х а р а к т е р и с т и к у  цифрового ф ильтра  с помощью формулы о б р атн о 
го г -п р ео б р азо в а н и я  и су м м и р у я  ряд (4.36).

Ошибки, вызываемые неточными значениями постоян
ных параметров фильтра. П ри синтезе цифровых фильтров 
значения коэффициентов (параметров фильтра), получаю 
щ иеся в результате расчета, приходится округлять  с за 
данной степенью точности. Например, в результате расче
та получено значение некоторого коэффициента а к =  
=  2,8374. Это значение округляю т, например, до трех 
зн ачащ и х  цифр: а к — 2 ,84. В результате этого ф актиче
ские параметры  цифрового фильтра несколько отличаю т
ся от расчетных.

О ш ибки этого типа наибольш ую  роль играю т в реку р 
сивных ф ильтрах , которые можно уподобить целям, охва
ченным глубокой полож ительной обратной связью. Н еболь
ш ие изм енения параметров ф ильтра приводят к небольшим 
перемещ ениям его полюсов, но если эти полюсы располо
ж ены  близко  к единичной окруж ности в плоскости г , то 
таки е  смещ ения могут привести к резким изменениям 
парам етров фильтра и д аж е  к потере его устойчивости. 
П оэтому разработка лю бого цифрового фильтра об яза

(4.38)

о.
1 12 1 — Ь2



тельно долж на сопровож даться исследованием влияния 
неточности параметров. Это особенно важ н о  для ф ильт
ров высокого порядка, где такое вли ян и е может быть 
очень сильным. Поэтому обычно стараю тся избеж ать при
менения фильтров высокого порядка, зам ен яя  их после
довательно или параллельно соединенными фильтрами 1-го 
и 2-го порядков.

Ошибки, вызванные квантованием {результатов вычис
лений. При обработке сигналов в цифровых фильтрах 
производится р яд  арифметических операций: умножение 
значений сигнала на постоянные коэффициенты  и сумми
рование. В арифметических устройствах , в которых ис
пользую тся числа с фиксированной зап ятой , сложение 
чисел не приводит к увеличению числа р азр яд о в , а при умно
жении число разрядов возрастает и возни кает необходи
мость округления результатов вы числения. К аж дое такое 
округление приводит к появлению  ош ибки, аналогичной 
шуму квантования.

Д л я  анализа ошибок округлен и я  результатов вычис
ления каждый из источников ош ибок зам ен яется  на схеме 
цифрового ф ильтра источником ш ума £¿(£7), включенным 
в соответствующую часть схемы. О бщ ее число таких  ис
точников долж но быть равно числу умнож ений.

Рассмотрим расчет шумов округлен и я  на примере циф
рового ф ильтра 1-го порядка с системной функцией

И (г) =  1 +  аг"1 , (4.38')
'  \ - b z ~ 1 '  '

Ц ифровой фильтр с системной ф ункц ией  (4.38 ') может 
быть реализован в прямой и канонической формах. Э кви
валентная схема фильтра при прямой форме реализации  
с учетом шумов округления имеет вид, изображенный 
на рис. 4.24. Источники шума ех{кТ) и е2{кТ) имеют одина
ковую дисперсию а2=  Д2/12, причем величина Д определя
ется числом используемых разрядов . О ба источника дей
ствуют по существу на входе общ его сум м атора и создаю т 
суммарный шум округления. Если считать источники шума 
независимыми, то дисперсия сум м арного ш ума на входе 
сумматора

а ^ щ =  2о’ =  Дз/6.

Этот шум, проходя через оставш ую ся рекурсивную  
часть ф ильтра, создает выходной ш ум евъ̂ (к Т ) .  Д испер



сия шума на вы ходе цифрового ф ильтра может быть вычис
лена по ф ормуле

2 _ _  Д ‘‘
В̂ЫХ --

dzn p ( z ) Hp ( - 4 — , (4.39)
6 2*/

где Яр(г) — 1/(1 — Ьг'1) — системная ф ункция рекурсив
ной части ф ильтра.

В ы числяя интеграл в формуле (4.39), получим
Л 2 1
д (4.40)2 _  

Оных --- 6 1 — ¿2

Рис. 4 .24 .  Э к в ив ал ентн ая  ш умовая схема цифрово
го ф и л ь тр а  1-го порядка в прямой кформе

Э квивалентная схема цифрового ф ильтра, при канони
ческой форме реализации  с учетом шумов округления пред
ставлена на рис. 4 .25. Источник ш ума ex{kT)t характери
зующий округлен и е  результатов при умножении на коэф
фициент а , действует по существу на выходе ф ильтра, и 
его дисперсия

а»иж1 =  № 1 2 . (4.41)

И сточник ш ума e2(kT), возникаю щ его при округлении 
результатов ум нож ения на Ь, оказы вается подключенным 
ко входу ф и льтра. Д исперсия порож даемого им шума 
на выходе ф ильтра может быть вычислена по формуле 
(4.37). П одставляя  в (4.37) выражение (4.38') для Н(г) и 
вычисляя ин теграл , получим

, 2  _  _ Д ^ _  (1 + a / b )  (1 +  ab)
12  1 - f r 2

2 _  j y _  (1 + Д / Р Н 1  +  a p J , л  АО)
иы х 2 1  л  i lo ‘ \  • /

Р езульти рую щ ая дисперсия шума на выходе определя
ется суммой вы раж ени й  (4.41) и (4.42):

2 Д 2о
{ (a +  b ) ( i +  дЬ) 

^  Ь ( 1 - & 2)
(4.43)



С равнивая формулы (4.40) и (4.43), можно видеть, что 
дисперсия ш ума, вызванного округлением  результатов 
вычислений, может сильно разли чаться  при разных ф о р 
мах реализации цифровых ф ильтров. Н апример, при а — 
— —0,9 и Ь -•= 0,9 для канонической формы ф ильтра 
(Твых ~  Л2/12, а для прямой формы апых - -  к 2! 12 X 
X 10,526. При других значениях парам етров а и Ь соотно
шение дисперсий шума может быть иным.

Рис. 4.25. Эквивалентная ш ум овая  сх ем а  цифрового ф ил ьт 
ра 1-го порядка в к ан о н и ч ес к о й  форме

Рассмотренные примеры показы ваю т, что шум о к р у г 
ления на выходе цифрового ф ильтра зависит от формы 
его реализации. Д ля  выбора оптим альной формы р еал и 
зации необходимо в каждом конкретном  случае провести 
расчет, аналогичный проделанному выше. Однако более 
детальный анализ шумов округлен и я  позволяет вы явить 
общие закономерности, согласно которы м в больш инстве 
случаев наилучш ей является последовательная (каскад 
ная) форма фильтра.

Предельные циклы низкого уровня, Если сигнал на вхо 
де цифрового фильтра мал по величине, то вследствие о к 
ругления результатов вы числения на выходе ф ильтра 
могут возникнуть специфические периодические колеба
ния.

П оясним сказанное примером. Рассмотрим р еку р си в 
ный цифровой фильтр 1-го п оряд ка , описываемый разн ост
ным уравнением

у(кТ)*е9ш (кТ)

ег (кТ) е, (кТ)

у(пТ)  =  х ( п Т ) — 0 ,9 у (п Т  — Т). 
Подадим на вход этого ф ильтра сигнал



Если результаты  вычисления не о круглять , на выходе 
фильтра получится последовательность + 1 0 ; —9; + 8 ,1 ; 
— 7,29; + 6 ,5 6 1 ;  — 5,8949; -,- 4,80541; — 4,324869; ... 
Абсолютные значен и я  входного сигнала убываю т, стре
мясь к нулю  по экспоненциальному закону.

Теперь рассмотрим реальный цифровой фильтр, резуль
таты вычисления в котором округляю тся до целочисленных 
значений. При подаче того ж е сигнала на вход этого фильт
ра на его вы ходе возни кает последовательность -(-10; —9; 
-[-8; —7; + 6 ; — 5; (-5; — 5; + 5 ; —5; ... Спустя время 5Т  
после подачи входного сигнала на выходе ф ильтра уста
навливаю тся периодические колебания, амплитуда ко
торых равна 5, а иериод повторения вдвое больш е периода 
дискретизации. В ф ильтре другого типа амплитуда и час
тота периодических колебаний на выходе ф ильтра могут 
быть иными.

Рассмотренные предельные циклы являю тся очень не
желательным явлением , так  как приводят к возникновению 
паразитных колебаний на выходе ф ильтра, уровень ко
торых может значительно превышать уровень шума кван
тования. П редельны е циклы  обычно возникаю т при прек
ращении действия сигнала на входе ф ильтра. Поэтому 
при разработке систем цифровой обработки следует избе
гать режимов, приводящ их к паузам входного сигнала.

Рассмотренные эффекты квантования являю тся гл ав 
ными источниками погрешностей цифровой обработки сиг
налов. Радикальны м  методом снижения этих погреш но
стей является увеличение числа разрядов чисел, обраба
тываемых в м аш ине. О днако этот путь в больш инстве 
случаев бывает неж елательны м , так  как приводит к услож 
нению и удорож анию  фильтров, а в ряде случаев оказы 
вается неосущ ествимым из-за технологических трудно
стей. Поэтому на практи ке приходится искать компро
миссные реш ения, вы бирая оптимальную для каждого 
случая структуру  ф ильтра.

§ 4 .7 . Вопросы реализации и применения 
циф ровы х фильтров

Мы рассмотрели основные параметры и алгоритмы р а 
боты цифровых ф ильтров. Эти алгоритмы м огут быть п рак
тически реализованы  двумя способами.

1. Р еали зац и я  алгоритмов цифровой фильтрации в 
виде программ на универсальной цифровой вычислитель



ной машине. Этот способ удобен при моделировании р а з 
личных систем цифровой обработки сигналов, т а к  к а к  п о 
зволяет легко изменять алгоритм  фильтрации. П ри м еры  
реализации некоторых алгоритм ов цифровой ф ильтрац ии  
в виде программ для ЭВМ «МИР» приведены в п р и л о 
жении 2.

2. Реализация цифровых фильтров в виде логи чески х  
и цифровых схем, содерж ащ их триггеры , регистры сдви га , 
счетчики и другие логические элементы. Вопросы схем ной 
реализации цифровых ф ильтров подробно рассм отрены  
в [3] и [71.

Р еализаци я цифровых ф ильтров в виде электри чески х  
схем удобна при создании систем цифровой обработки  
сигналов, работающих в реальном  масштабе времени. Э тот  
способ реализации довольно трудоемок, так к ак  д л я  со 
здания даж е простейшего цифрового фильтра требую тся  
десятки интегральных м икросхем . О днако такое у с т р о й 
ство все ж е несравненно деш евле, чем универсальная ц и ф 
ровая вычислительная м аш ина.

О преимуществах цифровых фильтров перед а н а л о г о 
выми уж е говорилось в гл . 1. Сейчас цифровые ф и льтры  
применяются в основном там , где эти преимущ ества н а и б о 
лее значительны. Это в первую  очередь системы у п р а в л е 
ни я различными объектами и процессами, где алгори тм  
обработки сигналов обычно бы вает настолько слож ен , что 
практически не может быть реализован с помощью а н а л о 
говых устройств.

В торая важ н ая область применения цифровых ф и л ь т 
ров — это обработка низкочастотны х и инф ранизкочастот- 
ных сигналов в миниатюрной аппаратуре, когда и сп о л ь 
зование аналоговых устройств затруднено вследствие б о л ь 
ших габаритов основных элементов схем: и н дукти вн ы х  
катуш ек и конденсаторов. Д а ж е  самые современные к а т у ш 
ки и конденсаторы, пригодные д л я  использования в ф и л ьт 
рах  инфранизких частот, имеют габариты несколько  
кубических сантиметров. С оврем енная м икроэлектрони
ка позволяет изготовить устройство для цифровой о б р а
ботки инфранизкочастотных колебаний значительно б о 
лее компактным, чем соответствующий аналоговый ф и льтр .

Весьма перспективной областью  применения ци ф ровы х 
фильтров является обработка экспериментальны х д ан н ы х  
в геофизике, геологии и д р у ги х  естественных н ау к ах , к о 
торые связаны  с проведением экспериментов в н ату р н ы х  
и полевых условиях. За сезон экспериментальной работы



накапливается  т ак о е  количество данных, на обработку ко
торы х даж е при использовании ЭВМ требуется несколько 
м есяцев напряж енного труда. Значительная часть этого 
времени затрачивается на программирование и ввод в ЭВМ 
огром ны х массивов экспериментальных результатов.

Поэтому было бы очень заманчиво обработку экспери
ментальны х результатов производить непосредственно в 
процессе эксперимента. Д о  недавних пор это было невоз
м ож н о, так  как  ан алоговы е устройства не позволяю т ре
ш ить эту  задачу , а универсальны е ЭВМ были слишком 
громоздки для того , чтобы их можно было использовать 
в полевы х условиях. Т еп ерь  благодаря развитию  микро
электронной техники стало  возможным создание м ало
габаритны х цифровых устройств, предназначенных для 
обработки экспериментальны х данных непосредственно в 
процессе их получения.

Список возмож ных областей применения устройств 
д л я  цифровой обработки сигналов можно продолжить; 
читатель сам, после некоторы х размыш лений, может н а 
звать  несколько конкретны х примеров, где цифровые 
ф ильтры  были бы полезны .

Основными ф акторам и , которые препятствую т широ
кому применению цифровы х фильтров, являю тся их зн а
чительн ая сложность и высокая стоимость.

П о поводу стоимости цифровых фильтров можно сказать 
следую щ ее. Конечно, цифровые фильтры дорож е аналого
вы х, однако они позволяю т решать совершенно новые 
задачи , а в отдельны х случаях  экономить месяцы чело
веческого труда, так  что в итоге применение цифровых 
ф ильтров часто оказы вается  экономически оправданным.

Слож ность цифровых фильтров является более серь
езным препятствием к  и х  широкому применению. Ведь 
д аж е  относительно простой цифровой фильтр вместе с 
устройствами сопряж ен ия содержит тысячи схемных эле
ментов. Поэтому в недавнем  прошлом разработка таких 
устройств была под си лу  лиш ь довольно больш ому коллек
тиву специалистов. О д н ако  в последние годы ситуация су
щ ественно изменилась. Разработаны  и серийно вы пуска
ю тся м икропроцессоры , БИ С  памяти и др. Комбинируя 
эти устройства надлеж ащ им  образом, можно создавать 
устройства для цифровой обработки сигналов самого р а з 
личного назначения.



I. Найти системную ф ункцию  цифрового ф ильтра  с за д а н н о й  
импульсной характеристикой:

Г +  1, к =  0;
3) *<И 1 =  (

( I , к  — четное;
б) а ( к Т )  =  {

[  0 ,  к  — нечетное;

в) г ( 6 Г )  =  2 е х р ( - й / 3 ) .

2. Д л я  цифровых фильтров с им пульсн ы м и х а р а к т е р и с т и к а м и ,  
приведенными в задаче 1, записать  алгоритм ы  цифровой ф и л ь т р а 
ции и изобразить  схемы фильтров.

3. Алгоритм цифровой ф и л ь тр а ц и и  имеет вид

у  (пт) =  2х (пТ)  -  ~  *  {п Т  — Т)  +  ~  у  ( п Т  -  Т ) .

Найти  системную ф ункцию  и им пу л ьсн у ю  х а р а к т е р и с т и к у  
цифрового фильтра.

4. Системная ф ункция  цифрового ф и л ь тр а  имеет вид:
1 + 2 -1  ф

а) Н  (г) =

б) Я ( г )  =

в) Я ( г )  =

1 — г ' 1

1 + г - 1

1 - Т - 1

2 +

‘ " Т 2"2

Определить его импульсную  х а р а к т е р и с т и к у  и зап исать  а л г о 
ритм цифровой фильтрации.

5. Системная ф ункц ия  ци ф рового  ф и л ь тр а  имеет вид

Устойчив л и  такой фильтр? Н а й т и  его  им пульсн ую  х а р а к т е р и 
стику.

6. На  вход цифрового ф и л ь тр а  с им пульсн ой  х а р а к т е р и с т и 
кой ё ( к Т)  =  е“а* подается си гн ал  х ( к Т )  =  11, 1 <  к  <  10,

\0 ,  к  =  0, к  >  10.
Определить  сигнал на выходе ф ильтра .

7. Реш и ть  задачу 6 для с и гн а л а  / (к Т ) =  е~аА (к >  0).
8. Н а  вход цифрового ф и л ь тр а  с системной ф у н к ц и ей  Н{г)  =* 

=  (1 +  2“ 1)/(1 — г -1) подается сигн ал  х ф Т )  = 1 1 ,  0  <  к  с  4,
I 0, А >  4.

Определить сигнал на выходе ф и л ь тр а .



Н  (г)

- г ’1

10. Д л я  сигнала  и виде  5 одинаковых отсчетов (дискретизи
рован н ы й  п р ям оугольн ы й  импульс) используется  согласованный 
цифровой ф ильтр ,  и м п у л ь сн ая  характеристика  которого совпадает 
по форме с сигналом. О п ределить  системную ф ункцию  фильтра  
алго р и тм ы  фильтра  в рекурсивном  и нерекурсивном вари ан тах  
Н ай ти  сигнал  на вы ходе  фильтра.

11. При подаче на в х о д  цифрового фильтра  последовательно 
сти 1, 1/ i , Vie. l U k ' ••• на выходе получается  последователь
ность  2, 1, 1/ 2, l U,  • ••, 1/г*-1 ......... Определить системную ф ункцию
и м пу л ьсн у ю  х а р а к т е р и с т и к у  и схему фильтра.

12. З ад а н а  системная функц ия

1 г- 1 4~ 0 ,5 z~ 2 _

’ 1 +  1 ,2г~х — 0,45z~2

О п р едел и ть  полож ение  нулей  и полюсов на плоскости г.
13. Исследовать п о л о ж ен и е  нулей и полюсов системной ф у нк 

ции
1 -i- a ,z -1 +  ал~'1 

Н  (г) =  ------— ----- 2------------

в зависимости от зн ач ен и я  коэффициентов a t , а2, Ьи  Ь*. У к а зат ь ,  
при  к ак и х  зн ачени ях  коэффициентов цифровой фильтр  будет устой
чив.

14. Н айти  частотную  х ар ак тер и сти к у  цифрового ф и льтра  2-го 
п о р я д к а  с импульсной х ар актери стикой  g (k T)  =  Q—zkT coswokT.  
О п р едел ить  располож ение  ну л е й  и полюсов передаточной функции 
К(р)  в плоскости ком плексной  переменной р.

15. С истемная ф у н к ц и я  цифрового ф ильтра  имеет вид

1 -  2Z- 1 +  2“ 2
Н (г) — ---------;-------- ^ --------

1 - —  г"1 -  —  г"2
2 2

И з о бр ази ть  схемы циф рового  ф ильтра  в прям ой  и к ан о н и ч е 
с кой  ф орм ах и за п и с а ть  соответствующие алгоритмы.

16. Системная ф у н к ц и я  цифрового ф ильтра  имеет вид

1 4 -  3 2 - 1 +  3 2 -2  +  2 - 3
//(*) = I — 0 , 2  z"1 -¡- 0 ,2 г"2 -+- 0 ,8  г“а

Н айти  п оследовательн ую  и п ар ал л ел ьн у ю  схемы фильтров и 
з а п и с а т ь  соответствую щ ие алгоритмы цифровой фильтрации.

17. Н а  вход ц и ф рового  фильтра  с импульсной х ар ак тер и сти 
кой  £(АГ) =  е- °>б* подается  сигнал, значения которого о к р у г 
л я ю т с я  до первого десятичного  знака (с точностью 0,1). Определить 
ди сперсию  ш ума к в а н то в а н и я  на выходе фильтра.



18. Р еш и ть  задачу  17 для  ф и льтра  с системной функцией

1 +  2"1
// (г) -

1 —0 .82-1

19. П ри расчете параметров циф рового  ф и л ь тр а  получено с л е 
дующее вы р аж ен и е  для  алгоритма ф и л ь т р а ц и и

у  (п Т ) =  * (пТ)  +  0 ,9563{/ (п Т  —  Т ) .

После о к р у гл е н и я  значение коэфф ициента  пр и нято  равным
0,90. Оценить величину погрешности о б р або тк и  сигнала ,  в ы зв ан 
ной округлением  значения коэффициента, е сли  на вход подается 
последовательность, состоящая из 30 о д и н а к о в ы х  отсчетных з н а 
чений.



(о  =  ъц-кт).

Приложение 1

Вывод формулы спектральной плотности 
дискретизированного сигнала

О пределим с п ек тр  дискретизированного  сигнала  т|;(0, пред
ставляю щ его  собой последовательность 6-ф ункц ий ,  «промодули- 
рованных» исходны м  непрерывным колебанием /( /) :

+ о о  + о о

ф ( 0 =  2 1  2  ъ и - к Т ) .  (П1.1)
к — —  оо А =  —  оо

К ак  следу ет  из  (П1.1), дискретизированны й сигнал \|?(/) пред
ставляет  собой п рои зведени е  функции / ( / )  на ф ункцию  + 00

которая в свою очередь представляет
к =  — оо

собой п ериоди ческую  последовательность 6-функций. Чтобы най
ти спектр ф у н к ц и и  найдем сначала спектр  периодической 
последовательности 6-функций.

К ак  в с я к у ю  периодическую  функцию, г](/) можно р азлож ить  
в ряд  Ф у р ье

1 \ !  !п~ и
■Ч (О -  —  2 и  РпС ' (Ш ' 2)

00

где
772 . 2* „2 с

Гп =  Т  ]  1(0 е м.
- Г / 2

На ин те р в ал е  (— Т/2,  Г/2) функция т](/) есть единичный импульс  
6(7). С ледовательно ,

Т /2  . 2г. .
2 Г - ! п — * 2

]  4 0  с Ш ~  . (П1.3)

—Г/2

П о д ставл яя  (П1.3) в (П1.2),  получим

2*
1 /п Т

^ (о -  2 ^  у с • (П1,4)
П = — 00

Т аким  обр азо м ,  сигнал г|(/) можно представить в виде беско
нечной суммы  гарм они ческих  составляю щ их с одинаковой ампли

тудой.



К а к  известно, сп ек т р ал ь н а я  плотность гарм онического  с и г н а 
ла

П оско л ьку  функция Т1(0 представлен а  в виде бескон ечной  с у м 
мы гармонических  составляю щ и х (П1.4), а к аж д а я  г а р м о н и ч е с к а я  
составляю щ ая  имеет с п ек тр ал ь н у ю  плотность (П 1.5), п о л у ч и м  в ы 
раж ение  для  спектральной плотности  сигиала  1 1 ( 0  в виде б е с к о н е ч 
ной последовательности б -функций:

В связи  с тем, что ди ск р етизир о ван ны й  сигнал ijj(f) р авен  п р о 
изведению сигналов f ( t )  и rj(i) ,  его  спектр ал ьная  плотность  р а в н а  
свертке  спектральных плотностей сомножителей:

+оо

Дискретное преобразовгние Фурье. Н и ж е  пр и во д я тс я  п р о 
граммы дискретного п р ео бр азо в ан и я  Ф урье  (ДПФ). П р о г р ам м ы  
быстрого преобразования Ф у р ье  рассм атривать  не будем, т а к  к а к  
детальное  рассмотрение этого вопроса  выходит за р а м к и  к у р с а  
«Радиотехнические цепи и сигналы». Кроме того, при р еш ен ии  п р о 
стейших учебных задач мы будем рассм атривать с и гн ал ы  с м ал ы м  
числом степеней свободы, д л я  к о то р ы х  применение бы строго  п р е 
о бразования  Фурье нецелесообразно.

Г л ав н ая  трудность в п р о гр ам м и р о в а н и и  Д П Ф — зап и сь  а р и ф 
метических действий над ко м п л ексн ы м и  числами. Ч тобы  обойти  
эту  трудность, имеет смысл о гр ан и ч и т ьс я  вычислением Д П Ф  с и м 
метричных сигналов, описы ваемы х четной ф у н к ц и ей  в рем ени .  
П ри этом формула Д П Ф  зн ач и те л ьн о  упрощ ается:

A j<o0t А —/<о j

2 2
описывается выражением

(w) =  Я/45 («> —  е>0) +  ъАЪ (го -(- м0). (П 1 .5 )

2д \
(„ _  п  -------- ,

Т
(П 1 .6 )

П  =  —  00

(П 1 .7 )

—00
П одставляя  (П1.6) в (П1.7) получим

+оо

(П 1 .8 )

П р и ло же н ие  2

Примеры программ реализации некоторых 
алгоритмов на ЭЦВМ «МИР»

N — 1



""6."Д-! Я’'ГЧ“ 0"Ш"Г'ДО" 1-"ВЫ П "(5—ТХ(Г0+2Х I  (К — ] .1,. К|К |ХСО 5(2X3. 14159ХКХ 
N / N 0 ) 1 ;  "ВЫ В” "ТЛЕ" ] . Ы , 8 ) ' ’ ГДЕ”! “ ...; N  С-. . . ;  | : 0 - . . . ;  1; | | . 1 - . . . " К 0 Н  ”

И с х о д н ы й  с и г н а л  в э т о й  п р о г р а м м е  з а д а е т с я  ц е н т р а л ь н ы м  з н а 
ч е н и е м  Р О  и м асси в о м  Р [ Ь ] ,  к о т о р ы й  оп и с ы в а е т  п р а в у ю  п о л о в и н у  
с и г н а л а  п р и  6 >  0; ч и с л о  э л е м е н т о в  в м асси ве  Ь  =  (МП —  ! ) /2 ,  
г д е  N 0  —  ч и с л о  с теп е не й  с в о б о д ы  с и г н а л а ,  т. е. о б щ е е  ч и с л о  з а д а 
в а е м ы х  в ы б о р о к  с и г н а л а .

С п е к тр а л ь н а я  плотность  симметричного сигнала  описывается 
т а к ж е  действительной четной функцией, поэтому для  вычисления 
о бр атн о го  Д П Ф  исп о л ьзу ется  формула,  аналогичная  ф орм уле  п р я 
м ого  Д П Ф  ( П 2 .1):

[(кГ) ,=
Т.,

5 (0) +  2

(ЛГ-1)
2

2 ~пк
N

(П2.2)

В с и л у  идентичности вы р аж ен и й  (Г12. I) и (112.2) программа вы
ч и сл ени я  обратного Д П Ф  оказывается  аналогичной записанной 
р анее  программе прям ого  Д П Ф :

' \ ! . ’Д.'1Я,’К - ( П 1 Г Г Д 0 ”1."Н 1>ПГ(1;-(*0+2ХХ(К-1,Е,$[МХС (>Й(2Х3.14159ХКХ 

Ы /К О ^ /Т С Г 'В Ы и ....ГЛВ''1,КД;) " Г Д Е 'Х —...;КС—..., Т С - . . . ; 5 0 “ ...;3!Ц—...”К О Н ”

Д л я  демонстрации действия  алгоритма дискретного п реобра
зо в а н и я  Ф урье  целесообразно  вычислить Д П Ф  для какого-нибудь  
сим м етричного  сигнала  с числом  степеней свободы 11 или 13 и з а 
тем, применив  обратное Д П Ф ,  убедиться в том, что получается  тот 
ж е  результат .

Вычисление дискретной свертки. Д л я  записи программы 
вы числен ия  дискретной с ве р т к и  можно воспользоваться формулой 
(3.24),  в которой ниж н и й  предел  суммирования следует в зя ть  рав
ным 1. П ри этом п рограм м а  будет  иметь вид

виб.,’Д Л Я ' ’М - 1 ”Ш ,Д ,' Д 0 ,,М " В Ы 1 Г Т ^ ] ~ Г ( К - 1 , К )Х [К]Х У {М -К ]): ' ‘ВЫ В” ”М А С С ” Р  

” Г Д Е " М —....; Х[М 1“ ...; У [ М 1 : [ М ] " К 0 Ц ”

Чтобы все члены сумм ы  могли быть вычислены, разм ер  М 
исходны х массивов Х[М1 и У[М] должен быть равен сумме числа 
отсчетов сигналов х ^  и у/г  Например ,  при вычислении свертки 
д в у х  ди скрети зи рован ны х  прям оугольны х  импульсов: х за д а н 
ного  3 отсчетами и (/¿, заданного  5 отсчетами, размер массивов 
до л ж ен  быть при н ят  равны м  8, При этом программу вычисления 
свер тки  можно записать  в виде

*”6.”ДЛЯ'’К“ 1" 111” 1”Д0"8" Н1>ПГГ:(Ы|—£(К-],Ы,Х[К1ХУ(Ы- К]);"ВЫ В""МЛСС”Р

’’г ; ш " х [ 8 ] - 1 , и , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ;  ¥ ( 8 1 - 1 .1 ,1 ,1 ,1 ,0 ,0 ,0 ;  ] [8] " К О И '’



Программы цифровой фильтрации. В качестве первого при
мера программы  цифровой ф ильтрации  м о ж н о  рассмотреть циф
ровой фильтр  1-го порядка ,  эквивалентны й  /?С -цепи ,  и сравнить 
алгоритмы этого  ф и л ьтр а  в рекурсивной  и н ер ек у р с и в н о й  реали
зациях .  Т акой  ф ильтр  был подробно рассм отрен в гл. 4. Его алго
ритм в н ерекурсивной  реализации  имеет вид

00

у  (п Т ) — х  {k T ) g  ( п Т  — k T ) ,
k=0

где g (k T)  =  ъ—k Tl ’.,
Обозначим 77т  =  А и полож им для  определенности А =  0,2, 

входной сигнал возьмем в виде ди ск р е ти з и р о в ан н о го  пр ям о у го л ь
ного импульса, заданного  5 отсчетами. Т огда  п р о гр ам м у  цифровой 
фильтрации м ож но записать  в виде

»"б.”Д Л Я ’’К - Г ’11[” 1” Д О ” 2 0 ”В Ы П ” У [ Ы ] - 1 ( К - 1 , К ) Х [ К ] Х Е Х Р ( - Л Х ( М - К ) ) ) ; ’’ВЫ В”

”МЛСС’ГТДЕ”Л-.2;Х[20]-11и1,1|0,0|0,0,0,0,010)0,0,0,0,0,010;Уи!>ГКОЦ"

Д л и н а  массивов X и V вы брана  равной 20, что достаточно для 
получения н агл яд н о го  представления о х а р а к т е р е  выходного сиг
нала. В р езультате  расчета но данной  п р о гр ам м е  получается ,  сле
дующий результат :

Л Ш 7 3 ,„ 1 .2 4 8 9 0 5  1 .3 0 3 7 8 6 ,  „1

.3 4 8 7 1 8  ,„1 .2 8 5 5 0 6 ц ,1 .2 3 3 7 5 3 ,,,! ,1 9 1 3 8 1 |0 L

.156689 w l .1 2 8 2 S 6 m 1

Оо
' .0 8 5 9 9 3 ц ,1

.0 7 0 4 0 6  „,1 .057644 „| 1 0 47195,,, 1 .0 3 8 6 4  ,0 1

0 3 1 6 J 6 ,0 1 .0 2 5 W ) J .021207,,, 1 .0 1 7 3 6 3 lul

Построив гр аф и к  этого сигн ала  (рис. П 2 . 1), н етруд но  убедить
ся,  что он повторяет  вид сигнала  на вы ходе  Я С -цеп и  при воздей
ствии на ее вход п рям оугольного  импульса.

Рассмотрим теперь алгоритм этого же ф и л ь т р а  в рекурсивной 
реализации

У ( п Т )  =  х  ( л Т ) - г  е Т и  у  ( п Т  —  Т ) .

■Ь

/

А ТГП -гг -гт
W 15 20

Рис.  П2.1. С игнал  на выходе ц и ф рового  ф и л ь тр а  1*го 
порядка



О б о зн а ч а я ,  к а к  и раньш е,  77 т  А ,  запиш ем программу фильт* 
рации (для того  ж е  с игн ал а  на входе)

• * (> .1 .В " Е Х Р (—A ) ;Y |1 ] —Х |1 1 ;’’Д Л Я " К —2 " и Г Г Д О ” М” В Ы П пУ (К ]—X |K ] + B X Y IK —1J;

С р а в н и т ел ьн ы й  расчет  с помощью этих двух  программ очень 
нагляден ;  в р ем я  обработки сигнала рекурсивны м  фильтром о к а з ы 
вается зн а ч и те л ь н о  меньше, чем нерекурсивным.

Кроме р ассм отренн ого  решения задачи моделирования ф и л ь т 
ра 1-го п о р я д к а  учащ им ся  полезно п о у п р а ж н я т ь с я  в составлении 
и р е ал и з ац и и  н е ск о л ь к и х  простых програм м  цифровых фильтров 
с задан ной  и м п у л ь сн о й  характеристикой  или  системной функцией.

Н а п р и м е р ,  рассмотрим цифровой ф и л ьтр  с импульсной х а р а к 
теристикой

Этой и м п у л ь сн о й  характеристике  соответствует  системная

Этому а л г о р и т м у  соответствует п рограм м а  цифровой ф ильтра
ции

• " « .У [1 ] -Х П 1 ;" Д Л Я * К -2 ”Ш ,’ Г Д < У '1 Г В Ы Г Г У 1 К ]-Х [К ]-Х [К .—1];"В Ы В м*М А С С ’  

У Г Д Е ” 1Я—4; Х (4]—0,1,—1,0; У [4] "К О Н ”-

З а п и с а н н ы й  в програм м е  этого ф и л ь тр а  входной сигнал очень 
прост: он им еет  л и ш ь  два ненулевых отсчета.

В за к л ю ч е н и е  рассмотрим п рограм м у  цифрового фильтра, 
со гл асо ванно го  с сигналом  в виде последовательности 5 оди нако 
вых отсчетов (см. зад а ч у  10 к гл. 4). И м п у л ь сн ая  характеристика  
такого  ф и л ь т р а  имеет вид

Н а  о снован ии  им пульсной  хар ак тер исти к и  можем ср азу  з а п и 
сать  а лго р и тм  ф и л ь тр а  в нерекурсивной реал изаци и  и составить 
п р о гр ам м у  ф и л ь т р а :

""6.1. Y llJ- Х Ц ] ;  Y [ 2 ] - X | l ] f  X[2fc Y [31-Y [2 |+ X [3 j; У [4 ] -У |3 ]+ Х [4 ] ;" Д Л Я " К -5 ’’Ш ” 1 

"Д О ” N ”BbI И " Y |K  ]—X [К |+ Х  [К -  !)+Х |К - 2 ]  +  X [К —3] +  Х[К - 4 ) , "  ВЫ В" "M A C C ’Y 

"ГДЕ^-Ю; X(101-1.1,1.1.1.0.0,0,0.0; У|Ю|”К01Г

В к ачестве  в ходн ого  сигнала здесь в зя та  последовательность 
5 оди н аковы х  отсчетов.

”B bIB ’” ’M A C C ” Y ’T  Д Е " А —.. 2 ;N —20; Х[20]“  1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0; Y [20] 

"К О Н *

ф у н к ц и я
И { г ) =  I — аг1. 

А лгоритм  ф и л ь тр а  имеет вид
у {пТ)  =  х ( п Т ) - х { п Т - Т ) .

0 < f t <  4, 

ft >  4.



Д л я  о п р е д е л е н и я  а л г о р и т м а  р е к у р с и в н о г о  ф и л ь т р а  с н а ч а л а  
н ай д ем  с и с т е м н у ю  ф у н к ц и ю

Э той  с и сте м н о й  ф у н к ц и и  с о о т в е т с т в у е т  а л г о р и т м  ф и л ь т р а ц и и

З а п и ш е м  п р о г р а м м у ,  с о о т в е т с т в у ю щ у ю  это м у  а л г о р и т м у :

””6.1. У[11-Х [11:’,Л Л Я ,'К - 2 “ Ш "1,,Л О ” 5 иВ Ы П ” У [К ] - Х |К ]+ У |!С - 1 |; " Л Л Я ’, К - 6 ’‘Ш ’, 1 

"Д О " N ” ВЫ I I " Y ! K ] - X ( K ] - X [ K - 5 J + Y [ K - ] J ;”BI»11Г"М  А С С "У ’Т Д 1 Г М -1 0 ; X [101-1 , 

1,1,1,1,0,0,0,0,0; У [ I0J "К О Л "

О бработка  сигнала  x ( k T ) из  5 единичны х отсчетов по этим д в у м  
программам приводит к одинаковому результату

•*

у  (п Т ) =  * (пТ) — х  ( п Т  — 5Г) +  у  ( п Т  — Т).

Y[10]

3
3

4

5



1. T  =  T J A .
2 .  Т  =  Т И15.

К  главе 2

I I \-г00 Sin | — - —  — 5лт: 1

5с>Г
П= —00 — 5tt7E

2
где £  — амплитуда импульса.

+ 00

4. S ( « )  =  2 £  ^

П =  —  00

s in 2 (<мТ — 2тш) 

(шТ — 2тт)2 '

где £  — амплитуда импульса.
(ОТ

5. 5  („)) =  Ю£~т ■ S' n 2 У sin (5<»Т Югстт) 
ют 5 о)Г — Юля

—~  Л = - оо

где £  =  5 В; Г  =  5 мне; х =  2 мке; полоса Ф НЧ — 100 кГц.

ЮТ
sin  ------- +00

6. S (...) =  —  -------- —  V
J  ю т

■от / 5  5
s i n ——  sin2 — < о Г— — nn

5 „  2 V I  \  4 2

Г б  I  5 \2
2 ~ ' " Т ~ ~ т

где £  =  |0  В; Г  =  10 мке; т =  I мке; полоса Ф НЧ — 50 кГц.

К  главе 3

1. S  (0) =  ЗГ; S ( ± £ )  =  0.

2 .  S  (0) =  2 ,247  Т \  S ( ±  $ ) =  1.454Г; S  ( ±  2Q) =  0 .3 7 6 Г .

3 .  S 0 =  0; S i  =  — 1; S 2 =  0; S 3 =  1.

4. S  (0) =  Na; S  ( Ш )  =  0 ( k ± 0 ) .

6. a) 1; 6) ------- -— тяг ; в) ------------------------  .
I —  e  1 _ c - <,’+ " > r

f + / o o
1 г  —

7.  f ( k T )  =  ~ ^ j -  j  F { p ) t  dp.

C— / oo



а О - ;-"+ ■ ) I
8. a) — í 3 7 T - ; 6 ) r t

1 — ( e~aT г-1 ) ^  1
9. a) z_1 - f  2z~2 4 -  z"3; 6) -------------- ^ -----------; в) —  x

1 — e z~L ¿

(— 7к г +т - ^ т ) ; r>“ 2 “-*-V I — e z 1 1 — с z~l /  /е =  1

11. a) f  (kT);  б) f ( k T  —  T);  и) 1, 2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  4 ,  3 ,  2 ,  1.

/С главе 4

1. a) H  (z) =  1 — z *; б) Я  (z) =  ---------- - ; в) Н  (г) =
1 — z

2

1 - е' ,/3г-1

2 .  а) у  (t iT) — x  (пТ)  — x  ( п Т  — Т)\  б) у  [пТ)  =  х  [пТ)

4- у  ( п Т - 2 Т )  ; в) у («Г) =  2х  (пТ)  +  ( Г [/3у ( п Т  -  71).

( 2 , А =  0,
3. Я ( г )  = ---------------------; * ( * 7 ) =  1

I _х 0 '  I —  , ft >  0 .

2

1, * =  0,

2*

4. а) в ( к Т )  =  ,' ёК > { 2, * > 0 ,
у  (пТ)  — x  (пТ)  - j -  je (/гГ *— Г) +  у (ггГ — Г);

А =  0 ,
б) =  , > 0,

у  ( п Т )  =  л  (лГ) 4- л (л Г  — Т)  +  ■“  у  (п Т  —  Т) \

•0 й { к Т )  — 2\ 1; I; — ; — ; — ; — ; — ; — 
> и  '  2 2 4 4 8 6

у  (пТ)  =  2х  (пТ)  +  х ( п Т - Т )  +  - ^  у ( п Т - 2 Г) .

5 .  Неустойчив, g  (kT)  —
2, k =  0, 

3 - 2 * ,  ft >  О,

6,  0; 1; 1,6005; 1,9744; 2,1975; 2,3329; 2 ,4150 ;  2,4647; 2,4949; 
2,5133; 2,5244; 1,5311; 0,9287; 0,5633; 0 ,3416; 0 ,2072 ;  . . .



7 .  I; 0 ,7419 ;  0,4683; 0,2865; 0,1741; 0,1056; 0,0641; 0,0389;
0 ,0236 ;  0 ,0143 ;  0 ,0087 ;  . . .

8 .  1; 3; 5; 7; 9; 10; 10; 10; 10; 10; 10; . . .
9 .  1; 2; 2 ,5 ;  2 ,5 ;  4,75; 3 ,50;  1,125; - 0 , 6 2 5 ;  -  1,1875;

— 0 ,875 ;  — 0,28125;  0,15625; 0 , 2 9 7 9 ; . . .

10. И  (г)  =
1
1 -  г-1

Н ерекурсивны й алгоритм

у  ( п Т )  =  х  (п Т ) +  х ( п Т  - Т ) +  х  ( п Т  - 2 Т) +  х  {п Т  -  3Г) +  

+  х ( п Т - 4 Т ) .

Рекурсивный алгоритм

у  (п Т ) =  х  (п Т ) —  х  (пТ  — 5Г) +  у  ( п Т  —  Т ) .

Сигнал на выходе фильтра: 1; 2; 3; 4; 5; 4; 3; 2; 1.

2 - т г"
11. Н ( г ) =  ---------- ----------; ё (кТ) =

1 ~  т 2-1

2, /г =  0; 

2*

у ( п Т )  =  2 х ( п Т ) - у * ( * Г - Г ) +  — у ( л Г - Г ) .

12. Н у л и  при г = 0 , 5 ±  /0 ,5 ; полюсы при г =  0 ,3  и г — — 1,5 .

13. Н ули  при г  -- ------- ±  I /  ——  — а 2 >

фильтр  устойчив при 7± ± 4 + Ь 2

14. К  Ы )  = 1 — е
— а Т

сое о>п7’е
— /ш Г

л —аТ — —]^Т , —2аТ —2/шГ
1 — 2е сое ю0Г е  +  е е

1 2тсл
Н у л и  при р  =  —  а +  —  1п сое ш0Т  +  / —

полю сы при р  = — а ±  /<о0 /
2яя

(п =  0, ±  1, ± 2 , . . . ) .



15. Прямая форма

у  (п Т ) =  х  (пТ)  — 2х  (п Т  —  Т ) + х  ( п Т  — 27’) + - ^ -  X

Х У( п Т - Т )  +  у у ( п 7 ’ - 2 7 ' ) .

Каноническая форма

и (пТ)  =  х  (п Т ) +  ~  и  { п Т  -  Т)  +  ~  и ( п Т  -  2 Г);

У (пт) =  и (п Т ) -  2 и (п Т  - Т )  +  и ( п Т -  2 Т ) .

16. Последовательная форма

и (пТ)  =  х  (пТ)  +  * ( п Т  — Т )  — 0 , 8  и( п Т  —  Т)\

У (пт) =  и (п Т ) +  2и  (п Т  —  Т ) + и ( п Т — 2 Т)  +  у  (п Т — Т ) —  

— у  ( п Т  — 27’) .

Параллельная форма определяется неоднозначно. Один из в о з 
можных алгоритмов имеет вид

и (пТ)  =  1,246 х ( п Т ) - \ - х ( п Т  —  Т)  — 0,8ы ( п Т  — Т)\

V (п Т ) =  —  0,246 х  {пТ)  4- 3 ,4 4 3 *  (п Т  — Т)  +  V ( п Т  — Т )  —

—  и ( п Т — 2Т)1 

у  (п Т ) =  и (п Т ) -|- V (п Т ).

17- «»ых= 1 .3 2 .  10-’ .

18. о2„ых =  0,005.

19. 0 ,3 7 % .
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И ЗД АТЕЛ ЬС ТВО

« В Ы С Ш А Я  Ш К О Л А »

выпустит в свет в 1982 году 
для студентов радиотехнических вузов 

и факультетов 
следующие учебные пособия:

Г у с е в  В. Г., Г у  с е в Ю . М . Э л е к тр о н и к а : Учеб. п о со б и е . —  
36 л,, ил. —  В п е р .: 1 р . 30 к.

В кн и ге  р а ссм о тр ен ы  основы  т е о р и и  и п р и н ц и п  работы  р а з л и ч 
ных эле м ен тов  электронны х цепей , п р и м е н е н и е  со вр е м е н н ы х  а н а л о 
говы х и нте гра л ьн ы х  м и кр о схе м ; п р и в е д е н ы  о сн о в н ы е  свед ения  о б  
усилител ьны х ка ска д а х  и способах п о с тр о е н и я  их на осн ове  м н о г о 
каска д н ы х  уси ли тел ей ; и зл о ж е н ы  о с н о в ы  т е о р и и  об ратной  св я зи  
пр и м е н и те л ь н о  к  эл е ктро нн ы м  ус и л и те л ь н ы м  устрой ства м  и и н ж е 
н е рн ы е  м е то д ы  п р о в е р ки  устойчивости  э л е ктр о н н ы х  цепей ; р а с с м о т 
рены  ли н е й ны е  и нелинейны е п р е о б р а з о в а те л и  на пассивны х и а к 
тивны х элем ентах.

М а л а ш и н  М.  С. ,  К а м и н с к и й  Р. П. ,  Л ю б ч е н к о  Ю . Б. 
О сно вы  п р о е кти р о в а н и я  ла зерны х л о к а ц и о н н ы х  си сте м : У чеб . п о с о 
б и е .—  12 л., ил, —  45 к.

В п о со б и и  рассм атривается п р о е к т и р о в а н и е  л азерны х л о к а ц и о н 
ных станций  (Л Л С ) р а зли чн ого  н а зн а че н и я ; излагается  об щ ая м е т о 
д о л о ги я  о п ти м а л ь н о го  пр о е кти р о в а н и я  л о ка ц и о н н ы х  систем , о п и с ы 
ваю тся п р и н ц и п ы  построения  и эл е м е н ты  Л Л С , д аю тся  р е к о м е н д а 
ции  по  р а ц и о н а л ьн о м у  вы б ору  вар иа нта  п о стр о е н и я  и с т р у к т у р н о й  
схем ы  Л ЛС , пр иво д ится  м етод ика  ра счета  их о сн о вн ы х  п а р а м е тр о в  
и ха р а кте р и сти к , рассм атриваю тся в о п р о с ы  м о д е л и р о в а н и я  о п т и ч е 
ских  си гнал ов  и отдельны х тр а кто в  Л Л С  на А В М  и ЭВ М  и т. п.

Н а р ы ш к и н  А. К. Ц иф ро вы е и о п ти ч е с к и е  м етод ы  о б р а б о т к и  

р а д и о л о ка ц и о н н ы х  сигналов: У чеб . п о с о б и е . —  12 л., ил. —  45 к.
В п о со б и и  и зл о ж ен ы  м етод ы  и н ж е н е р н о го  синтеза  ц и ф р о в ы х  

(на и нтегральны х схемах), д и скр е тн о -а н а л о го в ы х  (на п р и б о р а х  с за 
р я д о в о й  с в я зь ю ) и аналоговы х (а ку с т и ч е с к и х  и о п ти че ски х ) у с тр о й ств  
о б р а б о тки  р а д и о л о ка ц и о н н ы х  си гн а л о в ; р а ссм о тр е н ы  п о гр е ш н о с т и  
а н а л о го -ц и ф р о в о го  пр е о б р а зо ва н и я  сл уч а й н ы х  си гн ал ов  и п о ка з а н ы  
пути их м и н и м и за ц и и ; вы ведены  а л го р и тм ы  и синтезир ован ы  с х е м ы  
устройств кваэи оп ти м альн ого  о б н а р у ж е н и я  п а р а м е тр о в  р а д и о л о к а 



ци он ны х си гн ал ов  с тан ц ий  к р у го в о го  о б зо р а ; дан анализ в о п р о со в  
автозахвата и о п р е д е л е н и я  парам етров  тр а е кто р и й  цел ей ; п р и в е д е 
ны кр а т ки е  с в е д е н и я  и з  т е о р и и  м ассово го  о б сл уж и в а н и я  и о б зо р  
спо со б о в  т р е х м е р н о го  о т о б р а ж е н и я  результатов  о б р а б о тки .

У в а ж а е м ы е  читатели!

И здательство «В ы сш ая ш кола» вы пускает у ч е б н и ки , уч е б н ы е  и 
м е то д и ч е ски е  п о со б и я , пл акаты . П од ро б н ее  п о зн а ко м и ть с я  с уче б 
ной  л и те р а тур о й  в а м  п о м о ж е т  аннотированны й  план вы п уска  лите
ра туры  на 1982 го д  (в у з ы  и техникум ы ), ко то р ы й  и м еется в кн и ж н ы х  
м агазинах.

П ре д ва ри те л ьны е  з а я в ки  на кн иги  вы м о ж е т е  сделать в м а га зи 
нах К н и го то р га  или по тр е б и те л ь ско й  ко о п е р а ц и и .


