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ИВИДЕН ИК

Методы анализа и расчета электронных схем по
стоянно развиваются и совершенствуются. Причин это
му несколько. Во-первых, стремительно усложняется 
сам предмет анализа за счет:

- качественного перерождения элементной базы (от 
ламп к транзисторам, микросхемам, микропроцессорам, 
приборам функциональном электроники);

возникновения новых принципов построения уст
ройств но усилению, обработке электрических сигналов, 
преобразованию электрической энергии;

- расширения ассортимента приборов и схем с су
щественно нелинейными характеристиками (тиристоры, 
диписторы, однопереходные транзисторы, оптроны, 
лямбда-транзисторы, туннельные диоды, магпитотрапзи- 
сторные элементы и пр.);

внедрения новых дискретно-импульсных режимов 
работы электронных схем преобразования информации 
и электрической энергии.

Во-вторых, качественный скачок происходит в тех
нических средствах анализа п расчета электронных 
схем (от логарифмической линейки до микрокалькуля
торов, микрокомпьютеров, персональных и универсаль
ных Э В М ), которые могут теперь производить не только 
численные расчеты, но п решать сложные логические 
задачи.

В-третьих, повышаются требования к точности, мас
штабности и глубине анализа и расчета электронных 
схем, поскольку современная технология производства 
(например, микросхем) исключает их эксперименталь
ную доводку, а требования к техническим и метроло
гическим параметрам электронных устройств постоян
но растут.
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В-чствертых, усложняется вид сигналов, возденет 
вующнх на схему за счет массового появления в их со 
ставе так называемых разрывных функций.

Цель анализа электронных схем состоит в получении 
наиболее полной информации об нх свойствах, выяц 
лении соотношений между входными и выходными п а 
раметрами, необходимыми для разработки алгоритмов 
расчета известных цепей и синтеза новых по заданным 
техническим требованиям.

Задача анализа электронных схем включает пост
роение адекватной математической модели электронной 
схемы, определение по этой модели заданных функций 
и параметров, построение частотных, временных и дру
гих характеристик. На этой основе проводится иссле
дование ограничений и предельных перспективных воз
можностей схемы по функциональному преобразованию 
входных сигналов, достижимой точности преобразования 
или формирования заданной формы сигнала, а также 
осуществляется поиск путей совершенствования схем 
с целью расширения их функциональных возможностей, 
повышения точности, стабильности, быстродействия, 
устойчивости и т. д.

Глубокий и тщательный анализ схем позволяет про
вести их четкую классификацию по структурным осо
бенностям, определяющим общие закономерности пре
образования электрических сигналов и другие свойства, 
сформулировать вполне определенные рекомендации по 
оптимальному выбору вариантов схем определенного 
класса по заданным техническим требованиям на про
ектируемое устройство. Это, как известно, является 
первым п поэтому очень важным этаном проектиро
вания электронных устройств, не поддающимся пока 
желаемой формализации.

Исторически развитие методологии анализа и расче
та электронных схем шло по двум направлениям. Во- 
первых, это анализ линейных моделей на базе операци
онного исчисления. В рамках этого направления изла
гаются материалы 2-й п 3-й глав. В 4-й главе — основы 
теории графов, имеющей весьма широкое использование 
в различных областях знания; затем на базе этой тео
рии развивается методология анализа электронных схем. 
Методы анализа, развитые в рамках этого первого 
направления, не теряют своего значения и в настоящее 
время, обладая известным рядом достоинств.
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Другое направление развития методологии связано 
е поисками возможностей для реализации нелинейных 
моделей. Вторая часть пособия содержит материал, 
укладывающийся в рамкп этого направления. Бурное 
развитие второго направления вызнано прежде всего 
современным уровнем развития вычислительной техни
ки и достижениями математики.



Г л а в а  1 О Б Щ И Е  ВОПРОСЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ЭЛЕКТРОН НЫ Х ЦЕПЕЙ

1.1. Выбор математической модели электронной цепи

Проектирование электронных схем (или просто схе
мотехническое проектирование) сводится к решению 
группы задач синтеза и задач анализа. При этом под 
структурным синтезом понимают создание (интуитивное 
или формализованное) какого-то варианта схемы, не 
обязательно окончательного. В процессе проектирова
ния синтез как задача может выполняться много раз, 
чередуясь с решением задач анализа. В задачу анализа 
входит изучение свойств схемы по заданной в резуль
тате синтеза ее структуре, характеру входящих в нее 
компонентов и их параметров. Перемежаясь друг с дру
гом, анализ и синтез выступают в процессе проектиро
вания в диалектическом единстве [1]. В технике схемо
технического проектирования различают внутренние, 
внешние и выходные схемные параметры.

Внутренние параметры W  характеризуют отдельные 
компоненты проектируемого устройства. Их разделяют 
па первичные внутренние (физико-технические) пара
метры, которые отражают конструктивно-технологиче
ские и электрофизические свойства компонентов, и вто
ричные внутренние (электрические) параметры, которые 
характеризуют соотношения между токами и напряже
ниями на полюсах компонентов схемы. К  первичным 
относятся геометрические размеры отдельных полупро
водниковых областей, электрические характеристики по
лупроводниковых материалов и т. д. К. вторичным внут
ренним параметрам — сопротивления резисторов, ем
кости конденсаторов и т. п. Связь электрических (вто
ричных) параметров компонентов с их физико-техноло
гическими параметрами задается в виде аналитических 
выражений (уравнений), таблиц (матриц), схем заме
щения (микро- п макромоделей топологического типа) 
и др.
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Внешние параметры Q характеризуют условия, в ко
торых работает устройство (температура и влажность 
окружающей среды, начальное состояние устройства, 
параметры входного воздействии, конкретные значении 
времени или частоты, параметры и характер нагрузки, 
уровень помех, радиации и т. п.).

Выходные параметры (характеристики) F  характе
ризуют количественные значения технико-экономических 
показателей и определяют функциональное назначение 
схемы. Выходные параметры также разделяют на пер
вичные и вторичные. К первичным Л'(/) относят токи и 
напряжения на полюсах компонентов схемы, узловые 
напряжения, контурные токи, выходные напряжения и 
токи (Л'„|.|х (/) ). Иногда первичные выходные параметры 
называют фазовыми переменными.

Вторичными выходными ( схемными) параметрами 
называют функции (схемные функции) относительно 
внутренних и первичных выходных параметров 
Fj — F j(X  (/), А' щ.|х (/), II"). К схемным функциям в об
щем случае относят аналитические зависимости от 
внутренних параметров схемы п комплексной частоты, 
определяющие выходные сигналы схемы. Во временной 
области схемные параметры представляются в виде 
амплитудной, импульсной и переходной характеристик, 
а в частотной — амплитудно-частотными, фазочастотны
ми и амплитудно-фазовыми характеристиками. К вы 
ходным параметрам схемы также относят параметры 
названных характеристик: длительность задержек и 
фронтов реакции схемы Л„т.ix(/) на входные воздействия 
Q ( I ), входное и выходное сопротивление схемы в диа
пазоне частот или на фиксированной частоте; гранич
ные частоты полосы пропускания; максимально допусти
мая величина помехи по входному воздействию; мощ
ность рассеяния в элементах; амплитуда выходного сиг
нала ЛГВЫ*. „,«*(/) или его среднее значение и др.

После решения задачи структурного синтеза схемы 
и проведения анализа ее свойств, т. е. выходных (схем
ных) параметров на соответствие заданным, необходи
мо скорректировать внутренние параметры схемы. Это 
делается для того, чтобы либо максимально прибли
зиться к заданным значениям выходных параметров, 
либо в каком-то отношении некоторые из них даже 
значительно улучшить, либо выбрать такой вариант 
значений внутренних параметров, при котором паилуч- 
шнм образом удовлетворяется какой-то заранее выб-
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ранный критерий качества (оптимизации) схемы (эко
номичность, технологичность, высокая помехоустойчи
вость, быстродействие, низкая стоимость и др.).

Указанная процедура коррекции внутренних пара
метров получила название параметрический синтез. 
Чаще всего параметрический синтез носит характер па
раметрической оптимизации, т. к. сводится к поиску 
именно такого варианта значений внутренних парамет
ров схемы, который иаилучншм образом удовлетворяет 
выбранному критерию оптимизации. Процесс парамет
рической оптимизации и общем осуществляется путем 
последовательного перебора некоторым образом выби
раемых вариантов значений внутренних параметров схе
мы, анализа каждого из них, сравнении с предыдущи
ми и затем выбора наилучшего. Таким образом, видим, 
что задача анализа схемы может решаться в процессе 
проектировании неоднократно. И этой связи различают 
анализ о()новириинтный и анализ многоаириантный. 
Кроме процедуры параметрической оптимизации мпого- 
вариаитиый анализ находит применение в процедурах 
решения задачи статистического анализа н задачи ана
лиза чувствительности. Решение задачи статистического 
анализа показывает, с какой вероятностью будут вы
полняться условии работоспособности и заданные зна
чения выходных параметров схемы, когда значения ее 
внутренних параметров имеют вероятностный разброс. 
Решение задачи анализа чувствительности определяет 
степень влияния изменения (нестабильности) внутрен
них и внешних параметров на изменения (нестабиль
ность) выходных параметров схемы. Результаты реше
ния этой задачи анализа затем могут быть использо
ваны н в решении задачи параметрической оптимиза
ции, так как дают информацию о том, какие параметры 
и в каком направлении надо изменить, чтобы быстрее 
найти оптимум.

Под математической моОелыо схемы электронной 
цепи мы понимаем математическое представление (си
стема уравнений, формулы, правила п.ш любые другие 
математические образы), отражающее с требуемой 
точностью и в соответствии с физическими законами 
процессы, протекающие в цени, и позволяющее найти 
необходимые параметры п характеристики схемы.

Условии выбора математической модели определя
ются самыми различными, а порой и противоречивыми
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факторами. Как правило, чем сложней сам реальный 
объект или чем точнее и глубже требуется провести его 
исследование, тем сложнее в общем случае получается 
его математическое представление (описание). Пос
леднее обстоятельство затрудняет, в свою очередь, ра
боту с моделью. Разрешение этого противоречия требу
ет известного искусства от исследователя в выборе пре
дельно допустимого уровня абстракции путем отбра
сывания всех несущественных факторов. Например, в 
некоторых случаях можно пренебречь сравнительно 
медленно или очень слабо изменяющимися переменными, 
их несильным взаимным влиянием, практически не оп
ределяющими конечные результаты. Особенно важен 
при этом согласованный с объектом и целью исследо
вания выбор языка математического описании его мо
дели. Именно на этом этапе должны быть обеспечены 
удобство восприятия к наиболее простой путь решения 
задачи. Языком описания выбранной математической 
модели определяется и степень ее последующего согла
сования с возможностями техники исследования. Так, 
для преимущественно качественного исследования про
стых схем необходим язык математического описания, 
наиболее тесно связанный со структурой объекта (топо
логией схемы), а результаты должны представляться в 
виде по возможности простых аналитических зависимо
стей или двумерных графиков и т. п. Точный п много
сторонний анализ сложных объектов (схем), проводи
мый на ЭВМ , требует применения описания математи
ческой модели, удобного для постановки задачи анали
за па ЭВ М  и последующего численного ее решения с 
получением требуемых характеристик п параметров 
схемы за допустимое время счета.

Фундаментальной моделью электрических процессов 
в электронной цени считают систему уравнении равно
весия, составленную относительно переменных воздейст
вия t/j и переменных реакции .V,:

'/ / = ф | ( * ь  Х г .......x it .........V») ,  / = 1 ,  2 .......  ш .  (1 .1 )

При наличии в линейной схеме реактивных элементов 
уравнение носит дифференциальный характер, напри
мер:

d'x d' ~'.v dx ... .
< F /  гг +  ? / - |  “ Г Т - Н  • • •  * ? |  т г  1 Ч ’ “ Л  q ( * ) >  О - 2 )dt' dt' 1 dt
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где сро. (pi, .... Q — непрерывные однозначные функ
ции I па интервале 0< /< оо, и <\ч пе приближается к 
нулю на этом интервале. Переменная / сеть действи
тельная переменная времени. Из теории линейных диф
ференциальных уравнений известно, что при точно оп
ределенных границах для каждого q(t) существует 
единственная функция x (t), которая принимает дан
ное значение в некоторый момент времени /п при 
Ог^/о^оо и у которой первые / I -производные не
прерывные и имеют определенное значение при / =  /0- 
Такова в общих чертах основная теорема существова
ния. Если qi,=const, то получаем наиболее простой тип 
уравнения с постоянными коэффициентами.

Разрабатываемые математические модели могут оце
ниваться по следующим критериям: точность, экономич
ность и универсальность.

Классификация математических моделей электрон
ных схем. По сложности (полноте охвата) различают 
модели компонентов, модели схем и модели систем, 
включающих несколько схем.

По характеру отображаемых свойств модели делят
ся на функциональные и топологические (структурные). 
Функциональные модели отражают процессы функцио
нирования устройства. Чаще всего они записываются 
в виде системы уравнений. Топологические модели от
ражают только структурные особенности устройств. 
Они, как правило, имеют форму графов, списков век
торов, матриц и отображают взаимное расположение 
элементов в пространстве, наличие связей между ними 
и т. д.

По способам получения функциональные модели де
лят на теоретические и формальные. Теоретические мо
дели строят, используя физические законы (Ома, Кирх
гофа). При этом система уравнений и ее коэффициенты 
имеют определенное физическое толкование. Формаль
ные модели получают, рассматривая проявления свойств 
моделируемого устройства во внешней среде, т. е. ме
тодом «черного ящика», заимствованным в кибернетике.

По характеру зависимостей, т. с. по типу коэффи
циентов в уравнениях, модели делят на линейные и не
линейные.

В зависимости от мощности множества значений пе
ременных модели различают как непрерывные и ди
скретные. В непрерывных моделях переменные непре
рывны, поэтому множество вариантов решений имеет
Ю



мощность континуума. Переменные дискретных моде
лей — дискретны, а множество решений счетно.

По форме связей между выходными внутренними 
и внешними параметрами различают модели алгорит
мические (в виде систем уравнений в базисе узловых 
или контурных переменных) и аналитические (в виде 
явных зависимостей выходных параметров от внутрен
них и внешних).

По тому, учитывают ли модели инерционность про
цессов, различают модели статические (по постоянному 
току) и динамические (по переменному току).

1.2. Классификация электронных схем по типу 
уравнений, применяемых в их математических 
моделях

Электронная цепь в зависимости от характеристик 
входящих в иее компонентов может обладать самыми 
различными свойствами. Реальные зависимости между 
токами и напряжениями на ее полюсах в общем случае 
всегда нелинейны, достаточно сложны и носят в оп
ределенной степени статистический характер. В то же 
время в зависимости от режима работы устройства по 
току (напряжению) и по ряду внешних воздействий 
степень нелинейности характеристик входящих в нее 
компонентов может быть различной, а статистический 
характер параметров компонентов устройства в стаци
онарных условиях его эксплуатации весьма мало вы
ражен.

При формировании математической модели элект
ронной цепи в зависимости от целей ее анализа и тре
буемой точности иногда вполне допустимо нелинейные 
зависимости между токами и напряжениями на полю
сах ее компонентов заменить на линейные. В результа
те более точная п более сложная нелинейная модель 
заменяется менее точной, но более простой линейной 
моделью. Ниже дается традиционно сложившаяся клас
сификация электронных схем с точки зрения их анали
за, а именно по типу уравнений, составляющих их ма
тематические модели.

Линейные схемы. Приведенные выше линейные ал
гебраическое и дифференциальное уравнения с посто
янными коэффициентами описывают схемы, в которых 
параметры всех компонентов можно считать постоянны
ми. Модели таких схем в соответствии с теорией ли-
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иейных дифференциальных уравнений обладают двумя 
очень важными с практической точки зрения свойства
ми. Это принцип наложения (суперпозиции) и принцип 
инвариантности взаимных отношений возмущения и ре
акции к интегрированию и дифференцированию.

П р и н ц н и и а л о ж е и и я формулируется так: ре
акция линейной схемы т, с. схемы, описываемой ли
нейной моделью, на действие суммы возмущений рав
на сумме реакций на действие каждого возмущения в 
отдельности. Пусть схема описывается соотношением 
x=y-q. Если на входе цепи действуют сигналы q\ и q2 
по отдельности, то им соответствуют реакции x{ =  qq 1 
и .v2=<ft/2. Если же на входе действует сумма этих сиг
налов </=<7i+ 92, то реакция будет Л' =  ч (</!+</:>) =.V|-)-a'2.

П р и н ц и п  и н в а р и а н т н о с т и :  в линейной си
стеме соотношение между воздействием и реакцией 
остается неизменным при дифференцировании пли ин
тегрировании. Так, если </ и х являются воздействием 
п реакцией линейной схемы, то dq/dt и dx/dt будут так
же возможными воздействием и реакцией для той же 
схемы, как и d"q/dln и d"xldt".

Практически важно запомнить, что реакции линей
ных схем с постоянными параметрами не содержат но
вых спектральных составляющих по отношению к 
спектрам воздействующих на схему сигналов.

К линейным схемам относят:
— электронные схемы, составленные из линейных 

компонент, т. е. компонент, токи и напряжения на 
полюсах которых всегда связаны между собой линей
ными зависимостями (пассивные компоненты);

— электронные схемы, включающие в свой состав 
так называемые квазилинейные компоненты (электрон
ные компоненты — лампы, транзисторы, оптроны, опе
рационные усилители и др.), т. е. компоненты, зави
симости между токами и напряжениями на полюсах 
которых могут быть с определенной степенью допуще
ния описаны линейными соотношениями. Такое возмож
но относительно указанных электронных компонент, 
когда они н анализируемых цепях используются в ре
жимах так называемого малого сигнала. Причем чем 
меньше размах рабочих изменений токов п напряжений 
на полюсах электронной компоненты, тем выше точ
ность аппроксимации его характеристик линейными 
функциями.
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В технике линейные методы анализа находят са 
мое широкое применение, поскольку имеется целый 
ряд электронных устройств, и которых все компоненты 
работают в линейном режиме (линейные усилители, 
импульсные устройства, линейные преобразователи на
пряжения в частоту н т. п.). Причем ряд существенно 
нелинейных импульсных устройств па некоторых вре
менных интервалах работы также могут рассматри
ваться как линейные (квазилинейные).

Линейные параметрические схемы. Эго схемы, в ко
торых имеются компоненты с и (меняющимися во вре
мени параметрами под действием дополнительного (как 
правило) управляющего источника. Такие схемы опи
сываются линейными уравнениями с переменными ко
эффициентами. Будучи линейными, параметрические 
схемы, а точнее их модели, обладают свойствами нало
жения и инвариантности. Однако в отличие от линей
ных схем с постоянными параметрами в них возника
ют новые спектральные составляющие при воздействии 
на вход схемы гармонических сигналов и при измене
нии се параметров но аналогичному закону. Примерами 
таких схем являются схема с источником сигнала, по
следовательно включенным с угольным микрофоном, 
проводимость которого изменяется под действием зву
кового давления, а также различные преобразователи 
частоты, малошумнщие параметрические усилители, 
магнито-транзнсторпые нараметроны и т. и.

Нелинейные схемы. Содержат хотя бы одну ком
поненту, токи и напряжения на полюсах которой свя 
заны нелинейной зависимостью. Такие цепи описыва
ются нелинейными пнтегродиффереициальными уравне
ниями, в которых отдельные коэффициенты при пере
менных не являются постоянными и зависят от самой 
переменной или ее производных. Принципиальным от
личием нелинейных схем является н е п р и м е н и м о с т ь  
к ним в общем случае принципов наложения п инва
риантности. Пусть реакция и воздействие связаны за 
висимостью x = yq 2 или д'= (i\q)q, где (|q — коэффици
ент, зависящий от q. Если на схему действуем сложный 
сигнал =  то реакция .v=(| (</i-f-<7з)2= Ч  (<?2+
-\-2q\qi-\-q] ), что отличается от суммы реакций на 
действие каждой составляющей л'| =  с|</; и л'2=ф</?. 
Как видим, в нелинейных схемах трудно предсказать в 
общем случае результат воздействия суммы сигналов, 
если известны результаты воздействия каждой ее состав
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ляющей. Важным свойством нелинейных схем, на кото
ром основаны многочисленные их применения, счита
ется появление в реакции н о в ых  с п е к т р а л ь н ы х  
с о с т а в л я ю  щ и х относительно спектрального соста
ва воздействия.

Примерами нелинейных схем являются усилители, 
преобразователи, импульсные устройства в режиме так 
называемого большого сигнала. Чем больше размах 
рабочих напряжений и токов на полюсах электронной 
компоненты, тем больший участок характеристик элект
ронного прибора используется в работе, а значит, тем 
большую нелинейность он вносит в работу устройства.

Нелинейно-параметрические схемы. К ним относят 
схемы, содержащие нелинейные компоненты и компонен
ты с переменными во времени параметрами. К подоб
ным схемам относятся, например, устройства частотной 
модуляции, параметрические генераторы н др. Описыва
ются подобные схемы нелинейными уравнениями с пе
ременными во времени коэффициентами.

1.3. Топологические модели электронных цепей 
и способы их составления

Под топологической моделью электронной цепи по
нимают удобное для анализа изображение входящих в 
нее компонент и их взаимные соединения. Как извест
но, в принципиальных схемах электронных цепей (уст
ройств) каждая компонента имеет свое условное изо
бражение (рисунок, чертеж), определяемое соответст
вующим I ОС I ом. Такое изображение удобно для функ
ционального анализа работы цени, например, с успехом 
используется для монтажа или поиска неисправностей 
.(диагностики). Для математического анализа пред
ставление каждой компоненты цепи своим особым ри
сунком не имеет никакого значения, но загромождает 
изображение. Здесь важна лишь его функция, т. е. 
коэффициент связи между током п напряжением на его 
зажимах, а также взаимные соединения компонентов 
цепи (топология). Нели обозначить все двухполюсные 
пассивные компоненты одинаково, например отрезками 
непрерывных линий, концы которых соответствуют уз
лам двухполюсника, то такие схемы будут отличаться 
в общем случае только числом элементов п способом 
их соединения между собой. Такое упрощенное пред
ставление анализируемой цепи совпадает с известным 
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понятием графа, введенным в математику еще в 
X V III веке (Эйлер, 1736 г.) и впервые использованным 
в теории цепей Кирхгофом в его знаменитой статье, 
опубликованной более сотни лет спустя (1857). Общ
ность исходной цепи, ее принципиальной схемы и, на
конец, графа этой цепи состоит в их топологической 
эквивалентности, хотя во всех других отношениях они 
совершенно различны. С в о й с т в а ,  и н в а р и а н т н ы е  
к п е н р е р ы в п ы м д е ф о р м а ц и я м ,  п а з  ы в а ю т
с я т оно л о г п ч е с к и  м и (например, все гайки, 
шайбы и кольца независимо от материала, из которого 
изготовлены, размеров, веса, формы в топологическом 
смысле эквивалентны, т. к. имеют одну дырку).

На рис. 1.1 показаны примеры топологических мо
делей электрического моста: его принципиальная схема 
(рис. 1.1, о) и граф (рис. 1.1, Г>). Как видим, граф 
схемы моста отличается предельной простотой. В каче-

Рмс. 1.1

ствс весов его ветвей взяты в данном случае проводи
мости соответствующих ветвей схемы. В теории графов, 
однако, применяют спою терминологию, считая, что 
граф состоит из ребер (вместо ветвей) и вершин (вме
сто узлов в схеме). Более подробно о графах и их свой
ствах смотри в гл. 4. Каждой ветви (ребру) графа ино
гда дают (стрелочкой) направление, совпадающее с вы 
бранным положительным направлением тока в ней. Мно
гополюсную компоненту схемы отображают в виде по
люсного графа или другими способами, рассмотренны
ми в гл. 4.

Сложностью математической модели электронной схе
мы определяется трудоемкость анализа. От чего зависит
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сложность модели и как се можно уменьшить? Очевид
но, что сложность моделей зависит от топологии ана
лизируемой схемы, т. е. от числа входящих в нее ком
понент и способа их соединения, а точнее от числа 
узлов и ветвей между ними. Так, если под сложностью 
линейной схемы понимать число уравнений в системе, 
описывающей се, то можно утверждать, что сложность 
прямо нропорцпоиальна числу узлов (или контуров) 
схемы цени. Сложность же моделей нелинейных схем 
определяется, кроме того, еще и видом нелинейных 
зависимостей электронных и других компонент, вхо
дящих в анализируемое устройство. Для уменьшения 
сложности математической модели схемы естественно 
прибегнуть к упрощению (сокращению) топологиче
ской модели цепи. Здесь уместно заметить, что анализ 
цепи проводится, разумеется, не по самой цепи, а по 
ее топологическому представлению в виде схемы или 
графа. Вот здссь-то при составлении схемы пли графа 
цепи п следует использовать все возможные резервы но 
их упрощению путем пренебрежения несущественными 
компонентами п их связями. Рассмотрим известные 
приемы упрощения.

Составление нескольких топологических моделей для 
решения задачи анализа. В этом приеме исходят из из
вестного факта, что лучше решить две простые систе
мы уравнений, чем одну сложную. Тогда и результаты 
анализа представляются более наглядно и естественно.

Т о и о л о г и ч е с к а я м о д с л ь ц е п и по п о с т  о
я п н о м у т о к у  (статическая модель). Анализ цепи 
обычно разделяют па две независимые задачи: анализ 
цепи по постоянному току (в статике) и анализ цепи 
по переменному току (в динамике). Смысл такого раз
деления состоит в том, что наличие в цени электронных 
(оптоэлсктропных) компонент требует для обеспече
ния правильного режима работы запитать их постоян
ными токами или напряжениями, прикладываемыми к 
полюсам. В зависимости от требуемого режима работы 
каждой электронной компоненты (линейный, нелиней
ный — А, В, С, Г) и др.) выбирается соответствующая 
рабочая точка па се выходных (входных, переходных) 
характеристиках. Рекомендации по выбору рабочей точ
ки и сама процедура выбора рассматриваются в курсах, 
посвященных изучению конкретных классов цепей (уси
лители, генераторы, преобразователи и др.), поскольку 
являются специфичными, что затрудняет их рассмотре-
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пне с общих позиции. Задача анализа цепи по постоян
ному току состоит н получении математических выра
жении, снизывающих токи пли напряжения на полюсах 
электронных компонент с параметрами пассивных 
компонент и величинами источников напряжения (тока) 
питания. Далее по этим выражениям проводится расчет 
параметров пассивных компонент (резисторов), что 
и обеспечивает заданный режим работы каждой элект
ронной компоненты. Топологические модели цепей по 
постоянному току получаются путем исключения из 
принципиальных схем цепей конденсаторов, закорачи
вания индуктивностей, если последние но своим пара
метрам близки к идеальным, т. е. имеют сравнительно 
очень большое (для конденсатора) или очень малое 
(для индуктивности) сопротивление постоянному току. 
При анализе измерительных цепей иногда приходится 
с целыо тщательного исследования погрешностей, вно
симых цепями, учитывать паразитные сопротивления 
реактивных компонент. В результате топологические 
модели цепей по. постоянному току получаются довольно 
простыми. Математические модели таких схем представ
ляются в виде системы алгебраических уравнений.

Т о и о л о г и ч е с к у ю м о д с л ь ц с и и и о п е р е
м е н п о м у т о к у  (динамическая модель) составляют 
для той же электронной цепи с учетом переменных со
ставляющих токов и напряжений. При этом ориентиру
ются на ту область частот, в которой находится спектр 
входного сигнала. Процедура составления топологиче
ской модели по переменному току состоит в упрощении 
исходной схемы цени путем закорачивания источников 
напряжения питания электронной цепи, поскольку, благо
даря их большой выходной емкости, сопротивление ис
точников переменному току предполагается очень низ
ким. При наличии в цепи источников тока, не имеющих 
переменной составляющей, их также можно удалить из 
схемы, но путем разрыва соответствующей цени, так как 
сопротивление источника тока предполагается очень 
высоким. Для упрощения схемы можно также закора
чивать межкаскадные развязывающие конденсаторы, 
конденсаторы фильтров и другие, из назначения кото
рых известно, что их емкость должна выбираться срав
нительно большой, дабы они имели относительно низкое 
сопротивление переменному току во всем диапазоне ра
бочих частот. При наличии в цени заградительных ин
дуктивностей (дросселей) и других, из назначения ко



торых следует, что их индуктивность должна выбирать
ся достаточно большой, чтобы оказывать высокое соп
ротивление переменному току на рабочих частотах, их 
следует исключить из схемы путем разрыва соответст
вующих соединительных цепей.

В  некоторых случаях прибегают к составлению не
скольких топологических моделей, соответствующих ре
жиму работы на низких, средних и высоких частотах, 
что также оправдывается целыо упрощения анализа.

Т о п о л о г и ч е с к и е  мо де л и  д л я  ц е п е й  и м 
п у л ь с н о г о  д е й с т в и я .  При анализе импульсного 
устройства (генератор пилообразного напряжения, муль
тивибратор, триггер, компаратор, инвертор и т. и.) так
же используют несколько топологических моделей. К аж 
дая из таких моделей должна соответствовать опреде
ленному состоянию ключей устройства во времени, т. е. 
этапу (интервалу) работы устройства со всеми вытека
ющими отсюда упрощениями его исходной схемы. Та
ким образом, исходная схема устройства разбивается 
на ряд подсхем с постоянной структурой, соответству
ющей определенному состоянию всех ключевых элемен
тов. Затем для каждой подсхемы с постоянной струк
турой составляется своя топологическая модель. Н а
пример, работа генератора пилообразного напряжения 
разделяется на три этапа: формирование прямого хода, 
формирование обратного хода и этан ожидания. При 
составлении трех топологических моделей учитываются 
состояние ключей, начальные условия на реактивных 
компонентах, режим работы по постоянному или пере
менному току на каждом этапе.

Пр имер 1.1. Составить топологические модели в ви
де эквивалентных схем усилителя, принципиальная 
электрическая схема которого показана па рис. 1.2, и. 
Эквивалентная схема по постоянному току показана на 
рис. 1.2, б, где Ri —  внутреннее сопротивление источни
ка питания. Оно включается в схему, очевидно, тогда, 
когда его величина сравнима с сопротивлением рези
сторов R 1, R2, R з, что встречается весьма редко. Экви
валентная схема усилителя по переменному току при
ведена па рис. 1.2, в. При ее составлении учитывалось, 
что сопротивление переменному току конденсаторов С\, 
С3 и С> в сравнении с сопротивлениями других компо
нент цепи достаточно мало. Так, конденсаторы С, и С,( 
считаются здесь межкаскадными (разделительными),
I о



а Сз — фильтрующим. Его емкость, как известно из 
теории усилителен, выбирается так, чтобы он полностью 
шунтировал резистор R3 в диапазоне рабочих частот 
усилителя.

2*

eft)

6)

Рис. 1.2

Пример 1.2. Составить топологическую модель гене
ратора пилообразного напряжения с последовательной 
положительной обратной связью, принципиальная элек
трическая схема которого показана на рис. 1.3, а. На 
рис. 1.3, б показана эквивалентная схема генератора па 
этапе формирования прямого хода, т. е. линейной части 
пилообразного напряжения. Па этом этапе работы ге
нератора ключи на фапзнешре V I и диодах V2, VA 
заперты, поэтому из схемы исключены, источник пита
ния Е  закорочен. Он в этот момент питает только эмит- 
терный повторитель на транзисторе КЗ. Заряд формиру
ющего конденсатора С\ осуществляется от напряжения, 
накопленного к этому моменту па конденсаторе С2. На
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рис. 1.3, п и г  показаны эквивалентные схемы, соответ
ствующие этапу формирования обратного хода, который, 
как видим, разбивается, в свою очередь, на два периода. 
По схеме на рис. 1.3, а происходит разряд конденсато
ра С[ через сопротивление лил открытого транзистора VI. 
При этом транзистор КЗ продолжает находиться в ак
тивном режиме, конденсатор С2 по-прежнему разряжа
ется небольшим током через резистор /?, и т. д. По 
окончании разряда С { открывается диод У2, и эквива
лентная схема изменяется (рис. 1.3, г). Теперь запира-

Рис. 1.3

ется транзистор эмиттерного повторителя 1/3 и начина
ется период восстановления заряда на конденсаторе Сг 
от источника Е  через сопротивления открытых диодов 
Гд2, Гд4 и открытого транзистора V I—г„л. На рис. 1.3, д 
показана эквивалентная схема, соответствующая корот
кому начальному периоду в формировании прямого хода. 
Здесь транзистор V\, управляемый внешним импульс
ным генератором, уже заперт (поэтому из схемы ис
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ключен), а отключающим диод V2 сщс находится в 
проводящем состоянии, так же как и диод V4. В запер
том состоянии остается и транзистор V3, поэтому поло
жительная обратная связь, обеспечивающая высокую 
линейность заряда конденсатора С\, пока не действует. 
Заряд конденсатора С, проходит через резисторы 
и гД2. Как только напряжение па С\ увеличится до на
пряжения отпирания транзистора V3, включается в ра
боту эмиттерпый повторитель п на выходе генератора 
появляется выходное напряжение, которое приводит к 
запиранию диода V2. С этого момента работа генера
тора снова происходит по эквивалентной схеме, показан
ной на рис. 1.3, б.

1.4. Схемы замещения (микро- и макромодели) 
компонент электронных цепей

Точность топологического представления цепи, т. е. 
адекватность эквивалентной схемы или графа цепи, за 
висит от правильного выбора схем замещения (моделей) 
ее компонентов. Цель настоящего раздела — рассмот
реть различные по степени точности схемы замещении 
(модели) компонентов электронной цепи. Выбор моде
лей определяется требуемой точностью анализа цепи 
и не должен ни в коем случае делаться, как говорит
ся, с запасом. Выше указывалось, что топологическая 
модель цепи должна быть минимальна с тем, чтобы не 
переусложнять решение задачи се анализа.

Компонентами цепи называют готовые изделия, из 
которых она собирается — электровакуумные и газо
наполненные приборы, транзисторы, микросхемы, рези
сторы, конденсаторы, трансформаторы, диоды и т. п. 
Классификацию компонент проводят по числу узлов 
(полюсов): двухполюсники, трехполюсники, /V-полюспи- 
ки (многополюсники). В общем случае многополюсники 
можно рассматривать как /VXM -полюсиики, полюсы 
которых разбиты на М групп по /V полюсов. Наиболее 
распространены 2п-полюспики, или л-входники, и »Х2- 
полюеппки, например 2X2  полюспикн, так называемые 
проходные четырехполюсники.

Из энергетических соображений все компоненты де
лят па пассивные, в которых электрическая энергия 
частично или полностью преобразуется в тепловую 
(резисторы, конденсаторы, индуктивности), и активные,
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преобразующие энергию источников питания в энергию 
переменных составляющих токов и напряжений (лампы, 
транзисторы, туннельные диоды, оптроны и другие элект
ронные приборы).

По зависимости параметров компонентов от направ
ления тока в них различают обратимые и необратимые 
компоненты. К  первым относятся, например, пассивные 
двухполюсники и др., ко вторым диоды, транзисторы, 
лампы, операционные усилители, оптроны и т. п.

Наиболее простой схемой замещения обладают ре
зисторы (рис. 1.4, а). На постоянном токе действует 
только активное сопротивление R. На переменном токе 
у проволочных резисторов все компоненты схемы за
мещения проявляются уже при сравнительно низких

R Ь /7
a) ff) S)

Рис. 1.4

частотах (до 1 М Гц ). При этом паразитная индуктив
ность образуется за счет намотки провода и индук
тивности выводов, а паразитная емкость См — за счет 
межвитковой емкости. У пепроволочных резисторов (уг
леродистые, металлоплеиочные и т. д.) без спиральной 
нарезки (низкоомных) паразитная емкость может быть 
принята равной нулю и помимо R действует только ин
дуктивность выводов, а у высокоомных резисторов вли
яние емкости заметно при высоких частотах (более 
1 МГц).

Аналогичную по начертанию схему замещения имеют 
высокочастотные конденсаторы (рис- 1.4, б). Паразит
ное активное сопротивление /?„ здесь велико. Оно оп
ределяется потерями в диэлектрике, a L n — индуктив
ностью выводов. Несколько иную схему замещения име
ют электролитические (фильтровые) конденсаторы 
(рис. 1.4, в). Здесь последовательное сопротивление R 
эквивалентно потерям в электролите. Эти потери воз
растают с ростом частоты, и при высоких частотах элек
тролитические конденсаторы не применяются. Одним из 
важных свойств электролитических конденсаторов явля
ется изменение его емкости с изменением частоты пе
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ременной составляющей прикладываемого к ним напря
жения. Эта зависимость сейчас введена в технические 
условия па конденсаторы и для некоторых типов кон
денсаторов приведена на рис. 1.5, а. Однако переменная 
составляющая напряжения на конденсаторе в подавля
ющем большинство случаев песпнусопдальпа, и па каж 
дой из гармоник емкость имеет свое значение. В  целом 
же при анализе процессов конденсатор выступает как 
нелинейное устройство. Задача о нелинейном конденса
торе поставлена и решена авторами настоящей моногра
фии в 1984 г. Суть се состоит в том, что для анализа 
процессов в цепи с нелинейным конденсатором в мгно
венных значениях необходимо знать зависимость его 
емкости 01 одной из переменных. Физически в качестве 
такой переменной более всего подходит скорость изме
нения напряжения на конденсаторе du/dl, которая ока
зывает влияние па поляризационные процессы в ди
электрике. В связи с этим возникает вопрос о поиске 
методики пересчета зависимости емкости электролити
ческих конденсаторов от частоты в зависимость 
С — С (du/dl). Аппроксимируем эту зависимость отрез
ком степенного ряда

£ - = V l  Ь , ^ - f  ..-И;,,
С„ dt -\dt. ........................

(1.3)
Возьмем простейший /^С-фильтр (может быть взята 
и любая другая цепь, содержащая С, но выбрана самая 
простая), процессы в котором описываются дифферен
циальным уравнением

R d (C “ m‘x) +//■..* - « , „  = О, (1.4)
dt

где R  — активное сопротивление; Unx, U,„.Ix —  входное
и выходное напряжение.
Подадим па вход синусоидальное напряжение

£/цх== i/msin (,){. (1.5)
Установившееся значение выходного напряжения на за
жимах конденсатора будет равно

Uuux =  Um cos ч sin (о)/—а ), (1.6)
1cos а = ■ ,---- .тг^= .

V 1 Я*и*С*
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Из электромагнитных компонент наиболее часто 
в электронных цепях применяются дроссели и транс
форматоры. В дросселе помимо полезной индуктивности 
L (рис. 1.6, а) в схему замещения входят паразитные 
параметры —- сопротивление обмоточных проводов /?„ 
и межвиткован емкость Сп• Схема замещения трансфор
матора в общем случае существенно более сложна. Она 
приведена на рис. 1.6, б. Центральным ее звеном (по
лезным элементом) является идеальный трансформатор 
ИТ, характеризуемый только коэффициентом трансфор
мации K-r= W l/W2. Все остальные элементы схемы, за

Рис. 1.6

исключением, конечно, сопротивления нагрузки R„, яв
ляются паразитными. Величина индуктивности намаг
ничивающего контура L0 определяется свойствами при
меняемого магнитного материала, и чем L 0 больше, тем 
лучше трансформатор. В общем случае L 0 — нелиней
ная индуктивность- Сопротивление потерь /?„„ опреде
ляется потерями на неремагппчнванне магнитного ма
териала. Сопротивления /?„, и R „ 2 — собственные ак
тивные сопротивления первичной и вторичной обмоток; 
L sl и L s2 —- индуктивности рассеяния этих обмоток; 
СП1 и С„2 —  их межвиткоиые емкости, а Сщ2 — про
ходная емкость между первичной и вторичной обмотка
ми. Если проходная емкость мала, то схема упрощается 
и, кроме того, может быть осуществлено приведение па
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раметров схемы замещения к первичной или вторичной 
цепи в зависимости от того, в какой цепи анализиру
ются процессы. На рис. 1.6, в осуществлено приведение 
к первичной цепи. При этом ч\ =  ипкт, /.] =  h/KT, 

11> — *̂.v2 — 1 ' s ’ ’  ̂ i, Л>н “  / ?„ 'А т , “  Сцо/АГх.
Напоминаем, что кт — IV , \\ ■,. Г.сли осуществляется 
приведение ко вторичной цепи, то и[ = u J k t , I\ — 11к т,
^ iil —■ ^.vl ' К  | , С  ill —

Ha pnc. 1.7, а показана модель двухполюсника с 
/V-образной вольтампервой характеристикой (туннельный 
диод н др.), соответствующая участку характеристики 
с отрицательным сопротивлением (малосигнальный ре
жим). На рис. 1.7, б представлена модель приборов 
с 5-образной характеристикой (однопереходный тран
зистор, лавинный транзистор и т. п.). На рис. 1.7, в 
дана универсальная нелинейная модель диода: гв — 
сопротивление базы диода; гу — сопротивление утечки 
/;—n-перехода; С о — барьерная емкость; Сл — диффу
зионная емкость.

На рис. 1.8, а, б показаны упрощенные линейные мо
дели полевого транзистора, в которых не учтены боль
шие (107— 1010 Ом) сопротивления утечки между элект
родами. Линейная модель МДП-трапзистора с подлож
кой приведена на рис. 1.8, в (средние частоты), на 
рис. 1.8, г - высокочастотная модель при объединенных 
истоке и подложке [3]. Здесь gn= dIcJ0ua\ {fVl= d lс1дик\ 
gu-d^/dUt,. На рпс. 1.8, д даны условные обозначения 
и распределенная модель прибора с зарядовой связью 
(П ЗС ) во включенном состоянии-

Модели биполярного транзистора (линейные) пока
заны на рис. 1.9 п отличаются диапазоном частот их 
применимости [31J: а —• линейная низкочастотная мо
дель биполярного транзистора с зависимым источником 
напряжения; б то же, с зависимым источником тока; 
в — полная высокочастотная линейная модель транзи
стора; г — упрощенная высокочастотная модель; д — 
модель в эквивалентных У-иараметрах; с — упрощен
ная модель мри Yi2 =z0. Параметры низкочастотных 
моделей транзистора определяют через какую-либо си
стему параметров транзисторов, найденную для соот
ветствующей схемы включения. Так, для транзистора 
в схеме с общей базой (О Б )
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Подобные таблицы пересчета параметром транзисторов 
приведены в [4].

На рис. 1.10, « приведена нелинейная модель пла
нарного транзистора, на базе которой строят линейные 
высокочастотные модели. На том же рис. 1.10, б пока
зана тепловая модель биполярного транзистора [36], 
широко применяемая для анализа п расчета тсрмоста- 
бильностп электронных ценен. Изменение температуры 
эмпттерпого перехода эквивалентно отображается ис
точником напряжения Аио.т=  ( Е — и.,о) АТ/Тж  (24-3) 
А Т (м В ). Сопротивление /?ин.чи учитывает полное сопро
тивление постоянному току внешней цепи базы 
А/к0=  (0,084-0,12) /ко С) — А7 (для кремниевых транзи
сторов): источник А/|,м =  So(A»n+rr.A/no), где S 0=/»2i/Aii, 
а 8 =  1 /Л11.

Высокочастотные линейные модели транзисторов по
лучаются нз универсальных нелинейных моделей 
(рис. 1.10) путем замены каждого элемента его эквива
лентом для малых сигналов. Например, диод между 
эмиттером и базой заменяют линейным сопротивлением,
С;> =  С:)Г) С;,д, С |{ —— С|{Д“(“  СкП.

У современных транзисторов прямой коэффициент 
передачи тока u.v находится в диапазоне 1> иЛ>0,9. 
Обратный (инверсный) коэффициент передачи тока для
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сплавпых транзисторов 0,75<a/<a/v, для транзисторов 
с диффузионном базой 0,4<«,<0,6, для планарных м 
мсзатрапзисторов, имеющих несимметричную структуру, 
«/<0,3. Приведенные модели хороню работают до ча
стоты 107 Гц. Величина гк=  10— 100 кОм, поэтому ирн 
низкоомных нагрузках им пренебрегают (рис. 1.7, г). 
Наиболее часто применяют модель на рис. 1.9, в.

На рис. 1.11 приведены гибридные высокочастотные 
модели биполярных транзисторов. Для маломощных 
транзисторов г г, ^  (25— 100) Ом,

г э кТ  25,8г„„ -  -— -— , г, = —  ^ —г- Ом
1 я/v qi, гэ

(при Т— 300 А', в мА ) , управляющая проводимость 
8  —  f W r ;), £ l  =  U l / r„,  r nlc =  //|2:^ i J ( l —  /'12;.) ~ I2:.tfn:» =  
=  ''и/(1— «/), С ,;=  (5—50) пФ и обычно приводится в 
справочниках. Емкость С,, находится по значению гра
ничной частоты f2 или по максимальной частоте гене
рации /г, на которой коэффициент усиления по мощно
сти равен единице: Ci~gn:,/2n/p= ( 1 4 ^ил/)/2 лГ;,/а, 
где v =  0,2 для диффузионных транзисторов и v = l  - 
для дрейфовых. В  модели с частотной коррекцией у оп
ределяется геометрией прибора, т. е. соотношением пло
щадей эмиттера S., и базы So (рис. 1.11, б):

y= \-S ,/Sc ,
Несколько отличаются модели интегральных тран

зисторов, например из-за наличия подложки (рис. 1.12, 
а и б). Здесь Сщ, Сп2 — барьерные емкости перехода 
коллектор— подложка.

На рис. 1.13 показан одионереходный транзистор и 
его полная нелинейная модель [3]. Резистор гг,2 для за
данного Ur,г, считается постоянным и независящим от 
тока /:,. Причем гп|+гг12 =  гпп, а лщ/глг,фц — внутренний 
коэффициент деления. Сопротивление гг,\ уменьшается 
по мере нарастания тока /., для всех значений Ur,r,\rr,\ — 
=  'V.io/( 14-А.//.Ц ) л', где /'гцо= цл-.г». Коэффициент г) умень
шается, а гОо увеличивается линейно с увеличением 
U,-,г, : 11 =  г)0— (iUr,r<;, rr,r, =  rr,r,r\-bUr,r. Параметры т)0, и, 
гг,г,о и b определяются экспериментально. Аппроксими
рующие числа N  и l.,i находятся по значению гщ, заме
ренному в области насыщения транзистора [3]. Источ
ник тока /fi =  u/:, учитывает модуляцию проводимости 
базовой области током эмиттера (а > 1 ). Резистор
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моделирует сопротивление утечки обратно смещенного 
эмиттерного перехода. Диффузионная емкость Сл мо
жет быть весьма значительной из-за большого накапли
ваемого заряда в области р—«-перехода и области базы 
В1-А и составляет 0,01—0,03 мкФ при токе /;,=  10 мЛ. 
Величина же барьерной емкости значительно меньше 
(около 10 иФ) ,  поэтому ее не учитывают.

Способы измерения и расчета параметров рассмот
ренных моделей транзисторов подробно описаны в 
[3] и др. Па рпс. 1.14 показаны эквивалентные схемы 
включения лавинного транзистора как нелинейного эле
мента [5]. Источник M(io (/:,)/;) генерирует ток коллек
тора за счет экстракции неосновных носителей, инжек
тируемых эмиттером. Источник М1,( генерирует тепло
вой ток коллектора. Коэффициент лавинного умножения 
М, определяющий величину источников тока, определя
ют из соотношения 15]: М —  /к/(х\/ >+/ко), 
где /., — ток эмиттера; к — коэффициент переноса; у — 
эффективность эмиттера; /,.0— обратный ток коллек
тора; /к — ток коллектора. Обычно А/ =  5— 10.

На рис. 1.15 показана полная модель диодной опто
пары [6], где Ru — сопротивление материала полупро
водника светодиода (СД ) и контактов ( 1- 5  Ом) ;  
R,k:ji — прямое дифференциальное сопротивление СД, 
зависящее от величины тока; Сед — емкость р—//-пе
рехода; Ren и Сщ — параметры связи между СД и фо
тодиодом (ФД)  или входом и выходом оптопары 
(Ri 11=10°— 1012 Ом, С, „=1- 2 пФ) ;  R ,>— дифферен
циальное сопротивление ФД , зависящее от входного то
ка и напряжения смещения; Сфд —- емкость р—«-пере
хода ФД, зависящая от напряжения смещения (2— 5 пФ) ;  
Ro — сопротивление материала базы и контактов ФД ; 
К  — коэффициент передачи тока (0,01— 0,03); /т — 
источник темпового тока (около 1 мкА ); Uc;\ ~1 ,5  В.

На рис. 1.16, а показана линейная идеализированная 
макромодель операционного усилителя (О У ) для ра
счета статического режима. Здесь £см —  источник на
пряжения смещения; Е,шх — зависимый источник вы
ходного напряжения Е пых = — К  (и2— U\) = — K uDX, где 
К  — коэффициент усиления без обратной связи в ре
жиме холостого хода. В справочниках дается значение 
К „  при номинальной нагрузке R„, тогда К = К и  (1 +
~{-RuwxlRu) ■
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На рис. 1.1 fi, б приведена полная линейная макромо
дель ОУ [7]. В показанном виде она пригодна для ста
тических расчетов (по постоянному току). Д ля приме
нения ее в расчетах но переменному току (в динами
ке) необходимо содержание указанных символов соот
ветственно расширить до полных (частотозависимых) 
сопротивлений, операторов и т. д. Здесь /:’см —• это та
кое значение дифференциального входного напряжения 
(0,5— 15 мВ) при н(.||м,|, =  0 (псинвертпрующпй в.ход-f 
и2 заземлен), которое соответствует нулевому выходно
му напряжению («ш,iX= 0 ) в отсутствие нагрузки (хо
лостой ход). Другими словами, это напряжение, необ
ходимое для компенсации псспмметрии дифференциаль
ного входного каскада ОУ. Далее lew и Л!м(1 400 НЛ)- 
это такое значение токов инвертирующего н пеипвертиру- 
ющего входов, которое при //,щц, =  0 соответствует //пых=  
=  0 при отсутствии нагрузки. Другими словами, //|,Ых =  0 
имеет место, когда «и*. д=/:<:м. /=/<:м, i ' =  /см. Вы 
ходное напряжение ОУ определяется величиной зави
симого источника £’ш,,х=— Кипх л, т. е. и1Шх.=  
=  — (/СИ„.Л— /?вых-»'в,«), где /С=103-Н00-10«, /?„ы х =  
=  10—700 Ом.

Дифференциальное входное сопротивление R;i =  tins i 
/Аi f  в режиме короткого замыкания или R i « А м ,“ /Аi~ 
при заземленном нспивертирующем входе (/?д = 4  кОм 
100 ГОм). В динамическом режиме (но переменному 
току) необходимо перейти от R ц к Z i = R n  | 11/рСд 
(около 1 МОм до 100 кГц) п от R „ых к 7.млх (около 
100 Ом до 100 Гн н 40 Ом свыше 1000 Гц) [7 ]. Зависи
мый источник £,и1н|, =  «сш1ф/Д’»г.1. где /С.,с-.| — коэффи
циент ослабления синфазного сигнала (КО С С ), 
Логл =  АмВхд /Ам синф (Косл ~ К  — от (Ю до 120 об). 
Синфазные входные сопротивления /?сипф ДмснпфА*-Г* 
/?(:н11Ф = ДисппФA i -2 имеют значения от 500 МОм до 
L'00 ГОм. В динамическом режиме необходимо перейти к

/̂ СИНФ — /?С1П1Ф II 1 PC  сНПФ II Z(;iHbI> •■= /?(Д1МФ II 1 //■’Ссипф}
где С синф составляет несколько пикофарад.

На рис. 1.17 показана макромодель логической мик
росхемы И— НЕ [8]. Характеристики входных диодов 
представляются обычным образом. Задержку переклю
чения можно выразить через постоянную времени 
R [С\ • R‘> выходное сопротивление порядка 30 Ом. Его
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зависимость от режима работы представлена источни
ком /о, позволяющим уточнить модель. Диалогично 
строятся макромодели триггера, сдвигового регистра 
и т. п.

Современные численные методы решения систем 
уравнений схемы основываются на их дискретном пред
ставлении, что наталкивает на возможность формирова
ния дискретной математической модели, минуя ее не
прерывный аналог. Такие методы моделирования полу
чили название дискретных или табличных [37J . При 
этом и компонентные модели также имеют дискретную 
(табличную) форму. В итоге математическая модель

v y  у -
Ф _ т

а Еьис

Рис. 1.17

схемы из дифференциальной превращается в алгебра
ическую. Достигается это использованием методов не
явного интегрирования. При этом алгебраизация ком
понентных уравнений реактивностей схемы позволяет 
представить уравнения ее математической модели в ви
де системы нелинейных алгебраических уравнений. Ре
шение последней сводится далее к последовательности 
решений линеаризованной на каждом шаге алгебраиче
ской системы уравнений [37].

Пусть используется неявная формула трапеции
Х п =  А"я _1 -f- ( Х п -(- А л—l)  ^/2),

где h —  размер временного шага интегрирования; 
п — индекс временных итераций.
Для индуктивности, например, u =  Ldi/dt. Поскольку

- 2 . - 2 L  .х п =  — (хп -  хп—\) — xn-i, тогда и„ = — i„ — 
h h

2 L .
---- — ^n-\

h
4 n — 1
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или /„ = -— и,, -|- — ип -1+Л1 -ь Значит, реактивным ком

понент индуктивность моделируется линейной про
водимостью ('/'/. . Ii 21. и включенным параллельно ей 
независимым источником тока I п-\ -■- i n-i +  un-ihj‘2L, 
представляющим информацию о состоянии компонента 
в предыдущий момент времени.

В результате такого подхода исходная непрерывная 
схема замещается последовательностью дискретных эк
вивалентных линейных резистивных схем с источника
ми, параметры компонентов которых изменяются па 
каждом шаге интегрирования.

В результате алгебраизации и линеаризации полу
ченная резистивная эквивалентная схема состоит толь
ко из линейных сопротивлений м проводимостей, неза
висимых источников тока и напряжения, управляемых 
любым током и напряжением схемы (млн их комбина
цией) .

1.5. Построение математической модели 
электронной цени по ее схеме или графу

Существует ряд способов формирования математи
ческой модели схемы в виде системы уравнений равно
весия в выбранном базисе переменных (координат). 
Причем работы по созданию новых п модернизации из
вестных способов моделирования продолжаются. Объ
ясняется это в первую очередь тем, что непрерывно 
исследуются п совершенствуются способы решения урав
нений, т. к. не существует универсального способа их 
решения, одинаково хорошо работающего при анализе 
схем с большим разбросом постоянных времени и схем 
с сильно разреженными уравнениями модели; простых 
и сложных схем; линейных и нелинейных, непрерывных 
и импульсных; при необходимости выдачи результатов 
анализа в численном и символьном (буквенном) виде 
и т. д. Практика выявила следующую интересную за
висимость: чем меньше трудоемкость составления мо
дели схемы, тем выше трудоемкость решения (машин
ным или безмашинным способом). Объясняется это 
так: чем проще алгоритм составлении модели схемы, 
тем больший порядок имеет система уравнений, значи
тельное абсолютное число ненулевых элементов (ко
эффициентов) в уравнениях. I I  наоборот, чем сложней
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алгоритм составления модели схемы, тем меньший по
рядок имеет система уравнений, меньшее число нуле
вых элементов и меньшую разреженность уравнений. 
Так, известны следующие способы формирования урав
нений схемы: в полном координатном базисе (Г1 К Б ); 
в однородном (О К Б ),  в расширенном однородном 
(Р О К Б ), в гибридном (неоднородном) (ГК.Б) и в со
кращенном гибридном координатном базисе (С ГК Б ). 
Уравнения модели в полном координатном базисе 
(11КБ) составляют из двух групп уравнений: уравне
ний компонент схемы и структурных (топологиче
ских) уравнений схемы. Первые дают полную инфор
мацию о связи управляемых и управляющих перемен
ных отдельных компонент схемы в рассматриваемый 
момент времени и не накладывают никаких ограничений 
на характер соотношений, связывающих токи и напря
жения отдельных компонент, число аргументов в 
каждом нз них и тип управляющих ветвей. Вторые да
ют информацию о способе соединения компонент 
в схеме (т. е. о ее топологии) и составляются по зако
нам Кирхгофа

2iK=0, Z ii i= 0.
к I

В зависимости от характера компонент, входящих 
в схему (граф), ее ветви можно разделить па следую
щие: пассивные ветви (резисторы, емкости, индуктив
ности); ветви полюсных графов многополюсников; ветви 
независимых источников (напряжения, тока); управля
ющие ветви (по напряжению, току) зависимых источни
ков; ветви искомых токов и напряжений. В  зависимости 
от вида компонентных уравнений различают //-ветви 
(уравнения выражают токи —  i=Yu), z-ветви (урав
нения выражают напряжения — u = Z i) .  Остальные 
ветвн называют взаимно определенными (уравнения 
выражают либо токи, либо напряжения).

Компонентные уравнения пассивных ветвей в мат
ричной форме

Ic  = C (d u c d t) или 1с = С Ри (:,
I »  =  R - ' u r ,

/l — ( dii/dt или // -- L 1Ul ~  . ^
J Р* '
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(1Ж>)

В табличной форме при замене производных отно
шениями конечных разностей, т. е. dX/ilt— (ti„ — //„ i )///:

I  Cn — (- (Ucn и с n \) h,
I In — I- f Ln 1*

В обобщенной форме с учетом зависимых источни
ков компонентные уравнения у- и г-ветвей имеют вид

/у -  Y»Uy +  N/z + J lu |
U t  =  M U y ~У Х .\\1 Я -|- A'n.j

При этом полагаем, что //-ветви могут быть управляю
щими по напряжению, а z-ветви - управляющими по 
току.

Компонентное п топологическое уравнения образуют 
модель в П К Б  размерностью 21:

S i =  0, (1.11а)
i : » = о, (1.116)
l  =  F y ( U ) ,  ( l . l l B )

или U =  F ; ( I ) ,  (1.11г)
где U n i  — векторы рассчитываемых напряжений и то
ков ветвей; I — количество ветвей в схеме.

С учетом обобщенной формы записи уравнений вет
вей схемы (1.10) модель в П К Б  в матричной форме при
мет вид, также соответствующий 21 скалярным урав
нения м:

где X .

X , =- ? х , 1- /•'
Н Х , -| 1-1 Л', =

• и ; и .V, у ,  ]
Л .и ,\

1 ( 1. 12)

в .кторы токов и напря

жении у- иг-ветвей; Г Ун V компонентная мат-
М  /-и .

рнца, в которой К к и Z|i диагональные матрицы 
проводимостей и сопротивлений пассивных и управ
ляющих ветвей схемы, а М  и /V — матрицы управляю
щих параметров зависимых источников напряжения, 
управляемых напряжением, и зависимых источников то 

Л»ка, управляемых током; /•' =

токов и напряжений ветвей; Н

— вектор задающих

Н, квадратные матрн

)
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цы /-го порядка с вещественными элементами, равными 
± 1 или 0 (они будут рассмотрены в гл. 3).

Наряду с положительными качествами (простота 
формирования модели, практически полное отсутствие 
ограничений па характер учитываемых функциональ
ных зависимостей, на число их аргументов и типы 
управляющих ветвей) П К Б  имеет существенные недо
статки. Так, несмотря на сильную разреженность урав
нений, абсолютное число ненулевых коэффициентов 
получается значительным. Огромные размеры (2/) си
стемы уравнений заметно снижают скорость и точность 
ее реализации (расчета) и ограничивают возможности 
машинных программ по объему анализируемых схем.

Уменьшить число уравнений модели можно, напри
мер, путем исключения части переменных. Так, если 
в систему (1.11) подставить уравнения ветвей вида 
U — Fz(i), то получим систему /-уравнений токов ветвей

= ( (1.13)
U F A  i)  o.f

Если же в систему (1.11) подставить уравнения вет
вей в виде i — Fy(u ), то получим систему /-уравнений 
напряжений ветвей

- и = 0 ’ \ (1.14)(U) = о . !

Еще большего понижения порядка системы (прибли
зительно до //2) можно достичь путем замены перемен
ных, т. е. введения новых, узловых потенциалов (напря
жений) илн контурных токов. Так, замена напряжений 
ветвей и разностями потенциалов ф (»,,=- ч г -<|/) обра
щает второй закон Кирхгофа в тождественный пуль, 
поскольку при обходе контура каждый из узловых по
тенциалов войдет в уравнение дважды, причем с проти
воположным знаком. В результате получаем систему 
уравнений в однородном координатном базисе по ме
тоду узловых потенциалов (напряжений)

(<!'— 47) = °  (115)
или по методу контурных токов соответственно

2 / = д а к ) =  о ,  ( М О )

где — /Л =  i|j — ток каждой петви, выраженный через 
алгебраическую сумму контурных токов /к, протекаю
щих через эти ветви.
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Модели электронных схем в однородном координат
ном базисе (О К Б ) имеют существенно меньшую раз
мерность, а значит, менее трудоемки в своем разреше
нии. Недостатком моделей в О К Б  считают необходи
мость при их составлении осуществлять преобразования 
источников к одному виду. О способах решения этой 
задачи см. гл. 3. Избежать указанных преобразова
ний источников удается также и путем целенаправлен
ного частичного расширения однородного координат
ного базиса до так называемых РОК.Б и С Г К Б  (сокра
щенный гибридный координатный базис) [37].

В общем модель схемы, составленная по рассмотрен
ным выше способам, представляется в виде неявной 
формы относительно вектора производных базисных 
координат

<1 >(</*/<//, .V, /)= 0 , (1.17)
где Л' — вектор базисных координат;
,l) = (l|i. <(■>. .... <|ш) - векторная функция.

Эта система уравнении строится непосредственно по 
схеме (графу) с возможным последующим ее преобра
зованием с целью уменьшения числа базисных коорди
нат, т. е. понижения порядка системы. В зависимости от 
выбора исходных топологических уравнений и системы 
базисных координат получают различные по ряду 
свойств математические модели. Одной h i  распростра
ненных форм модели является форма Коши (нормаль
ная форма обыкновенных дифференциальных уравне
ний)

(IX/(lt =  l'(X , t), (1.18)
в которой вектор производных базисных координат яв
но выражен через вектор базисных координат. Уравне
ния в форме Коши получаются по более сложному ал
горитму, чем рассмотренные, однако удобны для приме
нения ряда численных методов решения. Математиче
ские модели (1.11) и (1.12) удобны п для решения за
дач анализа во временной области. Если положить 
t!.\l(ll =  0, то получим модель схемы для анализа ста
тического состояния. Для линейных схем

dXjdl =  \VX f  W'Q, (1.19)
где W и W  — матрицы коэффициентов (постоянных 
или зависящих от времени); Q вектор задающих ис
точников схемы.
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При анализе н частотном области можно от (1.19) пе
рейти к алгебраической форме с помощью преобразо
вания Лапласа пли Фурье:

Для получения системы дифференциальных уравне
ний п форме Коши (1.18) разработан специальный ме
тод, называемый методом переменных состояния, т. е. 
переменных, характеризующих состояние схемы в каж 
дый момент времени (см. гл. (>). В этом случае для 
уравнений (1.18), (1.19) X — вектор переменных состоя
ния. Выбор его компонент л'ь ,v2.....  х„ ограничен.
Он может включать только напряжения на емкостях 
и с и токи it индуктивностях //. Алгоритм составления 
уравнений переменных состояния рассмотрен в гл. 5.

п. in
рХ (р ) =  UA ( р) -f W Q  (р )

/< 1>.\ (/(и) =  U A (/ id ) | W'Q (jit}).
(1 ,2 0 а ) 

(1.206)



Г л а в а  2. С Х Е М Н Ы Е  Ф У Н К Ц И И ,  Ч А С Т О Т Н Ы Е  
И В Р Е М Е Н Н Ы Е  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И  
И ИХ П А РА М ЕТРЫ

2.1. Определение схемных функций

Формальное решение задачи анализа электронных 
схем сводится к получению выражений схемных функ
ций, их вычислению п построению частотных, времен
ных п других характеристик и различных параметров 
последних. По виду и значению указанных критериев 
проводится сравнение различных вариантов схем рас
сматриваемого класса, оценка их качества, свойств и 
перспективных возможностей в процессе дальнейшего 
совершенствования элементной базы или структуры 
схемы. Общее определение схемных функций как вто
ричных выходных параметров схемы дано в 1.1. Для 
определения конкретных видов функций рассмотрим 
уравнения равновесия схемы. Они составляются па ос
нове законов Кирхгофа, опубликованных им в знамени
той статье в 1857 г. Запишем в общем виде уравне. 
ппя равновесия

<7. =  47 (л'ь -v2.......  А',Л, /  =  1, 2, ..., //, (2.1)
где х, — переменные реакции схемы на воздействие; 
</, — переменные воздействия, приложенные ко входам 
схемы.

Как независимые переменные </,, так н зависимые Xi 
являются функциями времени. Для упрощения матема
тических моделей линейных схем их интегродиффереи- 
цпальные уравнения в целом ряде случаев удается пе
ревести в алгебраические путем применения прямого 
преобразования Лапласа

СЮ
Ч(Р) =  Ц я О ) ]  =  )'(i(l)e-i’l(lt,

о
где р =  о-{-/<1> комплексная переменная или (в теории 
цепей) комплексная частота.
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Дело в том, что при нулевых начальных условиях 
операции дифференцирования оригинала по времени 
соответствует умножение его изображения на р, а опе
рации интегрирования оригинала — деление его изо
бражения на р. Здесь комплексная частота р может 
рассматриваться как некий оператор, а интегродиффе- 
ренциальные соотношения между временными функци
ями (оригиналами) заменяются, таким образом, алге
браическими операторными соотношениями между их 
изображениями. Большая группа методов анализа элек
тронных и электрических цепей основана на переводе 
функций времени в соответствующие функции комплек
сной частоты, т. е. на использовании указанного преоб
разования Лапласа.

Для обратного перехода от изображения q(p) к ори
гиналу q (t) или от х(р) к x (t)  применяют так называ
емое обратное преобразование Лапласа

a-foo

q(t )  = 1 - , |<7(/ ;)]=  i jq (p )e *d t .
0-00

В  общем случае цепь описывается системой уравне
ний дифференциальных (во временной области) или ал
гебраических (в области комплексного переменного). 
Пусть система уравнений равновесия цепи составлена 
в алгебраической форме, тогда в самом общем виде 
имеем

П

<?( =  2  w u x j > i == 2 > - > п ' ( 2 -2 )
У-1

или подробнее можем записать
q\ =  W\\X\-\-W\2X2-\-—-\W\nXn,
</2=а>21*1 +  ИУ22*2 +  "- +  аУ2п*п,

qn — Wn\X\-\-WniX2  \- ...-\-wnnx„.
Здесь qi — независимые переменные системы, например 
входные воздействия (сигналы) схемы, т. е. задающие 
токи и напряжения; х\ — зависимые (искомые) пере
менные (токи или напряжения) системы; до,у — коэф
фициенты системы уравнений называются эквивалент
ными параметрами схемы, они выражаются через пара
метры компонентов схемы.
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При анализе таких систем уравнении обычно ис
пользуют аппарат линейной (матричной) алгебры. П о 
следний можно рассматривать как вид стенографии, 
который дает возможность записывать систему линей
ных уравнений в очень компактной и удобной форме. 
При этом определенные алгебраические операции часто 
представляются в более наглядном виде, чем при ка
ком-либо ином способе записи. Матричная алгебра, на
до иметь в виду, не дает сокращения числовых вычис
лений, но является очень полезным инструментом, об
легчающим аналитические преобразования.

В матричной форме система уравнений схемы, при
веденная выше, запишется так:

(2 .3 )

Сокращенно [</] =  [о>| [*] или Q=\V.\.
Здесь [</], Q — вектор независимых переменных систе
мы (задающих источников схемы); [.г], Л' — вектор 
искомых переменных системы (токов или напряжений 
схемы); [ш ], W  — квадратная матрица весовых коэф
фициентов системы (эквивалентных параметров схемы) 
или просто матрица схемы.

Решая это уравнение относительно вектора искомых 
переменных X, получим

Л =  W  ;Q,

где W~' — обратная матрица, получаемая из известного 
в матричной алгебре соотношения

W  i =  [ © ]- '  =  [Л у / IV A
или

<7. ill'll ul'|2.. *1
q-i =

ul'2i w'22--■ W 2n X ,

<ln W n \W„2- ■ • Wni i X n

И' -■ -

ДиД.л ...ДП1
---

Uгде Д=|го| — определитель матрицы 
алгебраическое дополнение элемента 
[Д,/]' означает трапспонировапне матрицы [Д,; ].

A if— | iv,j | 
Wi/ матрицы I F ;
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Схемными функциями называют отношения перемен
ных х,(р) реакций к переменным qj(p) воздействия на 
одном из входов схемы:

т т ) -  ( 5 - 4 )
<7; ( т  <7i » x ( P )  !

Схемные функции определяются только параметра
ми компонент схемы и способом их соединения и яв
ляются в общем случае функциями комплексного пере
менного.

Зная функции схемы, можно определить ее реакции 
па любые заданные воздействия: х (р ) — Г ,,(р ) ■ qj(p) и. 
следовательно, анализировать свойства схемы как в 
пространстве комплексной переменной, так и во вре
менной области, осуществляя в последнем случае об
ратное преобразование Лапласа: /•',;(/)=/.-| [/\/(р) ]. 
Выражение схемной функции можно просто получить 
из матрицы схемы U по формулам Крамера, считая 
ненулевым только один источник qj(p):

/.. S l t j . W  (.,5а)
<7, (Р) 1 (Р)

где Д,,(р) — алгебраическое дополнение элемента мат
рицы схемы (эквивалентного параметра до,у).
Схемная функция называется входной (выходной), если 
/=<, т. е. воздействие и реакция определяются на одном 
и том же входе (выходе) j или

F . . : Х > <Р ) /•• . _  Х ‘ =  Д 1 ( Р )
11 Ч/(Р) Ь (Р ) ' "  <1, (Р) М/>)
Схемная функция называется передаточной, если 

j¥=i. Для переменных реакции

F „  - * < £ > „  Ъ М . . (2.5»)
А-, (/)) А „  (р )

Для обратной схемы т. к. элементы мат
рицы W, расположенные симметрично относительно 
главной диагонали, равны друг другу: до,/=до/,. Нару
шение указанной симметрии свидетельствует о том, что 
схема является необратимой, т. е. содержит необрати
мые (невзанмные) компоненты.

Итак, связь между токами п напряжениями мпого- 
полюспой цепи описывается набором передаточных и 
входных (выходных) функций.
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Согласно принципу нал ожен ия в линейных цепях  
можно отдельно рассм ат ри вать  свя зь  м е ж д у  во з д е й с т 
вием на /-м входе и реакцией на это воздействие на 
/-м выходе.  Это значит, что любую сколько угодно с л о ж 
ную многополюсную цепь можно представлять  но отн о
шению к рассматриваемой паре вход-выход в виде  э к 
вивалентного 2 Х 2 -полюснпкп (т. е. проходного ч е т ы 
рехполюсника) .  На рис. 2.1 показана  схема э к в и в а л е н 
тного 2Х2-полюсника,  ко входу  которого присоединен

Рис. 2.1

источник сигнала,  а к вы ходу  — нагрузка .  Таким о б р а 
зом моделируется передача электрического сигнала  че
рез выделенную пару вход выход в исследуемой миого- 
иолюсной цени.

Подставляя  вместо х ,(р)  и q , (р ) токи и н а п ря ж ен и я  
на входе и выходе схемы (рис. 2.1) ,  получим опреде 
ления всех широко известных схемных функций.

Входные функции: в х о д н о е  с о п р о т и в л е н и е

Zi>*(p) =  i<i(p)/ii(p)
или Zlix(p) =  uns(p)/in*(p);
в х о д н а я  п р о в о д и м о с т ь  Y„K(p) =  ii(p)/u\(p)
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И Л И  V nx ( p ) = i n* (p ) lu n*(p)\
в ы х о д н о е  с о П р ОТ II В Л  С II И С Z„,,lx(/>) =  tt‘j (p )  /i'2 (p)

% п ы \ ( Р )  —  II п ы х  (р)  Л'пых (р)  i
в ы х о д  п а я м р о в о д  и м о с т ь У„ыч (/>) =  i2(p)/u2(p) 

ИЛИ Y HI,IX (р) == 1цых (р) / U пых (р ) ■
В х о д н о й  и м м  и т а  н с (сопротивление Znx(p)  или 
проводимость Y„x( p ) )  зависит от параметров 2х2-по- 
люсника  п, в общем случае ,  от иммптанса нагрузки 
Z„ =  1/У„.
В ы х о д н о й  и м м и т а п с  (ZDH*(p)  или Ynux(p ) )  оп
ределяется  к а к  входной со стороны нагрузки при замене 
обратимого двухполюсника  нагрузки идеальным источ
ником тока /2 или напря жени я и2 и зависит к а к  от па
раметров самого 2Х2-пол1осппка,  та к  и от иммитанса 
эквивалентного источника сигнала на входе.  При этом 
полагают е = 0  и У =  0, т. е. источник напряжения сиг
нала ,  поскольку он в схеме представлен идеальным,  з а 
корачивают,  а источник тока  сигнала — разрывают.

Персдиточные функции: 
к о э ф ф и ц и е н т  п е р е д а ч и  и а п р я ж  с и н я

Кц(р)  =  Ki\V =  u-i(p) /ч\(р) или

К и ( р )  =  и „ и х (р )1 и вх(р)', 
к о э ф ф и ц и е н т  п е р е д а ч и  т о к а

К/(р) =  К-2Ч =  ‘ЛР)/1\(Р) или
К ,(р)  =  / н ы х ( р ) / 1 п х ( р ) ;  

с о п р о т и в л е н и е  п е р е д а ч и  (передаточное сопро
тивление)
2пер (р)  =  7-г\ =  ч2 (р) //' | (р ) ил и Z,„.„ (р) =  и ...... (p)/iux (Р) ;
п р о в о д и м о с т ь  п е р е д а ч и  (передаточная прово
димость)

Y ,in ,(p )= Y 2i=--i2 (p)/u\ (р) или У„ер ( р ) == /имх (р) /Иих(р) • 
Соотношения м е ж д у  функциями представлены 

табл .  2.1.
Перечисленные функции характеризуют собственно че
тырехполюсник.  Однако  можно ввести функции с учетом 
парам етров источников сигналов.  Такие функции на
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зывают передаточными функциями цепи передачи  или
полными схемными функциями:
Z2, ( p ) = M 2(p )/ / (p ) ;  Y2l( p ) = i 2 (p)/e(p), K 2, u ( p ) = u 2(p)l  

г(р ) ,  K2u(p) =  <2 (P)I'J(P),

Таблица s. f

Соотношения меэ%с£±

2 У »пер пер

7•У я. е? _ "i „ ^  .
** /Г W  У н ГV - _ .

V ^ Упео /r't/
/Гх ■ ‘  » rrz 3„ д>

. ш ^  ^  ■ 
1 Yu . .

УпеР 'У н Г„ •
’ ■ ,

и п е р е д а т о ч н ы м и  ф у н к ц и я м и  в х о д н о й  
и е п и:
Z u ( p ) = U \ ( p ) / J ( p ) ,Y u ( p ) = i i ( p ) / e ( p ) ,  K\m(p) =
=  И|(p ) le (p ) ,  K u i ( p ) = i\ ( p ) / 4 p ) -

Коэффициент передачи мощности  опред ел яет  эффек
тивность передачи энергии через многополюсную цепь 
и является  мерой скорости изменения или рассеяния 
энергии. Мощность,  поступающая в 2Х2-полюсник,  
в данный момент времени равна произведению входных 
тока и нап ряжени я и направлена  внутр ь ,  к а к  показано 
на рис. 2.1, а. При изменении нап ра влен и я  тока  или 
напряжения изменяется и направление  мощности.  При 
гармоническом изменении токов и напря жени й разли

л л л 
чают комплексную ui, полную ui ( з десь  i и и — комп-

л
лексно сопряженные величины) ,  полезную  Rcни и ре-

л
активную  Irm/i мощности. Отсюда и коэффициенты пе
редачи мощности имеют различный см ы с л  [ 9 ] .
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К о э ф ф и ц и е н т  п о р с л а ч и к о м п л е к с н о й 
м о щ н о с т и  от входа  2Х2-полюсника  к его нагрузке

А' Р» ' и  у? _ У» V- _ к’ - [/" .А"К — —— =  —— /-21 — ~— 1 л — —— Л 2„/ = —— Д.1/,
'  1«Х ^ П Х  '  ИХ ‘  ИХ **\\Ъ

к  о э ф ф п ц и с н т  н е р  с д а чи п о л н о  й м о щ  н о с г  и

Ами =  ~ \  у -л  Г’ ~ y ~ I K -xV^ - " # Ч К « / Г ;
^ 1 » Х  *  ИХ *  ИХ ' 'И Х

к о э ф ф и ц и е н т п е р е  д  а ч и и о л с з и о й (а к т и в- 
н о й) м о щ и о с т и

R e ) ’
" Л Du У ' Л I ‘

Р а с п о л а г а е м ы  ii (д о с т и  ж  и м ы й) к о э ф ф и ц н
е н т п е р е д  а ч и к о м п л с к с и о ii м о щ н о с т и оп
ределяет  отношение комплексной мощности,  поступаю
щей в н а г р у з к у  2Х2-иолюснпка,  к поминальной (п а д а 
ющей) комплексной мощности P,v источника:

Kvk =  4  ^  г-. 4 b  Zh  =  4 Щ  Yh =  4  Khu  4 Щ K b .  
I n /-i i i  >, /,

где Pn= k2/4Z, =  J 2/4Yt — комплексная  мощность источ. 
ника,  п р и к л а д ы в а е м а я  ко входу цепи при выполнении 
условия со гла сования  ZIIX =  Z, или )'их

Р а с п о л а г а е м  ы й ( д о с т н  ж  и м ы й) к о э ф ф и 
ц и е н т  п е р е д  а ч и и о л с з и о й (а  к т и в и о й) м о щ-
II о с т II

АГрд =  4 =  4 | |5 =  4 5 ^ '  | К- |2 -  
/ \ н  R e Z , 1 Re У, '

Re У, Re  / ,
где Р ,  r= к2/4 ReZ, =  У 2/4 Re У, — поминальная полезная 
(а кт и в н а я )  мощность источника при условии сопряжеп- 

л л
ного с о гла со ван и я  Zlix — Zi или КцХ= У , ,  когда мнимая

д л
часть с у м м а р н о г о  нммитаиса Z,IK-j-Zi или У,|Х-ЬУ. равна 
нулю (е мкостны е  составляющие ие компенсируются 
и н д у к т и в н ы м и ) .

Если услови я  согласования выполняются  одновремен
но на входе  и выходе  2Х2-полюсппка ,  то ук азанны е
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коэффициенты достигают продольно достижимых м а к 
симальных значении для  да нн ого  2Х2-полюсника .

Процесс нахождения схемных функций сао<)ится, к а к  
нндио из (2.5) ,  к раскрытию определителей и а л г е б р а 
ических дополнений матрицы W  коэффициентов си сте 
мы уравнений,  составляющих математическую модель 
схемы.

Известные методы построения схемных функций ц е 
лесообразно различать по следую щим  основным к л а с 
сификационным признакам | .41 |:
1) система координат,  в которой отображается  тополо

гическая  модель цени (систем а контуров,  сечений
и т. п . ) ;

2) способ раскрытия определителя матрицы схемы;
3) язык описания алгоритма;
4) форма получаемой схемной функции.

Выбор системы координат н принципе произволен,  
однако рациональность выбора определяется исходной 
топологической моделью и стремлением к простоте 
(уменьшению числа переменных п т. п.).

В основе различных алгорит мов раскрытия опреде 
лителей л е ж а т  теоремы линейной алгебры.

В настоящее время достаточно хорошо развиты три 
я зы ка  д л я  описания алгоритмов построения ан алитиче 
ских выражений схемных функций;  алгебраический,  т о 
пологический п теоретико-множественный.

Алгебраический язык основан па табличном п ред 
ставлении информации, т. о. в виде  матриц коэффици
ентов систем уравнений, соответствующих исходной т о 
пологической модели.

Топологический язык основан па представлении топо
логической модели цепи или соответствующей ей с и 
стемы уравнений в виде графа,  что затем позволяет  
графически отобразить процедуры определения схемны х 
функций.

Теоретико-множественное представление информации 
в схеме тесно связано с ее топологическим образом и 
считается наиболее компактным,  а значит,  со де ржащ им 
минимальный объем операции при нос i роении в ы р а ж е 
ний схемных функций. Оно я в л я е т с я  наиболее удобным 
для  постановки па ЭВМ.
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2.2. Формы предст авл ения  схемных функций

Д л я  проведения анализа  электронных схем необхо
димо использовать наиболее удобные формы представ
ления схемных функций.  Рассмотрим их. В общем сл у 
чае к а ж д а я  с х е м н а я  функция является  функцией комп
лексной переменной p =  a±/i»,  поскольку,  согласно 
формуле К р ам ер а  (2 . 5 ) ,  она в ы р аж а ется  через ал ге бра 
ическое дополнение А,у и определитель А матрицы э к 
вивалентных п а р а м е т р о в  схемы. Последние с о став ля 
ются,  в свою очередь ,  из параметров компонентов схе
мы,  в том числе реактивных (конденсаторов,  имею
щих сопротивление Zc = l / p C ,  индуктивностей ZL= p L )  
и иммитаиспых (з ависи мых от р в более сложном виде. 
Например,  д л я  транзистора входная проводимость

g l l  =  |> К  ( 1 + Р )  +  Гэ+рп.,гк (Си +  С:,) 1 / [ Г;,Г0 +
+  Гк [ Л, +  Гг,/ ( I +  р ) ] +РГ;,Г,<ГС, ( Ск-Ь С , ) I .

В результате
(Р)

ь (р)
или в общем сл у ч а е

F ( п) =  Л ( Р * =  а пРп +  <1п-\Рп~1 + • • • +  Д,Р +  а 0 
н  (р) Ьт Рт  + bm 1 Р"‘~х 4  ... I Ь, +  Ь{)

(2.G)
Здесь все коэффициенты а, и 6; вещественны и опреде
ляются  только п ар ам етр а ми  компонентов эквивалентной 
схемы цепи. В ы р а ж е н и е  (2.6) можно записать  в ином 
виде в соответствии с основной теоремой алгебры:

F (р) = / / - (iP ~  Z|) zJ - : : ( P - zn\ t (2.7)
( p — P l ) ( P ~ P t ) - ( P  Рт ) 

где H = a „ / b nI — постоянный множитель (масштабный 
коэффициент).  Его часто опускают, предварительно про- 
пормеровав функцию;  г, -  корпи числителя.  Когда те
кущее значение р принимает значение р =  г , , функция 
F (p )  =  0, поэтому корни числителя г, называют нулями  
(zero) функции; р, — корпи знаменателя .  Когда р =  р/, 
функция стрем ится  к бесконечности, поэтому р,- назы
вают полюсами  (po l e )  функции.

Если имеется несколько одинаковых корней числи
теля  или з н а м е н а т е л я ,  то их называют кратными нуля
ми или кратными полюсами  соответственно,  а их чис
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лом определяют порядок кратности н у л я  или полюса. 
При отсутствии кратных пулей или полюсов их н а з ы 
вают различными или простыми.

Поскольку коэффициенты функции Г ( р )  могут  быть 
только действительными,  она о б л ад ае т  свойством со
пряженной симметрии. Это означает,  что ее  нули и по
люсы на плоскости комплексной переменной могут 
располагаться либо па действительной оси,  либо сим
метрично относительно ее, т. е. могут б ы ть  либо д е й 
ствительными,  либо мнимыми или компл ексными,  по 
только попарно сопряженными.

Д л я  упрощения аналитического вида  дробно-рацио
нальную функцию (2.6) обычно п р е д ст а вл яю т  в виде 
суммы простых дробей  или цепной дроби. Д л я  получе
ния цепной (лестничной пли непрерывной) дроби вида

/■' (/>) =  / ' 1 I
F ,  I------------------ j-----  ( 2 . 8 )

Fa +  F*-\-...'
необходимо делить  числитель функции па ее з н а м ен а 
тель (или наоборот) с последующим делен ием  з н а м е 
нателя остатка  от предыдущего деления на его числи
тель и записывать  частные от ка ж дого  делен ия в при
веденную выше формулу.  Представление схемной функ
ции в виде ценной дроби используется в з а д а ч е  синтеза 
лестничных цепей.

Общий вид разложения дробно-рациональной функ
ции Р(р) на сум м у простых (частных) дробей, имею
щую / простых и г кратных полюсов А’-й кратности,  
приводится к следующему:

n-m I г к ,■
F (Р) =  V  К у  |- V  ——— |- V  V  . (2.9)

Г*. Г Г -  Pi м . м  ( P - P t)S
Первую сум м у  получают путем деления полинома чис
лителя на полином знаменателя  Г (р ) .  Обычно (для 
реальных цепей) она содержит не более  д в у х  членов 
типа Ko+Koi/?. поскольку — I. Д л я  получения ос
тальных сумм простых дробей необходимо найти все 
полюсы затем вычислить коэффициенты Л', и Kis по 
известным формулам из теории вычетов

К /i I (Р ~  Pi)" F (Р) | р  =  р „  (2.10)
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1 d k 1 

(A -  I)!  dp*-'
| ( / ; -  /;,)* F (p )\p=p . (2 .11)

Д л я  простых полюсов коэффициенты разложения К, 
вычисляю т по первой из этих формул.

От аналитических форм представления схемных 
функций в виде  дробно-рациональных функций комп
лексного переменного (2.(>) н (2.7) можно перейти к 
более н а гл я д н ы м  графическим. Самой простой формой 
графического представления явл яетс я  т ак  называемое 
полюсно-нулевое. Карта  нулей и полюсов функции стро
ится па плоскости комплексной частоты (/7-плоскости) 
путем нанесения координат всех ее нулей в виде кр у 
жочков и всех  полюсов и виде крестиков (рис. 2.2) .

Порядок кратности обозначают цифрами, постоянный 
(м ас ш та б н ый )  множитель II иногда ук азыв аю т справа  
у действительной оси в квадратике .

Т екущ ее  значение переменной р на комплексной 
плоскости представляется  в виде вектора р —  
— (| о2-го>2)<’' н а п р а в л е н н о г о  из начала  координат 
в д анную  точку  плоскости. Нули и полюсы функции 
т а к ж е  м огу т  изображаться  векторами р , =  

(| a] -f- с«?) eJfi. Соответственно можно отобразить 
векто рам и и множители типа (р—Z,),  (р— р,) в в ы р а 
жении схемной функции (2.7) .  Тогда оно может  быть 
записано в виде

Рис. 2 .2

(2.12)
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где модуль функции в точке р
П

П |  р  -  г, |

\ Г ( Р ) \ = Н ‘-£ -------------  ; (2.12г . )

П  \р - р ,\

фазовый угол функции и точке  р
п т

*(/>)= 2 ]?*, Ц г г , - ,  (2.1126)
i -  I i -  |

расстояние от точки p до  i-го нуля  (пулевое р а с с т о я 
ние) пли полюса (полюсное расстояние)

\р — 2,| = 1 (а — о , ) - -f (м> — (2 . 12 н)
г: г . ,  ?/,, — углы м е ж д у  направлением век то ров 
р—2 ,, р —Pi н положительной действительной п о л у 
осью, отсчитываемые против хода  часовой стрелки.

Пусть I (р)  не имеет нулей и полюсов в начале  к о 
ординат р-плоскости, тогда формула  (2.12) примет ви д

//
П  (/г ~’ , -  1)

F ( P )  =  |/ -'(0 ) |СМ"> L i ------------------- , (2.1:5)

I 1 (p.'pi ~  1)
/■-I

где  модуль функции в начале  координат

~i |

I /•'('») 1 = / / - ^ -------- ; ( 2 » -За)

п 1/М
/- 1

фазовый угол функции в нач ал е  координат

г (0 )  -  ( 2 - 1 3 6 )V  л v  
i —<1 i i

'г* • — угол между  положительным на п ра вл ен ием  
действительной полуоси н направлением к нулю пли по
люсу пз начала  координат, отсчитываемый против х о д а  
часовой стрелки.
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На основании формул (2.12) и (2.13) определяют 
графически значение функции F (p )  в любой точке 
p -плоскости с учетом полюсно-нулевого ее изображения.

Подставляя  в (2 .12)  p =  a-\-jо>, получим следующие 
формы записи схемной функции:

F ( p ) = F ( o + j  ) = / ’ л (а, (a )+ jF i (a ,  со) (2.14)
или F (p )  =  F (а-(-/со) =  F  (о, (о)е/?(’ ’ ш), (2.14а)
гд е  модуль функции F (р):

/-'(о, ш) ■== У  F% (о, ш) -)- F)  (а, ш), (2.146)

«  (о , со) =  arctg . (2 .1 4 м )
F/t (з, ш)

Функции F r (o, со) ,  F i(a ,  о ) ,  F (a ,  со) и i| (ст, о»), к а к  
видим,  являются  функциями двух  переменных о и со, 
а значит,  графически представляются в виде поверхно
стей, расстояния ( высо ты )  которых от координатной 
плоскости с осями гг и /со определяются значениями этих 
функций. Из примеров,  приведенных в [ 4 ] ,  видно, что 
полюсы, например функции /• (п, т ) ,  являю тся  горными 
пиками,  а пули впа динами  как  бы некоей горной мест
ности. Липни фаз представляются  здесь траекториями,  
по которым с к а т ы в а л с я  бы с возвышенностей безынер
ционный шарик.  Конечно, работать с т аки м  графиче
ским изображением схемных функций затруднительно.  
Несколько более простым может  быть задание  функ
ции двух  переменных в  виде семейства линий равного 
значения (изолиний) подобно геодезическим картам .  
В этом случае  функция схемы представляется  графиче
ски на комплексной плоскости семействами изолиний 
функций /’« (о ,  w ) ,  F'i (ст, со), F (о, со) и (| (а ,  о)).

Изображение схем н ы х  функций семейством изолиний 
совпадает  т а к ж е  и с картиной электростатического но
л я  разноименных точечных зарядов ,  расположенных 
в нулях и полюсах.  Причем силовые линии поля совпа
дают с линиями р а вн ы х  фаз схемной функции, а экви
потенциальные линии — с линиями равных модулей [9 ] .

2.3. Частотные характеристики

В практике  а н а л и з а  и расчета электронных цепей 
непосредственное применение графических изображений 
схемных функций затруднительно,  поскольку они содер
62



ж а т  в себе слишком большой объем информации,  спрес
сованной в ограниченном координатном пространстве.  
Схемная  функция отображает  свойства цени независимо 
от вида входных сигналов,  в то в р ем я  к а к  реальные 
цепи и устройства работают,  к а к  правило,  с вполне 
определенным видом входных сигналов,  ограниченных,  
например,  некоторым диапазоном частот  или мак си 
мальной и минимальной скоростью изменения во време
ни, диапазоном изменения амплитуд и т. п. Нели учесть 
подобные ограничения,  то можно, очевидно,  упростить 
изображение схемной функции. П р а кт и к а  ан а ли з а  схем 
показала,  что, исходя из особенностей раб оты  электрон
ных цепей, а т а к ж е  с целью упрощения анализа  их 
схем необходимо в большинстве сл уч аев  отдельно рас
сматривать  процесс в момент подключения ко входу 
схемы входного сигнала ,  т. с. переходный процесс, а з а 
тем установившийся (стационарный) процесс, который 
устанавливается  в цепи по окончании переходного про
цесса.

С указанных позиций ока залось  целесообразным вве
сти в практику  рассмотрение реакции цепи па простей
шие формы сигналов.  Среди так овых  в первую очередь 
привлекли внимание гармонические функции с единич
ной амплитудой.  Д е л о  в том, что, к а к  известно,  любые 
сложные формы сигналов,  воздействующие на цепь в 
некотором интервале  времени Л/ и удовлетворяющие 
условиям Дирихле ,  можно представить  в виде  суммы 
простейших гармонических сигналов,  т. е. разложением 
в сходящийся тригонометрический ряд  Ф у р ь е

J  ( О  — ( , п S ' n  (" Ь „  COS n w t ,
П

где а„, Ьп — коэффициенты гармоник;  по)( =  пл/А1 
частоты гармоник.  Чем более функция входного сигна
ла  f ( l )  приближается  к гармонической,  тем  мепынее 
число членов ряда  Фурье  требуется  д л я  ее описания 
(аппроксимации) с заданной точностью. С другой сто
роны, в соответствии с принципом суперпозиции,  при
ложимым к линейным цепям, реакция цепи на воздей
ствие сложной формы может быть опр еделена  к а к  с у м 
ма реакций па простейшие составляющие этого воздей
ствия.  т. с. к а к  с ум м а  реакций на к а ж д у ю  его гармони
ческую составляющую.
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На p -плоскости гармоническая  функция с частотой, 
допустим too, отображается  очень просто — д в у м я  сим
метрично расположенными (попарно сопряженными) 
точками на мнимой оси. Обычно рассматривают только 
положительную мнимую полуось, па которой круговые 
частоты (о положительны,  что имеет простую физиче
скую интерпретацию.  Д л я  получения реакции цепи на 
г армоническое  воздействие достаточно перейти от 
F (р)  к /'(/со), т. с. считать,  что р принимает значение
p =  j о). Тогда  F (p )  | „=,/„=/•’ (/’со) =  |У7(/Чо) | 

г д е  | | =  /'(<») | Г (у\«) F  ( — у id) — модуль ;

П о с ко л ьку  сложная  функция воздействия представ
ляе тся ,  к а к  правило,  суммой большого числа гармони
ческих составляющих ,  практически оказалось  целесооб
разным рас см атри вать  зависимость реакции цепи от 
частоты.  Д л я  этого были введены т ак  называемые ча 
стотные характеристики схемной функции F(p),  или 
просто схемы .

Частотной характеристикой схемы называют сово
купность значений функции F ( j со) па отрезке положи
тельной полуоси /со, соответствующем некоторому з а 
д ан ному ди ап азо н у  изменения частот со—Лео.

Амплитудно-частотной характеристикой (ЛЧХ) схе
мы  н а з ы ва ю т  соответствующую совокупность значений 
модулей /'(со) в заданном диапазоне изменения ч а 
стот Асо.

Фазово-частотной, или фазовой, характеристикой  
(ФЧХ) схемы  называют соответствующую совокупность 

значений фазовых углов  (| (со) в заданном диапазоне 
частот Асо.

Амплитудно-ф азовой характеристикой (АФХ), или 
частотным годографом, называют частотную ха рактери
стику  F ( j  со), построенную в полярных координатах

гд е  Re/-’ (/со) =  [/ г (/со) + / ' ( —  /со) ] / 2 =  | f  (/со) | c o s ?  (с о );
(2.18)

/1т/-  (ус») =  | / ’ (/ со )— /- ( — /со) ]/2  =  / 1 F (/со) | s i пс| ( с о ) .

(2.19)

(2.15)

(2 .16)

Re / (/со) п 1 т  / (/со):
/■’ (/со) = R e  /•'(/со) +  /1т/'(/со), (2.17)
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Частотный годограф (Л Ф Х ) на комплексной п л о 
скости значений F (/со) п р е д с т а в л я е т  собой кривую,  я в 
ляющуюся геометрическим местом  точек конца в е к т о р а  
/(/со) дл я  всех значений со, к а к  правило, в д и а п а з о н е  
от <,> =  () до о> =  оо (рис. 2.3, а ) .  ЛФХ объединяет ам п л и -  
тудно- и фазово-частотные характер истики в одну к р и 
вую (рис. 2.3, а).  АЧХ о пред ел яетс я  длиной в е к т о р а ,

Рис. 2 .3

проведенного из начала координат ,  а ФЧХ — у г л о м  
этого вектора с горизонтальной осыо комплексной п л о 
скости (рнс. 2.3, а).

Вещественная им плит у  О но-частотная характеристика  
определяется ка к  вещественная  часть функции Г ( j со):
I «(о») — Rc Г (/со).

По известным АЧХ / (со) и ФЧХ (|>(со) вещественную 
АЧХ можно определить т а к :

//’ (<о) =  /''(">) cos(| (со). (2 . 20 )
При мал ых значениях <| вещ ес твен ная  АЧХ мало о т л и 
чается от АЧХ /'(со) (рис.  2.3, г1)-
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Мнимая амплитудно-частотная характеристика  оп
ределяется  к а к  м н и м а я  часть функции F (j& ):

F,(o>) =  I in F(jb))
или

F/((o)— F (м) s i пс|- (со). (2.21)
Широкое применение в практике описания радиоэлект
ронных устройств (усилители,  активные фильтры,  пре
образователи)  н а х о д я т  из числа перечисленных в ос
новном АЧХ и ФЧХ.  Последние легко снимаются э к 
спериментально при исследовании, аттестации и повер
ке  радиоэлектронных устройств.  При этом на вход л и 
нейного устройства  подают от генератора  гармониче
ский сигнал «и * ( 0  =  UnxS'mwl. По окончании переход
ного процесса реакц и я  цепи будет т а к ж е  гармонической 
функцией той ж е  частоты,  по может  отличаться  от 
входного сигнала  амплитудой и фазой колебаний,  т. е.

«пых ( 0  =  ^BhixSin ((||/ +  () ).

Сн имая  зависимости —£^(ш) и ч (<о) при постоянном
^Aix

Uпх, находят  искомы е частотные характеристики ЛЧХ 
и ФЧХ.

Широко распространено в практике построение АЧХ 
и ФЧХ в логарифмическом масштабе по оси частот, 
чем достигается компактность  их изображения в более 
широком диапазоне частот.  Д л я  упрощения пользова
ния частотными характеристи кам и,  кроме того, л о г а 
рифмируют модель /'(<<>), что позволяет изб еж ат ь  мно
гообразия в м а с ш т а б а х  и размерностях.  Отсчет F ( со) 
производится в этом сл уч ае  в децибеллах (дБ)  или не- 
перях (н е п ) :

Fa v,{ы) = 20 log10F(co) (2.22)
или F„en{w)  = I n F ( 0 )).  (2.23)
При этом полезно зн а т ь  соотношение

1 .с =  =  8,686 неп. (2.24)
In 10

Удобство перевода  АЧХ в АЛЧХ состоит, кроме того, 
и в том, что при этом можно свести операции ум нож е
ния н деления к операциям сложения и вычитания х а 
рактеристик.  Так ,  д л я  многокаскадной схемы с ум м а р 
ные АЧХ и ФЧХ н а х о д я т с я  из соотношений
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F = F iF2...Fn,
ф — <p i Ч_(Г2_Ь - - Н  fr « •

Переходим к АЛЧХ,  тогда

F;\C\ =  F ; дП - j-  F 2дб “Ь • • • “t" '  ПД(5- 

Получение аналитических вы раж ений  рассмотренных 
частотных характеристик о сущ еств ляется  достаточно 
просто путем замены в в ы р а ж е н и и  соответствующей 
схемной функции комплексной переменной р на м н и 
мую се часть /м. При полюсно-пулевом задании схемной 
функции F(p )  зависимости АЧХ,  ФЧХ и ЛФХ л е г к о  
строить с помощью формул (2 .12)  или (2 . 13),  о п р е д е л яя  
графически значение модуля  и фазы для  точек, л е ж а 
щих на заданном отрезке положительной полуоси /со. 
Последний способ построения применяют для  к а ч е с т 
венной или приближенной оценки хода кривых ч а с т о т 
ных характеристик .  Аналитические выражения  исполь
зуют, естественно, в численных способах получения ч а 
стотных характеристик,  в том числе и с применением 
ЭВМ.

При большом требуемом числе расчетных точек а л 
горитмы вычисления АЧХ состоят  в переходе к т а к и м  
формам F (p ) ,  которые исключают операции над к о м п 
лексными числами. Так,  например,  от F (р) в форме  
(2.6) переходят к /'2(<■>) =  [ F ( p ) F ( — p ) ] p 
Пусть имеем

\ ч п- ‘Р"' - 4 . . .  1- алр  f  а„
F  ( Р )  =

тогда

Р 1 (<•>) -

» * м  d„

2 4  Сп~ "

ци 2 (I, 4- d„

■I f ,o rc  4- сп
-\-d„- i«> " * t- d0

( 2 .2 5 )

Коэффициенты t;, и l>, свя заны  с с, и d, формулами [ 31 ]

d„

Сп-к = 2

Л —  I

V ( -  1 )'  *ьа (, h ) Ьп

V ( 1 У к On-(‘2K-j)dn-j

(2 .2 0 )

Например,  дл я  разных значений к 

d  п—\ — Ьц—\ 2Ь „^Ь п,
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dn—2 — Ьп — 2 2Ьц~ъЬц-\ 4" n—\bnt

d> - b \ — 2 ЬЛЬУ - f  2M o .

d, =  b] -  26  A ,  
d 0 = b l .

Пример:  F (p )  =  (2 р 4 - Ю )/ ( я 2+ 5 р  +  5) .  Д л я  нес F2(m) =  

с | и»2 —|- cn _  22<»'-’ - f  10* _
ш1 4 rf,(o'- -[ c/ 0 (o' 4  (5- — 2 • 1 • 5) со2 -|- 5*

4<»2 100
о»1 4 15«)" 4- 2,)

Д ругой алгоритм основан на представлении F (jw )  в
форме (2.14)

с / • \ А/г("’) +  у4/(ш)г  (/и>) -  ------------------ -----------  ^  / д' (<и) 4 J r / (<"),
V ’ /?,, (">) 4  j B ,  (ш)

г д е
/1Л, (<») = а 0 а_л«2 + . 1 / ( » ) ) —«зш14  Я;,ш' —

/?д> (О)) - Й0— ^20>2Ч ^1(0' —•••. б/ («>) = btW— 63U)''4“ft.r,U)'r' —... .]
(2 .27)

При этом
Лд> (ш) /?/? (ш) 4- /1/ (.») Л/(«>)

/> (а)) =

/-'/ (ш) -

Отсюда ЛЧХ

Я £ И  Ь Я / И  
/1/ ( (|)) Я// О11) ~ 4/,.(">) Iij (>»)

“ /*л> (со) 4  В, (...)

(2.28)

F (о )  =  \/ Fi< (...) 4 Н, (ш).

2.4. Временные характеристики

Работа радиоэлектронных устройств в импульсном 
режиме ( генераторы и усилители импульсных сигналов,  
импульсные преобразователи и т. и.) удобнее всего опи
сывается  реакциями на простейшие скачкообразные сиг
налы.  Эти сигналы моделируют простейшие импульсные 
воздействия.  В теории электронных схем известно це
лое семейство т а к  н аз ы ва ем ы х  единичных функций [10] .  
Они приведены в т а б л .  2.2. К а ж д а я  единичная функция
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в табл.  2.2 с в я з а н а  с соседней нижней через  операцию 
дифференцирования,  а с соседней верхней через ин-

Семейе.т>оо единичных функций
^аалии, а. 2  2

Операция
перехода. О&фняет Иу}5рэже - 

Hue
L[i-L(t)]

FfajSame единичной 
qx/мп-ции

Условное
фафигесггое

9-
?!

s  I
I I
 ̂ I

I I 
) !

1п Ч )

1L It)  

и I t )

1q ( t)
(6 I t )) 

1-1 ( t )  

/-2 It)

1-'n tt)

p

pl
p

1!p 

i/ p *

</pn

единигяыи /пройной

пUnntfSTbC
импульс ' 

единигный убоиной

единигныи импульс 
дельта - ф ун кц и я ;

единичная стулано 

единтный наклон

1,(1) 
, f0

U(t)l 1

\ t

1-t т  t

тегрировапие,  т. е. *  1 
dt

ное определение этих функций з ави си т  от принятого 
определения импульсной функции 10(/).

Единичная импульсная  функция (единичный им
пульс) ,  или функция Д и ра ка  (6-функция)  11 (/), опре
деляется  так :

10 (t) — 8 (t) = 0 при t О
+ 00

f l o ( t ) d t =  1.
(2.29)

Физически единичный импульс п р ед ста вл яется  бесконеч
но большой амплитуды (теоретически) и бесконечно 
малой длительности (/п =  0) с площадью,  равной еди
нице.
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Единичная ступенчатая функция (единичная с ту 
пень) 1 I (/) б ы ла  использована Хевисайдом для  иссле
дования переходных  процессов в электрических цепях

1 -1 ( 0  = 0  

1 - 1 ( 0  =  '/2 
I , ( 0  =  1 

Физически единичная

(2.30)

представляет  собой

при / < 0 ,  
при / =  0, 
при / > 0 .  
ступень

резкий ск ач о к  напряжения или тока ,  достигающий еди
ничного значения  за / =  0, поэтому определение значе
ния '/г при / =  0 имеет лишь теоретическое значение.

Рас смотренн ые  определения единичных функций м а 
тематически являю тся  не вполне строгими. Именно по
этому Х евисай д  был подвергнут значительной критике 
м а т е м а т и к а м и  своего времени. Однако в течение 40-х 
годов нашего столетия французский математик Лоран 
Швартц р а зр а б о т а л  так  называемую теорию распреде
лений, ко то рая  широко использует единичные функции. 
Его теория ст ав ит  операционное исчисление Хевисайда 
на строгую математическую основу.  Единичная ступень 
аппроксимируется  следующей предельной функцией:

1 _! (О = lim 1 (/, X) = lim ( 1 2 -f-— ardg / Л  . (2.31)

График этой функции для  разных значений Л и 
| arctgAt | < л / 2  показан на рис. 2.4, а. Соответственно 
получается  и предельный переход к единичному им
пульсу:

—  1 ( t, X) =  Г  (/, X) =  -
(it V V и ( ) Л ’ + 1 )

при этом

10 (О — 1 i n i --------------------
°  '  / о к  (/.*** +  1 )

Х=оо v '

Г  (t,  X) dt

(2.32)

J  *
-dt = 1.

Существую т и другие  семейства непрерывных функций, 
которые в пределе  приближаются к единичному им
пульсу.

Необходимо подчеркнуть,  что функция Д и р а ка  не 
явл яе т с я  функцией в обычном смысле.  Она проявляет
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себя т о л ь к о  па пространстве др у ги х  функции. Поэто
му из всех свойств  ^ функции дл я  нас важнейшим я в 
л яется  ее фильтрующее свойство, заданное соотношени
ям и:

СО

] '/ • ( / )  /) at  / ( 0 ) ,

СО

J 7 ( 0 г (/ -/ „ )  - f i t , )
и

при условии,  что { ( I )  непрерывна в моменты / =  0 
и / =  /0. При помощи л о г о  свойства 6-фуикцня « высве 
чивает» значение функции /'(/) в момент своего дей
ствия.

а )
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Запомним некоторые формальные соотношения ,  ис
пользуемые па практике:

1о(/) =  1о(— 0 .

!„(«/) =  — 10 ( 0 ,  
а

f ( t ) \ 0( t - a ) = f ( a ) \ 0( t - u ) .
Подключение ко входу  цени в момент / =  () некото

рого непрерывного воздействия  f ( t )  следует  при а н а л и 
зе переходного процесса зап исы ват ь  т а к :  l _ i ( t ) f ( t )  
(рис. 2.5, и). Если та  же  функция воздействия  подклю 
чается в другой момент времени,  к а к  п о ка зан о  па 
рис. 2.5, С), то скачок д о л ж ен  соответствовать в р е м е н 
ной функции с задержкой / =  /о. Запись та кого  во зд е й 
ствия следующая :  1 \(1—7()) /'(/—/о). Зде сь  зап ись  
I 1 (t—to) означает,  что величина функции р а в н а  нулю 
до момента,  когда t станет равным I(>, после которого ее 
величина становится равной единице.

Пример. Описать форму пилообразного и м п ул ьса ,  
приведенного на рис. 2.6, а. Приведенный им пульс  м о ж 
но составить из трех единичных функций, к а к  пока за но  
на рис. ‘2.6, б. Таковыми я в л я ю т с я :

f I ( 0  = / 1 1 -  2 (t — to) ,

/г(0  — —A ( t\ — 10) I 1 (t—/1 ) ,
f3( t ) = - A \  2 (/—/,).

Описание импульса через единичные функции

/ Г 0 = л  [ i _ 2(^—/0) — (/,— /о) i - i  (/—/, )— 1-2(/— /.) ]  -
Импульсной характеристикой (функцией) схемы  н а 

зывают реакцию схемы па единичный импульс  и н а х о 
дя т  к а к  обратное преобразование Л а п л а с а  от в ы р а ж е 
ния схемной функции

g ( t ) = L ~ ' [ \ - F ( p ) ] .  (2 .33)
Переходной характеристикой (функцией) схемы  н а 

зывают реакцию схемы на единичную ступень и н а х о 
д я т  путем обратного преобразования Л а п л а с а  т а к ж е  от 
произведения изображения единичной ступени на изо 
бражение схемной функции

!-'(/>)
Р

(2 . 31 )
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Из определений временных ха рактеристик следует ,  что
для  линейных схсм их изображения с в я з а н ы  м е ж д у
собой соотношениями: g (p )  =  ph(p)  или h ( p )  =  g (p ) lp ,

t
а их оригиналы — g t = d h ( t ) / d t  или h ( L ) =  J g ( l ) d t .

О
С учетом разложен ия  (2.9) F (р)  на простые дроби 

и формулы (2.10) дл я  расчета коэффициентов ра зл о
жения при простых полюсах можно за п и с а т ь  реакцию 
схемы на единичную ступень £1 \(t) в более  ра звер 
нутом виде

(P - P i ) F ( p ) —
Р

Л ( 0 =  V
/-1

е ”Л  
р-р, \

X

X  1 - . ( 0  + П О )  £ 1 -1  ( 0 -  (2 .35)
С лагаемое Г ( 0 ) Е = К о Е  является  реакцией схемы в 
установившемся реж и ме (р =  0 ) ,  соответствующей по
стоянному входному воздействию Е. Присутствие  мно
жи теля  l - \ ( t ) в обоих слаг аемых  реакции определяет  
начало отсчета времени (в данном сл у ч а е  начало от 
счета / = 0 ) .  В более общем случае,  ко гд а  имеется 
простой полюс в бесконечности,

I

h ( 0  =  ( 2  V ' V ) 1 -I (О +  /С01-1 ( 0  +  Ko. lo  (О-  (2.36)
I 1

Реакции на единичный импульс ищется путем дифферен
цирования h ( i ) :

g ( t )  =  h '( t )  =  { ^ [ ( р  -  Pi) Е(Р)\р=Р1е р‘‘ } l - i  ( 0  +
/= 1

/
V
/ - 1

( P - P i ) F ( P )
Р

1 1 о ( 0  +  к 0111 ( 0
p=pt)

(2 .37)

или

g ( t )  =  ( И ,  (ОН
/ = 1

V ^  +  ^ o ) l e ( 0  +  Ko, l ,  (О.
I 1Pi

гд е  K ie p‘ l 'j l_ i  (/ )—экспоненциальные с о став ля ю щ и е

реакции;
l - i
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 ̂ к  \
V  — /Со) 1п (^) — единичный импульс  реакции;
Й А  /

/С о , 1| (О двойной импульс  р е а к 
ции.

Аналогично находят  реакции на единичный наклон и 
любую комбинацию известных единичных функций.

С в я з ь  м е ж д у  частотными и временными ха р а к т е р и 
стикам и  д л я  одной схемной функции определяется пря 
мым и обратным преобразованием Фурье  [ 4 ] .  Так ,

или

F (/<») =  | к  (/) e~imt dt,

kr (О  -  j  F U *) eim< dw

Ar (t)  =  — 1 Ад. (ш) cos ш/du)

(2 .38)

(2 .39)

(2 .40)

f f ( 0 r.
F /(w) sin utdw. (2.41)

П ут ем  интегрирования 
найдем переходную 

i

импульсной характеристики

А (О  = ц  ( г )  d x  =  —

7Г

F r («.) sin си/ rfio. (2.42)

С у щ е с т в у е т  ряд  методов упрощенного (приближенного) 
решения этих уравнений [4 ] .

Д л я  численных расчетов временных характеристик 
часто используют ЭВМ.  При этом возникает необходи
мость та булировать  значения отдельных составляющих 
оригин ала  схемной функции (2.36) и затем суммировать  
их в выбранны е моменты времени.  С увеличением по
р я д к а  схемной функции у к а з а н н а я  процедура заметно 
усл о ж н я е т с я .  В этой связи разработан ряд алгоритмов,  
реа лизую щих  специальные численные методы опреде-
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ления временных характеристик ,  удобны х для  постанов
ки на Э В М .  Некоторые из них б у д у т  рассмотрены в 
последующих главах .

2.5. Параметры частотных и вр еменных хар ак теристи к

С целью упрощения процедуры ан ализа  и расчет а  
схем иногда достаточно ограничиться  вычислением о т 
дельных параметров частотных или временных х а р а к 
теристик,  у п у с к а я  трудоемкие операции по полному 
расчету и построению этих харак теристи к .

Выражение передаточной функции неискажающей  
(идеальной) схемы  имеет вид при р =  \м\ I'(jw) =  
=  /(о<?-/,м, о ткуд а  выразим АЧХ К (ы ) =  \1: Ц ы )\ = К о  11 
ФЧХ (| (о>) =  a r g ^ (/о>) =  — ко.
Таким образом, видно, что АЧХ д л я  непскажающей 
(идеальной) функции передачи схем ы не зависит от 
частоты, а ФЧХ пропорциональна частоте сигналов в о з 
действия  (рис. 2.7) .

а

Рис. 2 .7

Мерой отличия частотных характе ристик реальн ых 
цепей от идеальных (неискажаю щих )  являются  с л е д у 
ющие пар аметр ы :  коэффициент неравномерности а м п л и 
тудно-частотной характеристики М, определяемый о т 
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ношением F (ш)/ К о = М ^ \  (допустимое значение коэф
фициента неравномерности  М лоп выбирается  из разных 
соображений) ;  полоса  пропускания схемы  определяется 
диапазоном частот  Ао»= to и—мц, внутри которого 
М ^ М д0„; частоты  <о„ и Ын, ограничивающие полосу 
пропускания,  н а з ы ва ю тся  верхней и нижней граничной 
частотой полосы пропускания.

Обычно вы б и р аю т  А/д,ш=1/| 2 « 0 , 7 0 7 .  Полоса про
пускания ,  внутри которой Af^sAfдо,,= 0 , 7 0 7 ,  называется  
условной. Здесь  исходят  из того, что мощность,  о т д а 
ва ема я  в н а г р у з к у  сигналом на граничных частотах  у с 
ловной полосы, в д в а  раза меньше мощности,  о тд ав а е 
мой сигналом той ж е  величины на средней частоте этой 
полосы.

В случае  резонансных выбросов (рис. 2.7, б) па ЛЧХ 
вводят коэффициент Л1ре:, =  A’|,i-:i//Co> 1 • Д л я  описания 
избирательных схем,  имеющих форму АЧХ и ФЧХ,  по
казанную на рис. 2.8, вводят дополнительные па рам ет 
ры. При этом

т. е. имеются н уль  в начале координат и комплексно
сопряженные полюсы.

Резонансная частота  соРе;| — это частота,  на которой 
ЛЧХ достигает  м а к с и м у м а  /•'((Орсз) =  Крез. Д л я  избира
тельных х а р а к т ер и с т и к  F(t)VK, =  I wncoj (рис. 2.8) .  По
лоса пропускания Лю определяется удвоенным расстоя
нием комплексно-сопряженных полюсов до мнимой оси 
A<i) =

Добротность Q избирательных схем характеризует  
крутизну спада  ЛЧХ

т. е. чем выше добротность,  тем у ж е  полоса пропуска
ния схемы.  Добротность  определяют обратно пропорци
онально расстоянию комплексно-сопряженных полюсов
ДО МНИМОЙ ОСИ ({Доре:'), Т. С.

Р “ 2;0)рс р  |- Мреэ

(2.43)
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Коэффициент широкополосности сх емы  определяется 
площадью под кривой ЛЧХ, ко то рая  д л я  данной схемы 
остается величиной постоянной:

При сужении полосы пропускания До» увеличивается  
соответственно коэффициент передачи на резонансной 
частоте,  и наоборот. Типичная форма переходной х а 
рактеристики показана  на рис. 2.9.

Время наристинчя (/„) или длительность  фронта 
(7ф) принято определять  как  меру  времени,  требуемого 
дл я  нарастания характеристики h ( t )  от 0,1 до 0,9 своего 
конечного (среднего,  установившегося)  значения.

Д л я  упрощения определения времени  нарастания 
иногда пользуются соотношением, не требующим пол
ного расчета и построения переходной характеристики:

(2 .44)

F(cO)

Рис.  2 . 8

(2 .45)
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dha (П
где  — ма ксима льна я  кр у т и зн а  нормирован-

ш а х
iioii переходном характеристики.  При этом исходят  из 
т  >го, что это время ,  за которое реакция сх ем ы 
достигла бы установивш егося  зна че ни я ,  если бы ск о 
рость ее  роста  была  постоянной согласно выражению

Рис. 2.9

Время за дер ж к и  /:, - это среднее значение времени 
в процессе установления ,  обычно определяется  па уров
не 0,5 от устан овившегося  значения.

Выброс опр едел яетс я  относительным превышением 
мгновенного максимального значения реакции схемы 
над у ста н овивш имся значением:

т =  l j l 0 0 % .  ( 2 . 1 6 )
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Коэффициент нелинейности переходной хар актери 
стики я вл я е т с я  мерой отклонения скорости изменения 
реакции от начального или среднего значения:

dh(Q)ldt dh  ( t ) 'd t
К,, цх

dh (О) d t
(2 . 4 7 )

НЛП

/ dh dh \ l dh

1 dt m ах dt m i l l  /  / d t
( 2 . 4 7 а )К,,,.. -  (

Значением коэффициента нелинейности К и оценивается 
качество импульсных устройств (генераторов импульсов  
пилообразной формы, интеграторов и др . ) ,  в основе 
формирования сигналов па вы х о д е  которых л еж и т  не 
посредственное использование переходной х а р а к т е р и 
стики (реакции или функции).

Аналогично выражениям (2 .47)  оценивают нелиней
ность т а к  называемой ам плитудной характеристики 
усилителен,  а т а к ж е  преобразователей типа аналог-  
цифра, цифра-аналог,  аналог-частота  и т. п. Так ,  д л я  
снятия характеристики усилителя  или усилительного 
т рак та  //, 1ы х = / 0 /м\) » качестве воздействия  используют 
единичный наклон l - 2( 0 :  ulix =  E l„ 2 ( t ) . Величиной Е  
определяется динамический диап азон  линейного у с и л е 
ния, внутри которого коэффициент нелинейности 
/Сц< /Си .4 0 ,1. При ЭТОМ

к н = ( d l l  и ,ix d u H ,,x \ l du„ ,s\dullX max d u m 1max / d u ux
НЛП

К  „ = dii и ,ix dunn ) l duIV[X
dullt max duux ........// du cp

(2 .4 76 )

2.В. Обратная  связь  и чувствительность

Кроме рассмотренных ранее электрических во зд ей 
ствий в реальных условиях эксп лу а т а ц и и  на электр он
ную цепь о казы ваю т нежелательное  влияние внешние 
факторы различной природы: вр е м я ,  определяющее с т а 
рение (необратимое изменение пар ам етров )  компонен
тов цепи, климатические,  механические ,  химические 
и другие воздействия,  определяющие обратимые в а р и а 
ции параметров компонентов цепи. Таки м образом,  в и 
дим,  что р еальная  цепь являетс я  нестационарной.  Уход
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параметров компонентов цепи под влиянием внешних 
факторов в ы з ы в а е т  нестабильность ее схемных функций, 
т. е. приводит к вариации параметров частотных и вре
менных х а р актер и сти к ,  положения нулей и полюсов. 
Одним из универ сальн ых  средств борьбы с нестабильно
стью параметров компонентов,  а следовательно и схем
ных функций, я в л я е т с я  введение в схемы обратных с в я 
зей. Ею о х в а т ы в а е т с я  нестабильный компонент схемы.

Обратная связь  имеет место при наличии цепи пе
редачи части выходного сигнала схемы на ее вход. В 
результате  в схеме образуется  за м к н ут а я  цепь (кольцо),  
в состав которой входит та с а м а я  нестабильная  компо
нента,  влияние которой на величину схемной функции 
должно быть снижено.

Пусть величина прямой передачи (от входа схемы 
к ее выходу)  есть  F np, а обратная передача  (от выхода 
ко входу) — /\>r>i>, т о гд а  передача всей рассматриваемой 
замкнутой цепи р а вн а  Lu= [:щ,- F„r,v и на зыва ется  пет
левой ( контурной) передачей, или возвратным отноше
нием. Исключим из схемы источник сигнала ,  разорвем 
цепь обратной свя зи  (элемент g) и приложим единич
ный импульс к о д н о м у  из концов раз рыва  так ,  чтобы 
сигнал распрост ранял ся  в направлении от входа к вы 
ходу схемы.  Очевидно, сигнал, возвращающийся к д р у 
гому концу р а з р ы в а  цепи, будет  иметь величину
1 •Лф-^обр. Тогда  разность м е ж д у  приложенным и вер
нувшимся си гн ал ам и

F g= l - F „ p-Fl>c,v. (2.48)
Полученная т а к и м  образом величина F e получила на
звание обратной (возвратной) разности или просто об
ратной связи д л я  параметра g.

На основании изложенного в схеме с обратной связью 
входной сигнал л„х можно рассматривать  к а к  разность 
составляющей х пх.м, не зависящей от передачи сигнала 
по цепи обратной связи ,  и составляющей х их.о, посту
пающей с вы хода  на вход по цепи обратной связи. 
Тогда Хцх.о== х * F опр— ^вх.п *̂up■ Fобр и выражение для  
функции передачи при некоторых допущениях от входа 
схемы к ее вы х о д у  с учетом выделенной нами обратной 
связи примет широко известный в теории усилителей 
вид



Если сигнал ,  возвращающийся ко входу  по цепи о б р а т 
ной связи,  меняет свой знак ,  то т а к у ю  обратную с в я з ь  
называют отрицательной (О О С ) ,  в другом сл учае  она  
н аз ыва ет ся  положительной  (Н О С ) .

Обратная  связь  широко используется в технике и в 
природе, а поэтому ее теория имеет  универсальное з н а 
чение. Введение в схему обратны х  связей существенно 
влияет  на ее свойства.  С помощью обратных с в я з е й  
(отрицательных)  повышают стабильность электронных 
устройств,  увеличивают помехоустойчивость,  сн и ж а ю т  
нелинейность передаточных функций (х ар ак теристи к )  
схемы,  повышают устойчивость.  Исследование свой ств  
схем с обратными связями удо бнее  всего вести мето до м 
сигнального графа (см. гл.  4 ) .  Нестабильность сх е м н ы х  
параметров (схемных функций,  параметров частотных  
п временных характеристик ,  отдельных токов и н а п р я 
жений и т. д.) оценивается их чувствительностью к в а 
риациям значений параметров компонентов схемы.

Чувствительность (относительная)  определяется к а к  
отношение относительного изменения АК/К сх емного 
парам етра  (схемной функции и др . )  к относительному 
изменению Дgi/gi одного из параметров компоненты 
схемы:

При м а л ы х  изменениях g,, ко гд а  можно считать,  что 
Ag,—*~0 и значит ,\gi— <lg,, можно  перейти к дифферен
циальной, или логарифмической, форме записи чувст
вительности

Из последнего выражения ясен способ вычисления ч у в 
ствительности по известному в ы р аже н и ю  для  K i = K , ( g i ) .  
Он основан на вычислении частных производных от 
схемных параметров (схемных функций и др . ) .

Д л я  пулевого схемного п а р а м е т р а  (например,  д л я  
выходного напряжения уравновешенного моста)  необ
ходимо перейти к определению т а к  называемой п о л у-  
относительной чувствительности

S hJ --- —
к‘ bgitXi ±кГ1 к ,

(2 .4 ! ) )

d K j I K j  d (In  Aj )  _  gj_ d K j __ f[i  , 

d ,g lg ,  (In d :) K j  d g t K ;  dg,

( 2 . 5 1 )
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На основе (2.51) можно  определить нулевую  или по
люсную чувствительности

S ' ,  _  „ ,,z i  s р, _ ,r dPj
к. I T----» ~  l Л----» (2.52)

характеризующие изменение полюсно-пулевого изобра
жения схемной функции при вариации параметров ком
понентов схемы.

Чувствительность к изменению обратной величины 
Л =  Ugi пар ам ет ра  компоненты определяется так :

SrJ  ~ r- i - dKj -  1 дК1 =  _  х
r ‘ K j дг ,  frtKj i - d f r j g } )  Kj

(>kri 1
В ы ч и с л е и и с о т н о с и т е  л ь и о й  ч у в с т в и т е л ь- 
н о с т  и ч е р е з  п о л и н о м ы  с х е м н о й  ф у н к ц и и  
и о б р а т н у ю  с в я з ь

А  (р ) А  ( р ) Л  (р ) - f  g tA, (р)
F  (р) =

« I Р)

д

Н (р )  Д (/;) А0 (Р) Н- (/̂ )

,1ЛП) _  >r|___ VA L =  К Л  ^ 'А ~  А У
Л/Д dg, А  Д2

(А  -  Д , )  Д -  А  (Д  -  Д„) =  Л Д 0 Л „Д  =  Д., _  

Л Д  Л Д  Д 
Д
—0 (ф о р м у л а  Линча) (2 .53 )
Л  

(,/•■(/>) л Д о ■ Л 0Д _  1 Л ПД Л Д 0II vJir, --
k‘ Л Д  Л Д /Л Д о

_  _  1 - f . W f F W  (формула  Б о д е ) ,

(2.54)

где  g j A ' = A — Л 0; g i A ' = A — До; Д/До— Fgi —  1 /■нр о̂б|1== 
=  1— Lk.
В ы ч и с л е н и е  п о л у о т н о с н  т е л ь н о й  ч у  в с т в и- 
т е л ь  п о с т и  м о ж н о  проводить по формуле,  получен
ной аналогично:
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nu. _ A o _ -^o^o_ (P) _ F 0 (p)
О (Г I -- -

*< д д 0д Д/\ F  Ar.
(2.55)

В ы ч и с л е н и е  о т н о с и т е л ь н о й  н е с т а б и л ь и о -  
с т н с х е м н ы х  п а р а м е т р о в  ( с х е м н ы х  ф у н к 
ц и й )  по известным значениям чувствительности можно 
осуществить в соответстви с определением (2.49) ,  из 
которого

!\j ‘ Pi '
Д л я  чувствительностей схемных п а р а м е т р о в  х а р а к 

терны некоторые соотношения инвариантности, которые 
имеют важное практическое значение [ 3 1 ] .  Т а к :

1. С ум ма  чувствительностей некоторого схемного 
параметра к вариациям параметров всех  компонентов 
пассивной схемы являетс я  величиной постоянной во 
всем диапазоне частот и остается инвариантной при 
любых эквивалентных преобразованиях схем ы ,  т. е.

iV
(ш) =  const .

i - i  1
В [31]  показано,  что дл я  схемных функций К. и и К/

N N

У  s* r  =  У  .v!;1 =  о.__ ’ К
i 1

для  G, L~\ С и £ (управляющий п а р а м е т р  зависимого 
источника тока ,  управляемого  н а п р я ж е н и е м ) ,

N N

2 $ > Р =  —  ̂ 11 ^ •Sgno|) = 1 Для R, L, С -1 и /
/-1 1 i- i  ‘

(управляющий параметр зависимого источника  напря
жения,  управляемого  током) .

Указанное свойство инвариантности о стае тс я  спра
ведливым и д л я  активных схем с з а в и с и м ы м и  источ
никами тока ,  уп рав ляемы м и нап ряжени ем ,  или зависи
мыми источниками напряжения,  у п р а в л я е м ы м и  током.

/V N
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Тогда их управляющие  параметры имеют размерность 
проводимости пли сопротивления.

2. С у м м а  пулевой (полюсной) чувствительности к 
вариации параметр ов всех компонентов схемы является  
величиной постоянной, равной нулю:

i , ' , i '
3. С у м м а  чувствительностей схемной функции к в а 

риациям параметров всех реактивных компонентов (L, 
С)  инвар иан тн а дл я  всех схем,  описываемых такой ж е  
схемной функцией,  п равна чувствительности той ж е  
схемной функции к вариациям комплексной переменной 
(комплексной частоты) р:

. ф  +  У  Sc> =
/ 1 / i I '■

где  I и d — число индуктивных и емкостных компо-

v k . р  дК,центов в с х е м е ;  -- — J- .
K j  dp

I d
4. V s * LJ f  2 s £ /  =  l +  d.

/■ i ' ; i  '
n  il /+</

5 'V  s*> — — z V  Sr’i — _n ■— z i< ------ Pj-i i

2.7. Устойчивость ■>

Р е а к ц и я  неавтономной физической системы в общем 
случ ае  содерж ит  вынужденные составляющие, опреде
л я е м ы е  внешним воздействием (сигналом цепи),  и сво
бодные составляющие, определяемые только свойствами 
собственно системы (т. е. топологией и параметрами 
цепи ) .

Устойчивыми  (асимптотически) называются  системы 
(цепи) ,  в которых свободные составляющие реакции 
(токи и нап ря жен и я )  после снятия внешнего воздейст
вия с течением времени уменьшаются  до нуля ( з а т у 
хают)  .

Неустойчивыми  называют системы (цепи),  в которых 
свободные составляющие реакции но окончании дейст- 
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пня внешнего возмущения пр о д о л ж аю т  возрастать.  
В реальных цепях неустойчивость в ы з ы в а е т  самово з
буждение,  т. е. генерацию н е ж ел а т е л ь н ы х  колебаний.

Анализ и расчет схем на устойчивость  занимают 
в теории и практике  применения электронных цепей 
очень важ но е место.  Одна из гл обал ьн ых целей расчета 
схем — обеспечить устойчивую раб оту  соответствующих 
целей в реальных условиях эксп луа та ции .  Невыполне
ние указанной цели харак териз уе т  пекачественность 
проведенных расчетов.

Из приведенных рапсе определений временных х а 
рактеристик схемы следует,  что и м п ул ьсн ая  ха рактери
стика,  я вл я ю щ а я с я  реакцией схемы па единичный им
пульс воздействия ,  представляет  собой свободную со
ставляющую реакции схемы в чистом виде.  По виду  
импульсной характеристики,  следовательно,  можно со
гласно определению устойчивости с уд и т ь  о качестве  а н а 
лизируемой схемы. Так,  затухающий ха р а к т е р  импуль
сной характеристики свидетельствует  об устойчивости 
процессов в схеме ,  незатухающий говорит о неустойчи
вости схемы.  В свою очередь, вид импульсной х а р а к т е 
ристики схемы определяется согласно (2.33) обратным 
преобразованием Лапласа  от соответствующей (переда 
точной) схемной функции F(p ) .  Более  конкретно можно 
сказать ,  что вид импульсной х ар ак теристики  g ( t )  оп
ределяется полюсами функции F (p ) ,  точнее положени
ем этих полюсов па комплексной плоскости.  Из формул 
для  обратного преобразования (2.35)  — (2.37) следует,  
что если полюсы (корпи зн а мен ателя  F ( p ) )  находятся  
в левой полуплоскости на ка рге  нулей и полюсов функ
ции, т. е. о < 0 ,  то с течением времени импульсная  х а 
рактеристика g ( l )  стремится к нулю.  В др угом  случае,  
когда полюсы расположены в правой полуплоскости 
(с т> 0) ,  экспоненциальные со ставляющие в выражении 
g ( t )  имеют положительную степень и импульсная  х а 
рактеристика с течением времени неограниченно возра
стает.  Отсюда вытекает  широко известное правило: 
схемы, описываемые функциями с полю сами в правой 
полуплоскости, .являются неустойчивыми  Характер не
устойчивого процесса (форма импульсной характери
стики) определяется  расположением п р авых  полюсов 
относительно действительной оси. При комплексно-со
пряженном правом полюсе Рп =  Оп±/соп соответствую
щая свободная составляющая реакции являе т с я  перио
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дической функцией с частотой о>„ и амплитудой,  экспо
ненциально возрастающей со скоростью оп до ограниче
ния ее нелинейностью вольтамнерных характеристик 
компонент схем ы ,  когда соответствующий полюс в силу 
изменившихся параметров компонентов схсмы сдвинется 
в левую полуплоскость .  При вещественном правом по
люсе сво бодн ая  составляющая реакции монотонно (но 
экспоненте)  во з р а с т а е т  до аналогичного ограничении 
нелинейностью компонент схемы.

Пассивные схемы всегда устойчивы, свободные со
ставляющие их реакции зату хаю т вследствие ничем 
не компенсируемых  тепловых потерь. Анализ схемы на 
устойчивость проводят  различными способами, основан
ными па а н а л и з е  корней зн амен ат ел я  схемной функ
ции и отличающимися характером критерия,  по которо
му с у д я т  о наличии полюсов функции в правой полу
плоскости. Среди них алгебраический критерий устой
чивости Р а у с а — Гурвица, позволяющий определять зн а 
ки действительной части полюсов, без вычисления самих 
корней, частотные критерии устойчивости Найквиста, 
М ихайлова  п др. ,  позволяющие судить  об устойчивости 
по виду  или отдельным признакам частотного годо
графа.

При расчете  схем важно определить параметры ее 
компонентов т ак им  образом, чтобы их небольшие до 
пустимые вариации,  неизбежные в условиях эксп луа 
тации электронной цепи, не выводили ее из устойчивого 
состояния.  Т а ки м  образом приходят к понятию запаса  
устойчивости схемы, который определяется  минималь
ным расстоянием  полюсов до мнимой оси, допустимым 
при заданной их нестабильности, определяемой,  в свою 
очередь,  допустимой нестабильностью параметров ком
понентов схемы .  Оценку нестабильности полюсов осу
ществляют с помощью корневых годографов, представ
ляющих собой траектории движения корней (полюсов) 
при вариации параметров .  Корневые годографы строят
ся дл я  зн а м е н а т е л я  схемной функции А (р) :

A ( p ) = A o ( p ) + g i \ i ( p )  =  0.



Г л а в а  3. Методы анализа ,  основанные на 
алгебраических моделях электронных схем

3.1. Метод эквивалентных схем в матричной форме

Суть  метода  состоит в том,  что исследуемая  э л е к т 
ронная цепь представляется  эквивалентной схемой,  
в которой электронные компоненты заменены их микро-  
п макромоделями  (см. гл. 1).  В результате  такой з а м е 
ны получаем схему,  состоящую только из двухпо люсных  
компонентов,  от которой л е гк о  перейти к другой т о п о 
логической модели цени — к ее графу.

В ТОЭ такие  схемы (г раф ы)  исследуются м е тодо м  
узловых напряжений, когда в качестве  переменных в ы 
бираются узловые напряжения (потенциалы) ,  или м е 
тодом контурных токов, ко гда  переменными я в л я ю т с я  
контурные токи (контурный базис  переменных).

В соответствии с ( 2 3 )  матричное уравнение с х е м ы  
(графа)  в контурном базисе имеет вид

E — Z - 1, (3 .1)
где вектор l: =  Q — вектор независимых (зад аю щ и х)  
источников напряжения, действующих на входах  с х е м ы ;  
вектор 1 =  Х - -  вектор контурных токов схемы, п р е д 
ставляющих собой независимую совокупность ис комы х  
переменных;  матрица Z =  II7 - квадратная матрица со 
противления схемы, или просто матрица схемы (гр а ф а),  
имеющая порядок аХ°> определяемый ,  к а к  п у всех  
предыдущих векторов,  числом контуров а.

Д л я  разрешения матричного уравнения (3.1) с х е м ы  
(графа)  относительно искомого вектора / необходимо 
его переписать в виде

/ =  /_,/:' ( 3 . 2 )
пли
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В узловом базисе матричное уравнение 
ду ал ьн ый  вид

схемы имеет

(3.3)J  =  Y U,
где  вектор J  =  Q есть вектор независимых (задающих)  
источников тока, действующих на входах схемы;  вектор 
и  =  Х есть вектор узловы х напряжений схемы, пред
ставляющих собой независимую совокупность искомых 
переменных;  мат рица Y = W  есть квадратная матрица  
проводимости схемы, имеющая порядок \>Xv, опреде
ляем ый числом узлов v , v =  v — 1, т. е. на единицу мень
ше числа узлов,  т а к  к а к  один узел считается базисным 
(опорным или н у л е в ы м ) ,  от которого отсчитываются 
напряжения всех остальны х v узлов схемы.
Уравнение (3.3) т а к ж е  разрешается  относительно в е к 
тора  искомых переменных

U = Y ' J .  (3.4)
Полное разрешение уравнений (3.2) и (3.4) приво

дит  к определению контурных токов i\, i2, ..., i„ и узло
вых напряжений и\, и2, ..., uv соответственно. Д л я  оп
ределения всех ост альны х  токов /„ ветвей схемы (г р а 
фа) или их напря жени й и„ можно составить следующие 
матричные уравнения :

и в= и , и ,
(3.5)

где  Г/— транспонированная  матрица контуров (совпа
дений или инциденций), введенная Кирхгофом. Строки 
Г-матрицы соответствуют о-контурам схемы (графа) ,  
столбцы — /-ветвям. Элемент матрицы I' у*» = 4 - 1 ,  если 
/г-й контур проходит через s -ю ветвь и их направления 
совпадают;  у * 5 =  _~1. если их направления не со впада 
ют и, наконец, у** — О, сслн контур не проходит че
рез s -ю ветвь;  П< — аналогичная транспонированная 
матрица узлов  (сечений).  При этом строки 11-магрицы 
соответствуют v - у зла м  схемы (графа) ,  а столбцы — 
/-ветвям. Элемент матрицы II л/о =  +  1, если /е-му узлу  
инцидентна s -я ветвь ,  имеющая направление к /г-му уз-
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.1 у , л * , =  — 1, если s -я в ет вь  направлена  от у з л а  /г, 
н n*.s =  О, если s -я ветвь не инцидентна узлу  к.
Матрицы Г н II содержат  в себе полную информацию
о структуре  схемы ( граф а) ,  поэтому их н а з ы в а ю т  
структурными  и широко используют ввиду  простоты их 
представления для  ввода информации о струк туре  с х е 
мы в ЭВМ. Так,  если составить  и ввести в Э В М  ещ е  
одну дополнительную диагональную матрицу 2ц, н а з ы 
ваемую матрицей сопротивления ветвей схемы ( г р а ф а ) ,  
или Кн — матрицу проводимостей ветвей, то возм ож но  
организовать машинное составление пассивных м а т р и ц  
Z и I: или соответственно Y п J  по следующим фор
м у л а м :

где 2ц и Кв — диагональные кв ад р атн ы е  матрицы ( д л я  
схемы без взаимных индуктивностей)  /-го порядка ,  э л е 
ментами которых являются  сопротивления (прово димо
сти) ветвей схемы (2ц =  К " 1) ;  Ев и Ун — векторы I-го 
порядка задающих напряжений п задающих токов в е т 
вей. Наибольший интерес, однако ,  при анализе э л е к т 
ронных схем по переменному то ку  представляет  з а д а ч а  
определения выражений с хем н ы х  функций, ч у в с т в и 
тельности и т. II.

Согласно формулам К р а м е р а  (2.5) выражение  д л я  
схемных функций можно получить непосредственно из 
матрицы схемы (графа) 2  или У, не прибегая к полно
му решению матричных уравнений схем (3.2) ,  ( 3 . 4 ) ,
(3.5) .  На рис. 3.1 показана обобщенная  схема с одной 
парой входных и одной парой выходных з аж и м о в  (по 
типу 2Х2-полюсника,  приведенного ранее на рис. 2 . 1 ) ,  
через которые проходит по одному контуру.  При этом  
условии из уравнения (3.2) можно  найти в ы р а ж е н и е  
токов (нх =  !ц и (Ных =  <0 . считая  задающими источника 
ми напряжения ,  приложенные к выделенным з а ж и м а м ,  
т. е. //„ч и

2 =  Г 2 п/'г, } 
Е =  — ГЕц J

( 3 . 6 )

или



г д е  Ада , ^llb, Л*„, \ ьь — алгебраические дополнения с о 
ответствую щ их э л е м е н т о в  матрицы Z*,  составленной 
без  учет а  г„ и г,,, поск ольку  задающими приняты и т  
и и ...х. Такая  непо лная  матрица /.* на зыва ет ся  у к о р о 
ченной.
Подставив в (3.8) (пых =  »пыхМ|, найдем вы раж ение для

( 3 -9 >A -j- Zn&Bl$
*

при 2 „ =  О, Д'(/ =  (), при г и =  СЧ:, ДТ' = — .
1̂>Ь

Рис. 3.1

Аналогично найдем  все остальные схемные функции 
[41 *

к ,  =  —  . , (3.10)
Ana 2пДаа,яй

* .
гд е  ^пп.ьь — двойное алгебраическое доп олнен ие,  для  
вычисления кото рого  из матрицы Z* одновременно 
вычеркиваются  д в е  строки а  и 1> и д в а  столбца а  и Ь,
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к ?  =  , к у  =  О,
^аа

^ ■ е р = г , Л / =  , ( З Л 1 )
• «̂а 1' Z\\̂ aa,bb

Y” > =  t  =  ^ T 7 ^ -  ( З Л 2 )2ц “I Ẑ b̂b

у  _  г "ср _  Д' 4~ .. . ...
z' “* ~  ^ ------- .* , ,  л* ’ W . i o ;

у  к __ ^  у , ,  _
^ИХ -- * » ^их “

Aaa.bb

Z„ IX =  ; * +,||А" -  . (3.14)
“ ft* "f" 2цДдп.йй

Д л я  нахождения так называемых  полных схемных 
функций (функций цепи передачи, а не только  2Х2-по- 
люсиика) необходимо рассмотреть схему ,  обведенную 
па рис. 3.1 пунктиром. Тогда задающим б у д ет  источник 
сигнала Е, сопротивление источника z„ и нагрузки z„ 
включаются в матрицу  Z в обычном п орядке  и

K v t = г а ^  , (3 .15)

К,,,,,, =  ^  , (3 .16)

K/i (3.17)
А,

4 , ,  =  ^  II т. Д. (3. 18)
(̂1(1

Выражения для  схемных функций в узловом  базисе 
находятся аналогичным образом и д у а л ь н ы  пр еды ду 
щим (см. рис. 3.1, а )  [ 4] :

K v  =* — — b—.-----• (3-1!))
^аа "I* * ŵ aa bb
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K v = 4 ^ ,  K*v=  о, 
A,

K/ =

лаа

ab
A*-f- Y„Sbb 

к A„ft 

Aft*

УцА*»

K l  =

A*

АЯД 4 ‘ *
A*

K "  —  —* IIX --- a <

(3.20)

(3.21)

Y  =1 ncp —

к  =1 1» .IX —

a :

и ̂ aa  bb\ 4  V Л*-»лл I i  и-1, 

ab
A *  - j -  У „А bb

(3 .22)

(3.23)

.  (3.24)
A bb “H i\\kaa,bb

Д л я  полных схемных функций передачи цепи (см. 
схему на рнс. 3.1, б, обведенную штриховой линией) 
проводимости источника и нагрузки включаются в м а т 
рицу Y с хем ы  и тогда

А *  4- У  Л' , , / Л  «

К Vi = 

Кп*

А  аЬ

А аа
V Л 1 и1-1 ab

л
и т.  д . ,

где a  =  i — узел источника сигнала.
В ы р а ж е н и я  дл я  схемных функции усложняются ,  

когда  нел ьзя ,  просто нерационально выбирать контуры 
или у з л ы  (сечения) так ,  чтобы вход и выход были с в я 
заны то лько  с одним из них. На рис. 3.2 показаны вари 
анты вы бора  базисных узлов.  В результате  показано 
[ 4 ] ,  что при этом обычные алгебраические дополнения 
з а м ен яю тся  суммарными алгебраическими дополнения
ми. Ф о р м у л ы  дл я  схемных функций но укороченным
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матрицам V* дл я  схемы на рис. 3.1, а  (общий 
приведены ниже:

K v  =
( а  + с )  (Л +</)

& ' (а + с) (а+г) 4“ *цА *(я + г) (в+с).(6 » d)(b f tl)
^  „ А  ( я н  г )  *b  +*/1к , =

Yu

А *  +  К „ Л  * ( f t  +  ,/) (ft \ d )

А * +  К„ А *(ft f </) (& + </)
А *(а f с (я | с) Ч" YIIA *(e-ff) (о I с),(ft * </) (ft hrf) 

A *(я4-г) (ft (-</)
^пер

Y =1 imp

У MiJX “

A * -j- K„A *(ft+</> (ft frf) 
K „ A :| ( a  f c )  ( b  +  <t)

Д  ( я  + с )  ( я  |-г) 4 "  ^ i i A  * ( я - f  r )  ( a  | r ) ,  ( b  +  d )  ( b  1 d )

A ’ K,|A '(Я (-£•)(« I о
(*-W/) (6+d) + Y„ A

случай)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)
( я  i  r )  ( n  + f ) ,  (ft I d )  (ft (-</>

В ы ч и с л e п и с с у м  м а р н о г о д о н о л н е  к и я, 
например Д(Я+г)(н+!/>. сводится к вычислению определите
ля  подматрицы,  образованной нз исходной матрицы пу
тем удаления и-и строки и добавления  ос элементов го 
следующим за и- м индексом знаком к соответствующим 
элементам с-й строки, а затем у д а л е н и я  Ь-го столбца 
и добавления его элементов со следующ им  за Ь-м ин
дексом знаком (у ка за н ным во второй ск обке)  к соот
ветствующим элементам i l -го столбца.
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Ф о р м улы  д л я  схсмпых функций через параметры 
матрицы Z д у а л ьн ы  записанным выше.  Д л я  их получе
ния достаточно и формулах (3.27) — (3.32) заменить У',, 
на Z\\, K.v па Ki, Ук\ на Zn\, УiH‘iI на ^пср на Кпi.11.
^nws на Zni.iv и т. д.

В ал ге бра ич еских методах анализа  схем определи
тели матр иц  сопротивления,  проводимости или гибрид
ных коэффициентов уравнений схемы вычисляются ши
роко известны м из матричной ал гебры прямым способом 
разлож ения

■V п

\ =  dot Г  =  2  ( -  1 м  п (®у)£. (3 33)
7 I г - 1

где п — порядок матрицы W; s число ненулевых чле
нов опр едел ит ел я ;  q номер члена определителя,  об
разованного произведением п элементов матрицы до,-,- 
с различными индексами / и различными индексами /, 
т. е. в з я т ы м и  из разных строк и разных столбцов;  
6,/ — д е кр еме н т  подстановки,  образованный индексами 
,/ элементов q-го члена определителя ;  (w ij)q  — вес 
(сопротивление,  проводимость п т. д. )  r -го элемента 
q-го члена определителя .
Часто применяют способ разложения определителя по 
строкам  или столбцам, основанный на теореме Лапласа .

П оскольку  схемная  функция в общем виде представ
ляетс я  отношением двух  полиномов комплексной пере
менной р (2 . 6 ) ,  то ее определение сводится либо к по
лучению численных значений полиномиальных коэффи
циентов, либо представлению их явными алгебраиче
скими функциями от параметров компонентов схемы.  
С им во ль на я  (бук венн ая )  форма представления схемных 
функции позволяет  проводить анализ  влияния каждой 
компоненты схемы и значительно снизить погрешность 
последующих вычислений. Однако д л я  сложных схем 
наглядность  аналитической символьной формы пред
ставления схемных функций теряется  из-за громоздко
сти вы раже н и й .  Иногда это препятствие обходят,  при
бегая  к комбинированному способу представления,  ко
гда вы д е л я ю т  в символах лишь часть параметров ,  а 
остальные представляют в численном виде.

Порядок ан а ли з а  методом эквивалентных схем
1. П остан овк а  задачи анализа .  Включает название 

и функциональную характеристику  анализируемой схе
мы, принцип действия ,  особенности, перечень характе-
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рнстик п их параметров,  требующих исследопаиия,  у с л о 
вия исследования указанных характери сти к  (к акие  п а 
раметры каких  компонентов схем ы  п в каком диап азоне  
изменяются,  внешние условия,  диап азон частот, вр е м е н 
ные ограничения п т. п.). Напр им ер :  исследовать по п е 
ременному току схему грех каскадиого  усилителя с о б 
шей обратной связью по на п ря жен и ю  па устойчивость 
в заданном диапазоне частот;  исследовать  форму в ы 
ходного напряжения во время прям ого хода генератора  
линейно изменяющегося н а п ряж ен и я  с компенсирующей 
э. д. с. емкостного типа, и сслед ова ть  влияние на коэф
фициент нелинейности выходного напряжения емкости 
конденсатора обратной связи и т. п.

2. Выявление  типов схемных функций, их х а р а к т е 
ристик п параметров ,  требуемых /и я анализа  заданной 
схемы,  исходя из поставленной задачи .  11а при мер, д л я  
усилителя в предыдущем пункте надо найти К\(р),  з а 
тем в зависимости от выбранного критерия устойчивости 
построить соответствующие частотные характеристики 
и т. II.

3. Составление топологической модели ( э к в и в а ле н т 
ной схемы или ее графа) дл я  а н а л и з а  по постоянному 
или переменному току и т. п., при этом параллельные и 
последовательные ветви преобразуются  в одну.

4. З а м е н а  многополюсников (электронных приборов) 
их линейными схемами з амещ ен и я ,  состоящими из д в у х 
полюсных компонентов и соответствующими зада н н о м у  
частотному диапазону работы сх емы  и требуемой то ч 
ности анализа .  При возможности производится д о п о л 
нительное упрощение схемы,  з а т е м  переход к графу 
топологической модели метода.

5. Выбор базиса переменных с учетом определенных 
рекомендаций.  Наиболее унив ер са льным правилом сч и 
тается выбор такого базиса,  при котором число коор 
динат (переменных),  т. е. контуров или узлов,  н аи мен ь 
шее. В последнее время предпочтение отдают у з л о в о м у  
базису.  Это объясняется тем,  что па средних и вы соких 
частотах число узлов в сх ем ах  за мещения электронных 
приборов меньше, чем число контуров пз за наличия 
м еждуэлектродпых емкостей. Входное сопротивление 
электронных ламп,  полевых и МОП-транзисторов им е е т  
очень большую величину, и д л я  их описания проще ис 
пользовать узловой базис. В п р ак т и ке  также чаше пр и 
бегают к измерениям именно н ап ряжен и я ,  что не тр е -
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бует разрыва  цепи, к а к  в случае измерения тока.  Изме- 
рейие напряжений,  к а к  и в узловом базисе,  ведут по 
отношению к одной точке,  например к корпусу  приборов 
и устройств.

6. Задание коо рдинат ,  т. е. выбор системы контуров 
или узлов.  З а д а н и е  узловых координат начинается с 
произвольного выбора опорного (базисного) узла ,  кото
рому присваивается  нулевой номер. Целесообразно в к а 
честве опорного вы б и р а т ь  узел, общий д л я  входной и 
выходной пар з а ж и м о в .  Остальные узлы графа нумеру
ются в произвольном порядке от 1 до v. Такое  задание 
координат со ответствует  так  называемой канонической 
системе сечений, т. е. системе,  в которой ни одна ветвь 
графа не п ер ес екае тс я  более чем д в у м я  сечениями.  При

Рис.  з. з

этом матрица проводимости Y графа (схем ы)  имеет 
наиболее простой вид,  т. е. максимальную разрежен
ность.
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Под опорным (базисным,  пулевым)  контуром графа 
всегда  понимают контур,  окаймляющий с х е м у  извне. 
Остальные контуры выбираются так ,  чтобы они отлича
лись хотя бы одной ветвью д р уг  от д р у г а .  Д л я  более 
четкого выбора контуров необходимо сн а ч а ла  выбрат ь  
на графе дерево, т. е. та кую  совокупность ветвей графа,  
которая не образует  нм одного контура и с в я з а н а  со 
всеми узлами исходного графа (с хемы) .  На рис. 3.3, и, 
б выбранное дерево выделено жирными линиями.  Ветви,  
пе вошедшие в дерево,  называют  глинными ветвями  
графи (схемы). Токи,  протекающие в г л а в н ы х  ветвях ,  
могут быть выбраны в качестве  контурных токов ,  т. к. 
составляют независимую совокупность переменных,  т. е. 
ни один из них пе может  быть вы раж ен  через другие.  
Основываясь на этом, контуры схемы вы бир ают так ,  
чтобы ка жды й из них включал одну главную  ветвь,  а 
остальные — ветви дерева .  15 результате  изложенный

способ позволяет сраз у  оцепить число нез ависимых кон
туров,  т. к. оно равно числу главных ветвей схемы .  Прп 
выборе различных деревьев  можно построит!» различные 
системы контуров.

Целесообразно выбирать  каноническую систему кон
туров, в которой нет ветвей,  входящих более  чем в д в а  
контура (при этом матрица У. ока зывается  м а к с и м а л ь н о  
разреженной) .  Каноническая система контуров со ответ
ствует  ячейкам схемы ( граф а) ,  нарисованной без псрс-
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ссчсния ветвей.  Если нарисован,  таким образом схему 
или ее граф не удается ,  значит она является  неплоской 
(непланарной). Последнее легко установить,  если в г р а 
фе сх емы  удас т с я  обнаружить один из двух типичных 
иеилоских графов Кцратовского, показанных на рис. 3.4. 
В отличие от узлового базиса  в контурном канониче
скую си сте му  координат не всегда  можно выбрать,  т. к. 
она с ущ е ст в уе т  только для  плоских графов.

Указ анный способ используется при машинном фор
мировании координат.  Нетрудно догадаться ,  что напря 
жения ветвей дерева ,  в свою очередь,  образуют незави
симую совокупность узловых напряжений (сечений).

7. Составление математической модели, т. е. матриц 
Z или Y. Предварительно необходимо в соответствии с 
выбранной системой координат преобразовать все з а 
даю щ ие (независимые)  и зависимые источники. При 
выборе контурного базиса  все источники должны быть 
источниками напряжения, а зависимые, кроме того, 
уп р авляться  только током. В узловом базисе все источ
ники приводятся  к источникам токи, а зависимые, кроме 
того,  долж н ы  управляться только напряжением.

Д и а го н а ль н ы е  элементы матрицы 7. заполняются 
т а к  н аз ыва емы м и  собственными сопротивлениями кон
туров  ( с у м м а  сопротивлений ветвей,  входящих в контур) ,  
мат рицы  Y — собственными проводимостями узлов  
( с у м м а  проводимостей ветвей,  сходящихся к у з л у ) .  Не
д иагональн ые  элементы матрицы Z заполняются т а к  
н а з ы в а е м ы м и  взаимными сопротивлениями контуров  
( с у м м а  сопротивлений ветвей,  одновременно входящих 
в д в а  ко н т ур а ) ,  матрицы Y взаимными проводимо
стями у з л о в  ( с ум ма проводимостей ветвей, включенных 
м е ж д у  д в у м я  у з л а м и ) .  При различных направлениях 
контурных  токов через взаимное сопротивление оно с у м 
мируется  со знаком минус, взаимные проводимости всег 
д а  с уммирую тс я  со знаком минус [4 ] .  Зависимые источ
ники о т о б р а ж а ю т  свойство необратимости электронных 
приборов (транзисторов,  ла мп и т. п.). Они хар актер и зу 
ются произведением управляю щ его параметра  (констан
ты, определяемой типом прибора) на управляющую ве
личину  ( ток  или напряжение некоторой ветви схемы,  
н аз ыва емо й  т а к ж е  управ ля ющей ) .  Управляющий па
р ам етр  м о ж ет  быть безразмерн ым или иметь р а зм ер 
ность сопротивления,  проводимости.
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Управляющие параметры зависимых источников вно
сятся в матрицы Z или Y по определенному правилу  
с учетом положения в схеме (графе) самого источника 
и его управляю щей ветви относительно выбранных ко
ординат (контуров или узлов)  [ 4] .

Правило: управляющий параметр (сопротивление) 
добавляется  к элементам матрицы Z, л е ж а щ и м  на пе
ресечении строк с номерами тех контуров ,  в которые 
входит сам зависимый источник (е на рис. 3.3, а, б),  
и столбцов с номерами тех контуров,  в которые входит 
уп равляющая  ветвь (г ,  на рис. 3.3, и. 6 ) .  Зн а к  управ 
ляющего пар ам етра  при добавлении его к  элементу  мат 
рицы Zij берется положительным,  если направление з а 
висимого источника относительно / го контура  и на
правление управляющей величины (т о к а )  относительно 
/-го контура характеризуются  различно (табл.  3.1).  
15 противном сл учае  управляющий па р а м е т р  добавляется  
с минусом.

Та& лица. 3.1

Вара
ан.ты

Взаим ные нлпооЗлеиия 
la&sZL't’o eo  vcmc?HU-ra и
y.1D Т*ОХС- J?mh'OCU/T)£ 
г  0.4.71* ро$ З'.сепы

3/yJ-r 
упр пара 
nempo.
б К Jtf 

ia

Зушмные налрабленъ’Я 
ъоДисипого ucmozHcra
С упр НОЛрЯОусзиия <377VJ*-
си-тельно схе.чы

1

М5Н
у£=к 0 > Н  -Hpf

</
~̂07^

о © ч Va ,Кй<
иа

з

У

\ 2с -Ъ , 0 У _| Уц

- >Кс=>Ч ©

Управляющий параметр (проводимость) добавляетс я  
к элементам матрицы Y, л ежащ и м  на пересечении строк 
с номерами тех узлов,  м е ж д у  которыми включен в схе
ме зависимый источник (/' на рис. 3.3, в, г ) , и столбцов



с поморами тох узлов,  м еж д у  которыми включена у п 
р а в л я ю щ а я  ветв ь  (У.| на рис. 3.3, в, г ) . Знак  у п р а в л я 
ющего п а р а м е т р а  при добавлении его к элементу  м а т 
рицы Yij б ер ется  положительным,  если направление з а 
висимого источника относительно i-ro узла  и направле 
ние у п р авляю щ ей  величины (н апряжения)  относительно 
j -го у з л а  характеризую тс я  различно (см. табл.  3.1) .  
В противном случ ае  управляющий параметр добав ляе т
ся  со з н а к о м  минус.

Если з ав иси мый источник п его управ ля ющ ая ветвь 
не вх одят  в нулевой (базисный) контур или не связаны 
с нулевым (базисны м)  узлом схемы,  то управляющий 
парам етр  (в канонических системах  координат) до б а в 
ляетс я  к четы рем  расположенным симметрично элемен
там матрицы Z или Y. При этом достаточно определить 
знак  уп р авля ю щ его  параметра  один раз  при добавлении 
к одному из четырех элементов матрицы (например,  
к ди а го н а л ьн о м у  Z,, или Yu. дл я  которого достаточно 
сравнить направление  источника и управляющей вели
чины относительно друг  д р у г а ) .  Знаки при добавлении 
к ост ал ьным элементам  матрицы расставляются  по пра
вилу симметрии.

Пример 3.1.  Составим мат рицу Z по графу па 
рис. 3.3, б. В ыбран ная  система контуров здесь канони
ческая ,  т. к. ни одна ветвь графа не входит более чем 
в д в а  контура .  Составляем  снач а ла  матрицу пассивных 
элементов граф а:

1 2 3
1 г„ - I z, - f  г ;, z — г .

Д.юс =  2 — z, z , Z j - j - z ,  — г.,
з L — 2 ! -  Z, г ,  - f  z, -f z ,

Здесь  за в и си м ый  источник г = г е1ц, где ге — у п р а в л я 
ющий п а р а м е т р ;  г4 — упр ав ля ющая величина,  a zA —- 
его у п р а в л я ю щ а я  ветвь.  Анализируя  положение в схеме 
источника е и его управляющей ветви,  определяем по
ложение управ ля ющ ег о  параметра  ге в матрице.  Его 
необходимо добави ть  к элементам 22 со знаком плюс 
(в ар иан т 2 в табл .  3.1) и к эл ем ента м  23 со знаком 
минус ( в а р и а н т  1 в табл .  3.1) ;

1
2
3

1
z„ +  г,

-  *1 
— z.

2
-  г,

-I- 2, 4' -4
— *1

3
— *з 

f  Г £ — г j — r t 
z 3 +  г., 4  z j

I

2
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Надо обратить внимание на то, что если мат рица п а с 
сивной части графа (схемы)  симметрична относительно 
главной диагонали,  то м атр ица графа с з а в и с и м ы м  
источником такой симметрией у ж е  не обладает .  Т а к и м  
образом, сказывается  включение в схему н е о б р а т и м ы х  
компонентов,  т. с. электронных приборов. М а т р и ц а  пр о 
водимости по графу нм рис. 3.3, <■ выглядит та к :

1 2  3
1 Г К „ +  Г, -I У, К, -[- S  -  y , - S

К = 2 - У ,  »', +  Уа +  К, — Y ,
3  _ - Y ,  - K . - S  K»-bKi +  K5 +  S_

Источники на схеме рис. 3.3,  о получены путем п р е о б 
разования схемы на рис. 3.3,  а. Зависимый источник 
получился при этом уп р а в ля ем ы й  током г4. Необх одимо 
ток (,| выразить через нап ряж ен и е  и с  Т о гд а

р
источник j  = — К|М, =  S u  0  где  S = ;/ 4/v/ 2 2  — у п р а в л я -  

<•)
ющпй параметр (проводимость)  зависимого источника ,  
которую затем мы и внесли в матрицу У.

8. Построение выражений д л я  требуемых по п. 2 
схемных функций. Здесь используются нуж ные ф о р м у 
лы из (3.9) — (3.22).

Пример. Д ля  схемы на рис. 3.3, а найдем в ы р а ж е н и е  
коэффициента передачи но напряжению,  считая  в ы х о д 
ным напряжение на ветви г$. Тогда по формуле (3 .15 )  
для  полной схемной функции

А' А|а
г' Д “ Е  '

Из матрицы Z определяем А|3= Д И*>, вы ч ер ки в ая  с т р о 
ку 1 и столбец 3:

Ai3=2’i '?t4'  ■?;( (^ 1 + ' - j + 2’r b rf) •
I la ходим \=  (г„- - ̂ i+^a) (г| -t-22+2’i4 'rf) (^з+^4+2'5) —
—^ , ( г 1+ г2+ г4-1-/г)- г | г 3(г 1+ гг) —г,г3-74— г ■ ( г 3+2-4 +  

+ г 5) - - ( г „ + г | + г з ) 2 4(г 4+Гк) =  г„[  ( г 3+ г 5) ( г , + г 2-+-г4+
-1-г,) + г4(г ,-fг2) ] (г ,^ —г3г4) (24-|-л,)—г,г3г4+ гз (гз+ г5)Х
' -\-2\22(г 'Л-\~г  1+^5) •

Тогда
2,2 , г :, ( г ,  4  z , f- 2 1 Ь r  ) ________

К п  —Z
гн |(г:1 + г , ) ( г ,  ! г ,  | г ,  \ r  ) t г Д г ,  b z 2) ]  +

103



z , z ,  ь  z , ( z ,  1 z .  -I 2t ~\- Г  j )

4- (z,z., — ZjZ() (г, I r t < — <v;)?, -|-z:l(z;)-b Zo) (г, -ь <гта \~

Z|Z, I ? :, h  1- гa I  г, + r.)
+ z, • . E) ; г,г_, ( г :, -| г,  - f  г - )

Без учета параметров входной цепи п нагрузки по фор
м у л е  (3.9)

K r  =  j h  „  v .
м нх +  ZArt

Исключаем из матриц ы Z : г м и г 5> переходя к укорочен
ной матрице Z*, тогда

Д |з =  А|з— ^1^|+^з(Г|-|-г2+2 4 -(-Г1.),
Аз з =  (~|-|-Z:i) ( г i + z2-(-Z(-i-rt ) — Z j ,
A  —  Z \ Z - i (2;)-(-Z.|) -(-Z^Zni’ | 

и K„ =
___________Z5[Z|Z4-|~Z’3 (Z|-|-Z,2-)-Z4-|-rt ) |_____________
z \z2 (Z3 +  Z4) -j-ZzZ-iZ i-\-Zb[ (Z1 4 -Z3 ) (Z\-\-Z2-{-Z4-\-rK)—Z j j
Ка к  видно, в ы р а ж е н и е  для к и по укороченной м а т 

рице получается значительно проще. Эго подтверждает  
целесообразность введ ения  и использования формул для  
схемны х функций изолированной от внешних цепей схе
мы (по укороченным матриц ам  Z* и У*).

9. Построение частотных или временных ха рактери
стик .  Вычисление их параметров в соответствии с по
ставленной задачей а н а ли з а .

10. Вычисление чувствительностей и нх анализ в со
ответствии с поставленной задачей.

11. Анализ схемы па устойчивость в соответствии 
с поставленной з ад ачей  и т. д.

Бсзмашпппая (р у ч н а я )  реализация метода практи
чески применима д л я  схем,  содержащих не более трех 
четырех узлов (к он туров ) .  Д л я  более сложных схем 
ан а ли з  необходимо проводить с применением ЭВМ.

Пример 3.1. С о стави ть  матрицу проводимости У 
схем ы ,  приведенной на рис. 1.3, 6  ( эквивалентная  схе 
ма  генератора пилообразного напряжения па время 
формирования линейной части импульса — прямой 
х о д ) .  Поскольку топологическая  модель составлена ,  на
чинаем с замещения транзистора его линейной пизкоча-
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стогной моделью (рис. 1.7, б ) .  В рез ул ьтате  получаем 
схему (рис. 3.5, « ) ,  затем граф (рис. 3.5, б),  и котором 
Я\ =  рС\, y2= l / R i ,  Уз—  Ч гп, У4= р С 2, [ ) ь = \ 1г-.„ (/6= 1//?2, 
//7= 1/Гц.

Рис. 3.5

Выбираем узловые координаты,  к а к  показано на 
рис. 3.5, и переходим к составлению математической мо
дели — матрицы Y. Поскольку  зависимый источник у п 
равляется  током необходимо выразить  его через н а 
пряжение i : . = « 45/</5=Hif/5- Тогда величина зависимого 
источника т. е. управляющий п ар ам етр  им е
ет вид (Х//5 = Сос т а вля ем матрицу К:

1 2 3 4
1 ~  у\ У, 0 0

2 -  У2 -1- У -i +  У3 0
у - я 0 0 У 4 0

4 0 -  У3 0 К, +  У, I V;
5 0 0 -  У 4 -  К,
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5
О
О

У*
У, — а Кг,

- К, +  К,;

В ы р а ж е н и е  дл я  Ки/ по формуле (3 .25)  при а  = 3, Л = 2, 
с =  d  — 1 примет вид с уч ето м  замены алгебраических 
до  пол не ний сум  марны м и

к  =  _и11_ _ А ( 3 4 -  1 ) ( 2  +1)  

исло) Д (3 '(■ 1 ) (3 + 1 )
Пример 3.2. Составить матрицу сопротивления схе

мы,  приведенной на рис. 3.5, в. На рис. 3.5, г показана  
топологическая  модель,  в которой использована и д еа 
лизир ованная  схема замещения операционного усили
т е л я  с £см =  0 (рис. 1.14, а). Выбираем контуры и з а 
меняем  управляющее  напряжение //„х зависимого источ
ника  на ток ыВх=/нхЯл| тогда —Кии\ KR.iinx, где

=  /?д |\RBX{. Составляем  укороченную матрицу Z*:

1
1

2
Z* -  3 

4

2
-  11рСхR\ +  1/рС,

— l/pC, i//?c, +  Rz \- R i
о

о

о

Яз

-  и ;  +  k r \ 

-  к/?.;

3
о

- R ,
R3 + \lpC, 
-  11рСг 

0

4
0

о
0

- R, о
-  11рС.. о

-Ь 1̂рС'> -I ■ R .... R R* Rnux

R шах KRn Rui,i%
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3.2. Обобщенный матричный метод

Суть метода  состоит в том,  что электронная  цепь 
может  быть представлена ее принципиальной эл е кт р и 
ческой схемой,  в которой электронны е компоненты изо
бражаются  обычным для принципиальных схем образом,  
а в качестве  линейных или нелинейных моделей исполь
зуются неопределенные (особенные) матрицы сопротив
ления или проводимости электронных компонент. П о 
следние составляются  по известным моделям электрон
ных компонентов,  представленных в виде системы 
уравнений равновесия переменных (токов и и аи ряже-  
пий) па полюсах компоненты, либо  в виде схем ы 
замещения ,  составленной из двух по лю сн ых  компонент.  
В качестве топологической модели цепи может  быть  
использован т а к ж е  и граф, в котором многополюсники 
представляются  в виде полюсного гр аф а  (см. рнс. 1.1, в). 
Общая матрица  сопротивления или проводимости всей 
схемы составля ется  по довольно простым правилам сл о 
жения неопределенных матриц электронных компонен
тов с матрицей пассивной части схем ы .

Составление матриц многополюсников (электронных 
компонентов) .  Матрицы многополюсников являются  т а 
кими ж е  ад екватны ми моделями электронных компо
нентов, к а ки м и  являются рассмотренные ранее их э к 
вивалентные схемы.  Они т а к ж е  разде ляютс я  в з а в и 
симости от частотного диапазона работы электронного 
прибора, по точности и реж и му работы  по постоянному 
току.  Известны дв е  методики построения матриц много
полюсников:  1) по их эквивал ентн ым схемам (з а м е щ е
ния) по рассмотренному выше ал гори т му  (методу  э к 
вивалентных схем) и 2) по ур а в н е н и я м  д л я  токов и н а 
пряжений на полюсах многополюсника.  В последнем 
случае  д л я  построения матрицы Y необходимо составить 
уравнения многополюсника в у зл ово м  базисе,  опреде
лив токи и напряжения в его полюсах так ,  ка к  п о к а з а 
но на рис. 3.6, а:

J 1 — У\\11\-\-Упи2~\~У\ъ11л* 
■^2=f/2lMl-l-</22M2"b'/23M3» (3.34а)
Н =  Уз\и1 +  */з2ы2 +  </ЗзМз- .

Выписываем  коэффициенты из системы уравнений
(3.34) ,  к которой необходимо привести уравнения трех-
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полтосника, за п исанны е  в любом другом виде, и полу
чаем матрицу  проводимости трсхнолюсника

У н  У 12 У 1з 
У  =  У 21 У 22 У22 . (3 .346)

_У31 У32 Узз .

Особенностью з а д а н и я  координат на рис. 3.6 является  
выбор базисной координаты вне многополюсника.  В 
этом случае  совокупность  переменных в системе урав-

\ Э р  \

и 2

*  Л' 9

0

'///////////У
й ) Я

Рис. 3.6

нений я в л я е т с я  зависимой.  В результате  сум ма коэф
фициентов (элем енто в)  в каждой строке и каждом  
столбце м ат рицы  (3.346) равна нулю, определитель 
Д =  0, поэтому матрицу и называют неопределенной или 
особенной. Д л я  трсхнолюсника на рис. 3.6, б аналогич
но (пара полюсов многополюсника на зыва ет ся  его сто
роной)

' 2 ,, г.; 2, 3
Z =

- I I  

*21 
2:11

2-1
233

2..;,
г 33

Примеры. 1) матрица  Y двухполюсной 
компоненты (резистор и др.)

У 1

обратимой

Y =
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2) матрица Y двухполюсной необратимой компоненты
(зависимого источника тока па рис. 3.7, а)

1 О 3
1 0 0 0 ~

Y =  2 S 0 Л’ (3.35)
3 - S 0 S

п сс матрица Z (рис. 3.7, и)

i

Z  - 2
3

о 1 р 2

ц

\"з
'/ / / / / / / / у /

а )

I 2 3
0 0 0
г 0 г
г и г

<?)

Рис. 3.7

3) матрица Y полевого транзистора по эквивалентной 
114-модели (рис. 1.8, б)

3
О

с
О

и
О

Аг:, ('а, Аг:. -  <Л
Аг ч - ( Кп — кг., I (К

4) матрица У биполярного транзистора no 114-модели 
на рис. 1.9, и

б — э э — к б — к
б — э 

% ~  э — к 
б — к

Г ,  I Г,-, г3
+  г .  — г„

(/•« t Гй)

-  г (,
-  Гк

г о -I Гк
по другим моделям отдельные матрицы можно  паптн 
в Г41 или построить самому .
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5) матрица Y диодной оптопары по модели па рис. 1.15, о
_  1 2 3 4 5

1 Осд Ося 0 0 0
2 -  Осл Осд 0 0 0

^  3 0 0 Об 0 -  о Г)
4 «0 Сд -  кОСд 0 Офд -  Офд
5 «о сд «Осд Оо - 0(||Д Офд + о б _  

(3
о „  =-рСС1 + 1 /?эсД; 1//?0; Офд = ЯОфд,
= 0

■оIIи 1*
6) матр и ц а  Y для  операционного усилителя по ид еа ли 
зированной модели на рис. 1.16, в

1 2^
ОВХ1 +  Од — Од1

У ' = 2
3
4

3
о
о
О  lll.IV

ОцихОих|

Од (}
— кО„

ВЧ 2 “  

/<0 „

о ,

. (ОЦХ1 i<G„ ,|Х) ОцХ2 кОных 
4

-  о вх,
— о,,,..

ОцЫ! 
Оцх2 ~Ь Ои

7) матр и ц а  У' биполярного транзистора в /^-параметрах

Y

б к
б #11э Аг г.'э
к ё  21 э Аг-'2Э
э Аг п э  - £Г21 э AT 12э АГг'.’ ч

^119 — ё\1ъ

-  Я 21Э — Язи 
# П >  +  ЛГ!2э +  АГ2 IЭ +  ^З'-’э

и т. п. (см. :  [ 4 ] ) .
Порядок анализа  электронных схем обобщенным 

матр ич ны м методом по многим операциям совпадает  с 
описанным выше.  Детально будем останавливаться
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только на отличительных особенностях обобщенного 
метода.

1. Постановка  задачи анализа .
2 Выявление требуемых типов схемных  функций, 

их характеристик и параметров.
3. Составление топологической модели (э квива лент 

ной схемы)  дл я  анализа  по постоянному или перемен
ному току.

4. Выбор базиса  переменных.
Г». Подбор наиболее подходящих по режиму работы 

и зада че  анализа  матриц электронных компонентов 
схемы.  Волн таковых нет, подбираются подходящие 
схемы замещения и но ним сост ав ля ются  матрицы 7  
или

(>. З а д ан и е  координат в соответствии с выбранным 
базисом переменных.

7. Составление математической модели,  т. с. м а т 
риц 7  или ) ’ схемы начинают е присвоения строкам 
и столбцам матриц электронных компонентов номеров 
тех координат,  с которыми в сх ем е совпадают их по
люсы или стороны. Составляют матрицу пассивной ч а 
сти схемы.  Затем  в нее последовательно добавляют э л е 
менты матриц электронных компонентов в соответствии 
с их новой индексацией.

Пример. Д л я  схемы на рис. 3.8 (эквивалентная  с х е 
ма но переменному току усилителя на составном т р а н 

зисторе) находим матрицы 7. (неопределенные) д л я  
транзисторов VT1 и VT2:

3

О

Рис.  3 .8

111



YTt

2 5-э

3 9-К 

V 5-к~

2 3 о

+ ^
_  /*

'51

'  2 31 2 э ;  + '/ГУ

$IТ»

\>1

2 m i ~ ? <Г7 г  ?

э Э-/Г & -К

'К1

4

г„

3

-  г ,а

- Гк1
ПлЛ гк.: 

б —к

2 6 э г э2 +  г л, — г э;
/ г , -  = 4 э — к гт1 гэ,  г „  4- г к, -

3 б -  к -  гт , -  гм гт , гк
G — э 3 — к

Присваиваем строка м  и столбцам этих матриц но
мера контуров,  в которые входят соответствующие сто
роны транзисторов.  Если сторона многополюсника не 
входит ни в один из контуров схемы,  считают,  что она 
попадает в базисный (нулевой) контур и соответству
ющие ей строка и столбец из матрицы многополюсника 
вычеркиваются .

Составляем  м а т р и ц у  пассивной части схемы
_  1 2 3 4 5 _

1 А?, -  Л>, О О О

‘2 -  /?, Rt О О О 
z n„cc = 3  о О О О  О

4 0  0 0 R2 -  R,
5 _  0 0 0 -  R, /?а__

Суммируем все матрицы Zvn , Zvr2 и Z„acr, и получаем 
полную матрицу Z схемы

1
Я.
Я.
о
о
о

2
Я,

#1  +  Г э , - f  г б| +  г э ,  4 -  г б.

-  Г. m2 Г
'1 ш-

1)
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Повторим пример па составление матрицы У7 схемы (ин
декс  «э »  дл я  простоты упускаем)

1 б

Уv/тэ = 2 к 

3 э

1 3 2
£и £12 — 11—£ 12
£21 £ »  — к'н —  ц'п

-  £ ll — gil — krV2- +  £ 2 2

Y
VT23

б к Э

■ 2 3 1 5 ‘

2 <Г
“ j K  -9'i2

3 К §22 'Г *  -922
О э и // 

^ 7 2

Э

Если при присвоении строкам и столбцам  матриц 
многополюсников номеров узлов  схемы ,  с которыми 
соответствующие полюсы соединены, одни из них полу
чат нулевой номер, они вычеркиваются :

1 2 3 
G, 0 0  "
О О о 
о о а ,

г д е  G, =  1 //?,; G2 =  1 /?,;

1

К = 2 

3

1 2
+  G, — ЛГ1 1 — #i:!

£ п  —  Аг-ч e l  1 -I- £12 +  £21 +  £22 Ь £ i  1

£ 2 1  — £ 2 1  — £ 2 2  +  £ 2 1
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— Arl -2 — Ar21 I £r l2 .

#22 -1 #22

8. Построение выражений д л я  требуемых схемных 
функций.

9. Построение частотных или временных х ар актер и 
стик.

10. Вычисление чувствительностей.
11. Ана лиз  схемы па устойчивость и т. д.
Рассм отр енные  здесь матричные методы достаточно

просты к а к  в построении матричной модели цепи, т а к  
и в ее разрешении с целью нахождения аналитического 
в ы р а ж е н и я  схемной функции F (p ) ка к  в символьном,  
т а к  и в численном виде. Они являются  как  бы цент
рал ьны м аппаратом исследования электрических и 
электр онных схем, которым обосновываются все другие  
методы анализа .

К н едост аткам  матричных методов относят их низ
кую наглядность ,  поскольку табличный образ схемы 
(м атри ц ы  Z или У) не поддается  отождествлению ни 
со схематиче ским  изображением электронной цепи, пи 
тем более с физическими процессами,  протекающими 
в ней.

А лгебраические методы раскрытия определителя 
мат рицы  Z или У т а к ж е  страдают рядом существенных 
недостатков .  Анализ показывает ,  что матрицы 7. и Y 
весьма избыточны,  что порождает  при раскрытии опре
д ел и тел я  необходимость вычислять лишние и затем со
кр а щ а ю щ и еся  члены. Это, в свою очередь, порождает  
значительную погрешность при оперировании с разно
стями близких чисел. Как  правило,  матрицы Z и Y для  
реальны х  электронных схем оказыв аются  сильно раз ре
женным и,  т. е. полупустыми,  а это приводит, особенно 
в машинной реализации,  к непроизводительным опера
циям с нулевыми числами определителя,  нерациональ
ному использованию памяти машины.

Пример.  Д л я  пУ(п матрицы Y без нулевых элемен
тов число членов определителя и\, а число всех вычис
л я е м ы х  членов (до сокращения) пп-\ пг-\-п— 1, т. е. для  
и =  4  //1 =  24, п"-\-п2-\-п— 1 = 8 3 ,  для  /(=10 //! =  3628800, 
а пп-\-п2-\-п— 1л:  10'°. Таким образом,  число лишних

3

g'\2
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членов с ростом числа узлов  (контур ов)  схемы очень 
быстро возрастает .  Объясняется это тем,  что м ат рич
ная мате матич еская  модель сх емы  или графа о б л а д а е т  
известной избыточностью. Пригл ядите сь  к любой м а т 
рице Z или К!. Все се элементы вне главной диагонали ,  
во-первых,  располагаются симметрично (т. е. повторя
ются д в а ж д ы )  и, во-вторых, включаю тся  еще и в со 
ответствующие элементы главной диагонали в ви де  
собственных сопротивлений контуров или проводимо
стей узлов.  Таким образом, сопротивление (проводи
мость) незаземленной ветви вк лю чаетс я  в мат рицу 
схемы четыре раза .

Формирование уравнений схем ы  в однородном коор
динатном базисе (ОКБ) (3.6) или (3.7) является  все  
же  сам ы м  широко распространенным подходом в м о 
делировании электронных схем.  Это объясняется  м а 
лым объемом памяти,  необходимым д л я  хранения ин
формации о схеме,  а т акже  хорошей численной обуслов
ленностью системы,  т. к. д и а го н ал ьн ы е  элементы м а т 
рицы W имеют наибольшие значения .  Однако наличие 
в схеме зависимых источников напря жени я пли то ка ,  
уп р а в ля е м ы х  током, независимых источников н а п р я ж е 
ния, нулевых сопротивлений и индуктивностей (в чис
ленных методах  решения) тр еб ует  проведения п р е д в а 
рительного преобразования в схем е  (см.  рис. 3.9 [ 3 7 1 
и др . ) .

И з б еж ать  необходимости преобразования схемы м о ж 
но применением полного координатного базиса (11КБ) 
(см. гл. I) или гак называемого расширенного однород
ного координатного базиса ( Р О К Б ) ,  при котором уч ет  
неудобных дл я  ОКБ компонентов осуществляется  путем 
введения в вектор неизвестных системы дополнитель
ных переменных.  В результате получим уравнение,  н а 
пример в узловом базисе:

Y Л , , ' 'U T './
Л гг л » . Л  . ь,

где Li — вектор дополнительно введенных токов;  Л|2 — 
матрица ишшдепций выбранной системы сечении тех  
ветвей схемы,  токи которых вошли в вектор У,»; Л 2\, А22—■ 
матрицы коэффициентов и вектор правых частей компо
нентных уравнений выделенных ветвей схемы.

Д л я  построения системы уравнений во временной 
области (базисе)  разделим ветви схемы на группы е м 
костных, резистивных,  индуктивных ветвей и ветвей
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источников тока.  Тогда уравнение первого чакона Кирх
гофа в матричной форме нрпмет вид И/ц =0
ИЛИ I I  (,/ с-) 11 «//j-f-J I 11//ц =  О,
где /и (/цр 1п.„ ..., lit ) — вектор токов ветвей схемы;  
Ic, ht. Iг —  векторы токов емкостных,  резистивных и 
индуктивных  ветвей схемы; ,/ц — вектор задающих ис
точников тока  ветвей.
П одставим  в полученное выражение  компонентные 
ур ав н ен и я  (1.3, и ) :

П сС (d (Jc ld l) 'г  U/,1^'Uк -|- \\lL~' J ULdt \ 11 /./„ =  0 .

У ч и ты в ая  (3.5) ,  построим математическую модель 
схемы в виде системы пнтсгроднфферсицпальных у р а в 
нений

где У и в общем сл учае  явл яется  функцией U, dU/dt, I, 
т. е. У и (U, dU/dt, t ) .

В сл у ч а е  линейных схем полученное уравнение с по
мощью преобразований Фурье  или Л ап л аса  сводится 
к алгебраической  линейной форме (3.3) .  В общем с л у 
чае оно решается  численными методами,  для  чего пре
о б р азуе тся  в систему алгебраических п трансцендент
ных уравнений путем замены производных отношениями 
конечных разностей d U / d t= (U u— Vn \)/h, где h = A t  — 
ш а г  временной дискретизации (шаг  интегрирования) ;  
п — индекс  временных итераций. Подставим компо
нентные уравнения в табличной форме (1.3, б)

Отм ет и м ,  что Uc „_х и к началу  /г-го шага
у ж е  вычислены.  Решение на п-м шаге д ае т  значение 
Uи и з а т е м  по компонентным уравнениям вычисляется  
I „■ При //=1 значения Uc „ и II находятся из на
ч ал ьн ы х  условий.  Д руг ие  формулы аппроксимации ком
понентных уравнений,  выбор шага  и прочие вопросы 
организации чнелениого решения рассмотрены в гл. 7.

НсС11с/ {dU  dt) +  \\«R-'\\mU+\\lI - 4\u \ Udt + \l,Jtt = 0 ,

II<Ju(U„, t)  ̂ -  WcCUcn-\ — l i t/ 
h

L' Lti-l-



Г л а в а  4. МЕТОДЫ А Н А Л И ЗА ,  ОСНОВАННЫЕ НА 
ТОПОЛОГИЧЕСКИХ И ТЕО Р ЕТ И КО 
МНОЖЕСТВЕННЫХ М О Д Е Л Я Х  ЭЛЕ КТРОННЫХ 
СХЕМ

4.1. Метод ненаправленных графов

Критический анализ возможностей алгебраических 
(матричных)  методов анализа  электронных схем в с к р ы 
вает  ряд  присущих им существенных недостатков :
I) низкие вычислительные возможности из-за нерацио
нальности алгоритмов вычисления определителей,  не 
оправданно увеличивающих объем вычислительных 
операций и снижающих их точность;  2) низкая н а г л я д 
ность математической модели схемы,  з а т р у д н яю щ а я  
установление связи между топологическими о б р азам и  
электронной схемы и мат ем ат ич еским и соотношениями 
их модели. В то же время возможно сть  ус тановления 
такой связи,  просто поддающейся  осмыслению, я в л я 
ется основой поиска новых схемотехнических решений,  
изобретательства и рационализации.

Поиск новых математических моделей,  в той или 
иной степени ослабляющих у к а з а н н ы е  недостатки а л г е 
браических моделей,  продо лжаетс я  и по сей день. Н а и 
больший успех достигнут в построении моделей с х е м  
на базе  топологического и теоретико-множественного 
математических аппаратов.

Так ,  теория графов, я в л я ю щ а я с я  одним из основных 
разделов топологии, дает  наи более  наглядный о б р а з  
математической модели электронной схемы.  Теория 
графов описывает причиино-елсдствснныс связи м е ж д у  
объектами любой природы. Ii этой связи графы широко 
применяются для  моделирования процессов в эко н о м и 
ке, в теории конечных автом атов ,  нейробионике, а в т о 
матике,  социологии, в описании сетей связи,  пер ек лю ча
тельных цепей, нервных сетей,  в двоичном исчислении, 
в комбинаторном анализе и д р у г и х  областях  знаний.

В основе теории графов л е ж и т  всего-навсего о д н а  
аксиома ,  поэтому теория о б л а д а е т  высокой степенью 
общности, что подтверждается перечнем ее применений.
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Первая  работа по теории графов, к а к  считают, была 
написана в 1736 г о д у  Эйлером по поводу знаменитой 
задачи о Кенигсбергских мостах. С тех пор теория и се 
приложения бурно развиваются .

Понятие и определение теории графов.  Граф (X, Г_) 
задай ,  если д а н ы :  1) непустое множество X и 2) ото
бражение Г м н о ж е с т в а  А' n X (т. с. если зада на ,  д р у 
гими словами,  с в я з ь  м е ж д у  элементами множества  X).

Элементы м н о ж е с т в а  X принято на з ыва ть  вершина
ми графа,  их и зо б р а ж а ю т  точками (к ружочка ми )  на 
плоскости. П а р у  эл емент ов а и  х -,, связа нных заданным 
отображением Г, н а з ы ва ю т  ребром (в ненаправленном) 
или дугой (в направленном графе).  Их изображают 
непрерывной линией,  соединяющей вершины xt и х\. 
Если отображением Г предусмотрена пе взаимная  связь 
(отношение) м е ж д у  элементами множества  X, то пару 
вершин Xi и X/ соединяют дугой со стрелкой, направлен
ной от xt к Xj, когда отображением Г элементу х, ста
вится в соответствие элемент лг/.

Форма з а д а н и я  отображения Г может  быть самой 
различной: табличной,  в виде аналитических зависимо
стей, графической и др.

Пр имер 4.1. Д а н о  множество Л'{а, 1>, с, d} и отобра
жение Г в виде

а о то б р а ж а е т с я  на b с силой К\,
с на а  с силой /С2,
b на с с силой Ki,
с на b с силой Ка,
b на b с силой Кь-

Составим граф, р а зм ести в  на плоскости вершины (к р у 
жочки)  и соединив их линиями со стрелками ,  к а к  по
казано на рис. 4.1. К а ж д о й  дуге  (ребру) ставится  в со
ответствие коэффициент,  заданный отображением Г. 
Его называют весом дуги,  или коэффициентом переда
чи, а чаще просто передачей дуги (ребра).

Таким образом  граф,  с которым нам придется р а 
ботать,  пред с т а вл я е т с я  в виде рисунка,  состоящего из 
некоторой совокупности вершин и д у г  (ребер) ,  соеди
няющих их определенным образом. При этом вершины 
обозначаются с и м во л ам и  элементов исходного множе
ства,  а д у г а м  (р е б р а м )  ставятся в соответствие сим
волы их передач.
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Граф называют направленным (ориентированным), 
если все его ребра (дуги) направленны (ориентиро
ваны).

Гриф называют ненаправленным (неориентирован
ным), если каждое его ребро не ориентировано.

Граф назовем смешанным, если в нем имеются и на
правленные, и ненаправленные ребра.

Частичным графом называют граф, содержащий все 
вершины исходного, но только часть его ребер.

Подграфом наз ывают гриф, содержащий часть вер
шин исходного и все ребра, их соединяющие.

Инцидентной вершине х называют дугу (ребро), для  
которой она является началом или концом.

Другие  определения:
Контур (цикл) — замкнутая совокупность дуг (ре

бер) в графе.
Связной граф — это граф, в котором любые две 

вершины соединяются путем, составленным из ребер 
графа. Другими словами,  
он представлен целым,  
нераздельным.  На рис.
4.1, кстати,  приведен при
мер несвязного графа,  со
стоящего из д ву х  р а з 
дельных частей: вершины 
d и подграфа с вершина
ми а, Ь, с.

Дерево графа — час
тичный граф без замкну
тых образований, т. е. без рис 4 | 
контуров (циклов).

В 1.3 у ж е  рассмат ривался  способ построения графа 
непосредственно по исходной схеме электронной цепи. 
Остается  только добавить,  что в качестве  исходного 
множества  X здесь выбираются узлы  схемы ,  а в к а ч е 
стве отображения Г — са м а  схема соединения этих у з 
лов. Пассивным цепям соответствуют ненаправленны е 
графы,  т. к. все ветви схемы обладают  свойством обра 
тимости.  Иногда такие  графы называют д в у н а п р а в л е н 
ными [ 38] .

Поскольку схема в последней нашей интерпретации 
может  рассматриваться  с позиций теории графов,  то 
естественно было бы использовать ап п ар ат  теории г р а 
фов и ее достижения дл я  расчета схемных функций,  т. е.
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д л я  а н а л и з а  схемы.  Т а к а я  возможность открывается  
б л а го д а р и  выводу  из теории графов так  называемых 
топологических формул.  По ним определяются и в ы 
числяются  любые схемные функции непосредственно нз 
рассмотрения топологии графа. Топологические форму
лы  позволяют быстрее вычислять определители и а л г е 
браические  дополнения.

В методе  ненаправленных графой топологическая и 
м а т е м а т и ч е с к а я  модели схемы совпадают,  а это озн ач а
ет, что последняя не имеет какоп-либо избыточности, 
она,  к а к  говорят,  минимальна .

С огл асно  выражению (2.5) определение схемной 
функции сводится к вычислению определителя и его 
дополнений,  поэтому прежде всего необходимо свя за ть  
топологию графа с процедурой вычисления определи
теля .  Применительно к пассивным схемам М аксвелл  
еще в конце прошлого века  показал ,  что определитель 
схемы (матрицы Y) ранен сумме величин всех деревьев 
ее графа

A = V < / ; ,  (4Л)
/

где  di — величина j'-ro д ер ев а  графа,  определяемая  
произведением проводимостей его ребер (ветвей схе
мы) :  d i = y ay h ... Уу
Определитель ,  ка к  известно, не зависит от источников, 
дейст вующих  в схеме,  поэтому формула (4.1) применя
ется  к графу,  в котором псе ветви с источниками напря
жения (идеальными) закорочены, а ветви с источника
ми тока (идеальными) разомкнуты. В графе с числом 
у зл о в  v число ребер, входящих в ка ждое  дерево,  равно 
v =  и— 1. Д о казател ьс тво  формулы для определителя 
(4.1) основано на анализе выражения  для  матрицы У 
(3 . 7 ) :

У = ] 1 У в! 1 , =  [ [1Ув ] П , =  УиП,.

Зде сь  У м =  11 У/j отличается от матрицы узлов II только 
тем,  что к а ж д ы й  ее г'-й столбец умножен на соответст
вующ ую i -ю проводимость диагональной матрицы Уд. 
С т р у кт у р н о  Ум n i l  совпадают.  В соответствии с теоре
мой Бине— Коши об определителе произведения матриц 
определитель  det У =  del  ( У п 1Ь) равен сумме произведе
ний соответствующих миноров. Если размер матриц У и 
и 11( соответственно vX^ 11 ^Xv,  то берутся всево зм ож
ные произведения миноров v-ro порядка,  образованных
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h:s v стол Г) цоп матрицы Уи и v строк матрицы П/ с о д 
ними н теми ж е  номерами, l im e  Кирхгоф показал ,  что 
ненулевые миноры матрицы II соответствуют д е р е в ь я м  
графа и равны ± 1 .  Действительно,  замкнутый контур  
имеет равное число вершин п ребер.  Его подм ат рица ,  
образующая минор в матрице II, я вляетс я  кв адратн ой ,  
к а ж д ы й  столбец которой со держ ит  одну + 1  11 о д н у
— 1, поскольку ветвь входит в контур целиком. Д р у г и е  
столбцы II ие входят в к в а д р а т н у ю  подматрицу,  по это 
му су м м а  в каждой ее строке  равн а  нулю. В с я к а я  м а т 
рица (подматрица) ,  об л ад аю щ ая  таким свойством,  н а 
зывается  особенной и имеет нулевой определитель.  С л е 
довательно, ненулевые миноры матрицы Ун =11  У« т а к ж е  
соответствуют деревьям,  но образуют у ж е  величины 
деревьев  ±</, =  */«г/ь</с...;/у■ Т ак  как  соответствующий 
минор матрицы II/ являетс я  транспонированным м и н о 
ром матрицы II, то он имеет  тот ж е  знак ± 1 .  При п е 
ремножении этих миноров минус исчезает и п олуч аем  
формулу (4.1) ,  в которой пет сокращающихся  членов.  
Таким образом,  формула М аксвелла минимальна:

S  Z' - 1  .V

Л = V f l  уГ1== y dit ( 4 . 2 а )
;=ir=i I

гд е  .V — число де ревьев  d, графа схемы ;  v — число в е р 
шин графа;  у\ вес г - го  ребра  г'-го де рена ;  —

V — 1

— П У\ - величина /-го д е р е в а  графа.
г-1
Если вместо проводимостей принять в качестве  пе 

редач ребер графа сопротивления ветвей схемы ,  то 
получим формулу Кирхгофа, которая  появилась почти 
на 40 лет  раньше:

Д =  £ г и .  (4 .26 )
/=1 г=1

где s — число дополнений деревьев, которыми н а з ы в а 
ют совокупность ребер, не входящи х в дерево;  z , — вес  
л-го ребра /-го дополнения д е р е в а .

В настоящее время наибольшее распространение в 
теории схем получила топологическая  формула М а к 
свелла .  Симметричные ал гебраич еские  дополнения А„«. 
к а к  известно, вычисляются но матрице проводимости 
(сопротивления) схемы путем  вычеркивания и-й ст роки
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и а-го столбца.  На  графе это соответствует з ак орач ива
нию а -й вершины с общей (пулевой).  Д л я  полученного 
после такого небольшого преобразовании «закорочен
ного» графа вы числ яю т определитель по формуле М а к 
с ве лла  или Кирхгофа (4.2).  Его значение и да с т  нам 
искомое ал ге браическое  дополнение, т. е.

А«я А ,
где А' — определитель  графа с закороченными вер
шинами я  и 0.
Д е р е вья  преобразованного таким образом графа,  вхо
дящ ие в вы р аже н и е  А',  содержат  v—2 элемента ,  т. к. 
закороченный граф имеет  у ж е  v— 1 вершину.  Если рас 
смотреть эти новые v —2-деревья,  перенеся их в исход
ный граф, то о б н а р уж и м ,  что по отношению к нему они 
представляются  в виде  несвязного графа,  состоящего 
из дв ух  отдельных частей,  не включающих в себя ни 
одного контура.  Т а к а я  топологическая конфигурация 
получила название двойного дерева.

Двойное дерево введено Персивалем (1953 г . ) .  Т а
ким образом,  д л я  п о л у ч е н и я  Аа(! п о  и с х о д н о 
м у  г р а ф у  д о с т а т о ч н о ,  н е  производя в нем 
никаких преобразований,  просто найти все его 2-дере
вья,  которые со д е р ж а л и  бы общую (базисную) верши
ну 0 и вершину а в отдельных своих частях ,  что соот
ветствует  р азрыву  всех  путей м е ж д у  вершинами 0 и а. 
Тогда

т v —2 т

Двв =  2 П у «  =  2<*(в.о,/, (4 .3а )
;~1 г - i  / = 1

где  rf(a, о). — обозначение величины i-ro 2-дерева,  со
де рж ащ его  вершины а  и 0 в своих отдельных частях.

Построить 2 -д ер евья  для  Ааа можно из основных д е 
ревьев графа посредством удаления одного ребра так ,  
чтобы прервать путь м еж д у  а -й и 0-й (базисной) вер 
шинами. На рис. 4.2,  а и 6 показан граф и его 2-де
ревья с/1 , о дл я  определения Ап.

Д л я  п о л у ч е н и я  а с и м м е т р и ч н ы х  а л г е б 
р а и ч е с к и х  д о п о л н е н и й  Даь н е о б х о д и м о  вы 
бирать такие  2-дер евья  dab,o, в которых базисная  вер 
шина 0 находилась  бы в одной части, а вершины а 
и Ь — в другой,  изолированной от первой части графа,  
т. е.

dab, 0 ==zda, 0[)db, о*
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На рис. 4.2, в показаны 2-дсрсвья d 13,0 д л я  Д i3. В этом 
случае

т

diab.O) !• *36)Va aft — ^  “ (aft,О) I 
i 1

С учетом формул (4.2) и (4.3) можно  записать  общие 
топологические формулы передачи графа, т. с. формулы 
для  любой схемной функции [1 2 ] :

A m I "
t"ab =  —~ = ----- ~ d {ab,0) I ^ [ (4 .3 » )

а ^ /- 1  ' / - 1
И

Л m I п
Fab — =  V  d(ab.m  V  rf(fl,0)/. (4 .3г )

/•' Д Jmd I‘-a  ^aa /-i ' / - 1
Найдем дл я  графа,  приведенного на рис. 4.2, а, сх ем 
ную функцию передачи /Сз| =  «з / « 1  и функцию входного 
сопротивления Z,lx=U\/i\. Из формул (2.5) Zax= Лц/А, 
/С31=Д|з/Лц. Находим все дерев ья  гр а ф а  и записываем 
по формуле (4.1) определитель:

А - 2 4 - +  Уа Ус У*  +  У а У й У *  +  УаУиУе  +
I

+  У,/УйУг +  У«У  ьУа +  У  ь У с У »  

Д ц  =  =  У«У<* +  УоУе  +  У « У С +  У  аУь  +  У</Ус +  УйУ , +  

+  У„Уг +  УеУс,  

д ,з =  УаУи +  УаУс  +  У ь Уа  +  УаУс-
i

Вес изолированной вершины берется  равн ым  единице. 
В результате

к  = _________________У а ( У а ~  Ус) +  У Л У ь  +  Ус)________________  

31 У а ( У  а +  У е +  Ус)  +  У Ь ( У  d  +  У е  +  У с)  +  Ус ( У  d +  У *)
И

z  . У а (Уа  i- Уе  j Уе)  + Уь (У,< +  У е  +  Уг) +  Ус (У d +  Уе)

У а (УьУс  +  УсУе +  УйУ* +  У аУе  +  У ьУ d)  +

У a ( y d +  Уе  +  Уг) 4-  У ь (Уа +  Уе  +  Уг) +  Ус ( Уа  +  У е)

+  У а( Уе Ус  +  УьУс) +  У е У а Уь  

В общем случае ,  когда входные и выходные верши
ны графа схемы (мостовые цепи) не имеют общей вер-
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шины ( с м .  р и с .  4 . 5 й) .  поиск 2-деревьев d Ub , a , b - у с л о ж 
н яе тся .  К р о м е  т о п  требуется определять знак  величи
ны к а ж д о г о  2 -дерева.  Двойное дерево типа dub, a-b. 
д о л ж н о  у д о в л е т в о р и т ь  условию отсутствия путей м е ж д у  
в е р ш и н а м и  а и а ' ,  Ь и Ь'. Другим и словами,  вершины 
а и а' д о л ж н ы  находиться в различных изолированных 
ч а с т я х  г р а ф а ,  т а к  к а к  и вершины b и Ь'. Д л я  графа,  
п р и в еден н о го  н а  рцс. 4.3, б, имеем два  2-дерева типа 
d a b ,  а - Ь ’  (рис .  4 . 3 ,  в ) '  d ( a b,  a - b ’ )l  =  */|*/2 11 d ( a b , a ' b ' ) 2 =  УзУа -  
Прич ем  в е л и ч и н а  2-дерева берется со знаком плюс, если 
а и b н а х о д я т с я  в одной части дерева,  и со знаком ми
нус в пр о ти вн о м  случае.  Тогда и формула дл я  опреде
ления  аси ммет ричного  суммарного дополнения соот
ветс твенно  у с л о ж н я е т с я  [ 1 2 ] :

т  - v  v

')(&+(>') =  d{ab,a‘b’) I d̂ ab' ,a'b)- (4 .3 д )
1 =  I /«1

Из пр иведенны х  примеров видны достоинства и недо
ст ат ки топологических формул Кирхгофа, М а ксвелла  и 
П е р с и ва л я .  Их главные достоинства состоят в непо
средственной связи формул д л я  определения схемных 
функций с топологическими фрагментами (деревьями 
или ко н т ур ам и )  графа схемы в отсутствии избыточности 
модели и минимальности топологических формул. Види
мым недо ст атком  процедуры составления топологических 
формул я в л я е т с я  известная трудность поиска всех д е 
ревьев  графа,  а затем формирования из них 2-деревьев.  
Р ад и отмеченных достоинств метода упорно делаются  
попытки найти способы ослабления указанных  его не
дос та тк ов .  И вот спустя ровно 90 лет  после рождения 
метода  появилась  в 1953 году практически очень удо б
ная  модернизация топологического расчета — формула 
Мэзона (см. рис. 4.3, а) [1 3 ] :

ч

П
где Д =  — определитель,  вычисляемый по правилу 

/=i
М а к с в е л л а  (4.2) после зам ы кани я  источников н а п р я ж е 
ния Е и удаления источника тока  J и всех измеритель
ных приборов;  Рк — величина к -го прямого пути графа
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от одного а-го  з а ж и м а  (вершины) задающего источника 
(Е или J) к  д р у г о м у  его а ' -му з а ж и м у  (вершине),  про
ходящего через измерительный прибор с з а ж и м а м и  (вер
шинами) b— b' (V  — вольтметр или А —амперметр) .  
При этом прямым путем называют последовательность 
ребер графа,  в которой все вершины и ветви различны. 
Величина пути Р к определяется произведением передач 
(проводимостей или сопротивлений) ребер пути. Знак 
величины пути Р к определяется по направлению пути 
(обычно выбир аю т по направлению источника) относи
тельно выбранного направления искомой величины Хь.  
Если у к а з а н н ы е  направления совпадают,  величина пу
ти Рк положительна ,  в противном случае  — отрица
тельна.  Проводимость измерительных приборов счита
ется равной единице — /уv =  //t = l ;  Ак — алгебраическое 
дополнение пути Р к. Вычисляется к а к  определитель 
подграфа, получаемого  из исходного графа после з а 
корачивания пути Р к (когда передачи ребер — прово
димости ветвей с х е м ы ) ;  q — число всех возможных 
прямых путей м е ж д у  указанными вершинами.

Таким образом,  удалось  обойти необходимость пои
ска  2-деревьев з а  счет использования топологических 
преобразований графа.  С целью упрощения процедуры 
поиска дер евьев  графа предложен ряд  способов разло
жения определителя  непосредственно по графу;  1) раз
ложение по двум вершинам; 2) разложение по одной 
вершине; 3) разложение по ребру. Алгоритмы назван
ных разложений рассмотрим несколько позже.

Пр имер 4.2. Н а й д е м  по графу на рис. 4.2, а /<3, — 
с помощью формулы  Мэзона

и
к ,п  = И,/и, 2  

/=1
Определяем величины прямых путей (рис. 4.2, а) из 
одной вершины 1 источника к другой его вершине О, 
проходящих непременно через измерительный прибор 
(в данном сл у ч а е  вольтметр V ):

Р\ =  [)аУс, Р2=У<1- 
Закорачиваем  поочередно эти пути и определяем их 
дополнения:  Ai =  1; А2 =  </«+£/<>+//с- В первом случае 
граф превратился  в  одну вершину, во втором — в па
раллельное соединение трех ребер уа, уь. ус• Как  и в 
обычной электрической схеме, параллельное соединенно
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ветвей можно заменить одним ребром с проводимостью, 
равной с у м м е  проводимостей этих ветвей. Д л я  вычисле
ния определителя  закорачиваем  входной источник на 
п ря ж е н и я  u\, исключаем вольтметр.  Граф преобразует
ся,  к а к  показано на рис. 4.2, г. Затем  объединяем 
п ар а л л е л ь н ы е  ребра и получаем граф, показанный на 
рис. 4.2,  д. В нем три дерева :  Д =  (уа+ у ь )у с+  {{/„+ 
+Уь) (Уи+Уе)+Ус(Уп+Ус).
И окончательно получим

Л теперь рассмотрим определители элементарных 
графов на рис. 4.4. Определитель графа, состоящего из 
одной вершины (рис. 4.4, а),  равен единице. Определи
тель  несвязного графа,  состоящего из двух  и более изо
лированны х  частей (рис. 4.4, в ) ,  равен нулю. Определи
тель  графа,  состоящего из частей,  объединенных в одной 
вершине (рис. 4.4, ж ) ,  равен произведению определи
телей этих  частей.

4.2. М ето д  унисторных (с мешан ны х)  графов

Ненаправленный граф, к а к  у ж е  отмечалось,  являе-  
ется  топологической и одновременно математической 
моделью пассивной схемы,  т. е. схемы,  состоящей из 
двух полю сн ых  обратимых компонентов.  Наличие в ре
ал ьн ы х  электронных цепях электронных приборов, т. е. 
многополюсников с необратимыми свойствами,  требует 
вв едения  в граф направленных элементов,  имеющих 
разл ич ны е передачи в противоположных направлениях .  
Граф схем ы ,  в котором пассивные (обратимые) двухпо 
люсники отображаются  ненаправленными ребрами,  а 
необрат имые двухполюсники направленными,  можно 
н а з в а т ь  смешанным графом. В практике анализа  эл ект
ронных схем широкое применение получил направлен
ный э л еме н т  — унистор ка к  разновидность зависимого 
источника тока .

Унистор  —■ трехузловой элем ент графа, обладаю щ ий  
односторонней проводимостью. Его изображение пока 
зано па рис. 4.5, а. Унистор обладает  следующими 
свой ст вами :

Р ,А , +  / у „  _  
Л

У а - Ус -  1 +  У А У а  +  У Ь +  Уг)

(Уа +  Уь) {Уг  +  У U +  У с)  +  Ус (УU +  Уе)
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1) ток через унистор протекает в напра влении 
стрелки,  т. с. от его начальной вершины 1 к конечной 2 
(рис. 4.5, а ) ;

2) его передача (проводимость)  в прямом н а п р а в 
лении равна у, в обратном — пулю;

3) величина тока  через унистор определ яетс я  про
изведением его проводимости па на пряжение его на 
чальной вершины, отсчитанное от третьей базисной у с 
ловно заземленной вершины;  1= ущ \

4) в зависимости от зн а к а  проводимости величина 
тока  через унистор может  быть  к а к  положительной,  т а к  
и отрицательной.

П р е о б р а з о в а н и я  у н и с т о  р и ы х г р а ф о в, 
вытекающие из его свойств,  приведены на рис. 4.5. 
Главное из них, на которое следует  обратить внимание,  
состоит в исключении унистора,  когда его н а ч а л ьн а я  
вершина совпадает  с базисной (рис. 4.5, о ) ,  т. к. Ы| =  0 
и / =  // 0 = 0 .  Остальные преобразования очевидны.  Из 
определения унистора вы текает ,  что он по своим свой
ствам тождествен зависимому (у п равляем ом у  н а п р я ж е 
нием в начальной вершине) источнику тока .  Л е г к о  со
ставить его матрицу проводимости (рнс. 4.5, а) по п р а 
вилам  метода эквивалентных схем (§ 3 .1 ) :

Перейдем для  общности включения к особенной матр иц е

которая аналогична матрице зависимого источника
(3.35) .  Устанавливая  соответствие м е ж д у  изо браж ением  
унистора (рис. 4.5, а) и его матрицей,  можно ус тан ови ть  
правило построения унисториого графа но мат рице про
водимости многополюсника.

П р а в и л о :  проводимость унистора,  н а п р а в л е н 
ного от вершины [ к вершине /, определяется  неднаго- 
нальиым элементом матрицы:

К

1 2
. 1 Г О  
уп “  2 -  У О

(4 .5 )

1 2  3
1 Г У О — У

У у» -  2 -  у  0 у  ,
3 о о о

УЧ =  — W/i. (4.6)
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Применяя это правило,  построим уиисториый граф по 
матрице (4 . 6 ) :  y l2 — — wn = y ,  у2\ =  — и>12 =  0, у ,3=
—  —  ВУ31 —  0 ,  / Уз 1— — 13 =  /Л У'23 =  —  ^32 =  0 ,  //32 =

На рпс. 4.6, и пока за н уиисториый граф зависимого 
источника тока ,  пн одна вершина которого не совпадает 
с базисной. Стоит  нам заз емлить  вершину 3 на 
рис. 4.6, а,  к а к  граф превратится в исходный (рпс. 4.5, а ) ,  
совпадающий с обычным зависимым источником тока,  
у п рав ляем ым напря жени ем  (рис. 4.6, б), поскольку уни- 
сторы у  и у, направленные от заземленной вершины,

эквивалентны р а з р ы в у .  Обратить полезно внимание на 
то, что унисторы исходят  от вершины отсчета у п р а в 
ляющего н а п р я ж е н и я  и сходятся к вершине 2, в кото
рую направлен са м  источник тока.  На рис. 4.6, в и г 
показан уиисториый граф зависимого источника тока,  
не имеющего общей вершины с управляющей ветвыо.

Воспользуемся  полученным правилом дл я  построе
ния уппсторного графа электровакуумного триода (по
казан на рис. 4.7,  и). Д л я  этого необходимо вспомнить

У,г «Y

Рис 4.6

а.

с

а) 5)
Рис. 4 7

его особенную м атр и ц у  проводимости (линейный режим 
работы без сеточных токов)



с а к
с 0 0 0

а 5 (7; S  — G
к — S — dj S  +  G,

Выпишем из нее значения проводимостей унисторов :

Уса» Уас» Уск» Укс» У а т  Ука • Уса =  ^ а с  ' ' S ,  —

Wct =  0, Кск =  — w kC =  S ,  Уке =  ®ск =  0,  Как =  -

™ка = О,, Ккл =  Wai( = 5  -f (J,.
Уиисторный граф триода приведен на рис. 4.7,  б с по
следующим эквивалентным упрощением изображ ения ,  
в котором по сути выделена  пассивная ветв ь  О',.

Дли нолевого транзистора по его мат рице (3.36) :

Узе “  дз» П „  =  • Кс|1 — О с,|, К ис • g ' j  Н" О с„ .

Уиисторный граф показан на рис. 4.8 с последующим 
упрощением.

Рис. 4.8

Д л я  биполярного транзистора но его матри ц е  (3.39) 
составим уиисторный граф. Он показан на рис. 4.9.
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На рис. 4.10, а приведен уинсторный граф диодной 
оптопары ,  составленный по матрице (3.37) ,  а на 
рнс. 4.10,  б — граф операционного усилителя но м атр и 
це (3 .38 ) .

Д л я  п о с т р о е н и я  с м е ш а н н о г о  (у н и  с т о  р- 
н о г о )  г р а ф а  с х е м ы  н е о б х о д и м о  его пассив
ные компоненты изобразить в виде ненаправленных 
ребер,  электронные компоненты представить в виде 
уннсторного графа замещения (уппсторной модели) и 
включить в граф аналогично тому,  к а к  они включены 
в исходной схеме.  Тогда топологическая модель схемы 
б у д е т  в то ж е  время и се математической (графовой) 
моделью.  Д л я  сравнения обратимся  к топологической 
модели схемы ,  которую рассматривали в методе э к в и в а 
лентн ых схем (§ 3.1) .  Она т а к ж е  использует зависимые

/ 1 1

Рнс. 4. 10

источники в схемах замещения электронных компонен
тов.  Од нако  подмечаем,  что уиисторпый граф з а м е щ е
ния и эквивалентная  схема замещения совпа 
д а ю т  только тогда,  когда в схеме з а з е м л я е т 
ся одни из узлов  электронной компоненты ( управляю 
щий э л е кт р о д ) .  В этом случае  и в матрице Y схемы 
уп равля ю щ и й  параметр (проводимость унистора) д о б а в 
л я е т с я  только к одному или д в у м  элементам согласно 
п р а в и л у  включения управляющего параметра.  Если пн 
один из узлов  электронной компоненты не совпадает  
с б а зи с н ы м  узлом схемы,  то согласно правилу у п р а в 
ляющий параметр добавляетс я  у ж е  к четырем элемен
т а м  мат рицы,  что соответствует уннсторному графу 
компоненты,  содерж ащ ем у  три унистора.  Таким обра
зом,  у б е ж д а е м с я ,  что усложнение уппсторной тополо
гической модели по сравнению с эквивалентной схемой 
происходит в результате  неизбежной платы за  повое 
ее качество ,  т. е. за слияние ее с математической мо-
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лслыо.  Д л я  получения выражений сх ем ны х функций
составлять матрицу проводимости у ж е  не надо. Здесь 
используются топологические формулы М а к с в е л л а  или 
Мэзона,  которые мы рассматривали в применении к не
направленным графам.

П р и м е н е н и е  т о и о л о г и ч е с к и х ф о р м у л  в 
с м е ш а н н о  м г р а ф е  (с у н и с т о р а м  и) т р с б у е т 
учета направленности и других свойств упнеторов.  На 
примере формулы Мэзопа обозначим особенности ее 
применении в грифе с унисторчми.

1. Перед вычислением числителя .V топологической
п

формулы | N =  У РКАК ) необходимо условно заземлить
к — I

одну из вершин измерительного прибора.
2. Величина пути или дерева считается равной нулю, 

если в их составе имеется унистор, направленный в сто
рону от условно заземленной вершины.

3. При вычислении определителя графа А (знамена
тель топологической формулы) условно з а з ем л я т ь  м о ж 
но любую вершину.  С целыо упрощения графа рацио
нальней з а з ем л я т ь  вершину, которой инцидентно наи
большее число исходящих унпсторов.
Рассмотрим способы разложения определителя  графа.

Р а з л о ж е н и е  п о  д в у м  в е р  ш и и а м
1. Выбирают на графе (напомним, в графе закоро

чены вес источники напряжения п разомкн ут ы  источ
ники тока)  д в е  любые вершины,  одна  из которых 
должна быть условно заземленной.  Рационально выби
рать наиболее удаленные д р уг  от д р у г а  вершины.

2. Определитель ищется посредством рассмотрения 
прямых путей м е ж д у  выбранными вершинами но фор
муле

Д -  2  Р ' Х ,  ( 4 .7 )
к = \

где Р к — величина к т о  прямого пути м е ж д у  выбран 
ными вершинами;  А* — определитель  подграфа,  полу
ченного из исходного после за к о р а ч и в а н и я  к т о  пути;  
q' — число всех возможных п р ям ы х  путей м е ж д у  вы 
бранными вершинами.

Пример 4.3. Найдем определитель д л я  уписториого 
графа операционного усилителя (рис.  4.10,  б):
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1) вы б и р аем  вершину 2 на рис. 4.10, б для  условно
го за з ем лени я ;

2) уп р о щ аем  граф путем удаления  унисторов 
пi.iх 24 н «Оных 23 (рис. 4 . 11, о ) ;
3) вы б и р аем  вершины разложения 2 и .4 ка к  наи

более у д а л е н н ы е  д р у г  от друга ;
4) перебираем  все прямые пути м е ж д у  вершинами

(пути через уиисторы равны нулю, т. к. унисторы в них 
направлены н сторону от условной заземленной вер
шины) ;

5) з ак о р а ч и ва е м  путь Р\ и получаем подграф, по
казанный на рис. 4.4, б\ для  него Aj =  G;i-f-G„xi; при 
закорачивании второго пути граф превращается  в одну 
вершину Л j =  1;

6) в р е з у л ь т а т е  получаем А =  /J 'A' -f- Р\Д' =  
О в х ‘> О ПМх  ( О д  - f -  О п х 1 )  О д О , i x i O m x "  1 .

1. Выбира ют  в графе вершину р. В ненаправленном 
графе любую,  в графе с унисторами разложение ведет
ся но условно заземленной вершине.  В первом случае  
рационально выбир ат ь  вершину, которой инцидентно 
наибольшее число ребер. Во втором случае  это еще и 
т а к а я ,  от которой направлено наибольшее число уни
сторов.

2. Определитель  ищется путем закорачивания одних 
и одновременно разры ва  других ребер,  инцидентных 
выбранной вершине р, но формуле

2 и ,'1:

Рис. 4.1 I

Р а з л о ж е н и е  по  в е р ш  и и с
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л == I у А V
У ,У А у У,У/У,А чк (4.8)

< < jj  *
где (/„ ///, i/к — проводимости ребер (унисторон) , инци
дентных выбранной вершине у  и соответственно в е р ш и 
нам /, к. ...; А, — определитель  подграфа,  п о л у ч а е м о 
го из исходного после з акорач ивания ребра ;/, и у д а л е 
ния всех остальных ребер, инцидентных вершине р\
Д,у — определитель подграфа,  получаемого пз исходного 
после закорачивания ребер //,, у/ и уда ления  всех  ос
тальных ребер, инцидентных вершине /;; Д„Л - о п р е д е 
литель подграфа, получаемого из исходного после з а к о 
рачивания ребер у , ,  у j  и у к и удаления всех о с т а л ьн ы х  
ребер, инцидентных вершине и т. д.

К С,р

г)

Y

4J'P "'рл  V

%

ж )

л:./>
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Пример 4.4. На йдем  определитель графа,  приведен
ного на рис. 4.12, а:

1) выбираем вершину разложения р и условно з а 
з е м л яе м  ее (рис. 4.12, б ) ;

2) упрощаем граф (рис.  4.12, б, я ) ;
3)  закорачиваем  по одному ребру у д ал яем  

одновременно ребра 6’4 и 6’5 (рпс. 4.12, <_•) и находим 
определитель полученного подграфа A, =  G2G3- f G3y 
(G2t/= 0,  т. к. унистор у  в этом дереве направлен в сто
рону от условно заземленной вершины р, /); при з а к о 
рачивании 6'4 и зат ем  6'5 подграф получается того ж е  
вида  (рис. 4.12, г ) ,  одн ак о  Л; =  G3(G2— У) и А к = У ( 0 2+  
+  G3— У) -\-G2G3\

4) закорачиваем  по д ва  ребра:  y-\-G, и G4, a G5 
у д а л я е м ,  получаем подграф на рис. 4.12, д, его опреде
лител ь  Aij— G3; за корачи ваем  */+G, и G5, у д а л я е м  6’4, 
находим А, к = у + 0 2 (рпс.  4.12, е ) ; закорачиваем  6'4 
н G5, у д а л яе м  у + О и находим A/K= G 2+ G 3— </;

Г>) закорачиваем  по три ребра:  f/+G|, G4 и G5, граф 
п р евращ аетс я  в вершину,  его определитель Л,; к= 1 ;

(>) поскольку вершине р инцидентны три ребра,  пе
реходим к записи определителя  по формуле (4 .8) :

Л = [G,G3 (G, -  Y) 4 О, ((Gj + а з -  Y) Y +  О Л 3) +
+  ( Г, +- G3) (G,G3 +  О, К ) Ц  [ ( К  f  G.) G,G3 +

+  ( Y +  G,) G, ( Y +  G2) + G4G, (Gs +  0 3 Y) ] |
-I- |( Г  4  G , )G 4G ,1 | .

P а з л о ж е и н е  о п p е д  е л и т е л я но  р е б р у
1. Выбирается  в графе  ребро, одна из вершин кото

рого являетс я  условно заземленном.
2) Путем з ак орач ивани я и удаления этого ребра 

н а х о д я т  определи гель по формуле
А = Л 0+//кАк, (4.9)

г д е  у к - проводимость выбранного ребра разложения ;  
Д к — определитель подграфа,  получаемого из исходного 
после закорачивания ребра  у к\ А0 — определитель под
граф а,  получаемого после удаления ребра у к.

Настоящее  раз ложен ие очень простое, по, как  пра
вило,  его приходится применять к графу неоднократно 
(методом вложения) .

Пример 4.5. Д л я  граф а,  приведенного па рпс. 4.12, а, 
найдем  определитель разложением но ребру:
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1) выбираем ребро разложения (7.,, исходя из того, 
чтобы при его удалении граф м а кс и м а л ь н о  упрощался 
(условно заземленный узел оставим тот  ж е ) ;

2) закорачиваем  ребро G.|, полученный подграф по
казан па рпс. 4.13,  (/, найдем д л я  него определитель 
Ас4 =  (G|-j-*/ — y-\-Gs) (<5-|- (G|-f{/—{/-[-(is) G3 + G 3G5 ;

3) для  поиска А0 удаляем  ребро G.(, получаем под
граф, показанный на рис. 4.13, С>, по он не является  
элементарным,  поэтому к нему применяем  разложение 
по друг ому ребру,  например G , - f  </, то гда  А0=А,' ,  +  
-\- (G|-}-{/) Аса | i ;

4) зак орач иваем  ребро G|-)-//, получаем подграф, 
показанный на рис. 4.13, «,  и находим Д<л+ 1  =  0'2 (С 3-{- 
+  G5) +  (G3 -f-G5)//;

. /г

Рис. 4. 13

5) у д а л я е м  ребро d\-\-y и находим  Л , , =  G'sfG\//-|- 
-k'/(G2 //) +G\G:l] ;

(i) зап и сы ваем  До— G5[G;i//-j-// (G 2 //) G 2G3] -}- (G i -j- 
+ / / )  I G 2X  ( G 3 + G 5 )  + / / ( G 3 + G 5 )  1 ;

7 ) записываем искомый определитель  исходного 
графа
Л ( У  [- ( ( ? ,+ у )  Ло-1 +г■) i G.Af;i = G;, |G3y | у  (G,- у )  Ь



+  G f . , | +  (G, +  y ) \G, ( 0 ,  +  G,) +  у (G3G :, ) ] +  G, |(G,+ 
+  Ga) (Gb -f G.,) j- GsC5].

Порядок а н а л и з а  электронных схем методом уни- 
сторных ( с м е ш а н н ы х )  графов

1. П ост ан овк а  задачи  анализа.
2  Выявле н и е  требуемых дл я  ан ализа  типов схем

ных функций, их характеристик и параметров .
3. Составлен ие топологической модели для анализа 

схемы по постоянному или переменному току,  а т а к ж е  
с учетом импульсного режима работы устройства.

4. Подбор наиболее подходящих по режи му  работы 
и з а д а ч а м  а н а л и з а  матриц проводимости или схем з а 
мещения электронных компонентов схемы. Составление 
но выбранным моделям уннсторных графов электрон
ных компонентов (или выбор из числа известных уин- 
сторных м о д ел ей ) .

5. Сост авлен ие графа схемы с учетом уннсторных 
моделей электронных  компонентов.

(). Подключение к графу с учетом вида  искомой схем
ной функции измерительного прибора и условное з а 
земление одного из его зажимов (вершин).

7 Построение выражений для  требуемых  схемных 
функций по формуле Мэзоиа.  Начинают с выбора на
правления то ка  в выходном ребре, поиска всех прямых 
путей от одной вершины источника сигнала  к другой 
его вершине через измерительный прибор, затем вычис
ляются их дополнения.  Последним этапом является  
вычисление (з апись)  определителя графа.

8 . Построение частотных или временных хар ак тери
стик.

9. Вычисление чувствительностей.
10. Ана лиз  сх ем ы на устойчивость и т. д.
Пример 4.6. Найти схемные функции Ки =  иПи\1^(р)> 

У|ПЧ>=  1|>ыхЛ' (Р) < У||Х =  llix/t'(Р) • 2||ы* =  Н|1|,|х/Увых ДЛЯ схе 
мы инвертирующего усилителя на операционном усили
теле ( О У ) , представленной на рис- 4.14, а.

1) С о с т а в л я е м  граф схемы, включая  в пего упистор- 
ную модель операционного усилителя  из рис. 4.10, б. 
На рнс. 4.14,  б  показан получившийся при этом граф. 
Поскольку  в схем е используется инвертирующее,  а не 
дифференциальное включение ОУ, необходимо вершины 
0 —2' и 4' на рис. 4.14, б объединить. В результате  иолу-
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чаем граф, показанный па рис. 4 14, п. Упрощаем  его, 
объединяя параллельные ребра (рис. 4.14,  г).

2) Включаем измерительные приборы V и А в соот
ветствии с видом искомых схемных функций и условно 
за земляем  сначала  одну из вершин (0 ) во льтметра  V. 
Упрощаем граф путем удаления унистора  — кСпыхоз. 
направленного от заземленной вершины,  и объединения 
унистора — kGвых го е параллельным е м у  ребром.

3) По полученному в результате  этих действий гр а 
фу (рис. 4.14, 0)  начинаем построение схемной функ
ции Ки'-

пУ P i/J 1 V-1/
к =

К К
и„

е(Р )
Путь начинается в вершине I и з а к а н ч и в а е т с я  в вер
шине 0 :

Pi =  G] (G2 -fKGuux),  q = l .

Рис. 4.14

5*. 1 13



После за ко р ач и ван и я  Pi  граф стя гивает ся  в одну вер 
шину 0 :

Д , =  1 .
4) Вычис ляем  определитель после закорачивания 

источника е(р)  и удаления измерительных приборов 
(рис- 4.14,  е\ вершину условного заземления оставляем 
п р е ж н е й ) :

Д = (G;i +  G„xl 4- G, — t<Gu ,ix) (G3 +  GBIX) +  (Gx j- G1)XI -f- 
+  G, — kGuux)G 2 +  (G3 4  Gu ,IX) ( G, -j- kGuiax).

Т о гд а
ц  _  __________________ Gt (Cl, 4- a.'G„ JX)__________________

(Gr, + Gllxl- f  G, kGbux) (G3 +G,1IJX+  Ga)-| (G;, - fGBJX) X
Gi(G-j |- «G„,JX)
X (Gj ^GBblx)

Найдем  У,ВД) : P,  =  G, (G2 + « G , 1UX) G3, 9 = 1 ,  Д i =  1 ■ 
Определитель  тот же ,  тогда

У ________________ G,G;| (Gj 4~ Ĝ|„,|X)_____ ________
= (Од + G„x, +  G, -  kGdjx) (G, -I- GBJX I- G2) +

_____G|G3 (G.̂  •- a.'G[,.,iX)_____
( 0 3 +  G|„,1X) (G-, -+- xGu n )

Д л я  определения входной проводимости включаем 
ам пер метр  последовательно с источником с(/7) (п ока
зан па рис. 4.14, d ) .  Вершину условного заземления 
о с т а в ляе м  прежней.  Тогда
Р i= G  1 ( О ’ д  + Gи х |—kUв ы х ) , 1^2 =  G 1 (G2-(-/с О ’ и щ х )  (G’ j-f-Gjn.ix) ■

З а к о р а ч и в а е м  Р\, находим Ai =  G2+ G 34-G„Ux, з а к о р а 
чиваем Р2, находим Д г = 1 -  В результате  (определитель 
тот ж е )

у  ^  G, (G, Gnx, -  kG„,,x) (G., +  G3 | G...x) 4-
,,X = (Gj + GBXI | G, лгСиых) (G, + G„.,x + G,)

-|- G| ( 0 .2 4 - /ер',,.,x) (G3 -| GM|,|X)

4" (G:) +  0 DIJX) (Gz 4_
Д л я  определения выходного сопротивления схемы 

подключаем  к выходному ребру дополнительный источ
ник т о ка  (показан штрихом),  а источник напряжения 
на входе  зак орач иваем .  Тогда Р i =  l ,  т. к. он проходит
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только через вольтметр,  Ai =  (7| +  G;l-|-G,ixl—кС „ ых-+- 
-ЬкСпых+Ог- Определитель тот ж е ,  поскольку источник 
тока  У при этом удаляем .  В р е з у л ьт а т е  получим

z  _______ ! ■((/, +  Ga +  (/, +  G..,.)
“ 'Х (Од +  О 11X1 +  О, ^Giux) ( Gз —I- О...х + О.,) -f-

_1 -G, -j~ G> 4- G , -j~ Opa)
+  (Gi +  0 ,1ЫХ) (Gj -}-

Пример 4.7. Д л я  схемы усилителя ,  представленной 
на рис. 4.15,  а ( эквивалентная  с х е м а  по переменному 
то ку ) ,  пайти передачу по нап ря жени ю  K v = u llblJ e ( p ) .

1) Составляем  граф схемы,  в к л ю ч а я  в него уиистор- 
ную модель транзистора (рис. 4.9, б).

2) З а з е м л я е м  вершину 0  к а к  одни из з а ж и м о в  
вольтметра  V. Удаляем  уиисторы,  исходящие из нуле
вой вершины, объединяем п араллельн ы е  ребра и полу
чаем граф (рис. 4.15, я ) ,  готовый д л я  проведения а н а 
лиза

3) Приступаем к построению схемной функции, н а 
чиная с определении прямых путей на рис. 4.15, б из 
вершины / в вершину 0 через во льтметр  V:

Р\ =  О , ( -  £-21 -1 £12 -  £ 21) ( £ .'1  +  gV2 -  £ 12 ) =

+  G,£2i£2i — вершины /, 2, 3, 5,  0\

!\  =  G, ( - ^ )  (g\-, +  х'я) С0 -  /, 2, 3, 4, 5, О-

P-J — О, (,t,'n +  £ 21) ( £ . 1  — £ 1 2  т  Аг 12 4" £ 22) ( -  £ 2 1  4 * £ 1 2  —

— £ 12) = —£ | ( £ 1 1  -I- £ 21) (Аг21 т  £ 22) £ 2 1  - -  /, 2,  ■/, 3, 5, О; 

!\  — (£п -f £21) G0 — /, 2, 4, 5, 0.
Уиисторы, направленные в сторону от условно з а з е м 
ленной вершины,  не включаем в пути Р2 (унистор м е ж 
ду  вершинами 4 и .7), Р3, Р4 ( унистор I и 2). З а к о р а 
чивая пути, определяем их дополнения :

Д, ~ G, 4 - 4 - g \j 4 - g., 1- g 22 (под граф  на рис. 4,15,  г),

Д* =  1 .

д 3 — 1.

Д( =  g  22 +  £ 1 2  — £ 1 2  i Arll +  £ 2 1  I G;, — g \2 g : I +  g  12 — 

=  £ 2 2  +  £ 1 1  4- G3.
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II)
Рис. 4.15

к)
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4) Приступаем к вычислению определителя Д. З а к о 
рачиваем источник нап ряжени я с(р). Выбираем в к а ч е 
стве условно заземленной д р у гу ю  вершину .7, т. к. граф 
при этом заметней упрощается  (остается только д в а  
унистора — рис. 4.15, с). Рад и сокращения п осл ед ую 
щих записей введем однобуквениые обозначения прово
димостей ребер графа и изобразим его без пересечения 
ребер, к а к  показано на рис 4.15,  ж. Начнем,  по скольку  
граф довольно сложный, с разложения но д в у м  вер- 

ч'
шипам А =  2^ 1\ЬК. Выбираем на рис. 4.15, ж  вершн- 

1
мы: 3 (условно за зем ленн ая )  п 2. Запишем величины 
всех прямых путей м е ж д у  ними Рк:

РКР\ — — d. Я'  =  eg, Р\ =  cm к,
Р\ = cb (I f  у") и, Р\, — ек, Р'. = emg,

Р\ =  e lbg , Р'н а (у" 4- /) к, = — а (у" -|- /) mg,

Р \о =  — abg. P i i — — аЬ тк.
Переходим к записи дополнений этих путей Л*. После  
закорачивания пути Р[ получаем подграф, показанны й 
па рис. 4.15, з. Он т а к ж е  не являетс я  эл еме нтарны м,  
поэтому применим р азложен ье  по одной условно з а з е м 
ленной вершине .7 и 2:

= I — а ^а f  (С +  g  — У') Ьгяу' + (К +  <’) А ,.■<.] +
+  I о. (с -[- g  у  ) ДЯ(ГЛ-у') а  (/< |- с) А,,(Л,.) -f-

+  (с +  g  -  У') {к г  е) А |  -1- J -  а  (с +  g -  у')  X
X  (лг +  с )  Да(гдгу')(жс)] =  — л  [b (I -}- у") bm-j т  ( у +*
I (с +  g  — у') |(* +  /) т  +  b (у" +  /) ] - f  (к + с) |Ь ( т  -f-

+  /) +  ml] — а (с \-g — у") ( т  + у ” +  I) -  а  (к Ь е) ( b f

Н- т )  +  (c +  g  — y ') (K  I e )(b  +  l  a).
Д а л е е  находим Л1, за ко р ач и вая  соответственно п уть  
Р\ (подграф показан на рис. 4.15,  и): 

д ;  =  (Ь—а) (т+к+е)-\- (Ь~-  а) (//"+/) + ( т + к + е )1 -  
После закорачивания пути Р получаем подграф, по
казанный на рис. 4.15, к:

д ;  = Ь —а + 1
и далее  закорачиваем путь Р , , граф преобразуется  в 
одну вершину

д ;  =  1.
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За корачивае м  путь Р граф преобразуется в трехвер 
шинный аналогично рис. 4.15, и: Ад =  b ( c + g —»/'+/«) +  
+ Ь (1—и) +  ( с + ^ —у ' + т )  (/—а), А'л = Ь —и+1, Л ' , = 1 , 

Л я =  b -j- с-j-g—У Л 9 =  1, Л 1о =  in к-\-в-\-у',~f- /,
A i i  =  1 .

и
В результате  Д =  ^  Рк А « =  —</{—«[/> (l+y"+in)-\-

1
+ т  (у"+1) | +  ( l + g - y ' )  [ Ь { т + у ”+ 1 ) +п,1] +  (к+ е)
[Ь(m + l)  + m l] —a ( c + g  - у ' )  ( т + у " - \ - 1 ) - а ( к + е )  (Ь +  
+ m ) +  (c + g —y') ( к - f e )  (b + l) — a(c-\-g—у') ( к + е ) } +  
+ с#[ (b—a) {rn-\-K-\-e-}-y"+l)+l(in-\-K-\-e)]+cniK(b—
■—а-\-1)-\-сЬ(1-\-у")к- 1 -f-елс[ (c+#—y ’-\-m) (ft +  /—a) +
+  b (l—u) ] + e m g (b—a + l ) + e l b g ■ 1 —<i (у " + 1 )к Х  (b +  
+ c + g —У ' + т ) — a ( y " + l) r n g - 1 — a b g ( m + K + e + y " +
+ / ) — ubniK■ I.
Запишем окончательное выражение дл я  Ки, д е л а я  об
ратную подстановку и преобразовывая полученные 
ранее выражения д л я  числителя и знаменателя  схемной 
функции:

Ки =  V  р къ ф  = 0 ’ , [а ‘ 4  +J ' l ±  t e i± £ v tz
1 1 — g2l { —  g\l I ( Ar22 4 ' g2l 4  G\ 4~

—  G„g':i (gi :  4 ~ g':i)  —  ( g i l  4-  g ? i )  ( g z i  g'22) g n  4 

+  G-.) (G0 +  g 21 +  g'22 +  g -'ц +  gL>) +  g ->2 +  1
 4~ Gn ( g u  - j -  g n ) (g ?2 -I- g n  I Gx________________

+  Gj) + (G, + gll -f g|2 +  G;,) (G„ + 0,  g2l + G; 1) (G„ 4

4- G:. 4- gn 4- g 22 4- gn 4- gi2)| 4* (g2i 4- g .2 + gn 4 

+  gu) |0„ (G, 4 - gi2 4  tf2i 4- 0 4) 4- G, (g\> 4- g22 4- G,) I

4 (G, 4- g vl 4 gu  I G:l) (G0 4- gi2 4- gw + C4)| 4

4- (G, + gn 4- gi2 4- G3) |G„ (G., 4- g \2 4- £22 4- G,) 4

4- Ga (gn 4- g'22 4- G,)|) 4- (g.'i + g.'j) {(gn 4- g 2i) X.

X  [ (G,, — £ 12) (G, 4 - G, 4 - g u  4  g i 2 H G3 4- gn  4 
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+- g ’ l +  G|) +  (дг 12 4 " Ar22 +  G() ((/■> - f  G, -j- £ 1 1  4- g l 2 4*

4- G ,,)|  4 '  С ,  | G a (0 „ —  £ 1 2  +  ЛГ12 ; g 22  +  O , )  G u ( £ 2 2  4

4- £ 2 1  4-  G 4) |} 4- ( £ 1 1  4- £ 1 2  4- G 3) { [ ( £ 2 1  +  g22  4- ^ 1 1 4 - ^ 1 2  -|— 

4-  G 2) ( G „  4- g ' v  4 - 0 .t) 4-  G „  ( g ' a  +  ( i 4) I 4- G 3 U ' „  4

4- £ 2 1 )  ( G „  4 - £ 2 2  4 G , )  - b  G n ( ^ i i  4  g 2i )  ( g '12 +  £ 2 2  4- G , ) }  —  

g l 2  { ( # 2 2  |- G ,  4" i r2l) | G ,  ( G 0 4 g ' J l  4- £ 2 2  +  £ 1 1  +

4- £ 1 2  4- G_>) 4- G-j ( g n  4- £ л )|  4~ O0 |(£n  4 -  g 21) (G2 4- G, 4-

4 - £ 1 1  4- g i 2 4- G:| 4- g 22 4- £21  +  G j)  4 -  G .,0 , ]}.

Получившееся выражение,  к а к  видим, довольно сл о ж 
ное. Оно с трудом поддается ан а л и з у  и годится только 
для  численных расчетов (построения частотных и вре
менных характеристик и т. д . ) .  Необходимо проявить 
вы держк у ,  известную изобретательность и хорошее по
нимание задачи анализа ,  чтобы правильно упростить 
получившееся выражение дл я  Кн. Например,  во многих 
задача х  анализа  и расчета вполне до пустимо пренебречь 
обратной связью в самих транзисторах (эффект Эрли) ,  
т. е. считать £ 1 2  =  0 , в некоторых с л у ч а я х  пренебрегают 
входным сопротивлением транзистора.  Так ,  при подста
новке в полученное выражение д л я  K u g  12 = g i 2 =  0 оно 
заметно сокращается .  Однако рациональнее  подобные 
упрощающие допущения делать  вн а ч а л е  при составле
нии топологическо-математической модели схемы.  Тогда 
граф упрощается  и легче осущ еств лять  перебор всех 
путей и деревьев.

Из приведенных примеров видно, что с усложнением 
схем довольно быстро выраж ения схем ных  функций, а 
следовательно временных и частотных характеристик ,  
становятся недоступными для  аналитического обозрения. 
Найти приемлемые их упрощения становится  проблема
тичным и не всегда  возможным за ограниченное время.  
В этой связи в последнее время одним из мощных 
средств решения задач ан ализа  и расчета  считается 
применение ЭВМ. Поскольку метод унисторных см е
шанных графов является  принципиально минимальным,  
его и следует  положить в основу машинного анализа  
(расчета)  линейных (квазилинейных)  электронных
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схем. При этом будет  достигаться экономия машинно
го времени,  явл яю щегося  одним из основных критериев 
оптимальности программного обеспечении анализа и 
расчета сл о ж н ы х  электронных схем.  В то ж е  времи 
топологическая  модель схемы и топологические методы 
ее анализа  не отвечают другому столь ж е  ва ж ном у  кри
терию оптимальности,  а именно языковой совместимо
сти математ ич еской модели с ЭВМ. В этой связи на 
базе  рассмотренных  графов разработа ны методы, ос
нованные на теоретико-множественных моделях схем.

4.3. Метод структурн ых  чисел

Приспособить топологические формулы передачи 
для  эффективной их машинной обработки в символьном 
виде — значит  применить кодирование элементов схе
мы или ее граф а (топологической модели) числами.

С. Бел лер т  (польский ученый) в 1963 году предло
жил ко ди роват ь  ребра графа или ветви схемы поряд
ковыми номерами или номерами его вершин (узлов ) .  
Позднее Я.  К. Трохименко пошел дальше ,  предложив 
в код ветви  (ребра ,  упистора) включать  т а к ж е  числа, 
х арак те ризую щ ие не только их векторные свойства (т. е. 
положение ветви (ребра) в схеме (графе) — ее адрес ) ,  
но и их с к а л я р н ы е  (весовые) свойства.  Например, з а 
пись Y(ijna)  =  2165 означает:  i — номер 2 вершины 
исхода ветви или ребра,  / — помер 1 вершины захода  
ветви (р е б р а ) ,  п порядковый номер 6 ветви схемы 
(р еб ра ) ,  и — проводимость 5 ребра (нормированное 
зна че ние ) .

В основе метода  лежит  математический аппарат  
теории множеств. При этом схема или ее граф представ
ляются  совокупностью неупорядоченных или частично 
упорядоченных множеств .  В качестве  последних прини
мают т а к  н а з ы в а е м ы е  базисные подграфы fi6(w,), обра
зованные м атрицам и  Y, а т а к ж е  звездными или кон
турными таблицами графа. Элемен тами множества Q 
базисного подграфа являются  коды ребер, входящих 
в него: '

1 я ,о  а ,- , • • • а , л

Й tr,\ 2  “*• Я23 • • • *'1п
Рэи ( а ) =  • • • • • •

: : : : :
// ял0 7Л, ап.2 у.пп—\ _

152



Например,  дл я  графа на рис. 4.2, а множества ребер 
подграфов звезд  при выборе общей вершины «О »  с о 
ставляются  произвольным перечислением кодов ребер ,  
инцидентных f-й вершине, и записыв аю тс я  в виде т а б 
лицы базисных звезд  (частично упорядоченное м н о ж е 
ство) или в виде однострочных звездных со множи те 
лей (для ввода в Э В М ) :

1 1 0 1 2 13 У, Уа Уа
М у )  =  2 2 0 2 1 23 Уь Уа Ус

3 30 31 32 Ус Ус! Ус
или ?:,„((/) =  [Q, ]  [Q2] [1> з] =  f 10, 12, 131, [20,  2 1 , 2 3 ] ,  
[30,  31, 32 ] .  Таковы исходные математические модели 
схемы (графа)  в тсоретико-множествепиом п р е д ст а вл е 
нии.

О п р е д  е л е и и я, т е р м  и п о л о г  и я,  с и м в о л и к а 
т  е о р и и м и о ж е с т  в. М н ож ество  объектов любой 
природы математически п редста вляется  перечислением 
(в скобках )  буквенных или цифровых символов ( э л е 
ментов м н ожес тва) ,  к а ж д ы й  из которых изоморфен 
(т. е. взаимно однозначно соответствует)  одному из 
объектов множества  £={(?} =  {«, Ь, с} или £ = [ « ,  Ь, с ] ,  
или Е = ( а ,  Ь, с) .  Элемент е я в л я е т с я  элементом м н о ж е 
ства £;

не являетс я :  с е £ ,
Множества /:, и Е2 считаются равными =  £>, если 
образованы одинаковыми элеме нтами  независимо от 
порядка  их перечисления:

£  =  \а, Ь, с] =  [Ь, а, с] =  [г ,  а, /;] и т. д.
Если f )  являетс я  подмножеством множества  Е. то это  
записывается  так :  Е\^Е  или E^czE, если £| о б р а з о в а 
но частью элементов Е, например:

[а ,  Ь]сгЯ,  [ / ; ] с г£  и т. д.
Дополнение Е2 подмножества Е\ образуется  эл ем е нта ми  
множества  Е, не вошедшими в Е\\

£ 2= £,  =  £ — £,.

Например:  £ = [ 1 2 ,  13, 14, 10] ,  £ = [ 1 0 , 1 2 ] ,  тогда Е2 =  
=  £,  =  [10,  12] =  [10, 12, 13, 14 ] — [ 10, 12] =  [13,  14] .  
Очевидно, что £ 2= £ |  =  £i .
Суммой множеств Е\ и Е2 н а з ы в а ю т  множество £ =  £ i +
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+£г> образованное всеми элементами обоих множеств,  
включая  и оди нако вы е ,  папрпмер:

[a ,  b, г ]  [ а ,  </| =  [к, Ь, с, a, d\.
Объединением (конъюнкцией) множеств п / : 2 назы
вают множество Е — Е\\)Е2, образованное всеми элемен
тами обоих м н ож ес тв  (одинаковые элементы за меняют
ся одним э л еме н то м ) ,  например:

[а, b, c ] U [ « ,  d] =  [a, I’. с, </].
Пересечением, или совпадением (дизъюнкцией) мно
жеств и 1-2 н а з ы в а ю т  множество E = E t(]E2, образо 
ванное одинаковыми элементами этих множеств ,  папрп
мер:

[а ,  b, с]  Г) [ « .  d\ =  [ « ] .
Декартовым произведением множеств Е\ и Е2 называют 
множество /:==/:'|Х^2 . являющееся совокупностью мно
же ств  (<?|, е2) , образованных всевозможными сочетани
ями элементов,  в з я т ы х  по одному от к а ждого  из пере
мно жаемы х м ножес тв ,  папрпмер:

[а ,  I), с ] X [ а . </] =  [ ( « i ,  а) (а, <I),  (Ь, а),  (b, а ) ,  (b, d),
(с, а), {с, </)].

Векторной суммой множеств называют множество,  об
разованное всеми элементами суммируемых  множеств,  
за  исключением одинаковых:

Е = Е[ФЕ2 =  Е\[)Е2 — Е | (У-;»— Е\(]Ё2, т .  с .

векторное сложение совпадает с операцией получения 
дополнения пересечения множеств  [и, 1>, с ] ® [ и ,  </| =  
=  [Ь, с, </].
Декартовым векторным произведением множеств назы
вают множество Е — Е\&Ё2, в котором вычеркнуты все 
члены с одинаковыми элементами,  например:

[u,  b, с] &[<■'. </] =  [ ( « ,  d ) , (b, а),  (/), d ) , (с, и), (с, с/) ] .
Последние векторные операции основаны на операциях 
над полем модуля  2 , которые отличаются от обычных 
алгебраических операции тем,  что рез ул ьтат  действия 
над д ву м я  оди наковы ми (совпадающими)  объектами 
всегда  равен нулю,  т. е. (и, а ) = 0  пли 14 1 = 0 ,  54-5  =  0, 
d-\-d=i) и т. п.

Разработа нная  С. Веллертом и Г. Возпецки алгебра 
структурных чисел основана на введенном ими попя-
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тин структурного числи. Возьмем неупорядоченную си
стему множеств  Л =  [ « 1 , а2% ..., <1 ц], в которой а,=/=а,,
U¥=j), ( 4 . 10а)
причем, в свою очередь,  пк пр ед ставл яет  собой неупо
рядоченное множество элементов щк:
« K = f « | K ,  U2K, « 1 к ] ,  U ' K ^ U j K ,  ( i V = / ) -  (4.106)
Удобно изобразить структурное число Л в виде табли
цы, состоящей из столбцов ик [ 14] :

Л =

■*п

(4Л 0в )

Столбцы считаются равными,  если они с о д е р ж а т  оди
наковые элементы одного множества.  Структурным чис
лом называется система элементов « , к вида (4.10в)  
с учетом (4.10а), (4 .106), удовлетворяющая следующим 
определениям:

структурное число не содержит о ди нако вы х  столб
цов (множеств ак ) ;

-  два  структурных числа равны,  если содер ж ат  
только одинаковые столбцы, независимо от порядков 
элементов в столбцах н порядка распо ложения  самих 
столбцов;

суммой структурных  чисел я в л я е т с я  с т р ук тур 
ное число, содерж ащ ее  все столбцы с у м м и р у е м ы х  чисел 
кроме одинаковых:

2  3 4 ' 4 3 2 5 3  4 с 5
7 5 7

~Г
1 7 4 5  7 4

произведением структурных чисел Л и В является  
структурное число С, столбцы которого представляют 
собой все возможные комбинации столбцов Л и В, за 
исключением наибольшего четного числа  одинаковых 
столбцов и столбцов с повторяющимися элеме н там и

1 3 1
2 4 3_ _

Если в качестве  элементов множества  к а ж д о г о  столб
ца а к принять веса ребер соответствующего д е р е в а  гра-
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фа О, тогда топологическим изображением структурно
го числа будет граф С.
С т р у к т у р н о е  ч и с л о  Л с о д и н а к о в ы м  v— 1 
ч и с л о м  э л е м с и т о и в с т о л  б ц а х п о л у ч а е т 
с я из графа G с вершинами <oi, 0)2, .... м п путем пере
множения но mod 2 п— 1 простых однострочных со
множителей (вершинных множеств или звезд графа)
<>,, Q2....... a n _ i:

Л [О, Q2 ... L>/l_,]mod2, (4.11)
где Q|, Q2, Qh-i составляются из значений весов ре
бер, инцидентных вершинам соь 102, .... to,, t (одна 
из вершин выбирается в качестве базисной). Так, для

Рис. 4 .16

ненаправленного графа па рис. 4 .Hi, a Q, =  [a,  b, г ]  
f 10, 12, 131, Q2= [ f f ,  ft, d] =  [20, 21, 231, Q3=[<?, c , d b  
=  [30, 31, 321,

ГЙ, ' 10 12 13
Я » » 20 21 23

noa't .3 0 37 52  ,

10 10  10 10 10  10 10  10  12 12 12 12 f t  /3 13 13 i i  13 1
20  20 20 21 21 21 23 23 20 20  20 25 ЙЗ 20 20  21 } l  23  j -
30 31  32 30 31 32  30 31 30 31 32 30 30 32 30 PS 30  J

a  a  a  a  a  a  cl a  5 6  5  5  о с со ]
9 9 9, 6 5 & d d 9 9 9 , d 9 9 j dв с J. в с d  в с в с  cl в е d  ее

где [£>|, £22» йз]  =  рЯп — звездная матрица графа.
Операция перемножения по mod 2 в данном случае 

соответствует составлению столбцов из элементов, в з я 
тых по одному из каждого однострочного сомножителя
1Г)б



Q,. При этом согласно операции над полем mod 2 ис
ключаются столбцы, содержащие одинаковые элементы 
(а ,к и а* ,) ,  а т акже столбцы-дубликацин (повторяющи
еся четное число раз) с одинаковым набором элемен
тов независимо от порядка их расположения в столбце.

Топологическое представление структурного числа 
неоднозначно, что позволяет в задачах  синтеза органи
зовать поиск оптимальной топологии схемы. В то ж е  
время для заданного графа G существует только одно 
его структурное число Л0.

Поскольку относительно топологии графа структур
ное v— 1 число представляется,  по существу,  списком 
его деревьев,  то нетрудно перейти от Л а  к определите
лю До графа G —

где clet Л(-,(у) называют детерминантом структурного 
числа А.
Согласно (4.12) д л я  в ы ч и с л е н и я  о п р е д е л и т е 
л я  Л г р а ф а  но е г о  с т р у к т у р н о м у  v— I ч и с л у 
н е о б х о д и м о  перейти к детерминанту det А (у ), ко
торый вычисляется путем перемножения проводимостей 
ребер, входящих в каждый столбец, с последующим 
суммированием всех полученных произведений.

Д л я  п о л у ч е н и я  с т р у  к т  у р и о г о ч и с л а 
Л„_ 1 по г р а ф у  э л е к т р о н н о й  с х е м ы  с у  п и- 
с т о р а м  н п е о б х о д и м о составить однострочные 
сомножетели QIt Ог, •••. i "о типу так называемых 
звезд исхода. В каждую такую звезду Q, включаются 
проводимости ребер и уннсторов, только исходящих из 
вершины о),. Так, для графа на рис. 4.16, б f > i= [a ,  в,
с] =  [ 10, 12, 13], о 2 = [ £ ,  Ь, к + с 1 ]  =  [ 2 0 ,  21, 2 3 + 2 3 ] ,

120 20 20 2 ’ 2 '  2 !  23 -23  21*23 20 2 0  20 23-2^ 20 20 2 !  37 23*23
[JO 31 32 30 3 ’  32 30 31 30 31 32 'О  p i  30 X  30/>2 30

п  ш

До = det А,-(у) =  2  П  Уы, (4 .12)
К -1 /-1

►
о 3= [ ^ ) {•, /с] =  [30, 31, 32],  символом 23 обозначен упи-
стор (I. Построим структурное число для этого графа 
по его звездной матрице исхода:

V ,  -Г/

10 1Z 1Э 10 10 Ю 1Q *2 f2  12 12 13 13 '3  f,3
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Определим по формуле (4.12) определитель графа 
A =  «#t'-{-u£C+agK-|-fl/;e-f d) с \ а (к |

+ d)c+ bf> e+ bgc+ bB K + b(K + d)e+ cge+ cgK + cbe-{-
- fc (K-fd) е.

При анализе достаточно сложных схем поиск .пу
бликации (одинаковых столбцов, соответствующих не 
деревьям,  а контурам)  становится практически очень 
невыгодной процедурой, т. к. для этого требуется про
вести /г! попарных сравнений столбцов для структурно
го числа п-го порядка .  В этой связи предложен ряд 
способов получения структурного числа без дублика- 
ций. Наиболее простой из них заключается в проверке 
каждого столбца на соответствие дереву.  Д л я  этого до
статочно но индексам его элементов убедиться в нали
чии путей из корня дерева (пулевой вершины) во все 
остальные. При кодировании ребер желательно первым 
брать i -й индекс, соответствующий номеру звезды й,-, 
и т. д.

Процедура поиска путей из корня. Среди вторых j-x 
индексов элементов столбца ищутся сначала пулевые. 
Если их нет — это не дерево, п столбец из структурного 
числа исключается [18 ] .  При обнаружении элементов 
с нулевым индексом / необходимо запомнить их первые 
(/-е) индексы, а сами элементы исключить из рас
смотрения. Затем запомненные индексы исключенных 
элементов сравниваются со вторыми (/-ми) индексами 
оставшихся элементов столбца. Если найдутся элемен
ты с искомыми индексами,  то теперь их первые (i-e) 
индексы запоминаются (а сами элементы исключаются) 
и сравниваются со вторыми (/-ми) индексами остав
шихся элементов. Процедура поиска путей продолжа
ется до тех пор, пока все элементы столбца не будут 
исключены из рассмотрения. Тогда этот столбец соот
ветствует дереву,  т. к. имеются пути из корпя во все 
вершины. Если число оставшихся элементов отлично 
от нуля, то данный столбец не соответствует дереву 
и его исключают из структурного числа. Д ва  оставших
ся элемента образуют дубликацщо типа ij п j i  (12 и 
21) ,  три и более соответствуют ребрам, образующим 
цикл (контур).  Например,  для столбца [10, 23, 31, 43] 
порядок исключения таков :  10—>-31 —>-23—*-43, //,,<т =  0; 
для  столбца [13, 20, 34, 41 | //„гт =  3.
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А л г е б р а и ч е с к и е  д о п о л н е н и я  А,,ь, А„ь, 
А„„ и др.  м о ж н о  п о л у ч и т ь ,  к а к  н раньше, через 
сумму соответствующих 2-деревьев (формулы 4.3). По
скольку 2-дерево содержит v 2 элемента ,  необходимо 
построить структурное и—2 число — A v 2 и определять 
алгебраические дополнения мере:» детерминанты соот
ветствующих структурных чисел

Ami=det  А у- 2, г.. (ь (4.12)
A,ifc =  del .1 и 2; ui1, о»

А(,г-|-(; .)(/)')— del A y  2; ah, ii'b ’ ’ и т. Д.
Д ля  получения A v 2 необходимо отобрать такие столб
цы из А а |, исключение 11 :< которых одного элемента 
достаточно, чтобы разорвать пути из а в а’ или из 
b в I)'.

По .Мэзоиу операция нахождения суммы 2-деревьев, 
определяющей алгебраическое дополнение, сводится к 
нахождению путей от вершин источника к вершинам 
измерительного прибора согласно правилу разложения

III
определителя графа на пути А =  У  Р к Д* = dct A v. \

к _-1

независимо от выбранной нары вершин, между ко
торыми ищутся пути /\. Это означает ,  что каждый 
столбец в Л;. | содержит путь м еж д у  любыми интере
сующими нас вершинами. Задача ,  таким образом, со
стоит в выборе нужных путей столбцов. Пусть 
источник включен между вершинами а и и', а изме
рительный прибор — между вершинами Ь и Ь'. Для

т
Y

вычисления А,„+,,') (*+«,') = необходимо выде-
I • I

лить в структурном числе Л<. \ столбцы, содержащие 
пути из вершины и в а' и проходящие через вершины 
b и Ь'. Можно для этой цели предложить несколько 
алгорит мои.

А л г о р и т м  I Выделим в Л. , столбцы, содержа
щие нутп между  вершинами источника а и а'. При этом 
исключаем н.< рассмотрения сюлбцы» содержащие эле
менты (путь через ребро на' нас пе интересует, 
т. к. заведомо не включает ребро />//), и столбцы, не 
содержащие элемента иьь ■ Тогда оставшиеся v—2 
столбцы будут содержать либо искомые пути, либо 
пути, пе проходящие через вершины b и Ь' (при этом

15У



элемент «/,(/ входит в дополнение пути).  Для отбора 
нужных столбцов необходимо провести анализ индек
сов элементов на наличие пути из а в b (или Ь') и из 
а' в Ь' (или Ь ). Если в столбце путь обнаружен из и в b 
и из а' в Ь', то этот столбец образует положительный 
член детерминанты А и 2, если путь проходит из а в Ь' и 
из а' в Ь, то столбец образует отрицательный член д е 
терминанты A v 2 -

Пример 4.8. Составим выражение для суммарного 
алгебраического дополнения А(,,+„,>(*+«,,) по графу, при
веденному на рис. 4.17, а. Согласно правилу Мэзоиа

для графа с унисторамн условно заземлим одну из 
вершин измерительного прибора V. В пашем примере 
о = 1 ,  а' =  4, /; =  3, Ь' =  0. Значит, по формулам (4.12)

=  Л(| +  ',)(:|+П) =  A ( i+ ;) : i=  ( le l/ ly  2 ; 13. 4«-
Составим звездную матрицу исхода графа

12 13 14 "
20 21 23 
30 31 32 34 •
40 41 43 _ 

где 2 3 = 2 3 + 2 3 .
Для сокращения записи и экономии использования объ
ема памяти ЭВМ  обычно стараются описанные выше 
манипуляции со столбцами структурного v— 1 числа 
перенести на звездную матрицу Рлпч ь тогда не нужно 
хранить в памяти все столбцы A v- 1 . Чтобы не было 
столбцов, содержащих а,,,,., т. е. код 14, вычеркиваем

160



191 '0699 1 Ь’><«С 9

J? ЛНИГП
-d on  я | m i i in id o n  m  m  ( ii v i u m i r i i a x o d i i  —  x b y k ji .'oxo n 
•ixi'Hj ОИЖ1ГОГ on ihIo n i u I ii o j o i i i i?ii Kir^f (Bnodoi s  хил 
• m o v iiii  я )  m i i io i n r o i i o r  woM OoiiiiBdyoJifB  koimomoii « iiivimii 
- и к гп м Х  ‘ и iv nil и itkIoh Xt.'MMW ш л и  outiioi n inodii nt: ‘nonnod
-Ol.'-£ ПНХЛИОНЛ KAI ‘I Г011ЛП ‘ ЦХЛОЛ IlOtKJI/OXO d o y io  О Н М 'О ^

(n + q + n + n )ii} j+ (ii( j-\ -q )  +
-| p o — ) n  —  M /i—  C.-//K I // -(- 01 //1 .-//С I // I <>I //0.-//Г I // _j_ ot//— c:/;.-l//-|-

_j- 1  * //or//:: i// _ _ i n 4 ' l nP = " к ОПЧГОХВМЮМО

-»v
OV (,V (it- Of- УЛ- 
r e  IS OS VZ 01 == "t't-i 
{.‘ i *:i *:i s i s I
: 14iinintlod ( поиоглп) ноппогкоскг омноглл 

Aimdo.i.o и 01*1 iiiю 1 я imIиi:п ‘шЬиэмпЛ omnoiiiiion/’Md ‘o ii
14 и и in d оя rodoii j- ii | ti i  i u Xii омиояли xnlnejKdoi'oo

‘ HOliyifOXO M1 KII О.ЮЛЯ IVOBIiXlfOIl 0 ХВХЧ l;\\F0 d $| r  X II 
(HNinrOXIOKOirOII HBIIi: ‘ ЧХЛЛ ОЖМВХ IIXAII OIMIVOMOIl) ()-*—{-

r e ^ S I  :noyi«)XD iinxodx ! ( imi iwoxBii i idxo мвнг я \? i n  и
О я 1 t:n чхАи чхло) '()<;-»-£ | :иоу1гохл nodoxn : ( j ;  я f  
i n  ихЛн xon) oj/ ‘QS-«-SI :noyi;oxo ijnndoii ivo.ulntш.-спу

= : -’j/
ot- w Ot 01- Ofr w o f ГР"»' f:v Of

r e r e 1? is Oo CS re !.'S OS OS re is OS
{.'1 VI j:i 5 I *:i П SI SI SI SL УА SL

-
ib X Ob

4b Oh - Of

41 >1 01 41 и 01

ы X 4> и

: ot'hh ■

■r.-.ihi:jJ o n n d x c iv  ijoiil'roii»: ион 
-noiiodoM X м K in ro x o d o ii  oxBX 'i irXrod  g  o>hkIxo i jo ' i io d x  я 
iMXiiowoire олн ковнижКнпчя ‘o £  Vom о м. “ ч ч n хшивж 
-doi/oo on ‘ионуитл  oi/i 'iy  011 i*iyox(-j ri li iidxBW 111 o jo



В  ручных методах эта задача решается достаточно 
просто путем последовательного сравнения индексов 
ij элементов столбца, в результате чего выясняется,  
имеется ли запрещенный путь между вершинами а 
и а'.

Р а с с м о т р и м  м а ш и н и ы й а л г о р и т м и о- 
и с к а  з а п р е т н о г о  п у т и  из  вершины 1 в верши
ну 4 . Выделим первый столбец из A v ■>, полученный в 
нашем примере: 12, 20, 40. Обращаясь к коду первого 
элемента 1 2 , выделяем его второй индекс 2  и ищем его 
среди индексов кодов других элементов столбца. Во 
втором элементе 2 0  выделяем его второй индекс 0 
и ищем его среди индексов кодов остальных элемен
тов — 40. Если вычеркнуть все повторяющиеся ин
дексы ,  то останутся индексы начала и конца пути. 
В данном примере это 1 и 4: 12->20->-40= 14; для 
второго столбца: 12—>-20, 4 3 = 1 0 ,  43, как  видно, здесь 
у ж е  нет пути из 1 в 4; для восьмого столбца: 13-»-21, 
43, 21, 14 и т. д. Необходимым, но недостаточным при
знаком прохождения путей через измерительный при
бор в анализируемых столбцах структурного и— 2  чис
ла является  наличие хотя бы двух элементов, соответ
ствующих кодам ребер, инцидентных вершинам b и Ь', 
к которым прибор подключен. В столбце, соответству
ющем 2 -дереву d 13, 40. должен быть хотя бы один из

- ►
элементов с индексом 3 : 13, 23-f-23, 43 и хотя бы один 
из элементов с индексом 0 : 20, 40. В этом легко убе
диться ,  анализируя столбцы A v ■>, Ли-2, 1.4. рассмотрен
ного примера. Использование указанного признака с у 
щественно сокращает число столбцов, проверяемых на 
наличие заданных путей.

По виду структурного числа A v - г ,  ш, 4» легко сфор
мулировать п р о с т о е  п р а в и л о о и р е д е  л с ни я 
з н а к а  произведения элементов каждого столбца по 
очередности расположения в них элементов с индекса
ми Ь и Ь' (3 и 0) при условии, что а< .Ь , а' и // =  0. Ес
ли первым сверху встречается элемент с индексом 3, а 
затем с индексом 0, то это означает, что путь Р к про
ходит через измерительный прибор в направлении от
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вершины l> к b' (от 3 к 0) и произведение элементов 
этого столбца следует брать со знаком плюс. Коли пер
вым сверху встречается элемент с индексом //(0) ,  
а затем с индексом Ь (3), то это означает, что путь 
проходит в обратном направлении от вершины Ь' к b 
(от 0 к 3) и произведение элементов этого столбца 
берется со знаком минус. Для того же графа на 
рис. 4.17, а найдем Л„ь относительно ребра п ( вольт 
метр V\ показан штрихом).  У входного и выходного 
ребер здесь уже имеется общая вершина. Перерисуем
граф (рис. 4.17, С>), сменив условно заземленную пер

т
шину, тогда A„fc=Ai4 =  ^/<i4' о\ и знак у всех 2-деревь-

i - 1
ев положителен. В качестве исходной модели графа 
берем также  звездную матрицу исхода p.ma-t, вычер
кивая из нее элемент кода ребра источника 10 и стро
ку 4, соответствующую не заземленной вершине измери
тельного прибора:

,  }в  9- Г 4 ,0

(О •2 13 Г 12 ,3 121 23 24 21 23 24
30 31 ■ 32  34 ’  м 37 3 2  .?*»
р с i J

v-2

' 12 *3 I 12 i t  72 12 12 1? 12 13 .b .’з 13 i2 73 n  ’ 3 1
27 23 24 = 23 Й  2 i  2ч £-■ 2« Tv 27 7 212~* 23 2‘У
30 41 32 34 r ru fr  [ t o p i  34 30  3 13 2  34  30 3V30 34 30 J2

Из столбцов полученного структурного с 2 числа у д а 
ляем дубликации, не являющиеся деревьями (2-й и 
9-й столбцы), а также столбцы, в которых пет элемен
тов 24 и 34, т. е. пет нутп через ребра, инцидентные 
4-й верните вольтметра V. Из оставшихся столбцов 
удаляем те, в которых обнаружено наличие запре-  

из вершины I в 0 (восьмой столбец) 
н которых есть путь из вершины 1 в 4:
12 12 12 12 12 13 13 13 13

щепного пути 
и оставляем те,

Л*. 2; 11,0 23 21 24 24 24 21 23 24 24
34 30 31 32 34 31 34 32 34
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Все  столбцы Л у—2; 14, о» таким образом, являются 2-де- 
р свь ям а  dи, о, они содержат  в себе путь из вершины 1

т _ _
в 4. В результате Ai4 =  4. о>/= tJct/11;—2; 14, o= </i2</23—

i~ \

“  //34 “f~ //l 2 //24//.30-|-//l I —1- //l 2/У24Х/32 H ~//l 2//24/У34 4 “ //13//21 //3-t -| -

+ U1 зУгзУзл+ У\зУг\Уз2+ У 13I/24//34 =  «| (b- f  с) к + с (d-{-ft -f-
+«:+/>) 1 +#[ак-|- (ft+ c)к+ еЬ + ек].

Найдем для того же примера симметричное дополнение 
А,ш =  Ац. По формуле (4 .З а )

т

d\a,d)i — *let  Л;< -2: д,0.
1=1

Структурное v - 2  число также получаем из звездной 
матрицы исхода, в которой вычеркнута строка а (стро
ка с элементом «О ( 1 0 ) ) :

j ' 12 13 О  1 2J 2 4
21 23 24 30 31 32  34
30 31 32  3 4 - чО

21 23 24 2 1 2 1 2 1 2 1 23 23 23
30 31 32 34 = 30 31 32 34 30 31 34
40 40 40 40 40 40 40 40

24 24 24 24 
30 31 32 34 ■
40 40 40 40

При вычислении симметричных дополнении типа А,„/, 
Аьь не используется процедура дополнительного ана
лиза столбцов структурного V— 2 числа, Т .  е. /1о-2;|,0 =  
=  /1 2, т. к. здесь берутся все деревья,  не содержащие 
путь из вершины 1 в 0. В результате получаем Дц =

=  (let/40_2; 1 . 0= » fu (</+.?+/>+") +  (b+ c) (d + g + K )  +

] ■
А л г о р и т м  2. Отличается отсутствием процедуры 

поиска заданных путей в каждом столбце.
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С топологических позиции алгоритм сводится к на
хождению множества всех прямых путей из а в и', 
включающих ребро bb', затем множества всех обрат
ных путей, т. е. из Ь в Ь', включающих ребро аа', счи
тая Ь '= 0, т. е. условно заземленной вершиной. С по
мощью операции пересечения множеств выделяется 
множество общих путей, т. е. из и в а' и проходящих 
через вершины Ь и Ь'. Тогда

(1 е I/1 у- 2, ah, П'Ь' == (let [ Л : _2 ( , bb' ) П Л  V—2 ( ап ' ) ] , (4 . 1 •})

где Л;.-2 ьь-) — структурное число, получаемое но 
звездной матрице исхода графа, из которой вычеркнут 
элемент ч„а-, соответствующий источнику, и строка 
с элементом аьь-, соответствующая вершинам измери
тельного прибора; Л у 2(Рйь-,««-) — структурное число, 
содержащее только столбцы с элементом а,,,,., который 
затем удаляется ,  оно получается по звездной матрице 
исхода графа, из которой вычеркнут элемент иьь., и по
очередно строки, содержащие элемент и,,,,,.
Наличие унисторов в графе может,  однако,  привести 
к случаю, когда пуп.  из а в а' через b и Ь' есть и вклю

чает унистор ij, а пути из Ь в // через а и а', включа
ющего этот же унистор, нет, т. к. он направлен от ус 
ловно заземленной вершины Ь (или Ь'). В этом случае 
операция пересечения не выделит такой реально су 
ществующий направленный путь. Чтобы эту  трудность 
обойти, необходимо при составлении звездной матрицы 
исхода включить в нее условный элемент с нулевой 
проводимостью <z„ =  0, соответствующий ребру, вклю

ченному параллельно уинстору ij, если м е ж д у  этими 
вершинами нет в исходном графе ненаправленного 
ребра. При выделении из дв ух  структурных чисел по 
формуле (4.13) общих столбцов с элементом « , ,# «/ ,  
оставляется столбец, принадлежащий структурному 
ЧНСЛу НСТОЧНИКа A v-2 , пп., bb- (С уПИСТОрОМ Uij¥=l/ij)- 
Процедура построения структурных v —2 чисел по 
звездным матрицам состоит в вычеркивании соотвстст 
вующих элементов и строк. Из р£._| для  получения
fiu-2, аа-, bb. ВЫЧСрКИВаЮТ ЭЛСМОН’Г («„„, II CTpOKy I). ДЛЯ
получения fit, 2,ап>,ьь- из рг,_1 вычеркивают элемент 
иьь'(иьо), затем формируют две звездные  матрицы пу
тем вычеркивания сначала строки а, затем  строки а' .
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В результате (рис. 4.17, а) получим

Л-г-7,1.4,10 = Лу—2.11,10 л  (''и—'ЛЗ',11 + Ну z,3«.ll )
или

■« 74 V 1 [ ’ iu 12 13 ’ 12 13 14 \
- so 2 ) 23

J  п 20 21 23 2 0 21 23 I\ю 30 31 32 30 31 32 3* 3 0 31 3 2 ЗУ IL,3 м + 3 L A чЗ *• 7 v3 «о 43

Согласно формуле (4.13)

Д|3,40 = (Jet /tjf_2,13,40 = dot X

| 12 13 / '20 21 23 12 13 \ |
20 21 23

П
31 32 34 -| 20 21 23 j j

1|_40 43 п н 1с12 \ 40 43 . _31 32 34_ / mod2j
X

И далее

A v-1,14,30 =
12 12 12 12 13 13 13 13 13 13 '
20 20 23 23 20 20 21 21 23 23 
40 43 40 43 40 43 40 43 40 43

20 2л. ' 20 2С .? 2/ 21 2/ 2' 2! I'.i ?*> 03 12 12 12 ffr "2 13 “13 /31
М 31 *£ Л*’ Ч 3/ • f 5:’ .•T 7- .• *j; 44' 20 20 20 *3?.* Гг 20 Г’ 2*2! I

* з ' • з/ 32 ;• * .v л. и*/ зл згj

л гг-2,13, 10 - 1 1,30 1 1 Л;._2. :to, I I —
12 12 13 13 13
20 23 20 21 23 
43 40 40 40 40

Действиями над звездными матрицами можно сокра
тит!» число сравниваемых столбцов в операции пересе
чения
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А,- 1 «  I l f . 11  .1.’ ,41,1
?•' •"/ j j i  /" п I "•J  ~ 1 гл • 1

1 W  . 1 -Ю ч ?  1'L * J
. Л13 ||

2 0  21 2 *  ♦ 2 • Л  1
4 С 43

з*
20  2 /  S3  
43

1 C
СО 2* 21

40  4 з

СО 2 :  С.)
чо

п
I rnoJz

3? * и 1 ' —I 
1 23 <♦ ) 20

40  43

13
20 0 1  

I "^
1Z Г il 12

ll f f 23 * | 20 21 23 • | 20 23У. 40 |
L 43 'mcjC v

Г и 34 Г 13
, « 21 23 = I 20 21 23 | »
. 40 4 3 troU 2 , 40 - mod:

/2
Л?'
❖3 J/7V</r
/3 •
20 21 23 
40

:  - о
21 20 
32 34

. 40 rrtOi/2 I 40 41

J . 12 
20 2% .

'Z 1 
23 ,1

43 i o  |j snft/2

12 1Q i i  /5  /3 f 3

гз p  го 21 гЗ
4з w fa  w чо 4o

В приведенном примере использовались операции, 
адекватные сложению структурных чисел и их р а зл о 
жению па составляющие. Получаемые общие состав 
ляющие в виде звездных матриц (чисел) выносятся  
за знак пересечения множеств. Получившиеся один а 
ковые звездные матрицы д ад ут  дубликации после опе
раций над полем mod 2, поэтому их сразу можно со 
кратить. Третий получившийся столбец не содержит  
элемента с индексом 0, поэтому он должен быть в ы 
черкнут. В столбцах 12, 23, 40 и 21, 32, 40 элемент  
с уиистором берется из /10-2, н, зо- Значит, из этих  
столбцов надо оставить первый.
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и удалить (разомкнуть) источники тока.  В методе 
структурных чисел нежелательно осуществлять топо
логические операции, потому что это требует обра
щения снова к графу. Можно заметить , что закорачи
вание источника соответствует вычеркиванию соответ
ствующего элемента и строки в звездной матрице. При

реб-этом А становится равным A„« =  2 J (0, U),. Удаление
*-1

ра источника соответствует вычеркиванию из звездной 
матрицы соответствующего элемента.

В этой связи формулы для определения схемных 
функций в отличие от формулы Мэзопа получаются 
несколько различными в зависимости от вида источни
ка и рода выходной величины. Так,

у  -  и_А'  ' IIV ---

Г'а
у  __ _

пер -  . -
• '  п

у  __ 1а _
* IV --- '

ab 
^ ап

^ab_
Д

Y =  -  "с,р
а

h
1 -'ь
н ̂ nb

(4.17)

(4.18)
‘ lib

'nb
Д,

(4 ,19a) ,  (4.196)

(4.20a) ,  (4.206)

Формулы очень просты, легко синтезируются по номе
рам вершин, к которым приложены токи и напряжения,  
входящие в искомую схемную функцию. Если задаю
щим является ток J в знаменателе формулы помеща
ется определитель Л, если задающим является  напря
жение Еа, в знаменателе формулы — дополнение 
Д„„ [9J.

Порядок анализа электронных схем методом струк
турных чисел.

1. Постановка задачи анализа.
2. Выявление требуемых для анализа типов схем

ных функций, их характеристик и параметров.
3. Составление топологической модели для анализа 

по постоянному или переменному току, а т а к ж е  с уче
том импульсного режима работы устройства.

4. Подбор для электронных компонентов наиболее 
подходящих по режиму работы и задачам анализа уии- 
сторных графов или матриц проводимости, или схем
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замощения с зависимыми источниками тока, управля
емым» напряжением.  Построение »о последним моде
лям у»нсторных графов.

5. Составление графа схемы с учетом уписторпых 
моделей электронных компонентов.

G. Задание  координат. Присвоение вершинам графа 
порядковых номеров. Выделение нулевой — условно 
заземлен»ой вершины, связанной с измерительным 
прибором, место включения которого определяется ви
дом искомо» схемной функции.

7. Составление звездной матрицы исхода графа —
I W

8. Построение структурного v — 1 числа, вычисление 
определителя А= del/1 t._i.

9. Построение структурного v —2 числа, вычисление 
требуемых алгебраических дополнений как  суммы ве
личии соответствующих двойных деревьев пли через 
детерминанту структурного и -2-числа.

10. Запись выражений для искомых схемных функ
ций.

11. Построение частотных или временных характе 
ристик.

12. Вычисление чувствительностей.
13. Анализ схемы на устойчивость.

Пример 4.9. Получить выражение коэффициента 
передач» напряжения Кп в области средних и высших 
частот для  усилителя, схема которого приведена па 
рис. 4.18, а.

В рассматриваемой области частот анализируемый 
усилитель с тунельиым диодом заменяем эквивалент
ной схемой, показанной на рис. 4.18, в. После упро
щения получаем схему, показанную на рис. 4.18, в, где

Я, =  Яд II Я 4, С х г= с л +  С Д|1, R, =  \/ge.
С а =  С „ „  Г, =  1 Г., =  Г„к , С 3 =  С „ к , Г« =  1/ЛГкэ-

Переходим к другой топологической модели — графу 
(рис. 4.18, г ) ,  где

g t =  1/Я, =  1/Яд +  1 Я 4, g L =  1/^др, 

g 2 =  1/Я, =  1 Я , р. 

gi — 1/Я3 ~  go< g i = РСпэ иэ» £:> = РСцк ‘ Г £ик1 So АГК9*
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Осуществим задание координат, пронумеровав вершины 
графа и выбрав нулевую — условно заземленную (см. 
рис. 4.18, г). Упростим граф, исключая унистор tfo. на
правленный от условно заземленной вершины, и объ
единяя унистор, направленный к условно заземленной 
вершине с ребром £4 (см. рис. 4.18, <)).

Рис. 4.18
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Составим звездную матрицу исхода графа
10 12 13

=
20  21 24  
3 0  31 
40  42

где 10=/?,;  12=#я; \3= gL\ 20 = #0 24 g 0 [ #5;
3 0  =  g , ;  40 гг #n; 42  =  #,.

Искомая функция

^  _ Н̂'.1Х__ 1̂ 4
«,Х »1 Д!|

Найдем дополнение Лц. Поскольку на графе условно 
заземленный узел является общим для источника и 
вольтметра,

А, V (̂14,0) ( ~  dot /1£|_2; 14,0. А|| = (let Л;,_2; 1,1),

det /1 »_ 2; м.о =  det (рю.ю) fl (Рю,ш)1>

К И

p-a,)/!.'!/! | зр 3 '
! чС ч9. 1 7)00 Z

1 тх\щ.

"12 13 20  21 24 / 12 13'

I 1.0 — 2 0  21 24 л 30 31 24
_30 31 mod 2 42 \mod2 ' 30  31

"12 13" \ ( 21 20 \
20 21

П
30 31 н- О со -

30 31 _ )  mod'2 \ 42 42 / mod2
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'12 21 12 12 12

21 ( 1 30 31 — 24 — 24 24
.30 31 пн» J2 42 410112 30 31 J10ll2 :ю 31.

Дм = (let -2; 11.0 =  Уг.’Уа! (УзоЧ Уз,) = £ 3 (£:. Л )  i g > - g l . ) .  

Найдем симметричнее д п п л п ен и е  Лм п ) с т р у к тур н о м у  
числу A j - 2; 1 .о(Рю,П')-

’ ю п ’ 20 20 20 20 21 21 2 1 2 1 2 * 2 v
СО 21 24 30 30 31 31 30 30 31 3 1 30 31
30 31 . 40 ч2 iO ч2 нО у2 1 0  12 iO iO
чО ч£ mjJ?

д . .  =  (аг2 +  K l ) | ( g ,  I tfo) U e  Г £ . )  +  S j  +  g - . ) H -

+  ( t f l  +  Ы  (£ :, £ „ )  =  (£2 +  Ы  I ( ЛГг. -I- Аг„ )  ( ЛГз +  g ( -t- 

-I- tfn) + (tfr. go) Ar n I •
И окончательное получаем

к  - ^-e t  _ c e t j ^ j e , 0̂ ) n  А ы  (# „.„)]
А )■) d e t  d e t  A j..г (J510>i0)

=___________ 9> Ц *-9„ У ^ г * ^ __________

*9» '9* * b ) f f r  ' i s  -? * )]

После подстановки выражение для Л'<; примет следу 
ющий вид:
к  _  г __________  1>С„к +  £„к

Р utPu9 t ’ Р I ^  »к ( б о 4 ~ Вй in (Аги  ! ' Анэ)  I 

_________________ />г:,« +  к  „к____ g o _______

"Т Пк£Г КЭ1 4" £ к э ( л п к  g n )  'I (gu:< 4 £ к » )  ( £  I) ~Ь gl'l i g , „ >

4.4. Метод сигнальных (направл енны х)  графов

Построение сигнальных графов электр онных схем.
Направленные графы обычно строят по системе ли 
нейных уравнений. При этом в качестве элементов 
множества А' выбирают множество переменных исход
ной системы уравнений Л|, ,v2, .... х„, q\, q2, ■■■, </»- 11 11 
качестве отображения Г — одну из форм записи урав-
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некий, приписывая дугам графа передачи, равные со
ответствующим коэффициентам при переменных в урав 
нениях. В зависимости от выбранной формы записи 
уравнений строят так  называемые графы С. Мэзона, 
К. Коутса,  В. И. Анисимова, А. Г. Остапенко и др.

Граф Мэзона (наиболее распространен). Д ля  его 
построения необходимо составить систему уравнений 
схемы в причинно-следственной форме, где к аж дая  
зависимая переменная в одном уравнении явно выра
жена через другие переменные [13|.

Правило построения графа Мэзона: в качестве мно
жества  берется множество всех переменных в уравне
ниях п считается,  что х, отображается на лу, если в вы
ражении X/ входит Лг, с отличным от пуля коэффициен
том ± K ,j .  В графе соответствующие вершины лг, и х, 
соединяются дугой, направленной от .v, к .V/ с переда
чей, равной ± K ij  (независимо от знака последнего). 
Пусть, например, имеется система уравнений, записан
ная в явной форме:

A'i =  ах2—Ьхл,
x2 = c x l—dx2 -\-ex3,
-V4 =  ЛГ2.

В заданной системе имеем четыре переменные .Vi, х->, .v:t, 
значит в графе будет четыре вершины и шесть дуг 

по числу коэффициентов: а, —Ь, с, —d, с, 1 (рис. 4.19, « ) .  
Из графа видно, что переменные .Vi, х>, Л| являются з а 
висимыми, а л*з независимой переменной источ
ником графа.

Направленный граф, составленный но системе урав
нений дл я  электронной схемы, называют сигнальным, 
поскольку в этом случае переменные (токи и напряже
ния) в уравнениях представляют собой сигналы схемы 
в различных ее узлах,  контурах или ветвях. Уравнения, 
составленные для схем в узловом базисе (т. е. по ме
тоду узловых напряжений) или в контурном базисе, 
имеют в обобщенной форме следующий вид:

и11х I — а 12Х'2 ~ 1113* I) == /' I •
—tb|.V|+ao2.vr  а 23х3 = 1 :2 ,
—  «3 1 * 1  —  «3 2 * 2  4  « 3 3 X3 =  F 3 .

Д ля  построения графа Мэзона необходимо перейти от 
неявной формы записи к явной, т. е. причинно-следст-
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пенной форме. Для  этого можно разделить к а ж д о е  
уравнение системы на коэффициенты типа а а, тогда 
получим

1X, = r ,  -I
Cl j
—— X; -l  <h i *3.

«II (I II
1 <7>, « •: iX , =  - /■i н —  A', -1 " -v:i.n.j.j a , _> <7,,

1 «31- i '  x , i.
" «a:i ' «.w

Граф показан на рис. 4.19, <7. Такой граф иногда на
зывают нормализованным, т. к. в нем отсутствуют 
петли.

Рис. 4 .19

Другой прием перехода к явной (причинно-следст
венной) форме записи уравнений состоит в добавлении 
к левой п правой его частям одной из переменных

Л'|-(-И||Л'1 «12*2 «13.V;|=/'I +  .V|,
тогда -V1 =  /' I —|- ( 1 ti 1 1 ) X| —}— 12-^2 I
(или .v I =  — F I +  ( 1 +  a I, ) x I—£/, o.Vj—a , 3A-:t).
А н алогично Л ',=  Г2 | «lm-Vi +  (I « 22)л'2 I «гзЛ'н,

■Vj — /-3-f-«3I.V| -|- « 32-V2-+- (1 «зз) -V:i•
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Граф для полученной явном формы показан на 
рис. 4.19, в. Этот граф называют ненормализованным. 
В нем есть петли в каждой зависимой вершине, но в 
отличие от нормализованного передачи дуг  не являются 
относительными (дробными) величинами. Они совпа
дают с взаимными проводимостями узлов или взаим
ными сопротивлениями контуров схемы, а передачи пе
тель соответствуют собственным проводимостям (со
противлениям) узлов (контуров) схемы.

Более тесную связь со структурой схемы имеет 
граф Коутса — Анисимова, для построения которого не
обходимо исходную систему уравнения представить 
в виде

Wi 1*1 —  F 14 ~ « 1 2 * 2 4 “ « 1 з * з .

«22*2  =— I' 2 4 "  ( ,-> l* l4  «23*3 .

« 3 3 * 3 =  I' з 4 "  «31*1 4~ «32*2*

В левой части уравнений, по существу, сосредоточе
ны петли. Коэффициенты а м, сг22, я33 можно считать 
т а к ж е  весами вершин Л'ь х2, хЛ. Тогда граф представ
ляется  в виде совокупности взвешенных вершин (вме
сто петель в них) и дуг,  их соединяющих. На рис. 4.19, «.* 
показан граф Коутса—Анисимова с принятым обозна
чением зависимых вершин в виде увеличенных кру
жочков.

Ранее отмечалось, что уравнения, составленные 
в однородном (узловом или контурном) базисе, имеют 
значительную избыточность. Как в разрешении их мат 
ричными методами, так  и в сигнальных графах это 
приводит к неоправданным усложнениям в расчетах. 
С целью упрощения графа схемы используют возмож
ность составления уравнений схемы причинно-следст
венным способом I! неоднородном базисе. Этот способ 
приемлем для небольших схем, широко используется 
для  описания систем автоматики, а также функцио
нальных схем больших электронных устройств.

Порядок составления уравнений схемы но причпппо- 
слодствепному принципу:

1. Составляется эквивалентная схема по перемен
ному току — топологическая модель устройства.

2. Выбираются направления токов и напряжений на 
всех элементах схемы, вводятся их обозначения.

3. Выбирается какая-то переменная, как  правило, 
выходной ток или напряжение (л'И1,,х).
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4. Выходная переменная .v„Wx к ак  следствие в ы ра 
жается применением законов Ома или Кирхгофа через 
другие переменные — причины: Х\, х2 и т. д.

5. Получившиеся па предыдущем этапе промежу
точные переменные х2, ... последовательно в ы р а ж а 
ются уже как следствия через другие  причины: х,, 
Л',+|, .... Затем это повторяется д л я  образующихся но
вых промежуточных переменных п т. д.

(). Заканчивается процесс составления уравнений, 
когда при выражении очередной промежуточной пере
менной пе образовалось ни одной новой промежуточ
ной переменной, кроме задающих переменных, а все 
ранее полученные уже выражены.

П р а в п л а с о с т а в  л е и и я п р и ч и и п о-с л е д- 
с т в е н н ы х з а в и с и м о с т е й:

1. Любую переменную можно в ы раж ать  только один 
раз.

2. Любое конкретное соотношение (закон Ома или 
Кирхгофа для рассматриваемого участка  схемы) мо
жет быть использовано только один раз.

3. Чтобы получить граф, соответствующий данной 
схеме, задающие переменные (источники сигналов 
схемы) должны быть источниками графа. В противном 
случае правильный граф можно получить только при 
условии, что число источников графа равно числу 
источников схемы (затем обычно используют правило 
инверсии (обращения) графа).

Пример 4.10. Составить сигнальный граф для схемы, 
приведенной на рис. 4.20, а.

Рис -I. 2(1
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из ур-нии тр анзи стора

Начинаем со ставлять  уравнения с переменной £/„ых, 
записывая  в с к о б к а х  получающиеся промежуточные 
переменные:

по з-ну Ома t/,lllIX =  i„b ,x /? 3 — ( « п ы х ) ,  

по з-ну Кирхгофа I i,mx =  i c—i „ — ( ic , »'u),
iK =  g 2 l :M i , : ,+ g 2 2 u U „ : ,  —  (U f.:„ « к : , ) ,

=  («0=1, «I!:.) ,
IIO З-ну Кирхгофа II ЙВ1= ^ и ы х —Ul — (»! ’ ),
ПО З-ну Ома «2 =  1.'1/?2= (<0 +  <ь)/?2,
по з-ну Кирхгофа II //г..= к—» i — //2 — (</|),
по з-ну Ома И| =  in\R\ — ( inx) ,
но з-ну Кирхгофа I (нх=(’с+<г,— ( i c ) ,
по з-ну Ома ir. =  4 ,:-p C — («с) -
по з-ну Кирхгофа II Uc=Uc,.,—« к.>.

Из пр актических  соображений целесообразно с це
лью упрощения графа сократить число полученных 
уравнений,  используя  простейшие подстановки.  В ре
зультате  получим

^ных== (ic ) Ri,
!|i =  J?2|:iWr>:i-f-#22:>Wn:it
l Г) =  В | 1:1 и Г>: I в  1 L>: 1141;. I.
W|(;i= ^ l i I.IX— (I f i /̂ 2»
Uc,.,= t — (ic+ic,)Ri— (in+iv) R>, 
it: =  UcpC,
Ui: =  UCn—U IP.

Граф, построенный но последней системе уравнений, 
показан на рис. 4.20, б.

Пример 4.11. Составить  сигнальный граф для  схемы 
интегрирующего усилителя ,  показанной на рис. 4.21, а:

U пых =  inRii—  Ом),

(|| =  /с +  (|||.|Х —  (ic, i И Ь1X ) ,

ic =  ur.pC — (tic),
Чс---(/|||, IX (f/lix),
!п ы х  =  —  (К  |«их“Ь ^ и ы х )  G 11Ux4 ,
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1 1 ц х =  l l lxRuxA ( tux ) 

<их =  *Я— *C —  ( * « ) >

iK =  Ui</R— (ur),
///? =  F — U их

Сократим полученную систему уравнений, сделав про
стейшие подстановки:

ся, что число и вид его источников точно соответству
ют исходной схеме. Поскольку подавляющее число схем 
ие имеет положительных обратных связей, можно ори
ентироваться только на отрицательные передачи всех  
контуров в графе. Выявление контуров с положитель
ной передачей в этом случае свидетельствует о допу 
щенной ошибке в выборе направления тока (н апряже
ния) в схеме или в определении знака при составлении 
причинно-следственных зависимостей.

Рассмотренный причинно-следственный способ со
ставления системы уравнений схемы очень удобен для  
анализа небольших схем (1—2 электронных компонен
та) .  Он позволяет построить граф, наиболее удачно,

Uимх =  (ic+iiibix) Аи,
i<: — Uc.pC,
Uс  == I ихR их.A иых»
1||ЫХ =  —  (Кл'пх/^нх.дОмих.Л— и ...хОиых.л) ,

i ' l l  x  =  UrIR —  ic,
U r  =  Е IuxR ИХ. Л'

(!)

Рис. 4. 21

1 7 9



с точки зрения исследователя, сочетающий движение 
сигналов с математическим их описанием. Эта возмож
ность способствует довольно быстрому и более глубо
кому пониманию особенностей работы исследуемой 
схемы. Однако более сложные схемы требуют иного 
подхода. Особенности их работы в целом обычно ана
лизируют по функциональным схемам,  что, по сутп 
дела,  соответствует их разбиению па небольшие, как 
правило, типовые узлы.  Для расчета больших схем, т. с. 
для получения аналитических выражений их схемных 
параметров, применяют способы построения сигналь
ного грифа непосредственно по схеме, исключая этан 
составления уравнения.  Этот способ основан па уста
новлении прямой связи между структурой графа и си
стемой уравнений схемы в узловом базисе. В этом слу
чае вершины графа соответствуют задающим источни
кам и узловым напряжениям схемы (рис. 4.19, в. г), 
т. е. узлам исходной схемы. Базисный (нулевой) узел 
в графе отсутствует.  Между вершинами графа в соот
ветствии с исходной схемой размещаются по две про
тивоположно направленные дуги с передачами, соот
ветствующими проводимости пассивной ветви, включен
ной в схеме м еж ду  соответствующими узлами.  Кроме 
того, в каждую вершину вводится петля (см. рис. 4.19, в) 
с передачей, равной сумме проводимостей ветвей, схо
дящихся к соответствующему узлу в схеме, или ис
пользуются взвешенные вершины (рис. 4.19, г). В [39] 
рассмотрен способ составления графа без нетель — ори
ентированный беснетлевой граф (ОБГ).

Порядок составления сигнального графа непосред
ственно по схеме.

1. Составляются графы но матрицам проводимостей 
электронных компонентов заданной схемы (или берут
ся из соответствующих справочных таблиц, например 
табл. 4.1 | 15] ) .  Пассивным ветвям схемы соответст
вуют две противоположно направленные дуги с одина
ковыми положительными передачами, соответствующи
ми проводимости ветви. Вершинам присваивается вес 
(чтобы не рисовать петли), равный собственным про
водимостям узлов схемы.

2. Полученные графы компонентов схемы соединя
ются между собой согласно заданной схеме. При этом 
суммируются параллельные дуги.
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3. Выбирается базисный узел схемы (базисная вер
шима графа) и удаляются из исходного графа все ин
цидентные ей дуги.

Выбирая базисный узел схемы заранее, можно при 
определенном навыке упростить построение графа, не 
вычерчивая дуги графов компонентов схемы, инцидент
ные базисному узлу схемы.

4. Задающ ие источники тока подсоединяются к со
ответствующей вершине согласно исходной схеме на 
правленной дугой с единичной передачей.  Задающие 
или зависимые источники напряжения с конечным з н а 
чением внутреннего сопротивления (проводимости /у0) 
или с последовательно соединенной проводимостью у0 
подсоединяются  к соответствующей вершине одной д у 
гой с передачей,  равной (/и- Если источник напряжения 
182



идеальным (</0= о о ) ,  соединительная д у г а  имеет т а к ж е  
единичную передачу. Таким образом, е с л и  к у з л у  
с \ е м ы и о д с о с д м н с н н е г о  ч и и к и а м р я ж  е 
м м я (:t a is и с н м ы й и л п и е з а в и с и м ы й ) , то ц со-
о т в с т с т в у ю щ у ю в е р  ш и и у г р а ф а и з д |) у  г и х 
в е р  ш и н д у г и у ж е  не  з а х о д я т,  з а и с к л ю ч е- 
н н е м  д у г и  с в е с о м  з а в и с и м о г о  и с т о ч н и 
к а  | 15).

5. Зависимые источники отображаются дугами,  к о 
торые выходят из вершин, соответствующих уп равляю 
щей переменной, и направляются к вершинам,  соответ
ствующим узлам подключения источника. Вес этих д у г  
равен коэффициенту передачи источника. Если в схеме 
зависимый источник направлен от заземленного (об
щего) узла,  то знак коэффициентов передачи меняется  
на противоположный.

(i. Если считать весом вершины передачу ее нетли, 
то такой граф называют обобщенным сигнальным гра-

_t ' :h \ .fa*?*'  >>

a

Г/А _ - 
4W'’*9n’!k

Рис. 4 .22

фом (ОСГ) [11] .  При этом нетли можно пе показы 
вать (рис. 4.22, в). Вершинам без петель присваивает
ся единичный вес.

Пример. Для схемы, приведенной на рис. 4.20, а, 
построить граф непосредственным методом. На 
рис. 4.22, а построен граф с петлями в каждой верши
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не (кроме вершины источника е).  Па том ж е  рис. 4.22 ,6  
показан граф  без петель. Здесь передачи дуг  усложни
лись за счет их деления на величину собственной про
водимости у з л а  (нершииы), к которой она направлена. 
Па следующих рис. 4.22, в и г  показаны возможные 
способы упрощенного изображения этого же графа. 
Причем граф па рис. 4.22, в соответствует обобщенно
му сигнальному графу (ОСГ), введенному В. П. Дин-

е

5)/
Рис. 4.23

симовым [11] .  На рис. 4.23 показаны графы, построен
ные по схеме усилителя на ОУ, приведенной на 
рис. 4.21, и.

Эквивалентные преобразования сигнального графа.
Одним из возможных способов нахождения выраже

ния схемной функции по сигнальному графу является 
его свертка до одной дуги, соединяющей вершину 
источника с выходной вершиной — стоком графа. Пе
редача такой дуги и будет искомой схемной функцией. 
Процедура свертки графа состоит из последовательно
го исключения всех зависимых (промежуточных) вер
шин по определенным правилам — эквивалентным прс-

1  + 1 /R +р£ * 1г ЙХ
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образованиям  сигнального графа.  Рассмотрение их 
и вывод производятся методом преобразования со ответ
ствующих графу уравнений.

1. Параллельное соединение одинаково направлен
ных дцг эквивалентно одной д у г е  с передачей,  равной 
сумме  передач исходных д у г  (рис. 4 .24) .

а .

Q.+5+ С 
: о - -----------

Х 1 х 2

= ( а + в  г ? )  я*

у
О Т

§

а + 8

Xi.

f )

Рис. 4 .24

2. Последовательное соединение одинаково направ
ленных дуг  эквивалентно одной д у г е  с передачей,  р а в 
ной произведению передач исходных д у г  (рис. 4 .25) .

о- -0  =  0-
а 8 с

:г\ г с т ъ, т3 5$2 i г ,  -- асс, = аасх.,

Рис. 4 .25

3. Исключение вершины ( з ависимой)  приводит к 
следующим изменениям в графе:  все  заходящие в и с к 
лючаемую вершину дуги н ап ра вл яю тся  по направлению
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каждой из вы ходящ их ,  а их передачи перемножаются 
(рис. 4.2G).

.Tt » CXt, xs - е х } , Ту — с (ax, *8xr - dx )̂-cax, rcftxg-cdxy
x i -ax,*Sxz-c/'xf xs - f t a r .v ^ -O T ,  )-eax, +e£b,-edxv

a) S j

Рис. -1.26

4. Исключение петли приводит к измепеиию передач 
всех входящих в д ан н ую  вершину д у г  путем деления их 
на единицу минус  передача исключаемой петли 
(рис. 4.27).

а ) &) 
Рис. 4 27

5. Инверсия дуги, пути или контура возможна в сл у 
чае, когда они начинаются  в источнике графа.  При этом 
начальная вершима инверсируемой дуги становится ко
нечной (стрелк а  изменяет  направление) и в нее пере
носятся концы всех не принадлежащих ииверсируемо- 
му пути ду г ,  которые  были направлены к конечной 
вершине инверсируемой дуги до инверсии. Передачи 
пнверсируемых д у г  заменяются  на обратные величины, 
а передача переносимой дуги делится па передачу со
ответствующей ей инверсируемой дуги с обратным 
знаком (рис. 4 . 2 8 ) .
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Т3 -  S x g  + c/Xg- 
x2 - ax, * ex.?

7a £s */£

с
a

-о
J
в

a
Рис. 4 .28

«Г
Х7 = а * 2 ~%:Х« 
x e*£x3 - f x s

6)

Пример решения сигнального графа методом сверт
ки (эквивалентных преобразований) показан па 
рис. 4.29, где за исходный выбран граф схемы, приве
денный на рис. 4.21.

На рис. 4.29, а приведен исходный граф. На 
рис. 4.29, б — граф после исключения из исходного 
вершин ик и 1„ых. На рпс. 4.29, в — граф после исклю
чения из предыдущего петель и вершины ис. На 
рис. 4.29, г — граф после исключения из предыдущего 
вершины ic. На рис. 4.29, д — граф после преобразова
ния в предыдущем параллельных дуг  и исключения 
петель. На рис. 4.29, е — граф после исключения из 
предыдущего вершины г'их. Исключая теперь последнюю 
петлю, получаем граф (рпс. 4.29, ж) в виде одной д у 
ги, стягивающей вершины источника к и стока (/......
графа, передача которой есть искомое Kv для исходной 
схемы.

Рассмотренный пример показывает ,  что решение 
методом свертки достаточно громоздко,  требует пре
дельного внимания и, как показывают исследования, 
с трудом поддастся постановке па ЭВМ.

Формула  общей передачи сигнального графа. Основ
ным способом нахождения выражения схемной функции 
любого типа по сигнальному графу схемы являются 
формулы общей передачи графа. Д л я  графов, постро
енных по причинно-следственному принципу, наиболее 
удобной считается формула М эзона для сигнального 
графа (1953 г.)

■Я III

P J J k

D M
. 1131, (4 .21)
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где Дм  —• определитель сигнального графа Мэзона. Он 
вычисляется по формуле

о " =  1 + 2 ^ - 2 ^ + - +  ( -
1 2 3 m

( 4 . 2 2 )

в которой VZ.K — сумма передач всех контуров графа;  
1

V  -  сумма всех возможных сочетаний попарных ^  « -
2

произведений передач контуров, не касающихся д р у г  
друга ;  V  LK сумма всех возможных сочетаний по три

з
не касающихся друг друга контура ;  — сумма про-

гп
нзведеиий передач максимального числа ш контуров, 
не касающихся друг друга;

Рк — передача /е го прямого пути из вершимы 
ха(хпх) источника в вершину хь(х i,uxj  стока графа; 

п — число всех возможных прямых путей из х„ в хь: 
Д к — дополнение к-го пути, ищется для части г р а 

фа, ие касающейся этого пути, по формуле (4.22) ,  
в которую должны включаться только контуры, не к а 
сающиеся л-го пути, т. е.

0 ? - 1 -  2 ' - , +  2 ' - , - 2 ' , + - + <
1 2 3 m

(1 -23)
(Здесь все L' не касаются л-го пути).
Д ля  определения передачи меж ду внутренними 

вершинами графа i и j (не являющимися источниками 
графа) необходимо найти сигналы в этих вершинах от 
источника графа, а затем взять их отношения. В ре 
зультате получим формулу

FiJ =  Xj- - ± --------- (4 . 2 4 )
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где Pi и Pj — передачи путей из вершины источника 
графа в вершины Xi и х; соответственно; D f  и U f  -  
алгебраические дополнения этих путей.
По формуле (4.24) можно определять входные и выход
ные функции и т. и.

Обратные связи и чувствительность. Петлевая 
(контурная) передача LK по графу определяется через 
дугу g как

а _  В
П 'Ug=О

где Д ц=о. т. с. часть определителя, не зависящая от 
параметра, выделенной нами дуги g;

gB  — часть определителя Д,  зависящая от g. Она 
вычисляется по формулам общей передачи графа, когда

Рис. 4. 30

дуга  g  разрывается,  как показано на рис. 4.30, а. Об
ратная связь для параметра g  согласно (2.48)

Fg -  1 -  L K =  1 -  g —2 — . (4.25)
Dfr =o

Пример. Д л я  графа,  приведенного на рис. 4.30, б, 
найти обратную связь Гь, Fa и Fc:
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аск г, _  d
F а — 1 “ ~ , I ь — \ () — 1, F j  — 1J ’ и - - У - и - icl 1 аск

ска
F, = 1

1 а
Формула (4.25) может быть заменен;!  более общей 
формулой

FK =  - 5 -  , (4.26)
LJ fr-{)

Ее легко проверить на предыдущем примере. Чувстви
тельности определяются по формулам (2.53) ,  (2.54),  
(2.55),  для которых FKi можно вычислять по (4.25) или 
(4.26).

Пример 4.12. Найдем передачу графа, приведенного 
па рис. 4.29, a: Kv =  UKU)i/t: по формуле Мэзопа. Пере
дача первого прямого пути из вершины к в вершину
U и i.ixl

/Ji = — R„*pCR,f, второго пути: /\ =  — ( K R lxG,mx) R,t.

Алгебраические дополнения этих путей Г)1* =  — 1, 
т. к. на rpaijie нет контуров,  не касающихся этих пу
тей. Отметим, что на графе пять контуров;  /., =  -

Япх R, 1-1=  — RmPC. рСН„, L , =  - /?„(?....
= - KR„XG...xR„pC. Выделим не касающиеся пары:

Ru\RnPCIR, L lLt --R ,lxR„G...„//?, Ru\R,fim,lxpC.
Теперь запишем выражение для определителя по фор
муле (4.22)

Д ŷ = l+ R ,* ^ R + R н * p C + p C R н+ R » G uыx+
KRhxGltuxRup C R н\ R„pC/R+R,lsRnGных/R -f- 

+ R M 1 и ы\pC>.
IIo формуле (4.21) запишем выражение для  Ки:

— R ,R n (рС -  KGUM)
К г =

О - f  Rux +  R«xi>G) ( 11 R J L J  +  RnPr  ( i 

- -  RmR„ (pC KGU ,1X)

R m!R I KHmGnm) '
Можно показать, что оно тождественно выражению, 
полученному в примере на рис. 4.29, ж.
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Пример 4.13. Для графа, приведенного на рис. 4.20, б, 
пандем передачу по напряжению K u = U иых/е по фор
муле Мэзона:

/>1 =  —£2|Лз. Д| =  1 - ^ . г Л г, Д 4= 1 .
P2 =  g 2 lR 2pCR», Д->= 1. P5 =  PCR3, Д 5=  1 + ^ 2 2  +
■+£|2 ?̂2.
Рз =  8 и ^ г й ’г г ^ а .  Л з =  1,

I-i — —g-iiRz, L2 =  K'2 \R:B\2 (R\-\-R2) , L2 =  g 2 ig\2R-i(R\ -\-RA. 
!■•. =  —8 2 \R2R\pC> L $ = —Ri\R\RipC, — Rig\\Rig22,
/-7 =  —R 2PCR3 8 2 2 , l-н — ~ ftu ( R R 2) < L'j— —R2 8 2 2 ,
L 10= ---J?12^2. -̂11 =  —pCR\, /-12 = ---R'iPC,
/-13 =  —S 22R3, 1-4 =  —pC/?3j?i2 (/?1 “Ь^г) • /-5— —pCR\fi\\R2 , 
не касающиеся пары контуров: L\L\o, L\L\2, LSL9, I . J . |2, 
'-«^13. L$L\\, L\oL\\, L\\L\-a\

к  . =  /3a/)» + P|P| + P
1 ~ ( i |  I' I /• 3 +  /-I +  +  -̂li + L- +  +  /.a +

________ A>,D, /УЛ 4- Л,Д, +  />,0, + A,Q;,_______
+  -̂10 +  ^11 +  ^12 +  ^13 ^11 + ^K. + (^Ую +  ^ У и  +

/>,D, 4- /Ш , I P;,D:t + P 40 , + Я.-А
+  LgL,, -j- i„i|2 /-ĥ -i:i + £.1 ^- 1 1 +  ^ 1 0  11 +^ll^ is  

Д л я  графов, построенных непосредственно но схеме 
цепи, применение формулы Мэзона (4.21) приводит к 
неоправданно большому числу взаимно сокращающих
ся членов из-за присутствия в каждой вершине петель. 
Поэтому от них надо сразу же избавляться,  как пока
зано на рпс. 4.22, б, г, 4.23, б, т. е. по известному пра
вилу исключения петли.

Следует заметить, что с точки зрения анализа элек
трических процессов, протекающих в цепи, построение 
сигнального графа непосредственно по схеме не дает  
преимуществ относительно ненаправленного графа, ко
торый, как  известно, также строится непосредственно 
по схеме  цепи. Однако возникают лишь дополнительные 
элементы в обозначении, необходимость исключения 
петель, дробные передачи дуг  и другие сложности.

Несколько более рационален в этом отношении спо
соб решения по так называемому обобщенному сиг-
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налыюму графу (ОСГ),  основанный па другой формуле 
расчета определителя графа — формуле К. Коутса 
(С. Coates) |1<>]. Для  ОСГ используется несколько 
измененный ее вариант | 15, 17), который мы здесь 
п рассмотрим:

v v ; , , ,

t'at -  “  “ ~7Г7. . (4 .27а)
Ха 0  е

(|. ‘27б)
I

где п, определи гель элементарного графа (фактора 
графа), получаемый как произведение передач, входя
щих в пего пек;|саю|цихся контуров (взятых с обрат
ным знаком) п петель (взвешенных вершин). При этом 
петли (вершины) должны иметь передачи, равные соб
ственным проводимостям соответствующих узлов схе
мы: Y а.

Суммирование осуществляется по всем элементар
ным о, графам факторам. Веса вершин, связанных 
с источником, т. е. не имеющих нетель, считаются р ав 
ными единице.

Алгебраическое дополнение 1 УК пути Р,< из источ
ника х„ в сток Хь определяется как  определитель Д с 
для части графа, не касающейся пути Рк.

Пример 4.14. Найдем передачу графа, приведенного

( J
/> D

на рнс. 4.22, п: Кп ——- — —------- — . При вычислении
е /)<:

определителя вершины источники m j >kii ) уд ал ить  из 
графа.

Определители элементарных п, графов (факторов) :  
•V —  YciCi  ̂ки f l2== YCl0 ( 1 ) /?22 ( g 22" g ‘2\) .

—  Yui; ( 1 ) # ц  (ff| 1— ^21) . ^ 4 =  ^  i:i ( ---1 ) рС (pC-{-g21 ) .

6 5 =  (— 1 ) (pC +  4'?|)£22gu, fi6 =  (— \)рС (” И — g 2 l ) X

X ( - f t l + J ? 2 2 ) .
Он редел ител ь графа:

Д с  ~  Y г,П ( g ‘22 mg 2 l ) g 22 ^IflfA'll ( g l l "  g ^ l )

— Y.npC(pC+g2]) — g n g 2 2 (pC-\~g>\) -  p C ( g u —
— g 2 1 ) ( — « ' 21+ ^ 22) .
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Р\ =  jr  (pC +  gu),

I \ = - j r ( g 2 1 -  f t , )  ( f t ,  “ f t » ) -  
l\

Дополнения путей:
D? =  Гээ, D ? =  1.

В результате

-̂ г \ (рС +  f t i )  Yn +  ( ft , - f t , )  ( f t ,  -  ft-)]
^  ^ _________________________________________

'  Y66 YKK Уэ9 — K66f t ,  ( f t 2 +  f t , )  -  YKKg u ( f t ,  +

-5 - 1  (pC +  f t , )  Гээ +  (£„, -  f t , )  ( f t ,  - f t , )  1 

+  f t . ) -  (/ ?C-  g 2, ) -  f t  , f t 2 (pC -  f t , ) -

^  1(/>C +  f t , )  Уээ +  (ft ,  -  f t , )  ( f t ,  -  fta)]

- P C  (f t ,  +  f t , )  ( f t ,  + f t 2)
Д л я  графа Мэзона применение формулы Коутса не 

приводит ни к каким выгодам,  выражения для опре
делителей полностью совпадают. В этом можно убе
диться ,  записав определитель Д с для графа, показан
ного на рис. 4.29, я, и сравнив его с Д Л|, полученным 
в предыдущем примере 4.12. При этом надо по
л а гать  вес всех вершин равным 1, т. к. в них нет петель.

Приимер 4.15. Д ля  сравнения найдем определитель 
Д м для  графа на рис. 4.22, а по формуле Мэзона (в пре
дыдущем примере 4.14 для этого графа у ж е  найден 
определитель Д с по формуле Коутса).  Передачи петель 
считаем равными 1 — Yc,c>, 1 — Укк и 1 — У;);). Тогда Д м =
=  1---[ ( 1 — УбГ>) -Ь ( 1 — Уин) ~Ь ( 1'— :̂>:>) “Ь (ftl~bpG) рС -(-
+  ( & I I — f t l ) f t l  +  (/?22— f t l ) g 2 2  +  11— f t l )  ( S '22— g n ) p C - \ -

+  (ё 2 \~\-рС) gngw} ~Ь [ (1 — ^г’б) ( 1 — У Kb) +  ( 1 Уг>Г.) (1 —
—  У ш)  +  ( 1 —  Y(ifi) ( f t 2— f t l )#22 +  ( 1 —  Укк) ( 1 —  У н )  +  ( 1 —
---- ^ ick) 11 ( f t  1— f t l )  +  ( 1 —  Ym) (g2l~\-pC) Х Р ^ ]  —  ( 1  —

— Vr,r.) (1 — У,ш) ( 1 - П , ) .
После раскрытия скобок и приведения подобных чле- 
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нов получаем Д м =  1 — 1 — Убг,— 1 — УцК— 1 — y , :,-f-1 — УГ|Г,—
-  Y«,rf  Ycc, Ук„+ 1 - -  Уг.Г,— У:,:,+ Уг.Г, У:п +  1 -  У.ш- Y ,:,+  
“Ь Укк Уы— 1 “Ь У 60“Ь Yкк— У 0Г| У|!|{-}- У:к|— Yс,Г, Уда— Укк У;ы-|“
+  V Г.Г. Укк Ун — (#21 -{-/)(') р С —g\ | (g u  — #21) — (g22—#21 ) # 2 2 ---
(#11—J?2l) (#22—g2\)pC- -#22#ll (/'С h#2l)! h(#22—#21)#22 —
—  У о Г > ( #22— # 2 | ) # 2 2  +  # I I  ( # 1 1 — # 2 l )  —  У к к # | |  ( # 1 1 — #21 ) H“

+ p C (#2 1+ pC ) — Y,tp C (#0, -f-pC) --= Y c , c , У,:—
• Yfifigw (#22—#21 ) — Уки#| I (#11 —#21) — Y:,,pC (pC +  g ’f ) -

~ ’#11 #22 ( P C + # 2 | ) ~pC  (#11---#21 ) (#22 #21 ) •
Таким образом, ил 38 слагаемых и выражении для  оп
ределителя по формуле Мэзона после приведения по
добных членов и сокращения в окончательном резуль 
тате остается только (> слагаемых .  В предыдущем при
мере 4.14 при решении этой задачи по формуле Коутса  
тот ж е  результат получен без приведения подобных 
членов н их сокращения. Это говорит о рациональности 
применения формулы Коутса в графах е петлями ( в з в е 
шенными вершинами), построенных непосредственно по 
схеме электронной цепи.

Порядок анализа электронных схем методом си г 
нальных графов.

1. Постановка задачи анализа .
L’ . Выявление требуемых д л я  анализа типов с х ем 

ных функций, их характеристик и параметров.
3. Составление топологической модели для анализа 

схемы но постоянному или переменному току, а т а к ж е  
с учетом импульсного режима работы устройства.

4. Подбор для электронных компонентов наиболее 
подходящих по режиму их работы и задачам анализа 
математических (уравнения) или топологических ( экви 
валентные схемы, сигнальные графы) моделей.

5. Составление сигнального графа схемы (но Мэ-  
зону или Коутсу) по принципу причина следствие или 
непосредственным способом.

(к Упрощение сигнального графа до вида, опреде
ляемого возможностью не очень сложного применении 
формул общей передачи графа.

7. Выбор формулы общей передачи: для записи в ы 
ражения схемных функции если в графе много пе
тель, рекомендуется применение формулы Коутса.
7*. 1У5



8. На графе ищутся и записываются передачи всех 
контуров, затем составляются комбинации из некасаю- 
щихся контуров.

9. Определяются пути между вершинами, определя
емыми искомой схемной функцией.

10. Записываются выражения схемных функций по 
выбранной формуле общей передачи графа.

11. Построение частотных или временных характе
ристик.

12. Вычисление чувствительностей.
13. Анализ схемы на устойчивость.



Г л а в а  5. АНАЛИЗ ЭЛЕКТРОННЫХ СХЕМ 
МЕТОДОМ ПЕРЕМЕННЫХ СОСТОЯНИЯ

1 5.1. Определение метода переменных состояния

Метод переменных состояния представляет собой 
определенную совокупность приемов построения и реа 
лизации математических моделей электрических п эл е к 
тронных цепей. В качестве переменных состояния сле 
дует выбирать токи в индуктивностях и напряжения па 
емкостях,  но не во всех индуктивностях и не на всех 
емкостях,  а только для независимых, определяющих 
общий порядок системы дифференциальных уравнений 
[26, 4 0 1.

Рассмотрим схему замещения цепи, состоящей из 
резистивных, индуктивных н емкостных элементов 
с постоянными индуктивностями и емкостями. М а т е м а 
тическая модель такой цепи формируется в виде си
стемы

R-i/< =  U
F ( iL. L1 с, UL, ic, i r ,  U«. /) = 0. ( 5 .1 )

Здесь it, Ir, ic — вск ’оры, компонентами которых я в 
ляются соответственно токи в индуктивностях, в рези
сторах и через емкости; Ui, U r, Uc. — векторы с к о м 
понентами напряжений па индуктивных, резистивных 
и емкостных элементах; L. С. /<* — диагональные мат
рицы, элементами которых являются значения индук 
тивностей, емкостей и сопротивлений; /•' —• вектор, к о м 
поненты которого являются функциями указанных 
переменных. Зависимость /•' от времени / определяется  
внешним воздействием на цепь, то есть наличием за-
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дающих источников тока п напряжения в цепи и их 
изменением во времени.

Первые три уравнения (5.1) представляют собой 
компонентные соотношения на элементах цепи; послед
нее уравнение — следствие законов Кирхгофа. С дру
гой стороны, первые два  уравнения (5.1) представляют 
систему дифференциальных уравнений относительно 
переменных состояния, а два последних — систему ал 
гебраических уравнений, связывающих переменные 
состояния с остальными переменными.

Возникает естественное желание преобразовать ма 
тематическую модель так ,  чтобы получилась система 
только дифференциальных уравнений. Д л я  этого надо 
выразить из системы алгебраических уравнений пере
менные Uи ic через переменные состояния it, Uc н под
ставить их в правые части дифференциальных уравне
ний из (5.1). Однако при этом могут возникнуть ослож
нения, вызванные неполнотой системы алгебраических 
уравнений. Если система алгебраических уравнений 
в (5.1) полная, то есть количество переменных UL, ic, 
Uк, iK соответствует числу уравнений и система разре
шима относительно указанных переменных, то преоб
разование модели к системе только дифференциальных 
уравнений возможно. При этом порядок системы диф
ференциальных уравнений будет равен числу реактив
ных элементов. Если ж е  система алгебраических урав 
нений неполная (то есть не выполнены указанные вы
ше условия полноты),  то преобразование к системе 
только дифференциальных уравнений возможно, но при 
этом их число будет меньше числа реактивных эле
ментов цепи.

Рассмотрим два  примера, иллюстрирующих выска
занные выше положения.

Пример 1. Математическая  модель схемы, представ
ленной на рис. 5.1, а, формируется в виде системы

— Lc>
d t  dt

Riit =  Uк, U r +  Uc — UM,

U l  =  L- c, Ir — *c + it-
Система алгебраических уравнений здесь полная и по
зволяет выразить переменные UL, ic через переменные 
состояния
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UL = Uc. (с = ■  iL +  — '* — U c .
R

Математическая модель приводится к виду

. _ L y c + i f e .
Л  L Л  С RC RC

Число дифференциальных уравнении здесь совпадает 
с числом реактивных элементов.

L

Ь.1

В)

Рис. 5.1

Пример 2. Математическая  модель схемы, изобра
женной на рис. 5.1, в, формируется в виде уравнений

/ d in  _ . . di^i ..  d in  . .
L\ —  =  ULU Ц —  =  U l2, L* —  =  Ulz, dt dt dt

r  dU c, _  . ^ dU a  ■ 
1 ~ cu - ~ U:~' dt dt

199



и  и  4 U I. — ■ L 1 ы 4 Оих,
Г , . .  - Г г ; , -  Г С'.

i и  ' • '/. ,
//.I //. /П 0.

Система алгебраических уравнений здесь неполная, 
т ак  как число уравнений отпосптслньо трех перемен
ных Уд, , Г/., , (Ус, равно двум. С целью получения 
недостающего уравнении на основании первых трех 
компонентных уравнении получим

d . . . . f /и Uj j  / ;. .i
—  ( t/ . l  —  l LI //.:t) =  -- ----------——  —  .
dt 1 , L.t

I la основании последнего алгебраического уравнения 
следует

U 1. I Г/.'  ̂ '/-ч _
/., А, /,,

Имеете с первыми двумя  алгебраическими уравнения
ми это уравнение позволяет пайтн (У/., , (У/.г , Г/,  :

Г ,  i -  -
J

Г , . . =

///.л = -

II / '
—  и С1 ~ Т  с-’ Ь2 '-3

1
и

1
L,

U,.

1 1 \ п  1 , ,  1 , ,Zl + rĴ 1
, - г "

1
Г г .  ь -  Г

II ,
А 1 /., | 1 7 ,  | 1 /.3.

И то же время выполнение последнего недостающего 
алгебраического уравнения означает, что первые три 
компонентных уравнения линейно зависимы. Следова
тельно, одно из них, папрпмер третье, можно отбросить. 
Окончательно математическая  модель примет вид

d in  1 1 , ,  I I .  . 1 / 1  1— и , - -------I
dt

dii.2  

1 dt

L l . U C — —  1 l j • - 1 -  \ - Ц  r „ x.
A I., A /. . A / . J

, I \
/ - , 1 r j

. .  1 I , ,  1 1 , ,
С С I ----  i Cl -\ — ■ — Uu

q d[ r:i _  . q dUc  
' dt LU ' dt

A I..,

’ = */.l IL2-

200



Если п исходной математической модели цепи, полу
ченной на основе ее схемы замещения, система ал г е 
браических уравнений неполная, то такая  схема назы
вается топологически вырожденной. Топологически вы- 
рождениые схемы получаются в том случае, когда схе 
ма содержит либо чисто емкостные контуры, либо чи
сто индуктивные звезды. Именно последний случай имел 
место во втором примере.

В связи с разработкой и созданием систем авто
матизированного проектирования (САПР) электронных 
схем возникает проблема автоматизации процесса фор
мирования математической модели. Такая  ав том ати за 
ция возможна на основе теории графов, элементы ко
торой излагаются в предыдущей главе.

М е т о д п к а с о с т а в л е и и я у р а в и е и и й и с
р е м с и п ы х с о с т о я н и я  с и с и о л ь з о п а н п е  м 
т е о р и и  г р а ф о в  в общем случае состоит из двух  
этапов. Па нервом этапе составляется i риф с х е м ы ;  
каждой ветви графа приписывается произвольное на
правление; строится так  называемое нормальное дерево 
графи; составляется топологическая система уравнений 
по первому и второму законам Кирхгофа для выбран
ного дерева графа; из полученной системы уравнений 
выделяется подсистема

i , ;= F r.(i, U ) ,
UL= f L(i, U),

где ic, ИI. - -  те же самые векторы, что и в (5.1) ;  
г, U — векторы остальных переменных.

В результате токи емкостей ic и напряжения Ul па 
индуктивностях схемы выражаются через токи и напря
жения остальных ветвей схемы.  При этом используют
ся контурные уравнения, образованные индуктивными 
главными ветвями (хордами графа) ,  и уравнения сече
ний (узловых потенциалов), образованные емкостными 
ветвями дерева (ребрами графа) .  Объясняется это 
с п о с о б о м  н о р м а л ь н о г о  д е р е в а ,  в состав ко
торого необходимо последовательно включать: все не
зависимые источники напряжения Е, затем емкостные 
ветви С, «-элементы и, если необходимо, в последнюю 
очередь, индуктивные ветви L. Если при этом в схеме 
обнаружатся контуры, состоящие только из (/-элемен
тов, или звезды, состоящие только из /-элементов, то 
необходимо преобразовать один из (/-элементов в / й
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элемент и исключить его из состава дерева или соот
ветственно преобразовать один из /-элементов в //-эле
мент п включить затем его в состав дерева.

На втором этапе, используя оставшиеся топологиче
ские уравнения для токов емкостей и напряжений па 
индуктивностях и компонентные уравнения, оконча
тельно формируют уравнения переменных состояния.

Пример 3. Составим уравнения переменных состо
яния для рассмотренной уже схемы, приведенной на 
рнс. 5.1, а. П е р в ы й  э т а п :  составляем граф схемы 
и выбираем направление его ветвей (рис. 5.1, б) .  Вы
бираем нормальное дерево, включая в его состав ветвь 
с источником Е и емкостную ветвь (показаны па 
рис. 5.1, б жирными линиями).  Составляем по вы
бранному дереву топологическую систему уравнений

1) 1 е — Ir = 0, 3) — Е  f  U r j Uс =  0,
2) г с Ь Cl — Ir — 0,  4) U i  — U с — 0.

Выделяем подсистему из 2 и 4 уравнений
ic = iR —U,

UL =  UC.
В т о р о й  э т а п :  используем компонентные уравне

ния

U r  =  I r R ,  i'c =  С , U l ~ L.
a t dt

Подставляя их в выделенную подсистему, формируем 
т а к  называемую нормальную  форму обыкновенных диф
ференциальных уравнений схемы

с а у с _ ( Ы _  
d t R

: "  ' '  '  ’  l O l - u c  
' . dt

Исключим U к, используя третье топологическое урав 
нение схемы

d U c 1 ( Um - U c
dt С V R 

d t I,
Д л я  больших электронных схем процедура состав

ления уравнений переменных состояния может услож-
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питься, если и схеме есть контуры из емкостей или 
звезды из индуктивностей, как,  например, па рпс. 5.1, «. 
Наиболее простой выход состоит во включении в е м 
костный контур небольшого сопротивления /?* или п а 
раллельно одной из индуктивностей звезды малой про
водимости G*. Погрешность расчета при малых /?* 
и G* невелика.

В общем случае математическая  модель в методе 
переменных состояния получается в виде системы диф
ференциальных и алгебраических уравнений

~  = F , (Л\ Х и /), 
a t

F A X , Х и t)  = о,
где -V — вектор переменных состояния;  X) — вектор 
остальных переменных схемы (токов п напряжений).  
Разрешая систему алгебраических уравнений относи
тельно компонент вектора Л'| (либо вручную, либо с 
помощью специальной процедуры на ЭВМ),  можно 
математическую модель представить в виде системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений

(~ -  -  G (/, X ). (5.2)
a t

Представление модели в виде (5.2) позволяет подхо
дить к анализу се с использованием результатов теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений н теории 
нелинейных колебаний.

Компоненты векторов А' и G имеют вид
X — (л'|, х2 ...... x„)r , G =  (g |, 8 2 , .... 8 п)т .

Причем к а ж д а я  из компонент вектора G является функ
цией компонент вектора X и времени I.

5.2. Принципы реализации математической модели

В самом общем виде исследование какого-либо ре
ального объекта,  явления или системы с помощью м а 
тематического моделирования предполагает формиро
вание математической модели и ее реализацию. Прин
ципы, лежащие в основе формирования математиче
ской модели применительно к электронным цепям, 
рассмотрены в первой главе. Их суть представлена 
схемой рис. 5.2, а. Переход от реального объекта к ма-
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тематической модели требует предварительной схема
тизации реального объекта.  Математическая  модель 
представляет собой и определенной степени аналог 
реального объекта.  Поскольку реальная действитель
ность бесконечно глубока и содержательна,  в принципе 
невозможно построить точный аналог реального объ
екта. Но и этом и пет необходимости. Можно построить 
аналог достаточно близкий или, как еще говорят, до
статочно адекватный реальному объекту.  Степень адек
ватности будет существенным образом определяться 
выбором схемы замещения реального объекта.  При 
переходе от реального объекта к схеме замещения ис
пользуются элементы абстракции, то есть выделение

Э лем ент ы  З а к он ы
оЯ гт ракц и и . п р и р о ды

а-)

s.)
Рис. 5.2

существенных черт рассматриваемого явления. Это 
обстоятельство отражено на рис. 5.2, а. Математиче
ская модель получается на основе схемы замещения 
с использованием законов природы. В электронике 
к таким законам относят законы Кирхгофа, закон Ома 
и компонентные соотношения на реактивных элемен
тах. Математическая  модель вида (5.2) относится 
к разряду так  называемых эволюционных моделей [41] ,  
поскольку решения уравнений (5.2) отражают эволю
цию анализируемой системы во времени.

Указанные принципы формирования математических 
моделей и сами эволюционные модели весьма харак
терны для са мых  различных областей познания. Напри*

204



мор, формирование математической модели эволюции 
температуры в некотором материальном объекте при
водит к уравнениям теплопроводности [27];  при этом 
используются закон Фурье о направленности тепловых 
процессов и закон сохранения энергии. Вывод у р а в н е 
ний гидродинамики основан на законах сохранения 
массы, импульса,  энергии [42 ] .  Динамика популяций 
в биологии 143] изучается на моделях вида (5.2),  в о с 
нове формирования которых лежит  эмпирический з а 
кон зависимости скорости изменения популяции от ее 
численности. Приведенные примеры, число которых 
можно во много раз увеличить, наводят на мысль о в а ж 
ности знакомства с развитием методологии иозпаипя 
в различных сферах человеческой деятельности.

После того как математическая  модель сформиро
вана и получены уравнения (5.2) ,  естественно, встает  
вопрос о ее реализации. Под реализацией модели  по
нимается совокупность действий, направленных на 
получение определенной информации относительно к а 
ких-либо сторон, свойств изучаемого объекта. Основ
ные этапы реализации представлены на рис. 5.2, б. 
Прежде всего необходимо выбрать цель реализации  
(или несколько целей). Затем проводится исследование 
модели с точки зрения достижения выбранной цели. 
Полученная на основе предварительного исследования 
априорная информация о свойствах модели использу
ется затем па дальнейших этапах реализации модели:  
выборе метода расчета и численной схемы, построения 
алгоритма и программы па ЭВМ. Причем в процессе 
отладки программы возможно неоднократное возвраще
ние к предыдущим этапам реализации модели. Этапы 
исследования и выбора метода расчета являются,  по
жалуй,  самыми сложными и системе реализации мо
дели.

Диализ представляет собой многократную реализа 
цию модели для получения исчерпывающей информа
ции относительно рассматриваемого объекта.

Множество целей реализации можно разделить па 
подмножества по признаку состояния объекта или си 
стемы. Д алее  будут рассматриваться только те о бъ ек 
ты, для которых характерны д ва  состояния — устано
вившееся и переходное. Под установившимся понима
ется такое состояние объекта, когда все величины, х а 
рактеризующие его состояние, либо перестают меняться
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во времени, либо меняются периодически. Предполага
ется, что эволюция системы во времени из некоторого 
начального состояния приводит се в установившееся 
состояние.

Следует отмстить, что в настоящее время известии 
так называемые стохастические динамические системы, 
то есть такие, когда характеризующие ее величины ме
няются во времени случайным образом.

К целям реализации,  связанным с установившимся 
состоянием, следует прежде всего отнести само уста 
новившееся состояние, которое, в принципе, может быть 
п не единственным. Зная установившееся решение, 
соответствующее установившемуся состоянию, можно 
получить все его характеристики.

Необходимым условием реализации установивше
гося решения является  его устойчивость по отношению 
к возмущениям. При рассмотрении нелинейных систем
(5.2) обычно исследуют устойчивость но отношению 
к малым возмущениям (локальную устойчивость). 
Проблема устойчивости представляет упрощенный ва
риант более сложном задачи нахождения границ обла
стей притяжения установившихся решений в фазовом 
пространстве (пространстве компонент вектора Л').

К целям реализации,  связанным с переходным со
стоянием, можно отнести, например, время переходного 
процесса или время установления, максимальные на
пряжения на элементах  цепи, максимальные токи 
в контурах и т. д. Некоторые характеристики переход
ного процесса можно получить при исследовании устой
чивости.

В этой главе,  в системе реализации математической 
модели основное внимание уделяется этапу исследова
ния и выбора метода расчета с позиций реализации 
важнейших целей — установившегося решения и его 
устойчивости.

Развитие математического моделирования электрон 
ных устройств естественным образом привело к идее 
создания автоматизированных систем формирования 
и реализации математических моделей. С развитием 
вычислительной техники этот процесс идет весьма ин
тенсивно (см., например,  f 1, 2, 28, 30, 31] .

В самом общем виде подобные системы представ
ляют собой управляющую программу, выполненную 
в режиме диалога с ЭВМ, либо без такового. Управля
ющая программа функционально связана с двумя 
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основными блоками системы -  блоком формирования 
математических моделей и блоком их реализации. 
Входные данные содержат информацию о структуре 
устройства (совокупности определенным образом с в я 
занных между собой элементов) и параметрах эле 
ментен. Автоматизации формирования математических 
моделей предшествовала работа но формированию схем 
замещения различных элементов и созданию их библи
отек.

На основе сформированной модели можно прово
дить анализ, то есть извлечение всей необходимой ин
формации об устройстве с фиксированным набором 
параметров. Если же ставится задача подобрать п ара 
метры с целью удовлетворения некоторым требовани
ям, которые вытекают из технического задания,  то, во- 
первых, необходимо эти требования формализовать
ii виде целевых функции и, во-вторых, задать область ,  
в которой меняются параметры.

Задачу подбора параметров, доставляющих опти
мальные значения целевым функциям, называют п а р а 
метрическим синтезом.

Решение задач анализа и параметрического синте
за осуществляется с помощью блока реализации м а 
тематических моделей. Последний представляет собой 
пакет подпрограмм, осуществляющих реализации р а з 
личных целей.

В настоящее время создано уж е  большое количест
во систем (программ) автоматизированного анализа и 
параметрического синтеза. Ценность этих систем оп
ределяется прежде всего возможностями блока р е а 
лизации математических моделей. Эти возможности 
связаны как с количеством подпрограмм реализации 
различных целей, так  и с их универсализмом. Н е 
видимому развитие этих систем будет идти по пути по
иска универсальных методов и алгоритмов реализации 
м ате м а т 11 ч ее к и х м оделей.

Системы автоматизированного анализа и парам ет 
рического синтеза представляют определенный этан па 
пути создания систем автоматизированного проектиро
вания (САПР),  принципы построения которых рас* 
смотрены в [1] .  Создание эффективных САПР, осуще
ствляющих структурно-параметрический синтез устрой
ства по данным технического задания,  является  д л и 
тельным и трудным процессом. И успех здесь будет
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зависеть от многих составляющих, в том числе и от 
развития методов реализации математических моделей. 

Рассмотрим теперь простой пример математической
продемонстрировать основные 

этапы реализации. Для
модели, позволяющий 

R к.
-TVW

и.вт. На

схемы RC-фильтра 
(рис. 5.3) математиче
ская модель формиру
ется в виде

Рис. 5.3

Д С —  
dt

(5.3)
сигнала выберем синусоидальное15 качестве входного 

напряжение
Uих — t/„,siiKi)/, со =  2л/Т,

U,„ .амплитудное значение входного напряжения; 
Т — период входного сигнала.
Предположим, что ставится задача 
повившегося стационарного решения 
его устойчивости. Общее решение 
дится:

t

нахождения уста- 
и исследование 

(5.3) легко нахо-

U  — U„ -f- А ехр I —
RC

U n : U m cos <р Sin (mt - tt), COS <P =

(5.4)

I
V 1 + ш’Л 'С '

A — произвольная постоянная.
Очевидно, что

1 ini U  = U „ (/),
/ -»оо

то есть U „(( )  является установившимся периодическим 
решением уравнения (5.3). Здесь удалось легко найти 
установившееся решение, поскольку найдено общее 
аналитическое решение (5.4). 15 общем случае жела
тельно иметь метод нахождения установившегося ре
шения, имея в виду, что аналитическое решение найти 
невозможно. Из самого вида решения (5.4) ясно, что 
существуют две возможности получения U „(t).

1. Если решать задачу Коши для уравнения (5.3) 
с произвольными начальными условиями, то по истече
нии определенного времени второе слагаемое в (5.4) 
станет намного меньше первого и можно считать, что
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предельное значение L J„(t) найдено. Можно сделать 
оценку времени установления. Предположим, что за 
начальные условия для решения задачи Коши выбрано 
U (0 )= 0 . В этом случае постоянная интегрирования 
А = — £/„(0). За время установления можно, например, 
принять момент времени, когда амплитудное значение 
второго слагаемого в (5.4) составит менее одного про
цента от амплитудного значения U „(t), 
то есть

_ lA Lt.' r c  с кс -0,01.
I и № (0) |

Отсюда находим оценку для времени установления

t >
” г> 0,434 '

Величину RC  называют постоянной времени схемы. Я с 
но, что сходимость задачи Коши к установившемуся 
решению определяется величиной RC. Сходимость бу
дет тем быстрее, чем меньше постоянная времени. В  
случае большой постоянной времени время установле
ния /у(Т может стать неприемлемо большим с точки 
зрения затрат времени счета па ЭВМ .

2. Другой путь нахождения £/„(/) заключается в по
иске метода определения U „ (0). Если U,,(0) будет 
известно, то периодическое решение может быть най
дено интегрированием исходного уравнения (5.3) на 
одном периоде. В случае линейного уравнения можно 
указать простой метод нахождения (/„(0), основанный 
на возможности явно выписать решение

I 1 j
не I г , ,Пч , ^ ,п ( ’ /гсU „ (/) = е «• |£/п (0) +  ^  в sin *,tdi j .

О
Это решение можно еще представить в виде

I

где
и At) -=UA 0)в + UAt),

t I I

Ua (t) = ^  e A>c j > c Sin ,»/<*/.
0

Иными словами, Uu(t) представляет собой решение 
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задачи Коши для исходного уравнения с условием 
£/о(0 )= 0 . Из условия периодичности

Un(0) =  U tl(T)
и вида решении находим

Отсюда

т_
U „(0 )=  U „ (0 )e  ‘Ч  и ,(Т ) .

и,л 0)= и’ ,Т)1 ехр( T jRC )
Для того чтоПи определить U „(t), надо два раза па 
одном периоде решить задачу Коши — один раз с ус
ловием £/(0)=0 и второй раз с условием U (0) =  U„ (()).

Указанный прием нахождения U „(t) носит название 
метода непосредственного нахождения периодического 
решения. Совершенно очевидно, что этот прием имеет 
преимущество по сравнению с методом установления. 
В дальнейшем он будет распространен па линейные 
системы общего вида. Что касается устойчивости 
U „(t ),  то она следует из вида решения (5.4): любое 
возмущение установившегося решения конкретизирует 
постоянную А и при /—► оо всегда возмущенное решение 
стремится к U „(t).

5.3. Выбор базовых величин и переход 
к безразмерным переменным

Прежде чем приступить к реализации математиче
ской модели, иногда с полученными уравнениями про
делывают предварительные преобразования, связанные 
с переходом к нормированным (безразмерным) пере
менным. Переход к таким переменным мы рассмотрим 
на примере линейной системы с постоянной матрицей. 
Итак, пусть уравнения (5.2) имеют вид

—  = D U  + V (t), (5.5)
dt

U - {U U U2....  и „у, Г (0  = (т „  Ь ....  7„)т.
= II d/j ||, i, j  = Т7~«.

Элементы вектора U  являются токами либо напряже
ниями; вектор Г (0  характеризует внешнее воздейст
вие; п — порядок системы; г/,, — элементы матрицы D.
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Все величины в системе (5.5) размерны. Введем нор
мированные переменные

уг = и j и i*, t — t tt> i = 1, n.
Здесь I/,*, L  — некоторые размерные величины, ко
торые называют базовыми; //, нормированные (без
размерные) величины, I — безразмерное время. Ком
пактно зависимость между нормированными и размер
ными величинами можно представить в виде

U =  I)  t Y,
где U* — диагональная матрица е элементами 
Y — вектор с компонентами //,. Подставляя выражение 
U в исходную систему и опуская знак черты над /, 
получим систему, где все переменные н параметры без
размерны:

—  «  л к  + 
dt

причем
A = ttU ~ 'f )U ,  T i{t )

Выбирая из каких-либо соображений конкретные зна
чения базовых величин и подставляя их it выражения 
для Л и И, получим вполне определенные значения Л, 
15, п. таким образом, система примет вид

—  -=ЛК H it ) ,  
dt

Вазовые величины можно выбирать из различных со
ображении.

I. Элементы матрицы I) могут иметь большой раз
брос по порядку величин. Как показывает практика 
вычислении, чем больше разброс is порядках величин, 
тем более чувствительны численные методы решения 
к ошибкам округления. Поэтому естественно потребо
вать, чтобы элементы матрицы были близки к едини
це. Для этого надо решить систему

U*......  и ,„, /.) | 1 (/', j  =  1, п).
Нетрудно показать, что число неизвестных здесь равно 
и, а число уравнений, в общем случае, //-. Поэтому 
естественно искать приближенное решение этой снсте-
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мы по методу наименьших квадратов. Для этого со
ставляется выражение

П

s = 2 { i « / , / i -  1 } Ji j  I
и отыскивается минимум этого выражения в простран
стве переменных М|», н2», •••, н„*, L . При больших п эту 
задачу можно решить только с помощью ЭВМ .

2. Можно задать базовые величины, руководствуясь 
не соображениями оптимальности, а соображениями 
удобства. Например, в качестве базового напряжения 
на конденсаторе можно выбрать поминальное напря
жение. Соответствующая безразмерная функция будет 
отражать отклонение напряжения па конденсаторе от 
номинального значения.

3. Можно часть характерных величин задать, руко
водствуясь соображениями удобства, а часть находить 
из условии оптимальности.

Пример 4. На рис. 5.4 показана схема /?/Х'-фильтра. 
Для напряжения на конденсаторе Uc и тока на индук

тивности //. получаем 
уравнения

L  d iL R .
-----------------r ----------о  — — --------- —  —  I I  —I

XT  C ___—

1 . 
с lL'

P in 1. 5.4

d iL
dt

и е
1 и---с—о L

d U c
dt

После введения нормированных переменных 
У| = k ih .  Уа = U с; U*, t -  t{t*. 

Элементы матрицы А примут вид
R . -  U ^ t , .  -  i ±t ±

« I I  =  —  —  t*. « ц  =  - Г Г 2-. «11 =
l  и * с/у*

Обозначим U .Ji.M — *, t# — у и составим сумму 

Для нахождения х, у имеем систему
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Из первого уравнения находим

-  +  Т + 4Сх L L
У = R-

L 1 L- С2х‘
Подставляя это значение у во второе уравнение и пре
образовывая его, находим

х* -  - L  (C R - -  2L) х ' -! —  (CR- -  2L )  х  -  — = 0. 
RC R C ‘ С2

Это уравнение имеет корни

х,.2 = ± 1 / 4 -  , —  2L ±V с 2RC
± V (C R ‘ -  2L)'1 — AR2C).

Нас интересуют только вещественные положительные 
корни

1) R 2 < (4 Л-, = у / А .

2) /?2==(4 + 2 К З ) А ,  | / А ,  .v, =

К Г + 171 , / А
^ 2 г С ’

3) /?2> (4 + 2 К З )  х, = 1 /  ....
С к С 2RC/ -  • *а.э = а—  X

X  {С/г- 2L ± V (C R -  2L)l - A R ‘CL}.
Во втором случае корни близки, так что он аналогичен 
в определенном смысле первому случаю. В  третьем 
случае надо выбирать тот из корней, который достав
ляет минимум S. Следует заметить, что в выборе одной 
из величин /* или (У* имеется произвол.
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Предположим теперь, что / задано. Одни элемент 
матрицы тем самим определен. Естественно дна других 
выбрать п.) условии

1 , R , 1 , R-  ЛГ/* -  — 1,:, --- = — />,
I. L Сх I.

или
± L ".«х
/. Сх L

Составляем выражение для Л’:

S  - - ( х -  R)*-\ ( —  —  V.
L* \ Сх I. I

Приравнивая нулю производную, получим
1 dS _  х___R  I / I R \
2 д х ~  L Сх- \ Сх I . )  

Корпи этого уравнения
/. R , /  R 2 /._

4 С
/.В случае R  2 I /  jt- имеется лишь один положитель

ный корень
■' т

.  iс  '
/7 7

Гели же А? > 2 |/ , имеются три корня:

, /  L R , . / АГ /.х , -  | т - - ,

lit которых выбирается доставляющий минимум S.

5.4. Линейные системы с постоянной матрицей

Рассмотрение методов реализации математических 
моделей мы начнем с наиболее простого случая линей
ных систем с постоянной матрицей



Па практике линейные системы встречаются редко 
I! силу нелинейности характеристик элементов п может 
сложиться впечатление, что подробное рассмотрение 
линейных систем надумано. Но это далеко не так. Ино
гда имеет смысл рассматривать линейные модели в ка
честве первого приближения к реальному объекту. 
Кроме того, линейные системы являются удобным объ
ектом для выяснения тонкостей реализации модели, 
введения и углубления понятий, широко используемых 
при математическом моделировании.

Относительно системы (5.(>) сделаем некоторые 
предположения и введем некоторые понятия.

1. Определитель матрицы А отличен от пуля, т. е.
del | \А | | =7̂ 0.

Если бы это условие не выполнялось, порядок исход
ной системы можно было бы понизить.

2. Элементы вектора В(1) являются кусочно-непре
рывными ограниченными функциями с периодом Т, 
то есть

В ( t+ T )= B (T ) .
Известно [32], что если выполнено условие периодич
ности В(1). то исходная система (5.6) обладает перио
дическим решением с тем же периодом, что и В(1).

3. В качестве нормы вектора будет выбираться одна 
пз норм [34]

|| А '||, = шах | х, |,
\<1<м 

п
11*112 = 2 1  *||.

(-1

/ ~ п
n*ii3 = у  2i*<i2.

/=i
а согласованные с ними нормы матри

M il,  = max 2 ( а/У 
j  \/-i

|| А ||, = шах ( 2  \ а и 
i  \/~i

|| А ||з = |  шах а̂ 'л .

(5.7)

1ЦЫ

(5.8)
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Здесь Л* — матрица, сопряженная с А, Ял*л — собст
венное значение матрицы, равной произведению Л*А. 
Собственные значения матрицы А есть корни характе
ристического уравнения det| |Л— } .Е | =0. Заметим, что 
для симметрических и, в частности, для диагональных 
матриц

|| Л ||, = шах | к'л |. 
t

Единичную матрицу в дальнейшем будем обозначать 
символом Е. Если собственные значения матрицы А 
различны, то известно представление

А =  SAS-’,
где S  —• невырожденная матрица, столбцы которой 
представляют собственные векторы; А — диагональная 
матрица, элементы которой есть собственные числа 
матрицы А. Под матричной экспонентой ехр(Л) пони
мается степенной ряд из матриц А:

1 1  00 1
еА = Е  +  А +  — А2 Ь — А3 -|- ...= Е  -Ь У  — Л*.

2! 3! £ л к\
Исходя из определения матричной экспоненты, можно 
доказать, что в случае различных собственных значе
ний матрицы Л имеет место равенство

са = esss-1 ~ S e KS-\
где г д — диагональная матрица, элементы которой есть 
экспоненты от собственных чисел матрицы Л.

5.4.1. А н а л и з у с т о й ч и в о с т и

Пусть Л',|(7) — установившееся периодическое ре
шение системы (5.6). В  дальнейшем мы его будем на
зывать просто периодическим, или стационарным. Преж
де чем переходить к анализу методов поиска Хи, удобно 
сначала рассмотреть вопросы устойчивости этого пери
одического решения. Предположим, что в некоторый 
момент времени I =  t0 находящаяся в стационарном 
состоянии система получает некоторое возмущение. 
Если в результате дальнейшей эволюции система будет 
стремиться вновь занять это стационарное состояние, 
то говорят, что имеет место устойчивость этого состо
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я 1111я. Для исследования устойчивости представим воз
мущенное решение в виде

Х = Х и(1)+ в(1), (5.9)
где e(t) —• величина возмущения.
Полагая /0= 0  и подставляя (5.9) в (5.(5), получим 
уравнение относительно p(t)

7 Г М -

к0 — вектор начального возмущения.
Таким образом, вектор возмущения удовлетворяет од
нородному уравнению. Решение однородного уравнения 
с постоянной матрицей известно:

е = eA'z0.
То, что это решение для к удовлетворяет уравнению 
для возмущений, можно проверить непосредственной 
подстановкой, используя определение матричной эк
споненты.

Предположим сначала, что собственные числа л, 
матрицы различны. На основании известного представ
ления матрицы А через диагональную матрицу из соб
ственных элементов и свойств матричной экспоненты 
следует

e = S e " S - U 0.
Для того чтобы оценить поведение к при 1—>ао, надо 
сделать оценку норм

lieII =  ||5бЛ< S-'eoll^llSH IIS 'е0|||кл' ||.
В общем случае собственные числа, являющиеся кор
нями алгебраического уравнения, будут комплексными, 
т. е.

Як =  Х;'К-|-/А|К, (^=  I. И) ,

j =  у — 1 , Кг к, kiK — вещественная и мнимая части соб
ственных чисел.
Для оценки нормы диагональной матрицы с,Л' исполь
зуем третью норму из (5.8).

II e ll- ssrilS lH lS- 's J-m ax lA 'i = С (max е ‘ы ),
К  К

С-Ц5Ц • ||5-'foil.
Таким образом, поведение возмущения определяется 
расположением собственных чисел в комплексной пло
скости. При этом могут представиться три возможно
сти.
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I. Все корни расположены и левой полуплоскости, 
как изображено на рнс. 5.5. Поскольку комплексные 
корни симметричны относительно вещественной оси.

здесь обозначены только кор-
1 - пн с положительной мнимой

частью, т. е. в верхней полу
плоскости. В этом случае

Следовательно,
р,,с- 55 I ini X  (/) = X „ ( t )

1 >00
ii имеет место устойчивость.

2. Хотя бы одно н:* собственных чисел расположено 
is правой полуплоскости. 15 этом случае ||е(/)|| неогра
ниченно возрастает с увеличением времени н стацио
нарное решение X „ (t )  неустойчиво.

Л. Корни расположены либо в левой полуплоскости, 
либо на мнимой осп. Эго означает, что система обла
дает, кроме вынужденных колебаний, обусловленных 
внешним воздействием, собственными колебаниями с 
частотами, равными тем л,/2л, которые лежат па мни
мой оси.

Таким образом доказано
Предложение 5.1. Для устойчивости стационарного 

решения A’n(/j достаточно, чтобы все собственные чис
ла матрицы А были расположены в левой части от 
мнимой осп комплексной плоскости или вещественные 
части корней должны быть отрицательны. Для устой
чивых периодических решений вводятся такие понятия, 
как запас устойчивости н коэффициент жесткости.

Определение 1. Расстояние от ближайшего к мни
мой оси собственного числа матрицы А называют 
запасом устойчивости

К
Величина запаса устойчивости характеризует скорость 
сходимости возмущенного решения к А’м(7).

Определение 2. Величину
шах | >к |

К
mill | >.к j
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называют коэффициентом жесткости системы (5.(5). 
Коэффициент жесткости характеризует разброс собст
венных чисел. Иногда коэффициент жесткости опреде
ляю!' иначе:

inax|>.,J
К^ ( • __________

niin|X,A.| •
к

Величины называют еще постоянными времени
анализируемой схемы. Коэффициент жесткости ы:! ха
рактеризует разброс постоянных времени. Большой раз
брос постоянных времени свидетельствует о наличии 
в схеме быстро и медленно протекающих процессов. Чи 
сленная реализация математических моделей для подоб
ных схем вызывает большие трудности.

Замечание I. 15 теории дифференциальных уравне
ний под устойчивыми понимаются такие стационарные 
решения, когда степень отклонения e (i)  возмущенного 
решения от стационарного определяется величиной 
начального возмущения в0 и может быть сколь угодно 
мала при сколь угодно малых начальных возмущениях, 
хотя сходимости к стационарному решению может н не 
быть. В этом случае говорят об устойчивости по Л я 
пунову. Нели же г (/)-►() при то имеет место 
асимптотическая устойчивость.

Замечание 2. Вывод об устойчивости в зависимости 
от расположения в комплексной плоскости собственных 
чисел не изменится, если некоторые из них пли даже 
все будут кратны. Усложняется только доказательст
во [33].

Замечание 3. Представляет интерес выяснение фи
зической сущности явления неустойчивости. В  случае, 
если хотя бы одно собственное число будет расположе
но в правой полуплоскости, решение задачи Коши для 
системы (Г).6) будет неограниченно нарастать при 
/-► оо. Это значит, что в анализируемой схеме будут 
неограниченно нарастать контурные токп и напряжения 
на элементах, даже если не учитывать входного воз
действия. Ясно, что такое возможно, если схема обла
дает возможностью неограниченной генерации энергии. 
Поскольку такая возможность исключена, явление не
устойчивости следует какпм-то образом объяснить. 
Чтобы разрешить это противоречие, естественно пред
положит!), что все линейные модели, адекватным обра
зом отражающие реальную схему, будут обладать и
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свойством устойчивости. Неустойчивость линейной мо
дели является свидетельством невозможности построе
ния адекватной модели в рамках линейной теории для 
анализируемой схемы.

Пример 5. Матрица А уравнений, составленных по 
схеме замещения /?/.С-фильтра, изображенного на 
рис. 5.4, имеет вид

' #  _  1
/. L
1А =

Для вычисления собственных 
непие

О

чисел составляем урав-

Л -  I E  || =

R
L
\
С

]_
Г

« и - i .L LC

Разрешая это уравнение, находим

/•1,2
9/  V л 12 1C2 L v 411 I.C

В зависимости от знака подкоренного выражения оба 
корня либо вещественны, либо комплексны и располо
жены в левой полуплоскости. Следовательно, имеет ме
сто устойчивость. В случае вещественных корней запас 
устойчивости

Г  R* 1В - *  -■ 2 , V
Для комплексных корней

4 L- /.С

8 = *  .
2 L

В случае R =  О система обладает 
ственными колебаниями с частотой

.  _______ 1
~~ 2 тУ Т С  '

Если R=̂ =() и корни комплексны, 
дает собственными затухающими 
стотой
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5.4.2. М е т о д  н е п о с р е д с т в е н н о г о  
п а х о ж д е п и я и с р п о д и ч е с к о г о р е ш с и и я

Этот метод уже применялся при нахождении перио
дического решения на примере /?С-фнльтра, когда ма
тематическая модель была сформирована в виде одно
го дифференциального уравнения первого порядка. 
Здесь аналогичный подход будет применен при анализе 
систем.

Суть метода заключается в поиске начальных усло
вий Л'п(О) для периодического решения.

Решение это можно выписать в явном виде
(

Х „ (П  -  еЛ1 (х „(0 ) I- j' е - " В (t)dt\
О

ИЛИ
Х п(1) - еЛ1Хп (О) \-Xu(t), (о. 10)

где t
X n(t) eM \e ~ A,B ( t )  dt.

О
Иеп >льзуем условие периодичности:

Х„(Т) = Х п(0).
Из (5.10) находим

Х „  (0) = еАТХ п (0) +  Х и(Т ),
отсюда

( £ - e - ' r ) X „ ( 0 ) = X 0(T) .  (5 .U )
Относительно компонент вектора получена линейная 
система алгебраических уравнений. Для того чтобы 
эта система была разрешима, необходимо отличие от 
нуля определителя системы. Ограничимся рассмотре
нием случая отличия собственных чисел матрицы А. 
Матрицу системы можно преобразовать
E —eA’t =  E —S e A TS~l= S ( E —c AI)S ~ l.
Определитель системы примет вид 

А =  det|| Е — елMl =  delЩ Е —е л') S~41 =
=  det||S||det||S-4|dct||£-eA'||.
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Матрица S  невырождсиа, следовательно, обращение 
или необращенно в нуль Л будет определяться выраже
нием

del || Е  — еА'|| = (1 -  <>*■') (1 -  )...(1 е " )  -

= П ( 1  Л ' ) .
к-=\

Для устойчивых периодических решений |с> к |<1, 
следовательно, последнее выражение не обращается 
в нуль и Д =7̂  0 .

Таким образом, система уравнений относительно ком
понент вектора А'т,(0) разрешима. Для нахождения 
периодического решения, таким образом, необходимо 
реализовать следующие этапы:

! ) решить на одном периоде задачу Коши с пуле
выми начальными данными для системы (5.6); тем са
мым определяется вектор Х „(Т );

2) вычислить матричную экспоненту елг, тем самым 
определить матрицу системы (5.11);

3) разрешить систему (5.11) относительно компо
нент вектора Х „ (0 ) ;

4) решить систему (5.6) на величине одного перио
да с условием Л'(0 ) = Л '„ (0 ) н тем самым найти перио
дическое решение.

Существуют и другие методы нахождения периоди
ческих решений, часть из которых будет рассмотрена 
при анализе нелинейных моделей.

5.5. Линейные системы с переменной матрицей

В этом параграфе рассмотрены математические 
модели, которые приводят к уравнениям вида

= A(t) X  -\- В (/). (5.12)
at

Относительно системы сделаем следующие предполо
жения:

1) del ||Л (/) || # 0 ;
2) предполагается, что элементы /1(7), В(( ) есть 

кусочно непрерывные периодические ограниченные 
функции, так что

Л(1+ТЛ) =  А(0. В(1+Т„) = В(1).
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Решение этого уравнения
<!»(/) = /  (/) •<!>(()).

Отсюда получаем
F ( l+ T )  =  F ( t ) F ( T ) .

Пз этой зависимости последовательно находим
F ( t + 2 T )= F ( ( t  +  T) +  T )= F (t+ T )- F (T )  =  F ( t ) [ F (T ) y ,  
F ( t + m T )= F ( t ) \ F (T ) ] ”
Переменную I в области 0 /sC 1 обозначим т.
Па основании полученного имеем
F(1 ) =  F ( t )\ F (T )] "\  т Т < . К  (ш + 1 )Т, /// =  0, 1, 2.....
Возвращаясь к решению относительно с, находим

b-(t)— F (  т) f F ( T ) ] me э, ш Т< 1<  (ш -f 1) Т.
Матрицу I ( Г )  называют основной матрицей. Опреде
литель фундаментальной матрицы отличен от пуля, 
поэтому матрица Г(Т) невырождена. Обозначим рь рг, 
.... р„ ее собственные числа. Предполагается, что они 
все различны. Собственные числа основной матрицы 
называют характеристическими числами системы (5.13) 
или (5.14). Поскольку среди собственных чисел основ
ной матрицы нет кратных, возможно представление

F (T )  = SRS  ',
где S  — невырожденная матрица, a R — диагональная 
матрица, элементами которой являются характеристи
ческие числа. Используя представление основной мат
рицы, имеем

F (/) = l  ( j ) S R "S  'к,„ n iT < t< (m + \ )T .
Выбирая в качестве норм третью норму из (5.7), (5.8). 
оценим норму возмущения

II« (01 IIF  (Т) SR " S - \ !| | F (т) I 15 1| IS-'  III .„11 /Г  Л.
где \\Rm\\ = {max |р,|}т .

1 </<«
Нормы матрицы / (т) ограничены, поэтому поведение 
е(/) при /—► оо будет определяться расположением ха
рактеристических чисел. Для того чтобы

I i m е (0 =0,
/—►сю

достаточно выполнения условия
niaxllp.il <  1.
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Тем самым доказано.
Предложение 5.2. Для того чтобы периодическое 

решение Y„ ( I )  системы (5.12) было устойчиво, доста
точно, чтобы все характеристические числа в комплекс
ной плоскости были расположены внутри единичного 
круга, то есть

||**| <  1, к =  1, п.
В комплексной р-плоскости достаточно изобразить 

характеристические числа лишь в верхней полуплоско
сти, поскольку имеет место 
симметрия относительно ве
щественной оси (рис. 5.6).

Запас устойчивости оп
ределяется расстоянием от 

-»■р  максимального по модулю 
г характеристического числа 

до окружности единичного 
радиуса.

Замечание I. В случае, когда A (t) =  Л =const, меж
ду собственными числами матрицы А и характеристи
ческими числами системы

— = Лг 
d t

имеет место зависимость. В  самом деле, здесь
F ( t ) = e u =  Sc US \  F (T )= S e  A1S~'

и
(lK =  6J>-*7', K =  l, п.

Нели все Кц лежат в левой полуплоскости, то и все 
рк лежат внутри единичного круга.

Замечание 2. Доказана асимптотическая устойчи
вость.

Замечание 3. Имеет место то же замечание 3, что 
и в п. 5.4.1 о том, что неустойчивость линейной модели— 
показатель ее неадекватности.

Замечание 4. Асимптотическая устойчивость будет 
иметь место при ||'*|<1, даже если среди (>л будут 
кратные корни.
5.5.2. М е т о д и а х о ж д е н и я п е р и о д и ч е с к о г о 
р е ш с и и я

Как и в случае систем с постоянной матрицей, не
посредственное нахождение периодического решения 
«. Заказ 6690. 225



основано на возможности явно выписать решение си
стемы (5.12)

t
Х а (/) -  F (/) {Х „  (0) |- j  (т) В  (z)ch} =

0
= /-'(0А'„ (()) + Л'0(<).

Из условия периодичности
Х п(Т ) =  Х „ (0) 

следует (0) = / '(7) А'„ (0) + Х 0(7’) .
Относительно компонент вектора Л'п(О) получается си
стема линейных неоднородных алгебраических уравне
ний

( E - F (T ) ) X u(0 )= X o(T).
Исследуем определитель этой системы 

Е — F (Т) — S (Е — R) S  \  
dot| F  ('/’) I = det ]S|-det| £  — /?|det|S-4  =

П
det J S [  det IS-11|- Г1 (1 -p«).

K= 1
Для устойчивых периодических решений 1—Ркт^О, по
этому определитель системы отличен от нуля и система 
разрешима относительно Л'ц(0). Точно так же, как и в 
случае систем с постоянной матрицей, можно выделить 
этапы определения периодического решения.

1. На одном периоде решается задача Коши с ну
левыми начальными данными. Тем самым определяется 
Хо(Т ) .

'2. Решая матричное уравнение (5.14), находим 
F (T ) .  Если T/T.\=q, то уравнение (5.14) решается на 
периоде Т а , при этом

I '(T )  =  F (qTA) =  \F (T A) ] ‘>.
3. Решить систему относительно Л',, (0).
4. Решить задачу Коши на одном периоде с усло

вием X (0) =  А „ (0) и тем самым определить перио
дическое решение Л'„(/).

Замечание. Если периоды Тл, Тп ие совпадали, мы 
предполагали, что их отношение будет рациональным 
числом. Если отношение Т..\/Тц будет иррациональным 
числом либо </3> 1, то необходимо вводить поня
тие почти-нернода н ночти-пернодических решений.
226



В этом параграфе будут рассмотрены вопросы реа
лизации математических моделей вида

X). (5.15)
dt

Относительно вектора G(t, X) делаются самые общие 
предположения, обеспечивающие локальную разреши
мость системы (5.15) и продолжаемость решения на 
всю область 0</<оо. Компоненты вектора G(t, X ) 
являются нелинейными функциями относительно компо
нент вектора Л'.
5.6.1. Н е л и н е й и ы с с и с т е м  ы с в и с  ш и и м 
и е р п о ди ч с с кп м в о з д е й с т в  нем

Системы такого вида явным образом зависят от вре
мени в правой части (5.15) и, кроме того, выполнено 
условие периодичности

G (/+7\ X ) =  G (/, Л').
Период установившегося решения Х,,(1) может быть 
либо равен 7', либо кратен Т. Как обычно, предположим, 
что Х„ (/) известно, и исследуем его устойчивость.
Для этого возмущенное решение

Л' — Л„ (/) -f е (/) , е (0) =  ко 
подставим в систему (5.15)

dt dt
которое можно представить и в таком виде:

— = G (t, Х „  + е) — G (t, Х п). (5.16)
dt

Относительно е получено уравнение, по своей сложно
сти не уступающее исходному. С целью упростить это 
уравнение обычно делают предположение о малости е . 
Это позволяет сделать разложении и ряд Тейлора в ок
рестности периодического решения

0(1. Л-,1 +  0 - С ( / ,  А-,) |. ( ^ )  М - ( Ц )  ^  +  -

5.6. Нелинейные системы
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Слагаемые, начиная с третьего, 
обозначают 0(е2), то есть

(£)/+-.«. 
и называют малыми второго порядка или 
лес высокого порядка, чем первый. Нижний 
означает, что выражение рассматривается 
Подставляя 
получим

в этом разложении

малыми бо- 
пндекс «П» 
при Х =  Л'„.

полученное разложение в систему (5.16),

dt \д Х )„ \дХ*
Отбрасывая малые 
|) я дка, от I юс и тел ы ю

di
dt

слагаемые 
р

начиная
получим линейное 

дХ)п

со второго IIO- 
уравнепие

(5.17)

Сам процесс перехода от системы (5.15) к системе 
(5.17) называют линеаризацией. В случае наличия 
устойчивости (или неустойчивости) на основании ана
лиза уравнения (5.17) говорят, что имеет место устой
чивость (или неустойчивость) но отношению к малым 
возмущениям. Иногда говорят, что имеет место ло
кальная устойчивость (или неустойчивость). Сам метод 
исследования устойчивости с помощью системы (5.17) 
называют методом малых возмущений. Заметим, что 
(ОС/ОХ)п является матрицей вида

Л7\
ох)п

dJ l  . .. flE i
d.v, дхг dxn
dgi dj2 _

дх\ Ox, dx„

(l£n дк'п . . .  аЛ з
дх{ dx.. dx„ X  -  Х „

Если А'„ известно, то эту матрицу можно найти. Иссле
дование устойчивости сводится к анализу характери
стических чисел системы (5.17), точно так же, как это 
было в случае линейных систем с переменной матрицей.

Если имеет место локальная устойчивость, то эго 
означает, что Х а(1) имеет такую окрестность, что ре-



шенис задачи (5.15) с любыми начальными данными из 
этой окрестности сходится к Х и(1). Пели же имеет ме
сто неустойчивость, из этого можно сделать вывод о на
личии других установившихся решений. Для нелинейных 
систем такой вариант вполне возможен.

Следует подчеркнуть, что проблемы нахождения 
периодических решений и исследование их устойчиво
сти для линейных и нелинейных систем имеют сущест
венное различие. В случае линейных систем устойчи
вость периодического решения можно исследовать 
без знания самого периодического решения. Для нели
нейных систем, чтобы исследовать локальную устойчи
вость, надо знать матрицу системы (5.15), а для се вы
числения надо знать Л'„(/). Таким образом, проблема 
поиска X „ ( t ) и исследование устойчивости в случае не
линейных систем неразделимы.
5.6.2. Л в т о и о м н ы с с и с т е м ы

Очень важным классом нелинейных моделей явля 
ются так называемые автономные системы

когда время явным образом пе входит в правую часть 
системы (5.15).

Для анализа автономных систем вводят в рассмот
рение фазовое пространство. Это пространство перемен
ных Х\, *2, х„. Мгновенное состояние системы опре
деляется точкой в фазовом пространстве. Решению 
системы во временном интервале соответствует траек
тория в фазовом пространстве. Периодическому реше
нию системы (5.18) соответствует замкнутая кривая 
в фазовом пространстве.

Фазовое пространство можно вводить не только при 
рассмотрении автономных систем. Например, рассмот
рим /?/.С-фпльтр, изображенный на рис. 5.4, когда 
U вх=== fmCoso)/. Периодическое решение системы, опи
сывающей состояние фильтра, имеет вид

(5.18)

где
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л и обозначим

то получим

В фазовой плоскости переменных (г, Uc) эта кривая 
представляет собой эллипс с полуосями im, U,„ (рис. 5.7).

Ранее было доказано, что

задачи Коши будет соответствовать траектория, начи
нающаяся в выбранной точке и приближающаяся к 
указанному на рис. 5.7 эллипсу при /-*• оо.

Наилучшим образом наглядность проявляется, когда 
фазовое пространство есть плоскость, т. е. когда поря
док /I системы (5.18) равен 2. В случае п= 3 наблюдать 
траектории в фазовом пространстве значительно труд
нее. При 4, естественно, наглядность теряется.

Для автономных систем (5.18) характерными явля
ются два тина установившихся решений.

1. Установившиеся решения типа неподвижной точ
ки в фазовом пространстве. Поиск этих решений осуще
ствляется решением системы

Уравнения (5.19) представляют систему нелинейных 
алгебраических уравнений и могут иметь неединствен
ное решение.

Физически каждому решению системы (5.19) отвеча
ет такое состояние анализируемой системы, когда токи 
в контурах и напряжения на элементах не меняются 
во времени. Каждое решение системы (5.19) будем обо
значать А'пт- Поскольку система (5.18) нелинейна, 
можно исследовать лишь локальную устойчивость ре
шений Л'пт, которые еще называют точками покоя.
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L это периодическое решение 
устойчиво. Таким образом, ка
кие бы начальные данные мы 
ни взяли (какую бы пи выбра
ли точку в фазовом простран
стве), решение задачи Коши 
будет сходиться к этому пери
одическому решению. В фазо
вом пространстве решению

Рис. 5.7

G(X) =  0. (5.19)



Для исследования локальной устойчивости точек покоя 
получают систему линеаризованных уравнении относи
тельно малых возмущении

Матрица этой системы постоянна, поэтому локальная 
устойчивость определяется собственными числами этой 
матрицы, как это было при рассмотрении линейных си
стем с постоянной матрицей.

Таким образом, при анализе установившихся реше
нии типа неподвижной точки проблемы нахождения 
установившихся решений н проблемы исследовании их 
локальной устойчивости можно рассматривать раз
дельно.

2. Второй тин установившихся решений автономных 
систем — это замкнутые траектории в фазовом про
странстве. Эти решения называют предельными цик
лами. Каждому предельному циклу в фазовом прост
ранстве соответствует периодическое решение системы
(5.18). Решения этого типа будем обозначать как обыч
но Л'„. Поскольку колебания системы, соответствующие 
каждому X n(t), вызваны не внешним периодическим 
воздействием, а являются свойствами самой системы, 
подобные решения называют автоколебательными, а 
саму систему, обладающую этим свойством, — автоко- 
лебател ы i о й системой.

Пусть Т — период установившегося решения Х„(1). 
Для исследования локальной устойчивости использует
ся система уравнений относительно возмущений

Характеристические числа этой системы определяются 
из алгебраического уравнения

где /•(/) — фундаментальная матрица системы (5.20), 
причем F (0 )= E .

Мы сейчас покажем, что одно из характеристиче
ских чисел ()*, к =  1, 2, ..., п всегда равно единице. С 
этой целью продифференцируем один раз по времени 
систему (5.18).

(5.20)

dctliF (D -p£|| =  0, (5.21)
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Л ‘" Г |0 (А '|. 
lit ’ </ W

Решение этого уравнения известно:
G (X ) =  F ( t )G (X (  0)).

На периодических решениях эта зависимость тоже име
ет место:

G ( X „ ( 0 ) = / ( t ) C ( X „ (  0 ) ) .

При t — T с учетом условия периодичности 
G (Х „ (Т ) ) =  G (X „ (0 ) )

получим
( F { T ) - E ) G ( X n( 0 ) )= 0 .

Поскольку Х„(0 )  не является неподвижной точкой, то 
G (,Yii (0)) 0, следовательно

d e t||f(r )-£ || =  0.
Сравнивая это равенство с уравнением (5.21), можно 
сделать вывод о том, что (>=1 есть один из корней это
го уравнения. В [33] доказана теорема о том, что если 
все остальные характеристические числа лежат внутри 
единичного круга (рис. 5.8), решение X „ (t )  будет ло
кально устойчиво по Ляпунову.

Так же, как и в случае нелинейных систем с внеш
ним периодическим воздействием, исследование локаль
ной устойчивости здесь неразрывно связано с пробле
мой поиска периодических решений.

или

R L

Рис. 5.8 Рис. 5.9
Пример 6. В  качестве примера автоколебательной 

системы рассмотрим математическую модель, получае
мую на основе схемы замещения генератора на тун
нельном диоде. Для схемы замещения генератора на 
туннельном диоде (рис. 5.9) имеем систему уравнений
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с

diL 
dt

d U c 
dt

вольтамперная

i HiL +  и  с = E, 

— £г. —  t ( U c ).

характеристика диода, 
5.10. Точки

5.10).

Здесь i (U c ) -
изображенная сплошной кривой на рис. 
покоя системы находятся из уравнений

R iL+ U c= E , iL= i ( U c).
Первое из этих уравнений есть уравнение прямой в фа
зовом пространстве (</., Uc) (пунктир на рис. 
Пересечение этой прямой с 
кривой ii_ =  i(U c )  и есть 
точки покоя рассматривае
мой системы. Ясно, что на
личие точек покоя и их коли
чество определяются вели
чинами Е, R. Обозначим точ
ки покоя (|к, UK), к =  1, 2, 3.
Возмущенные решения име
ют вид

l t  =  «ic +  Pl,
U c=  U к-\-е 2-

Относительно 
систему

' dz, = Я е 1_
dt L ''' L 
dt., 1
-Г — -£l — ак ~dt С

Для исследования устойчивости 
стическое уравнение

R . 1

Рис. 5. 10

возмущении получаем линеаризованную

d i ( U K) 1 
d U c С
составим характерп

I.
1

С
- а„ — А

= 0.

Раскрывая определитель, получим

X2 + —
R 0.
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Корни этого уравнения имеют пил
R  \ , I / Я  1 R

■2\Т м ‘ I 7 U " 1**) Гс_0‘ Т= ---- |—  I ■ aAJ  | — I -  -I «*! —  — °к-

Для первой и третьей точек покоя

С)Г)а корня характеристического уравнения лежат в ле
вой полуплоскости, поэтому имеет место локальная 
устойчивость.

Вторая точка покоя может быть локально неустой
чива. В частности, неустойчивость будет иметь место, 
если

R
— ! «* < <>•L к

Известно, что при определенных условиях система 
будет иметь одно установившееся решение в виде пре
дельного цикла.
5.().3. М е т о д ы п о и с к а п е р и о д и ч е с к и х 
р е ш е и и ii

Для нелинейных систем нахождение методов поиска 
периодических решений затруднено отсутствием апри
орной информации относительно периода установивше
гося решения Х„(1 ). Для систем с внешним воздействи
ем период Х„(1 ) будет либо равен периоду внешнего 
воздействия, либо кратен ему. Здесь, во всяком случае, 
есть на что опереться при исследовании системы с це
лью выяснения периодичности ЛЦ(/). Гораздо сложнее 
обстоит дело с автономными системами. Получение ап
риорной информации относительно периода X „(t )  пред
ставляет иногда нелегкую задачу. Л\ы в дальнейшем 
будем предполагать, что период Л„(/) нам известен.

Известно, что общее решение системы дифференци
альных уравнений (5.2) будет «-параметрическим се
мейством кривых. Обычно общее решение записывают 
в виде

Л’ (/)= Л (/, С ), , (5.22)
где С — вектор, п компонент которого являются про
извольными постоянными. Задание компонент вектора 
С конкретизирует решение.

Поскольку пас интересуют периодические решения, 
то есть решения, удовлетворяющие условию:
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то ни общего b ii;ui решения (5.22) н условия периодич
ности имеем

Q = X (T , Q). (5.23)
По существу, относительно компонент вектора Q полу
чена система, в общем случае, нелинейных алгебраиче
ских уравнений. Методы поиска периодических решений 
так или иначе связаны с методами решения системы 
уравнений (5.23) относительно компонент вектора Q. 

Мы рассмотрим некоторые ил этих методов.
1. M e  т о д и е и о с р е д с т в е и п о г о п о и с к а 

п е р п о д и ч е с к и х р е ш е п и й д л я л и н е й н ы \ е н- 
стем .  Этот метод рассмотрен нами ранее при анализе 
линейных систем. Его идея основана на возможности 
явно выписать решение системы дифференциальных 
уравнений

I
X ( t ,  Q) = F ( t ) [ Q  : ) F  ' ( t ) B ( t ) d t ) .

L)
Относительно компонент вектора Q получается линей
ная система алгебраических уравнений

/
Q = F ( T ) { q  +  § F ~ ' ( t ) B ( t ) d t }  ,

О
разрешимость которой была исследована ранее.

2. М е т о д у с т а н о в л е п и и. Этот метод являет
ся самым простым и естественным. Его идея заключа
ется в построении простой итерации для решения си
стемы (5.23)

Qii-n) = Х (Т , Q'S)), 6 = 0 ,  Е  2....
Вектор Q{0> задастся произвольным образом. Практиче
ски этот метод реализуется последовательным интегри
рованием на временных интервалах, величина которых 
равна Т.

Достоинства этого метода заключаются в его просто
те, универсальности, возможности одновременно с пои
ском периодического решения получать и переходный 
режим. Но этот метод обладает и крупным недостатком, 
делающим его зачастую практически непригодным. Это 
легко показать на примере линейных систем. Простая 
итерация здесь запишется в виде

Q'S») = F ( T ) Q ^  +  X 0(T).

Л'(0) =  X(T) — Q,
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Во-первых, условном сходимости этот итерационного 
процесса является требование нахождения собственных 
чисел основной матрицы внутри единичного круга в 
комплексной плоскости |34]. Для устойчивых периоди
ческих решений это требование выполнено. Скорость 
сходимости итерационного процесса определяется запа
сом устойчивости. В случае малого запаса устойчиво
сти затраты времени на ЭВМ  могут стать неприемлемо 
большими. Подобные системы в 128] называют слабо- 
демпфнроваипыми.

3. С целью ускорения сходимости итерационного 
процесса вместо простои итерации можно использовать 
более быстро сходящийся итерационный процесс. В  ча
стности, более быстрой сходимостью обладает м е т о д  
Н ы о т о н а .  Эту идею реализовали авторы [35]. Ите
рационный процесс при этом строится по формуле

Переходный процесс, естественно, при этом уже не по
лучается. Известны общие недостатки метода Ныотона. 
Это, во-первых, его быстрая сходимость при условии, 
если начальное приближение достаточно близко распо
ложено к искомому решению, и, во-вторых, в сложно
сти вычисления на каждом шаге матрицы

Эти недостатки часто перекрывают достоинства метода 
Ньютона, в том числе при использовании его для на
хождения вектора Q.

4. Поиск вектора начальных условий можно свести 
к минимизации функции

в пространстве размерности п (по числу компонент 
вектора Q ). Если система (5.23) имеет решение, то 
в точке глобального минимума W обращается в нуль.

Метод минимизации IV привлекает универсально
стью подхода. Но при его практическом использовании 
необходимо преодолеть ряд трудностей. Во-первых, 
вычисление W в каждой точке «-мерного пространства 
требует решения на одном периоде системы (5.15). 
Поэтому с целыо сокращения машинного времени сле- 
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дуст искать оптимальный алгоритм счета этой системы 
на величине одного периода. Во-вторых, не исключено 
наличие локальных минимумов IV7. Поэтому возникает 
проблема выбора начальной точки для итерационного 
алгоритма минимизации W. Идею поиска периодиче
ского решения через минимизацию W можно перенести 
па случай автономных систем. Минимум W  при этом 
ищется в пространстве размерности //-|-1 (н компонент 
вектора Q и период Т).

В заключение отметим, что поиск универсальных 
алгоритмов установившихся и, в частности, периодиче
ских решений представляет центральную проблему в си
стеме реализации математических моделей.

5.7. Линейные системы с 6-образными особенностями

В этом параграфе рассмотрены особенности, возни
кающие мри математическом моделировании преобра
зовательных устройств с ключевыми элементами [23]. 
Характерной особенностью математических моделей по
добных устройств является наличие в системах диффе
ренциальных уравнений й-особенностей. Представлен
ная на рис. 5.11 схема замещения преобразователя

отличается от рассмотренной в [231 тем, что во вход, 
ном и выходном фильтрах выбрана усложненная мо
дель конденсатора, учитывающая не только его емко
стные свойства (Ci, C'j), но сопротивления (Rc, , Rc), 
и индуктивности (!-<:,, L ,c , ) .  Ключевая схема К Р Ф  
здесь представлена коммутационной функцией s (l) ,  
которая определяется алгоритмом работы ирообразова-
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Очевидно, токи и напряжения в этих интервалах бу
дут непрерывны (предполагается, что ii\ - непрерыв
ная функция). Однако в момент коммутации ключей 
токи, в силу первой зависимости (5.27), должны терпеть 
разрыв первого рода, а и() - разрыв в виде 6-фупкцни. 
К  последнему заключению можно прийти, папрпмер, из 
рассмотрения второго уравнения (5.25), содержащего 
п i/o, и производные от разрывных токов. Таким обра
зом, возникает проблема сшивки решений в момент 
коммутации ключей. Обозначим

/ (О 1с
ic

/+= lini /, - lini /,
1 | 0 1 '* ;> О

где I,, — любая из точек разрыва.
Проблему сшивки можно сформулировать как за 

дачу нахождения матрицы пересчета U7. связывающую 
токи па разрывах:

/, =  WI .
Существуют различные подходы для определения 

матрицы W. 15 частности, один из них заключается п 
более детальном рассмотрении структуры ключевого 
блока К Р Ф . Мы здесь используем формальный подход, 
который отличается срамнительном простотой.

Предположим, что функция к ( I )  непрерывна слева. 
Это означает, что функции Хевисайда (в 5.24) опреде
лены следующим образом:

Ясно, что и токи в точках ралрына будут непрерывны 
слева. 15 этом случае 6-фупкцпи, определяемая как

dt
обладает свойствами:

/ -О / +0
р . К

 ̂(t — t/t) dt — 0, | о (/- t /f)d t  = 1, (5.2К)
t<t t<tt> n

i - o / -foP. r  7
J 7| (t -  t„) z (t - t„) dt o, j ( t -  t„) г (t -  tp) dt = l .
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Представим теперь первые два уравнения (5.25) 
п (5.26) в виде.

“г “Ь ( ^ - i  ~f~ io 1 ~ и| R l i  ( * i  + *’а ) Rciici Me 1*lit

I sh ~  L<:,i(;, -f
I

j  u0dt

L3i, •(• L — I KU0dt

=* Г I- R (* \ i , 

-  — R ti, — R c .ic , — uc.,

d_ 
dt

d 
7t

— \l-ui‘ — (h i  + i c ) i’r,] - — Rn (i> — it: ) + R <:i c: 
dt
Поскольку правые части этих равенств являются ку
сочно-непрерывными с разрывами I рода функциями, 
то выражения, входящие под знак производной, есть 
непрерывные функции. Если Л — образная часть и0 
представлена в виде

Из=а6(/—tp),
то па основании (5.28) имеем

L\ii + L\+ + (А| + /.<•,) ir:i+ = L\i\- + (̂ -i + /-r;,) i<:\~, 
Lsi\+ — /-citc,+ + a = L ji-  — Lc\ic\-,

/•2̂ 2+ 4“ I- < — K-t'i. — L ti2- L ( .id-,
Lnh+ — ( I-n + /-(.-.) it;i f = I-uii- — (/// + L i )  ici~. 

Исключая из этих равенств а и используя зависимость
in  — K+i:+, i\~ = K - ij~ ,

находим
/4,/+=

где
L | к -\. L j -J- /•(.', 0 

•41 = /.j f  — K+l.ct Lt t
I-11 0 — (L h + !■(:)

I- if_ L x -}■ L(.l 0
i4 2 = l.2--*-K+Ls — K+L (;, Z-f.v,

(// 0 - (/ .„U r.O
отсюда находим

/ + =  Л 7 М 2/ -
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Таким образом, матрица пересчета найдена:
W = л.-м,.

В общем виде математическую модель, сформиро
ванную выше, можно представить в виде системы диф
ференциальных уравнений

^ .  = A ( t ) X  +  B ( t )  (5.29)
dt

с кусочно-непрерывными матрицей Л и вектором В. 
В точках разрыва имеет место связь

A:P+= W „X P-, р =  1, т .  (5.30)
Рассмотрим метод непосредственного нахождения уста
новившегося решения для задачи (5.29), (5.30).

В каждом из интервалов непрерывности решения 
системы (5.29) имеют вид

(0  — Fp (0  Ср +  Х р (t), tp < t <  /p+i, р — 0, /п,
to = 0 , t m+l= T .  (5.31)

Здесь Fp(t)  — фундаментальная матрица; Xp(t) — 
решения задачи Коши в каждом из интервалов непре
рывности для системы (5.29) с начальными условиями

Fp(tp) = Е, Хр (tp) = 0 .

Постоянные вектора Ср следует определить из условий 
(5.30) и условия периодичности.

Для построения алгоритма непосредственного на
хождения установившегося периодического решения по 
аналогии с тем, как это делалось в случае линейных 
систем без особенностей, надо найти вектор начальных 
условий Q:

X 0(0 )= X m(T ) =  Q.
Для р =  0 из (5.31) находим

Xo(t) =  F0(t )Q + X 0(t). (5.32)
Для остальных р, используя (5.30), находим

(0  -  F p {t) W „X p - i (tp) | X p (t), p -  T7m , (5.33) 
где обозначено

Xp-i (tp) = X P-.
Для сокращения записи, когда удобно, будем исполь
зовать обозначения:
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j  л У/<> л  j  (^ р ) ‘  р W '+ W  11 р•

С учетом этих обозначений из (5.33) последовательно 
находим

х 12 = г>х01 +  х „ ,  (5.з 1)
х„ = z,xl2 + Х.п = Z2ZtX0l + z3x„ + x,„

Ат  (tm \ l) ZnlZm—’Z\ Xqi Z.mZm̂\...Z.lA -|- 
+ ... г ZmXm-1 (tm) -f- Xm (tm+1).

Учитывая, что X m(t,„+l) = Q , а из (5.32)

Aol =  f  OlQ'bAni, /'oi == I 'q (t\) , 
последнее соотношение из (5.34) преобразуем в

Q ZfuZ/ti—i...Z /̂ otQ -f~ ZmZm„i...Z\Xqi -|- 
+ ...+ ZmXm_i (t,„) -)- X,„(/,„+i).

Компактно это равенство можно представить в виде 
( £ _ (  D)Q =  4', (5.35)

где
■ Ф  = (И ?rJzM_t)F 0it
т = y ‘-i'(\\r~oJZ,n-j) Xj-i(tj) + Xm(t,n>i).

Разрешимость системы (5.35) относительно компонент 
вектора Q связана с устойчивостью периодического 
решения. Для исследования устойчивости сначала, как 
обычно, находится уравнение для возмущений

^  = Л (/ )е ,  е (0) = е0. at
Причем па разрывах используется та же самая мат
рица пересчета, что и в (5.30). Решение этой системы 
отыскивается точно так же, как и решение системы 
(5.29) с условием (5.30).
Нетрудно показать, что

(-■ (Т ) =  <1 'но,
к (27') =  Фе ( Г) =  Ф 2г», 
f(nT) =  Ф"е„.

Достаточным условием устойчивости является условие 
нахождения собственных чисел (которые предполагают



ся различными) матрицы Ф  внутри единичного круга 
с центром в начале координат. Если имеет место устой
чивость, матрица системы (5.35) будет иметь отлич
ный от нуля определитель н, следовательно, вектор Q 
может быть найден.

Последовательность действий при нахождении пе
риодического решения следующая.

Е На каждом из интервалов непрерывности, начи
ная с первого, находим решении матричного уравнения 
относительно Г,,(1) и задачи Коши для Х,,(1) с тем, 
чтобы сформировать матрицу Ф  и вектор Мг.

2. Из системы (5.,'55) находим вектор Q.
3. С помощью известного вектора Q решаем задачу 

Коши для каждого из интервалов непрерывности, ис
пользуя зависимости (5.150).



Г л а в а  G. М ЕТО Д Ы  АНАЛИЗА  И М П У Л Ь С Н Ы Х  
( К Л Ю Ч Е В Ы Х )  С ХЕМ

6.1. Общие положения

Метод переменных состояния является наиболее об
щим и с успехом может быть применен для исследова
ния импульсных и нелинейных систем. Применение 
метода предполагает выработку определенной системы 
анализа, заключающейся в том, что па первом этапе 
производится расчет кривых мгновенных значений то
ков п напряжений в функции времени во всех цепях 
электронной схемы в переходном и установившемся 
режимах. Эти кривые рассчитываются путем решения 
систем дифференциальных и алгебраических уравнений, 
описывающих процессы в схеме в соответствии с при
нятой математической моделью. Мгновенные значения 
могут быть найдены в аналитическом виде для систем 
дифференциальных уравнений невысокого порядка (не 
выше второго, третьего) либо численно в виде мгновен
ных отсчетов в заданные последовательно друг за дру
гом моменты времени. На втором этапе все остальные 
характеристики схемы находятся путем соответствую
щей обработки мгновенных значений переменных. Так, 
например, их средние и действующие значения нахо
дятся путем аналитического или численного интегри
рования полученных кривых на заданном промежутке 
времени, амплитуды —  путем выбора экстремальных 
значений переменных, гармонический состав — путем 
разложения в ряд Фурье, схемные функции, т. е. ко
эффициенты передачи по току или напряжению, — 
после расчета этих переменных в указанной последо
вательности и т. д. Эту систему анализа в литературе 
называют иногда методом мгновенных значений, желая 
подчеркнуть последовательность действий — от мгно
венных значений к характеристикам и выводам.

Задача анализа ключевых схем методом переменных 
состояния существенно усложняется, так как срабаты-
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ванне ключей меняет структуру системы. Каждая из 
структур описывается своей системой уравнении (диф
ференциальных, алгебраических), а весь процесс на 
интервале наблюдения, например на периоде, разбива
ется на участки постоянства структуры и описывается 
совокупностью систем уравнений. Главная трудность 
при анализе состоит в стыковке решений этих систем 
между собой и особенно велика эта трудность в дина
мических режимах. Здесь необходимо заметить, что, 
поскольку структура в ключевых схемах непрерывно 
изменяется, то переходные процессы никогда не зату
хают и понятие режима — динамический (переходный), 
статический (установившийся) — становится условным. 
Если в алгоритме замыкания и размыкания ключей 
можно выделить период Т, то говорят о квазистатиче- 
ском (как бы статическом, похожем па статический) 
режиме, подразумевая при этом, что мгновенные зна
чения переменных точно повторяются в моменты вре
мени, отличающиеся на период. В переходных режимах 
такого повторения пет, однако в ряде случаев удается 
подметить закономерность изменения мгновенных от
счетов через промежуток времени, равный Т, и описать 
ее при помощи разностных уравнений (см. пример 
в § 0.4).

Ключевые схемы могут быть линейными и нелиней
ными. Для того чтобы ключевая схема была линей
ной, необходимо, чтобы все ее пассивные компоненты 
(индуктивности, емкости, сопротивления) были посто
янными, не зависящими от токов и напряжений, а со
стояние ключевых элементов зависело только от вре
мени. Как правило, к этому сводятся задачи, у которых 
моменты замыкания и размыкания ключевых элемен
тов заранее заданы или могут быть определены до на
чала расчета процессов. При этом важно следить, что
бы не вступали в действие ограничения, которые могут 
импульсную схему из разряда линейных перевести 
в разряд нелинейных. Так, например, если в процессе 
работы схемы изменяется длительность замыкания 
ключевого элемента, то вполне ec iec iвенным ограниче
нием является невозможность обеспечения длительности 
замыкания, большей периода работы ключа. Если это 
ограничение вступает в силу, то нарушается пропорци
ональная зависимость длительности замыкания ключа 
и величины сигнала управления, а в целом импульсная 
система становится нелинейной. Подобного рода огра-
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ниченпя действуют практически всегда, кроме идеали
зированных систем с амплитудно-импульсной модуля
цией, в том числе и в импульсных системах с обратной 
связью (замкнутых импульсных системах). Этот класс- 
систем в данной книге не рассматривается, а интере
сующихся мы отсылаем к трудам по теории импульс
ных систем, в частности: Я 3. Цыпкии, Ю. С. Попков. 
Теория нелинейных импульсных систем.— М.: Наука,
1973.— 416 с.

В другом варианте импульсная схема становится 
нелинейной, если моменты замыкания или размыкания 
ключей не могут быть заранее определены и зависят 
от переменной процесса, например от протекающего 
по ключу тока (схемы с диодами, тиристорами). Расчет 
этих моментов, установление их связи с параметрами 
схемы являются одной из важных задач анализа си
стем такого класса (см. § 6.4).

Приведенные здесь рассуждения ориентированы на 
то, чтобы уберечь читателей от широко распространен

ной ошибки, когда пелиией-
1-----------------------ность импульсной системе 

приписывают из-за нелиней
ности вольтамперной харак
теристики (ВАХ)  ключевого 
элемента, которая для иде

-----------------------алыюго ключа приведена
на рис. 6.1. Еще раз под
черкиваем, что не вид ВАХ, 
а закономерность перехода 

Pl,c- 6,1 рабочей точки с участка пг
участок определяют свойства системы.

6.2. Определение разрывных функций и их свойства

При выборе метода анализа ключевых схем естест
венным выглядит желание использовать математиче
ский аппарат разрывных функций [21, 22, 23], так как 
они паплучшим образом соответствуют характеру про
цессов, протекающих в этих схемах. Априорно (и это 
подтвердилось при разработке авторами этой книги 
метода коммутационных разрывных функций - КРФ ,  
изложенного в § 6.3) можно ожидать, что такое соот
ветствие позволит упростить описание и анализ элект
ронных цепей этого класса. Однако применение раз-
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рыпнмх функций па всех этапах анализа, вплоть до 
получения конечного результата, наталкивается па оп
ределенные трудности, прежде всего психологического 
плана, так как требуется некоторая перестройка мыш
ления при осмысливании результатов в образах раз
рывных функций. Поэтому изложению существа мето
да К РФ  мы предваряем изучение свойств разрывных 
функций.

Под разрывными понимают функции, для которых 
н определенных точках .v„ пределы справа и слева не 
равны друг другу, т. е. имеют в виду функции с разры
вами первого рода. Наиболее распространенными сре
ди них являются 121 |:

I) модуль-функция (рис. (i.2, и)
х при х > О,

У -= \х . х при А" < О ;
2) функция «аптьо» (cutier) функция, равная для 

всех вещественных х наибольшему целому числу, не 
превосходящему Л' (рпс. 6.2, П): у =  Г. i(.v).

Такая функция изменяется на единицу при соот
ветствующем изменении .v. Различают также и другие 
варианты функции «аптье»:
у = £, j  — функция „антье", изменяющаяся на еди

ницу при изменении х на величину а (рис. 6.2, «);
//= £„(х) функция «антье», изменяющаяся на а 

при изменении х на а (рис. 6.2, г).
Существует соотношение

У = F i  (а-) = а Е х (  —\ а
3) «дробная» функция у = (-)| (.v) = х — Е\ (х) — функ

ция, равная х везде, кроме х =  п, где /1= 1, 2, 3... - 
целое число (рис. 6.2, 0). Такая «дробная» функция 
характеризуется единичным периодом.

Можно также рассматривать н «дробную» функцию 
(-)„ (х ) , период которой равен а (рпс. 6.2, с) : у — в „ (х) — 
=  Х— Е а (х ).

Указанные функции могут быть смещены относи
тельно нуля на величину л'о (рис. 6.2, ж, и). 15 этом 
случае речь идет о смещенных разрывных функциях:

У =  I х— Хц | ,
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у =  Е „ (х — дг0),
У= Н„ (х—х0) =  (х—.v0) — (х—х0) .

Модуль-функция и функция «аптье» позволяют анали
тически записать функции-прерыватели:

/ (х) — 1 +  — —Ц  — левый односторонний пре- 
ь 2 \ х — Ь /

рыватель (рис. 6.2, л:); / (х)  = ^  ~ ---~ )  ~  пРа'
Г

вый односторонний прерыватель (рис. 6.2 л ); / (х ) -
1 (\х — b\ j x — c\\ ч= — 1--------- 1------  — двусторонний прерыватель
2 \ х — b х — с )

(рис. 6.2, м и прямоугольный «синус» с периодом 2а 
(рис. 6.2, н ) :

/ . ( * )  = ( -  1 П °  '=  / ( * )  +  2 / ( * ) - . . .  (6.1)О 2о
Указанные функции могут аппроксимировать дискрет
ное изменение сопротивления ветви с ключом либо 
представлять коэффициент передачи ветви по току или 
напряжению. Во всех случаях достаточно, чтобы в ана
литическом описании было обеспечено дискретное из
менение значения описывающей функции по заданному 
закону между нулем и единицей. В  дальнейшем пас 
интересуют периодические функции, в связи с чем для 
их аналитического описания выбран прямоугольный 
синус. Если состояние ключа меняется через полпери
ода и изменяется фаза его работы х0, то такая функция 
может быть определена выражением

К РФ  -  —  [1 »- /а (х — х0)|. (6.2)

Если изменяется также взаимная длительность «нуля» 
и «единицы», то выражение для К Р Ф  будет иметь вид

КРФ = 1 11 + /в(х -  *,)•/„ (х — (6-3)

где ЛГ| и х2 — абсолютное значение аргумента сдвига 
прямоугольных синусов.
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В  справедливости ((>.3) легко убедиться непосред
ственно но рнс. (>.2, о и п. 11а рис. (>.12, о представлено 
п р о и з в е д е н и е  /„ ( .V  х ,  )X/<>U— х > ) , а па р н с .  <>.2 , п у ж е  
сформирована К Р Ф  соответствующим смещением
и масштабированием /умножением на — | этого про

изведения.
Значения разрывной функции слева п справа от 

точки разрыва пе равны между собой, поэтому для их 
нахождения необходимо условиться, в каком месте от
носительно точки разрыва определяется величина функ
ции. Предлагается всегда находить з н а ч е ни е фуик- 
ц и и в т о ч к е р а з р ы в а и р и и о д х о д е к н о
м у с п р а в а .  Это условие обычно помечается стрел
кой над функцией, показывающей направление подхода
к точке разрыва, например: П\(х)\ 1„(х) и т д. В даль
нейшем эти стрелки опускаются, однако всегда необ
ходимо помнить о принятом условии. Поскольку при 
использовании К Р Ф  мы имеем дело только с функция
ми времени, произвольный аргумент х заменен на /. 
С разрывными функциями можно производить все дей
ствия, как и с обычными функциями, т. е. сложение, 
вычитание, умножение, деление и т. д., а также опе
рации дифференцирования и интегрирования. Однако 
при этом разрывной характер функции должен быть 
учтен, поскольку он вносит некоторые особенности в вы
полнение операций математического анализа.

Производные от простейших разрывных функций 
выражаются через Л функцию. Так, например, произ
водная от функции «аптье» может быть определена по 
выражению

£

По (6.4) можно записать п производную для дроб
ной функции с периодом, ранным единице:

dO, (О  
dt

V 8  (t — п). (*’-5)

На основе (6.4) и (б.5) могут быть записаны производ
ные и для функции с периодом а и 2ч (для прямоуголь
ного «синуса»):

250



w

(6 9) ‘1/7 ( 1 ) , 1» < /  = ( / ) . . /
/

Viih и ж и  neiuredyooadau null
-м п л ф  n o m m d a d u a ii- o n i io a A M  K iT tf • (x a A a x a x A a n d u  on o iih k  
!.nadaimi и и Н м н Л ф  x r ii ia iM d a d iia ii  к i ,T  м пм  k W o j. )  ими 
-м п л ф  v i- i11яr u l o d i i o i I-о м ь о л Л м  x i« m c e d y o o a d a ii  п и н а Т 'ж о х в н  
w o iu ia a x a i. a d a o u a i i  i id n  'i i /o d  o i X i i j k r h  x a e d .n i  o i h  ‘ [ g  ‘в] 
r> iii ie a o d iid .ia .i.m i i : ir n n d o x in i  п н п ы н л ш  о м я с х !11irAt\clo(|) я 
O llil.L.t.I.X.H ldll O O W III/O X g O JII 4J.Xll>ldO !)li'O II I'UJOXh ‘ OHOt/ 

n in d i i  i i o m e d y o o a d a n  dm iioi.’o 1/oc1i i q  [ y  ‘ к J a i/ e a d a x m i e n  
( / ) Л. и п п м п Л ’ ф  y o m : i;d y o o iid o n  к а х а е а п и г п  ( / ) . /  и и и м п л ф  
н и м n x  и е у о п /  и и о н н к о х а о п  u o n a i i x i i l / l / c  i io n q ii 'o iic n o d u  
OV O l'IX D O IIliO l Э |( J  ‘ e j  B II [’ lio i.’o l 'o d l i o  ( ) ) . ]  [g  ‘в] bii
(/ )(b = (;)/j  охи ' ( / ) j  киИмпАф и ем ex xaAaxaatnAa шгаа 
'IlH l) •*/ i.i.’d.ioxiiH Hi4iiiiai.’,M.'adiioaii |g *e| areadaiuii a 
xooivn (/) I) ииПмнАф охь ’XKdoao.i elMoj [y ‘e] oireadox 
-ini mi киНмиЛф Kemmdadnaii-oiihoaAH— (/) l> чхаЛу

-xoii.i i i ii ii ivi‘iпионом o irc iy  aonp ideed  оахааынгом 1‘iyox ii 
‘xaA yadx o o n l'o ira o ii)  .vVoiaa iixhoii чхаоиатЫнап и a ir a i  
-daxini ivoxA’ iim imts: i\o iiiio i.n in u |jo  b ii чх эо п п о ы ш ьчК ю  ‘oil 
-Mown i: ‘e i i i ; iv n f | о варима я ихаокiX d nd JO XH H  киаогаА aim  
-0111;’оп1чп H o x o R JiM ro iiV ad u  ииимплф x imпяi*uh.nd x m id e x  
noivoirf. хи ii hit)/ m n ia jK ed i'ia  я lvaiiiw irjKO XH iia rno i/aX yo  

xm loxoM  doxM edex  ijoiiandcnd ‘гскнпмплф lvm iq ii’Bd.i 
oxiiiMiroii м o m iia ii io iix o  on x m ire d y o o a d a ii нппо1/жох 

-ей ao d n o a  ivn d x o iva a e ( | K iiiin ao d nd .iax iiii n a iiU ed auo  a 
•ixcaiMaoaiM.1 m a o.iodxa окигохуоап кипэьенс o.ionxad>i 
-ном d o y w g  a iram iva  lM o im aliiyoyo  я качхвкиноп нажичШ 
lm doxoM  ч?1.1:м11на(1офф|п: иииоьспе омчгомаан xaAaxaaln  
-Ла mi;>i мех ‘m u la a  an 11но d aw n d u e n  ‘e ire a d o iin i
< > j  о 1111 a i. 1111 с d -i о ам< aehA ira g • (оо-|-ч-оо— ) o ireadox in i 
iv o in ia iiii iie d .io a ii ем x o ia h xaiia i: ( я '9 )  (f-'d) i4if.\wdo<j)

• (ain:adaxiiii i v o h i i b I ' b f  b i i  i v r i i

('j'!))



т. о. для определения Г(1) необходимо взять интеграл 
с переменным верхним пределом.

Существуют различные приемы нахождения перво
образной для кусочно-непрерывных функций: исполь
зование периодичности интервалов непрерывности, раз
ложение подынтегральной функции в ряд и т. д., но 
эффективностью выделяется способ интегрирования по 
частям. Однако для разрывных функций этот метод 
имеет ряд особенностей, игнорирование которых приво
дит к ошибочным результатам. Рассмотрим, к примеру, 
формулу интегрирования по частям для интеграла

I I I
F ( t )  =  j ff (* )(lx =  т'| (т) | — (т</., (т) (6.10)

а а а

Важно отметить, что интеграл в правой части

(6.11)

нужно рассматривать в смысле Стилтьсса, по для не
прерывной функции >р(т) после нахождения дифферен
циала

dif (т) =  (f'(x )d r
интеграл переходит в обычный интеграл (и смысле Рн- 
мана). Иная картина для разрывных функций под 
знаком дифференциала, ибо здесь производной в клас
сическом смысле в точках разрыва не существует 
(только односторонние), и производная понимается 
в обобщенном смысле.

В случае, когда <| (x)dr представляется в виде 
U (x )d V (r) и функции U (т) и V ' ( t )  разрывны в одних 
п тех же точках, интеграл в правой части выражения

I I I
\ U ( , )d V (- . )  = U(-.) К (т )  | +  f V ( t ) d U ( X) (6.12)
а а а

в смысле Стилтьсса не существует ввиду неоднознач
ности значений составляющих интегральной суммы 
в окрестностях точек разрыва. Однако если вспомнить 
оговоренное выше условие относительно точек разрыва, 
a d U (т) понимать в обобщенном смысле, то интеграл 
в правой части (6.12) может быть вычислен с учетом 
свойств 6-фупкции, описанных ранее (см. гл. 2, а так
же [19]).
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Одним из самых важных моментов при использова
нии формулы интегрирования по частям является этап 
нахождения обобщенного дифференциала. Здесь еще 
раз необходимо напомнить требование задания одно
значности кусочно-непрерывной функции в точках раз
рыва. Если интеграл в смысле Римана существует, то 
конкретное задание значений функции (а также введе
ние конечного числа дополнительных ограниченных 
разрывов) несущественно в конечном итоге для пер
вообразной, но играет основную роль в составлении 
обобщенного дифференциала. Необходимое условие 
здесь — с о г л а с о в а н и е  в и д а ф у н к ц и и и с е 
д и ф ф е р е н ц и а л  а и а и и т е р в а л е и и т е г р н- 
р о в а н н я ,  чтобы формула (6.12) была корректна. Так, 
произвольно изменив значение исходной функции, до
пустим, в нижнем пределе, мы должны этот факт отра
зить как в первом слагаемом правой части формулы 
(6.12), так и в дифференциале под знаком интеграла. 
Основные ошибки при нахождении первообразной в ре
зультате нарушения этого требования как раз н свя
заны с неправильным нахождением обобщенного диф
ференциала. При этом надо иметь в виду, что правила 
классического анализа нахождения дифференциалов 
(особенно для сложных функций) неверны для кусоч
но-непрерывных функций. Так, если 

,, ( , ,  =

где 0,1 (0  — дробная функция,
то, согласно правилу для непрерывных функций, по
лучим

d? (*) = 7" l«V ' V  = 1^о<01 d9a {t) = e9«lhdOa(t),
dt dQa (t)

что неверно в силу нарушения непрерывности Оа (/) и
d [ Л ’°  I 'сомножителе —г.—— ■
du„(t)

Главная неприятность в нахождении дифференциа
лов — это конструктивность, когда к сложной функции 
приходится относиться как к единому объекту. Диффе
ренциал формируется, как правило, из нескольких сла
гаемых. Первое слагаемое определяется обычным диф
ференциалом па интервале непрерывности с учетом 
возможной периодичности функции. Точки разрыва оп
ределяют второе слагаемое, которое содержит 6-фупк-
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пню с коэффициентом, несущим информацию о величи
не скачка сложной функции как единого объекта в точ
ках разрыва. Необходимо иметь в виду, что при по
следующем интегрировании этот скачок должен «пога
сить» разрывность интеграла от первого слагаемого. К 
этим слагаемым добавляются члены, отражающие по
ведение подынтегральной функции в граничных точках 
интервала интегрирования. Отсюда вытекает, что и про
верка условия

/  ' ( О  — < г (0 . ( 6 . 13 )

где /'(/) — первообразная, в обычном смысле не вы
полнима, т. е. дает, как правило, неверный результат, 
и производная тоже должна находиться конструктив
ным путем.

Рассмотрим интеграл
I

/- ’ ( ' )  =  .} ’ / , ( * )  * .  ( 6 - 14 )
I)

где /,,(т) функция прямоугольного синуса с полупе- 
рподом. На интервале [0; /| определим вид функции 
/„(т) так, чтобы на интервале [ оо; «] она равня
лась 1, а в точках разрыва, как ранее принято, f„(nu) =  
= \„(ч ч  (-О), т. е. значению функции при подходе к точ
ке разрыва справа. В точке / =  0 разрыва нет и /„(0) =  
=  1. Тогда

d/a (') =  2 / „ ( ' ) Ч ' - « " )  -- 25 (х)
или

< / / „ ( х )  =  2 / „ ( х ) 3 ( х  п а ) - Ч / „  ( х ) З ( х ) ,  ( 6 . 1 5 )

где второе слагаемое в (П. 15) компенсирует лишний 
скачок в точке -с 0, задаваемый первым слагаемым. 
Тогда
I I I

] ■ / „  ( х )  ch  _  х / „  ( х )  j  -  j  х - 2 / „  (X ) |3 (X -  п а )  -  3 ( х ) |  rfx  -
I) И О

/ t 

- i f  а (О  -  J  2 х/„ (х) 3 (т — па ) d - Ч \ 2х/„ (х) 3 (т ) U-. .-=
О О

Ч1-)
-  tfa (0  -  2  2п а / (п а )  г  0 = /„ (0  [t -  Е ,а (/ f  а) | = 

//—0
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Е сли принять, что /,,(т) =  /„(т ), то легко убедиться, что 
результат интегрирования будет тот же.

Пусть /«(г) задана так, что на интервале [ оо, ()| 
она всюду равна пулю. Тогда па интервале 10; /| обоб
щенный дифференциал выглядит следующим образом 
(отсутствует коэффициент 2 у второго компенсирующе
го слагаемого):

d f„ (т) =  2/„ (т) 6 (т- ян ) — /„ (т) « ( т ) . (П. 17)
се остальное аналогично пышпюказаииому.

Можно убедиться, что, разбив интервал [0; /| на
Дна- [0; <■] н \с, /J, приняв па первом /» (т )=/„ (т ) ,  а па
•ФУгом /,,(т)= /„(т) и правильно составив соответству
ющий дифференциал, мы придем к тому же результату.

Этот же интеграл можно вычислить, используя пе
риодичность функции /„(т), а пмешю:

' ваи) ,
J f a  N  d X = J f a ( x)  dx +- f /„ ( X )  (h H f /,, ( x)  </x =
о II v. v. . . .

=  / « ( 0 | гМ ' 4  л ) - я ) .  ( 6 . 1 6 )

«„(О

° + j  *  + / .(0  1 dz ~ E „ ( t )  - E , „ ( t )  ; / „ ( O '
'V'> 'Ъо

ГЛ, (О  -
а (6.18)

Здесь использовано равенство

Е „ ( 0 - Е , а ( 0 = г £ - 1 1 /„(/ )!•  (6.10)

Легко убедиться в идентичности (П. Hi) и (6.18) путем 
вычисления интегралов в л0(">ом точке (при любом /). 
Например, пусть /=«, 1«. Т("'Д<ч п ((>.16) /„(8, | а ) =  +  1, 
^2«(8, l(/-f-(/) =  l, п весь интеграл

н.1л
J f a { ' ) d -  1 11,К — а  | 0,1а..
II

По (6.18) /,,(8,1г/) | |, 6(Н,  1 <-/) 0,1с/, а интеграл
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На рнс. 6.3 для наглядности приведены диаграм ■’ 
менения составляющих интеграла и самого i i h t c i j  < 
по формуле (6.18) во времени. Аналогичные диагра ■ ■ 
рекомендуем для усвоения построить по формуле ( • )■

Рнс. 6.3

Рассмотрим еще один характерный и часто ветре: 
ющийся па практике пример, когда подынгеграл 
функция вклю чает в  ;ебя разрывную и тригоиоме 
ческую функции:



=  -  — I/a  V  - t ) C 0 S i »t Ш {

t t

С учетом вышесказанного получим 
t

sin о)t f a (t — т) dt = ----
CO

- I COS Шtdfa  ( t —  x).

fa  {t — ~) COSO)/ +  1

(?)
— 2 У f a  (««  -  ■') COS U) (na  +  T)

/1-0

/ fl (/ —  t ) COS 0)/ +  1 +  2 COS U)T - -

«Or)2 У /«(na ~  T) cos10 (na  -{- x). (6.21)
/1 =  1

Сумма в (6.21) может быть преобразована по методу 
гармонического синтеза и соответствии с [25| 

х
S  (па) = ^  ( — 1)" cos ш (па  -f т),

«̂ 1
где 

N = Е . t — X
а

п =  / _  \ \ Е‘ ( а ) =и ( - ! ) "  = ( -  1)

S (па) можно представить в виде двух сумм
NY

5 (па ) = cos шт ' )я cos шпа —
п - 1 

N
— sin сот ̂  ( 1 )п sin и>па.

Л —I
Каждая из них может быть представлена в замкнутом 
виде
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V  ( — 1)" cos co/m = —
( — 1)" C 0 S  tort

2N  + 1

ма cos — 
2

-  1

Л'
V  i - l )" sin юпа — —
n-\

Тогда

( — 1)л sin tort-2/V+ 1 
2

cos
ша

ша
, е Т

S (па) — — 
2

— Sill ЮТ

COS «от

( — 1 cos ма 2 N +  1

( — l^ s lnw a  •

ша cos —  2
2 N -f 1

ш  cos —
2

-  tg ю а

2/V + 1 . cos ют cos ш а---------simoTsimoa

2

2ЛЧ 1

та cos -
9

( - 1 ) "

—  COS w t  -f-

(oasin — sin un 2
U )rt

COS
9

, 2/V + 1 \ /acos o> ( a -------- (- т ( - 1 )■' — cos со — + t i

со acos —
2

Подставив вместо Af функцию Hx(—  ̂ из (G.2I), окон-
\«  /

чательио получим
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/а ( t — z) Sin u>tdt = — — 2 cosiut— 1 — f a (t — t ) c o s iu t  4-

f a V  -  T)C°S
4-

2 E g (t- Z )  f f l  
2 4- x —  COS u> ---- ^

2
u>a cos — 
2

(6 .22)
В табл. 6.1 приведены интегралы от наиболее часто 

встречающихся разрывных функций и их комбинаций 
с непрерывными функциями. По мерс необходимости, 
диктуемой практическими задачами, могут быть полу
чены и другие интегралы. Изложенная выше методика 
позволит избежать ошибок.

Приведем пример вычисления значения интеграла 
по формулам табл. 6.1. Пусть необходимо вычислить 
значение интеграла

I
S { t )  = J" sin ml fa (/) dt

U

при t = —  , где T — период синусоидального напря

Зададим отношение

— = <7, где а — полупериод прямоугольного синуса. 
а
Тогда ш — — , t — —  = — а. Подставив все это в фор- 

qa 2 2 
мулу из табл. 6.1, получим

т
2тс a\2 t'A q l 2)4-1)cos — • —------------
Т 2

cos
2-a
2Т

2* Т — cos — • — 
Т 2

«е(-п''Н)х2п
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Та5лица. 6". 1
интегрируемая 
дэуя/сцир ‘f i t ) Bug интеграла. J  4>(t)c/t< 

0

и * f j M j v - f ] * ?

Ы 1 -Ъ t J ‘ -V [e a( t - v -  f j . f

SinU > t-fJt)
rC0SIJ ? Ш ± ±  ,

— -f (t)\------------------------- COS bit
J\ „„„ u>a.L COS -я -  .

cosu it f a (t) Q

Г 1
f( t )  Stfltit------------- f -----  t
Jei cos ! f k

± с J a  1
* 4

Sin u)t - f j t  - Z)

-1 f -  2 cosqZ - 1  *■

f J t - t ) c o s b > [  2 +£-]- cosu)[j «•£■]

CO S^r
2

- f j t - У  c o s u it}

coscjt -fJ t-T J

ib { ? s  in ufC i-fa (t-T )siau > t + й

c o s ' i f

0)0.
2

h

s w t f J t J - f J t - Z )

k
2cosu)Z-1 - fa (t)fa (t-fycosu

■ Fait) [Ea(t)+c Sisico —~— cosu) -=—=—  
о 2 I 2

j t  -  

■ /-

-

c o s ^
■ E Jt-T ) Г £a (t-Z J+ a  7)  

SUMO ~ & g - - C 0 S U ) [ ---- tT \  1

J
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Продолясение таблицы 6.1
Цнтегрируемая- 
функция f ( t ) Bug интеграла

о

COScdt-f (t)*

£{suiat -fa(t)-fJt-V  ~ 2sCnrir+
Ea(t) ■ , â. (t) * ‘3- Siou g " $‘si $ ~

f 2  S i n ^

~ ft - 2cosafii*2cosa>%-fJt-T^t-^cosutr 

■ Baft-t.) rEatt-bj+a ]SUIU) j -^  COSU)[ ^  ■ t t ,J -
f  2 - - - - - - --

- s« a  Щ Ч * 4 [ж % ь ? , щ

COSU)t-f ( t -%)**0l '

w - v '*  S C n ^

e j t ) f , E M [  e‘ T ’ - t ]
xbft)

e № w 4 ' * № ‘ n -> ]}
* e jt-V

e

X i - y j j t - y ~г ч & ( ! [ * ) * 1 t J t ’V ] -  

-Ea (t-V [ l* E a (t-4 > ]
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X

It
cos  —• 

4
2E, 4- -1-1

+  1

Здсс1. учтено, что E„ ( — | = aE. ( —  ̂ =  aE, ( — j
\ 2 / \2 a) \ 2 )

Пусть q = 6 . Тогда

COS —  I 6 4- 1 j 
6

r
cos —

6

За
T.

- c o s  -

cos - 
6

I Iy c T b  q ----- 7. Тогда

-t 1

cos — |2E, (3,5) - f

cos
+  1

«  7cos — • 7

cos

l a  j — 1 
( 0,9

+  1 -  0 , 122a.

6.3. Метод коммутационных разрывных функций (К РФ)

Опираясь на свойства разрывных функций, авторы 
разработали метод КРФ, отличительная особенность 
которого состоит в том, что он, являясь  одной из мо
дификаций метода мгновенных значений, на всех этапах 
анализа,  начиная с описания ключевых схем и вплоть 
до получения результата ,  охраняет разрывный харак 
тер коэффициентов и переменных. Такой подход позво
ляет для систем, описываемых дифференциальными

7
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уравнениями первого, второго порядков,  получить ре
шения н компактном виде п табулир овать  решения д л я  
наиболее распространенных сочетаний непр ерывных  
и разрывных функции, а в сл учае  применения Э В М  
и численных методов расчета  процессов обеспечивает  
наилучшее соответствие составленных уравнений н а л 
горитмов реализации.

Д л я  описания ключевых схем может  быть  исполь
зовано три модификации метода  КРФ:  I) в е тв ь  с к л ю 
чом заменяется  активным сопротивлением,  з а в и с я щ и м  
от времени; 2 ) ветвь с ключом представл яетс я  коэф
фициентом передачи по потенциалу ;  3) ветвь  с ключом 
представляется  коэффициентом передачи по току .

Следует  отметить,  что в сл учае  сложных  р а з в е т в 
ленных структур дл я  их преобразования и упрощения 
в первом случае могут быть  использованы н е н а п р авл ен 
ные графы, а во втором и третьем - сигнальные г р а 
фы. Здесь  ж е  мы проиллюстрируем методику  описания 
схем па простейших примерах .

На рпс. 6.4, и представлена  д вух кл ю чевая  с х ем а  
регулирования тока  в активно-индуктивной н а грузке .

Эта схема в своем роде кл ассическая  и при под клю 
чении к сети постоянного нап ряжени я рассмотрена  мно
гими исследователями.  Установившиеся  р е ж и м ы  здесь  
анализируются методом прнпасовывапия ,  а переход
ные — с привлечением разностных уравнении.  При под
ключении к сети переменного напряжения э л е к т р о м а г 
нитные процессы в схеме,  несмотря на се предельную 
простоту,  не рассмотрены,  что определяется  возникши
ми трудностями прнпасовывапия и составления ра зно
стных уравнений. Ii рассм атриваем ом методе К Р Ф  эти 
трудности устранены.

1

$1 
Рис. 6.4
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Рис.  6.4, Г), п показывают  последовательность преоб
р азования  ключевой схемы рпс. (>.4. и. С учетом иро- 
тивотактиой работы ключей / и 2 можем записать

/ ? , ( / ) = / ? - Va | I +/,.(/) -/„(/—т) |, (6.23) 
У?2(/) = / ? . ' / , [ !  /„(/) •/■„(/—т ) ] ,  (6.24)

где  R - сопротивление разомкнутого ключа,  которое 
м о ж е т  приниматься произвольно большим (5, 10, 
100 кОм н т. д . ) ;
т — длительность замкнуто го  состояния ключа / (фа
зовый сдвиг  ключа 2). Тогда эквивалентное значение 
сопротивления 11,(1) найдем из условия параллельного 
соединения R\(l) и R>(l):

„  _  „  * > - / ■ < « > / . « - * >  + 

j я ,  (О ь / М О  я .  I p  _ / „ ( / )  . / „ ( / _  т) +

•I f a (O' f a  (  ̂ -  -) - f U t ) - n ( t - * \
+ 1 - f a ( t ) - f0( t -* )\

1 loc . i e  приведения подобных членов с уч ето м  того,  
что /£(/) =  1, f l { t  т) =  1, получим,  что числитель 
дроби то ж д е с т в е н н о  (при любых значениях входя щ и х  
т у д а  пер ем енных )  равен нулю,  а знаменатель  равен 
и, сл едо вате льн о ,

я э ( о  =  о.
Аналогично найдем экв ивал ентн ое значение н а п р я ж е 
ния

U (t)R A t)R A t)
[ R , ( 0  + RA*)\Ri(t)
Х у  М - / Л 0 - / Л ' -  -)|.

Д л я  схемы рпс. 6.4, я дифференциальное уравнение со
с т а в л я е т с я  по обычным правилам с применением пер
вого за кона Кирхгофа

V  U (t)  |1 - f a  -  Т)| =  L„ +  RHi. (6 .25)
Z at



При подключении к сети переменного напряжения 
удобно представить U(l )  в виде мнимой части к о м п 
лексной функции с 1'-11

U(l )  =  Ums\nQt =  lmUme i ut, (6.27)
а для нахождения решения первоначально решить диф
ференциальное уравнение

~  + K ti = К , е ^  \ \ -  f a ( t )  f a (t -  ( 6 . 2 8 )  
a t

Этот подход далее подробно иллюстрирован в приво
димом ниже примере.

На рис. 6.5 изображен ключевой преобразователь 
напряжений со звеном повышенной частоты, в котором

L

ключи 1, 2, Л, 4 замыкаются  попарно в иротивотакте 
и осуществляют промежуточное повышение частоты,  а 
ключи /', 2', У, 4' — демодуляцию и регулирование 
выходного напряжения. Д л я  этого фазы зам ы к ан и я  
пар ключей /', 4' и 2', .3' изменяются встречно и син
хронно.

В вариантах с з а д а н н ы м  в х о д н ы м  и а п р я- 
ж е н и с м удобно использовать КРФ, устанавливающие 
связь потенциалов:

КРФ, = 1 |1+ /в(01. КРФ2 = 1[1 +  /Л01. 

КРФ, = ̂ [ i - f a (01. КРФ4 = 1|1 /.(01,
( 6 . 2 9 )
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к р ф ; и + / „ ( / - t , ) j .

к р ф ;  = 1 ц  - f a ( / - x , ) | .
(6.30)

Тогда  потенциалы и напряжения, соответствующие 
рнс. 6.5, будут  связаны выражениями

<?а =  U(t) К Р Ф ,  - f -0 - К Р Ф ,  =  U(i) К Р Ф , ,

Ь  =  U (/ )  К Р Ф 3,

£/ТР, =  ? « - ? *  = U ( t ) - ^ \  1 +  / „ ( / ) ] _  f y (/ ) X 

x | | l - / a (0 l =  | ^ ( 0  + J ^ ( 0 ' / a ( 0 ~

1
U U ) - f a ( t )  =  U ( t ) . f a (t). (6.31)

С учетом того, что коэффициент трансформации тран

сформатора Тр равен К г  =  ^ , получим

^Тр2 = t/Tp, •
/Ст Ал 

?«  = 4 - ^ ( 0 Л ( 0 к р ф ; ,
/\ т

? i -  77  ^ ( 0 / Л 0 к р ф ;;.
А Т

= X  и (/)/о (0 |/и(/ _ Т() + /а (/ _
z/v т

(6.32)
При известном дифференциальное уравнение будет 
представлено в виде
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+ + K , U c = K3U ( t ) / a { n \ f a ( t  х,) +
d t 2 dt

- f  /о (< — *2)|. (6.33)
аналогичнаВидно, что структура  уравнения 

(6.26),  (6.28).
Для анализа цепей с предвключенными реактивны

ми элементами (рис. 6.6 ) удобно использовать искус
ственный прием замены реальной нагрузки г е н е р а 
т о р о м  т о к а  с в а р ь и р у е м ы м и  п а р а м е т р а -

0г»

ми l r( t ) ,  который включается на место Z„. Здесь удоб
нее всего использовать КРФ, устанавливающие переда
чи ветвей по току. Для первичной цепи можно записать

iKi = /т, . 1 [ 1  + / , ( / ) ! , (Г,.34)

‘кз ■“  h r  — [1 — / в ( 0 1 .

Л = i  к\ '«з 'т|/о(0 - 
Во вторичной цепи

. 1 .
<Т1 — —  *Т2.

Ат

*Т2 =  .

м  = *..• у  N + / « ( ' -  ' . ) Ь  

У  |1 + / „ ( ' - * . ) ! • !

(6.36)

(6.37)

(6.38) 

(6 39)

(6 .4 0 )
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Последовательно подставляя (6.37) ь (6.40) и (6.36),  
получим

Д ал ее  дифференциальное уравнение составляется обыч
ным образом.  Процедура взятия производной от выра
жений типа (6.41) описана в предыдущем параграфе.

Анализ полученных уравнений показывает,  что они 
имеют похожие структуры и содержат члены в виде 
комбинаций непрерывных функций с прямоугольными 
синусами в правой части, а т а к ж е  сингулярные (со
держащие 6 -функции) члены. От выбора структуры ре
шения зависит трудоемкость получения результата и его 
обозримость, возможности анализа и «унификации» ре
шения. Нами опробованы многие модификации и сде
лан вывод о том, что наиболее компактный вид реше
ние имеет,  если его принужденная составляющая по
строена по правилу:  « в ы б и р а е т с я  р е ш е н и е ,  « п о 
х о ж е  е»  и а п р а в  у ю ч а с т ь ,  и к и е м у  д  о б а в- 
л я ю т с и с л а г а с м ы е, «и о х о ж п е» на  с в о б о д- 
н у ю  с о с т а в л я ю щ у ю ,  по  о д н о м у  ч л е н у  н а  
п и т е  р в а л  п е и р е р ы в н о е т  и».

Проиллюстрируем действие правила па примере 
уравнения (6.26) .  Его решение включает три состав
ляющие:

где i , n( t )  — свободная составляющая решения; i, ,(t) — 
частное решение уравнения с правой частью AY, io( t )  
частное решение уравнения с правой частью —Ksfa( t )

I 1 = 0 и К ,С0=

(О ищется по правилу, сформулированному выше.  
15 соответствии с этим

= тг  М О -  — |/в (/ — х.) f a ( t  — *2) | - / Л 0 .  (G.41) 
Д г 2

(6.42)

dt

(6.43)

(6.44)
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(6 .4 5 )

где Q„(t)  — «дробная» функция. В и Д находятся при 
подстановке в (6.45) моментов времени t =  n a ±  О 
и t =  na-\-т±0 .  При j  том учитывается,  что в р ас см ат 
риваемой па рис. ().4, в  цепи ток непрерывен. Тогда 
при t =  n a— О

Учитывая,  что i0 ( n a — 0 ) — i - ( n a  (-0) и сократив ко 
эффнциепт К2К и получим
1 +  2Ве~к'а — 2De~K,,a~') =  -  1 + 2В — 2Пе

Проделав аналогичны.- операции для t = па  | н  О, 
получим

При подстановке (6.43) — (6.45) в (6.42),  получим

Л ( 0 = ;1 1. т- 1, 0а ( 0  =■ а,
(/ z) -  а  -  т,

/й (« а  -  0) = -  -211 4- 2 В е - ко  -  2D ? -'•>);

2 =2 В (1  - е ~ к 'п ).

В =
1 -  е - к '"

( 6 .4 6 )
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При нулевых начальных условиях

С — — — { 2 ------------ ------- |1 (6.47)

Таким образом, уравнение (0.46) описывает пове
дение тока во всех режимах и позволяет подсчитать 
его мгновенные значения в любой момент времени. 
Основываясь на выработанном правиле построения 
решений, составлена табл.  6.2. В ней приведены частные 
решения уравнений второго порядка с наиболее часто 
встречающимися комбинациями непрерывных и разрыв
ных функций в правой части. Таблица удобна тем, что 
при о) =  0 она дает  решение уравнений для цепей посто
янного тока,  а т а к ж е  пригодна для уравнений первого 
порядка.  В этом случае под знаком 2  в графе у(1)  
будет одно слагаемое.  Наличие сингулярных членов 
(членов с 6-функциями) в правой части не влияет на 
вид решения, однако указывает ,  что первая производ
ная имеет конечный разрыв. Коэффициент при сингу
лярном члене при 1 =  па  и определяет величину скачка.

11 р имер: рассчитать кривые мгновенных значений 
тока и напряжения в схеме рис. 6.4 при подключении 
ее к сети переменного тока частотой / = 5 0  Гц. Период 
квантования а = 0 ,0 0 2 5  с. Относительная длительность 
замкнутого состояния ключа 1

Т =  ^ ^ -  = 0 ,2, U (t)  = Uт sin mt, ш = 2«/, U„  =310  В. 
а

В соответствии с выработанным подходом запишем 
дифференциальное уравнение анализируемой цени

d- ~ P ~  4 - К,г„ (О =  I 1 +  /а (О / .  ( ( - ■ ■ ) ]  sin <  d t

где  К, =  ; К 2 -  Um
2 Ln

Первую составляющую частного решения с правой 
частью /Со sin ш/ ищем в виде
Ан (О =  Im (Cxe J г де  знач 1т означает выделение 
мнимой ч а с т

с ,=  *4
ja> 4- К  |
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Таблица. 6. Z 

Частные реиения ура£нени&

<t2y  d y

•Pit) У It)

j'cOt1. ie3e -fjt) juna F judjt) 2 Вк е*к9а® l
Ce Iе - ? Z 7; eK -W aJ- faV

jut
>■ ri e  -fJt-V'

' f j t - v

M  jlop 2 oC.QJt-’Q

KT*1

jut 
3. -fjt)*

A>&

.  £ BK e ^ 8a(t) 1,, , 
C'(e Iе  £  Ue(«K-jbJ)A&tj

JuimA 2 D e*K&A(t) I 
-2* 1 ^ ) * ] ^

jlot
4. *3 e *

• ES’f  t~fl£L)
_  oo

у  Una 2 
K5e ■ 2  7_e (ob-Jaja
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Д ля  нахождения второй составляющей частного реше
нии воспользуемся второй формулой табл. 6.2 при 
/е=1 и Т] =  0, взяв  от приведенного выражения мнимую 
часть, т. е.

(/) =  Im [CeJ"'fa ( 0 / в (/ -  х) +  26>/:«(0- ^ - avj«(0 -

Проведя сты ковку  в точках t = па  ± 0 и t = /м- f x 4 0, 
получим

В = П = ---------L —  .\ _ —(y*u-f-А |)а

Свободная составляющая здесь обычна:
i,KU(t)=Ce-«<<.

Окончательно выражение для  тока нагрузки после 
суммирования всех составляющих и выделения мнимой 
части имеет вид

L" W  =  . (^1 sinu)/ -  u»cosi»0 [ 1 + / „ (0  х
Л г +  «>2

X f a V  - -)| + ---;-- X
1 4- (е~к,а — 2 cos о>а) e~h >а

X [/’ , ( 0  <Г*'°«(/) -  F, (t)  <?-Â (/- T)J +  C e - Kt ,
где Ft ( t )  =  /С, {sin и» \Fa ( t  — x,) -f- x,] e~K'a sin ш \Fu(t —

— -c«) -I- a  + xz|} -  u> {cos u> | Ea (t — x() -f x(] —

e~K'a cos с» [/:„ (t  — x,) -}- xt +  a]},  i  = ( 1,2),
с учетом,  что x, —0 ; x2 = x.
При н улевых  начальных условиях постоянная интег
рирования С найдется из выражения

^  2К 2 ( 1 wС =  ------------- (о) — ---------------------------------------------  х
К  ? +  ojM 1 +  (е,_Л,а — 2 cos ша) е ”л'°

X  | F, (0 ) е - ^ я - ^ ( 0) 6- ^ - ^  ||.

Па рис. 6.7 приведены диаграммы изменения напряже
ния и тока в схеме, рассчитанные но приведенным вы
ражениям.
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Данные примеры показывают,  что одним ш в а ж н ы х  
преимуществ метода КРФ является  полная прнмепи-

Рнс. 6.7

мость знаний но теоретическим основам электротехни
ки и теории дифференциальных уравнений с учетом 
свойств разрывных функций.

6.4. Метод припасовывания

Метод припасовывания [20] разработан и применя
ется для исследования нелинейных цепей и цепей с пе
ременными во времени параметрами.  15 первом случае  
метод характеризуется следующими двумя признаками:

1) применением кусочно-линейной аппроксимации 
для представления исходных нелинейных зависимостей;

2 ) решением исходной системы линейных дифферен
циальных уравнений путем их интегрирования для  о т 
дельных участков нелинейной характеристики п с о г л а 
сования полученных решений в моменты перехода изо
бражающей точки с одного участка  характеристики на 
другой.

Во втором случае этих признаков также два :
1) разбиение всего процесса на временные интер

валы с постоянной структурой;
2 ) решение исходной системы л и н е й н ы х  диффе

ренциальных уравнений путем их интегрирования на 
участках постоянства структуры и согласование полу
ченных решений в моменты изменения структуры.
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Метод припасовывания родился в связи с запроса
ми электротехники и радиотехники на ранней стадии их 
развития,  и его появление было в первую очередь обус
ловлено специфическими свойствами вольт-амперной 
характеристики нелинейного элемента — вентиля (дио
д а ) ,  входившего в изучаемые нелинейные цепи. Первой 
работой в этом направлении была статья Н. Д.  Папа- 
лекси «О процессах в цепи переменного тока,  содержа
щей электрический вентиль»,  опубликованная в 1912 го
ду .  Д ля  исследования линейных цепей с переменными 
во времени параметрами метод припасовывания впер
вые был применен Мсйснсром в 1918 году в связи с ре
шением уравнения Хилла:

(I* V
- f  +  /=(ОУ = 0.
a t 1

где F( t ) — скачкообразно изменяющаяся функция вре
мени.

Для  указанного класса  задач метод припасовывания 
наилучшим образом отражает их физическую сущность, 
д а е т  точное решение, а во многих случаях является 
единственно возможным.  В то же время метод не сво
боден от недостатков, которые надо учитывать па ста
дии исследования:

1) резко возрастает сложность расчета при повыше
нии порядка дифференциальных уравнений, описываю
щих схему на линейных участках;

2) резко возрастает сложность расчета при увели
чении количества линейных участков, аппроксимирую
щих нелинейную зависимость;

3) необходимо заранее определить характер проте
кания процессов в схеме и знать закономерность пере
хода изображающей точки с участка па участок. Д р у 
гими словами, требуется до начала теоретического 
анализа самым тщательным образом изучить качествен
ную картину процессов в схеме, так как  ошибка в к а 
чественном анализе повлечет за собой ошибку в анализе 
теоретическом.

Рассмотрим существо метода припасовывания па 
нескольких примерах.

Пр имер 1. Провести анализ процессов в схеме с не
линейной индуктивностью п активным сопротивлением 
при подключении ее к переменному синусоидальному 
напряжению Ut=Umsin(at. Схема изображена на
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рис. 6.8, а всбср-амперная характеристика нелинейного 
дросселя — па рис. 6.9.

Вначале проведем качественный анализ процессов, 
которые разбиты на четыре участка,  помеченные рим
скими цифрами (I —IV) на рис. 6.10. На первом участке

изображающая точка находится на горизонтальном уча
стке зависимости Mf (i) в первом квадрате .  Индуктив
ность I. при этом равна нулю. Ток повторяет напряже
ние. На втором интервале изображающая точка пере
ходит на наклонный участок зависимости Чг(/). При
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этом в цепь вводится индуктивность L, появляется 
напряжение UL. изменение тока происходит по более 
сложному закону. На границе интервалов / и II ток 
непрерывен, гак как  после появления в цепи индуктив
ности скачок тока означал бы появление бесконечно 
большого напряжения,  что в этой цепи невозможно. 
При достижении изображающей точкой координат — 
/,„ — ЧЛ, изменение потокосцепленпя прекращается,  ин
дуктивность становится равной нулю, напряжение U/. 
скачком становится равным нулю, а это приводит к 
скачку тока i на границе интервалов II, III, так  как 
в противном случае не будет выполняться закон Кирх
гофа в исследуемой цепи. При выходе изображающей 
точки на горизонтальный участок процессы далее про
текают аналогично вышеописанному (на участке III 
аналогично /, на участке IV аналогично II).  Дифферен
циальное уравнение, описывающее процессы в исследу
емой цепи, составленное при обходе контура по второ
му закону  Кирхгофа, имеет вид

/. — -)-/?•/ = Uт sin ш/, (6.48)
d t

, А v  мгде индуктивность /. = --------На горизонтальных участ-
Л i

ках зависимости Чг(7) имеем ЛЧг= 0  и /. =  0, а на на
клонном Л =  const. Таким образом, на участках // и IV 
действует  уравнение (6.48),  а на участках / и III оно 
упрощается и имеет вид

R - i = U m siridit. (6.49)
Тогда на участке / изменение тока описывается выра
жением

/ = —— sin u>t. (6.50)
R

Вычислить значение t\ мы пока не можем, зато можем 
определить граничное (между участками / и II) значе
ние тока (оно равно /„ из рис. 6.9) и вычислить из 
(6.50) /2. Действительно,



В результате,  определив / = / 0, / =  /2, мы осуществили 
п р и п а с о в  м в а н  н с участков I п II и задали начал ь 
ные условия для участка II. На этом участке действует  
уравнение (6.48). Его решение состоит из принужден
ной к свободной составляющей с началом переходного 
процесса в момент / =  /2, т. е.

i = -Н й .

£'нр = .Т ш - " 1/ /w- s1n “  ?)• ( 6 -5 2 >

О)/.
1где о = a r e t e — , а 

R
к

■ к - Г  i . H - A e  L .
Тогда

£ — . т ---- sill (w/ — о ) Лб’ . (6 .53 )
//?* + («£)* v Y; v '

Дл я  определения постоянной А используем,  что п ри 
t — I, L — /0. Тогда из (6.53)

/u = i / F r h ~ P  sin (lo/j “  т) +| Я '+ (o>/_)J

А = /„------ — sin (ш/, — ») .
1/Я*-t («»/-)' ‘

Окончательно для участка II  будем  иметь
U

1/ А!- +  № *

X  S i l l  (uil.j —  <р)

/0 -  , " ■; X 
1 К1 4- («</.)-

<? U ' а) . (6 .54)

Чтобы выполнить припасовывапие участков II и III, 
необходимо вспомнить, что на III участке процессы 
описываются выражением (6.50) .  Однако для того, что
бы вычислить начальное значение тока на /// участке 
и определить величину скачка тока,  необходимо знать  
/з. Для этого воспользуемся (6 .54) ,  учтя, что конечное 
значение тока на II участке при

t = t 3 i =  — /0. Т огда

277



V R 2

X sin {wt2 — f )  e  L (6.55)

Вычислить значение /:( из трансцендентного выражения
(6.55) не представляется  возможным. Здесь можно ре
комендовать метод постепенных приближений, лучше 
с использованием ЭВМ, либо графический метод, при 
котором строится кривая,  описываемая правой частью
(6.55) при изменении /3, к затем в момент равенства 
этой правой части /п фиксируется искомое значение 
/3. При известном /3 определим начальное значение то
ка на III участке

Поскольку /|,з<0, то и скачок имеет отрицательный 
знак. Далее процессы повторяются.

Пример 2. Рассчитать переходные и установившиеся 
процессы в цепи импульсного иодмагничивания дрос
сельного магнитного усилителя.

Схема замещения цепи иодмагничивания представ
лена на рис. 6.11, а, 6. Здесь в исходной схеме 
рис. 6.11, и U„ — источник иодмагничивания; К — ключ; 
Д  — диод; Rу — активное сопротивление цепи иодмаг
ничивания; I- у — эквивалентная индуктивность цепи 
управления магнитного усилителя; /Y =  i2,v — генератор 
тока четных гармоник.  Эта схема преобразована в 6.11,6 
путем замены ключа К и диода Д коммутатором Кь 
При замыкании Ki в положение / ток (,/ протекает че
рез цепь источника иодмагинчивапия Uу, а в положс 
иие 2 — через цепь диода. Поскольку цепь иодмагни
чивания работает в режиме непрерывного тока, то во 
втором положении коммутатора диод всегда открыт, в 
связи с чем он и заменен перемычкой.

По схеме рис. 6.11, б  в n-ii период повторения им
пульсов могут быть записаны исходные дифференци
альные уравнения:

а) для интервала импульса nT<^.t^.nT-\-yT, когда 
К. замкнут в первое положение (рис. 6. 12):

/из — sin <1)/3

и вычислим величину скачка тока Л/:
Л / = / п з (—/о) = /из—f— / о-



а )

Рис. 6 11

пТ nT*fT (П*1)Т (п+1) Т* уТ

Рнс. 6.I2
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Uу — Ryia - f 1.у -f- Ly . (6 .50 )
a t  a t

Здесь n  — номер периода;
7’ — период повтор.ння импульсов; 

t„ 'Y = —-----относительная продолжительность импульсов;

б) д л я  интервала паузы пТ + -\Т <^t f  1)Г, к о г 
да  К, з а м к н у т  в п >ложенне 2:

0 = Ryi l t+Lv ^ L  + l . y ^ -  (6.57)
a t  ' a t

Поделив (6.56) и (6.57) на Ry и вводя об означения

= /, Ь  = Ту, — = р, 1  = — ,
Я у Ну Ту т

а т а к ж е  учитывая ,  что

= /т  sin (ш/ +  0 ), а ,

можно получить /г ^  /г-f-

о ,  d i a , о.- , fl, |/m( O s i n ( L ^ r + ' » !  .Р. / = _ г + ? ,и  Ti  ,

п +  Т ^  * "С п  ‘I* 1. (6.58)

0 = p/rf 4 . (*> sin (2тс/ + J QJ ^  59^
d t  ‘ dt  

Дальнейшее  преобразование уравнений (6.58),  (6.59) 
зависит от вида функции l,n( t ) ,  представляющей собой 
амплитуду тока ir(t ) .  В переходных режимах l m ( t )  
непрерывно изменяется,  но вследствие большой дли
тельности переходных процессов в реальных усилите
лях (20 и более периодов) без особой ошибки можно 
принять, что внутри каждого периода lm(t )  остается 
постоянной и является функцией только номера перио
да,  то есть

/,„ ( 7 ) = l m(n) .
С учетом этого уравнения (6.58),  (6.59) преобразу

ются в

2«0



- f  +  р/, - /  - р - / я  ( я )  21C cos (2iT/ +  4 ). (f i .60)a t

S -  +  pirf =  - / m( « ) - 2« c o s ( 2i t r + ^ ) .  ( 6 .61 ) 
dt

Поскольку  Im(n) изменяется скачкообразно,  то на 
границах периодов функция /</ разр ы вна  и пи начало,  
ни конец периода не могут быть  включены и о б л а с т ь  
ее задания .  Последняя д о л ж н а  б ы ть  установлена :

для  уравнения (6.60) n-j-
6->0 ;

д л я  уравнения (6.61) n-\- y^. t<ln-\-1—ft,
6->0 .

Внутри указ анны х интервалов  i lt( l )  непрерывна 
(см. рис. 6 . 12) и решение уравнений (6.60) н ((>.61) м о 
гут быть найдены но известному выражению

i d (7) = [ j  Q(T) ''~,)l" d t  +  А | г ' ^ /VK" ,
гд..* Q ( 0 ~  правая часть ур ав н ен и й  (6.60) ,  ( 6 . 6 1 ) ;
Р ( 0  = р. _
Тогда  получим п \ 5 < I ^  а 1 7 : 
при >0

(0  =  Л е - * Ч  / -  |2* sin 7  + 6) г
р 4~“

+  pcos (2ТС* ~Ь ф)] (6 .62)
и при

п +  7 ^  7 <  п. +  1 — 5, о —> 0,

i j ,  (?) — ^т ^  [2тс sin ( 2 г 7 -f <|>) - fd.v / . ?* +  4it*

-j- p cos (2ir7 +  0 ) ].  ( 6 . 6 3 )

Заменим п р.-менную / на / — п, тогда

illx (Г) =  Л e-W~n) — Im ( п ) - К \ 2r. sin (2r. t +  +

- f р cos ( 2 * 7 + <)»)| 4- /, (6 .64)

idl ( 0  = А, £?-?<'-"> — /т (п)  К  |2icsln ( 2 * 7 +  ф) +
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г до
9  т

К = — —  . 
р* + 4тс-

Нсли Г=/г  +  0 (справа от точки разрыва),  то 
idl (п -|-0) = А {- / — 1п (л ) -А [2тс sin fl> - f  3cos ф], 

откуда  A =  i,n ( « )  — !  I A\ lm ( « ) ,
где A', =  A' | s i n  ® + 3 cos 0 |.

Найденное значение подставим в (6.61):  

id\ (О = Va (л) “  I I А| /,„ (я)| +  / _  д-/я (л) x

>< [2-  sin (2-T +  y) bPcos (2«(Г ) + Ф)1- (6-66)
Постоянная Л, д  ля (6.65) найдется ирнпасовывани- 

ем решении (6.64)  и (6.65) при / = «  + ] :
А  = id (п)  — / | А,/,„ ( « )  : А?'1Т. (6.67)

Подставляя Л,  из (6.67) в (6.65) ,  получим 

id ’ ( 0  =  I'd ( " )  -  I  +  А',/,,, (я) f  1е"  | в - '1»'-"* -

— AYm (я )  [2* sin ( 2*F {-•;>) -1- р cos (2* Г +  <J.)|. (6.68)
Выражения (6 .66) и (6.68) определяют закон изме

нения тока /,/ в любой момент времени, по для этого 
нужно определить неизвестные функции id(n)  и /,„(«)■ 
Амплитуда генератора тока /,„(») в реальных усилите
лях зависит от ряда  факторов, например от среднего 
значения тока нодмагппчнвания, от величины и харак 
тера нагрузки. Эти связи здесь не устанавливаются.  
Здесь пока используется то важное обстоятельство, 
что l m ( n )  не может стать больше среднего значения 
тока l dс|| и связь  1„,(п) с /,/,■,, (п)  в п -й период уста 
навливается выражением

/ т . п =К м, - 1 « 9п- (6-69)
Здесь Кли — коэффициент модуляции тока подмаг-

ничивания. /Jc|) за  п-\\ период найдется как  интеграл 
от функции id (7), 10 есть

п+1—о « И  я + 1 - 0

/ЛРЯ = j hi ( 0  d t  =  j id\ (0 d t  - f  J id-t ( t) dt .
n +0 «+0 n +  T

-f- p c o s  (2тЛ -| 4 ) |, (6 .6 5 )
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Подставляя сюда (6 .6С>) и (П.69), можно получить 

I dc\m ~ ^П̂ ^  6' "р"  ̂ е ~' ) “Ь

+  h  +  — I e -  ' ( 1 — <?>!)• (6 .70)
Р

Выражение (6.69) с учетом (6.70) получит вид

L  («) = ia (я) ( 1 -  е->) + 1  /т +  J -  /в-? (1 -  *?т),
АзР А,  /С:)13

(6.71)
где

А-, = - ---— (1 -  е-*)
KMi р '

Таким образом, осталась одна неизвестная функция 
id (п) ,  для нахождения которой необходимо составить 
и решить разностное уравнение, устанавливающее связь  
между дискретами тока в моменты времени / =  /г —|- 1 —{-0 
(справа от точки разрыва ) ,  соответствующие началу  
каждого импульса. Разностное уравнение может быть 
составлено на том основании, что ток в индуктивности 
Lу не имеет разрывов. Тогда из исходных выражений

II=  ‘ rf+(V, /|= /„,s i п (2л7+ lF) 
можно записать

7 = л + 1 —0 ,
id(n + 1—0 ) =  it. (n + 1 - 0) —iV (n + 1 —0 ) ,  ir (л+ 1 - 0 ) =

=  /„i(Vz)sin4f.
При t — n  +  1 +  0,

ld ( «  +  1 +  0) = ii, ( n  +  1 +  0 ) — ir (n +  1 +  0 ),  
i r (n - f  1 +  0 ) = Im (n +  1) sin ф

/я ( л +  1) найдется по (6.71) ,  если п  заменить на
п  -f- 1 -}- П:

Ли(чИ) =  Trzid (п Н~ 1 +  0) (1 <?“ '’) +  — /т 4-
А 3р Аз

4 - — 1е~Ц\ -  е- 'п) .  (6 .72)
А'зР
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Поскольку ток в индуктивности не и^сет  разрывов; 
можно записать

(я  -J- 1 — (>) i-L 11 4' 1 + 0))
и найти i t ( n  +  1 — и) id (п 1- 1 — 0 )' +  /г ( п  +  1 — 0 ), 
а затем и id (п + 1 + о) -  id {п +  1 — 0 ) +  /г (п +  1 — 0 ) —
— i r (п  j- 1 +  0).  С уч е .о м  значения тока гг получим

id {п + 1 +  0 ) =  id ( п  +  1 -  0) +  l m (/1 ) sin ф -
— /„, («  +  1) sin 'Ь. (6.73) '

1'еличина id (n + 1 0 ) найдется по (6 .68) при 
t — п  1 1 0 и 1т (п)  по (6.71):

i„ ( «  f  1 - 0 ) = |id (n f  0 ) -  / +  I e ' ' ) e - t  - ■ ! r z W + o ) x  
А зР

(6.74) .

[ \ -е - Ц.+ ^ / Т  +  ^ 7 ^ - ? ( 1 -  e * )
K, K J  

Тогда
id ( я  I- 1 + 0) = |id (n  +  0 ) -  / +  f e * \ e~* -  [Md ( я  +  0 ) +

(6.75),
+  B/ 7 +  B / | ( l - e - ? )  +  П Л «  + 0 ) - Г г а ( я  f  1 + 0 ) .

где

A = A l ( 1  - e -3); В =  — ; B = ^ J - e - P ( l  ~ e'")\
A’:t A-;,[5 

p =  - e -?).
K#

Введя обозначения решетчатой функции, характе
ризуемой дискретными значениями тока:

/„ (п + 1 +  0 ) =  id [ п + 1 ] , id ( п + 0 ) =  id [п ] ,
и приведя подобные члены в (6.75), можно получить 
разностное уравнение, устанавливающее связь дискрет
ных значений тока:

id [ n-{-1 ] — Did[n] = Q ,  (6.7.6)'
в -*  Л (1 — e  ■) ' Г

г д е  I) -
1 +  Г
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n /[й7 ( *-? _ ! )  + В — 1) — е~* ( (̂т-м
Q г т т

Таким образом, получено неоднородное линейное 
разностное уравнение первого порядка с постоянными 
коэффициентами, которое может быть решено, напри
мер, классическим методом:

*d I " ]  =  i(iyст [ " I  "f" 'dcноб l " | .  (6.77)
Здесь idyer\п\ = С, причем в установившемся  режиме 

id \n +  1J =  frf |/*1- 

QТогда С — I ) -C = Q и С = 1 -  D
Q

1 -  D
|111 найдется из однородного уравнения 

id \п -}- 11 -  Did [«| = О, 
общее решение которого им jo t вид 

'den IЯ | = С11
где к — корень характеристического уравнения.

Тогда X—0  =  0, X=D и id{a\n\=C\Dn.
Значение С\ найдется из начальных условий, определе
ние которых здесь имеет свою специфику, связанную 
со скачкообразным изменением 1т(п) .

При п — О+о имеем ^(О ю) — II (0+») — /г (0+0), 
4  (0+0) = 0, тогда

'd(Oto) =  — *г(0+о) “  — / т ( 0 )  Sin Ф, (6.78)

К  (0) =  ~  (1 -  Р) id (О+о) +  1  Л  Т +  - L  х
Л3р К а ЛзР

X  (1 - е ^ ) .  (6.79)
Подставляя /,„(0) из (6.79) в (6.78) и учитывая обо
значение решетчатой функции, можно получить

|0 | =  _  / » ' и » 11>1 +  « - »< 1 - « - " > | . (6.80)
1 W  +  Г)

Учитывая,  что

id |*)| =  'dyer 1̂ 1 |- idcnnC |0 ]. а  ‘ j уст (( , | =  ^
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получим idCB,б [0] = С„
/ sin |Эт +  e~'f ( \ — g'-11) !  Q

H C„
**P(l  + 0  1 - ^

откуда
c  =  _  /sln'^[P7 +  g ->( l  -  g ^ ) l ____ Q_

/С,р(Н-Г) 1 D'
Тогда

id ( n )  =  i'dvcr |Л) +  t'dCBo6 И  =  —^  +  ClDn =

У ( C\ H------Dn = — ^ - ( 1  -  Dn) — C\Dn.
1 — D \ 1 - D )  1 — D 

Д л я  большей наглядности можно записать

*
/|^.иЛ',т(е-'ч+ 1 )4 -

Dn =* g\nD-n — ^ Где p9 r= In

и после всех подстановок /j [/z] =

—  1 ) 1  / j  _  e - \ n .  _  / ( м г / s l n - y  | p T f -

1 — e-P P — /C,/CAfi ( 1 -  g_?) +

—~ g~P(1 ~ g?T̂ -- X e~9*n. (6.81)
+  К mi sin •> (1 — e~i>)

Выражение  (6.81) является более общим по отно
шению к известным при регулировании тока в актпв-  
но-индуктивной нагрузке.  Так, при К.\ч = О, D =  е~9
с; = о

.  . . 1е~Це>1-  1) „  й„ .
И Ld W \  =  — — 1--------------- ( 1  -

1 —

При подстановке (6.81) в (6.71) находится 1т (п):

{ п )  =  т * м! } ) Г е ~ \  i c (1 ~  е ~ КП) ~ с ;<гРэЛ | +РЛм/А, (1 — e-f)
_____K m, W  , Км,1е~Ц 1 — g-Рт)

" Р — K Mr K t  (1 — е -р) р - /Cai /̂C, (1 — е-Э) '
(6 .8 2 )
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Необходимо ((>.81) и (П.82) подставить в (6.66) 
и ((>.(>8 ), чтобы найти закон изменении тока в любой 
момент времени.

При этом обычно полагают t — п f- г, тогда

i'd. £) = Ы "1 -  1 M l * ? - *  +  1
— K l m I п\ |2тс Sill (2гг f - i )  f  р COS (2пе + '|*)|, 0 <  е <  -j;

(6.83)

‘л  ( « ;  £) = Vj  1«1 1 I K i L  М  +  -
— /с/т  |Л|■ |2теsin (2ice f -т-) +  Р cos (2яе f ^ ) | ,  (6.84)

Т Е <  1-
Задавая  последовательные значения // =  0, 1, 2... 

и меняя в установленных пределах, можно рассчитать 
кривую изменения мгновенных значений тока i,i в пере
ходном режиме. Можно задать любое требуемое // (на
пример, /1= 10) н рассчитать кривую изменения тока 
только па н -\-1 -м (11-м) периоде. При подстановке 
в (6.83) , (6.84) 1 „ у , т М ,  / ш у с ти  получим кривую из
менения тока в установившемся режиме.



Г л а в а  7. ОСНОВНЫЕ ЭТАПЫ ПОДГОТОВКИ 
ЧИСЛЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
МОДЕЛИ НА ЭВМ

К ак  указывалось в пятой главе,  реализация мате
матической модели начинается с выбора цели ее, оп
ределяющей направленность дальнейших действий. Ре
зультаты исследования модели позволяют конкретизиро
вать дальнейшие действия по пути ее реализации. Од
нако до получения конкретных результатов с помощью 
ЭВМ еще очень далеко. Трудность заключается в том, 
что именно на этом этапе надо достаточно хорошо пред
ставить изучаемый объект с позиций конкретной на
уки, то есть представлять физику изучаемых процессов, 
затем изучаемый объект надо видеть с позиций мате
матики. Наконец, нужно умение владеть методами 
вычислительной математики, знать особенности ис
пользуемой вычислительной техники п уметь составлять 
и отлаживать  программы для ЭВМ.

Полный анализ электронной схемы требует исполь
зования широкого набора методов вычислений. Так, не
обходимость использования дискретно заданных функ
ций, например вольт-ампер пых характеристик диодов, 
требует знания теории приближений п теории интер
поляции; исследование спектрального состава выход
ного сигнала требует знания методов численного ин
тегрирования;  нахождение установившихся решений, 
являющихся точками покоя нелинейной автономной си
стемы, требует знания методов решения систем нелиней
ных алгебраических уравнений и так далее.

Можно,  конечно, использовать стандартные процеду
ры, имеющиеся в системе математического обеспечения 
ЭВМ, не вникая в суть используемых в этих процеду
рах методов. Такой подход был бы оправдан, если бы 
используемые в стандартных процедурах алгоритмы 
обладали свойством универсальности. Но это далеко 
не так.  Поэтому, как показывает практика, если сган-
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дартная процедура пс срабатывает  или выдает невер
ный результат,  то причина этого может быть и том, что 
в алгоритме не учтена специфика решаемой задачи.
II для того чтобы метод « заработал» ,  необходимо про
вести коррекцию информации, поступающей на вход 
процедуры. Такая коррекция пе будет успешной без 
знания методов вычислений.

В данной главе кратко рассматриваются лишь те 
методы, которые связаны с реализацией основных це 
лей анализа — исследования устойчивости, нахождения 
установившихся и переходных решений. Проектирование 
электронных устройств самым непосредственным о б р а 
зом связано с методами оптимизации, которые здесь не 
рассматриваются,  но представление о которых можно 
получить из литературных источников [34].

7.1. О численных методах исследования устойчивости 
установившихся решений

В предыдущих главах было показано, что устойчи
вость установившихся решений определяется располо
жением в комплексной плоскости корней характеристи
ческого уравнения

D(K) =  del \А — ?.£| = 0 .  (7.1)
Существует полная и частичная проблема собственных 
значений [34] .  В первом случае необходимо получение 
всех собственных чисел матрицы Л. Во втором —- д о 
статочно получить лишь некоторую информацию отно
сительно собственных чисел матрицы А.

Например, проблема исследования устойчивости 
установившегося решения в случае линейных систем 
с постоянной матрицей является  частичной проблемой 
собственных значений, поскольку требуется у зн ать  
лишь расположение собственных чисел относительно 
мнимой оси. Для анализа электронных схем ж е л а т е л ь 
но решение полной проблемы собственных значении, 
так как  собственные числа могут дать много полезной 
информации относительно изучаемого объекта (разброс- 
постоянных времени, запас >с юйчивостп, наличие ко 
лебательных процессов и их частоты и т. д. ).

Раскрывая определитель в (7.1),  можно показать ,
что

D M = c l 0+ d ll + . . . + d n- i\ " - ' + d J . N. (7.2)

10. Заказ Ь690. 2Й9



Существуют два  подхода к решению полной проблемы 
собственных значений. Рассмотрим сначала первый нз 
них, основанный па получении многочлена (7.2) и на
хождении его корней.

Непосредственное раскрытие определителя с целыо 
приведения к виду (7.2) требует порядка Л'! V арифме
тических операций. Как  показано в [34] ,  уж е  при N= 30 
такое количество операций недоступно современным 
ЭВМ. Поэтому для определения характеристического 
многочлена используют другие методы. Одним из наи
более эффективных является метод приведения матри
цы А к подобной ей матрице Р почти треугольного 
вида

А =

" а , ,
а-л

Г7Г.. 

а 2 :•

,(l\N 

■ d ’N - > Р

Р\
I
0

P i  Рз-  
0  0 .  
1 0  .

■ Р х - 1 
.. 0 

. 0

P n ~
0
0

dN\ П.\п. ■ ■‘Inn _ _ 0 0 0 . . .  1 0  _

Матрицы А и Р связаны соотношением
P =S~' AS ,

где 5  — неособенная матрица, которая получается ря
дом последовательных элементарных преобразований. 
Элементарные преобразования матрицы заключаются 
либо в перестановке двух  строк или столбцов, либо 
в умножении всех элементов какой-либо строки (столб
ца) на одно п то ж е  отличное от пуля число, либо 
в преобразовании элементов какой-либо строки (столб
ца) путем прибавления к се элементам соответствую
щих элементов другой строки (столбца),  умноженных 
па одно и то же число. Любое элементарное преобразо
вание матрицы равносильно ее умножению па некото
рую неособенную матрицу.  Например, перестановка 
первой и последней строк матрицы /1 эквивалентна 
умножению се слева на матрицу

О 0 0 • • • 0 1
0 1 0 - • • ( ) ( )
0 0 1 • • • 0 0

о о о о
которая получается из единичной путем иереставлепия 
се первой и последней строки. Последовательность эле-
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мептариых преобразований, приводящих к матрице Р, 
можно изобразить в виде рекуррентного соотношения

Рк = S i ' P ' - t S ' ,  (7.3)
к =  1, N -  1,

Р0 = /1. Pjv-i = Л
Суть первого преобразования матрицы А или нахожде
ние матрицы Р\ заключается в том, что последняя стро. 
ка матрицы Л S | =  i принимает вид последней 
строки матрицы Р. Умножение матрицы P0S  па S -1 
слева не меняет вида последней строки, то есть

Рх ■-=

«ДО ai!v- (1) 
I l\N

aN i i O/V-12 „О)
t f .V - IA ’-

л (1)1 a.v_iA
О 0 • • • 1 О

Аналогичным образом строятся последующие преобра
зования, пока не будет сформирована матрица Р. По
скольку матрицы А, Р подобны, они имеют одно и то 
же характеристическое уравнение, причем д л я  матри
цы Р это характеристическое уравнение легко получить

Р , - > .  Р, Р,  ■ ■ ■ PN
1 - X  о • • • ОD(X) =  det | Р  — / £ | =

О О О X

разлагая определитель по элементам первой строки:

D (/.) = ( р { -  р А - Ц ы~* +  р А - * - ) "  ' -
- . . .  +  ( -  1)N 1PH

или
D (А) =  ( -  1)" {'>■" -  р ^ . " - 1 -  р г>"-1 -  p 3>N- 3 -

-  ... -  Pn\.
Матрицу Р называют матрицей Фр о б е н и у с и ,  а метод 
получения методом Данилев ског о .  Дальнейшие дей
ствия для получения собственных чисел связаны с на
хождением корней многочлена D{k). В системе мате 
матического обеспечения ЕС ЭВМ имеется стандартная 
процедура I :\CPI) па языке ФОРТРАН, которая фор
мирует характеристический многочлен но методу Дани
левского и, если это требуется,  с помощью другой стан
дартной процедуры определяет собственные числа.
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Суть  методов, не требующих раскрытия определите
ля в (7.1) ,  покажем па примере положительно опреде
ленной симметрической матрицы А, то есть когда имеет 
место равенство элементов, симметричных относительно 
главной диагонали, и определители главных миноров 
положительны. В этом случае, как показано в [34],  
можно построить сходящийся итерационный процесс по 
схеме, аналогичной (7.3):

PK =  SP K̂ S K, к —  1, 2, ..., Р0=А.
Матрица S *  каждого из преобразований строится таким 
образом,  чтобы сумма квадратов иеднагональных эле
ментов матриц Рк с ростом к стремилась к нулю. Ите
рационный процесс прекращается,  пока все недиаго
нальные элементы не станут достаточно малыми. При 
этом диагональные элементы становятся близки к соб
ственным числам. В случае произвольной матрицы А 
т а к ж е  можно построить итерационный процесс, но это 
делается  несколько сложнее. В ЕС ЭВМ проблема соб
ственных чисел для произвольных матриц итерацион
ным путем решается процедурой EVVGM, также  на
писанной на ФОРТРАИе.

7.2. Некоторые схемы численного интегрирования 
систем дифференциальных уравнений

Поиск установившегося и переходного процесса 
требует нахождения решения системы дифференциаль
ных уравнений

в определенном временном интервале.
Д л я  того чтобы использовать в расчетах ЭВМ, на

до перейти от непрерывной (или континуальной) запи
си модели к записи дискретной. С целью реализации 
этой идеи разобьем всю область интегрирования на 
отрезки равной длины

0 = / (|< / , < / 2< . . </.„ =  7'.
Тем самым непрерывной области изменения аргумен
та I поставлена в соответствие дискретная область из
менения этого аргумента



Величину /i =  /k+i—tK, к = О, М  называют шагом ди
скретизации, или шагом интегрирования. Дискретную 
область изменения аргумента назовем сеточной обла
стью, моменты времени 1К — узлами сеточной области, 
М — номер последнего узла сеточной области. Если 
узлы сеточной области распределены неравномерно, то 
шаг дискретизации зависит от номера узла.  В этом слу 
чае говорят, что задана неравномерная сетка. Значе
ния искомых функций в узлах сеточной области будем 
обозначать

X(tK) = X K.
В к -м узле сеточной области на основании исходного 
уравнения имеем

/ dX '
[ d t

= GK, CK = G ( t K, Хк). (7.4)

Используя разложение в р яд  Тейлора
dX
d t

h i
2!

XK+i = X ( t K + h) = XK +  h 1 ^ )  - ! ~

можно записать
(dX \ _  X_K+l -  X. 

d t

d y (
dt -

h Id-X
Ii 2 [ d t 2

Подставляя эго значение производил'» в (7.4),  б у д е м  
иметь

h
=  0 , 4 - 0  (Л), (7.5)

где

Отбрасывая в (7.5) слагаемые порядка 0(h) ,  получим 
XK+i - X K

= (L (7.G)

Сразу следует отметить, что .Y,c в (7 5) и (7 fi) различ
ны: в (7.5) — это решение системы дифференциальных 
уравнений в к-м узле, а в (7.0) — решение системы 
алгебраических уравнений, или, как  обычно говорят, 
системы разностных уравнений. Поскольку системы
(7.5), (7.6) отличаются на слагаемое порядка 0(/г), то 
говорят, что система разностных уравнений аппрокси-
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мируст исходную систему дифференциальных с поряд
ком 0 (/г) или с первым порядком.

В случае Л—►0 система (7.5) стремится принять вид
(7.6). Естественно предположить, что при этом реше
ния дифференциальных н разностных уравнении сбли
жаются.  И если /г будет мало, то и решения этих урав 
нений будут мало различаться. Кук показано в [46],  
для линейных систем это действительно имеет место, 
если кроме аппроксимации будет иметь место и устой
чивость разностных уравнений, то есть нечувствитель
ность к ошибкам округления. Практика вычислений 
показывает,  что и в случае нелинейных систем выпол
нение условий аппроксимации п устойчивости влечет 
за собой сходимость решений разностных к решениям 
дифференциальных уравнении.

Разрешая уравнения (7.6) относительно -VK+i, полу
чим

Х 1(+1 - А |; IlGЦ.
Эта рекуррентная зависимость позволяет считать 
Л̂ +1 но известному Хк. Система разностных уравнений
(7.6) носит название явной  схемы Эйлера.  Явная схема 
Эйлера получена с помощью аппроксимации производ
ной разностью вперед, то есть приращение функции 
в к -м узле получалось с использованием ее значения 
в последующем узле к -f-1. Если аппроксимировать про
изводную разностью назад, получим н е я в н ую  схему  
Эйлера

X « - X * - '  =  G ( t , Х к), 
h

или

X-K+1 ~  Хк = G (/« + ., Х„н1), (7.7)
h

которая тоже имеет порядок аппроксимации 0 (/г)- 
Здесь уже  для нахождения Хк+: но известному Хк надо 
в каждом узле решать,  вообще говоря, нелинейную си
стему (7.7) относительно компонент вектора Хк+\.

Схемы Эйлера являются простейшими из всех схем 
численного интегрирования. Из-за небольшой точности 
их практическая ценность невелика. Однако имеет 
смысл использовать их в отладочных расчетах, когда 
прежде всего важно выяснить качественную сторону 
модели. Кроме того, эти схемы удобны для иллюстра
ции явления неустойчивости численных расчетов.
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Можно построить численные схемы, имеющие более 
высокий порядок аппроксимации. 1> качестве источника 
получения таких схем используем, с учетом (7.4),  при
веденное ранее разложение в ряд Тейлора

Хк+1= Хк |- l,Gк I- ~  |- 0 (Л3).‘>1 d t
Использование двух членов этого разложении позволи
ло получить явную схему Эйлера.  Использование треть
его члена позволит получить схему с порядком 0 (//2), 
по для этого надо получить аппроксимацию производ
ной dGK/dt с порядком 0(h) .  При этом возникают р а з 
ные варианты.

I. Представим производную в виде

^  =  < Ь ± 1 -  ®*_ +  0 (Л).
dt  It

Подставляя эту производную в разложение в ряд Тей 
лора, отбрасывая слагаемые 0 (//2) и преобразуя,  н а 
ходим

*«+ , = * «  h y ( « *  f  + (7-8)

Эта схема поент название схемы трапеций.  Такое н а 
звание объясняется следующими причинами. Если от 
исходной системы дифференциальных уравнений перей
ти к эквивалентной записи

X( t )  = I V G (V. t ) d t ,

то на основании этой записи
1к t 1

ХК+1 = ХН G (X,  t) dt.

Используя здесь для вычисления интеграла формулу 
трапеций, получим схему (7.8) .  Схема (7.8) неявная .  
Ее можно модифицировать с целью получения явных

надо найти аппроксимацию 
подставить в правую часть 
аппроксимации схемы (7.8) 
условию соответствует пара

зависимостей. Для этого 
.YK+| с порядком 0 (It2) и 
(7.8).  При этом порядок 
останется 0 (№). Такому 
формул

hGK-
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X*+i = XK -j- —- IG* +  G ( tK+i. X A+i)|,

где для аппроксимации Лк+1 используется схема Эйлера 
(первая формула).  Полученную схему можно перепи
сать в виде

У, =  hGK,
У, = h G ( t K + h, X„ +

2
z a.

(7.9)

Схему (7.9) называют модифицированной схемой тра
пеций.

2. Представим теперь производную в виде 
dGK _  GK f i ■ > — GK , 
dt h 2

0(A).

где
GK H/2 =  G (/« + 1,2 , Xv+12), 

t/c+1/2 =  +  — , AVt-l/2 — ^  ('*+1 2 )■

Д л я  аппроксимации XK+i/2 с порядком 0 ( /г2) снова вы
берем схему Эйлера. Действуя аналогично предыду
щему,  находим

■Хк + 1/2 = Хк -\— -  GK,

или

С + 1 = Хк +  — С ( tK+\i<, Хщ 1,2 )

Х , +1 =  AV-f —  z 2.
(7.10)

Схемы (7.9), (7.10) относятся к семейству методов Рун-  
г е —Кутта. Общин вид этих схем наводит на мысль 
обобщить процедуру поиска более высоких аппроксима
ций. Для этого схему Рунгс—Кутта представляют 
в обобщенном виде
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7.\ =  hGK 
Z-> = hG (tK |- jJ i, X K -\- Pai^i).

Z q  — A C  ( t K - f  a^//, XK -f- fiq.lZ,  +  • • • I $q.q  1 Z  4 - l ) ,

1/
^ +, « X , +

/-I
Здесь q порядок аппроксимации, а параметры

....... P/y. Л . - .  P „. (J <  > <  i <  <7
подбираются таким образом, чтобы

V  = ЛДЖ +  — ^  +  • • • +  +  у (//«+').
2 ! dt  q '.dt«

Процедура получения указанных параметров для раз
личных q изложена в [34] .  Схемы (7.9) ,  (7.10) соот
ветствуют случаю q = 2. Неединственность вариантов 
схем имеет место н при q>2 .  Одна из наиболее упо
требительных схем Рунгс- Кутта с порядком аппрокси
мации 0 (Л4) имеет вид

Z\ -  h G„,

z , - / , o ( t ,+ 1 . x„ + |

z , - / i o l i . +  J ,  x , +  I '

ZK — h(' i ( tK+\, X K - f Za),

X K+\ = X K H — \Z, -f 2 (Zj -f- Z J  -f- Z,|. 
b

В системе математического обеспечения ЕС ЭВМ на 
языке ФОРТРАН есть стандартные процедуры RKI , 
RK2, RKGS,  в которых используется эта схема.

Недостаток методов Рунге— Кутта заключается 
в том, что правую часть системы дифференциальных 
уравнений

—  -  G(X, t)  
dt

приходится несколько раз считать на каждом шаге ин
тегрирования. От этого недостатка свободны так назы-
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ваомыс конечно-разностные методы. Одни из подходов 
конструировании разностных схем заключается в по
строении аппроксимации

d XK I у  у 
— 7 а _ , л д_ 1, 
h Гиd t

(L
ч

V
I

которым соответствует разностная схема
ч

а ,Х,, , = V  ЬI 7
— V
//

Порядок аппроксимации здесь определяется величиной 
q н постоянными и „ /> ... Примером простейших раз
ностных схем являются рассмотренные ранее схемы 
Эйлера п схема трапеций.

Выбор той или иной схемы численного интегриро
вания определяется не только из соображений точности 
(порядок аппроксимации),  удобства н экономичности 
(явные схемы) ,  но п из соображений ее устойчивости. 
Рассмотрим анализ устойчивости на примере схем 
Эйлера. 15 случае линейных систем с постоянной мат
рицей явная схема Эйлера (7.0) примет вид

XK+l =  XK+hAXh+l i BK. (7.11)
Пусть на некотором шаге в процессе вычисления допу
щена ошибка.  Возможность таких ошибок всегда име
ется при использовании ЭВМ хоти бы уж е  потому, что 
машина оперирует числами с конечным числом знаков. 
Возмущенное решение разностного уравнении предста
вим в виде

к == X к t*K.

решение в (7.11),  относительно возму-Подставлия это 
щеннй получим

общее
вид

ек+| — (/: -f-///l) е» 
решение этого разностного

ь-к =  (E+hA) ‘ г .

где со — начальное возмущение.
Поиск установившихся решений 

реходпых процессов предполагает
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холмом системы в неограниченной области временной 
переменной. При этом шаг интегрирования // фиксиро
ван, а /—>00, М—>-оо.

Ясно, что поведение кк при к —>оо будет определять
ся свойствами матрицы £-\-ИА. Предполагая,  что соб
ственные числа матрицы А различны, будем иметь

( £ + / M ) « = S ( £ + / j . \ ) « S - ' .  
условием устойчивости будет перавен-

I 1 +  „| <  1, р  = 1, /;,

Достаточны м 
ство

или

А <f ( 7 . 1 2 )

Это неравенство означает, что условием устойчивости 
явной схемы Эйлера является такой выбор //, чтобы все 
собственные числа матрицы Л находились внутри к р у 

га с центром в точке л = ------ и радиусом I//;. В случае
h

устойчивых периодических решений всегда можно по
добрать //, чтобы выполнялось условие (7.12). Однако  
может оказаться ,  что /; будет очень мало. Это имеет 
место, когда собственные числа матрицы А

>. =  /.,- П о 
имеют большие |л,| или большие |л; | относительно 
периода и частоты внешних воздействий, т. е. когда 
в электронной схеме имеют место быстрые или сильно- 
осциллирующие движения.

Нетрудно показать, что условие устойчивости »  с л у 
чае неявной схемы Эйлера имеет вид

Г - ’>
>

1

Для устойчивых периодических решений это условие 
всегда выполнено, т. е. неявная схема Эйлера абсолют
но устойчива.

Анализ устойчивости явной и неявной схем Эйлера  
в общем отражает типичную ситуацию, имеющую место 
при численной реализации систем дифференциальных 
уравнений: неявные схемы, как  правило, устойчивы,  
в то время как явные условно устойчивы, то есть т р е 
буют ограничения на шаг интегрирования.
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7.3. Подготовка математической модели 
к численной реализации

Процесс подготовки математической модели к чис
ленной реализации заключается в выборе метода ра
счета и построении структуры алгоритма в виде блок- 
схемы (см. рис. 5.2, б) и определяется выбором цели 
реализации.

Рассмотрим, для  примера, подготовку к численной 
реализации математической модели вида

Цель реализации заключается в получении характери
стических чисел системы и нахождении установивше
гося периодического решения, период которого Т из
вестен.

В 5.5.2 рассмотрен метод поиска периодического 
решения для систем вида (7.13). Вектор начальных 
условий для периодического решения ,Y,.(0 ) = Q  нахо
дится из выражения

где Х0(() — решение задачи Коши для системы (7.13) 
с условием Л 'о (0 )= 0 ;  F(t)  - решение матричного 
уравнения

В качестве схемы расчета системы (7.13) и матричного 
уравнения (7.14) выберем схему трапеций

-- A ( t )X  t  В (/).
dt

(7.13)

Q = [ E - F ( T ) ] - ' X 0(T),

—  A ( t )E,  F (0) = Е. 
d t

(7.14)

Разрешая относительно Л'к+1, FK+ь получим

(Е - Л / 2 Л .+ , )  1 (Е + h 2АК) Хк +

+  y ( Z ? * + Л м . )  ,

F к+1 = (/: h2AK+l)-'(E + hl2AK)FK.
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. Начало
\  Л  —

\ и с х о д н ы х  

I ра т ы х

\ '0 *  Fq-E 

—~/rr=i,2,... ,rtS. 
f

Счет Ух 
t

fr.i*(E-h/2*Ar,j
-(E^k-AJFr

1----------

£1 I
Q=(E-F(T))1Y(T)

PeuiBHUBур а вн ен и я
d e t II F(ThftE IIя 0
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Блок-схема алгоритма реализации указанных целей 
изображена на рис. 7.1. При этом использованы стан
дартные символы, установленные ГОСТ 19003—80 [47]. 
Матрица F(T)  используется для нахождения вектора Q 
и характеристических чисел щ, р?, ..., (>„. Пошаговое 
интегрирование системы (7.13) выделено в отдельную 
подпрограмму,  т. к. используется в двух местах основ
ной программы.
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