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Вышедшая в 1952 г. книга Г. Альвена «Космическая элек­
тродинамика» завоевала широкую известность как классическое 
изложение основ магнитогидродинамики. В 1963 г. в Англии вы­
шло 2-е переработанное и дополненное издание книги, а в 
1965 г. — третье издание. Книга, включает вывод основных урав­
нений, метод ведущего центра для расчета движения заряда 
в магнитном поле, а также теорию магнитогидродинамических 
волн. Новое издание дополнено изложением вопросов генерации 
магнитного поля, а также теорией плазмы в магнитном поле 
с приложением к проблемам геофизики и управляемых термо­
ядерных реакций.

Книга написана четким, ясным языком, главное внимание 
уделено основным физическим принципам. Это делает книгу до­
ступной широкому кругу читателей: физикам, геофизикам, астро­
номам, механикам, инженерам-физикам — как теоретикам, так и 
экспериментаторам, студентам и аспирантам соответствующих 
специальностей.

Редакция космических исследований, астрономии и геофизики 
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ПРЕДИСЛОВИЕ К РУССКОМУ ИЗДАНИЮ

«Космическая электродинамика» Альвена принадлежит к чис­
лу таких монографий, которые с достаточным правом можно 
назвать классическими. Она была впервые издана в 1950 г. 
(и вскоре переведена на русский язык), когда значение элек­
тромагнитных явлений в астрофизике еще только начинало осо­
знаваться и когда стали обрисовываться контуры нового раз­
дела физики, получившего название магнитной гидродинамики. 
Известному шведскому физику и астрофизику Альвену принад­
лежит главная заслуга в разработке этой новой физической дис­
циплины и первое место среди тех, кому она обязана своим 
возникновением.

За пятнадцать лет, прошедших с момента написания первого 
издания, значение проблем, которым была посвящена книга, 
неизмеримо выросло и вышло далеко за рамки тех сравнительно 
узких приложений к физике Солнца, которые вначале казались 
наиболее важными. Во-первых, в результате быстрого развития 
радиоастрономии выяснилось, что электромагнитные явления 
играют гораздо более существенную роль в эволюции космиче­
ских объектов, чем можно было предполагать ранее. Во-вторых, 
запуск спутников и космических кораблей создал новые сред­
ства исследования межпланетного пространства, и это сразу же 
привело к обнаружению целого комплекса электродинамических 
явлений, связанных с процессами, происходящими в солнечной 
плазме и околоземном пространстве. В-третьих, интерес к маг­
нитной гидродинамике и электродинамике плазменных процес­
сов чрезвычайно возрос после возникновения таких проблем, как 
управляемый термоядерный синтез и прямое преобразование 
тепловой энергии в электрическую.

Поэтому появление 2-го издания монографии Альвена (на 
этот раз написанной в соавторстве с Фельтхаммаром) представ-
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ляется совершенно естественным. Книга теперь состоит из пяти 
глав: гл. 1 — «Общий обзор»; гл. 2— «Движение заряженных 
частиц в магнитных полях»; гл. 3 — «Магнитная гидродинами­
ка»; гл. 4 — «Плазма»; гл. 5 — «Плазма в магнитном поле». По 
сравнению с 1-м изданием она подверглась кардинальной пере­
работке с целью прежде всего расширения круга анализируемых 
физических проблем, для того чтобы охватить явления и про­
цессы, имеющие особое значение в новых областях применения, 
упомянутых выше.

Перевод на русский язык осуществлен с издания 1963 г. 
В 1965 г. вышло в свет 3-е исправленное издание. Когда русское 
издание было уже в корректуре, авторы любезно прислали 
исправления и изменения, внесенные в 3-е издание книги. Таким 
образом, настоящее издание соответствует 3-му зарубежному из­
данию 1965 г.

Читатель без сомнения с интересом встретит новое издание 
книги. Ее должен иметь у себя каждый, кто работает в области 
физики плазмы, магнитной гидродинамики или астрофизики.

Академик J I . А. Арцимович



ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

Первое издание «Космической электродинамики» преследо­
вало цель привлечь внимание к этой области исследования на 
ранней стадии ее развития. Первые четыре главы книги были 
посвящены основным принципам физики плазмы и магнитной 
гидродинамики, в последних трех главах рассматривались их 
приложения к тому, что теперь называется магнитосферой, а 
также к межпланетному пространству, физике Солнца и косми­
ческому излучению. (Впоследствии в отдельной книге было рас­
смотрено приложение к космогонической проблеме.)

За пятнадцать лет, прошедших с момента выхода первого 
издания, этот раздел физики был развит усилиями двух важ­
нейших направлений в науке нашего времени: термоядерных 
исследований, увеличивших наши знания в области магнитной 
гидродинамики и физики плазмы, и космических исследований, 
большая часть которых была посвящена изучению магнитогид­
родинамических условий в околоземном пространстве.

Все это поставило авторов в трудное положение при подго­
товке второго издания. Поэтому, чтобы не увеличивать чрез­
мерно объем книги, мы ограничились основными принципами, 
составляющими предмет первых четырех глав первого издания. 
Что касается приложений, то мы надеемся рассмотреть их в по­
следующих книгах.

Одной из наиболее важных и в то же время наиболее труд­
ных задач как термоядерных исследований, так и исследова­
ний магнитогидродинамики космического пространства является 
установление тесного контакта между теорией, с одной стороны, 
и экспериментом или наблюдениями, с другой. Поэтому физи­
ческой сущности явлений уделено больше внимания, нежели их 
выражению с помощью математических формул. Авторы сочли
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возможным пожертвовать строгостью вывода формул в тех слу­
чаях, когда это могло облегчить чтение ученым, занимающимся 
экспериментом и наблюдениями.

Появлению этой книги, также как и первого ее издания, во 
многом способствовали многочисленные дискуссии с профессо­
ром Н. Херлофсоном. Авторы благодарят за советы и критику 
ряд сотрудников Технологического института, а также доктора 
Чанга (Ризо, Дания) и др.

Г. А. 
К.-Г. Ф.

Стокгольм
Королевский технологический
институт
1962 г*



Г л а в а  1

Общий обзор

1.1. Введение
В последнее время в космической физике наблюдался быстро 

возрастающий интерес к электромагнитным процессам, и те­
перь общепризнано, что они имеют фундаментальное значение 
для целого ряда явлений. Например, в недрах Земли происхо­
дят электромагнитные процессы, которые создают общее маг­
нитное поле нашей планеты. Магнитное поле претерпевает изме­
нения под влиянием ионосферных электрических токов. Эти из­
менения особенно заметны во время так называемых магнитных 
бурь. Токи ионосферы являются причиной полярных сияний — 
явлений, которые наблюдаются в определенных областях, при­
легающих к геомагнитным полюсам. Все эти -явления связаны 
с другими электромагнитными процессами, происходящими на 
еще больших высотах. Магнитное поле Земли действует в пре­
делах области размерами около десяти земных радиусов. Как 
показали измерения, проведенные при космических исследова­
ниях, в этой области, называемой иногда магнитосферой, суще­
ствует сложная и быстро меняющаяся система токов. Кроме 
того, в определенных зонах магнитосферы (радиационных поя­
сах) имеется поток заряженных частиц высокой энергии, захва­
ченных магнитным полем.

Условия в ионосфере и магнитосфере Земли зависят от элек­
тромагнитного состояния межпланетного пространства, которое 
в свою очередь подвержено влиянию Солнца. На Солнце наблю­
дается ряд электромагнитных явлений, совокупность которых 
называется солнечной активностью (солнечные пятна, протубе­
ранцы, солнечные факелы и т. д.). Существование общего магнит­
ного поля Солнца указывает, что электромагнитные процессы, 
протекающие в недрах Солнца, играют важную роль. Боль­
шое значение имеют также электромагнитные процессы, проис­
ходящие в звездах, и в первую очередь в магнитопеременных 
звездах, где наблюдались поля до 30 кгс. Электромагнитные 
явления могут также играть решающую роль в межзвездном и 
межгалактическом пространствах, которые, однако, еще мало 
изучены.
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Чтобы осмыслить все эти явления и построить физические 
теории, объясняющие их, необходимо прежде всего помнить, что 
наши современные знания в области физики базируются глав­
ным образом на опыте, приобретенном в лабораториях. Когда 
мы пытаемся применить к космическим явлениям теорию, в ко­
торой сконцентрирован этот опыт, мы допускаем чрезмерную 
экстраполяцию, законность которой можно проверить только 
сравнением теоретических результатов с наблюдениями. В свое 
время весьма успешной оказалась экстраполяция классической 
механики в область астрономии, и только наиболее тонкие 
наблюдения последних десятилетий обнаружили явления, для ко­
торых она переставала быть справедливой. Столь же успешным 
оказалось применение к космическим исследованиям атомной 
теории, в частности спектроскопии. Классическая механика и 
спектроскопия явились неоценимым орудием исследования окру­
жающей нас вселенной.

Классическая электродинамика, развитая на протяжении 
X IX  столетия, была применима непосредственно только к неко­
торым частным проблемам космической физики. Более общие 
приложения стали возможны только после того, как классиче­
ская электродинамика была объединена с гидродинамикой, в ре­
зультате чего появилась магнитная гидродинамика, которая впо­
следствии в совокупности с физикой плазмы способствовала 
более глубокому пониманию электромагнитных явлений в кос­
мической физике.

На ранней стадии изучения электромагнетизма в космиче­
ской физике внимание исследователей привлекали некоторые 
явления, такие, как постоянное магнитное поле Земли и образо­
вание космических лучей, казавшиеся настолько таинственными, 
что для их объяснения некоторые авторы считали необходимым 
привлечь новые законы природы. Дальнейшие исследования не 
подтвердили эту точку зрения, и сейчас мы имеем, по крайней 
мере, качественно правдоподобные теории этих явлений. В на­
стоящее время практически нет оснований сомневаться в том, 
что все общие физические законы справедливы на расстояниях 
порядка «радиуса вселенной» и в интервале времени порядка 
«возраста вселенной», т. е. в пределах, установленных общей 
теорией относительности.

Электромагнитные явления в космической физике играют 
столь важную роль главным образом потому, что в космиче­
ском пространстве существуют магнитные поля, которые влияют 
на движение заряженных частиц. При определенных условиях 
электромагнитные силы значительно превосходят гравитацион­
ные. Для иллюстрации этого факта предположим, что в неко­
торой точке R £ земной орбиты (вектор положения R^) нахо­
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дится частица, движущаяся с орбитальной скоростью Земли v. 
Если эта частица — нейтральный атом водорода, то на нее дей­
ствует только притяжение Солнца (влиянием магнитного поля 
на возможный магнитный момент атома мы пренебрегаем). 
Пусть М — масса Солнца, т  — масса атома, a y — гравитацион­
ная постоянная; тогда эта сила равна

yMmR . 
f — _________ <5

Если атом однократно ионизовать, то на ион, так же как и на 
электрон (заряд е= +4,8 • 10"10 ед. CGSE), будет действовать 
сила

1„ = « ( £ )х в ,

вызванная межпланетным магнитным полем, которое вблизи 
земной орбиты равно В. Имея в виду, что напряженность меж­
планетного магнитного поля составляет величину порядка 10~4 гс, 
получаем

^-«slO7.

Таким образом, для ионизованного вещества межпланетные и 
межзвездные магнитные поля гораздо более существенны, чем 
гравитационные:

Поскольку магнитные силы действующие на электроны 
и ионы, направлены в противоположные стороны, то во многих 
случаях они могут компенсировать друг друга. Если рассмот­
реть, например, ионизованное облако, содержащее одинаковое 
число электронов и ионов, то результирующая магнитная сила, 
действующая на облако, в первом приближении обращается 
в нуль. (Эффекты второго порядка, вызванные, например, неод­
нородностью магнитного поля, тем не менее могут быть значи­
тельны.) Движение ионизованного облака в магнитном поле 
приводит к разделению ионов и электронов, но возникающая 
вследствие этого поляризация создает электрическое поле, ко­
торое препятствует разделению зарядов. При определенных усло­
виях электрическое поле может создавать токи в окружающей 
проводящей ср̂ де, что приводит к весьма сложным явлениям.

Приведенные примеры показывают, с одной стороны, важ­
ность электромагнитных сил в космической физике, а с дру­
гой — сложность электромагнитных явлений. Следующие разде­
лы этой главы посвящаются рассмотрению магнитных и элек­
трических полей в космической физике. В гл. 2 мы рассмотрим 
движение отдельной заряженной частицы в таких полях. Обычно
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в космических условиях электромагнитные поля и движение за­
ряженных частиц оказываются взаимосвязанными [1]. Эта связь 
приводит к сложным магнитогидродинамическим явлениям, 
которые мы рассмотрим в гл. 3. Если электрически проводящая 
среда представляет собой ионизованный газ (плазму), то теп­
ловое движение отдельных частиц приводит к ряду важных яв­
лений (диамагнетизм, амбиполярная диффузия и т. д.). Подоб­
ные явления выходят за рамки магнитной гидродинамики и об­
суждаются в главах, посвященных физике плазмы (гл. 4 и 5).

Электромагнитные явления, вероятно, играли решающую роль 
в процессе формирования солнечной системы. Эта проблема 
рассмотрена в отдельной монографии Альвена [2], а также в 
статьях [3, 4].

1.2. Магнитные поля в космической физике
Поскольку геомагнитное поле подобно полю магнитного ди­

поля, мы сформулируем в данном разделе некоторые свойства 
поля диполя, которые нам понадобятся в дальнейшем. Выберем

Ри с. 1.1. Магнитная силовая линия диполя а.

сферическую систему координат (/*, 0, ф) с центром в диполе и 
с осью, параллельной магнитному моменту а (рис. 1.1). Введем 
также широту Х= (я/2) — 0. Магнитное поле в таком случае 
дается следующим выражением:

В =  — grad ф, (1)
где

аг a sin Я /0\
Ф =  7Г =  —— • (2)
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Составляющие поля запишутся в виде
В т — Вр sin А,, (3)
Bx =  — j  Вр cos К  (4)

=  О,
а полная напряженность поля

В  =  У ^ + Ж Т Щ  =  ̂ В рф =  ̂ ,  (5)
где

=  (6)
а

Ф =  У  14-3 sin2 X. (7)
В г и В }_ представляют собой соответственно «вертикальную» 

и «горизонтальную» составляющие поля *. Магнитная силовая 
линия дается уравнением

r =  re cos2 А,, (8)
ср =  const,

где ге — расстояние от начала координат до точки пересече­
ния силовой линии с экваториальной плоскостью (Я =  0).

Угол а между силовой линией и радиусом-вектором опре­
деляется из соотношений

или
tg a  =  - j ctg * ” (9)

cos X s in a  =  — -— , ф
2 sin Я cos a =  — ~—  . Ф

(10)

(H)

«Наклонение» поля равно (я/2) — а.
Полную напряженность поля вдоль данной силовой линии 

можно записать также в виде
В  =  -^Ф =  ^ (с о в % Г 6ф = ^ ц , (12)

г е г е
где

УТ+з¥п=Т
cos6 X (13)

* «Вертикальная» составляющая геомагнитного поля считается положи­
тельной, если она направлена вниз.
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В декартовой системе координат (х, у, z) мы имеем
B x =  3xz-%r, (14)

B y =  Z y z (15) 

5г =  (322_ г2) ^ ( (16)
где

r2 =  x2-ft/2-l-z2.
Геомагнитное поле в первом приближении — это поле диполя. 
Такой диполь, расположенный в центре Земли и приведенный 
в соответствие с геомагнитными данными, должен иметь диполь- 
ный момент с а = 8,1 • 1025 гс-см3. В этом случае напряженность 
у полюса составляет 0,62 гс. Ось такого «центрированного» ди­
поля пересекает поверхность Земли в двух взаимно противопо­
ложных точках с координатами 78,3° с. ш., 69,0° з. д. и 78,3° ю. ш., 
111,0° в. д. [5, стр. 645 и 648].

Наилучшее приближение дает эксцентрический диполь, сме­
щенный на 342 км от центра Земли по направлению к точке 
с координатами 6,5° с. ш., 161,8° в. д. Его ось пересекает поверх­
ность Земли в точках 76,3° ю. ш., 121,2° в. д. и 80,1° с. ш., 
82,7° з. д. [5, стр. 651, 652]. Согласно последним расчетным дан­
ным, эксцентрический диполь удаляется от центра Земли [6, 
стр. 239].

Более строгую аппроксимацию геомагнитного поля можно 
получить, используя разложение по сферическим гармоникам 
[5, стр. 639 и далее]. Впервые этот метод применил Гаусс [7]. 
Анализ, выполненный Гауссом, показал, что с точностью до 
«возмущений», величина которых на поверхности редко превы­
шает 1%, основное поле Земли обусловлено источниками, нахо­
дящимися внутри нее.

Если пренебречь внешними источниками, то поле можно за­
писать в виде

В =  — grad ф, (17)
где

(4ЬГ’17'- (18)Л-1
а

т=*л

Тп =  S  ( gщп cos пщ +  hmn sin тжр) Р * (0). (19)
тп « 0

В этих выражениях г, 0 и <р определяются в соответствии с 
рис. 1.1, Re — средний радиус Земли, Рп (0) — присоединенные
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функции Лежандра [5, стр. 609], g% и А™— коэффициенты, опре­
деляющие силу и ориентацию мультиполей. Поскольку основное 
магнитное поле Земли подвержено медленным (вековым) вариа­
циям, эти коэффициенты несколько меняются со временем. Со­
ответствующий анализ был выполнен для поля эпохи 1945 г. 
[8—10] и поля эпохи 1955 г. [11]. В настоящее время карты гео­
магнитного поля составляются при помощи магнитометров, уста­
новленных на искусственных спутниках.

Магнитное поле меняется под влиянием токов ионосферы и 
околоземного пространства, которые вызывают как быстрые из­
менения («магнитные бури»), так и медленные непрерывные 
изменения. Вариации поля на поверхности Земли, обусловлен­
ные этими токами, редко превышают 1%, но во внешних частях 
магнитосферы относительные изменения могут быть значительно 
больше.

Другие планеты также, по-видимому, обладают магнитными 
полями. Радиоизлучение Юпитера [12] указывает на то, что эта 
планета имеет магнитное поле. Последние космические исследо­
вания Венеры, позволившие провести измерения на расстояниях 
вплоть до 41 ООО км от ее центра, не обнаружили магнитного 
поля [13].

В соответствии с результатами, полученными при помощи 
космического корабля «Луна-2», магнитное поле Луны не пре­
вышает 10_3 гс.

Магнитные поля на Солнце впервые были обнаружены в 
1908 г. в солнечных пятнах [14]. Десять, лет спустя наблюдалось 
общее магнитное поле [15]. Впоследствии более совершенная ме­
тодика наблюдений позволила провести обширные измерения 
эффекта Зеемана в фотосфере (см. обзор [16]). Было обнару­
жено три типа полей: 1) общее поле, которое наблюдается в вы­
соких гелиографических широтах; 2) биполярные магнитные 
области, которые, если напряженность поля велика, связаны 
с солнечными пятнами, факелами, корональными лучами и т. п.; 
3) униполярные магнитные области в низких широтах. Биполяр­
ные поля могут быть очень сильными (до 4000 гс). Обработка 
результатов измерений показала, что общее поле и поля унипо­
лярных областей имеют напряженность порядка 1 гс, и общее 
поле, которое до 1957 г. было антипараллельно геомагнитному, 
изменило свою полярность, так что с 1958 г. оба поля стали 
параллельны друг другу [17]. Однако интерпретация измерений 
слабых магнитных полей по эффекту Зеемана в фотосфере с 
сильной магнитной турбулентностью представляется сомнитель­
ной [18]. Возможно также, что основная часть потока, прохо­
дящая через поверхность Солнца, сконцентрирована в волок­
нах, которые настолько тонки, что их невозможно наблюдать
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при современном уровне техники, и наблюдения в основном 
относятся к среде, заполняющей пространство между ними (см. 
разд. 5.5.3). По-видимому, можно констатировать, что наши 
знания об общем магнитном поле Солнца в настоящее время 
еще недостаточно надежны.

Прямые наблюдения магнитного поля в недрах Солнца не­
возможны. Перемещение зоны солнечных пятен, если, его интер­
претировать в соответствии с магнитогидродинамической тео­
рией солнечных пятен [19], указывает на существование в об­
ласти между фотосферой и центром общего магнитного поля 
с магнитным моментом а = 2,1 • 1033 гс*см3. Весьма желательна 
независимая проверка этого результата.

Лучевую структуру короны обычно интерпретируют как про­
явление магнитного поля Солнда. Она простирается далеко за 
пределы Солнца, но на больших расстояниях, по-видимому, не 
аппроксимируется полем диполя, поскольку токи в межпланет­
ном пространстве нельзя считать пренебрежимо малыми. Эти 
токи создают межпланетное магнитное поле. Благодаря движе­
нию среды это магнитное поле в свою очередь создает межпла­
нетное электрическое поле. Электромагнитные поля межпланет­
ного пространства влияют на процессы, происходящие вблизи 
Земли, и ответственны за возникновение магнитных бурь и по­
лярных сияний. Они вызывают также вариации интенсивности 
космического излучения и, возможно, играют определенную роль 
в образовании космических лучей.

Магнитное поле звезд впервые наблюдал Г. У. Бэбкок в 
1947 г. (звезда 78 Девы) [20]. С тех пор проведены многочислен­
ные наблюдения, и сейчас ясно, что магнитные поля — общее 
свойство звезд определенной категории, а именно быстро вра­
щающихся звезд класса А с конвективным ядром [21, 22]. Маг­
нитные поля звезд в большинстве случаев переменны и в неко­
торых случаях очень сильны. Так, например, напряженность 
поля звезды HD 215 441 достигает примерно 34 000 гс [23]. От­
крытие магнитопеременных звезд положило начало новой об­
ласти астрофизики. Построение теории этого явления находится 
еще -на ранней стадии.

Идея о магнитном поле Галактики впервые была привлечена 
для объяснения изотропии космического излучения [24, 25] и 
впоследствии была использована в теории ускорения космиче­
ских лучей [26] (см. разд. 2.7) и в теории спиральных ветвей 
галактик [27, 28]. Открытие поляризации света удаленных звезд 
[29, 30] явилось доказательством того, что напряженность меж­
звездных полей 'невелика. Поляризация может быть вызвана 
ориентацией межзвездной пыли в магнитном поле. Впрочем, 
возможны и другие механизмы этого явления [31—34]. Косми­
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ческие шумы, регистрируемые радиотелескопами, возможно, ча­
стично представляют собой синхротронное излучение реляти­
вистских электронов, движущихся в крупномасштабных магнит­
ных полях [35—38] (см. разд. 2.8). Наблюдаемая таким образом 
корона радиоизлучения, окружающая Галактику, указывает на 
существование протяженных слабых магнитных полей не только 
в плоскости Галактики, но и на больших расстояниях от нее 
[39, 40]. Возможны и другие механизмы радиоизлучения меж­
звездной плазмой (см., например, монографию Шкловского [38]).

В настоящее время нет надежных оценок напряженности 
галактических полей. В качестве возможного по порядку вели­
чины значения часто приводят 10_6— 10-5 гс. Одним из обосно­
ваний этой величины служит то, что она дает плотность маг­
нитной энергии В 2/8л = 4 • 10-14—4 • 10"12 эрг)см3, которая совпа­
дает по порядку величины с плотностью кинетической энергии 
межзвездной среды ри2/2, полученной в предположении, что 
я*10-24 г/см3 и и=3 • 105—3 • 106 см/сек [27, 41]. Результаты непо­
средственных наблюдений не подтверждают этих оценок и в то 
же время не противоречат им. [42].

1.3. Индуцированные электрические поля
В присутствии магнитного поля электрическое поле можно 

определить только по отношению к какой-либо системе коорди­
нат. Если в «покоящейся» системе электрическое и магнитное 
поля равны Е и В, то соответствующие поля Е ' и В ' в системе, 
которая движется по отношению к первой со скоростью v, мож­
но найти при помощи релятивистских формул преобразования. 
Компоненты, параллельные v, остаются неизменными, а компо­
ненты, перпендикулярные v, преобразуются следующим образом:

(D==8E, В = |лН; в вакууме D = E, В = Н).
Скорости, с которыми имеют дело в астрономии, значительно 

меньше скорости света с. Электростатические поля, за ис­
ключением специальных случаев, не играют существенной роли 
(.см. разд. 4.2.3 и 5.1.3). Таким образом, электрические поля

О)

(2)
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являются вторичными по отношению к магнитным полям. В со­
ответствии с формулой (1) это означает, что они гораздо слабее 
магнитных. Следовательно, для космических объектов мы мо­
жем, как правило, с хорошим приближением написать

Е ' =  Е +  (-^ )хВ , (3) 
В ' =  В (4)

(где векторы содержат также компоненты, параллельные v).
Таким образом, магнитные поля не зависят от выбора си­

стемы координат; нет разницы между магнитным полем в дви­
жущейся и магнитным полем в «покоящейся» системах коорди­
нат. Электрические поля зависят от системы координат, в ко­
торой они измеряются. Бессмысленно говорить об электрическом 
поле, не определив точно систему координат, к которой оно от­
носится.

1.3.1. Индуцированное электрическое .поле в равномерно движу- 
щейся среде

Поскольку космические облака ионизованного газа (плазма, 
см. гл. 4 и 5) обычно намагничены, их движение в соответствии 
с формулой (3) создает электрические поля. Эти индуцирован­
ные электрические поля имеют большое значение для многих 
астрофизических проблем. Например, движение намагниченной 
межпланетной плазмы создает электрические поля, которые 
играют важную роль в образовании полярных сияний и маг­
нитных бурь (см. разд. 2.6), определенным образом влияют на 
вариации космических лучей и т. д. В этом разделе мы проил­
люстрируем основные свойства электрических полей, связанных 
с таким движением, на простом примере, а именно на примере 
плоского твердого слоя с бесконечной проводимостью, который 
пронизан магнитным полем и движется параллельно самому 
себе.

Пусть х, у, z (см. рис. 1.2)— оси неподвижной декартовой 
системы координат 5 (с единичными векторами х, у, z), в кото­
рой рассматриваемый слой занимает объем

\х\< а
и движется со скоростью

V =  щу< (5)
причем г>о<£с.

Пусть другая система координат S ' движется вместе со__сло­
ем и имеет координаты х', у', z' и единичные векторы х', у', z',
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параллельные единичным векторам системы S. Величины, из­
меренные в системе S, будем обозначать Е, В и т. д., а соответ­
ствующие, величины, измеренные в системе 5', обозначим Е', В ' 
и т. д. Пусть задано магнитное поле

В
- {

В0г (| л: | < а), 
О (| л: | > а). (6)

Такое поле связано с поверхностными токами

- а ) ,
сВ0 л ,

- Т 5 ГУ

ф у  (*=«)•
(7)

Предположим, что проводимость слоя бесконечно велика, 
тогда электрическое поле Е ' в системе координат S', движу-

Рис.  1.2. Электромагнитная индукция в слое электрически прово­
дящего вещества, движущегося в магнитном поле.

щейся вместе со слоем, должно быть равно нулю:'

Е ' =  Е  +  (-£)х В =  0. (8)
Таким образом,

f v \ w „ _  (|х |< а ) fo\
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Электрические силовые линии оканчиваются на поверхност­
ных зарядах, плотность которых

VqBq

4s =
{х =  — а),

(10)4 лс

ь- ё г  <*=«>•
а вне слоя электрическое поле отсутствует:

Е  =  0, (М > а ).  (И )
В движущейся системе S ' и в системе 5 магнитные поля 

равны, тогда как формулы (8), (3) и (11) дают для электри­
ческого поля в системе S '

Е ' =  0 (— оо < х < оо). (12)
Поскольку магнитные поля одинаковы в обеих системах, 

плотности токов i' и i также должны быть равны. Но Е' отли­
чается от Е и из формулы (12) следует, что в системе S ' плот­
ность электрических зарядов тождественно обращается в нуль. 
Различие плотности зарядов в двух рассматриваемых коорди­
натных системах является релятивистским эффектом. Из фор­
мул релятивистского преобразования непосредственно следует

\'s=  \s ~  v<b—  ■ (13)Y \ — v*lc2 v
vi4 s 7Г

q' =  —~= = = - (14)4s ]Л — г»2/с2
(см., например, [43, стр. 264]), что в нашем случае (у<Сс, 
£<С5) приводит к выражениям

i* =  is, (15)

я'а= я 3— 7Г- (16)
Физическое объяснение различия результирующей плотности 

зарядов состоит в том, что электрическое поле приводит к отно­
сительному движению положительных и отрицательных частиц. 
Вследствие релятивистского сокращения плотность положитель­
ных частиц зависит от системы координат, в которой она рас­
сматривается; это справедливо и для отрицательных частиц. 
В нашем случае плотности равны, если мы рассматриваем их 
в системе x'y'z', но они будут различны в системе xyz, и это 
различие достаточно для того, чтобы создать значительный по­
верхностный заряд (см. разд. 5.8.1).
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Необходимо отметить, что магнитные поля почти одинаковы 
в движущейся и покоящейся системах. Это означает, что со­
вершенно неважно, как локализованы источники магнитного 
поля. Мы можем говорить о «вмороженном» магнитном поле, 
которое «увлекается» плазмой, но такое поле невозможно от­
личить от поля, создаваемого источниками в неподвижной си­
стеме. (В нестационарных случаях эти источники должны быть, 
разумеется, переменными во времени.)

1.3.2. Индуцированные электрические поля во вращающихся 
телах

Из формул (3) и (4) следует, что вращение проводника 
в магнитном поле создает электрическое поле в покоящейся си­
стеме координат. Это явление хорошо известно из лабораторных 
экспериментов и обычно называется «гомополярной» или «уни­
полярной» индукцией. Впервые оно было изучено Фарадеем и 
в течение прошлого столетия вызывало большой интерес, по­
скольку предполагалось, что его исследование позволит отве­
тить на вопрос, вращаются ли силовые линии вместе с вращаю­
щимся магнитом. В результате выяснилось, что не имеет смысла 
говорить о «движении» магнитного поля. Не имеет значения, 
движутся источники, создающие магнитное поле, или нет.

Простейшим примером униполярного индуктора служит ци­
линдрический магнитный стержень NS, вращающийся вокруг 
своей оси АА' (см. рис. 1.3, а). Неподвижный провод AGDC 
соединяет ось со скользящим контактом С, расположенным по­
середине стержня. Если ключ D замкнут и если магнит вра­
щается, то гальванометр G регистрирует ток. Но совершенно не 
обязательно, чтобы вращающееся тело было постоянным маг­
нитом. Любой вращающийся проводник даст тот же эффект, 
если только создано каким-либо образом магнитное поле (как, 
например, в устройстве, изображенном на рис. 1.3,6).

В космических объектах магнитное поле обычно генерируется 
токами, текущими в самом объекте. Рассмотрим кратко элек­
трические поля, индуцированные вращением таких объектов. 
Пусть электрически проводящая сфера (радиуса R) помещена 
в вакуум и вращается как твердое тело. Ограничим рассмотре­
ние случаем, когда линейная скорость вращения и = сог значи­
тельно меньше скорости света, так что величиной v2jc2 можно 
пренебречь по сравнению с единицей. Общий вид уравнений 
элекромагнитного поля во вращающейся системе координат мо­
жно найти в работе [44, стр. 302].

Пусть 5 — неподвижная система координат, начало которой 
совпадает с центром сферы, а г — радиус-вектор произвольной
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точки. Если сфера приводится во вращение с угловой часто­
той <о, то электрон, расположенный в точке г, движется со ско­
ростью

v =  G>Xr (17)
и испытывает действие силы Лоренца

F =  _ e B X L  х в .

Эта сила будет смещать электроны в проводнике до тех пор, 
пока возникшее разделение зарядов не создаст уравновешиваю-

Рис.  1.3. Униполярные индукторы.
а — если магнитный стержень NS вращается вокруг своей оси АА' 
в неподвижном контуре, соединяющем ось со скользящим контак­
том С, то возникает ток. б — униполярный индуктор, состоящий 
из вращающегося медного диска, помещенного в магнитное поле

катушки.

щее. электрическое поле, так что результирующая сила, дей­
ствующая на любой электрон, станет равной нулю. Уравновеши­
вающее электрическое поле внутри сферы будет

E = _ ® X r X B {r< R )' (18)

В системе координат S', вращающейся вместе со сферой, 
электрическое поле отсутствует:

Е ' =  Е +  (^ )х В  =  Е+ -й- ^ - Х В  =  0 (r< R ).
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Поскольку в этой системе электроны покоятся, то магнит­
ные силы тоже исчезают, и результирующая сила, как и сле­
довало ожидать, будет равна нулю.

Переходя к покоящейся системе S, мы можем, используя 
равенство (18), вычислить результирующую плотность заря­
дов q на сфере. Она равна

<7 = i divD= i divE = - i  (®В)+ ТЙГ rot В 

Используя уравнение Максвелла

rot В =  —  i
С

(и полагая Н =  В), получим

(19>
(Кроме объемного заряда плотности q внутри сферы на ее по­
верхности может существовать поверхностный заряд плотности 
qs. Суммарный заряд остается равным нулю, поскольку, пред­
положив, что сфера находится в вакууме, мы тем самым исклю­
чаем возможность утечки зарядов.) В вакууме заряды отсут­
ствуют:

<7 =  0 (г > R), (20)
и электрическое поле определяется распределением зарядов вну­
три сферы (и на ее поверхности). Поскольку поле создается 
только зарядами (а не переменными магнитными полями), то 
оно повсюду будет безвихревым.

Если к двум точкам сферы, имеющим разные потенциалы 
в покоящейся системе S, присоединить при помощи скользящих 
контактов покоящуюся внешнюю цепь, то такое устройство бу­
дет действовать как униполярный генератор, подобный изобра­
женному на рис. 1.3. В замкнутом контуре, состоящем из внеш­
ней неподвижной цепи, где Е=£0, и движущейся сферы, где Е'=  
=0, возникает результирующая э. д. с., равная (в системе 5) 
разности потенциалов между скользящими контактами. При­
меним приведенное выше рассмотрение к частному случаю, ког­
да внешнее магнитное поле представляет собой поле диполя

B r= B 0( £ f  sin Я,

—  2’ ^ ° ( " r ’)  co s >̂
(21)
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где В0— напряженность поля у полюса (на расстоянии R). Раз­
ность потенциалов между широтой К и экватором равна

х
V =  J  (—Ex)Rd% =  ^ 5̂  (cos2 Я — 1) ед. CGSE. (22)

о
Для Земли Я=0,64-109 см, со/? = 0,5* 105 см/сек, а В0=—0,6 гс. 
Полная разность потенциалов между полюсом (Л,=я/2) и эква­
тором (Л=0) равна 105 в, а горизонтальная составляющая элек­
трического поля на широте 45° имеет величину 150 мкв/см.

Если окружающее пространство представляет собой вакуум, 
то внешний электрический потенциал можно определить, решая 
уравнение Лапласа AV = 0 с граничными условиями (22). Реше­
ние уравнения дает поле квадруполя [45]. Однако присутствие 
даже незначительного количества заряженных частиц может 
существенно изменить характер поля (см. гл. 5).

1.4. Приближенное равенство положительного и отрицательного 
пространственных зарядов

Рассмотрим сферу радиуса R, содержащую в единице объ­
ема Ni положительных зарядов е и JV2 отрицательных зарядов 
—е. Электростатический потенциал на поверхности сферы равен

V =  4̂ - — N 2) eR2.

Если рассматриваемая сфера находится, например, в солнечной 
короне, то мы можем быть уверены в том, что на ее поверхности 
невозможен потенциал, скажем, больше 3* 1010 в (108 ед. CQSE). 
(Сфера радиуса ?̂ = 109 см — лишь малая часть короны.)

Подставляя это значение R и е=4,8 «Ю-10 ед. CGSE, из усло­
вия V<108 ед. CGSE получим

N i — N 2< 0,05 смгъ.
Поскольку см~г, то

■ < 0,5 • 10“9.

Отсюда следует, что даже если на 109 протонов приходится 109 + 
+ 1 электронов, то создаются невероятно высокие напряжения. 
Это свойственно почти всем космическим объектам.

Из исследования электрических разрядов в газах известно 
также, что в случае высокой плотности заряженных частиц ко­
личество положительных и отрицательных частиц должно быть
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примерно одинаковым. Как мы увидим в гл. 4 (разд. 4.2.3), 
количественным критерием приближенного равенства плотности 
положительных и отрицательных зарядов является малость де- 
баевского радиуса. Это условие — одна из осьовных характери­
стик плазмы.
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Г л а в а  2

Движение заряженных частиц 
в магнитных полях

2.1. Введение
Первыми, кто в полной мере оценил исключительную важ­

ность проблем движения заряженных частиц в магнитных по­
лях для космической физики, были Биркеланд и Штёрмер. Под 
влиянием экспериментов Биркеланда с «терреллой» *, постав­
ленных в 1890 г., Штёрмер на протяжении первой половины 
двадцатого столетия опубликовал ряд теоретических статей, по­
священных движению в поле магнитного диполя (обзор работ 
Биркеланда и Штёрмера см. в [1, 2]). Тем самым были зало­
жены основы для дальнейших исследований в данной области. 
Однако даже при использовании современных электронно-вычи­
слительных машин численные расчеты весьма сложны в том 
случае, когда частица описывает очень большое число петель 
в магнитном поле. В геомагнитном поле это имеет место для 
всех частиц с импульсами меньшими, чем у космических лучей. 
Такие частицы в геомагнитном поле совершают тысячи и мил­
лионы оборотов, и численное интегрирование становится прак­
тически невозможным.

Если траектория состоит из множества петель, то, как пра­
вило, размеры петель малы по сравнению с размерами магнит­
ного поля. Следовательно, за время одного оборота частица 
движется практически в однородном поле. Чтобы рассчитать ее 
движение, целесообразно начать с рассмотрения движения в 
однородном поле, а затем ввести неоднородность как возмуще­
ние. Этот метод — метод возмущений, — который рассматривает­
ся в разд. 2.2 и 2.3, особенно пригоден для частиц малой энер­
гии. В геомагнитном поле он применим практически ко всем 
задачам, в которых рассматриваются частицы с импульсами 
меньше, чем у космических лучей. Из последних работ, посвя­
щенных этому методу, можно указать, например, [3—5].

В последующих параграфах движение в поле диполя рас­
сматривается как методом Штёрмера (разд. 2.4), так и мето­
дом возмущений (разд. 2.5) и проводится сравнение полученных 
результатов.

* Электромагнитная модель Земли. — Прим. перед.
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Траектории космических лучей можно также найти посред­
ством .прямых экспериментов, в которых создаются очень тон­
кие электронные пучки и изучаются их траектории в поле ди­
поля, создаваемом намагниченной сферой (разд. 2.4.1). Таким 
образом, имеются три метода — численное интегрирование, экс­
перименты с моделью Земли и метод возмущений, — которые 
взаимно дополняют друг друга.

На частицы низкой энергии в геомагнитном поле сильно 
влияют электрические поля, даже довольно слабые. Предполо­
жим, что электрон с энергией 1 кэв в отсутствие электрического 
поля дрейфует по круговой орбите, лежащей в экваториальной 
плоскости на расстоянии, равном трем радиусам Земли. Если 
приложить слабое электрическое поле напряженностью 1 мкв/см, 
то орбита частицы изменится так резко, что она покинет маг­
нитное поле Земли (см. разд. 2.6.3). Таким образом, при изуче­
нии поведения частиц низкой энергии в магнитном поле Земли 
учет электрических полей часто оказывается весьма существен­
ным (разд. 2.6).

Во флуктуирующих магнитных полях заряженные частицы 
при определенных условиях могут ускоряться. Такое ускорение 
играет важную роль в образовании космического излучения, 
радиационных поясов и т. д. Основы этих явлений изложены 
в разд. 2.7.

Двигаясь в магнитных полях, заряженная частица излучает. 
Краткому описанию характеристик этого излучения посвящен 
заключительный разд. 2.8.

2.2. Движение заряженной частицы в однородном 
постоянном магнитном поле

2.2.1. Невозмущенное движение

Рассмотрим частицу с массой покоя т  и зарядом е в одно­
родном магнитном поле В. Скорость частицы v имеет составляю­
щую V||, параллельную магнитному полю, и составляющую 
Vj_, перпендикулярную полю. Импульс частицы равен

р =  уш у. (1)
где

(2)
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а  ̂=  | v | =  (^jj + ^ ) 1/2* Уравнение движения имеет вид
dp
dt • v X  В. (3)

Поскольку сила, стоящая в правой части уравнения (3), пер­
пендикулярна v, абсолютное значение импульса, а следователь­
но, и скорости остается постоянным. В таком случае уравне­
ние (3) легко решается, и мы находим, что движение представ­
ляет собой суперпозицию перемещения с постоянной скоростью 
параллельно магнитному полю (v\\ = const) и кругового движе­
ния в плоскости, перпендикулярной полю. Мгновенный центр 
кругового движения назовем центром вращения. Радиус кри­
визны р (вектор, направленный от точки 
в которой находится частица, к центру 
вращения) проекции траектории на пло­
скость, перпендикулярную В, определяет­
ся из соотношения

в
/N

: с у Х  в > (4)

Ток

где со — угловая частота кругового дви­
жения. Поскольку

' с Ь

v± =  сор, 
то из формул (1) и (4) следует

СО:
И  в
уте

P =  1 F V X B :  
ymVjC

Р х в,
P j C

(5)

(6)

(7)

(8)

Положительные 
частицы

Ф  Отрицательные 
частицы

I
Ток

I
Рис.  2.1. В магнитном 
поле В, создаваемом 
током /, отрицательно 
заряженные частицы 
вращаются в направле­
ний тока /, положитель­
но заряженные части­
цы — в противополож­

ном направлении.

к И  В M S -
(Отметим, что е включает в себя и знак 
заряда.) Радиус р обычно называется 
ларморовским радиусом, а произведение 
Bp = cp^J\e\— магнитной жесткостью. (В том случае, когда v Ф 
ФО и, следовательно, траектория представляет винтовую линию, 
ларморовский радиус не совпадает с радиусом кривизны траек­
тории.)

Вращательное движение заряженной частицы создает маг­
нитное поле. Среднее по времени этого поля равно полю круго­
вого тока

/ _  1*1
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где Tg— период вращения:
j ,  2л  2 лу тс /1rVv

ё ~  со —  \ е \  В *

Таким образом, рассматриваемая частица эквивалентна маг­
ниту с моментом

_ я р 2/ _  р \
с ~ 2 у т В  ' (  ^

направленным антипараллельно полю В (рис. 2.1). Магнитный 
поток через круговую траекторию равен

(12)

В нерелятивистском случае (и<Сс)у=1, и выражение (11) при­
нимает вид

П З ч
\1 2 В В  ’ ' '

где W±— кинетическая энергия, связанная с движением дерпен- 
дикулярно силовым линиям.

2.2.2. Движение, возмущенное действием немагнитных сил 
или отдельной неоднородностью магнитного поля. Ведущий 
центр

Если движение частицы претерпевает возмущение, вызванное 
действием немагнитных сил, или если магнитное поле содержит 
неоднородности,.часто бывает удобно использовать понятие ве­
дущего центра. Определим ведущий центр как точку, заданную 
уравнением

гс= г  +  р = г + - |г р Х В , (14)

где г и р — радиус-вектор и импульс частицы, а В — магнитное 
поле. Из уравнения (7) следует, что, если сила, обусловленная 
однородным магнитным полем, является единственной силой, 
действующей на частицу, ведущий центр гс совпадает с центром 
вращения. Это означает, что если ненадолго устранить возму­
щающую силу, то в течение этого времени частица будет дви­
гаться по окружности вокруг ведущего центра.

Как мы увидим в дальнейшем, движение ведущего центра 
под действием возмущающей силы часто легко рассчитать. Если 
частица проходит расстояние, которое велико по сравнению с р, 
то во многих случаях нет необходимости знать в деталях ее 
траекторию. Поскольку винтовую линию частица описывает
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вокруг ведущего центра, достаточно уметь рассчитать движение 
самого ведущего центра.

Соударение. Предположим, что заряженная частица, движу­
щаяся в однородном постоянном магнитном поле В, подвергает­
ся соударению. Это означает, что в течение небольшого интерва­
ла времени At<^Tg на нее действует значительная сила f. Пусть 
fn и — компоненты этой силы, параллельная и перпендикуляр­
ная магнитному полю соответственно. Если

f v X B  . (15)

то импульс частицы принимает значение

Р' =  Р+ Л Р . (16)
где

t+M
Др= J fdt. (17)

До соударения и после него ведущий центр покоится (или рав­
номерно движется параллельно силовым линиям). В течение 
кратковременного соударения радиус-вектор г частицы не ме­
няется сколь-либо заметным образом, а вектор импульса р ме­
няется, вследствие чего положение 
ведущего центра изменяется на ве­
личину

Ar*= i k A p x B  =
t+ А/

=  —^ r B X  J  fdt (18) 
i

(рис. 2.2). Этот результат справед­
лив и для центра вращения (см. 
разд. 2.2.3).

Постоянно действующая сила немагнитного происхождения. 
Если f — постоянно действующая сила, то ведущий центр непре­
рывно смещается, т. е. дрейфует с некоторой определенной ско­
ростью, которую мы обозначим U. Дифференцирование уравне­
ния (14) дает

и “ 1 Г = ''+ 7 г г 1 х В  (19)

Рис. 2.2. Изменение дмпульса р 
приводит к смещению веду­

щего центра A iv
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(при условии, что магнитное поле однородно и постоянно во 
времени). Если в выражение (19) подставить уравнение движения

-§- =  f + ^ X B  (20)
и воспользоваться векторным тождеством

(v X  В) X  В =  В (vB) — vf?2 =  v„52 — v52 =  — v±£2, 
то получим

U =  V|j= (21)
Движение ведущего центра можно представить как совокуп­

ность смещений, обусловленных непрерывной последовательно­
стью кратковременных столкновений, каждое из которых 
приводит к приращению Дгс в соответствии с формулой (18). 
В таком случае скорость, перпендикулярная магнитному полю, 
равна Дгс/Д/, что снова приводит к уравнению (21).

Рис .  2.Э. Траектории частицы (жирная линия), ведущего центра 
(тонкая линия) и центра вращения (пунктирная линия) при условии, 
что сила f постоянна. Случаи а, б и в соответствуют различным 
отношениям скорости дрейфа u ^  =  cf/eB к скорости вращения v'jl

а — uj_/vj_ < 1; б — = 1; о — j_ > 1*

Если мы разложим вектор U на перпендикулярную и па­
раллельную полю В составляющие, то получим

их =  —дгВХ1. (22)

£ « ) = ; , •  (23)
На рис. 2.3 показаны типичные случаи движения частицы и ее 
ведущего центра.

Неоднородности магнитного поля. Предположим, что заря­
женная частица движется в постоянном магнитном поле В0, ко­
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торое однородно во всем пространстве, за исключением неко­
торой области. В этой сингулярной области (рис. 2.4) магнитное 
поле параллельно В0, но имеет напряженность Вь Когда ча­
стица входит в эту область в точке А, ларморовский радиус 
изменяется от р0 до рь так что ведущий центр перескакивает из 
точки А! в точку Р. Когда частица 
выходит из поля Bj в точке С, ве­
дущий центр перескакивает в точку 
С'. Таким образом, в результате 
прохождения частицей неоднородно­
сти ее ведущий центр смещается на 
величину Дгс из точки А' в точку 
С'. Как следует из рис. 2.4,
Дг„ =
_ I Ро — Pi

или
Pi

ДГС=- (24) Рис.  2.4. Движение ведущего 
центра при прохождении ча­
стицей области более сильного 
магнитного поля. (Силовые 
линии представляют собой пря­
мые и направлены перпенди­
кулярно плоскости чертежа.)

где АВ = В Х — В 0, а 1 — расстояние 
между точкой Л, в которой частица 
входит в поле В ь и точкой- С, в 
которой частица возвращается в по­
ле В0.

В более общем случае, когда В меняется в области неодно­
родности, эту область можно разбить на отдельные участки, 
настолько малые, что в пределах каждого из них поле будет 
приблизительнб постоянным, а 1 приблизительно равно элементу 
пути As. Тогда As/Д/ приблизительно равно v , и из уравне­
ния (24)

U, =  — V, — . (25)'1 ± В0

2.2.3. Движение центра вращения. Сила инерции
В случае постоянно действующей силы усредненное движе­

ние можно получить, используя иной подход, состоящий в оты­
скании такой движущейся системы координат, относительно ко­
торой траектория частицы представляет собой окружность.

Пусть сила f немагнитного происхождения, действующая на 
частицу, складывается из воздействия электрического поля Е и 
сил иного происхождения, которые мы обозначим так что в 
«покоящейся» системе координат

f =  1° +  *E. (26)



34 Гл. 2. Движение заряженных частиц в магнитных полях

По формулам разд. 1.3 перейдем к системе координат S', дви­
жущейся с некоторой скоростью, которую мы представим в виде 
и=и^+иц. Ограничимся нерелятивистским случаем

(27)
и <С! с. (28)

Тогда квадратный корень в формулах (1) и (2) разд. 1.3, кото­
рый представляет собой релятивистскую поправку, можно поло­
жить равным единице. По аналогии с формулами (3) и (4) 
разд. 1.3 получим

Е '= Е  +  (1 )Х В ,  (29)

В ' =  В — (у )  X  В. (30)

Если система координат движется с ускорением, то следует 
ввести силу инерции

"-зг- <3»
Обычно эта сила мала и часто ею можно пренебречь. В дви­
жущейся системе координат на частицу действуют магнит­
ное поле

В 'я»  В
и сила немагнитного происхождения

Г  =  fo+ fi +  <?E/,
которую, учитывая соотношения (26) и (29), можно записать 
в виде

f  =  f + e ( " ) x B  +  f . (32)

В движущейся системе координат S ' частица будет дви­
гаться по окружности при условии, что немагнитная сила 
равна нулю. Полагая в уравнении (32)

Г  =  0, (33)
находим

e ( | ) X B =  - (f+ f ') .  (34)

Если это уравнение умножить векторно на В, то получим

и± =  - 7 Ж В Х ( *  +  ̂ ) (35)
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[здесь мы воспользовались тождеством B X (u X B )= u 5 2—
— В(иВ) =  5?и±]. Если же уравнение (34) умножить скалярно 
на В, то получим

B(f+ff) =  0. (36)
В системе координат S '  действует только одна сила — сила, свя­
занная с магнитным полем, и поэтому частица движется по 
окружности. Центр этой окружности называется центром вра­
щения. Таким образом, скорость u=u^+u|(, с которой дви­
жется система координат S', представляет собой скорость цент­
ра вращения относительно фиксированной системы координат S. 
Скорость и определяется дифференциальными уравнениями (35) 
и (36), в которых

f =  f0- f*E  (37)
и

=  (38)

Во многих интересных случаях сила инерции мала, и членом 
f* в уравнении (35) можно пренебречь.

Рассмотрим прежде всего случай, когда инерционным чле­
ном можно пренебречь. Тогда скорость центра вращения и^, 
определяемая уравнением (35), равна скорости ведущего центра 
Uj_ [см. уравнение (22)]. В системе координат S ' частица дви­
жется по окружности, а ее скорость имеет постоянный мо­
дуль Соответствующая кинетическая энергия равна W  
В неподвижной системе координат скорость, перпендикуляр­
ная В, дается выражением

v± =  ti±+ v^ , (39)
а соответствующая кинетическая энергия равна

r ± = T fflvi = ¥ m(u± + vi ) 2= W 1 + T mtt± +  '/l(u±vi)- (40)
Если выражение (40) усреднить по периоду вращения, то ска­
лярное произведение обратится в нуль, и мы получим среднее 
значение

(41)

Если f — консервативная сила, дрейф в направлении, перпенди­
кулярном f, происходит вдоль эквипотенциальной линии.

На рис. 2.3 показаны типичные траектории заряженной ча­
стицы, дрейфующей перпендикулярно полю В под действием 
постоянной силы. На рис. 2.3 показаны соответствующие траек­
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тории ведущего центра и центра вращения. Из рисунка видно, 
что если скорость дрейфа сравнима со скоростью вращения, то 
положения обоих центров (но не их скорости) различны. Если 
же скорость дрейфа мала по сравнению со скоростью враще­
ния, то ведущий центр и центр вращения почти совпадают, так 
что нет необходимости проводить различие между ними.

Если принять во внимание инерционный член, скорость цент­
ра вращения и (но не скорость ведущего центра U) будет иметь 
также составляющую в направлении d f/d t . Таким образом, в не­
подвижной системе координат средняя энергия меняется со ско­
ростью

T = ( f“ J  =  - i< IB X ( f + f ' ) l .  (42)

Используя векторное тождество
А, {В X  (А, +  А2)} =  -  А2 {В X  (А, +  А2)), 

из формул (35) и (38) находим

^ “ i f ' ( B X ( l + f  (43)
Следовательно, изменение силы f может привести к перемеще­
нию центра вращения с одной эквипотенциальной линии на дру­
гую. Разность энергии между двумя эквипотенциальными 
линиями равна изменению кинетической энергии вследствие из­
менения скорости дрейфа. Скорость вращения, т. е. скорость в 
движущейся системе координат, остается постоянной. Этот ре­
зультат справедлив только для однородного постоянного маг­
нитного поля. Если напряженность магнитного поля меняется в 
пространстве или во времени, скорость вращения не обязатель­
но должна оставаться постоянной (см. разд. 2.7).

2.3. Медленно меняющееся магнитное поле
Если магнитное поле претерпевает медленное изменение в 

пространственных координатах и во времени, движение заря­
женной частицы удобно рассматривать методом возмущений. 
Условие применимости этого метода состоит в том, чтобы из­
менение магнитного поля за одно обращение было мало. Сле­
довательно, мы будем предполагать, что

Т £ дБg < ь  (1)В dt 
Р I(grad В)

< 1  (2)
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(3)

где Tg — период вращения, определяемый формулой (10) 
разд. 2.2.1.

Рассмотрим отдельно различные виды возмущений, которые 
могут представлять интерес. За исключением простых примеров, 
обсуждаемых в разд. 2.3.1 и 2.3.2, ограничим наше рассмотре­
ние нерелятивистским случаем v^c.

2.3.1. Переменное магнитное поле
В соответствии с уравнением Максвелла в этом случае ин­

дуцируется электрическое поле Е:
. с  1 дВrotE =  - T W -.

Электрическое поле, структура которого зависит от граничных 
условий, действует двояким образом. С одной стороны, оно из­
меняет энергию частицы. Этот вопрос рассмотрен в данном раз­
деле. С другой стороны, оно приводит к дрейфу, рассмотрение 
которого проводится методом, развитым в разд. 2.2.

Обращаясь к общему случаю, когда частица может иметь 
релятивистскую скорость, запишем изменение энергии за один 
оборот в следующем виде:

AW  =  b(ymc,2) =  — e § E d s = ^ ^ - ^ ,  (4)
поскольку

(j)Ed s=  J  JrotEflfS =  — у !*- . (5)
где

ф =  яр2В (6)
— поток через поверхность, ограниченную круговой орбитой ча­
стицы. [Знак минус в формуле (4) означает, что положитель­
ная частица вращается в направлении, противоположном на­
правлению обхода контура при интегрировании.] Поскольку чис­
ло оборотов в секунду равно l/Tg, среднее значение производной 
энергии по времени

4 . (y ^ ) = M ^ ! L .  (7)

Используя выражения (4), (8) и (10) разд. 2.2.1, получаем из (7)
d (ym) р 1̂  дБ

dt ~  2ymc2B dt ' (8)



38 Гл. 2. Движение заряженных частиц в магнитных полях

Дифференцирование выражения (2) разд. 2.2.1 дает
d (ут) __ 1 dp2 _ 1 dp\ 

dt 2уте2 dt 2уте2 dt ’ ' '
поскольку «бетатронное ускорение» (7) влияет только на пер­
пендикулярную составляющую импульса р^. Если справед­
ливо равенство dBjdt =  dBldt (поле меняется только во вре­
мени), формулы (8) и (9) дают

4 -=С. (10)

Сравнение с формулой (12) разд. 2.2.1 показывает, что постоян­
ная интегрирования С пропорциональна магнитному потоку Ф 
через плоскость орбиты. В нерелятивистском пределе выраже­
ние (10) можно записать в виде

mv\ W , С
”28̂  =  ~В ~  ~2т =  const> (П)

где — кинетическая энергия, обусловленная движением пер­
пендикулярно силовым линиям. В этом случае магнитный мо­
мент ц [см. формулу (11) разд. 2.2.1], а также поток постоянны.

Постоянная величина Р±/В является одним из трех «адиа­
батических инвариантов» движения заряженной частицы. Эти 
инварианты будут рассмотрены ниже (разд. 2.3.7).

2.3.2. Градиент магнитного поля имеет составляющую 
в направлении поля

Введем декартову систему координат так, чтобы в начале 
координат ось г была направлена параллельно магнитному полю. 
Тогда дВ/дгФО. Рассмотрим небольшую область размерами по­
рядка р в окрестности начала координат и перейдем к цилин­
дрической системе координат (R, ф, г), сохранив направление 
оси г. Уравнение

div В=0 (12)
(при условии дВ^д<р=0) дает

Т"ЯГ<Дв*>+Т5‘— О- <13>
где B R, Вг и — составляющие напряженности поля В. Мож­
но считать, что

фВ, дВ
аг =  coq§t
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внутри круга радиуса #=р. Предположив, что дВв/дq>=0, мы 
тем самым по существу пренебрегаем градиентом в направле­
нии, перпендикулярном полю (этот вопрос рассматривается в 
разд. 2.3.3), и уравнение (13) можно проинтегрировать

В »  =  - Т * - З Г -  <14>

Если частица движется со скоростью в плоскости R, ср на 
расстоянии /? = р от оси г, то на нее действует средняя сила

m I * I \e\vxp дВ

в направлении оси г. При помощи формул (1) и (8) разд. 2.2.1 
уравнение (15) можно преобразовать следующим образом:

_  р \  дБ 
I* ~  2\тВ дг •

В процессе движения частицы вдоль оси г составляющая ее 
импульса меняется со скоростью

< 1 7 >

Если действуют только магнитные силы, то энергия, равная 
{m 2c4+ (/ > 2 + ^ )c 2}Vl,

остается постоянной, и, следовательно,

4 tP \ — 4 t P r  (18)
Уравнение (17) можно записать в виде

Ж £2=Р\№=='*т 1йгК- (19>
Подставляя в уравнение (19) выражения (16) и (18), получим

(20)
р^ dt В dt

где производная djdt означает скорость изменения вследствие 
движения центра вращения вдоль магнитных силовых линий. 
Из уравнения (20) следует

ж(4 )=°- <21»
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Следовательно, при движении центра вращения частицы вдоль 
силовых линий и В  меняются таким образом, что величина

4 - =  С (22)

остается постоянной.
Переходя к нерелятивистскому случаю, можно записать 

уравнение движения центра вращения параллельно полю В так:
j tm
\ т  =  

что эквивалентно соотношению
(im +  V) В =  0, (23)

где
f ” =  — \х grad Вл (24)

а
^ - 4 ' (25>

2.3.3. Градиент магнитного поля имеет составляющую, 
перпендикулярную полю

Выберем систему координат таким образом, чтобы ось z сов­
падала с направлением поля В, а ось у — с вектором grad В. 
Тогда дВ/дх = 0. Положим

M w l - b  <26>
Индекс 0 указывает, что соответствующее значение относится 
к началу отсчета. Условие (2) теперь означает

f < C l -  (27)
1С

В этом разделе мы будем считать, что дВ/дг=0, т. е. силовые 
линии представляют собой прямые. (Отметим, что в таком слу­
чае неравенство нулю производной дВ/ду требует, чтобы rot ВФ  
Ф0.) В случае ц̂=̂ 0 важную роль играет кривизна силовых 
линий, поскольку она приводит к появлению центробежной силы. 
Этот вопрос рассматривается в разд. 2.3.5.

В первом приближении частица вращается по окружности 
вокруг начала координат, так что координаты положительно 
заряженной частицы есть

х  =  р co s  соt, у —  —  р sin  соt, (28)
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а компоненты скорости
v x = —  сор sin  со/, v y =  —  сор c o s  со/. (29)

Следовательно, магнитное поле, в котором она движется, пе­
риодически меняется, так что в момент времени / напряжен­
ность поля равна

В =  В0-\-АВ=В0 +  ̂ г у =  В0(\ — JLsiiK rt).
откуда получаем

4 - =  — т -sin at. (30)
в о h

Если частица движется по траектории, близкой к окружности 
со скоростью v±, то ее ведущий центр перемещается со ско­
ростью, определяемой формулой (25) разд. 2.2.2, а именно:

ил = - у х ^ .  (31)
Согласно формуле (30), мы можем представить это выраже­
ние в виде

U± =  Vj у- sin at (32)
или, расписывая его по компонентам,

U х =  — сор— sin2©/, (33)
1С

U у =  сор у -  sin со/ c o s  со/. (34)
*с

Усредняя полученные выражения по периоду вращения, на­
ходим

о.— е т 0. <*»
и у =  0. (36)

Если скорость дрейфа значительно меньше скорости вращения, 
траектория представляет собой почти окружность (см. рис. 2.3, а) 
и нет необходимости проводить различие между ведущим цен­
тром и центром вращения. В дальнейшем мы будем пользо­
ваться символом и для обозначения скоростей обоих центров.

При помощи формулы (27) и уравнений (1), (8) и (11) 
разд. 2.2.1 можно выразить соотношения (35) и (36) через ц 
и В. В таком случае получаем

ui. =  — i k B x r ’ (37> 
где

Г  =  — и grad В. (38)
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2.3.4. Результирующая средняя скорость
Результирующую скорость, определяемую влиянием как маг­

нитного возмущения (см. разд. 2.3.1—2.3.3), так и немагнитных 
сил (разд. 2.2), можно найти путем сложения векторов. Для 
дрейфа перпендикулярно полю мы получаем

С R V  /f I im I
и± — еВ2

где немагнитная сила
f =  f>4-«E (40)

частично обусловлена электрическим полем Е, а частично — 
силами иной природы f° и где

Г  =  - ц  grad В, (41)

{1 =  ~ т Ж -  (42)
Для движения вдоль силовых линий имеем

B (f +  fm+fO =  0. (43)

На рис. 2.5 схематически показаны различные типы дрейфа.
Инерционный член во многих случаях пренебрежимо мал. 

Однако в плазме (см. гл. 4 и 5) он может играть весьма важ­
ную роль, даже несмотря на относительно малую величину, 
поскольку стремится вызвать разделение положительных и отри­
цательных зарядов. Разделение зарядов приводит к возникнове­
нию электрического поля, которое в свою очередь может суще­
ственным образом повлиять на дрейф.

Сила f может быть связана с электрическим или гравита­
ционным полем. Она может быть также обусловлена последо­
вательностью столкновений (см. разд. 2.2.2). Если, например, 
частица входит в состав газа, в котором имеется градиент дав­
ления, то можно написать

f = — -igrad р, (44)

где ti — число частиц в единице объема, а р — давление.

2.3.5. Движение вдоль искривленных силовых линий
В разд. 2.3.3 предполагалось, что силовые линии являются 

прямыми. Поэтому дрейф перпендикулярно магнитному полю 
рказался независящим от одновременного движения вдоль
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Рис.  2.5. Дрейф заряженных частиц в магнитном поле. Если маг­
нитное поле неоднородно, радиус кривизны меньше в области 
более сильного поля. Поэтому круговая орбита, по которой частица 
двигалась бы в однородном поле, превращается в кривую, пока­
занную на рис. 2.5, г. Если градиент поля мал, частица движется 
по окружности, которая перемещается (дрейфует) в направлении, 
перпендикулярном градиенту Электрическое поле Е (или любая 
другая сила F ) также вызывает изменение кривизны траектории, 

как это показано на рис. 2.5, ^ и в.
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силовых линий. Если это ограничение отсутствует, ведущий центр 
в общем случае движется по криволинейной траектории, и вслед­
ствие этого возникают центробежные силы. Центробежная сила 
влияет на дрейф перпендикулярно магнитному полю, поскольку 
она входит в член f* общего уравнения дрейфа (39). В том слу­
чае, если скорость г»||( = ы||), направленная вдоль силовых ли­
ний, значительно больше скорости дрейфа и ,̂ наиболее суще­
ственный вклад в инерционный член уравнения (39) дает цен­
тробежная сила, связанная со скоростью vr  Рассмотрим этот 
важный случай более детально и выведем явное выражение для 
инерционного члена.

Выберем движущуюся локальную декартову систему коор­
динат (единичные векторы х, у, z), которая перемещается вме­
сте с ведущим центром и ориентирована таким образом, что 
оси г и у параллельны соответственно касательной и главной 
нормали силовой линии магнитного поля, проходящей через на­
чало координат. В таком случае в начале координат В =Bz.

Центробежная сила, обусловленная скоростью v (|, в этой 
системе координат равна

mv\ -

f  = ---J- y , (45)
где JR — радиус кривизны силовой линии

(4в)
В таком случае центробежная сила

Обусловленный ею вклад в скорость дрейфа в соответствии 
с формулой (39) направлен вдоль оси х и имеет величину

f (47)

и? =  —X
с mvи дВи

■arV-ar
с mv ?  ~

75 -jf- (r°t  В — grad £ X  z)*. (48)

Предполагая, что токи пренебрежимо малы (rot В=0), из фор­
мул (39) разд. 2.3.4 и (48) мы получим полную скорость дрей­
фа перпендикулярно магнитному полю
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2.3.6. Магнитное зеркало
Продольное движение ведущего центра во многом подобно 

движению частицы в потенциальном поле. Рассмотрим заряжен­
ную частицу, движущуюся в постоянном магнитном поле В в 
присутствии электрического поля с потенциалом V. Если, как 
обычно, ввести обозначения и р± для составляющих им­
пульса, параллельной и перпендикулярной магнитному полю В, 
то закон сохранения энергии (в нерелятивистском случае) при­
нимает вид

~ *2^  +  eV =  const =  Pl,0̂ mP l° +  eV0, (51)

где индекс 0 относится к заданному начальному положению 
частицы. В условиях применимости метода возмущений имеем

* = ш з = ш е ; = СОП8Ь <52)

Из формул (51) и (52) получаем

A z A .  =  - ll{B - B 0) - e ( V - V 0). (53)

Дифференцирование выражения (53) вдоль магнитной силовой 
линии дает

dpn дВ dV
Ч Г  =  - » - д Г - е -д Г '  (54)

Уравнения (53) и (54) совершенно аналогичны уравнению дви­
жения частицы в потенциальном поле вида

ф =  11В-\-е V. (55)
(Эквивалентный потенциал ф, так же как и |х, различен для 
различных частиц.)

Во время движения кинетическая энергия частицы может 
изменяться. Как показывает уравнение (51), это возможно тог­
да и только тогда, когда ведущий центр переходит с одной 
эквипотенциальной поверхности электрического поля на дру­
гую. Иными словами, кинетическая энергия является функцией 
только пространственных координат.

Рассмотрим конфигурацию магнитного поля, изображенную 
на рис. 2.6. Пусть заряженная частица находится в точке, со­
ответствующей минимальной напряженности магнитного поля
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В о, а компоненты ее скорости
=  v0 sin а, (56)

‘»ц0 =  '"о cos«* (57)
Тогда в соответствии с формулами (52), (53), (56) и (57), а 
также в силу соотношения

р  =  m v

продольная скорость будет определяться следующим обра­
зом:

— | - S|n’ » - (м >

В отсутствие электрического поля формулы упрощаются:

где
г>1 v0j/~ l ^  , (59)

* .= Т И Г -  (6°)
Когда ведущий центр достигает точки, в которой В = В и ско­
рость v jj обращается в нуль, а это означает, что частица воз­
вращается в область более слабого поля — отражается. 
Поэтому область сходящихся магнитных силовых линий часто 
называют магнитным зеркалом. В пространстве между двумя 
такими зеркалами (см. рис. 2.6) частица, для которой угол а 
между вектором скорости и направлением поля превышает опре­
деленное критическое значение, будет отражаться от обеих гра­
ниц и, таким образом, окажется захваченной магнитным полем. 
Если же вектор скорости составляет достаточно малый угол с 
направлением поля, частица уходит сквозь зеркало. Тем самым 
в пространстве скоростей определяется конус ухода, или «конус 
потерь».

Магнитное удержание рассматриваемого типа имеет место 
в магнитном поле Земли, подобном полю диполя. Этот вопрос 
обсуждается в разд. 2.5. Благодаря удержанию заряженных 
частиц в геомагнитном поле существуют радиационные пояса 
Земли.

Если магнитное поле меняется во времени, rot Е не равен 
нулю, и оно не может иметь потенциала. Поэтому приведенные 
выше результаты перестают быть справедливыми. Однако сред­
няя магнитная сила, действующая вдоль поля, и в этом случае 
определяется выражением —\kdBjds [см. (16) и (17) р.азд. 2.3.2],
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и вместо формулы (54) имеем 

~ Ш Г= = ~  ^

Действие магнитного зеркала остается прежним, однако теперь 
заряженная частица может ускоряться вихревыми электриче­
скими полями (бетатронное ускорение), а потому кинетическая 
энергия частицы не связана простым соотношением с ее поло­
жением в пространстве.

Рис.  2.6. Частица, движущаяся между магнитными зер­
калами.

Если частица испытывает многократные отражения от сбли­
жающихся магнитных зеркал, ее энергия увеличивается. Этот 
процесс, который будет обсуждаться в разд. 2.3.7 и 2.7.1, поло­
жен в основу теории происхождения космических лучей, раз­
работанной Ферми (разд. 2.7.1).

2.3.7. Адиабатические инварианты
I. Орбитальный поток (и магнитный момент). В разд. 2.3.1 

и 2.3.2 для двух частных случаев показано, что при медленном 
изменении магнитного поля [см. формулы (1) — (3) разд. 2.3] 
величина C=pj_/B с точностью до членов первого порядка по­
стоянна. Эта величина пропорциональна «орбитальному магнит­
ному потоку» ф, который заряженная частица охватывает за 
один оборот [см. формулу (12) разд. 2.2.1]
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W I (62)

Магнитный момент, связанный с круговым движением частицы, 
равен [см. (11) разд. 2.2.1].

_  1 р\
11 2у т В  '

Поскольку для релятивистской частицы множитель у зависит 
от импульса, магнитный момент инвариантен только в нереля­
тивистском пределе v<t.c, и мы можем также записать

W'±
1 Г

где Wj_ — кинетическая энергия, соответствующая вращатель­
ной скорости г>̂ (т. е. скорости, измеренной в системе координат, 
движущейся со скоростью дрейфа).

В разд. 2.3.4. приведена общая нерелятивистская формула 
(39) для дрейфа поперек силовых линий. Иллюстрируя ее при­
ложения, покажем, что магнитный момент остается постоянным, 
если величина В в точке нахождения частицы меняется вслед­
ствие такого дрейфа.

Поскольку частица дрейфует поперек силовых линий, на­
пряженность поля в точке мгновенного положения центра вра­
щения меняется со скоростью

=  и± grad В  =  — ~ { В X  (f+ Г + *')} gfad В . (63)

Здесь f" = — ц grad В. Для произвольного вектора А справед­
ливо соотношение

(В X  А) • А =  0.
Следовательно,

4 г  = — Ш  (В X  (*+ *')} g^dВ. (64)

В то же время средняя энергия меняется. Поскольку сила со 
стороны магнитного поля действует перпендикулярно скорости 
v, она не приводит к изменению энергии. Таким образом, сред­
няя скорость изменения энергии в неподвижной системе равна

dW
di “ JLJ

Средняя энергия в движущейся системе в соответствии с фор­
мулой (41) разд. 2.2.3 записывается в виде

1
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Дифференцируя это выражение и используя соотношения (38) 
разд. 2.2.3 и (65), находим

d w'i dn,
- i =  — u .f — mu. =  (f +  fO-1 1 dt “±'

Если теперь подставить выражение для из формулы (39) 
разд. 2.3.4, то получим 

dw\ с
- а ^ = гв* (в х  (f + г + f') 1 («+ *‘) (66)

или, поскольку ( В Х ( А 1 +  А2)} Aj =  (В X  Aj) А2,

i ^ l  =  ̂ r {B X(f +  f,)}r. (67)

Принимая во внимание соотношение ¥" =  — ̂  grad 5 =  
=  — ( W'^/B'jgradB, из формул (64) и (67) получаем

^ -  =  ̂ .  (68) dB В к '
Выражение (68) показывает, что отношение W ^ B  остается 
постоянным.

Величина W'±JB  (в релятивистском случае P^jB) является 
адиабатическим инвариантом (см., например, [7]). Это означает, 
что ее изменения, связанные с заданными изменениями поля В, 
могут быть сделаны сколь угодно малыми, если поле В изме­
нять. достаточно медленно в пространстве и во времени. Крите­
рий медленного изменения можно установить, выбрав соответ­
ствующий параметр (обозначим его б), который в случае маг­
нитного момента по существу представляет максимальное 
относительное изменение поля В за один период вращения.

Анализ возмущений высших порядков показал, что суще­
ствует более общий инвариант (сводящийся в первом порядке 
к инварианту ц), который адиабатичен по отношению ко всем 
порядкам б. Этот результат относится к асимптотическому раз­
ложению и не означает, что магнитный момент точно постоя­
нен. Он означает только, что отклонение от инвариантности очень 
быстро с'гремится к нулю, если стремится к нулю параметр б. 
Обзор теории инвариантности высоких порядков можно найти, 
например, в работе Крускала [8].

II. продольный инвариант. Механизм Ферми. Теперь рас­
смотрим чисто механическую задачу. Предположим, что частица 
движется со скоростью &ц (импульс р(| =/пуц) вд о л ь  оси  г не­
которой системы кооодинат, а в точках z =  ± -^D имеются две
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идеально отражающие плоскости, перпендикулярные оси z и 
движущиеся со скоростями Когда частица сталки­
вается с плоскостью, происходит упругое соударение. При каж­
дом соударении импульс частицы меняется на величину

Л/?)( =  2mU. (69)
Этот результат справедлив и для релятивистского случая, если 
под т  мы будем подразумевать релятивистскую массу частицы 
у т  =  W [c2=  [т? +  (р\ +  с-2},/2.

Поскольку соударения происходят через интервал времени 
At—Djv^, средняя скорость изменения импульса частицы равна

dP\\ _  *Р\ _  2mUvi (Ш
~dt Ft D ' ' /и'

Но 2C/=—dD/dt и /пУц=Рц, и мы получаем

йП  . dD _ n  
Pi +  D

P«D =  const. (71)
откуда следует, что

Это означает, что, если отражающие плоскости сближаются и, 
следовательно, расстояние D уменьшается, скорость частицы воз­
растает.

Движение частицы между медленно сближающимися плоско­
стями является простейшим частным случаем движения в мед­
ленно меняющейся потенциальной яме. Из классической меха­
ники хорошо известно, что при таком движении величина

J  =  ̂  /7ц ds — mu Ц ds (72)

является адиабатическим инвариантом (см. [7, 10]). Соотноше­
ние (71) представляет собой частный случай выражения (72).

Перейдем теперь к рассмотрению заряженных частиц в маг­
нитных полях. Если заряженная частица удерживается между 
двумя магнитными зеркалами, движение ее ведущего центра 
вдоль силовых линий аналогично движению частицы в потен­
циальной яме (это было показано в разд. 2.3.6), и существует 
инвариант, соответствующий выражению (72), а именно:

где скорость ы(| и элемент пути ds теперь относятся к продоль­
ному движению ведущего центра. Величина, определяемая фор­



2.3. Медленно меняющееся магнитное поЛе 51

мулой (73), называется продольным инвариантом (см., напри­
мер, [11]). Если справедливо выражение (58), то (73) можно 
записать в виде

г XTi В . 9 2me{y—V0)-\'k,./ =  /?о у  11— — sin2 а ----- — -̂- — I ds, (74)

а если действуют только магнитные силы, при помощи формул 
(59) и (60) получаем

У =  Ро§ ( l - ~ f /2ds. (75)

Продольная инвариантность требует медленного изменения маг­
нитного поля. Это означает, что поле не должно изменяться зна­
чительно в течение одного периода продольных колебаний TL, 
т. е.

дВ
~дГ

ъв <С1. (76)

Поскольку TL^ T g, это условие медленного изменения поля на­
много более жесткое, нежели условия (1) — (3) разд. 2.3.

Применим продольный инвариант к следующему простому 
случаю. Пусть магнитное поле однородно (В —В 0) в пределах от
—z0 до +20. При г>+го поле на оси симметрии равно

B —B 0+b(z — Zq) .
При г< —гй поле симметрично. Предположим, что

&z0» B 0. (77)
Частица вращается по винтовой линии вокруг оси симметрии 
и отражается от двух зеркал, которые в силу (77) располо­
жены в непосредственной близости от точек +г0 и —г0. Пре­
небрегая небольшим вкладом в интеграл (75), который дают 
области 2> 20 и z<—z0, находим

\ 1/2

где
/ “ Л > ( 1 — В т )  <7 8 >

Р, =  A  cos “  =  А  ( ' — sl" ! ° ) 'я = А  (1 — -§гГ*'
Предположим теперь, что зеркала очень медленно приближают­
ся друг к другу, так что через некоторое время они занимают 
положение ± ^. Поскольку J  является инвариантом, то

(79)
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Инвариант тоже остается постоянным; таким образом,

а это означает, что траектория частицы всегда охватывает один 
и тот же магнитный поток. Угол между траекторией и осью z 
меняется следующим образом:

При помощи продольного инварианта мы получили резуль­
тат (83), не вникая в механизм ускорения. Если же мы детально 
рассмотрим процесс ускорения, то обнаружим, что одно «соуда­
рение» с магнитным зеркалом, движущимся со скоростью U, 
точно так же как и в случае идеально отражающих плоскостей, 
приводит к изменению энергии

В данном случае скорость зеркала U определяется как ско­
рость локальной движущейся системы координат, в которой 
dH/dt=0. (Это определение имеет смысл, если «структура» зер­
кала не подвергается существенным изменениям. Рассмотрен­
ный пример представляет собой тот случай, когда понятие «ско­
рости магнитного поля» весьма полезно.)

Ускорение частицы, сталкивающейся с движущимся магнит­
ным зеркалом, тесно связано с бетатронным ускорением. Выве­
дем выражение (84) таким способом, который выявит эту связь.

С точки зрения электрического и магнитного полей, измерен­
ных в покоящейся системе координат, «движущееся зеркало» 
представляет собой область, в которой магнитное поле имеет 
радиальную составляющую B R и составляющую B z, а электри­
ческое поле имеет азимутальную составляющую £ф, связанную 
с временными изменениями В г и равную по величине

(80)

(81)

Если расстояние между зеркалами уменьшается от 2г0 до 2zo, 
энергия частицы возрастает от

AW  =  2 Upr (84)

и
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Па заряженную частицу с импульсом Рц, входящую в область 
магнитного зеркала, действует сила

fz =  - ^ B R, (86)

которая замедляет аксиальное движение частицы. К моменту 
времени t , определяемому из условия

t t
— 2р х =  |  \z d t =  — -c J  BRdt, (87)

0 0

импульс принимает значение —p v  а сама частица выходит из 
зеркала. Находясь внутри зеркала, частица испытывает действие 
электрической силы еЕф, которая в отличие от магнитных сил 
изменяет ее энергию (бетатронное ускорение). Энергия изме­
няется на величину

Ш  =  J eEyVydt =  ^ -  j  v 4BRd t =  2U pr  (88)
о о

Хотя первоначально эта энергия сообщается составляющей им­
пульса р^, в конце концов она передается параллельной состав­
ляющей р и, причем передача энергии осуществляется магнит­
ными силами, которые не изменяют величины +  Таким 
образом, когда частица выходит из зеркала, мы имеем

так что, как и раньше, kp^ =  2mU.
Процесс, посредством которого частица наращивает свою 

энергию при отражении от движущегося зеркала, составляет 
основу механизма Ферми ускорения заряженных частиц (см. 
разд. 2.7.1).

Продольный инвариант можно использовать для определе­
ния системы координат при картографировании распределения 
частиц, захваченных магнитным полем Земли [12].

///.  Инвариантность потока. Если ведущий центр не лежит 
.на оси поля зеркала, обладающего вращательной симметрией, 
то радиальный градиент магнитного поля вызывает дрейф во­
круг этой оси, который накладывается на колебательное движе­
ние вдоль силовых линий. (Сравните с рассмотрением движения
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частицы в дипольном поле Земли — разд. 2.5.2.) В отсутствие 
электрических полей и прочих возмущений ведущий центр опи­
сывает поверхность вращения — поверхность продольного ин­
варианта. Магнитный поток, проходящий через эту поверхность, 
также является.адиабатическим инвариантом [11].

Условие медленного изменения поля в этом случае записы­
вается в виде, аналогичном формуле (76); только вместо пе­
риода TL стоит еще большая величина Ts — время, за которое 
ведущий центр совершает один оборот вследствие дрейфа по 
поверхности продольного инварианта. Для электрона с энергией 
105 эв, осциллирующего вдоль силовых линий геомагнитного 
поля между северной и южной зонами полярных сияний (ши­
рота ~68°), из уравнений (8) разд. 1.2 и (15) разд. 2.5.2, а 
также из рис. 2.8 и 2.9 находим, что Т8 приблизительно в 4000 раз 
больше периода Ть , который составляет несколько секунд [вели­
чина Ть зависит от угла а, см. формулу (57) разд. 2.3.6]. По 
сравнению с TL период вращения (менее 1 мсек) — величина 
весьма малая.

2.3.8. Эксперименты и наблюдения
Экспериментальное изучение описанного выше дрейфа от­

дельной частицы требует достаточно малых плотностей частиц, 
для того чтобы исключить влияние столкновений. Удержание 
заряженных частиц ловушкой с магнитными зеркалами иссле­
довалось экспериментально. Исключительно большое время удер­
жания наблюдали Гибсон, Иордан и Лауэр [13]. Они обнару­
жили, что позитроны (образующиеся при радиоактивном рас­
паде) удерживаются, в ловушке более 10 сек. Это означает, что 
частицы совершали более 1010 оборотов вокруг силовых линий 
и порядка 10® продольных колебаний, прежде чем покинуть ло­
вушку вследствие накапливающегося рассеяния на малые углы, 
обусловленного присутствием молекул остаточного газа. Анало­
гичные эксперименты были проделаны Родионовым [14].

Геомагнитное поле весьма эффективно захватывает заря­
женные частицы. Электроны с энергией по крайней мере не­
сколько кэв и ионы с энергией порядка 100 Мэе в течение не­
дель и месяцев удерживаются в радиационных поясах Земли. 
Эксперименты с инжекцией заряженных частиц, образовав­
шихся в результате взрыва атомной бомбы над атмосферой 
(проект «Аргус»), показали, что вследствие неоднородности поля 
диполя заряженные частицы, полученные при взрыве, дрейфуют 
вокруг Земли и образуют оболочку [15]*. Удержание заряженных 
частиц в геомагнитном поле обсуждается в разд. 2.6.3.
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2.4. Движение в поле магнитного диполя. Метод Штёрмера
Общий случай движения заряженной частицы в поле диполя 

был рассмотрен Штёрмером. Здесь мы кратко рассмотрим его 
метод. Подробно метод изложен в монографии Штёрмера [2].

Если напряженность магнитного поля, создаваемого диполь- 
ным моментом а, равна В, а е, т и v соответственно заряд, 
масса и скорость частицы, то уравнение движения запишется 
в виде

от- ж = т у х в .  (1 )
Введем цилиндрическую систему координат (R, ср, г) так, чтобы 
ось z была параллельна диполю. В этой системе координат урав­
нение (1) принимает вид

dt2 1<\ d t ) ~  тс ***** dt ’ ( '

- a - ( * D “ - § K f r - e . f ) -  <4>
Положим ds =  v d t  и введем штёрмеровскую длину

где p =  tnv — импульс. Рассмотрим положительно заряженную 
частицу. Траектории отрицательно заряженных частиц являются 
зеркальным отражением траекторий положительно заряженных 
частиц относительно плоскости, проходящей через ось г.

При чисто математическом рассмотрении удобно выразить 
все длины в единицах cst, однако для физических приложений 
желательно, чтобы эта величина входила в формулы.

Если действуют только магнитные силы, следующие соотно­
шения остаются справедливыми и для релятивистских частиц, 
если под т подразумевать релятивистскую массу.

Уравнение (4) после подстановки формул (14) — (16) разд. 1.2 
в случае положительного заряда принимает вид

где r  =  (z2-\-JR2f 12. После интегрирования получаем
R 2 dq> __ л #2
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где 2 у — постоянная интегрирования, пропорциональная угло­
вому моменту на бесконечности. Замечая, что

Полагая составляющую скорости J^d(f/d i(=R vd<flds) рав­
ной -о sin •O', находим

Штёрмер показал, что значение у определяет характер орбиты. 
Если y>0. частица никогда не достигает диполя. При — 
частица может, двигаясь из бесконечности, подойти к диполю. 
Одна из орбит при у = —1 — окружность радиуса r = c su лежа­
щая в экваториальной плоскости. Если у < —1, существуют две 
«разрешенные» области движения: внешняя (r > c s t), удаленная 
от диполя, и внутренняя (r < c St) вблизи него. В последнюю 
группу входят такие периодические (или квазипериодические) 
орбиты, которые можно рассматривать методом возмущений.

Рассмотрим простой случай — экваториальную плоскость 
(r = R ). Частицы достигают экватора под углом ft, определяе­
мым условием (10)

Если задан импульс частицы; то тем самым определена вели­
чина сgt. Для cst> R  при заданном значении ft и у > —1 орбита 
начинается в бесконечности, а при у < — I частица движется по 
периодической орбите (и никогда не покинет окрестностей 
Земли).

Граница между орбитами, начинающимися на бесконечности, 
и периодическими орбитами определяется условием у = —1. Для

из (2), (3) и (6) получаем

(10)

А поскольку | sin ft | <  1, то

(И)

(12)
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sin $ =  1
R =  Cst. (13)

Согласно формуле (5), импульс в таком случае равен

А - * - "  • « ’" ( * ) * £ •  <“ >
где Re — радиус Земли. Частицы, имеющие больший импульс, 
могут приходить к экватору из любого направления. Для sin “O’ =  
= —1 получаем

R  0  ■+■ =  csl- 
Соответствующий импульс равен

А =  (3 ■- 2 У * )  =  1,0 • Ю10 (15)

Частицы с меньшим импульсом вообще не могут достичь эква­
тора. Если величина импульса р заключена в интервале р \< р <  
< р 2. частицы подходят к экватору в пределах конуса с углом 
раствора й, определяемым формулой (12).

В разд. 2.5 будет показано, что задачу о движении заряжен­
ных частиц в космических магнитных полях часто можно в 
значительной мере упростить, если использовать метод возму­
щений.

Исключение составляют проблемы, связанные с космиче­
скими лучами, поскольку при высоких энергиях, характерных 
для космических лучей (109—1018 эв), радиус кривизны нельзя 
считать малым по сравнению с радиусом Земли. В таком слу­
чае для расчета орбит следует пользоваться методом Штёр­
мера и в общем случае приходится прибегать к численному 
интегрированию. Труды Штёрмера, положившие начало дан­
ному направлению, подытожены в его книге [2]. Численные рас­
четы были сделаны Леметром, Валларта [16, 17] и другими 
[18—22]. Данному вопросу посвящены также опубликованные 
в последнее время обзоры [23, 24].

Знание траекторий космических лучей важно в нескольких 
отношениях. При изучении широтного эффекта, который позво­
ляет определить спектр импульсов космических лучей, суще­
ственными являются расчеты той наименьшей энергии, при ко­
торой частица может достичь наблюдателя на определенной 
широте. Для интерпретации телескопических измерений косми­
ческих лучей необходимо знать отклонение траекторий частиц 
в геомагнитном поле. Если телескоп, находящийся на некото­
рой широте, направлен в определенную точку неба, то возни­
кает проблема расчета первоначального направления частиц, 
.регистрируемых телескопом [25].
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Хотя во многих случаях геомагнитное поле можно аппрокси­
мировать полем диполя, часто становится заметным влияние 
квадруполя и членов более высокой мультипольности (разд. 1.2). 
Вследствие этого интенсивность космического излучения не яв­
ляется функцией широты в строгом смысле, а зависит также 
в определенной степени от долготы.

2.4.1. Эксперименты с «терреллой»

Траектории космических лучей в поле диполя можно также 
определить экспериментальным путем в опытах по масштаб­
ному моделированию. В таких опытах измеряют траекторию 
узкого пучка электронов, движущегося в магнитном поле «тер- 
реллы» [26—29]. Этот метод в настоящее время развит настоль­
ко, что позволяет производить измерения с высокой степенью 
точности [25, 30—32] и получить полное представление о траек­
тории космических лучей в поле диполя.

Недавно были поставлены эксперименты с «терреллой», в ко­
торых моделировались отклонения геомагнитного поля от ди- 
польного [32].

2.5. Движение в поле магнитного диполя. Метод возмущений

2.5.1. О применимости метода возмущений

Условия применимости метода возмущений определяются со­
отношениями (1) — (3) разд. 2.3. Для постоянного во времени 
поля диполя эти условия, по существу, эквивалентны требова­
нию, чтобы ларморовский радиус р был мал по сравнению с 
расстоянием до диполя г. Допустим, что

и посмотрим, в какой мере это допущение ограничивает приме­
нимость метода возмущений в космической физике.

Если магнитное поле создается диполем, находящимся на 
расстоянии г, то В ^ -а г3. Далее, в соответствии с формулой (8) 
разд. 2.2.1

Следовательно, критерий (1) выполняется, если

-£• <  10"2, Г ( 1)

(2)
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На рис. 2.7 представлен график зависимости cSt от энергии про­
тонов и электронов в геомагнитном поле. График показывает, 
что для электронов с энергией порядка 105 эв (это, по-видимому, 
верхний предел энергии частиц, вызывающих полярные сияния) 
штёрмеровская длина составляет более 1011 см. Отсюда метод 
возмущений применим вплоть до расстояний 1010 см от диполя. 
Однако геомагнитное поле имеет сходство с полем диполя толь­
ко до расстояния (0,5—0,8) • 1010 см. Электроны в радиационных

I I I I I I I I 1 (Вр), гс-см 
103 10s 10е 107 W8 109 t0w 10п Энергия электронов,эв

.......................i l l ____I___I
/  10 ГО3 10s ГО7 tO3 Ю’° 10й Энергия протонов, эв

Р и с . 2.7. Штёрмеровская длина cs t  для электронов и 
протонов в геомагнитном поле диполя.

поясах Земли находятся на расстоянии нескольких земных ра­
диусов и имеют энергии, достигающие величин порядка 1 Мэе. 
Протоны во внутреннем радиационном поясе находятся на рас­
стоянии порядка полутора земных радиусов от центра Земли. 
Условие (2) может нарушаться для протонов очень высоких 
энергий, но количество таких протонов очень мало. Для частиц 
меньших энергий, которые преобладают, это условие достаточно 
хорошо выполняется.

Кроме энергичных частиц, в магнитное поле Земли попадают 
также частицы .низкой энергии. Эти частицы образуют плазмен­
ный фон гораздо более высокой плотности, чем плотность частиц 
космического излучения. Плазма приходит на Землю от Солнца 
в виде замагниченных пучков (см. разд. 2.6.3 и 5.8) и, встречая 
на своем пути геомагнитное поле, создает токи, которые вызы­
вают магнитные бури. Для низкоэнергичных частиц метод воз­
мущений всегда справедлив и весьма удобен для анализа явле- 
ррй магнитных бурь и полярных сияний,
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Таким образом, почти во всех задачах космической физики, 
за исключением космических лучей, движение заряженных ча­
стиц можно рассматривать методом возмущений.

2.5.2. Дрейф в поле диполя

Вычислим сначала для поля диполя по формулам (5), (7),
(10) и (11) разд. 1.2 компоненты grad В, параллельную и пер­
пендикулярную силовым линиям (см. рис. 1.1):
/ * г>\ _ _  дВ 1 дВ . _ 3В sin Я» (3 —|— 5 sin2 Я») /qv(grad В),, = — cos а -----------sina = -------------- *—!----- я , (3)vs dr r dq> r( l +3s i n2X)3/2 v '
/ j r>\ dB . . 1 дВ 3B cos Я» (1 —I— sin2X) / jv(grad B ), =  —  sin a -A--------- cos а = --------------- i W- • (4)
VS 'J- dr ^  r dq> r (1 —J— 3 sin2 k)3̂  v ’

Затем введем локальную декартову систему координат с 
осью z, параллельной В, и осью у, параллельной (grad B)j_* 
Воспользовавшись соотношениями (49) и (50) разд. 2.3.5, полу­
чим полный дрейф перпендикулярно полю (с учетом центро­
бежной силы):

d(f с т ( V2, о\ дВ
rCosX -w  =  - u x =  J g -F [ - ^ ^ v [l) - s v , (5)

Uy =  0. (6)
Для движения вдоль силовых линий из формул (41) — (43) 

разд. 2.3.4 получим
г1и //ii.. Л R

(7)
duz dU|| дВ

~di~ =  ~ЗГ =  —  2В ~dz
Интегрирование выражения (7) приводит к формуле (59) 
разд. 2.3.6, которую мы запишем в несколько иной форме:

t ,i = l т  

где В х — напряженность магнитного поля в точке отражения. 
При помощи формул (12) и (13) разд. 1.2 находим

1 mfj ат]
ц 2 ?е

1  т (v 2. - 4 -  » м )  а-пп
в 1 = ------U l . V ■ =  - £ .  (.10)

Ц 2 r3e v ;

Из соотношений (8) разд. 1.2 получаем
_ ds _ (dr2 —г2 d№']?̂  _ * /н I i /11 \‘°11 =  Ж == dt = r <c o s A .( l+ 3 s m n ) / -5 -. (11)
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Формулы (8) — (И) приводят к выражению
dX Г2[ха т|о — т| 11/2

dt \_mr\  cos2 Л (1 -j-3 s in 2 Л )J

Учитывая соотношения (4), (9), (10) и формулы (8) и (12) 
разд. 1.2, преобразуем (5) следующим образом:

d<f __ Зсц 1 -|~sin2 X 2г|0 — ц
d t er2e соэ4Л ( l  —J— 3 sin2 Я)3,/2 г]

Теперь можно рассчитать траекторию центра вращения, или 
«эквивалентного магнита» (см. стр. 232). Подставляя штёрме- 
ровскую единицу длины

j a \ e \ у/2 (  ае2г \  Y'4 
Cst \  c m v ) \2с2тцг\а/  * *

и (13) разд. 1.2, находим

Ф — фо = ( т ^ ) 2 / 1. (15)
где

,  _  о f  cos3 X <1 +  sin2 X) 1 -  2 11 (Л)/Т1в . . .  n
Л “  8 J ( 1 + 3 sin2X)3/2 d  ' (1 5  )

re — расстояние от диполя до точек, в которых частица (точнее, 
«эквивалентный магнит») пересекает экваториальную плоскость 
(А,=0); ri(A.) определяется из соотношения (13) разд. 1.2, а г|о — 
постоянная [см. (10)].

Параметр ге связан с константой Штёрмера у. Для эквато­
риальной плоскости условие (11) разд. 2.4 можно записать 
в виде

— 1 +  + 1- (16)

Поскольку величина R изменяется в пределах от ге+р  до гв—р, 
мы имеем (re< .c St)

■£— Т Г -  (14

(17'>
Интеграл Л графически изображен на рис. 2.8.
Уравнение (15) дает траекторию «эквивалентного магнита». 

Траектория частицы представляет винтовую линию, навиваю­
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щуюся на кривую, определяемую уравнением (15). Винто­
вая линия имеет радиус, определяемый (8) разд. 2.2.1. В боль­
шинстве случаев» к которым применим наш метод возмущений, 
уравнение (15) дает всю необходимую информацию о движе­
нии частицы.

Р и с .  2.8. Связь между смещением по долготе (пропорциональ­
ным /) )  и смещением по широте Я для частицы, совершающей 
колебания амплитуды Я0 относительно экваториальной плоскости.

Движение, описываемое уравнениями (12), (13) и (15), про­
исходит вдоль траекторий, лежащих на поверхности, определяе­
мой формулой (8) разд. 1.2. Оно представляет собой колебания 
относительно экваториальной плоскости Я=0, на которые на­
кладывается вращение вокруг оси диполя. Амплитуда коле­
баний определяется условием т)0— Значение Я в точке
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поворота дается формулой
(1 + 3 s i n 2 A,0)V2 

*10 = ------------------- • (18)
На рис. 2.9 для сравнения показаны одна из траекторий, по­

лученных Штёрмером [34] путем интегрирования, и соответст­
вующая кривая, рассчитанная по методу возмущений [35].

Р и с .  2.9. Движение в поле диполя, рассчитанное методом Штёр­
мера и по методу возмущений. Вверху  — проекция на плоскость, 
проходящую через ось диполя. Внизу — проекция на экваториальную 
плоскость. Сплошная линия — траектория эквивалентного магнита; 

пунктирная линия — траектория частицы по Штёрмеру.

2.5.3. Движение вблизи экваториальной плоскости поля диполя
Особый интерес представляет частный случай, когда ампли­

туда колебаний мала (ЯсС1). Тогда мы имеем приближенно

2

R

=  1 4.5ДЛ (19)
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и аналогично т|0 =  1 4,5Я .̂ Подставляя эти величины в (12) 
и выполняя интегрирование, получим гармоническое коле­
бание

X =  V in ( 2 n - ^ = ^ ) ,  (20)
где

т= ^ { £ Т = * у п - <?«)
В том же самом приближении <р увеличивается с постоянной 
скоростью

ф =  (* _  * 0 = 4  -£■ * (* -  *,). (22) 
<  2 cst

За период Т угол ф возрастает на величину

Ф = 4 ^ .  (23)
cst

где cSt определяется формулой (5) разд. 2.4. Для малых ам­
плитуд Ф(с8г/ге)2 составляет = 4 ,44 , что соответствует углу 
225°. Пунктирная линия на рис. 2.8 дает разность долгот точки 
поворота и точки пересечения орбиты с экваториальной пло­
скостью. Для А,->0 эти величины равны 2 =  1,11, что 
соответствует 63,6°.

2.5.4.

Теперь мы вычислим параметры г)0, ге и Sst. Предположим,
что частица массы m выходит из точки (г', А/, ф') со скоростью 
(г>', v'v  'у'). В таком случае имеем

ф' =  ( l+ 3 s m U ') 1/2, (24)

2v'T sin А/ — cos А/

Ф' ,1/2

(25)

Г (у ' cos A7 +  sin A7)2 21

^ — - + < \  ■ <26) 

4' =  (cos >.')-* (27)
r

/3/
_  m r' (v'r cos 5l' +  2w[ sin Я.') +  ф' v'̂Ц _  g—, ,
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re =  r '(  co sV )-2, (29)

=  J.  (30)

о т

Частица совершает винтообразное движение по окружности ра­
диуса р, движение которой было рассмотрено выше. Радиус р 
равен

г3 1
(32)

2.5.5

Чтобы показать связь между уравнениями Штёрмера и ме- 
тодом возмущений, выведем уравнение (22) методом последо­
вательных приближений, который применйм, если —1. По­
ложим

Ro =  -f~  — — -g" Y_I* (33)
cst

Следовательно,
Поскольку в экваториальной плоскости 2 = 0, из уравнения 

(9) разд. 2.4 получаем

( « ) • _ , _  4 ,  т}г ( . - - £ ) • .  (34)

Разложим R в ряд и отбросим члены высокого порядка малости 

R =  R0csi {1 +  ̂ о/7 (s) +  RoO (5)}. (35)
Тогда имеем

= *&*(>”+ W)  (з б >
(где штрихи обозначают производную djds) и

1 -  - Л -  =  - R l  (F + R lO ) . (37)
Kocst

Решение уравнения (34) в первом приближении можно полу­
чить из уравнения

R l4 t (F'y =  l - F > ,  (38)
которое дает

F  =  sin S, (39)
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где

Чтобы найти второе приближение, подставим решение (39) 
в соотношения (35) — (37). Из уравнения (34) находим

R y st (F'2 +  2RIF'G') =  1 — (Z72 +  2R\FG) (1 - 4 R*F). (41) 

Учитывая (39), получим

О =  4 — 2 sin2 5. (42)

Таким образом, (35) принимает вид

R — R0cst { l + ^ s i n S  +  ̂ ( 4  — 2 sin25)}, (43)

где членами порядка R% в выражении, стоящем в скобках, 
мы пренебрегли.

Если использовать формулу (33), то из уравнения (6) 
разд. 2.4 получим

d(f =  est Л г \ _  1 F + Ф  
ds г3 [  R0cSt)  Rtfst (1 +  ̂ + W

+ / ? S 0 ) ( 1  _ 3 / ? S f ) = ^ 7  ( s " l S + / ? s < 4 _ 5 s i n I S ) )-
(44)

Здесь мы пренебрегаем членами порядка Ro• Окончательно по­
лучаем

— — {sin5 +  /?o(4 — 5 sin2 5)}. (45)
® St

Это уравнение определяет движение частицы. Среднее от про­
изводной d<p/ds дает движение эквивалентного диполя. Посколь­
ку среднее значение sin 5  равно нулю, а среднее значение 
sin2 5  =  1/2, мы получаем с точностью до величин порядка R!o

& = £ М 4 - т ) = т «>«7,- <«>

Полученное выражение идентично уравнению (22):
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так как

ж=*-к- <48>
‘ « - Ь £ г Г *  <49>

(50)

/?0 =  ̂ - .  (51)
cst

Аналогичным способом можно вывести выражение для периода.

2.6. Влияние электрического поля
на движение заряженных частиц в магнитном поле

Даже очень слабое электрическое поле радикальным обра­
зом изменяет движение частиц низких энергий в геомагнитном 
поле. Из уравнения (39) разд. 2.3.4, непосредственно следует, 
что влиянием электрического поля можно пренебречь только 
при условии т. е.

| e £ | < : | ^ g r a d f l | = l g m f fa-^ J - ,  (1)

где \e \V  — энергия частицы, связанная с движением перпенди­
кулярно полю В.

Введем величину

l° ~  grad В (2)

— характерное расстояние пространственного изменения поля. 
Тогда неравенство

Е С т  (3)
1С

определяет условие, при котором влиянием электрического поля 
можно пренебречь.

В экваториальной плоскости диполя /с равно R/3, где JR — 
расстояние от диполя. Для геомагнитного поля находим

(4)
ИЛИ

£ < 5 . 1 0 - ^ - ! # ,  (4а)
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где Re— радиус Земли. Это означает, например, что все ча­
стицы с энергией ниже 2000 эв сильно подвержены влиянию 
электрического поля, если только оно не слабее 10 мкв/см.

Хотя в настоящее время не имеется прямых измерений, ко­
торые указали бы на существование электрических полей во­
круг Земли, весьма вероятно, что такие поля возникают, осо­
бенно в связи с магнитными бурями.

Следует заметить, что адиабатический дрейф заряженных 
частиц из межпланетного пространства в геомагнитное поле воз­
можен только в том случае, если существует межпланетное маг­
нитное поле. Это следует из инвариантности величины С =  Р^/В  
(которая для частиц низких энергий пропорциональна ц). Если 
частица проникает в поле диполя, где ВФО, то она должна 
иметь конечное значение С и, следовательно, не может прихо­
дить из области, где 5  =  0. Величина С определяет глубину про­
никновения частицы (см. разд. 2.6.1.).

Раньше считалось, что межпланетного магнитного поля не 
существует, и это предположение было положено в основу тео­
рии магнитных бурь, развитой Чепменом и Ферраро. Однако 
данные космических исследований, которыми мы сейчас распо­
лагаем, показали, что существует межпланетное магнитное поле, 
напряженность которого обычно порядка 10-4 гс (=10 у)-

2.6.1. Движение в экваториальной плоскости

Рассмотрим упрощенную модель дрейфа заряженных частиц 
в поле магнитного диполя. Мы ограничимся анализом движения 
в экваториальной плоскости и предположим, что существует 
однородное межпланетное магнитное поле В0, направление ко­
торого совпадает с направлением диполя (ось z ), так что

В =  В0 +  - ^ ,  (5)
где

Я =  (*2 +  </2),/2. (6)

(Основные результаты этого анализа справедливы и в том слу­
чае, когда межпланетное поле непараллельно полю диполя, так 
как поле В0 играет существенную роль главным образом потому, 
что оно определяет инвариантность величины С или \х.)

Исследуем движение частицы, которая на бесконечности име­
ет импульс р =  ти^0> так что магнитный момент, являющийся 
инвариантом, равен

2 В  2 Ва • V }
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Предположим, что составляющая v, параллельная магнитному 
полю В, равна нулю, а электрическое поле Е однородно и на­
правлено вдоль оси х. Тогда при у = + о о  частица дрейфует со 
скоростью

f1 _ dy _ сЕ /о\
а ~ d t ------- (8)

Если в точке у — +  оо и х = х 0 энергия частицы равнялась |е | F0=  
=  n iv ^ l2, то в точке (х, у) ее энергия составит

\ е \V  =  \ е \Vo-r\-е Е ( х — х 0). (9)
В нерелятивистском случае имеем

\е\  Ур _ ц _  \ е \ У а +  еЕ(х  — х„)
Ва В0 -j- aR 3

откуда получаем 

где
*0 — x  =  L *R -\ (10)

Н ^ Г -  (»)
Кривые, соответствующие различным значениям л:0, пока­

заны на рис. 2.10. Из рисунка видно, что электроны, движу­
щиеся от Солнца, приходят на утреннюю.сторону, если х0 боль­
ше некоторого критического значения xD, и на вечернюю сто­
рону, если x0< x D. Таким образом, в определенной точке х& 
поток электронов разделяется на две части. Утренняя ветвь про­
ходит на весьма большом расстоянии от Земли, а вечерняя оги­
бает ее и проходит на минимальном расстоянии хт от диполя. 
Простые вычисления по формуле (10) дают

4 __ .
*д =  4 / 3 -§- =  1,76L, (12)

4

xd =  VlT L =  1,32Z, (13)
x m =  - 0 ,7 4 L .  (14)

Между этими двумя ветвями существует «запрещенная» область. 
Размеры этой области определяются величиной L — единицей 
длины, которая связана с ц, Е и а в соответствии с форму­
лой (11). Пунктирная линия на рис. 2.10 показывает границу 
запрещенной области. Ее уравнение имеет вид

^V W L  — x ^ L ^ R - 3. (15)

Внутри запрещенной области частицы движутся по замкнутым 
орбитам, которые вблизи начала координат приближаются к
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круговым. Частицы, движущиеся по этим орбитам, захвачены 
полем и не могут уйти на бесконечность. К этой категории при­
надлежат частицы, составляющие радиационные пояса.

Р и с .  2.10. Дрейф электронов в экваториальной плоскости поля 
магнитного диполя, на которое накладывается однородное магнитное 
поле, в присутствии однородного электрического поля, параллель­
ного экваториальной плоскости. Сплошными линиями показаны ти­

пичные траектории центра вращения.

Положительно заряженные частицы движутся по подобным 
орбитам, которые являются зеркальным отражением орбит, изо­
браженных на рис. 2.10, относительно плоскости y z .

2.6.2. Колебания вдоль силовых линий

Если частицы совершают колебательные движения вдоль си­
ловых линий, амплитуда колебаний определяется продольным 
инвариантом

J — m jv ^ d s .  (16)
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Рассмотрим случай, когда электрическое поле, параллельное В, 
равно нулю: =  0.

При помощи (11), (12) разд. 2.5.2 и соотношения
ds — re d l  cos X (1 -f- 3 sin2 Я)1/2

находим
dXу =  т J  d t  =  mr2e J  cos2 % (1 +  3 sin2 X) d l  =

ey 1 /9
=  \ ? r )  J (17)

0
ИЛИ

/  =  j  JV t* , — (18)

где
г) =  (1 +  3 sin2 Я)1/2 cos-6 Я. (19)

Для малых амплитуд (Я0<Ся/2) интеграл в формуле (18) про­
порционален А.0, так что величина Яоr j 1/2 должна быть инва­
риантной. Следовательно, если в дрейфовом движении частицы 
под влиянием электрического поля приближаются к диполю, 
амплитуда их колебаний s0= r eX0 меняется таким образом, что

So =  const r f ,  (20)
Я0 =  const rT. (21)

Это означает, что максимальное значение Уц
5/4. (22)

Максимальное значение соответствующей энергии
(23)

В то же время W± пропорционально полю В и, следовательно,
WL ~ r f .  (24)

Ранее мы установили, что величина в  поле диполя опреде­
ляется значением магнитного момента в межпланетном поле В0, 
который частица имеет, прежде чем она достигнет поля диполя. 
В отличие от значение и у в поле диполя не определяется 
условиями в межпланетном пространстве, поскольку продоль­
ные колебания возможны только тогда, когда частица входит 
в область магнитног© зеркала вблизи Земли. Величина продоль­
ного инварианта устанавливается в процессе перехода частицы
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из межпланетного поля в поле диполя и определяется тем зна­
чением v {{t которое частица имеет в начальный момент своего 
первого колебания в поле диполя.

2.6.3. Разрешенные и запрещенные области движения 
заряженных частиц в поле магнитного диполя

В настоящее время наука не располагает данными непосред­
ственных измерений электрических полей в магнитосфере, од­
нако можно ожидать, что по крайней мере, если возникают воз­
мущения, появляются электрические поля. Если это имеет ме­
сто, то заряженные частицы могут переходить из межпланетного 
пространства в магнитосферу двумя различными путями:

1) по штёрмеровским орбитам, если энергия частицы выше 
некоторого определенного значения,

2) по дрейфовым орбитам, если энергия частицы ниже неко­
торого определенного значения.

Поясним это на примере движения в экваториальной пло­
скости поля, рассмотренного в разд. 2.6.1:

В =  В0 +

Е =  Е х =  const.
Рассмотрим: А) проникновение частиц, движущихся из бес­

конечности; Б) захват частиц вблизи диполя.
А. Какова глубина проникновения межпланетных частиц 

(рис. 2.11)?
1. Частицы высоких энергий (штёрмеровские орбиты). Если 

пренебречь величиной В0, то идущая из бесконечности частица 
с энергией |е |У 0 и импульсом, превышающим предельное зна­
чение [см. (15) разд. 2.4]

А ==1.0 -Ю 10 (■§-)*-£■ (2.5)

(где Re— радиус Земли), может приблизиться к диполю а на 
расстояние R. (Если Во^О, разрешенные орбиты не могут ухо­
дить в бесконечность.)

2. Дрейфовые орбиты. Частицы малой энергии eVo, идущие 
из бесконечности, приближаются к диполю на расстояние, рав­
ное [см. формулы (11) и (14) разд. 2.6]

* ~ Н Т 7 Р Г Г  <25а>
где магнитный момент ц = |е |У 0/В0 является инвариантом. Под­
ставляя радиус Земли Re—6,4- 108 см и дипольный момент а —
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=8,1 • 1025 гс-см3, получим

Р и с .  2.11. Запрещенные области для заряженных частиц, движу­
щихся в экваториальной плоскости геомагнитного дипольного поля, 
на которое накладывается однородное межпланетное магнитное 
поле (напряженности В0) в присутствии электрического поля Е, 
параллельного экваториальной плоскости. По оси ординаг отложен 
радиус запрещенной области как функция энергии частицы. Для 
частиц малой энергии, которые приближаются к диполю по дрей­
фовым орбитам, радиус зависит также от произведения ЕВ0. При­

ведены графики для трех значений этого параметра.

где V0 — энергия на бесконечности в эв, Е — электрическое поле 
в в/см и Во— магнитное поле в гс.

Пример. Предположим, чтр межпланетное магнитное поле равно 
5у=50 мкгСу а электрическое поле— 10 мкв/см. Если частица имеет 
энергию 500 эв , то мы находим, что в межпланетном пространстве 
Vo/££o=1012, так что частица проникает на расстояние, равное 4,7 зем­
ного радиуса от центра Земли.

Б. Где захватываются частицы (рис. 2.12)?
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Поскольку величина ц = |е | V/В является инвариантом, энер­
гия частицы, дрейфующей в поле диполя, возрастает. Не сле­
дует смешивать энергию на бесконечности |е |К 0 и мгновенное 
значение энергии \e \V  частицы, движущейся в поле В, посколь­
ку электрическое поле во время дрейфа совершает работу. Из

Р и с .  2.12. Области периодических орбит в экваториальной пло­
скости (см. подпись к рис. 2.11).

формулы (25а), подставляя V вместо Vo, находим

* - № Г - ( т Р  <27>
или

i = ^ = I ’6 .1 0 -9^ .  (28)

R — максимальное расстояние, на котором может быть захва­
чена частица с энергией V (выраженной в эв), если электриче­
ское поле равно Е в в/см.

Пример. Частица с энергией 104 эв, захваченная на расстоянии, 
равном 16 Re, в процессе дрейфа уходит на бесконечность, если элек­
трическое поле превышает величину 1 мкв/см.



2.7. Ускорение заряженных частиц в изменяющихся магнитных полях 75

2.7. Ускорение заряженных частиц в изменяющихся магнитных 
полях

В полярных сияниях наблюдаются частицы, обладающие 
энергией 104—*105 эв. Частицы с такой же энергией и даже с 
энергией на несколько порядков выше обнаружены в радиа­
ционных поясах Земли. Энергия частиц космического излуче­
ния достигает 1018 эв . Все это наводит на мысль, что в косми­
ческом пространстве должны существовать механизмы ускоре­
ния. Можно предполагать, что такие механизмы действуют в 
магнитосфере Земли, межпланетном, межзвездном и, возможно, 
межгалактическом пространствах. Вопрос о локализации этих 
механизмов, а также отдельные- стороны самого явления по- 
разному трактуются различными авторами. Однако все они схо­
дятся на том, что в основе ускорительных процессов лежит вза­
имодействие заряженных частиц с изменяющимися магнитными 
полями. Эту мысль впервые высказал в 1933 г. Сванн [36]. Об­
суждение вопросов происхождения космических лучей, а также, 
других видов корпускулярного излучения выходит за рамки 
данной книги. Читатели, интересующиеся этими проблемами, 
могут обратиться к недавно опубликованным обзорам Гинзбур­
га и Сыроватского [37] и Моррисона [38].

2.7.1. Об адиабатическом изменении импульсов

Заряженные частицы, движущиеся в магнитных полях, ко­
торые изменяются во времени или пространстве, при определен­
ных условиях могут ускоряться. Рассмотрим медленно меняю­
щиеся магнитные поля, к которым применимы результаты, по­
лученные в разд. 2.3.

Изменение составляющей импульса p L простым образом свя­
зано с изменением напряженности магнитного поля, в котором 
находится частица. Эта связь вытекает из инвариантности ве­
личины

с - 4 -  < »
В общем случае поле В меняется как в* пространстве, так и во 
времени. Однако следует отметить, что ускорение частиц мо­
жет иметь место даже в том случае, если магнитное поле по­
стоянно во времени, при условии, что оно меняется в простран­
стве. Изменение поля В происходит вследствие того, что ча­
стица в процессе дрейфа проходит области с различной напря­
женностью поля. Такой дрейф, как было показано в разд. 2.6.1, мо­
жет быть вызван электрическим полем. Поскольку дрейфующая
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частица проходит области с различной напряженностью маг­
нитного поля, ее ведущий центр переходит с одной эквипо­
тенциальной поверхности электрического поля на другую, а это 
приводит к изменению энергии.

Что касается составляющей импульса то здесь ситуация 
несколько сложнее. Будем различать два случая.

А. Частицы, не захваченные магнитной ловушкой, могут рано 
или поздно встретить на своем пути движущееся магнитное зер­
кало. Если частица, имеющая импульс рц, параллельный полю
В, сталкивается с таким зеркалом, ее энергия, как показано 
в разд. 2.3.7, изменяется на величину

Эта величина положительна или отрицательна, в зависимости 
от знака U. Если U — скорость намагниченного облака, с кото­
рым связано магнитное зеркало, то она всегда значительно мень­
ше скорости света. Энергия ультрарелятивистских частиц равна

откуда следует, что относительное изменение энергии ДW/W 
очень мало:

Процесс, посредством которого частица наращивает свою 
энергию при отражении от движущегося магнитного зеркала, 
лежит в основе механизма ускорения заряженных частиц, пред­
ложенного Ферми [39—41]. Считают, что это наиболее важный 
механизм ускорения космических лучей и других частиц высо­
ких энергий. Однако этот механизм слишком специфичен, по­
скольку он предполагает, что активную роль играет только один 
специальный тип электрического поля [см. формулу (85) 
разд. 2.3.7]. В действительности заряженная частица может от­
бирать энергию от электрических полей самой разнообразной 
структуры, которые неизбежно создаются различными типами 
движений и волн (включая ударные волны), возникающих в 
межпланетной и межзвездной плазме.

Б. Пусть частицы захвачены в ловушку и испытывают мно­
гократные отражения от магнитных зеркал. В таком случае 
окончательный эффект можно определить при помощи продоль­
ного инварианта (см. разд. 2.3.7)

(2)

W ^ c ( p l  +  p> Ji\ (3)

(4)

(5)
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Из соотношения (5) непосредственно следует, что, если зер­
кала движутся навстречу друг другу, импульс р {] возрастает, и 
наоборот. Если частица удерживается между двумя сближаю­
щимися зеркалами, то увеличение р |( приводит к уменьшению 
угла а  между векторами р и В (см. рис. 2.6), и если угол а  
становится достаточно малым, частица уходит из ловушки (см. 
разд. 2.3.6). Изменение расстояния между зеркалами может 
происходить в магнитном поле, меняющемся во времени, где 
зеркала сближаются или расходятся, а также в постоянных, но 
неоднородных полях, если дрейфующая частица попадает в маг­
нитные ловушки с различными расстояниями между зеркалами. 
Пример последнего случая — дрейф в магнитосфере — был уже 
рассмотрен нами количественно в разд. 2.6.2.

Отметим, что для частиц, движущихся в постоянном маг­
нитном поле, справедливо выражение (53) разд. 2.3.6, так что

р2 =  — р2± — 2meV  +  const. (6)

Эта формула показывает, что увеличение j приводит к умень­
шению р2±  на ту же самую величину, если только частица не 
переходит с одной эквипотенциальной поверхности электриче­
ского поля V на другую. Полный импульс меняется только 
в том случае, если имеет место такой переход.

2.7.2. Однократное ускорение

Важным примером однократного ускорения является про­
никновение межпланетной плазмы в магнитосферу Земли (см. 
разд. 2.6). В таком случае происходит магнитное сжатие плазмы.

Если частица приходит из межпланетного поля напряжен­
ностью 10-4 гс в область магнитосферы, где напряженность поля 
равна, скажем, 10-2 гс, то, как следует из инвариантности маг­
нитного момента величина р 2̂_ возрастает в 100 раз. В со­
ответствии с изложенным в разд. 2.6.2 одновременно возрастает 
величина составляющей р г  Таким образом, если характерная 
энергия частиц в межпланетной плазме составляет несколько 
сот эв (что соответствует температуре несколько миллионов гра­
дусов), то эти частицы легко ускоряются в магнитосфере до 
энергий, превышающих 104 эв . В связи с этим следует заметить, 
что как в магнитосфере, так и в межпланетном пространстве 
могут существовать электрические поля, параллельные В (см. 
разд. 5.1.3). Ускорение частиц в таких полях также может играть 
важную роль.

Ускорение, обусловленное этими механизмами, имеет место 
не только в магнитосфере, но и в межпланетном и межзвездном
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пространствах, где частицы могут попадать в область более 
сильного магнитного поля либо вследствие дрейфа, либо в ре­
зультате временных вариаций самого поля В. Однако происхо­
дят и обратные процессы, которые приводят к уменьшению 
энергии.

2.7.3. Процессы многократного ускорения

Однократное сжатие, сопровождающееся сохранением адиа­
батических инвариантов, не может привести к увеличению им­
пульса более чем на несколько порядков величины, поскольку 
инвариантность магнитного момента Р±/В  потребовала бы 
огромных, практически нереальных изменений поля В. Таким 
образом, процессы, в которых частицы ускоряются до энергий 
космических лучей, не могут быть адиабатическими. Малове­
роятно также, чтобы такие колоссальные энергии достигались 
в процессе однократного неадиабатического ускорения. Скорее 
всего подобное ускорение является следствием комбинирован­
ного действия адиабатических процессов и процессов рассея­
ния, которые приводят к изменению адиабатических инвариан­
тов. В качестве типичного примера процессов подобного рода 
мы рассмотрим так называемую магнитную накачку. Этот про­
цесс состоит в бетатронном ускорении и одновременном неади­
абатическом рассеянии на мелкомасштабных неоднородностях 
магнитного поля и представляет собой весьма общий механизм 
ускорения заряженных частиц [42—47]. Этот механизм привлек 
к себе особое внимание в связи с проблемой нагревания плаз­
мы в лабораторных условиях [48].

2.7.4. Магнитная накачка

Рассмотрим частицу с импульсом р, который имеет состав­
ляющие и /?ц, перпендикулярную и параллельную однород­
ному магнитному полю соответственно. Если напряженность 
поля меняется медленно, то, как показано в разд. 2.3, компо­
ненты импульса подчиняются соотношениям

Составляющая является инвариантом, а полный импульс 
р в любой момент времени t зависит только от его значения 
в некоторый предыдущий момент времени /о и от напряженно-

=  const, 

=  const.

(7)

(8)
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сти поля В в моменты времени t0 и t (но не от тех значений, 
которые поле В принимает в интервале времени t0— t). Таким 
образом, при возрастании магнитного поля составляющая им­
пульса, перпендикулярная полю (а следовательно, и полный мо­
мент), увеличивается. Однако если изменение магнитного поля 
носит характер флуктуаций, то в силу соотношений (7) и (8) 
среднее значение энергии остается неизменным.

Рассеяние на неоднородностях. Если же магнитное поле со­
держит локальные неоднородности, характеризуемые значитель­
ным изменением поля на расстояниях, меньших ларморовского 
радиуса, поведение частицы резко меняется. При прохождении 
частицей такой неоднородности условия (7) и (8) нарушаются. 
Составляющие импульса меняются беспорядочно, и вследствие 
изменений р±  ведущий центр переходит на другую силовую 
линию. Движение вдоль силовых линий приводит к тому, что 
частица не может многократно проходить через одну и ту же 
неоднородность и встречает на своем пути все новые и новые 
неоднородности. Таким образом, столкновения частиц с неод­
нородностями приводят к некоррелированным изменениям век­
тора количества движения отдельно взятой частицы. При этом 
распределение импульсов по направлениям для некоторой груп­
пы частиц становится хаотическим. Смещения ведущего цёнтра 
тоже некоррелированы, и ведущий центр каждой частицы со­
вершает своего рода двумерное «броуновское движение» попе­
рек силовых линий. Таким образом, для некоторой группы ча­
стиц присутствие мелкомасштабных неоднородностей в магнит­
ном поле приводит к следующему.

1. Появляется тенденция к равномерному распределению 
импульсов между тремя степенями свободы. Это означает, что 
в среднем

Р \ =  Щ - (9)

2. Происходит пространственная диффузия ведущих цент­
ров поперек силовых линий (каждый ведущий центр совершает 
«броуновское движение»).

Систематическое увеличение импульса. Если происходит пе­
рераспределение импульса между различными компонентами, при 
определенных условиях полный импульс р может систематически 
увеличиваться, даже если флуктуирующее магнитное поле не 
нарастает. Это явление называется магнитной накачкой. Пере­
распределение импульсов, как было показано выше, осуще­
ствляется за счет столкновений частиц с мелкомасштабными 
неоднородностями магнитного поля. Чтобы получить представ­
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ление об основных чертах механизма магнитной накачки, рас­
смотрим сначала особый случай изменения магнитного поля.

Пусть магнитное поле меняется, как показано на рис. 2.13, 
и предположим, что изотропное распределение по импульсам 
устанавливается со скоростью, характеризуемой временем ре­
лаксации Тг, которое удовлетворяет условию

Tg C r x < т 2< т 0, (10)
где Tg — период вращения, а х\ и т0 определяются из рис. 2.13.

Рассмотрим ансамбль частиц, квадрат импульса р\ которого 
в некоторый момент времени равномерно распределен между

Рис. 2.13. Изменение магнитного поля во времени 
в простейшей модели магнитной накачки.

тремя степенями свободы. На рис. 2.13 указаны пять моментов 
времени в течение цикла изменения магнитного поля. Рассмот­
рим процессы, происходящие в соответствующие интервалы вре­
мени.

В течение короткого интервала времени (^, 4) перпендику­
лярная составляющая импульса возрастает с коэффициентом 
пропорциональности перераспределения импульсов не проис­
ходит. В точке t2 распределение по импульсам анизотропно; 
полная энергия больше, чем первоначальная. В следующий ин­
тервал времени (/2, h) изотропия восстанавливается. Это озна­
чает, что некоторая доля энергии, приобретенной в процессе 
бетатронного ускорения, передается параллельной составляю­
щей импульса, причем при последующем спадании поля эта 
энергия остается неизменной. Спадание поля в интервале (/3, 
/4) приводит к уменьшению перпендикулярного импульса с ко­
эффициентом пропорциональности кг'Ь. Но, поскольку перпенди­
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кулярная составляющая импульса меньше, чем до перераспре­
деления, потери энергии за время спада напряженности поля 
меньше, чем прирост энергии за время его нарастания. В тече­
ние интервала времени (/4, /5) распределение снова становится 
изотропным, а энергия не изменяется. Следовательно, к моменту 
времени /5, т. е. по окончании полного цикла изменения поля, 
полный импульс (р \ ) больше, чем первоначальный (р0).  Соот­
ветствующее количественное рассмотрение не представляет осо­
бого труда и его результаты представлены в табл. 2.1.

Таблица 2.1
Среднее значение полного импульса и его составляющих в различные 
моменты цикла флуктуаций магнитного поля, показанные на рис. 2.13
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t x 1 2 
-3^0 3 ръ Po

h
1 2
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Из табл. 2.1 находим, что результирующий импульс в конце 
одного цикла равен (в среднем)

P i =  "з- (б -(- 2£ +  -gj P o -fiP o - (11)

Р =  1, если k =  l; во всех других случаях р>1. (Совершенно не 
существенно &>1 или k < \ ,  т. е. начинается ли цикл с нара­
стания или с убывания поля.)

К моменту времени t, большому по сравнению с периодом Т, 
цикл повторится приблизительно t/T раз, а импульс возрастает 
до величины

Р (0 =  Ро Р'/г =  Ро*‘1х - (12)
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Таким образом, изменение импульса частицы носит характер 
колебаний, однако в среднем его величина возрастает со ско­
ростью, определяемой выражением

/1Л\
р  т ‘ к }

Компоненты импульса, приведенные в табл. 2.1, представ­
ляют собой лишь средние значения. Для отдельных частиц 
ускорение может быть меньше или больше получаемого из вы* 
ражения (5). Поэтому магнитная накачка приводит к разбросу 
в распределении по импульсам, и не для всех частиц дости­
гаются предельно большие значения импульса.

Характер изменения поля не имеет принципиального значе­
ния. Были изучены различные типы флуктуаций поля, в част­
ности гармонические. (В работе [46] данный вопрос исследуется 
с точки зрения применения магнитной накачки к лабораторной 
плазме, в которой перераспределение импульсов обусловлено 
столкновениями частиц; см. также [49].) Как показал Шлютер, 
в том случае, когда распределение не слишком отличается от 
изотропного, справедливо соотношение

1  =  i Z j J Z I r z l A  п  ъ
dt В2 3 В2

где W^L =  p2Lj2m y W ^— p\f2m , a v — частота столкновений. 
Правая часть равенства (15) всегда положительна, за исклю­
чением случая Wj_=2W\\ (который соответствует равновесному 
состоянию). Таким образом, если система находится в состоя­
нии равновесия, а затем магнитное поле меняется произвольным 
образом, но в конце концов принимает свое первоначальное 
значение, то равновесие, установившееся по окончании данного 
процесса, всегда соответствует более высоким-энергиям частиц, 
чем в исходном состоянии.

Показано, что в частном случае гармонического изменения 
поля средняя величина импульса возрастает, так же как в разо­
бранном выше примере, по экспоненциальному закону, так что

(16)
Для случая колебаний малой амплитуды с угловой частотой © 
Шлютер дает приближенное соотношение [46]

1 - 1 (**  ?  v (17)
т 9 \  В } l + v 2/co2 ’ 1 >

где v — частота столкновений. Выражение (17) показывает, что 
максимальное относительное изменение импульса за один
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период колебаний наблюдается при

v =  со. (18)

Если частота столкновений слишком мала или слишком ве­
лика по сравнению с частотой изменения поля, эффективность 
ускорения падает. Вследствие этого возникает своеобразный эф­
фект, заключающийся в том, что ускоряются преимущественно 
частицы, имеющие соответствующую частоту столкновений. Из­
менения магнитных полей космического пространства, разумеет­
ся, не принадлежат ни к гармоническому типу, ни к типу, пред­
ставленному на рис. 2.13, но тем не менее можно ожидать, что 
среднее значение импульса частиц систематически возрастает по 
закону, определяемому общим соотношением (16).

Интересно отметить, что механизм ускорения, рассмотренный 
в данном параграфе, позволяет получить энергетический спектр 
того же характера, что и спектр космического излучения [45].

2.8. Радиационные потери энергии заряженными частицами, 
движущимися в магнитных полях

Поскольку заряженная частица движется в магнитном поле 
с ускорением dvjdt, она излучает электромагнитные волны и, 
следовательно, теряет энергию со скоростью

Подставляя в эту формулу выражения (1) — (3) разд. 2.2.1, по­
лучаем мощность синхротронного излучения частицы, движу­
щейся перпендикулярно магнитному полю:

dW _  2е2 (dv/dt)* — (v X dv/dt)*/c2 
dt ~  Зс3 (1 — v2lc2)3 (i)

(см., например, [50]).
В частном случае движения по кругу имеем

d W _,'2е2 (dvjdt)2
dt ~  Зс3 (1 — w2/c2)2 ' (2)

dW _  
dt (3)

Здесь W — релятивистская энергия ymc2= { \  — v2lc2)~4mc2, а 
W0 — энергия покоя тс2. Характерное время убывания кинети­
ческой энергии W — Wо равно
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Подставляя численные значения величин для электрона, по­
лучаем

t _ 5.1Q.108, 1 5
1 ~  В2 1 +  W/W0 сек' к° }

где Tt?o =  0,511 М эе, а поле В измеряется в гауссах. Во многих 
случаях это время настолько велико, что радиационные потери 
отдельной частицы можно считать пренебрежимо малыми.

Синхротронное излучение. Имеется существенное различие 
между излучением медленных (нерелятивистских) (W<^.W0) и 
быстрых (релятивистских) (W ^ W q) частиц.

Прежде всего отметим различие углового распределения из­
лучения. В случае W<^W0 {v<^c) интенсивность излучения в 
направлении, составляющем угол 0 с мгновенным положением 
вектора ускорения, пропорциональна sin20. В случае W ^W o  
{v ^ c )  излучение испускается преимущественно в направлении 
движения в узкий конус с углом раствора, по порядку величины 
равным отношению W0/W. Таким образом, излучение практи­
чески ограничено плоскостью орбиты частицы и наблюдатель 
воспринимает последовательные импульсы.

Спектральная плотность излучения также весьма отличается 
в нерелятивистском случае малых энергий W<^Wо (циклотрон­
ное излучение) и в случае больших энергий W ^ W 0 (синхро­
тронное излучение). В нерелятивистском случае излучение имеет 
частоту

_ _  со _ _ | е | В
V 2л  2 лтс *

которая соответствует круговой частоте. В случае высоких энер­
гий спектр непрерывный и при W ^ W 0 имеет максимум на ча­
стоте

1 \ е \ В  ( W \ 2 _  1 \ е \ В  ( W \з 
т 2л тс \ W о /  2л уте \ W0 ) '

Таким образом, ультрарелятивистские частицы излучают пре­
имущественно на частотах, превышающих ларморовскую ча­
стоту медленных частиц в (W/W0)2 раз и их собственную ча­
стоту вращения в (W/W0) z раз. Следовательно, электроны, дви­
жущиеся в слабых космических магнитных полях, могут излу­
чать в оптическом или радиодиапазоне. Например, электрон 
с энергией 3*109 эв, движущийся в магнитном поле напряжен­
ностью 3 • 10_6 гс , имеет частоту вращения вегго лишь около 
1,5 • 10_3 гц, а излучает преимущественно на частоте около 
300 Мгц. В 1950 г. была предложена гипотеза [51, 521 о том, что
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нетепловые шумы (в диапазоне 100 Мгц), регистрируемые ра­
диотелескопами, вызваны синхротронным излучением реляти­
вистских электронов; в настоящее время эта теория получила 
всеобщее признание. Мы не будем рассматривать проблему кос­
мических шумов, отослав интересующегося читателя к моногра­
фии Шкловского [53].

В плазме заряженные частицы могут излучать также вслед­
ствие коллективного движения частиц (плазменные колебания).
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Г л а в а  3

Магнитная гидродинамика

3.1. Введение

Движение намагниченной среды создает электрическое поле. 
Если при этом среда является электрически проводящей и раз­
личные части ее движутся с разными скоростями, то электри­
ческое поле создаст токи (в том случае, если движение не удов­
летворяет некоторым специальным условиям). Эти токи взаимо­
действуют с магнитным полем и вызывают силы, которые при 
определенных условиях, рассматриваемых далее, достаточны для 
того, чтобы заметно изменить характер движения среды. Таким 
образом, гидродинамическое движение и электромагнитные яв­
ления взаимосвязаны, и теперь мы не можем пользоваться обыч­
ной гидродинамикой или обычной электродинамической теорией, 
а должны прибегнуть к их комбинации, которая получила на­
звание магнитной гидродинамики.

При прочих равных условиях связь между электромагнит­
ными и гидродинамическими явлениями возрастает с увеличе­
нием линейного масштаба явления (см. разд. 3.9). Следова­
тельно, для крупномасштабных явлений эта связь может быть 
сильной, тогда как для мелкомасштабных явлений она незначи­
тельна. Например, в ионосфере радиоволны с длиной волны, 
скажем в 1 м, не создают гидродинамического движения; ана­
логично ударная волна, образованная обычным метеором, не 
носит гидромагнитного характера. В то же время колебания 
протяженной зоны F-слоя с периодами порядка секунд или бо­
лее следует рассматривать при помощи магнитной, а не обыч­
ной гидродинамики. Все явления, происходящие на Солнце, ко­
торые достаточно велики, чтобы их можно было визуально на­
блюдать с Земли, являются гидромагнитными; это утверждение 
справедливо и для межзвездных облаков. Рассматриваемая связь 
достаточно сильна также в недрах звезд и в жидком ядре Зем­
ли. Во всей вселенной единственным примером газообразной 
среды, для которой справедлива без всяких ограничений обыч­
ная гидродинамика, являются нижние слои атмосфер плачет 
(ниже ионосферы), имеющие очень малую электропроводность. 
К этой же категории можно было бы отнести океаны, озера 
и т. д., для которых справедлива обычная гидродинамика, не 
усложненная электромагнитными явлениями.
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ГИДРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ

3.2. Качественное рассмотрение

3.2.1. Случай несжимаемой жидкости

Рассмотрим несжимаемую электрически проводящую жид­
кость в однородном магнитном поле В. Введем правую прямо­
угольную систему координат с осью z, направленной парал­
лельно силовым линиям. Предположим, что в некоторый момент

времени вся жидкость покоится, за исключением некоторого вы­
деленного объема, имеющего в плоскости хг сечение ABCD и 
неограниченные размеры по оси у (рис. 3.1). Пусть этот объем 
движется вдоль оси у  со скоростью V.

Движение поперек магнитного поля индуцирует электриче­
ское поле

направленное вдоль оси х. Поскольку среда является электри­
чески проводящей, возникает система токов. Точная структура 
ее зависит от геометрических факторов, которые определяют ин­
дуктивность и омическое сопротивление. Рис. 3.2 иллюстрирует 
возникающую систему токов.

В присутствии магнитного поля В ток плотности i создает 
объемную силу

Как видно на рис. 3.1 и 3.2, эта сила приложена к рассматривае­
мому объему в направлении, противоположном v, т. е. стре­

Z

Р и с .  3.1. Если столб ABCD  движется в направле­
нии у , магнитное поле В создает электрическое 

поле Е*.
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мится затормозить движение. На покоящуюся жидкость вблизи 
выделенного объема ABCD эта сила действует в направлении у. 
Таким образом, слой жидкости, который двигался, тормозится, 
а слои, лежащие выше и ниже, ускоряются. Итак, система ин­
дуцированных токов стремится передать начальное движение 
соседним слоям жидкости. Предполагая проводимость беско­
нечной, получим, что через некоторое время объем ABCD оста­
новится, тогда как EFBA и DCGH  на рис. 3.3 будут двигаться

Р и с .  3.3. Гидромагнитные волны 
переносят движение из области 
ABCD  в области EFBA и D CG H , 
а затем — в области LKJI и 

MNOP.

в направлении оси у . Еще через некоторое время придут в дви­
жение участки IJKL и M NOP , тогда как остальная жидкость 
будет покоиться. Математический анализ, приведенный ниже 
(см. разд. 3.4), показывает, что движение распространяется 
именно таким образом (параллельно силовым линиям и без 
искажения объема).

3.2.2. Случай сжимаемой жидкости

Рассмотрим теперь сжимаемую электрически проводящую 
среду, помещенную в однородное магнитное поле, параллельное 
оси г  прямоугольной системы координат. Предположим, что не* 
которая геометрически однородная область, вытянутая в на­
правлении оси z, каким-либо образом сжимается перпендику­
лярно В. Если проводимость велика, то из закона сохранения 
потока (см. разд. 3.9) следует, что напряженность магнитного 
поля в сжатой области возрастает. Тот факт, что магнитное поле
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меняется в пространстве, означает, что существует ток, плот­
ность которого дается уравнением Максвелла

а \х — магнитная проницаемость жидкости. Ток создает объем­
ную силу, которая равна

Поскольку В и Н имеют только компоненты вдоль оси г, выра­
жение для F можно переписать в виде

Это означает, что при наличии поперечного сжатия магнитное 
поле создает восстанавливающую силу, эквивалентную силе, воз­
никающей при некотором распределении давления, численно 
равного — так называемое магнитное давление. Благо­
даря этому возможно существование волн сжатия — магнита- 
звуковых или магнитоакустических волн, которые могут распро­
страняться поперек магнитного поля в результате комбиниро­
ванного действия гидростатического и магнитного давлений. 
Такие волны впервые были исследованы в работах [1—3]. Они 
будут рассмотрены в разд. 3.8.

3.3 Основные уравнения
Чтобы сформулировать задачу математически, необходимо 

начать с уравнений Максвелла

где

а )

(2) 

(3)

(4)

Ф)

divB =  0
и

В =  цН,
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где а — электрическая проводимость. К этим уравнениям нуж­
но добавить гидродинамическое уравнение движения

р ‘Ж  =  р 0 + ( т ) > <В— 1 (6)

и уравнение непрерывности

■ "•S '= d i v (pv)-
Здесь р — массовая плотность, р — давление, a G — силы не- 
электромагниггного происхождения, действующие на единицу мас­
сы жидкости. В уравнении (6) мы опустили члены, связанные 
с силами вязкости (см. разд. 3.9). Для анализа поведения сжи­
маемой жидкости нам необходимо также соотношение между 
изменением давления и соответствующим изменением плотно­
сти. Для изотропной плазмы, в которой происходит обратимый 
адиабатический процесс, мы имеем

р  =  const pv, (8)
где

— отношениг удельных теплоемкостей. Приведенные соотно­
шения доказываются в руководствах по термодинамике (см., 
например, [4]). В плазме, находящейся в магнитном поле и ха­
рактеризуемой малой частотой столкновений, распределение ско­
ростей может быть анизотропным, так что простое соотноше­
ние (8) оказывается неприменимым (см. [5]). Мы ограничимся 
рассмотрением только тех случаев, для которых справедливо 
уравнение (8).

3.3.1. Член, содержащий магнитную силу

Член уравнения (6), содержащий магнитную силу, можно 
переписать при помощи известного векторного тождества

grad (ab) =  (a grad) b -f- (b grad) a -f- а X rot b +  b X  rot а.
Используя также соотношение (1) и предполагая, что ц, по­
стоянно, а производная dD/dt пренебрежимо мала, получим для 
объемной магнитной силы выражение

Р . = ( 4 ) х в - - - grad ( 1 ^ ) + ^ ( В g , ad)В. ( 10)
Интерпретируем эту силу иначе. Если мы рассмотрим произ­
вольный объем V, то результирующая сила получается интегри­
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рованием по этому объему. Объемный интеграл можно затем 
преобразовать в интеграл по поверхности. Таким образом, ре­
зультирующую силу можно представить как совокупность экви­
валентных поверхностных сил. (Это возможно потому, что маг­
нитная сила имеет природу дивергенции тензора, см., например, 
[6].) Для преобразования нам необходимы векторные тождества

Jgradqx /V ’*  J<pdS (И)
V S

и
J (a grad)bdV  =  J  b (a dS) — J  b div a dV , (12)
V S V

где S — поверхность, ограничивающая объем V, dS — элемент 
поверхности, <р — произвольная скалярная функция, а а и Ь —

cfStrdScos в 
dS^- cfSsin в

Р ис .  3.4. К интерпретации эквивалентных по­
верхностных сил.

произвольные векторные поля. Применение этих тождеств к вы­
ражению (10) дает

(13)
V S S

Введем единичные векторы: п, перпендикулярный к поверхности 
(и направленный наружу от объема V), и В, параллельный маг­
нитному полю (рис. 3.4); получим dS=ndS, В =  ВВ и

В dS =  В dS  (Bn) =  В dS  cos 0,
где 0 — угол между магнитными силовыми линиями и нор­
малью к элементу поверхности. Тогда уравнение (13) можно



94 Гл. 3. Магнитная гидродинамика

записать в виде

=  J ( -  i d S J + f - ^ r e ( c o s 9 d S ) .  (14)
V

Первый член в правой части равенства — магнитное давление, 
равное В2/8я|л, а второй член — магнитное натяжение, равное 
по величине В2/4пц и направленное вдоль силовых линий (см. 
рис. 3.4).

3.4. Плоские волны в несжимаемой жидкости.
Однородное магнитное поле

Чтобы продемонстрировать основные свойства гидромагнит­
ных волн, рассмотрим простой случай плоских волн в несжи­
маемой жидкости с постоянной плотностью р. Тогда имеем

Предположим далее, что начальное магнитное поле В0 одно­
родно и параллельно оси z прямоугольной системы координат 
и что сила pG отсутствует. Допустим, что током смещения 
(dD/dt)/4n  можно пренебречь по сравнению с током прово­
димости i.

Магнитное поле представим в виде

где Ь — поле, созданное током I. Чтобы исследовать плоскую 
волну, распространяющуюся в направлении В0, предположим, 
что все векторы зависят только от координаты z и времени t 
и не зависят от х и у.

В силу соотношений (1) и (3) разд. 3.3 отсюда следует, что 
1г= 0, a Bz= const—Bq. Далее, согласно условию (1), мы можем 
положить Уг=0.

Если систему координат повернуть так, чтобы iv= 0, то из 
формулы (1) и (4) разд. 3.3 получим

Подставим эти значения в уравнение (6) разд. 3.3. Посколь­
ку в соответствии с нашими предположениями grad р  не может

div v =  0. (1)

В — BqH- ь, (2)

(3)

(4)
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Из формул (7) и (8) получаем

дЦу _  r  д2у у с дЧ*Ь2 --dt2 0 dtdz a dt dz '

Подставляя сюда выражения (3) и (5), получаем 

дЧу 4 д \  с2 д \
д& 4яр,р dz2 ■ 4щха dz2 dt

(б)

(в)

иметь составляющих, перпендикулярных оси z, мы получаем

=  о, v x =  const =  О, 

dvy _  в ° дЬу 
dt 4яр|ы dz *

и далее
^р_= ___ 1 Щ )
dz 8я|ы dz

Уравнение (5) разд. 3.3 дает

Е = т - ( т ) х в ’
или, с использованием (4) и (б),

Еу =  Ez =  0.
Уравнение (2) разд. 3.3 дает

дЬ„ dE
~diV = - c ^ f -  (8)

(9)

Если отказаться от требования, чтобы все векторы были незави­
симы от х, то можно показать, что уравнение (9) принимает 
несколько более общий вид

d2by В \ d2by с2 d (d2b„ . д2Ь
dt2 4яр|Х dz2 1 4л \№ dt ы+ш <**»

3.4.1. Бесконечная проводимость

В случае а =оо мы получаем простое уравнение 

д \ _  в% д \
dt2 4я[хр dz2 * (9 6 )
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даже если Ьу произвольным образом зависит от х. Выражен-ие 
(96) представляет собой волновое уравнение, которое описывает 
волны, распространяющиеся со скоростью

V =  +  — ^ — . (10)
~  (4ЯЦР)1/2 (

Гидромагнитная (альвеновская) скорость не зависит ни от 
частоты, ни от амплитуды. Ее значения для некоторых пред­
ставляющих интерес объектов приведены в табл. 3.2.

Решение волнового уравнения (96) имеет вид

by =  A$in{ t— (11)

где амплитуда А может быть произвольной функцией х, а ю — 
угловая частота. Тогда из уравнений (5), (3), (8) и (6) сле­
дует

v y =  — (4л|лр)-1/2 A  sin со [ t — у j , (12)

= £  ( w ) 1'2 А C0S ю (*'“  ' V )* <13>

-у- (4лцр)-1/2 A  sin со { t — y ) ’ (14)

Р =  Ро — ^ АЧ1п2&{* — -т) (15)
(рис. 3.5 и 3.6). Поскольку плотность магнитной энергии волны 
составляет ьЦ8яц, а плотность кинетической энергии рг)у/2, 
то из выражений (11) и (12) видно, что имеет место равнорас­
пределение между кинетической и магнитной энергиями.

В результате наложения поля b на В0 магнитные силовые 
линии, которые в отсутствие гидромагнитных волн представ­
ляли собой прямые

х  =  х0, у  =  у0, (16)
искривляются. Поскольку тангенс угла для силовых линий в 
произвольной точке определяется выражением

dy bu b,.

h f  =  T 7 = - K ’ <17>
то, подставляя (11) в формулу (17) и производя- интегрирова­
ние, находим, что силовые линии представляют собой синусо­
идальные кривые, описываемые уравнениями

х  =  х0, (18)

Ех =

I АУ =  Уо-\---- т.— пж cos сош (4ЯЦР)1/2 ■ ( < -  f ) .  (19)
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Продифференцировав у  по времени, находим, что производ­
ная равна скорости среды (12). Этот факт означает, что в опре­
деленном смысле магнитные силовые линии движутся с той же 
скоростью, что и жидкость. Поэтому часто говорят, что силовые 
линии «вморожены» в жидкость. Однако это всего лишь образ­
ное сравнение и этим термином следует пользоваться с осто­
рожностью.

2

Р и с .  3.5. Индуцированное Рис .  3.6. Индуцированное магнитное 
магнитное поле Ьу, скорость vy, поле Ьу, скорость г/у, ток 1Х как 
ток ix и давление р синусои- функции координаты z в опреде- 
дальной волны как функция ленный мохмент времени. Показана 

времени. также силовая линия результирую­
щего магнитного поля В0 +  Ь.

Следует заметить, что волновому уравнению (96) удовлетво­
ряют решения типа

by =  f ( t - ^ - ) g ( x ) ,  (19а)

где f и g  — произвольные функции. Уравнение (19а) показывает, 
что возмущение произвольной формы распространяется парал­
лельно вектору В со скоростью У, даваемой выражением (10). 
Этого следовало ожидать, поскольку все элементарные волны 
типа (11) распространяются с одной и той же скоростью, а вол­
на произвольной формы может быть получена путем их сложе­
ния. Однако в сжимаемых средах существуют гидромагнитные 
волны других типов, которые могут переносить возмущения по­
перек магнитного поля (см. разд. 3.8).
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3.4.2. Конечная проводимость

Предположим, что проводимость а имеет конечную величину, 
а векторы b и v, как и прежде, параллельны оси у. Предполо­
жим далее, что Ъ и v являются функциями только г  и t. Запи­
шем их в комплексном виде

Ь =  Ь0енш- к1!), (20)
v  =  v 0eJ{at- kz\  (21)

где у =  У —1 , а со, k, b0 и v0 — постоянные, причем все, за ис- 
ключением со, могут быть комплексными числами.

Поскольку d2/dt2 =  — со2, д2/дг2= —£2, dz/dz2d t = —/сой2, то ив 
уравнений (9) и (10) получаем

(22)
или

й = ± - г ( 1 + т ^ Г ' !’ <23>
или в случае слабого затухания приближенно

(24)
Расстояние z 0, на котором амплитуда волны уменьшается 

в 1/е раз, равно обратной величине мнимой части k. Таким 
образом, имеем

,, _8яцаV___ 2fxaV ___  ^ 2оВ0 оВг0
° ~  А 2 ~  кс2 ~  я3/у /V  — ^ y / y / V  ’

где K =  2nV/(i) — длина волны. Выражение (25) приближенно 
выполняется при А.<С>о.

Итак, мы можем написать
b =  b0e - z,z°eM ‘- z/v) (26)

v  =  v 0e - z/z°e)a,(t- z/v), (27)
причем

т£^)' (28)
Последнее выражение получается при помощи формул (5), (20) 
и (21).

Мнимая часть дает фазовый сдвиг скорости v по отношению 
к возмущению магнитного поля Ь. Мы можем также написать

v  =  ъ'0е - г/г°е*а «-*/н)-уф, (29)
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где при малых X/z0

=  (31)
8ft\ieV 2xjBI

Заметим, что в предельном случае низкой проводимости 
уравнение (22) переходит в дисперсионное соотношение, харак­
теризующее скин-эффект в твердотельных проводниках

— глубина обычного скин-слоя.

3.4.3. Гидромагнитные волны как колебания силовых линий

Простую картину движения гидромагнитных волн можно по­
лучить, сравнивая магнитные силовые линии с упругими стру­
нами. Поскольку в определенном смысле силовые линии дви­
жутся вместе со средой, их можно рассматривать как струны, 
имеющие массу, равную массе жидкости, приходящейся на одну 
силовую линию. Согласно разд. 3.3.1, действующими силами яв­
ляются изотропное давление В2/8п\ху которое не оказывает влия­
ния на поперечные колебания несжимаемой среды, и натяже­
ние В2/4я|х, направленное вдоль силовых линий. Для обычной 
струны поперечные колебания в направлении оси у  описываются 
уравнением

mT F = S § r -  (32)

где S играет роль натяжения струны, a m — масса на единицу 
длины (см., например, [7]). Тогда скорость волны

Если мы хотим использовать эти результаты для рассмотре­
ния колебаний магнитных силовых линий, то S нужно заменить 
натяжением на единицу площади, которое, согласно формуле (14) 
разд. 3.3, равно

где

(33)

(34)
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а т — массой жидкости в единице объема, т. е.
т =  р, (35)

и тогда, согласно уравнению (10), скорость равна

(36)
Таким образом, гидромагнитные волны в проводящей жид­

кости можно рассматривать как колебания магнитных силовых 
линий, представляющих собой своего рода «материализован­
ные» струны, к которым «приклеена» проводящая жидкость. Во 
многих случаях такая интерпретация весьма полезна при рас­
смотрении различных явлений. Однако использовать ее при изу­
чении плазмы следует с большой осторожностью, поскольку она 
может привести к ошибочным выводам (см. разд. 5.4).

3.4.4. Гидромагнитные волны как частный случай 
электромагнитных волн

Весьма любопытно, что гидромагнитные волны можно рас­
сматривать как предельный случай электромагнитных волн, не­
смотря на то что их скорость (см. табл. 3.2) часто на много 
порядков меньше скорости света.

Рассмотрим однородное магнитное поле и электромагнитную 
волну, которая распространяется в направлении поля. Скорость 
волны v определяется выражением

v  =  с (8[л)—1/2, (37)

где с — скорость света, е — диэлектрическая постоянная, \х — 
магнитная проницаемость, которую будем считать равной еди­
нице. Электрическое поле волны Е вызывает ток смещения

' — s H a r -  <38>
В вакууме 8=1. При наличии вещества к этому току добав­

ляется ток, текущий в веществе. Обратимся к результатам, 
которые будут получены в разд. 5.3. Рассмотрим плазму и огра­
ничимся простым случаем, к которому можно применить эквива­
лентную цепь, изображенную на рис. 5.6, б. Значения парамет­
ров схемы определяются выражениями (22)—(24) разд. 5.3.2. 
Для частот, значительно меньших, циклотронной индуктив­
ностью L можно пренебречь. Предположим также, что проводи­
мость очень высока. Тогда сопротивлением R можно пренебречь 
и остается рассмотреть только два конденсатора С0=1/4л и 
С = рс21В2. В электрическом поле Е через первый конденсатор
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течет ток смещения ii =  CodEldt, а через второй — ток проводи­
мости ic= C  dE/dt. Тогда результирующий ток

l + - T f T - ) 4 r -  <39>!Ч г (
Сравнивая это выражение с формулой (38), находим, что истин­
ный ток соответствует эквивалентной диэлектрической прони­
цаемости

е9КВ= 1 + - § £ - •  (40)

Подставляя это значение 8 в выражение (37) и учитывая, что 
fi =  l, получим

« =  (1/-2+ с- 2) - 1/2, (41)
где

v = ~ iw p ' (42)

Нетрудно заметить, что полученное выражение дает гидромаг­
нитную скорость, с которой мы встречались раньше. Из фор­
мулы (41) непосредственно следует, что в случае

(43)
скорость распространения электромагнитной волны (37) пере­
ходит в гидромагнитную скорость V.

Связь между магнитогидродинамическими и электромагнит­
ными волнами рассмотрена в работах [8, 9]. Из последних работ 
следует отметить обзоры [10, 11].

Эквивалентную диэлектрическую постоянную плазму можно 
вывести другим способом (см., например, [11]). Вопрос о при­
менимости эквивалентной диэлектрической постоянной рассмот­
рел недавно Ленерт (см. разд. 5.3.2).

3.4.5. Гидромагнитная волна на границе двух сред

Если магнитогидродинамическая волна встречает границу 
раздела двух жидкостей, которые характеризуются различными 
значениями магнитогидродинамической скорости [(10) разд. 3.4.1], 
то волна частично проходит, а частично отражается. Это явле­
ние изучалось в работах [12—17].

Здесь мы ограничимся рассмотрением простых, свободных 
от диссипации волн (о=оо), изученных в разд. 3.4.1, и случаем, 
когда граница между жидкостями перпендикулярна невозму­
щенному магнитному полю В0. Пусть г —0 — граница раздела 
двух жидкостей; магнитогидродинамические скорости равны V\ 
в области 2< 0 и Уг в области z > 0, а магнитное поле падающей
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волны дается соотношением (11) разд. 3.4.1

by — A  sin ю ̂  — ^r- j (z <  0). (44)

Тогда магнитное поле прошедшей волны можно записать в виде 

b'y =  A' sin со^ — (z  >  0), (45)

а магнитное поле отраженной волны — в виде

Ь"у =  A" sin со^ +  (z <  0). (46)

Согласно выражению (8) разд. 3.4, соответствующие электри­
ческие поля будут

Ex =  A ^ s m < * { t - ^ - )  (z < 0 ), (47)

Е'Х =  А '^ -  (z >  0), (48)

E'x =  - A ' Z . s i n u > ( t  +  £ )  (z <  0). (49) 

Если ц =  1, то граничные условия будут:

* , + * . = К  (5°)

Е х+ Е :  =  Е'х. (51)

Как показывает соотношение (7) разд. 3.4, из непрерывности Е х 
в случае а =  со следует также непрерывность скорости v y. 
Уравнения (50) и (51) приводят к соотношениям

А +  А" =  А ' (52)

A V 1— A"Vi =  A ’V2. (53)
Следовательно,

<5 4 >

=  (55)

Поскольку скорости Vi и V 2 составляют

’ ' - • 5 ^  (56>

<57)
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то выражения для амплитуд (54) и (55) принимают вид

2 о*1/2Л / _ Z г2
<58)

п У 2 п V2

л " = г а * А  <59)
При отражении от твердой проводящей границы скорость при­
обретает фазовый сдвиг 180° (относительно падающей волны), 
а индуцированное магнитное поле сдвига фазы не имеет. 
[В этом можно убедиться, если в выражении (59) положить 
р2 =  оо и воспользоваться формулами (44), (46) и уравнением
(5) разд. 3.4 [15].] При отражении от свободной поверхности, 
наоборот, сдвиг фазы на 180° наблюдается у магнитного поля, 
а у скорости сдвига фазы нет.

Рассмотрим теперь случай, когда р, а следовательно, и V 
изменяются непрерывно вдоль магнитной силовой линии. Если 
это изменение достаточно медленное (т. е. | grad р|/р<С1Д, где 
X — длина волны), то отражение незначительно. (Аналогичный 
результат получается в теории световых или звуковых волн.)

В этом случае изменение Ьу и vy можно найти следующим 
простым путем. Проведем достаточно большое количество па­
раллельных плоскостей, отстоящих друг от друга на малом рас­
стоянии Дг, и заменим непрерывное распределение плотности 
таким, при котором она меняется скачком на величину Др =  
=  (dp/dz)Az на каждой плоскости. На каждой такой плоскости 
амплитуда прошедшей волны изменяется на величину А А. Из 
формулы (58) находим, что

АА __  2 (р +  Лр)1/2______j ___  Ар
А  (р +  Др)1/2 +  р1/2 4р '

Следовательно,
А =  const р1/4. (60)

Поскольку А представляет собой амплитуду by, a vy пропорцио­
нальна by/p'l* [см. формулу (12) разд. 3.4.1], то мы имеем

by =  const р1/4, (61)
v y =  const р-,/4. (62)

Этот результат можно также получить из условия сохранения 
энергии, поскольку в том случае, когда выполняется условие 
| grad р|/р<С1Д, существенной потери энергии при отражении 
не происходит.
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3.5. Волны произвольной формы в несжимаемой жидкости
До сих пор мы рассматривали только некоторые частные слу­

чаи с тем, чтобы составить представление о волновом движении. 
Теперь мы перейдем к более общему рассмотрению, которое 
впервые провел Вален [12, 13].

Как и прежде, пренебрежем током смещения. Предположим 
также, что магнитная проницаемость ц постоянна. Из уравне­
ний (2) и (5) разд. 3.3 исключим Е и подставим полученное 
выражение в (1) разд. 3.3. Принимая во внимание, что вслед­
ствие соотношения (3) разд. 3.3 тождество

rot (rot В) =  — ДВ +  grad (div В)
сводится к выражению rot (rot В) = —ДВ, получаем

™ t(v X B )+ 1 | U B - ^ -  =  0. (1)

Подставляя уравнение (1) разд. 3.3 в (6) разд. 3.3, находим

-J-  +  (v g ra d )v -b 1 ^ - B X r o t B  =  0 — jpgrad/?. (2) 

Магнитное поле
В = В 0+ Ь  (3)

слагается из начального поля В0, которое задано и создается 
внешними токами, так что

rot В0 =  0, (4)
и индуцированного поля Ь, которое создается токами, вызван­
ными возмущением. Наша задача состоит в том, чтобы из выра­
жений (1) и (2) найти скорость v и поле Ь.

Общее решение связано с большими математическими труд­
ностями. Вален получил решение для случая несжимаемой жид­
кости плотности р, находящейся в однородном магнитном поле 
В0 [12, 13]. В этом случае имеем

div v =  0, (5)
grad В0 =  0. (6)

Тогда тождества 
rot (v X В) =  (В grad) v — (v grad) В — В div v +  v div B,

(v grad) v =  y  grad v 2 — v X rot v,

В X rot В =  -j grad В2 — (B grad) В
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можно записать в виде
rot (V х  В) =  {(Во b) grad) v — (v grad) В, (7)

(vgrad)v  =  g r a d y ‘i>2— v X r o tv ,  (8)

В X  rot В =  B0 X rot b -j- b X rot b =
=  grad (B0b) — (B0 grad) b +  b X  rot b. (9)

Полагая
G = — grad£/, (10)

получаем из уравнения (1)

(B0 grad) v — - J -  =  — - ДЬ+ (v grad) b — b (grad) v, (11) 

а из уравнения (2)

J - + (v grad) v +  ^  B0 X  rot b +

4я|хрJ^ -b X  rot b +  grad (i/-f--£-) =  0, (12)
ИЛИ

l i r  (B° gfad)b —^ = b Xrot b -  v Xrot v+
+  g r a d [ t /+ ^ - ( /?  +  - ^ r ) +  -s ^ - ( B 0b)]. (13)

3.5.1. Бесконечная проводимость
Если 0 =  oo, то можно найти точное решение уравнений

(11) и (13). Пусть

У = Ы ^ -  (14>

Ё г(В оЬ ) =  4 г [ С В .  +  »)‘ - Й 1 .  (15)
Поскольку

1 2-̂ -рг)22 у ' 4я|л v u ' — 8Я|х
член в правой части уравнения (13), представляющий собой 
градиент, равен нулю, если

+ Р ^ /+ -8 ^ [- (В 0-t-b)2 =  const, (16)

а это означает, что сумма гидростатического и магнитоста­
тического давлений / ? + 5 2/8л:ц = — рU.

Тогда уравнения (11) и (13) сводятся к

(В0 gr ad) b =  (4яцр)1/2 -Ц-. (17)
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Это уравнение показывает, что волна распространяется со 
скоростью

V  =  - ( 5 ^ w  <1 8 >

Уравнениям (11) и (13) удовлетворяет также решение

v = -----Т~~\п  ’ (19)(4п|хр)1/2

тогда скорость распространения будет

V =  — 5 а _ .  (20)
(4яцр)1/2

Следовательно, если скорость v направлена противоположно 
возмущению магнитного поля Ь, то волновая скорость V парал­
лельна заданному магнитному полю В0.

В проведенных расчетах мы нигде не пренебрегали членами 
второго порядка малости. Следовательно, полученный результат 
справедлив даже в том случае, если Ь>В0. Однако если встре­
чаются волны конечной амплитуды с противоположно направ­
ленными скоростями распространения, то возникают сложные 
нелинейные эффекты.

3.5.2. Замечания о действии силы Кориолиса
Интересно отметить, что во вращающейся среде магнитогид­

родинамические волны испытывают действие кориолисовой 
силы. Приведенное выше рассмотрение во избежание слишком 
больших осложнений было ограничено случаем невращающейся 
среды. И сейчас мы сделаем лишь несколько замечаний о дей­
ствии силы Кориолиса.

Как обнаружил Ленерт^ [18, 19], гидромагнитные волны под 
действием силы Кориолиса характерным образом видоизме­
няются. Плоскополяризованная волна расщепляется на две ком­
поненты, поляризованные по кругу и распространяющиеся с раз­
ными фазовыми скоростями. Групповая скорость уже не строго 
параллельна и антипараллельна магнитному полю, и возму­
щение в процессе своего движения испытывает искажение. Фа­
зовые скорости поляризованных по кругу компонент волны 
даются выражением

Уф =  У [(1 - \-н 2?/2±к\ cosq), (21)
где

(22)
©Я cos “ф /ооч
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Здесь ф — угол между нормалью к фронту волны и магнитным 
полем, г|э — угол между нормалью и „сью вращения, X — длина 
волны, со — угловая скорость.

Распространение возмущения с малой амплитудой опреде­
ляется групповой скоростью (см. разд. 3.8.1). Расчет, проведен­
ный Ленертом [19], показал, что возмущение распространяется 
не строго параллельно силовым линиям. Максимальное откло­
нение направления распространения определяется параметром и.

Оценки параметра к [см. уравнение (23)] показывают, что 
влияние силы Кориолиса может оказаться весьма существен­
ным даже для такой медленно вращающейся звезды, как Солнце.

Если амплитуда магнитогидродинамической волны велика, 
то начинают играть роль нелинейные члены, которые приводят 
к связи между различными парциальными волнами, составляю­
щими возмущение. Это означает, что простые результаты, полу­
ченные в разд. 3.5.1, которые справедливы для произвольных 
амплитуд в случае невращающейся жидкости, становятся непри­
годными для больших амплитуд вследствие нелинейных эффек­
тов, обусловленных силой Кориолиса.

3.6. Гидромагнитные вихревые кольца в несжимаемой жидкости
Если кольцо в проводящей магнитной жидкости привести 

в движение со скоростью 2v, то возникнут магнитогидродинами­
ческие волны. Как показал Вален [12—14], оно расщепляется 
на два одинаковых кольца, каждое из которых имеет гидроди­
намическую скорость v (рис. 3.7,а). Одно из них перемещается 
со скоростью +V  (параллельно данному магнитному полю В0), 
а другое со скоростью — V (антипараллельно В0).

Согласно формуле (14) разд. 3.5.1, имеем

=  (1) 2 8л|л ’

а это означает, что кинетическая энергия кольца равна его 
магнитостатической энергии. Вследствие этого центробежная 
сила, связанная с кривизной кольца, всегда скомпенсирована 
магнитостатическим натяжением силовых линий [см. (14) 
разд. 3.3.1].

Другое следствие состоит в том, что гидродинамическое 
уменьшение давления, равное -j pv2, всегда компенсируется маг­
нитостатическим давлением b2/8n\i.

Если проводимость бесконечна, форма колец остается неиз­
менной в процессе их перемещения. Если же проводимость ко­
нечна, но настолько велика, что затухание незначительно, то
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приведенное выше рассмотрение является приближенным. Ос­
новной эффект в случае конечной проводимости состоит в уве­
личении поперечного сечения колец, которое подчиняется тому 
же закону, что и проникновение магнитного поля внутрь про­
водника (скин-эффект). Вещество кольца диффундирует в

Вп

Р и с . 3.7. а — исходное гидромагнитное кольцо расщепляется на 
два кольца, одно из которых движется в направлении -j- В0, а дру­

гое — в направлении — В0 (по Валену). 
б  — сечение гидромагнитного кольца. Гидродинамический поток, 
перпендикулярный плоскости чертежа, индуцирует э. д. с. между 
точками А и С. В идеальном случае она точно компенсируется 

изменением потока через неподвижный контур АРС.

окружающую среду и его границы становятся все более и бо­
лее размытыми. Приближенной мерой диффузии можно считать 
скорость увеличения сечения гидромагнитного кольца

d S ____ с2 /п\
dt 2жт|д,  ̂ '

[см. (7) и (8) разд. 3.9].

3.7. Гидромагнитные колебания жидких тел
В ограниченном объеме магнитной проводящей жидкости 

могут возникнуть колебания, которые можно рассматривать как 
стоячие магнитогидродинамические волны, имеющие длину вол­
ны, сравнимую с линейными размерами тела. Частота таких
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колебаний зависит от структуры тела, а для данной структуры 
существует набор частот, соответствующих различным модам 
колебаний. Приравняв длину волны А,=2яУ/со линейным разме­
рам тела /с, можно оценить порядок величины частоты самой 
длинноволновой моды. Получим

<*> _  У _  Вс /j4
2л 1С 1С (4я|хрс)1/2 *

где Вс и рс — характерные значения напряженности магнитного 
поля и массовой плотности.

Основную частоту можно также оценить из энергетических 
соображений. Рассмотрим шар, заполненный жидкостью с бес­
конечной проводимостью, находящийся в однородном магнитном 
поле В0.

Предположим [15], что шар слегка деформируют (рис. 3.8) 
так, что он принимает форму удлиненного сфероида с полуосями

Р и с . 3.8. Гидромагнитные колебания сферы. Слева — силовые 
линии первоначального поля и линии тока (пунктирные кривые), 

справа — деформированное состояние (по Лундквисту [15]).

R( 1+ а) и 1 — у 0*)' a затем предоставляют возможность сво­
бодно колебаться. Избыточная магнитная энергия, соответ­
ствующая максимальной деформации, равна

a2B2QR3
W 4]i (2)

Если предположить, что колебания являются гармоническими и 
характеризуются угловой частотой со, то к моменту времени, 
когда тело снова принимает форму шара и, следовательно, из­
быточная магнитная энергия обращается в нуль, кинетическая 
энергия равна

UrK= J - p j t a W .  (3)
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Приравнивая 1^магн и W K, получим
а = у ь _  в , (4)

R (4л|ыр)1/2

что согласуется с нашими предварительными оценками по по­
рядку величины [см. формулу (1)].

Впервые анализ гидромагнитных колебаний шара провел 
Шварцшильд [20], чтобы объяснить поведение магнитоперемен­
ных звезд. Однако в этом случае необходимо учитывать грави­
тационную восстанавливающую силу [21, 22]. Для несжимае­
мого шара, обладающего собственным гравитационным полем, 
получен результат [23]

п 32 I 5 J32 
W = - 9 - ^ Р +

где у — гравитационная постоянная. Как указал Каулинг [22], 
гравитационная восстанавливающая сила настолько велика, что 
те весьма низкие частоты, которые были получены из наблю­
дения магнитных звезд, можно объяснить только существова­
нием специальных мод, характеризуемых почти горизонтальным 
движением.

Наблюдаемые изменения магнитных звезд часто очень не­
правильны и связаны с изменением полярности. Вряд ли их 
можно объяснить гидромагнитными колебаниями. Другое воз­
можное объяснение — теория «наклонного ротатора» — также 
сталкивается с определенными трудностями. Рассматриваемому 
вопросу посвящены работы [24—26].

3.8. Гидромагнитные волны в сжимаемой среде.
Магнитозвуковые волны

Мы ограничимся рассмотрением плоских гармонических волн 
малой амплитуды и проанализируем детально случай бесконеч­
ной проводимости.

Предположение о малости амплитуды позволяет отбросить 
малые члены в основных уравнениях разд. 3.3, и уравнения ста­
нут линейными. Эти уравнения упростятся еще больше в случае 
плоских волн. Соответствующие выкладки приводятся в 
разд. 3.8.1. В разд. 3.8.2 выводятся дисперсионные соотношения, 
при помощи которых можно описать распространение волн.

3.8.1. Линеаризация и упрощение основных уравнений
Полное магнитное поле

B =  B0 +  b (1)
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представляет собой суперпозицию невозмущенного поля В0 и 
индуцированного поля Ь, которое обусловлено волновым движе­
нием. Соответствующая плотность равна

Р =  Ро +  Р> (2)
а давление

Р ~  Ро-̂ -Р* (3)
где ро и ро — постоянные. Из предположения о малости ампли­
туды следует, что 6<С-Во, Р'Сро и р<€.ро- Величины Е, v и i для 
невозмущенного состояния равны нулю. Пренебрегая, как и 
раньше, током смещения, из основных уравнений разд. 3.3 по­
лучим

rotb
4я|ы . 

г h (4)

ro tE  = 1и (5)

div b =  0, (6)

B + ( f X 00 о II e
j- (7)

dv f i \
А> i f  —  Ы X  B0 —  grad p , (8)

dp
dt =  P od ivv , (9)

P
Po

II
?

|^
i

(10)

формуле (8) член pG отсутствует, поскольку в
состоянии p0G — g radp0=0.

В Случае плоских гармонических волн любую изменяющуюся 
величину можно представить в виде

f  =  f0 exp {у ((ot — kxx  — kyy — kzz)) , (11)
где x, у  и z  — декартовы координаты, j  =  Y —1; или

f =  f0exp {у И  — кг)}, (12)
где kx, ky, kz — постоянные. Легко убедиться в том, что опера­
ции дифференцирования можно представить следующим об­
разом:

4т = р>  (13)dt
grad = —yk, 

div = —yk •, 
rot =  —yk X •

(14)
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Подставляя решение для плоской волны в линеаризованные 
основные уравнения, получим следующую систему алгебраи­
ческих уравнений:

—У’к X Ь =  ̂ ~  i, (15)

—ук X Е —— (16)
кЪ =  0, (17)

Е  +  ( т ) Х В о  =  - | .  ( 18)

yopoV  =  (-j-) х  Bo+yk/J, (19)

— У'®Р =  Ро (— y'kv), (20)

р _  VP 
Ро Ро

(21)

Выражения (11) и (12) соответствуют плоской волне с вол­
новым числом k. Волновой вектор к перпендикулярен поверхно­
стям постоянной фазы.

Поверхности постоянной фазы перемещаются с фазовой ско­
ростью

у * - т  -  ■ (22)
или в векторной форме

V* =  ^ - k .  (22а)

Волну произвольной формы .можно получить путем суперпози­
ции элементарных плоских волн вида (12). Различные пар­
циальные волны, из которых состоит «волновой пакет», могут 
двигаться с различными фазовыми скоростями, а сам волновой 
пакет движется с групповой скоростью, которая определяется 
соотношением

\т д(д ~ . д(1) ~ . д(й ~ /по\
у г р = ж : х + ж ; У + - ^ 7 2> (23)

где х, у и z — единичные векторы в направлениях осей х, у и z 
(см. [27]). Групповая скорость определяет скорость распростра­
нения данного возмущения.

Для вычисления Уф и Vrp необходимо знать связь между ча­
стотой со и волновым вектором к. Эта связь определяется дис­
персионным соотношением, которое мы получим из системы 
уравнений (15)— (21).
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3.8.2. Дисперсионное соотношение и моды распространения
Чтобы вывести дисперсионное соотношение, исключим из 

уравнений (15) — (21) все переменные, кроме v. Прежде всего 
исключим i и р из уравнения (19) при помощи соотношений 
(15), (20) и (21):

&  Роу = - l 4 _ (k X b )X B o  +  ^ r  (Ry)k - (24)
Затем для b получаем выражение

K =  - T k X < vX B 0) + 1 ; ^ 5-k X (k X b ). (25)

которое следует из формул (15), (16) и (18). Поскольку
k X (k X  b) =  k (kb) —

и в соответствии с (17) kb =  0, соотношение (25) приводится 
к виду

b ( 1 - ^ S j )  =  - ¥ k X ( v ><B»>- <26>

Наконец, комбинируя (24) и (26), получим довольно громоздкое 
выражение:

y«p0v + ^ - ( k v ) k  =

=  -Щф (>- J гщйгГ'Ко X (k X [к X (v X Во)!)-
Дважды используя векторное тождество

а X (b X с) =  b (ас) — с (аЪ), 
мы можем переписать его в виде [28]

----- ^ 2Po}v +  { ( ^  +  Y ^ ) k - - ^ - B 0} ( k v ) -

— ^ ( BoV) k  =  0 - (27)
где множитель

(28)
стремится к 1, если о=оа. Далее мы ограничимся случаем бес­
конечной проводимости, так что в выражении (27) F=  1.

Для различных мод колебаний из уравнения (27) мы полу­
чим различные дисперсионные соотношения. Удобно рассмот­
реть отдельно колебательную моду, соответствующую случаю,
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когда скорость v перпендикулярна векторам к и В0 (рис. 3.9), 
и случаи, когда v компланарна с векторами к и В0 (рис. 3.10).

Случай 1. v перпендикулярна к и В0 (рис. 3.9). (Поперечные 
волны с движением среды перпендикулярно В0.)

Р и с . 3.9. Направления 
векторов В0, к и v в слу­
чае поперечной волны. когда скорость компланарна 

с векторами В0 и к.

Поскольку в этом случае (kv) =0  и B0v=0, то дисперсионное 
соотношение (27) при условии F=  1 принимает простой вид

В0к(0 =
(4яцр0)1/2 ’

(29)

Поскольку (B0k) =  Bok cos <р (см. рис. 3.9), фазовая скорость в 
соответствии с формулой (22) равна

где
^ ф =  ^ -  =  Ксо8ф, 

J h __

Ф— k 

V :

(30)

(31)
(4яцр0)1/2 

— гидромагнитная скорость.
Вычисляя групповую скорость по формуле (23), получим со­

отношение
Vrp =  V z, (32)

которое означает, что возмущение распространяется параллель­
но магнитному полю Во со скоростью, равной обычной гидромаг­
нитной скорости. Таким образом, мы получили обычную гидро­
магнитную *волну типа, рассмотренного в разд. 3.4.1. Подобного 
результата следовало ожидать, потому что скорость v перпен­
дикулярна к, так что в соответствии с формулой (20) флуктуа­
ция плотности обращается в нуль (в линейном приближении),
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и сжимаемость жидкости не играет теперь никакой роли. (Отме­
тим, что изменение давления, полученное в разд. 3.4.1, является 
величиной второго порядка малости по отношению к ампли­
туде А.)

Случай 2. v компланарна В0 и к (рис. ЗЛО).
В этом случае волна обычно не является ни чисто продоль­

ной, ни чисто поперечной. Разложим вектор скорости на компо­
ненты, параллельные В0 и к [28]:

v =  az -f  Рк> (33)
где z — единичный вектор в положительном направлении 
оси z, а к — единичный вектор, параллельный вектору к. По­
скольку

B0k =  B0kcosq>, (34)
B0v =  (xi?0 —|— р£ 0 cos ф, (2^)

kv =  ak cos ф+ p£, (36) 
уравнение (27) при F =  1 принимает вид

( 4̂ -  ^2соз2Ф— ®2Ро) («2+ рк) 4- { ( - ^ г  +  т )  й2к -
В2 1 В2

cos ф21 (a cos ф +  Р) — k2 cos<p(a+p cos <р)к = 0

(3.7)
Вводя скорость звука

<38>
(см., например, [29]) и магнитогидродинамическую скорость

(39>

после деления на ро мы можем переписать уравнение (37) 
в виде

асо2 +  pi/2#2 cos ф =  0, (40)

acW  cos ф +  р {(К2 +  cl) k2 —  <о2} = 0 .  (41)
Эта система уравнений определяет коэффициенты а и р и, сле­
довательно, угол i|> между скоростью движения вещества и вол­
новым вектором. Поскольку система уравнений является ли­
нейной и однородной, то она имеет ненулевое решение, если ее
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детерминант равен нулю:
со2 V2k2 cos ф

■ 0>

так что

(42)

(43)

d k 2 COS ф  ( ’V2 - ( -  Ci)  tl —  £|)2

со4 — <oV (I/2 +  с2) +  c2sV2k4 cos2 ф =  0.
Уравнение (43) и есть искомое дисперсионное соотношение.

Вводя фазовую скорость (22), дисперсионное соотношение 
можно переписать в виде

V i  -  {V2 +  $  V l  +  c2sV2 cos2 ф =  0. (44)
Поскольку дискриминант этого уравнения равен

D  =  (:V2 +  <?s? — 4г2!/2 cos2 ф =  (V 2 — г2)2+ 4c2V2 sin2 ф,
то всегда имеется два действительных и неотрицательных корня 
для 1/ф, соответствующих двум различным модам распростра­
нения волн.

Р и с . 3.11. Полярные диаграммы фазовых скоростей модифициро­
ванной гидромагнитной (V х) и модифицированной звуковой (V2)

волн.
a — V >  cs; 6 — V < c s-

Обозначим фазовые скорости, соответствующие этим двум 
модам, V i= V i^ ) и У2=У2(ф). На рис. 3.11 они представлены 
как функции ф в полярных координатах. Как показывают диа­
граммы, одна из мод характеризуется тем, что ее фазовая ско­
рость равна гидромагнитной скорости V при ф=0. Мы можем 
назвать этот тип колебаний модифицированной гидромагнит­
ной волной и обозначим ее фазовую скорость =  Vi (ф). Дру­
гую моду, фазовая скорость которой равна скорости звука cs, 
когда ф=0, можно назвать модифицированной звуковой волной. 
Ее фазовую скорость обозначим У2= ^ 2(ф).
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Рассчитаем угол i|> между вектором скорости v и волновым 
вектором к. При заданном <р величина -ф определяется отноше­
нием а /p (см. рис. ЗЛО).

Из уравнения (40) следует, что
« V2 /лк\—  =  — -§-cos<p, (45)

и непосредственное геометрическое рассмотрение дает
, . sin ф cos® /ЛСч

* * * -  т  

где Уф в свою очередь определяется из формулы (44).
Поскольку значение г|) отлично от 0 и я/2 (за исключением 

случая, когда ф также равно 0 или я/2), модифицированные 
звуковые волны и модифицированные гидродинамические волны 
в общем случае не являются ни чисто продольными (t|)=0), ни 
чисто поперечными (г|)=я/2).

Таблица 3 J
Фазовая скорость и угол <ф для частных случаев ф =  0 и 

Ф =  я/2 (см. рис. 3.10)

* s < v

ф =  0 ф =  Я/2 ф =  0 ф =  Я/2

Модифицирован­
ная звуковая 
волна

Фазовая
скорость

0 (V 2 +  c f 2

Угол -ф 0 jt/2 0 0

Модифицирован­
ная гидромаг­
нитная волна

Фазовая
скорость

V ( у г + > Т V 0

Угол -ф я/2 0 jt/2 я/2

В табл. 3.1 представлены значения, которые принимают фа­
зовая скорость и угол гр в частных случаях ф =  0 и ф =  я/2.

Из табл. 3.1 находим, что когда ф=0, модифицированная 
гидромагнитная волна является поперечной (г|)=я/2) и распро­
страняется параллельно вектору В со скоростью, равной У. 
Иными словами, она вырождается в обычную гидромагнитную 
волну. Аналогично при ф =  0 модифицированная звуковая волна 
является продольной (г|) =  0) и распространяется параллельно В
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со скоростью звука; это обычная звуковая волна. Табл. 3.1 пока­
зывает также, что существуют продольные волны (яр=0), рас­
пространяющиеся со скоростью (1̂ 2-Ьс?) перпендикулярно 
магнитному полю. Это магнитозвуковые волны (в узком смысле 
слова). При помощи формул (23) и (43) нетрудно показать, что 
не только фазовая, но и групповая скорость этих волн направ­
лена перпендикулярно вектору В [и равна (Vr2 +  ^ )1/], так что 
эти волны способны переносить возмущение поперек магнитного 
поля.

3.9. Критерии применимости магнитной гидродинамики

Уравнение (25) разд. 3.4 определяет расстояние г0, которое 
проходит слабо затухающая гидромагнитная волна, прежде чем 
ее амплитуда уменьшится в е раз. Это расстояние значительно 
больше длины волны, если

г0 ц1/2дВ0Л 1 /1 \
х jt3/y/V  ^  У )

Поскольку для существования четко выраженных гидромагнит- 
ных волн требуется, чтобы затухание было мало, неравенство 
(1) является критерием применимости магнитной гидродина­
мики к волновому движению.

Критерий (1) справедлив также для волн в сжимаемой 
среде. Это видно из соотношений (27) и (28) разд. 3.8.2, если 
положить k =  2n/Xt u)lk =  B0ly4n\\p  и иметь в виду, что зату­
хание слабее или сильнее в зависимости от величины мнимой 
части множителя F.

Таким образом, отбрасывая несущественные численные мно­
жители, мы можем записать критерий существования ясно вы­
раженных гидромагнитных волн в виде неравенства

-“д а 1 » 1- (2)
Безразмерный параметр

у}/2оВ0Х /оч
.1/2.2 w

впервые был введен Лундквистом [15].
Перейдем теперь от рассмотрения частного случая волнового 

движения к общему случаю:
При помощи уравнения (1) разд. 3.5

I с* л» дВ
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которое получено путем исключения электрического поля из ос­
новных уравнений (1), (2), (5) разд. 3.3, можно выявить один 
важный аспект взаимосвязи между магнитным полем и движе­
нием вещества. Чтобы определить относительный вклад различ­
ных членов этого уравнения, используем оценки

|ro t ( v X B ) | =  - ^  (5а)1С
И

|ДВ | =  - 4 ,  (56)
1 С

где vc, Вс и /с — характерные величины скорости, магнитного 
поля и линейных размеров изучаемого явления. Подобный метод 
оценки членов дифференциальных уравнений заменой диффе­
ренцирования по координатам умножением на величины, обрат­
ные характерным длинам, оказывается весьма полезным и часто 
используется на практике. Но это, очевидно, очень грубый ме­
тод, и в отдельных случаях им следует пользоваться с большой 
осторожностью.

Из уравнений (4), (5а) и (56) следует, что при малых зна­
чениях магнитного числа Рейнольдса

(6)

первый член уравнения (4) пренебрежимо мал по сравнению со 
вторым [46]. В таком случае формула (4) приводится к урав­
нению диффузии

Д В  =  Т Г Т Г ’ <7 >

где коэффициент диффузии дается выражением

D =  ~л~ — * (8)4я|ы(Т 4 1

Это означает, что движение вещества не оказывает существен­
ного влияния на магнитное поле.

Если Rm велико по сравнению с единицей, то можно пре­
небречь вторым членом и получим уравнение

rot (v X В) — =  0, (9)

из которого следует, что магнитный поток через любой контур, 
связанный с движущимся веществом, остается постоянным. 
В этом можно легко убедиться, если записать скорость измене­
ния потока через движущийся контур (рис. 3.12) в следующем
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виде:
d ф 
dt =  J  J  +  =

= ш
Таким образом, условие

дЪ
dt rot(v X В) dS =  0. (10)

(Н)

соответствует случаю, когда магнитные силовые линии перено­
сятся движущейся жидкостью и могут рассматриваться как 

«вмороженные». Однако его нельзя считать 
критерием применимости магнитной гидро­
динамики. Например, это условие может 
выполняться для жидкости, обладающей 
высокой проводимостью, но магнитное 
поле в которой настолько слабо, что оно 
не влияет на движение. Такая жидкость ве­
дет себя в соответствии с законами обыч­
ной гидродинамики. Магнитная гидроди­
намика применима в том случае, когда в 
жидкости присутствует достаточно сильное 
магнитное поле. Обозначим его через В0; 

Вс — характерное значение его напряженности. В среде, движу­
щейся со скоростью v, индуцируется магнитное поле Ь; таким 
образом, полное поле будет В0+Ь. Условие малости второго 
члена в уравнении (4) записывается тогда в виде

Р и с . 3.12. Изменения 
магнитного потока 
через движущийся 

контур.

4л\хоГ
(12а)

Тогда первый и последний члены равны; это означает, что
BcVa.

t» (126)

Для гидромагнитных явлений в уравнении движения (6) разд..3.3 
существенную роль играет член, содержащий магнитное поле. 
Это означает, что он сравним с инерционным членом. Таким 
образом (принимая во внимание, что ток i связан с наведенным 
полем Ь), получаем

fщ  _  ЬСВС
tc Ащ1с '

Из .уравнений (126) и (12в) следует, что

(12в)

bc =  v c УЧядо.
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Комбинируя уравнения (12а) и (12г), мы снова приходим к кри­
терию Лундквиста

< 1 3 >

который теперь вместо к содержит /с.
В табл. 3.2, составленной Ленертом [30], представлены ти­

пичные значения L, характерные для лабораторных эксперимен­
тов и плазмы космического пространства. Условие (13) обычно 
очень хорошо выполняется для космической плазмы (см. [31]).

Вязкое затухание. Поскольку все результаты этой главы по­
лучены без учета вязкости жидкости, мы установим критерий, 
указывающий, в каких случаях вязкостью можно пренебречь. 
Для вязкой несжимаемой жидкости уравнение движения 3.3(6) 
имеет вид

Р - J -  =  ро +  ( - f ) х  в —  grad р  pv div grad v, (14)

где pv — динамическая вязкость.
Как и прежде, дифференцирование по пространственным ко­

ординатам мы заменим умножением на 1//с, а дифференциро­
вание по времени — умножением на v j lc, где vc и 1С — характер­
ные скорость и длина. В таком случае оказывается, что порядок 
величины отношения инерционного и вязкого членов уравнения 
(14) определяется числом Рейнольдса

R =  (15)

Вязким затуханием можно пренебречь, если

Я =  - ^ - » 1 .  {16)

Это условие полностью аналогично критерию (11), и его можно 
рассматривать как условие «вмороженности» трубки силовых 
линий. Рассуждения, подобные использованным при выводе ус­
ловия (13), приводят к неравенству [30]

^  =  V /2py^ ^

которое аналогично критерию Лундквиста.
Как показывает табл. 3.2, для космической плазмы условие

(17) в большинстве случаев хорошо выполняется.
Теплопроводность. Напомним, что условие, при котором изо­

термические поверхности перемещаются вместе с жидкостью



Таблица 3.2
Характерные величины для магнитогидродинамических экспериментов и космической плазмы [30]

VСМ йо­ге
рс ,

г/см3 CGSE
V,

см/сек С

Лабораторные эксперименты:
Ртуть 10 104 13,50 9,20 • 1015 7,66 • 102 1 6,8 • 10е
Натрий 10 104 0,93 9,37 • 1016 2,92 • Юз 38 4 ,6 -10е
Ионизованный газ (водород) 10 103 1 0 -ю 4,8 • 10»“ 3 -1 0 7 2 • 103 4 - 103

Космическая плазма: 
Недра Земли 2 • Ю8 10 (?) 10 7-1015 1(?) 2 • 104 (?) 2 • 10'° (?)
Солнечные пятна 109 2 • 103 кг4 4 • 1014 6 -1 0 4 109 2 • 10“
Солнечная грануляция ю8 ю2 ю-7 7 • 1013 9 -1 0 4 107 108
Магнитопеременные звезды 1012 104 1(?) 7 • 1015 3 • 103 (?) 3-10>1(?) 101» (?)
Межзвездное пространство (обла­ 1022 10~5 (?) 10 24(?) 7 • 1012 (?) 3 • 106 (?) 3 • 102‘ (?) 3 • 107 (?)

сти повышенной конденсации)
Межпланетное пространство 1013 10~4 10-23 7 • 1014 (?) 9 • 106 1015 1
Солнечная корона ю11 1(?) НГ18(?) 7 • 1015 (?) 3 • 108 (?) 3 • 1015 (?) 3 -1 0 2 (?)

линеййые размеры,
Вс — напряженность магнитного поля, 
Рс— плотность, 
ос — проводимость,

V  — магнитогидродинамическая скорость, 
l= bcic (а/с2) д1/2 р-Щ
i i - W T 1* -1*2* '1*-



3.9. Критерии применимости магнитной гидродинамики 123

(в том случае, когда работа сжатия пренебрежимо мала), 
имеет вид

(18)

Здесь к — температуропроводность (которая связана с тепло­
проводностью k соотношением x=fe/pcv, где cv — удельная тепло­
емкость при постоянном объеме). Для гидромагнитных явлений 
это условие означает [30, 32]

(19)
Явления в плазме. Следует отметить, что основные уравне­

ния магнитной гидродинамики (разд. 3.3) выведены в предполо-

Ри с .  3.13. Скорость гидромагнитной волны V  как функция на­
пряженности магнитного поля В0. Кружочки соответствуют экспе­
риментально измеренным значениям; прямая линия свидетельствует 

о пропорциональной зависимости V  от В0 [41].

жении, что проводящую среду можно рассматривать как жид­
кость. Это важное ограничение, поскольку, если среда представ­
ляет собой плазму, иногда необходимо использовать микроско­
пическое описание, в котором учитывается движение частиц, 
входящих в состав плазмы. К таким явлениям в плазме, как 
амбиполярная диффузия, убегающие электроны, микроволны, 
гидромагнитное описание неприменимо. Весьма интересен тот 
факт, что для плазмы достаточно низкой плотности картина
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«вмороженных» силовых линий не всегда отражает действитель­
ность (см. разд. 5.4).

Рис .  3.14. Осциллограммы, иллюстрирующие отраже­
ние гидромагнитных волн.

Верхний луч показывает индуцированное электрическое 
напряжение волны (J (в вольтах), нижний — индуцирован­
ное (азимутальное) магнитное поле Ь0. Первый импульс 
соответствует падающей волне, второй — отраженной.
Задержка между импульсами равна времени прохожде­
ния волной расстояния до конца трубы и обратно. 
а — отражение от твердой проводящей поверхности; 
б  — отражение от поверхности раздела между плазмой 

и нейтральным газом [41].

3.10. Экспериментальные наблюдения гидромагнитных волн
В лабораторных экспериментах с электрически проводящими 

жидкостями трудно добиться выполнения условия (13) разд. 3.9 
(см. табл. 3.2). Тем не менее были предприняты попытки полу­
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чить гидромагнитные волны в ртути [33, 34] и жидком нат­
рии [35].

В плазме можно получить большое значение числа Лунд­
квиста L = B clc(a/c2) p поскольку плотность р мала. Гидро­
магнитные волны в плазме изучались целым рядом авторов 
[36—42]. Некоторые результаты, полученные в лаборатории 
Беркли, представлены на рис. 3.13 и 3.14. Эти результаты отно­
сятся к волне крутильного типа в водородной плазме при тем­
пературе 10000°К с плотностью ионов 5* 1015 см~3. На рис. 3.13 
измеренная скорость волны показана как функция напряженно­
сти постоянного аксиального магнитного поля. Рис. 3.14 иллю­
стрирует отражение гидромагнитного импульса от проводящей 
пластины (а) и от границы раздела плазма — нейтральный 
газ (б). В первом случае фаза электрического поля волны ме­
няется на 180°, а фаза магнитного поля остается неизменной; 
во втором случае, наоборот, фаза магнитного поля меняется 
на 180°, а фаза электрического поля не меняется, что находится 
в согласии с теорией (см. разд. 3.4.5).

ДРУГИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ

3.11. Установившееся движение проводящих жидкостей 
в магнитном поле

Движение проводящей жидкости в магнитном поле изуча­
лось Ампером, который проводил опыты со ртутью. Однако 
гидромагнитные эффекты вследствие низкой проводимости были 
малы. Поэтому магнитная гидродинамика, которая, возможно, 
была бы открыта как следствие этих экспериментов, оставалась 
неизученной еще в течение столетия.

Установившееся течение ртути в трубках поперек магнит­
ного поля было исследовано как теоретически, так и экспери­
ментально Гартманном и Лазарусом [43]. Дальнейшие исследо­
вания аналогичных проблем проводились Шерклифом [44] и 
Мургатройдом [45].

Теоретические и экспериментальные исследования поведения 
проводящих жидкостей в магнитных полях были выполнены 
Ленертом [30, 46, 48]. В одном из его экспериментов убедитель­
но показано, что присутствие магнитного поля вносит анизотро­
пию в проводящую жидкость (см. разд. 3.11.1).

Присутствие магнитного поля оказывает сильное влияние на 
возникновение турбулентности и тепловой конвекции. Хотя неко­
торые из аспектов этих явлений оказываются важными для кос­
мической физики, они выходят за рамки настоящей монографии,
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и читатели, интересующиеся этими вопросами, могут обратиться 
к книге Чандрасекара [49].

Р и с .  3.15. Вверху  — сосуд с вращающимся медным диском для изучений 
движения ртути в присутствии внешнего магнитного поля. Внизу слева —  
поверхность ртути при напряженности поля В =  4300 гс (вид сверху). Видны 
следы песчинок, обнаруживающие движение ртути. Справа — фотография 
проволочной сетки, показывающая деформацию поверхности ртути. Видны 
стационарные вихри, образующиеся по обе стороны от кольца движущейся

ртути [50].

Огромный интерес для астрофизики представляет задача об 
установившемся вращении массы проводящей жидкости в маг­
нитных полях. В разд. 3.11.2 мы выведем теорему изоротации, 
которую обычно называют по имени ученого, открывшего ее, 
теоремой Ферраро.
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3.11.1. Анизотропия, вносимая магнитным полем. Эксперименты
Поведение проводящей жидкости сильно изменится, если ее 

поместить в магнитное поле. Это легко продемонстрировать экс­
периментально [46]. Например, ртуть в отсутствие магнитных 
полей по консистенции напоминает воду, в том смысле, что ее 
встряхивание приводит к мелкомасштабному беспорядочному 
движению и появлению на поверхности мелкой подвижной ряби. 
В сильном магнитном поле ртуть подобна сиропу. Теперь встря­
хивание вызывает только большие вихри, причем оси таких вих­
рей параллельны магнитному полю, а поверхность стремится 
остаться гладкой. Тенденция вихрей выстраиваться параллельно 
магнитному полю является проявлением анизотропии, создавае­
мой полем. Любое движение стремится стать однородным вдоль 
магнитного поля, или, иными словами, стать двумерным. Это хо­
рошо иллюстрируется другим экспериментом, поставленным Ле- 
нертом [50]. Схема его прибора приведена на рис. 3.15, а. На дне 
плоского медного сосуда, наполненного ртутью и помещенного 
в вертикальное магнитное поле, вращается медный диск. Было 
обнаружено, что при включении сильного магнитного поля ртуть 
увлекается диском (см. рис. 3.15,6 и 3.15,в). Это явление совер­
шенно аналогично одному из явлений обычной гидродинамики. 
В соответствии с теорией Тейлора — Праудмана, движение во 
вращающейся жидкости стремится стать однородным вдоль ли­
ний, параллельных оси вращения (см., например, [49]). Это одна 
из нескольких аналогий между магнитным полем и полем вих­
ревого движения. (Вращение твердого тела соответствует одно­
родному полю вихревого движения.)

3.11.2. Закон изоротации Ферраро
В описанных опытах проводимость была весьма низкой. 

В астрофизических явлениях проводимость часто можно считать 
бесконечной. В таком случае тенденцию движения к постоянству 
вдоль силовой линии можно выразить точно в виде некоторой 
общей теоремы.

В соответствии с общими уравнениями разд. 3.3 имеем

rot В =  ^21Li, (1)
(2) 

(3)

(4)

div В =  0,



128 Гл. 3. Магнитная гидродинамика

Поскольку в стационарном случае dldf =  0, то из уравнений 
(1) — (4) следует

rot (v X В) =  — j- rot (-i- rot В). 

Если проводимость бесконечна или, точнее, если

(5)

(6)

где 1С и vc — характерные длина и скорость (см. разд. 3.9), то 
правая часть уравнения (5) обращается в нуль, так что

rot(v X В) =0. (7)
Выберем цилиндрическую систему координат (координаты г, ф, г 
и единичные Еекторы г, ф, z; рис. 3.16) так, чтобы ось совпадала

с осью вращения жидкости. Тот факт, 
что движение является чисто враща­
тельным — но не обязательно враще­
нием твердого тела, — можно выра­
зить соотношением

v =  согф, (8)

где ш — функция координат г и г .  (Не­
зависимость со от ф является след­
ствием условия стационарности.) Маг­
нитное поле В может иметь компонен­
ты по всем трем координатам

Р и с .  3.16. Система коор­
динат, используемая при 
доказательстве теоремы 

Ферраро. В =  £ гг +  £ фФ +  £ г2, (9) 
однако мы потребуем вращательной симметрии, что означает

дВг dB(f_дВг
dq> =  0.

Из рис. 3.16 следует, что

v X B  =  (or(Bzr — Вг2).

(10)

(11)

Применяя операцию rot к уравнению (11) и используя усло­
вие (10), получим

~ I д , „ , д
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Поскольку <?(1>/<?ф =  0, можно переписать это соотношение 
в виде

+ '(В' £  + В«±% + ВШ
или в более компактной форме

rot(v X В) =  ф {rcodiv В +  г (В grad)со}. (12)

Тогда из уравнений (3) и (7) следует
(Bgrad)a> =  0. (13)

Это означает, что производная со в направлении магнитного поля 
равна нулю. Иными словами, в случае установившегося движе­
ния угловая скорость постоянна вдоль силовых линий магнит­
ного поля.

Закон, выражаемый формулой (13), называется законом изо­
ротации, или теоремой Ферраро.

Известно, что обширный класс звезд имеет сильные магнит­
ные поля; более слабые магнитные поля существуют у нашего 
Солнца (а возможно, также у большинства остальных звезд). 
Таким образом, важность доказанной теоремы для физики звезд 
является очевидной. Теорема имеет также большое значение 
при изучении движений межзвездной среды, находящейся в 
магнитном поле звезд. Поскольку предположение о высокой про­
водимости является весьма существенным, теорема непосред­
ственно применима только в том случае, если плотность на­
столько велика, что имеет смысл говорить о проводимости 
(плазма «средней» и «высокой» плотности, см. разд. 5.1). Ее 
можно применять также и к плазме «низкой» плотности, од­
нако в подобных случаях ее справедливость следует тщательно 
проверять. Возможно, что Солнце при своем вращении увлекает 
определенную внутреннюю область межпланетного простран­
ства [51]. Это может заметным образом влиять на вариации 
интенсивности космического излучения (см., например, [52, 53]). 
Эффект увлечения плазмы вращением Солнца мог сыграть ре­
шающую роль в процессе формирования нашей планетной си­
стемы [54—56].

Установление изоротации между магнитной звездой и окру­
жающей ее плазмой требует передачи углового момента цен­
тральным телом плазме. Передача углового момента может осу­
ществляться посредством магнитного поля, и таким образом 
вращающаяся звезда может потерять значительную часть своего 
углового момента. Это обстоятельство, возможно, объясняет
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медленное вращение некоторых звезд, в том числе и нашего 
Солнца. Согласно Тер Хаару [57], достаточное торможение спо­
собны создать только электромагнитные процессы. Люст и Шлю- 
тер [51] проанализировали перенос углового момента магнит­
ными полями. По их оценкам, для почти полного торможения 
вращения звезды потребуется несколько миллионов лет.

Эксперименты по масштабному моделированию совместного 
вращения очень трудны, поскольку линейные размеры и прово­
димость, достижимые в лабораторных условиях, малы. Но не­
смотря на то, что точное моделирование космической плазмы 
невозможно (см. разд. 4.2.2.), в лабораторных условиях можно 
поставить качественные эксперименты по наблюдению явления 
совместного вращения в проводящей жидкости [58].

3.12. Магнитная гидростатика
В условиях установившегося равновесия бесконечно прово­

дящей среды v=0, d/d t= 0, 1/сг=0, и поэтому основные уравне­
ния разд. 3.3 принимают вид

rotB  =  i ^ i ,  (1)

div В =  0, (2)

p G - g r a d / M - ( 4 ) x B  =  0, (3)

где рО — силы немагнитного происхождения.
Исключая i из уравнений (1) и (3), мы получаем магнито- 

гадростатическое уравнение

рО -  grad P +  ̂ r  (rot В) X В =  0. (4)

Если мы распишем член, соответствующий магнитным силам, 
так же, как в разд. 3.3.1, то получим

Р° ~  grad Р -  §rad +  — 4Явц ' В = ° -  (5)

Следует различать два типа магнитогидростатического равно­
весия:

1) Магнитные силы уравновешены силами немагнитного про­
исхождения (тяготение, газокинетическое давление и т. д.).

2) Магнитная сила и результирующая немагнитных сил 
равны нулю. В этом случае магнитное поле является «бессило- 
вым» [59, 60].

Первый случай может иметь место в некоторых космических 
объектах. В книге Каулинга «Магнитная гидродинамика» [61]
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рассматриваются проблемы равновесия в солнечных пятнах, 
протуберанцах и спиральных ветвях галактик.

Второй тип равновесия также играет важную роль в косми­
ческой физике. Бессиловое равновесие может возникнуть в том 
случае, когда сила тяготения и газокинетическое давление соот­
ветствуют плотностям энергии, значительно меньшим, чем плот­
ность энергии магнитного поля. Кроме того, в достаточно раз­
реженной плазме, где частота столкновений значительно меньше 
ларморовской частоты, электрический ток стремится течь парал­
лельно магнитному полю, так что магнитные силы исчезают (см. 
разд. 5.5.3).

Мы ограничимся лишь некоторыми замечаниями, касающи­
мися второго случая — бессиловых магнитных полей. Такие поля 
рассматриваются в разд. 5.5.3. Читателям, интересующимся дру­
гими типами магнитогидростатического равновесия, следует об­
ратиться к обзорам Каулинга [61] и Данжи [62].

3.12.1. Бессиловые магнитные поля
Равенство нулю магнитной силы означает, что

где а  — произвольная скалярная функция, которая должна удов­
летворять единственному условию

Это условие получается, если применить к уравнению (7) опе­
рацию div и принять во внимание, что divB =0.

В качестве примера можно рассмотреть случай цилиндриче­
ской симметрии при условии а = const, который был проанали­
зирован Лундквистом [59]. Компоненты уравнения (7) имеют 
вид

(rot В ) Х В  =  0.
(Всюду предполагается, что \х = const.) 

Условие (6) выполняется, если
rot В =  аВ,

(6)

(7)

(grad а) В =  0. (8)

(9)

(10)

Исключая В,р, получим уравнение 
1 д I дВл  ,
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решением которого является функция Бесселя нулевого по­
рядка

Bz =  A J0(ar), (12)
где А  — произвольная постоянная. Теперь из уравнения (9) 
можно найти

Ву =  А1г (аг). (13)
Структура магнитного поля показана на рис. 3.17.

Впоследствии в разд. 5.5.3 в связи с приложениями к косми­
ческой плазме мы рассмотрим частный случай бессилового поля, 
которое не соответствует а = const, но тем не менее имеет опре­
деленное сходство с полем, представленным уравнениями (12) 
и (13).

Общее вращательно-симметричное решение уравнения (7) 
с постоянной а было получено Люстом и Шлютером [60]. Как

показал Чандрасекар [63, 64], его мож­
но выразить при помощи функций Ге- 
генбауэра. Показано также, что для 
любого данного тороидального маг­
нитного поля можно найти такое по- 
лоидальное поле*, что их суперпози­
ция будет бессиловой; и наоборот, ес­
ли дано полоидальное поле, то всегда 
найдется тороидальное поле, которое 
приведет к бессиловой суперпозиции. 
Общее решение без ограничений по­
стоянной а было получено Шлютером 
[65] для случая цилиндрической сим­
метрии (при условии д/дг==0).

Может возникнуть вопрос, остает­
ся ли магнитное поле бессиловым, ес­
ли его напряженность уменьшается 
вследствие конечной электрической 
проводимости. Этот вопрос был рас­

смотрен Лундквистом [59], который показал, что магнитное поле 
остается бессиловым при обязательном условии, что а [опреде­
ляемая уравнением (7)] является постоянной.

Спадание магнитогидростатического поля подчиняется урав­
нению диффузии

ro tr o t B + i f ! . i » = 0 ,  (14)

* В цилиндрической системе координат магнитное поле, которое всюду 
перпендикулярно плоскостям, проходящим через ось (меридиональным пло­
скостям), называется тороидальным, а магнитное поле, силовые линии кото­
рого лежат всюду в меридиональных плоскостях, называется полоидальным.

Р и с .  3.17. Бессиловое маг­
нитное поле бесконечного 
цилиндра (по Лундквисту 

[59]).
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которое вытекает из формул (1), (2) и (5) разд. 3.3 при усло­
вии dD/dt=0. Используя условие (7) и векторное тождество 
rot(o&B) =  a  rot В +  (grad a) X В, находим для бессилового поля

- § - = - i | [ 5 - f a2B+ t e ra d a ) x Bb (15>
Из уравнения (15) непосредственно следует, что для того чтобы 
магнитное поле спадало без искажения картины силовых линий, 
а  должно быть постоянно. Действительно, условие отсутствия 
искажений означает, что производная dB/dt не должна иметь 
составляющей, перпендикулярной В. Тогда из уравнения (15) 
следует, что векторное произведение (grad a) X В, которое пер­
пендикулярно В, должно равняться нулю. Это возможно только, 
если grad a  ffe имеет составляющей, перпендикулярной В. А по­
скольку вследствие условия (8) grad а  не может иметь состав­
ляющей, параллельной В, то это означает, что

а =  const. (16)
Теперь уравнение (15) принимает вид

дВ __ с2а2 р
dt ~  4яца В ’

т. е. спадание магнитного поля подчиняется экспоненциальному 
закону с константой времени, пропорциональной а/а2.

Согласно Чандрасекару и Вольтье [66], бессиловые поля с по­
стоянной а  принадлежат к числу конфигураций поля с мини­
мальными омическими потерями при заданной магнитной энер­
гии. Для замкнутых магнитожидкостных систем с бесконечной 
проводимостью (магнитный поток сохраняется) Вольтье [67, 68] 
установил, что бессиловые поля с постоянной а  являются кон­
фигурациями с минимальной магнитной энергией.

3.13. Гидромагнитная устойчивость
Магнитогидростатическое равновесие называется устойчивым 

или неустойчивым в зависимости от того, как система реагирует 
на малое возмущение. Если любое малое возмущение вызывает 
восстанавливающие силы, которые возвращают систему в со­
стояние равновесия, система является устойчивой. Если же су­
ществует хотя бы одно такое возмущение, что под действием 
вызванных им сил система, предоставленная самой себе, все 
более и более отклоняется от равновесной конфигурации, то эта 
система неустойчива.

Простейший пример неустойчивой конфигурации — система, 
состоящая из двух жидкостей различной плотности, причем
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плотная жидкость налита поверх жидкости с меньшей плот­
ностью. Граница раздела жидкостей горизонтальна, сила тяже­
сти (или поле инерционных сил) направлена вниз. В данной си­
стеме возникает возмущение с нарастающей амплитудой в виде 
ряби. Неустойчивость подобного типа называется неустойчи­
востью Тейлора. Ее физический смысл состоит в том, что пере­
мещение тяжелой жидкости вниз приводит к выделению боль­
шего количества энергии (за счет потенциальной энергии), неже- 
ли необходимо для перемещения соответствующего количества 
легкой жидкости вверх. Если на границе раздела действуют 
силы поверхностного натяжения, то они вызывают стабилизи­
рующий эффект, особенно для мелкой ряби, поскольку разви­
вающаяся неустойчивость увеличивает поверхностную энергию. 
Вследствие этого наблюдается стабилизация ряби, имеющей 
длину волны, меньшую определенного критического значения Хс.

Посмотрим теперь, как влияет на развитие неустойчивости 
однородное магнитное поле В. Если поле параллельно границе 
раздела, то оно не оказывает никакого эффекта на однородную 
рябь, вытянутую вдоль поля В, поскольку в таком случае маг­
нитное поле не претерпевает возмущения (мы предполагаем, что 
жидкости несжимаемы). Однако однородная рябь, перпенди­
кулярная магнитному полю, изгибает силовые линии, и, если 
жидкость электрически проводящая, натяжение вдоль магнит­
ных силовых линий (см. разд. 3.3.1) препятствует деформации. 
Анализ показывает, что на деформации этого типа магнитное 
поле оказывает стабилизирующее действие, эквивалентное эф­
фекту поверхностного натяжения:

Т — 1 В2 
jt 4я|л

(см., например, [49]), где X — длина волны ряби. (Отметим, что 
магнитное поле, перпендикулярное границе раздела, оказывает 
стабилизирующее действие лишь на скорость нарастания ко­
ротковолновых возмущений.)

Магнитное поле может удерживать проводящую жидкость 
в поле тяготения. В этом случае удерживающая сила обуслов­
лена токами на границе раздела, взаимодействующими с маг­
нитным полем. Граница раздела является неустойчивой [69]. Та­
кая неустойчивость обычно называется неустойчивостью Крус- 
кала — Шварцшильда и аналогична неустойчивости Тейлора.

Другим простым примером является конфигурация типа 
«пинч», т. е. плазменный шнур с аксиальным током и азиму­
тальным магнитным полем, обусловленным этим током. Магнит­
ная сила, которая направлена по радиусу внутрь, уравновеши­
вается градиентом давления. Для простоты предположим, что
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жидкость несжимаема и обладает бесконечной проводимостью. 
В этом случае если произойдет локальное сжатие, то плотность 
тока и азимутальное магнитное поле в месте сжатия возрас­
тут. Следовательно, возрастет и сжимающая магнитная сила 
(i/c)XB. Таким образом, образовавшаяся «перетяжка» будет 
развиваться дальше (а плазма будет выталкиваться по оси и 
образует расширения сверху и снизу перетяжки). Последова­
тельность таких локальных сжатий деформирует шнур, и он 
имеет вид ряда утолщений, разделенных перетяжками, отсюда 
название — «сосисочная» неустойчивость (в русской литера- 
туре — неустойчивость типа «перетяжек». — Перев) . Изгибание 
шнура приводит к увеличению магнитной силы с внутренней 
стороны изгиба, и деформация нарастает. Это неустойчивость 
типа изгиба.

При математическом анализе устойчивости обычно приме­
няется метод нормальных мод с разложением произвольной де­
формации в спектр нормальных колебаний.

Например, в случае цилиндрической геометрии при анализе 
деформаций полагают, что возмущения первого порядка всех 
величин подчиняется закону

/ (г) exp {/ю*} exp [j{kz +  гщ)]- (1)
Затем из ‘линеаризованных гидромагнитных уравнений и соот­
ветствующих граничных условий выводят дисперсионное соот­
ношение, которое связывает каждую пару индексов k и m с оп­
ределенным значением со. Дисперсионное соотношение содержит 
необходимую информацию о свойствах устойчивости данной си­
стемы: величины k и т ,  для которых ш имеет отрицательную 
мнимую часть, соответствуют возмущениям, по отношению к ко­
торым система неустойчива.

Часто используют классификацию различных типов неустой­
чивости цилиндрического шнура в соответствии со значениями т ,  
которым они соответствуют в представлении нормальных мод. 
Согласно формуле (1), в любой данный момент времени форма 
возмущенной граничной поверхности определяется действитель­
ной частью выражения

^  =  /?0 + const exp [j(kz  —(- /жр)}. (2)

Таким образом, для мод, соответствующих щ =  0, это поверх­
ность вращения с радиусом, меняющимся в зависимости от z. 
Неустойчивости типа «перетяжки» соответствует мода пг = 0. 
В случае /я=1 возмущенная поверхность закручивается по вин­
товой линии (но сечение остается круговым). Это справедливо 
и для m =  — 1, только теперь поверхность закручивается в про­
тивоположном направлении. Шаг винта равен 2я/£. Суперпозиция
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возмущений т=  1 и m = —1 дает периодическую деформацию 
изгиба. При более высоких значениях т наблюдаются деформа­
ции сечения шнура.

Теория гидромагнитной устойчивости имеет важное прило­
жение к космической физике. Не менее важную роль приобре­
тает она в связи с проблемами магнитного удержания плазмы 
и потому в последнее время быстро развивается в термоядер­
ных исследованиях. Всестороннее рассмотрение вопросов тео­
рии устойчивости можно найти в работах Чандрасекара [49], от­
дельные проблемы устойчивости применительно к звездам рас­
смотрены Леду [70]. Мы рассмотрим лишь некоторые результаты 
теории, относящиеся к устойчивости винтовых магнитных полей 
(разд. 3.13.1). Эти результаты нам понадобятся в разд. 3.14.

Большие возможности изучения гидромагнитной устойчиво­
сти иногда предоставляют эксперименты с моделями. Этому 
вопросу посвящен разд. 3.13.2, в котором кратко рассматри­
ваются подобные эксперименты.

3.13.1. Устойчивость винтовых магнитных полей
Однородное магнитное поле в проводящей жидкости может 

закручиваться при движении жидкости. Существующая анало­
гия между магнитными силовыми линиями и упругими струнами

Рис .  3.18. Образование петель в винтовом магнитном 
поле.

а — силовая трубка до скручивания; б  — силовая трубка 
после образования петли.

позволяет качественно предсказать, что при достаточном скру­
чивании конфигурация станет неустойчивой, причем неустой­
чивость приведет к образованию петель. Неустойчивость подоб­
ных винтовых полей представляет определенный интерес, по­
скольку такие петли могут играть важную роль в поддержании 
космических магнитных полей (разд. 3.14.3).

Следующие простые рассуждения [71] позволяют оценить по 
порядку величин условия, при которых возникает неустойчи­
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вость, способствующая петлеобразованию. Рассмотрим цилинд­
рическую силовую трубку (рис. 3.18, с) длины I и радиуса 
R<^.l. Если на одном конце она закручивается на угол <р, то 
создается азимутальное магнитное поле напряженностью

где Bz — аксиальная составляющая напряженности. В таком 
случае магнитная энергия силовой трубки возрастает и равна

Если силовая трубка деформируется, как показано на рис. 3.18, б, 
то вследствие образования петли ее длина возрастает по край­
ней мере на величину Д /=2nR. В то же время закручивание 
изменяется на величину Д<р=—2л. Мы рассматриваем случай 
несжимаемой жидкости, а потому объем nRH остается неизмен­
ным, а радиус меняется на величину AR =  —RAl/21 = — nR2/l. 
Поскольку поток nR2Bz сохраняется, изменение магнитного поля 
&Bz=2nBzR/l. Если теперь найденные приращения I, R и Bz под­
ставить в уравнение (4), то получим, что образование петли 
приводит к уменьшению магнитной энергии при условии

Это условие является приближенным критерием неустойчивости.
Количественный анализ данной проблемы был проведен 

Лундквистом [72] и Данжи и Лоухедом [73]. В цилиндрической 
системе координат (г, <р, г) (единичные векторы г, q>, z) винто­
вое магнитное поле можно записать

Силовые линии лежат на цилиндрических поверхностях и 
образуют с осью угол

Вт= ^ - вф I (3)

ф > ( / 5 (5)

Ъ =  В у(г)ц -{-В г (г) г. (6)

(7)
а шаг винтовой линии равен

2 пгВг
(8)

Магнитная сила направлена по радиусу и в состоянии рав­
новесия компенсируется радиальной составляющей градиента 
давления.
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Возмущение, связанное с деформацией, в декартовой системе 
координат имеет вид

% =  А  cos bx sin azx  +  С sin bx cos a zz , (9)
причем С/A =  — bja (условие несжимаемости). Лундквист вы­
числил для такого возмущения полное изменение магнитной 
энергии и показал, что уменьшение энергии (а следовательно, 
неустойчивость) имеет место при условии

R R
J  B \ r d r > 2 \  B \rdr. (10)

о
(Более строгое и изящное обоснование энергетический метод 
получил в последующих работах [74, 75].)

Поскольку мы рассматривали частный случай возмущения 
(9), условие неустойчивости (10) является достаточным, но не 
должно быть необходимым.

Из уравнения (10) следует, что в том случае, когда присут­
ствуют как аксиальное, так и азимутальное поле, конфигурация 
становится неустойчивой, если средняя плотность энергии ази­
мутального поля вдвое превышает среднюю плотность энергии 
аксиального поля. Как указывалось выше, только азимутальное 
поле имеет пинч и потому является неустойчивым.

Данжи и Лоухед [73], используя метод нормальных мод, 
установили, что цилиндр радиуса R с равномерно закрученным 
магнитным полем (постоянный шаг винта р) неустойчив, если 
выполняется неравенство

Р < ъ *  о 1)

3.13.2. Модельные эксперименты по изучению неустойчивостей
Неустойчивости различных типов проявляются в горячей 

плазме, однако в этих условиях, как правило, трудно наблюдать 
в деталях развитие неустойчивостей. Иногда эти наблюдения 
легче проводить в опытах с проводящими жидкостями.

В работах [76, 77] описаны эксперименты по изучению не­
устойчивостей в струе ртути, через которую пропускается ток. 
В этих опытах струя ртути вытекала вертикально из кругового 
отверстия в металлическом сосуде в другой проводящий со­
суд, образуя таким образом шнур практически цилиндрической 
формы. Через шнур пропускался электрический ток, величину 
которого можно было регулировать до 400 а. Эксперименты 
проводились как в отсутствии поля, так и при наложении внеш­
него аксиального магнитного поля.
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На рис. 3.19 представлены две типичные фотографии, полу­
ченные в этих опытах. Поскольку ртуть свободно падает, верти­
кальная ось фотоснимка представляет собой шкалу времени в 
неравномерном масштабе.

Р и с .  3.19. Фотографии падающей токонесущей струи ртути.
Справа — в отсутствие аксиального магнитного поля развивается 
неустойчивость типа «перетяжки». Слева — при наложении аксиаль­
ного магнитного поля (300 гс) струя закручивается по винтовой

линии [76].

Если магнитное поле отсутствует (рис. 3.19,а), то деформа­
ция симметрична относительно оси и характеризуется периоди­
ческими сжатиями и расширениями нарастающей амплитуды. 
Это неустойчивость типа «перетяжек».

При наложении аксиального магнитного поля шнур, как пра­
вило, закручивается по спирали (рис. 3.19,6). Механизм этого
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явления заключается в следующем. Любая незначительная де­
формация изгиба нарастает под действием магнитных сил воз­
мущения. Ток, текущий вдоль деформированного шнура, имеет 
радиальную составляющую на начальном и конечном участках 
изгиба. Эти радиальные составляющие взаимодействуют с ак­
сиальным магнитным полем. Возникающая сила (i /c)XB имеет 
положительное азимутальное направление на одном конце из­
гиба и отрицательное — на другом. Вследствие этого первона­
чальная деформация раскручивается по спирали, как это можно 
видеть на фотографии. Знак кручения таков, что аксиальное 
поле деформированного токового канала имеет составляющую, 
параллельную внешнему аксиальному магнитному полю.

Разница между струей и шнуром горячей плазмы состоит 
в величине проводимости. Поэтому при наложении внешнего 
магнитного поля их поведение различно, поскольку в случае 
плазмы силовые линии могут быть «вморожены». Если же 
аксиальное магнитное поле отсутствует, свойства устойчивости 
струи ртути и бесконечно проводящего плазменного шнура 
весьма схожи. Даже скорости нарастания неустойчивости со­
впадают с точностью до множителя, равного двум [78, 79]. 
В присутствии магнитного поля проводимость играет решающую 
роль.

Колгейт, Ферт и Холидей [80] поставили эксперимент для 
изучения неустойчивости плазмы, в котором использовался нат­
рий. Кусочки металлического натрия вводились в магнитную 
ловушку и подвергались воздействию сильного импульса маг­
нитного поля. Магнитные силы были настолько велики, что -нат­
рий подвергался характерным деформациям, формы которых 
соответствовали теоретически предсказанным модам неустой­
чивостей.

3.14. Механизмы генерации космических магнитных полей
Одна из важнейших проблем, которую должна разрешить 

магнитная гидродинамика, — это проблема образования косми­
ческих магнитных полей. Как указывалось в гл. 1, магнитные 
поля — весьма общее свойство широкого класса космических 
объектов (недра Земли, Солнце, магнитные звезды, межпланет­
ное пространство и межзвездная среда). Хотя только Солнце 
и так называемые «магнитные» звезды имеют достаточно силь­
ные поля, доступные наблюдениям с Земли при помощи совре­
менных приборов и методов, по-видимому, большинство звезд 
обладает магнитными полями.

Возможно, что механизмы генерации полей различных кос­
мических объектов отличаются друг от друга. Однако факт су­
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ществования магнитных полей в широком спектре самых разно­
образных условий наводит на мысль о том, что должен суще­
ствовать некий единый, весьма общий и фундаментальный про­
цесс, ответственный за их генерацию.

Хотя впервые этот вопрос был рассмотрен в работах Лар- 
мора, однако наиболее четко основная проблема была сформу­
лирована в теореме Каулинга (см. разд. 3.14.1). Согласно Кау- 
лингу, магнитное поле не может быть генерировано симметрич­
ным установившимся процессом. В соответствии с этим одним 
из подходов к решению проблемы явилось рассмотрение несим­
метричных установившихся процессов (самовозбуждающееся ди­
намо). Этот вопрос будет кратко рассмотрен в разд. 3.14.2 (см. 
также [61, 81—84]). Другому подходу, основанному на неустой­
чивых процессах (модель неустойчивости типа «изгиба»), посвя­
щены разд. 3.14.3—3.14.5.

3.14.1. Теорема Каулинга
Теория динамо сама по себе является очень сложной зада­

чей. Законченная теория должна включать в себя решение пол­
ной системы гидромагнитных уравнений, учитывающей как 
магнитные эффекты движущегося вещества, так и воздействия 
магнитных сил на это движение. Уравнения не должны быть 
линеаризованы, так как сам процесс по своему характеру суще­
ственно нелинеен. Геометрическая конфигурация динамо не мо­
жет быть очень простой, поскольку теорема Каулинга утверж­
дает [85], что стационарное и аксиально симметричное динамо 
невозможно. Приведем доказательство теоремы в общих чер­
тах: В любом аксиально симметричном магнитном поле, пред­
ставляющем физический интерес, существует одна или более 
круговая «нейтральная линия», в каждой точке которой напря­
женность поля равна нулю. В стационарном состоянии электро­
статическое поле вдоль такой линии отсутствует (поскольку 
существование электростатического поля означало бы, что 
rot Е^О, и, таким образом, магнитное поле менялось бы со вре­
менем). На нейтральной линии индуцированное электрическое 
поле (v /c )x B  тоже равно нулю, поскольку В=0. Таким обра­
зом, на нейтральной линии не может возникнуть э. д. с., и, сле­
довательно, плотность тока в стационарном состоянии обра­
щается в нуль (при условии, что проводимость конечна). rot В 
на нейтральной линии не равен нулю при условии, что в раз­
ложении магнитного поля он представляет собой член пер­
вого порядка малости. (Вблизи нейтральной линии магнитные 
силовые линии образуют петли вокруг нее.) Но, согласно 
уравнениям Максвелла, нулевая плотность тока несовместима
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с условием rotB=£0, что и доказывает невозможность существо­
вания вращательно-симметричного динамо в установившемся ре­
жиме. (Этот результат справедлив также и для случая нера­
венства нулю на нейтральной линии членов разложения В более 
высокого порядка.)

3.14.2. Самовозбуждающееся динамо
В связи с большими трудностями, присущими задаче о ди­

намо, большинство выполненных к настоящему времени иссле­
дований базировалось на кинематическом подходе. Этот подход 
сводится к нахождению соответствующего распределения скоро­
стей, которое приводит к поддержанию магнитного поля за счет 
механизма динамо. Метод не дает одновременного количествен­
ного анализа процессов возникновения движения вещества и 
влияния на него магнитного поля, однако принципиальную воз­
можность движения с динамической точки зрения можно прове­
рить количественным путем.

Математические методы, предложенные Эльзассером [86], поз­
воляют сформулировать проблему нахождения распределений 
скоростей, приводящих к генерации магнитных полей, в форме 
задачи на отыскание собственных значений. В этом случае 
появление соответствующих полей скоростей определяется дей­
ствительными собственными значениями бесконечной системы 
уравнений (см., например, [61]). В работах [87, 88] путем чис­
ленного анализа показана возможность существования магнито­
гидродинамического динамо и найдены действительные соб­
ственные значения для частного случая поля скоростей сферы 
проводящей жидкости. Найденное поле скоростей является су­
перпозицией неравномерного вращения сферы и одновременной 
конвекции. С динамической точки зрения подобный вид дви­
жения может иметь место в недрах Земли. Если ядро Земли 
достаточно нагрето вследствие радиоактивного распада, то мо­
жет происходить тепловая конвенция, а сохранение углового 
момента восходящего вещества может привести к неравномер-. 
ному вращению. Герценберг [89] показал, что две вращающиеся 
жидкие сферы, погруженные в проводящую жидкость, могут 
действовать как динамо. Хотя и трудно представить себе, как 
может реализоваться подобная конфигурация в космических 
условиях, анализ Герценберга имеет то преимущество, что он 
лишен трудностей, связанных с расходимостью. А это немало­
важно, когда речь идет о проблеме существования магнитогид­
родинамического динамо [90].

Мы не будем останавливаться на математических вопросах 
теории динамо, а обсудим некоторые ее аспекты с физической
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точки зрения. Рассмотрим космическое тело сферической формы. 
Можно выделить две фазы генерации магнитного поля в таком 
теле. Первая фаза — генерация тороидального потока суще-

Р и с. 3.20. а — в полоидальном магнитном поле неоднородное вра­
щение создает тороидальную составляющую поля. 

б — меридианальные петли, создаваемые локальным подъемом и 
последующим скручиванием. 

в — слияние петель, приводящее к образованию общего полоидаль- 
ного поля (по Эльзассеру [83])»

ствующим полоидальным магнитным полем, и вторая — обрат­
ная связь, приводящая к поддержанию полоидального поля за 
счет тороидального.

Тороидальный поток в принципе создать весьма просто. Как 
показал еще Лармор, его можно получить вследствие неодно­
родного вращения, которое вытягивает полоидальное поле так,

Полоид.

а
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что создаются тороидальные компоненты (рис. 3.20,а). Наибо­
лее важным моментом является обратная связь тороидального 
поля с полоидальным. Возможно, эта связь осуществляется в 
процессе локального всплывания силовых трубок и их после­
дующего закручивания под действием силы Кориолиса. Таким 
образом возникают меридиональные петли, которые затем «сра­
стаются» и образуют полоидальное поле [91] (см. рис. 3.20, б и в\ 
рис. 3.20 взят из обзора Эльзассера [83]).

Следует отметить, что тороидальные поля, предсказываемые 
теорией динамо, могут существовать в ядре Земли, но не должны 
наблюдаться на ее поверхности, поскольку через изолирующую 
земную кору может проходить только полоидальное магнитное 
поле. (Тороидальные поля на поверхности должны вызывать 
токи, пронизывающие поверхность.) Эльзассер [84] высказал 
гипотезу о том, что солнечные пятна являются вихрями, связан­
ными с общим магнитным полем Солнца, причем биполярные 
пятна обязаны своим происхождением тороидальным трубкам, 
которые всплывают из-под поверхности. Подобная конвекция 
составляет также часть картины солнечного магнитного поля и 
его циклических вариаций, предложенной Бэбкоком [92]. Соглас­
но Бэбкоку, сильные магнитные поля, о существовании которых 
свидетельствуют солнечные пятна, представляют собой лишь 
поверхностное явление. Однако, по-видимому, было бы трудно 
объяснить весьма закономерные особенности цикла солнечных 
пятен, не прибегая к предположению о существовании сильного 
полоидального поля Солнца [12—14, 93, 94].

Взаимодействие турбулентного движения и неправильных 
(«турбулентных») магнитных полей также рассматривалось как 
одна из возможных причин усиления уже существующих маг­
нитных полей. Такие поля, разумеется, не являются стационар­
ными, но могут иметь некоторые стационарные средние харак­
теристики. Имеются указания на то, что в магнитогидродина­
мической турбулентности должна наблюдаться тенденция к 
равнораспределению, по крайней мере в некотором диапазоне 
частот. Затронутые теоретические проблемы весьма сложны, а 
их решение далеко от завершения. Обсуждение этих проблем 
можно найти в обзоре Каулинга [81], посвященном теориям 
динамо.

3.14.3. Модель неустойчивости типа изгиба
Схемы движения, предложенные в теории устойчивого само- 

возбуждающегося динамо, довольно сложны и трудно предста­
вить себе, каким образом они могут быть осуществлены. И если 
такой механизм применим к недрам Земли, то кажется неве­
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роятным, что он может генерировать магнитные поля звезд и 
межзвездной среды.

Поэтому желательно исследовать также нестационарные про­
цессы. Этому вопросу посвящены работы [71—73, 82, 95], в кото­
рых обсуждается возможность усиления магнитного поля за 
счет неустойчивости типа изгиба.

Основная идея состоит в том, что движение проводящей 
жидкости изменяет некоторое первоначальное магнитное поле 
таким образом, что оно становится неустойчивым; затем оно 
скачком возвращается к исходной конфигурации, но напряжен­
ность его возрастает. Это может случиться, если, например, в 
исходном полоидальном поле произойдет скручивание магнит­
ных силовых линий, вследствие чего возрастает полная магнит­
ная энергия. Если закручивание превысит определенный предел, 
который был установлен Лундквистом и Данжи и Лоухедом 
(см. разд. 3.13.1), то разовьется неустойчивость и образуется 
«изгиб» с замкнутым магнитным потоком, направление которого 
таково, что первоначальный полоидальный поток усилится.

Со времени написания первых статей по магнитному усиле­
нию наши знания о гидромагнитной неустойчивости существенно 
возросли благодаря термоядерным исследованиям. Однако тео­
ретическое изучение гидромагнитных неустойчивостей обычно 
ограничивается начальной линейной фазой процесса нарастания 
неустойчивости. А поскольку усиление потока определяется яв­
лениями, которые имеют место на последних стадиях развития 
неустойчивости, количественная теория вопроса еще не создана. 
Однако ныне доступные технические средства позволяют по­
дойти к изучению этой проблемы с экспериментальной точки 
зрения. Та'к, в опытах по изучению плазменных колец в магнит­
ном поле Линдберг [96, 97] обнаружил механизм усиления по­
тока, который явился новым важным элементом в развитии на­
ших представлений о происхождении космических магнитных 
полей.

3.14.4. Опыты с плазменными кольцами
В экспериментах Линдберга и его сотрудников плазменные 

кольца создавались коаксиальной плазменной пушкой, на вы­
ходе которой плазменное кольцо встречает радиальное магнит­
ное поле (рис. 3.21). Таким образом, вылетающее из пушки 
плазменное кольцо захватывает как тороидальное поле, обусло­
вленное токами в пушке на первоначальном этапе, так и поло- 
идальное поле, которое кольцо увлекает за собой при прохожде­
нии через радиальное поле на выходе пушки. Затем плазменное 
кольцо продолжает двигаться вдоль оси большой дрейфовой
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трубы, диаметр которой значительно больше диаметра пушки. 
Основные черты конфигурации магнитного поля схематически 
представлены на рис. 3.21.

Сначала предполагалось, что в любой момент времени поток 
полоидального поля будет в лучшем случае равен первоначаль­
ному потоку. Однако было обнаружено, что при определенных 
условиях измеренный полоидальный поток превосходит началь­
ный поток иногда в 5 раз и даже более. Поскольку в данном 
эксперименте тороидальное магнитное поле гораздо сильнее

Р и с .  3.21. Схема эксперимента с плазменными кольцами. 
а — плазменное кольцо в пушке. 

б  — плазменное кольцо, вытягивающее силовые линии постоянного магнит­
ного поля.

в — плазменное кольцо с захваченным полоидальным полем.

полоидального, это явление можно объяснить эффектом «вырав­
нивания» полей, состоящем в том, что часть энергии тороидаль­
ного поля переходит в энергию полоидального.

На рис. 3.22 представлены фотографии плазмы, полученные 
при помощи ячейки Керра в различные моменты времени 
после инициирования разряда. На фотографиях отчетливо видна 
развивающаяся деформация центрального столба. Одновремен­
ное фотографирование из различных точек показало, что дефор­
мация имеет винтообразную форму. Во всех случаях направле­
ние кручения винтовой линии таково, что разрядный ток, про­
текающий по винтовой линии, создает полоидальное поле, 
усиливающее первоначальное полоидальное поле.

Винтовая деформация центрального столба возникает при 
определенных условиях, и именно при этих условиях происходит
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усиление потока. Типичные осциллограммы полоидального маг­
нитного потока, измеренного на двух различных расстояниях от

Р ис .  3.22. Плазменный столб, изгибающийся по винтовой линии 
(фотографии сделаны в интервале от 4,0 и до 4,6 мксек после ини­
циирования разряда) и осциллограммы тока разряда и магнитного 
потока, измеренного двумя петлями, расположенными на расстоя­
ниях 15 и 30 см от пушки. Поток постоянного поля Ф8 =  5,5 X  

X  М4 гс • см2. Цена деления по оси ординат 105 гс • см2 [97].

пушки, показаны на рис. 3.22. На меньшем расстоянии от 
пушки поток сначала увеличивается до величины фр (небольшое 
плато), которая приблизительно равна величине статического
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потока, а затем медленно возрастает до максимума фт, который 
достигается после того, как кривая первичного тока проходит 
через нуль. На приведенном рисунке отношение фт1фр равно 
приблизительно четырем; но наблюдаются и большие значения. 
На большом расстоянии от пушки плато сглаживается, и поток 
монотонно стремится к своему максимальному значению. В по­
следующие моменты времени плазма при расширении дости­
гает стеклянных стен трубы, где она охлаждается, и поток рас­
сеивается. Еще один механизм усиления потока был открыт 
Бикертоном [98]. Возможно, он имеет определенную связь с ме­
ханизмом Линдберга.

з.14.5. Усиление поля за счет неустойчивости
Теперь мы можем описать механизм, посредством которого 

приведенные процессы дают вклад в образование общих маг­
нитных полей небесных тел.

Рассмотрим вращающуюся жидкую сферу, которая может 
представлять собой недра Земли, Солнце, межзвездное облако
и, возможно, Галактику. Предположим, что первоначально она 
содержала полоидальное магнитное поле. Тогда первым этапом 
процесса будет образование тороидального поля. Как указыва­
лось выше, это легко осуществляется благодаря неоднородному 
вращению. Рис. 3.20, а может служить иллюстрацией этого этапа. 
Заметим только, что закручивание, вызванное неоднородным 
вращением, распространяется вдоль магнитных силовых линий 
с магнитогидродинамической скоростью У = 5 /(4ярц )|/2, так что, 
если неоднородность вращения слишком мала, силовые линии 
успеют выпрямиться. Чтобы создать значительное тороидальное 
поле, относительная скорость вращения различных частей сферы 
должна быть по крайней мере сравнимой с V.

Затем возникает обратная связь тороидального поля с полои- 
дальным. Прежде чем она установится, ток принимает конфигу­
рацию, которая схематически изображена на рис. 3.23, а. Перво­
начальное полоидальное магнитное поле соответствует торои­
дальной системе токов I, а тороидальное магнитное поле — 
полоидальной системе токов i. Системы токов i и /  точно соот­
ветствуют системам токов в опытах Линдберга. Следовательно, 
можно ожидать, что при определенных условиях аксиальные 
токовые шнуры системы i будут неустойчивы, начнут деформи­
роваться и закручиваться по винтовой линии и, так же как это 
наблюдалось в экспериментах, создадут полоидальный поток. 
Рис. 3.23, б и в  иллюстрирует описанную картину. Рис. 3.23, в 
показывает заключительную стадию процесса, когда винтовые 
петли превращаются в тороидальные токовые кольца. Их на­
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правление таково, что первоначальный кольцевой ток возра­
стает.

Что касается условий возникновения неустойчивости, то, как 
показали в своих работах Лундквист [72] и Данжи и Лоухед [73],

Рис .  3.23. Усиление поля за счет неустойчивости типа изгиба. 
а — система токов. Кольцевые токи /  создают полоидальное поле. 
Тороидальное поле в кольцах D  и D ' связано с меридианальными

токами /.
б — на оси токи i становятся неустойчивыми по отношению к изгибу 
и образуют спиральные петли, направление тока в которых таково, 

что полоидальное поле нарастает. 
в — спиральные токи превращаются в аксиальный ток и в кольце­
вой ток / ' ,  который усиливает начальный ток /. Теперь конфигурация 

подобна а , но полоидальное поле усилено.

она может развиваться в том случае, если средние значения 
напряженностей тороидального и полоидального магнитных по­
лей удовлетворяют условию

^тор ^  а-®пол»
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где а — множитель порядка единицы, или
v >  aV,

где v — относительная скорость движения различных частей 
жидкости, а V — по-прежнему магнитогидродинамическая ско­
рость.

Проанализированная нами картина движения очень проста, 
но ее следует рассматривать лишь как частный случай движе­
ния, имеющего гораздо более общий характер.
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Плазма

Г л а в а  4

4.1. Введение

Термин «плазма» был введен Ленгмюром для обозначения 
состояния положительного столба электрических разрядов в га­
зах. В настоящее время он используется как синоним понятия 
«ионизованный газ» *. Свойства плазмы представляют чрезвы­
чайный интерес для космической физики, поскольку большая 
часть вещества во вселенной находится в состоянии плазмы. 
В недрах звезд газ почти полностью ионизован. В фотосфере 
Солнца (и других звезд) степень ионизации не очень высока; 
выше фотосферы, в хромосфере и короне, она снова достигает 
больших значений (почти 100%). Сильно ионизованы обширные 
области межзвездного пространства вокруг звезд, особенно во­
круг горячих звезд ранних спектральных классов (области НИ), 
в то время как на больших расстояниях от звезд степень иони­
зации мала (области HI). На Солнце и в межпланетном про­
странстве, а также, возможно, в межзвездном и межгалактиче­
ском пространствах плазма пронизана магнитными полями. Ве­
роятно, это имеет место во всех звездах, во всяком случае, это 
справедливо для «магнитных» звезд. Поэтому понятно, что в 
физике плазмы астрофизиков в основном интересует поведение 
плазмы в магнитном поле.

Рассмотрение магнитной плазмы мы отложим до гл. 5, а 
настоящую главу посвятим изучению общих свойств плазмы. 
В обеих главах особое внимание мы уделим существенному раз­
личию между плазмой и идеализированной «жидкостью», кото­
рая была рассмотрена в гл. 3.

Большая часть наших знаний о плазме была получена в ре­
зультате продолжавшегося целое столетие изучения электриче­
ских разрядов в газах и интенсивного десятилетнего натиска 
в области «термоядерных исследований».

Объектом исследования электрических разрядов в газах (см., 
например, [1—3]) была плазма с малой степенью ионизации 
(обычно гораздо меньше 1%). В экспериментах такая плазма 
часто создается электрическими токами порядка 1 а или менее, 
но во многих работах использовались токи порядка килоампер.

* Электронный газ в твердом теле также часто называют плазмой.
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Исследование спектров излучения электрических разрядов 
в газах имело огромное значение для выяснения структуры 
атома. Хотя большинство спектроскопистов рассматривали раз­
ряд только как источник света, немало работ было посвящено 
свойствам самой плазмы. Если плазма создается электрическим 
током, то нагревание и ионизация производятся электрическим 
полем. Поэтому, когда Ленгмюр ввел термин «плазма», присут­
ствие электрического поля неотъемлемой частью входило в это 
определение.

Очень важный вклад в теорию ионизованных газов внесли 
Чепмен и Каулинг [4], которые вывели из кинетической теории 
некоторые фундаментальные свойства ионизованных газов. Од­
нако многие результаты Чепмена и Каулинга еще не были про­
верены на эксперименте. Кроме того, эксперименты обнаружили 
множество таких «плазменных» явлений, которые не следуют 
из их теории.

В принципе можно предсказать все свойства электрического 
разряда, вычислив движение и взаимодействие частиц и кван­
тов излучения. Однако на практике приходится вводить ряд 
упрощающих предположений, поскольку непосредственный ана­
лиз связан с большими трудностями математического характера. 
В экспериментах неоднократно обнаруживались неожиданные 
с точки зрения теории явления в газовых разрядах. Следова­
тельно, теорию электрического разряда можно построить только 
в тесном контакте с экспериментом, и это сотрудничество теории 
и эксперимента особенно существенно для дальнейшего про­
гресса физики плазмы.

Термоядерные исследования (см., например, [5, 6]) начали 
развиваться в нескольких странах в условиях строгой секрет­
ности. Целью этих исследований было создание термоядерных 
реакторов, в которых поддерживалась бы температура порядку 
108°К в дейтериевой и тритиевой плазме. Для этого необходимо, 
чтобы плазма создавалась в «магнитных бутылках», т. е. чтобы 
магнитное поле удерживало плазму от соприкосновения со стен­
ками сосуда, в котором она заключена. Поэтому основное вни­
мание было сосредоточено на свойствах плазмы в магнитном 
поле. И несмотря на то, что большинство предпринятых к на­
стоящему времени попыток осуществления термоядерных 
устройств сталкивалось с неожиданностями в поведении плазмы, 
термоядерные исследования вызвали бурное развитие как тео­
ретических, так и экспериментальных основ физики плазмы в 
магнитном поле.

Опыт термоядерных исследований лишний раз показал не­
обходимость тесного контакта между теорией и экспериментом. 
Поэтому было бы желательным получить экспериментальные
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данные о поведении космической плазмы. Возможность прямых 
модельных экспериментов, в которых сохраняются все основ­
ные характеристики плазмы, часто исключается по причинам, 
которые мы рассмотрим в разд. 4.2.2. Однако несмотря на это 
ограничение, эксперименты в ряде случаев могут дать ценную 
информацию об отдельных свойствах космической плазмы. 
В связи с этим приобретают особую важность поразительные 
успехи в технике эксперимента, достигнутые в термоядерных 
исследованиях.

Благодаря развитию космических исследований искусствен­
ные спутники и космические зонды в последнее время стали 
мощным средством изучения космической плазмы. С их по­
мощью стало возможно наблюдать непосредственно межпланет­
ную плазму и плазму экзосферы и даже ставить эксперименты 
в масштабах нашей планеты («Проект Аргус» [7, 8]). Теоретиче­
ские исследования, основанные на измерениях при помощи кос­
мических зондов, несомненно, явятся одним из наиболее эффек­
тивных методов развития космической электродинамики.

4.2. Общее рассмотрение
4.2.1. Электрические разряды

Электрические разряды, осуществляемые в лаборатории, 
обычно делят на две группы: несамостоятельный разряд, кото­
рый зависит от «внешнего ионизатора», создающего значитель: 
ную часть ионов и электронов, переносящих ток, и самостоя­
тельный разряд, в котором ионизация производится самим 
разрядом. При прочих равных условиях вторая группа характе­
ризуется более высокими плотностями тока, чем первая. Это свя­
зано с тем, что в лаборатории в нашем распоряжении имеются 
весьма слабые ионизаторы. В космических условиях, где «внеш­
ним ионизатором» может быть высокая температура, при кото­
рой происходит почти полная ионизация вещества, в несамо­
стоятельных разрядах возможны очень большие токи.

Круг явлений, которые можно причислить к классу самостоя­
тельных разрядов, очень широк. Сюда входят таунсендовские 
разряды, тлеющие разряды, дуги. Кроме того, имеются некото­
рые особые виды разрядов, такие, как искровой, который по 
существу представляют собой кратковременную дугу. В боль­
шинстве разрядов, происходящих между электродами, можно 
различить три области:

1. Прикатодная область, в которой электроны, являющиеся 
основными носителями тока, создаются эмиссией с катода и 
в результате ионизации газа.
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2. Анодная область (не имеющая, впрочем, большого значе­
ния) , связанная с прохождением тока между разрядом и анодом.

3. Плазма, которая находится между прикатодной и анодной 
областями. Свойства плазмы можно рассматривать как нечто 
характерное для газового проводника в отсутствие возмущений, 
вносимых электродами.

В катодном механизме заложены важные отличительные 
признаки разрядов различных типов. В таунсендовском и тлею­
щем разрядах происходит эмиссия с холодного катода; при 
дуговом разряде температура катода достаточно велика, чтобы 
возникла термоионная эмиссия (либо достаточно хорошая эмис­
сия другого происхождения).

Для космической физики механизм холодной эмиссии не 
представляет особого интереса. В данном случае электродами 
являются слои ионизованного газа, имеющие более высокую 
плотность, чем разрядное пространство. Такие слои могут испу­
скать значительное количество электронов, так что в космиче­
ских условиях катодный механизм во многом напоминает меха­
низм дугового разряда.

Свойства плазмы не связаны непосредственно с катодным 
механизмом, так что плазма может иметь одинаковые свойства 
для различных типов самостоятельных и даже несамостоятель­
ных разрядов. Характеристики плазмы определяются плотностью 
тока. Плотность тока возрастает при переходе от несамостоя­
тельного разряда к таунсендовскому и далее к тлеющему и 
дуговому разрядам. Хотя в перечисленных выше разрядах 
происходят в принципе одни и те же процессы, свойства плазмы 
дуги из-за высокой плотности тока отличаются от свойств тлею­
щего разряда и тем более от свойств несамостоятельного 
разряда.

В разрядной труьке плазма может заполнять почти весь 
объем, за исключением тонкого слоя вблизи стенок. Обычно это 
имеет место, если давление и разрядный ток малы. Однако при 
высоком давлении (например, при атмосферном) плазма, как 
правило, сжимается в тонкий шнур, диаметр которого опреде­
ляется самим разрядом. Сжатие плазмы происходит также при 
очень больших токах под влиянием электромагнитных сил (пинч- 
эффект), см. разд. 5.5.2.
4.2.2. Преобразования подобия

В теории газовых разрядов оказались весьма полезными так 
называемые законы подобия [1, 9].

Если линейные размеры изменяются в у раз, то общий ха­
рактер явления останется неизменным, если одновременно изме­
нить другие величины в соответствии с табл. 4.1.
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Таблица 4.1
Преобразования подобия для газовых разрядов

Линейные размеры, время, индуктивность, Меняются в y+1 раз
емкость

Энергия частицы, скорость, потенциал, Меняются в v° раз
ток, омическое сопротивление

Электрическое и магнитное поля, прово­ Меняются в у” 1 раз
димость, плотность газа

Плотность тока, плотность заряда Меняются в y~2 раз

Уравнения Максвелла требуют пропорциональности между 
длиной и временем. Наиболее характерные свойства разряда 
зависят от взаимодействий между атомами, электронами и кван­
тами. Поскольку эти взаимодействия весьма сложным образом 
зависят от соответствующих энергий, то мы потребуем, чтобы 
все энергии, а следовательно, и электростатический потенциал 
(который определяет кинетическую энергию заряженных ча­
стиц) оставались неизменными.

Если линейные размеры I меняются в у раз, то электриче­
ское поле Е  должно измениться в у~] раз, чтобы потенциал 
V ~ E l  остался неизменным. Из уравнений Максвелла следует, 
что величины D, Н и В меняются так же, как и Е. Плотность 
тока /, которая эквивалентна току смещения dD/dt, должна из­
мениться в у~2 раз; это означает, что полный ток I  = il2 остается 
неизменным. Проводимость а ( = //£) изменится в у~1 раз, индук­
тивность L, равная 1/(dl/dt), и емкость С {~1 ) в у раз. Средняя 
длина свободного пробега, которая является одной из основных 
характеристик газового разряда, должна изменяться так же, 
как линейные размеры, так что энергия, приобретаемая на рас­
стоянии свободного пробега, остается неизменной. Следователь­
но, плотность газа р, обратно пропорциональная длине свобод­
ного пробега, должна изменяться в y_1 раз.

Законы подобия оказались весьма полезными при общих 
рассмотрениях, однако ими следует пользоваться с осторож­
ностью, поскольку они касаются только некоторых фундамен­
тальных явлений, и многие второстепенные явления, в отдель­
ных случаях играющие важную роль, не подчиняются этим за­
конам. Например, число заряженных частиц в единице объема 
пропорционально i и, следовательно, меняется в у“2раз, тогда как 
число молекул пропорционально р и, следовательно, меняется
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в Y”1 раз. Таким образом, степень ионизации не является инва­
риантом, как нам хотелось бы, а изменяется в у-1 раз. Далее, 
так как сила f(= iB/c), действующая на единицу объема, через 
который течет ток /, в присутствии магнитного поля В пропор­
циональна Y-3, а плотность пропорциональна ускорение ока­
зывается пропорциональным у~2, а не как это должно быть, 
исходя из его размерности lt~2. Отсюда следует, что гидромаг­
нитные волны (гл. 3) не подчиняются преобразованиям подобия.

Необходимо заметить, что преобразования подобия не влияют 
на атомные величины. Например, размеры атомов, длина волны 
излучаемого света и время жизни метастабильных состояний 
сохраняются.

Чтобы применить результаты, полученные в лаборатории 
с приборами, характерные линейные размеры которых порядка 
10 см, к космическим явлениям, следует увеличить масштаб в 
108—109 раз для перехода к условиям околоземного простран­
ства, в 107—1010 раз для Солнца, в 1012 для межпланетного про­
странства и в 1021—1022 для Галактики. Вероятно, больший ин­
терес представляет иной подход, а именно приведение космиче­
ских явлений к лабораторным масштабам. В таком случае мы 
можем получить определенную информацию, касающуюся явле­
ний более общего характера. Такой подход позволяет устано­
вить, какие величины являются наиболее важными, и помогает 
составить представление о возможности экспериментов по мас­
штабному моделированию, которые иллюстрировали бы косми­
ческие явления.

Табл. 4.2 показывает, каким образом можно применять пре­
образования подобия к некоторым важным объектам космиче­
ской физики.

Укажем некоторые интересные особенности преобразования 
подобия, представленного в таблице. Прежде всего отметим, 
что в большинстве случаев приведенные плотности очень велики. 
Явления, наблюдаемые в высоком вакууме, могут служить ана­
логией только тех процессов, которые происходят в области 
околоземного пространства, непосредственно примыкающей 
к Земле. Лабораторной аналогией космического пространства 
является не вакуум, а высоко ионизованный газ очень большой 
плотности.

Еще более удивительно существование в космосе очень силь­
ных магнитных полей. Они настолько сильны, что в настоящее 
время невозможно, в лабораторных условиях создать поля, на­
пряженность которых достаточна для модельных экспериментов.

Существование мощных магнитных полей приводит к двум 
серьезным последствиям. Во-первых, движение заряженных ча­
стиц в космосе по своему характеру обычно отличается от на-



Таблица 4.2

Объект
Характерные размеры, см Плотность,

частицы/см9
Напряженность магнитного 

поля, гс

истинные приве­
денные

масштабный 
множитель у истинная приведен­

ная истинная приведенная

Ионосфера 
(слой F j)

106—107 10 0
1 сл 1 •—
1 

О
1 о> ю 10 ю 15— ю 16 0,5 5 -104—5 • 105

Экзосфера ю 9 10 1<Г8 105— 10 1013— ю9 0,5—5-10"4 5 • 107— 5 • 104

Межпланет­
ное прост­

1013 10 ю-** 1— 10 1012—1013 10“ 4 10®

ранство 
Межзвезд­
ное прост­

3-1022 10 3-10-22 1 3-1021 10“ в—10~5 3 • 1015—3 • 1016

ранство
Межгалак­
тическое
простран­

>3-1027 10

г-<м1осоV 10-4 (?) >3 • ю 22 10-7 (?) >3-1019

ство
Солнечная

хромосфера
108 10 10“ 7 1011— 10141018— 1021 103— 1 ю10—ю 7

Солнечная
корона

и—1 о т о 10 i—i О
1 Г •—* о о ю8— ю6 ю17—ю16 102—10-1 10й— ю 9

Характерное время

истинное приведенное

Период гигантских 
пульсаций 

100 сек | ОД—1 мсек 
Одни сутки 

105 сек | 1 мсек 
Один оборот Солнца 

2 • 106 сек\ 2 мксек

Период галактического 
вращения 

3*10ълет\ 3 мксек 
Возраст вселенной 

1010 лет\ 10“ 3 мксек

Время жизни солнеч­
ного факела 

103 сек [ 100 мксек 
Время жизни 
протуберанца 

105 сек \ 10 мсек 
Время жизни 

корональной дуги 
103 сек (К Г 1 — 1 мксек 

Солнечный цикл 
22 года | 70—700 мсек

Плотность межпланетного пространства существенно меняется во времени. Верхний предел плотности межпланетного пространства 
относится к моменту корпускулярной эмиссии Солнца.

Сведения о плотности и напряженности магнитного поля межгалактического пространства предположительны.
Максимальная напряженность магнитного поля хромосферы и короны относится к областям, расположенным над пятнами.
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блюдаемого в лабораторных условиях. В космических условиях 
радиус кривизны траектории очень мал, и частицы движутся в 
направлении магнитного поля или дрейфуют перпендикулярно 
полю. Движение подобного типа рассмотрено в гл. 2.

Во-вторых, любое движение поперек магнитного поля легко 
создает сильные электрические поля (см. разд. 1.3). Например, 
если напряженность приведенного магнитного поля составляет 
106 гс, а скорость равна 3- 105 см/сек, то возникает электриче­
ское поле £=10 ед. CGSE = 3000 в/см, а при напряженности 
1010 гс и той же скорости возникает поле напряженности 
30 • 106 в/см. Таким образом, электрические поля космического 
пространства, приведенные к лабораторным масштабам, очень 
велики.

Наконец, представляют интерес временные масштабы преоб­
разования, представленного в табл. 4.2. Факелы, корональные 
дуги, а также начальную стадию магнитных бурь следует рас­
сматривать как очень короткоживущие процессы. Их эквива­
лентная длительность по порядку величины равна времени за­
жигания электрического разряда. Это означает, что в космиче­
ской физике важную роль играют переходные процессы.

4.2.3. Общие свойства плазмы
Лабораторная плазма состоит из нейтральных молекул 

(одноатомных или многоатомных), электронов, положительных 
(а во многих случаях и отрицательных) ионов, а также из кван­
тов, излучаемых возбужденными атомами. В лабораторных раз­
рядах степень ионизации обычно мала, однако в некоторых 
установках, используемых для термоядерных исследований, сте­
пень ионизации достигает очень высоких значений. В космиче­
ской физике ионизация может быть более или менее полной. 
Исключение составляют атмосферы планет и межзвездные об­
ласти HI.

Электроны, ионы и молекулы многократно сталкиваются 
друг с другом. В обычной плазме лишь очень небольшая доля 
электронов обладает скоростями, достаточными для ионизации 
или возбуждения молекул. Следовательно, большинство столк­
новений между электронами и молекулами носит упругий харак­
тер. Поскольку масса электрона сильно отличается от масс дру­
гих частиц, изменение энергии при таких столкновениях неве­
лико. При соударении с тяжелой частицей электрон передает 
часть своей кинетической энергии порядка т е/Му где т е — масса 
электрона, а М — масса тяжелой частицы (см., например, [10]). 
Таким образом, если средняя энергия электронов отличается от 
энергии молекул, то для выравнивания этих энергий потребуется
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несколько тысяч соударений (т е/М4^ 1/1840). Ионы и молекулы 
имеют массы одного порядка, так что при соударениях энергия 
изменяется на величину порядка полной кинетической энергии. 
Поэтому различие в средних энергиях таких частиц быстро 
сглаживается (см. разд. 4.3.2).

В типичной плазме распределение скоростей молекул, как 
и в обычном газе, является, по крайней мере в первом при­
ближении, максвелловским. Такое распределение характери­
зуется температурой Гм- На ионы и электроны действует элек­
трическое поле, и частицы приобретают скорость, направленную 
параллельно или антипараллельно полю. Эта скорость часто 
оказывается малой по сравнению со скоростью хаотического 
движения. В случае сильного электрического поля распределе­
ние скоростей хаотического движения отличается от максвеллов­
ского, особенно для сильно ионизованной плазмы. Однако во 
многих случаях даже ионы и электроны имеют распределение, 
близкое к максвелловскому. Поэтому часто говорят об элек­
тронном газе, имеющем некоторую «электронную температуру»3
Те, определяемую из условия, что у  kTe (k — постоянная Больц­
мана) равно средней энергии хаотического движения электро­
нов. Аналогично можно определить и «ионную температуру».

Направленное движение в электрическом поле вызывает на­
грев как электронного, так и ионного газов. В связи с тем, что 
обмен энергией между электронами и другими компонентами 
плазмы происходит медленно, электронный газ может достигать 
температур, на один-два (и даже три) порядка превышающих 
температуру молекулярного газа. Теплообмен между ионным 
и молекулярным газами происходит достаточно быстро, для того 
чтобы разница между ионной и молекулярной температурами 
не достигала больших значений.

Средняя энергия электронов обычно значительно меньше 
энергии ионизации или возбуждения молекул. Однако, согласно 
максвелловскому распределению, небольшая часть электронов 
имеет энергию, в несколько раз превышающую среднюю. Такие 
электроны способны ионизовать или возбуждать атомы и мо­
лекулы.

Поведение плазмы крайне усложняется разнообразными 
взаимодействиями между электронами, в большей или меньшей 
степени возбужденными или ионизованными атомами или моле­
кулами и квантами. В принципе эти явления можно рассматри­
вать при помощи точных статистических методов. Однако на 
практике вследствие сложности указанных явлений большин­
ство таких теорий могут быть лишь приближенными. Но в неко­
торых случаях можно добиться достаточной степени точности,



164 Гл. 4. Плазма

не прибегая к самым совершенным методам статистической 
механики.

Дебаевский радиус. Средние плотности положительных и от­
рицательных зарядов в плазме почти в точности равны друг 
другу. Как показано в разд. 1.4, локальное значение отношения 
этих плотностей не может заметно отличаться от единицы в 
большом объеме, поскольку в таком случае возникают огром­
ные электрические потенциалы. Заметное различие между плот­
ностями положительных и отрицательных зарядов возможно 
только внутри достаточно малых областей, таких, например, как 
слой, отделяющий плазму от окружающих стенок. Размеры та­
кой области можно оценить следующим образом [11]. Потен­
циальная энергия, приходящаяся на одну частицу в электриче­
ском поле, созданном нескомпенсированным пространственным 
зарядом, не может превышать тепловую энергию этой частицы. 
Потенциал поля V удовлетворяет уравнению Пуассона

AV =  — 4n (ем  -f еепе), (1)
где ее, и /ге, пг* — заряды и концентрации электронов и поло­
жительных ионов соответственно. Представим себе для прос­
тоты плоский слой толщиной d, из которого удалены все поло­
жительные частицы. Тогда возникает разность потенциалов, 
равная

V  =  — 4япеее -у- (2)

(при условии, что напряженность электрического поля равна 
нулю на одной из поверхностей слоя). Разность потенциальных
энергий электрона на границах слоя равна 4я«в!?| (d2/2). Средняя 
кинетическая энергия (теплового движения), определяемая
компонентой скорости, перпендикулярной слою, равна у  kTe. По­
тенциальная и кинетическая энергии равны, если

4̂ nee \ ^  =  \ k T e, (3)

и тогда толщина слоя равна

<4)

Величина XD, определяемая выражением (4), называется дебаев- 
ским радиусом (радиус экранирования). Это понятие впервые 
ввел Дебай, который установил,- что потенциал точечного заряда
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в электролите имеет вид
- r / X D

l/ =  const— -— . (5)

Экспоненциальный множитель характеризует электростатическое 
экранирование поля точечного заряда, обусловленное переориен­
тацией окружающих заряженных частиц. В результате этого 
экранирования поле (5) точечного заряда по существу ограни­
чено сферой радиуса %D — «дебаевской сферой». Аналогичное 
рассмотрение справедливо для плазмы, находящейся в термоди­
намическом равновесии, и приводит к подобным результатам,

Ри с. 4.1. Номограмма для определения дебаевского радиуса KD и 
плазменной частоты ©Пл*

в том числе к уравнению (5). Таким образом, в равновесной 
плазме эффективная, глубина проникновения электростатиче­
ского поля имеет порядок %D.

В плазме, далекой от состояния теплового равновесия (как 
это часто бывает в случае плазмы низкой плотности, см. 
разд. 5.1), понятие дебаевского радиуса становится несколько 
неопределенным.

Величина дебаевского радиуса для различных значений элек­
тронной плотности пе и электронной температуры Те приведена 
на рис. 4.1.

Плазменная частота. Другой величиной, характеризующей 
плазму, является плазменная частота, которая тесно связана 
с дебаевским радиусом. Рассмотрим бесконечный слой плаз­
мы толщиной d (рис. 4.2, а) и предположим, что электроны
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смещены на небольшое расстояние £<Cd относительно ионов. На 
каждой поверхности слоя создается поверхностная плотность 
зарядов ±пее( Это приводит к возникновению в слое электри­
ческого поля напряженностью 4ш еее̂  которое стремится вер­
нуть электроны в положение равновесия. Уравнение движения 
имеет вид

mened =  — eetied ■ 4япеее\ (6)

и описывает колебания с угловой частотой

Очевидно, что этот простой случай соответствует только од­
ному из многих возможных видов колебаний. На рис. 4.2,6 по-

6
Рис. 4.2. Примеры коллективных колебаний электронов в плазме [12]. 

а — колеблющийся слой; б — колеблющийся цилиндр.

казан один из видов колебаний цилиндрического столба. В этом 
случае угловая частота равна сопл/]/2 [12].

Плазменная частота характеризует скорость, с которой элек­
тростатические силы в плазме ликвидируют флуктуацию заря­
довой плотности и являются одним из фундаментальных поня­
тий в теории плазменных колебаний.

Что касается соотношения между плазменной частотой и 
дебаевским радиусом, то сравнение формул (4) и (7) показы­
вает, что величина 1/(опл — это время, за которое частица, дви­
жущаяся со скоростью (kTe/nie) Ч  проходит расстояние, рав­
ное XD-

Численные значения соПл для различных п<> можно найти на 
рис. 4.К
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4.3. Столкновительные процессы в плазме
Если ионизованный газ находится в электрическом поле, то 

все заряженные частицы движутся с ускорением, причем поло­
жительные и отрицательные частицы движутся в противополож­
ных направлениях. В результате столкновений как между заря­
женными частицами и нейтральным газом, так и между заря­
женными частицами противоположных знаков средние скорости 
достигают постоянных значений (см. разд. 4.3.4).

Взаимодействие заряженной частицы с нейтральной суще­
ственно отличается от взаимодействия двух заряженных частиц. 
В первом случае силы короткодействующие и поэтому значи­
тельны лишь тогда, когда частицы находятся на расстоянии, 
сравнимом с их размерами. Это расстояние во всех случаях, за 
исключением недр звезд, гораздо меньше среднего расстояния 
между частицами. Следовательно, любая данная частица взаи­
модействует с другими при соударении только в течение корот­
кого интервала времени, а большую часть времени находится 
в свободном движении. Это соображение лежит в основе «ме­
тода длины свободного пробега», который очень удобен для 
приближенного анализа поведения газов. Если силы коротко­
действующие, то можно ограничиться приближением парных 
столкновений, поскольку мала вероятность того, что в момент 
соударения двух частиц третья частица окажется достаточно 
близко, чтобы повлиять на столкновение.

Сила взаимодействия двух заряженных частиц уменьшается 
обратно пропорционально квадрату расстояния между ними. 
Среднее число частиц, находящихся внутри сферы радиуса г, 
пропорционально г3. С увеличением радиуса г число частиц вну­
три сферы возрастает быстрее, чем уменьшаются силы взаимо­
действия между ними. Вследствие этого на любую выделенную 
частицу большее влияние оказывает непрерывное взаимодей­
ствие со многими удаленными частицами, чем сравнительно ред­
кие взаимодействия с частицами, которые оказываются вблизи 
нее.

Поскольку анализ дальних взаимодействий требует несколько 
иного подхода, целесообразно отдельно рассмотреть свойства 
слабо ионизованных газов, в которых наиболее важную роль 
играют соударения заряженных частиц с нейтральными молеку­
лами газа, и свойства сильно ионизованных газов, в которых 
преобладают соударения между заряженными частицами. Сле­
дует отметить, что столкновения между заряженными частицами 
характеризуются большими значениями эффективных попе­
речных сечений, поэтому такие столкновения могут преобла­
дать даже при ртносительно низкой степени ионизации. Таким
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образом, плазму со степенью ионизации больше 1 % с точки зре­
ния столкновительных процессов следует считать высокоионизо- 
ванной.

В случае слабоионизованной плазмы (см. разд. 4.3.1) мы бу­
дем пользоваться методом длины свободного пробега, с по­
мощью которого вычислим подвижность заряженных частиц, а 
затем проводимость.

В разд. 4.3.2 рассматривается динамика кулоновских взаимо­
действий и вычислено трение, обусловленное такими взаимодей­
ствиями. Полученные результаты используются затем в разд. 4.3.3 
для расчета проводимости в высокоионизованной плазме и в 
разд. 4.3.4 для рассмотрения «убегающих электронов».

Если мы имеем дело с токами, независящими от времени в 
немагнитной плазме, вектор плотности тока i направлен так же, 
как и связанный с ним вектор напряженности электрического 
поля Е. В магнитной плазме ситуация часто оказывается значи­
тельно более сложной (см. разд. 5.1—5.3).

Экспериментальных измерений проводимости плазмы очень 
мало. Прежде всего подобные измерения связаны с большими 
трудностями; кроме того, само понятие «проводимость» нередко 
лишено четкого физического смысла.

4.3.1. Электрический ток в слабоионизованной плазме
Предположим, что плотность заряженных частиц одного 

сорта с зарядом ek и массой mh равна nh. Электрическое поле 
сообщает этим частицам некоторую среднюю скорость дрейфа

Щ =  b&E. (1)

Для слабых полей bk является константой, которая называется 
подвижностью. Если известны подвижности всех компонент газа, 
то легко вычислить его проводимость. Действительно, плотность 
тока i, создаваемого полем, дается формулой

(2)k k
где суммирование производится по всем сортам заряженных 
частиц. Поскольку проводимость а определяется как

i =  oE, (3)
то получаем

о =  Ъ п кефк. (4)k
Для отрицательных частиц величины е*, и Ьь отрицательны.
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Проводимость ионизованных газов рассчитывается при по­
мощи точных статистических методов, развитых Чепменом и 
Каулингом (см. [4]). Их расчеты с математической точки зре­
ния сложны, поэтому для общего рассмотрения целесообразнее 
пользоваться более простым «методом длины свободного про­
бега», тем более, что он более наглядно демонстрирует физи­
ческую сторону явлений. Как показали Чепмен и Каулинг, этот 
метод, вообще говоря, дает достаточно точные формулы, осо­
бенно если иметь в виду то обстоятельство, что в любом случае 
конечные результаты зависят от некоторых неопределенных 
параметров, например таких, как сечения атомных столкно­
вений.

В методе длины свободного пробега предполагается, что мо­
лекулы газа (в том числе ионы и электроны) претерпевают 
мгновенные соударения друг с другом, а между соударениями 
движутся свободно. При строгом рассмотрении этот метод при­
нимает во внимание статистическое распределение скоростей 
молекул, длин свободных пробегов и т. д.; для менее точных 
расчетов используются только средние значения величин. При 
этом результаты точного и приближенного расчетов отличаются 
менее чем в два раза; такая точность вполне достаточна для 
многих приложений.

Пусть Vk — средняя тепловая скорость, Xh — средняя длина 
свободного пробега и тh — среднее время между двумя соуда­
рениями частиц сорта k:

(5)
За время частица в электрическом поле проходит без столк­
новений расстояние

П . _  V?
Ч

Следовательно, ее средняя скорость в направлении электриче­
ского поля равна

1t __Qk __ ek& т __  ekXk р (j\
k~  т* “ 2mk k ~2mki) k '

Отсюда получим подвижность
и _______  YekXk /о\

Е W
где y==1/2- Более строгий расчет, принимающий во внимание ста­
тистическое распределение скоростей и длины свободных про­
бегов, дает ту же самую формулу, но с у=1. Различные авторы 
приводят для у значения, лежащие в указанных пределах 
(см. [9]). Для электронов можно положить y  = 0,85.

5S7«- <6>
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При малых значениях Е  vk, а следовательно, и Ьи не зависят 
от напряженности электрического поля, но если Е  становится 
больше некоторого определенного значения, то, как мы сейчас 
увидим, они становятся зависимыми от Е.

Если частица движется в электрическом поле, ее кинетиче­
ская энергия Wh) равная

W k =  \m kv l  (9)
увеличивается со скоростью

Пусть ки — часть ее кинетической энергии, которая теряется в 
среднем при столкновении с молекулой. Стационарное состояние 
достигается в том случае, когда увеличение энергии вследствие 
дрейфа в электрическом поле становится равным потерям энер­
гии при 1/tft столкновениях в секунду:

Величина относительных потерь при соударениях %k зависит от 
характера соударений. При неупругом соударении может до­
стигать значения, равного единице, причем вся кинетическая 
энергия налетающей частицы переходит в энергию возбуждения 
или ионизации.

Обычно большинство соударений носит упругий характер, и 
в этом случае можно вычислить по формуле, полученной Кра- 
ватом [13]:

где М — масса молекулы, WM — средняя кинетическая энергия 
молекулы, a yi — постоянная порядка единицы

(10)

dWk _  KkWk 
dt xk

При помощи формул (5), (8) — (11) получаем
(П)

j y e l l l E 2 =  HkW l (12)
или

(13)

(14)

(15)

Подставляя (14) в формулу (12), находим
W k =  j W M +  [ j  W% +  ]V2, (16)
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где

(17)

Y2 — численная константа. Если заряженными частицами яв­
ляются ионы (&—►/), так что М/т{^ 1, то их средняя энергия 
приблизительно равна средней энергии молекул WM, если толь­
ко Е не очень велико. Если же заряженными частицами являют­
ся электроны (k—+e), то М/те^  1840* поэтому даже относи­
тельно слабые поля приводят к тому, что We становится значи­
тельно больше WM. Это согласуется с изложенным в разд. 4.2: 
ионная температура 7\- обычно приблизительно равна темпера­
туре газа, тогда как электронная температура Те быстро стано­
вится значительно больше 7V В силу соотношения

где 8 — переводной коэффициент, связывающий электронвольты 
и температуру:

е = l i£ d  =  2,32 • 10е ед. CGSE =  7700 градов. (21)

Электронная температура заметно отличается от температуры 
газа, когда %еЕ  превышает величину

При M=2000tne произведение средней длины свободного про­
бега на величину напряженности электрического поля ХеЕ рав­
но 0,001 в, если Тм =300°, и ХеЕ=0,02 в, если Тм=6000°. В ла­
бораторных разрядах электронная температура обычно состав­
ляет 20 000—50 000°.

Если Те̂ Т м, скорость дрейфа пропорциональна электриче­
скому полю Е. Согласно формуле (8),

(18)

и если заряженные частицы — электроны, т. е.

W e =  lk T e, (19)
то из (16) получаем

(20)

(22)

6 о X,
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где y~1 и т е — масса электрона; скорость ve определяется со­
отношением

?m evl =  ̂ k T e^ l k T M. (24)

Если же Те̂ >Тм, то по формуле (20) приближенно получаем

Г 1«* (25)
Тепловую скорость определим из выражений (9), (19) и (21) 

=  (26) 
Подставляя (26) в формулу (8), найдем скорость дрейфа

Таким образом, ие— У Е .
Если известны скорости дрейфа всех заряженных частиц, то 

из соотношения (2) можно определить плотность тока i.
Как мы видели раньше, для малых величин напряженности 

электрического поля £, при которых температура заряженных 
частиц приблизительно равна температуре газа, скорости щ и ие 
пропорциональны Е. В этом случае проводимость равна

2
( ± £ ± + & 1 Л  ( 2 8

\  m p i 1 mev e /  v ;

Поскольку Хе>Хи rneve< îmivi и обычно п ^ п е (см. разд. 1.4 и 
4.2.3), то электронная проводимость обычно значительно боль­
ше ионной и первым членом можно пренебречь:

еЧ пе̂ в е\0==V — —  = Y  — (29)

(те=Яefve — время между двумя соударениями). Если электрон­
ная температура выше температуры газа, то, согласно формуле 
(27), i пропорционально Е \  Если мы все же хотим пользовать­
ся формулой (3), то необходимо принять, что о пропорциональ­
на Е ~*/«. Таким образом, проводимость не зависит от напряжен­
ности Е  для малых значений Е, но как только напряженность 
превысит значение, определяемое выражением (22), проводи­
мость начинает уменьшаться.
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4.3.2. Кулоновские столкновения в плазме

Попарные соударения между частицами, обусловленные си* 
лами, обратно пропорциональными квадрату расстояния между 
ними, рассматриваются в учебниках (см., например, [10]). Для 
двух частиц с зарядами е\ и е% находящихся на расстоянии г 
друг от друга, сила электростатического взаимодействия равна

F  (30)

В системе центра масс каждая из сталкивающихся частиц изме­
няет направление своего движения на угол определяемый со­
отношением

<31>
где тп— приведенная масса:

_ _ з д _  (32)

v — относительная скорость на бесконечности и / — параметр 
соударения (наименьшее расстояние, на которое частицы сбли­
зились бы, если бы они не взаимодействовали). В случае малых 
углов отклонения формулу (31) можно переписать в виде

* = Ж / ( » г ) -  (33)

Обратная пропорциональность квадрату расстояния харак­
терна как для кулоновского взаимодействия, так и для грави­
тационного притяжения. Поэтому в физике плазмы и в звездной 
динамике возникают аналогичные задачи на рассеяние, и неко­
торые результаты для одного вида поля можно использовать в 
задачах на рассеяние в другом поле. Например, работы Чан­
драсекара [14—16] о временах релаксации звездных систем очень 
важны для физики плазмы.

Для анализа соударений в плазме удобно рассмотреть пове­
дение некоторой выделенной пробной частицы, движущейся в 
среде полевых частиц [14—16]. Для простоты рассмотрим сна­
чала случай, когда полевые частицы имеют большую массу 
(m2^>mi«m) и неподвижны. (Подобное рассмотрение приме­
нимо для электрона, движущегося среди ионов.)

Чтобы отклониться на угол 90° и более, пробная частица 
должна приблизиться к полевой частице настолько близко, что­
бы выполнялось соотношение

1 ^ 1 в\е2 /ОЛ\
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Назовем эти соударения близкими. За одну секунду происходит 
favinll таких соударений.

Другими словами, средняя частота близких столкновений 
равна

1 « nnJ\e\
^близ = ------ =  г м ) \ п 1 с =  — 2НГ~ • ( 3 5 )

т близ

где индекс 1 относится к пробной частице, а индекс 2 — к поле­
вым частицам.

Так как угол отклонения медленно уменьшается с увеличе­
нием прицельного расстояния, то взаимодействие пробной ча­
стицы с удаленными полевыми частицами становится очень 
важным. Хотя каждое из этих дальних соударений не вызывает 
заметного отклонения, число их настолько велико, что их сум­
марное действие на пробную частицу оказывается даже боль­
шим, чем действие относительно редких близких столкновений. 
(Соответствующие явления в звездной динамике рассмотрены 
Джинсом [17].)

Оценить влияние дальних соударений можно из следующего 
простого рассмотрения. (Более детальное рассмотрение см. 
в [11].) Каждое дальнее соударение вызывает небольшое угловое 
отклонение, определяемое формулой (33), которое приводит к 
соответствующему изменению вектора количества движения 
пробной частицы. Составляющая количества движения нор­
мальная к первоначальному направлению, изменяется на вели­
чину

Ьрх =  ХР =  %tnvl =  , (36)

где для простоты предположим, что v2<^vi.
Если дальние соударения происходят хаотически, то средняя 

скорость изменения величины р2̂ равна

4 ^ 1  = /  (37)

Нижний предел интегрирования примем равным 1С [см. форму­
лу (34)], а верхний — Xd [см. формулу (4) разд. 4.2.3] и тогда 
получим

d е1е2п2
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И

Дебаевский радиус выбирается в качестве верхнего предела 
интегрирования потому, что пробная частица электрически экра­
нирована от полевых частиц, находящихся на расстояниях, пре­
вышающих XD. Глубокий анализ показал, что подобный выбор 
параметра обрезания, как правило, дает хорошее приближение 
[18—24].

Множитель In А называется кулоновским логарифмом. Его 
значения для водородной плазмы при различных плотностях и 
температурах приведены на рис. 4.3.

Рис.  4.3. Диаграмма для определения кулоновского логарифма 
(по Спитцеру [11]).

К моменту времени т перпендикулярная составляющая коли­
чества движения приобретает значение, равное первоначаль­
ному импульсу mxvx. К этому моменту времени, который опре­
деляется выражением

т М 2 _  тМ  (41)
dp /̂dt е\е\п2Ы\пк

результирующее отклонение в среднем становится сравнимым с 
величиной я/2; это означает, что отклонение на большой угол 
является результатом многих дальних соударений. Соответ­
ствующая эквивалентная частота дальних соударений 1/т
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отличается от частоты близких соударений [см. формулу (35)] 
множителем 8 In Л, который обычно много больше единицы (его 
типичное значение ~  100; см. рис. 4.3). Таким образом, влияние 
близких соударений пренебрежимо мало по сравнению с дей­
ствием дальних соударений.

Время отклонения т для электронов, сталкивающихся с про­
тонами, является одним из релаксационных времен, характери­
зующих изменение распределения скоростей в плазме. Для точ­
ного расчета времен релаксации необходимо учитывать движе­
ние полевых частиц. Эти вычисления громоздки, и мы приведем 
лишь их конечные результаты, полученные Чандрасекаром 
[14—16] и Спитцером [11, 25].

Рассмотрим электронный газ, имеющий плотность пе и тем­
пературу Те и предположим, что пробные частицы обладают 
средней тепловой скоростью, а именно (3&7Уте)'/а. Для таких 
пробных частиц время отклонения в ранее упомянутом смысле, 
но с учетом движения полевых частиц равно

66 еепе * • 8я In Л

Назовем его временем взаимных столкновений электронов. Оно 
характеризует скорость восстановления изотропии в распреде­
лении электронов по скоростям в результате взаимодействия 
между самими электронами. Иными словами, оно характеризует 
скорость термализации энергии электронов.

Аналогично время взаимных столкновений ионов, имеющих 
массу mu заряд ей температуру 7\* и плотность щ, равно

-  _  (43)
eltii • 0,714 • 8я In А

Время взаимных столкновений ионов с молекулярным весом А 
и зарядом е< =—Zee отличается от хее электронов (при той же 
температуре и плотности) на множитель

- ^ - ^ 4 3  A1/2Z~9. (44)
ее

Здесь мы учли, что е,-п,-=—еепе.
При взаимодействии электронного и ионного газов с разны­

ми температурами тепловая энергия переходит от более горя­
чего газа к более холодному. Если и электроны, и ионы имеют 
приблизительно максвелловские распределения по скоростям 
с температурами Те и Tit то выравнивание температур опреде­
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ляется уравнением
— Ц ± =  Те~ Т± , (45)dt Травн

где Травн — время установления равнораспределения между 
электронной и ионной компонентами

mem i[3kTe/me +  3kT;/ тг]3/2 .. fi.
paBfl_ e2ee\ni (6я)1/2 8 In Л К )

(см. [11, 25]). Если Te= T i ,  то сравнение с формулой (43) дает
/ т , \1/2

Травн =  0,517- i ( - i )  (47)

так что Травн гораздо больше времени взаимных соударений ио­
нов. Например, в плазме, состоящей из электронов и протонов 
с равными температурами, имеем

Травн 22т„ *^950тге. (48)
Следовательно, выравнивание энергий электронной и ионной 

компонент происходит настолько медленно, что каждой из них 
можно приписать распределение, близкое к максвелловскому.

Наконец, определим время релаксации, характеризующее за­
медление заряженной частицы, (имеющей массу т и заряд еи 
скорость v) в результате соударений с полевыми частицами 
(имеющими массу т 2, заряд е2, температуру Т2 и плотность п2), 
т. е. время замедления xs.

Поскольку среднее замедление равно a/Ts, то эффективная 
замедляющая сила, действующая на пробную частицу, равна

(49)

Величина v/rs вычислена Чандрасекаром [14— 16], который на­
звал ее коэффициентом динамического трения. Согласно Чан­
драсекару,

^  Але\е\ (1 +  Wl/m2) п2 In Л f f v \ ^
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Функция f(v/vT) представлена графически на рис. 4.4. В пре­
дельных случаях v/vT<̂ .l и v/vt^ I  выражение (52) принимает 
вид

' ( t h i f e t  ( i ^ 1) <63> 

K iM ir  ( i » 1)- <54>
4.3.3. Ток в сильноионизованной плазме в присутствии 

слабого электрического поля
В электрическом поле положительные ионы и электроны 

дрейфуют в противоположных направлениях. Если электриче­
ское поле достаточно слабо, то относительная скорость дрейфа 
значительно меньше тепловой скорости электронов. Величина 
скорости дрейфа определяется из условия, что в состоянии рав­
новесия сила трения между электронами и ионами в точности 
компенсируется ускоряющей силой электрического поля.

Для оценки скорости дрейфа v предположим, что электроны 
имеют максвелловское распределение по скоростям в системе 
координат, связанной с дрейфовым движением («смещенное мак­
свелловское распределение»). В этой системе ионы движутся в 
неподвижном электронном газе с температурой Те. В этом слу­
чае на каждый ион действует сила трения F, определяемая фор­
мулой (50) разд. 4.3.2, если ионы рассматриваются как проб­
ные, а электроны — как полевые частицы. Сила трения, дей­
ствующая на ионы, содержащиеся в единице объема, равна 
Fi = niF.

На единицу объема электронного газа действует равная по 
величине, но противоположно направленная сила.

Пренебрегая nie по сравнению с т г-, из соотношений (50) и 
(53) получим _

„  „  16 К я  el&n,np In A v

<55)
Ускоряющая сила, создаваемая электрическим полем, равна 

Ре =  еепеЕ  =  — eitiiE. (56)
Условие

F e +  F'e =  О (57)
определяет равновесное значение v, а следовательно, и плот­
ность тока

г =  — eetiev =  —ttJL-----m~̂ —  Е. (58)4j/2jtInA mĵ \ee\ei
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Разделив это выражение на Е, получим формулу для проводи­
мости а. Однако полученное таким образом значение проводи­
мости является приближенным в связи с упрощающим пред­
положением относительно распределения по скоростям.

Для точного определения значения проводимости а необхо­
дим более глубокий анализ распределения электронов по ско­
ростям. Соответствующие расчеты были выполнены Чепменом 
[26], Каулингом [27] и др. (см. [4]). С учетом электрон-электрон- 
ных'Столкновений Спитцер и Хэрм [28] получили

25/2 (kTef 12 
a ~ Y  я 3 ' 2  ’  (  9 )

где 0,5<y<1- Значение у зависит от заряда иона [11].
Для однократно заряженных ионов (в{=—ее=|е|)

Y =  0,582, (60)
а при увеличении у стремится к 1.

Численные значения проводимости приводятся в разд. 5.2.3.3 
(стр. 204—206). Значения средней длины свободного пробега 
электронов даны в разд. 5.1.4 (стр. 193).

4.3.4. Высокоионизованная плазма в сильном электрическом 
поле. Убегающие электроны

В предыдущем разделе была вычислена сила трения, кото­
рая действует на электроны, дрейфующие относительно холод­
ных ионов (см. формулу (55) разд. 4.3.3).

В предельном случае слабого поля, когда v<^vT, было по­
лучено выражение для проводимости. Откажемся теперь от ог­
раничения У<С̂ г- Для ионов с единичным зарядоме»=—ее=\е\ 
сила, действующая на единицу объема, равна

г е =  па\е
где

Е = i?Je!t”*lnA . (63)
m ev T

Функция f определяется формулой (52) разд. 4.3.2 и графически 
представлена на рис. 4.4. Как видно из графика, функция имеет 
максимум fmax=0,427, Это означает, что при

E > E J m  (64)
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сила сопротивления всегда меньше силы электрического ускоре­
ния, и стационарное состоянде невозможно. Поскольку электри­
ческое поле вызывает омический нагрев, электронная темпера­
тура увеличивается, так что Е с уменьшается. Таким образом, 
условие (64) рано или поздно окажется выполненным, даже ес­
ли в момент наложения электрического поля оно не выполня­
лось.

Рис.  4.4. График функции входящей в выражение (50)
разд. 4.3.2 для силы трения.

Отсутствие равновесия в высокоионизованной плазме, поме­
щенной в сильное электрическое поле, было предсказано Джио- 
ванелли [29] и детально изучено Дрейсером [30, 31], который по­
лучил формулы (61) — (64) и (66) — (69), используя уравнения 
Фоккера — Планка.

В сильном электрическом поле распределение электронов по 
скоростям может заметно отличаться от максвелловского. Это 
относится и к слабо, и к сильно ионизованной плазме. Поэтому 
уравнения (61) — (64), которые основаны на предположении о 
смещенном максвелловском распределении, являются лишь при­
ближенными.

Даже в том-случае, когда £<с£с/тах> имеется некоторое ко­
личество очень быстрых электронов (соответствующие «хвосту» 
распределения), для которых ускорение в электрическом поле 
преобладает над торможением, обусловленным ионами. По­
скольку, кроме того, эти электроны редко сталкиваются с ос­
тальными электронами, они отрываются, от основной массы элек­
тронного газа и, таким образом, могут ускоряться независимо 
(убегающие электроны в слабом поле).' На такую частицу дей­
ствует сила трения Fnojm со стороны других электронов и ионов,
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которые предполагаем однократно заряженными. При помощи 
формул (50) и (54) разд. 4.3.2 получаем

Риоп* =  Це\Ес{^ ~ у  (65)

в предположении, что ионы неподвижны и основная часть элек­
тронов имеет максвелловское распределение. Тогда уравнение 
движения быстрого электрона имеет вид

dv I V- \ 2 v
те~Ж =  —  M E  — 3 \ e \ E c \ -Z-J  (66)

Запишем уравнение (66) в системе координат с осью г, анти- 
параллельной электрическому полю:

1 dvx 1 dvy 31 е | Ес v$
vx dt ~  vv dt ~  me {v l +  v2y +  v t f12 '

Умножая уравнение (66) на v, получим

(67)

d 2\в[E SVfEcI E
,2\V2

(68)

Согласно уравнению (67), компоненты vx и vy могут только 
уменьшаться. Поэтому если в какой-либо момент времени пра­
вая часть выражения (68) положительна, то при увеличении v2 
сумма ^  +  ̂ 4 “ ^  и правая часть выражения (68) возрастают, 
что приводит к непрерывному ускорению. Поэтому область про­
странства скорости, в которой происходит ускорение электро­
нов, определяется неравенством

M vl - ^ vl + vT  > 3^гТГ- (69)
Эффект убегания электронов был экспериментально обнаружен 
в некоторых термоядерных устройствах по рентгеновскому из­
лучению, которое возникало при соударении таких электронов 
со стенкой камеры (см., например, [32]).

4.4. Лмбиполярная диффузия
Если плотность частиц некоторого сорта пъ меняется в про­

странстве, возникает диффузия. Поток частиц определяется вы­
ражением —Dh grad (см., например, [9]). Коэффициент диф­
фузии Dh в приближенной теории равен

г» _  _  kTh
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где Тк, та и ста — температура, время соударения и проводи­
мость (см. формулы (4), (8) и (28) разд. 4.3.1). Диффузия за­
ряженных частиц соответствует электрическому току

=  As grad я*), (2)

который складывается с током сг̂ Е, создаваемым электрическим 
полем Е. Таким образом, полный ток, переносимый электронами, 
равен

ie =  ае Е — ее De grad пе, (3)

а ток, обусловленный ионами, равен
h =  О/Е — et A  grad щ. (4)

Предположим, что в отсутствие электрического поля газ ио­
низован в некоторой области, при этом плотности электронов и 
ионов равны пе и tii. В начальный момент еепе+е{Щ=0. На гра­
нице области ионизации происходит диффузия электронов и 
ионов. Вследствие большей подвижности электроны диффунди­
руют быстрее, так что через некоторое время за пределами об­
ласти создается избыток электронов, тогда как внутри образует­
ся избыток ионов. Следовательно, возникнет электрическое по­
ле, препятствующее движению электронов наружу и ускоряющее 
ионы. Поскольку в случаях, представляющих интерес для кос­
мической физики, относительная разность плотностей положи­
тельных и отрицательных пространственных зарядов никогда не 
может быть большой (см. разд. 1.4 и 4.2.3), напряженность элек­
трического поля вскоре достигает такого значения, что диффу­
зия электронов и ионов будет происходить с одинаковой ско­
ростью. Такая диффузия называется амбиполярной. Это явле­
ние играет очень важную роль в обычных газовых разрядах 
(см. [1,9, 33]).

Для количественного анализа амбиполярной диффузии рас­
смотрим уравнения (3) и (4). Предположим, что ионы одно­
кратно заряжены, т. е. £* =—ее=\е\, n —ne= t i i  и if+ie=0. Тогда 
электрическое поле Е, создаваемое амбиполярной диффузией 
электронов и ионов равно

в - -  р аЛп- ®

Подставляя это выражение в формулы (3) и (4), получим

i< =  - i e =  - . q̂ + ^ |g|grad«. (6)
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Согласно соотношению (1), мы можем переписать уравнение 
(6) в виде

Обычно аг-<Сае (см. разд. 4.3.1). В таком случае в соответствии 
с формулой (1) Di/Ti<glDe/Te, и выражение (7) принимает вид
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Г л а в а  5

Плазма в магнитном поле

5.1. Введение
Если плазма находится в магнитном поле, то возникает це­

лый ряд интересных явлений. Свойства магнитной плазмы зави­
сят от многих параметров, таких, как плотность, температура, 
степень ионизации и химический состав, а также от напряжен­
ности и степени однородности магнитного поля. Будем разли­
чать три случая: плазма «высокой плотности», плазма «средней 
плотности» и плазма «низкой плотности». Грубо говоря, плазма 
высокой плотности достаточно хорошо подчиняется законам, 
которые были выведены в гл. 3 для жидкостей и сжимаемых 
сред. В плазме средней плотности магнитное поле создает резко 
выраженную анизотропию, и в некоторых отношениях плазма 
существенно отличается от замагниченной жидкости. Наконец, 
плазма низкой плотности («бесстолкновительная») представ­
ляет собой своего рода переход к случаю движения одиночной 
частицы в высоком вакууме (см. гл. 2), хотя все еще выпол­
няется условие квазинейтральности. Для космической физики 
важны все три случая.

При такой классификации плазмы удобно рассматривать три 
параметра: 1) средняя длина свободного пробега электронов 
2) ларморовский радиус электронов р и 3) характерная длина 
рассматриваемой области 1С. В качестве параметра 1С можно вы­
брать, например, шкалу высот в атмосфере или то расстояние, 
которое может пройти электрон, прежде чем он отразится от 
магнитного зеркала.

Опишем теперь типичные свойства плазмы этих трех видов. 
Разумеется, введенная классификация чисто условна, и в дей­
ствительности мы можем столкнуться с множеством промежу­
точных случаев.

5.1.1. Плазма высокой плотности,
Пусть v — скорость заряженной частицы, — компонента 

скорости, перпендикулярная магнитному полю В; тогда угловая 
частота вращения равна ю = £̂ /р, а время соударения x=X/v. 
Если v^ имеет тот же порядок величины, что и v, то условие 

означает, что (от<С1.
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Между двумя последовательными соударениями электрон 
движется почти прямолинейно, и магнитное поле не оказывает 
на него сильного воздействия. Вследствие этого плазма является 
изотропной, если не учитывать, что магнитное поле всегда вно­
сит в проводящую среду анизотропию, связанную с макроско­
пической силой (i/с) X В, что приводит к анизотропному распро­
странению гидромагнитных волн (см. разд. 3.1—3.10). Однако 
диффузия и электропроводность остаются изотропными.

В гл. 4 мы рассмотрели ряд типичных явлений в плазме (на­
пример, амбиполярную диффузию). Разумеется, эти явления су­
щественны также и в магнитной плазме. Таким образом, даже 
плазма высокой плотности во многих отношениях отличается от 
идеальной жидкости, рассмотренной в гл. 3.

5.1.2. Плазма средней плотности, р
Движение в направлении поля В подчиняется тем же зако­

нам, что и в плазме высокой плотности. Движение параллельно 
В при высоких и средних плотностях является хаотическим. Ес­
ли приложено электрическое поле £ц, параллельное В, то на 
хаотическое движение накладывается систематический дрейф. 
В связи с этим возникает ток i, который при условиях, разо­
бранных в разд. 4.3, пропорционален E f

h=0\\Eh (1)
где Оц — проводимость в направлении, параллельном полю, ко­
торая для сильно ионизованной плазмы определяется формулой 
(59) разд. 4.3.3 и является константой.

В плоскости, перпендикулярной В, электрон движется по ок­
ружности. Между соударениями в направлении, параллельном
В, электрон может проходить расстояние свободного пробега А,, 
но в направлении, перпендикулярном В, он может удаляться от 
ведущего центра только на расстояние р. Сделав определенное 
число оборотов, электрон сталкивается, и его ведущий центр 
смещается на расстояние, по порядку величины обычно равное 
р. Кроме того, электрон может дрейфовать, например, под дей­
ствием электрического поля, перпендикулярного В. Вследствие 
этого, например, диффузия и электропроводность становятся 
сильно анизотропными.

5.1.3. Плазма низкой плотности, 1С<1%
Если мы рассматриваем области, размеры которых значи­

тельно больше р (как это обычно бывает в космической фи­
зике), из условия Я̂ >/с следует условие Я.̂ >р- Следовательно, в
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плоскости, перпендикулярной В, частицы в плазме низкой плот­
ности ведут себя по существу так же, как и в плазме средней 
плотности.

Различие между плазмой средней плотности и разреженной 
плазмой связано с движением параллельно В. В случае низкой 
плотности длина свободного пробега X сильно превышает линей- 

.ные размеры рассматриваемой области /с. Предположим, что па­
раллельно В действует только электрическая сила. Тогда ура­
внение движения для отдельного электрона имеет вид

а соответствующая плотность тока 1̂ определяется выражением

т. е. в случае низкой плотности величины /(| и нельзя свя­
зать соотношением типа (1), а проводимость сгц, определяемая 
формулой (1), не имеет смысла. Даже при Е\\ = 0 может ока­
заться, что /л =£0, а при Е^ФО ток в некоторый момент времени 
может быть равен нулю или даже направлен противополож­
но Е л.

Интересно рассмотреть случай, когда неоднородность маг­
нитного поля носит такой характер, что ведущие центры частиц 
осциллируют вдоль силовых линий между двумя зеркальными 
точками, находящимися на расстоянии /с. Предположим, что 
плазма состоит из электронов и положительных ионов одного 
сорта и что их магнитные моменты равны \ie и \ц. В присутствии 
электрического поля Ец, параллельного В, на них действуют 
средние силы [см. (61) разд. 2.3.6]

параллельно магнитному полю.
Если под действием этой силы частица колеблется с пере­

менной скоростью Ьщ между точками S\ и s2, то для прохожде­
ния элемента длины ds ей необходимо время

UVIIт е- а г= ееЕ\\ (2)

и
(5)

(4)

ds
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и ее полупериод равен s2
т* “  1 ТГ-- (?)J vn

На отрезке ds возникает средний пространственный заряд
dqk =  - ^ L .  (8)'

(Индекс k соответствует различным сортам частиц.) Пусть Ni 
положительных ионов и Ne электронов одновременно колеблются 
между одними и теми же зеркальными точками. Пространствен­
ный заряд на каждом отрезке равен Nidqi+Nedqe, и если Ne на­
столько велико, что мы имеем дело с плазмой (которая должна 
быть квазинейтральной), то будут выполняться соотношения 
Nidqi+Nedqe=0, а также Л^е*+Мвев=0. Согласно формуле (8),- 
это означает, что т^ц = тв®вц, или, если ввести обозначение
а=п1те,

ve\\ =  аг>/ц. (9)
Здесь а — постоянная, которая может иметь любое значение 
(поскольку энергии электронов и ионов не обязательно одина­
ковы) .

Уравнение (9) и уравнения движения
m dVe\\ _  f т  _  ffa / «II > ^  //Ц

дают
dve, | a2me dv,,, a2m.

fe\| = m eVeV~l r  =  - ^ - t n iV^  =  (10)

Полагая et =  — ee — \e \ и подставляя (4) и (5) в уравнение (10), 
получаем

, , с. dB а2т е ( * \ в  dB \ /11Ч- \ e \ E i- » ,  =  ( k l ^ i i - ^ -йг). (Н )
или

£ " — K iE '  <12>
где

is 1 Pe/me —  atfii/m i /10ч
Л —  \е\ 1/те +  аут1 '

Принимая во внимание (9) и подставляя момент ц=  W±/B, 
находим следующее выражение для инварианта:

w n w e±- w enw l±
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Мы использовали обозначения =  -j mv̂  и =  -g- mv2̂  ин­
дексы e и t относятся к электронам и положительным ионам.

Уравнение (12) показывает, что в разреженной плазме элек­
трическое поле, параллельное магнитному полю, равно нулю 
только в том случае, если магнитное поле однородно (dB/ds=0) 
или если выполняется соотношение

W ,,
(15)

Это соотношение означает, что винтовые линии ионов и элек­
тронов имеют одинаковый питч-угол. Если выполняется условие
(15), так что /С=0, то оба сорта частиц колеблются с одинако­
вой амплитудой в отсутствие электрического поля. Однако если 
/С=£0, так что W i \ \ \ W e\ \ \ W электроны и ионы в от­
сутствие электрического поля колебались бы с различными ам­
плитудами. Поскольку квазинейтральность плазмы требует, что­
бы всюду выполнялось соотношение Nidqi + Nedqe=0, то частицы 
обоих сортов должны колебаться с одинаковыми амплитудами. 
Это может наблюдаться только в электрическом поле.

Проинтегрируем выражение (12) между двумя точками А и
С, в которых напряженности магнитного поля равны В А и Вс- 
Разность потенциалов между точками С и А равна

V  =  V C- V A =  K (B C- B A). (16)
Введем величину

В.Y * - ^ .  07)
А

Тогда формула (16) принимает вид

< 1 8 >

где выражение в скобках относится к точке А. Результирующее 
напряжение зависит от способа инжекции частиц, так как это 
влияет на и т. д. в (18). Рассмотрим следующую простую 
модель. (Истинный механизм инжекции в магнитосфере еще не 
известен.) Силовая линия геомагнитного дипольного поля пере­
секает ионосферу в точке С (рис. 5.1). Вне ионосферы имеется 
разреженная плазма, которая создается за счет инжекции горя­
чей плазмы в экваториальную плоскость (в точке Л на рис. 5.1) и 
испарения частиц низкой энергии из ионосферы. Для простоты 
предположим, что в экваториальную плоскость инжектируются 
частицы только одного знака, скажем, электроны. В точке С, 
где напряженность поля равна В с (В С> ВА), имеется источник, 
эмиттирующий ионы очень низкой энергии. Эмиссия происхо­
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дит, если только имеется разность потенциалов между плазмой 
в точке С и источником. Таким образом, потенциал плазмы в 
точке С определяется потенциалом источника. Инжекция элек­
тронов в точке А понижает потенциал в этой точке, и вследствие 
этого положительные частицы будут эмиттироваться источником 
в точке С до тех пор, пока не будет удовлетворено выражение
(18). Тогда из (18) можно вычислить разность потенциалов.

Рис.  5.1. Силовая линия геомагнитного поля 
в магнитосфере.

Поскольку положительные ионы, прежде чем они достигнут 
точки Л, ускоряются разностью потенциалов V, мы имеем 
Wtw=\e\V и Wi± =  0. Следовательно, из уравнения (18) по­
лучаем

\е I VW
\eW = ( y - l )  { le[V + ̂ ,  (19)

которое, кроме решения V" =  0, дает также
\e \V =  ( y - l  )W eL- W e\\. (20)

Если в плазме средней плотности имеется два подобных источ­
ника на одной и той же силовой линии, то возникает ток прово­
димости, переносящий электроны из источника А в точку С и 
ионы — из точки С в точку А. Этот ток стремится уничтожить 
разность потенциалов между А и С. Поскольку в космической 
физике проводимость обычно велика, этот ток будет препятство­
вать возникновению большой разности потенциалов между точ­
ками Л и С. В разреженной плазме, напротив, разность потен­
циалов У, определяемая выражением (20), создается прежде, 
чем может возникнуть какой-либо заметный ток. Если мы ин­
жектируем электроны в точке Л, они не смогут достичь точки С 
до тех пор, пока их энергия не будет увеличена разностью по­
тенциалов V до такой величины, чтобы точка отражения пере­
местилась в точку С. Только в том случае, если разность по­
тенциалов превысит значение, определяемое формулой (20), 
электроны достигают точку С и, следовательно, возникает ток. 
Далее, поскольку ионы, эмиттируемые из точки С, совершают 
колебания вдоль силовой линии без столкновений, то они не
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смогут переносить средний ток, когда будет достигнуто стацио­
нарное состояние.

В нашей модели магнитная силовая линия, которая пересе­
кает экваториальную плоскость (напряженность поля ВА) на 
расстоянии 5 или 10 радиусов Земли, достигает ионосферу в точ­
ке, где напряженность поля В с значительно больше, так что у 
равно 100 или 1000. Это означает, что при наших упрощающих

Рис.  5.2. Простейшая модель разреженной плазмы, удерживаемой 
между магнитными зеркалами (s — длина вдоль силовой линии 

магнитного поля).
Все частицы отражаются в точках Л и С. Электрическое поле £ц, 
параллельное В , изображено в таком масштабе, чтобы по вели­
чине оно совпадало с производной dBjds [см. (12) разд. 5.1]. Элек­
трический потенциал V  и напряженность магнитного поля В  изо­

бражены одной кривой (V  +  const).

предположениях может возникнуть такая разность потенциалов 
между экваториальной плоскостью и ионосферой, что она ока­
жется во много раз больше выраженной в вольтах энергии ча­
стицы, инжектируемой из точки А.

Если частота соударений в плазме конечна, то колеблющие­
ся частицы, эмиттированные из точки С, будут терять свою энер­
гию и накапливаться в точке Л, тогда как частицы, эмиттируе- 
мые из точки Л, имеют определенную вероятность рассеяния в 
«конус потерь», так что они будут двигаться вдоль силовых ли­
ний к точке С. Таким образом, возникает ток, и напряжение V, 
определяемое формулой (20), исчезает. При конечных частотах 
соударений напряжение V велико только при условии, что
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«время жизни» плазмы меньше времени соударений. Под «вре­
менем жизни» мы подразумеваем время, необходимое для того, 
чтобы уходящая из рассматриваемой области плазма полностью 
сменилась вновь инжектируемой.

5.1.4. Магнитная плазма в космической физике
Граница между плазмой высокой и средней плотности опре­

деляется условием
сот =  1.

Поскольку со = \е\В/(пгес), эта граница зависит от магнитного 
поля. В табл. 5.1 приведена критическая частота столкновений 
1/т=<0 для различных напряженностей магнитного поля.

Таблица 5.1

Напряженность магнит- 0,4 40 4000
ного поля В , гс

Критическая частота 0,7 • 107 0,7 • 109 0,7 • 1011
столкновений, сек~х

На поверхности Солнца в пятнах наблюдались магнитные 
поля напряженностью до 4000 гс, но имеются области, где на­
пряженность поля составляет ~  1 гс. Частоты соударений, при­
веденные в таблице, являются характерными для верхней фото­
сферы. Таким образом, внутренние области Солнца (а возмож­
но, и звезд), включая большую часть фотосферы, следует рас­
сматривать как магнитную плазму большой плотности, тогда как 
хромосфере и короне соответствует плазма средней плотности, 
В ионосфере (В «0,4 гс) критическая частота соударений на вы­
соте около 70 км равна 0,7* 107 сек~1. На больших высотах ионо­
сфера представляет собой плазму средней плотности с сильной 
анизотропией.

Граница между плазмой средней и низкой плотности опре­
деляется средней длиной свободного пробега К. Длину свобод: 
ного пробега электрона в полностью ионизованной плазме мож­
но представить в виде %=vex, где х — время отклонения, опре­
деляемое формулой (41) разд. 4.3.2.

Взяв в качестве ve значение средней тепловой скорости,. 
(3kTe/me)4* для плазмы, состоящей из протонов и электронов, 
находим

1,3-105 Т\
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Кулоновский логарифм In Л очень медленно меняется с тем­
пературой и плотностью (см. рис. 4.3). Для оценок по порядку 
величины можно считать

104т1

Табл. 5.2 дает порядок величины X для различных значений 
плотности п и температуры Т.

Т а б л и ц а  5 .2

Средняя длина свободного пробега электронов 
в полностью ионизованной водородной плазме

Плотность п ,
Температура Г, °К

СМ ГЬ
10* 10« 104 105 10°

1 108 1010 1012 1014 1016 см
102 106 108 1010 10»2 1014
104 104 106 108 1010 1012
10б 102 10* 106 108 W o
10® 1 102 104 Ю 6 108

Плотность короны на расстоянии от Солнца R = 5RQ = 
= 3,5 • 1011 см приблизительно равна д=104 см~г, а температура 
3 • 105 °к. Отсюда Я=10п; таким образом, если характерную 
длину /с положить равной расстоянию от Солнца, то получим 
/с~3,5 X.

В межпланетном пространстве вблизи орбиты Земли (на рас­
стоянии 1,5- 1013 см от Солнца) плотность по порядку величины 
равна п= 1 см~г. Температура межпланетного пространства не 
известна, но, по-видимому, она порядка 105°К  или более. В та; 
ком случае Я>1014, так что

Средняя плотность межзвездного пространства по оценкам 
равна п^\ смг3, а температура настолько низка, что, согласно 
табл. 5.2, имеем Я<С/с (если /с~  1018 — 1020 см). Это справед­
ливо для межзвездных газовых облаков, а также для межгалак­
тического пространства.

Рассмотрим магнитосферу Земли, в частности магнитную 
силовую линию, которая пересекает экваториальную плоскость 
на расстоянии, скажем, равном пяти радиусам Земли, т. е. 
3* 109 см. Плотность в экваториальной плоскости, вероятно, по­
рядка 102 см-3 или менее. Принимая /с = 3-109, получим, что 
Х^1С при температуре около 104°К. При более низких тем­
пературах магнитосферу можно считать областью со средней
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плотностью плазмы; при более высоких температурах — областью 
низкой плотности. Надежных измерений температуры, по-види­
мому, не имеется, и не исключено, 4tq в невозмущенных усло­
виях температура может быть низкой. Однако во время магнит­
ных бурь в магнитосферу может проникнуть горячая плазма 
(возможно, Г=106°К ), испускаемая Солнцем, которая еще бо­
лее нагревается при проникновении в магнитосферу в результате 
магнитного сжатия. Поэтому по крайней мере во время магнит­
ных бурь магнитосфера, возможно, имеет высокую температуру 
и, следовательно, представляет собой область низкой плотности.

5.1.5. Обзор свойств магнитной плазмы
Обзор свойств плазмы при различных плотностях приво­

дится в табл. 5.3. Для сравнения в таблицу включен случай 
движения единичного заряда в идеальном вакууме.

Недра звезд — это плазма высокой плотности. Солнечная 
хромосфера и корона, межзвездное и межгалактическое прост­
ранство, а также газовые туманности представляют собой плаз­
му средней плотности. Сюда же относится слой ионосферы 
выше 70 км.

Магнитосфера Земли, по крайней мере в условиях возмуще­
ния магнитного поля, является, по-видимому, областью с низ­
кой плотностью. Межпланетное пространство можно считать 
областью с низкой плотностью плазмы или классифицировать 
как промежуточный случай. Низкая плотность приводит, по- 
видимому, к существованию значительных электрических полей, 
параллельных магнитным силовым линиям, в тех областях маг­
нитосферы и межпланетного пространства, где магнитное поле 
неоднородно.

Между плазмой средней и низкой плотностей существует 
важное различие. В космической физике плазма средней плот­
ности часто обладает настолько высокой проводимостью, что 
можно считать 0 = 00. В плазме низкой плотности, напротив, бо­
лее разумно положить с=0 или оставить проводимость неопре­
деленной.

Имеется целый ряд работ, основанных на предположении, 
«то в плазме низкой плотности <х=оо и £ц =0. Некоторые из 
выводов, основанных на этом предположении, вероятно, оши­
бочны, и их следует пересмотреть.

Различие между вакуумом и плазмой низкой плотности со­
стоит в том, что для вакуума выполнение условия квазиней­
тральности ег-п*+еепв~ 0 не обязательно. Если характерная дли­
на 1С меньше дебаевского радиуса, то мы имеем дело с явле­
ниями в высоком вакууме.
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Таблица 5.3
Характерные свойства плазмы различной плотности 

и единичных зарядов в высоком вакууме

Плазма высокой 
плотности

Плазма средней 
плотности

Плазма низкой 
плотности

Единичные за­
ряды в высоком 

вакууме

Критерий л < С р р О < С  ic 1 с С Ь 1сС Ч
Диффузия Изотропна Анизотропна Анизотропна 

и мала
Отсутствует

Проводимость Изотропна Анизотропна Не опреде­
лена

Не опреде­
лена

Электрическое 
поле, параллель­
ное магнитному, 
в полностью ио­
низованном газе

Мало Мало Произволь­
но

Произволь­
но

Движение части­ Между стол­ Между стол­ Круговые Круговые
цы в плоскости, кновения­ кновения­ траекто­ траекто­
перпендикуляр­
ной магнитному 
полю В

ми почти 
прямоли­
нейные 
траектории

ми круго­
вые траек­
тории

рии рии

Траектория веду­ Между стол­ Между стол­ Колебания Колебания
щего центра в кновения­ кновения­ (например, (например,
направлении, ми прямо­ ми прямо­ между между
параллельном В линейные линейные магнитны­ магнитны­

траектории траектории ми зерка­
лами)

ми зерка­
лами)

Дебаевский ра­
диус bDC * e Ч С 1 с

5.2. Теория магнитной плазмы

5.2.1. Микроскопическое и макроскопическое описания плазмы
Поведение плазмы можно анализировать как с микроско­

пической, так и с макроскопической точек зрения (см., напри- 
мер, [1]).

При микроскопическом рассмотрении отправным пунктом яв­
ляется движение отдельной частицы. Однако детальное описа­
ние движения заряженной частицы в магнитном поле оказы­
вается сложным. Поэтому удобнее исследовать движение центра 
вращения. Скорость центра вращения определяется соотно­
шениями (39) — (43) разд. 2.3.4, в которых сила f должна
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включать в себя эквивалентную силу, учитывающую эффекты 
столкновений между частицами.

При макроскопическом подходе рассматривают среднюю ско­
рость v всех частиц (каждого сорта), находящихся в элементе 
объема, большом по сравнению с ларморовским радиусом и 
средним расстоянием между частицами, но еще достаточно ма­
лом, чтобы его можно было рассматривать как почти однород­
ную область. Если линейные размеры рассматриваемого эле­
мента объема значительно больше средней длины свободного 
пробега Я, то частицы, содержащиеся в элементе объема в не­
который данный момент времени, остаются в нем при движении 
объема со скоростью v. В этом случае каждую компоненту 
плазмы можно рассматривать как жидкость (электронная жид­
кость, ионные жидкости и жидкости, состоящие из нейтральных 
молекул), движение которой описывается макроскопической 
скоростью.

Если средняя длина свободного пробега больше линейных 
размеров любого интересующего нас элемента объема, то такое 
приближение становится непригодным. Средняя скорость ча­
стиц, находящихся в данном элементе объема в данный мо­
мент времени, все еще является вполне определенной величи­
ной, но использование ее для описания плазмы теряет смысл.

В плазме высокой и средней плотности выполняется условие
/с, и для ее описания можно пользоваться жидкостными мо­

делями. Но такие модели не пригодны для плазмы низкой плот­
ности, поскольку в этом случае Я3>/с.

5.2.2. Соотношение между скоростью дрейфа 
и макроскопической скоростью

Макроскопическая скорость v определяется как средняя ско­
рость частиц, находящихся в данном элементе объема. Ско­
рость ивр — средняя скорость центров вращения, находящихся 
в том же элементе объема, может существенно отличаться от 
скорости v. Это связано с тем, что центры вращения некоторых 
частиц данного элемента объема находятся вне этого объема, 
и наоборот. Для иллюстрации выведем формулу, связывающую 
скорости v и ивр, предположив, что магнитные силовые линии 
представляют собой прямые.

Ограничимся случаем, когда такие величины, как напряжен­
ность магнитного поля, плотность, давление и т. д., меняются 
медленно, так что

р < Х  (1)
где р — ларморовский радиус, а /с — характерная длина изме­
нения этих величин. Из нашего прёдположения непосредственно
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следует, что плотности частиц и центров вращения приблизи­
тельно равны

П «вр- (2)

Как мы увидим в дальнейшем, несмотря на условие (1), 
скорости v и ивр могут существенно различаться [2].

Для вычисления разности v — uBp воспользуемся системой ко­
ординат с осью г, параллельной полю В. Пусть AV=AxAyAz— 
элемент .объема, линейные размеры которого значйтельно боль­
ше ларморовского радиуса р. Рассмотрим усредненный по вре­
мени полный импульс частиц, находящихся в данном объеме. 
Его составляющая* перпендикулярная полю В, с точностью до 
малых членов равна m(ndx dy dz)uBp±. Теперь вычислим им­
пульс частиц, пересекающих границу 1 (рис. 5.3). Мгновенную 
скорость отдельной частицы обозначим w±. Согласно опреде­
лению макроскопической скорости, «граничная частица» вносит 
вклад в макроскопическую ско­
рость элемента объема «только 
на том участке ларморовской ок­
ружности, который лежит внут­
ри объема.

Поэтому ее эффективная ско­
рость определяется формулой
— 1 Ф‘wx — ’2 ^ J wi_ cos ф d(p =

-ф
sin Ф /о\=  - 5- (3)

(Поскольку вращение не являет­
ся полным, эффективная ско­
рость имеет тот же порядок 
величины, что и и таким
образом, может быть значительно больше, чем скорость 
дрейфа. Именно в силу этого обстоятельства граничные ча­
стицы, число которых мало, вообще играют роль.) Число ча­
стиц, соответствующих углу Ф в интервале от ф до ф-\-йф, 
равно п dy dz р sin фйф. Согласно формуле (3), каждая из них 
вносит в импульс вклад (mw^/n) sinф. Проинтегрировав по^, 
находим

?  mw , sin ф . , w ,I  ----ndydzp$\nфdф — -Y'mnpdydz. (4)
о

ов

dx
Рис.  5.3. Различие между макро­
скопической скоростью и сред­
ней скоростью центров вращения.
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Аналогичные результаты можно получить для частиц, находя­
щихся на границах 2, 3 и 4. Таким образом, полный импульс 
nmv^dxdydz, перпендикулярный В, определяется выражением

± nmv± dx dydz= ±  тпивр± dx dy dz — ̂  w^mnp dy dz^ у -j- 

+  ̂ у  w^mnp dy dz j ( (У ( у  w^mnp dx dz x —

— (■§■ 'w^mnp dx ̂ 2)(y+dy) x =  dx dy dz X  

X  { ± ш ш вр ± +  i  m А  (5)

где x и у — единичные векторы в направлении х и у, а верхний 
знак соответствует положительным частицам. Поскольку со­
гласно формуле (8) разд. 2.2.1,

_  тт£ _ (6)
г \е\В * 

выражение (5) можно представить в виде
с . I  nmw2, \

v± =  % ±+1HS В X  Srad Ь й Н  •
Если мы введем давление, перпендикулярное силовым ли­

ниям (см. разд. 5.9.3),
nmw2,

И - -  <*)
то получим

v i  -  %  1 =  в  х  gfad № )  •
Если скорость w L различна для различных частиц, как это бы­
вает в плазме, ее квадрат w^ следует заменить в формулах (7) 
и (8) средним значением, полученным из распределения скоро­
стей, а выражение (9) останется неизменным.

Для движения вдоль силовых линий справедлива формула
rfV ll rfUBP || в
dt dt пт ( В ) ‘ ^®)

В общем случае можно показать (см., например, [2,3]), что 
с (nmw,B2 B \  с (  В\1

v _  ивР == 2В B ) ~ 7 n T0i "B~/J ’ ^
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где ^ —-орбитальный магнитный момент, определяемый форму­
лой (13) разд. 2.2.1. Заметим, что величина М = /г[х(—В/S), ко­
торая входит вг выражение (10а), представляет собой объем­
ную плотность магнитного момента, обусловленного круговым 
движением заряженных частиц.

5.2.3. Макроскопические уравнения
5.2.3.1. Модель трех жидкостей

В этом разделе мы выведем общие уравнения, связывающие 
плотность тока и скорость с электрическим и магнитным по­
лями для трехкомпонентной плазмы, состоящей из электронов, 
одного сорта ионов и одного сорта нейтральных молекул. Наш 
анализ будет основан на макроскопических уравнениях движе­
ния для каждого сорта частиц. Эти уравнения (см. формулы 
(21) — (23) разд. 5.2.ЗЛ) можно строго вывести из уравнения 
Больцмана (см. разд. 5.9), но сейчас мы получим их из уравне­
ний дрейфа (см. разд. 2.'3.4), учитывая эффекты, обусловлен­
ные вращением частиц [см. формулы (9) и (10) разд. 5.2.2] и 
соударениями.

Предположим, что распределение по скорости почти изо­
тропно. Данное предположение ограничивает область примени­
мости наших результатов. Они непригодны, например, для слу­
чая низких плотностей, когда распределение по скоростям ча­
сто бывает анизотропным.

Будем исходить из уравнений (39) — (43) разд. 2.3 для дрей­
фа отдельной частицы, имеющей массу mk и заряд еи-

a ffc — полная механическая сила, действующая на частицу, ко­
торая включает, например, гравитационную силу. Индексы _L 
и || относятся к компонентам векторов, перпендикулярным и 
параллельным полю В. Магнитные моменты \хь отдельных ча­
стиц различны, но в предположении изотропии распределения 
по скоростям мы можем найти их средние значения

uBpft =  — jfgT В X  {  ekE + f ft — (xft grad В  — mk }. (П ) 

(12)0 =  (ekE -И* — M* grad B  — mk ,
где

(13)

,2 kT
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ДЛЯ ИОНОВ и
(146)U W —  2 В В пеВ '■l w '

для электронов. Г* и Те — ионная и электронная температуры, 
a pi и ре — соответствующие давления. (Из предположения об 
изотропии следует, что тензор давления сводится к скалярному 
давлению, см. разд. 5.9.)

Таким образом, средняя скорость центров вращения, пер­
пендикулярная полю В, для электронов равна

" . и— (15)

а для ионов

« «  =  - : г ^ В х { « , Е  +  1,— ( 16)
Члены ie и fi соответствуют средним значениям механических 
сил. В дальнейшем будем предполагать, что ионы имеют еди­
ничный заряд, так что е*=—ее=\е\, и используем условие ква­
зинейтральности

Ще1 fhee =  0> (17)
откуда получаем

tiL =  ne =  ti (17а)
(см. разд. 1.4 и 4.2.3).

Из формул (9) и (10) разд. 5.2.2, принимая во внимание 
равенство

grad (£ )  =  -L grad р — grad В,

можно вычислить макроскопическую скорость электронного 
газа. Пренебрегая малыми членами, получим

Уг±=-|7у р  в х {  — П е-^  — k |E + f ,~ g r a d /> ,} .  (18а) 

0 =  (- m e^ f- - \e \E  +  ie- ± g r adpe) .̂ (186)

Аналогично для ионного газа

yi± = -^jW ^ x { m l^ — \ e \ E - i i ^ ^ g r adpi },  (19а) 

° =  (т г~ -  | е\Е — —igrad/);),,. (196)

Интересно отметить, что член, содержащий grad В, отсут­
ствует. Таким образом, градиент магнитного поля не может
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непосредственно вызвать макроскопическое движение, а следо­
вательно, и ток, а также силу ixB . Однако этот результат по­
лучен в предположении об изотропии распределения по скоро­
стям. Следовательно, он не справедлив для пограничных слоев, 
где распределение по скоростям, анизотропно. (Этим объяс­
няется возможность удержания плазмы в магнитном поле, на­
пример в ловушке с магнитньции зеркалами.)

При столкновении с нейтральной молекулой электрон в сред­
нем теряет импульс, равный т с(уе — vn). Если такие столкно­
вения происходят с частотой 1/теп, то средняя сила, действующая 
на один электрон, в результате соударений равна —т е(ув —
— vn)/ten- Аналогичное рассмотрение можно провести для элек- 
трон-ионных столкновений. В таком случае «эффективное» вре­
мя столкновений те% определяется дальними соударениями 
(см. разд. 4.3.2). Таким образом, если мы учтем еще гравита­
цию, то для механических сил, действующих на электроны и 
ионы, получим

\ е =  —  me ^ e - V „ ) ------Щ  (V .~ _vj) +  (2 0 а)
%еп Tei

( , = - <?-»■> +  " . ( ^ - » Д + и д. (206)

где ten и тin — время столкновений электронов и ионов с ней­
тральными частицами. Отметим, что ты — «эффективное» вре­
мя столкновений ионов с нейтральными частицами (с учетом 
того факта, что при каждом реальном соударении теряется не 
весь импульс).

Помножим уравнения (18а) и (19а) векторно на п|е|В/с и 
после небольших преобразований из уравнений (18) и (19) по­
лучим

пте^Г  =  ~ п \ е I { Е + (‘т )  X  в} —grad/̂ -f/tf*, (21)

ляг/^ .= = л |е ||Е  +  ( ^ - )х в } — gra dpt+ id t , (22)

где \е и fi определяются формулами (20а) и (206). Если ней­
тральные молекулы имеют массу т п и плотность пп, то имеем

П„ т п 4**. =  nnm„g — grad рп +  ^  (ve — v„ )+ (v,—v„), (23)

где рп — давление нейтрального газа.
Уравнения (21) — (23) представляют собой. уравнения дви­

жения трехжйдкостной модели для случая однократно заря­
женных ионов (см., например, [4]).
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5.2.3.2. Уравнения движения и обобщенный закон Ома

Если скорости электронов и ионов приблизительно равны, 
удобно преобразовать уравнения (21) и (22), введя в них плот- 
ностъ тока i и скорость vc заряженной компоненты плазмы.

Введем следующие обозначения, относящиеся к заряжен­
ной компоненте плазмы: 

массовую плотность

Скорости V/ и ve можно выразить через vc и i следующим 
образом:

Уравнения движения. Согласно формулам (20а) и (206), 
суммарная механическая сила, действующая на единицу объ­
ема заряженной компоненты плазмы, равна

Используя формулы (27) и (28), мы можем переписать это вы­
ражение в виде

Поскольку me<̂ mu то с достаточной степенью приближения 
можно написать

pc =  n(mi-\-me), (24)
импульс единицы объема

PcVc =  n{mivi +  me\e) (25)
и плотность тока

(26)

т/ |e |n * (27)

у  = v ----------- ------- i у ________ ,
6 c I e | n (mi +  me) c \e\n (28)

nmpii f №  (29)

n

pc =  nml
и, следовательно,

(31)

(32)
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Складывая выражения (21) и (22) и используя формулы (31) 
и (32), получим

Ч Г  =  (т ) Х  В — ®rad (А +  А) +  Peg—

— (33>
Мы получили уравнение движения заряженной компоненты 
плазмы.

Скорость нейтрального газа vn, которая входит в уравнение 
(33), определяется из уравнения (23).

Если \п также приблизительно равна vc, то из уравнений 
(23) и (33) мы получим уравнение движения для газа как це­
лого

р-^- =  (4") X  в  grad (34)
где

Р =  Р в~Ь Р /+Р я>  (35)

pv =  peve +  p/v i +  p„v„, (36)
P =  Pe +  Pl +  Pn' (37)

Обобщенный закон Ома. Чтобы вычислить плотность тока, 
вычтем уравнение (21) из (22), предварительно умножив пер­
вое на 1/(п|е|), а второе — на т в/(/П{П|е|). Воспользуемся фор­
мулами (27) и (28) и учтем, что отношением mjmi можно пре­
небречь по сравнению с единицей. Линеаризуем уравнения, 
отбросив члены второго порядка малости, и после преобразова­
ний получим

i r k  X В+ - S 4  =  Е+ ( ^ )  X В +  (gr ad А -

— ̂ S ra d p i) — Р, (38)

где величина Р, которая соответствует трению между различ­
ными жидкостями, определяется выражением

р = w  ( '• - ! ■ '< ) = 1 тг  [<v --  v «> ^ 1  1  - v * х

x Ы ; ■-£)]'- ft h  - v-> ( i + £ )+<т‘-т*>(£-£)]=
=  r)i — P(v0 — v„). (39)
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Здесь мы ввели обозначения [4]

' - ■ й  (< = - - £ )•  <4о) 

'- * (£ + £ + * £ )•  <41>
Положив

—  = — н— I— Ь — — . (42)Хе Xei хеп Mi X in
получим

ч—ЙЬЬ Ю
где 1 /тг, определяемая выражением (42), — эффективная ча­
стота столкновений для электронов.

Теперь можно записать уравнение (38) в виде

1Ц- 7 П г (4 )х В + - ^ - у = Е » » ф, (44)
или

где
П (l -\~®exel Х - д + те — Еэфф> (46)

Е эфф =  Е +  ( ^ ) х В  +

+ _ k b ' ( g r a d / , e — 5 ' g r a d A ) + p ( V c _ V n )  ( 4 6 )

и
\е\ В  //|7Ч(47>

Уравнение (44) представляет собой одну из форм записи обоб­
щенного закона Ома.

5.2.3.3. Численные значения проводимости

Выражение для проводимости а и сопротивления т)

помимо атомных констант, содержит только две переменные: 
плотность электронов п и время столкновений электронов хе. 
Физический смысл первой из них достаточно ясен, а по поводу 
второй хе сделаем несколько замечаний.

Рассмотрим сначала слабоионизованную плазму, для кото­
рой существенны только столкновения с молекулами. Если 
пп — плотность нейтральных молекул, a S n — эффективное се­
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чение столкновений молекулы с электроном, то средняя длина 
свободного пробега электрона равна

Если электрон движется со скорстью ve, то время соударения 
равно

•но многие электроны дв’ижутся быстрее или медленнее. По­
скольку 5П, а следовательно, и Хе зависят от ve, то %е различно 
для разных электронов. Поэтому распределение электронов по 
скоростям ve, а следовательно, и распределение времен столкно­
вений оказываются сущственными для точных расчетов.

Величина Sn зависит от скорости налетающего электрона и 
во многих случаях является сложной функцией скорости. Диа­
граммы и таблицы, содержащие экспериментальные данные из­
мерений сечений, можно найти в соответствующих руководствах 
(см., например, [5—9]). Обычно приводят значение 3,6-1016 Sn, 
равное сумме эффективных сечений всех молекул, содержащих­
ся в одном кубическом сантиметре газа при давлении 1 мм рт. ст. 
и температуре 0° С. Обратная величина дает среднюю длину 
свободного пробега при указанном давлении и температуре. 
Для электронов с энергией ниже нескольких сот электронвольт 
эффективное сечение S n большинства газов по порядку вели­
чины составляет 10~16 см2.

В полностью ионизованной плазме радиус действия сил ве­
лик и движущаяся частица взаимодействует одновременно со 
многими частицами (см. разд. 4.3.2). Формула (48) остается 
справедливой, если вместо те подставить «эффективное время 
соударения», вычисленное с учетом дальних столкновений. Эта 
величина представляет собой время торможения, определяемое 
формулой (41) разд. 4.3.2. Полученные таким образом резуль­
таты являются приближенными в том смысле, что в наших 
расчетах мы не учитываем должным образом истинного рас­
пределения по скоростям и влияния электрон-электронных 
столкновений. Однако и в этом случае получается результат,

(50)

m e Ve tln

Средняя тепловая скорость электронов равна

(51)

<.52)
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отличающийся от более точного
0 __ 25/2 (kTe)3/2 __ Y • 2,37 ■ 108 jQ/2 C C ISF

Y л3/2 mfZe2 In Л “  Z In A e Д’ C° SE (53)

[см. формулу (59) разд. 4.3.3; е{=—Zee=Z\e\] менее чем в
2 раза. Множитель у слабо зависит от заряда ионов е* и имеет 
значения между 0,582 (для Z = l) и единицей (для Z= оо). Ку- 
лоновский логарифм In Л (см. рис. 4.3) очень медленно ме­
няется в зависимости от температуры и плотности. На рис. 5.4 
представлена зависимость проводимости водородной плазмы от

Рис.  5.4. Проводимость полностью ионизованной водородной
плазмы.

температуры (и плотности). Интересно сравнить эффективные 
сечения ионов и молекул. Проводимость можно представить 
в виде

_ е2пехе, эфф __ е2 1
тпе Ttl^Ve 5 эфф

где ve — средняя тепловая скорость ve=(3kTelme)4*. Тогда для 
протонов получаем

59фф =  0,31пЛ1(Г5772, (54)
а эффективное сечение для нейтральных молекул порядка 
10~15 см2. Например, при Т’е=5000° К эффективное поперечное
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сечение для ионов приблизительно в 1000 раз больше, чем для 
нейтральных молекул. Это означает, что электрон-ионные столк­
новения становятся более существенными, чем столкновения 
электронов с молекулами уже при степенях ионизации порядка 
10"3. Таким образом, при не слишком высокой электронной тем­
пературе плазму со степенью ионизации более 1 % можно счи­
тать полностью ионизованной с точки зрения столкновительных 
процессов.

5.3. Поперечная и холловская проводимости
Из уравнения (45) разд. 5.2.3.2 следует, что, за исключе­

нием случая, когда ад < 1 , электрическое поле Е и создавае­
мый им ток i, вообще говоря, не параллельны друг другу. Итак, 
в то время как плазма высокой плотности обладает изотроп­
ной электропроводностью, плазма средней плотности в этом 
отношении сильно анизотропна.

Если co ita l, то ионы могут внести заметный вклад в ток. 
Рассмотрим тонкий слой слабоионизованной плазмы (т^^теп и 
pe^pi^O). Из формул (33) и (44) разд. 5.2 следует, что элек­
трическое поле с компонентами Ец и Ej_, параллельной и пер­
пендикулярной В, создает ток, плотность которого

!н= К + °1 | )Е 11-
ii ==(ai + ° i ) E±-

a )
(2)
(3)

где

(6а)

(бб)

(5а)

(56)

(4а)

(46)
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(см. [10—13]). «Ток Холла» iHi определяемый формулой (3), 
возникает в результате дрейфа электронов и ионов перпендику­
лярно полю В (рис. 5.5).

Величина 0^ =  0^ +  °^  называется поперечной проводимо­
стью, или проводимостью Педерсена, а <*н — ° ен — называется 
проводимостью Холла.

Для вывода формул (1) — (6) или соответствующих более 
общих выражений можно, исходя из выражений (21) — (23)

разд. 5.2.3.1, вычислить отдельно 
** Ррмпнгтшпх/тптя электронный ток ie=—n\e\ve и ион-

ь ы п н гт ш п и т т п п  [ { =  П \е \ у ^  3атеМ  ИХ СЛО­
Ж И ТЬ i= ie+ii. Эти выкладки здесь 
не приводятся, но для последующих 
приложений мы выпишем соотно­
шения

§1 к: к

. __шрующииток Холла 
-*■ Ионы
- Электроны

О Ш д л
Дрейф

O s n m n r
О В (вверх) 

Е

М
ueu£

у 02
Рис.  5.5. В электрическом 
поле Е  положительные ионы 
дрейфуют со скоростью и*, 
а электроны — со скоростью ие, 
создавая ток i. В присутствии 
магнитного поля В (напра­
вленного перпендикулярно 
плоскости чертежа вверх) 
частицы дрейфуют в напра­
влении, перпендикулярном Е  
и В, и таким образом создают

ie/f —  °V ce X  » (7 )

Uh — — ®ixi (’5') X  i/JL» (8)
которые следуют непосредственно 
из (21) и (22) разд. 5.2.3.1.

В плазме высокой плотности 
со<?т<?<С1 и проводимость изотропна. 
В частности, если плазма полно­
стью ионизована, то в выражении 
(46) разд. 5.2.3 член, описывающий 
трение P(vc — vn), равен нулю, .и 
если, кроме того, давления ре и pi 
пренебрежимо малы, то обобщен­
ный закон Ома принимает вид

, = a{E +  ( i ) x B }. (9)

ток Холла iя-

Это простое уравнение справедливо 
для идеальных магнитных жидкос­
тей (см. разд. 3.3). Однако даже 
для плазмы высокой плотности в це­
лом ряде случаев обобщенный за­

кон Ома нельзя привести к простому виду (9). Например, ино­
гда может играть роль член, соответствующий трению —р (vc—vn) 
[см. уравнение (46) разд. 5.2.3], который описывает дополнитель­
ный механизм потерь, действующий с обычным омическим на­
гревом. (О взаимодействии заряженных частиц плазмы с ней­
тральным газом см., например, [4, 14].)



5.3. Поперечная и холловская проводимости 209

Приведем другой простой характерный случай, который бу­
дет подробно рассмотрен в разд. 5.3.3. Рассмотрим трехкомпо­
нентную плазму, состоящую из электронов, однократно заря­
женных ионов и нейтральных молекул. В обобщенном законе 
Ома мы пренебрежем членом dildt, поскольку мы рассматри­
ваем равновесное (или квазиравновесное) состояние, а также 
членами grad ре и grad (что оправдано, например, в случае 
холодной плазмы). Предположим теперь, что нейтральный газ 
покоится и что трение между ионами и нейтральным газом до­
статочно велико, чтобы удержать ионы в состоянии покоя. Это 
может иметь место при условии

0 0 )
(даже если в то же самое время соете^>1). Если условие (10) 
выполняется и если т* определяется главным образом столкно­
вениями между ионами и молекулами, то из формулы (7) 
разд. 4.3.1 находим, что скорость ионов по порядку величины 
равна

<>»
Поскольку vc«svi, то член, соответствующий трению, в уравне­
нии (46) разд. 5.2.3 по порядку величины равен

|P(vc — v „)| ^ -i^ l--------- I Ц ^ - Е  Е<С.Е. (12)1 v с пП \е\ ten %i„ I 2mi mt ^  v >
Член (vc/c) X В в уравнении (46) разд. 5.2.3 можно оценить 
следующим образом:

< 1 3 >

Таким образом, в рассматриваемых условиях трение между 
ионами и нейтральным газом достаточно велико для того, что­
бы обеспечить малость члена (vc/c )X B  и в то же время член, 
соответствующий трению p(vc—vn), может оставаться несуще­
ственным в обобщенном законе Ома, который теперь приво­
дится к виду

i — совтге1 X  ^  =  сгБ- (14)

5.3.1. Эффект запирания тока Холла

Рассмотрим, что произойдет, если воспрепятствовать проте­
канию тока Холла. Это можно сделать путем введения изоли­
рующих плоскостей, параллельных В и Е. Тогда возникнет элек­
трическое поле Еь перпендикулярное этим плоскостям. Полагая



210 Гл. 5. Плазма в магнитном поле

ток, перпендикулярный плоскостям, 
ственно получаем из формулы (14)

i -f— 0 =  аЕ, 
так что плотность тока равна

равным нулю, непосред-

1: = - Е :П :ОЕ,

(15)

(16)

как и в отсутствии магнитного поля. Таким образом, при за­
пирании тока Холла вместо поперечной проводимости появляет­
ся обычная проводимость. В то же время возникает электриче­

ское поле поляризации. Согласно 
формуле 5.2.3.2 (45), его напря­
женность равна

Е, =  rioW  X  •§• =  «>етеЕ X-g- • (17)
тСп

Р и с. 5.6. Эквивалентные цепи 
проводников в магнитном поле. 
Слева —  проводящая жидкость; R 
соответствует удельному сопро­
тивлению; энергия конденсатора 
С соответствует кинетической 
энергии. Справа —  газ заряжен­
ных частиц; L соответствует инер­
ции заряженных частиц; С0 —  ем­

кости в вакууме.

Формула (16) является прибли­
женной, поскольку мы принимаем 
не достаточно точное распре­
деление по скоростям. Согласно 
Спитцеру [2], более точный ре­
зультат

i =  ( ° | i ) E  =  0,56oE. (18)

5.3.2. Эквивалентный контур
Иногда при рассмотрении токов в плазме удобно ввести эк­

вивалентный контур. В общем случае эквивалентные контуры 
оказываются сложными (см., например, [15]), но иногда экви­
валентная цепь может иметь простую структуру. Рассмотрим 
кратко один такой случай.

Рассмотрим сначала электрически проводящую жидкость с 
плотностью р и проводимостью а, находящуюся в однородном 
магнитном поле В. Электрическое поле Е, приложенное перпен­
дикулярно В, создает ток i =  aE. Сила (i/c )X B  создает ускоре­
ние в направлении, перпендикулярном Е и В. В системе коор­
динат, движущейся с плазмой, электрическое поле равно

E' =  E - f - (y )  X  В. (19)

Ускорение среды продолжается до тех пор, пока

так что

_ g ЕХВ

Е' =  0,

(20)

(21)
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и плотность тока становится равной нулю. На рис. 5.6 (слева) 
представлен эквивалентный контур единичного объема жидко­
сти. Произведем следующую замену:

Зарядка конденсатора соответствует ускорению жидкости током 
плотности L Величина емкости выбрана таким образом, чтобы 
электростатическая энергия конденсатора CVll2 равнялась ки­
нетической энергии жидкости pv2/2.

Если среда представляет собой г.аз, состоящий из заряжен­
ных частиц, то инерция частиц (масса иона т, концентрация 
п) учитывается последовательно включенной индуктивностью

Резонансная частота контура, соответствующего данной индук­
тивности и емкости

равняется циклотронной частоте со =  (L C )^  =  eB/mc. Чтобы 
учесть ток смещения i=  (ll4n)dE/dt, необходимо ввести емкость 
Со=1/4я. Соответствующий контур представлен на рис. 5.6 
(справа).

5.3.3. Токи в неоднородной плазме, перпендикулярные 
магнитному полю

Уравнение (5а) показывает, что в случае а)ете^>1 проводи­
мость, перпендикулярная магнитному полю, существенно умень­
шается. Однако этот результат является следствием идеализи­
рованного предположения об однородности плазмы. В неоднород­
ной плазме (с которой мы обычно имеем дело в космической 
физике) ситуация может быть существенно иной, что мы про­
демонстрируем на следующем простом примере.

Рассмотрим плазму, для которой выполняется условие (14) 
(разд. 5.3). Пусть геометрическая конфигурация ее будет

(22)

(23)

р  рс2 time2 
В2 В2 * (24)
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такой, как показано на рис. 5.7, а. В узком слое Л, параллельном 
оси 'х декартовой системы координат и имеющем ширину f}Ay, 
проводимость равна а0. Проводимость соседнего слоя В шири­
ной Ду имеет меньшую величину ао/а (например, вследствие бо­
лее низкой степени ионизации). В направлении у возникает

РЛу ®В е O f*
-и

т ~ЛУ I Еу В

®в
Плазма высокой 
проЬодимоШй

/
Ж

Окружающая плазма 
6

Р и с .  6.7. а —  геометрическая конфигурация простей­
шей модели неоднородной плазмы; б  —  схема конфи­
гурации, к которой можно применить результаты рас­

смотрения простейшей модели.

электрическое поле, связанное с током Холла. Обозначим на­
пряженность электрического поля в первом слое Еу, а во вто­
ром Еу. Предположим, что

$АуЕу-\-/ЬуЕ'и =  0. (25)

Условие (25) позволяет сделать некоторые заключения на осно­
вании нашей простой модели в тех случаях, когда при более 
сложной геометрии ток Холла замыкается на конечном отрезке, 
как, например, на рис. 5.7, б.

Условия непрерывности требуют, чтобы Ех и iy имели оди­
наковые значения в обеих областях; таким образом, мы имеем

1ха + Ч 1у =  %Ех> (26)
h  yixA — аоЕу, (27)

°оеу ( П  р-1 У yixS — ——  — — J о0Еу,

(28)

(29)



5.3. Поперечная и холловская проводимости 213

где ixA и ixB — плотности тока в первом и во втором слое, 
а Y =  ayc*.

Если п о л о ж и т ь

ix А ~  °А^х>
*хВ — °вЕх>

iy =  осЕх, 
то из формул (26) — (29) находим

V _ 1  ! +  Р V2
о0 « +  Р 1+ Y8’
ов 1 1 +  Р Y2

а а -f р 1+ Y2 ’
<гс 1 +  Р Y 
«о “  а +  Р 1+ Y2 ‘

Если плазма однородна (а = 1 ) ,  то в соответствии с форму­
лами (5а) и (6а) разд. 5.3 получаем

On
аА =  аВ ~  1 —(—Y2 '

__  Y
°с  =“  °о i_|_Ys •

Если а =  оо, ток Холла прекращается, так как область В ста­
новится изолятором. В этом случае, как и следовало ожидать, 
° а  =  °о*

Из формул (33) — (35) можно оценить, насколько поперечная 
проводимость чувствительна к малым неоднородностям. Предпо­
ложим, что при Y= ro«fc=10 и Р =  0,1 проводимость меняется на 
20%, так что ос =1,2. Тогда из формулы (33) получаем аА/а0— 
=0,16, в то время как при а = 1  ад/ао=0,01. Таким образом, в 
этом случае изменение проводимости всего лишь на 20% приво­
дит к изменению эффективной поперечной проводимости в слое 
А более чем на порядок величины.

Рис. 5.8, а и б показывают зависимость ад, ав и ас от ^ при 
а = 2  и а= Ю . На рис. 5.8, в аА, ав и ас представлены как функ­
ции относительной проводимости а.для y=3. Во всех трех слу­
чаях р=0,1. Графики соответствуют тому случаю, когда прово­
димость возрастает в узком слое. Как следует из графиков, маг­
нитное поле не вызывает сильного уменьшения плотности тока 
в слое с бо'лее высокой проводимостью. Для a = 2  проводимость 
никогда не уменьшается более чем на 50%, а для а= 10  умень­
шение составляет только 10%. В слое с меньшей проводимостью 
при увеличении у ток спадает очень быстро [он даже изменяет

(30)
(31)
(32)

(33)

(34)

(35)
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Р и с .  5.8. Эффективные проводимости отдэ о в , ос*
•как функции у при а =  2 и Р =  0,1; б — как функции у при 

а — 10 и р =  0,1; в —  как функции а при Р — 0,1 и y  =  3.
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направление, и при больших у проводимость ов стремится к 
асимптотическому значению — (р/а)а^]. Плотность тока Холла 
уменьшается в а раз, и в приведенных случаях она всегда зна­
чительно меньше плотности тока проводимости ixA-

Если теперь слой с большей проводимостью параллелен оси 
у, то i X A = i X B ,  Е у А = Е уВ= 0; откуда следует, что i y A = i y B ,  

ЕуА—Ехв/а. Таким образом, единственным следствием неодно­
родности оказывается уменьшение электрического поля в а раз.

Образование электрической струи. Полученные результаты 
показывают, что обычная теория плазменных токов, перпенди­
кулярных магнитному полю, совершенно неприменима к неодно­
родной плазме. В рассмотренных выше случаях основное дей­
ствие магнитного поля сводилось к концентрации тока в обла­
сти высокой проводимости. Внутри такой области магнитное 
поле не вызывает существенного уменьшения проводимости, то­
гда как снаружи ток мал. См. также разд. 5.5.1.

5.4. Вмороженные силовые линии

5.4.1. Макроскопическая модель

Магнитной силовой линией называется линия, которая в ка­
ждой точке совпадает с направлением магнитного поля.

Если намагнитить твердое тело с бесконечной электропровод­
ностью, то магнитный поток через такое тело будет постоянным, 
поскольку из закона Ома (E=i/a) следует, что Е==0 и, таким 
образом, dB/dt^O.

Мы можем распространить эту картину на случай жидкости 
с бесконечной проводимостью, если жидкость будем рассматри­
вать состоящей из огромного числа очень маленьких ячеек. Маг­
нитное поле вморожено в каждую ячейку, и когда жидкость дви­
жется, магнитные силовые линии движутся вместе с ней, как 
будто силовые линии вморожены в каждый элемент массы. 
(Этот вопрос уже рассматривался в разд. 3.9.) Можно сказать, 
что силовые линии «материализованы» жидкостью, которая 
«приклеена» к ним. (Как мы видели в разд. 3.4 и 3.9, эта кар­
тина оправдана при изучении гидромагнитных волн.)

В качестве иллюстрации рассмотрим несколько простых 
примеров.

1. Предположим, что в некоторый момент времени ^=0 бес­
конечно проводящая жидкость помещена в однородное магнит­
ное поле. Введем декартову систему координат с осью г, па­
раллельной В, и предположим, что столб жидкости движется в 
направлении оси х. Предположим, для простоты, что скорость
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задана следующим образом:

Щ ( 12 1 <  а, | у | <  d),

v =  . -6ь J .£ i Vq (a < \ z \ < b ,\ y \ < d ) ,  

0 (\z\>  b, \y\<d)

(рис. 5.9). Если некоторая силовая линия ABCDEF представ­
ляет собой прямую линию в момент времени ^=0, то в более 
поздний момент времени Дt она деформируется и принимает 
форму ABCXD XEF. Деформация силовых линий вызвана до­
полнительным магнитным полем Ь, которое создается индуци­
рованными поверхностными токами i (см. рис. 5.9). Силовая ли­
ния принимает форму упругой нити, движущейся вместе с жид­
костью [16].

2. Предположим теперь, что при той же самой геометриче­
ской конфигурации две области a<\z\<b  являются изолирую­
щими слоями, тогда как во всем остальном пространстве мы 
имеем бесконечно проводящую невязкую жидкость, движущуюся 
со скоростью

(рис. 5Л0). В этом случае изолирующие слои препятствуют воз­
никновению системы токов, подобной той, которая показана на 
рис. 5.9. (Это справедливо, если вместо слоев мы возьмем изо­
лирующие плоскости.) Поэтому дополнительное магнитное поле 
не возникает. Магнитное поле остается однородным, а магнит­
ные силовые линии прямыми. Такую ситуацию можно описать 
двумя способами. С одной стороны, можно сказать, что среда в 
столбе движется поперек силовых линий под действием электри­
ческого поля Е. С другой стороны, можно сказать, что силовые 
линии движутся вместе со столбом, но при этом следует доба­
вить, что изолирующие слои «обрезают» силовые линии, иными 
словами, силовые линии, входящие в изолирующую область (или 
проходящие через изолирующую плоскость), «забывают о своем 
происхождении».

В покоящейся системе координат существует некоторая раз­
ность потенциалов между точками G и J, а точки Я и К цахо- 
дятся цод одним потенциалом. Поэтому разность потенциалов 
Vqh должна отличаться от VJKy и, таким образом, в изоляторе 
существует электрическое поле с отличной от нуля составляю­
щей, параллельной В,

v0 (\ г\ < а , \y\<d), 
0 {\ z\ > b , \ y\ < d )
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3. Если проводимость всюду конечна и изотропна, то мы 
имеем промежуточный случай между 1 и 2. Магнитные силовые

Магнитная с Аудированное i шгнитнал f  магнитное
силовая
линия поле

С1

Vn&t

г=д
г-а -=XVn%i  U-.

Ег Профиль 
=г скоростей

и*0

y---d
L 1 v ~~° ‘1 ^  i ®b i

©
V--UQ1 J L ,  .

i ?■ ®b i
i u-0

6

z = b
Z - Q  

V = 0

Р и с .  5.9. Если столб бесконечно проводящей жидкости начинает 
двигаться в направлении, перпендикулярном В, то в результате 
наложения магнитного поля Ь, создаваемого индуцированными элек­
трическими токами, происходит деформация силовых линий магнит­

ного поля.
а — проекция на плоскость zx\ б  — проекция на плоскость у г*

Р и с .  5.10. Если движущийся столб отделен с обеих сторон от 
жидкости изолирующими слоями (или плоскостями), индуцирован­
ные токи не возникают и магнитные силовые линии остаются

прямыми.

линии увлекаются движущейся жидкостью, но с меньшей ско­
ростью. Они «скользят» в среде (см. разд. 3.9).

4. Если проводимость всюду равна нулю, то нет никакой 
•связи между движением среды и магнитным полем. Силовые ли­
нии остаются невозмущенными при любом движении среды.
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5.4.2. Микроскопическая модель. Плазма низкой плотности

Рассмотрим плазму с микроскопической точки зрения. Ка­
ждая частица, как было показано в гл. 2, совершает дрейф. Ес­
ли дрейф вызван градиентом магнитного поля или силами не­
электрического происхождения, то положительные и отрицатель­
ные частицы дрейфуют в противоположных направлениях. При 
таких условиях представление о движущихся силовых линиях 
теряет смысл. Ограничимся поэтому случаем, когда силы не­
электрического происхождения отсутствуют. При наличии элек­
трического поля Е как положительные, так и отрицательные ча­
стицы дрейфуют перпендикулярно В со скоростью ^  =  
= с (Е х  В)/В2.

Перепишем это выражение в виде

Е± +  ( 7 ) Х В  =  0. (1)
Если

Е„ =  0, (2)

то из формулы (1) следует

Е +  ( -£ )х В =  0. (3)

Теперь мы можем повторить рассуждения, приведенные в разд.
3.9, и получим, что магнитный поток, проходящий через контур, 
движущийся со скоростью Uj_, сохраняется.

Если имеются электрические поля, параллельные В, то ус­
ловия ( 1) и (3) несовместимы, рассуждения, проведенные в 
разд. 3.9, неправомерны и магнитные силовые линии необяза­
тельно должны быть вмороженными.

Как показано в разд. 5.1.3, в плазме с низкой проводимостью 
возможно существование Ец, не равного нулю. Если Ец раз­
лично вдоль разных силовых линий, то возникает ситуация, ана­
логичная показанной на рис. 5.10. Следовательно, в плазме с 
низкой плотностью понятие вмороженных силовых линий пред- 
ставляется сомнительным.

Понятие вмороженных силовых линий может быть полезно 
в физике Солнца, где мы имеем дело с плазмой высокой перед­
ней плотности (см. разд. 5.1.4), но может оказаться ошибочным 
в приложении к магнитосфере Земли. В применении к плазме 
межпланетного пространства этим понятием следует пользо­
ваться с осторожностью.
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5.5. Образование плазменных неоднородностей

Большинство теоретических исследований космической плаз­
мы было посвящено изучению однородной плазмы. Однако на­
блюдения показывают, что в большинстве случаев космическая 
плазма сильно неоднородна. В ионосфере часто наблюдается 
мелкомасштабная структура, наиболее четко выраженная во вре­
мя полярных сияний. Лучи полярного сияния часто очень тонки, 
и степень ионизации, а следовательно, и проводимость могут ме­
няться на два или три порядка в пределах нескольких километ­
ров и менее. Как показало изучение распространения свистящих 
атмосфериков, магнитосфера, по-видимому, также имеет волок­
нистую структуру. Солнечная атмосфера также имеет лучистое 
строение. Лучистая структура короны часто бывает очень хо­
рошо видна на фотографиях, полученных во время затмений, а 
радионаблюдения показывают, что лучи простираются по край­
ней мере на расстояния в 10—20 солнечных радиусов («сверх­
корона»). Ближе к поверхности Солнца наблюдаются протубе­
ранцы, которые обычно имеют волокнистую структуру. Хро­
мосферу иногда представляют в виде нитевидного сплетения 
небольших протуберанцев. Волокнистая структура часто бывает 
заметна в газовых туманностях. Итак, плазма средней плотно­
сти (а возможно, также и плазма низкой плотности), по-види- 
мому, нередко сильно неоднородна и проявляет волокнистую 
структуру, элементы которой параллельны магнитному полю. 
Таким образом, представляется важным рассмотреть механиз­
мы, которые могут создавать подобную структуру. Этому вопро­
су посвящен разд. 5.5.1.

5.5.1. Сжимающийся разряд

Разряд может заполнять все пространство между электро­
дами или может быть ограничен узким каналом. К первому слу­
чаю относится тлеющий разряд низкого давления. Примерами 
второго случая могут служить дуги, искры, вспышка молний и 
«самосжатые разряды», изучаемые в термоядерных исследова­
ниях.

В лабораторных разрядах, особенно при низкой степени ио­
низации, сжатие часто связано с «падающей характеристикой». 
Это означает, что электрическое поле, необходимое для поддер­
жания разряда, является убывающей функцией плотности тока. 
Если задан полный ток разряда, то напряженность электриче­
ского поля уменьшается, когда ток концентрируется в узком 
канале по сравнению с напряженностью поля разряда, запол­
няющего все- пространство. Нередко разряд развивается таким
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образом, что напряженность электрического поля принимает 
минимальное значение.

На сжатие разряда оказывают влияние несколько различных 
факторов [6, 17].

Механизм теплового сжатия в дугах. Плазма дуги не под­
чиняется законам подобия, изложенным в разд. 4.2.2. Поведение 
дуги описывается довольно сложными законами, сущность ко­
торых состоит в том, что нагрев, обусловленный электрическим 
током, компенсирует тепловые потери, связанные главным обра­
зом с конвекцией и теплопроводностью, переносящими тепло к 
холодным периферийным областям [6]. Если применить к разря­
ду преобразование подобия разд. 4.2.2, то при меньших давлениях 
(а следовательно, при больших линейных размерах) условия 
для теплового сжатия становятся менее благоприятными. Это 
связано главным образом с тем, что мощность £7, выделяемая 
на единицу объема, изменяется как y"3 и , следовательно, умень­
шается при переходе к большим размерам или меньшим дав­
лениям. Общеизвестно, что при атмосферном давлении разряды 
обычно сжимаются, тогда как при более низком давлении, ска­
жем 1 мм рт. ст., сжатие разряда представляет собой довольно 
редкое явление. (Следует отметить, что даже при низком давле­
нии может происходить сжатие* если присутствуют определен­
ные газы, например СОг. Однако это явление не имеет никакого 
отношения к механизму теплового сжатия.)

Рассматриваемые механизмы действуют независимо от нали­
чия магнитного поля. Однако магнитные эффекты сами по себе 
могут привести к сжатию различных типов.

Сжиматься могут токи, перпендикулярные полю В. Приме­
рами таких явлений в ионосфере являются экваториальные 
электрические струи и электрические струи в полярных сияниях. 
Согласно Зингеру и др., экваториальные электроструи возни-; 
кают в результате комбинированного воздействия магнитных и 
гравитационных сил. Как показано в разд. 5.3.3, в неоднородной 
плазме магнитное поле может вызвать сжатие тока перпендику­
лярного полю, в результате чего образуется струя тока. Этим 
эффектом можно объяснить электроструи в полярных сияниях.

Наиболее важным механизмом сжатия является электро­
магнитное притяжение параллельных токов. Одним из проявле­
ний этого механизма служит пинч-эффект, который впервые был 
изучен Беннеттом [18] в 1934 г. и который позднее привлек вни­
мание в связи с термоядерными исследованиями. Как мы уви­
дим, явления этого общего типа должны осуществляться и в 
космических масштабах, где они приводят к формированию ните­
видной структуры токов и магнитных полей. Этот эффект дол­
жен сопровождаться аналогичным перераспределением веще­
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ства и, таким образом, можно объяснить то богатое разнообра­
зие волокнистых структур, которое, согласно наблюдениям, про­
являет вещество в космическом пространстве.

5.5.2. Пинч-эффект. Соотношение Беннетта

Рассмотрим цилиндрический столб полностью ионизованной 
плазмы в аксиальном электрическом поле Е, которое создает ак­
сиальный ток (рис. 5.11). Аксиальный ток создает азимутальное 
магнитное поле. Собственное магнитное поле действует на него 
с силой (i/c )X B , которая направлена по радиусу к центру и 
приводит к сжатию плазмы к оси 
(пинч-эффект). Если сжимающая 
электромагнитная сила уравнове­
шена давлением плазмы, то

~ 4 F  =  ~ 4 F i< P ^ P ^  =  1T -  0 )
Аксиальное электрическое поле 

перпендикулярно азимутальному 
магнитному полю, создаваемому ак­
сиальным током (см. рис. 5.11) . Тем 
не менее в состоянии равновесия 
плотность тока определяется выра­
жением

i =  ^  =  oE (2)

[с точностью до поправки (18) разд.
5.3.1]. Это связано с тем, что в плаз­
ме, находящейся в стационарном состоянии, не может проте­
кать радиальный ток Холла (см. разд. 5.3.1).

Из формулы ( 1) при помощи уравнения Максвелла

тМгВ)=Л1 <3 >

находим

( r, g dr =  - f § < l ( r B ) .  (4)

Интегрируя, по частям, получаем

R R

Sr* T dr = I'H-* - I'V U  - J 2pr dr. (5)
0 Q

-grad/? 

(I/о) «В

Ри с .  5.11. В стационарном 
самосжатом разряде электро­
магнитная сила (i/с) X  В (сила 
притяжения между параллель­
ными токами) компенсируется 
градиентом давления плазмы.
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где R — радиус разряда. Вне разряда давление равно нулю; та­
ким образом, в формуле (5) остается только последний член. 
Если температуры Те и 7* постоянны, мы можем записать его 
в виде

— J 2p r d r =  — | nk{Te -\-Tt)2nrdr =

= _ * (т - .+ Г Й  и
Jl J Jl 4 7

где N — число электронов на единицу длины столба.
Из формул (4) — (6) получаем

2N k(Tt +  Tt) =  £ $ £ - .  (7)

Согласно уравнению (3), полный ток равен
R

/  =  | /2ягd r = ^ c (R B ) ;  (8)
о

таким образом, формула (7) принимает вид

2N k(Te+ T () =  (± )2. (9)

Уравнение (9) было получено Беннеттом.
Если температура приблизительно постоянна, то проводи­

мость и плотность тока тоже постоянны. В таком случае В про­
порционально г, и из условия ( 1) следует, что распределение 
плотности подчиняется параболическому закону

п =  По — const • г2. (10)

5.5.3. Нитевидные токи в бессиловых магнитных полях

В обычном пинче электрический ток может течь перпенди­
кулярно собственному магнитному полю, поскольку электромаг­
нитные силы уравновешены давлением плазмы и радиальное 
движение отсутствует. В космической плазме давление часто 
пренебрежимо мало, и, следовательно, магнитное поле является 
бессиловым [19].

Рассмотрим плазму средней плотности, имеющую конфигу­
рацию, представленную на рис. 5.12. Электрическое поле одно­
родно и направлено вдоль оси г, а магнитное поле, которое мо­
жет вызываться токами, текущими в плазме, и за счет внешних 
источников, имеет <р- и z-компоненты.



5.5. Образование плазменных неоднородностей 223

Под действием электрического и магнитного полей как элек­
троны, так и ионы дрейфуют со скоростью

v =  -gr(E X  В), (11)

таким образом, вся плазма движется по радиусу к оси. Элек­
трическое поле в системе координат, движущейся вместе с плаз­
мой, равно

Е' =  Е +  ( £ ) Х В .  (12)

Согласно обобщенному закону Ома, «эффективное» электри­
ческое поле частично обусловлено электронным давлением (а 
если плазма неполностью ионизована, также и трением о ней­
тральный газ), однако в данном рассмотрении мы предпола­
гаем, что вклад этих факторов пренебрежимо мал. Из уравне­
ний ( 11) и ( 12) следует

E' =  E +  -| ( E B ) - E  =  E, (13)

(см. рис. 5.12). Это означает, 
что движущаяся плазма «чув­
ствует» только электрическое по­
ле, параллельное В, и, следова­
тельно, ток течет только вдоль 
магнитного поля. Поскольку 
магнитная сила на единицу объе­
ма равна (i/c)X B , то в данном 
случае она равна нулю. Магнит­
ное поле оказывается бессило- 
вьш (см. разд. 3.12.1). Этот ре­
зультат является следствием 
предположения о малости давле­
ния [19].

Дрейф приводит к накопле­
нию вещества вблизи оси. Если 
бы процесс накопления мог про­
должаться в течение достаточно длительного времени, то дав­
лением уже нельзя было бы пренебречь и в конце концов мы 
пришли бы к уже рассмотренному обычному пинч-эффекту. 
Здесь же нас будет интересовать бессиловое состояние, столь 
важное для космических приложений. Поскольку векторы i и В 
параллельны, то

э ; — £  =  (“ )

Ри с .  5.12. Если давление прене­
брежимо мало, плазма приобре­
тает такую скорость дрейфа v, 
что электрическое поле движу­
щейся плазмы становится парал­
лельным В. Поэтому токи текут 
только вдоль силовых линий маг­

нитного поля.
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где 9 — угол между магнитным полем и осью z. К. и 0 являются 
функциями радиуса г. Выражая плотность тока через электри­
ческое поле и проводимость, которые мы предполагаем постоян­
ными, получим

i =  (4 +  )̂1/2 =  оЕ cos 0 =  г0 cos 0, (15)
iz =  i0 cos20, (16)

гф =  i0 cos 0 sin 0. (17)
Компоненты уравнения Максвелла

r o t B = ^ i  (18)

можно проинтегрировать по г, тогда получим
г

< 1 9 >

4л 1

о
т

Вг-=  В0— ~  J iydr, (20)
о

где В0— напряженность поля на оси.
Уравнения (14), (16) и (17), а также (19) и (20) приводят 

к результату
Г Т

AnL r г dr г К  dr

Удобно ввести единицу Длины

» = - &  (22) 
и безразмерную переменную

х  =  Т -  (23)

Тогда уравнение (21) преобразуется к виду

тЫ т т ^ + I tW ^ -  <24>о о
Численное решение этого уравнения было получено в рабо­
те [20]. На рис, 5.13 представлены К, гф. iz, В^и Вг как функ­
ции rjb.
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Как показывает рисунок, аксиальное магнитное поле сосре­
доточено в основном внутри цилиндра радиусом Ь. Ток «огра­
ничен» этим же цилиндром и образует «линейный ток». На рас­
стоянии, заметно превышающем &, поле Вг стремится к нулю бы­
стрее, чем £ ф, и, таким образом, магнитное поле на большом

Ри с .  5.13. Компоненты плотности тока /ф и iz, напря­
женности магнитного поля Вц и Вг и величина К  =  tg 0 

как функция отношения г/Ь.

расстоянии имеет практически только ф-компоненту. (Магнитное 
поле с конечной ^-компонентой на бесконечности не совместимо 
с конечным значением В2 на оси.) На рис. 5.14 качественно по­
казана общая конфигурация магнитных силовых линий, для ко­
торой напрашивается название «магнитный канат».

Полный магнитный поток в направлении z равен
оо

f  =  J Вг2пг dr =  улЬ2В0. (25)
о

Константа у получается в результате численного расчета и рав­
на приблизительно 3,1.
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Уравнения (22) и (25) позволяют выразить В0 и b через 
полный поток ф и максимальную плотность тока i0:

Полный ток равен

. _ (  ФС \1/3

ОО

/  =  J iz2nr dr =  клЬ21,

где и « 2,6. Его можно также переписать в виде

(26)

(27)

(28) 

(29)

это довольно необычное соотношение между напряженностью 
электрического поля и током.

Здесь мы предполагали, что проводимость постоянна. В ра­
боте [20] показано, что аналогичные результаты получаются для

бессиловых полей при значительно бо­
лее общих условиях.

Как было упомянуто выше, элек­
трическое и магнитное поля вызывают 
дрейф по направлению к оси, в резуль­
тате которого происходит накопление 
вещества. Таким образом, должна на­
блюдаться тенденция слияния «маг­
нитных канатов» с «волокнами» веще­
ства, имеющими более высокую плот­
ность, чем окружающая среда. Косми­
ческие «магнитные канаты» сами по 
себе не наблюдаемы, но связанные с 
ними волокна конденсированного ве­
щества можно наблюдать по излуче­
нию, которое они испускают и погло­
щают. Таким образом, рассмотренный 
механизм сжатия объясняет волокнис­
тую структуру, которая является весь­
ма распространенным явлением в кос­

мической плазме (волокнистые межзвездные облака, корональ- 
ные волокна, протуберанцы и т. д.). Особый интерес представ­
ляет приложение рассмотренного механизма к физике Солнца 
[21 —23].

Рис .  5.14. Общая картина 
силовых линий в «магнит­

ном канате».
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5.6. Диффузия в магнитной плазме
Чтобы более наглядно показать сущность диффузии, снова 

воспользуемся методом длины свободного пробега. Для пол­
ностью ионизованной плазмы, в которой взаимодействие между 
частицами определяется дальнодействующими силами, исполь- 
вание данного метода не является корректным, тем не менее он 
дает довольно точный результат, если воспользоваться эффек­
тивным временем соударений, учитывающим эффекты дальних 
столкновений (см. разд. 4.3.2).

В интервале между соударениями движение заряженных ча­
стиц представляет собой суперпозицию быстрого вращения и 
медленного дрейфа поперек магнитного поля. Если температура 
некоторого сорта частиц равна 7\, то отдельная частица имеет 
среднюю скорость вращения

/ 2kTk W2 /1Ч

и среднюю скорость параллельно силовым линиям

5.6.1. Диффузия параллельно магнитному полю
Пусть магнитное поле направлено вдоль оси z декартовой 

системы координат. Наличие магнитного поля существенно не 
меняет время столкновений %и- Среднее смещение между двумя 
столкновениями в направлении z равно

(3)
или, согласно формуле (2),

<«>
Величина совпадает со средним смещением в направлении 
г в отсутствие магнитного поля. Таким образом, если мы обо­
значим через D [lk коэффициент диффузии параллельно полю В, 
а через Du коэффициент диффузии в отсутствие магнитного по­
ля, то получим

D\\ k ^  D k. (5)

5.6.2. Диффузия поперек магнитного поля
Диффузия, перпендикулярная силовым линиям магнитного 

поля, различна в плазме высокой, средней и низкой плотности.
За время между столкновениями частица поворачивается в 

среднем на угол т ъ  рад. В плазме высокой плотности
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a>/iTfe очень мало, и траектория между столкновениями почти 
прямолинейна. В этом случае магнитное поле почти не влияет 
ца диффузию, так что

где D ±k — коэффициент диффузии перпендикулярно полю В, а 
Dh — коэффициент диффузии в отсутствие магнитного поля.

В плазме средней и низкой плотности m'tk велико. Частица 
совершает много оборотов, прежде чем она испытает столкнове­
ние, и (если не считать возможного дрейфа) центр вращения в 
промежутке между столкновениями остается «привязанным» 
к силовой линии. Когда происходит столкновение, центр враще­
ния смещается с одной силовой линии на другую. Это смещение 
определяется выражением (18) разд. 2.2.2.

Важно отметить, что столкновения между частицами одного 
•и того же сорта не вносят вклада в диффузию поперек магнит­
ного поля. Это объясняется тем, что полный импульс Р 1 +  Р2 
при столкновении сохраняется. Поэтому изменения импульсов 
Api и Др2 равны по величине, но противоположны по направле­
нию. Если частицы имеют одинаковые массы и заряды, то, как 
следует из формулы (18) разд. 2.2.2, центры вращений также 
смещаются на одинаковую величину в противоположных на­
правлениях. В результате столкновения одинаковых частиц не 
оказывают никакого влияния на поперечную диффузию *.

Поскольку среднее изменение импульса при столкновении 
имеет тот же порядок величины, что и первоначальный импульс, 
то смещение по порядку величины равно ларморовскому ра­
диусу

Таким образом, теперь мы имеем двумерное хаотическое движе­
ние с характерной длиной р̂ , соответствующей временному 
интервалу т*. В отсутствие магнитного поля диффузия перпенди­
кулярно z представляет собой хаотическое движение, характери­
зуемое длиной WkjJk за интервал времени Так как коэф­
фициент диффузии пропорционален квадрату длины шага (см., 
например, [27]), то имеем

(6)

* Если учесть эффекты более высоких порядков, то обнаруживаемся не̂  
^большой вклад от соударений одинаковых частиц ,[24 —26J.
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Формулы (6) и (8) являются предельными случаями более 
обшего выражения

(см., например, [10, 28]).
Поскольку о)ете >̂о)гТг, магнитное поле уменьшает коэффи­

циент поперечной диффузии для электронов сильнее, чем для 
ионов, так что в сильном магнитном поле

D ± . < .  D ±l, (10)
хотя в то же время

D , e ^ D W (П )

5.6.3. Амбиполярная диффузия

Как было показало в разд. 4.4, различие в скоростях диффу­
зии положительных и отрицательных частиц в плазме приводит 
к разделению зарядов и возникновению электрического поля, 
которое замедляет быстро диффундирующие частицы и ускоряет 
медленно диффундирующие до тех пор, пока оба сорта частиц 
не приобретут одинаковую скорость диффузии. Были приведены 
формулы для электрических полей и токов, возникающих в ре­
зультате амбиполярной диффузии. Аналогичное явление наблю­
дается в замагниченной плазме, однако в этом случае прихо­
дится отдельно рассматривать диффузию в различных направ­
лениях. Формулы разд. 4.4 непосредственно применимы для диф­
фузии вдоль магнитного поля. Они пригодны также для попе­
речной диффузии, если для коэффициентов диффузии и прово­
димости использовать значения D ±k> даваемые формулой (9), 
и cr±Jfe, даваемые формулой (5) разд. 5.3.

5.6.4. Диффузия в плазме средней и низкой плотности, 
обусловленная неоднородностями магнитного поля

Столкновения заряженных частиц с неоднородностями маг­
нитного поля во многом аналогичны соударениям частиц друг 
с другом. Когда частица проходит через мелкомасштабную не­
однородность магнитного поля, ее ведущий центр смещается. 
Этот вопрос был рассмотрен в разд. 2.2.2, где приведена соот­
ветствующая формула для смещения. В разд. 2.2.2 мы рассмат­
ривали неоднородности, вытянутые вдоль поля. Практически 
размеры неоднородности вдоль силовых линий всегда ограни­
чены. Поэтому движение частицы параллельно полю препят­
ствует повторным столкновениям с одной и той же неоднород-
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ностыо. Если неоднородности распределены в магнитном поле 
беспорядочно, то в процессе своего движения вдоль силовых ли­
ний частица хаотически сталкивается со все новыми неоднород­
ностями. Таким образом, отдельные центры вращения совер­
шают своего рода хаотическое движение перпендикулярно маг­
нитному полю, а для группы заряженных частиц это означает 
диффузию поперек магнитного поля. Если магнитные поля имеют 
очень сложную конфигурацию, то можно ожидать, что движение 
центров вращения будет иметь характер трехмерной диффузии.

Диффузия, возникающая в результате взаимодействия с не­
однородностями магнитного поля, представляет особый интерес 
для космической физики, где во многих случаях столкновения 
между частицами происходят слишком редко, чтобы могла воз­
никнуть диффузия. Например, межпланетное пространство про­
низано магнитными полями, которые должны содержать неод­
нородности, линейные размеры которых малы по сравнению 
с ларморовскими радиусами заряженных частиц высокой энер­
гии. Поэтому движение таких частиц будет носить характер 
диффузии. (В этом случае мы пренебрегаем обычными столкно­
вениями.) Такая диффузия в совокупности с механизмами уско­
рения, рассмотренными в разд. 2.7, позволяет объяснить наблю­
даемый спектр импульсов космического излучения.

5.6.5. Аномальная диффузия

Согласно классической теории, коэффициент поперечной диф­
фузии [см, уравнение (9)] быстро уменьшается с увеличением сот, 
если сот^>1. Это означает, что плазма, помещенная в магнитное 
поле, медленнее уходит из занимаемого ею объема в связи с 
уменьшением диффузии поперек силовых линий. Однако обыч­
ная диффузия не является единственным механизмом утечки 
плазмы. Если вследствие разделения зарядов в плазме возни­
кают электрические поля, то как положительные, так и отрица­
тельные частицы приобретают скорость дрейфа {с/В2) Е хВ  и 
при определенных условиях могут уйти поперек магнитного поля.

Бом [29] предположил, что в плазме должна происходить 
диффузия, обусловленная хаотическим дрейфом частиц, связан­
ным с флуктуирующими электрическими полями. Предложенный 
Бомом коэффициент диффузии меняется обратно пропорцио­
нально напряженности магнитного поля В. Спитцер [30] и Тэй­
лор [31] указали, что подобного рода механизмы должны прояв­
ляться в нетепловой плазме.

Многочисленные эксперименты показали, что при определен­
ных условиях наблюдается еще один тип аномально высокой 
диффузии [28, 32? 33]. Когда возникает такая диффузия, плазма
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принимает форму спирали. Согласно теории Кадомцева и Недо- 
спасова [34] и Ленерта.и Хоха [35], аномальная диффузия свя­
зана с разделением ионной и электронной спиралей. Это приво­
дит к возникновению азимутального электрического поля и ра­
диального дрейфа Е хВ , вызывающего массовый уход частиц. 
Экспериментальная сторона вопроса почти не имеет отношения 
к космической физике, но механизм неустойчивости, привлечен­
ный для объяснения явлений, представляет большой интерес. 
«Винтовая неустойчивость» и связанная с ней «желобковая не­
устойчивость» [3, 36—38] являются примерами механизмов, по­
средством которых тонкая плазма может свободно уходить 
поперек магнитного поля, не вызывая его деформации. Подоб­
ные явления могут существенно влиять на поведение плазмы 
в космических магнитных полях.

5.7. Магнитные свойства плазмы

5.7.1. Термодинамически равновесная плазма

Согласно формуле (11) разд. 2.2, заряженная частица, дви­
жущаяся в однородном магнитном поле В и имеющая компо­
ненту скорости, перпендикулярную полю обладает магнит­
ным моментом

mwj W 
~2В~ =  ~ВV OR R1  0 )

и направленным противоположно В. Такой же момент имеет 
каждая отдельная частица в замагниченной плазме при усло­
вии, что средняя длина свободного пробега Я значительно боль­
ше ларморовского радиуса р.

Из того факта, что заряженные частицы в плазме обладают 
собственными магнитными моментами, направленными против 
магнитного поля, в общем случае нельзя сделать заключения 
о том, что плазма в целом диамагнитна. Например, из класси­
ческой теории магнитных свойств металлов хорошо известно, 
что электроны проводимости в металле не создают результирую­
щего диамагнетизма. Бор [39] объяснил этот факт, приняв во 
внимание влияние границ металла, которые он рассматривал 
как идеально отражающие стенки (рис. 5.15).

Аналогично полностью ионизованная плазма, ограниченная 
идеально отражающими стенками, вообще не проявляет никаких 
магнитных свойств. Согласно Бору, движение электронов, отра­
жающихся от стенок, создает ток, магнитный момент кото­
рого в точности компенсирует магнитные моменты электронов,
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вращающихся внутри плазмы (рис. 5.16). К этому заключению 
легко прийти путем микроскопического рассмотрения плазмы, 
если считать, что центр вращения частицы представляет собой 
эквивалентный магнит, несущий как электрический заряд, так и 
магнитный момент. Если поперечное сечение цилиндра равно 5, 
то магнитный момент, отнесенный к единице длины, для внут­
ренних электронов и ионов равен

l _  _  Snk^e +  Tt) ^М - : Sneme™lL
2 В 2 В ~  В

Пусть с боковой поверхностью цилиндра единичной длины в 
единицу времени сталкиваются Ne электронов (см. рис. 5.16).

Р и с .  5.15. Электронный газ 
в сосуде с идеально отра­

жающими стенками.

Идеально дп
отражающая * 
стенка

&  Электрон 
О  Ион

ДрейфЯ/
Давление 

" стенки

Р и с .  5.16. Полностью ионизованная 
плазма в сосуде с идеально отра­

жающими стенками. 
Магнитный момент частиц, вращаю­
щихся внутри жидкости, компенси­
руется магнитным моментом, связан­
ным с дрейфом частиц, ударяющихся 

о стенку.

Поскольку они действуют на стенку с силой ре, на каждый элек­
трон действует сила, равная pe/Ne; это вызывает дрейф центров 
вращения, средняя скорость которого, согласно формуле (39) 
разд. 2.3.4, равна

с Ре
а е ± —  \e\NeB

(здесь — |е|— заряд эквивалентного магнита). Такой дрейф 
эквивалентен пристеночному току

/  — __\е \N  а — ~ е — cnkTe1 ew \(f\J v elle ±  В В

которому соответствует магнитный момент
5  г SnkTo
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Совершенно аналогичное рассмотрение справедливо для ионов. 
Таким образом, полный магнитный момент тока, текущего 
вдоль стенки, с учетом как электронов, так и ионов равен

M w = S n k ( ? g j - T d '  ( 4 )

Он в точности компенсирует магнитный момент частиц внутри 
объема.

С макроскопической точки зрения в рассматриваемом слу­
чае вообще'не должно быть никаких магнитных эффектов, по­
скольку макроскопическая плотность тока везде равна нулю. 
Электроны и ионы внутри объема распределены однородно. Ре­
зультирующая плотность тока в каждой точке равна нулю, по­
скольку распределение по скоростям для каждого сорта частиц 
изотропно. Изотропия, и, следовательно, отсутствие токов, имеет 
место даже вблизи стенки, поскольку она идеально отражает 
(ср. рис. 5.15). Изотропия является непременным свойством си­
стем, находящихся в термодинамическом равновесии. Поэтому 
термодинамически равновесная плазма в самом общем случае 
не дает результирующего магнитного эффекта. На это обстоя­
тельство указал Каулинг [40] в связи с дискуссией о радиаль­
ных границах магнитного поля Солнца.

Поскольку отдельная частица создает магнитный момент, 
то плазма, состоящая из множества таких частиц, должна быть 
также диамагнитна. Это имеет место, если плазма удержи­
вается не материальными стенками, а магнитным полем. В та­
ком случае отсутствуют токи вдоль стенок, которые могли бы 
компенсировать магнитный момент, создаваемый частицами, 
вращающимися внутри объема. С макроскопической точки зре­
ния это означает, что давление плазмы уравновешено током на 
границе.

5.7.2. Диффузия в слабоионизованной плазме
Рассмотрим цилиндрический столб плазмы, помещенный в 

магнитное поле, параллельное оси цилиндра. Пусть область, за­
нятая ионами и электронами, ограничена некоторым определен­
ным радиусом, а концентрация заряженных частиц значительно 
меньше концентрации нейтральных молекул (низкая степень 
ионизации). Пусть нейтральные молекулы находятся как внут­
ри, так и вне плазмы.

В отличие от случая полностью ионизованной плазмы, 
ограниченной идеально отражающей стенкой, теперь давление 
ионов и электронов уравновешивается магнитным полем и
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столкновениями с нейтральным газом. Как и раньше возможны 
два подхода:

1. Микроскопический, при котором ведущие центры рассмат­
риваются как электрически заряженные эквивалентные маг­
ниты и учитываются как их собственные магнитные моменты, 
так и магнитный момент электрических токов, обусловленных 
их движением.

2. Макроскопический, состоящий в рассмотрении макроско­
пического тока, который, как мы увидим позднее, можно интер­
претировать как диффузионный ток Холла. Существование диф­
фузионного тока Холла является указанием на отсутствие тер­
модинамического равновесия.

В этом разделе мы проведем только макроскопический ана­
лиз и воспользуемся формулами, выведенными в разд. 5.2 и 5.3.

Градиенты плотности ионов и электронов вызывают ради­
альную диффузию. Предположим, что диффузия амбиполярная 
и что ионы однократно заряжены, так что е*=—ее=\е\ и П{ =  
= п е=п. В таком случае, согласно разд. 5.6.3, плотности ра­
диальных токов ионов и электронов определяются формулой (7) 
разд. 4.4, в которую нужно подставить коэффициенты диффузии 
из формулы (9) разд. 5.6.2. Считая положительным направле­
ние от центра к периферии, для плотностей радиальных токов 
получим

/ — i — (Te^ T^ De± Di-L \ c \dn (5)
U -  le -  T {D e ±  +  TeD t ±  I e ' d r ‘ W

Как было показано в разд. 5.2 и 5.3, радиальные токи элек­
тронов и ионов (5) связаны с токами Холла в азимутальном 
направлений. Согласно формулам (7) и (8) разд. 5.3, силы 
этих токов равны —совтeie и Тогда, считая положительным
направление против часовой стрелки (рис. 5.17), получаем пол­
ный ток Холла

=  — ®iTi^ +  aeXeh — (®гтг +  ®«т«) I е I • (6)I 6 J_ I € i
где



5.7. Магнитные свойства плазмы 235

так что
ck {Те +  ТА с/  ч dn

1н =  — - у 1—  f («V1 е> ®Л) - jp ,  (11)
где

Несмотря на то что плотность заряженных частиц п зависит от 
радиуса, времена столкновений %е и т* остаются постоянными, 
поскольку в слабоионизованной
плазме они определяются столк- Диффундарующая grad/)
новениями с нейтральным газом, маша v.  ̂
плотность которого приблизи- /
тельно постоянна. В дальнейшем |ч i ^  i
мы будем предполагать, что тем- I
пературы Те и 7\* постоянны и { j
что давление заряженных частиц * I
Pe+Pi мало по сравнению с маг- р и с . 5.17. Во время амбиполяр- 
нитным давлением В /8я. По- ной диффузии плазмы течет диф- 
следнее условие означает, что фузионный ток Холла, который 
относительные изменения В на- создает магнитный эффект, 
столько малы, что со* и со* мож­
но считать приблизительно постоянными. В таком случае вы­
ражение ( 11) можно проинтегрировать по радиусу, и мы полу­
чаем полный ток Холла

I H =  — Cnkf f  e+.llL f (<£)еТв, (0;Тг). (13)

Из уравнения Максвелла

находим, что магнитное поле внутри плазмы БВнутр слабее, чем 
снаружи, а их разность равна

Явнеш —  Явнутр =  —  ~ / H =  J f n k ( T e +  T i) f  (ю ,Т , ,  (0гТ ,). ( 1 5 )

Если частота столкновений высока: ©т<с1, эта разность мала

^внеш ^внутр = =  q  4 k  ( Т е  I ^ l) 0

а в случае редких столкновений (от'^>1 максимальна:

в̂неш в̂нутр = ~д~ пЬ{Те~\~ Ti)‘ (17)

Формула (17) становится очевидной, если принять во внима­
ние, что в случае редких столкновений полное давление плазмы
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nk(Te+ T {) должно уравновешиваться разностью магнитных дав­
лений

Заметим, что при макроскопическом описании мы рассматри­
ваем плазму как совокупность частиц в вакууме, а не как диа­
магнитную среду. Поэтому В =  Н.

Экспериментальные данные о магнитных свойствах слабо- 
ионизованной плазмы немногочисленны, хотя диамагнитные 
свойства пламени были открыты еще во времена Фарадея и 
привлекали к себе внимание исследователей в прошлом столе­
тии [41]. Сравнительно недавно для изучения плазмы, находя­
щейся в магнитном поле, была использована спин-резонансная 
методика [42]. Были получены результаты, которые с точностью 
до 10% согласуются с формулой (15), а также с более ранними 
измерениями [43].

5.7.3. Полностью ионизованная плазма, удерживаемая 
магнитным полем

Рассмотрим, наконец, полностью ионизованную плазму, удер­
живаемую магнитным полем. Такая плазма не находится в тер­
модинамическом равновесии, и столкновения между частицами 
приводят к увеличению ее первоначального объема. Однако если 
температура велика, то столкновения (кулоновского типа) ста­
новятся настолько редкими, что плазма удерживается магнит­
ным полем в течение длительного времени. Ограничение вре­
мени удержания часто связано не со столкновениями, а с не­
устойчивостями.

Для простоты предположим, что столкновения вообще отсут­
ствуют, но не будем накладывать никаких ограничений на ве­
личину давления плазмы по сравнению с магнитным давлением. 
Тогда уравнение (33) разд. 5.2.3 принимает вид

n k iT e+ T ,) внеш

0 =  — grad {ре +  рд +  (•j j  X  В, (19)

и, принимая во внимание уравнение Максвелла

rot В i> (20)

получаем уравнение магнитостатического равновесия (см. 
разд. 3.12)

g r a d ^ + л )  =  ̂  (rot В) X  В. (21)
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Как и в случае слабо ионизованной плазмы, рассмотрим 
простую цилиндрически симметричную конфигурацию с магнит­
ным полем, всюду параллельным оси. Тогда уравнение (21) 
принимает простой вид

т ( л  +  й + Э  =  0. (22)

Уравнение (22) означает, что обобщенное давление pe+ p i+ B 2/8n 
постоянно. Напряженность магнитного поля Ввнутр в плазме, 
где давление равно ре+ р и  или nk(Te+ T i ) ,  связана с напряжен­
ностью внешнего поля Ввнеш уравнением

т г = % - 0 ’ . + й ) = т - » ‘ ( г 1+ Ч  <23>
Таким образом, и в этом случае магнитное поле внутри плазмы 
слабее, чем снаружи.

5.8. Расширяющийся поток магнитной плазмы
В гл. 2 было показано, что при наличии электрического поля 

заряженные частицы малой энергии могут двигаться поперек 
магнитного поля, а также проникать глубоко внутрь геомагнит­
ного поля диполя (см. рис. 2.11).

Если имеется множество частиц, образующих плазму, то 
электрическое поле может возникнуть в результате поляризации 
плазмы при незначительном разделении положительных и отри­
цательных частиц. Движение плазмы в магнитных полях имеет 
фундаментальное значение для теории магнитных бурь и по­
лярных сияний, поскольку эти явления вызываются потоками 
магнитной плазмы, которые выбрасываются Солнцем, пересе­
кают межпланетное пространство и достигают геомагнитного 
поля.

В настоящем разделе мы подробно рассмотрим некоторые 
свойства потоков магнитной плазмы. Чтобы избежать ненужных 
усложнений, проведем рассмотрение на примере очень простой 
модели (разд. 5.8.1), которая не претендует на моделирование 
геометрической структуры истинных солнечных потоков, но 
вполне достаточна для обсуждения некоторых фундаментальных 
явлений. Сделаем небольшое замечание, касающееся формул 
преобразования электрического и магнитного полей и их источ­
ников. Несмотря на то, что поток движется со скоростью, зна­
чительно меньшей скорости света, необходимо учитывать реля­
тивистские эффекты, чтобы согласовать плотности зарядов в не­
подвижной системе координат и в системе координат, движущейся 
вместе с потоком (разд. 5.8.1),
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В неподвижной системе координат в потоке плазмы суще­
ствует электрическое поле, которое ускоряет или замедляет за­
ряженные частицы высокой энергии (космические лучи), пере­
секающие поток. Иногда возникает вопрос: а нет ли здесь про­
тиворечия, поскольку в движущейся системе координат, где 
электрическое поле отсутствует, никакого ускорения не должно 
происходить? В действительности это всего лишь кажущееся 
противоречие, и оно легко устраняется в рамках теории относи­
тельности, как это показано в разд. 5.8.2.

В разд. 5.8.3 кратко рассмотрен дрейф, обусловленный гра­
диентом магнитного поля и силами инерции, его роль в про­
цессах образования электрического поля и выброса потока. Од­
нако количественный анализ этих явлений, также как и рас­
смотрение крупномасштабной динамики потока, выходит за рам­
ки настоящей монографии.

5.8.1. Электрические и магнитные поля

Чтобы определить форму модели плазменного потока в непо­
движной системе координат, введем сферические координаты: 
радиус г, азимут ф, широту % (рис. 5.18). Соответствующие еди­
ничные векторы будут: ?, <р, К.

Пусть границы потока определяются условиями

Магнитные и электрические поля в неподвижной системе ко- 
ординат. Предположим, что магнитное поле имеет структуру

а )

(2)
а скорость равна *

v =  ®(r)r ( | ф | < - ^ - ,

V = 0  (|ф|> -гг)-
(3)

В =  В { г ) 1  (|Ф| < ^ , | Х | < ^ ) ,
(4)

* Соответствующее обобщение на случай, когда плазма вне потока имеет 
отличную от нуля радиальную скорость, не представляет принципиальных за­
труднений,
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Усредненное движение частицы внутри потока приближенно 
определяется движением ее центра вращения. Основной член 
в выражении для скорости движения ведущего центра перпен­
дикулярно магнитному полю есть

v — с Е X  В
В2

а следовательно,
:±  +  7 Х В  =  0.

(5)

(6)

В отсутствие электрических полей, параллельных В (dB/ds=О, 
см. разд. 5.1.3), уравнение (6) выражает сохранение потока че­
рез контуры, движущиеся вместе с 
центрами вращения (см. разд. 5.4.2).
Отсюда следует, что

(7)
где я — концентрация частиц.

Уравнение непрерывности требует, 
чтобы

tvor2 =  const, (8)
а из формул (7) и (8) получаем

В =  -const г> Voro
: о *vr vr (9)

Рис .  5.18. Система коор­
динат и геометрия модели 
плазменной струи (<р —  ази­

мут, X — широта).

Возвращаясь к выражению (6) и используя формулы (4) 
и (9), находим, что внутри потока

где

___ COnSt Г*___ п  Г0=  - y - ( f  =  E0 —  ф

J? __ УрВр

M < f . (10)

(11)

Для плазмы, окружающей поток, справедливо уравнение, анало­
гичное уравнению (6), а поскольку, согласно нашему предполо­
жению, вне потока v = 0, то отсюда получаем

(12)
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Из уравнений (10) и (12) следует, что на границах потока су­
ществуют поверхностные заряды, а именно

9s =  -
£0 г0
- d - г  при

Фо

1 4  < 1Г*
f „ __  Фо
I (Р = Т ’ 
< 1 
11М =  1

(13)

(14)

Плоскости ф = ± ф 0/2 (если пренебречь краевыми эффектами) 
представляют собой эквипотенциальные поверхности, разность 
потенциалов между которыми равна

Ко =  гЧ>оЕ ■■
q>0r0v0B0 (15)

Аналогично источниками магнитного поля являются радиаль­
ные поверхностные токи is, плотность которых равна

сВ
4л при

сВ
: 4я" ПРИ

а плотность азимутального объемного тока

i — 7Г~ (г&)'4я г dr v '

(16)

(17)

(18)

В простейшем случае, когда v =  const, из уравнения (9) следует, 
что В обратно пропорционально г, так что полный поверхност­
ный ток не зависит от г и объемный ток равен нулю.

Магнитные и электрические поля в системе координат, дви­
жущейся вместе с плазмой. Чтобы рассмотреть потоки плазмы 
в системе координат, движущейся вместе с плазмой, выберем 
локальную декартову систему координат S 'с осями координат g, 
г) и £ и единичными векторами | (параллельным г), т) (парал­
лельным ф) и \ (паралельным %), имеющую начало О' в точке 
г\ ф', А/. Вблизи начала координат

(i2+ r i2- K 2)1/2C  Г' (19)
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уравнения преобразования координат имеют простой вид
| =  г — г', (20)
т] =  г' (ф — ф') cos V , (21)
£ =  г' (Я- V ) .  (22)

Теперь магнитное поле внутри потока равно
В '^ В  =  В% (23)

и имеет частную производную по времени [см. (9)]
дЪ дВ е  D r0 ( 1 дВ \ г  /Л/)Ч
dt ~~v ~dF £ — v0Bo— [-g- ~df)T, (24)

Напряженность электрического поля равна 
£/ __ g  v (̂ */> ф'» ^0 X  в ___

=  (25)

где мы использовали формулы (9)— (11). В движущейся си­
стеме электрическое поле обращается в нуль в том смысле, что 
оно является величиной первого порядка малости по отношению 
к I/г' и г)//. Однако

rolE ' =  — (26)

является величиной нулевого порядка, как и следовало ожидать, 
поскольку производная магнитного поля по времени (24) в дви­
жущейся системе координат представляет собой величину нуле­
вого порядка.

Для рассмотрения токов и зарядов на границе расположим 
систему координат S' таким образом, чтобы плоскость со­
впала с плоскостью ф =  —фо/2. Тогда в области т)>0 Е' и В' 
определяются выражениями (23) и (25), а в области rj<0 обра­
щаются в нуль.

Скачок магнитного поля на границе приводит к возникнове­
нию поверхностного тока

£ = ■ & ■ .  (27)

соответствующего току i8f наблюдаемому в неподвижной системе 
координат [см. уравнение (16)]. Электрическое поле непрерывно, 
поэтому поверхностный заряд обращается в нуль;

^  =  0. (28)
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Различие в плотностях поверхностного заряда, измеренных в 
двух системах координат, является релятивистским эффектом 
(см., например, [44]). Действительно, результат (28) следует из 
формулы релятивистского преобразования

<*>

где мы использовали формулы (9), (11), (13) и (16). Таким об­
разом, этот эффект обусловлен существованием поверхностных 
токов, связанных с ограниченным в пространстве магнитным по­
лем. Он не возникал бы, если бы магнитное поле было одинако­
вым снаружи и внутри плазмы. (Оба случая — как со скачком 
магнитного поля на границе плазмы, так и без скачка — могут 
оказаться существенными в различных приложениях.)

Различие суммарных плотностей поверхностных зарядов, из­
меренных в двух системах координат, довольно просто объяс­
нить, используя понятие лоренцева сокращения. Поверхностный 
ток is создается положительными ионами, дрейфующими со ско­
ростью U{ относительно плазмы, и электронами, дрейфующими 
со скоростью ие. Если Ni и Ne — поверхностные плотности по­
ложительных и отрицательных частиц (измеренные в. системе 
координат, движущейся вместе с плазмой), то поверхностная 
плотность тока равна

(30)
Пусть поверхностный ток создается определенным числом элек­
тронов N. В системе координат, движущейся со скоростью дрей­
фа, они распределены по определенному элементу длины в 
радиальном направлении. В системе координат, связанной с 
плазмой, длина этого отрезка равна

l'e =  lSe Y  l - С Т -  (31)

Поскольку ue<£v<^c, то релятивистскую формулу сложения ско­
ростей с достаточной степенью точности можно заменить клас­
сической, и скорость электронов, измеренная в неподвижной 
системе координат, равна ue+ v . Следовательно, отрезок 1ее 
в неподвижной системе координат имеет величину

1/  l - i b H T .  (32)

Таким образом, если N'e — плотность электронов на поверхно­
сти, измеренная в системе координат, связанной с плазмой, то из 
формул (31) и (32) следует, что соответствующая плотность
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в неподвижной системе координат равна 
V 1 — (ujcyN e =  N '

y \ - ( u e+ v )y c*
Аналогичный результат получаем для ионов

V l — (ui +  v)2/c*
N l = N i -

(3 3 )
аем для ионов 

n ‘ ( , + - ^ + ^  “ ■ + - ) ■ <з4)
Поверхностный заряд в неподвижной системе координат равен

ь = [ № , + К ‘.) ( I +  V  ) + ? № “<+Л ^А )] •
Если, наконец, в последний член в квадратных скобках мы сно­
ва подставим формулы (33) и (34), то, пренебрегая величинами 
щ/и, ue/v и v/c по сравнению с единицей, получим в соответ­
ствии с формулой (29)

Х ( Л ^ А + Л ^ А ) ] ( 1+ £ ) ~

5.8.2. Ускорение заряоюенных ча­
стиц высоких энергий

Если заряженная частица вы­
сокой энергии проходит через 
поток в направлении ф, ее энер­
гия изменяется на величину,

A W  =  eV0=  e%r<>BoVo , (36)

Рис .  5.19. Если частица высокой 
энергии пересекает поток маг­
нитной плазмы, то под действием 
магнитного поля потока она от­

клоняется на малый угол da>

соответствующую разности потенциалов (15) на границах 
(е включает в себя знак заряда).

Представляет интерес рассмотреть, каким образом происхо­
дит такое ускорение с точки зрения наблюдателя, находящегося 
в движущейся системе координат, где электрическое поле отсут­
ствует. Для простоты рассмотрим ультрарелятивистскую заря­
женную частицу, проходящую через узкий поток фо<С1, имею­
щий почти параллельные границы. Пусть импульс и энергия ча­
стицы в неподвижной системе координат S равны р и W, а в 
движущейся системе координат рг и W'. В движущейся системе 
координат S' электрическое поле отсутствует, таким образом, 
величины рг и W' являются интегралами движения. Магнитное
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поле В '= В  отклоняет частицу на угол

da =  — 7̂ —  dx\, cp cos a ” (37)

где dr) — ширина потока, a a — угол цадения (рис. 5.19).
Поскольку скорость движущейся системы координат мала 

( о < с ) ,  то формула релятивистского преобразования для энер­
гии (см., например, [45]) принимает простой вид

где а — угол между направлением движения частицы и нор­
малью к границе потока. Для ультрарелятивистской частицы 
p'^W'/c, и формула (38) принимает вид

Поскольку энергия в движущейся системе координат является 
инвариантом, то энергия в неподвижной системе вследствие от­
клонения на угол da изменяется на величину

Из формул (37) и (40), с точностью до членов высшего порядка 
малости по у/с, следует

или, поскольку df\ =  r'̂ Q и Bv =  B0V0r0lr',

что соответствует формуле (36).

5.8.3. Дрейф частиц в азимутальном направлении

Скорость каждой частицы потока представляет собой сумму 
«тепловой» скорости и средней скорости потока. Пусть компо­
ненты, перпендикулярная и параллельная полю В, равны 
(соответствующая кинетическая энергия W'^) и wjj (энергия 
W J). Поскольку частица движется вместе с расширяющимся 
потоком, составляющая уменьшается вследствие торможе­
ния в убывающем магнитном поле. Адиабатическая инвариант­
ность величины

W =  W ' +  vp' sin а, (38)

d W =  W ' -  cos a da.
С

(40)

d W  =  - ffor°BoVo- =  eV0, (41)

(42)
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(нерелятивистский случай) требует, чтобы энергия W'±  изменя­
лась со скоростью

В то же время градиент магнитного поля вызывает дрейф в на­
правлении ф. Этот дрейф направлен против электрического поля 
для положительных частиц и: параллельно полю для отрица­
тельных частиц. Поэтому частицы совершают работу против 
электрических сил, что приводит к нарастанию поля. Нарастаю­
щее электрическое поле вызывает увеличение скорости радиаль­
ного дрейфа, а соответствующая сила инерции приводит к до­
полнительному дрейфу, который частично компенсирует дрейф, 
обусловленный градиентом магнитного поля.

Результирующий дрейф в направлении ф в случае te>jj=0 
определяется выражением

Умножая это выражение на еЕ и используя формулы (5), (42) 
и (43), получаем

Это уравнение показывает, что энергетические потери, обуслов­
ленные уменьшением UPj_, сопряжены с изменением потенциаль­
ной энергии и частично кинетической энергии, связанной с ра­
диальным движением.

Аналогичные явления происходят и в том случае, если имеет 
место перераспределение энергии между различными степенями 
свободы, хотя связь между W'± и В определяется соотношением 
иного вида, нежели (42).

Преобразование энергии вращения в энергию поступатель­
ного движения, связанное с дрейфом в радиально спадающем 
магнитном поле, играет важную роль в процессах выброса пото­
ков плазмы, которые происходят на Солнце [46]. Это явление 
можно рассматривать как диамагнитное выталкивание плазмы 
из области сильного магнитного поля, которое сопровождается 
охлаждением в результате расширения.

5.9. Функция распределения
В физике плазмы, так же как и в кинетической теории обыч­

ных газов, при точном математическом анализе необходимо учи­
тывать распределение частиц по скоростям. Это удобно сделать,

dW'±  _  W'±  dB _  W'±  cE dB
(43)dt В dt В В dr

(44)

(45)
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введя функцию распределения для каждого сорта частиц. Функ­
ция распределения зависит от координат, компонент скорости 
и времени. Она определяется таким образом, что вероятное чис­
ло частиц в данном элементе объема ах dy dz (в точке х, у, z), 
который в данный момент времени t имеют компоненты скорости 
в интервалах (г»ж, vx+ d vx), (vy, vy+dvy) и (vz, vz+ d vz), равно 
f (x, у, z, vx, vy, vz, t) dx dy dz dvx dvy dvz или, в сокращенной 
записи, f ( г, v, t)dx. Координатное пространство, образованное 
координатами х, у, z конфигурационного пространства и коор­
динатами vx, vy, vz пространства скоростей, является шестимер­
ным, и «элемент его объема» мы обозначим dx. Функцию рас­
пределения можно интерпретировать как плотность частиц в 
указанном шестимерном пространстве.

5.9.1. Уравнения для функции распределения

Чтобы вывести уравнение для функции распределения, рас­
смотрим частицы, находящиеся внутри некоторого элемента 
объема dx в данный момент времени t. Число таких частиц рав­
но f ( г, v, t) dx. В более поздний момент времени t+ d t  эти же 
частицы занимают объем dx', расположенный в точке r+ v d t, и 
имеют скорость v +  (F/m)dt, где F — сила, действующая на одну 
частицу, a m  — масса частицы. Если столкновений не происхо­
дит, то все частицы, находившиеся в момент времени t в объеме 
dx, в момент времени t+ d t  окажутся в объеме dx', так что

f(r-\ -vdt>  v - f" d t ,  t -f- dt^dx' =  f (r, v, t)dx. (1)

Если сила F не зависит от скорости v и если, кроме того, F пред­
ставляет собой силу типа лоренцевой (e /c)vxB , то можно дока­
зать (см., например, [10]), что элементы dx и dx' имеют одина­
ковые размеры, так что

dx =  dx' (2)
и

d x [f(r -\ -v d t, v + - ^ d t ,  t - { - d ^ — f(г, v, *)] =  0- (3)

Если происходят столкновения, то уравнение (3) перестает быть 
справедливым, поскольку те частицы, которые испытали соуда­
рения во временном интервале dt, резко изменяют свою скорость 
и к моменту времени t+ d t  уже не окажутся в объеме dx'. Од­
нако в рассматриваемый объем приходят другие частицы. Изме­
нение числа частиц в объеме пропорционально времени dt и 
объему dx, и его можно записать в виде (df/dt) столкнет dt. Таким 
образом, при наличии столкновений вместо уравнения (3). имеет
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соотношение

[ / ( г  +  у Л ,  у + £ л ,  t +  d t ) - f ( г, V, 0 ] ^  =  (| ) столк/ т ^ .  (4)

Уравнение (5) представляет собой уравнение Больцмана, кото­
рое имеет фундаментальное значение в кинетической теории га­
зов. Если присутствует более одного сорта частиц, как это всегда 
бывает в случае ионизованных газов, для каждого сорта частиц 
можно написать уравнение типа (5). Например, для плазмы, 
состоящей из электронов и протонов, функция распределения 
электронов подчиняется уравнению

где последний член соответствует столкновению электронов с 
протонами. Аналогичное уравнение справедливо для протонов.

В случае короткодействующих сил (например, в слабо иони­
зованной плазме) член, учитывающий столкновения, обычно 
выражается через «интеграл столкновений», взятый по распре­
делению скоростей, и уравнение Больцмана принимает вид ин- 
тегродифференциального уравнения. В случае кулоновских сил, 
которые являются дальнодействующими, большинство столкно­
вений приводит к незначительным изменениям скоростей (см. 
разд. 4.3.2). В таком случае интегралы столкновений можно раз­
ложить по степеням изменения скорости, и мы приходим к урав­
нению Фоккера — Планка (см., например, [47]).

В плазме низкой плотности средняя длина свободного про­
бега велика, и взаимодействие заряженных частиц обусловлено 
не столкновениями, а главным образом электрическими полями, 
которые создаются коллективным движением частиц. В таком 
случае в первом и достаточно хорошем приближении член, учи­
тывающий столкновения, в уравнении (5) вообще можно отбро­
сить. Бесстолкновительное уравнение Больцмана, рассматривае­
мое совместно с уравнениями Максвелла, обычно называют 
уравнениями Власова [48]. Они справедливы для разреженной 
«бесстолкновительной» плазмы.

Если это соотношение принимает вид

(б)

f + ( v g r a d ) ; + ( i g r a d  „ ) /  =  ( ! ) „ _
СТОЛКИ

(6)
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5.9.2. Равновесное распределение

Точное стационарное решение уравнения (5) представляет 
собой распределение Максвелла — Больцмана, которое соответ­
ствует термодинамическому равновесию. Для того чтобы такое 
равновесие существовало, немагнитные силы должны иметь по­
тенциал. Тогда полную силу можно записать как

где п0 и Т — постоянные, представляющие собой плотность на 
эквипотенциальной поверхности ф= 0 и температуру. Отметим, 
что в условиях равновесия температура везде одинакова, как в 
отсутствие, так и при наличии сил.

Из формулы (9) следует, что при тепловом равновесии маг­
нитное поле само по себе не влияет на функцию распределения. 
Плазма, удерживаемая магнитным полем, не находится в тер­
модинамическом равновесии, но она может достигать магнито­
гидростатического равновесия. Это означает, что ее состояние 
описывается стационарным решением магнитогидростатических 
уравнений (см. разд. 3.12). Поскольку времена установления 
термодинамического равновесия обычно велики, удержание в 
магнитном поле играет важную роль как в лабораторной плазме 
(термоядерные устройства), так и в космической физике (ра­
диационные пояса Земли).

5.9.3. Тензор давления

Макроскопические величины, такие, как плотность, массовая 
скорость и т. д., являются средними по функции распределения 
(точнее, моментами функции распределения). Поэтому макро­
скопические уравнения разд. 5.2.3 можно получить, соответствую­
щим образом проинтегрировав по пространству скоростей урав­
нения для функции распределения. Если провести такие расчеты 
(см., например, [3, 49, 50]), то мы получим макроскопические 
уравнения разд. 5.2.3 в несколько более общем виде, в котором 
они пригодны для рассмотрения случаев анизотропного распре­
деления по скоростям. Такие уравнения вместо градиентов дав­
лений —grad ре и —grad pi содержат дивергенции тензоров
— D i v W e  и — D i v W i .



5.9. Функция распределения 249

Опуская индексы е и i, мы можем записать их в виде

Div V  = Ц £  +

+ y ( 4 r ^ + i ' r > - + i 4 , >‘ ) +  

+ i ( 4 r ^ + ' k ^ + i ^ ) ’ ( i ° )
где х, у, г — единичные векторы, параллельные осям коор­
динат.

Компоненты тензора давления Y  можно выразить через 
усредненные по распределению скоростей попарные произведе­
ния компонент скорости частицы wx, wy, wz, измеряемой в си­
стеме координат, которая движется со средней скоростью си­
стемы частиц

где угловые скобки означают усреднение по распределению ско­
ростей.

Во многих случаях тензор давления имеет значительно более 
простой вид. Например, для магнитной плазмы его часто можно 
привести к виду

если одна из координатных осей [в формулах (12) — (14) — ось г] 
направлена параллельно силовым линиям магнитного поля. Те­
перь члены — Div'Fe и — Div'F* принимают вид

(12)

где
р =  тп (да2) =  тп (w2y), 

ръ =  тп(чв*),
(13)
(14)

— Div Т  =  х
< и >
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Физический смысл этого выражения состоит в том, что при на­
личии магнитного поля давление в направлении, параллельном 
полю, отличается от давления в направлении, перпендикулярном 
к нему. Такая анизотропия может существовать в том случае, 
если связь (обусловленная столкновениями или неустойчиво­
стями) между различными поступательными степенями свободы 
слаба, а энергия сообщается преимущественно одной из компо­
нент скорости или В лабораторных условиях подобная 
ситуация имеет место, например, при магнитном сжатии тонкой 
плазмы, когда возрастает составляющая импульса PjJ51], или 
в случае плазмы с убегающими электронами, которые уско­
ряются вдоль магнитного поля. В космической физике магнит­
ные поля и процессы магнитного ускорения играют важную роль 
(см. разд. 2.7), и в том случае, если плотность плазмы мала и, 
следовательно, столкновения редки, может иметь место анизо­
тропное распределение по скоростям.

Наконец, в простейшем случае, когда распределение по ско­
ростям изотропно, так что

Р± =  Р\\=Р (16)
и недиагональные члены равны нулю, тензор давления прини­
мает вид

( Р  0 0\
¥ = 0  р  0 , (17)

\ 0  0  р )

который теперь не зависит от ориентации системы координат. 
В таком случае выражение (10) [или (15)] приводится к знако­
мому нам виду

— Div ЧГ =  —  grad р.
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