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So‘zboshi

Respublikamizda turli lexnikaviy jarayonlarning rivojlanib 
borishi mexanik harakatning yangi-yangi muammolarini 
ycchish va lial qilishga chorlamoqda.

Nazariy mexanika mexanika fanining asosiy qismi 
bo'lib, uning qonunlari va usullari hozirgi zamon fan 
hamda tcxnikasining amaliy va nazariy masalalarini hal 
qilishning asosiy tekshirish vositasi bo‘lib qoldi. Shunday 
ekan, nazariy mexanikaning yakunlovchi qismi bo'lgan 
analitik mexanikaning asosiy tushunchalari va qonunlari 
bayon qilingan mavzularni chuqur hamda mazmunli 
o'rganish tabiat va tcxnika fanlarining ayniqsa, nazariy 
fizikaning navbatdagi boMimlarini muvaffaqiyatli o'zlash- 
tirish uchun zarurdir.

Analitik mexanikaning bunday mavzulariga: mexani­
kaning differensial va integral prinsiplari, Lagranjning 1 
va II tur tenglamalari, siklik integrallar hamda saqlanish 
qonunlari, Gamiltonning kanonik tenglamalari va bosh- 
qalar kiradi. Analitik mexanika qonunlari va usullari 
universal xususiyatga ega. Uning usullari bilan faqatgina 
mexanik masalalar tekshirilib qolmasdan, balki elektr, 
elcktromagnit, yorug'lik, atom va atom yadrosi masalalari 
ham tekshiriladi. Shuning uchun ham analitik mexanika­
ning g‘oya va usullarini chuqur o'zlashtirish muhim aha- 
miyatga ega.

Nazariy mexanika va uning qo'llanilishiga doir muam- 
inolarni hal qilishda bu fanga tegishli bo‘lgan masalalarni 
turli usullar bilan yechish muhim ahamiyatga ega.

Mazkur o'quv qo'llanmani yozishdan maqsad — analitik 
mexanikaning asosiy qonunlari va usullarini bayon qilish, bu
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I §. Mumkin bo'lgan ko'chishlar prinsipi......... .. usullarni aniq masalalar yechishdaqo'llashdan
Ibonil,

Qo'llanmada ba’zi bir nazariy (dalillar) tushuncha 
(teoicma)lar isbotsiz keltirilgan. Bu tushunchalar asoslan- 
K..m manbalar adabiyotlar ro'yxatida ko'rsatilgan.

Ushbu kitobning liar bir mavzusida oldin nazariy mate- 
nallar bayon qilingan, so'ngra o'rganilgan materialga oid 
masalalar yechilgan, keyin esa mavzuga oid savollar va ma­
salalar bcrilgan.

Kitob ilk marta chop ctilayotganligi sababli ayrim xato 
va kamchilildardan lioli deb boMmaydi.

Qo'llanmaning sifatini yaxshilash uchun bildirilgan fikr 
va mu lohazalaringizni mamnuniyat bilan qabul qilamiz va 
oldindan minnatdorchilik bildiramiz.

Mualliflar

I. Nazariy qism

Bu mavzuda analitik mexanikaning predmeti, bog'lanishlar 
a ularning klassifikatsiyasi, mexanik sistemaning mumkin 

lui'lgan (virtual) ko'chishi, sistemaning erkinlik darajasi, 
ideal bog'lanishlar va mumkin bo'lgan ko'chishlar prinsipi 
liaqida ma’lumot beriladi va masalalar yechiladi.

I. Shu vaqtga qadar Nyuton mexanikasining asoslarini 
o'rgandik. Endi Lagranj mexanikasining asoslarini o'rga- 
nishga o‘tamiz. Lagranj mexanikasi ko'pincha analitik 
mexanika nomi bilan yuritiladi.

Analitik mexanika mexanik sistemalar bilan ish ko'radi. 
Bir-biri bilan ma’lum munosabatda bog'langan hamda bar 
bir nuqtasining harakati boshqa nuqtalarining holati va 
harakatiga bog'liq bo'lgan moddiy nuqtalar to'plamiga me­
xanik sistema deyiladi. Istalgan mashina yoki mexanizm 
mexanik sistemaga misol bo'la oladi, chunki mashina va 
mexanizmlarning qismlari bir-birlari bilan sharnirlar, 
sterjenlar, tasmalar, tishli g'ildirakli vositasida bog'langan 
ho'Iadi. Bu holda sistema nuqtalariga bog'lanishlar orqali 
beriladigan taranglik yoki o'zaro bosim kuchlari ta’sir qiladi.

Mexanik sistema o'zgarmas va o'zgaruvchan sistemaga 
bo'linadi.

Agar mexanik sistemani tashkil etuvchi nuqtalar orasi- 
dagi masofalar uning harakati davomida o'zgarmasdan 
qoh.i, bunday mexanik sistemaga o'zgarmas mexanik siste­
ma deyiladi

Masulun, aboslut qattiq jismni o'zgarmas mexanik siste­
ma deb qniash mumkin.

Endi erkin va erkin bo'lmagan mexanik sistemalar 
luslumeha kiritiladi.

5



Agar mexanik sistemaning istalgan ikkita nuqtasi orasij 
dagi masofasi uning harakati davomida o'zgarib tursa, bum 
day mexanik sistemaga o'zgaruvchan mexanik sistema deyila< 
di. Masalan, deformatsiyalanuvchi jism o‘zgaruvchan mexifl 
nik sistemaga misol bo'la oladi.

Analitik mexanikada barcha mexanik sistcmalarga qo'llab 
bo'Iadigan harakat va muvozanatni o'rganishning umumiy 
va yagona metodlari o'rnatiladi. Mexanik sistemaning 
mumkin bo'lgan barcha harakatlarini o'rganish va tekshi* 
rishda matematik analiz metodlari asosiy vosita bo'hh 
xizmat qiladi.

Analitik mexanikada chiqariladigan harakat tenglamalnrl 
mexanik sistemaning ko'rinishiga, sistema harakatiga 
qo'yiladigan shartlarning xususiyatlariga bog'liq bo'lmaydi,

Analitik mexanikaning umumiy tenglamalari sistcmn 
harakatining xossalarini umumiy tekshirish uchun, shuning-l 
dek, mexanikada aniq nazariy va amaliy masalalar yechisli 
uchun juda qulay.

Analitik mexanika metodlari faqatgina nazariy tekshirish- 
lar uchun fundamental ahamiyatga ega bo'lmasdan balki, 
muhandislik amaliy hisoblash ishlarida ham muhim ahamiyatga 
ega.

Analitik mexanikaning barcha teoremalari va tenglamalari 
ba’zi bir asosiy tushunchalar va prinsiplarga asoslanib sliakM 
lantiriladi hamda chiqariladi.

2. Erkin va erkin bo'lmagan nuqta haqida nuqta dina- 
mikasida to'liq tasavvurga ega bo'lgan edik.

Endi erkin va erkin bo'lmagan mexanik sistemalar tushun 
chasi kiritiladi.

Agar mexanik sistemaning liar bir nuqtasi fazoda istal­
gan holatni egallab, istalgan tezlikka erishsa, u holda bunday 
mexanik sistema erkin sistema deb ataladi. Erkin mexanik 
sistemaga Quyosh-sayyoralar sistemasi misol bo'ladi. Barcha 
sayyoralar va Quyosh orasida tortishish kuchi mavjud bo'lib, 
sayyora va Quyoshning holatini va tezliklarini hech nima 
chegaralamaydi. Ular orbita bo'ylab erkin harakat qiladi. Agar 
mexanik sistemani tashkil qiluvchi nuqtalar vajismlar fazoda 
istalgan holatni egallab, istalgan tezlikka erisha olmasa, ya’ni
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1Ж1НМ IlMlutiga va tezligiga to'sqinlik qiluvchi cheklashlar 
»'U и liolda bunday mexanik sistema erkinmas sistema 
il#)il nli Mexanik sistema nuqtalarining koordinatalariga va 

Iftfllklariga qo'yilgan barcha cheklashlar bog'lanishlar
• l | |  iI hIi l evarak-atrofdagi istalgan mexanizm, qattiq jism, 
|»|iiltf>Hi • (uriima erkinmas jismga misol bo'la oladi. Bog'- 
MitMlIllug sistemaga ko'rsatgan ta’siri bog‘lanish reaksiya kuchi
ill It ill il.nil.

Mlitntlay qilib, bog'lanishlar sistema nuqtalarining koor- 
ilm •• il.ii щл va tezliklarining o'zgarishiga cheklanishlar qo'yadi.

An.iliiik ravishda cheklanishlar tenglamalar yoki tengsiz- 
llklni I" tinishida ifodalanib yoziladi.

lb И lya kuchi sistema ko'chishga intilayotgan yo'nalishga
• i mi i qiirshi tomonga yo'nalgan bo'ladi. Reaksiya kuchining 
11 ii niluyotgan kuchdan farqi shundaki, reaksiya kuchi
........ . li.uakatga kcltira olmaydi. Uning kattaligi va yo'nalishi
|i им' • i i sir qilayotgan kuchlarga bog'liq. Shuning uchun 
■RllJlIyi kuchi oldindan ma’lum bo'lmaydi.

i '.I .lemaga qo'yilgan bog'ianishlarning xususiyatlari 
Ik i Hi in i sistemaning harakatiga bog'liq bo'lmasdan balki 
||*l» hi • luirakatini o'rganish uchun qo'llaniladigan usullarga 
I.....  bug liq bo'ladi.

Inin.lay ekan bog'lanishlarni bir-biridan farqlash va
ill-.... iml.irga ajratish muhim ahamiyatga ega. Bog'lanishlar-
'iiii,| milium belgi va xususiyatlariga qarab turlarga bo'linadi. 
Hug l im hlar birinchi navbatda ikkita sinfga bo'linadi: 
Ailunumll va golonomsiz bog'lanishlar. Agar bog'lanishlar
•  ... Iinulalarga nisbatan chekli sondagi tenglamalar yoki
.....  i liklarbilan ifodalanadigan bo'lsa, bunday bog'lanishga
|i i / .....mli bog‘lanish deyiladi. Golonomli bog'lanishlar
....... illmitalarga nisbatan intcgrallanuvchi differensial
и ugh.... . bilan ifodalanib yoziladi. Boshqacha aytganda,
.............. Ii bog'lanishning ifodalari koordinatalarning vaqt
M yli ltit hosilalarini o'z tarkibiga olmaydi. Bunday bog‘- 
IhiiI hi uning ifodalari umumiy holda quyidagi ko'rinishga 
Hg!l

f(X i,yh Zi,t)lO, i = \,n ■ (0

7



Golonomli bog'lanishlarni ko‘pineha geometrik bog* 
nishlar ham deyiladi. Golonom bog'lanishli nuqta (jisii 
ma’lum bir sin yoki cgri chiziq bo'ylab harakatlanadi. 1 

Siqilmaydigan va cho‘zilmaydigan AB sterjenning run 
talari uchun sterjen golonomli bog'lanishdir.

Chunki sterjenning uchlaridagi nuqtalarining harakti 
bir-biriga bog'liq bo'lishi bilan birga, ular koordinatalail 
ning barchasi ixtiyoriy bo'lmasdan, quyidagi qonung 
bo'ysinadi:

Agar bog'lanish sistema nuqtalarining holatigagina cin.m 
balki ularning tezliklariga ham chek qo'ysa, bund* 
bog'lanishga golonomsiz bog'lanish deyiladi. Golonomsf 
bog'lanishlar koordinatalarga nisbatan integrallanmaydig.i 
difTerensial tenglamalar bilan ifodalanadi. Golonomsl 
bog'lanishning tenglamalari nuqtalarning koordinatalari v 
ularning vaqt bo‘yicha hosilalarini bog'laydi. Shunday qihl 
golonomsiz bog'lanishlar integrallanmaydigan, umumi 
holda

ko'rinishdagi difTerensial tenglamalar bilan tavsiflanadi, 
Integrallanmaslik shu ma’noda tushuniladiki, bog'lanislml 
ifodalovchi tenglamaning chap tomonini koordinatalargrti 
nisbatan birorta funksiyaning to'liq difTerensialiga keltirislt, 
ya’ni df(xh yh Zi,t) = 0 ko 'rinishda ifodalash mumkin 
emasligi tushuniladi.

Ko'pincha golonomsiz bog'lanishlarni kinematik bog'l.i 
nishlar ham deyiladi. Kinematik bog'lanishlarda sistema nuq 
talarining koordinatalarigagina emas, balki ularning tezlik va 
tezlanishlariga ham chek qo'yiladi. Agar (2) kinematik 
bog'lanish tenglamasini integrallash yo'li bilan ( 1) ko'rinishgn 
keltirish mumkin bo'lsa, bunday bog'lanish golonomli 
bo'lad i.

Agar mexanik sistemaga к ta bog'lanish qo'yilgan bo'll.a, 
u holda bog'lanish tenglamalari soni к ta bo'ladi:

\л п \ = >/(*;/? -  xiA )2 + (ylB -  ylA)2 + UiB -  ziA )2 . i = 1.Я

Ф (xh y h Zi,xh y h i i , t )  = 0 (/ = 1 ,n) (2)

f j ( x h yi,Zi,Xi,yh Zi,t) = 0 (3)
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I - I,Я, J -  I,A •
Iitni'ili «olonomli bo'lsa, lining bog'lanish 

f| t|iivlil i|<l I n iinishga ega bo'ladi:
/j(xi,yi,Zi,O = 0 (4)

I - l.ff. j  = 1 ,k •
hi 111* lil'ii v• и11)• .1 oslikor bog'langan va bog'Ianmagan 
H ltllllkltl

Ihim hmi.li vai|l o'tishi bilan o'zgarmasa, ya’ni t 
up I.i111 11 tcnglnm asi (tengsizlig i)da oshkor 
Hill i Iиin<lay bog'lanishni statsionar bog'lanish

»; v1 z2i , i  , 1  = 0 tenglania bilan ifodala->«•11 ini'll" ,
a b c

> lit I• • ••<I .Hilda yotsa, bu tenglama bog'lanishning 
l»lil ini|i i'il.m o'/garmasligini ko'rsatadi.

a ш  di uni bltta cllipsoidda yotib, fazoda ko'chmaydi 
HiulMMiliiiinuydi.

1иц| I'lni .li vaqt o'tishi bilan o'zgarib tursa, ya’ni 
|k|i и ngl.im.isida l vaqt oshkor qatnashsa, bunday 
i I. Uhlhlonar bo'lmagan bog'lanish deyiladi. Masalan, 

•Ifii'Mimi)' i ii/unligi berilgan qonun bo'yicha xususiy 
t- i auditor, (<o > a) qonun bo'yicha o'zgarsa, 

i Ik di In bii)’ l.uiish lenglamasi

* i у2 i r 2 (r0 + osinw/)2 =0 
kn i • ' • «a Im'lib, I vaqt bu bog'lanish tenglamasida
Й к.п •(iiliiii lii'li Agar bog'lanishlar tenglamalar bilan 

lllntM.in1 hi bu ha. bunday bog'lanishlarni bo'shatuvchi, 
If«i ltn« him lihii irngsizliklar bilan ifodalanadigan bo'lsa, 

mill ' 'mu I nn M,щи bo'shalmovchi bog'lanishlar deyiladi. 
« Am ina п н sanikada keng qo'llaniladigan mumkin

* ........ ko’chish tushunchasini shakllantiramiz.
щ щ  i • a i i iniiiining mumkin bo'lgan ko'chishi deb,

ЙИ#№>.......ii iliiiiiiiiii' bog'lanishlar tomonidan qo'yiladigan
Into i" »" 111 liliii iiii qanoatlantiradigan (buzniaydigan) yoki



bogianishlar bilan birgalikda bajaradigan cheksiz knit! 
ko'chishiga aytiladi. Ko'pincha chcksiz kichik mumkin bo'ltull 
ko‘chishni virtual ко ‘chish deb ham ataladi.

Sistema nuqtalarining mumkin boMgan ko‘chishlari qnyl 
idagi ikkita shartni qanoatlantirishi kerak: I) mumkin Ьо*]1цЛ 
ko‘chish cheksiz kichik miqdor boMishi kerak. Chunki cholj 
ko'chishda sistema boshqa holatga o'tib, muvozanat shartItlfl 
boshqacha boMib qolishi ham mumkin;

2) sistemaga qo'yilgan barcha bogManishlar saqlanidt 
kerak, bordi-yu bogManishlar buzilsa, sistemaning ko'rl 
nishini o‘zgartirgan boMamiz (sistema boshqacha sislerti 
boMib qoladi).

Nuqta uchun mumkin boMgan ko'chish tushuncha.ini 
golonom bogManishli hoi uchun qarab chiqiladi.

Biror M(xQ,y0,zo) nuqta

tenglama bilan aniqlanuvchi sirtda joylashgan boMib, шпиц 
holati t vaqtning tayinlangan tn qiymatiga mos keluvclu

П) = *o ‘ + Уо ■ j  + Zo к radius-vektor bilan aniqlansin, i/,, 
nuqtaning cheksiz kichik 8r atrofidagi holatlarini teksln

f(x ,y ,z ,t)  = 0

/- rasm.
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(HIIliM ntiully.il tcgishli bo'lgan Л/(хо+5х,^0 + 
IMii|liiHi <| . ( i l i n i n g  holati (I- rasm).

1 M ( i„ i fix) 7  f (y0 + 5y) ■ j  + (го +5z) k 
иИ"1 ImI.in aiilqlaiiadi. Bunda 8x,8у ,8г miqdorlar 

tin ■ 1111ii km mini,ila o'qlardagi proyeksiyalar bo'lib, 
( i rt»< / i Ik A vcktori /j,(r) radius-vektor bilan

ftfln  tiiii|llililny / (/) radius-vektor bilan aniqlanuv-
bi1, • и ii .lidiiyi ko'chishini, ya’ni r0(t) radius-
ill* 11» I 1/ I ii Ink orttirmasini ifodalaydi. Ana shu 87 
Щч'ч1 m /m 1y,<in ko'chish vektori deb ataladi.

M '| iImi Ini .V vektorni /jj(f) vektorning variatsiyasi, 
lyi,Ai л pmyeksiyalarini esa koordinatalarning
к it* I il> b ataladi.

M vnkltttnlng

*o + б*,Уо + 5у,го +5г
'till *'' luiy’lanish tenglamasini, ya’ni sirt tenglama- 

ffVlIttnlltIshi kerak:
/ ( xq + fix, Уо +8y, го+8г,/) = 0. (5)

ImillllklllnK chap tomonini Sx,Sy,8zning darajalari

'0* tin !|aluiyn yoyib, Sx2,Sy~,5z~,Sx8y ,8x8z,8у8г,... 
..... ...........  qiilnashgan hadlarni e ’tiborga olm asdan,

141 и M- <1 ckanligi e’tiborga olinsa, koordinata- 
мЦ Viiiliil*i\ ilaiig;i qo'yiladigan cheklashlar sharti hosil

if/'
ih

fix + a/
dy

5г = 0
'0 (6)

s f a / '
Jo l

(tli i "iiil i ill o’ geometrik ma’nosini tushuntiramiz.Sirt- 
il и Mil hi Л/и niiqtasining normali bo’yicha yo’nalgan

Mill t o ....... >i desak, bu vektorning koordinata 0‘qlarida-
|||IHtVii 1 • i nutmalning yo’naltiruvchi kosinuslariga teng
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bo'lib, yo'naltiruvchi kosinuslar esa xususly

hosilalarga proporsional bo'ladi. Bunday holda (6) tcnglikm 
quyidagicha yozisit mumkin:

n ■ 6r = 0 • (7)
Bu tenglikning chap tomoni n va 8r vektorlarningskal.il 

ko'paytmasini ifodalaydi. Bu skalar ko'paytmaning nolga ten 
gligiesa n va Sr vektorlarning o'zaro perpendikular bo'lisli 
ligini bildiradi. Demak, (7) tenglikdan Sr vektorning // 
normalga perpendikular bo'lishligi kelib chiqadi. Bu esa Sr 
mumkin bo'lgan ko'chish vektorining MQ nuqta orqali o'tgan 
urinma tekislikda yotishligini bildiradi.

5. Analitik mexanikada harakatni va mexanik sistemaning 
muvozanatini tekshirish uchun qo'llaniladigan yana bit 
tushuncha mumkin bo'lgan ko'chishda moddiy nuqtagn 
qo'yilgan kuchning bajargan elementar ishi tushunchasidan 
foydalaniladi.

Kuchning elementar ko'chishdagi bajargan ishi skalai 
miqdor bo'lib, F vektor kuchning mumkin bo'lgan Sr 
vektor ko'chishga bo'lgan skalar ko'paytmasiga teng bo'ladi. 
Elementar ishni 8/1 orqali belgilansa, uning ifodasi

SA = F Sr (8)
koordinata shaklida esa

5/1 = FxSx + FySy + FzSz (9)
ko'rinishda bo'ladi.

Agar mexanik sistema nuqtalariga F\,F2 ,...,F„, kuchlar 
qo'yilgan bo'lib, ular bu kuchlar ta ’sirida 5q,5/^.....S/j, 
mumkin bo'lgan ko'chishlar olsa, u holda bu kuchlarning 
virtual bajargan ishi sistemaning virtual ko'chishdagi ishi 
bo'ladi.

Bu ish 8/1 = J ) 8/l* = £  koordinata shaklida
к к

quyidagi formula yordamida topiladi:

= £ (  f kx^k  + ЪуЬУк + Fkz^k  ) ( 10)
*
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(. Mnridly miqtalar sistemasining bog'lanish reaksiya 
) |ih lil и null)' islalgan mumkin bo'lgan ko'chishda bajargan 
illllaniMMi' yii'.'iiKlisi nolga long bo'lsa, bunday bog'lanishga 

1ищ 'hinlsli deyiladi. Ideal bog'lanishlar uchun quyidagi 
iMti'M o'i mli:

8A = X  Rkbrk = 0 . (11)
к

M. al hug'lanishlarga absolut silliq tckislik, sirti absolut 
(jtUllq Mriicn va bokazolar misol bo'ladi.

Mumkin bo'lgan ko'chishlar prinsipi. Agar moddiy 
itiqlalai M .temasi muvozanatda bo'lsa, u holda sistemaning 
lull q uid.is mumkin bo'lgan ko'chishida faol kuchlarning 
bni и t m I',In nolga tong bo'ladi, ya’ni

M" = £ й /1" = £  4  ' 6F* = 0 ' (l2)
к к

I ..... Iinaia shaklida

M" £  (Fxkbxk + Fykbyk Hr Fzkbzk) = 0 • (13)
к

II. Masalalar yechish

I MMsalu. All richagning yelkasiga FA va FB kuchlar 
ftHlmil iiivi-.hda la’sir qiladi. 0 tayanch nuqtasiga nisbatan 
«и 111с I \ .i II nuqtalarining mumkin bo'lgan ko'chishlarini 
him.1*1 Hie va lichagning muvozanatlik shartini o'rnating.

\ .. hull I ) \ll richagda mumkin bo'lgan ko'chish uning
tMVtuu h 0 nuqtasi atrofidagi 8cp cheksiz kichik burilish 
I'lm luitfldli

II i' Ь if. I) lavanch nuqta atrofida burilganda A va В nuq- 
liil'ii l l • llll, uylana yoylari bo'ylab siljiydi. Taqriban bu 
Kin id.mi in')' и chi/.iq kesmalariga almashtirib, A va В 
huqi d.ii 111111> muni kin bo'lgan ko'chishlarini hisoblash 
HiumHiHJ гимн):

..S I I> I iS<p 08ip; 6Sg = OB 8<p = Л8ср.
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2). Richagning muvo/aiuil* 
lik shartini o'rnatamiz. 6Y,| vl 
5Sg miqdorlar mos ravislnlii 
Fa va FB kuchlar qo'yilg.m 

/■„A va В nuqtalarning nnimkni 
bo'lgan ko'chishlarini ifod.i 
laydi. Richagga ideal 
bog'lanishli sterjen deb qaruJ 

sak, mumkin bo'lgan ko'chish prinsipiga ko'ra quyidagl 
tenglik hosil bo'ladi:

Fa^ 4  + = 0 .
Bunda 65^ = лг6<р; 6SB = -£8cp. FAa&p -  FBbSq = 0 =>

=> (Fa ■ a -  FB ■ b) 5<p = Q=>FA a -F B b = 0 

=> V8<p Ф 0 > FAa = FBb •
Shunday qilib, richagning muvozanatlik shartini (I 

aylanish markaziga nisbatan qo'yilgan kuchlar momentlarl 
ning tengligi ifodalaydi.

2- masala. Muvozanat holat vaqtida krivoship-shatun 
mexanizmining krivoshipiga ta ’sir etuvchi juftning M 
momenti bilan porshenga ta’sir etuvchi p bosim kuchl 
orasidagi bog'lanishni toping. Krivoshipning uzunligi OA r 
ga, shatunning uzunligi AB = ( ga teng (3- rasm).

Yechish. 5<p — krivoshipning M momentli juft ta’siii 
dagi mumkin bo'lgan burilish burchagi, 6SB esa p bosun

kuchi ta’sirida porshen 
ning olgan mumkin 
bo'lgan ko'chishi bo'lsin, 
Shatun-krivoship mexa- 
nizmiga mumkin bo'lgan 
ko 'ch ish  prinsipini 
qo'llanilsa

PbSB -  A/8q> = 0 
tenglik hosil bo 'ladi.



гУ; " V__ ckanligi............ c’Liborga olinsu
Hii»Ihm< i> ni'iii’ iiipiliidi,

1Ч)ц = М щ А . (I)
I |иЙ 1 •'// v i hi,,., orasidagi bog'lanish o'rnatiladi. A
M n i' , - '"и i' Ic/likka cga. Bu tczlik О A ga perpendikular 
M!ll I' iiiiqiuning tc/.Iigi esa BO  to'g'ri chiziq bo'ylab 

'Hi.in liv.liklarning proyeksiyalari haqidagi 
kn'ia

0,1 COS a  = Од cos(3 .

4 Ml/* \()AH uchun tashqi burchak bo 'lad i: 
I f 1 i|i i p Himdan ос = 90°-(ф + Р) bo'lishligini topa-

I'tiiui sin(q> + P) . .
I l l " »  ,, "U)Ar -----------7T ~  = ft)0/j-,*(s in <P + co s<p#P)I 114 | \ COS P

bun link lopiladi. OAB uchburchakdan
sin p 

r
sin ф

e

|Щ}||1> bn il bo'ladi. U?P = ~ /= П̂ ~  formula c’tiborga
\JI -  sin2 P

Mh** kjiivldiqu nalija kclib chiqadi:

О „ П1()/, / ( I + - _ = = = - ) sinф. (2)
л/Г -Г 1 5Ш2ф

I 'I  m il l  i>,i qo'yib, quyidagi izlanayotgan bog'lanish

Л/ l> 1 + , rcos*
yje2 -  г  sin2 ф

I нм  tin (^unlardan tuzilib, uclita tayanchda turgan 
m  Ik ill • niH|i,ula sharnirli biriktirilgan ikkita to'sindan 
Ми а I" Inca ’ l, 6 I va 3 t vcrtikal yo'nalgan kuchlar 
till qii iili i I i.ism), O'ichovlar ko'rsatilgan. A, В va D 
• i• • • *• •1 • i bivnin h rcaksiyalarini aniqlang.
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л. л л л л л л л

4- г asm.

Yechish. AD to'sinni muvozanatdagi AC va CD to'sin 
lardan iborat bo'lgan ikki qattiq jismdan tashkil topgufl 
sistema deb qaraymiz.

Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipini qo'llab, А, В va /> 
tayanchlardagi reaksiya kuchlarini aniqlanadi.

1. Ra tayanch rcaksiyani aniqlash uchun A tayanch bog' *j
lanishdan ozod qilinadi, ya’ni bu tayanchni uning A‘, 
reaksiya kuchi bilan almashtiriladi. A nuqta vertikal yuqorigil 
yo'nalgan brA mumkin bo'lgan ko'chish beriladi. Biining 
natijasida P\ kuch qo'yilgan E nuqta ham 5rE mumkin 
bo'lgan ko'chish oladi.5/7̂ va 6rE mumkin bo'lgan ko'chish* 
lar orasidagi bog'lanishni C EE'\a  CAA' uchburchaklarning 
o'xshashligidan foydalanib o'rnatiladi. O'xshash uchbui 
chaklarning mos tomonlari proporsional bo'ladi:

AC  to 'singa mumkin bo'lgan ko'chish prinsipini 
qo'llanilsa, quyidagi tengliklar hosil bo'ladi:

EC EE' 
AC AA'

16



КАЬгА + PfirE = О

1 к Л ^ r A ^ - l \6 r E =(l

Нл + '- ! \ = 1 - 2 7  = 17’.

п 11\ пн lining reaksiya kuchini aniqlash uchun, bu 
l>||f»ui. Imi liknm olib tashlab, uning ta’siri RB kuch bilan 
• 4h* *>litиllndi Csharnirga vertikal yuqoriga yo'nalgan 5rc 
HlimiHn Int'lgan ko'chish beramiz. P\,P2,RB va Я3 kuclilar 
Hit и 1г hi / N, H va К nuqtalarning mumkin bo'lgan 
Н м  III III,mill mos ravishda SFE ,8r^,8rB va 5rK orqali 
In I,i i I im nh Hu mumkin bo'lgan ko'chishlarni uchbur- 
■flpkl*4l nil it' n\sluishligidan foydalanib, 5rc mumkin bo'lgan 

In ii niqali ifodalanadi:

%  = ^ 8 rc; 8rN = | s r c ;

«ГВ =^ Src; 5rK = ^5rc .

Mmiikiii bo'lgan ko'chish prinsipiga ko'ra 
l\"rl' * Ъ&П* + + P̂ 8rE = 0,

'ft/; i 6 j8 rc -  RB \b rc + з |б / - с = 0,
о 3 3

2 5 +6 | - § Лв+3 5 = ° ’

I +5  — + 1 = 0,

18-2Яй +3 = 0,

’/'// 21- Яй = lO.jfrt. I"; ;
17 L - . ТИП и ЛП

I » * * £ . —



3. Endi D nuqtaning tayanch reaksiyasini aniqlaymi/. 
Miming uchun D tayanch bog'lanishdan ozod qilinadi, yu'l 
lining reaksiyasini R0 kuch bilan almashtiriladi. D niiqlag
<5г/) mumkin bo'lgan ko‘chish beriladi. Natijada N, И va /
nuqtalar ham mos ravishda бгдг, 5rB va '6rK mumkin bo*Igail 
ko'chishlar oladi. Bu mumkin bo'lgan ko'chishlarni udi 
burchaklaming o'xshashligidan foydalanib, 5rD mumkll 
bo'lgan ko‘chish orqali ifodalanadi:

Endi CD to‘singa mumkin bo'lgan ko'chish prinsipm 
qo'llaymiz: P8rN -  Rn&rD + P̂ 6rk -  RD SrD = 0 .

Eslatma. Rb tayanchning reaksiyasini parallel kuchlarniii| 
muvozanatlik shartidan ham foydalanib topish mumkin (5« 
rasm):

Rд + P\ + P\ + Rfi + P$ + R[) — 0 
-1 + 2 + 6 + 3-1 0 ,5 - / ?д  =0,

11-11,5 = Rd => Rd = -0,5 t.

4- masala. Mexanizm gorizontal tekislikda kuchlar ta'si- 
rida muvozanatda turibdi. Muvozanat holat esa a  = 40". 
|1 120 ', у = 90°, <p = 90°, 0 = 60° burchaklar bilan aniqlu
nadi. Mexanizm sterjenlarining uzunliklar =0,4 m, (i j

6 • ~SrD -  10,5 • l-8rD + 3 + h r D - R d - 8Fd = 0 , 

1— 3,5 + 2 = Rd => Rо = —0,5T .

и

E C К

5- rasm.
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IpIHlrtHtlttH ......  1 1 ' ' I\tlyoricha); E nuqta ster-

HlHto H*vlrt •Iim ui li n|Mii)'.'ichga /•' elastik kuchi 
t 4 l N  i|lviHiili / < A Ibmuila bo'yicha

>• hMtllHHMIiii' • l.i.iik korllilsiyenti, X —  
1 *' I I III H/Htll

II infill*И I' " | • • •'I II In I о  100// kucli, 0 ,A
• l l ' i / l /  ...... . Hill |iili kin'll la’sirqiladi.

H p  •lul-iiila (mi. n u ll I • 1111111    /, ilol'or-
'M»|l •• |M»I# 11' 14*1111

*

Ца||1|»ц||| и hi c liUdir I ullli III. 1111/ m clii/.iladi 
И* 11 hiihhI in Ini In III I км . Ih lil ii 11 1111 i.i-.vii laydi (7-

W'HiM»#HMll . .............. ...... .. . I'" Mi li.i vasaymi/. Pru-
■pHMM'li dil' lini'l.ki il пицц' / < A clastiklik

' " l i  " null им tin hull
• ill 0'M' и." a i' I i..|il .l,i " I jmiii iidum , og'irlik 

IM  Ih I i'I' ih ihIm i"il|' i in ig  bo'ladi. Masalani 
Н И  MV*'"M H111и11-iii in. I|mii k ..i  hislil.il prinsipidan

IV



7- rasm.

£ 8/1* = 0, (1) 
к

bunda M k — faol kuchlar va momcntlarning bajargai 
elementar ishlari.

Mexanizmga ta’sir qiluvchi faol kuchlarni tasvirlaymiz 
Q — sirpang'ichga ta’sir etuvchi kuch, F — prujinanin 

elastiklik kuchi va M momentli juft, fn o m a ’lum kuch (1 
tenglamadan foydalanib topiladi, F ni bilgan holda F = cX 
munosabatdan X ni aniqlaymiz.

( 1) tenglamani tuzish uchun mexanizmga mumkin 
bo'lgan ko'chish beriladi. 5<p, — 1- steijenningO, o'qatrofida
burilish burchagi 5S B va 8Sp esa В va Z)sirpang‘ichlarning 
mumkin bo'lgan ko'chishlari bo‘lsin.
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At,., n\„ \ i mS/( o' / iiio bog'lanmagan mumkin bo'lgan 
IfMilulibndii Mi wtitl/m Ini crkinlik darajaga cga bo'lgan- 
11*1 hilitvli 11Hi o/gaiuvchi sifatida u uchala miqdorlardan 
||ы1(ып ItllliiMiil qiilnil qilishi mumkin. Erkli o'zgaruvchi
«llaiiilit Ai|i, bimlisli burchagi qabul qilinsa, 6SA,5SB,dS/j 
ы \ S f. iminikin bo'lgan ko'chishlar 6q>,orqali ifodalanadi.

Nwal пЛ , topiladi va lining yo'nalishi aniqlanadi ( 6Aa 
H "i yn iinlishini бф, ning yo'nalishi aniqlaydi):

SSA = ^ |6(pj, 85^ 10 , A.
I mil 8.S'/. ni topiladi. Bu ko'chish AB kesma bo'ylab 

v11 и.drill) va ko'chishning AB to 'g 'ri chiziqdagi 
|nn\i k .iyasiga tcng:

Fi ГЧ
6SE = 5SA cos30° = ^ - 8Sa =y  îScpi-

I ltdi 85,4 va 8SB ko'chishlar orasidagi bog'lanish 
n’matiladi:

ftSA cos 30° = 8SE cos 60° => 85д = 7385,4 = Тз^5ф|.
Shuningdek, 8SD va SSA ko'chishlar orasidagi bog'- 

Imi h ham o'rnatiladi:

6SD = S5£ cos30° = Y Y  ^|8(P1 = |  îSip, = ^S S A. (1)

Bulardan (1) tenglama tuziladi:
£ 8Л£ =Л/8ф| + Q&Sd -  F8SB = 0, 8<p, * 0 
к

Л/5ф, + Q ■ ^[Зф! — F • у/3(.,Ыр, =0, 

м  + ^ e ,Q -J ie ,F  = 0 ,

t, M + le ,Q  100 + !•  0,4• 400 u  220 „
73f, ~ 7 5 -0,4 ~ о,4Тз •
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F 220 220 sm =
72-1,732

к = \,16sm ■

III. Savol va masalalar

1. Analitik mexanikaning prcdmeti, asosiy tushunchalari va viif 
falarini izohlang.

2. Bog'lanishlar deb nimaga aytiladi? Bog'lanishlarni klassifikaisi 
qiling: golonomli va golonomsiz (geometrik va kinematik yoki integu/ 
lanuvchi va intcgrallanmaydigan, bo'shatadigan va bo'shatmaydigui 
bog'lanishlar qanday bo'ladi? Misollar keltiring.

3. Mexanik sistemaning umumlashgan koordinatalari deb nimaf 
aytiladi?

4. Mexanik sistemaning erkinlik darajasi deb nimaga aytiladi?
5. Qanday holda sistema nuqtalarining dekart koordinatalari umu tfl 

lashgan koordinatalarga bog'liq bo'lishi bilan bir qatorda vaqtga liafl
bog'liq bo'ladi?

6. Mexanik sistemaning mumkin bo'lgan ko'chishi deb nimafl 
aytiladi?

7. Mumkin bo'lgan ko'chish sistemaga ta’sir etuvchi kuchlargl 
bog'liq bo'ladinti?

8. Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipini qanday shakllantirislil
mumkin? ,

9. Ish tenglamasi qanday ko'rinishga ega bo'ladi?
10. Nima uchun mumkin bo'lgan ko'chish prinsipi bir qancha jisml 

lardan tashkil topgan erkin bo'lmagan sistemaga qo'yilgan kuchlan 
sistemasining muvozanatlik shartlarini o'rnatishga va muvozanat tenglal 
malarini olishga juda qulay?

11. Bir qancha erkinlik darajaga ega bo'lgan mexanik sistemaga ta’sirj 
qiluvchi kuchlar uchun ish tenglamalari qanday tuziladi?

12. Sodda mashinalarda harakatlantiruvchi kuch va qarshilik kuchi] 
orasidagi bog'lanish qanday bo'ladi?

13. Mexanikaning «Oltin qoidasi» ni shakllantiring.
14. Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipi yordamida bog'lanishlarning 

reaksiyasi qanday aniqlanadi?
15. Mumkin bo'lgan ko'chish vektorining yo'nalishi qandayl 

aniqlanadi?
16. Ideal bog'lanish deb qanday bog'lanishlarga aytiladi?
17. Egri chiziqli ko'chishlar miqdor va yo'nalish jihatidan qanday 

aniqlanadi?
22



Iftrt’Mihilniilii (polispastlar). 
, tiinli I'M .., Kierjcnli press) 
l lf iii >ih  IiisIi prinsipining 

lit) lindiMMlIrlng. 
tlitikin Imi'Ijjiiii ko'chishlar 

«и Inviliilitiiih, X rasmda tas- 
ii vt1!iikat li ima 4, 5, 7 sterjen- 
14 iI'iIkIiIhiimI nnlqlang.

/. l\ii * (Mb
I , ' '

Mi ' 11 '< 11 ' i ‘ 11)
Is l\ -  Ъ

|#»tM i|i«llitill)

*1_____J \0\ i j \Q>. ; wc D
a 2 Ъ / ' 4

, S  5* E s ' F
a 6 I s ' 8

i s '  6
К s ' ' L

a 10 12

/ / / / / / / / J / Vs/ / / / / 2/
«------ b.------>

/ - (/1 ♦ /!г)
л1

•i« i |i и i lii> /iludi).
Hli liiit'imir muvozanatlik shartini o‘rnating.
(II Ini 111 i'll I lo'sin A nuqtada qo‘zg‘almas sharnir bilan mah- 
ii li niiqluda csa katokka (aravachaga) qo'yilgan. To'sinning 
И Hi Ail II niiqtadagi tayanch reaksiyasini aniqlang.

no kg
liivniiehda yotgan AD to‘sin, В nuqtada sharnir mahkam- 

ikkiM li . tinl.in iborat. To'singa vertikal yo'nalishda — 2 r, 6t va 3 
* I* ii qllndi O'lchamlar 9- rasmda ko'rsatilgan. A, B, va D 

ftlttgl liiviiiii h rcaksiyalarini aniqlang.
HA \T\RB =10,57’; RD = 0,57\kwh

X . i t  j 1 (I 1 a 2a 2a

c В

1
6tt

> z  dр т

D

9- rasm.

f t  I ....... lift 7/ va og'irligi /’ bo'lgan to'sin A nuqtada qo'z-
I itlltut» tii • ■ ■ >11f i I nuqtadan b masofada turgan C nuqtada ka- 
i. i(it til» in In .Inga A nuqtadan mos ravishda a va 2( masofada 
l i A i  i • 1111 < iliit f <i /'va (J vertikal kuchlar qo'yilgan. RA va Rc ta-
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н il'Hiii" ' Dinainikaning
HMMIIMl V 1Г11Ц||11Н11Ч|

/ Ntnurly qism

I Mm • 'i nl и nituliliy utiqta va sisiema dinamikasi
.................... Nwilnn qnimiilaiiga asoslangan tenglamalardan
Hlfcl NyniMu t|«MinitliiiHilnr. nalijalari bo'lib hisoblanadigan
umiimlv n .........iliiii'ii .iMi'Jaiigan usullardan foydalanib hal
i|lllnill | i Нм I m i  n ill . .. . . . . . . . a yo'l emas. Mcxanik sistemaning
blind a • i"i111111.11 mi \ a inuvo/.anatlik shartlarini Nyuton
■I.......... и li la и i ши-, balki mcxanik prinsiplarga asoslanib
.......... .. b 11и11111 hi I ii к in bo'lmagan sistemaning harakatini
и if mi b in Inin Dnlaniber o'zining nomi bilan ataluvchi 
niiiKiiim |и n fii | иn Uivsiya qildi.

In. i Па! .iinni|iiing sistcmasiga nisbatan faol va bog'la- 
ni b и id ivum kuchlari ta’siridagi m massali moddiy nuqta- 
niiif 1111111к111 icnglamasi quyidagi ko'rinisbga ega bo‘ladi:

та = F + R. (1)
llnnda / — nuqtaga ta’sir qiluvchi faol kuchlarning teng 

Ih’mi i luvchisi, R esa nuqtaga qo‘yilgan bog*lanishlar reaksiya 
1 Ии Manning tcng ta’sir etuvchisi, a esa inersial sanoq 

i .iema.siga nisbatan nuqtaning tezlanishi. Miqdor jihatidan 
1 nnqlaning massasi biian uning tezlanishi ko'paytmasiga teng, 

yo'nalishi esa tezlanish vektoriga qarama-qarshi yo'nalgan 
wktor knch inersiya kuchi deyiladi, ya’ni J = -та .

I iidi ( 1) tenglamada та hadni o ‘ng tomonga olib 
n'liladi, natijada quyidagi tenglamalar hosil bo’ladi:

F + R -(m a ) = 0
yoki

F + R + J = 0 . (2)
(2) tenglik erkin bo'lmagan nuqta uchun Dalamber 

prinsipini ifodaiaydi.



<х
12- rasm.

Vaqtning har bir daqi<| 
sida moddiy nuqtaga ta’sir qil, 
yotgan faol, reaksiya va inen 
kuchlari birgalikda muvo_ 
natlashuvchi kuchlar s| 
temasini tashkil qiladi (

^  rasm).
v 2. Endi N  ta nuqtadan ibl 

rat boMgan mcxanik sistemai 
qaraymiz.

к — nuqtaga ta ’s 
qilayotgan faol kuchlarning teng ta’sir etuvchisini Й

bogManish reaksiya kuchlarining teng ta’sir etuvchisini

orqali, shu nuqtaning inersiya kuchini Jk = -mkak dcsa.
bu nuqta uchun Dalamber prinsipi quyidagi tenglama bilal 
ifodalanadi:

Fk + Дк + Jк = 0 A: = 1,2,..., N . (3) ,
(3) ko'rinishdagi tenglamani sistemaning har bir nuqtas

uchun tuzib, ularni hadlab qo'shsak quyidagi tenglama liosj 
boMadi:

yoki
I F k  + l R k  + 2 J k  = 0
к к к

Bunda R1 ='ZFk

(4)

+ RJ = 0 • (40

faol kuchlarning bosh vektori;

Rf + RN ■

HI.....11, qilib, Dalamber prinsipining mohiyati shundan
lIMfful i, iliiiamika masalalarini yechishni formal ravishda 
Ц ml i ж i ilalurini yechishga keltiradi. Shuning uchun ham 
M hIihm Ih i prlnsipiga asoslangan usulni kinetostcitika usuli 
ih'VlIndl

i M11111кin bo’Igan ko’chish prinsipi statik masalalarni 
(ffUlil'diiimg umumiy usulini beradi. Dalamber prinsipi esa 
|§Mimilk masalalarni ycchishda statik usullardan foydalanish
lilt)..... vat ini beradi. Shunday ekan bu ikkita prinsipni bir
Vjn|id i qn'llab, dinamika masalalarini yechishning umumiy 
lllllllil Imsil qilish mumkin.

Ideal bogManishli moddiy nuqtalar sistemasi qarab 
. hlqlladi Ideal bogManishli mexanik sistemaning Mk nuqtasiga 
la ai qilayotgan faol va reaksiya kuchlarning teng ta’sir

eluu hisini mos ravishda Fk va Rk desak, bu nuqtaga Fk va

kuchlar ta’sirida erkin harakatlanayotgan nuqta deb 
q.iia'.ak, unga Nyutonning ikkinchi qonuni qoMlanilsa, 
qiivldagi tenglama hosil boMadi:

mkak =Fk + Rk

Fk -  mkak + Rk -  0 , (к = 1,л). (5)
l ikran 1 vaqtga tayinlangan qiymatni berib, sistemaga 

Щ (k = 1 ,n) mumkin boMgan ko'chishni beriladi. (5)ning
liai bir tenglamasini 5/^.ga skalar ko'paytirib, ularni hadlab 
qo'shiladi:

RS = YjRk — bog’lanish reaksiya kuchlarining boslк

vektori; r j — sistema nuqtalari inersiya kuchlarining bosl 
vektori.

(4 ')  tenglik mcxanik sistema uchun Dalamber prinsipii 
ifodalaydi. Bog’lanishdagi mexanik sistema harakatining hi 
bir daqiqasida sistemaning har bir nuqtasi uchun faol, reaksij 
va inersiya kuchlari bosh vektorlarining yigMnidisi nolga ten 
boMadi.

t  (Fk ~Щ°к )&rk + £  Rk^rk = 0 .
A=1 *=i

Ideal bogManishli sistemani qarayotganimiz uchun oxirgi 
MgMndi nolga teng boMadi. Natijada quyidagi tenglama kelib 
( hiqadi:

I
k=l

( h  ~т к Ч )Ь г к = 0 . (6)
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(6) (cnglama dinamikaning umumiy tenglamasi bo'lil 
bu (cnglama Lagranj—Dalamberning differensial-variatsjoi 
prinsipini ifodalaydi: Ideal bog'Ianishli sistema harakatimti 
liar bir daqiqasida va sistemaning istalgan mumkin bo'lga 
ko'chishida faol va inersiya ’kuchlari bajargan element* 
ishlarning yig'indisi nolga (eng bo'ladi.

Agar 8rk = Sxk i +6ykj  + bzk k.

йк=Пс= x j  + h i  + i kk,
Fk ~ ^be' + Fk y j  + Flc

ckanligini e’tiborga olsak, (6) tenglama quyidagi ko'rinishu 
oladi:________■.

Fkx -  Щ
d 2x k Л 
d t2

8xk + r  d 2y k
h y  -  Щ ~ Y

Fkz -  Щ
d2Zk '  
d t2

5xi.

dt*

=  0

bxk +

( 7 )
ш(7) dinamikaning umumiy tenglamasi ko'pgina dinamil 

masalalarni yechish uchun juda qulay, chunki bu tenglarrl 
noma’lum reaksiya kuchini o'zida saqlamaydi. Dalambe 
prinsipidan foydalanib masalalar yechayotganda, agar jisrn! 
ilgarilanma harakat qilayotgan bo'lsa, inersiya kuchininl 
yo'nalishi jismning tczlanishi yo'nalishiga qarama-qarsh|| 
tomonga yo'nalgan bo'lib, jismning og‘irlik markazig 
qo'yilgan bo'ladi.

Qo'zg'almas o‘q atrofida aylanayotgan jismning inersiy. 
kuchi esa jisrn nuqtalari inersiya kuchlarining geometrik yi 
g'indisiga (eng. liar bir qo'shiluvchi kuch miqdori, zarrL 
massasining lining urinma tezlanishiga bo'lgan ko'paytmasigtj 
teng bo'lib, yo'nalishi esa urinma tezlanish yo'nalishigL 
qarama-qarslii yo'nalgan urinma inersiya kuchi bilaij 
yo'nalishi normal tezlanish yo'nalishiga qarama-qarsh_ 
bo'lgan mkio2rk normal inersiya kuchlarining geometrik] 
yig 'indisidan iborat bo 'ladi. D inamikaning umumiy 
tenglamasiga oid masalalarni yechishda quyidagi ish tarti 
biga rioya qilish tavsiya ctiladi.

i И ............. ..кнк Mslcmaning erkinlik darajasi aniqlanadi.
|  Kluli niiiini qo'yilgan barcha lashqi va bog'lanish reaksiya 

tin i lil/inada tasvirlash.
I Hi.Ihim nnqlalariga qo'yilgan inersiya kuchlarining bosh 

flmflHtlll vii IhisIi momcntlarini aniqlash.
1 Kiiiiiilmala boshi va o'qlarining yo'nalishlarini tan lash.
$ M,|, m,i|M la’sir qilayotgan kuchlarva inersiya kuchlari 

(Ml'yllgttn miqialarining mumkin bo'lgan ko'chishlarini 
hituhlrtth

• I iiiiumikaning umumiy tenglamasini tuzish.
I lu /llgan tenglamalar sistemasidan izlanayotgan 

•иKiiit lnin miqdorlami aniqlash.
Iln ul masalalarni ikki tipga ajratish mumkin.
.и I lalainber— Lagranj tenglamalari (prinsipi)ga asosla- 

IIlli va hiladigan, erkinlik darajasi bitta bo'lgan masalalar;
I») I)alambcr—Lagranj tcnglamalariga asoslanib yechila- 

dluun. erkinlik darajasi bir nechta bo'lgan masalalar.

II. Masalalar yechish

% masala. Blok orqali o'tgan cho'zilmaydigan ipga og'ir- 
|||H /’, bo'lgan Л/, yuk va og'irligi P2 bo'lgan M2 yuk 
mnhkamlangan, P2> P,.

Yukning a tezlanishi miqdorini va ipning Ttaranglik ku- 
• him toping. Ip va blokning massalarini e’tiborga olmang.

Yechish. Masalani yechish 
uchun Dalamber prinsipi qo'l- 
limiladi. Л/, va A/2jismlarga qo'yil­
gan (7, va Q, inersiya kuchlarini 
hisobga olam iz. Sistem aning 
muvozanat tenglamasini 0 nuq- 
laga nisbatan momcntlar teng- 
lumasi ko'rinishida tuziladi (13- 
litsm):

B D P\ P2 nP\ r -  P2r + — ar + —  ar = 0 
8 8

13- rasm.
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Bu tenglikdan a ni quyidagicha lopiladi: 

a(Pl +P2) = Q(P2 - P l ) a = I ^ a .q

Ipning Ttaranglik kuchini topish uchun o'ng tonumi 
А/, jismni bog'lanishdan ozod qilib, uni bog'lanish reuksl 
ta’sir kuchiga almashtiriladi. Л/, jismga P2, Q2 va T  km 
ta’sir qiladi. Л/, jismning muvozanat tenglamasi qmiii 
ko'rinishga ega bo'Iadi:

Q2 + T -P 2 =0.
Bundan T  topiladi: T = P2 -Q 2-
Q, inersiya kuchining miqdori topiladi:

л  Pi Pi P2 -P\ n P i-  P\Ql = m2a = = = Pi
g g P\+ Pi P\+ P2 •

Natijada ifoda ipning taranglik kuclii uchun quyidag 
yoziladi:

T  = P , - P , Pi-Pi
= Pi 1 Pi -P I  

Pi + Pi )
= i M -

P\ + Pi •P\ + P2

6- masala. Og'irligi e’tiborga olinmaydigan blokdan oik 
zilgan, cho'zilmaydigan ip bilan bog'langan og'irlikl.m 
va Q bo'lgan ikkita jism to'g'ri burchakli prizmaning yoq|| 
bo'ylab sirpana oladi. Jismlar bilan prizma yoqlari orasiUi 
ishqalanish koeffitsiyenti /  ga teng. Prizmaning o ik
burchaklari a  va p ga teng. Bu jismlar qanday tczlnnl 
bilan siljishi vajismlaming prizma yon yoqlariga beradigim

va N2 bosim kuchlarini toping ( I 
rasm).

Yechish. A va fijism ( y u k ) || 
prizma yoqlari bo'ylab ilgaiilail 
ma harakat qiladi. A jism 
lezlanish bilan pastga lushuyufl 
deb qaraylik (P  > Q). .Iiuulitfl 

14 rasm cho'zilmaydigan ip bilan hog
langanligi uchun В jism half 

30

|M  |a  ь-ng bo'lgan a2 lezlanish bilan 
| | | |h  li.n a l nlanadi, ya’ni ч\ a2 =o.Jismlaiga 
IfgH inersiya va reaksiya kuchlari ta’-

p
П Ц  .....lull / 1 —a ga teng bo'lgan, сц
Т в |  К
они t и M tomonga yo'nalgan inersiya kuclii 

«Ini» N ilsmga ham moduli / ,  = — r;ga teng 

HMMhMih  t|iimma qnislil yo'nalgan inersiya
m
i i«tiMl* I |t»myd la >lt qlladigan bog'lanish reaksiya 

• ••<(<I• к кiu liini / j va ishqalanish kuchini 
M'sii qlliuligan bog'lanish reaksiya 

nil Itianglik kuchini t 2 va ishqalanish 
|||lh ban ha berilgan va izlanayotgan 
Id lit*.mi l.inaili (15- rasm.).

15- rasm.

i ko‘ra sistema unga qo'yilgan kuchlar 
tila huMadi. Prizmaning og'irligi e’tiborga 

(HIM ulrti mm ikkita erkinlik darajasiga ega. Sisle- 
,|l| i bo lib qarab chiqiladi. Jismning joylashgan 

III! nlHo.1,1 alohida muvozanat tenglamalari
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Koordinata o'qlarining yo‘naiishlarini 15- rasmda ko'rsi 
tilgandek belgilanadi. 7j va f 2 kuchlar, ya’ni ipning tarangli 
kuchlari miqdor jihatdan teng:

7j = T2 = T .
A jismga ta’sir etuvchi kuchlarni Oxiyl koordinatal.i 

sistcmasi o‘qlariga, В jismga ta’sir qiluvchi kuchlarni Ox2v 
koordinata sistcmasi o'qlariga proyeksiyalab, liar bir jisi 
uchun ikkitadan muvozanat tenglamalari tuziladi:

/Ijism uchun £ 2/,-, = ^ s in a -F j  - I \  - Г  = 0 . (1)
/

Z y /, = yV| - / ’coso^O , (2)1
/

muvozanat tenglamalari, 5jism  uchun quyidagi muvozahi 
tenglamalari hosil bo'ladi:

£2Г/2 = Q sinp+ /j + /j - T  = 0 (3)1
/

S y /2 = ^2 - Qsin(3 = 0. (4)
/

(2) va (4) lenglamalardan jismlarning prizma yo 
yoqlariga beradigan bosim kuchlarining m iqdorir 
aniqlanadi:

vV| = P cosa, N2 =Qcosp.
Ishqalanish kuchlarning miqdorini ishqalanish qonun 

laridan loydalanib topiladi:
/j = fN | = fP  cos a, F2 = fN 2 = fQ  cos (3, 

Ishqalanish va inersiya kuchlarining topilgan ifodalarir 
(1) va (3) ga qo'ysak, quyidagi tenglama hosil bo'ladi:

P— a +T
8

= P sin a  -  fP  cos a  = /’(sin a  -  /  cos a)

T -  — a = (?sin p + /Qcosp = £J(sin P + / cosP)
8

Tenglamalar sistemasidan a ni topish uchun birind 
tenglamadan ikkinchi tenglamani hadlab ayirib, T noma’

К
 km li i lilqiilib vn >i |t i111 имiнс Itvlanishini

( / ’(sill(i £ (! '* " !

I нпнп1и. Og'irligyi /| (i.i 1.ИЦ |«м bn ) 111.11 in lihm 
• Inti i. pit in.i Ini yon у * ni i 1 t̂tilMti i a i. b  Ilk ill liiiilnli 
| lu « lii| i it I ibi yog'i go iM H iiln l i * 1 'a liilrtu »i Vn p bun I i.i к
h  lil il qll.uli, slumingd • I и |t 1 " Mm |/4m|Ihi| ......g'lrlikluri
l\ vn /'. ho’lgan ikkitu |l in qo vil|HU bn lilt nlni Ini yoqlai 

h i vkib I'.liqalanishsiz ll|l In niumkin I'u им va viikl,lining 
ng nlit niaika/.lari pri in • i|inalail|ia |n iu ilikn lu i ho'lgnn
hit w it i к a I tckislikda lm Imli Г............. a n/lain.Inin va
|l nil lining pri/.maga l и b a in b lanl III....... nnqlaiig.

\ 11 liish. 16- rasmci n'l viliknl l> I I'.libln pii/iuiiniiig ABC 
in |i n Inuchakli uchlniu liakilan ilnuai lm Igau kcsimi 
tiKviilaiigan.

(

Slstcmaga Dalamber—Lagranj prinsipini, ya’ni dinami- 
l lining umumiy tenglamasini qo'llaniladi. Jismlar sistcmasi 
1bi crkinlik darajaga ega. Umumlashgan koordinata sifatida 
и l Л’з deb olinadi, 0 — qo'zg'almas nuqta; CVj = 5) va 
■ i S2. Sistema uch qismga bo'linadi. Izlanayotgan 
a, .V,, «, = 5, va a2 = S2 tezlanishlarni topish uchun uchta 
It’iii’.lama tuziladi. Jismlar murakkab harakat qiladi. Ularning 
im.ikati prizmaga nisbatan qiladigan harakati bilan prizma 
inl.in birgalikda qiladigan harakatlari yig'indisidan iborat



bo'ladi. Rasmda inersiya kuchlarining teng ta’sir ctuvchifl 
tasvirlangan. I

Prizma uchun

Jismlarning tezlanishlari umumlashgan koordinatalarnit 
o'sish tomoniga yo'nalgan deb qarab, ulaming nisbiyl 
ko‘chirma harakatdagi inersiya kuchlarining teng ta’J 
etuvchilari topiladi:

Ф|(г)
g

Ф,<f> =

Ф2(г) = ^ a 2, Ф2(/) = — a2
g g '

Izlanayotgan miqdorlarni topish uchun sistemaga shui 
day mumkin bo'lgan ko'chish bcriladiki, umumlashgan k< 
ordinatalardan faqat bittasi o'zgarsin. koordinata o‘zga 
tirilganda berilgan va inersiya kuchlarining bajargan element 
ishlarining yig‘indisi nolga teng:

PiS-Sj • sin a  -  ф |г^55'| - ф |'^8^|

Ин и iiiilitiundun
i /| i I) t Л,)я3 + P|0| cosa -  P2a2 sin a  = 0 (3)

jpitm i I im .i I bo lad i.
i l i  va (1) tcnglamalardan a\ va a2 ni я3 orqali 
I«1111onII:

r/| = gsin a + a3 cosa, 
a2 = g cos a  -  я3 sin a

I II ni (3) ga qo'yib, a3 topiladi:

(Л -  P2)gs\nacosa
ЯЗ 7 7

P[ sin a  + P\ cos a  + P3 '

So’ngra, (4) dan va a2 topiladi:

P \ + h0| = -------5---- 1---- ----------- Я sin a  .
/j sin a  + P\ cos a  + P3

P2 + />3a2 = ----------------- г---------- g cos a
P\ sin2 a  + P\ cos2 a  + P3

III........(H'l |

P PBundan P\ sin a  — - a\ + — я3 cos a  = 0
, • g gyoki

£ s i n a - 0| +o3cosa = 0 . (1)
Endi faqat umumlashgan koordinata S2 ni o'zgartirilsa 

quyidagi tenglama topiladi:

Я _ A
— «1853 cos a  — -  a28S3 sin a  = 0 
g g

H masala. Mexanik sistema arqon bilan o‘ralgan pog'onali 
bu linsli 1 va 2 shkivlar, bu arqonga biriktirilgan 3—6 vazn- 
i/ hlnklardan iborat. Sistema f\ = 10H , P2 =0 , P3 = 20// , 

- 30H , P5 =40H , P(, = 0 og'irlik kuchlari va shkivlardan 
hlnga la’sir etuvchi momenti M = lOtf.m bo'lgan juft kuch 
hi Mi Ida vertikal tekislikda harakatlanadi (17- rasm).

I shkiv pog'onalarining radiuslari /?[ = 0,2m, q = 0,lm ;
1 shkivniki esa /?2 =0,3m, = 0,15m ga teng; ularning
n finish o'qlariga nisbatan inersiya radiuslari mos ravishda 

0,1m va p2 = 0,2m ga teng.
Ishqalanishni nazarga olmay, eng og'ir yukning tezla- 

iiishini aniqlang (og'irliklari nolga teng bo'lgan yuklarni
I hl/.mada tasvirlamang).

Yccliish. Berilgan: />, = 1 0 //; />2 = 0 ; P3 = 20// ; 
/’, 3 0 //; />5 = 4 0 Я ; Pe = 0 ; M = 10H.m\ R\ = 0,2m ;
II 0, Im; /?2 = 0,3/77; /5 = 0, 15m; p| = 0,1m; p2 = 0,2m .

g cos a - a 2 - a 2 sin a  = 0 . (2)
Uchinchi muvozanat tenglamasini olish uchun sistemagL 

shunday mumkin bo'lgan ko'chish beriladi, faqat koorj 
dinata o'zgarsin. Bajarilgan ishlar tenglamasi quyida 
ko'rinishga ega bo'ladi:

-  ~  a28S2 -  — я3853 -  —2 a385’3 + 
gg g
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Ishqalanish hisobga olinmasdan eng og'ir yukning, ysj 
og'irligi P$ = 40H bo'lgan yukning a5 tezlanishini topin 

1. Avval masalada beriigan va izlangan miqdorlarni ch 
mada tasvirlanadi (17- rasm).

4

17- rasm.

1, 2, 3, 4, 5 jismlardan tashkil topgan sistemani qara 
chiqamiz. Bujismlararqonlarbilan biriktirilgan. Sistema bit 
erkinlik darajaga ega. Sistemaga qo‘yilgan bog‘lanishlar idea

a5 ni topish uchun dinamikaning umumiy tenglamasida 
foydalanamiz:

£ S /Ia + £5Л " = 0 . ( 1)
к к

bunda — faol kuchlarning bajargan ishi; -к к
inersiya kuchiarining bajargan ishi.

2. Chizmada P{, P2, P}, PA, Ps, faol kuchiar va Л 
momentli juft tasvirlanadi. 5- jismning tezlanishi va a5 nip

yo'nalishini belgilab, F“,F£,F£ inersiya kuchlarini va A/“

hamda A/“ momentli inersiya juftlari ham tasvirlanadi.
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: ||и .... . mlqdorlari quyidagi formulalar yordamida

Лt? “3, F4 = y fl4, F5 = J a5,

= -T P'El> M“ = - P 2£2-8 g
(2)

Hutu lit M'l 0 bo'ladi, chunki P2 =0.  
t ‘.i innaga mumkin bo'lgan ko‘chishni berib, ( 1) 

ЦН|||||||Ц| lu/.iladi:
( /', «Hi 4 V f 3“ )б53 -  М“5ф2 -  /^“554 -  Л/Sq», -  M"5tp, -  

(/>5sin30o- F 5“ )555 = 0 . (3)

Пап ha ko‘chishlar бф2 orqali ifodalanadi:

б5з = R2by2\ 854 = ^ 8ф2; 5ф| = -^-бф2; 

855 = Л^Ф! = ^ - 6ф2 = ^5ф2; (4)
- J

(2) va (4)ni (3) tenglamaga qo‘yilsa, quyidagi ko‘rinishdagi 
l. нс la ma hosil boMadi:

IS sin 45° -  —
g

_ Pa , ,  Г) P\ 2 О

AI sin 30° -  ^  
£

<5ф2 = 0 (5)

(5) tenglikdagi a , , a 4 va e, miqdorlar a 5 orqali 
quyidagicha ifodalanadi:

aS a5 a5 r\
ei=7t £' = 7̂ 4=e,n=V  = /T 5-

a i= e2/?2 >1 a3 aa /?2 2̂
/?2 /5 /5 Ъ h  ~ (6)

a 4=  e 2r 2
(6) ni (5)ga qo‘yib, 8ф2* 0 bo'lishligini e’tiborga olinsa, 

и ni topishga imkon beradigan tenglik kelib chiqadi:
37



sin 45° ■ r2>\
R\^ g

«5

R\ 5

R2 -  M —— — p? —§j
* *1 /?i S * 1 R{

sin 30° -
g

/ 5 = 0
R . . '  ■  I >.il.miner— Lagn

eng amani «3ga nisbatan yechilsa, tubandagi ifol i/olilub bering.
vujudga keladi:

a5 =
Pi/?2 sin 45° -  M -  P5/5 sin 30°

_S _
Rl^ g

™ + A p 2
S ' R,R\

0_ _  Л
T 5

Bu ifodaga berilgan son qiymatlarni qo‘yib, 
qiymati topiladi:

• I |йИ11м1иц ilgurilanma harakatida; b) simmetrik tekislikka ega bo'Iib, 
|«l • hi I 1 pcrpendikular bo'Imagan qo‘zg‘almas o‘q atrofida ayla- 
lg 41 Ими nuqtalarida; d) simmetrik tekislikka ega bo'Iib, yassi 

|p}IM  liiinikiit qilayotgan jism nuqtalarida.
t • 1 ,n.lay shartlarda aylanuvchi jismning tayanchga beradigan di- 

hkikii luiklmi nolga teng bo'ladi?
Dnliimbcr—Lagranjning difiercnsial-variatsion prinsipining mo-

a5 =
0,09 0,

20 0,3 • 0,71 -10 - y y -  40 0,15 0,5
30 0, 
10 '0,2-0,15-10 10 0,2

_ 4 ,2 6 - 7 ,5 -3

0’I5 3 * + 1 ° . 0 0 1 . ° iI 5 _ 4 °  0 I 5
,л ’ 0,04 10 510

x — = ___________  PI _ -6,24 m
s2 0,03 + 0,225 + 0,0375-0,6 ^2  Lo,3 0 7 5 "T

= 2 0 4 .
s2

III. Savol va masalalar

1. Dalamber prinsipining mohiyati riimadan iborat: ■
a) moddiy nuqta uchun; b) mexanik sistema uchun; d) erkiif 

bo'Imagan mexanik sistema uchun?
2. Mexanik sistema inersiya kuchlari bosh vektorining moduli 

yo'nalishi qanday aniqlanadi?
3. Qattiq jism nuqtalarining inersiya kuchlarini qanday qilib sodd;

ko'rinishga keltirish mumkin:

38
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i- I iiimmikaning umumiy tenglamasini keltirib chiqaring.
I Inuinilashgan koordinatalar va umumlashgantezliklardeb nima- 

|nt Hviiladl? Misollar keltiring.
и I Imumlashgan kuchlar nima va ular qanday hisoblanadi?
') Slslcmaning muvozanatlik shartlarini umumlashgan koordina- 

■ iln.1,1 o'rnating.
HI Dinamikaning umumiy tenglamasini umumlashgan koordina- 

.1 ml.1 chiqaring. Har bir mexanik sistema uchun bunday tenglamalar- 
lilllll Mini ncchta bo'ladi?

I Umumlashgan kuchlar bo'yicha dinamikaning umumiy tcngla- 
Mi.iMilnn olinadigan, mexanik sistemaga qo'yiladigan kuchlar muvo-

11.и shartlarining ko'rinishlari qanday bo'ladi? / / / y
12. Potensialli kuchlar uchun dinamikaning 

umumiy tenglamasini keltirib chiqaring.
13. Blok orqali o'tgan cho'zilmaydigan ip- 

iilng bir uchiga P, og'irlikdagi yuk, ikkinchi 
и. Iilga P, og'irlikdagi yukmahkamlangan va P,>
!\ (18- rasm). Yuklar tezlanishlarining a miq- 
ilnil va ipning taranglik kuchini toping. Ip va 
Mokning massasi hisobga olinmasin.

Javob: a = g P2 - P T = 2P\P2
Pi + P i’ Pi + Pi

14. Qo'zg'almas o'qli A va В bloklar orqali
o'lgan arqon Q og'irlikdagi yuk osilgan qo'z- 
I' liluvchan S  blokni tutib turadi (19- rasm). Ar- 
1 limning uchlariga P, va P, yuklar osilgan. Blok va 
nrqonning massasini, shuningdek, o'qlardagi 
1 hqalanishni ham hisobga olmasdan, agar
/| 1 P2 >Q bo'lsa, barcha yuklarning tczlan- 
Khlarini aniqlang.

4P,P2 -g(3P 2 -P ,)

/T n
KM

Ш

Javob: a\ ~ g

al =

4P|P2 + Q{P\ + Pi)

4P|P2-Q(3P1-P 2) e . 
4P,P2 +Q(P, +P2) ’
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19- rasm.

g
4P\P2 -Q(P\ + P2) 
4P|P2 + Q(P\ + P2)



15. Og'irligi Q ga teng bo‘lgan yuk gorizontal tekislikda yotibe  
Bu yukka bir uchiga P og'irlikdagi tosh osilgan ip blok orqal 
bog'langan. Agar jism biian tckislik orasidagi ishqalanish koeffilsil 
ycnti f  ga tcng bo'lsa, yukning tezianishini va ipning taranglik kufl 
chini toping. |

Javob: a = g P - / Q
P + Q ’

T _ P W + f)
P + Q

16. Uchta Pr Pv P} og'irlikdagi jismlar absolut silliq gorizontal 
tekslikda og'irliksiz va cho'zilmaydigan arqonlar biian biriktirilgan hold! 
yotibdi. Arqonga Q og'irlikdagi yuk osilgan. Sistemaning a tezianishini 
hamda P, va P2 yuklar orasidagi arqonning taranglik kuchini toping. |

Javob: a ~ 8
Q

P\ + P2 + Pj+Q T = P\Q
P\ + Pi + Pi + Q

17. Ikkita Mi va liD gorizontal to'sin В nuqtada silindrik sharni| 
biian biriktirilgan. D uchi katokda yotibdi. A uchi esa devorga mahkam 
langan. BD to'singa К nuqtada gorizont biian a burchak tashkil qiluv 
chi F kuch qo'yilgan. O'lchamlar 20- rasmda ko'rsatilgan. A mahkam
langan kesimda reaksiyaning tashkil ctuvchilarini va juftning mp rcak-1 
tiv momentini aniqlang. To'sinning massasini hisobga olmang.

Javob:

18. Arqonning bir uchi A nuqtada mahka- 
mlangan bo'lib, P yuk osilgan О 
qo'zg'aluvchan blok va 0, qo'zg'almas blok

p
orqali o'tadi. Arqonning boshqa uchiga Q > у

yuk osilgan. Bloklar massasini e’tiborga olmas- 
dan Q yukning a tezianishini aniqlang (21- 
rasm).

r s о 2Q - P  Javob: a = 2e — ----- .
6 4 Q + P

4 0



ш ~
\ <$. L agran jn ing  birinclii tu r  tcn g la in a la ri
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Nuqtaning erkin bo'lmagan harakati uchun dinamika ma- 
liilnlarini ilgari ham qaragan cdik. Agar nuqtaga ta’sir 
qil.iyotgan barcha faol va bog'lanish reaksiya kuchlarining
long la’sir etuvchilarini mos ravishda F va R orqali belgi- 
lio.ak, u holda moddiy nuqta uchun dinamikaning asosiy 
longlamasi

та = F + R (1)
ko'rinishga ega bo‘ladi.

Agar (1) vektor tenglamaning ikkala qismini Oxyz koor- 
illnatalar sistcmasining o'qlariga proyeksiyalasak, nuqtaning 
luirakati uchun quyidagi skaiar tenglamalar hosil boMadi:

mx = Fx + Rx , my = Fy + Ry m'i = Fz + Rz . (2)
(2) tcnglamalardan foydalanib, erkin bo'lmagan nuqta 

uchun dinamika masalalarini hal qilaylik:
1) nuqtaning harakat qonuni va unga ta’sir qilayotgan 

l.iol kuchlarni bilgan holda bog'lanishning reaksiya kuchini 
aitiqlaylik;

2) nuqtaga ta’sir qilayotgan faol kuchlarni bilgan holda:
a) nuqtaning harakat qonunini;
b) nuqtaga qo‘yilgan bog'lanishning reaksiya kuchini 

.miqlaylik.
Agar moddiy nuqta biror qo'zg'almas sir! yoki cgri chiziq 

ho'yicha harakat qilayotganda (2) tenglamalar bir vaqtning 
o'/ida nuqtaning faol kuchlar ta’siridagi harakat qonunini 
va bog'lanish reaksiya kuchini aniqlash imkonini bermaydi. 
< ’hunki bu uchta tenglama 6 ta noma’lumni o'zida saqlaydi: 
nuqtaning x, y, z koordinatalarini va reaksiya kuehining 
o'qlardagi Rx ,Ry ,Rz proyeksiyalarini.
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Nuqta biror sirt bo'yicha harakatlanar ekan, Lining koo 
dinatalari sirt tenglamasini qanoatlantirishi kerak. 

Natijada

tenglamaga ega bo'lamiz. Lckin bu uchta tenglama ham 6 ( 
noma’lumni aniqlash uchun yetarli emas. Yetishmayotga 
uchta tenglama ideal bog'Ianish shartidan foydalanib, keltiri 
chiqariladi. 1

Nuqta harakatlanayotgan sirt ideal silliq bo'lganligi uchul 
bunday holda reaksiya kuchi sirtning normali bo'yichl 
yo'nalgan bo'ladi.

vektor gradiyenti ham sirtning normali bo‘yicha yo'nalgal 
bo'ladi.

R va grad /  vektorlarning kollinearlik shartidan 
yetishmayotgan ikkita tenglama hosil boiadi:

Shunday qilib, (2)—(4) tenglamalar nuqtaning qo'zg'; 
mas sirt bo'yicha harakati haqidagi masalalarni yechish 
imkon beradi.

chiqarib tashlash mumkin. Buning uchun (4) teng nisbat- 
larni X orqali belgilasak, ya’ni

desak, bog'lanish reaksiya kuchining Oxyz koordinatalar 
sistemasining o'qlaridagi proyeksiyalari uchun ifodalar 
topiladi:

f(x ,y ,z )  = 0 (3)

f(x ,y ,z )  skalar funksiyaning grad/  = — 7 + — j  + — i
дх ду d z I

Rx _
V  э / дГ
дх ду d z

(4)

(2) va (4) tenglamalardan bog'lanishlarning reaksiyasin



MillHlav holds (2) tenglamalar quyidagi ko'rinishni oladi:

I  F* +Xf o ’ = mz = Fz + X^~. (6)
Mu lenglamalarga (3) bog'Ianish tenglamasini qo'shib, 

n  Min x ,y ,z  va x noma’lumlarga nisbatan to'rtta tenglama 
Ня|> in im kelib chiqadi.

IJn noma’lumlar topilgandan keyin (5) formulalar 
n 'y u l ia  bog'Ianish reaksiya kuchining proyeksiyalari 
||lli|liiniladi. Reaksiyaning moduli

к J r 2x + rI  + r 2x = |a|, ' § r
A

4. ' d f '
A

' d f '
1

, д У )
(7)

in inula bo'yicha topiladi. Reaksiya esa

R = X Э/ r df a f  r
—  i  + — j  +  —  k
дх ду d z

= X grad /

III и la bo'yicha aniqlanadi.
(6) lenglamalarga Lagranjning birinchi uir tenglamalari, 

X |M esa Lagranj ко ‘paytuvchisi deyiladi.
Ihi izohlangan usul Lagranjning noaniq ko'paytuvchilar 

llnuIi nomi bilan ataladi.
Mordi-yu moddiy nuqta qo'zg'almas chiziq bo'yicha hara- 

kiillanayotgan bo'lsa, bunday holda bog'Ianish tenglamalari 
/l (x, y, z) = 0, f 2 (x, y,z) = 0 (8)

Ini'1 inishgaegabo'ladi. Bunda fi(x ,y ,z) = 0 vn f 2(x,y,z) = 0 
'.III tenglamalari bo'lib, bu 
nil darning kesishish chizig'i, 
llltqta trayektoriyasini aniqlaydi 
(22- rasm).

Bunday holda (1) tengla- 
inadagi R reaksiya qo'yilgan 
ikkila bog'lanishlarning ta’sir- 
lariga almashinuvchi R\ va R2 
icaksiyalaming geometrik yi- 
I’/indisidan tashkil topadi:

R= R\ + R2. (9) ' 2 2- rasm.
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Nuqta harakatining tenglamalari esa 

mx = Fx + R[x + R2x,
my = Fy + Rl y +R2y ,\  (10)
mz = Fz + Rlz + Rlz

ko‘rinishni oladi. Bu tenglamalar 9 ta noma’lumni o‘z tark 
biga oladi: nuqtaning uchta koordinatasi va reaksiyalaming 6) 
ta proyeksiyalarini, (10) tenglamalarga (8) bog'lanish tengf 
lamalarini va bog'lanishlarning

%  _ y_ _
A " A  A
dx dy dz

Rr>R2x
va

;2 у = R2z
Mi ¥ 2  ¥ i
dx dy dz

(ID

( 12)

idcallik shartlarini ifodalovchi tenglamalarni qo'shib olib, 9| 
ta noma’lumli 9 ta tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bi 
tenglamalardan rcaksiya kuchlarining proyeksiyalarini keltirit 
chiqarish mumkin. Buning uchun (11) va (12) teng nisbatlarni] 
mos ravishda X, va X2 orqali belgilansa, quyidagi ifodalar 
hosil boMadi:

' lx dx ’
* , ад R -X  Э/1 

|Z 1 dz ■ (13)

R -X  A R X A
* (14)R -X  Э/2«2,  -  *2 ь

Natijada (10) tenglamalar quyidagi ko'rinishni oladi:

Э/| + A 2 Mi ■
1 dx dx '
A + A 2 ¥ 2

' dy dy '
A + A2 ¥ 2
dz dz ’

(15)
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I И) sistema (8) bog'Ianish tenglamalari bilan birgalikda 
M|n л,.1',гД | va A2 noma’lumli 5 ta tenglamalar sistemasini

In hkil qiladi. R{ va R2 reaksiyalar

R{ -X , —  / + - & - 1  + —  k
Эл dy dz

n , ( ¥ l  Г Э/2 , Э/2 r 
/?2 =^2 +Эл dy dz

liinmilalar bilan aniqlanadi.
Mu reaksiyalarning modullari esa

= grad /,

= X2 grad / 2

/?, =|X, M.
Эл Эу Эг (16)

Л2 = 1̂ -211 Э /Г
V Эл ,

г ' Щ (17)

Inmuilalardan aniqlanadi.
Erkin bo'lmagan moddiy nuqtalar sistemasi uchun Lag- 

limjning birinchi tur tenglamalari sistemasi
s  ж

miai =Fi+  (/ =  1,2,...,/*)i=I oxj
bog'lanishlarning tenglamalari esa

f j ( x x,y\,Z\,:.,x„,yn,zn,1) = 0, ( j  = 1,2,...,5) 
ko'rinishga ega bo'ladi.

Bu tenglamalar sistemalari yordamida mexanik sistema 
miqtalarining koordinatalari vaqtning funksiyasi sifatida 
va barcha bogManishlarning reaksiyalari aniqlanadi. Lag- 
runjning birinchi tur tenglamalaridan foydalanib masalalar 
yeehishda quyidagi ish tartibini tavsiya qilish murnkin:

1. Lagranjning birinchi tur tenglamalarini tuzish va ular 
larkibiga kiruvchi ikkinchi tartibli hosilalar uchun ifodalar 
aniqlash.

2. BogManish tenglamalarini vaqt bo'yicha ikki marta 
differensiallash.
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3. Lagranj tcnglamalaridan aniqlangan ikkinchi tartl 
hosilalarning ifodalarini bog‘lanishlarning diffcrensiallang^ 
tenglamalariga qo‘yish.

4. Olingan munosabatlardan Lagranjning noaniq ko'pajl 
tuvchilarining qiymatlarini va bog'lanish reaksiyasini topfl

5. Xj ko‘paytuvchilarning qiymatlarini Lagranjning h | 
rinchi tur tenglamalariga qo‘yib, ularni integrallab, sistc 
maning harakatini aniqlash.

Lagranjning birinchi tur tenglamalarini integrallash mil 
salasi murakkab bo'lib, Lagranjning noaniq ko'paytuvchilal 
usulidan asosan sistema nuqtalarining harakat qonuniii| 
aniqlash uchun emas, balki bosh masala bog‘lanishlarniii| 
reaksiyalarini aniqlashda foydalaniladi.

II. Masalulur yechish

9- masala, m massali M moddiy nuqta og'irlik kuchi mayl 
donida Ax + By + Cz + D = 0 tenglama bilan berilgan silli( 
tekislikda harakatlanmoqda. Nuqta boshlang‘ich paytc 
Л/(дг0,у’0,го) nuqtada tinch turibdi deb hisoblab, M nuqtj 
harakatining tenglamalarini va bog'lanish reaksiyasin| 
aniqlang.

Yechish. Nuqta erkin bo'lmagan harakat qiladi. UninJ 
harakati berilgan tekislikda sodir bo'ladi. Bu tekislik nuqt 
uchun geom etrik , s tatsionar, golonom li b o g 'lan is l 
hisoblanadi. Bog'lanish tenglamasi faqatgina nuqtaninj 
koordinatalariga nisbatan click qo'yadi. Bog'lanish tenglama 
koordinatalarning vaqt bo'yicha hosilalarini o'z tarkibigii 
olm aydi. Shuning uchun  b o g 'lan ish  t e ngl a masii ;| 
f ( x ,y ,z )  = Ax + By +Cz + D =0 tenglik bilan ifodalanib, o'j 
tarkibiga vaqtni oshkor va koordinatalarning vaqt bo'yicl 
hosilalarini olmaydi.

Nuqtaga ta’sir qilayotgan yagona faol kuch — wigog'irlil 
kuchidir, shuning uchun faol kuchning o'qlardagi pro-) 
yeksiyalarini ( Oz o'qni vertikal yo'naltirilsa) aniqlasl 
mumkin:

Fx = 0, Fy = 0 , Fz = -mg . (1)

4 6

I mil Lagranjning birinchi tur tenglamalari to 'liq 
Hull им .i tuziladi:

,nx = X ^ -  my -  X ^ -  m z^-m g + X ^ - . 
d x ’ 7 b y ' dz

(2)

I  f(x ,y ,z )  = Ax+ By + Cz + D= 0.
f(x ,y ,z)  funksiyaning koordinatalar bo'yicha xususiy 

liiiMl.ilari topiladi:

~  = ~ { A x  + By + C z-D ) = A 
dx dxv '

= —  (Ax + By + Cz + D) = В 
dy d y v ’

^  = — (Ax + By+ Cz + D) = C. 
dz dzK

(3)

(3)ni (2)ga qo'yib, quyidagi x, y, z va X nonia’lumlarga 
ni'-lmlan 4ta tenglama sistemasi hosil bo'ladi:

mx = ХА , my = XB , m'z = -mg +A.C ,
Ax + By + cz + D = 0 . (4)

Bu tenglamalar sistemasi qo'yilgan masalani oxirigacha 
yechish imkoniyatini beradi. X Lagranjning noaniq ko'pay- 
invchisi qo'yilgan masala uchun topiladi. Buning uchun 
bog'lanish tenglamasi ikki marta vaqt bo'yicha differen- 
»lallanadi va hosil bo'lgan tenglikning ikkala tornoni m ga 
ko'paytiriladi:

Ax + By + Cz = 0 => Amx + Bmy + Cmz = 0.
I losil bo'lgan tenglikka (4) sistema dastlabki uchtasidagi

mx,my,mining ifodalari qo'yiladi va quyidagi ifoda kelib
rhlqadi:

A2X + B2X + C2X -  Cmg -  0

Л cmg
Bu tenglikdan Xm topamiz A -  A 2 + B 2 c i • ^-ning to-

pllgan ifodasini Lagranj tenglamalariga qo'yiladi. Natijada nuqta 
harakatining differensial tenglamalari quyidagicha hosil 
ho'ladi:
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тх = А Сmg
а 2 + в 2 +с 2 '

ту = BCmg
А2 + В2 + С2

mz = -mg + С2 mg
А2 + В2 + С2 '

Bu sistema tenglamalarining liar biri bir-biriga bog'liqsl 
ravishda integrallanadi. Ularni alohida-alohida integralla| 
nuqta harakatining umumiy qonuni topiladi:

x(i) = ^
ACg

2 A2 + В2 + C2
t + C\t + C2,

M  = ±
BCg

2 A2 + В2 + C2
t + С3/ + C4, (5)

г(0 = gr
1 /"2 — •C g  
2 s + С5/ + C6,

2 A2 + B2 +C2 
Nuqta erkin boMmagan harakat qilgani uchun (i

umumiy harakat tenglamalariga kirganini integrallash doimiy 
lari o'zaro bog‘langan bo‘ladi. Ular orasidagi bogManishlarti 
hosil qilish maqsadida (5) bog'lanish tenglamasiga qo'yiladj

1 A2Cmg ■ + — B2Cg 1+ — C3g Cg
2 A2 + B2 +C2 2 A2 + B2 +C2 2 A2 + B2 +C2 2

HAC\ + ВC3 + CC$)t + (AC2 + BC2 + CC2 — D) — 0 . 
Olingan tenglikning chap tomoni faqatgina 
АС] + BC3 + C ■ C5 = 0 va A C2 + BC4 + C ■ Ĉ  — D = 0 

tengliklar bajarilgandagina nolga aylanadi.
Agar t = 0 desak, (5) harakat tenglamalaridan C2 = x0|

C4 = >'o, C6 = го boMishligi kelib chiqadi.
Berilgan А/, nuqta berilgan tekislikda yotgani uchun unir 

koordinalalari tekislik tenglamasini qanoatlantirishi kcrak:
Ax\) + Bvq + Сго + D = 0 , AC] + ЙС3 + C ■ C5 =0 

tenglikesa faqatgina C\ = C3 = C5 = 0 boMgandagina bajarilac
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Mnllltiila nuqta harakatining tenglamalari hosil bo‘ladi:

x(i) = A ACg
2 A2 + B2 +C‘

■ r+ xo,

yU) = ^ • 2 BCf - - - -2 ,2 + Л>»2 A2 + B2 +C2

* /)  = § • -1
/I2 + fi2 + c 2

Мепкчуа kuchining proyeksiyalari esa

и ACmg ■
' »x A 2 +В 2 +C2 '

t + Z Q .

BCmgR
У d y - A 2+B2 +c 2 ’

Эг /12+д2+С2
|i.... iil.ilar bo'yicha topiladi. Bu munosabatlardan foydala-

n-.iksiya kuchining moduli va yo'nalishini topish mumkin. 
Ill masala. (l.V.Mcsherskiy masalalar to‘plamidagi 31.10- 

HbiMila, 1986- yil).
Slerik mayatnik uzunligi e bo‘lgan MO ipdan va og'irligi 

/' Ito'lgan og‘ir M nuqtadan iborat, MO ipning bir uchi 
•|м /(''almas 0 nuqtaga, ikkinchi uchi esa M  nuqtaga 
hliiklnilgan. M nuqta muvozanat holatidan shunday 
iH'diiilganki, uning koordinatalari / = 0 bo‘lganda x = x0 , 
i 0  () bo'lib qoladi, bundan tashqari nuqtaga x0 = 0 , 
y * » 0, го=0 boshlang'ich tezlik berilgan. Boshlang'ich 
dial liar orasida qanday munosabat bo'lganda M nuqta 
циП/ontal tekislikda aylana chizadi va shu aylanani u nuqta 
qiltu ha vaqtda bir marta aylanib chiqadi?

Vechish. M nuqtaning sfera bo‘ylab qiladigan harakatining 
illlliTcnsial tenglamalarini tuziladi:

.. , Э/ тх =
dx 4 и . afmz = my + X ^-, 

dz (1)

R
A /'
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Д / = 2д

bunda

(l)nuqta harakatining differensial tenglamalariga bogl 
lanish, ya’ni sirtning

f(x ,y ,z )  = f 2 - x 2 - y 2 - z 2 (2)
tenglamasi qo‘shib olinsa, natijada to 'rt noma’lumli 4ia, 
tenglamalar sisleinasi hosil bo'ladi:

Д/ uchun ifoda topamiz:

¥э / -  d f  .  „ jf -  = - 2x — = -2 у -±- = - 2 z 
dx ’ dy ’ dz

Э/
Эл: F * | ]  - - 2 V 7 7 7 7 7  = 2,,

T T T T T j -jx + y‘ + Г

э/ э / Э/
Эх ’ Эу va ^ n in g  topilgan ifodalarini (l)ga qo'yibj

nuqta harakatining differensial tenglamalariga quyidagicha 
ko'rinish oladi:

mx = - 2Ax , /ну = -2Ay , /иг = mg -  2Xz . (3)
Nuqtaning harakat qonunini topish uchun (3) tengla-J 

malarni qo'yilgan boshlang‘ich shartlarga ko'ra integrallas 
kerak. (3) tenglamalarda nom a’lum Aning hosilalari 
qatnashmaydi. Shu sababli A ni (3) tenglamalardan chiqarisf 
mumkin.

(3) tenglamalarni chekli ko‘rinishda integrallash juda
x у Iqiyin, ular taqriban integrallanadi. z ning ifodasida y , ;_

miqdorlarning birinchi darajasini saqlab, yuqori darajalar 
e’tiborga olinmaydi:

г = >/f2 - ( x 2 + y2) = J l  -  = 1-
2X +y 2 M

1 -

2 2 X + у
2Г

5 0
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( lining uchinchi tenglamasi / = 0 paytida zo = t va 
■„ - r va го = 0 deb, A topiladi:

m g- 2M = 0 =>\ = ^ .

Mog’lanish reaksiya kuchining miqdori topiladi:

N  = W  = j f 2 f  = mg .

A ning topilgan ifodalarini (3)ning dastlabki ikkita 
It iii'lamasiga qo‘yilsa, quyidagilar hosil bo’ladi:

x + — x = 0, у + — у = 0.
e e

Ии tenglamalarning umumiy yechimlari quyidagicha 
bn ladi:

x(t) = q sin 

y(/) = c3 sin
7 U C 4

(4)

Mu funksiyalar / vaqt bo'yicha differensiallanadi:

x = ci cos

у = c3. 7  cos
; W

(5)

Boshlang‘ich shartlardan, (4) va (5) munosabatlardan 
loydalanib, Ct,C2>^3 va Q  doimiy sonlar aniqlanadi:

x0 = q sin c3> 0 = c3 sin c4,

0 = ci J f cosc2 ^ o  = c3^ |c o s c 4
(6)
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(6)ning 2- va 3- tenglamalaridan C4 = 0 va C2 = i

П»

c, = Xq C3 =$oJg .

Natijada M  nuqtaning harakat qonunlari quyidagicl'l 
boMadi:

x(t) = x0 sin y = O0J j t  cos J j ,

Endi masala talablariga javoblar topiladi. Agar topilgan 
harakat tenglamalaridan t vaqtni chiqarib tashlansa, trayek- 
toriya tenglamasini koordinata shakli hosil boMadi:

2 2 x У ,
~2 +JL2 =1’ * = 
xl  eK

Dcmak, M nuqtaning trayektoriyasi markazi Oz o'qidaj 
boMgan va z = t  tckislikda yotgan ellipsdan iboratdir.

Trayektoriya aylana bo‘lishligi uchun boshlangMch j 
qiymatlar orasidagi munosabat

2 Щ  x0 = — , г0 = (,
g

ko'rinishda bo‘lishi kerak. Nuqtaning aylanish davri esal

T = 2n boMadi.

11- masala, m massali M  nuqta ogMrlik kuchi ta’sirida r 
radiusli bo‘sh silindrning ichki silliq sirlida harakat qiladi. I
BoshlangMch paytda nuqtaning ogMsh burchagi фо = 90°ga,
burchak tezligi esa nolga teng. ф = 30° boMganda M nuqtaning I 
tezligini va silindr sirtining reaksiyasini aniqlang.
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b  cliish. M nuqtaga ikkita kucli ta’sir qiladi; nuqtaning 
I' my og'irligi va ipning R reaksiya kuchi. M nuqta haraka- 

llllHH liylcr shakldagi tenglamalari

m-cl2S
dt2

= Px = -mg sin ф,

= Pn + R = -mg cos <p + R

lni'rlnisliga ega. S  egri chiziqli koordinataning boshlang'ich 
liuqiasi ucliun M nuqtaning 0, eng pastki holati qabul 
ijilmadi (23- rasm).

IJunday holda S  = 0, /и = £ф = гф bo'lib, 

Im'liidi.
Natijada nuqta ipining 

Og’ish burchagi va reaksiya 
in Inin quyidagi rnunosa- 
liailai hosii bo‘ladi:

—y- + — sinV = 0 (1)
dt2 r

R = + n,g cos. (2)
r

R reaksiyaning miqdorini

d2S
dt1

-  r d2g>
Л 2

23- rasm.

lopish uchun M nuqtaning tezligini bilish kerak. Sni 
itniqlash uchun ( 1) tenglamaning shaklini

d2 ф 
~d?

d(o dm dw d(a---  ------------- (0 —
dt dt dt d ф

bog'lanish yordamida o'zgartiriladi. Bunday holda (1) tenglama
p

uidti) = — — sin фб/ф 
r

ko’rinishni oladi. Bu tenglamani integrallab, quyidagi ifodani 
linsil qilamiz:

(O g ~—  = — cos ф + C
2 r

(3)
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" 1

Masala shartiga ko‘ra r0 = 0 boshlang‘ich paytda niayi 
nikning burchak tezligi nolga teng, mayatnik ipining og' ::

71
burchagi Фо = ^ §a teng. Bu boshlang‘ich qiymatlarni (3)1 
qo‘yib, C doimiy topiladi: I

n  g I
r

Shunday qilib, со burchak tezlik uchun ifoda quyidagichi 
bo'ladi:

to2 = 2̂ r(coscp -  cos фу) •
Bu tenglikning ikkala tomoni r 2 ga ko'paytirilib, te/.lil 

uchun quyidagi ifoda topiladi:

t)2 = 2  j  (cos ф -  cos фО).

71 Л
Ф = -  va Фо = ^ bo'lganda в ning miqdori uchun formula 

hosil bo'ladi:

в = Jlgr  cos ̂  = Jgn / 3  =^3 y/gr. j l

R reaksiyaning moduli (2) tenglamadan aniqlanadi: I

г, /ив2 mj3gr 73R = ----- + mg cos(p = ------— + mg —  =

= mgy/3 - m.fgyfi _ зТз mg.

p Зл/3
R = ~ y  ms-

12- masala. 11- masalaning umumlashgan holini qaraymiz.j 
0 ‘qi gorizontal joylashgan r radiusli silindrning ichki 

siiti bo'ylab m massali M og‘ir nuqta harakat qilmoqda. Ko- 
ordinatalar boshini silindr o'qining qandaydir nuqtasiga joy- 
lashtirib, Ox o'qni vertikal pastga, Oy o ‘qni silindrning 
radiusi bo'ylab gorizontal va Oz o ‘qni esa silindrning o'qi

5 4  ]

Mult yo*naltirib, M og‘ir nuqtaning harakat qonunini va
Itltli Milining reaksiyasini toping.
(Niiqlaning boshlang'ich tezligi silindr o'qi bilan parallel
(• •li iii deb qaraladi.)
\ »t l i ls l i .  Masala shartiga ko'ra, boshlang'ich paytda

............ . holati x = 0 ,y  = r,z = 0 koordinatalar bilan
ftlijliin.idi (24- rasm).

«Illndrning kanonik tcnglamasi — bog'lanish tenglamasini 
llmlnlaydi.

f(x ,y ,z )  = x 2 +y2 - r 2 =0

Fx . F t .O ,  f . 2 x ,  |  = v a | - 0

llodalami Lagranjning bir jinsli tenglamalariga qo'yilsa, nuqta 
harakatining tenglamalari quyidagicha bo'ladi:

mx = mg + 2kx, my = 2 \y , m 'z = 0 . (1)
Bu tenglamalar sistemasining oxirgi tenglamasini integ- 

mllab, boshlang'ich shartlarini e’tiborga olib, quyidagi ifoda
topiladi:

Z = e 0t .
Oxy boshlang'ich tekislikdan boshlangan masofa t vaqtga 

pmporsional o'sib boradi.
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( 1) sistemaning 1- tenglamasini у  ga, 2- tenglamasim 
esa x ga ko'paytirib, 1- tenglamadan 2- tenglamani hadlab 
ayirib, quyidagiga ega bo'lamiz:

m(yx -  xy) = mgy. (2) |
Endi (I) sistemaning 1- tenglamasini xga, 2- tcnglama- 

sini esa у  ga ko'paytirib, ularni hadlab qo'shib, quyidagi 
ifoda topiladi: I

m(xx + yy) = mgx + 2X (x2 + y 2). (3) !
Agar x, y, z to'g'ri burchakli koordinatalardan 

x = rcoscp, y = rsin(p, z = Z
bog'lanishlardan foydalanib, silindrik koordinatalarga o'tilsa,
x va у , x  va у hosilalar uchun

x = —гф sin ф , у  = /-cpsin cp
. . . . .  .2 . . . .  .2 x = -r(psin<p-r(p cos<p, у  = /‘ф COS ф -  /'Ф Sin ф

ifodalar topiladi. Natijada (2) va (3)tenglamalar mos ravishda 
quyidagi ko'rinishni oladi:

P
ф + — sin cp = 0, 

r

- mr2g2 = mgr cos ф + 2Xr2

(4)

(5)
(4) tcnglamaningbirinchi integrali topiladi. Buning uchun

(4) tenglamaning tartibi

d2g
'dt2

d_
dt

f d w'l d a) do) dg d со . dg
dt dg dt

ii S I
t

Э-ii
- - w-----------------j j/uuujviiimui.

Bunday holda (4) tenglama

gdg = - —sin dg 
8

ko'rinishni oladi. Bu tenglamani integrallab, quyidagi ifoda 
topiladi:

. 2ф г ,,
= —cosg + C .

2 r

71Ф = -  bo'lganligi tufayli, ф = 0 bo'lib, / = 0 bo'lganda

( 0 bo'lishligi topiladi. Natijada birinchi tartibli chiziqsiz
Iniglama kelib chiqadi:

• 2ф ^  =  — С О в ф  
г (6)

Bu tenglamadan ravshanki, tanlangan boshlang'ich 
sluirtlarda nuqtaning harakati сокф > 0 shartda, ya’ni

Я я, < Ф < — sohada sodir bo'ladi. (6) ni (5)ga qo'yib,

I ngranjning x  noaniq ko'paytuvchisi topiladi:
, 3 mgX = ---- — cos ф .

2 r
Natijada bog'lanish reaksiyasining proyeksiyalari uchun

Rx = X = -3mg cos2 ф 
Эх

Ry =X^z~ = ~3mg sin geosg R = о 
y ду ’ z

ilodalar hosil bo'ladi. Bu ifodalar yordamida R reaksiyaning 
moduli va yo'nalishini aniqlash mumkin R = Зт^совф .

ЯAgar ф = ± -  bo'lsa, R reaksiya nolga teng bo'ladi.

Maksimal qiymatga esa ф = 0 bo'lganda erishadi va R — 3mg 
bo'ladi.

Endi фЬигсЬакп^ o'zgarish qonunini aniqlash uchun
(4) tenglamani integrallash kerak.

o 2
(4) tenglamada — = к deb, uni 

ф + k 2 sin ф = 0
ko'rinishga keltiriladi. Matematik tahlil kursidan ma’lumki,
. ктф  .inn —  = 1 |imitik o'tishni isbotlab, в т ф ^ ф  taqribiy
i|t- >0 ф  T
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formula o‘rnatilgan cdi. Bu hoi uchun harakatning difTercn- 
sial tenglamasi

Ф + к2 ф = 0
ko'rinishni olaai.

Shunday qilib, og'ir nuqtaning harakat tenglamasi crkiuj 
chiziqli tebranishlaming diffcrensial tenglamasining shak 
bilan bir xil bo‘lar ekan.

Bu tenglamani nuqtaning chiziqli tcbranma hara-1 
katlariga bag'ishlangan mashg'ulotda batafsil tekshirilgan 
edi.

Ф burchak ф(г) = ф„ coskt + ^ s i n  kt garmonik qonun
к

bo'yicha o'zgaradi.

2 и
Nuqta kichik tebranishlarining davri esa 1’ = = 2tc.

formula bo'yicha topiladi, ya’ni kichik og'ishlarda tebranisli 
davri Фо boshlang'ich og'ishga bog'liq bo'lmas ekan.

III. Savol va masalalar

1. Erkin bo'lmagan jism uchun dinamika masalalarining qo'yilish 
va yechilishini izohlang hamda tushuntiring.

2. Moddiy nuqtaning sin bo'yicha harakatini tasvirlovchi differcn- 
sial tenglamalarni keltirib chiqaring.

3. Lagranjning birinchi lur tenglamalarini nuqta sin bo'yicha lta- 
rakatlanganda keltirib chiqaring.

4. Nima uchun Lagranjning noaniq ko'paytuvchisi kiritiladi? Bu 
ko'paytuvchi qanday aniqlanadi?

5. Modiiy nuqta silliq chiziq bo'ylab qilgan harakati uchun Lagranj­
ning birinchi tur tenglamalarini keltirib chiqaring:

6. Tabiiy koordinatalar sistemasida silliq chiziq bo'yicha harakat- 
lanayotgan nuqtaning diffcrensial tenglamalari qanday bo'ladi? Bun- 
day harakatda nuqtaning harakat qonuni va bog'lanish reaksiya kuchi- 
ning miqdori hamda yo'nalishi qanday aniqlanadi?

7. Lagranjning birinchi tur tcnglamalaridan foydalanib masalala 
yechishning tartibini izohlang.

8. 25- rasmda tasvirlangan matematik mayatnik harakatining dif­
fcrensial tcnglamasini va ipning taranglik kuchini aniqlang|

5 8
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1у|/„() 0,ф|,=о = фо) • Mayatnik harakati

\()y vcrtikal tekislikda sodir boiadi deb 
ijHiiiladi.

ф i '' sin<p = 0,Л = md фо -  у  (2 -3cosq>). 

9. Modiiy nuqta m massaga cga bo'lib,

Javob: i

' >x
mg

25- rasm.
нс ulik kuchi inaydonida 3y + 5z - 5  = 0 sil-
lii| lekslikda ko‘chadi. Agar boshlang'ich paytda nuqta (1; 0; I) holatda 
Im'lib, uning tezligi nolga tcng bo'lsa, nuqta harakat tenglamasini va 
hog’lanish reaksiya kuchini toping.

10. m massali moddiy nuqta ( radiusli sfcrik sirt bo'ylab ha- 
mkatlanmoqda. Lagranj ko'paytuvchisini va bogManish reaksiya ku- 
chini aniqlang.

II. in massali M moddiy nuqta og'irlik kuchi inaydonida 
Ax + By + Cz + D = 0 tenglama bilan berilgan silliq tekislikda harakat -
Innmoqda. Nuqta boshlang'ich paytda Л/о(хо,Л),7-о) nuqtada tinch tura- 
di deb hisoblab, M nuqta harakatining tenglamasini va bog'lanish rcak- 
Myasini aniqlang.

Javob:

X - 3-Щ ± £ - Х2,2 -

Nx

\x 2 + y2 +z2 = (2\ A x , y , z )  = x 2 + y2 + z2 - d 2 = 0
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12. Tckislik berilgan qonun bo'yicha vcrtikal yo'nalishda gorizont 
bilan o'zgarnias a burchak tashkil qilib harakatlanadi. Tekislikda ishqa- 
lishsiz m massali moddiy nuqta siljimoqda. Harakatni tckshiring va tekis- 
likning reaksiyasini toping.

Ko'rsatma. Qaralayotgan holda tckislik tenglamasi z = k x  + b(t) 
ko'rinishgacga. Bunda к = tg«.

2 ■) PpJavob: x  = Xq -  sill 2a • , z = Zq -  cos a • £—

Nx = -wig'sin2a , N z = wig(cos2a + 1)

13. Yuk uzunligi ? = 70sm bo'lgan ipga osil- 
gan. Yukning eng pastki holatida unga
flo ^^З т /sek gorizontal tczlik berilgan. Quyi- 
dagilarni aniqlang (26- rasm):

a) ip qanday holatda bo'lganda yukni tutib tura 
olmaydi va yuk crkin nuqtadck harakatlanadi?

b) qanday gorizontal eng kichik ®«1Ш bosh- 
lang'ich tezlikda yuk to'liq aylana chizadi?

Javob: «p = 120°, 6™n = f ig ?

14. x  = 7?(O + sin0), у  = /?(1 -cosO) tenglamalar bilan aniqlanuv- 
chi sikloida bo‘ylab harakatlanuvchi og‘ir nuqta (sikloidal mayatnik)ning 
tebranish davrini aniqlang (27- rasrn).

27- rasm.

15. Uzunligi ? ga teng bo'lgan konik mayatnik gorizontal tekislikda 
harakatlanib a radiusli aylana chizadi. Konik mayatnikning aylanish 
davrini aniqlang.

Javob: T = 2 пЦР -  a2
~ i r



4- §. Lagranjning ikkinchi tur tenglamalari

I. Nazariy qism

Mexanik sistemaning umumiy tenglamasining umum- 
lashgan koordinatalardagi ifodasini olish uchun oldin 
chiqarilgan dinamikaning umumiy

+ ( I )к к v ;
tcnglamasidan foydalanamiz. Umumiylik uchun sistemaga
qo‘yilgan barcha boglanishlarni ideal desak, (l)ning dastlabki
yig'indisiga faol kuchlarning shuningdck, ishqalanish kuchi-
ning bajargan virtual ishlari kiradi.

Faraz qilaylik, sistema S  ta erkinlik darajaga ega bo'lsin, 
ya’ni sistemaning holati S  ta umumlashgan koordinatalar 
bilan aniqlansin.

Ma’lumki, (l)ning liar bir qo‘shiluvchisini umumlashgan 
kuchlar va umumlashgan koordinatalarning variatsiyalari orqali 
quyidagicha ifodalash mumkin:

bunda

1 5  A[  = Q\bq\ + QFbq2 + .... + QsF8qs, 
к
s  Ч 7 = Q '8(h + ^ 2 ^ 2  + ••••+e / 8* ,
к

к dq\ 
drk

- Z l i f t . .к vQl

к M  к dq2

(2)

(3)

bunda ?j = X j l  + y j  +  Zjic  =  rj(q\,q2 ,....,qs) — sistema nuqtala- 
rining holatini aniqlovchi radius-vektordir. (2) ni (l)ga 
qo'yilsa, quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:
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(Q [  + Q {  ) 5<?2 + •••+ { Q s  + Q s  ) 8(i s  = 0 .

Bimda 5<7|, 5^2>—,8qs o'zaro bog'lanmagan ixtiyoriy 
miqdorlar. Shuning uchun olingan tenglik faqat va faqat

Q\ + Q{ = 0, Q ( + Q{ = 0, +  QJS = 0 (4)
bo'lgandagina bajariladi. Hosil bo'lgan tenglamalardan 
to'g'ridan-to'g'ri dinamika masalalarini yechishda foydalanish 
murnkin.

Bir nechta amaliy masalalarni yechishda (4) ko‘rinishdagi 
tenglamalarni tuzish ularga kirgan umumlashgan inersiya 
kuchlarini va umumlashgan impulsni-kinetik energiya orqali 
ifodalash bilan yanada soddalashadi.

Sistema kinetik eneigiyasidan umumlashgan tczlik bo'yicha

olingan hosilaga umumlashgan impuls deyiladi. Q'' miqdor- 
ning ko'rinishini o‘zgartiramiz. Ma’lumki sistema istalgan nuq-

tasining inersiya kuchi ' к = ~mkak = ~mk formula

bo'yicha topiladi. Bunday holda (3)ning 2- satrining 1- formu- 
lasi quyidagicha ifodalanadi:

- e l -  <5>к & bq\
Q\ miqdorni kinetik energiya orqali ifodalash maqsadida

(5)tenglikning o'ng qismi shakli quyidagicha bo'ladi:

d L  drk ] d (drk \
dt ® к -^ -

l ддч - * k Tt
Lagranj tengligidan foydalanib o'zgartiramiz. Bundan

, . dn „ clq, .............
tashqan —  = /fc = = ?i ekanligi e tiborga olinadi.

Bunda 0* -  rt radius-veklorga mos keluvchi sistema nuqtasi- 
ning tezligi, <7| esa ql umumlashgan koordinataga mos tu- 
shuvchi umumlashgan tezlik.
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(6) tenglikka kiruvchi rk ning hosilasi uchun quyidagi 
ikkila natija o‘rinli:

1) t bo'yicha to'la differensiallash va <71 bo'yicha xususiy 
dillerensiallash operacsiyalari o'rin almashtirish xossasiga cga 
(aralash hosilaning tengligi)

d Э f drk \
dr [Mi J Ml

__ Щ  
Ml • (7)

2) rk dan q\ bo'yicha olingan hosila {Ark ), xususiy ort- 
(irmaning Aq\ orttirmaga bo'lgan nisbatining limitiga teng.

—  = l im ^ -  -
Ml Mi

= lim

f  d{Ark ) \ Д (drk \
dt\

-  l i m dt )
dq\

Д (d q A

l dt \ { d' )

= lim Me
Mi

drk _ Ъгк _ ддк
Ml Ml

= 94 
Ml

(8)
(7) va (8) munosabatlardan foydalanib, (6) tenglik quyi­

dagicha o'zgarliriladi:

ddk drk _ cl 
dt dq\ dt d<7i - 4 Ml

d_
dt

2

2 Э<7,
1 Щ
2 dq{ ■

Bunday holda (5) ifoda (massasining o'zgarmasligini va 
hosilalar yig'indisi yig'indidan olingan hosilaga tengligini e’ti- 
borga olinsa) quyidagi ko'rinishga keladi:

d Э
г V
у  ткЧ э у  т Л  '

dt Ml к 2
^ У

Ml к 2
к 7

ЭT 
Ml

(УГ
Ml ’

■O mkptBundagi T = Z —^— — sistemaning kinetik energiyasi. 
к 1

(4)dagi qolgan umumlashgan inersiya kuchlari uchun ham



yuqoridagiga o ‘xshash ifodalar topib, natijada (4) teng<i 
lamalar quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:

d ( dT dT
-Qudr [dd\j dq\

d ( dT dT
= Q2 ,dr [dq2/ dq2 (9>

d ' dT \ dT
dr dqs ) dqs Us

.

(9) tenglamalar umumlashgan koordinatalarda sistemaM 
harakatining differensial lenglamalarini ifodalaydi. Bu teng-И 
lamalar Lagranjning 2- tur tenglamalari nomi bilan yuritiladiJ lj  
Ravshanki,bu tcnglamalarning soni sistema crkinlik darajasil I  
ning soniga teng. Lagranj tenglamalari dinamik masalalarnf I  
yechishning yagona va yetarlicha sodda usulini beradi. Tcng- I 
lamalarning eng muhim afzalligi shundaki, ularning ko'rinisra I  
va soni qaralayotgan sistemaga kiruvchi jismlarning soniga va I 
shu jismlarning qanday harakat qilishiga bogMiq bo'lmasdan, I 
faqat sistemaning erkinlik darajasi soniga bog'liqdir.

(9) Lagranj tenglamalarining vujudga kelishi faqatgina I 
nazariy mexanika va uning tarmoqlarini rivojlantirib qolmas- I 
dan, balki boshqa nazariy fizika va uning tarkibiga kiruvchi I 
fanlarning rivojlanishiga ham yo'l ochib berdi. Endi poten- I I  
sialli kuchlar uchun Lagranj tenglamalari va funksiyasini qarab 1 
chiqamiz.

Agar sistemaga la’sir qiluvchi barcha kuchlar potensialli | l  
bo'lsa, u holda sistema uchun shunday faqat koordinatalarga I 
bog‘liqli U(xk ,yk ,Zk) (к = 1,2, kuch funksiyasi mavjud |

bo'lib, umumlashgan kuchlar uchun Q) = —  (/ = 1,2,....,$)
dq-,

ifodani olsak, Lagranjning tenglamalari esa

dt
dT_
dq,-

dT _ du . _
•л 0 1,2,....,$)Щ dq. (10)

Itn’i inishni oladi. Ma’lumki, и kuch funksiyasi q\ umum- 
ItiMhi’.nn tezliklarga bog‘liq emas. Shuning uchun

ЭГ
4 ,

d(T + u) 
Э Qt

(/ = 1,2,...$)

uvniyat o'rinli bo'lib, Lagranjning har bir tenglamasi

d f d(T + u) N 
dt{ Э q, /

d(T + u) 
dq,-

= 0 (/ = 1,2,:..$) ( I D

ko'rinishni oladi.
L = T + и belgilash kiritiladi. L Lagranj funksiyasi nomi 

bilan yuritilib, bu funksiya umumlashgan koordinatalar va
livliklarning funksiyalaridir. L = L(qh qh t). Bunday holda 
I agranj tenglamalari quyidagi ko'rinishni oladi:

d_
dt

dL_
dq, dq,

= 0 , (/ = 1,2,....,$). (12)

Bu tenglamalar potensialli maydonda sistema hara- 
katining differensial tenglamalarini ifodalaydi. Teng- 
l.imalardagi L Lagranj funksiyasi sistemasining E to'liq 
cnergiyasi bo‘la olmaydi.

E = T -U  = T + П, 
L = T + U = T - П

Ininda П — sistemasining potensial energiyasi bo'lib, U — 
kuch funksiyasi bo'yicha topiladi: U = -П  .

II. Masalalar yechish

Nuqta va nuqtalar sistemasining harakat tenglamalarini 
laqatgina Nyuton qonunlari va bu qonunlarning natijalari 
bo'lgan dinamikaning umuntiy teoremalaridan foydalanib 
chiqarish yagona yo‘I emas. Balki bu tenglamalarni inexa- 
nikaning umumiy prinsiplaridan foydalanib ham tuzish 
mumkin. Yuqorida nuqta va sistemaning dinamikasida matematik 
hamda fizik mayatniklarning kichik tebranishlari ko'rib chi- 
qilgan edi. Mayatniklar holatini tavsiflovchi differensial teng-
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lamalarni mexanika prinsiplari, ya’ni Lagranjning II lui 
tenglamalaridan foydalanib chiqarish mumkin.

13- masala. Ipining uzunligi e va sharchasining massasl 
m bolgan matematik mayatnikning harakatini tavsiflovchl 
differensial tenglamani kcltirib chiqaring.

Ycchish. Umumlashgan koordinata sifatida mayatnik ipi­
ning muvozanat holatdan og'ish burchagi <P ni qabul qilami/.

m massali nuqta (sharcha)nin| 
Y koordinatalarini lopiladi (28- 

rasm):
x = ^sin ф , у = ( cos <p. 

Share hailing kinetik va 
potensial cnergiyalarini 
hisoblaymiz.

M nuqta (sharcha)ning ki­
netik cnergiyasi hisoblanfdi: ]

f) = ftp;

T = i  m [x2 + y 2 j = 1 m(2(p2 .

Mayatnikning potensial energiyasi esa u muvozanat va- 
ziyatdan siljiganda /Hgog‘irlik kuchining bajargan ishiga teng 
(Oy o‘q bo'ylab):

У mg
28- rasm.

ONA(V0M dan ——— = cos(p, ON = ^cosip.
OM

h = OM0-ON -  ( - £ cosip = У(1 — costp).
Mayatnik П = mgh = mg£( 1 -coscp) potensial energiyaga 

ega. Qaralayotgan masala uchun Lagranj tenglamasi

dt 01 =Эф
dT
Эф

ЭЛ 
Эф ’

ЭЯ
Эф

ko'rinishga ega boMadi. Bunda

f dT^dT  2 - d —— = mi ф; — 
Эф dt Эф

= m(2ip ■ dT
Эф

(13)

=  0 -

Q, = + =  +— (mg£(l — cos ф)) = mgtsiiup 
Эф Эф

Natijada mayatnik harakatining differensial tenglamasini

ip i ,1, sin ф = 0
i. f

ko‘rinishga kcltiriladi.

Agar 1 -со$ф = Osin2 ф 
2

Ф
2

taqribiy formula-

iliiu foydalanilsa, Я  = ^ mg ftp2 va ^ -  = mgtg> bo‘lib,

mayatnik kichik tebranishlarining differensial tenglamasi 
quyidagicha boMadi:

Ф = 0.

14- masala. Lagranj tenglamalaridan foydalanib, fizik 
I  mayatnik tebranishlarining tenglamasini tuzing.

Ycchish. Fizik mayatnikni uning massa (ogfirlik) markazi 
I niqali o'tadigan vertikal tekislik bilan kesganda hosil boMa- 

illgan kesimi bilan tasvirlaymiz C — fizik mayatnikning massa 
markazi, P — uning ogMrligi, OC = a — massa markazidan 

[ uning qo‘yilish nuqtasigacha boMgan 
masofa (29- rasm).

/„ — qo'yilish nuqta orqali 
n'luvchi gorizonlal o'qqa nisbatan 
ll/ik mayatnikning inersiya momenti, 
mayatnikning holati OC to‘g‘ri chi- 

. /Iqning vertikaldan og‘ish burchagi 
i|i bilan toMiq va bir qiym atli 
nniqlanadi:

/0 = та2 , ф = со, Ъ = ша
P  = m g

ho*lishini e ’tiborga olib , fizik 
mayatnikning kinetik energiyasi 
lopiladi: 29- rasm.
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1
- ш Г

I 1тЫаУ =  Lma2w2 =  2- /0шг = -  / 0 Ф
1

Qt umumlashgan kuch topiladi. ф ga 5ф variatsiyu 
beramiz. Bu ko'chishda faqalgina P og'irlik kuchi ish bajann 
5/4| = (?|5ф = (-/to sin ф)5ф, Q\ = — /Vzsin ф .

dT  _ dT . . d (д Т—  = 0; —  = /пф • —
Эф Эф 0 ’ dt 1 * П оФ-

Bu ifodalar

d_(dT_ 
dt Эф

tenglamaga qo'yilsa, fizik mayatnikning difierensial tenglam

(14)
Pa .ф + —  БШф = 0 
'0

ko‘rinishda hosil bo'ladi.
Og'irlik kuchi potcnsialli bo'lganligi lufayli mayatnik­

ning tenglamasini Lagranj funksiyasini tuzib (12) tengla 
malar yordamida ham olish mumkin. Ozo'qni vertikal pastga 
y o 'n a ltir ib , m ayatnik potcnsial cnergiyasi ucluii 
П = -Pz = -Pa cos ф ifoda topiladi. Natijada L Lagranj funk 
siyasi uchun

1 iL = T -  П = — /оФ̂  + Pa cos ф 

ifoda hosil bo'ladi. Bundan

dL
Эф = ,оФ;

d dL
Эф

= / 0ф; —  = -А ш пф  
Эф

Bu ifodalarni potensialli kuch maydonr uchun 

d ( d L \  dL
dt Эф Эф

= О

Lagranj tenglamasiga qo'yilsa, (14) tenglama hosil bo'ladi: 
/ q Ф + Pasin ф = 0.
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И- masala. Sferik (konik) mayatnik harakatining difife- 
■n i ll lenglamalarini tuzing.

I Ycchish. О nuqtada OM ipga biriktirilgan m massali M 
I (In itldiy nuqtani qaraymiz. Ipning uzunligi t  bo'lsin.

Д/ iiuqtaning holati 30- rasmda ko'rsatilgan у  va obur- 
l h.iklar bilan aniqlanadi. Oz o'q vertikal, Nx o ‘q esa 

■it'/g'almas Ox oLqqa parallel joylashtirilgan, MN  to‘g‘ri 
vlii/iq esa O jo‘qqa perpendikulardir (30- 
iiiim).

Sferik mayatnikning kinetik va 
|toK'nsial energiyalarini topamiz:

■ T = O2 = 02 + f)2, bunda

П /'sin 0, в, = Of, 02 ='VR = Wsin 0. \ f

T = ^ mt2 (б2 + Ч' 2 sin2 oj,

II = -mgh = -mgf cosO. 30- rasm.

£i =0, g2 = 'P deb, Lagranjning II tur

d_ 0Г 07\ = _дП_ d_ (15)
dt 00 00 00 dt 0vj/ 0iy Эц/

Icnglamalaridan foydalanib, sferik mayatnikning differen­
cial tenglamalari tuziladi:

~  = m/,20; — ~  = wî 20; ~ m f 2 \\i2 sin 0 -cos0; 
00 dt 00 00

0П . 0Я  n 07 л -  • 2 fl ЭГ . —  = ntgf sin 0; -r— = 0; —  = m e xj/sin  ̂0; —-  = 0; 
00 0V 01|/ 01)/

I 'v rr\ ГТЛ
-------- -- /n/,2\ijrsiii2 0; —- = - 2mZ20ij/sin0cos0
dt 0\j/ 0vj/

Topilgan ifodalarni (I5)ga qo'yilsa, sferik mayatnikning 
dilTcrensial tenglamalari



ё = - —sin0 + \j/2sin0cos0
l

ф = - 2O\j/cf£0
ko‘rinishda hosil bo'ladi.

1 6- masala, r radiusli qo‘zg‘almas silindrga o'ralgan ipga 
osilgan m massali moddiy nuqtadan iborat mayatnik hara

katining tenglamasini tuzing, 
Muvozanat vaziyatida ipining 
osilib turgan qismining uzufl 
ligi L Ip massasini hisobg.i 
olmang.

Yechish. Lagranj tengla 
malaridan foydalanib, mayat­
nik tebranishlarining tengla­
masini tuzamiz. M nuqtaning 
koordinatalarini aniqlaymi/ 
(31- rasm).

x = Ok + kM = rcosip-t- (( + r<p)siii(p; 
у -  OOl = + r(p) sin ф -  r sin (p.

Sistemaning kinetik va potensial energiyasi topiladi: 
x  = (C + r(p)coscp- ф,

31- rasm.

у  = -(^ + /4p)sin<p-cp, bz = x2 +y2 , ¥  = (e + rg>Y vp2-,-2.

rr W / d \2 . 2T = _ (^  + гф) ;

П = -mq\{C + /-(p)cos(p- r sin cp].
Lagranj funksiyasi tuziladi:

L = ™ (( + гф)2ф2 + mg[(£ + rep) cos ф - r sin tp].

dL 2—  = m{( + г(р)гф + mg\r cos ф -  (  ̂+ гф) cos ф -  r sin ф| =
<)ф

л
= m(£ + гф)гф -  mg(t + гф)вт ф.
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i)l .. ч2 • d m(t + лр) <p; —
<>Ф d t

dL
Эф

= 2 m(f + г(р)гф2 + (£ + гср)2ф

Mu liosilalar uchun topilgan ifodalarni 

d ( d L \ d L =Q
d t v Эф

Icuglamaga qo'yib, mayatnik harakatining difierensial tcngla- 
liiasi olinadi:

2 + гф)гф* + m{(. + гф)2ф -  w(£ + ry)rtf + 
+mg(i + /*ф) sin ф = 0 ,

•„2

л
+ гф)ф + гф + g sin ф = 0 .

17- masala. Massasi m bo‘lgan va ipining uzunligi ixtiyoriy
va t = (q + i\ sin v/, t( t)  = P.q + ct qonunlar bo'yicha o‘zga-
i.idigan mayatnikning harakat tenglamasini tuzing.

Yechish. Mayatnik harakatining tenglamasi

d_'dL_  3 I  = 0  

d t  Эф Эф (17)

Lagranj tenglamasidan foydalanib yoziladi. Buning uchun 
.agranj funksiyasini tuziladi (32- rasm):

x = ^sin9, x  = Ыпф + l£OS(p-<j>,

y  =  t  СОвф, у  =  ^ С 0 8 ф - ^ Ш ф ф ,
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Hosilalar uchun topilgan ifodani Lagranj tenglamasM 
iTlhrihnn'yihia, maymnilt linraltariiiing UifTt'trm llH tetiglamUl
hosil bo‘ladi:

Agar mayatnik ipining uzunligi i(t) = to + i t sin yt qomin
bo'yicha o'zgarsa, mayatnik harakatining differensial 
tenglamasi

ko'rinishga ega bo'ladi.
Agar mayatnik ipining uzunligi t = t 0 +ct, c = const/ 

qonun bo‘yicha o'zgarsa, (a) tenglanialardan foydalanib va 
t(t) ni erkli o'zgaruvchi sifatida qarab, mayatnik harakatining 
dificrensial tenglamasini hosil qilish mumkin. Buning uchun 
Ф ( 0  og'ish burchagidan vaqt bo‘yicha olingan hosilalarni 
Ф(г) funksiyadan t(t) bo'yicha olingan hosilalar bo'yicha 
ifodalash kerak:

d 2ф _ d f  d(p\ d ( d(p\dt _ 2 ^2ф
dt2 d t{d t  J dt\ dijdt C d i2 '

Natijada izlanayotgan tenglama

ko'rinishga keltiriladi. Bu tenglama kichik og'ish burchaklar uchun,

oladi. Bu tenglama yechimlari, ya’ni mayatnikning harakat 
qonuni Bessel va Neyman funksiyalari orqali ifodalanadi. I

(a)

di d((> di d(D

----L + _ ^ L  + _J_
de2 i d i ct-i
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18- masala. Uzunligi l bo'lgan cho‘zilmaydigan ipga 
TTT.in m vassal! ШАТКИ? ттчйяяа Ш М  TTtayatnikning
llgan nuqtasi gorizontal bilan и burchak tashkil qilgan

рц'та to'g'ri chiziq bolylab, berilgan 4 = 40(0 qonunga 
imivoliq harakat qiladi. Mayatnik harakatining tenglamasini 
llt/llng.

Yechish. 33- rasmda hosil bo'lgan ДOKC dan:
CK =\co%a., OA' = ^sina .

AABC dan esa:
A В =  ̂sin <p, AC = -/cos(p ,

’ x КС + AB = £sincp + £cosa , 
у OK + (+AC) = ^sina-fcostp.

Mayatnikning kinetik va poten- 
Mal cnergiyasini topamiz:

i .

-r nl / • 2 • 2 \T = —(x* + r ) ,
B(x,y)

33- rasm.
П = wg(qsina -  £ cos (p) 

x  = fcostp-ip + icosa , у = £sin(p<p + 4sina;
X 2 + у 2 = £ 2ф 2 ( c o s 2 Ф + COS2 Фj  + £ 2 ( c o s 2 a  + c o s 2 a )  -

2r20 4 ( « ^ c o s a  + s i i^ s in a )  = Ар2 + 42 + 2/;2ф4со8(ф -а). 
Lagranj funksiyasi tuziladi:

L = T -  П = ^ [ f 2cp2 +42 + 2*&pcos(<p-a)] +

+mg( cos ф -  mgijsin a.

^  = -^ [2 2̂ср + 2^24со5(ф-а)1;
Эф 2 L J

= т?2ф + m(£,cos(y -  a) -  m£2^s\n((p -  a) • ф;

—  = -ml<p4sin((p -  a) -  mg/'c sin ф. 
Эф

(I fdt 1 ЭФ J
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Hosilalar uchun topilgan ifodalarni (17) tenglaniafl 
qo'yilsa, mayatnik harakatining differensial tenglamasi Imn 
bo'ladi:

m(2<p + cos(<p -  a) -  /nl4<psin((p -  a) + sin(q> -  a) и

+«g^sin ф = 0 , 
g ?

Ф + у  sin ф + со$(ф -  a) = 0.

19- masala. Qo'yilish nuqtasi vcrtikal yo'nalislulii 
^(/) = flcosy/ qonun bo‘yicha tebranuvchi, ipining uzunligj
f bo'lgan m massali yassi mayatnik kicliik tebranishlarininj 
tenglamasini toping.

Yechish. Yassi mayatnikning qo'yilish 
► 0 nuqtasi £(/) = acosy/ qonun bo'yiclu 

vertikal tekislikda to'g'ri chiziqli tebranma 
harakat qiladi (34- rasm).

Mayatnik harakatining differensial 
tenglamasini tuzish uchun Lagranj funk- 
siyasi tuziladi. M nuqtaning koordinatalan 
hisoblanadi.

O t a

34- rasm.

X = ^Sin ф, у -  a cosy/ + (cosy 
(agar mayatnikning qo'yilish nuqtasi 
acosyr qonun bo'yicha Ox o‘q bo'ylab 

tebranma harakat qilsa, u holda M nuqtaning koordinatalari 
x = «cosy/ + ( sinф, у  = (. cosф, formulalar bilan hisobla- i 

nadi). Qaralayotgan sistenia uchun L Lagranj funksiyasi
ffl 2 .1

L = —(x + y ) + FI(x,y) ko'rinishga ega bo'ladi. U hoi 

uchun esa

L = у ф 2 + miay2 c o s y r a ^  + mgt совф,

Potensialli kuch maydonida Lagranj tenglamasi olinadi:

<7 = Ф, <7 = ф.d _ U _ 3 L  
dt dq dq
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/»2ф + [mg(. + nit a y 2 cosy/jsin ф  =  0.

M a y a t n i k  h a r a k a t i n i n g  d i l T e r e n s i a l  t e n g l a m a s i  q u y i d a g i c h a

/ i l a d i :

Agar sin ф « ф taqribiy formuladan foydaIat)jisa ma_ 
ill ink kicliik tebranishlarining differensial tenglaniasj |Ю5ц 
n'ladi:

ftp + (g + ay2 cos yt j ф = 0.

20- masala. Qo'yilish nuqtasi gorizonlal to'g'ri chbjC] bo'ylab 
t  - '.(/) ma’lum qonunga muvofiq harakatlanuvc^j jpinimi 
ii/iniligi t bo'lgan m massali mayatnik harakatiningqonuninj 
loping.

Vechish. Qo'yilish nuqta 
harakatining yo'nalishi Ox o'q 
musbat yo'nalishi bilan bir xil 
ho'lsin. Qo'yilish nuqtaning
ml, inersiya kuchi \  tez-
lanishga qaram a-qarshi 
yo'nalgan bo'ladi. mg og'irlik 
kUchining urinm a tashkil 
ctuvchisi topiladi (35- rasm):

Px = -mg sin ф.

mi, inersiya kuchining ham 
urinma o'qdagi proyeksiyasi topiladi:

Jx = -m£,cosip-
M ayatnik harakatining differensial tengiam asjn j 

luzamiz

m<h = к у 
к

Ininda

S (Ф, ax = d2S  
dt2

75



miip + mg sin <p + m\ cos cp = 0 .

.. sin <p
Og'ish burchagi yetarlicha kicliik, ya’ni h m ----- 1

ф=> о cp

bo'lganda sin(p = <p, cos(p=l laqribiy munosabatlar o'rinll 
bo'lib, mayatnik liarakatining difTerensial tenglamasi quyid.ip 
ko‘rinishga keltiriladi:

N a t i j a d a  m a y a t n i k  l i a r a k a t i n i n g  d i f T e r e n s i a l  t e n g l a n u

q u y i d a g i  k o ' r i n i s h d a  y o z i l a d i :

cp + A2cp = -  —, к2 = —. ( I )8 t
( 1) tcnglamaning umumiy yechimi, ya’ni mayatnik j 

liarakatining umumiy qonuni Lagranjning ixtiyoriy o‘zgar« 
maslarni variatsiyalash usulidan foydalanib topiladi.

Bulling uchun ф + /:2ф = 0 bir jinsli tcnglamaning 
ф(г) = Cj sin kt + Ci cos kt

(2)
umumiy yechimi kelib chiqadi. Bundagi C, va C2 sonlanii 
o'zgarmas emas, balki ularni o'zgarishiga qarab (variatsiya- 
lab), ularni shunday tanlaymizki, (2) bir jinsli teng- 
lamaning umumiy yechimi, ( 1) tenglamaning umumiy 
yechimiga aylansin:

Ф(г) = C((r) sin kt + Ci(r) cos k t . (3)
(3)ning liosilasi topiladi:

ф = C| (/) sin kt + Ci(t) cos kt + Cj (t)k cos kt -  Ci(t)k sin k t . 
Tanlanmoqchi bo'lgan C|(r) va C2(/) uchun

Cj(/)sin kt + Ci(t)cos kt = 0 (4) J
bo'lsin deb qaraladi. Natijada

cp(r) = C\(t)k cos kt -C i(t)k  sin k t . (5) I
(5) tenglikning liar ikkala tomoni difTerensiallanadi.

cp(/) = C] (t)k cos kt -  C2(/)^sin kt -  C\(t)2 (t)k2 sin kt -  
-C i(t)k2 cos kt. (6)1(6)



I Iuli ф va ^n ing topilgan (3) va (6) ifodalarini (1) 
lljjlamadagi ф va iplaro'rniga qo'yib, tegishli ixchamlash- 

iH’ililardan keyin quyidagi tenglama kelib chiqadi:
£

C\(t)coskt -  C2(r)sin kt = . (7)

Ind i  (4) va (7)ni birgalikda qarab, C\(t) va C2(/) 
hnsilalarga nisbatan chiziqli tenglamalar sistcmasi hosil 

hu'ladi. Bu sistemani Cj(/) va C2(/) ga nisbatan ycchib, 
(juvidagicha topiladi:

£
C,(0 = -  —  cos kt,

1 kt.

£
Cj U) = -  —  cos kt.

1 k t
Bu differensial tenglamalar integrallanib, quyidagi 

llbdalar topiladi:

Q  (/) = -  —  J^cosA-ti/t + Q , 
k t

C2(f) = -  — J£cos/:tc/x + C2. 
k t

Bu tengliklarning o‘ ng tomonida turgan integrallarni 
kctma-ket ikki marta bo'lak integrallanadi va quyidagi ifoda 
hosil bo'ladi:

C| (/) = -jj^-Z,coskt -  Z:l;sin kt + Z:2 J!;cosA:ti/tJ + Q ,

C’2(/) = — y-t'Cos kt-kf^siri kt + k 2\^coskxdz^ + C2- (8)

(8)ni (3)ga qo'yilsa, mayatnik liarakatining tenglamasi hosil 
bo'ladi:

Ф(0 = C| sin kt + C2 cos kt + j  Jo4(T) sin k(t-x)dx.



------T. MCMhik si&tcmaning kinclik va potcnsial encrgiyalari umuilH
lashgan koordinatalar hamda umumlashgan tezliklar orqali qamlay 
ifo-dalanadi? Kinctik va potensial cnergiyalar uchun ularning kanonlk 
ifo-dalari qanday bo'Iadi?

2. Lagranjning II tur tcnglamalarini kcltirib chiqaring. Har b|i 
ine-xanik sistcma uchun bunday tenglamalarning soni qancha boMadi?

3. Agar mexanik sistcmaga bir vaqtda konservativ va konscrvativ 
bo'lmagan kuchlar ta’sir qilsa, Lagranjning II tur tcnglamalari qan­
day ko'rinishda biladi?

4. Elastiklik kuclii ta’siridagi mexanik sistemaning potcnsial cner« 
giyasi qanday aniqlanadi?

5. Lagranj funksiyasi va lining xossalarini izohlang.
6. Lagranjning II tur tenglamalaridan foydalanib, matematik va fi 

zik mayatniklar tcbranishlarining differensial tcnglamasini tuzing.
7. Matematik va fizik mayatniklar uchun Lagranj funksiyalarini 

tuzing.
8. Lagranj tenglamasi qanday ko‘rinishga cga? Bu tcnglamaning 

qo'Ilanilishini izohlang.
9. Ikkita tayanchga cga bo'lgan to'sinda yotgan G og'irlikdagi yuk 

kichkina crkin tcbranishlarining siklik chastotasi va davrini aniqlang. 
Yuk tayanchlardan ova Л masofada joylashgan. To‘sin matcrialining 
elastiklik moduli E, ko'ndalang kesimining inersiya momenti csa / ga 
tcng. To'sin og‘irligini hisobga olmang (36- rasm).

III. Savol va masalalar

Javob: T -  2natJ 3E,3EI(u + b ) '
1 l3E/(a+b) 

а П  G
10. Л/ massali bir jinsli r radiusli diskka A nuqtada ( uzunlikdagi 

sterjen qattiq mahkamlangan. Sterjcnning boshqa uchi mayatnikning
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nilisli nuqtasini ifodalaydi. Sterjenning mas- 
c'tiborga olmasdan fizik mayatnik har-H II

miiig tenglamasini lli/.lng (37? l asm).

Javob: Ф +
2 g((+ r) 

r2 +2(( + r)2
sin ф = 0 .

11. m massali moddiy nuqta 5  = 4osin ф 
iniglama bilan ifodalangan sikloidal yo’nalish 
bn'ylab og’irlik kuchi ta’sirida harakat qiladi. 
Ilnndagi .S’ — 0 nuqtadan hisoblanadigan 
yny, ф — sikloidaga o‘tkazilgan urinma bi- 
1,111 gorizontal o‘q orasidagi burcbak. Nuqta 
h.u.tkalining tenglamasini toping (38- rasm).

37- rasm.

Javob: S = Asia

bunda /( va фо — integrallash 
iloimiylari.

12. m massali nuqta va uzunligi
i <(t) qonun bo’yicha o’zgara- jg_ msm
digan ipdan tashkil topgan matem­
atik mayatnikning tenglamasini tuzing.

£ a
Javob: cp + 2-ф + у  sin ф = 0 , bunda Ф — ipning vcrtikaldan 

og’ish burchagi.
13. Massasi m bo'lgan moddiy nuqta va chizilmaydigan f ipdan 

tashkil topgan matematik mayatnikning qo’yilish nuqtasi gorizont
bilan a burchak tashkil qiluvchi og‘ma to'g’ri chiziq bo'ylab \  = ЦЗ) 
qonun bo’yicha harakat qilmoqda. Mayatnik harakatining lenglamasi- 
ni tuzing.

g ?
Javob: cp + —sin ф + -  со5(ф -  a) = 0.( (
14. Massasi m bo’lgan moddiy nuqta gorizontal tekislik bo’ylab 

harakat qilmoqda. Nuqtaning harakat tcnglamalarini qutb koordina- 
lalarida tuzing.

Javob: mr -  mr(p2 = Fr, m- ! dr 
d ll ' ~dt

= F„Ф-



15. m massali nuqta harakatining tcnglamalarini sferik koordii 
talarda tuzing.

Javob: у -  rO2 -  r sin2 0 • ф2 + g cos 0 = 0,

4-(m r2 sin2 0 ф ) = 0, 
at

-^-(r20 -  sin 0 • cos 0 • г2ф2 -grsin  0) = 0. 
at

16. r radiusli qo'zg'almas silindrgi 
o'ralgan ipga osilgan m massali moddi 
nuqtadan iboral mayatnik harakatininj 
tcnglamasini tuzing (39- rasm).

Muvozanat holatda ipning osilib turgan 
qismining uzunligi ( .  Ipning massasini 
hisobga oimang.

Javob: (t  + гд)ё + rb2 + g sin = 0, 
bunda ф — ipning vertikaldan og‘ish burchagi.

17. m massali A priznia mas 
sali В prizmaning gorizont bilan u 
burchak tashkil qilgan silliq yog'i 
bo'ylab siljimoqda. В prizmani 
tezlanishini toping. В priznia bilan 

a  / \  gorizontal tekislik orasidagi ish- 
s /  /  qalanishni hisobga oimang (40- 

rasm).

В

40- rasm.



5 §. Siklik koordinatalar va integrallar. 
Energiya integrali

Potensialli kuchlar uchun Lagranjning ikkinchi tur 
UMiglamasi berilgan bo‘lsin:

Bunda L = T + U = T - П — Lagranj funksiyasi yoki kinetik 
potensial deb ataladi; T  va П — mos ravishda sistemaning
kinetik va potensial energiyasi, U = -Г1 kuch funksiyasi. 

Lagranj funksiyasi umumlashgan koordinatalar, umum-
l.ishgan tezlik va vaqtning funksiyasidir, ya’ni L = L(qh qh t ) .

L = T + U Lagranj funksiyasi tarkibiga kirmagan Qk 
umumlashgan koordinalalarga mexanik sistemaning siklik 
koordinatalari deyiladi.

Faraz qilaylik, sistemaning S  ta umumlashgan koor- 
dinatalaridan К tasi (K < S) siklik koordinatalari bo‘lsin. qk 
umumlashgan koordinatalar U kuch funksiyasiga, shuning- 
ilek, T  kinetik energiya ifodasiga ham kirmaydi. T  kinetik
niergiyaning ifodalariga faqat qk umumlashgan koordina- 
talarning qk umumlashgan tezliklari kiradi. qk umumlashgan 
koordinatalar L Lagranj funksiyasi ifodasiga kirmaganligi

tufayli = 0 boMadi. Bunday holda siklik koordinatalar
Mk

uchun Lagranj tenglamasi

I. Nazariy qisrn

d_ 3L 3L 
fit d (jj dq.7FT = 0> (/ = 1,2,3.....s). (1)
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kirinishga ega bo'ladi. Oxirgi tenglamadan quyidagi ifod.i t 
chiqadi:

Ы  _
ТГ = Q , (k = 1,2,3,...,/,/ < s). (I
Щ

Agar L = T + U bo'Iishligi va kuch funksiyasining 
umumlashgan tezlikka bog'liq bo'lmasligi e’tiborga olinft 
(3) lenglik

d T - rТГ- = 4 tMi
ko'rinishni oladi. Bu tenglikning chap tomoni qk bo‘yichi 
differensiallanib, sistemaning T  kinetik energiyasi ucluui

I n n
'! ~ т S  S  aijQiQi ko'rinishdagi ifoda topiladi.L 1=1 y=i

Bunday holda (3) tenglik

Z aij4i + bk = Q  
j= 1

ko'rinishni oladi.
Shunday qilib, Lagranj tenglamasining r/, siklik koor*l 

dinataga mos keluvchi birinchi integrali uchun ifoda topiladi. J 
Topilgan birinchi integralga siklik integral deyiladi. Siklik 
integral umumlashgan tezlikiarga nisbatan chiziqli funksiyn 
bo'ladi. I

Lagranj tenglamalari sistemasini to'liq integrallash uchun
bu sistemaning In  ta birinchi integrallarini topish zarur va 
yelarli, ya’ni Lagranj tenglamalarini qanoatlantiruvchi 2n ta 

fs iW iJ )  = Cs , (5 = 1,2,...,2») (4)
ko'rinishdagi munosabatlar topish kerak.

(4) tenglamadan barcha miqdorlarni t vaqtning 
funksiyasi ko'rinishida yetarli sondagi ixtiyoriy sonlarga bog'lab 
topiladi. Ixtiyoriy doimiylar boshlang'ich shartlardan foy- 
dalanib aniqlanadi.

Mexanik sistemalarda chiziqli koordinatalarga mos keluvchi 
siklik integrallar sistema harakat miqdorining saqlanish qonuni
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и, Imrchak koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar 
и i's.i harakat miqdori momentining saqlanish qonuni 
lnngandir.

A.osiy mexanik sistemalarda xususiy holda konservativ 
Irm.ilar uchun energiya integrali mavjud bo'lib, harakat 
Homida sistemaning to'Iiq mexanik energiyasining o'zgarmas 

Ii.4d1.11 bo'lishini ifodalaydi:
Т + П = A.

Hu integralni ideal bog'lanishli sistemalar uchun Lag­
hlin teiiglamalaridan faol kuchlar t vaqtga bog'liq bo'l- 
111 ii'.mda, shuningdek, kuch funksiyasi vaqtga bog'liq 
hi 1 linagan hollarga olish mumkin. Shunday qilib, t vaqtga 
hiklik koordinata sifatida qarasaq, konservativ sistema harakati 
Itiliglamalarining birinchi integrali integral energiyani ifoda- 
111 ckan.

Lagranj funksiyasidan umumlashgan tezliklar bo'yicha 
nlingan xususiy hosilalar umumlashgan impuls deyiladi. 
Umumlashgan impulsni p orqali belgilasak, quyidagi ifoda 
Itosil bo‘ladi:

Agar sistemaning n ta umumlashgan koordinatasidan S 
tasi siklik koordinatalar bo'lsa, (5 < n) u holda L Lagranj 
lunksiyasi 2/i -  S  + 1 ta o'zgaruvchiga bog'liq bo'lib (umumiy 
holda 1 vaqt o'zgaruvchi bo'lib kiradi), bu sistemaning S  ta 
umumlashgan impulsi uning harakati davomida o'zgarmas 
qiymatni saqlaydi.

II. Masalalar yechish

21- masala. Fazoda m massali nuqtaning holati uchta 
x ,y ,z  to'g'ri burchakli koordinatalar bilan to'liq aniqlanadi. 
Lrkin nuqtaning x ,y ,z  to'g'ri burchakli koordinatalarini 
umumlashgan koordinatalar deb qabul qilib, gorizontal 
tekislikda nuqta proyeksiyasi harakatining sodir bo'lish 
qonuniyatlarini o'rnating.
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Yechish. Og'irlik kuchi niaydonida harakatlanayoludfl 
nuqtaning kinctik va potensial cnergiyalari uchun quyidnjfl 
ifodalar topiladi:

T = \ m° 2 = \ m(A'2 + У~ + i 2); n  =SZ = mgz.
Lagranj funksiyasi tuziladi:

L = T -  II = (x2 + y2 + z2) -  mgz .

L Lagranj funksiyasi x  va у  koordinatalarga bog’liq I 
emas, ya’ni ularni siklik koordinatalar deyish mumkin. liu 
siklik koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar:

dL . . .—  = mx = const yoki x = c \ ,
dx

dL , . .  .—  = my = const yoki у  = c2 .
Эу

Bu ifodalar gorizontal o'qlardagi nuqta tezligining 
proyeksiyalari o‘zgarmas miqdor bo'Iishligini ko'rsatadi, I 
ya’ni nuqta proycksiyasi harakati gorizontal tekislikda tekis va 
to'g'ri chiziqli qonun bo‘yicha sodir bo'ladi. x  = 0 va у  a 6 
bo'lganda nuqtaning proyeksiyasi gorizontal tekislikda o'zgar- j 
masdan qoladi, ya’ni nuqta vertikal bo’ylab harakatlanadi,

22- masala. 21- masalani markaziy kuch niaydonida 
qaraymiz. Faraz qilaylik, m massali moddiy nuqta markaziy 
kuch ta’sirida harakatlanayotgan bo'lsin. Markazga nisbatan 
moddiy nuqta harakat miqdori momentining saqlanish qonu- 
nini o'rnating.

Yechish. Faraz qilaylik, markaziy kuch qandaydir mar- | 
kazga qarab yo'nalgan bolsin. Markaziy kuch moduli nuqta- 
dan markazgacha bo'lgan masofaning funksiyasi bo'ladi.

Qutb koordinatalari sistemasidan foydalanamiz. Nuq­
taning qutb koordinatalari bo’lgan r qutb radiusini va ф 
qutb burchagini umumlashgan koordinatalar deb qaraymiz.

Nuqtaning kinctik cnergiyasi topiladi. Buning uchun nuqta 
fl tczligi modulini lining qutb koordinatalari o'qlaridagi

dr va %  proyeksiyalar orqali ifodalanadi (41- rasm):



41- rasm.

V2 =d2r +ti>l, = r, fyp = гм, м = ф .

mi)2 m IT =------ —
2 2 \ r

m 1 ■2 2 • 2 \
~ 1

lr + л Ф ]•

Moddiy nuqtaning poten-sial energiyasi uchun ifoda 
topiladi. Markaziy kuch ta’siridagi nuqtaning potensial 
energiyasi ham Nyuton lortishish kuchi maydonida joylashgan 
nuqtaning potensial energiyasi singari hisoblanadi, ya’ni 
nuqtaning potensial energiyasi nuqtadan markazgacha bo'lgan 
masofaning funksiyasi bo'ladi:

П = / ( r ) .
Nuqta uchun Lagranj funksiyasi quyidagicha tuziladi:

L = T -  П = y ( r 2 + г2ф2) - / ( r ) .
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Bu ifodadan ravshanki, L Lagranj funksiyasida ф him Ink 
koordinala uning ifodasiga kirmaydi, ya’ni bu sikIII 
koordinatani ifodalaydi. Bu siklik koordinataga mos kcluvoltl 
siklik integral

bL 2 , •—  = отг'ф = const yoki mr(r(p) = « irL  = const 
dip v

ko'rinishga ega. Bu oxirgi tenglik oldin o'rnatilgan тагка/цц j
nisbatan moddiy nuqla hamkiil 
miqdori momentining saq*| 
lanish qonunini ifodalaydi. j 

23- masala. Holali о va ч< 1 
burchaklar bilan aniqlanuv-1 
chi, uzunligi ( ga teng bo'lgiul 
sferik mayatnik harakatinilig 
birinchi integrallarini toping. < 

Yechish. m massali M 
nuqtani qarab chiqamiz. Hu 
nuqta og 'irlig i e ’tiborgu 
olinmaydigan £ = OM ipga 
osilgan. M nuqtaning holali 
9 va V burchaklar bilan 
to'liq aniqlanadi. Sferik harakal 
qilayotgan nuqtaning kinetik va 
potensial energiyalari 
quyidagicha hisoblanadi (42-

0, = Of, 07 = ij//? = ijrf sin 0, 

n= -m g\O N \,  |CW| = fcosO.
Shunday qilib, nuqtaning kinetik va potensial energiyalari 

uchun quyidagi ifodalar topiladi:

T = j m f 2 (o2 + \jr sin2 oj,



L = T -  П = ^  m(2 (o2 + \jr  sin2 в | + mgCcosO.

Itavshanki, L ning ifodasi ж koordinataga oshkor 
ig liq emas, ya’ni v burchak siklik koordinatadir. v siklik 

Kui dinataga mos keluvchi siklik integral

—  = \jr sin2 0 = C
dy

Imrinishga ega bo'lib, mayatnikning Oz o'qqa nisbatan 
luiiakat miqdori momentining saqlanish qonunini ifodalaydi. 

Lnergiya integrali esa

T + П = h => ^ ml,2 ^02 + vj/2 sin2 o j-  mgCcosQ = C

yoki 02 + tjr sin2 0 -  2y  cosO = h

2 C
ko'rinishga ega. Bunda h = — T .

me1

III. Savol va masalalar

1. Konscrvativ sistemalar uchun Lagranjning II tur tenglamalari 
qanday ko'rinishga ega?

2. Elastiklik kuchi ta’siridagi mexanik sistemaning potensial encr- 
giyasi qanday aniqlanadi?

3. Qanday untumlashgan koordinatalarga siklik koordinatalar 
deyiladi?

4. Siklik koordinatalar uchun Lagranj tenglamasi qanday ko'rinishga 
ega? Uning birinchi intcgrallarini toping.

5. Qanday integralga siklik integral deyiladi?
6. Siklik integralning ifodasi untumlashgan tezlikiarga nisbatan qan­

day funksiya bo'ladi?
7. Mexanik sistemalarda chiziqli koordinatalarga mos keluvchi siklik 

integrallar bilan sistema harakat miqdorining saqlanish qonuni qan­
day bog'langanligini izohlang.

8. Burchak koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar sistema 
harakat miqdori momentining saqlashni qonuni bilan qanday 
bog'langan bo'ladi?

S l e r i k  m a y a t n i k  u c h u n  L a g r a n j  f u n k s i y a s i  t u z i l a d i :
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9. Konservativ sistemalar uchun energiya intcgrallari ma 
bo'lishini va harakat davomida sistemaning to'liq mcxanik energiyu 
ning saqlanishini tushuntiring.

10. Lagranj funksiyasi va boshlang'ich shartlar bo'yicha nuqta nu 
katining tcnglamalarini intcgrallang:

1. L = X- t 2x2, x|,=i= 0; x|,=0=l- Javob: x  = 1 -  - ,  
/

a  ,  , ,3
2. L = —  + l zx , x |,=o = 0; x|,_o= \ . Javob: x  = / -  — .

3. L = V/2 + x2, x |,=3 = 0; x |/=3= l .  УйуоЛ: x= '— .1 П ^

4- L = "Hr1, 4-'o = 0; ̂l‘=«o= У0' 4-«b = 0’ 4-'o = °-
Javob:

4E  2 'y ( '- 'o )  £  ,, , . 2E . Py(>-io)
- 4 -------= o) + ^ 2 s'n 2------- +  y °-

X = —̂ cos
Py 4 "  Py Py

11. Matcmatik mayatnikning qo'yilish nuqtasi o‘zgarmas tcz- 
lik bilan r radiusli vertikal joylashgan aylana bo'ylab harakatlanadi. Agai 
mayatnik massasi m, ipining uzunligi (  bo'Isa, mayatnik uchun Gamil 
ton funksiyasini tuzing.

\n2
Javob: H = ^ m(2 P b  n Г On—т л cos) Ф — &~t

mf~ ( -  Щ -m g t  cos<p.

12. Agar Lagranj funksiyasi berilgan bo'lsa, Gamilton funksiyasi­
ni toping.

1. L = -mczJ l Javob: Ц = CyJc2P2+m2C2 .

2 i  = y ( i 2 + >’2 + г2) + o(xy -  yx).

brfrH  = ^ [ ( /> ,  + ay)2 + (/>, -  ax)2 + P 2 .

13. Massasi m = 1 bo'lgan matcmatik mayatnikning harakat 
tenglamalari
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dq OH dP OH p 2 g
dl OP’ dt dq ’ H ~ ~ 2 ~  7 C° S<?

(q = (p mayatnikning vcrtikaldan og'ish burchagi, f. mayatnik
il«l ning uzunligi) ko'rinishda boMishligini ko'rsating.

14. Harakatlanuvchi nuqta uchun silindrik koordinatalarda Lagranj 
lunksiyasini tuzing.

Javob: L = — [r2 + л2<р2 + z2)-/7(r,cp,z)-

15. Og'irlik kuclii maydonida R radiusli sferik sirtda harakatlanuv- 
i In m massali nuqta uchun Lagranj funksiyasini tuzing.

Javob: /. = у  Л2 (o2 + sin2 0 ■ <p2) + mgRcos0.



6- §. Gamilton funksiyasi. Mexanikaning 
kanonik tenglamalari

I. Nazariy qism

1. Kanonik okzgaruvchiIar. Agar mexanik sistemaning
harakati L = L (q j,q jj)  Lagranj funksiyasi yordamida tasviM 
lansa, u holda harakat tenglamalari Lagranjning ikkinchi 
tur tenglamalari ko'rinishida bo'ladi:

d_
dt

d L

3 i jJ- | — = 0, (J = 1,2,...,s)
dqj (1)

(1) Lagranj tenglamalarining liar biri umumlashgan 
koordinatalarga nisbatan ikkinchi tartibli oddiy differensial 
tenglamalardan iborat bo'lgan S  ta tenglamalar sistemasidan 
iborat. Gamilton tomonidan shunday usul tavsiya etilganki, 
(1) Lagranjning S  ta tenglamalar sistemasini bu sistemaga 
teng kuclili bo'lgan Gamiltonning kanonik tenglamalari deb 
ataluvchi 2 5 ta birinchi tartibli oddiy differensial tcnglamalarga 
keltirish mumkin. (1) sistemani kanonik ko'rinishga kcltirish 
uchun qj umumlashgan koordinatalar va qj umumlashgan 
tezliklar o 'rniga qj (umumlashgan koordinatalar) va

dL_
Pj (umumlashgan impulslar) yangi o'zgaruvchilar

kiritiladi. qj va pj o'zgaruvchilarni kanonik o'zgaruvchilar 
deb ataladi. Ular 25 o'lchovli fazo tashkil qiladi.

(1) Lagranj tenglamalari P umumlashgan impulslar 
yordamida

dpj dL
dt dqj ’ ( j  = L2, ...,s) (2)

ko'rinishni oladi. p\, p2 ps umumlashgan impulslar
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(3)
s

Pj = Z ak)9k + b j  , O' = 1,2,„.,5)

linmtilalar bilan aniqlanadi.
2. Gamilton funksiyasi. (1) Lagranj tenglamalarining har

hit ini qj ga ko'paytirib, ularni hadlab qo'shilsa, quyidagi 
Ifoda liosil bo'ladi:

dalanilsa, u holda (4)

ko'rinish oladi.
Agar L Lagranj funksiyasi t vaqtga oshkor bog'liq

bo'lmasa, ya’ni L = L(qu q2.... . qs, </,, ^2i....  ^  ko*ri_
nishda bo'lsa, uning vaqt bo‘yicha hosilasi

ko'rinishda bo'ladi.
(6)ni (5)ga qo'yilsa, quyidagi tenglama kclib chiqadi:

bo'lishligi kelib chiqadi. H ga Gamilton funksiyasi deyiladi.
Gamilton funksiyasini kanonik o'zgarUvchilar orqali 

ifodalash iriumkin. H funksiyaning (7) ifodasiga umumlashgan

(4)

Bundan (7)
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koordinatalar va tezlik o'rniga q j va Pj kanonik о'/цц 
chilar olinsa, H  funksiyaning kanonik o'zgaruvchilai n 
ifodalangan formulasi hosil boladi:

H = ^ P jq j - L .
j= l

(HI

3. Konservativ sisteinalar uchun mexanikaning ktiiion 
tenglamalari. Gamilton funksiyasining kanonik o'zgaruvclil 
orqali ifodasi (8) ko'rinishga ega. (3) tenglamalar sistcm.nl
c/j ga nisbatan ycchib, quyidagi ifodalar topiladi:

Як =/(Я\,Я2>...Я*,Р\,Р2....>Ps’f),  (j = 1,2,...,s).

Bunday holda H  Gamilton funksiyasi 25 ta qj va ЛI 
kanonik o'zgaruvchilarning va / vaqtning funksiyasi bo'l.uli

H  = H  (q{ ,q2.... ,qs,Pi,P2 ,~~,Ps,t). (9)

H  Gamilton funksiyasining Pj umumlashgan impuM.it 
bo‘yicha xususiy hosilalari hisoblaniladi:

^IL = a + у  y  —  *3L dL -  p
dPj 4j dPj dQj dPj ’ Bqj 1

ekanligini e’tiborga olinsa, 

ЪН _ ■ у  p  c)qk

bo'ladi.
Shunday qilib,

S dq, -  dq: 

i=\ d4

dqj Э //
(9')

(8)dan L  Lagranj funksiyasini H  Gamilton funksiyasi orqali 
ifodalanadi:

L = 1  Pjdj ~ H.
j=\

Lagranj funksiyasining qj umumlashgan koordinatalar 
bo'yicha xususiy hosilalari topiladi:
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<)L * dPk .
£  a T 9*dPj j =l dqj

dH l  dll dPk _
dq7 7=1 dPi dqj

dH
(10)

V E l  a v  ¥ l , = _
* = l3 f /*  dqj dqj

(}) va (10) taqqoslansa, tubandagi tenglama kelib chiqadi: 

dPj dH
~dF = ~dq]' <U >

(O') va (11) ni birlashtirilsa, quyidagi tenglamalar siste-
iii i hosil bo‘ladi:

dqj _ dH 
dt dPj ’
dPj dH
dt dqj

U = 1,2,...,5) ( 12)

(12) tenglama sistemasi mexanikaning kanonik teng- 
linnalari yoki Gamilton tenglamalari deb ataladi. Gamilton 
luiglamalari birinchi tartibli oddiy differcnsial tenglamalar 
Mstemasidan iborat. Bu tenglamalarni integrallab, 25 ta
</i, 92» "» ft. Pi, P2 ,....Ps miqdorlarini t vaqtning va 25
la ixtiyoriy o‘zgarmas sonlarning funksiyasi sifatida aniqlaniladi. 
Hu tenglamalarni konservativ sistemalar uchun Lagranjning 
ikkinchi tur tenglamalaridan keltirib chiqardik. Shuning uchun 
ularni konservativ sistemalarning harakatini o'rganishga 
qo'llanish mumkin.

Endi Gamilton funksiyasining ba’zi bir xossalarini 
o'rganamiz. Gamilton funksiyasining vaqt bo'yicha hosilasi 
topiladi:

dH_ _ dH_ + £ dH . * dH pV j + l r - P j
dt dt dqj 4  k=i dPj

(12) kanonik tenglamalar e’tiborga olinsa, bu hosila 
quyidagi ko'rinishni oladi:
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(Ill dll  * dll dll * dH
Г = Ч Г  + Ь т - Т 7 Г +dt dl k=l d4j dPj k= 1 dPj I‘I

Shunday qilib, Gamilton funksiyasining / vaqt bo'ylofl 
to'liq hosilasi bu funksiyaning vaqt bo'yicha xususiy hosil.imlgjj 
teng. Agar sistemaga qo'yilgan bog'lanishlar / vaqtga oshlfl 
bog'liq bo'lmasa, bunday liolda Gamilton funksiyasi hunt t

vaqtga oslikor bog'liq boMmaydi. Bunday liolda < 1

д H
bo'lib, (13) tenglikka ko'ra = 0 bo'ladi. Bundan

И = const (14)
bo'lishligi kelib chiqadi.

Statsionar bog'lanishlarda sistemaning kinetik energiyanl 
umumlashgan tezliklarning kvadratik funksiyasi bo'ladi. 
Bunday hoi uchun Eyleming bir jinsli funksiyalar haqidagi 
tcoremasiga ko'ra:

s s dL s dT
l pj i j = Z l y < i j = l l ± - c i j = 2 T  

7=1 7=1 dC1j 7=1 d4j
bo'ladi. Bunday hoi uchun H Gamilton funksiyasi

H = 'Z pj< ij-L  = 2 T - ( T - n )  = T + n  (15) 
7=1

mexanik sistemaning to'liq energiyasini ifodalaydi.

II. Masulular yechish

24- masala. Inersiyasi bo'yicha harakatlanayotgan erkin 
mexanik sistema nuqtalarining harakat tenglamalarini aniqlang. 

Ycchish. Erkin sistema nuqtalarining to'g'ri burchakli
koordinatalari Xj,y/,Zi(i = 1,«) bo'lsin. Inersiyasi bo'yicha 
harakatlanayotgan erkin mexanik sistema uchun Lagranj 
funksiyasi sistemaning kinetik cnergiyasidan iborat bo'ladi:

1 ,2 , ,,2+У? + i f ) .
i = l 1 '  '
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Kavshanki, sistema nuqtalarining to 'g 'ri burchak 
W%yi,Zj (/ = 1,«) koordinatalari Lagranj funksiyasining ifo- 
lliil.niga oshkor kirmaydi. Shuning uchun ular sikl koor- 
■liialalar bo'ladi.

Qaralayotgan masalada barcha umumlashgan impulslar 
O'/garmas bo'ladi:

dL
p*l dXj = mi*i = « /,

py,
dL
dyj = ЩУ1 =p

_ dL
PZi dij

= ЩЪ = 7/

/ /  Gamilton funksiyasi tuziladi:

/1).

H = L=  £ - L ( a ? + p ? + Y,?)
i=l

sistema nuqtalari harakatining differensial tenglamalari 
tuziladi:

dx, dH dXj a j
dt da, ' dt m, '
dyi dH dyi = h .
dt Э(5,- ’

=> *
dt nij ’

dn _dH ^L  = l L
dt dy j dt dy,

Oxirgi tenglamalar sistemasini integrallab, sistema nuq­
talari harakatining tenglamalari to'g'ri burchakli koor- 
dinatalarda olinadi:

*» = — • + ah У1=— 1 + Ь, Zj = — t + C j , (/ = 1,2,..., n) . 
ttlj n ij  n ij

Bu olingan natija sistemaga ta ’sir qiluvchi tashqi 
kuchlarning bosh vektori nolga leng bo'Iganda, sistemaning 
harakat miqdori modul va yo'nalish bo'yicha o'zgarmas 
bo'lgandagi olingan natija bilan ustma-ust tushadi.
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Sistema harakat miqdorining o'zgarishi haqidagi tmiv 
bir xususiy liolda, sistema harakatining diffcu it 
tenglamalarini chekli ko'rinishda integrallashga imkortl 
yaratgan cdi.

25- masala.(M.49.7) Massasi m ga, ipining uzunligi t
teng bo'lgan, holati esa vertikaldan og'ish burchagi Ф lnl 
aniqlanuvchi matem atik mayatnik uchun Gamilin 
funksiyasini va mayatnik harakatining kanonik tenglamalmii 
tuzing. Oiingan tenglamalar odatdagi matematik mayaiulk 
harakatining diffcrensial tenglamasi bilan teng km Ml 
bo'lishligini tekshiring (43- rasm).

Yechish. Matematik mayatnikning kinetik va potensial 
energiyalari hisoblaniladi:

T  =  П  =  mgh, \OM\ = t, Z M qOM = <p, = ftp.

Tolg‘ri burchakli uchburchak NOM dan

у ▼ ▼ ”ig
43- rasm.

= cos<p =i> |CW| = ( cos <p. 

h = \OM\- |CbV| = f. -  £cos<p = (̂1 -  costp).
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М,iy.itnik harakati uchun Lagranj funksiyasi tuziladi: 

L = T -  П = m ^ + wftpcos(p.

I linumlashgan P impuls uchun quyidagi ifoda topiladi:

(1)mr
II Gamilton funksiyasi tuziladi:

D Ы  2 • P P = —  = т г ф  ==> (p = — T 
Эф ml

П ! U .  . ,2 ■ ■ m i ­ll = Pep -  L = —  (p-L = ml cp • cp — —  cp -  
Эф 2

1 Pwdcpcoscp = - m l i p - m l  epeosep = -----T -  /nftpeosep.
2 2

Mayatnik harakatining boshqa bir kanonik tenglamasi 
topiladi:

dP ЭЯ dP
dt dt dt A

Shunday qilib, matematik mayatnik uchun Gamilton 
1 Plunksiyasi H =• -m lepeostp ko'rinishga ega.

-  /wApsin cp (2)

2 mP
Uning harakatining kanonik tenglamalari esa 

dtp _ P dP_ 
dt me2 ’ d/ 

ko'rinishda bo'ladi.
Agar (1) tenglikni / vaqt bo‘yicha differensiallansa,

P ->Ф = — 2 topiladi. P = wiripni (2) ga qo'yilsa, mayatnikning
m r

Ф og‘ish burchagiga nisbatan quyidagi klassik tenglamasi 
hosil boladi:

l Кml ip -  ml cp sin cp => ф + j  sin cp = 0

26- masala. Markaziy kuchlar maydonida harakatlana- 
yotgan m massali nuqta uchun Gamilton funksiyasini toping 
va nuqta harakatining kanonik tenglamalarini tuzing.
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Yechish. Markaziy kuch ta’siridagi nuqta markazi ииЛ 
o'tgan tckislikda harakatlanadi. Bunday nuqtaning harakitfl 
qutb koordinatalarida o'rganish juda qulay. U m um lasljB  
koordinatalar sifatida nuqtaning rqutb koordinatalarini 
qilsa bo'ladi.

Bog'Ianish statsionar bo'lgani tufayli H Gamilton linik 
siyasi sistemaning to'liq mexanik energiyasiga teng bo‘la*lt

2
H = T + П(г) = + П(г), (L = T -  П ) .

Qutb koordinatalarida О2 = г  + гф2 bo'lishligi e’tibo ffl 
olinsa, nuqtaning  kinetik energiyasi u chun  ifoilfll

T = y ( / -2 +/-2ф2) ko'rinishni oladi. rva Ф koordinataluig^ 
mos keluvchi umumlashgan impulslar quyidagicha topiladq

Pr =
dL = dH 
dr dr

d L dH 2- = mr Рц= —  = ^— = mr* <p. ’ Эф Эф
p  p

Bundan r = —  ,ф  = —
m m r1

H Gamilton funksiyasi kanonik o'zgaruvchilarga nisbatan
d2

H =
2m p; + + П ( г )

ko'rinishni oladi.
Nuqta harakatining kanonik tenglamalari tuziladi (tek- 

shirilayotgan masalalar uchun ular to'rtta bo'ladi):

(3)

dr
~dt

dtp
l i

dH
d Pr

dH
dPm

El (1)
dPr dH _ dn

m ’ dt dr r3 dr ?

P*
(2)

<IP,p <3II
5:1ro 1 1II

mr2 ’ dt Эф
alarni bir xil xususiy holda yechamiz.

(4)

D / ,riAgar markaziy tortishish kuchining miqdori r = k - j
r ,

bo'lsa, u holda:
9 8



11 II Gamilton funksiyasi

2.2ч &я 1II Т + П - т { г + г 1 <pz) ----- = —г 2/и

I'llmshga cga bo'ladi.
Nmjta harakatining kanonik tenglamalari esa quyidagicha 

t'liidi:

dr _ ЪН _ Pr dr dH p i mk
dt dPr m ' dt ~ dr r 3 r  ’ 3

chp dH_ J%_ dPv ЪН
dt ~ Э/ф ~ ,Hr2 > dt Эф

Bu tenglamalardan г, ф, Pr va P9 koordinatalarni t vaqt- 
ng funksiyasi sifatida aniqlash mumkin (44- rasm).

(4) tenglamadan P̂  = « bo'lishligi kclib chiqadi. Bun-

dun a = const- Рф ning bu qiymatini (2) ga qo'yilsa, quyidagi 
Icnglama hosil bo'ladi:

r

44- rasm.

9 9



2  d(p _  a  

dt m '
Bu tenglama csa markaziy kuch ta’siridagi nuqlanliJ 

radius-vektori chizgan yuza t vaqtga proporsional raVluli 
da o 'zgarish in i ifodalovchi yuzalar tenglam asinlitj 
o'zginasidir.

r, dr(I) tenglamadan Pr - m —  topiladi. (3) tenglama енЦ

m--^r = ^ -  + ko'rinishni oladi. 
dt2 r3 r2
Bu topilgan tenglamadan nuqtaning radius bo'ylab 

qilayotgan harakatini aniqlash mumkin.

III. Savol va masalalar

1. Ixtiyoriy golonom bog'lanishli sistcma uchun kinetik cncrgiya- 
ning ifodasi qanday bo'ladi?

2. Statsionar bog'lanishli mcxanik sistcma uchun kinetik energiya- 
ning ifodasi qanday bo'ladi?

3. Statsionar va statsionar bo'lmagan mcxanik sistcma uchun ki 
nctik potensial (Lagranj funksiyasi) ifodasi qanday bo'ladi?

4. H Gamilton funksiyasining mazmunini tushunliring va u qan­
day aigumcntlaming funksiyasi bo'ladi?

5. Konservativ sistcmalar uchun mexanikaning kinetik tcnglama- 
lari qanday va ularning soni nechta bo'ladi?

6. Gamilton funksiyasining vaqt bo'yicha to'liq hosilasi niniaga teng?
7. Statsionar bog'lanishlar uchun Gamilton funksiyasi qanday 

bo'ladi?
8. Kanonik tcnglamalarni tuzishning usullari qanday bo'ladi?
9. Gamilton kanonik tenglamalarining integrali qanday shartlarni 

qanoatlantiradi?
10. Kanonik tenglamalarni siklik koordinatalarda integrallashning 

o'ziga xos xususiyatini izohlang.
11. m massali erkin moddiy nuqta potensialli kuch maydonida ha- 

rakatlanmoqda. Agar maydonning kuch funksiyasi u(x,y,z) ga teng 
bo'lsa, bu nuqta uchun Gamilton funksiyasini tuzing va bu nuqta ha- 
rakatining kanonik tenglamalarini toping.
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Javob: —  = f i ,  = H = Pl2 + Я,2 + P?) -  u (x ,y ,z)
dt m ' dt дх' 2/и
dy Pi dPj _ Эм
dt m dt dy ’
dz _ Pt, dPj _ Эм
dt m dt dz

12. (Nyuton masalasi) m massali moddiy nuqta Nyuton kuchlari 
limikaziy maydonida M  massali qo'zg'almas jism ta’sirida harakat 
qllnyotgan bo'lsin. Qo'zg'almas (tortuvchi) jismni bir jinsli shar 
ilc:b qarab, ya’ni maydonning barcha kuchlari tortuvchi jismning 
uuiikaziga yo'nalgan deb hisoblab, nuqta harakatining kanonik tcngla- 
limlarini tuzing. Qulb koordinatalarida nuqtaning traycktoriyasini 
r / ( (p) ko'rinishda toping.

14. Gamilton funksiyasini Лф, Z siklik koordinatalarda ifodalang.

15. Gamilton funksiyasini r ,0,ф sferik koordinatalarda toping.

16. Gorizontal reyka vertikal o'q atrofida aylanadi, reyka bo'ylab esa 
m massali yuk harakatlanadi. Yukka ta’sir qiluvchi kuch П (r) poten- 
sialga ega, bunda r — yukdan aylanish o'qigacha bo'lgan masofa. Sistc-

m mr r r
13. Gamilton tcnglamalarini toping, agar:

Javob: r = Pj \ ф = V -j—; Pr =
г  sin  ̂ф 2 2 ' r sin Ф

2. H = у1\ + P2 + r . Javob: r =

Javob: II = -±-(P} + \ P *  +Р?) + П (г ,Ф> z ) . 
2m rl

Javob: H = ^ - ( P ?  + 4 r / o + 2m r

101



mailing kinetik encrgiyasi

T = j [ r 2 +(r2 +</2)Ф2]

ga tcng. Sistcma uchun Gamilton funksiyasini toping va sistema ha i.ik 
tilling kanonik tenglamalarini tuzing.

17. Gorizontal disk o'zining markazi orqali o‘tuvchi vcrtikal n't| 
atrofida aylanadi. m massali sharcha gardish diametri bilan 1110s in 
shuvchi yarim slindrsimon ariqcliada harakatlanadi. Sharchaga siIih 
drik ariqcha bo'ylab yo’nalgan va sharchadan aylanish o’qigacha bo'lgefl 
r masofaga bog'liq bo'lgan kuch ta’sir qiladi. Sharchaga modiliy 
nuq-ta deb qarab, uning uchun Gamilton funksiyasini tuzing va h;n 
akati-ning kanonik tenglamalarini toping.

Javob:

r/r _ Pr_, rf({) Pv dPr _ rP*
dl m ' dl m(r2 +d2) ' dt m(r2 +d2)2



[ 7_ §• Kl^lk inexanikaning variatsion-
Inirgral prinsiplari

0 ________  ■■

I — ,

I Nazariy qism

Klassik m e x u n v a r ia ls io n  prinsiplari deb, mexanik 
к Mcmaning incn ĵiк mumkin bo'lgan barcha harakatlari 
lo p aini an btl||^ (j| maydonida sodir boMadigan 
/  K-|1 аГа al|,‘;ylinП» olishga imkon beradigan va bunday 

1 li.u|idagi urnumiy qonunlarga aytiladi.
‘ . c.Xdni dr,11)hni lulsion prinsiplari diiTcrensial va integral 

prmsiplarga Ьо'Цц
OifTerensial рД,, |̂р|аг haqiqiy harakat kriteriysini oniy 

\aq a ya ni qar.j()v ) (|1 y. ( atrofida, integral prinsiplar
esa chekli oraliai , .„ . . .. inatadi.

Klassik mê |k(| ning eng rnuhim va eng umumiy 
i erensia Pnn$jn|m |(! m bjrj bjz o'rgangan mumkin bo‘lgan 

ко chishlar pn*,.........
assi m e ^ |tmg cng ^ h i m  integral prinsiplari biz 

о rganmoqcli, bo'|#ynl>,,m) Gamilton—Ostrogradskiy prinsipi 
(cng ic ii ta’Sjr p, jtisipi) va Mapertyun—Lagranjning
statsionar ta sir „ , . . ,  „M Piln.ipi hisoblanadi.

.^iiiiiiimg haqiqiy harakatini uning mumkin 
x) gan archa hm.ik.nl;iri to'plamidan integral variatsion 
prinsip asosida^,(||| ц|цЬ (aniab olish mumkin.

onservativsj ,()i i ис|шп Lagranj tenglamalarini qarab 
chiqamiz:

7 ' ,/ = 0, (Jfc = 1,2....,s) (1)
d(ik

bunda L = T~[j | ,,r l ,iiy l'unksiyasi.
HarakatlanaVi ,(| ,lslcmaning ikkita holatini qaraymiz:

sistcma q paSlti( ( () ho|at(ja> /2(/2 > q) paytda esa (В)
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holatda bo lsin. Sistcn^^-^Qj^jj^g ^  ^ vilill 
holatdan ( В) holatga o ‘ " tishdagi |Wl|ll|l> 
tenglamaning yechimi b o s  ‘|gan

Qk - 9 k  C O  \ (A: = |,2, , \ )
funksiya bilan aniqlanadi-

Sistemaning (A) h o l a t d a |an {B) h()|i(|), , 
ko'chishi bilan bir q a t o r d ^ a (2) ко4сЫм1>.1.н| 
miqdorga farq qiluvchi o 's h a  n ^  v;|(|| ()h(||p
(A) holatdan (В) holatga «V tish id a  sodli I...

v a 4iqtda I ism It i M H {
tugaydi. Bunday holatlar u c h u lun

?>cikO\)= 3 q M k (h )  = U
bo'ladi.

Bog'lanishlar bilan b i rg a l ik d .^  topi|g;ill |1(|ц,|(,у

integral qaraladi.
S  miqdor sistemaning h a ra k a ii:alj davonmla / И 

potensial energiyalar orasidagi n munosabatm sal 
Bu integralning son qiymati s i s t^ g m a  ko'clmliittl 
qk (t) funksiyalarga bog'liq b o ‘H,«ladi. Bu mb’iilHl 
qk(t) funksiyalarga bog'liq bo‘l s a ^ an funksionaldli

4k =%(0+ &0k*fk(t), (k u ,  ,|l

► i\vi iMл111 hani i|
r ' rasm).

Bundagi Л | i

'гУ

^  к  о о r d i и и u  1 v “Variatsiyali* r i*l и t*(0 têenglamalai bilan
^-W chish la i bu s

45- rasm.

uchun

l 2
5 = 1  L d t(L  =<= T -  II)
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НИМ*''

fh

|-1ип11| vaqlga bo'lgan ko'paytmasidan iborat. 
|> mli|dorm «ta’sir» deyiladi. 
ultiimlay maxsus ta’sirni ifodalaydiki, bunday 

ми < Ktrogradskiy ta’siri ham deb ataladi. 
• hi lid.i .V miqdorning ta ’sir qiymatini (3) 
у tjlyniallnri bilan taqqoslash inaqsadida
| t rti/j, ..,</* +5qs, qx +5qb ..... ,qs + 5qs,t)~
(f|i *<Ld)
li Ilii nyirmani 5qk va 8qk ning darajalari 
i vi i\ i! •• i. bu yoyilmada birinchi tartibli hadlar 

mint', birinchi variatsiyasidan iborat bo'ladi:

BS „"/« • -6 qk 
«</*

s  12

" S f* = 1 /t
Э L t . dL

+ Т ГL dqk dqk
dt

' 1 Inliivi liini bo'laklab integrallansa, quyidagi 
hull

Ml

it i/n ill dL_
•4k i dt

dL 6qkdl.

ЙГЦН ko’ia o'ng tomondagi birinchi qo’shiluvchi 
h<i111 i'li iS.V variatsiya uchun

AS
I >2
1  I
к 11,

dL d [ dL У
dqk dt

5 qkdt

i hlqnril
» yn lid.i ( I) tenglik bajariladi. Demak, bu yo‘lda 
MilitiNlynsi nolga teng:

85 = 0 • (5)
I lit * Mil bn Iik hi variatsiyasining nolga aylanishi uning

.... |dni bo’lishining zaruriy shartini ifodalaydi.
•y qilili .V ta’sir (haqiqiy ko’chishni boshqa ko‘-
ii ........ it lari bilan taqqoslaganda statsionar qiymatga
a.....  i.icmani t2 - t\  vaqt oralig’ida boshlangrich
IHiii и i2) holatlari bir xil bo'lgan bir holatdan
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boshqa bir holatga o'tkazsa, bunday holda S ta’siming miqiloi 
haqiqiy ko'chishda boshqa ko‘chishlardagi qiymatlari bilu 
taqqoslaganda statsionar qiymatga ega bo'ladi. I

Bu xulosa Gamilton—Ostrogradskiy prinsipining m.t/ 
munini tashkil qiiadi.

Bu prinsipni quydagicha ham izohlash mumkin: Laginnl 
tenglamalarini qanoatlantiruvchi, ya’ni berilgan kuchlaf 
ta’siridagi sistemaning haqiqiy ko'chishini ifodalovchi qk 
va qk funksiyalarning shunday qiymatlari mavjudki, slin 
paytda sistemani boshlang'ich holatdan (/ = q) oxirgi 
holatga (r = t2) o'tkazuvchi Gamilton ta ’sirida uniup 
shunday harakati topiladiki, bu harakatdagi qk va qk 
funksiyalarning qiymatlarini boshqa barcha mumkin bo'lgan 
unga yaqin harakatlardagi qiymatlari bilan taqqoslaganda 
(41) cgri chiziqli integral ekstremal qiymat (maksimum yoki 
minimum) qabul qilishning zaruriy sharoitlarini ham 
qanoatlantiradi.

Gamilton—Ostrogradskiy prinsipini ma’lum vaqt oralig'ida 
mexanik sistema harakatini o'rganishga qo'llanish egri chiziqli 
integralning ekstrimuni qiymatlarini aniqlash masalalari bilan 
bog'liqdir.

Gamilton—Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib, Lagranj- 
ning ikkinchi tur va Gamiltonning kanonik tenglamalarini 
keltirib chiqarish mumkin.

Lagranjning ikkinchi tur tenglamalarini Gamilton— 
Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib chiqaraylik. Bu prinsip 
bilan bir xil vaqt oralig'ida sodir bo'ladigan harakatlar 
taqqoslanadi, ya’ni

egri chiziqli integralning ekstremal qiymatga erishish sharti 
o'rnatiladi. (6)da 8A = Q\f>q\+Q25q2 + .... + Qs5qs bo'lgani 
uchun u quyidagi ko'rinishni oladi:

(6)



J (67- + £,5«7| + Q2&q2 +•■•• + Qs^s )dt = 0 . (7)
•\

В Hilda T kinetik energiyaning 5 T variatsiyasi

87’ = £
7=1

ЭГ . Э7 1—  8 ^  + — 8?y 
3<7y dty

formula bo’yicha topiladi. ST4 ning bu ifodasini (7) ga qo‘yilsa, 
quyidagi tenglama hosil bo’ladi:

<2 s  ( 3 T  ЭГ
dt = 0.

8^y qatnashgan hadni 8<j7 = 5— bo' lishligini

c’tiborga olib, bo’laklab integrallanadi:

1212 ЛТ
j | f - 8  qjdt =
{ Э<?7

г ЭГ -
1
/ ,Э*7

'? г/ Г Э7' л

*1
Э?у

bqjdl

lntegrallash oralig'ining chegaralarida 8 ^ = 0  boMish-

ligi e’tiborga olinsa,
ЬТ „ 
3— 8̂ 7 3<7y

V2
=  0 boiadi.

§4 , qatnashgan barcha hadlarda yuqoridagi singari almash- 
tirishlarni bajarib, quyidagini olamiz:

'2  s

I
7=1

ЭТ d ( dT ^
+ Qidqj dt dqjV J )

5 qjdt = 0 •

Bu tenglik bajarilishi uchun, ya’ni integral ostidagi funksiya 
nolga teng bo‘lishligi uchun 8</y variatsiyaning barcha 
qiymatlarida bu variatsiyalar oldidagi koeffitsiycnllar nolga 
teng bo'lishi zarur, ya’ni
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дТ
Mj

■ d_ 
dt

дТ
Э 4j ♦e'-0 e 5F

дТ
dcij

- i z : = 0 .
Э qt 1 U  = 1, V)

Olingan tenglamalar Lagranjning ikkinchi tur teng 
lamalari bo‘iib, (6) integralning ckstremal qiymatga egu 
bo'lishi shartini ifodalaydi. Gamilton—Ostrogradskiyninn 
statsionar ta’sir prinsipi integralning statsionar qiymat qabul 
qilish shartiga asoslanib o'rnatiladi:

)  (T -  n )d t

Bunda Tva П  sistemaning kinetik va potensial energiyasi.
Bu prinsipdan foydalanib, to‘g‘ri chiziqli stcrjen tebra- 

nishlarining tcnglamasi chiqariladi. Ox o'qi slerjen bo‘ylab 
yo'naltiriladi. Sterjcn muvozanat holatda turibdi deb 
hisoblanadi. Stcrjenning muvozanat holatdan og'ishi x va
/ vaqtga bog'liq bo‘lsin: и = u(x,t) . (. uzunlikdagi stcrjenning 
kinetik energiyasi

T = \\pu*}dx  .
1 0

(p — sterjen materialining zichligi) formula bo‘yicha 
topiladi. Sterjen cho‘zilmaydi deb qaraladi. Egriligi 
o'zgarmas bo‘lgan clastik sterjenning potensial energiyasi 
egriligining kvadratiga proporsional bo'ladi. Sterjen 
potensial energiyasining с1П differensiali quyidagicha 
ko'rinishga ega:

d ll = к 
2

Эх2

-,2

1 + ( Ъи^
удХ;

2\
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Steijenning barcha potensial energiyasi quyidagi ifodadan 
liisoblaniladi:

Я  = — J 
1 0

n2

0JC2

1 +
LV

' du4

/  J

j  ̂ f з2

z 0
d^v
Эх2

r/x.

Bu ifodada steijenning muvozanat holatidan og‘ishini

(  ^  LI i
sezilarsiz deb hisoblanib, maxrajdagi — miqdor e’tiborga 

olinmadi.
Gamilton—Ostrogradskiy integralining 

'I f г i
V s 
'0 0

■Jpu',2 - j k u " l x dxdt.

statsionar qiymat qabul qilish shartidan elastik steijenning

Э t Э2
erkin tebranishlarini tavsillovchi -r-(p«/) + —t ^ uxx) = ^

of dxz
tenglama hosil bo'ladi. Agar к doimiy, ya’ni sterjen bir jinsli 
bo 'lsa, sterjen tebranishlarining harakat tenglamasi 
quiydagicha ko‘rinish oladi:

Э2« , Э4м n + к — г = О
dt дх*

Agar sterjcnga F(t,x) tashqi kuch ta’sir qilsa, uning 
harakat tenglamasi

д2и к Э4м —y  + ------j  = f( t ,x )
dt2 P Эх4

f ( t ,x )  = -F (t,x )  
P

ko'rinish oladi.
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II. Savol va masalalar

1. Funksiyaning qanday o'zgarishi uning difTcrensiali va vailn 
yasini ifodalaydi?

2. Diffcrensiallash va variatsiyalash opcratsiyalari o'rin aim.id 
rish qonuniga bo'ysinadimi?

3. Aniq integralning to'liq variatsiyasi nimaga teng?
4. S  ta erkinlik darajaga ega boigan mexanik sistema kindik o|f 

giyasining variatsiyasi qanday formula bilan hisoblanadi?
6. Gamilton va Lagranj bo’yicha ta’sirlar orasidagi bog'lunislt 

izohlab bcring. Ularning ta’sir ifodalari qanday boiadi?
7. Gamilton—Ostrogradskiy prinsipining mazmunini i/.oliLilt 

bcring.
8. Lagranjning statsionar ta’sir prinsipining mohiyati nimad iu 

iborat?
9. Lagranj va Gamilton—Ostrogradskiy prinsiplari bir-biridan q.m 

day farq qiladi?
10. Gamilton—Ostrogradskiy prinsiplaridan foydalanib:
1) torning erkin tebranish tenglamasini keltirib chiqaring.

d2u d2uJavob: = 0
Э ,2 dx

2) torning majburiy tebranish tenglamasini keltirib chiqaring.

, . д2и к Э2u ,Javob: — T----------r = f O ,x ) .
dt2 P dx2

II. Quyidagi funksionallarning ckstrcmal qiymatlarini toping:

I. Ф(у(х)) = ]'
*o

J i + y
-dx.

Javob: (x -  a)2 + y 2 = R2

*1
2. Ф(у(х)) = f (у "  + 2yy' - 16у г )dx.

•Ч)
Javob: у  -  a sin(4x -  6).
12. Quyidagi funksionallar uchun Gamilton—Ostrogradskiy tcngla 

malarini yozing:

I) Ф(г(у,х)) = jj 
о

dxdy,

ПО



d2z
Jav0b: Эх2

2) ф(и(у,х,г)) + 2 u(x,y,z) dxdydz ■

дх2 ду2 dz2

3) Ф(и(у,х)) = |J
D

( Ъ2и\
()Х

•\2 Г д и

У ,
+ 2 д1и

дхду

а
dxdy.

Javob:
t fu  д \ ,  | Э4ц _ n 
Эх4 дх2ду2 ду4



8- §. Mcxanik sistemaning kichik chi/iqli 
tebranishlari

I. Nazariy qisrn

Agar mexanik sistemaning fazodagi liolatini to'liq va bn 
qiymatli aniqlaydigan parametrlar soni bitta bo'lsa, u ImM.t 
bunday sistemaning erkinlik darajasi bitta bo'lgan sistema ill b 
ataladi. Boshqacha aytganda, bunday sistemaning holati blllrt 
yagona q umumlashgan koordinata bilan to‘liq harnda bit 
qiymatli aniqlanadi harnda uning harakati bitta

d_ ЭГ ЭГ 
dt dq Э q (I)

Lagranj tenglamasi bilan tavsiflanadi.
Aniq masalalarni yechayotganda (1) tenglamani integral 

lash masalasi ko'p jihatdan Q umumlashgan kuchning 
tabiatiga, (1) tenglamani tuzish esa kinetik va potensial 
(potensialli kuch maydonida) energiyalarning qanday 
ifodalanishiga bog'liq bo'ladi.

Q umumlashgan kuchning strukturasi quyidagicha bo'lgan 
hollarni qaraymiz:

Q = Q" +Qq +Qt . (2)
Bunda Q" — potensialli kuchlarning umumlashgan kuchi 

(ko'pincha muvozanat holatga qaytaruvchi kuch yoki 
konservativ kuch nomi bilan yuritiladi). Bu kuch potensialli 
kuch maydonida potensial energiya orqali ifodalanadi:

Q" -  Ж  
dq '

Bunda Qk — qarshilik kuchlarining umumlashgan kuchi 
(biz chiziqli qarshilik kuchini, ya’ni sistema^nuqtalarining 
qarshilik kuchi nuqtalar tezliklarining birinchi darajasiga
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i|M>isional bo‘lib, yo'nalishlari tezliklarning yo'nalishlariga 
nun.i qarshi bo'lgan holni qaraymiz).

V1 — sistemaning majburiy tebranishlarini vujudga 
llmivchi, 1 vaqtga bog'liqli (biz vaqtda sinusoidal qonun 
I'yieha o'zgaruvchi kuchni qaraymiz) tashqi kuchlarning 

limiimlashgan kuchlari. (1) Lagranj tenglamasidan sistema 
IHu.mishlarining chiziqli tenglamalarini olish uchun 
Hdlcmaning kinetik va potensial cnergiyalarining ifodalari 
uiuvozanat holat atrofida, ya’ni q = 0 (q = 0) nuqta atrofida 
jjurajali qatorlarga yoyilib, kanonik ifodalar topiladi.

Mexanik sistema n ta nuqtadan iborat bo‘lib, bog'lanish 
Icnglamalari

П = Fj(q) = Xj(q)J + y, (q)J  + Zk Uj)k ko'rinishga ega bo'lsin. 
Sistemaning kinetik cnergiyasi hisoblaniladi:

Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi uchun 
quyidagi ifoda topiladi:

ning musbat funksiyasi.
A(q) funksiyani q = 0 nuqta atrofida darajali qatorga 

quyidagicha yoyiladi:

bunda

(3)
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A(q) = Л(о) + A](o)q + ^  A"(o)q2 + ... Hi 

(4)ni (3)ga qo'yilsa, tubandagi ifoda hosil bo'ladi:

1 1 1T = -  A(o)q2 + -  
2 2

A'(o)q + A"(o)
q +■ (M

(5) dagi q va q ni kichik miqdorlar deb qarab, uchnu lij 
va undan yuqori tartibli darajalari qatnashgan hadluinl 
q -q2, q q2 va hokazo miqdorlar qatnashgan hadlarni lash 
lab yuborib, T  kinetik energiya uchun /1(0) = a belgilaslmt 
kiritilsa,

т  =  \ л { ° ) я 2 = \ а ч г  (f>)

kanonik ifoda hosil bo'ladi.
Statsionar bog'lanishlarda sistemaning potensial energiyasi 

q umumlashgan koordinataning funksiyasi bo'ladi: /7 = 77(<y). 
Bu funksiyani ham muvozanat holat atrofida, ya’ni q -  0 
nuqta atrofida darajali qatorga yoyamiz:

n(q) = n ( o ) + n l(o)q + ^ n U(o)q2 +... (7)

q = 0 muvozanat holatda potensial energiyani 77 = (о) = и

deb hisoblansa, n \ o )  miqdor esa sistemaning muvozanat 
holatida Q umumlashgan kuchning qiymatiga teng bo'ladi.

Lagranj—Dirixle teoremasiga ko'ra /71 (о) = о bo'ladi

(ekstremumning zaruriy shartiga ko'ra). 7711 (о) = c bclgilashni

kiritib, <73,</4.... miqdorlari qatnashgan hadlarni tashlab 
yuborib, potensial energiya uchun

n(q) = ^cq2 (8)
kanonik ifoda kelib chiqadi. (6) va (8) formulalarga ko'ra

f - C !dq
dT . d 
dq dt

ЭT 
dq

aq- ЭЯ
dq -  cq Q =- d- l V
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Hosilalar uchun topilgan bu ifodalarni (l)ga qo'yib, 
iкmlik darajasi bitta bo'lgan sistema o'z tebranishlarining 
lllferensial tenglamasi quyidagicha bo'ladi:

nix

aq + cq -  0. (9)
(9) tenglama nuqta to'g'ri chiziqli tebranishlarining 
+ c0x = 0 tenglamasiga to'lig'icha o'xshash. x to'g'ri chi-

/iqli koordinataga q umumlashgan koordinata, m massaga a 
incrsiya koeffitsiyenti, c0 koeffitsiyent o'rniga csa Cqattiqlik 
kocffltsiyenti mos keladi. Shunday ekan (9) tenglamani
intcgrallash, tahlil qilish mx + cQx = 0 tenglamani integ- 
rallash va tahlil qilish singari bo'ladi.

Bitta erkinlik darajali sistemaga potensialli kuchlardan 
tashqari, qarshilik kuchi ham ta’sir qilishi mumkin. Bunday 
holda sistemaning harakati umumiy shaklda

d_ ЭГ_Э Г = 0W ) + 0(K) 
dr dqi 'dq, (10)

difTerensial tenglama bilan yoziladi. Bunda Q(ll) =
-Э/7
<*4k

potensialli kuchlarning umumlashgan kuchi, — qarshilik
kuchlarining umumlashgan kuchi.

Chiziqli qarshilik  bo 'lgan hoi qarab chiqiladi:
Rk = -Hk$k = -W k  ( Ц& — qarshilik koeffitsiyenti). 
Umumlashgan kuchni aniqlash qoidasiga ko'ra

q ( K ) = £  я* ^ - = - £ и а^ ч .k=\ dq *=I dq 01 )

drk drk
Lagranj ayniyatidan foydalanib, (ll)n in g  

ko'rinishi o'zgartiriladi:

Q{K) = -  £  n* ^  ()>'k 
k = 1 V

rk dq
= _ i _ y  w L

dq A=l 2 (I I1)

Belgilash kiritiladi:
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ф =
* = |  2 *  = 1 2

<Г|

Bundagi Ф ga dissipativ yoki Raley fmksiyasi dcuUllJ 
Bu funksiyaning strukturasi sistemaning kinetik encrglviM 
ifodasiga o‘xshash, uning ifodasida massa o'rnida qai .lnlil.

koeffitsiyenti keladi. Qk umumlashgan qarshilik kudu <|t 
funksiyadan q umumlashgan tezlik bo'yicha olingan luml

laning «—» ishora bilan olingan qiymatiga teng Q(k  ̂ -

Ф ni q va q orqali ifodalaymiz:

, . Э rk .rk = rk(q)y rk = ^ -q

. v  W k Я1 vф = 1  = \  S  HA
* = i L 1 *=i

bn \2

\ ЪЯ J

dq

= \ъ { я )я г ( 12’ )

Bunda B{q)= Z  l1* 
*=i \ дЯ j

belgilash kiritildi.

В funksiya faqat q ga bog‘liq bo‘lib, q ga bog'liq cmas,

drk
chunki miqdor q ga bog'liq emas, Ф funksiya uchun

kanonik ifoda topish maqsadida B(q) funksiyani q = 0 nuqta 
atrofida q ning darajalari bo'yicha qatorga yoyiladi:

Q1B(q) = B( 0) + #'(0) + B"( 0) • 5L +....

Bu yoyilmaning I- hadi bilan chcgaralanib va p = B(0) 
belgilash kiritilsa, Ф funksiya uchun kanonik ifoda quyidagi 
ko'rinishni oladi:



—тт- = ~М bo'lishligi e’tiborga olinsa, qaralayotgan

Agar

llolda, ya’ni qarshilik ko'rsatuvchi muhitda sistema harakatining 
ill)) tenglamasi

к doimiy son bo'lib, sistema tebranishlarining qarshilik 
c'tiborga olinmagandagi doiraviy chastotasi.

(14) tenglama ham oldin o'rganilgan moddiy nuqta so‘nuvchi

tebranishlarini tavsiflovchi x + 2rx + ш2х  = 0 tenglaniaga 
o'xshash. Shunday ekan (14) tenglamani intcgrallash va tahlil 
qilish masalasi yechilgan ekan.

Endi bitta crkinlik darajali sistemaga potcnsialli kuch va
QT = // sin(/>r + 5) garmonik qo'zg'atuvchi kuch ta’sir qila-
yotgan bo'lib, muhitning qarshilik kuchini c ’tiborga 
olmaganda, kinctik va potensial energiya uchun (6) va (8) 
formulalar kuchida sistemaning harakati

ko'rinishdagi tenglama bilan, qarshilik kuchini e’tiborga 
olganda esa

tenglama bilan tavsiflanadi.
(15) va (16) ko'rinishdagi tenglamalar ham oldin o'rga­

nilgan va tahlil qilingan.

q + 2 nq + k 2q = 0 

2 c |i
ko'rinishni oladi. Bunda к = —; 2n = к =a a

(14)

n = —- — miqdor esa so'nish kocfEitsiyenti deb ataladi.

q + k2q = hsin(Pt + 8). (15)

a ’ a

q + 2hq + k2q = hs'm(Pt + 8) (16)
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тх + с(х + xq ) -  mg = 0.
Muvozanat holatda cx0 = mg bo'ladi. Bunday hoida 

toshning harakat tenglamasi

x  + (o2x = 0, a)= / I
V m

II. Masalalar yechish

27- masala. AB prujinaning bir uchi A nuqtaga shundiiy 
mahkamlanganki, uning ikkinchi В uchiga 20 g statik km !i 
qo'yilganda u 1 sm ga cho‘zilsin. Prujina deformatsiyalanmagan 
paytda lining pastdagi В uchiga og'irligi 100 g bo'lgan < 
toslini osib, u boshlang'ich lezliksiz qo'yib yuborilgan 
Prujinaning keyingi harakati tenglamasini (oping va ampli- 
tuda hamda tebranish davrini ko'rsating. Toshning harakatini 
uning statik muvozanat holatidan vertikal pastga yo'nalgan 
o'qqa nisbatan oling. 1

Yechish. Tosh harakatining differensial tenglamasini 
tuzamiz (46- rasm). ■

Im'rinishni oladi. Butenglama jq = cosco/, X2 = sin to/ xususiy 
vn himlarga ega. Uning umumiy yechimi esa

x(t) = A sin cot + В cosw/ (2)
ko'rinishda bo'ladi. Bu yechimning hosilasi ham topiladi: 

x  = o)(/l cos со/ — В sin со/) (3)
M asalaning m azm unidan bosh lang 'ich  shartlar 

uniqlaniladi:
*|/=o=~*o> Jr|/=o=0- (4)

(2), (3) va (4)dan foydalanib, A va В noma’lum sonlar
topiladi:

p
Agar / = 0 bo'lsa, x = -x0 = - — bo'lib, В = -x0 va

x = 0 boMganda, /1=0 bo'ladi.
Toshning harakat qonuni quyidagicha topiladi:

x = -x 0 cos^- / .

'  C = 20 — , x0 = ^ i W  = 5sm. 
л° c  sm 20

(O
-- г
s

\  m \
20_ M = Vl% = i4 X - 

100 /5

T  = — = 2 ~3,14 = ^  = 0,455. 
to 14 14

Toshning harakat tenglamasi esa x = -5 cos 14/ ko'rinish- 
da bo‘ladi.

28- masala. Og‘irligi Q = 2m  bo'lgan yuk o'zgarmas 
0 = 5m/  s tezlik bilan pastga tushirilayotganda sim arqon blok 
oboymasiga qisilib qolib, yuk tushirilayotgan sim arqonning 
yuqori uchi to'satdan to'xtab qoldi. Sim arqonning og'irligini 
hisobga olmay, yukning keyingi tebranishida sim arqonning 
eng katta tortish kuchi qanchaga yetishini aniqlang, sim
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Yechish. Masala mazmuniil||

x  /=o = 0, ,=o = -  5J
bo'lishligi kclib chiqadi. Q = 2 flff

л  mc -  4 —  . 
sm

Yuk harakatining difTererujml 
tenglamasi quyidagicha tuzilaill 
(47-rasm):

t n ^ -  = Q -C (xcm + x). ' 
dr

Muvozanat vaqtida Q = cx(.ril 
bo'ladi.

$ + ? * = » •  “2 = f  1
harakat tenglamasi kelib chiqadi. 

Bu tenglamaning yechimi 
x = asin(cor + (p)

ko'rinishda bo 'lad i. x |,=0=0 

cq
47- rasm.

e’tiborga olinsa, quyidagi tenglama hosil bo'ladi:

shartda va co = J-~  bo'lishini

a = Jx}  + %  = -  = Ф = oretg~~~  = я/rtgO = 0.
m  M r  aeg

Yukning harakat tenglamasi x = d0 l—  sin I—/ ko'ri-
V c‘« V Q?

nishni oladi. Agar sin^j^-/ = l bo'lsa, * = xmax =
I eg

bo'ladi. Sim arqonning eng katta zo'riqishi
leg



^'max ~ Q + c-*max — Q + 0()

lOrmula bo‘yicha topiladi.

1400 ®--2m _____
| ^max = 2/и + 5 m /  s l - —“- - - m = 2 m + 5^81,4 =

= 2m + 5 • 9,02 m = 2m + 45,1/?/ = 47,1 m.
29- masala. Bir uchiga 100 g og'irlikdagi yuk osilgan 

prujina suyuqlikda harakatlanmoqda. Prujinaning qattiqlik 
koeffitsiyenti c = 20g/sm  ga teng. Suyuqlikning yukka 
ko'rsatadigan qarshilik kuchi tezlikning birinchi darajasiga 
proporsional: R = at), bunda a  = 3,5g .s/sm .

Agar boshlang'ich paytda yuk statik muvozanat holatdan 
x0 = l5///ga siljigan va unga siljish yo'nalishiga qarshi 
yo'nalishda 50 sm/s boshlang'ich tezlik bcrilgan bo'lsa, yuk 
harakatining tenglamasini toping va ko‘chishning vaqtga 
bog'lanishli grafigini chizing.

Ycchish. Sanoq boshi qilib yuk statik muvozanat liolati 
qabul qilinadi. Ax o'qi prujina bo‘ylab vcrtikal pastga 
yo'nalliriladi. Yuk harakatining boshlang'ich shartlari 
quyidagicha yoziladi.

I i -I ■ zi\smx ,=0 = ->c 0= I sm, x  ,=0 = x »= -50 — .s
x0 ning ishorasi manfiy, chunki uning yo'nalishi yuk 

ko'chish yo'nalishiga qarama-qarshi yo'nalgan.
Yuk uning absissasi musbat bo'lgan holda tasvirlanadi.

Prujina qo'yilgan kuchlar ta’sirida Д = As/Il + xga ko'chadi.
Prujinaning elastik kuchi Ax o'qi bo'ylab vcrtikal ravishda 

yuqoriga yo'nalgan bo'ladi. Uning Ax o'qdagi proyeksiyasini 
topamiz.

Fx =-c(Asm + x ) . (1)
Yuk xabssissasining o'sishi tomoniga harakat qilsin de- 

sak, R qarshilik kuchi tezlikka qarama-qarshi tomonga, 
ya’ni vertikal yuqoriga yo'nalgan bo'ladi. F va R kuch-
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lardan boshqa yukka lining /5og‘irlik kuchi ham tu'sn q| 
ladi. Yuk harakatiningdifferensial tenglamasi tuziladi (•№« 
rasm):

/ / / / / / / A
В

0.
▲

л
У З sm
t x

R

"  P

48- rasm.

mx = P + Fx + Rx .
Bu formulaga Rx = -adx = -ax  ni va Fx ning (1) ifodasi

qo'yiladi:

— x = P -  cAy,„ -  cx -  adx (2)
Muvozanat holatda

p  ~ cAsm~ = 0 (3)
tenglik bajariladi.

Haqiqatan statik muvozanat holatda yukka uning P og'irlik 
kuchi, bu kuch vertikal pastga yo‘nalgan, prujinaning 
Fx = cAsm statik clastik kuchi, bu kuch vertikal yuqoriga 
yo‘nalgan kuchlar ta’sir qiladi. Yuk muvozanat holatda 
bo'lganda P -  Fsl„ =0 bo'ladi, ya’ni (3) formula o‘rinli. (2)
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tllllcrcnsial tcnglama o'ng qismidagi birinchi ikkita qo'shi- 
hiu Inning yig'indisi (3) ga ko'ra nolga teng. $x ni x ga 
lllmashtirib, yuk harakatining differensial tenglamasi kelib
i lilqadi:

Px + cgx + agx = 0,
л

x + 2 nx + k~x = 0, (4)

bunda к =, Ieg agn = — .
V P ’ 2 P

Ifodadagi kattaliklar o'rniga sonli qiymatlarini qo'yib, к 
va n hisoblab topiladi:

к =
20 — 9 8 0 ^

s m  Л

П =

100g

3’5^ ' 980?  0,7-980 _

= Л %  = 14s"1;

2-IOOg 40
s“l = 17,1675s"

Bundan ravshanki, к < n (katta qarshilik bo'lgan hoi). 
(4) tenglamaning yechimini x = eXl ko'rinishda izlab, X 
noma’lum songa nisbatan, unga mos keluvchi xarakteristik 
tenglama hosil bo'ladi:

X2 +2nX + k2 = 0 .
Bu tenglamani yecliib, quyidagilar topiladi:

Л| = -n  -  yin2 -  k2, Xi = -// + yin2 - k 2. (5)
n > к  bo'lgani uchun A, va X2 ildizlar haqiqiy bo'ladi. 

Yukning harakat tenglamalari quyidagicha bo'ladi:

x(t) = C\eXl' + c2e^2' , (6)

x(t) = C\X\e^1' + с2Х2еКг' ■ (7)
Agar (6) tcnglamada / = 0, x = jc0 , (7) tenglannada 

t = 0, x  = i-0 bo'lishligi c’tiborga olinsa, c\ va c2 doimiy 
sonlarni topishga imkon beradigan tenglamalar sistemasi kelib 
chiqadi:
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С\+с2 =х0 , А, | с*| + А2с2 ~ *0 • 
Bu sistemadan q va с2 topiladi:

с  _  - ^ 2 * 0  +  * о  _  * 1 *0  - * 0  
‘ А| -  А2 ’ 2 3 4 5 6 А, -А 2

(6)dagi q va c2ni 
tirib, quyidagi ifoda olinadi:

*(0 = *a '  [(*l*o - x 0)eX2' ~(A2x0 -x o )eX|'] .  (8)

(8)ga (5)ni qo‘yilsa, quyidagi tenglik hosil bo‘ladi:

boMgandagi hisoblashlar bajariladi:

2) A2 = -/n  + V/r - k 1 = -17,15 + 9,95 = -7,2;

3) A, = -n -y jn 2 - k? =-17,15-9,95 = -27,1;

4) A |X-x0 = -27,1 I +50 = 22,9;
5) Ajx -  лгу =-7,2-1+50 = 42,8;
6) A| -A 2 = -27,1 +7,2 = -19,9;

*(') = — i — Г(А,х0 - x 0) e ^ '  -
Л] - л 2 L

(9).

n = 17,155 ', к = 145 ', Xq = 15/И, Xq = —5 0 5 /7 //  5

V/i2 -  A2 = Vl7,152 -  142 =7294,12-196 =
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topilgan son qiymatlarni (9) ga qo'yilsa, yukning izla- 
pyotgan harakat tenglamasi hosil bo'ladi:

| x(t) -  c17,15' (-1,15c9’95' + 2,15e_9,95/ j sm . (10)

Endi yukning statik muvozanat holatdan o‘tish yoki 
n'lmasligini aniqlaymiz. Buning uchun xning (10) ifodasini 
llolga tenglashtirib, olingan tenglamani t vaqtga nisbatan 
yccliiladi:

e_17,15/ (-1 ,15c9’95' + 2,15 • c~9,95' ) = 0 .

Bunda c-17,15' *0. Yukning statik muvozanat holatdan 
o'tish payti

-1,15c9’95' + 2,1 5c-9’95' =0
tenglamadan aniqlanadi. Bu vaqt quyidagicha topiladi:

2,15c"9’95' = 1, lc9,95' 

=> 19,9/ = In 1,87 =>t

=> — = e19,9' £*i9-9/ = 1,87 =>
23

In 1,87 In 1,87-In 10 0,2718-2,3
I 19,9 _ 19,9 - 19,9

0,6251
19,9

0,035.

Demak, yuk q =0,0035 paytda statik muvozanat holatdan

o‘tadi. /=>°°da c"17,15' => 0. / vaqtning t = °° qiymati 
harakatning so'nishiga mos keladi. Ox o'qi funksiya grafigi 
uchun gorizontal asimptota bo'ladi.

(10) funksiyaning ekstremum nuqtasini topamiz. Buning 
uchun (10) funksiyaning hosilasini topib, uni nolga 
tenglashtirib, olingan tenglamani / ga nisbatan yechiladi:

x(t) = -17,15c17’15' (-1,15c9’95' + 2,15c"9'95' ) +

+ (-1,15-9,95c9-95' -2,15 9,95 c"9-95' ) = 0.

(17,15 -1,15 — 1,15 - 9,95)e9,95' -(15,15-2,15+9,95- 2,15)c-9’95' = 0,
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19 9? 0,43-27,1е ' =  —------------ — = > е
0,23-7,2

, 1,94948=> / = —-------
19,9

19’9' = 7,04 => 19,9/ = In 7,04 =

= 0,098 = 0,15.

(10) funksiya (0;0,l)oraliqda kamayadi, (0,1;°°) oraliqda

30- masala. Bir uchiga 100 g  og'irlikdagi yuk osilgan 
prujina suyuqlikda harakatlanmoqda. Prujinaning qattiqlik 
koefTitsiyenti c = 20 g/sm  ga teng. Suyuqlikning yukka ko‘rsa- 
tadigan qarshilik kuclii tezlikning birinchi darajasiga propor-

sional: R = aO, bundaa = 3,5 — .

Agar boshlang'ich paytda yuk statik muvozariat holatdan 
X Q = 5sm ga  siljigan va unga siljish yo'nalishida \ 0s m /s  

boshlang'ich tezlik berilgan bollsa, yuk harakatining teng- 
lamasini toping va ko'chishning vaqtga bog'lanishli grafigini 
chizing.

o ‘sadi. Bu funksiya / = 0,1 nuqtada minimumga ega

-0,44

0

49- rasm.



Yechish. Bu masalaning mazmuni oldingi masalaning 
mazmuni singari, Iekin yukka berilgan boshlang‘ich tezlik 
oldingi masalada ko‘chish yo‘nalishiga qarama-qarshi 
yo‘nalgan bo'lsa, bu masalada esa yukka berilgan bosh- 
lang'ich tezlik ko'chish yo'nalishi bilan mos tushadi. Bu 
masala uchun boshlang‘ich shartlar quyidagicha bo‘ladi:

*|/=o = xo = 5sm> *|/=0 = *0 = l0 ~ -

Yuk harakatining tenglamasini topish uchun oldingi 
masalada chiqarilgan (9) Koshi shaklidagi yuk harakatining 
umumiy tenglamasidan foydalaniladi:

4 0 - 5
1

“1 ~'k
-e~nt (̂ •2*0 -■*o)

bunda n = 17,15̂  *, к = 14j *, xq =5 sm. ■*0 = 10 sm/

1) V*2 - к2 = ^98,12 =9,95;

2) x, = -27, 1; 3) k2 = -7,2 ;

4) -*o = -27,1 -1 -10 = -135,5- 10 = 145,5 ;

5) k2X -*0 = -7 ,2-5-10  = -36 -10 == 46;

6) h - l 2 = -27,1 +7,2 = -19,9 »

7)
(XlX Xn)- - 145.5 . 7 30

h - X2 ( 1 x<>> -19,9 >

8)
1 /, • ч -46 

X2 *2* - = -19,9 ”
2,30

Topilgan son qiymatlarni (l)ga qo'yilsa, yukning harakat 
tenglamasi quyidagicha bo'ladi:

x(l) = -e~17,15' (7,30e9’95/ -2,30e_9’95/ )л/и. (2)

Yukning statik muvozanat holatdan o‘tish vaqtini aniq- 
laymiz. Buning uchun 7,30 • <?9,95' -  2,30e“9,95/ = 0 tengla- 
mani t ga nisbatan yechiladi:
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е19,9/ = 23 е19>9/ _ о 32 => г => |п 0,32 = lg0,32’1,110 т
~ 72 ’ 19,9 19,9

= 1,5251-2,3 = -U 5  =
19.9 19,9 ' ‘

Yuk statik muvozanat holatdan o'trnaydi. Chunkl
t = -0,05 < 0.

Endi (2) funksiyaning ekstremum nuqtasi topiladi. Bulling 
uchun (2) funksiyaning t vaqt bo'yicha hosilasini topib, uni 
nolga tenglashtirib, olingan tenglamani t ga nisbatan yecliiladi:

e~l7'l5t (-7,30± -7,2 -<?9'95' +2,30-27,1 -<Г9’95,) = 0

Bunda e~17,l5/ * o. Demak,

-7,30 • 7,2 • e9'95' + 2,30 • 27,1 ■ <T9’95' = 0,

-7,30 • 7,2e9’95' +2,30- 27,1 - eT9’95' = 0, 
-7,30-7,2e19’9' =-2,30-27,1.

t ,»,„ _ n  m  6233 el9.9, = , l85 e  19 „  „
72-73 5256

■ , , 0r . In 1,185 In 1,185- In 10
19,9 19,9

а 0Д О 7-2£  0,16951
19.9 19,9

»
(2) funksiya (0;0,008) oraliqda o‘sadi, (0,008;°°) oraliqda 

kamayib Ot o'qqa asimptotik yaqinlashib boradi. Ot o‘q (2) 
funksiya grafigining gorlzontal asimptotasi boladi. (2) funksiya
t = 0,008 nuqtada maksimum qiymatga erishadi. xniax = 1 3sm . 
Tekshirish natijalarini e’tiborga olib, (2) funksiyaning grafigi 
chiziladi (50- rasm).

31- masala. Og'irligi 200 g bo‘lgan yuk qattiqlik koef-

fitsiyenti с = 1 ^ / n bo'lgan prujinaga osilgan va S = H sin pt 
kucli ta’sirida turibdi.
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/ / / / / / / / /

Bunda H = 2kg, P = 70s~l. B oshlang 'ich  paytda

jc0 = 2sm, x0 = 10 sm/s. Koordinata boshi sifatida yukning 
statik muvozanat holatini tanlab, yuk harakatining teng- 
lamasini toping.

Yechish. Ox o‘qini vertikal 
pastga yo‘naltirib, koordinata 
boshi sifatida yukning 0 
muvozanat holatini tanlaymiz.
S  qo‘zg‘atuvchi kuch Ox 
o ‘qning musbat yo'nalishi 
bo‘yicha yo‘nalgan boisin .
Yukka P og'irlik kuchi, F 
prujinaning elastiklik kuchi va
S  qo‘zg‘atuvchi kuch ta’sir 
qiladi (51- rasm).

Yuk harakatining differen- 
sial tenglamasi tuziladi:

mx = YjFkx\ 
к

S  Fkx',- P -  F + S.
k 51- rasm.

i
r Xo о

i

1

i
i

X
r

▼ P
s
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Р -  F = Р -  c(*o + х) = ( р -  сх0) ~ сх.
Statik muvozanat holatda Р = сх0 bo'ladi. Р -  F = ~сх 

Natijada yuk harakatining difTerensial tenglamasi quyidagiclu
bo'ladi:

bunda

x + k zx  = //sin p i . ( I )

k2 = c4  =
1000-5- -9 8 0 ^sm c2

200(7 = 49605- 2 .

h =
980 • Щ ■ 200(7
___  sA = 980"V ,2 •P 200(7 /  5-

Bu qiymatlami (l)ga qo'yilsa, quyidagi tenglama kelib 
chiqadi:

x  + 4900x = 9800sin p t . (2)

Qo'zg'atuvchi kuchning p = 705-1 chastotasi yuk teb-

ranishlarining к = 705-1 chastotasi bilan ustma-ust tushadi. 
Demak, sistemada rezonans hoi yuz beradi.

Yuk tebranishlari
= C| cos 70/ + c2 sin 70/

tenglama bilan aniqlanadi. Yukning majburiy tebranishlarini 
x2 = /1/cos 70/ (3)

ko'rinishda izlaymiz. x2 ning /vaqt bo'yicha hosilalari topiladi: 
x2 = tA cos 70/ -  70/1/ sin 70/, 

jc 2= -70A sin 70/ -  70/1 sin 70/ -4900/ cos 70/. (4)
(3) va (4 )ni (2) ga qo‘yib, A aniqlaniladi:

-140/1 sin 70/ -  4900/70/ + 4900/70/ = 9800 sin 70/,
-140/4 sin 70/= 9800sin 70/,

-140/4 =9800,
A = -70.

Natijada qo'zg'atuvchi kuch ta’sirida hosil bo'ladigan 
tebranishlarni
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jc2 = -70/cos 70/
ko'rinishda topamiz.

Yukning umumiy harakat tenglamasi tuziladi:
x = x\ + X2 = q cos 70/ + c2 sin 70/ -  70/ cos 70 /. (5) 

Yukning tezligi topiladi:
0 = x = -70q cos 70/ + 70c2 sin 70/ -  70 cos 70/ +

+4900/sin 70/• (6)
x |,=o=*o = 2sm boshlang‘ich shart va (5) tenglamadan 

C, aniqlaniladi: C\=2sm\ x \t=0= xq = \0m/ sm boshlan-
g

g‘ich sharl va (6) tenglamadan C2 topiladi: C2 = -  = l,14s/n.

C, va C, ning topilgan qiymatlari (5)ga qo'yilib, yuk 
liarakatining izlanayotgan tenglamasi olinadi:

x(t) = (2 cos 70/ + 1,14 sin 70/ -  7Qt cos t)sm .
32- masala. Og'irligi P = 2k G boMgan yuk qattiqlik

koefiitsiyenti C = 0,4—  bo'lgan prujinaga osilgan. Yukka

S  = 0,1 sin30/ qo'zg'atuvchi kuch va tezlikning birinchi

darajasiga proporsional bo'lgan R = 0,\slcmx kg qarshilik 
kuchi ta’sir qiladi. Agar boshlang'ich paytda yukning holati

stu
va tezligi x = 2sm, x o= 3—-  bo'lsa, yuk harakatining

JCrC
tenglamasini toping. Koordinata boshi sifatida yukning statik 
muvozanat holatini oling.

Yechish. Avval masala shartini aks ettiruvchi shakl 
chiziladi. Yukni x abssissasi musbat bo'lgan holatda
tasvirlanadi. Prujina bunday holatda к — ^sm ■** * x0 + x

uzayadi. Ox o'qida F elastiklik kuchi vertikal yuqoriga 
yo'nalgan, uning Ox o'qdagi proyeksiyasi topiladi (52- 
rasrn):

Fx = -c (xo+x) .
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R qarshilik  kuchi ham 
vertikal yuqoriga, ya’ni yuk 
harakatiga qaram a-qarslu 
yo'nalgan bo ’ladi. F va R 
kuchlardan tashqari yukka P 
og’irlik va S  qo’zg’atuvchi kucli 
ta’sir qiladi. Bu kuchlar Ox o‘q 
bo’yicha, ya’ni yukning harakati 
bo'yicha yo’nalgan bo’ladi. Yuk 
harakatining differensial 
tenglamasi tuziladi:

x▼
52- rasm.

nix = P + S  + Fx + Rx .
Bu tenglamaga S, Fx va Rx 

kuchlarning berilgan va topilgan 
ifodalarini qo’yilsa, quyidagi 
tenglik hosil bo’ladi:

mx = P + 0,1 sin 30/ -  0,14cinx -  c(^o + x ) .
Statik muvozanat holatda P-cXcm = P -cxQ = 0 bo’lish- 

ligini e’tiborga olinsa, yukning harakat tenglamasi quyi- 
dagicha bo’ladi:

mx + 0,1 yfcmx -  a  - 0,1 sin 30/ ,

x  + 0,1 —x + — л = — sin 30/
V m m m

bunda £  .  * m = , 96,-2;
m P 2kg

0 ,l j— =0,1 7I965-1 =1,45-';
V m

0,01 0,lg 0,1980 
m “ P 2
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x + l,4x + 196x = 49sin30/ (1)
(1) tenglamaning umumiy yechimi

z + l,4 i + 196г = 0 (2)
hir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bilan o'zining 
qandaydir xususiy yechimi yig'indisiga teng boMadi.

(2) tenglamaning umumiy yechimi topiladi. Buning uchun

lining yechimini z = V* ko‘rinishda izlab, uning xarakteristik 
tenglamasi luzilib, yechiladi:

r2 + l,4r + 196 = 0.

i\ 2 = -0,7 + yJO, 49-196 = -0,7 + 196 -  0,49 = -0,7 +

+/V195.51 = -0 ,7 + /13,98
(2) tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha boMadi:

Z(t) = cos 13,98/ + C2 sin 13,98/). (3)
(1) tenglamaning xususiy yechimini esa noaniq koef- 

fitsiyentlar usulidan foydalanib topiladi. Uning xususiy 
yechimini

xj(/) = /1 cos 30/ + Д cos 30/ (4)
ko'rinishda izlanadi. (4) ning xj va x2 hosilalari topiladi:

X| (/) = -30 A cos 30/ + 30 В cos 30/, 1
x2 (/) = -900(Л cos 30/ -  В sin 30/ J ^

(4) va (5) ni (1) ga qo'yilsa quyidagilar hosil bo'ladi: 

-900A cos 30/ -  900 В sin 30/ -  42/1 sin 30/ + 42 geos 30/ + 
+196A cos 30/ + 196 Д sin 30/ = 49 sin 30/.

(-704/1 + 42 B) cos 30/ + (-42/1 -704 B) sin 30/ = 49 sin 30/.
Bu tenglikning ikkala qismidagi cos 30 / va sin 30 / 

garmonikalar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirilsa, A va 
В koeffitsiyentlarni bir qiymatli aniqlashga imkon beradigan 
chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi kelib chiqadi:

N a t i j a d a  y u k  h a r a k a t i n i n g  t e n g l a m a s i  q u y i d a g i  k o ‘ r i n i s h d a

h o ' l a d i :
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| -704/4 + 42Z? = 0 J-352/1 + 21Л = 0
(-42/1 -  704Й = 49 ^  1-42/1 -  704Я = 49. 

Bu sistemani yechib, A va В ni topiladi:

л = - 3 5 2  21 

- 4 2  - 7 0 4
=  3 5 2 • 7 0 4  + 4 2 • 2 1  =  2 4 7 8 0 8  +  8 8 2  = 248690,

A  A =
0 21 
4 9  - 7 0 4

=  - 4 9 - 2 1  =  - 1 0 2 9 ;

A £  =
- 3 5 2  0

- 4 2  4 9
=  - 3 5 2  4 9  =  - 1 7 2 4 8 .

A Aa - 1 0 2 9  

A 2 4 8 6 9 0
=  - 0 , 0 0 4 ;  Д  =

А в _ - 1 7 2 4 8  

A 2 4 8 6 9 0
-0,07.

Izlanayotgan xususiy yechim:
= -0,004 cos / -  0,07 si n 30/.

Yuk harakatining umumiy tenglamasi

x(t) = e~°’7' (q cos!3,98/ + c2 sin 13,98/)-

-  (0,004 cos 30/+ 0,07 sin 30/) (6)
ko'rinishda boMadi.

C, va C2 integrallash doimiylarini topish maqsadida x(t)
ning x(/) hosilasi topiladi:

x(t) = -0,7e 0,7/(q cos 13,98/ + c2 sin 13,98/) +
+ 13,98e 0,7,(-q sin 13,98/ + c2 cos 13,98/) -

-(-0,12 sin 30/+ 2,1 cos 30/). (7)
/ = 0, xq = x = 2 bo'lganda (6) tenglamadan; / = 0, 

x0 = x  = 3 bo'lganda (7) tenglamadan C, va C2 hi aniqlashga 
imkon beradigan tenglamalar kelib chiqadi:

|2  = C ,-0,004, JC, =2,004,
(3 = -0 ,7C, + 13,98C2 = -2,1 ^  j-0,7C, + 13,98C2 

C, =2,004 C2 =-0,265.
134



*(/) = e '0’7' (2,004 cos 13,98/ -  0,265 sin 13,98/) -  
-(0,004 cos 30/ +0,07 sin 30/).

N a t i j a d a  i z l a n a y o t g a n  y u k  h a r a k a t i n i n g  t e n g l a m a s i

q u y i d a g i c h a  t o p i l a d i :

III. Savol va masalalar

1. Sistemaning kinetik cncrgiyasi qanday formula va aniqlikda hiso- 
blanadi?

2. Sistemaning inersiya koeffitsiyenti qanday parametrlarga bog'liq 
bo'ladi va qanday hisoblanadi?

3. Bitta crkinlik darajaga ega bo‘lgan sistema erkin tebranishlari-ning 
amplitudasi va boshlang'ich fazosi qanday aniqlanadi?

4. Sistema erkin tebranishlarining chastotasi va davri qanday 
parametrlarga bog'liq bo'ladi?

5. Bitta erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema erkin tebranishlarining 
asosiy xossalarini izohlang va tahlil qiling.

6. Qanday qarshilikda amplituda ko'rsatkichli qonun (geomctrik 
progressiya) bo'yicha kamayadi? Qanday qarshilikda amplituda arifmetik 
progressiya qonuni bo'yicha kamayadi?

7. Erkinlik darajasi bitta bo'lgan sistema majburiy tebranishlarining 
differensial tenglamasi qanday ko'rinishga ega? Lining umumiy yechi- 
mi qanday ko'riladi?

8. Majburiy tebranishlar differensial tenglamasi umumiy yechi- 
mi-ning har bir qo'shiluvehisini izohlang.

9. Kichik qarshilikni e ’tiborga olganda davriy qo'zg'atuvchi kuch 
ta’siridagi bitta erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema majburiy tebra­
nishlarining differensial tenglamasi va uning umumiy yechimi qanday 
ko'rinishga ega?

10. Tczlikka bog'liq bo'lgan qarshilik sistema erkin tebranishlari­
ning davriga qanday ta’sir qiladi?

11. Tezlikka proporsional bo'lgan qarshilik sistema majburiy tebran­
ishlarining amplitudasiga, fazosiga, chastotasi va davriga qanday ta’sir 
qiladi?



12. Qanday shartlarda j-  tartibli rezonans vujudga kcladi? Qanduy 
chastotalar kritik chastotalar deb ataladi?

13. Qarshilik kuchini e’liborga olganda rezonans hollar uchun sistcma 
majburiy tebranishlarining ko'rinishi qanday bo'ladi?

14. Majburiy tcbranishlar amplitudasining maksimal qiymati qan­
day aniqlanadi?

15. So'nish kocffitsiycntining qanday qiymatida majburiy tcbra­
nishlar amplitudasining maksimumi mavjud bo'lmaydi?

16. Rezonans holda qarshilik c’tiborga olinmaganda sistcma majburiy 
tebranishlarining amplitudasi qanday qonun bo'yicha o'zgaradi?

17. Qanday shartda «Tcpkili tebranish» hodisasi yuz beradi va bu 
hodisaning grafigi qanday bo'ladi?

18. Tczlikka proporsiona! bo'lgan qarshilik «Tcpkili tebranish» ho- 
disasiga qanday ta’sir qiladi? Bunday tcbranishlarning grafigi qanday 
bo'ladi?

19. Dinamiklik koefiltsiyenti deb nimaga aytiladi va u qanday 
aniqlanadi?

20. Oniy impulsli kuch ta’sirida bitta erkinlik darajaga ega bo'lgan 
sistemaning majburiy tebranishlari qanday tenglama bilan aniqlanadi?

21. To'satdan sistemaga qo'yilgan o'zgarmas kuchning dinamik ta’siri 
qanday bo'ladi?

C, va C2 bo'lgan prujinalarga22. Qattiqlik koeffitsiycntlari 
og'irlikdagi yuk osilgan.

a) yuk prujinalardan bir tomonda (pastda);
b) yuk prujinalar oralig'ida yotganda uning tebranish davrini 

toping.

Javob: T = 2k l£.£L±£L; t  = 2n f-
\g  cic2 иcic2 yg(ci+c2)

23. Og'irligi 20// bo'lgan yuk prujinaga osilgan. Prujinaning og'irlik
Agar boshlang'ich paytda pmji-kuchi ta’siridagi uzayishi Xsm = 5 sm

naning uzayishi Д<? = 8 sm , yukning boshlang'ich tezligi Oo =10 —
s

bo'lsa, yukning harakatini aniqlang.
Javob: q = 3,08sin(14r + l,34)jwt.
24. Og'irligi 20// bo'lgan yuk prujinaga osilgan. Prujinaning yuk 

ta’siridagi statik uzayishi Xm, =5 sm ga teng. Yukka S  = 20sin 14///

136



qo’zg’atuvchi garmonik kuch ta’sir qiladi. Boshlang'ich paytda prujina

д f = в sm ga cho'zilgan va yukka Oq = 10 - tezlik bcrilgan. Yukning 

harakatini aniqlang.
( я''

Javob: q = 3,35sin(14/ + 0,305) + 35/s i n 14/— — .

kg
25. 0,4 kg massali jism qattiqligi C = 4 —  bo'lgan prujinaga mah- 

kamlangan. Bu jismga S  = 40sin5/// qo'zg'atuvchi kuch va

( Н с  ^R = -a& a = 25— , 0 — jism tezligi qarshilik kuchi ta’sir qiladi.

Boshlang'ich paytda jism statik muvozanat holda turibdi. Jismning ha- 
rakat qonunini toping.

Javob:

q = 0,647e-31-25' sin(95/ -46°55/) + l,23sin(50r -  22°36')sm. ■



9- §. Erkinlik darajasi chckli boMgan 
sistcmaning tcbranishlari

I. Nazariy qism

1. Chekli erkinlik darajaga ega bo'lgan konservativ sistema 
erkin tebranishlarining difTerensial tenglamalarini quyidagi 
Lagranj tenglamalaridan olish mumkin:

d_
ill ( j  = 1,2,...,s)

дТ ЭT Э П
dijj J dqj dqj ’

bundagi s — qaralayotgan sistema erkinlik darajasining soni. 
Sistemaning kinetik va potensial energiyalari mos ravishda

T = \ i i a>M j ; n  = X-  t i Cijqjqj
1 /=17=1 L /=1 7=1

formulalar yordamida topiladi.
ciT с)П

Agar э d j : = c№  + c№  + - • + ci*q*

d_
clt

Э T
dqj = aj\Q\ +Oj24l + — + Ojs4s О = 1,2,...,5)

bo'lishligi e’tiborga olinsa, Lagranj tenglamalaridan quyidagi 
chiziqli bir jinsli ikkinchi tartibli o'zgarmas koefiltsiyentli 
difTerensial tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi:

all<7l + a12<72 + — + a\SQS + <'|I<7t +С\2Я2 + •—+ C1 sQs = 0 
a2\4\ + <*2242 + — + a2 SQS + c2\Q\ + С22Я2 + ■— + c2 sQs = 0

(1)

ail<7l + as2<h + — + ass<is + cs\4\ + c s 2Q2 + •— + cssQs = 0
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(1) tenglamalar sistemasi erkinlik darajasi S  ga leng 
bo'lgan sistemaning erkin tebranishlarini tavsiflaydi. Bundagi
aij -  aji miqdorlar inersiya koeffitsiyentlari, c,y = су,- esa 
qattiqlik koefTitsiyentlari deb ataladi.

Bu tenglamalarning xususiy yechimlari
cjj -  Aj sin(/c/ + P) = \ijA\ sin(kt + P) 

ko'rinishga ega boMadi.
q. ning ifodalarin i ( I )  tenglam alarga q o ‘yilsa, 

\ij{j = l,s) noma’lum sonlarga nisbatan quyidagi chi- 
ziqli va bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasi hosil 
bo'ladi:

( q | - a i | £ 2 ) g l + ( c . ' l 2 - a | 2 £ 2 )  

( c 2 , - f l 2 | / : 2 ) n i  + ( c2 2 - « 2 2 ^ 2

Й2 + ........+  (

) t l 2 + ........+

м »  = 0 ;

)(Av = 0 ;

( c b - f l b J r ) m + | [ c s 2 - a s 2 ^ ) Й2 + ........+  | Css ^ s s  ̂  j

Bunday sistema nol boMmagan yechimlarga ega bo'lishligi 
uchun Hj(j  = 1,I)  nom a’lumlar oldida turgan koef- 
fitsiyentlardan tuzilgan deterniinantning nolga teng bo'lishi 
zarur va yetarli.

Л ( * 2 ) =

сц - a u k2 

c2| - a 2l^2

c\2 -  a]2k2.... 

c22 - a 22k2-

... cls - a u k2 
... c2s~a2sk

cs\ -flji k2 cs2 ~ as2k2....

= 0 (3)

(3) sistemaning xaraktcristik yoki chastotalar tenglamasi 
deb ataladi. Bu tenglama к2 ga nisbatan s- darajali tenglamadir.



Bu tenglamani yechib, erkin tebranishlarning barch; 
kj ( j  = 1,J) chastotalari topiladi.

k]( j  = I, J) — tenglama ildizlari haqiqiy va musbat. kj  
ning barcha topilgan qiymatlarini (2) tenglamalarga qo'yilsa,

Py\p^2\ .... (y = 1,2,...$) koeflitsiyentlarni aniqlashga
imkon beradigan algcbraik tenglamalar sistemasi kelib 
chiqadi:

(cn -«и k jy \J) +(q2 ~a\i)vP  +....+(<ъ - аик2’У {/> =0;

(c21 -ankjyV) - a n k j } ^  +.... + (c2, =0;

(q.v " +  Ы ~аак)\Ар + .....+ (c* - a^kjy^ = 0

(4)

( k )(4) sistemani Py ga nisbatan yechilsa, quyidagi tenglik 
hosil bo'ladi:

(i) _ Ayi (k \ >. (2) _  Aj\(*2  >. 
j  Д п Ц 2) 2 Л ц (* |)’'

Ы _ Ayi(/:2)
-

All W ) '
Natijada (1) sistema erkin tebranishlarini tavsiflovchi 

differensial tenglamalarning xususiy yechimlari quyidagicha 
bo'ladi:

q(P  = sin(k)/ + Pi),

Я ?  = H<?4(2) sin(*2/ + P2 ).... d p  = P(/ 4 <s) s in (V  + рл.)

(У *1,20.
2. Agar sistema nuqtalariga П = n(q\,q2,...qs) potensialga 

ega bo'lgan qaytaruvchi kuchdan tashqari t vaqtga bog'liqli 

Fj(t) qo'zg'atuvchi kuchlar ta’sir qilsa, u holda sistema
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inrakkab harakat qiladi. Bu murakkab harakat esa sistemaning 
erkin va majburiy tebranishlaridan iborat boMadi. Qaralayotgan 
hoi uchun Lagranj tenglamasi

d_
dt

( дт л

dq.
, Ж . . Ш . + а м

dqj dq j 0  = 1,2,...,5)

bundagi Qj(t) umumlashgan kuch

0  = 1,2.....S)

formula bo'yicha topiladi. S  sistema erkinlik darajasining soni, 
к esa Fj(t) qo‘zg‘atuvchi kuchlarning soni.

Lagranj ten g lam alariga  k inetik  va po ten sia l 
energiyalarning

т - » Yj  ̂_ л  Z X cqqiqj
/=1 j=\ Л=1у=1

ifodalarini qo‘yib, sistema majburiy tebranishlarini tasvir- 
lovchi differensial tenglamalar sistemasini qarshilik kuchini 
hisobga olinmasa, quyidagicha boMadi:

«11̂ 1 +fll2<72 +••
°2\q\ +fl22ft +•

•• + ais<is + q i q\ + c\2qj + •••• + c\sqs = Q (0;
•• + Oisds + Cl\q\ + № 2  + •••■ + cb qs = QiUY,

(5)

as\4\ + as2<h + ••• • + +  cs\q\ + csiqj +••••+cssqs = QA ')■

(5) sistemaning umumiy yechimi (1) sistemaning 
umumiy yechimi bilan o'zining qandaydir xususiy yechimi 
yigMndisiga teng

,(D * „(2)qj = <?)' + q) + •••• + q)(S) (6)

Bundagi q̂ P qo'shiluvchi (yechim) sistemaning erkin
tebranishlarini ifodalaydi. Ma’lumki, sistemaning erkin 
tebranishlari qarshilik tufayli tez so‘nuvchi tebranishlardir.
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Ko'pchilik holatlarda sistemaning majburiy tebranishlarini 
ifodalovchi Qj xususiy yechimlarni topish katta amaliy 
ahamiyatga ega bo'Iadi.

(5) sistemaning xususiy yechimlarini qo'zg'atuvchi 
umumlashgan kuchlar garmonik qonun bo'yicha o'zgargan 
hoi uchun topiladi, ya’ni Qj(t) = Qj s\n(pt + 5) ( j = 1,1), 
bundagi P — tashqi kuch chastotasi, 5 — ularning 
boshlang'ich fazasi.

Qaralayotgan liolda xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda 
topiladi:

= A j  sin(/)Z + 5), (y = l,2.... s ) . (7)
(7)ni (5)ga qo‘yilsa, majburiy tebranishlarning Aj 

( j  = 1,2,...,5) noma’lum amplitudalariga nisbatan quyidagi 
bir jinsli bo'lmagan chiziqli algebraik sistema hosil bo'ladi:

(с,, -а ц р 2)/1, + (c|2 - a ,2/,2) / b + .....+ (<b ~ thsPl ) 4 - Q l >

( c2 | - a 2\P2)A  + ( c 2 2 - a n P 2 ) ^ 2  + ....... + (°ls ~°2sP2)^s  =  & .

(<b -<>\sP2) a\ +(^2 ~a& P2)Ai +.....+ (c„ -OssP2) as =Qs

(8)

Agar bu sistema uchun

,2

A (P2) =

q , -  a,,p Cl 2 -  " 1 2 P 2 ....... C l s - a i s P 2

c2l ~ on  P2 022 ~ a2lP2....... 02s -  a2sp 2
*0  (9)

Сл1 as\P~ cs2 aslP  .......  Oss assp
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bo'Isa, u holda Aj majburiy tebranishlarning amplitudasi 
quyidagicha bo'Iadi:

( 10)

bundagi Ajj(p2) ( i,j = 1,2,...,s) determinant A(p2) deter-

minantningy- ustun va / - campu elementlarining (-I)'*-' ishora 
bilan olingan minorlaridir.

д(p2) determinant Д ( k 2) determinantdan k2 ni p2 ga
almashtirib olingan desa ham bo'Iadi.

Agar P majburiy tebran ish lar chastotasi bosh
tebranishlarning birorta k t chastotasi bilan ustma-ust tushib

qolsa, ya’ni p = kj bo‘lsa, u holda sistemada у tartibli 
rezonans vujudga keladi. Bu holda

A(p2) = A(k}) = 0
bo'ladi.

Rezonans vaqtida qarshilik e’tiborga olinmaganda majburiy 
tebranishlarning amplitudasi vaqt o'lishi bilan chegarasiz 
o'sadi. Qarshilikni e’tiborga olganda esa bu amplitudalarchekli 
bo'lib, kichkina qarshiliklar uchun juda katta qiymatlarga ega 
bo'lishi mumkin.

Olingan natijalarni ixtiyoriy davrli qo'zg'atuvchi kuchlar
2n

uchun qo'llash mumkin. Agar qo'zg'atuvchi kuch Tm = —
P

davrli bo'lsa, u holda 0/(0 umumlashgan qo'zg'atuvchi 
kuch Fure qatoriga yoyiladi:

0/(0 = 0yo + £  Qjr sin (prt + 5Г) (Ч)
r=l

bunda pr = rp(r = 1,2,...,°°)
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(II) yoyilmadagi Qjo doimiy had tebranishlarga Ui'sii*

formulasi bo'yicha aniqlanadi.
Agar qo‘zglatuvchi kuchlar garmonikalaridan biror- 

tasining chastotasi sistema bosh tebranishlarining birorta
chastotasi bilan ustma-ust tushib qolsa, ya’ni pr = kj bo'lsa, 
u holda sistem ada rezonans hodisasi yuz beradi.

3 3 -masala. (M-554, 1986). Uzunliklari (. va massalari 
m bo'lgan ikkita bir xil mayatnik qattiqligi s bo'lgan, uchlari 
mayatniklarning sterjenlariga mahkamlangan prujina bilan 
h balandlikda bir-biriga bog'langan. Mayatniklardan biri 
muvozanat holatdan a burchakka og'dirilgandan keyin 
sistemaning mayatniklar muvozanati tekisligida qiladigan 
kichik teb ran ish larin i aniqlang; m ayatn ik larn ing  
boshlang'ich tczliklari nolga teng. Qarshilik, mayatniklar 
sterjenlarining massalari va prujinaning massasini hisobga 
olmang (53- rasm).

Yechish. Umumlashgan koordinatalar sifatida mayat­
niklarning vertikaldan og‘ish burchaklari cpj va cf>2 qabul 
qilinadi. Sistemaning kinetik energiyasi quyidagiga teng:

qilmaydi. Qo‘zg‘atuvchi kuchlarning r garmonikasiga mod
keluvchi majburiy tebranishlarning amplitudasi

X Qir&ijip; )
Ar) = /=]________
7 Д(^2)

( 12)

pr = kj {r = 1,2,...) chasto talar kritik chastotalar deb ' 
ataladi.

II. Masai alar yechish
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Sistemaning Я  potensial energiyasi og'irlik kuchi 
maydonida mayatniklarning

Я, potensial energiyasi bilan deformatsiyalangan 
prujinaning P2 potensial energiyasi yig'indisiga teng:

П  — П\ + Л2 ■
Я, va Я, lar alohida-aiohida hisoblanadi.

Shaklda hosil bo'lgan to'g'ri burchakli AO\M\C\ va

A02M2C\ ^an (54- rasni):

0\M  1 =^cos(p], O2M2 = (■ cosФ2, 
h = OxC\ — 0\M\ =  £ - £ c o s ( p i .

h2 = O2C2 -O 2 M2 = t - l coscp2. Mayatniklarning potensial 
energiyasi:

П\ = mgh\ + mgh2 = wg^(l -  cos q>[) + mg((\ -  cos cp2). 
Mayatniklarning vertikaldan og'ish burchaklari kichkina 

1 2 1 7
bo'lganda cos<pj = 1 — — <pf; cos<p2 = l - - ( p 2 taqribiy for-
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mulalardan foydalanilsa, Я, potcnsial energiya uchun quyidagi 
ifoda topiladi:

Я, = ^m gl(y]  +ф^).

Deformatsiyalangan prujinaning Я, potensial energiyasini 
hisoblash uchun prujinaning cho'zilishi hisoblanadi:

Д£] = A sin cpj, Д^2 = Asinq>2 => Д£( = A(pj, Д^2 = A<p2 •

П 2 =  ^ ( Л / 0 Л / , )  =  § [ Л ^ 2 - Д * ? ]  =  ^ А 2  ( Ф 2  - Ф 1 ) 2 .

Sistemaning potensial energiyasi uchun quyidagi ifodalar 
topiladi:

П = Я, + Г12 = wg£((pj + Ф2) + ^ сА2(ф2 -  <P| )2 =

If” ~1
= 2l(mg( + ch2){̂2\ + Ф2) ~  2cA2(pnp2 J.

T  kinetik va Я  potensial energiyalar uchun topilgan 
ifodalarni ularning ikkita erkinlik darajaga ega bo‘Igan hoi 
uchun topilgan

1 2 1T  = ~ {au q̂  + 2an qxq2 + a 22q2),
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1 2 7
т  =  - ( с \ 1?! + 2 с12?1?2 +С 22?2 )

II)•• Lilari bilan taqqoslansa,

аи =а22 =т(2, я12 = 0;
л 9

q 1 = с22 = mSt + СЯ , С[ 2 = -2ch . 
Bu topilgan koeffitsiyentlami

(с,, - a nA2)(c22 - a 22A2) -( q 2 -f lI2A2)2 =0 (13)

' liastotalar tenglamasiga qo‘yilsa,

[mgt + ch2 -m e2k2) - c 2d* = 0 

longlama kelib chiqadi. Bu tenglamani k2 ga nisbatan yechilsa,

к2
I

g 2 ch2
-  + —
I m(2

Vi = —  = ~ r  koeffitsiyentlami topisli uchun (2) siste- 
Я\ A\

madan foydalaniladi. Ikkita erkinlik darajaga ega boMgan 
sistema uchun (2) sistema

(cn - a n A2) + p(q2 - a n k2) = 0 
(q2 - a n k2) + \i(c22- a 22k2) = 0 

ko‘rinishni oladi. Bundan p uchun ifoda topiladi. A:,2 va k22 
mos keluvchi g| va p2 hisoblanadi:

q i ~fl|i^2 
c\2~a\ Ik2

mgt + ch2 - ~ mt2
t___ = 1.

C | ,  -а ц к 2
B2 = ---------- 77 =

C\2 “ 012*2

mgt + ch2 -  mt2

-ch2

( ,  ,2 \£  + 2cA
m t

= - l
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Hi = l,|i2 =-1 bo'lganligi tufayli mayatniklar p ~ |'
bo'lganda vertikaldan bir tomonga og'adi; ц -  -1 bo'lgand» 
esa ular vertikaldan qarama-qarshi tomonga og'ishadi, ya'nl

mayatniklar harakati davomida cpt va <p2 og‘ish burchaklarl

uchun Ф |) = Ф2)>Ф| ) = -ф|2) tengliklar o‘rinli bo'Iadi.

Birinchi bosh tebranishda hamma vaqt ф{° = tenglik 
saqlanadi. Mayatniklarni bog'lovchi prujina deformatsiya- 
lanmasdan qoladi, ya’ni prujina mayatniklarning harakatiga 
ta’sir qilmaydi. Bu holda mayatniklar tebranishlarining A', 
chastotasi bog'lanislilarbo'lmaganidek bo'lib, mayatniklardan 
birining tcbranish chastotasiga teng bo'Iadi.

Mayatniklar harakatini tavsiflovchi difTerensial tcngla- 
malarning umumiy yechimi xususiy yechimlarining yig'in- 
disi singari topiladi:

cpi = <p|'> +<pj2) = Ay sin(A:|/ + P]) + A2 s\n(k2t + P2);

Ф2 =Ф2) +Ф22) = 41A  sin(A|t + Pi) -иpi2>42 sin(A:i/ + P2).

Ф1 va cp2 ning vaqt bo'yicha hosilalari ham topiladi:

cpi = kyAy sin(X:j/ + P|) + k2A2 cos(k2/ + p2);
Ф2 = M l  sin(A,t + Р|) + ц2у42 sin(A2r + P2).

A\,A2,fi\ va p2 o'zgarmas sonlarni boshlang'ich shart- 
lardan foydalanib topiladi:

/ = 0 bo'lganda (p10 = а,ф20 = 0,ф10 = 0,ф20 = 0. 
Shuningdek щ =+l, p2 = - l  bo'lishligini e’tiborga olinsa,

Al,A2,$l va P2ni aniqlash uchun quyidagi tenglamalar 
sistemasi topiladi:

Ay sin P| + A2 sin P2 = a; Ay sin Pj -  A2 sin P2 = 0; 
kyAy sin Pi + k2A2 sin P2 = 0; kyAy sin Pi -  kyA2 sin P2 = 0.
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Mu sistemadan

k\A\ sin P| = k2A2 sinp2 = 0 => 

=> cos Pi =cosP2 =0=>P! =p2 =

a2A\ sin Pj = 2A2 sin p2 = a  => A\ = A2 = —.

Natijada mayatniklarning harakat qonunlari quyidagicha 
Ini4iI bo'Iadi:

a
Ф| = 2

sin ( , п л 
*>,+  2

sin | k2t + -
a= — (cos k\t + cos k2t) =

= a  cos k\ + k2 \  ( ky -  k2—---- - t  cos —---- - t
2 2

Ф2 =■
a sin V  + 2 -sin kl,+ 2

a= — (cos k\t -  cos k2t) =

= asm ' *1 + *2 ,
2

*2 "*lSinI —- t

к] + k2 , k\ -  k2 л , [g 
Javob: <Pi =acos / ■ cos ^

. + £2 4 ■ k2 -k ,  . [g
Ф2 = asm  l- - -fcf-sin L 2 4  ^2 = y - -

34- masala. (M-55.30, 1986). Ikki tayanchda erkin yotuvchi 
 ̂ uzunlikdagi to'sin bosh ko'ndalang tebranishlarining

1 2
shakllari va chastotalarini toping. To'singa x  = va * = -  ^

nuqtalarda Q og'irlikdagi ikkita teng yuk qo'yilgan. To'sin 
ko'ndalang kesimning inersiya momenti /, elastiklik moduli 
E. To'sin massasini hisobga olmang.

Yechish. Avval qo'yilgan masalani umumiy holda yechamiz.
Umumiy yechimni olish uchun G\ va G2 yuklar to'sinning
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tayanch nuqtalaridan turli masofada qo'yilgan bo'lsin (55- 
rasm).

Qaralayotgan sistema ikkita erkinlik darajaga ega. 
Sistemaning umumlashgan koordinatalari sifatida yuklarning
muvozanat holatdan y\ va У2 vertikal og‘ishlari qabul 
qilinadi. Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi

т = \ ( т\У\ + щ у \)  
formula bo'yicha topiladi.

Sistemaning P potensial energiyasi esa elastik defor- 
matsiyalanadigan to'sinning П\ potensial energiyasi bilan

6'| va G2 yuklarning og'irlik kuchi maydonidagi /7) poten­
sial energiyalarining yig'indisiga teng.

Г1\ — elastik dcformatsiyalangan to‘sinning potensial
energiyasini to'sinning qaralayotgan holatdagi potensial 
energiyasi bilan muvozanat holatdagi potensial energiyasi 
ayirmasi sifatida topiladi:

Л, = ^ m + y \ ) - ^ F ! > f l + l-F 2(f2+ y2) - l- F ° f 2 ,
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tuinda F\ = q i ( / l  + y \ ) - C \ l { h  + У г ) -

Pi  = C \ l ( f l  + У2) _ c22 (/l + >'l)-
Muvozanat holat vaqtidagi to'sinning yuklar qo'yilgan 

nuqtalaridagi egilishini mos ravishda f\ va f 2 desak, elastiklik 
kuchlari muvozanat holatda

P\ = cx\f\ - cn f 2 = G\; F2° = C22/2 - ci\f\ = G2 
lormulalardan aniqlanadi.

Gj va C2 yuklarning potensial energiyasi og'irlik kuch 
maydonida

П2 = -G\y\ -  G2y2 
formula bo'yicha topiladi.

Sistema П potensial energiyasi uchun

П = Я] + П2 = \j[FiU \1 + Л ) + F2(f2 + У2)] -  

-  ̂  (f'l/l + ^ 2/ 2) ~ G\y\ -  G2y2

ifoda topiladi.
F{ va F2 ning ifodalarini bu topilgan ifodaga qo‘yib va 

muvozanat holat atrofida
/

4
(

Э/7
ЭЛ,1 Jo
ЭЛ

1^2  Jo

= ^ ( ci2 ~ c2\)fi = 0; 

= | ( Q l  ~ C12)f\ =0-

shartlarning bajarilishini e’tiborga olinsa, potensial energiya 
uchun

П = ^ ( спу1 ~2 Cl2* C21- У1У2 + c22^2 > 

ifoda topiladi.
T \a  П uchun topilgan ifodalardan sistemaning inersiya 

va qattiqlik koeffitsiyentlarini aniqlash mumkin:
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G\ _ G2au =m] = — ,fl|2 = 0;a22 =m2 = —
8 8

Cl 2 +  C2 1
C|I = C \ 1 , C \2 = — ■ ;c22 = c22.

Inersiya va qattiqlik koeffitsiyentlarining topilgan 
ifodalarini (13) chastotalar tenglamasiga qo‘yilsa, quyidagi 
tenglama kelib chiqadi:

=  0.f ° 2 a )  c22 ~ — к _ f C'12+ C 21 )

l  г  J l  s  J l  ^ J

Ba’zi bir almashtirishlardan keyin bu tenglama
2

к* +С22С1 ^ 2 + 4G\G2 [4C||C22 Ĉi2 +c2l)2] = 0

ko'rinishga keladi.

Bu tenglama yechilsa, quyidagi ifoda hosil bo'ladi:

^ 2  =  2q  g 2 C u f 2 +  C2lG] T  >/(c1 \G 2 +  C22G\ ) “  -

-G\G2[4cnc22 ~{cn +c2i)2]
Biz qarayotgan holda:

{
e l = t 2 ~  ^ G \ =  G 2 =  =  c 2 2 > c 12 =  C 2 b / l  =  f l

bo‘lishligini e’tiborga olinsa,

1.2 £ (q |-C |2 )
1 G 1 \j

a  _ я(сц +ci2> 
2 G Г * 2 = ^

8(c, i +ci2)

k\ va £2 ni bilgan holda щ va p2 koeffitsiyentlar 
hisoblaniladi:
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Hi - -

ч i

Endi to'sinning bosh ko‘ndalang tebranishlarining shakli 
aniqlaniladi:

Materiallar qarshiligi kursidan qaralayotgan hoi uchun
1296 El 1134 El

cii = c22 = —  - j \  c12=c2I = —  ■~r

natijalar ma’lum. Koeffitsiyentlarning bu qiymatlarini bilgan 
holda va k2 chastotalar topiladi:

1. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistemaning kinctik va potensial 
encrgiyalari qanday formulalar bo’yicha hisoblanadi?

2. Erkinlik darajasi ikkita bo’lgan sistema erkin tebranishlarining 
diflcrensial tenglamalarini keltirib chiqaring.

3. Erkinlik darajasi ikkita bo’lgan sistemaning inersiya va qattiqlik 
koeflltsiyentlari qanday munosabatlami qanoatlantiradi?

III. Savol va masalalar
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4. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema crkin tcbranishlarining 
chastotalari qanday aniqlanadi?

5. Sistema bosh tcbranishlarini aniqlovchi tenglamalami kcltiring
6. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema bosh tcbranishlarining sliakl- 

lari qanday aniqlanadi?
7. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistemaning natijalovchi harakat- 

Iari garmonik tcbranislilar bo'ladimi?
8. Qanday shartiarda «TEPKILI TEBRANFSH» hodisasi sodir 

bo'ladi va bu hodisaning fizik mazmunini izohlang.
9. Sistemaning qanday koordinatalariga bosh koordinatalar dc- 

yiladi va ular ixtiyoricha tanlangan umumlashgan koordinatalar bilan 
qanday bog'langan bo'ladi?

10. Bosh koordinatalarda sistema crkin tcbranishlarining differen- 
sial tenglamalarining o'ziga xos xususiyati qanday bo'ladi?

11. Sistema erkin tebranishlarining chastotasi umumlashgan koor- 
dinatalarning tanlanishiga bog'liq bo'ladimi?

12. Sistema bosh koordinalalarining har biri qanday qonun bo'yicha 
o'zgaradi?

13. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistemaning erkin tcbranishlariga 
qarshilik qanday ta’sir qiladi?

14. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema majburiy tebranishlari­
ning amplitudasi qanday aniqlanadi?

15. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema majburiy tebranishlari­
ning chastota va fazasi qanday aniqlanadi?

16. Rezonans vaqtida erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema ma­
jburiy tebranishlarining shakllari qanday bo'ladi?

17. Sistema rezonans tcbranishlarini so'ndirib bo'ladimi? Bunday 
tebranishlarni so'ndirishning fizik mazmunini tushuntiring.

18. Chckli erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema erkin tebranishlari­
ning difierensial tcnglamalarini chiqaring va ularning umumiy yechimi- 
ni toping.

19. Chekli erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema erkin tebranishlarini 
tekshirishda 25 ta noma’lum doimiy sonlar qanday aniqlanadi?

20. Sistema bosh tcbranishlarining chastotasi uning holatini aniqlov­
chi umumlashgan koordinatalarga bog'liq bo'ladimi?

21. Ikki qatlam mayatnik uzunliklari bir xil bo'lgan, og'irliklari
ham bir xil G\ = G2 =G bo'lgan OA va AB bir jins(i sterjenlardan 
iborat. OA sterjen О o'q atrofida, AB sterjen esa A sharnir atrofida 
aylanadi. Bu mayatnikning bosh tebranishlarining chastotalarini va 
shakllarini aniqlang.

Javob: * ,= 0 ,8 6 ^ ;  k2 = 2 ,2 9 ^ .

Hi = 1,43; p2 = 2,09.
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22. 21- masalada qaralgan ikkita mayatnik sistemaning bosh koordi- 
imtalarini aniqlang.

23. M massali g'ildirak to‘g‘ri chiziqii rels bo'ylab sirpanmasdan 
aylanmoqda. G'ildirak markaziga £ uzunlikdagi sterjen sharnir mah- 
kamlangan. Sterjenning bir uchiga m massali yuk ham mahkamlangan. 
Stctjenning massasini hisobga olmasdan mayatnik kichik tebranishlari­
ning davrini toping.

24. Harxil C,va C2 qattiqlikka ega bo'lgan ikkita parallel prujinaga 
osilgan sterjen bosh tebranishlarini tekshiring.

25 Gorizontal konsol to'sin uchlariga uning tayanchlaridan bir xil
£ masofada biriktirilgan ikkita bir xil Q yuk bosh tebranishlarining

shakllari va chastotasini toping. Uzunligi 3 (. bo'lgan to'sin bir-biridan

(■ masofada turgan ikki tayanchda erkin yotadi; to'sin ko'ndalang ke- 
simining inersiya momenti /; to'sin materialining Yung moduli E. 
To'sin massasini hisobga olmang.

Javob:
4l = Ф* +2 Ф2~ = c\ sin(A:,/ + a ,);

t l  = Ф| 2 ~  = Cl *>n(^/ + a 2).



F o y d a l a n i l g a n  а д а б и ё т л а р

1. Н.В.Бутенин и другие. Курс теоретической механики. 
Том 2, М., «Наука», 1979.

2. Н.В.Бутенин. Введение в аналитическую механику. М., 
«Наука», 1971.

3. В. В. Довронравов и другие. Курс теоретической механики. 
М., «Высшая школа», 1974.

4. И.В.Мецерский. Сборник задач по теоретической механике. 
М., «Наука», 1986.

5. С.М.Тарг. Краткий курс теоретической механики. М., 
«Наука», 1972.

6. P.Shohaydarova va boshqalar. Nazariy mexanika. T., 
«O'qituvchi», 1981.

7. P. Qurbonov. Matematik mayatnik va parametrik tebranishlar. 
T., «0‘qituvchi», 1990.

8. В.А.Юрисов. Задачник — практикум по аналитической 
механике. М., «Просвещение», 1969.

9. А.Яблонский. Курс теоретической механики. М., «Высшая 
школа», ч. 11, 1971.

К). Теоретическая механика. Методическая указания и 
конгрольные задания. (Под.редцакцией проф. С.М. Тарга). М., 
«Высшая школа» 1989.

11. Н.А.Кильчевский. Курс теоретической механики . Том 2. 
М., «Наука», 1977.

12. Сборник заданий для курсовых работ по теоретической 
механике (Под общей редакцией проф. А.А.Яблонского). М., 
«Высшая школа» 1985.

13. L.I.Boymuivdova, PB.Ziyayev. Nazariy mexanika. Metodik 
kolrsatnialar va nazorat topshiriqlari. T., 1985.

14. P. Qurbonov, Sh.Misirov, Ch.Saidov. Nazariy mexanikadan 
savollar va masalalar echish. T., 2003.

156



MUNDARIJA

So‘zboshi................................................................................... 3

1- §. Mumkin bo'lgan ko'chishlar prinsipi
i. Nazariy qism.......................................................................... 5
II. Masalalaryechish................................................................13
III. Savol va masalalar............................................................... 22

2-§. Dalambcr prinsipi. Dinamikaning umumiy tcnglamasi
I. Nazariy qism........................................................................ 25
II. Masalalar yechish............................................................... 29
III. Savol va masalalar............................................................... 38

3- §. Lagranjning birinchi tur tenglamalari
I. Nazariy qism........................................................................ 41
II. Masalalar yechish............................................................... 46
III. Savol va masalalar............................................................... 58

4- §. Lagranjning ikkinchi tur tenglamalari
I. Nazariy qism........................................................................ 61
II. Masalalar yechish.............................................................. 65
III. Savol va masalalar.............................................................. 78

5- §. Siklik koordinatalar va integrallar. Encrgiya integrali
I. Nazariy qism........................................................................ 81
II. Masalalar yechish.............................................................. 83
III. Savol va masalalar............................................................... 87

6- §. Gamilton funksiyasi. Mexanikaning kanonik 
tenglamalari

I. Nazariy qism........................................................................ 90
II. Masalalar yechish............................................................... 94
III. Savol va masalalar..............................................................100

157



7- §. Klassik mcxanikaning variatsion-inlegral prinsiplari
I. Nazariy qism.....................................................................  103
II. Savol va masalalar.............................................................  110

8- §. Mexanik sistcmaning kichik chiziqli tebranishlari
I. Nazariy qism....................................................................... 112
II. Masalalar yechish........................................................... 118
III. Savol va masalalar............................................................ 135

9- §. Erkinlik darajasi chckii bo‘lgan sistcmaning 
tebranishlari

I. Nazariy qism......................................................................138
II. Masalalar yechish............................................................ 144
III. Savol va masalalar............................................................ 153
Adabiyotlar............................................................................ 156



PARDA QURBONOV 
SHIRAZI MISIROV

Analitik mexanikadan masalalar yechish

О 'quv qo ‘Hanта

Muharrir X. Po'laixojayev 
Passom Sit. OJilov 

Texnik muharrir Ye. Tolochko 
Dizayncr A.Tillaxojayev 
Musahhih M. Usmonova

IB№ 0 9 -1 9 3

Bosishga ruxsat ctildi 12.12.2005. Bichimi 84xl08 '/Jr Times 
gamiturasi. Ofset bosma usulida bosildi. Shartli b. t. 8.4. Nashr. b. t. 
10,8. Sliarinoma№ 77—2005. Adadi 1000 nusxa. №171 buvurima.

C h o ip o n  nomidagi nashriyot-m atbaa ijodiy uyi. 700129, 
Toshkent. Navoiy ko'chasi, 30- uy.

„A rnaprint" M ChJ bosm axonasida chop etildi. 700182, 
Toshkent, H. Boyqaro ko'chasi, 41- uy.


