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So‘zboshi

Respublikamizda turli lexnikaviy jarayonlarning rivojlanib
borishi mexanik harakatning yangi-yangi muammolarini
ycchish va lial gilishga chorlamoqda.

Nazariy mexanika mexanika fanining asosiy gismi
bo'lib, uning gonunlari va usullari hozirgi zamon fan
hamda tcxnikasining amaliy va nazariy masalalarini hal
gilishning asosiy tekshirish vositasi bo‘lib qoldi. Shunday
ekan, nazariy mexanikaning yakunlovchi gismi bo'lgan
analitik mexanikaning asosiy tushunchalari va gonunlari
bayon qilingan mavzularni chuqur hamda mazmunli
o'rganish tabiat va tcxnika fanlarining ayniqgsa, nazariy
fizikaning navbatdagi boMimlarini muvaffagiyatli o'zlash-
tirish uchun zarurdir.

Analitik mexanikaning bunday mavzulariga: mexani-
kaning differensial va integral prinsiplari, Lagranjning 1
va Il tur tenglamalari, siklik integrallar hamda saqlanish
gonunlari, Gamiltonning kanonik tenglamalari va bosh-
galar kiradi. Analitik mexanika gonunlari va usullari
universal xususiyatga ega. Uning usullari bilan fagatgina
mexanik masalalar tekshirilib golmasdan, balki elektr,
elcktromagnit, yorug'lik, atom va atom yadrosi masalalari
ham tekshiriladi. Shuning uchun ham analitik mexanika-
ning g‘oya va usullarini chuqur o'zlashtirish muhim aha-
miyatga ega.

Nazariy mexanika va uning go'llanilishiga doir muam-
inolarni hal gilishda bu fanga tegishli bo‘lgan masalalarni
turli usullar bilan yechish muhim ahamiyatga ega.

Mazkur o'quv go'llanmani yozishdan magsad —analitik
mexanikaning asosiy gonunlari va usullarini bayon gilish, bu
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.......... usullarni anig masalalar yechishdago'llashdan

Qo'llanmada ba’zi bir nazariy (dalillar) tushuncha
(teoicma)lar isbotsiz keltirilgan. Bu tushunchalar asoslan-
K.m manbalar adabiyotlar ro'yxatida ko'rsatilgan.

Ushbu kitobning liar bir mavzusida oldin nazariy mate-
nallar bayon gilingan, so'ngra o'rganilgan materialga oid
masalalar yechilgan, keyin esa mavzuga oid savollar va ma-
salalar bcrilgan.

Kitob ilk marta chop ctilayotganligi sababli ayrim xato
va kamchilildardan lioli deb boMmaydi.

Qo'llanmaning sifatini yaxshilash uchun bildirilgan fikr
va mulohazalaringizni mamnuniyat bilan gabul gilamiz va
oldindan minnatdorchilik bildiramiz.

Mualliflar

I §. Mumkin bo'lgan ko'chishlar prinsipi

I. Nazariy gism

Bu mavzuda analitik mexanikaning predmeti, bog'lanishlar
a ularning Klassifikatsiyasi, mexanik sistemaning mumkin
lui'lgan (virtual) ko'chishi, sistemaning erkinlik darajasi,
ideal bog'lanishlar va mumkin bo'lgan ko'chishlar prinsipi
liagida ma’lumot beriladi va masalalar yechiladi.

I. Shu vaqgtga gadar Nyuton mexanikasining asoslarini
o'rgandik. Endi Lagranj mexanikasining asoslarini o'rga-
nishga o‘tamiz. Lagranj mexanikasi ko'pincha analitik
mexanika nomi bilan yuritiladi.

Analitik mexanika mexanik sistemalar bilan ish ko'radi.
Bir-biri bilan ma’lum munosabatda bog'langan hamda bar
bir nugtasining harakati boshga nugqtalarining holati va
harakatiga bog'lig bo'lgan moddiy nuqtalar to'plamiga me-
xanik sistema deyiladi. Istalgan mashina yoki mexanizm
mexanik sistemaga misol bo'la oladi, chunki mashina va
mexanizmlarning gismlari bir-birlari bilan sharnirlar,
sterjenlar, tasmalar, tishli g'ildirakli vositasida bog'langan
ho'ladi. Bu holda sistema nugtalariga bog'lanishlar orgali
beriladigan taranglik yoki o'zaro bosim kuchlari ta’sir giladi.

Mexanik sistema o0'zgarmas va o'zgaruvchan sistemaga
bo'linadi.

Agar mexanik sistemani tashkil etuvchi nugtalar orasi-
dagi masofalar uning harakati davomida o'zgarmasdan
goh.i, bunday mexanik sistemaga o'zgarmas mexanik siste-
ma deyiladi

Masulun, aboslut gattig jismni o'zgarmas mexanik siste-
ma deb gniash mumkin.

Endi erkin va erkin bo'Imagan mexanik sistemalar
luslumeha Kiritiladi.



Agar mexanik sistemaning istalgan ikkita nuqtasi orasij
dagi masofasi uning harakati davomida o'zgarib tursa, bum
day mexanik sistemaga o'zgaruvchan mexanik sistema deyila<
di. Masalan, deformatsiyalanuvchi jism o‘zgaruvchan mexifl
nik sistemaga misol bo'la oladi.

Analitik mexanikada barcha mexanik sistcmalarga go'llab
bo'ladigan harakat va muvozanatni o'rganishning umumiy
va yagona metodlari o'rnatiladi. Mexanik sistemaning
mumkin bo'lgan barcha harakatlarini o'rganish va tekshi*
rishda matematik analiz metodlari asosiy vosita bo'hh
xizmat giladi.

Analitik mexanikada chiqgariladigan harakat tenglamalnrl
mexanik sistemaning ko'rinishiga, sistema harakatiga
go'yiladigan shartlarning xususiyatlariga bog'lig bo'Imaydi,

Analitik mexanikaning umumiy tenglamalari sistcmn
harakatining xossalarini umumiy tekshirish uchun, shuning-I
dek, mexanikada aniq nazariy va amaliy masalalar yechisli
uchun juda qulay.

Analitik mexanika metodlari fagatgina nazariy tekshirish-
lar uchun fundamental ahamiyatga ega bo'lmasdan balki,
muhandislik amaliy hisoblash ishlarida ham muhim ahamiyatga
ega.

Analitik mexanikaning barcha teoremalari va tenglamalari
ba’zi bir asosiy tushunchalar va prinsiplarga asoslanib sliakM
lantiriladi hamda chiqariladi.

2. Erkin va erkin bo'Imagan nugta hagida nuqta dina-
mikasida to'liq tasavvurga ega bo'lgan edik.

Endi erkin va erkin bo'lmagan mexanik sistemalar tushun
chasi Kiritiladi.

Agar mexanik sistemaning liar bir nuqtasi fazoda istal-
gan holatni egallab, istalgan tezlikka erishsa, u holda bunday
mexanik sistema erkin sistema deb ataladi. Erkin mexanik
sistemaga Quyosh-sayyoralar sistemasi misol bo'ladi. Barcha
sayyoralar va Quyosh orasida tortishish kuchi mavjud bo'lib,
sayyora va Quyoshning holatini va tezliklarini hech nima
chegaralamaydi. Ular orbita bo'ylab erkin harakat giladi. Agar
mexanik sistemani tashkil giluvchi nuqgtalar vajismlar fazoda
istalgan holatni egallab, istalgan tezlikka erisha olmasa, ya’ni
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DKIHM lIMIutiga va tezligiga to'sqinlik giluvchi cheklashlar
»U n liolda bunday mexanik sistema erkinmas sistema
ilBil nli  Mexanik sistema nugtalarining koordinatalariga va

Iftfliklariga qo'yilgan barcha cheklashlar bog'lanishlar
|| ilnli levarak-atrofdagi istalgan mexanizm, qattiq jism,
pfiiltt>H e(uriima erkinmas jismga misol bo'la oladi. Bog'-
MitMIlllug sistemaga ko'rsatgan ta’siri bog1anish reaksiya kuchi
ill 1t ill il.nil.

Mlitntlay qgilib, bog'lanishlar sistema nugtalarining koor-
ilm = iLii wn va tezliklarining o'zgarishiga cheklanishlar go'yadi.

An.iliiik ravishda cheklanishlar tenglamalar yoki tengsiz-
lIkini 1" tinishida ifodalanib yoziladi.

Ib W lya kuchi sistema ko'chishga intilayotgan yo'nalishga
i mi i giirshi tomonga yo'nalgan bo'ladi. Reaksiya kuchining
1 i niluyotgan kuchdan fargi shundaki, reaksiya kuchi
........ . li.uakatga kcltira olmaydi. Uning kattaligi va yo'nalishi
li mv < iisir gilayotgan kuchlarga bog'lig. Shuning uchun
mRIIlyi kuchi oldindan ma’lum bo'lmaydi.

i 'l.lemaga qo'yilgan bog'ianishlarning xususiyatlari
IkiH ini sistemaning harakatiga bog'lig bo'lmasdan balki
|[*1» hi e luirakatini o'rganish uchun go'llaniladigan usullarga
l.... bug lig bo'ladi.

Inin.lay ekan bog'lanishlarni bir-biridan farglash va
ill-.... iml.irga ajratish muhim ahamiyatga ega. Bog'lanishlar-
"iiii,] milium belgi va xususiyatlariga garab turlarga bo'linadi.
Hug Iim hlar birinchi navbatda ikkita sinfga bo'linadi:
Ailunumll va golonomsiz bog'lanishlar. Agar bog'lanishlar
e .. linulalarga nisbatan chekli sondagi tenglamalar yoki
..... i liklarbilan ifodalanadigan bo'lsa, bunday bog'lanishga
[ii/....mli bogfanish deyiladi. Golonomli bog'lanishlar
....... illmitalarga nisbatan intcgrallanuvchi differensial
nugh.....  bilan ifodalanib yoziladi. Boshgacha aytganda,
.............. li bog'lanishning ifodalari koordinatalarning vaqt
Myli ltit hosilalarini o'z tarkibiga olmaydi. Bunday bog‘-
Ihiil hi uning ifodalari umumiy holda quyidagi ko'rinishga

Hl
f(Xi,yhZiH)lo, i =\,n m (0
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Golonomli bog'lanishlarni ko‘pineha geometrik bog*
nishlar ham deyiladi. Golonom bog'lanishli nuqgta (jisii
ma’lum bir sin yoki cgri chiziq bo'ylab harakatlanadi. 1

Sigilmaydigan va cho‘zilmaydigan AB sterjenning run
talari uchun sterjen golonomli bog'lanishdir.

Chunki sterjenning uchlaridagi nugtalarining harakti
bir-biriga bog'liq bo'lishi bilan birga, ular koordinatalail
ning barchasi ixtiyoriy bo'Imasdan, quyidagi gonung
bo'ysinadi:

\in\=>/(*/? - xiA)2+(yIB - ylA)2 +UiB - ziA)2 . i=14

Agar bog'lanish sistema nugtalarining holatigagina cinm
balki ularning tezliklariga ham chek go'ysa, bund*
bog'lanishga golonomsiz bog'lanish deyiladi. Golonomsf
bog'lanishlar koordinatalarga nisbatan integrallanmaydig.i
difTerensial tenglamalar bilan ifodalanadi. Golonomsl
bog'lanishning tenglamalari nugtalarning koordinatalari v
ularning vaqt bo‘yicha hosilalarini bog'laydi. Shunday qihl
golonomsiz bog'lanishlar integrallanmaydigan, umumi
holda

@(xhyh Zixhyhii,t) =0 (/= 1,n) 2
ko'rinishdagi difTerensial tenglamalar bilan tavsiflanadi,
Integrallanmaslik shu ma’noda tushuniladiki, bog'lanisiml
ifodalovchi tenglamaning chap tomonini koordinatalargrti
nisbatan birorta funksiyaning to'liq difTerensialiga keltirislt,
ya’ni df(xhyhzit) =0 ko'rinishda ifodalash mumkin
emasligi tushuniladi.

Ko'pincha golonomsiz bog'lanishlarni kinematik bog'l.i
nishlar ham deyiladi. Kinematik bog'lanishlarda sistema nuq
talarining koordinatalarigagina emas, balki ularning tezlik va
tezlanishlariga ham chek qo'yiladi. Agar (2) kinematik
bog'lanish tenglamasini integrallash yo'li bilan (1) ko'rinishgn
keltirish mumkin bo'lsa, bunday bog'lanish golonomli
bo'ladi.

Agar mexanik sistemaga K ta bog'lanish go'yilgan bo'll.a,
u holda bog'lanish tenglamalari soni k ta bo'ladi:

fj(xhyi,zi,Xi,yh Zi;t) =0 3)
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I-1,4 J-LA-.
litni'ili «olonomli bo'lsa, lining bog'lanish
f| tlitvlil iid I'n iinishga ega bo'ladi:

/j(xi,yi, Zi,0 =0 4
- Lff. j =1k
hi 1til'ii ven1le 1 oslikor bog'langan va bog'lanmagan

HItIKl

Inim hmi.li vai|l o'tishi bilan o'zgarmasa, ya’ni t
up Lill 1 tcnglnmasi (tengsizligi)da oshkor
Hill i Inin<lay bog'lanishni statsionar bog'lanish

», .V:!.i 22’1

>e1l ini'll" ) | =0 tenglania bilan ifodala-
a

>lit |« .Hilda yotsa, bu tenglama bog'lanishning

il inili T'il.m o'/garmasligini ko'rsatadi.
aw diuni bltta cllipsoidda yotib, fazoda ko'chmaydi
HiulMMiliiiinuydi.

ny| I'Ini i vaqt o'tishi bilan o'zgarib tursa, ya’ni
|Kli v ngl.im.isida | vagt oshkor gatnashsa, bunday
i 1. Uhlhlonar bo'Imagan bog'lanish deyiladi. Masalan,
eIfii'Mimi)" i ii/unligi berilgan gonun bo'yicha xususiy
t- i auditor, (<o >a) gqonun bo'yicha o'zgarsa,

i Ikdiln bii)” l.uiish lenglamasi

* iy2ir2 (r0O+osinw/)2=0
knie "e«a Im'lib, I vagt bu bog'lanish tenglamasida
;m k.noeiiliiii lii'li Agar bog'lanishlar tenglamalar bilan
lintM.inlhi bu ha. bunday bog'lanishlarni bo'shatuvchi,
If«i ltn« him lihii irngsizliklar bilan ifodalanadigan bo'lsa,
mill "mu Inn Muwu bo'shalmovchi bog'lanishlar deyiladi.
« Amina nHsanikada keng go'llaniladigan mumkin

* s ko’chish tushunchasini shakllantiramiz.
_wuy ieai iiniiiining mumkin bo'lgan ko'chishi deb,
WANg>.......ii iliiiiiiiiii' bog'lanishlar tomonidan go'yiladigan

Into i" »* 111 liliii iiii qanoatlantiradigan (buzniaydigan) yoki



bogianishlar bilan birgalikda bajaradigan cheksiz knit!
ko'chishiga aytiladi. Ko'pincha chcksiz kichik mumkin bo'ltull
ko‘chishni virtual ko thish deb ham ataladi.

Sistema nugtalarining mumkin boMgan ko‘chishlari gnyl
idagi ikkita shartni ganoatlantirishi kerak: 1) mumkin bo*jiy/1
ko‘chish cheksiz kichik migdor boMishi kerak. Chunki cholj
ko'chishda sistema boshga holatga o'tib, muvozanat shartltifl
boshgacha boMib golishi ham mumkin;

2) sistemaga qo'yilgan barcha bogManishlar saglanidt
kerak, bordi-yu bogManishlar buzilsa, sistemaning ko'rl
nishini o ‘zgartirgan boMamiz (sistema boshgacha sislerti
boMib goladi).

Nugta uchun mumkin boMgan ko'chish tushuncha.ini
golonom bogManishli hoi uchun garab chigiladi.

Biror M(xQy0,z0) nugta
f(x,y,z,t) =0

tenglama bilan aniglanuvchi sirtda joylashgan boMib,
holati t vaqgtning tayinlangan tn giymatiga mos keluvclu

N=* ‘“+Yow +2 k radius-vektor bilan aniglansin, i/,
nugtaning cheksiz kichik 8r atrofidagi holatlarini teksin

/- rasm.
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(HIlIM ntiully.il tcgishli bo'lgan J1/(x0+5x,0 +
IMilliiHi 4. (ilining holati (I- rasm).

IM (i, ifix)7 f(yO+5y)m +(ro+5z) k
nA"L Indin aiilglaiiadi. Bunda 8x,8y,8r miqdorlar
tin i kmmini,ila o'glardagi proyeksiyalar bo'lib,
(im< /il A vcktori /j,(r) radius-vektor bilan
ftfIn tiiii|llililny / (/) radius-vektor bilan aniglanuv-
bil < u ii .lidiiyi ko'chishini, ya’ni rO(t) radius-
il1* 11 ¥ lii Ink orttirmasini ifodalaydi. Ana shu 87
LWy'yl m /mly<in ko'chish vektori deb ataladi.

M '|ilmi Ini .V vektorni /jj(f) vektorning variatsiyasi,
lyi,Ai n pmyeksiyalarini esa koordinatalarning
Kit*l i>b ataladi.

M vnkltttning

*0 +6*,Y0 +5y,ro +5r
till *' luiy’lanish tenglamasini, ya’ni sirt tenglama-
fVIItinlltishi kerak:
[(xg+fix, Yo+8y, ro+8r,/)=0. (5)
ImillllkllinK chap tomonini Sx,Sy,8zning darajalari
'0* tin !aluiyn yoyib, Sx2,Sy~,5z~,Sx8y,8x8z,8y8r,...
................ giilnashgan hadlarni e’tiborga olmasdan,

141 v M- 4 ckanligi e’tiborga olinsa, koordinata-
v, Viiiliil*i\ ilaiig;i qo'yiladigan cheklashlar sharti hosil

i e &/ S Tall 5oy
ih dy )

(6)

il v Ml hi Jimniigtasining normali bo’yicha yo’nalgan
Mill to ... . > desak, bu vektorning koordinata 0°‘glarida-
[|[[IHtVii 1 i nutmalning yo’naltiruvchi kosinuslariga teng
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bo'lib, yo'naltiruvchi kosinuslar esa xususly

hosilalarga proporsional bo'ladi. Bunday holda (6) tcnglikm
quyidagicha yozisit mumkin:
nwbr =0 )

Bu tenglikning chap tomoni n va 8r vektorlarningskal.il
ko'paytmasini ifodalaydi. Bu skalar ko'paytmaning nolga ten
gligiesa n va Sr vektorlarning o'zaro perpendikular bo'lisli
ligini bildiradi. Demak, (7) tenglikdan Sr vektorning /
normalga perpendikular bo'lishligi kelib chigadi. Bu esa Sr
mumkin bo'lgan ko'chish vektorining MQnugqta orgali o'tgan
urinma tekislikda yotishligini bildiradi.

5. Analitik mexanikada harakatni va mexanik sistemanin
muvozanatini tekshirish uchun qo'llaniladigan yana bit
tushuncha mumkin bo'lgan ko'chishda moddiy nugtagn
go'yilgan kuchning bajargan elementar ishi tushunchasidan
foydalaniladi.

Kuchning elementar ko'chishdagi bajargan ishi skalai
miqgdor bo'lib, F vektor kuchning mumkin bo'lgan Sr
vektor ko'chishga bo'lgan skalar ko'paytmasiga teng bo'ladi.
Elementar ishni &1 orgali belgilansa, uning ifodasi

SA=F Sr 8)
koordinata shaklida esa
51 = ISx + FySy + FzSz (9)
ko'rinishda bo'ladi.

Agar mexanik sistema nugtalariga F\,F2,...,F,,, kuchlar
go'yilgan bo'lib, ular bu kuchlar ta’sirida 5q,5/*.....S/j,
mumkin bo'lgan ko'chishlar olsa, u holda bu kuchlarning
virtual bajargan ishi sistemaning virtual ko'chishdagi ishi
bo'ladi.

Bu ish 81=J)8I* =£ koordinata shaklida
K K
quyidagi formula yordamida topiladi:
= £ (fkx"k + bybYK +Fz"k) (10)
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(- Mnridly migtalar sistemasining bog'lanish reaksiya
)|ih lil unull)' islalgan mumkin bo'lgan ko'chishda bajargan
illllaniMMi* yii''iiKlisi nolga long bo'lsa, bunday bog'lanishga

Inu'hinisli deyiladi. Ideal bog'lanishlar uchun quyidagi
iMti'™M o'i mli:

8A =X Rkbrk =0. (11)
K

M al hug'lanishlarga absolut silliq tckislik, sirti absolut
(jtUllg Mriicn va bokazolar misol bo'ladi.

Mumkin bo'lgan ko'chishlar prinsipi. Agar moddiy
itiglalai M.temasi muvozanatda bo'lsa, u holda sistemaning
lull quid.is mumkin bo'lgan ko'chishida faol kuchlarning
bni nt m I'In nolga tong bo'ladi, ya’ni

M" =£R/1'"=£ 4 'é&=0" (12)
K K
I ... linaia shaklida
M" £ (Fxkbxk + Fykbyk HFzkbzk) =0+ (13)
K

Il. Masalalar yechish

I MMsalu. All richagning yelkasiga FA va FB kuchlar
ftHImil iiivi-.hda la’sir giladi. 0 tayanch nuqgtasiga nisbatan
«1 M 1\i Il nugtalarining mumkin bo'lgan ko'chishlarini
him.21He va lichagning muvozanatlik shartini o'rnating.

\.. hull 1) \ll richagda mumkin bo'lgan ko'chish uning
tMMuw h 0 nugtasi atrofidagi 8g cheksiz kichik burilish
I'Im luitflali

Il bif. ) lavanch nuqta atrofida burilganda A va B nug-
liilii 11 < I, uylana yoylari bo'ylab siljiydi. Tagriban bu
Kin id.mi in)" n chi/.iq kesmalariga almashtirib, A va B
hugi d.ii 1> munikin bo'lgan ko'chishlarini hisoblash
HiumHiHJ  rumH):

.S1 1> isp 08ip; 65 =OB 8p= /Bp.



2). Richagning muvo/aiuil*
lik shartini o'rnatamiz. 6Y,| vl
55g miqgdorlar mos ravisinlii

Fa va FB kuchlar go'yilg.m

MmAva B nugtalarning nnimkni

bo'lgan ko'chishlarini ifod.i

laydi. Richagga ideal

bog'lanishli sterjen deb garuJ

sak, mumkin bo'lgan ko'chish prinsipiga ko'ra quyidag|
tenglik hosil bo'ladi:

Fah4 + =0.
Bunda 65" =6q 6SB =-£8qp FAa&p- FBbSq =0 =
= (Fa m- B)5p=Q=>FA a-FB b=0
= V8p®0 >FAa=FBbe

Shunday qilib, richagning muvozanatlik shartini (I
aylanish markaziga nisbatan go'yilgan kuchlar momentlarl
ning tengligi ifodalaydi.

2- masala. Muvozanat holat vaqgtida krivoship-shatun
mexanizmining krivoshipiga ta’sir etuvchi juftning M
momenti bilan porshenga ta’sir etuvchi p bosim kuchl
orasidagi bog'lanishni toping. Krivoshipning uzunligi OA r
ga, shatunning uzunligi AB =(ga teng (3- rasm).

Yechish. 59 — krivoshipning M momentli juft ta’siii

dagi mumkin bo'lgan burilish burchagi, 6SB esa p bosun
kuchi ta’sirida porshen
ning olgan mumkin
bo'lgan ko'chishi bo'lsin,
Shatun-krivoship mexa-
nizmiga mumkin bo'lgan
ko'chish prinsipini
go'llanilsa

PbSB - ABp=0

tenglik hosil bo'ladi.



ry "V__ ckanligi............ c’Liborga olinsu

Hiisl<i>ni'iii” iiipiliidi,

My =MwA. )
| ||/|I7|1 “/l vi H,., orasidagi bog'lanish o'rnatiladi. A
Mn i, -"™ni Ic/likka cga. Bu tczlik OA ga perpendikular
MII I' iliigiuning tc/.ligi esa BO to'g'ri chizig bo'ylab
'Hi.in  liv.liklarning proyeksiyalari haqidagi
kn'ia
0,1 COSa = Op cos(3.

4 MIf* \)AH uchun tashqi burchak bo'ladi:
I f 1iiip Himdan a=90°-(¢ +P) bo'lishligini topa-

e, ldu o SNPER) L eine o
> WA gl T = OGN+ cos<p#b)
bun link lopiladi. OAB uchburchakdan ° " S'Zq’

LW} bn il bo'ladi. UP=~/=1~ formula c’tiborga

\JI - sin2P
Mh** kjiividiqu nalija kclib chigadi:
O, MY, /(1+-_==="-)sing. @
- 15UPd

I'l m ill > go'yib, quyidagi izlanayotgan bog'lanish

VB 1+ | rcos*
yje2-r sin2d¢

I um tin (“unlardan tuzilib, uclita tayanchda turgan
m Ik ill « niHJi,ula sharnirli biriktirilgan ikkita to'sindan
Maa I" Inca 1, 6 | va 3t vcrtikal yo'nalgan kuchlar
till qiiiili i1 i.ism), O'ichovlar ko'rsatilgan. A, B va D
ejeee®ele i bivnin h rcaksiyalarini aniglang.

15



4- rasm.

Yechish. AD to'sinni muvozanatdagi AC va CD to'sin
lardan iborat bo'lgan ikki gattiq jismdan tashkil topgufl
sistema deb garaymiz.

Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipini go'llab, A, B va />
tayanchlardagi reaksiya kuchlarini aniglanadi.

1 Ra tayanch rcaksiyani aniglash uchun A tayanch bog'j
lanishdan ozod qilinadi, ya’ni bu tayanchni uning A,
reaksiya kuchi bilan almashtiriladi. A nugta vertikal yuqorigil
yo'nalgan brA mumkin bo'lgan ko'chish beriladi. Biining

natijasida P kuch go'yilgan E nuqta ham 5rE mumkin

bo'lgan ko'chish oladi.5/? va 6rE mumkin bo'lgan ko'chish*
lar orasidagi bog'lanishni CEE"\a CAA' uchburchaklarning
o'xshashligidan foydalanib o'rnatiladi. O'xshash uchbui
chaklarning mos tomonlari proporsional bo'ladi:

EC EFE'

AC AA

AC to'singa mumkin bo'lgan ko'chish prinsipini
go'llanilsa, quyidagi tengliklar hosil bo'ladi:
16



KAbrA + PfirE = O

1 KNATAA-N\6rE =(I

H +'-1\ =1-27 =17
n 1N\ nH lining reaksiya kuchini aniglash uchun, bu
I>|[f>ui. Imi liknm olib tashlab, uning ta’siri RB kuch bilan
h**>litnlindi Csharnirga vertikal yugoriga yo'nalgan 5rc

HlimiHn Int'lgan ko'chish beramiz. P\,P2,RB va B kuclilar
HtuIrni / N, Hva K nuqgtalarning mumkin bo'lgan
Hwm 1l ,mill mos ravishda SFE,8r~,8rBva 5rk orgali
InLiilimnh Hu mumkin bo'lgan ko'chishlarni uchbur-

wflpki*4I nil it n\sluishligidan foydalanib, 5rc mumkin bo'lgan
In ii nigali ifodalanadi:

% ="8rc; 8N =|src;

«B ="Src; 5rK = ~brc.

N"rl" *Bb&T + + P8rE =0,

ft/; 16 j8rc- RB \brc+3|6/-c=0,
0 3 3

25+6 |-§ /1B+3 5="°"
| +5 — +1=0,

18-24Ai +3 =0,

M 21~ S = 10.jfrt. I
17 L -.TAM wu AMN

I » * * £ T



3. Endi D nugtaning tayanch reaksiyasini aniglayr
Miming uchun D tayanch bog'lanishdan ozod qilinadi, yu'l
lining reaksiyasini RO kuch bilan almashtiriladi. D niiglag

&/) mumkin bo'lgan ko‘chish beriladi. Natijada N, Nva /

nuqgtalar ham mos ravishda érar, 5rB va ‘@K mumkin bo*Igail
ko'chishlar oladi. Bu mumkin bo'lgan ko'chishlarni udi
burchaklaming o'xshashligidan foydalanib, 5rD mumkill
bo'lgan ko‘chish orgali ifodalanadi:

Endi CD to‘singa mumkin bo'lgan ko'chish prinsipm
go'llaymiz: P8rN - Rn&D+ P%6rk - RD SrD=0.

6+~SrD- 10548rD+3+hrD-Rd -8/ =0,
135+2=Rd = Ro =-0,5T.

Eslatma. Rbtayanchning reaksiyasini parallel kuchlarniii
muvozanatlik shartidan ham foydalanib topish mumkin (5
rasm):

5- rasm.

Ro+R+R+Rfi +RB+R) —0
-1+2+6+3-10,5-/?p =0,
11-11,5=Rd ==Rd =-0,5 t.
4- masala. Mexanizm gorizontal tekislikda kuchlar ta'si-
rida muvozanatda turibdi. Muvozanat holat esa a =40".
L 120 y=90° $=90° 0=60° burchaklar bilan aniglu

nadi. Mexanizm sterjenlarining uzunliklar  =0,4 m, (ij
18



IpIHIrtHtItH ... 11" " I\tlyoricha); E nugta ster-

HIHto Hvrtelimui 1i  n|Mii)"."ichga /¢ elastik kuchi
t4IN illviHiili /<A Ibmuila bo'yicha
> hMIIHHMET « Li.iik korllilsiyenti, X —
1* 1 L H/Ht
I infill*W I' "|ee'l In |1 o 100/ kucli, 0,A
l1'i/l/ ... Hill [iili kin'll 1a’sirgiladi.
H p eluliila (mi. null |<111111 /, ilol'or-
Myl e |Vbl# 1T 144111

L] [1bAll vini c liudir 1ullli . M/m diiz.iladi
Ve 1 hiihnl in Ini N kv n il D10 G G- laydi (7-

WHIMs#HMIL . .. . I"" M li.i vasaymi/. Pru-
mpHMM'li dil" lini'l.ki il  nugy' /<A clastiklik

B " null vv tin hull
sill O'M" w."" a i* Li.il .Li " Ijmiii iidum, og'irlik
IM Inli'l'ih ihlm i"il]" i inig bo'ladi. Masalani
HW MM Hllnl-iii in. Ijmii K..i hislilil prinsipidan

v



7- rasm.

£ 8/F =0, ()
K

bunda Mk — faol kuchlar va momcntlarning bajargai
elementar ishlari.
Mexanizmga ta’sir giluvchi faol kuchlarni tasvirlaymiz

Q — sirpang'ichga ta’sir etuvchi kuch, F — prujinanin
elastiklik kuchi va M momentli juft, fnoma’lum kuch (1

tenglamadan foydalanib topiladi, F ni bilgan holda F =cX
munosabatdan X ni aniglaymiz.
(D tenglamani tuzish uchun mexanizmga mumk

bo'lgan ko'chish beriladi. 59 — 1- steijenningO, o'gatrofida

burilish burchagi 5SB va 8Sp esa B va Z)sirpang‘ichlarning
mumkin bo'lgan ko'chishlari bo‘Isin.
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A, n\,, \'i m§( o'/iiio bog'lanmagan mumkin bo'lgan
IfMilulibndii  Mi wtitl/m Ini crkinlik darajaga cga bo'lgan-
1™ hilitvli 11Hi o/gaiuvchi sifatida u uchala migdorlardan
|lerL(bim ItliEiMiiL giilnil gilishi mumkin. Erkli o'zgaruvchi
«llaiiilit Ali, bimlisli burchagi gabul gilinsa, 6SA,5SB,dS/j
bl \Sf iminikin bo'lgan ko'chishlar 6g>,orgali ifodalanadi.

Nwal /1, topiladi va lining yo'nalishi aniglanadi (6Aa
H"i yn iinlishini 6, ning yo'nalishi aniglaydi):

SSA ="|6(pj, 85" 10, A

I mil 85/ ni topiladi. Bu ko'chish AB kesma bo'ylab
vl n.drill) va ko'chishning AB to'g'ri chizigdagi
[nn\i k.iyasiga tcng:

Fi y
6SE =5SAco0s30° =" - 8Sa =y “NSopi-

I ltdi 854 va 8SB ko'chishlar orasidagi bog'lanish
n’matiladi:

ftSA cos 30° = 8SE cos 60° =854 = 7385,4 = T3 5¢|.

Shuningdek, 8SD va SSA ko'chishlar orasidagi bog'-

Imi h ham o'rnatiladi:
6SD =S5£ cos30° =Y Y A8FPL=| NiSip, ="SSA. (1)
Bulardan (1) tenglama tuziladi:

£ 8M1E =/1/8¢| + Q&Sd - F8SB =0, 89 * 0
K

NU5h, +Qw[3d! —F «y/3(,blp, =0,
v +"e,Q-Jie,F =0,

t M+le,Q 100+!-0,4+400u 220 ,
73f, ~ 75-0,4 ~0,4T3 -«
21



F 220 220 sm =
72-1,732

K=\,16sm m

I1l. Savol va masalalar

1 Analitik mexanikaning prcdmeti, asosiy tushunchalari va viif
falarini izohlang.

2. Bog'lanishlar deb nimaga aytiladi? Bog'lanishlarni klassifikaisi
qgiling: golonomli va golonomsiz (geometrik va kinematik yoki integu/
lanuvchi va intcgrallanmaydigan, bo'shatadigan va bo'shatmaydigui
bog'lanishlar ganday bo'ladi? Misollar keltiring.

3. Mexanik sistemaning umumlashgan koordinatalari deb ninef
aytiladi?

4. Mexanik sistemaning erkinlik darajasi deb nimaga aytiladi?

5. Qanday holda sistema nugtalarining dekart koordinatalari umutfl
lashgan koordinatalarga bog'liq bo'lishi bilan bir gatorda vaqgtga liafl
bog'lig bo'ladi?

6. Mexanik sistemaning mumkin bo'lgan ko'chishi deb nimafl
aytiladi?

7. Mumkin bo'lgan ko'chish sistemaga ta’sir etuvchi kuchlargl
bog'lig bo'ladinti?

8. Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipini ganday shakllantirislil
mumkin? ,

9. Ish tenglamasi ganday ko'rinishga ega bo'ladi?

10. Nima uchun mumkin bo'lgan ko'chish prinsipi bir ganchajisml
lardan tashkil topgan erkin bo'lmagan sistemaga qo'yilgan kuchlan
sistemasining muvozanatlik shartlarini o'rnatishga va muvozanat tenglal
malarini olishgajuda qulay?

11. Bir gancha erkinlik darajaga ega bo'lgan mexanik sistemaga ta’sirj
giluvchi kuchlar uchun ish tenglamalari ganday tuziladi?

12. Sodda mashinalarda harakatlantiruvchi kuch va garshilik kuchi]
orasidagi bog'lanish ganday bo'ladi?

13. Mexanikaning «Oltin qoidasi» ni shakllantiring.

14. Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipi yordamida bog'lanishlarning
reaksiyasi ganday aniglanadi?

15. Mumkin bo'lgan ko'chish vektorining yo'nalishi gandayl
aniglanadi?

16. Ideal bog'lanish deb ganday bog'lanishlarga aytiladi?

17. Egri chizigli ko'chishlar migdor va yo'nalish jihatidan ganday
aniglanadi?

22



[fut’_MihiIniiIii (_po_lispastlar). N ‘JN\O\ i [io=
, tiinli IM.., Kierjenli press) - We D
[Ifiii >ih liisli prinsipining a 2 b/ 4
lit) lindiMMIrng. © LS 5
tlitikin Imi'ljjiii ko'chishlar E s' F
« Inviliilitiiih, X rasmda tas- a 61s' 8
i liikat li ima 4, 5, 7 sterjen- i s ' 6
14 il'ildilniiml nniglang. K s'" L
i< a D ©
. L
M "TIiT) LT3 18
s N-b AL

[#»tM ilicdlitill)

Y
ei«ili n i li> /iludi).
Hii liiit'imir muvozanatlik shartini o‘rnating.
(I Ini W' lo'sin A nugtada qo‘zg‘almas sharnir bilan mah-
i li niigluda csa katokka (aravachaga) go'yilgan. To'sinning
VH Al I niigtadagi tayanch reaksiyasini aniglang.
no kg
lilvniiehda yotgan AD to‘sin, B nugtada sharnir mahkam-
ikkiMli. tinLin iborat. To'singa vertikal yo'nalishda —2 r, 6tva 3
*I* i glindi O'lchamlar 9- rasmda ko'rsatilgan. A, B, va D

kwh HA \T\RB =10,57";RD =0,57\

itjl 0 1 a 2a 2a
c B D
1 > BT d
t6t
9- rasm.

ft 1. lift 7/ va og'irligi /” bo'lgan to'sin A nuqtada qo'z-
I itlltut» tii -me1df i 1 nugtadan b masofada turgan C nugtada ka-

i. i(it til» in In .Inga A nugtadan mos ravishda a va 2( masofada
A | islli<iliitf< /'va (J vertikal kuchlar qo'yilgan. RAva Rc ta-
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H lHi" Dinainikaning
HVMMIIMIV - 1M 11L|11H11Y)|

/ Ntnurly gism

I Mm «'i nl n nituliliy utigta va sisiema dinamikasi
.................... Nwilnn gnimiilaiiga asoslangan tenglamalardan
Hifcl NyniMu tj«MinitliiiHilnr. nalijalari bo'lib hisoblanadigan

umiimlv n ......... iliiii'ii .iMi'Jaiigan usullardan foydalanib hal
il | iHw Ini nill a yo'l emas. Mcxanik sistemaning
blind a «i"iMImi \a inuvo/.anatlik shartlarini Nyuton
N nlilan iwn-, balki mcxanik prinsiplarga asoslanib

............ b niihi i Kin bo'lmagan sistemaning harakatini
n if mi b in Inin Dnlaniber o'zining nomi bilan ataluvchi
niiikiiim |munfii [un Uivsiya qildi.

In. iMB .iinnililing sistcmasiga nisbatan faol va bog'la-
ni b nid ivum kuchlari ta’siridagi m massali moddiy nuqta-
niiif WM icnglamasi quyidagi ko'rinisbga ega bo‘ladi:

Ta =F +R. (1)

linnda / — nuqtaga ta’sir giluvchi faol kuchlarning teng
Ih’mi i luvchisi, R esa nugtaga qo‘yilgan bog*lanishlar reaksiya
Wn Manning tcng ta’sir etuvchisi, a esa inersial sanoq
i.ilemassiga nisbatan nugtaning tezlanishi. Migdor jihatidan
nnglaning massasi biian uning tezlanishi ko'paytmasiga teng,
yo'nalishi esa tezlanish vektoriga garama-garshi yo'nalgan
wktor knch inersiya kuchi deyiladi, ya’ni J =-Ta .

liidi (1) tenglamada Ta hadni o‘ng tomonga olib
n'liladi, natijada quyidagi tenglamalar hosil bo’ladi:

F+R-(ma) =0
ki
yo F+R+J =0. ©
2 tenglik erkin bo'lmagan nugta uchun Dalamber

prinsipini ifodaiaydi.



Vagtning har bir dagig

sida moddiy nuqtaga ta’sir dl,

yotgan faol, reaksiya va inen
kuchlari birgalikda muvo_
natlashuvchi kuchlar s|
temasini tashkil giladi (
rasm).

2. Endi N ta nugtadan ib
rat boMgan mcxanik sistemai
garaymiz.

K

12- rasm.
ta’s
Y

nuqtaga
gilayotgan faol kuchlarning teng ta’sir etuvchisini

bogManish reaksiya kuchlarining teng ta’sir etuvchisini

orgali, shu nugtaning inersiya kuchini Jk =-mkak dcsa.

bu nugta uchun Dalamber prinsipi quyidagi tenglama bilal
ifodalanadi:

FK+IK+Jk=0A=12,.N. 3) ,

(3) ko'rinishdagi tenglamani sistemaning har bir nugtas

uchun tuzib, ularni hadlab qo'shsak quyidagi tenglama liosj
boMadi:

IFk +IRk +2Jk =0
K K K

Rf +RN mRJ =0+

4
(40

yoki

Bunda R1 ="ZFk g kuchlarning bosh vektori:

RS :YKij — bog’lanish reaksiya kuchlarining bosl

vektori; rj —sistema nuqtalari inersiya kuchlarining bosl
vektori.

(4") tenglik mcxanik sistema uchun Dalamber prinsipii
ifodalaydi. Bog’lanishdagi mexanik sistema harakatining hi
bir dagigasida sistemaning har bir nuqgtasi uchun faol, reaksij

va inersiya kuchlari bosh vektorlarining yigMnidisi nolga ten
boMadi.
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HI.....11, gilib, Dalamber prinsipining mohiyati shundan
IIMfful i, ilillamika masalalarini yechishni formal ravishda
L ml i i ilalurini yechishga keltiradi. Shuning uchun ham
Mhlinmlh i prinsipiga asoslangan usulni kinetostcitika usuli
ih'Viinadl

i MIMkin bo’lgan ko’chish prinsipi statik masalalarni

I (ffulildiiimg umumiy usulini beradi. Dalamber prinsipi esa
|8Mimilk masalalarni ycchishda statik usullardan foydalanish

..... vatini beradi. Shunday ekan bu ikkita prinsipni bir
Vjnlid i gn'llab, dinamika masalalarini yechishning umumiy
Hin Imsil gilish mumkin.

Ideal bogManishli moddiy nugqtalar sistemasi qarab
. higlladi Ideal bogManishli mexanik sistemaning Mknugtasiga
la ai gilayotgan faol va reaksiya kuchlarning teng ta’sir

eluu hisini mos ravishda Fk va Rk desak, bu nugtaga Fk va

kuchlar ta’sirida erkin harakatlanayotgan nugta deb
g.ia'.ak, unga Nyutonning ikkinchi gonuni goMlanilsa,
giividagi tenglama hosil boMadi:

mkak =Fk +Rk
Fk - mkak + Rk - 0, (k=1,n). 5)

I ikran 1 vagtga tayinlangan giymatni berib, sistemaga
W (k =1n) mumkin boMgan ko'chishni beriladi. (5)ning
liai bir tenglamasini 5/*.ga skalar ko'paytirib, ularni hadlab
go'shiladi:

t (Fk ~LJ° + £ RkMk =0.
po (PR £

Ideal bogManishli sistemani garayotganimiz uchun oxirgi
Mgndi nolga teng boMadi. Natijada quyidagi tenglama kelib
(‘higadi:

I(h ~TkU)brk =0. (6)
k=l
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(6) (cnglama dinamikaning umumiy tenglamasi bo'lil
bu (cnglama Lagranj—Dalamberning differensial-variatsjoi
prinsipini ifodalaydi: ldeal bog'lanishli sistema harakatimti
liar bir dagigasida va sistemaning istalgan mumkin bo’lga
ko'chishida faol va inersiya’kuchlari bajargan element*
ishlarning yig'indisi nolga (eng bo'ladi.

Agar 8rk = Sxki +6ykj +bzkk.
lik=Mc=x j +h i +ikk,

Fk ~ “be' + Fkyj + Flc
ckanligini e’tiborga olsak, (6) tenglama quyidagi ko'rinishu

oladi: n
Foc - 1y 92K g 4 oW gdz¥k bxk +
t*
d2zk ' ...
e - 5xi. =0
t dt2 (7)

(7) dinamikaning umumiy tenglamasi ko'pgina dinami
masalalarni yechish uchun juda qulay, chunki bu tenglarrl
noma’lum reaksiya kuchini o'zida saglamaydi. Dalambe
prinsipidan foydalanib masalalar yechayotganda, agar jism!
ilgarilanma harakat gilayotgan bo'lsa, inersiya kuchininl
yo'nalishi jismning tczlanishi yo'nalishiga garama-qgarsh||
tomonga yo'nalgan bo'lib, jismning og‘irlik markazig
go'yilgan bo'ladi.

Qo'zg'almas o°‘q atrofida aylanayotgan jismning inersiy.
kuchi esa jisrn nuqtalari inersiya kuchlarining geometrik yi
g'indisiga (eng. liar bir qo'shiluvchi kuch miqgdori, zarrL
massasining lining urinma tezlanishiga bo'lgan ko'paytmasigtj
teng bo'lib, yo'nalishi esa urinma tezlanish yo'nalishigL
garama-qarslii yo'nalgan urinma inersiya kuchi bilaij
yo'nalishi normal tezlanish yo'nalishiga garama-garsh_
bo'lgan mkio2rk normal inersiya kuchlarining geometrik]
yig'indisidan iborat bo'ladi. Dinamikaning umumiy
tenglamasiga oid masalalarni yechishda quyidagi ish tarti
biga rioya qgilish tavsiya ctiladi.

28

............... KHK Mslcmaning erkinlik darajasi aniglanadi.
| Kluli niiiini go'yilgan barcha lashgi va bog'lanish reaksiya
tin i lil/inada tasvirlash.
I H.Ihim nnglalariga go'yilgan inersiya kuchlarining bosh
fiImfIHtHI vii Ihisli momcentlarini aniglash.

$ M,|, miM la’sir gilayotgan kuchlarva inersiya kuchlari
(Mrl'yligttn migialarining mumkin bo'lgan ko'chishlarini
hituhlrtth

* [liiiiumikaning umumiy tenglamasini tuzish.

I lu/llgan tenglamalar sistemasidan izlanayotgan
*uKiiit Inin migdorlami aniglash.

lIn ul masalalarni ikki tipga ajratish mumkin.

n llalainber—Lagranj tenglamalari (prinsipi)ga asosla-
i va hiladigan, erkinlik darajasi bitta bo'lgan masalalar;

) lalambcr—Lagranj tcnglamalariga asoslanib yechila-
dluun. erkinlik darajasi bir nechta bo'lgan masalalar.

Il. Masalalar yechish

% masala. Blok orgali o'tgan cho'zilmaydigan ipga og'ir-
IH /°, bo'lgan JV, yuk va og'irligi P2 bo'lgan M2 yuk
mnhkamlangan, P2> P,

Yukning a tezlanishi migdorini va ipning Ttaranglik ku-
* him toping. Ip va blokning massalarini e’tiborga olmang.

Yechish. Masalani yechish
uchun Dalamber prinsipi go'l-
limiladi. JV, va Al2jismlarga qo'yil-
gan (7, va Q, inersiya kuchlarini
hisobga olamiz. Sistemaning
muvozanat tenglamasini 0 nug-
laga nisbatan momcntlar teng-
lumasi ko'rinishida tuziladi (13-
litsm):

Br-Br+Par+
8

8

8

13- rasm.
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Bu tenglikdan a ni quyidagicha lopiladi:
a(Pl +P2) =Q(P2-P1) a=1"a .q

Ipning Ttaranglik kuchini topish uchun o'ng tonumi
A/, jismni bog'lanishdan ozod qilib, uni bog'lanish reuksl
ta’sir kuchiga almashtiriladi. J1/, jismga P2, Q2va T km
ta’sir giladi. JV, jismning muvozanat tenglamasi gmiii
ko'rinishga ega bo'ladi:

QR+T-P2=0.
Bundan T topiladi: T =P2-Q 2-
Q, inersiya kuchining miqgdori topiladi:

Bl =moa= Pi _Pi FP2-P\ _pg Pi-R
g g PP P\+ P2 .
Natijada ifoda ipning taranglik kuclii uchun quyidag
yoziladi:

T=p,-p, PPl g PP =i -
A +F2 Pi+Pi) P+Pie
6- masala. Og'irligi e’tiborga olinmaydigan blokdan oik
zilgan, cho'zilmaydigan ip bilan bog'langan og'irlikl.m
va Q bo'lgan ikkita jism to'g'ri burchakli prizmaning yoq||
bo'ylab sirpana oladi. Jismlar bilan prizma yoglari orasiUi
ishqalanish koeffitsiyenti / ga teng. Prizmaning o ik
burchaklari a va p ga teng. Bu jismlar ganday tczinnl
bilan siljishi vajismlaming prizma yon yoqlariga beradigim
va N2bosim kuchlarini toping (1
rasm).

Yechish. A va fijism (yuk)||
prizma yoglari bo'ylab ilgaiilail
ma harakat giladi. A jism
lezlanish bilan pastga lushuyufl
deb qaraylik (P > Q). .liuulitfl

14 rasm cho'zilmaydigan ip bilan hog
langanligi uchun B jism half
0

(M |a b-ng bo'lgan a2 lezlanish bilan
[Ilh li.nal nlanadi, ya’ni & a2 =o0.Jismlaiga
IfgH inersiya va reaksiya kuchlari ta’-

nmu ... ull /1 —pa ga teng bo'lgan, a
T B | K
OHM tu M tomonga yo'nalgan inersiya kuclii

«» N ilsmga ham moduli /, =—r;ga teng

o HMVhMih tliimma gnislil yo'nalgan inersiya
I itiM™ | [t»>myd la >t glladigan bog'lanish reaksiya
o »{dek Kiu liini /] va ishgalanish kuchini
M'sii glliuligan bog'lanish reaksiya
nil Itianglik kuchini t2 va ishgalanish
I1IIh ban ha berilgan va izlanayotgan

Id lit*mi Linaili (15- rasm.).

15 rasm.

i ko‘ra sistema unga qo'yilgan kuchlar

tila huMadi. Prizmaning og'irligi e’tiborga

(HIM ulrti mm ikKita erkinlik darajasiga ega. Sisle-
JI| i bo lib garab chigiladi. Jismning joylashgan
' nlHo.11 alohida muvozanat tenglamalari
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Koordinata o'glarining yo‘naiishlarini 15- rasmda ko'rsi
tilgandek belgilanadi. 7j va f2 kuchlar, ya’ni ipning tarangli
kuchlari miqdor jihatdan teng:

7 =T2=T.

A jismga ta’sir etuvchi kuchlarni Oxiyl koordinatal.i

sistcmasi o‘glariga, B jismga ta’sir giluvchi kuchlarni Ox2v

koordinata sistcmasi o'glariga proyeksiyalab, liar bir jisi
uchun ikkitadan muvozanat tenglamalari tuziladi:

(D

@1

/ljism uchun £ 2/ =”"sina-Fj -1\ - =0.
/
Zyl, =\ -/’coso”O,
/
muvozanat tenglamalari, 5jism uchun quyidagi muvozahi

tenglamalari hosil bo'ladi:

£2rR =Qsinp+/j +/j -T =0 3)1
/

(4)

(2) va (4) lenglamalardan jismlarning prizma yo
yoglariga beradigan bosim kuchlarining miqgdorir
aniglanadi:

? yR =72 -Qsin@=0.

W =Pcosa, N2=Qcosp.
Ishgalanish kuchlarning migdorini ishqgalanish gonun
laridan loydalanib topiladi:
/j =fN| =fP cosa, RR=fN2=fQ cos@@
Ishgalanish va inersiya kuchlarining topilgan ifodalarir
(1) va (3) ga qo'ysak, quyidagi tenglama hosil bo'ladi:
P

—a+T =Psina- fP cosa =/’(sina - / cosa)
8

T- 8—a =(?sinp+/Qcosp =£J(sinP+/ cosP)

Tenglamalar sistemasidan a ni topish uchun birind
tenglamadan ikkinchi tenglamani hadlab ayirib, T noma’

km i i lilgiilib vn 3 |t illumiHe Itvlanishini

¢ I(silli (=)

I HnHNln. Og'irligyi /] (i.i 1./, |kwm bn )I1111 in lihm
elnti i. pit ini Ini yon y*ni il MtilMti ia i b IKill lidiilnli
[lu«lii]i it 1'ibi yog'i goiMHiilnl i *1'a liilrtu » Vn p bun li.ik
h lil il gll.uli, slumingd sl n [t 1" Mn|/4rdlni|......g"Irlikluri
I\ wn /. ho’lgan ikkitu |I in go Vill[HU bn lilt nini Ini yoglai
hi vkib I'.ligalanishsiz |l In niumkin 1'u nm va viikl,lining
ng nlit niaika/.lari pri in e iinalaillia |niuiliknlui ho'lgnn
hit witikal tckislikda Im Imli T.......... a n/lain.Inin va
[I nil lining pri/maga In bain b lanl Ill...... nnqlaiig.

\ L liish. 16- rasmci n'l viliknl B11'libln pii/iuiiniiig ABC
in |i n Inuchakli uchlniu liakilan ilnuai Im Igau kcsimi
tikviilaiigan.

Slstcmaga Dalamber—Lagranj prinsipini, ya’ni dinami-
Ilining umumiy tenglamasini qo'llaniladi. Jismlar sistcmasi
Ibi crkinlik darajaga ega. Umumlashgan koordinata sifatida
nl JB deb olinadi, 0 — go'zg'almas nugta; CVj =5) va
mi S2. Sistema uch gismga bo'linadi. Izlanayotgan
a, .V, « =5, va a2=S2 tezlanishlarni topish uchun uchta
Itiii’lama tuziladi. Jismlar murakkab harakat giladi. Ularning
im.ikati prizmaga nisbatan giladigan harakati bilan prizma
inl.in birgalikda giladigan harakatlari yig'indisidan iborat



bo'ladi. Rasmda inersiya kuchlarining teng ta’sir ctuvchifl VH wiiiilitiundun
tasvirlangan. ' i/] i 1) tN)93+Pl0| cosa - P2a2sina =0 (3)

Prizma uchun jpitm i lim il boladi.
ili va (1) tcnglamalardan a va a2 ni 3 orqali
Jismlarning tezlanishlari umumlashgan koordinatalarnit | 111onl:
o'sish tomoniga yo'nalgan deb garab, ulaming nisbiyl .
ko‘chirma harakatdagi inersiya kuchlarining teng ta’ ] =gsin a +a3cosa,
etuvchilari topiladi: a2 =gcosa - a3sina
®|(r) ®<f>= 111 ni (3) ga qo'yib, a3 topiladi:
g (1 - P2)gs\nacosa
P2r) ="a 2, D) =— a2 Msin a+Rcos a+P3'
g g —
Izlanayotgan miqdorlarni topish uchun sistemaga shui So’ngra, (4) dan  va a2 topiladi:
day mumkin bo'lgan ko'chish bcriladiki, umumlashgan k P14 h
ordinatalardan fagat bittasi o'zgarsin.  koordinata o0°‘zga 0] = -------5m B - Asina .
tirilganda berilgan va inersiya kuchlarining bajargan element ljsin a+Rcos a+P3
ishlarining yig‘indisi nolga teng:
e , AOA a2 = PZ”}T)' gcosa
PiS-Sj esina - o |r"55] - |8 Rsin2a + R cos2a + P3
. P P _ H masala. Mexanik sistema argon bilan o‘ralgan pog'onali
Burldan Rsina _g- a +Eﬂ3cosa =0 bu linsli 1va 2 shkivlar, bu arqonga biriktirilgan 3—6 vazn-
yoki _ i/ hinklardan iborat. Sistema f\ =10H , P2 =0, P3=20//,
£sina-0| +o3cosa =0 . (9 -30H , ’5=40H , R, =0 og'irlik kuchlari va shkivlardan
Endi fagat umumlashgan koordinata S2 ni o'zgartirilsa hinga la’sir etuvchi momenti M = 10tf.m bo'lgan juft kuch
quyidagi tenglama topiladi: hi Mi Ida vertikal tekislikda harakatlanadi (17- rasm).
gcosa-a2-a2sina =0. 2 I shkiv pog'onalarining radiuslari /1 =0,2m, g =0,Im;
Uchinchi muvozanat tenglamasini olish uchun sistemagL 1 shkivniki esa /2 =0,3m, =0,15mga teng; ularning
shunday mumkin bo'lgan ko'chish beriladi, fagat  koorj nfinish o'glariga nisbatan inersiya radiuslari mos ravishda
dina_ltq 0'zgarsin. B_ajarilgan ishlar tenglamasi quyida 0,Im va p2 =0,2mga teng.
ko'rinishga ega bo'ladi: Ishgalanishni nazarga olmay, eng og'ir yukning tezla-

iiishini aniqglang (og'irliklari nolga teng bo'lgan yuklarni

- ~ aB52- —AB53- —2a3BH3+ | hi/.mada tasvirlamang).

9 g 9 Yccliish. Berilgan: & =10//; £=0: P3=20/ ;
A B53cosa — * az8S3sina = 0 I, 30/; 15=409; R=0; M=10H.m\ R =02m;
g g I 0 1Im; ”2=0377, 6£5=0,15m; p| =0,1m; p2=0,2m.
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Ishgalanish hisobga olinmasdan eng og'ir yukning, yg
og'irligi P =40H bo'lgan yukning a5 tezlanishini topin

1 Awval masalada beriigan va izlangan migdorlarni ch
mada tasvirlanadi (17- rasm).

4

17- rasm.

1, 2, 3, 4, 5jismlardan tashkil topgan sistemani gara
chigamiz. Bujismlararqonlarbilan biriktirilgan. Sistema bit
erkinlik darajaga ega. Sistemaga qo‘yilgan bog‘lanishlar idea

&b ni topish uchun dinamikaning umumiy tenglamasida
foydalanamiz:

£S/la+£5N1" =0. (1)
K K

bunda « — faol kuchlarning bajargan ishi; « -

inersiya kuchiarining bajargan ishi.
2. Chizmada P{ P2 P}, PA Ps, faol kuchiar va Ji
momentli juft tasvirlanadi. 5- jismning tezlanishi va a5nip

yo'nalishini belgilab, F*“,FE,F£ inersiya kuchlarini va A/"
hamda A/“ momentli inersiya juftlari ham tasvirlanadi.
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|[m..... mlqdorlari quyidagi formulalar yordamida

t? ““3, M=yf4, B=1Ja5
=-g P'E>M*= -gP 2£2- 2
Hutulit M1 0 bo'ladi, chunki P2 =0.
t “i innaga mumkin bo'lgan ko‘chishni berib, (1)

LIHJINILY Tur.iladi:
(I, H4V  £3)653- M52 - /554 - JSg», - M"5ip, -

(/%5sin300-F 5)555 =0. 3)

Man ha ko‘chishlar 6¢p2 orgali ifodalanadi:
653 = R2y2\ 854 =~ 82; 5 =-"-6(h2;

855 = JI"®! =1 - 62 = "5(h2; 4
(2) va (4)ni (3) tenglamaga qo‘yilsa, quyidagi ko‘rinishdagi
. Hclama hosil boMadi:

IS sin45°- — — Pa M r) R 20
g

Alsin3 -~ < =0 5)

(5) tenglikdagi a,,a4 va e, miqgdorlar a5 orqali
guyidagicha ifodalanadi:

] as ab ab n

ei=t £=7 4=e,n=V =/T5
ai=e2/724 a3 aa 2 9 5
ad=e2r2 2 5 /5 b h ~ ©

(6) ni (5)ga go‘yib, 8p2* 0 bo'lishligini e’tiborga olinsa,
n ni topishga imkon beradigan tenglik kelib chigadi:
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sinds°m A
g € R

*

*1
sin 30° -
5

/5
g.

0

R

vujudga keladi:

Pif2sin 45° - M - P5/5sin 30°

ab

TM+Ap20__n
R s 'R 5

Bu ifodaga berilgan son giymatlarni qo‘yib,
giymati topiladi:

RIng

20 0,3+0,71-10-y vy - 40 0,45 0,5

5=

¥ om0 0
0201510 10. 09 |53+%ﬁ.o’01.0.62_410 0|55
x—=  -4,26-7,5-3 Pl _ 624 m
s2 0,03+0,225+0,0375-0,6 "2 ~ L03075"T

=204

I11. Savol va masalalar

1. Dalamber prinsipining mohiyati riimadan iborat:

a) moddiy nugta uchun; b) mexanik sistema uchun; d) erkiif

bo'Imagan mexanik sistema uchun?

2. Mexanik sistema inersiya kuchlari bosh vektorining moduli |4

yo'nalishi ganday aniglanadi?

3. Qattiq jism nugtalarining inersiya kuchlarini ganday qilib sodd;
ko'rinishga keltirish mumkin:

38
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. . 1
eng amani «3ga nisbatan yechilsa, tubandagi ifol

o | |A/lIMw, ilgurilanma harakatida; b) simmetrik tekislikka ega bo'lib,
[« « hi 11 pcrpendikular bo'lmagan qo‘zg‘almas o‘q atrofida ayla-
lg4 W nugtalarida; d) simmetrik tekislikka ega bo'lib, yassi
[pHIM liiinikiit gilayotgan jism nuqtalarida.
t «1,n.lay shartlarda aylanuvchi jismning tayanchga beradigan di-
hkikii luikimi nolga teng bo'ladi?
Drliimber—Lagmanjning difiercnsial-variatsion prinsipining mo-
i/olilub bering.
i lilimmikaning umumiy tenglamasini keltirib chigaring.
I Inuinilashgan koordinatalar va umumlashgantezliklardeb nima-
[nt Hviiladl? Misollar keltiring.
n Ilmumlashgan kuchlar nima va ular ganday hisoblanadi?
") Slslcmaning muvozanatlik shartlarini umumlashgan koordina-
mn.llo'rnating.
H Dinamikaning umumiy tenglamasini umumlashgan koordina-
Iml.1chigaring. Har bir mexanik sistema uchun bunday tenglamalar-
lillll Mini ncehta bo'ladi?
I Umumlashgan kuchlar bo'yicha dinamikaning umumiy tcngla-
M.iMImn olinadigan, mexanik sistemaga go'yiladigan kuchlar muvo-
1Ln shartlarining ko'rinishlari ganday bo'ladi? ///y
12 Potensialli kuchlar uchun dinamikaning
umumiy tenglamasini keltirib chigaring.
13. Blok orgali o'tgan cho'zilmaydigan ip-
iilng bir uchiga P, og'irlikdagi yuk, ikkinchi
n lilga P, og'irlikdagi yukmahkamlangan va P,>
I\ (18- rasm). Yuklar tezlanishlarining a mig-
ilnil va ipning taranglik kuchini toping. Ip va
Mokning massasi hisobga olinmasin.
P-P _ 2P\P2
Pi+Pi’ A +Pi
14. Qo'zg'almas o'gli A va B bloklar orgali
o'lgan arqon Q og'irlikdagi yuk osilgan qo'z-
I liluvchan S blokni tutib turadi (19- rasm). Ar-
llimning uchlariga P, va P, yuklar osilgan. Blok va
nrgonning massasini, shuningdek, o'glardagi
1 hgalanishni ham hisobga olmasdan, agar

" /| 1P2>Q bo'lsa, barcha yuklarning tczlan-
Khlarini aniglang.
4P,P2 -g(3P2-P,)
Javob: a\ ~ g 4P|P2+Q{P\ + Pl)

_4PP2-Q(3P1-P2) .
al = 4p P2 +Q(P, +P2) ’
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Javob: a=g T

/Tn
KM

LLI

19- rasm.

4P\P2-Q(P\ + F2)
9 4PIP2+ QP +F2)



15. Og'irligi Q ga teng bo‘lgan yuk gorizontal tekislikda yot
Bu yukka bir uchiga P og'irlikdagi tosh osilgan ip blok orgal
bog'langan. Agar jism biian tckislik orasidagi ishgalanish koeffilsil
yenti f ga teng bo'lsa, yukning tezianishini va ipning taranglik kufl
chini toping. |

a=gP-/Q T_PW+f)
P+Q’ P+Q
16. Uchta Pr Pv P} og'irlikdagi jismlar absolut silliq gorizontal
tekslikda og'irliksiz va cho'zilmaydigan argonlar biian biriktirilgan hold!
yotibdi. Argonga Q og'irlikdagi yuk osilgan. Sistemaning a tezianishini
hamda P, va P2yuklar orasidagi argonning taranglik kuchini toping. |

asg Q0 1o PO
Javob: a~8 p 4 p 4pj+Q T_F\+Pi+Pi+Q

17. Ikkita Mi va liD gorizontal to'sin B nugtada silindrik sharni|
biian biriktirilgan. D uchi katokda yotibdi. A uchi esa devorga mahkam
langan. BD to'singa K nugtada gorizont biian a burchak tashkil qiluv
chi F kuch go'yilgan. O'lchamlar 20- rasmda ko'rsatilgan. A mahkam

langan kesimda reaksiyaning tashkil ctuvchilarini va juftning mp rcak-1
tiv momentini aniglang. To'sinning massasini hisobga olmang.

Javob:

Javob:

18, Arqgonning bir uchi A nugtada mal
mlangan bo'lib, P yuk osilgan O
go'zg'aluvchan blok va 0, go'zg'almas blok

orgali o'tadi. Argonning boshga uchiga Q >)F/)

yuk osilgan. Bloklar massasini e ’tiborga olmas-
dan Q yukning a tezianishini aniglang (21-
rasm).

Javo: a =9 2Q:F
64Q +P
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L” ~

\ <& Lagranjning birinclii tur tcnglainalari

/. Nazariy gism

Nugtaning erkin bo'lmagan harakati uchun dinamika ma-
liilnlarini ilgari ham garagan cdik. Agar nuqtaga ta’sir
gil.iyotgan barcha faol va bog'lanish reaksiya kuchlarining

long la’sir etuvchilarini mos ravishda F va R orqali belgi-
lioak, u holda moddiy nugta uchun dinamikaning asosiy
longlamasi

Ta =F+R @
ko'rinishga ega bo“ladi.

Agar (1) vektor tenglamaning ikkala gismini Oxyz koor-
ilnatalar sistcmasining o'glariga proyeksiyalasak, nugtaning
luirakati uchun quyidagi skaiar tenglamalar hosil boMadi:

mx=F+Rx, my=F+Ry mi=FK+Rz. )

(2) tenglamalardan foydalanib, erkin bo'Imagan nugta
uchun dinamika masalalarini hal gilaylik:

1) nugtaning harakat gonuni va unga ta’sir gilayotgan
Liol kuchlarni bilgan holda bog'lanishning reaksiya kuchini
aitiglaylik;

2) nugtaga ta’sir gilayotgan faol kuchlarni bilgan holda:

a) nugtaning harakat gonunini;

b) nugtaga qo‘yilgan bog'lanishning reaksiya kuchini
.miglaylik.

Agar moddiy nugta biror qo'zg'almas sir! yoki cgri chizig
ho'yicha harakat gilayotganda (2) tenglamalar bir vaqtning
o'/ida nugtaning faol kuchlar ta’siridagi harakat gonunini
va bog'lanish reaksiya kuchini aniglash imkonini bermaydi.
<’hunki bu uchta tenglama 6 ta noma’lumni o'zida saglaydi:
nugtaning X, y, z koordinatalarini va reaksiya kuehining

o'qlardagi Rx,Ry,Rz proyeksiyalarini.
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Nugta biror sirt bo'yicha harakatlanar ekan, Lining koo
dinatalari sirt tenglamasini ganoatlantirishi kerak.
Natijada

f(x,y,z) =0 ©)

tenglamaga ega bo'lamiz. Lckin bu uchta tenglama ham 6 (
noma’lumni aniglash uchun yetarli emas. Yetishmayotga
uchta tenglama ideal bog'lanish shartidan foydalanib, keltiri
chigariladi. 1

Nugta harakatlanayotgan sirt ideal silliq bo'lganligi uchul
bunday holda reaksiya kuchi sirtning normali bo'yichl
yo'nalgan bo'ladi.

f(x,y,z) skalar funksiyaning grad/ =—7+—j +—j
ax opy” o dz |
vektor gradiyenti ham sirtning normali bo‘yicha yo'nalgal
bo'ladi.
R va grad/ vektorlarning kollinearlik shartidan
yetishmayotgan ikkita tenglama hosil boiadi:

Rx _
V "3/ ar @)
AX py dz

Shunday qilib, (2)—(4) tenglamalar nugtaning go'zg’;
mas sirt bo'yicha harakati hagidagi masalalarni yechish
imkon beradi.

(2) va (4) tenglamalardan bog'lanishlarning reaksiyasin
chigarib tashlash mumkin. Buning uchun (4) teng nisbat-
larni X orgali belgilasak, ya’ni

desak, bog'lanish reaksiya kuchining Oxyz koordinatalar
sistemasining o'qlaridagi proyeksiyalari uchun ifodalar
topiladi:



MillHIlav holds (2) tenglamalar quyidagi ko'rinishni oladi:

| P +Xfo’® = mz =F +X"~.  (6)

Mu lenglamalarga (3) bog'lanish tenglamasini qo'shib,
n Mn x,y,z va x noma’lumlarga nishatan to'rtta tenglama
HA> in im kelib chiqadi.

IIn noma’lumlar topilgandan keyin (5) formulalar
n'yulia bog'lanish reaksiya kuchining proyeksiyalari
[[Mijliiniladi. Reaksiyaning moduli

AL A
K Jr2xtrl +r2x=|al, * " 4 o 7
,aY)
ininula bo'yicha topiladi. Reaksiya esa

Il vlabo'yicha aniglanadi.

(6) lenglamalarga Lagranjning birinchi uir tenglamalari,
X |Mesa Lagranj ko paytuvchisi deyiladi.

Ihi izohlangan usul Lagranjning noaniq ko'paytuvchilar
lInuli nomi bilan ataladi.

Mordi-yu moddiy nugta qo'zg'almas chiziq bo'yicha hara-
kiillanayotgan bo'lsa, bunday holda bog'lanish tenglamalari

1 (x,y,z) =0,f2(x,y,z) =0 ®

Ini' linishgaegabo'ladi. Bunda fi(x,y,z) =0 vn f2(x,y,z) =0
"1l tenglamalari bo'lib, bu
nildarning kesishish chizig'i,
llltgta trayektoriyasini aniglaydi
(22- rasm).

Bunday holda (1) tengla-
inadagi R reaksiya qo'yilgan
ikkila bog'lanishlarning ta’sir-
lariga almashinuvchi R\ va R2
icaksiyalaming geometrik yi-
Iindisidan tashkil topadi:

R= R\ +R2. 9 22- rasm.
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Nuqgta harakatining tenglamalari esa

mx = F +R[x + R2x,

my =Fy +RIly +R2y,\ (10)

mz = Fz +Rlz +RIz
ko‘rinishni oladi. Bu tenglamalar 9 ta noma’lumni oz tark
biga oladi: nugtaning uchta koordinatasi va reaksiyalaming 6)

ta proyeksiyalarini, (10) tenglamalarga (8) bog'lanish tengf
lamalarini va bog'lanishlarning

% _ oy _
A "A A (1D
dx dy dz
Rx R =R

va Mi  ¥2 ¥i (12
dx dy dz

idcallik shartlarini ifodalovchi tenglamalarni qo'shib olib, 9|
ta noma’lumli 9 ta tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bi
tenglamalardan rcaksiya kuchlarining proyeksiyalarini keltirit
chigarish mumkin. Buning uchun (11) va (12) teng nisbatlarni]
mos ravishda X, va X2 orgali belgilansa, quyidagi ifodalar
hosil boMadi:

] * ' ap' R 'X 3/1
Ix dx ’ Z 1ldzm (13)
Ro =X 22 R -X A . R XA (14)

Natijada (10) tenglamalar quyidagi ko'rinishni oladi:
<l ppMim
1dx dx '

Ay po¥l ,

A +A2¥2
dz dz’

(15)
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I 1) sistema (8) bog'lanish tenglamalari bilan birgalikda
Min n,.LrA| va A2 noma’lumli 5 ta tenglamalar sistemasini

In hkil giladi. R{ va R2 reaksiyalar

- J— &1 +—k =
R{-X, 31/+§‘y +dZ grad/,

(¥ T 92, A
P’Z—"Z - dy + 4 X2 grad /2

liinmilalar bilan aniglanadi.
Mu reaksiyalarning modullari esa

? =|X M.

R ¥ > (16)

p=pm 2T rot (17)
Von,

Inmuilalardan aniglanadi.
Erkin bo'Imagan moddiy nuqtalar sistemasi uchun Lag-
limjning birinchi tur tenglamalari sistemasi

o ) S X
miai =Fi+ =l o (/=1,2,..,0%
bog'lanishlarning tenglamalari esa
fi(xxy\,Z\,:. x,,,yn,zn,1) =0, (j =1,2,....5)
ko'rinishga ega bo'ladi.

Bu tenglamalar sistemalari yordamida mexanik sistema
migtalarining koordinatalari vaqgtning funksiyasi sifatida
va barcha bogManishlarning reaksiyalari aniglanadi. Lag-
runjning birinchi tur tenglamalaridan foydalanib masalalar
yeehishda quyidagi ish tartibini tavsiya gilish murnkin:

1 Lagranjning birinchi tur tenglamalarini tuzish va ular
larkibiga Kkiruvchi ikkinchi tartibli hosilalar uchun ifodalar
aniglash.

2. BogManish tenglamalarini vaqt bo'yicha ikki marta
differensiallash.
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3. Lagranj tcnglamalaridan aniglangan ikkinchi tartl
hosilalarning ifodalarini bog‘lanishlarning diffcrensiallang”
tenglamalariga qo ‘yish.

4. Olingan munosabatlardan Lagranjning noaniq ko'pajl
tuvchilarining giymatlarini va bog'lanish reaksiyasini topfl

5. Xj ko‘paytuvchilarning giymatlarini Lagranjning h|
rinchi tur tenglamalariga go‘yib, ularni integrallab, sistc
maning harakatini aniglash.

Lagranjning birinchi tur tenglamalarini integrallash mil
salasi murakkab bo'lib, Lagranjning noaniq ko'paytuvchilal
usulidan asosan sistema nugtalarining harakat gonuniii|
aniglash uchun emas, balki bosh masala bog‘lanishlarniii
reaksiyalarini aniglashda foydalaniladi.

II. Masalulur yechish

9- masala, m massali M moddiy nuqta og'irlik kuchi mayl
donida Ax +By+Cz+ D =0 tenglama bilan berilgan silli(
tekislikda harakatlanmoqda. Nugta boshlang‘ich paytc
JV(ar0,y0,ro) nuqtada tinch turibdi deb hisoblab, M nuqtj
harakatining tenglamalarini va bog'lanish reaksiyasin|
aniqglang.

Yechish. Nugta erkin bo'Imagan harakat giladi. UninJ
harakati berilgan tekislikda sodir bo'ladi. Bu tekislik nuqt
uchun geometrik, statsionar, golonomli bog'lanisl
hisoblanadi. Bog'lanish tenglamasi fagatgina nugtaninj
koordinatalariga nisbatan click qo'yadi. Bog'lanish tenglama
koordinatalarning vaqt bo'yicha hosilalarini o'z tarkibigii
olmaydi. Shuning uchun bog'lanish

f(x,y,z) =Ax +By +Cz+D =0 tenglik bilan ifodalanib, o'j
tarkibiga vaqtni oshkor va koordinatalarning vaqt bo'yicl
hosilalarini olmaydi.

Nugtaga ta’sir gilayotgan yagona faol kuch —wigog'irlil
kuchidir, shuning uchun faol kuchning o'glardagi pro-)

yeksiyalarini (Oz o'gni vertikal yo'naltirilsa) aniqglasl
mumekin:
Fx =0, Fy =0, =-mg. @)
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tenglamasii

I mil Lagranjning birinchi tur tenglamalari to'liq
Hl um .i tuziladi:

,nx=X’a-X, m¥- X/l;y mz”~-mg +X’(‘jz-. 2

I f(x,y,z) =Ax+ By +Cz +D=0.
f(x,y,z) funksiyaning koordinatalar bo'yicha xususiy
liiiMLilari topiladi:
~ =~{Ax +By +Cz-D) =A
dxv '

dx
=— (Ax+By+Cz+D) =B
dy dyv ’
N =— (Ax+By+Cz+D) =C 3
dz dzK

(3)ni (2)ga qo'yib, quyidagi X, y, z va Xnonia’lumlarga

ni'-Imlan 4ta tenglama sistemasi hosil bo'ladi:
mx =XA, my=XB, mz=-mg+AC,
Ax+By+cz+D=0. 4

Bu tenglamalar sistemasi go'yilgan masalani oxirigacha
yechish imkoniyatini beradi. X Lagranjning noaniq ko'pay-
invchisi go'yilgan masala uchun topiladi. Buning uchun
bog'lanish tenglamasi ikki marta vaqt bo'yicha differen-
»lallanadi va hosil bo'lgan tenglikning ikkala tornoni m ga
ko'paytiriladi:

Ax + By +Cz =0 => Amx + Bmy + Oz =0.

llosil bo'lgan tenglikka (4) sistema dastlabki uchtasidagi
mx,my,mining ifodalari go'yiladi va quyidagi ifoda kelib
rhigadi:

A2X+B2X+C2X- Cmg - 0

. ) sz9 . .
Bu tenglikdan Xm topamiz A- A2 +B2 ci e ”"-ning to-

pllgan ifodasini Lagranj tenglamalariga qo'yiladi. Natijada nugta
harakatining differensial tenglamalari quyidagicha hosil
ho'ladi:
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Tx = ACmg _  BCmg
a2 +B2 +c2' A2 +B2 +C2
mz = -mg + C2mg
A2 +B2 +C2'

Busistema tenglamalarining liar biri bir-biriga bog'ligsl
ravishda integrallanadi. Ularni alohida-alohida integralla|
nugta harakatining umumiy qonuni topiladi:

ACg

x(i) =~ t +C\t+C2,
2 A2 +B2 +C?
BCg
-+ t +Cy+C4,
M=% a2 +B2 +C2 ©®)
L/Il
ro= 9" 2 +CY +C5,

2 A2+B2+C2

Nugta erkin boMmagan harakat gilgani uchun (i
umumiy harakat tenglamalariga kirganini integrallash doimiy
lari o'zaro bog‘langan bo‘ladi. Ular orasidagi bogManishlarti
hosil gilish magsadida (5) bog'lanish tenglamasiga qo'yiladj

1 AXmg . BXy 1 Cy Cy
2 R+B2+C2 2 A2+B2+C2 2 A2+B2+C2 2
HAC\ + BC3+CC$)t + (AC2 + BC2 +CC2 —D) —0.
Olingan tenglikning chap tomoni fagatgina
AC] +BC3+CmC5=0 va AC2+BC4 +CC*—D =0
tengliklar bajarilgandagina nolga aylanadi.
Agar t =0 desak, (5) harakat tenglamalaridan C2 = x0|
C4 =0 C6 =ro boMishligi kelib chigadi.

Berilgan A/, nugta berilgan tekislikda yotgani uchun unir
koordinalalari tekislik tenglamasini ganoatlantirishi kcrak:

A) + Bwg+Cro +D =0, AC] +/C3+C aC5=0
tenglikesa fagatgina C\ = C3 = C5 =0 boMgandagina bajarilac

[ (1]
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Mnllltiila nugta harakatining tenglamalari hosil bo ‘ladi:

Xy =a "

mr+X0,
2 A2 +B2 +C*

W) =5 a3 4 5o 21

* = (] '1 + X
D=8 oifiprca — b O

Menk4ya kuchining proyeksiyalari esa

7 ACmg mR BCmg
" o»x A2+B2+C2' Y dy-A2+B2+c 2

a /12+p2+C2

|i....iililar bo'yicha topiladi. Bu munosabatlardan foydala-

n-.iksiya kuchining moduli va yo'nalishini topish mumkin.

Il masala. (1.VV.Mcsherskiy masalalar to‘plamidagi 31.10-
HoiMila, 1986- vyil).

Slerik mayatnik uzunligi e bo‘lgan MO ipdan va og'irligi
[' 1to'lgan og‘ir M nugtadan iborat, MO ipning bir uchi
Jm /("almas 0 nugtaga, ikkinchi uchi esa M nuqgtaga
hliikInilgan. M nuqta muvozanat holatidan shunday
iH'diiilganki, uning koordinatalari /=0 bo‘lganda x =x0,
i0( bo'lib goladi, bundan tashgari nugtaga x0 =0,
y*»0, ro=0 boshlang'ich tezlik berilgan. Boshlang'ich
dial liar orasida ganday munosabat bo'lganda M nugta
uul/ontal tekislikda aylana chizadi va shu aylanani u nuqgta
giltu ha vaqgtda bir marta aylanib chigadi?

Vechish. M nugtaning sfera bo‘ylab giladigan harakatining
illlliTcnsial tenglamalarini tuziladi:

. —, 3 - a
TX= <= mz—my+XdZ-, (D

R
Al
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(NDnugta harakatining differensial tenglamalariga bogl
lanish, ya’ni sirtning
f(x,y,z) =f2-x2-y2-z2 Q)
tenglamasi go‘shib olinsa, natijada to'rt noma’lumli 4ia,
tenglamalar sisleinasi hosil bo'ladi:
A/ uchun ifoda topamiz:

?/ ; df ¥
-=-2 —=-2 =2
dx X dy o dz :
n/=2n 2 * |] --2V77777 =2
3 F :
bunda it Ty T TF -

o/ 3l A : . - .
X’ 3y va “ning topilgan ifodalarini (I)ga qo'yibj

nugta harakatining differensial tenglamalariga quyidagicha
ko'rinish oladi:
mx =-2Ax, My =-2Ay, Mr=mg-2Xz. (3)

Nuqtaning harakat gonunini topish uchun (3) tengla-J
malarni qo'yilgan boshlang‘ich shartlarga ko'ra integrallas
kerak. (3) tenglamalarda noma’lum Aning hosilalari
gatnashmaydi. Shu sababli Ani (3) tenglamalardan chigarisf
mumkin.

(3) tenglamalarni chekli ko‘rinishda integrallash juda
yl

giyin, ular tagriban integrallanadi. z ning ifodasida 3)/(

miqdorlarning birinchi darajasini saqlab, yugori darajalar
e’tiborga olinmaydi:

2M
r=>Mf2-(x2+y2) =J1 - Xy

7 X2 +y2
2

1

50



(lining uchinchi tenglamasi /=0 paytida zo =t va
m,-r va ro=0 deb, A topiladi:
mg-2M =0 =>\ =",
Mog’lanish reaksiya kuchining miqdori topiladi:
N=W =jf2f =mg.

Aning topilgan ifodalarini  (3)ning dastlabki ikkita
It iii'lamasiga qo‘yilsa, quyidagilar hosil bo’ladi:

X+—x=0, y+—y=0.
e T

W tenglamalarning umumiy yechimlari quyidagicha
bn ladi:

X(t) =q sin
_ @
y(/) =c3sin 204
Mu funksiyalar / vaqt bo'yicha differensiallanadi:
X =ci  cos
©)

y =c3. 7 cos
;W

Boshlang‘ich shartlardan, (4) va (5) munosabatlardan
loydalanib, Ct,C2>"3 va Q doimiy sonlar aniglanadi:
X0 =q sinc3> 0 =c3sin 4,
©)

0=ciJ fcosc2"o =c3*|cosc4
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(6)ning 2- va 3- tenglamalaridan C4 =0 va C2 =i
53

c, =X C3 =%0Jg .

Natijada M nugtaning harakat gonunlari quyidagicl'l
boMadi:

X(t) =x0sin y =Q0Jjtcos Jj,

Endi masala talablariga javoblar topiladi. Agar topilgan
harakat tenglamalaridan t vaqgtni chigarib tashlansa, trayek-
toriya tenglamasini koordinata shakli hosil boMadi:

2

X
~2 +JL2 =L *=
xI €K

Dcmak, M nugtaning trayektoriyasi markazi Oz o'qidaj
boMgan va z =t tckislikda yotgan ellipsdan iboratdir.

Trayektoriya aylana bo‘lishligi uchun boshlangMch j
giymatlar orasidagi munosabat

x&:EJ' , r0=¢,
g

ko'rinishda bo‘lishi kerak. Nugtaning aylanish davri esal

T=2n boMadi.

11- masala, m massali M nuqta ogMrlik kuchi ta’sirida r
radiusli bo‘sh silindrning ichki sillig sirlida harakat giladi. |
BoshlangMch paytda nuqtaning ogMsh burchagi do =90°ga,
burchak tezligi esa nolga teng. ¢ =30° boMganda M nugtaning |
tezligini va silindr sirtining reaksiyasini aniglang.
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b cliish. M nuqgtaga ikkita kucli ta’sir giladi; nuqtaning

I' my og'irligi va ipning R reaksiya kuchi. M nugta haraka-
INIHH liyler shakldagi tenglamalari

c2S _

m- =

Px =-mg sin
dt? gsin

=Pn+R=-mgcosp+R
Ini'rinisliga ega. S egri chizigli koordinataning boshlang'ich

liugiasi ucliun M nugtaning 0, eng pastki holati gabul
ijilmadi (23- rasm).

lJunday holda S =0, M=£p=rd bo'lib dZS_rd29>
unday holda S =0, M=£p=rd olib, 1y no

Im'liidi.

Natijada nuqta ipining
Og’ish burchagi va reaksiya
in Inin quyidagi rnunosa-
liailai hosii bo‘ladi:

—y-+—sinV=0 i)
dt¥ r D

R= +n,gcos. (2
r

R reaksiyaning migdorini 23- rasm.

lopish uchun M nugtaning tezligini bilish kerak. Sni
itniglash uchun (1) tenglamaning shaklini

d2 do_dm_dw_ (fia

~d? dt dt dt do
bog'lanish yordamida o'zgartiriladi. Bunday holda (1) tenglama

uicti) :—':sin 4
ko’rinishni oladi. Bu tenglamani integrallab, quyidagi ifodani
linsil gilamiz:

©_

> osp+C 3)

= <I;Q
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Masala shartiga ko‘ra 10 =0 boshlang‘ich paytda niayi
nikning burchak tezligi nolga teng, mayatnik ipining og' =

7
burchagi do =" 8a teng. Bu boshlang‘ich giymatlarni (3)1
go‘yib, C doimiy topiladi: I

n g I
r
Shunday qilib, @ burchak tezlik uchun ifoda quyidagichi

bo'ladi:
to2 = 2*r(coscp - cosdyy)
Bu tenglikning ikkala tomoni r2ga ko'paytirilib,  te/.lil
uchun quyidagi ifoda topiladi:
t)2 =2j (costh- cosqO).

! n
®=- va 9o =" bo'lganda B ning miqdori uchun formula

hosil bo'ladi:

B =Jlgrcos” =Jgn/3 ="3ylgr. jl

R reaksiyaning moduli (2) tenglamadan aniglanadi: |

|5 = _/I_/IE_2+ mg Cos(p = _TJ_?ZQK + mg E =
= mgy/3 - MOYfi 313 -
33
= ~ y rm_

12- masala. 11- masalaning umumlashgan holini garaymiz.j

0 ‘gi gorizontal joylashgan r radiusli silindrning ichki
siiti bo'ylab m massali M og‘ir nuqta harakat gilmoqda. Ko-
ordinatalar boshini silindr o'gining gandaydir nuqgtasiga joy-
lashtirib, Ox o'gni vertikal pastga, Oy o‘gni silindrning
radiusi bo'ylab gorizontal va Oz o‘gni esa silindrning o'qi
54 1

ftlijliin.idi (24- rasm).

Mult yo*naltirib, M og‘ir nugtaning harakat gonunini va

Ititli Milining reaksiyasini toping.
(Niiglaning boshlang'ich tezligi silindr o'gi bilan parallel

(¢ <li iii deb garaladi.) ]
\ »tlilsli. Masala shartiga ko'ra, boshlang'ich paytda

holati x =0,y =r,z =0 koordinatalar bilan

«IlIndrning kanonik tcnglamasi —bog'lanish tenglamasini

lImInlaydi.
f(x,y,z) =x2+y2-r2 =0

K.Ft.O, f.2x, | = val-0

llodalami Lagranjning bir jinsli tenglamalariga go'yilsa, nugta
harakatining tenglamalari quyidagicha bo'ladi:
mx =mg +2kx, my =2\y, mz=0. (D

Bu tenglamalar sistemasining oxirgi tenglamasini integ-
mllab, boshlang'ich shartlarini e’tiborga olib, quyidagi ifoda
topiladi:

Z =elt.

Oxy boshlang'ich tekislikdan boshlangan masofa t vaqtga

pmporsional o'sib boradi.
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(D sistemaning 1- tenglamasini y ga, 2- tenglamasim

esa X ga ko'paytirib, 1- tenglamadan 2- tenglamani hadlab
ayirib, quyidagiga ega bo'lamiz:
m(yx - xy) =mgy. @ |
Endi (I) sistemaning 1- tenglamasini xga, 2- tcnglama-
sini esa y ga ko'paytirib, ularni hadlab go'shib, quyldagl
ifoda topiladi:
m(xx +yy) = mgx +2X(x2 +y 2). 3 !
Agar X, y, z to'g'ri burchakli koordinatalardan
X =rcoscp, y =rsin(p, z =2
bog'lanishlardan foydalanib, silindrik koordinatalarga o'tilsa,
X vay, x vay hosilalar uchun

X =—Fpsing, y =/cpsing
2

% = r(psin<p-r(p° cos<p, Y = hcosd - 9P Sin
ifodalar topiladi. Natijada (2) va (3)tenglamalar mos ravishda
quyidagi ko'rinishni oladi:

cp+r35in @=0, 4)

-mr2g2 = mgr cos ¢ + 2Xr2 (5)
(4) tcnglamaningbirinchi integrali topiladi. Buning uchun
(4) tenglamaning tartibi

d2g dfdwl dd do) dg_ do . dg
d dt dt dg dt ~  T@Z
j/uLijviiinui.

Bunday holda (4) tenglama

gdg =- —sindg
8

ko'rinishni oladi. Bu tenglamani integrallab, quyidagi ifoda
topiladi:
2
p- _r
) =7C0sg +C.
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=1 bo'lganligi tufayli, ¢ =0 bo'lib, /=0 bo'lganda
(0 bo'lishligi topiladi. Natijada birinchi tartibli chizigsiz
Iniglama kelib chigadi:
32 - — cosy (6)

Bu tenglamadan ravshanki, tanlangan boshlang'ich
sluirtlarda nuqtaning harakati cokp > 0 shartda, ya’ni

A

. <d< 2 sohada sodir bo'ladi. (6) ni (5)ga qo'yib,
I ngranjning x noaniq ko‘paytuvchisi topiladi:

X=-— g—eos
2r P

Natijada bog'lanish reaksiyasining proyeksiyalari uchun

Rx =X _ =-3mgcos2
X=X g ¢

Ry =X"z~ =~3mgsingeosg, R =0
y oy z

ilodalar hosil bo'ladi. Bu ifodalar yordamida R reaksiyaning
moduli va yo'nalishini aniglash mumkin R = 31”coB¢ .

Agar p=%" bo'lsa, R reaksiya nolga teng bo'ladi.

Maksimal giymatga esa ¢ = 0 bo'lganda erishadi va R —3mg

bo'ladi.
Endi ¢oburcbakn” o'zgarish gonunini aniglash uchun

(4) tenglamani integrallazsh kerak.
0
(4) tenglamada —=«k deb, uni

th+k2singp=0
ko'rinishga keltiriladi. Matematik tahlil kursidan ma’lumki,

inn KT _ =1 |imitik o'tishni isbotlab, BTd) th tagribiy
it->0 o



formula o‘rnatilgan cdi. Bu hoi uchun harakatning difTercn-
sial tenglamasi

P+K2p=0
ko'rinishni olaai.

Shunday qilib, og'ir nugtaning harakat tenglamasi crkiuj
chizigli tebranishlaming diffcrensial tenglamasining shak
bilan bir xil bo‘lar ekan.

Bu tenglamani nuqgtaning chizigli tcbranma hara-1
katlariga bag'ishlangan mashg'ulotda batafsil tekshirilgan
edi.

® burchak o) =d, coskt +”~sin kt garmonik gonun
K

bo'yicha o'zgaradi.

21
Nugta kichik tebranishlarining davri esa 1'= =2t

formula bo'yicha topiladi, ya’ni kichik og'ishlarda tebranisli
davri do boshlang'ich og'ishga bog'lig bo'lmas ekan.

I11. Savol va masalalar

1 Erkin bo'lmagan jism uchun dinamika masalalarining go'yilish
va yechilishini izohlang hamda tushuntiring.

2. Moddiy nugtaning sin bo'yicha harakatini tasvirlovchi differcn-
sial tenglamalarni keltirib chigaring.

3. Lagranjning birinchi lur tenglamalarini nuqgta sin bo'yicha Ita-
rakatlanganda keltirib chigaring.

4. Nima uchun Lagranjning noaniq ko'paytuvchisi kiritiladi? Bu
ko'paytuvchi ganday aniglanadi?

5. Modiiy nugta silliq chizig bo'ylab gilgan harakati uchun Lagranj-
ning birinchi tur tenglamalarini keltirib chigaring:

6. Tabiiy koordinatalar sistemasida silliq chiziq bo'yicha harakat-
lanayotgan nugtaning diffcrensial tenglamalari ganday bo'ladi? Bun-
day harakatda nuqgtaning harakat qonuni va bog'lanish reaksiya kuchi-
ning miqdori hamda yo'nalishi ganday aniglanadi?

7. Lagranjning birinchi tur tcnglamalaridan foydalanib masalala
yechishning tartibini izohlang.

8. 25- rasmda tasvirlangan matematik mayatnik harakatining dif-
fcrensial tcnglamasini va ipning taranglik kuchini aniglang|
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1y, 0,],=o0 = o) » Mayatnik harakati
\()y vertikal tekislikda sodir boiadi deb

ijHiiiladi.
Javob: i
Gi "sinkp=0,J1=md ¢o - y (2-3cosqg>). S mg
X
9. Modiiy nugta m massaga cga bo'lib, 25- rasm.

He ulik kuchi inaydonida 3y +5z -5 =0 sil-

lii| lekslikda ko‘chadi. Agar boshlang'ich paytda nugta (1; 0; I) holatda
Im'lib, uning tezligi nolga tcng bo'lsa, nugta harakat tenglamasini va
hog’lanish reaksiya kuchini toping.

10. m massali moddiy nuqta ( radiusli sfcrik sirt bo'ylab ha-
mkatlanmoqda. Lagranj ko'paytuvchisini va bogManish reaksiya ku-
chini aniglang.

Javob:

X - 3ot £AX2+y2 +22 = (2\AX,y,z) =x2+y2+22-d2=0

Nx

I1. in massali M moddiy nugta og'irlik kuchi inaydonida
Ax + By +Cz + D =0 tenglama bilan berilgan silliq tekislikda harakat-

Innmogda. Nugta boshlang'ich paytda J1/0(x0,/1),7-0) nugtada tinch tura-
di deb hisoblab, M nugta harakatining tenglamasini va bog'lanish rcak-
Myasini aniglang.
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12, Tckislik berilgan gonun bo'yicha vcrtikal yo'nalishda gori
bilan o'zgarnias a burchak tashkil gilib harakatlanadi. Tekislikda ishga-
lishsiz m massali moddiy nugta siljimoqda. Harakatni tckshiring va tekis-
likning reaksiyasini toping.

Ko'rsatma. Qaralayotgan holda tckislik tenglamasi z=kx +b(t)
ko'rinishgacga. Bunda K = tg«.

Javob: x =Xq- siII22a . , 2=1q9- cos’a -EB

Nx = -wig'sin2a, Nz = wig(cos2a + 1)

13. Yuk uzunligi ?=70sm bo'lgan ipga osil-
gan. Yukning eng pastki holatida unga
flo~"3 T /sek gorizontal tczlik berilgan. Quyi-
dagilarni aniglang (26- rasm):

a) ip ganday holatda bo'lganda yukni tutib tura
olmaydi va yuk crkin nuqtadck harakatlanadi?

b) ganday gorizontal eng kichik ®&dlLll bosh-

lang'ich tezlikda yuk to'liq aylana chizadi?
Javob: «=120°, 6™n =fig?

14, x =7X0O+sin0), y = /21 -cosO) tenglamalar bilan anigla

chi sikloida bo‘ylab harakatlanuvchi og‘ir nugta (sikloidal mayatnik)ning
tebranish davrini aniglang (27- rasm).

27- rasm.

15. Uzunligi ? ga teng bo'lgan konik mayatnik gorizontal teki
harakatlanib a radiusli aylana chizadi. Konik mayatnikning aylanish
davrini aniglang.

2nUpP - a2
~ ir

Javob: T =



4- §. Lagranjning ikkinchi tur tenglamalari

I. Nazariy gism

Mexanik sistemaning umumiy tenglamasining umum-
lashgan koordinatalardagi ifodasini olish uchun oldin
chigarilgan dinamikaning umumiy

K Tk ¢/ );
tcnglamasidan foydalanamiz. Umumiylik uchun sistemaga
go‘yilgan barcha boglanishlarni ideal desak, (I)ning dastlabki
yig'indisiga faol kuchlarning shuningdck, ishgalanish kuchi-
ning bajargan virtual ishlari kiradi.

Faraz qilaylik, sistema S ta erkinlik darajaga ega bo'lsin,
ya’ni sistemaning holati S ta umumlashgan koordinatalar
bilan aniglansin.

Ma’lumki, (I)ning liar bir go‘shiluvchisini umumlashgan
kuchlar va umumlashgan koordinatalarning variatsiyalari orgali
guyidagicha ifodalash mumkin:

15A[ =Q\bg\ +QFbqg2 +.... + Q4-8cps,
K

sKl-I 7=Q'8h +7M212 +eeeete /8% | (2
bunda
drk ©)
K M K do2

bunda 9 =xji +y j + zjic = rj(q\,02,....,qs) — sistema nugtala-
rining holatini aniglovchi radius-vektordir. (2) ni (lI)ga
go'yilsa, quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:
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(Q[ +Qf{ )52 + eee+ {Qs + Qs )8(is = 0.

Bimda 59, 5"2>—8qs o'zaro bog'lanmagan ixtiyoriy
migdorlar. Shuning uchun olingan tenglik fagat va fagat

Q +Q{ =0 Q(+Q{ =0, + Q3 =0 4
bo'lgandagina bajariladi. Hosil bo'lgan tenglamalardan
to'g'ridan-to'g'ri dinamika masalalarini yechishda foydalanish
murnkin.

Bir nechta amaliy masalalarni yechishda (4) ko‘rinishdagi
tenglamalarni tuzish ularga kirgan umumlashgan inersiya
kuchlarini va umumlashgan impulsni-kinetik energiya orgali
ifodalash bilan yanada soddalashadi.

Sistema kinetik eneigiyasidan umumlashgan tczlik bo'yicha

olingan hosilaga umumlashgan impuls deyiladi. Q" miqgdor-
ning ko'rinishini o‘zgartiramiz. Ma’lumki sistema istalgan nug-

tasining inersiya kuchi 'k =~mkak =~mk formula

bo'yicha topiladi. Bunday holda (3)ning 2- satrining 1- formu-
lasi quyidagicha ifodalanadi:

-el- <>

K & ha\
Q migdorni kinetik energiya orqgali ifodalash magsadida
(5)tenglikning o'ng gismi shakli quyidagicha bo'ladi:
d ok ] d (drk\
dt :_® oy KTt
Lagranj tengligidan foydalanib o'zgartiramiz. Bundan

. d cdg .
tashgan O k= @

Bunda 0* - rt radius-veklorga mos keluvchi sistema nuqtasi-
ning tezligi, 9 esa gl umumlashgan koordinataga mos tu-
shuvchi umumlashgan tezlik.
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(6) tenglikka kiruvchi 1k ning hosilasi uchun quyidagi
ikkila natija o ‘rinli:

D t bo'yicha to'la differensiallash va <L bo'yicha xususiy
dillerensiallash operacsiyalari o'rin almashtirish xossasiga cga
(aralash hosilaning tengligi)

d S fark\
drpmi | M MI )
2) rkdan q\ bo'yicha olingan hosila {Ark), xususiy ort-
(irmaning Aq\ orttirmaga bo'lgan nisbatining limitiga teng.
f d{Ark)\ g (drk\

— =limA-=tim ® im0t ) iy Me =94
Ml Mi da g (dgA Mi Ml
| dt \ {d)
drk _ HK _ aak

M M @)

(7) va (8) munosabatlardan foydalanib, (6) tenglik quyi-
dagicha o'zgarliriladi:

ddk dk _d d 2 1
dt d\ dt & "4 wm dt 237 2 dg{m
Bunday holda (5) ifoda (massasining o'zgarmasligini va
hosilalar yig'indisi yig'indidan olingan hosilaga tengligini e’ti-
borga olinsa) quyidagi ko'rinishga keladi:

r Vv
d s y TkY 3y Tn
at Ml k Ml kK >
N Y K 7
ar or
M M

Bundagi T =?ﬂ$1‘o—t — sistemaning kinetik energiyasi.
K

(4)dagi golgan umumlashgan inersiya kuchlari uchun ham



yuqoridagiga o ‘xshash ifodalar topib, natijada (4) teng<i
lamalar quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:

d(dT dT

drga\j dgp

d(dT  dT

dr [dg2/ dqp =% @
d ' dT\ dT

dr dgs) dags US_

(9) tenglamalar umumlashgan koordinatalarda sistemaM
harakatining differensial lenglamalarini ifodalaydi. Bu teng-

lamalar Lagranjning 2- tur tenglamalari nomi bilan yuritiladiJ
Ravshanki,bu tcnglamalarning soni sistema crkinlik darajasil
ning soniga teng. Lagranj tenglamalari dinamik masalalarnf
yechishning yagona va yetarlicha sodda usulini beradi. Tcng-
lamalarning eng muhim afzalligi shundaki, ularning ko'rinisra
va soni garalayotgan sistemaga kiruvchi jismlarning soniga va
shu jismlarning ganday harakat gilishiga bogMiq bo'Imasdan,
fagat sistemaning erkinlik darajasi soniga bog'ligdir.

(9) Lagranj tenglamalarining vujudga kelishi fagatgina
nazariy mexanika va uning tarmoglarini rivojlantirib golmas-
dan, balki boshqga nazariy fizika va uning tarkibiga kiruvchi
fanlarning rivojlanishiga ham yo'l ochib berdi. Endi poten-

1j
|
|

sialli kuchlar uchun Lagranj tenglamalari va funksiyasini garab 1

chigamiz.

Agar sistemaga la’sir giluvchi barcha kuchlar potensialli |l

bo'lsa, u holda sistema uchun shunday fagat koordinatalarga
bog‘lighi U(xk,yk,Zk) (k =12, kuch funksiyasi mavjud

bo'lib, umumlashgan kuchlar uchun Q) =— (/=12,.....$)
ifodani olsak, Lagranjning tenglamalari esa

dl_  dT _du
dt & I dg
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0712,...9) @)

Itn’iinishni oladi. Ma’lumki, u kuch funksiyasi q\ umum-
iV’ nn tezliklarga bog‘lig emas. Shuning uchun
ar  d(T +u)
4, NQ
uvniyat o'rinli bo'lib, Lagranjning har bir tenglamasi
d fd(T+u)N d(T +u)
dt{ &, / &
ko'rinishni oladi.

L =T +u belgilash kiritiladi. L Lagranj funksiyasi nomi
bilan yuritilib, bu funksiya umumlashgan koordinatalar va

livliklarning funksiyalaridir. L =L(ghght). Bunday holda
lagranj tenglamalari quyidagi ko'rinishni oladi:

d d_
dt dg, dq,
Bu tenglamalar potensialli maydonda sistema hara-
katining differensial tenglamalarini ifodalaydi. Teng-
l.imalardagi L Lagranj funksiyasi sistemasining E to'lig
cnergiyasi bo‘la olmaydi.
E=T-U =T+,
L=T+U=T-1n
Ininda M — sistemasining potensial energiyasi bo'lib, U —
kuch funksiyasi bo'yicha topiladi: U =-IT .

(=129

=0 (/=12:.9) (ID

=0, (/=12,...9%). (1)

Il. Masalalar yechish

Nuqgta va nugtalar sistemasining harakat tenglamalarini
lagatgina Nyuton gqonunlari va bu gonunlarning natijalari
bo'lgan dinamikaning umuntiy teoremalaridan foydalanib
chigarish yagona yo‘l emas. Balki bu tenglamalarni inexa-
nikaning umumiy prinsiplaridan foydalanib ham tuzish
mumkin. Yugorida nugta va sistemaning dinamikasida matematik
hamda fizik mayatniklarning kichik tebranishlari ko'rib chi-
gilgan edi. Mayatniklar holatini tavsiflovchi differensial teng-
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lamalarni mexanika prinsiplari, ya’ni Lagranjning Il lui
tenglamalaridan foydalanib chigarish mumkin.
13- masala. Ipining uzunligi e va sharchasining massasl
m bolgan matematik mayatnikning harakatini tavsiflovchl
differensial tenglamani kcltirib chigaring.
Ycchish. Umumlashgan koordinata sifatida mayatnik ipi-
ning muvozanat holatdan og'ish burchagi <ni gabul gilami/.
m massali nuqta (sharcha)nin|

Y koordinatalarini lopiladi (28-
rasm):

X =7singp, y=(cosp
Share hailing kinetik va
potensial  cnergiyalarini
hisoblaymiz.
M nugta (sharcha)ning ki-
netik cnergiyasi hisoblanfdi: ]

f) = fip

T=i m[x2+y2j=1m2E.

Yy mg
28- rasm.

Mayatnikning potensial energiyasi esa u muvozanat va-
ziyatdan siljiganda /Hgog‘irlik kuchining bajargan ishiga teng
(Oy 0‘g bo'ylab):

ON _ e
A(VOM dan oM cos(p, ON = “~cosip.

h=0MO-ON - (-£ cosip = X1 —ostp).

Mayatnik M =mgh = mg£(1-coscp) potensial energiyaga
ega. Qaralayotgan masala uchun Lagranj tenglamasi

dT 3N 24
ko'rinishga ega boMadi. Bunda
dT 20 dfdT? . dT
———mI - =m(Zipm -0.
% ar ap TP g
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Q =+ = +— (mgE(l —cos ) = mgtsiiup
S
Natijada mayatnik harakatining differensial tenglamasini

ip.i Jf,sin ¢ =0 ko‘rinishga kcltiriladi.
i
Agar 1-co$t = Osinch CZD tagribiy formula-

iliiu foydalanilsa, A ="~ mgftp2 va * - =mgtg> bo‘lib,

mayatnik kichik tebranishlarining differensial tenglamasi
quyidagicha boMadi:

®=0.

14- masala. Lagranj tenglamalaridan foydalanib, fizik
mayatnik tebranishlarining tenglamasini tuzing.

Ycchish. Fizik mayatnikni uning massa (ogfirlik) markazi
nigali o'tadigan vertikal tekislik bilan kesganda hosil boMa-
illgan kesimi bilan tasvirlaymiz C —fizik mayatnikning massa
markazi, P — uning ogMrligi, OC =a — massa markazidan
uning qo‘yilish nugtasigacha boMgan
masofa (29- rasm).

/, — go'yilish nuqta orqali
n'luvchi gorizonlal o'gga nisbatan
II/ik mayatnikning inersiya momenti,
mayatnikning holati OC to‘g‘ri chi-

. /lgning vertikaldan og‘ish burchagi

ifi bilan toMig va bir giymatli
nniglanadi:

/0=Ta2, ¢=co, b=uwa
ho*lishini e’tiborga olib, fizik
mayatnikning kinetik energiyasi

lopiladi: 29- rasm.
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1-Lu r ITbIay = I}maZ\NZ: 2-/0wr =-1/om

Qt umumlashgan kuch topiladi. ¢ ga 5 variatsiyu
beramiz. Bu ko'chishda fagalgina P og'irlik kuchi ish bajann

54| = (250 = (-/to sin G)5h, Q = —Azsin .

dT dT d(gT

— =6, — =/nhs —

SR R PR

Bu ifodalar
d_(dT_
dt 3p
tenglamaga qo'yilsa, fizik mayatnikning difierensial tenglam

cp+%a5Lpr =0 (14)

ko‘rinishda hosil bo'ladi.

Og'irlik kuchi potcnsialli bo'lganligi lufayli mayatnik-
ning tenglamasini Lagranj funksiyasini tuzib (12) tengla
malar yordamida ham olish mumkin. Ozo'qni vertikal pastga
yo'naltirib, mayatnik potcnsial cnergiyasi ucluii
M =-Pz =-Pacos ¢ ifoda topiladi. Natijada L Lagranj funk
siyasi uchun

L=T-N :i/od>k+Pacosc|o

ifoda hosil bo'ladi. Bundan

dL d dL
b= o0 3 =/0; gp—-ALunq)
Bu ifodalarni potensialli kuch maydonr uchun
d(dL\ dL _ 0
dt ap 3
Lagranj tenglamasiga go'yilsa, (14) tenglama hosil bo'ladi:
[ @+ Pasin h=0.

68



M- masala. Sferik (konik) mayatnik harakatining difife-
mn ill lenglamalarini tuzing.
I Ycchish. O nugtada OM ipga biriktirilgan m massali M
I anitldiy nugtani garaymiz. Ipning uzunligi + bo'lsin.

L/ iiugtaning holati 30- rasmda ko'rsatilgan y va obur-
I h.iklar bilan aniglanadi. Oz o'q vertikal, Nx o0‘q esa
mit'/g'almas Ox olgga parallel joylashtirilgan, MN to‘g‘ri
vlii/iq esa Ojo‘qga perpendikulardir (30-
iiiim).

Sferik mayatnikning kinetik va
[toK'nsial energiyalarini topamiz:

m T= @ =02 +f)2, bunda
M /sin0, B, =0f, 02="VR =Wsin 0. \f
T ="mt2 (62 +42sin20j,
Il =-mgh =-mgf cosO. 30- rasm

£i =0, g2 ='P deb, Lagranjning Il tur

d or oN=_an  d (15)
dt 00 00 00 dt O Oy

Icnglamalaridan foydalanib, sferik mayatnikning differen-
cial tenglamalari tuziladi:

~ =m/20; —~_ =w"?20; ~ m f2\i2sin0-cos0;
00 dt 00 00
on _ ; ,Oﬁ_,O?_ n-.engg_er_,
— =ntgfsin0; -——8, — =mexj/s ; — =0,
oo MIINE T gy TMEISTE oy

I vm m

-—-———— — I/ jrsiii20; — =-2mZ20ij/sin0cos0

dt oy oy

Topilgan ifodalarni (15)ga qo'yilsa, sferik mayatnikning
dilTcrensial tenglamalari



& =- —sin0 +\j/2sin0cos0

|
th = - 20§/cFE0

ko‘rinishda hosil bodadi.
16— r radiusli qo‘zg‘almas silindrga o'ralgan ipga

osilgan m massali moddiy nuqgtadan iborat mayatnik
katining tenglamasini tuzing,
Muvozanat vaziyatida ipining
osilib turgan gismining uzufl
ligi L Ip massasini hisobg.i
olmang.

Yechish. Lagranj tengla
malaridan foydalanib, mayat-
nik tebranishlarining tengla-
masini tuzamiz. M nugqtaning
koordinatalarini aniglaymi/
(31- rasm).

X =0k +kM = rcosip-t- (( + r<p)siii(p;
y - OO0l = +r(p)sing- rsin
Sistemaning kinetik va potensial energiyasi topiladi:
X = (C+ r(p)coscp- o,

31- rasm.

y =-(™ +/p)sin<p-cp, bz =x2 +y2, ¥ =(e +rg>Yv'p§'-,
= Wihdy g2 -2

M =-mg\{C +/-(p)cos(p- r sin qJ].
Lagranj funksiyasi tuziladi:

L = ™(( + rdp)2cp2 + mg[(£ + rep)cos - r sin tp].

%p: m{( + r(p)ro|o2 +mg\rcosd- (" +rgp) cosd - rsind| =

= mE+rd)rd - mg(t +rd)BT
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N mee iy L d;O = am(f + r(p)2 + (£ + rep)2ch

M liosilalar uchun topilgan ifodalarni
d(dL\dL=Q
dt an
Icuglamaga qo'yib, mayatnik harakatining difierensial tcngla-
liiasi olinadi:
2 +r)rep* +m{(. + rp)2h- WE + ry)rif +
+mg(i + Asinh =0,
FI)p+rd +gsing=0.
17- masala. Massasi m bo‘lgan va ipining uzunligi ixtiyoriy
va t =(qg+i\sinv/, t(t) = By+ct gonunlar bo'yicha o‘zga-

i.idigan mayatnikning harakat tenglamasini tuzing.
Yechish. Mayatnik harakatining tenglamasi

d 'dL_3I =0
dt 3p A

Lagranj tenglamasidan foydalanib yoziladi. Buning uchun
.agranj funksiyasini tuziladi (32- rasm):

X =/sin9, x =blng + ECSp-<g>,

y = tCOBfh, y ="C08p-"WLIDP,

(17)
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Hosilalar uchun topilgan ifodani Lagranj tenglamasM
iTIhrihnn'yihia, maymnilt linraltariiiing UfTttrm lIHtetiglamU |
hosil bo‘ladi:

(@)

Agar mayatnik ipining uzunligi i(t) =to +itsinyt gomin
bo'yicha o'zgarsa, mayatnik harakatining differensial
tenglamasi

ko'rinishga ega bo'ladi.

Agar mayatnik ipining uzunligi t =t0 +ct, ¢ =const/
gonun bo‘yicha o'zgarsa, (a) tenglanialardan foydalanib va
t(t) ni erkli o'zgaruvchi sifatida garab, mayatnik harakatining
dificrensial tenglamasini hosil gilish mumkin. Buning uchun
(0 o0g'ish burchagidan vaqgt bo‘yicha olingan hosilalarni
d(r) funksiyadan t(t) bo'yicha olingan hosilalar bo'yicha
ifodalash kerak:

di @ di  dD

d2dp _ d fd(p\ d ( d(p\dt _ 272
d2  dt{dt J dt\ dijdt c di2"
Natijada izlanayotgan tenglama

ko'rinishga keltiriladi. Butenglama kichik og'ish burchaklar uchun,
L+ _~L +_J_
de2 i1 di cti

oladi. Bu tenglama yechimlari, ya’ni mayatnikning harakat
gonuni Bessel va Neyman funksiyalari orgali ifodalanadi. |
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18- masala. Uzunligi | bo'lgan cho‘zilmaydigan ipga

TITin m vassal! LWATKA? TTuitsisa LW M Thayatnikning
llgan nugtasi gorizontal bilan n burchak tashkil gilgan

pu'ta to'g'ri chizig bolylab, berilgan 4=40(0 gonunga
imivoliq harakat giladi. Mayatnik harakatining tenglamasini
[It/ling.

Yechish. 33- rasmda hosil bo'lgan AOKC dan:
CK =\co%a., OA ="sina.
AABC dan esa:
AB ="sinq AC =-/cos(p ,
> x KC +AB = £sincp +£cosa ,
y OK +(+AC) =~sina-fcostp.
Mayatnikning kinetik va poten-
Ml cnergiyasini topamiz:
] 0 B(va)
=i, 3
. 33- rasm.
M =wg(gsina - £cos ()

x = fcostp-ip +icosa, Yy =£sin(p<p+4sina;
Xx2+y2=¢£202(cos2®+ COS2 dj + £2 (cos2a +cos2a) -
2r04(«~cosa +siifsina) = Ap2+42+2/2p4co8(h-a).

Lagranj funksiyasi tuziladi:
L=T-N ="[f2q2 +42 +2*&pcos(<p-a)] +

+mg( cos - mgijsin a.

A= N[22+ 224005 (h-a)L;
™[22 22005 ()

( = T2+ m(E,cos(y - a) - mE2As\n((p - a)
dt130

513 =-ml<p4sin((p - a) - mg/'csin t
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Hosilalar uchun topilgan ifodalarni (17) tenglaniafl
go'yilsa, mayatnik harakatining differensial tenglamasi Irm
bo'ladi:

m(2p+  cos(<p- a) - /nld<psin((p- a) + sin(g>- a) u
+«g”sinp=0,

?
O+y sind+  coB(d- a) =0.

19- masala. Qo'yilish nuqtasi vcrtikal yo'nalisluli
(/) =flcosy/ gonun bo‘yicha tebranuvchi, ipining uzunligj
f bo'lgan m massali yassi mayatnik Kicliik tebranishlarininj
tenglamasini toping.

Yechish. Yassi mayatnikning qo'yilish

» 0 nugtasi £(/) =acosy/ qonun bo'yiclu
vertikal tekislikda to'g'ri chizigli tebranma
harakat qgiladi (34- rasm).

Mayatnik harakatining differensial
tenglamasini tuzish uchun Lagranj funk-
siyasi tuziladi. M nugtaning koordinatalan
hisoblanadi.

X=7Singy, y - acosy/ +(cosy
(agar mayatnikning go'yilish nugqtasi

34- rasm. acosyr gonun bo'yicha Ox o‘g bo'ylab
tebranma harakat gilsa, u holda M nugtaning koordinatalari

= «cosy/ +(sind, y = (cosd, formulalar bilan hisobla-

nadi). Qaralayotgan sistenia uchun L Lagranj funksiyasi

O ta

fl 2 .1
L=—(x +y )+FI(x,y) ko'rinishga ega bo'ladi. U hoi

uchun esa

L=yd2+miay2cosyra”™ +mgtcosd,
Potensialli kuch maydonida Lagranj tenglamasi olinadi:

d_U_3L
dt dqg dg
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Mayatnik harakatining dilTerensial tenglamasi quyidagicha
/iladi:

i»2¢ + [mg(. + nitay2 cosy/jsin¢ = 0.

Agar sin ¢« (@ tagribiy formuladan foydalat)jisa ma_
illink Kicliik tebranishlarining differensial tenglaniasj |FObL,
n'ladi:

fip+(g +ay2 cosytjp=0.

20- masala. Qo'yilish nugtasi gorizonlal to'g'ri chbjGbo'ylab

t -'.(/) ma’lum gonunga muvofig harakatlanuvc?j jpinimi
ii/iniligi t bo'lgan m massali mayatnik harakatininggqonuninj
loping.

Vechish. Qo'yilish nuqgta

harakatining yo'nalishi Ox 0'q
musbat yo'nalishi bilan bir xil
ho'lsin. Qo'yilish nuqgtaning
ml, inersiya kuchi \ tez-

lanishga garama-garshi
yo'nalgan bo'ladi. mg og'irlik
kUchining urinma tashkil
ctuvchisi topiladi (35- rasm):
Px=-mgsin

mi, inersiya kuchining ham

urinma o'qdagi proyeksiyasi topiladi:
JXx =-mg£,cosip-

Mayatnik harakatining differensial tengiamasjnj

luzamiz

<h=
m Y

Ininda

_d2s

S (Pax
dt2
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Natijada mayatnik liarakatining difTerensial tenglanu
quyidagi ko'rinishda yoziladi:
miip + mgsin p+m\cos@=0.
Ogiish burchagi yetarlicha kicliik, ya'ni fm i
g giy cyamis e
bo'lganda sin(p=< cos(p=l lagribiy munosabatlar o'rinll
bo'lib, mayatnik liarakatining difTerensial tenglamasi quyid.ip
ko‘rinishga keltiriladi:
q)+A2q):- ? K2=r ()

(1 tcnglamaning umumiy yechimi, ya’ni mayatnik j
liarakatining umumiy qonuni Lagranjning ixtiyoriy o ‘zgar«
maslarni variatsiyalash usulidan foydalanib topiladi.

Bulling uchun ¢+/:2p=0 bir jinsli tcnglamaning

¢(r) = Cj sin kt +Ci cos kt

umumiy yechimi kelib chigadi. Bundagi C, va C2sonlanii
0'zgarmas emas, balki ularni o'zgarishiga garab (variatsiya-
lab), ularni shunday tanlaymizki, (2) bir jinsli teng-
lamaning umumiy yechimi, (1) tenglamaning umumiy
yechimiga aylansin:
o(r) = C((r) sin kt + Ci(r) cosk t. ©)

(3)ning liosilasi topiladi:

th=C|(/)sin kt +Ci(t) coskt + Cj (t)k cos kt - Ci(t)k sinkt.

Tanlanmogqchi bo'lgan C|(r) va C2(/) uchun

Cj(/)sin kt + Ci(t)coskt =0 4 J
bo'lsin deb garaladi. Natijada
op(f) = C\(t)k coskt -Ci(t)k sinkt. G |1

(5) tenglikning liar ikkala tomoni difTerensiallanadi.

cp() = CJ (t)k cos kt - C2(/)"sin kt - C\(t)2 (t)k2sin kt -
~Ci(t)k2 coskt. (8)1



[luli ¢ va ~ning topilgan (3) va (6) ifodalarini (1)
lljjlamadagi ¢ va iplaro'rniga go'yib, tegishli ixchamlash-
iHililardan keyin quyidagi tenglama kelib chigadi:

C\(t)coskt - C2(n)sin kt = . @

Indi (4) va (7)ni birgalikda garab, C\(f) va C2(/)
hnsilalarga nisbatan chiziqli tenglamalar sistcmasi hosil

hu'ladi. Bu sistemani Cj(/) va C2(/) ga nisbatan ycchib,
(juvidagicha topiladi:

£
Ci(O = s cos kt,

£
C{U) = T oS kt.

Bu differensial tenglamalar integrallanib, quyidagi
lIbdalar topiladi:

Q) =- T JNcosAti/lt+Q,

C2(f) = - ! JEcos/:tdx+ C2.

Bu tengliklarning o‘ng tomonida turgan integrallarni
kctma-ket ikki marta bo'lak integrallanadi va quyidagi ifoda
hosil bo'ladi:

Cl (/) =-jj*-Z,coskt - Zl;sinkt +Z2J!;cosAti/t) +Q,

C2(/) = — y-t'Coskt-kfrsiri kt +k2\*coskxdz* +C2- (8)

(8)ni (3)ga qo'yilsa, mayatnik liarakatining tenglamasi hosil
bo'ladi:

®(0 =C] sin kt + C2 cos kt +] Jo4(T)sin k(t-x)dx.



I11. Savol va masalalar

------ T. MCMhik si&tcmaning kinclik va potcnsial encrgiyalari umuilH
lashgan koordinatalar hamda umumlashgan tezliklar orgali gamlay
ifo-dalanadi? Kinctik va potensial cnergiyalar uchun ularning kanonlk
ifo-dalari ganday bo'ladi?

2. Lagranjning Il tur tcnglamalarini kcltirib chigaring. Har bji
ine-xanik sistcma uchun bunday tenglamalarning soni gancha bolVadi?

3. Agar mexanik sistcmaga bir vagtda konservativ va konscrvativ
bo'Imagan kuchlar ta’sir gilsa, Lagranjning Il tur tcnglamalari gan-
day ko'rinishda biladi?

4. Elastiklik kuclii ta’siridagi mexanik sistemaning potcnsial cner«
giyasi ganday aniglanadi?

5. Lagranj funksiyasi va lining xossalarini izohlang.

6. Lagranjning Il tur tenglamalaridan foydalanib, matematik va fi
zik mayatniklar tcbranishlarining differensial tcnglamasini tuzing.

7. Matematik va fizik mayatniklar uchun Lagranj funksiyalarini
tuzing.

8. Lagranj tenglamasi ganday ko‘rinishga cga? Bu tcnglamaning
go'llanilishini izohlang.

9. Ikkita tayanchga cga bo'lgan to'sinda yotgan G og'irlikdagi yuk
kichkina crkin tcbranishlarining siklik chastotasi va davrini aniglang.
Yuk tayanchlardan ova J1masofada joylashgan. To‘sin matcrialining
elastiklik moduli E, ko'ndalang kesimining inersiya momenti csa / ga
tcng. To'sin og‘irligini hisobga olmang (36- rasm).

. 1 I3E/(a+h)
Javob: T - 2nat
J3EI(u +Db)" all G
10. JV massali bir jinsli r radiusli diskka A nugtada ( uzunlikd

sterjen gattig mahkamlangan. Sterjcnning boshga uchi mayatnikning
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nilisli nugtasini ifodalaydi. Sterjenning mas-
HI c'tiborga olmasdan fizik mayatnik har-
miiig tenglamasini Ili/.Ing (377 lasm).

2g((+r)
r2+2((+r)2

11. m massali moddiy nugta 5 =4osin &
iniglama bilan ifodalangan sikloidal yo’nalish
bn'ylab og’irlik kuchi ta’sirida harakat giladi.
linndagi .S — 0 nugtadan hisoblanadigan
yny,  —sikloidaga o ‘tkazilgan urinma bi-
11 gorizontal o‘q orasidagi burcbak. Nugta
h.u.tkalining tenglamasini toping (38- rasm).

Javob: o+ sinth=0.

37- rasm.

Javob: S = Asia

bunda /( va do — integrallash
iloimiylari.
12. m massali nugta va uzunligi
i <) gonun bo’yicha o’zgara- jg_ msm
digan ipdan tashkil topgan matem-
atik mayatnikning tenglamasini tuzing.

£ a
Javob: @+2-¢ +ysingg=0, bunda & — ipning vcrtikaldan

0g’ish burchagi.
13. Massasi m bo'lgan moddiy nugta va chizilmaydigan f ipdan
tashkil topgan matematik mayatnikning qo’yilish nugtasi gorizont

bilan a burchak tashkil giluvchi og‘ma to'g’r chiziq bo'ylab \ = LI3)
gonun bo’yicha harakat gilmogda. Mayatnik harakatining lenglamasi-
ni tuzing.

"
Javob: @+ %sin q)+('- co5(t- a) = 0.

14. Massasi m bo’lgan moddiy nuqta gorizontal tekislik bo’ylab
harakat gilmogda. Nugtaning harakat tcnglamalarini qutb koordina-
lalarida tuzing.

ldr

. - =R, m =K
Javob: mr - mr(p2 \ S >



15. m massali nugta harakatining tcnglamalarini sferik koordii
talarda tuzing.

Javab: y-r02- rsin20«d2 +gcos0=0,
4- 2sin20 =0
at(mr sin20c) =0,

(120 - 5in 04605 0122 -grsin 0) =0.

16. r radiusli go'zg'almas silindrgi
o'ralgan ipga osilgan m massali moddi
nuqgtadan iboral mayatnik harakatininj
tcnglamasini tuzing (39- rasm).

Muvozanat holatda ipning osilib turgan
gismining uzunligi (. Ipning massasini
hisobga oimang.

Javob: (t+rp)é +rb2+gsin =0,
bunda ¢ — ipning vertikaldan og‘ish burchagi.
17. m massali A pr
sali B prizmaning gorizont bilan u
burchak tashkil gilgan silliq yog'i
bo'ylab siljimogda. B prizmani
tezlanishini toping. B priznia bilan
al \ gorizontal tekislik orasidagi ish-
s/ / qalanishni hisobga oimang (40-
rasm).
40- rasm.



5 8. Siklik koordinatalar va integrallar.
Energiya integrali

I. Nazariy gisrn

Potensialli kuchlar uchun Lagranjning ikkinchi tur
UMiglamasi berilgan bo‘Isin:
d 3L 3L
fit agj yal':0> (/=123...59). )
Bunda L=T +U=T - N — Lagranjfunksiyasi yoki kinetik
potensial deb ataladi; T va M — mos ravishda sistemaning

kinetik va potensial energiyasi, U =-'l kuch funksiyasi.
Lagranj funksiyasi umumlashgan koordinatalar, umum-

l.ishgan tezlik va vaqtning funksiyasidir, ya’ni L = L(ghght).
L=T +U Lagranj funksiyasi tarkibiga kirmagan k
umumlashgan koordinalalarga mexanik sistemaning siklik

koordinatalari deyiladi.
Faraz gilaylik, sistemaning S ta umumlashgan koor-

dinatalaridan Ktasi (K <S) siklik koordinatalari bo‘lsin. gk

umumlashgan koordinatalar U kuch funksiyasiga, shuning-
ilek, T kinetik energiya ifodasiga ham kirmaydi. T kinetik

niergiyaning ifodalariga fagat gk umumlashgan koordina-

talarning gk umumlashgan tezliklari kiradi. gk umumlashgan
koordinatalar L Lagranj funksiyasi ifodasiga kirmaganligi

tufayli =0 boMadi. Bunday holda siklik koordinatalar
Mk

uchun Lagranj tenglamasi
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kirinishga ega bo'ladi. Oxirgi tenglamadan quyidagi ifod.i t
chigadi:

ﬂ- =Q, (k=123,..//<5). (I

Agar L=T+U bo'lishligi va kuch funksiyasining
umumlashgan tezlikka bog'liq bo'Imasligi e’tiborga olinft

(3) lenglik
('U"i[ =0t

ko'rinishni oladi. Bu tenglikning chap tomoni gk bo‘yichi

differensiallanib, sistemaning T Kinetik energiyasi ucluui
In n

- e - —

! [le yS:i aijQQ ko'rinishdagi ifoda topiladi.

Bunday holda (3) tenglik

Z aijdi +k =Q
=1
ko'rinishni oladi.

Shunday qilib, Lagranj tenglamasining v, siklik koor*l
dinataga mos keluvchi birinchi integrali uchun ifoda topiladi. J
Topilgan birinchi integralga siklik integral deyiladi. Siklik
integral umumlashgan tezlikiarga nisbatan chizigli funksiyn
bo'ladi. I

Lagranj tenglamalari sistemasini to'liq integrallash uchun
bu sistemaning In ta birinchi integrallarini topish zarur va

yelarli, ya’ni Lagranj tenglamalarini ganoatlantiruvchi 2nta

fsiwid) =Cs, (6=1,.2,...,2») @
ko'rinishdagi munosabatlar topish kerak.
(4) tenglamadan barcha miqdorlarni t vaqgtning

funksiyasi ko'rinishida yetarli sondagi ixtiyoriy sonlarga bog'lab
topiladi. Ixtiyoriy doimiylar boshlang'ich shartlardan foy-
dalanib aniglanadi.

Mexanik sistemalarda chizigli koordinatalarga mos keluvchi
siklik integrallar sistema harakat miqdorining saglanish gonuni
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n, Imrchak koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar
 i'si harakat migdori momentining saglanish gonuni
Inngandir.

A.osiy mexanik sistemalarda xususiy holda konservativ
Irm.ilar uchun energiya integrali mavjud bo'lib, harakat
Homida sistemaning to'liq mexanik energiyasining o'zgarmas

li.adia1 bo'lishini ifodalaydi:
T+M =A

Hu integralni ideal bog'lanishli sistemalar uchun Lag-
hlin teiiglamalaridan faol kuchlar t vagtga bog'liq bo'l-
mii'.mda, shuningdek, kuch funksiyasi vaqgtga bog'liq
hillinagan hollarga olish mumkin. Shunday qilib, t vaqtga
hiklik koordinata sifatida qarasaq, konservativ sistema harakati
Itiliglamalarining birinchi integrali integral energiyani ifoda-
11 ckan.

Lagranj funksiyasidan umumlashgan tezliklar bo'yicha
nlingan xususiy hosilalar umumlashgan impuls deyiladi.
Umumlashgan impulsni p orgali belgilasak, quyidagi ifoda
Itosil bo‘ladi:

Agar sistemaning n ta umumlashgan koordinatasidan S
tasi siklik koordinatalar bo'lsa, (5 < n) u holda L Lagranj
lunksiyasi 2/i - S + 1 ta o'zgaruvchiga bog'lig bo'lib (umumiy
holda 1vaqt o'zgaruvchi bo'lib kiradi), bu sistemaning S ta
umumlashgan impulsi uning harakati davomida o'zgarmas
giymatni saglaydi.

Il. Masalalar yechish

21- masala. Fazoda m massali nugtaning holati uchta
X,Y,z to'g'ri burchakli koordinatalar bilan to'lig aniglanadi.
Lrkin nugtaning x,y,z to'g'ri burchakli koordinatalarini
umumlashgan koordinatalar deb qgabul qilib, gorizontal
tekislikda nugta proyeksiyasi harakatining sodir bo'lish
gonuniyatlarini o'rnating.

83



Yechish. Og'irlik kuchi niaydonida harakatlanayoludfl
nugtaning kinctik va potensial cnergiyalari uchun quyidnjfl
ifodalar topiladi:

T=\m°2=\ m(A2+¥~+i2); n =SZ =mgz.
Lagranj funksiyasi tuziladi:
L=T-1I-= (x2+y2+2z2)- mgz .

L Lagranj funksiyasi x vay koordinatalarga bog’liq I
emas, ya’'ni ularni siklik koordinatalar deyish mumkin. liu
siklik koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar:

dL ..

— =mx =const yoki X =c\,
™ X yoki X

dL .

— =my =const yoki y =c2.
Yy

Bu ifodalar gorizontal o'glardagi nugta tezligining
proyeksiyalari o‘zgarmas miqgdor bo'lishligini ko'rsatadi, |
ya’ni nuqta proycksiyasi harakati gorizontal tekislikda tekis va
to'g'ri chizigli gonun bo‘yicha sodir bo'ladi. x =0 vay a6
bo'lganda nuqtaning proyeksiyasi gorizontal tekislikda o'zgar- |
masdan goladi, ya’ni nuqta vertikal bo’ylab harakatlanadi,

22- masala. 21- masalani markaziy kuch niaydonid:
garaymiz. Faraz gilaylik, m massali moddiy nugta markaziy
kuch ta’sirida harakatlanayotgan bo'lsin. Markazga nisbatan
moddiy nugta harakat migdori momentining saglanish qonu-
nini o'rnating.

Yechish. Faraz qgilaylik, markaziy kuch gandaydir mar- |
kazga garab yo'nalgan bolsin. Markaziy kuch moduli nugta-
dan markazgacha bo'lgan masofaning funksiyasi bo'ladi.

Qutb koordinatalari sistemasidan foydalanamiz. Nug-
taning qutb koordinatalari bo’lgan r qutb radiusini va ®
qutb burchagini umumlashgan koordinatalar deb garaymiz.

Nugtaning kinctik cnergiyasi topiladi. Buning uchun nugta
fl tczligi modulini lining qutb koordinatalari o'glaridagi

dr va % proyeksiyalar orgali ifodalanadi (41- rasm):



41- rasm.

V2 =d@ Hixl, =r, yp=rm, m=0.

_mh2_ml
2 2\ r

L)

Moddiy nuqgtaning poten-sial energiyasi uchun ifoda
topiladi. Markaziy kuch ta’siridagi nuqgtaning potensial
energiyasi ham Nyuton lortishish kuchi maydonida joylashgan
nugtaning potensial energiyasi singari hisoblanadi, ya’ni
nugtaning potensial energiyasi nugtadan markazgacha bo'lgan
masofaning funksiyasi bo'ladi:

n=/(r).
Nugta uchun Lagranj funksiyasi quyidagicha tuziladi:

T

L=T-N=y(r2+r2p2)-/(r).

85



Bu ifodadan ravshanki, L Lagranj funksiyasida ¢ him Ink
koordinala uning ifodasiga kirmaydi, ya’ni bu siklll
koordinatani ifodalaydi. Bu siklik koordinataga mos kcluvoltl
siklik integral

bL _ 0Tr2(p:const yoki° mr(r(p) = «irL = const
dip v
ko'rinishga ega. Bu oxirgi tenglik oldin o'rnatilgan Tarka/uy, j
nisbatan moddiy nugla hamkiil
migdori momentining saq*|
lanish gonunini ifodalaydi. j
23- masala. Holali o va « 1
burchaklar bilan aniglanuv-1
chi, uzunligi (ga teng bo'lgiul
sferik mayatnik harakatinilig
birinchi integrallarini toping. <
Yechish. m massali M
nuqtani garab chigamiz. Hu
nuqta og'irligi e’tiborgu
olinmaydigan £=0M ipga
osilgan. M nugtaning holali
9 va V Dburchaklar bilan
to'lig aniglanadi. Sferik harakal
gilayotgan nugtaning kinetik va
potensial energiyalari
quyidagicha hisoblanadi (42-

0, =Of, 07 =ij/l? =ijrfsin0,

n=-mg\ON\, |CW]=fcosO.

Shunday qilib, nugtaning kinetik va potensial energiyalari
uchun quyidagi ifodalar topiladi:

T =jm f2(02 +\jr sin20j,



Slerik mayatnik uchun Lagranj funksiyasi tuziladi:
L=T-M =~m(2(02+\r sin2s| +mgCcosO.

Itavshanki, L ning ifodasi » koordinataga oshkor
ig lig emas, ya’ni v burchak siklik koordinatadir. v siklik
Kui dinataga mos keluvchi siklik integral

d_y =\rsin20=C

Imrinishga ega bo'lib, mayatnikning Oz o0'gga nisbatan
luiiakat migdori momentining saglanish gonunini ifodalaydi.
Lnergiya integrali esa

T+M =h="ml2"02+\2sin20 j- mgCcosQ =C

yoki 02 +tjr sin20- 2y cosO =h
ko'rinishga ega. Bunda = EQI' :
mel

I11. Savol va masalalar

1 Konscrvativ sistemalar uchun Lagranjning Il tur tenglamalari
ganday ko'rinishga ega?

2. Elastiklik kuchi ta’siridagi mexanik sistemaning potensial encr-
giyasi ganday aniglanadi?

3. Qanday untumlashgan koordinatalarga siklik koordinatalar
deyiladi?

4. Siklik koordinatalar uchun Lagranj tenglamasi ganday ko'rinishga
ega? Uning birinchi intcgrallarini toping.

5. Qanday integralga siklik integral deyiladi?

6. Siklik integralning ifodasi untumlashgan tezlikiarga nisbatan gan-
day funksiya bo'ladi?

7. Mexanik sistemalarda chizigli koordinatalarga mos keluvchi siklik
integrallar bilan sistema harakat migdorining saglanish gonuni gan-
day bog'langanligini izohlang.

8. Burchak koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar sistema
harakat migdori momentining saglashni qonuni bilan ganday
bog'langan bo'ladi?
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9. Konservativ sistemalar uchun energiya intcgrallari ma
bo'lishini va harakat davomida sistemaning to'liq mcxanik energiyu
ning saglanishini tushuntiring.

10. Lagranj funksiyasi va boshlang'ich shartlar bo'yicha nugta nu
katining tcnglamalarini intcgrallang:

1 L=xXtx2, x|,45=0; x|,==I- Javob: x = 1- n

a y )
2. L=— +lzx , x|,=0=0; x|,_o= \.Javob: x =/- —.

3. L=VI2+x2, x|,=8=0; Xl:{:3:|. MWiyalt x:'—n,\
4 =Hrl, 40 Y=o 4407040==
Javob:
— 4R 'yv('-'0) £, ,. 2E . Py(=-io)
X PyCOSZ Y= py o)+’p;s'n 2+ ye.

11. Matcmatik mayatnikning qo'yilish nuqgtasi 0°‘zgarmas tcz-
lik bilan r radiusli vertikal joylashgan aylana bo'ylab harakatlanadi. Agai
mayatnik massasi m, ipining uzunligi ( bo'lsa, mayatnik uchun Gamil
ton funksiyasini tuzing.

\n2
Javob: H =~m(2 % bj?cos)rcb—%}{ - L -mgt cos<p.
m —~

12, Agar Lagranj funksiyasi berilgan bo'lsa, Gamilton funksiyasi-
ni toping.
1L =-mczJl Javob: L| =CyJcP2+mZ2 .

20 =y (i2+>2+12)+0(Xy- yX).

brfrH =~[(/>, +ay)2+(/> - ax)2+P2 .

13. Massasi m =1 bo'lgan matcmatik mayatnikning harakat
tenglamalari
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dg OH dP OH p2 g
dl OP’ dt dq’' H~~2~7CS%
(g = (e mayatnikning vcrtikaldan og'ish burchagi, f mayatnik

ikd ning uzunligi) ko'rinishda boMishligini ko'rsating.
14. Harakatlanuvchi nugta uchun silindrik koordinatalarda Lagranj
lunksiyasini tuzing.

Javob: L =—[r2 + n2q®2 + z2)-/7(r,cp,z)-

15. Og'irlik kuclii maydonida R radiusli sferik sirtda harakatlanuv-
i In m massali nugta uchun Lagranj funksiyasini tuzing.

Javob: /. =y J12(02+sin20 m2) + mgRcosO.



6- §. Gamilton funksiyasi. Mexanikaning
kanonik tenglamalari

I. Nazariy gism

1. Kanonik okzgaruvchilar. Agar mexanik sistemaning
harakati L =L(qj,qjj) Lagranj funksiyasi yordamida tasviM

lansa, u holda harakat tenglamalari Lagranjning ikkinchi
tur tenglamalari ko'rinishida bo'ladi:

d dL
dt ?Dj J quj =0, J=1,2,...,9) (1)
(@8] Lagranj tenglamalarining liar biri umumlashg

koordinatalarga nisbatan ikkinchi tartibli oddiy differensial
tenglamalardan iborat bo'lgan S ta tenglamalar sistemasidan
iborat. Gamilton tomonidan shunday usul tavsiya etilganki,
(1) Lagranjning S ta tenglamalar sistemasini bu sistemaga
teng kuclili bo'lgan Gamiltonning kanonik tenglamalari deb
ataluvchi 25ta birinchi tartibli oddiy differensial tcnglamalarga
keltirish mumkin. (1) sistemani kanonik ko'rinishga kcltirish
uchun gj umumlashgan koordinatalar va gj umumlashgan
tezliklar o'rniga gj (umumlashgan koordinatalar) va

dL
Pj ~ (umumlashgan impulslar) yangi o'zgaruvchilar

kiritiladi. qj va pj o'zgaruvchilarni kanonik o'zgaruvchilar

deb ataladi. Ular 25 o'lchovli fazo tashkil qgiladi.
(1) Lagranj tenglamalari P umumlashgan impulslar
yordamida

i A
gt dgj > U=L2S) 2

ko'rinishni oladi. p\, p2 ps umumlashgan impulslar
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S
Pj = Z ak)% +bj , 0 =12,.5) (<))
linmtilalar bilan aniglanadi.
2. Gamilton funksiyasi. (1) Lagranj tenglamalarining har

hitini gj ga ko'paytirib, ularni hadlab qo'shilsa, quyidagi
Ifoda liosil bo'ladi:

(4)

dalanilsa, u holda (4)

ko'rinish oladi.

Agar L Lagranj funksiyasi t vagtga oshkor bog'lig
bo'Imasa, ya’ni L=L(qu 92..... ¢s, 9, "2i.... » Kko¥i_
nishda bo'lsa, uning vaqt bo‘yicha hosilasi

ko'rinishda bo'ladi.
(6)ni (5)ga go'yilsa, quyidagi tenglama kclib chigadi:

Bundan )

bo'lishligi kelib chigadi. H ga Gamiltonfunksiyasi deyiladi.
Gamilton funksiyasini kanonik o'zgarUvchilar orgali
ifodalash iriumkin. H funksiyaning (7) ifodasiga umumlashgan
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koordinatalar va tezlik o'rniga qj va Pj kanonik o'/uy,

chilar olinsa, H funksiyaning kanonik o'zgaruvchilai n
ifodalangan formulasi hosil boladi:

H="Pjqj-L. (HI
=
3. Konservativ sisteinalar uchun mexanikaning ktiiion
tenglamalari. Gamilton funksiyasining kanonik o'zgaruvclil
orgali ifodasi (8) ko'rinishga ega. (3) tenglamalar sistcm.nl

¢/jga nisbatan ycchib, quyidagi ifodalar topiladi:

Ak =/(A\,92>...9%,P\,P2....>Ps’f), (j = 1,2,...,9).
Bunday holda H Gamilton funksiyasi 25 ta qj va /I
kanonik o'zgaruvchilarning va / vagtning funksiyasi bo'l.uli
H =H (q{,92....,95,Pi,P2,~~,Ps,t). ©)

H Gamilton funksiyasining Pj umumlashgan impuM.it
bo‘yicha xususiy hosilalari hisoblaniladi:
AL =a + y — *3L dL -
dPj 4 Y dPj dQ dPj - Bqj pl
ekanligini e’tiborga olinsa,
BH 1y p gk S dg -dg:
i=\ d4
bo'ladi.
Shunday qilib,
dgj 3/
(9)
(8)dan L Lagranj funksiyasini H Gamilton funksiyasi orgali
ifodalanadi:

L=1 Pjdj~H.
=\
Lagranj funksiyasining gj umumlashgan koordinatalar
bo'yicha xususiy hosilalari topiladi:
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QL *dPk . dH 1 dIl dPk _

dPj J&l acﬁ 9* dg; 7 dPi dqj (I.O)
VEIa vy, = dH
*=|3f/* dqj dqj
(}) va (10) taqqoslansa, tubandagi tenglama kelib chigadi:
dPj dH
~dF =~dq]’ <U>
(O) va (11) ni birlashtirilsa, quyidagi tenglamalar siste-
iii i hosil bo‘ladi:
dgj _ dH
dt dPj’ "
oPj " U=12,..5) (12)
dt dqj

(12) tenglama sistemasi mexanikaning kanonik teng-
linnalari yoki Gamilton tenglamalari deb ataladi. Gamilton
luiglamalari birinchi tartibli oddiy differcnsial tenglamalar
Mstemasidan iborat. Bu tenglamalarni integrallab, 25 ta

<i, 92» "» ft. Pi, P2,....Ps miqgdorlarini t vaqgtning va 25
la ixtiyoriy o ‘zgarmas sonlarning funksiyasi sifatida aniglaniladi.
Hu tenglamalarni konservativ sistemalar uchun Lagranjning
ikkinchi tur tenglamalaridan keltirib chigardik. Shuning uchun
ularni konservativ sistemalarning harakatini o'rganishga
go'llanish mumkin.

Endi Gamilton funksiyasining ba’zi bir xossalarini
o'rganamiz. Gamilton funksiyasining vaqt bo'yicha hosilasi
topiladi:

dH dH +£ dH . . * dH p
dt dt olqj\z{“k:'irdgjb J

(12) kanonik tenglamalar e’tiborga olinsa, bu hosila

quyidagi ko'rinishni oladi:
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i dit < dil dil * dH
of = *&aT & Tkeam Il

Shunday gilib, Gamilton funksiyasining / vagt bo'ylofl
to'liq hosilasi bu funksiyaning vaqt bo'yicha xususiy hosil.imigjj
teng. Agar sistemaga go'yilgan bog'lanishlar / vagtga oshlfl
bog'lig bo'Imasa, bunday liolda Gamilton funksiyasi hunt t

vaqtga oslikor bog'lig boMmaydi. Bunday liolda <1

H
bo'lib, (13) tenglikka ko'ra A =0 bo'ladi. Bundan

W = const (14
bo'lishligi kelib chigadi.

Statsionar bog'lanishlarda sistemaning kinetik energiyanl
umumlashgan tezliklarning kvadratik funksiyasi bo'ladi.
Bunday hoi uchun Eyleming bir jinsli funksiyalar hagidagi
tcoremasiga ko'ra:

Popjij=2iysij=fifTcij=2rT
7=1 7=1 ] 7= d4j
bo'ladi. Bunday hoi uchun H Gamilton funksiyasi

H='Zpj<ij-L =2T-(T-n) =T +n (15)

mexanik sistemz_ining to'liq energiyasini ifodalaydi.

Il. Masulular yechish

24- masala. Inersiyasi bo'yicha harakatlanayotgan erkin
mexanik sistema nugtalarining harakat tenglamalarini aniglang.
Ycchish. Erkin sistema nuqgtalarining to'g'ri burchakli

koordinatalari Xj,y/,Zi(i =1,«) bo'lsin. Inersiyasi bo'yicha

harakatlanayotgan erkin mexanik sistema uchun Lagranj
funksiyasi sistemaning kinetik cnergiyasidan iborat bo'ladi:

L2495 1),
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Kavshanki, sistema nugqtalarining to'g'ri burchak
Wooi,Z) (/ = 1,«) koordinatalari Lagranj funksiyasining ifo-
lliil.niga oshkor kirmaydi. Shuning uchun ular sikl koor-
mliialalar bo'ladi.

Qaralayotgan masalada barcha umumlashgan impulslar
O'/garmas bo'ladi:

i
P gy - M
dL
.= LLM_ :p 1).
Yo dyj
dL

PA " 4ii = Wb =7/
/1 Gamilton funksiyasi tuziladi:
H=L=£-L(a?+p?+¥)
i=1

sistema nugtalari harakatining differensial tenglamalari
tuziladi:

dx, dH d§ aj
dt da,’ dd m'
dyi dH — *dyi =h.
dt &’ & i
dn _dH AL =IL
dt  dyj dt  dy,

Oxirgi tenglamalar sistemasini integrallab, sistema nuq-
talari harakatining tenglamalari to'g'ri burchakli koor-

dinatalarda olinadi:

> ::I' *+ah yl:— 1+b, Zj =— t+cj, (/ = l,2,...,n) .
J nij nij
Bu olingan natija sistemaga ta’sir giluvchi tashqi
kuchlarning bosh vektori nolga leng bo'lganda, sistemaning
harakat miqdori modul va yo'nalish bo'yicha o'zgarmas

bo'lgandagi olingan natija bilan ustma-ust tushadi.
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Sistema harakat migdorining o'zgarishi hagidagi tmiv
bir xususiy liolda, sistema harakatining diffcu it
tenglamalarini chekli ko'rinishda integrallashga imkortl
yaratgan cdi.

25- masala.(M.49.7) Massasi m ga, ipining uzunligi t
teng bo'lgan, holati esa vertikaldan og'ish burchagi @ Inl
aniglanuvchi matematik mayatnik uchun Gamilin
funksiyasini va mayatnik harakatining kanonik tenglamalmii
tuzing. Oiingan tenglamalar odatdagi matematik mayaiulk
harakatining diffcrensial tenglamasi bilan teng km M
bo'lishligini tekshiring (43- rasm).

yv v’ig
43- rasm.

Yechish. Matematik mayatnikning kinetik va potensial
energiyalari hisoblaniladi:

T-= Mn = mgh, \OM\ =t, ZMOM =q = fip.
Tolg‘ri burchakli uchburchak NOM dan

= cos<p #>|CW = (cos<p
h=\OM\- |V = - £cos<p="Y1- costp).
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M,iy.itnik harakati uchun Lagranj funksiyasi tuziladi:

L=T-MN =m " +wiftpcos(p.

Ilinumlashgan P impuls uchun quyidagi ifoda topiladi:

P:%p:Traf:(p:HF;T @

Il Gamilton funksiyasi tuziladi:

I=Rp-t=Y 50 = i8-8 -

wdcpcoscp = -m lip-mlepeosep = Zl—% Inftpeosep.

Mayatnik harakatining boshga bir kanonik tenglamasi
topiladi:
dP 24 dP
dt dt dt A
Shunday qilib, matematik mayatnik uchun Gamilton

lunksiyasi H ~LP -m lepeostp ko'rinishga ega.
2mP

Uning harakatining kanonik tenglamalari esa

dp_ P P :
- —-

it mezr @ Apin® ©
ko'rinishda bo'ladi.

Agar (1) tenglikni / vaqgt bo‘yicha differensiallansa,

= Hpr?' topiladi. P = wiﬁpni (2) ga qo'yilsa, mayatnikning

@ og‘ish burchagiga nisbatan quyidagi klassik tenglamasi
hosil boladi:

mllip- mlgosin cp=>qo+J<sin =0
26- masala. Markaziy kuchlar maydonida harakatlana-

yotgan m massali nugta uchun Gamilton funksiyasini toping
va nugta harakatining kanonik tenglamalarini tuzing.
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Yechish. Markaziy kuch ta’siridagi nuqta markazi nun/i
o'tgan tckislikda harakatlanadi. Bunday nuqgtaning harakitfl
qutb koordinatalarida o'rganish juda qulay. UmumlasljB
koordinatalar sifatida nugtaning rqutb koordinatalarini
gilsa bo'ladi.

Bog'lanish statsionar bo'lgani tufayli H Gamilton linik
siyasi sistemaning to'liq mexanik energiyasiga teng bo‘le*t

2
H=T+0MN(r) = +M(r), (L=T-N).

Qutb koordinatalarida Q2 =r +r2 bo'lishligi e’tiboffl
olinsa, nuqtaning kinetik energiyasi uchun ifoilfll

T =y (/2 +/-22) ko'rinishni oladi. rva ® koordinataluig"
mos keluvchi umumlashgan impulslar quyidagicha topiladg

dL =dH _ _dL _dH _ 2
Bundan = i =—
undan r—E . =
H Gamilton funksiyasi kanonik o'zgaruvchilarga nisbatan
d2
H=  pi+  *+00

ko'rinishni oladi.
Nuqgta harakatining kanonik tenglamalari tuziladi (tek-
shirilayotgan masalalar uchun ular to'rtta bo'ladi):

dr dH g dPr  dH _ dn

4 g m’ @ dt dr r3 dr?
(©)

dp dH  px dPp

i dPm mr2e @ g T = (@)

alarni bir xil xususiy holda yechamiz.

Agar markaziy tortishish kuchining miqdori ID: ér'}
bo'lsa, u holda: '
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11 1l Gamilton funksiyasi

I T+M-T {r+ %) %”:—Zlm

I'llmshga cga bo'ladi.
Nmjta harakatining kanonik tenglamalari esa quyidagicha

tliidi:
dr _bH _Pr dr dH pi mk
dd dPr m' dt~ dr r3 r °’ 3
dp dH_ J%_ dPv  BH
dt ~ 3 ~ ,H2> dt p

Butenglamalardan r, ¢, R va P9 koordinatalarni t vaqt-
ng funksiyasi sifatida aniglash mumkin (44- rasm).
(4) tenglamadan P*=« bo'lishligi kclib chigadi. Bun-

dun a =const- Rbning bu giymatini (2) ga go'yilsa, quyidagi
Icnglama hosil bo'ladi:

44- rasm.
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2dp_ a
dd m'

Bu tenglama csa markaziy kuch ta’siridagi nuglanliJ
radius-vektori chizgan yuza t vagtga proporsional raVuli
da o'zgarishini ifodalovchi yuzalar tenglamasinlitj
0'zginasidir.

(I) tenglamadan Br-m ar topiladi. (3) tenglama e}

m--~r =" - + ko'rinishni oladi.
dt2 r3 r2

Bu topilgan tenglamadan nugtaning radius bo'ylab
gilayotgan harakatini aniglash mumkin.

I11. Savol va masalalar

1 Ixtiyoriy golonom bog'lanishli sistcma uchun kinetik cncrgiya-
ning ifodasi ganday bo'ladi?

2. Statsionar bog'lanishli mexanik sistcma uchun kinetik energiya-
ning ifodasi ganday bo'ladi?

3. Statsionar va statsionar bo'lmagan mcxanik sistcma uchun ki
nctik potensial (Lagranj funksiyasi) ifodasi ganday bo'ladi?

4. H Gamilton funksiyasining mazmunini tushunliring va u gan-
day aigumcntlaming funksiyasi bo'ladi?

5. Konservativ sistcmalar uchun mexanikaning kinetik tcnglama-
lari ganday va ularning soni nechta bo'ladi?

6. Gamilton funksiyasining vaqgt bo'yicha to’liq hosilasi niniaga teng?

7. Statsionar bog'lanishlar uchun Gamilton funksiyasi ganday
bo'ladi?

8. Kanonik tcnglamalarni tuzishning usullari ganday bo'ladi?

9. Gamilton kanonik tenglamalarining integrali ganday shartlarni
ganoatlantiradi?

10. Kanonik tenglamalarni siklik koordinatalarda integrallashning
0'ziga xos xususiyatini izohlang.

11. m massali erkin moddiy nugta potensialli kuch maydonida ha-
rakatlanmoqda. Agar maydonning kuch funksiyasi u(x,y,z) ga teng
bo'lsa, bu nugta uchun Gamilton funksiyasini tuzing va bu nugta ha-
rakatining kanonik tenglamalarini toping.



Javob: — =fi, = H = P2 + A2 + P?) - u(x,y,z)
d m' dt pgx' 2n
dy Pi dPj _ awm
dt m dt  dy’
dz _ Pt dPj _Qm
dt m dt dz

12 (Nyuton masalasi) m massali moddiy nugta Nyuton kuchlari
limikaziy maydonida M massali go'zg'almas jism ta’sirida harakat
glinyotgan bo'lsin. Qo'zg'almas (tortuvchi) jismni bir jinsli shar
ilcb garab, ya’ni maydonning barcha kuchlari tortuvchi jismning
uuiikaziga yo'nalgan deb hisoblab, nugta harakatining kanonik tcngla-
limlarini tuzing. Qulb koordinatalarida nugtaning traycktoriyasini
r /(@ ko'rinishda toping.

m mr r r
13. Gamilton tcnglamalarini toping, agar:

rsi resinc o’

Javob: r =Pj\ b= Vi—: Pr =
Jd) nﬂ?p 2 2

2. H=y\+P2+r. Javob: r =

14. Gamilton funksiyasini Jith, Z siklik koordinatalarda ifodalang.
Javob: Il =-+-(P} +\P * +P?) +M(r,®z).
5 m( } rf ) +1( )
15. Gamilton funksiyasini r,0,¢ sferik koordinatalarda toping.
- =N_ ?

Javob: H anP. +4Fr/0 +

16. Gorizontal reyka vertikal 0'q atrofida aylanadi, reyka bo'ylab esa
m massali yuk harakatlanadi. Yukka ta’sir giluvchi kuch I (r) poten-

sialga ega, bunda r — yukdan aylanish o'gigacha bo’lgan masofa. Sistc-
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mailing kinetik encrgiyasi

T=j[r2+(r2+</2)ae]

ga tcng. Sistcma uchun Gamilton funksiyasini toping va sistema ha i.ik
tilling kanonik tenglamalarini tuzing.

Javob:
rlr_ Pr, R dPr _ rP*
d m' d m(r2+d2)" dt m(r2+d2)2
17. Gorizontal disk o0'zining markazi orgali o‘tuvchi vertikal n't|

atrofida aylanadi. m massali sharcha gardish diametri bilan 1110s in
shuvchi yarim slindrsimon arigcliada harakatlanadi. Sharchaga silih
drik arigcha bo'ylab yo’nalgan va sharchadan aylanish o’qigacha bo'lgefl
r masofaga bog'lig bo'lgan kuch ta’sir giladi. Sharchaga modiliy
nug-ta deb garab, uning uchun Gamilton funksiyasini tuzing va h;n
akati-ning kanonik tenglamalarini toping.



[ 7_8 KIMk inexanikaning variatsion-

. Inirgral prinsiplari

I Nazariy gism

Klassik mexunvarialsion prinsiplari deb, mexanik
KMcmaning incnjik mumkin bo'lgan barcha harakatlari
lo p aini an htl||” (| maydonida sodir boMadigan

[ K1 ala al|,ylinf»olishga imkon beradigan va bunday

1li.ujidagi urnumiy qonunlarga aytiladi.

‘.cXdni d1hni lulsion prinsiplari diiTcrensial va integral
prmsiplarga bo‘Liy

OifTerensial pA,,Mplar haqgiqiy harakat kriteriysini oniy

\ag a yani ggjQv) (ly. (atrofida, integral prinsiplar

esa chekli oraliai inatadi.

Klassik me* |k(/ning eng rnuhim va eng umumiy

i erensia P§n|m|(! m bjrj bjz o'rgangan mumkin bo‘lgan

Ko chishlar pn*

assi m e " |tmgcng “him integral prinsiplari biz

o rganmoqcli, bojynl>,,m) Gamilton—Ostrogradskiy prinsipi

(cng icii taJr p, jtisipi) va Mapertyun—Lagranjning
statgignar ta sifpjin jnj hisoblanadi.

X) gan archa hm.ik.nl;iri to'plamidan integral variatsion
prinsip asosida®, (||| ulub (aniab olish mumkin.

onservativ§ ,(i i uc|wn Lagranj tenglamalarini garab
chigamiz:

7 =0, dc=12....,9) @)}
d(ik
bunda L=T~[j | ,rl,iy l'unksiyasi.
Harakatlanad ,( ,Islcmaning ikkita holatini garaymiz:
sistcma q padti( ( () holat(ja> /2(/2 >q) paytda esa (B)
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holatda bo Isin. Sistcn™-"Qjrjjrg ~ ilill
holatdan (B) holatga o ‘ "tishdagi |W|ll|I>
tenglamaning yechimi b o s ‘|gan
x-9kCO \ A=]2 ,\)

funksiya bilan aniglanadi-

Sistemaning (A) holatdalan {B) hQli(),,
ko'chishi bilan birgatord”a (2) ko4bM>1H
migdorga farq giluvchio'sha n” v;|([| Ohlp

(A) holatdan (B) holatga «Vtishida sodli I...
&K =%(0+ &Ok*fk(®), k u, |l

> M iIMIIL hani i
r'rasm).
Bundagi /1 |i

"Koordinnu 1

IR 2 <L e

Y ~-Wchishlai bu s

45- rasm. . . .
v adigtda lismitivH {

tugaydi. Bunday holatlar uchulun

. ?>cikO\)= 3qM k(h) =U

bo'ladi.
Bog'lanishlar bilan birgalikd.” topi|g;ill |1(u,|¢y

uchun

12
5=1 Ldt(L =<=T- II)

integral garaladi.

S miqgdor sistemaning harakaii:aljdavonmla / 1”
potensial energiyalar orasidagi n munosabatm sal
Bu integralning son giymati sist*gm a ko'clmliittl
gk (t) funksiyalarga bog'liq b o ‘H,«ladi. Bu mb’iilH
gk (t) funksiyalarga bog'liq bo‘lsa”an funksionaldli
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|-mn1] vaglga bo'lgan ko'paytmasidan iborat.
B>mlijdorm «tasir» deyiladi.
ultiimlay maxsus ta’sirni ifodalaydiki, bunday
M1 <Ktrogradskiy ta’siri ham deb ataladi.
*hi lidi v migdorning ta’sir giymatini (3)
y tjlyniallnri bilan taggoslash inagsadida
| trtifj, ..<*+50s, gx+5qb.....,qs +50s,t)~

(fli  *<Ld)

li Ii nyirmani 50k va 8ok ning darajalari

ivii\il=i. bu yoyilmada birinchi tartibli hadlar
HAV mint', birinchi variatsiyasidan iborat bo'ladi:

BS s 2 3L t. db
ke o T-BTOK dt
« «* d §:]f_/t Ldak +Edk
Inliivi liini bo'laklab integrallansa, quyidagi
hull

inin 4= dL 6akdl.
4K i dt

MILHko’ia 0'ng tomondagi birinchi go’shiluvchi
h<€2ili'li iSV variatsiya uchun

2 d. d
K1 ]_'II, dok  dt [ dL ¥ 5gkdt
i hignril
»yn lid.i (1) tenglik bajariladi. Demak, bu yo‘lda
MilitiNlynsi nolga teng:
85=0-¢ 5)

I lit*™Mil bn lik hi variatsiyasining nolga aylanishi uning
....|dni bo’lishining zaruriy shartini ifodalaydi.
sy qilili Vta’sir (hagiqiy ko’chishni boshga ko‘-
[ itlari bilan taggoslaganda statsionar giymatga
a..... i.icmani t2-t\ vaqt oralig’ida boshlangrich
IHiii n i2) holatlari bir xil bo'lgan bir holatdan
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boshga bir holatga o'tkazsa, bunday holda S ta’siming migiloi
haqigiy ko'chishda boshqga ko‘chishlardagi giymatlari bilu
taggoslaganda statsionar giymatga ega bo'ladi. I

Bu xulosa Gamilton—Ostrogradskiy prinsipining m.t/
munini tashkil giiadi.

Bu prinsipni quydagicha ham izohlash mumkin: Laginnl
tenglamalarini ganoatlantiruvchi, ya’ni berilgan kuchlaf
ta’siridagi sistemaning hagiqgiy ko'chishini ifodalovchi ok
va gk funksiyalarning shunday giymatlari mavjudki, slin
paytda sistemani boshlang'ich holatdan (/ =q) oxirgi
holatga (r=t2) o'tkazuvchi Gamilton ta’sirida uniup
shunday harakati topiladiki, bu harakatdagi ok va gk
funksiyalarning giymatlarini boshga barcha mumkin bo'lgan
unga yaqgin harakatlardagi giymatlari bilan taggoslaganda
(49 cgri chizigli integral ekstremal giymat (maksimum yoki
minimum) qabul qilishning zaruriy sharoitlarini ham
ganoatlantiradi.

Gamilton—Ostrogradskiy prinsipini ma’lum vaqt oralig'ida
mexanik sistema harakatini o'rganishga qo'llanish egri chizigli
integralning ekstrimuni giymatlarini aniglash masalalari bilan
bog'ligdir.

Gamilton—Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib, Lagranj-
ning ikkinchi tur va Gamiltonning kanonik tenglamalarini
keltirib chigarish mumkin.

Lagranjning ikkinchi tur tenglamalarini Gamilton—
Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib chigaraylik. Bu prinsip
bilan bir xil vaqt oralig'ida sodir bo'ladigan harakatlar
taggoslanadi, ya’ni

(6)

egri chizigli integralning ekstremal giymatga erishish sharti
o'rnatiladi. (6)da 8A =Q\f>g\+Q25q2 +.... +s5qs bo'lgani
uchun u quyidagi ko'rinishni oladi:



J (67- +£5«7] + Q28R +me+Qs”s)dt =0.  (7)
K\

BHilda T Kinetik energiyaning 5T variatsiyasi

87’= £ 3r8’\ +31 8’?y1
7= Xy dty
formula bo’yicha topiladi. ST4 ning bu ifodasini (7) ga go‘yilsa,
guyidagi tenglama hosil bo’ladi:

< s (37 ar dt =0,

8"y gatnashgan hadni 847 =5— bo'lishligini

c’tiborga olib, bo’laklab integrallanadi:

]_2|{IT8 gt = [ L v rara
j|f-8 gjdt =

bajd!
{37 Fa

*1

Integrallash oralig'ining chegaralarida 8 =0 boMish-

b7, V2
ligi e’tiborga olinsa, %Q/v - 0 boiadi.

84, gqatnashgan barcha hadlarda yuqoridagi singari almash-
tirishlarni bajarib, quyidagini olamiz:

25 QT d(dT?
T i
Bu tenglik bajarilishi uchun, ya’ni integral ostidagi funksiya

nolga teng bo‘lishligi uchun 8y variatsiyaning barcha

giymatlarida bu variatsiyalar oldidagi koeffitsiycnllar nolga
teng bo'lishi zarur, ya’ni

+Qi Sajdt =0



AT = AT AT _iz:=0. -
Mj dt % ee"-OeFdij ax 1 Y~V
Olingan tenglamalar Lagranjning ikkinchi tur teng
lamalari bo‘iib, (6) integralning ckstremal giymatga egu
bo'lishi shartini ifodalaydi. Gamilton—Ostrogradskiyninn

statsionar ta’sir prinsipi integralning statsionar giymat gabul
gilish shartiga asoslanib o'rnatiladi:

) (T - n)dt

Bunda Tva I sistemaning Kkinetik va potensial energiyasi.
Bu prinsipdan foydalanib, to‘g‘ri chizigli stcrjen tebra-

nishlarining tcnglamasi chigariladi. Ox o'qi slerjen bo‘ylab
yo'naltiriladi. Sterjcn muvozanat holatda turibdi deb
hisoblanadi. Stcrjenning muvozanat holatdan og'ishi x va
/vagtga bog'liq bo‘lsin: 1 =u(x,t). (. uzunlikdagi stcrjenning
Kinetik energiyasi

T =\\pu*}dx
10

(p — sterjen materialining zichligi) formula bo‘yicha
topiladi. Sterjen cho‘zilmaydi deb garaladi. Egriligi
0'zgarmas bo‘lgan clastik sterjenning potensial energiyasi
egriligining kvadratiga proporsional bo'ladi. Sterjen
potensial energiyasining clll differensiali quyidagicha
ko'rinishga ega:

-2

dll = « 2
2

L 2

YEX;



Steijenning barcha potensial energiyasi quyidagi ifodadan
liisoblaniladi:

e

a2 1" Tay

= r/X.
10 z0 3:X2

LV /3

Bu ifodada steijenning muvozanat holatidan og‘ishini

sezilarsiz deb hisoblanib, maxrajdagi (ut miqdor e’tiborga

olinmadi.
Gamilton—Ostrogradskiy integralining
Tfri oo
vs Wpu,2-jku"Ix dxdt.
‘00

statsionar giymat qabul gilish shartidan elastik steijenning

3t R
erkin tebranishlarini tavsillovchi brf-(p«/)+&§’\ uxx) ="

tenglama hosil bo'ladi. Agar k doimiy, ya’ni sterjen bir jinsli
bo'lsa, sterjen tebranishlarining harakat tenglamasi
quiydagicha ko‘rinish oladi:

S ey )
d ot

Agar sterjcnga F(t,x) tashgi kuch ta’sir gilsa, uning
harakat tenglamasi

am K 3Am —
+ X2 =f(t,x)  f(t,x) =-F(tX)
0t PR ) P

ko'rinish oladi.
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Il1. Savol va masalalar

1 Funksiyaning ganday o'zgarishi uning difTcrensiali va vailn
yasini ifodalaydi?

2. Diffcrensiallash va variatsiyalash opcratsiyalari o'rin aim.id
rish gonuniga bo'ysinadimi?

3. Aniq integralning to’liq variatsiyasi nimaga teng?

4. S ta erkinlik darajaga ega boigan mexanik sistema kindik off
giyasining variatsiyasi ganday formula bilan hisoblanadi?

6. Gamilton va Lagranj bo’yicha ta’sirlar orasidagi bog'lunislt
izohlab bcring. Ularning ta’sir ifodalari ganday boiadi?

7. Gamilton—Ostrogradskiy prinsipining mazmunini i/.oliLilt
bcring.

8. Lagranjning statsionar ta’sir prinsipining mohiyati nimad iu
iborat?

9. Lagranj va Gamilton—Ostrogradskiy prinsiplari bir-biridan gm
day farg qiladi?

10. Gamilton—Ostrogradskiy prinsiplaridan foydalanib:

1) torning erkin tebranish tenglamasini keltirib chigaring.

du da

3.2 dx
2)torning majburiytebranish tenglamasini keltirib chigaring.

Javob: =0

Il. Quyidagi funksionallarning ckstrcmal giymatlarini toping:

Loy) =1 1Y ax.
0

Javob: (x - a)2 +y2 =R2
*
2 d(y(x)) = f (y" +2yy'- 16yr)dx.

Javob: y - asin(4x - 6).
12 Quyidagi funksionallar uchun Gamilton—Ostrogradskiy tcngla
malarini yozing:

1) &(r(y.x) =J'CJ') dxdy,



d2z
JavOb: 3x2

2 pu(y.x,r) +2u(x,y,z) dxdydz m

ox2  py2  dz2

a
( B\ ,E\\ZM r +2 4 dxdy.
X Y axpy

3 ®(n(y.x) =
D

X4 ox2oy2  py4

Javob:



8- 8. Mcxanik sistemaning kichik chi/igli
tebranishlari

I. Nazariy gisrn

Agar mexanik sistemaning fazodagi liolatini to'liq va bn
giymatli aniglaydigan parametrlar soni bitta bo'lsa, u Imvit
bunday sistemaning erkinlik darajasi bitta bo'lgan sistematiwt
ataladi. Boshgacha aytganda, bunday sistemaning holati
yagona ¢ umumlashgan koordinata bilan to‘liq harnda bit
giymatli aniglanadi harnda uning harakati bitta

d ar ar
dt dg 3 O

Lagranj tenglamasi bilan tavsiflanadi.

Anig masalalarni yechayotganda (1) tenglamani integral
lash masalasi ko'p jihatdan Q umumlashgan kuchning
tabiatiga, (1) tenglamani tuzish esa kinetik va potensial
(potensialli kuch maydonida) energiyalarning ganday
ifodalanishiga bog'liq bo'ladi.

Qumumlashgan kuchning strukturasi quyidagicha bo'lgan
hollarni garaymiz:

Q=Q" +Qq +Qt . )
Bunda Q" — potensialli kuchlarning umumlashgan kuchi
(ko'pincha muvozanat holatga gaytaruvchi kuch yoki
konservativ kuch nomi bilan yuritiladi). Bu kuch potensialli
kuch maydonida potensial energiya orqgali ifodalanadi:

Q aQq

Bunda Qk —aqarshilik kuchlarining umumlashgan kuchi
(biz chizigli garshilik kuchini, ya’ni sistema”nugtalarining
garshilik kuchi nugtalar tezliklarining birinchi darajasiga

12



iiM>isional bo‘lib, yo'nalishlari tezliklarning yo'nalishlariga
nun.i garshi bo'lgan holni garaymiz).

V1 — sistemaning majburiy tebranishlarini vujudga
lImivchi, 1vaqgtga bog'ligli (biz vaqgtda sinusoidal gqonun
I'yieha o'zgaruvchi kuchni garaymiz) tashqi kuchlarning

limiimlashgan kuchlari. (1) Lagranj tenglamasidan sistema
IHu.mishlarining chizigli tenglamalarini olish uchun
Hdlcmaning kinetik va potensial cnergiyalarining ifodalari
uiuvozanat holat atrofida, ya’ni g = 0 (g = 0) nuqta atrofida
jjurajali gatorlarga yoyilib, kanonik ifodalar topiladi.

Mexanik sistema n ta nuqtadan iborat bo‘lib, bog'lanish

Icnglamalari

M=Fj(q) =Xj(g)d +y,(q)J + ZKUj)k ko'rinishga ega bo'lsin.
Sistemaning kinetik cnergiyasi hisoblaniladi:

bunda

Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi uchun
quyidagi ifoda topiladi:

3)

ning musbat funksiyasi.
A(g) funksiyani g =0 nuqta atrofida darajali gatorga

guyidagicha yoyiladi:
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A(q) =N(0) +A](0)g +" A"(0)q2 +.. Hi
()ni (3)ga go'yilsa, tubandagi ifoda hosil bo'ladi:

T =-21A(o)q%+-21 A'(0)q +A0) q +m M

%) dagi q va qni kichik migdorlar deb garab, uchnu lijj

va undan yuqori tartibli darajalari gatnashgan hadluinl
g-92, g g2 va hokazo miqgdorlar gatnashgan hadlarni lash
lab yuborib, T kinetik energiya uchun /1(0) =a belgilasimt
kiritilsa,

T =\ n{°)a2=\aur (f>)

kanonik ifoda hosil bo'ladi.

Statsionar bog'lanishlarda sistemaning potensial energiyasi
g umumlashgan koordinataning funksiyasi bo'ladi: /7 = 77(<y).
Bu funksiyani ham muvozanat holat atrofida, ya’ni gq- 0
nuqta atrofida darajali gatorga yoyamiz:

n(g) =n(o)+nl(0)q+" n U(0)q2 +... @
g =0 muvozanat holatda potensial energiyani 77 = (0) = u

deb hisoblansa, n\o) miqgdor esa sistemaning muvozanat
holatida Q umumlashgan kuchning giymatiga teng bo'ladi.

Lagranj—Dirixle teoremasiga ko'ra /71(0) =0 bo'ladi
(ekstremumning zaruriy shartiga ko'ra). 771L(0) = ¢ bclgilashni

kiritib, 43,<4... miqdorlari gatnashgan hadlarni tashlab
yuborib, potensial energiya uchun

n(q) ="cq2 ()
kanonik ifoda kelib chigadi. (6) va (8) formulalarga ko'ra
dT .d 3ar )8 —
_ - - =-dlVv
/e ! dq d dg % gq -
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Hosilalar uchun topilgan bu ifodalarni (l)ga go'yib,
ikmlik darajasi bitta bo'lgan sistema o'z tebranishlarining
lliferensial tenglamasi quyidagicha bo'ladi:

ag +cq - 0. ©

(9) tenglama nuqta to'g'ri chizigli tebranishlarining

nix +c0x =0 tenglamasiga to'lig'icha o'xshash. x to'g'ri chi-
/igli koordinataga q umumlashgan koordinata, m massaga a
incrsiya koeffitsiyenti, cO koeffitsiyent o'rniga csa Cqattiglik
kocffltsiyenti mos keladi. Shunday ekan (9) tenglamani
intcgrallash, tahlil gilish mx +c& =0 tenglamani integ-
rallash va tahlil qgilish singari bo'ladi.

Bitta erkinlik darajali sistemaga potensialli kuchlardan

tashqgari, garshilik kuchi ham ta’sir gilishi mumkin. Bunday
holda sistemaning harakati umumiy shaklda

d 9r_3r =0W)+0(K)
dr dgi 'dg @)

difTerensial tenglama bilan yoziladi. Bunda Q(ll) = j‘Z

potensialli kuchlarning umumlashgan kuchi, —aqarshilik

kuchlarining umumlashgan kuchi.

Chizigli garshilik bo'lgan hoi garab chiqiladi:
Rk =-Hk$k =-Wk (L& — qarshilik koeffitsiyenti).
Umumlashgan kuchni aniglash qoidasiga ko'ra

_ * N _=_ N
q(K)—é:\ﬂ dq *gl/'adc? : 01)

drk
Lagranj ayniyatidan foydalanib, (ll)ning

ko'rinishi o'zgartiriladi:
- * A =_ i_ Yy w L
K £n Vrk dqas 2 (1

k=1

Belgilash Kiritiladi:



¢ = <r

=1 2 *=1 2
Bundagi @ ga dissipativ yoki Raley fmksiyasi dcuUIlJ
Bu funksiyaning strukturasi sistemaning kinetik encrglviM
ifodasiga o‘xshash, uning ifodasida massa o'rnida gai .Inlil.

koeffitsiyenti keladi. Qk umumlashgan garshilik kudu <t
funksiyadan g umumlashgan tezlik bo'yicha olingan luml

laning «— ishora bilan olingan giymatiga teng Q(k" -

®ni gva g orgali ifodalaymiz:

Cp:*li_Wk :ﬂlgm o =\v{a)ar (127

Bunda B{q)= *Z=i Il*\ ] belgilash kiritildi.

B funksiya fagat g ga bog‘lig bo‘lib, g ga bog'liq cmas,

drk
chunki miqdor q ga bog'liq emas, ® funksiya uchun

kanonik ifoda topish magsadida B(q) funksiyani g =0 nugta
atrofida g ning darajalari bo'yicha gatorga yoyiladi:

B(q) = B(0) +#(0) + B"(0) 5L +....

Bu yoyilmaning I- hadi bilan chcgaralanib va p = B(0)
belgilash kiritilsa, ® funksiya uchun kanonik ifoda quyidagi
ko'rinishni oladi:



Agar

—1- =~M bo'lishligi e’tiborga olinsa, garalayotgan

llolda, ya’ni garshilik ko'rsatuvchi muhitda sistema harakatining
ill)) tenglamasi

q+2ng+k2q =0 (14)
li

2 cC
ko'rinishni oladi. Bunda k :? 2n =2 K=
K doimiy son bo'lib, sistema tebranishlarining garshilik

c'tiborga olinmagandagi doiraviy chastotasi.

n=— — miqdor esa so'nish kocfEitsiyenti deb ataladi.
(14) tenglama ham oldin o'rganilgan moddiy nugta so‘nuvchi

tebranishlarini tavsiflovchi x +2rx +u?x =0 tenglaniaga
o'xshash. Shunday ekan (14) tenglamani intcgrallash va tahlil
gilish masalasi yechilgan ekan.

Endi bitta crkinlik darajali sistemaga potcnsialli kuch va

QT =//sin(/*+5) garmonik qo'zg'atuvchi kuch ta’sir gila-

yotgan bo'lib, muhitning garshilik kuchini c’tiborga
olmaganda, kinctik va potensial energiya uchun (6) va (8)
formulalar kuchida sistemaning harakati

g +k2g =hsin(Pt +8). (15)

a’ a
ko'rinishdagi tenglama bilan, qgarshilik kuchini e’tiborga
olganda esa

q+2hq +k2q = hs'm(Pt + 8) (16)
tenglama bilan tavsiflanadi.
(15) va (16) ko'rinishdagi tenglamalar ham oldin o'rga-
nilgan va tahlil gilingan.
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Il. Masalalar yechish

27- masala. AB prujinaning bir uchi A nuqtaga shundiiy
mahkamlanganki, uning ikkinchi B uchiga 20 g statik km i
go'yilganda u 1smga choZilsin. Prujina deformatsiyalanmagan
paytda lining pastdagi B uchiga og'irligi 100 g bo'lgan <
toslini osib, u boshlang'ich lezliksiz qo'yib yuborilgan
Prujinaning keyingi harakati tenglamasini (oping va ampli-
tuda hamda tebranish davrini ko'rsating. Toshning harakatini
uning statik muvozanat holatidan vertikal pastga yo'nalgan
0'gga nisbatan oling.

Yechish. Tosh harakatining differensial tenglamasini
tuzamiz (46- rasm). [ |

TX+Cc(X+xq)- mg =0.

Muvozanat holatda cx0=mg bo'ladi. Bunday hoida
toshning harakat tenglamasi

X+(02X :O, a): \/A%

118

Im'rinishni oladi. Butenglama jg = cosco/, X2 = sinto/ xususiy
vn himlarga ega. Uning umumiy yechimi esa

X(t) = Asin cot + B cosw/ 2

ko'rinishda bo'ladi. Bu yechimning hosilasi ham topiladi:

x = 0)(/l cos oo/ —B sin co/) 3
Masalaning mazmunidan boshlang'ich shartlar

uniglaniladi:

*|/=0=~*0> Jr|/=0=0- 4
(2), (3) va (4)dan foydalanib, A va B noma’lum sonlar

topiladi:

Agar /=0 bo'lsa, x:-xO:-p— bo'lib, B=-x0 va

X =0 boMganda, /1=0 bo'ladi. o
Toshning harakat gonuni quyidagicha topiladi:

X =-X0 cos”-/.

' C=20—, x0="iW =5sm.
20

n°oc sm
0 5 DM =VI%=idx-
\m \ 100 /5
T=—=2-314 =" =0455.
to 14 14
Toshning harakat tenglamasi esa x =-5cos 14/ ko'rinish-

da bo‘ladi. o
28- masala. Og‘irligi Q=2m bo'lgan yuk o'zgarmas

0 =5m/ s tezlik bilan pastga tushirilayotganda sim argon blok
oboymasiga qgisilib golib, yuk tushirilayotgan sim argonning
yuqori uchi to'satdan to'xtab qgoldi. Sim argonning og'irligini
hisobga olmay, yukning keyingi tebranishida sim argonning
eng katta tortish kuchi ganchaga yetishini aniglang, sim



Yechish. Masala mazmuniil||
x =0=0, ~0= -5
bo'lishligi kclib chigadi. Q =2 fIff

c- 4= |
sm
Yuk harakatining difTererujml
tenglamasi quyidagicha tuzilaill
(47-rasm):

tn”"- =Q-C(xan+x). '
dr
Muvozanat vaqtida Q = cx(il

bo'ladi.

$+?2*=»e “2=F 1

harakat tenglamasi kelib chigadi.
Bu tenglamaning yechimi

X =asin(cor + (p)

ko'rinishda bo'ladi. x|,=0=0

47- rasm. shartda va oo:J-Cg bo'lishini

e’tiborga olinsa, quyidagi tenglama hosil bo'ladi:

a=Jx}+% = - = ®=oretg~~~ =a/rtgO =0.
m M ég
Yukning harakat tenglamasi x =dO I— sin I—/ ko'ri-
Wk v
nishni oladi. Agar sin"f"\-/ =1 bo'lsa, * =xmex =
eg leg

bo'ladi. Sim argonning eng katta zo'rigishi



~max ~ Q +c*max —Q + 0()
IOrmula bo‘yicha topiladi.

1400 ®--2m
| Nex =2m+5m/sl- —~ - -m=2m+5"814 =

=2m+5¢9,02m = 2m + 45,17 = 47,1m.

29- masala. Bir uchiga 100 g og'irlikdagi yuk osilgan
prujina suyuglikda harakatlanmoqda. Prujinaning gattiglik
koeffitsiyenti ¢ =20g/sm ga teng. Suyuglikning yukka
ko'rsatadigan qarshilik kuchi tezlikning birinchi darajasiga
proporsional: R =at), bunda a =3,5g.s/sm.

Agar boshlang'ich paytda yuk statik muvozanat holatdan
x0 =15//lga siljigan va unga siljish yo'nalishiga qarshi
yo'nalishda 50 sm/s boshlang'ich tezlik bcrilgan bo'lsa, yuk
harakatining tenglamasini toping va ko‘chishning vagtga
bog'lanishli grafigini chizing.

Ycchish. Sanoq boshi gilib yuk statik muvozanat liolati
gabul gilinadi. Ax o'gi prujina bo‘ylab vcrtikal pastga
yo'nalliriladi. Yuk harakatining boshlang'ich shartlari
quyidagicha yoziladi.

x!=0=%0=1sm x! =0 :>!'>;-§d')\%“.

x0ning ishorasi manfiy, chunki uning yo'nalishi yuk
ko'chish yo'nalishiga garama-garshi yo'nalgan.

Yuk uning absissasi musbat bo'lgan holda tasvirlanadi.
Prujina go'yilgan kuchlar ta’sirida [ = Adll +xga ko'chadi.

Prujinaning elastik kuchi Ax o'qi bo'ylab vcrtikal ravishda
yugoriga yo'nalgan bo'ladi. Uning Ax o'qdagi proyeksiyasini
topamiz.

Fx =-c(Asm+x). ®

Yuk xabssissasining o'sishi tomoniga harakat gilsin de-
sak, R qgarshilik kuchi tezlikka garama-garshi tomonga,
ya’ni vertikal yuqoriga yo'nalgan bo'ladi. Fva R kuch-
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lardan boshqga yukka lining /50g‘irlik kuchi ham tu'sn g
ladi. Yuk harakatiningdifferensial tenglamasi tuziladi (sN«
rasm):

rrrrrrr A

B
n
0 Y 3sm
A tx
R
" P
48- rasm.
mx =P +F +Rx.

Bu formulaga Rx =-adx =-ax ni va Fxning (1) ifodasi
go'yiladi:

—X = P - cAy,, - cx - adx Q)

Muvozanat holatda

p ~cAsm~=0 3
tenglik bajariladi.

Hagigatan statik muvozanat holatda yukka uning P og'irlik
kuchi, bu kuch vertikal pastga yo‘nalgan, prujinaning
Fx =cAsm statik clastik kuchi, bu kuch vertikal yugoriga
yo‘nalgan kuchlar ta’sir giladi. Yuk muvozanat holatda
bo'lganda P- H,, =0 bo'ladi, ya’ni (3) formula o‘rinli. (2)
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tlllicrensial tcnglama o'ng gismidagi birinchi ikkita go'shi-
hiu Inning yig'indisi (3) ga ko'ra nolga teng. $xni x ga
Ilimashtirib, yuk harakatining differensial tenglamasi kelib
i lilgadi:

Px +cgx +agx =0,

X +2nx +k£x =0, “)

= leg =29
bunda k WP n P
Ifodadagi Kkattaliklar o'rniga sonli giymatlarini go'yib, k
va n hisoblab topiladi:

20—980"
K= =N% =14s"1,
100g
57 ' 9807 -
n= ¥57 19807 0,7-980 s“l = 17,1675s"

2-100g 40

Bundan ravshanki, k < n (katta garshilik bo'lgan hoi).
(4) tenglamaning yechimini x =eX ko'rinishda izlab, X
noma’lum songa nisbatan, unga mos keluvchi xarakteristik
tenglama hosil bo'ladi:

X2 +2nX +k2 =0.
Bu tenglamani yecliib, quyidagilar topiladi:
N =-n-yin2- k2, Xi =-// +yin2-k 2. 5)
n > K bo'lgani uchun A va X2 ildizlar haqigiy bo'ladi.
Yukning harakat tenglamalari quyidagicha bo'ladi:
x(t) = C\eXI' + c2e”2 (6)
X(t) =C\X\eM +c2X2eK’ m (7
Agar (6) tcnglamada /=0, x =jd, (7) tenglannada
t =0, x =i-0 bo'lishligi c’tiborga olinsa, ¢\ va c2 doimiy
sonlarni topishga imkon beradigan tenglamalar sistemasi kelib
chigadi:
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C\+c2=x0, Alct +A2x2~*0-
Bu sistemadan g va c2 topiladi:

C _ sN2%0 4o _*1%0 -*0
‘ A-~R * B A-A2

(6)dagi g va c2ni
tirib, quyidagi ifoda olinadi:

*(0= *a' [(*I*0-x0)exXZ ~(A2x0-x0)eX]. (8)
(8)ga (5)ni go‘'yilsa, quyidagi tenglik hosil bo‘ladi:

*('):ﬁin_Z [(A,xO-xO) e N

9).

n=17155 "', K =145 ', xq =15M, Xq =-505/7/] 5
boMgandagi hisoblashlar bajariladi:

V/i2- A2 =VI7,152 - 142 =7294,12-196 =

2) 2=-In+V/r-k1=-17,15+9,95=-7,2;

3) A =-n-yjn2-k? =-17,15-9,95 =-27,1;
4) A|X-x0=-27,1 1+50=22,9;

5) Ajx- my=-7,2-1+50 =428;

6) A-A2=-271+7,2=-19,9;



topilgan son giymatlarni (9) ga qo'yilsa, yukning izla-
pyotgan harakat tenglamasi hosil bo'ladi:

| x(t) - c1715 (-1,15c9%5 +2,15¢ 995/ j sm.  (10)

Endi yukning statik muvozanat holatdan o‘tish yoki
n'Imasligini aniglaymiz. Buning uchun xning (10) ifodasini
llolga tenglashtirib, olingan tenglamani t vagtga nisbatan
yccliiladi:

e 1715 (-1,15c9% +2,15c~995)=0.

Bunda c-17,15 *0. Yukning statik muvozanat holatdan
o'tish payti
-1,15¢99%5 +2,15¢c-9'% =0
tenglamadan aniglanadi. Bu vaqt quyidagicha topiladi:

2,15¢"99%5 = 1,1c99%5 DE =el99 £99 =187=>

IN187 IN187-In10 0.2718-2,3

= = =>
1Y=In187=>t, 199 199 - 199
0,6251

0,035.
19,9
Demak, yuk q =0,0035 paytda statik muvozanat holatdan

o‘tadi. /=>°°da c"1715 =>0. / vaqtning t=° giymati
harakatning so'nishiga mos keladi. Ox o'qgi funksiya grafigi

uchun gorizontal asimptota bo'ladi.
(10) funksiyaning ekstremum nuqgtasini topamiz. Buning

uchun (10) funksiyaning hosilasini topib, uni nolga
tenglashtirib, olingan tenglamani / ga nisbatan yechiladi:
x(t) =-17,15¢1715 (-1,15c9'% +2,15¢"99% ) +

+(-1,15-9,95c99%5 -2,15 9,95c¢"99%5 ) =0.
(17,15-1,15—1,15-9,95)e9%5 -(15,15-2,15+9,95- 2,15)c-9% =0,
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O _043-27,1
0,23-7,2

=) === =0, = ,]__

19 0,098 =0,15
(10) funksiya (0;0,l)oraligda kamayadi, (0,1;°°) oraligda
o‘sadi. Bu funksiya /=01 nuqgtada minimumga ega

-044

49- rasm.

30- masala. Bir uchiga 100 g og'irlikdagi yuk osilgan
prujina suyuglikda harakatlanmoqgda. Prujinaning gattiglik
koefTitsiyenti ¢ =20 g/sm ga teng. Suyuqlikning yukka ko‘rsa-
tadigan garshilik kuclii tezlikning birinchi darajasiga propor-

sional: R =a0, bundaa =3,5— .

Agar boshlang'ich paytda yuk statik muvozariat holatdan
XQ=5smga siljigan va unga siljish yo'nalishida \0sm /s
boshlang'ich tezlik berilgan bollsa, yuk harakatining teng-
lamasini toping va ko'chishning vagtga bog'lanishli grafigini
chizing.



Yechish. Bu masalaning mazmuni oldingi masalaning
mazmuni singari, lekin yukka berilgan boshlang‘ich tezlik
oldingi masalada ko‘chish yo‘nalishiga garama-qgarshi
yo‘nalgan bo'lsa, bu masalada esa yukka berilgan bosh-
lang'ich tezlik ko'chish yo'nalishi bilan mos tushadi. Bu
masala uchun boshlang‘ich shartlar quyidagicha bo‘ladi:

*|/=0 = x0 =5sm> *|/=0 =*0 = 10~ -

Yuk harakatining tenglamasini topish uchun oldingi
masalada chigarilgan (9) Koshi shaklidagi yuk harakatining
umumiy tenglamasidan foydalaniladi:

1
40-5 ~ -e~rt (%20 -wr0)

4k
bunda n= 17,15" * Kk = 14j * xq =5sm. gg= 10sm/

1) v*2- k2 ="98,12 =9,95;

2) X, =-27,1 3) k2=-7,2;

4) *g =-27,1-1-10 =-135,5-10=1455;
5) k2X_*xg =-7,2-5-10 =-36 -10 =46;

6) h-12= 271 +7,2 =-199 4

EXIX Xn)- -145.5. 7 30
N h.X(1 x= -199 >

8 1 /, ° LI '46 2,30
) X2 *2*.  =-19,9”
Topilgan son giymatlarni (I)ga qo'yilsa, yukning harakat
tenglamasi quyidagicha bo'ladi:
X(l) =-e~1715 (7,30e9%/ -2,30e_9'% )n/n. 2
Yukning statik muvozanat holatdan o‘tish vaqtini anig-

laymiz. Buning uchun 7,30 «®95 - 2,30e“995 =0 tengla-
mani tga nishatan yechiladi:
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e199 =23 el99_032=r=1|n0,32 =19g0,32°1110 T
~ 72 ’ 199 199

=1,5251-23 =-U5 =
19.9 19,9 e
Yuk statik muvozanat holatdan o'trnaydi. Chunkl
t =-0,05 <0.
Endi (2) funksiyaning ekstremum nugtasi topiladi. Bulling
uchun (2) funksiyaning t vaqt bo'yicha hosilasini topib, uni
nolga tenglashtirib, olingan tenglamani t ga nisbatan yecliiladi:

e~I7'15t (-7,30%-7,2 9% +2,30-27,1 -<1995,) =0

Bunda e~17]5 * 0. Demak,
-7,30 ¢7,2 «e9B +2,30 27,1 K95 =0,
-7,30 ¢7,2e9'%5 +2,30- 27,1 -€T9'%5 =0,
-7,30-7,2e199 =-2,30-27,1.

t», N m 6233 el99, =,185e 19, ,,
72-73 5256
m, Or . Inl18 In1,185-1In10
19,9 19,9

a0007-2£ 0,16951
N 19.9 19,9
2 funksiya (0;0,008) oraliqda o‘sadi, (0,008;°°) oraliq
kamayib Ot o'gga asimptotik yaginlashib boradi. Oto‘q (2)
funksiya grafigining gorlzontal asimptotasi boladi. (2) funksiya

t = 0,008 nugtada maksimum giymatga erishadi. xniax = 13sm .
Tekshirish natijalarini e’tiborga olib, (2) funksiyaning grafigi
chiziladi (50-grasm).

31- Og'irligi 200 g bo‘lgan yuk gattiglik koef-
fitsiyenti ¢ = 1 / n bo'lgan prujinaga osilgan va S = H sin pt
kucli ta’sirida turibdi.
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Bunda H =2kg, P =70s~I.

Boshlang'ich paytda

jd@ =2sm, x0 = 10sm/s. Koordinata boshi sifatida yukning
statik muvozanat holatini tanlab, yuk harakatining teng-

lamasini toping.

Yechish. Ox o‘gini vertikal
pastga yo‘naltirib, koordinata
boshi sifatida yukning O
muvozanat holatini tanlaymiz.
S qgo‘zg‘atuvchi kuch Ox
o‘gning musbat yo'nalishi
bo‘yicha yo‘nalgan boisin.
Yukka P og'irlik kuchi, F
prujinaning elastiklik kuchi va
S qo‘zg‘atuvchi kuch ta’sir
giladi (51- rasm).

Yuk harakatining differen-
sial tenglamasi tuziladi:

mx = YjFo
K

S Fkx',- P- F +S.
k

rrrrrrrrd

_rXo 0
li

1r

51- rasm.



P-F=P-c(*o+x)=(p- X0)~CX
Statik muvozanat holatda P =c¢x0 bo'ladi. P- F =~cx

Natijada yuk harakatining difTerensial tenglamasi quyidagiclu
bo'ladi:

X +kzx =//sinpi. (N
1000:5- -9804
bunda k2=¢ = ?00(7 2 49605 2
980 +LL), s200(7
h= — A =980"V.,
P 200(7 | 54°

Bu giymatlami (I)ga qo'yilsa, gquyidagi tenglama kelib
chigadi:
X +4900x =9800sin p't. %))
Qo'zg'atuvchi kuchning p =705-1chastotasi yuk teb-

ranishlarining k =705-1 chastotasi bilan ustma-ust tushadi.
Demak, sistemada rezonans hoi yuz beradi.
Yuk tebranishlari

=@ cos 70/ +c2sin 70/
tenglama bilan aniglanadi. Yukning majburiy tebranishlarini
x2 =/1/cos 70/ 3
ko'rinishda izlaymiz. x2ning /vaqt bo'yicha hosilalari topiladi:
X2 =tAcos 70/ - 70/1/sin 70/,
jc 2=-70Asin 70/ - 70/1sin 70/ -4900/ cos 70/.  (4)
(3) va (4 )ni (2) ga go‘yib, A aniglaniladi:
-140/1 sin 70/ - 4900/70/ +4900/70/ = 9800 sin 70/,
-140/4 sin 70/=9800sin 70/,
-140/4 =9800,
A =-70.
Natijada go'zg'atuvchi kuch ta’sirida hosil bo'ladigan
tebranishlarni



j&2=-70/cos 70/
ko'rinishda topamiz.
Yukning umumiy harakat tenglamasi tuziladi:

X =X\ +X2 =q cos 70/ +¢2sin 70/ - 70/ cos70/. (5)
Yukning tezligi topiladi:
0 =x =-70q cos 70/ + 70c2sin 70/ - 70cos 70/ +
+4900/sin 70/¢ (6)

x|,=0=*0 =2sm boshlang‘ich shart va (5) tenglamadan

C, aniglaniladi: C\=2sm\ x\t=0=xq =\0m/sm boshlan-

9
g‘ich sharl va (6) tenglamadan C2topiladi: =- =1,14s/n.
C, va C, ning topilgan giymatlari (5)ga qo'yilib, yuk
liarakatining izlanayotgan tenglamasi olinadi:
X(t) =(2cos 70/ + 1,14sin 70/ - 7Qtcost)sm .
32- masala. Og'irligi P = 2k G boMgan yuk gattiglik

koefiitsiyenti C =0,4— bo'lgan prujinaga osilgan. Yukka

S =0,1sin30/ go'zg'atuvchi kuch va tezlikning birinchi

darajasiga proporsional bo'lgan R =0\slcmx kg qarshilik
kuchi ta’sir giladi. Agar boshlang'ich paytda yukning holati

- tl .
va tezligi x =2sm, xo=3i\n-uC bo'lsa, yuk harakatining

tenglamasini toping. Koordinata boshi sifatida yukning statik
muvozanat holatini oling.

Yechish. Avval masala shartini aks ettiruvchi shakl
chiziladi. Yukni x abssissasi musbat bo'lgan holatda

tasvirlanadi. Prujina bunday holatda k —sm #* x0 +X
uzayadi. Ox o'gida F elastiklik kuchi vertikal yugoriga

yo'nalgan, uning Ox o'gdagi proyeksiyasi topiladi (52-
rasrn):

Fx =-c(x0+x).
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R qarshilik kuchi ham
vertikal yuqoriga, ya’ni yuk
harakatiga ~ garama-qgarslu
yo'nalgan bo’ladi. F va R
kuchlardan tashqari yukka P
ogirik va S qo’zg’atuvchi kucli
ta’ar giladi. Bu kuchlar Ox o‘q
boVicha, ya’ni yukning harakati
bo'yicha yo’nalgan bo’ladi. Yuk
harakatining differensial
tenglamasi tuziladi:

nix =P +S + X +Rx .

¥ Bitenglamaga S, Fx va Rx
kuchlarning berilgan va topilgan
52- rasm. ifodalarini qo’yilsa, quyidagi

tenglik hosil bo’ladi:
mx = P +0,1sin 30/ - Q4cinx - c("0 +Xx).

Statik muvozanat holatda P-cXem =P -cxQ=0 bo’lish-
ligini e’tiborga olinsa, yukning harakat tenglamasi quyi-
dagicha bo’ladi:

mx +0,lyfcmx - a - 0,1sin 30/,
X +01 —x +—n=— sin 30/
vm m m

bunda £.*m =,96,-2;
m P 2kg

0, IJ/H =0,1 71965-1=1,45-";

001 O,lg 0,1980
m “ P 2
132



Natijada yuk harakatining tenglamasi quyidagi ko‘rinishda
ho'ladi:

X +1,4x + 196x = 49sin30/ @)
(1) tenglamaning umumiy yechimi
z+1,4i +196r =0 4

hir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bilan o'zining
gandaydir xususiy yechimi yig'indisiga teng boMadi.

(2) tenglamaning umumiy yechimi topiladi. Buning uchun
lining yechimini z =V* ko‘rinishda izlab, uning xarakteristik
tenglamasi luzilib, yechiladi:

r2+1,4r +19% =0.
N2=-0,7+y)Q49-196 =-0,7+ 19- 0,49 =-0,7 +
+/V195.51 =-0,7+/13,98
(2) tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha boMadi:
Z(t) = cos 13,98/ + C2sin 13,98/). (3)
(1) tenglamaning xususiy yechimini esa noaniq koef-
fitsiyentlar usulidan foydalanib topiladi. Uning xususiy
yechimini
xj(/) =1cos30/ + Acos 30/ @
ko'rinishda izlanadi. (4) ning xj va x2 hosilalari topiladi:
X (/) =-30A cos 30/ +30Bcos 30/, 1
x2(/) =-900(J1 cos 30/ - Bsin30/ J A
(4) va (5) ni (1) ga qo'yilsa quyidagilar hosil bo'ladi:
-900A cos 30/ - 900Bsin 30/ - 42/1sin 30/ +42geos 30/ +
+196A cos 30/ + 196 [1sin 30/ = 49 sin 30/.
(-704/1 +42B) cos 30/ + (-42/1 -704 B) sin 30/ = 49sin 30/.

Bu tenglikning ikkala gismidagi cos 30 / va sin 30 /
garmonikalar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirilsa, A va
B koeffitsiyentlarni bir giymatli aniglashga imkon beradigan
chizigli algebraik tenglamalar sistemasi kelib chigadi:
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| -704/4 +4272=0  J-352/1 +21/1=0

(-42/1 - 7041 =49~ 1-42/1 - 7044 = 49.
Bu sistemani yechib, A va B ni topiladi:

-352 21
n= = 3524704 +42+21 = 247808 + 882 = 248690,
42 -704
0 21
AA = = -49-21 = -1029;
49 -704
-352 0
Af = = .352 49 = -17248,
42 49

Aa -1029 AB  -17248
A =-0,004; [ = -

A 248690 A 248690

Izlanayotgan xususiy yechim:

-0,07.

=-0,004 cos/ - 0,07sin30/.
Yuk harakatining umumiy tenglamasi

X(t) =e~°"7T (q cos!3,98/ +c2sin 13,98/)-

- (0,004 cos 30/+ 0,07 sin 30/) 6)
ko'rinishda boMadi.

C, va C2integrallash doimiylarini topish magsadida x(t)
ning x(/) hosilasi topiladi:

x(t) =-0,7e 0,7/(q cos 13,98/ + c2sin 13,98/) +

+13,98e O,7,(-q sin 13,98/ +c2cos 13,98/) -
-(-0,12 sin 30/+ 2,1 cos 30/). )

/=0, xg=x=2 bo'lganda (6) tenglamadan; /=0,
X0 =x =3 bo'lganda (7) tenglamadan C, va C2hi aniglashga
imkon beradigan tenglamalar kelib chigadi:

|2 =C,-0,004, JC, =2,004,
3=-0,7C, +1398C2=-2,1 ~ j-0,7C, +13,98C2
C, =2,004 C2=-0,265.
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N atijada izlanayotgan yuk harakatining tenglamasi

quyidagicha topiladi:

*(/) =e'07 (2,004 cos 13,98/ - 0,265 sin 13,98/) -
-(0,004 cos 30/ +0,07 sin 30/).

I11. Savol va masalalar

1 Sistemaning kinetik cncrgiyasi ganday formula va aniglikda hiso-
blanadi?

2. Sistemaning inersiya koeffitsiyenti ganday parametrlarga bog'liq
bo'ladi va ganday hisoblanadi?

3. Bitta crkinlik darajaga ega bo‘lgan sistema erkin tebranishlari-ning
amplitudasi va boshlang'ich fazosi ganday aniglanadi?

4. Sistema erkin tebranishlarining chastotasi va davri ganday
parametrlarga bog'liq bo'ladi?

5. Bitta erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema erkin tebranishlarining
asosiy xossalarini izohlang va tahlil qiling.

6. Qanday garshilikda amplituda ko'rsatkichli gonun (geomctrik
progressiya) bo'yicha kamayadi? Qanday garshilikda amplituda arifmetik
progressiya gonuni bo'yicha kamayadi?

7. Erkinlik darajasi bitta bo'lgan sistema majburiy tebranishlarining
differensial tenglamasi ganday ko'rinishga ega? Lining umumiy yechi-
mi ganday ko'riladi?

8. Majburiy tebranishlar differensial tenglamasi umumiy yechi-
mi-ning har bir go'shiluvehisini izohlang.

9. Kichik qarshilikni e’tiborga olganda davriy gqo'zg'atuvchi kuch
ta’siridagi bitta erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema majburiy tebra-
nishlarining differensial tenglamasi va uning umumiy yechimi ganday
ko'rinishga ega?

10. Tezlikka bog'lig bo'lgan garshilik sistema erkin tebranishlari-
ning davriga ganday ta’sir giladi?

11. Tezlikka proporsional bo'lgan garshilik sistema majburiy tebran-
ishlarining amplitudasiga, fazosiga, chastotasi va davriga ganday ta’sir
giladi?



12. Qanday shartlardaj- tartibli rezonans vujudga kcladi? Qanduy
chastotalar kritik chastotalar deb ataladi?

13. Qarshilik kuchini e’liborga olganda rezonans hollar uchun sistcma
majburiy tebranishlarining ko'rinishi ganday bo'ladi?

14. Majburiy tcbranishlar amplitudasining maksimal giymati gan-
day aniglanadi?

15. So'nish kocffitsiycntining ganday giymatida majburiy tcbra-
nishlar amplitudasining maksimumi mavjud bo'lmaydi?

16. Rezonans holda garshilik ¢ 'tiborga olinmaganda sistcma majburiy
tebranishlarining amplitudasi ganday qonun bo'yicha o'zgaradi?

17. Qanday shartda «Tcpkili tebranish» hodisasi yuz beradi va bu
hodisaning grafigi ganday bo'ladi?

18. Tcezlikka proporsiona! bo'lgan garshilik «Tcpkili tebranish» ho-
disasiga ganday ta’sir giladi? Bunday tcbranishlarning grafigi ganday
bo'ladi?

19. Dinamiklik koefiltsiyenti deb nimaga aytiladi va u ganday
aniglanadi?

20. Oniy impulsli kuch ta’sirida bitta erkinlik darajaga ega bo'lgan
sistemaning majburiy tebranishlari ganday tenglama bilan aniglanadi?

21. To'satdan sistemaga go'yilgan 0'zgarmas kuchning dinamik ta’siri
ganday bo'ladi?

22, Qattiglik koeffitsiycntl@riva C2bo'lgan prujinalarga
og'irlikdagi yuk osilgan.

a) yuk prujinalardan bir tomonda (pastda);

b) yuk prujinalar oralig'ida yotganda uning tebranish davrini
toping.

Javob: T =2k IEEL£EL; t =2nf-
\g c¢c2 yg(ci+c2)
23. Og'irligi 20// bo'lgan yuk prujinaga osilgan. Prujinaning og'irlik
kuchi ta’siridagi uzayishi Xsm =5 sm Agar boshlang'ich paytda pmiji-

naning uzayishi [2=8sm, yukning boshlang'ich tezligi Co :105—

bo'lsa, yukning harakatini aniglang.

Javob: g = 3,08sin(14r + [,34)jwt.

24. Og'irligi 20// bo'lgan yuk prujinaga osilgan. Prujinaning yuk
ta’siridagi statik uzayishi Xm =5 smga teng. Yukka S = 20sin 14///
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go’zg’atuvchi garmonik kuch ta’sir giladi. Boshlang'ich paytda prujina

Af =B sm gacho'zilgan va yukka Qg =10 - tezlik berilgan. Yukning
harakatini aniglang.
ﬂlI
Javob: g =3,35sin(14/ +0,305) + 35/s i n( 14/— .
. — kg -
25. 0,4 kg massali jism gattigligi C =4— bo'lgan prujinaga mah-
kamlangan. Bu jismga S =40sin5/// qo'zg'atuvchi kuch va
(H . A - e
R=-a&‘'a =25~ , 0 —jism tezligi darshilik kuchi ta’sir giladi.

Boshlang'ich paytda jism statik muvozanat holda turibdi. Jismning ha-
rakat gonunini toping.
Javob:

g =0,647e-31-25" sin(95/ -46°55/) + 1,23sin(50r - 22°36')sm. m



9- 8. Erkinlik darajasi chckli boMgan
sistcmaning tcbranishlari

I. Nazariy qism

1 Chekli erkinlik darajaga ega bo'lgan konservativ sistema
erkin tebranishlarining difTerensial tenglamalarini quyidagi
Lagranj tenglamalaridan olish mumkin:

d aT o7 a1
il dijjJ dgj  dgj’ (1 =12..8)

bundagi s — garalayotgan sistema erkinlik darajasining soni.
Sistemaning kinetik va potensial energiyalari mos ravishda

Tz}/!ﬂ!lépMj f :f(/;[utll Cliajg

formulalar yordamida topiladi.

ciT o)n
Agar 3 dj:=cNe +cNe +-e«+ci*g*
L3 =a)\Q\ +0j24l is4 =12
ot dg —d'Q +Oj24l +—+Ojsds O =12...5)

bo'lishligi e’tiborga olinsa, Lagranj tenglamalaridan quyidagi
chizigli bir jinsli ikkinchi tartibli o'zgarmas koefiltsiyentli
difTerensial tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi:

all<7l + a1 +—+a\SQS + <|I<it +C\292 + «—+ ClsQs = 0
a2\4\ + <242 + —+ a2SQS + 2\Q\ + C2P +m—+¢2sQs = 0

D
ail<?l + as2<h + —+ ass<is + cs\4\ +cs202 + «—+ ¢ssQs = 0
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(1) tenglamalar sistemasi erkinlik darajasi S ga leng
bo'lgan sistemaning erkin tebranishlarini tavsiflaydi. Bundagi
aij - aji miqgdorlar inersiya koeffitsiyentlari, cy =c¢- esa

gattiqlik koefTitsiyentlari deb ataladi.
Bu tenglamalarning xususiy yechimlari

cjj - Aj sin(/c/ +P) =\ijA\ sin(kt +P)
ko'rinishga ega boMadi.

g. ning ifodalarini (1) tenglamalarga go‘yilsa,
\ij{j =1,s) noma’lum sonlarga nisbatan quyidagi chi-
zigli va bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasi hosil
bo'ladi:

(agl-ail£2)gl+(c.'12-a|2£2) N2 + ... + ( M» =0 ;
(c2, -fl2]/:2)ni + (c22-«22"2)tI2 + ... + J(Av =0;
(Cb-fler)m+I[Csz,aszﬂ)|7|2+ ........ + | Css AssA

Bunday sistema nol boMmagan yechimlarga ega bo'lishligi
uchun Hj(j =1,1) noma’lumlar oldida turgan koef-

fitsiyentlardan tuzilgan deterniinantning nolga teng bo'lishi
zarur va yetarli.

cy-auk2 c\2- aJk2..... cls-auk?2

2 -a2lr2 c2-a2k2- .. ©2s~ask
n(*2) = =0 (3)

o\ -fljik2 €2 ~asZk2....

3 sistemaning xaraktcristik yoki chastotalar tenglamasi
deb ataladi. Bu tenglama k2ga nisbatan s- darajali tenglamadir.



Bu tenglamani yechib, erkin tebranishlarning barch;
kj(j =1,J) chastotalari topiladi.

k](j =1,J) —tenglama ildizlari hagigiy va musbat. kj
ning barcha topilgan giymatlarini (2) tenglamalarga qo'yilsa,
Py\pr2A ...(y =12,..%) koeflitsiyentlarni aniglashga

imkon beradigan algcbraik tenglamalar sistemasi kelib
chigadi:

(on -«ukjy\J) +(g2~a\i)vP +....+(<b - ank2Y £ =0;
(cA-ankjyV) —ankjiM +...+(C2 =0;

(gv" + bl ~8&K)\AO+ ..... +(c* - a"kjy" =0

(4) sistemafi? Py ga nisbatan yechilsa, quyidagi tenglik
hosil bo'ladi:

() _ Ayi(k\ > (2 _ Aj\(*2 >. bl _ Ayi(/:2)
i Anu2) 2 fu*)” AllwW )’
Natijada (1) sistema erkin tebranishlarini tavsiflovchi

differensial tenglamalarning xususiy yechimlari quyidagicha
bo'ladi:

qp = sin(k)/ +Pi),
A2 =H<24Q)sin(*2/ +P2)....d p =P(4 <)sin(V +pn)
(Y *1,20.

2. Agar sistema nugtalariga M =n(q\,g2,...0s) potensialga
ega bo'lgan gaytaruvchi kuchdan tashgari t vaqtga bog'ligli

Fj(t) go'zg'atuvchi kuchlar ta’sir gilsa, u holda sistema
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inrakkab harakat giladi. Bu murakkab harakat esa sistemaning
erkin va majburiy tebranishlaridan iborat boMadi. Qaralayotgan
hoi uchun Lagranj tenglamasi

g (AT W . +am
i do g Mg 0 =12,..5)

bundagi Qj(t) umumlashgan kuch

formula bo'yicha topiladi. S sistema erkinlik darajasining soni,

K esa Fj(t) go‘zg‘atuvchi kuchlarning soni.

Lagranj tenglamalariga kinetik va potensial
energiyalarning

T- »Yj N5 Z X cqqigj

Aj= - hzy2 ‘199
ifodalarini qo‘yib, sistema majburiy tebranishlarini tasvir-
lovchi differensial tenglamalar sistemasini garshilik kuchini

hisobga olinmasa, quyidagicha boMadi:

Q1M +F112Z2 +ee =+ ais<ds +q G\ +C\2yj + e +C\sos =Q (0;
°2\o\ +f122ft +» =+Oistls + C\q\ +N¢ 2 + =+ cb gs = QIUY,

()
s\ +ad<h +e * + + CS\Q\ +Csiqj +eeee+cssgs = QA

(5) sistemaning umumiy yechimi (1) sistemaning
umumiy yechimi bilan o'zining gandaydir xususiy yechimi
yigMndisiga teng

Qj =< T o) + et ©)

Bundagi P qo'shiluvchi (yechim) sistemaning erkin

tebranishlarini ifodalaydi. Ma’lumki, sistemaning erkin
tebranishlari garshilik tufayli tez so‘nuvchi tebranishlardir.

141



Ko'pchilik holatlarda sistemaning majburiy tebranishlarini
ifodalovchi Q  xususiy yechimlarni topish katta amaliy
ahamiyatga ega bo'ladi.

(5) sistemaning xususiy yechimlarini go'zg'atuvchi
umumlashgan kuchlar garmonik gonun bo'yicha o'zgargan
hoi uchun topiladi, ya’ni Qj(t) =Qjs\n(pt+5) (j =1,1),
bundagi P — tashqi kuch chastotasi, 5 — ularning
boshlang'ich fazasi.

Qaralayotgan liolda xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda
topiladi:

=Ajsin()Z+5), (y=12...5). 7
(7)ni (5)ga qo‘yilsa, majburiy tebranishlarning Aj
(j =1,2,...,5 noma’lum amplitudalariga nisbatan quyidagi
bir jinsli bo'Imagan chizigli algebraik sistema hosil bo'ladi:

(c,, -aup2)1, +(c|2-a,2/,2)/b +....+ (<b~tsPl)4-Q 1>

(c2] ~a2\P2)A +(c22-anpP2)"2 + ... +(°ls ~°2sP2)"s = & .

(<b <xsP2)a\ +("2 ~a& P2)Ai +.....+(c,, -OssP2) as =Qs

Agar bu sistema uchun

2
g, -a,P™ cl2- "12P2....Cls-aisP2

c2l ~onP2 02 ~a2lP2....... 02s - a2sp 2
A(P2) = *0 (9

Gl as\P~ c¢s2 aslP ... Gs  assp
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bo'lsa, u holda Aj majburiy tebranishlarning amplitudasi
guyidagicha bo'ladi:

(10

bundagi Ajj(p2) (i,j =1,2,...,s) determinant A(p2) deter-

minantningy- ustun va /-campu elementlarining (-1)"*-" ishora
bilan olingan minorlaridir.

A(p2) determinant A(k?2) determinantdan k2 ni p2ga

almashtirib olingan desa ham bo'ladi.
Agar P majburiy tebranishlar chastotasi bosh

tebranishlarning birorta kt chastotasi bilan ustma-ust tushib

golsa, ya’ni p =kj bo‘lsa, u holda sistemada y tartibli
rezonans vujudga keladi. Bu holda

A(p2) =A(k}) =0
bo'ladi.

Rezonans vaqtida garshilik e’tiborga olinmaganda majburiy
tebranishlarning amplitudasi vaqt o'lishi bilan chegarasiz
o'sadi. Qarshilikni e’tiborga olganda esa bu amplitudalarchekli
bo'lib, kichkina garshiliklar uchun juda katta giymatlarga ega

bo'lishi mumkin.
Olingan natijalarni ixtiyoriy davrli qo'zg'atuvchi kuchlar

2n
uchun go'llash mumkin. Agar go'zg'atuvchi kuch Tm:—P

davrli bo'lsa, u holda 0/(0 umumlashgan qo'zg'atuvchi
kuch Fure gatoriga yoyiladi:

0/(0 =0yo + £ Qjr sin (prt +5I) 4)
=
bunda pr =rp(r =1,2,...,°°)
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(1) yoyilmadagi Qjo doimiy had tebranishlarga U'si*
gilmaydi. Qo‘zg‘atuvchi kuchlarning r garmonikasiga mod
keluvchi majburiy tebranishlarning amplitudasi

AP = /):( Qir&ijip; ) 1
7 a("2)

formulasi bo'yicha aniglanadi.

Agar go‘zglatuvchi kuchlar garmonikalaridan biror-
tasining chastotasi sistema bosh tebranishlarining birorta
chastotasi bilan ustma-ust tushib qolsa, ya’ni pr =kj bo'lsa,
u holda sistemada rezonans hodisasi yuz beradi.
pr =kj {r =1,2,...) chastotalar kritik chastotalar deb
ataladi.

Il. Masaialar yechish

33-masala. (M-554, 1986). Uzunliklari ( va massalari
m bo'lgan ikkita bir xil mayatnik gattigligi s bo'lgan, uchlari
mayatniklarning sterjenlariga mahkamlangan prujina bilan
h balandlikda bir-biriga bog'langan. Mayatniklardan biri
muvozanat holatdan a burchakka og'dirilgandan keyin
sistemaning mayatniklar muvozanati tekisligida giladigan
kichik tebranishlarini aniglang; mayatniklarning
boshlang'ich tczliklari nolga teng. Qarshilik, mayatniklar
sterjenlarining massalari va prujinaning massasini hisobga
olmang (53- rasm).

Yechish. Umumlashgan koordinatalar sifatida mayat-

niklarning vertikaldan og‘ish burchaklari qj va &2 gabul
gilinadi. Sistemaning kinetik energiyasi quyidagiga teng:
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Sistemaning A potensial energiyasi og'irlik kuchi
maydonida mayatniklarning
A, potensial energiyasi bilan deformatsiyalangan
prujinaning P2potensial energiyasi yig'indisiga teng:
Mn—mMm+/12m
A, va A, lar alohida-aiohida hisoblanadi.

Shaklda hosil bo'lgan to'g'ri burchakli AO\M\C\ va

A02M2C\ "an (54- rasni):

0\M 1="cos(p], O2M2 = @osd?,
h =0xC\ —0\M\ = £-£cos(pi.
h2 =Q2C2 -O2M2 =t - | coscp2. Mayatniklarning potensial
energiyasi:
M = mgh\ +mgh2 = wg"(l - cos ¢¢]) + mg((\ - cosq®).
Mayatniklarning vertikaldan og'ish burchaklari kichkina

1
bo'lganda cos<pj :l—q%', cos<p2z|--%p% tagribiy for-

145



mulalardan foydalanilsa, A, potcnsial energiya uchun quyidagi
ifoda topiladi:

A, ="mgl(y] +@").

Deformatsiyalangan prujinaning A, potensial energiyasini
hisoblash uchun prujinaning cho'zilishi hisoblanadi:

FE] = Asincpl, A2 = Asing2 => [IE( = ARl A"2 = Aq2

M2=nrmioni) =s[(nr2-04*21="~A 2 (@2 -®1)2.

Sistemaning potensial energiyasi uchun quyidagi ifodalar
topiladi:

M =9, + M2 = wge((pj +42) + cA2(42 - /)2 =

= M‘%Z% 20A2(pnp231.

T kinetik va A potensial energiyalar uchun topilgan
ifodalarni ularning ikkita erkinlik darajaga ega bo‘lgan hoi
uchun topilgan

T= ~1{auq2 + 2an g2 +a22q§),
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e ol +2c12219 +C2290)
IN=Lilari bilan tagqoslansa,
an =a2 =T1(2, a2=0;
N 9
ql=c2=mSt+C4, (2=-2ch .
Bu topilgan koeffitsiyentlami
(c,, -anA2)(c2-a 2A2)-(q 2 -flI2A2)2 =0 (13)
" liastotalar tenglamasiga qo‘yilsa,
[mgt +ch2-me2k2) -c2d* =0
longlama kelib chigadi. Bu tenglamani k2ga nisbatan yechilsa,
K{ g, 2ch
I m(2
Vi =— =~r koeffitsiyentlami topisli uchun (2) siste-
A Al

madan foydalaniladi. Ikkita erkinlik darajaga ega boMgan
sistema uchun (2) sistema

(cn -anA2)+p(q2-ank2)=0
(g2-ank2)+\i(c22-a2%2) =0
ko‘rinishni oladi. Bundan p uchun ifoda topiladi. A2va k2
mos keluvchi g| va p2 hisoblanadi:

mgt +ch2- ~ mt2

qi ~fl}ir2 t -1
c\2~a\lk?2
( 2\
mgt +ch2 - mt2 E+ A
cl, -auk2 m t

- - =-1
=k -ch?
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H =1,]i2=-1 bo'lganligi tufayli mayatniklar p ~[
bo'lganda vertikaldan bir tomonga og'adi; u - -1 bo'lgand»
esa ular vertikaldan garama-garshi tomonga og'ishadi, ya'nl

mayatniklar harakati davomida gt va g2 og‘ish burchaklarl

uchun @)= d2)>d )=-¢|2) tengliklar o‘rinli bo'ladi.
Birinchi bosh tebranishda hamma vagt &{° = tenglik

saglanadi. Mayatniklarni bog'lovchi prujina deformatsiya-
lanmasdan goladi, ya’ni prujina mayatniklarning harakatiga
ta’sir gilmaydi. Bu holda mayatniklar tebranishlarining A
chastotasi bog'lanislilarbo'lmaganidek bo'lib, mayatniklardan
birining tcbranish chastotasiga teng bo'ladi.

Mayatniklar harakatini tavsiflovchi difTerensial tcngla-
malarning umumiy yechimi xususiy yechimlarining yig'in-
disi singari topiladi:

@ = <>+ = Aysin(Al/ +P]) + A2s\n(k2t + P2);
@2 =02) +®2) =41A sin(Alt + Pi) -up2>2 sin(A:i/ + P2).
@l va g2 ning vaqt bo'yicha hosilalari ham topiladi:

@ = kyAy sin(X;j/ +P|) +k2A2 cos(k2/ + p2);
42 =M | sin(At +P|) + u2¢@2sin(A2r + P2).

A\ A2 fi\ va p2 o'zgarmas sonlarni boshlang'ich shart-
lardan foydalanib topiladi:

/=0 bo'lganda (0 =a,p20 =0,p10=0,p20 =0.
Shuningdek w, =+I, p2 =-1 bo'lishligini e’tiborga olinsa,
AlLA2,$1 va P2ni aniglash uchun quyidagi tenglamalar
sistemasi topiladi:
AysinP| + A2sinP2=a; AysinPj - A2sinP2 =0;
kyAy sin Pi +k2A2sinP2 =0; kyAy sinPi - kyA2sinP2 =0.
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Mu sistemadan
K\A\ sin P| =k2A2sinp2 =0=>

=>cosPi =cosP2 =0=>P! =p2=

2A\sin Bj = 2A2sinp2 =a = Al =m=2
Natijada mayatniklarning harakat qonunlari quyidagicha
Iniil bo'ladi:
a sin( ' nn
o =2 >+ 2

sin| k2t+- = a—(cos k\t + cosk2t) =

=acos h\-fz-—k-zt ! cos(hy-iz-—k?t

a . . _a _
a2 =m Sin \y 4o -Sin Kl+ 2 =—(cosk\t - cosk2t) =

=asm 1472, s "2y

q+k2,  R-k2n , g

Javob: < =acos | @o

. +£24 mk2-k, ) [g
@@ =asm |- -fcf-sin L2 4 N2 =y--
34- masala. (M-55.30, 1986). Ikki tayanchda erkin yotuvchi
N uzunlikdagi to'sin bosh ko'ndalang tebranishlarining

. S . 1 2
shakllari va chastotalarini toping. To'singa x = va*=-~"

nugtalarda Q og'irlikdagi ikkita teng yuk go'yilgan. To'sin
ko'ndalang kesimning inersiya momenti /, elastiklik moduli
E. To'sin massasini hisobga olmang.

Yechish. Awval go'yilgan masalani umumiy holda yechamiz.
Umumiy yechimni olish uchun G\ va G2 yuklar to'sinning
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tayanch nugtalaridan turli masofada qo'yilgan bo'lsin (55-
rasm).

Qaralayotgan sistema ikkita erkinlik darajaga ega.
Sistemaning umumlashgan koordinatalari sifatida yuklarning

muvozanat holatdan y\ va Y2 vertikal og‘ishlari gabul
gilinadi. Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi

T=\(T™ +uwy\)
formula bo'yicha topiladi.

Sistemaning P potensial energiyasi esa elastik defor-
matsiyalanadigan to'sinning [\ potensial energiyasi bilan
6| va G2 yuklarning og'irlik kuchi maydonidagi /7) poten-
sial energiyalarining yig'indisiga teng.

M\ — elastik dcformatsiyalangan to‘sinning potensial

energiyasini to'sinning qaralayotgan holatdagi potensial
energiyasi bilan muvozanat holatdagi potensial energiyasi
ayirmasi sifatida topiladi:

N, =~m+y\)-AF 1> fl +FF2(f2+Yy2) - FF °f2,

150



tuinda A =qi(/l +yvy-crigh +yr)-
Pi =C\I(fl +¥2) _c22 (/1 +>')-
Muvozanat holat vaqgtidagi to'sinning yuklar qo'yilgan
nugtalaridagi egilishini mos ravishda f\ va f 2 desak, elastiklik
kuchlari muvozanat holatda

P =o\f\ -cnf2=0G\; B2 =Q@22 - ci\f\ =G2
lormulalardan aniglanadi.
G va C2 yuklarning potensial energiyasi og'irlik kuch
maydonida
N2 =-G\y\ - G2y2
formula bo'yicha topiladi.
Sistema [ potensial energiyasi uchun

N =4d] + N2 =\j[FiIUL+T) + R2(f2+¥2)]-
=N +122) ~GW - G2y2
ifoda topiladi.

F{va F2 ning ifodalarini bu topilgan ifodaga qo‘yib va
muvozanat holat atrofida

/37 (ci2 ~c2\)fi =0
="(ci2 ~c i =0
4910
Can
=|(Q | ~CR)f\ =0-
172 Jo

shartlarning bajarilishini e’tiborga olinsa, potensial energiya
uchun

M="(cnyl ~2 CI2* G Y1¥2 + 2272 >

ifoda topiladi.
T\a 1M uchun topilgan ifodalardan sistemaning inersiya
va qattiglik koeffitsiyentlarini aniglash mumkin:
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au =m] =9 flj2 =6;a2 =m2 =92
8 8

Cl2 + C

21
al =c\1,c\2 ==~ m ;c2 = 22.

Inersiya va gattiglik koeffitsiyentlarining topilgan
ifodalarini (13) chastotalar tenglamasiga qo‘yilsa, quyidagi
tenglama kelib chigadi:

fop. 28) _fCl2¢c2) _

| rooJl s 3N
Ba’zi bir almashtirishlardan keyin bu tenglama

2
K +C22C1 12 + 4G\G2 [4C||C22'G2 +¢21)2] =0

ko'rinishga keladi.

Bu tenglama yechilsa, quyidagi ifoda hosil bo'ladi:

N2 = 2q g2 Cuf2+ C2IG] T >/(c1\G2 + c22G\)* -

.6\62[4cne2 ~{cn 1CAY]

Biz garayotgan holda:
{

el =t2~ ~ G\ =G2 = = c22>c12 = C2b/l = fl

bo‘lishligini e’tiborga olinsa,

12 £(ql-C|2) .
a _ sa(cu +ci2> 8(c, i +ci2
- (uG gz all )

K\ va £2ni bilgan holda w va p2 koeffitsiyentlar
hisoblaniladi:



y i

Endi to'sinning bosh ko‘ndalang tebranishlarining shakli
aniglaniladi:

Materiallar garshiligi kursidan garalayotgan hoi uchun

. 1296 El 1134 El
cii =c2=— -j\ cl2=c2A=— mr

natijalar ma’lum. Koeffitsiyentlarning bu giymatlarini bilgan
holda va k2chastotalar topiladi:

I11. Savol va masalalar

1 Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistemaning kinctik va potensial
encrgiyalari ganday formulalar bo’yicha hisoblanadi?

2. Erkinlik darajasi ikkita bo’lgan sistema erkin tebranishlarining
diflcrensial tenglamalarini keltirib chigaring.

3. Erkinlik darajasi ikkita bo’lgan sistemaning inersiya va gattiglik
koeflltsiyentlari ganday munosabatlami ganoatlantiradi?



4. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema crkin tcbranishlarining
chastotalari ganday aniglanadi?

5. Sistema bosh tcbranishlarini aniglovchi tenglamalami Kkcltiring

6. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema bosh tcbranishlarining sliakl-
lari ganday aniglanadi?

7. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistemaning natijalovchi harakat-
lari garmonik tcbranislilar bo'ladimi?

8. Qanday shartiarda «TEPKILI TEBRANFSH» hodisasi sodir
bo'ladi va bu hodisaning fizik mazmunini izohlang.

9. Sistemaning ganday koordinatalariga bosh koordinatalar dc-
yiladi va ular ixtiyoricha tanlangan umumlashgan koordinatalar bilan
ganday bog'langan bo'ladi?

10. Bosh koordinatalarda sistema crkin tcbranishlarining differen-
sial tenglamalarining o'ziga xos xususiyati ganday bo'ladi?

11. Sistema erkin tebranishlarining chastotasi umumlashgan koor-
dinatalarning tanlanishiga bog'liq bo'ladimi?

12. Sistema bosh koordinalalarining har biri ganday qonun bo'yicha
o'zgaradi?

13. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistemaning erkin tcbranishlariga
garshilik ganday ta’sir giladi?

14. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema majburiy tebranishlari-
ning amplitudasi ganday aniglanadi?

15. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema majburiy tebranishlari-
ning chastota va fazasi qanday aniglanadi?

16. Rezonans vagtida erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema ma-
jburiy tebranishlarining shakllari ganday bo'ladi?

17. Sistema rezonans tcbranishlarini so'ndirib bo'ladimi? Bunday
tebranishlarni so'ndirishning fizik mazmunini tushuntiring.

18. Chckli erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema erkin tebranishlari-
ning difierensial tcnglamalarini chigaring va ularning umumiy yechimi-
ni toping.

19. Chekli erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema erkin tebranishlarini
tekshirishda 25 ta noma’lum doimiy sonlar ganday aniglanadi?

20. Sistema bosh tcbranishlarining chastotasi uning holatini aniglov-
chi umumlashgan koordinatalarga bog'liq bo'ladimi?

21. Ikki gatlam mayatnik uzunliklari bir xil bo'lgan, og'irliklari

ham bir xil G =G2 =G bo'lgan OA va AB bir jins(i sterjenlardan

iborat. OA sterjen O o'q atrofida, AB sterjen esa A sharnir atrofida
aylanadi. Bu mayatnikning bosh tebranishlarining chastotalarini va
shakllarini aniglang.

Javob: *,=0,86"; k2=2,29".
H =1,43; p2=2,09.
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22. 21- masalada garalgan ikkita mayatnik sistemaning bosh koordi-
imtalarini aniglang.

41 = & 2 d2~= c\sin(A:,/ +a,);
Javob:

th = 2~ =Cl*>n(" +a2).

23. M massali g'ildirak to‘g‘r chizigii rels bo'ylab sirpanmasdan
aylanmoqda. G'ildirak markaziga £ uzunlikdagi sterjen sharnir mah-

kamlangan. Sterjenning bir uchiga m massali yuk ham mahkamlangan.
Stctjenning massasini hisobga olmasdan mayatnik kichik tebranishlari-
ning davrini toping.

24. Harxil Cyva Qqattiglikka ega bo'lgan ikkita parallel prujinaga
osilgan sterjen bosh tebranishlarini tekshiring.
25 Gorizontal konsol to'sin uchlariga uning tayanchlaridan bir xil

£ masofada biriktirilgan ikkita bir xil Q yuk bosh tebranishlarining
shakllari va chastotasini toping. Uzunligi 3 ( bo'lgan to'sin bir-biridan

@ masofada turgan ikki tayanchda erkin yotadi; to'sin ko'ndalang ke-
simining inersiya momenti /; to'sin materialining Yung moduli E.
To'sin massasini hisobga olmang.
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