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MUQADDIMA

Mexanika bilimlari gadimdan ma‘lum bo‘lib, moddiy
jismlarning mexanik harakati hagidagi fandir.

Neolit davrida va bronza asrida g‘ildiraklar ma‘lum bo‘lib,
biroz vaqtdan so‘ng richaglar qo‘llanilgan- Qadimgi Misr
piramidalarini, Vaviloniya, Xitoy, Xorazm, So‘g‘diyona va
Eronda saqlanib golgan irrigatsiya inshootlarini qurishda «oddiy
mashinalar» - richag, pona va giya tekisliklardan foydalanilgan.
Nazariy mexanika muammolari gadimgi Yunonistonda ma‘lum
bo‘lib, Aristotelning asarlarida ko‘pgina mexanizmlar sxemasi
keltirilgan. Arximedning «Yassi figuralar muvozanati yoki yassi
figuralar og‘irlik markazlari hagida», «Suzuvchi jismlar hagida»
degan risolalari bizgacha yetib kelgan. Shargning eng kuchli
olimlari Banu Muso (aka-uka) lar, Sobit ibn Qurra, Abu Rayhon
Beruniy, Abu Abdulloh Yusuf al-Xorazmiylaming mexanikaning
taragqgiyotiga go‘shgan hissalari kattadir. Yevropada Uyg‘onish
davrida fanning rivojlanishiga  Stevin, Nikolay Kuzanskiy,
Kopemik va boshqalar katta hissa qo‘shdiiar.

Nazariy mexanikaning asosiy qonunlari ham xuddi shu
davrda ishlab chigildi va bunda I.Kepler, Galiley, I.Nyutonning
roli kattadir. Galiley-Nyuton gonunlari nazariy mexanikaning
asosiy gonunlari bo‘lib, ulardan mexanik sistemaning harakatini
tekshirishda Lagranjning ikkinchi tur tenglamalari, Gamiltonning
kanonik tenglamalari, Gamilton-Yakobi tenglamasi, Appel
tenglamalari, dinamikaning umumiy teoremalari chigariladi.
Shuningdek, Gaussning kichik kuchlanishlar prinsipi, Gamilton,
Yakobi, Eyler, Monertyunning variatsion prinsiplari
mexanikaning  asosiy  prinsiplaridir.  Harakat ustuvorligi
(turg‘unligi) nazariyasi, osmon ballistikasi va osmon mexanikasi -
nazariy mexanikaning tatbigiy ahamiyatga ega bo‘lgan
sohalaridir. Mexanik sistemalar harakatini boshgarish usullari
nazariy mexanikaning umumiy gonunlari va prinsiplari asosida
ko‘riladi, mexanik sistemaning tegishli xususiyatga ega bo‘lish
yo‘llari aniglanadi.

«Nazariy mexanika» fani oliy texnika o‘quv vyurtlarida



o‘gitiladigan asosiy fundamental fanlar turkumiga kirib, barcha
mutaxassisliklar bo‘yicha muhandislar tayyorlashda dasturiy
fanlardan biridir. Hozirgi zamon texnikasining jadal sur'atlar
bilan rivojlanib borishi, ishlab chigarish jarayonlarida texnologik
talablami hisobga olgan holda, parametrlari va bog‘lanishlari
boshqgariladigan mashina va mexanizmlami keng tatbiq etish va
ulaming asosiy ishchi gismlari harakatlari nazariy asoslarini
yaratish umummuhandislik fanlarining asosi bo‘lgan «Nazariy
mexanika» fani qonunlari va prinsiplariga asoslanadi. Shuning
uchun ham bu fanda o‘rganiladigan barcha mavzular har ganday
murakkab mashina va jihozlaming ishlash sirlarini anglab
yetishda dasturulamal vazifasini bajaradi.

| BOB. DINAMIKAGA KIRISH
I1-§. Dinamikaning asosiy tushunchalari

Kuchlar ta‘sirida bo‘lgan jismlaming harakatini  uning
massasi va harakatni yuzaga keltiruvchi sababga bog‘liq ravishda
tekshiradigan nazariy mexanikaning bo‘limi - dinamikadir.

Dinamikaning asosiy tushunchalaridan biri - kuchdir.
Jismlar harakati o‘zgarmas, migdor va yo‘nalish jihatdan
o‘zgaruvchan kuchlar ta‘sirida sodir bo‘ladi. 0 ‘zgarmas
kuchlarga jismning xususiy og‘irligi yoki ishgalanish kuchi misol
bo‘la oladi. 0 ‘zgaruvchan kuch vaqgtga, jismning holatiga,
tezligiga bog‘lig bo‘ladi. Y a’ni:

F =F(r,v,t) (17

Misol sifatida jismga davrli kuch yoki zarbali kuchlaming
ta‘sirini, elastik kuchning jism ko‘chishiga proporsional ravishda
ta‘sirini, harakatdagi jismga muhitning  ko‘rsatadigan
garshiligini keltirish mumkin.

Jismlar harakati uning inertlik xususiyatiga ham bogMiqdir.
Turli jismlarga bir xil kuch bilan ta‘sir etsak, jism har xil tezliklar
bilan harakatlanadi. Bu tajribalardan bizga ma‘lum. Jismlaming
bu xususiyati inertlik deyiladi. Tezligi gancha kam bo‘lsa,
inertligi  shuncha ko‘p bo‘ladi. Jism inertligini miqdor jihatdan
ifodalovchi fizik kattalik massa deb ataladi. Massa skalyar,
0°‘zgarmas, musbat kattalikdir.



Jismlaming harakati shakliga ham bog‘ligdir. Shaklni
jismni tashkil etuvchi zarralaming joylashuvi tashkil etadi.
Shuning  uchun  moddiy nuqta tushunchasi Kkiritiladi.
0 ‘Ichamlarining ahamiyati bo‘lmagan, lekin massaga ega
bo‘lgan, harakatdagi jism moddiy nuqta deyiladi. Jismlaming
harakatini o‘rganishni ulami tashkil etuvchi zarralarining
harakatini o‘rganishdan boshlaymiz.

Dinamika bo‘limini 2 gismga ajratib ko‘rib chigamiz.
1. Moddiy nugta dinamikasi.
2. Mexanik sistema va qattiq jism dinamikasi.

2-§. Dinamikaning asosiy gonunlari

Dinamika qonunlari  klassik mexanika qonunlariga
asoslangan bo‘lib, Isaak N'yuton tomonidan ta’riflangan.
1- gonun. (Inersiya gonuni)

Tashqi ta'sirlardan xoli bo'lgan moddiy nugtaga biror kuch
tasir etmaguncha, u o'zining tinch OOQOholati yoki to'g'ri
chizigli, teng o ichovli harakatini saglashga intiladi.

Moddiy nuqta o‘z tezligini o‘zi o‘zgartira olmaydi va o0°‘zi-
o‘ziga tezlik bera olmaydi. Tezligini o°‘zgartirish uchun tashqi
ta‘sir bo‘lishi kerak. Moddiy nugtaning bu xususiyati, uning
inertligini  tashkil etadi. Bu gonunga inersiya gonuni, moddiy
nuqgta harakatiga esa inersion harakat deyiladi.

2 - gonun. (Dinamikaning asosiy qonuni)
Moddiy nugtaning kuch ta 'sirida olgan tezlanishi shu kuch bilan
biryo nalishda bo 1ib, migdori kuch migdoriga proporsionaldir
(1-shakl).

F =ma (21)

Bu yerda m - moddiy nuqta massasi bo‘lib, u o°‘zgarmas
miqgdordir. Massa m gancha katta bo‘lsa, moddiy nugtaga a
tezlanish berishi uchun shuncha katta F kuch qo‘yish kerak.
Massa m gancha katta bo‘lsa, moddiy nuqta inertligi shuncha
katta bo“ladi.

(2.1) tenglama dinamikaning asosiy tenglamasi deyiladi.



1- shnld

Kinematikadan maMumki,

dt (2.2)
Buni hisobga  olsak, (2.1) tenglama quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:
F mdt (2.3)
Agar v =const bo‘lsa, F =0 bo‘ladi. Ya’ni moddiy nuqtaga
kuch ta‘sir etmasa, u inersion holatda bo‘ladi. Kuch bilan
tezlanish modullari orasidagi bog‘lanishni e’tiborga olsak,
(2.1) tenglama quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi:
F=Ta
Bundan:

a=- (2.4)

kelib chigadi.
Har ganday jism bo‘shligda og‘irlik kuchi ta‘sirida yerga bir xil
g tezlanish bilan tushadi. Bu tajriba yordamida aniglangan:

P =mS (2.5)
3u yerda g=9,8 m/s2 erkin tushish tezlanish] deyiladi. (2.5)
formuladan:

m=- (2.6)
g
(2.6) formuladan ko‘ramizki, moddiy nuqta massasi og‘irligiga
to‘g‘ri proporsional. Og‘irligini tarozida o ‘lchab, massasini (2.6)



formuladan aniglash mumkin.
3 - gonun. (Ta‘sir va aks ta‘sir tengligi gonuni)

Har bir ta Sir o ziga teng va garama-garshi yo halishdagi
aks ta'sirni vujudga keltiradi. Ya'ni, ikkita moddiy nuqgta
miqgdorlari teng, yo‘nalishlari garama-garshi, ulami tutashtiruvchi
bir to‘g‘ri chizig bo‘ylab yo‘nalgan kuchlar bilan bir-biriga ta‘sir
etadi (2- shakl).

2 - shakl
FB=mBaB @.7)
Fa = ™a“a (2.8)
3 - gonunga asosan:
Fa (2.9)
Bunda:
Fa =~Fb (2.10)

(2.7) va (2.8) ni (2.9) ga qo‘ysak:

m.a .=-M, a; (2.11)
Bundan:

(2.12)

4 - qonun. (Kuchlarning bir-biriga bogMigsiz ta‘sir etish
gonuni)

Moddiy nugta bir necha kuch ta'sirida bofsa, uning shu
kuchlar ta siridan olgan tezlanishi mazkur moddiy nugtaga har
gaysi kuchning alohida ta'siridan kelib chiggan tezlanishlarning

yig'indisiga tengdir. Moddiy nugtaga FI,F2,...,Fn kuchlar
go‘yilgan bo‘Isin, u holda:
F=+F, (2.13)

bo‘ladi.



F kuchning ta‘siridan moddiy nuqtaning olgan tezlanishi a
desak, (2.1) tenglamaga asosan:

n_ r
- i-i (2.14)
bo‘ladi.
(2.13) va (2.1) tenglamani hisobga olsak:
Ta-T'Ya, (2-15)
yoki: a (2.16)
=i

Bu ifoda xulosamizning to‘g‘riligini ko‘rsatadi. Bu gonundan,
asosan, gattigjismga oid masalalami yechishda foydalaniladi.

Takrorlash uchun savollar
1. Dinamikaning asosiy tushunchalari nimadan iborat?
. 0 ‘zgaruvchan kuchlar ganday parametrlarga bog‘liq?
. Jismning inertligi deganda nimani tushunasiz?
Moddiy nugta nima?
Inersiya gonunini ta’riflang.
. Dinamikaning asosiy qonunini tushuntiring.
. Ta'sir va aks ta‘sir tengligi gonunini ta’riflang.
Kuchlaming bir-biriga bog‘ligsiz ta‘sir etish gonunini
ta’riflang.

0N UTAWN

I BOB. MODDIY NUQTA DINAMIKASINING ASOSIY
TENGLAMALARI
3-8. Erkin moddiy nuqta harakatining differensial
tenglamalari

Moddiy nuqta F kuch ta‘sirida haralcatlansin (1 -shakl).
Nyutonning 2-gonuniga asosan (2.\) tenglamani yozamiz:
F =Ta
a - tezlanish vektori; m - moddiy nugta massasi.
Adgar ta“‘sir kuchlari bir nechta bo‘lsa, (2.13) tenglamaga asosan:



I=1
deb garaymiz.
Kinematikadan ma‘lumki, tezlanish vektori a , tezlik vektori
v va r radius-vektor orqali quyidagicha ifodalanadi:

dv
a=—
yoki: dt
o dZr
a-—r
dt (3.1)

(3.1) tenglamalami e’tiborga olsak, (2.1) tenglama quyidagicha
yoziladi:
dv =

m—-=Db
dt (3.2)
Tdt (3.3)

(3.2) va (3.3) ko‘rinishdagi differensial tenglamalar moddiy
nugta harakati differensial tenglamalarining vektorli ifodasidir.
Ulami Dekart koordinata o‘glaridagi proyeksiyalari orgali
ifodalasak (1-shakl), harakat differensial tenglamalarining
ko‘rinishi quyidagicha yoziladi:

m((—jg:r—'x; m%ﬂg : m%ﬂg,%
t te ! 3 (3.4)

Fx, Fy, Fz -kuchning Dekart koordinata o‘glaridagi
proyeksiyalaridir.

(3.4) tenglama moddiy nuqtaning Dekart koordinata o‘glaridagi
harakat differensial tenglamalari deyiladi. Harakat differensial
tenglamalarining tabiiy o°‘glardagi ifodasini aniglash uchun
kuchlaming tabiiy o‘glardagi proyeksiyalarini aniglaymiz (3-
shakl). Tabiiy koordinata o‘qlarining birlik vektorlarini mos
ravishda f °,n°,b° deb belgilasak, tezlanish vektorining tabiiy

o‘glardagi ifodasi quyidagicha yoziladi:



a=aT1r’°+a,,n°

(3.5)
yoki
F =Frf® + Fn° +Fhb (3-6)
B
K
y
' i - .shakl
Kuchning tabiiy o‘qlardagi ifodasi quyidagicha:
F=FT° +F,n°+F p (37)

Bu yerda Fr,Fn,Fh-moddiy nugtaga ta‘sir etuvchi kuchning

mos ravishda urinma, bosh normal va binormal o‘qlardagi
proyeksiyalari. (3.6) va (3.7) ni hisobga olgan holda
dinamikaning asosiy tenglamasi (2.1) ni quyidagicha yozamiz:

\ ] (3.8)
mos birlik vektorlar oldidagi koeffitsientlami tenglasak,

hosil bo“ladi.

(3.9) tenglama moddiy nuqta harakat differensial tenglamasining
tabiiy o‘glardagi ifodasidir. Tenglamadagi Fh=0 ifoda moddiy
nugtaga ta‘sir etuvchi kuch egrilik tekisligida yotishini ko ‘rsatadi.
Hagigatan ham shunday, chunki kuch tezlanish bilan bir
yo‘nalishda bo‘lib, tezlanish egrilik tekisligida yotishi bizga
kinematikadan maium. Silindrik koordinatalarda harakat
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differensial tenglamalarini r,(p,z lar orgali ifodalaymiz:
mar =Fr; ma™ = Fv; maz =FZ. (3.10)

Bu yerda:

ar=r-r<p2; ap=r +2rp; az=z. (3.11)
(3.11) tenglamani (3.10) ga olib borib qo‘ysak, harakat
differensial tenglamasining silindrik koordinatalardagi ifodasi
kelib chigadi:

m(r —<p2) = Fr

T(rh+ 2r) = v (3.12)

mz=Fz
(3.12) tenglama harakat differensial tenglamalarining silindrik
koordinatalaridagi ifodasidir.

4-§. BogManishdagi moddiy nuqta harakat differensial
tenglamalari

Agar moddiy nuqta bog‘lanishda bo‘lsa, (2.1), (3.4), (3.9) va
(3.12) tenglamalardagi ta‘sir etuvchi kuchlar gatoriga bogManish
reaksiya kuchlari go‘shiladi.

Ta=F +N 41
(4.1) tenglama bog‘lanishdagi moddiy nuqta harakat differensial
tenglamasining vektorli ifodasidir.
Dekart koordinata o‘glariga proyeksiyalab, bog'lanishdagi
nugtaning harakat differensial tenglamalarini keltirib chigaramiz:

dix r x
T~r" e e

(4.2)

md'Z- E + 8,
dt2

Agar moddiy nuqta sillig bo‘lmagan sirt ustida harakatlansa,
differensial tenglama quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

mg— = Ft+ Nt ; m— =F,+N,,; 0=Fb+Nhb. (4-3)
t p



(4.2) va (4.3) tenglamalar mos ravishda bog‘lanishdagi nuqtaning
Dekart va tabiiy koordinata o‘qlaridagi harakat differensial
tenglamalaridir. Silindrik  koordinatalarda  bog‘lanishdagi
nugtaning harakat differensial tenglamasi  (4.4) ko‘rinishda
ifodalanadi:

m(r - rpr) - Fr+Nr

T(rp+2rcp) =FT+Nr . N

mz=Fz+Nz

Takrorlash uchun savollar
1. Erkin moddiy nuqta harakat differensial tenglamasining
vektorli ifodasi ganday?
2. Erkin moddiy nuqta harakat differensial tenglamasining
Dekart koordinata o ‘qlaridagi ifodasi ganday?
3. Erkin moddiy nugta harakat differensial tenglamasining tabiiy
o‘qlardagi ko‘rinishi ganday?
4.Bog‘lanishdagi moddiy nuqgta harakat differensial
tenglamasining vektorli ifodasi ganday?
5. Bog‘lanishdagi moddiy nuqta harakat differensial
tenglamasining Dekart koordinata o‘qlaridagi ifodasi ganday?
6. Bog‘lanishdagi moddiy nuqgta harakat  differensial
tenglamasining tabiiy o‘glardagi ko ‘rinishini yozib bering.
7. Bog‘lanishdagi moddiy nuqtaga ganday kuchlar ta‘sir etadi?
8. Differensial tenglamalarni tuzishdan magsad nima?

11l BOB. MODDIY NUQTA DINAMIKASINING IKKI
ASOSIY MASALASI
5-§. Dinamikaning birinchi asosiy masalasi

Ta‘sir etuvchi kuch bilan tezlanish orasidagi bog‘liglikni (2.1)
tenglama bilan ifodaladik. Erkin va bog‘lanishdagi moddiy
nuqtaning harakat differensial tenglamalaridan foydalanib,
dinamikaning ikki asosiy masalasini yechamiz.

Nugtaning massasi va harakat qonunlari berilganda ta'sir
etuvchi  kuchlarni aniglash dinamikaning birinchi asosiy
masalasini tashkil etadi.



Harakat qonunining berilishiga qarab harakat differensial
tenglamalari tuziladi va masala shartida so‘ralgan kuchlar
aniglanadi. Aniglik uchun nuqgtaning harakat gonuni Dekart
koordinatalarida berilganda birinchi asosiy masalaninig
yechilishini ko‘rib chigamiz.

Moddiy nuqtaning harakat gonuni va m massasi berilgan bo‘Isin.
Yani:  n=fx(t)\ y=f2{t); z=f3(t). (5.1)

Harakat qonunidan ikki marotaba hosila olib, tezlanishning
koordinata o‘glaridagi proyeksiyasi ax;ay;a, lami aniglaymiz va
(3.4) harakat differensial tenglamalarini tuzamiz:

F=m d
dt2
2.
r d Yy
(5.2)
E = m_d 2z
dt2

(5.2) tenglamadan kuchning koordinata o‘qlaridagi proyeksiyasi
Fx; F ;F, lami aniglaymiz. Kuchning moduli quyida keltirilgan

(5.3) formuladan aniglanadi:
F=Jf2+F2+F2=mJx2+y2+1z2

Kuchlaming yo‘nalishini yo‘naltiruvchi kosinuslar yordamida

aniglaymiz:

cos(Faojc)=— cos(FAy)=—; cos(FAz)=—
F F F (5.4)

*1- MASALA

Traktoryo'lning to‘g‘ri chizigli bo‘lagida x = 10/2 +5t(m)
gonuni bilan harakatlanadi. U massasi 600% bo‘lgan yukni
tortadi (4- shakl). Agar yukning yerga ishqalanish koeffitsienti
/ =0,04 bo‘lsa, traktoming yukni tortish kuchi aniglansin.
Yechish:

Traktoming harakat o‘qini Ox bilan belgilaymiz. Harakat
differensial tenglamasini tuzamiz:

13



Bu yerda Fx- barcha kuchlaming Ox o‘gidagi proyeksiyasi,
ax- tezlanishning Ox o‘qgidagi proyeksiyasi bo‘lib, uni aniglash
uchun harakat qonunidan ikkinchi tartibli hosila olamiz. Birinchi
tartibli hosilasi tezlikning Ox o‘qgidagi proyeksiyasiga teng, ya’ni:

v =— =201+5(m/s)
X dt v
Ikkinchi  tartibli hosilasi ~ tezlanishning Ox  o’gidagi

proyeksiyasiga teng.

Ya’ni: aézd’{2=20(1m/5>) (*1-2)
Kuchlaming harakat o‘qidagi proyeksiyasini aniglaymiz:
EX=T - FFigh
(*1.3) ifodani (*1.1) ga olib borib go‘yamiz:
T -Fi'h = ™ (*1.4)
Bu yerda:
Fsh=fN =fP =fmg 5)

(*1.4) va (*1.5) tenglamalardan tortish kuchi T ni aniglaymiz:
T =Fdh+max=fmg+max=/un ("' +al) = 600(0,04x9,8 +20) = 12,2("Ar)

Javob: T =12,2 kN

*2- MASALA

Qo‘zg‘almas O nugtaga bog‘langan, uzunligi 0,5 m bo‘lgan
ipga osib qo‘yilgan 0,5kg massali M yuk konus shaklidagi
mayatnikni tasvirlaydi, ya’ni gorizontal tekislikda aylana chizadi:

14



shu bilan barobar ip vertikal bilan 60° li burchak tashkil giladi.
Yukning tezligi v ning va ipning tortilish kuchi T ning
giymatlari aniglansin (5- shakl).

Yechish:

M yukning trayektoriyasi gorizontal tekislikda bo‘lib, radiusi
0,M =R bo‘lgan aylanadan iborat. Yukning harakatini tabiiy
koordinata  o‘glarida  tekshiramiz. Harakat  differensial
tenglamasini tuzamiz:

maT=FT; man=Fn; 0=Fb. (*23J)

Ta‘sir etuvchi kuchlaming tabiiy Oxnzb  o‘glaridagi
proyeksiyalarini aniglaymiz. Ta‘sir kuchlari M yukning og‘irligi
P va ipning tortilish kuchi T dan iborat. (*2.1) tenglamani
tuzamiz:
maT=0; - man=-T cos 30°; 0 =T cos66° - P. (*2.2)
(*2.2) tenglamani yechib, masala shartida so‘ralgan M yukning
tezligini va ipning tortilish kuchini aniglaymiz:

cos60°- P =0 (*2 3)
(*2.3) tenglamadan ipning tortish kuchini aniglaymiz:
no
c0s60° cos60° 0,5

Demak: 7°=9,8(iV)

- Ta =-Tcos30°
(*2.4)
(*2.4) tenglamadan normal tezlanishning modulini aniglaymiz:
n:rcos?:O _ 9,8x0,86 = 1685 m #é
m 0,5 '

Kinematika bo‘limidan bizga ma‘lum, normal tezlanish modulini
hisoblash formulasi teng:

v2
an=— (*2.5)
P
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ga teng

Bu formuladagi p trayektoriyaning egrilik radiusi bo‘lib, biz
ko‘rayotgan masalada trayektoriya aylana bo‘lganligi uchun
p-R dir

R =0\M = OM sin 60° = 0,5x0,86 = 0,43(m)
(*2.5) tenglamadan tezlikni hisoblaymiz:
v2=a,p; v=Ja,P ='ianR =n/16,85x0,43 ="7,24 =2,7(m/s)

Javob: T-9M N
v =2,7(m/s)

Takrorlash uchun savollar

1.Erkin moddiy nuqta harakat differensial tenglamasining Dekart
koordinata o‘glaridagi ifodasi ganday?

2. Erkin moddiy nuqta harakat differensial tenglamasining tabiiy
o‘glardagi ko‘rinishi ganday?

3.  BogManishdagi moddiy nuqta harakat differensial
tenglamasining Dekart koordinata o ‘qlaridagi ifodasi ganday?

4. BogManishdagi moddiy nuqta harakat differensial
tenglamasining tabiiy o‘glardagi ko‘rinishini yozib bering.

5. Differensial tenglamalami tuzishdan magsad nima?

6. Dinamikaning birinchi asosiy masalasi nimadan iborat?
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6-§. Dinamikaning ikkinchi asosiy masalasi

Massasi va ta'sir etuvchi kuchlari berilganda nugtaning
kinematik xarakteristikalarini, harakat qonunlarini aniglash
dinamikaning ikkinchi asosiy masalasini tashkil etadi.

Masalani yechish uchun (3.4); (3.9); (3.12); (4.2); (4.3);
(4.4) ko‘rinishda ifodalangan harakat differensial tenglamalarini
integrallaymiz. Integral o‘zgarmaslarini boshlang‘ich shartlardan
aniglaymiz. Boshlang‘ich shartlar vaqgtning boshlang‘ich payti
t=t0 da nugtaning holati va tezligining qabul qgiladigan
giymatlaridir. Ya’ni, nuqta radius-vektori va tezligining
giymatlari r-ro,v-v0 bo‘lsa, vektorli ko‘rinishdagi
boshlang‘ich shartlar deyiladi.

Dekart koordinatalarida boshlang“ich shartlar
a=x0,y =y0,z =20, x- x0,y =y0,z =20 ko‘rinishda ifo-
dalanadi.  Tabiiy = koordinatalarda  boshlang‘ich  shartlar

quyidagicha: s =s0,s=s0. Ta‘sir etuvchi kuchlar o‘zgarmas va

0‘zgaruvchan bo‘ladi. 0 ‘zgaruvchan kuchlar vagtga, jismning
holatiga, tezligiga bog‘liq bo‘ladi.
Yuqorida keltirilgan hollar uchun harakat differensial
tenglamalarini integrallashni ko‘rib chigamiz.
I.Ta‘sir kuchi o‘zgarmas bo‘lgan hoi, ya’ni F = const.
Harakat differensial tenglamasini tuzamiz:

mx = F —m
at (6.2)
(6.1) tenglamada =— ekanligini e’tiborga olsak:
dt2 dt
m— =t
dt (6.2)
kelib chigadi. (6.2) tenglamani integrallaymiz:
(6.3)
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(6.3) tenglamadagi integral o‘zgarmasini boshlang‘ich shartlardan
aniglaymiz:

t=oda v=v0 C,=Vv0 64
(6.4) ni (6.3) ga qo‘ysak:
F
v=—t+v0
m (6.5)

tenglama kelib chiqdi.

V= %—i-( ekanligini e’tiborga olib (6.5) ga olib borib go‘ysak:

—-=—t+v0-> \dx =— \tdt +\0 [dt +C2->
m J mJ

dt (66)
—’\X——-E-:[-g-l—l\/c(+ €
m 2
(6.6) tenglamada, t=0 da je= x0, C2=x0 gateng.
Demak:
Ft2
x=——+V0t+x0
™ 2 (6.7)

(6.5) va (6.7) tenglamalardan kinematik xarakteristikalar
aniglanadi.

2. Kuch vaqtning funksiyasi bo‘lgan hoi, ya’ni F =F(t).
Harakat differensial tenglamasini tuzamiz:

mx=Fx-+ WrE =F(/)->" =-F (0
dt dt m (6.8)
Tenglamani integrallaymiz:
v B P
\dv =—\F{t)dt =v- v0=— [f(?) dt
. mi m
(6.9)

1 \F(t)dt
1\F(D)

(6.9) tenglamaga belgilash kiritamiz:
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/(<)=n-1 SF(,)d,

V=Vo+/(0 (6.10)

d
V= _d_)t( ifodani (6.10) tenglamaga qo‘ysak:

fo=v«+/(")
dx = vadt +f(t)dt (6]11)

(6.11) tenglamani integrallaymiz:

X t t |

J<ix=vo jdt+ J/(/) dt->x-x0=vOt+ J/(f) dt

» (6.12)
(6.10) va (6.12) tenglamalardan masalaning shartlarida go‘yilgan
noma‘lum kinematik xarakteristikalami aniglaymiz.
3. Kuch tezlikning funksiyasi boMgan hoi, ya’ni F = /r(v).
Bunday hoi asosan nuqtaning harakatida qarshilik kuchini
hisobga olinganda uchraydi. Harakat differensial tenglamasi
quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi:

mx=F(v)— m— =F(v)
dt (6.13)
(6.13) tenglamani integrallaymiz:
i
m/\—=
wF\Z") (6.14)
(6.14) tenglamaning chap tomonini <p(v)=m {—WwY deb
vin v)

belgilasak va integrallasak,
cp(v)=t (6.15)
kelib chigadi.
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(6.15) tenglamadan teskari funksiya V—v(?) ni aniglaymiz va

v = dx/dt ekanligini e’tiborga olsak, quyidagi kelib chigadi:

m=V( 0,
dt v (6.16)
(6.16) tenglamani integrallasak:

x~x0=jv(t)dt

(6.17)
hosil bo‘ladi. Demak:
/
X=no + |v(t)dt
0 (6.18)
(6.13) tenglamaga o ‘zgartirish kiritamiz:
dv dv dx _dv
dt dx dt dx (6.19)
(6.19) ifodani (6.13) ga go‘ysak:
mldvt =dX
F\v) (6.20)
kelib chigdi. (6.20) ni integrallasak:
Tvdv rvav
"im xR Sy =x°+mlw
LI * (6.21)

Masala shartlarining berilishiga qarab yuqgorida Kkeltirilgan
tenglamalar yordamida noma‘lumlar aniglanadi.

4. Kuch nuqgtaning holatiga bog‘lig boMgan hoi, ya’ni
F =F(x).

Harakat differensial tenglamasini tuzamiz:

my -= éx)q—>m -d-\-/---qz(: F (x)\-» mvﬂv: F—(x)\
dt dx dt dx (6 22)

(6.22) tenglamani boshlang‘ich shartlardan foydalangan holda
integrallaymiz:

20



\Y4 J X

fvdv- — fF{x)dx
J m J

(6.23)
(6.23) tenglamaning o‘ng tomonini bilan belgilaymiz va
quyidagicha yozamiz:
un@n=— \F(x)dx-> [vdv= A (g:)" —v2—-v, =4/(x)
m 22 (6.24)
(6.24) tenglamadan:
v =Vvo +: \P(a:) (6.25)

(6.25) tenglamadagi v tezlikning algebraik giymatini ifodalaydi.
Shuning uchun ildiz ishorasi masalaning fizik ma’nosiga mos
olinadi. Harakat gonunini aniglash uchun tezlikning v =dx/dt
giymatini hisobga olsak va tenglamani integrallasak, quyidagi

ifoda kelib chigadi:
dx

t

f.%  cfts>f &
iIK+1Vix) d  0-dq+24/(x) (6 26)

(6.26) tenglamani integrallab, harakat qonuni X =x(t) ni
aniglaymiz. Masala shartlarining berilishiga garab dinamikaning
ikkinchi asosiy masalasi mavzusiga oid masalalar quyidagi
tartibda yechiladi:

a) Koordinata o‘glari tanlab olinadi;

b) Nuqtaga ta‘sir etuvchi kuch va bog‘lanish reaksiya kuchlari
yo‘naltiriladi;

d)Harakat differensial tenglamalari tuzilib, boshlang‘ich
shartlardan foydalangan holda, integrallanadi;

e) Boshlang‘ich shartlami hisobga olgan holda, tenglama
yechimlari Kkeltiriladi.

*3- MASALA.
Rudalami boyitish qurilmasining OA gismi gorizontal tekislik
bilan p =300 burchak hosil giluvchi giya tekislikdan iboratdir.

Qiya tekislikda rudaning bir bo‘lagi tinch holatdan (O nugtadan)
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harakatini boshladi va A nugtada VA - 2m/s tezlik bilan otildi
(6- shakl).

Qiya tekislikning sirpanishdagi ishqgalanish  koeffitsienti
/ =0,2 gateng. Rudaning bo‘lagini moddiy nuqgta deb qarab va
havoning qarshiligini hisobga olmagan holda, rudaning harakat
boshlaganidan to yerga tushgunigacha ketgan vaqti, giya tekislik
uzunligi, ya’ni OA =Im rudaning gancha masofaga borib

ushishi, ya’ni d va h~\m balandlikdan tushib, urilish paytdagi

tezligi VB ning giymati aniglansin.

Yechish:

Ruda bo‘lagining OA giya tekislik bo‘ylab harakati davomida
unga quyidagi kuchlar ta‘sir etadi: og‘irlik kuchi mg, normal
reaksiya kuchi N va sirpanishdagi ishqgalanish kuchi Fjh
(7- shakl). Ruda gqismining giya tekislikdagi trayektoriyasi
bo‘ylab, Ox, o‘gini yo‘naltiramiz va harakat differensial

tenglamasini tuzamiz:
3

yoki mi, =mgsin/J-FM (*3.1)
k=1
Bu yerda:
Fih=f N; N =mgcosfi (*3.2)
(*3.2) tenglamani (*3.1) ga olib borib qo‘ysak:
mxt=mgsin/3- f mgcos/3 yoki it =g(sin/?-/cos/?) (*3.3)
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(*3.3) tenglamani ikki marotaba integrallaymiz:
dv
“m=g(sinp -fcosP)\ dvA =g(sin P - f cosP) dtx
dt\
\d vx = JA(S'nP ~ fcosP) dt,
Bir marotaba integrallab quyidagi natijani hosil gildik:
v =g(sinp - f cosp)tx+ C,

(*3.4)
dx,
vV, =
dtx (*3.5)
(*3.5) ni (*3.4)ga qo‘yib yana integrallaymiz:
=g(sinp - f cos/?V +C, ->dx, =
= [g(sin /? =Y cos [?)/i -> Je/x, =
= \] [g(sinfff-Icos/?)/1+C Jc/f,
2
X, = g(sin P - f cosp)-~+c.f, +c2 (*3.6)

Integral o‘zgarmaslari C, ;C2 lami (*3.4) va (*3.6)
tenglamalarga o ‘zgaruvchilaming boshlang‘ich giymatlarini
go‘yib aniglaymiz:

Boshlang‘ich giymatlan /,=0 da x, (0)=0; (0)=o.
Natijada quyidagi ifoda kelib chigadi:
v,, (0)=Cj =0; *,(0) =C2=0.
Demak, quyidagi tenglamalar hosil bo‘ldi:
Mt = £(sin P - f cos P)t,

t2
*i =g(sin p-fcosp)-+-
2 (*3.8)
Ruda OA oraligni bosib o‘tishi uchun  s.vaqt ketgan bo‘lsa,
(*3.7) va (*3.8) tenglamalanda Vx —VA ', X{=1 gateng

bo’ladi:
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VA=g(sin/?-/cos/?);,

X. =/=g(inp~f cos/?)-,l
2 (*3.9)

(*3.9) tenglamalardan OA oialigni bosib o‘tish uchun ketgan
vagtni va OA oraligning uzunligini aniglaymiz:
2

l=—-F--N" , = [emmmm =S mmmemememeeeeeae Mm=0,622 m
2g(sin/? - /cos/?) 2x9,8(sin30 -0,2c0s30]
/, = —l—-r sV = —  Fe- ) 0,622c M3.10)
g(sin /3- f cos 9,8(sin30 -0,2 cos30 )

Endi mda bo‘lagining AB oraliqdagi harakatini tekshiramiz.
Bu oraligda ruda lagat oz og‘irligi ta‘'sirida harakatlanadi.
Harakat differensial tenglamasi quyidagi ko ‘rinishda yoziladi:

mx, =0, X, =0
2 yoki 2 (*3.11)
my2—mg y2=g
x2=0 tenglamani ikki marotaba integrallaymiz:
SM..00 Jv -0; v -C,. (*3.12)
dt.

C3; dx2= Ca2; [n2= [CAN2; n2=C3R+C4
d,i (*3.13)
Ruda bo‘lagining AB oraliqdagi harakatida boshlang‘ich shartlar
quyidagidan iborat: t2=0 da x2(0)=0ga teng boiib,
boshlang‘ich tezlikning AXx2 o0 ‘qdagi proyeksiyasi
vX{(o)=VAcos/3 ga teng. Bu giymatlami (*3.12); (*3.13)
tenglamalaiga qo‘yib, integral o zgarmaslarini aniqlaymiz:
C3= cos/?; C4=0
U holda:

VI =V cos B
271 (*3.14)

Xx2=VAt2cos/? (*3.15)
Endi y2=g tenglamani ikki marotaba integrallaymiz:

=g;dvw2=gt2; JdvH=\gdt2; =gt2+C5;
(*3.16)
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a2 —gi2+C5\ dy2=(gt2+Cs)dt2; i (*3.17)
jh2=f(s2+S 2= | (5246

integral o zgarmaslari C5; C6 lami aniglash uchun boshlang‘ich
shartlardan foydalanamiz:

t2=0da ~ (0)=0; (0)=VAsin)3 (*3.18)
(*3.18)shartlami (*3.17)ga olib borib qo‘ysak:
C$ = vAsin /?; C6=0. (+3 19)
U holda:
in /?
sin /? +g/2 (*3.20)
/2sin 17+ St 2
2 (*3.21)

(*3.21)tenglamada y2- h - I(/w) ekanligini e tiborga olsak,
ruda bo‘lagining AB oraligni bosib o ‘tish uchun ketgan vaqt t2 ni

aniglaymiz
pt2 o 1 1 /2
h =vAt2sinf3+—  1=2/2sin30° +~~j ~’*2=8"61p N 3.22)

OB oraligni bosib o ‘tish uchun ketgan vaqt:
t =tx+t2=0,622 + 0,361 = 0,983 s

(*3.15) tenglamadan t2- 0,361 s deb, yukning gancha
masofaga tushganligini hisoblaymiz:
d =vARcos/3 =2x 0,361 cos30° = 2x0,361 x0,86 = 0,625 m
(*3.14); (*3.20) tenglamalaidan t2=0,361 s vaqt uchun ruda
bo‘lagi tezligining Ax2;Ay2 koordinata o‘glaridagi
proyeksiyalarini aniglaymiz:
v, =vacosP ~2Q0S30° = 1,732 m/s
~VvAsmP +Sh =2sin 30° +9,81x0,361 = 4,541 m/s
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Ruda bo‘lagining DC tekislikka urilish paytdagi tezligi
vB= +<  =7/1,7322+ 4,541T = 4,86

Tezlik vektori vBning \j o°‘giga og‘ish burehagi:

a = arccos = arccos - =69,122° = 69°7'19"
ve 4,86

Javob:
t=0,983s ;1=0,622 m;d =0,625 wj; vil = 4,$6m/s.
Takrorlash uchun savollar

1 Dinamikaning ikkinchi asosiy masalasining mohiyati nimadan
iboiat?

2. Ta'sir kuchi o‘zgarmas bo‘lgan holda difTerensial tenglama

ganday integrallanadi?

3. Boshlang‘ich shartlar yordamida nimalaraniqlanadi?

4. Moddiy nugtaga ta‘sir etuvchi kuchning moduli vaqtga bog‘lig

ravishda o ‘zgaisa, differensial tenglama ganday integrallanadi?

5. Moddiy nuqtaga ta‘sir etuvchi kuchning moduli holatiga

bog‘liq ravishda o%zgaisa differensial tenglama qanday

integrallanadi?

6. Kuch tezlikning funksiyasi bo‘lgan holda harakat differensial

tenglamasi ganday integrallanadi?

IV BOB. MODDIY NUQTANING NISBIY HARAKAT
DINAMIKASI
7-8. Moddiy nugtaning nisbiy harakat differensial
tenglamalari

Biz yugorida moddiy nugtaning harakatini ineisial sanoq
sistemaga nisbatan o‘rgangan edik. Lekin ba’zi hollarda
nugtaning harakatini noineisial sanoqg sistemaga nisbatan
o ‘rganishga to‘g ‘ri keladi. Masalan, harakatdagi raketa, samolyot,
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kema va h.k. lar bilan bog°‘langan koordinata sistemasining
qozg‘almas koordinatalar sistemasiga nisbatan harakatini
o‘iganish kerak bo‘lsin. Ta‘sir etuvchi kuchlami bilgan holda
moddiy nuqtaning qo‘zg‘aluvchi koordinatalar sistemasiga
nisbatan harakatini bilish zamr. Nuqtaning bunday harakati nisbiy
harakat deyiladi. Nugtaning harakatini o ‘rganish  uchun
qo‘zg‘aluvchi Oxyz va qo‘zg‘almas O, xty, z, kooidinata
sistemalarini tanlab olamiz (8- shakl).

Masalani yechish uchun M nuqtaning harakat differensial
tenglamasini tuzamiz. Nyutonning ikkinchi gonuniga asosan
nuqtaning qo‘zg ‘almas koordinatalar sistemasiga nisbatan harakat
tenglamasi quydagicha:

maa=F +R

Bu yerda F -aktiv kuchlaming teng ta‘'sir etuvchisi;
R -bogManish reaksiyasi kuchi. Koriolis teoremasiga asosan:

cia ae+ar+ak 2n
(7.2) ifodani (7.1) tenglamaga qo ‘ysak:
m(at +ar+ak) =F +R A A
shakl

aa-nugtaning mutlaq tezlanish vektori;

ae-nugtaning ko‘chirma tezlanish vektori;

ar-nugtaning nisbiy tezlanish vektori;

ak-r.ugtaning Koriolis tezlanish vektori.

Qavslami ochib tenglamaga belgilashlar kiritamiz:
ma"e+m ar+ ma,-F +R (7.4)

mar —F +R +(-Tae) + (-mak) ~

27



Bu yerda ®e=~mae ko‘chirma inersiya kuchi bo‘lib, miqdor

jihatdan nugta massasi bilan ko‘chirma tezlanish ko‘paytmasiga
teng va yo‘nalishi esa ko‘chirma harakat tezlanishi vektoriga
garama-gaishidir. ~ ®k=-Tak- Koriolis ineisiya kuchi bo‘lib,
miqdor jihatdan nuqta massasi bilan Koriolis tezlanish
ko‘paytmasiga teng, yo ‘nalishi esa Koriolis tezlanish  vektoriga
garama-qaishidir. (7.5) tenglama quyidagi ko ‘rinishga keladi:
mar —F +R + ®e+ ®K (7.6)

(7.6) tenglama nuqtaning ineisial boimagan sanoqg sistemasiga
nisbatan harakat differensial tenglamasi yoki nisbiy harakat
differensial tenglamasi deyiladi. (7.6) tenglamani go‘zg‘aluvchi
koordinata sistemasining o ‘glariga proyeksiyalaymiz:

(7.7)
(7.7) tenglamalar nisbiy harakat differensial tenglamasining
Dekart koordinata o ‘qlaridagi ifodasidir.

Demak, ta‘sir etayotgan kuchlar qatoriga ko‘chirma ineisiya
kuchi va Koriolis ineisiya kuchlari go‘shilsa, moddiy nugta
qo‘zg‘aluvchi  koordinatalar sistemasiga  nisbatan  xuddi
go‘zg‘almas koordinatalar sistemasiga nisbatan harakati kabi
harakatlanadi.

8-8. Moddiy nuqgta nisbiy harakatining xususiy hollari

I.Ko‘chirma harakat qo‘zg‘almas o‘gq atrofida notekis aylanma
harakatdan iborat bo‘lsin. Bu holda ko‘chirma tezlanish:

a =an+afT
e e e (8.1)

bolgani uchun ko‘chirma ineisiya kuchi ham ikkita tashkil
etuvchilarga ajraladi:
(8.2)
(8.3)
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®" - markazdan gochirma ineisiya kuchi;

® / - aylanma ineisiya kuchi.
(7.6) ko‘rinishdagi tenglama quyidagi ko‘rinishda yoziladi:
mar=F + R + ®" + <PJ + @K non
Aylanma va maikazdan gochirma ineisiya kuchlarining moduli
quyidagicha hisoblanadi:
(8.5)

d" =ma" = (8 6)
R - nugtadan aylanish o ‘gigacha bo‘lgan masofa.
Koriolis ineisiya kuchining moduli quyidagi formuladan topiladi:
DK =2w/tyc|-|vr|-sin(ft7eAvr) (8J)
2. Ko‘chirma harakat tekis aylanma harakatdan iborat bo‘Isin.
U holda £e=o bo‘lib, ® /=0 bo‘ladi.
Differensial tenglama quyidagi ko ‘rinishda yoziladi:
mar=F + R +®" +0®K Ao
3. Ko‘chirma harakat notekis, egri chizigli ilgarilanma harakatdan
iborat bo‘lsin. U holda oe- 0 bo‘lib, k=0 bo‘ladi.

Ko‘chirma ineisiya kuchining tashkil etuvchilari quyidagicha
ifodalanadi:
dv

D’ = jw P'=m"
dt (8.9)
Differensial tenglama ko ‘rinishi quyidagicha:
mar=F+R+¢r+¢" 810)

4. Ko‘chirma harakat to‘g ‘ri chizigli, tekis ilgarilanma harakatdan
iborat bo‘lsa, ae=0;Pe=0 va dk=0 bo‘ladi. Differensial
tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
mar- F +R (8.11)
Nisbiy harakat differensial tenglamasi bilan absolyut harakat
differensial tenglamasi bir xil ko‘rinishga ega. Bu holda
0{xxyxzx qo‘zg‘aluvchi koordinata sistemasi ham inereial
sistema bo‘ladi va har ganday mexanik tajriba bilan ham bunday
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sanoq sistemasining harakatini seza olmaymiz. Masalan, to‘g‘ri
chizigli tekis harakatdagi kemada hamma tomoni berk kayutada
o ‘tirgan odam kema harakatdami yoki yo‘gmi bila olmaydi. Bu
natija Galiley tomonidan aniglangan bo‘lib, klassik mexanikaning
nishivlik nazarivasi deyiladi.

*4 - MASALA

Vagon gorizontal yo‘lning to‘g‘ri chizigli uchastkasida o‘ng
tomonga qaiab o‘zgarmas a tezlanish bilan hamkatda. Vagon
bilan birgalikda harakatlanayotgan M moddiy nuqta biror
vagtdan so ‘ng vertikal bo‘ylab erkin harakat qilib tusha boshladi
(9-shakl). Vagonga nisbatan nugtaning trayektoriyasi aniglansin.

9 - sliakl
Y echish:
Shaklda ko‘rsatilgandek qo‘zg‘aluvchi koordinatalar sistemasi

Olx,ylzl vagon bilan birgalikda harakatlanadi (Olz] o ‘gi vertikal
bo‘ylab yugoriga yo‘naltirilgan boMib, moddiy nugtaning
boshlang‘ich holati MO dan o‘tadi). Nuqgta eikin tusha boshlagan
balandligi nugtasini z, -h deb belgilaymiz.
Masala shartiga asosan boshlang‘ich nisbiy tezlik nolga tengdir.
Y a’ni: vr=0 (*4.1)
Ko'chirma inersiya kuchi moduli teng:

the=mae (M 2)

yo‘nalishi esa vagon harakatiga garama-qaishi chap tomonga
gorizontal bo‘ylab yo‘nalgan. Ko‘chirma harakat ilgarilanma
harakatdan iborat bo‘lgani uchun Koriolis ineisiya kuchi nolga
tengdir. Y a’ni:

o =0 (*43)
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Nugta eikin haiakatda bo‘lgani uchun bogManish reaksiya
kuchlari ham N =0 ga teng. Nishiy harakat differensial
tenglamalari quyidagi ko ‘rinishda ifodalanadi:

m@(FE:O; md—2¥t =-mae;md—m =-mg.

dt2 dt2 dt2 (*a )

Ki - p. dIW - . i *4,
yoki P 05)(\ noa.dmg (*4.5)
(*4.4) va (4.5) tenglamalami integrallasak:

dx, _ dy dz. .
- -c¢,; — --ae+C2; — — gt+Ci.

(*4.6)

Integral o‘zgarmaslari C,,C.,C: lar boshlang‘ich shartlardan
aniglanadi. (*4.1) ifodaga asosan t =0 da vr = 0 shuning uchun
C,=C.=C3=0 bo‘ladi. Demak (*4.6) differensial tenglama
quyidagi ko ‘rinishda ifodalanadi:

. .. dy. . dz
TS g T g T (vs
Y a’na ikkinchi marotaba integrallasak:
5 =Co M= roacs 7= P .c
2 b 2 (*4.8)

Boshlang‘ich shartlardan, ya’ni t=0 da xiw =0, y»- 0, zio =h
lardan foydalanib, C.,C5 C6lami aniglaymiz. Bu yeida,
C.=Cs=0;Cs=/1 ga teng bo‘lib, (*4.8) tenglamaga olib borib
go ‘ysak:

=0 2 * 2 (*4.9)
(*4.9) tenglamadan ko‘rinib turibdiki, M nuqta nishiy
trayektoriyasi vertikal O, ytzt tekislikda yotadi. Tenglamalardan
vagtga bog‘lig bo‘Imagan tenglamani hosil gilamiz:

aeZ\ ~8Y\ =aeh
oki h., 2)%= *4.10
Y h™ ah ( )
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(*4.10) tenglamadan ma‘lumki, M nugtaning nisbiy trayektoriyasi

0.y, ;0,z, o‘glarini va h nuqtalarda kesib o ‘tuvchi to‘g ‘ri
8

chiziqdan iboratdir.

Takrorlash uchun savollar
Ineisial va noineisial sanoq sistemasi nima?
Ko‘chirma ineisiya kuchi nima?
Koriolis ineisiya kuchi nima?
Nisbiy harakat differensial tenglamasi ganday ifodalanadi?
Maikazdan gochirma inersiya kuchini tushuntiring.
Aylanma inersiya kuchini tushuntiring.
Klassik mexanikaning nisbiylik nazariyasini tushuntiring.
Nisbiylik nazariyasi kim tomondan aniglangan?

N gD

V BOB. MODDIY NUQTANING TO‘G‘RI CHIZIQLI
TEBRANMA HARAKATI
9-§. Moddiy nuqtaning erkin tebranma harakati

Tebranma harakat turlarini o°‘rganish mexanika, fizika va
texnika lanlarining anig masalalarini yechish uchun zamidir.
Turli qurilmalar va mexanizmlaming gismlari kuchlar ta‘sirida
tebranish oladi. Tebranishning me’yoridan oshishi natijasida
falokatlar ro‘y berishi mumkin. Ayrim hollaida esa, masalan
radiotexnika sohalarida, tebranishlaidan unumli foydalaniladi.
Tebranish sodir boMadigan jarayonlaming mohiyati turlicha
bo‘lishiga qaramay, ulaming xarakterli xususiyatlari bir xil
gonuniyatlaiga bo‘ysunadi. Moddiy nuqtaning erkin tebranma
harakatini ko‘ramiz. Ox o‘gining boshi M moddiy nuqgtaning
muvozanat holatida bo‘Isin.

Massasi m bo‘lib, gaytamvchi F kuch ta‘'siretsin (10-shakl).
Qaytaruvchi  kuch - moddiy nuqtani muvozanat holatiga
gaytarishga intiluvchi kuch. Bu kuch hamma vagt moddiy
nuqtaning muvozanat holatiga qgarab yo‘naladi va moddiy
nuqtaning koordinatasiga bog‘liqg o ‘zgaradi. Y a’ni:

F-cx (9.2)
Bu yeida c¢ - bikirlik koeffitsienti boiib, moddiy nugtani bir
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birlik masofaga siljitish uchun kerak bo‘lgan kuchni ifodalaydi va
N/m da o‘Ichanadi.
o N4 ro P M X

Z J

10 - shakl
Bunday kuchga elastiklik kuchi misol boia oladi. Moddiy
nuqta boshlang‘ich vaqtda koordinata boshidan Xxo masofada

joylashgan bo‘lib, vO tezlikka ega boMsin.
Moddiy nuqta harakat differensial tenglamasini tuzamiz:

x %= F, (9.2)
(9.1) ni (9.2) ga qo‘ysak, tenglama quyidagi ko'rinishni oladi:
i c
mx =-F;->mx =-cx; —»x+—X=0.
m (9.3)
Belgilash kiritamiz:
m (9.4)
tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
X+Kk2X - o (9 5 N

(9.5) tenglama moddiy nuqtaning erkin tebranma harakat
differensial tenglamasini ifodalaydi. Bu tenglamaning umumiy
yechimi quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

x = C, coskl + C: sin kt 96)

C, va C: lar integral o‘zgarmaslari bo‘lib, ulami boshlang‘ich

shartlandan aniglanadi. Boshlang'ich shartlar quyidagi ko ‘rinishda
ifodalanadi:

/=0 dax=x0;v=v0. (9.7)
(9.6) tenglamadan birinchi tartibli hosila olamiz:
x =-Cyksm kt+ C2kcoskt N

(9.7) ifodani (9.6) va (9.8) tenglamalarga qo‘yib, integral
0 ‘zgarmaslarini aniglaymiz.



Natijada C,=xo C2=— kelib chigadi.
K

C, va C: ning qgiymatlarini (9.6) ga qo‘yamiz va moddiy
nugtaning tebranma harakat gqonunini aniglaymiz:

X = xncos kt +-2sm kt
K (9.9)

Agar integral 0 ‘zgarmaslarini C, =asinQr; C.=acosa
ko‘rinishda ifcdalasak, (9.5) differensial tenglamaning yechimi
quyidagicha yoziladi:

X =asin (E£/ + «) (9.10)
Bu tenglamada a- tebranish amplitudasi, kt +a- tebranish
fazasi,
a - boshlang‘ich tebranish fazasi deyiladi. Ular quyidagi
formulalardan
aniglanadi:

a=Vc,. +Cz = {)},,Z'F-I?&

kx0
tga =
VO (9.12)

(9.11)

Bu yechimdan  ko‘rinib turibdiki, chizigli gaytaruvchi kuch
ta‘sirida moddiy nuqta garmonik tebranma harakat giladi.
Tebranish davri T ni aniglaymiz. Sinus va kosinus trigonometrik
funksiyalar davri 2n ga tengdir. T o‘zgarganda tebranish fazasi

2N ga o ‘sadi.
Demak:
k{t+T)+a-{kt+a) =2n (9 13)
Bu tenglamani yechsak:
29
K (9.14)

Tebranish doiraviy takrorligining giymatini qo ‘ysak:

T=2%]-
(9.15)
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(9.15) tenglamada xo va Vo lar gqatnashmaydi. Demak tebranish

davri harakatning boshlang‘ich shartlariga bog‘liq emas.
Tebranish takrorligi y moddiy nuqtaning massasi va gavtaruvchi
kuchni xarakterlovchi bikirlikka bog‘ligdir.

Y a’ni: v=A =I (9.16)
20 T
Erkin tebmnma harakat grafigini (11 - shakl) tasvirlaymiz.

11- shakl
11- shakldagi » moddiy nugtaning boshlang‘ich paytdagi
og‘ishi va nuqtaning bir marotaba toiiq tebranishi uchun ketgan
T vaqti tebranish davridir.

10-8. Og‘irlik kuchi ta‘ssrida moddiy nuqtaning erkin
tebr&nnm harakati

Massasi m bo‘lgan moddiy nuqta AB pmjinaga ilingan.
Og‘irlik kuchi ta‘sirida pmjinaning statik chozilishi fd ga teng.
Koordinata boshini moddiy nuqgtaning statik muvozanat
holatidagi vaziyatida deb qabul qilib, uning harakatini
tekshiramiz (i -shaki).

Prujinaning elastiklik kuch' F -c\y +fst) ga teng.
Moddiy nuqtaning harakat difTerensial tenglamasini tuzamiz:

my =G ~F (1Q1)
G- moddiy nugtaning og‘irlik kuchi. Jismning muvozanat
holatida G =cfslga tengdir. (10.1) tenglamaga kuchiaming
ifodalarini go ‘ysak,

™y = cfs,-c{y + f5)

TY - cfd+cy-cfd (10 2)
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kelib chiqdi. Ifodani soddalashtirib, belgilashlami go‘yamiz:
y+k -0 (10.3)

(10.3) tenglama erkin tebranma hamkat differensial tenglamasini

ifodalaydi. Uning yechimi (9.6) ko‘rin'iAshda ifodalanadi.

12 —shakl
Uning yechimi (9.6) ko‘rinishda ifodalanadi. Y a’ni:
y = C, cos kt + C2sin kt (10.4)

Integral o ‘zgarmaslari C, =y0 C2=— ga teng bo‘lib, ulami
K
0‘miga qo”ib, (10.4) tenglamani quyidagi ko ‘rinishda yozamiz:

y =yO0cos kt +— sin kt
K (10.5)

Bundan ko‘rinib turibdiki, og‘irlik kuchi jismning muvozanat
holatini o ‘zgartirar ekan. Agar bizga pmjinaning  statik
deformatsiyasi f& berilgan bo‘lsa, tebranish doiraviy takrorligi:

1Z= WE=_IHI = [jI
\m G VG Jjed VI,
(10.6)
Demak, (10.6) ifodani (10.5) ga olib borib qo‘ysak, og‘irlik kuchi
ta‘sirida harakatlanayotgan moddiy nugtaning harakat gonuni
kelib chigadi. Ya’ni:
A vn m
y =yncos — t+—sm
if, K
Tebranish davrini aniglaymiz.
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\L
Demak, T’\XJfJg

11- 8. Muliit garshilik kuchi ta‘sirida moddiy nuqtaning erkin
tebranma harakati

Tabiatda va texnikada jismga gaytamvchi kuchdan
tashgari mubhitning qarshilik kuchi ham ta‘sir etadi. Bunday
kuchlarga ishqgalanish kuchi, havoning garshilik kuchi misol bo‘la
oladi. Bu kuchlarharakatning tez so nishiga olib keladi.

Mubhit qgatshiligining tebranma harakatga ta‘sirini ko‘rib
chigamiz. Massasi m boigan M moddiy nuqtaga qaytamvchi F
kuchdan tashgari tezlikning funksiyasi bo‘lgan va harakat
yo‘nalishiga garama-garshi yo‘nalgan garshilik kuchi R ta‘sir
etsin (13-shakl). Nugtaning kichik tezliklarida qarshilik kuchi
tezlikning birinchi darajasiga proporsional ravishda o ‘zgaradi.

Y a’ni:

R=jUV; F -ex. (11.1)
Bu yerda // -muhit gatshiligining proporsionallik koeffitsienti.
o} -4 Va R p M x
n — — P
L n
13-shakl

Moddiy nuqgta boshlang‘ich vaqtda koordinata boshidan X0

masofada joylashgan va vo tezlikka ega boMsin. Moddiy nugta
uchun harakat differensial tenglamasini tuzamiz:
mx = Fx+ Rt (11.2)
mx - -F - R (11-3)
(11.1) ni (11.3) olib kelib go ‘ysak:

mx = —x - fuv —=mx +cx +/jv :O—>x+i,u,'|+-9-x =0

m m (MN.4)
(11.4) tenglama hosil bo‘ladi. Quyidagi belgilashlami kiritamiz:



™ (11.5)
Beigilashlami (11.4) tenglamaga oiib borib qo ‘ysak:

X+2nX + k2X = o (116)
hosil bo‘ladi. (:1.s ) tenglama muhit garsnilik kuchi ta‘sirida
moddiy nuqtaning erkin tebranma harakat differensial
tenglamas idir. Bu tenglamaning umumiy yechimi:

Cre 4™ (11.7)
C, ;C2 lar integral o ‘zgarmaslari, AI\ Al laresa:
A2+ 2nA +k~ —0 (118)
(1 1.8 )xarakteristik tenglamaning yechimidir.
Y a’ni:
A2 =-M+'in -K i

Buyerda n—J2L muhit garshilik kuchini xarakterlaydi, E:\IiLesa
m m

gaytamvchi kuchni xarakterlaydi. (.1 .s ) tenglamadan ko ‘rinadiki,
(11.6) tenglamaning umumiy yechimini tuzishda quyidagi uch
holni ko ‘ramiz.
1. Kichik garshiliklar bo‘lgan hoi, ya’ni k>n.

Bu holda (11.8) xarakteristik tenglamaning yechimi
mavhumdir.

Al2=-n +i-Jk -n , (11.10)
yoki: Al2--nzik] (11.112)
Bu yenda k{=nlk2- n~ va i~ 4.
(11.6) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda
ifodalanadi:
x =e-""(C, cosk™ +C2sin kx) N

BundaC,, C: larintegral o‘zgarmaslaridir. Ular boshlang‘ich
shartlardan aniglanadi, ya’ni :

t=0 dax =x0\ x =v0. (11.13)
Bu hoi uchun tezlikning harakat o'qidagi proyeksiyasi
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n=-we "(C, coskjt +C2sin &f)+e rkl(C2cos£/-C, sin kit) j
(11.12) va (11.14) tenglamalarga (11.13) ni qo‘yib, C,; C: lami
aniglaymiz:

C,=jd, (11.15)
K
Demak, (11. 12) tenglama quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

x = e~""(x0cos kx+ V +nx° gin

(11.16)
(11.16) tenglama muhit gaishilik kuchi ta‘sirida moddiy nuqta
erkin tebranma harakatining kichik qaishiliklar boigan hoi uchun
harakat qonunidir. Agar integral o ‘zgarmaslarmi

Cc, =afsin P |
C2=a, cos/?y ~ddy)
ko‘rinishda ifodalasak, (::.s) tenglamaning umumiy yechimi
quyidagi ko ‘rinishda yoziladi:
x =ale'*sin(k,t +/) (11.18)
(11.18) tenglama  (9.10) garmonik tebranma  harakat

tenglamasidan vagqt o ‘tishi bilan tez kamayuvchi B_ﬁt ko‘paytma
bilan farq qiladi, chunki t —co, e~"" —0 . Shunir.g uchun (11.18)
gonun bilan tebranuvchi moddiy nuqtaning harakati so‘nuvchi
tebranma harakat deyiladi. a{va J3 integral doimiylari (11.13)

boshlang‘ich shartlardan aniqlanadi. Buning uchun (11.15) va
(11.17)tenglamalaidan foydalanamiz:

a, sinfi =x0 va a0y =Lo+nxo (11.19)

(11.19) tenglamadan:
a, =— + (vO+ nxOf ; tgp =
1 o+ (1j20)
So‘nuvchi tebranma harakat grafigini o,e_nva -ale't" egri

chiziglarga urinib  o‘tuvchi so‘nuvchi sinusoida grafigi
ko‘rinishida ta’svirlanadi (14-shakl).

Grafikdan anig ko‘rinib turibdiki M nugtaning tebranishi davriy
emas. Tebranish davri shartli ravishda gabul gilir.gan. So‘nuvchi
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tebmnma harakat davri erkin tebranma harakat davridan
birmuncha kattadir.

Lekin  qaishilik kuchi kichik bo‘lganda tebranish davri
taxminan 7] « T deb olingan.

Y ani: T 2% (11.21)

K Jk2~n2
(11.18) tenglamadagi A =ale~M ifoda so‘nuvchi tebranish

amplitudasi deyiladi. So‘nuvchi tebranish amplitudasi vaqt o ‘tishi
bilan kamayib boigani tufayli, tebranish fazasi - 1 ga o‘zgarganda
nugta o ‘zining avvalgi muvozanat holatidan eng katta chetga
chigishini takrorlay olmaydi.

Tebranishlar amplitudasining kamayish gonunini  ko‘rib
chigamiz. M nugtaning ti paytda O muvozanat holatidan eng

katta og‘ishijCi bo‘lsin, tx+7| vaqtda esax. bo‘lsin. U holda:

X, =e ""a, ; x2-e N 2Jal=e 2x, (11.22)
bo‘ladi.
Demak, har yarim davr o‘tishi bilan tebranishlar amplitudasi,

maxraji q-e 2 bo‘lgan geometrik progressiya kabi kamayib
n7j

boradi. gq-e 2 - so‘nish dekrementi deyiladi.|lgj —— esa

logarifmik dekiement deyiladi. Demak, tekshirishlardan shunday
xulosaga keldikki, kichik qaishiliklar tebranish davriga oz ta‘sir
qilib, geometrik progressiya qonuni asosida harakatni so ‘ndiradi.
2. Katta garshiliklar bo‘lgan hoi, ya’ni n>k

Bu holda (11.8) tenglamaning yechimi haqiqiy va turli bo‘lib,
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quyidagi  ko‘rinishda ifodalanadi:

N —»xVAF (1123)j
(11.6 ) tenglamaning umumiy yechimi:
x =e~""(CJh-Jn - k21+CZXhJn2-k 2t) (1124)
Yangi belgilashlarkiritsak, ya’ni:
ci= shfi, cj = njch/3 " 25)

U holda umumiy yechim quyidagi ko ‘rinishda ifodalanadi:
X = axe~""sh (/. - &2f+ 4 ) N

U holda umumiy tenglamadan ko‘rinib turibdiki, katta
gaishiliklar bo‘lgan holda umumiy yechimda trigonometrik
funksiyalar ishtirok etmaydi.
Bu holda M nugtaning harakati aperiodik harakatdan iborat
bo“ladi,
chunki giperbolik sinus funksiyasi davriy bo‘Imagan funksiyadir.
Giperbolik  funksiyaning formulalari quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:

gut _ e~

shwt = -----mmemmem- ; chwt =m
2 2 (11.27)

Agar(l 1.27) tenglamani (11.24)ga go‘ysak, (11.6) tenglama
yechimi quyidagicha yoziladi:
x =e-""(c,e-+C2~") (» 28)

Bu yeida w=Jn2- k2 ga teng. Integral o‘zgaimaslari C,;C-
lar (11.13) boshlang‘ich shartlardan foydalanib aniglanadi:
_ Vo+Jf0(n +yIn2- k 2) w +x0(n-yjn2-k 2)
2 %we - K1 T 2 -K 2 ! (1i.29)
(11.29) formuladan ko‘rinadiki, harakat tebranma bo‘Imaydi, vaqt
o‘tishi bilan x  kamayib nolga intilib boradi, ya’ni
t—co X —o .

Boshlang‘ich shartlarining qanday bo‘lishiga garab, uning
grafigi 15-shaklda tasvirlangan hollardan bin kabi boMadi.
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15- shakl
3. Chegaraviy hoi, ya’ni n=k.

Bu holda xarakteristik (11.8) tenglama ikkita teng, hagigiy
ildizga ega bo'ladi. Y a’ni:
n,=Nn2=-n (11.30)
bo‘lib, (1:1.) tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha
ifodalanadi:
x=e f(C,+C2) (11.31)
(11.13)boshlang‘ich shartlardan foydalanib, integral doimiylarini
hisoblaymiz:
C, =x0,C2= v, + nx0 j ")

Demak, (11.6) tenglamaning yechimi quyidagi ko‘rinishda
ifodalanadi:
x =e n[x0+(vo +nx0)t] (1133)

Bu hoi ham davriy bo‘lmagan xarakteiga ega bo'lib, uning grafigi
katta qaishiliklar bo‘lgan hoi grafigidan (15-shakl) ferg gilmaydi.
Nugta harakati tebranma harakat boMmay, aperiodik harakatdan
iboratdir.

12-§8. Moddiy nuqtaning majburiy tebranma harakati

Moddiy nugtaga gaytamvchi kuch (9.1) dan tashgari uyg‘otuvchi
kuch ham ta‘siretsin. (16-shakl).
0 % ro FM Q x

16- shakl
Uyg‘otuvchi kuch vagtning davriy funksiyasi bo‘lsin.
Y a’ni:
Q =Hsm(pt +S) (12.1)
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Bu yerda H - uyg‘otuvchi kuch amplitudesi, p - doiraviy takroriy

son, 8 - boshlang‘ich faza.

Moddiy nuqtaning harakat differensial tenglamasini tuzamiz:
mc = Fx +Qx

(12.2)
Kuchlami proyeksiyalaymiz:
mx=-F +Q (12.3)
(9.1)va (12.1)tenglamalami (12.3) ga qo‘yamiz:
mx = -cx + H sin( pt + 8) (12 4)
mX +cx = Hs'm(pt + <) —sicH— X = —sin(p? + 7) (12.5)
m m
Belgilash kiritamiz  va (12.5) tenglamaga qo'yam iz:
m m
X +k2- hs'm(pt +S) (12.6)

(12.6) tenglama moddiy nugtaning majburiy tebranma harakat
differensial tenglamasini ifodalaydi.
Moddiy nugtaning gqaytamvchi va uyg‘otuvchi kuch ta‘siridagi
harakati xususiy tebranishli, k - takroriy sonli erkin tebranma
harakat va p —takroriy sonli majburiy tebranma harakatdan
tashkil topgan. Differensial tenglama ikkinchi tartibli, bir jinsli
bo‘lmagan, chap tomoni noldan largli tenglamadir. Bu
tenglamani integrallashda ikki holni ko‘riladi, ya’ni pdp K va
p =k.
a) Xususiy tebranish va uyg‘otuvchi kuch takroriy sonlari teng
bo‘lImagan hoi p ™ K uchun (...) tenglamaning yechimini
ko ‘ramiz.
Uning yechimi quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

X=X, +Xx2 (12.7)
Bu yenda X, yechimi x+kX =0 tenglamaning umumiy

yechimi, X2 esa (12.s ) tenglamaning xususiy yechimidir.
Umumiy yechimi:
X, = C, cos kt +C2sin kt (12 8)
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yoki jc = as\n(kt +a) (12.9)
Xususiy yechimi:
x2="sin (pt +S) +Bcos(pt +9) (12.10)
Bu yenda A, B lar doimiy Kkattaliklar boiib, ulami shunday
tanlash kemkki (12.6) tenglama ayniyatga aylansin. (12.9) va
(12.10) tenglamalami (.2 .s) ga olib borib qo‘yib ayniyat hosil
gilamiz:
- Bp2cos(pt +5)- Ap2sin(pt +5) + k2(B cos(pt +S) +
+Asin(pt +S)) =hsin( pt +S) (12 11)
Ayniyat o‘rinli bo‘lishi uchun sin(/?/+S) va cos(pt+ 5) lar
oldidagi koeffitsientlari teng bo°‘lishi kerak.

Y a’ni, fi("2 - p2)=0; A(k2-p 2=h
Bundan: B=0; A- h
K-p
Demak xususiy yechimi
teng:
X2 =—------"snX pt +S)
: K -p (12.12)

(12.8), (12.9) va (12.12) lami (12.7)ga qo‘ysak:
x-C, coskt+C, sin kn—---h---rsin( pt +S)
' k2-p 2

: ) (12.13)
yoki

x =asin( kt +a) + --h---—sin(pt +8)

kl-pL (12.14)

hosil bo‘ldi. Bu yerda CVC2 lar integral doimiy

0 ‘zgarmaslaridir. Agar p <K bo‘lsa, uyg‘otuvchi kuch bilan

majburiy tebranma harakat iazalari bir xil bo‘ladi, p>k bo‘lsa,
(12.12)tenglama quyidagi ko ‘rinishda ifodalanadi:

X2 =-7—=~]j svipt +S-n)

p ~k (12.15)

Bu tenglamadan ko‘rinib turibdiki, uyg‘otuvchi kuch takroriy

soni p xususiy tebranish takroriy sonidan katta bo‘lib, lekin
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majburiy tebranish uyg‘otuvchi kuchga nisbatan n fazaga forq
giladi. Majburiy tebranish amplitudasi o‘zgarmas miqdor bo‘lib,
2

uning nisbat bilan orasidagi bog‘liglikni tekshiramiz.

Ma'lumki, majburiy tebranish amplitudasi

i (12.16)
1
bu yerda: y -JL~ "1.™=tL- nuqtaga uyg‘otuvchi kuchning
“ k2 ¢cjm ¢
maksimal giymatiga teng o‘zgarmas kuch ta‘sir etganda,

nuqtaning statik og‘ishini ifodalaydi. £k_2 nisbatga bogMiq

ravishda A amplitudaning o ‘zgarish grafigi 17-shaklda
keltirilgan.

17- shald
Harakat gonunini aniglash uchun boshlang‘ich shartlardan, ya’ni
/=0 da X =x0;x =v0dan foydalanib, (12.13) tenglamada

integral o ‘zgarmaslari C,; C. lami aniglaymiz:
- ; in<6yoki c;= ~—fsins  02.17
x0-C\+5 L pre y i X\Q_ll(Y_Ff )

(12.13) tenglamadan hosila olamiz va boshlang‘ich shartlardan
foydalanib C: ni aniglaymiz:

X =-Coksin kt + Ck coskt + ™ cos(pt +$)
k2-p2 (12.18)
x0=CxX + 2@l200543 C.=— L
K - P v (12.19)

Demak, harakat gonuni
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x = x0 COSKt+ ~ArsinkKt——ov [ cosA:/-sin<5 + ~sin Kt-cOSS |+

K K-P Y K J  (12.20)

+ Ei hp—i sin (pt +S)
Tenglamadan ko‘rinib turibdiki, majburiy tebranish boshlang‘ich

shartlaiga bogMig emas.
b) Xususiy tebranish va uyg‘otuvchi kuch takroriy sonlari teng

boMgan hoi (p =k) uchun (12.5) tenglamaning yechimini
ko‘ramiz. Bu holda ham (12.7), (12.8), (12.9) formulalardan
foydalanamiz. (12.5) tenglamaning xususiy yechimini quyidagi
ko‘rinishda qgidiramiz:

X2 = yI/sm( A/+<5)+5/COS(A:/+6) (12 7 1)
X2va x2 largiymatlarini (12.5) tenglamaga olib borib go‘ysak:
—2Bk sin( kt +S) +2Ak cos(kt +5) =hsin( kt+ 8) (12 °2)

kelib chigadi. Bir xil trigonometrik funksiyalar oldidagi
koeffitsientiami tenglabyf va B lami aniglaymiz:

-2Bk=h2Ak =0 (12.23)
(12.23) dan:

B=-—; A=0 (12.24)
2k

(12.24) tengliklami (12.21) tenglamaga olib borib qo‘ysak, (12.5)
tenglamaning p=k bo‘lgan holi uchun xususiy yechimi kelib
chigadi.
Y a’ni:
x2= -— cos(kt+8)
2k (12.25)
(12.8), (12.9) va (12.25) lami (12.7)ga olib borib go‘ysak,
tenglamaning yechimi kelib chigadi:

x =C, coskt +C. sin kt - ~ cos(kt + 8)

x =asm(kt +a)- — cos(kt +8)
2k (12.26)

(12.26) tenglamadan ko‘rinib turibdiki, biz tekshirayotgan
tebranma harakatning bu holida ikkala tebranish ustma-ust
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tushadi. o ‘zgarmas amplitudali xususiy tebranish xarakteri p ®k
holidagi kabi o‘zgarmasdan qoldi. Majburiy tebranish fazasi

uyg‘otuvchi kuch lazasidan in ga farq qgiladi. Demak:

X2 = ___lj-t cos(kt +5s) =£ksin(A/+ £+—n)
2k 2k (12.27)

. . . . . . ht
Nugtaning majburiy tebranma harakati amplitudasi o ‘suvchi, —

ga teng bo‘lgan garmonik tebranma harakat kabi bo‘ladi.

. Demak p=k da rezonans hodisasi ro‘y beradi, ya’ni t —00
da, tebranish amplitudasi cheksiz orta boradi.Bu hodisa akustika,
radiotexnika va inshootlami dinamik hisoblashda Kkatta
ahamiyatga egadir.

L. . o ., mht ht .
Grafigi sinusoida bo‘lib quyidagi o 2k gonun bilan
ifodalanuvchi to‘g ‘ri chiziglarga urinib o ‘tadi (18-shakl).

Integral ixtiyoriy o‘zgarmaslari C, va C: lar boshlang‘ich

shartlandan aniglanadi, ya’ni: t=0 da x = x0;x = v =v0. (12.26)
tenglamadan C, ni aniglaymiz:
x0—C |, C] —Xo

(12.28)
(12.26) tenglamadan hosila olamiz:
x =v=-C,ksin kt +CX cos"t--" cos(kt+S) +~ sin(kt+6)
(12.29)
(12.29) tenglamadan C: ni aniglaymiz:
= CJ1 e C2= +—cosS
xO ; ) KcosE : ?(VE) oK Ccos ), (12.30)
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Demak, boshlang‘ich shartlarga mos holda (12.5) tenglamaning
yechimi quyidagicha ifodalanadi:

X =xncoskt +—\v,, +— cos8 sin kt- — cos(Ar/ + S)
0 "1 0 2K J 2k

(12.31)

13-8. Muhitning garshilik kuchi ta‘siridagi moddiy

nuqtaning majburiy tebranma harakati

Massasi m bo‘lgan M moddiy nuqtaga gaytamvchi kuch F = cx
tezlikka propoisional bo‘lgan muhitning qaishilik kuchi R - /uv
va uyg‘otuvchi kuch @ =Hsin(pt +s) ta‘sir etsin. Moddiy nugta
to‘g ‘ri chizigli harakat giladi va boshiang‘ich vaqtda koordinata
boshidan J masoiada joylashgan va w tezlikka egadir (19-

shakl).
0O 40 R FMQ x
P

19 - shakl

Nugtaning harakat differensial tenglamasini tuzamiz:

mx = RX+Fx+Qx

mx =-cX - jw +H sin( pt +5) (13 1)
Tenglamaga o ‘zgartirish Kiritib hamma hadlarini massa m ga
bo‘lamiz:

x +2y 1 x =2 sin(pt +0)
m m m (13.2)

Belgilash kiritamiz
n L g2
;m ;m (13.3)
(13.3) ni (13.2) ga olib borib qo‘ysak, quyidagi formula kelib
chigadi:

ﬂ:h =2n
m

X+ 2nx + k2 = /zsin( pt +S) (13 4)

(13.4) tenglama mubhit garshilik kuchini hisobga olganda moddiy
nuqtaning majburiy tebranma harakat differensial tenglamasidir.
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Uning yechimi ikkita tenglamalar yechimiarining yig‘indisidan
iboratdir.
Y a’ni: X =XX+Xx2 (13.5)
Buyerda x{ni (11.6) differensial tenglamaning yechimi deb
olamiz. Bu tenglama muhit garshilik kuchi ta‘siridagi moddiy
nuqtaning erkin tebranma harakati differensial tenglamasi boMib,
tebranishning har bir hollari uchun yechimlari to‘liq .. -§ da
keltirilgan. Kichik gaishiliklar bo‘lgan holda (11.6) tenglamaning
yechimi (11.12) ga teng, ya’ni:
X, =e"'1(C,cosAY + C. sinfl) (13.6)
(13.4) differensial tenglamaning umumiy yechimi x2 boMib,
quyidagi ko‘rinishda gidiriladi:
X7=Ds'm(pt +S-5s) (13 7)
nomaium integral doimiylar D va e ni aniglash uchun (13.7)
tenglamadan birinchi va ikkinchi tartibli hosila olamiz:
x =D pcos(pt+S - e) (13 5)
x2=-Dp2sin(pt +8 - s)
(13.9)(13.7X(13.8), (13.9) ifodalami (13.4) tenglamaga qo ‘ysak:
- Dp2sin(pt +5-s) +2nDpcos(pt +S-¢e) +
+ Dk2sm(pt+S-e)== hsm(pt+ S)
(13.10) tenglamaning o ‘ng tomonini quyidagi ko ‘rinishda
ifodalaymiz:
[zsin( pt +S)~ hsin( pt +S -s +s) =
= hsm(pt +S - s)cosE +hcos(pt +S - f)sin s NN
(13.11) ni (13.10) ga gqo‘ysak, (13.12) tenglama kelib chigadi:
D(k2- p 2)sin(pt +S - e) +2nDpcos(pt +8 -s) =
= /lcosfsin( pt +S -s) +/;Sinscos(pt +S - e) 12)
Bu ayniyat bajarilishi uchun (13.12) tenglamaning o‘ng va
chap tomonlaridagi mos trigonometrik flmksiyalar, ya’ni:
sin(pt +S-£) va cos(pt+5-£) lar oldidagi koeffitsientlar
teng bo‘lishi kerak. Y a’ni:
D(k2- p2=hcose ; 2npD =hs'me (13 13)
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(13.13) tenglamani kvadratga ko‘tarib qo‘shsak, (13.14) tenglama
kelib chigadi. Y a’ni:

h
D=-
V-2 ~P1)1+4n2p?2 (13.14)
(13.13)tenglamalami o‘zaro bo‘lsak,
2 Np
K P (13.15)

kelib chigadi.
Demak majburiy tebranishlar gonuni quyidagi ko‘rinishda
ifodaianadi:
X2= . n = sin(pt+8-e)
Vi+2- p2) +4k2p2 (13.16)
(13.4) tenglamaning umumiy yechimi kichik qgaishiliklar (k>n)
bolgan holda quyidagi ko‘rinishda ifodaianadi:
X =e""(C.coskt+C,sinkt)+ ... P -sin(pt+S-e)
J(k2-p 2)+4k2p 2
K='1k2-nr (13.17)
yechimdan ko‘rinib turibdiki, muhit qaishiligi bo‘lgan holdagi
majburiy tebranishlar gonuni xususiy tebranishlar va majburiy
tebianishlaming  yig‘indisidan iborat ekan. e~M ko‘paytma
xususiy tebranishni tez so‘nishini ifodalaydi. Shuning uchun ko‘p
hisoblarda majburiy tebranishga ahamiyat beriladi. Katta
gaishiliklar va chegaraviy hollaida (13.4) tenglamaning yechimi
quyidagi ko‘rinishlaida ifodaianadi:
x=e &C,(hh\an- k2t+C,sWn2-k 2}

(13.18)
+—Fr \ sin (pt +S-3);
J{k2-p 2)+4k2p 2
x=e"'(C. +C2) + , n - sin(pt+S-e)
V(-2 - P1)+ (13.19)

(13.17), (13.18) va (13.19) tenglamalaidagi C,;C. lar
integrallash doimiylari bo‘lib, ulami boshlang‘ich shartlardan,
ya’ni / =0 da x =x0; v=v0dan foydalanib aniglanadi. (13.17)
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tenglamadan C,;C: integral o‘zgarmaslarini aniglaymiz:

C2=— (% +nx0- nDsm(S-e)- pDcos(<5-£*));
*1
C, =l —Z%in(5 —£) (13 20)
Katta qaishiliklar va chegamviy hollarda ham (13.4)
tenglamaning yechimidagi o‘zgarmaslar boshlang‘ich shartlardan
topiladi.
(13.17) tenglamadan ko‘rinadiki / —mda nuqtaning harakati
fagat x = Ds\n(pt+8-¢€e) oqonun bo‘yicha ifodalanuvchi
majburiy tebranma harakatdan iborat bo‘lib goladi. Majburiy
tebranma harakatdan iargli erkin tebranma harakat juda kichik
garshilik kuchi bo‘lganda ham so ‘nuvchi xaraktei*ga ega bo ‘ladi.

14-8. Prujinalar parallel, ketma-ket ulangan va yuk
prujinalar orasiga osilgan hollarda ularni ekvivalent prujina
bilan almashtirish

Bikirliklari C, va C. bo‘lgan prujinalar har xil ko‘rinishlanda

ulangan bo‘lib, ekvivalent bitta prujina bilan almashtirishni ko ‘rib
chigamiz (2 o -shakl.a),b),d)).
1.Prujinalar o‘zaro parallel ulangan hoi

Prujinalami bitta ekvivalent prujina bilan almashtiraylik.
Prujinalaming A yuk ta‘siridagi deformatsiyalarini mos ravishda

fi va f2 bilan belgilaymiz (20-shakl.a)). Prujinalar o ‘zaro
parallel boiganidan, ulardan har birining deformatsiyasi bilan
ekvivalent prujina deformatsiyasi/ birxil bo‘lishi kerak.
Yani: f =f=1f2 (14.1)
Bu deformatsiyalar tulayli hosil bo‘lgan elastik kuchlarini mos
ravishda F, Ft, F2 deylik. U holda:

F=FI+F2 (14.2)
bo‘lishi kerak (bunda /, va 12 masolalar F kuch go‘yilgan
nugtadan prujinalargacha bo‘lgan masola.

C, va C:. pmjinalar bikirliklari). (14.2) tenglikni f-f\-f2
ga hadma-had boiamiz:
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L =H+£1
f o R (14.3)

(14.4)

c
A a) b) A d

20 - shakl

(14.4) tenglamani (14.3)ga qo ‘ysak:
cC =C, + C. (145)
hosil bo‘ladi. (14.5) dan ko‘ramizki, o‘zaro parallel ulangan
prujinalaiga ekvivalent pmjina bikirligi har qaysi prujina
bikirliklarining yig‘indisiga tengdir.
2. Prujinalar ketma-ket ulangan hoi
Yuk ta‘sirida pmjinalar fx va f2 ga teng deformatsiya olsa,

prujinalatda hosil bo‘ladigan elastiklik kuchi F ga tengdir.(zo -
shakl.b)) Agar prujinalaming umumiy deformatsiyasi/ desak,
F =cf (14.6)

(14.7)
C
tenglik o ‘rinlidir.
Har gaysi pmjina Fkuch ta‘sirida deformatsiyalangani uchun:

Umumiy deformatsiya,
(14.9)
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c ci (14.10)
hosil bo‘ladi. Bundan:

1 1 1 c,C,

c ¢ ¢c2 c, +c2 (14 11)
kelib chigadi. Demak ketma-ket ulangan ikkita prujinaga
ekvivalent prujina bikirligi (14.11) formula bilan aniglanadi.
3.Yuk prujinalar orasiga osilgan hoi
A yuk ta‘sirida bikrliklari Cxva C2 bo‘lgan prujinalar f va />

ga teng deformatsiya olsinlar. Bunda birinchi prujina choZzilsa,
ikkinchi prujina gisiladi va ulaming olgan de formatsiyalari:

ft (14.12)

boiadi. (2 o -shakl.d))
Prujinalaming biri cho‘zilib, ikkinchisi gisilgani uchun harqaysi
prujinalandagi elastiklik kuchlari bir tomonga yo‘naladi. Shuning
uchun prujinalaiga ekvivalent prujina elastiklik kuchi, birinchi va
ikkinchi prujinalar  elastiklik  kuchlarining  yig‘indisiga
tengdir:Ya’ni:

F=R+F2 e (14-13)
Bu yerda:

F=cf;, F=cjt; F2=cX2 (14.14)
ekanligini e ’tiborga olib, (14.12) va (14.14) tenglamalami
(14.13) ga o‘ysak:

c=c,+coe (14.15)
kelib chigadi.
Ya’ni yuk ikki prujina orasida joylashgan holda ekvivalent
prujina bikirligi o‘zaro parallel prujinalaming bikrliklari kabi
aniglanadi.

*5-MASALA.
Ketma-ket ulangan, bikirliklari c, va c2boigan
de formatsiyalanmagan prujinalaming B uchi qo‘zg‘almas

bo‘lib, uning A uchiga D yuk biriktirilgan (21-shakl a)). Shu
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paytda prujinaning B uchi giya tekislik bo‘ylab %=2sin 5t(sm)
gonunga ko‘ra harakatlana boshlaydi. Yukning statik holatini
koordinata boshi deb olib, uning harakat gonuni aniglansin.
Quyidagilar berilgan:

mD=m =2kg; cx=\2N/sm\ c¢2=8 N/sm a =30°.

Yechish.
Ketma-ket ulangan prujinalami ularga ekvivalent prujina bilan
almashtiramiz. Ekvivalent prujina bikirligi,

c=—~L~ IZ.% =4,8N/si =480 N/m
20 (*5.1)
Koordinata o ‘qini masala shartiga muvofig ravishda o ‘tkazamiz
(21-shakl b)). D yukni M nugtaga olamiz. M nugtaga D
yukning og‘irlik kuchi G , pmjinaning elastiklik kuchi F ta‘sir
etadi. Boshlang‘ich shartlar quyidagidan iborat:
t=0,x=x0=-fst,v=v0=0. (*5.2)

=Gsma-F (*5.3)

(*5.3) tenglamani e’tiborga olib, M nugtaning harakat
differensial tenglamasini tuzamiz:
d X .
m-- " e=Gsina- F
dt2 (*5.4)
Bunda :
F=cf=c(fd+x—%)\Gsina =cefsl;g =0,02sin5/. (*5.5)
ga teng. Qiymatlami tenglamaga olib borib go‘ysak, (*5.4)
differensial tenglama quyidagi ko ‘rinishda yoziladi:
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d'x .
m——=—€X+c+0,02sin51
dt (*5.6)
(*5.6) tenglamani hadma-had m ga bo’lsak, quyidagi tenglama

hosil bo‘ladi:

3—21(’ = ---9-x q—c 0,02sin 51
t m m (*5.7)

Belgilashlar kiritamiz:

k2=—-h =0 - €& p =5s~" (*5.8)
m m

Natijada differensial tenglama quyidagi ko ‘rinishni oladi:

dx ,2 ;-
+ K X = hsm pt
dr (*5.9)
Bu tenglama yechimini yozishdan avval Ava r ni tagqoslaymiz:
< [480 _
m \ 2 (*5.10)

Shunday qilib, k>p ekan. Demak (*5.9) tenglama yechimi
quyidagicha ifodaianadi:

X =xncos Kkt H“IZ sm ktm_kaZpD" -Ssm kt N Fm Bi[

-p2 k2-p (*51])
(*5.11) tenglamaga tegishli hisoblami bajaiamiz:
we sin a 2-9,80,5 Y

* - - WNTr---002(@m)

AO [ 0 e-0,02.480 =14

m 2
h 4,8 =0,02 @)

k2- p2 240- 25

N , h . =— +0.02=0.0064(/n)

K K -p 15,6 V

Bu giymatlami (*5.11) tenglamaga qo‘yib, D yukning harakat
gonunini hosil gilamiz:
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X =-0.02c0s15,6t-0.0064sin 15,6/ + 0.02sin 5t(m) ~ p)

(*5.12) tenglamaga asosan D yukning hamkati majburiy
tebranma harakatdan iboratdir.

Takrorlash uchunsavollar
1.Erkin tebranma harakat qanday kuch ta’irida sodir bo’ladi?
2. Erkin tebranma harakat differensial tenglamasi ganday
ifodalanadi?
3. Erkin tebranma harakat gonuni ganday ifodalanadi?
4. Eikin tebranma harakat davri, amplitudasi,boshlang‘ich fazasi
ganday ifodalanadi?
5. So‘nuvchi tebranma harakat gqanday kuchlar ta‘sirida sodir
bo‘ladi?
6. So‘nuvchi tebranma harakat differensial tenglamasining
yechimlari nechta ko‘rinishda ifodalanadi?
7. So‘nish dekrementini tushuntiring.
8. So‘nuvchi tebranma harakat davri, amplitudasi, boshlang‘ich
fazasi ganday ifodalanadi?
9. Majburiy tebranma harakat gqanday kuchlar ta‘sirida sodir
bo‘ladi?
10. Majburiy tebranma harakat differensial tenglamasi qanday
ifodalanadi?
11. Majburiy tebranma harakat differensial tenglamasi yechimi
ganday ko‘rinishda ifodalanadi?
12. Rezonans gachon ro‘y beradi?
13. Mubhit qaishiligi boigan holda majburiy tebranma harakat
ganday kuchlar ta‘sirida sodir bo‘ladi?
14. Muhit qaishiligi bo‘lgan hoi uchun majburiy tebranma
harakat differensial tenglamasi qanday ifodalanadi?
15. Muhit gaishiligi boigan hoi uchun majburiy tebranma
harakat differensial tenglamasi yechimi ganday ko‘rinishda
ifodalanadi?
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VI BOB. MEXANIK SISTEMA
15-8. Mexanik sistemaga la‘sir etuvchi kuchlarning
klassifikateiyasi

Bir-biri bilan ma‘lum munosabatda bog‘langan, har bir
nuqtasining harakati va holati boshga nuqtalaming holati,
harakatiga bog‘lig bo‘lgan moddiy nugtalar to‘plami mexanik
sistema deyiladi. Agar mexanik sistema nugqtalari oiasidagi
masofa doimo o‘zgarmasdan qolsa, bunday sistema 0'zgarmas
mexanik sistema deyiladi. 0 ‘zgarmas mexanik sistemaga misol
tarigasida qattiq jismni olish mumkin. Mexanik sistema eikin
yoki  bog‘lanishda bo‘lishi  mumkin. Mexanik sistema
nugtalarining harakati biror sabab bilan chegaralanmagan boisa,
bunday mexanik sistema erkin mexanik sistema deyiladi. Erkin
mexanik sistemaga quyosh sistemasi misol bo ‘ladi.

Mexanik  sistema nuqtalarining harakati biror sabab bilan
chegaralangan bo‘lsa, bunday mexanik sistema bog'lanishdagi
mexanik sistema deyiladi. BogManishdagi mexanik sistemaga
mashina mexanizmlari misol bo‘la oladi. Mashina mexanizmlari
gismlari o‘zaro steijenlar, shamirlar, tasmalar, tishli g‘ildiraklar
vositasida bog‘lanadi.

Mexanik sistemaga ta‘sir etuvchi kuchlar ichki va tashqi
kuchlardan iboratdir. Mexanik sistemani tashkil etuvchi
nugtalarning o'zaro bir-biriga  ko'rsatadigan ta'siri ichki
kuchlar deyiladi. Ichki kuchlar F“ bilan belgilanadi. M&xanik
sistema tarkibiga kirmaydiganjismlar tomonidan ko fsatiladigan
kuchlar ta'siri tashqgi kuchlar deyiladi. Tashgi kuchlar F e bilan
belgilanadi.

ICHKI KUCHLAR XOSSASI
1.Ichki kuchlarning bosh vektori nolga teng.

Dinamikaning ta‘sir va aks ta‘sir tengligi gonuniga asosan
sistemani tashkil qiluvchi nuqtalari migdor jihatdan teng va bir
to‘g ‘ri chizig bo‘ylab garama-gaishi yo‘nalgan kuchlar bilan bir-
biriga ta‘sir etadi. Masalan, J/1/, va M2 nuqtalaiga ta‘sir etuvchi
ichki kuchlar/A' = —Fj bo‘lsin (22-shakl).

Bu kuchlarning geometrik yig‘indisi nolga teng.
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Fi+F2—0 (15.1)

Mexanik sistemaning N ta nuqtasi uchun :

rodl g
R =~ F k

kA (15.2)

Demak, sistema nuqtalariga ta’ir etuvchi ichki kuchlaming
geometrik yig‘indisi, ya’ni ichki kuchlaming bosh vektori nolga
tengdir.

(15.2) tenglamani koordinata o‘glariga proyeksiyalasak, (15.2")
formula kelib chigadi.

Ya’ni:

K=TK= 0; = (15.29)
2. lchki kuchlaming biror markazga nisbatan bosh momenti
nolga teng.

M xva M 2nugtalarga ta‘sir etuvchi ichki kuchlar Ft' =-F]j
laming biror

O markazga nisbatan momenti nolga tengdir (23-shakl)
a«o(fi)+ mo(/2 O (15.3)
Mexanik sistema uchun (15.4) tenglamani hosil gilamiz:
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*« (15.4)
(15.4) tenglamani koordinata o ‘qlariga proyeksiyalasak, (15.5)
tenglamalar kelib chigadi.
Y a’ni:

(15.5)
Ichki kuchlaming bu xossalaridan ichki kuchlar o°‘zaro
muvozanatlashadi, degan natija kelib chigmaydi, chunki bu
kuchlar sistemaning turli nuqtalariga qo‘yilgan. Ichki kuchlar
sistema nugqtalarining o°‘zaro ko‘chishiga ta‘sir qiladi, ya’ni
jismning deformatsiyasiga sabab bo‘ladi. Mutlag qattig jism
o ‘rganilayotganda ichki kuchlar muvozanatlashuvchi kuchlar
sistemasini tashkil giladi.

16-8. Mexanik sistema massasi va massalar markazi

Mexanik sistema harakati, ta’sir etuvchi kuchlardan tashqari,
massasiga va massaning sistema bo’ylab tagsimlanishiga ham

bog‘ligdir. Mexanik sistema M VM 2,...Mn moddiy nugtalardan
tashkil topgan bo’lib, (24-shakl) ulaming massalari mos ravishda
mv m2,...,mn bo“Isin.

24-shakl
Mexanik sistema nugtalari massalarining arifmetik yig‘indisiga
sistema massasi deyiladi va quyidagicha ifodalanadi:

M = ym
i=l (16.1)
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Massaning tagsimlanishi birinchi navbatda massalar markazi
yoki mexanik sistema ineisiya markazining holati bilan
xarakterlanadi. Mexanik sistema N ta nuqgtadan iborat bo‘lib,
massalar markazi yoki sistema ineisiya markazi C nugtaning
holati tanlab olingan koordinata sistemasiga nisbatan rc radius-

vektor bilan aniglanadi:

M (16.2)
Bu yerda:
mk —{k —12,...,J/1) mexanik sistemani tashkil etuvchi moddiy

nuqtalar massasi
rk(k = 1,2,...,jV) moddiy nuqtalar radius-vektori;
N
Yimkrk - O markazga nisbatan nuqgtalar massalarining statik
k=1
momentlarining yig ‘indisi.
Dekart koordinata o ‘glariga proyeksiyalasak:
Z wW* Z 'TEA Z" ¥ nn-n
X= M Lyt=~ T - = °6,3)
(16.2) va (16.3) formulalandan ko‘ramizki, sistema massalar
markazining holati unga ta‘sir etuvchi kuchlaiga emas, sistema
nuqtalari massalarining tagsimlanishiga bogiiq boiadi. (16.2) va
(16.3) tenglamalaming surat va maxrajini g ga ko’paytiisak,
og‘irlik kuchi maydonida qattig jismning og‘irlik markazi
aniglanadi. Y a’ni:

- =0 cn ='Emtsm = anoTa (16.4)
L& Z IV M
kelib chigadi. (16.2) va (16.4) formulalandan ko ‘rinib turibdiki,
og‘irlik markazi va massalar markazi bir xil formulaga ega
bo‘lgani bilan mazmun jihatdan fatq giladi. Og‘irlik markazi
jismga ta‘sir etuvchi og‘irlik kuchlari teng ta‘sir etuvchisining
go‘yilish  nugtasidir.  Sistema og‘irlik kuchi maydonida
harakatlanganidagina og‘irlik kuchi mavjuddir. Sistema massalar
markazi esa unga ta‘sir etuvchi kuchlaiga bog‘lig emas. Massalar
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markazi har ganday moddiy nuqtalarsistemasiga tegishli bo‘lib, u
sistemadagi massa tagsimlanishini  xaraktedaydi. Sistema
massalar markazi og‘irlik markaziga nisbatan kengroq
tushunchadir. (16.2) va (16.3) formulalami quyidagicha yozamiz:

W =T.T KK (165)

Mxc=I.mkxk; Myc=Y.mkyk; Mzc=Y.mkzk. " 6)

(16.5) sistemaning qutbga nisbatan, (16.6) tenglamalar esa
Oxy,Oxz,0yz tekisliklarga nisbatan statik momentlar deyiladi.
Sistema massalar markazini qutb deb olsak, sistemaning unga
nisbatan statik momenti:
Mpc=DbTKpK- 0

ga teng bo‘ladi. Sistemaning massalar markazidan o ‘tuvchi
ixtiyoriy tekislikka nisbatan statik momenti ham nolga teng
boMadi.

17-§ . Mcxaniksistema va qattiq jLsinning inersiya momenti

Massalar markazining holati sistemada massa tagsimlanishini
to‘liq xaiakterlamaydi. Masalan, Oz o‘gidan h masofada tumvehi
, bir xil massali A va B sharlar holatini bir xil masofaga
0 ‘zgartiisak, sistema massalar markazining holati ozgarmaydi
(25-shakl). Lekin sistemada massa tagsimlanishi o ‘zgaiadi, ya’ni
sistemaning o0‘z o°‘i atrofida aylanishi tezlashadi yoki
sekinlashadi. Mexanik sistemaning aylanma harakatidagi massa
tagsimlanishini  xaiakterlaydigan = miqgdor uning ineisiya
momentidir. Ineisiya momenti nuqtaga, o‘qqga va tekislikka
nisbatan bo’lishi mumkin.
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Mexanik sistemaning biror o‘qga (nuqtaga, tekislikka) nisbatan
ineisiya momenti deb sistema har bir zarrachasi massasini shu
zarrachadan mazkur o‘ggacha (nuqtagacha, tekis likkacha)
bo‘lgan masofa kvadratiga ko‘paytmasining butun sistema
zarrachalari bo‘yicha olingan yig ‘indisiga aytiladi (26-shakl).

I- — mk*k (171)
mk - M kzarrachaning massasi,
hk - M k zarrachadan Oz o‘gigacha boigan masofa,

1z-Oz o ‘giga nishatan sistemaning ineisiya momenti.

26-shakldan h\ = x\ + y\ ekanligini e’tiborga olsak va (17.1)ga

olib borib qo‘ysak hamda xuddi shunday tartibda Ox.Oy o ‘glariga
nisbatan ineisiya momentlarin hisoblasak, quyidagi tenglamalar
kelib chigadi:

IX-ZmK(yk+zk); 1y- Z mk(xk +zk); 1z— mk(t*+yk) (17 2)

(17.2) tenglama koordinata o‘glariga nisbatan ineisiya
momentlarini  ifodalaydi. Koordinata boshi O nuqtaga nisbatan
ineisiya momenti teng boiadi:

la =Z mk(x; +yR+zR) (a73n

(17.2) tengliklami hadma-had go‘shsakva (17.3)ni e’tiborga
olsak,

(17.4)
(17.4) ni hosil gilamiz. Bu formula nugtaga va o ‘qlaiga nisbatan
ineisiya  momentlari  orasidagi  bogianishni ifodalaydi.

Sistemaning Oxu,0Ouz,Oxz tekisliklariga nisbatan ineisiya
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momentlari quyidagi (17.5) formuladan aniglanadi:

AOxy ~ >F12K» lpvz ~ ~AY.T KXkK?> 1Oxi = ~ . T kYke* (175)
(17.5) ni hadma-had go‘shib (17.3) ni e 'tiborga olsak,
N — oxy Moyz  ~0a (17 6)

kelib chigadi. Qattig jismning  ineisiya momentini hisoblash
uchun unijuda kichik bo‘lakchalaidan tashkil topgan deb garab,

(17.1) - (17.5) formulalarda mk lar o‘miga  AmK ni gqo‘yamiz.
BoMakchalar sonini orttirib  borib, N-*<x>  Amk >0
bo‘lgandagi ineisiya momentining limitini hisoblash lozim.
Masalan, biror OC o‘giga nishatan qattiq jismning ineisiya
momenti quyidagi formula bilan aniglanadi:

f =IrhKr_n>0kji | =\f/tdm

JT-M, (17.7)

Qattiq jismning ineisiya momentlari quyidagicha ifodalanadi:
a)o ‘gqga nisbatan ineisiya momenti:

X=] (y2+z2)dm; ly=1] (x2+z2)dm; 12=] (x2+y2)dm.

() ' V) (v) (17 8)
b) nuqtaga nisbatan ineisiya momenti:
lo=1J (X2+]2+z2dm
) (17.9)
d) tekislikka nisbatan ineisiya momenti:
Jb=] 5 = N Jay =] sudm
(v) (v) (v) (1710)
Ko‘pincha gattig jismning o°‘gga nisbatan ineisiya momenti
ineisiya radiusi orgali quyidagi formula bilan aniglanadi:
I *=Mrf (17.112)
Bu yetda : p,-ineisiya radiusi, M- gattiq jism massasi.

Agarda qattig jismning tajribalaidan yoki hisoblardan o‘gga
nisbatan ineisiya momenti ma‘lum bo‘lsa, (17.11) formuladan
ineisiya radiusi aniqlanadi. Y a’ni:
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Ineisiya radiusi uzunlik birligida o ‘Ichanadi.

18-8. Jismning parallel o‘glarga nisbaton inersiya
mo mentlari orasidagi bog‘lanish. Gyuygens-Shteyner
teoremasi

Teorema:

Jismning biror o fgga nisbatan inersiya momenti jism inersiya
markazidan o'tuvchi va berilgan o'gga parallel bo'lgan o0'qga
nisbatan inersiya momenti bilanjism massasining mazkiir o glar
orasidagi masofa kvadrati ko'payitmasining yig'indisiga teng

(27-shakl).
Y a’ni: 10l =1Cz.+Md2 (18.1)
Isbot:
Bizga ma‘lum (17.2) formulaga asosan :
loz = +¥%) (ig2)
27-shaklda belgilanishiga asosan:
XK~ XK’YK =YK +d (18.3)

(18.3) ifodani (18.2)ga olib borib qo‘ysak :
lor=7"kkk +(vI+rf)2l=Z wi [x2+>1 +2yl d +d2\=
=Y, mXxk +y'K)++20 TR +'Lmt 2 (18.4)
(18.4) tenglamadagi har bir hadlar quyidagicha ifodalanadi:
Y mk(xf +yk)= la.- bu ifoda massalar markazi orgali o‘tuvchi
o‘gga nisbatan ineisiya momenti. *m k- M -butun sistema

massasi.
M, TK/K=Myc=0-  chunki sistemaning massalar markazini

ifodalovchi C nugta  Cx'y'z' kooidinatalar sistemasining
boshida olingani uchun yc- 0 .Bulami (18.4) tenglamaga olib

borib qo‘ysak, 1(z = ICzm+ Md2 kelib chigadi.
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Demak, teorema isbotlandi. Sistemaning massalar markazi
orgali ~ o‘tuvchi o‘gga nisbatan aniglangan inersiya momenti,
unga parallel bo‘lgan o‘glaiga nisbatan aniqlangan ineisiya
momentlari orasida eng kichigi hisoblanadi.

Yi*
27-shakl

19-8. Ayrim bir jinsli jismiarning inersiya momentlarini
hisobias h

I.Bir jinslis terjenning inersiya momenti
Massasi M, uzunligi /boMgan birjinsli ingichka steijenning
steijenga perpendikulyarbo‘lgan Oz o‘giga nisbatan ineisiya
momenti hisoblansin (28-shakl).

La
28-shakl
Steijenning h=x masofada elementar dx boMagini olamiz.
. . M
Bo‘lak massasi dm —pdx teng bo‘lib, bu yerda p- —

steijenning birlik uzunligiga mos keluvchi massadir. Oz o ‘gini
yo ‘naltiramiz va (17.7) formulaga asosan yozamiz

10. =| haim=J pdm=pJ x2x=— =
3 3 (19.1)
Demak,
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M 12
3 (19.2)
Gyuygens-Shteyner teoremasi (18.1)dar» foydalanib, sterjennirig
.massalar markazicjan o‘tuvchi o‘gga nisbatan ineisiya momenti
teng boiadi:
MI2 MI2 MI2 (19.3)
1

Ic, =10z-M d 2
Demak,
M2 (19.4)
12
2.1 ngiclika bir jipsli halganing inersiya momenti
Massasi M, radiusi Rbo Igan birjinsli halganing halga massalar
markazidan o‘tuvchi va halga tejcisligiga perpendikulyar

yo‘nalgan C? o‘giga nisbatan inersiya momenti hisoblansin
(29-shakl).

r~

Ic* 5> Y.mkR2- R2Y.mk =MR2 (19.5)

Demak,
Id=MR2 (19.6)

3. Bir jinsli doiraviy yupga plas tinkaning inersiya momenti
Massasi M  radiusi R bo‘lgan bir jinsli doiraviy yupga
plastinkaning massalar markazidan o ‘ti»vchi va doiraviy yupga
plastinkaning tekjsligiga perpendikulyar yo‘nalgan Cz o‘giga
nisbatan ineisjya momentini hisoblansin (30-shakl).

Inersiya momentini hisoblash uchun doij*viy yupga plastinkada
kengligi dr iadjusir boigan elementar halga ajratamiz.

Elementar halga yuzi Inrdr, massasi dip =2nprdr .
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Bu yerda p =-" doiraviy yupga plastinkaning birlik yuzasiga
mos keluvchi massa bo‘lib, (19.6) ifodadan elementar halga
uchun inersiya momenti :

dIGZ=r2clTt=2npredr (19.7)
Doiraviy yupga plastinka uchun inersiya momenti:
I - 2npJ rAdr =1, pR41: MR2
Demak: ° (19.8)
_ MR2
2 (19.9)

4 Bir jinslishaming inersiya momenti

Radiusi R massasi M bo‘lgan bir jinsli sharchaning massalar
markazi va massalar markazidan o ‘tuvchi o‘qga nisbatan ineisiya
momentlari hisoblansin.
a) Shaming massalar maikaziga nisbatan ineisiya momentini
hisoblaymiz. Inersiya momentini hisoblash uchun sharda kengligi
dr radiusi r bo‘lgan elementar hajmda shar gatlamini ajratamiz.

Shar gatlamining hajmi 4nrdr, massasi dm = Anpt'~dr. Bu

M
yerda p = — ifoda shaming birlik yuzasiga mos keluvchi massa

4 3
bo‘lib, V =~YK shar hajmiga teng.

Demak,
3 M

71R (19.10)
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Shaming massalar markaziga nisbatan ineisiya momentining
integral ko‘rinishdagi ifodasi quydagi ko‘rinishda yoziladi:

R 4
/0= jr2dm -4np~r*dr=—mpR5
v 0 5

(o]
yoki I0="MR2
chunki shar massasi,

M - —nR”p (19.11)

ga teng.
b) Shaming massalar markazidan o ‘tuvchi o‘gqga nishatan ineisiya
momentini hisoblaymiz. Simmetriya tushunchasidan shaming
massalar markazidan o ‘tuvchi koordinata o‘glariga nisbatan
ineisiya momentlari o ‘zaro tengdir.
Y ani:

Ix=1ly=12 (19.12)

(17.4) formulaga asosan:

3/r=2/0 yoki /,=|/0 (19.13)

(19.11)ni (19.13) ga go‘ysak, quyidagi (19.14) tenglama kelib
chigadi:

Ix=ly=1z="MR2 (19.14)

Takrorlash uchun savollar
1. Mexanik sistema deb nimaga aytiladi?
2. Erkin va bog‘lanishdagi mexanik sistema deb nimaga
aytiladi?
3. Qanday kuchlaiga ichki va tashqi kuchlar deyiladi?
4. Ichki kuchlar xossasi nimadan iborat?
5. Mexanik sistema massasi ganday aniglanadi?
6. Mexanik sistema massasining kooidinatlari formulasini yozing.
7. Nugtaga nisbatan ineisiya momenti ganday hisoblanadi?
8.0 ‘gga nisbatan ineisiya momenti ganday hisoblanadi?
9. Tekislikka nishbatan inersiya momenti ganday hisoblanadi?
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10.Gyuygens-Shteyner teoremasini ta’riflang.

11.Birjinsli steijenning ineisiya momenti qanday?

12.Bir jinsli doiraviy yupga plastinkaning ineisiya momenti
ganday?

13.1ngichka birjinsli halganing ineisiya momenti ganday?

M .Birjinsli shaming ineisiya momenti ganday?

VIl BOB. MODDIY NUQTA VA MEXANIK SISTEMA
UCHUN DINAMIKANING UMUMIY TEOREMALARI
20-8. Mexanik sis temaning harakat differensial tenglamalari

nuqtalaidan tashkil topgan mexanik sistemaning
ixtiyoriy MV nugtasiga ta ‘sir etuvchi tashqi kuchni F* va ichki
kuchni FJ bilan belgilaymiz. Nugtaning Oxyz koordinata o ‘giga
nisbatan radius-vektori v ga teng (31-shakl).

X
31-shakl
Nuqgta harakat differensial tenglamasining vektorli ifodasi
quyidagi ko ‘rinishda yoziladi:

(20.2)
Bunda%t =a* mazkurnugtaning tezlanishi. (20.1) tenglamani

Oxyz Dekart koordinata o ‘glaridagi proyeksiyasi quyidagicha
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ifodalanadi:

dx _ N V- . _
Moar = *KX i =N Gy Myard TRPFKE 509y

Sistemaning har bir nugtasi uchun (20.1) tenglama o ‘rinli bo‘ladi.

L=Fe+F'
m dt _F\ >

d2r, _= .
N L (20.3)
mt =f.+ F,.

dt

(20.3) tenglamani hadma-had qo‘shsak, quyidagi ifoda Kkelib
chigadi:
r jz w Jr

4« L1+ 211 (20.4)

(20.4) tenglamaning Qxyz Dekart koordinata o°‘glaridagi
proyeksiyalari quyidagi ko ‘rinishda ifodalanadi:

T TRt

N n 2 n) N N

£-"-Z. 5+ 4’
(20.5)

(20.2) va (20.5) tenglamalari mexanik sistemaning harakat
differensial tenglamalari deyiladi.
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21-8. Moddiy nugta va mexattiksistcmaniri™ harakat
itiigdori. Kuch impulsi

Mexanikada moddiy nuqta, mexanik sistemailittg harakat
o‘lchovlari sifatida uning harakat migdori olinadi. Moddiy
nugtaning massasini uning berilgan ondagi tezlik vektoriga
ko‘paytmasiga teng Q- vektor nugtaning harakat miqgdori

deyiladi. Y a’ni:
(1.1
g - vektor tezlik vektori bilan bir tomonga yo‘naladi (21.1)

tenglamani koordinata O°‘glariga proyeksiyalasak, nugta harakat
miqgdorining Dekart koordinata o‘glaridagi proyeksiyalari kelib
chigadi

Ax=mvx=mx\ qgy=mvy=my; qz=mV,=mz. 2

Mexanik sistema nugtaiari harakat miqgdorlarining geometrik
yig“indisiga teng
Q - vektor sistemaning harakat miqdori yoki harakat
migdorining bosh vektori deyiladi (32-shakl). Y a’ni:

N

Q=<
*4q (21.3)

dr
Bu yerda vk:Ft- ekanligini va (16.2) tenglamani e ’tiborga

olsak, (21.3) tenglama quyidagi ko ‘rinishda ifodaianadi:
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l

J N Jrr

0= :>N/ mk-J;-z—YmkazM = Mvc
tT  * £ dt  dttl dt
Q=Mvc (21.4)

(21.4) tenglamadan maiumki, mexanik sistema harakat miqgdori
sistema massasi bilan sistema massalar markazi tezligining
ko‘paytmasiga teng yoki sistemaning harakat migdori butun
sistema massasi mujassamlashgan sistema massalar markazining
harakat migdoriga teng. (21.3) va (21.4) tenglamalami koordinata
o‘glariga  proyeksiyalasak, sistema harakat miqgdorining
koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalari aniglanadi.Y a’ni:

Q*ré =Mk 6/=Z vilb=u gp Q =Z 215)
Mexanik harakatning vektorli o‘Ichovi silatida harakat miqdori
olinadi. Berilgan nugtaga boshga moddiy obyektlaming har
ondagi mexanik ta‘sirini xarakterlovchi oichov silatida kuch
olinadi. Lekin kuch ta‘'sinning effekti uning har ondagi migdor va
yo‘nalishigagina bog'lig bo‘lmay, balki uning ta‘sir vagtiga ham
bog‘lig bo‘ladi. Miqdor va yo ‘nalish jihatdan o ‘zgarmas bo‘lgan
F kuch bilan uning ta‘sir vaqti t ning ko‘paytmasiga teng
vektor kuclining impulsi deyiladi. Y a‘ni:
S=F-t (21.6)
Kuch impulsi o zaro mexanik ta‘siming vektorli o ‘Ichovi bo‘lib,
uning yo-‘nalishi kuchning yo‘nalishi bilan bir xil bo‘ladi va
berilgan vaqt ichida moddiy nugta (mexanik sistema) ga boshqga
moddiy obyektlaming ta‘sirini ifodalaydi.
SI birliklarsistemasida kuch impulsiN-s bilan o ‘Ichanadi.

Agar ta‘sir etuvchi kuch F =F(t) vaqtning funksiyasidan

iborat boisa, kuchning dt vaqgt ichida ta‘siri kuchning elementar
impulsi deb ataladi. Y a‘ni:

dS = Fdt

(21.7)
Kuch elementar impulsining koordinata o ‘qlaridagi
proyeksiyalarini ifodalaymiz:
dSx = Fxdt\ dSY= Fwdt; dSz = Fzdt.
(21.8)
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Chekli vaqt oralig‘idagi kuch impulsini aniglash uchun (21.7)
tenglamani integrallaymiz:

i

S=\Fdt

0 (21.9)
Kuch impulsining koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalarini
aniglash uchun (21.8) tenglamalami integrallaymiz:

i i i

s, =\ Fxdt; Sy= ] Fydt-s. =] FJt.

0 0 0 (21.10)
Kuch impulsining moduli va yo'nalishlari uning proyeksiyalari
orgali quyidagi formulalardan aniglanadi:

S=752+Sg2+S1 I

cos(sA/)=—; cos{sAj)~— ; cos(s*k)=—.
S S S (21.11)
Migdor va yo‘nalishi o‘zgarmas boMgan kuch uchun kuch
impulsining  koordinata o‘gqlaridagi  proyeksiyasini  (21.6)
tenglamadan aniglaymiz:
S=Ft; Sv—Fyt,S__—F!. (21.12)
Buyenda Fx,Fy,Fz lar F kuchning koordinata o ‘glaridagi

proyeksiyalari.

22-8. Teng tassir etuvchi kuchning impulsi

Agar M nuqtaga bir necha FI,F2F3...,Fnkuchlarta‘siretsa,
kuchlaming teng ta‘siretuvchisi teng bo‘ladi:
R =Fi+F2+F2+---+Fn A

(22.1) tenglamaning ikki tomonini dt ga ko‘paytirib, vaqt /, dan
t2ga o‘zgaiganda integrallaymiz:
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\Rdt=\Fxt+\F2+ )F,+- +)Fn

{ 'm 'm 'm il (22.2)
(22.2) tenglamaning har bir hadi mos kuchlar impulsini tashkil
etadi.
Y a’ni: S =SI1+S2+S3 H-----\-Sn (22.3)
Demak, chekli vaqt oraligida teng ta‘sir etuvchi kuchning
impulsi tashkil etuvchi kuchlarning shu vaqt oraligidagi
impulslarining geometrik  yig‘indisiga  tengdir. (22.3)
tenglamaning koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalarini aniglaymiz:

Sx = S\ + S2x+ S3x+ "' + Snx
Sy ~ S\y + S2y + S3y + + Sny
=Slt+S2+S3%- fSn (22.4)

(22.4)  tenglamadan maMumki, teng ta‘sir etuvchi kuchning
0‘qdagi proyeksiyasi tashkil etuvchi kuchlarning shu o ‘qdagi
proyeksiyalarining algebraik yig‘indisiga tengdir.

23-8. Moddiy nuqgta harakat migdorining o~garishi hagidagi
teorema

Moddiy nugtaning F kuch ta‘iridagi harakat differensial
tenglamasi vektor usulida berilgan bo‘Isin:

— (mv) =F

dt (23.1)
(23.1) tenglamaning ikkala tomonini dt ga ko ‘paytirsak:

d(mv) = Fdt (23 2)

(21.7) tenglamani e’tiborga olsak, (23.2) tenglama quyidagi
ko‘rinishga keladi:
d(mv) =dS (>3 3)

(23.2) yoki (23.3) tenglamalar moddiy nuqgta harakat
miqdorining o‘zgarishi haqidagi teoremaning differensial
ko‘rinishidagi ifodasidir.Ya’ni: nugta harakat miqdorining
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differensiali nugtaga ta'sir etuvchi kuchning elementor impulsiga
tengdir.
(23.3) ni koordinata o ‘glariga proyeksiyalasak,
d(mvx) = Fxdt, d(mvv)=Fydt, d(mv:) = F:dt.
(23.4) (21.2) va (21.8) ifodalami e ’tiborga olsak, (23.4) tenglama
quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

dgx=dSx, dqy =dSy, dgz=dS2 (23.5)

Demak, nuqta haiakat miqgdorining biror koordinata
o‘gidagi proyeksiyasining differensiali nuqtaga ta‘sir etuvchi
kuchning elementar impulsining mazkur o‘qdagi proyeksiyasiga
teng.

Chekli vaqgt ichida nuqta haiakat miqgdorining o ‘zgarishini
aniglash uchun (23.2) tenglamani integrallaymiz (33-shakl):

0 (23.6)

mv- mvO=S (23.7)

(23.7) tenglamaning koordinata o ‘qlaridagi ifodasi quyidagicha
yoziladi:

mvy - mvoy ~Sy\ (23.8)

mv. —mv0. —

Amaliyotda asosan masalalar (23.8) formulalardan foydalanilgan
holda yechiladi. Haiakat migdorining 0‘zgarishi haqidagi
teorema F kuch fagat vaqtning funksiyasidan iborat yoki migdor
va yo‘nalish jihatdan o‘zgarmas bo‘lgan hollarda o ‘rinli bo‘ladi.
Harakat miqdorining o‘zgarishi haqidagi teoiemadan foydalanib,
nuqtaning  harakat differensial tenglamalarining  birinchi
integrallarini aniglash mumkin

. Agar F =0 bo‘lsa, ya’ni nugtaga hech ganday kuchlar ta‘sir
etmasa (yoki ta‘sir etuvchi kuchlar nolga e kvivalent bo‘lsa), u
holda (23.2) ga ko‘ra
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d(mv )=0

. binobarin.
mv = C —const (23.9)
yoki (23.6) ga ko‘ra
mv —mvn (23.10)
tenglik o ‘rinli bo ‘ladi.
33-shakl
(23.9) yoki (23.10) tengliklar harakat miqgdorining

saglanish gonunini bildiradi va nuqta haiakat differensial
tenglamasining birinchi vektorli integralini ifodalaydi. (23.9) da
massa o ‘zgarmas bo‘lgani uchun ko‘rilayotgan holda v = const
bo‘ladi, ya’ni nuqta to‘g‘ri chizigli tekis haiakatda bo‘ladi. Bu
natija Nyutonning birinchi gonuni (inersiya gonuni) ni ifodalaydi.
Agar kuchning biror o‘gdagi proyeksiyasi nolga teng bo‘lsa,
ya'ni, Fx =0, u holda (23.8) ga asosan,

mvr- mv_ =0
ga teng. WX
Binobarin,

K = vo*x=cCc; Yokt i =Ci (23.11)

(23.11) dan ko‘ramizki, ta‘sir etuvchi kuchning biror o ‘qdagi
proyeksiyasi nolga teng bo‘lsa, nugta tezligining mazkur o ‘qdagi
proyeksiyasi o ‘zgarmasdan qoladi.
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24-8. Mexanik sistema harakat migdorining o ‘zgarishi
hagidagi teorema

N ta moddiy nugtalandan tashkil topgan sistema nuqtalariga
ichki va tashqgi kuchlar ta‘siretsin. U holda (20.1) tenglamadan:

MAT =F +F  (=1"7)

ekanligini nazarda tutib, sistemaning harakat differensial
tenglamalarini quyidagicha yozish mumkin:

Ar(T) =K +K =\-N
dt( ) i ) (24.1)
Sistemaning har bir nuqtasi uchun (24.1) tenglamani qo‘llab
hadma had go‘shsak, (24.2) hosil bo‘ladi:

dt (24.2)
Bunda (21.3) ga ko‘ra ¥Y"mwv- Q ifoda sistemaning harakat

miqdoriga teng. Ichki kuchlarning xossasiga ko‘ra ¥ FJ- 0

bo‘ladi.  F te =Re tashqgi kuchlarning bosh vektoriga tengligini

hisobga olsak, (24.2) tenglama quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi:
N R
dt (24.3)
(24.3) tenglama sistema harakat miqdorining o zgarishi
haqidagi teoremaning differensial ko finishidir.
Teorema: Sistemaning harakat migdoridan vagt bo yicha olingan
birinchi tartibli n hosila sistemaga ta'sir etuvchi tashqi
kuchlarning bosh vektoriga teng.

(24.3) tenglamada ichki kuchlar gatnashmaydi. Hagigatan
ham ichki kuchlar sistema ayrim nuqtalarining harakat migdori
0zgarishiga ta‘sir etsa-da, sistema harakat miqgdorining
0 zgarishiga bevosita emas,
bavosita ta‘siretadi. Agar sistemaga tashqi kuchlar ta ‘sir etmasa
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yoki tashqgi kuchlaming bosh vektori nolga teng boisa (Re=0),
(24.3) tenglamadan quyidagi natija kelib chigadi:

dt
Y a’ni: Q= const (24.4)
(24.4) tenglik mexanik sistema harakat migdorining saglanish
gonuni deb ataladi. Bu tengliklaidan ko‘ramizki, agar sistemaga
ta'sir etuvchi tashqi kuchlaming bosh vektori nolga teng bo‘lsa,
sistemaning harakat migdori vektori migdor vayo nalishjihatdan
0 'zgarmas bo 1adi.
(24.3) ni Dekart koordinata o‘glariga proyeksiyalab, sistema
haiakat miqdorining o ‘zgarishi hagidagi teoremaning skalyar
ifodasini quyidagicha yozish mumkin:
A (24.5)
dt d vy d

Demak, sistema harakat miqgdorining biror o'qgdagi
proyeksiyasidan vaqt bo'yicha olingan hosila, sistemaga ta'sir
etuvchi tashqgi kuchlar bosh vektorining mazkur o'qdagi
proyeks iyas iga teng.

(24.3) tenglamaning chap va o‘ng tomonini dt ga
ko ‘paytirib, integrallasak:

Q-QO0="Ralt (24.6)
0

(24.6) tenglama sistema harakat migdorining chekli vaqt ichida
0 zgar ishi hagidagi teoremani ifodalaydi.
Teorema: Sistema harakat miqgdorining chekli vaqt ichida
0 zgarishi sistema nugtalariga ta'sir etuvchi tashgi kuchlar bosh
vektoriningshu vaqt ichidagi impulsiga teng.

(24.6) ni gqozgalmas Dekart koordinata o°‘qglariga
proyeksiyalab, quyidagi tenglamalami olamiz:

Qx~Bo. =\Kdt, Qy- Qy="Rydt, Qz- Q= \Kdt.
0 0 0 (24.7)

Demak, chekli vaqt ichida biror qo'zg@almas koordinata
o glari bo yicha sistema harakat migdorining o 'zgarishi, shu vaqt
ichida sistemaga ta'sir etuvchi tashqgi kuchlar bosh vektori
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impub ining mazkur o ydagiproyeksiyasiga teng bo 'ladi.

Agar tashqgi kuchlar bosh vektorining biror Ox o ‘gidagi
proyeksiyasi nolga teng bo‘lsa, ya’ni R& =0 bo‘lsa, (24.7)
tenglamadan :

0
kelib chigadi.
Binobarin, Qx = QQ = const (24.8)
bo‘ladi.

(24.8) tenglik berilgan o0‘qg bo‘yicha sistema harakat miqdorining
saglanish gonunini ifodalaydi.

Demak, sistemaga ta'sir etuvchi tashqi kuchlar bosh vektor ining
biror o'gdagi proyeksiyasi nolga teng bo'lsa, sistema harakat
migdorining mazkur o ‘gdagiproyeksiyasi o zgarmas bo 1adi.

*6- MASALA

Agar kuzovdan yukning sirpanib tushish gonuni S = atl va

yukning massasi ml =10, yuksiz samosval massasi m2= 21T,
a - 50° parametr a=3.7m/s berilgan bo‘lsa, samosvalning
kuzovidagi yukni tushurish paytida qo‘zg‘almas g‘ildirak va yer
o‘rtasida hosil bo‘ladigan ishqgalanish kuchi Ff hamda
samosvalning yerga tushadigan bosimlarining yig‘indisi Fn
aniglansin (34-shakl a)).

Yechish:

Mexanik sistema, samosval va yukka ta‘sir etayotgan tashqi
kuchlar quyidagilardan iborat (34-shakl,6)): yukning og‘irlik
kuchi myg , samosvalning og‘irlik kuchi m2g , yeming normal
reaksiya kuchlari Fh va F" orga, oldi g‘ildinaklarga qo‘yilgan
Ff, F" kuchlar. Bular yer ustida g ‘ildirakning dumalashidan

hosil bo ‘iadi.
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34-shakl

Kuzovidagi yukni tushirish vaqtida g‘ildiraklarda hosil
bo‘ladigan ishgalanish kuchlari hisobiga samosval
harakatlanmaydi. Fagatgina yuk kuzov wustida harakatlanadi.
Shuning uchun sistemaning harakat miqgdori yukning hamkat
miqdoriga teng boiadi. Ya'ni:

Q=Q =wyv (*6.1)

Yuk kuzov ko ‘tarilganda tinch holatdan ilgarilanma harakat
bilansirpanib tusha boshlaydi. Demak S0 =0; v0= 0. Yukning

berilgan hamkat gonunidan ma‘lumki, u tekis tezlanuvchan
harakat giladi. Parametr a =3,7m/s yukning tushish tezlanishi
boiadi. Sistema harakat migdorining o ‘zgarishi hagidagi
teoremaning (24.5) tenglamasini qo‘llab yechamiz:

dQ
dt dt

(*6.2)
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dQy d / oL
~dT =~dr' y'= n " ~mi8~m¥-

u.|,a<:Fr; W>s =-L +«2K +”/ e (*6 3}
Bu yerda a™ar tezlanishning koordinata o‘glaridagi
proyeksiyalari bo‘lib, -acosa , ay=-csin a ga teng.

Ff - ishgalanish kuchlarining yig‘indisi bo“lib, Ff = Ff + F"

Fn- samosvaldan yerga tushadigan bosimlaryig‘indisi bo‘lib,
Fo=dy +Fy

Endi talab etilgan noma‘lumlar Ff ; Fn lami aniglaymiz.

Ff = m,acosa = 10¢3,7 ec0s50° = 23,783 kN

Fn=Rn=(ml+ml)g-mis\na = (10+21)9,81-10 -3,7 sin 50° = 215,766 kN
Shuni aytib o‘tish lozimki, yuk kuzov ustida sirpanib
tushayotganda samosvalning yerga tushadigan bosimlarining
yig‘indisi, samosvalning yuk bilan bii*alikdagi og-‘irligidan
9,32% kam. Javob:

Ff = 23,783 kN, Fn=275,766 kN.

Takrorlash uchun savollar

1.Harakat differensial tenglamasining vektorli ifodasi ganday
ko‘rinishda yoziladi?

2. Kuch impulsini tushuntiring.

3. Teng ta‘siretuvchi kuchning impulsi ganday aniqlanadi?

4. Moddiy nugta va mexanik sistema harakat miqdorini
tushuntiring.

5. Moddiy nuqgta harakat miqgdorining o ‘zgarishi hagidagi
teoremaning differensialli ifodasi ganday?
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6. Moddiy nuqta harakat migdorining o‘zgarishi hagidagi
teoremaning chekli vaqt oralig’ida o ‘zgarishi ganday ifodalanadi?
7. Moddiy nuqgta harakat migdorining saqlanish gonuni ganday
ta’riflanadi?

8. Mexanik sistema harakat migdorining o ‘zgarishi hagidagi
teoremaning differensialli ifodasi ganday?

9. Mexanik sistema harakat miqgdorining o ‘zgarishi hagidagi
teoremaning chekli vaqt oralig’ida o‘zgarishi ganday ifodalanadi?
10. Mexanik sistema harakat miqdorining saqlanish qonuni
nimani ifodalaydi?

25-8§. Mexanik sistema massalar markazining harakati
haqgidagi teorema

Ichki va tashgi kuchlar ta‘sirida harakatlanuvchi

moddiy nuqtalar sistemasi harakatini ko'ramiz. Sistema massalar

markazini (16.2) tenglamaga asosan aniglaymiz (35-shakl).
N

Ya'ni: r= VRS (E)
(£) tenglamani umumiy maxrajga keltiisak (25.1) kelib chigadi:
. N
Mrc = ~ mkfk
= (25.1)

Moddiy nuqtalar sistemasi harakat tenglamasi (20.4) tenglama
orgali ifodalanadi. Y a’ni:
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oWt *q (E£)
(E£) tenglamaning chap va o ‘ng tomonlarida o zgartirishlar
kiritamiz:
é * S :-i%‘?‘ = 9Vl =M= =Mac
dt =

dt dt (25.2)
W
4 = Re- tashqi kuchlar bosh vektori
*j

Y. Y =/?1=0 - ichki kuchlar xossasiga asosan tenglama
/bl

quyidagi ko ‘rinishni oladi:

(25.3)
(25.3) tenglama mexanik sistema massalar markazining harakati
hagidagi teoremaning vektor ifodasi.
Teorema:
Sistemaning massalar markazi, massasi butun sistema massaga
teng va sistema nuqtalariga ta'sir etuvchi tashqi kuchlarning
bosh vektori ta Siridagi moddiy nuqta kabi harakatlanadi. m
Agar tashqi kuchlaming bosh vektori nolga teng bo‘lsa, ya’ni

Re=0, (25.3) ga ko‘ra:
M & =0

dt (25.4)
Bundan vc = const bo‘ladi.
Bu tenglik sistema massalar markazi harakatining saglanish
gonunini ifodalaydi. Y a’ni:
Tashqi kuchlarning bosh vektori nolga teng bo'lsa, sistemaning
massalar markazi tinch holatda yoki to'g'ri chtigli tekis

harakatda ho fadi.
Agar mexanik sistemaning massalar markazi boshlang‘ich

paytda qo‘zg‘almas bo‘lib, vc =0 bo‘lsa, sistemaning massalar

markazi keyinchalik ham qo‘zg‘almasdan qoladi, ya’ni
rc =const boMadi. (25.3) tenglamani qo‘zg‘almas Dekart

koordinata o‘glariga proyeksiyalasak, quyidagi tenglamalar hosil



bo ‘ladi:

(25.5) tenglamalar sistemasi massalar markazining qozg ‘almas
Dekart koordinata o'glariga nisbatan harakat differensial
tenglamalarini ifodalaydi.

Agar tashqgi kuchlarning bosh vektori nolga teng boimay, uning

biror Ox o ‘gidagi proyeksiyasi nolga teng boisa, u holda: RE- 0
dx
(25.5) tenglamadan, M —dt—: 0  kelib chigadi.

Demak: Xc =v@= const bo-‘ladi.

Binobarin, sistemaga ta'sir etuvchi kuchlar bash vektorining
biror qozg‘almas o'qdagi proyeksiyasi nolga teng bo'lsa,
sistema massalar markazi tezligining mazkur o'gdagi
proyeksiyasio zgarmas bo 1adi.

Agar boshlang‘ich /=0 paytda sistema massalar markazi
tezligining Ox o'gdagi proyeksiyasi (vcr)o=0  bo‘lsa,
keyinchalik ham vCx= 0, binobarin, xc - const bo‘ladi, ya’ni
sistemaning massalar markazi bu holda Ox o‘g bo‘icha

0 ‘zgarmaydi. Bu natija sistema  massalar  markazi
koordinatalariningsaglanish gonunini ifodalaydi.

26-8. llgarilanma harakatdagi gattig jismning differencial
tenglamalari

(25.3) tenglamaga asosan:

(26.1)
llgarilanma harakatdagi qattig jism hamma nugqtalarining tezlik,
tezlanishlari migdor va yo‘nalish jihatdan teng bo‘lib, ac-a
ekanligini hisobga olsak, (26.1) tenglama quyidagi ko‘rinishda
yoziladi.
Y a‘ni: (26.2)
(26.2) tenglama ilgarilanma hamkatdagi qattiq jismning
differensial tenglamasining vektor ko‘rinishi. Koordinata
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o‘qlariga proyeksiyalab differensial tenglamaning koordinata
o‘glaridagi proyeksiyalarini hosil gilamiz:
~MNFkk My =22 Mz =X Fb (26 3)
(26.2) va (26.3) differensial tenglamalar yordamida bitta moddiy
nuqtaning harakatini tekshirishda foydalanish mumkin.

27-8 Moddiy nugta harakat migdorining momenti va
sistemaning kinctik momenti

Massasi m, harakat tezligi v ga teng M nugtaning biror O
markazga nisbatan radius-vektori r ga teng bo‘lsin. O markazga
nisbatan nuqta harakat migdorining momenti deb,

kO=MO(mv)=rxmyv (27])
ga teng vektorkattalikka aytiladi (36-shakl a)).
M nugta harakat migdorining momenti kO moment markazi O
nugtaga qo‘yiladi. Koordinatalar boshini O markazda olib,
go‘zgalmas X, y, z o‘glarini o‘tkazsak, (27.1) ni quyidagi
ko ‘rinishda yozamiz:
Jjk
Mmxy z

xyz (27.2)

36-shakl
Bu tenglikni koordinata o‘glariga proyeksiyalab, o‘glaiga
nisbatan harakat migdorining momentlarini aniglaymiz:
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KX = Mx(mv)=m(yz - zy),
ky =My(my) = m(zx - x2),
kz=Mz{mv)=m(xy-yx). (27.3)
SI birliklar sistemasida harakat migdorining momenti kgm /s
yoki N-m-s bilan oMchanadi. Mexanik sistema barcha
nugtalaridan O markazga nisbatan  harakat miqgdori
momentlarining geometrik yig‘indisiga teng vektor sistemaning O
markazga nisbatan kinetik momenti yoki sistema harakat
migdorining bosh momenti deyiladi
(36-shakl b)).
= (27.4)
Sistemaning kinetik momenti KO moment markazi O nugtaga
go‘yiladi.
Agar mexanik sistema nuqtalari biror hajm (sirt yoki chiziq)
bo‘yicha uzluksiz tagsimlangan bo‘lsa, u holda (27.4) da yig‘indi
0 ‘miga massaning ganday tagsimlanishiga mos integral olinadi.

(27.4) tenglamani koordinata o‘glariga proyeksiyalab, mos
o ‘glarga nisbatan sistemaning kinetik momentini aniglaymiz:

KX="LMXmMN/N)=Im ,, (yNeN- ZNyN),

Ky = ILMy{mNvN)=T.mN(zNxN- x NzN),

Kz=LMz{rN vN)*I.m N(XNyN- y NxN). vd)
Sistemaning harakat miqdori uning massalar markazi bilan

birgalikdagi ilgarilama harakatini, Kinetik momenti esa uning
aylanma harakatini xarakterlaydi.

28-8. Qozg‘almas o‘q atrofida aylanuvchi jismning aylanish
0‘giga nisbatan kinetik momenti

Oz o‘gi atrofida c0 burchak tezlik bilan aylanuvchi jismning Oz
o ‘giga nisbatan kinetik momenti Kzni (27.5) formulaga asosan
yozamiz (37-shakl).

K =UMImNVRL (28.1)
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Jism Oz o‘gi atrofida aylanganda M N nugta tezligi VN =hNw

ga teng bolib, harakat migdori vektori mNvN yo‘nalishi hNga
perpendikulyar bo‘lib, Oz o‘giga perpendikulyar tekislikda
yotadi. Harakat migdor momenti MN nugta uchun quyidagi
ko ‘rinishda yoziladi:
M X mN™N) = hNmNvN = mNh 2k

(28.2) tenglamani jismning hamma nuqtalari uchun qo‘llasak :

K: =1M :{m,,vN)=1h NmNvN=ImNhRa =o)'LmNhRI=a I. (7g 3)

Demak:

K*=1XD (28.4)

Xulosa gilib aytganda, qo'zg'almas o7 atrofida aylanuvchi
jismning aylanish o'giga nisbatan kinetik momenti jismning
mazkur o'qga nisbatan inersiya momenti bilan burchak
tez/igining ko paytmas iga teng.
Agar sistema qo‘zg‘almas o°‘q atrofida aylanuvchi bir necha

jismdan tashkil topgan bo‘lsa, uning kinetik momenti quyidagi
formula yordamida hisoblanadi. Y a’ni:

—Ar®!  "22"2 +eee+ 1Inl™n 728 5)

Bu yerda co\co2,---,con larhar birjismning burchak tezligini;

I\2, hi, I lar esa jismlaming Oz o‘gga nishatan ineisiya
momentlarini ifodalaydi.
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29-8. Nugta harakat migdori momentining o ‘zgarishi haqgida
teorema

M nugtaning massasi, m ga teng bo‘lib, F kuch ta‘sirida v
tezlik bilan harakatlansin. Nugta uchun dinamikaning asosiy
gonunini yozamiz:

dt (29.1)
Tenglamaning har ikkala tomonini nuqtaning radius-vektori r ga
vektorli ko‘paytiisak:

dv -
rx m----- - rxt
dt (29.2)
Chap tomonidagi ifodani quyidagicha yozish mumkin:
dv df \dr dv
rx m- rxmv —- X MV-+ X m-----
~dt  dt dt dt (29.3)
Bu yetda E{ = v ekanligini e’tiborga olsak, — xmv ifoda

nolga teng. Yani vxmv =0, chunki ularo‘zaro vil mv
parallel.

rx m-i\t/ p (rx mv) tenglikni (29.2)ga olib borib go ‘ysak:

/ \
rxmv -rxF
dt\ (29.4)
(27.1) ga ko‘ra kO=rxmv vektori nugtaning O markaziga
nisbatan harakat migdori momentini ifodalaydi. Statika

bo‘limidan bizga ma‘lum MO(F)-rxF ifoda M nugtaga

goyilgan F kuchning O markazga nisbatan momentini
ifodalaydi. Demak:



— rxmyv =_§ F
dty Y (29.5)
yoki
dko M, F
dt Vo (29.6)

tenglama o ‘rinli bo ‘ladi.
(29.5) yoki (29.6) tenglamalar nuqta harakat miqgdori
momentining o zgarishi hagidagi teoremani ifodalaydi: moddiy
nugta harakat migdorining biror qozg ‘almas markazga nisbatan
momentidan vaqt bo yicha olingan hosila nuqtaga tasir etuvchi
kuchning shu markazga nisbatan momentiga teng.
(29.6) tenglamani Dekart koordinata o‘glariga proyeksiyalab,
nugta harakat miqgdorining koordinata o‘glariga  nisbatan
momentlari o ‘zgarishi hagidagi t(eoremani hosil gilamiz:
k(g Koy e K F
dt |y \ \ Y (29.7)
Ya’ni moddiy nuqgta harakat miqdorining biror qo‘zg‘almas
o‘gga nisbatan momentidan vaqt boyicha olingan hosila
nuqtaga ta’sir etuvchi kuchning shu o‘gga nisbatan momentiga
teng.

30-8. Sistema kinetik momentining o”zgarishi hagqidagi

teorema

L ta nuqgtadan iborat mexanik sistema nuqtalariga qo‘yilgan
barcha bogManishlami bog‘lanish reaksiya kuchlari bilan
almashtirib, sistema nugqtalariga ta’sir etuvchi barcha kuchlami

(jumladan, bog-‘lanish reaksiya kuchlarini) F,, tashgi va

ichki kuchlaiga ajratamiz. Natijada sistema nugtalarini erkin deb
garab, har bir nuqta uchun harakat migqdor momentining
0 ‘zgarishi hagida teoremani qo‘llaymiz:
4 MO(mNYN) = MO(F*) +Mq(F{,) (N=12,.,L)
dt (30.1)
Bu tenglamalami qo ‘shsak,
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+Y M O(mM\WN) =2 MO(F*) ~ M O(F'
t (mM\N) =Z MO(F) * M O(F) (302)
tenglik o‘rinli boMadi. (30.2) tenglamaning chap tomonidagi
ifoda

Ko=Y,Mo(mNVN)

sistemaning kinetik momentini ifodalaydi. (30.2) tenglamaning
0°‘ng tomonidagi ifodani

tashqi kuchlarning O nugtaga nisbatan bosh momenti deyiladi.
Ichki kuchlarning xossasiga asosan ulaming O nuqtaga
nisbatan momentlaming geometrik yig‘indisi nolga teng. Y a’ni:

X apg)=o
Shunday qilib, (30.2) tenglamani quyidagicha yozish mumkin:
— Q=Me
dt ° (30.3)

(30.3) tenglama sistema Kinetik momentining o'zgarishi
hagidagi teoremani ifodalaydi: sistemaning biror go‘zg‘almas
nuqtaga nisbatan kinetik momentidan vaqt bo‘yicha olingan
birinchi tartibli hosila sistema nugtalariga ta‘sir etuvchi tashgi
kuchlarning shu markazga nisbatan bosh momentiga teng.

(30.3) tenglamaning ikkala tomonini qo°‘zg-‘almas Dekart
koordinata o‘qlariga proyeksiyalab, quyidagi tenglamalami hosil
gilamiz:

A = Ny, =me AN

dt c){t y dt . (30.4)
Bu yerda Kx, Ky, K- lar mos ravishda Ox, Oy, Oz o‘glarga

nishatan sistemaning kinetik momentlarii Mg M ‘ Melar esa

mazkur o ‘glarga nisbatan tashgi kuchlarning bosh momentlarini
ifodalaydi.

(30.4) tenglamalar qo‘zg‘almas koordinata o ‘gqlariga nisbatan
sistema kinetik momentining o‘zgarishi haqidagi  teoremani
ifodalaydi: sistemaning biror qozg‘almas o'qga nisbatan kinetik
momentidan vaqt bo'yicha olingan birinchi tartibli hosila
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sistema nuqtalariga ta'sir etuvchi tashqgi kuchlarning shu o gga
nisbatan bosh momentiga teng.

Qo‘zgalmas Oz o°‘gi atrofida aylanma haiakat differensial
tenglamasini keltirib chigarish uchun (30.4) tenglamaga (28.4)
ifodani qo ‘ysak:

dt (30.5)
i.— =m; ;ize =K (30.6)

(30.6) tenglama go‘zg‘almas o‘q atrofida aylanma haiakatdagi
jismning harakat differensial tenglamasini ifodalaydi.

Xulosa gilib aytganda, sistema kinetik momentining o zgarishi
hagidagi teoremadan jismlaming qo zg'almas o q atrofidagi
aylanma, sferik, giroskoplarning harakatini o'rganishda samarali
foyda\&m\&<\.

*7- MASALA

Massasi m=0.7(7") ; diametri D=0,5 (m) boigan tasmali
konveyer barabani tinch holatdan harakatga keltirildi.
Barabanning harakat boshlanganidan t =3sdan keyingi burehak
tezligi 00 aniglansin (38 - shakl,a)). Barabanning aylanish o‘giga
nisbatan inersiya radiusi /= 0.23(w); aylantiruvchi moment
M =0.75kN-m; qarshilik kuchi momenti Mc=25N-m",

tasmaning tortilish kuchlari: s, =5kN, S2=2.1kN

Yechish:
Baraban qo‘zg‘almas Oy o°‘i atrofida aylanma harakatda
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bo‘lgani  uchun harakat differensial tenglamasi  (30.6)
tenglamadan foydalangan holda quyidagi ko ‘rinishda ifodalanadi:

V =§£ m,(F/) (»n71)
Barabanga quyidagi tashqgi kuchlar va momentlar ta‘'siretadi
(38-shakl,™): og‘irlik kuchi mg, aylantiruvchi moment M,
qaishilik kuchlar momenti Mc, tasmalaming tortilish kuchlari
iIS1*S2, podshipnikdagi reaksiya kuchining tashkil etuvchilari
X0; Z0. Aylanish o‘gqi Oy ga nisbatan barabanning ineisiya
momenti teng:
ly =mi2 (*1.2)
Shuo‘gga nishatan tashqgi kuchlar momentlarining yig‘indisi
teng:
Z my{f; )=M - mc-5S,| +s21 =M - mc- 0,55, - s2)d

(*7.1) tenglamani (* 7.2) va (* 7.3) tenglamalami hisobga olgan
holda quyidagi ko‘rinishda yozamiz.

= — - = ;y—5-—--—-—— = COnSt
mi mi <7~

Barabanning burchak tezlanishi £ o‘zgarmas boigani uchun u
tekis tezlanuvchan harakat giladi va burchak tezligi quyidagi
ko‘rinishda ifodalanadi:

O=QD+St (+75)

Baraban tinch holatdan harakatga keltirilgani uchun boshlang‘ich
burchak tezligi @ =0 boiadi. (*10.5) tenglamadan:

D= £t 769

kelib chigadi.

(*7.6) tenglamaga (*7.4) tenglamadagi £ ning giymatini olib
kelib qo‘ysak:
Javob:

w=et= M Mc- 0505 -59D  0.75:0,025:0,5(5-2,7)0.5 ,_ 12159

mil 0,7 0,23
= 12,15 5*
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31-8. Sistema kinedk momentiningsaqglanish qonuni

Sistema kinetik momentining o ‘zgarishi hagidagi teoiemadan
quyidagi natijalami olamiz.
I.Agar sistema nugtalariga ta'sir etuvchi tashqgi kuchlaming
biror markazga nisbatan bosh moment vektori nolga teng bo'lsa,
sistemaning shu nugtaga nisbatan kinetik moment vektori migdor
vay o halishjihatdan o ‘zgarmas bo 'ladi.
Ya’ni agar M =0 bo‘lsa, (30.3) tenglamadan quyidagi ifoda
kelib chigadi:

dt
Bundan: KO0 =const (31.1)
2. Agar sistema nugtalariga ta'sir etuvchi tashgi kuchlaming
biror 0'gga (masalan, Oz o'gga) nisbatan bosh momenti nolga
teng bo'lsa, sistemaning shu o'gga nisbatan kinetik momenti
harakat davomida o zgarmasdan goladi.

Agar M\ =0 bo‘lsa, (30.4) ga asosan it - 0 bo‘ladi,

bundan:

Kz =const (31.2)
kelib chigadi.
(31.1 wva (31.2) tenglamalar sistema kinetik momentining
saglanish gonunini ifodalaydi.

Takrorlash uchunsavoliar
1. Mexanik sistema massalar markazining haiakati haqidagi
teorema.
2. Mexanik sistema massalar markazining saqlanish qonuni
ganday?
3. llgarilanma haiakatdagi qattiq jismning differensial
tenglamalari ganday ko ‘rinishda yoziladi?
4. Moddiy nuqta harakat migdorining momenti va sistemaning
kinetic momenti ganday aniglanadi?
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5. Qo‘zg‘almas o‘q atrofida aylanuvchi jismning aylanish o‘giga

nisbatan kinetik momenti ganday formula bilan hisoblanadi?

6. Nugta harakat miqgdori momentining o ‘zgarishi hagidagi

teoremani ta’riflang.

7.Sistema kinetik momentining o ‘zgarishi hagidagi teoremani

ta’riflang.

8. Nugta harakat miqgdori momentining o ‘zgarishi haqidagi

teorema va sistema kinetik momentining o‘zgarishi hagidagi

teoremaning koordinata o ‘gqlaridagi ifodasi ganday ifodaianadi?

9. Sistema kinetik momentining saglanish gonunini ta’riflang.

10.Qo‘zg‘almas o°‘q atrofida aylanma harakatdagi jismning
harakat differensial tenglamasi ganday?

32-8. Kuchning ishi va quwati

Kuchning biror ko‘chishda ta'sirini ifodalovchi asosiy
xarakteristikasi, uning shu ko‘chishda bajargan ishidir. Kuchning
elementar ishini, chekli oraligdagi ishini va quvvatni ko‘rib
chigamiz.
1.Kuchning elementar ishi

A Kkuchning cheksiz kichik elementar ds ko‘chishda bajaigan
dA elementar ishi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

dA =F,dS (321)

Bu yerda: Fr nugta tezligining yo‘nalishiga yoki tezlik bo‘yicha

yo‘nalgan elementar ko‘chishga F kuchning proyeksiyasidir.
Elementar ish skalyar  migdor bo‘lib, uning ishorasi FT
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proyeksiyasining giymati orgali belgilanadi. Agar Fz>0 bo‘Isa,
elementar ish dA >0 va aksincha Fr <0 bo‘lsa, elementar ish
dA< 0 boMadi. 39-shakldan FT=Fcos<p bo‘lib, <~?-kucll
bilan tezlik orasidagi burchak. Bu ifodani (32.1) ga olib borib
go‘ysak,

dA = Fcostp dS (32 2)
kelib chigadi. (32.2) tenglamada F va ds gqiymatlari musbat
boMganligi uchun, elementar ish dA giymati cos(p ning
giymatiga bog‘ligdir. Agar <p burchak o ‘tkir bo‘lsa, dA> 0 va
aksincha (p burchak o‘tmas bo‘lsa, dA <0 bo‘ladi.

Demak, kuchning elementar ishi- kuchning elementar ko thishga
proeksiyas ining elementar ko thishga ko payitmas iga teng.
(p burchakning ayrim giymatlari uchun (32.2) tenglamadan

foydalanib elementar ishni hisoblaymiz:

(=0, dA=Fds\
9=90°, dA=0;
A =180°, dA=-Fds. (32 3)

(32.3) ifodadan ko‘rinib turibdiki, kuch elementar ko‘chishga
pependikulyar bo‘lsa, elementar ish nolga teng boMadi.

Kuchning normal tashkil etuvchisi Fn ning bajaigan elementar

ishi doim nolga tengdir. Elementar ishni hisoblashning boshqga
formulalarini keltiramiz. Nugta kinematikasidan bizga maMumki:
—dr ~_||_ds

dt’ dt (32.4)
Bundan:
ds =\dr\ = v dt
11
(32.5) ifodani (32.2) ga olib borib go‘ysak,
dA = F\dr\cos<p=F-dr (32 6)

(32.6) tenglamadan kuchning elementar ishi - kuchning, kuch
go'yilgan nuqta radius-vektori  differensialiga  skalyar

(32.5)
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ko'paytmasiga tengligi, (32.4) tenglamadan dr-v-dt ni
(32.6) ga qo'ysak,

dA- F-dr =Fv dt=Fdt-v (32 7)
(32.7) tenglamadan kuchning elementar ish i- elementar kuch
impulsining nugtaning tezligiga skalyar ko'paytmasiga tengligi,
agar F kuchni va r -radius-vektomi koordinata o ‘glaridagi
proyeksiyalari orgali ifodalasak, (32.8) tenglama kelib chigadi.
Ya ni:

F=Fi+Fj+FKk

r =xi +yj +zk. (32.8)

(32.8) dan: dr =dxi +dyj +dzk (32.9)
(32.8) va (32.9) ni (32.6) ga qo‘ysak:

dA = Fxdx + Fydy + Fzdz (32.10)

kelib chigadi. (32.10) tenglama elementar ishning analitik
ifodas idir.

2. Chekli oraligda kuchning bajargan ishi

Nugtaning MO holatidan M holatiga o‘tishida F kuchning

bajaigan ishini hisoblash uchun MOM oraligni n ta elementar

ko‘chishlarga bo‘lamiz. U holda ishni quyidagi formula bilan

ifodalaymiz:
n

A=\mY dA (32.11)
Bu yerda dAk- har bir elementar ko‘chishda kuchning bajargan
ishi. MOM oraligda kuchning bajaigan ishini hisoblash uchun

(32.2), (32.7), (32.10)tenglamalami integrallaymiz. Y a’ni:
M M

_ M
A- jFRds A= JF vdt A= ] Fsdx+Fydy+F.dz
M0 nD (32.12)

(32.12) tenglamalar yordamida kuchning chekli oraliqda
bajargan to‘liq ishi hisoblanadi.
3. Teng ta‘sir etuvchi kuchning bajargan ishi

Agar/? kuchni F{{F2,---,FN kuchlar sistemasining teng ta‘sir
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etuvchisi deb garasak, u holda:

r = fl+ 2+ - + fn (3213)
ga teng.
(32.6) tenglamaga (32.13) ni qo ‘ysak:
dA =Rdr=(Fx+F2+--+FN)dF =Fldr +Falr+--- + FNdr j4

Demak, teng ta'sir etuvchi kuchning elementar ko'chishda
bajargan elementar ishi tashkil etuvchi kuchlarning alohida-
alohida elementar ko'chishda bajargan elementar ishlarning
algebraikyig'indisiga tengdir.

Chekli ko‘chishda bajargan ishini hisoblash uchun har bir
kuchning chekli oraligdagi ishlari hisoblanib, algebraik yig‘indisi
olinadi.Ya’ni:
M M M M
A= | RdF= J RdF j Fdr+---+ J AN\dr
V) MO M, m, (32.15)
Sl birliklarsistemasida ish birligi qgilib Joul gabul gilingan.
Uoul = INm
Agar kuchning tezlik yo‘nalishiga proyeksiyasi Fr o‘Zzgarmas
bo‘lsa, (32.12) tenglamadan:
A=Fr S (32.16)
kelib chigadi. Bu yerda S -nugtaning bosib o ‘tgan yoii.
FT=F coscp ifodani (32.16)ga qo ‘ysak:
A =FScos(p (32.17)
(32.17) formulada F va (p o‘zgaruvchan bo‘lgan holda ham
F-coscp o‘Zzgarmas miqdordir. Bu shart lagatgina F va (p
0 ‘zgarmas bo‘lgandagina o ‘rinli.
Agar 9=0° yoki $7= 180° boMsa, (32.17) tenglamadan:
A=+xFS (32.18)
Kuch o‘zgarmas bo‘lib, uning yo‘nalishi doimo trayektoriyaga
urinma bo‘lsa, (32.18) formula to‘g‘ri chizigli va egri chizigli
harakatlar uchun o ‘rinlidir.

4. Quvvat
Kuchning quvvati uning vaqt birligi ichida bajaradigan ishi bilan

97



baholanadi. Ta'rifyga ko‘ra quvvatni hisoblash formulasi
quyidagicha aniglanadi:

W =dAjdl (32.19)
(32.7) formuladan foydalanib quvvatni quyidagi ko‘rinishda
ifodalash mumkin:

W -F-v - Fvcos(p (32.20)

Demak, quvvat kuch va tezlikning skalyar ko ‘payitmasidan
iboiat ekan.
(32.20) formuladan ko‘rinib turibdiki, quvvat o°‘zgarmasligi
uchun tezlik gancha katta bo‘lsa, kuch shuncha kichik bo'ladi.
Masalan, lokomotivning tortish  kuchini  oshirish  uchun
poyezdning tezligini kamaytirish lozim.

Sl birliklar sistemasida quvvat birligi gilib Vatt gabul gilingan.
IVatt= Uoul/s ga teng.

33-8. Kuchning ishini hisobiashga misollar

Ishni hisoblash uchun nuqgtaning harakatini o ‘rganish zamr.
Tabiatda shunday kuchlar borki, ulaming bajargan ishlarini
nuqtaning boshlang‘ich va oxirgi holatini bilgan holda sodda
hisoblanadi. Og‘irlik  kuchining, Guk qonuni bo‘yicha
0 ‘zgaruvchi elastiklik  kuchining, gattig jismning turli
harakatlarida biror nuqtasiga ta‘sir etuvchi kuchning bajargan
ishini ko‘ramiz.
1.0g‘irlik kuchining bajargan ishi
Massasi m bo‘lgan moddiy nuqtaning og‘irligi P o‘zgarmas
bo‘lib, vertikal pastga yo‘nalgan (40-shakl).

Qiymati,
P=mg
Oxyz koordinata o‘glariga harakatlanuvchi nugqtaning og‘irlik
kuchini proyeksiyalaymiz.
(33.1’2/'ifodani (32.12) formulaga olib borib go’ysa

N ° (33.2)
kelib chigadi.
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Buyerda h -z 0-z ]ekanligini e tiborga olsak, (33.2) tenglama
quyidagi ko ‘rinishda yoziladi:

A =mgh (33.3)
Agar nuqta yuqoriga ko‘tarilayotgan bo'lsa, og‘irlik kuchining
bajargan ishi manfiy boMadi. Umumiy holda og‘irlik kuchining
bajaigan ishi teng:

A =+mgh (33 4)

yoki

A =+Ph (33 5)
(33.4) va (33.5) tenglamalaidan ko‘rinib turibdiki, og‘irlik
kuchining bajargan ishi nugtaning trayektoriyasiga bogiig emas.
Nugta MO holatdan M ga kelguncha nugtalar ustma-ust tushsa

yoki bitta gorizontal tekislikda yotsa P kuchning bajargan ishi
nolga teng.

2.Chizigli elastiklik kuchining bajargan ishi

Chizigli elastiklik kuchi yoki chizigli tiklovchi kuch deb Guk
gonuni bo‘yicha ta‘siretuvchi kuchga aytiladi (41-shakl).

Y a’ni:

(33.6)
Bu yenda r-M nugtadan statik muvozanat holatidagi
nuqtagacha bo‘lgan masofa. Bu nuqgtada kuch nolga teng
boiadi. c - qattiglik koeffitsienti.
Koordinata boshini nuqtaning statik muvozanat holatidagi
nuqtada olsak, u holda (33.6) tenglamaning o-‘qlardagi
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proyeksiyalari quyidagi ko ‘rinishda ifodaianadi:

Fx=—x; Fv=-cy; F. =-cz.
(33.7)

Nugta MO holatdan M ga kelguncha kuchning bajargan ishini
hisoblaymiz.(33.7) ifodani (32.12) forrnulaga olib borib qo ‘ysak,
Mx M 1t

A- | Fxdx+ Fydy+ F.ct =-c | (xdx+ ydy +:dz) =-c jrdr

Me MO 0 (33 _8)
kelib chigadi.
(33.8) tenglamada xdx +ydy +zdz =rdr ga teng bo‘lib,
r2=x2+y2+z2ga teng.Tenglamani integrallab,  kuchni
bajargan ishini hisoblaymiz. Y a’ni:
A=-"(r2-r2
2 (33.9)

(33.9) tenglama yordamida chizigli elastik kuchining bajaigan
ishini hisoblaymiz. Agar M0 nugta statik muvozanat holatidag'i
nugta bilan ustma- ust tushsa, u holda r0- 0 va nuqgtaning O
dan M ga ko‘chishda kuchning bajargan ishi,

2 (33.10)
(33.10) tenglamadagi r -harakati ~ekshirilayotgan nuqta va statik
muvozanat nuqtasi omsidagi eng qisqa masofe.
r =A belgilash kiritamiz. U holda (33.10) tenglama quyidagi
ko‘rinishda yoziladi:

=--N2
2 (33.11)
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(33.11) tenglama chizigli elastik kuchining bajargan ishini

hisoblash formulasini ifodalaydi.

3. Qattig jisinning turli harakatlarida biror nuqtasiga ta”ir

etuvchi kuchning bajargan ishi

Qattiq jis mning biror nuqgtasiga ta‘sir etuvchi kuchning elementar

va toiiq ishini hisoblash uchun formulalar keltirib chigaramiz.

Avvalo qattiq jismning ilgarilanma va qo‘zg‘almas o°‘q atrofida

aylanma harakatini, so‘ngra harakatning umumiy hollarini

ko‘ramiz.

a) Qattig jism ilgarilanma harakat (gilganda hamma
nuqtalarining tezliklari migdor va yo‘nalish jihatdan bir xil
boiadi (42-shakl).

Adgar gattiq jismning MK nuqtasiga ta‘sir etuvchi kuchni F deb,

nugtaning tezligi vk - v ekanligini hisobga olssak, elementar

ishni hisoblaymiz.
Y a’ni:
dA = Fv. dt - Fv dt =Fdr (33.12)

Bu yerda r - qattiq jism ixtiyoriy nuqtasining radius-vektori.

Chekli ko‘chishda bajarilgan to‘lig ish teng:
M

A= jEdF
K (33.13)

b) Qattig jism qo‘zg‘almas o‘q atrofida aylanma harakat gilganda
M nuqtasining tezligini vektor ifodasini yozamiz (43-shakl).

V-oJdxr (33.14)
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F kuchning elementar ishi quyidagi formuladan aniglanadi.
Y a’ni:
dA = Fv dt = F(a>xr)dt (33.15)
Bu yenda:
F(cdxr)= 6)(rxf) (33.16)
(33.16) ni (33.15)ga qo‘ysak:
dA - co{r x F)dt = co @M 0dt = codtMOcos or

kelib chigadi. Bu yerda (rxF)=M 0(f) =MO0 kuchning O
nugtaga nisbatan momenti, M9cosa =Mz formula bilan
aniglanadi.
codt-dcp ekanligini hisobga olib (33.17) formulani quyidagi
ko ‘rinishda yozamiz:

dA —M.dcp (33.18)

(33.18) formula yordamida qo‘zg‘almas o‘g atrofida aylanma
harakatdagi qattig jismning nuqtasiga ta‘sir etuvchi kuchning
elementar ishini hisoblash formulasi.

To‘lig ish quyidagi formula bilan aniqlanadi:
P
A= | Md<p

0 (33.19)
Xususiy holda aylanish o‘giga nisbatan kuch momenti o ‘zgarmas
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bo‘lsa, ya'ni Mz(p)=const, u holda ishni quyidagi formula bilan
aniglaymiz.
Y a’ni:
A=M @ (33.20)
Bu yerda (p—jismning burilish burchagi.
4. Qattiq jism ichki kuchlarining bajargan ishi
Qattig jismning har ganday ko‘chishida ichki kuchlarning
bajargan ishi nolga tengdir. Qattiq jismning ixtiyoriy ikki M1 va
M2 nuqgtalarini olamiz (44-shakl). Ichki kuchlar jism
nugtalarining o ‘zaro ta‘sir kuchlari bo‘lgani uchun M, va M2
nuqtalar uchun quyidagi tenglik o ‘rinlidir:
]:’(‘ ) ~ -FO (33.21)
kuch bo‘ylab yo‘nalgan birlik vektor 0 ni kiritamiz. U
holda:

44-shakl

Y a’ni:

(33.23) tenglamada gavs ichidagi vektorlaming skalyar
ko ‘payitmasini ochib chigsak:

dAN +d A» =F~ dt(yicosa, - v2cosa2)=0 ~ 24)
hosil boiadi. Chunki kinematikadan ma‘lumki qattig jism
ixtiyoriy ikki nuqtasi tezligining ulami tutashtiruvchi to’g ‘ri
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chiziqgdagi proyeksiyalari tengdir. (33.24) tenglamadagi gavs
ichidagi ifoda shu proyeksiyalardir. Ishoralari turli, miqgdorlari
teng bo‘lgani uchun nolga teng. Demak:

(33.25)
Biz bilamizki, har ganday mexanik sistema uchun ichki kuchlar
bosh momenti va bosh vektori nolga teng. Fagat gattiq jismlar
uchun ichki kuchlar bajargan ishlarining yig‘indisi nolga tengdir.
Umumiy holda boshga mexanik sistema uchun o ‘rinli emas.

Takrorlash uchun savollar

1. Kuchning elementar ishi gqanday formulalar bilan hisoblanadi?
2. Teng ta‘siretuvchi kuchning bajaigan ishi ganday hisoblanadi?
3. Chekli omligda kuchning bajargan ishi nimaga teng?
4. Quvvat nima?
5. Og‘irlik kuchining bajargan ishi nimaga teng?
6. Chizigli elastiklik kuchining bajaigan ishi ganday aniqlanadi?
7. Qattiq jism ichki kuchlarining bajargan ishi nimaga teng?
8. Qo‘zg‘almas o‘g atrofida aylanma harakatdagi qattiq jism

nugtasiga ta‘sir etuvchi kuchning bajaigan ishi nimaga teng?

34-8. Kinetikenergiva

1. Nuqta va sistema kinetikenergiyasi
Moddiy nuqgtaning kinetik energiyasi deb massaning yarmini

mv2 mv?2
tezlik kvadratiga ko ‘paytmasiga aytiladi, ya’ni ——yoki ——.

Chunki istalgan vektoming skalyar kvadrati vektor modulining
kvadratiga tengdir. Kinetik energiya skalyar, musbat miqgdordir.

S| sistemasida o‘lchami ~ ™ dan iborat. Mexanik sistema

kinetik energiyasi sistemani tashkil etuvchi har bir nuqtalar
kinetik energiyalarining yig‘indisiga tengdir.
Ya’ni:

m_ Y mkvk _ Y mkVk

2 2 (34.1)
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Mexanik sistemaning yoki nuqtaning kinetik energiyasi nuqtalar
tezliklarining yo‘nalishiga bog‘lig emas. Faqatgina sistema
nuqtalari tinch holatda bo‘lsa, kinetik energiya nolga teng boiishi
mumkin.

2. Sistema kinetikenergiyasini hisoblash ( Kyonig teoremasi)
Mexanik sistema harakatini massalar markazi bilan birgalikdagi
ilgarilanma harakatini ko‘chirma harakatga va koordinatalar
sistemasiga nisbatan massalar markazi bilan birgalikdagi
ilgarilanma harakatini nisbiy harakatga ajratamiz. Sistemaning
Mknugqtasiga quyidagi tenglik o ’rinli:

Pk =Pc+Ik (34.2)
(34.2) dan hosila olsak:
(34.3)
Bu yerda:
drk
e T Tt
(34.4)
45-shakl

(34.4) tenglama yordamida nisbiy harakat tezligi aniglanadi.
Qo‘zgaluvehi koordinatalar sistemasi ilgarilanma harakatda

bo‘lgani uchun o = 0. vk giymatini (34.1) ga qo‘ysak, sistema
kinetik eneigiyasi kelib chigadi. Y a’ni:

I=—2 A> -+ y.C I (345)

Bu yerda:
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Ccz Vkr = VCZ "h =Vr ~[t (Z mkrk)'=0
Chunki:
Z mkrk ~ const —0
(34.5)tenglamada  “m k=M sistemaning massasi bo‘lib,

N Wk ifoda esa koordinatalar sistemasiga nisbatan

massalar markazi bilan birgalikda ilgarilanma hamkat qiluvchi
sistemaning nisbiy harakat kinetik energiyasi.
Demak (34.5) tenglamani quyidagi ko ‘rinishda yozamiz::

T= +1Cr)
2 (34.6)

(34.6) tenglama Kyonig teoremasmi ifodalaydi:

Mutlaq harakatda sistema kinetik energiyasi butun sistema
massasi joylashgan sistema massalar markazining kinetik
energiyasi bilan massalar markaziga nisbatan sistema Kkinetik
energiyasining yig‘indisiga tengdir.

3. Qattiq jism kinetik energiyasi
a) llgarilanma harakatda gattiq jismning hamma nuqtalarining
tezliklari teng boMgani uchun vk =v bo‘lib, kinetik energiyasi

quyidagicha yoziladi:

T =X mkvi :12V> :Mlz

2 2 2 (34.7)

(34.7) formuladan ko‘rinib turibdiki, ilgarilanma harakatda

sistema kinetik energiyasi massasi bir nugtaga joylashgan nugta
kinetik energiyasikabi aniglanadi.

b) Qo‘zgalmas o‘g atrofida aylanma harakatdagi qattiqg
jismning kinetik energiyani hisoblash uchun biror M hnugtasini
olib (40-shakl), uning tezligini quyidagicha ifodalaymiz.

Y a’ni:

vk =cohk (34.8)
bu yerda hk- nugtadan aylanish o‘gigacha bo‘lgan eng gisga
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masoia;
co- jismning burchak tezligi. Qiymatlandan foydalanib
quyidagi natijani hosil gilamiz:

Demak:

(34.9)

(34.9) tenglamada Iz- qgattig jismning Oz aylanish o‘giga
nisbatan ineisiya momenti bo‘lib, qo'zg'almas o‘q atrofida
aylanma harakatdagi qattiqjismning kinetik energiyasi aylanish
o'giga nisbatan inersiya momentining burchak tezlik kvadratiga
Ko payitmasiningyarmiga tengdir.

d) Tekis-parallel harakatdagi gattiq jismning kinetik energiyasini
hisoblash uchun Kyonig teoremasidan foydalanamiz. Biz
ko‘rayotgan holda qattig jismning koordinata sistemasiga
nisbatan massalar markazi bilan birgalikdagi ilgarilanma harakati
massalar markazi atrofida coburchak tezligi bilan aylanishni

ifodalagini uchun:
2

(34.10)
ga teng. (34.10) tenglamada 1Cz - massalar markazidan o ‘tuvchi

Cz o‘giga nisbatan ineisiya momentiga teng bo‘lib, jismning

harakat tekis ligiga perpendikulyar yo ‘naladi.
(34.6) formulaga asosan:

2 2 (34.11)
(34.11) tenglamadan ko‘rinib turibdiki, tekis-paralls|
harakatdagi gattigjismning kinetik energiyasi, massalar markazi
bilan birgalikdagi ilgarilanma harakat Kkinetik energiyasi va
harakat tekisligiga perpendikulyar, massalar markazidan
o tuvchi, o 'g atrofidagi aylanma harakat kinetik energiyalarining
yig ‘indisidan iborat.
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35-8. Nugta kinetik energiyasining o”garis hi hagidagi
teore ma

Massasi m bo‘lgan moddiy nuqta F  kuch ta‘sirida
harakatlansin. Dinamikaning asosiy gonuni quyidagi ko ‘rinishda
ifodalanadi:

dt (35.1)
(34.11) tenglamaning ikkala tomonini nuqtaning radius-vektor
diflferensiali dr ga skalyar ko‘paytiramiz:

mdv———=Fdr
dt (35.2)

d
V:FV ekanligini e’tiborga olsak, (35.2) tenglama quyidagi
t
ko‘rinishda yoziladi:
mvdv =Fdr (35.3)

Bu yeida F dr =d A kuchning elementar ishidir.

mv2~° mv2/
mvdv = d - d ekanligini e’tiborga olib, (35.3)
12 1 2]
tenglamani quyidagi ko ‘rinishda yozamiz:
fy 2\

=dA
(35.4)
(35.4) tenglama nuqta kinetik eneigiyasining o ‘zgarishi
hagidagi teoremaning differensialli ifodasidir. Demak, nugta
kinetik energiyasining  differensiali, nuqtaga ta'sir etuvchi
kuchlar bajargan elementar ishiga teng, (35.4) tenglamani M OM
chekli oraligda integrallaymiz (42-shakl).
Y a‘ni:

2 2 (35.5)
(35.5) tenglama nuqta Kkinetik energiyasining o ‘zgarishi
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hagidagi teoremaning chekli oraligda o ‘zgarishini ifodalaydi.
Demak, nuqta kinetik energiyas ining chekli oraligda o zgarishi,
nuqtaga ta'sir etuvchi kuchlamingshu oraligda bajargan
ishlariga teng.

*8- MASALA.

Og‘irligi P bo‘lganjism h balandlikdan boshlang‘ich tezliksiz
prujina ustiga tushadi. Agar jism ta‘sirida prujinaning statik
sigilishi Asl desak, eng katta siqgilishi A aniglansin. Prujina
massasi hisobga olinmasin (46-shakl).

Yecliis h:
Nugqta kinetik energiyas ining o ‘zgarishi hagidagi teoremadan
foydalanamiz:
mv2 mv02 _ A
2 2
Boshlang‘ich paytda vO= 0 va eng katta sigilishda v = 0.

Demak A=0. Jism prujinaga kelib urilganda unga asosan ikkita
kuch ta‘sir etadi: og‘irlik kuchi P va prujinaning elastiklik kuchi

46-shakl
Og‘ir;k kuchi h + A ko‘chishda; elastiklik kuchi A ko‘chishda
ish bajaradi. Demak:

A=P(b+5)-2592=0 (*8.1)
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Bu yenda, P~cAd bo‘lib, undan ¢ =— ga teng. Ifodani
K

(*8.1)ga qo‘yamiz:
P(h + X) - (*8.2)
21,

(*8.2) tenglamani hadma-had P ga boisak:

A+ N)--—-- — A2=0
yoki
A - 21 - 2A,,/z =
A - 2A,1z=0 8.3)
kelib chigadi. (* 11.3) kvadrat tenglamani yechsak:
N=nar+ V4 +20,0n A

(*8.4) ildizning musbat ishorasi olinadi, chunki 1>1,. Agar
/7= 0 bo‘lsa, /l = 21s, kelib chigadi. Demak, jismning prujinaga

dinamik ta‘sirida pmjinaning eng katta siqilishi statik siqgilishidan
ikki barobar katta ekan.

36-8. Sistema kinetik energiyasining o”garis hi hagidagi
teorema

Sistemaning har bir nuqtasiga ichki va tashqi kuchlar ta‘sir etsin.
(35.4) tenglamani sistemaning bitta nugtasi uchun yozamiz:
f 20N

= Pkdflc+ fikdrka kK =123,-,N.

(36.1)
Sistemaning hamma nugqtalari uchun tenglamani tuzib, chap va

0‘ng tomorlarini hadma-had qo‘shamiz:
2N

" =Z B O +Z Fled,
yoki
(36.2)
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Buyerda: =" -~ - -sistema kinetik eneigiyasi,

dA' = Z Fkdrk; dA\ ~'Y_iFk drk - ichki va tashgi kuchlarning

elementar ishlari.

(36.2) tenglama sistema kinetik energiyasining o ‘zgarishi
hagidagi teoremaning differensialli ifodasi: sistema Kinetik
energiyasining differensiali ichki va tashqgi kuchlar elementar
ishlariningy ig ‘indisiga teng.

Agar (36.2) tenglamani biror chekli oraligda integmllasak,
(36.3) tenglama kelib chigadi:

T-To=x H+ 1| fa
Mo Mo

yoki
T-10=]T4 +
M
Buyerda: Ak- JdAk -sistema nugtasining M koboshlang‘ich

holatidan A/?oxiigi holatiga ko‘chishda ichki kuchlarning

bajaigan ishi, Ak - \d Ak- tashqi kuchlarning bajargan ishi.

*1
(36.3) tenglama sistema kinetik eneigiyasining o0 ‘zgarishi
hagidagi teoremani ifodalaydi: bir holatdan ikkinchi holatga
o'tishda sistema kinetik energiyasining o zgarishi, har bir holat
uchun  sistema nugqtalariga ta'sir etuvchi ichki va tashqi
kuchlarning bajargan ishlariningyig ‘indisiga teng.
Xususiy hoi
Mutlag gattig jism uchun ichki kuchlarning bajaigan ishi nolga
teng:

Sistema kinetik eneigiyasining o ‘zgarishi haqidagi teorema
quyidagi ko ‘rinishda ifodaianadi:



(36.4)
(36.4) tenglama mutlag qattiq jism uchun Kkinetik eneigiyaning
0 ‘zgarishi hagidagi teoremani ifodalaydi: bir holatdan ikkinchi
holatga o‘tishda mutlag qattig jism kinetik energiyasining
0 ‘zgarishi, har bir holat uchun mutlaq qgattiqg jismga ta‘sir etuvchi
tashqi kuchlaming bajaigan ishlarining yig‘indisiga teng.
Demak, mutlag gattiq jism uchun ichki kuchlar hisobga
olinmaydi.

*9-MASALA.
Gorizontal tekislikda ishqgalanishsiz haiakat qiluvchi B

g‘ildirakning A blokdan o‘tkazilgan ipga osilgan og‘irligi Q
boigan M yuk harakatga keltiradi. Blok A va B gildirakning
og‘irliklari, radiuslari teng boiib, P;R laiga tengdir. Ular bir
jinsli disklar deb qaralsin. Gildirakning yumaiashdagi
ishqalanish koeffitsienti k ga teng. Gildiiak va blok o‘glaridagi
ishgalanish, ipning massasi hisobga olinmasin. M  yukning
tezligini tushish balandligi h ga bogiab aniglansin. Boshlangich
paytda sistema tinch holatda deb garalsin (47-shakl).
Yechish:

Sistema kinetik energiyasining o ‘zgarishi hagidagi teoiemaga
asosan:

(*9.1)

Bu tenglamada sistema boshlangich paytda tinch holatda
boigani uchun TO=0 boiadi. Yuk, blok va gildirakning

kinetik eneigiyalarini mos ravishda TXT2,Tb deb belgilasak, u
holda:

(*9.2)

(*9.3)
ga teng.
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Demak:
v
Je., VK =V :
R R R (*9.4)
(*9.3) va (*9.4) tenglamalami (*9.2) ga olib borib qo‘ysak:

T=7r-{2Q+2P +P)=~~{Q +2P)
49 49 (*9.5)

(*9.1) tenglamaning o‘ng tomonidagi ichki va tashqi
kuchlaming bajargan ishlarini hisoblaymiz. Ipning tortilish
kuchining bajargan ishi nolga teng bo‘lgani uchun, ip bilan
tortilgan barcha qattiq jism uchun ~Aj, -0 tenglik o‘rinlidir.
Blok og-irligi P kuchning va o‘gning RO reaksiya kuchlarining
bajargan ishlari nolga teng, chunki ular go‘zg‘a'mas O nuqtaga
go'yilgan. Gildirakning og‘irligi P ning yo‘nalishi ko‘chishga
pegdendikulyar boigani uchun, N;F kuchlaming yo‘nalishi
tezliklar oniy mari<aziga qo‘yilgani uchun bajargan ishlari nolga
teng. Bu masalada ishni Q kuch va tekislikda gildirakning
yumalashiga qarshilik giluvchi juft kuch momenti M kbajaradi.

Y a‘ni:
Y,A;=Q-h-M,v {%)

(*9.6) tenglamadagi (p- M yuk h masofaga tushganda B
gildirakning burilish burchagidir.
Biz bilamizki,
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R (*9.7)

ga teng. (*9.7) tenglikni (*9.6) ga qo ‘ysak,
ZAI=Q-h-kP~

Q R (=<

kelib chigadi. (*9.5) va (*9.8) tenglamani (*9.1) ga qo ‘ysak,

(9.9) tenglama A/yukning h balandlikdan tushish tezligini

ifodalaydi.
Takrorlash uchun savollar

1. Nuqta kinetik energiyasi ganday hisoblanadi?

2. Sistema kinetik energiyasi qanday hisoblanadi?

3. llgarilanma hamkat kinetik eneigiyasi ganday hisoblanadi?

4. Qo‘zg‘almas o‘q atrofida aylanma harakat kinetik eneigiyasi
ganday hisoblanadi?

5. Tekis-parallel harakat kinetik eneigiyasi ganday hisoblanadi?

6. Kyonig teoremasini ta’riflang.

7. Nugta kinetik eneigiyasining o‘zgarishi hagidagi teoremaning
differensial ko‘rinishdagi ifodasi qanday?

8. Nugta kinetik eneigiyasining o ‘zgarishi haqgidagi teoremaning
chekli oraliqdagi ifodasi ganday?

9.Sistema kinetik eneigiyasining o ‘zgarishi hagidagi teoremaning
differensial ko‘rinishdagi ifodasi ganday?

10.  Sistema kinetik eneigiyasining o‘zgarishi hagidagi
teoremaning chekli oraligdagi ifodasi ganday?



VIl BOB. ANALITIKMEXANIKA ASOSLARI
37-8. Asosiy tushunchalar

M a’lumki, qattig jismning muvozanatini tekshirish uchun
oltita muvozanat tenglama tuzilib va ular yechilib, noma‘lum
reaksiya kuchlari aniglanadi. Ammo bir gancha jismlardan iborat
mexanizmlami olsak, bunday sistemaning n ta gismlari uchun 6n
ta tenglama tuzish lozim.

Albatta bu tenglamalami yechish noqulaydir. Chigadigan
natij?laming hammasini aniglashga hamma vaqt imkoniyat
boMavermaydi. Shuning uchun boshga usul qo‘llashga to‘g ‘ri
keldi. Bunday masalalami birinchi marotaba to‘la ravishda
Lagranj ozining «Analitik mexanika» sida yechdi. Analitik
mexanikada mexanik sistemaning harakatini va muvozanatini
tekshirish uchun umumiy, yagona usullar keltirib chiqgarildi. Bu
usullami  mexanik sistemalaiga tatbiq etish bilan birga
elektromexanik hodisalarga ham tatbiq qilishda samamli
foydalanildi. Bilamizki, sistema erkin bo‘lsa, nugqgtalarining
ko‘chishi ixtiyoriy boMadi, bog°‘lanishdagi sistema uchun
nugtalaming ko‘chishi cheklangan bo‘ladi. BogManishdagi
mexanik sistema va uning harakat differensial tenglamalari bilan
Il bobda tanishgan edik. Mavzuning ba’zi bir mavgelari bilan shu
bobda tanishib o ‘tamiz.

38-8. Bog‘lanishlar klassiflkatsiyasi

Moddiy nuqta erkin, yoki boglanishsiz deyiladi, agar uning
harakati boshlang‘ich shartlar va unga qo‘yilgan aktiv kuchlar
bilan aniglansa. Aktiv kuchlar-reaksiya kuchlaridan tashqari
hamma  kuchlar bo‘lib, bos.hlang‘ich  shartlar-nugtaning
boshlang‘ich holati va boshlang‘ich tezligidir.

Erkin moddiy nuqgtalardan tashkil topgan me.'anik sistema
erkin sistema deyiladi.

Quyosh sistemasi bunga misol bo‘ladi, chunki hamma
planetalaming harakati butun olam tortilish kuchi ta‘sirida
boMadi.

Agar moddiy nuqtaning harakatiga boshlang‘ich shartlar va
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aktiv kuchlaiga bogiig bo‘lmagan cheklar go‘yilgan boisa,
moddiy nuqta erkin bo‘lmagan, yoki bog‘lanishdagi deyiladi.

Erkin bo'Imagan moddiy nugtalardan tashkil topgan mexanik
sistema erkin bo'Imagan sistema yoki bog'lanishdagi sistema
deyiladi.

Har ganday ixtiyoriy mexanizm bog°‘lanishdagi sistemaga
misol boia oladi. Boshlangich shartlar va unga qo‘yilgan aktiv
kuchlaiga bogiig boimagan mexanik sistemaning harakatini
chegaralovchi sabab bog'lanish  deyiladi. Bogianishlami
tenglamalar ko‘rinishda ifodalanadi va bog'lanishlar tenglamasi
deyiladi. Bu tenglamalar mexanik sistema nugqtalariga qo‘yilgan
bogianishlaming matematik ifodasi vaqt, sistema nugqtalarining
koordinatalari va ulaming hosilalariga bogiig tenglamalar bilan
aniglanadi.

1. Statsionar va statsionar boimagan bogianishlar
Vaqt o‘tishi bilan o‘zgarmaydigan bogianish statsionar
bog'lanish deyiladi. Bogianish tenglamalari vaqtga aniq bogiiq

boimaydi. Misol uchun krivoship - shatun mexanizmining
ixtiyoriy holatini O, A va B nuqtalaming holati orgali aniglanadi.
(48-shakl) Mexanik sistema uchun beshta bogianish

tenglamasini tuzamiz:

*1 =Y\ =y¥3=0"
X2+ Yr ~r2=0; (38.1)
(x2-x3)2+y2-12=0.
Bogianish tenglamalari, mexanizmning ixtiyoriy harakatida,
O nugtaning qo‘zg‘almasligini, B nuqgtaning OX o‘gi bo'ylab
sitpanishini, OA va AB masofalaming o ‘zgarmasligini va uchta

nuqtalar koordinatalari orasidagi bogianishni ifodalaydi. (38.1)
tenglamalardan ko‘rinib  turibdiki, ular vaqtga bogiig emas.
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Demak bu bog-‘lanish statsionar boglanishdir. Vaqt o tishi bilan
0 ‘zgamdigan bog‘lanish statsionar bo‘'lmagan bog'lanish
deyiladi. Bog‘lanish tenglamasi vaqtga aniq bog°‘lig bo‘ladi. Buni
49-shakldagi misolda ko‘rishimiz mumkin. Vertikal bo‘ylab
y —a sin kt gonuni bo‘yicha garmonik tebranma harakat giluvchi
krivoship-shatun mexanizmining B polzuni stolning ustida
sipanadi (52-shakl).

r/
B(*3-

etJtj./i) Iy b*77777777777

49-shakl
Sistemaning bog‘lanish tenglamalari quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:

Xj=yl=0;
y3—asinkt=0; (38.2)
+y2-r2=0~

x2-xj +(y2-yj-1I ZZOJ
Keltirib chigarilgan bogManish tenglamasidan ko ‘rinib turibdiki,
aniq vaqtga bog‘liq:

y3-asm kt=10 (38 3)

Demak bu boglanish statsionar bo‘Imagan bog‘lanishdir.
2. Bo'shatmaydigan va bo'shatadigan bog‘lanishlar

Sistema nugqtalarining butun harakati davomida oz ta‘sirini
saglab goladigan bog‘lanishlar bo'shatmaydigan bog'lanishlar
deyiladi. Vaqt oralig’ida ta‘sirini o‘zgartiradigan bog‘lanishlar
bo'shatadigan bog'lanishlar deyiladi. B o ‘shatmaydigan
boglanishlar tenglamasi tenglik ishorasi bilan beriladi.
Bo‘shatadigan bog‘lanishlar tengsizlik ishorasi bilan beriladi. A
va B nugqtalaridan iborat ixtiyoriy sistema uzunligi / bo‘lgan
gattiq steijen bilan mahkamlangan bo‘lib, vertikal tekislikda
joylashgan aylanada sibanadi(50-shakl).
Anigki, ko‘rilayotgan sistema ayrim boshlang‘ich shartlarda va
kuchlaida aylanadan ajramagan holda u bo‘ylab tez harakat
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giladi. Ayrim hollarda bog‘lanishdan ajragan holda tushib
ketadi.

Anigki, ko'rilayotgan sistema ayrim  boshlang‘ich
shartlarda va kuchlarda aylanadan ajramagan holda u bo‘ylab tez
hamkat giladi. Ayrim hollanda bog‘lanishdan ajragan holda tushib
ketadi. Ikkala holni biigalikda ko‘rib, sistemaning

holatini  xl,yl,x2,y2 koordinatalar orgali ifodalasak, quyidagi
ifoda kelib chigadi:

,r2 < 0;

2 .2
xf + Yi
xl+y2-r <0; (38.4)
(XI-X2)2+{y]-y 2f-12=0.y

(38.4) tengsizlik bilan ifodalangan bog‘lanishlar bo‘shatadigan
bog‘lanishlar. Shuni aytib o ‘tish kerakki, amaliyotda ko‘pincha
bo‘shatmaydigan bogianishlaruchraydi.

3. Golonomli va begolonom bog‘lanish!ar

Golonomli (geometrik)  va begolonom (kinematik)
bog‘lanishlami ko‘rib chigamiz. Mexanik sistemaning holatini
chegaralovchi  bogianish  golonomli bog'lanish  deyiladi.

Golonomli bog‘lanishni ifodalovchi tenglamaga fagat sistema
nuqtalarining koordinatlari kiradi, lekin koordinatlardan vaqt
bo‘yicha olingan birinchi tartibli hosilalar kirmaydi. Begolonom
bogianishda mexanik sistema nuqtalarining tezliklari cheklanadi.
Begolonomli bog‘lanishni ifodalovchi tenglamaga sistema
nuqtalarining koordinatlari va koordinatlardan vaqt bo‘yicha
olingan  birinchi  tartibli  hosilalar kiradi. Begolonomli
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bogianishni ifodalovchi differensial tenglamalami integmllab
boimaydi. Ko‘rib o‘tgan hamma bog‘lanishlarimiz golonomli
bog‘lanishlariga sistema, agar golonomli bogManishda bo‘lsa,
golonomli deyiladi. Mexanik sistema, agar begolonomli
bog‘lanishda bo‘lsa, begolonomli deyiladi.

39-8. Umumlashgan koordinatalar va mexaniksistemaning
erkinlik darajasi

Mexanik sistema 3n ta koordinatga ega boigan n ta nuqgtadan
iborat bo“lib, nugqtalariga S golonomli (statsionar,
bo‘shatmaydigan) bog ‘lanishlar go ‘yilgan bo ‘Isin:

f{xi’yi’zi’—x,,,¥..2,,) =0, bu yeida /=1,2,3,...,s (39.1)
Agar s=3n bo‘lsa, u holda (38.1) ko‘rinishdagi 3n
tenglamadan mexanik sistemaning 3n nuqtasining koordinatalari
aniglanadi. Bu koordinatalar doimiy giymatga ega bo‘lgani uchun
mexanik sistema harakatlanmaydi. Mexanik sistema
harakatlanishi uchun s<3n boMishi kerak. Bu holda golonom
sistemaning 3n nuqtalarining hammasi ham bir-biriga bog‘liq
boMmagan nuqtalar bo‘lmaydi, chunki (38.1) ko‘rinishdagi s
tenglamada s koordinatasini 3n-s koordinatalar orgali ifodalash
mumkin. Demak ko‘rilayotgan golonomli mexanik sistemaning
biror hisob sistemasiga nisbatan holatini aniglash uchun 3n
koordinatalardan 3n-s olish kifoya. 48-shakldagi krivoship-
shatun mexanizmida OtA,B nuqtalaming oltita koordinatasi bir-
biri bilan (39.1) tenglamadagi beshta tenglama bilan bogMangan.
Sistemaning aniq holatini aniglash uchun birgina
koondinatasining o ‘zgaruvchilarini (x2,y2 yoki j3) bilsak

yetarlidir, qolganlari hammasi (38.1) tenglamadan topiladi.
Golonom sistemaning holatini aniglash uchun bog‘ligsiz
koordinatalar o ‘mida sistemaga tegishli nuqtaning koordinatlarini
olish shart emas, istalgan parametrlami olish mumkin. Mexanik
sistemaga qo‘yilgan bog‘lanishlar golonomli bo‘shatmaydigan
bo‘lsa, sistema nugqtalarining holatini aniglovchi bog‘ligsiz
parametrlar soni sistemaning erkinlik darajasi deyiladi.
48-shakldagi krivoship-shatun mexanizmida mexanizmning
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holatini bir giymatli aniglovchi bog‘ligsiz koordinatalar x2,x3

yoki y2. Lekin bogMigsiz koordinatalar o‘mida bulami olish
shart emas. Mexanizmning holatini aniglovchi istalgan
parametmi olish mumkin. Misol uchun OA krivoshipning burilish
burchagi (p ni olsak, shunda ko‘rilayotgan mexanizm bitta
erkinlik darajaga egadir. Natijada biz quyidagi izohga kelamiz:
sistemaning holatini bir giymatli aniqlaydigan, bir-biriga bog'liq
bo‘Imagan, sistemaning erkinlik darajasiga teng parametrlar
soni, golonom sistemaning umumlashgan koordinatalari
deyiladi.

Masalan, qo‘zg‘almas o‘q atrofida aylanma harakat
giluvchi qattiq jism bitta erkinlik darajaga ega boMgani uchun
uning holati bitta umumlashgan koordinata, ya’ni o°‘q atrofida
aylanish burchagi (p orgali aniglanadi. Tekis-parallel harakat
giluvchi gattig jismning erkinlik darajasi 3 ta: qo‘zg‘almas
tekislikka parallel o‘tkazilgan ixtiyoriy kesimdagi og"‘irlik
markazining 2ta koordinatasi xc va yc, Kkesim yuziga
perpendikulyar og‘irlik markazidan o'tuvchi o‘q atrofida aylanish
burchagi cp. Qo‘zg‘almas nugta atrofida aylanma harakat
giluvchi gattiq jism uchta erkinlik darajaga ega boMgani uchun
uning holati uchta umumlashgan koordinata bilan aniglanadi,
ya’ni (p,\p,6.

Golonomli statsionar bogManishli n ta nuqtadan iborat
mexanik sistemaning erkinlik darajasi p boMsin. Golonomli
sistemaning umumlashgan koordinatalarini ql,q2,...,qp bilan

belgilaymiz. Har bir nuqtaning koordinatalarini umumlashgan
koordinatalar orgali ifodalaymiz:

xk =xk(ql,q2,--,gqp) ¢

(39.2)

(k = 1,2’3’000’«)
48- shakldagi krivoship-shatun mexanizmining ericinlik darajasi
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bitta bo'lib, umumlashgan koordinatasi g = cp. Mexanizmning A
va B nuqtalarining koordinatalarining tenglamasi quyidagi
ko‘rinishda ifodalanadi:

x2=rcos (p;

y2=rsin ¢p\
x3=rcoscp + ijl2—r*sin* (p;
y3=0.
(39.3)
Ko‘ramizki, (39.2) 3n tenglamadan ql,q2,...,qbga teng p
umumlashgan koordinatani ayiisak, xk\yk\zk(k =1,2,3,..., i)
nugtalaming 3n -p-s tenglamasini hosil gilamiz. Bu
statsionar golonomli bog'lanish tenglamalari. Golonomli mexanik
sistemaning harakat tenglamasi umumlashgan koordinatalar
orgali quyidagi ko'rinishda yoziladi:
g =<2.('), u2=4i(t\-->qP=qP(f) (39-4)
Umumlashgan koordinatalardan olingan birinchi va ikkinchi
tartibli hosilalarmos ravishda:

<39'5)
(39.5) umumlashgan tezlik va umumlashgan tezlanish deb
ataladi.

40-8. Mexanik sistemaning mumkin bo‘lgan ko‘chishlari

Agar mexanik sistemaga bog'lanishlar go'yilgan bo'lsa, u
eikin istalgan yo'nalishda ko'chishi cheklanadi, chunki
bog'lanishlar sistema nuqtalariga feqatgina ayrim yo'nalishlarda
ko'chish berishlari mumkin. Erkin bo'Imagan mexagik sistema
uchun mumkin bo ‘Igan ko thish tushunchas i kiritiladi.

Mumkin bo‘lgan ko'chish deb, berilgan holatida,
bog'lanishlarni o'zgartirmasdan sistema nugqtalarining faraz
gilinadigan juda kichik ko thLshlari tushuniladi.

Shu gatori erkin bo'Imagan moddiy nugta uchun ham mumkin
bo'lgan ko'chish tushunchasini kiritamiz. Nuqta yoki mexanik
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sistema nugqtalarining mumkin bo‘lgan ko ‘chishi tushunchasi sof
geometrik  tushunchadir. Nuqgta yoki mexanik sistema
nuqtalarining mumkin bo‘lgan ko‘chishi ,nuqta yoki mexanik
sistemaga ta‘sir etuvchi kuchlarga bog‘lig bo‘lmay, ularga
qo‘yilgan bogianishlaming xarakteriga bog‘ligdir. Mumkin
bo‘lgan ko‘chishda nuqgta yoki sistemaga qo‘yilgan bogianishlar
saglanadi va geometrik ko‘chishiga xalaqit bermaydi.

Moddiy nuqta M bo‘shatmaydigan statsionar golonomli
bog‘lanishda qo‘zg‘almas sirtda joylashgan boiib, bogManish
tenglamasi quyidagi ko ‘rinishda ifodaianadi:

f(x,y,z) =0 (401)

Bog‘lanish tenglamasi (40.1) dan ko‘rinib turibdiki, M
nugtaning birinchi ikkita koordinatasini ixtiyoriy giymat gabul
giluvchi erkin o‘zgaruvchilar deb olib, uchinchisini bog°‘lanish
tenglamasidan ulaming funksiyasi siiatida  ko‘rish mumkin.
Sirtda M nuqtaning ixtiyoriy t vaqtdagi biror holatini olamiz
(51 -shakl) va xayolan vaqtni to ‘xtatib, shu vaziyatda nuqtani ham
gotiramiz.

Nugtaning haqgiqiy harakatini, unga ta‘sir etayotgan kuchlami
va trayektoriyasini e’tiborga olmay, wuning shu holatidan
go‘yilgan bog‘lanlshlar ta‘sirida qaysi yo‘nalishda ko‘chishini
ko‘ramiz. Biz ko‘myotgan misolda bogianish sirt bolgani uchun
nuqta istalgan yo‘nalishda sirt bo‘ylab ko‘chishi mumkin.

51-shakl
Mnuqtanii.g sirt bo‘ylab ixtiyoriy yo‘nalishda cheksiz Kichik
ko‘chishi vektori mumkin bo'lgan ko'chish vektori deyiladi.
Vektor M nuqtada sirtga urinma mvishda ixtiyoriy tomonga
yo‘naladi. Demak, mumkin bo‘lgan ko‘chish vektori sirtga
urinma tekislikda yotadi. 51-shaklda vektor Sr bilan belgilangan

bo‘lib, bu yerda F nuqtaning koordinatalar boshiga nisbatan
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radius-vektoridir. M nuqtaning cheksiz kichik ko‘chishi bilan
hagiqiy ko‘chishini farq qilish kerak. Hagigiy ko‘chish dr
yagona bolib, biigina boglanishlaiga bog‘lig bo‘Imay,
boshlang‘ich shartlarga va nuqtaga ta‘sir etuvchi kuchlarga ham
bog‘ligdir. Biz ko‘rgan misolda sirt (statsionar bog‘lanishda)
go‘zg‘almas bo‘lib, haqgigiy harakat trayektoriyasi sirt ustida
yotadi va dr haqigiy ko‘chish vektori ham sirt ustida yotadi va
biror mumkin boigan ko'chish vektori Sr bilan ustma-ust
tus hadi.

Agar vaqt o ‘tishi bilan sirt(statsionar boimagan boglanishda)
0‘zi ham biror gonun bilan harakatlansa, ya’ni bog‘lanish (40.2)
tenglama bilan ifodalansa,

f(x,y,z,t) =0 (402)

haqgiqiy harakat trayektoriyasi sirt ustida yotmaydi. Haqiqiy
ko‘chish vektori dr ham sirtga urinma tekislikda yotmaydi.
Mumkin boigan ko‘chish vektori <5Fesa to‘xtatilgan vaqt va
to‘xtatilgan bog‘lanishda aniglanadi, yo‘nalishi o‘zgarmaydi,
shuning uchun dr haqigiy ko'chish vektori mumkin boigan
Ko ‘chish vektori Sr bilan ustma-ust tushmaydi.

52-shaklning a) chizmasida statsionar golonomli bogianish
bolib, haqigiy ko‘chish bilan sistema biror nugtasining mumkin
boigan ko‘chishi bitta o‘q bo‘ylab bir tomonga yoki garama-
gaishi tomonga yo‘nalgan, b) chizmada statsionar boimagan
golonomli bogianish bolib, haqiqiy ko‘chish bilan sistema biror

nugtasining mumkin boigan ko‘chishi ustma-ust tushmaydi.
A

Agar dr haqiqgiy ko‘chish, harakat gonuni r = r(t) ko‘rinishdagi
fimksiyaning differensialidan iborat bo‘lsa, mumkin boigan
ko‘chish Sr funksiyaning variats iyasidan iborat.

Bizga malumki:
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dr - dxi +dyj +dzk (40 3)
ga teng. Vektor dr uchun yozamiz:
Sr =Sxi+Syj+Szk (404)

(40.4) tenglamadagi 5x,5y,5z lar nuqtaning x,y,z koordinat-

alarining variatsiyalaridir. Funksiya ganday diffeiensiallansa,
variatsiyasini ham shunday hisoblanadi. Sistemaning har ganday
mumkin boigan ko‘chishi nuqtalaming variatsiyalarining analitik
ifodalari orgali aniglanadi.

41-8. Mumkin bo‘lgan ko‘chishda kuchning bajargan ishi
haqgida tushuncha. Umumlashgan kuch. Ideal bogManishlar

Golonom sistemaga ta‘sir etuvchi hamma kuchlarning mumkin
bo‘lgan  ko‘chishda bajaigan ishini ~ SA  hisoblaymiz.
Sistemaning M*nuqtasiga ta‘sir etuvchi kuch Fk bo‘lsin. Bu
kuchning &k mumkin bo‘lgan ko‘chishda bajaigan ishi

8Ak =Fk-Srk =FkSskcos{Fk, S r k) (4]

Bu yerda 5rk vektoming moduli M knugtaning mumkin

bo'lgan ko‘chishda chizgan trayektoriyasining Ssk yoyiga

tengdir, ya’ni:
Brk=Ssk (41.2)
(41.1) tenglamani proyeksiyalari orgali ifodalasak:
SAk = FXS xk + FykSyk + Fzkb zk (419)

Sistemaning hamma nugqtalari uchun (41.1) va (41.3)
tenglamalami yozib hadma-had qo‘shsak, (41.4) tenglama kelib
chigadi:
= = S?k =" X1 Fk#skcos(Fk,*5rk)=

=7 * + Fyks YK + F2S zk) (41.4)
Sistemaga ta‘sir etuvchi barcha kuchlarning mumkin bo‘lgan
ko‘chishdabajaigan ishini gisqgacha mumkin ish deb yuritamiz.
Mumkin ishni golonomli sistemaning umumlashgan
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koordinatalari orgali ifodalaymiz. Sistema n ta nuqtadan tashkil
topgan bo‘lib, erkinlik darajasipga teng. Sistemaning ixtiyoriy
M k nugqtasini (39.2) tenglamaga asosan umumlashgan

koordinata orgali ifodalasak, q”~j - 1,2,3,...,p) ga teng. Radius
- vektorini ham umumlashgan koordinatalar orgali ifodalaymiz:
rk = Xk* + Ykj + zk~ (4]

Natijada sistemaning har bir nuqtasining radius-vektori uchun
quyidagini hosil gilamiz:

rk =rk[gx,q2,...,qp)
(k- 1,2,..., 1) (41.6)

Funksiyani Teylor qatoriga yoyib, sistemaning har bir
nugtasining mumkin bo‘lgan ko‘chishi 5rk=(k =1,2,...,n) ni

umumlashgan koordinata q”j =1,2,3,...,p) laming bir-biriga
bog‘lig boimagan Sq”j=1,23,.,p) |Vvariatsiyalari orqali
ifodasi quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

ark drk&q\errk8 "+ drk8
— n —_
T dgx q2°9 dgp 1
(k=1,2,3,...,w) (41.7)
(41.7) ifodani (41.4) tenglamaga olib borib qo‘yib, umumiy
ko ‘paytuvchi Sq~j - 1,2,3,...,p) ni gavsdan tashqgariga
chigaisak, quyidagi tenglama kelib chigadi:
8A = YdFk-5rk= £/ gq.+- . UK
k=\ \k =1 p'g.p (418)
Belgilash kiritamiz:
' dx,. dzk
a =TrEL P e, WYKL
daj dqj ~ * dqg; Sq,
(=123 (41.9)

U holda (41.8)tenglamadagi mumkin ish 5A quyidagi
ko ‘rinishni oladi:

8 A=Qx8qx+Q2Sq2+--+QSq (41.10)
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(41.10) tenglama tuzilishidan (41.3) tenglama bilan bir xil.
Demak  (41.10) tenglamadagi umumlashgan koordinata
variats iyalari oldidagi koeffitsient Qp lar umumlashgan
kuchlar deyiladi. Sistemaning bitta umumlashgan koordinatasini
0 ‘zgartirib, qolgan koordinatalami o ‘zgartirmasdan mumkin
bo‘lgan ko‘chish beramiz, ya’ni:

Sqg{*0, Sg2=Sq3=... =Sqp =0. (4111)

Kuchlaming shu mumkin bo‘lgan ko‘chishda bajargan mumkin
ishini 84" desak:
a A
SA’=Q,5q,
dq’ (41.12)

kelib chigadi. Bu Qxumumlashgan kuchdir.

*10-MASALA.

Krivoship-shatun mexanizmi berilgan bo‘lsin  (53-shakl).
Mexanizmning B polzuniga P kuch, OA krivoshipiga foydali
garshilik momenti M ta‘sir etsin. Umumlashgan kuch hisoblansin,
shamir va polzundagi ishqgalanish kuchi hisobga olinmasin.
Yechish.
Mexanizmning erkinlik darajasi birga teng. Sistemaga mumkin
boigan ko'chish beisak, kuchlar ko ‘chishda mumkin ish bajaradi.
Y a’ni:

8A=-PSx3- MS(p (*101)
Lekin 8 x} erkin variatsiya bolmay, uni (p umumlashgan
koordinataning variatsiyasi 8cp orqali ifodalash lozim. (39.3)
formulaga asosan A va B nuqtalaming x2,y2,x} koordinatalarini
<p umumlashgan koordinata orgali ifodasi quyidagi ko ‘rinishda
yoziladi:
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8 x2 = -r sin (p8(p\
5y2=rcoscp8(p\

) r2sin 2cp
8 Xxb=- rsin (p+ ) 2.0 8 (p.
- r°si

2V/ ® (*10.2)

(*10.2) tenglamani (*10.1) ga olib borib go‘yamiz:

. P r2sin 2
8A= rF1>rsm <p Horres _.—r Sm ~_—<p S w sep.

2yjl2- r2sin“ (p (*10.3)

(41.10) tenglamaga asosan 4\~(p umumlashgan koordinataga
mos umumlashgan kuch Qxteng bo‘ladi:

Pr-sin2(p

Q, = Prsin (p+ -M
oyh2-m2sin 2(p (*10.4)
y
X K j *Ap
\ 1
\\\ J B&b'Yu)
rl)777 77777TW V p
53-shakl

Bilamizki, bog‘lanishlar sistemaning ko‘chish erkinligini
chegaralab harakatining xarakterini o‘zgartiradi. Harakatni to‘liq
tekshirish uchun bog‘lanish reaksiyalarini o ‘iganib chigish lozim.
Kuchlar aktiv kuchlaiga va bog‘lanish ieaksiya kuchlariga
ajmladi.

BogManishlar ideal va ideal bo‘lImagan bog‘lanishlaiga ajraydi.
Sistemaning M”nuqtasiga ta‘sir etuvchi aktiv kuchlarning (ichki

va tashqi) teng ta‘sir etuvchisini Fk bilan, bog‘lanish ieaksiya
kuchlarining teng ta‘sir etuvchisini Rk bilan, baicha kuchlarning

teng ta‘sir etuvchisini FK bilan belgilaymiz.
Demak :

Fk =Fk + Rk (41.13)
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Sistema nuqtalariga ko'chish berib, kuchlaming bajargan
elementar ishlarini hisoblaymiz:

+SAk=x2F;Srk=+F kSrk+ £ R kSrk
k=1 *] * *= (41.14)
Agar har ganday mumkin bo'lgan ko'chishda bog'lanish
reaksiya kuchlarining bajargan elementar ishlarining yig'indisi
nolga teng bo'lsa, sistema ideal bog'lanishda deyiladi.
Y a’ni:
Rk8rk =0
(41.15)
Ideal bog'lanishdagi sistemaga misol qilib mutlag qattiq
g'adir-budur sirt ustida mutlaq qattiq jismning sirpanmasdan
dumalashi, mutlaq sillig tekislik ustidagi sistemaning harakati,
sistemaning mahkamlangan nugqtalarini keltirish mumkin.

42-8. Mumkin bo‘lgan ko‘chish prinsipi

Mutlaq gattiq jismlar muvozanatining zamr va yetarli shartlari
geometrik statikadan ma'lum. Lekin jismlar sistemasining
muvozanatini tekshirishda ulami bo'laklab, har biri uchun
muvozanat tenglama tuzishga to'g'ri keladi. Jismlar soni ortgan
sari tenglamalar soni ham ortib boradi. Masalani bu usulda
yechish murakkablashadi. Analitik statikada mutlag qattiq
jismlaming muvozanati tekshirish mumkin bo'lgan ko'chishlar
prinsipiga asoslanadi. Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipi istalgan
mexanik sistema muvozanatining zamr va yetarli shartini
ifodalaydi, ya’ni ideal bo'shatmaydigan statsionar
bog'lanishdagi mexanik sistema muvazanatda bo'lishi uchun,
aktiv  kuchlaming mumkin bo'lgan ko'chishda bajargan
elementar ishlarining yig'indisi nolga teng bo'lishi zcrur va
yetorlidu\

Demak mumkin bo'lgan ko'chish prinsipi quyidagi ko'rinishda

ifodalanadi:

5A =1P Ka)-5rk=0 (42.1)
k=1
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bu yerda Fka)-sistemaning K nuqgtasiga go‘yilgan aktiv (tashqgi va
ichki) kuchlarning teng ta‘siretuvchisi. Birinchi navbatda sistema
muvozanatda bo‘lsa, (42.1) tenglama o‘rinli ekanligini isbot
gilamiz. Bu prinsipning zaruriy shartidir. Ideal bo‘shatmaydigan
statsionar bog‘lanishdagi mexanik sistema muvozanatda bo‘lsin.
Bu shuni ko‘isatadiki, sistemaning har bir nugtasi muvozanatda
bo‘ladi. Bo‘shatish prinsipidan foydalangan holda sistemaning K

nuqgtasi uchun aktiv Fka) kuchlar gatoriga bog‘lanish reaksiya

Nk kuchlarini qo'shib, geometrik statikaning muvozanat
tenglamasini yozamiz:
FKa) + Nk=0 (42.2)
(42.2) tenglamani hadma - had ixtiyoriy mumkin bo‘lgan
ko‘chishga ko ‘paytirib, sistemaning hamma nugqtalari uchun

£{FKaSrk+NkSrk)=0

*ee (42.3)
deb yozamiz.
Sistema ideal bogianishda bo‘lgani uchun quyidagi tenglik
o ‘rinli:

f,N kSrk =0

*= (42.4)
U holda (42.3) tenglamadan (42.1) tenglama kelib chigadi.
Y a’ni:

f,F,MSr, =0
Prinsipning zamriy sharti isbot qilindi. Yetarli shartini, ya’ni
(42.1) tenglama o‘rinli bo‘lsa, sistema muvozanatda bo‘lishini,
isbot gilamiz. Faraz gilamiz (42.1) tenglama o‘rinli boiib, lekin
sistemaning birinchi nuqtasi tinch holatdan harakatga kelgan
bo‘lsin. U holda nuqtaga ta‘sir etuvchi kuchlarning teng ta‘sir
etuvchisi R{=F"a)+ Nx ga teng bo‘lib noldan farglidir.
kuchi ta‘sirida tinch holatdagi birinchi nugta uning ta‘sir
chizig‘i bo‘ylab haqigiy ko‘chish oladi. Biz ko'rayotgan holda bu
ko‘chish mumkin boigan ko‘chish Srx bilan ustma-ust tushadi.
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Shuning uchun:
R Srx=/A,|£/-|>0,
yoki:
(FASr,+N,Sr{)>0 (42 5)
ga teng. Qolgan nugqtalar tinch holatda deb, quyidagi tenglikni
yozamiz:
FAST' +N'Sf, =0
'=(23,.-n). (42.6)
(42.5) va (42.6) ifodalami hadma-had go‘slisak :

AN(LW abrk+ Mksrk)>0

= | (42.7)
kelib chigadi. Demak, (42.6) tenglamaga biror musbat
tengsizlikni go‘shsak, tengsizlik kelib chigadi.
(42.7) tengsizlikka, muvozanatdan bitta nuqta emas, bir necha
nugta chigsa ham, to‘g ‘ri kelamiz.
Sistema ideal bogManishda boMgani uchun

1~ =20

bo‘ladi. Demak (42.7) tenglama quyidagi ko ‘rinishni oladi:

YJIFI®)Brk >0
(42.8)

(42.8) tengsizlik bajarilsa, (42.1) tenglama o ‘rinsiz bo‘lib goladi.
Buning bolishi mumkin emas. Demak sistemaning birorta ham
nuqtasi harakatlanmaydi va prinsipning yetarli sharti isbotlandi.
(42.1) tenglamaning skalyar ifodasini yozamiz:

cos(P,<'Wr,)=0
=)
yoki

X (FtlSxk+F~Syk+Ft]szk)=0
* (42.9)
Masalani yechishda (42.9) tenglamaning istalganidan
foydalanish mumkin. Mumkin bo‘lgan ko‘chish prinsipini
istalgan kuchlar ta‘siridagi mexanik sistema uchun qo ‘llash
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mumkin.

*11-MASALA.
AB balka A va B tayanchlarga joylashgan bo‘lib, unga vertikal

PVP2,P3kuchlar ta‘sir etsin. (54-shakl a)). B shamirdagi
bog‘lanish reaksiya kuchi aniglansin.

Yechish:
Masalani yechish uchun B tayanchni bog-‘ianishdan ozod

gilib, uning ta‘sirini N B reaksiya kuchi bilan almashtiramiz (54-

shakl b)) va bu kuchni aktiv kuchlar gatoriga qo‘shamiz.
Sistemaning erkinlik darajasi bitta. AB balkani A shamir atrofida

5p burchakka buramiz. Natijada P{,P2,P3 va NBlar tafir
etuvchi nugtalari mos ravishda 8f\,Sr2,Sr3 va 8rB mumkin
bo‘lgan ko‘chishlaroladi. Y a’ni:
Srt=a8<p\8rr =2aS(p ;
8rB=(2a+hb)Scp ; (*11.1)
8r3=2(@+hb)8q
ga teng.
Pi
"o Jfir,
e W t: ta |

a a to Ib

a) b)
54-shakl
Mumkin bo‘lgan ko ‘chish prinsipi (42.1)ga asosan yozamiz:

PI8r,-P28r2 P38r3+NB8rB=0 (*11.2)

(*11.1) tenglamani (*11.2) ga qo‘ysak, (*11.3) tenglama kelib
chiqadi:
[-P,a-2 P2a-2P3(a+b)+NB(2a+ b)]S<p=0 3)
(*11.3)tenglamada 8(pch 0 boMgani uchun yozishimiz mumkin:
- Pia- 2P2a- 2P3(a+b)+ NB(2a+b)=0 (*11.4)

(* 11.4) tenglamadan N B reaksiya kuchini aniglaymiz:
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Pxa + 2P2a + 2PHa + b)
2a+b

Takrorlash uchun savollar
1. Bogianishlarklassifikatsiyasini tushuntiring.
2. Erkin va erkin boimagan mexanik sistemalami tushuntiring.
3. Statsionar va statsionar bo‘lmagan bog-‘lanishlar deb ganday
bog‘lanishlaiga aytiladi?
4.Bo‘shatmaydigan va bo‘shatadigan bog‘lanishlami tushuntiring.
5. Golonomli va begolonom bogManishlar ganday bog‘lanishlai?
6. Umumlashgan koondinatalar ganday aniglanadi?
7. Mexanik sistemaning erkinlik darajasi nima?
8. Mexanik sistemaning mumkin bo‘lgan ko‘chishlari ganday
aniglanadi?
9. Mumkin bo‘lgan ko‘chishda kuchning bajaigan ishi qganday
aniglanadi?
10. Umumlashgan kuch ganday aniglanadi?
11. Ideal bogManishshartini tushuntiring.
12. Mumkin bo‘lgan ko‘chish prinsipini tushuntiring.

43-§. Moddiy nuqgta uchun Dalamber prinsipi

Erkin boMmagan, massasi m boMgan moddiy nuqtaga F (0) aktiv
kuchlarta’siretsin (55-shakl).
Moddiy nuqtani fikran bog‘lanishdan ozod qilib, N reaksiya
kuchi bilan almashtiramiz.
U holda dinamikaning asosiy gonunini quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:
ma=F~ +N (43n)

(43.1) tenglamani quyidagi ko ‘rinishda yozamiz:
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F@+N+{-md)=0 (43 2)

Belgilash kiritamiz:

-Ta=® (43 3)

(43.3) ifodani (43.2) ga olib borib go‘ysak, (43.4) tenglama
kelib chigadi.Y a‘ni:

F@+N+0 =0 (43 4)

Miqgdor jihatdan massa bilan tezlanishning ko ‘payitmasiga teng
boMib, yo‘nalish jihatdan tezlanishga qarama-qgaishi yo‘nalgan
® kuchi inersiya kuchi deyiladi (43.4) tenglama erkin
bo‘lmagan moddiy nugta uchun Dalamber prinsipini ifodalaydi.

Demak, erkin bo ‘Imagan moddiy nugtaga harakati davomida
ta'sir etuvchi F  aktiv kuchlar va N reaksiya kuchlari shartli
go'yilgan @ inersiya kuchi bilan muvozanatlashadi.

Moddiy nugta uchun Dalamber prinsipi yoidamida
dinamikaning birinchi asosiy masalalarini yechish qulaydir.
Harakat gonunlari berilganda ta‘sir kuchlarini aniglash masalasi
osongina yechiladi. (43.4) tenglamadan ko‘rinib turibdiki,
dinamika masalalari statika masalalariga keltirib yechiladi.
Dalamber prinsipidan  foydalanib masalalar yechilganda
nugtaning tezlanishi yo‘nalishini bilish darkor. Agar nuqta to‘g ‘ri
chizigli harakat gilsa, tezlanish yo‘nalishi anigdir. Bunda ineisiya
kuchi vektori @& =-T1Ta boMib, moduli ® = Ta ga teng. Nuqta
to‘g ‘ri chizigli tekis harakat qilsa, ® =0 bo‘ladi. Agar nuqta
egri chizigli trayektoriya bo‘ylab harakatlansa, ineisiya kuchi
urinma va normal tashkil etuvchilaidan iborat bo ‘ladi.

Urinma ineisiya kuchi:

dT=-maT (43.5)
ga teng boMib, urinma tezlanish az ga garama-qaishi tomonga
(56-shakl)yo‘naladi. Normal ineisiya kuchi,

d —ma
(43.6)

ga teng boMib, normal tezlanish an ga gqarama-qgaishi tomonga

(56-shakl) yo‘naladi. (43.3) ifodani 59-shaklda ko‘isatilganidek
urinma ineisiya kuchi va normal ineisiya kuchlarini egri
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chizigli trayektoriyaning bosh normal, urinma, binormal o ‘glariga
proyeks iyalasak:
v v2

Sr=_gat= —'r%—t—= —ms, ®n=-—Tan=-—TI— (4.3.))
p

Xuddi shunday (43.3) ifodani Dekart koordinata o‘glariga
proyeksiyalasak:
Ox=-max=-Tx,Py=-may=-T'y,dr=-maz=-mz (43.8)

Aktiv F(@ va N reaksiya ta‘sirida harakatlanuvchi M
nugtaning inersiya kuchi nugtaga qo‘yilgan bo‘lmay
bog‘lanishlatga qo‘yiladi. Dinamika masalalarini Dalamber
prinsipi yordamida yechish  usulini nazariy mexanikaning
mustaqil kinetostatika boMimi deb  ham yuritish mumkin.
Ma'nosi shundan iboratki, dinamika masalalarini yechish uchun
nuqgtaning harakat differensial tenglamalarini tuzishda statika
usullaridan foydalaniladi

*12-MASALA.
Og‘irligi 100 N bo‘lgan yuk gorizontal platformada

a=5m/s2 tezlanish bilan harakatlanmoqda (57-shakl).
Quyidagi hollar uchun yukning platformaga ko ‘rsatadigan bosimi
aniglansin:

1. Tezlanishi vertikal pastga yo‘nalgan hoi uchun,
2.Tezlanishi vertikal yugoriga yo ‘nalgan hoi uchun.
Yechish:

Yukni A/moddiy nuqta deb garab, platforma a tezlanish bilan

vertikal pastga tushganida inersiya kuchi @ ni vertikal yuqoriga
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yo‘naltiramiz (60-shakl). M moddiy nuqtaga ta‘sir etuvchi

P
kuchlar quyidagilar: : Moduli ® = Ta = —a ga teng boMgan va
g
shartli qo‘yilgan ineisiya kuchi &, og‘irlik kuchi P -mg va
platformaning reaksiya kuchi N .

Dalamber prinsipiga asosan M moddiy nuqtaga ta‘sir etuvchi
P,N va @ kuchlar muvozanatlashgan kuchlar sistemasini
tashkil etadi. 57 - shaklda ko‘rsatilgan hoi uchun muvozanat
tenglamasini tuzamiz:

=1 (*12.2)

xXW A
c

I
57-shakl
(*12.1) tenglamadan hosil gilamiz:

N=P-® =P--a =P\ 1 --
(*12.2)

W=100] 1- A J:100-0,51:51(n)

N =5I{N)

Yukning platformaga ko‘isatadigan bosimi, dinamikaning
gonuniga asosan, modul jihatdan platforma tomonidan yukka
tasir etuvchi reaksiya kuchiga teng bo'lib, yo‘nalishi gaiama-
gaishi tomonga yo ‘nalgan. Shuning uchun platformaning reaksiya
kuchini aniglash bilan yukning platformaga ko-‘isatadigan
bosimini aniglagan bo‘lamiz. (*12.2) tenglamadan ko‘rinib
turibdiki, bosim kuchi og‘irlik kuchidan ineisiya kuchining
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moduliga teng migdorda kichik ekan. Agara=g bo‘lsa, yukning
platformaga ko‘isatadigan bosimi nolga teng. Agar platforma a

tezlanish bilan yuqoriga ko ‘tarilsa, ineisiya kuchi & pastga garab
yo‘naladi. U holda muvozanat tenglama quyidagi ko ‘rinishda
yoziladi:

N-P-0=0

(123

N =100 ¢(1+-—)=100-151=15I(//)
98y

N =\5\(n)
(*12.3) tenglamadan ko‘rinib turibdiki, yukning platformaga
ko ‘rsatadigan bosimi tezlanishi ortishi bilan ortib borarekan.

44-8. Mexanik sistema uchun Dalamber prinsipi

Massalari mos ravishda ml,m2,....,mn bo‘lgan, n ta nuqtadan
iborat mexanik sistemaning har bir nuqtasi uchun Dalamber
prinsipini qo‘llaymiz. Sistemaning ixtiyoriy M knuqtasiga tashqi
kuchlaming teng ta‘sir etuvchisi Fke) (aktiv va ieaksiya
kuchlari), ichki kuchlaming teng ta‘sir etuvchisi Fk') ta‘siretsin.
Shartli ravishda nuqtaga ineisiya kuchi ®kT qo‘yamiz.

Fke) ,FI0) va ®k kuchlaro‘zaro muvozanatlashadi.
Y ani:

rm\e>+ pv) + ¢ —o
* * * (44-1)

(44.1) tenglamani sistemaning hamma nugqtalari uchun qoMlasak:
fIFKe+f jFN)+fjok=0

e *5 (44.2)

Demak, erkin bo'Imagan mexanik sistema nugqtalariga taSir
etuvchi tashqgi va ichki kuchlar qatoriga inersiya kuchlarini

go'shsak, ular o zaro muvozanatlashadi.
(44.2) tenglama mexanik sistema uchun Dalamber prinsipini
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ifodalaydi. Ichki kuchlar xossas iga asosan yozamiz:

Y F« =0
*u (44.3)
(44.2) tenglamaga asosan :
£ fW+Ar = °
*> (44.4)
n
Bu yerda: 7?" =Y - tashqi kuchlarning bosh vektori,
k=\
D) " ineis iya kuchlarining bosh vektori.
*
(44.4) tenglama quyidagi ko ‘rinishni oladi:
A« +/1<P>=0 (44.5)

Mexanik sistemada biror O nuqtani qutb deb olib, qutbga
nisbatan nugqtaning holatini ifodalovchi radius-vektor rk ga
(44.1) tenglamaning ikkala tomonini ko ‘paytiramiz:

FXFW +/- X "W +z x®4=T0/ '))+T0(" ) +T0(h*)=0 (44.6)
(44.6) ifodani mexanik sistemaning hamma nugqtalari uchun
go‘llasak, quyidagi natija kelib chigadi:

t +z TO(Pk)=0
k=l A~ (44.7)
Ichki kuchlar xossas iga asosan:

i»oNe w)=o0
*5

(44.8)
(44.8) ifodaga asosan (44.7) tenglamani yozamiz:
E~oNe (N)+E”o(h*)=0
=t =t (44.9)
Bu yerda:
n

I\/I_()e) —Y mn\FA )- tashqi kuchlarning O qutbga nisbatan bosh

momenti,
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-ineisiya kuchlarining O qutbga nisbatan bosh
*=j
momenti.
Demak:

B A6 =0 (44.10)
(44.5) va (44.10) tenglamalar sistema harakat miqgdorining va

kinetik momentining o ‘zgarishi hagidagi teoremalaiga ekvivalent
tenglamalardir. Y a’ni:

dQ=BM_y FW

o & * (44.11)
dka ~*
dt *=j
(44.5)va (44.10)tenglamalami (44.11)bilan tagqoslasak,
(u)_ dQ
dt (44.12)

_dK,
o dt

(44.12) tenglamadan ko‘rinib turibdiki, ineisiya kuchlarining
bosh vektori mexanik sistema harakat migdoridan, bosh momenti
kinetik momentdan  vaqt bo‘yicha olingan birinchi tartibli
hosilalarga teng bo‘lib, yo‘nalishlari ulaiga garama-gaishidir.
(44.4) va (44.9) tenglamalami koordinata  o‘glariga
proyeksiyalab, fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar ta‘siridagi
mutlagq gattiq jism muvozanatining zarur va yetarli shaitini
ifodalovchi statikaning muvozanat tenglamasini hosil gilamiz.

2X * +1 X =0 Z «.(5W+t mM )= 0
H
ZFE 21 fTrlmM]\/; 0

ZEHX-0  ZWmM=0

Agar kuchlar bir tekislikda yotsa, yoki parallel bo‘lsa, yoki

(44.13)
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ta‘'sir chiziglari bir nuqtada kesishsa, (44.13) tenglamadagi
tenglamalar soni kamayadi. Istalgan o0 ‘zgaruvchi mexanik
sistemaning harakatini to‘lig o‘rganish uchun (44.13) tenglama
zamrdir, lekin yetarli emas. Ammo mutlag qattiq jism uchun
(44.13) tenglama yetarli bo‘lib, jismning harakatini toliq
aniglaydi.

Bu metod bilan sistema harakati vaqtida yuzaga keladigan
reaksiya kuchlarini  aniglash qulaydir. Chunki tenglamalami
tuzishda ichki kuchlar hisobga olinmaydi. Amaliyotda (44.5)
(44.10) va (44.13) tenglamalami qo‘llash uchun ineisiya

kuchlarining bosh vektori va bosh momenti lami

hisoblash sodda formulalari avvaldan aniq boMishi lozim.

Statika bo‘limida kuchlar ganday sodda holga keltirilgan
bo‘lsa,ineisiya kuchlari ham xuddi shunday usulda sodda holga
keltiriladi, ya’ni ixtiyoriy tanlab olingan markazga fikran kuchlar
parallel ko‘chiriladi, natijada keltirish markazida kuchlaiga teng
kuch va tashkil etuvchilari shu kuchlaiga teng juftlar hosil
bo‘ladi. Hamma ineisiya kuchlarini va momentlarini qo ‘shsak,
keltirish maikazida ineisiya kuchlarining bosh vektori va bosh
momenti kelib chigadi.

Inersiya kuchlarining bosh vektori teng bo ‘ladi:
n n

(44.14)
bu yerda

(44.15)
(4.15) ifodani (44.14)ga olib borib go”~sak, quyidagi tenglama
kelib chigadi. Y a’ni:

(44.16)
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Bizga ma‘lum bo‘lgan ifodani (44.16) ga olib borib go‘ysak,
quyidagi tenglama kelib chigadi:

RE==afM =M

RO =-mag v

bu yenda M - jism massasi ,ac - massalar markazi tezlanishi.

Demak, ixtiyoriy harakatdagi jism inersiya kuchlarining bosh
vektori, sistema massasi va massalar markazi tezlanishining
ko'paytmasiga teng bo‘lib, tezlanishga garama-garshi tomonga
yo-‘naladi. Inersiya kuchlarining bosh momentini hisoblash ancha
murakkab. Tekis-parallel harakat qiluvchi qattiq jism uchun
ineisiya kuchlarining bosh momentini hisoblaymiz.

yoki

N

h

Keltirish markazi deb simmetriya tekisligida ixtiyoriy

O nuqgtaniolamiz va shu markazga nisbatan inersiya kuchlarining

bosh momentini hisoblaymiz:

Wn=2Z w(pkr)=Y fkXbk= rk Xmkd k (44.18)
*—] * *

bu yerda rk- keltirish markazi O ga nisbatan jism bo‘lakchasining
radius-vektori, mk- boMakchaning massasi, ak- bo‘lakchaning
tezlanishi. Kinematika bo‘limidan bizga malumKki,
ak=d0+sxrk-co27k

"o(h*)=-"*x/n*a* =-rkx(a0+exrk-coxk)= ~»~ ~

=a0xmkrk- e mkrk (k =1,2,%00,«)
Chunki,

rtxrt =0; rkx(Exrk)=ér?-}x-(?k-¢)=¢ér? (442Q)

(44.20) o‘rinli, chunki rk-LE£ bo‘lgan! uchun rkme = 0.

Demak (44.19) tenglamani hisobga olgan holda (44.18)
tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozamiz:



Massalar markazini va o‘gga nisbatan ineisiya momentini

hisoblash formulalarini e ’tiboiga olsak, (44.21) tenglama
quyidagi ko ‘rinishni oladi:
M) = Tc X Madic - Lzbm (44.22)

bu yerda rc- keltirish markazi O nuqtaga nisbatan massalar
markazining radius-vektori, 12- keltirish markazi O nuqtadan

o ‘tuvchi, harakat tekisligiga pedendikulyar yo‘nalgan Oz
0 ‘giga nisbatan ineisiya momenti.
Agar keltirish markaz deb massalar markazini olsak, u holda

rc = 0 boMadi va (44.22) tenglama quyidagi ko ‘rinishda yoziladi:

A —r (44.23)

(44.23) tenglamadagi minus ishorasi moment vektori M ining

yo‘nalishi burchak tezlanish vektori £ ning yo‘nalishiga garama-
gaishi yo‘naladi.

Xulosa qilib aytganda, inersiya kuchlari sistemasi massalar
maikaziga qo‘yilgan (44.17) tenglamada ifodalangan bosh
vektoiga va jismning simmetriya tekisligida yotuvchi (44.23)
tenglamada ifodalangan juftga keltirildi ( 58-shakl).

*13-MASALA

Samosval mashinaning to‘rtta gMIdiraklariga bir xil tormozlovchi
moment M qo‘yilgan (59-shakl a)). Samosval gMldiraklarining
radiusi R, massasi m ga teng boMib, massalar markazi C
nugtaga
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joylashgan. Shakldagi b,c,h oichamlar berilgan.
Samosvalning a sekinlanishi va juft g‘ildiraklaming yerga
ko ‘rsatadigan bosimlari FAFB aniglansin.

Yechish :

Samosvalga tormoz berilganda quyidagi tashqi kuchlar ta‘sir
etadi: og‘irlik kuchi mg, yeming normal reaksiya kuchlari RA

va RB juft g‘ildiiaklaring ishgalanish kuchlari FfA va F~*

(59-shakl b)) . Mexanik sistema uchun tormozlovchi moment

ichki kuch hisoblanadi. Samosval ilgarilanma hamkatda boMgani
uchun ineisiya kuchlari massalar markaziga qo‘ilgan biigina

R~ ga keltiriladi. Uning moduli R~ =ma ga teng bo‘lib,
yo‘nalishi sekinlanish a ga qaiama-gaishidir. Dalamber
prinsipining (44.13) tenglamasini tekislikda ta‘sir etuvchi kuchlar
uchun tuzamiz:

2 +1>*=
=0
= = (*13.1)

Z"(SC))+S_’\N9 )=o0

(*13.1) tenglamani tuzamiz:
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-rM+fla+fjb=0
- Wg+ Ra+RH=0
R(I-h-mg-b +RB(b+c)~ 0 (*13 2)

(*13.2.) tenglamadagi noma‘lumlarsonini kamaytirish magsadida
samosvalning juft g'ildiraklari uchun go‘shimcha muvozanat
shartlari kiritamiz:
FAmR - 2M =0 Fm-R-2M =0
A R

(*13.3)
(*13.3) tenglamalami hadma-had go ‘shsak,
(*13.4)
kelib chigadi. (*13.4)ni (*13.2)ga qo‘yamiz. U holda:
- ma+AM/R =0,
-mg + RA+Rb =0,
mah- mgb + Rfi(b+c¢)= 0, (*135)
(* 13.5) dan
a=4M/mR,
Rb ~ (mgb ~ mah)/(b +¢) = (mgb - 4Mh/R)/(b +c),
RA~mg RB=(mgc+4Mh/R)/(b +c) (*13.6)

Dinamikaning ta'sirva aks ta‘sir tengligi gonuniga asosan juft
g‘ildiraklaming yeiga ko‘rsatadigan bosimi migdor jihatdan
yeming normal reaksiya kuchiga teng bo‘lib, yo‘nalishi unga
garama-qgaishi yo‘naladi.

Demak:

FB= (mgb- 4MhjR)!(b +c), FA= (mgc + 4Mh/R)/(b +c¢)

Javob:

a=4M/mR,
FB= (mgb - 4MhjR)/(b +c);
Fi = (m8c+ AMhfR)/(b +c).
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45-§. Dinamikaning umumiy tenglamasi

Dinamika masalalarini yechishda Dalamber prinsipi bilan
biigalikda mumkin boMgan ko‘chish prinsipini qoilaymiz. Ideal
golonomli bo‘shatmaydigan bog‘lanishli mexanik sistema n ta
nuqgtadan iborat bo‘lsin. Mexanik sistemaning M knuqtasining

massasi mk, tezlanishi ak bo‘lsin. Nugtaga ta‘sir etuvchi hamma
aktiv kuchlarning teng ta‘sir etuvchisi Fka\ bog‘lanish reaksiya
kuchlarining teng ta‘sir etuvchisi Nk bo‘lsin. Agar nugtaga

shartli ravishda ineisiya kuchi ®k=-m kakni qo‘ysak, Dalamber
prins ipiga asosan :
r>)+ T + =0
Orh +e =0 (45.1)

Mexanik sistemaga mumkin bo‘lgan ko‘chish beramiz. (45.1)
tenglamaning hamma hadlarini Mknuqgtaning Srk mumkin

bo‘lgan ko‘chishga ko ‘paytiramiz:
("">+n?2,+d Mr,=0 (452)

(45.2) tenglamani sistemaning hamma nugqtalari uchun qo‘llab,
hadma-had go‘shsak, (45.3) tenglama kelib chiqadi:

N(p(°KMK+®DK)6rk=0
(45.3)
yoki

FIFEI?)+0K)Srk+T jN k87k=Q
= = (45.4)
Sistema ideal bog‘lanishda bo‘lgani uchun reaksiya

kuchlarining mumkin bo‘lgan ko‘chishda bajaigan ishlari nolga
teng bo‘ladi.
Y a‘ni:

+ N kSrk=0

k=\
Demak, (45.4) tenglama quyidagi ko ‘rinishni oladi:
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mE(p}a)+ PK)3rk=0

* (45.5)
(45.5) tenglamaning skalyar ko ‘paytmasini yoyib chigsak,
quyidagi analitik ifodani hosil gilamiz:

I(F")+0ISxi+(FM+0k)Syk+ (Ft)+0K)SzIN0
Hox (45.6)
(45.5) va (45.6) tenglamalar dinamikaning umumiy tenglamasini
ifodalaydi. Bu tenglama ikkita prinsipni qoMlash natijasida kelib
chiggani uchun, dinamikaning umumiy tenglamasi, Lagranj-
Dalamber tenglamasi deb ataladi. Demak, ideal golonomli
boshatmaydigan bog'lanishli mexanik sistemaga ta'sir etuvchi
aktiv kuchlaming va shartli go'yilgan inersiya kuchlarining
mumkin bo'lgan ko'chishda bajargan ishlarining vyig'indisi
nolga tengdir.

Ineisiya kuchi ®k=- mkak ni e tiborga olsak, dinamikaning

umumiy tenglamasi quyidagi qo‘rinishda yoziladi:

-mtat)8rk=0

M (45.7)

i?(FL°)-mkxt)Sxk+(FI°)-mkyl)Syt+(F£)-mtzt)5zt =0
(45.8)
Mexanik sistema ideal boimagan bog‘lanishda bo‘lsa ham
dinamikaning umumiy tenglamalaridan foydalanib masalalarini
yechish mumkin. Bu holda hamma ishgalanish kuchlari aktiv
kuchlar gatoriga kiradi. Dinamikaning umumiy tenglamasining
afcalligi shundan iboratki, mexanik sistemani moddiy nuqta deb

garab sistemaning ilgarilanma harakati tekshiriladi.

*14-MASALA.
Bloklar sistemasiga og‘irliklari /~=100TV va PB-80N
boMgan Ava B yuklar osilgan. A, B yuklaming tezlanishlari va

bloklarsistemasidagi arqonning tortilish kuchi aniglansin. Bloklar
massasi hisobga olinmasin va arqon cho‘zilmaydigan deb garalsin
(60-shakl).
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Yechis h:

Ava B yuklar ilgarilanma harakatda boiganlari uchun moddiy
nugta deb garash mumkin. Demak mexanik sistema golonomli
ideal bog‘lanishda bo‘lib, ikkita Ava B moddiy nuqtalardan

iborat. Nugtalarga ®A va ®B ineisiya kuchlari ta‘sir etib,
yo‘nalishlari aA va aB tezlanishlaiga garama-qgaishi yo‘naladi.
Ineisiya kuchlarining moduli quyidagicha aniqlanadi:

&a=— °a,

g g (*14.1)
Agar sistemaning A nuqtasiga yuqoriga qarab SrA mumkin

bo‘lgan ko‘chish beisak, B nuqtasi pastga yo‘nalgan 8rB

ko‘chish oladi.
Dinamikaning umumiy tenglamasi quyidagi ko ‘rinishda yoziladi:

(PA+0A)-SrA+(PB +®PH)-3rB =0 (*14.2)

(* 14.2) tenglamadagi hamma vektorlamig yo ‘nalishi 60-shaklda
ko‘rsatilgan. Skalyar ko ‘paytmani ochib chigsak,

-P a\8ra\-® a\8ra\+PB\5rB\-® B\6r8\=0 (#]43)

(*14.1) tenglamani e ‘tiborga olsak, (*14.3) tenglama quyidagi
ko‘rinishda yoziladi:

~ Pn\8rA\-~ -a A\5rA\+ PB\SrB\- » - a B\6rB\=0

g g (*14.4)
Angon cho‘zilmaydigan bo‘lgani uchun:

(, 14.5)
A yuk B yukka nisbatan ikki barobarsekin harakat giladi.
Y a’ni:
aB —2aA (*14.6)
(*14.5) va (*14.6) tenglamalami e ‘tiboiga olsak:

-PA-1taA+2PB-4"L \SrA\=0
g g (*14.7)
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60-shakl  61-shakl
(*14.5)va (*14.6) tenglamalami e ’tiboiga olsak:

-PA-"a A+2PB-4"aA pnr|=°
S g (*14.7)
(*14.7) tenglamada SrA™ 0 bo‘lgani uchun (*14.8) tenglama
kelib chiqadi:

~Pa — aA+2PB-47~-an=0
g g
_2MR-P. g =14m/s2 (*14.8)

4P, + PA
(*14.8) tenglamada (*14.6) tenglamani e 'tiboiga olsak:

aB=2aA=2,8m/s2
Ayuk B vyuklaming tezlanishlarini anigladik. Argonning
tortilish kuchini aniglash uchun fikran arqonni qirgib ineisiya
kuchini yo‘naltiramiz (61-shakl), kuchlar sistemasi Dalamber
prinsipiga asosan nolga ekvivalentdir. Shuning uchun quyidagi
tenglamani yozishimiz mumkin:

T+®B+PB-0

yoki T+7~-aB+PH=0 (*14.9)
g
(*14.9) tenglamani Oy koordinata o ‘qiga proyeksiyalasak:
p
T+La mPB =0
g (*14.10)
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(*14.10) tenglamadan argonning tortilish kuchini topamiz:

0
T=-*laB+PB=-—-28+80=572N

Javob:
aA=14m/s2;aB=2,8m/s2;T =57,2 N

46-§. Umumlashgan koordinatalarda mexanik sistemaning
harakat differensial tenglamalari

Dinamikaning umumiy tenglamasidan umumlashgan
koordinatalarda sistemaning harakat differensial tenglamalarini
keltirib chigaramiz. Erkinlik darajasi p ga teng boigan ideal

golonomli bo‘shatmaydigan  bog‘lanishli n ta nuqtadan iborat
mexanik sistemani ko‘ramiz. Sistemaning holatini ineisial
koordinata o‘glariga nisbatan q}{j =1,2,.....p) umumlashgan
koordinatalar orgali aniglab, sistema nuqtalarining koordinata
boshiga nisbatan radius-vektorlari ham umumlashgan
koordinatlaming funksiyalari ko‘rinishida ifodalaymiz, ya’ni
(41.6) formulaga asosan :

rk~ (M5 ) (k—\2,...,n) (46 1)
(41.7) tenglamaga asosan yozamiz:

8rb=ilT -s9 (k=12,....9)
jrd4 (46.2)

Nugtalari aktiv kuchlar (k =1,2,...,n) tasiridagi mexanik

sistemaga Dalamber va mumkin boigan ko‘chish prinsiplarini
goilab, dinamikaning umumiy tenglamasini yozamiz. Y a’ni:

(46.3)
(46.3) tenglamaga (46.2) ni olib kelib go‘ysak, quyidagi tenglama
kelib chigadi:

(46.4)
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Agar £g;oldidagi koeffitsientlar alohida-alohida nolga teng
bo‘lsa, ma‘lumki Sqf(j -\,2,....,p) har bin o‘zaro bog‘lig

bo‘lImay erkin bo‘lgani uchun (46.4) tenglama o ‘rinli bo‘ladi.
Demak:

=0 U =12.;P)

v dg. (46.5)

(46.5) tenglamani quyidagi ko ‘rinishda yozamiz:
e— =-Y RM j =

Y dlge = Y AMm

(46.6)
Buyerda: X‘*’ = ga teng. (41.9) formulaga asosan:
I/l * N
(y=12,..p)
d<? (46.7)
Bu yenda umumlashgan aktiv kuchlar. (46.6) tenglamaning

chap tomonidagi ifoda umumlashga ineisiya kuchlarini
ifodalaydi. Y a’ni:

ej">=E** # e= -5> a 0'=
Fi dqj ITS! dq, (46.8)

(46.7) va (46.8) tenglamalami (46.6) ga qo‘ysak, quyidagi
tenglama kelib chigadi:

Qi (i =1.2:p) (46.9)
(46.8) tenglamaga ayrim o ‘zgartirishlar kiritamiz:
- _- drk_d dt s _d drt

dg, T dg, dt dg, 4 dt dq, (46.10)
(- 123../7
Quyidagi tenglik o ‘rinli ekanligini isbot gilamiz:
drt = drk
dg, dq,’ (46.11)
jt drk 5' drAH s
daj K dt (46.12)
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Anigki:

rk = rk (4\
dr. dn dr.
-4P
3 5<Y- (46.13)
Ko‘paytuvchi 2?2 (j =iy2,....,p) umumlashgan tezlikka
dq,

bogiig boimay, umumlashgan koondinatalaiga bogiiqg boigani
uchun (46.13) tenglamadan shunday xulosaga kelamizki,

dr or.
dqj  daq,
Demak (46.11) tenglama isbhotlandi. (j=1i,2,...,p) if°da

dq,
umumlashgan koordinatalarga bogiiqg boigani uchun quyidagi

tenglama Kkelib chigadi:
d (drk) f d 'drk’ ~Noda,,
dt dajj  dg, {dqj """ tdajag,
raal ’ (46.14)
Ikkinchi tomondan:

r

y = o
hdqg, (46.15)

Demak,

dc_y1a dr i

dQj  Tidaj da, (46.16)
(46.14) va (46.15) tenglamalaming o ‘ng tomonlarining tengligini
e ’tiborga olsak, (46.12) ifodaning to‘griligi kelib chigadi. (46.10)
tenglamaga qaytib (46.11) va (46.12) lami qo ‘ysak:

drt .. d drk drk
dqj dt dqj dq;
yoki .
- drk =) a
8gqj dt dgj | 2\] » | 2J (46.17)
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Bu yerda, r=vk ga teng. (46.17) tenglamani (46.8)ga olib
borib go’ysak, quyidagi tenglama kelib chigadi:

" 2N
gM = my j=12,..0?
dt dqj adj ...
Bu sistema kinetik energiyasi boMgani
2
uchun tenglama quyidagi ko ‘rinishni oladi. Y a’ni:
d 12
Q)=-7. (46.18)
(46.18) ifodani (46.9) tenglamaga qo ‘ysak:
dT T
. A ~Q U—2..p)
d4jJ  dat (46.19)

(46.19) tenglama umumlashgan koordinatalarda mexanik
sistemaning differensial tenglamalari yoki Lagranjning Il tur
differensial tenglamalarideyiladi.

Tenglamaning afealligi shundan ibomtki, birinchidan
golonomli mexanik sistema ganday harakat gilmasin, dinamika
masalalarini yechish uchun yagona sodda usuldir, ikkinchidan
(46.19) da Kkeltirilgan tenglamalar soni sistema nugqtalarining
soniga bog‘lig bo‘lmay, sistemaning erkinlik darajasiga
bog‘liqdir, uchinchidan, sistemaga ta‘sir etuvchi kuchlar
umumlashgan kuchlar ko‘rinishida berilgan bo‘lib, ularga feqgat
aktiv kuchlar kiradi. ldeal sistema uchun bog‘lanish reaksiya
kuchlari ishtirok etmaydi. Sistemaga ishgalanish kuchi ta‘sir
etganda ham ulami aktiv kuchlar gatoriga qo ‘shib, Lagranjning Il
tur differensial tenglamalaridan foydalanib masalalami yechish
mumkin.

*15- MASALA.
L;;itsiklik mexanizm vertikal tekislikda joylashgan bo‘lib, OA
krivoshipning og‘irligi ga teng bo‘lib, unga o‘zgarmas

aylantiruvchi M moment qo‘yilgan (62-shakl). Krivoshipning
burchak tezlanishi s va g‘ildiraklaming urinish nuqtasidagi
zo‘rigish S aniglansin. G ‘ildiraklar o‘glari orasidagi masola /
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P2 ga

ga, qo‘zg‘aluvchi g‘ildirakning radiusi r ga og°‘irligi
bir

teng. Krivoship bir jinsli steijen, qo‘zg‘aluvchi g-‘ildimk
jinsli disk deb garalsin.

Y echish:
Epitsiklik mexanizm holati OA krivoshipning burilish burchagi

@ ga bog‘ig bo‘lib, sistemaning eridnlik darajasi bittadir.
Burilish burchagi (p ni umumlashgan koordinata deb qabul

gilamiz. Demak, =<p ga teng. U holda krivoshipning burchak

tezligi teng bo‘ladi:

=¢ - co
Topishimiz kerak bo‘lgan burchak tezlanish teng bo ‘ladi:
£=qx=(p
62-shakl

Erkinlik darajasi biiga teng bo‘lgani uchun bitta Lagranjning
Il tur tenglamasi tuziladi:

(*15.1)

Sistema kinetik eneigiyasini hisoblaymiz:
T=T,+T,

Bu yerda, Tr krivoshipning kinetik eneigiyasi, T2- qo‘zg ‘aluvchi
g‘ildirakning kinetik energiyasi. Krivoship (62-shakl) aylanma
harakat va qo‘zg‘aluvchi g-‘ildirak tekis- parallel harakat gilgani
uchun ulaming kinetik eneigiyalari quyidagi ko‘rinishda
ifodaianadi:

(*15.2)
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z 2 8 z (*15.3)
Buyerda: JO-krivoshipningaylanish o‘qi O ga nisbatan
ineisiya momenti; JA-qo‘zg‘aluvchi g‘ildirakning aylanish
o‘gi A ga nisbatan inersiya momenti; cox- qo‘zg‘aluvchi
g ‘ildirakning aylanish o ‘gqi A ga nisbatan burchak tezligi;
VA- qo‘zg‘aluvchi g‘ildirakning A markazining tezligi.
Krivoship birjinsli steijen, go‘zg‘aluvchi g‘ildirak birjinsli disk
boMgani uchun ineisiya momentlari quyidagi formulalandan
aniglanadi:

Jo=—12; JA=—r2.
(*15.4)

Tezliklami  umumlashgan tezliklar, ya’ni ¢=a onqali
ifodalaymiz. Qo‘zg‘aluvchi g'ildirak qo‘zg‘almas g ‘ildirak
ustida sipanmasdan dumalagani uchun B nuqta tezliklar oniy
markazidir.
Demak,

VA= 1®= r(Ox

vA=I<P,oy1= YA = L8
r r (*15.5)
(*15.5) va (*15.4) ifodalami (*15.3) tenglamaga so‘ngra
(*15.2) tenglamaga olib borib qo‘yamiz:
T=~ (2P 1+9P2)h 2.
1Zg (*15.6)
(*15.6) tenglamadan quyidagilami aniglaymiz:
— =0; — =— (2P1+9P2).
fAep ap 69 (*15.7)
Umumlashga:i kuch Qxni hisoblaymiz. Buning uchun JA
krivoshipga soat miliga teskari yo‘nalishda Sep  mumkin

bo‘lgan ko‘chish beramiz. Sistemaga P\,P2 kuchlar va

momenti M ga teng juft kuch ta‘sir etadi. Px-krivoshipning



og‘irligi, P2- go‘zg‘aluvchi gildirakning og°‘irligi. Shuning
uchun P\,P2 kuchlaming va momenti M ga teng juft
kuchning Sep mumkin boigan ko‘chishda bajaigan ishlari

teng: 8A = M5(p-P{—cos<p8(p- P2l cos <p5<p

elementar ishni yana quyidagi ko‘rinishda ifodalash mumkin:
8 A =0QxX8qgx=Qxcp

Q\Sipz  2M-\ P, +2P2 lcosp Sp

(*15.8)
(*15.7) va (*15.8) giymatlami (*15.1) tenglamaga olib borib
go ‘ysak,
(23 +9P2)p = X[2M - (/> + 2P2)/ cos <
69 2 (*15.9)
(*15.9) tenglamadan krivoshipning burchak tezlanishi s ni
aniglaymiz:
. 30\IM - (P. +2PQ)l <05
:<p:_g ( a ﬂ

1 2(2P1 + 9P2) (*15.10)
Gildiiaklaming urinish nuqtasidagi zo‘rigish S ni aniglaymiz.
Shu zo‘rigish hisobiga qo‘zg‘aluvchi gildirak krivoshipga
nisbatan aylanma harakat giladi. Qo‘zg‘aluvchi gildirakning
aylanish o‘gi A ga nisbatan nisbiy harakati uchun Kinetik

momentning o zgarishi hagidagi teoremadan foydalanib S ni
aniglaymiz:
(*15.5)va (*15.6) tenglamalami e tiborga olsak:
-aA+2PB 4"- || =0
8 8 J (*15.11)
Qo‘zg‘aluvchi  gildirakning  burchak tezlanishi va
krivoshipning burchak tezlanishi s-d=0 oras idagi
bogianishni e’tiborga olgan holda quyidagi tenglamani yozamiz:

£x=-(p (*15.12)
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(*15.10) va (*15.12) ifodani (*18.11) tenglamaga olib borib
go‘yamiz:
o_1~ _ 3 P2[2M -(™ +2P2)lcos”] (*1513)
2 g 2 (2Pt + 9P2)
Javob:
Krivoshipning burchak tezlanishi:
3g[2M-(Pl+2P2)l cos <p\
£~ 12(2P{+9P2)
G ‘ildiraklaming urinish nuqtasidagi zo ‘rigish:
_3P2[2M-(Pt+2/2)/cosgp
~2 1(2/3+9/%)

Takrorlash uchun savollar
1. Moddiy nuqta uchun Dalamberprinsipi ganday ta’riflanadi?
2. Mexanik sistema uchun Dalamberprinsipi ganday ta’riflanadi?
3. Prinsiplaming alzalligi nimadan iborat?
4. Dinamikaning umumiy tenglamasini keltirib chigarish uchun
gaysi prinsiplardan foydalaniladi?
5. Umumlashgan koordinatalarda mexanik sistemaning harakat
differensial tenglamalari ganday ko ‘rinishda yoziladi?
6. Lagranjning Il tur differensial tenglamalarining alzalligi
nimalardan iborat?
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