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S O ‘Z B O S H I

Klassik mexanika fani uch yuz yildan ortiq tarixga ega. Mexanika 
fanini rivojlantirishga Galiley, N yuton, Eyler, Yakobi, G am ilton va 
boshqa buyuk olim lar katta hissa qo'shishgan. Albatta, mexanika fa- 
nining rivojlanishi hali ham davom etm oqda, am m o uning prinsipial 
asoslari XIX asming ikkinchi yarmiga kelib aniqlangan desak bo'ladi. 
Klassik mexanika juda keng va chuqur fan. Наг xil soha mutaxassislari 
unda o ‘ziga qiziqarli va muhim bo'lgan yo'nalishlarni topishi mumkin. 
Fiziklar sifatida biz m ana shu fanning fizika uchun muhim bo'lgan 
qismlarini tanlab oldik. Birinchi navbatda bu nazariy fizikaning ham m a 
sohalarida keng qo'llaniladigan tushunchalar — Lagranj formalizmi, 
Gamilton formalizmi, ta ’sir integrali, eng qisqa ta ’sir prinsipi, harakat 
integrallari, tashqi maydonlarda harakat va sochilish va h.k. Univer- 
sitetlar uchun nazariy fizika kursi shunday qurilganki, yuqorida aytilgan 
fundamental tushunchalar birinchi bo'lib nazariy mexanika kursida 
kiritiladi.

Kichik tebranishlarga ham katta ahamiyat berilgan — tebranish 
jarayonlari fizikaning deyarli ham m a sohalarida uchraydi va kichik 
tebranishlarning qonuniyatlari ham m a sohalarda ham bir xildir. Real 
fizik sistemalar ayniqsa elektrotexnik qurilmalarning xossalarini o 'rga- 
nishda ko'pincha nochiziqli tebranishlar nazariyasini qo'llashga to 'g 'ri 
keladi. Nochiziqli tebranishlar sohasi birm uncha murakkab bo'lganligi 
uchun kitobimizda uning faqat asoslari yoritilgan.

Qattiq jism harakati masalasi klassik m atem atik fizikaning eng 
rnukammal ishlab chiqilgan qism laridan biri sifatida e ’tiborim izni
о ziga tortadi. Klassik mexanikaning bu sohasi bilan real hayot orasida 
ko pincha bevosita bogManishlarni topish mumkin.

Darslik fiziklar uchun universitet dasturiga mos ravishda suyuqliklar 
mexanikasiga bag'ishlangan bob ham bor.

Bu bobda berilgan m a'lum otlar talabalarga suyuqliklar va gazlar 
"lexanikasiga doir asosiy qonunlarni o'zlashtirishga imkoniyat beradi 
ae8an umiddamiz.
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Klassik mexanika fizik sistem alam ing fazodagi mexanik harakatini 
o 'rganadi, bu qonunlam i vektorlar tilida ifoda qilish juda qulaydir. 
Vektorlar algebrasining asosiy qoidalari Ilovada berilgan, ular kitobni 
tushunish uchun yetarlidir deb o'ylaymiz. Kitob davomida m ana shu 
ilovada tushuntirilgan soqov indekslar bo‘yicha yig'indi qoidasi keng 
foydalanilgan. Agar o'quvchi vektorlar bilan ishlashda qiyinchiliklar 
sezsa m ana shu Ilovaga murojaat qilishi kerak bo'ladi.

O 'zbek tilida Nazariy fizika kursi birinchi bor yaratilmoqda. Ajab 
emas, sinchkov o 'quvchilar darslikda b a’zi-bir nosozliklarni uchratib 
qolsa. Bunday o ‘quvchilam ing tanqidiy mulohazalari kitobimizdagi 
kamchiliklarni kamaytirishga xizmat qilgan bo 'lar edi. Tegishli fikr va 
m ulohazalarni quyidagi manzil bo 'yicha yuborishingizni so'raymiz: 
Toshkent, M. Ulug'bek nomli O 'zbekiston Milliy universiteti, fizika 
fakulteti, Yadro va nazariy fizika kafedrasi.

Ushbu darslik O'zbekiston Respublikasi Vazirlar M ahkamasi qoshi- 
dagi Fan va texnologiyalarni rivojlantirishni muvofiqlashtirish qo'mitasi 
tom onidan ta ’minlangan «ОИД-3-9* sonli innovatsion loyiha doirasida 
yaratilgan.

Yana bir muammoga to 'xtab o'taylik. Dunyo ilmiy adabiyotlarida 
olimlarning nomi ularning o ‘z ona tilida qanday yozilsa boshqa tillarda 
ham o'zgartirilm asdan shundayligicha qoladi. Am m o biz tarixan kirill 
alifbosiga moslashtirilgan rus tilidagi talafTuzga o 'rganib qolganmiz. 
Ikkinchi tom ondan, o'quvchi ilmiy adabiyotni o 'rgana boshlaganda 
bizning darslikdagi ruscha talafTuzga moslashtirilgan nomlarning haqiqiy 
shakliga duch kelib o 'y lan ib  qolm asligi uchun  quyidagi jadvalda 
nomlarning qiyosiy shakllarini keltiramiz:



Ona tilida Ushbu kitobda Rus adabiyotida

Newton Nyuton Ньютон

Hamilton Gamilton Г амильтон

Lagrange Lagranj Лагранж

Euler Eyler Эйлер

D’Al ambert Oalamber Даламбер

Coul umb Kulon Кулон

Navier Navi ye Навье

Stokes Stoks Стокс

Jacobi Yakobi Якоби

Maupertuis Mopertyui Мопертюи

Poincare Puankare Пуанкаре

Poisson Puasson Пуассон

Cartan Kartan Картан

Noeter Nyoter Нетер

Liouville Liuvil Лиувилль

Routh Raus Раус

Coriolis Koriolis Кориолис

Rutherford Rezerford Резерфорд

Huygence Guygens Г юйгенс

Legendre Lejandr Лежандр



1-bob. HARAKAT T  EN G LAM ALA RI

1.1. Erkinlik darajasi. Umumlashgan koordinatalar

Jismlarning fazodagi mexanik harakatini o ‘rganish uchun sanoq 
sistemasiga ega bo'lishimiz kerak. Sanoq sistemasi tushunchasiga m a’lum 
bir yo'l bilan tanlab oiingan koordinatalar sistemasi va soat kiradi. 
U lar yordam ida jism ning ixtiyoriy vaqt momentidagi holatini aniqlash 
mumkin.

Jism holatining vaqt bo‘yicha o ‘zgarishini uzliksiz belgiiab borsak, 
shu jism ning fazodagi trayektoriyasini olgan bo‘lamiz.

Bu ishni bajarish uchun bir m uhim  tushuncha m oddiy nuqta 
tushunchasidan foydalaniladi. Jismning o ‘lchami ko‘rilayotgan masala- 
dagi boshqa o 'lcham larga nisbatan juda kichik bo'lsa uni massaga 
ega bo 'lgan bir nuqta sifatida ko‘rish m um kin. Bu albatta m a’lum 
b ir yaqinlashuv, ideallashtirish , am m o u, odatda, yaxshi yaqin- 
lashuvdir. M asalan, otilgan o ‘q yoki snaryadning trayektoriyasi jism lar­
ning to 'qnashuvida impuls va energiyaning saqlanish qonunlarin i va 
hatto  Yerning Quyosh atrofidagi harakatini o ‘rganganda bu jism larni 
m oddiy nuqta sifatida ko'rish m um kin. H atto  qattiq jism ning hara­
katini o 'rgangan im izda ham  uni m oddiy nuqtalardan  iborat deb 
qarasak qulay bo'ladi.

Fizika fani tajribaga asoslangan fandir. Bundan keyin gapiriladigan 
ko'pgina tasdiqlar olimlarning ko‘p asrlik tajribasiga asoslangan bo'lib, 
ular o ‘zidan soddaroq bo'lgan boshqa tushunchalarga keltirilmaydi. 
Darslikda bir necha marta uchrab turadigan «tajriba shuni ko'rsatadiki* 
degan ibora olimlarning ko'p asrlik tajribasi asosida keltirib chiqaril- 
gan tasdiqlarga tegishlidir.

Fizik sistemaning fazodagi holatini aniqlash uchun har xil koordi- 
natalardan foydalanish mumkin. K o'p masalalarda Dekart koordinatalar 
sistemasi qo'llaniladi. Bu holda moddiy nuqtaning radius-vektori r  ni 
va tezligini v  = dr/dt = r deb belgilanadi. Ko‘p hollarda vektorlarning

kom ponentalari r  = {jc,y,z} va v  =  dan ham foydalaniladi.
Agar moddiy nuqtalar soni bir nechta bo'lsa ulam ing nom eri, odatda,

8



a harfi bilan belgilaymiz. Bu holda a moddiy nuqtaning radiusi va 
tezligi r , va harflar bilan belgilanadi. Radius va tezlikning argu- 
mentlarini odatda ko'rsatib o'tirm aganim izga qaram asdan shuni esda 
saqlash kerakki, umumiy holda ular vaqtga bog'liq bo‘lgan kattaliklar: 
r =  r(t) =  ЛО , va v  =  u(/) =  {u,(f), и:(0У. Quyidagi 
munosabatlar

x  =*</), у  =  y(t), z  =  zU) (1.1)

moddiy nuqtaning x,y  va z koordinatalarining vaqt bo 'yicha o ‘zga- 
rishini ifodalaydi, ya’ni, ular shu nuqtaning trayektoriyasmi ifodalaydi. 
Bir necha m oddiy nuqtali sistem a haqida gap ketganda har bir 
nuqtaning koordinatlarini ham shu m a’noda tushuniladi.

Masalada sferik simmetriya bo‘lsa, sferik koordinat sistemasini 
qoMlash qulayroqdir. Boshqa holatlarda ko'rilyotgan masala uchun 
boshqa koordinatlar qulay bo'lishi mumkin. Fanning m uhim  tomoni 
shundan iboratki, harakat qonunlarini umumiy ko'rinishda konkret 
koordinat sistemasiga bog'lamagan holda umumlashgan koordinatalar 
tilida ifodalash mumkin. Mana shu umumlashgan koordinatalam i q t, 
q„ ..., qs deb belgilaylik. Ular ham umumiy holda vaqtning funksiyalari 
bo'ladi: q,(t), q p ) ,  ..., qs(t), am m o buni har gal yozish shart emas. 
Umumlashgan koordinatlarga o ‘tishga misol sifatida sferik koordi­
natlarga o ‘tishni ko'raylik:

x  = rs in f lc o s^ , у  =  r s in 0 sin<p, z = r c o s 6 . ( 1.2 )

Bu m unosabatlar orqali yangi koordinatlar {г,в  ,<p} kiritiladi. Agar 
sistemada iVta moddiy nuqta bo'lsa va ularning dekart koordinatlarini 
*•» Уа- Za. a =  I, , N  deb belgilansa, umumlashgan koordinatlarga 
o ‘tishni

x ,=  f,{q ,,...,q s), 

У, = f 2{ q , .- .q s). 

Z, ..... Я,),
(1.3)

formulalar orqali ko‘zda tutush mumkin. Sistemaning holatini to ‘liq 
aniqlash uchun yetarli bo'lgan koordinatlar soni sistemaning erkinlik 
darajasi deyiladi. Yuqorida erkinlik darajasi s harfi bilan belgilangan.
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shuncha umumlashgan koordinata kiritildi. Erkinlik darajasi soni 31V 
dan kam bo'lishi mumkin. Bitta moddiy nuqtaning fazodagi holatini 
aniqlash uchun uning uchta koordinatasini aniqlashim iz yetarlidir. 
Demak, bitta moddiy nuqtaning erkinlik darajasi uchga teng. Ikkita 
moddiy nuqtaning erkinlik darajasi esa oltiga tengdir. Ammo ularning 
orasidagi masofa o ‘zgarmas bo'lsin desak, sistemaning erkinlik darajasi 
beshga teng bo 'ladi — shu sistemadagi ixtiyoriy bir nuqtaning holatini 
aniqlash uchun 3 ta son kerak, ikkinchi nuqtaning holatini aniqlash 
uchun ikkita son yetarlidir.

Tekislik ustida harakat qilayotgan jism ning erkinlik darajasi 2 ga 
tengdir tekislik ustidagi ixtiyoriy nuqtani uning ikkita koordinatasi 
orqali aniqlashi mumkin.

Oxirgi ikki misolda haqiqatda yana bitta tushuncha kiritildi, ya’ni 
bog'lam lar soni tushunchasi. 0 ‘zaro masofasi o ‘zgarmaydigan ikki 
nuqtali sistem ada bitta bogManish bor — shu ikki nuqta orasidagi 
masofaning o'zgarmasligi sharti. Buni matematik ko‘rinishga keltiraylik, 
uning uchun birinchi nuqta koordinatalarini x v y v  z, va ikkinchi nuqta 
koordinatalari esa xv  y 2, deb belgilanadi. U nda shu ikki nuqta 
orasidagi masofaning o ‘zgarmaslik sharti

(* 2 -* i)2 + ( л - л ) 2 + (* 2 -Z |)2 = /2 O -4 )

ko'rinishni oladi, bunda I berilgan o'zgarm as masofa. Bu yerda har 
bir koordinata vaqtning funksiyasidir (sistema harakat qilishi m um kin), 
am m o masofa o'zgarmasdir.

H ar bir shart sistema erkinlik darajasini bittaga kamaytiradi. Masa- 
lan, ixtiyoriy tekislik ustida bir-biriga uzunligi o ‘zgarmaydigan ingichka 
ip bilan bog'langan ikkita moddiy nuqta berilgan b o ‘lsin. Bu siste­
maning erkinlik darajasini topaylik. H ar bir nuqta sirt ustida yotibdi
— bu ikkita shart. U lar orasidagi masofa o ‘zgarmaydi — yana bitta 
shart.

D em ak, sistemadagi erkinlik darajalar soni 6 — 3 =  3 ga teng 
ekan. Haqiatan ham, sistemaning holatini aniqlash uchun nuqtalarning 
bittasining sirt ustidagi ikkita koordinatasini berishimiz va ulam i bog‘- 
lab turgan o 'qn ing  x  yoki у  o 'q iga nisbatan burchagini aniqlash 
yetarlidir.

1.1-misol. O'zaro masofalari o‘zgarmaydigan uchta moddiy nuqta siste- 
masining erkinlik darajasini toping.

Uchta moddiy nuqtali sistemani ifodalash uchun 3 -3  = 9 ta koordinata 
kerak. Ammo ularning bir qismi mustaqil emas. Uchta nuqta orasidagi
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niasofalarning o'zgarmasligi 3 ta shartni beradi, demak, sistemaning erkinlik
darajasi 9 -  3 =  6 ga teng.

1.2-misol. Chiziq bo'ylab harakat qilayotgan quyidagi sistemalarning
erkinlik  darajalarini toping:

1) o'zaro masofasi o'zgarmaydigan ikkita moddiy nuqta;
2) o'zaro masofalari o’zgarmaydigan N ta moddiy nuqtadan iborat sistema. 
Javobi. Ikkala holda ham erkinlik darajalari soni birga teng, chunki bu

sistem alarning holatini aniqlash uchun ulardagi ixtiyoriy bitta nuqtaning 
holatini aniqlash yetarlidir.

1.3 -misol. Tekislikda harakat qilayotgan sistemalarning erkinlik darajasini
toping:

1) 3 ta o'zaro bog'langan moddiy nuqtalar;
2) 3 ta ketma-ket bog'langan moddiy nuqtalar;
3) ikkita o'zaro bog'langan moddiy nuqtalar, ularning biri faqat berilgan 

chiziq ustida harakatlanadi.
Javobi. I) Har bir nuqtaning z koordinatasiga shart bor: z, =  0, Zj = 0, 

z = 0, bu — uchta shart. O'zaro bog'langanlik shartlari ham uchta, 
demak, sistemaning 9 - 3 -  3=3ta erkinlik darajasi bor.

3) Chiziq ustida harakatlanadigan nuqtaning erkinlik darajasi birga 
teng, ikkinchi nuqtaning harakatini aniqlash uchun uni birinchi nuqta 
bilan bog'laydigan chiziqning tekislikdagi x~ (yoki у  - )  o'qiga nisbatan 
burchagini topish mumkin. Demak, sistemaning erkinlik darajasi ikkiga 
teng.

1.4-misol. Fazoda harakatlanayotgan sistemalarning erkinlik darajalarini 
toping:

1) 2 ta bir-biri bilan bog'langan moddiy nuqtalar;
2) 3 ta ketma-ket bog'langan moddiy nuqtalar;
3) 2 ta o'zaro bog'langan — biri tekislikda. ikkinchisi esa fazoda hara- 

katlanayotgan moddiy nuqtalar.
Javobi. 1. 5: fazodagi nuqtaning erkinlik darajasi 3 ga teng, ikkinchi 

nuqtaning holatini topish uchun nuqtalarni bog'laydigan chiziqning tekislikka 
perpendikular z — o'qi bilan hosil qilgan burchagi va shu chiziqning (x, >) 
tekislikka proyeksiyasining z — o'qi bilan hosil qilgan burchaklarini aniqlansa 
bo'ldi;

2- 5;
3. 4.
Tajriba shuni ko'rsatadiki, jismning harakat trayektoriyasi uning 

boshlang'ich holati r(t0) va boshlang'ich tezligi и (t0) bilan aniqlanadi. 
Bu degani, harakat tenglamasi vaqtga nisbatan ikkinchi tartibli difTerensial 
tenglama bo'lishi kerak. Koordinatadan vaqt bo'yicha ikkinchi tartibli 
hosila tezlanish deyiladi, demak, harakat tenglamasi umumiy holda 
tezlanish, tczlik va trayektoriya orasidagi munosabat ko'rinishiga ega bo'lishi 
kerak ekan.
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1.2. Lagranj funksiyasi va ta ’sir integrali

Tajriba shuni ko'rsatadiki, fizik sistemaning ham m a xossalari uning 
Lagranj funksiyasi L(q,q,t) va ta ’sir integrali

S [ q ] = \d t  L (q ,q ,t) (1.5)
'a

da mujassamlangandir.
Lagranj funksiyasini qanday topish masalasi alohida ko'rib chiqiladi, 

bu yerda esa ta ’sir integrali bilan shug‘ullaniladi.
Bizning maqsadimiz S[q] ga qo'yilgan talab orqali harakat tengla- 

m alarini keltirib chiqarish. Keltirib chiqarishni soddalik uchun bir 
o ‘lchamli holdan boshlaylik. M oddiy nuqta tg vaqt m om entida q(la)= qu 
nuqtadan harakatni boshlab, tb vaqt m om entida <7(t4) =  qb nuqtaga 
kelgan boMsin. Tushunarliki, jism qa nuqtadan qb nuqtaga qanday 
trayektoriya bo 'yicha borishi, ya’ni, q(t) trayektoriyaning ko'rinishi
(1.5) integralning son qiymatiga ta ’sir qiladi. S  [q] m ana shu harakat 
trayektoriyasining funksionalidir. Bu degani, trayektoriya o'zgarsa 
ta ’sirning son qiymati ham o ‘zgaradi. Buni tushunish uchun eng 
oddiy bir o 'lcham li

I U ] = \ f { x ) d x  (1.6)
a

integral olaylik. Integral ostidagi f  (x) funksiya o ‘zgartirilsa integral
1 ning son qiym ati ham  o 'zgarad i, shuning uchun  u I  [/] deb 
belgilandi. Integral qiym atining integral ostidagi funksiyaga bog'liq- 
ligini funksional bog 'lan ish  deyiladi, q isqacha aytganda, bunday 
integrallar funksional deyiladi. T a’sir integrali (1.5) albatta trayektoriya 
q(t) ning funksionalidir.

Eng qisqa ta ’sir prinsipi bo'yicha haqiqiy trayektoriyaga ta ’siming 
eng kichik qiymati to 'g 'ri keladi. Buni boshqacha ham  aytish mumkin
— ta ’sir integralining minimal qiymatiga olib keladigan funksiya q(t) 
haqiqiy harakat trayektoriyasiga mos keladi. M ana shu prinsipni 
matem atik ko‘rinishga keltiraylik.

Buning uchun ta 's ir Lntegralini quyidagi ikkita trayektoriya uchun 
solishtiriladi: <7(0 + 5q(t) va q(t). Bu yerdagi bq{t) funksiya trayekto­
riyaning variatsiyasi deyiladi. U birinchidan t  =  ta va t  — tk vaqt 
m om entlarida nolga teng boMsin:
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va, ikkinchidan, cheksiz kichik qiymatlamigina qabul qilsin. Bu degani, 
birinchidan, q(t) +  6q(t) va q(t) trayektoriyalar bir nuqtada boshlanadi 
va bir nuqtada tugaydi va ikkinchidan, ixtiyoriy t t < t < tb vaqt 
momentida son jihatdan bir biridan cheksiz kam farq qiladi. Shu ikki 
trayektoriya uchun ta ’siming farqi topiladi:

'b
SS = 5[д + <5<7]-5[(?]= jdt[L(q  + Sq,q + Sq,t)-L(q,q.t)]~

Sq(ta) =  5 д (0  =  0, (1.7)

( 1.8)

Bu yerda yuqori tartibli cheksiz kichiklari tashlab yuborildi. Topilgan 
kattalik ta ’sim ing variatsiyasi deyiladi. Trayektoriya m inimal ta ’sirga 
to 'g 'ri kelishi uchun ixtiyoriy Sq uchun SS = 0  bo'lishi kerak. Integral 
ostidagi ifodaning birinchisiga Sq kirgan, trayektoriyaning variatsiyasini 
vaqt bo'yicha hosiladan chiqarib olish uchun shu had bo'laklab integral- 
lanadi (bu am alni bajarganda variatsion hisobda isbot qilinadigan

S --q  = --S q  m unosabatdan foydalandik): 
dt dt

f .dL_.  } , d L s d C dL d x ) j d t ( d L x \ x d d L
(1.9)

Natijada

munosabatga kelamiz. Birinchi had (1.7) shart natijasida nolga tengdir, 
ikkinchi had ixtiyoriy Sq uchun nolga teng bo'lishi uchun

dq dt dq (1.И)
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tenglam a bajarilishi kerak. Olingan tenglam a Eyler—Lagranj tengla-
masi deyiladi. Bu tehglam aga jism ning koordinatasi q, tezligi q va

tezlanishi q kirgan. Demak, Eyler—Lagranj tenglamasi harakat tengla- 
masi ekan.

Sistemaning erkinlik darajalari soni s ta bo'lgan holga o'tilsa olingan 
tenglam alar sistemasi

dL d  dL n , .
Э Г Л Э Г 0- 1 = 1..... '  d-12)

ko'rinishga keladi. Ya’ni, har bir erkinlik darajasiga bitta Eyler—Lagranj 
tenglamasi to ‘g ‘ri keladi. Bu tenglam alar sistemasi s ta ikkinchi tartibli 
differensial tenglamalar sistemasini tashkil qiladi. U lam i yechish uchun 
2s ta boshlang'ich shartlar berilgan bo'lishi kerak. Bu boshlang‘ich
shartlar sistemaning boshlang 'ich holati q,(0) = qlO va boshlang'ich 

tezliklari Я. (0) = <i.Q dir.

Dekart sistemasida {<?,} = {/;} Eyler—Lagranj tenglam alarining 
ko'rinishi:

d dL dL
< 1 1 3 >

1.2.1-misol. Quyidagi Lagranj funksiyasi uchun harakat tenglamasini 
toping (к -  o'zgarmas son):

•2
L = ^ - k q .  (1.14)

Kerakli hosilalarni topaylik:

dL , dL .
э Г  а Г *  <l l 5 >

Harakat tenglamasi:
q + k =  0. (1.16)

1.2.2-misol. Quyidagi Lagranj funksiyasi uchun harakat tenglamalarini 
toping (A: -  o'zgarmas son):

*Я1)~^(Я2~Я\)2• ( 1.17)
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S is te m a n in g  ikkita erkinlik darajasi bor. Harakat tenglamalarining 
soni ham ikkita bo'ladi. Hosilalarni topib, harakat tenglamalariga 
o'tiladi:

~  = 2k(q2 - q i ); = тЧ\ => тЯ\ - 2k(q2 - q i ) = 0 , 
dq | oq,

~  = - 2k(q2 -<?,); - ^  = mq2 => mq2 + 2k{q2 -  ?,) = 0 . 
dq2 "Ч2

1.2.3-misol. Eyler—Lagranj tenglamalarining nuqtaviy deyiladigan quyi- 
dagi almashtirishlarga nisbatan

q, — qiiQi'Qz.....О»»*)* , = .....■*. del

o‘zgarmasligini ko'rsating.
Yangi va eski Lagranj funksiyalarini bog'laylik:

dq,
dQ>

* 0 (119)

^(< 2.e.f)=  (1.20)

Eski koordinataning vaqt bo'yicha hosilasini topishdan boshlaylik:

( 1-21)■ _<* „ -x 'O s i .n  . A
4i d tqi % d Q ,Qj dt

(1.22)

Bu yerdan

dq, _ dq, 
dQj dQj *

*
ekanligini topamiz. Lagranj hosilalarini hisoblaylik:

= \  —  dL' - f  dL э<?/
ЭQ, = Э<?; Э0,+ £  ЭQ, ’ Э О Г  £  3Q, • ( 1 -23)

dq i
Oxirgi tenglikka o‘tish uchun (1.22) dan va - r -  = 0 ekanligidan foyda-

aQi
lanildi. Yangi o'zgaruvchilar tilida Eyler—Lagranj tenglamalarini yozib olish 
qoldi:

(1.24)
d dL' _ d £ _ y  дч> ' d_dL_ _ d L _ '

+ У —
f d d ^

. H L )
dt dQ, dQ, P ^ Q , dtdqj dq,1 >

ydt dQ, dQ, /
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Ikkinchi had nolga teng, chunki

Demak,

( 1.26)

Bu tenglikning o'ng tomoni nolga teng bo'lsa, chap tomoni ham nolga 
teng bo'ladi.

Jismning harakatini o 'rganish uchun biror bir sanoq sistemasini 
tanlab olishi kerak. Ixtiyoriy bo'lgan sanoq sistemasida um um iy holda 
fazo va vaqtning xossalari murakkab bo'lishi m um kin, bu esa harakat 
qonunlariga jism harakatining o 'ziga hos bo'lm agan murakkablikni 
kiritishi aniqdir. M asalan, vaqtning bir jinslimasligi (ya’ni, vaqtning 
ikkita m om entlari /, va /2 ekvivalent emasligi) shunga olib kelishi 
mumkinki, boshlang'ich paytda tinch turgan jism vaqt o 'tishi bilan 
harakat qila boshlashi mumkin. Shu boisdan jismlarning mexanik hara­
katini fazo bir jin sli va izotrop, vaqt bir jin sli bo 'lgan sistem ada 
o'rganiladi. Bunday sistema inersialsistema deyiladi. Inersial sistemada 
jismga hech qanday tashqi kuch ta ’sir qilmayotgan bo'lsa, uning harakat 
holati o 'zgarm aydi. H arakat holati deganda v  tezlik bilan harakat 
ko 'zda tutiladi, shu jum ladan , v =  0 bo'lishi ham  m um kin. Shu 
tasdig'im izni isbot qilaylik.

Buning uchun birinchi navbatda erkin jismning inersial sistemadagi 
Lagranj funksiyasini topish kerak. Bu Lagranj funksiyasi na vaqt I ga 
va na radius r  ga bog'liq bo'lishi mumkin — vaqt va fazoning bir 
jinsliligi natijasida. Demak, tezlik uqolayapti. Ammo fazoning izotrop- 
ligi (ya’ni, fazodagi yo'nalishlarning ekvivalentligi) shunga olib keladiki, 
Lagranj funksiyasi faqatgina tuning funksiyasi bo'lishi mumkin:

1.3. Inersial sanoq sistemalari

(1.27)

Harakat tenglamalarini yozaylik:

d _ d L _ d L  
dt dr dr ( 1.28)
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|  = °- (1.29)

Tezlikning ta ’rifi bo'yicha: v = r , demak quyidagiga kelinadi:

э ф 2}
— -— - =  const (1-30)

M urakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasi bo‘yicha

dL(v2) _ dL(v2) dv2 _ ̂  dL(v2). /, , ,  4
dy dv2 dv dv2 1 U

Bu esa
v =  const (1 -32)

ekanligini ko‘rsatadi. Olingan natija Nyutonning birinchi qonuni yoki, 
inersiya qonuni deyiladi. Demak, inersial sanoq sistemasida tashqi 
kuch ta ’sirida bo'lm agan jism o 'zgarm as tezlik bilan harakat qilar 
ekan.

Berilgan inersial sistemaga nisbatan o'zgarm as tezlik bilan harakat 
qilayotgan boshqa sistema berilgan bo'lsin. Jism bu sistemaga nisbatan 
ham o'zgarm as tezlik bilan harakat qilayotgan bo 'ladi, dem ak, bu 
yangi sistema ham inersial sistema ekan. Inersial sistemalarning soni 
cheksiz ko'p bo'lishi mumkin, ularning hammasi bir-biriga nisbatan 
qandaydir o'zgarm as tezlik bilan harakat qilayotgan bo'ladi.

Tajriba shuni ko'rsatadiki, mexanika qonunlari ham m a inersial sis- 
temalarda bir xil ko'rinishga ega. Buni quyidagicha tuShunish mumkin: 
qo'zg'olmasdan turgan laboratoriya sistemasiga nisbatan o'zgarm as 
tezlik bilan harakat qilayotgan kemani olaylik (kema inersial sistema 
bo'lishi uchun yetarli darajada katta bo'lishi kerak, dengiz yoki daryo 
tinch bo'lishi kerak, shunda kema yetarli darajada inersial sistemaga 
yaqin bo'ladi). Shu kemadagi ham m a oynalari yopiq bir xonada hech 
qanday mexanik tajriba orqali kema harakat qilayaptimi-yoqmi degan 
savolga javob bera o lm aym iz — ham m a ta jrib a la r labo ra to riya  
sistemasida qanday o 'tsa, shunday o 'tadi. Inersial sistemalarning mexa­
nika qonunlari nuqtayi nazarfdan teng huquqliligi haqidagi tasdiq 
Galiley prinsipi deyiladi. Inersial sistemalar teng huqOTji tl?g5himiz 
ularda mexanika qonunlari bir xil ko'rinishga ega Ь о '1 ^ (вЭДфыя izdir. 
Mexanika qonunlari differensial tenglamalar orqali ifodaianadi, d< mak,

2 -

Bu tenglam aning o ‘ng tom oni nolga teng:

Nazariy mexanika 17 6 X 3  2Q _ y l* }



bu tenglamalaming ko'rinishi hamma inersial sistemalarda birxil bo'lishi 
kerak. Bir sistemadan ikkinchi sistemaga o 'tish  m a’lum bir almash- 
tirishlarni talab qiladi. U larni topaylik.

Bizga ikkita sistema berilgan bo'lsin, ulardagi koordinatlarni r  va 
К deb belgilaylik, shtrixlangan sistema birinchi sistemaga nisbatan V 
tezlik bilan harakat qilayotgan bo'lsin. Bu ikki sistemadagi koordinatlar

r ' = г +  Vt (1.33)

ko 'rin ishda bog 'langan  bo 'lad i. Vaqt klassik m exanikada absolut 
xarakterga ega:

t'=  t. (1.34)
Bu — postu la t,1 klassik mexanikaning m atem atik apparati shu 

postulatga asoslangan.
Yuqoridagi form ulalar, (1.33) va (1.34) Galiley alm ashtirishlari 

deyiladi. Inersial sanoq  sistem alarning teng  huquqlig i m exanika 
qonunlarining m ana shu alm ashtirishlarga nisbatan kovarian /b o 'lish i 
kerakligini bildiradi. Kovariant degani ko 'rinishi o 'zgarm aydi degani 
ya’ni, tenglam a (r ,t)  o 'zgaruvchilarda qanday ko 'rin ishga ega bo 'lsa, 
(rV ) o 'zgaruvchilarda ham  huddi shunday ko 'rin ishga ega bo'lishi 
kerak. D em ak, G aliley prinsipi harakat qonunlariga kuchli talab 
qo 'yar ekan.

1.4. Galiley invariantligi va erkin jismning 
Lagranj funksiyasi

Bir inersial sistem adan unga nisbatan V 0 ‘zgarm as tezlik bilan 
harakat qilayotgan ikkinchi sistemaga o 'tganda jism ning koordinatlari 
va tezliklari quyidagi Galiley almashtirishlari orqali bog'langanligini 
bilamiz:

r , = r  +  Vt, v, = v +  V. (1.35)

Bitta jism ning m ana shu ikkila sistemalardagi Lagranj funksiyalari 
orasidagi farq

L ( r V ) = Z .( r ,v ) + ^ / ( r .V )  (1.36)

1 «Vaqt o‘z-o‘zicha, hech narsaga bog' liq bo'lmagan holda oquvchi absolut 
abstansiya* (Nyuton).

18



ko'rinishgagina ega bo'lishigina mumkin. Aks holda ikkala Lagranj 
funksiyalari har xil harakat tenglamalariga olib kelgan bo'lar, bu esa 
inersial sistemalarning teng huquqliligini buzadi (paragrafga qarang). 
Bu yerdagi ixtiyoriy nom a'lum  funksiya / (r,V), albatta, V ga bog‘liq 
bo’lishi kerak. Hattoki, kichik К uchun

/ ( r V )  = V / ( r )  (1.37)

boMishi kerak, chunki V =  0 bo'lganda ikkala Lagranj funksiyasi bir- 
biridan farq qilmasligi kerak. Oddiy yoyilma (tezlik V ni kichik deb 
faraz qilaylik)

L(r + V/,v +V)= L(r, v)+fV ~ + V  ~  (1.38) 
or ov

dan kelib chiqadiki,

'vl tyl=vi fM- <‘w
V ning ixtiyoriyligi va o ‘zgarmasligini hamda harakat tenglamasini 
hisobga olinsa:

£ ('l+,(r))=0 
kelib chiqadi. Endi fazoning bir jinsliligi hisobga olinsa:

(1 4 0 )

dL d dL
э Г * э Г °  <l 4 1 >

Demak,

l - f M - f s ' M -  (1.42)

f  funksiya faqat г ning funksiyasi bo'lgani uchun undan г bo'yicha 
hosila ham faqat r ning funksiyasi bo'lishi mumkin. Ammo, (1.42) 
tenglikning chap tom oni r  ga um um an bog'liq bo‘lmagani uchun 
uning o ‘ng tom oni ham г ga bogMiq bo'lmaydi:

^ 7  = -« .;• (1.43)

biz bu yerda qulaylik uchun indeksli belgilashlarga o 'td ik , ixtiyoriy 
tenglik uchun indekslar balansi bajarilishi bo’lishi, uning chap va o 'ng  
tomonlaridagi ozod indekslar soni teng bo'lishi kerak. Paydo bo'lgan
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mit soniar o'zinm g kelib chiqishi bo'yicha qandaydir o'zgarm as sonlardir. 
N atijada

(1.44)

tenglikni olamiz. Ammo, L =  L (v)2 ekanligi ham  m a’lum, bu degani, 
haqiqatda

Э/.
Эи' (1.45)

bo'lishi kerak degani, ya’ni mi =  m . deb olishimiz kerak. Bu sodda 
ifoda oddiy integrallanadi:

L =  Y -  d -4 6 )

(Lagranj funksiyasidan konstantani ham m a vaqt tashlab yuborish 
m um kin). M ulohazalarimiz davomida paydo bo'lgan o'zgarm as son 
m jism ning massasi deyiladi. Y o 'l-yo 'lakay  kichik tezlikli Galiley 
almashtirishlari uchun

/ =  - m r - V

ekanligini ham  topdik.
Lagranj funksiyasida paydo bo'lgan va jism ning massasi deyilgan 

kattalik ham m a vaqt musbat son bo'lishi kerak, aks holda erkin jism 
uchun eng qisqa ta ’sir prinsipi bajarilmas edi

S = ^ j y 2di (1.47)

ifoda m < 0 bo'lganda ham m a vaqt manfiy bo'lib tezliklar katta bo‘lgan 
sari quyidan chegaralanm agan, va, dem ak, m inim um ga ega bo 'la 
olmaydigan bo'lib qolar edi.

Lagranj funksiyasiga vaqt va koordinataning biror-bir funksiyasining 
vaqt bo 'y icha to 'liq  hosilasini qo 'sh ib , yangi Lagranj funksiyasiga 
o'taylik:

L’ — L + -j- f  (q,t). 
dt (1.48)

Bu holda ta ’sir integrali faqatgina qandaydir aniq songa o ‘za- 
garadi:
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>ь
S' =)dtL' = S + f(qh,tb) - f(qa ,ta ). (1.49)

5S  =  Ova &У = 0shartlar bir-biridan farq qilmagani uchun harakat 
tenglam alari ham  o ‘zgarm aydi. Shu sababdan  L' va L Lagranj 
funksiyalarini ekvivalent Lagranj funksiyalari deyiladi.

/  ftinksiya sifatida biror konstantaning vaqtga ko'paytm asini olsak: 
/  =  cl ikki ekvivalent Lagranj funksiyalari m ana shu konstanta с ga 
faqr qiladi.

1.4.1-misol. L '= xsin t va L = -x c o s t Lagranj funksiyalari ekvivalentdir:

d
L = is in /  = -x co s/ + — (xsinr). (1.50)

dt
Ikkala Lagranj funksiyasi uchun harakat tcnglamalarini solishtiraylik: 

L = -xco st  Lagranj funksiyasi uchun:

“ ■ = —cost, - ^  = 0 =>cosf = 0  (1.51)
ox ax

L‘ = .irsin / Lagranj funksiyasi uchun:

ЭL' dL' .  /.—— = 0, —— = sinf => cost = 0 (1-52)
dx dx

Harakat tenglamalari bir xil bo'ldi.
Lagranj funksiyasining yana bir umumiy xossasi bor uni ixtiyoriy 

o'zgarmas songa ko'paytirishimiz mumkin, harakat tenglamlalari bunda 
o‘zgarmaydi. Bu Eyler—Lagranj tenglamalaridan yaqqolJ<o‘rinib turibdi.

1.5. Moddiy nuqtalar sistemasining Lagranj funksiyasi

Erkin zarrachalar sistemasidan boshlaylik. Bir necha erkin moddiy 
nuqtalar sistemasidagi har bir nuqtaning harakat tenglamasi boshqa 
nuqtalaming holatiga bog'liq bo'lishi mumkin emas. Bu degani, erkin 
moddiy nuqtalar sistemasining Lagranj funksiyasi additivlik xossasiga ega:

L = ^ L a, La = ^ f .  (1.53)
a

Tajriba shuni ko‘rsatadiki, moddiy nuqtalar orasidagi o ‘zaro ta ’sir 
shu moddiy nuqtalam ing koordinatlariga bog'liq bo'lgan va potensial 
energiya deb atalgan U (r,,r2,...,r ) funksiya orqali ifodalanadi. Bu
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holda sistemaning Lagranj funksiyasi

.....r- )2 — ...... (1.54)
a

ko'rinishda olinishi kerak. Yig'indiga kirgan

(1.55)

ifoda sistemaning k in e tik  energiyasi deyiladi.
H arakat tenglam alarin i olish uchun  Lagranj hosilalari hisob- 

lanadi:

dL dU dL
= d ^  = mv- * mr-- (1-56)

Demak, sistemaga kirgan a- zarrachaning harakat tenglamalari

dU
",г- = - э Г  (1.57)a

ko'rinishga ega bo'ladi. O 'ng tom ondagi vektor a- zarrachaga ta ’sir 
qilayotgan kuch  deyiladi:

dU_
dr„F = - —  (1.58)

Dekart sistemasida harakat tenglamalari N yuton tenglamalari ko‘- 
rinishini oldi:

mra = F(, (1.59)
Harakat tenglamasiga potensial energiyaning faqat hosilasi kirdi, 

demak, potensial energiya o 'ziga ixtiyoriy konstantani qo'shib qo'yish- 
gacha aniqlikda aniqlangan. Bu aw algi paragrafdagi ekvivalent Lagranj 
funksiyalarining muhokamasiga mos keladi.

Lagranj funksiyasi dekart koordinatlar sistem asida keltirib chi- 
qarildi. Sistemaning Lagranj funksiyasini um um lashgan koordinatlar 
tiliga o 'tkazib olish qiyin emas. Dekart va umumlashgan koordinatlam i 
bog'laydigan eng um um iy ifoda (nuqtalam ing nom eri a yuqorida 
yozaylik):
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Shunga ko'ra

1 V  r  r  -  1 V  m V  &  df,‘  a  aг- ' - 1 2 - т “2 - э Г э Г ^ ‘ (1.61)
a e i,;.*

formula hosil bo'ladi. Agar

Э Г a/i uV  dJi ( a>* = X " » -a — a 
t f  4  39t

belgilash kiritilsa Lagranj funksiyasini

1

( 162)

....9l)

ko'rinishga keltirib olinadi, bu yerda s-erkinlik darajalari soni. Ko'rinib 
turibdiki, um um iy holda kiritilgan koeffitsiyentlar um um lashgan 
koordinatlarning funksiyalari bo'ladi:

1.5.1-misol. Lagranj funksiyasini sferik va silindrik sistemalarda toping. 
Dekart sistemasida Lagranj funksiyasi

L = - ^ ma( i 2 + v2 + z2) - U(xx, y, z,,...) (1.64)
a

ko'rinishga ega edi. Sferik sistemaga
xa = r„ sin в„ cos (p. , ya = ra sin 0„ sin <p„, za = ra cos0„ ( 1.65)

formulalar bo'yicha o'tiladi. Hamma hosilalami hisoblab

L = ^ ^ n i j r u2 +га2ва2 + г 2 sin2 вифа2) -  t/(r, /б, ,...) ( 1.66 )
a

formulaga kelamiz. Agar bitta moddiy nuqta haqida gap ketayotgan bo'lsa

L = — (r2 + r20 2 + r2 sin2 вф2)-U(,r,e,<p) ( 1.67)
2

ifoda shu nuqtaning sferik sistemadagi Lagranj funksiyasini beradi. 
Silindrik sistemaga kelaylik. Bu holda

xa = ra cos<pa, ya = ra sin (pa ( 1.68 )
formulalardan foydalanib

1
£ = - £ w e(r« + ^ « + г Ь - 1 / ( г1,ф |,г | ,...) (1.69)

2 a
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ifodaga kelinadi. Bitta nuqtaning Lagranj funksiyasi esa

L  = j ( f 2 + r20 2 + t 2) - l / ( r ,9 ,z )  (1.70)

ko‘rinishga ega bo'ladi.
Sistema ikki kichikroq sistem alardan iborat b o isin : A va B. Shu 

ikki sistemani bir-biridan uzoqlashtira borilsa ular orasidagi o ‘zaro 
ta’sir ham  kamaya boradi va cheksiz limitda uni nolga teng deb qarash 
mumkin. Y a’ni, o ‘zaro ta ’sir qilmayotgan qismlarga kirgan moddiy 
nuqtalar b ir-b iridan  m ustaqil bo 'lgan  harakat tenglam alariga ega 
bo'lishi kerak.

Bu degani I A ga В ga taalluqli koordinatalar kirmaydi va aksincha. 
Buni sistemaning umumiy Lagranj funksiyasi ikki qism orasidagi cheksiz 
limitda

lim I  =  I A +  LB (1.71)

xossaga ega bo'lishi kerak deb ifodalashi m um kin. Bunday xossa 
additivlik xossasi deyiladi. A w algi paragrafning oxirida aytib o 'tilgan 
xossa Lagranj funksiyasining ixtiyoriy songa ko 'paytirish m um kin- 
ligining additivlik xossasi nuqtayi nazaridan shuni bildiradiki, ham m a 
ko 'p  sistem alam ing Lagranj funksiyalarini bir vaqtda qandaydir bitta 
songa qaytarish mumkin. Topilgan xossa fizik kattaliklarning o 'lchash 
birliklarini tanlashga tegishlidir -  ham m a zarrachalar uchun bir birlik- 
lar sistemasidan ikkinchisiga o 'tilganida Lagranj funksiyasi m a’lum 
bir songa ko‘payadi.

1.6. BogManishlar bo'lgan holda Eyler—tag ra n j 
tenglamalari

Awalgi paragrafda ko'rilgan hoi sistemada bog'lanishlar bo'lm a- 
gandagi sodda vaziyatga mos keladi. Bog'lanishlar mavjud bo'lsa, ha­
rakat tenglamalari qay darajada o'zgarishi kerak?

Birinchi navbatda bog'lanishlarning klassifikatsiyasini keltiraylik. 
N  ta zarrachali sistemani ko'raylik. Uning erkinlik darajalari soni 3N  
ga tengdir. Shu sistemada к ta bog'lanishlar bo'lsin. Albatta, к < 3N  
bo'lishi kerak. Agar bog'lanishlarning ko'rinishi

/ ( r , ,  rp ..., r „  t) =  0, / =  1, ..., к (1.72)

bo'lsa, ya’ni, ularga tezliklar kirmasa. bunday bog'lanishlar golonom 
bog'lanishlar deyiladi.
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1.6 . 1-misol. Sistema ikkita jismdan iborat bo'lsin va shu jismlar orasidagi 
masofa o'zgarmas va berilgan son / ga teng bo'lsin:

|r , (0 - r2(f)| = /. (1.73)

1.6.2-m isol. Zarracha radiusi R -  ga teng va markazi r0 nuqtada 
joylashgan sferaning ustida harakatlanmoqda:

(jKO-дсь f  + (>'(0-У о?  + Ш -  Zo)2 = ^  • (1 74)

G olonom  bog'lanishlarga tezliklar bevosita kirmagan bo'lsa ham  
ular tezliklarni ham  cheklaydi. Bunga ishonch hosil qilish uchun (1.72) 
ni vaqt bo 'yicha differensiallaylik:

.....*• ( l -75)1 1

(1.72) bog'lanishlar tezlanishlami ham bog'laydi, buni ko'rish uchun 
(1.75) tenglamani vaqt bo'yicha yana bir differensiallash kerak:

У | Ц  + Х г х ^ + т ^ = а  ,=1... * ( 176)“ Г Эг/ *‘” , Эг*ЭгУ dt

M a’lumki, jismning tezlanishi va unga ta ’sir qilayotgan kuch o 'zaro 
proporsionaldir. Shu nuqtayi nazardan bog'lanishlar sistemaga kirgan 
qism larning orasidagi q o 'sh im ch a kuchlar sifatida ham  qaralishi 
mumkin.

Vaqtga bog'liq bo'lm agan golonom bog'lanishlar skleronom bog'­
lanishlar deyiladi, vaqtga bogMiq bo'lganlarini esa reonom bog'lanishlar 
deyiladi.

Agar bog'lanishlarga tezliklar ham bevosita kirsa:

/Д г 1,г2,...,гл,,г1,г2,..тл,,г) = 0, i = l .....к (1.77)

va ularni integrallash yo'li bilan (1.72) ko'rinishga keltirish mumkin 
bo'lm asa bunday bog'lanishlar nogolonom yoki integrallanuvchanmas
bog'lanishlar deyiladi. 3N  o'zgaruvchilar r ..... . ning к tasi harakat
tenglamalaridan emas, yuqoridagi shartlardan topiladi. Bundan harakat 
tenglamalarining ham  faqat 3N  — к tasining mustaqilligi kelib chiqadi.

Bog'lanishlar bilan qanday ishlash kerak? Birinchi fikr -  ularni 
oshkora holda yechib koordinatalarning к tasini boshqa koordinatlar 
orqali ifodalab olish maqsadga muvofiq bo 'lar edi. Ammo, nogolonom 
bog'lanishlar yechib bo'lm aydigan m unosabatlar turiga kiradi. G olo-
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nom  bog 'lanishlarning ham b a’zi-birlari bilan yechilm agan holda 
ishlash qulayroq bo'lishi mumkin. Shuning uchun bog'lanishlar paydo 
bo'lganda Lagranj formalizmi shu bog'lanishlam i hisobga olish uchun 
qanday o'zgarishi kerak degan savolga javob beraylik.

Bog'lanishlar bo'lgan holda eng qisqa ta ’sir prinsipi quyidagi ko'ri- 
nishga keltiriladi.Golonom  holdan boshlaylik va metodning mohiyatini 
aw al sodda misolda ko'rib chiqaylik.

Bizga Д х ,у )  funksiya berilgan bo 'lsin . Funksiyam izning biror 
nuqtada ekstremum i mavjud bo'lishi uchun shu nuqtada

d f = ' f d x + ^ - d y  = 0 (1.78)
ox ay

bo'lishi kerak. dx va dy  lar mustaqil va ixtiyoriy bo'lgani uchun bu 
nuqtada

f  . 0 .  1  = 0 (1.79)

bo'lishi yetarli va zaruriydir. Endi funksiyaning ekstremum i quyidagi 
shart bajarilganda aniqlanishi kerak bo'lsin:

gU,y) = 0 . (1.80)

Bu degani dx va dy  orttirm alar endi mustaqil em as balki

^  = = 0 (1.81)
ox oy

shartdan kelib chiqadigan

dx _  dg /dy
dy dg /dx  (1-82)

munosabatga bo'ysungan. Demak, ekstremum nuqtasida

Э //Э )  _  dg/dy
d f / d x ~ d g / d x  ( L 8 3 )

bo'lishi kerak. Buni

frt'fi-*  <1Л4>
ko'rinishida yozib olinadi, bu yerda A nom a’lum konstanta. Lekin u 
faqat x, у  o'zgaruvchilarga nisbatan konstanta, agar masalada qandaydir
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param etrlar bo'lsa nom a'lum  A ularga bog'liq bo'lishi shubhasizdir. 
Konstanta paydo bo'lishining sababi shuki, bu tenglikning chap va 
o 'ng  tom onlari ikkita har xil funksiyalarning turli xil argum entlari 
bo'yicha xususiy hosilalarining nisbatlaridir, x,y  argumentlaming ixtiyo­
riy qiymatlarida bu tenglik o 'rinli bo'lishi uchun bu nisbatlar faqatgina 
o'zgarm as son bo'lishigina mumkin, uni (—Я) deb belgiladik.

Demak, f  (x,у)  ning g =0 shart bajarilgandagi ekstremumi (shartli 
ekstremumi)

^  + A ^ -  = 0, ^  + A ^ -  = 0 (1.85)
ox ox By oy

tenglam alardan topilishi kerak ekan. Ammo bu form ulalar / +  k g  
funksiyaning hech qanday shart yo'qligidagi oddiy ekstremumi uchun 
tenglam alam ing o'zidir. Paydo bo'lgan kattalik Я Lagranj k o ‘paytuv- 
chisi deyiladi. Bu ko'paytuvchini kiritib shartli ekstremum masalasini 
shartsiz ekstremum masalasiga o 'tkazdik, am m o buning uchun masa- 
ladagi nom a’lumlar sonini bittaga ko'paytirishga to 'g 'ri keldi, chunki 
A yangi nom a’lum, uni ham aniqlash kerak.

Masaladagi o 'zgaruvchilar va tenglam alar soniga aniqlik kiritaylik. 
Uchta mustaqil o'zgaruvchi x,y, Я bor. Ulami aniqlash uchun uchta 
tenglama mavjud (1.85) ga kirgan ikkita tenglama va g  =  0 shart.

Shu sodda misolni um um lashtirib quyidagi sxemaga kelamiz. Bizga
(1.72) bog'lanish berilgan bo'lsin. Ulam i umumlashgan koordinatlar 
ko'rinishida yozib olaylik:

f j ( q , t )  = 0, j  =  \ , . . . ,k .  (1.86)
*

Bu bog'lanishlarni Lagranj ko'paytuvchilariga ko'paytirib undan 
integral olamiz:

= (1.87)

T a’sir variatsiyasining nolga tengligi shart ini esa quyidagicha yozib 
olinadi:

‘c *5 jrf/[L (^ ,^ ,f)+ ^A ,/;(9 ,i)] = 0. (1.88)

* > 

V'is] ,
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Variatsion prinsipda ro 'y  bergan o 'zgarish shundan iboratki, Lagranj 
funksiyasi o'zgardi:

L ^ L '= L  + ^ M q . t ) ,  (1.89)
1-1

ta ’sir integrali ham o ‘zgardi:

S -> S ' = jd tL '. (1.90)
M ana shu yangi ta ’sirga eng qisqa ta ’sir prinsipi qo'llanilsa yangi 
Eyler—Lagranj tenglamalari hosil bo‘ladi:

dL' d dL’
3— 7 F ' 0, ' = 1......(1-91)aq, dt dq,

Bog'lanishlam ing ko'rinishi (1.86) ekanligini hisobga olinsa, olingan 
tenglam alar awalgi Eyler—Lagranj tenglam alaridan bitta qo‘shim cha 
had bilan faqr qilishini ko‘ramiz:

d dL dL df
7 7 — • | e l ..... 3N- (L92)A  dq, dq, > dq, V

Harakat tenglamalari sistemasiga qo 'shim cha tenglam alarni qo'shib 
qo'yish kerak:

fj(q ,t)  = 0, j  = l ......*. (1.93)

Shu yerda aslida Я( =Я,(/) bo'lishi m um kin ekanligini aytib o 'tish  
kerak (buni quyida keltirilgan misollarda yana ko'rib o 'tiladi). Yuqorida 
aytilgan ediki, Я masaladagi o 'zgaruvchilar (bizning holim izda qi lar) 
ga nisbatan mustaqil o'zgaruvchi, am m o masaladagi boshqa para- 
metrlarga bog'liq bo'lishi mumkin. Variatsion prinsipda X ham ishtirok 
etishi uchun uni umumiy holda vaqtga bog'liq deb hisoblash kerak.

(1.93) tenglamalar berilgan shartlardir, am m o ushbu yondoshishda 
ular go'yoki qo'shim cha tenglam alar rolini o'ynaydi. Ularni variatsion 
prinsipdan olish uchun ta ’sir funksionalini Я lam i yangi o 'zgaruvchilar 
deb ular bo'yicha variatsiyalash kerak:

SS
■ = 0 <=> /у = 0, j  = l ......k. (1.94)

Slj(t)

H arakat tenglamalari deganda (1.91) -  (1.93) tenglam alar siste- 
masini ko'zda tutish kerak. Tenglamalar va nom a’lumlar sonini solishti-
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raylik. A w alida 3jV -  к ta mustaqil o ‘zgaruvchi bor edi: 3N  ta qt lar 
к ta bog'lanishlarga boysungan. Yangi formalizmda 3N  +  к ta mustaqil 
o ‘zgaruvchilar bor: 3N  ta qi va к ta Я . Tenglamalar soni ham  3N  + к 
taga teng: 3N  ia (1.92) va к ta (1.93) tenglamalar.

N ogolonom  bog'lanishlarga o ‘taylik. U lar bilan ishlash usuli 
yuqoridagidan farq qiladi. Odatda, nogolonom  bog‘lanishlarga tezliklar 
chiziqli holda kiradi:

к
fi -  Y f ii i j  + d< = 0 ’ 1......*• (1-95)

/-I

Agar bu bogManishlarni St ga ko‘paytirilsa ular

0 (1.96)

ko‘rinishga ega bo'ladi. Yaqqol ko'rinib turibdiki, koordinatalarimizning 
variatsiyalari Sqt mustaqil emas, ular yuqoridagi к ta munosabatga 
bo‘ysungan. Bu holda Lagranj ko‘paytuvchilarini bevosita ta ’siming 
variatsiyasiga kiritamiz:

f ,  dL d dL SS  = Idt --------- — + >  A.c.,
J dq, dtdq,

Natijada Eyler—Lagranj tenglamalari

d dL dL

< 4 = 0 . (1.97)

'  (L 98) 
ko‘rinishni oladi.

B irinchi qarashda golonom  va nogolonom  ho llarda  har xil 
tarzdagi yo‘l tu tganim izdek b o ‘lib ko‘rinsa ham  olingan harakat 
teng lam alari ikkala holda ham  b ir xil ko‘rin ishga ega boMadi. 
H aqiqatan ham , (1.72) golonom  shartn i (1.75) ko‘rin ishda yozib 
olinsa u nogolonom  bo 'lgan  (1.95) shart ko‘rinishini o lad i, (1.75) 
dan (1.95) ga o 'tish  uchun

ссь - dq,

deb yozish kerak. Bu (1.92) bilan (1.98) ning bir-biriga mos ekanligini 
ko‘rsatadi.
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Harakat tenglamalari bir xil ko'rinishga keltirilgan bo'lishiga qara- 
masdan golonom  va nogolonom shartlarning orasida boshqa farqlardan 
tashqari yana bitta katta farq bor — ikkala holda sistem aning erkinlik 
darajalari soniga har xil yondoshish kerak. Bu masala «Qattiq jism» 
bobida m uhokam a qilingan.

1 .6 .3-m iso l. Shipga osib qo 'y ilgan 
mayatnik ko'rsatilgan. Koordinat o 'qlari
1.1-rasm da ko 'rsatilgan . M ayatnik ikki 
o 'lcham li (x, y)  tekisligida harakat q i­
layotgan bo'lsin, shu sababli uning koor- 
dinatlarini (x, у ) deb belgilaylik. Ya’ni, 
mayatnikning uchidagi moddiy nuqtaning
2 ta erkinlik darajasi bor. Am m o bitta 

yj bog'lanish bor

x2 + >-2 = /2, (1.99)
1.1- rasm. Mayatnik. bunda I mayatnikning uzunligi. Bu -  skle-

ronom bog'lanish. Demak, mayatnikning 
mustaqil erkinlik darajasi bitta, shu erkinlik darajasi sifatida, odatda, burchak 
(p olinadi. Haqiqatan ham,

x  = lcoscp, >=/sin<p ( 1.100)
munosabatlar (1.99) bog'lanishning yechimini beradi.

Harakat tenglamalarini tahlil qilaylik. Birinchidan Lagranj funksiyasini 
tuzaylik: sistemaning kinetik energiyasi

T = ^ ( x 2 + y 2). (1.101)

Mayatnikning potensial energiyasi Yer tortishish kuchi bilan aniqlanadi, 
potensial energiyani у  — I nuqtada nolga teng deb olinsa

U = mg {I -  y) = mgl + U ' (1.102)

ifoda hosil bo'ladi. Lagranj funksiyasiga kirgan o'zgarm as sonni tashlab 
yuborish mumkin bo'lgani uchun

L = T - U '  = ^ ( x 2 + y 2)+mgy. (1.103)

Agar (1.99) ning yechimi bo'lgan (1.100) form uialarni bu Lagranj 
funksiyasiga qo'yilsa bitta mustaqil o'zgaruvchiga bog'liq bo'lgan Lagranj 
funksiyasi topiladi:

L = ^ l 2<p2 +mglcos<p. (1.104)
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Shu yagona o'zgaruvchi tilida harakat tenglamalarini tuzish qiyin emas:

—  = -mglsinip, —  = ml2(p => <p + — sin<p = 0. (1.105)
d<p dtp I

Endi um um iy metodga o ‘taylik. Umumiy metod bo ‘yicha Lagranj 
funksiyasi quyidagicha yoziladi:

L = ^ ( x 2 + y 2) + mgy + X(l2 - x 2 - y 2). (1.106)

Noma’lumlar soni uchta {дс, >•,Я ). Har biriga to ‘g‘ri keluvchi harakat teng- 
lamalarini yozib chiqamiz:

mx = - 2Xx, 
my = - 2X y + mg, 

x2 + y 2 = l2.

x  va у  uchun harakat tenglamalari olindi, X uchun esa uning vaqt bo'yicha 
hosilasi kirgan tenglama yo‘q, demak, bu o'zgaruvchi mustaqil dinamikaga 
ega bo'lgan o'zgaruvchi emas. Tenglamalar sistemasini yechishni uning 
uchinchisidan boshlash qulay:

x  = lsin<p, у  = lcos<p.

Ularning ikkinchi tartibli hosilalari:

x  = -l<p2 sin<p + /«pcos(jp. у = -l<p2 cos<p-/<psin(p. (1.109)

Bulami birinchi ikkita tenglamalarga qo'yamiz:

ml (ф cos (p -  <p2 sin ip) + 2X1 sin (p = 0; 

wi/(<psin<p +  ip2 cos -  2 XI cos (p = -mg.

Ikkita noma’lum <p, X uchun ikkita tenglama qoldi. Ularning birinchisini 
cos (p ga va ikkinchisini sin <p ga ko'paytirib, qo'shilsa сP uchun tenglama 
hosil bo'ladi:

<p + ysin<ip = 0 . ( 1.111)

Hosil bo'lgan tenglama ( 1.105) ning aynan o'zidir. Lagranj ko’paytuvchisi 
^  ni ham topish oson:

,  1 . 2 I
X = -m<p +— mgcos(p. ( 1. 112)
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Ko'rinib turibdiki, \  mustaqil o'zgaruvchi cmas, uning qiymati to'liq 
ravishda (1.1 II)  ning ycchimi <p(t) orqali aniqlanadi. Lagranj ko'paytuvchisi 
X dinamik o'zgaruvchi bo'lmasa ham u qandaydir o'zgaruvchi, umumlash­
gan koordinatalarning biri. Uning mana shu xususiy misoldagi m a’nosi 
nimadan iborat? Oxirgi formuladan ko'rinib turibdiki 2ДJ mayatnikka ta’sir 
qilayotgan ikkita kuchning yig'indisiga teng: markazdan qochm a kuch 
plus gravitatsiya kuchining ipga proyeksiyasi. Haqiqatan ham, (1.98) dan 
ko'rinib turibdiki, had bog'Ianish orqali paydo bo'lgan kuch m a’nosiga

1.6.4.-m isol. Ycr bilan <p burchak hosil qilgan 
qiyalik bo'yicha harakat qilayotgan a radiusli silindr 
masalasini qarab chiqaylik.

M asalada ikkita um um lashgan koord inata  bor

q1 = x ,q 2 = 6 . Silindrimiz siфanmasdan tushayapti de- 
moqchi bo'lsak uning harakatini

а в  = х  (1-113)
shartga bo'ysundirish kerak. Bu shart silindming tekis- 
likka tegib turgan nuqtasining ilgarilanma harakat tezligi 
uning aylanma harakat tezligiga tengligini bildiradi. 
Ya’ni, bu shart ishqalanish kuchi borligini hisobga 

olishga tengdir. Shart o‘z ko'rinishi bo'yicha nogolonom bo'lishiga qaramay 
uni integrallab tezliklar kirmaydigan, faqat umumlashgan koordinatlarga 
bog'liq bo'lgan shaklga keltirishi mumkin:

d(ad - х )  = 0 —* а в - х  = const. (1.114)

Silindming kinetik energiyasi ikki qismdan iborat:

T = -т х '+  — т к в 1. (1.115)
2 2

Birinchi had ilgarilanma harakat kinetik energiyasi, ikkinchi had aylanma 
harakat kinetik energiyasi («Qattiq jism* bobiga qarang). Ikkinchi haddagi 
koeffitsiyent silindming inersiya m om enti bilan aniqlanadi, uning aniq 
ta ’rifi hozir zarur emas. Potensial energiyani

U = m g(,l- jr)sin^> (1.116)

ko'rinishda olam iz. Bunda I -  qiyalikning uzunligi, mgl sin <p — silind r- 

ning harakat boshidagi potensial energiyasi. Albatta, mgl sin <p o'zgarm as 
hadni tashlab yuborish mumkin, u harakat tenglamalariga ta’sir qilm aydi. 
ammo uni potensialining fizik m a’nosini yoritishga xizmat qilgani uchun 
qoldiramiz. Demak, Lagranj funksiyasi

ega bo'lishi kerak.

1.2- rasm. Qiyalik 
bo'yicha 

tushayotgan 
silindr.
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L = - m x 2 + - т к 2в 2 -  mg ( I - x )  sin <p. (1.117)

Harakat tenglamalariga o'taylik. Bu hoi shunday holki, golonom va 
nogolonom  hollardagi metodlarning ikkalasini ham qo'llashi mumkin, chunki 
bog'lanishni ikkala ko'rinishda yozib olindi — (1.113) va (1.114) formulalar. 
A gar golonom holidagi metoddan foydalanilsa, Lagranj ko'paytuvchisini 
bevosita Lagranj funksiyasiga kiritiladi:

L '= L  + M a e -x -C t) ,  (1.118)

bunda c, ixtiyoriy konstanta. Uchta o'zgaruvchi bor x, в, A. Mana shu 
umumlashgan koordinatlar bo'yicha harakat tenglamalari yozib olinadi:

mx = mg sin <p -  A;

mk4  = a A;

( ld - x  = t j .

Oxirgi tenglamam а в  = x  ko'rinishga kcltirib olib, oddiy hisob yordamida

, mk2 g
A = —---- 2 sin’> (1.120)a +«

va

a2g
(1 .! 21 )

ekanligini topam iz . A ning ma’nosini — F = dL'/dx = mg sirup- A formu-
ladan  olish m um kin . F umumlashgan kuch, u ikki qismdan iborat: birinchisi 
to rtish  kuchi, ikkinchisi ishqalanish kuchi.

Demak. qiyalik bo'yicha aylanib tushayotgan silindrga ta ’sir qilayotgan 
ishqalanish kuchini topdik.

Silindrning tezlanishiga kelaylik. Agar qiyalikni absolut tekis ya'ni, 
masalada hech qanday ishqalanish yo'q deb olsak, (1.113) shart paydo 
bo'lmas edi, silindr aylanib tushishi kerak ham bo'lmas edi. Ya’ni, kinetik

energiya hadida в  ga bog'liqlik ham paydo bo'lmas edi. Bu holda (1.120) 
va ( 1. 121) tenglam alarda к =  0 deb olish kerak (bu bilan silindrning 
ay an m a h arak a tin i chiqarib tashlaymiz).
к а т а ^ Г' П(1̂  ishqalanish ning mavjudligi silindrning tezlanishini

. ^ ara*cat tenglamalarini integrallash qiyin emas. Qiyalikning uchida 
n S|hndm ing  boshlang'ich tezligini nol deb quyidagi topiladi:
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( 1. 122)

Bu formuladan silindming qiyalikning oxirigacha yetib borishi uchun 
qancha vaqt kerak degan savolga javob lopish qiyin emas, buning uchun 
x ( 0 = /  tenglamani ycchish kerak xolos.

Shart boshida nogolonom (1.113) ko'rinishga ega edi. Mashq sifatida 
shu masalani nogolonom  shartga mos keluvchi ikkinchi m etod (1.98) 
yordamida yechaylik. Buning uchun (1.113) shartni (1.95) va (1.96) ко ri- 
nihslarga keltirib olinadi:

- i  + «0 = I c t</t =O. <1123>

Shartning soni bittaligidan foydalanib cik -* c k ekanligiga o'tildi. Yuqori-

dagidan topamizki c, = - l , c 2 = a . Harakat tenglamalarini (1.98) orqali yozib 
olinsa yana o 'sha (1.119) formulalarga kelinadi, faqat oxirgi tenglama

sifatida ав = x tenglamani qo'llash kerak.

M asalani birinchi m etod bilan yechilganda ав = x  m unosabatning 
o'zidangina foydalanilgan edi, shu sababdan ikkinchi metod ham huddi 
o 'sha yechimni beradi.

I-bobga mashq va savollar
1. Erkinlik darajalasi nima ?
2. Qanday sisiema inersial sistema deyiladi?
3. Berilgan Lagranj funksiyalari uchun harakat tenglamalarini toping.

4. Quyidagi Lagranj funksiyalariga mos keluvchi harakat tenglamalarini 
toping:

5. Quyidagi Lagranj funksiyasi bilan xarakterlanuvchi sistemalarning 
tezlanishlarini toping:

- a 2; b) L = - t q 2 \ c) L = ^ 0 2 + ^ s in 20 0 2 - c o s 0  
2 2 2 2

d) L = x2 ~(ex - 1)2.
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c) L = i ( i 2 + j-2)+ (*>•-)*).

(5. 7о ‘//<7 hosilani tashlub yuborish yo'li bilan ekvivalent Lagranj funk- 
siyasini tuzing:

a) L '= z;(q  + t)2 ', b) L’ = ^ (q  + q)2-, c) L ' - x y - y x ;

d) L' = txx \ c) r  = «pcosf; 0  *.' = y ( 2 a i t  + a 2/ 2).

/ ^
7. L -* L  = L + — f iq . t )  almaslitirish natijasida Eyler—Lagranj tengla­

malarining о ‘zgarmasligini ко ‘rsating.
8. Galiley almashtirishlari r  -» г = г + V/ bajarilganida erkin zarraning 

Lagranj funksiyasi ekvivalent ко ‘rinishga o'tishini к о ‘rsating.
9. Dekart koordinatlari bilan quyidagicha bog'lanishda bo'lgan koordi- 

natlarda moddiy nuqtaning Lagranj funksiyasini tuzing:
a) x  =  R(<p+sin<p), у =  R (\-c o s ip ) ;

b) x = <p+d.y =

c) x = yj^rjcos<p, y » J ^ r js in tp , z =

■ «
10- L = -\J | - i 2 Lagranj funksiyasiga mos keluvchi t a ’sir S = jLdt 

uchun

x = gchA + rshA, / = <7 shA + rchA 

almashtirish bajarilganda S = jL (x)dt = jH q )d r  bo'lishini к о ‘rsating ( Д  — 

0 ‘zgarmas, q = d q ld r ) .
II. Bir jinsli og'irlik maydonida joytashgan gorizontal chiziqda harakat-

lanuvchi /л, va vertikal chiziqda harakallanuvchi m, zarralaming Lagranj 
funksiyasini tuzing.
h • ^ ^ rn'n8 orasidagi masofa 0 ‘zgarmas va a ga teng ( 1.3-rasmning 
omnchisiga qarang).

а) 1  = + <7: Ь) L « l r 2 + I r 20 2+ 1 ;
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1.3- rasm. И -, 12- va 13- mashqlarga oid.

12. 1.3 -rasmning o'rtasida к о 'rsatilgan tekis mayatnik uchun Lagranj 
funksiyasini tuzing.

13. 1.3-rasmning o'ngida ко‘rsatilgan mayatnik uchun Lagranj funksiyasini 
toping, m, nuqta x  o ‘qi bo'yicha ixtiyoriy harakat qiladi.

14. Massasi m va uzunligi I bo'lgan mayatnikning osish nuqtasi
a) vertikal tekislikda a radiusli aylana bo'yicha o'zgarmas /  burchak 

tezligi bilan harakatlanmoqda;
b) у  o'qi bo'yicha a cos yt qonun bo'yicha harakat qilmoqda.

Shu sistemalarning Lagranj funksiyalarini toping.

1.4- rasm. 14- mashqga oid.

15. 0 ‘zaro ta ’sir energiyasi U  =  A.T, • 1\  bo'lgan ikki zarradan iborat 
mexanik sistemaning Lagranj funksiyasini tuzing. harakat tenglamalari hamda

г ,( / ) ,г 2( 0  lam i toping.



2-bob. HARAKAT IN TEG R A LLA R I

Harakat jarayonida sistemaga kirgan moddiy nuqtalarning holati 
o'zgaradi. shunga ko'ra, ularning umumlashgan koordinatalari q( va 
tezliklari q  ham o'zgarib boradi. Ammo shu kattaliklardan tuzilgan
v a  f i z i k  jarayon davomida o ‘z qiymatini o'zgartirmaydigan kattaliklar 
ham mavjud, ular saqlanuvchan kattaliklar deyiladi.

Matematik ta ’rifdan boshlaylik. T a’rif bo'yicha

f ( t , q \ , q 2 ......9« -9 i .<72.......i s )  = C i ( 2 - 0

funksiya

dL d dL .
„  S T * * ' *  .....*

differensial tenglam alar sistemasining birinchi integrali yoki harakat

integrali deyiladi qachonki 9i* 02*—«9«, .....4n lam ing o'rm ga
(2.2) tenglamalarning yechimini qo 'yganim izda/funksiyam iz o 'zgar- 
mas songa aylansa. U ning son qiym ati m asalaning boshlang 'ich  
shartlariga bog'liq bo'ladi. Harakat integrallari saqlanuvchi kattalikning 
yana bir boshqa nomlanishidir. (2.2) tenglamalarning birinchi integral- 
larining soni bir nechta bo'lishi mimkin.

Umumiy holda s erkinlik darajali sistema 25 — I ta harakat integraliga 
ega bo'ladi.

Saqlanuvchan kattaliklar fizikada markaziy rollardan birini o'ynaydi. 
Saqlanuvchan kattaliklarning hammasi ham teng m a’noga ega emas. 
Masalan, bir nechta saqlanuvchan kattalikdan tuzilgan ixtiyoriy funksiya 
yana saqlanuvchan kattalik bo'ladi, am m o uning mustaqil ahamiyati 
katta bo'lmaydi.

Biror bir kattalikning sistema uchun qiymati shu sistemaga kirgan 
q>smlar uchun qiymatlarning yig'indisiga teng bo'lsa, bu kattalik additiv 

attalik deyiladi. Saqlanuvchi kattaliklar ichida additivlik xossasiga 
e8a bo'lganlari ayniqsa katta ahamiyatga egadir. Biz shu bo'lim da
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ko‘rib chiqadigan saqlanuvchi kattaliklar bir tom ondan fundamental 
xarakterga ega -  ularning kelib chiqishi fazo va vaqtning fundamental 
xossalariga bog‘liq — ikkinchi tom ondan ular additivlik xossasiga ega. 
Saqlanuvchan kattaliklar fizikjarayonlarhaqida muhim m a’lumot beradi 
va ko'pgina hollarda masalani to 'liq  yechishga birdan-bir imkoniyat 
beradi.

2.1. Energiyaning saqlanish qonuni

V aqtning bir jinsliligining natijasi bo 'lgan saqlanuvchi kattalik 
keltirib chiqaraylik. Bu holda Lagranj funksiyasi vaqtga oshkora

bo g 'liq  b o 'lm ay d i, y a ’n i, L = L (q ,q )  b o 'lad i. Vaqtga bog 'liq lik

Lagranj funksiyasiga faqat koordinatalar qjit) orqaligina kiradi. Shuni 
hisobga olib, Lagranj funksiyasi ning vaqt b o ‘yicha to 'liq  hosilasini 
topaylik:

^ V  dL yh  .. dL V  . d dL ^  ( d . ) dL 
dt dqj dqj ~ t - ! 4’ dt dq + d t4> ~

;* l J  ye I ^  J  /* | jm I V /  w

d . dL 
di~'

(2.3)

Bu formulaning o 'ng  tom oni chap tom oniga o'tkazilsa

= 0
V" . dL

V 7 -1

formula hosil bo'ladi. Qavs ichidagi kattalik energiya deyiladi:

(2.4)

£ V  • dL i
= 2 / ' < x r - ' ", ,  w r -  <2'5)

U  vaqt o 'tishi bilan o'zgarm aydigan, saqlanuvchi kattalik ekan. 
Olingan (2.4) m unosabat energiyaning saqlanish qonuni deyiladi.

Energiya saqlanish qonuni fizikadagi eng m uhim  tushunchalardan  
biri ekanligini hisobga olib uni yana bir yo'l bilan keltirib chiqaraylik.

Eyler — Lagranj tenglam alari (2.2) ni qi ga ko'paytirib quyidagi holga
keltiriladi:

38



(2.6)

Bu yerdan ko'rinib turibdiki, agar L vaqtga oshkora bog'liq bo 'l- 
masa L = U q,q) energiya harakat tenglamalarining birinchi integrali,
y a ’ni s a q la n u v c h a n  kattalik bo 'lar ekan.

E n e rg iv a n in g  son qiymatiga kelganimizda u (2.5) ga kirgan trayek­
toriya va tezlikning boshlang’ich qiymatlari orqali aniqlanadi. Energiyasi 
sa q la n u v c h i sistemalar konservativ sistemalar deyiladi. U lar qatoriga 
yopjq sistem alar kiradi. Agar sistema vaqtga bog'liq bo'lm agan tashqi 
m a y d o n d a  harakat qilayotgan bo'lsa bu holda ham uning Lagranj 
funsiyasi vaqtga bog'liq bo'lm aydi, vaqt yana bir jinslidir, energiya 
saqlanadi.

2.1.1-misol. Energiya harakat tenglamasining birinchi integrali ekanligini 
isbot qiling.

formulaga kelamiz. Qavs ichidagi ifoda kinetik va potensial encrgiyalaming 
yig indisi — to'liq energiyadir.

Isbot:
dU(r)

dr
(2.7)

tenglamaning ikki tomonini г ga skalar ko'paytiramiz:

( 2 .8 )

Bu tenglikning chap tomoni

(29)

ga teng, o'ng tomondagi U = U (r ( t) )  funksiya uchun

(2.Ю)

ekanligidan foydalanib

dt 2
(2.M)
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2.2. Impulsning saqlanish qonuni

Fazoning bir jinsliligidan kelib chiqadigan saqlanish qonunini keltirib 
chiqaraylik. Ko‘rib chiqishni Dekart koordinat sistemasidan boshlaylik. 
Fazoning bir jinsliligi shuni bildiradiki, sistemani butunligicha (uni 
buram asdan ya’ni, o 'ziga parallel qilib) bir nuqtadan ikkinchisiga ko‘- 
ch irilsa  sistem aning  holati o 'zgarm aydi. B undan  un ing  Lagranj 
funksiyasi ham  o'zgarm aydi degan m a’no kelib chiqadi. Sistemaning
o'ziga parallel ko'chirishni ru = ra + e  ko'rinishda ifodalash m um ­
kin. Bizning maqsadimizga cheksiz kichik ko'chirish yetarli bo'lgani 
uchun e ni cheksiz kichik o ‘zgarmas vektor deb qaraymiz. Sistemaga
kirgan hech b ir nuq tan ing  tezligi o ‘zgarm aydi: r0 = r ' .  Lagranj 
funksiyasining o'zgarm aslik sharti quyidagi ko 'rinishni oladi:

ekanligiga kelamiz. Bu formulani esa harakat tenglam alari yordamida

esa sistemaning to*liq impulsi deyiladi. (2.14) form ula esa sistemaning 
to 'liq  impulsi saqlanuvchan kattalik ekanligini ko'rsatadi.

Um um lashgan koordinatalar sxemasida o ‘tsak, Lagranj funksiya­
sining um um lashgan tezliklar bo'yicha hosilasi

a
(2 . 12)

K o'chirish vektori e  ixtiyoriy bo'lgani uchun

(2.13)

(2.14)

ko'rinishga keltiramiz. Yig'indiga kirgan

dL
Pa  =  =  m a y a

kattalik a — nuqtaning impulsi deyiladi,

(2.15)

(2.16)

(2.17)
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u m u m l a s h g a n  impuls deyiladi. Harakat tenglamalari ularning tilida

(2.18)

k o 'r i n i s h g a  ega bo'ladi. Agar Lagranj funksiyasi biror q{ ga bog'liq 
b o 'lm a s a  uni siklik koordinata deyiladi. Ko'rinib turibdiki. m ana shu 
sik lik  koordinataga mos keluvchi umumlashgan impuls pi uchun tenglama 
p  = 0 ko'rinishga ega bo'ladi, bundan umumlashgan impuls p( saqla- 
n u v c h a n  kattalik bo'ladi degan m a’no kelib chiqadi.

2.3. Inersiya markazi

Bizga massalari mr  . . . , mn bo'lgan n ta moddiy nuqtadan 
iborat yopiq sistem a berilgan bo 'lsin . Shu sistem a uchun masofa 
o'lchamligiga ega bo'lgan quyidagi kattalikni tuzaylik:

R = -4= (2.19)

Undan vaqt bo'yicha hosilani V deb belgilaylik:

1 < " Л
R = V = -= (2 .20)

Mahrajdagi sistemaning to 'liq massasini M deb belgilansa. olingan 
formuladan quyidagi formula hosil bo'ladi:

MV = 2 > , . vu = X p „ . (2.21)
a a

Impuls -  additiv kattalik, sistemaga kirgan nuqtalarning impulslarining 
yig'indisi sistemaning to 'liq  impulsiga teng:

X p„= P - (2.22)
a

yoki
P =  MV. (2.23)

Demak, sistemaga massasi M, tezligi V va radius-vektori R bo'lgan 
bitta moddiy nuqtadek qarashimiz mumkin ekan. (2.19) formula orqali

41



kiritilgan radius-vektor sistemaning inersiya markazi deyiladi. V tezlik 
esa jism ning bir-butunligicha ilgarilanma harakat tezligi bo'Iadi.

Ikkita К  va Ksanoq sistemani kiritaylik, ularning ikkinchisi birin- 
chisiga nisbatan o'zgarm as V0 tezlik bilan harakat qilayotgan bo'lsin. 
Bu holda har bir nuqtaning К  va K' sistemalardagi radius-vektorlari

r „ = r > V 0/ (2.24)

m unosabat orqali bog'langan bo'Iadi. Inersiya markazlari, sistemaning 
b irbutunligicha tezliklari va impulslari uchun esa quyidagilarga egamiz:

Ra = R;,+V0/, V „ = V '+ V 0, P = P'+A/V0, (2.25)

K ' sistem ada v '=  0 b o 'ls in . Bu degani, K" da sistem a bir 
butunligicha qo'zg 'olm asdan turibdi, uning to 'liq  impulsi ham  nolga 
teng. Bunday sanoq sistemasi inersiya markazi sistemasi deyiladi. Bu 
holda sistema bir butunligicha К  ga nisbatan o 'zgarm as V0 tezlik (va, 
dem ak, o 'zgarm as impuls P) bilan harakat qilayotgan bo'Iadi.

Uzliksiz taqsim langan hajmi V va zichligi P(r) bo 'lgan sistema 
uchun inersiya markazi quyidagicha ifodalanadi:

J dVp(r)r

R = J d 3rp ( r )  • (2 26)
v

Bir butunligicha qo'zg 'olm asdan turgan sistemaning energiysi unga 
kirgan zarrachalarning ichki harakat kinetik energiyasi va o 'zaro  ta ’sir 
potensial energiyasidan tashkil topgan. U sistemaning ichki energiyasi 
deyiladi, Inersiya markazi sistemasida sistem aning energiyasi uning 
ichki energiyasiga teng. К  va K' sanoq sistem alarida energiyalarni 
bog'laylik:

E  = + u  ( v« + v « )2 + u  -  
a a

= i  X  m-  V-<2 +S  ma y,a V0 + \  ̂  +V  =
2 - a 2 (2.27)

= £ '+ Р '.У 0 + 1 а ^ 02.

Inersiya markazi sistemasida P ' =  0 va £ =  EKhkj. Demak,
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Bu form ulani oldindan ham yozib olishimiz mumkin edi: harakat- 
dagi sistemaning to'liq energiyasi uning butunligicha ilgarilanma harakat 
k in e t ik  energiyasi bilan ichki energiyasidan tuzilgan bo'lishi kerak.

2.3.1-m isol. Massalari bir xil bo'lgan n ta nuqtalardan tuzilgan yopiq 
sistemaning inersiya markazini toping.

Javob:

I П
R = - I ra- (2.28)

" и
2 .3 .2 -misol. Zichligi bir uchidan hisoblanganda ax* qonun bo'yicha 

o’zgaradigan va uzunligi L ga teng sim berilgan bo'lsin. Uning inersiya 
markazini toping.

Javob:

E = EIt« ,+ ^ M V о2.

jdxo

(229)
0

2.3.3-misol. R radiusli bir jinsli aylananing choragi ko'rinishiga ega 
bo'lgan ingichka plastinaning inersiya markazini toping (koordinat boshi
-  aylananing markazida).

Javob: Inersiya markazining x -  koordinatasi:

ЯП
J d r r2 |  d (p cos (p

4R

*'=jLJJr---(130)I drr I dip
о о

У ~  koordinata ham huddi shundav qiymatga ega: = — .
ЛГ

 ̂ 2.3.4-misol. R radiusli shaming yuqori pallasining inersiya markazini 
ь Д у -  *̂lar zichligi markazdan masofaning fc-darajasiga proporsionai

riViKr rd,nata mar*caz*n‘ shaming markaziga qo'yilsa masaianing simmct-
1 an R, = Ry = o  ekanligi kelib chiqadi. R. quyidagiga teng:
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Я я/2 2я
f d r r *+3 [  d 0 s i n 0 c o s 0  f  dip

D _  О_______ о______________ 0 _  1 * +  3 p n  Т.Ч

f * 2n?  2f 2 к +4 ( 0Jd rr J d 0 s in 0 Jd ^
О О О

3 R
Bir jinsli (к =  0) yarimshar uchun Kz = ~Z~-О

2.4. H arakat miqdori momentining saqlanish qonuni

Fazoning izotropligi bilan bog'liq bo'lgan saqlanuvchan kattalikni 
keltirib chiqaraylik. Fazoning izotropligi shuni bildiradiki, sistema bir 
butunligicha biror burchakka burilsa uning xossalari o 'zgarm aydi. 
Shunga ko 'ra, sistemaning Lagranj funksiyasi ham o'zgarmasligi kerak.

Buralish burchagini o 'zgarm as va cheksiz kichik deb qaraymiz. 
Buralish qandaydir bir yo 'nalish — o 'q  atrofida roy berishi kerak,
demak unga vektor kattalik mos kelishi kerak. Shu boisdan <5<p buralish

vektori deganda son qiymati buralish burchagi |<5<p| ga va yo'nalishi 
buralish o 'qiga mos keluvchi vektorni ko 'zda tutamiz.

Vektorlar algebrasining qoidalari bo 'yicha ixtiyoriy nuqtaning r, 

radius-vektori 5<p burchakka burilganda quyidagicha o'zgaradi:

= ru + <5ru = ru + [8<pru ]. (2.32)
Shunga ko'ra tezlik uchun ham

ya = v„ + Sya = ya + ]• (2-33)
ga ega bo'lam iz. Buni yoki aw algi form uladan vaqt 
b o 'y ic h a  h o sila  o lib , yoki v ek to rla r  algebrasi 
qoidalarini bevosita tezlik vektori va ga qo 'llab olish
m um kin. Demak, sistemani butunligicha kichik 5<p 
burchakka burdik, bunda sistemaga kirgan har bir 
moddiy nuqtaning radius-vektori va tezlik vektori 
y uqoridag i q o id a la r  b o 'y ich a  o 'z g a rd i. A m m o  
sistemaning Lagranj funksiyasining o'zgarishi nolga 
teng bo'lsin:
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dL

dL
=  0 .

(2.34)

H a ra k a t tenglamalaridan va uch vektorlarning aralash ko'paytm asi 
q o id asid an  foydalanib, bu tenglik qulay ko'rinishga keltiriladi:

л-?(1£ 14л1+£К*])'
r- l ' ;

(2.35)

Kichik burchak 5<p ixtiyoriy bo'lgani uchun nolga vaqt bo'yicha 
hosilali ko'paytuvchini tenglashtirish kerak:

(2.36,

Yig'indiga kirgan kattalikni impuls (yoki. haraka t m iqdori) m om enti 
deb ataladi:

м  = Х [ г,р Л (2.37)

Olingan (2.36) formula esa fazoning  izotropligidan kelib  chiqadigan  
impuls m om entin ing  saqlanish qonunini bildiradi. Im puls m om enti 
vektor kattalik bo'lgani uchun uning to 'liq saqlanishi uchta saqlanish 
qonunini beradi — Л/ , M , M,. Lekin ham m a vaqt ham  fazo to 'liq  
izotrop bo'lavermaydi. Tashqi maydon um um an olganda izotporlikni 
buzadi. Ammo ba’zi bir hollarda tashqi maydon m a’lum bir vo'nalish 
bo'yicha izotroplikni saqlab qoladi. Bu holda impuls m om entining 
shu yo'nalish bo'yicha komponentasi saqlanuvchan bo'Iadi. Masalan, 
rnarkaziv maydonni olaylik. Markaziv maydonda jismga ta ’sir qilayotgan 

ch faqat markazgacha bo'lgan masofaga bog'liq bo'Iadi. Bu holda 
s,stem aning xossalari markazdan chiqqan ixtiyoriy o 'q  atrofida aylan- 
ganda o'zgarmaydi. Shunga ko'ra. m om entning m arkazdan chiqqan 
■xtiyoriy o'qqa proyeksiyasi saqlanuvchan kattalik bo'Iadi. Buni (2.35) 

40  ko 'rish mumkin. Ixtiyoriy shunday bir o 'qn i olib, uni z o 'q i deb
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belgilaylik. Bu holda buralish burchagi = {0,0,<5рг } ko'rinishga cga ^  
bo'ladi. Shunga ko 'ra (2.35) dagi skalar ko'paytm a

* ^ Х 1 г-рД - °  (2.38)
a

ko'rinishni oladi. Bu degani esa, bu holda saqlanuvchan kattalik M 
ekanligini bildiradi. M arkaziy maydonda z o 'q i sifatida ixtiyoriy o 'qn[ 
olish mumkin.

2.4.1-misol. [M x,M y ,M ZJ lami silindrik koordinatlar orqali ifodalang.

Dekart (x ,y ,z ) va silindrik ( r ,(p ,z ) koordinatlar quyidagicha bog', 
langan:

x = riMS<p, y = rsinfl>, z = z. (2.39)
Mt  ni topaylik:

M t = y p . - Z P y -  »»(y z - z y )  = m(r  sin ip z - z r  sin q>~ zr  cos qxp) =
' .. (2.40)= m  sin ф( rz -  zr) -  mzr  cos qxp.

Huddi shu yo'sinda boshqa komponentalar ham topiladi:

A#v = zpx -  xp .  = m ( z x - x z )  = nt cos <p( zr  -  r z ) - m z r  sin <p<p:

M. = xpy -  yp, = m(xy -  yi) = (2.41)

=  m [rc o sp (rs in ^ p  + гф cos<p) -  r sin (p(r cos<p + r 0 s in ^ ) ]  = m r2<p. (2.42)

Bu misoldan bir foydali munosabat keltirib chiqarishi mumkin. Agar 
moddiy nuqtaning silindrik sistemadagi Lagranj funksiyasini

L = j (x2 + j 2 + i 2 ) -U (x ,y ,z )  = j ( r 2 + г 2ф2 + j 2 )-U{r,<p,z) (2.43) 

yuqorida topilgan Л/. bilan taqqoslansa

A / , = |^  = m r2<p (2.44)

ekanligi topiladi. Demak, umumlashgan <p koordinataga mos keluvchi 

umumlashgan impuls M. ga teng bo'lar ekan: p 9 =  M

2.4.2-misol. {Mx, My, M .} lami sferik koordinatlar orqali ifodalang. 
Dekart (x , y, z) va sferik (г,<р,в) koordinatlar quyidagicha bog'langafl-
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jr = rco s^ sin 0 . у  = rsin^>sin 0, z = rcosd.  (2 .45 )

Bizga x , y  va Z lar kerak bo‘ladi. Ular quyidagicha hisoblanadi:

x = r cos q> sin 0 -  гф sin q> sin 0  + r0  cos <p cos 0; 

у  =  rsinq»sin0  + /-0cos<(>sin0 + re s in p co s© : 

с = r c o s 0 - r< js in 0 .
(2.46)

Navbatma navbat har bir komponenta topiladi:

Mx = ypz - г р , ш m (yz-zy) = -m r' (0sinv> + 0sin0cos0cos<p); (2.47)

M v = 4 >,-*Pi = m(,zx- xz) = mr: (0cosp-^sin0cos0sin<(>); (2.48)

M . = x/)x -  vp, = m(.rv-  yx) = mr: sin: вф. (2.49) 

Moddiy nuqta Lagranj funksiyasining sferik sistemadagi ifodasini

L = ^ ( . i 1 + y 2 + i 2) - U ( x . y , z )  = j ( r 2 + r V  Sin: 0 + r20 2 ) - ( / ( r .p , 0 )  (2.50) 

(2.49) bilan taqqoslanilsa, yana

(2.51)

ekanligi topiladi. Bu koordinatlarda ham <p koordinataga mos keluvchi um um ­
lashgan impuls momentning z ~  komponentasiga teng bo'lib chiqdi:

P9 = M :.

2.5. Virial teorema

Finit harakat qilayotgan m oddiy nuqtalardan  iborat sistem ani olib 
qaraylik. Bunday sistem adagi hech bir jism  vaqt o 'tish i bilan chesizlikka 
ketib qolmaydi.

Agar sistem aning potensial energiyasi o 'z  o 'zgaruvch ilarin ing  k-  
tartibli bir jinsli funksiya bo 'lsa , ya’ni

u  (a r i « r2.....ar„ ) = a l U (r, . r , ..... r„ ), (2.52)

Qivm'^ Potensial va energ iyalarn ing  vaqt b o 'y ic h a  o 'r ta c h a
dek ° ras‘^ a SO(1da m unosabat o 'm a tish  m um kin. B uning uchun 
Vf. , akn koordinat sistem asida a zarracha uchun  harakat tenglam asini 
y°zib olaylik:
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'

mar, = - V . t / ,  V „ = ^ - .  (2.53)

Uning ikkala tom onini rega skalar ko‘paytirib, ham m a zarralar bo'yicha 
yig'indiga o'tiladi:

X  = “ X  r- (2 54>
а а

Chap va o ‘ng tom onlar ustida quyidagi almashtirishlam i bajaraylik. 
Birinchidan,

re*e = ^ ( r e -re ) - r 2. (2 .5 5 )

Ikkinchidan, potensial energiya к tartibli bir jinsli funksiya bo'lgani 
uchun Eyler teoremasi bo'yicha

I ' . - V . I / - H / .  (2.56)
а

Demak,

“X = _Ш- (2'5?)
а

Vaqt bo 'yicha o 'rtacha qiymat ixtiyoriy funksiya /  uchun quyi- 
dagicha ta ’riflanadi:

_  | r

f m l ™ T i fdU <258)

Shu ta ’rif asosida (2.57) ning ikkala tom onini o 'rtalashtiram iz. Sistema 
faqat finit harakat qilayotgani uchun chap tom ondagi birinchi hadning 
o 'rtach a  qiymati nolga teng bo'Iadi. N atijada quyidagi ifodaga ke- 
linadi:

5 > „  r j  =kU. (2 .5 9 )

Kinetik energiya uchun

а

ekanligini hisobga olib topilgan formulani
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I T  =  k U .  ( 2 .6 1 )

k o 'r i n i s h d a  yozib olish m um kin. T o 'liq  energiyani ham  bunday 
m u n o s a b a tla rg a  kiritilsa, vaqt bo'yicha o 'rtacha qiymatlar uchun

— -  — £ + 2 — k + 2 —
E  =  T + U  =  i ^ t /  =  ^ Т  ( 2 .6 2 )

m u n o s a b a t la r g a  kelinadi. Topilgan munosabatlar virial teoremani tashkil 
q ila d i1. Ulam ing hususiy hollari qiziqarlidir. Masalan, kichik tebranish- 
larga o'tilsa к =  2 bo'ladi, demak,

U = T  =  - E .
2

Gravitatsion va kulon elektr maydonlarida potensial U~ \ / r  ko 'ri­
nishga ega, ya’ni * = - 1 . Bu hollarda

U = -2 ?
va

E  =  - T

bo'ladi. Kinetik energiyaning hamma vaqt musbatligidan kelib chi- 
qadiki, gravitatsion va kulon maydonlarida finit harakat qilayotgan 
zarrachaning to 'liq  energiyasi manfiy bo 'lar ekan.

Harakat tenglamasi (2.53) ga qaytib kclaylik. (2.52) ga kirgan 
koordinatlami «cho'zish»

ru -»r,; = aru 
bilan bir vaqtda vaqt ustida ham

t - + i ’ =  p t  * ( 2 .6 3 )

almashtirish bajarilsa, harakat tenglam aning chap tom oni a /p  2 ga 
ko'payadi, o ‘ng tom oni esa (2.52) bo'yicha a*-1 ga ko'payadi. K o'rinib
turibdiki,

P = a '-kn (2-61)
shan bajarilsa harakat tenglamasi o 'zgarm aydi. Dem ak, U tashqi 
maydonda zarracha uchun r _(/) funksiya qandaydir trayektoriyani

ifodalasa ra'( / ')  funksiya ham huddi shu tashqi maydondagi mumkin

1 Teoremaning nomi (2 .54) ga kirgan X г V £/= -  Xr, F had bilan bog' liq.
i i  a a

ba zi bir hollarda «virial» deyiladi.
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bo'lgan harakat trayektoriyasini berar ekan. Topilgan munosabatni
aniqroq tushunish uchun bundan keyin a  = I ' l l  deb qaraladi, bu yerda 
/ va f  -  trayektoriyalam ing chiziqli o 'lcham lari.

Agar ikkala trayektoriya bo‘yicha harakat tezliklari solishtirsak:

Shtrixlanmagan trayektoriyada a nuqtadan b nuqtagacha harakat 
uchun t vaqt ketgan bo'lsa, shtixlangan trayektoriya bo'yicha ularga

ketadi, tezlik esa yuqorida topildi. M asalan, tortish kuchi maydoni

uchun * = - 1 ,  demak, ( t ' / t )* =  ( / ' / / ) ’ . Keplerning uchinchi qonuni

topildi -  sayyoralar uchun Quyosh atrofida aylanish davrlari nisbatining 
kvadrati ular orbitalari radiuslari nisbatining kubiga teng.

2.6.1-misol. Yer va Mars uchun orbita radiuslari / = 1,4961 Ql* s m  va

/ ' = 2.27941 On jm , ya’ni, / ' / /  = 1.5237. Agar Ycrdagi bir yil 365 kun davoni

etsa, Marsdagi bir yil = 365 1,5237,/J =365 1,88 = 686  kun chiqadi.

Energiya uchun E '/E  = (/'//)*  ekanligini topish qiyin emas.

2 -bobga mashq va savollar
I. Quyidagi Lagranj funksiyalariga mos keluvchi energiyalami toping:

2. Quyidagi maydonlarda harakat qilayotganda impuls va momentning 
qanday komponenlalari saqlanadi?

a) Tashqi maydon faqat г o'qiga bog'liq, ya’ni, (x, y) tekisligida u bir 
jinsli;

(2.65)

mos keluvchi o 'n u q ta d a n  b' nuqtagacha / ' = fit = (l'll) '~ kn  t vaqt

c) L = -y J \-x 2 + ^ ( .r ) i -p ( j r ) ;

d) t  =
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b) cheksiz bir jinsli silindr ko'rinishdagi maydon;
c) z o'qida yotgan ikki nuqta hosil qilgan maydon;
d) у  o‘qi bilan chegaralangan yarim tekislikdagi bir jinsli maydon.
3. Quyidagi umum iy koordinat alm ashtirishida energiya va impulsning  

o'Zgarish qonunini toping:

q,=f,  (<2,-02....<2,), » =  1.....

4 . O'zgarmas va bir jinsli tashqi magnit maydon В da harakat qilayotgan 

e zaryadli zarracha uchun I = MB + j - ( r x B ) ! kattalik harakat integrali bo '- 

lishini ko‘rsating. Bu yerda M = mrxv. Tashqi magnit maydonda zaryadga 

F = f v x B  kuch ta’sir qiladi.
С

J. Galiley almashtirishlari uchun invariantni toping.



3-bob. HARAKAT T E N G L A M A L A R IN I 
IN T E G R A L L A S H

'

3.1. Bir o'lchamli harakat tenglamasi

Eyler—Lagranj tenglam alari fizikaga aloqasi bo 'lgan deyarli ham ­
ma hollarda nochiziqli difTerensial tenglam alar sistemasini tashkil 
qiladi. Bunday tenglam alarni integrallashning birdan bir usuli tengla­
m alarning (dem ak, sistem aning erkinlik darajasining) soniga teng 
bo 'lgan harakat integrallarini topishdir. H ar bir harakat integrali bitta 
tenglam aning darajasini bittaga pasaytirib beradi, birinchi tartibli 
oddiy hosilali tenglam ani esa, odatda, integrallash m um kin bo 'lib  
chiqadi.

Bir o 'lcham li harakat tenglam asini integrallashdan boshlaylik. 
Lagranj funksiyasi bu holda

ko'rinishga ega. Bu yerda U (x) — berilgan tashqi m aydon (potensial). 
Harakat tenglamasi

ko'rinishni oladi. Tashqi potensial U (x) m urakkab ko'rinishga ega 
bo'lishi mumkin, am m o masalada bitta harakat integralining mavjudligi 
bizning ishimizni darrov yengillashtiradi. Lagranj funksiyasi (3.1) vaqtga 
bog'liq emas, demak, energiya saqlanuvchi kattalik ( o'zgarm as son). 
Uning ifodasi

(3.1)

nix = - U \ x ) (3.2)

(3.3)

dan darhol quyidagi ifodani hosil qilish mumkin:

(3.4)

Olingan tenglam a oson integrallanadi:
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[m f dx .  
t = .  — r ---------+ const. (3 .5 )

V 2 J y jE -U W  K ’

Bu integralni hisoblash natijasida koordinata x va vaqt l orasidagi 
bog 'lanish  topiladi. Javobni integral orqali ifodalash, odatda, kvad- 
raturaga keltirish  deyiladi. (3.5) form ula bir o 'lcham li harakat m a- 
sa la s in i eng um um iy holda yechadi. Bu yechimga ikkita o 'zgarm as 
k irg a n  -  f  va const. U lar m asalaning boshlang 'ich  shartlaridan  
topiladi. E — U  kinetik energiyaga teng bo'lgani uchun ham m a vaqt

E - U  > 0  (3.6)

bo'lishi kerak. E — U =  0 nuqtada esa jismning tezligi nolga teng 
bo'Iadi. Bunday nuqtalar to 'xtash nuqta lari deyiladi. Bir o 'lcham li 
h a ra k a tn in g  asosiy xossalarini o 'z  ichiga olgan 3.1-rasmni ko'raylik. 
R a sm d a n  ko'rinib turibdiki, tashqi maydonning ko'rinishi va energiya- 
ning son qiymatiga qarab to 'xtash nuqtalar bir necha bo'lishi mumkin.
3.1-rasmda to 'xtash nuqtalari x v xv  xy  Agar harakat ikki tom ondan 
to'xtash nuqtalari bilan chegaralangan bo'lsa, bunday harakat fin it h a ­
rakat deyiladi. Rasmda bu soha jc, £ x  £ x2. Odatda, bu formadagi 
so h a la r  p o te n s ia l o ‘ra  deyiladi. R asm dagi хг < x  soha — in fm i t  
h a r a k a t  sohasid ir, bunday sohalarda jism  harakati yoki b ir to - 
monlam a chegaralangan  bo 'Iad i, yoki um um an chegaralanm agam  
bo'Iadi. K o 'rin ib  turibd ik i, bunday sohadagi jism  vaqt o 'tish i bilan 
cheksizlikka in tiladi.

Rasmdagi T harfi bilan belgilangan sohalar -  taqiqlangan sohalardir, 
bunday sohalarda (3.6) tengsizlik bajarilmaydi. Jism bunday sohaga 
° ‘ta olmaydi.

3.1.1-misol. U = x  potensial maydonda to'xtash nuqtalarini toping va 
harakatn i integrallang. Boshlang'ich shartlar -  дг(0) = l , i (0) = 1. Jismning 
roassasini b ir deb oling.

53



Boshlang'ich shartlardan foydalanib, energiyaning qiymati topiladi: 

£  = + .t = 1. To'xtash nuqtasi x  =1. (3.5) bo'yicha

I f dx I---------
I = —7= I + const = -  J  2( 1 -  or) + const.

J lJ  J i -x-Л J л/1-Х

Boshlang'ich shart const=0 ga olib keladi. Demak,

x  = 1— 1\
2

Shu holga mos keladigan harakat tenglamasi x  = -1  ni yechib yana 
shu natijaga kelishimizni tekshirib ko'rish qiyin emas.

Bu potensialdagi harakat 3.2-rasmning birinchisida ko'rsatilgan. Jismga 
ta ’sir qilayotgan kuchning yo'nalishi ham ko'rsatilgan.

К E
J

b) д *

3.2-rasm. (3.1.1) va (3.1.2) misollarga oid.

3.1.2-misol. 1/(jc) = — kx2 potensial maydondagi harakat qonuni aniq-
2

lansin.
(3.5) formulaga potensialni qo'yamiz:

*</)
f  dx [m (  F T )

1 = I , =  + const = - . I— arccos x(t)./—  Hl ЬеJconst.
(3.7)

Demak
(21  (  IT )

x = . — cos t . l— + a
V к \ m (3.8)

bunda a  — boshlang'ich shartdan topiladigan konstanta. Masalan, t = 0 

vaqt m om entida jc(0 ) = 0  bo'lsin desak a = nl2 bo'lishi kerak.
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3 .2 . Ikki jism  m asalasi

K o'p o'lcham li mexanik harakatlar ichida aniq integrallanadigan- 
lari kam . Ulaming ichida markaziy maydon orqali o 'zaro ta ’sir qiluvchi 
Ikki jism  masalasi eng e’tiborga sazovardir. Bu masalani ko‘rib o'rganish 
keltirilgan massa  tushunchasidan boshlanadi.

3.2.1. Keltirilgan massa

Massalari /я, va m y bo'lgan ikki jism berilgan bo'lsin. U lar orasidagi 
o 'zaro  ta ’sir faqat o 'zaro masofagagina bog'liq bo'lishi m um kin. bu
d eg an i ,  potensial energiyaning ko'rinishi f / ( l / j - r2 l) bo'lishi kerak.
S is te m a n in g  Lagranj funksiyasi

£ L  i . a j L  + J K L - t/O r ,- ! - ,! ) .

Inersiya m arkazi sistemasiga o'taylik:

w\r\ + m2r2 = О (З.Ю)

va o 'zaro  masofa vektori kiritaylik:

r  = r , - r 2. (3.11)

Bu ikki tenglamani yechib

m7 m,
r‘ = ^ Г г ’ Г2 = _ ^ г г ( 3 . 12)til | +  fflj f1*\ +

lar olinadi. Rasmdan ko'rinib turibdiki, r vektori ikkinchi jism dan 
birinchi jism ga qaratilgan. Agar quyidagi munosabat orqali

m,m-,
—  ( 3 . 13)+ m-i

keltirilgan massa tushunchasi kiritilsa, Lagranj funksiyasi quyidagi sodda 
ko'rinishga keladi:

mr~
L  =  ^ - - t / ( r ) .  ( 3 . 14)

div ^ al*-*ada ^ k i ta moddiy nuqtaning o 'zaro  ta ’siri masalasi bitta mod- 
nuqtaning U(r) ko'rinishli tashqi maydondagi harakati masalasiga
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keltirildi. H ar bir jism ning trayektoriyasi esa (3.12) form ulalar orqali 
topilishi mumkin.

Keltirilgan massani yaxshiroq tasaw ur qilish uchun ikki chegaraviy 
hollam i ko‘raylik.

B irinchi hoi: m ^ m 2, y a’ni, b irinchi jism ning  massasi ikkin- 
chinikidan ko 'p  m arta katta bo 'lsin  (ko‘z oldiniizga Quyosh va Yemj 
keltirish m um kin). Bu holda m, = m2 va r = - r 2 bo'Iadi. Sistemaning 
inersiya markazi massasi katta moddiy nuqtaning yaqinida joyo‘lashgan 
bo'Iadi, massasi kichik jism  uning atrofida = rm aso fada aylanayotgan 
boMadi.

Ikkinchi hoi: m = m r  Bu holda m = ^m , va inersiya markazi

ikki jismning qoq o 'rtasida joyo'lashgan bo'Iadi. Ikkala jism shu markaz 
atrofida aylanadi.

3.2 .2 . M arkaziy maydon

(3.14) Lagranj funksiyasi bilan ifodalanadigan masalani yechishga 
o 'tam iz. Potensial energiya faqatgina markazgacha bo'lgan masofaga 
bog'liq bo'lgani uchun bunday maydon markaziy maydon deyiladi, 
ko 'rilayotgan masala esa m arkaziy m aydondagi harakat masalasi 
deyiladi.

Eyler—Lagranj tenglamalari bu holda quyidagi ko'rinishni oladi:

d l/( r )  . . . .
mr = — — -. (3.15)

or
O 'ng  tomondagi kuch radius-vektor bo'yicha yo'nalgandir:

dU(r) _ dU(r) r ^
dr dr r

U ning son qiymati markazgacha bo'lgan masofa r ning funksiyasidir.
(3.15) tenglamalar sistemasi uchta nochiziqli tenglamadan iborat bo'lgan 
sistema bo'lib, uning yechimlarini topish uchun harakat integrallan 
qo'llanilishi kerak.

M asala sferik sim metriyaga ega bo'lgani uchun (3.14) L agran j 
funksiyasini sferik koordinat sistemasida ochib chiqamiz:

L = ^ (rz + r262 + r2rin ty2)-</(r). (3.17)
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Bu ifoda hali murakkabdir. Saqlanuvchi kattaliklarni aniqlaylik. 
U la rn in g  ichida birinchisi -  impuls momenti. Uning saqlanuvchan 
katta lik  e k a n lig in i oddiy yo‘l bilan isbot qilishi mumkin:

—  M  =  m — | r r |  =  m [rr] + »i[rr] =  -  ^ ^ r\ rr\ -  0. (3.18)
dt dt dr

Bu isbotda (3.15), (3.16) formulalardan va ixtiyoriy vektorning o 'z - 
o'ziga vektor ko'paytm asi nolga tengligidan foydalanildi.

H a ra k a t miqdori m om enti

M = frpl (3.19)

jismning radius-vektoriga doimo peфendikulardir, uning o'zgarmasligi 
jism radiusining doim o bir tekislakda yotishini ya’ni, harakat bir 
tekislikdagina ro‘y berishini bildiradi. Shu tekislik sifatida 0=тг/2 tekislik 
olinadi. Bu degani biz г-o 'q in i harakat m iqdori m om enti bo'yicha 
yo'naltirdik deganimizdir.

Lagranj funksiyasi uchun ifodani bir pog'onaga soddalashtirishga 
erishildi:

L = ^ ( r 2 + rV ) -C /( r ) .  (3.20)

K o'rin ib  turibdiki, Lagranj funksiyasi ip -  kordinataga bog'liq 
emas. Bunday koordinatlarni siklik koordinata deyilgan edi. Siklik 
koordinataga mos keluvchi umumlashgan impulslar saqlanivhci kattalik 
bo'ladi:

_ dL d dL dL
0  =  - —  =  — -------- * p . = -----=  const.  И 9 П

dqt dt dq, dq, ,  (  ’

Bizning holda siklik (p kordinataga mos keluvchi umumlashgan impuls 

Pv = inr2<p = const (3.22)

harakat miqdori momentining z kom ponentasidir ((2.51) ga qarang): 

М . = [гр]. = mr2<p. (3.23)

Ammo z  o 'q i M bo 'y icha yo 'na ltirilgan , dem ak, M =  M. Bu 
tahlildan ф ni topib (3.20) Lagranj funksiyasini



ko'rinishga keltiramiz. 0 ‘z navbatida bu energiya uchun

+U(r)  (3  25)E = — f 2 M 2Г + 2m r /
formulani beradi. U ni

dt Ь »
M

l / ( r ) ) - —  (3.26)
m 'r

ko'rinishga keltirib, darhol quyidagini ifoda olinadi:

dr

j
J - ( S -V m

=  /.
(3.27)

Wl Г

Integral hisoblansa radiusni vaqtning funksiyasi sifatida topgan 
bo'lam iz -  r =r{t). Trayektoriyani to ‘liq topish uchun burchakning 
ham  vaqtga bogMiqligini topish kerak. Buning uchun  (3.23) dan 
forydalanish yetarlidir:

M  A  
~ dr

Ikkita oxirgi integral r ,</> va t  o'zgaruvchilar orasidagi ikki muno- 
sabatni berib trayektoriyani to 'liq  aniqlab beradi.

Agar (3.25) form ulada radial tezlik nolga tenglashtirilsa: r  =  0 
quyidagini olamiz:

E = U( r )  + - ^ r .  (3.29)
2 mr*

T a 'rif  bo 'yicha bu radial yo'nalishdagi to 'xtash nuqtalari uchun 
tenglam a. T englam ani r  ga n isbatan yechib m ana shu «to 'xtash 
nuqtalari» r0. (ularning soni tenglam aning tartibiga bog'liq) topiladi.

Bu nuqtalarda jism  o 'zining markazdan uzoqlashishini ( r > 0 )  un^a

yaqinlashishga (r < 0) o'zgartiradi va aksincha. Burchak tezlik (j) ninS 
ishorasi esa, (3.22) dan ko'rinib turibdiki, hech qachon o'zgarm ayd1
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va nolga teng bo'lmaydi. Demak, markaziy maydonda jism markaz 
atrofidagi aylanish yo'nalishini hech qachon ozgartirm as ekan. Radial 
harakat esa murakkabroq tabiatga ega. Agar

^ ( r ) » l / ( r ) + ^ i  (3.30)
2mr

belgilash kiritilsa (3.25) formulani

(3.31)

ko'rinishga keltirib olish m um kin . Bu form ulaga bir o 'lch am li h a­
rakat form ulasi sifatida qaralsa m arkaziy m aydondagi radial h a ­
rakat (3.30) m unosabat orqali an iqlanadigan effektiv potensialdagi 
harakat bo 'lib  chiqadi. Agar Lagranj tenglam asida ~bU/bqj ifoda 
(um um lashgan) kuchning ifodalashi eslansa effektiv potensialdagi 
qo 'sh im cha had

3 M 2 M 2
= —  <1 3 2 > or 2mr mr

ko'rinishga ega bo'lgan markazdan tashqariga yo'nalgan qo 'shim cha 
kuchga olib keladi. Bu kuch markazdan qochirish kuchi deb ataladi. 
Harakat miqdori m om enti bilan bog'liq bo'lgan bu kuchnig paydo 
bo'lishi m a’lum oqibatlarga olib keladi.

Birinchidan. markaziy m aydonda harakat qilayotgan jism maydon 
markaziga tusha oladimi yo'qm i degan savolga javob shu qo'shim cha 
kuchga bog'liqdir. Hattoki, maydon tortish m aydoni’bo'lganda ham 
markazga tushish r -» 0 uchun (3.32) kuchni yengish kerak. Buning 
uchun esa r  —> 0 limitda

d u e„ d u  M 2

К  - i < « 3 >

yoki bu munosabat integrallansa r -» 0 limitda

i  M 2

r ) < ~ T ^  ( 3 3 4 )

lishi kerakligi topiladi. Albatta, ham m a m aydonlar ham bu teng- 
^Zukni qanoatlamirm aydi. Bu tengsizlik bajarilishi uchun potensial
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U(r) yoki - l / r n, n>2 ko 'rin ishga ega b o 'lish i kerak, yoki - a / r 2 
ko'rinishga ega bo'lganda ham - a > \ f / 2 m  bo'lishi kerak.

Ik k in ch id an , m a’lum  vaziyatlarda po tensia l energiyadagi bu 
qo 'sh im ch a  had tortish m aydoni bo 'lgan  potensial m aydonda ham 
finit harakatn ing  m um kin emasligiga olib  kelishi m um kin. Buni 
k o 'r ish  u ch u n  to rtish  m aydoni dU /dr> 0  ning um um iy grafigini 
chizaylik  (a lbatta , har xil m aydonlar uchun  grafikning og 'ish i va 
nuq tam a-nuqta  son qiymatlari har xil bo 'lad i, am m o Э£//Эг>0 shartga 
bo 'ysunadigan funksiyaning eng um um iy ko 'rin ish i shu grafikka mos 
keladi). Endi bu grafikga ЛЯ/г* funksiyasining grafigi ustm a-ust 
qo 'yilsa (3.3-rasm ga qarang). Natijaviy grafikda potensial o 'ra  bormi- 
y o 'q m i?  P o tensia l o 'ra  b o 'lish i u ch u n  M1 n ing q iym ati yetarli 
darajada kichik bo'lishi kerak (uning son qiym ati konkret maydonga 
bog 'liq  bo 'lad i).

D em ak, jismning harakat miqdori m om enti m a’lum chegaradan 
oshib ketsa, finit harakat bo'lmasligi ham  m um kin ekan.

3.3- rasm. EfTektiv potensialning hosil bo'lishi.

H arakat chegaralarini energiya E  ning son qiymati aniqlab beradi 
(u, o 'z  navbatida, boshlang'ich shartlar orqali aniqlanadi). Bu tasdiqni
3.3-rasmga qarab tushunish qiyin emas.

Agar energiyaning qiymati shunday bo 'lsak i, harakat faqat bir 
tom ondan chegaralangan r z r = r nin bo 'lsa (3.3-d rasmdagi £, hoi ) 
bunday harakat infinit harakat bo'ladi — jism  cheksizlikdan keladi va 
cheksizlikka qaytib ketadi. Agar harakat ikki tom ondan  chegaralangan
bo'lsa r  =  r. < r^ r ,=  r__(3.3-d rasmdagi EL hoi) u finit harakat bo'ladi.
H arakat finit bo'lishi uchun efTektiv potensial «o'raga» ega bo'lishi 
kerak.

Finit harakatga mos keluvchi trayektoriya ham m a hollarda hani 
yopiq bo'laverm aydi. Oddiy m atematik m ulohazadan kelib ch iq ad ik i,
(3.28) integralning rmjn dan rnax gacha qiymati shu integralning rmax dan
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.«i-hti n ivm atiea  ten ed ir .  D e m a k .  iism m arkazea  e n e  vanin

ga teng bo'ladi. Trayektoriya yopiq bo'lishi uchun \<р = 2 лт/п  bo'lishi 
kerak, bu yerda m va n — butun sonlar, bu holda jism  n marta 
aylangandan keyin yana boshlang'ich nuqtaga qaytib keladi.

ko'rinishdagi m aydondagi harakatini o 'rganishni aytiladi. Bu ko‘- 
rinishdagi m aydon fizikada eng m uhim  rol o 'ynaydigan gravitatsion 
maydon va kulon m aydonlariga to 'g 'r i keladi. G ravitatsion maydon 
faqat tortishish tabiatiga ega (o > 0), kulon m aydoni ham  tortishish, 
ham itarish (cKO) tabiatiga egadir. EfTektiv potensial ((a> 0) hoi 
uchun)

ko'rinib turibdiki, buning uchun jism energiyasi 
manfiy bo'lishi kerak: E<0.

Bu hoi uchun markazga eng yaqin va eng uzoq 3.4- rasm. EfTektiv

3.3. Kepler masalasi

Kepler masalasi deb jismning

U(r) = - a
(3.36)

r

(3.37)

(3.4) rasmda korsatilgan.
EfTektiv potensialda o 'ra  bor, demak, (3.36) 

maydonda finit harakat mavjud ekan. Rasmdan

nuqtalar £ =  U jir) tenglam adan topiladi: potensial.

2 E \4 E 2 2mE 21 £1
£ . ± j £ L + " L . _ “

V
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Yuqori ishora гтат ga va quyi ishora rmm ga to 'g 'r i keladi. Albatta, 
agar E  > 0 bo'lsa

ga teng bo'Iadi, гш  esa mavjud bo'lm aydi.

M ~
Effektiv potensial r0 = —  nuqtada m inim um ga erishadi:

Hech qanday jismning energiyasi bundan kichik bo'lishi m um kin emas. 
Musbat energiyali va energiyasi nolga teng jism lar infinit harakat qiladi
-  ular cheksizlikdan kelib cheksizlikka ketadi.

Kepler masalasidagi integrallar oson hisoblanadi. Burchak <p ni 
topaylik (c-integrallash konstantasi):

Integrallash konstantasi shunday tanlab olinadiki, <p — 0 nuqta 
г ~ гты Sa to '8‘ri kelsin.

Buning uchun const =  0 bo'lishi kerak.

(3 .38)

M та
(3 .39)

¥ (3 .40)

belgilashlar kiritilsa olingan formula

1 +  ecos^p
(3 .41)
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ko 'rin ishga keltiladi. Orbita konus kesimi formulasiga keltirildi, P -  
rbita parametri va e -  uning ekssentrisiteti deyiladi. <p =0  va <p - n  

nuqtalar orbitaning markazga eng yaqin (perigeliy) va eng uzoq (apoge- 
Ky) nuqtalariga to 'g 'ri keladi. £<0  holda e< \ bo 'ladi, orbita ellips 
k o 'r in ish ig a  ega. Ellipsning fokuslarining birida jism larn ing  biri 
ovo 'lashgan  bo'ladi, chunki fokusdan ellipsning eng yaqin nuqtasigacha 
masofa geometriyaning m a’lum formulasi bo 'yicha P /(\+ e )  ga teng, 
bu esa г ning o'zidir. Tabiiyki, shu fokusdan eng uzoq masofa P/( 1- 
e) a w a f  aniqlangan rmax ga tengdir. Bundan harakat davomida jism- 
larning biri ellipsning bitta markazida turadigan bo'lib chiqadi.

Agar E = (U rff)mm bo'lsa e=0  ga aylanadi, orbita aylanm a ko 'ri- 
nishini oladi, markazgacha masofa o'zgarm as r = p  = \P /m a  ga teng 
bo'ladi.

E =  0 b o 'lgan  holda e =  1 b o 'lad i, y a 'n i, o rb ita  parabola 
ko'rinishiga ega bo'ladi. Bu holda harakat infinitligi aytilgan edi.

Energiyasi musbat jism esa graviiatsion (kulon) maydonida giperbola 
bo'yicha harakat qiladi -  bu holda e > 1.

3.3.1-misol. Ko'rilayotgan £/(r) =  - a / r  maydonda yana bitta harakat 
integrali bor, u ham bo'lsa

A = [ v M ] (3.42) 
r

ekanligini ko'rsating. 
Yechish.

d \  r. , ei a r  , ar(r r)
—  = [ r M l ------+ ------ -—  (3.43)
Jl г r

Bunda M = m[rv) va harakat tenglamasi m f  = a r / r '  larni qo'ysak A = 0 
ekanligini darhol ko'ratniz. Vcktor A orbita tekisligida yotadi -  bu uning 
•a’rifidan ko'rinib turibdi. A vektor markazdan perigcliyga qarab yo'nalgan 
(bobning oxiridagi masalalarni qarang).

3.3.2-misol. Kepler masalasini A harakat integrali yordamida yeching. 
Yechish: A ni r  ga skalar ko'paytiraylik:

M 2
А г = - a r  + -----. (3.44)

m
j^a r A va г orasidagi burchakni (p deb belgilansa va e=A /a , p = K f/(m n )  

•fcilshlar kiritilsa, o'zimizga m a’lum bo'lgan (3.41) formula hosil bo'ladi:

r = -— ^------ (3.45)
1 + ecos(p
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3.5.1. Sochilish kesimi

Shu paytgacha markaziy maydonlardagi asosan finit harakatnj 
o 'rganildi. Tashqi maydonlardagi infinit harakatlar ham  katta aha- 
miyatga ega. Cheksiz uzoqdan tushayotgan jism  maydon markaziga 
yaqinlashganida maydon bilan o 'zaro ta ’sir natijasida o ‘z trayekto- 
riyasini o 'zgartirisi turgan gapdir.

Shu jum ladan, u markazga tushishi, boshqa jism  bilan to'qnashishi 
mumkin. Fizik jarayonlar o'rganganda ularga adekvat bo'lgan (ya’ni, 
mos keluvchi) tushunchalardan foydalanishi kerak. To'qnashish va 
sochilish jarayonlarini sochilish kesimi tushunchasi yaxshi ifodalaydi. 
U quyidagicha kiritiladi.

Tajribada zarrachalar oqimi nishonga tushadi. Oqim ning zichligi j
-  birlik vaqt ichida birlik sirt orqali o ‘tgan zarralar sonini bildiradi. 
Uning o'lcham ligi [ j  1 =  s n rJsek_l. N ishon (nishonni tashkil qilgan 
zarrachalam ing maydonlari) bilan o 'zaro ta ’sir natijasida oqimni tashkil 
qilgan zarralar sochiladi (sochiladi deganda ham m a m um kin bo'lgan 
jarayonlar ko 'zda tutiladi — shu jum ladan, markazga tushish, markazda 
tutilish va h.k. Y a’ni, sochilish deganda zarrachaning o 'z  boshlang'ich 
trayektoriyasini o'zgartirishi ko'zda tutiladi). Agar 3.5-rasm da ko'rsatil- 
ganidek, jism ning og'ish burchagi 9 deb belgilaylik. Kuzatuvchi bir 
sekundda qancha zarracha burchak orasida tarqalganini sa-
naydi. M ana shu son dn(B) deb belgilanadi. Uning o'lchamligi [^n]=selrl. 
Agar uning tushayotgan oqim zichligiga nisbati olinsa bir sekundda 
birlik yuzadan o 'tib  nishonga tushgan zarrachalam ing qanday qismi 
(6 ,e+d0)  burchak ichida tarqalgani topiladi. Sochilishning differensial 
kesimi, yoki, ko 'pincha soddalik uchun qisqartirilib aytiladigan sochilish 
kesimi,

. dn
do  = —  (3.46)

formula orqali ta ’riflanadi. Differensial kesim ning o'lcham ligi yuza 
oMchamligiga teng.

3.5-rasm  sochilish jarayonida ishlatiladigan b a’zibir kattaliklarni 
kiritishga tegishli. C hap tom ondan bir jism  tushayotgan bo'lsin, 0 '  
sochilish burchagi (laboratoriya sistemada, e-sistem ada), p  ~  nishon 
parametri. N ishon param etri -  agar tushayotgan zarra va markaz

3.5. Markaziy maydonda sochilish jarayonlari
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3.5- rasm. Bir jismning sochilishini ta’riflashga oid.

orasida hech qanday o 'zaro ta ’sir kuchi bo'lm aganda shu zarraning 
markazdan qanday masofada o 'tib  ketishini bildiradi.

Ko'rinib turibdiki
2<p0 + в  =  л. (3.47)

Sochilash jarayonini laboratoriya (/-sistem a) va inersiya m arkazi 
(m-sistema) larda к о 'rib chiqishi m um kin. m -sistem a -  sochilish 
jarayonida ishtirok etayotgan zarrachalarning to 'liq  impulsi nolga 
teng bo'lgan sistema. M arkaziy m aydonda sochilish jarayonlari m- 
sistemada ko 'riladi, 1-sistemaga o 'tish  formulalari 3.5.2-paragrafda 
berilgan.

Tushayotgan zarracha nishon bilan o 'zaro ta ’sir natijasida m arkaz­
dan 0burchak ostida sochildi. Agar nishon parametri p  boshqacha 
bo'lsa, zarraning sochilish burchagi в  ham boshqacha bo'Iadi. Boshqa 
so'z bilan aytganimizda, p -»p +dp o'zgarishiga в + d 6  o'zgarishi 
mos keladi. d p \a  U la rn in g  ishoralari orasidagi bog'lanishni aniqlaylik. 
Odatda, p kamaysa 9 oshishi kerak (chunki bu holda zarra markazga 
yaqinroq keladi va, natijada, ular orasidagi o 'zaro  ta ’sir* kuchayadi) 
va aksincha. Demak, odatda, (ko'pincha shunday, ba’zi-bir hollardagina 
bunday emas) dp va de  lam ing ishoralari har xil ekan.

% ~  burchakka o'taylik. Fizikada eng qiziq bo'lgan markaziy maydonda 
sochilish jarayonini o 'rganam iz, shuning uchun <p0 sifatida (3.28) 
formula bo'yicha aniqlanadigan burchakni olamiz:

M
. . .  f

J /, , . M- ’ (3.48,
rmm J 2 m (E -U (r ) )——

^ nda rmin ~  trayektoriyaning m arkazga eng yaqin nuqtasigacha 
nasofa.
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Ko'rilayotgan masalada zarracha cheksizlikdan nishonga tu sh m o q ^p  
Uning saqlanuvchan energiyasi va impuls m om entlarini boshlang 'j^B  
kattaliklar orqali ifodalab olish maqsadga muvofiqdir:

деаг fazoviy burchak do= 2 n sin6dв ga o 'tilsa, differensial kesl: 
uchun formula

E = mvl
M = mv„p, (3.49)

bunda — zarrachaning boshlang‘ich (cheksiz uzoq masofadagi) tezligj 
Natijada og‘ish burchagi uchun integral

% - J -
pdr

V r mvz
(3.50)

ko'rinishni oladi.
3.6-rasmda ko'rsatilganidek, boshlang'ich oqim da (p, p+dp) nishon 

masofasida bo'lgan zarralar (0 ,(frde) burchak ichiga sochilgan bo'ladi. 
Ichki va tashqi radiusi (p, p+dp) bo 'lgan halqaning yuzasi 2 лpdp, uni 
oqim jichligi j  ga ko'paytirilsa shu yuzadan bir sekundda o'tgan 
zarralar soni kelib chiqadi. Demak, dn = 2 npdpj ekan, bu esa

da  = Inpdp

formulaga olib keladi. Burchak o'zgaruvchisiga o'taylik:

dp(Q)d a  = 2лр(0)
d6

de.

(3.51)

(3.52)

da  = p m
sin0

dp(Q)
dO

do (3.53)

ko'rinishga keladi

3.5.2. To'qnashish jaravonlari

T o'qnashish jarayonida jism larning impulslari va energiyalari o'z^ 
radi. D em ak, bir jism dan  ikkinchisiga uzatilgan energiya va im p i 
laming hisoblash masalasi qarab chiqilishi kerak. Energiya, im puls 
tezliklarning qiym atlarini saqlanish qonunlari orqali topishi mumk 
Bu ish bir n echa m isollarda ko 'rsatiladi.

3.51-misoI. Boshlang'ich tezligi V bo'lgan zarracha ikki qismga parq 
landi." Parchalanish natijasida Iwsil bo'lgan zarrachalaming cliiqish burcha*
toping . . . .  . , .

Zarrachalaming bittasini olaylik. Uning tezligi / va in sistemalarda i
t0 bo'lsin. v = V + v„ munosabatni v -  V = vu ko'rinishda olib kvadn 
ko'tarilsa

v 2 +V2- lv V  cos6  = Vo (3-5<

formula olinadi. Bunda в -  v va V vektorlar orasidagi (/ -  sistemad 
burchak. Bu tenglama и ga nisbatan yechilsa

ц  2 = V cos0±>/i»o - V 2 sin "в ( ^ '^

formulaga kelinadi. Agar u0> V bo'lsa в  burchak ixtiyoriy qiymatni q* 
qilishi mumkin ya’ni, parchalanish natijasida hosil bo'lgan zarracha ixtiy; 
yo'nalishda uchib ketishi mumkin. Ammo i»0< V bo'lsa в burchak ch> 
ralangan bo'ladi:

ft

l s in 0 K — . (3.5.

Absolut qiym at paydo bo'lganining sababi yuqorida aytilganidc 
deyarli hamma vaqt d p /d d <0 ekanligidir, sochilish kesimi esa o 'z in i^  
m a’nosi bo'yicha musbat bo'lishi kerak.

Birinchi holda parchalanish mahsuloti V ga nisbatan ixtiyoriy yo 
lishda harakat qilishi mumkin (shu jum ladan. teskari yo'nalishda hi 
•kkinchi holda esa u V ga nisbatan faqat oldinga qarab uchib chi^ 
iinda uchib chiqish burchagining maksimal qiymati quyidagi formulv 

amqlanadi: \

s i n ^  = (3.5'
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Agar у = V + v0 va v -  V = v0 munosabatlami kvadratga ko'tarib ulardan и *  
ni topib bir-biriga tenglashtirilsa

ucos0  = t\,cos0o + V (3.58) ’

formula topiladi. Bu yerdan olingan V2 ni V = v + v0 ning kvadrati bii^ 
tenglashtirilsa

usin0  = uo sin0o (3.59)

ekanligi topiladi. Demak, / va m. sistemalardagi uchib chiqish burchaklarj 
( Q va quyidagicha bog'langan ekan:

Uosin0o
V + v„cosOa ' <36 0 )

Bu formulani вп ga nisbatan yechib, burchaklar orasidagi teskari bog'la- 
nishni ham topish qiyin emas:

V I V2
cos0o = - — ±cos6 /1 - — s in ^ -  (3 .61)

Bu yerdagi ± ishora yana v0 va V tezliklar orasidagi munosabatga bog'liq
3.5.2-misol. Ikkita zarrachaning elastik to'qnashishi natijasida biridan 

ikkinchisiga uzatilgan energiya va impulsni toping.
Zarrachalaming / sistemadagi to'qnashishgacha impulslarini p, va p,, 

to 'qnashishdan keyingi impulslarini p, va p /  deb olaylik. Impulsning 
saqlanish qonuni bo'yicha

Pi+P: “ P’i +P'j- (3.62)
To'qnashuv elastik, demak. to 'qnashuv natijasida zarrachalam ing ichki 
holatlari o'zgarmaydi. w-sistemada to'liq impuls hamma vaqt nolga teng:
Poi +Po2 -  p’ui +Po2 = 0 , bu degani, to'qnashishdan oldin va keyin zarracha- 
larning impulslari son jihatdan o 'zaro  teng va qaram a-qarshi yo'nalgan 
bo'ladi (3.8-rasmga qarang):

I Poi 1=1 Pw I. • Pei 1=1 Рог ••

3.7- rasm Sochilish jarayoni: tezliklar va impulslar.
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o‘z n a v b a tid a . ularning energiyalari ham o ‘zgarmasligini bildi- 
cSDcmak, m-sistemada to'qnashish bor-yo‘g‘i zarrachalarning yo'na- 

ra”1' pning o'zgarishiga olib keladi. 3.8-rasmda ko'rsatilganidek m -  sis- 
da z a rra c h a la rn in g  to ’qnashish natijasidagi og'ish burchagini 0„ deb 

belgilaylik- Bu burchakni topish masalasini alohida ko'rib chiqdik (-ga

^^Ikkijism  uchun inersiya markazi sistemasiga o'tish formulalarini eslaylik:

m,r, +/n2r, =0. r  = r, - r 2. (3.63)

Bunda r,, r, -  zarrachalarining m -  sistemadagi koordinatlari. Bu formu- 
lalardan vaqt bo'yicha hosila olinsa

"llvl0 + '"2v20 = °- v = V10“ V20- (3-64>
lkkinchi munosabatni v = v ,-  v2 deb ham yozib olish mumkin (wi-sis- 
temaning /-sistemaga nisbatan tezligini V deb olinsa v = v 0+V bo'Iadi). 
(3.64) formuladan

m, m nu m
v10= ----  —  v = v, y x = ------ f — v = ------v (3.65)

m, + in 2 щ  m, + m2 m2

ekanligi kelib chiqadi. bu yerda m =  m ^ / ( m t+m2) -  keltirilgan massa.
Zarrachalardan birini (m2 massalisini) to 'q -  

nashishdan o ld in  q o 'zg 'a lm asd an  tu ribd i deb 
olaylik (shu zarracha qo'zg'olm asdan turgan sis­
tema /-sistema deb qaraladi). Yani, v =  vr  Im- 
pulslarga o'tilsa

3.8- rasm. m -sistem ada

Pi = P i +P2

bo'Iadi. U ndan  ta sh q a ri v ',= v 'l0 + V va

V2 = V’jo + V formulalarning birinchisini m, ga

va ikkinchisini пц ga ko'paytirilsa p',0 = - p '»  ni 
hisobga olgan holda

, . m , , m
P i= P i o  + —  Pi- P :  = -P io  + — P 2 (3.66)m2 /И|

f°rmulalarga kelinadi. U larni 3 .9-rasm  bilan solishtirilsa OB = —  p,
m,

ekanljgmj topamiz. lkkinchi tomondan (3.91) formulalarning birinchisidan
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т
Р . О - - Р '  ekanligi kelib chiqadi. I p,0 1=1 p'l0 I va U T = p[0 munosabatlj,

qo'llanilsa darhol OB =  ОС ekanligi topiladi. Bu в= (п  -9JI2  ekanliginj 
beradi.

Impulslar va tezliklar orasidagi munosabatlami (3.8-rasmdan ko'rish 
mumkin. Bu yerda 0, -  birinchi zarrachaning to ‘qnashish natijasidagj 
og'ish burchagi, m — sistemada unga 0() -  burchak mos keladi. Shu rasmdan 
ko'rish qiyin emaski

Цп sinfl0
1 ц 0 cos 0O + V (l6 7 >

Birinchi tom ondan, yuqorida aytilganidek, IV,0 N v ,0 l, yoki, ц 'о = ц 0,

m
ik k in c h i to m o n d a n  ui o - ~ u , u c h in c h i tom ondann ц

„  щ  m m
„  , vi - ~ vi - ~ v (ch u n k i v , = 0 ) .  B u rch ak la r orasidagi
ПЦ +  lit-) ff lj Wlj

hamma olingan natijalarni bir joyga yig‘ilsa

,ge ,=
« « 4 Л  2 (3.6Я)

m 2

formulalarga kelinadi.
m2>ml holda birinchi jismning e-sistemadagi sochilish burchagi ixtiyoriy 

bo'lishi mumkin. Agar bo'lsa 0, = 0O bo'ladi. Haqiqatan ham, bu
holda ikkinchi jism qo'zg'almasdan turgan markaz rolini o'ynaydi deyish 
ham mumkin.

Agar т[я>т2 bo'lsa, birinchi zarrachaning sochilish burchagi quyidagi 
maksimal qiymat bilan chegaralangan bo'ladi:

= — • (3.69)m,
Birinchi zarrachadan ikkinchisiga uzatilgan energiyani topaylik. Buning 

uchun (3.66) formulaning birinchisi kvadratga ko'tariladi va topiladi:

v 2 m? + mi + 2m, m2 cos ft,
Pi = P\ -- ------ --------4 --------• (3.70)

("l| + »h)
Bu munosabatni tezliklar tilida ham yozib olishi mumkin:

’
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, Jm{ + т\ + 2m, m2 cos 0O
Ц = -------------- 7--------------m, + m2

V.

(3 66) formulaning ikkinchisini kvadratga ko'tanb

2m .v  . ft)v '2 = ---- -— sin —
m, + m2 2

m ham topish munkin. Demak,

Д£, -  Е [  — Е , = —-----£ -  ="L Z f*
2m,

4 m, m2 

(m, л-щ )1
•sin 2̂ 0

(3.71)

(3.72)

(3.73)

Ko'rinib turibdiki, hamma vaqt AE <0 -  birinchi zarracha energiya yo'qotadi, 
(boshida qo'zg'olmay turgan) ikkinchi zarracha esa emergiva oladi. Bunday 
energiya uzatilishi в = л  bo'lganda maksimal qiymatga ega bo’ladi. в = л  esa 
to'qnashish natijasida birinchi zarrachaning yo'nalishi tesakarisiga almashgan 
holga mos keladi. Ikkinchi zarrachaning energiyasi boshida nolga teng edi, 
uning to*qnashish natijasida olgan energiyasi birinchi zarracha yo'qotgan 
energiyaga teng bo'ladi:

(3.74)

» вп
m,=m 2 holga alohida to 'xtalib  o 'taylik. Bu holda AE, -  s in '-^ -^ i

bo'ladi. Ko'rib turibmizki, agar в =л bo‘lsa A£ ,= - £ ,  bo'ladi: nishonga 
tushayotgan birinchi zarracha hamma energiyasini boshida qo'zg'olmasdan 
turgan ikkinchi zarrachaga beradi va o‘zi to'xtab qoladi, ikkinchi zarracha 
esa birinchi zarrachaning boshlang'ich yo'nalishida uning tezligi bilan harakat 
qilib ketadi.

3.5.3. Sochilish jarayonlariga misollar

3.5.3-misol. Kichik zarracha radiusi a bo'lgan 
qattiq sharda sochilyapti. Sochilish kesimini toping. 

Shaming potensialini ifodalab olaylik:

U(r) jo», r < a ;  
{ 0, r > a. (3.75)

Agar tushayotgan zarrachaning nishon masofasi 
3 q n katta bo'lsa u shar bilan ta'sirga kirmaydi. 

•rasmdan ko'rinib turibdiki
3.9- rasm. Qattiq 
sharda sochilish.
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. к - е  вр  = a.sin Юг, = a sm -------- a  cos—.
2 2

Buni (3.52) formulaga olib borib qo'yamiz:

d a  = * ла~ sin Odd. 
2

To'liq kesim

(3.76)

(3.77)

(3.78)
shar ekvatorial kesimining yuzasiga teng. Sochilish kesimi nima uchun 
shunday dcyilishini shu misolda tushunish mumkin -  misoldagi sharda 
sochilish uchun zarracha shar ekvatorial kesimiga teng bo'lgan ка1 maydonga 
tushishi kerak, aks holda sochilish umuman ro‘y bermaydi.

3.5.4-misol. Kulon maydonida sochilish kesimini toping (Rezerford 
formulasi).

Kulon maydoni

= j d a  = na

U(r) = — 
r (3.79)

potensial bilan aniqlanadi. (3.50) formulaga shu potensialni qo'yib integral- 
lansa

oo

-p] liL. arccos-
w v 'p

r2 m vir 1 +
a

m vip
(3.80)

ekanligi topiladi (rmAi uchun (3.38) formulani bu punktda qo‘llanilgan 
terminlarda yozib olish kerak). Bu yerdan p ni topish qiyin emas (ikkinchi 
tenglikka o'tishda (3.73) dan foydalandik):

P 2 =
2 f \2

1 — >g2<P0 = —  I 2 ® 
C,g 2

Kesim (3.52) bo'yicha topiladi:

(3.81)

da  = n\ a
mvi

2 cos —

. ,0  sin -
dd. (3.82)

Bu formulani fazoviy burchak tilida ham ifodalab olaylik:
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d a  =
2mv^,2

do

sin -
* e ' (3.83)

Olingan formula Rezerford formulasi deyiladi.

3 .5 .5 -misol. Cheksizlikda tezligi v  bo 'lgan elektron qo 'zg 'o lm asdan  
n ikkinchi elcktronga p  nishon masofasi bilan tushdi. Ikkala elektron- 

"  to 'qnashishdan keyingi tezliklarini toping.
(3.71) va (3.72) form ulalar bo 'yicha m =  m =  m holda

ц  = cos^ v ,  Uj = s in ^ - u  (3.84)

bo'Iadi. (3.68) bo 'yicha esa

я _ 5 l  й n ~ 6()
^ 2 ’ 2 2

ga ega bo'linadi. K o'rinib turibdiki, zarrachalar orasidagi uchib ketish bur- 
chagi (/-sistemada) к/2  ga teng.

Burchak bilan masalaning param etrlari (3.81) formula orqali bog'- 
linadi:

Ш  ctg ^  = ^ .  (3.85)■ 2^0 4 E p

 ̂ °2/-sistemadagi burchaklar uchun esa quyidagilarni topish qiyin emas:

x t  <3 86)
To'qnashishdan keyingi tezliklar quyidagicha aniqlanadi:

2Epv , av

Ц = y]a + 4F2p 2 ’ <Ja2 + -XE2p 2 (3 87)

Agar E"t = mv'2/2 va E \= m \)’2l2 larni hisoblab ularning yig'indisini 
olinsa bo'lishi kerak bo'lgan m unosabat topiladi:

£,' + £ '=  —  = £. (3.88)
2

О
3.5.6-misoI. £ / = — , / } > 0 m aydonda sochilish kesimini toping.

r
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Berilgan potensialni yana (3.50) formulaga qo'yiladi va natijada quyida„. 
topiladi:

7Г p п - в
% =

2 2 <3 » i

p  ni в  orqali ifodalab, diflerensial kesim darhol topiladi:

d a  = 4n} ~  71— dd. ( 3 „

£
3.5.7-misol. U = — > 0 maydonda markazga tushish kesimini toping 

Markazga tushish uchun (3.34) shart bajarilishi kerak. Bizning holimizda

/ > > £ .  y o k i ,  P > ^ P 2

bo'lishi kerak. Boshlang'ich tezligi berilgan bo'lganda nishon masofasi

dan oshmagan zarrachagina markazga tushishi mumkin. Markazga tushish 
to 'liq kesimi

2лp
о  = np'max = —  (39l)

ga teng bo'ldi. Shu yerda kesimning ma’nosiga yana bir qaytaylik: markaz 
atrofidagi pmax radiusli yuzani nishonga ololgan zarracha markazga tushadi, 
shu yuzali maydonchaga tushmagam zarracha markazga tushmaydi.

3.5.8-misol. Radiusi R va nassasi M  bo'lgan shaming ustiga massasi 
/и « Л /  bo'lgan va shu jism bilan Nyuton qonuni bo'yicha o 'zaro  ta’sir 
qiladigan zarrachaning tushish kesimini toping.

Ikkala jism orasidagi potensial

У _ GMm 
r

ko'rinishga ega. Ikkinchi jism birinchi jismning ustiga shunda tushgan 
boMadiki, qachonki rmm < R bo'lsa, bu ycrda rnm -  kichik zarracha trayek- 
toriyasi va katta jismning markazi orasidagi minimal masofa. rmjii ni topi*1 
sharti o'sha eskicha: E =  Bu yerdan topilgan rmui ni R ga tenglash'
tirishi kerak, p max ni beradi:



GM \g 2M 2 ~  
rmin ~ R ~ ~ •> + J  4 + Pmuimm v - у  v *

2 n2 2 RGM
pL  = R +- v i (3.92)

Shu bilan R radiusli tortish maydoni bor shaming ustiga tushish effektiv

kesimi

о  = * p L  = * r 2
, 2GM 
1 + , Rvl (3.93)

bo'lib chiqdi. 3.10-rasmda bu formulaga illustratsiya kelti­
rilgan -  R ~  radiusli massiv sharga tushish ellektiv kesimi 
lhar kesimidan bir oz kattadir.

Masalan, Yer shari uchun 2GM JRB = 1,25 10s ,

Quyosh uchun 2GM0 /R0 =3,8 10". Agar sifatida

quyidagi tezlikni olinsa u„ = 10km/sek = I 10ftcm/sek . 
Quyoshga tushish effektiv kesimi Quyosh kesimidan 38% 
katta bo’ladi. Yer shariga tushish effektiv kesimi esa Yer

sharining kesimidan bor-yo 'g 'i 1,25 10 4% ga kalta
bo'ladi.

3.5.9-misol.

4
г r

maydonning markaziga tushish effektiv kesimini toping.
a . p >  0 holdan boshlaylik. Effektiv potensialni topaylik:t

„  , _ ч _  «  P . ,n v~ P 2 _ «  P - E P 2 
~ T V ~  r ~  r 2

3.10- rasm. 
Radiusli sharga 
tushish effektiv 

kesimi.

(3.94)

(3.95)

2(й Е р2)
^ ar P > E p1 bo'lsa, effektiv potensialning grafigi r0 = -------------  nuqtada

rousbat maksimumga ega bo'ladi (3 .11-a rasmga qarang):

c r

Mark
m<u 4 ( P ~E p  )

(3.96)

‘ Kazga tushish uchun zarrachaning energiyasi shu maksimal qiymatdan 
^ B b o 'l i s h i  kerak:
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Е > ■ а ‘
М Р - Е р 2)'

Bundan nishon masofasining maksimal qiymatini topish mumkin;

Ряа' E 4 E2 '
Aks holda zarracha maydon markaziga yaqinlasha olmaydi. EfTektiv kesimni 
topdik:

о  = = я
сс-

ЛЕ2 (3.97)

Kesim o'zining ta’rifi bo'yicha musbat son bo'lishi kerak. Buning uchun

(3.98)
r- aE > —

4 P
bo'lishi kerak. Bu shart bajarilmasa a  -  0 bo'ladi.

Agar a  >0, P <0 bo'lsa, efTektiv potensial faqat itarish kuchiga olib 
keladi — markazga tushish ro'y bera olmaydi (3.12-b rasmga qarang).

0 < P<Ep* bo'Iib a <0 bo'lsa, markazga tushish ro'y bera olmaydi -  bu 
holda efTektiv potensial r0 nuqtada minimumga ega (bu holga 3.4-rasm mos 
keladi). Agar 0 P >Ep2, a  <0 bo'lsa ixtyoriy energiyali zarracha markazga 
tushadi (3.11-rasmga qarang).

effmax

U<8
V

j  ro r r
1 a) b)

3.12- rasm. (3.94)-potensialga oid.

3-bobga mashq va savollar
/. Quyidagi Lagranj funksiyali sistemalar uchun to'xtash nuqtalarini 

toping:

a) L = x2— \r, x(0) = l, x(0) = >/8; 
x



* r 2 I
v i, = —-— + cos x, дс(0) = 0, i(0) = - = ;

И ® ' 2 vm

d) L = x2 - e x, .t(0) = 0. i(0) = 2;

e) t  = x2 -  In дг, x(0) = l, ir<0) = In e\

0 i s i m t ' + t v ' " ,  J(0) = 0, i(0 | = u„ 2

•> t = : T - ?  ' (0 )=2-

h) L -  x2 - t g 2x, л(0) = 0, i(0) = 2;

]c) L = ^  m i2 + Ul)ch~2kx, E = - £ 0 < 0.

2. Quyidagi Lagranj funksiyalari va boshlang ‘ich shartlar berilganda bir 
o'lchamli harakat tenglamalarini integral tang:

a) L = x2 — V» *(0) = l. *(0) = 0;
x~

b) L = x2 + e \  *(0) = 0, i(0) = 1;

x2c) L = ----- x, jc(0) = I, jc(0) = 1;
X

d) L = - m i 2 +ax4, a > 0, r = Oda £  = 0.
2

3 Quyidagi potensiallar uchun markazga eng yaqin va eng uzoq nuqtalarni 
loping:

a) U(r) = “ , a > 0 ;  b) U ( r ) = ' 4 ; c) U{r)  = U^r2 + -L j ;

(  r2 T 1 
d) V (r)— U0 i+ L . .

Quyidagi potensial maydonlardagi harakat integrallansin:
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2r 2 ,П “  1 ’ °> 2{ г 1 r )
5. Kulon (Nyuton) maydonida quyidagi saqlanuvchan kattaliklar borljg 

ко 'rsatildi: energiya E, impuls momenti M va 3 .3 .1-misolda kiritilgan » 
vektori. Ular mustaqil emas balki ular orasida quyidagi ikkita munosabat 
borligini ко 'rsating:

M A = 0, A2 = — M 2 + a 2. 
m

6. Oldingi misoldagi A vektor markazdan perigeliyga qarab yo ‘nalgan 
ekanligini ко ‘rsating.

7. U ( r ) = a - ^ ,  a,  /3 > 0 maydonda harakat qilayotgan zarracha-
r r

ning markazga tushish vaqtini toping. Boshlang'ich masofa — R. Zarrachamii 
markaz atrofida necha mana aylanishga ulguradi?

8 U(r)  = a  -  ^  . a ,  P > 0 maydonda statik muvozanat nuqtasini toping, 
r r~

Bu nuqta barqaror muvozanat nuqtasi bo ‘ladimi?
9. Quyidagi maydonlar berilgan:

a) U(r)  = -ae~ Kr!r ; b ) U(r) = -У е'к2’3 .
Impuls momenti M ning qanday qiymailarida bu maydonlarda finit 

harakat qilish mumkin?

10. U(r) = - a  maydonda harakat tenglamalarini qutb sistemasido
r

yozing va ularni integrallang.

U . U(r) = -  °  maydonda m massali zarracha r0 radiusli aylono

orbita bo'yicha harakat qilmoqda. n<  2 bo'lganda bu orbita kichik 
tebranishlarga nisbatan barqaror bo'lishini ko ‘rsating. Javobni 8-moso 6 
bilan taqqoslang.

12. U(r)  = - a  maydonda R masofadan markazga tushish vaql‘nl
r

toping. Zarrachaning boshlang'ich tezligi nolga teng.

13. CheksizHkdan и tezlik va p  nishon parametri bilan m, 
zarracha m2 massali qo'zg'otmasdan turgan zarrachaga tushmoqda. №



rasidaqi o'zaro ta ’sir potensiali U(r) = a/r".a > 0 . Zarracha la r orasidagi 
no kichik masofani toping.

e s и  Boshida qo'zg'olmasdan turgan m massali zarrachaga huddi shunday 
massali zorracha cheksizlikdan и tezlik bilan tushmoqda. Zarrachalaming

•~aro potensiali U=a/ r",  to'qnashish -  markaziy. Tushayotgan zarra- 
°chaning to ‘xtash nuqtasini toping.

a  P15 U(r) = ---- + - 7 - t t - P > 0  maydonda zarrachaning trayektoriyasini
1 r r

toping- Perigeliyni (r = rmjm nuqtami) ketma-ket o'tilgandagi burchak farqi 
дip ni toping. Radial tebranishlar davri Tr va to'liq aylanish davri T0 ni 
toping- Trayektoriya yopiq bo'lishi uchun qanday shart bajarilishi kerak?



4-bob. K IC H IK  T E B R A N ISH L A R

4.1. Bir o'lchamli sistem alar

Tebranishli harakat qilishi m um kin bo'lgan fizik sistemalarning 
soni ko‘p. Bu sistemalar bir-biridan qancha farq qilishidan qat’i nazar 
ularda ro‘y beradigan kichik tebranishlar deb atalgan tebranishlar 
juda keng tarqalgan bo 'lib , ularning m atem atik nazariyasi hamma 
sistemalar uchun ham bir xildir. M ana shu nazariyani o'rganishga 
o ‘taylik.

Bizga m a’lum bir potensial maydon U(q) 
da harakat qilayotgan erkinlik darajasi birga 
teng bo'lgan bir fizik sistema berilgan bo'lsin.

U (q) potensial maydon q0 nuqtada mini- 
mumga ega bo'lsin, ya’ni

U'{q0) = 0. ! / ' ( * ) >  0. (4.1)
bo'lsin. Agar potensial energiyani shu nuqta 
atrofida qatorga yoyib qatorning faqatgina 
kvadratik hadigina qoldirilsa

U (q )  = U(q0 ) + ^ ( q - q 0 f  U' (q0)+ ••• (4 2)

formulaga ega bo'lam iz. Kichik tebranishlar yaqinlashuvi mana shu 
yaqinlashuvga mos keladi, Qulaylik uchun q ~ q =  x  deb belgilaylik 
Kinetik energiyani ham  shu yaqinlashuvda olinadi:

4.1- rasm. Muvozanat 
nuqtasi atrofidagi 
kichik tebranish.

T = - a ( q ) q 2 = -  m i2
2 V '  2

(4.3)

( a(q0) - m  deb olindi). N atijada sistemaning Lagranj funksiyasi

L = I m i^ _ i t o 2 (4 »
2 2

ko'rinishni oladi, bu yerda U '(q0 ) = k belgilash ham  kiritildi. Harak*1 

tenglamasini topish qiyin emas:
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nix + lex = 0. (4.5)

gunday tenglama erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi. Ba'zi bir 
hollarda uni garmonik ossilator tenglamasi ham deyiladi. Ko'pincha uni

х + с02лг = О. (o = J — (4.6)
у m

ko'rinishga keltirib olish qulaydir. Kichik tebranishlarning ((4.2) va 
(4 4) -yaqinlashuvning) m a’nosi endi tushunarli bo'ldi - bu yaqin- 
lashuvda harakat tenglamasi chiziqli tenglama bo'larekan. Shu sababdan 
kichik tebranishlar ko 'pincha chiziqli tebranishlar ham deyiladi. Bu 
teng lam aning  umumiy yechimi

jt(f) = C|CosftX + C2sinftX (4.7)

ko'rinishga ega. K o'rinib turibdiki, vaqt A/ = 2/r/<u qiymatga o 'zgar- 
ganda yechim o'zining eski qiymatiga qaytib keladi:

*(f + A/) = .r(f), (4.8)
demak, (4.4) ko'rinishdagi Lagranj funksiyasiga ega bo'lgan sistema

!° chastota bilan garmonik tebranishli harakat qilayotgan sistema 2к
ekan. Odatda, ш/2rt = \  kattalikni tebranish chastotasi, со ni esa siklik 
chastota deyiladi. Lekin, ko'pincha, w ni chastota deb ham ketilaveradi, 
biz ham shu atam adan foydalanamiz.

Masalada boshlang'ich shartlar bo'lishi kerak — x(0)=*0,.r  (0)=u0. 
Ko'rinib turibdiki, nom a’lum c,, c2 lar mana shu boshlang'ich holat xu 
va boshlang'ich tezlik v0 orqali ifodalanadi:

c ,= ^ .  c2 = 7 7  (4.9)0)
Vechim fizikaviy kattaliklar orqali ifodalandi:

*(/) = Jt0cosftX + — sin ax. (4.10)
CO

(4-7) yechimni bir m uncha hollar uchun qulayroq bo'lgan ko'rinishga 
keltririb olish uchun c^acosor, c2= asin a  almashtirish bajaraylik (ikkita 
noma'lum c,, c, larning o 'rn iga  ikkita yangi nom a’lum lar — a ,a  
•ritildi). Natijada

Jt(f) = acos(cof + a )  (4.11)

6 ' N a z a r i y  mexanika 81



formula olinadi. Paydo bo'lgan a — tebranish amplitudasi, cot + a  
tebranish fazasi va a — boshlang'ich faza  deyiladi. Tebranish energiyasinj 
topaylik:

4.1.1-misol. Matematik mayatnik. (1.104) va (1.105) tenglamalar orqali 
biz matematik mayatnikni kiritgan edik Bu tenglamalar kichik tebranishlarga 
mos kelmaydi, kichik tebranishlami olish uchun (1.104) Lagranj funksiya- 
sida cos <p ni barqaror muvozanat nuqtasi <p= 0 atrofida kvadratik hadgacha 
qatorga yoyib

o'zgarmas son mgl ni Lagranj funksiyasidan tashlab yuborib, quyidagi Lagranj 
funksiyasiga o'tish kerak:

Mos keluvchi harakat tenglamasini keltirib chiqarish qiyin emas (uni 
(1.105) dan sinqj = p +  - yoyilma orqali olish ham mumkin edi):

Ko'rinib turibdiki, chastota o) tebranish amplitudasiga bog'liq emas, 
bu -  kichik (chiziqli) tebranishlarning eng muhim xossasi. Tebranishlar 
davri

faqat mayatnik osilgan ipning uzunligiga bog'liq ekan. Masalan, mayatnikning 

davri bir sekundga teng bo'lsin desak uning uzunligi / = g /(4 ;r2) = 25 sm 

bo'lishi kerak.
4.1.2.-misol. Guygensning sikloidal izoxron mayatniki (4.2-c rasmga 

qarang).
Bu mayatnikka osib qo'yilgan massa m ning harakati sikloida bilan 

chegaralangandir:

(4.12)

(4.15)

(4.16)

ф + со2(р = 0, (o2 = —. (4.17)

(4.18)

x = l(<p-sinq>), у = 1(\+сомр). (4.19)

Sistemaning Lagranj funksiyasini topaylik. Kinetik energiya:
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potensial energi>a
U = -mgl cos<p. (4.21)

Masalaga mos kcluvchi o'zgaruvchiga o'taylik. Kerakli o'zgaruvchini ko'rish 
uchun kinctik hadga nazar tashlaylik:

2/n/2sin2 = 8w,/2^ cos“  j  • (4.22)

Ko'rinib turibdiki, yangi o'zgaruvchi sifatida

<Pw = cos—
Y 2

ni tanlab olinsa va potensial energiyadan o'zgarmas sonni ajratib tashlab 
yuborsak Lagranj funksiyamiz quyidagi ko'rinishga keladi:

L = 8m /V 2 -2пц>1уг • (4.23)

Harakat tenglamasi:

V/ + r»V = 0, . Л Ж  (4.24)

4.1.3-misol. (4. l)-shartlarga qaytaylik. Quyidagi potensial maydondagi 
kichik tebranishlar masalasini ko'raylik:

l / ( 9) = £ * 2 + £ 9\  p >  0. . (4.25)

Muvozanat holatlarini U'(q) =  0 shartga mos keluvchi kq + fiq* = 0
tenglamadan topish mumkin. Agar к > 0 bo'lsa bu tenglamaning haqiqiy 
sonlar sohasida bitta yechimi bo'Iadi: qu =  0. Bu holga mos keluvchi 
grafik 4.2-a rasmda ko'rsatilgan. Agar к < 0 bo'lsa bu tenglamaning uchta 
yechimi bor.

<70 = 0, f t — ^  <?2 = + i f -

Ular 4.2-rasm da ko'rsatilgan. K o'rinib turibdiki, q0 nuqta turg 'un 
muvozanat nuqtasi emas. bu nuqta atrofida tebranib bo'lmaydi, bu nuqtadan 
°zgina siljigan massa o'ng yoki chap o'ralarga tushib ketishi kerak. Bu -

7' = y | i 2 + v2) = 2wi/2 sin2^ 0 2, (4.20)
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<р=0 J k
<р=яг

d)

<р=2к

4.2. -rasm.

lokal maksimum nuqtasi, bu nuqtada f/'(<70) < 0 . Tcbranish chastotasining 

kvadrati uchun manfiy bo'lgan U'{q0) = -\k \l m qiymatga egamiz. 

nuqtalarda esa U'{qo) > 0 , bu nuqtalar lokal minimum nuqtalari. Agar

k2
jismning energiyasi manfiy E < 0 bo'lsa (albatta, E > l /min = ~To  bo'lishi

4P
ham kerak) u mana shu minimumlar atrofida tebranuvchan harakat qilishi 
m um kin. Bu n u q ta lar atrofidagi k ichik teb ran ish  chastotasi

®1.2 = ~ yjl k Im . Shu maydonda tebranayotgan va to'liq energiyasi
manfiy bo'lgan moddiy nuqta shu ikkala minimumning birida finit harakat 
qilishi kerak. Qaysi birida? Agar sistemada k >0 -*k < 0 o'tish ro'y bcrsa 
£=0 nuqta o'tilayotganida sistema yoki chap yoki o'ng o'raga tushib ketadi, 
«Qaysi biriga?* degan savolga javob berib bo'lmaydi, ikkala minimum 
simmetrik joylashgan va bir xil qiymatga ega. Faraz qilaylik, bu q2 nuqta 
bo'lsin. Agar sistema mana shu <?2 nuqta atrofida tebranayotgan bo'lsa 
harakat tenglamalarining shunga mos keluvchi yechimi

q ( l ) =  q2 +ac°s(ft>j/ + a )  (4.26)
bo'ladi. Potensial U(q)=U(-q)  simmctriyaga ega bo'lganligiga qaramay 
yechim bu simmetriyaga ega emas.

4.2. Majburiy tebranishlar
*

4.2.1. Umumiy nazariya

Turg 'un muvozanat holati atrofida kichik tebranish bilan harakat 
qilayotgan jismga tashqi kuch ta ’sir qilayotgan bo'lsin. Bunday masala 
majburiy tebranishlar masalasi deyiladi. Albatta, tashqi kuchni ham
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vjchik deb qarash kerak, aksincha, uning ta ’siri ostida tebranish 
mplitiidasi katta bo 'lib  ketishi, va shunga ko 'ra, kichik tebranish 
qjnlashuvdan chiqib ketish mumkin.

M asalani aniqroq tushinish uchun ko'z oldimizga Yer tortishish 
maydonida kichik tebranayotgan zaryadlangan mayatnikni keltirishimiz 
mumkin. Shu mayatnikka tashqi (kuchli bo'lm agan) elektr maydoni 
ta’sir qilayotgan bo'lsin (bir o 'lcham li sistemalar haqida gap ketar 
.fran. ushbu eJektr maydoni ham q o 'q i bo'ylab yo'nalgan bo'lishi 
kerak). Tushunarliki, bu tashqi kuch ta ’sirida mayatnikning tebra- 
nishlari ham o'zgaradi. Tashqi kuch umumiy holda vaqtga bog'liq 
bo'lishi m um kin (yuqoridagi misolda elektr m aydon o 'zgaruvchan 
bo’lishi mumkin). Kuchning kelib chiqishini tashqi potensial maydon 
bilan bog'laylik. Shu potensial maydonni qatorga yoyaylik:

UT{x,t) = UT{0,t)+xU'T (0,f)+... (4.27)

Chiziqli yaqinlashuvga mos kelish uchun tashqi potensialning 
yoyilmasida x  bo'yicha chiziqli hadnigina qoldirildi. Umumiy ta’rif 
b o 'y ich a  - d U /d x  ifo d a  k u c h n i b i ld ir a r  e d i, shu  sa b a b d a n

-U'T(0.f) = F(i) tashqi kuchga mos keladi. (4.27) dagi birinchi had
faqat vaqtning funksiyasi bo'lgani uchun Lagranj funksiyasidan uni 
tashlab yuboramiz. Natijada sistemaning Lagranj funksiyasi

L = ^mx2 -^ m x 2 + xF(t) (4.28)

ko'rinishga ega bo'ladi. Harakat tenglamasini yozib olamiz:

m x + b  = F (r), . (4.29)
yoki

•• 2 F (0j i + o i i s ~ .  (4.30)
m

Agar bir jinsli tenglamaning yechimini

.tfl(/) = c,c0sa* + c2sinftjf (4.31)

deb belgilab olib (4.30) ga o'zgarmaslarni variatsiyalash metodi qo'llansa 
Quyidagi yechim olinadi (x0(f) ni yana (4.11) ko'rinishda olamiz):

% | I
x ( r ) a ^O( 0 +Jti 0 )  = acos( t ix + a ) + — f j r F ( T ) s i n ( w ( » - r ) ) .  (4 3 2 )

mo) Jn v • /
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Form ulani tushunish uchun uni xususiy hollarga qo 'llab ko‘rish 
kerak.

4.2.2. Tashqi kuch o'zgarmas bo'lgan hoi

Birinchi xususiy hoi sifatida tashqi kuch o'zgarm as bo'lgan holni 
ko'raylik: F(t) =  F0. (4.32) formuladan ko'rinib turibdiki, bu holda 
tebranuvchi sistemaning eng asosiy xarakteristikasi - tebranish chastotasi 
o 'zgarm aydi.

Misol sifatida 4.3-rasm da ko'rsatilgan sistemani olib ko'raylik. Bu 
yerda tashqi kuch — gravitatsion maydon. Koordinata o 'q i x  yuqoriga 
qaragan deylik, x  =  0 nuqta sistemaning pastdagi ulangan nuqtasi 
bo'lsin. Bu holda sistemaning Lagranj funksiyasi

£ = —j — k (x - l) '-m g x  (4.33)

bo'Iadi.
Axamiyat bering, bikirlik koeffitsiyenti к ning oldida 1/2 ko'pay- 

tuvchi y o 'q , sababi — massam izga ta ’sir qilayotgan elastik kuch 
ikki tom ondan ta ’sir qilayapti — pastdan va yuqoridan. Agar tashqi 
gravitatsion m aydon bo 'lm asa sistem aning barqaror m uvozanat nuq­
tasi x„= / bo 'lgan b o 'la r edi. Tashqi m aydon ta ’sirida esa sistemaning 
m uvozanat nuqtasi siljiydi:

U'{,) = -2k(xo - l) -m g = 0 = > x Q= I - ^ .  (4.34)

Sistemaning tebranish chastotasi:

I *  ,4.35,
1' m m
•  w tashqi m aydon bo'lm agan holdan farq qilmaydi. Bularni 

bevosita Lagranj funksiyasi tilida ham ko 'rish m um kin  
■ k edi, buning uchun potensial hadni to 'liq  kvadrat ko‘- 

rinishiga keltirib  o 'zgarm as hadlarni tashlab y u b o r ish  

kerak:

4.3- rasm. 
Bir jinsli L . S 1 -

iTujtlondagi Endi (4 .32) formulaga murojaat (F  =  -m g  deb olish kerak) 
sistema. qilaylik:
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ддупо f l c o s ( f i j r  + a ) + bcos(£uf) = acos(ox + a ) ,  bu yerda a ,a  -  yangi 

o'zgarmaslar, demak, olingan tebranishlar tashqi kuch yo‘q holidan 

faqat umumiy - m g I(2k) siljishga farq qiladi.

4.2.3. Tashqi kuch davriy bo'lgan hoi

Fizikaviy masalalarning ichida tashqi kuch davriy bo'lgan hoi eng 
qiziqarli holdir. Bu holga

F (f) = /c o s (y /  + /J)

ifoda mos keladi. (4.32) integralni hisoblansa ikki xil hadlar olinadi: 
yechimning birinchi qismi:

В  Ц ^ Г 7 ) С“ ( Г ~ « .  (4.38)

yechimning ikkinchi qismi:

-------------- — (y sin /3 sin (ov) -  cocos /3 cos (cor)). . .
тшуш - у  j

Ikkinchi yechim  у* со bo 'lgan holda (4.32) dagi n o m a’lum kons- 
tantalarni qayta ta ’riflashga olib keladi holos (chunki ushbu q o ‘- 
shimcha hadlar yana o 'sha  w chastotali tebranistyardir), shuning 
uchun у*<у holda bu hadlar a loh ida yozilm aydi. A m m o <o 
bo'lgan holda bu hadlarning roli m uhim dir. tashqi kuchning chas- 
totasi sistem aning xususiy chastotasiga yaqinlashganda rezonans 
hodisasi ro 'y  beradi.

Demak, у* со hoi uchun yechimining ko'rinishi aniqlandi:

x(t )  = a co s(w  + a )+  ^ J - - 2- c°s{Yt + p ). (44Q)

Sistemada bir vaqtda ikkita tebranish ro 'y beradi — biri w chastota 
llan’ ikkinchisi /ch as to ta  bilan.

Ammo у-» со b o 'lg an  holda (4.39) h ad lar hisobga o linm asa 
°  Imaydi, (4.40) formuladagi ikkinchi had bu holda cheksiz o 'sa



boshlaydi, bu esa bu yechim ning ko'rayotgan holimizda qo'llanishj 
mumkin emasligini bildiradi. Quyidagicha yo 'l tutamiz: (4.39) va (4.38)
yechim lam ing yig‘indisini olam iz , у  = (o+e  deymiz va e - * 0  limitga 
o 'tam iz. Shu limitda quyidagi yechimni topamiz:

Topilgan yechimdagi ikkinchi had vaqt o 'tish i bilan o 'sa  boshlaydi, 
rezonans degan hodisa m ana shu cheklanm agan o 'sishga olib kelishi 
bilan xarakterlanadi. A lbatta, kichik tebran ish lar yaqinlashuvidan 
ch iq ib  ketm aslik  u ch u n  (4.41) fo rm uladan  faqatg ina tebranish 
am plitudasi hali yetarlicha kichik bo 'lgan hollardagina foydalanish 
mumkin.

ko'rinishga ega bo'ladi. Bu «energiya* saqlanuvchi kattalik emas, buni 
Lagranj funksiyasining vaqtga oshkora bog'liqligidan ham tushunish 
mumkin. Tashqi kuch sistemaga ta ’sir qilar ekan sistemaning energiyasi 
bu kuch ta ’siri ostida o 'zgarish i kerak. E nergiyaning o'zgarishi 
quyidagicha ta'riflanadi:

4.2.4. Tashqi kuch bajargan ish

(4.28) Lagranj funksiyasiga mos keluvchi energiya

£ (r) = - m i 2+ -w u 2-x F ( f )
2 2

(4.42)

AE = £ (+ « > )-£ ( -« ) . (4.43)

(4.42) ifodadagi birinchi ikki hadni

(4.44)

»

ko'rinishga keltirib olaylik.1 ^  = aco s(ax + a) uchun

i,, + колr0 = -atusin (wt + a)+i(oa cos (ox + a )  = 

= ia(oexp(iox + ia)

va x, uchun esa

(4.45)

Kompleks tahlildan ma’Iumki, z = x  + iy kompleks son uchun |z|3 -
xj + yl
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jc ,+ i(O X , * — JdTF(r)[c o s (ш (/- r ))+  itwsin(w(r- r ) ) ]  =

f  (4.46)
_exp(»£Of) I dTF(T)exp(-iorc)

—

ifodalarga o'taylik. Bu yerda tashqi kuch / = —»  vaqt m om entidan 
ta’sir qila boshladi deb olindi. Ikkala formula birlashtirilsa

I

C (0 = exP(,ft*)

Г

/aftjexp(i'a)+ — f </т£(т)ехр(-/й>г) 
m J (4.47)

ga kelinadi. Bu funksiyaning moduli

Undan tashqari,

m j
ia (uexp(ia)+ — I d r F (т)с\[>(Ч(от)

x = —Im £(/) 
a)

(4.48)

belgilashdan ham  foydalanaylik1. Demak, tashqi kuch tom onidan  
sistemaga / = - ~  dan t gacha uzatilgan energiya

M

i'acocxp(ia)+— Г ^т£ (т)сх р (-/ш т)
Ш J

- - m a 2(02 -----— Im£ (f
2 ft) Vi

(4.49)
0rmula orqali ifodalanar ekan. Agar boshlang'ich tebranishlar bo 'l- 

niasa (a — 0) va tashqi kuch t -»±°° da nolga intilsa bu formula 
^ d a la sh a d i:

In, ^ omPleks son z = x  + iy ning haqiqiy va mavhum qismlari x = Re z va у  
* deb belgilanadi.



2

jW ( r ) c x p ( - /w r )  . (450)

4.2.1-misol.

O ss illa to r  F ( / ) = F 0exp(-r2 / T2j

kuch ta’sirida l = -•»  dan / = «  gacha 
qancha energiya olgan? Masalani ikki 
holda ko'ring: a) t da ossillator 
muvozanat holatida bo'lgan: b) t =-«, 
da ossillatorning amplitudasi a ga teng 
bo'lgan.

Yechish. a) birinchi holda ossilla- 
torining boshlang'ich energiyasi nolga

4.4- rasm. Yutilgan energiya
grafigi. _

teng, shu sababli (4.50) formula masaianing yechimini bevosita beradi. 
Integralni hisoblaylik:

J < * F ( /)e x p ( - /a x )  = F „ J d re x p ( - r2/T 2- iw f ) .  (45))

Integral ostida quyidagi siljish bajaraylik: t • t — ■
i(OT~

F,J*</rexp(-r: / т 2-i<ur) = Fue\p ~ ~ ~ ~  j j rf,e x p ( - r / r  ) -  

=  y fn F j  e x p ^ - ^ - ^ — j.
(4.52)

Demak, ossillatorga berilgan energiya

nF 2 .
E = — —г exp 2m

(4.53)

Olingan natijani tahlil qilaylik. <u — sistemaning parametri, u berilg • 
o'zgarmas son. Tashqi kuchning ifodasidan ko'rinib turibdiki, r  -  tasnq 
kuchning noldan sezilarli farq qilish davri. Parametr r  vaqt o 'l c h a m l i g 1»*
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demak, o n — o'lchamsiz parametr. Bu parametrni w t = [ }  deb belgilansa 
berilgan energiya

E =
2 mw2

-0 : exp £
2 (4 54)

k o 'r i n i s h g a  keltiriladi. Bu funksiyaning grafigi 4.4-rasmda ko'rsatilgan.
Oydinki, / ? « '  va /? a> 1 bo'lganda (ya'ni, qisqa vaqtli zarba yoki, 

tashqi kuch sekin paydo bo'lib sekin yo'q bo'lsa) ossillatorga berilgan energiya

Icam bo'ladi. /} =  V 2 (*  =  \l2/(o) bo'lgnada esa ossillatorga berilgan energiya

maksimal bo'ladi:

E =‘-max m we

b) Bu holda ossillatorining boshlang'ich energiyasi bor. (4.49) formu- 

ladagi oxirgi had bo'lmaydi holos, chunki da 0 bo'ladi.
Intcgralni hisoblash masalamizning a) qismida ko'rsatilgan, natija:

ДE = — 
2

ia (o e x p (ia )  + — I < /rF (r)exp (-ia> r)

« V sm a.
(4.55)

Ikkinchi hadning oldida minus ishorasi turibdi, sistema energiya oladimi 
yoki yo'qotadimi s in a  ning ishorasiga bog'liq, bu yerda a  tashqi kucli 
bo'lmaganda ossillatorining / = 0 momentidagi fazasi edi. Agar n< a <  2л 
bo'lsa aniqki, ossillatori enrgiya yutadi. 0 < а < л  holda esa energiya yo'qotishi 
mumkin. Ba’zi bir hollarda ossillator atomda harakat qilayotgan elektronning 
klassik modeli sifatida ishlatiladi, tashqi kuch ta'sirida atom enrgiyani yutishi 
yoki nurlanish orqali uni yo'qotishi mumkin. Bizning holimizda bu elekt­
ronning boshlang'ich fazasiga bog'liq ekan.

4.3. S o‘nuvchi tebranishlar

Shu paytgacha tashqi m uhitning sistemaga ta ’sirini hisobga olmay
* ingan edi. Sistema biror tashqi muhitda harakat qilsa u shu muhitning 

ekulalari bilan to 'qnash ish i natijasida o 'z  energiysini yo 'qo ta
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boshlaydi. M olekular o 'zaro  ta ’sirni hisobga olgan bunday harakatning 
to 'liq  nazariyasi murakkab bo'lib u mexanika fanining vazifasi emas. 
A m m o agar jism  tezligi kichik bo'lsa, m uhitning ta ’sirini ishqalanish 
kuchi sifatida harakat tenglamasiga kiritish m um kin ya’ni, masalani 
mexanik masalaga aylantirish mumkin. Bunday ishqalanish kuchi jism 
tezligiga proporsional bo'lishi kerak, chunki tezlik nolga teng bo'lganda 
ishqalanish kuchi ham yo 'q  bo'Iadi. Kichik tezliklar haqida gap ketayot- 
ganini hisobga olib, bu kuch tezlikning birinchi darajasiga proporsional 
deb olinadi:

M inus ishora kuch harakat tezligiga qarshi yo'nalganini ko'rsatadi. 
Demak, bu holda, harakat tenglamasi

ko'rinishga ega. Quyidagi a $ = k /m , 2 y  = a lm  belgilashlar kiritib bu 
tenglam a

/  = -ax. (4.56)

m'x = —kx -  ax (4.57)

jr+ 2y j + ft^jr = 0 
ko'rinishga keltirib olinadi. Bu tenglam aning yechimi

jt = exp(Jfcr)

ko'rinishda qidiriladi. к uchun tenglama:

k2 + 2yk + cofi = 0.

Tenglamaning ikkita yechimi bor:

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

K o'rinib turibdiki, uch xil hoi uchrashi mumkin:

1. аь2 > у 2;

2- * t< Y 2;

3. oĵ  = r2 -

Birinchi holda a ^ - y 2 =<w2 deb belgilansa

*i,2 = -r± to> (4.62)

ga kelinadi, bu degani, (4.58) ning yechimi

92



ko'rinishga ega bo'ladi. Bu yechim davriy yechim emas, u so'nuvchi 
tebranishlanzA mos keladi. Uning grafigi 4.5-a rasmda ko'rsatilgan.

x  = a exp(-yi )cos (ft* + <p) (4.63)

Ikkinchi holga o'taylik. Bu holda (4.61) dagi ildiz haqiqiy son 
bo'ladi, umumiy yechim

x - c x exp(-y/ + t j y 2- ^  )+ c 2 exp(-у/ + t j y 2 -ft 3̂ j. (4.64)

Bunday yechim so'nishning o'zini beradi. Uning grafigi 4.5-b rasmda 
ko'rsatilgan.

Uchinchi holga kelaylik. Bu holda xarakteristik tenglamaning ildiz- 
lari karralidir. Um um iy nazariya bo'yicha yechim

л = (с ,+с2/)ехр(-уг) (4.65)
ko'rinishga ega bo'ladi. Agar tebranish quyidagi boshlang'ich shartlarga

bo'ysunsa: л(0) = 0. *(0) = u , ,
«

x = wexp(-y/)
bo'ladi, bu funksiyaning grafigi 4.5-d rasmda ko'rsatilgan.

Ishqalanish bor bo'lgani uchun energiyaning saqlanishi haqida gap 
bo lishi mumkin emas. (4.58) tenglamani mi ga ko'paytirib uni

d (  1 .2 1 2 2^ л *2
Л и " * *  + 2 ПЩХ \= - 2У'пх (4.66)

I ,  - ( • ,
h .*?n,sllga kd tirib  olinadi. Bu munosabat esa (4.12) ni ko 'zda tutgan 
°*da ossillator tom onidan energiya yo'qotish tezligi uchun

= (4.67)

0rmulani beradi. F izik sistem aning energiya y o 'qo tish i m uhim
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tushuncha bo'lgani uchun uni dissipativ funksiya deyiladigan va

F ^ -a x *  (4.68)

ko'rinishga ega bo'lgan funksiya orqali ifodalash qabul qilingan. Bu 
holda awalgi tenglama

T E = ~2F (4.69)at
ko'rinishni oladi. Ya’ni, dissipativ funksiya sistemaning vaqt birligj 
ichidagi energiyasi ning dissipatsiyasini bildirar ekan. Bu holda (4.57) 
harakat tenglamasini

HHr-ff <«>
ko'rinishda ham  yozib olish mumkin.

O datda. energiya yo 'qo tish in ing  b ir «davr* T = 2 k/ wu ichidagi 
o 'rtacha qiymati qiziqarli bo'Iadi. Bu kattalikni hisoblash uchun birinchi 
holga murojaat qilinadi va (ishqalanish juda kichik) deb olinadi.

Bu holda x(f) = a<r r 'sin(fi\,f + <p) Va

—  = - a x 2 = - а а :щ]е~'г' sin3 (сц>/ + q>) 
dt

bo'Iadi. Quyidagi kattalik ishqalanish quw ati deyiladi:

, = 4> f d, d± , - ^ S l  f d„ - = r si„=K , + « , ) = - £ 2 3 - e-’" . (4.7n 
2k  J dt 2k  J 2

. о о
Integralning qiymati Т=2к/ши davr ichida energiyaning o'zgarishiga

teng, uni T ga bo'linsa, bir davr ichidagi yo'qotilgan energiya kelib
chiqadi. Integralni hisoblaganda <u0 ni hisobga olib integral ostidan
ex p (-2tf) ni chiqarib tashladik

Ko'rilayotgan yaqinlashuvda energiya uchun £  = ^ma1a^e"7r'

olinadi((4 . l 2) formulada am plitudani a - » a e v  ga almashtirish yetarli)- 
Yana bir m arta ta ’kidlab ketaylik, ossillatorning energiyasi sifatida 
(4 .12) ifoda qara lad i, (4 .69) ifoda energ iya y o 'q o tish  tezlig '83
tegishlidir. . . |<K
Bundan foydalanib m uhim  bo'lgan o'lcham siz bir kattalik kiritayH*-
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< Е >  щ, со.
Т ^ г у '  (472)

Uning nomi asillik, ossillator energiyasining bir davr ichida ishqa- 
lanish orqali yo'qotilgan encrgiyaga nisbati (chastotaga ko'paytirilgan 
holda) "  so'nuvchi tebranishlarning qay darajada uzoq davom etishini
xarakterlaydigan kattalik.

4 .4 . Ishqalanish bo‘lgandagi majburiy 
tebranishlar

Ishqalanish  kuchi ta 's ir  q ilayo tgan  m u h itd a  teb ran ay o tg an  
sistemaga tashqi kuch ta ’sir qilayotgan bo‘lsin. Tashqi kuch davriy 
xarakterga ega boMgan hoi eng qiziq bo'lgani uchun shu holni ko 'rib 
chiqaylik:

.V + 2A.v + = — cos (y ;). (4.73)
m

Tashqi kuchning ko 'rin ish i shunday tanlab olindiki, u t= 0  vaqt 
momentida noldan boshlab ishga tushsin. Tenglamaga o'zgarm aslarni 
variatsiyalash metodini qo'llaymiz. Bir jinsli tenglamaning yechimi

К  <4-74)
bo'lsa, o 'zgarm aslarni variatsiyalash metodi (4.73) ning yechim ini 
quyidagi ko'rinishda beradi:

f  2 y A sin (y /)-(y 2 - a $ )co s(y /) •
*(, ) _At>(, )+ —  ~  • /4 75ч

m (y  °^ )  + 4y A" '  ’ '

Shu yechimning xossalarini tahlil qilaylik. G ap tebranishlar haqida 
ketayotgan ekan A< deb olamiz. Bir jinsli tenglamaning yechimi 
so'nish bor bo‘lgani uchun vaqt o 'tish i bilan nolga intilib ketadi: 
V 0-*0 , t -» » . Haqiqatda, albatta, / cheksizlikka intilishi shart emas, 
*0 ni tashlab yuborish uchun A/ kattaroq son bo'lishi yetarlidir. Demak, 
ma lum bir vaqt o 'tganidan keyin yechim sifatida

f  2yA sin(y /)+ (-y2 +ft^)cos(yr)

К  ( r ' - a i f + t W  (4 76)
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funksiyani olish m um kin. Tebranishning so'nm aydigan qismi tashqi 
kuchdan olib turilgan energiya hisobiga mavjud bo'ladi. Agarda

2yA
COS S = ----r

2l2+ 4y A 2,2+ 4y A (4.77)

va

A = y-
+ 4 y 2* 2

deb belgilab olinsa ( sin2 5 +cos2 8  = 1 ekanligini tekshirish qiyin emas) 
topilgan yechim ni

x ( t )  =  h c o s (y t  +  5 )  (4.78)

k o 'rin ish d a  yozib olish m um kin. Bizni eng q iziq tirad igan  hoi - 
tashqi chasto ta  A sistem aning xususiy chasto tasi a>0 ga yaqin bo'lgan 
holdir. Ishqalanish  kuchi bo 'lm agan holda teb ran ish la r amplitudasi 
cheksiz o ‘sa b osh lar edi ( (4.41) ga qarang). E nd ich i?  Bu savolga 
javob berish qiyin em as — (4.78) dan k o 'r in ib  tu ribd ik i, tebranish 
am plitudasi ham m a vaqt cheklangan va un ing  m aksim al qiymati A 
ga tengdir. h uchun  ifoda esa y-»ft>0 b o 'lg an d a  ham  chekliligicha 
qo lad i.

Rezonans sohasini chuqurroq tahlil qilaylik, buning uchun у  = Щ> +« 

deb olinadi va e -» 0  sohani tekshiramiz. U ndan tashqari А-гсц, deb 
ham olamiz (ishqalanish kuchi kichik bo'lsin). Bu sohada tebranish 
am plitudasi

.=  / ______L _h =

va tebranish fazasi
2”Щ  yje 2 + A2

* Л t g S  = — 
£

(4.79)

(4.80)

bo'ladi. у-юо (y -« o 0) sohada esa 5 -> - /r  
jjo‘ladi. Agar tashqi kuch chastotasi у->ш0 ga intilsa 

-* /2  ga intiladi.
(4.78) tebranyotgan m ayatnikning energiyasi 

‘zg a rm asd an  qolishi kerak. D em ak, mayatnik 
0 h q a rid a n  olayotgan energiyani ishqalanishga -A 
ketkazadi. Bir davr bo yicha о rta lash tirilgan  4,^-rasm. Rezonans 
energiya yutilishi intensivligini /(y ) deb belgilab yaqinida energiya 
uni topaylik , u esa energiya dissipatsiyasiga tes- yutilishi intensivligi. 
kari ishora bilan tengdir. (4.69) form ula bo 'yicha

/(y )=  2F (481)

bo'ladi. bunda F  — bir davr bo 'y icha o 'rta lashtirihsni bildiradi. 
Dissipativ funksiya bizning holimizda

F = - a x 2 = Ami2 = kmx2h2 sin* (yr + <5).
2

Sinus kvadratining bir davr bo'yicha o 'rtacha qiymati 1/2 ga teng, 
demak

/(y )  = Am yV.

Rezonansga yaqin sohada

# ( « ) -
4m e 2 + A2

Energiya yutish intensivligining maksimumini

f 2

(4.82)

(4.83)

4mA

deb belgilab. yuqoridagi formulani

(4.84)

ko'rinishga keladi. Majburiy tebranish fazasi tashqi kuchning fazasi#* 
nisbatan «kechikish* xossasiga ega ekan. Buni quyidagicha ko'ns 
mumkin. (4 .7 7 ) dan ko'rinib turibdiki, y -»0 bo 'lganda (y-»a>0 sohada

ko‘rinishda yozib olinadi. Olingan funksiyaning grafigi 4 .6-rasm da 

ko‘rsatilgan. Bu form uladan /(±A) = ^ / 0 ekanligi kelib chiqadi, shu 

^babdan |e| = A qiym at rezonans egri chizig 'ining yarim  kengligi

N*zariy mexanika 97
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deyiladi. So'nish kamaygan sari A -»0 rezonans grafigining cho'qqj 
sim onligi ortib boraveradi, am m o grafikning ostidagi yuza o ‘zgar[ 
maydi.

4.5. Ko‘p oMchamli sistem alardagi tebranishlar

4.5.1. Ikkita bogMangan mayatniklar

4.7-rasm da ko'rsatilgan sistem adagi tebranuvchi harakatni o'r- 
ganaylik.

Sistema uzunliklari va massalari /,, va /2, m2 bo'lgan ikkita 
m atem atik mayatniklardan iborat. U lar bikirligi к bo'lgan prujina orqali 
bir-biri bilan bog'Iangan. Tushunarliki, agar biror mayatnikka tunki 
bersak ikkinchisi ham tebrana boshlaydi, bu ikki mayatnik orasida 
o ‘zaro ta ’sir natijasida energiyaning biridan ikkinchisiga ko'chishi ro'y 
berishi kerak. Ushbu sistemaning Lagranj funksiyasini topaylik. Umumiy 
qoida bo'yicha

L —T\ +T2 - U f - i / 2 ~U \2. (4.85)

x bunda Tp i =  1 ,2  — mos ravishda 
tegishli mayatnikning kinetik ener­
giyasi, Up i =  1 ,2  — mos ravishda 
m ayatnikning potensial energiyasi 
va U,2 — ularn ing  o 'z a ro  ta ’sir 
energiyasi. B irinchi mayatnikka 
tegishli koordinatlarni x r y n ikkin­
chi m ayatnikka tegishli koordi­
natlarni esa x2, y 2 deb belgilaylik

4.7- rasm. Ikkita bog'langan (csimizdan chiqarmaylik, xt, у , —
mayatnik. b a rq a ro r  m u v o zan a t holatidan

chetlashishlarni bildiradi). Mayat­
niklar osilgan iplar bukilmaydigan deb qaraladi. Agar ikkala mayatnik 
barqaror m uvozanat holatida bo 'lsa, oradagi prujinaning taranglig' 
nolga teng bo'ladi. Lagranj funksiyasi quyidagicha tuziladi:

L = ~ mi ( ji2 + ) + ~ m2 (*i + >'2 ) + т ,ЯУ, + " W :  - U  - ч У  • (4-86)

Burchak o'zgaruvchilariga o 'tam iz  va kichik tebranishlar haqida 
gap ketayotganini hisobga olamiz:
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jr, = л Sinф, =/,<д, v, =/, cos<p, =/,^1-1<р2 \ (4.87)

O'zgarmas sonlarni tashlab yuborilganidan keyin Lagranj funk­
siyasi quyidagi ko'rinishga keladi:

L = -j"»i/i2<Pi2 + \ тг11ф1" « IКЩ' ~ ̂  "i2ge<p$ -  j  к (<p, - <p2 )2 . (4.88) 

Harakat tenglamalarini yozib olamiz:

w,/,2(p, + m, i-Лр, = -*  (<p, -  <p2 );

m2l\<{>2 +m2gl(p2 =k(<p] -<p: ). (4.89)

Asosiy g'oyani tushunish uchun xususiy holga o 'tam iz —

ml = m 2 - m ,  /, = /2 = / (4.90)
va maqsadga muvofiq bo'lgan belgilashlarni kiritamiz:

2 8  кК  “"=Т' “ = «г
Bu holda tenglam alar soddalashadi:

ф, + сц2<р, = -a (< p ] -<p2);

<р2+ц>2<р2 = a(<p,-<p2). ( -91)

Agar <P\-<P2 =Y\ va <pi+<p2 =i^2 form ulalar orqali yangi o 'zga- 
mvchilar kiritilsa tenglamalari bir-biridan ajraladi:

^ |+ ( ц ! + 2а)|//, = 0; v/2 +ftJbV, = 0 . (4.92)

... ^ an8> koordinatlar normal koordinatlar deyiladi. Bu koordinatlar
11 a sistema ikkita mustaqil tebranish qilayotgan bo'lib chiqadi —y/l

koordinataga щ ^  + 2a  va î 2 koordinataga <u2=ft)0 chasto tali

- i s h . ar mos keladi. Bular normal chastotalar deyiladi.
Шов w f 4;8' rasmda ko'rsatilgan. Rasmdagi a) hoi koordinataga
kelnv u Va ho1 koordinataga mos keladi. Ikkala holga mos 
eluvchi umumiy yechimlar:

V'i = fl| cost^z + Z), sin<y,r, у/ч = a 2 co sслг + Ы sin uyt. (4.93)
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4.8- rasm. Normal tebranishlar.

Boshlang'ich shartlarni quyidagicha tanlaylik:

t = 0  da <Pi =(Po va 0i = Ф2 = Ф2 = 0 (4.94)
Bu deganimiz boshlang'ich m om entda birinchi mayatnik muvozanat 
holatidan chiqarilgan. am m o uning tezligi nolga teng, ikkinchi mayatnik 
esa nolga teng tezlik bilan o 'zining muvozanat holatida turibdi. Normal 
koordinatlar tilida

Bundan

Demak,

/ = 0 da yr, = 4/ ,  =% . ^ 1= ^ 2= 0. 

«1 =«2  =<Pt>> bl = b 2 = 0 .

(4.95)

(4.%)

(4.97)

(4.98)

у/, =y\,cos<m/, va \i/2 =<p0 co&(o1t. 

va, natijada, eski koordinatalarga qaytsak

1 \ ( (o> +ah \  - в ь  A<P\ =-<A)(cosai|r + costt>:r) = <ft)co s l— - — t Jcosl— -— t 1.

<P2 =  ̂ %  (cosaw - c o s s i n ^ 1  j s i n t j

yechim lar olinadi. Har bir koordinata uchun ikkita tebranishlarning 
kombinatsiyasini ko‘rayapmiz: katta chastotali (io{ +  <o2)/2  va kichi 
chasto tali (o)2 -  <o,)/2 . Bunday tebran ish lar tepkili tebranishia 
deyiladi.

4 .9-rasm dan ko'rinib turibdiki, katta (ю, + (o2)/2  chastotali te 
nishning m aksimal am plitudasi kichik chastota (co2 -  w,)/2 bi 
tebranadi.

Endi (4.90) shartdan voz kechib um um iy hoi (4.89) ga 
kelaylik. Bu holda normal koordinatlar qanday ajratib olinadi? (4- 
sistemani quyidagi ko'rinishga keltirib olinadi:
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. (шг (02)/2

4.9- rasm. Tepkili tebranish.

*Pi *iPi =-ei(<Pi-«p2); 

<&+ «*<?: = « 2  («Pi-<?:)■
(4.99)

Bunda

ffli2 = f .  ft> ?= f, а , = Л - .  « 2= -^ Т -  (4.100)
/, /2 Ш|/| m2‘2

Chiziqli differensial tenglamalarsistemasini yechishning umumiy metodi 
bo'yicha (4.99) ning yechimi quyidagi ko'rinishda izlanadi:

<p, = Aexp(ift)r), <p2 = Bexp(fftv). (4.101)

Bulami (4.99) ga olib borib qo'yilsa quyidagi algebraik sistema hosil 
bo'ladi:

( a, -  to2 + £<J|2) A -  a, Д = 0,
/ 2 2\ n „ (4.102)a 2 A -  ( a 2 -  0) + ft>2) В = 0.

Bu sistema yechimga ega bo'lishi uchun uning determ inanti nolga 
teng bo'lishi kerak, bundan esa

< 2) = ^ ( « , +0f2 + <”|2 + ̂ ±

'®Й5Г‘ ± J ( a , - a 2 + a\2 - a ) iy  + 4a ,.a : j  (4.103)

^elib chiqadi. Paydo bo'lgan chastotalar xususiy yoki normal chaslotalar
eyiladi. Agar a , =  =  a  va ft), =  (o2 =ft)0 desak, darhol (4.92) dagi

%  a + 2a  va (o?2) = chastotalar olinadi.
, _ Shu bilan sistemadagi mumkin bo'lgan chastotalar topildi. A va В 
,arni topish qoldi.
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Buning uchun (4.102) sistemaga birinchi marta o r  = deb q0‘yj

ladi va A , va Bt orasidagi m unosabat topiladi, ikkinchi marta esa

0)2 = ^ 2) deb qo'yam iz va A2 va B2 orasidagi munosabatni topatnj^
Qaysi am plitudani ikkinchisi orqali ifodalash — A ni B, orqalimi у0^ 
teskari — ahamiyatga ega emas, bu — qulaylik masalasi. B elgii^ 
kiritaylik:

g, « 1+Ц2 g 2

Y' «I « 2+<»2 - ^ V

B2 g | W - e f e _ ct2 (4104)
72 A2 a, a 2 + <o?-af2)’

Natijada izlayotgan tebranishlarning har biri ikkita normal tebranish- 
laming superpozitsiyasi sifatida ifodalanadi:

Ф, = \  exp(ifl^l)»)+ A2exp(/<^2)/)  = Q, +Q2,

(P\ * У |Л exp(ia^l)»)+ у2Л2cxp(«^2)/ ) - y,Q, + YiQi- * ‘* л |

Topilgan ifodani (4.88) Lagranj funksiyasiga olib borib qo'yilsa quyidap 
ifoda hosil bo'ladi:

■ = ("V.2 + ) [ g 2 -  <uf,)<2i2 ] -

i(m ,/,2 +m2llr l  ) [ &  -а £ )& 2}+
2

(4.106)

Norm al koordinatalarning m a’nosi shu ekanki, ularyordam ida boshi* 
ikkita o ‘zaro ta 'sirda bo'lgan erkinlik darajalari ikkita mustaqil teb­
ranishlar ko'rinishiga keltirildi. U larning har biri (4.4) ko'rinishd# 
erkin tebranishlar bo 'lib  chiqdi.

Q o 'shim cha ishonch hosil qilish uchun (4.106) Lagranj funksiy* 
sidan harakat tenglam alarini keltirib chiqaraylik:

0, + ̂ 2)й  =0. Q2 + of2)Q2 = 0. (4.1071
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4.5.2. Umumiy hoi

Endi ko‘p erkinlik darajali sistemalardagi tebranishlarning umumiy 
ariyasi bilan tanishib chiqaylik. Bizga erkinlik darajasi s ga teng 

bo'lgan sistem a berilgan bo'lsin. Bu sistemaga kirgan zarrachalarning 
*z barqaror m uvozanat holati atrofida kichik tebranishlarini o 'rga- 

naylik- B arqaror m uvozanat holati q0i lardan chetlanishlarni yana 
x ~ q -  qor i deb belgilab va potensial energiyani kvadratik
hadlargacha aniqlikda qatorga yoyilsa potensial energiya uchun quyidagi 
ifoda olinadi:

ifodada a^q) = w y deb o lam iz, chunk i o lingan  yaq in lashuvda

a№ a 4 (</) =  <*,j {qn +  x  +•••) = atJ (g0) bo'lishi kerak (aks holda chiziqli 
yaqinlashuvdan chiqib ketiladi). Natijada

(4.108)

Bu yerda paydo bo'lgan koeffitsiyent

d2U
(4.109)

o'zining ta’tifi bo'yicha simmetrikdir:

(4.110)
Kinetik energiya uchun

(4.111)

(4.112)
i . j*  I

ga klam iz. Demak, sistemaning Lagranj funksiyasi

,ijx ix j  ~  Ki)x ix j )■ (4.113)

har b ir^ 1̂  спе1*'Уап‘пё ta ’rifi bo'yicha T > 0 , tenglik belgisi faqatgina 
zarrachaning kinetik energiyasi nolga teng bo'lgandagina o'rinli
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bo'lishi mumkin. Demak, S  m>jx>xj kvadratik forma musbat aniqiatb 

gan formadir. Potensial energiyani ifodalovchi forma ham  musbat
s

aniqlangan formadir: X  kuxixi  ^ 0 .
i.jm I

Lagranj hosilalari

dL v  , dL _ v "
a T = 2 - * ^ -  a x ~ (4.П4)

1 i jmi 1 jm*
ga teng ekanligidan harakat tenglam alar topiladi:

a

'L {mnxi +kiixi )  = 0' i = l.....5- (4.115)

Bu 5 ta tenglamadan iborat bo'lgan chiziqli tenglamalar sistemasi. 
Umumiy metod bo'yicha uning yechimlarini

xi = A, exp(tax) (4.116)

ko'rinishda izlash kerak ((4.101) bilan taqqoslang). Natijada harakat 
tenglamalari

Y ,[ -m4t°2 +kij)Ai ~ 0, 1 = 1.... s- (4.117)

ko'rinishiga keladi (har bir tenglamadan exp(/ftV) ko'paytuvchini ajratib 
tashlagandan keyin). Bu bir jinsli algebraik tenglam alar sistemasi 
faqat

det^-m.yft)2 + * (,) = 0 (4.118)

bo'lgandagina yechimga ega ((4 .102) va (4.103) lar bilan solishtiringV 
Bu tenglam a or ga nisbatan s tartibli tenglama bo'lib u xarakieristi

tenglama deyiladi. Bu tenglamaning s ta yechimi со?, i = 1,...,* musbat
bo'lib, ulardan olingan <u lar xususiy yoki normal chastotalar deyidad1-

lam ing musbatligini isbot qilaylik.

Buning uchun (4.117) A* ga ko'paytirib, / bo 'yicha yig'indisi olio**
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2СО = —---
X  т .улМ ;

■  Х * * Ч  ,4" 9)
'./»•

ula olinadi. Birinchidan тц va *. laming simmetrik va haqiqiy- 
li^idan mahraj va suratining haqiqiy sonligi kelib chiqadi:

Matijad3

X  m-yA* AJ 
;./=i

mahraj uchun ham huddi shu. Oxirgi tenglikka o 'tishda i <-> j  almash- 
tirildi va m =m  simmetrikligidan foydalanildi. Yuqorida aytilganidek,

a U ucfiun kvadratik formalar musbat formalar, demak, hamma 
mumkin bo'lgan chastotalarning kvadratlari ham ikki musbat sonlaming 
nisbati sifatida musbat sonlardir.

Hamma chastotalar kvadratlarining musbatligi yana shundan ham 
kelib chiqadiki, ko‘rilayotgan holda hech qanday tashqi ta ’sir yo'q, 
demak, tebranishlarning o ‘z-o‘zidan o'sishi yoki kamavishi mumkin 
emas. Vaholangki, qandaydir chastotalar uchun o t<  0 bo'lsa, chasto­

talar orasida mavhumlari paydo boMar edi, bu esa hadlarga olib 
kelar edi.

Tashqi ta ’sir -  ishqalanish kuchi bor holatga o'taylik. Dissipativ 
funksiya tushunchasi ham ((4.68) ga qarang) ko‘p oMchamli holga 
umumlahstiriladi:

(4.121)
i j

Paydo bo'lgan koefifitsiyentlar a :/ simmetriklik xossasiga ega:

a i, = a ,j (4.122)

Ushbu koefifitsiyentlarning kelib chiqishi kinetik  nazariyada 
tushuntiriladigan bo 'lgan i uchun u lam i kinetik  koeffitsiyen tlar  

cyiladi. U larning sim m etrikligi ham  kinetik nazariyada isbot qili- 
ad‘- K o‘p oMchamli holda harakat tenglam alariga ishqalanish
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kuchlarin i dissipativ funksiya orqali qyidagicha kiritish mumkin-

= _3F
dt Эх, Эх, Эх, (4 -123)

Sistemaning birlik vaqt ichida ishqalanish orqali yo'qotgan energjyjj 
va dissipativ funksiya orasidagi bog'lanish (4.69) ning ko'rinishi ko'n 
o 'lcham li holda ham o'zgarmaydi. Buni quyidagicha keltirib chiqa. 
rish munkin:

^ = ̂ .V( 1= V •
dt dt ' Эх, J w  1 [  dt Эх, Эх,

-X x ^  = -2  F (4124>
'Э х . ’

oxirgi tenglik F funksiyaning ikkinchi tartibli bir jinsliligidan kelib 
chiqadi (Eyler teoremasi). .

(4.113), (4.121) va (4.123) formulalar bo 'yicha ishqalanish kuchi 
harakat tenglamalariga kiritiladi:

5

X  {"H/Xj+ k>jxj + ai)*j) = °- ' = I.....S (4.125)

Yechimni

x , = V "  (4.126)

ko'rinishda izlaymiz. Bu holda yuqoridagi tenglamalar sistemasi

'£(m l)(o1 + a ij(o+kiJ)Aj = 0, i = l.... s. (4.127)
>=i

ko'rinishni oladi. Bu sistemaning yechimi mavjud bo'lishi uchun

det|m,yW2 + a tf<u+Jty| = 0 (4.128)

shart bajarilishi kerak. Bizga bu w ga nisbatan 2s-tartibli algebraik 
tenglamani beradi. Oliy algebra kursidan m a’Iumki, bu tenglamaga 
kirgan hamma koefTitsiyentlar -  kjp a. -  haqiqiy boMgani uchun 
uning yechimlari yoki haqiqiy, yoki o ‘zaro kompleks q o ' s h m a  juftlardan 
iborat bo'ladi. Ishqalanish borligi tebranishlar so'nuvchi bo'lishi kerak- 
ligini bildiradi, bundan shunday xulosaga kelish kerakki, bu chasto-
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«laming haqiqiylari ham, komplekslarining liaqiqiv qisnilari ham manfiy 
li-lishi kerak.

Sistemaning erkinlik darajalari soni uch-to 'rtdan  ko‘p bo'lganda
orida berilgan umumiy nazariyani analitik ko'rinishda qo'llash 

C Jalada soddalashtirishga imkoniyat beradigan qandaydir simmetriya 
wo'Imasa qiyin boMadi. Shu bobning oxirgi paragrafida mana shunday 
bjr necha misollar keltirilgan.

4.5.3. Molekulalarning vebranishlari

Molekulalarning to 'liq nazariyasi kvant nazariyasi bo'lishi kerak, 
amnio, kichik tebranishlar haqida gap ketganda klassik tahlildan kelib 
chiqqan natijalar kvant natijalar bilan bir xil bo'lib chiqadi.

Kichik tebranishlar nuqtayi nazaridan n ta atomli 
molekula - o 'zaro  prujinalar bilan bog'langan massa- 
lari mr fn„ bo'lgan moddiy nuqtalar siste-
masidir. Bunday tasdiq uchun asos shundan iboratki, 
atomlar orasidagi potensiallar 4 .10-rasmda ko'rsatilgan 
ko'rinishga ega. Ko'rish qiyin emaski, (4.1) parag- 
raldagi umumiy mulohazalar atomning turg'un muvo­
zanat nuqtasi atrofidagi kichik tebranishlariga be- 
vosita mos keladi.

Molekulalarning kichik tebranishlariga tegishli 
bo'lgan umumiy mulohazalar uzun bo'lm asdan quyi­
dagi punktlardan iboratdir.

Molekula o 'zaro  ta ’sirda bo'lgan atom larning 
yopiq sistemasidir. Bunday sistemaga uch xil harakat 
hosdir -  butunligicha ilgarilanma harakat, butunlikcha aylanma harakat 
va atomlarning bir-biriga nisbatan tebranishi. Butunlikcha ilgarilanma 
va butunlikcha aylanma harakatlarni chiqarib tashlash kerak. Ishni 
bosqichlarga bo'laylik:

1- Butunlikcha ilgarilanma harakatni chiqarib tashlash uchun mole- 
waning to 'liq impulsini nolga tenglashtirish kerak:

P = X mav« = a  (4.129)

Bu degani m olekulaning inersiya m arkazi sistem asiga o 'tild i 
aegani:

4.10-rasm. 
Atomlararo 
potensial, 

r, -  turg'un 
muvozanat 

nuqtasi.

R = X " '« r« =const- (4.130)
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Наг bir atom ning radius-vektori г = г а0+Лв ko'rinishda olinsin, 
yerda r^  — a atom ning m uvozanat ho lati, da esa muvozanatdan 
chetlashish vektori. Tashqi maydonda bo'lm agan sistemaning inersiya 
markazi o ‘z-o ‘zidan o ‘zgarishi mumkin em as, shuning uchun

bo'lishi kerak.
2. M olekulaning butunlikcha aylanishini chiqarib tashlash uchun 

uning to 'liq harakat miqdori m om entini nolga tenglashtirishi kerak. 
Kichik tebranishlar haqida gap ketayotganini hisobga olib birinchi 
tartibli kichik sonlar yaqinlashuvida

deb olish mumkin. Hosila ostidagi kattalik o 'zgarm as songa teng, d 
lam ing nolga teng bo'lganida ham u o 'sha son bo'lishi kerak bo’lgani 
uchun

deb olish kerak.
Olingan shu ikkita tenglamalar sistemasini yechib normal koor- 

dinatlarni topish mumkin. Tebranishlarga mos keluvchi erkinlik dara- 
jalari sonini, ya’ni, mustaqil tebranishlar sonini topaylik. n ta atomdan 
iborat molekulaning 3n ta erkinlik darajasi bor. Yuqoridagi ikkita vektor 
shartlam ing soni 6 taga teng.

Demak, n atomli molekulaning tebranish erkinlik darajalari umumi) 
holda 3n — 6 ta ekan. Agar atom lar bir to 'g 'r i chiziqda joylashgan 
bo 'lsa, bu o ‘q atrofida aylanish haqida gapirishning m a’nosi yo <!• 
dem ak. bu holda tebranish erkinlik darajalari soni 3/i — 5 ga teng

R = =X n,«r«o = const- (4-131)
a a

Demak,

X mA  =° (4.132)a

(4.134)
a

4.5.1-misol. 4.11-rasmda ko'rsatilgan chiziqli BA, m o le k u la n in g  

ranish chastotalarini topaylik.
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t  У a)
л a to m la rn in g  massasini ma, В atomning 

«asini mb deb belgilaylik. Yuqorida kelti- 
|,iaSS hisob bo'yicha bu molekulaning mustaqil
S i s h l a r i  soni 3 • 3 -  5 =  4 bo'lishi kerak. - f ^ T i  , "  ,

Mar rasmda ko'rsatilgan -  bo'ylanma tebra- ! — ------
•«hlari soni 2 ta, ko'ndalang tebranishlari soni <0

Jam 2 ta (rasmda ularning bittasi ko'rsatilgan 4 /y_ т  Chiziqli
ikkinchisi huddi shunmg o'zi, faqat tebranish mo|ekulaning
v0 nalishlari rasm tekishg.ga perpendikulardir). ,ebranishlari turlari. 
Sistem aning bo'ylanma harakat Lagranj funk­
siyasi:

(Г 1  = - у ( ^ + ^ ) + ^ ^ - ^ [ ( дг' _дг2)2 + (л2- - с?)2] <4135)

AB bog'lanish kuchi BA bog'lanish kuchiga teng. shuning uchun ikkala 
hoi uchun ham bitta koeflfitsiyent к olindi. Harakat tenglamalari

m j ,  + * (*i “  x2) = 0 .
mhx 2 + k ( 2 x 2 - .r, - * , )  = 0. (4 , 3fi)

max^+k(xi - x 2) = Q

inersiya sistemasiga o'tish sharti bilan to'ldirilishi kerak:

ma (.v, + x3)+m hx2 = 0. (4.137)

Agar birinchi tenglamadan uchinchi ayirilsa

ma ( x , - x J) + k ( x , - x 7) = 0 (4.138)

tenglama olinadi. Bu bizga ko rilayotgan masala uchun Q = x —x} koordi- 
nata tabiiy koordinata ekanligini ko'rsatadi. (4.137) shartdan x2 koordinatani 
aniqlab olib, ikkinchi tabiiy koordinata Q =  x - x ,  ekanligini ko'ram iz. 
Shularning natijasida ikkita mustaqil tenglamalar sistemasi qoldi:

Q , + — Q , =  0. (4 . 139)
ma mantf>

Haqiqatan ham, boshidagi uchta harakat tenglamalari bitta bog'lanishga 
® ysunishi kerak edi, demak, ularning ichida faqat ikkitasi mustaqil 

Biz ularni topdik. Kiritilgan yangi koordinatalar Qy  normal 
°ordinatalardir (normalarigacha aniqlikda). Ko'rinib turibdiki, Q koor- 

Qinataga

<o, - J —  (4.140)
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chastotali tebranish mos keladi, Qa koordinataga esa

I Ш

(4‘,41>
chastotali tebranish mos keladi, bu yerda M = 2m + m b -  molekulanino 
to'liq massasi. (oa chastotali tebranishga 4.11-rasmdagi a-hol to'g 'ri keladi 
ft)a chastotali tebranishga 4.11-rasmdagi b-hol to 'g 'ri keladi.

Faraz qilaylik, mh » ma bo'lsin. Bu holda (oa = ft), bo'ladi. 
Sistemaning ko'ndalang tebranishlariga o'taylik. Bu holda birinchidan 

butunlikcha ilgarilanma harakatni chiqarib tashlash kerak:

«>Л>1+ >'з)+ " ,«.>'2=0. (4.142)
ikkinchidan, butunlikcha aylanma harakatni chiqarib tashlash kerak (x, y) -  
tekisligidagi aylanishga impuls momentining z  komponentasi mos keladi):

S 4 . M . ] ]  =
V e h  (4.143)
= ma (JC|0>I “  >10̂ 1 ) + mb (*20У1 ~ >'20* :)+  (*зоУз “  >зо*з ) = 0 .

Tushunarliki,

-*20 = 0» -*10 = -JC30 = I' >10 = >20 = > 30 = 0 •
Demak, sistemaga qo'yilgan ikkinchi shart

>-,=>, (4.144)
ko'rinishga ega ekan. Kvadratik aniqlikda potensial 
cnergiyani topish qoldi.

Agar ABA chiziqning к  burchakdan og'ishini 4.12- 
rasmdagidek S harfi bilan belgilansa

^ = у (>i -  >2 + >з — >2) (4.145)

deb yozib olish kerak (kichik burchak rasmda bo'rttirib ko'rsatilgan). Ko'n­
dalang tebranishlar uchun Lagranj funksiyasini tuzib olinadi:

<4I46)

(4.144) ni hisobga olib (4.142) va (4.145) lardan

1 mBl8  _ mAlS ? /4  147) 
>1 — >3 ~ T  • >2 _ --------- > m - 2 m A+mB, (4 .14 '

2 m m
ekanligi topiladi. Bu esa Lagranj funksiyasini
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oid.



(4.148)

k o 'r in i s h g a  keltirishga imkon beradi. Bu yerdan ko'ndalang tebranishlar 
chastotasini topish qiyin emas:

Umumiy holda (4.118) va (4.128) tenglamalarni yechib sistemadagi 
xususiy chastotalarni topish murakkab masala. Fizik nuqtayi nazardan 
qiziq bo'lgan bir xususiy hoi ko'rib chiqiladi, u ham bo'lsa bir chiziqqa 
terilgan massasi m bo'lgan moddiy nuqtalar sistemasi bo'lsin. Ular 
orasida bikirligi к  bo'lgan prujinalar bo'lsin, bu prujinalar massalarni 
muvozanat holatiga qaytaruvchi kuchlarga olib keladi.

31-rasmda bunday sistemalarning uch xili ko'rsatilgan: binning ikkala 
chegaraviy nuqtalari mahkamlangan, ikkinchisining bitta chegaraviy 
nuqtasi mahkamlangan, uchinchisining chegaraviy nuqtalari ozod.

Massalarning soni N  ga teng bo'lsin. Uchala sistema uchun Lagranj 
funksiyalari tuziladi. / nuqtaning o 'z  muvozanat holidan siljishini x  
deb belgilanadi. Uchala hoi uchun ham  kinetik energiya bir xil bo'ladi:

I 2kkm

V mAmB (4.149)

4.6. Zanjirlarning tcbranishlari

N

Potensial energiya birinchi holda

l/- “ | [ ^  + (4 --*2 )2 + (jf2 - ^ ) 2 + - + ( j t w. , - x ff)2 + * i] .  (4.151) 

Ikkinchi holda

и ь = + (*. -  x2 f  + (x2 -  T ,): + + (**_, -  xN f  ]. (4.152) 

^ chinchi holda esa

U c =  - [ ( * .  -  *2 )2 +  (*2 -  )2 +  ■ ■ ■ +  (* * - ,  - )2 ]•  (4.153) 

chi holda chegaraviy massalarga ikki tom ondan muvozanatga
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4.13- rasm. Zanjirlar:
a) ikkala uchi mahkamlangan; b) bir uchi ozod; c) ikkala uchi ozod.

qaytaruvchi kuch ta’sir qiladi, ikkinchi holda esa faqat chapdagi birinchi 
nuqtaga ikki tom ondan kuch ta ’sir qiladi, /V-nuqtaga esa faqat boshqa 
massalar tom onidan kuch ta ’sir qiladi, uchinchi holda esa qaytaruvchi 
kuch faqat q o 'sh n i m assalar to m o n id an  t a ’sir q ilad i. Shunday 
soddalashtirilgan hoi uchun ham umumiy yechimni topish qiyin, biz 
yuguruvchi to 'lqin deyiladigan yechimlarni o 'rganam iz.

4.6.1. Chegaraviy massalar biriktirilgan hoi

Bu holda harakat tenglamalari quyidagicha ko'rinishga ega bo'ladi: .

Agar

miC| = -fcr,-fc(X|-дг2); 

mx2 =k(x t - x 2) - k ( x 2 - * » ) ;  

тх3 =к ( х 2 - х 3) - к ( х 3 - х 4);

• “  • •» 

nixN =k(xN_l - x N) - k x N.

*o = **+i = 0

(4.154)

(4.155)

(4.156)

(4.157)

(4.158)

(4.159)
shart kiritilsa bu tenglam alarni um um iy ko 'rinishga keltirib oli*h 
mumkin:

mxn =A(2-ln - Jcn - |- - l«+i) = 0' n = 1-2.... N (4 . l6 0 ) |
Bu sistemaning xususiy yechimini normal koordinatalarga o 'tib  quy1 
ko'rinishda izlanadi:
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(4.161)

verda <Pn~  n nuqtaning to'lqin fazasi. Masaianing simmetriyasidan 
ke lib  c h iq a d ik i,  ham m a massalarning tebranish amplitudasi bir xil

=<pdeb belgilab (bu ham masaianing simmetriyasidan kelib 
chiqadi- ixtiyoriy ikkita qo'shni massa orasidagi faza farqi bir xil bo'lishi 
kerak) (4 . 160) tenglamadan darhol

tenglik olinadi. (4.159) chegaraviy shartlarni qoniqtirish uchun quyi- 
dagicha mulohaza yuritaylik. Sistemada tebranishlar o 'zaro ta ’sir nati­
jasida bir nuqtadan ikkinchisiga uzatililmoqda. Bu degani, sistemada 
tebranishlar to 'lqini tarqalayapti. Bu 4.14-rasmda ko'rsatilgan.

Bu rasmda massaning o'zining muvozanat holatidan o 'ng tomonga 
siljishini musbat. chap tomonga siljishini esa manfiy amplitudaga mos 
keltirsak punktir bilan ko'rsatilgan to 'lqinni olamiz.

Demak, zanjirdagi massalarning tebranishlari jarayonini zanjir 
bo'yicha to 'lq inning tarqalishi deb qarash m um kin ekan. Shu nuqtayi 
nazardan (4.159) shartlar bu nuqtalatda qaram a-qarshi am plitudali 
(faza farqi к  bo 'lgan) ikkita to 'lq inning uchrashib bir-birini so 'n - 
dirishiga mos keladi. Yuqoridagi xususiy yechim (4.161) laming super- 
pozitsiyasidan foydalanib shunday um um iy yechim  topaylikki, u 
(4.159) chegaraviy shartlarga bo 'ysunsin . S hularni hisobga olib 
tebranish am plitudasini ikki to 'lq in  superpozitsiyasi ko 'rin ish ida 
olamiz:

■ *.

4.14- rasm. Zanjir bo'yicha tarqalayotgan to'lqin.

(4.164)

0 sharti a = —b ni beradi:

x„ = Пае"" sin(«<p). (4.165)
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* " - * " - = *  = ^ 7 ’ '  = '-2-3......N (4I66)

ekanligi ko‘rsatadi. <pbutun son / =  1,2,3,... ,N  ga bog'liq bo'lib qolean- 
uchun u ш

= 0  sharti esa sin((N + l ) p )  = о yoki

Vl N + 1 (4.167)
deb belgilanadi. Shu bilan sistemada N  ta normal tebranishlar bor 
ekanligiga ishonch hosil qildik:

ft}2 = —  sin2^  = —  sin2- ^ - ,  / = 1.2,3......N. (4 168)m 2 m N + 1 I*. 108)
Norm al koordinatalarga

дс- = Х ) ^ 7 Г а , « п(л^ ) (4.169)
/=i

formula orqali o 'tish  mumkin.

Uzliksiz muhitga o‘tish

Yuqoridagi misol diskret nuqtalar sistemasiga tegishli edi. Agar 
uzliksiz muhitga o 'tm oqchi bo'linsa, quyidagicha mulohaza yuritishimiz 
kekar. O 'sha N  ta nuqtalar sistemasi ishg‘ol qilgan uzunlik L bo'lsin. 
U nda har ikki moddiy nuqta orasidagi masofa a =  L /N ga teng bo'Iadi. 
Uzliksiz muhitga o 'tish  uchun N  —*», a —» 0 limitga o 'tish  kerak, 
am m o bunda Na = L  o'zgarm asdan qolishi kerak. Shundan keyin x 
koordinatali nuqtaning / vaqt m om entida o 'z  m uvozanat holidan 
siljishini и (/, x) deb belgilaylik. Yuqoridagi formulalar bilan bog'lanish 
uchun xi koordinatali moddiy nuqtaning siljish am plitudasini ut (t) 
deb olinadi. Shunda

nm„ + к (2u„ -  и„_, -  ип+| ) = 0 (4.170)
d eb  yozib o lish  m um kin. H osilaning ch ek li ap p ro x im atsiy asin i 
eslaylik:

d “ _. “n " “ .- I  Э2Ц Mn*| ~ 2 l ln + « n- |
Эх Ддг ’ дх2 Ax2
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2- - c 2 ^ 4  = 0, c = VF7^, (4.171)

fjndan tashqari, chiziqli zichlik p = ml Ax \a  ipning tarangligi к = TIAx 
o'tylik Bu belgilashlar qo'llanilsa (4.170) tenglama uzliksiz limitda

w  oo, Дх = x„ — .t„_| —> 0)

d2u 2 d2u 
—Г ~ с —^
Э t2 dx2

tenglam aga o'tadi. Bu tenglamaning nomi to'lqin tenglamasi, uning 
chimlari x o 'qining musbat va manfiy yo'nalishlarida с tezlik bilan 

ta rqalayo tg an  to 'lqinlam i beradi.

4.6.2. Chegaraviy massalarning bittasi biriktirilgan

Awalgi holdan farq chegaraviy shartda -  m ahkam  biriktirilgan 
chap nuqtaga mos keluvchi shart o ‘z joyida qoladi:

*o = 0. (4.172)
o'ng chegaradagi massaning koordinatasi uchun esa

(4.173)
shartni olish kerak.1 Harakat tenglamalari sistemasi ham o 'z  joyida 
qoladi:

mx„ + *(2лг„ -дг(|_, -x ,l+l) = 0, n = \,2,..,N. (4.174)
shunga ko'ra — chastotalar ham:

o)2 = —  sin2^ .  (4.175)
m 2

Yuqorida keltirilgan chegaraviy shartlarni hisobga olib tekshirib 
ko'rish mumkinki, bu tenglamalar (4.152) potensial energiyaga to 'g 'ri 
keladi. Bu sistemaning xususiy yechimlari aw al topilgan edi:

x„ = ■ <4 I7 6 >

*o nuqtaga tegishli bo 'lgan yuqoridagi m ulohazalarni qaytarib shu 
nuqtadagi chegaraviy shartni qanoatlantiradigan yechim olinadi:

1 Matematik fizika kursidan ma’lumki, tebranayotgan tor yoki sterjcnlarning 
e *n uchiga Эи/Эх = 0 shartni qo'yishimiz kerak, bu yerda и - tebranish 
an™Plitudasi. * - koordinata. Diskret holda bu shartni ( и ^ —иК ) /Д х  = 0  yoki 
*»i ~us = о bilan almashtirishimiz kerak. Bizning holda tebranish amplitudasi
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Yana turg 'un to 'lq in  olindi. Ikkinchi chegaraviy shartga kelaylik. Un‘ 
quyidagi ko'rinishga keltiriladi:

sin ((N + 1) ? ) - sin (N<p) = 2cos —  ̂ sin ^  = 0. (4.178) 

Bu tenglamaning yechimi

V ,= TiT+\n ' / = ,’2’" ' ЛГ (4.179)

(p
(sin — = 0 tenglamaning yechimi shuning ichida ekanligini ko'rsating.) 

Demak, sistemada N ta  har xil chastotalar bor ekan:

2 4A: . 2 2У-1
wj = — sin —-------- -к ,  I = l , 2 , - " , / V .  I a i o<n

m 2(2N + \) (4.180)

M asalan , N = 2 bo'lsa =

li

t - ^ ^ g - ф и т

Chastotaning birinchisi ikkala massaning bir butun massa sifatidagi 
tebranishiga to 'g 'ri keladi (ikkala massaning orasidagi masofa o'zgar- 
maydi), ikkinchisi — ikkala massaning bir-biriga qaram a-qarshi hara- 
katiga mos keladi.

4.6.3. Chegaraviy massalar erkin bo'lgan hoi

Bu hoi 4 .14-rasmdagi d) holga to 'g 'r i keladi. Biz bu sistemaning 
faqat ham m a massalar yotgan chiziq bo 'y icha tebranishlarini ko‘r- 
moqehim iz. M a’Iumki, sistemaning ilgarilanm a harakatini chiqarib  
tashlash kerak (m olekulalarning tebran ish larin ing  m u h o k a m as in i 
eslang). Buning uchun inersiya markazi qo 'zg 'o lm asdan turibdi deb 
olish kerak:



Х х , « 1+ х2 + " + х * = 0  (4.183)

tengl'*4

f-i
i beradi. Awalgi misollardagi chegaraviy shartlarning o 'rn in i

mana shu shart bosadi.
Tebranishlar tenglamasi yana о sha:

mx„ + к (2x„ - x„_| - xn+| ) = 0. n = 2.3,..,N-1. (4.184)

indeks n endi 0 va N+ 1 qiymatlarni qabul qilmaydi, chegaraviy shart 
esa (4.183). Tenglamaning yechimi

x« = Апе“ше,пр (4 185)

ko'rinishda izlanadi:

(4.186)

Yana o ‘sha (4.163) formulaga keldik:

or  = -Uug sin: —. (4.187)
2

Endi (4.183) ni ishlataylik, buning uchun geometrik progressiyadan 
foydalanish kerak:

x, + x2 + • • • + xN = Ae *  (e* + J *  + • • ■ + eiN* ) =

e'* / (4-188)

Bu tenglik bajarilishi uchun

N<p = 2 In (4.189)

bo'lishi kerak, bu yerda / — butun son. Bu degani <p — ikki qo'shni 
nuqta o'rtasidagi fazalar farqi — — 1 ta har xil qiymat qabul qila 
oladi:

«>, = — /, / = 1,2,3......N - 1. (4.190)
N

Demak, 31-rasm da ko 'rsatilgan holdagi /V ta nuqtaviy massalar 
sistemasida N  — 1 ta normal tebranishlar bor ekan (yana qaytaramiz, 
t0 g ri chiziqdan chiqadigan tebranishlar hisobga olinmadi):
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ш? = 4<ц,2мп2 — . / = 1.2,3..... N - 1.
N

Masalan, sistema ikkita moddiy nuqtadan iborat bo'lsin: N =2 
Bu holda sistemada faqatgina bitta tebranish bor: ш =2о .̂

Agar sistema uchta zarradan iborat bo‘lsa N  =3, sistemada ikkita 
normal tebranishlar bor:

<ц=ч/з<ц,, ay = 2q j.

4.6.4. Elektr zanjirlar

4.15-rasmda ko'rsatilgan elektrik zanjirning bir uchiga U =  Uj:osyt 
kuclilanish berilmoqda. (Rasmda induktivlikni odatdagi L ning o'rniga

Lagranj funksiyasi bilan adashtirmaslik uchun A xarfi bilan belgiladik.)
Zanjirdagi tebranishlar yuguruvchi to 'lqin ko'rinishiga ega bo'lishi 

uchun (bundan, har bir keyingi kondensator С dagi kuchlanish awalda- 
gisidan faqat o 'zining fazasi bilan farq qiladi degani) uning ikkinchi 
uchiga ulanilgan kompleks qarshilik Z (7) qanday bo'lishi kerak?

(4.191)

'

4.15- rasm. Elektr zanjir.

Zaryadni q deb belgilaylik. U nda elektr toki / = = « bo'ladi.
dt

Elektr zanjirda kondensator С dagi potensial tushishi q /C  ga teng, 

induktivlik A dagi potensial tushishi л ^  = л ^ bo'ladi. Agar zanjirda

faqat С va A bo'lsa Kirxgof qoidasi bo'yicha quyidagi tenglama hosil 
bo 'ladi:

До + — = 0
с

Demak, bu holda sistemaning Lagranj funksiyasi

2 2 С
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2 _  I

ко
rinishga mos keladi. Zanjirning tebranish chastotasi «  = —  ga

Q arshilik R da potensial tushishi Rl = Rq ga teng, ko'rinib turib- 
diki harakat tenglamasida qarshilik ishqalanish kuchi rolini o 'ynar ekan:

\q  + Rq + — 0.

A g a r  tashqi potensial (/berilgan bo'lsa uni tenglamaning o 'ng tomoniga 
yozamiz. Demak, qarshilikni dissipativ funksiya orqali kiritish mumkin:

F = - R q 2.
2

Rasmdagi bog'langan konturlarga o 'tganda har bir kondensator ikki 
qo'shni kontur uchun umumiydir. Birinchi konturdagi zaryadni qr  
ikkinchi konturdagi zaryadni <72va h.k. deb belgilansa sistemaning Lagranj 
funksiyasi uchun quyidagi olinadi:

L = -^(<1* -  « - i  )2 ] +fyo«icos У
n = l

Qarshilik dissipativ funksiya orqali kiritiladi: 

Harakat tenglamalari:

Щ  + 7(^1 - q 2) = U fi^Yl-
С •

4 *  +  ^  ( 2 Яп -  1 -  <7„-1 )  =  ° -  "  =  2 - 3 .........N -

~ (? \+ i ZQn*i-

Yechim

xl = A e 'lr'-’* ) (4.192)
ko rinishda izlanadi (har galdagidek, oxirida eksponentaning haqiqiy 
4ismini chiqarib olish kerak). Ikkinchi tenglama

_ / д  + 1 (2-e - '" * -* '"*) = ()
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ko‘rinishni oladi. Bu esa

y 2 AC = 4sin2 —
' 2

ni beradi. U chinchi tenglamadan (elem entar trigonom etrik almash- 
tirishlardan so'ng):

Birinchi tenglam adan am plituda topiladi, bunda biz tenglamaning 
faqat haqiqiy qismini chiqarib yozib olamiz:

д | - у 2Л + ̂ (1  -cos?>)j = ll0 cos <p.

yoki

A = 2U0 
y 2 A

у AC

4-bobga mashq va savollar
I. Berilgan Lagranj funksiyalariga mos keluvchi kichik tebranishlar 

chastotalarini toping:

a) L , f  = consf.

c) L =  - ( V c o s a x - Fa), V,F = consf, d) L = —— -— .
2 2 I tu

2. Massasi m va zaryadi e bo'lgan zarra radiusi R bo'lgan vertikal 
aylana ichida og'irlik kuchi ta ’sirida harakatlanadi. Aylananing eng quyi 
nuqtasida e zaryad joylashgan. Muvozanat holati va tebranish chastotasi 
topilsin 4.16-a rasm).

3. 4 .16-b rasmda ко ‘rsatilgan siste­
maning kichik tebranishlar chastotasi 
topilsin. Muvozanat holatida prujina F 
kuch bilan tortilib turadi va uning uzunlip
I ga teng.

4. Boshlang'ich t= 0  momentda siste­
ma muvozanat holatida (x (0)= 0) t‘n

m
’e,m

Т77ТГ
b)

4.16- rasm. Tebranuvchi 
sistemalar. turibdi ( i ( 0 ) = 0 ) deb, quyidagi kuchlor
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tasinv" —  
iasiO> &a ,eng

'sirida sistemaning majburiy tebranishini aniqlang. Erkin tebranish chasto-

a) F(t)=F0. b) F( t ) =F0r, c) F ( / )= F 0<--“';

d )  F (r )= F 0 sin a;; e) F(t )  = F0e~w sin fit,

0 F (f)=  F0e~w cos fit.
5. Quyidagi tashqi kuchlar ta ’sirida tebranish amplitudasining vaqtga 

bog'liq ravishda o'zgarishi topilsin. Erkin tebranish chastotasi: со, boshlan­

g'ich shart: x (0 ) = 0 :

a) F(t) = a cos tof. b) F (f)  = a sin ож\ с) F (f)  = asin(<u+ A)f;

6 . /=0  momentda muvozanat holatida tinch turgan (л (0 ) = 0, x (0 ) = 0 )

sistema F{t) kuch ta’sirida tcbrana boshlaydi. Har gal ham t < 0 da F = 0 
deb olib tebranish amplitudasi quyidagi hollarda topilsin (4 .17-rasmga 
qarang):

a) 0 < t < T d a  F ( t ) = ^ F 0, /> 7 " d a F  = F0;

b) 0 < / < r d a  F ( /)=  F0. f> 7 " d a F  = 0;

c) 0 < /  < 7da F( t ) =  Ftf/T, t > T  da F  =0;

d) 0<  t < T = — da F ( /)=  F0 sin tot, t > T da F  = 0.
to

F, F. F, F,

a) b) d) e)

4.17- rasm. (6 )-misolga oid.

7. Ossillatorga quyidagi kuch ta 'sir qilmoqda:
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.
Shu kuch ta ’sirida ossillator olgan energiyani toping. A > 0 va / . 

da ossillatorning energiyasi E0 = ma2a)2 12

8. Quyidagi Lagranj funksiyasiga ega sistemalarning barqaror muvozan 
holati va xususiy chastotalarini toping: 4 01

■ 2 , -2

9. Quyidagi Lagranj funksiyasiga ega sistemalarning normal tebranish larini 
toping:

a)
L _ 2 i 2 + 2xy + y2 3x2 + 2>2

b )  L  =  * t + * 22  _ < ° ? х ? + 0 * 2 х 22 + a x xx2.

Ю. Massa lari m va M bo'lgan 2N zarrachalar 36-a rasmda ko'rsatil- 
gandek bikirligi bir xil к bo 4gan prujinalar bilan ulangan zanjir hosil qiladi. 
Sistemaning tebranish chastotalarini toping.

г ' Т Т ' Т п
I m M m  Л/ I I m m \ J_ J. r  1  r

J w w w rA j -j-t-, j  <- 

a) b) '  d)

4.18- rasm. 11-, 12- va 13-misollarga oid.

11. 4.18-b rasmning ko'rsatilgan sistemaning quyidagi hollardagi tebra- 
nishlarini toping:

a) boshlang'ich momentda bir zarrachaning tezligi t> ga teng, ikkinchi 
zarrachaning tezligi nolga, ikkala zarrachaning muvozanatdan og'ishi nolga 
teng;

b) boshlang'ich momentda bir zarrachaning muvozanatdan og'ishi a ga 
teng, ikkinchi zarrachaning og'ishi va ikkala zarrachalaming tczliklari nolga 
teng;

c) ikkala hoi uchun ham bir zarrachadan ikkinchisiga bo'lgan encrgiy2 
oqimini toping.

12. 4.18-d rasmning ko'rsatilgan bog'langan konturdagi normal tebro- 
nishlami toping.



5 -b o b .  N O C H IZ IQ L I T E B R A N ISH L A R

5 .1 . Angarmonik had x* bo 'lgandagi tebran ish lar

N ochiziqli tebran ish lar sohasi o ‘ ta m urakkab sohad ir. Shuning 
uchun bu sohadan bir necha m isollar b ilan chegaralan ib  qolam iz. 

Quyidagi Lagranj funksiyasiga ega bo 'lgan  sistem ani o laylik :

n£_ 5 | )
2 2 4

Chiziqli tebranish lardan bu hoi o 'z in ing  oxirgi hadi b ilan farq q ilad i. 
Paydo bo 'lgan  param etr p >0 ni kich ik deb faraz q ilam iz , bu m ana 
shu oxirgi hadni potensial energiyaga tuzatm a deb qarab m asalan i 
yechishga g 'a layo n lan ish  nazariyasi orqali yondashish im kon iyatin i 
beradi. Bu gap larim izn i quyidagicha ifodalaylik :

U=U0+SU, t/0 = ~ :  SU = ^ -x*-,\SU M U 0 \. (5.2)

Bunday holn i, odatda, kuchsiz nochiziqli tebranish lar deyilad i.
Harakat tenglam asin i yozib o laylik :

х + о$х = ~Рх3. (5.3)

Bu -  noch iz iq li tenglam a bo 'lib  uni qandayd ir yaqinldshuv usuli bilan 
yechish kerak. T o 'liq  yech im ni

x = Xq + 8x = •*<, + Px{ +P2x2 +••• (5 .4)

ko'rinishda q idirish  tab iiy  bo 'lib  ko 'rinad i. Bu holda teng lam a

*о+*$Хо+Р(*+а$Х\)+Р2(Хг+а$х2) + -  = - Р 4 - З р 2х£х1— ■ (5 .5)

ko'rinishga kelad i. Hosil bo 'lgan tenglam aning chap va o 'n g  tom on- 
Jaridagi p b o 'y icha bir xil tartibdagi hadlarin i b ir-b iriga tenglashtirish 
kerak:

+ = 0;
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х, + а^х, = -д^ ; 

х2 +ЩХ} = -Зхцлг,;

Bu qatordagi b irinch i teng lam a

•*6 +Ц)-*Ь ~ О
ning yechim i

Jo = «cos(% /+<p).

K o'rin ib  turibdiki, x0 ni ikk inch i teng lam aga qo 'y ib , undan x, ni topish 
m um kin , x, ni b ilgandan keyin  qatordagi uch inch i tenglam adan x2 ni 
topish mumkin va h.k. B unday yondashishning asosida m asalada kichik 
param etr P borligi yo tad i, yuqoridagi fikr m asalan i shu param etr bo 'yi­
ch a ketm a-ket yaq in lashuv m etodi b ilan yechm oqch i bo'lish im izni 
b ild irad i.

F ikrim iz sodda va, odatda, m atem atikan ing ko 'pg ina sohalarida 
keng qo'llanadigan bo 'lish iga qaram asdan, bizning holim izda и bir jiddiy 
m uam m oga olib keladi. Shu m uam m oni yechish nochiziqli tebranishlar 
sohasida standart bo 'lib  qolgan um um iy metodga olib keladi.

M uam m oni ko'rish uchun (5 .6 ) ning ikkinchi tenglam asin i olaylik:

x, + <qjx, = - V -  ( 5 -9)

x0 ning o 'rn iga  (5 .8 ) ni q o 'y ilad i:

a3 3a 3
-Xq3 = - a 3Cos3( e y + p )  = - — cos[3(fty+<p)]— — cos(q,/+<p) (5 .10)

(bu yerda cos3x  = (3 cos x  + cos 3x)/4 form uladan foydalanild i). 
M uam m oga duch keld ik  — teng lam an ing o 'n g  tom onida rezonans

had  bor - 3 a 3co s(f iy  + <p)/4. A gar shu h ad n i te n g lam an in g  o'ng
tom onida qo ld irilsa, unda yech im da vaqt o 'tish i b ilan cheklanm asdan 
o 'sad igan

t cosia^i + <p)
ko 'rin ishdagi seku lar yoki asriy  deyilad igan  had hosil bo 'lish i kerak, 
bu esa m asalan ing fiz ikasiga hech ham to 'g 'r i kelm ayd i, tashqi ta'sir 
bo 'lm agan  sistem ada tebranish am plitudasi o 'z -  o 'z idan  o 'sa  boshlashi 
m um kin em as. Agar (5 .3 ) ni mx ga ko 'paytirilsa  и

(5.6)

(5.7)

(5.8)
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ko 'rin ishga keltirilad i. Bu — energiyan ing saqlanish qonuni, undan 
ko'rin ib turibd ik i, am plituda x(t) yuqoridan chegaralangan  va o 'z - 
0‘zidan o‘sib ketavera olm aydi.

Demak, seku lar hadni boshqacha tah lil qilish kerak. M uam m oning 
y e c h im i quyidagicha. Q aytatdan (5 .3 ) tenglam ani P b o 'y ich a birinchi 
ta rtib li an iq likda yozib olam iz:

Oxirgi hadni acos(a^/ + <p) = л<, ekan lig in i hisobga o lib , tenglam aning 

chap tom oniga o 'tkazam iz va uni ga qo 'sh ib  qo 'yam iz:

ko‘rinishda yozib olishga to ‘g ‘ri kelad i. A lbatta, x 0 endi p  ga bog'liq  
bo'lib qoldi, shu sababli u boshqacha belg iland i, am m o bu bog'liq lik  
oshkora em as, chastota orqali kirgan bog 'liq likd ir: x 0 = x0((o{p) ) . Bu 
tenglamaning yech im i (5 .8) dan farq q ilad i:

j ^ + ^ + ^ ( j r , + ^ )  = - ~ c o s [ 3 ( a t r + ? > ) ] - ^ ^ c os( q )r+?>) (5 .12)

[ 3 ( a y  + * ) ] .  (5 .13)

Ko'rinib turibd ik i, yangi chastota

W a'a) = (o0 + Patl = Wy
О

hosil bo 'ld i. N atijada, x0 uchun tenglam ani

i0 +«2x0 =° (5.15)

(5.14)

JEq = acos(<w* + <p). (5.16)

*o yechimni shunday qayta an iqlaganim izdan keyin i ,  uchun tenglam a 
quyidagi ko 'rin ishga ega bo'Iadi:



Bu tenglam aga kelish uchun (5 .4) yoyilm an i qaytatdan  b a ja r ish im k ^  
kerak, undagi x0 hadni Jq, ga va chastotani ham  <o0-»ft>almashtirishim j, < 
kerak. U m um iy qoida b o 'y ich a  bu teng lam an ing yech im i

£
= ^j-cos[3(< uf + p)J (5.18)

b o 'lad i.
D em ak, b irinch i yaq in lashuvdagi um um iy yech im

Pa* 3 0a2 x(t) = acos(«*+<p) + -£— Tcos(3a* + 3̂ >), (o = a i,+ —— , (5 1Q\
32аГ 8(Ц)

ko 'rin ishga ega bo 'ld i.

H aqiqatda ikk inch i hadning m ahrajida со->сц, deb olish kerak, 
chunki

1 1 1 3 0 a 2

0)2 i 2 4fi**
^  4

yoyilm adan  ko 'rin ib  turibd ik i, ushbu alm ashtirish  bajarilm asa x, ga 
kirishi kerak bo 'lgan  had larn ing b ir q ism ini x, ga  kiritib  qo 'ygan  bo'lib 
ch iqam iz. Shu m ulohazani fikrda tutib  b irinch i tartib li aniqlikdagi 
yechim

ч P ^  i p a 2x(f) = acos(fi» + <jP) + -£— - c o s (3 ( o t  + l<p), (о = о у +— — , (520 )
32fttf 8Ц) v ‘

deb o linadi.
O lingan natijadagi ikk ita  m uhim  o 'zgach a xossalarn i aytib  o'tish 

kerak.
B irinchidan, ch iziq li sistem alardan farqli o 'laroq  nochiziqli sistem a­

ning tebranish chastotasi (5 .14) tebranish am p litudasiga bog'liq  bo'lib 
ch iqdi.

Ikk inch idan , yech im da yuqori chastotali tebranish — yuqo r i  gar- 
monika  — hosil bo 'ld i. U larn ing yana b ir nomi — kombinatsion chas- 
tota lar. U m um iy m etodga o 'tkan im izda ko 'ram izk i, bu ikkita alohida 
xossa nochiziqli tebran ish lar uchun um um iy bo 'lgan  xossa lard ir , har 
keyingi yaqin lashuv hisobga o linganda chasto tan ing o 'zgarish i yana 
ro‘y  beraveradi va w  ± w  qoida b o 'y icha (bu yerda ft), — avvalg*I J IJ
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F -in lashuv larda hosil bo 'lgan  chastotalar) yangi kom binatsion chas- 
^ talar hosil bo 'laverad i.

5. 1- rasm. (5 .20) ning grafigi: punktirli chiziqlar <u va 3cu chastotali 
tebranishlarga mos keladi, uzliksiz chiziq esa to'liq yechimga mos keladi.

5 .2 . Umumiy metod

Ko'rib ch iqqan m isollarda kuchsiz nochiziqli tebran ish larn ing bir 
necha asosiy xossalari b ilan  tanishdik. Shu m isollarni um um lashtirib  
ma’lum bir m etodga kelish m um kin. Um um lashtirish yo 'lla ri b ir necha 
ular ichida boshqa ko 'pg ina m etodlarni o 'z  ich iga olgan va barkam ol 
deb hisoblangan Bogolyubov-Krilov m etodini o 'rganam iz.

Bizga

x + o^x = ef(t,x,x) (5.21)

ko'rinishdagi teng lam a berilgan  bo 'lsin . Bu yerda e  — m asaladagi 
kichik param etr, J\t,x,x) — o 'z  argum entlarin ing funksiyasi. K ichik 
parametrning mavjudligi gap kuchsiz nochiziqlik haqida ketayotganidan 
dalolat beradi. Y ech im ni

N
x = acos\f/ + '££"x„(a,\i/) + 0 ( e " * ' )  = xq+c.x^ + e zx2 +--- (5.22)

ко rinishda q id iram iz1 (jt0=acosy/). A w alg i paragraflardagi m isollarda
0 rdikki, yuqori tartib larga o 'tganda tebranish chastotasi va garm oni- 
a arning am plitudalari o 'zaro  bog'liq  bo 'lgan  murakkab funksiyalarga

aylanadi.

1 Eslatib kctaylik, 0 ( e A,+1) ifoda s -* 0 limitda o (e N+')/e”+l = const 
bildiradi
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;M asalan ,

у/ = (O0t + (eyri + e2y/2+—)t+<p, (5.23)
bunda «P( -  topish kerak bo 'lgan  funksiya lar, q> -  boshlang'ich faza 
Shun i nazarda tutib , (5 .22 ) dagi katta lik lar quyidag icha ta'riflanadi;’

^  = f  A  + e2A2 + — * ^ j n\ { a ) + 0{eN*1),

N

= ц , + ey/, + « V i +■•■ = щ  + ^ y „ ( a ) + 0 ( e N*1). (5 25)
dt я-i

Hosil bo 'lgan  x„,A,,,4f„ funksiyalar shunday tan lan ib  o lin ish i kerakki, 
(5 .22 ) orqali an iq langan  funksiya (5 .21 ) teng lam an ing yechim i bo'lib 
ch iqsin . (5 .22) form ulaga aham iyat berilsa hisoblash davom ida vaqt 
b o 'y ich a hosilani a va 4/ b o 'y ich a hosila larga o 'tkazib  olish qulaydir. 
M urakkab funksiyaning hosilasiga tegish li zan jir qoida bo 'yicha:

dx _ da dx dyr dx_ 
dt dt da dt By/

( 5 .2 1 ) ten g lam aga  qo 'y ish  uchun  x(a(t),yr(t)) ning vaqt bo'yicha 
ikk inch i tartib li hosilasi kerak:

d2jc £_(da dx 1 3x I -  ^ 2fl i ^  3jt t
dt2 dt[dt da + dt dy/ J dt2 da dt2 dy

♦f
( d a  f  d 2x , ( d y  V d 2x ( ; da  d y  d 2x 
{ dt ) da2 \ dt j  d y 2 dt dt dady/

(5.27)

Bu yerda hosil bo 'lgan  d va у/ la r ham  mos holda quyidagi ko'rinishga 

keltirib  o linad i:

d 2a da d  da _ da  y f ,  dA„(a) _ dAy(a) | (5.28)
d t2 dt da dt dt ■“  da ' daЯЗI

d 2y> = da d  dy i  _ da - y  c „ dy/n(a ) _ .̂2д  j jM g )  +0 f̂ 3̂  (5.29) 
d t2 d t da  dt dt ~  da dan~\
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/5 21) tenglam aning chap tom onini to 'liq  ravishda kerakli ko 'rin ishga 
keltirish uchun yan a bir necha hosilalarni hisoblaylik. U larda ham e 2 
aniqhk bilan chegaralanam iz:

Эл Эдг, 2 Эдс2—  = cosv' + e  —-  + e  —-+ •••,
oa  да  da

дх Эл. 2 Эл,—  = - a s i n y + e  —-+ £  —-+ • 
d y  d y  d y

d 2x d 2xili . „2 ^2jf2_ ,- = £■— 7-+ e‘ ^ - r r  + ■
d a * Эа Эа'

э 2- э 2* . Э2л,
_ — = -acosu/ + е — -r+e  — f  + - 
d y '  dy~ d y

d2
d y d a

X Э'Л, _ _2 d 2X2= -sin y  + e - + e
d y d a  d y d a (5 .30)

Agar e  bo 'yicha kvadratik had lar b ilan chegara lan ilsa  (5 .21 ) teng­
lamaning chap tom oni quyidagi ko 'rin ishga keltirilad i ( (5 .2 7 )  da aw a l 
koeffitsiyentlam ing. keyin esa x ning a  va у  bo 'y icha hosilalarin ing 
yoyilm alari q o ilan ilad i) :

2 Э2Л d 2x 
dad у

+ £■
da oa

' d y 2 da d у

+%acosv/ + £ |̂+ £ iv  +... = e d  x.

+£ Щ
21 d 2x2

d y 2
+ л . + 2<4) A

.+

9 ~ Магаny mexanika

dA
A — - - a y 2- 2 aco у  

I da  I 0 2
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(5 .21) teng lam an ing chap  tom oni to 'liq  ravishda yangi o'zgaruv- 
ch ilarga o 'tkaz ilib  k ich ik  param etr bo 'y icha kvadratik an iq likda qatorga 
yoyilib  hisoblab ch iq ild i.

Tenglam aning o 'ng tom oni ham  e  bo 'yicha mos kelad igan aniqlikda 
qatorga yoyilish i kerak:

A ham iayat bering, teng lam an ing chap va o 'n g  tom onlaridag i qator- 
lar e  ning birinchi darajasiga proporsionai had lardan boshlanadi. Bu 
tab iiyd ir, ( 5 .22) ga qarasak , jc0 hadning ko 'rin ish i m a’lum  deb olingan. 
Q ilish im iz kerak bo 'lgan  ish (5 .31) va (5 .32) ifodalardagi e  ning bir xil 
daraja lari o ld idagi koeffitsiyentlarni b ir-b iriga tenglashtirish . e  bo'yicha 
b irinch i tartib li h ad lam i b ir-b iriga teng lashtirilsa x , ni an iq lash  uchun 
d ifferensial tenglam a o lin ad i, e 2 ga proporsionai had lam i tenglashtirilsa 
x2 uchun d ifferensial teng lam a o linad i va h.k. B itta savol qoladi — A 
va I//, lar qanday an iq lan ad i? U lar resonans had lar bo 'lm aslig i shartidan 
to p ilad i. B ir in ch i bosq ichda (c  b o 'y ich a  b ir in ch i ta rtib li hadlarni 
o linganda) A, va i//, koeffitsiyentlar rezonans had larn ing bo'lmasligi 
sh a rtid an  to p ilad i, x , h ad  i/' b o 'y ic h a  d iffe ren s ia l tenglam an ing 
yech ilish idan  top ilad i.

Ikkinchi bosqichda bulam ing hammasi (5.31) formuladagi e 2 oldidagi 
to 'g 'ri qavsning ichidagi ifodaga qo 'yilad i. N om a’lum lar bu bosqichda 
A j, i/Л va x2 bo 'ladi. A^, i//, lam i yana rezonans hadlar bo'lm asligi shartidan 
topiladi, natijada, uchun o 'ng tomonidagi ham m a hadlari aniqiangan 
differensial tenglam aga kelam iz. Buni m isollarda ko 'rganim iz yaxshidir.

e f (x ,x )  = e f ( x 0 + exi + - - , i0 + £ i1 +•••) = i<,) +

(5.32)

5 .2 .1 . Angarmonik ossillator: SU = m£x4.

5.1 qism da ko 'rgan  m isolga qaytib  kelay lik . U m um iy metod bil 
so lishtirishni osonlashtirish  uchun u yerdagi k ich ik  param etr P 
o 'rn ig a  e  o linad i:



ДС + й£х = -£ЛГ . (5 .33)

pernak.
f ( x ,x )  = - e x  .

f(x ,x) = - e (x 0+ex[ + - f  = -ex% -  +••• (5.34)

ko'rinishga keladi. Endi (5 .31) dagi e  ning b irinchi darajasi o ldidagi 

hadni ( - J to = -« 3co sV ) ga  tenglashtiram iz:

Agar o 'ng tom ondagi sin у  va c o s y  hadlarn i yo ‘q q ilm asak teng la­
maning yech im ida t c o s y  tipdagi rezonans had lar hosil boMadi. 
Tashqi kuch ta ’sirida bo 'lm agan  sistem a uchun bunday had larn ing 
hosil bo'lishi m um kin em as, bu A, va v'i uchun shartlarn i beradi.

Ulami olish uchun cosV = (3 c o sy +cos .tyV4 form uladan foydalan ib , 
tenglam aning o 'ng tom oni (5 .35)

i  2 •> ' /'
+ = —  (Ai s\n4/ + cni/l C 0 sy ) -^ -rC 0 sy - -^ - jC 0 s^ i/  (5.36) 

d y  o\, 4<ц; 4<ц

ko'rinishga keltirilad i. D em ak, rezonans hadlarn ing hosil bo 'lm aslik  
shartlari

ifodalarni beradi. Bularn ing ikkinchisi yangi chastotani beradi:

(5.37)

(5.38)

Natijada uchun tenglam a

^Htshni oladi. U ning yech im i

я i+ X, = ------- r-COS 3y
4%2

(5 .39 )
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e J a '
X, = ------T-COS.ty = -------cos(3ft>r + Зф).

32otf 32<Ц5 (5.40)

Y ana qaytatdan  (5 .20 ) yech im n i o lind i.
Endi x2 ni topishga kirisham iz. Buning uchun (5 .31 ) va 

form ulalardan  foydalan ish kerak.
N atija :

2 ( d 2x2 )
w " ’

(  Э2дг, Э2дг,  ̂ (k(Aa^+,''vJ+[
~ (aA| ~^a+2A^ X +2a*>Ai j 5'" ^  = “ 3л0х1-

+ \ A i ^ — t»i/^-2a<Oby/2 |cosv/~jcc

(5.41)

x0, x, , A, va у/ , lam ing  o ‘ rniga tegish li ifodalam i qo 'y ib , tenglama 
soddalash tirilad i:

Э2*, _ 2Л2
ду/

2 (0^2 + 15a4
128<ц,2

cosy/ +

21a- 3a5+---1—7COS3W---------7COs5v.
I28atf 128сц}

R ezonans had larn ing yo ‘q bo‘ lish shartlari:

/ Ц  =  0 , у / 2 =  -
15a

256atf,з •

N atijada x7 uchun quyidagi teng lam a qo ladi:

d 2x2
dy/2+Xl I28a£

21a5 ,  3a5
-  cos3w -----------cos5w .
4 128atf

U ning yech im i:

21a 5 3a-
■j cos Зу/ +---------— cos 5y/.

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)
1024% 1024%

B ajargan ish im izn i y ig 'ib  ch iq ay lik . e 2 an iq likd ag i top ilgan  yechiifl-



Tebranish chastotasi:

3e2e 15ase 2 )  
y  = wt + (p= <ц,+ р + Ф

Biz yana bir m arta kom binatsion chastotalarning (yuqori garm oni- 
kalar) hosil bo'lishi va chastotaning am plituda va m asaladagi param etrga 
bog'liq bo 'lib  s iljish i h o d isa la rin i t a ’k id lab  ketay lik . Bu h od isa lar 
nochiziqli tebranish lar uchun hos bo 'lgan  hodisalardir.

5 .2 .2 . Angarmonik ossillator: 8U = m e jr\

Yuqoridagi metodni

lenglamaga qo 'llay lik . M etodning m ohiyatin i m a’lum darajada tushun- 
dik deb uning ustida ortiqcha to 'xtalib  o 'tirm aym iz.

Bu gal ham  m asala e 2 an iq likda yech ilad i. T eng lam an ing  o 'ng 
tomoni:

-c / ( jc .i)  = -e(*o+ ex ,+  - )2 = - 2£2.to*, +• (5.49) 

Birinchi yaqin lashuv tenglam asi:

Х + й£;С = -£л:' (5.48)

Tenglamaning o 'n g  tom on ida c o s V  = ( l+ c o s 2vO/2 a lm ash tir ish
ajaramiz va rezonans (seku lar) had larn ing  yo 'q  q ilish  sh artlarin i 

t0Pamiz:

(5.51)

Yakuniy tenglam a:

(5 .52 )
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Bu tenglamaning yechim i:

x. --------- 7 +— T-cos2v/. у  = шь/ + <p.
бсц2 (5.53)

Ushbu tartibda chasto ta o 'zgargan i yo 'q , chunki = 0 • Keyingj 
tartib li had uchun teng lam a ( (5 .51 ) hisobga o lind i):

4 i
( d 2 x )

^ J + x 2 |=  2а£Ц)̂ 2 cosy + 2сц,А2 siny —2лоДС|. (5 ^

Bu yerga xa v a  jc, lam i qo 'y ib  kerak licha soddalashtiram iz:

d2x,
2 +*2 =

Rezonans hadlarn ing yo ‘q bo 'lish i shartlari:

(5 .55 ) ning yech im i:

. .  5a2 
2 = * У1 В П 3 - 

12(45

X-, = . cos3y.
- 480JH4

(5.56)

(5.57)

Shunday q ilib , harakat teng lam asi (5 .48 ) bo 'lgan  sistem aning f  
an iq likdag i tebran ish lari top ild i:

e VCl € ( l ~  »  с и  «x = a c o s y - £  ,  + cos 2 y  + c o s3 y ,y  = 
2a$ 48a*4

5a £ ^
-  i  
12a*

Г + ф.
(5.58)

5 .2 .3  M avatnik

M atem atik  m ayatn ikn ing an iq  harakat teng lam asin i o 'z  
keltirib  ch iqargan edik ( (1 .1 0 5 )  va (1 .111) teng lam alarga qarang). 
yerda o 'sha tenglam ani

jt+—sin* = 0 (5-59)



‘rinishda yozib olinadi (qu lay lik  uchun <p -> x alm ashtirish  bajaril- 
di) Kichik argum ent uchun o 'r in li bo 'lgan

x
sin x — x — +•••

3!
yoyilmadan foydalanib (5 .59) ni

х+о$х = ^ х \  a£ =$-, (5.61)
6 I

ko'rinishga keltirib  o linad i. A gar o 'ng  tom ondagi kubik hadni tashlab 
vuborilsa mayatnikning (chiziq li) garm onik tebranishlari tenglam asining 
o‘zi o linadi. O 'rgan ilayo tgan  holda b irinch i angarm onik had kibik 
liad ekan. K rilov—Bogolyubov m etodin i shu teng lam aga q o 'llay lik .

M etodni q o 'lla sh  uchun noch iz iq li hadni k ich ik  tuzatm a deb 
qarashimiz kerak, y a ’ni

Ef(x,x) = °^ x\ (5.62)
6

Bu yaq in lashuv hatto * = 30' (jc = 0.5236rad) bo 'lganda ham ju d a  yaxshi

yaqinlashuv boMadi: (х -л^ / б )-s in  л = 0 ,4 9 9 7 -0 ,5  = 3 10 4.
Agarda bu yaq in lashuvn ing  an iq lig i ye tarli b o 'lm asa sinusn ing 

yoyilmasidagi keyingi hadni ham hisobga olish m um kin.
Shularni hisobga olib (5 .61) ni yechishga o 'tav lik . Yechim  yana

(5.22) ko'rinishida izlanadi. Birinchi tartibli tuzatm a uchun (5.31) asosida

2 f  д2ДГ, 1

“Li**
йКа1 •>

= 2q )/t1s in y + 2a(4)v/,cosv/+ ^ cosV (5.63)

tenglama olinadi. Demak,
г

A, =o, y,, = - (* a  . (5.64)
16

Uchun tenglam aning ko 'rin ish i esa

Э2х,
- J L +X|. _ c o s * .  (5 .65)

Shunday qilib , m atem atik m ayatn ik uchun birinchi nochiziqli had 
hisobga olinsa
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yech im  o lin ad i. K o'rin ib  turibdiki, m ayatn ikn ing  chastotasi kamaydi 
tebranish davri esa o ‘sdi:

M ayatn ik  ishqalanish bor bo 'lgan tashqi m uhitda harakat qilayotgan 
bo 'lsin . Bu holdagi ch iz iq li tenglam a (4 .58 ) ko 'rin ishga ega edi. Umu­
m iy holda uni

teng lam aga alm ashtirish  kerak, bu yerda yan a  <4* = g/i. Tenglamada 
yan a  (5 .60 ) yaq in lashuvga o 'tilsa

teng lam a o linad i. Ishqalanish kuchli hadni o 'n g  tom onga o'tkazish 
bilan  uni ham  kich ik  tuzatm a sifatida ko 'rm oqch i ekan lig im izn i ayt- 
m oqchim iz. Buning sababi (4 .4 ) paragrafdagi m uhokam adan kelib 
ch iqad i, u yerda ko 'rgan ed ikk i, agar ishqalan ish  koeffitsiyenti katta 
b o 'lsa , harakat tebranuvchan em as, tez so 'nuvch i b o 'lad i. Shunday 
q ilib ,

Tenglam aning o 'n g  tom onini to 'g 'ri ochib ch iq ish  uchun (5 .22), (5.24) 
va (5 .25 ) form ulalarn i qo 'llash  kerak:

I -  — 
16

(5.67)

Shu yo 'l b ilan  keyingi hadlarn i ham  topish m um kin .

5 .2 .4 . So'nuvchi tebranuvchi m ayatnik

Jt + 2Ajr + t(^sinjr = 0 (5.68)

(5.69)

e f (x ,x )  = -  2Ai+ —  
6

(5.70)

x = acosv/ + £JC| + e2X2 +■• 

x = aco sy/ -op sin  4/+ ex{ +



— <мц,мпу +£(Acosy-<7V'|Sinv' + *|)—- (5.71)

Endi f / ni Qat°rga  yoyish m um kin:

e f (x ,x )  = e f  (a cos у/. -u<4) sin у ) +

+£2
(5.72)

Bu vcrdan b irinchi tartib li had sifatida

f / ( a c o s y .-n % s in y ) = 2aA a^siny+  ̂ -j^-cosV  (5.73)
6

ifodani olish kerak. N atijada, b irinchi tartibda quyidagi tenglam aga 
kelinadi:

Эх,
d y 2

\
+ x,

2
= — (eA, + A f l) s in y  + 

<4.

f  2 a  e -’ A a * 
- ^ y 1+- jc o s v /  + - c o s 3 y .  ( 5 .74)

Rezonans had larn ing yo ‘q bo 'lish i shartlari:

о ц . - Я в ,  г г , — (5. 75)
lo

Shuni ta ’k id lash  kerakk i, ko 'rgan  m iso llarn ing  ich id a b irin ch i 
marta At koeffitsiyent noldan farqli bo 'lib  ch iqd i. Buning m a’nosini 
tushunish q iy in  em as — At koeffitsiyent nolga teng b o 'lgan d a teb ra­
nish am plitudasi b irinch i tartibda o 'zgarm asdan  qo lad i. So 'nuvch i 
tebranishlar uchun esa am p litudan ing  nolga in tilish i kerak lig i tushu- 
narlidir.

Topilgan koefiltsiyentlardan a  va у  uchun teng lam alarga o 'tay lik :

da  , d w  a 2OJb
—  — Aa; - f  = % — ~  (5-76)
dt dt 16

Ularning yech im lari:

a = aoexp(-A/). у  = + -^ --(exp (-2A/)-l)+<p. И ° ) = V (5 .77)
.'ZA

Bularni x uchun ifodaga olib borib qo 'y ilad i:
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Tebranish am plitudasi vaqt o 'tish i b ilan  nolga intilm oqda, tebranish 
fazasi m urakkab funksiya bo 'lib , vaqt o 'tish i b ilan u л у  + ю ifodaD 
intUadi. 8a

5 -b ob ga  mashq  va sa vo l la r

1. K in e t ik  e n e r g i y a g a  q u y i d a g i  a n g a rm o n ik  tuza tm a  ST =
2

kirit i lganda ga rm on ik  teb ran ish la rn in g  o 'z gar ish in i  toping.
2. Quyidagi teng lama bilan i foda lanad igan

x+x = e ( \ - x 2)x

va I an -d e r -P au l  ossillatori d ey i lad igan  s is tema u chun  birinchi yaqinlashuvdagi 
tebran ish  amplitudas i  va cha sto ta s i  topilsin.

3. Q uyidagi  t en g lam a  u chun  b i r in ch i  tartib li y a q in la shu vda  ye ch imni  
top in g :

S+<qJx = £ ( l - j r 2)i+ £ jr\

— (c x p (-2 A r)- l)
+ <P\ (5.78)



6-bob .  Q ATTIQ  J I S M  HARAKATI

6 .1 . Dinamik o 'zgaruvch ilar

6 .1 .1 . Koordinata o‘qlarini tanlash. Burchak tezlik1

M exan ikada qattiq j i sm  deganda uning m oddiy nuqtalari orasidagi 
masofa o 'zgarm as bo 'lgan sistem a ko 'zda tu tilad i. A lbatta, bu m a’ lum 
bir darajadagi yaq in lashuv, uning qo 'llan ish i tez lik larn ing kichikligi 
bilan bog'liq. Qattiq jism n ing harakati haqida gap irganda uni yoki 
diskret moddiy nuqtalardan iborat sistem a, yoki uzliksiz m uhitli sistema 
deb qaraladi.

Qattiq jism n ing erkin lik  darajalari soni 6 ga teng. Buni quyidagicha 
ko'rish mumkin. Jism  N ta  m oddiy nuqtadan iborat bo 'lsin . U larning 
erkinlik darajalari soni 37Vga teng. Shu nuqtalarn ing b ir to 'g 'r i ch iziqda 
yotmagan ix tiyoriy 3 tasin i tan lab  o linad i, u larn ing orasidagi masofa- 
laming o'zgarm aslik shartlari soni 3 ga teng. Qolgan N — 3 ta nuqtaning 
liar bittasidan shu uch ta nuqtagacha m asofalarn ing o 'zgarm aslik  
shartlari 3(N — 3 ) ta bo 'lad i. D em ak, sistem aning erk in lik  darajalari 
soni 3iV —3 —3(N  — 3 )= 6  ga teng ekan.

Buni soddaroq qilib  aytish ham m um kin — jism  ich idagi bir to 'g 'r i 
chiziqda yotm agan ixtiyoriy uchta nuqtani tan lab  olish uchun 6 ta 
umumlashgan koordinatalarn i an iq lash yetarlid ir, qolgan jV — 3 ta 
nuqta masofalarning o 'zgarm aslik  shartlari orqali an iq lanad i.

Keyingi form ulalarda, odatda, qattiq jism n i diskret m oddiy nuqta­
lardan iborat bo 'lgan  sistem a deb ko 'rilad i. Qattiq jism n i uzliksiz muhit 
sitatida qarash uchun diskret m oddiy nuqta lar b o 'y ich a y ig 'in d ilarn i 
(u lar uch ragan da) shu qattiq  j ism n in g  hajm i b o 'y ich a  in teg ra lga  
quyidagi sodda qoida b o 'y ich a alm ashtirish  yetarli:

- »  J  d\x'p(x ’, y ,  i ' ) ,  ( 6  |.

" V
o 3 m<,m assal' nuqtaning nomeri.
Qattiq jism n in g  h arakatin i o 'rgan ish  ucbun ikk ita  koord inat 

_  em alarini kiritish m aqsadga muvofiqdir. U larn ing biri laboratoriya

tanishib"chj>U ° ,r*anishdan oldin ilovadagi vektorlar bilan ishlash qoidalari bilan
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sistem asi bo 'lib , un ing o 'q la r i katta harflar b ilan  belg ilanad i — у  Л  
Z. Ikkinchisi — shu qattiq  jism  bilan  m ahkam  bog 'langan  sistertia’ 1

un ing o 'q la r in i x, y ,  z deb belg ilanad i. Bu sistem an ing boshin i jismning 
inersiya m arkazida joy lash tir ish  qulaydir.

O 'q lari x, y ,  z bo 'lgan  sistem a shu qattiq jism  bilan birga harakatda 
bo 'lad i. H arakatdagi sistem aning koordinat boshi qo 'zg 'a lm as sistemada 
R radius-vektor orqali ifodalansin .

Q attiq  j ism n in g  ix tiyo r iy  b ir n uq tasi o lin a d i, q o 'z g 'a lm as  va 
qo 'zg 'o luvchan  sistem alarda uning rad ius-vektorlari mos ravishda r va 
f  bo 'lsin  (6 .1 -rasm ga qarang). K o'rin ib turibdiki

r = R + r'. (6.2)

Jism n ing cheksiz k ich ik  siljish in i ko 'ray lik . Bu siljish ikki qismdan 
iborat b o 'lad i: b ir in ch is i — butun b ir jism n in g  o ‘z -o 'z ig a  parallel 
ko 'ch ish i, bu -  jism n in g  inersiya m arkazin ing ko 'ch ish i dR  orqali 
hosil bo 'lgan  q ism i, ikk inch isi — jism n ing  d  cp burchakka buralishi 
natijasida hosil bo 'lgan  qism i:

dr = dR+dr’ = dR + [d<pr']. (6.3)

Bu teng likn ing ikkala  tom onini dt  ga bo 'lsak va

v = ̂ 4 . V - — , Q = ^  (6.4)
dt dt dt

fo rm u la la r o rqa li ko 'r ilayo tgan  nuqtan ing q o 'z g 'a lm as  sistemadagi
to 'l iq  tez lig i, jism  in e rs iya  m arkaz in ing  shu sistem adagi tezligi va
jism n ing burchak  tezligi  £1 larn i k iritilsa , tez lik lar orasidagi munosabat
o linad i:

v = V + [fir']. (6-^
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Ikkita koord inat sistem asini kiritishning qu laylig i endi tushunarli 
. _  jism ning ixtiyoriy harakatin i uning mersiva m arkazin ing o 'z iga 

ii >l ko 'ch ish i x inersiya m arkazidan o 'tgan  o 'q  atrofida aylan ish i
f f  q a r a s h  m um kin ekan.

Oattiq jism n in g  inersiya m arkazi sistem asiga o 'tay lik . Bu holda 
(6 5) b o 'y ich a  jism  nuqtasin ing ch iziq li tezligi uning burchak tezligi
bj]an v' = [ПО form ula orqali bog'langan .

K oordinat boshi 0  ni va o 'q larn i tan lash ix tiyo riyd ir, jism ning 
loari lanm a harakat tezligi yangi sistem ada albatta, o 'zgarad i. Ammo 

b u r c h a k  te z lik  esa  bunda o 'z g a rm ayd i. Shun i ko 'rsa tish  uchun 
qo 'zg'luvchan sistem a boshini a  vektorga ko 'ch iram iz:

г’ = а + Г|. (6 .6)

r  = R + a + r., (6 .7)
Bir tomondan 

ikkinchi tomondan
r = R ,+ r,. (6.8)

Bunda R, yangi koordinat boshi О , ning О ga nisbatan radius- 
vektori, r, -  nuqtaning O, ga nisbatan rad ius-vektori. J ism  ilgari- 
lamna + aylanm a harakat q ilgan ida tez lik lar uchun

v = V + lQ a] + [Q r,l (6 .9 )
va

v = V, + [Ц г, | (6 .1 0 )
*

formulalar hosil bo 'lad i. Bu yerdan ko 'rin ib  turibd ik i, V ,= V  + [i2a] 
vaQ = 0 |, y a ’n i, jism ning burchak tezlig i koordinat sistem asin i tanlab 
olishga bog 'liq  em as ekan . D em ak, burchak tez lik  jism  ay lan m a 
tarakatining haqiq iy xarakteristikasi ekan . O datda, harakatdagi sistem a 
^ sh i jism ning inersiya m arkazida o lingan deb qaraym iz.

6.1 .2 . Inersiya markazi. Impuls

Qattiq jism ning to 'liq  m assasini m -  deb belg ilaym iz. Inersiya 

Markazining ta ’ rifi bo 'y icha
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1

(6.11)

U zliksiz  sistem a uchun

(6-12)

bunda V -  jism n in g  hajm i. Agar O' nuqta jism n in g  inersiya markazidj 
joy lashgan  boMsa

Ъ " и Т ' а  = 0a (6.13)
bo‘ lad i. U zliksiz sistem a uchun bu teng likn i

J  «/ V p (r ')r ' = 0
(6.14)v

ko‘rin ishda yozib  o lish  m um kin.
B undan key in  ham m a fo rm u la lam i d iskret ho lda yozaveramiz, 

uzliksiz holga o ‘tish q iy in  em aslig in i ko ‘ rdik.
Im pulsga ke lay lik . Im puls add itiv lik  xossasiga ega ekanligidan

P = y a = V + [ft r’a ] = rnV + Y jnu [П r'a 1 (6.15)

Shtrix langan koordinat boshi inersiya m arkaz ida bo ‘ lsa, ikkinchi had 
yan a nolga teng boMadi:

P = mV. (6-16)

Y a’n i, koordinat boshi inersiya m arkazida o lin sa , jism n ing  ilgarilanma 
harakatin i o ‘ rganganda uning butun m assasin i b itta R  radiusli nuqtada 
joylashgan  deb qarash  m um kin ekan .

a a

6 .1 .3 . Impuls momenti

Im puls m om entin i yozaylik :

a a a

Agar harakatdagi sistem aning koordinat boshi jism n ing 
m arkazida boMsa, yan a  b irinchi had nolga teng boMadi:

inersiya

M = 2 > « О Д О ,,] ] . ( 6 . 18)
a
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Яи yerda radiusni shtixlab belgilanrnaym iz, form uladagi radius- 
ktorlar inersiya m arkazi sistem asida o lingan lig in i esdan chiqarilrnasa 

^•|di Inersiya m arkazi sistem asida hisoblangan im puls m om enti, 
ndatda. jism n in g  xususiy m om enti d ey ilad i. U m um an  esa im puls 
°  otnenti bir q iym atli an iq langan  kattalik  em as.

Ko’ rin ib  tu ribd ik i, um um iy holda im puls m om enti va burchak 
tezligining yo 'n a lish lari mos tushm as ekan.

(6.18) form ulani (A .36) asosida ochib ch iqaylik  (zarrachan ing 
nomeri va vektorning indeksini adashtirm aslik  uchun zarrachan ing

nomerini kerakli jo y larda qavs ich iga o linadi a - *  (a ) ):

[ г Л ^ Г и Ц  = [^ i* e  1* — klmr( a ) j Q ria)m ~ Qi*e — r(u ) fo  *u ( 6 .1 9 )  

Buni (6.18) ga olib borib qo 'yam iz:

M i = ( ^ ra — r(a)№  ' r a )• (6 .20)
a

Bu formulani vektor ko‘ rin ishda ham yozib olish m um kin:

M = Y,ma 1П (r.  ru ) "  ГЛ П r<, )!• (6 .21)
a

(6.20) form ulani yan a b ir ko 'rin ishga keltiraylik :

= l i f t ) '  lij ~ ~ r(o)/r(o)/ )• (6 .22)
a

Bunda paydo bo 'lgan  yangi kattalik  / inersiya tenzori d ey ilad i, uni 
alohida keyin o 'rganam iz .

6 .1 .4 . Kinetik energ iya

Jismning kinetik energiyasiga o 'tay lik , uni h isoblaganda ham hara- 
katdagi sistem a boshi inersiya m arkazida joylashgan  deb o lam iz:

T «  \ Y r*  < 4  (V2 + 2V [Q r(1 ] + [Q rn ]2) =
a a

* »r2 1 V  r«-i (6 .23)
= I mV + 2 ^ " Л  nl *

a

° Un*c* (Vektorlam ing qo 'shm a ko'paytm asi qoidasi (A .31) ni qo 'llansa) 

J m 0 V [ n r a l  =  [ V O l J m 0 r a  = 0 .  ( 6 . 24 )
a a
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lanm a harakat kinetik energiyasi. Ikkinchi had Ilovadagi (A .32) formula 
yo rdam ida soddalash tirilad i:

i  ]Г ш и[Ога ]2 = I  -  (П r0 )2] =
a  a

= 5  ̂ ^ О Д О д ?  -  r(e),n  r j  = ± 0 ,1 ,0 , .  <6-25)
a

D em ak. kinetik energ iya ham  inersiya tenzori orqali ifodalanar ekan:

7 - i * V 2+± n ,/ ,^ .  (6.26)

Y ana b ir m arta ta ’kid lab  o 'tay lik , b irinch i had ilgarilanm a harakat 
kinetik energiyasi bo 'lsa, ikkinchi had aylanm a harakat kinetik energiyasi 
b o 'lad i.

Inersiya tenzorin ing fizik m a’nosi m ana shu form uladan ko'rinib 
turibdi: birinchi hadga kirgan inert massa jism n ing ilgarilanm a harakatga 
n isbatan  inertlig in i b ild irsa  inersiya tenzori shu jism n in g  aylanma 
harakatga n isbatan inertlig in i b ild irar ekan.

Qattiq jism n ing Lagranj funksiyasiga kelinsa uni

L - ^ +i ^ a j - U  (6.27)

ko 'rin ishda yozib olish m um kin.

6 .1 .5 . Inersiya tenzori

Biz im puls m om enti va k inetik  energ iya tu shunchalarin i qattiq 
jism ga tatb iq q ilgan im izda inersiya m om enti (ten z o r i) tushunchasin i 
kiritgan  edik. Bu ju d a  m uhim  tushuncha b o 'lib , uni a loh ida o 'r g a n is h  

m aqsadga m uvofiqdir. Inersiya tenzori ta ’ rifm i yan a b ir m arta yozib 
o lam iz:

l n = )• (6.28)
a

M uhokam a q ilingan  qo ida b o 'y ich a uzliksiz m uhit uchun

= J  d 3rp ( r ) ( f i yr 2- г , г ) ) .  (6.29)
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h\

hi /,31 +z-2) ~ЪпЛУи ~Yjn‘'XuZu
/22 /23 - Ъ п«х-у« 5 > e(*«+;;) -Y,m*y*Za

/31 /32 /33

j

JjnJxZ + y f)

T a’rifga asosan, inersiya tenzori jism  ich idagi massa taqsim otining 
rakteristikasi ekan. Bu -  har bir jism ning ichki xarakteristikasi. Uning

komPonentalarin i ochib yozaylik :

(6.30)

—'---
Ta’rifdan ko‘rin ib  turibdiki, inersiya tenzori sim m etrik tenzordir:

h j  = Ь -  (6-31)
Bundagi shartlarn ing soni 3 ta , dem ak, sim m etrik tenzorn ing 9 ta 
komponentasidan 6 tasi m ustaqildir. U ndan tashqari, uchta burchakdan 
foydalanib jism ning fazodagi oriyentatsiyasin i o 'zgartirishim iz m umkin, 
bu yana 3 ta shartn i beradi. Shu lam i hisobga o linsa sim m etrik  tenzorni 
uchta mustaqil kom ponenta orqali ifodalangan ko 'rin ishga keltirish 
mumkinligi an iqd ir. Buni boshqacha ham aytish m um kin: koordinat 
o'qlarini ay lan tirib , sim m etrik tenzorni d iagonal ko 'rin ishga keltirish 
mumkin:

(6 .32)

Bu yangi yo 'n a ltir ilgan  o 'q la r  inersiya bosh o 'q ia r i d ey ilad i, /,, l v  
lar esa bosh in e rs iya  m o m en tlari d e y ilad i. D iagonal k o 'r in ish g a  
keltirishga geom etrik m a 'n o  ham  berish m um kin . Q uyidagi kvadratik 
formani ko 'ray lik :

r , / ^  =  X2 / , ,  +  >2/ , 2 + г2/,, + 2 Jtv/I2 + 2x z/,, +  2 y d  21 = A. (6 .33)

M a’lum ki, ix tiyoriy sim m etrik m atritsani d iagonal ko 'rin ishga keltirish 
mumkin va shu m atritsa  b ilan  b o g 'liq  b o 'lg an  kvad ratik  form ani 
kanonik (y a ’n i, faqat kvadratlardan iborat bo 'lgan ) ko 'rin ishga keltirish 
mumkin. lkk in ch i rang sim m etrik  tenzorin i m ana shunday m atritsa 
deb qarab, un i (6 .32 ) d iagonal form aga va u b ilan  b o g 'liq  bo 'lgan
(6.33) kvadratik form ani kanonik form aga keltirish  m um kin . Buning 
Uchun koordinat o 'q ia r i ustida quyidag i ortogonal a im ash tirish  ba- 
jarish kerak:

/,2 /. J > f h 0 0  1

/2. '22 /23 0 ' 2 0

/3.

к

3̂2 '  33 0 0 /3
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(6.34)ri = ° i j rj • ri = ( * .y , z ), r ’ = {x , у , г '} .

A ,  ♦ *  A ,  ♦ 2 * , / ^ !  * I U* W B -  / / ’  + + V '= (6  3 J)

Natijada

2 2

form ula o lin ad i. A n a litik  geom etriyadan  m a ’ Ium ki, -r- + ̂ T + £__
a b 2 c 2 "

tenglam a ellip so idn ing teng lam asi, shu sababdan kvadratik forma

A/I, A/I,  A/I, a b’2 с 2
- + ——  + - 

/j АН 2 m i)
bilan bog'liq  bo 'lgan  figura ko 'p incha inersiya ellip so id i deb ataladi 
Yangi o 'q la r  6 .2 -rasm id a ko 'rsatilgan .

Shunday ish bajarilgandan  keyin  aylan ish  k inetik  energiyasi

^ = ^ ( / ,П ?  + /2П2+/зПз2) (6.36)

6.2-rasm. Inersiya 
ellipsoidi.

ko 'rin ishn i o ladi. Im puls m om enti uchun ham
(6 .22) ning o 'rn iga soddaroq ifoda olinadi:

M\ = / ,«„  M2 = 12П2, = /3QV (6.37)

Bosh inersiya m om entlarin ing ixtiyoriy biri boshqa 
ik k ita s in in g  y ig 'in d is id an  hech  qachon  katta 
bo 'lish i mumkin em as -  buni (6 .30) ning diagonal 
e lem entlaridan  ko 'rish  q iy in  em as.

A gar / |* /2* / 3 b o 'lsa , b un d ay  jism  as im m etrik  p irildoq  deyiladi. 
b o 'ls a , s im m etr ik  p ir ild o q  d e y ila d i. / , = / 2= / 3 ho lda shar 

p ir ild o q  d e y i la d i .  B ir in c h i h o ld a  e l l ip s o id n in g  u c h a la  asosiy 
o 'lch am la r i h ar xil b o 'lad i. Ikk inch i ho lda e llip so id n i x, у  tekislik 
b ilan  kes ilsa  to 'g 'r i  a y lan a  o lin ad i. Bu h o lda shu tek is likd a  x, У 
o 'q la r in i q an d ay  tan lab  o lish  ah am iya tg a  ega em as. U ch in ch i holda 
e lliso id  sharga a y la n a d i, u ch a la  o 'q la rn i q an d ay  tan lab  o lish  aha­
m iyatga  ega em as.

A gar /=/2, T= 0 b o 'lsa , bunday jism  rotator dey ilad i.
Inersiya tenzori o 'z in in g  qanday nuqtaga n isbatan aniqlanganligiga 

bog'liq  b o 'lad i. Inersiya tenzorin ing yuqoridagi t a ’ rifi inersiya marka- 
ziga n isbatan o lin gan  t a ’ r if  ed i. A gar koord inata boshi a vektorga 
s iljitilsa : r' = r + a , yang i va eski tenzorlar orasidagi munosabat
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h i  (̂ |>Гя r(a)ir( a ) j )  ~ îj + m (^i/a  ~ a i a j )  ( 6 .3 8 )
a

bo'ladi. bu yerda m = ]Гш(( -  sistem aning to 'liq  m assasi. Bu m unosa-

batni keltirib  ch iqarish  uchun inersiya m arkazin ing ta ’rifi 5 />iuru = 0 

yetarli bo 'lad i.
6. 1. 1-misol. Massalari ml va m, va o'zaro masofasi / bo'lgan ikki moddiy 

n u q tad an  tuzilgan sistemaning inersiya momentlarini toping.
Ikkala moddiy nuqta yotgan chiziqni z o'qi deb olamiz. Bu sistemaning 

inersiya markazi
Д ’ m,z,+/n2z2 = 0, Z2-Z| =/
tenglamalardan topiladi (ikkinchi nuqta yuqorida joylashgan bo'lsin):

lm2 4
|ш> I 2, -  ----- -------------7m, + m2 mt + m2
Ravshanki, /3=0, chunki sistemaning г o'qi atrofida aylanishi haqida gapirish 
ma’noga ega emas. Buni asosiy formula (6.28) dan ham ko'rish qiyin 
emas:

73 = 'Z m « ( Ха + Уа)  = °-
ip"

chunki *, = y, = x2 = y 2 = 0. Davom etamiz:
2

H  , _  , _ V _ .  . 2 _____2 . ... .2 _  m \ m 2 ,2'\ ~ '2 ~ /  ,ma'■а ~ Л,1Ч +m2Z2 -------‘  < •m, +m,аж 1 1 *
Bir chiziqda 3 ta moddiy nuqta joylashgan bo‘ lsachi?’Qo'shni nuqtalar 

orasidagi masofa yana / bo'lsin. Nuqtalarning inersiya markazi sistemasidagi 
koordinatlan

m,Z| + m2z2 +rri}Z} = 0, z2- z ,  = z3 - z 2 =/ 
tenglamalardan topiladi:

m2 + 2 m3 . my , _ 2 ni, + m2
Z\ —--------------------/, Z2 ~ “ *» “

w, + m2 + /Л3 m, + m2 + Wj w, + m2 +
Natijada quyidagini olamiz:

,  .  ■> , 7 2 m2/n, + m, (m2 + 4/n3) |2
W .  = Х ” » -  -  +” =г> +,п>г> ■ '  •
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Bir chiziqda я -ta moddiy nuqta joylashgan bo'lsachi? Yuqoridagi mnu 
hazalami qaytarib

= 72
a*h a

ckanligi topiladi. Bu yerdagi yig'indiga hamma a va b lar bir martadan 
kiradi. n

6.1.2-misol. Radiusi R va massasi m bo'lgan bir jinsli shaming inersiva 
momentlarini toping.

Bir jinsli shar uchun p = 3m/(4itR').

R я  2 я

7i = J d 'r p ( r  -дг ) = J ^rr J d 0 sin0 J"d«p( 1 - s in ^ c o s V )= .
71 о о о ^

(639)
Huddi shu yo ‘ l bilan l 2 va /, larni ham topib /,=/,=/,. ekanligiga 

ishonch hosil qilish mumkin.
6.1.3-m isol. Uzunligi /. asosining radiusi a va massasi m bo'lgan bir 

jinsli siiindming inersiya momentlarini toping.

Silindrning zichligi p  = mJ(na2l ) . Hisobni silindrik sistemada bajarish 
qulay:

и 2 я  1Г2 / '  \

/, = j  d }r p ( y 2 + Z1) = J drr j d(P J tk (^ 2sinV  + 22) = — I a 2 + — 1
П а  о о -U2 4 1 3 J

(6.40)
Tekshirib ko'rish qiyin emaski, I= Ir  Uchinchi moment:

2я U2

(M D
О -//2

Agar a -*0  limitga o 'tilsa , ingichka sterjen deb ataladigan jismning 
inersiya momentlarini topgan bo'lamiz:

* 2
/. = /2 = ^ - .  /3 = 0. (6.42)

Yuqoridagi terminologiya bo'yicha ingichka sterjen rotatordir. Silindrning 
aylanma kinetik energiyasi
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ko’rinishga ega bo'ladi.
Tekislikda joylashgan va radiusi a ga teng bo'lgan massa taqsimotining 

inersiya momentlarini topish uchun silindr uchun formulalarda / -*0 deb 
olinsa yetarlid ir:

та2 . , , та2 /,=/2 = — , /, = /,+/2 = — (6.44)

Demak, radiusi a  va massasi m bo'lgan ingichka diskning aylanish kinetik 
emergiyasi

К '  + (6.45)

ga teng.
6 .1 .4 -m iso l. 6.3-rasm da ko'rsatilgan bir jin s li massasi m ga teng 

bo'lgan teshikkulchasimon simmetrik pirildoqning inersiya momentlarini 
toping.

GF: n )

6.3-rasm: Teshkulchasimon simmetrik pirildoq.

Teshikkulchaning hajmi V=2n2a}R. Ravshanki, I= !  = h  Shuning uchun 
/,+/2=2/ ni hisoblash qulaydir (silindrik sistemada):

Л+Я *2 j  2n
d <p p  (2; 2 + r 1) = a 2 + 4 R2 )p ,

*-« о (6.46)

K+a o  2x

21  = J  d r r j  d r J
Л-d Cj 0

z2 = >/«2+ (r - /? )2. г, = - г 2.

Z ich lik  uchun p  = ml(2n2a2R) ifodani q o 'llan sa  quyidag i javob 
olinadi:



Uchinchi bosh momentni ham topish qiyin emas:

R+a ~2 2k

/3 = J  dr r3 J d t p p  = (3a2 + 4R2).
R-a Z| 0

6. 1.5-m isol. Yarim o 'q iari a,b va с bo'lgan bir jin sli ellipsoidning 
inersiya momentlarini toping.

Ellipsoid 6.4-rasmda ko'rsatilgan. Ellipsoidning tenglamasi

Ш , 2 y 2 z2 ,
“ Т + ТГ + “ 2 =1- (6.49)

а о  с

E llip so idn in g  hajm i V = ^ j - a h c t m assasi m.

O'zgarmas zichlik: p = m/V . x o 'qiga nisbatan inersiya 
momenti: 2+c' ) (6.50)/, = pJ*drdvdz(.y2+ z2) = p j  dx j d y  j d z ( y 2 + z2)= '-j(h

-о П г,
Integralga kirgan chegaralar quyidagicha aniqlangan:

y 2 = -v' = ~У2< z2 = г ' = _z2- (6-51)

Huddi shu yo 'l b ilan  qolgan ikk ita inersiya bosh m om cntlari ham 
topiladi:

! 2 = j ( a 2+ c2), l 3= j ( a 2+b2). (6.52)

6 .2 . E yler burchaklari

Q attiq jism  bilan  bog 'liq  bo 'lgan  harakatdagi koord inata o 'qlarin ing 
yo 'n a lish la r in i har xil yo 'l b ilan  tan lab  o lish m um kin . Shu imko- 
n iyatlarn ing ich ida Eyler bu r chak la r i  b ilan bog 'liq  tan lov o'zining 
katta q u lay lik la r i b ilan  a jra lib  tu rad i. E yler b u rchak lar in in g  ta ’rifi
6 .5 -rasm da ko 'rsatilgan .

Bu {<p.4/,6} burchaklard ir. B izni faqat burchak larn ing yo 'nalish lari 
q iziq tirgan i uchun harakatlanuvch i va qo ‘zg ‘alm as sistem alarn ing bosh 
nuqtalari b irlash tirild i. R asm dan ko 'rin ib  turibd ik i, k iritilgan  b u r c h a k -
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Ф
.*• j / x;

b J/

'N

6.5-rasm: Eyler burchaklari.

laming o ‘zgarish s ° halari o  < tp < 2 л , z  .n

Q<\ff 2л va 0< в< л  .
Eyler b u rch ak la r in in g  in a ’nosi 

shundak i, j is m n in g  fa zo d ag i ix -  
iivoriy bura lish in i uch  bosqichdan 
iborat deb qarash m um kin : 1) Z o 'q i 
atrofida p b u rch ak k a , 2) X o 'q in in g  
yangi holati ON (ON  ch iziq  tugun lar 
ch izig‘ i ham  d e y ila d i)  a tro fid a  0 
burchakka va 3) x , atro fida ул bur- 
chakka. Bu burchaklarn i qo 'llash  uchun b irinchi navbatda qattiq  jism  
burchak tezlig in i u lar orqali ifodalab olish kerak.

Burchak tez lig in ing  q o 'zg 'a luvch an  (jĉ jCj .x ,) sistem adagi kom -
ponentalarin i Q = {Q,,Q3,£ i,} , b u ra lgan  ko o rd in atla rd ag i kom po- 

nentalarini esa £2 = {<p,0 ,v>} deb belgilab o lam iz. 5-rasm dan ko 'rin ib

turibdiki. <p — Z  o 'q i atrofidagi avlanish burchak tezlig i, в  — ON 
o'q atrofida ay lan ish  burchak tezlig i, у/ — x} o 'q i atrofidagi aylan ish  
burchak tezligi.

Mana shu burchak tezliklariga mos keluvclii vektorlarni katta harflar 
bilan quyidagicha belg ilaym iz: Ф, 0,\|/.

Demak, Ф — Z  o 'q i bo 'y icha yo 'nalgan  va son q iym ati ф ga teng

bo'lgan vektor, 0  — O jVo'q bo 'y icha yo 'n a lgan  va son q iym ati в  ga 
teng bo'lgan vektor, V — x. o 'q i b o 'y ich a yo 'n a lgan  va son q iym ati 
V ga teng bo 'lgan  vektor.

U larning har b irin ing (x r  x2, x 3) o 'q lar iga  bo 'lgan  proyeksiyalarin i 
rasmdan topib o lish  q iyin  em as:

Ф = {<jpsin0sinv^<psin0cosi/f,<jpcos0);
0  = {0cosi//,-0sim//,O};

(0, 0,^ ) .  (6 5 3 )

Bu ifodalarning birinchi kom ponentalarinig yig 'ind isi П, ni, ikkinchi
vi MP°nenta larin ig  y ig 'in d is i £1, ni va uch inch i kom ponentalarin ing 

8 tndisi Q ni beradi:
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Q, = <p.sin0 sini// +6cos\f/;
£i2 = 0  sin 0 cosy/ - 0 siny/;
Q ,  = ф соьв  + ш.
^  Г (6.54)

Bu burchaklarn ing qu lay lig in i qattiq  jism  harakat tenglamalarin' 
in tegra llashda ko ‘ram iz.

6 .3 . Qattiq jismning harakat tenglamalari

Qattiq jism n in g  o ltita  erk in lik  darajasi bor, shu lardan  uchtasi uning 
ilgarilanm a harakati, qolgan uchtasi esa un ing ay lan m a harakati bilan 
bog 'liq . D em ak, qattiq  jism  harakat teng lam alarin ing  soni ham oltita 
b o 'lish i kerak. I lgarilan m a harakat jism n in g  im pulsi b ilan bog'liq 
Ilgarilanm a harakat tenglam asi quyidagicha keltirib ch iqarilad i. Moddiy 
nuqtan ing harakat tenglam asin i eslaylik :

1 T  = ' -  <M5)

bunda po -  shu nuqtan ing im pulsi, f  -  shu nuqtaga ta ’sir qilayotgan 
kuch. Q attiq jism  m oddiy nuqtalarn ing y ig 'in d is i bo 'lgan i uchun uning 
harakat teng lam asin i o lish uchun (6 .55 ) ni ham m a m oddiy nuqtalar 
b o 'y ich a  y ig 'ib  chiq ish  kerak. Jism n ing to 'liq  im pulsi va kuchlarning 
y ig 'in d is in i

Г - I P . .  F = I f u
a a

deb belg ilab

~  = F (6.56)
d t

teng lam aga ke lin ad i. Jism n in g  har b ir nuqtasiga shu jism n in g  boshqa 
n uq ta lari tom onidan  kuch lar t a ’s ir q ilad i, am m o bunday kuchlarning 
um um iy kuch F ga  qo 'shgan  h issasi nolga teng. Buni tushunish qiy>n 
em as — ix tiyo riy  ikk ita  nuqtan i 1 va 2 deb b e lg ilay lik , 1-nuqtaning 
2-n u q tag a  t a ’s ir  kuch in i f 12 deb b e lg ila y lik , 2 n uq tan ing  birinchi 
nuqtaga t a ’s ir  kuch in i esa f2l deb b e lg ilay lik . T a ’sirn ing aks ta ’sirg3 
teng lig i va q aram a-q arsh ilig i f l2=—f2| ek an lig in i b ild irad i. Demak, 
to 'l iq  kuchga shu ikka la  nuqtan ing o 'zaro  ta ’s iridan  bo 'lgan  hissa 
f 12= —f2l= 0  b o 'lad i.
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Qattiq jism n in g  ay lanm a harakati uning im puls m om enti b ilan
.iangan. Im puls m om entining vaqt b o 'y ich a hosilasi quyidagicha: 

bo& 1 11

—M = — ^ l r 0pa ) = ^ I r ap J + ^ [ r (1pJ .  (6.57)
a a a

Ikkinchi had tash lab yuboriladi (chunki p j r 0 ), b irinchi hadda (6 .55) 

ni hisobga olam iz:

£ m - 5 > A 1 .  (6.58)
a

( r f j  ifo d a  ku ch  m o m en ti d e y i la d i .  T o 'l iq  kuch  m o m en tin i 

K _ ^ [ r f j  deb belgilansa yuqoridagi tenglam a
a

^  = К (6.59)
dt

ko'rinishni oladi. Agar koordinata boshini a  vektorga siljitilsa: г = r' + a 
kuch m om entin ing ifodasi ham o 'zgarad i:

K = X l r X ] + X la f J  = K 4[aF| . (6.60)
a a

Ko'rinib turibd ik i, qattiq jism ga ta ’sir q ilayo tgan  to 'liq  kuch nolga 
teng b o 'lgan id a  kuch m om enti o 'z in in g  qaysi nuqtaga n isbatan  
aniqlanganligiga bog 'liq  bo 'lm ayd i.

Yuqoridagi harakat tenglam alari qo 'zg 'a lm as {X,Y,Z} sistem asida 
o'rinli lx)'lgan tenglam alardir. Qattiq jism  bilan birga haibkat q ilayotgan 
sistemada {x,,jc2,jc3} harakat tenglam alari biroz o 'zgarad i. П burchak 
tezlik bilan aylanayotgan ixtiyoriy A vektorning vaqt bo 'y icha o 'zgarish  
qonuni m a’ lum dir:

d\
—j-  = [QA]. (6.61)
dt

^gar teng lam an ing o 'n g  tom oniga shu vektorn ing qo 'zg 'o luvch an  
sistemadagi hosilasini (uni dA/dt deb belg ilaylik ) qo 'shib qo 'y ilsa , uning 
to liq o 'zgarish i topilgan bo 'linad i:



A vektor sifatida im puls P  va m om ent M  ni ko 'zda tutsak, quyida»- 
teng lam alar o linad i: ^

— + [ f t P l  = F ,  — + ( Q M ]  = K .  dt dt (6.63)- /
Bu teng lam alarn ing ikk inch isi q attiq  jism  uchun  Eyler tenglamalari
d e y ila d i '.  Bu ten g lam a la rd a  vaq t b o 'y ic h a  h o sila  qo'zg'aluvchan
sistem ada hisoblanadi, shu sababdan tenglam alarn i to 'liq  ravishda o'sha
sistem ada yozib  o lam iz. Bunda biz vaqt b o 'y ich a  hosila ustidagi tilda
belg isin i tash lab yuboram iz. T o 'liq  im puls uchun P  =mV deb olib (m
— j ism n in g  m assas i) b ir in ch i ten g lam a la rn i q u y id ag i ko'rinishga keltiram iz:

(dV \
Я» -T L + «  V -Ci V = F

I dt 2 3 3 2 1 , ’

fdV  л
w ~ r + n v  - n v  \ dt 12 2 I I 3"

nt
fdV \
—-  + П V - n v  1= F
dt 3 1 i з  I 2*

(6.64)

Im puls mom enti va inersiya m om enti orasidagi M, = /,Q,,/ = 1, 2,3
m unosabatlarni eslab , Eyler teng lam alarin i ham  kom ponentalar tilida 
yozib  o linad i:

d n
7‘ Л  +(/з“ /2) ° А " ЯГ|.

d n

(6.65)

Ко rin ib turibdiki, bu teng lam alar burchak tezlik lari uchun tengla*
a rd irm alardir.

1 Suvuqlik mexanikasi sohasida ham Eyler tenglamalari bor, и***
darslikning oxirgi bobida o'rganiladi
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6 .4 . Qattiq jism harakatini integrallash

Q attiq lism  h arakatin i in tegra llash  m asalasi tarixda katta rol 
Pfepagan. Bu yerda m uvaffaqiyatli yech ilgan  m asala larn ing ikkita eng 
soddalarini keltiram iz.

6 .4 .1 . Erkin simmetrik pirildoq (Eyler holi)

Erkin simmetrik pirildoq masalasidan boshlaylik. Pirildoqning impuls 
momenti M  ni qo 'zg 'a lm as o 'q  Z  bo 'y icha yo 'nalgan  deb o lam iz. Bu 
tanlovga M = Mz mos kelad i. P irildoqning ilgarilanm a harakati bizni 
qiziqtirm aydi, shu sababdan qo 'zg 'a lm as va qo 'zg 'o luvchan  sistem alar- 
ning boshlarini p irildoqning inersiya m arkazida joylashgan  deb olam iz. 
{*,, xv  x3} o 'q la r  p irildoqn ing bosh inersiya o q ’ lariga mos kelsin. 
Pirildoq hech qanday kuch ta ’siri ostida bo 'lm agani uchun uning impuls 
momenti saq lanuvchan bo 'Iadi, y a ’ni, M = M7 — const. Jism  bilan 
bog'liq bo 'lgan  xr  x2, x} s istem ada pirildoq m om entin ing kom po- 
nentalari Mv Mv  bo'Iadi. Erkin sim m etrik pirildoq uchun Lagranj 
funksiyasi un ing  k in e tik  en erg iyas id an  iborat bo 'Iad i. U n i E yler 
burchaklari orqali ifodalab o lam iz:

L = Tayl = I  /, (П? + П\) + 1  /,Q* = I  /, (<j>-si n + 0 2 )■+1  /, (<pcosв  + у  f .

( 6 .66)
Eyler burchaklarin ing qay darajada qulavligi endi ko 'rin ib  turibdi: 

burchaklarning ikk itasi <p.y — sik lik  koordinata bo 'lib  ch iqd i. U larga 
mos keluvchi um um lashgan im pulslar harakat integrallari bo 'lish i kerak:

= - ^  = /|0sin^0 + /3 ( ( p c o s d  + i// )cos0 = M7 = M = const;
Off)

Py =  / 3 ( 0 C O S e  +  l//)= My = const.
(6.67)

M  ning harakat integrali ekan ligi m asalan ing qo 'y ilish idan  kelib 
chiqqan ed i, Л/, ning harakat integrali ekan lig in i Eyler burchaklaridan  

eltirib ch iqarild i. Bundan yan a bir m uhim  xulosaga kelish m um kin:
M\- M  cose bo 'lgan i uchun в -  const bo 'lish i kerak. O 'z navbatida 

= M,//, ham  o 'zgarm as ekan lig iga kelinadi.
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(6 .67 ) m unosabatlardan ф va ф larni topish q iy in  em as:

---------\m  cos a  = m , ------- i-. , сh /. J 3 /, (668>
Bundan ko 'rin ib  tu ribd ik i, p irildoq Z o 'q j 

atrofida o 'zgarm as ф burchak tezligi bilan 
ay lanm a harakat q ila r ekan . B unday harakat 
p r e s e s s iy a '  deyilad i.

N
6.6-rasm. Erkin 

pirildoq.

N atija larn i 6 .6-rasm  b ilan  taqqoslab ko‘- 
ram izki, p irildoq um um iy ho lda ikkita aylan­
m a harakat q ila r  ekan -  o ‘z in ing x} bosh
inersiya m om enti o ‘qi atrofida f t , o'zgarmas 
burchak tezligi b ilan va o 'z in in g  to 'liq  mo­
m enti vektori M  yo 'n a lish i atrofida o'zgarmas 
ф burchak tezlig i b ilan presessiya deyiladigan 
a y la n m a  h a ra k a t . Bu h a r a k a t  davo m ida

pirildoqn ing M  ga nisbatan og 'ish  burchagi в  o 'zgarm asdan  qolar 
ekan.

B itta xususiy holga to 'x ta lib  o 'tay lik . ( 6 .68) n ing ikk inch i tengla- 
m asidan ko 'rin ib  turibd ik i, sharsim on p irildoq (/, = I} ) uchun ф = 0.

Huddi shu m asalaga Eyler teng lam alari nuqtayi nazaridan yonda- 
shaylik . Erkin jism n in g  harakati haqida gap ketayotgani uchun kuch 
m om entlari nolga teng: К = 0. U ndan tashqari I( = I2 = I. Demak, 
erkin  sim m etrik pirildoq uchun Eyler teng lam alari quyidag i ko'rinishga 
ega b o 'lad i:

Oxirgi teng lam adan  £},= const ekan lig i top ilad i. D em ak, pirildoq o'z 
o 'q i x} atrofida o 'zgarm as burchak tezligi b ilan ay lan ar ekan -  yuqorida 
ham huddi shu xulosaga kelingan edi.

belgilash  k iritilsa , qolgan ikk ita tenglam a

1 Rus tilida -  прецессия.
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t - J -  + ftjii = о, 1  -  (Oii = о (6.72)
dt dt

Ico'rinishga kelad i. B irinchi tenglam ani fi, ga va ikkinchi tenglam ani 
Q ga ko 'paytirib  qo 'sh ilsa

^ (П ,2+П*) = 0. (6.73)

ya ’ni,
n f  +П2 = const (6.74)

ekanligi topilad i. Shu konstantani a2 deb belg ilansa, burchak tezlik lari 
uchun

£J,(f) = acos\ff(t), Г22(/) = asiny/(f) (6 .75)
yechim larni top ilad i. Argum ent у/(I) ni topish uchun (6 .72) teng la- 
malarning har b irin i yana b ir m arta vaqt b o 'y ich a difTerensiallansa har

bir П, uchun = 0 tenglam a hosil b o 'lad i, uning yech im i esa
(iot+a) argum entli sinus va kosinuslardir, a -  boshlang'ich faza. Demak, 

£2,(г) = асо5(йл + а ) , Q: (/) = asin(to/+ а ) . (6.76) 
Hulosa qilib  shuni aytish m um kinki, О vektorning {x,,x2} tekislikka 

proyeksiyasi shu tekislikda О nuqta atrofida w  burchak tezlik  bilan 
aylanadi (presessiya) va bunda shu proyeksiyan ing uzunligi o 'zgar-

masdan qo ladi: n 2+n\ = a2.

6 .4 .2 . Tashqi maydondagi simmetrik pirildoq 
(Lagranj holi)

6 .7-rasm da tashqi gravitatsion m aydonda 
o 'zin ing q o 'zg 'a lm as nuqtasi atrofida ay la - 
nayotgan sim m etrik pirildoq ko 'rsatilgan .

Shu p irildoqning harakati integrallaym iz.
Bu ishni huddi aw a lg i holdagidek bajaram iz,
Уа ni harakatin i in tegra llari topiladi va u lar 
yordamida har b ir erk in lik  darajasin ing d ina- 
Jtojkasi an iqlanadi. Rasm dan ko'rin ib turibdiki,
40 zg aluvchan (va qo 'zg 'a lm as) o 'q lar boshini

qoC‘S n ! narkaZ ida CmaS' b a ‘ki S iS tem aning 6. 7-rasm. Yer
t  as nuqtasida tanlab o lindi. Inersiya maydonidagi pirildoq.

157



m arkaz id an  shu q o 'z g 'a lm a s  n u q tagach a  b o 'lg an  m asofan i / deb 
belg ilay lik . (6 .38) qoida b o 'y ich a bu holda {*,, xv  дг3} sistem ada bosh

inersiya m om entlari l[ = l'2 = /, +ml2 = /', /3  = /3 ga teng bo 'lad i. Tashqi 
gravitatsion m aydondagi p irildoqn ing Lagranj funksiyasi shunga ko'ra

L = sin2® + 02) + ±/3(0 cos0 +\j/f - m g l  c o s  6 (6.77)

ga teng b o 'lad i. B izda yana uchta saq lanuvch i katta lik lar bor -  umum­
lashgan im pulslar

p  = —  = + ly(<pcose+\j/)cos6 = Mz ,
d<p

/V = | ^  = 1}{фсо$в  + v/) = M , (6 .78)

va energiya

E = ± / '(0 2s in20 + e : )+ ± M ?> cos0 + i//)“ + m g l c o s d .  (6.79)

S h u  ye rd a  e rk in  va ta sh q i m a yd o n d ag i p ir ild o q la rn in g  harakat 
in tegra llari orasidagi farqni uqtirib  ketay lik . Ikkala holda ham  uchta 
harakat in tegra liga egam iz. B irinch i holda energ iya haqida gapirgan 
em as ed ik , chunki u bizga kerak b o 'lgan i yo 'q . Farq quyidagi harakat

in tegra lid a : erk in  p irildoq uchun pv  = M  ed i, Z  — o 'q i bo'yicha

yo 'n a lgan  tashqi b ir jin sli m aydonda esa m om entning Z  — kompo-

nentasig ina saq lanad i -  Pq, = Mz •

Form ula (6 .78 ) dan <p va \j/ lam i topib:

M7 - M , cos0 Л/, M , c o s d - M z ,
<p = - Z ------ ^ ------ . V = - ~ +  - ■ y g-cosa. (6 .80)

/'sin2 в  'з  I sin 0

u larn i (6 .79 ) ga olib borib qo 'yam iz :

1 1 Afi 1 VM 7 — M * cos a  I , л Е = - Г в 2 + - - ^ -  + - — ------- —----- ' -  + m g l c o s e .  (6.8 D
‘  ’ ‘  Vs in 3

1 Гб2 | 1 ■ 1 
2

Energiya uchun ifodani
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£ ' = l / ,e J + t/ ^ (0 ), E’ = E - \ ^ ± - m g l ,  
2 2 1*

\ (M z - M , c o s e f
U4t <0 > = о V ■ 2fl ■■ -  И,*/( 1 -  cos0) 2 / s in ^

(6 .82 )

Ico'rinishda ham yozib o lam iz. Energiya uchun ifodani bu holga keltirib 
o l g a n im iz n in g  sababi efTektiv potensial potensial o ‘ ra ko 'rin ish iga 
e g a l ig id ir ,  agar M z = M , boMmasa u в  = 0  va в  =тг n u q ta la rd a  
c h e k s iz l ik k a  in tilad i, O<0</r oraliqda esa m inim um dan o 'tad i. B u -  
в  bo 'yicha harakatn ing fin it bo 'lish i kerak lig in i ko 'rsatad i: в < в < в у

To‘xtash nuqtalari {0,,б2 } Е = и& shartdan topilish i kerak, harakat

sohasi esa shartga bo 'ysunad i.
P irildoqning harakatin i chuqurroq o 'rgan ish  m aqsadida quyidagi 

belgilashlar kiritib

M . , M ,  2mgla  = —f-, b = ——, с  = 
/' /' /' г

(6.83)

energiya uchun ifodani

sin2 вв~ = - ( a - b )  cos0 )2 +c  (1 - c o s 0 )sin2 в  (6 .8 4 )

koRfnishga keltirib olam iz. K o'rinib turibdiki, bu form ulada co s0  tab iiy 
o'zgaruvchidir, uni u= cos0 orqali belgilansa tenglam a

6.8- rasm. l i n i n g  grafigi

й 2 = - ( a - b u )2 +(1 - u 2Xd + c - c u ) (6.85)
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ko 'rin ishn i o lad i. Bu differensial tenglam a kvadraturaga oson keltiriladi-

O lingan integral e llip tik  tipdagi integrallarga mansubdir. Agar bu tengla­
madan 9= 0(0  topilsa o ldingi tenglam alardan <p va у  lam i ham  vaqtning 
funksiyasi sifatida topish m um kin.

Bundan keyingi m u lohazalar uchun  m uhim  bo 'lgan i uchun (6.85) 
ning o 'ng tom onini и o 'zgaruvch in ing funksiyasi sifatida aloh ida belgilab 
o lam iz:

6.9-asm. f-ning grafigi uchun esa o g 'ir  sim m etrik p irildoqn ing (6.85)

salarin ing o 'z i yetarlid ir. Buning uchun esa Дм) funksiyaning asosiy 
xossalarin i o 'rgan ish  yetarlid ir. Eng um um iy holda bu funksiyaning
grafigi 6 .9-rasm da keltirilgan .

R asm d an  yaq q o l k o 'r in ib  tu rgan  b ir m u am m o n i yech ishdan  
b osh laym iz . Д м ) = 0 ten g lam a kubik ten g lam a , un ing  ild iz la r i soni 
shunga k o 'ra  uchga teng . G o 'yo k i, to 'x tash  n u q ta la r in in g  soni uchga 
teng b o 'lib  ch iqm o qd a. A m m o Ufff n ing yuqo rid ag i m uhokam a- 
sid an  m a ’ lu m k i, fin it h arakat 0,< e < 02 ch ega ra la rd a  ro 'y  beradi, 
u = co s0  o 'zgaru v ch i t i lid a  u(])<u Bu nosozlikn i q an d ay  qilib
yech ish  m u m kin? U n in g  yech im i oson : u ch in ch i ild iz  ham m a vaqt 
m avjud , am m o ы(3)>1 b o 'lg an i uchun  u f iz ik av iy  m a ’noga ega emas. 
U ch in ch i ild iz  h am m a vaqt m3>1 ek an lig in i isbot q ila y lik . (6-8 'J 
ten g lam ad ag i c>0  ek an lig id an  kelib  ch iq ad ik i, и - » «  b o 'lg an id a/  
—»oo b o 'I a d i va и - »  —«» b o 'lg a n id a  /  -*  —«  b o 'I a d i (rasm  
ch iz ilg an id a  shu m u lo h azad an  fo yd a lan ilgan  ed i) . Endi Д ы ) n‘n® 
ifodasida и  = 1  deb o la y lik :

(6 .86)

/ (и ) = - ( в - М 2+ (1 -и 2)(</ + с (1 -и )) . (6.87)

Elliptik integrallarn ing um um iy nazariyasi 
, asosida (6 .86) integral o rqali aniqlanadigan 

—Lu  funksiyan ing ham m a xossalarin i o'rganish
u(j> m um kin ed i, am m o bu y o 'l katta matematik 

tadqiqotga o lib kelad i. B izning maqsadimiz

tenglam adan kelib  ch iqad igan  um um iy xos-
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n em ak , bu nuqtada /  <0 , bu degani, uch inch i ild iz и =1 nuqtadan 

o'ngroq yotishi kerak.
Bundan bitta istisno bor -  a =  b  , yoki, Мг = Л/, bo 'lgan  hoi. Bu 

hoi pirildoq vertikal turgan iga mos kelad i, uni keyinroq tah lil q ilam iz.
Faraz q ilay lik , p irildoqning boshlang'ich og'ish burchagi (vertikalga 

n isbatan) 0O b o 'ls in . K o 'rsatish  q iy in  em ask i, (6 .8 5 ) ten g lam an i 
o 'zgaruvch i orqali

= (м -и 0)[2аЬ(1 + нм0) - ( а 2 +Ь2)(н + м0) - с ( 1 - к 2)(1-Но)1 (6 .89)

ko'rinishga keltirib  olish m um kin (2-m asalaga qarang). Bundan xulosa 
shuki, u0 ham Л “ ) = 0 teng lam an ing yech im laridan  b irid ir. K eyingi

xulosalar % ning qanday berilganligiga bog'liq .

(jiih = 0 bo 'lgan hoi.

Bu holda ы0 = cos0o nuqta (9 ) rasm dagi ы(2) nuqtaga mos kelad i. 
Sababi -  p ir ild o q n i t = 0 m om entda 90 b u rchak  o stid a  q o 'y ib  
yob irilgandan  key in  u o g 'ir lik  kuch i t a ’s ir id a  pastga qarab  o g 'a  
boshlaydi, bu esa u= cos0 n ing kam ayish iga olib kelishi kerak. Shunday 
ekanligini en erg iyan in g  ifodasidan ham  keltirib  ch iqarish  m um kin :

boshlang'ich vaqtda 0o = O (p irildoqn ing bosh lang 'ich  o g 'ish i bor,

tugun ch iz iq  atrofidagi bosh lang 'ich  burchak tez lig i yo 'q ) va ^n = 0

(pirildoq faqat o 'z in in g  o 'q i atrofida ay lan tir ilg an ), d em ak  ((6 .80 ) 
va (6 .81) larga qaran g),

1  M 2E -------- -  + m e l c o s d  .
2 1 о

з
M3va / 3 o 'zgarm aslig i m a’ lum , (6 .81)-dag i boshqa hadlarn ing ham masi 
musbat, dem ak, vaqt o 'tish i b ilan m ana shu musbat hadlar qo 'sh ilish iga 
qaram asdan en e rg iyan in g  q iym ati o 'zgarm aslig i uchun  wo= cos0o 
kamayishi kerak.

Shu yerda erk in  va tashqi m aydondagi p ir ildo q larn in g  preses- 
siyalari o rasidagi katta farqni k o 'rilad i: erkin  p irildoqn ing presessiyasi 
° ‘zgarmas в  = const burchak b ilan  ro 'y  berar ed i, ye r m aydon idag i

f ( \ )  = - ( a - b ) 2. (6 .88 )
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p irildoq  uchun esa 0 burchak o 'zgarib  tu ra r ek an , un ing o'zgarish 
ch egara la ri, yuqorida  ko 'rsa tilg an id ek , 01<0 <6: b o 'lad i.

P irildoq  yuqori u ch in in g  bunday teb ran m a h arakati nutatsiya 
d ey ilad i. A gar О nuqta atrofida p ir ildoqn ing  u zun lig iga  teng radiusli 
sfera ch iz ilsa  p irildoqn ing  uch i h arakat davom ida m ana shu sferaning 
ustida egri ch iz iq  b o 'y ich a  harakat q ilad i.

A gar erkin  p irildoqn i qarasak  unga mos keluvch i ch iz iq  в  = const 
q an d ayd ir p ara lle lga  mos kelad i (shu sferan ing  u stida p ara lle lla r va 
m erid ian lar o 'tk az ilsa ), bunday presessiya r e g u la r  p r e s e s s i y a  deyiladi. 
Irregu lar presessiyaga olib kelad igan  n u ta ts iya  esa uch xil formaga 
ega b o 'lad i, u la r 6 . 10-rasm da ko 'rsa tilgan .

Bu uchala varian tn i tah lil q ilish  uchun (6 .89 ) ifoda soddalashtiram iz. 
Buning uchun bosh lang 'ich  sh a r t la r g a  q a y t ila d ia m iz . / = 0 n uq tad a 
% = 0  b o 'l i s h i  k e ra k  (p re se ss iy a  yo ‘q ), dem ak, M, =A/3cos0o yoki,

a = fcn0 bo 'lad i.
Buni yuqoridagi teng lam aga qo 'y ilad iam iz :

й2 = - (и -м 0)[Ь2(и -и 0) + с (1- н 2)]. (6.90)
J [ u ) = 0 tenglam an ing ikkita izdizi top ild i -  un ing b ittasi (m(I)) aloqasi 
yo 'q  bo 'lib  ch iqd i, ikkinch isi bosh lang 'ich  o g 'ishga teng bo 'lib  chiqdi 
m(2 = u0. Agar m(1) ni ham  topilsa

" ( i )
 ̂ f dM

> Ж )  <6'91)“o
integral orqali nutatsiya davrin i topish m um kin . K erakli ild iz im iz

— (u—m0)+ 1—m2 = 0  (6 .92)
с
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I m an ing yech im i b o 'lish i kerak . Bu ten g lam an in g  um um iy 
teI1f  iilarin i topish q iyin  em as, am m o hosil bo 'lgan  ifodalar murakkab 
У6*; 1 j uchun bir xususiy ho ln ig ina ko 'ram iz: «tez p irildoq» - katta 
J^nfhuk tezligi bilan harakat q ilayotgan pirildoq. Bu holda

I Щ  b± = J ! L  = !± !£ I  (693)
с 2m g l l '  I '  2m gl  ( }

foda katta son boMadi. Sababi -  b irinchi ko 'paytuvchi I / l '  taxm inan 
{. teng kattalik (giroskoplar uchun u birdan kam farq q ilad i), ikkinchi 

' Г aytuvchi esa aylan ish  kinetik energiyasin ing potensial energivaga 
nisbati. shart bo 'y icha aylan ish  burchak tezligi ju d a  katta, dem ak, bu 
nisbat ham katta ( oMchamsiz) son:

Ш
с

Tenglam aning iz lanayotgan izd izin i u, deb belgilansa, и,=м0 + Д ni 
hisobga olib

b2 . . . .  2 ( b 2—  (м ,-м 0) + 1-и , =
с

------2и0
с

Д + 1 -м 02 - Д 2 = 0 (6 .9 4 )

tenglamaga kelam iz. A niqki, Д - k ich ik son, shuning uchun, Д uchun 
kvadratik tenglam ada uning kvadratin i tashlab yuborishga haqlim iz. 
Natijada

A = 4 s i n 20o (6 .95)b~
ekanligi topiladi. N utatsiya burchagi ham topaylik . Biz yana u ~ u () va 
shunga ko‘ ra, 0n—0, farq larn ing k ich ik lig idan  foydalanam iz:

“o~“i = cos0„-cos0, = 2sin sin —  ̂— = (flu - в ;  )sin0o. (6 .96) 

Yuqoridagi tenglam a bilan taqqoslash nutatsiya burchagi uchun

eo_ 0 i =_r sin0o (6 .97)b
formulaga olib keladi. N utatsiya davri (va chastotasi) top ilad i, buning 
J*c un (6.91) integralda yuqori chegara sifatida w0~Д ni olish va f l u )  

c un esa ishlatilgan yaqin lashuvga mos keluvchi
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/ (и ) = - (и  -  м„ )(Ь2 (и -  н0 ) + с( 1 -  К5 )1

n i o lish  kerak :

“O'4

- J d/i 2/r

(6.98)

(6.99)

:
", >/-(M-Mo)[fc2(M-Mo) + C ( l- l l5 ) ]

N utatsiya chastotasi topild i:

“- „ = T =* = 7 M H  ( 6 а д )
Bu -  p ir ild o qn in g  burchak  tez lig i b ilan  b ir x il ta rtib ga  ega bo'lgan 
k atta  son. Shu  b ilan  n u ta ts iya  am p litu d as i va  ch asto tas i topildi 
Endi p resessiay  burchak  tez lig i <p ni to p ilsa  m asa la  to 'liq  yechilgan 
b o 'la d i.

Y u q o rid a  o lin g an  Mz =M}uQ m u no sab at va b  n ing  ta ’ rifidan 
foyda lan ilsa

M 7 - M xc o s d  , u n - u
<P = — ------ 1 ------= b ——r

/'sin2 0
(6 . 101)

ek an lig i kelib  ch iq ad i. P resessiya burchak  tez lig i 0 = 0odan tashqari 
ham m a n u q ta la rd a  m usbat, faqat shu n u q tad a  no lga teng. Bu 6.10- 
rasm dagi uch inch i ho lga mos kelad i. P resessiya burchak tezlig i uchun 
an iq  ifodan i top ish  uchun  ( 6 .86) in teg ra ln i (6 .9 9 ) yaqinlashuvda 
topam iz :

M

“0

du 2 
r .............. ...............  ...........1 ----- =  = —  arcsin

y ] - (u -u 0)[b2( u - u 0) + c (\ -u l ) )  h >/csin0o (6.102)

yoki

и = u0 — ^ js in 20oO _cos(fc,)) = Иo- r д ( l - cos( t̂,Яu/, ))• (6.103) 
2b 2

Presessiya burchak tezlig in i hisoblashda k ich ik  son bo 'lgan  Д bo‘yicha 
b irinch i tartib li had b ilan chegaralanam iz:

ф = = ■—  [ 1 — cos(fi)„M( t )].
l -u%  2b

(6.104)
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Ko'rinib turibdiki, nu tatsiyan ing har bir davri tugashi b ilan  huddi 
pismda ko'rsatilganidek <p = 0 bo 'lad i. Presessiyaning o 'rtacha burchak 
tezligi standart yo ‘ l bo 'y icha top ilad i:

т

^ = г ^ т 1 агф{,) = ^ь' (6 1 0 5 >
0

presessiyaning o ‘ rtacha burchak tezligi uning m aksim al q iym atin ing 
varmisiga teng bo 'lib  ch iqdi. Jarayonn ing  fizikasiga an iq lik  kiritish 
u c h u n  с va b lam in g  o 'm iga (6.83) fom iulalar bo 'yicha fizik kattaliklarga 
o'taylik:

ц а ,  (6 1 0 6 )

Demak, boshlang'ich burchak tezlik  qancha katta bo 'lsa , presessiya 
burchak tezligi shuncha kichkina bo 'lad i va aksincha.

i fo tO  bo'lgan hoi

Bu bandda biz faqat oldingi banddagi natijalardan farqli bo 'lgan 
natijalamigina keltiram iz. K o'rilayotgan holda (6 . 102) dan farqli o 'laroq

A/z -  Л/? cos в p - u  _ a M, 

bo'ladi. Shuni hisobga o lib , quyidagi nisbatni ko 'ray lik :

du it ( \ - u2) J f ( u )
1йр~~ф~ h i p - и )  (6.108)

Demak, f ( u )  no lga teng b o 'lgan  nuq ta larda ( 0, va G2 n uq ta la rd a) 
duldq> = o bo 'lad i, bu degan i, p irildoqning uchi presessiya davom ida
A — . n

I ya e = e 2 para lle llarga urin ib o 'tad i. Y a ’ni, holga 6 .10-
asmlarning birinchi va ikkinchisi mos kelar ekan.

" < 0b !v  b o ‘ lsa  Ф ning ishorasi и  < p  bo 'lganda musbat,
keladi н П<1а manfiy  bo 'lad i. Bu 6 . 10-rasm larning ikkinch isiga mos 

B aV  k- a rasnidagi b irinchi holga ega bo 'lam iz.
1 n  xusus‘y  ho llarga to 'x ta lib  o 'tay lik .

tenglam aning yech im lari karrali bo'lsin: u = u .. Bu degani 
va presessiya davom ida e  = const ga egam iz. ф va в
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orasidagi yuqorida keltirilgan  bog 'lan ishn i eslasak , ф = const ek an lig j^ ' 
ke linad i. D em ak, vertikal o 'q  atrofidagi presessiya o 'zgarm as burchaic 
tez lig i b ilan o 'tad i va nutatsiya yo 'q .

2. /3 = 1 yoki М = М г holn i ko 'ray lik  — 6 .9 -rasm dag i ikkinchi hoi 
M = M y bo 'lish i uchun pirildoqning o 'q i vertikal turgan bo 'lish i kerak' 
A gar (d+c)/c = a  deb belg ilansa f [ u)  funksiya

f ( u ) = - b 2(\ -u )2 + с (а -и ) ( 1- и 2) (6.109)

ko 'rin ishn i o lad i. K o 'rin ib  turibd ik i, u= 1 yok i, 0 = 0  - yechimlarning 
biri va a  < 1, a  > 1 va a  = 1 ho llarga har xil v az iya tla r mos keladi.

Eng sodda hoi — a  = \. Bu holda Jdu/j fUi )  integral an iq  olinadi, 

am m o, kerakli m a’ lum otn i bu in tegra ln i h isob lam asdan  ham olish 
m um kin. a  = 1 m unosabat £ ' = о , yoki

E = -
i Mi
2 h

m unosabatga teng, bu esa pirildoq 
boshlagan degani. Bu holda

+ mgl

o 'z  h arakatin i vertikal holdan

(6 . 110)

funksiya uchun nuqta ikki karrali ild iz bo'Iadi. B itta  ild iz i (и=1) karrali 
bo 'lgan  kubik funksiyaning m um kin b o 'lgan  grafik lari 6 . 11-rasmda 
ko 'rsatilgan . G rafikning qaysi b iriga qan day fiz ika mos kelishin i topish 
uchun tenglam aning uch inch i ild iz in i tekshirish  kerak:

.2
“ 3  * ------------- 1

С
(6.111)

f (u )  

u~ 1

f (u )

6.11 -rasm. Boshlang'ich momentda o'qi vertikal turgan pirildoq.

166



а2
д а г  — > 2  bo 'lsa , uch inch i iid iz i м,>1 bo'Iadi va birinchi grafikka

egamiz. Bu tez aylanadigan pirildoq, bu holda pirildoq harakat davom ida 
b o s h l a n g 'ic h  vertikal holatin i saqlab qo ladi, chunki harakat faqatgina
f ( u )20  sohadagina ro 'y  berishi m um kin , bu soha esa faqat b itta
nuqtadan iborat.

LI
Agar — < 2 bo 'lsa , uchinchi ild iz u} < 1 bo'Iadi. Bu holda pirildoq

o‘z presessiyasi davom ida 0 = 0  va в = в } burchaklar orasida nutatsion 
harakat q iladi.

2̂
(6.93) form ula b o 'y ich a — > 2 shart

С

shartga mos kelad i. D em ak, bosh lang 'ich  burchak tezlik  m a ’lum bir 
chegaradan yuqori bo 'lsa , p irildoqning aylan ish  o 'q i o 'z in ing  bosh­
lang'ich vertikal h o latin i saq lab  qo lish i kerak. A lbatta , h aq iqatda 
ishqalanish kuch i m avjud lig i sabab li p ir ildo qn in g  burchak  tez lig i 
kamaya boshlaydi va u chegaraviy chastotadan o 'tgandan keyin birinchi 
holatdan ikk inch i ho latga o 'tad i -  n u ta ts iya  bosh lanad i. O xirida 
pirildoq o 'z  energiyasin i yo 'qotib  to 'xtab  qolishi kerak.

•

E yler teng lam alariga asoslanib  yondoshish

Huddi shu m asalaga Eyler teng lam alari nuqtayi nazaridan ham 
yondoshib ko 'ray lik , buni ikkita m aqsadda q ilam iz: tashqi m aydonda 

У er tenglam asini o 'rgan ish  va harakat in tegra llarin ing o 'rn in i bosadi- 
•■nhech narsa yo 'q lig in i ko 'rsatish uchun. Eyler teng lam alarin i yozish 

ncb*dan s^u teng lam alarga kirgan kuch m om entini an iqlash

anini U cbrnornenti {x(,jc2,x3} sistem ada koordinat boshi О ga nisbatan 
kuchi P *  J cera*C- M asalada faqat b itta tashqi kuch bor — og 'ir lik
I ‘ O g 'irlik  kuch i q o 'y ilg an  nuqtan ing rad ius-vekto ri
-//> ' y ‘} “f ^ a n i  uchun uning m om enti uchun К=[1Р]={/Г1,А2,А3} = (- 

v  p ' tf°d an i o lam iz . D em ak, E yler ten g lam a la r i q u y id ag i
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ko 'rin ishn i o lad i:

, ' ^ 1  + (Г _ / 3)а д = //», 
at

Oxirgi teng lam adan  darhol fl,= const ekan lig i top ilad i. Y a ’ni, og'ir 
p irildoq ham  o 'z in in g  bosh inersiya o 'q i atrofida o 'zgarm as burchak 
tezlik  b ilan  ay lan a r  ekan. A lbatta, m a’ lum  bo 'lgan

M , = /jQ3 = const

m unosabat ham  shu yerdan kelib ch iqad i. Y ana (/ ,//-l ) f l 3 = <o belgi-

lash kiritib  va 6 .7 -rasm dan  P{ = - m g  sin O s in v .P 2 = -m g sin 0 cosy/ ekan- 
lig in i topib yuqoridagi teng lam alarn ing qolgan ikkitasin i

^ -  + q£12 = —  s in 0 s in y , = - ^ - s i n d c o s x i /  (6.113)
dt I dt 1

ko 'rin ishga keltirib  o linad i. Afsuski, bu teng lam alam i bevosita yechish- 
ning ilo jisi yo 'q , y an a  harakat in tegra llaridan  foydalan ish  kerak.

6.4.1-m iso l. Teshikkulcha shaklidagi piril­
doq. Simmetrik pirildoqga misol sifatida 6.12- 
rasmda ko 'rsatilgan  *tesh ikku lcha»n i olamiz. 
U bronzadan yasalgan bo 'lsin , o'lchamlarini 
quyidagicha olam iz: R =5sm, a = lsm . Incr- 
siya markazidan pirildoq turgan sirtgacha ma- 
sofa / =2sm bo 'lsin . Teshikkulchaning hajmi

V = 2n2a2R- A rm aturan ing o g 'ir lig i hisobga

6. 12-rasm. Teshikkulcha o lm aym iz. B ronzaning z ich lig i p  = 8, 8g/snv 
shaklidagi pirildoq. ekanligini hisobga olib , pirildoqning massasi 

to p am iz : m = 868g. B o sh lan g 'ich  shartlaf- 
pirildoqqa berilgan burchak tezlik sekundiga 100 m ana aylan ishga teng 

bo'lsin , y a ’n i, П , = 2л  100/sek , undan tashqari, f a  =0 bo'lsin deb o lam *

Yer maydoni uchun g = 981sm/sek2.
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T e s h k u lc h a s im o n  sim m etrik p irildoqning bosh inersiya m om entlari 
6 | 4 -misolda hisoblangan:

/, = / ,= ^ ( 5 a 2 +4/?: ). / ,= ^ ( 3 a 2 +4/fJ ). (6.114)
o 4

pirildoq harakatini aniqlaydigan tenglamalarga /' = / + ,n/2 kattalik kiradi. 
Berilganlardan foydalanib inersiya momentlarining son qiymatlarini topamiz:

*/ (105 Л  . 103 / = — +4 un va /, = — m.{ * Г  4
Shularni hisobga olib masaladagi asosiy parametrlar topiladi:

b = = — 2я I00 = 945.sek'', 
/' 137

2mgl  2 9 8 1 2  229sek_2 —  = 256I0~ 4 (6.115) 
/' 105+4 ’

8

Nutatsiya burchak tezligi <u„„, = b edi, chastota shundan aniqlanadi:

^mu ~ = 150  H r z.2n
Nutatsiya burchak amplitudasi (6.98) bo'yicha

0O - 0 ,  = 2,56 ■ 1 O’4 sin 0O (6.116)
ga teng bo'ladi. Faraz qilaylik , boshlang'ich og ish burchagi 0() = 45" bo’ lsin. 
Bu holda

0O - 0, =1,8110^* = 0 ,6 2 '(burchak minuti) 
bo'ladi. Agar pirildoqning uzunligi 1 m etrbo 'lganda ham uning uchi nutatsiya 
davomida bor yo 'g ‘ i 0,181 mm am plitudali tebranish qilgan b o 'la r edi. 
Bunday kichik siljishni odamning ko'zi sezishi qiyin.

(6.106) bo'yicha presessiyaning o 'rtacha burchak tezligi

ф -  _L -  ^ ^ s e k -1 = 0,24sek_l (6.117)
2b  945

8a teng. Demak, pirildoq vertikal o 'q atrofida presessiya hisobiga

T =

ichida bir marta aylanar ekan.

T = -=■ = 26sek (6.118)
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6.4 .2-m iso l. Yer shari pirildoq sifatida.
Y er sharini jud a yaxshi an iq likda sim m etrik p irildoq sifatida ko'risj, 

m im kin. Yer haqiqiy shar em as, balki qutb larida oz-m os siqilgan formaga 
egadir. Y a’ni, birinchi yaqin lash ishda Yerni 6. 1 .5-m isoldagi ellipso id sifatida 
qarash m um kin, faqat a  = b  deb olish kerak. Bu bilan Yerni simmetrik 
p irildoq  sifatida qaragan  b o 'lam iz . 0 ‘ lch ash lar shun i ko 'rsatad ik i, Yer 
uchun

Yerning o 'q i uning orbitasi tekisligiga perpendikular bilan 23* ni tashkil 
q ilad i. Koordinat sistemasini quyidagicha tanlab o laylik -  X,Y tekisligi Yer 
orbitasi tekisligi bilan mos tushsin, Z  o 'q i unga perpendikular bo'lsin. x 
o 'q i Yer o 'q i bilan mos tushsin (shim oliy yo 'nalish ). Quyosh bilan bog'liq 
bo'lgan sferik sistema koordinatlarini Л .0 .Ф  deb belgilansa, Yerning kinetik 
energiyasi quyidagicha ko'rinishga ega bo'Iadi:

6 .13-rasm da Q uyosh-Yer sistem asin i m asalan ing m aqsadiga muvofiq 
ch iz ild i. Quyoshni nuqtaviy zarra deb o lin ad i. Quyosh b ilan Yer mar- 
kazlari o rasidag i m asofani R deb bc lg ilab , Y ern ing m arkazidan  uning 
ix tiyo r iy  nuqtasigacha m asofaning rad iu s-v ek to r in i r  deb belgilaylik. 
Ushbu m asalada Yerni m oddiy nuqta em as, balk i o 'lch am lar i sezilarli

bo 'lgan  ellipso id sifatida qarash kerak. R avshanki, R » r . Bu — masa­
lan ing  yech im in i r/R k ich ik  param etr b o 'y ich a yoy ilm a sifatida topishga 
im kon beradi.

M asalada R = 0 ,0  = 0 deb olish m um kin . U ndan tashqari, 0  = ff/2 

bo'Iadi. Ф - Yerning Quyosh atrofidagi aylanish tezligi, dem ak,

a 300 (6.119)

»

R

'j

6.13-rasm. Quyosh atrofida aylanayotgan Yer.
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$  = ly il . (6.121)Ф
Y r o 'q in in g  presessiyasi Quyosh maydonining Yerning har xil nuqta-

• har x il ta ’siri bilan tushuntirilad i. Quyosh hosil qilgan tortishish 
,a*ydonining potcnsiali (Quyosh massasini M deb belgilanadi):

GM
~~\ R + r l (6.122)

Yerning z ic h lig in i b ir jin s li deb qarab , uning bu m aydondagi potensial 
energiyasini

I  и- °м1й’гШ7Г, <‘ | И >

deb ifodalab olinadi. Integral ostidagi funksiyani r orttirma bo 'yicha Taylor 
qatorga yoyamiz:

I I d l l  d2 I
• = — + Г ---------- + — ГГ: ---------------+ • (6.124)

(6.125)

IR + r l  R 'dR ,R  2 ' 1 BR,dRJ R 
Hosilalarni hisoblash qiyin emas:

_ L I - _ A  Э2 i 3R,Rj  - R~fi,j
a/?, R ~ /?'' DR,dRJ R R-

Yer ellipsoidining nuqtaviy Quyosh bilan gravitatsion ta ’sir energiyasi topildi 
(6.125) yoyilm adagi ikk inch i had toq funksiyani bergani uchun undan 
olingan integral nolga teng bo'ladi):

u = _ G M m _ G M ^  f  d J  [ 3 ( R  r ) 2 - * 2 r 2 ] .  ( 6 . 1 2 6 )

R 2 R * J  ’
Bu yerdagi integral Yer hajmi bo 'yicha olinadi. Integral ostidagi funksiyani 
quyidagicha yozib o laylik:

3(R r)2 - R2r2 = R ^ ^ rs j- S ^ r2). (6.127)

Quyidagi kattalik

Di i= \ A \ P [Zrirr 8,i r2}  (6.128)

Jismning k vad ru p o l  m o m en t i  d ey ilad i. Potensial en erg iya  uchun ifoda 
4uyidagi ko'rinishga keltirildi:

Ш  U = (6 .1 2 9 )
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Ta’rifidan ko’rinib turibdiki, kvadrupol moment - simmetrik tenzor, dem и  
uni hamma vaqt diagonal ko'rinishga keitirish mumkin. Bunda jismni ’ 
simmetriya o 'qin i hisobga olish kerak, bizning holda bu o‘q - x 1 
Demak, kvaqrupol momentning £>,, D2 va D} hadlarigina qoladi. UrnUn?'' 
formula bo 'y icha D,+£>,+ /),= 0  bo 'lgan i va jism n ing sim m etriyasidj*‘y icha 
Z), = D2 bo'lgani uchun

D, = D2 - - - £ > 3

deb olamiz va bundan keyin /),= D deb belgilaymiz. Yana bir soddalashtirish 
bajaraylik:

RiR jD ^ —  D f t + R l j+ D R ^ D  ± R > -\ r2 ]  = ^ ( З с о в Ъ - ! ) , ^

bunda a  -  R vektor va x} o ‘q orasidagi burchak. Kvadrupol moment va 
inersiya momentlari orasidagi bog'lanishni topish qoldi. Bu ish qiyjn 
bo'lniagani uchun uni o'quvchiga havola qilinadi. Javobi -

D = 2(/, -  /3).
Shu bilan potensial energiya uchun

. .  GMm GMD1 ,  ч 
V  = --------------------- r (3Co s 2a - l ) (6.131)R 4 R5 

ifoda topildi.
Yerni moddiy nuqta deb qaralganida birinchi hadning o‘zi qolgan 

bo'lar edi. Yer hatto sof shar boMganda ham ikkinchi had bo'lmas edi - 
chunki bu holda /, = /, va, demak, D = 0.

Ko'rilayotgan yaqinlashuvda Yerning Quyosh maydonidagi Lagranj 
funksiyasi (6.120) va (6.131) laming ayirmasiga teng. Ammo yana ba’zi 
bir mulohazalarni hisobga olish kerak.

a  burchak R vektor va x} o ‘q orasidagi burchak, demak, bir yil

ichida u a  = ^ - 0  dan а  = ^  + в  gacha o'zgarishi kerak. Yaqinlashuv

doirasida c o s2»  ni uning yil bo'yicha o'rtalashtirilgan qiymatiga almash-

tiriladi: cos2»  => - s in ^ -

Yerning sutkali aylanish burchak tezligi у  , presessiya tezligi <Pn 
unga nisbatan juda kichik deb qarashga haqqimiz bor (tajriba asosida). S u 
sababli kinetik energiya (6. 120) da <p bo'yicha kvadratik hadlar tashlab 

yuboriladi:
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( ^ s in ^  + e 2) ^ ® 2. (0 cos0 +v>)2 =>y2+2y?>cos0. (6.132)

2i)  formuladan oldingi gaplarni va <j> ning o'zgarmasligini hisobga
kinetik energiyadagi b irinchi qavs tashlab yuborilishi keraklig iga 

olinsa. *

^ ''sh u lam in g  hammasini bir joyga y ig 'ib , Yerning masalaga mos keluv­
chi Lagran-i fanksiyasini quyidagicha holda olamiz:

L = ^ 6 2 -t--y ( y 2 -t-2y<pcos0)+ —— -cos2# (6.133)

funksiyasida hamma o’zgarmas sonlar tashlab yuborildi. Bu Lagranj 
ftnksivasida ikkita siklik o'zgaruvchi bor -  tp va y. Shunga mos ravishda 
ikkita harakat integraliga egamiz:

Pv  = h ¥  cos0, pY = /,(y+<iPcos0). (6.134)

^ ni -  Yerning sutkali aylanish burchak tezligini - o'zgarmas deb olgan 
edik, bunga p e ning konstantaligi qo'shilsa 0 ham o'zgarm as son ekanligiga 
kclinadi. lkkinchi harakat integralidan esa ф ning ham o 'zgarm as son 
ekanligi kelib chiqadi. Endi 0 uchun harakat tenglamasi keltirib chiqaraylik:

1.6 + /,v><psin в  + —L i  sin в  cos в  = 0. (6.135)
10Я3

0 = 23 o'zgarmas bo'lgani uchun 0 = 0 ,  demak,

4R а  у/
(6.119) bo'yicha a  va с orasidagi farq kam ligin i ko 'zda futib, quyidagi 
soddalashtirishni bajaram iz:

a 2 - c ‘ _ 2( a - c )

Yakuniy formula quyidagi ko'rinishda ifodalanadi:

3CAf a  -  с _
<p = - _ — ------ cos0. (6.137)

2 /? V  a
Wnchidan, Quyosh maydoni ta ’sirida Yerning presessiya burchak tezligi 

Buning uchun M sifatida Quyoshning massasi Л/=1.98844 10”g 
^ ^ • r a t id a  Yerdan Quyoshgacha bo'lgan masofa /?= 1.496 IOl5sm ni olish 

■ Qolgan kattaliklar ham m a’lum:
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G = 6.6742• 10~8 у/ = 
g sek2

2к
86400

sek - I ■

Natijada

(6.138)

m i

,Z

6.14-rasm. Blok 
ustidan o‘tgan 
ipga osilgan 

rnassa.

ф = -2 .5 I0- 12 = -16.26-bUrchaksekUndi 
sek yil

ekanligini topiladi. Agar Yer o'qining presessiyasi faqat 
Quyosh maydoni ta’siridagina hosil bo'layotgan bo‘lganida 
Yer kurrasi o ‘z orbita tekisligiga perpendikular bo'lgan 
o'q atrofida presessiya natijasida -  79700 yil ichida bir 
marta to'liq aylanardi. Presessiya yo'nalishi yerning o‘z 
o'qi atrofidagi aylanish yo'nalishiga teskaridir.
Ammo hali Oyning ta ’siri e ’tiborga olinmadi, uni e’ti- 
borga olinsa olingan son o'zgaradi.

Oy maydoni ta’siridagi presessiya tezligi ham aniq- 
lay lik , buning uchun yuqoridagi form ulaga Oyning 
massasi M =7.3510J3g va Yer bilan Oyning markazlari 
orasidagi masofa R =3.908- 1010sm lam i qo'yish kerak. 
Bu Yerning Oy maydoni ta ’siridagi presessiya tezligini 
beradi:

ф = -33.8 burchak sekundi 
yil (6.139)

Ikkala ta ’sirning yig'indisi -50.06" ni beradi. Eksperimental ma’lumotlar 
-50.02" ekanligidan dalolat beradi. Olgan natija shuni bildiradiki, Yer o'qi 
o'z orbita tekisligiga perpendikular bo'lgan o'q atrofida presessiya natijasida
-  26000 yil ichida bir marta to'liq aylanadi. Yer o 'qi hozir Qutb yulduziga 
qaragan, yillar o'tishi bilan Yer o'qining yo'nalishi osmonda aylana chizib 
boradi, biz topgan davr -  26000 yil shu aylanani bir marta chizishga kerak 
bo'lgan vaqt. Bir necha ming yildan keyin qutb yulduzi boshqa bo'ladi, 
masalan, 12000 yildan keyin Vega qutb yulduzi bo'ladi.

6.4.3-misol. Gorizontal О o ’q atrofida aylanadigan blok ustidan uzunlig1 
o'zgarm aydigan ip o'tgan. Ipning bir uchi bikirligi к bo'lgan prujinaga 
ulangan, ikkinchi uchiga m massa osilgan. Harakat yo'nalishi -  z ~ 0 q1' 
Blokning massasi mt, uni R radiusli ingichka disk deb qarang. Shu siste­
maning kichik tebranishlar chastotasini toping.

Sistemaning kinetik energiyasini yozamiz:

T = m i2 /|Qf _ m i■ 2 (6.H0)
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p u rc h a k  tezligi «1 = t/R  bo 'lgan i uchun

7' = ± ( '"  + y j j 2. (6.141)(6.141)

Potensial energiya ikki qismdan iborat bo’ladi -  gravitatsion maydondagi 
/■reiva va barqaror muvozanat holatida uzunligi I bo'lgan prujinaning 

uzayishi energiyasi:

Barqaror muvozanat holatida

=mg - k l  = 0 (6.143)
az

(6.143)

bo'lishi kerak, demak, kl = mg  . Sistemaning Lagranj funksiyasi topildi:

B ir-biriga teg ib  turgan qattiq  jism la r sistem asi berilgan  bo 'ls in . 
Ularga tashqi kuch lar ham ta ’s ir q ilayo tgan  bo 'lish i*m um kin . Shu 
jism lar b ir-b iriga tegib turgan lig i tu fayli biri ikk inch isin ing  harakatin i 
chegaralab turgan b o 'lad i. Y a ’n i, har b ir jism  uchun  b o g 'lan ish lar 
paydo bo 'lad i. B ilam izk i, bog 'lan ish larn i kuch sifatida ham  ta lq in  
qilishim iz m um kin.

Bu kuch lar b o g 'lan ish la rga  b o 'lgan  r eak s iy a  kuch lari d ey ilad i, 
boshqa k ich la r  esa  ak tiv  k u ch la r  d e y ila d i. O 'zaro  teg ib  tu rgan  
J^m larn ing h arakatin i an iq lash  uchun shu reak tiv  ku ch larn i ham 
t0Pish kerak. (1 .6 ) paragrafda b o g 'lan ish la r  b ilan  q an d ay  ish lashn i 
golonom b o g 'lan ish la r  m iso lid a  ko 'rib  ch iqd ik . U shbu paragrafda 

ani go lonom , ham  nogolonom  b o g 'lan ish la rga  q o 'llan ish i m um kin  
o.lgan D alam ber m etodi d ey ilad ig an  m etodn i ikk ita  m iso lda ko 'rib  

ch '4am iz.

(6.144)

Kichik tebranishlar chastotasi:

(6.145)

6 .5 . D alam ber prinsipi
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M etodning m ohiyati quy idag icha. Aktiv kuch larn i f  deb, reaktjy 
kuch larn i fR deb belg ilaylik . Qattiq jism n ing  harakat tenglam alari (6 55ч 
va (6 .58 ) ga kirgan kuch sifatida f+ fR y ig 'in d i o linad i. Bu tenglamalar 
sistem asiga b og 'lan ish lar q o 'sh ilad i. Hosil bo 'lgan  teng lam alar to'|jQ 
sistemasidan jism ning harakati bilan b iiga reaktiv kuchlar ham aniqlanishj 
m um kin. Ushbu metod keying i paragraflarda ikk ita m asala misolida 
ko 'rsatilgan .

6 .6 . Q attiq jism la r  s istem alariga  m isollar.
Nogolonom sh artla r

Q attiq  j ism la m in g  b ir -b ir ig a  teg ib  tu rish i u la rn in g  harakatin i 
ch ek layd i. B unday ch ek lash n i b o g 'lan ish la r  t i lid a  ifoda q ilish  qu- 
layd ir . B iz (1 .6 ) paragrafda go lonom  va nogolonom  bog'lan ish lar 
te x n ik a s in i m u h o k am a q ilg a n  ed ik . 1 .6 .4 -m iso ld a  q iy a  tek islik  
b o 'y ich a  g 'ild ir ab  tu sh ayo tgan  s ilin d r h araka tin i an iq lash  masalasi 
k o 'r ilg an . Bu yerd a  esa nogo lonom  b o g 'lan ish li h arakatga  m isollar 
k e lt ir ilad i.

B izga biron sistem a berilgan  bo 'lsin . U ni ifodalash uchun kerak 
b o 'lg an  um u m lash gan  k o o rd in a ta la r  son i n ta  b o 'ls in . Odatda, 
nogolonom  bog 'lan ish lar ch iz iq li ko 'rin ishga ega bo 'lad i:

к

X ^ M = ° .  1 = 1.......*• (6.147)
7-1

B unda к  — b o g 'lan ish la r  so n i. A gar d t = 0 b o 'ls a , bunday 
bog'lan ish lar bir jin sli deyilad i. U m um iy holda c. koeffitsiyentlar umum­
lashgan koord inata lar va vaqtn ing funksiyalari bo 'lish i m um kin. Agar 
bizga bundan tashqari quyidag i golonom  bog 'lan ish lar ham  berilgan 
bo 'lsa :

/,(<?./) = 0, / = 1...... j . (6.148)

um um lashgan koordinatalarim izn ing variatsiyalari m ustaqil b o 'lm a sd a n
►

Yf i j Sq j  = °  (6 149) va X ^ " 5<7j=°  (6 -,50)
; - i  j .  1

shartlarga bo 'ysungam  b o 'lad i. Bu shartlarn ing um um iy soni к + 5 \ 
shuning uchun n — k — s  soni nogolonom sistem aning erkinlik darajaia*1
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• deyilad i. H aqiqatda (m isollarda keyin ko 'rilad i) nogolonom bog'la- 
^ " a r  mustaqil koord inata lar sonini kam aytirm ayd i, u lar koordina- 
talarning faqat m ustaqil variatsiyalarin ing sonini kam aytirad i.

6 .4 . 5 -m iso l. (x, y)tekislikda yotgan va unga o'zining 
uch nuqtasi AOB bilan tegib turgan jism 6 .15-rasmda 
k o 'r s a t ilg a n id e k  x o 'q i bilan <p burchak hosil qilib
harakat qilayotgan bo'lsin.

Harakat davomida jism markazi О nuqta tekislikka 
ib turein, A va В nuqtalar esa О atrofida buralishi 

mumkin bo'lsin. Ishqalanish kuchini yo'q deb olinadi.
Jism tezligining komponentalari vx,v f . Ko'rinib turib­
diki. bu komponentalar mustaqil emas:

«т
—  = >g<P

Agar umumlashgan koordinatlarni q, = x, q2 = y, = yo 'l bilan kiri- 
tilsa, sharti

Ч2~Ч\18Ч)=° (6.152)
ko'iinishni oladi. Bu tenglik hecli qanday funksiyaning to'liq hosilasi emas, 
demak. u — nogolonom shartdir. Uni St ga ko'paytirilsa variatsiyalarni 
bog'laydigan tenglamaga kelinadi:

Sq2 -8ч\Ял = 0 (6.153)
Hulosa sifatida shuni aytish kerakki, x, )\ va <p koordinatlarning o'zga- 

rishlari mustaqil bo'la olmasligiga qaramasdan koordinatlarning o'zlari 
mustaqilligicha qoladi, chunki, (6.154) shartni integrallab uni .koordinatlarni 
bog'laydigan shartga o'tkazish mumkin emas.

Shunga qaramasdan harakat intcgrallarining mavjudligi masalani to'liq 
yechishga imkon beradi. Masala birinchi Lagranj ko'paytuvchilari tilida 
yechiladi, keyin harakat integrallaring muholama qilamiz.

Jismning Lagranj funksiyasi (haqiqatda u kinetik energiyagamng o'zi)

L -  + >o ) + ~ 1ф~- (6.154)

Bunda m — jismning massasi, 1 - 0  nuqtadan o'tgan vertikal o'qqa 
“tatan inersiya momenti. ( 1.6) paragrafda aytilgani bo'yicha nogolonom 

°°8 lanishlar bor taqdirida harakat tenglamalari

d  dL Э/. _ V V
2 J ' C" (6.155)

Nazariy mexanika 177

6.15-rasm. Tekis 
sirt ustidagi chiziqli 

jism.

(6.151)



ko'rinishga ega bo'Iadi. (6 .150) va (6.154) shartlar taqqoslansa

C11- -W P . c , j= l .  c„ « 0  (6. i s 6)

ekanligi topiladi. Bu darhol harakat tenglamalarini yozib olishga imk 
beradi: 01

mx0 = -  т у  о  = A ,, /ф = 0. (6 .15?)
Bu sistema

y-itg<P  = 0 (6.158)

tenglama bilan to'ldirilishi kerak. Shu bilan, to'rtta noma’lum bor -  x,y,m,x 
Ular uchun yozilgan tenglamalar soni ham to'rtta -  (6.158) da uchta va 
(6.159) tenglama. Shu tenglamalar ichidagi uchinchisini yechish eng osoni

<p(/) = ftw + <Ph. (6.159)

bunda а) = ф -  jismning г o'qi atrofidagi burchak tezligi. (6.158) dagi birinchi 
va ikkinchi tenglamalardan y, ni qisqartirilsa

jfcos?>+>:sin(p = 0 (6.160)
hosil bo'Iadi. (6.159) tenglamani ham

ycos<p-isin(p = 0 (6.161)

ko'rinishda olib ikkalasi qo'shilsa
xcostp-xsin(p+ ys\n<p+ ycoscp  = 0, (6.162)

yoki

d
—(icos^+ jsin< p] = 0 (6.163)
dt

tenglamaga kelinadi. Bitta harakat integrali topildi

icos<p+ysin^p = c,. (6.164)

Bu tenglamani (6.162) tenglama bilan taqqoslab

x = c l cos<p, y  = C|Sin<0

1

(6.165)

ekanligini, shunga ko ra,
¥

x = — ( s in ^ - s in ^ ) - * - ^ ,  у  = -  — ( c o s ? - c o s ^ ) +  y0 (6. 166)
(O (!)

ekanligi topiladi. (6.166) tenglamadan c,=u ekanligi kelib chiqadi. 
(6.158) sistemaning ikkinchi tenglamasidan y, topiladi:

A, = т аю  c o s  tp. (6-167)
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158) sistemadagi birinchi va ikkinchi tenglamalarning o'ng tomonlari 
reaksiya kuchining x va у  komponentalarini beradi:

Rt =-mwvsintp, = mwvcos(p. (6.168)

jCo’ rin ib  tu rib d ik i,

R2 = Я2 + Я2 = f f lV u 2.

Dem ak. reaksiya kuchi o'zgarmas qiymatga ega R =ma)v. Uning yo'na- 
Ushini aniqlash qiyin emas (6.169) formulalardan xulosa qilish mumkinki, 
bu kuch A va В nuqtalar chizayotgan aylanaga urinma bo'yicha yo'nalgan.

Harakat integrallariga kelaylik. Masalaning yechilishining sababi yetarli 
darajadagi harakat integrallarining mavjudligidadir. Ulardan b irinch isi- 
energiya:

£ = im (x 02 + >02)+^/<p2. (6.169)

Ikkinchisi - V5 ning siklikligidan kelib chiqadigan ф = const ekanligi. Bundan

esa o'z navbatida io + >o= const ekanligi. (6.165) tenglama shu oxirgi 
munosabatning o'zidir. Buni ko'rish uchun tenglikning ikkala tomonini 
u= lv l ga ko'paytirib x = v cos(p va >■ = usin<p ekanligini hisobga olish 
kerak.

6.4.6-m isol. Tekislik ustida a radiusli shar 
sirpanmasdan harakat qilayotgan bo'lsin. Shar- 
ning tekislikka tcgib turgan nuqtasining tezligi 
sirpanmaslik sharti oqibatida nolga teng bo'lishi 
kerak. Shaming erkinlik darajalari sonini aniq- 
laylik. Shaming holati uning markazining koor- 
dinatalari Xa,Y0wa uchta Eyler burchaklari <p,\)/,0 
orqali an iq lanad i. H aqiqatan ham , tek islik  ,  щ .т т  т«*и««irt 
ustida harakat deganimiz sharga Z o'qi bo'yicha ustidag i shar.
qo'yilgan bitta shartga mos keladi: Z = a , bu 
~ golonom shart.

Demak, erkinlik darajalari soni 6—1=5. Shaming sirtga tegib turgan 
nuqtasi ni P  deb, shaming markazidan unga tushgan vektorni a deb belgi- 
laylik.

Markaz О ning tezligi V, deb belgilansa, P nuqtaning tezligi nolga 
tengligi sharti

vp = vo +[£Ja] = 0 (6.170)

ko'rinishga ega bo'ladi. a = (0,0. - a (  bo'lgani uchun komponentalarda bu 
tcnglama

179



Х Р - Х 0 - а Л у ш о, Yp -  Yq + аС2л = 0  (6.171)

ko'rinishni oladi. Bu — nogolonom shartlar, chunki burchak tezligininB 
komponentalari hech qanday funksiyaning vaqt bo 'yicha to 'liq  hosilasj 
emas (Q lar Eyler burchaklari <р,\)/,в ning murakkab funksiyalaridir). Shu 
sababdan bu shartlarni yecha olmaymiz. Ularni harakat tenglamalariga 
Dalamber prinsipi yordamida ((6.5) paragrafni qarang) reaksiya kuchlari 
orqali kiritganimiz maqsadga muvofiqroqdir.

Shularni hisobga olib harakat tenglamalari sistemasiga o'taylik. Shaming 
massasini m deb, uning markazining ilgarilanma harakat tezligini m deb 
olinsa va shar uchun M=/fi ekanligidan foydalanilsa tenglamalar sistemasi 
quyidagicha ko'rinishga ega bo'ladi:

= F + R , / ^  = K + [aR l, V+[£2a] = 0. (6.172)

Bunda F — tashqi kuch va К — u hosil qilgan kuch momenti. Uchinchi 
tenglam a birinchiga qo 'y ilad i, 6  ni esa ikkinchi tenglam adan olinadi:

F + R + ^ ( [K a ] - a (R  a)+R<72) = 0 . (6.173)

Bu tenglama komponentalar bo'yicha yozib olaylik (shar uchun I=2ma:/S 
ekanligi hisobga olindi):

Rx = ~ F , +^ - K , ,  Ry = - l Fx- j - K x, R. = -F z. (6.174)

Reaksiya kuchlari topildi. Endi harakat tenglamalarini faqat tashqi kuchlar 
orqali yozib olish mumkin. Birinchidan, harakat tenglamalarining mustaqillari 
soni nechaga teng? Boshida oltita harakat tenglamasi bor edi, ularga kirgan 
kattaliklarga uchta shart qo'yilgan. Demak, mustaqil harakat tenglamalari 
soni uchga teng bo'lishi kerak. Ular sifatida

dV - j f  j \ dV 7 / j \ d n
, _ L  = 1  F + - K  ; m — -  = - [  F  — - K  ; / ----- L = К  (6.

dt 5{ д а  у )  dt 5{ > a * j  dt z
175)

tenglamalar olinadi. Qolgan kattaliklar quidagicha topiladi: (6.175) ning 
uchinchisidan Vz = 0 ekanligi kelib chiqadi, bu esa boshlang'ich golonom 

sharti z = a ning natijasidir, £2̂ , £iy lar esa (6.173) ning uchinchisi bo lgan 
bog'lanishlar Q =—VJa, £ l= -V Ja  dan topiladi.

Huddi shu masalani Lagranj ko'paytuvchilari tilida ham qarash m u m k in . 

Buni o'quvchiga masala sifatida havola qilinadi (shu bobga 3-masalaga 
qarang).
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6.7. Noinersial sistemalardagi harakat

Inersial sistem alam ing mexanikadagi alohida aham iyati haqida kursi- 
ning boshida gapirgan edik. Inersial sistem ada jism n ing Lagranj funk­

siyasi

(6 .176)

ko'rinishga ega (bu sistem aga taa lluq li tez lik lam i nol indeksi b ilan 
b elg ilanad i). N oinersial sistem aga o 'tganda jism ning Lagranj funksiyasi 
qanday boMadi?

V aqt bir jin s li va fazo bir jisn li ham da izotrop boMgan sistem alar 
inersial sistem a deb ta ’riflangan edi. N oinersial sistem aga o 'tgan im izda 
fazo va vaqtning bu xossalari yo ‘qolishi kerak.

Inersia l sistem ada o 'zgarm as v0 tezlik  b ilan harakat q ilayotgan 
jism  o lay lik . Shu sistem aga nisbatan ixtiyoriy V(/) tezlik b ilan harakat 
q ilayotgan  shtrixlangan sistem a К  da jism n ing tezlig i v* quyidag icha 
an iq lanad i:

v0 = v'+V(»). (6 .177)
Buni (6.177) ga olib borib qo 'y ilsa  (faqat vaqtning funksiyasi bo 'lgan 

V2(0  h ad  ta sh lab  yu b o rilad i va p o ten s ia l y an g i k o o rd in a tla rd a  
ifo d a lanad i):

L’ = —  + my ' X( t ) - U( r ) .  (6.178)
2

Agar огЯа 1' shtrixlangan sistem aning tezlan ish i k iritilsa,

shu Lagranj funksiyasiga mos keluvchi harakat tenglam asi quyidag icha 
yoziladi:

= (6 .179)
or

Demak, tezlan ishn ing paydo bo 'lish i —mW(/) ko 'rin ishdag i b ir jin sli 
kuch m aydonining paydo bo 'lish iga ekvivalent ekan . Bu m aydonda 
har b ir jism  o 'z in ing  m assasiga bog 'liq  bo 'lm ayd igan  — ham m a jism la r 
uchun b ir x il b o 'lgan  va s istem an ing  tez lan ish iga  teskari bo 'lgan  
le zlan ish  o lar ekan. M ana shu tashqi bir jin s li kuch m aydon in ing 

boMishini bo 'rttirib  ko 'rsatish  uchun ^  Lagranj funksiyasidagi 
•kkinchi hadni
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m v '  V(t)  = m - j - r '  V( i )= m - j - ( r '  V ( t ) ) - n t r '  W( t )  (6.180)

ko 'rin ishga keltirilad i. Bu yerdagi vaqt b o 'y ich a to 'liq  hosila li hadni 
Lagranj funksiyasidan tash lab  yuborish i m um kin . N atijada Lagranj 
funksiya quyidagi ko 'rin ishga kelad i:

L' = —2-----l/d -V m r'W U ). (6.181)

A lbatta, bu Lagranj funksiyasidan  o lingan harakat tenglam asi huddi 
o 'sh a (6 .180) ko 'rin ishga ega b o 'lad i.

Ikkinchi bosqichga o 'tay lik . Sh trix langan  sistem a h !  ga  nisbatan 
fl(/) burchak tezlik  b ilan  harakat q ilayo tgan  sistem a К  k iritilad i. Bu 
sistem aning koordinat boshi shtrix langan sistem aning boshi b ilan  bir

xil b o 'ls in , bu degan i, г = г \  К  dagi tez lik  v b ilan l (  dagi V tezlik 
quy idag icha bog'langan  b o 'lad i:

y '  = v+ [flr]. (6.182)

Biz l (  sistem adagi o 'zgaruvchan  tezlik  V ni ikki qism ga ajratd ik - 
ilg ar ilan m a harakat tez lig i — v va ay lan m a harakat tez lig i -| f lr ] , 
(6 .182) dagi tezlikn i bu qo ida b o 'y ich a  a lm ash tirilsa К  sistemadagi 
Lagranj funksiyasi quyidag i ko 'rin ish ga kelad i:

L = —  + mv  [f ir ]  + - [ f i r J 2 - (/ (r ) - mr W(r). (6.183)
2 2

Lagranj hosilalarin i h isoblashga o 'tay lik . Ikkinchi haddan radius-vektor 
b o 'y ich a  hosiladan boshlaym iz:

^ - ( v [ f l r l )  = — c ^ f V ,  mejUvjn kS„ =ejklvjnk =£1>tu; fl* =[vfll,.

(6.184)
U ch inch i haddan rad ius-vekto r b o 'y ich a hosila:

T“[Qrf  = f  ) = £jkia ke jmma m(rAl + rAn ) =
дг‘ 3r- (6.185)
= 2£jkle /miClkClmrl = 2 [ о [ г Л ] ] (

Shu larn i hisobga olib
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^  = - ^  + m [vn] + m [n[rft]]-m \V  (6.186)
or or

nligiga ishonch hosil q ilinad i. Tezlik bo 'y icha hosilani hisoblash 

osonroq:

~  = ;nv + m[Qr]. (6 .187)
d\

T0piigan Lagranj hosilalaridan harakat teng lam alariga o 'tam iz :

/nW + 2w[vQ] + w[£l[rQ]] + ;/i[rn]. (6 .188)
Эг

A y l a n m a  harakatn i hisobga olish (6 .180) dagi kuch larga yan a uch xil 

yangi kuchning qo 'sh ilish iga olib keld i. U larn ing b irinch isi -  2m[vD)

-  Koriolis kuchi  deyilad i. Ikkinchisi -  //i[Cl[rCl]] -  markazdan qo chm a
kuch deyilad i. r  va □  o 'zaro  perpendikular bo 'lgan  holda bu kuch

elementar fizikadan m a’ lum bo 'lgan  m r f r  = w v 2/r ko 'rin ishga kelad i,

bu yerda v  -  £2 burchak tezligi b ilan harakat q ilayotgan r  radiusli

nuqtaning ch iz iq li tezlig i: v  = £lr.
Oxirgi had burchak tezlig in ing m um kin bo 'lgan tekism asligi bilan 

bog'liq bo 'lgan  haddir. Topilgan kuch lam ing ich ida K oriolis kuchi 
ajralib turadi -  faqat u jism ning noinersial sistem adagi tezlig iga bog'liq . 
Qolgan kuch lar noinersial sistem ada qo 'zg 'a lm asdan  turgan jism larga 
ham ta ’sir q ilad i.

Koriolis kuchin ing kelib ch iq ish in i 6 .17-rasm da ko 'rsatilgan  xususiy 
hoi asosida tushunish m umkin.

Rasm da k o 'rsa tilg an id ek , Y er sh ar in in g  0, va 02 k en g lik la r i 
olinadi. Y er s irtid a  turgan jism la r  uchun  Y ern ing ay lan ish i b ilan

b o g 'liq  b o 'lg a n  im p i ls  m o m e n t la r i  М, =>щг , =тПг 2 va

м г~тИ2г2 = тЛг 2 b o ' l a d i ,  d e m a k , M{<M2 e k a n . J a n u b d a n  
shimolga qarab oqayotgan  daryon i o lay lik . Suv zarrach a lar i o 'z i 

■Ian sharqqa yo 'n a lgan  im puls m om entin ing q o ld ig 'in i o lib  kelad i. 
Bu qo ld iqn ing ta ’siri ostida suv zarrach a lar i inersiya  b o 'y ich a  

ryoning o 'ng q irg 'o g 'ig a  qo 'sh im cha bosim b ilan  ta ’sir q ilad i. M ana 
s u kuch — K orio lis kuch id ir.
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6.17-rasm. Koriolis kuchining kelib chiqishiga oid.

Bu m ulohazam izni m atem atik ko 'rin ishga keltiraylik . Q ulaylik uchun 
r ,= r  va r2 = r{ +Ar = r+ Ar deb o lam iz , sh u n ga  k o 'ra  Mt =M Va 

Л/ 2 = Л/, + AM = M + AM deb yozam iz va

AM = M2 —M | = m i l  (fi2 - r ,2) = 2mQrAr  (6.189)

ga k e lam iz . T en g lam an in g  ik k a la  to m o n in i At g a  b o 'lib  cheksiz 
k ich ik larga o 'tay lik . Bu holda o 'ng  tom onda jism  tezlig in ing radial 
kom ponentasi paydo bo'Iadi: dr/dt =vr. Rasm dan ko 'rish  mumkinki, 
vr= s in 0. D em ak,

dM
dt

= 2m filisin  в  г (6.190)

teng lam aga kelam iz. Ikkinch i tom ondan, £2u sin 0 ifoda [vfl] vektor- 
ning kenglik p ara lle l! b o 'y ich a  yo 'nalgan  kom ponentasi. Tezlikning 
tan lab  o lgan yo 'n a lish in i ko 'zda tu tilsa , o lingan  teng lam an i vektor 
ko 'rin ishda quyidag icha yozib o lish m um kin ligi kelib  ch iqad i:

dM
dt

(6.191)

Im puls m om enti uchun harakat tenglam asi (6 .58 ) b ilan  taqqoslansa 
suv zarrasiga 2m  |v£J| kuch ta ’s ir q ilayo tgan in i ko 'ram iz . Bu — Koriolis 
kuchi.

A gar endi suv oqim i sh im oldan janubga qarab yo 'n a lgan  bo’lsa 
AM <0 bo'Iadi, kuch g 'a rb  tom onga yo 'nalgan  bo 'lib  ch iqad i. Shimohy 
yarim  sharda oqayotgan daryo  uchun bu — yan a o 'sh a o 'n g  q irg‘oqQa 
ta ’sir qiluvchi kuchni beradi. U m um an, suv tezligin i ixtiyoriy yo'nalishda 
deb o linsa mos keluvchi vektor ifodalarga kelam iz.
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Janub iy  yarim  shar uchun yuqoridagi mulohazalar qo 'llan ilsa bu 
Ida K oriolis kuchi daryolaming chap qirg'og'iga ta ’sir qilishi topiladi. 
j^jana  shu tushuntirishdan ko'rinib turibdiki Koriolis kuchi inersia

kuchining n am o yo n id ir .
Y u q o rid a n  qarab Yerga tushayotgan jismga Koriolis kuchining ta sin 

•maga o lib  kelad i? Bu holda IvtJ) vektor sharq tomonga qarab 
"o'nalgan bo’Iadi (qaysi yarim sharda ekanligim izdan qat’iy nazar). 
Bu degan i, pastga tushayotgan jismning trayektoriyasi tik to‘g ‘ ri chiziq 
bo'lm ay u sharq tomonga og'gan egri chiziq bo'Iadi.

Bu h o d isan i ham inersiya kuchlari orqali tushuntirish m um kin. 
Yuqorida turgan jism ning impuls momenti shu jism ga nisbatan verti­
kal b o 'y ic h a  pastroq joylashgan jism ning impuls momentidan katta 
bo'Iadi (e sd an  ch iqarm aylik , Yer bilan birga aylanayotgan sistem a- 
dam iz). Momentning saqlanish qonuni bo'yicha radius-vektor kamay- 
ganda (jism  pastga tushganda) jism n ing aylanm a ch iz iq li tezlig i 
oshishi k e rak . N atijada boshlang'ich vaqt momentida Yer sirtiga 
parallel yo 'nalishda tezlikka ega bo'lm agan jism ning pastga tushgan 
sari sharq  tomonga yo 'nalgan tezlik komponentasi paydo bo'Iadi 
va orta boshlaydi.

Pastdan yuqoriga otilgan jism uchun esa trayektoriyaning siljishi 
g'arb tomonga qarab yo'nalgan bo'Iadi.
(6.189) harakat tenglamasining xususiy holini olaylik:

bo'lsin , ya ’ni, sistema ilgarilanma tezlanishga egamas va uning burchak 
tezligi o'zgarmas bo'lsin:

ft = const va W  = 0 — 
6

(6.193)

mv =------+ 2m [vQ ]+ m [n[rfl]]. (6.194)

Shu tenglamani v ga skalar ko'paytirib

(6.195)

ekan lik lari hisobga olinsa saqlanish qonuniga kelinadi:

Qavs ichidagi ifoda -  energiya:

(6 .19 6 )
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E = ^ - 2 L [ n r ] 2 +U.~2 "J + u- (6.197)
Kinetik va oddiy potensial energiyalardan tashqari unga markazdan

qochma potensial en e rg iy a s i------^ [Q r f  -  ham kirgan. Bu if0dani

bevosita (6.184) Lagranj funksiyasidan ham olish mumkin edi.
Koriolis kuchi ish bajarmaydi -  hamma vaqt tezlikka perpendikular 

yo 'nalgan bo'lgani uchun (huddi magnit maydonidek). Shu sababdan 
unga mos keluvchi had energiyning ifodasida paydo bo'lmadi. 

Umumlashgan impulsni (6.188) dan olamiz:

P = ^  = WV + '" [n r J  (6.198)
U m um lashgan im puls ilgarilanm a va ay lanm a q ism lardan iborat 
ekan.

6 .7 .1 -m iso l. Boshlang'ich tezligi vu va boshlang'ich holati r0 bo'lgan 
jism  Y er m aydonida harakat qilm oqda. Jism  trayektoriyasin ing Koriolis 
kuchi orqali o 'zgarishini toping. Yerning burchak tezligini o'zgarmas deb 
qarang.

Y e r  u ch u n  b u rc h ak  te z l ik n in g  son  q iy m a t i  ju d a  k ic h ik lig i -

l Q ! = ^ Sek sek 1 .  Q- ga proporsionai bo'lgan markazdan

qochma kuchni hisobga olmasligimiz kerakligini bildiradi. Potensial 
energiya U =—mg r  ckanligidan harakat tenglamasi quyidagicha bo'lishi 
kelib chiqadi:

v = g + 2[v£ l], (6.199)
Tenglam a ft bo 'yicha iteratsiyalar bilan yech ilad i. Buning uchun

v = v(0, + v(,) (6.200)

deb o lin ad i va v,0) had П ga bog'liq  b o 'lm ayd i, v0) had esa f i ning 
birinchi darajasiga proporsionai bo 'ladi deb olinadi. N atijada

v,0 )= g , V("  = 2 [v ,0)Q ] (6.201)

tenglam alar sistemasi olinadi. Bu sistema oson yechiladi:

v ,0’ =gr + v0. v(l) = [gQ ]f2 + 2 [v0n ] r ,  (6.202)
yoki
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Harakat tenglam asida ga proportsional bo 'lgan hadni tashlab yuborga- 
miz uchun iteratsiya jarayon in i shu ycrda to 'x tatish im iz kerak.

П1 Radius-vektorni topish uchun tezlikni vaqt bo'yicha integrallaymiz:

r(f )  = r0 + v0 / + i g r J + [v0Q]/2 + i[g n ]/ 3. (6.204)

6.7.2-m isol. Boshlang'ich tezligi nolga teng bo'lgan jism h balandlikdan 
Yerga tushish davomida vertikaldan qanchaga og'adi?

M asalani konkret bir kenglikka bog'laylik. bu kenglikni в deb belgilaym iz 
(Toshkent uchun 0= 41*). Koordinat o 'q iari tanlaym iz. x -o 'q i m eridian 
bo'yicha janubdan shim olga qaratam iz. г -o 'q i yuqoriga yo 'n a ltir ilad i. у 
o'qi g'arbga yo 'nalgan bo'Iadi.

Bu holda g = { 0 ,0 ,-g }  va П = {Q cos0.O ,f2sin0} bo'Iadi va yechim dagi 

vektor ko 'p aytm an ing  b ird an -b ir noldan farq li kom ponentasi un ing у 
komponentasi bo'Iadi:

[Rft] = { 0 ,-sQ c o se ,0 } .

Demak, boshlang'ich koordinatlari r0 = (0 ,0 .h) bo'lgan jism  yerga tush- 
ganda (6.204) bo 'yicha

л = 0. у = - - gilcosdr (6.205)

koordinatlarga ega b o 'la r  ekan. M inus ishora og 'ishn ing  sharq tom onga 
ro 'y bcrish in i ko 'rsatad i. z ~ kom poncnta uchun ifodani nolga teng lash - 
tirib

z = h - - g l2 =0 (6.206)
2

tushish vaqtini (6.205) ga qo'yamiz:

2 h^n
—  gSlcosd (6 .207)

Son qiym atlarin i qo 'yib  ch iqaylik:

у = -2 ,19-10-5 Л372 cos0. (6 .208)

Toshkent kengligi uchun

y = -1.65 10‘ , /iV2.

V = v0 + gr + 2 [vun ] f  + [ g n ] r .  (6.203)
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Agar h = 100m deb o linsa, >• = -1 ,6 5  10 '2 m = - l,6 5 sm  bo 'lad i. Agar jis ,,,
Toshkent telem inorasin ing uchidan tushib ketsa (A=340m), uning vertikal- 
dan sharqqa og'ish i у  = -1 0 ,3  sm ekan lig in i topam iz. A lbatta, hayotdn 
sham olning ta ’siri bundan kuchliroq bo 'lad i.

6.7.3-misol. Boshlang'ich v0 tezlik bilan Yer sirtidan otilgan jism Yerga 
qaytib tushganda o'zin ing boshlang'ich tezligi yotgan tekislikdan qanchao, 
chetlashad i? sa

Koordinat o 'q larin i aw a lg i m isoldagidek tan laym iz. EfTekt maksimal 
b o 'lish i uchun tez likn i x, z te k is lig id a  yo tibd i deb o lam iz . Bu holdi
(6 .204) dan

ekanligin i topiladi. Jism  Yerga qaytib tushgunicha I = 2v^Jg vaqt ketadi. 
Demak,

To'pdan va miltiqdan o 'q  otishda aniq nishonga olish uchun shu natijalam i 
ham hisobga olish kerak.

6-bobga mashq va savollar
1. Erkin jism uchun Eyler tenglamalaridan (K = 0)
-  Jism energiyasining harakat integrali ekanligini;
— Impuls momentining kvadrati M2 harakat integrali ekanligini keltirib 

chiqaring.
2. Energiya E' ning ((6.82) ga qarang) harakat integralligidan foydalanib 

(6.89) tenglamani keltirib chiqaring. Buning uchun boshlang'ich ва burchakda 
energiyaning qiymati ixtiyoriy boshqa в burchakdagi qiymatiga teng ekanli- 
gidan foydalaning.

3. Tekislikda sirpanmasdan harakat qilayotgan shar masalasini Lagranj 
ko'paytuvchilari metodi bilan yeching ( (1.6)-paragrafga qarang).

4. 6.18-b rasmda ко ‘rsatilgan 2a tomonli kvadratning uchlarida joylashgan 
massalar sistemasi uchun inersiya tenzorining komponentalarini toping. Bu
ishni (x, y) va (x',y’) sistemalarda bajaring.

5. 6.18-rasmda ko'rsatilgan katetlari 2a va 4a bo'lgan to‘g ‘riburchakli 
uchburchak uchlarida joylashgan m va 2m massalar uchun bosh inersiya 
o'qlarini va bosh inersiya momentlarini toping.

6. Faraz qilaylik, Yerning radiusi 1% ga kamaydi, massasi o'zgarmadi. 
Uning burchak tezligi qanchaga o'zgaradi? Energiyasichi?

у = п  (Ц); c o s 0 -  Ц), sin e ) t2 -  -  gC lt} (6.209)

(6.210)
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6.18-rasm. Moddiy nuqtalar sistemalari.

Т777Т777777У/

6.19-галт. Tebranayotgan hoda

7. Uzunligi L va massasi m bo'lgan hoda bikirliklari к bo'lgan ikki 
prujinaga 6.19-rasmda ко 'rsatilganidek о ‘matilgan. Bir uchini kichik masofaga 
pastga qarab siljitib harakatga keltirildi. Hodaning tebranish chastotalarini 
toping.

8. Shimoliy yarim shardagi daryo janubga qarab oqmoqda. в kenglikda 
daryoning kengligi H ga teng. Sharqiy va g'arbiy qirg'oqlardagi suvning 
balandliklarining farqini toping.

9. a radiusli bir jinsli silindr R radiusli katta bo'shliqli silindrning 
ichida sirpanmasdan harakat qilmoqda (6.18-d rasmga qarang). Uning Lagranj 
funksiyasini toping. Kichik silindrning barqaror muvozanat.holati atrofidagi 
kichik tebranishlar chastotasini toping.



7-bob. KANONIK FO R M A LIZ M

7.1 Gamilton tenglam alari

Lagranj formalizmi klassik mexanikadagi yagona formalizmi emas. 
Ushbu bobda ko 'rib  ch iq ilad igan  kanonik yoki Gamilton metodi 
mexanikaning yana bir eng umumiy metodi bo'lib Lagranj metodidan 
ba’zi bir jihatlarda hatto ustunligi ham bor. Shu metodni o'rganishga 
o 'taylik .

Lagranj metodida umumlashgan koordinatalar va umumlashgan 
tezliklarning funksiyasi bo'lm ish Lagranj funksiyasini topish kerak edi 
va shu funksiyadan foydalanib vaqtga nisbatan ikkinchi tartibli difTe- 
rensial tenglam alar bo'lgan harakat tenglam alarini topish kerak edi.
(2 .2) paragrafda (2.17) formula orqali umumlashgan impuls tushuncha- 
sini kiritgan edik.

Bu bobdagi metod umumlashgan koordinatalar va umumlashgan 
impulslar tilida ifodalanadi.

Vaqtga oshkora bog'liq bo'lm agan Lagranj funksiyasining to'liq 
differensialini yozaylik:

(7.1)

Umumlashgan impulsning ta ’ rifi

dL (7.2)

E yler-Lagran j harakat tenglamalari

dL
ч -P i (7.3)

va

(7.4)

dan foydalanib yuqoridagi formulani
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2 jP A i~ L (7.5)
___________  . ' )  i
ko'rinishga keltiraylik. Bu munosabatning o‘ng tomoniga aham iyat

bcrilsa, chap tomondagi ^  Prf, -  L kombinatsiya q va p argument-
I

larning funksiyasi ekanligini ko'ramiz. Shu boisdan ^ P q  -L  uchun 

yangi belgilash kiritaylik:

H ( q .p ) ^ p .q - L  (7 6 )

Kiritilgan funksiya Gamilton funksiyasi deyiladi. Lagranj funksiya­
sidan Gamilton funksiyasiga o‘tish uchun bajarilgan almashtirish Lejandr 
almashtirishi deyiladi.
Olingan

dH = ' 2 j idpi -'£p.dqi ( 7 ? )

formuladan darhol quyidagi formulalar kelib chiqadi:

ЭЯ . ЭЯ
(7-8)

Olingan teng lam alarn ing  nomi -  Gamilton tenglamalari. U lar 
ko’pincha kanonik tenglamalar ham deyiladi.

Gamilton funksiyasining ta ’rifi (7.6) ni energiyaning ta ’rifi (2.5) 
bilan taqqoslansa, ularning bir xil ekanligini ko'ram iz, faqat Gamilton 
funksiyasi energiyam umumlasgan impuls va koordinatalarning funksiyasi 
Sl atida ifodalanadi. Bu ikkala ifodalarning son qiymatlari (koordinatlar 
g - P - a r  harakat tenglamalarining yechim lari bo'lgan holda) bir

7.1.1-misoi Bir o ‘ lcham li garmonik ossillatorning Lagranj funksiyasi 

Ul™mlashgan impuls:

(7 9 ,

dL
hq
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Bu yerdan q  ni p  ning funksiyasi sifatida topib olamiz:

m

G am ilton funksiyasi:

и m и kq2 p2 . kq2 
H ( q .p ) = p q -L = p - - -~ T  + —  = T~+ ,

p  m  p  a . . .

<7 ” >

dL = \ ^ L d q  + У
■ V a<? ' Э' (7-,8)

(7 , 1) va G am ilton funksiyasin ing ta ’rifida ham qo 'sh im cha had paydo bo 'Iad i:

dH = 'У 'я М  - 'У ' jtdq, ~ ^ dt.
i

Ko'rinib turibdiki,

(7 .1 9 )

Ikk inch i tcng lik  belg isidan  so 'ng  (7 .1 1 ) fo rm ula q o 'llan ild i. Gamilton 
tehglam alari:

p  = - k q , q  = £ .  (7.13)

Bu ikkita b irinch i tartib li tenglam adan b itta ikkinch i tartib li (o'zimizga 
yaxshi m a’ lum bo 'lgan) tenglam aga o 'tish m um kin:

Ikkinchi tomondan,

dH_ = _dL 
dt dt (7 .20)

2 r\ 2 *q + to)~q — 0, (O = —.
m

(7.14)

dt dt Z j  dq, 91 2 w  dp, Pi ~ d t'  (7 .21)

chunki ikkinchi va uchinchi hadlar yig 'indisi (7.8) natijasida nolga tengdir 
Demak.

7.1 .2-tniso l. Sferik koordinata sistemasida ixtiyoriy potensial Uda harakat 
qilayotgan jism ning Gamilton funksiyasini toping.

Lagranj funksiyasi:

dH_ = _dL 
dt dt' (7 .22)

Biz yana b ir bor en erg iyan in g  saq lan ish  qonun iga keld ik  -  Lagran j
, Ю/ . 2  2Л2 2 . 2д *2\ jt tr  я  П ,«Л funks|yasi y a4tga oshkora bog 'liq  bo 'lm asa yuqoridagi teng likn ing o 'ng
L = - ( r 2 + r в + r Sm-e<P )-Щ г,в,я». (7.15) tomom nolga teng bo 'Iad i, dem ak, energ iya harakat in tegrali bo 'Iadi

H = const. (7 .23)

Ш n  Ш ? a! !" i,t0n Va U granj funksiyalarining vaqt bo'yicha hosilalari haqidagi 
.%■ (7.16) nanjan, umuman ixtiyoriy parametr tiliga o'tkazishimiz mumkin. Faraz

. i choan tpyliklar 4.lla y llk ’ L = L^4-q.A) b o 'ls in , bunda A -  sistem an i yok i u n ga  ta ’s ir
Gamilton funksiyasiga o 'tish uchun bu tenglam alarni umumlashgan teziiKM q.iayotgan kuchni xarakterlovchi bir

( г.в.ф) ga nisbatan yechib topilgan ifodalarni Gamilton funksiyasi ta rifi i *0 rensial

(7 .6 ) ga qo 'yish  kerak. Shu ishni bajaraylik:

Qoida bo 'y icha umumlashgan im pulslarni k iritam iz:

dL dL 2n dL 2 .
p'= T > s m r- " ‘ “ э в  ' Р , ‘ Ъф

H ( r , e , ( p ,  p r . p e , p , ) =  p j + Р в ^ + p ^ - l  =

= P j_+ _£ i_+— рл —-+u(r,e,<p). (7.17)
2m  2m r '  2m r  s in ^

Endi Lagranj funksiyasi vaqtga oshkora bog'liq  bo 'lgan holm ко rayli

L = L(q.q.t) ■ Bu holda

parametr bo'lsin. Lagranj funksiyasining

dL= V  — dq + \  — dq +— dX
Z j d q , ^  Z j d q ,  4‘ d k  (7 .24 )

™ ° lib ’ unin8 ustida Legandre almashtirishi bajarilsa 

d
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®Unosabatga kelinadi. Bu degani ixti 

Nazariy mexanika

(7.25)

ixtiyoriy parametr uchun 

193



bo'lishi kerak.
Lagranj va Gamilton funksiyalarini bog'laydigan yana bitta xossa bor 

bu xossa g'alayonlanish nazariyasida muhim rol o'ynaydi. Agar Lagranj 
funksiyasiga kichik qo‘shimcha L' qo'shilsa, Gamilton funksiyasi ham 
o'zgaradi, (7.6) ta’rifidan bevosita ko'rinib turibdiki bu o'zgarish

ko'rinishga ega bo'ladi.
Agar fizik sistemaning Gamilton funksiyasi berilgan bo'lsa, unga mos 

keluvchi Lagranj funksiyasini ham topish mumkin. Buning uchun (7.6) 
formulaga teskari tomondan qarashimiz kerak:

Unga mos keluvchi Lagranj funksiyasini topish uchun tezliklar va im- 
pulslarni kanonik tenglamalar orqali bog'laymiz:

Bundan topilgan Px = P, = x -y t  formulalar (7.27) ga olib borib qo'yiladi:

7.1.4-misol. Quyidagi Lagranj funksiyasiga mos keluvchi Gamilton 
funksiyasini toping:

bunda m v a c  -  konstantalar (jismning massasi va yorug'lik tezligi). 
Umumlashgan impulsni topaylik:

(7.27)

7.1.3-misol. Quyidagi Gamilton funksiyasi berilgan:

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)



i inpulsning funksiyasi sifatida an iqlanadi:

1 +
2 2 m с

(7.33)

Gamilton funksiyasi:

// = pv-L(v) - mf
r + mc .11-

2 2 2 p + me
=  C y [r-2- 1m'c + p~.

2 2 m с
(7 .34)

Agar jismning tezligi (impulsi) nolga teng bo'lsa, Gamilton funksiyasi 
o'zgarmas songa tenglashadi: H = me2.

7.1 .5-m isol. Quyidagi Gamilton funksiyasi uchun Gamilton tenglam a- 
larini tuzing va u lam i yeching:

H =_ ( p - r 'Y
2

Gamilton tenglam alari:

Ko'rinib turibdiki, 

yoki

Demak,

p = 2r ( p - r 2)\ r= p - r 2.

p = 2rr,

- < p - r ' )  = 0.

(7.35)

(7.36)

(7.37)

(7.38)

p -Г  = C|.

Natijada harakat tenglam alari osongina yechiladi:

r = c,/ + c2, p = c2t2 + 2c,c2t + c, + c\. 

cp ~ boshlang'ich shartlardan aniqlanadigan konstantalar.

7.1 .6-m iso l. G am ilton funksiyasi

P' , (*>x
2 2 (7.39)

^ishga ega bo'lgan sistemaning harakatini aniqlang.
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2 2 (7-40)
deb belgilab olinsa, Gamilton funksiyasining vaqtga bog'liq emasljgĵ j. 1
uning o'zgarm as songa tengligi: H = Eq + = const va natijadj

E0 = const0 ekanligi olinadi. Kanonik tenglamalar:

Э Hp = - —  = -ati(l+U E 0)x. Э Hi .  _ _ » ( !  +2XE0)p. 
dp (7.41)

Agar (o = (l + 2A£0)ct̂ ) belgilash kiritsak, sistemaning yechimi

x = A cos ax, p = —oĵ A sin ом g  42)
ko'rinishda ekanligi topiladi, bunda A — ixtiyoriy konstanta.

7.1.7-misol. Tajriba shuni ko'rsatadiki, zaryadi e va massasi m bo'lgan 
zarrachaning tashqi elektromagnit maydondagi Lagranj funksiyasi

L = ]-mr2 -eip(r,t) + - r  A(r.f)
2 с (7.43)

ko'rinishga ega. Bu yerda kiritilgan <p (r ,t) va A (r,f) funksiyalar elektro­
magnit maydonning skalar va vektor potensiallari deyiladi. Shu Lagranj 
funksiyasiga mos keluvchi Gamilton funksiyasi topilsin.

Umumlashgan impulslar:

p = mt н— A.
с

(7.44)

(7.45)

Gamilton fuksiyasi:

H = p  r - L  = y - ^ p - - A  j  +e<p.

Gamilton tenglamalariga o'taylik:

P = = —Г Л - £ Л ^  VA -eV ^ ; or my с )c

- -S-iH*)
Bu birinchi tartibli tenglamalar sistemasi, tenglamalar soni oltita. 
uchta ikkinchi tartibli tenglamalar sistemasiga aylantirish mumkin. Bunn*

(7.46)



hun ikkinchi tenglamadan yana bir marta vaqt bo'yicha 
hosila ol*nadi:

mir = -eV<p-- \ + - r JVAJ. (7.47)

Ikkita oxirgi hadlarni bir oz o'zgartiraylik. Ikkinchi had- 
' i vaqt bo'yicha to'liq hosilani murakkab funksiyanmg 
hosilasini hisoblash qoidasi bo'yicha ochamiz:

* =7 ,M r',)= f +(irV)A=i A+^ i ; A (7-48)

Natijada harakat tenglama indekslar orqali yozilganda 
quyidagi ko'rinishni oladi:

e e . mri = -e — <p--—i- + - r j 
art с dt с

Odatda

дА; ЭД
dr, dr,

ДА
E = ~^cp~Tdt'B = rotA <7 5 °)

formulalar orqali elektr E va В magnit maydon kuchlanganliklari kiritiladi. 
Ulaming tilida yuqoridagi tenglama (tezliklarga o'tilganda: r = v )

mi/ = pE + ̂ [vB| (7.51)

ko'rishni oladi. O'ng tomongagi ifoda Lorentz kuchi deyiladi.
7.1.8-m isol. Massasi m  va zaryadi e  bo'lgan zarracha tashiji bir jinsli

0 zgarmas В = (0,0, В) magnit maydondagi harakatini Gamilton tengla­
malari orqali o'rganing (7.1-rasmga qarang).

ashqi magnit maydondagi zarrachaning Gamilton funksiyasi

(7.52)

ко' ‘ 2m
ega bo'ladi (awalgi misolga qarang). Bu yerda paydo bo'lgan

maydoni "!agnil maVdon bilan quyidagicha bog'langan: B=rotA. Magnit 
P°tensia! ?_fgarmas va faqat z-komponentaga ega bo'lishi uchu vektor 
01,b 23 ~(0.JtB,0) komponentalik vektor bo'lishi kerak. Shuni hisobga 

£"*yaaining Gamilton funksiyasini ochib yozib olamiz:

7.1-rasm. 
Magnit 

maydonda 
zaryad.
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Ikkita siklik koordinataga egamiz: у va z■ Ularga ikkita harakat integral,

mos keladi: n = const va P. =consl Quyidagi belgilashlar kiritilsa- r y

2т 2т 2т

eB cpv
01 = — , *o= —  me eB

Gamilton funksiyasi

*-£+5г«*-^+£ <7s"
ko'rinishga keladi. Bu -  muvozanat nuqtasi x0 bo’lgan bir o'lchamli garmonik 
ossillatoming o‘zi. Uning yechimlari ma’lum:

x = x +acos((0t + (p'), p =-mau)s\n((ot + <p̂ ). (755)

у va z koordinatalar bo'yicha harakat tenglamalarini ham yozaylik:

Э// 1 (  e  \ P .
V =---- = — P ------ xB = -£ J(U CO S (< y / + cp ), z  = —
y dpx m ('y  с J o' m (7.56)

Bulardan

>’ = -asin(ftJ/ + <j?0) + )’0, z = ^Lt + zi) (7.57)
m

ekanligi topiladi.
Demak, zarracha В maydonga parallel yo'nalgan (x = x0, у = О)"05 

bo'yicha o'zgarmas pz/m tezlik bilan harakat qilmoqda, shu bilan bn 
vaqtda u (x, y) tekisligida shu o'q atrofida burchak tezlik bilan aylan- 
moqda.

7.3 . Raus funksiyasi va siklik koordinatalar

Lagranj formalizmi haqida gap ketayotganida siklik koordin^ 
tushunchasi k iritilgan edi. S iklik deb Lagranj funksiyasida ‘s/lt^aC 
etmagan umumlashgan koordinatani aytilgan edi. Unga mos ке 
u m u m la sh g an  te z lik  L ag ran j f u n k s iy a s id a  ish tiro k  e 
L = L(qi,...,qi_b Bu siklik koordinata G itn^
funksiyasida ham ishtirok etm aydi. Buni ko 'rish qiyin emas-



Э L

gvler—Lagranj tenglamasi bo 'yicha saqlanuvchan kattalik: pt = 0 .  
K a n o n ik  tenglamalar bo‘yicha

ЭЯ n

demak, Я  ham ^  ga bog'liq emas ekan: H = H(qx.......qM ,qM .......<7».

Pi,.~,Pn)- Bu nuqtayi nazardan Lagranj va Gamilton funksiyalari bir- 
biriga o‘xshash. Ammo Gamilton funksiyasining bir ustunligi bor -  
^=const bo'lganligi sababli Gamilton funksiyasiga impulsning o 'm iga 
mana shu konstanta kiradi. Bu konstantani a  deb belgilaylik, uning 
son qiymati boshlang'ich shartlardan aniqlanadi. Gamilton funksiyasi
bu holda ...... q„,p\....... ko'rinishga
ega bo'ladi. Natijada Gamilton funksiyasi umuman kanonik juftlik 
(qt, p)ga bog 'liq  bo 'lm ayd i. D em ak, kanonik sistem aga kirgan 
tenglamalar soni ham 2 taga kam bo'ladi:

.* а я  . а я  , , . .

9 л  =~ V ’ ...... ......" (7-71>

Umumlashgan koordinata q1 ni shunda q‘ = dH/dpi tenglamani oddiy 
integrallash yo 'li bilan topish mumkin:

, _ f  . ЭЯ
К  4 J  aA +c'-
^ваг / ta koordinata siklik bo'lsa, unda kanonik tenglam alar sistc- 
masining tartibini 21 ga tushurish mumkin.

Siklik koordinatalaming mavjudligida ko'pincha Gamilton funksiyasi 
rn|ga Raus funksiyasi kiritiladi. Umumlahsgan koordinatalarni ikki

4ismga bo'lamiz: { ? ,,£ '} , bunda — {q‘ ,i = 1,...,A:} ta siklik bo'lgan

niinatalar va = Л+1,...,л} -  qolgan umumlashgan koor- 

talar. Bu holda к ta birinchi integralga egamiz:

jceluvchi um um lashgan impuls
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, Lp t = —-  = c, = const, i =

Raus funksiyasi quyidagicha ta ’riflanadi:
к

r - Y s m - l  (773)

Uning to‘Uq differensialini topaylik:

4  w usl** 1.......«• (7.72)

(7.74)

/-1 i-l /-1 i-l i-l 

Demak,

ЭЛ ЭЛ - i t—-----4t• X pj, i кdp, o<jr,-
dR dL dR dL . L , (7.75)---- =------—-  =--------- - i = k + \,...,n.
И, K K  П,

Bu sistem aga kirgan b irinch i tenglam alar G am ilton tenglamalari 
ko'rinishiga ega, Gamilton funksiyasi rolini Raus funksiyasi o'ynaydi.
Ikkinchi qatordagi tenglam alar esa £,• o'zgaruvchilar uchun

d dR dR у_ . л
~7TT~ (7.76)
dt Hi Hi

tenglamalarni olishimizni ko'rsatadi. Bu -  Lagranj funksiyasi rolini 
Raus funksiyasi o'ynaydigan Eyler-Lagranj tenglamalari. qt koordinatlar 
siklik bo'lgani uchun ular Raus funksiyasiga ham kirmaydi. Ularg3 
mos keluvchi impulslar />, o 'zgarm as sonlar: pi = cn dem ak, RaUS

funksiyasi R = .c * ,0  ko 'rin ishga Ф

bo 'Iadi. Agar .......£„-* o 'zgaruvch ilar uchun Lagrafll
tenglam alari yechilgan bo'lsa, siklik o 'zgaruvchilam i
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ЭЛ . , „ ,' = 1.2......к (7.77)

^jlamalardan to'g'ri integrallash yo'li bilan topish mumkin, chunki bu 
ntdamaning o'ng tomoni faqat o'zgarmas sonlar va vaqtning funksiyasidir. 

tel gneigiyani Raus funksiyasi orqali ifodalab olish mumkin:

КГ <7 -78>
/-I /-I /-I

7.4 . Puasson qavslari 

Klassik dinamikaning hamma sohalarida quyidagicha ta ’riflanadigan

d f  <$g d f
(7.79){ / , * } - У  f f - f fdq, dp, ^

va Puasson qavslari deb ataladigan kattalik juda muhim rol o 'ynaydi. 
Bu yerdagi s -  ko 'rilayotgan sistemaning erkinlik darajasi, /  va g 
funksiyalar esa umumlashgan koordinatalar va impulslardan tuzilgan 
va shu sistemaning biror xossalariga tegishli bo'lgan funksiyalardir. 
Puasson qavslarini Gamilton funksiyasiga va kanonik tenglam alarga 
bog*lab kiritish mumkin. Buning uchun qaralayotgan biror sistemaning 
umumlashgan koordinatlari va im pulslarining funksiyasi bo'lm ish bir 
funksiya f  (q, p, t) ning vaqt bo'yicha to 'liq  hosilasi hisoblaymiz:

df a/ Г  Of . df . ]
л "  *+l\bPi+̂ 4i\ (7 -80)*■1  ̂ '

Hamilton tenglamalari hisobga olinsa

dt dt dp,dq, dq, dp, dt * 'f ‘  ( 7 ‘8 l )

lfodaga kelamiz. A gar/funksiya vaqtga oshkora bog'liq bo'lmasa

f  = {"./}• (7.82)
В

Undan ko'rinib turibdiki, /harakat integrali bo'lishi uchun
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bo'lishi kerak. Puasson qavslarining fundamental aham iyati birinch 
navbatda shu dalilga kelib taqaladi.

Puasson qavslarining asosiy xossalarini sanab chiqaylik:

1 { f ,g ) = - { g , f } ;

2. {c ,/}  = 0 , bunda с — o'zgarm as son;

3- { / i+ / :.£ }  = { / i.s} + { / 2 .s}  J

4. {f\h,g) = {f\ ,g}h+ f\{fl,g}  ;

{ " ./ }  = О (7.83) }

6. {/.{^•А}}+{я.{л-/}}+{л.{/.?}}= 0 -  Yakobi ayniyati.
Birinchi, ikkinchi va uchinchi munosabatlar osongina tekshiriladi. 

To'rtinchi munosabat Leibnitz qoidasining natijasidir:

э с ш . э / ,  af2
(784)

va qt uchun ham huddi shunday.
Beshinchi munosabat ham Leibnitz qoidasin ing va analizdan 

m a’lum bo'lgan xususiy hosilalarning tartibini o 'zgartirish mumkin- 
ligining natijasidir:

3 3/ 3 3/
3/ зq‘ 3ql 31 ' ^  ^

va p: uchun ham huddi shunday.
Oltinchi munosabat Yakobi ayniyati deyiladi, uning isboti oz moz 

hisobni talab qiladi.
Quyidagi munosabatlami ham keltiraylik:

{ f , < k } m T - .  (7.8»
°P,

bunda q, -  umumlashgan koordinata;

(7.87)
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И -jg  p .  um um lashgan im puls. Juda muhim rol o 'ynayd igan  
bUnn0>abatlan?a quyidagi fundamental Puasson qavslari kiradi:

{л.Р>}“ °. {P,’4 j} ’‘ sy- (7-88)
Ulami ham keltirib chiqarish qiyin emas.
puasson qavslarining muhim tomoni quyidagi Puasson teoremasidan 

kelib ch iqad i:
Teorenta: A gar/va g harakat integrallari bo'lsa, ularning Puasson 

avsi If, g) ham harakat integrali bo'ladi.
4 Isbot {f, g) ning vaqt bo'yicha to 'liq hosilasini hisoblaymiz:

(7.89)

Beshinchi va oltinchi qoidalam i ishlatsak

(7.90)

Oxirgi hadlarga birinchi qoidani qo'llasak darhol maqsadga kelamiz:

[*•* M'-f}-0- <7-9»
Albatta, bunday jarayon (ikkita harakat integralining Puasson qavsini 
tashkil qilish) bizga hamma vaqt ham yangi harakat integrallarini 
beravermaydi: mustaqil harakat integrallarining soni 2s — 1 bilan 
cheklangan, yangi harakat integrali eski integrallarning funksiyasi bo'lib 
chiqishi mumkin

Ba'zi bir hollarda Puasson qavslarini eslab qolish uchun oson bo'lgan 
determinant ko'rinishida ham ifoda qilib olish maqsadga muvofiqdir.

{/■s} = X
i-i

df_ d[_
bp, dq,
dg dg
dpt dq,

(7.92)

7-4.1-misol. Impuls momentining komponentalari Л/ orasidagi Puasson 
navslarini toping.

**bish. Albatta hamma {Л/, Л/ } lar (/ bo'yicha yig'indi yo'q) nolga 
(birinchi xossa bo'yicha). Qolganiari:

W* 'My} = {_yP. _ -Py t :P t _ XP:} =
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" {УР:>*Рх}-{УР:<* P ,} -{ z P y .* P x } +  { *P y . */>z} "  УРХ - * P y = ~ M „  (? ^  

{My ,M ;}=  {zpx -  xp. ,xpy -y p x} -

= {zp„,xpy}-{zpx,ypt }-{xp„xpy}+{xpt ,ypx} - z Py- y Pz = -A/ ; (7 94) 

{Mx, Mx } = [xpy -  ypx , yPl -  zpy } =

= {xp,>ypt }~ {xp, ,zpy}~ {ypx .И>,}+{урж, zpy } = xp2 - zpx =-M y (7 9J)

Puasson teoremasi bo'yicha ikki harakat integralining Puasson qavsi ya,,- 
harakat integrali bo'lishi kerak edi. Yuqoridagi hisoblar bo'yicha agar Д/ VJ 
My harakat integrallari bo'lsa M. ham harakat integrali bo'lishi kerak va hit 
Bu uchala formulani Ilovada keltirilgan birlik antisimmetrik tenzor orqali 
bitta formula ko'rinishida yozib olish mumkin:

{M',Mj } = -e ljk Mk. (7.%,
Bu yerda ikki marta uchragan indeks к bo'yicha 1 dan 3 gacha yig'indi 
ko'zda tutilgan.

7.4.2-misol. Impuls va impuls momentlari orasidagi Puasson qavslarini 
hisoblang. Masalani (7.87 ni hisobga olib, osongina yechish mumkin:

{Mx,px) -  -  -zpy) ”  (7.97)

{My,px} m~ ( z p x-  xp. )=рг\ (7.98)

К  'P ,}~ -y x x̂Py- y p J mpy> <7" )

va h.k. Bu formulalami ham birlik antisimmetrik tenzor £ljk dan foydalanib 

bitta formula ko'rinishida yozib olishimiz mumkin:

{ M f P j } - ~ f y 7 e,kl4kPl = ~£mPiS4 = - £ijiPi- (7.100)

Ko'rinib turibdiki, i = j  bo'lsa o'ng tomon hamma vaqt nolga teng.
7.4.3-misol. Impuls momentlari va koordinatalar orasidagi Puasson 

qavslarini toping.
Masalani (7.86) asosida yechiladi:

{Mx,x}= -£-Mx -  ~r~{yPi ~zpy) = 0; (7 .Ю1)
°Pi opx
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{м х ,у} -  —  м х = (ур. -  :р ) = - г
дру Эру (7 .102)

vah
bitta

j. gu formulalarni ham birlik antisimmetrik tenzor dan foydalanib 
formula ko'rinishida yozib olishimiz mumkin:

—— e  q p =e q 5 =e q = -e  a .
л ikl к I ikl к j l  ikj к ijk к (7.103)

Ko’rinib turibdiki, /  =  у bo'lsa o'ng tomon hamma vaqt nolga teng.

7.4.4-misol. {p,r"} ni hisoblang.
Bu qavsning bitta ixtiyoriy i komponentasini topamiz:

{Pl,r'}  = l r- - nr'-2r,  (7.104)

Vektor ko'rinishida:

{р,гп} = яг'"2г. (7.105)
Shuncha Puasson qavslarini hisoblandi. Bularning amaliy ahamiyati 

nimadan iborat? Buni o'rganish uchun paragrafning boshidagi umumlashgan 
impuls va koordinatalaming vaqtga oshkora bog'liq bo'lmagan ixtiyoriy 
funksiyasi f[p(t),q(t)) uchun bo'lgan (7.82) formulaga qaytib kelaylik. Mana 
shu funksiyani vaqt bo'yicha qatorga yoyaylik:

/(p(O,<7(/)) = /(/>(0).<7(0)) + V  dp + # d q
\

dp dt i-o Ъ  dt
/ +

1+ -
2

-2 J V  • . ЭV  .2 
V "P

(7.106)

Ai-o

Kanonik tenglamalardan foydalanib. p va q laming o'rniga H ning hosilalari 
4oyilsa quyidagi formulaga kelinadi:

/(Р(О,?(О) = / (р (0),^О )) + {Я ,/}|„о ^ 1 { Я ,{ Я ,/ } } | r»o l +*’ *(7.107)

^“ formula bizga Gamilton funksiyasi va Puasson qavsining yana bir muhum 
sist nos‘n‘ tushunishga yordam beradi -  Gamilton funksiyasi mexanik 

Va(*1 bo<y'c^a Puasson qavslari orqali ta’minlovchi

tomonni yorituvchi bir misol keltiramiz.
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7.4.5-misol. Garmonik ossillator uchun p(t) ni (7.107) qator yordamjd 
hisoblang. Garmonik ossillatoming Gamilton funksiyasi topilgan ((7 yf 
ga qarang):

p~ kxH = —  +---- .
2 m 2

Kerakli bo'lgan Poissom qavslarini topaylik:

[ H , p ]  -  -  - * » .  {H.{H,p )} -  - * { « , * }  -  - *  ̂

m m

(7.108)

m

(7.109)

Boshlang'ich shartlarni p(0)=p„ va x(0)=x0 deb belgilab olamiz. Undan 
tashqari, k=mat ekanligini ham hisobga olaylik. Demak,

1  ̂ t 1 Pit) = Po -ntu)1x0t + -(O1p0t2 -m a Ax0 — + — p0a Al * + -  =2 3! 4!

= Po|, + ̂ V + ^ ft> V + -- j-m < < W o | ^ -^ w V + --j=  ( у ,

= p0 cos (tot) -  тшх0 sin(ftM).

10)

Huddi shu yo'l bilan x(t) ni ham topish mumkin. Buning uchun yana 
o'sha (7.109) Puasson qavslaridan foydalansak yetarlidir:

Pa .jc(0  = x0 cos(<u0+-£1!Lsm(a)0- т а
(7.111)

Albatta, ma’lum bo'lgan yechim topildi. Bu yechimni oddiy differensial 
tenglamani yechish yo'li bilan topish osonroq edi, ammo, hozir qo'll3gan 
metod murakkabroq bo'lgan misollarda qulayroq bo'lib chiqishi mumkin. 
Ayniqsa, kvant mexanikasiga o'tishda bu metodning ahamiyati oshadi 

Endi ixtiyoriy fir) funksiya bilan impulsning Puasson qavslari (7.87) 
ga kelaylik. Uni

ko'rinishda yozib olib, n marta qayta qo'llaylik:

{ л ,  .•■■{p.j.{ л , . /}}■••} э  . . .Э г  Эг

(7.112)

(7 .Н 3)
2  *1

fir) funksiya uchun Taylor qatorini yozaylik:



/(г) = / (0 )+ г Д
дг

1 э2/+—л к -
г-0

1 Э"/
-ЭгЭг(я ‘2 ‘I

Bu formula Puasson qavslari yordamida
1 
2

(7 .114)

r-0

/(r) = /(0) + r, {p,;  / }  r . 0  + * rh ri2 |Л( [p ,2, / } }  + • • •+
^ r-0

1
r-0

(7.115)

ko'rinishga keltiriladi. Hulosa qilib shuni aytish mumkinki, impuls fazo 
bo'yicha siljishni ta’minlovchi kattalik ekan.

Puasson qavslari yordamida impuls momentining ham chuqur ma’nosini 
yoritish mumkin. (2.44) va (2.51) formulalardan ko'rinib turibdiki

Pv ” (7.116)
Umumiy qoida ((7.88) ga qarang) bo'yicha {р<1,ф}=1 bo'lishi kerakligini 
hisobga olinsa

{Мг,<р} = 1 (7.117)
olinadi. Agar aigumentlari ichiga <p ham kirgan biror /  funksiya berilgan bo'lsa

(7.118)

formulani n marta tatbiq qilib quyidagini olamiz:

( 7 . 1 1 9 )

chap tomonda Puasson qavslari n marta qo'llanilgan. Demak, 

f(<P) = /(0) + (pf\ 0) + i  <p2 f" ( 0) +... +1  /* (0) + • • • =

2 1,-0
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ekan. Ya’ni, Mt ixtiyoriy funksiyaning argumentini <p burchakka bur'K 
berar ekan, bu degani M. mexanik sistemani aylanma siljishini ifodalovch 
kattalik ekan. Puasson qavslari energiya, impuls va impuls momenti va 
fazo va fazoviy burchak bo'yicha siljishni ta’minlovchi kattaliklar ekanligj^J 
tushunishga yordam berdi.

7 .5 . T a’sir integrali koordinata va vaqtning 
funksiyasi sifatida

Kursning boshida ta ’sir integrali

kiritilgan edi. Harakat trayektoriyasini topish masalasi ta’sir integralining 
variatsiyasini nolga tenglashtirib yechilgan edi. Bunda trayektoriyaning 
variatsiyalarini trayektoriyaning boshi va oxirida nolga teng deb olgan 
edik. T a’sir integrali trayektoriyaning funksionali bo 'lishi bilan bir 
vaqtda o 'zining ta ’rifi (7.121) bo'yicha (ta,tb,q (0 '^ 0 ^  o'zgaruvchi- 
larga bog'liqdir, y a ’ni ularning funksiyasidir. Bizning bu paragrafdagi 
maqsadimiz shu bog'liqlikning ko'rinishini topish. Y a’ni, moddiy nuqta > 
harakat tenglamalari orqali aniqlangan trayektoriya bo 'yicha harakat 
qilad i deb olinadi va ta ’sim i shu trayektoriyaning boshlang'ich va 
oxirgi nuqtalari (va vaqtlar)ning funksiyasi sifatida o 'rganiladi. Bunday 
m asalani yechish uchun q. va t mustaqil ravishda o'zgarmoqda deb • 
qarash kerak. Demak, zarracha haqiqiy trayektoriya bo'yicha harakat 
qilmoqda, ammo biz bu trayektoriyani formal ravishda variatsiyalaymiz: 
q-+<f va yangi traektoriyada vaqt ham boshqacha o 'tadi deymiz: t~*f 
Bu paragrafda / indeks ikki marta uchrasa ular bo'yicha yig 'ind i ko'zda 
tutilad i, ammo yozilm aydi.

Traektoriya ustida vaqtni ham o'z ichiga olgan umumiy almashtirish 
bajaraylik :

(7.121)

4i( 0  - » ч'ЛО = 9,(/)+5?,(0- (7.122)

Sqj(t) — to'liq yoki asinxron variatsiya deyiladi. Agar Eyler— Lagtffll a 
tenglam alanni keltirib chiqarishga bag'ishlangan mulohazalarni eslans*



yerda vaqt ustida hech qanday alamshtirish bajarilmagan edi. Bu 
yeida esa vaqt ham almashtiriladi t -> t' = t+8t.

q(t) funksiya ikki sababdan o'zgaradi -  trayektoriya ko'rinishining

o'zgarishi: q(t)->q\t) , va argumentning o ‘zgarishi: * - »/ '. Shu ikkala 
o'zgarishni ajratib yozamiz. To‘liq o‘zgarishni

ft ( 0  “  ЧА*+St) *= q’i(t)+8tqi (/). (7.123)
ko‘rinishda yozib olib aw alg i formula bilan taqqoslansa

Sqt (l) = <?,'(/) -  q, (0  + 8lq, (/) = 80q, (t) + 8tq, (t) (7.124) 

formula olinadi. Bu yerda

S0qi(t) = q’(t)-qi(t) (7.125)

trayektoriya ko'rinishining o'zgarishi. Keyingi formulalarda kerak
bo'lgani uchun Lagranj funksiyasining ham to 'liq  o 'zgarishini shu 
ko'rinishda yozib olamiz:

8L = 80L + 8tL. (7.126)

Ta’sirning to 'liq variatsiyasi huddi (2.5) da hisoblangandek hisoblanadi 
(quyida keltiriladigan formulalarning hammasida birinchi tartibli cheksiz 
kichiklargina qoldirilgan):

. <55 = j dt'L(qV), q'(l'), О  -  J dtL(q(t), q(t), I) =

= I [(dt + d8t)(L(t) + 80L + L8t)-dtL(t)] =
J  (7.127)

= J d(8t)L + jd i  (80L + L8t) = J d(8tL) + J a S 0I.

U «ranj funksiyasining variatsiyasi standart yo 'l bilan hisoblanadi:

5°L = ^  5°4i +1*" So<*‘ (7-128>

^ a l  aytib o'tilganidek 80q(t) = ^-80q(i) . Shuni hisobga olib va variat- 

^ S a h o s i la  tushgan hadni bo'laklab integrallab, quyidagi ifoda olinadi:
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Shu yerda masalaning qo'yilishini yana bir muhokama qilaylik. Haqiqj 
trayektoriya bo'yicha harakat qilayotgan sistemani ko'rayapmiz. Ya’ni 
trayektoriyani aniqlash masalasi bilan shug'ullanm aym iz, trayektoriya 
E yler-Lagran j tenglamalarining

dL

<7 ' » )

d_dL_____ _
dt dqi dq, ( 7 - 130)

yechim i sifatida topilgan, zarracha shu trayektoriya bo'yicha harakat 
qiladi. Demak, (7.129) formuladagi ikkinchi had nolga teng va birinchi 
hadning o 'zi qoladi:

5S f  d[StL + —
J

<5o9,]-

Bunga kirgan SQq, uchun

S0qi(OmSql(t)-Stqi(t) 
ekanligini eslab ta ’sirning to 'liq  variatsiyasi

V»
= [pi6ql -H 6 tlb8S StL -  Stq, S4i

dq, Э<7,

(7.131)

(7.132)

(7.133)

ko'rinishga keltiriladi. Formulani ochib yozaylik:
55 «  p, (th)84i(tb)-H (th)Sth -  Pi(ta)8q, (ta)+H(ta)5ta. (7.134)

Agar trayektoriyaning boshlang'ich nuqtasi o'zgarm as bo'lgan hoi 
qaralsa (bunda birdan-bir o'zgaruvchilar yuqori nuqtaga tegishli bo'ladi 
va shu sababdan, ularni indekslarisiz yozamiz):

SS = PiSqj — HSt (7.135)
ga ega bo'lam iz. Ko'rinib turibdiki,

Pi
dS „  = _dS 
d4 i' d t '

(7.136)

Agar trayektoriyaning oxirgi nuqtasini va unga mos keluvchi vaqt 
momentini o'zgarm as deb olsak, yuqoridagi formulalarda o 'ng tomon- 
lam ing ishoralari o 'zgaradi. (7.136) formulalami

dS = ptdqi -  Hdt ( ? 137*
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>rjnishda yozib olish mumkin. Umumiy holda esa

dS = Pi(h )d<l, Ub)~ H(t„)dtb -  p, (/„)dq,(re ) + H(ta)dta (7 .1 3 8 )

formulas3 egamiz. Bu munosabatning ma’nosi shundan iboratki, harakat 
ixtiyoriy boMavermas ekan, u faqatgina shunday bo'lishi mumkinki, 
bu formulaning o'ng tomoni to'liq differensial bo'lsin.

(7.137) formulani integral ko'rinishda yozib olaylik:

S = \{p,dq,-Hdt). (7.139)

Biz ta’sir integrali uchun yangi ifoda oldik, bu ifodadan ham harakat 
tenglamalarini keltirib chiqishimiz mumkin. Albatta. bu galda kanonik 
tenglamalar kelib chiqishini kutish kerak. Eslatib o 'taylik , harakat 
tenglamalarini q id irganda trayektoriya variatsiyalanad i (bu holda 
q(t)- » q(t) + 8q(j),p{t) ->• p(t) + 8p(t)), vaqtga tegmaymiz, chegaralaming

o'zgarmasligidan foydalaniladi: 8qa = 8qb = 8pa = 8pb = 0 . Umumiy 
metod bo'yicha SS hisoblaymiz va uni nolga tenglashtiramiz:

8S = j ( 8pdq + pSdq-SHdt). (7.140)
Integral o stid ag i ik k in ch i hadn i b o 'la k lab  in te g ra lla y m iz  va

.  ЭЯ .  ЭЯ _
p + 4 ekanligini hisobga olamiz:

8S ~ ^ 5 p id q -^ -d t  j -^dqidp + ̂ -d l  ji- p8q ° .  ( 7 . 1 4 1 )

Oxirgi had nolga teng (chegaraviy shartlar natijasida).* Variatsiyalar 
ixtiyoriy bo'lganida bu ifoda nolga teng bo'lishi uchun

. Э// , л . ЭH -
4 ~~ty ' ф + э 7  ( 7 1 4 2 )

bo'lishi kerak. Kanonik tenglamalarga yana keldik.
7.5.1-misol. Bir o'lchamli harakat qilayotgan erkin nuqtaning ta’sirini 

toping.

(7143)
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chunki erkin nuqta uchun q = 0 . Endi q = ——— = const ekanligini hisobea
h  ~ la  83

olish qoldi. Natijada

с _ "»(яь-qa)2
2 l„ -ta (7-144)

formulaga kclinadi. Ko'rinib turibdiki,

Ъь tb- l a Эqa
Чь~Ч°-п ,п  И - _1 4 j>

Uch o'lchamli holga o'tganimizda (7.144) o'miga 

c _ m(rb - r a)2
2 (7.146)

formulani olamiz.
7.5.2-misoI. Garmonik ossillatoming ta’sirini toping.

'ь 'b

s = j  J <* (я2 -  « V ) -  j  j dt ( j t [qq\--  яя -  *>2я2 j = — [v<?]£, (7.147)

chunki garmonik ossillator uchun harakat tenglamasi q + o)2q = 0. Bu tengla­
maning yechimini

Я(1)~ A cos ам + В sin cot (7.148)
ko 'rin ishda o lib , chegarav iy sh artlarn i hisobga olgan holda uni

q(t)m qacosoKt-ta) + — sino)(t-ta) = qbcosa)(t-th) + — sinco(t-tb) (7.149)
(O 0)

ko'rinishga keltirish mumkin. 0 ‘z navbatida bu munosabatlardan 

Яа W (Яь ~Яа cos(oT), qb = — (qb coscoT-qa) (7.150)
sin o ) T M“ '' sin 0)T 

ekanligi topamiz, bunda T = tb- t a. Topilgan formulalar

И *  (7.151)

ga olib keladi. Natijada, garmonik ossillator uchun ta’sir integrali shu integ­
ra t in g  chegaraviy nuqtalarining funksiyasi sifatida quyidagi ko'rinishni 
qabul qiladi:
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5 = тЮ \(ч1 + ql )cos шТ -  2qaqh 1. (7.152)
2 sincw/i-' ' ->

(7.136) formulalarni tekshirib chiqish qiyin emas.

7 .6 . Kanonik almashtirishlar

7 .6 .1 . Ta’rif. Hosil qiluvchi funksiyalar

Awal aytgan edikki, Lagranj formalizmidagi umumlashgan koordi­
natalar q, ni ixtiyoriy ravishda tanlab olish mumkin, harakat tengla- 
m alarin ing umumiy ko'rinishi bunga bog'liq emas. U lar ustida hatto 
vaqtga bog'liq bo'lgan almashtirishlarni ham bajarish mumkin:

bunda q -  eski koordinatalar, Q -  yangi koordinatalar ((1.2)-m isolga 
qarang).

Kanonik formalizmi 2s o'lcham li (qrp), i=\,...,s fazo tilida ifoda- 
lanadi. Bunday matematik fazo fazaviyfazo deyiladi. Bu fazoni tashkil 
qiluvchi q va p koordinatlar teng huquqlidir. U larning teng huquqliligi 
yangi im koniyatlarga olib keladi. Quyidagi matematik almashtirish 
yordamida

bu fazoda yangi koordinatalarga o'tish mumkin. Yangi koordinatalarga 
o'tishdan asosiy maqsad ularni shunday tanlab olishki, ularning ichida 
mumkin qadar ko'proq siklik Qt lar bo'lsin. M asalan, Qt siklik koordi­
nata bo'lib chiqdi deylik. Unga mos keluvchi impuls bu holda o'zgarmas 
harakat integrali bo'ladi: Px = const. Asosiy maqsad, yuqorida aytilga- 
nidek, yangi koordinatalarni shunday tanlab olishki, ularning hammasi 
siklik bo'lib chiqsin. Bu holda 5 ta harakat integralini topgan bo'lam iz, 
harakat tenglamalari darhol integrallanadi.

Koordinata va impulslam i (7.154) formula bo'yicha o 'zgartiril- 
ganda umumiy holda Gamilton funksiyasi ham o'zgarishi turgan gap: 

ammo bu alm ashtirish larga qo 'y ilad igan  asosiy talab -

Qi = 0 ,(яЛ (7.153)

Q, = Q, (q. p< 0. p, = p,(q<p> 0 (7 .1 5 4 )

ularning natijasida harakat tenglamalari o'z ko'rinishini saqlab qolishi 
kerak:

(7.155)
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Bunday xossaga ega bo'lgan almashtirishlar kanonik almashtirishiar 
deyiladi. Almashtirishlarning kanoniklik shartini keltirib chiqaraylik 
(7.139) —(7.141) formulalar bo'yicha kanonik tenglam alarni quyidagi 
variatsion prinsipdan keltirib chiqarilgan edi:

s j i f id h - H A ) - 0. (7.156)

G am ilton tenglam alarin ing ko 'rin ish i o 'zgarm asin  dey ilsa yangi 
o'zgaruvchilarga ham huddi shu prinsipni qo'llash kerak:

sfiP'dQi-H 'dt)- 0. (7.157)

Bu ikkala variatsiya bitta haqiqiy harakat trayektoriyasiga olib kelishi 
kerak, faqatgina, bu trayektoriya har xil o 'zgaruvchilar tilida yozilgan. 
Ikkala variatsiya nolga teng bo'lishi uchun integral osti ifodalar bir- 
biridan koordinata va impulslarning funksiyasi bo'lgan funksiyaning 
to 'liq  diflerensialigagina farq qilishi mumkin. Bu holda bir integral 
ikkinchisidan shu funksiyaning chegara nuqtalardagi o'zgarmas qiymat- 
larigagina farq qiladi. O 'zgarmas sonning variatsiyasi nolga tengdir. 
Demak1:

p,d4i -  P,dQ, + (H’ -H )dt = dF. (7.158)
Paydo bo'lgan funksiya F kanonik almashtirishlarning hosil qiluvchi 
funksiyasi deyiladi. Ko'rinib turibdiki F=F(q,Q,t) va

dF n dF dF
‘ " ~ Щ ’ ~»i' o - m

Bu birdan bir mumkin holm i? Yo'q, hosil qiluvchi funksiyaning argu- 
mentlarini boshqacha qilib ham tanlab olish mumkin. Buning uchun 
(7.158) chap tomonidagi - PdQ/ hadni o 'ng tomonga o'tkaziladi va 
shu tomonni

dF + P,dQ, = d(F + P,Q,) -  Q,dP, (7 .160)
ko'rinishga keltirib olinadi (bunday aimashtirish Lejandr almashtirishi 
deyilishini yana bir esiatib o 'taylik ). O 'ng tomondagi Q,dPi hadni chap 
tomonga o'tkazamiz. Yangi hosil bo'lgan funksiyani F2 deb belgilab:

1 Yana bir esiatib ketaylik, ikki marta uchragan indeks bo'yicha yig'indi ко zda 

tutiladi: P,d^‘ = Y ,P-dQ
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F2(q ,P j) = F(4,Q,t)+PiQi, (7.161) 
uning diflerensiali uchun

dF2(q,P,l) = p,dq, +Q,dP, +(H'-H)dl (7.162) 
ifodani topamiz. Shu munosabat bilan birinchi paydo bo'lgan hosil
q ilu vch i funksiyani Ft =Ft(q,Q,t) deb belgilab olaylik. Yangi hosil 
q iluvchi funksiya uchun

Щ " - i '  а - Ц -  я '="+х  Р-163)
Lejandr alm ashtirishlari yo ‘ li bilan yana ikki xil hosil qiluvchi 

funksiyalarni topish mumkin. Buning uchun (7.162) o ‘ng tomonidagi 
pdq hadni chap tomonga o ‘tkazib chap tomonni

dF2 -  p, dq, = d(Fz -  p,q,) + q,dp, (7.164)

ko'rinishga keltiramiz. F2-p ,q t = Fy(p,P,t) belgilash kiritib

dF, = -q,dPl + Q,dPt + (# '-  H)di (7.165)

ekanligini ko'rish mumkin. To'rtinchi va oxirgi ko'rinish quyidagichadir: 
dF4{p,Q,i) = -q,dPi -  P,dQ, +(H’-H )dt. (7.166)

Topilgan hosil qiluvchi funksiyalarni keltiraylik:
F2(q,P,t), F}(P,P,t), F4(p,Qj). (7.167)

Boshqa variantlar yo ‘q.
Agar hosil qiluvchi funksiya vaqtga oshkora bog'liq  bo'lm asa 

(hamma variantlarda ham) yangi va eski Gamilton funksiyalari teng 
bo'ladi:

H’ -H . (7.168)
Kanonik almashtirishlarga misollar keltiraylik.
7.6.1-misol. Bir o'lchamli garmonik ossillator uchun

F\(q,Q,t) = ^m<u?: ctg(? (7.169)

onik almashtirish yordamida yangi o'zgaruvchilarga o'ting. 
armonik ossillatorning Gamilton funksiyasi bizga ma’lum:

„2P 2 2—  + ma)q
m2m

qiluvchi funksiya vaqtga oshkora bog'liq bo'lmagani uchun
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я ' - Я .  (7.171)
Yangi va eski o'zgaruvchilarni bog'laydigan munosabatlami yozayliJc

dq dQ 2 sin2*?
Bu munosabatlarni yechib quyidagi ifodalar osongina topiladi:

— sin2^ , 
ma>

p2 = 2Pm(0cos2 g .

(7-172)

(7.173)

1

Demak,
H -P a . (7.174)

Ko'rinib turibdiki, Q siklik koordinata, demak, unga mos keluvchi kano­
nik impuls P saqlanuvchi kattalik:

P = const. (7.175)
Buni kanonik tenglamalardan ham ko'rish mumkin:

P = - 03. (7.176)
ЭЯ а  ЭЯ 
—  = 0 , o  = —
Э 0  ЭЯ

Birinchi tenglamadan darhol (7.175) kelib chiqadi, ikkinchi tenglamadan 
esa

Q = Q(t) = a)t + P (7.177)

ekanligi kelib chiqadi. O'zgarmas son /} boshlang'ich shartlardan aniq- 
lanadi. (7.175) ga kirgan o'zgarmasni topish qiyin emas. Garmonik os- 
sillator uchun energiya saqlanuvchi bo'lgani uchun (7.174) dan kelib 
chiqadiki

P = £ . 
(!)

Eski o'zgaruvchilarga qaytib kelaylik:

q(t) = J — sin Q  =
V таз

sin(a)t + P),

(7.178)

(7.179)
p{t) = \l2mPa) cos Q = %!2mE cos (wt + P).

Biz kanonik tenglamalarni integrallash masalasini qulay bo'lgan hosil 
qiluvchi funksiyani topib kanonik almashtirishlar metodi bilan osongin* 
yechdik. Albatta, misolning o'zi qiyin emas edi, ammo m u rak kab  hollar»» 
ham shu metod qulaylik tug'dirishi mumkinligi turgan gap. ..

Ikkinchi misolga o'tishdan oldin yana umumiy mulohazalarga qay11 
kelaylik.
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F yu q o r id a g i misoldagi kanonik alm ashtirishda hosil bo 'lgan  yangi 
uinlashgan koordinata va im pulslarga qaralsa ((7 .173) ga qarang) 

f r 0 d a td ag i koordinata va impuls tushunchalariga to 'g 'r i kel- 
^ l.c lig in i ko'rish m um kin, ularning o 'lcham lik lari ham koordinata 

jmpUlsning o 'lcham lig iga mos kelm aydi. Kanonik alm ashtirish lar 
koord inata lam i im pulslar bilan bog'laganligi uchun yangi um um ­
lashgan koordinatalar um um iy holda oddiy fazoviy koordinata m a’- 
fl0Sin i yo'qotishi mumkin. M asalan , yuqoridagi m isolda 0  umuman 
o 'lch am likka ega emas. Y a ’ni, kanonik form alizm ida um um lashgan 
koordinata va um um lashgan im pulslar o 'zin ing boshlang'ich m a’ - 
nosini yo'qotishi mumkin. Shu sababdan ( Q,P) ju ftlikn i, odatda, 
kanonik qo'shma o ‘zgaruvchilar deyilad i. U larning qaysi b irin ing 
fizik ma’nosi qanday bo 'lish i konkret m asalada ko 'rilgan  konkret 
kanonik alm ashtirish larga bog'liq  bo 'lad i.

Bu holatga misol sifatida Q = p, P = -q  almashtirishlarni keltirilishi 
mumkin, bor yo 'g 'i impuls va koordinataning o 'rn in i alm ashtirib 
qo'ydik, bu kanonik almashtirish ekanligini tekshirib ko'rish mumkin.

7.6.2-misol. Awalgi misolda ko’rilgan almashtirishga kirgan chastotani 
vaqtga bog’liq deb olylik:

F{(q,Q,t) = ^m(o{t)q2a%Q. (7.180)

Bunday almashtirish garmonik ossillatorining chastotasi o'zgaruvchan bo'lgan 
holga mos keladi. Bu holda yangi o'zgaruvchilar tilida kanonik tenglama- 
laming ko'rinishi qanday bo'ladi va bu qanday qulayliklar beradi?

Yechish. Bu hoi awalgi holdan farq qiladi. Yangi Gamilton funksiyasi 
H‘ eskisiga teng emas:

„2  > P 2 2 —  + m(Oq
m + ~т Я2 ctgQd). (7.181)

Yangi va eski kanonik o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish o'zgar- 
maydi:

2 P ->q2 =---- sin2 Q, p1 = 2Pmo)cos2 Q. (7.182)
mw

Natijada yangi Gamilton funksiyasi uchun quyidagi formula olinadi:

/ / = / > < U ( 1 + 2 ^ r * i n ( 2 e ) }  ( 7 1 8 3 )

Kanonik tenglamalarga kclaylik:
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p = - 2 -=  P  + 2axP; Q = —±  = x  + ax2 +ЗЬР2. (7.186)

f« = p | c o s (2 0 , ё  = ^ 1 + ^ - « п ( 2 С ) |  (7.184)

Bu tenglamalar sistemasini ci)/ft)" •*: 1 bo'lgan holda g'alayonlanisj, 
nazariyasi orqali yechish mumkin.

Quyidagi misollar kanonik almashtirish yordamida nochiziqli tebranish­
lar masalasini yechishga oiddir.

7.6.3-misol. Nochiziqli ossillatorni olaylik:

„  p 2 a)2x2 a  j
" - T + — + V -  <7I85>

Masala quyidagidan iborat: F2(x,P) = xP + ax2P+bP} hosil qiluvchi
funksiyada a va b parametrlarni shunday tanlab olingki, yangi Gamilton 
funksiyasiga o'tilganida sistemaning kichik tebranishlari garmonik ko'rinishga 
ega bo'lsin.

Yechish. Yangi va eski kanonik o'zgaruvchilarni bog'laylik:

^ -  = P + 2axP, Q = —  
дх ЭР

Keyin ko'ramizki, a va b parametrlar masaladagi kichik parametr a  ga 
proporsional bo'ladi, shuning uchun ular bo'yicha faqat birinchi tartibli 
hadlar qoldiriladi. Mana shu birinchi tartibda eski o'zgaruvchilar yangilari 
orqali quyidagicha aniqlanadi:

p = P + 2aQP\ x = Q -aQ 2 -ЪЬР2. (7.187)
Hosil qiluvchi funksiya vaqtga oshkora bog'liq emas, shu sababdan yangi 
Gamilton funksiyasiga o'tish uchun eski Gamilton funksiyasida mana shu 
almashtirishlarni bajarilsa yetarli (eslatib o'tamiz, a va b parametrlar bo'yicha 
chiziqli yaqinlashuvda qolish kerak, undan tashqari, a,b -  a , shu sababdan 
a  a, a  b hadlar ham tashlab yuboriladi):

H = ^ P 2 + ^ -Q 2 + (2 a -36to3 )QP2 + (a/3 -  aw2 )Q? +■ (7.188)

Oxirgi ikkita nochiziqli hadlar bo'lmasligi uchun

2a -  ЪЫо2 = 0, a  = 3aft)2 
boMishi kerak. Bu degani,

iS L  (7.190)
3 ft) 9 ft)

Demak,

(7.189)
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I  p = P + 2?L qP' x = q . J ^ q2 . ^ L p\ 7191
3(0 2(0 3<u

0УYangi H = - P 2 +— Q2 Gamilton funksiyasi uchun yechim lar bizga 

ma’lum:
Q = Acoso)t, P = -(oAsinoM. (7.192)

Bularni (7.191) formulalarga qo'yilsa nochiziqli tebranishlar masalasini 
birinchi tartibli yaqinlashuvda yechgan bo'lamiz:

. aA2 aA2 x = Acoswt------ -  +— r co s2(ot. (7.193)
B 6 C  2(0 6(0

7.6.4-m isol. Quyidagi ko'rinishdagi angarmonik ossillatorni olaylik:

Н = £-+а$±- + Ё-х*. (7.194)
2 2 4

Agarda (5.1) da m = I desak, mana shu Gamilton funksiyasi olinadi.
Hosil qiluvchi funksiya sifatida

F2 = xP+ax3P + bxP3 (7.195)
ni ishlatib yuqoridagi angarmonik ossillator tebranishlarini toping.

Yangi va eski o'zgaruvchilarni bog'laylik:

p = ^ - =  P + 3ax2P + bP3\ Q = ^ ±  = x + ax3 +Ш Р2. (7.196)

Bu sistemani iteratsiyalar yordamida yechish mumkin. Keyin ko'ramizki,
о va b parametrlar masaladagi kichik parametr /J ga proporsional bo'Iadi, 
shuning uchun ular bo'yicha yuqori tartibli hadlar tashlab yuboriladi. Ko'rish 
qiyin emaski,

” ~2 = ( g  ■- ax3 К1 ~ 3ЬР2 —  •) = Q -  aQ3 -  3bQP2 + • • •■ (7.197)
* 1+3bP2

Buni hisobga olib quyidagiga kelamiz:

P = P+bPi + 3aP(Q-aQi -3bQP2 = P+bP3 + )aPQ2 +•••• (7 .198)

Hosil qiluvchi funksiya vaqtga oshkora bog'liq em as, shu sababdan yangi 
Gamilton funksiyasiga o 'tish uchun eski Gamdton funksiyasida (7.19 ) 
(7.198) alm ashtirish larni bajarish yetarli:
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Awalgi misoldan farqli o'laroq bu holda a va b parametrlami hcch qanda 
tanlab olganimiz bilan P* haddan qutila olmaymiz. Shuning uchun bu saf 
boshqacha yo‘l tutamiz. (7.39) misolni cslaylik. Agar Pt haddan qutJ J  
olmas ekanmiz, Gamilton funksiyani (7.39) ko'rinishga kcltirishga harat,, 
qilaylik. Buning uchun m

7 Н ° Т  + Т в2+Ьр4+3( а - ^ 2р2+[ ^ - а^ У -  (7 . 199)

”-т 4 ^ { т 4 ? )

2 2 4 4 2

ifodani (7.199) ga tcnglashtirish kerak. Buning uchun

(7.200)

32«Jb
j . 6 - з/?

32ftJb4 ’
(7.201)

bo'lishi kerak. (7.39) ko'rinishdagi Gamilton funksiyasi uchun

Q ^ A cosom, Р - -щ А т \ а Х , ш2 =(1 + 2Я£0)й  ̂ (7.202)

edi. Bizning holimizda ((7.40) ga qarang) E0 = ^ А2саЦ. Demak, nochiziqli 

tebranish uchun birinchi tartibda quyidagi topildi:

(7.203)32<4J ~ 32оц|
Trigonometrik almashtirishlar bajarilganidan keyin quyidagi ifoda hosil bo'ladi:

PA3\ 3 pA1 '
16Щ

COS (Ot +
32a£

cos3fiV, <a = ̂ l + ~ 4 -  j<4). (7.204)

7.6.2. Kanonik almashtirishlar va Puasson qavslari

Bizga qandaydir bir almashtirish berilgan bo'lsin:
( 4 l ’ 42’ - - - ’Qs’P\’ P2>-"’ P i )  ( 0 .0 2 ....... (7.205)

Puasson qavslarining bu alm ashtirishlarga nisbatan invariantligi:
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{/>*}„ “ (7.206)
ularning kanonikligining zaruriy va yetarli sharti ekanligini isbot qilaylik 
(qaysi o'zgaruvchilarga nisbatan hosilalar hisoblanayotganini qavslaming 
o'ng tomonidagi indeksi sifatida belgilandi).

Z aruriylik  shartidan boshlaylik (ya ’ni, (7.205) ni kanonik deb undan 
(7.206) ni keltirib chiqaramiz). Isbotni ikki bosqichga bo'lamiz. Birinchi 
navbatda

|  {/’a U =f r  (7.207)

ekanligini ko‘rsataylik.

' df dV , ( df d2F<y f df_dPL
dpk dqt dqk dpk dpk dqkdQ, dqk dpkdQ,

Ld\ dpk dQt dqk Эqk dQ, dpk j  jL iI dpk dQ, dqk dQ, J dQ,

(7.208)
Oxirgi tenglik belgisiga o ‘tishda murakkab funksiyaning hosilasi uchun 
zanjir qoidasidan foydalanildi. Huddi shu yo ‘l bilan (7.207) ga kirgan 
ikkinchi formulani ham isbot qilish mumkin. Bu formulalaming natijasi 
sifatida

К  { ' ! • ' < } „ . (7.209)

munosabatlarga kelinadi.
Olingan natija lar asosida asosiy bo'lgan (7.206) formula isbot 

qilamiz. Ishni soddalashtirish uchun bir oMchamli holni ko 'raylik, ko'p
о lchamli holga o‘tishni o ‘quvchiga havola qilamiz. Keyingi hisoblarda 

murakkab funksiyaning hosilasi uchun zanjir qoidasi asosiy bo‘ladi: 

{/,*} =
n  dp dq dq dp у dP dp dQ dp dP dq dQ dq J

(7-2 ,0 )
Vap  dq d Q d q\dP dp  dQ dp J
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Ifodaning o 'ng  tom onini ochib ch iq ilsa sakkizta haddan to'rttasi 
qisqaradi. Qolgan hadlar yig 'ib  chiqilsa va (7.209) ning uchinchisini 
qo 'llan ilsa izlagan formula hosil bo'Iadi:

■ ( f f f - « ' - о й mid
Endi y e ta r lil ik  sh artiga  o 'ta y lik  (y a ’n i, (7 .2 06 )-b a ja r ilg an id a

(7 .205)-a lm ash tir ish  kanonik  ekan lig in i ko 'rsatam iz). Buning uchun

yangi o 'zgaruvchilar uchun harakat tenglamalarini topaylik. Q. dan

bosh laylik :

(7.212)

Ammo
(7.213)

va, dem ak, (7.207) bo'yicha
» Э//7'Q‘-{H'Q̂ ‘W <7-2,4)

P uchun ham kanonik tenglama olishimizni huddi shunday yo'l 
bilan isbot qilish mumkinligini o'quvchiga havola q ilam iz.

7.6.3 . Kanonik aimashtirish va harakat

Kanonik o 'zgaruvchilam ing t vaqt momentidagi qiym atlarin i q,, P, 
va / + Д/ vaqt momentidagi qiym atlarini q ^ , рп&, deb belgilaylik. 
Ta’sir integrali uchun

dS-T A P t+ tA H H -P fa)  (7.215)
к

(bizning holim izda dta =dtk =0, chunki harakat boshi va oxiriga mos 
keluvchi vaqt momentlari aniqdir: 1=1, t=t+bt) ifodani (7.158) bi 
taqqoslansa ql,pl dan ga o'tishni kanonik aimashtirish с
qarash mumkinligi tushuniladi, bunda ta ’sir integrali S  hosil qiluvcn 
funksiya rolini o 'ynaydi.



7.7 Integral invarian tlar

7.7.1 Fazaviy fazodagi integral invariant

Ba’zi bir hollarda oddiy uch o 'lcham li fazo yoki um um lashgan 
koordinatalar fazosi konfiguratsion fazo deyilad i. Kanonik form alizm ga 
0*tganimizdan keyin  biz uchun koord inata lar va im pu lslar {qr pn 
i=l,...,s} m ustaqil o 'zgaruvch ilar bo 'lib  qoldi, shunga yarasha m ana 
shu'o'zgaruvchilardan tuzilgan 2s o 'lcham li fazaviy fazo tiliga o 'tish im iz 
maqsadga muvofiqdir. Agar bir o 'lcham li harakat haqida gap ketayotgan 
bo'lsa bu 2 o 'lch am li fazo -  tekislik  bo 'lad i.

Faraz q ilay lik , vaqtda ko 'rilayo tgan  sistem a fazaviy fazoda m a’- 
lum bir hajm ni egallasin . B ir oMchamli hoi uchun bu hajm ni 7 .2- 
rasmdagi konturning ich idagi soha sifatida ko 'rish im iz  m um kin. 
^aqt o‘tishi bilan sistem adagi um um lashgan koordinata va im pulslar 
o'zgara boradi, shunga yarasha, sistem aning fazaviy fazodagi egallagan  
sohasi ham o 'zgara boshlaydi. Fazaviy fazodagi har b ir nuqtaning 
trayektoriyasi

/
7.2-rasm. Puankarening integral invarianti.

Cnglamalar sistem asiga bo 'ysunadi. Agar sistem a b ir-necha zarralardan 
^ h k i l  topgan bo 'lsa uning fazaviy fazodagi traektoriya lari m ajm uasi
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fazaviy oqimni tashkil qiladi. Yana bir o 'lcham li holga qaytib kelsak / 
vaqtda sistemaning egallagan fazaviy hajmi 7.2-rasmdagi y2 konturnin* 1 
ichidagi sohadir. Shu rasmdagi y, dan y7 tomon yo'nalgan chiziqiar 
fazaviy oqimni ifodalaydi.

Quyidagini isbot qilaylik:

t ^ ' t *  (7.217)

bu yerda p dq = p]dql + p2dq2 +■■•+ psdqs . Bu form ulaga kirgan in­
tegral Puankarening universal integral invariant deyilad i. Olingan 
form ulani

± j p d q = 0

ko'rinishda tushunish mumkin. Kontuming ustida vaqt o'zgarmagani 
uchun vaqt bo 'yicha hosilani integral ostiga kiritishim iz mumkin:

—  j  p dq = ^ (p </q + p-Jq) = ф (p dq -  q dp) + j d (p q)
d t  у  у  у  у

Ohirgi integral to 'liq  differensialdan yopiq kontur bo'yicha olingani 
uchun aynan nolga teng. Demak,

<^(pdq-q<fp) = 0
У

Bu integral ihtiyoriy yopiq kontur g bo 'y icha nolga teng bo'lishi 
uchun integral ostidagi ifoda qandaydir funksiyaning to 'liq differensiali 
bo'lishi kerak:

p j q - q j p  = -dH

Shu tarzda tanlab olingan funksiya uchun kanonik tenglamalarni 
o lam iz:

Э H . dH ..„v,ШЦ' *mw am '
Haqiqatda 7.218-dan 7.217-ni keltirib chiqarish ham mumkin, ya ni,

7.217-ning bajarilishi uchun kanonik tenglam alarning bajarilishi yetarli 
va zaruriydir.
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7.7.2. Liuvil teoremasi 

Quyidagi munosabatni isbot qilaylik:
S

dp.dqi (7.219)
у 5 i=l

Bu yerda S -  g egri chiziq bilan chegaralangan sirt. Isbot uchun
2s - oMchamli fazaviy fazo koordimatalarini {jci}={jc|, x7 ....... xb}={pt,
Pp.-, A> ?■> Я2 ......Я,} deb belgilaylik va Ц}={0', 0 , . . . ,  0, pv p2,..., pt)
vektomi kiritaylik. Bu belgilashda

У У 1=1
boMadi. Stoks teoremasi bo‘yicha

u  I r r £  . , . ,(dAj ЭД '
у <=• S i j= l dx* dxJ

At vektor sifatida yuqoridagi ta’rifdan foydalanib 7.4-formulani olamiz 
(Stoks teoremasiga kirgan dx1 dx? integrallash elementi dx dx? =- dx? dx1 
qoidaga bo‘ysunadi, ya ’ni, u yo'nalishga ega boMgan sirt elementidir).

7.217- va 7.19-formulalarni taqqoslash harakat davomida \\^LdPid<l,
J  •*!

integral-ning saqlanishini bildiradi. Chuqur matematik muloxazalar 
asosida

w / i  dp.dq.dpjdqj v a j j j j j j  £  dpfadpjdqjdpkdqk (J 22Q) 
i*j=\ i* j*k=\

va h.k integrallarning ham invariant boMishini isbot qilish mumkin. 
Bunday isbot [14] kitobda keltirilgan, isbotning murakkabligi uni bu 
yerda keltirishga imkon bermaydi. Misol sifatida bir va ikki oMchamli

hollarni qaraylik: 1) bir oMchamli holda 7.219 ning o‘ng tomoni jdp,dq,

boMadi, bu - sistemaning fazaviy hajmi; 2) ikki o'lcham li holda ikkita

•nvariantga egamiz: j(dpldqi +dp2dq1 ) va jd p ]dqidp2dq2 , ikkinchisi shu
oMchamli sistemaning fazaviy hajmi.
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----- — ----i\aiiuiurs. ailllilblllirishninp
hususiy holi. Shuni hisobga olib quyidagi umumlashtiruvchi ta'rifn; 
qabul qilaylik: ni

Fazaviy fazoda quyidagi koordinat almashtirishlar berilgan bo'lsin• 
(q{, qv  ... , qt, />„ pv  ... , p )  -> (Qp f t ,  ... , Q p  P ... p ‘ 
Agar

(7.221,

bo'lsa bunday almashtirishlar kanonik aimashtirish deyiladi.
Misol 7.7.1. 7.6.1. paragrafda kanonik almashtirishlar kanonik tenglama- 

larning ko'rinishini saqlaydigan almashtirishlardir deb ta ’riflangan edi. 
Hozirgi ta’rifimiz awalgi ta’rifni o‘z ichiga olishini bir hususiy holda — bir 
o'lchamli sistema uchun vaqtga bog'liq bo'lmagan almashtirishlar misolida 
ko'rsataylik.

7.221-formuIadan ko'rinib turibdiki integral ostidagi ifoda to'liq diffe- 
rcnsial bo'lishi kerak:

p -Jq  -  P-c/Q = dS ,

Bir o'lchamli holda: p d q -P d Q  = dS . Q = Q(p,q) ekanligini hisobga 
olib bu formulani

p d q -P dQ , dQ , ' p - p W
dq

dq-P^Q -dp  
dp

ko'rinishga keltiramiz. O'ng tomondagi ifodaning to'liq difTcrensialligi 
sharti:

± '
dp

= _ ± (  p ? Q )  
bp

Bu formulani ochib chiqsak {/\G}=1 ekanligi kelib chiqadi. Demak, yangi 
o'zgaruvchilarda Puasson qavsi saqlanar ekan. 7.6.2-paragrafda isbot qilingani 
bo'yicha Puasson qavsining saqlanishi almashtirishning kanonikligining 
yetarli va zaruriy sharti edi.

7.219-ni hisobga olib kanonik aimashtirish davomida (integrallash 
sohalarini у va Г deb belgilaylik)

= tf
у i«l г >"•

(7.222)

bo'lishi kerak degan hulosaga kelamiz. Bir o'lchmali holda bu formula
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^dpdq = ^dPdQ

•rinishga ega bo'ladi. у — (p, q) o'zgaruvchilar tilidagi boshlang'ich sirt, 
(/> Q) o'zgaruvchilar tilidagi sirt. Demak. kanonik alamshtirishlarda 

f r 0Mchamh sistemaning fazaviy hajmi saqlanar ekan.
* 7.220-formulaga olib kelgan mulohazalarni davom ettirsak. /, j, k, .. . 

indekslaming soni s ga teng bo'lganida invariantlikni 7.222-ma’noda tushunib 
quyidagi natijaga kelamiz:

jd p ldqldp2dq2 ■ ■dpsdqs = jd P ldQidP2dQ2 ■ -dPsdQs (7.223)

Ushbu tasdiq Liuvil teoremasi deyiladi. Chap tomondagi integral s- ta 
erkinlik darajasiga ega bo'lgan sistemaning fazaviy fazodagi hajmi, o'ng 
tomonda esa shu sistemaning yangi kanonik o'zgaruvchilarga o'tilgandan 
keyingi fazaviy hajmi Demak, kanonik almashtirishda sistemaning fazaviy 
fazodagi hajmi o'zgarmas ekan.

7 .8. Mopertyui prinsipi

Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bog'liq bo'lmagan holda ener­
giya saqlanadi:

tf(q.p) = E. (7.255)

Bu shart 2s oMchamli (s -  erkinlik darajalari soni) fazaviy fazoda 2s — 
1 o'lchamli sirtni aniqlaydi.

Masalan, s = 1 bo'lsa fazaviy fazo tekislik bo'ladi, yuqoridagi 
shart esa shu tekislikdagi chiziqni beradi. Konkret m isolni.qaraylik: 
garmonik ossillator uchun

V  <7256>
s"a t̂ (q,p) tekislikdagi ellipsni beradi. Demak, E energiyalik chiziqli 
ssillatorning tebranislii davrida fazaviy tekislikda uni ifodalaydigan 

nuqta mana shu ellipsni chizib chiqadi.
Harakat faqatgina 2s — 1 o'lchamli sirtning ustidagina bo'lishi mum- 
’ shu jum ladan, boshlang'ich q = va oxirgi q = qb nuqtalar ham 

ко'03 Ŝ U sirtnin6 ustida yotadi. Bu holda variatsion prinsipni qanday 
в е гасГ ^ 3 0*®an 'm'z Qidaydir? Shu savolga Mopertyui prinsipi javob
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5 Р / = 0 (7.270,
shartni beradi. Bu esa ikki nuqta orasidagi eng qisqa chiziq — to y  
chiziq tenglamasi. Haqiqatan ham, ozod zarradan to 'g 'ri chiziq bo‘yicJ[ 
harakat qiladi.

7 .9 . Gamilton — Yakobi tenglamasi

(7.136) tenglam alarning ikkinchisini olib qaraylik:
Ъс
-± + H(p,q,t) = 0. 
dt (7.271)

Agar bu tenglamada impulslam ing o 'rniga (7.136) ning birinchisini 
ishlatsak

as J  as эs as ^
3 7  + Я  — ................ — q2, - , q „  t
at ô<7, oq2 aqs ^

= 0 (7.272)

ko'rinishdagi birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamani I 
olgan bo'lam iz. Bu tenglam a ta ’sir funksiyasi S(q,t) uchun bo‘lib, i 
uning mavjudligi harakat tenglam alarin i in tegrallashning yana bir 
zabardast metodini beradi. Bu metodni o'rganish uchun birinchidan 
xususiy hosilali differensial tenglama (7.272) ning toliq integrali kiritaylik. 
Ta’ rif bo'yicha differensial tenglamaning to 'liq  integrali uning shunday 
yechimiki, unga kirgan mustaqil ixtiyoriy o 'zgarm aslarsoni tenglamadagi 
mustaqil o'zgaruvchilarning soniga teng bo'ladi. Bizning holimizda 
mustaqil o'zgaruvchilar soni s + 1, 5 ta koordinata va vaqt. Ta sir 
tenglamaga faqat hosila ostida kirgani uchun bitta o'zgarmasni additi' 
ravishda olishi mumkin:

5 = /(/, Я\. q2. . .  Я, ;®i. ■«2 .....a , ) + a 0. (7.273)

bunda a^,ax,a2,...,a, ~ ix tiyo riy  o 'zgarm as son lar (integrallash
konstantalari).

Teorema (Yakobi):

(7.273) funksiya (7.272) ning to 'liq  integrali va

bo'lsin. Unda

Яi =
ЭЯ
dpt’

ЭЯ
ЪяГ
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dS a dS
" ' " V  А ‘ э ^  <7-274>

n iunosabatlar bilan aniqlanadi, bunda Д -  yangi ixtiyoriy doimiylar.

dS _ dS
dan qt = q i ( f l , a , t )  lar topiladi, topilgan qt larni Pi ga

qo'yib  p i ~ p , ( p , a , t ) lar topiladi.

Isbot: (7.273) dagi J  (q,a,t) ni hosil qiluvchi funksiya sifatida olaylik, 
bunda a  lar yangi im pulslar rolini o ‘ynasin : a i = Я . Kanonik 
almashtirish bajaraylik:Щ a ' ^ '  Я' - Н + | ' <7.275)

Bu qatordagi oxirgi formula va (7.272) dan kelib chiqadiki # ' = 0 
D em ak, />=0, 0 ,= O . Y o k i, ^ = o , =const, 0 ,= const. O x irg i 
konstantalarni = p .  deb belgilashi bilan teoremamiz isbot boMadi.

Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bogMiq boMmagan holda ta ’sir 
S = 5„ -  Et ko'rinishga ega bo'lishini ko'rgan edik Bu holda Gamilton— 
Yakobi tenglamasi qisqartirilgan ta ’sir uchun yoziladi va

sistemaning um um iy yechim i

ko'rinishni oladi.

f d s n d s 0 d s0
' -л .....л *4\*4ifm*4sMi dq,

= E (7.276)

7.9 .1-m iso l.
Garmonik ossillatorni olib qaraylik:

(7.277)
2m  2

Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bogliq emas. Demak. Gamilton—Yakobi
tenglamasining to'liq integralini S = -Et+W(q,a) ko'rinishda qidirish kerak 
^Uchun

I2my dq J

^ОДата olamiz. Uni integrallash qiyin

mco2 j+ —  q2 =E (7.278)

emas: 
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w f  L f r  ma>2 2 ] .  E ( 1 . _ 'I I 2 E I 12m E ---------x dx = — <p + -sm2a> , q = J ----- - sin<p
2 j  a>[* 2 WJ  4 \ma) (7.279)

Ta’sir 5  bitta o'zgarmas £ ga bog'liq, tabiiyki, uni a  = E deb olinadi. Y a’ni 
yangi kanonik «impuls* energiyaga teng bo'lib chiqdi. To'liq integral aniqlandi 

Endi Yakobi teoremasi bo'yicha P = Э5/Э£ dan koordinatani topish kerak:

dS f  
Э£ , + J

Я

f m d x

I r ~ ( 2

\ 2 m

~t+—arcsin 
(0 (7.280)

yoki

Impulsga kelsak

, 1Ж
V ma?

sin aA.t + P). (7.281)

dSp -  —  = -JbnE cos w(t + ft)
dq (7.282)

ifoda olinadi. Chiziqli ossillator uchun harakat tenglamalari integrallandi.

7 .1 0 .  0 ‘zgaruvchilarni ajratish

7 .1 0 .1 .  Umumiy g'oyalar

Quyidagi masaladan boshlaylik. (qr  />,) o 'zgaruvchilar Gamilton 
funksiyasiga faqat f ( q v /?,) kombinatsiya orqali kirsin:

H = H(f(qu px),q2,p 2..... q„p,).
f  (qv p2) ning harakat integrali ekanligini isbot q ilaylik . Harakat 
integralini tekshirish uchun Puasson qavsini topamiz:

(7.283)
dH

- ^ 1
_ Э H df dH df

Z J [  dp, dq, dq, Эр, J dpx dq, dq\ dpx '

chunk i/ faqat qt va px larga bog'liq. Ikkinchi tomondan,

d_H= d_Hdf_ dH_= dH^^_
dpx df dpx ' dqx df dqx

(7.284)



Buiariu Puasson qavsiga olib borib qo'ysak
{Я,/} = 0 (7.285)

jp o lig i, ya ’n i/ — harakat integrali ekanligi topiladi.
Ko‘ rib chiqilgan m asala G am ilton—Yakobi tenglam asi uchun 

0*zgaruvchilarni ajratish metodining asosi bo'lib xizmat qiladi.
Yuqorida topgan natijani Gamilton—Yakobi tenglamasiga qo 'l- 

laylik- (<7,, P\) o 'zgaruvchilar Gamilton funksiyasiga f a q a t/ (^ p />,) 
kombinatsiya orqali kirgan bo'lsin. Bu holda quyidagi tenglamalarga 
ega bo'lamiz:

/
dS

? l ’ V ,dq \
dS 05 dS 
°Яг °Яу dq, : О- (7.286)

Hozir ko‘ rsatilgani bo'yicha a , = const. Agar shu sistemadagi ikkinchi 
tenglamada ^o 'zgaruvchin i o'zgartirilsa tenglamada hech narsa o 'zgar- 
masligi kerak. Buning uchun esa ta ’sir

5 = s\q2,qy,...,q,,l,al )+ S^q,) (7.287)
ko'rinishga ega bo'lishi kerak. Aks holda (7.286) sistemaning ikkinchi 
tenglamasiga {dS/dq,,i = 2,3,...,л} hosilalar orqali qx ga bog'lanish kirib 
qolishi mumkin. Demak, q{ koordinata uchun toMiq hosilali

»  (7-288) 
tenglamaga keldik. To'liq  hosilali tenglamani esa oddiy yo ‘ l bilan 
integrallash mumkin. Shu bilan G am ilton—Yakobi tenglamasidagi 
o'zgaruvchilar sonini bittaga kamaytirgan bo'lam iz. Bu holda qx o 'zga- 
ruvchi ajratildi deyiladi. Faraz qilaylik, shu yo'I bilan boshqa o 'zga- 
nivchilami ham ajratib oldik. Agar sistema konservativ bo'lsa ta ’sir

S - E ,  + ̂ q , W ......<*.) (7.289)
I- 1

ko'rinishga keltirilgan bo'ladi. Bu holda masala to'liq integrallandi 
deyiladi.

To'liq  integrallan ish afsuski juda kam uchraydigan hoi. Uning 
yetarlilik shartin i quyidagi Liuvil teoremasi deyiladigan tasdiq ifo- 
dalaydi:

1 Fazoviy hajmning saqlanishi haqidagi Linvill teoremasi bilan adashtirmang.
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jcw c m a . Avgar Lagranj tunKsiyasi

* ' '

(7.290,
/-1 /-1

ko'rinishga ega bo'lsa Gamilton—Yakobi tenglamasi kvadraturala 
keltirilad i.

Isbot. Gamilton funksiyasini topish uchun quyidagi umumlashgan 
impulslarni

рГ Га,(ч^ Г  (7.291)
(7.6) ta ’rifga olib borib qo'yam iz. Natijada quyidagi ifoda hosil bo'ladi

rga

H -  —
f

i- I  i- l

Bu yerdan Gam ilton—Yakobi tenglamasini darhol olinadi:

i i f a s o f , ,
2 а, (9, Д  dq4  +Ul(ql )-EFl(ql ) 0.

Yechishni

so ~ s\ ^ )+ S 2(q2) + --+ Ss(qs)='^S,(qi )
i- l

ko'rinishda qidirish tabiiydir. Bu holda (7.293) tenglama

2at(4i)[d4i
+ Ui(q,)-EFl{qi) =  0

(7.292)

(7.293)

(7.294)

(7.295)

ko 'rin ishga keladi. Y ig'indidagi har bir had faqat mos keluvchi q, 
gagina bog'liq , bu degani, mana shu har bir hadni qandaydir bir 
o 'zgarm as songa tenglashtirib qo'yish kerak:

2a, + V M ,) -E F ,W a „  (7.296)

(7.295) bo‘yicha

= 0 .
.-I ‘

(7.297)
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(7 296) dan Si lami kvadratura ko'rinishida topib olishi qiyin emas: 

s, (<?,) = \dq, J la M M a .+ E F M ^ -U 'iq ,)) . (7.298)

(- amilton—Yakobi tenglam asin ing to 'liq  integrali topild i, u s ta 
0*zgarmas songa bog'liq bo'lib chiqdi:

E ,alta 2......a , . x. (7.299)

esa (7.297) tenglamadan aniqlanadi: a, = -a , - a 2 -  . . . - a , . , .  Teorema
isbot qilindi.

Siklik o'zganivchilarga kelaylik. Ularga mos keluvchi umumlashgan 
impulslar harakat integrallari ekanligin i bilam iz. Shunday bo'lish i 
kerakligi o'zgaruvchilarni ajratish metodi bilan hamohangdir. Koor­
dinata siklik bo'lganda u Gamilton funksiyasida qatnashmaydi. Natijada 
(7.288) tenglama

dS,Ш ^
ko'rinishga kelib qoladi. Demak, ta ’sir siklik koordinataning oddiy 
chiziqli funksiyasi bo 'lar ekan:

5, = a xq\. (7.301)

O'zgarmas son a, esa shu koordinataga mos keluvchi impulsning o 'zi: 
/», = «,

Konservativ sistem alar uchun ta ’sirning vaqtga bog 'liq  qism i 
S'(t ) = -  Et ko'rinishga ega bo'lishini bu holda vaqtning Gamilton 
funksiyasiga oshkora kirmasligi, y a ’ni «siklik koordinata» bo'lishining 
natijasi deb qarash mumkin. Bu nuqtayi nazardan fyuqoridagi o 'zgar­
mas a  laming biridir, masalan, E = <%.

O'zgaruvchilarni ajratib olish uchun koordinat sistemasini masalaning 
mohiyatiga mos keladigan qilib tanlab olish juda muhimdir. Quyida 
shunga bir necha misollar ko'ramiz.

7.10.2. Qutb koordinat sistemasi

Tekislik ustida markaziy maydon ta ’sirida harakat qilayotgan jismni 
qaraylik. Uning Gamilton funksiyasi:



Binnchidan, Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bog'liq bo'lmao 
uchun <45a*,>

S~-E t + W(r,<p), (7.303)
bunda birinchi o'zgarm as son a0 = const = E paydo bo'ldi. Ikkiu 
chidan, <p siklik koordinata bo'lgani uchun

fV(r,<p)-W,(r)+a9<p. (7.304)

Ko'rinib turibdiki, af =dS/d<p = pf  (yuqoridagi muhokama bo'yichj 

ap = const = pp ). Shulam i hisobga olib

S --E t+ p pi>+Wl(r) (7.305)
deb yozib olinadi. Gam ilton—Yakobi tenglamasi quyidagi ko'rinistaa 
keldi:

!? H 1 -1 -------  . -  ■ .U(r)mE'
(7-306)

И', uchun tenglama:

ш J 2m(E-U(r))-^~-. (7.307)

Uning yechim i:

Wx (r) = J dr^2m (E -[/ (r))-^ ..  (7.308)

T a’sir uchun quyidagini topdik:

S = -Et + P f)<p + j  ^ 2 т ( Е -1 / ( г ) ) - %  (7.309)

To'liq  integral topildi. U ikkita mustaqil o 'zgarm as sonlarga bog'liq 
bo'lib chiqdi: a = E  va a = p f. Yuqorida keltirilgan Yakobi teoremasi 
bo'yicha trayektoriya va impulslarni topish mumkin:

j2m(E-l/(r))-%- (73 l0 )
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2 m(E -U ( r ) ) -^ (7.311)

Bu tenglamalarning birinchisi r v a  t orasidagi bog'lanishni beradi, 
•Mdnchisi esa rv a  (p orasidagi bog'lanishni beradi. Agar potensial U(r) 
S y g a n  bo'lsa, bu formulalar trayektoriyani to 'liq  aniqlab bergan 
bo-iadi. O'zgarmas sonlarga kelinsa Д, boshlang'ich vaqt momentini, 
д esa boshlang'ich burchak momentini ifodalaydi.

3.3- paragrafda Kepler masalasi yechilgan edi. Kepler masalasi 
sferik simmetrik

maydondagi jismning harakatini topishdan iborat edi ( 3.3 -paragrafdagi 
я ni A ga a lm ash tird ik , bu paragrafda a  harfi boshqa m a’noda 
qo'llangan). Lagranj funksiyasi (3.20) ifoda orqali berilgan edi. Unga 
potensial qo'yilsa

Ko'rinib turibdiki, (7.302) G am ilton funksiyasining o 'z i olindi.
3.3-paragrafga to 'liq  mos kelishi uchun p = M  deyish yetarlid ir. De­
mak, (7.310) va (7.311) form ulalar m arkaziy maydondagi moddiy 
nuqtaning trayektoriyasi m asalasin i yechar ekan. D arhaqiqat, bu 
formulalar boshqa metod bilan aw a l topilgan 3.27- va 3 .28-lam ing 
o'zidir.

Sferik koordinata sistemasida Gamilton funksiyasi quyidagi ko'ri 
nishga ega bo'ladi:

Kepler masalasi

U(r) = - l (7.312)Г

(7.313)

7.10.3. Sferik koordinata sistemasi

(7.314)
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Agar potensial

U(r,e,<p) = a ( r ) + ^  + - ^ T-  
r  r  sin » (7.315)

ko'rinishga ega bo‘ lsa, Gamilton—Yakobi tenglamasida o'zgaruvchilamj 
ajratish imkoniyatiga ega bo'lam iz. Bu yerdagi oxirgi had fizik nuqtav ' 
nazardan aham iyatga ega emas, bunday hadli potensiallar fizikada 
uchramaydi. Shu sababdan u tashlab yuboriladi.

Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bog'liq emas, demak,

S ” —El + S0.

Qisqartirilgan ta ’sir uchun G am ilton—Yakobi tenglam asi quyidag i 
ko'rinishga keltirilishi mumkin:

+ a(r)\ + + 6(0) 1
-f Э5П

2mr2sin20 ik d<P 

Ko'rinib turibdiki, <p — siklik koordinata, demak,

E. (7.316)

ЭS0 const

saqlanuvchi kattalik (harakat integrali) ekan. Y a’ni,

S = -Ei + p ip + S (г.в). f  i
Shuni hisobga olib yuqoridagi tenglamani

f l r l  +Мв) +----Х— р 1 = г г E — — - a(r)
V Э0 J 2w»sin^ 2/w  ̂ dr J

(7.317)

(7.318)

ko'rin ishga keltirib olam iz. Chap tomon faqat в ga bog'liq, o'ng 
tomon esa faqat r  ga bog'liq. Y a’ni, G am ilton—Yakobi tenglamasi 
faqat {0,3S,/d0} va {/-,3S,/3r} ga bog'liq kombinatsiyalarga keltirildi- 
U m um iy nazariya bo'yicha

S,(r,0) = S2(r) + S3(0) (7-319)
ko'rinishida izlanishi kerak. Natijada tenglama

1
2m dd J

+ b(9) +
2'wsin20

(7.320)
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ko 'r in ish ga  ega bo 'lad i. Ixtiyoriy r v a  в uchun bu tenglik  bajarilish i 
uchun ik k a la  tomon ham qandayd ir o ’zgarm as songa teng bo 'lish i 
Icerak. U «  deb belg ilansa, quyidagi ikk ita tenglam aga kelinad i:

Bu tenglamalarni integrallash qiyin emas:

S3 = J d e j2 m ( a -b (e ) ) - -^ .  (7.322) 

Shu bilan, G am ilton—Yakobi tenglamasining to 'liq  integralini topdik:

52 =

S = -Et + pv<p + J dr^2m| £ -a ( r )~ -̂ 7 j + jd 0 ^ 2 m (a -Ь(в))~ P\
sin*e

(7.323)

7 .11 . T a’sir-burchak o'zgaruvchilari

Finit harakat qilayotgan sistemani olib ko'ravlik.
M asala quyidagicha qo 'yilad i: kanonik almashtirish yordam ida

shunday yangi kanonik o'zgaruvchilar { I k , <pk }  ni kiritaylikki, Gamilton 

funksiya Фк ga bog'liq bo'lmasin. Bu holda kanonik tenglam alar

» _ M V ) _ n i  _ m n
\~~~дф ’ \  Ь Г  * (7-324)

* *
ko'rinishga ega bo'ladi. Birinchi tenglamadan Ik = const ekanligini 
topiladi. H o'zgarm as /Jargagina bog'liq ekan o 'zi ham o'zgarm as

bo'ladi. Bu d egan i, ^  = const = « f y a ’n i, фк =шк1 + фок. H arakat

tenglamalari integrallandi, Фк— o 'zin ing m a’nosi bo 'yicha burchak 
ekan.

Soddalashtirish uchun bir o 'lcham li holdan boshlaylik. Yuqoridagi 
^ q sad n i nazarda tutib {р,д}-*{1,ф} kanonik almashtirishning hosil 

4>Iish funksiyasi F2(I,q) ni topish kerak:

239



dq
,q) BF2(l,q) (dF2(I,q) )_
~ ’ ф-------д Г ~ ' И{ ~ W ~ ' q ) ( )  ( 7 3 2 5)

Hosil qiluvchi funksiya vaqtga bog'liq bo'lm agani uchun yangi va eski 
Gamilton funksiyalari bir-biriga teng. Uni energiyaga tenglashtirib 
qo‘ydik.

Hosil qiluvchi funksiyani topaylik. / o'zgarm as bo'lganida (7.325) 
ning birinchisidan

dF 2 1/ -const = P&q (7.326)
ekanligiga kelinadi. I = 1(E) =const sirtning ustida qolishimiz kerak 
bo'lgani uchun umuman

Рг(1,Я)= \р&я
«о

(7.327)

deb oUsh kerak. Integral /=/(£)=const sirtning ustidagi q0 va q nuqtalar 
orasida yotgan m a’lum bir haqiqiy trayektoriya bo 'yicha olinadi. Finit 
harakat haqida gapirilmoqda, burchak ф o'zgaruvchi yopiq trayektoriya 
bo'yicha harakat qilib qaytib kelganda

2 n (7.328)

(7.329)

bo'lishi kerak. Ikkinchi tomondan

AF2 = ф p d q
/(f)* COIUI

integral 1(E) = const sirt ustidagi yopiq egri chiziq bilan chegaralangan 
sirt yuzasini beradi.

Bu integralni ikki m a’noda tushunish
mumkin -  7.3-rasmda ko'rsatilganidek q0
dan  q ga borishn i yo k i ay lanm asdan
bevosita q0-*q borish, yoki yopiq kon-
tu r im izn i n m arta ay lan ib  borish deb
tushunish mumkin. Kontur bo'yicha har
bir aylanganda AF2 ga shu yopiq kontur
bilan chegaralangan sirt yuzasi q i y m a t i n i

bir marta qo'shgan bo'linadi. D em ak, F:
7.3-rasm. qa nuqtadan q funksiya bir qiymatli aniqlangan funksiya

nuqtaga bevosita borish yoki emas ekan, unga mana shu sirt yuzasi ning
konturni n marta aylanib ixtiyoriy butun songa ko'paytirilgan Ч'У' 

borish mumkin.
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tjnj qo'shib qoyish mumkin ekan. Bu noaniqlik dF2/dq ga ta ’sir 
llmasa ham <p =dF2/d/ ga ta ’sir qiladi. (7.328) shart F2 funksiyani 

jji iq la sh ga  xizmat qiladi. Shu shart bajarilishi uchun

d5-Д ^2 = 2я (7.330)
aJ

bo‘lish i kerak. Bu tenglik bajarilishi uchun o‘z navbatida

I = -^~6pdq (7.331)
2.1Z

bo'lishi kerak. Integral yopiq kontur bo'yicha bir marta aylanishga 
mos keladi, y a ’ni integrali yopiq kontuming sirtiga teng.

Hosil bo'lgan kattalik / -  ta'sir o'zgaruvchisi dey ilad i, unga 
kanonik qo'shm a bo'lgan ф -  burchak o ‘zgaruvchisi d ey ilad i. I 
ning ta’rifidan ko'rinib turibdiki uning o'lcham ligi ta ’sirning va harakat 
miqdori momentining o 'lcham ligiga teng, ф ning esa o 'lcham lig i 
yo'q.

7.11.1-misol. Garmonik ossillator uchun ta’sir burchak o’zgaruvchilarini 
toping.

2 2 2

tf = — + ——— uchun H =£ «sirt» katta va kichik yarimo’qlari 
2m 2

т аГ
bo’lgan ellipsni beradi, uning yuzasi

n a b  = 2k -  . (7.332)
0)

ga teng. Demak,

/ = - .  (7.333)(I)
Huddi shu natijaga (7.331) integralni bevosita hisoblash orqali ham kelish 
mumkin. Buning uchun awal H = E shartdan impuls topiladi:

p = ^2т(Е-m afq2/2). (7.334)
Demak,

/ = — &J2m(E- mar q112) dq = — !— &y}2mE - x 1 dt. (7.335) 
2л  7 2 к т о )  1
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Bu integralda x = >j2mE sin<p almashtirish bajarib, uni <p bo'yicha 0 dan 
gacha intcgrallansa yana o'sha (7.333) natijaga kclinadi.

Burchak o'zgaruvchisini topish uchun harakat tenglamasidan foydalanamg.

= <w (7.336)

Demak, burchak o'zgaruvchi tebranish fazasining o'zi ekan:

<Р‘ (* + Ф о -  (7.337)
Shu bilan harakat tenglamalarini integrallamasdan turib jism harakati 
aniqlandi — bu harakat w chastotali tebranish ekan.

Amplitudaning maksimal qiymati E = ma>lqll2 shartdan topiladi:

I 2 EJ—  BiV mo)Яо ~ \I~ J-  Biz yana o'sha eski natijaga keldik:

[2£ 1
Я( 0  = J -------cos (cot + фо). (7.338)Ч т о )  '

7.11.2-misol. Rotatorni eslaylik:

H ~ b ’ u -  <7339)
Bu yerda inersiya momenti A harfi bilan belgilandi (/ harfi band 

bo'lgani uchun). Ko'rish osonki

yoki.

ЭЯ дН P,
(7.340)

Рюpf  “ Const, p = (7.341)
/\

Demak, rotator p /А chastotali aylanma harakat qilar ekan, uning 
umumlashgan impulsi p (harakat miqdori momenti) saqlanuvchan kattalik 
ekan.

Ko'p o'lcham li holga o 'taylik. Sistema hamma koordinatlar bo'yicha 
finit harakat qilayotgan bo'lsin. Faraz qilaylik, hamma koordinatalar 
bo'yicha o'zagruvchilarni ajratish mumkin bo'lsin. M a’Iumki, bu holda 
qisqartirilgan ta ’sir uchun
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S0 ш Х Ш )  (7.342)

ta saw u rga  ega bo'lam iz. Umumlashgan impulslar

К  Pi ш~Т~ (7-343)dq,
orqali mana shu ta ’sim ing tashkil qiluvchi qismlari uchun

•S', = \р Ая, (7.344)

deb yozib olish mumkin. Agar q, koordinata bir marta to 'liq  finit 
harakat qilib qaytsa 5  ning qiymati

= = 2л/, (7.345)

ga o’zgaradi. Bu sistemada ham «ta’sir-burchak» o'zgaruvchilariga 
o'tish mumkin.

Э50 _  X  * dSk(q k , /). Э50 . v a s * ( f t .  .

* ' э <7 ^

formula orqali «burchak» o‘zgaruvchilari kiritiladi. Yuqoridagi hamma 
gaplar bu holga ham ko‘chiriladi -  harakat tenglamalari:

/ ‘ = 0 ’ ^ = ^ Г 1 ’  ( 7 3 4 7 )

ularning yechim lari:

/, = const, ф, = t + const = 0): (I)t + const. . (7.348)
dli

Ko'rinib turibdiki, q; koordinataning to 'liq  o'zgarishiga mos keluvchi 
f  ning 2n ga o 'zgarishi to 'g 'ri keladi:

d&Sk(qk,l)  ,  V  Э/* ">
-------- 2* 2 * ! Г ‘ 2К P .349)

*
Ossillator va rotator misollarida burchak koordinatlaridan dekart koordi- 
natlariga qaytilsa ularning

x - A e * -  A e‘“  (7.350)

tasawurga ega bo'lishim izni ko'ramiz (kompleks tasaw urda). Bunday 
harakatni davriy harakat deyiladi. Hozirgina ko'rdikki, agar finit harakat
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uchun o'zgaruvchilar to 'liq  ajratilsa har bir burchak o'zgaruvchisi 
davriy bo'lib qolar ekan. Bu degani, agar finit harakatga mos keluvchi 
biror F(p,q) funksiya berilgan bo 'lsa bu funksiya har bir burchak 
o 'zgaruvch isi bo 'y icha davriy b o 'lad i (davri — 2я ) .  D em ak, bu 
funksiyani fourier-qatoriga yoyish mumkin:

*»--*» 2.Л *1--*» ’ (7.351)k\r-.Js *1 - A  '

kt,...,ks -  butun sonlar ( - «  dan -к» gacha). \ r ..,ks koefFitsiyentlar L
laming funksiyalaridir. Har bir ф1 ning vaqtga bog'liqligi (7.348) bo'yicha 
aniqlangan. Bu formuladagi chastota w( lam ing nisbatlari umumiy holda 
ratsional sonlar bo'lm agani uchun funksiya ham aniq davriy funksiya 
bo'lm aydi. Aytmoqchimizki, funksiya F, faraz qilaylik , q{ bo'yicha

bir marta to 'liq o'zgardi, n-butunson bo'lgani uchun q,
ft  *

koordinata bo'yicha sistema boshlang'ich holatga qaytib kelmaydi. 
Agar, masalan, 2co,=30̂  bo'lganda edi, qt koordinata bo'yicha ikki 
marta aylanib kelganda ^ b o 'y ich a  uch marta aylanib, boshlang'ich 
holatga qaytib kelgan bo 'lared ik . Bu holda (ikki o 'lcham li sistemamiz) 
haqiqiy davriy sistema bo'lgan bo 'lar edi. Umumiy holda, yuqorida 
aytganim izdek, chastotalarning nisbatlari ratsional sonlarga teng emas, 
bunday harakat shartli-davriy harakat deyiladi.

7.12. Adiabatik invariantlar

Rasm 6: Uzunligi 
o'zgaruvchan mayatnik.

7.4-rasmda ko'rsatilgan mayatnikni olylik. 
M ayatn ikn ing chastotasi uning uzunligiga

bog'liqligini bilam iz: o) = y[gFl.
Faraz qilaylik , uning uzunligi juda sekin 

o 'zgarayotgan bo 'lsin . Juda sekin deganini 
quyidagicha tushuniladi:

(7.352)
(o dt

T=2n/(o bo 'lgani uchun bu ta ’rif bir davr 
ichida chastotaning o'zgarishi shu chastotaga 
nisbatan juda kichik son ekanligini bildiradi-

244



b iaya tn ik  tashqi kuch ta ’siri ostida bo'lgani uchun uning energiyasi 
saqlanmaydi. Ammo, shunga qaramasdan, sistemaning parametri ш 
juda sekin -  adiabatik ravishda -  o 'zgarayotganligi m a’ lum bir 

ujjqlanuvchi kattalikning mavjudligiga olib keladi. Bunday kattaliklaming 
um um iy nomi adiabatik invariantlanlir.

Yuqoridagi mulohazalar finit harakat qilayotgan ixtiyoriy sistemalar 
uchun o'rinlidir. M ayatnikning chastotasi o'rniga sistemaning ixtiyoriy 
qandayd ir parametrini ko'z oldiga keltirsak bo'Iadi.

Adiabatik invariantlar sifatida aw algi paragrafda kiritilgan kanonik 
ta’sir o'zgaruvchilarini olish kerakligini ko'rsataylik. Buning uchun 
yana m ayatnikka qaytib kelaylik . Uning uzunligi sekin o 'zgarishi 
natijasida ustida bajarilgan ishni topaylik. Bu ish ikki qismdan iborat 
-  tortishish kuchi mg cosy ga qarshi ish va markazdan qochma kuch

mv2/l = mlqr ga qarshi ish:

!*Ы
A = -  j  (mgco s(p + ml(p2)dl. (7.353)

l
Shart bo 'yicha bir davr ichida Д/ juda kichik, shuning uchun bu 
formulani

A = - [m g c o s ( p  + ml(p2 |д/ (7.354)

ko'rinishda olam iz, bu formuladagi ustchiziq bir (g 'alayonlanm agan) 
davr ichidagi o 'rtacha qiymatni ifodalaydi. Tebranish burchagi kichik

ekanligini hisobga olib cos<p = l-<p2/2 aimashtirish bajaraylik:

A = -m g M  + -ml<p2 = - m g t i  + AE. (7.355)

Birinchi had muvozanat nuqtasining yuqoriga ko'tarilishiga mos keladi 
va biz uchun qiziq emas, ikkinchi had esa tebranma harakat ener- 
giyasining o'zgarishiga mos keladi. Kichik tebranishlar uchun mayat­
nikning energiyasi

W  U m a f ,7.356)

^  M a’lumki, garmonik tebranish uchun <p=<p0cos<ut bo'Iadi, bu degani

Щ  Vz =\<pl ^  = Y % 2- <7-357>
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Shulam i hisobga olib

(7.360)

(7.359)

(7.358)

Demak,

AE _ Aco 
E (0

(7.361)

Bu tenglik integrallansa
E— = const 
с0 (7.362)

munosabatga kelinadi. Hulosa: mayatnik uchun energiya £  va chastota 
w uning uzunligiga bog'liq , uzunlik o 'zgarsa u lar o'zgarmasdan 
qolmaydi, ammo E/co nisbat uzunlik adiabatik o 'zgarganda o'zgar­
masdan qo lar, invarian t ekan . A w alg i paragrafda ko 'rgan  edikki, 
/ = E/co kattalik m ayatnik uchun ta ’sir o'zgaruvchisi edi.

Shu xususiy misolda topilgan natija — ta ’sir o'zgaruvchisining 
adiabatik invariantligi -  umumiy bo'lib u hamma hollarda to'g'ridir: 
ta ’sir o'zgaruvchisi

adiabatik invariantdir.
7 .12 .1-misol. t/(r) = -a / r  maydondagi harakat uchun ta ’sir burchak

o 'zgaruvchilanni toping.
G am ilton funksiyasi:

(7.10.2) paragrafda ko'rgan edikki, bu holda o 'zgaruvchilar ajraladi. P, 
uchun olingan ifoda quyidagicha edi ((7.307) ga qarang):

(7.363)



dW. _ l r i  2т а  M2 й . _ 1 .  i b | i| ,T - 7 l

/V
Л/ deb belgilab va ko‘ rilayotgan maydonda finit harakat energiyasining

(7 .364)

manfiyligini hisobga olindi. Sistem ada ikkita erkinlik darajasi bor — r  va
a . Ularga mos keluvchi ta ’sir o 'zgaruvchilari:

2k

, ' - ± (7 .3 6 5 )

(7 .366)

Oxirgi integralda

^ d r  = 2 J  dr
rmin

ekanligini hisobga olindi. Energiyani ta ’sir o 'zgaruvchilari orqali ifodalash 
mumkin:

£ = — ma‘
2 Ur +LY

(7 .3 6 7 )

(3.40)-formulalarga nazar tashlansa orbitaning parametri va ekssentrisiteti 
uchun

e2 = 1-
т а

(7 .3 6 8 )

Masalada ikkita parametr bor - m v a a .  T a’sir o'zgaruvchilarining adiabatik 
•nvariantligidan quyidagi hulosaga kelinadi: agar a  va m sekin o 'zgarsa 
0rbita parametri ularga teskari o'zgaradi, ekssentrisitet o'zgarmaydi. Energiya

biri
^  Va lar bo 'yicha aynigan, ya ’ni ularning yig 'indisi o'zgarmasdan har

ning o 'zi o 'zgarsa energiya o'zgarmaydi.
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7-bobga mashqlar va savollar
1. Quyidagi Lagranj funksiyalariga mos keluvchi Gamilton funksiyalari . 

toping:

f ) L  = y ( r 2 + a r r 2sin20 )-m g rco s0 .

2. Quyidagi Lagranj funksiyasi uchun Gamilton funksiyasini toping:

3. Awalgi misol uchun Gamilton tenglamalarini tuzing.
4. Eyler burchaklari 6,<p,\i/ ni umumlashgan koordinatlar sifatida olib 

simmetrik pirildoq uchun Gamilton funksiyasini toping.
5. Tashqi maydondagi zarrachaning Gamilton funksiyasini sferik va 

silindrik sistemalarda toping.
6. Sistemaning Gamilton funksiaysi sistemaning bir butunligicha cheksiz 

kichik siljishida o'zgarmasligidan impulsning saqlanish qonunini kelib 
chiqishini ко ‘rsating.

7. Sistemaning Gamilton funksiaysi sistemaning bir butunligicha cheksiz 
kichik buralishida o'zgarmasligidan impuls momentining saqlanish qonunini 
keltirib chiqaring.

8. Quyidagi Gamilton funksiyasiga mos keluvchi Lagranj funksiyasini 
toping:

Я  = -£ -  + —£8—  + r .
20* 2r  sin0

9. Og'ir simmetrik pirildoq uchun Raus funksiyasini tuzing.
10. Quyidagi Puasson qavslarini hisoblang:

\ /

q){Mj,rj)-, 6){b M,a r}

c){b M ,c M }; <0{M ,r p}; 

<?){p,(« r )2}; f ) { r i t M 2};
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, ) { л . м 2}; *){/>..р2};
j ] U=—a/r maydonda М saqlanuvchan kattalik ekanligini Puasson 

qavslarini ishlatib ко‘rsating.

12. 3-bobdagi (3.3)-misolda kiritilgan Laplas vektori A = [v M ]- —- 

ф е harakat integrali ekanligini Puasson qavslari orqali isbot qiling.
13. F1(q,P) = q1ep hosil qiluvchi funksiya olib keladigan kanonik

almashtirishlarga olib keladigan FA (p,Q) hosil qiluvchi funksiyani toping.

14. F-,(q,P) = q\nP hosil qiluvchi funksiya bajaradigan kanonik
almashtirishlarni toping.

15. Jismning tashqi tortish maydonidagi Gamilton funksiyasi

H = —  + mgx hosil qiluvchi funksiya F2(x,P) = xP-mgxt ga mos keluvchi
2 m

kanonik almashtirishdan key in qanday ko'rinishni oladi?
П

16. Ei ( 4<F)=^J'i (q,t)Pl funksiya yordamida bajarilgan aimashtirish
i-1

f(q ,t) funksiya bo'yicha chiziqli bo'lganda kanonik ekanligini isbot qiling.

ч < ■ \ 4f(q,t)17. Lagranj funksiyasi L(q,q,t) ni L (q,q,t)= L(q,q,t)+— ——  ga

aimashtirish, bunda f(q,t) -  ixtiyoriy funksiya, harakat tenglamalarini 
o'zgartirmas edi. Ushbu aimashtirish kanonik aimashtirish ekanligini ko‘r- 
sating va unga mos keluvchi hosil qilish funksiyasini toping.



8-bob. SU Y U Q LIK LA R  M EXAN IKASI

8 .1 .  Uzliksizlik tenglamasi

Suyuqlik va gazlaming mexanik harakatini o'rganganda ularni tutash 
muhit sifatida ko'riladi. Jism lar mexanikasida «moddiy nuqta» tushun- 
chasi qanday ro'l o 'ynagan bo'lsa gidrodinam ikada «suyuqlik nuqtasi* 
«suyuqlik zarrachasi* tushunchalari shunday rol o 'ynaydi. Suyuqlik 
nuqtasi deganda shunday kichik hajmdagi suyuqlikka aytiladiki, bu 
hajm ko'rilayotgan masalaning masshtabiga nisbatan juda kichik bo'lishi 
kerak. Shu bilan birga, bu hajmning ichidagi molekulalar soni uni 
tutash muhit deyishimizga yetarli bo'lgan darajada katta bo'lishi kerak. 
Y a’ni, suyuqlik nuqtasi suyuqlikning shu darajada kichik elementiki, 
uni geometrik tomondan bir nuqta sifatida ko'rish mumkin, shu boisdan 
uning koordinatalari bor — x, у , z, fizik tomondan esa bu elementning 
ichida molekulalarning soni juda katta bo'lishi kerak.

Gapimizga illyustatsiya keltiraylik. Normal sharoitda havoning Ism* 
hajmida 2,7-1019 ta molekula bor. Agar tomonlari 0,1 mm bo'lgan hajmni 
olinsa (uni albatta, nuqta deb ko'rish mumkin!) uning ichida 27-1013 a 
m olekula bo'ladi. Suyuqliklarda bir kub santimetrning ichida yanada 
ko'proq molekulalar bo'ladi -1 0 32, yana tomonlari 0,1 mm bo'lgan hajm 
qaralsa uning ichida -1 0 16 ta m olekulalar bo'ladi.

Uzliksiz muhit haqida gap ketar ekan uning zichligi bor — p(x,y,zS)- 
Harakat haqida gapirilganda suyuqlik tezligini kiritish kerak -  \(x,y,Z.O-

Bu tez lik  suyuq likn ing  x ,y ,z  koord inata li nuqtasidan  t vaqt 
momentida o'tayotgan suyuqlik zarrachasining tezligidir. Vaqt o'tishi 
bilan bu zarracha boshqa nuqtaga oqib ketadi, lekin ixtiyoriy boshqa 
vaqt momentida ham v(x, y, z, ()  tezlik yana o'sha x,y,z nuqtaga 
boshqa f  vaqt momentida yetib kelgan suyuqlik zarrachasining tezligini 
b ildiradi.

Bu kattaliklar sistemasiga suyuqlik (gaz)ning bosimini ham kiritish 
kerak, chunki muhit ichidagi bosim har xil nuqtalarda har xil bo'lsa 
bosim yuqori nuqtadan bosim past nuqtaga suyuqlik oqimi paydo 
bo'ladi. Demak, suyuqlikning mexanik harakatini o'rganish uchun 
unga taalluqli bo'lgan beshta kattalik uchun — zichlik p, bosim P va
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tezlik v -  tenglam alar topish kerak ekan. Shularning biri -  uzliksizlik 
tenglamasidir. U quyidagicha keltirib chiqariladi.

Ixtiyoriy bir hajm Kni olamiz. Zichlikning ta ’rifi bo 'yicha j p J l  

integral V hajm ichidagi modda miqdorini beradi. Shunga ko'ra,

(8.1)

shu hajm ichidagi modda miqdorining o 'zgarish tezligini beradi.
Hajm ichidagi suyuqlik miqdori suyuqlik unga oqib kirsa yoki oqib 

chiqib keLsa o 'zgaradi. Oqim zichligini -  birlik vaqt ichida birlik 
sirtqan o'tgan modda miqdorini — quyidagicha ta 'riflaylik : j  = p v . 
Demak,

- ^ A J (8 .2)

integral v hajm ni o ‘z ichiga olgan sirt s orqali 
suyuqlik oqimi tezligini ko'rsatadi. M inus ishorasiga 
ahamiyat beraylik  8.1-rasm ga qaralsa sirtga normal 
vektor va oqim vektori j  =pv orasidagi burchak o‘tkir 
bo'lsa (ya ’ni, suyuqlik hajmqan oqib chiqib ketayotgan 
bo'lsa) (8.2) integral manfiy bo'Iadi, aks holda u musbat 
bo'Iadi. Haqiqatan ham, dS va V orasidagi burchak 
o'tmas bo'lishi hajmga kirib kelayotgan suyuqlikga mos 
keladi. Shularni hisobga olib V hajm uchun modda 
balansi tenglamasini yozamiz:

8.1-rasm: 
Ixtiyoriy 
hajm , sirt 

dem enti va 
oqim tezligi.

j. (8 J )

Tenglamaning o 'ng tomoniga Gauss teoremasi qo 'llan ilsa

>
(8.4)

tenglikka k e lin ad i. Bu teng likn ing  ix tiyo r iy  V hajm  uchun  b a ja ­
rilishi

— + div(pv) = 0 
dt

(8.5)
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bo'lishi kerakligiga olib keladi. Hosil bo'lgan tenglam aning nomi -  
uzliksizlik tenglamasi.

Boshida aytilganidek, suyuqlik deganda ham suyuqliklar, ham gazlar 
tushuniladi. Suyuqlik lar (gazlar em as) oddiy sharoitda siqiim aslik 
xossasiga ega. U lar uchun p =const deb qabul qilish mumkin. Bunday 
suyuqlik siqilmaydigan suyuqlik deyiladi. Keyin ko 'rsatam izki, zichlik- 
ning o'zgarishi harakat tezligining tovush tezligiga nisbatining kvadratiga 
proporsional bo 'lad i, suyuqliklar uchun bu nisbat juda kichik sondir. 
Y a’ni, suyuqliklarni odatda siqilm aydigan muhit sifatida ko'rish mum­
kin. G azlarda harakat tezligi tovush tezligiga yaqin va hatto undan 
yuqori ham bo'lishi mumkin, bunday harakatlarni o 'rgangandagina 
zichlikning konstanta emasligini hisobga olish kerak. Siqilmaydigan 
suyuqlik uchun uzliksizlik tenglamasi

Tajriba shuni ko'rsatadiki, suyuqlik elementi unga qo 'y ilgan  hatto 
eng kichik kuch (bosim) ostida ham harakat qila boshlaydi. Suyuqlikning 
ichidagi ixtiyoriy sirt olinsa bosim unga perpendikular yo 'nalgan bo'ladi. 
Bulardan xulosa shuki, muvozanatda turgan suyuqlikdagi ixtiyoriy sirt 
elementiga ikki tomondan ta ’sir qilqyotgan bosimlar muvozantda turibdi 
(8 .2-a rasmga qarang). Bunday xossa bosimning izotropligi deyiladi.

Bosim — sirt birligiga perpendikular yo'nalishda ta ’sir qilayotgan 
kuch. Suyuqlik ichida kichik parallelogramm olaylik (8 .2-b  rasmga 
qarang) (bu parallelogramm «suyuqlik nuqtasini» birinchi yaqinlashuvda 
ifodalasin). Shu parallelogrammning x  va x+Ax sirtlari orasidagi tashqi 
bosimning o'zgarishini hisoblaylik:

d iw  = 0 (8.6)

ko'rinishni oladi.

8 .2 . Eyler tenglamasi

¥ Р ( х Ш )

о) b)
8.2-rasm : a) bosimning izotropligi; 

b) bosim kuchini topishga oid.
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gosimning bu o'zgarishini u ta ’sir qilayotgan sirt elementiga ko'pay- 
tirilsa. parallclogrammga x  yo’nalishda ta 'sir qilayotgan kuchni topgan 
bo'lamiz:

- ^ Д х Д у Д ^ - ^ Д И . (8.8)
dx ox

Shu mulohazalarni у  va z o 'qlariga ham qo'llanilsa, Д V hajmli suyuqlik 
nuqtasiga ta ’sir qilayotgan kuchni topgan bo'lam iz:

-\ P bV. (8.9)

Demak. chekli Khajm uchun bosim o'zgarishi orqali ta ’sir qilayot­
gan kuch

- jd V S p  (8.10)

ko'rinishga ega. Bosim kuchining zichligini topdik: -\p. Agar bosim 
gradiventidan tashqari kuchlar bo'lsa ularning zichligini umumiy f 
harfi bilan belgilaym iz. Harakat tenglam asini tuzish uchun massa 
zichligining tezlanishga ko'paytmasini kuch zichligiga tenglashtirish 
kerak:

p f £  = - V p  + f. (8 .1 1 )

Bu tenglamada v tezlik harakat qilayotgan suyuqlik zarrachasining 
tezligi. u ikki sababdan o'zgaradi -  fazoda ma’lum trayektoriya bo'yicha 
harakat qilishi natijasida (trayektoriyaning har xil nuqtalarida uning 
qiymati har xil bo'lishi mumkin) va vaqt o'tishi bilan. Tezlikning vaqt 
bo'yicha to 'liq orttirmasi:

v(r(r + Д/),/+Af)—v(r(/),f). (8.12)

Bu orttirmani hisoblash uchun birinchidan г(/+ДГ) ni Teylor qatoriga 
yoyishimiz kerak:

j
r(t + A/) = r(f) + A l —  = r(0  + Af v(r(0)- (8.13)

at
Bu bilan biz trayektoriyaning Д/ vaqt ichida qancha o'zgargani topdik. 
Tezlikka qaytaylik:

р(х)-р(х + Ах) = -^-Ах. (8 .7)



v(r(/ + Д!),! + At)-\(r(t),t) =

Natijada quyidagi Eyler tenglamasign kelam iz:

dv Vp_ +(v V ) » - - — . (8|5)

Eyler tenglam asi o ‘zining sodda ko'rinishiga qaramasdan ko'pgina 
murakkab fizikaviy jarayonlarni ifodalaydi.

Agar suyuqlik tashqi gravitatsion maydonda bo'lsa f  = gp deb olish 
kerak:

dv , „  Vp_  + (v V)v = —^  + g. (8.16)

Bosim gradiyentining oldidagi minus ishorasi suyuqlik bosim yuqori 
nuqtadan bosim kichikroq nuqta tomonga harakat qilishini bildiradi.

8 .3 . Gidrostatika

Eyler tenglamasini o'rganishni eng sodda hoi — suyuqlik gravi­
tatsion maydonda qim irlam ay turgan holdan boshlaylik.

Bu holda tezlik nolga teng va Eyler tenglam asi keskin sodda- 
lashadi:

-Vp + pg = 0. (8.17)
Koordinat o 'q larin i 8.3-rasmdagidek chizilsa, bosim uchun x  va у 
yo'nalishlarda

= v ( r ( 0  + A tv(r(f)),r + A t) -  v(r(r),/) = ^ ^  + (v V)v Ja/. (8.14)

8.3-rasm. Statik hoi O' o‘qi tekislikka perpendikular).
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д-Е- = 0 va ^  = 0
dx ay

pglam alar olinadi. Y a’ni, bu yo'nalishlarda bosim o'zgarmas bo'ladi:
^ «  const, z yo 'nalishda esa

^  + pg = 0 (8.18)
dz

ekanligini topamiz (vektor g  ning komponentalari: g = {0,0 ,-g}). Integ- 
rallash doimiysini p0 deb belgilasak

P(z) = Po~P&  (8 1 9 )
yechim topiladi. Demak, г balandlikka ko'tarilganida suyuqlik (gaz) 
bosimi pgz qiymatga kamayar ekan. Boshqacha aytganda, p  + p g z  
kombinatsiya bu hoi uchun Eyler tenglamasining harakat integrali 
ekan.

Bu mulohazalarda balandlik o'zgarganda ham zichlik p o 'zgar- 
masdan qoladi deb oldik. Haqiqatda, ayniqsa gazlarni olganda, bu 
faraz to 'g'ri emas, gazning holat tenglamasidan uning bosimi pasaysa 
(temperaturasi o'zgarm aganda) zichligi ham kamayishi kelib chiqadi. 
Ammo bu farq gazlarning yetarli darajadagi katta massivlari uchun- 
gina sezilarli bo 'lgani uchun yuqoridagi formula balandliklar katta 
bo'lmaganda yaxshi aniqlikda ishlaydigan formula deb hisoblanishi
mumkin.

8 .4 . Bemulli qonuni

Eyler tenglam asidagi (v-V)v hadni vektor algebrasi yordam ida 
maqsadga muvofiq bo'lgan ko'rinishga keltiraylik:

(v V)v = - iv u 2 -[v ro tv ], (8.20)

Undan tashqari gravitatsion maydonni potensial orqali ifodalab olaylik: 
8=-д<р. Natijada Eyler tenglamasi quyidagi ko'rinishni oladi:

^ - [ v r o t v ]  = ~ V t r - ^ £ - V < p .  ( 8 . 21 )

Har bir suyuqlik nuqtasi o 'zining oqim chizig 'iga ega, bu -  shu 
SUyu4Hk zarrasining trayektoriyasidir. Har bir suyuqlik zarrasining tezligi
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oqim chizig‘ ining mos kelgan nuqtasida urinm a bo'yicha yo‘nalgan I 
bo'Iadi. Tezlik vektori vektor maydonni hosil qiladi (magnitostatik va I 
elektrostatik maydonlam i eslab ko'ring).

Statsionar oqimni ko'raylik. Statsionar oqim shunday oqimki, unda 
tezliklar vaqtga bog'liq bo'lm aydi, faqat koordinatlarga: v = v(x,y,r ) 
Y a’ni, oqim chiziqlarining hech qaysisi vaqt o 'tish i bilan o'zgarmaydi I 
M a’lum bir suyuqlik zarrachasining m a’lum bir (jt,y,z) nuqtadagi tezligi I 

v(x,y,z) bo 'lsa shu nuqtaga boshqa vaqt momentida yetib kelgan 
boshqa zarrachaning tezligi ham huddi o 'sha bo'Iadi. Albatta, har bir 
suyuqlik zarrachasining tezligi vaqt o 'tishi bilan o'zgarib boradi, ammo 
shu zarrachaning o 'rniga kelayotgan zarrachaning tezligi ham huddi 
shu tartibda o'zgaradi.

Yana suyuqlikni siqilm aydigan deb olam iz: p =const (8.21) ni chap 1 
tomondan v ga skalar ravishda ko'paytiraylik. Natijada

v -v f - i» 2 + —
I 2 P

+<p (8 .22)

tenglam a hosil bo'Iadi. Qavs ichidagi kattalik statsionar oqim uchun 
Eyler tenglamasining birinchi integralidir.

Bu tenglamadagi v • V operator tezlik v yo 'nalish i bo'yicha olingan 
hosila operatoridir, demak, oqim chiziqlari ustid a qavs ichidagi kattalik 
o'zgarm as ekan:

1 2 P- v  + —+<p = const.
2 p

(8.23)

Umuman, ushbu const har bir oqim ch iz ig 'i uchun o 'z qiymatiga 
ega. Agar rot v = 0 bo'lganda edi (8.21) tenglamadan

V - u 2+- 0 (8.24)

munosabatga kelgan bo'lar edik, bu esa yana (8.23) natijani berar edi, 
am m o, bu holda yuqoridagi const ham m a ch iz iq lar uchun bir xu 
qiym atga ega bo'lgan bo'lar edi.

(8.23) munosabat Bernulli teoremasi deyiladi. Uning m a’nosi sodda. 
Zichlikning o'zgarm asligini hisobga olib uni

1 2- p v z + p<p + p-
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const (8.25)

ko'rinishga keltirib olinadi. Bu yerda birinchi had — suyuqlik zarra­
chasin ing  kinetik energiya zichligi, ikkinchi had — tashqi gravitatsion 
niaydondagi potensial energiya zichligi va uchinchi had — term o- 
dinamika qonunlari bo 'yicha ichki energiya zichligidir.
D em ak, Bernulli teoremasi energiyaning saqlanish qonunining bir 
|co‘rinishi ekan.

8 .5 . Tezlik sirkulatsiyasi

Tezlikdan yopiq kontur bo 'yicha olingan integral 

Sirkulatsiya = <ji v </1 (8.26)

tezlikning shu kontur bo 'yicha sirkulatsiyasi deyiladi. Stoks teoremasi 
bo'yicha

<£v d\ = J</S rotv, №27)
i s

bunda S ~  yopiq kontur L bilan chegaralangan sirt. Tezlikning rotori 
Eyler tenglamasining (8.21) ko 'rin ishida ham paydo bo'lgan edi. Shu 
rutomi alohida belgilab olaylik:

ft = rot v. (8.28)

Bu yangi kattalikning fizik m a’nosini tushunish maqsadida biror o 'q 
atrofida at burchak tezligi bilan aylanayotgan qattiq jism ni ko 'raylik . 
Ushbu jismning ixtiyoriy r nuqtasining chiziqli va burchak tezliklari 
quyidagicha bog'langan edi:

v = [Qr], • (8.29)

Tezlikning rotorini topaylik:
rot v = 2(o. (8.30)

Demak, f l ning noldan farqliligi shu zarrachaning m a’ lum bir o 'q

atrofida ^ n  burchak tezlik bilan aylanayotganini anglatadi. Darha-

4«Jat, (8.27) formula shu talqinga mosdir.
O. odatda, buramalilik deyilad i1.

1 Ruschasi — завихренность. 
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Eyler tenglamasini faqat sirkulatsiya va tezliklar tilida ham yozib 
olish mumkin. Buning uchun (8.15) ikki tomonining rotorini hisoblaylik 
N atija:

M + [V [vft]] = 0. (8.3,)

Bu tenglamaga quyidagilarni qo'shilsa to 'liq  sistema olinadi:

V v = 0, ft = [Vv], (8.32)

Olingan tenglam alar sistemasiga bosim va zichliklar kirmadi.
Bu tenglam alar ideal suyuqlikning harakatini o'rganish masalasini 

to 'liq  yechadi -  bizga tezlik v m a’ lum bo'lsa (8.31) tenglamadan ft ni 
topamiz, topilgan ft asosida (8.32) tenglamalardan v ni topiladi va 
h.k. (8.32) tenglamalami yechish yo 'li ma’lum, magnitostatikani eslaylik:

V B = 0, [VB] = 4^j/c.

M agnitostatikada berilgan tok bo 'y icha m agnit m aydonni topish 
masalasi gidrodinam ikada berilgan buramalik orqali tezlikni topish 
masalasi bilan bir xil ekan.

(8.28) ta ’rifdan ko'rinib turibdiki hamma vaqt
V ft = 0. (8.33)

Demak, ft ning kuch chiziqlari hech qayerda boshlanmas va hech 
qayerda tugamas ekan.

Faraz q ilay lik , biror vaqt m om entida fazoning ham m a nuq- 
ta la rid a  ft = 0 bo 'lsin . Bu degani, ЭП/Эt = 0 ham bo'lish i kerak. 
Keyingi vaqt momenti г + д/ ga o 'tilsa  (8 .31) bo 'y icha ba’ ri bir 
ft = 0 va ЭП/Э/ = 0 ekan. Bu degani, agar vaqtning boshida buramalik 
nolga teng bo 'lsa u hech qanday yo 'l b ilan paydo bo 'la  olmaydi 
(ideal suyuqlik uchun). Bu holda suyuqlik tez lik larin ing  maydonini 
topish uchun

V v = 0, [Vv] = 0 (8.34)
tenglam alar sistemasini qo'llash yetarlidir. Bu holni zaryadlar va toklar 

bo'lm agan holdagi elektrostatika ( V E = 0, [VE] = 0 ) va magnitostatika

( V В = 0, [VB] = 0 )  tenglam alari bilan solishtirish mumkin.
Fazoning hamma nuqtasida rotv = 0 bo'lgan oqim potensial (yoki, 

buramasiz) oqim deyiladi. Potensial oqim uchun tezlik sirkulatsiyas»
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aynan nolga teng:

ф v <Л = Jd S  rot v = 0. (8.35)
L S

Suyuqlik ich ida bir yopiq kontur o laylik . Konturining ustidagi 
suyuq lik  nuqtalari vaqt o 'tish i bilan siljib boradi, u lar b ilan birga 
kontur ham harakatda boMadi.

Shu kontur bo 'yicha olingan sirkulatsiyaning o'zgarm asdan qolishi 
isbot q ilylik. Sirkulatsiyadan vaqt bo 'yicha hosila o liganda nafaqat 
kontur ustidagi suyuqlik zarrachalarining tezliklarining, balki harakatdagi 
kontur nuqtalarining ham vaqt bo'yicha o 'zgarishini hisobga olish 
kerak:

j\ elem ent shu elem entning bosh va oxirgi nuqtalarin ing radius- 
vektorlarining ayirmasidir, undan vaqt bo'yicha hosila tezlikning o'zidir. 
Ikkinchi had to 'liq  differensialdan olingan integral ko 'rin ishiga keltiri- 
ladi, kontur yopiqligini hisobga olinsa u nolga tengdir:

Eyler tenglamasini hisobga olib birinchi hadni ham to 'liq  differensialdan 
yopiq kontur bo 'yicha integral ko'rinishiga keltirib olam iz (yana bir 
eslataylik, p = const holni ko'ryapm iz), va, dem ak, u ham nolga 
teng bo'ladi:

(8.36)

(8.37)

(8.38)

Demak,

(8.39)

yoki

^  v • <Л = const 
L

(8 .4 0 )

**an. Bu natija sirkulatsiyaning saqlanish qonuni deyiladi.
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Oqimning potensiallik sharti
rot v = 0 (8.41)

ni quyidagicha yechish mumkin:
v = grad (p. (8.42)

Kiritilgan kattalik 97 tezlik potensiali deyiladi. Agar (8.21) tenglamaga 
bu ta ’rif kiritilsa tenglama

8 .6 . Tezlik potensiali

( 3  2 > d<p v p
ТГ- + — + -  
dt 2 p

=  0 (8.43)

ko'rinishga keladi. Bu tenglamaning birinchi integrali:

|E +£ +£ - /((). (844)

Agar <p vaqtga bog'liq bo'lm asa (statsionar oqim) o'ng tomondagi f ( t ) 
ni constantaga almashtirish mumkin:

i>* p
— + -  = const. (8.45)
2 P

Biz yan a  Bernu lli teo rem asiga qaytd ik  — (8 .2 5 ) form ula bilan 
solishtiring.

8 .7 . Impuls oqimi zichligi tenzori

Z ichlikning tezlikka ko 'paytm asi pv im pulsning zich lig i m a’no- 
siga ega, ikkinch i tom ondan u bir sekundda b irlik  sirtdan oqib 
o 'tgan modda miqdorini b ildiradi. Suyuqlikning harakat tenglam asin i 
shu im puls z ich lig i tiliga  o 'tk azay lik , bu ishqalanuvchi suyuqlik 
tenglam asin i o lishda yordam  beradi. Shu m aqsadda (8 .5 ) va (8.15) 
tenglam alardan foydalanib pv ning vaqt bo 'y icha hosilasin i hisob- 
laylik :

*
— pv = -v d iv (p  v) + p| ——  — (v-V )v 
d t ~I-?- -V p -v V  (p v ) -p (v  V)v. (8.46)

Bu tenglamani kerakli ko'rinishga keltirish uchun impuls oqimi z ich li g i  
tenzori degan kattalikni kiritaylik:
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Kiritilgan kattalik tilida yuqoridagi tenglama

Э ЗП Ц'

f  s " " * ?  (848)
lco‘rinishni oladi. Chap tomonda impuls zichligidan vaqt bo 'yicha 
hosila kirgan, bu -  birlik hajmdagi suyuqlikka ta’sir qilayotgan kuch, 
jgarundan hajm bo'yicha integral olinsa shu hajm ichidagi suyuqlikka 
ta’sir qilayotgan kuch olinadi.

Ikkinchi tomondan, u mana shu hajm ichidagi suyuqlik impulsining 
bir sekunddagi o 'zgarishini beradi. O'ng tomonga Gauss teoremasini 
qo'llanilsa mana shu hajmni o 'z ichiga olgan yopiq sirt orqali 
tenzorining oqimi topilgan bo'linadi:

i j r f F p v ,  - - /  = d S ^ . (8 49)
V у ox s

П ga kirgan birinchi had bosim p edi. M a’Iumki, bosimning sirt elementi 
db ga ko'paytmasi shu sirt elementiga ta ’sir qilayotgan bosim kuchini 
beradi. Bizning holim izda d S  8  = pdS — i  -sirtga bosim orqali ta ’sir 
qilayotgan kuch.
Kuchning bu qismi faqat suyuqlikning bosimi bilan bog'liq bo'lsa, 
uning ikkinchi qismi -  d S p v v  — o'zining m a’nosi bo'yicha birlik vaqt 
ichida d S  sirtdan suyuqlikning harakati natijasida oqib o'tgan impulsni 
berishi kerak. Shuning uchun Пу tenzor impuls oqimi zichligi tenzori 
deyiladi.

Uning m a’nosini yanada aniqroq tushunish uchun sirt elementini 
shu sirtga perpendikular bo'lgan birlik vektor orqali belgilab olaylik: 
dS 1 = n JdS, bunda dS -  shu sirt elementi yuzasi. Unda dS  7p u u  
ko'paytmani vektor ko'rinishda {d Sni yozmay turib) quyidagicha ifoda- 
lashimiz mumkin:

pv(v  n). (8.50)

Agar v l n  bo 'lsa bu ifoda nolga teng bo 'lad i, dem ak, p dSpvjvi
°qimning sirtga perpendikular (n ga parallel) qism inigina o ‘z ichiga 
olgan.

Oqim tezligiga perpendikular sirt orqali impuls zichligi oqimi faqat 
bosim p ga teng bo'ladi.

n  y - p S y + p b ' V j .  (8.47)
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8.8. Yopishqoq suyuqlik

Ideal suyuqlikning ich ida suyuqlik qatlam lari b ir-b iriga ishqalan- 
masdan oqadi, u lar orasida o ‘zaro impuls alm ash inish bo'lmaydi 
Impuls faqatgina m exanik harakat natijasidagina bir nuqtadan ikkin- 
ch isiga uzatilad i. H aqiqiy suyuqlik larda a lb atta , bunday emas -  
ularning b ir-biriga nisbatan harakat qilayotgan qatlam lari orasidagi 
ishqalanish natijasida impuls qiym ati baland nuqtadan qiym ati past 
nuqtaga uzatiladi. Bunday jarayon lar fizikada dissipativ jarayonlar 
dey ilad i.

Ideal suyuqlik uchun olingan tenglam alarni ishqalanish bo'lgan 
holga moslab o 'zgartiraylik. Ideal va yopishqoq suyuqliklar orasidagi 
katta farq chegaraviy shartlarda namoyon bo'Iadi -  qattiq jism  bilan 
chegarada ideal suyuqlik tezligining normal komponentasi vn nolga 
tenglashtirishi kerak. Tezlikning tangensial (sirtga parallel) kompo- 
nentasiga hech qanday shart qo 'yilm aydi -  suyuqlik ideal ekan u 
sirtga ishqalanmasdan, unga yopishmasdan harakat qilishi kerak. Eyler 
tenglamasidan ham chegaraviy shart bitta bo'lishi kerakligi kelib chiqadi
-  tenglama birinchi tartibga ega.

Yopishqoq suyuqliklarga o'tish uchun quyidagi fundamental tajri- 
baviy dalilga asoslanishimiz kerak — haqiqiy suyuqlik qattiq jism  sirtiga 
yopishish xossasiga ega. Y a’ni, chegaraviy shartlar bu holda ikkita 
bo'lishi kerak — tezlikning normal va tangensial komponentalari qattiq 
jism  sirtida nolga teng bo'lishi kerak: t>n=0, u,=0.

Suyuqlik qattiq jism  sirtiga yopishar ekan boshida qo'zg'almasdan 
turgan qattiq jism  harakatlana boshlasa (tashqi kuch ta ’sirida) suyuq­
likning shu sirtga yopishgan qatlam i ham shu jism ning tezligi bilan 
harakat qila boshlashi kerak. O'zaro ishqalanish oqibatida suyuqlikning 
qo 'shn i qatlam lariga ham impuls uzatila boshlanadi va ular ham 
harakatga kelad i 8 .4-rasm ga qaray lik . Bu rasm da ikk ita  parallel 
plastinalar orasidagi oqim ko'rsatilgan. Pastgi plastina qo'zg'almasdan 
turibdi, yuqoridagi plastinaga (дс-oqi yo 'nalish ida) A fk u ch  qo'yilgan, 
shu kuch ta ’sirida plastina Дих tezlik bilan harakat qilayapti, suyuq­
likning eng yuqori qatlam i esa ishqalanish natijasida shu sirtga ergashib 
aynan o'sha tezlik bilan harakat qiladi.

д F  qancha katta bo'lsa Дих ham shuncha katta bo'Iadi, y a ’ni ular 
o 'zaro proporsionaldir. Ikkinchi tomondan, plastinalar orasidagi masota 
ду  qancha katta bo'lsa, plastina o'zgarm as tezlik bilan harakat qilishi 
uchun shuncha kam kuch kerak bo'Iadi, y a ’ni A f  va ду  o 'zaro teskan



proporsionaldir. Undan tashqari, plastina sirti AS qancha katta bo'lsa 
plastinani berilgan tezlik bilan harakatlantirishga shuncha ko‘p kuch 
kerak. Shularning hammasini hisobga olib, quyidagi munosabatga 
kelamiz:

AF A v x (851>
Bunda paydo bo'lgan proporsionallik koeffisiyenti rj -  ishqalanish 
koeffisiyenti deyiladi. Chap tomondagi kattalik kuchning sirt zichligi. 
Cheksiz kichiklarga o'tib ko'rilayotgan holda

Эи.
kuchning sirt zichligi = rj (8.52)

ekanligini topamiz.
Endi shu natijani umumlashtiraylik. Asosiy xulosa shundan iborat 

bo'ldiki, ishqalanish kuchi tezliklam ing gradiyentlariga proporsionai 
ekan. agar misoldagi plastinalarni x, у  va z o 'qlariga nisbatan har xil 
qilib joylashtirilsa (8.52) dagi hosilani

8.4-rasm Ikki parallel plastina orasidagi oqim.

Эи, ш Эи ЭцF
laming kom binatsiyasiga alm ashtirish kerak bo 'lad i. Q idirayotgan 
kattalik kuch zichligi sifatida impuls oqimi zichligi tenzori (8.47) ga 
40‘shilishi kerak. Unga kiruvchi tezliklam ing hosilalaridan tuzilgan 
kombinatsiya quyidagi ko'rinishda tanlab olinadi:

Эц Эи,



Uning bunday simmetrik ko‘rinishi quyudagi misol bilan asoslanadi ^ 
o 'zgarm as со burchak tezlik bilan aylanayotgan silindrik formadagi suv 
massivini olaylik. Uni silindrik qatlam larga bo'lib  chiqilsa bu qatlar^ 
lar b ir-biriga nisbatan harakat qilmaydi. Demak, bu qatlam lar orasidg 
ishqalanish bo'lm aydi. Yuqoridagi simmetrik forma huddi shu xossaga 
mos keladi. Buni ko'rish uchun со burchak tezlikli silindirdagi г nuqta 
tezligi uchun

v = [cor] (8.54)

formuladan foydalanib yuqoridagi kombinatsiyani hisoblaylik:

Эи Эи
—f + T - f _ c  +e c j= 0 .  (8 55Ъdx Эх M * v* *

Hosil bo'lgan simmetrik tenzorni quyidagi ko'rinishga keltirib olinadi:

(8.56)a
a

dv Эи _
— — + -——r-— S d iw
d x J d x  3 ч

+ C8 d iw .
v

Bu ifodaning birinchi qismining izi nolga teng:

+ — -  -  -  5„diw  1= 2d iw  -  2d iw  = 0.
S‘J dxJ ' dx‘ 3

Sim m etrik tenzom ing izsiz va birlik tenzor ko 'rin ishidagi qismlari 
koordinat almashtirishlarida faqat o 'z- o 'zi orqaligina almashingani 
uchun u lam i har xil koeffisiyentlar bilan oldik. Odatda, rj -  (birinchi) 
ishqalanish koeffisiyenti, ^ esa — ikkinchi ishqalanish koeffisiyenti 
deyiladi. Keltirib chiqarish bo'yicha bu koeffisiyentlar tezliklarga bog'liq 
emas. Ammo ular umumiy holda temperature va bosimning funksiyalari 
bo'lishi mumkin. Ularning ikkalasi ham musbatdir:

r\ >  0, £ > 0. (8.57)

Topilgan tenzor ishqalanish orqali paydo bo'ladigan kuch zichligini 
ifodalaydi, shu sababli uni kuch zichligi um um iy tenzori П ; ga qo'shib 
qo 'y ilad i ((8.49) tenglamaning o 'ng tomoniga n v minus ishora bilan

kirgani uchun ning ham ishorasi minus bilan olingan):

п </ ” P b i + P W j  +  p v p j .  (8.58)

Oxirgi tenglikdan keyingi ifoda orqali kuchlanganlik tenzorini ikki
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flismga bo'lindi -  bosim va ishqalanish orqali suyuqlik ichidagi paydo 
bo'ladigan impuls oqimi

a,j = -pS,j +a'v, (8.59)

va impuls zichliqi oqimining suyuqlikning zarralari bilan birga ko'cha- 
digan qismiga bo'lindi.

p vp j (8.60)
Siqilm aydigan yopishqoq suyuqliklar uchun kuchlanganlik tenzori

a v =~Psv + rl
'dv, | 
dxJ + dx‘

(8.61)

ko'rinishga ega bo'ladi. Bunday suyuqliklar ko'pincha Nyuton suyuq- 
liklari deyiladi. Deyarli hamma suyuqliklar uchun bu qonun o 'rin lid ir, 
bu qonunga bo'ysunmaydigan suyuqliklar uchun kuch tenzorini topish 
murakkab masala hisoblanadi.

Yopishqoq suyuqlik harakat tenglamasini keltirib chiqarish uchun 
umumiy ko'rinishdagi harakat tenglamasi (8.49) ga (8.58) ni qo'yam iz 
(r) va £ koeffisiyentlarini o 'zgarm as deb qaraym iz) va uzliksizlik 
tenglamasi hisobga olamiz:

p|^ + p(v V)v = -Vp+rjAv+^£ +5. jv d iw  (8.62)

Bu tenglamaning nomi Naviye—Stoks tenglamasi. Agar siqilm ay­
digan suyuqlik haqida gap ketayotgan bo'lsa oxirgi hadni tashlab 
yuborish mumkin:

^  + (v V)v = — £ + uAt. * (8.63)
dt p

Bu yerda kinematik yopishqoqlik deyiladiganv = r\/p kattalik kiritildi.
Agar tashqi gravitatsion maydonni hisobga olish kerak bo'lsa NS 

tenglam asining o'ng tomoni quyidagicha o'zgaradi:

— + (v V)v = - — + t»Av + g (8.64)
dt p

Tenglama vaqt bo'yicha birinchi tartibli tenglama, demak, tezlikning 
boshlang'ich qiym ati berilgan bo 'lish i kerak (statsionar hollardan 
tashqari). Chegaraviy shartlam i muhokama qilaylik. Chegara ikki xil 
b°‘ lishi mumkin -  qattiq jism  sirti va boshqa suyuqlik (yoki gaz) bilan
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chegara. Qattiq jism  sirtida yopishqoq suyuqlikning shu sirtga yopishib 
qolishini ifodalaydigan shart

v|s = 0. (8.65)

Bu — eksperimental fakt, ham m am iz ko'p marta ko‘ rganm izki, qattiq 
jism  sirtiga yopishgan changning juda kichik zarralarin i havo oqimi 
b ilan  shu sirtdan uch irib  yuborish m um kin em as. Faqat yetarli 
darajada katta zarralargina havo oqim i ta ’sirida uchib ketadi. Bu 
hodisaning sababi — havo oqim ining sirt ustidagi tezligining nolga 
tengligid ir.

Vektorining komponentasi uchta bo'lishiga qaramay bu shartlaming 
soni ikkita -  tezlikning sirtga normal va sirtga urinma komponentalarini 
nolga tenglashtirish kerak — un= 0, u = 0. Fazoviy hosilalar bo'yicha 
tenglamaning ikkinchi tartibli ekanligi bunga mos keladi.

Agar qattiq sirt harakatda bo'lsa, suyuqlikning shu sirt ustidagi

tezligi sinning tezligiga teng bo'lishi kerak v|5 = v ,irf.

8 .9 . Yopishqoq suyuqliklar oqimiga misollar

8 .9 .1 . Ikki plastina orasidagi oqim

Bir-biriga nisbatan u0 tezlik bilan harakat qilayotgan ikkita cheksiz 
parallel p lastinalar orasidagi yopishqoq suyuqlik oqim ini ko'raylik. 
Koordinat o 'qlari quyidagicha tanlab olinadi: x, у  o 'qlari pastgi plasti- 
naning ustida joylashsin, z o 'q i plastinalarga perpendikular bo'lsin va 
ularning orasidagi masofa d  ga teng bo'lsin. v0 tezlik у  o 'q i bo'yicha 
yonalgan deb olamiz. M asala statsionardir, tezlik lar vaqtga bog'liq 
bo 'lm aydi.

M asaianing qo'yilishidan ko'rinib turibdiki, suyuqlik tezligi у  o'qi 
bo 'yicha yo 'nalgan: v = (0, u, 0) Tezlik va bosim faqat z koordi- 
natagagina bog'liq bo'lishi mumkin: u= u(z), p =p(z)

Birinchidan,

v ■ V — и - - .  
by

Vaqt b o 'y ich a  hosilan ing nolga ten g lig i b ilan  bu N aviye-Stoks 
tenglamasining chap tomoni umuman nolga teng ekanligini ko'rsatadi. 
NS tenglamasining o'ng tomonining x  komponentasi ham nolga teng-



Uning У komponentasi

S v
dz2

0

ko‘rinishni oladi. z — komponentsi esa

dp 
dz
^  = 0

(8 .6 6 )

(8.67)

ga tengdir. Ikkinchi tenglam aning yechim i p = const, birinchi tengla- 
maning um um iy yechim i v = az + b ,  chegaraviy shartlar hisobga 
olinsa

u - - 4 , (8 .68)

Endi masalaning shartlarini o'zgartiraylik. Ikkala parallel plastinalar 
bir-biriga nisbatan qo'zg'alm asdan turgan bo'lsin. у  o 'q i bo 'yicha

dp
bosim gradiyenti berilgan bo'lsin: = M asala bu gal ham

statsionardir.

8.5-rasm. Ikkita q o 'zg 'alm as parallel p lastinalar orasidagi oqim.

Bu holda ham NS tenglamasining chap tomoni nolga teng. O'ng 
tomonidagi bosim gradiyentini chap tomonga o'tkazaylik:

Vp = vAv. (8.69)
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T ezlik  yan a  faqat z ga bog 'liq  va v = (0 ,u ,0), bosim  uchun esa 
p = p(y,z) deb olish kerak. Demak, oxirgi tenglam adan faqat quyida. 
g ilar qoladi:

dp Э2и dp .

dy V dz2 ' Эг ‘ ( 8 -7°)

Oxirgi tenglam a bosim z ga bog'liq em asligini, y a ’ni bosim suyuqlfc 
qatlam i bo 'yicha o 'zgarm asligini ko'rsatadi. N atijada birinchi teng­
lamaning chap tomoni faqat у  ning funksiyasi, o 'ng tomoni esa faqat 
z ning ftmksiyasi bo'lib chiqadi. Har xil o 'zgaruvchilam ing funksiyalari 
bir-biriga teng bo'lishi uchun ularning har biri o 'zgarm as bo'lishi 
kerak:

dp d2v- . C O M . V  —  . C ,  (871)

Bu tenglamadan tezlikni topish oson:

u = —  G?2 
2v Gzl +az + b. (8.72)

Chegaraviy shartlarni eslaylik (sirt ustida urinm a tezlikning nolga 
tengligi): й(0)=и(Л)=0. Natija:

v = ±-Gz(z-d). (8.73)

Tezligim iz z = 0 dagi plastinadan г = d dagi plastinagacha yetguncha 
parabo la b o 'y ich a  o 'zg ara r  ekan . 8 .5 -rasm da tez likn in g  profili 
ko 'rsatilgan.

8 .9 .2 . Q iyalik bo'yicha oqim

Eng qiziq masalalardan biri bo'lgan qiyalilik  tekislik bo'yicha oqim 
masalasini ko'rib chiqaylik. Bu masalani 8.6-rasm  bo 'yicha tasawur 
qilish qiyin  emas: gorizontga a  burchak bilan og'gan tekis qiyalik 
ustida qalinligi d bo'lgan suyuqlik qatlami tortishish kuchi ta ’sirida 
pastga oqib tushmoqda. Suyuqlikning ustida bosimi p0 bo'lgan ochiq 
havodir (atmosfera).

Koordinat o 'qlarin ing yo 'nalish i rasmda ko'rsatilgan (y o 'qi Ф>'а 
tekislikning ustida yotibti). M asaianing mohiyati bo 'yicha bosim faqat
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8.6-rasm. Qiyali tckislik bo'yicha oqim.

z koordinataga bog'liq bo'lishi mumkin: p = p(z), tezlikning esa 
faqat x koordinatasi bor v = (u ,0 ,0), va u ham bo'lsa faqat z ning 
funksiyasidir: v — v(z ) . Oqim statsionar bo'lgani uchun vaqt bo'yicha 
hosila tashlab yuboriladi. Undan tashqari

v V Э
Vdx

ekanligini va tezlik x ga bog'liq emasligini hisobga olinsa NS tengla­
malari quyidagi ko'rinishga keltiriladi:

d2v
v — -  +  g s m a :

dz2
0, — + gpcosa = 0. 

d: (8.74)

Chegaraviy shartlarni aniqlaylik. z = 0 tekislikda v = 0 bo'lishi kerak. 
Suyuqlikning ochiq sirtida (z = d) esa

. d v
‘ - P \ z - J ~ - P o <  =П — (8.75)

bo'lishi kerak. (8.74) tenglam alarning bu shartlarga bo'ysunadigan 
yechimlari quyidagicha:

P = Po+ gp cos a (d -z ), v = ^ ^ - z ( 2 d - z ) .  (8.76)

Ko'rinib turibdiki, suyuqlik tezligining maksimal qiym atiga z = d 
nuqtada erishadi. Oqim zichligi (birlik vaqt ichida birlik sirt orqali 
°qib o'tgan suyuqlik miqdori) j = pv formula orqali ifodalanar edi, 
shuni hisobga olib (y, z) tekisligida yotgan balandligi d va kengligi 1 
8a teng sirtdan bir sekundda o'tgan suyuqlik miqdorini
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Q = j d y j  d z jx  = p j  d z v - S R I E Z f  (8 7?)
о 0

formuladan topish mumkin.

8 .9 .3 . Quvur bo'yicha oqim

Radiusi R ga teng bo'lgan silindrik quvur bo 'yicha oqimni olib 
ko'raylik. Quvuming uzunligi /bo'lsin. jto 'q in i quvurning o 'qi bo'yicha 
yo’naltiramiz. Bu holda suyuqlik tezligining komponentalari v = (t> ,0,0) 
ko'rinishga ega bo'ladi. Albatta, и = v (y ,z )  bo'lishi kerak — suyuqlik 
tezligi faqat quvuming ko'ndalang kesim sirtidagina o'zgarishi mumkin. 
Bundan xulosa —

(v V)v = u ^ -u (y ,r )  = 0. 
dx

Oqim statsionar ekanligin i hisobga olinsa NS tenglam asidagi vaqt 
bo 'yicha hosila ham nolga aylanadi va natijada yana sodda holga 
kelinadi:

V p -r jAv = 0. (8.78)
Bu tenglamaning у  va z komponentalari

| - 0  (8.79)

ko'rinishga ega, demak, bosim p quvuming ko'ndalang kesim sirtida 
o'zgarm as ekan. Boshqacha aytganda — p  = p(x) .

Ana endi (8.79) tenglamaning x — komponentasiga kelaylik:

dpi =T1 dy2 + dz2
(8.80)

Tenglamaning o'ng tomoni x ga, chap tomoni esa y, z larga bog'liq 
emas. Hulosa — ikkala tomon ham o'zgarm as songa teng. Demak, 
quvur bo 'yicha bosim gradiyenti o'zgarm as son ekan, shunday ekan, 
uni quvurning ikkala uchidagi bosim lar farqi Дp orgali ifodalash 
mumkin:



(oqim tezligi x  o 'qining musbat yo‘nalishi bo'yicha yo'nalgan, buning 
uchun bosim quvurning boshida uning oxiriga nisbatan yuqori bo'lishi
kerak — dp/dx<0). Endi (8.80) tenglamaning o'ng tomonini qutb
koordinat sistemasida yozib olamiz:

1 d ( du Л b p

' ( M I )
o'ng tomonda konstanta ekanligini hisobga olib tenglamani ikki marta 
integrallaymiz:

v = - ^ r 2 +a\nr + b. (8.82)

Tezlik quvurning hamma nuqtalarida chekli bo'lishi kerak bo'lgani 
uchun a = 0, quvurning (ichki) sirtida esa u(/?)=0. Natijaviy formula

V = % (R l~r l) ' (883) 
Tezlik profili parabola ko'rinishiga ega ekan.

Quvur bo 'yicha 1 sekundda oqib o 'tayotgan suyuqlik miqdori 
(xarajati)ni topaylik. Buning uchun oqim zichligi pv dan quvurning 
kesimi bo'yicha integral olamiz:

К  Q = 2 n jd rrp v  = ^ - R 4. (8.84)

Suyuqlik xarajati quvur radiusining to'rtinchi darajasiga proporsionai 
ekan.

8.10. Tovush

Siqiluvchan suyuqlik (gazlar) dinamikasiga misol sifatida tovushning 
paydo bo'lishi va tarqalishi masalasi ko'rib chiqamiz. Tovush deganda 
amplitudasi va, shunga ko'ra, tezligi kichik bo'lgan tebranishlarning 
tarqalishi tushuniladi. M asaianing qo 'yilish i quyidagicha: qo 'zg 'a l- 
masdan turgan suyuqlik ichida kichik tezlikli g 'alayonlan ish  hosil 
qilamiz, buning uchun bir suyuqlik nuqtasini o 'z muvozanat holidan 
4o'zg'atiladi. M ana shu nuqta atrofida bosim va zichliklar ham o 'z- 
Baradi. Bosim va zichlikning g 'alayonlanishi ham kichik bo'lsin. M ana 
fhu g'alayonlanishning tarqalishi masalasini ko'raylik. Demak, tezlik, 
bosim va zichlik uchun
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deb yozib olish kerak, bunda v0=0,p0,p0 -  tezlik, bosim va zichlikning 
qo'zg'olm asdan turgan suyuqlikka mos keluvchi o'zgarm as qiymatlari, 
v*, p va p lar esa ularning g 'alayonlangan o'zgaruvchan qismlariga 
mos keladi. Bundan keyin kichik sonlam ing shtrixlarini tashlab yubo- 
ramiz. Shart bo 'yicha -  p<z. Po, p <k p0. Kichik tebranishlarga kichik 
tezliklar mos kelishi sababidan Eyler tenglamasida (v-V)v hadni ikkinchi 
tartib li k ich ik  son sifatida tashlab yuboram iz. (Tovush tarqalishi 
masalasini Eyler tenglamasi asosida ko 'rilad i, tovushning dissipatsiyasi 
m asalasin i ko 'rish  uchungina NS tenglam asi kerak bo 'Iad i.) Shu 
yaqinlikda uzliksizlik tenglamasi quyidagi ko'rinishni oladi:

-£- + Po d iw  = 0. (8.86)
Ot

Ikkinchi hadda tashlab yuborilgan qism pv ikkinchi tartibli kichik sondir. 
Eyler tenglam asida ham birinchi tartibli hadlarni qoldirilsa u quyidagi 
ko'rinishga keladi:

d\ Vp
a ' - i -

T englam alarn ing soni to 'rtta , ozgaruvchilar soni beshta — p,p,y. 
Suyuqlikning holat tenglam asi orqali p va p larni bog'lashim iz qoldi. 
Suyuqlik (gaz)ni term odinam ik m a’noda ideal deb qaraym iz, tovush 
tarqalish jarayonin i esa adiabatik deb qaraym iz. Shu sababdan bosim 
va zich likning o 'zgarishlari uchun

V = v\ p  = P o + P ,  P  = Po  + p\  (8.85)

■(si P (8.88)
о

deb yozib olish mumkin. Endi tenglam alarining soni nom a’lumlar 
soniga teng bo'ldi. Oxirgi tenglamadagi s indeks jarayonin ing adiabatik 
ekanligini ko'rsatadi, 0 indeks esa hosila muvozanat holati p =0 da 
hisoblanishi kerakligini bildiradi.

Olingan tenglam alar sistemasini yana bir marta yozib chiqaylik.

^£ + divp0v = 0, 37  + ̂  = 0, ^ = P- (8.89)dt dt p0
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Г 5gu tenglam alarning birinchisidan vaqt bo'yicha hosila olib, uning 
ikkinchi hadiga tenglamalarning ikkinchi va uchinchisi qo‘yilsa

Э2 p  j
—y - c  Др = 0 (8.90)
dt

tenglamaga hosil bo 'ladi, bunda

„2с {II. (8.91)
va

* > « d iv g r a d p ^ — +—  + — jp . (8.92)

Bosim g 'a layo n i uchun ham huddi shunday tenglam aga kelin ad i:

I  = c2 = с*ьр = с2Др. (8.93)

(8.90) (va 8.93) ko'rinishdagi tenglama matematik fizikada to'lqin 
tenglamasi deyilad i (4 .170 tenglam a bilan so lishtiring, u yerdagi 
tenglama bir o 'lcham li to 'lqin tenglamasi, bu bobda uch o 'lcham li 
tenglamaga o 'tdik).

Masala 8.10.1 v = grad<p kiritib <p uchun ham to'lqin tenglamasi kelib 
chiqishi ko'rsating.

Bu tenglamaning mag'zini chaqish uchun uning eng sodda holiga o'taylik 
~ bir o'lchamli holga. Ya’ni, to'lqinning hamma kattaliklar; faqat bitta 
koordinatga bog'liq bo'lsin, masalan, x koordinatga. Bunday to'lqinlar yassi 
to'lqin deyiladi. Bu holda tenglama quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi (p va p 
laming o'rniga bitta <p funksiyasi olaylik va c2 ni qulayroq o'ringa joylash- 
tiraylik):

1 Э 2(p Э 2<p .t  (894) 
Telcshirish qiyin emaski bu tenglamaning yechimi

<P(x,t) = M x - c t ) + f 2(x+ct)  (8 .95)

ko'rinishga ega, bunda /, va f 2 funksiyalar ixtiyoriy (ikki marta uzliksiz 
<*iflerensiallanuvchi) funksiyalardir.
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Yassi to'lqindagi hamma kattaliklar -  p,p,v -  koordinata x va vaqt t 
ga mana shu ikkita kombinatsiya x -  ct va x + ct orqaligina b o g 'l iq  
boMadi.

Yechimlarning birini olaylik va aniqlik uchun zichlik haqida gapiraylifc
-  p =fl(x~ct). Ko'rinib turibdiki, zichlik koordinata va vaqtning

x -c t  = const, yoki x = const + ct (8.96)

kombinatsiyasida o'zgarmas qiymatga ega bo'ladi. Zichlik (va boshqa kat- 
taliklar)ning shu qiymati t vaqt o'tgandan keyin x o'qi bo'yicha ct masofaga 
ko'chadi. Bu degani, zichlik g'alayonlanishi muhitda с tezlik bilan ko'chadi, 
shu sababdan с tovush tezligi deyiladi.

Ikkinchi yechimga kelsak -  f/ x  + ct) — u x o'qining manfiy yo'nalishi 
bo'yicha с tezlik bilan tarqalayotgan to'lqinga mos keladi.

Tovush tezligiga qaytaylik. Gazni ideal gaz deb qaralsa uning holat 
tenglamasi

RT
P = —  P (8.97)

bo'ladi, bunda R = 8.314J/grad -  universal gaz doimiysi, T -  absolut 
temperatura, p — gazning molar massasi. 8.91 formuladagi hosilani termo- 
dinamika qoidalari bo'yicha

8 .1 0 .1-misol. Shu tasdiqni tekshiring.

(S H Il (8.98)

ko'rinishda yozib olinadi, bunda y = c jc t. Bu bizga (8.97) formulani qo'llash- 
ga imkon beradi:

I RT

T v (8.99)

Havo uchun tovush te z lig in i to p ay lik . Havo uchun у = 1.4, 
p =29-10 3kg.Temperatura T =273'К bo'lganda с =331m/sek, temperatura 
T =300*A" bo'lganda esa с =347m/sek bo'ladi.

Gazning molekular massasi oshsa undagi tovush tezligi k a m a y a d i. 
Masatan, argon uchun p = 4010‘ Jkg, tovush tezligi T =273* bo'lganda

„  mС = 288----
sek

Agar (8.91) ga ahamiyat bcrsak siqilmaydigan suyuqlik uchun с ~ 
ekanligini ko'ramiz. Albatta, absolut ravishda siqilmaydigan suyuqlik yo'Q- 
real suyuqliklarning ozgina bo'lsa ham siqiluvchanligi bor. Shuning uchun
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arda ham tovush tarqalishi ro‘y beraveradi, tovush tezligi, albatta, gazlarga 
atan katta boMadi.

8 .11. Quvur bo'yicha gazning bir o'lchamli 
statsionar oqimi

Suyuqlik tezligi tovush tezligiga yaqin bo iganda birinchi qarashda 
qiziq tuyulgan hodisalar ham ro‘y beradi. Bunga misol qilib quvur 
bo’yicha bir o 'lcham li statsionar oqimni ko'raylik (8.7-rasmga qarang, 
oqim x-o 'q i bo'yicha ro 'y berayapti). Oqim tezligi ixtiyoriy bo'lsin. 
Oqimni bir jinsli deb qaraymiz. buning uchun, albatta, quvur kesimi 
juda katta bo'lm asligi va u o'zining o 'qi bo'yicha tez o'zgarmasligi 
kerak.

Shu shartlar bajarilganida masalaning bir o ’lcham ligi uning stat- 
sionarligidan kelib chiqadi -  ixtiyoriy biror x  nuqtaga perpendikular 
bo'lgan tekislikning hamma nuqtalarida tezlik va boshqa xarakteristikalar 
vaqtga bog'liq emas, demak, ular faqatgina x koordinataning funksiya- 
laridir. Quvur kesimi sirtining qiymatini A harfi bilan belgilaymiz. 
Quvurning kesimi .x o 'qi bo'yicha o'zgarsin. Oqim zichligi j  =pv 
bo'lsa bir sekundda quvurning ixtiyoriy A kesimidan oqib o'tadigan 
suyuqlik miqdori

Q = pvA = const (8 . 100)

bo'lishi kerak. Bu — uzliksizlik tenglamasining ko'rilayotgan holga 
mos keluvchi formasidir. Quvurning uzunligini uning diametriga nisbatan 
juda katta deb qaraladi. Statsionar oqim uchun bir o 'lcham li Eyler 
tenglamasini olamiz:

dv i— 
dx

1 dp 
p dx (8 . 101)

8.7-rasm. Quvur bo'yicha oqim.
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Bu tenglamani

_сг*Р_
P (8 .102)P dp p

ko'rinishga keltiraylik. Bu yerdagi dp/p ni topish uchun (8.100) 
differensiali olam iz va uni pvA ga bo'lam iz:

ekan. Odatda, suyuqlik tezligining tovush tezligiga nisbatini

harfi bilan belgilanadi va uni Mach soni deyiladi. M  <1 hoi tovush 
tezligidan kichik tezlikli oqimga, M  >1 hoi esa tovush tezligidan katta 
tezlikli oqimga mos keladi. M = 1 hoi esa oqim tezligi tovush tezligiga 
teng ekanligini ko'rsatadi. Shu belgilashni hisobga olib oxirgi olingan 
tenglamani

ko'rinishga keltirib olylik. Bu tenglamaning nomi — Hugoniot teng­
lamasi.

Ko'rinib turibdiki, quyidagi hollar o 'rin lidir:
1. M  <1 bo'lsin. Bu holda dv va dA lam ing ishoralari har xildir. 

Y a’ni, oqim tovushdan sekin bo'lsa, quvuming kesimi kamayganda 
oqim tezligi oshadi va quvum ing kesimi ko 'payganda oqim tezligi 
kamayadi.

2.,M  >1 bo'lsin. Bu holda dv va dA lam ing ishoralari bir xildir. 
Y a’ni, oqim tezligi tovush tezligidan katta bo'lganda quvurning kesimi 
oshgan sari oqim tezligi ham osha boradi va aksincha — quvur ingich- 
kalashgan sari oqim tezligi ham kamaya boradi. Bunday qiziq natijani 
faqatgina quyidagicha tushunish mumkin -  quvur kengayganda gaz 
zichligi p shu darajada kam ayib ketadiki, pA ham kam ayadi, faqat

dp _ dv dA 
p v  A (8.103)

Demak,

(8.104)

с (8.105)

(8.106)
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shundagina и oshishi mumkin. Y a’ni, paradoks zichlikning keskin 
Icamayishi bilan tushuntiriladi.

3. M =1 holda dA = 0 bo'lishi kerak. Y a’n i, kesim o ‘zining 
elcstremumiga erishadi. Bu ekstremuni m inim um dir, chunki M  < 1 
tomondan M = 1 ga yaqinlashsa A kamayishi kerak, M >1 tomondan 
д/ = 1 ga yaqinlashsa A yana kamayishi kerak.

4. dA = 0 holni ko 'raylik. Bu holga yoki M = 1, yoki dv = 0,M  * 1 
mos keladi. dA = 0 sharti kesimning ekstremumligi shartidir, dv = 0 
sharti esa tezlikning ekstremumligi shartidir:

— Agar M <1 bo'lsa, maksimal kesim nuqtasida tezlik m inimal 
bo'Iadi va m inimal kesim nuqtasida tezlik maksimal boMadi.

— Agar M>  1 boMsa, maksimal kesim nuqtasida tezlik ham maksimal 
boMadi va m inimal kesim nuqtasida tezlik ham minimal boMadi.

Bu xulosalarni quyidagi tahlil bilan ham bogMash mumkin. Eyler 
tenglamasini yana bir boshqa ko'rinishga ham keltirib olish mumkin.
(8.102) dan

В  % - f  (8107)

tenglamani olish m um kin, uning ikkala tom onini v ga ko‘ paytirilsa

d(pv)
‘ - 7 (8.108)dv 

yoki,

■  | .  = p ( i _A/2) . (8.109)

tenglama kelinadi. Ko'rinib turibdiki, M  <1 boMsa, tezlik oshgan sari 
oqim zichligi ham oshib boradi. и = с. (quvurning har xil nuqtalarida 
gaz zichligi va temperaturasi har xil boMishi mumkin, natijada, har xil 
nuqtada tovush tezligi ham har xil boMishi mumkin, c .m ahalliy  tovush 
tezligini b ild iradi) boMganda esa oqim zichligi o ‘zining maksimal 
Qiymatiga erishadi. Odatda, bu zichlik kritik zichlik deyiladi. Bu qiym at 
quvurning qaysi nuqtasida e r ish ilad i?  H ugoniot teng lam asin ing  
tohlilidan aytish mumkitiki, bu quvurning eng ingichka nuqtasida ro 'y 
beradi. M >1 boMganda (8.109) ning o 'ng tomoni manfiy, tezlik 
0shishi bilan oqim zichligi kamaya boradi va nolga intiladi (boshlang'ich
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qiymati m a’lum bir musbat son bo'lgan funksiya kamayaversa oxiri 
nolga teng bo'lishi kerak). Bu -  oqim chiziqlarining bir-biridan uzoq. 
lashib ketishi bilan bog'liq.

Ko'rinib turibdiki, gaz oqim ining xossalari uning tezligi tovush 
tezligiga qanday munosabatda ekanligiga kuchli darajada bog'liqdir.

8-bobga mashq va savollar
1. Vertikal radiusli silindrga siqilmaydigan ideal suyuqlik quyilgan (8.8- 

a rasmga qarang). Suyuqlik bir butunligicha cj burchak tezlik bilan vertikal 
yo'nalgan o'q atrofida aylanmoqda. Agar tinch turganda suyuqlik balandligi 
h bo'lsa, aylanayotgan suyuqlik ichidagi bosimni toping.

2. Kesimi S  bo'lgan baland idishning quyi qismida kichik s kesimli 
teshik bor (8.8-b rasmga qarang). Shu teshikdan oqib chiqayotgan susyuqlik 
tezligi t> nimaga teng?

3. 8.8-d rasmda ko'rsatilgan suv soatining formasini hosil qiluvchi chiziq 
formulasini toping. Suv soatiga qo'yiladigan asosiy talab -  ixtiyoriy birlik 
vaqt intervalida kichik s kesimli teshikdan bir xil suyuqlik miqdori o'tishi 
kerak.

a) b) d)

8.8-rasm. 1-, 2- va 3- misollarga oid.

4. Siqilmaydigan p o'zichlikli suyuqlik R radiusli sharni tashkil qilsin. 
Shu shaming markazidagi bosimni toping.

I
1. Sistemaning holatini bir qiymatli aniqlash uchun kerak bo'lgan

I  Jcattaliklar soni.
2. Fazo bir jinsli va izotrop hamda vaqt bir jisnli bo'lgan sanoq sistemasi 

inersial sistema deyiladi.

3

I M asalalarn ing javoblari va yechimlari

1-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

dL dL . .. .

dL - dL d . . ч _
Ь> э Г ° ' э Г ' ‘' ~ л ( ' , )

c\ = tp2 sin в cos в + sin в. —г = в; => в = sinfl (l + 0" cos6);
с , дв эв v ;

— ■ = 0, = (Psin^; =» -1~(фь1П7в) = ti­
dy дф dt

4 а )ф  + - в  = — —sin<р, (р + в =0; b)'x + o)2x = 0, (О2 = к!т\
2 ml

с)

/ -)\V2
5. a)q = [\-q j ; h)

6. a)

b) L' = L + ^ i 92; L = i ( 9 J +«2);



с) L' = -2yx+ ^-(xy)= 2xy-^-(xy); L=2xy = -2xy; 
at at

7. ekanligini hisobga olib+ ekanligini hisobga olib

az/ = a i  a/ . a r  a i  | э2/ . | a2/ .
Э</ 3<jr a<7 dq dq dq2  ̂ dqdl

d dL' d dL | a 2/ . t a 2/
dt dq dt dq dq2 dqdt 

formulalarni keltirib chiqariladi. Bu yerdan esa

^ a z / _ a r  = ^ a L _ a L  =0
dt dq dq dt dq dq 
kelib chiqadi.

8. Lagranj funksiyasida paydo bo'ladigan qo'shimcha had vaqt bo'yicha 
to'liq hosila ko'rinishiga egadir:

V r + -fV
2

10. a) L = ^ ( i 2 + y2) - l/ (x .y )  = 2/?Vcos2|-f/(/?.?>); 

b) L = ]- ф2+в2 + 2фв + ̂ т - ^ -  -U(<p,ey,
2 a и
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11. L - — - — (wi,cosV + w|2sin т р ) - m ^ a  sin <p

12. L = a2(tf + ~2 b2<j>\ + m2ab<f\<i>2cos(<P\ ~<Pi )~

-(m , + m2)sa(l-cos< p,)-/ri2gfc (l-co sp2).

13. L = ^”'2 i 2 +-^=-(/2y 2 + 2/i:0cos(jp)-m2g/(l-cos<p).

14. a) m nuqtaning koordinatlari:

x = a cos y r+ /sin <p. у = asinyr-/cos<p.

Lagranj funksiyasi (vaqtning funksiaysi va vaqt bo'yicha to'liq hosila 
tashlab yuborilgandan keyin):

ml2
L = —̂ -p 2 +maly2 sin((p-y/)-/ng/(l-cosq»).

b) m nuqtaning koordinatlari: .r = /sin<p, у = a sin у/-/cos <p.

Lagranj funksiyasi (faqat vaqtning funksiaysi va vaqt bo'yicha to'liq 
hosila tashlab yuborilgandan keyin):

«
ftll~

L = - y  <p2 + maly2 cos yt cos <p -  mgl (1 -  cos <p).

• - _ W, . 2 Wli • 2 * ••
15. i- = —  r, + -y -r2 -* r , r2; m,r, = -* r2, otjr2

Ikkala harakat tenglamasi qo'shilsa + »i2r2 = нк(г, +r2) = 0 , yoki 

ri = - r2 ekanligi topiladi.

Demak. haqiqatda mustaqil harakat tenglamasi bitta: m,r, = frr,

ц 2ф2
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Z-bobga oid m asalalam ing javoblan  va yechim lan

1. а) Е = ^ -^ ф 2 + ̂ в 2+фв j-3/cos<p; Ь)Е = ^ -  + ̂ ~ ;

с) £ = - ^  + <р (х) ^ ) Е  = х2 +(^ -\ )2.

2. a) Saqlanuvchi kattaliklar: Р ,Р ,М2 Sababi: (х, у) tekisligida sistemani 
xohlagan nuqtaga bir butun sifatida ko'chirish mumkin. Undan tashqari, 
sistemani z o 'qi atrofida ixtiyoriy burchakka burganida ham uning holati 
o'zgarmaydi;

b) P.,MZ\ c) Mz\ d) Py.

3. P, = Щ -. E' = PjQ -  L ta ’riflami kiritaylik. Pt va £ ' ~ yangi

impuls va energiya. Bu holda = pi~ ^  va & = E-Pj~~^ bo'ladi, p, va 

£  -  eski impuls va energiya. Bunda = + dan foydalandik.

4 . / = ^  + [Fr]j B. F  = ^ [v B ] ,

Ikkinchi tomondan, —  = m[rv] = [rF], Demak, /= 0 .
at

3-bobga oid masalalaming javoblan va yechimlari

1. a) E = 9; xi2 = ±1/3, harakat infinit: x 2 x,. x £ x2;

b) E = l .x , =2, harakat infinit x S 2 ;

f c) E = -U 2, harakat finit: x/3 2 x £ 2x/3;

d) E = 5, x, = In 5, harakat infinit: x£ ln5;

e) E = l,x,=<\ harakat infinit: x£ e ;
0  E = 0; to'xtash nuqtasi yo'q, harakat infinit: -«> < x < « ;



g) £ = 5/2; to'htash nuqtasi r, =2/5; harakat infinit: ,t£2/5;
h) £ = 4; harakat finit: -2  <, x й 2;

--^-arcch £ jt S —arcch I— .
L  \ Г  I. I I  F

I/nk) Harakat finit; “ T 1------r --------- . ------ .. _
V M) "• y

2. a) x(l) = >Jl+4t2; b) -*■(/) = —21n(l —//2); c) *(/)= 1+sin/;

( \ *0
d) Па ^  = ^C0)' Mahrajdagi ishora boshlang’ich

l ±tx0J —
V m

tezlikning ishorasiga teskari bo'Iadi 

a
b f

EM1

ma2
2 M 2 [  16m'

’ b> Г™ " '4  m£ f  + ~ P  

M ̂
°) £ ^ 1 + shart bajarilganda harakat finit; r, S r S r 2;

r,2 = £
1 +

1-11 —

A/3
/я r/ = £

1 +
l + \ 1 —

M 1
m

4a >

-M
rln

M-
\ П  2£~
r + \ r2 + 1 -M 2

b) <p = -
м

- arctan
1 r - 2 ( l  + A/2)

+ M 2 ^2Er2 + r - ( l  + A/2) j

5. Birinchi munosabat M ning ta'rifidan darhol kelib chiqadi. Ikkinchi 

munosabatni olganda £ = m\2/2 - a l r  ifodani qo'llash kerak.

283



6. Awalgi misolning birinchi munosabatidan A vektoming orbita tekis- 
ligida yotishi kelib chiqadi.

7 Statik muvozanat nuqtasi uchun U # (r0) = 0 bo'lishi kerak. Bu 

P - M 2/(2m)
r0 = 2------- —-— - ni beradi, buning uchun esa M < 2m p bo'lishi kerak.

Muvozanat barqaror bo'lishi uchun esa U"[f(r0)> 0 bo'lishi kerak. Bu 

_M2/(2m)
r0 > 3---------------  bo'lishi kerakligini beradi. Demak, muvozanat nuqtasi

barqaror bo'lmas ekan.

8. Harakat finit bo'lishi uchun Utg (r ) minimumga ega bo'lishi kerak:

( ro) = 0.

kM 2
a) Bu holda minimum sh a r ti-------= / (д :)*  дг(1 + дг)в'д,дс= кг0 ko'ri-

ост
nishga ega. Bu tenglama yechimga ega bo'lishi uchun uning chap tomoni 

o'ng tomonidagi M7 < 2mP ning maksimumidan kichik bo'lishi kerak.

/ ( jc) funksiya x = 1,618 nuqtada 0,84 ga teng maksimumga ega. Demak,

kM2■ < 0,84 shart bajarilgandagina berilgan potensialda finit harakat bo'lishi
am  

mumkin.

c2M 2 
2 mV

Finit harakat sharti:

K~M  ̂ A *b) Effektiv potensial uchun minimum sharti — — - = x e~x ,х = к г 0.

r V
9. Harakat tenglamasining Dekart sistemasidagi ko'rinishi:

mr = - a - r .  
r

Harakat bir tekislikda ro'y beradi. Tenglamaning o'ng tomonini qutb 
sistemasiga o'tkazamiz:
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dx _ _ a_ cos (p rfy a  sin у  
dl m r2 dl m r2

dip M
—r  = — r  ni (3.23) ga qarang) hisobga olib bu tenglamalarni 
dt mr

dx a  dy a  .—  ------cos <p, — =----- sin©
dtp M dip M

ko'rinishga keltiramiz. Demak,

a  . . a
j  = - — sin(p + C|, y = — cos(p+c2.

Endi x va у laming o'rniga qutb koordinatlariga o'tiladi: 
x = rcos<p, у = rsin<p.

Natijada oxirgi tenglamalar

a  ar cos ip -  гф simp = ----- sin^ + c,, r sin ip + гф cos tp = — cos tp + c2
M M

ko'rinishni oladi. Ularning birinchisini -sin<p va ikkinchisini cos<p ga 
ko'paytirib qo'shilsa 

a
г ф  =  —  - C |  s i n ^  +  c 2 C O S  ip

ga kelinadi. Yana bir bor (3.23) formulani qo'llanib trayektoriya formulasi 
topiladi:

1 am c,m . c2w-  = —- — !—sin (p н—-— cos ip. 
r  M 2 M M

Bu -  ellips tenglamasi.

11. T rayektoriya ay lana bo 'lish i uchun r0 effektiv potensial

M ̂
"eg = U+----- - ning minimumi bo'lishi kerak:

2 mr2

dUeff(r0) Q q

dr dr2

Birinchi shart dan r£~2 = nam/M2 , ikkinchi shartdan esa 

Зл>л(л + 1), yoki,n<2
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ekanligini topiladi.
12. Energiyaning saqlanish qonuni bo'yicha

mr2 a  _ a  
2 r ~ R

dr n I mRi

/ITT ” 2 ' 2a
Vr R

13. Zarrachaning harakat miqdori momenti M =mvp , energiyasi

E -  mv2f2 , bunda m = + m)2 , minimal masofa ( rmin) = E
shartimad topiladi. Demak,

n 2 я-2 2flt _ n
mm P mm — 2 mv

Bu tenglamaning faqat n = 1,2,4 hollardagina sodda yechimi bor. Masalan,

dU not
14. Zarrachalar orasidagi kuch — itarish kuchidir: —  -

4-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1. a) Potensial U(x) = x V  ni uning minimumi x = 0 atrofida qatorga 
yoyaylik:

U = x2+*3 + -/ + •••
2

Lagranj funksiyasi: L = ^2x2 ~^2x2 + x* + ■■• . Chastota: (0 = J ^ ' L

»* 4 ‘H
с) Potensialning minimumlari
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Demak, t =



г
Xq = arcsinf -  ]+ 2пк,п  =0,±1,±2,. 

a  J
nuqtalarda joylashgan. Shu nuqtalaming ixtiyoriy biri atrofida potensial 
qatorga yoyilsa kvadratik had

- V a 2
2 2..2 *0>

zL
m V a 2V2

ko'rinishga ega bo'ladi. Demak

v ■* ( x ~ e )  ~ 1d) U{x) = -— = <> + — ----- +.... Demak, 0) =
lru 2e

2. Sistemaning Lagranj funksiyasi:

, mR2 ,2 . e2 L =------ф -mgR(l-cos<p)------------- .
2 2/? sin —

2

Т е'

ч!Л
Muvozanat nuqtasi: % = 2arcsin

8mgR~

Shu nuqta atrofida potensialni qatorga yoyib, kvadratik hadning o'zini 
qoldiramiz:

, mR' I L =----- ф~ —
2 2

ft)

Chastota

J _ 3s
I 8m*/?2

V х 7 /

I. Albatta, e2 < 8mgR2 bo'lishi kerak, aks holda muvozanat barqaror 
bo'lmaydi.

3. Massaning kinetik energiyasi Т = -т а 'ф  Potensial energiyani topish 

Uchun prujinaga ta’sir qilayotgan kuch /"ni prujina uzunligining o'zgarishi
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Д/ ga ko'paytiram iz. Д/ ni cosinuslar teoremasidan topish mumkin: 

дI = ^a2 +(a + l f  -2a(a + l)cos<p -/ =» — —-<p'.

fS + T jFChastota:

г  /Г
4. a) jr(f) = —M l-c o s a x ) ;  b) *(/)= —^ (a v - s in c * ) ;  

mfi) mfl)

C) * ( ' )  =
F0 cue -ctfcosojf + asinct»
met) fi)2+ a 2

. . F0 eosin a t  -  a  sin ам
d > — 77“ ^ —mft) ft) — ct

‘ (O’
Fo

rnW\ a 2 + p 2)2 + 2 (a 2 - p 2}(o2 +to4 j

«(»)■

, + ( a J - p2 + aT )sin/}fj + /J^-2aft>cosax + ( a 2 + /J* -<a‘ )sintar j j .

ma) ( a 2 + P2)~ + 2 (a 2 -  P 2 )(02 + a)4

-2a0sin0i]+^a(aJ + P' -to ! )sin<o/-<o(a‘ -  p 7 +W jcoswfjj.

5 . a ) J t ( r )  = - ^ - s i n « ;  b) —^ ( s i n t u f - o x c o s a w ) ;
2#— ^—“

с) * (0  =

2m (0 '  2 m<o2

a (A  + a>)sina»-ft>sin(ft>+A)f 

ты  Д (Д + 2(d)

a) va b) yechim lar vaqt o‘tishi bilan cheklanmagan holda o'suvchi 
bo'lib ularni kichik tebranishlar sohasida qo'llanib bo'lm aydi. c) holda 
д  chekli son bo'lganda muammo yo 'q , Д —» 0 holda yana b) holg3 
kelinadi.

6. a) (4.32) formuladagi integral f < rho lda:
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Endi t >T dagi ycchimni topaylik. Yuqoridagi integral / >T da 
(integrallash yuqori chegarasi T boMganda)

— (rcocos<o( f - r )  + s in < o (/ -r ) -s in a x )  
nuoT

ga tengdir. Undan tashqari, kuch Ft boMganda t> T  holda integral

— (1 -  cos (0 (t -  T)) 
mto

ga teng. Shularning hammasini yig’ib t >T dagi yechimni
p

ct cosa>(l-T)+c2sino)(t-T )+ —
mw

ko‘rinishda qidirish kerakligiga kelinadi. x va uning hosilasi * ning t —T 
nuqtada uzliksizligidan c,, c, doimiylarni topiladi:

F F
c. = ------sinco7\ c2 = — (l-coso jr) .

m<o3T mcoT
Demak, t>T  da

sin ftKf-TJ-sinftV
* ) - AmW

l+-
(oT )

Tebranish amplitudasi: a = ^c,2 +c| = ■2-j) s i n ^ .
men T 2

f
b) t<T  boMganda: * = —^-(1 -cosaw);

mar
t>T  boMganda:

x =  - F 0 ( c o s < o ( r -/ ) - c o s g m )  = s in ^ - s in < u ( r / 2 - f ) .  
m(0 moo 2

c) t<T  bo'lganda: x = —M a »-s in o x ) ;
mar

t>T  bo'lganda:

^p{(oT cosco(T- f )- s in a x -s in a > (r -/)) =
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f
= — 1“  [(^7* cos 0)T -  sin coT )cos (ot + (o)T sin wT + cos a»7-l)sina> r] may T '  J '

Tebranish amplitudasi: a = J o S t 2 + 2(l-cosw 7')-2sin< o7’ .

d) t < t bo'lganda: x - ------- (sin (ot-см  cos (ot);
2mo)

TtF
t> T  bo'lganda: •* = -------^costw.

2m(0
7. (4.49) formulaning birinchi qatoridagi ifodani

2 '  * '  ’ > a) 2
dan foydalanib hisoblash qulaydir:

2

c ( 0 - / —та)
2 ^ ( O

2 ты 2

C O »)-;
mco

va

C(—°°)—«
F ( - o o )

mo)

acocosa-

= a2 (o2.

F0 Я 2 

2то) (о2 + Я2
+ ;a<usina

Natijada

AE = £ ( « > ) - £ ( - o o ) =  — -^ Ц - + ---------- ^

^mw 2mar (Л2 +<«г) A2 +<u2

8. a) Minimum: = l ,y 0 = - 1. Chastotalar: ayf =a% = 6;

b) Minimum: дг = l ,y  = 1. Chastotalar: сщ = = 1.

9. a) Normal chastotalar: сц = Тб, = I; Normal koordinatlar:
¥

x = Q]+Q7, у = ~~Q\ +Q2

Lagranj funksiyasi: L = ^Q2 ~ Q 2 + ̂ Q 2- \ q\.
о 4 2 2

aA2F0cosa
T — r -
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b) Normal chastotalar: ад2 _ <4ii +a% ±
2 V

+ c r .

fii>. —ca2 a
Normal koordinatlar: *i -Q \+Qi< x2 -  — ——  Q\ + —3— ~ r 62 -

a
10. Kinetik energiya:

г  = + -*Э+- + *2*-1 )+y ( - ^  + i4 + "  + *In)- 

Potensial energiy:

U =^ ( JC|2+(xl -JC2)2+(x2- J ^)2+" , + (-̂ 2ЛГ-| -  *2N f  + 4  )•

Harakat tenglamalari:

«*2,-1 + * (2*2-, ~ " *2.-2) = 0, Aft,„ + k ( 2x2„ - -  дг2._,) = 0. 

Chegaraviy shartlar: = *2Af+1 = 0.

Yechimni turg'un to'lqinlar jc2fI_, = J\e'̂ aK±̂ n-l'>4,\ = д енш±2пр)

ko'rinishda qidiramiz. Bu holda chastota uchun tenglama quyidagicha 
bo'Iadi:

2 * 1±\f'2rinV mM 
m + M

w, chastota ba’zi bir hollarda «optik chastota», ш2 esa «akustik chastota* 
deyiladi (ko'rilayotgan sistema ba’zi bir hollarda qattiq jismning sodda- 
lashtirilgan modellaridan biri bo'lib xizmat qiladi). Chegaraviy shartlarning 
birinchisini qanoatlantirish uchun yuqoridagi turg'un to'lqinlaming quyidagi 
kombinatsiyasi olinishi kerak:

*21.-1 = \  s in ( ( 2n- l )<pt )co s(o y  + a 4), x2„ =  Bk s i n ( 2tupk )c o s (w kt +  a k ),

bunda <Pk =
kn

— ikkinchi chegaraviy shartdan olinadi.2N  +  \

11. Sistemaning Lagranj funksiyasi:

L = J  (i|2 + *1) - 1  (л,2 + x l ) - ^  (x, -  x, )2 .
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Harakat tenglamalari:

wuI +(* + *,)jcI -* ,jr2 =0, mx2 +(k + kl )x2 - k lx] = 0.

_  2 к 2 к + 2kt 
Chastotalar Ц =—, =-------- •m m

v f l  . I . )  v (  I . 1 'ja) *i = ~l —*'поц/ + — sin®./ . x, = —I —sinwr-----sin<u,f .2V®. ) 2V <4 " j  '  J
b) Л, =^(cosflV + cosftV), x2 =^ ( cosfiV -c o s a y ) .

c) Birinchi zarrachadan ikkinchisiga <//vaqt ichida berilgan energiya 
F = k , ( x - x 2) kuchning shu vaqt ichida bajargan ishiga teng:

dE = Fdx2 = *, (x, -  x7 )dx2 = kx (x, -  x2 )x2dl.

Demak,

a )  — —  =  — — s in  № / ( c o s o y - c o s o m ) ;  
dt 2<ttj '

dE k.a2 .
b) —  = —— cos a y  (<u, sinttij/-en sin to,/).

Ko'rinib turibdiki, energiya oqimi vaqt o'tishi bilan ishorasini davriy ravishda 
o'zgartirib turadi -  energiya goh birinchi zarrachadan ikkinchishiga, goh 
teskari oqadi.

12. a) Sistemaning Lagranj funksiyasi:

:I (A |̂ +AJ^ ) - l f ^  + iL  + i2LZ^>l> 
2 '  2> 2^C, С2 С

L = ■

Agar quyidagi belgilashlar kiritilsa:

J\4\  e xi• “ -*2• ^  = a~^c~+с  j ’

2 i f l  l )  I 
Ц>: -  — I — + — \- a  ~ — -------

^2 V. j ^  J  C%j \ lA 1

9-masalaning b) qismidagi Lagranj funksiyasini olgan bo'lamiz.
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1. Birinchi tartibli tuzatma uchun tenglama:

5-bobga oid masalalam ing javoblari va yechimlari

а 2 За2Э“х 2 t4---- f  + x. = — (A siny/ + ay/j cosv/)+ — + —— cos2i//.
Эу/- fiJb 4 4

Demak, A, =0, у/, = 0.

Yechish: x = a cos (e iy + <p) +^  cos (2o t̂ + 2<p).
4 4

Chastotaga birinchi tartibli tuzatma yo ‘q ekan.
2. Birinchi tuzatma uchun tenglama:

® + дг, = ( 1\  - a  + a~- jsinу/ + 2ay/| cosy/ + - - s in  Эр.
Эуг I 4 J 4

Demak, 2A, -  a + — = 0, у/, = 0.
4

Ikkinchi tuzatma uchun tenglama:

Э2л2
СЭу/2 + "2 - л’

cosy/ +

+2A2 sin у/ +
j 3 (a 2 + 8) 5a5-cos3y/ +-----cos5y/.

128 128

Asriy hadlam ing paydo boMmaslik sharti:

A2 =  0, y/2

Yechim:

x = a cos у/ 

bunda

= A
2a </a 4 J 256

- ^ - s in  ?ш -  [ -  a1 cos5y/ + (a2 + 8)cos M//1, 
32 1024 L3 J



*2 =

l+ f - 1+4 ]
I  *0 Jг

е е ,  7с 2, у / = 1 -------/ —  1п а+  —  а  +<Ро-
16 8 64

еа
3  х = aco sy f-------- - ( s in t y + c o s t y ) ;

Ъ2щ

In

a 2 = --------------------- • °o = o(0). V  =
oo ( m  -v 2

- 1  +  -

1-
QJ

l + 3 L ( e«_ | ) l + ln
1- 4Щ)

Oo

6-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1. Ko'rsatma: mos keluvchi tenglamalarni skalar ravishda P va M ga 
ko'paytiring.

2. Energiyaning saqlanish qonunini

COS0O) '
I-------  m */(l-cose,) =

2/ Sin

1 ( M . - M , c o s 0 ) ’ . .
= 9 /0 +— I # 7 - 5 ----------«w / (i-co «e )2 Zl sin У

ko'rinishda yozib olinadi, (6.79) belgilashlami kiritiladi va kerakli algebraik 
soddalashtirishlar bajariladi.

3., /„ = lyy = 2fl2 (m + M ),l„ =  /„ =2a2(m -M ),

1ZZ = 2/„./^ = /„ = Лу = /„ =0.1'^ = 4a 2m, f'>y =

yy-= 4a2M, I'zz = Ixx+ r
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4. (л:’,у ')  koordinat o'qlarida inersiya markazi (a,a) nuqtada joylash­
gan. Shu nuqtaga nisbatan inersiya momentlarini topilsa quyidagi natija 
olinadi:

\2ma2 4 т а 2 0 'cos <p sinqp 0
= 4 т а 2 4ma2 0 0 : = -sin  a cos a  0

0 0 16ma2
9

0 0 1
< J /

Koordinat sistemani <p burchakka burab shunday yangi (x,y) koordinatlaiga 
o'taylikki, ularda / diagonal bo'lsin. Buning uchun z o'qi atrofida q>

burchakka burash matritsasi 0^  dan foydalanamiz. 1,, = 0f,0)kl'lk 
Birinchi elementni topaylik:

/и = OyO{kIlk = , +20tl0 !2l l2+0i20{2ln  =

= 4«ia2(3cosV + 2siny)cos(p + sinV)- 

Huddi shunday:

1̂2 = QuQu hk -  РГ1Р 21Л1 +  ̂ 1^21^12 +0,2021^21 + ̂ 12^22^22 =

= 4nut2 (~ sin2p + cos 2<p)\

l 22 =4m«2(3cosV-sin2y) + sinV); /M = 16ma2; /, 3 = /2J = 0.

<p burchakni shunday tanlab olish kerakki, /l2=0 bo'lsin. Buning 
uchun <p =я/8 bo'lishi kerak. Natijada inersiya tenzorining bosh mo­
mentlari uchun quyidagilar olinadi:

/„=/,= 4ma2 (2 + >/2);/„ = /2 = 4ma2 (2-л/г);/^ = /3 = 16та2.

5. Impuls momentining saqlanishi qonuni bo'yicha м  = Ш = const. 

Bu munosabat shar uchun R2n  = const ko'rinichga ega. R2n  = R,2Q' dan 

Л '= 0/ (0 ,99 )2 = 1,02£1 ekanligi topiladi. Yerdagi sutkaning uzunligi -2 8

minutga kamayadi. Yerning aylanish energiyasi 2% ga oshadi.
6. Tortish kuchi yo 'q  bo'lganda prujinalarning uzunligini b deylik. 

Sistemamizning erkinlik darajasi ikkiga teng — jc va ft Lagranj funksiyasi

L = ^m x2 + ^ 1 в2 “ *[(*■ -*>)2 + (* 2  -& )2]-/ я£ * .
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x2 -JC, = Ld,xl +x2 = X munosabatlardan дг, = лг-ив/2, х2 =х+ Le/2 |ar 
olinadi. Natilada Lagranj funksiyasi quyidagi ko‘rinishni oladi:

L = —mx2 + — IB2 -k ( x -b ) 2 -m gx-^kL26 2.

Xodani ingichka deb qaraylik: / = mL2/l2.
Harakat tenglamalari:

x+2o)2 (x -b )+ g  =0, e + (xo2e = 0, (o = ./—.
V m

Demak, sistemada ikkita chastota bor ekan: <ц = sfico, = у/бш. Ularga
mos keluvchi tebranish modalari -  normal tebranishlar — (l.)-rasnmda 
ko'rsatilgan.

О (X)
1-rasm. 6-bobdagi 6-masalaga oid

_ .  , . .  2vHC2 . _
7. 2-a rasmdan ko'rinib turibdiki, " = " ‘8® ---------- s,n®-

8
8. 2-b rasmdagi belgilashlardan foydalaniladi. Kichik silindrning kinetik 

energiyasi ikki qismdan iborat -  o‘z o'qi atrofida aylanish energiyasi va 
katta silindrning ichida yumalash energiyasi:

Г »  -1-l j 2 + -m (R -a )2 P .
2 2 '

Bu yerda (R -a )6  = v  kichik silindr m arkazining harakat tezligi, 

/3 = т а2/2 ■ Sirpanishsiz harakat uchun а в  = (R -a ) 6 . Demak,

T = -m (R -a )2 6 2.
»

Silindrchaning potensial energiyasi: U = (/ ?-a )m g (l-co s5 ). Lagranj 
funksiyasi:

L = -m (R -a )2 6 2 -(R -a)m g(\-cos8).
4
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Kichik tebranishlar haqida gapirish uchun cos5 = \ - S 2u  deb olinadi:

Tebranish chastotasi:

F=2m\ilsine

2-rasm. 6-bobdagi (7)- va (8)-masalalarga oid

7-bobga oid masalalarning javoblari va yeehimlari

a)H = -In  дг; b)H = — /  p 
2m Zw

a

с)H = ^xp, + J -  py2 - x\ d )H = ^ x p 2 + xpyP l; 

«>H  = \  Px + P » 2 + “  *Py  + ^  ( * 2 + y 2 ) ;

f)H  = ——— -m<u2r2sin ^  + mgrcos0.
2 m 2

2. p = m (r + [f lr ] ) ,  H = ^ m p ' - Q  [rp] + t/(r). Agar burchak tezlik

nolga teng bo'lgandagi Gamilton funksiyasini H0 deb belgilansa va impuls 

momentining ta ’rifmi eslansa H = H0 -  M □  boMadi.



4 п  -  Р» I ( ^ ~ Ру С050) | р * 
' ~2/, 2/, si пЪ 2/3

5. Silindrik sistemada: W “ 2m

н - J_f n2 + 4- 
Sferik sistemada: 2m -2 -2 •

I _2 N
2 Р ф  2 

P '+ ~2 + P' + U(r,<p,z).

Г r sin
+u(r.e,<p).

6. Cheksiz kichik siljish: ra ->r(I> = ru + e;p 'e =pu.

H(ra’Pa)= H(r'a’Pu) shart —  = 0 ekanligini bildiradi. Demak,
dru

kanonik tenglamalar bo'yicha

a a

7. Cheksiz kichik burchakka burilganda

r'a=ra +8ra, p ;= p a +5pa; <5r0 = [&pr„ ], 5p„ = [5<рря ] 
bo'ladi.

H = +^ ~ Sp“ j = S ( - P « 5ra +гя5ря ) =

= L(~P« [<VU ] + Га [ЬРРО ]) = *P J  XkP<. ] = 0.
a a

8(p ixtiyoriy bo'lgani uchun M = £ [r„ p (I] = const.

Or2 r2 sin вв2--Г .

/ \ 1 , 1  1 Af? (М .-Л/, cos0)2

9>,v̂  — siklik. P v  = M z , p y  = My
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а) {Л/, ,r]} = ei)krk; b) {b M .а г} = Ь,о; [м , ,г}} = £,]кЬ{а^к =

Ю -Ь  [w ];
с) {Ь М,с М} = с [ЬМ]; d) 0;

с){р,(а г)2} = ^ :(а  г)2 =2а(а г);

/ )  {r( . M 2}=  2 М j  {/;.Л/у} = 2 [ М г ] . ; £ ) { p , , A / 2} = 2 [ р М ] , ;

И) 0; 0  0.

Р2 о,11. Berilgan maydonda Н = ---------. М = ш ,М } ni topish kerak.
2т  г

Komponentalar bo'yicha hisoblaylik:

Ml ={H,Mi} = eljl{H,rJpk} = eljk{H,rl }pk+ eijk r, {//,/>*} =

дН дН 1 a  n
= %  ^  Pk -  V  j f O  = - 7 eijkr,rk = 0,

2 a

12. Kulon (Nyuton) maydonida H -----------. Vazifamiz A = {H, A)
2m r

ni h iso b lash . K om ponen talar b o 'y ich a  h iso b lay lik : 

Д,.={Я,Д} = {//.[гМ]1} -а| / / Д |  = % { / / , г ^ } - а ^ ^ - а | н , 1 | ^ .  

Quyidagi hadni hisoblaylik:

Demak,

■a a  а  a  / \ n  
A = ------^ £ ,jkrj M k ------ Pi +---- т (Г P )r> = °-w r' w r /яг-
chunki

£ ijkrj M k = £ ,jkrj £ klmrePm = (Mym ~5im5;7 )гуГ,.рт = 1} (r p ) -  Pir2
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,3 . , . | W ; e - f b - . V - > P - . n £ ;  Q - Z * .  

dF* P m  3F*
9 dp d Q

2Q dF. . p 2 dF,
Yechish kerak: —  * —— ; 1" —  = - — ■ p dp 4Q dQ

Yechish: FA (p ,e ) = -2Q\n p + c ( q ),  - 2 i n P + ^ ^  = - i n  p
dC{Q) - 1 

dQ 4Q

c(e)=e(in 4(2-i) =»F4(A»,<2)=e

14. P = ep, Q = qe~r .

,  , (P-m gt)2
15. // » - -------

2m
16. Aimashtirish formulalari:

j i 
Ko'rsatish qiyin emaski:

dP, Эр, J  dq, £ j d q t y  dQ, J

17. Ko'rinib turibdiki, p = Р + :Г ’ Q-я- Yangi Gamilton funksiyasidq

) - L ’ =  p q - L - ^ - = H - ^ -  =  H + ^ - .H '=PQ -L'= pq- .
, df df df

Demak, yangi o 'zgaruvchilarda ham tenglamalar kanonik bo'lib 
chiqadi.

18. F2 {q ,P )= q P -f{q ,t).
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8-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1. 0 ‘qlarni rasmda ko'rsatilganidek tanlaym iz. Burchak tezlik 
f l = {0,0,ft)}. (дс,у) k o o rd in a ta li suyuq lik  nuq tasin in g  te z lig i:

v, = -(oy, vy = cox, v, = 0. Undan tashqari p = const. Bu hoi uchun 
Eyler tenglamalari:

i 1 dp 2 I dp 13p(o2x = - f - ,  ( 0 ) = - ^ - ,  0 = - g — — . 
p dx p dy p dz

Demak, dp = pa)2 (xdx+ydy)- pgdz, 

yoki, p = ];p(o2(x2 + y2)-p g z + C.

Suyuqlik sirtida p  = 0, demak, ^pa)2(x2 + y2)-p g z  + C = 0.

Bu -  aylanm a paraboloid tenglam asi. Shu sirtning m arkazida

-pgh’+C = 0. Demak, P  = ^P<o2 (x2 + y2)+pg(h’ -z ) .

h' ni suyuqlikning hajmi o‘zgarmasIigi shartidan topiladi:

2 к
na'h

2k a a . v
f f Г («V Л
I dip I  dr r z = 2n I d r  г  -------- + Л■M M 2* ,

: 71 a h’+а 2 Ш2

4g

Shu bilan bosim uchun ifoda to'liq aniqlandi:

1 2/ 2 2\ , ,  . (I2(О P p = -pa>2(x2 + y1)+ p g (h -z)------—1
2 4

2. z o'qini yuqoridan pastga qaratamiz. Bernulli integrali:

£o+I v2_ £o+i v : 
p 2 p 2

p0 — tashqi atmosfera bosimi, z ~ suyuqlik sirtining boshlang’ich 
balandligi. Uzliksizlik tenglamasi: SV = .vu Natija:

2gz/ • Agar s/5 «  1 bo'lsa u2 = 2gz deb olish mumkin. 
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3. Uzliksizlik tenglamasi SV = su , tezlik uchun awalgi masalada olingan 

tenglama v 2 = 2gy va s  = /cx2 larni birlashtiramiz: nx2V = s j lg y  .

Bunday tenglama bilan aniqlanadigan chiziq klepsidra deyiladi.
4. Bu holda Eyler tenglamasi:

P
Uning faqat radial komponentasi qoladi, shaming ichida:

R radiusli shar uchun:

Ravshanki, p(R) = 0. Shaming sirtidagi tortish kuchi tezlanishini gR 
deb olib shaming markazidagi bosim uchun quyidagi formula olinadi.

Demak,

0

¥



Vektor algebra

Vektorlar ustida amallami bajarishning bir necha yo'llari bor. Shular 
ichida analitik metod o'zining umumiyligi va soddaligi bilan ajralib turadi. 
Mana shu metodni o'rganaylik. Biz faqat uch o'lchamli vektorlar bilangina 
shug'ullanamiz.

Skalar ko'paytma tushunchasidan boshlaymiz. Ikki vektorning skalar 
ko'paytmasi quyidagicha aniqlangan:

2
A В = A XBX + AVB} + A,BZ = ДВ, + А^В2 + A}By = £ A Br  (A.14)

Vektorning x, y, z komponentalarini 1 ,2 ,3  deb belgilash qulaydir.
Skalar ko'paytma natijasida skalar kattalik paydo bladi. Quyidagicha qoida 
kiritaylik (Einstein qoidasi): ikki mana uchragan indeks bo'yicha yig'indi 
ko'zda tutiladi. Bu holda yuqoridagi formulani yig'indi belgisiz yozishimiz 
mumkin:

А В = А Д . (A. 15)

Bunday indekslarni soqov indekslar deymiz. Qoida kiritilishining sababi -  
formulalarning yozilishini soddalashtirish. Masalan, to'rtta vektorning skalar 
ko'paytmalarining ko'paytmasi:

(A  B ) (C  D) = AtBiC jD j . (A. 16)

Agar soqov indeks tushunchasidan foydalanmasak o'ng tomonda ikkita yig'indi 
belgisini yozishimiz kerak bo'lgan bo'lar edi — biri / bo'yicha, ikkinchisay 
bo'yicha (ikkalasi 1 dan 3 gacha). Soqov indekslarni bir-biridan farq qilish 
kerak -  agar ifodada bir-necha soqov indeks ishtirok etsa ularning har biri 
o'z harfi bilan belgilanishi kerak. Ozod indeks tushunchasini ham kiritaylik

(A), = Д . (A. 17)
Biz bu belgilash bilan chap tomondagi vektorning /-nchi komponentasi At 
ekanligini ko'rsatmoqchimiz.

Masalan, A vektori В ■ С skalar ko'paytmaga ko'paytirilgan bo'lsin.
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Hosil bo'lgan vektorning /-nchi komponentasi nimaga teng? Javob:

(A ( B - C ) )  = AlBiC r  (A. 18)

Endi Kronekker simvolini kiritaylik:

, .  agar / = j  bo 'lsa,
O, ~■tv agar i *  j  bo'lsa. (A. 19)

Bu simvolni ikki vektorning skalar ko'paytmasining ta’rifida ishlatishimiz 
mumkin:

A B = A,Bl = 8 IJAiBl . (A.20)
O'ng tomonda ikkita soqov indeks bo'yicha yig 'indi ketayapti. Oxirgi 
formula

A  = SyAj (A.21)

ga asoslangandir (/ bo'yicha yig'indida faqatgina bitta had qoladi -  j  = i 
bo'lgan had).

Birlik antisimmetrik tenzor tushunchasini kiritaylik:

1 agar ijk = 123.231,312 ketma -  kelliklami xosil qilsa,

0 agar I, j ,  к laming biror ikkitasi teng bo’lsa.

-1 qolgan hollarda

Ya ni, £12j -  C231 = CJ12 = 1,

£ jij = Сиг = f j 2i ~ . £\2i = е пз = е зз2 =  • • • =  0  Ta’rifdan ko'rinib 
turibdiki, ushbu tenzoming indekslari o'mini siklik ravishda almashtirishimiz 
mumkin:

£„* = £ » =  (A.23)
Birlik antisimmetrik tenzor o'zining indekslari bo'yicha antisimmetrikdir:

(A.24)
Natijada uning ixtiyoriy ikki indeksi bir-biriga teng bo'lib qolsa u nolga 

teng b lad i: £Uj = £ш = £ш = 0  va h .k . Bu uch undeksli katta lik
(psevdo)tenzomi xosil qiladi. Shu tenzor yordamida ikki vektorning vektor 
ko'paytmasini quyidagicha ta’riflashimiz mumkin:

[A B ], = eijkAJBk. (A.25)
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Tekshirib ko‘raylik. j = 1 bo'lsin:

[A B ], = [A B ], = £ ljkAjBk. (A. 26)
O'ng tomondagi ikkita yig'indi ostida soqov indekslarу va к faqatgina 2 va
3 qiymatlarni qabul qilgan hadlargina nolga teng emas:

e llkA B k = £12,A ,B , + e ,,2A ,fl2 = A,B, -  (A.27)
Olgan natijamizni o'zimizga ma'lum ko'rinishga keltirib olish mumkin:

[A B ], = A,B, -  A,B2 = -  A.By. (A.28)

Demak, tenzori vektor ko'paytmani kompakt ko'rinishda yozib olishga 
imkon berar ekan. Agar shu tenzoming quyidagi xossalarini kiritsak:

îjk̂ ibn = ~ ^km' îjk̂ ijk = (A.29)
vektor algebrasida uchraydigan eng murakkab ifodalami ham soddalashtirish 
imkoniyatiga ega blamiz. Bu xossalarning birinchisini to'g'ridan-to'g'ri 
tekshirib ko'rishgina mumkin. Ikkinchisi esa birinchisidan uni 5, ga 
ko'paytirib soqov indekslar bo'yicha yig'indini xisoblab olinadi. Uchinchisi 
ikkinchisini 5Ы ga ko'paytirib olinadi.

Kiritilgan formulalaming qanday ishlashini misollarda ko'rib chiqaylik. 
A. l-misol. Uch vektorning qo'shma ko'paytmasini toping.

А [В С ] = Д [В С ], = е,)кА,В£к. (A.30)
Agar (A.23) ni eslasak uch vektor qshma ko'paytmasining bizga ma’lum bir 
xossasini olgan bo'lamiz:

A [B C ] = B [CA]  = C [AB]  (A.31)

A.2-misol.

(AB][CD] = (AB]1[CDl=£1,/t,fl,eil.C,D. =

= ( V . - V . ) W A = ( * 4 ( b d ) - (a -dK » c) (a11)
А.З-misol. Birlik antisimmetrik tenzoming antisimmetrikligidan 

foydalanib
A [AB]  = О (A33)

ekanligini ko‘rsating.
Isbot.

A [AB]  = e iJkA,AlBk. (A.34)
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Bu ifodada uchta soqov indeks bor -  /, j ,  к ularning har biri bo'yicha 1 
dan 3 gacha yig'indi ko'zda tutilgan. К indeksni olaylik va uning har bir 
qiymati uchun nol olishni ko'rsataylik. к =3 dan boshlaylik. Unda

e ^ A j B j  = (Д/Ц -  /ЦД = О (A.35)
boMadi. Shu muloxazani к =1 va A: =2 xollar uchun ham qaytarishimiz 
mumkin, har gal ham nolni olamiz. Umumiy natija ham nolga tengdir. 

Uchta vektoming vektor ko'paytmasini ko'raylik:

[А[ВСЦ = £,Л,[ВС], =

= ( 8„Sl m = Д (А  C ) - C . ( A  B ), <A36) 

yoki, to'liq ravishda vektor ko'rinishga o'tsak:

[A [B C ]] = B(A  C ) - C ( A  B ). (A.37)
Asosiy tekstda uchta vektorning vektor ko'paytmasi uchraganda ularda 

ham huddi (A .36) formulasidagi tartib ko'zda tutilgan -  birinchi vektor 
ikkinchi va uchinchi vektorlarning vektor ko'paytmasiga vektor ravishda 
ko'paytirilgan.
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