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N aza r iy  m ex a n ik a  fani m o d d i y  j i s m l a r n in g  o 'z a ro  t a ’s i r in i ,  
mexanik  harakatning u m u m iy  qoruinlarini  va muvozana t  shartlarini  
o ' rganadi .

Tabia tdagi  b a r c h a  j i sm la r  m a t e r i y a d a n  iboraidi r .  N a z a r i y  
mexanikada mater iyaning alohida Hzik-kimyoviy xossalari e ’t iborga  
o i inmaydi .  M at er iy a  d o im o  h a raka tda  boMganl igidan,  uni vaqt  va 
fazodan ajratib tasvirlab bo ' lmaydi .  N a z a r i y  mcxanikaning vazifasi 
m odd iy  j i sn la rn ing  vaqt  o ‘tishi b i lan f a z o d a  bir-b irki riga n i s b a t a n  
q o ‘zg'al ishkirni o 'rganis l i  h a m d a  J ismkarning m u v o zan a td a  b o ‘lish 
hollarini  t ek sh i r i shdan  iborat.

N aza r iy  mexan ika  kursi, odaida ,  klassik mexan ika  deb a la ladi .  
Klassik mexan ikada  m o d d iy j i s m k im in g  o ‘za ro  mexanik  t a ’sirini va  
bu la ' s i r  na t i jas ida  holali  h a m d a  ha ra k a t in i  h i sobga olishga as os  
solgan — Shaqn ing  X —Xi asrlarida ijod e tg an  buyuk mutafakkir lari  
Abu Ali ibn S ino ,  Abu  Rayhon  Bcru n iy  va i tal iya o limi  G a h l y e o  
Galilyey (1564— 1642), ingliz matemat igi  va mexanigi  Isaak N y i i ton  
(1642— 1727) iar h isoblanadi .  M e x a n ik  t a ’s i r  nat ijasida m o d d i y  
j i smlar ning sh ak h  (uni  tashkil  q i luvchi  za rr a la rn ing joykashish  
l anibi ) ,  holat i  va harakati  o ‘zgaradi.  M e x a n i k  t a ’sirni tavs if lovchi  
omil sifatida kuch tu shun chas i  kiril i ladi.

N aza r iy  m ex a n ik a  q o ‘yilgan m as a l a k i r n in g  q an d a y  nu q tay i  
naza r i dan  tekshi r is higa  qa rab,  u ch  q i s m g a  boMinadi;  s ta t ik a ,  
kinem atika  va d inam ika .

Ushbu darsl ikda nazariy m ex an ik a n in g  sia tika  va k inem aiikaga  
doi r  masalalari  o ‘rganiladi.  K i to b n in g  asos i  si fat ida h a m m u a l l i f  
A.Tikivov t o m o n i d a n  S am arq a n d  dav la t  univers itet i  ta i aba lar iga  
uzluks iz  o ' q i l a y o t g a n  m a ’ru z a l a r  o l i n g a n .  l i n i n g  t ark ib i  va  
m a z m u n ig a  Moskv a,  San k t -P et erbu rg ,  N i j n i y  N ov go rod ,  K iev  
va 0 ‘zbekiston mi ll iy universitctkiri kafedra la r i  b ilan ilmiy, o ‘q u v -  
u s l u b i y  s o h a l a r i d a g i  h a m k o r l i k  h a m d a  u n i v e r s i t e t  t a l a b a -  
lar iga mexanika  fanining yetuk olimlari V .G .  Vilke, V.K. Prokopov ,



Yu.I .  N e y m a r k ,  N .A .F u fa y e v ,  N.V,  B u ten in ,  I .A.Kukles ,  H.R.  
R ah im ov ,  T . N . N u r o v  va T.Sh.  Shirinqulovlar t o m o n id a n  o ‘qilgan 
m a ’ruzala rning  h a m  ijobiy t a ’siri bor.

Darsl ik 1 1 b o b d a n  iboral .  Birinchi b o b d a  s tat ikaning asosiy 
tu sh unch al a r i ,  a k s i o m a l a r i ,  b o g l a n i s h l a r  h a m d a  ularning turlari ,  
h;ir nuqtada  kes i shuvch i  ku ch la r  sistemasi  va u larn ing muvozana t  
sha r t l a r i ,  m a r k a z g a  va  o ' q q a  n i sb a t an  k u ch  h a m d a  k u c h la r  
s is temasining m o m e n t ! ,  tekislikda kuchlar  s istemasining xos-salari,  
k uch  va k u c h la r  s i s te m as in in g  nuqtaga  h a m d a  o ‘qqa nisbatan  
m o m e n t ig a  d o i r  m asa l a la rn in g  yechimi  keliirilgan.

Ikkinchi bobda b i r  t o m o n g a  y o ‘nalgan ikki parallel kuch la r  
sistemasi,  q a r a m a - q a r s h i  t o m o n g a  y o ‘nalgan ikkita parallel kuchlar 
s is temasi ,  tekis l ikda  ju f t  kuch la r  sistemasi va u larn ing muvozana t  
shar tlar iga  d o i r  n aza r iy a la r ,  b ir  tekislikda y o tgan  parallel kuch lar  
s is temasin inig  m u v o z a n a t  shait lar i ,  tekisl ikda ixtiyoriy ravishda 
joy la shgan k u c h l a r  s i s te m as in in g  m u v o z a n a t  shar t lar i ,  paralel  
k u c h l a r  m a r k a z i ,  ogM rl ik  m a r k a z i ,  ogMri ik  m a r k a z i n i n g  
koordinata la r in i  t o p i s h  usullari ,  ba'zi  odd iy  j i sm lar n in g  o g ‘irlik 
m ar k a z in i  a n i q l a s h ,  G u l d e n - P a p  t e o r e m a l a r i  kabi m asa la la r  
b ay o n  etiladi.

Uchinchi bobda ta q s im la n g an  kuchlar ,  to 'g r i  chiz iq  kesmasi  
b o ‘yicha  d o i m iy  in tens iv l ik  b ilan t aqs im la ngan  parallel kuchlar ,  
t o “g ‘ri ch iz iq  ke sm a s i  b o 'y i c h a  taqs imlani sh  intensivligi chiziqli  
q o n u n  bilan o ‘zg a ruvch i  parallel kuchlar ,  ba lkan ing qistirilgan 
nuqtas in ing  reaksiyas i ,  t aqs imlangan  ku ch lar ga  do i r  masalalar ,  
qa t t iq  j i smla r  s i s t e m a s in in g  muvozana t i ,  qa t t iq  j i smla r  s i s tema­
s in ing m u v o z a n a t ig a  d o i r  masa la la r  bayon  etiladi.

T o ‘rtin ch i b o b id a  s i r p a n i s h d a g i  i s h q a l a n i s h  q o n u n l a r i ,  
yumalashda hosil b o ‘ladigan ishqalanish kuchi ,  ferma steijenlaridagi 
z o ‘riq ishlarning tu g u n l a r n i  qirqish usuli b i lan  topish ,  i shqalanish 
kuchi  tufayli y u z a g a  kel adigan j i smlar  m u v o zan a t in i  tekshi rishga 
d o i r  masala larni  y ec h i s h  u ch u n  uslubiy tavs iyalar ,  yumal ashda  
hosil  b o ‘l ad igan  i s h q a l a n i s h  kuchini  t o p i s h g a  do i r  masala lar ,  
fe rmala r  h i sobiga  d o i r  masala larning tugun la r in i  qirqish usuli 
b i lan  yechishga d o i r  us lub iy  tavsiyalar b a y o n  etiladi.



Bcshinchi bobda fazoda l a ’sir chiziq lar i  bi r  nuqtada  kes ishuvchi  
va ixt iyoriy ravishda joylashgan k u c h l a r  s is temas in ing m u v o z a n a t  
shartlari ,  ju f t l ar  si stemasini  q o ‘shi sh ,  fazoda ixtiyoriy r a v i s h d a  
joylashgan ku c h la r  sistemasini  be r i lgan  m ark a zg a  va u larn i  b i t t a  
bosh vektorga  h a m d a  bosh m o m e n t g a  kelt irish,  bosh  v e k - t o r  va  
bo sh  m o m e n t n i  h i so b lash  f o r m u l a l a r i ,  k u c h l a r  s i s t e m a s i n i  
kel ti r i shning xususiy hollari.  fazoda paral lel  kuch la r  s i s t e m a s in in g  
m u vozana t  shar t lar i ,  fazoda ke s ishuv ch i  k u c h la r  s i s t e m a s i n in g  
m u v o zan a t ig a  d o i r  masalalarni  y e c h i s h  uslubi ,  k u ch la r  s i s t e ­
masini  kel t ir ishga do i r  masala lar ,  f a z o d a  ixtiyoriy ravishda j o y ­
lashgan k u c h l a r  s is temasining m u v o z a n a t i g a  d o i r  m a s a l a l a r n i  
yechish  b o ‘y i ch a  tavsiyalar b a y o n  e t i ladi .

O ltinchi bobda k inem at ikan ing  asos iy  tu shuncha la r i ,  n u q t a  
h a r a k a t in in g  ber i l i sh  usul lari .  n u q t a n i n g  t rayek to r iy a  b o ‘y l a b  
h a r aka t  q o n u n i g a  d o i r  m a s a l a la r n i  y e c h i s h  b o ‘y i ch a  u s l u b i y  
tavsiyalar,  m o d d i y  nuq tan ing tezligi,  n u q t a  tezligini  t op i shga d o i r  
masalalarni  yechish  bo 'y icha  uslubiy tavsiyalar ,  m odd iy  n u q t a n i n g  
tezlanishi ,  di fferensial  geom et r iyadan  b a ’zi m a ’lumot la r ,  h a r a k a t i  
tabi iy usu lda  ber i lgan nuq taning t ez l ani shi ,  n u q tan in g  t ek is  va  
tekis o ' z g a r u v c h a n  haraka t i ,  a y l a n a  b o ' y l a b  h a r a k a t l a n u v c h i  
nu qtaning  tezlanishi ,  nuqta tez lan ish in ing  q u tb  koord inata la r idag i  
i fodas i,  n u q t a  t ez la n ishin i  t o p i s h g a  d o i r  mas a la la rn i  y e c h i s h  
b o 'y i c h a  us lub iy  tavsiyalar,  egri ch iz iq l i  koo rd in a ta la r ,  s f e r ik  
ko ord ina ta la r  s is temasi ,  tezl ikning egri chiz iq l i  k o o rd in a ta la rd ag i  
ifodasi,  t ez l a n is h n in g  egri chiziql i  k o o rd in a ta la rd ag i  i fodas i,  egr i  
chiziqli koordinatalar sistemasida nuqta tezligi va tezlanishini topishga 
doi r  us lubiy tavs iyalar kabi m as al a la r  b a y o n  etilgan.

Yettinchi bobida mexanik  s i s te m a  va qat t iq  j i s m n in g  e r k in l ik  
darajasi ,  qa t t iq  j i s m n in g  i lgar i l anma ha r ak a t i ,  qat t iq  j i s m n i n g  
q o ‘zg ‘a lm as  o ' q  at rof idagi  a y l a n m a  h a r a k a t i ,  qa t t iq  j i s m n i n g  
i lgari lanma va q o ‘zg ‘aImas o ‘q a trof idagi  a y l a n m a  haraka t iga  d o i r  
masala lar  yec hi sh  b o ‘yicha us lubiy t avs iyala r  bay o n  eti lgan.

Sakkzinchi bobda qattiq j i s m n in g  teki s  parallel  har akat iga  d o i r  
asos iy  t u s h u n c h a l a r ,  tekis sh ak l  n u q t a l a r i n i n g  t ez l ik la r i  v a  
t c z lan is h la r i ,  t e z l a n i s h l a r  o n i y  m a r k a z i ,  t ek i s  s h a k l n i n g  o ‘z



tekis l igidagi  h a r a k a t  t e n g h im a s i ,  qatt iq j i s m n i n g  tekis parellel 
h a r ak a t ig a  do i r  m a s a l a la r n i  yechish  b o ‘y icha  us lubiy  tavsiyalar 
berilgan.

T o‘qqizinchi bobda bi l ta  q o ‘zg‘almas nuqtaga  cga boMagn qattiq 
j i s m n i n g  h a r aka t  t e n g la m a la r i ,  oniy  aylanish o ‘qi ,  aksoidlar ,  bi tta 
q o ‘zg ‘almas nuqtaga ega bo ' lgan qatt iqj ismning on iy  biirchak tezligi 
v a  o n iy  b u rc h ak  t e z lan is h i ,  Eyler  va Kri lov bu rc hak la r i ,  burchak 
t ez la n ishini  h isob lash ,  q a t t iq  j i smni ng  bi t ta q o ‘z g ‘a lmas  nuqta  
at rof idagi  harakat iga  d o i r  masalalarni  yechish  bo^yicha uslubiy 
tavs iyala r  yorit i lgan.

0 ‘n inch i b obda m o d d i y  n u q t a n i n g  m u r a k k a b  h a r a k a t i  
t o ‘g ‘risidagi asosiy i a ’riflar, vektorning absolut  va nisbiy hosilalalri,  
t e z l ik la r  h a m d a  t e z l a n i s h l a r n i  q o 's h i s h  h a q i d a g i  t eo re m a la r ,  
n u q t a n i n g  m u rak k a b  harakat iga  doir masala larni  yechish  bo 'y ich a  
us lubiy  tavs iyalar  b a y o n  eti lgan.

0 ‘nbirinchi bobda qat t iq j i sm ning  i lgari lanma va aylanma hara-  
kat lar in i  q o 's h i sh ,  q a t t i q  j i s m  harakat larini  q o 's h i s h n i n g  u m u m iy  
hol i,  qa t t i q j i sm n in g  m u r a k k a b  harakatiga do i r  masalalarni  yechish 
b o 'y i c h a  uslubiy tavsiyalar ,  p lanetar  va differercnsial tishli uza tm a-  
la rn ing  b u r c h ak  tez l ik lar in i  topishga d o i r  m asa la la r  yoritilgan.

Naza r iy  masa la la rni  bayo n  etishda misol va  masala lardan keng 
foydalanilgan,  h a r  b i r  paragrafn ing  oxirida mustaqi i  ishlash uch u n  
masala lar ,  savol va  to p sh i r iq ia r  berilgan.

Ol iy o ' q u v  yu r t l ar i  ta labalar i  u c h u n  « N a z a r i y  mexanika» 
f a n i d a n  o ‘zb c k  t i l i d a  m a r h u m  us toz im iz  M .  O ' r o zb o y ev ,  P. 
Shohaydarova va J. Z oi ro v,  T.R.  Rashidov, Sh.  Shoziyotov va K.B. 
M o ' m i n o v ,  Y u . N . Y o q u b o v  va S.A. Saidov,  S. Q. Az iz-Ooriyev 
t o m o n i d a n  y a r a t i l g a n  k i t o b l a r  « N a z a r i y  m e x a n i k a »  f a n in i  
o 'q i t i sh d a ,  tabi iyki,  i jobiy  rol o ‘ynadi.

T a l a b a l a r g a  t a v s i y a  e t i l ay o tg an  u s h b u  d a r s l i k  « N a z a r i y  
mexanika» fani b o 'y i c h a  davlat ta ’lim s tandartl ida ko'rsatilgan o ‘quv 
das tur lar iga va uz luks iz  t a ’l im tizimi u c h u n  o ' q u v  adabiyot larning 
yangi  avlodini  yar a t i sh  konsepsiyas iga lo ' l i q  j a v o b  beradi.

Ki tob  k a m c h i l i k l a r d a n  xoli bo ' lmaganl ig i  tufayli,  mual lif lar  
ki tob haqidagi  t anq id iy  fikr va mulohaza lami  minnatdorchi l ik  bilan 
qabul  q iladi lar  va o l d i n d a n  o ' z  tashakkur in i  i zho r  etadilar.



K i to b n in g  q o l y o z m a s i  b i lan mufassa l  tanishib ,  u n i n g  si fati i i i  
yaxshilash y o ‘lida tbydali ko 'sa tma va maslahal larbergan taqr izchi lar  
f i z ik a -m a tem a l ik a  fanlari do k o r i ,  pro fes so r  J .Oqi lov va f i z ika  - 
m a t c m a t i k a  fanlari  no m zo d i ,  d o t s c n t  J, Q^yurnovga,  m a t n i n i  
ko m pyu tc rg a  ki ri tgan va maket in i  tuz ib  n a s h r e t i s h g a  t a y y o r l a g a n  
G .  Israfi lova va  S. G o n c h a r o v a l a r g a  o ‘z m in n a t d o r c h i l i g im i z n i  
bildiramiz.

M u a llifla r



S T A T I K A

I BOB. STATIKANING ASOSIY AKSIO MALARI.
TEKISLIKDA K E S I S H U V C H I  KUCHIAR  S IS T E M A S I

Bu b o b d a  s t a t i k a n i n g  asos iy  t u s h u n c h a l a r i ,  ak s io m ala r i ,  
bogManishlar  va u la rn ing  turlar i ,  bi r  nuqtada  kes ishuvchi  kuchlar  
s is tem asi  va u larn ing m u v o z a n a t  shartlari ,  m ark a z g a  va o ‘qqa 
n i s b a t a n  kuch  h a m d a  k u c h l a r  s is temasining m o m e n t i ,  tekislikda 
k u c h l a r  s i s temasining xossalar i ,  kuch va k u c h la r  s istemasining 
n u q t a g a  h a m d a  o ‘q q a  n i s b a t a n  m o m en t ig a  d o i r  masala larning 
y ec h im i  keltirilgan.

1.1 . Statikaning asosiy  tushunchalari va aksiomalari

M o d d i y  nuqta ,  m e x a n i k  s istema,  qatt iq j i s m ,  kuch ,  kuch lar  
s istemasi  va b o g ian i sh la r .

S t a t i k a  b o M im id a  k u c h l a r  s is temasi  t a ’s i r i d ag i  m e x a n i k  
s is temaning yoki mexan ik  s is temaga qo^yilgan kuchlar  sistemasining 
m u v o z a n a t  shar tlar i  o ‘rgani ladi .  Stat ikaning asos iy  tusgunchalari :  
m o d d i y  nuqta ,  m ex an ik  s is te m a ,  qatt iq j i sm va ku ch la r  hisobla-  
nadi.

M o d d iy  n iqta  d e g a n d a  oMchamlari va shakli e ’t iborga o l inmay-  
d ig an  h a m d a  massas i b i r  n u q taga  joylashgan d eb  qara ladigan  j ism 
tushini ladi .

H a r  bi r  nuq tas in ing  ha rakat i  qolgan nu q ta l ar in ing  holat i  va 
haraka t iga  b o g ‘iiq b o l g a n  m o d d iy  nu q ta l ar  l o ‘pl am iga  m e xa n ik  
s is tem a  deyiladi.

Ixtiyoriy ikkita nuqlas i  orasidagi masofa o ‘zgarmas  va massasi 
uz luk s iz  t a q s i m la n g a n  m e x a n i k  .sistemaga a h so lu t q a ttiq  j is m  
deyiladi.

M o d d iy  j i sm la r n in g  o ‘za ro  ta’sirini xarakter lovchi  kattalikka 
k u c h  deyiladi.



N a z a r i y  mexan ikada  k u c h  tu s h u n c h a s i  asos iy  b i r l a m c h i  
t u s h u n c h a  hivSoblanadi. K u c h  v ek to r  kattalik boMib, u o ‘z in in g  
son qiymal i  (miqdor i )  yoki m o d u H ,  qo 'y il i sh  nuqtas i  va  y o ‘nalishi  
bilan xarakterlanadi ,  Kuch vcktori  b i lan us lma-ust  tu shuvch i  t o ‘g ‘ri 
chiziqqa,  shu  kuchning ta ’sir ch iz ig ' i  deb ataladi.  K u ch la r  s is tem a si 
deb qa r a l ayo tgan  qalt iq j i s m g a  yoki  mexan ik  s i s te m a n u q ta l a r ig a  
q o ‘yilgan kuchlar  to^plamiga aytiladi.  B itta nuqtaga q o ‘yilgan kuch la r  
s is temasini  hatTi qarash m u m k in .

J i smga t a ’s ir  ctuvchi ..... kuch la r  t o ' p l a m i g a  k u c h l a r

s is temasi deyiladi.
Beri lgan ( y - j , k u c h l a r  s is temasi  t a ’s i r idan  q a t t i q  j i sm  

yoki mexan ik  sistema o^zining t i n c h  holaiini  yoki inersial haraka t in i  
o 'z g a r t i rm a sa ,  b u n d ay  s i s te m ag a nolga  ekvivalent yoki  m u v o z a -  
na t l ashgan kuch la r  sistemasi deyi ladi  va quyidagicha  yozi ladi ;

F„F,....,F„) ~ 0 .

Q a t t iq  j i smga qo 'yi lgan F  ) k u ch la r  s i s t e m a s i n i n g

t a ’sirini b o s h q a  bir  . à  ) k u c h la r  s i s temasining t a ’siri b i lan
a l m a s h t i r i s h  m u m k i n  boMsa,  b u n d a y  k u c h l a r  s i s t e m a l a r i g a  
ekvivalent kuch la r  sistemalari dey i ladi  va quy idagicha  yoz i ladi :

K u c h l a r  s i s temasining j i s m g a  k o ‘rsa tad igan  l a ’s i r in i  b i t t a  
k u c h n i n g  t a ’siri b i lan a l m a s h t i r i s h  m u m k i n  b o i s a ,  b u  k u c h  
ber i lgan k u c h l a r  s i s t e m a s in in g  te ng  t a ’s ir  e tuvch i s i  dey i l ad i .

) kuch la r  s is temas in ing  teng  t a ’sir e tuvchi s in i  R b i l an  
belgilasak,  u holda  quyidagi i foda  hosi l  b o l ad i .

Statika aksiom alari

1-aksiom a (Ikki kuchning m uvo/anati haqidagi a k sio n ia ).
Q att iq j i s m n in g  ixtiyoriy ikkta nuqtas iga  q o ’yilgan, m iqd or la r i  teng



va s h u  n u q ta l a rd an  o ‘tuvch i  t o ‘g ‘ri chiziq b o ‘ylab q a r am a-q a r sh i  
t o m o n g a  yo ^ n a lg a n  ikk i ta  k u c h  m u v o z a n a t l a s h g a n  k u c h l a r  
s i s t e m a s in i  hosil qiladi ( I - s h a k l ) .  Xususiy ho ld a  q a t t i q j i s m n i n g  
b i t t a  nu q tas ig a  q o ‘yi lgan,  miqdor l ar i  teng va b i r  t o ‘g ‘ri chiziq 
b o ' y i a b  q a r am a- q a r s h i  t o m o n g a  y o ‘na!gan ikkita kuch  m u v o z a ­
n a t l a s h g a n  kuch la r  s is te m as in i  tashkil etadi ( 2-shakl) .

/-shakl. 2-shakl.

2-ak sion ia  (N olga  ekvivalent kuchlar sistem asini q o ‘shish yoki 
a y ir ish  haqidagi a k s io n ia ). Q a t t i q  j i s m g a  q o ‘yi lgan  k u c h l a r  
s i s temasiga  nolga ekvivalent ku ch la r  sistemasi q o ‘shilsa yoki ayirlsa, 
k u c h l a r  s i s te m as in in g  j i s m g a  ko ' r sa tadigan ta ' s i r i  o ‘zga rm aydi ,  
b o s h q a c h a  a y tg an d a ,  das t l ab k i  kuch la r  s is temas iga  ekvivalent  
k u c h l a r  s is temasi  hosi l  boMadi .

Natija. Qatt iq  j i s m n i n g  b i r o r  nugtasiga qo 'y i lgan  kuchn ing 
m i q d o r i  va yo 'n a l i sh in i  o ‘zga r t i rm asd an  j i s m n i n g  kuch  ta ' s i r  
chizigMda yotuvchi ixtiyoriy nuqtasiga ko‘chi i^anda kuchning j ismga 
k o ‘r sa tadigan  t a ’siri o ‘zg a rm a y d i .

Isb o t. Qatt iq  j i s m n i n g  b i r o r  A nuqtas iga I \  kuch  q o ‘yilgan 
b o i s i n .  J i sm ning  kuch t a ’s ir  chi z iq ida  yotgan ixtiyoriy B  nuqtasiga

shunday 0 sistemani qo'yapmizki, bunda = F^~ va

}\ t t  F ;, F, T I  F̂  b o ‘ lsin (3-shakl).

2-aks iomag a asosan ^  birinchi aks iomaga asosan

F „ F , ) ~ Q -



Nati jada

3-aksiom a. Ikkita nolga ekvivalent kuch lar  s i s temasi  o ‘zaro  
ekvivalent  b o l a d i ,  ya'ni

....

4-ak siom a (Parallclogram ni aksion iasi). Q a t t i q j i s m n i n g  bi t ta 
nuqtas iga  q o ‘yilgan ikkita paral lel  b o l m a g a n  k u c h l a r  t e n g  t a ’sir 
e t u v c h i s i n i n g  m odu l i  bu k u c h l a r g a  qu r i lgan  p a r a l l e l o g r a m m  
di i igonaliga te ng  h a m d a  s h u  d i a g o n a l  b o ‘ylab y o ' n a l g a n  boMadi 
( 4 - shak l ) :

+ R = +  F 2 +  2/^,/ s  c o s «  ,

\  '  I /  D  ’  '  D

5-ak siom a (T a ’sir va a k sta ’sir prinsipi). ikki qa t iq  j i s m n i n g  
o ‘za ro  t a ’siri m iq d o r  j iha t id an  te ng  va b i r  t o ‘g' r i  c h i z i q  b o ‘ylab  
q a r am a-q a r sh i  t o m o n g a  yo ‘nal gan  boMadi (5-shakl) .

A B A B

5-shakt. 

I I



6-a k sio m a  (Q otish  prinsip i). Qatt iq boMmagan Jism kuch lar  
s istemasi t a ’siridan m uvozana tda  boMsaJism qattiq hoiatga o ‘tganda 
h a m  u n i n g  m uvozana t i  bu z i lm ayd i .

Bo g ‘la n ish  a k s io m a s i. E rk s i z  q a t t i q  J i s m g a  q o ‘yi lgan  
bogManish lar  t a ’sirini b o g i a n i s h  rcaksiyalari b i lan a lmasht i r ib ,  
j i s m n i  be r i l gan akt iv k u c h l a r  va b o g i a n i s h  reaksiyalari  t a ’siridagi 
erk in  q a t t iq  j i sm deb q a ra s h  m u m k in .

A so siy  birliklar s istem a si. Mexanik  m iq d o r la rn in g  o ' lchovi  
u c h u n  u c h t a  asosiy birlikni kiritish yctarli, Bulardan ikkitasi uzunl ik 
va vaqt  birliklari b o ‘lsa, u c h i n c h i  o ‘lchov birligi s ifat ida massa  
yoki k u c h n i n g  o ‘l chov  biri igi  tanlanadi.  Kuch  va  massa  o ‘zaro 
d i n a m i k a n i n g  asosiy te ng lam as i

ku ch  =  m assa  x tezlanish

bi lan bogManganligi u c h u n  ul ardan  bittasini tanlash yetarli. Shuning  
u c h u n  h a m  ikkita asos iy  oMchov bi rl iklar s i s temas in i  kiritish 
mumkin.

a) B irinchi xil o ‘lchov biriiklar sistem asi. Bu s i s te m ad a asosiy 
o ‘l ch o v  birliklar: m aso fa ,  vaqt  va massa; kuch  hosi laviy biriik 
h i s o b l a n a d i .  B u n d a y  b i r i ik la r  s i s temasiga  fizik m iq d o r i a rn in g  
x a l q a r o  oMchov bi r l ik lar  s i s temas i  (SI)  kiradi.  B u n g a  asosan 
m e x a n i k  m iqdo r i arn ing o ' l c h o v  biriiklari: metr ,  k i logramm, massa 
va  seku nd .

SI s is tem asida  k u c h n i n g  oMchov biriigi si fat ida 1 kg massaga 
! m/sek^ tezlanish beruvchi  kuch miqdori  qabul qil ingan.  Kuchning 
b u  oMchov biriigiga n y u t o n  deyiladi;

I N ^ l  kg ■ I m/sek^ =1 k g m / s e k \
B ir inch i  xil o ‘l chov bi r l ik lar  s istemasiga f lz ikada keng qo ' l la -  

n i lad igan  S G S  sistemasi h a m  kiradi.  Bu s is temaning asosiy o ‘lchov 
biri iklari :  s an t imet r ,  g r a m m  m a s s a  va sekund. K u c h  birligi dina.  
I d i n a  ^  1()"^N.

b) Ikkinchi xil oMchov biriiklar sistem asi. Asosiy  oMchov 
bi ri iklar :  masofa ,  vaqt  va  kuch .  Bu s is temaga t ex n ik ad a  keng 
t a r q a lg a n  texnik o ‘lchov bi r i ik lar  sistemasi M K G S  kiradi.  Bunda  
asos iy  biriiklar: metr ,  k i l o g r a m m  kuch va sekun d.  M as san ing 
o ‘l c h o v  birligi



 ̂k g s e V  

m
SI va M K G S  o ‘Ichov bi r l ik lar  s i s temalar ida  k u c h n i n g  o ‘lchov 

birHklari quyidag icha  b o g i a n g a n :

Ik gk uc h  ^  9,81 N  yoki  1 N - 0 , 1 0 2 k g k u c h .

1.2 . BogManish va b og ian ish  rcaksiyalari

A g ar  s i s te m an ing ha r  b i r  nuq tas i  fa zoda ix t iyor iy  ho la t n i  
egallay olsa va ixtiyoriy t cz l ikka  cr isha  olsa,  b u n d a y  s i s te m ag a 
e rk in  sis tem a , aks holda  e r k s iz  s is tem a  deyiladi.  S istem a  holati 
va harakatiga chek qo^yuvchi sabablarga b o g ia n ish la r . A g a r  
b o g i a n i s h  s istema nu q ta l ar in ing  faqat  hola t igag ina  c h e k  qo 'y sa ,  
bu nday bog lan i sh g ag e o m c tr ik  b o g i a n i s h ,  holali h a m d a  tezliklariga 
chek qo^yganda esa b u n d a y  b o g i a n i s h g a  kinernat ik  b o g i a n i s h  
deyiladi.

B o g i a n i s h l a r  ichki va t a shq i  b o g i a n i s h l a r g a  b o i i n a d i .  Agar 
b o g i a n i s h  b u tu n  bir  s i s te m an ing  k o ‘chish iga  ch e k  q o ‘y m a s d a n ,  
u n ing  ay r im  nuqta lar ining n isb iy  ha raka t iga  ch e k  q o ‘ysa,  b u n d a y  
b o g i a n i s h g a  ich k i b o g ia n ish ,  b u t u n  s is tema k o ‘c h i s h i g a  ch e k  
q o ‘ysa, ta sh q i b o g ia n ish  dey i ladi .

B o g i a n i s h n i n g  j i sm g a  k o ‘r s a ta d ig a n  t a ’s i r in i  b e lg i l o v ch i  
kuchga  bog*Ianish rea k s iy a s i deyi ladi.  B o g i a n i s h d a g i  j i s m n i n g  
harakati  qaysi t o m o n d a n  c h e k la n g a n  b o i s a ,  reaks iya  kuch i  shu  
y o i i a l i s h g a  qa rama-qa rsh i  y o ‘na lg a n  b o i a d i .

J i sm la r  asosan ta yanch la r ,  iplar,  zanj ir lar  yoki t ross lar  va 
s ie i jenlarvositas ida  b o g i a n g a n  b o i a d i .  B o g ian i sh  reaksiyalarin ing 
aniqlash masalasi  stat ikaning asos iy  masala lar idan biri h i soblanadi .  
U m u m i y  hol da  masalani  y e c h m a s d a n  turib,  b o g i a n i s h  reaksiya-  
sini aniqlab  b o im a y d i .  Lekin ay r im  hol larda masalani  y ec h m a s d an ,  
reaksiya kuchlar in ing yo ‘nal ishini  aniqlash  m um kin .  M a s a la n ,  P 
ogi r l ikdag i  qal tiq j ism c h o ‘z i lm ay d ig an  ip y o r d a m id a  q o ‘zg ‘a!mas  
O n u q tag a  os ib  qo'y i lgan b o i s a ,  ip b o g i a n i s h  vazi fas in i  o i a y d i .  

Bu ho ld a  b o g i a n i s h  reaksiyasi  t  ip b o ‘ylab  0  n u q t a g a  qar ab



y o ' n a l g a n  b o ' l a d i  (6 - s h a k l ) .  S h u  ho lda  o g ‘ir J i sm t e b r a n m a  
h a r a k a t d a  boMsa, i pn ing reaksiya  kuchi ip b o ‘ylab  yo ‘nalgan 
boMadi ,  u n i n g  son qiymat i  n a t a q a t  P ga balki,  buri l ish  burchagi  
(p va  b u r c h a k  tezligi d ( p ! d t  la rga ham bogMiq, y a ’ni j i sm n ing  
h a r a k a t ig a  bogMiq bo ' l ad i  (7 -shakl ) .

XO

: ©

6-shakl.

J i s m  q o ‘ zg ‘ ahTias silUq sirtga tayangan boMsin. Bu holda sirtning 
reaksiya kuchi  j i sm bilan s i n n i n g  urinish nuqtasiga q o ‘yilgan boMib, 
s i r tn ing s h u  nuqtadagi  n o r m a h  bo 'y lab  yo'nalgan boMadi (8-shakl).  
Bu k u c h g a  n o rm a l r e a k s iy a  k u c h i  deyiladi. BogManish reaksiya- 
s in ing miqdor i  tashqi k uch ga va j i smning harakatiga b o g l i q  bo'ladi.

9-shakt. lO -shaki

A g a r  s i n  va j i sm silhq boMmasa,  bog ' lanish  reaksiyasi u larning 
u r i n i s h  n u q t a s i g a  q o ‘y i !g an  b o ‘Hb, y o ‘nal ishi  va  m i q d o r i n i  
m as a l a n i  y c c h m a s d a n  a n i q l a b  b o ‘lmaydi.  Bu ho ld a  b o g i a n i s h  
reaks iyas in ing  m iqdo r i  va  y o ‘nal ishi  j i sm h a m d a  s i r t larning fizik 
xossalar iga ,  tashqi  ku ch la rg a  va Jism harakat iga b o g l i q  b o i a d i .  
S i r t n in g  reaksiyasi  b u  h o l d a  s i r tn ing normal i  b o ‘ylab  y o ‘nalgan 
n o r m a l  reaks iyaga va  u r i n m a  tekisl ikda yotuvchi u r i n m a  reaksiya 
kuch la r iga  ajraladi (9-shakl) .  U r i n m a  reaksiya kuchiga  ishqalanish  
k u c h i  deyiladi.



Agar bog ' I ani sh  b i t ta  q o ‘zg ‘a lm as  O  n u q t a d a n  tashkil  t o p g a n  
b o i s a ,  b o g i a n i s h  reaksiyasi shu O n u q t a g a  q o ‘yiIib, yo ‘nahs h i  
va  miqdori  ixt iyor iy b o l i s h i  m u m k in  ( lO - sh a k l ) .  Bu holda  h a m  
b o g i a n i s h  reaksiyas ining miqdor i  va yoMialishi j i smga q o ‘yi lgan 
tashqi  kuchhirga h a m d a  j i s m n in g  hola t iga  va  harakat iga  b o g l i q  
boiadi.

Agar b o g i a n i s h  j i sm ning  ha rakat in i  b i t ta  tekishkdü y o tgan  
o ‘za ro  p e r p end iku lä r  ikkita yo 'na l ish  b o ' y i c h a  cheklasa,  b u n d a y  
b o g i a n i s h g a  t e x n i k a d a  s i l in d r ik  b o ^* la n ish  ( p o d s h i p n i k l a r )  
d e y i l a d i .  M a s a l a  y e c h i l a y o t g a n  v a q t d a  b u n d a y  b o g ‘l a n i s h  
reaksiyasini  k o o rd in a t a  o 'qlar i  bo 'y lab  y o l i a l g a n  ikkita o ' z a r o  
pe rpen d iku lär  tuzuvchi larga  ajratish qu la y  b o i a d i  ( l l - s h a k i ) .

I ¡-shakl.

Agar j i sm  b i t ta  q o ‘zg‘a l m as  n u q taga  ega  b o i s a ,  ya ’ni b i t ta  
nuq tas i  b i lan  b o g i a n g a n  b o i s a ,  b u n d a y  b o g i a n i s h g a  s f e r i k  
hogUanish deyi ladi .  Bu holda  b o g i a n i s h  reaksiyas ini  k o o rd in a t a  
o ‘qlari bo 'y lab  y o ‘nalgan o ‘zaro  p e r p e n d i k u l ä r  uch ta  tuzuvch iga  
ajratish qulay  ( 12-shnkl).

Mustaqii ishlash uchun savol va topshiriqiar

/. Mexanikaning asosiy fushunchalari nimalar?
2. Kuchlar sistemasi deganda nimani tushunasiz?
3. Qanday kuchlar sistemasiga muvozanatlashgan kuchlar sistemasi 

deyiladi?
4. Ekvivalent kuchlar sistemasi deganda nim ani tusbinasiz?
5. Bog'lanishlar deganda nimani tushunasiz?
6. Bog'Ianish aksiomasini ta'riflab, tushuntiring.



1.3. B ir nuqtada kesishuvchi kuchlar sistem asi

K u c h ,  k u c h l a r  s i s te m as i ,  t eng  t a ’s ir  e tuvchi  k u c h ,  k u ch  
ko 'p bur chag i .

1.3 .1 . K uchlar sistem asin i bitta teng ta ’sir ctuvchiga keltirish

T a ’s ir  ch iz iq la r i  b i r  n u q tad a  kes ishuvchi  kuch la r  s is temasiga  
b i r  nuqtada  kes i shuvch i  ku ch la r  s is temasi deyiladi.

Bir n u q t a d a  kes ishuvchi  kuch la r  s is temasining teng t a ’sir 
e tuvchisin i  t o p a m i z .  Qa t t iq  J ismga t a ’sir e tuvchi  b i r  n u q t a d a

kesishuvchi kuch la r  s is temasi ber i lgan b o i s i n .

Avval p a r a l l e l o g r a m m  a k s i o m a s i d a n  f o y d a la n ib  b e r i l g a n  
kuchlar  s i s t e m a s in in g  bir inchi  ikki tas in ing teng t a ’sir e tuvchis in i  
topamiz .  T e n g  t a ’s ir  e tuv ch in ing  modul i

= F , + F . :  +Yl-\KCos[f].''F,)

ga teng, y o l i a l i s h i  esa  quyidagi  m u n o sab a t l a r d an  topiladi: 

sin (/'’i. ^i ;  ) sin (/’’2-'^ [̂2 ) sin (/■’ . ^  .

Endi k u c h  bi lan  kuchni  yoki F^ . F , F^  kuch la rn ing  

teng  ta ' s i r  e tuvch i s i n i  topamiz:

{f , . i{ ) ~ R u -
b u n d a

Shu nga o 'x s h a sh  

b u n d a  

va hokazo.

(-^12'^3) ^123’



bunda

F „ y i i

R = f]+F, + F, + . . .  +f]^ = ^ F ^ (1.3.1)

S h u n d a y  qil ib,  b ir  n u q t a d a  kcs i sh u v ch i  k u c h la r  s i s t e m as i  
bi tta kuchga ekvivalent,  y a ’ni te ng  t a ’s i r  c tuvchiga  ega. Bu t e n g  
t a ’sir etuvchi ber ilgan sistemasi kuch la r in in g  geometr ik  yig‘indi s iga  
teng.

Bir n u g t a d a  kes ishuvchi k u c h l a r  s i s t e m as in in g  te ng  t a ’s i r  
e tuvchis ini  kuch  k o ‘pburchagini  q u r i s h  usuli  b i lan h a m  t o p i s h

mum kin .  B u n in g  u c h u n  ^  kuchni  k u c h l a r  s i s temasining m a rk a z i  

deb o hb ,  /'2 k uchn i  o ' z - o ‘ziga paral lel  rav ishda  s h u n d a y  k o ‘c h i -  

ramizki,  F^ k u c h n in g  boshi F̂  k u c h n i n g  oxiri  b i lan u s t m a - u s t  

tushs in .  X u d d i  s h u n d ay  F^ k uchn i  o ‘z - o ‘ziga paral lel  r a v i s h d a  

k o 'c h i r am iz ,  na t i jada  F  ̂ k u c h n in g  b o s h i  F^ k u ch n in g  oxiri  b i l a n  

u s tm a-u s t  tushs in  va hokazo,  s h u  ishni  d a v o m  ett irib,  oxi r i  F], 

kuchn i  k o ‘c h i rg a n im izd a  bu  k u c h i n i n g  bosh i  k u c h n in g  ox ir i  
b i lan  u s t m a - u s t  tushsin.  K u c h la r  s i s te m as i  m a rk a z id an  c h i q i b  

F̂ , k u c h n i n g  oxirin i  tu ta sh t i ruv ch i  R  k u c h  ber i lgan k u c h l a r  
s is temas in ing  teng  ta'sir  e tuvchis i  boMadi .  S h u n d a y  usul b i l a n  
quri lgan k o ‘p b u rc h a k k a  ku ch  ko ^p h u rch a g i d c y i h d i  ( 1 3 - sh a k l ) .

IJ-shakl.



K u c h la r  s is temasi  t e n g  t a ’sir e tuvchis in ing modul i  va y o ‘na-  
i ishini  anali tik usul  b i l an  h a m  topish m u m k in .

G e o m e t r i y a  k u r s i d a n  m a l u m k i ,  v e k t o r l a r  y i g ' i n d i s in i n g  
k o o rd in a t a  o ’qlar idagi  proyeksiyalari  ber i lgan vektor larning mos 
o 'q iar dag i  proeksiyalar i  y ig‘indisiga teng,  y a ’ni

/-.i i-=i t . i  

T en g  t a ’sir e t u v c h i n i n g  modul i  va yo^nal ishi  quyidagicha  
topiladi;

c o s { / ^ , ^ x ) c o s ( ^ , ^ y )  = ^ ,  c o s ( / ? , " ' z ) - ^ .

U ch kuch haqidagi teorcm a. Bir tekis l ikda yotgan uch ta  
k u c h la r  sistemasi  m u v o - z a n a t d a  b o ‘lsa, u la rn ing t a ’sir chiziqlari 
b i r  n u q tada  kesishadi .

¡4-shakl.

Isbot. Bir tekis l ikda yotgan  uchta  kuch  muvozanatda

boMsin.  Beri lgan va  F^ kuchlarni  t a ’s ir  chiz iq lar i  bo 'y lab  
kes ishish nuqtas iga k o ‘ch ir ib ,  ularni  paral lelogram qoidas iga ko' ra  
q o ‘s h am iz ,  nat i jada

g a  kelamiz ,  b u n d a



va a y t i l g a n i d c k ,  R^2 s i ^uchlar  m u v o z a n a t l a s h g a n  k u c h l a r  

sistemasini  hosil  qiladi. 1-a ks io m aga  as osan  b u  ikki kuch bi r  t o ‘g ‘ri 

chiz iq  b o 'y l ab  qar am a-qa rs hi  t o m o n g a  y o ‘nalgan va d e m a k  
kuchin ing t a ’sir chiz ig ‘i h a m  O  n u q t a d a n  o ' tadi .

1 .3 .2 . Bir nuqtada kesishuvchi kuchlar sistem asin ing  
muvozanat shartlari

T eorem a. Bir nuqtada  ke s ishuvchi  ku ch la r  sistemasi  m u v o z a ­
natd a  bo ' l i sh i  u ch u n  berilgan k u c h l a r  s i s temasining teng  t a ’s ir  
etuvchisi  nolga  teng bo' l ishi  za ru r  va  yetarl i,  yani

( 1 . 3 . 2 )
/-1

T o ‘g' r i  burchakl i  O xyz deka r t  k o o r d i n a t a l a r  s is temasini  t a n -  
lab,  (1 .3 .2) t eng lam an i  k o o r d i n a t a  o ‘qlar iga p ro y e k s ia la y m iz ,  
nat i jada u c h t a  skalar t englamala r  s i s temasin i  hosil  q i lamiz ,  y a ' n i

= ¿ í ; . = 0; =  í . = ¿ f ; _ ,  = o. (1 .3 .3 )
í - l  /-. I  ; = l

M u v o z a n a t d a g i  qat t iq  j i s m  e r k in  boMmasa,  b o g ' l a n i s h l a r  
aks iom as idan  foydalanib,  b o g ' l a n i s h l a r n i n g  j i smga k o ‘r s a ta d ig a n  
t a ’sirini u larning reaksiya kuchi b ilan a lmash t i ramiz .  Na t i j ada  a w a l  
h am  ayt i lganidek,  bun day j i sm ni  be r i l g an  ku ch la r  va b o g i a n i s h  
reaksiya kuchlar i  t a ’siridagi erkin  j i s m  d e b  qarash  m u m k in .

(1 .3 .3) t e n g la m a la r d a n  f o y d a l a n i b ,  k u c h l a r  s i s t e m a s i n i n g  
m u v o z a n a t  shar t la r in i  q u y - id a g ic h a  i fo d a l a sh  h a m  m u m k i n :  b i r  
n u q ta d a  kcs ishuvch i  kuch la r  s i s te m as i  m u v o - z a n a t d a  b o ' l i s h i  
u c h u n  ber i lgan  kuch lar n ing m o s  k o o r d i n a t a  o ‘qIaridagi p r o y e k ­
siyalari y ig ' ind is i  a lo h i d a - a l o h id a  n o l g a  te ng  b o ' l i sh i  z a r u r  va  
yetarli.

Agar qat t iq  j i smga qo 'y i lgan k u c h l a r  s is temasi  bi r  t ek i s l ikda  
joylashgan bo' l sa,  koordinata o 'q la r id an  bit tasini ,  masalan ,  ^ o ' q i n i



k u c h la r  tekisligiga p e r p e n d i k u l ä r  qilib olish kerak.  U holda  (1.3.3) 
te n g lam a la r n in g  u c h i n c h i s i  ay n a n  nolga teng  boMadi,  y a ’ni

/ -I

N ati j ad a  quyidagi  t e n g l a m a l a r  sistemasi hosil  boMadi:

= Z  =  0; Ry = Z  = f’- (1.3.4)
;-l ;-l

(1.3.4) t en g lam a la r  s is tem asi  bir tekisl ikda joy lashgan va bir 
n u q t a d a  kes ishuvchi  k u c h l a r  s is temasining m u v o z a n a t  shartlarini  
ifodalaydi.

1.4. Tekislikda kesishuvchi kuchlar sistem asining  
muvozanatiga doir masalalarni yechish ho‘yicha 

uslubiy tavsiyalar

Tekislikda kcs ishuvchi  kuch la r  sistemasining muvozanat iga  oid 
masala larni  quyidagi  t a r t i b d a  yechish tavsiya etiladi.

1. Muvozanat i  tekshi ri layotgan qattiq j i sm ni  ajratib,  unga t a ’sir 
e tuvchi  aktiv k u c h la r  s h a k l d a  tasvirlab ol inishi  kcrak.

2. Q a r a l a y o t g a n  q a t t i q  j i s m  e rk in  b o ' l m a s a  bogManish  
aks iom as idan  foy da lan ib ,  u n g a  q o ‘yilgan b o g i a n i s h  reaksiyalarini 
h a m  tasvirlab ol ish z a r u r  (a lbatta,  b o g i a n i s h  tu r iga  e ’t ibor  bcrish 
t a lab  etiladi).

3. Masa lan i  g e o m e t r ik  usulda  yechish u c h u n  qat tiq j i smga 
t a ’s ir  e tuvchi  k u ch la r  s i s te m as iga  mos kuch  k o ‘pburchag i  yasalib, 
keyin bu k o ‘p b u r c h a k d a n  n o m a ’lum m i q d o r  topi ladi.

4. Masa lan i  ana l i t i k  u su lda  yechish u c h u n  m o s  koordinata lar  
s is temasini  tanlash  ke r ak  ( k o ‘p hol larda k o o rd ina ta la r  s istemasi ­
ning  boshi  si fat ida k u c h  m arkazi  olinadi).

5. T a n l a n g a n  k o o r d i n a t a l a r  s is tem asiga  n i s b a t a n  (1 .3 .4) 
t e n g lam a la r  s is temasi  tuz i ladi .

6 . Tuzi lgan t e n g l a m a l a r  sistemasi b i rgal ikda  yechilib,  izla- 
nayo tgan  n o m a l u m  m i q d o r i a r  topiladi.



M a z k u r  uslubiy  tavsiyalar a sos ida  q u y id a  mavzuga do i r  a y r i m  
masala larni  yecii ib ko ' rsa tamiz .

1 .4 .1 -m a sa la  (PÏ.B.MciiniepcKHH 2 .1 2 .) .  Tog larda q u r i l g a n  
terni r  y o ‘lda,  yo ' in ing dara ichidagi  b i r  q ismi  shaklda  k o ' r s a t i l -  
gandek  osi lgan.  A B  osmaga  P =  kuch  t a ’sir q i ladi ,  d e b
hisoblab,  A C  va A D  stei jenlardagi  z o ‘r iq ishlar  an iq lans in  ( 1 5 -  
shakl).

Yechish. Masalani  a w a l  ana l i t ik  usul  b i lan  yechamiz .  B u n i n g  
u c h u n  tcgishli  koordinata lar  s i s temasini  tanlaymiz .  K o o r d i n a t a l a r  
s i s temasining boshi  sifatida A n u q tan i  o l a m i z  ( 16-shakl) .

16-shakl.

(1.3.3) m u v o zan a t  t englam alar in i  t u z a m i z
3

^  ~ c o s a  -  cos(x -  0 .
/=1

3

Z  = S') sin a  + S 2 s 'm a  — P  = 0.
/=1

s ina  va co sa  larni topamiz:
6.4

t g a  = 0,549; s i n a  =  —p 
1,65 ^

ig a
= 0.47

1
+ tg  a  

c o s a  = . =5 0,88
V '  + ' i r ' a

To pi lganlarn i  t eng lamalar ga  q o ‘yamiz:

0.48.S’, +0.48.S’, = / ^

(a )



B ula rdan  .9, =  .9, -  532/:A^.

Javob. A C  va A D  s t er j en la rn ing  har  biri 5 3 2 k N  ga teng  kuch 
bi lan  siqilar ekan.

E nd i  masalani  k u c h  u ch b u r ch a g id an  foyda la n ib  yechaylik.  
K u c h la rn in g  o ‘z - o ‘z iga  paral lel  k o ‘chirib,  u c h b u r c h a k  yasaymiz  
(17- shakl ) .

Sinusla r  t e o re m as ig a  asosan  
P

B u n d a n

______ 2̂
s i n 2a  c o s a  c o s a

P
S , = S , = 532kN .

s i n a

1 .4 .2 -m asa la  (M e im epc K H H  2 .1 8 .) . Bir-bi r iga tik b o ‘lgan 
ikkita silliq A Bwa  5 C o g ‘m a  tekisliklarda og i r i ig i  6 0 N  boMgan bir 
j insli  shar  turibdi .  B C  tekislik bilan gor izonta l  tekislik orasidagi 
b u r c h a k  60°. S h a m i n g  h a r  qaysi tekislikka k o ‘rsa tadigan bosimi  
aniqlans in  (18 -shakl) .

3 0 ^

18-shakl. ¡9-shakl



Y cchish . K o ord ina ta la r  s i s te m a s i  bosh in i  s h a r  m a r k a z i  0  
n u q ta d a  o hb ,  koordinata  o ‘qlar in i  shakl da  ko‘rsa t i lganda y  y o ‘nal -  
t i ramiz.  (1.3.3) muvozana t  t en g lam a la r in i  tuzamiz:

3 3

S  l \ ,  = -  P c o s P  = 0.  X  =  0 ■ (a)
( 1

Shaklga  asosan: a  ^ 6 0 ' ’, 30° .  (a) t e n g la m a la r d a n  

N .  = P c o s 30'' -  6 0 N  ■ —  ^ 52N,D 2

N ,  ---- P cos 60" = 6 0 N  ■ i  -  30N.

Endi masalani  gcomet r ik  usul  b i lan yecham iz .  K u c h la rn i  o ‘z- 
o ‘zign parallel ravishda ko‘ch i r i b ,  ku ch  uch b u r ch ag in i  t u z sa k  (19-  
shakl) ,  b u  u chburchakdan

N . N .

sin 30“ s in  90" sin 60'.0 ■

S h u n d a y  qilib,

N^- = P  s \u 3 ( r  - 6 0 N - ^ = 3 0 N ,  

y V , , - P s i n 6 0 ' ’ = 6 0 N — = 52N.  
2

1 .4 .3 -m asa la  (MeumcpCKHH 2 .2 5 ) .  O g ‘iriigi 1 6 0 N ,  uzunl igi  
1,2 m boMgan bir  j insli A B  s t e r j en  ikkita A C  va C B  s i m  a r q o n la r  
bi lan C  nuq taga  osib qo^yilgan. Ikkala s im  a r q o n n in g  uzunl ig i  1 m 
dan.  S im  arqonlardagi  tarangl ik  kuchlar i  aniqlans in  (20-sh akl ) .



B erilgan: P=160^, AB=I,2m , AC~BC=lm.

Topish kerak: Ŝ , Ŝ .

Y echish. Koo rd ina ta la r  s isemasini  shaklda k o ‘rsati lgandek qilib 
t an laym iz .  Tanlagan Cxy koord inata la r  sistemasiga n isbatan  (1.4.3) 
m u v o z a n a t  t eng lamalar in i  t u z a m i z :

=  ,S', c o s a  ~ S 2 cosor = 0,
/-1

3

Z  =  iVi sin a  $ 2  sin or -  -  0.
(a)

I I

A B U  3 . 4
S h a k l d a n  c o s a  = ----------=  - ,  s i n « = -

A C  5 5
(a)  t e n g l a m a l a r d a n

4 4 => 5 . - P  = - l 6 0 N =  lOON.
- S , ^ ~ S , = P ,  ' 8  8 

,5  5
E n d i  masa lani  kuch  u c h b u r c h a g i d a n  fovda lan ib  y ec ham iz  

( 2 1 -s ha k l) :

7  = 1 8 ü " - 2 a ,
sin (X sin a  sm  y

sin y  =  s in(l80°  - 2a ) ~  sin 2 a  = 2 sin a  c o s a  = 2 ■ — ■ — =  —  •
 ̂ 5 5 25

xT ■■ J o  c  n  4  25 . 5 , , , , ,Na t i j ada  5. = = ------- P  = ---------- 160N = — • 160N = lÜON.
sin}^ 5 24 6

1 .4 .4 -m a sa la  ( H . B .MeunepCKHM 2 .2 0 ). Og'irligi 20 N  b o l g a n  
bi r  j insli sh a r  silliq og‘m a  tekislik us t idas im arqon yo rd amida ushlab 
tur i lad i .  Bu s im  a rqon  t ek i s l ik d a n  yuqor i roqda m a h k a m l a n g a n  
pru j inal i  ta roz iga  bogMangan.  Prujinali  ta roz ining ko ' rsa ti shi  / 6N  
ga  teng.  G o r iz o n t  bilan tekislik orasidagi burchak 30*. Vertikal bilan 
sim a rq o n  orasidagi a  b u r c h a k  va shaming tekislikka k o ‘rsatadigan 
bos im i  aniqlans in .  Pruj inal i  ta roz in ing ogMrligi h isobga ol inmasin.



Berilgan: P = 2 ü N ,  F =  ION,  30". 
Topish kerak: a ,  Q.

Yechish. Avval t a ’sir etuvchi  kuchlarni 
shaklda tasvirlab olamiz.

Koordinatalar sistemasini shaklda ko'r-  
sati lganidek qilib tanlaymiz.  Koordinatalar  
s i s temasining boshi  si fat ida kuchlarning 
t a ’si r  chiziqlari  kesishish nuqtas in i  olish 
qulay.

Muvoza nat  t en g lam al ar in i  tuzamiz:

y

( ? V

22~shakl.

= F c o s ( 9 ü " - « ) - O c o s 6 0 ‘’ =  0 .

^  F,y -  F  c o s a  + ( ; c o s 3 0 ' ‘ - P  = 0.
I-1

B u n d an

F  sin a  — = 0 ;
2

h c o s a  + —  O ~  P.  
1 ^

2 F  sin a  -

(J = 2 F  sin a :

2 { P - F  c o s a )

^ S

2{P ~  F  c o s a  )

S  '

V 3 F s i n  a  + F  c o s a  =  P\ 2 F s in ( ü r  + ra) -  (p = a r c tg —j= = 30*':
V3

s i n ( a + 3 0 ° )  = — = 1; a + 3 0 " = 9 0 " ,  a=60 ' ' .
2 F  2-10 

Natijada quyidagiga ega bo' lamiz:

Q = 2 F s i n 6 0 " =  2 - 1 0 ^  = l O l . T S A f  = 17 ,3N.  

Javoh. a = 6 0 ' ‘; Q ~  17,3N.



M uamrnoli m asala  va topshiriqiar

1 . /<’ = 3 / + 5 y, F2 = i - 2 j  k u ch la r  teng t a ’sir e tuvchis in ing

m o d u h  va y o ' n a h s h i  topilsin.
2. G o r i z o n t a l  tckishk us tida turgan s h a m in g  tekislikka k o ‘rsa- 

t adigan  b o s i m i  topi ls in.  S h a m i n g  og' i rl igi  P g a  teng bo ' l ib ,  un ing 
markaziga qo'yi lgan.

3. O g ‘irligi P ga teng boMgan yuk bi r  xil uzunlikdagi  ikkita 
c h o ' z i l m a y d i g a n  a rq o n g a  os i lgan ho la tda  m uvozana tda  turadi.  
Arqon la r  o ‘za ro  60" li bu rchak  tashki l qiladi. Arqo nlaming tortilish 
kuchlar i  topi ls in .

4. / '  =  3/ +  4 /  kuch vektori bilan Oy koordinata o ‘qi orasidagi 
bu rc h ak  kos inus i  topi lsin.

5. U c h t a  kes ishuvchi  k u ch  proyeksiyalari  bi lan berilgan:
- 4 N ;  a;,, = 3 N ;

= - 5 N  K u c h l a r  s is temasi  m u v o z a n a t d a  boMadimi?

6 . S h a k l d a  tasvi r langan k u c h la r  s istemasining teng  t a ’sir 

etuvchisi  top i ls in ;  = = 3 N , F'. = ^ |з  .

6-musala.

7. S h a k l d a  tasvi r langan k u c h la r  sistemasi  m uvozana t la shg an  

k u c h l a r  s i s t e m a s i n i  hos il  q i l ad i .  F2 =  15N boMsa, va F  
ku ch la r in in g  modu l la r i  topilsin.

8 . I p l a r n i n g  tor t i l i sh  k u c h l a r i  = 120N, F̂  = SON va b u r -  

c h a k l a r  a  =  4 5 ° , =  30‘' b o M s a ,  A B  b a l k a n i n g  G o g ‘ i rl igi  
topi ls in .



9. Yuk /1, 5  va C  nuqt a l ar da  sh a r n i r la r  vos i tas ida  bi rikt ir ilgan 
A C v a  5C s te i j e n la rd a  ushlab turiladi.  5 C s t e r j e n n i n g  tortilish kuchi  

= 45;V  va a  =  60° boMsa, /4C s t e r j en la rn ing  siqilish kuchi  va  
yukning o g ‘irlik kuch i  topilsin.

-masala.

10. OgMrligi 12 N  boMgan bir  j insli s h a r  a r q o n  yo rdamida silliq 
o g ‘m a  tekislikda m u v o za n a td a  ushlab  tur i ladi .  a  = 30* .̂ /i  = 60° 
b o i s a ,  s h a m i n g  tekislikka k o ‘rsa tadigan b o s i m i  topilsin.

/ l-masala.

11. Ogir l ig i  e ’t iborga o l inmayd igan  A C  va 5 C s te r j en la r  o ‘za ro  
va gorizontal tekislikka sharnirlar vositasida biriktirilgan. C s h am i rg a
1 yuk osilgan. A C s tei jenning z o ‘riqishi 4 5 N  va  or =  30°,  /i  = 60° 
b o i s a ,  B C  s terjen  reaksiyasi  topi ls in.

Mustaqii ishlash uchun savol va topshiriqiar

1. Qanday kuchlar sistemasiga bir nuqtada kesishuvchi kuchlar  
sistemasi deyiladi ?

2. Qanday ko ‘pburchakka kuch ko ‘pburchagi deyiladi?
3. Bir nugtada kesishuvchi kuchlar sistemasining teng ta ’s i r e ’tuvchisi 

qanday topiladi?
4. Kuch ko ‘pburchagida teng ta ’sir e ’tuvchi qanday tasvirlanadi?
5. Kuchlar sistemasining teng ta 'sir etuvchisi qanday hisoblanadi?
6. Teng ta ’sir etuvchining proyeksiyalari qanday hisoblanadi?



1.5. M arkazga va o ‘qqa nisbatan kuch hamda kuchlar 
sistem asining moment!

Kuc h ,  ska la r  va  vektor ,  k u chn ing  n u q taga  va o ‘qa n isbatan  
moment i .

1 .5 .1 . K uchning nuqtaga nisbatan algebraik momenti. Bir 
tekisUkda yotad igan  kuchlar sistem asi qaralganda kichning

nuqtaga n isbatan  m om enti tushunchasidan foydalaniladi

K u c h n in g  n u q t a g a  ni sbatan  a lgebra ik  m o m e n t i  d e b  kuch  
modul in i  k u ch  yelkas iga k o ‘paytmas in ing  ( + )  yoki ( -)  ishorasi 
bilan ol inganiga ayti ladi va quyidagicha yozialdi:

moiUr (1.5.1)

Biror  O  n u q t a d a n  kuch  t a ’s ir  ch iz ig‘igacha b o l g a n  eng qisqa 
h masofaga k u ch  yelkas i (25-shakl) ,  O  nu q taga  esa kuch markazi  
deyiladi.

A gar  kuch j i smni  0  marka z  at rof ida soat 
mi li  harakati  y o ‘nal ishiga  teskari y o ‘nal ishida  
aylant i r i shga intilsa ( + )  ishora,  soat  mili h a r a ­
kati  yo 'nal i sh ida  aylant i ri shga intilsa (- )  i shora 
o h n a d i .  K u c h n in g  t a ’sir ch iz i g ‘i kuch m a r k a ­
z i d a n  o ‘tsa, k u chn ing  b u  markazga nisbatan  
algebraik moment i  nolga teng. (1.5.1) formulaga 
a so sa n  k u chn ing  n u q taga  nisbatan  algebraik 
m o m e n t i n i n g  son q iymat i  kuch vektori  va O  

markazga qur i l gan  u c h b u r c h a k  yuzining ikki baravar iga teng,  y a ’ni

25-shakl.

M , \ F = 2S.OAH (1 .5 .2)

1 .5 .2 . K uchning nuqtaga nisbatan m om ent vektori

F azo v iy  k u c h l a r  s is tem asi  q a r a l g a n d a  k u c h n i n g  n u q t a g a  
nisbatan vektorl i  m o m e n t i  t u s h u n ch as id an  foydalani ladi.

Kuchning O  markazga nisbatan mom en t i  deb shunday vektorga 
aytiladiki,  b u  v e k to r  O  nuqtaga  q o ‘yi igan bo1ib ,  uning mod ul i



kuch vektori  va O  nuqtaga qur i lgan u c h b u r c h a k  yuzin ing ikki 
baravar iga teng ,  yo'nal ishi  esa k u ch  vektor i  va O  n u q ta  o rq a l i  
o ‘tuvchi tekisl ikka pe rpend ikular  b o ‘Hb, m o m e n t  vekiori  u c h i d a n  
qa ra lganda kuch  j i smni  soat mili y o ‘nal i sh iga  teskari yo ‘n a i i s h d a  
aylanlirsa m usba t ,  aks holda manf iy  boMadi .  K u c h n in g  O n u q t a g a

nisbatan m o m e n t  vcktorini m o m o [ F ) yoki M ^ \ F )  deb belgi laymiz.  

M o m e n t  vekto r in ing t a ’rifiga asosan

A' / y  F  = r x F -  

Haqiq a ta n  h a m ,  26-shakiga asosan :

(1.5.3)

r x  F = r F  s in (p =  Fh = 2S,, ,

b u n d a  n = rsincp. (1.5.3) formuladagi  r - k u c u  qo 'y i lgan n u q t a ­

ning 0  nuqtaga  nisbatan radius-vektori.  r  x F  vektorning yo‘nal ishi  
va vektorlar  tekisligiga perpendikular .  D e m a k ,  m o m e n t  vekt o r i n i
(1.5.3) ko ‘r in i shda yozish m u m k in .  K u c h n i  t a ’si r  ch iz ig‘i b o ' y l a b  
ko 'chi r i lganda un ing  nuqtaga nisbatan  m o m e n t i  o ‘zgarmaydi.

27-shakl.

K u c h n in g  t a ' s i r  chizig‘i kuch m a r k a z i d a n  o ‘tsa,  uning o ‘s h a  
markazga nisbatan  m o m en t  vektori no lg a  t e n g  b o ‘ladi.

Agar  t o ‘g ‘ri burchakl i  dekar t  k o o rd in a t a la r i  s i s temasida  F

kuch o ‘z in ing  F  . F,. ,F.  proyeksiyalari  va  k u ch  qo 'y i lgan n u q t a

{x,y,7) koo rd ina ta la r i  bilan ber i lgan b o ‘lsa (27 -shakl) ,  (1 .5 .3 )  
formulani  quy id ag ich a  yozish m u m k in :



i J  k

X >' z

K  F . F.

M ^ { f ) = F x F  =

= ( v f ;  -  zF^,) 7 + (zF^ -  xF^) ]  + {xF^ ~  yF^ ( 1.5.4)

(1 .5 .5)

b u n d a  J j ^ k - h r  k o o r d i n a t a  o 'q lar in ing biriik vektorlari.

(1.5.4) m u n o s a b a t l a r d a n  foydalanib,  m o m e n t  vektor i­
n ing  proyeksiyalari  u c h u n

M „ Í F ) = y K - z I < \ :

M , Í F ] = x F ^ - y F ^ . ^

fo rmulalarni  yozish  m u m k i n .
M o m e n t  v e k to r in in g  modul i  va y o ‘nal t i ruvchi  kosinuslari  

quyidagicha topiladi:

"»('"'] = )'+ K  :
m (f )

eos  iм „ ^ r ) =
M„ I F

eos
M J F

eos ( m . " z
M .  F

m , { f
(1.5.6)

1 .5 .3 . Kuchlar sistem asin ing  markazga nisbatan momenti

( / ^ , 7 2̂,..., F„) k u c h l a r  sistemasi  ber i lgan boMsin (28-shakl).  O  
m arkazga ni sbatan  b u  s i s tema kuchla r in ing m o m e n t  vektorlari 

yig‘indisini  M q d e b  belgi laymiz ,  ya ’ni

M „  = ¿ m o m o ( F ) = ¿ ( i ; x /?)  ( 1,5 7 )



29-shaki

AYq vektorga kuch la r  s is temasining О  m a r k a z g a  nisbatan  bosh

m o m e n t i  deyiladi.  Agar  h a m m a  kuch lar  b i t ta  n u q t a g a  qo 'yi lgan 
b o ‘Isa, u  holda

(1.5.8)

D e m a k ,  bir nuqtaga  qo 'y i lgan  k u ch la r  y igMndisin ing bi ror  
О  nuqtaga  nisbatan m o m e n t i  kuchlarn ing o ‘sh a  n u q t a g a  nisbatan  
m o m en t la r i  yig' indisiga teng (V ar inon te o re m as i ) .

K u chn in g  A nuqtaga  n i sba tan  a lgebraik  m o m e n t i n i  anali tik 
t ar zda  quyidagicha  h a m  i fodalash m u m k in  (3 0- shak l) :

M , ( f ) =  (x -  «)F,, - ( y - h )h \  , ( 1.5.9)

b u n d a  л: v a> 'k u ch  qo 'y i lgan nu q tan ing  dekar t  k o o rd ina ta la r i ,  va 
b A  nu q tan ing  koord inata lar i ,  Fy. va Fy esa k u c h n i n g  koordinata  
o ‘qlaridagi  proyeksiyalari  (30-shakl) .  Xususiy  h o l d a  F  kuch in ing 
m o m e n t i  k o o r d i n a t a l a r  b o s h i g a  n i s b a t a n  h i s o b l a n s a ,  (1.5.9) 
quyidagi  ko ' r in ishda yoziladi:

M „ [ P ) = x F \ - y F ^ .  (1.5.10)

En di  bi tta q o ‘zg‘a lm as  n u q tag a  ega h o ‘lg a n  q a t t i q  j i sm ning  
m uvozana t i  haqidagi  masalani  qaraymiz .  A g a r  b u n d a y  qat tiq j i sm 
m u v o zan a td a  boMsa, q o ‘zg ‘a lm as  nuqtan ing  reaks iya  kuchi  j i smga 
q o ‘yi lgan aktiv k u ch la r n in g  t eng  t a ’sir e tu v ch i s i  b i l an  m u v o ­
z a n a t d a  bo ' l i sh i  kerak.  D e m a k ,  akt iv k u c h l a r n i n g  t eng  t a ’sir 
e tuvchis in ing ta ' s i r  ch i z ig ‘i q o ‘zg ‘a lm as  n u q t a d a n  o ‘t ishi  kerak,  
aks ho ld a  j i sm n ing  ag 'dar i l i sh i  yuz beradi .



Aga r  m o m e n t  markazi  s i fat ida  qat t iq  j i sm n ing  q o ‘zg ‘a lm as  
nuqtas ini  o lsak,  reaksiya kuchin ing m o m en t i  nolga teng va demak ,  
akt iv ku ci i l ar  t eng  t a ’sir e tuvchi s in ing m o m en t i  h a m  nolga teng 
boMadi. Bu h o ld a  V a r i non  teo re m as iga  asosan aktiv kuch larn ing  
q o ‘zg‘a lm as  nuqtag a  nisbatan algebraik moment lar i  yig' indisi nolga 
teng,  y a ’ni

/=1

1 .5 .4 . Kuchning o ‘qqa nisbatan momenti

(1.5.11)

K u ch n in g  o ‘qqa nisbatan m o m en ti deb kuchn ing  o 'q  ustida  
o lin g a n  ix t iy o r iy  n u q taga  n isb a ta n  m o m e n tin in g  sh u  o 'q d a g i  
proyeksiyasiga  aytiladi, ya  ’ni

m om .\P  ) ~ { f  X Fj^-  (1.5.12)

P" k u c h n i n g  X o 'q i  us t ida o l ingan  b i ro r  0  nuqtaga  nisbatan  
m o m e n t in i n g  shu  o ‘qdagi proyeksiyasi  O nuqtani  tanlashga bog' l iq  
emasligini  ko ' t s a t am iz  (31-shakl).  Haq iqa tan  h a m  (1.5.12) tenglikni 
quyidagi k o ‘r in i sh d a  yozish m u m k in :

m om ^  ( f  = { f x F  , =  ( r  X F ^ ^  =  (x° x r  ) f  , 

b u n d a  3c® - X o ' q i n i n g  biriik vektori .

x ^ x r  i fo dan ing  son qiymat i ( 3 1-shakl) asosi x^  vabalandl ig i  

/■s in (x ' ' , r )=  i / g a  teng bo ' lgan uch b u r ch ak  yuzining ikki baravar iga



t eng .  U c h b u r c h a k n i n g  asos i  h a m  b a l a n d h g i  h a m  o ' z g a r m a s  

m iqdo r ia r ,  dem ak  m i q d o r  О  nu q ta n i  t an l a sh g a  bogMiq
emas.

K u c h n i n g  o ‘q q a  n i s b a t a n  m o m e n t i  t a ’r i f i n i  b o s h q a c h a  
k o ‘r in ishda  h a m  i fodalash  m u m k in :  k u c h n i n g  o ‘q q a  ni sbatan  
m o m e n t i  deb k u c h n i n g  s h u  o ‘qqa p e r p e n d i k u l a r  tekisl ikdagi  
proyeksiyas in ing o 'q  bi lan tekisl ik kesishgan n u q t a g a  nisbatan  
a lgebraik m o m en t ig a  ayt iladi  (32-shakl) ,  y a ’ni

m o m \F ^ =  ( f ) -  (1.5.1 3)

( П

IX*—ll—̂ /

M -shakl. 32-shaki

( 1 . 5 .1 3 )  f o r m u l a d a g i  ( +  ) yoki  ( - )  i s h o r a  q u y i d a g i c h a  
tanlanadi:  x o ' q i n i n g  musbat  uch id an  qara lganda f '  kuch  tekislikni 
soat  mili harakat iga  teskari  y o ‘na l i shda  ay lan t i rsa  ( + )  i shora,  aks 
ho ld a  (-) i shora ol inadi.  Aga r  F  k u ch n in g  t a ’s i r  chizigM x o ‘qini 
kesib o ‘tsa yoki paral lel  b o ' l s a ,  k u ch n in g  s h u  o ' q q a  nisbatan  
m o m en t i  nolga teng bo' ladi.

Agar  ixtiyoriy О  nuq ta  s i fa t ida  O xyz  k o o r d i n a t a l a r  s is temas i ­
n ing  boshi  tan lansa ,  k u c h n i n g  o ‘qqa ni sbat  m o m e n t i  t a ’riflga 
h a m d a  ( 1.5.5) ga  a sos an  k u c h n i n g  k o o rd in a t a  o ‘q l a r ig a  n i sba tan  
m o m e n t la r i  u c h u n  quyidagi  f o r m u l a l a m i  y o z i s h  m u m k i n :

m om ^{^F^=  [ r  X F   ̂ =  y F ,  — zF^,, 

fnom^.[F)={f X f\, -  zF^ - xF,, 

т о т , [ р ) =  (/■ X /-’У =xF^, - yF^.
(1 .5 .14)



1.6. Kuch va kuchlar sistem asining nuqtaga hamda o^qqa 
nisbatan momentini hisoblash tartibi

1. Ber i lgan la rdan  foyda lanib  m o m e n t  h isoblanadigan nuq taga  
ni sba tan  k u c h  yelkasi topi ladi.

2. (1 .5 .1)  f o rm u lad a n  foyda lanib  ku chn ing  algebraik m o m e n t i  
topiladi.

3. K u c h n in g  o 'q q a  nisbatan m om en t in i  hisoblashda koordinata  
o 'q la r id an  bi ror tasin i  m o m e n t  hisobianishi  kerak b o l g a n  o ‘q bilan 
u s tm a -u s t  t u sh i r i sh  va o ‘q us tidagi  ixtiyoriy nuq ta  sifatida koord i -  
i iatalar s i s t e m as in in g  boshi o l inishi  kerak.

4. K u c h  q o 'y i l g a n  n u q t a n i n g  koo rd inat a la r i  va k u c h n i n g  
ko ord inata  o 'q lar idag i  proyeksiyalari  topiladi.

5. (1.5.14') formulalarni  tegishlisidan foydalanib,  k u chn ing  
o ‘qqa n i sb a t a n  m o m e n t i  h isoblanadi .

Endi  k u c h  va kuch la r  s i s temasining nuqtaga  h a m d a  o 'q q a  
nisbatan  m o m e n t i n i  topishga do i r  masalalarni  yechib ko ' rsa tamiz .

1 .6 .1 . K uchning va kuchlar sistem asining nuqtaga nisbatan  
m om entiga doir m asalalar

6 . l - m a s a l a  ( 0 . 3 .  Kcne 2 . 1 .3 ) .  f  =  42 0N kuch tekisligi- 
ning A n u q ta s ig a  qo 'y i lgan.  .T^=0,2m.  y_, = ().3m va b u rch ak  
a  = 30" boMsa, F k u c h n i n g  O  nuq taga  nisbatan m o m en t i  topi ls in 
(33 -sh akl ) .

Berilgan: F = 4 2 0 N ,  V
j c ^ = 0 , 2 ni, >’̂ = 0 , 3 m ,  « - 3 0 * ' a

A
Y ech ish . F  ku chni  O  n u q tag a  nisbatan  

m o m e n t i n i  (1 .5 .10)  f o r m u l a d a n  foydalanib 0
.U-shakrtopamiz;

a/ 3
F  = - F  c o s a  = - F c o s 3 0 “ = -------F,



Natijada

F  =  -F s 'in  (X -  Fs'm  30" =  — F
2

A/, ,(f ) - 0 , 2 w - F - 0 , 3 w
V3

F - ( 0 , 1  + 0 , 2 6 ) m - 4 2 0 N .

A/„(/-‘')  = I M N m .

6.2 -m asa la  ( 0 . 9 .  Keiic 2 .1 .5 ) . Og'i r l ig i  P  ga  teng boMgan 
ingichka bir jinsli /15s tei jcn polga m ah k a m l a n g a n  5  sharni r  atrofida 
ay lana  oladi .  S terjen m u v o z an a td a  qoHshi u c h u n  u n in g  A uchiga

qan d ay  F  kuchn i  vertikalga n isbatan  qaysi b u r c h a k  os tida q o ‘yish 
kerak? (34a-shakl) .

Ycchish. /i/? s terjen  ning muvo: :anat ini  t e k s h i r am iz .  Sterjenga

ikkita P  va F  akt iv k u ch la r  q o ‘yilgan. B u  kuch la rn in g  t a ’sir 
chiziqlar i  (7 nu q tad a  kes ishadi.  ß  sha rn i r  reaks iyas i  R  ning t a ’sir 
chizigM h a m  uch k u c h  haqidagi  t e o r e m a g a  a s o s a n  0  nuq tadan  
o ' t i sh i  kerak.  34-a  shaklga  asosan  A C = C B v a ,  d e m a k ,  A O —OD.

A B  2 0 D

B D  BD

P

OA

8 0

o  1
I g ß  = - tg c c -

34-b shaklga a sosan  F  = ~ i g a .

k

c
-N N

E

a)

J4-sfiakl.

P
Bu shart  bajar i lganda steijen m uvozana tda  boMadi.  F  > 

s ha r t  bajar i lsa ,  s ter jen  B  s h a r n i r  a t r o f id a  s o a t  mil i  ha raka t i



p
yo 'nal ishida ,  F  < — l g a  shart bajar i lganda esa soat mili harakat iga

q a r am a-q a r sh i  yoMialishda aylanadi .
M asa la n i  r i c h a g n in g  (1.5.4) m u v o z a n a t  shar t idan foydalanib 

yechish  h a m  m u m k i n .  Bu shar tn i  quyidagi  k o ‘r in ishda yozamiz:

(a)

M l, p ) =  P  ■ B E  - F  B D  = - F  ■ A B c o s a

Bularni  {a) t en g lam ag a  q o ‘yamiz:

— P  A B s m  a  -  F - A B c o s a  = 0- 
2
P

B u n d a n  F ~ — t ^ a .
2

6 .3 -m asaIa  ( 0 . 3 .  Kcne 2 .1 .9 ) .  A sharni rga  m ah k a m l a n g a n  
/ l ^ s t e i j e n d a  Z) shkiv  orqali o ' tuvchi  a rq o n  yo rdamida />oik ushlab 
turiladi.  A g a r  b u r c h a k  a  = 60'^ va yuk ning o g ‘iriigi 2 N  bo ' l s a ,  
sterjenni  m u v o z a n a t d a  ushlab turish u c h u n  F  k u chn ing  miqdor i  
q an d ay  boMishi kerak (35-shak!)?

Berilgan: a  =  60",  P = 2 N ,  A C ^ B C .
Topish k e ra k . F  kuch miqdor in i .
KecAwA. Y u k n in g  o g ‘iriik kuchi P  ni a rqon b o ‘ylab fi nuqtaga  

ko'chiramiz.  5  va C



nuqta la rga  qo 'y i lgan  P wd. F  kuch la r  u c h u n  ( 1.5.11 ) m u vozana t  
tenglamasini  tuzamiz .  M o m e n t  markazi  s i fa t ida  A  nuq tan i  olamiz.  
U holda

.W,(/?)+A/^(/>)=0; hF-li ,P  = 0 .

V3
bunda h = / JCs in  a  = — A C , h. = /1/^sin a  =  — A B  = yf3AC.

2 ' 2

R
Natijada ^ / i C -  F ~ S a CP = 0 F  ^  2 P  = 2 - 2 N  = 4N.

2
6 .4 -n ias a l a  ( 0 . 3 . K e n c  2 .1 .1 3 ) .  Q o ‘z g ‘a l m a s  O  nuqtaga  ega 

b o l g a n  richagga miqdor i  F̂  b o ‘lgan  F̂  k u ch  va u bi lan 

l i c h a g n i  m u v o z a n a t d a  s a q l a b  t u r u v c h i  k u c h  q o ‘yi lgan.

a  =  70‘’. / i 0  = 0,3m, boMsa, Fj  k u c h n i n g  m iq d o r i
aniq lans in  (36-shakl).

Berilgan: a  = 70",  /ir> = 0,3m,

5 0 - 0 . 4 m  F; - 6 N

Topish kerak. F  ̂ kuch miqdor in i .
Yechish. O markazga nisbatan muvozanat

tenglamasini  tuzamiz:  .W,,(/■;)= 0 .

3 6 - s h a k l g a  a s o s a n  -lT^F\->rKF-^=0,

/7, =  0/1 sin 70‘* ^  0 ,2 8 m ,  /?. - 0 5 s i n 7 0 "  - 0 , 4 m .

Natijada F-̂  = ~ F ^  = 4 . 5 N .

6.5 -masaIa  ( 0 . 3 . K e n e  2 .2 .1 1 ) .  Kvadrat  uch la r iga  miqdori  4 N  
d a n  boMgan olt ita kuch qo 'y i lgan.  Berilgan k u c h l a r  s is temasining 
B  nuqtaga  nisbatan b o sh  m o m e n t i  topi ls in ( 3 7 - sh a k l ) .  i  = 0 .4m

Berilgan: F^= F ^=  ... = F ^=  AN, Î =  0,4m.

3t-shaki.



T o p ish  kerak.  M b - f,
Yechish. (1 .5 .8)  fo r m u lad an  foydalanib 

kuch la r  s i s t e m as in in g  B  nuqtaga  nisbatan  
bosh m o m e n t i n i  top am iz:

1 = 1
K u c h l a r  s i s t e m a s i n i n g  B  n u q t a g a  

n i sba tan  a lg eb r a ik  m o m e n t i ,  k u c h la r n in g  
algebraik m o m e n t l a r i  yig' indisiga teng, y a ’ni

V z  _  -¡2

37-shakl.

M ,, =C- F\  +

2

2

H • F. Mf, = 124m • 4N = 4.9Nm.

1 .6 .2 . K uchning va kuchlar sistem asin ing o ‘qqa nisbatan  
m om entiga doir m asalalar

6 .6 -m asa la  (0 .3 .K e n e  5 .1 .7 ). T o ‘g ‘ri burchakli  parallelepipcd- 
n i n g /1 nuq tas iga  4k N  kuch qo'yilgan.  Agar 1 0 m , / j = 6 m ,  
c = 2 0 m  boMsa, k u ch n in g  Oy o ‘qiga n isbatan  m o m en t i  topi ls in 
(38-shakl) .

Berilgan: F = 4 k N ,  a =  10m, A =  6 m ,  c =  20m.
Topish k e ra k . My.
Yechish . K u c h n i n g  o ‘qqa nisbatan  m o m e n t in i  topish  i b r m u -  

lasiga asosan

x  =  (y - 1 0 m ,  z=^6’ = 20m, F ^ = - F ,  F , =( ) ,

A / ,  ( f )  ^  2 0 m  ( - 4 j t i V ) =  - 8 0 k N m  =  - 8  l O ^ ' N m  .

6 .7 -m a sa la  ( 0 . 3 .  K ene 5 .1 .5 ) .  Qirrasi  5m  b o ‘lgan kubn ing 
A nu q tas iga  F =  6k N ,  kuch qo'yi lgan.  Bu ku chn ing  Bx  o ‘qiga 
n isbat an  m o m e n t i  topi ls in (39-shakl).



X L

a

38'Shakl. 39-shakt.
Yechish. A w a l  F  k u c hn ing  B n u q t a g a  ni sba tan  m o m e n t i n i  

hisoblaymiz;

\ ' / , ( F y ^ r x F .  

m o m e n t  vektori kubn ing  qi rrasi  bo 'y l i 'b  y o ‘nal gan

(40-shakl).
0 ‘qqa nisbatan m o m en tn in g  taVifiga as osan

f ?
( f )  =  (/■ X  ■ / ’ sin 90“ ■ cos  4 5 “ = ^  5w ■ 6 k N ,

6 .8 -m asa la  (K ene 5 .1 .1 0 ) .  Qirras i  0 , 2 m  b o ' l g a n  k u b n in g  
uchiga  F =  5 N  kuch  qo'yi lgan.  F  k u c h n i n g  O z o ' q iga  n i sba tan  
m o m e m i  hi sob lan s in  (40-shakl).

Yechish. (1.4.14) formulalarning u c h i n c h i s i d a n  foydalanib F  
kuchn ing  O z o ' q i g a  n isbatan  m o m e n t in i  h isob lay miz;

M \ F ) = x F ^ - y F ^ ^  

b u n d a  x v a > '  kuch  qo 'y i lgan nuq tan ing

koordinalari ;  jc =>• =  0 ,2m.  F  k u chn ing  jc 
va y  o ‘q la r id a g i  p ro y ek s iy a la r i  q u y i ­
dagicha: y

40~shakl.



Natijada A/, =  0 , 2 m ■ 0 - 0 , 2 m

M ( a ' )  =  0 , 7 0 7 N m .

r fZ \
5 N  =  0 ,707Nm,

3-masala.

Muamrnoli masala va topshiriqiar

1. F  kuch  q o ‘y ih s h  nuqtas in ing ko ord inata la r i  x  =  >̂ =  0 ,2 m  
proyeksiyalar i  F = F , =  180N.  K u c h n in g  k o o rd in a t a la r  boshiga  
n isbatan  a lgebra ik  m o m e n t i  topilsin.

2. Koo rd ina ta la r  bosh iga  qo ‘yilgan k u chn ing  koordinata  o ‘qla- 

ridagi proyeksiyalari :  =  3N ; F̂ . ~ 4 N  . K u c h n in g  (0;3) nuqtaga 
nisbatan a lgebra ik  m o m e n t i  topilsin.

3. T o m o n i  0 ,2 m  boMgan kvadrat  p las t inkaning 
5  nuqtas iga  F — lOON kuch  qo'yi lgan.  K u c h n in g  
koord inata la r  b o sh ig a  n isbatan  algebraik m o m en t i  
topilsin.

4. T ek i s h k n in g  (2 ;3) nuqtasiga F = 1 5 0 N  kuch 
qo 'y i lgan.  K u c h n i n g  t a ’sir ch iz ig‘i x  o ‘qi b i lan 450 li bu rc hak  
tashki l qi ladi .  K u c h n i n g  koo rd in a t a la r  bo sh iga  n isbatan  m o ­
m en tn in g  m o d u l i  topilsin.

5. T o m o n i  0 , 2  m  d a n  boMgan k v a d r a t n i n g  
A u c h u g a  F  =  l 2 0 A ^ k u c h  qo 'y i lgan .  K u c h n i n g  B 
n u q taga  ni sbatan  m o m e n t n i n g  modul i  topilsin.

6 . Oxy tekisl ig ining A nuqtas iga 42 0 N  kuch 
qo'y i lgan A n u q t a n i n g  koordinata lar i  x ^ = 0 , 2 m ,  
yA =  0 ,3 m  va bo ' l s a ,  kuchn ing 0  nuqtasiga nisbatan 
m o m en t i  topi ls in.

Mustaqii ishlash uchun savol va topshiriqiar

7. Kuchning nuqtaga nisbatan momenti deb nimaga aytiladi?
2. Kuchning nuqtaga nisbatan algebraik momenti deb nimaga aytiladi?
3. Kuch momentining moduli nimaga teng?
4. Kuchning o ‘qqa nisbatan momenti deb nimaga aytiladi?
5. Moment vektorining moduli va y o ‘nalishi qanday topiladi?

5-miJsala.



II  BOB. PARALLEL KUCHLA R SISTEMASI

Ushbu  b o b d a  bi r  t o m o n g a  y o ‘n a lg a n  ikki ta paralel  k u c h l a r  
sistemasi,  qarama-qarsh i  t o m o n g a  yo ‘nal gan  ikkita parallel k u c h l a r  
sistemasi,  tekisl ikda  juft kuch la r  s is temasi  va u larning m u v o z a n a t  
shar tlar iga do i r  nazariyalar ,  b ir  tekis l ikda  yotgan parallel k u c h l a r  
s is temasininig  m u vozana t  shar tlar i ,  tekis l ikda  ixtiyoriy ra v is h d a  
joy lashgan  k u c h la r  s is temas in ing  m u v o z a n a t  shar tlar i ,  pa ra l l e l  
kuch la r  markazi ,  ogMrlik markazi ,  ogMrlik markazining  k o o r ­
d in a t a l a r in i  t o p i s h  usul lar i ,  b a ’zi o d d i y  j i s m l a r n in g  ogMrl ik  
m ark a z in i  a n iq l a s h ,  G u l d e n - P a p  t e o r e m a l a r i  kabi m a s a l a l a r  
bayo n etiladi.

2 .1 . Parallel kuchlar sistem asi

K uch ,  paral lel  va anti parallel k u ch la r ,  juft  kuch,  juft l ik m o ­
ment i.

2 .1 .1 . Bir tom onga y o ‘naIgan ikkita parallel 
kuchlar sistem asi

Absolut qa t t iq  j i sm n ing  ikkita h a r  xil nuq ta lar iga  qo 'y i lg an  

ikkita P  va Q  parallel  kuch lar  s i s temasini  q a r aym iz  (41-shakl ) .  
K u ch la r  q o ‘yi lgan nuqta larni  A B  b i l a n  belgi laymiz.  A va B  
nuqtalarga miqdoriari  teng h a m d a / 4 5 t o ‘g ‘ri chiziq bo ‘ylab q a r a m a -  
qarshi  t o m o n g a  yo^nalgan .S’ va S '  k u ch la r n i  q o ‘yamiz.  B u n d a y  
ikkita kuch muv ozana t la shgan  k u c h la r  s i s temasini  hosil q i ladi ,

y a ’ni [ s , S ' ) ~ - 0 .
A va 5  nu qta la rga  q o ‘yi lgan va k u ch la r n i  q o ‘shib,  u l a rn in g  

teng t a ’sir etuvchi  Rj va lami hosil q i lamiz .  Ikkinchi aks iomaga 
asosan

va demak



Rf va R^ kuch la rn i  t a ’sir chiziqlari  b o ‘yIab ularni  (9 kesishish 

nuqtasiga ko‘chiramiz  (41-shakl).

41-shaki

Keyin va k u c h l a r i n i / i f i t o ‘g ‘ri chiziq va Q  kuchlarga 

parallel P va S , Q  va S'  tuzuvchilarga a j ra tamiz .  S hunday  qilib, 

b i t ta nuq taga  q o ‘yi lgan ku ch la r  s is temasiga  ega boMainiz. (.V,5 ') 
m u v o z a n a t l a s h g a n  k u c h l a r  s is temasini  tashki l  qi ladi ,  s h un ing  
u c h u n

P ,Q :s ,S ')~ [r ,Q )-
P  va Q  k u c h l a r  P  wa Q  kuchlarga  paral lel  t o ‘g ‘ri chiziq 

bo 'y lab  bir t o m o n g a  y o ‘nalgani  u c h u n  u la rn ing  teng t a ’sir e tuv ­

chisi  R = P  + Q  boMadi.  D e m a k ,  uning  m odu l i  ber ilgan kuch lar  
modul lari  y ig ' i ndi s iga  teng,  y a ’ni

R = P  + Q.  (2.3.1)
Teng  t a ’sir e tuv ch in ing y o ‘naiishi berilgan kuchlarga paralleldir. 

M o s  u ch b u r c h a k l a r n in g  o ‘xshashl igidan

=  Q -
O C  ~  A C '  OC ~ S B  ■



Bu proporsiyalaming bir inchisini  ikkinchisiga boMib, quyidagini  
hosil q i lamiz:

P CE P  Q
b u n d a n

Q A C  C B  A C '

O xirgi proporsiyadan quyidagi  hos ilaviy propors iyaga kclainiz:

P + Q  _  P  _  Q  

A C  + C B  C B  A C '

P ^ Q  = R  va  A C  + C B = A B  boMgani  u c h u n

P Q  R
^23.2)

S h u n d a y  qilib,  b ir  t o m o n g a  y o ‘nal gan  ikkita paral lel  k u ch  
teng  t a ’sir e tuvchiga  ega b o ‘lib,  te ng  t a ’sir e t u v ch in in g  m o d u l i  
ber i lgan k u ch la r  modul lari  yigMndisiga teng.  Y o ‘nal ishi be r i l g a n  
kuchlarga  parallel va ular b i lan b i r  xil boMadi. Teng  t a ’sir e t u v c h i -  
n- ing  t a ’sir chizigM / I f ikesm an i  ber i lgan  kuch la rn ing m o d u l l a r i g a  
nisbatan ichki  ravishda teskari p ro p o r s io n a l  boMaklarga a j ra tadi .

Endi  ber i lgan R kuchni  ikki ta paral lel  tuzu vch iga  a j ra t i sh  
masa las in i  qaraymiz .  Bu m a s a l a n i  ch eks iz  k o 'p  u s u l l a r  b i l a n  
yechish  m u m k i n ,  y a ’ni masa la  u m u t u i y  holda  a n i q m a s  m a s a l a  
hisoblanadi.

Masala  aniq  masala boMishi u c h u n  tuzuvchi  
k u c h l a r d a n  b i t ta s in ing  m o d u l i  va  q o 'y i i i sh  
nuqtas i  yoki ikkala tuzuvch in ing h a m  qo 'yi l ish 
nuqtas i  beril ishi  kerak. M a s a l a n ,  C  nu q tag a  
q o ‘yilgan R kuchni unga parallel s h u n d a y  ikkita 
tuzuvch iga  ajratilganki,  u lardan  biri  A  nuqtaga  
q o ‘yi lgan boMib, modul i P  ga teng.  Ikkinchi  q o ‘s h i l u v c h i n in g  
moduli  0 va q o ‘yilish nuqtasi 5  quyidagi  munosab at l ar dan  topi lad i  
(42-shakl):

^ Q



b u l a r d a n

Q = R - P ,  C B = - A C .
Q

E n d i  к  kuchni  A В  nuqta larga  q o ‘yi lgan ikkita parallel 
tuzuvch i l ar ga  ajratish ta lab  etilsin.  Tuzuvchi  kuch larning modullari  
q u y idag i  m u n o s a b a t l a r d a n  topiladi :

A B  ^  AB

2 .1 .2 .  Q aram a-qarshi tom onga yo‘nalgan ikkita parallel 
kuchlar sistem asi

Q a r a m a - q a r s h i  t o m o n g a  y o ‘nalgan ikkita paral lel  kuchga 
an t i  paral lel  kuch la r  d e y i l a d i .  A va В n u q t a l a r g a  q o 'y i l g a n  
m i q d o r l a r i  te ng  b o ‘l m a g a n  ikki taant i  paral lel  k u c h l a r  ber i lgan 
boMsin (43- shakl ) .

M o d u l i  kat ta boMgan P  k u chn i  ikkita R va Q'  tuzuvchiga  

s h u n d a y  a jra tamizki ,  bu  k u ch la r d an  bittasi Q'  n ing mod ul i  Q  

n i n g  m o d u l ig a  teng va  Q  k u c h  bilan bir t o ‘g ‘ri chiz iq  bo 'y lab  

q a r am a-q a r sh i  t o m o n g a  y o ‘nalgan bo i s in ,  y a ’ni Q  = Q \  Q = ~Q'-

U  holda  Q  va Q'  kuchlar  nol sistemani hosil qiladi, ya’ni

к  k u c h n i n g  modul i  va q o ‘yil ish nuqtasi  (2.3.1) va (2.3.2) fo rmu-  
l a l a r d a n  topi ladi,  y a ’ni

R = P - Q .  (2.3.3)

P  Q  R 

B C  ~  A C ^  A B '

R  k u c h  P , Q  an t i  paral lel  kuchlar in ing teng t a ’sir etuvchisi  
boMadi ,  y a ’ni

S h u n d a y  qilib,  ikki ta  ant i  parallel ku ch la r  s is temasi teng 
t a ’sir etuvchiga ega boMib, u n in g  moduli  berilgan kuch lar  modullari



ayirmasiga teng,  yo'nalishi ber ilgan kuch la i^a  parallel va kat t a  kuch 
bilan b i r  xil boMadi. Teng t a ’s i r  e tu v ch in in g  qo 'y i l i sh  nu q ta s i  A B  
k e s m an in g  davom idag i  C  n u q t a d a  boMib, A B  k e s m a n i  t a s h q i  
ra v is h d a  k u c h l a r  m o d u l l a r i g a  n i s b a t a n  teskar i  p r o p o r s i o n a l  
boMaklarga ajratadi,

2.2. Juftlar na/ariyasi

Q a t t i q j i s m n i n g  ikkita h a r  xil nu qta la r iga  qo 'y i lgan  m o d u l l a r i  
teng va q a r am a-q a r sh i  t o m o n g a  yoMialgan ikki paral lel  k u c h l a r  
s i s te m as iga  j u f t  ku c h  deyi ladi  ( 4 4 - sh a k l ) .  K u c h l a r n i n g  t a ’s ir  
chiziqlari  orasidagi  masofaga ju t l  k u c h  yelkasi deyiladi.

Juft  ku ch  teng ta ’sir c tuvchiga  ega emas.  Buni t e skar idan faraz

qilib i sbotlaymiz .  Faraz qilaylik,  ( f ,  F ' )  juft  kuch R t en g  t a ’sir

etuvchiga cga boMsin. [ f \ F " )  kuch la r  sistemasiga miqdor i  teng  t a ’sir 
e t uvchining m odul iga  teng va b i r  t o ‘g ‘ri chiz iq  b o ‘ylab  q a r a m a -  
qa r sh i  t o m o n g a  y o ' n a l g a n  R'  k u c h n i  q o ‘s h a m i z ,  n a t i j a d a

[ f \ F \ R ' )  m u v o z an a t l a s h g an  k u c h l a r  s i s temasi  hos i l  boM ad i ,  
y a ’ni

{f , f ' J ' ) - o. R '  = - R .

U c h  k u c h n i n g  m u v o zan a t i  haq id ag i  t e o r e m a n i n g  z a r u r i y  

sharti  bajar i lmaydi .  Demak ,  ju f t  kuch  teng t a ’sir e tu v ch ig a

ega emas. B u n d an  juft kuch t a ’siridagi j i sm  muvozana tda  b o ' l m a y d i  
degan xulosa kelib chiqadi.  Juft  kuch t a ’siridagi j i sm a y l an m a  h a r a ­
kat qi ladi .  Ju f tn in g  j i smga k o ' r s a t a d i g a n  t a ’siri u n in g  m o m e n t i  
b ilan xarakter lanadi .  Juftning a lgebra ik  m o m e n t i  deb juf tn i  tashki l  
qiluvchi k u ch la r d an  bi rining m o d u l i  b i lan  juf t  yelkasi k o ' p a y t -  
mas in ing ( + )  yoki ( -)  ishora b i lan o l ingan iga  ayt iladi ,  y a ’ni

F ' ) -  mom^F,  F ' ) =  ±F^ - d  = ± F j - d  ■ (2.2.1 )

Juf t  k u c h  y o tgan  tekis l ikka  j u f t  tekis l ig i  dey i l adi .  A g a r  j u f t  
kuch  ju f t  tekis l ig in i  soat mi li  h a r a k a t i  y o 'n a l i s h i g a  q a r a m a -  
qar sh i  y o ‘n a l i s h d a  aylan t i rsa  ( 2 .2.1 ) f o r m u l a d a  ( + )  i sh o ra ,  s o a t



m il i  h a r a k a t i  y o ' n a h s h i d a  ay l a n t i r s a  ( - )  i shora  o h n a d i  ( 4 5 -  a,  b 
sh a k l ) .

Tekislikdagi ju ft kuchlar haqida teorem alar

1-tcorem a. Ju f tn ing  a lgeb ra ik  mom en t i  ixt iyor iy markazga 
n i s b a t a n  juf tn i  tashki l q i luvchi  kuchiarning algebraik m om en t la r i  
yigMndisiga teng.

Isbot. Ixtiyoriy O  n u q t a n i  tanlaymiz  (46- shakl) .  O  nuqtaga  
n i s b a t a n  /i va n u q t a l a r n i n g  r a d i u s - v c k t o r l a r i n i  T\ b i l an

45-shakl.

belgilaymiz. U  holda A B  -  -  /j va

~ABx F '  =: (/% - r ; ) x  F ' = r̂  x F ' ~ P ^ x  F '

F '  = F  b o ‘lgani u c h u n  m o m [ F , F ' j =  A B x  F '  = x  F '  + r ^x  F ’ =

= m om ^  ( F  )+ moniç, I b

2-teorcm a. Juftni o ‘z tckisligida bir holatdan bo shq a bir hoiatga 
k o ‘ch i rg an d a  ju f tn ing j i s m g a  ko‘rsatadigaii t a ’siri o ‘zgarmaydi.



Isbot. Yelkasi /15 b o ' I g a n  ( /^ > 2) ber i lgan  boMsin (47- 

shakl) .  Tekis l ikning /i, va  5 ,  nuqtalar iga  m iq d o r l a r i  teng va 

yo 'na l ishl ar i  q a r am a-q a r s h i  F, va F5, kuch la rn i  q o 'y a m iz  

( /7  ^  /7 /7 ^  b u n d a  AB=^ .

b \ , F 2 . l \  F5 ku c h la r n in g  t a ’sir chiz iq lar i  b o ‘ylab A" va L 

nuqtalarga ko'chiramiz.  Nati jada  K \i\  ¿nuqt a l a rga  q o ‘yilgan 

va (/%,F5) kuch la r  s is tem asiga  ega b o l a m i z .  va F^ kuchlarni  

teng  t a ’sir e tuvchisini  R b i l an  F-̂  va h\ kuch la r n i  teng t a ’sir 

e tuvchis in i  R' bi lan belgi laymiz ,  ya’ni [ F , f ] ) - ~ R ' -

- - F2 . F ^ = F ^  b o l g a n i  u c h u n  R va R' k u ch la r n in g  modullar i  
teng  va b ir  t o ‘g ‘ri chiziq b o ‘ylab qarama-qa rshi  t o m o n g a  yo ‘nalgan. 
U holda

[F ,. f\ ,F„F,)~[R,R)~0.
Nati jada

{F , ,K ) - {F ,J , ,F , ,F , j\ ,F , )~ {F , .b\ ) .
M o m e n t la r i  teng b o 'Ig a n  ik k ita  ju ft g a  e k v iv a le n t  ju f t la r  

deyi ladi ,  y a ’ni

mom[F.  F ' ) ^ m o m [ p ,  ? ' ) = >  ( f ,  F')~~ [p J ' \
3-teorem a. Juftn ing m o m en t in i  o ‘zg a r t i rm asdan  un ing tashkil 

ctuvchi  kuchlar ini  va yclkas ini  h a r  q an c h a  o 'z g a r t i r g a n d a  ham  
juf tn ing  j i smga ko ‘rsa tadigan t a ’siri o ‘zgarmaydi .

Isbot. juft  ber i lgan boMsin (48- shakl) .  P̂  k u chn i  unga

parallel ikkita tuzuvchiga  a j ra tam iz ,  y a ’ni

K u c h la rd an  bit tas i A n u q t a g a  ikkinchis i  A B  ke sm a  yotgan 
t o ‘g ‘ri chiz iq  davom idag i  C  n u q taga  qo 'y i lgan b o ‘lsin.  A nuqtaga



q o 'y i lg an  P  va  P2 ~ Q  ku ch la r n in g  te ng  t a ’sir etuvchisi  Q'  n ing 
modul i

Q '  =  P , - [ i \ - Q ) = Q -

Nati j ad a  yelkasi / I C b o l g a n  yangi juflga cga bo 'lamiz .  A C y d k i x

quyidagi  m u n o s a b a t n i  qanoa t lant i radi : b u n d a n
A B  AC

Q A C ^ P ^ - A B .  (2 .2.2)

(2.2.2) tengl ikdagi  Q - A C  k o 'p a y tm a  ( ¿ . ¿ ' )  juft  k u c h n in g

m o m e n t i n i ,  P ^ - A B  k o 'p a y tm a  esa (p , , / * )  juf tn ing m o m e n t in i

i fodalaydi,  y a ’ni fn o m [Q ,0 ')=  fH(:m[p^.P2 )-
4 -teo rem a . Bir tekisl ikda yotgan juft  kuch lar  s is temasi  bi tta 

juft  ku ch g a  ekvivalent boMib, un ing  m o m en t i  berilgan juf t  kuch la r  
m o m en t la r i  yig‘indisiga teng.

Isb o t. Bir  t ek is l ikda  y o tg an  juf t

ku ch la r  ber i lgan  boMsin (49 -shakl) .  3 - t c o r e m a d a n  foydalanib ,  
berilgan juf t  kuch larning moment la r in i  o 'zgar t i rmay bitta ¿)yelkaga 
keltiramiz.

Na t i j ada



A va B nuqt a l ar ga  qo 'y i lgan kuch la r n i  q o ‘shib.  ( / j . / i ' )  yangi  

juf t  kuchni  hosil  q i lamiz .  49-shaklga  a so sa n

R ' = R  = Q , - Q 2 - Q , + . . .  + Q, .

(/?./?') juf tn ing m o m en t i

m o m [ t R ' ) = R D ^

3-teoremaga asosan

-  Q^D  -  -F ^d^  = iuom{F2 ,

Bu tengl iklarni  h a d m a - h a d  q o 's h ib ,  (2 .2 .3)  ga  asosan q u y i ­
dagini topamiz:

R j ') = ^ ^ m o m { F , ,F ; ]  (2 .2 .4)m om

2 .3 . Bir tekislikda yotgan parallel kuchlar sistem asining  
m uvo/anat shartlari

K u c h ,  k u c h la r  s is temasi,  k u c h n i n g  k o o rd i n a t a  o ‘qlar idagi 
proyeksiyalari ,  k u c h n in g  nuqtaga  n i sb a t an  m o m e n t i .

Bir tekislikda yotgan parallel ku ch la r  s is temas in ing m u vozana t  
shartlari  quyidagi  te ng lam ala r  b ilan  i fo dal anad i :

i-i
( 2 .3 .1 )

I '=1
Bir tekis l ikda yotgan parallel ku ch la r  s is temasi  m u v o zan a td a  

b o ‘lishi u c h u n  kuchlarn ing shu  kuchlarga  p e r p e n d ik u la r  boMma-



g a n  o ‘qdagi  p ro y e k s iy a la r i  y ig ' indis i  va  k u c h l a r  tekis l igidagi  
ixtiyoriy nuqtaga  n i sba tan  moment lar i  yig' indisi  nolga teng boMishi 
z a ru r  va yetarli.

Bir tekislikda y o tg an  parallel kuchlar  s istemasining muvozana t  
shartlarini  b o s h q a c h a  ko ' r in ishdagi  te ng lam ala r  bilan h a m  ber ish 
m u m k in ,  y a ’ni

. '=1
Bir tekis l ikda y o tgan  parallel kuch la r  s i s temasining m u v o ­

za n a td a  b o ' l i s h i  u c h u n  ku ch la r  s i s t e m as in in g  s h u  kuch lar ga  
pe r p en d ik u la r  t o ' g ' r f  ch i z iq  ust idagi  ix t lyc r iy  ikkiti; n u q taga  
nisbatan algebraik mom en t la r i  yig'indisi a l ohida-a lohida  nolga teng 
bo' l ishi  z a ru r  va yetarl i .

2 .4 . Bir tek islikd a  yotgan  parallel kuchlar sistem asining  
m uvozanatiga doir masalalarni ycchish  bo'yicha  

uslubiy tavsiyalar

Bir tekisl ikda y o t g a n  parallel kuch la r  s is temasining m u v o z a ­
nat iga doi r  m asa la la rn i  yechish  b o 'y i ch a  quyidagi  uslubiy tav- 
siyalarni ber ish m u m k i n :

1. Q a r a l a y o t g a n  q u r i lm a n in g  qaysi q i sm in in g  m uvozana t i  
tekshi r i layotganini  an iq la sh  kerak.

2. Koordina ta l ar  sistemasi o 'qlar idan bittasini kuchlarga parallel 
qilib tanlash  m a q s a d g a  muvofiq.

3. Q u r i lm a g a  t a ’s i r  ctuvchi aktiv ku ch la r  va bog' Ianish  reak­
siyalari shaklda  tasvi rlab  olinadi.

4. M o m e n t  m a r k a z i  yoki m o m e n t  markazla r i  tanlanib  (2.3.1) 
t en glam alar  s i s temas i  yoki (2.3.2) t e n g la m a l r  s is temasi tuziladi.

5. Tuz i lgan  t e n g l a m a m i  bi rgal ikda yechib ,  iz lanayotgan n o -  
m a ’lumla r  topi ladi .

B erilgan u s lub iy  tavs iyalar  asosida q uy ida  parallel kuch la r  
s i s temasining m u v o z a n a t ig a  doi r  masala larni  yechib  ko' rsa tamiz .



4 . l-m asala (О.Э.Кепе 2 .3 .3 ). /iÆ"s tei jen  A n u q t a d a  s h a r n i r  
vos itas ida bi rikt ir i lgan va C D  ver t ikal  s t c i j enga t i rkalgan.  A g a r  
bo ' l sa ,  CZ) s ter jendagi 5 z o ‘r iq ish  k N  d a  topi ls in (50- shakl) .  

Yechish. A s h a r n im ing  reaksiyas in i  ko o rd in a ta  o 'q lar i  b o ‘ylab

yo'nalgan tuzuvchilarga a j ra tamiz .  U c h ta  n o m a ’lum reaksiya

kuchi mav jud,  bu  n o m a ’lu m la rn i  t o p i sh  u c h u n  u ch ta  t e n g l a m a  
kerak boMadi.

Berilgan: А В  = \т , В С - С Е  = 2{п. F, = k N .  F , - 4 k N .  

Topish kera k: S.

Yechish. T o p i sh  kcrak boMgan S  n o i n a ’lum reaks iyan i  A 
nuqtaga  n i sba tan  bi t ta m o m e n t  t e n g l a m a s i d a n  topish m u m k i n ,  
ya 'n i

(a)

va kuch ia rn ing t a ’sir c h i z i q l a r i /I n u q t a d a n  o4adi .  S h u n i n g  

u ch u n  bu k uch la rn ing  yi nuqtaga n i s b a t a n  m o m en t la r i  nolga  teng:

- A B  F^+ AC ■ -  AE ■ l ' \ = Ü
yoki 3m .S' - lm■2 kN + 5■4kN■

B u n d a n  5 ' ^ 7 , 3 3 k N .

4 .2 -m a sa la  (М еш черский 3 .1 2 ) .  Uzu n l ig i  4 m ,  ogMriigi 5 k N  
boMgan bir  j insli  gor izonta l  ba lka  qal inl ig i  0 ,5  m  boMgan d e v o r g a  
sh u n d ay  qil ib o ‘rnatiIganki,  u /) va  5  n u q t a l a r d a  devorga  t i r a l ib  
turadi.  Balkaning erkin uchiga ogMriigi 4 0 k N  boMgan Яуик  os ilgan.  
/1 va 5  nuqta lardagi  reaktsiya kuchlar i  top i ls in  (51 -shakl) .



Berilgan: BC: = 4ru, ^ 5  = 0,5m, Л^40кМ, (^ = 4kN 

Topish kerak: reaks iya  kuchlarini.

D

51-shakl.

Yechish. K o o r d i n a t a l a r  sistemasini  sh ak ld a  ko ‘rsat i lganday 
qi l ib tanlab ,  у  o ‘qiga  n i sb a t an  proyeksiyalar tenglamasini  va A 
nuqtaga nisbatan m o m e n t  tenglamasini tuzamiz, yani 

4

(a)

' ^ m o m j ( F , ) = = A C - P  + A D Q - A B R f } ^ 0 .
(=1

Bu teng lam arga  ber i lgan larni  qo‘yamiz:

' R ^ - R ^ = 4 k N  +  4 0 k U ,

-3 ,5m-40kN-t  1,5 -4kN.

Bu t e n g l a m a l a m i n g  ikkinchis idan =295kN,  b i r inchis idan

R , -  340kN. Javoh: R^ = 340kN, R„ = 295kN.

4 . 3 -m a s a la  (О .Э .К е п е  
2 .3 .13).  O g'iriigi 340N b o ‘lgan 
bir Jinsli / i f i b a lk an i  gor izonta l  
ho la tda  m u v o z a n a t d a  ushlab 
t u ru v ch i  /  y u k n i n g  o g ‘irligi 
topi lsin (52-shakl) .

Yechish. Y u k n i n g  Q ogMr­
lik k u ch in i  a rq o n  b o ‘ylab В



nuq taga  ko ' ch i ra in iz ,  bu kuch  ver tikal  yuqoriga yoMialgan boMadi. 
Q  k u c h n in g  modul in i  topish  u c h u n  A  nuqtaga  n i s b a t a n  m o m e n t  
tenglmas in i  tuzamiz ,  ya’ni 

3

^^m o m  — A C  ■ P  -t AB  ■ -  0.

Balka b ir  jinsli boMgani u c h u n  AC ^ ~ A B .  N a t i j a d a  yuqor idagi

t eng lamalar dan :  yoki  ^  = I70N .

4 .4 -m a sa la  (И .В .М сш ч ер ск и й  3 . 5 ) .  /15 t r an s m i s s i o n  valga

/^-3kN,  Л =5kN, /’з^2кЫ b o M g a n  u c h t a  s h k i v  o ^ r n a t i l g a n .  
OMchamlar  s h a k l d a k o ‘rsa H lgan . /1 p o d s h i p n i k n in g  reaksiyas i  В  
podshi pnikreaksiyas igateng boMishi u c h u n  P  ̂ogMrlikdagi shkivni  
В p o d s h i p n i k d a n  qanday x  r n a s o f a d a o ‘rnat ish  ke rak?  V a lu in g  
OgMriigi e ’t iborga o l inmasin  (53- shak l) .

Berilgan: /{ = 3kN. P^-SkN,  = 2kN.
Topish kerak: x.

3 0 0 s m

53-shakl.

Yechish. Koo rdina ta l ar  s i s te m as in i  shak lda  k o ' r s a t i l g a n d a y  
qilib tan laymiz .  y o ' q i g a  n isbatan  proyeksiyalar  t en g lam as in i  va В  
nuqtaga  ni sbatan  m o m e n t  t e n g lam a la r in i  t u zam iz ,  y a ’ni

5

Y ' ^ : y ^ R , - P , - P , - P ,  + R„ = Q.



R^ — / ? ^ b o ‘lgani u c h u n  (a)  t eng lamalarn ing  b i r i nchi s idan

R, = R, = 5kN, 
ikk inch is in i  quyidagi  k o ' r i n i s h d a  yozsak;

95siTi -2kN + x -5kN + 205sm -3kN -30sm  -5kN = 0,

b u n d a n  X = 1355m-
4.5-m asala (H.B.M eiiniepcKHH 3.15). Gori zon ta l  konsol  bal- 

kaga m o m e n t i  A/ = 6kN m boMgan juft kuch,  u n i n g  C  nuqtas iga 

esa ver tika l  / ’ = 2kN yuk  t a ’s i r  qiladi.  B a l k a n i n g /15 oraligM 3,5 m,  
k o n s o l n i n g  c h i q i b  t u r g a n  q i s m i  5 C = 0 , 5 m .  T a y a n c h l a r d a g i  
reaks iyalar  to p i ’sin (54~shakl).

Berilgan: f * - 2 k N ,  / 1 5 =  3 ,5m,  5 C  — 0,5m.
Topish kerak: R^ • 5^.

y

R

M
■B" C X

54-shakl.

Y echish. va R^ n o m a ’lum reaksiyalarni top i sh  uch u n  y  
o ‘q iga  n i sba tan  proye ks iya la r  tenglamasini  va A n u q tag a  nisbatan  
m o m e n t  ten glam as in i  t u z a m i z ,  ya'ni

^  m o m ^  P  -  M  -- 0 .
(a)

/=1

(a) t en g lam a la r n in g  ikki nch i s idan

-  —  ( .4C-5  + A/) = — !— (4m-2kN + 6kNm), R , = 4kN. 
" A B ^  '  3 ,5m^  ̂ "



birinchisidan R^=P~R„ = - 2kU
Javoh. R^ = -2 kN  vertikal b o 'y l a b  paslga,  R̂  ̂ -  4kN csa  vertikal 

bo 'y lab  yuqor iga  yo 'nalgan.
4 .6 -m a sa la  (M .B.M ciinepcKHH 3 .1 7 ) . Uzunhg i  10 m  b o ' l g a n  

A B  ba lka  us t iga  yuk k o ' t a r a d i g a n  kran u c h u n  yoM s o i i n g a n .  
K ra nn ing  og' i rl igi  50kN b o ' l ib ,  u n i n g  og' ir l ik markazi  C / ) o ‘qda 
yotadi .  R  yukn ing  og ‘idigi lO k N ,  A B  ba lkaning og ' i r l ig i  3 0 k N ;  
k rann ing  / ^ ¿ q u l o c h i  uzunligi 4 m ,  A C -  3m. K ra n n in g  /^Ls t re las i  
ba lka  b i l an  b i r  vertikal t ek i s l ikda  b o ' l g a n  hol  u c h u n  A va B 
nuqta la rdagi  t a y a n c h  reaksiyalari  topi ls in  (55-shakl) .

B e r ilg a n :  / i f i - l O m ,  G = 5 0 k N ,  /^ =  1 0 k N ,  ô - 3 0 k N ,  
A ' i - 4 m , / ) C - 3 m .

Topish kera k: R. ,̂ t a y a n c h  reaksiya kuchlar ini .
Yechish. Koordina ta lar  s i s temasini  55-shakIda  ko ' r sa t i l g an d e k  

t anlaym iz .  Masalani  (2.3.1) t e n g l a m a l a r d a n  foyda lanib  y e c h a m i z .  
A xy  koo rd in a t a la r  s is temasiga n i sb a t an  proyeksiya t e n g la m a s in i  
va A n u q tag a  nisbatan  m o m e n t  ten g lam as in i  tu zam iz

4 m

^ mom^[h])- A C G A B Q ~ { A C  + KL)p  + ABR„ -  0.

Bu te n g la m a g a  berilgan m i q d o r i a rn i  q o ‘yamiz ,  n a t i j ad a  

R^ -  50kN -  30kN I OkN + R,̂  = 0;

- 3 m  -3 0kN - 5 m -3 ü k N  - 7 m  ■ lOkN + lOm - -  0.



Bu t en g lam ala r  s i s te m as ini  yechib,  n o m a ’lum la rn i  to pam iz ,  
y a ’ni / i f l - 3 7 k N ;  53 kN .

M uam nioli m asala  va topshiriqiar

1. A sharn i rg a  m a h k a m l a n g a n  f iCbrusga vertikal  F, -  4 k N  va 
F2 k u c h l a r  t a ’sir e tadi .  B rus  gorizonta l  h o la tda  m u v o zan a td a  

t u r i s h i  u c h u n  k u c h n i n g  m i q d o r i  q a n d a y  boMishi  kerak.  
A C =  2/n,  A B =  6m.

2. / Î F  balka  A n u q t a d a  s h a r n i r  vosi tasida m a h k a m l a n g a n  va 
CZ) vertikal  sterjenga suyalgan.  A B  = \m , B C = C E ~ 2\r\ va F i= 2kN ,  
f 2= 4 k N  boMsa, C D  s te r j enn ing  z o ‘riqishini toping.

¡-m asala. A
2-m asüla.

3. / i ß b a l k a g a  vertikal F\ ~  I k N ,  F-^^ 2kN va F^~7> kN kuchlar  
t a ’s ir  e t a d i . / 1C -  C D ~  D E ^ X m ,  5 F - 2 m b o ‘lsa, ß t a y a n c h n i n g  
reaksiyas in i  toping.

4. A D B  romga ver tikal  F \= 9  va ^2 = 4  kN  kuch la r  t a ’sir 
e tad i .  B tayanch  reaksiyas ini  toping.  A C - 2 , 5 m ,  A B  = 6rr\.

5. OgMriigi 3 4 0 m  bo M g an  AB b a lka  g o r i z o n t a l  h o l a t d a  
m u v o z a t n a d a  boMishi u c h u n  I yukning ogMriigi q a n d a y  boMishi 
ker ak ?  Balka bir j insli

A

f-\ F, 
C D 

f\ B



6 - ( f . / ' " )  juft  kuchni  t ashki l  qi luvchi k u c h la rn in g  p r o y e k ­

siyalari ^^-/'7 = 7,5N, ^ - F J  -  2 .5N ber ilgan,  k u c h l a r  q o ' y i -  
lish nuqtalar ining koordinatalari ;  x, -^0, lm,  y j^O . lS m ,  - 0 , 0 1 5 m  
>̂2 = 0, 02m. Ju f tn ing m o m en t i  topilsin.

a X

yj

0 Xl

S-masala. 6-masaUi.

7. Pl i taga  uni tckisligida y o tuvch i  ikkita juft  kuch  t a ’s ir  q iladi .  

F ^ m ,  Q=5N,  AB^(),25,  C Ü - 0,20m va a  - 60", / ? - óO“* boM­
sa, juf t lar  mom en t la r i  yigMndisi topi ls in.

8 . Bir tekislikda yotgan va muvozanat lashgan uch ta  juf t  ber ilgan 
M|=510Nm. A/j = l20Nm boMsa, m o m e n t  topi ls in.

/

S-masala.

Mustaqii ishlash uchun savol va topshiriqiar

/. Bir tomonga yo ‘nalgan ikk i parallel kuch teng ta 'sir etuvchisining  
moduli nimaga teng?

2. Bir tomonga yo 'nalgan ikk i parallel kuch teng ta 'sir etuvchisining  
ta 'sir chizig'i qaysi nuqtadan o ‘tadi?

3. Qarama-qarshi tomonga yo'nalgan ikki parallel kuch teng t a ’sir 
etuvchisining moduli nimaga teng?

4. Juft kuch deb nimaga aytiladi?
5. Juftning moment vektori deh qanday vektorga aytiladi?
6. Juftning algebraik momenti deb nimaga aytiladi?
7. Juft kuch haqidagi teoremalarni tushintirib bering.



2 .5 . Tekislikda ixtiyoriy ravishda joylashgan kuchlar 
sistem asining muvozanat shartlari

K u c h ,  kuch  in tens ivhgi ,  t eng  t a ’sir e tuvchi ,  tekis va chiz iqh 
q o n u n  bi lan  taqs im lani sh ,  reaks iya  kuchi,  reaksiya m o m en t i .

T ek i s l i k d a  ixt iyoriy r a v i s h d a  yo‘na lgan k u c h l a r  s is temasi  
m u v o z a n a t d a  boMish i  u c h u n  k u c h l a r n i n g  b o s h  v ek to r i  va 
tekis l ikn ing ixtiyoriy nu qtas iga  nisbatan bosh m o m e n t i  nolga teng, 
y a ’ni

(2 .5 .1 )

< =1
boMishi z a r u r  va yetarli.

(2 .5 .1) t en g lam a lam i  tekis l ikda  dekart ko o rd inat a la r  sistemasi 
o ' q l a r ig a  proyeksiyalab,  qu yidag i  tenglamalar  s i s temasiniga  kela­
miz:

/ =1

/ I

I
(2 .5 .2 )

momJF. = 0 .

(2 .5 .2) m u n o s a b a t l a r  tekis l ikda ixtiyoriy ravishda joylashgan 
k u c h l a r  s i s temasining m u v o z a n a t  shartlarini i fodalaydi.  Tekisl ikda 
ixt iyor iy y o ‘nalgan k u c h la r  s is temasi  m uvozana tda  boMishi uch u n  
k u c h l a r  s istemasining k o o rd in a t a  o'qlaridagi proyeksiyalari  yigMn­
disi va tekislikdagi ixt iyoriy nuqtag a  nisbatan algebraik moment lar i  
yigMndisi a loh ida- a l oh ida  no lga  teng boMishi za ru r  va yetarli.

Teki s l ikda  ixt iyor iy rav ishda yo‘nalgan ku ch la r  s istemasining 
m u v o z a n a t  shar tlar in i  y a n a  b o sh q ac h a  k o ' r in i sh d a  h a m  ber ish 
m u m k i n :  b i r  tek is l ikda  ix t iyor iy  y o 'n a lg an  k u c h l a r  s is temasi

5S



m u v o z a n a t d a  bo ' l i shi  u c h u n  kuch la r  s i s t e m a s i n in g  b i r  t o ‘g ‘ri 
chiz iqda yotmaydigan ixtiyoriy uch ta  A, В \й .С  nuqta l ar ga  nisbatan 
algebraiic m o m en t la r i  y ig ' indis i  a lo h id a - a lo h id a  nol ga  teng,  y a ’ni

II , . >1 , 4 >1 .  .

^ ш о т Д / ' ’ ) = 0; (a ; ) - 0 . ( 2 .5 .3 )
/=1 /=! (=1

bo ' l i sh i  z a ru r  va yetarli.
Tekisl ikda ixtiyoriy ra v is h d a  y o 'n a lg an  k u c h l a r  s is temasining 

uch inch i  xil muvozana t  shar t lar ini  ham  berish m u m k i n :  Tekislikda 
ixtiyoriy ravishda yo 'nalgan ku ch la r  sistemasi m u v o z a n a t d a  bo'lishi 
u c h u n  kuch la r  s is te i^as in ing tekislikdagi ix t iyor iy  ikkita A va В 
nuq taga  nisbatan  ol ingan a lgeb ra ik  m o m e n t la r i  y ig ' ind is i  h a m d a  
ku ch la r  s istemasining shu n u q ta l a r d an  o ' t u v ch i  t o ' g ' r i  chiz iqqa 
p e ф e n d i k u l a r  b o ' l m a g an  o 'q d a g i  proyeksiyalari  y ig ' ind is i  nolga 
teng bo ' l i sh i  zarur  va yctar li ,  y a ’ni

¿ ( ^ 1  - 0 ,  (2.5.4)
.=1 I .1 / = 1

b u n d a  i  — /15 to 'g ' r i  ch i z iq q a  per pen d iku lar  b o ' l m a g a n  o 'q .

2 .6 . Tekislikda ixtiyoriy ravishda joylashgan kuchlar 
sistem asining m uvozanat shartiga doir m asalalarni 

yechish bo‘y icha uslubiy tavsiyalar

1. K o o rd in a ta l a r  s i s te m as i  o 'q l a r in i  k u c h l a r n i n g  p ro y e k -  
siyalarini  hisoblashga qulay  qi l ib tanlash kerak.

2. M o m e n t  markazi  s i fa t ida  ikkita va u n d a n  o r t i q  n o m a ’lum 
reaksiya kuchlar i  kes ishgan n u q t a n i  ol ish m a q s a d g a  muvof iq .

3. T an la n g an  koo rd in a t a la r  sistemasi  va m o m e n t  markaziga  
n isbatan  (2.5.2) t e n g lam ala r  s is temasini  tuz ish  lozim.

4. Tekis l ikda bir to 'g ' r i  ch i z iq d a  yo tm ay d ig an  u c h t a  nuqtan i  
tanlab ,  (2.5.3) tenglamalar  s i s temasi  tuziladi.

5. T ek i s l ikda  A va В  n u q t a l a r n i  va A B  t o ‘g ' r i  c h i z i q q a  
p e ф e n d i k u l a r  b o ' l m a g a n  {  o ' q n i  tan lab ,  (2 .5 .4)  t e n g l a m a l a r  
sistemasi tuziladi.



6 . T u z i l g a n  t e n g l a m a l a r  s is te m as in i  yechib ,  i z l an a y o tg a n  
n o m a ’l u m l a r  topi ladi .

B er i lgan  us lubiy  tavsiyalar  asos ida  quyida  tekisl ikda ixtiyoriy 
ravishda jo y l a s h g a n  kuch la r  s i s temasining m u vozana t  shar tlarga  
d o i r  m as a l a la rn i  yech ib  k o ‘rsa tamiz .

6 . 1 - m a s a l a  ( О . Э . К е п е  2 . 4 . 2 0 ) .  Og‘irligi 346N boMgan ЛВ
bir  jinsli balkani  gorizonta l  ho la tda  
muvozanatda  ushlab turuvchi 1 yuk­
n in g  OgMriigi topi lsin (56-shakl) .

Y ech ish . N o m a M u m  k u c h l a r  
u c h t a ,  ularni  topish u c h u n  u ch ta  
tenglama tuzish kerak boMadi. A m m o  

m asa la n in g  shartiga k o ‘ra b i t ta  Q 
5 6  shukt. k u c h n i  top i sh  t a l a b  q ' l i n g a n .  4

nuqtani  m o m e n t  markazi  qilib olsak,  tuzilgan momen t  tenglamasida 
faqat  b i t t a  Q  nomaM um  q a tn a s h a d i ,  y a ’ni

( / ; )  -  Я+ AB Q,:= 0. (a)
(=1 ^

va  kuch lar n ing t a ’sir ch iz iq la r i / i  n u q tad an  oMadi,

sh u n i n g  u c h u n  ularni  A n u q taga  nisbatan mom en t la r i  nolga  teng.  
Shaklga  asosan

Q , = Q C o s 3 0 " = ^ Q .

Buni  (a)  t en g lam ag a  q o ‘y am iz ,  nat ijada

= ~ ^ 3 4 6 N  «  200N.
V3 V3

Javob: Q = 200H .
6 . 2 - m a s a l a  ( О . Э . К е п е  2 . 4 .1 5 ) .  OgMriigi lOOkN boMgan bir 

j ins li  b r u s n i n g  bi r  uchi  A s h a r n i r  y o r d a m id a  m a h k a m l a n g a n ,  
i k k in c h i  u c h i  si ll iq de v o rg a  t a y a n i b  m u v o z a n a t d a  t u r a d i .  Aga r  
cr = 60®boMsa, b r u s n in g  d e v o r g a  k o ‘rsa tad igan  b o s i m i  topi ls in  
( 5 7 - s h a k l ) .



57-shakl.

Berilgan: p = | O O ^ .  a  60^.

Topish kerak: N.
Yechish . M as a la d a  u c h t a  n o m a ’lum 

m iq d o r  qatnashadi .  Ularni  t o p i s h  u c h u n  
u c h t a  t e n g l a m a  k e r a k  b o M a d i .  L ek in  
masalaning shartiga ko‘ra bi tta N  reaksiyani 
top i sh  kerak.  S h u n in g  u c h u n  A nuq tan i  
m o m e n t  m ar k a z i  d eb  o l ib ,  m o m e n t l a r  
t e n g l a m a s i n i  t u z s a k ,  h o s i l  b o M g a n  
t e n g la m a d a  faqat bi tta n o m a M u m  reaksiya q a t n a s h a d i ,  y a ’ni

4

^  mom  ̂ ) = Z?/* -  /ï| A/' = 0.
; = l

Shakldan

k  = ABcos6Qi\ h = — .vm60“
2

Bularni  (a) t englamaga  q o ‘yamiz;

AB
P -----siu60'^ — NABcos6Qi^ = 0

(a)

yoki ^ P  ~ — N  = b u n d a n  
4 2

j ;
N = —  P = S6,6k>i.

2
Javob: N  -  86. 6kN .
6 .3 -m asala .  (M.B.Mcin*iepcKHH4.11).  K o ‘p r i kni ng  qismlarini  

yigMshda k o ‘prik fermas in ing b i ro r  ABC y 
q i sm in i  sh a k ld a  k o ‘rs a t i !g a ndek ,  u ch ta  
arqon bilan koMarishga to ‘g ‘ri keldi. Fe rma  
s h u  q i s m i n i n g  ogMriigi 4 2 k N ,  ogMrlik 
markazi  Z) nuqtada.  Masofalar  m o s  ravish­
da: A D  = 4 m ,  BD  — 2m,  B F =  I m.  Agar 
AC to'g'n chiz iq  gor izonta l  boMsa, a r q o n ­
lardagi tarangl ik kuchlari  q a n c h a  boMadi.

: i w
60^ C  450

4m 2m Im 
58-shiiki.



Ber i l g an :  /Î~42kN, /l/) = 4m ,  B D ^ l m ,  BF=  Im;
Topish kerak:  T ,  T2, T .
Yech i sh .  Koordinata lar  sistemasini  rasmda ko‘rsati lgandek 

tan laymiz  va (2.5.2) tenglamalar  sistemasini tuzamiz:
n

^  = -Tj COS 60 '̂ + Г, cos 45*' -  0,

n
F;,, -  r, + ^2 cos 3 0%  r , cos 45" -  P -  0.

/=1
n

Y  -  -4 P  + бГз cos 30'’ + (7 + S )T ^  cos 45" -  0. E F C  uch-
/=1

burchakdan  EF~FC, EFB uchburchakdan  EF=-j3 ,  shuning 
uchun AC=7+ V3 .

Г3 -  -Jit , = 0,

2Т^+4 зТ2 + л[2Т^^2Р,

^ 4 .42  + 6 — Гз + л/2Г, -  0.
2 2

Bu tenglamalardan T^— 18kN, 7 j= 17,7kN, T^= 12,4kN.
6 .4 - m a s a I a  (И .В .М е ш ч е р с к и й  4 .2 2 ) .  Arka shak l idag i  

fermaning A nuqtasi qo 'zg 'a lm as  sharnirli tayanchda va В nuqtasi 
gor iz ont  b i l an  30° bu rchak  tashki l  q i lgan si l l iq tekis l ikdagi  
qo ‘zg ‘a luvch i  tayanchda turadi .  Oraliq y4fi = 20m. Fermaning 
ust idagi qori bilan birgal ikda og' ir i igi  lOOkN va u AB oral iqning 
o‘ rtasidan yuqoridagi С nuqtaga qo ‘yilgan. Shamolbosiminingteng 
t a ’sir etuvchisi  F=  20kN bo ‘ lib, AB ga  parallel holda yo 'nalgan,  
uning t a ’sir chizig‘i АВбап  4m uzoqlikda. Tayanchlardagi reaksiya- 
lar topilsin (59-shakl) .

Ber i l g an :  a АВ = 2 Ш .  Р -lOOkN. f' = 20kN, /i = 4m.
Topish kerak:  д: .̂ Nf .̂



Yechish. Koordinatalar sistemasini shaklda ko'rsatilganday qilib 
tanlaymiz. Tanlangan koordinaiar sistemasiga nisbatan proeksiyalar 
tenglamalarini  va В nuqtani markaz qi l ib ol ib,  moment tengla­
masini ,  ya 'n i  (2.5.2) ni tuzamiz:

^ / ^ 3, - A ^ ,^ c o s a - P - x . ,  - 0, (a)

5 . J ,

Y ^ m o m „ [ F ) =  - ~ P  -  A B y ,  + /,F = 0,
I -I ^

(a) tenglamalarga beri lganlarni qo 'y ib ,  quyidagi larni  hosil 
qilamiz:

2 2 
~l0/^ + 20v^ + 4 F - 0 .

(b) tenglamalarning oxirgisidan

^¡1 - P  + y j = 0.

Уа =

yoki
20m

(10ml0 0kN-4m-20kN) ,

= 46kN.
Buni ikkinchi tenglamaga qo ‘yib, ni topamiz:

х/з /з
- - М „  = Р - у , -  “ ^ 1 OOkN- 46kN,

(b )



bundan = 62,4kN..
(b) tenglamalarn ing  birinchisidan

,̂-1 = l l 2kN .

J a v o h :  .v, ■■ I l,2kN, y ,  -46kN, îV,, -62,4kN.
6 .5 -masa la  (H.B.Mci i ihcpckhh  4 .10 ) .  Og‘ irligi lÜON boMgan 

bir j insli /15 sterjenning bir uchi gorizontal si l l iq polga, ikkinchi 
uchi esa gorizontga nisbatan 30° burchak tashkil qiluvchi silliq qiya 
tekislikka tayangan.  Ster jenning 5 u c h in i  Cb lokdan  oMgan va P  
yuk osilgan arqon ushlab turadi. Arqonning BC  qismi qiya tekislikka 
parallel. Blokdagi i shqalanishni hisobga olmay ,  arqonga osilgan P  
yukning OgMriigi, pol bi lan qiya tekislikka tushadigan va 
bo:,imlar topilsin ( 6 0 - shakl).

Beri l gan:  Q — lOON, 30“.
Topish kerak: P, N
Yechish.  /15 ste i jenning muvozanatini  tekshiramiz. P kuchni 

arqon bo‘ylab B  nuqtaga ko'chiramiz.  B  nuqtani koordinatalar 
boshi sifatida olib, koordinatalar sistemasini shaklda ko‘rsatilganday 
qilib tanlaymiz.  /1 va 5  tayanch reaksiyalarini qo ‘yamiz,  natijada 
sterjen f\Q^N^ va  kuchlar  ta ’s i r ida muvozanatda turadi. 
Tanlangan koordina ta lar  sistemasiga nisbatan proyeksiya tengla­
malarini va 5  nuqtaga nisbatan moment tenglamasini ,  ya'ni (2.5.2) 
tenglamalarni tuzamiz:



Y  -  -PCav30'’ + N^CoséO"' 0;
(1̂1

4

Y  '̂n  ̂ /’ÎVw60" + A^^Co.ç30" -  Q t- N,  -  0; (a)
/-I

4

yoki

2 ^ 2  .-« 2 ^

i V3 (b )
- F  + Y A ’« ~ t ?  + / v . - 0 .

(b) t e n g l a m a l a rn in g  u c h i n c h i s i d a n :  /V̂ =i)OÂ . B i r i n c h i  
tcnglamadan

N , = S l \  (c)
buni ikkinchi tenglamaga qo‘yamiz:

- P  + - P - Q  + N . ^ { ) .
2 2 ^

Bundan 2P - Q - N , ^  yoki  /̂  = 25N-
P  ning bu qiymatini (c) ga qo 'ysak

A^„-25V3N-43,3N.
Endi masalani  (2.5.3) t eng lamalardan  foydalanib yecham iz .  

Moment markazlari sifaiida B,D\d ¿ 'nuqtalarni  olamiz (61 -shakl ).

^mr w^( / ' ; ) =— - 0 ,

Y  (/; ) -  - B D  ■ P + -  0,

m o m ,, ) -  - B E  - cos30" — B E  ■ Pcos 60® + —Q - 0. ( ‘i )
, .1 2



D

Shaklga asosan BE=h.
Bularni (d) teng lamalarga qo‘yamiz:

- 2 P  + - Q  = 0.
2

- V 3 A ^ , j -^/з^^2 -  p  + (7 -  0.

Bularning bir inchis idan A^^=50N, ikkinchisidan P = 25N, 
uchinchis idan esa Â  ̂= 43,3N kelib chiqadi.

Javob: Â., ==5()N, -43 ,3N ,  P = 25U,

Muamrnoli m asa la  va topshiriqiar

1. Uzunligi f  =3m boMgan balkaga momentlar i  A/, = 2kNm, 
A/^^8kNm boMgan juft kuchlar  ta ’sir etadi. B tayanchning reak­
s iyas ini  toping.

V ' \  r t
M2 B / \ , ,

f '  .5« eo"

¡-masala.

B C

2-masala.

2. f ’ = 84,6N, =208N boMsa, Z) ta yanchning reaksiyasini 
toping.  AB = \m, BC  = 3m, CD = 2m.



3. AB b a lkan ing  o g i r l i g i  346N ,  uni  gor izonta l  i i o l a td a  
muvozanatda ushlab turuvchi l yukning og ‘ irligini toping.  AB 
balka bir j insl i  deb olinsin.

4. Kran gorizontal balkas ining uzunligi  C ga teng,  un ing  bir 
uchi sharnir yordamida mahkamlangan  ikkinchi B uchi  gor izont  
bilan a  bui'chak hosil qiluvciii BC  lortqich vositasida,  devorga 
tortilib turadi .  Balka ustida ogMriigi R boMgan yuk si l j iy o ladi .  
Yukning holati A sharnirgacha boMgan o'zgamvchi  masofaga qarab 
aniqlanad i .  BC  tortqichning to r l i üsh  kuchi  T yuk  ho la t in ing  
o'zgarishiga qarab aniqlansin. Balkaning ogMriigi hisobga olinmasin.

5. OgMriigi R boMgan bir j ins l i  AB balka vertikal tekis l ikda 
joylashgan sill iq C/)va Z)A’ og‘ ma to 'g ' r i  chiziqlarga t iral ib turadi .  
Bu to‘g ‘ ri chiz iq la rdan bir inchis i  gor izont  bi lan a  b u rc hak ,  
ikkinchisi 90“- a  burchak hosil qiladi. Muvozanat holatida balkaning 
gor izont  bi lan hosil  qi lgan bu rc h ag i  0 h a m d a  t a y a n c h l a r g a  
ko'rsati lgan bosimi topilsin.

6. Og'iri igi 600N, uzunligi 4m bo ' lgan  bir j insl i  ba lka bir 
uchi bilan sil l iq polga va oral iqdagi B nuqtasi bilan balandl ig i  3m  
bo ' lgan  sto lban ing  uchiga t i r a l g an ,  ba lka  vert ika l  b i l an  30" 
burchak tashkil  etadi. Balkani pol bo 'y lab  tortilgan / iCarqon  shu



hola tda ushlab turadi .  Ishqalanishni  hisobga ol inay ,  arqonning 
tortil ish kuchi stolbaning reaksiyasi va pol reaksiyasi topilsin.

7. Og‘ irligi 200N b o i g a n  bir jinsli /15 balka gorizontal silliq 
polga B nuqtada 600 burchak ostida tiralib turadi ,  bundan tash- 
qar i ,  uni ikkita C va D tayanchlar  ushlab turadi. 5,  C va Z) tayan­
chlardagi  reaksiyalar topilsin:  y45 =3m, C 5  = 0 ,5m, 5Z) = lm.

7-masüla. 8-masula.

ï.. OgMriigi lOOkN boMgan bir j insli brusning B uchi silliq 
devorga tayangan,  ikkinchi  uchi  A sharnirga mahkamlangan .  
a= 6 0 0  boMsa, brusning devorga beradigan bosimini  aniqlang.

9. OgMriigi lOON boMgan bir j insli AB s ter jenning bir uchi 
gorizonta l  si l l iq polga ,  ikkinchi  uchi esa gor izontga nisbatan 30° 
burchak tashkil qi luvchi si l l iq q iya tekislikka tayangan. Stei jenning 
B  uchini  C boltdan oMgan va R yuk osilgan arqon ushlab turadi. 
Arqonning BC  qismi qiya tekislikka parallel. Blokdagi ishqalanishni 
h isobga olmay ,  a rqonga  os i lgan R yukning ogMriigi, pol bilan 
qiya tekisl ikka tushadigan Na va A^^bosimlar topilsin.

10. Bir tomonga nishab boMgan tomning stropilasi /45brusdan 
iborat boMib, uning yuqorigi  B uchi silliq tayanchda erkin holatda 
yotadi ,  pastki A uchi  esa devorga tiralib turadi. Tomning  qiyaligi 
/ga=0,5; /ifibrusga un ing o ‘rtasiga qo'yi lgan 9kN li vertikal kuch 
t a ’s i r qi ladi.  /1 va 5  nuqta lardagi  tayanch rcaksiyalari aniqlansin.



Mustaqii ishlash uchun savol va topshiriqiar

1. Tekisl ikda kuchlar s istemasining birinchi xil muvozanat  
tenglamalarini tushuntiring,

2. Tekisl ikda kuchlar s istemasining ikkinchi xil muvozanat  
tengianialarini yo/ib tushuntiring.

3. Tekisl ikda kuchlar sistemasining uchinchi xil muvozanat 
lcnglam:\larining mohiyatini tushuntiring.

2.7 . ParalJel kuchlar markazi

Kuch, parallel kuchlar s istemasi ,  teng ta ’sir etuvchi,  nuqta 
va koordinata tekisliklariga nisbatan statik moment.

Teng ta 's i r  ctuvchiga kel t i r i ladigan parallel kuch lar  s i s t em a ­
sining markaziy Uisht'nchi’sini kiritaylik. Qattiqjismning

nuqtalarga qo'yi lgan parallel kuchlar sistemasi beri lgan
bo is in .  A w a l  bir tomonga yo ‘ na lgan  paral lel  kuchlarni qa raym iz  
(62-shakl).

62-shakl.

va Fj ikkita kuchni qo‘shamiz.  va nuqtalarning koordi- 

nataiarini mos ravishda va bi lan radius-

vektorlarini esa va bilan belg i l aymiz .  F̂  va Fj kuch la rn ing  

teng ta ’sir etuvchisini bilan belg i laymiz.  U holda R2 kuchn ing 

moduli K2 ^P^+P2. R2 kuchning q o ‘yi l ishi nuqtasini topamiz .

69



Shaklga asosan

~f], C\A2 --= . (2 .7 .1)

Ikkinchi tomondan l - §  dagi (2.1.2) formulaga asosan 
nuqtan ing holali quyidagi  munosabatdan topiladi:

A  p

va ' 1̂ 2̂ vektor lar  kolleniarl igidan

yoki (2.7.1) munosabat larga asosan
-  /•; /•; -  r ,

~ ~ p.
bundan

P̂ r̂  +
T ^ -

r. =
J I

Endi /¿2 va 3̂ yoki F , k u c h l a r n i n g  teng ta ’sir etuv- 
chis in i qo'yi l ish nuqta lar ini  topamiz:

va Fy bir tomonga  yo 'nalgan parallel kuchlar  bo' lganligi 
uchun ularning teng t a ’s i r etuvchisi ham shu yo 'nal ishga cga 
va uning moduli quy idagi  fonnuladan topiladi:

R, = /?2 F̂  ~ /‘| + /*2 + Z'j.
Teng ta ’sir etuvch ining qo ‘yilish nuqlasi

^2^., + 3̂̂ 3r. -
P2+F2

formuladan topiladi.  (2 .7 .2) formulaga asosan

F n  + /•>; + F.r.r. -r i II  Y 2
(2 .7 .3 )



Endi t o i a  induksiya usu l idan foydalanib, (2.7.3) formulani  n 
ta kuch uchun ham o'rinh ekanl ig in i  isbot qil ish mumkin.  Buning  
uchun (2.7.3) formula k ta kuch uchun o ‘ rinli deb k + l  ta kuch 
uchun ham o ‘ rinli bo i i sh in i  ko 'ramiz .  Faraz qi lay l ik ,  (2.7.3) 
formula k ta kuch uchun o 'r in l i ,  y a 'n i

k

+ (2 .7 .4 )

bo' isin. kuchlar in ing teng t a ’sir etuvchisi  shu
kuchlar  bilan bir xil yo ‘nalgan bo'Hb, uning moduli  quyidag iga  
teng:

I I

Endi va /-̂ 1̂ kuchlar ining teng t a ’sir etuvchisini  topamiz.  
va F̂   ̂ bir tomonga yo 'na lgan  paral lel  kuchlar  ekanl ig idan 

teng t a ’sir etuvchisi ular b i lan bir xil yo 'na lgan ,  modul i  esa 
quyidagicha topiladi:

î-.i ^ + + ... + F̂ ,| .

kuchning qo'yi l ish nuqtasi  (2.7.2) ko 'ra

bo' ladi .  (2.7.4) formuiga asosan esa

fi't+i _ 
f'l + Ft + ... + F't , ,••

2 i+1

Shunday  qilib, bir tomonga yo 'nalgan  (F|,F2, . , . ,F„) paral lel  
kuchlar  sistemasining teng t a ’sir etuvchisining yo 'nala ishi  beri lgan



kuchla rning yo ‘nalishi bi lan bir xil, moduli esa modul lar i y ig ' in-  
disiga teng,  y a ’ ni

/=i
Teng t a ’sir etuvchining q o ‘yilish nuqtasi quyidagi  formula 

yordamida topiladi:

; = 1 
f? (2 .7 .5 )

(2.7.5) tengl ikning ikkala tomonini koordinatalar  sistemasi 
o 'q la r iga  proyeksiyalab,  paral lel  kuchlar markazining koordina­
talarini  topamiz:

S / ' - ’
a: ___  V -  ------

‘ ‘ " (2.7.6)

,=) j- î /1 

bunda X,, v,,z, — h] kuch qo'y i lgan nuqtasining koordinatalari .
Be r i l gan  kuch la rn ing  q o ‘ yi l ish nuqtalari  a t rof ida bir  xil 

bu rchakka burganda u la rn ing teng ta ’sir etuvchisi ham xuddi 
s h u n d ay  burchakka o ‘ sha  yo 'nal ishda bur iladi ,  am m o uning 
q o ‘ y i l i sh  nuqtas i  o ‘z g a r m a y d i .  Demak,  teng t a ’s i r  etuvchi 
qo ‘ yi l ish nuqtasining holati  parallel kuchlar  yo'nal ishiga bogMiq 
boMmas ekan. Bu nuqtaning holati berilgan kuchlarning modullariga 
va qo ‘yi l ish nuqtalarining holatiga bogMiqdir.

Aga r  qa rama-qa rsh i  tomonga  yo 'na lgan paral lel  kuchlar 
sistemasi berilgan boMsa, ularni qarama-qarshi tomonga yo'nalgan 
ikkita parallel kuchlar s istemasiga ajratamiz. Hosil bo' lgan kuchlar 
s is t emala r in ing  teng t a ’s ir  etuvchilari  top i ladi .Nat i jada a n t ipa ­
ral lel kuchlar  s istemasiga kelamiz.  Bu ikki kuchni ham bitta teng 
t a ’sir etuvchiga kelt ir ish mumkin .  Uning modul i  va qo'yi l ish 
nuqtas i  (2.1.3) va (2 .1 .4)  formulalar orqali topiladi .  Yuqorida



keltiri lgan formulalardan foyda lanishda  bir tomonga  yo 'nalgan 
kuchlarning modullari o id iga (+) ishorasini,  ikkinchi  tomonga 
yo 'nalgan  kuchlarning modul l ar i  oidiga ( - )  i shoras ini  qo'y ish 
lozim.

(2 .7 .5) formuladagi  i fodaga para l le l  ku c h l a r  sis-
(-'I

l e m a s in in g  0  nuqtaga  n i s b a t a n  s ta t ik  m o m e n t i  d e y i l a d i .
n  f t  n

miqdor la rga paral lel  kuch la r  s i s tema-
/=1 I - I  / = !

s ining mos ravishda (yz),(zpc) va (xy)  tekisl iklarga nisbatan statik 
momentlar i  deyiladi.

tr n
(2.7.5) va (2.7.6) lardan ^

( -I / -I
n n n

=>"'■ Z ^ ' - '
Í -I I / 1

munosabat lar  kelib chiqadi.

Mustaqii ishlash uchun savol va topshiriqiar

1. Bir fomonga yo'nalgan parallel kuchlar sistemasining teng ta'sir 
etuvchisi qanday topiladi?

2. Qarama-qarshi tomonga yo ‘nalgan parallel kuchlar sistemasining 
teng ta 'sir etuvchisi qanday topiladi?

3. Parallel kuchlar sistemasi teng ta 'sir etuvchisi qo 'yilish nuqtasining 
radius-vektori qanday topiladi?

4. Parallel kuchlar sistemasi teng ta 'sir etuvchisi qo 'yilish nuqtasining 
koordinatalari qanday topiladi?

2 .8 .  O gM rlik  m arka/ i

Parallel kuchlar, parallel kuch lar  markazi ,  zichl ik,  bir j insl i l ik  
0 ‘girl ik markazi tushunchas ini kiritish uchun j i smni  fikran 

yetar i icha ko‘p sondagi shunday  bo' laklarga a j rat i ladi ,  har  bir 
boMakchaning hajmi (massasi)  j i sm hajmidan juda  k ich ik boMsin.



(63-shakl ) .  Наг bir elementda bo ‘ lakchaning 

og ‘ irl ik kuch in i  \P, bilan, bu tun  j i s m n in g  
og‘ ir l ik kuch i  P bi lan be lg i lanadi .  Bo ‘\ak- 
chalarn ing og ‘ irUk kuchi Ycr markaziga qarab 
y o ' n a l g a n .  J i s m  o M c h a m la r i  Y e r n i k i g a  
q a r a g a n d a  j u d a  k ich ik  boMganl igi  uchun  
boMakcha la rn ing ogMrlik kuchlar in i  paral lel

kuch la r  s is temasi  deb qarash  mumkin.  \P, para l le l  kuch lar  
s i s t em as in ing  markaziga j i sm n ing  og^irlik markaz i  deyi ladi .  Jism 
OgMrlik m a r k a z in in g  r ad iu s -vek to r in i  (2 .7 .5 )  fo rm u ladan  
foydalanib topish mumkin,  y a ’ ni

63-shakl.

'¿АР/,
r  = i = l

P ( 2 .8 . 1)

bunda r - - i  — elementar  boMakcha OgMrlik markazining radius-
n

vektori ,  j i smning  ogMriigi, n — elementar boMakcha-
i=i

l am ing  soni.
Beri lgan j i smning  ha jmin i  K bilan, elementar boMakchaning 

hajmi A V bi lan va ogMriigi AP bi lan belgilanadi;

Y = lim
^P dP

dV
miqdorga j i smning beri lgan nuqtas idagi biriik hajmining ogMriigi 
(sol isht irma ogMrlik) deyiladi .  Ushbu

g
dm
~dV

miqdorga j i smning beri lgan nuqtasidagi zichligi (biri ik hajmining 
massas i )  deyiladi .

U m u m i y  holda y va p lar  j i sm nuqtalari koordinatalar ining 
funksiyasidir . Agar j i sm bir  j ins l i  boMsa, y va p o ‘zgarmas boMadi.



Texnik birl iklar sistemasida;  p ning o ‘ lchov birl igi  lkg/m\ p 
ning o ' lchov birligi IkgsekVin'^-

у va p l am in g  a n iq l a n i s h ig a  binoan i x t i y o r i y  e l emen tar  
bo iakchan ing  og‘ irligini quyidag i  ko‘ rinishda ifodalash mumkin:

л/̂  -  гА К
Bunga asosan (2.8.1) tengl ik quyidagi ko 'r in ishga keladi;

¿ л - Р г ;  X r A K r

( 2 .8 .2 )

l-.l /-1

(2.8.2) formulani koordinata  o ‘qlariga proyeks iya lab,  og ‘ irlik 
markazining koordinatalari topi ladi ,  y a ’ni

X  __________ V  ___________
‘ ^  ‘ (2-8.3)

/ -1 í и <4
J i sm n ing  o i c h a m ia r i  unchga  katta b o ' lm a g a n l i g i  uchun 

barcha  boMakchalarning ogMrlik kuchlar in ing t ez lan ish ia r in i  bir 
xi i ,  yaMii g  = ^ d e b  ohsh m u m k in .  U holda (2 .8 .2 )  va (2.8.3) 
formula larni  quyidagi  ko‘ r in ishda  yozish mumkin ;

(2 .8 .4 )

í-i
va

' Ё р ,а К у, X РЛ К- ,
V , . = ^ ■’ (2.8.5)



bunda — butun sistema massasi.

(2 .8 .5 )  j i sm massa lar  markazining  koordinatalarini  topish 
formula lar in i  ifodalaydi.

J i smn ing  OgMrlik m a rk a z i  ( m a s s a l a r  m a rk az i )  g e o m e t r i k  nuqta 
boMib j i sm n ing  birorta ham nuqtas i bilan ustma-ust tushmasligi 
m umkin  (masalan,  ha lqaning ogMrlik markazi).

A ga r  Y va p lar nuqta koordinatalar ining uzluksiz funksiyalari 
boMsa, barcha olingan formulalardagi yigMndilami butun j ism hajmi 
bo ‘y i cha  olingan integrallar bi lan almashtirish mumkin.  Masalan,  
b ir  j i n s l i  j i s m  uchun (2 .8 .4 )  va (2.8.5) fo rmula la r  quyidag i  
ko‘ rinishga keladi:

fdV

r . ~  '

xdV

V

vdV zdV

V
V,.

V
z,. = (2 .8 .6 )

V

rdV
iv)

momenti .

— miqdorga h a jm n in g  0 nuqtaga nisbatan statik

'zdV miqdorlarga esa ha jmning mosxdV, ydV,
(y) iv) {y)

ravishda ( yz) ,  (zx) va (xy)  tekis l iklarga nisbatan statik momentlari  
deyiladi .

Agar  j i sm sirt formasida,  y a ’ ni uning bitta oMchami qolgan 
ikki ta oMchamidan bir necha tartibga kichik boMsa, elementar  
boMakchaning ogMriigi quyidag icha aniqlanadi:

a/;=7 ,a .v„  p  = y S ,  
bunda  X, — biriik yuzaning OgMriigi; AS, — elementar  boMakcha­
ning yuzas i ;  lS— butun si r tning yuzasi. U holda bir j insl i  sirtning 
OgMrlik markazi  quyida ifodadan topiladi:



y . > s ;
 ̂ ____ voki ■ _____  (2,8.7)

5' ‘ *V
Agar j i sm bir j insli chiziqdan iborat, y a 'n i  b ir  oMchami qolgan 

ikkita 0 ‘ lchamidan bir nccha tartibga k ich ik boMsa, elementar  
boMakchaning ogMriigi quyidagiga lengdir:

bunda y — biriik uzunlikning OgMriigi; A/", — elementar  boMak­

chaning uzunligi ;  Í — butun chiziq uzunligi .  Bu holda ogMrlik 
markazining radius-vektori quyidagi munosabat lardan  topiladi:

r,dH
!___  (2.8.8)

2 .9 .  0 g ‘ i r l ik  m ark az in in g  k o o rd in a t a la r in i  
top ish usu l la r i

2 .9 .1 .  BoMaklarga a jra t ish  usuli

Berilgan j i sm murakkab formada boMib, uni chekl i  sondagi 
ogMriik markazi elementar  usullar bilan lopi ladigan oddiy j ismlarga 
ajratish mumkin boMsin. Masalan,  64 -shak lda  tasvirlangan j ism 
qaralsa, uni shunday uchta boMakka ajratish mumkink i ,  ularning 
har  birini OgMrlik markazi elementar  usul b i lan topiladi^ y a ’ni

r, -  --- --------- , r-, =
.S’ 5 ,  - ^3

Berilgan j i smning ogMrlik markazi quy idag icha  aniqlanadi:

^ / • ; a 5 ’, X o A 5 ,  + y / : - A 5 , + y  

M  (T (0
S  i*, + ^2 + 1̂ 3



64-shakl.

(2.9.1) munosabat larga asosan

Bular yuqoridagi  formulaga qo ‘yi ladi;

+ r,S\ + r,S,
(2.9.2)

5 |  4- +  S y

bunda r|,^2''3  ~  ^ar mos ravishda 1 ,2 ,3—b o i a k l a r  og ‘ irlik

markazlarin ing radius-vektorlari ,  S^,S2,S^ lar yuzalari .  (2.9.2) 
ga o'xshash formula hajm va chiziqlar uchun ham o'rinli.

2 .9 .2 .  S im n ie t r iy a  usuli. Agar  bir j ins l i  j i sm s immctr iya  
tekisl igiga, s immetr iya  o ‘qiga, s immctr iya  markaziga cga b o i s a ,  
uning og ' i r l i k  markaz i  mos ravishda s immctr iya  tckis l ig ida,  
simmetriya o 'q ida yoki simmetriya markazida yotadi.

a) Faraz qi lay l ik ,  j ism s immetr iya  tekisl igiga ega b o i s in .  
J ismning s immetr iya  tekisligini (x>’) tekisligi deb olamiz.  U holda 
j i smning har  bir (x,y,z)  koordinatal i  AKzarras iga (jc_v) tekisl igiga 
nisbatan s immetr ik  {x,y,-z) koordinatal i  xuddi shunday AKhajmli  
zarrasi mos keladi. Shuning uchun j ismning (a^’) tekisligiga nisbatan
statik momenti  nolga teng, ya ’ni bo iad i .  Ogirl ik markazini
topish fo rmu la s ig a  asosan, bundan esa o g i r i i k  markazi  (x>̂ ) 
tckisligida yotishi kelib chiqadi.

b) J ism s immetr iya  o'qiga ega bois in .  Simmetr iya o'qini z o ‘qi 
bilan ustma-us t  tushiramiz. U holda j i smning har bir A K hajmli 
va (x,y,z)  koordinatal i  zarrasiga z o‘q iga nisbatan simmetrik xuddi 
shunday a K  hajml i  va {-x,-y,z)  koordinatal i  zarrasi mos keladi.



shuning uchun ^xAV = 0, Z>'AK = 0 tcnghklar  bajar i ladi .  Bun­
dan esa o g i r l i k  markazining x  va y  koordinatalari nolga teng, y a ’ni 

^ 0, y^ 0 ekanligi kelib ch iqadi .  Demak, o g i r l i k  markazi  z 
o ‘qini ustida yotadi.

d) J ism simmetriya markaziga ega bois in .  Koordinata lar  boshi 
sifatida j i smning simmetriya markazi  olinadi. U holda j i smning  har 
bir AKha jmi i  va r  radius-vektorli  zarrasiga O nuqtaga nisbatan 
s immetrik xuddi shunday A V hajml i va - r  radius-vektori i zarrasi

mos keladi, shuning uchun ZrAV - 0.  Bundan csa o g i r i i k  marka­

zini topish formulasiga asosan Zc = 0 ekani kelib chiqadi .  Demak,  
j i smning  o g i r i i k  markazi uning s immetr iya  markazida yotar  ekan.

2 .9 .3 .  M an f iy  m assa la r  usu li .  Agar  biz q a r a yd ig an  j i sm  
murakkab j i sm,  masalan, j i sm tutash to id i r i lmagan  b o i s a ,  yoki 
tekis yuza qaraladigan holda bu yuza bir ncchta teshiklarga ega bo isa ,  
bunday j i smning  og i r i i k  markaz in i  manf ly  massa la r  usul idan 
foydalanib topish mumkin. Bu usulning mohiyati  shundan  ibo- 
ratki, j i sm to id i r i l g an  jism va q o ‘sh imcha  j i smla rdan  iborat  deb 
qaraladi .  O g i r i i k  markazini h isoblashda qosh imcha j i sm la rn in g  
hajmi shartli ravishda manfiy i shora bi lan olinadi.

2 .1 0 .  B a ’zi odd iy  j i s m la rn in g  ogMrlik 
m a r k a z la r i

M u rak k ab  j i sm larn in g  o g i r l i k  m ark az in i ,  u l a rn i  o d d i y  
j i smlarga ajrat ib hisoblash qu l a y  b o i a d i .  Shu nuqtayi  nazardan  
ama lda  ba 'z i  oddiy j i smlarning o g i r i i k  
markazini bil ish talab qil inadi.  ̂ a

2 .1 0 .1 .  A y lana  yo y in in g  ogMrlik 
m a rk az i .  R radius l i  AB a y l a n a  yoyi  
beri lgan b o i s i n .  AB yoy va AB vatarga 
pe rpend iku la r  OC radius o ‘ tk az i l ad i .
Ana shu OC  radiusdan o ' tuvch i  to ‘g ‘ ri 
ch iz iq  s im m c t r i y a  o ‘ qi b o ' l a d i  (65-  
shak l ) .  65shaki

il

) ^
\ b



Koordinatalar  boshini ay l ana  markazida olib, x  o 'q ini  OCo 'q  
bo 'y lab  y o ‘naltiramiz. Og' ir l ik markazi x  o 'q ining ustida yotadi

(>'c = o).
Y oyn ing  markaziy burchagi  2a ga teng boMsin. Yoydan d f  

uzunl ikdagi  elemcntlar  bo ' lakcha  ajratib olinadi. U  holda yoyning 
OgMrlik markazi quyidagicha hisoblanadi;

xd i
(0

Bunda  d f  ^ Rd(p, x = cos«/?, f  = 2 Ra  b o ig a n i  uchun

R~ COS (pd(p
X .  -

Rs in  a (2. 10.1)
2R a  a

S h u n d a y  qil ib, yoyn in g  og ' i r l ik  markaz in ing  koordinata lari

/?sin
a

a
;o

n
boMadi. Hususan yoy ya r im  aylana bo' lgan ho lda ^ ^  

sin a  = U natijada

IR
X, =

71
iyr  o).

2 .1 0 .2 .  Uchburchakning ogMrlik niarka/.i. ABC  uchburchak­
ning og' ir l ik markazi topiladi (66-shakl).

Uchburchak uning asosiga parallel kesmalar bilan cheksiz ko'p 
sondagi  bo' lakchalarga ajrat i ladi .  Bo'lakchalar yetar i icha ingichka

bo' lsa,  ularni oddiy kesma deb olish mum­
kin. Bu kesmalarning og ' ir l ik  markazlari 
u larning o'rtalarida bo' ladi .  Bu kesmalar 
o ' rta larin ing geometrik o' rni esa uchbur­
chakn ing medianasidir. Demak,  uchbur­
c h a k  yuz in ing  og ' i r l i k  markaz i  uning 
medianasida yotar ekan. Uchala medianaga



67-shakl.

ham tegishh boMgan nuqta, med ia -  
na larning kesishish nuqtasi bo ‘ ladi .
Demak,  uchburchak yuzining ogMr- 
Hk markazi  uning medianalari  ke­
sishgan nuqtasida yotadi,

2 .10 .3 . Doira sektorining o g ' i r ­
l ik  markazi. R radiusH AOB doira 
sektorining og i rh k  markazi topiladi 
(67 - shak l ) .  Sektorning m a rk a z i y  
burchagi 2a  bo is in .

M arkaz iy  burchakni  teng ikkiga b o iu v ch i  OC  o 'q  un ing  
simmctriya o ‘qi bo'ladi. Koordinatalar boshini doira markazida olib, 
X o'qini OC  o 'q bo‘ylab yo 'nai t i ramiz  (67-shakl) .

Sektorning og'irhk markazi Ox o 'qining ustida yotadi va demak 
= 0 . Sektor markqaziy burchagi  juda  kichik b o ig a n  sektorlarga 

ajratiladi. Bu sektodarni asosi j u d a  k ichik bo' lgan uchburchak la r  
deb qarash mumkin. Ularning o g i r l i k  markazlari doira markazidan
2
— R masofada yotadi. Nati jada bu sektodar  og ir l ik  markazlar ining
3 2

geometrik o ‘ rni radiusi — /? ga  teng ay lana  yoyidan iborat b o i a d i .

2
Shunday  qilib, masala markaz iy  burchagi 2a  va radiusi —R g a

leng bo' lgan ay lana yoyining og ' i r i ik  markazini  top ishga keladi.  
Sektorchalarning yuzlari bir xil ekanligi  uchun hosil b o i g a n  ay lana

yoyining massasi teng taqs imlangandir .  — R radiusl i  a y l ana  yoy i-
3

ning og ' ir l ik  markazi (2. 10. 1) formuladan foydalanib topiladi ;
2 „ s i n a  — K --------
3 a {yc = 0). (2.10.2)

7 Ï
Xususiy holda yarim doira uchun a  '  — sm a boMib,

(2. 10.2) formuladan yarim doira  og' i r l ik markazining absissasi

3;r
ekanligi kelib chiqadi.



2 .1 0 .4 .  Yarim sh am in g  og ‘ irlik markazi. Radiusi  R ga  teng 
boMgan shaming  ogMrUk markazi  topiladi (68-shakl) .  Oz o ‘qi 
s immctr iya o‘qi bo‘y !abyo ‘naltiriladi. U holda o,  ̂ boMib, 

OgMrlik markazining Zr koordinatasi quyidagicha topiladi:

Z d V . (2.10.3)

Y a r im  shardan radiusi  r  ga ,  qalinl igi dz  ga leng boMgan

eicmentard isk (shar kamari)  ajralib olinadi. U holda r  = -^R^ -  z^, 

d V  =  nr^dz  =  k [r^  - z " \ I z -

Yar im  shaming hajmi V = —nR^-
3

B u l a r n i  ( 2 . 1 0 . 3 )  g a  q o ‘ y i b  Zc
?  o'

K[r  ̂ -  z^)zdz =

2 R̂
R'

R  ̂ R̂
= - / ?  topiladi. Shunday qil ib, yarim shar

OgMrlik m arkaz in ing  ko ord ina ta la r i  uchun quy idag in i  hosil 
qi lamiz:

J e  =  k  = 0 .  V c  =  o ) .

2 .1 0 .5 .  P iramidaning o g ‘ irUk markazi. Uchburchakli  bir jinsli 
p ir amidan ing ogMrlik markazi  topiladi (69-shakl).



Piramidani  uning ABC  asos iga parallel tekis l ik lar  bi lan katta 
sondagi  uchburchak plastinkalarga ajrati ladi .  Uchburchakning 
og‘ irlik markazi uning medianalari kesishgan nuqtas ida ekanligidan, 
hosil boMgan biroq plast inkalarning ogMrlik markaz la r i  F S k t sm a  
ustida yotadi. Endi piramidani  tomoniga paral lel  tekisliklar 
bilan plastinkalarga ajratamiz. Yuqondagi mulohazaga asosan hosil 
boMgan plastinkalarning ogMrlik markazlari A’C kesma ustida yotishi 
kelib chiqadi.  Shunday qil ib, p iramidaning ogMrlik markazi  FSva  
A"C kesmalarning kesishish nuqtas ida yotadi.

kesmani oMkaziladi. Nati jada aKOF - A O S C  uchbur­
chaklarning o ‘xshashIigidan

FO KF
OS SC  

K F  EK EF

Natijada
SC EC EC 3

F O K F \  r n  Î n c ’ 1 СГ
= ^  = I  f o  = - o s  = - s f ,

va nihoyat

F O ^ ~ S F .  S O - - ^ - S F  ( 2 10 4 )

S h un day  qi l ib,  p i r a m id an in g  ogMrlik m a r k a z i ,  p i ramida 
asosining OgMrlik markazi bilan uning uchini tutashtiruvchi kesmada 
yotadi .  Asosidan boshlab hisoblaganda shu kesmani  1/4 nisbatda



70-shakl.

bo‘ Iadi. Ko'pburchakli piramida va konus 
u ch u n  h am  (2 .10 .4 )  fo rmu la  o ‘ r inl i  
boMadi.

2 .1 0 .6 .  S h a r  sek tor in ing  ogMrlik 
m ark az i .  R radius l i  ОЛСВ  sha r  sek­
tor ining OgMrlik markazini topiladi (70- 
shakl).

Sek tor  asoslari bir xil va uchi shar 
markaz ida boMgan katta sondagi pira- 
m i d a l a r g a  a j r a t i l a d i .  Hos i l  boMgan 

p i r a m i d a l a r n i n g  o g ‘ i r l ik m a rk a z l a r in i  (2 .10 .4 )  fo rm u ladan  
foydalanib topiladi.  Piramidalarning hajmlari  bir xil boMganligi

3
uchun u la rn ing  ogMrlik markazlar i  —Я radiusli sferik segment 

sirti ust ida yotadi .  Shunday qilib, shar  sektorining ogMriik markazi
3
— R b i lan ustma-ust  tushadi.4

Hosil boMgan sferik segmentning balandligini h  deylik, u holda
3

h = — H  . Sferik segmentning ogMrlik markazi quyidagicha topiladi:

'  4 2
(2.10.5)

Koordir^atalar boshini shar  markaz ida olib, Ox o ‘ qi shar  
sektor ining s immetr iya  o ‘qi bo ‘y l ab  yo ‘naltiri ladi.

Shar  sektor ining ogMriik markazi  bilan hosil boMgan sferik 
segmentn ing ogMriik markazi ustma-ust  tushadi,  shuning uchun
(2.10.5) fonnu ladan  shar sektori ogMrlik markazining abssissasi 
quyidagiga teng boMadi:

R - (2.10.6)

(2 .10.6) formulada H=R deb yarim shar ogMriik markazini 
topish m um k in ,  y a ’ni

JC, = (3 / 8)/? .



2 .11 . Gulden-Pap teorem alari

В
7l-shakl.

1 - t e o r em a .  Egri chiziqning o‘z tckis ligida у  
yotuvchi lekin bu chiziqni kesmaydigan o ‘q L X "NAf 
atrofida ay lanishidan hosil bo‘Igan s irtning 
yuzi,  shu egri chiziq uzunligi bilan egri chiziq 
og' ir lik markazi chizgan ay lana uzunl ig in ing 
ko'paytmasiga teng. 0

/45 egri chiziq va shu egri chiziq tckisligida 
yotuvchi hamda uni kesmaydigan >’o'q berilgan 
bo ‘ lsin (71-shakl).

/4Byoyni AÍ uzunlikdagi boMakchalarga ajratamiz. yoyni Oy 
o ‘q atrofida ay lanishidan hosil b o ig a n  e l ementar  sirtning yuzi
l ï ï x M  ga  teng bcMadi. Butun AB egri ch iz iqn i  Oy o ‘qi atrofida 
ay lanishidan hosil bo ‘ lgan sirtning yuzi quyidagiga  teng;

^  iTtxAi -  x M  .

0 g ‘ iri ik markaz in ing  koordinata la r in i  topish formulas iga

asosan ^ x A f  = x^C.. -  AB egri ch iz iq  o g ‘ ir l ik markaz in ing

abssissasi ,  d. — egri ch iz iqning uzun l ig i .  S h u n d a y  qi l ib,  AB 
egri ch iz iqn ing  ay lan ish idan  71-shakl  hosil  bo ‘ lgan s i r tning 
yuzi  quyidagiga teng:

5  = 2лх,/. (2.10.7)
2 - t e o r e m a .  Yassi  shaklning o ‘z tck is l i g ida yotuvchi lekin 

shaklni kesmayd igan  o ‘q atrofida ay l an i sh id an  hosil bo‘ Igan 
j i smning hajmi shu shakl yuzasi bilan shakl  og' ir i ik markazi 
chizgan ay lana uzunligining ko‘paytmasiga teng.

(S) tekis shakl va shu shakl tckisl igida yotuvchi lekin shaklni 
ke sm a yd ig a n  у o ‘ qi be r i l gan  bo ‘ ls in  
(72-shakl) .

Ber i lgan shakl a 5 ,  yuzal i  e l e m e n ­
ta r  b o ' l akcha la rg a  a j ra t i lad i .  Har  bir 
elementar  yuzani y  o ‘qi alrofida ay lan i­
shidan hosil boMgan j i smning  hajmini  72-shakl.

)

■ - -

X i

о



ЛК = 2æc,a 5, deb  ol ish mumkin .  U ho lda  beri lgan shaklni  
ay lanishidan hosil bo ‘ lgan j ismning hajmi quyidagiga leng bo iad i ;

V  =  ^ 2 л х , Д 5 ,. -  2 л - ^ Х ; Д 5 ,- .

Og'irlik markazining koordinatalarini topish formulasiga asosan

 ̂ bunda  berilgan shakl o g i r i i k  markazining

abssissasi, S  — yuzasi .  Shunday  qilib, (S)  shaklning ay lanishidan 
hosil b o l g a n  j i s m n in g  hajmi uchun quyidag i  ifoda hosil b o i a d i :

2.12 . Jism larning ogMrlik markazini topishga 
doir m asalalar

2 .1 2 . l -m a s a la  (И .В .М сш черский  9 .5 ) .
73-shakIda tasviriangan chorak halqa o g i r i i k  
markazining koordinatalari  aniqlansin.

Yechish.  Manfiy  yuzalar  usulidan foydala­
nib qara layotgan yuzan in g  o g i r i i k  markazi  
topiladi .  Radiusi 3sm b o lg a n  sektor yuzasini 
S',, k ich ik sektor  yuzas in i  katta sektor0  1 3 X

73-shüki. yuzas ini  o g i r i i k  markazini  koordinatalarini
y, ,  kichik sektorning o g i r i i k  markazining koordinatalarini 
deb belg i l aymiz .  Doira  sektor ining o g i r l i k  markazini  topish 
formulasiga asosan:

. n
2 „ s i n a .  „ ,  n  "'"4  8 V2 Ф

0 C  = - R ------ » л=3 sm; a - ~ ,  OC,— 3sm— ~ =------- sm =------,
‘ 3 a  4 ‘ 3 Л- Л- 2 ïï

. n
2 , 8 7 2  4лЯ

ОС — —is m ----- -^ = --------- sm = ------- sm
^  3 7Г 3n 2 Зл-



>'2 = = •sm 5, -

4 V2 Г г
n 2

4 V2 Г г
n 2

4V2 %/2
Ъп 2

nR^

= — sm 
n

-  — sm 
я

Ъп
sm

Ttr к
Зтг ’ ‘ 4 4 ’ ^ 4 4  

Qaralayotgan shaklning og‘ irIik markaz i  topiladi:

V,  =

9 я 4 п 4
Л’Д , _ 4 я ~ 4 Ъп

-Л-, 9 я 71
4 4

9л" 4 7Т 4
Л’.Г, 4 к ' 4 ' Зл

¿’t -Л' , 9л 71
4 ~ 4

2 .1 2 .2 -m asa la  (О .Э .К епе 9 .5 ) .  S i l indr  va konusdan tashkil  
topgan b i r  j i n s l i  j i s m  o g i r l i k  m a r k a z i n i n g  k o o rd in a t a l a r i  
topi ls in .  Konus va si l indrning radiuslari b ir  xil va balandliklar i 
Я , - 2 Я - 0 , 4 т .

Yechish.  Jism simmetriya o ‘qiga ega, shuning uchun simmctriya 
o ‘qi bo‘ylab o ‘qini yo ‘naltiramiz. Nat i jada x^.= 0; y^.~ 0. 
Murakkab hajmning og ir l i k  markazini topish 
formulas iga asosan:

y,<:, +

bunda Kj — si l indrning hajmi z¡ — s i l indr  
o g i r l i k  markazining koordinatasi K, — ko- 
nusning hajmi , Z2 — konus o g i r l i k  m arkaz i­
ning koordinatasi

H,

Ü



z . =
71 r ^ H - ^ + - 7 1  r ^ H .

3
//, -t //

TT H + - TT r  H,

„  ̂ ^ , 0,4 • 0,3
+ 3 _ 0,06 + 0,12

0 , 2 .  ¥  ^ '
3

= 0,18.

Javob. x .̂ >-, = 0;  Z c ^ O M .
2 .1 2 .3 -masa la  (M.B.McmqepciiHH 9 .1 ) .  Sterjenli AFBDkon-  

turning og' ir l ik markaz in ing  vaziyal ini  aniqiaymiz .  Kontur fD=H  
radiusli ay lananing  to ‘rtdan biriga teng, ADB yoy va diametiri  AB 
vatar boMgan AFB ya r im aylana yoyidan tashkil topgan. Sterjen­
larning chiziql i z i chl ig i  bir xil.

Yechi sh .  Konturni  ikki q ismga AFB yar im aylana va ADB 
yoylarga boMamiz. Koordinata  boshini F  nuqtada olib, x  o ‘qini 
konturning s immetr iya  o ‘qi bo‘ylab yo 'nal t iramiz.  U holda kontur 
og‘ ir)ik markazining ordinatasi =0 bo‘ladi. Ogirl ik markazining 
abssissasini boMaklarga ajratish usulidan foydalanib topiladi, y a ’ni

l ,x,+l,x,
/,+/, ■

Bunda x —AFB yar im ay lanan ing  
og ' i r l i k  markaz in ing  abssissasi , — 
uzunligi, X2—/iZ)5 yoyning og ld ik  marka­
z ining abssissasi, h  esa uzunligi.

(2.10.1) formuladan foydalanib, ADB 
yoyning o g i r l i k  markazining abssissasi 
topiladi:

X, -  FD sm a
a

71

“  = T>



FD= R, s i n a  -  — .
2

Demak,

2V2 о  ,, ,л:, = ------R . (b)
я

Yoyning uzunligi
. nR
 ̂  ̂ 2 '

Yarim ay lananing radiusi OA = OB=OF=r  bi lan belgilanadi 
(75-shakl). U holda zDAB  = 22“30' boMadi. /S.OAD dan

'Ti'i'in' 2 -  V2 2 — V2ig22 30  ̂ — -—  natijada OD = r — - —  .

Shaklga asosan r  + OD -  R yoki

r, , , Hr  + r ----------= R  bundan >

Yarim aylana uchun a = ^ ,  s i n a  = l .  (2.10.1) formulaga 

asosan

2r yÎ2R J 2 R  R 42R
O C j  =  —  = ------------ ,  X , =  Z '------------------=  --------------------=  - j = -  R . ( d )

n n  n  4 2  n  42n
Yarim aylana uzunligi

, Rk
= ^  ( c )

(b), (c),  (d) va (e) ifodalarni (a) ga q o ‘yamiz:  

n  -  2 Rïï ^ 2V2 TiR
^ Ж  ' ' 2  ^ n - 2  + 2Г  ^  ^  ̂524Й.

V2 -  1W

2.12.4-masala  (И.В.Мешчерский 9 .3 ) .  Radiusi  /iO -  30sm 
bo ‘lgan doiraviy segment yuzining C og ' ir i ik markazini  topamiz. 
Koordinata boshini doira markazida olib, x  o ‘qini segmentning



s immetr iya  o ‘qi bo ‘ylab yo ‘naltiramiz. U 
holda }’c = 0 .  Yuzaning ogMrlik markazi 
m an f i y  m a s s a l a r  u su l id an  fo yd a lan ib  
topiladi. Segment yuzi sektorgacha toMdi- 
ramiz va uchburchak yuzini manf iy ishora 
bilan olamiz, y a ’ni

S.x, -
76-shakl. (a)

Bunda X, — sektor yuzas ining ogMrlik markazining abssissasi, 
lS, — sektor yuzi  x  ̂ — uchburchak yuzining ogMrlik markazining 
abssissasi, S2 — uchburchak yuzi.

(2.10.1) formulaga asosan:

l a  =
n

va demak

Sektorning yuzi

3 ■

n

kR̂

sin a  -  — 'y

(b)

(c)

Endi uchburchakning ogMrlik markazining abssissasi topiladi. 
/ 4 0 5 uchburchak teng tomonli boMganligi uchun AB=AO^BO^R.

AB R
2 ~ 2

u holda

OE ^ J r ^ - R.
V 4 2

Uchburchakning  ogMrlik markazini topish formulasiga asosân

^  n e  DXt = -  O t  =- —  R.
■ 3 3

Uchburchakning yuzi

(d)

(e)



(b) , (c) , (d)  va (e) ifodalarni (a) ga qo 'y ib  hisoblanadi:

7Г / ^  

6

2R
я 4 3

я  R 
6

R

R'
2 я - 3 у [ з

27,7sm.

2.12.5-masaIa(H.B.Mein4cpcKHÜ 9 .2 3 ) .
Asosiga parallel qilib kesilgan bir jinsli ABCDEF
t e tr aedr  u chun  y u z a  A B C = a ,  DEF 
ularning oras idagi  masofa h ber i lgan ABC  
a s o s d a n  k c s i k  t e t r a e d r n i n g  o g M r l i k  
m arkaz ig acha  boMgan masofani  top ing (7 7-  
shak l ) .

Yechi sh .  Kcsik piramida ostki asos in ing 
massalar markazini koordinatalar boshi q i l ib olamiz . (jcv) tekisligi 
sifatida ABC uchburchak tekisligini o lamiz .  Tetraedrning og' ir l ik 
markazi uning balandl igida yotadi. Chunk i  tetraedr bir jinsli .

Demak,  = 0, = 0 •
ABCD tetraedrning ogMrlik markazini bi lan,  hajmini Kbilan 

qo‘shimcha ¿)£FCtetraedrning ogMrlik markaz in i  2̂ bi lan hajmi 
Kj bilan belgi lanadi .

Manfiy massa lar  usuliga asosan:

( a )

Oji" Л, deb bclgilab olamiz. U holda OS  = A + /г, geometr iyadan 
ma' lumki ,

Д _ (Л + /ii
~b ~

bundan Л, 2 =
hh  + h'fai) 

a -  b

bundan (a -  b)ĥ  ̂ -  2b h \  -  -  0 

4 ^  > b boMganligi uchun

= h
b + 4 ab



Shunday  qihb

b + 40h h[a + yfab
a - b  a - b  

C/1ßD tetraedrn ing ogMrlik markazi

1z, = - 0 5  =
o  +■Jab
4(a -  b)

X, . . 1/ 1 ahia + y fa b )
ga teng. Hajmi ^ ~ a U t  = ^

CZ)/*'^tetraedrning ogMrlik markazi

4ah -  3bh + hy fâb= h  + - k  =

(b)

(c)

(d)

(e)

4 ■ 4(t/ -  b)
boMadi. Hajmi

bh'b ^  - [ab]

(b) , (c) , (d)  va (e) ifodalarni (a) ga qo‘yamiz. Nati jada berilgan 
hajmning ogMriik markazi

ah{a + y f â b )  h\^ + 4äh^ bh{b + ■iâb'  ̂ h\^a + ' [ a b - 3 b  
3 ( a - b )  4 { a - b )  3 ( a - b )  4 ( a - b )

Zr -
ah[a + yfâb bk b + 4ab 

3(0 - b )  3 {a -b )  
ga teng boMadi. B a ’zi soddalashtirishlardan so‘ng

=
ha + lyfâb + 3b 

4a + -Job + h
=  0 , =  0 .

Muamrnoli m asa la  va topshiriqiar

1. Sterjenli  AFBD konturning C ogMriik markazining vaziyati  
aniqlansin.  Kontur FD=R radiusli ay l ananing to' rtdan biriga teng 
boMgan ADB yo y  va diametri  AB vatar boMgan AFB yarim aylana 
yoyidan tashkil topgan.  Sterjenlarning chiziql i  zichligi bir xil.



о

2-masala.

2. Radiusi /iO = 30 sm boMgan /1Z)5 doiraviy segment yuz in ing 
С OgMrlik markazi  topilsin; burchak AOB = 60°.

3. Yumaloq teshikli bir j insl i  disk ogMrlik markazining koor ­
dinatalarini aniqlang.  Diskning radiusi rl  ga ,  teshikning radius i 
ga  teng, bu teshikning markazi r,/2 masofada turadi deb h i sob ­
lansin.

4 . Rasmda ko ‘rsatilgan shakl ogMrlik markazining ko ord ina­
talari topilsin.

z

В F
z

7 10

A / E 9 /
/ A

У
Ci

X
1

8
2

Л

У 3

5 -m a s a l a . 6-masaia.

5. To‘g ‘ri burchakli parallelepiped konturi ogMriik markazining 
koordinatalari aniqlansin:  para l le lepiped qirralari bir j insl i  brus -



lardan iborat boMib, u larning uzunliklari: 0/i = 0,8m, 0 5 = 0 , 4  m, 
0 C =  0,6m. Bu bras lani ing og‘ irliklari mos ravishda: OA = 250m, 
0 5 ,  OC va CD lar  75N dan;  OC-200A^, / l f - 1 2 5 N ,  AG va 
G£:=50yV; BD, Bh\ D E vvl lar 25 A" dan.

6. Stul ko 'r inishidagi  j i sm ogMdik markazining koordinatalari 
topilsin;  bu j i sm bir xil uzunlik va bir xil ogMrlikdagi sterjenlardan 
tuzi lgan. Stei jenlarning uzunligi  44 sm.

A
A

R

11

H i

8-masala.

7. Bir j insli j i sm konus va sil indrdan tashkil topgan. Agar 
j i smning  s immetr iya  o ‘qi gorizontal boMsa, konusning //baland­
ligini toping. //[= 0,3 m.

8. Ikkita s i l indrdan  tashkil topgan j i sm  A nuqtas ida osib 
qo‘yi lgan. J ismning s immetr iya  o ‘qi gorizontal, si l indrning baland­
ligi //, = 0,5m, radiusi  5  = 32 boMsa, //balandlikni toping.

9. J ism bir j ins l i  t o ‘g ‘ ri burchakli paral lelepipeddan va bir 
j insli konusdan tashkil topgan. Agar j ismning ogMrlik markazi y45CD 
tekisl ikda yotsa, konusn ing R radiusini toping. = 3Â , a = 2m.

10. Figuraning shtr ixlangan yuzasining ogMrlik markazining 
koordinatasini  toping. R -  0,99 m, r =  0,33 m.

H,

■R 

7-masala.



M ustaq ii  ishlash uchun savol va topsh ir iq ia r

/. Jismning og'irlik markazi umumiy holda qanday topiladi?
2. Bir jinsli hajmning og'irlik markazi qanday topiladi?
3. Bir Jinsli sirtning og'irlik markazi qanday topiladi?
4. Bir jinsli egri chiziqning og'irlik markazi qanday topiladi?
5. Bo'laklarga ajratish usulini tushiintirih bering.
6. Manfiy masalalar usulini tushuntirib baring.
1. Simmetriya usulini tushuntirib bering.
8. Gulden-Pap teoremalarini tahlil qiling.

I l l  BOB. TAQSIM LANGAN K U C H IA R  S IS T E M A S I

Statikada qattiq j i sm n i n g  bi ror ta nuq tas i ga  q o  ' y i lgon j am la n g a n  
kuch  qara ladi .  Haqiqatda e s a  ku ch  qatt iq j i s m n i n g  b i ro r  ha jm  
y ok i  yuza  y ok i  b i ro r  e g r i  chiziQ b o  ‘la g i ga  qo  ‘y i l g a n  b o  'ladi. Bunday  
kuch ga  taqs imlangan  kuch de y i l ad i .  Nazar iy m exan ika  aks ioma  
v a  t e o r em a la r i  j a m l a n g a n  k u c h l a r  u c h u n  b e r i l a d i ,  shu  s a bab l i  
taqs imlangan  ku chdan  j a m l a n g a n  ku ch ga  o ' t i s h  usu l lar in i  qarab  
c h iq i sh ga t o ' g ‘ri keladi.

Taqsimlangan kuchlar  o ‘zining taqs imlanish intensivligi bilan 
tavsit' lanadi. Hajm bir i igiga,  yuza biri igiga yoki  uzun l ik  bir i igiga 
to ‘g ‘ ri keluvchi kuchga taqs imlangan  ku ch  in t e n s i v l i g i  deyiladi .  
Asosan taqsimlangan parallel kuchlar ko‘p uchraydi.  Taqsimlangan 
parallel kuchlarga j i smning butun hajmi bo ‘ylab taqs imlangan 
hajmiy kuchlar misol boMa oladi. Suyuqlikning idish tubiga va dcvor- 
lariga beradigan bosimi sirt bo‘ ylab taqs im lan gan  kuchlarga ,  
ingichka simning og'irlik kuchi egri chiziq bo‘ lagi bo‘ylab taqsimlan­
gan kuchga misol bo‘ ladi.

Biz quyida egri chiz iq bo' y icha taqs imlangan va intensivligi 
o 'zga rmas  yoki ch iz iq l i  qonun bi lan t aqs im lan gan  kuchlarni  
qaraymiz.

3.1 . Taqsimlangan kuchlar

Kuch,  ku ch  int ensivl igi ,  t e n g  ta 'sir e t u v ch i ,  tekis va chiziqli  
qonun  bi lan taqsimlanish,  r eaks iya kuchi ,  r e ak s i y a  momen t i .



3 .1 .1 .  T o ‘ gri chiziq kesmasi bo‘y icha doimiy intensivlik bilan 
taqsimlangan para l le l  kuchlar. To'gri chiziqning uzunligi С ga 
teng boMgan AB kesmasi  bo 'y lab  (j do im iy  intensivl ik bi lan 
taqs imlangan kuchni  qaraymiz (78- a shakl).  AB kesma uzunligi 
kesma u z u n l i g i g a  nisbatan ye ta r i icha  k ich ik boMakchalarga 
ajratiladi. Har bir boMakchaga kuch ta ’sir qiladi. Bunda Ai, 
uzunlik yetar i icha  kichik,  shuning uchun cjA£, ni jamlangan kuch 

deb qarash mumkin.  Shunday yoM bilan hosil qilingan cjÂ  ̂ parallel 
kuchlar  s istemasi bitta teng l a ’sir etuvchiga keltiri ladi, nati jada

(3.1.1)

Teng t a ’s i r ctuvchi R kuch taqs imlanish intensivligi o ‘zgar- 
mas boMganligi uchun kesmaning o ‘ nas iga qo ‘yi lgan boMadi. 
Uning modul i  AB kesma va cj vektorga qurilgan to ‘g ‘ ri to ‘ rtbur- 
chakning yuz ig a  teng.

Aga r  o ' z g a r m a s  insens iv l ik  bi lan t aqs im lan gan  para l l e l  
kuchlarga to ‘g ‘ ri ch iz iqn ing/15 kesmasi og 'ma ravishda joylashgan 
boMsa, teng t a ’sir etuvchining moduli  ga  teng, ammo paral le- 
logrammning yuzas iga teng boMmaydi. Teng ta ’sir etuvchining 
ta ’sir chizigM AB kesmaning o ‘ rtasidan oMadi (78- b shakl).

A

e/7.

с в
В

78-shakl.

3 .1 .2 .  T o ‘g ‘ri chiziq kesmasi bo'yicha taqsimlanish intensivligi 
chiziqli qonun bilan o 'zganivchi parallel kuchlar. Chiziql i  qonun 
bilan taqs imlangan parallel kuchlarni qaraymiz (79- a shakl).



qàx R

A
sm

A x
2/3e

B e i/3e

l/3€
A  X 2/3^

79-shakl.

Bunday taqs imlanishni uchburchak qonuni deyiladi .  U chbur ­
chak qonuni bi lan taqs imlangan paral lel  kuch la r  moduli

R (' ( 3 . 1 . 2 )

bo‘ lgan teng t a ’sir etuvchiga keltiriladi. Haqiqatan ham, kesmani 
uzunlikdagi boMakchalarga ajratib, h a r  bir  boMakchaga to ‘g ‘ ri 
keluvchi kuchlar  qo ‘shiladi va Ajc —> () da l imitga oMamiz. U holda

n i
R -  l im y  à\x -- \qdx.

Ax^O-^ J
n-»cO 0

7 9 - a  s h a k l d a g i  u c h b u r c h a k l a r n i n g  o ‘ x s h a s h l i g i d a n

~ ^  Q = X. q ning bu qiymat in i  yuqoridagi integralga

qo‘yib hisoblaniladi:

R L

Teng t a ’sir etuvchining qo‘yi l ish nuqtas i uchburchak asosidan 
boshlab hisoblaganda ( l / 3 ) f  masofada ,  uchburchak uch idan  
hisoblaganda ( 2 / 3 ) ^  masofada boMadi.

Teng ta ’sir etuvchining moduli  vektor  hamda A B 
nuqtalarga quri lgan uchburchak voiziga teng.

Ch iz iq l i  qonun  bi lan t a q s im lan gan  para l l e l  kuch la r  AB 
kesmaga perpendikular  boMmasa teng l a ’s ir  etuvchining modul i



R = ga  teng,  lekin uchburchak yuziga teng emas,  qo'yi l ish

nuqtasi ke smaning  oldingi holatidagidek boMaklarga ajraladi,
3 .1 .3 . Ba lkan ing  qistirilgan nuqtasining reaksiyasi. Balkaning 

uchlaridan birining A'A qismi devorga qistirilgan (80-shakl) hamda 
unga F^,F2, . . . ,F„ kuch lar  qo'yi lgan boMsin. Shu  A'A qismining 
reaksiyasi topi ladi .  Balkaning A'A qismiga taqs imlangan kuchlar 
t a ’sir qiladi. Bu kuchlarni  teng ta ’sir etuvchiga keltirganda bitta 
R.  kuchga va M .  momentga ega boMamiz.

HO-shakl.

Shunday qi l ib,  balkani  qistirilishi sharnirdan shu bilan farq 
qi larekanki ,  qist ir i lgan nuqtada R̂  reaksiyadan tashqari momenti 

ga teng boMgan juft kuch hosil boMadi. moment qo'yilgan 
kuchlar  t a ’s ir idan balkan ing aylanish yoMialishiga qarama-qarshi  
yo 'nalgan boMadi.

3.2 . Taqsim langan kuchlarga doir m asalalar

Taqs imlangan kuch lar  mavzusiga doir  masala larni  yechib 
ko'rsatamiz.

3 .2 . l - m a s a la  (О .Э .К е п е  2 .4 .3 4 ) .  AD ba lkaga momenti  
M :̂  200Л^-/и bo ' lgan  juft kuch, intensivligi q = 20N / m  bo' lgan 

taqs imlangan kuch va F  kuch qo'yi lgan. Balkaning qistiri lgan 
nuqtasining reaks iya momenti  650A^ m  bo' l ishi  uchun F  kuch­
ning miqdori q a n d a y  boMishi kerak (8 1 -shakl ) .  OMchamlar: 
AB-=BC=CD=2m.



?
D

A

b)
81-shakl.

B3
B e r i l g a n :  A/ = 200/V m .  q = 2 Q N / m ,

AB=BC—CD—2m. Topish kcrak: F.

Yechish.  N o m a ’lum miqdoriar uchta :  va F .  Lekin
bizdan faqat bitta F kuchni topish talab qi l ingan.  Agar/i nuqtaga 
nisbatan moment tcnglamasi tuzilsa, bir n o m a ’lumli bitta tcnghmia 
hosil boMadi, y a ’ ni

M^ -  M + mom  ̂ (  / - ' J  +  mom^ ( q )  =  0 .  ( a )
bunda

mom^ ( F )  mom^  (^2) = 2̂ ~~ ' /^cos30” ,

(3.1.1) formulaga aso.'^an

Q - ^ q - C D ^  20Л' !  m - l m  = 40 , тот^ [q ) = ~AF Q.  
Bularni (a) tenglamaga qo^yiladi;

-  M -  AB- F ^ - A E  Q ^ 0

yoki 650Л' . m -  200/V ■ ,n -  Æ w f  -  5//;  ̂40/V = G , bundan

250
F  =144/V.

S
3 .2 .2-m asala (О.Э.Кепе 2 .4 .47 ) . Chiziql i  qonun bilan taqs im­

langan kuchning eng katta qiymati  = 4 0 0 -V / m  va ba lkaning 
qistiri lgan A uchida hosil boMadigan m oment  300yV - m  ni muvo-  
zanatlashtimvchi Fkuchning qiymati  topilsin (82-shakl) .  AB=3m,  
BD = Im, BC ~ 2,4///.



B e r i l g a n :  /V/^=300/V w ,

Ятм =400Л//m , ^5^3/w, B[>=\m,
5 0 2 , 4  m.

T o p i s h  k e r a k :  F.
Yechish.  Quri lma qo ‘yi lgan aktiv 

kuchlar  t a ’siridan soat mil i  yo'nal i-  
shida ay lan ishga im i l ad i ,  shuning 82-shaki.
uchun A nuqtada hosil  bo iadigan
reaksiya momentin ing yo ‘nalishi bu yo ‘nai ishga qarama-qarshi  
boMishi kerak. Taq s im langan  parallel kuchlarning  teng t a ’sir 
etuvchisi (3.1.2) formulaga asosan

400/V/m 2,4m
= 480A".

2 2 
Teng ta ’sir etuvchining qo‘yilish nuqtasi

BE = h  -  - 5 C - - - 2 , 4  = 1,6m.
3 3

A nuqtaga nisbatan moment tenglamasini tuziladi: 

A D F - h Q  = i),  AD = 2m-  
Berilganlarni bu tenglamaga qo'yamiz:

300/V ■/П + 2m ■ F  -  1,6m ■ 480/V ^ 0 .
Bundan 2F^(768-300)N, F=234N.
3 .2 . 3 -m a s a l a  ( О .Э .К е п е  2 .4 .49 ) .  Taqs im langan  parallel 

kuch in tens iv l i g i  ^ 4 0 / V / m ,  F — 150N va oMchamlar  
AD^BD='\m, 5C=3/wbo4sa, A nuqtada hosil  bo' ladigan reaksiya 
momenti  topilsin (83-shakl ) .

с  fl«

b)



Berilgan: -  4 0 /  m, F=  150Â , AD=BI>= l m, BO=3m, a  — 300.
T o p i s h  k e r ak :
Yechi sh .  Parallel kuchlarning teng t a ’sir etuvchisi (3 .1.2)  for­

mulaga asosan =i-3rti-4N/m =60N.

Teng t a ’sir etuvchining qo ‘yi l i sh nuqtasi topiladi:

h = BD = - B C  ^ 2m.
3

A nuqtaga nisbatan moment tcnglamasi

Qh^ F^AD = 0, F; = FCos60" = ^ F .

Bundan
= 60A^ 2m  + ^  1SOA'  ̂■ \ m  -- \95N ■ m, M^ =■■ 195A' ■ m.

3 .2 .4 -masaIa (M.B.MeiinicpcKHH). To ‘plangan kuch,  tekis  
taqs imlangan yuk va jufl kuch t a ’si r idagi  shaklda ta sv ir l angan 
konsol balkaning qistirib mahkamlangan uchidagi reaksiya kuchlari  
aniqlansin (84-shakl).

¿m  AkN

84 - shak l .

\ c  ^
p.

b)

Yechish.  Koordinatalar s istemasi shaklda ko‘ rsat i lganday qi l ib 
tanlanadi .  Tan langan  s is t emaga  n isbat an  proyeks iya t e n g l a m a ­
larini  va A nuqtaga nisbatan moment tenglamasi tuziladi:

X  ~ X , -  F\=  0 ,
i 1

Z  F.y -  Va - Q + F-i =
> I

Z  m om ^  (^ '  )   ̂ ^   ̂ ~ A C  Q + ABF^ = 0.

(o)



{a) teng lamalaming bir inchi  ikkitasidan

FCos45^' = I M N ;  

y ^ ^ Q - F ^ - - ^ Q - F C o s 4 5 ' '  -  4,5kN -  2,8^A^ -  I J kN,

bunda Q = 3m \,5kN ^ 4 ,5kN.
{a) tenglamalarning ukkinchisidan

-  \ J m  -4,5kN ^ 5 m - 2 M N  -  ~5,35^A^ - m.

J a v o b .  x ^ ^ 2 , ^ k N,  y^ = \JkN,  - - 5 , 35A'/V ■ m .
3 . 2 . 5 -masala  (M.B.MeiincpCKHH 4.30) .  Shaklda tasvirlangan 

juft kuch va uchburchak qonuni  bilan taqs imlangan yuk ta ’sirida 
boMgan konsol balka qisti ri lgan uchining reaksiya kuchlari topilsin 
(85-shak l ) .

B e r i l g a n ;  M ^ - 4 k N  m.  /i=12m, ^ \,5kN / m .
T o p i s h  k c r a k ;  x^, y^ ,
Yechish.  Koordinatalar sistemasini shaklda 

ko'rsat i lganday qilib tanlaymiz.  Uchburchak 
qonuni  bilan taqs imlangan  parallel kuchlar­
ning teng t a ’sir etuvchisini  topish formulasi
(3 .1 .2) ga asosan

Q
h \,5kN / m  \2m = 9kN

2 2 

Teng t a ’sir etuvchining qo ‘yilish nuqtasi topiladi;

 ̂ = 1/ï =4m.
3

Endi  tan langan  koord ina t a l a r  s istemasiga nisbatan proyek- 
s i y a  t eng lam a la r in i  va A nuq taga  nisbatan moment tenglamasi  
tuz i lad i ;

J : F ^ = x , + Q  = 0 - X = 0;
/■-1 1-1

Y  mom^  I F; -  -Qf ,  -  í̂  ̂ + M^ ^ 0. (a)



((O tenglamalarning bir inchis idan 

.V -  -C? = -9kN,
uchinchisidan

M  í̂  ̂ i- Q  f:  M  ^ 40^/V m .
J a v o h :  -9kN,  - O, M -  4i)kN - m .

Muammoií n ia sa la  va topshiriqiar

1. Balkaning mahkamlangan A nuqtasidagi reaks iya kuchining 
momenti  400 Nm boMsa, taqs imlangan kuchn ing intensivligini 
(oping. /Í5=2m, 5 C -4 m .

l-rnasatü.

D

2-masala.

1. /IZ)balkaning mahkamlangan A nuqtasidagi moment 240Nm 
taqs imlangan kuchning intensivl igi ^ 4 0 N / m  boMsa, /•’ vertikal 
kuchni toping, Cl ) =  3m, AB=BC^-\\n.

3. Taqsimlangan kuchning intensivligi q anday  b o lg a n d a ,  4 
bog'lanishda hosil bo'ladigan moment 200Nm bo ladi .  í  =lm.

ËMa
T \

A.

^ -/ u a sa lü . ■4-maKala

4.  B tayanchning reaksiyasi 250N. taqs imlangan kuchning 
mtensivhgi (/—2N/in b o l s a ,  M  momentni toping.

5. /15balkaga intensivligi í/'-2N/m bo'lgan taqs imlangan kuch 
va 6/V jamlangan kuch ta 'si r etadi. /ÍC—1/3 AB va a=45" 
bo' lsa,  5  tayanchning reaksiyasini  toping.



6 . ÀC  ba lka C sharnir b i lan mahkamlangan va blok orqali 
0 ‘luvchi i p yordamida gorizontal holatda ushlab turiladi. 5 C - 5 m ,  
ÀC=8m,  a = 4 5 “. I yukning ogMriigi 20N bo'lsa, taqsimlangan kuch­
ning intens ivl igini  toping.

i
5-m asa la . 6-masala .

M ustaq i i  ishlash uchun savol va topshiriqiar

/. Kuch intensivligi de ganda nimar.i tush.inasiz?
2. Doimiy intensivlik bilan faqsimlan^^an kuchning teng ta 'sir emvchisini 

moduli  n imaga teng?
3. Chiziqli qonun bilan taqsimlangan kuch deganda nimani tushinasiz?
4. Chiziqli qonun bilan taqsimlangan kuchning teng ta 'sir etuvchisining 

modul i n imaga teng?
5. Teng ta ’s i r  etuvchi kuch qo ‘yi l ish nuqtasi qanday topiladi?
6. Balka qistirilgan nuqtasining reaksiya kuchi va reaksiya moment i 

qanday topi ladi?

3.3. Qattiq jism lar sistemasining 
muvozanati

Tashqi  va ichki k'.ichlar, kuch momenti ,  t a ’sir va aks t a ’sir.
Qatt iq j i sm la r  sistemasiga t a ’sir etuvchi kuchlar sistemasini 

qaraymiz.  Qattiq j ismlar  bir-biri bilan sharnirlar vositasida bogMan- 
gan,  b i r-bi r iga  tegib turgan boMishi mumkin. Qattiq j i smlar  siste­
masiga t a ’s i r etuvchi kuchlarni  ichki va tashqi kuchlarga ajratish 
mumkin.

Qatt iq j i sm la r  s istemasiga kirmaydigan j i smlar  tomonidan 
s istema qismiar iga ko‘ rsati ladigan ta ’sir kuchlari tashqi kuchlar  
deyiladi. Qattiq j ismlar  sistemasiga kiruvchi jismlarning o ‘zaro t a ’sir 
kuchlar iga i c hk i  ku ch la r  àty\\aû\.



Misol sifatida ternir yo‘ l poyezdini qaraydigan b d s a k ,  bu yerda 
vogonlaming OgMrlik kuchlari, tcplovozningtortish kuchi va relslaming 
gMldiraklarga beradigan reaksiya kuchlari tashqi kuchlar hisoblanadi. 
Vagonlaming o ‘zaro ta 'sir kuchlari, gaz laming porshenga beradigan 
bosim kuchlari va hokazolar ichki kuchlarga misol boMadi.

Qattiq j ismlar  sistemasiga Ycr k irmaydigan boMsa, sistemaning 
OgMriik kuchi tashqi kuch hisoblanadi.

Qattiq j i sm la r  s istemasiga qo 'y i lgan kuch la r  s istemasining 
muvozanati qaralganda, j i smlar sistemasi a lohida jismlai^ga ajratiladi 
va har  bir j i smga t a ’sir etuvchi kuchlar s is temasining muvozanati  
tekshiriladi. Bu tenglamalarga ham ichki ham tashqi kuchlar kiradi. 
Butun s is t em an in g  muvozana t i  q a r a l g a n d a  t a ’s i r  va aks t a ’s i r  
q o n u n ig a  a so s an  j i s m l a r n i n g  b i r - b i r i g a  t e g ib  t u r g a n  n u q ­
t a s id a  muvozanat lashgan kuchlar  sistemasi hosil boMadi, y a ’ni

(86-shakl ) .  Shuning uchun qatt iq  j i smlar  s is tema­
sining muvozanati qara layotganda s is temaga t a ’sir etuvchi tashqi 
kuchlar  sistemasining muvozanat shartlari e ’t iborga olinadi.

Sô-shakl.

86-shaklda tasviriangan ikkita j i sm s is temasining har bir j ismi  
uchun muvozanat shartlari  tuziladi.

I j i sm uchun

I  = 0;
/=1

Il j i sm uchun

A/„(/i^) = 0, ( 3 3 1 )

= (3.3,2)



T a ’sir va aks t a ’sir qonuniga asosan

R, -  R',, (3.3.3)
va

M „ [ r , )  = - M ( r\) .  (3 .3 .4 )

(3 .3 .3) va (3 .3 .4 )  larni c ’ t iborga ol ib,  (3.3.1) va (3 .3 .2) 
tenglamalarni  h adm a-had  qo‘shsak, quyidagi munosabatlar hosil 
boMadi:

1̂1 ; 1 i l  (I
Bu munosabat lar  qati iq j ismlar sistemasiga qo‘yi igan tashqi 

kuchlar  s is temasining muvozanat shartlarini ifodalaydi.
A^fa qauiq j i smdan tashkil topgan sistema qaral'idigi'n boMinsa, 

tashkil qi luvchi har  bir j ismga ta ’sir ctuvchi tashqi kuchlarni tekis 
kuchlar s is temas i  deb hisoblansa,  har  bir  qaltiq jism uchun 
uchta muvozanat  tenglamalar ini  tuzish mumkin.  Hamma j ismlar  
uchun tuzi lsa,  3N ta tenglamalar sistemasi hosil boMadi. Agar 
izlanayotgan n o m a ’ lumlar  soni 3/Vtadan oshmasa, masala statik 
aniq. agar noma ' lumlar  soni 3AMadan oshsa, masala statik aniqmas 
boMadi. Aniqmasl ikni  ochish uchun s isiemani tashkil qiluvchi har 
bir j i sm uchun muvozanat tenglamalar ini  tuzish kerak. Undan 
kcyin j i smlarn i  guruhlarga ajratib, har bn' guruh uchun va butun 
sistema muvozanat  tenglamalar i iu tuzish orqali ,  yetishmaydigan 
tenglamalarni  hosil  qi l ish mumkin.  Chiruhlarning muvozanat 
tenglamalar ini  tuzishda o ‘zaro ta ’sir kuchlari e'tihorga ol inmaydi.

Muvozanatdag i  qattiq j i smlar  s istemasiga oid masalalarni  
qarashda s istemadagi  j i smlarning o'/aro bogManish xarakteriga 
qarab, uchta gurnhga ajratish mumkin:

I. S is temaga kiruvchi j ismlai  bir-binga erkin tiralib turadi. Bu 
holda j i smlarning o ‘zaro ta ’sir kuchlari shu jismlarning bir-biriga 
tiralib turgan yuzalar in ing umumiy normal i bo'ylab yo 'nalgan 
boMadi.

2,S istemadagi  j i smlar  egiluvclum ipla r  yoki stci jenlar yorda-  
niida bir-bir iga bog iangan. l>u holda ip yoki sterjenlar bo'ylab 
yo ’nalgan reaks iya kuchlari ichki kiichhu' bo'ladi.



3. Sistemadagi j i sm la r  bir-biri  bi lan sharni r la r  yordamida 
bogMangan. Bu holda ichki kuchlar  sharnir larga qo'y i lgan boMib, 
yo'nal ishi noma’ lum bo' ladi .  Shu sababli ,  b unday  masalalarni 
yechishda ichki kuchlar koordinata o'qlari bo 'y lab  yo 'nalgan ikkita 
tuzuvchiga ajratiladi.

3 .4 . Qattiq j ism lar  sistemasining m uvozanatiga 
doir m asa la lar

3 .4 . l -m a sa la  (О .Э .К епе  3 .3 .3 ) .  Sharnir l i  to' rt  zvenolikning 
5Czvenosiga  /l/j -  200tV • /и momentl i  juf l  kuch qo'y i lgan.  Agar 
BC -  1 OA -  400ww bo' lsa,  qur i lma muvozanda  lurishi uchun 

uning OA krivoshipiga qo'y i l i shi  kerak b o ' lg an  Л/, moment 
topilsin i87-shakl ).

УесЛ/5Л. Qall iq j i smni tashkil qiluvchi У|
barcha qismlar  bir-biri  bilan sharnirlar ^
vositasida biriktirilgan. Masalada sakkizta A 
noma' lum reaksiya kuchlari va no- 
m a ’ lum moment qalnashadi .  wrTT̂  ,

Qurilmani uchta qismga ajratib,har bir 
qism uchun uchtadan,  to'qqizta muvoza-

B

nat tenglamasini tuzish mumkin.  Ammo '
m as a l a n i  bo sh qac h a  yo ' l  b i l an  h am  S7~siiukl.
yechish mumkin.  Masalan,  BC  qismiga
qo'y i lgan barcha kuchlar uchun C nuqtaga nisbatan moment 
tenglamasini  tuzsak, undan ni topish mum kin .  T a ’sir va aks

t a ’sir qonuniga asosan х_,=-х,^ (x 4 =Xf^).  Undan  keyin OA 
krivoshipga qo'y i lgan barcha kuchlar  uchun O nuqtaga nisbatan 
moment tenglamasi tuziladi.

BC  qism uchun,

Y  tnom^- i ^ ^ ^ M j  + BC- x^  ^ 0 ,  BC  -  400mm = 0 ,4m 
i-i

Bundan = -500 ;V .
OA krivoship uchun



/■=1
JC. = X,

Y  monîQ ( -  OA ■ -  0, OA = -- BC = 0 ,2m  
2

- 5 0 0 ga  asosan: M, = -OA ■ x .  = lOO/V ■ m .
3 .4 .2 -m asaIa  (H.B.Mci i imcpckhh 4 .5 8 ) .  Markazlari  cho ‘zil- 

maydigan ip  bi lan bog iangan  ikkita bir j insli si l indr gorizontal 
tekisl ikda turibdi ,  s i l indrlardan har  bir ining radiusi r, og i r l i g i  P. 
Ularning ust ida radiusi /?, og i r l i g i  0  boMgan bir j insli uchinchi 
s i l indr bor. Ishqalanishni hisobga olmay ,  ipning tortish kuchi,  
s i l indrlaming tekislikka va bir-biriga tushiradigan bosimi aniqlansin 
(88-shakl ) .

Yechish.  S i l indr laming ycrga beradigan bosim kuchi si l indrlar 
umumiy  og i r l i g in in g  yarmiga teng, y a ’ni

2 
r

88- a  shaklga asosan cos a  = -------.
r  + R

R

o

0  nuqtaga qo yiigan kuchlarni x o ‘qiga proyeksiyalab, quyidagi
tenglamani  tuzamiz:

Y K  -  T -  N c o s a  =0,
/=1

bundan

T = N c o s a  --
r  t R

N. (a)

88- b shaklga asosan



— / N sin a ;  
2

Demak,

sm a  = -  cos a  =
+2rR 

r+ R

r ^ R

l i R ^  + 2rR 
Buni (i?) tenglamaga qo ‘yi ladi:

rQ

Q.

T
2 4 R̂  +2rR '

Ja v oh .  Pastdagi har  qaysi s ihndrning tekisl ikka tushiradigan 

bosimi fia teng. Pastdagi s i l i n d r l am in g  har  biri b i lan

yuqoridagi si l indr orasiaagi bosim

tortishish kuchi
2 / r - f  2rR

0 ( R  + r )

2y/^^ + 2rR 

ga teng.

ga teng. Ipnmg

3 .4 .3 -masa la  (M.B.MemMcpcKHH 4 . 5 6 ) .  Ikkita sill iq OA va 
OS  qiya tekisliklar orasiga, markazi Ĉ , og' ir i igi  P = I OA^va markazi 
Ĉ y og' ir i igi p2=30A' bo' lgan bir-biriga tcgib tumvchi ikkita bir 
j insl i  sil l iq s i l indr qo'yi lgan.  Agar  ZAOXf =60",  = 30‘‘

bo' lsa,  to'g ' r i  chiziqning gor izontal  xOx, o'q bilan hosil  
qi lgan (p burchagi ,  s i l indr laming tekis l iklarga bosimi va Â ’̂ 
shun igdek,  s i l indr lam in g  b ir-bi r iga  tu sh i r ad igan  b o s im in ing  
miqdori Â  aniqlans in (89-shak!).



Ben lgan :  ^ ЮЛ .̂ Д  ^30/V, zAOx^ =60*’ , Z f iO v-SO " .
Topish kerak:  ф, /V,, Л',,
Yechish.  S i l indr lam ing  o'rta qirqimi C,Cj  to'g'r i  chiziqdagi С 

nuqtada bir-bir iga tegib turuvchi, doiralardan iborat bo'ladi.
Har qaysi s i l indrning muvozanati a lohida-alohida tekshiriladi.
O'ng tomondagi  si l indrdan chap tomondagi  silindrga tushadi­

gan bosim Â i to'g ' r i  chiziq bo 'y lab  dan C, ga qarab 
yo 'naladi  (89-  о  shak l ) ,  chap tomondagi s i l indrdan o'ng tomon- 
dagi sil indrga tushadigan bosim esa dan ga qarab yo'nalgan 
bo' ladi .  T a ’sir va aks t a ’sir qonuniga asosan N̂  = N̂  = N.

Masalani  ikki usul bilan ycchish mumkin.
Birinchi usul. Bir inchi  silindrga t a ’sir etuvchi uchta kuch bitta 

Cl nuqtada kesishadi (90-  a shakl). Masala  kuch uchburchagidan 
foydalai i ib ycchi lad i  (90-  b shakl).

Kuch uchburchag idan

*̂ 1 _ _____^
sin 60" sin (60*'4 f/rj s i n ( 9 0 ‘’ -ç ?

Bundan

Â , /*sin60" ТЗЛ
sin (ЗО** + çt) 2 s in (30"  + ç>j 

Ikkinchi va uch inch i  nisbatlar tengl igidan

P̂  sin (90" -  (p
(b)sin (30" + (p̂

O'ng tomondagi  si l indr uchun ham quri lgan kuch uchburcha­
gidan (90- d shakl)

N2 _ /2 R[)
sin30'* sin(60*’ - ç i j  sin(90"-t-ç7 (с)

va
/"2Sin30" Pj

s i n ( 6 0 " - ^ j  2 s i n ( 6O "- ( i )  ’



R,
2̂ sin (90" +<p) P^C0S(p 

6 0 " - ^ )  sin ( 6 0 " - ^ ) (0

90̂ -(pp-~O0°+q)

h)

6O0-JB 9 0 “-Hpy(

300 \

e )

90-shüki.

kelib chiqadi .  N. -  Nj boMgani uchun {a) va (d)  tenghk lardan

P.
2s in (30"+ ç>) 2 sin ( 6 0 " -ç> ) ’

bundan

loV3sin(60 ' ‘ -<)9) -  3 0 s i n (3 0 ' ‘ +çï),
yoki

sin ( 6̂0" -  ç)j /̂з sin ( 3̂0*' + ç)j,
yoki

sin 60'* cosç> -  cos 60" sin (i? -  /̂3 (sin 30’‘ cosçï + cos 60'' sin c/?).

Bu tenglarnaning ikkala tomonini  coscp ga bo1ib, quy id ag in i  
hosil qi lamiz;

S  [ V3 3 
"~2



bundan
tg<p = 0 yoki = 0 .

(a) tenglaniadan:

N, = = IOV3 = ly.S/V.
‘ 2 sin 30"

(b) tcnglamadan;

= lO/V . 2 = 2ÜN.
' sin 30"

( 0  tcnglamadan:

/ j c o s ^  .  3 0 ^  .  = 20J Ï N  = 34 ,6W.
* sin 60" V3 / 2  3 

Ikkinchi usul. Chapdag i  si l indar uchun C, nuqtani koordi- 
natalar markazi deb olib,  koordinatalar sistemasi 73- a shaklda-  
gidek qilib tanlanadi va muvozanat tenglamalari tuziladi:

Y  îx ^ cos (p -t Rß cos 30*’ = 0,
/-I

¿ / v , ,  = / V s in ç )+ Â „ s in 3 0 " - / ’  - 0 .
/-1

0 ‘ng tomondagi  s i l indr  uchun ham koordinata lar sistemasini 
90- c shakldagidck tanlab,  muvozanat tenglamalar i  tuziladi:

3
^ ~^n cos60" + N cosçï = 0,

(=1
3

Y  ^iy -  cor. 30" -  N sin <J9 -  P, -  0.
(=i

(a) va (b) t eng lama la r  birgalikda yechiladi :

—  Rj  ̂~ N cos (p = 0, ~Rß + N sin <p -  Pi =0,

+ A^cosç) -  0, ^  Rß ~ N sin<p~ P2  ̂0 .

(c) tenglamalarni  bir inchisining uchinchis i  bi lan, ikkinchi 
tenglamani  to ‘ rtinchi tenglama bilan qo‘shi ladi ,  nati jada

(b)



7 зл„ -  л„ = о.

Л— R,. +
2 2

Rfi -  Ру ~ ?2 0.

Bundan:

«/, = 7 зл „ , Rn +
л - Л / ? ,

yoki

/̂ д -  V3-20N = 3 4 ,6N.
(с) tenglamalarning bir inchi va ikkinchisidan

4/?;, -8ÜN -  20N,

tg(p -•
Rn sin 30" -  Я 2 0 - -10 

2
Л/, cos 30'

-  0,
20/3 / 2

bundan esa ^  -  0 kelib chiqadi.  (c)  tenglamalarning bir inchis idan 
quyidagi topiladi:

N -  — /Îm -  ю7зл/  -  17,ЗЛ'.
2

3 .4 .4 -m asa la  (И .В .М сш черский 4 .4 3 ) .  O zaro D sharn ir  
bilan biriktirilgan ikkita AB\a CZ) balkalar /4 va C sharnirlar vositasida 
shipgaosilgan.y l5balkaning og i r l i g i  60A^boiib,  £ nuq taga  q o 'y i l ­
gan. CD ba lkaning F nuqtasiga o g i r i i g i  50Л', AB ba lkan ing  B 
nuqtasiga vertikal P=200A^kuch qo'y i lgan.  O^iyidagi o i c h a m l a r  
berilgan: AB ^ Im, CD = 0,8m, AE = 0,4m, CE = 0 ,4 m ;  AB va CD 
balkalar gorizontga mos ravishda a  = 60" va ^ 45*’ burchak bilan 
og'gim A va Csharnir iarning rcaks iya lari  aniqlans in (9 '  -shakl ) .

b)
9l-shakL  

I 1?



B e r i l g a n :  Я, = 60vV, Рт = 50/V, Я -  200/V, АВ = \т, 

C Z ) - 0,8/и, /IF = 0,4m, C F  -  0,4m, a  = 60^ Д = 45'’.

Topish kerak: x^, x̂ ,̂ y ^ ,  Ус-
Yech i sh .  Koordinata lar  sistemasi shaklda ko ‘rsat i lganday qihb 

tanlanadi  va л: o ‘qiga nisbatan muvozanat tenglamasi tuziladi:
7

= = (a )
/=1

Butun sistemaning muvozanati  tekshiriladi. A nuqtaga nisbatan 
butun s is temaga t a ’sir etuvchi kuchlarning moment tenglamasi 
tuziladi:

(/ ; )  - -/ï|F, - h P - h ^ P ^  +ЛСу^  =0.
/=!

9\-  a  shaklga asosan

Л, = AC cos 60" = 0,4m i  -  0 ,2w,

h  = y4Scos60" = \m- ^ = 0,5m,

AC CD . . .  sin 75**AC = -------- ^ C D  = 0,9m,
sin (180 -  ( a  + Д)) sin 60" sin 60^

■ AD CD .„■ s i n 45*’AD = ^ ------ jj- • CD = 0 ,66m.
sin 45" s in60"  s in60‘

ĥ  = AC - C F  cos45'^ - 0 , 9 m - 0 , 2 8 m - 0 , 6 2 m .
(b)  tcnglamadan:

AC ■ y^ = /i|Pi + h^P + /J2Z2 ^ 0 ,2m ■ 60N + 0,5m ■ 2 0 0 +  0,6m50A^ 

yoki
0 ,9m y^ -  142/V ^  y^ -  158iV,



Endi bitta /15 balkaning muvozanat i  tekshiri ladi .  /15 ba lkaga 
qo'yilgan kuchlarni D nuqtaga nisbatan moment tenglamasi tuziladi 
(91-  b shakl)

^ - h P  + ĥ Py + 0 (c )
/-1

9 U  b shaklga asosan

BD ^ AB -  AD = \ni -  0 ,66m - 0,34m,

/1 = f i/)cos60" = 0 , 1 7m;

DE = AD -  AE -  0 ,66m  - 0 ,4m = 0,26m,
ÎÏ

/ïi -  DE co sbO"  -  0,13m: /1/) sin 60" 0 , 6 6 ^ m  -  0 .57m,

fî2 -  y l/)cos60 ' ’ -  0,33m.
Bularni (c) tenglamaga qo'y ib ,  x^ ni topiladi:

0,75m = 0,17m 200/V ~0, l3m60/V +0,33m . 150A/
yoki

(a) tenglamaga asosan
= 133/V.

x^ = -x^ = -133A^.
Endi CD balkaning muvozanatini tekshiramiz. CD balkaga t a ’sir 

etuvchi kuchlarning D nuqtaga nisbatan moment teng lamas in i  
tuzamiz

yoki

bundan

Y  J -  —  DF  cos 45" ■ P2 + 

+CDcos45">V; -  c o s 45” ■ x̂~ ^ 0

P) /9 /9
-0,4m - - -  50/V + 0 , 8m —  y,- -  0,8 —  x,- = 0. 

2 2 2

2>'c- -  50/V + 266/V ^  ^ Î58A^.



IV  BOB. ISH Q A L A N ISH  VA FERM ALAR H I S OBI

Ushbu bobda sirpanishdagi ishqalanish qonunlari, yum alashda  
h o s i l  b o 'la d ig a n  ish q a la n is h  k u ch i, f e r m a  s te r jen la r id a g i  
Z o ‘riqishlorni lugunlarni qirqish usuli bilan topish kabi m asalalar 
bayon  etilgan.

4.1. Sirpanishdagi ishqalanish qonunlari

Bog ia n is h ,  b o g i a n i s h  reaksiyasi, s irpanib ishqalanish kuchi, 
ishqalanish burchagi ,  i shqalanish koeffitsienli, yumalab  ishqala­
nish kuchi,  yumalab ishqalanish kocffitsicnti.

Bir j ismning ikkinchi  bir j ism sirtidagi nisbiy muvozanati 
tufay l i  hosil b o i a d i g a n  ishqalanish kuch iga  tin ch  h o la tdag i  
ishqalanish kuchi deyi ladi .  Bir j ismning iki«.inchi bir j ism siri ida 
nisbiy harakatlanishi nat i jas ida hosil b o i a d ig a n  ishqalanishga 
harakatdagi ishqalanish (d inamik ishqalanish) kuchi  deyiladi.

Sirt ustida turgan j i sm ga  teng l a ’sir etuvchisi bo igan

/^, /S’ ) kuchlar  sistemasi ta ’sir ctayotgan bo is in  (92-shakl). 
S ir tning t o i a  reaksiyasi ^ , sirpanib ishqalanish kuchi F va sirt­
ning N normal reaksiyalarini  teng l a ’sir etuvchisidan iborat, y a ’ni

N + f\

(4 .1 .1 )
/-1

Agar R̂ “  ̂ kuchning miqdori kuchning miqdoridan kichik 
b o i s a ,  j ism tinch holatda turaveradi. kuchining miqdorini 
oshira borilsa,  m a i u m  miqdorga yetganda j i sm harakatlanish 
chegaras ida b o iad i .  Ishqalanish kuchining bu holatdagi qiymati 
uning eng katta q iymat i  (maksimal  q iymal i )  b o i a d i .  92-shaklga 
asosan: kuchining sirt urinmasi bo'ylab yo i i a lg an  tuzuvchisini 
Q b i lan,  R t o i a  reaks iya kuchini ur inma bo ‘ylab yo ‘naIgan 
tuzuvchisi  F bi lan be lg i lanadi .  Ana shu F tuzuvchiga sirpanib 
ishqalanish kuchi deyi ladi .



Tinch ho la tdag i  s i rpan ib  i sh q a l an i sh  qonun la r i .  K u lon  
qonunlari:

1. Ishqalanish kuchi j i smlarning urinish nuqtasidagi u m u m iy  
u r in m a  teki s l ig ida yotadi va ta shq i  kuch la r  t a ' s i r id an  hos i l  
boMadigan haq iq iy  si l j ishga q a r a m a -q a r sh i  yoMialgan. T in c h  
holatdagi i shqalanish kuchi j i sm ga  t a ’s i r etuvchi aktiv kuchlarga  
bogMiq va uning moduli nol bi lan ishqalanish kuchining eng katta  
qiymati  oras ida boMadi, ya ’ni

( 4 . 1 . 2 )
2. Ishqalanish kuchi sirtlarning urinish yuzas iga bogMiq emas.  

Masalan,  gorizantal  sirt ustida turgan gMsht u qaysi tomoni bi lan 
sirtga urinishiga qaramasdan,  uni si l j i t ish uchun bir xil kuch 
kerak boMadi.

3. S irpanib ishqalanish kuch in ing eng katta q iymat i  normal  
bosimga proporsional,  y a ’ni

( 4 . 1 . 3 )
bunda F — oMchovsiz parametr  boMib, unga ishqalanish koeffi- 
t s i ent i .  — Sta t ik ishqalanish ko e ff i t s i en t i  de y i l ad i .

4. S irpan ib  ishqalanish koeff its ient i  urinuvchi  s i r t l a rn ing  
mater ia l i ga ,  fizik xususiyat iga ,  y a ’ ni s i r t larning d a g ‘ a l l i g i g a ,  
namligiga,  haroratiga va hokazolarga bogMiq. Ishqalanish koef ­
fitsienti tajr ibalar yoMi bilan aniqlanad i .

R l :S i rpan ib  ishqalanish kuch i  o ‘ z in ing  N 
f  = qiymatiga erishganda, toMa reaksiya

kuchi ham o ‘zining qiymat iga crishadi.

reaksiya kuchi bilan normal  orasidagi 
burchakka ishqalanish burchag i  dey i l ad i  
(93-shakl) .  Shaklga asosan 93-shakl.

^ Nig(p- (4 .1 .4)
Buni (4.1.3) tenglik bilan sol ishtir ib,  quyidagini  hosil q i lamiz :

'g<P = ■—  = /,,. ( 4 . 1 . 5 )



D em ak ,  i shqa lan ish  burchagi  i shqalan ish koeff its ient iga 
bogMiq boMar ekan.

4.2. Ishqalanish kuchi tufayli yuzaga keladigan jism lar 
muvozanatini tekshirishga doir m asalalarni 

yechish uchun uslubiy tavsiyalar

i shqalanish kuchi  tufayl i  yuzaga keladigan j i smlar  muvoza­
nat in i  tekshir ishga doi r  masala la rn i  yechish uchun quyidagi  
uslubiy tavsiyalarni berish mumkin:

1. J i smga ta ’sir etuvchi barcha aktiv va reaksiya kuchlari (nor­
mal va sirpanib ishqalanish reaksiyalari)ni j ismga qo ‘yib olish kerak.

2. Koordinatalar sistemasining boshini imkoni boricha ko‘proq 
kuchlarni  t a ’sir chiziqlari  kesishgan nuqtada olish va o‘qlardan 
bittasini  sirtlarning u m u m iy  ur inma tekisl igida yotuvchi (agar 
fazoviy  j i smning  muvozanat i  qaralayotgan boMsa, koordinata 
tekis l iklar idan bittasi s ifat ida urinma tekislikni ol ish) qil ib olish, 
ikkinchi  o ‘ qni sirtning bosh normali bo‘ylab y o ‘naltirish lozim.

3. Qara layo tgan  j i s m n in g  unga qo 'y i l gan  akt iv  kuchlar ,  
bogManishlar reaksiyalari  t a ’siridagi j i sm deb qarab,  tanlangan 
koordina ta la r  s is t emas iga nisbatan muvozanat  tenglamalar in i  
tuzish kerak.

4. Hosil qi l ingan teng lamalarn i  birgalikda yechish kerak.
Quyida yuqorida bayon  eti lgan uslubiy tavs iya lar  asosida

mavzuga doir masala larni  yech ib  ko‘ rsatiladi:
4 . 2 . l -m a s a la  (M .B . M ennicpcK H Îi 5 .7 ) .  OgMriigi P ga teng 

ya sh ik  ishqalanish koeffitsienti /boMgan g ‘adir-bi idur tekislikda 
turadi .  Yashikni eng kichik Q kuch bilan qo‘zg‘atish uchun kuchni 
gor izontga nisbatan q an d a y  ß burchak ostida qo‘yish kerak? Shu

eng kichik kuchning miqdori topilsin. 
y', Ye ch i s h .  K o ord ina ta l a r  s i s temas i
^  bosh in i  A nuqtada ol ib ,  Axy koordi-  

^  nata la r  sistemasini ko‘ rsati lganday qilib

y
N

ß7 -:x.
A

tanlaymiz.  ( Ö , /V,7 ĵ kuchlar ta’siridagi 
94-shükl. yash ikning muvozanati tekshiri ladi .  Bir



nuqtada kesishuvchi kuchlar s istemasining muvozanat  teng la ­
malari  tuziladi.

N

= Q c o s ß - T  ^0-  ( a )
/=1

= N + Q s i n ß - p  = 0 , (b )
/ = 1

bunda T = f N  sirpanib ishqalanish kuchi. (b) dan N = P  -Qs\r\ ß  , 
buni (a) tenglamaga qo ‘yi ladi:

Q cos ß  -  fN  = Q cos ß  -  f P  + f Q  s in ß.
Bundan

f P
cos ß  + /  sin /?

(c) tenglikka asosan, a g a r  Q kuchning ifoda-  ^ 
sidagi kasrning maxraji eng katta bo iganda  kuchi 
eng kichik qiymatga crishadi. Quyidagicha belgilash 
kiritiladi:

?  = cos/î + / s m / ; .  (e )
q dan ß bo ’yicha hosila olib, nolga tenglashtiriladi: 

q' = -s\r\ ß  + f  cos /î = 0.

Bundan i g ß  ^ / ;  ß  = a r c t g f .
Oxirgi tenglikdan ko‘r inib turibdiki,  ß ishqalanish burchagiga 

teng b o i a r  ekan.
q  dan ß bo'yicha ol ingan ikkinchi tartibli hosi laning ishorasiga 

qarab, uni ekstremumga tekshiri ladi :

q̂ ' = - c o s ß  -  f  s i n  ß  = -  (cos ß   ̂ f  s i n ß ) .  ( 0

COS ß  va sin ß  larni/orqal i  ifodalab olamiz: 

cos ß  =

sin ß

4 \ + t g ^ ß  s I ï T f '  

t g ß _  f  

I- ( g ' ß  P



Bularni  (О ga  qo'yi ladi :

/■ = - V l 4 . / ' (g)

musbat bo' lgani uchun 17̂ '̂  manf iy son, demak ß ning 
topilgan q iymat ida (d) tengl ikning o ‘ng lomonidagi ifodaning 
maxraj i  eng katta bo4adi,  d em ak  Q kuch o ‘zining eng kichik 
q iymat iga  er ishadi .  Shunday  qil ib,

f P  f P  f P
Q. Лcos /? + /  sin Д q -q '

4 . 2 . 2 - m a s a I a  (И .В .  М с ш ч е р ск и й  
5 .1 5 ) .  Krivoshipl i mexanizmda yo ‘nal ti-  
ruvchi va A polzun orasidagi,  shuningdek,  
h a m m a  sharn ir la r  va podsh ipn ik la rdag i  
i s h q a l a n i s h n i  h isobga  o lm a y ,  Q yukn i  
mexanizmning shaklda tasvirlangan holatida 
ushlab turishi  uchun zarur  boMadigan P 
kuch a n iq l a n s in .  Aga r  A po lzun  b i l an  
yo ‘nal t i ruvchi orasidagi ishqalanish koeffi­
tsienti / ga teng boMsa, Q yukning qo‘zg ‘al- 
may  qol ishini  ta 'minlaydigan P  kuchning 
minimal  va maksimal qiymatlari  qanday?

Yech i sh .  Q kuch baraban gardishidagi  
nuqtalarga qo'y i lgan boMib, uning ur inmasi 
b o ‘y l a b  y o 'n a l g a n  va miqdor i  ba raban  

gardishidagi  ham m a nuqtalar uchun bir xil. Shuning uchun uning
modul in i  o 'zgart i rmasdan barabann ing  5  nuqtasiga qo 'yamiz .  Q 
kuchni kr ivoshipning C nuqtas iga qo'yi lgan va C4sha tun  bo'ylab 
yo 'n a lg an  f  kuch bi lan shunday  a lmasht iramizki ,  ularni 0  
nuqtaga nisbatan momentlar i  teng  bo' lsin, y a ’ ni a Q  = hF. 

96-shaklga asosan

t// -  9 0 - ( ( ^  + 0) ,

96-shakl.



h i r c o s  90'^- ((p + O) = r  s in [(p-{-O ) . 
Shunday  qilib.

üQ  ^ rF  s i n  {(p + 6 ) ,
bundan

F =
r s i n  [(p + í )̂ ( a )

F  kuchi o ‘z ta ' si r  chizig' i  bo ‘y lab A nuqtaga ko 'ch ir i ladi  va uni 
koordinata  o 'q lar i  bo 'y lab y o 'n a lg a n  tuzuvch i la rga  a j rat i ladi .
N a t i j a d a  b ir  nuq taga  q o ' y i l g a n  {P, ~N¡ sh ,  Fx. F i )  k u c h l a r  
s i s t em as iga  ega bo ' lam iz .  B ir nuq tada  kes ishuvch i  kuc h l a r  
sistemasi uchun muvozanat tenglamalar i  tuziladi:

t ^ ,  = --P'2.v+^V = 0 ;

/ = 1
Kulon qonuniga asosan

Ku. ^ ./7̂ - 
bunda N = p 2 =Fs in(p,  nat i jada

Fu,u = J F  s in  Ç) .
(a) ga asosan

i^2;r -  ~^2 = -  sin ( p, F^y = F  cos ( p ,

rsin(^+£?)

Nati jada (b) tenglamalar quyidagi  ko 'r inishga keladi :

(b)

(d)

í/(^sin (p 
rs'm(<p + 0 )
üQc o s í p  ^  aQs m( p  ^ (g)

r  sm {<(1+6 ) r  sin {(p+e)



(e) tenglamalarn ing  bir inchis idan

a i ^ s i n  (p
N  =

ikkinchisidan

P  =

r  s\n{(p + e )

Qa c o s ( p  = f s [ n ( p
r  s in(^ + ̂ )

Ishqalanishlarni  hisobga olmaganda,  y a ’ n i / =  0 boMganda P 
kuchining  miqdori quyidagiga teng:

Qacos cpP
rsin((;p +0 )

Qa c o s < p - f  sin<̂ p 

r
Qa  cosç>+/ s in  (p 
r  s in ((p+fl)

( 0  formulaga asosan 

P
im{(p+0)

4 .2 . 3 -m asa la  (И .В .М сш черский  5 .12 ) . G ‘adir-budur gor i­
zontal  tekisl ik ustida turgan ikki ta A va Д j i smlar  orasiga C pona

kiritib qo 'y i lgan.  Ponaning bir tomoni  vertikal bi lan oc -  arctg]^ 

burchak hosil qiladi.

i

97-shak l.

A va  5  j i sm og' ir l iklari  mos ravishda 400N va 300N, sirtlar 
orasidagi ishqalanish koeffitsientlari shaklda ko'rsatilgan. Jismlardan 
birini s i l j i tadigan Q kuchning qiymat i ,  shuningdek qo 'zg ' a lmay  
qolgan j i s m ga  gorizontal  tekisl ik tomonidan t a ’sir etadigau F 
i shqalanish kuchining qiymat i topilsin (97-shakl).



B e r i l g a n :  a  -  a r c t g -  ^ 400A^, P̂  -  300/V, /  -  0,2.

A - 0 , 2 5 .
Topish kerak: Q, F.
Yechish. C jismning muvozanati tekshiriladi. Ta 'sir etuvchi 

kuchlar V[, f j ,  ■ Koordinatalar sistemasini 97- a shakl-
dagidek qilib tanlanadi va muvozanat tenglamalari tuziladi:

5

= iV, -  N^co s . a+  Fj cos (90 -  or) ^ 0;
/-I

5

^  = /̂  + /̂2 COS a  -  Q + A 2̂ sin a  = 0 ,

bunda
Buni yuqoridagi tenglamalarga qo‘yamiz:

N\ -  ^2 cos a  + /2^2 sin a  -  0 ;
+ /2N2 cos a  + Â2 sin a  ~ 0  -  0 ,

yoki
Â i = N2 c o s a  -  /-,N2 sin a ;

1 'N1 =~ {Q  -  /2^2 cosa  -  N2 sin a ) ,
/1

N2 c o s a -  /^N2 sin a  ^ ^ ( Q  -  c o s a  ~ N2 sin a ) .  

Bundan

Q = /[ Â 2 cos a  -  /,/2 N2 sin «  + /2 Â 2 cos «  + Â 2 si n « .  (a) 
kelib chiqadi.

Endi 5jismning muvozanati tekshiriladi: .Sjismga ta’sir etuvchi 
kuchlar (97- b shakl): /V,, Fj, Pj, F, N ■ Tanlangan koordinatalar 
sistemasiga nisbatan /^jismning muvozanat tenglamalari  tuziladi:

5

^2 COS a  -  /̂2 sin a  -  F = 0 ;
/=1

5

^  = A' -  /̂2 -  Â 2 sin a  -  F2 cos a  --=0,
/=1



(d)

bunda F -  f j N . (b)
Buni yuqoridagi tenglamalarga qo‘yamiz

N  ̂ c o sa  -  F2 sin a  -  f j N  -  0;
N = P2 + ^2 s i n a  + /2^2 cosa ,

yoki N2 c o s a  -  2/^N2 sin a  -  /2̂ 2 “ /2 ^ 2  cosa  = 0 

bundan Af, = A ’’2 ,
COS (x-2 /2  sin  a - /2“ c o s  a

I 3 • tg(xc o s a  = ,--------= I— : s m a -

N -  P2 + Â 2 (sin «  + /2 c o s a )  = 300/V + 102Â

l\+!g'^a TH) '
Demak,

w  _  0 , 2 5 - 3 0 0 /V _  7 5 • / lÖ ^
^ 2 -- 3 , . - , l  0 ,63- 3 -  2,32

V1Ö ’ VÜ)' M
Buni (a )  formulaga qo‘yib Q topiladi:

Q ^ c o sa  -  /j/2 sin a  + /2 co s a  + sin a )  = 70N.
Endi Ftopi ladi.  (d) formulaga asosan

1 0 , 2 5 '  _

,7iö x/iö, ”
-  300A^ -̂ 56/V = 356/V.

Buni (b) formulaga qo‘yib f  = /2/V ^ 0,25 ■ 356 = 89A  ̂ topi­
ladi.

4 .3 . Yumalashda hosil boMadigan ishqalanish kuchi

Yumalash,  ishqalanish, j ism, kuch, gorizontal, silindr, mo­
ment, reaksiya, normal, qayishlik, qiymat.

Tajribalar shuni ko‘ rsatadiki, og‘ ir si lindr shaklidagi j ism 
unga qo'y ilgan aktiv kuchlar ta ’siridan boshqa bir j ism sirtida 
yumalaganda j ismlarning deformatsiyasi tufayli ularning urinish 
nuqtasida nafaqat sirpanishga, balki yumalashga ham qarshilik 
ko'rsatadigan reaksiya kuchi hosil boMadi.



Silindrik jism gorizontal tekislikda aktiv kuchlar  t a ’sirida 
boMsin. Jism bilan lekishk bitta yasovchisi ho ‘y lab emas balki, 
deformatsiya tutayh m a iu m  bir yuzasi bilan urinadi . Agar ta ’sir 
ctuvchi aktiv kuchlar si l indrning o'rta kcsimiga nisbatan simmct- 
rik boMsa, ya'ni uning butun yasovchisi bo‘ylab bir xil deformatsiya 
hosil qilsa, silindrning bitta o'rta kesimini o 'rganish yetarli. Sirt 
ustida yumalovchi j ismga t a ’sir ctuvchi aktiv kuchlar  quyidagi 
kuchlarga boMinadi: P ogMrlik kuchi, silindr bilan sirtning urinish 
nuqtasidagi umiuuiy urinmaga parallel Q tashqi kuch vasil indrni 
aylantirishga intiltiradigan momcntli juftlarga boMinadi (98-shakl).

Agar A/*"' 0,Q ^ 0  boMsa. j ism 
yumalamasdan sirpanadi, M 0 ,Q = 0 
boMsa. jism sirpanmay yunialaydi.

Agar Q kuch oMig tomonga yo i i a l -  
gan bo isa ,  jism hilan sirtning urinish 
nuqtasi A ning chap tomonida bosim 
kamayadi, o i ig  tomonida oshadi. Natijada 
Ñ normal reaksiya oMig tomonidagi biror B nuqtaga ko'chadi va 
BD chiziq bo‘ylab silindrga taqsimlangan reaksiya kuchi ta ’sir 
etadi (99-shakl).

Agar bu taqsimlangan kuchni A nuqtaga kclti rsak, bitta 
umumiy R reaksiya kuchiga va M momcntli juftga ega boMamiz 
R kuch ikkita; Ñ normal bosim va F ishqalanish kuchlariga 

ajraladi.
GMldirakka la ’sir etuvchi aktiv kuchlarni A nuqtaga keltirilsa, 

bilta K*"' bosh vektorga va momenlh bi lta juf lga ega boMa­
miz.

Agar gMldirak muvozanatda boMsa, unga t a ’sir etuvchi aktiv 
kuchlar bogManish reaksiyasi bilan muvozanatda boMadi, y a ’ni

í-1 ;=l '
GMldirakka qo'yilgan aktiv kuchlar oshira borilsa, natijada 

A/qarshilik momenti ham osha boradi, gMldirak yumalash



chegarasiga borganda qarshi l ik momenti o'z ining eng katta 
qiymatiga erishadi.

GMIdirakriing yumalashiga qarshil ik ko'rsatuvchi M  mo­
mentning eng katta qiymatiga doir quyidagi taqribiy qonunlar 
o‘nnli:

1. GMldirakni yumalashiga qarshilik ko‘rsatuvchi juft kuch 
momentining eng katta qiymati yetari icha katta chcgaralar uchun 
gMldirak radiusiga bogMiq emas.

2. Qarshil ik momentining eng katta qiymati normal 
bosimga proporsional

A/,„„ = SN,  (4 .3 .2)
bunda 8 — yumalab ishqalanish koeffitsienti yoki ikkinchi tur 
ishqalanish koeffitsienti, u uzunlikni ifodalab, taqribiy qiymati 
AD kesmaning uzunligiga teng (100-shakI).

3. Yumalab ishqalanish koeffisicnti 5 urinuvchi cx 
jismlarning materialiga va ular sirtining fizik xossa­
lariga bogMiq.

Q kuchining eng katta qiymatini kuch uchbur-  ̂
chagini qurib ham topish mumkin. Kuch uchburchagi /ooshakl 
bilan (100-shakl) 0/ÍZ) uchburchak (99-shakl) o'xshash.
OA R, AD S deb olib, uchburchaklar o'xshashliligidan

ó  R'
Bundan

Q = — P^max ^ ‘ •

J i sm  tek is l ikda  muvozanatda boMsa, yumalashda hosil 
boMadigan ishqalanish kuchi f  quyidagi formuladan topiladi:

T ' £ - | a'. (4.3.3)

(4M.3) va (4.3.3) formulalar laqqoslansa, jism tinch turgan 
vaqtdagi yumalab ishqalanish kuchi tinch turgan vaqtdagi sirpanib 
ishqalanish kuchidan ancha kichik boMishini ko'ramiz, chunki



Ь/R nisbat /dan ,  y a ’ni 51фап1Ь ishqalanish koeífitsientldan ancha 
kichik.

4 .4 .  Y um alashda hosil b o ia d ig a n  ishqalan ish  kuchin i 
topishga doir m a s a la la r

4 .4 .1-masala (О.Э.Кепе 2 .6 .7 ) .  Og‘ idigi 4 kg bo lg an  (2) 
g ‘ i ldirakcho‘zi lmaydigan ip yordamida 1 yukbilan bog iangan .  
Л=0,5 m, yumalab ishqalanish koeffitsienti 5 = 0,005 m, juft  
kuchning momenti M = SON m. GMldirak va >oik uchun sirpanib 
ishqalanish koeffitsienti f =  0,2 boMsa, 1 yukning 51фап15Ь1 uchun 
uning eng katta ogMriigi qanchaga teng boMishi kerak?

Beri lgan: Q = 4kN, Ä = 0,5m, Ô = 0,005 m, M —SON-m, 
/ = 0 ,2.

Topish kerak: R.
Yechish .  (4.3. ! )  muvozanat teng lamalar i  tuziladi ,  y a ’ ni 

ishqalanish qonuniga asosan
Л / - 2 Я/^, ,-Л/ ,„ = 0  (a)

Siфalanib ishqalanish qonuniga 
asosan

4 .  = f p ,
yum alab  i sh q a la n i sh  qonuniga  
asosan = SQ. boMadi. Bular- lOi-shakl.
ni (д) tenglamaga qo‘yamiz Л/ -  2R/P -  6Q.

Bundan
P _ M-ÖQ _ 5П/У/п- 0 . 0 ()5ш-4000/У _  .

“  ' 2~Rf ~ 2 0, 5m 0,2

4 .4 .2-masala. (О.Э.Кепе). OgMriigi 5^A^boMgan bir j insl i I 
gMldirakka momenti A/= 210 N-m boMgan juft kuch ta ’sir etadi .
Yumalab ishqalanish koeffitsienti <5-  0,003 m, Ä -  0,453 ли 
boMsa, 1 gMldirakni chapga yumalashi uchun 2 yukning eng katta 
OgMriigi qancha boMishini toping.

Berilgan: Q= 5kN, M= 2\0Nm. 6 = 0,003 M, R — 0,453 m. 
Topish kerak: R.



Yechish.  G'ildirakning yumalash chcga- 
rasida A/* qarehilik momenti o‘zining eng katta 
qiymatiga crishadi. qarshihk momentining 
eng katta qiymati uchun muvozanat teng- 
iamasini,  y a ’ni A nuqtaga nisbatan momcnt- 
iar tenglamasi tuziladi:

M -  -  RP ^ 0.
Yumalab ishqalanish qonuniga asosan
= SQ.
Natijada A/ -  SQ -  RP = 0. Bundan

p M - S Q  _ 2IOA' /n-0, 003m-5000 N ^  4 3 0 ; ^ 
R  Ô.453a?i

Muammoli masala va topshiqlar

I. AB narvon notekis devor va g 'adir-budur polga tayanib, 
pol bilan 60" burchak tashki) etadi. Narvonga R yuk qo‘yilgan. 
Narvon og‘iriigini hisobga olmay, u muvozanat holatida qoladigan 
eng katta BR masofa grafik usul bilan topilsin. Devor va pol uchun 
ishqalanish burchagi 15° ga leng.

l-masala.

2. Bir jinsli brus A nuqtada g‘adir-budur gorizontal polga 
tayangan. B nuqtada u arqon vositasida ushlab turiladi. Bms va 
pol orasidagi ishqalanish koeffitsienti /ga  teng. Brus o'qining pol 
bilan hosil qilgan burchagi a  = 450. Arqon gorizont bilan qanday 
(p burchak hosil q ilganda brus sirg'ana oladi?

3. Bir j insni sterien A va B uchlari bilan a  radiusli notekis 
aylana bo‘ylab sirg'anishi mumkin. Sterjendan vertikal tekislikda



joylashgan aylananing O markazigacha boMgan OC masofa h ga 
leng. Slci jen bilan aylana orasidagi ishqalanish koeffitsienti f  ga 
teng. Sterjenning muvozanat holatlarida OC  to‘g ‘ri chiziq bi lan 
aylananing vertikal diamelri orasidagi p burchak topilsin.

;o

.l-masülir 4-masala.

4. OgMriigi 700A^ boMgan bir  j insl i  gMldirakka F kuch 
qo'yilgan. GMIdirakning radiusi R~ \ m,  sirg'anib va yumalab  
ishqalanish koeflitsieutlari; /=  0,2;  6 -  0,008 m boMsa, gMldirak 
yumalashi uchun kerak boMgan F kuchning eng kichik qiymati  
aniqlansin.

5. OgMriigi 2AA^boMgan bir jinsli gMldirakka Fj = lOÂ  gorizontal 
kuch va F̂ vertikal kuchlar t a ’sir  etadi. Yumalab ishqalanish 
koeffitsienti S -  0,005/«. R = 0,8w boMsa, gMldirak sirpanib yuma- 
lashi uchun kerak boMgan F kuchining eng katta qiymati topilsin.

6-masaia.

6 . OgMriigi 2kN boMgan bir jinsl i gMldirakka F gorizontal 
kuch qo‘yilgan. Sirpanib va yumalab ishqalanish koeffitsientlari:
Ö = 0,006/w, /  - 0 , 2 ,  R -O . b r n ,  0A =4m  gMldirakning s irpan-
masligi va yumalamasligi uchun kerak boMgan F kuchining eng 
katta qiymali aniqlansin.



7-masala.

7. (1) gMldirakka cho ‘ziImaydigan ip yordamida (2) yuk 
osilgan. (1) gMldirakning ogMriigi 3,2kN, yumalab ishqalanish 
koeffitsienti £̂' = 0,004w, R = 32, Asm boMsa, (1) gMldirak muvo­
zanatda qolishi uchun (2) yukning eng katta ogMriigi topilsin.

M ustaq ii  ish lash  uchun savol va topshiriq iar

y. Sirpanib ishqalanish kuchi bog'Ianish reaksiyasining qanday 
tuzuvchisini tashkil qiladi?

2. Sirpanib ishqalanish qonunlarini yozib tahlil qiling.
3. Sirpanib ishqalanish koeffitsientini xarakterlab bering.
4. Qanday holda yumalab ishqalanish kuchi hosil bo 'ladi?
5. Qanday holda s o f  sirpanib ishqalanish hosil ho 'ladi?
6. Yumalab ishqalanish qonunlarini yozib tahlil qiling.

4 .5 . Fermalar hisobi. Ferma sterjenlaridagi zo‘ riqishlarni 
tugunlarni qirqish usuli bilan topish

Ferma, sterj en, s h a rn i r  (tugun), t a ’s i r-aks ta'sir, i chki  va 
tashqi  kuch lar

Sharnirlar yordamida gcometrik o ‘zgarmas qilib tutashtirilgan 
sterjenlardan hosil boMgan qurilmaga f e rm a  deyiladi. Steijenlar 
uchlarini tutashtimvchi sharnirlarga tugunlar  deyiladi. Tugunlari 
soni n bilan sterjenlari soni m  quyidagi

m 2 n - 3
tenglamani qanoatlantiradigan tennaga statik aniq ferma deyiladi.

Agar m > 2 n - 3
shart bajarilsa, bunday ferma statik aniqmas deyiladi.



Agar m < 2 « - 3
shart bajari lsa,  qurilmaning gcometr ik o‘zgarmasl igi  ba ja r i l ­
maydi.

Kelgusida  fermaga q o ‘y i lg an  akt iv kuch la r  f e rm an in g  
tugunlariga qo‘yilgan va bu kuchlar ferma bilan bir tekislikda yotadi 
deb qaraymiz. Shamiriardagi ishqalanishlar hisobga ol inmaydi.  Bu 
shartlar bajarilganda sterjenlar yo siqiladi yoki cho‘ziladi. Sh u ­
ning uchun ulardagi zo‘ riqishlar sterjenlar bo‘ylab yo 'na lgan 
boMadi.

Aktiv kuchlar va tayanch reaksiyalari ferma uchun tashqi 
kuchlar, sterjenlardagi zo‘ riqishlar ichki kuchlar hisoblanadi . 
Sterjenlardagi zo‘ riqishlarni hisoblashda fermani qismlarga ajratib, 
alohida qismlarning muvozanati qaraladi va bu qism uchun 
zo‘ riqishlar tashqi kuch hisoblanadi.

4 .6 . Fermalar hisobiga doir m asalalarning 
tugunlarni qirqish usuli bilan yechishga 

doir uslubiy tavsiyalar

1. Ferinaning muvozanati tekshirilayotgan qismini ajratib olish 
kerak.

2. Aktiv kuchlar tasviriab olinishi lozim.
3. BogManish aksiomasidan foydalanib, qurilmaga bogManish 

reaksiyalarini qo‘yib olish kerak.
4. Qaralayotgan qism berilgan aktiv kuchlar va bogManishlar 

reaksiyalari ta ’siridagi qattiq j ism deb hisoblanadi.
5. Butun fermaning muvozanat shartlar idan foydalan ib ,  

bogManish reaksiyalari topiladi.
6. Ikkita steijen tutashgan tugun qirqib olinadi va bu tugunning 

berilgan aktiv kuchlar hamda qirqilgan sterjenlardagi reaksiyalar 
t a ’siridagi muvozanati tekshiriladi. Har bir tugunda ikkitadan 
nomaMum zo’ riqish boMadi, ular uchun ikkita proyeksiya tengla­
malari tuziladi.

Quyida ferma steoenlaridagi zo'riqishlarni tugunlarni qirqish 
usuli bilan topishga doir masalalarni yechib ko'rsatamiz.



4 .6 . l -masa la  (И.В.Мсшчерский 4.71) .  Shaklda qo'yilgan 
kuchlari bilan birga ko'rsatilgan ko'prik fenuasining tayanchlaridagi 
reaksiyalar va sterienlaridagi zo‘ riqishlar aniqlansin (103- a shakl). 
Py = l>kN, Pj = 2kN, P̂  = 2kN. Qolgan o ' Icham la r  shaklda 

berilgan,
Yechish. A va В tayanch reaksiyalarini topish uchun butun 

fermani  aktiv kuch lar  va bogManish reaksiyalari  t a ’siridagi 
muvozanat tekshiriladi, y a ’ni muvozanat tcnglamasi tuziladi;

1 4  = ■>̂. + /’3 = 0
/̂1
6

Y  moniff ( -3w  ■ Pj 3m ■ P2 + 7ni ■ P̂ -  \ От ■ y  ̂  0,

6
Z/-1

{a) tenglamalarning birinchisidan
-P^ ^ -2kN, 

Ikkinchisidan y^--2 ,\kN,
Uchinchisidan y f f=2,9kN.

(a)

3m 4m
<Л)

3m 7?
к г  X
A X

b)
с

t  i  ;
e)

103-shakl.

N
i  Д

c)



Endi ferma sterjenlaridagi zo'riqishlami topishga o'tamiz.
A tugunni kcsib, unga ta ’sir etuvchi tashqi va ichki kuchlarni 

qo‘yiladi (103- b shakl). j c  va o ‘qlardagi proyeksiya tenglamalari 
tuziladi:

S . + ^ S ,  = 0;
 ̂ 2 '

S, = -s j2y^ = - 2 , 9 1  kN ,

2,\kN.

S-, f  S, C O S  a  -  0;
Ç ,  .  .  a - 4 5 M  =+ Л[ sm a  ^ 0, V /

birinchi tcnglamadan

 ̂ 2 '
Endi С tugunni qirqib, unga ta’sir etuvchi tashqi va ichki 

kuchlar  qo‘yiladi (103- с shakl) va muvozanat teng lamalar 
tuziladi:

~ Sj  cos a  -  0; 

- 5*3 -  S! sin a  = 0.

Bu tenglamalardan

F)
S, = ~ ^ S .  =-2AkN, S, = 42 S, =: 2AkN.

2  .. 2
Endi D tugunni qirqib, unga ta’sir etuvchi tashqi va ichki 

kuchlarning muvozanat tenglamalari tuziladi (103- d shakl)

S^ co s  p  + S ^ -  Sj  3 4 3
с о с D n c o s ^  = - ,  s in/3- .sin p  •'r S-̂  — — 0, 4 5 5

Natijada

4
5 
3 5c = \,5kN, S. =0,9/:/V.

£■ tugunning muvozanati tekshiriladi (103- c shakl)



5 , - 5 ,  - 0 ; -  S,^0,9kN\
Sj = О, 5  ̂ -  0 .

В tugunning qirqib, uni muvozanatini tekshiriladi (103- f 
shakl)

¡2
y'f  ̂ + c o sa  --- 0; — = -yf,\ -  -4,U/V.

4

Й 1 -,
b)

y*

\ k N  
U  ^

■P
s,

e)

У
Sf >*

a

f)

104-shaki

5i,

D  s; X 

d)

A 

m)



4.6 .2-masala (M.B.MeiinicpcKHH 4.73) .  Shaklda ta’sir qiluvchi 
kuchlari bilan birga ko'rsatilgan osma fermaning tayanchlaridagi 
reaksiyalar va sterjenlardagi zo'riqishlar aniqlansin (104- a shakl).

Awal butun femianing muvozanati tekshiriladi. Fermaga ta’sir 
etuvchi aktiv kuchlar va bog'lanishlar rcaksiyalari uchun muvo­
zanat tenglamalari tuziladi (104-shakl);

¿  = 0.
i  I

= y ^ -\ k N  -2k N  - 2 k N  -\kN ,  (a)
i I

Y  ^ -  4 , 5m ■ 2kN -I I
~ 9 h i - 2 k N - I X S m l k y  =0 

oxirigi tenglamalardan =-5,4kN.
(a) tenglamalarning ikkinchisidan = 6kN,

birinchisidan: ^=5,4kN.
Endi tugunlarni qirqish usuli bilan sterjenlardagi zo'riqishlar 

topiladi.
E tugunni qirqib, unga ta ’sir ctuvchi aktiv kuchlar va ferma­

ning qol[>in qisniidan beriladigan zo'riqishlarni qo'yamiz va mazkur 
tugunning muvozanati tekshiriladi ( l 04 -b  shakl):

3  3

Y  L̂x COS Of -  0, ^ a  -  1 A:Â = 0 . (b)
J 1 1

104- a shaklga asosan

7,5 5 9 . 5( g a  = ------= —, c o s a - j = T ,  s m a  =
13,5 9 ’ >/K)6 ' ‘ /̂K)6 ‘

(b) tenglamalardan
54 = 2,06¿N, 3̂ -  - l , 8>tN.

Endi M tugun xuddi shunday qirqiladi va muvozanat teng­
lamalari tuziladi (104- c shakl);



Y  f']x = *̂ 3 COS (X -  COS a  = 0;
/VI

4

Y  ~= sin a  -  sin «  -  ■5’n -  2kN ^ 0.
/ 1

Bu tenglamalardan
5,  = 2,06^A^; 5,1 = -2kN.

D tugunga faqat ichki kuchlar t a ’sir qiladi. Tugunning ana 
shu kuchlar t a ’siridagi muvozanati tekshiriladi (104- d shakl):

Y  ^ *̂ 3 “  ^̂2 “ COS /i -  0;
i  -I

A  (c)
=̂ |'| +^i()Sin/] = 0 .

/-I
104- a shaklga asosan

C M  CE  7,5m  n  c
= ./r ’ ■-= , ,  c = 5m.A d  A t  13,5m

, „ 5 10 n ■ n 10 ̂  ̂ COS /3 -  ;—  , sm B = ,—  .4,5  9 ’  ̂ V18I M \
Bu munosabatlardan foydalanib (c) tenglamalardan quyida-

gilar topiladi:

S , „ ^ ' ^ ' - 2  = 2 JkN ,

9
VuT

Endi M tugunn ing muvozanati tekshiri ladi. Bu tugunga 
qo'yilgan aktiv kuchlar va sterjenlarda hosil boMgan ichki kuchlar 
uchun muvozanat tenglamalari tuziladi (104- e shakl):

5

Y  J]x -  cos [} + S'̂  cos a  -  Sf̂  cos a  -  0;



Bu tenglamalardan

VI06 ^ 5  ^181 5 v/ÏOô ^

f, v/Txl 10 n/ÎÔ6 5

5 5 V î % ’

C tugunning muvozanati tekshiriladi. Bu tugunga faqat ichki 
kuchlar ta ’sir qiladi (104- f shakl):

- 5 ,  c o s /  -  0;
I I

Z  sin / -  0 .
(d)

104- a shaklga asosan

7.5 5 3 - 5  ISY  ̂ ~ ■ COS / -  I— , sm / = ,—
4 .5  3 ^ 7 3 4  ’ V m

Bu munosabatlarni (d) tenglamalarga qo ‘yib, quyidagi lar 
topiladi:

= --^9; -S; =  ̂ kN = X5kN-,

5, ^2 -  Su COS/; = ~54kN.

7-steijendagi zo‘ riqishni topish uchun A tugunni qirqib, unga 
ta ’sir etuvchi tashqi va ichki kuchlar uchun muvozanat tenglamalari 
tuziladi (104- m shakl). y o ‘qiga nisbatan proyeksiya tenglamasini 
tuzish yetarh:

Z  Fiy y^+ Sj = 0 ^  Sj  =. ~y^ -= ~6kN.
i-l

Shuni t a ’kidlab o ‘tish lozimki , ster jen larning uch lar iga 
qo'yi lgan ichki zo‘ riqishlar juft-jufti bi lan t a ’sir va aks t a ’sir 
qonuniga asosan modullari teng yo'nal ishla r i  qarama-qarshi.  
Shuning uchun Ŝ  = 5/. Sj = S^,... deb olingan.



Muammoli masala va topshiriqiar

1. Rasmda ta ’sir qiluvchi kuchlarbilan bii^a ko‘rsatiIgan stropila 
fe rmas in ing  t a y a n ch la r id a g i  reak s iy a l a r  va ster jen lardag i  
zo'riqishiar aniqlansin.

Javob: = 3,4A:yV; R̂  -  2 M N .

l-masafa.

Srctjcn iiiii} ’
nomcri 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Z oTiqish- 
lar, kN

- 7 ,3 + 5 .8 - 2 , 4 4 - 4 ,7 - 4 , 7 + 3 ,9 -0 ,81 - 5 ,5 + 4 ,4

2. Rasmda ta ’sir qiluvchi kuchlarbi lan birga ko'rsatilgan suyri 
fermaning tayanchlaridagi reaksiyalar va sterjenlardagi zo‘riqishlar 
aniqlansin.

Javob: R̂  = 3,25kN\ R̂  = 2J5kN.

Sre tjen n ing  nom eri 1 2 3 4 5 6 7

Z o'riqi.shlar. k N + 1,3 + 3 .0 3 - 3 ,5 - 2 , 5 - 2 ,6 f l , 7 3 - 1 .7 3

3. Rasmda yuklari bilan birga ko'rsatilgan fermaning tayanch­
laridagi reaksiyalar va sterjenlardagi zo‘ riqishlar aniqlansin.

Javoh :  = - l ^ N ,  -- 3kN, Yg -  \kN.

Sretjenn ing
nomeri 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Z o ‘ riqi.sh- 
l a r .  kN

-2 - 2 -1 + 1.41 + 2 + 4 .2 4 -4 + 1,41 -1



4-masala.

4. Rasmda yuklari bilan birga ko'rsatilgan ko ‘prik fermasining 
tayanchlaridagi reaksiyalar va sterjenlardagi zo‘ riqishlar aniqlansin.

Javob: r ^ - 2 ,U 7 V ,  X„^~2kN, Y^- 2,9kN.

S r e t j e n n in g
n o m e r i

I 2 3 4 5 6 7 8 9

Z o ' r iq i s h -  
l a r ,  kN

- 2 ,9 7 + 2,1 ^2,1 -2 ,1 M , 5 + 0 . 9 0 '4 ,1 + 0 ,9

M ustaq ii  ishlash uchun savol va topsh ir iq ia r

/. Qanday qurilmaga ferm a deyiladi?
2. Qachon ferm a statik aniq bo'ladi?
3. Tugunlarning qirqish usulini tahlil qiling.
4. Fermaning alohida qismiariga ta ’sir etuvchi kuchlarni ayting.
5. Ferma uchun qanday kuchlar tashqi kuch lar hisoblanadi?

VB OB .  FAZODA KUCHLAR S I S T E M A S I

Ushbu bobda fazoda ta ’sir chiziqlari bir nuqtada kesishuvchi 
va ixtiyoriy ravishda joylashgan kuchlar sistemasining muvozanat 
shartlari, juftlar sistemasini qo‘shish, fazoda ixtiyoriy ravishda 
joylashgan kuchlar sistemasini berilgan markazga va ularni bitta 
bosh vektorga hamda bosh momentga keltirish, bosh vektor va 
bosh momentning hisoblash formulalari,  kuchlar  sistemasini 
keltirishning xususiy hollari, fazoda parallel kuchlar  sistemasining 
muvozanat shartlari kabi masalalar bayon etiladi.



5 .1 .  F azoda ta^sir chiziqlari bir nuqtada kesishuvchi 
k u c h la r  s istem asin ing muvozanat shart la r i

Kuch, ku ch la r  sistemasi, kes i shuvchi  kuch lar  sistemasi, t eng 
ta ’s i r e tuvch i ,  d inamo.

Tekislikda kesishuvchi kuchlar sistemasining muvozanat shart- 
lari I-bobning 3-§ da keltirilgan.

Teorema. Bir nuqtada kesishuvchi kuchlar sistemasi mvivo- 
zanatda boMishi uchun berilgan kuchlar sistemasining teng ta ’sir 
etuvchisi nolga teng, yani

^ = (5.1 .1)/=1
boMishl zamr va yetarli.

To‘g ‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasini tanlab,
(5 .1. 1) tenglamani koordinata o'qlariga proyeksialaymiz, natijada 
uchta skalar tenglamalar sistemasi hosil boMadi, y a ’ni

=0. (5A.2)
M

Teng t a ’sir etuvchining dekart koordinatalari o'qlaridagi 
proyeksiyalari berilgan kuchlarning mos o'qlardagi proyeksiyalari 
yigMndisiga teng, y a ’ni

(5.1.3)
/- I  /- I  í l

Teng ta ’sir etuvchining moduli va yo‘naltiruvchi kosinuslari 
quyidagi formula bilan topiladi;

^ ^ R ¡  + R; + Rl ,

C O S

R

R

Muvozanatdagi  qattiq j ism erkin boMmasa, bogManishlar 
aksiomasidan foydalanib, bogManishlarning jismga ko‘rsatadigan



ta ’sirini ularning reaksiya kuchi bilan ahnashtiriladi. Natijada bun­
day j ismni beri lgan kuchlar  va bogManish reaksiya kuchlari 
ta ’siridagi erkin j ism deb qarash mumkin.

(5.1.2) tenglamahirdan foydalanib kuch la r  sistemasining 
muvozanat shartlarini quyidagicha ifodalash ham mumkin; bir 
nuqtada kesishuvchi kuchlar sistemasi muvozanatda boMishi uchun 
berilgan kuchlarning mos koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari 
yigMndisi alohida-alohida nolga teng boMishi zarur va yetarli.

5.2 . Fazoda kesishuvchi kuchlar sistem asining 
muvozanatiga doir masalalarni yechish usluhi

Fazoda kesishuvchi kuchlar sistemasining muvozanatiga doir 
masalalarni quyidagi tartibda yechish uslubi tavsiya etiladi.

1. Koordinatalar sistemasini qulay qilib tanlash lozim. Ko'p 
hollarda koordinatalar sistemasining boshi sifatida kuchlar ta ’sir 
chiziqlari kesishgan nuqta tanladi, koordinata o'qlaridan birortasini 
iloji boricha ko'proq nomaMum reaksiya kuchlariga peфcпd¡kular 
qilib olish maqsadga muvofiq.

2. Qattiq j ismga l a ’sir ctuvchi barcha aktiv kuchlarni va 
bogManish reaksialarni shaklda tasvirlab olish kerak.

3. Bog'Ianish reaksiyalarni shaklda tasvirlashda bog'Ianish turiga 
e'tibor berish lozim. Agar bogManish silindrik boMsa, bog'Ianish 
reaksiyasini koordinata o'qlari bo'ylab yo'nalgan ikkta tuzuvchilarga 
ajratish kerak, agar bog'Ianish sharnirlni bogManish boMsa, 
reaksiya kuchni koordinata o'qlari bo'ylab yo‘naIgan uchta tuzuvchiga 
ajratish kerak.

4. Tanlangan koordinatalar sistemasiga nisbatan (5.1.2.) 
tenglamalar sistemasini tuzish kerak.

5. Hosil qil ingan tenglamalar sistemasini birgalikda yechib, 
izlanayotgan noma’lumlar topiladi.

Quyida fazoda kesishuvchi kuchlar sistemasining muvozanatiga 
doir masalalarni yechib ko'rsatamiz.

5 .2 . l-masala (И.В.Меитерский 6.4). Agar CBA~BCA- =60°. 
ЕЛ1)=Ж ekanligi berilgan bo'lsa, ЛВ\л sterjenlardagi 5, va 

zo'riqishiar h a m d a /ÍÍ) sim arqondagi Tzo 'r iqish topilsin.



/ ^ y u k n in g  OgMriigi 300N g a  teng .  /1Z)Ctek i s l ik  g o r i z o n t a l ,  
s t e r j en la r  A, B\d С n u q ta l a r d a  s h a r n i r l a r  b i l an  b i r ik t i r i l g an  (105- 
sh ak l ) .

Beri lgan:  CBA=BCA^60\ EAD=30\ P=300N.
Topish kerak: T.
Yechish.  Koordinatalar sistemasi shaklda korsatilganday tanla­

nadi. Tanlangan koordinatalar sistemasiga nisbatan (5.1.2) muvo­
zanat tenglamalari tuziladi:

^  -  5, cos 60" -  ^2 cos 60‘* -  0,
/=1

¿  F-̂  = -5 ,  cos 30" -  cos 30" -  T cos 30" -  0, {a) 
i=\

- 7 ' c o s 6 0 " - P  = 0 .

(a) tenglamalardan <
б", - ^2,
25i = -7 ' , r^ 7 '  = 2-300/V-600/V, 
T = 2 Л

5, = 5 2 = - 3 0 0 TV.
5 . 2 . 2 - m a s a l a  (И .В .М сш ч ер ски й  6 .1 3 )  AB machtan i  

simmetrik ravishda joylashgan to‘rtta tortqich vertikal holatda ushlab 
turadi. Har qaysi ikkita yondosh tortqichlar orasidagi burchak 60“ 
ga teng. Agar har qaysi tortqichdagi taranglik kuchi \kN ga va 
machtaning Og Mr i i g i  2;tyVgatengboMsa, machtadan yerga tushadigan 
bosimining qancha boMishi aniqlansin (106-shakl).



Berilgan. ^CB/' Z.CBD ZDBh -  /EBh  - 60", Y lÄ'Â .

P -  2kN.
Topish kerak'. P̂
Yechish . Koord i n atala r s istc - 

inasi shaklda ko‘ rsatilganday qihb 
tanlanadi. Tanlangan sanoq sistema­
siga nisbatan (5.1.2) muvozanat 
tenglamalari tuziladi. CDEFlo'ñbm-  
chak kvadrat va yon tomondagi 
uchburchaklar teng tomonli uch­
burchaklar  boMganligi uchun a  
burchak 45” ga teng. Taranglik kuchlarining miqdorlari teng boMgani 
uchun bu kuchlarni x  va y  o'qlaridagi proyeksiyalari yigMndisi 
m lga  teng boMadi, ynMii:

¡06-shakl.

, I

Bundan;
( 1

P, /' • 4 7 c o s 4 5 ‘' . 2kN + 4 -\kN 

Javoh :  P, = 4,83Ä:M

Í̂2 4,^3kN.

5.2.3-niasala.  (M.B. Mciii'icpcKHH. 6 .12 ) .  Muyulishda havo 
kabclini tutib turuvchi AB simyo- 
g ‘och ikkita AC va AD toitqichlar 
bi lan  ushlab t u r i l a d i ,  bundagi  
zCBD~90\  S im y o g ‘ochdagi  va 
tortqichlardagi zo'riqishlar, kabel- 
ning bir simi bi lan CBA tekislik 
orasida hosil boMgan (p burchakka 
bogMiq ravishda aniqlansin. Kabel- 
ning simlari gorizontal va bir-biriga 
tik, ularning tortilish kuchlari bir 
xil boMib, Tga teng.

Berilgan'. /,ACB = /.ADB = 60“. 
zEAF-^m\<,

z F

\ "

X / j T
/  /60°/ / //

. C f n  /



Topish kerak: 5’̂ .̂, va 5^̂ .
Yechish, Koordinatalar sistemasining boshi sifatida kuchlar­

ning ta’sir chiziqlarini kesishish nuqtasi A ni olamiz va koordinata 
o‘qlarini shaklda ko'rsatilgandek tanlanadi. Muvozanat tenglamalari 
tuziladi;

s
^  cos60" + T cos^ -  Tsin (jiT = 0;
i=i
5

Y  P,y ^ COS 60" +Tii'\n(p + T co s(p  = 0;
(VI

¿  = - i - , , ,  cos 30" -  cos 30" -  S , ,  = 0.
( = 1

Bulardan
= 2 r ( s in  (p -  coscp),  = 27'(sin <p + cos<p),

= - ^ 2  (SAl) + ^Ac) = 27’(sin </) -  cos </> + sin (/) + coSi^) -

= - l 4 3 T  sin<;p.

Muammoli masala va topshiriqiar

1. F  kuch vektori bilan Ox o ‘qi orasidagi burchak kosinusi 
topilsin F  = 3/ + 4y  + 5/:.

2 . /̂  -  3/ + 4y  + -Jvik kuch vektorning moduli va yo‘naiti- 
ruvchi kosinuslari topilsin.

3. Fazoda kesishuvchi kuchlar sistemasi teng ta’sir etuvchi­
sining moduli R = \SON, a  ^ 3 0 " ./Í ^ 60" boMsa, teng ta ’sir 
etuvchinmg 0 >’ o ‘qidagi proyeksiyasi topilsin.

4. Shaklda tasvir langan kuchlar sistemasining teng ta ’sir 
etuvchisi topilsin. F̂  va kuchlar (xy) tekislikda, F kuch 
(>’Z) tekis l ig ida,  F̂  kuch (.xz) tekis l igida yotadi ,  /■] 2A’. 
F̂  -  Fy -  AN, F, -  bN.



5. y40, fîOva CO steijenlar O nuqtada sharnirli mahkamlangan 
va 0  nuqtaga F = 18 A" kuch qo'yilgan. Agar a=300,  (i=450 boMsa, 
/iO sterjendagi zo‘ riqishni toping.

6 . AD, BD va CD sterjenlar D nuqtada sharnir vositasida 
biriktirilgan. Agar f = 8A^kuch Oyz tckisligida yotsa va burchak 
a~20° boMsa, CD steijendagi zo’riqishni aniqlang.

5 -m a s a la .

7. OgMriigi 20A boMgan elcktr lampa AB shnur yordamida 
ipga osilgan va keyin BC arqon bilan devorga tortib qo'yilgan. 
Burchak a=60* va burchak p =  1350 deb olib, AB shnurning
7’^ ,  5 C  arqonning taranglik kuchlari aniqlansin. Shnur va 
arqonning ogMrliklari hisobga olinmasin.



8 . Machta krani AB strela va CB zanjirdan iboral; AB strcla 
machlaga A sharnir vosilasida biriklirilgan. Strelaning B uchiga 
R = 2kN yuk osilgan: burchaklar: BAC— 15°, ACB= 135° CB 
zanjirdagi Tlarangiik kuchi va/15slrcladagi 0 zo‘ riqish aniqlansin.

M u staq i i  ishlash uchun savol va topshiriqiar

/. Fazoda bir nuqtada kesishuvchi kuchlar sistemasining m oduli va 
yo'naltiruvchi kosinuslari qanday topiladi?

2. Fazoda bir nuqtada kesishuvchi kuchlar sistemasining m uvozanat 
shartlari qanday tenglamalar bilan ifodalanadi?

3. Fazoda ju f t  kuch lar sistemasiga ekvivalent bo'lgan nalijaviy ju ft  
haqidagi teoremani isbotlang.

4. Natijaviy ju ftn in g  momenti qanday topiladi?

5 .3 .  F azo d a  ju ft la r  s is tem asin i qo‘ shish

Ju f t  kuch,  j u f t l a r  s i stemasi,  momen t ,  bo sh  moment ,  kuch,  
kuchlar  si stemasi,  t en g  ta 'sir e tuvchi, bosh moment ,  dinamo.

Teorema. Qal l iq j ismga ta'sir ctuvchi juftlar sistemasi bitta 
juftga ekvivalent boMib, uning momenti berilgan juftlar momcnt- 
larining vektorli yig' indisiga teng.

1. Awal bir tekislikda t a ’sir etuvchi juftlar sistemasi qaraladi. 
Faraz qilaylik, bir tekislikda yotuvchi

(/•i./i') . , (/•;,/?’) (/?,/^')
juftlar sistemasi berilgan bo‘lsin. Juftlarning yelkalari mos ravishda 
d^,d2....,d^ bilan belgilanadi (108-shakl). 6-§ dagi teoremalardan 
foydalanib, berilgan juftlarni bitta/1  ̂"^i/yelkaga keltiriladi. Berilgan 
jufllarni o ‘z tekisl ig ida ko'chirish natijasida hosil bo' ladigan 
ekvivalent ju f t l a rn ing  kuchlarini mos ravishda '

’ ¿/Í lailán belgilanadi (108-shakl).

A va 5  nuqtalarga qo'yilgan Q¡ va Q¡[i = kuchlarni qo'shib, 

yelkasi ¿/ga teng boigan ( juftni hosil qilamiz. 108-shaklga asosan:



R' - 0 2 - 0 3  + - + 0 .-

Rr R' jurt berilgan juftlar sistemasiga ekvivalent boMadi, ya 'ni

R, /?')■.......

R.R'^ natijaviy juftning momenti quyidagiga teng: 

mornlR, R’] RD--  ( 0 ,D) f (-Q^D) + {-Q,D) + ... + {Q„D) (5.3.1)

Ikkinchi tomondan I bobning 6-§ dagi 4-teoremaga asosan: 
Q̂ П /̂ r/| - momí^F^, ,

~Q2 D -  FjiU - m om  (/̂ 2 ’ ^3) >

o . i *  = ^>4 --
Bu tengliklarni hadma-had qo'shib, (5.3.1) ga asosan quyidagi

topiladi:

mom{^R, (5.3.2)

ya’ni tekis juftlar sistemasi bitta juftga ekvivalent bo'lib, uning 
momenti berilgan juftlar momcntlarining algebraik yiglndisiga teng.

2. Endi fazoda ta'sir etuvchi juftlar sistemasini qaraymiz. 
0 ‘ zaro kcsishuvchi tekislik­
larda yotuvchi ikkita juftlar 
sistemasi  ber i lgan bo'lsin.
Faraz qi layl ik , a  tekislikda 
ixtiyoriy ravishda joylashgan

juft va p tekislikda 
ixtiyoriy ravishda ta ’sir etuv­

chi (/̂ 2,/̂ 2) juft berilgan bo'l­
sin. a  va (3 tekisliklarni ke­
sishish ch iz ig ' ida biror AB 
kesma o l inadi  (109-shakl).
I-bobning 6 -§  dagi teore-



malardan foydalanib,  ber i lgan juftlarni AB ye lkaga keltiri ladi. 
I bobning 6-§ dagi 4-tcoremaga asosan hosil boMgan yangi 
juftlarning momentlar i  teng boMadi, lekin tuzuvchi kuchlar 
o'zgaradi,

Bu holda ( F\, /■¡') va (/̂ 2 ’ ^2) juftlar o'miga (  ̂ va ( Pj , 
juftlar yuzaga keladi, yaMii

bundan

m om  ( ,  /̂ M = mom {F,, F.'

m om  ( P2, P{ mom Fi,Fi
va

mom { P ,P : mom ( Pj , P{ j P,d.

(5.3.3)

(5.3.4)

P\̂ P\j va kuchla r  /15 kesmaga perpendikular

yo'nalgan, va [Pi^Pi]  juftlarning y e l k a s i k e s m a d a n

iborat. p̂  bilan p  ̂ va P̂  bilan P¡ kuchlarni qo'shib

yangi juftni hosil qilamiz. juft berilgan juftlarga ekvivalent,
y a ’ni

{r J ' ]  ~ \{p , . p ; ] ,  {p„p^)] -  \{f ] ,F ;] .{F, .F;]



Р\ ’ \̂) va ( Д ’ 2̂) juftlarning moment vektorlari mos ravishda
a  va p tekisliklarga perpendikular yo'nalgan.

Moment vektorlariga parallelogramm quramiz, parallelogramm-

ning dioganali juft tekisligiga perpendikular, uzunligi esa
/Wga teng bo'ladi. Demak, parallelogrammning dioganali 

va juftlar teng ta’sir etuvchisi juftning momentini
ifodalaydi, y a ’ni

mom  + mo/и I /̂2’ ^2) = /?' .
(5.1.3) tengliklarga asosan

mom{^F ,̂ /'¡'j + mo/«I/*2, F{'j ~ moml^R, R'^  (5.3.5)

Agar bii nechta juftlar sistemasi beri lgan bo' l sa ,  (5.1.5) 
tenglikni ketma-ket qoMlab, qo‘yidagi umumiy formulani hosil 
qilish mumkin:

mom[R,R']  -  ¿ m o m l/ - :, f;']. ( 5  3
i-i

5.4 . Fazoda ixtiyoriy ravishda yo‘nalgan 
kuchlar sistem asi

Kuch, kuchlar  sistemasi, t en g  ta'si r e tuvchi,  hash vektor, bosh 
moment ,  d inamo,  Puanso t e oremasi .

5.4.1. Kuchni berilgan m arkazga keltirish.
T eo rcm a. Qatt iq j i s m n i n g  h i r e r  A n u q t a s i g a  q o ' y i l g a n  

ixtiyoriy kuch  j i sm n in g  bo shqa  b i r  В nuqtas iga qo  ‘y i l g a n  xudd i  
shunday  ku chga  va bitta ju f t ga  ek v i v a l e n t  bo 'lib, j u f t n i n g  m om en t i
b e r i l g an  ku chn in g  В nuq ta ga  n i s ba tan  m o -  ^ _____ ¡¡.
men t iga  teng.

Qattiq j isnming biror A nuqtasiga qo'yil- > j  j  ]
gan ^  kuch berilgan boMsin (1 10-shakl). Qatiiq I  / J
j i smning boshqa bir В nuqtasiga modullari _______ ^
berilgan kuchning moduliga teng va berilgan no-shakt



kuchga parallel to‘g ‘ ri chiziq bo‘ylab qarama-qarshi tomonga 
yo'nalgan ikkita F' va F" kuchlar  qo'yiladi.

(/-,/?■) ~0
bo' lgani uchun

F -  [ f ,F\ F'
f  va F” kuchlar juftni hosil qilganligi sababli

F - F, F"F' va

F,F"'j juftning momenti berilgan F kuchning B nuqtaga
nisbatan momentiga teng, y a ’ni

mom(^F, /^'j  ̂momu  ( f  j . (5.4.1 )
5 .4 .2 .  Kuchlar s is tem asin i berilgan m arkazga keltirish. 

Statikan ing aso?;iy teoremasi (Puanso teoremasi).
Qattiq j ismga ta ’sir etuvchi ixtiyoriy kuchlar sistemasini bitta 

kuchga va bitta juftga keltirish mumkin.
Kuchlar sistemasini bitta kuchga va bitta juftga keltirishni 

kuchlar  sistemasini beri lgan markazga keltirish deyiladi.

Qatt iq j i smga qo 'y i l g an  ixtiyoriy (/■p/̂2’ kuchl ar
s istemasi beri lgan boMsin. Keltirish markazi si fatida qattiq 
j i smning  ixtiyoriy 0  nuqlasi tanlanadi va berilgan kuchlar shu O 
nuqtaga keltiriladi ( 111-shakl).

Natijada
^f; J ; , . . . J ; - ( f, J X { f, J A , . . . , { f„ , f:......F„

hosil bo'ladi.



Shunday qihb, berilgan n  ta kuchlar sistemasi boshqa «  ta 0  
nuqtaga qo'yilgan kuchlar sistemasi va n la

( F F ’’\’ I ' n ’ ' n j
bi an almashliri ldi.

(5.4,1) formulaga asosan juftlarning momentlari  quyidagiga
teng:

O nuqtaga kesishuvchi kuchlar  sistemasining
leng ta'sir etuvchisi R berilgan kuchlarning vcktorii yigMndisiga 
teng, ya ’ni

bunda

r = f; ^ f^ ^ . . . ^ f  ̂ = Y^f,.
i=\

/ - V ' - k e s i s h u v c h i  kuchlar sistemasi uchun R kuch

teng l a ’sir ctuvchi, {̂ f\. Fj,.. ., F„~̂ beri lgan kuchlar  sistemasi 
uchun esa bosh vektor hisoblanadi.

Berilgan kuchlar sistemasi uchun bosh vektor deb kuchlar­
ning vektorli yigMndisiga aytiladi. Bu vektor beri lgan kuchlarga 
qurilgan kuch ko‘pburchagining yopuvchisini ifodalaydi ( 111- 
shakl), yaMii

/ I
(5.4.3)

Jufllarni qo‘shish teoremasiga asosan 
juftlarni bitta juft bilan almashtiriladi. Nati javiyjuftning momenti 
M (6 , O')  ̂ ga bosh moment deyiladi. Bosh moment /V/„ juft­
lar momcntlanning vektorii yigMndisiga teng. (5.4.2) tbmiulaga itsosan

M „ [ F , ) v M ,\ f\ )  + . . . ,  M,[F„]==±M„[F]\  , 5.4,4)



Indeksdagi O harf keltirish markazini bildiradi. Berilgan 
kuchlar sistemasining 0  nuqtaga nisbatan bosh momenti deb 
berilgan kuchlarning o‘sha O nuqtaga nisbatan vektorli momentlari 
yigMndisiga aytiladi.

Shunday qilib, statikaning quyidagi asosiy teoremasi isbotlandi; 
qattiq j ismga qo ‘yilgan ixtiyoriy kuchlar sistemasini shu kuchlar 
sistemasining bosh vektoriga teng boMgan bitta kuchga va momenti 
kuchlar sistemasining bosh momentiga teng boMgan bitta juftga 
keltirish mumkin,

Bu teoremani qisqacha quyidagicha ta’riflash ham mumkin: 
har qanday kuchlar sistemasini bitta bosh vektorga va ixtiyoriy 
markazga nisbatan bitta bosh momentga keltirish mumkin, yaMii

T a ’sir chiziqlari bir tekislikda yotuvchi kuchlar sistemasiga 
tekis kuchlar  sistemasi deyiladi. Tekis kuchlar sistemasi uchun 
ham statikaning asosiy teoremasi o‘ rinli. ixtiyoriy tekis kuchlar 
sistemasini bitta kuchga va bitta juftga keltirish mimkin. Tekis kuchlar 
sistemasining bosh vektori kuchlar tekisligida yotadi, keltirish 
markazi sifatida tekislikning biror O nuqtasi olinsa, kuchlar sistema­
sining bosh momenti kuchlar tekisligiga perpendikular boMadi.

5 .5 .  Bosh vektor va  bosh momentni 
h isoblash formulalari

Ixtiyoriy ) kuchlar sistemasining bosh vektori
shu kuchlarning vcktorii yigMndisiga leng, y a ’ni

«  = (5.5.1)
i l̂

B iro r  O m arkazga  n i sba tan  bosh moment i  ber i lg an  
kuchlarning o ‘sha markazga nisbatan vektorii momentlari yigMndisiga 
teng, ya'ni

(5.5.2)



(5.5.1) tenglikning ikkala tomonini koordinata o‘qlariga proyek­
siyalab, bosh vektorning proyeksiyalari uchun quyidagi formu­
lalarni hosil qilamiz:

(5.5.3)
/=i

Bosh vektorning moduli va yo'naltimvchi kosinuslari quyidagi 
formulalar bilan hisoblanadi:

R = + * r: -

cos ix ,  R K
' R

R.
, cos (y , R] = ^ ,  

R.

(5.5.4)

cos ( . ,

(5.5.3) tenglikning ikkala tomonini koordinata o ‘qlariga proyek­
siyalab, bosh momentning koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari 
topiladi:

MOx
/-I /!

(5.5,5)

Bosh momentning moduli  va yo'na lt i ruvchi  kosinuslari 
quyidagi formulalardan topiladi:

cos(X, M(t] = M jl
M , '

cosiz,

cos|y, A/„ 

M,

Mjl

(5,5.6)

M,



Tekis kuchlar sistemasi berilgan bo‘ lsa, Oz o‘qini kuchlar 
tekisligiga perpendikular qilib ol inadi,  Ox va Oy o'qlari kuchlar 
tekisligida yotadi. Bosh vektor Ojcy tekisligida yotadi, shu sababli 
tekis kuchlar sistemasi uchun

R A
R

cos = A
R

(5.5.7)

(5.5.7)

Tekis kuchlar  sistemasining bosh momenti bosh vektorga 
perpendikular va demak O^o'qiga panillel bo'ladi. U holda

----- 0 ,

/1 (-1
Teng t a ’ s ir  etuvchi kuchning momenti haqidagi teorema 

(Varinon teoremasi). Kuchlar .sistemasi teng ta ’sir etuvchisining 
ixtiyoriy nuqtaga nisbatan vektorii momenti berilgan kuchiarning 
o'sha nuqtaga nisbatan vektorii momentlari yigMndisiga teng.

/ l2 -shükl.

Faraz qi layl ik,  qattiq j i smga t a ’sir etuvchi 
kuchlar sistemasining teng ta ’sir etuvchisi R' bo'lsin, y a ’ni

[ R ' . (5.5.8)



Berilgan kuchlar sistemasiga uni muvozanatlashtinivchi R* 
kuch qo'shiladi. R' kuchning moduh teng t a ’sir etuvchi kuch­
ning moduhga teng va unga qarama-qarshi yo ‘nalgan ( 112- shakl). 
U holda

(F .-F i ......(5.5.9)
Hosil bo'lgan yangi kuchlar sistemasi muvozanatlashgan 

kuchlar sistemasi boMganligi uchun ularni ixtiyoriy O markazga 
nisbatan vektorii momentlari yigMndisi nolga teng, yaMii

S ' W „ ( ^ ) + (5. 5. 10)
i I

R' va R kuchlar qarama-qarshi yo ‘nalganligidan 

Buni (5.5.10) tenglamaga qo'yiladi:

i I
bundan

(5.5M1) tenglamaning ikkala tomonini O nuqtadan oMuvchi 
ixtiyoriy Oz o ‘qiga proyeksiyalab. Oz o ‘qiga nisbatan Varinon 
tcoremasini hosil qilamiz:

= (/?.), (5,5,12)
/ - I

yaMii, teng t a ’sir etuvchi kuchning ixt iyoriy o 'qqa nisbatan 
momenti berilgan kuchlarning o'sha o ‘qqa nisbatan momentlari 
yigMndisiga teng.

5 .6 . K uchlar s istem asin i ke lt ir ishn ing  x u su s iy  hollari

5.6.1. Keltirish markazini almashtirish. Fazoda qatiiq j ismga 
ta ’sir etuvchi kuchlar sistemasi biror O markazga keltirilib, bitta 
R bosh vektor va momenti ga teng boMgan bitta juft bilan



almashtiri lgan boMsin. Yangi O  markazni tanlab kuchlar siste­
masini shu markazga keltirganimizda R’ bosh vcktorni va momenti 

boigan bitta juftni hosil qilamiz. Ma lumki ,  ixtiyoriy markazga 
nisbatan bosh vektor

R
(0

R'

ga teng, y a ’ni keltirish markazini o‘zgarishi bilati kuchlar siste­
masining bosh vektori o ‘zgarmaydi.

Keltirish markazini o'zgarishi bilan har bir kuchning yangi 
markazga nisbatan momenti o‘zgaradi va demak, bosh moment 
ham o‘zgaradi. O markazga nisbatan bosh momentni M bilan, 
0 ‘ nuqtaga nisbatan esa M' bilan belgilanadi. U holda

■W' =
i---\

bunda kuch qo'y i lgan nuqtaning O'
nuqtaga nisbatan radius-vektori (1 ! 3-shakl). 

Shakldan ko'rinib turibdiki
r'. ^ r - -  ~00' 

r-' yuqoridagi ifodaga qo'yiladi:

A f ' - X 0 0 ' xR

('■) {<)
bolganligi uchun

A/' -  A/ -  0 0 '  X -  A/ + 0^0 X /̂ . (5.6.1 )
Demak, keltirish markazini o'zgarishi bilan kuchlar sistema­

sining bosh momenti yangi markazga nisbatan bosh vektorning 
momentiga teng miqdoriga o'zgaradi.

5.6.2. Kuchlar sistemasining invariantlari.
1-invariant. Biz ko‘ rdikki, keltirish markazini o'zgarishi bilan 

kuchlar sistemasining bosh vektori o^zgarmay qoladi, y a ’ni



Shunday qihb, kuchlar sistemasining bosh vektori vcktorii 
invariant boMadi.

2-invariant. Kuchlar sistemasining bosh vektorini unmg bosh 
momentiga skalar ko'paytmasi keltirish markazini tanlashga bogMiq 
emas, yaMii

R - M = RM cos|/i, M
kuchlar sistemasining ikkinchi invarianti 
hisoblanadi. Ikkinchi invariantni bosh­
qacha ham talqin qilish mumkin. Bosh 
momentning bosh vektor yo'nalishidagi
proyeksiyasi, yaMii A/cos(/^, M) o ‘z- 
garmaydi. Keltirish markazi 0  nuqtaga 
nisbatan ( 1 14-shakl)

('■) ('I
0 ‘ keltirish markaziga nisbatan (5.6.1) va (5.6.2) tengliklarga 

asosan:
R' R̂  M '  ^ M  + 0 ' 6 x  R.

Bundan
R' ■ M' ^ R\^M \ O'O X R̂  = R’ ■ M + R [ 0 ' 0 x R  

R va O'OxR  vektorlar o ‘zaro perpendikularligidan

y? (0 '0 x/i )=:0
va demak

R' M'  ̂ R M - co n s t  (5.6.3)

R'■ M ' = RM co?,(R M] , R = const  boMgani uchun

M c o s i R  M ^ M ' c o s i R '  M'\ = const . (5.6.4)

Shunday qilib, kuchlar sistemasining bosh vektori bilan bosh 
momentining skalar ko'paytmasi o ‘zgarmas yoki bosh moment­
ning bosh vektor yo‘nalishidagi proyeksiyasi o ‘zgarmas boMar 
ekan. Bu kuchlar sistemasining ikkinchi invarianti hisoblanadi.



Fazoda ixityoriy ravishda joylashgan kuchlar sistemasini bitta 
R bosh vektorga va bitta bosh momentga keltirish mumkin. 
Bu vektorlarning modullari va yo‘nalishlariga qarab, kuchlar 
sistemasini quyidagi oddiy hollarga keltirish mumkin:

1. Bitta ju ftga  keltirish. Agar /^=0, boMsa, kuchlar 
sistemasini bitta juftga keltirish mumkin va bu holda bosh moment 
keltirish markazini lanlanishiga bog'liq emas.

2. Bitta teng t a ’ sir etuvchiga keltirish. Ikkita hoi boMishi 
mumkin:

a) agar R^i)\ (R^0\  boMsa, kuchlar 
sistemasini bitta teng ta ’sir etuvchiga keltirish mumkin;

b) agar R^i)-, A/,, 0 boMib, boMsa, kuchlar siste­
masini bitta teng ta'sir etuvchiga keltirish mumkin. Bu holda 
leng t a ’sir  e tuvch in ing  t a ’sir chizigM keltirish markazidan 
d =  Mt)/R masofadan oMadi.

3. Dinamoga keltirish. Agar R ^ 0 \  A/^?^OboMib, R va
vektorlar perpendikular boMmasa, M̂ ^̂ R = 0) kuchlar
sistemasini dinamoga keltirish mumkin. Kuchlar sistemasini 
dinamoga keltirish mumkin boMsa, R bosh vektor va bosh 
momentlar kol linear vektorlar boMadi, y a ’ni

M„ = k„R.
O keltirish markaziga nisbatan kuchlar sistemasining bosh 

vektori R , bosh momenti A/,,, boshqa 0 , keltirish markaziga 
nisbatan bosh vektori R^, bosh momenti boMsin, u holda 

R -  R \  = A/„ - 0 0 ^  R -  ¿„y?. (5.6.4)
(5.6.4) tenglama markaziy vint o ‘qining vektor tenglamasini 

ifodalaydi. (5.6.4) tenglama proyeksiyalarda yoziladi:

i j  k 
X y z
R̂  Ry R̂  
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= k,,{RJ -̂ -Ryj + R̂ k), (5 6.5)



(5.6.5) vektor tcnglamadan quyidagi tenglamalar sistemasini 
hosil qilish mumkin:

Л/, -  iyR, -  zR, ) M,, -  izR, -
« ,  ' R,. " R. ' (5-6-6)

(5.6.6) markaziy vint o'qining tenglamasini ifodalaydi.

5 .7 . K uch lar sistemasin i k e lt i r ish ga  doir m a sa la la r

5 .7 . l -m asa la  (И.В.Мсшчерский 7.4) .  Qirralari a  ga teng 
boMgan ABCD muntazam tetraedrning /l^qirrasi bo‘yiga ^  kuch, 
CD qirrasi bo'yiga kuch, E nuqtaga, yaMii BD q ir raning 
oMtasiga Fy kuch qo‘yilgan. F̂  va Fj kuchlarning miqdorlar i  
ixt i yoriy ,  Fy kuchning x. y  va г o^qlardagi proyeksiyalari esa

F, .W.3 ~F. B u k u c h i a  r D:_ 2̂ .
2 ' 2 ’ -^V3 

s i s temas in ing  teng t a ’sir e tuvch iga  
keltirish mumkinn i i ?  Agar mumk i n  a  
boMsa, teng ta ’sir etuvchining moduli,  
yoMialishi va qo'yilish nuqlasi topilsin 
(1 ! 5-shakl).

Berilgan-. a, /¡, F-̂ ,

F , [ S S / 2 F , .  ~ F J 2 -  - 4 2 /bF^

Topish kerak: R.
Yechish. O nuqtaga nisbalan bosh vektor va bosh momentning 

proyeksiyalari topiladi:
R. -   ̂ /̂ 3.;
R y -  F̂ y + /Sy + Fyy\

5-shaklga asosan:
R, F̂  ̂ F,, f Fy..

Лд = 0- ^2.T F j c o s a ,  Fŷ  -
5л/3 F ;



io )

,  -  0, F .,  F̂  sin « ,  Fy  ̂ -

Uchburchakning balandltgi h -̂--— a ga teng. Shaklga asosan:

2 , V3 /3 . [2 OC = —h ~ — a, c o s a  = — , sino: = , —.
3 3 3 V3

Natijada

R. n/32 ^ ^  R r - F , - - F , ,  R^=0. (b)2 ’ " ‘ 2 
Endi bosh momentning o'qiardagi proyeksiyalari topiladi. 

Buning uchun kuchlarning qo'yilish nuqtalarining koordinatalari 
va o'qlardagi proyeksiyalari topiladi. 115-shaklga asosan

1 ; ■'/3 Ü f\ A f  ^ ■ C\

C y  a, 0, 0 (c)

1 , V3 
^ ^ = - 6 ^ = - 12" ’ a] E \J3 a _ \fb 

12^' 4 '  6
(a) va (c) lardan foydalanib, bosh momentning o ‘qlardagi 

proyeksiyalari topiladi:

(')

a ¡2
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(d)

-  ̂ , 4 )  -  - I  - 1  ( V  f . )  ■



Endi (b) va (d) munosabatlardan foydalanib, M ■ R skalar 
ko‘paytma hisoblanadi:

M -R = M^R^ + M J C  + M,R.  -  0 .
Demak, M \ R. Bu holda kuchlar sistemasini bitta teng ta ’sir 

etuvchiga keltirish mumkm. Teng ta’sir etuvchining yo'nalishi 
bosh vektor yo'nalishi bilan bir xil, moduli bosh vektor moduliga 
teng, y a ’ni

R‘ R.
Teng ta ’sir etuvchining qo ‘yilish nuqtasi O keltirish marka­

zidan (1 ■-■■■ R masofada yotadi:

5.7.2-niasaIa (M.B.MeiiPicpcKHH 7.7) .  Uchta va
kuch koordinata tekislikiarida yotadi hamda koordinata o ‘qlariga 
parallel, lekin ular ikki tomonga yo'nalgan bo‘ lishi ham mumkin. 
Bu kuchlar qo‘yilgan /1, 5  va C nuqtalar koordinatalar boshidan 
mos ravishda berilgan a,/; va c  masofada joylashgan. Ular bir teng 
ta’sir etuvchiga keltirilishi uchun bu kuchlarning miqdorlari qanday 
shartlami qanoatlantirishi kerak? Koordinatalar z; 
boshidan o ‘tadigan markaziy vint o 'qining > 
mavjud bo'lishi uchun bu kuchlarning miq- p y (  ^  
dorlari qanday shartlami qanoatlantirishi kerak b y
(1 16-shakl)? X

Yechish. Bosh vektorning koordinata o'qla-  ̂
ridagi proyeksiyalari 1 l 6-shaklga asosan Hô-shaki.

Bosh momentning koordinata  o 'qlar idagi  proyeksiyalar i 
topiladi:

= Y.{yiFiz-Z¡F, ,) = bPj.
(>)

" ,  = = (b)
(0



Endi M ■ R skalar ko‘paytmasi hisoblanadi:

M • R = bPyP  ̂ + cP̂ P-i + aPjP^ Ф Ü.

R фО, m  :^0, v'd m  ■ r  ^ 0 . B u kuchlar sistemasi bitta teng 
t a ’sir etuvchiga keltirilishi uchun M ■ R  ̂0 shart bajarilishi kerak, 
y a ’ ni

+ cP P̂j + ^
Bu tenglikning ikkala tomonini P̂  P̂  gaboMamiz, natijada 

a b c  ^
-----1-------y — — (). /p\
P, P̂  P3

Demak, kuchlar sistemasi bitta teng ta’sir etuvchiga keltirilishi 
uchun (c) shart bajarilishi kerak.

Koordinatalar boshidan o4uvchi markaziy vint o ‘qining 
mavjudligini topish uchun (5.6.6) tenglamalarga j c  =>’ =  ̂=0 ni 
qo‘y iladi ,  natijada

к
{à) va {b) larga asosan 

P

M,. M,
R. R.

_ P2 _
bPt cP, aP-, (d)3 *̂ '2

Demak,  (d) shartlar bajar ilganda koordinatalar boshidan 
o‘tuvchi markaziy vint o‘qi mavjud boMadi.

5 .7 .3-masala (И.В.Мсшчерский 7.3). Kubning to‘ rt ta/1,//,5  
va D uchlariga miqdorlari bir-biriga teng to‘ rtta 
P = P̂ —P.^=P^^P kuch qo'yWg'dn. j] k u c h /1C 
bo‘yicha, p  ̂ kuch Я/-’ bo'yicha, P3 kuch BE 
bo‘yicha, p̂  kuch DC bo'yicha yo'nalgan. Shu 
sistema sodda holga keltirilsin.

Yechish.  Kuchlar sistemasining bosh vek­
tori va bosh momenti topiladi. Kub tomonla-



rining diagonallari uning qirralari bilan 45° ii burchaklar hosil 
qiladi. Shuning uchun

R, = P, cos 45" -  cos 45" -  0;

R, = P, cos45" + P̂  cos45" -  P, cos45" + P̂  cos 45" -  4lP\

= Яз cos 45" t P̂  cos 45" = V2P;

Mx - - ü P , c o ,A ÿ '  = -  f  aP-
/VI ^

cos45" -  aP  ̂cos45" = - 4 l a P \

~ уАх) ^̂ 2̂ cos45" + aP  ̂cos 45" = - J l aP .
/VI

Endi bosh vektor va bosh momentning moduli topiladi:

R ^ -JlP^ + 2P^ =2P, M = + 2<i P̂" + io/>- = Щ  aP.

Demak,

/? 0, Л/ ^ 0; R -M ~-{)л 4 l P  i - J ï ü P )  + j 2 P 4 2 a P  = 0.

Shunday qilib, R^O, M ^ 0 m\ R [. M . Bu holda kuchlar 
sistemasini bitta teng ta ’sir etuvchiga keltirish mumkin.  Bu teng 
ta ’sir etuvchining moduli 2R ga teng bo'lib, A keltirish markazidan 
d=M/R= a  masofada, DGdiagonal bo'ylab yo'nalgan bo' ladi.

5.7.4-niasala.  (И.В. Мешчсрский 7.10).  To'g 'r i  burchakli 
parallelepipedning mos ravishda 10m, 4m va 5m ga teng bo‘ lgan 
qirralari bo'y icha shaklda ko'rsati lgan oltita P=4N, P=6N,  
P^—3N, P=2N, Pf=6N, P^~8N kuch ta’sir qiladi. Shu kuchlar 
sistemasi kanonik holga keltirilsin va markaziy vint o 'qining Oxy 
tekislik bilan kesishgan nuqtasining л: va y  koordinatalari aniqlansin.

Berilgan: P~4N, P=6N, P~3N, P~2N, P.^6N, P~8N.
Yechish.  Teng ta’sir etuvchi va bosh vektor topiladi:

^ -/> + /5 , _6Я  4 6Я  = 0 ;

R y ^ P , - P , - - - A - l  = 2-



R. = -/^3 + /̂ , = - 3 f 8  = 5;
- 'L(yf''z - ^ ^ v )  ^ -5/1 “ 10/̂ 3 = -50HM:

 ̂ 5/> +4^3 =42HM\

- ’ 0^2 - 4 P ,  ^ -6 8 / / A / ;
i-1

A/ = + M j + M]  -  V 2500 '(  1764+ '46^4// ^ 9 4 , 3

R. M ^{) + M  - 340 = -256 ^ 0 
R = 4 a + 2S^SAH.

Shunday qilib, R M  y a ’ni R wd M vektorlar perpendi­
kular emas. Bu holda kuchlar  sistemasini dinamoga keltirish 
mumkin .  Markaziy vint o ‘qining tenglamasini,  y a ’ni (5.6.5) 
tenglama tuziladi;

- 5 0 - 5 y  + 2^ 42 + 5jc - 6 5 - 2 x
(a)0 2 5

Bu tenglamani Oy  tekisl ig i bilan kesishish nuqtasining 
koordinatalari topiladi. Bu holda

z=0;
buni {a) tenglamaga qo‘yib, x va y  topiladi: 

x ~ - l l , 9 m ;  u=-IOm.



[Vfuammoli m asala va topshiriqiar

1. Kuchlar sistemasining bosh vektori R -  Ai -f 3y , bosh

momenti Л/„-:8_/ + 10А' boMsa, kuchlar sistemasini bitta teng 
ta'sir etuvchiga keltirish mumkinmi?

2. To‘g ‘ ri burchakli parallelepipedning bir-biri bi lan kesish- 
maydigan va bir-biriga parallel boMmagan qirralari bo'ylab miqdor 
jihatidan o ‘zaro teng bo igan uchta P kuch qo'yilgan. Bu kuchlar 
bitta teng ta'sir ctuvchiga keltirilishi uchun a, Л va с qirraiar 
orasida qanday munosabat bo l i sh i  kerak?

3. Oirralarining uzunligi 5 sm  bo lgan kubning uchlar iga har 
qaysisi 2/Vboigan oltita o'zaro leng kuchlar rasmda ko'rsatilgandek 
qilib qo'yilgan.

Shu sistema soddalashtirilsin.

t

•Í,—*~h

....... -Pl-V ------- y

2-mcisaia. 3 -m a sa ta .

4. Qirralari a ga teng boMgan muntazam ABCD tetraedrning 
AB qirrasi bo‘ylab, kuch va CD qirrasi bo 'y lab  F̂  kuch 
qo'yilgan. Marakaziy vint o 'qining Oxy tekislik bi lan kesishgan 
nuqtasining x va y  koordinatalarini toping.

D

F ' - y



5. Kubning ûga teng  qirralari bo'ylab, shaklda ko'rsatilgandek, 
o'n ikkita miqdorlari o'zaro teng P kuchlar ta'sir qiladi. Shu 
kuchlar  sistemasi kanonik holga keltirilsin va markaziy vint 
o 'q in in g  Oxy tekisl ig i b i lan  kesishish nuqtas in ing x va y  
koordinatalari aniqlansin.

6 . Kubning qirralari bo'ylab yo'nalgan kuchlar shaklda ko'rsa­
tilgandek qo'yilgan. kuchining qanday qiymatida berilgan kuchlar 
sistemasini bitta juftga keltirish mumkin? /-j =2F̂  = lOyV, a = I/и.

6-shakl.

2c

/

y y

к
D  y

B

7-shakl.

1. Oxz tekisligiga qo'yi lgan kuchlarning bosh vektori R va 
bosh momenti A/. Agar R—6N, M^=l,lNm va a=60° boMsa, 
dinamo o'qigacha bo'lgan OA masofani toping.

8 . Kuchlar sistemasining bosh vektori R^'èN 
va bosh momenti A/„== 26 Nm bo'lib, o'zaro 
perpendiku lar  bo'lsa , kuchla r  sistemasining 
teng t a ’sir etuvchisi qanday OA masofaga qo'yi­
lishi kerak?

9. Kuch lar  s i s tem as in ing  bosh vektori 
R -  Aj 4 2>k\ bosh momenti bo'lsa, dinamo momentini toping.

o.

8-masa la .



10. o  keltirish markaziga nisbatan bosh vektor R va bosh 

moment A/,, larning skalar ko'paytmasi  R. = 2 4 0 •  M  ga 
teng. Agar /?=40A  ̂bo‘lsa, dinamo momentini toping.

í t .  O keltirish markaziga nisbatan kuchlar sistemasining bosh 
vektor/? = 15A^va bosh momenti A/,, = 6 0 hamda bu vektorlar 
(X = 60° li burchak hosil qüadi.

Dinamo momentini toping.
12. O keltirish markaziga nisbatan kuchlar sistemasining bosh 

momenti A/,,^20A'mva bosh vcktori R=̂ \(íN. Agar 0A=2m bo‘ Isa, 
A nuqtaga nisbatan bosh momentning modulini toping.

Mustaqii ishlash uchun savol va topshiriqiar

/. Kuchlarni hitta markazga keltirish haqidagi teoremani ishotlang.
2. Fazoda kuchlar sistemasining bosh vektori va bosh m om enti qanday  

hisoblanadi ?
3. Fazoda kuchlar sistemasi qachon hitta teng ta ’sir etuvchiga keltiriladi?
4. Kuchlar sistemasi qachon bitta ju ftga keltiriladi?
5. Kuchlar sistemasi qachon dinamoga keltiriladi?
6. Dinamo o'qining tenglamasi qanday ko'rinishda bo 'ladi?
7. Qanday kuchlar sistemasi dinam oni hosil qiladi?

5 .8 .  Fazoda ixtiyoriy rav ishda  jo y lash gan  k u ch la r  
sistemasin ing m uvozanat sh art la r i

Kuch ,  k u ch l a r  s i s t emas i ,  k u ch  m om en t i ,  b o s h  m o m e n t ,  
kuchning o 'qqa nisbatan moment i ,  muvozanat  shartlari.

Kuchlar sistemasini bir markazga  keltirish teoremasidan 
foydalanib, qattiq jismga ta'sir etuvchi kuchlar sistemasini bitta 
kuchga va bitta juftga keltirilishi mumkin.

Fazoda kuchlar sistemasi muvozanatda bo'lishi uchun bosh vek­
tor va bosh momentning nolga teng bo‘ lishi zamr va yetarli, y a ’ni

R = Ÿ ^ i  = (5.8.1)
í-i í-i



Bosh vektor va bosh momentning nolga tengligidan ularning 
koordinata o'qlaridagi proyeksiyalarining ham nolga tengligi kelib 
chiqadi. Shuning uchun (5.8.1 ) tenglamalaming koordinata o'qlariga 
proyeksiylab, oltita skalar tenglamalar sistemasini hosil qilish 
mumkin,  y a ’ni

«V - X  = 0. Ky - t F . y - O . R ,  = ±  F,, = 0; (5.8.2)
/ ]  / 1  Í - - I

[Fi) =ÎL(y.P,z ~ ZiF,y) = 0,
/1 /1

M,, = ¿ mom, ( ( J , f„ -  x,F,_) -  0, (5 ¡ .̂3)
i--\ /-I

M, ^ Ÿ m o m Î F , ] - t { x , F „ . - y ^ F , , )  = 0.
¿1

(5.8.2) va (5.8.3) tenglamalardan foydalanib, fazoda kuchlar 
sistemasinining muvozanat shartlarini boshqacha talqin qilish 
ham mumkin; fazoda kuchlar  sistemasi muvozanatda bo'lishi 
uchun sistema kuchlarining koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari 
y ig ‘ indisi va koordinata o'qlariga nisbatan momentlari yig'indisi 
alohida-alohida nolga leng bo'lishi zarur va yetarli.

5 .9 .  Fazoda ix t iyo r iy  ravishda jo y lash gan  kuchlar 
s istem asin ing m uvozanatiga doir m asa la la rn i 

yech ish  bo ‘y icha  tavs iya lar

Fazoda ixtiyoriy ravishda joylashgan kuchlar sistemasining muvo­
zanatiga doir masalalarni quyidagi lartibda yechish tavsiya etiladi.

1. Koordinatalar sistemasi boshini iloji boricha ko'proq 
noma’lum reaksiya kuchlarining ta ’sir chiziqlari kesishgan nuqtada 
ol ish,  koordinata o 'qlar i  yo 'nalishini  kuchlar momentlarini 
hisoblashga qulay qilib tanlash kerak.

2. Qatiiq j ismga t a ’sir elayotgan aktiv kuchlarni shaklga 
koordinat o'qiariga parallel tuzuvchilarga ajratib qo'yish kerak.

3. Bogianish aksiomasidan foydalanib, bog'Ianish reaksiyalari 
shaklga qo'yib olinadi.



4. Tanlangan koordinatalar sistemasiga nisbatan (5.8.2) va
(5.8.3) muvozanat tenglamalarini tuzish lozim.

5. Tuzilgan muvozanat tenglamalarini ycchib, noma'lumlarni 
topish kcrak. Topilgan noma'Iumning ishorasiga qarab, ularning 
haqiqiy yo‘nalishi aniqlanadi.

2.1-niasala.  (И.В.Мсшчсрский 8 .7) .  YomgMik mashinasi 
lyukining qopqog‘ ini FGùvguk  gorizontal holatda ushlab turadi, 
bu tirgak shu qopqoq o'qidan EF^  1,5 m masofadagi /^nuqtada 
qopqoqqa t iralgan. Qopqoqning 
O g M r i i g i  P = I80/V; uning b o ‘ yi 
CD = 2,3m,  eni С £ '^ 0 ,7 5 т ;  A va 
B sharnirlar bilan qopqoq chctlari 
orasidagi masofa AE=BS~ 0 ,15m.
А ул ß sharnirlar reaksiyasi hamda 
FG tirgakdagi C zoMiqish topilsin.

Berilgan: 180/V; C/) -2 ,3m,
Œ - 0 , 7 5 / H ,  A E ^ B S = 0 , \ S m ,
EF= 1,5m.

Topish kerak: y ,̂ y^, S. ii9-slmkt.
Yechish.  Koordinatalar siste­

masi shaklda ko4sati lganday tanlanadi. Qopqoqqa ta ’sir etuvchi 
aktiv kuchlarni va bogManish reaksiyalarini shaklda tasvirlanadi. 
Tanlangan koordinatalar sistemasiga nisbatan (5.8.2) va (5.8.3) 
tenglamalar sistemasi tuziladi;

S  -  0; X  = r ,  + = 0;
; I

t I
<> r n

Z>”on,Af])  = -  z^ f , )  -  ^ E F - S ^ - 0 -
/ I  / 1  ^

AB
X n^om^XF,) = I ( г , ^ „ -x ,F , . J  = AB Z „ -  —  P - A E  S^O-
I-l /=l ^

Ymom^(F-)  -  y,F^) - -AB ■ Ŷ  - 0.
/=1 /=1



Bu tenglamalarning birinchi va oxirgisidan y = y = 0 ,  uchin- 
chidan

5  -  ^11 P -  ISOA' = 138УУ,2 r  г   ̂ 2-1,5

to'rtinchi va ikkinchisidan

Z ^ L p +  s  -  90/V Ч 46N 136ЛМ
2  A d

-  Я - 7 д - 5 ' - ( 1 8 0  -136 -138)Л^^=-94Л .̂

2 . 2 -m asa l a .  (И .В .  Мешчерский 
8 Л 5 ) .  Ishchi, shaklda sxema tarzida 
ko'rsatilgan chigMriq yordamida Q =800yV 
yukni ushlab turadi. Baraban radiusi 
R = 5  .vw, dasta uzun l ig i  AK=40sm.  
AC=CB^50sm. AK dastaning gorizontal 
P holatida dastaga tushadigan P bosim va 
chigMriq 0‘ qining A va B tayanchlariga 
tushiradigan bosimlari aniqlansin. Pkuch 
vertikal.

120-shakL Berilgan: Q^SOON, R—5sm, AK~4()sm,
AC~CB^50sm.

Topish kerak: R, .x,, ẑ , Zp-
Yech ish .  Koordinatalar sistemasi shaklda ko'rsati lgandek 

tanlanadi va bu sistemaga nisbatan (5.8.3) muvozanat tengla­
malari tuziladi:

" i . . «
/ = 1

! Л



T ( y . F , - Z . F , , )  -- AB Z„ . 0 ;
/-1

-AK P • R Q - i ) :
I  1

Q - A B  X„ =0.
i--\

Bu tenglamalarning to'rlinchisidan z„ ~ 0, bcshinchi va oltin- 
chisidan x^=-400yV, P=100/V, birinchi va ikkinchisidan z^=\Oi)N, 
x ~ Q - x = - m N .

2.3-masaIa (И.В.Мсшчсрский 8.24). OgMrhgi 200/Vbo‘lgan 
bir jinsh lo‘g'ri burchakh rom A shadi sharnir va В halqa yordami 
bilan devorga biriktirilgan bo‘hb, uni C£ arqon gorizontal holda 
ushlab turadi, arqon dcvorning A bilan bir vcrtikaldagi F. nuqta- 
tasiga qoqiigan mixga va romning С nuqtas iga bogMangan;

/.FCA - ZBAC - 30" ■ Arqondagi tortilish kuchi va tayanchlardagi 
reaksiyalar aniqlansin ( 121-shakl).

Berilgan:  Я -  200, ZECA -  Z ВАС ^ 30“ .
Topish kerak: x^, , z^, x„ , Z//. T.
Yechish. Koordinatalar sistemasi 121-shaklda tasvirlangan. 

BogManish reaksiyalarini shaklda ko‘ rsati lganday qilib olamiz.

Ло" У

' \ -  /1 Л ■ 60"
X/ ^

12 ¡-shakl.

(5.8.2) va (5.8.3) tenglamalar sistemasi tuziladi:
7

= Y  cos 30" cos 60'’ = 0,



R .̂ = Y  îy У A COS 30" cos 30" = 0, 
/-1

= Z  F-z --^A^ + T’ cosbO" -  P -  0:

(a)

/ I

Л / , ¿ ( л / ; !  = - ( - / > )+ ¿ 7 ’ cos60" гд = 0
/ 1

= - “ ( - / ’ ) - « 7 - COS60" = 0
/ -  I

ЛУ,. = X ( x , / v , - x f J  = -/)A',=0,

(b)

I I

bunda «  va h lar romning oMchamlari. Tenglamalar sodda holga 
kcllirib yoziladi;

Узх л + х в -  T ^0:  

Za + z„ ^ \ т - P  - 0 :

[ т - ' ^ р - л х

z,  + \ t - \ p .̂(î -

x„ = 0 .
(с)

Bu sistemani yechib, nomaMumlar topiladi;

= 200/V, Zb ^-\(P

Za = p - z„ - \ t  - \ m N ,  у , - = \ т  = т ы .

V3 T-Xj> -  86, 6V.

2.4-masaIa (И.В.Мсшчерский 8.30) .  AB sterjenni ikkita 
gorizontal/i/)va ÂCarqonlar qiya holda ushlab turadi. Bunda steijen 
A nuqtaga vertikal devorga, B nuqtaga esa gorizontal polda tiralgan. 
D nuqta ham vertikal devorda yotadi. A\a C nuqtalar bir vertikal 
chiziqda yotadi. Steijenning ogMriigi 8N. A va B nuqtalardagi 
ishqalanish hisobga olinmaydi. Sterjenning muvozanat holatda 
qolish mumkinl igi  tekshirilsin va arqonlarning va tortilish



kuchlari harnda tayanch tekisliklarning reaksiyalari aniqlansin: 
ZABC ^ гВ С Е  = (122-shakl).

Berilgan: P 8N, ZABC = ZBCE -- 60".

Topish kerak: ,7),, R^, .
Yechish.  Koordinatalar sistemasi 122-shaklda ko'rsati lganday 

qilib tanlanadi. /15stcijenning uzunligi ( bilan belgilanadi. Kuchlar 
qo‘yilish nuqtalarining koordinatalari va koordinata o'qlaridagi 
proyeksiyalari hisoblanadi.

P kuchining qo'yilish nuqtasming koordinatalari:

Xy = -  [ cos 60" cos 60" -  -  '2 о
С v/3

- i ;

Ze =  ̂sin60" ^ proyeksiyalari (0 ;0 ;-P) boMadi. va 

R̂  kuchlari qo‘yilish nuqtasining koordinatalari:

= ^sin60" = -у

proyeksiyalari У? (̂0; Л^;0) ,  Г^ ( -Г^ ;0; 0) larga teng. va R̂  
kuchlari qo‘yilish nuqtasining koordinatalari:

Xfj = - i  cos 60" cos 60" 4 

Ун = f. cos 60** cos 30"  ̂ f., Zfi = 0,



proyeksiyalari: Р д (0; 0;/?д), Тд 7’̂ ;0/З bo'ladi.

Endi (5.8.2) va (5.8.3) muvozanat tenglamalari tuziladi:

7’л+ ^/,=0- 
i-.l i--\

¿ / ; ,  = ^ Я + Й ,  = 0, (a)

i- I
I -  Z,F,) -  f  i Л, -  f  СЯ + fл„ = 0.

S
/-1

1

(û) tenglamalarni yechib, noma’lumlar topiladi:

R, = P = W ,  R, = \ { 2 R „ - P ) - 2 H ,

7« =27-, =2,ЗЛ'.

2 .5-masala (И.В.Мсшчсрский 8.28). /1ЯС/) kvadrat plitaning 
5/) tomoni bo'ylab gorizontal P kuch ta ’sir qilsa, uni ushlab 
turadigan oltita tayanch sterjenlardagi zo'riqishlar aniqlansin. 
OMchamlar shaklda ko'rsatilgan (123-shakl).

Yechish. Uchlari sharnir bilan 
biriktirilgan og'irligi hisobga olin­
maydigan sterjenlarning reaksiya 
kuchla r i  shu ster jenlar  bo 'y lab

larini shaklda tasvirlab olinadi. Koor- 
dintalar sistemasi shaklda ko'rsatil- 
ganday qilib tanlanadi.

Muvozanat tenglamalari tuzi­
ladi:



^ ~^2 COS 45" -  cos 45" 0,

¿ / V ,  = P-I-5 ,  cos 45" - 0 ,
/̂ iX

Y  Piz = - ‘̂ I -  *̂ 2 COS 4 5" -  5 j  f ¿ ’4 cos 45" -  cos 4 5 " -  Л; = Ü , 
/:-!

X / - \
I I  = ,̂¿7 f 52(7cos45" -  P a = 0

i~\

^  mom^ ( ^  ) '̂ ~ X  ^ cos 45" -  P a  (̂i.
/I J 1

Bu tenglamalar sistemasini yechib, noma’iumlar topiladi: 

л  - Т 2 Л  Л’, = P -  5j  = 2P, S ,  = - Л я ,

= Г р . s „ .  - 2 Я, ¿3 = - p .

Muammoli masala va topshiriqiar

I. AB aylanish o‘qi vertikal boMgan to'g'ri  burchakli eshik 
CAD^eO" burchakka ochilgan, uni shu vaziyatda ikki arqon ushlab 
turadi. CD arqon blokdan o'tkazilgan boMib, uni P=  320/V yuk 
tortib turadi, ikkinchisi £/^arqon polning Fnuqtasiga bogiangan. 
Eshikning OgMriigi 640N; uning eni AD=AC=\,^ m; balandligi 
AB=2,4m. Blokdagi ishqalanishni hisobga olniay,  ¿ T  arqonning 
tortilish kuchi Г hamda A nuqtadagi silindrik sharnirning va В 
nuqtadagi podshipnikning rcaksiyalari aniqlansin.



2. T o ‘g ' r i  burchakli paral le lepiped shaklidagi bir j insl i 
gorizontal plita oltita to‘g ‘ ri chiziqli sterjenlar bilan qo‘zg‘almas 
qilib yerga biriktirilgan; plitaning og'irligi Rga  teng. Agar sterjen­
larning uchlari plita va qo'zg‘ahnas asoslarga sharnirlar bilan 
biriktirilgan boMsa, plitaning ogMriigi ta ’sirida steijenlarda hosil 
bo'ladigan zo'riqishlarni aniqlang. 3. Shkivga qo'yilgan f —2Q=\20/V 
kuchlar momenti  ga teng bo'lgan juft kuch bilan
muvozanatlashadi. Ox o'qiga nisbatan momentlar tenglamasini 
tuzib, A podshipnikning reaksiyasini aniqlang.

J-masala.
4. Bir j insl i kvadrat rom G=140yV og'irlik kuchi va bog' la­

nishlar reaksiyalari ta ’sirida gorizontal holatda ushlab turiladi. 
OB o ‘qqa nisbatan momentlar tenglamasini tuzib, A sharnirning 
reaksiyasini toping. Romning tomonlari a = 0,5/w va a=60°.

5. Og'irl igi G=30N bo'lgan bir jinsli ОЛВС plita О va A 
sharnirlar hamda BD tro^ bilan gorizontal holatda ushlab turiladi. 
Agar a  = 60°; a = 2m bo'lsa, trosning tortilish kuchini toping.

6 . Og'irl igi ( 7 = 1 bo' lgan jism bog'lanishlar va F=3kN  
kuch ta’sirida muvozanatda turadi. Oxo'qiga nisbatan momentlar teng­
lamasini tuzib, /45sim arqonning tortilish kuchini toping, a -  0,2m.

z?



7. Figurait OABD balka muvozanat holatda turadi. Balkaga 
F=\l to‘plangan kuch va ^ 2 t / m  taqsimlangan kuch ta ’sir qiladi. 
Agar AB=lm,  va BD\\Ox boMsa, 0  
nuqtalardagi bogianishning Oz o'qi bo'ylab yo'nalgan tuzuvchisini 
toping.

8 . ABCD kvadrat plitaning BD tomoni bo 'y lab gorizontal P 
kuch ta ’sir qilsa, uni ushlab turadigan oltita tayanch sterjenlardagi 
zo'riqishlar aniqlansin.

O'ichovlar shaklda ko'rsatilgan.

M ustaqii  ishlash uchun savol va topsh ir iq ia r

1. Fazoda ixtiyoriy ravishda joylashgan ku ch la r  sistemasi nechta 
muvozanat tenglamalariga ega ?

2. Kuchlar sistemasining bosh vektori qanday hisoblanadi?
3. Kuchlar sistemasining bosh momenti qanday hisoblanadi?
4. Fazoda ju ftla r  sistemasining m uvozanat tenglam alari qanday 

ko ‘rinishda bo ‘ladi?

5.10. Fazoda parallel kuchlar sistem asining 
muvoznat shartlari

Kuch, paral l e l  kuch la r  s istemasi,  t eng ta 'sir e tuv ch i ,  nuqta va 
koordinata tekisliklariga nisbatan statik m om en t

Fazoda ixtiyoriy ravishda ta'sir ctuvchi paral lel  kuchlar 
sistemasi berilgan boMsin. Koordinata o‘qlaridan bittasini, masalan 
Z o'qini berilgan kuchlarga parallel qilib olamiz. U holda berilgan



kuchlarning hammasi  Oxy tekisligiga рефепс11ки1агс11г, shuning 
uchun kuchlarning X va y  o'qlaridagi proyeksiyalari yig'indisi aynan 
nolga teng boMadi, y a ’ni

14  -  0.

k . »/ 1

Berilgan kuchlar z o'qiga parallel boMgani uchun ularning 
shu o‘qqa nisbatan momentlari nolga teng va demak ^o‘qiga nisbatan 
bosh momenti ham aynan nolga teng,

ya ’ni = Vmom.
/ 1

Natijada (5.8.2) va (5.8.3) tenglamalarning uchtasi ayniyatga 
aylanib, qolgan uchtasi parallel kuchlar sistemasining muvozanat 
shartlarini ifodalaydi, y a ’ni

Ä, S / ^ „ = 0,

My = 0.

(5.10.1)

Demak, fazoda parallel kuchlarsistemasi muvozanatda boMishi 
uchun kuchlarning ularga parallel o‘qdagi proyeksiyalari yigMndisi 
va kuchlarga perpendikular boMgan ikkita koordinata o'qlardagi 
proyeksiyalari yigMndisi alohida-alohida nolga teng boMishi zarur 
va yetariidir.

Fazoda parallel kuchlar sistemasining muvozanatiga doir 
masalalarni yechishda I bobning 7-§dagi uslubiy tartibga rioya 
qilishni tavsiya etamiz.



5 .1 1 .  Fazoda para lle l k u ch la r  s is tem as in ing  muvoznat 
sh a r t la r ig a  doir m asa la la r

5 .11 . l -masala . (О.Э. Kene
5.5.7)  ABCD kvadrat shaklidagi 
bir jinsl i plita (1),  (2) va (3) 
sterjenlar yordamida gorizontal 
holatda ushlab turiladi. (3) stcr- 
jenda hech qanday zo'riqish ho­
sil boMmasligi uchun A nuqtaga 
qanday 0 kuch qo'yilishi kerak? 
G^lOON, Im (124-shakl). 

Berilgan. G=100N, a =  Im.
/?,=0 boMishi uchun Q qanday bolishi  kerak?

Yechish. Fazoda parallel kuchlar sistemasining muvozanat 
shartlarini itbdalovchi (5M0M) tenglamalardan foydalanib Q ni 
topish mumkin, yaMii

'Y^momAF,) = aQ - a G  + 3aR^ = 0, 
i [

R̂ ~'0 ni bu tenglamaga qo'yib, Q topiladi, y a ’ni 
Q ^ G  = 100/V.

5 . 1 1.2-masala. (О.Э.Кепе 
5.5.11) .  Bir jinsli uchburchakli 
rom uchta vertikal sim arqon 
yordamida gorizontal ho latda 
ushlab turiladi. Rom qismla- 
rining og'irliklari mos ravishda
G, -  101/V, G, = ИЗЛ' 
boMsa, sim arqonlardagi tortilish 
kuchlari topilsin (125-shakl).

Yechish. Koordinatalar sistemasi shaklda ko ‘ rsatilgandek 
tanlanadi. (5.10.1) tenglamalar sistemasi tuziladi:

Y  F . . ^ T r T .  -i T . -G ,  - G . - G .  -  0,



Y .m om ^[F , )  = -  = -  2*̂ 1 + аТ  ̂ - О,
i-l -1 ^

¿m o m ^ ( A ’ ) ^Z(Z iF„-x -F , , )= - -“ Ĝ  + '^ G , - a T ,  =. О 
/-1 /-1 ^

Bu tenglamalar sistemasini yechib, noma’lumlar topiladi:

Т’з = \{G2+G, )=\22N,  T, = ‘ {ÎÎ, ' G , ) - 7 2 N

T^=G^+G^+G^~Tl - T^ = 151Л̂ .
5.11.3-ma.sala. (О.Э.Кепе 5.5.15).

To ‘g'ri burchakli gorizontal OABD
^ platforma uchta vertikal sterjenlarga

sharnirlar bilan mahkamlangan. D
nuqtada vertikal priijina kuc'.i biLn

— ko4aradi. OMchamlar: OA = 1,5/15,
У

platformaning ogMriigi G = \kN . 
Ster jen lardag i  reaksiya kuchlar i  
topilsin (126-shakI).

Yechish .  Koordinatalar siste­
masi shaklda ko‘ rsatilganday qilib tanlanadi. Tanlangan koordi­
natalar sistemasiga nisbatan (5M0.1) tenglamalar tuziladi:

¿ i ; ,  = 71+7-,4-7-, + 0 - G  = O,

126-shakl.

/ = 1

7 ] - 0 / 1 0 . 0 .
; = l

Bu t e n g l a m a l a r  s i s temas in i  ycchib,  nomaMumlar to p i ­
ladi:

/ ¡ ^ ^ - ( 2 ^ 0 , 7'з = ^ ^ 0  = О, 

=G Q-T^  -Гз =0,5kN.



Muammoli m asa la  va topshiriqiar

1. Kubga qo'yilgan f j,  F-i kuchlar R kuch bilan
muvozanatlashadi. R kuchning qo'yilish nuqtasi Oxe tekisligidan 
qanday b  masofada boMishi aniqlansin. Kubning qirralari a = l m,

Z
R

z
Ky / . /

a P, /r
A /■î

F. / y /
/ / F, a

l -m a sa la . 2 -m a sa la .

2. Parallelcpipcdga 0>’ o'q iga parallel F^^F^=F = F^-\ON \i\ 
F̂ —AON kuchlar qo'yi lgan. F̂  Kuch Oyz tekis likdan qanday 
masofada joylashgan.Parallelepi pcd qirralari a = 0,4m.

3. OgMriigi (7=100kN boMgan fundamentga AB^Oy konsol 
balka mahkamlangan. Fundamentni Ox o‘qi atrofida ag ‘anatish 
uchun kerak boMgan eng kichik kuchni toping, a  = 0,5m, b ~  5m. 
Balkaning ogMriigi hisobga olinmasin.

B

o
3̂ -''

aV o

3-masa la .

D C
4 -m a sa la .

4. OgMriigi (7=500A^ boMgan bir jinsli plita A, D, E nuq- 
talarida ( l ) ,  (2), (3) sterjenlarga osilgan. A D = 2 A E  boMsa, (1) 
sterjendagi zo'riqishni toping.



5. 4-masalaning shartlari berilganda (2) va (3) steijenlardagi 
zo'riqishlar topilsin.

6 . ABCD kvadrat shaklidagi plita gorizontal holatda (I) ,  (2), 
(3) stei jenlarga mahkamlangan. A nuqtaga 0=185N kuch qo'yi l­
gan. (2) steijendagi zo‘ riqishni toping. G = 115N.

7. 6-masa lan ing  shartlari beri lganda (2) stcrjenda hech 
qanday zo'riqish boMmasligi uchun Q kuchning miqdori qancha 
boMishini toping.

_

6-masala. 7-masala.

8 . /Î5C bir jinsli uchburchakli plita (I) ,  (2), (3) vertikal sim 
arqonlar yordamida gorizontal holatda ushlab turi ladi. Agar

lOlA^, G.^~\43N boMsa, (3) sim arqonning tortilish 
kuchini toping.

9. 8-masala shartlari beri lganda (1) va (2) sim arqonlardagi 
tortilish kuchlari topilsin.

10. To ‘g ‘ ri burchakli platforma (1), (2) va (3) vertikal sterjen- 
lar yordamida gorizontal holatda ushlab turiladi. Stei jenlar shar-



nirlar yordamida mahkamlangan.  Platformaning oMchamlari 
0A=\,5AB. OgMriigi  G=\kN. /) nuqtada 5 prujina ^0 ,5A :A 'kuch  
bilan platformaga ta ’sir ko'rsatadi.  (2) sterjendagi zo'riqishni 
toping.

Mustaqii  ishlash uchun savol va topshiriqiar

/. Fazoda parallel kuchlar sisfe/nasining m uvozanat shartlari qanday  
tenglamalar bilan ifodalanadi?

2. Parallel kuchlar sistemasining teng ta ’sir etuvchisi qanday topiladi?
3. Agar parallel kuchlar bir tekislikda yotsa, muvozanat tenglamalarini 

qanday ko ‘rinishda yozish mumkin ?
4. Berilgan kuchni ikkita parallel kuchga ajratish m asalasi qachon 

aniq masala bo'ladi?
5. Parallel kuchlar sistemasi teng ta 'sir etuvchsining yo ‘nalishi berilgan 

kuchlar sistemasining nimasiga bog Uq?

VI BOB. NUQTA HARAKATINING TEN G LAM ASI VA 
KINEMATIK ELEM ENTLARI

Kinematika nazariy mexanikaning boMimi boMib, unda moddiy 
obyektlarining (nuqta, qattiq j ism, tutash muhit va hokazo) 
harakati shu harakatni yuzaga keltirib chiqaruvchi sabablarga 
bogMamay o'rganiladi. Harakatning bunday tarzda o'rganishda 
qaralayotgan obycktga ta’sir etuvchi kuchlar e'tiborga ol inmaydi  
va obyektning massasi yoki inersiya momentini  bi lish talab 
qil inmaydi, y a ’ni harakat geometrik nuqtayi nazardan o ‘ rganiladi. 
Ushbu bobda moddiy nuqtaning har xil harakatlari va harakatning 
kinematik xarakteristikalari o ‘ rganiladi.

6 .1 . Asosiy tu shuncha lar

Moddiy nuqta, sanoq s i st emasi , t rayektoriya, ko' ch i sh ,  tezlik 
va tezlanish.

Moddiy obyektlaming yoki moddiy nuqtaning harakati fazoda 
vaqt oMishi bilan sodirboMadi. Kinematika geometriyadan shu bilan



íarq qi ladik i ,  k inemat ikada obyektlaming fazoda ko'chishida uni 
ko 'ch i sh  vaqti ham e ’t iborga olinadi.  Demak,  k inemat ikada 
obyek t laming ixtiyoriy paytdagi  holati uning gcometrik koordi- 
natakiridan tashqari vaqtga ham bog'liq bo‘larekan. Shuninig uchun 
ham kinemat ikani b a ’zan to' i t  oMchovli fazodagi geometriya deb 
ham atash mumkin. To‘ rtinchi koordinata sifatida vaqt olinadi. Vaqt 
bu shunday  o ‘zgamvchiki ,  u fazoda ham va shu fazoda harakat­
lanuvchi obyektga ham bog' l iq emas,  y a ’ni fazoning hamma joyida 
bir xil o'zgaradi .  Moddiy  obyektning harakati boshqa bir obyektga, 
ya 'n i  sanoq obycktiga nisbatan kuzatiladi. Sanoq obyektiga biror 
koordinaiar  sistemasini mahkamiab ,  moddiy obyektning harakati 
shu sanoq sistemasiga nisbatan o'rganiladi.

Vaqtning harakatga bogi iqmas l ig i  shundan iboratki, har xil 
sanoq sistemalar iga nisbatan harakatlanuvchi j i smlar  uchun vaqt 
bir xil o'zgaradi .  Mexan ik  masalalarni yechishda vaqtning hisob 
boshi har  safar kelishib ol inadi .  Texnik masalalar ini  ycchishda, 
odatda,  Ycrga qo‘zg ‘a lmas  qil ib mahkamlangan sanoq sistemasi 
olinadi.  Verga nisbatan qo'zg 'a lmas boMgan sanoq sistemasiga asosiy 
yoki q o ‘zg*almas sanoq sistem asi deyi ladi ,  Tan langan  sanoq 
sistemasiga nisbatan j i smning vaziyati vaqt o'tishi bilan o'zgarmasa, 
j i sm  tan langan sanoq s is temasiga nisbatan tinch holatda deyiladi. 
Aga r  tanlangan sanoq s istemasiga nisbatan vaqt o't ishi bilan 
j i smning vaziyati o‘zgarib tursa, j ism shu sanoq sistemasiga nisbatan 
harakatda deyiladi .  Tan langan sanoq sistemasiga nisbatan ixtiyoriy 
paytda j i smning vaziyal ini  aniqlash mumkin bo' lsa,  uning harakati 
shu sanoq sistemasiga nisbatan berilgan deyiladi.

Qat t iq  j i s m n in g  h a r ak a t i  uni tashk i l  q i luvch i  nuqta la r  
(zarralari)ning harakati bilan aniqlanadi. Shuning uchun ham dasllab 
n uq ta  k inem at ik a s i ,  un d an  keyin qa l l iq  j i sm  k inemat ikas i
0 ‘ rganiladi.

Ko'ch ish va harakat  k inemat ikaning asosiy tushunchalari  
hisoblanadi .  Biror sanoq sistemasiga nisbatan nuqtaning vaqt 
oraligMda fazoda bir holatdan boshqa bir holalga ixtiyoriy ravishda 
o ' l i sh ig a  uning ko'chishi  deyiladi .  Nuqtaning ko'chishi  uning 
boshiang ' ich va oxirgi holatlari  hamda o ‘tgan vaqt oraligM bilan 
aniqlanadi .



Qatt iq j ismning  yoki modd iy  nuqtaning holati fazoda maxsus  
paramctr  (koordinata)lar  bi lan aniqlanadi .  J ismning harakat i  esa 
bu pa ramet r la r  bilan vaqt oras idag i  bogManishni i fodalovch i  
tenglamalar  bilan beriladi.

Kinematikaning asosiy masalasi :  absolut qattiq j i sm  (m odd iy  
nuqta)ning berilgan harakat tenglamalar iga qarab, un ing barcha 
kinemat ik tavsifnomalarini (barcha nuqtalarning trayektor iya lar i ,  
tezliklari ,  tezlanishlari  va hokazo)  topishdan iborat.

Nuqta kinematikasida harakatning berilish usul lar iga qarab,  
nuqtaning kinemat ik tavsifnomalar ini  topish 0 ‘ rgani ladi .  N uq ta  
kinematikasida trayektoriya tushunchasi asosiy hisoblanadi. Trayek-  
toriyaning ko‘ rinishiga qarab. nuqtan ing harakati to 'g ' r i  yoki  egri 
chiziqli harakatlarga bo'linadi.

6.2. Nuqta harakatining berilish usullari

Moddiy nuqta, trayektoriya, masofa, radius-vektor, egri chiziq 
va sirt.

Nuqtaning harakati bir necha xil usullar bilan ber ilgan bo' l i shi  
mumkin.  Agar  nuqtaning harakati  biror usulda beri lgan bo' lsa ,  
tanlangan sanoq sistemasiga nisbatan ixtiyoriy paytda nuqtan ing 
holatini aniqlash mumkin.

6.2 .1 . Tabiiy usul. Biror sanoq s is tema­
s iga  n i sba tan  nuqtan ing  t r a yek to r i y a s i  
berilgan bo‘ lsa, uning harakati tabi iy  usulda 
berilgan deyi ladi .  Nuqtaning trayektor iyas i 
Oxyz koordinata la r  s istemasiga nisbatan Ч 
berilgan boMsin (127-shakl).  Trayektor iya-  
ning biror O, nuqtasini sanoq boshi deb ¡27-shaid
qabul qil ib, trayektoriya bo'y lab musbat 
O^M=S yo'nal ishini  tanlaymiz.  Nuqtan ing boshlang' ich 0 ,  holati  
bilan keyingi M holati orasidagi S  yoy vaqtning funksiyasi ko 'r i -  
nishida beri lgan bo'lsa, bu qonunga asosan nuqtanmg ixt iyoriy  
paytda trayektoriya ustidagi holatini b irqiymat l i  aniqlash mumkin .

Agar vaqtning har bir payti uchun nuqtaning holatini  tasvir- 
lovchi masofa aniqlangan bo' lsa ,  y a ’ ni

^  M
0,



s  = f(t)  ( 6 .2 . 1)
bogManish beri lgan boMsa, nuqtaning harakati  t ab i iy  usulda 
an iq iangan  deyiladi .  ( 6 .2 . 1) tenglamaga nuqtaning harakat teng- 
lamasi deyiladi.

A n iq lan i sh iga  k o ' r a  S= f(t)  funksiya quy id ag i  sha r t l am i  
qanoatlanti radi:  bir q iymat l i ,  chunki nuqta bir vaqtning o ‘zida 
fazoning turli joy ida bo ‘ la olmaydi ;  uzluksiz, bu degani harakat 
uzluksiz, ya 'ni  / vaqtning cheksiz kichik o ‘zgarishiga, Jmasofan ing 
cheks iz  kichik o 'zgar ishi  mos keladi; differensial lanuvchi.  Bu 
shartlaming zaruriyligi kinemat ika va dinamikaning asosiy talablari- 
dan  kelib chiqadi.

Agar  S=C=const bo ‘ lsa,  bu nuqtaning beri lgan sanoq siste­
masiga nisbatan tinch holatda ekanini bildiradi.

6 .2 .2 . Koordinatalar usuli. Nuqtaning holati koordinatalar 
usulida berilgan boMishi uchun:  sanoq obycktiga mahkamlangan 
biror koordinatalar sistemasiga nisbatan harakatlanuvchi nuqtaning 
koordinatalar i vaqtning funksiyasi koMinishida beril ishi kerak.

Uch  oMchovli fazoda nuqtaning holati q̂ , koordinatalar 
bi lan aniqlanadi .  Bu koordinatalarga egri chiziqli  koordinatalar 
deyi ladi .  Demak,  nuqtaning koordinatalari

q,==q/0, q r q / t ) .  q^= q / 0  {(>.2.2)
tenglamalar  bilan berilgan boMsa, nuqtaning harakati koordinatalar 
usul ida berilgan hisoblanadi.

Oldingi holdagidek,  bu ycrda ham hamma funksiyalar bir 
q iymat l i ,  uzluksiz va differensial lanuvchi deb qaraladi.

Agar nuqtaning holati  to ‘g ‘ ri burchakli dekart koordinatalar 
sistemasida berilgan boMsa, nuqtaning ixtiyoriy paytidagi holati 

x = x ( 0 ,  y=y(t), z^z(t) (6.2.3)
tenglamalar  bilan aniqlanadi .

(6.2.3) tenglamalar bir tomondan nuqtaning harakat qonunini 
ifodalaydi ,  y a ’ni vaqtning ixtiyoriy paytidax,y,^ koordinatalarni va 
demak M  nuqtaning holatini  aniqlash imkonini beradi,  ikkinchi 
tomondan trayektoriyaning parametrik tenglamalarini  ifodalaydi. 
Bu teng l am a l a rd an  / parametrn i  y o ‘ qotish m u m k in  boMsa, 
quyidagi  tenglamalar  sistemalar ini  hosil qi lamiz:



ç?(x, y )  -  0 ; H/{y,z) -0\

x ix .z )  -- 0, / ( x , z )  = 0 , (6 .2 .4)
- 0 ;

y i y . z )  -  0 .
Bu sistemalarning har biri nuqta trayektoriyasini ikkita s ir tning 

kcsishishi ko‘ rinishida tasviriaydi.
Nuqta harakatini  o' rganishda boshqa kooodinatalar  s is tema-  

laridan ham foydalanish mumkin.  Masalan,  silindrik, sferik va 
qutb koordinatalar  sistemalari.

6.2 .3 . Vektor usuli. Nuqtaning ixt iyoriy paytdagi holatini b iror  
markazga nisbatan uning radius-vektori  bi lan aniqlash m u m kin  
bo‘Isa, y a ’ni nuqtaning holatini aniqlovchi radius-vektor / vaqtning 
funksiyasi ko‘ rinishda berilgr.n boMsa, nuqtaning harakai i  vektor  
usulida berilgan deyiladi. Ta’r fga asosan biror O markazga nisbatan 
nuqtaning holatini aniqlovchi radius-vektor vaqtning funksiyasi  
boMadi, y a ’ni

r  = r { l ) .
Agar nuqtan ing dekart koord ina ta lar i  

x,y,z  boMsa, uning  koordinatalar  boshiga  
nisbatan radius-vektor ining proyeksiyalari  
ham x,y,z  boMadi, y a ’ni

r  = xi 4 yj + zk ■ (6 .2 .6)
Agar nuqta tekislikda harakatlansa, uning 

harakati vektor usulda

(6 2 .5 )

M (x ,y ,z )

l2S-shakl.

r ^ - r { î ) ^ x { î ) i+ y { t ) ]  (6 .2 .7 )
ko‘rinishida yoziladi.

Agar nuqtaning harakati koordinata lar  usulda beri lgan boMsa, 
harakatni vektor  usuiiga oMkazish m umkin  va aksincha. A g a r  
nuqtaning harakati  koordinatalar usulda berilgan ya 'n i  (6 .2 .3 )  
tenglamalar ber ilgan boMsa, uning radius-vektori  quyidagi i f o d a ­
dan topiladi:

r  = r{t) = x {t) i + y { t) ]  + zit)k.
Agar nuqtaning harakati dekart koordinatalarida berilgan boMsa, 

undan nuqta harakatining tabiiy tenglamasiga ham oMish mumkin .



Nuqtaning trayektor iya bo'y lab harakat qonuni difîerensial ko'ri­
nishda quyidagicha yoziladi:

d S  ^ yjdx^ +- dy- + dz^ ,
bundan,

.S' -  ydx'^ ^dy^ +dz^ -  +[y'(/)J' (6.2.8)
0 0

Mexan ikada vaqt bo ' y i cha  hosilalarii i  quyidagicha yozi.sh 
kiritilgan. Masalan,  jc(/) funksiyadan birinchi tartibli hosilani 
x ( / ) , ikkinchi tartibli hosi la x [ f)  va hokazo ko'r inishda yoziladi.

6 .3 . N uqtan ing tr a y e k to r iy a  bo‘y lab  h a ra k a t qonuniga 
doir m asa la la rn i y tc h ish  bo‘y icha uslub iy tav s iy a la r . 

M asa la la r

Nuqtaning harakat tenglamalariga doir masalalarni quyidagi 
tartibda yechish tavsiya etiladi:

1. Masalani  yechish uchun tcgishli koordinatalar  sistemasini 
tanlash kerak.

2. Berilgan shart lardan foydalanib, tanlangan koordinatalar 
sistemasiga nisbatan nuqtaning harakat tenglamalari  tuziladi.

3. Nuqtaning tuzi lgan harakat tenglamalar iga qarab, y a ’ ni
(6.2.4) va (6.2.8) tenglamalar idan  foydalanib, (6.2.4) trayektoriya 
tenglamalari topiladi.

1 -m a .sa la  ( H .B .  Meui'icpCKHtí 1 0 .4 ) .  Nuqta harakatining 
ber ilgan x=3 sin t, y = 3  cos / tenglamalar iga qarab uning trayek­
tor iya  teng lamas i  top i ls in ;  shuningdek, masofani  nuqtaning 
boshlang‘ ich holatidan hisoblab, uning trayektoriya bo‘ylab hara­
katlanish qonuni ko ‘ rsatilsin.

Yechish. N u q t a n in g  beri lgan harakat  t eng lam a la r idan  / 
parametriarini yo 'qot ib ,  uning trayektoriya tenglamasi topiladi, 
y a ’ ni

+ y  = 9.



Demak,  nuqta trayektoriyasi markazi 
koordinatalar boshida va radiusi 3 ga  teng 
boMgan ay lana boMar ekan (129-shakl ) .

Endi nuqtaning trayektoriya bo'y lab 
harakat lanish qonuni topiladi.  Bun ing 
uchun (6 .2 .S) formuladan foydalanamiz.  
Berilgan harakat tenglamalariga asosan:

X -  Bcos/, ÿ -  - 3 s in  r.
Buni (6.2.8) formulaga qo ‘yi ladi :

S  ^ í^ 9 (co s^  Î Ч sin^ f)d! = 3/ t C,

bunda Cbcri lgan boshlangMch shait lardan topiladi. Masalan:  l — O 
boMganda G deb olinsa, C = 0  boMadi, nati jada nuqtaning 
trayektoriya bo'ylab harakatlanish tenglamasi quyidagi ko 'r inishga 
keladi:

.V -  3 /.
2-m asala (И .В.Мсшчерский 10.14). Snatyadn ing harakati

Jt - V',,/- c o s a ,  y  = V',,/• sin a  - t engl ama l a r  bi lan ber i lgan ,

bunda % — snaryadning boshlangMch tezligi, a  — x o ‘qi bilan 
orasidagi burchak,  g  — ogMriik kuchining tezlanishi.  Sna ry adn ing  
harakat trayektoriyasi ,  // — balandl ik ,  L — uchish uzoqligi  va T 
uchish vaqti aniqlansin.

Yechish. Nuqtaning beri lgan harakat tenglamalar idan  t ni 
yo'qotib, uning trayektoriya tenglamasi  topiladi. Teng lamala rn ing 
birinchisidan:

/ ^ .
Vj) co s (X

Buni tenglamalani ing ikkinchis iga qo ‘yi ladi:
^ . . 2y  = íg (X  ■ X -

2 v l  cos^ a
Demak,  snaryadning harakat trayektoriyasi paraboladan iborat 

ekan.



Endi Я  balandlik topiladi .  Nuqta parabola bo'y lab eng katta 
balandl ikka ko‘tari lganda у  koordinata o ‘zining eng katta qiymatiga 
er ishadi .  Harakat tenglamalarn ing  ikkinchisining birinchi tartibli 
hosilasini nolga tenglashtiramiz;

ÿ  = Vf, sin Ûf -  = 0 .
Bundan:

■Í —  sm a .

Shoxlari pastga qaragan parabolada y  faqat eng katta qiymatga 
ega,  shuning uchun

I T  I ' o  - ■

^  =>’max a .

Endi uchish masofasi topiladi,  Nuqta Yerga kelib tushganda 
uning у  koordinatasi nolga teng bo' ladi,  y a ’ni

у  = sin a  ■ Í ^ 0 .
Bundan

Л 2v'., .
g

/,— nuqtaning boshlangMch holatiga, — nuqtaning uchish 
vaqtini ifodalaydi. Demak,

-r .T = — ^ s in a .
g

T ning bu qiymat ini  harakat tenglamalar ining birinchisiga 
q o ‘yib,  nuqtaning uchish masofasi topiladi, y a ’ ni

2 ■)
I ^0-1 • Л^ -̂ max = — 2 cos a  s m a  —  sin 2a .

g g
3~niasala (И .В .  Мешчсрский 10 .21) .  Nuqtan ing dekart 

koordinatalari sistemasida berilgan

2 kt R , r, ■X = R cos — , y  = — sinkL z = R sin  —
2 2 2

haraka t  teng lama la r ig a  asosan  uning trayektoriyas i  va sferik
koordinatalar  s istemasidagi harakat tenglamalari topilsin.



Yechish. Nuqtaning trayektor iya tenglamasi topiladi .  Harakat 
tenglamalarining birinchi va ikkitasidan:

X  l  =  l c o ^ k t  ,

y  --  ̂ sm ki 

Harakat tenglamalarining uchinchisidan:
ki I

^ * " 2  ~ R '
Buni birinchi ikkita tenglamaga qoWiladi:

.V -  /?(! -s in^ n  ■ kl kl
R ' !  = -R

Bu tenglamalarning ikkala tomonini kvadratga ko ‘tarib qo'shi- 
ladi, natijada

■’ ■’ 2 /12x ‘ -H >’■  ̂ z = R 
tenglama hosil bo‘ ladi. Demak,  nuqta trayektoriyasi

4

si l indriarning kesishish chizigMdan iborat boMar ekan.
Nuqtaning berilgan harakat tenglamalari  quyidagi  ko‘ rinishda 

yoziladi:
n  k/ kl n  ki ■ ki n  ■ krX = /<cos  ̂ cos -  « c o s   ̂ sm  ̂ ^ -  Ksm ^

Bu tenglamalarni nuqtaning sferik koordinatalari  bi lan dekart 
koordinatalari orasidagi bogManish tenglamalari  bi lan solishtirib, 
quyidagi tenglamalarga kelamiz:

n ki r, kir =  R.  .p = , 0  ̂ .

M ustaqii ishlash uchun savol va topsh iriq ia r

/. Kinematikaning aso s iy  tu s h u n ch a la r i  n im o la r ?
2. Nuqta kinematikasin ing a s o s i y  masak is i  n im a la rd a n  ib o ra t?
3. Nuqtaning harakati q a n d a y  u su l la r  b i lan b e r i l i s h i  m um k in  ?
4. Bir k oord ina ta la r  s i s t em a s id a n  b o shqa s iga  q a n d a y  o ' t i l a d i?



Muammoli m asa la va topshiriqiar

1. Nuqtaning harakat tenglamasi r = 3ti +4fj ko‘rinishida
beri lgan. r  = 5m bo igan  paylda nuqtaning y koordinatasi topilsin.

2. Nuqtan ing  harakat tenglamalar i  >’ = r' ko'rinishida 
beri lgan. /= 2c bo lgan  paytda koordinatalar boshidan nuqtagacha 
bo ig an  masofa topilsin.

3. Nuqtan ing  harakat tenglamalar i  .x= cost, y =  Isint ko‘ ri- 
nishida beri lgan.  2,5 c b o i g a n  paytda nuqtadan koordinatalar 
boshigacha bo ig an  masofa topilsin.

4 . Nuqtaning harakat tenglamalar i x ~ 2 î, ko‘ rinishida 
berilgan. Koordinatalar boshidan nuqtagacha bo ig an  masofa 10 m 
ga yetgan vaqt / topilsin.

5. A nuqtaning harakal tenglamalar i a* ~2losi, y  =3sint ko'rini- 
shida beri lgan. / = 1,5c b o ig a n  paytda nuqtaning radius-vektori OA 
bilan Oxo 'q i  orasidagi burchak topilsin.

6 . Nuqtan ing harakati x  = 5cos5t\ y —5sin5r^ tenglamalar  
bilan ber ilgan. Nuqtaning trayektoriya tenglamasi shuningdek, 
masofan i  nuqtan ing b osh lan g ‘ ieh holatidan hisoblab,  uning 
trayektor iya  bo‘ylab harakatlanish qonuni topilsin.

7. Nuqtaning turli chastotal i o ‘zaro perpendikular tcbranishlari 
A=iïsin2(û/ tenglamalar  bi lan benlgan.  Trayektoriya tenglamasi 
topilsin.

8 . Nuqta  acoski, y  -  aslnki, z=  vi vint c h iz i g i  bo‘ylab 
harakatlanadi .  Nuqta harakat in ing tenglamalari si l indrik koordi- 
natalarda aniqlansin.

6.4. Moddiy nuqtaning tezligi

H a r a k a t ,  haraka t  t r a yek to r i y a s i ,  t r ayek to r iy a  ur inmas i ,  
radius-vektor,  tezlik, burchak tezlik, radial va transversal tezlik, 
sektoriaJ tezlik.

6 .4 .1 . Egri chiziqli harakatdagi nuqtaning tczligi
Agar  nuqtaning harakat trayektoriyasi egri chiziqdan iborat 

b o i s a ,  uning  bunday harakat iga egri chiziqü harakat deyiladi.



Nuqta harakat in ing asos iy tavs i fnoma- 
la r i dan  biri  uning  tczhgi  h isoblanad i .  
Harakatlanuvchi nuqtaning qaralayotgan 
koordinatalar sistemasiga nisbatan / payt­
dagi M holati r  radius-vektor bilan, /+A/ 
paytdagi hokiti f\ radius-vektor bilan aniq­
lansin (131 -shakl). A/vaqt oraligMda hara­
ka t l an uv ch i  n uq tan ing  r ad iu s -vek to r i  
A/' = i\ -  /• ga o ‘zgarsin (131 -shakl).

I J I - shak i .

nisbatga nuqtaning A/vaqt ora l ig idag i  o^rtacha tezlik deyiladi.
Demak, nuqtaning o 'r tacha tezligi A;' vektor yo'nal ishidagi ,  

y a ’ ni harakat yoMialishidagi vektor b o i a r  ekan.
O'rtacha tezlikning A/vaqt o ra l ig i  nolga int i lgandagi  (ba ’zan 

oniy  tezlik deb ham ataladi)  l imitik holati nuqtan ing ixtiyoriy f 
paytidagi tezlikni ifodalaydi,  y a ’ni

A rl im
A /  >0  A /

(Ir
di (6 .4.1)

Shunday qilib, nuqtaning ixtiyoriy paytidagi tezl igi vektor 
kattal ik boÜb,  nuqtaning radius-vekloridan vaqt bo ‘y icha olingan

Ar
birinchi taitibli hosilaga teng. —  vektorning a/ '-> 0 dagi limitik

holati trayektoriyaning urinmasi bilan ustma-ust  tushadi ,  demak, 
tezlik vektori trayektoriyaning urinmasi bo‘ylab, harakat  yo ‘nalishi 
tomonga qarab yo i i a lg an  vektordir. Tezlik vektorini quyidagicha 
almashtiri ladi;

d r 
d r

d  r  d s  
d s  ' d !

d r
ds

S.

dr

(6.4.2)

(6.4.2) tenglikning o'ng tomonidagi —  ko‘paytmani  qaraymiz.

A5 va Ar
ds

miqdoriar bir xil tartibli kichik miqdor ia r  ekanligidan 
Ar

iim
A5



bo‘ladi (132-shakl ) .  Demak, Ar/A.ç miqdorning \ S  -> i) (yoki) 
А/ -> 0 dagi  l imitik holati nuqtaning urinmasi bo'ylab yo 'nalgan 
biriik vcktorni  ifodalaydi,  ya 'ni

r  .1)hm -------  г ,
,\,v. Л5

bunda f ' '  — urinmaning musbat yo ’nalishi bo'ylab yo'nalgan biriik 
vektor. Shunday  qilib, (6.4.2) tenglikni quyidagicha yozish mumkin;

r- . .Vr”. (6.4.3)

V' = miqdor tezlikning algebraik qiymati modulini bildiradi

yoki tezl ik trayektoriyaning M  nuqtasida o'tkazi lgan urinmadagi 
proyeksiyas ini  bildiradi,  y a ’ ni

-  '■, = "  ■ (6.4.4)

Nuqtan ing radius-vektori uning proyeksiyalari orqali yoziladi;

r  -  xi t- yj \- zk.
Tezl ikning ta'rifiga asosan;

( J r  d x  :  d y  : d z  j  r v

Tezl ik vektorini kordinata o'qlar idagi  proyeksiyalari orqali 
yoziladi;

V' = v^i f Vyj f v^k. (6.4.6)

(6.4.5) va (6.4.6) ifodalarni solishtirib, tezlikning proyeksiyalari 
uchun quyidag i  formulalarni hosil qi lamiz:

d x  d y  - d z  ■ //■ A ~i\

Shunday  qilib, tezlikning koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari 
nuqtaning mos koordinatalar idan vaqt bo'yicha olingan birinchi 
tartibli hosilalarga teng bo' l arckan.

Tezlik vektorining koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari ma' lum 
bo' lsa,  uning  moduli  va yo'nal ishini  topish mumkin;



V - fl
cos(\ -\  ' ' x ) -V / • ^  \. cos(\' 3' )  - ( 6 . 4 . 8 )

IJJ -shakL

cos(v' ,  z) =  ̂ ■r I'
A g a r  n u q t a n i n g  h a r a k a l  t r a y e k t o r i y a s i  o  m  

to 'g ' r i  ch i z iq d a n  iborat bo' l sa ,  b u n d a y  harakatga  
t o ‘g ‘ ri ch iz iq l i  har aka t  d e y i l a d i .  N u q t a  t o ' g ‘ ri 
ch i z iq l i  h a r a k a td a  b o l s a ,  k o o r d i n a t a l a r  o ' q l a ­
r i d an  b i t tas in i  m a sa l a n ,  Ojc o ‘ q i n i  h a r a k a l  to ' g ' r i  ch iz igM b o ' y l a b  
y o 'n a l l i r a m i z .  U ho lda  t e z l i kn in g  qo lgan  o ' q l a r i d a g i  p ro ye k s iy a la r i  
a y n a n  n o lg a  teng  bo ' l a d i  (I 3 3 - s h a k l ) .  N a t i j a d a  n u q t a n i n g  tez l ig i  
u c h u n  q u y id a g i  formu lan i  ho.sil q i l a m iz ;

(J.X A, V- A .

S h u n d a y  q i l ib ,  t o ' g ' n  c h i z iq l i  h a r ak a td a g i  n u q t a n i n g  tezl igi  
ma so fa d a n  vaqt b o ' y ic h a  o l i n g a n  b i r inchi  tartibl i  h o s i l a g a  teng  ekan .

A ga r  harakatn ing beri lgan q i sm id a   ̂  ̂ tezl ik va  a: koo rd inata

b i r  xi l  i sho ra ga  ega  bo ' l s a ,  n u q t a n i n g  bu ho ld a g i  h a r a k a t i g a  to ' g ' r i  
h a r ak a t  dey i l a d i .  A ga r  v' va a  l a r  h a r  xi l  i shora l i  b o ' l s a ,  n u q t a n in g  
b u n d a y  h a r a k a t i g a  teskari  h a r a k a t  dey i l ad i .

A g a r  nuqtan ing  tezligi  v a q t n in g  b i ror p a y l i d a  n o lg a  t e ng  bo ' l sa ,  
shu pa>lda A masofa o'zining stat s ionar qiymat iga ega  bo' l adi .  A:o‘zining 
m a k s i m u m  yok i  m i n i m u m  q i y m a t i g a  er i shga n  p a y t d a  n u q t a n in g  
tez l ig i  n o lg a  l e n g  bo ' l ib ,  s h u  p a y t  tez l ik  o ' z i n i n g  y o ' n a l i s h i n i  
o ' z g a r t i r a d i  va har aka t  a g a r  te skar i  bo ' l s a ,  to ' g ' r i  h a r a k a t g a  o ' t ad i .

A g a r  n u q t a n in g  tezl igi  q a n d a y d i r  vaqt o r a l i g ' i d a  n o lg a  teng  
b o ' l s a ,  s h u  vaqt o r a l i g ' i d a  x^const bo ' l i b ,  n u q t a  t i n c h  h o la td a  
bo ' l ad i .

: . T e z l i k n i n g  o ' l c h o v
[vaqt]

T e z l i k n n g  o ' l ch o v  b ir l igi ;  

b i r l i g i  s i fa t ida ;  sm/sek, m/sek, km/soai o l inad i .



Agar  butun harakat davomida nuqtaninig tezhgi o 'zgarmas,  
y a ’ ni V' I'll - const bo' lsa,  nuqtaning bunday harakatiga to‘g ‘ ri 
chiziql i tekis harakat deyiladi .

( ¡X
V = V,

dt '
Bundan

X -  +v'„/, (6.4.9)
bunda A',— nuqtaning boshlangMch koordinatasi. (6.4.9) tenglama 
to‘g ‘ ri chiziql i  tekis harakat tenglamasini  ifodalaydi.

6 .4 .2 . Aylana bo‘ylab harakatlanayotgan nuqtaning tezligi.
Burchak te/lik. Nuqtaning R radiusli aylana bo'ylab harakatini 

qaraymiz .  Bu holda A/ nuqta tezligining son qiymati  quyidagiga 
teng boMadi;

dS
dt R dip

dt (6.4.10)

bunda d S  - Rdcp.

CO ‘‘1’ ( 6 . 4 , 1 I )
d! '

miqdorga R radiusning aylanish burchak tczligi deyiladi .
Shunday  qilib, aylana bo‘ylab harakatlanuvchi nuqta tezligining

miqdori quyidagicha topiladi;
V = R(i). (6.4.12)

Tezl ik  vektori ay lana ur inmasi  bo'ylab, harakat yo'nal ishi 
tomonga yoMialgan boMadi.

6 .4 .3 . Nuqta te/hgining qutb koordinatalaridagi ifodasi
Nuqta radius-vektorini quyidagi ko 'r i ­

nishda yozib olamiz:
(6.4.13)

bunda r'* — radius-veklor bo'ylab yo 'nalgan 
biriik vektor (135-shakl). Nuqtaning harakati 
vaqt ida / vektorning ham modul i  ham 
yo'nal ishi  o'zgaradi ,  y a ’ni r v a  r ” miqdoriar 
vaqtning biror  funksiyasi bo' ladi ,  (6.4,13)



tenglikning ikkala tomonini vaqt bo'yicha difTerensiallab, nuqta tezligi 
uchun quyidagi ifodani hosil qi lamiz:

. d f  
“  dt

d r  ^ -0  

dt
dr
dt r. (6.4.14)

(6.4.14) tengl ikning o ‘ng tomonidagi b ir inchi  qo'shi luvchi 
nuqtaning radius-vektori bo'y lab yo'nalgan vektor boMib, vektorni 
shu vektor yo ‘ nal ishi bo‘ yii^ha o ‘ zgar ishini  xa rakter layd i .  Bu 
qo‘shiluvchiga tezlikning radial tuzuvchisi deyi ladi  va quyidagicha 
yoziladi:

dr  .(>\' - dt (6.4.15)

Endi (6.4.14) tenglikning o ‘ng tomonidagi  ikkinchi  qo'shiluv- 
chini qaraymiz.  r" vcktorni burchakka bu ram iz  ( 136-shakl).  
r" vektorni l\(p burchakka burishdan hosil boMgan A/*'‘* vektor va 
AxS yoy bir xil tartibli kichik miqdodar ,  shuning uchun quyidagi 
munosabatni yozish mumkin:

135-shakt.

lU T l

dS

Af"
A/

bulai^a asosan:

= lim
A/-»(l A/ dt

d ç  = d(p.

i/r'
dt

dcp
dt

Osonlikcha ko‘ rsatish mumkink i ,  biri ik vek torn ing differen- 
siali  shu vektorning o ‘ziga perpendikular boMadi, y a ’ ni r" L d r" .



r"  vektorga рефспс11ки1агqilib biri ik vektorni yo‘nal tiramiz (135- 
siiakl). IJ holda:

i/r" d<f) -it r  , r  , p . 
di dt

S hunday  qilib, (6.4.14) ni o ‘ ng tomonidagi  ikkinchi qo ‘shi- 
luvchi r  radius-vektoriga perpcndikulyar  yo 'nalgan vektor boMib, 
r  vektorning y o ‘nalishining o'zgarishini xaraktcriaydi. r" dan p" 
vektorga o ' t i sh soat mili harakat i  yo 'nal ishiga qarama-qarshi  
yo 'nal i shda am a lga  oshirilsa, yo ‘nal ish musbat, aks holda manfiy 
boMadi.

(6.4.16)

vektorga nuqta tezl igining traneversal tuzuvchisi deyiladi.
S hunday  qilib, (6.4.15) va (6.4.16) munosabatlarga asosan 

nuqtaning tezl igini  quyidagi ko'r inishda yozish mumkin:

V + uV = v;  + V, = r" + /- p" (6.4.17)

Nuqta tekisl ikda harakatlansin va harakat qonuni qutb koordi­
natalar ida ber ilgan bo' lsin, y a ’ ni

r  = r{i)^ (p^(p{t) (6.4.18)
(6.4.17) g a  asosan

V = v; + y^r + v ^ j\
bunda

у^ = гф. (6.4.19)
Tezl ikning moduli quyidagi formuladan topiladi:

(6,4.20)

Shunday  qil ib, nuqtaning harkat tenglamalari qutb koordina­
talarida berilganda, tezlikning moduli (6.4.20) formula bilan topiladi.

6 .4 .4 .  Sek tor ia l  tezlik
M  nuqta quyidagi qonun bo 'y icha harakatlansin:

y - y { 0 ^   ̂ = ^ ( 0  (6-4.21)



1 3 7 - s h a k l .

yoki r  = r { ( ) .  (6.4.22)
Nuqta fazoda harakat langanda uning 

radius-vektori fazoda konus sirtni chizadi.
Bu konus sirtni r ( r„)  va /■(/) radius- 
vektor lar  va nuqta trayektor iyasi  bi lan 
chegaralangan qismi egri chiziql i  sektor 
yuzasini ifodalaydi ( 137-shakl). Sektor yuzasini a  bi lan belgilanadi.

Vaqtning / paytida nuqta r  radius-vektor bilan an iq iangan  M 
holatda,  t \ M  paytda r(/’ 4 A/) radius-vektori b i lan aniqiangan 

holatda bo'lsin (137-shakl).
Sektor yuzasining A/ cheksiz kichik vaqt oral ig' idagi o ‘zgarishi 

Aa bilan uchburchakning yuzasi  bir xil tartibli  cheksiz
kichik miqdoriar bo'lgani uchun Aa ni uchburchakning  yuzasi 
bilan almashtirib olamiz, y a ’ ni

Ac7 = 2 (6.4.23)

Agar Aif ni O nuqtaga qo 'y i lgan  va Ao yuzaga perpendikular  
vektor deb qarasak, bu yuza quyidag iga  teng bo' ladi :

A(T s: S, r  X Ar (6.4.24)-  2
Yuza orttirmasi Act ni unga mos vaqt ortt irmasiga nisbatining 

Af -> 0 dagi l imitiga O m arkazga  nisbatan nuqtan ing sektorial 
tezligi deyi ladi ,  y a ’ni

A c t  d àv'„ = l im
A /  d (

(6.4.25)

(6.4.23) tenglikning ikkala tomonini  A/ga bo' l ib ,  A/ ^  0 da 
limitga o'tkaziladi:

lim 2 A/
lim
A/-»0

r  X
A f

A/

yoki
X V. (6.4.26)

(6 .4 .26)  dan ko'r inib tu r ibd ik i ,  biror  m arkazga  nisbatan 
nuqtaning ikkilangan sektorial tezligi, o'sha markazga nisbatan nuqta 
tezl igining momentiga teng bo ' l a r  ekan.



(6.4.26) dan yana shuni  ko'rish nuimkinki ,  scktoria! tczHk 
inarkazning tanlanishiga bogMiq, yaMii har bir markazga o'zining 
scktorial  tezHgi mos keladi.

(6.4.26) tengl ikning har  ikkala  tomonini dekait koordinatalar 
s istemasi o'qlar iga proyeksiyalab,  scktorial tezl ikning koordinata 
o ‘qlar idagi  proyeksiyalari topiladi.  Buning uchun (6.4.26) tenglikni 
quyidagi  ko'rinishda yozish mumkin:

2v- = 2
( i d
17 rx\'

i j  k 

X y  Z 
X ÿ i

Bundan

= 2 (í-A-r), = y i -  o>; 

= 2 (hcv), = zx -  xz; 

( rxv) ,^=xy-yx

(6.4.27)

hosil boMadi.
(6.4.27) formulalardagi dcr^ lar J a  yuzaning

mos ravishda (xy),(>’̂ ) va ( ^ )  tekisliklardagi proyeksiyalari .
Agar  nuqta tekisl ikda harakatlansa va harakat qonuni qutb 

koordinatalar ida berilgan boMsa, í/aelementar yuzani quyidagicha 
yozish mumkin (137-shakl) :

d a  = S.OMM\

Bu tenglikning ikkala tomonini t//ga boMib, sektorial tezlikning 
son qiymat i  uchun quyidagi  formulani hosil qi lamiz:

d(T
dt

1 „2 d(p
2 dt ' (6.4.28)

bunda  {p — qutb burchagi.



6 .5 . N uqta tezlig in i to p ish ga doir m asa la la rn i y ech ish  
bo‘y icha u s lu b iy  tav s iy a la r . 

M a sa la la r

Nuqta tezligini topishga doi r  masalalarni  quyidagi  ta i t ibda 
ycchish tavsiya etiladi:

1. Masalalarni  ycchish uchun tcgishli koordinatalar  s istemasi 
tanlanadi.

2. Masalaning berilgan shart lar idan foydalanib,  nuqtan ing 
harakat tenglamalari  tuziladi.

3. Harakatning berilish usul iga qarab, tcgishli formula lardan 
foydalanib, nuqtaning tezligi topiladi .

t - m a s a l a .  (M.B.Mcni ' iepCKHM 1 1 .3 ) .  N u q ta  jc=2cost ,  
>’=4cos2t (.X, y  — santimctriar, t — sckundlar hisobida) tcng lama-  
larga muvofiq lissaju figurasini chizadi .  Nuqta Ov’ o 'q ida bo' lganida 
tezligining miqdori bilan yo 'nal ishi  topilsin.

Yechish. Nuqta Oy o‘qida b o ig a n  paytda .v = 0 bo iad i .  Berilgan 
tenglamalardan:

7Ï
cos/ 0; _>/ = — + 7T/7, n eZ .

Endi tezl ikning koordinata o 'qlar idagi  proyeksiyalari topiladi:

 ̂ X  ̂ ~2 sin /, \'j, = ÿ  = - 8 sin 2/; v -  \/4sin^ / + 64sin^ 2t.

1 )  ̂ ^ 2 b o i g a n  paytiar uchun

= - 2  , Vy -  0 , V -  ^ v ;  + = 2sm / î ;

COSÎJC,^^) -  ^ -  i, cos(y,^vO ^ = 0 .V 2 i’

2) / = + 27T«, /leZ. b o i g a n  paytiar uchun

-, .S7fi n sm
V ,  = 2  ^ 0 , V = 2 S



A V' 2 A l ' '
c o s ( . r ,  v )  = —  = -  = 1, COS(>’, v )  ^  -  0 .

V 2 V
2-masala .  Vertikal yuqoriga otilgan M nuqta qarshiliksiz muhil- 

da quyidagi tenglamaga muvofiq harakatlanadi;

bunda v,| va g — o 'zgarmas  koeffitsientlar.
Nuqtaning tezligi, eng katta ko'taril ish balandligi  va eng katta 

balandl ikka ko‘taril ishga ketgan vaql topilsin.
Yechish. Tezl ikning vertikal o'qdagi proyeksiyasi topiladi;

' x  =  *  =  ' I ,  -  g t -  ( b )

(b) tenglamadan ko ‘ rish mumkinki ,  / = 0, == v,,. Demak, 
tez l i kn ing  bosh lang ‘ ich paytdagi  proyeks iyas ining qiymat ini  
ifodalar  ekan.

Nuqta eng katta balandlikka chiqqan paytda uning tezligi nolga 
teng b o ia d i ,  y a ’ni

r ,  -  0 .
Bundan

7" = 2-1
g '

Eng katta balandlikni topish uchun 7’ ning topilgan qiymati 
nuqtaning berilgan harakat tenglamasiga qo'yi ladi;

H -  Vn  — Vn---------
” K 2 2^

3~ma.sala. M moddiy nuqta boshlangich tezlik bilan vertikal 
yuqoriga otildi. M nuqta eng kaUa balandlikka koiar i l ib ,  qaytishda 
y o in in g  o'rtasida uchrashishi uchun birinchi nuqta otilgan joydan 
ikkinchi A/, nuqtani qanday v', < boshlangich tezlik bilan otilish 
kerak.

Yechish. Vertikal yuqoriga otilgan nuqta qarshil iksiz muhitda 
quyidagi  tenglamaga muvofiq harakat qiladi;



bunda nuqtaning boshlangMch tezhgi ,  g — erkin lushish tcz la -  
nishi.

Oldingi masalada birinchi nuqtaning eng katta balandligi topilgan 
edi, ya'ni

(a)

Yuqoridan paslga vertikal ha raka l l anad igan  birinchi nuqta  
uchun boshlang' ich tezlik nolga teng,  y a ’ ni Vj, ^ 0. Uning har aka l  
tenglamasi quyidagicha bo'ladi:

^1 - ^ .  (b)

V, boshlang' ich tezlik bilan yuqoriga vertikal otilgan nuqtan ing 
qarshiliksiz muhi ldagi harakat tenglamasi  quyidagicha bo' ladi :

d(]
(c)

Masalaning shartiga ko'ra
(b) va (c) tenglamalarga asosan:

(b) tenglamadan:

—  -  ^  \ 
4 g ^  2 ' ^ ^ 7 2 -

Masalaning shartiga ko'ra t̂  =  Bunga asosan (e) ni (d) ga  
qo'yamiz:

2 :>
' ' a  V „  V

=  V .

4^ g ^ 2  4 g  ■
Bundan:

. , =  0̂



4 -m asa l a  (И .В .Мсшчерский 11.4).  OÀ
kr ivoship со o'zgarmas burchak tezlik bilan 
a y l a n a d i .  K r iv o s h ip -p o lz u n l i  m ex an iz m  
shatuni  o ‘ rtasidagi M nuqtanii ig tezligi va 
po lzunn ing  tezligi vaqt funksiyasi  sifatida 
topilsin;  ОА=АВ~а.

Ycchish. A/nuqta va 5[X)lzunning kœrdi-
nata lar i  topiladi .  AOÀB  teng yonii boMgani uchun Z B ^ (p ,
CD^DB.

IJS-shakI.

Shaklga asosan:
OA= AO cos (p + coscp,

Уг
OA

Sin (p

yoki

A'./ = ^acosû)t,
(0)

{a) tenglamalardan:

V'a/x = ^ m  -- = y ^ i  = ^(KÙCOSCOI.

Endi tezl ikning modul i  topiladi:

'-M =  •¡'’Ш +  vh, =  "i«V8sin^ffl/ +  1.

Xuddi shunday

Afl -  l a  cos (0 1 = Xf) -■ -2aco  sin cot

Ув
B nuqta tezl igining moduli

= x/>'L + -  2acosino)t.
5-masala  (И .В .М сшчерский 11.9).  Radiusi  R = \m boMgan 

elektrovoz gMIdiragining o 'qidan a ~ 0 ,5m nar ida yotuvchi nuqta-



sining harakat tenglamalari va trayektoriyasi  aniqlans in.  G'i ld irak 
gorizontal va to'g'r i  chiziqli yo'Ida s i rg 'anmasdan g ' i ld i r ab  boradi ;  
gMldirak o 'q ining tezligi u IOw/.v. O xo 'q  rels bi lan ustma-ust  
tushadi,  Oyo 'q  nuqtaning boshlangMch pastki holatidagi radiusga 
mos keladi, Shuningdek,  g ' i ld i r akning  shu nuqta yotgan diametr i  
gorizotal va vertikal holatni cga l lagan  paytlarda nuqta tez l ig in ing 
qancha boMishi aniqlansin.

Yechish. BoshlangMch pay lda  g ' i ldi rak bilan relsning urinish 
nuqtas ining koordinatalar boshi deb ohb, x  o'qni rcis bo 'y lab ,  y  
o ‘qini vertikal bo'ylab yoMialtiramiz. G’ildirak Q nuqtasining ixtiyoriy 
t paytdagi holati aniqlanadi.  G' i ld irak markazi gor izontal  to ‘g ' r i  
chiziq bo'y lab tekis harakat qi lgani uchun

C(|C = Vŷ f -  10/
CA\\Cft bo' lganligidan / vaql ichida g ' i ld i rakning o ‘z o ‘qi 

atrofida ay lanishdan hosil bo ' l gan  burchakni ZQCA -  ip bi lan 
belgilanadi.

(> nuqtaning koordinatalari topiladi;
xQ  -  OB, yQ  -  QB

bo'ladi.
O B ^ O A -B A ^ Sß-SE , QB-^QE^EB,

yoki
.Vy = 10r - Œ ,  y^,^-^R + QE.

AQEC  dan:
QE = i/sin(i) -  90") ^ -iïcos<;^,

EC = i7C0s(ç? -  90") = a sin cp



Bularga asosan
Xq = 10/ ~ ûsin (p,

- R ~ a  cos Ç). '  '
Endi (p burchakni t n ing funksiyasi ko ‘ r inishida topiladi.  

G ’ i ld irak yoMda s irg‘ anm asdan  yumalagani  sababli .  OA = R(p 
OA=C^f2^\Ot. Nati jada

Rip -- 10/.
A

Buni (i"/) tenglamalariga qo‘yib, nuqtaning harakat tenglamalari 
topiladi;

x Q ^  10/—'0,5sinl0/, 
y Q ^  1—0,5cosl0/.

Endi nuqta gorizontal va vertikal diametrda yotgan holatlar 
uchun  tezliklar topiladi;

1. Nuqta gorizontal diamctriarda yotgan holda;
n  3; r

p  - 2 ; -  2

bo' ladi.  (b) tenglamalardan vaqt bo'yicha hosilalarni olib, tezlikning 
koordinata  o ‘qlaridagi proyeksiyalari  topiladi, y a ’ni

- 1 0 - 5  COS 10/, V',. - ^ 5s in 10/.

^  10/  ̂ 2 bo' lgan paytda - 10w/.v, = 5m / 5.

Tezlikning moduli v' = l , 1 8 w / 5 ga teng ekani kelib

chiqadi .  (p ^ bo' lgan paytda

va

V  -  1 0 / 7 7  /  .V, V = -5m  j  s

 ̂ ^ y f ' J  + '"'T ^ 11, 18/TÎ / i'.

2) Nuqta vertikal d iametrda yotgan holda; 
(p = 0; (p = 7t boMadi.
(p =  0  boMgan paytda:



- 5m / s ,  Vy -  0, I' t v'J - 5/7}/ .V

(p = 71 boMgan pa\1 da:
- -1 5 / 7 7 / 5 , - 0  v a  V 15/77/.V.

6-niasala (M.B.MeiiPiepcKHM 11.12).  Nuqta bir vaqtning o ‘zida 

JC --= Aye '” cos(^/ + £) .>'  Ae~'” sin(^/ -f /;) tenglamalarga asosan 
o‘zaro perpendikular soMiuvchi tebranishlarda ishtirok etadi.  Nuqta 
tezl igining dekart va qutb koordinatalar idagi  proyeks iya lar i  va 
sl iuningdek,  nuqta tezligining moduli  aniqlansin,

Yechish. Nuqta tezligining dekai l  koordinatalari  o 'qlar idagi  
proyeksiyalari topiladi:

i\ -  X  =  -A he~ '"  co s (A 7  + i : )  -  Ake~^‘ s i w i k t  + e )  =

^ {hcos{kt +- e) + ks\n{kr + ¿-)),
v'j, = ^ ~Ahe^^ '  sin(A:/ + /;) i Ake '^ ’' cos(/:/ e ) -

Ae~ '̂ [k cos(^/ + r )  -  /i sin(A7  ̂f ) ) .
Benlgan tenglamalardan:

r  = yfx^ -f y^ Ae~'” , (p kt + V ■
Endi tezlikning qutb koordinatalaridagi proyeksiyalari  topiladi:

^ r -- - A h e  '^', r(p -- Ake~*’' .

Tezlikning moduli:

V = + r̂ (p̂  -  yfh~ + k'  ̂Ae~’'̂  - /'V/i  ̂ k^ .

M ustaq ii ishlash uchun savol va topsh iriq iar

/. Nuqta tezligi q u n d a y  a n iq la n a d i?
2. Nuqta t ez l ig in in g  d ek a r t  k o o r d in a ta la r i  s i s t e m a s i  o ' q l a r i d a g i  

p ro y ek s iya la r i ,  y o 'n a l i sh i  va m odu l i  q a n d a y  top i lad i?
3. Tabiiy k oo rd ina ta la r  s i s t em a s id a  nuqta tez lig i q a n d a y  to p i la d i?
4. Qutb koo rd ina ta la r  s i s t em a s id a  nuqta  tez lig in ing  p r o y ek s i y a la r i  va 

m odu l i  q a n d a y  top ilad i?
5. Nuqtaning sek tor ia l  tezligi d e g a n d a  n im an i tu shuna s iz ?



Muammoli m asala va topshiriqiar

1. Nuqta X -  2 cos /, = 4co52/( jc , >’-santimelrlar,  /-sckiind- 
kir hisobida) tenglamalarga muvofiq lissaju figurasini chizadi. Nuqta 
Oy o ‘ qda boMganida tezl ikning miqdori bilan yo'nal ishi topilsin.

2.  OA kr ivoship co o 'z ga rm as  
burchak  tezl ik bilan ay lanad i .  Kri­
voshi p-polzunli  mexanizm shatuni-  
ning o'rtasidagi A/nuqta va polzunning 
tezligi vaqt funksiyasi sifatida topilsin;
O A ^ A B ^ -a .

3.  O'qi gorizont bilan 30" burchak 2-mcisaia. 
tashkil qi lgan to'pdan 500 m/s tezlik bilan snaiyad otiladi. Snar>'ad 
taqat g= 9 ,8 l  m/s^ og' ir l ik kuchi tezlanishiga ega deb faraz qilib, 
uning tezlik godograti va godograf chizuvchi nuqtaning tezligi 
topilsin.

4 .  M nuqtaning harakal tenglamalari  si l indrik koordinatalar 
sistemasida r  -- o, cp -- kt, z -  vt koVinishgaega. A/nuqta tezligining 
si l indrik koordinatalar sistemasidagi proyeksiyalari, tezlik godogra- 
i'mi chizuvchi  A/j nuqtaning harakat tenglamalari  va A/j nuqta 
tezl igining proyeksiyalari  topilsin.

5. A/nuqta aylana bo'ylab r  -  2a cos ^ tenglamalarga 
asosan harakatlanadi {r,<p ■— qutb koordinatairi). M nuqta tezligining 
qutb koordina ta lar  s istemasi o'qlar idagi  proyeksiyalari ,  tezlik 
godograf ini  chizuvchi A/, nuqta harakat tenglamalari  va A/, nuqta 
tez l igining proyeksiyalari topilsin.

6 . Nuqtaning to‘ la tezligi 20 m/s, radial tezligi 10 m/s bo'lsa, 
uning  transversal tezl igini toping.

7. Nuqtaning harakat tenglamalar i (p = t, r  = t̂  ko‘ rinishda 

beri lgan. ^  = 180" bo' lgan paytda nuqtaning qutb radiusini toping.
8 . N u q tan in g  ha r aka t i  qutb koord ina t a l a r ida  ber i lgan :

(p = t^, r  = 0,5/^. Qutb burchagi  <p = 2 ,25  rad. bo' lgan paytda 
nuqtan ing radial tezligini toping.



9. Nuqtaning harakati tenglamalar  bilan berilgan. i — 2c bo' lgan 
paytda nuqta tezligining modulini toping.

10. Nuqta tekislikda harakatlanadi .  Nuqtaning qutb burchagi

(p = 0,3/. = 0 ,4 m / s  va /„  ̂ 0, 0 bo ‘ lsa, qutb bu rchag i

3 rad, ga yetgan paytda qutb radiusini toping.
11 .  N u q tan in g  harakat t e n g l a m a l a r i  x-- l^, y  = sin ;r/, 

Z  = cos 7TÎ ko‘rinishida berilgan. / = le bo' lgan paytda nuqta tezligi­
ning moduli topilsin.

12. Nuqtaning tezhgi v = 0,2/ tenglama bilan beri lgan.  /,,= 0 
da 0 bo ‘ lsa, nuqtaning / = 10c boMgan paytdagi 5 e g r i  chiziql i  
koordinatasini toping.

13. Nuqtaning harakati JC=3/^  y  = 4i^ teng lamalar  bi lan 
beri lgan.  / , = 0  da 5 ,̂= 0 bo ‘ l ib, nuqta koord inataning musbat  
yoMialishi bo'ylab harakatlanadi deb olib,  egri chiziqli  koordinata  
S =  1 lOm boMadigan /vaqtni toping.

14. Nuqtaning harakati x  3cos/, y  = 3sin/ tenglamalar  bi lan 
berilgan. /,=0 da iSJ|= 0 deb olib, nuqtaning egri chiziqli koordinatasi 
m boMadigan / vaqtni toping.

15. Nuqtaning harakat tenglamalar i  x=2/, y=3t, z=5t ko ' r i ­
nishda benlgan. /, = 0 da = 14 m deb o l i b , /= 10c bo' lgan paytda 
nuqtaning 5e g r i  chiziqli koordinatasini  va tezligini toping.

6 .6 . M oddiy n uq tan in g  tez lan ish i

Trayektoriya, urinma, norm al, binormal, urinma tekislik, 
normal tekislik, yopishma tekislik, egrilik, egrilik radiusi, tezlanish, 
urinma va normal tezlanish.

Moddiy  nuqtaning harakat qonuni  vektor yoki koordinata  
usulida beri lgan bo'lsin, yaMii

/■■ = /■■(/) yoki x=x{t), y^y{t), z.=z{t). (6 .6 . 1)

Moddiy nuqta (6.6.1) qonun bo' y icha  harakatlanib,  vaqtning 
biror / paytida A/holatda va tezl igi v = v (/ ) ,  t + Ai pay tda M'

holatda va tezligi i7‘ =i7‘(/ + A/) boMsin (140-shakl ).  ÿ' vektorni



o‘z-o ‘ziga parallel ravishda Л/nuqtaga ko'chi- 
ramiz  (140-shakl).  U holda i 7 - v '  = A v ,  
bunda  A v  — tezlikning At vaqt ora l ig' ida 
er ishgan orttirmasi. A v  ning At nisbati 
nuqtaning Д/ vaqt oraligMdagi o ‘rtacha tezla­
nishi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

140 -M I.  (6 .6 .2)

ц/‘ o ‘ riacha tezlanishining Л/-> 0 dagi limitiga nuqtaning berilgan 
t paytdagi  tezlanishi deyi lad i ,  y a ’ni

И> = l im = ‘‘i  , (6.6.3)
Д? d i  '' '

yoki tezlikning ta ’ riflga asosan:

Shunday  qilib, nuqtan ing tezlanishi vektor kattal ik bo ‘ lib, 
tezl ik vektoridan vaqt bo 'y ic ha  olingan birinchi tartibli hosilaga 
yoki radius-vektordan ol ingan ikkinchi tartibli hosilaga teng ЬоЧаг 
ekan.  yoki Av vektor A/r urinmani qaysi tomonida yotsa, 
[V tezlanish vektori ham  o ‘sha tomonda yotadi ,  shuning uchun 
u h am m a  vaqt t rayektor iyaning botiq tomoniga qarab yo 'nalgan 
boMadi.

Nuqta trayektoriyas ining M r urinmasi va A/' nuqta orqali 
o ‘ tuvchi tekisl ikning A/‘ nuqta M nuqtaga int i lgandagi  l imitik 
holat iga trayektoriyaning Л/nuqtasidagi yopishma tekisligi deyiladi. 
Egri chiz iq tekis egri ch iz iqdan iborat bo‘ lsa, uning yopishma 
tekisligi egri chiziq tekisl igining o'zi bo'ladi.

(6.6.3) tenglikka asosan \V vektor ^  vektor yotgan tekisligi­

ning Д/ 0 dagi l imit ik  tekisligida yotadi. Demak,  tezlanish 
vektori W  yopishma tekisl ikda yotib, trayektoriyaning botiq to­
monga qarab yo 'nalgan bo' ladi .

Nuqta radius-vektori quyidagi ko'rinishda yoziladi:



r  -  x i + y j + zk.
Bu tenglikning ikkala tomonini ikki marta vaqt bo 'y icha  diiTe- 

rensialianadi:

Bundan
(ii^ (Jt̂  dt^

ti/ . . .  d^y .. , , ,  d^x.

tezlanish vektorining moduli

W = J w f T w f T w J  = + f  + z \  (6.6.6) 
yo‘ naltiruvchi kosinuslari

c o s ( i ÿ , " x )  -  ^  , cos(I-K,V) -  , cos(W>,"z) --- (6.6.7)

(6.6.5) tenglikka asosan, tezlanishning koordinata  o ‘qlaridagi 
proyeksiyalari mos ravishda nuqta koordinatalaridan vaqt bo‘y icha 
ol ingan ikkinchi tartibli hosi lalarga teng boMar ekan.

Agar nuqta to‘g ‘ ri chiziqli harakatda bo'lsa, koordinata o 'q la r i ­
dan bittasini, masalan x  o 'q in i  harakat to'g'r i  ch iz ig ' i  bo'ylab 
yo'nalt ir i ladi u holda nuqta tezlanishining proyeksiyalari

H/ = X, Wy  ̂ 0, IV, -  0 .

bo'ladi.  Tezlanish vektori x  o 'q i  bo'ylab yo harakat yo 'nal ishi  bilan 
bir xil yoki harakat yo 'nal ishiga qarama-qarshi  yo 'n a lg an  bo' ladi.

Agar  [V vektorning yo 'nal i sh i  v vektor bi lan bir  xil bo' lsa, 
harakat tezlashuvchan, qarama-qarshi  yo 'nalgan bo' lsa ,  harakat 
sekinlashuvchan bo'ladi.

6 .7 . D ifferensial g eo m etriyad an  b a ’zi m a ’ lu m o tla r

1. Tabiiy uchyoq. Nuqta trayektoriyasining A/va A/' nuqtalari- 
dan o'tuvchi to'g'ri  chiziqning A/' nuqta A/ nuqtaga inti lgandagi 
l imitik holatiga trayektor iyaning A/nuqtasidagi ur inmasi  deyi ladi .  
M nuqtada egri chiziq ur inmasiga perpendikular  to 'g ' r i  chiziqqa



egri ch iz iqn ing  A/nuqtadagi normali  deyiladi. Bu ta'rifga asosan M 
nuqtada egri chiziqqa cheksiz ko ‘p normallar o'tkazish mumkin. 
Bu no rm a l l a rn in g  ham m as i  M  nuqtadan o ' tuvchi  u r inmaga  
perpendikular  tekishkda yotadi .  Bu tekishkka egri chiz iqning M 
nuqtasidagi nomial  tekisligi deyiladi .  Egri chiziqning M nuqtasidagi 
uzinma tekisl igida yotuvchi normaliga uning bosh normali deyiladi. 
Shunday  qil ib, A/nuqtadagi ur inma tekislik bilan normal tekislik 
egri chiz iqning bosh normali bo'ylab kesishar ekan. Egri chiziqning 
M  nuqtas idan o'tuvchi uz inma tekislikka perpendikular bo' lgan 
normalga A/nuqtadagi binormal deyiladi.

Egri chiziqning M nuqta.sidagi urinma bo'ylab yo 'nalgan biriik 
vektorni r "  bi lan, bosh normali  bo'ylab yo'nalgan biriik vektorni 
n" bi lan va binormal bo'y lab yo 'nalgan biriik vektorni b" bilan 
be lg i laymiz  (141-shakl).  Bu vektoriar orqali quyidagi tekisliklar 
o'tadi :  ( f ” , «'*) uzunma tekisl ik,  (/i‘‘ , b") normal tekislik va
(/;", t " )  ur inma tekislik. i■ 0 Ai" va /)" vektoriar uchta o'zaro
perpendku la r to ‘g ‘ ri burchakli  uchyoqni hosil qiladi. Bu uchyoqqa 
tabi iy uchyoq  deyiladi .  Bu tabi iy uchyoq A/nuqta bilan birgalikda 
haraka t lanadi .  Tabi iy  uchyoqdan  tashkil topgan koordinatalar  
s istemasiga tabi iy koordinatalar  sistemasi deyiladi.

2 . E gri chiziqning e g r ilig i va cgr ilik  rad iu si. M nuqta 
trayektor iyas in ing bir-biriga ju d a  yaqin A/va A/' nuqtalaridan A/r 
va A/' r u r inm a la r i  o'tkazi ladi .  Urinmalar  orasidagi burchakni A9 
bilan, yoy uzunligi A5"bi lan belgilanadi (142-shakl).

A0 *

Quyidagi  —  = k nisbatga egri chiziqning A/Af qismidagi
AlJ

0 ‘ rtacha egriligi deyiladi. O'rtacha egrilikning a 5  ^  0 dagi limitiga



(agar mavjud boMsa) egri chiziqning M  nuqtadagi  egrihgi deyiladi 
y a ’ ni

Hm
A(5

lim
M) do -  k. (6 .7 .1)\.v-»() \S dS

0 burchakka egri chiziqning siljish burchagi deyiladi .  Siljish burchagi 
egri chiziqning har  xil nuqtalar ida har xil bo ‘ ladi.  Egri chiziqning 
berilgan nuqtasidagi egri l igi ,  elementar silj ish burchagini  e l emen­
tar yoy uzunl ig iga nisbatiga teng, y a ’ni

, do
k (6.7.2)

R radius li  a y la nan ing  egr i l ig i  top i ladi  
(143 -shak l ) .  A/va A/' nuqta lardag i  u r i n ­
mala r  oras idagi  si l j ish burchagi  dQ, a y l a -  
naning unga mos markaz iy  burchagiga teng,  
shuning uchun

dS -  RdO
boiad i .  U holda

¡43-shakl.

do do _ 1 
d S  RdO ~ R ■

Demak,  ay lananing egriligi o ‘zgarmas b o i ib ,  ay lana radiusiga 
teskari miqdor ekan. Ixtiyoriy egri ch iz iqning egril igi umuman 
olganda o‘zgaruvchi miqdordir. Egri chiziqning berilgan nuqtasidagi 
egrihgiga teskari miqdorga egri chiziqning shu nuqtasidagi egril ik 
radiusi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

k ^  do'
3. Biriik vektorning differensiali. ¿i*’ biri ik 

vektorning difTerinsialini qaraymiz. Bu vektorni 
o ‘z-o ‘ ziga skalar ko‘paytir i ladi , y a ’ni

c f  -  1.
Tenglikning ikkala tomoni vaqt bo ‘y i cha  

differensiallanadi:

(6.7.3)



dâ:() dâ'
-  ü yoki 2 à" -  0

dt dt dt 
D em ak ,  b ir i i k  vektorning differensial i  vektorning o ‘ z iga 

perpendikular  bo ‘ lar ekan.

144-shakldagi  va miqdoriar  bir xil tartibli cheksiz

kichik miqdoriar  b o ig a n i  uchun A5 «  Aj *’ . Bunga asosan:

A«'* à(p = Aç (6.7.3)

144-shakldagi uchburchakdan:  

Aip

Art Aç ■ Bu tengl ikning ikkala tomonini
Y

At ga b o i ib .  A/ 0 nda ( A<p -> 0 ) l imitiga o ‘tamiz:
A(p

bundan

Ai"
lim
A i - » ( )  A/

S i n

l im ^\i-*Q
A<p

A i

dâ̂ d(p
dt dt

yoki dà:cO = d(p . (6.7.4)

6 .8 . H a rak a t i tab iiy  usutda berilgan  
nuqtan ing tez lan ish i

A gar  n uq tan ing  ha raka t i  t ab i i y  usu lda 
beri lgan b o i s a ,  (6.4.3) va (6.4.4) formulalarga 
asosan uning tezligi

V m v^f" = vf*\ (6-8.1 )
ko'rinishda tasvirlanadi, bunda v = = S  tezlik 
vektorining M f  o ‘ qdagi proyeksiyasi. (6 .8 . 1) 
tenglikning ikkala tomoni vaqt bo‘yicha differen- 
siallanadi:



, • dv dv  ,() d fIV = —  = — r + -----------V . ( 6 .8.2)
dt dt dt

( 6 .8 .2) formulaning o 'n g  tomonidagi  b ir inchi  qo\shiluvchi

dt
r trayektoriyaning ur inmasi bo'ylab yo‘nalgan vektomi ifoda­

laydi,  shuning uchun unga tezlanishning ur inma ( tangensia l )  tu­
zuvchisi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

= — r".
' dt

Ikkinchi qo‘shiluvchini qaraymiz.  Biz bi la- 
mizki, biriik vektorining differensiali uning o'ziga

pcpcnr i ikular .  Demak,  vektor f' '  vek­

torga perpendikular bo' l ib, bu vektor a?" bosh 
normal bo'ylab yo 'nalgan va uz inma tekislikda 
yotadi.

(6.8.3)

I45~shafil.

W

(6.7.4) formulaga asosan

df" do

147-shak l

df^'

bunda
dS
dt

dt dt
do

= do va df̂  ̂ = do n̂ \ natijada

do _ do dS _ V 
dt dS dt p

= r
dS p

dr
radiusi. Shunday qilib, ----- trayektoriyaning bosh normali  bo'y -

d t



lab y o ‘na lgan  vektorni i fodalaydi .  Unga tezlanishning normal 
tuzuvchisi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

(6.8.4)

(6 .8.3)  va (6.8.4) ifodalarga asosan (6.8.2) formula quyidagi 
ko'rinishga keladi:

= + (6.8.5)at p
(6 .8.3)  va (6.8.4) formulalarga asosan tezlanish vektorning 

tabi iy koordinata lar  sistemasi o'q laridagi  proyeksiyalari

= = IV. ^-0 ( 6 .8 .6)

bo iad i .  Tezlanish vektorining moduli  quyidagicha topiladi: 

iV  ̂ =
dt P

(6.8.7)

W  tezlanish vektori bilan bosh normal orasidagi burchak quyi­
dagiga teng:

(6 .8 .8 )

S h un day  qilib, agar nuqtaning harakati tabiiy usulda berilgan 
b o i s a ,  (6 .8 .6 ), (6.8.7) va ( 6 .8 .8 ) formulalar  yordamida nuqta 
tez lanishining proyeksiyalari ,  moduli  va yo'nal ishi topiladi.

Tezlik vektori v- va tezlanish vektori laming proyeksiyalariga 
qarab, quyidagi  hollar bo i i sh i  mumkin:

Agar V' = va miqdoriar bir xil ishoraga ega bo isa ,

nuqtaning harakai i  tezlanuvchan (147- a shakl),  har xil ishoraga 
ega b o i s a ,  harakat sekinlanuvchan (147- b shakl) bo iad i .

Agar beri lgan paytda --0  (bu hoi nuqta tezligi maksi­

mum yoki minimumiga er ishganda sodir bo iad i )  bo is a ,  nuqtaning



tezlanishi  shu paytda bosh norm a l  bo 'y lab  y o 'n a l g a n  boMadi

(It/ =r , fi -  0 ). Agar  IV̂  0 shart biror vaqt ora l ig ' ida  
bajar i l sa ,  u holda tezl ikning son qiymat i  bu vaqt oral igMda 
o'zgarmaydi  va harakat egri chiziql i  tekis harakat boMadi. Bu holda 
tezlanish vektori butun vaqt oraligMda bosh normal bo ‘y l ab  yoMial­
gan boMadi.

,2

Agar vaqtning berilgan payt ida  ^ 0  boMsa, shu paytda

nuqtaning tezlanishi urima bo 'y lab  yo 'naladi  {U/ = IV̂  ̂ /i = 90“ ). 
Bunday hol yo nuqtaning tezligi shu paytda I
nolga teng bo' lganda (nuqta shu paytda harakat M ^   ̂
yo'nal ishini  o'zgartiradi),  yoki harakatlanuvchi f  
nuqta trayektoriyaning egilish nuqtasida bo' lgan- ' 
da ( p  = m) sodir bo' ladi (148-shakl ) .  mx- m i .

2

Agar nuqta harakatda boMib, = —  = 0 shart biror  vaqt
P

oral ig' ida bajarilsa, nuqta shu vaqt oralig' ida to‘g'ri chiziql i  harakat 
qiladi.

Agar  biror vaqt oralig' ida nuqtaning to' la tezlanishi nolga teng 
bo' lsa,  ( t ÿ  13 0 ) bu vaqt oraligMda W, = 0 bo' l ib ,  nuqta
tanlangan sanoq sistemasiga nisbatan to'g'ri chiziqli tekis harakatda 
bo'ladi.

6 .9 . N uqtaning te k is  va tek is  o‘zgaruvch an  
h a ra k a t i

Agar butun harakat davomida  nuqtaning tezligi o 'zgarmasa,  
y a ’ni V v̂  ̂ = const bo'lsa, nuqtaning bu holdagi haraka t iga egri

d S
chiziqli  tekis harakat deyiladi .  - j j -  -  v,, yoki d S  = \\̂ dt tenghkm

integrallab, egri chiziqli tekis harakat qonunini topish mumkin,  
y a ’ ni



blinda iSJi — nuqtaning bosh lang ich  masofasi.
Agar  butun harakal davomida nuqtaning ur inma tezlanishi 

o ' zgarmasa ,  y a ’ni a = const bo isa ,  nuqtaning bu holdagi
dv

harakat iga egri chiziqli tekis o'zgaruvchi harakat deyi ladi .  —  = (i
dt

yoki d v  = adt tenglamani integrallab, nuqta tezl igining o'zgarish 
qonuni  topiladi;

V = + at, (6.9.2)

bunda  v,, — nuqtaning bosh lang ich  tezligi. ^  tenglikni 
e' t iborga olib, ( 6.6 .22) quyidagicha yoziladi:

^ 1̂} + yoki dS  = (v,| f ot)dt.

Bu tenglikni integrallab, egri chiziqli lekis o‘zgamvchan harakat 
qonunini  topish mumkin,  y a ’ ni

^  = + (6.9.3)

Agar harakat to‘g ‘ ri chiziqli  va Ŵ =i7=fo/75/bo isa ,  nuqtaning 
bunday harakatiga to‘g ‘ ri chiziqli lekis o'zgamvchan harakat deyiladi:

dv
dt

demak.
dxV' = w,, + at, V = = V,, + at. " dt ”

Bundan to‘g ‘ ri chiziqli tekis o ‘zgamvchan harakat qonuni topiladi:

X -  + V,)/4-^ . (6.9.4)

6.10. Aylana bo'ylab harakatlanuvchi nuqtaning 
tezlanishi

A gar  nuqta R radiusli  ay lana bo'ylab harakatlansa,  nuqta 
tezl igining miqdori quyidagicha topiladi:

V = R(o.



Bu tengl ikning ikkala tomonini  vaqt bo' y icha difTerensiallab, 
nuqta ur inma tezlanishi topiladi:

bunda
dt

d ( o

d t

dt

d i  d(p 
dt l  dt

( 6 . 1 0 . 1)

d̂ <p
~dt^

miqdorga R radiusli ay lana bo ‘ y lab harakat 
qiiayotgan nuqtaning burchak tezlanishi deyiladi.

Endi nuqtaning normal tezlanishi topiladi. 
Biz ko 'rgan edikki ,  aylananing: c-irilik radiusi 
shuning uchun (149-shakl)

-
ü)̂ R-

R R 
Tezlanish moduli

(6 .10.2)

¡49 -shak l.

(6 .10 .3 )IV - R^Je ' + ( ? .
[V tezlanish aylananing radiusi bilan hosil q i lgan yi burchak  

quyidagicha topiladi:
IV, e

( 6 . 1 0 . 4 )
K  0̂̂

Agar y const bo ‘ lsa, nuq tan ing  ay l ana  bo 'y l ab  haraka t  
tezlanishi ay lana radiusi bo'ylab yo 'na lgan bo' ladi va

dv
W.

dt
=  0 .

6 .1 1 . N uqta tez lan ish in ing qutb k o o rd in a ta la r id ag i 
ifo dasi

Nuqta tekis egri chiziq bo'y lab harakatlansin va harakat qonuni  
r  = r{t) ko'rinishida berilgan bo' lsin.  (6.4.17) formulaga asosan:

dt dt



dv
~di

IV d^r d rd r'  
r  +

dr dt dt
dr d(o d (p .(I d(p dp̂  + ------ - p r — ^  p 4 r  ̂ '

( 6 . 1 1 . 1)

dt dt dt^ dt dt

d ^
dt

vektorning moduli va yo'nalishi topiladi.

ISO-shakt.

p'̂  b ir l ik  vektor boMgani uchun dp  ̂ 1  p'̂  

bo'lib, p" vektordan dp" vektorga o ‘tish uchun 
vektorni soat niiliga teskari yo 'nal ishda 90° ga 
bur ish kerak (150 -shak l ) ,  undan  tashqar i

dp" -  dip . Natijada

dp

Shuningdek,
dt

dr"

dip_.,,
d t

d<P

dt dt
(6.11.2) va (6.11.3) ni (6.11.1) formulaga qo ‘yi ladi:

.2

(6.11.2)

(6.11.3)

d^r
dt‘

-  r dip
~di

r" + d'if) dr d(p r —^  + 2 
dt^ dt dt (6.11.4)

(6 .11.4) formulaning o 'ng tomonidagi birinchi qo'shiluvchi nuqta­
ning radius-vektor i bo ‘ y lab yo 'nalgan vektorni ifodalaydi .  Bu 
vektoi^a nuqta tezlanishining radial tuzuvchisi deyiladi va quyidagicha 
yoziladi:

d^riV.
di'

dcp 
dt ,

„■II
(6.11.5)

Ikkinchi qo'shi luvchi nuqta radiusiga perpendikular  yo'nalgan 
vektorni ifodalaydi.  Bu vektorni nuqta tezlanishining transversal 
tuzuvchisi deyiladi va quyidagicha yoziladi:



,,> , d (̂p -  d r d(p.

IVp vektorning modulini quyidagi  ko‘ rinishda ham yozish 

mumkin:

T J/  1 i  1
^ ) -  (6 .11 .7 )

\ d 2
-  — (' '  — ) miqdorni (6 . 10. 12) formulaga asosan quyidagicha 

yozish mumkin;
\ d ( id(p\ d\'„ d 'a  
2~di ^  ~dt dt d f (6 . 11.8 )

d^(7
miqdorga vektorial tezlanish deyiladi .  (6.4.26) formulaga 

asosan biror markazga nisbatan
dd

mon f̂V -  r  X V' = 2 - j - .

Bu tenl ikning ikkala tomoni vaqt bo ‘y icha difTercnsiallanadi:

dr . . dv' d^d—  XV + r  X —  = 2 — ^ . 
dt dt dt^

—  X i7 = 0 va —  = \V boMgani uchun 
dt dt

. j,> -  d^d r x W  = 2 — ^  
dt^

yoki

mom,IV = 2^^-^.
dt

Demak,  biror markazga nisbatan nuqta tezlanishining m o ­
menti, o‘sha markazga nisbatan ikkilangan sektorial tezlanishga teng 
bo‘ lar ekan.



Nuqtaning harakati qutb koordinatalarida berilgan boMsin, y a ’ni 
r  = r{t), (6.11.9)

Nuqta tezlanishining proycksiyalarini va (6.6.33) formulalardan 
foydalanib topish mumkin:

^ r<p+ 2r<j>. = r<p v2r<p. {(y.WAO) 

Tezlanishning modul i  quyidagi  formuladan topiladi:

W +~(rç h 2r(py . (6. 11. 11)

6 .1 2 . N uqta tez lan ish in i top ishga doir m asa la la rn i yech ish  
ho‘y ich a  u s lu b iy  tav s iya la r . M a s a la la r

Nuqta tezlanishini topishga doir masalalarni quyidagi tartibda 
yechish tavsiya etiladi:

1. Nuqtaning harakat qonunini berilishiga qarab tcgishli koordi­
natalar  sistemasini tanlash kcrak.

2. Nuqtaning harakati  koordinatalar (dekart koordinatalari) 
usulida berilgan bo i s a ,  tegishii formulalardan foydalanib, tezlanish­
ning proyeksiyalari ,  modul i  va yo'nalishi topadi.

3. Nuqtaning harakati  tabi iy usulda beri lgan b o i s a ,  tegishii 
formuladan foydalanib tezlanishning proyeksiyalari ,  moduli va 
yo i i a l i sh i  topiladi.

4. Agar nuqtaning harakati  qutb koordinatalar ida berilgan 
b o i s a ,  tezlanishning proyeksiyalari va moduli (6. 11 . 10) va (6. 11 . 1 1) 
formulalardan foydalanib topiladi.

l -m asa la .  N u q t a x = c o j 4r,>’=5/>74/, ^ 2 r t en g l a m a la rg a  asosan 
harakat qiladi,  bunda uzunl ik  biriigi uchun metr, vaqt sekundda

olingan. i  ̂ y C  b o ig a n  paytda nuqta tezlanishining proeksiyalari,

moduli  va yo'nal ishlari  topilsin.
Yechish. Nuqtaning harakati  dekart koordinatalarida berilgan. 

Tezlanishning proycksiyalar ini  vaqtning funksiyasi ko‘ rinishida 
topiladi:



W  -  = ^ ( - l 6 cos)^ t ( - I 6 s i i i 4 / /  .- 1 6 m / i - (b )

. 11/^ \ - l 6 c o s 4 r  .co s i l y ,  x )  ^ -------------- = ~cos4/
 ̂  ̂ W  16

/T7>  ̂ V ~16sin4/ . .y )  = = --------------= - s i n 4 / ;  (c)
^  W  16 ^

W O

n
(a),  (b) va (c) fonnulalarga t = y  ni qo'yib,  nuqta tezlanishi­

ning proyeksiyalari,  moduli  va yo'nalt iruvchi kosinuslar i topiladi:

-  - l 6 c o s 2 ; r  = -\ b m / s\  -  - I 6 s i n 2 ; r  -  0, W. =0;

\V :rz 16 : cos(iV, x ) -  -\ . cos(I^K, >') =" 0; cos(H^, ^ 0.
2 -masala .  M nuqta r  radiusli  ay lana bo'y lab IV  ̂ a cons! 

urinma tezlanish bilan harakatlanadi . Nuqta boshlang ' ich paylda 
A/,, holatda bo'lib, tezligi nolga teng. Vaqtning qaysi  paytida nonnal 
tezlanishning miqdori ur inma tezlanish miqdoriga teng bo' ladi,  bu 
vaqt oralig' ida nuqta bosib o ' tgan yoy uzunligi topilsin.

Yechish. Nuqtaning ur inma tezlanishini topish formulasiga 
asosan:

Agar ~ a = const bo ‘ lsa, (a) tenglamadan:

+ (b) 
bunda C integrallash o 'zgarmasi  bo' l ib, u / = 0, -  0 boshlan­
g ' ich shartdan topiladi,  y a ’ni C = 0 ,  Nati jada

v'  ̂ = af. (c)
Nuqtaning normal tezlanishi quyidagi formula bi lan topiladi:



IV.
P r

Nonna l  va ur ima tezlanishlarining miqdorlari teng bo‘ lgan 
vaqtni topish uchun ularning miqdorlari  tenglashtiri ladi, y a ’ni

1 ■) Q~r
-  a.

Bundan /, = . i ^ .  
a

Nuqta tezhgi quyidagi ko'rinishda yoziladi:
d S

Buni integrallab
d!

.3 = -----+ C,

ni topiladi. C, o ‘zgarmasni /=0; boshlangMch shai ldan topiladi, 
y a ’ni C,=(). Nati jada

at'
2

Bu tenglamaga ni qo 'y ib,  oMilgan yoy uzunligi topiladi,  
y a ’ ni

S’ -  - - L - L
‘ “ 2 ' ^ 2 a  ^ 2 '

3 -n i a sa l a  (O.E.Kcpe 7 .4 .5 ) .  0/^=15sm bo'lsa, t=Sc boMgan 
paytda B nuqtaning tezlanishi topilsin, burchakning o ‘zgarish

qonuni (p = 4t (151-shakl).
Yechish. B nuqta hamma vaqt Oxo'qi 

bo'ylab harakatlanadi.
Kulisaning hamma nuqtalari bir xil 

tez lanish bi lan harakat lanadi ,  shuning 
uchun C  nuqtaning tezlanishini topish 
yetarli. Koordinatalar sistemasi 151-shaklda



ko‘rsatilgan. C nuqtaning x  koordinatasi topiladi. 151-shakldan:
--- OC = OA sin (p yoki Xç -  15 sin Atsm 

Bundan ikki marta hosila olib, Cnuqtan ing  yoki  B nuqtaning 
tezlanishi topiladi:

-240  sin 4/.
Bunga t = 5s ni qo‘yi ladi:

iV,, ^ - 2 4 0 s i n l l 4 6 '
sm

-240 sin 66" ^ - 2 1 9 ^ ^  = - 2 , 1 9
m

S '  s

B nuqtaning tezlanishi 0 nuqtaga qarab yo ‘na lgan  bo ‘ ladi.
4-masaIa (O.E.Kepe 7 .4 .7 ). OA krivoship­

ning holati (p burchak bi lan aniqlanadi .
OA=\m boMsa, t=\s boMgan paytda A nuqta 
tezlanishining x  o‘qidagi proyeksiyasi topilsin 
( 1 52-shakl) .

Yechish. Koordinatalar sistemasi 152-shakl- ! 52-shakl. 
da ko'rsatilgan. A nuqtaning x  koordinatasi topiladi .  152-shakldan;

X = OB = OA cos(180" - (p) = -OA  cos<p.
yoki

X = -coslt.
Bundan rbo‘yicha ikki marta hosila olib, tezlanishning xo'qidagi  

proyeksiyasi topiladi, ya 'ni
= X = 4 c o s 2 i  (a)

/ = l 5 ni (a) formulaga qo ‘yi ladi:

= 4 c o s 2 - l  ^ 4 c o s l l 5 “ = ^ s i n 2 5 ‘* ^ - l , 66w / 5.
5-masaIa. M nuqta S =  tenglamaga muvofiq harakatlanadi. 

Nuqtaning toMa tezlanishi bilan bosh normal orasidagi  burchak 
o 'zgarmas va ^=30° ga teng. Nuqtaning tezligi. 
urinma, normal va toMa tezlanishi hamda trayek­
tor iyaning egrilik radiusi topilsin (153-shakl).

Yechish. Berilgan harakat tenglamasidan 
foydalanib,  tezlikning ur inmadagi  proyeksiyasi

M II,

\

u \  '
■ \



Nuqtaning urinma tezlanishi quyidagiga teng:

И/ -  -  ak^e‘̂ ’ -  k^S.
' dt

Trayektor iyaning bosh normah bilan to‘ la tezlanishi orasida 
burchak ¡j. -  30" boMganligi uchun tezlanishining moduli quyidagi 
tenglikdan topiladi:

И/cos(90" - ; j )  = W,,
bundan

W
w  = = 2k^S.

sm 30"
N uqtan in g  normal tezlanishi topiladi:

- w j  = S k ^ s .

Trayektor iyaning egrilik radiusi quyidagi formuladan topiladi:s „ s t,p  = —  = -y=------= — s  ~ — ae .
w„ S k ^ S  3 3

Demak,  nuqta proyeksiyasining egrilik radiusi vaqt oMishi bilan 
cheksiz o ‘sadi.

6-masa la  (И.В.Мепрюрский 12.17).  Cb: gorizontal o ‘q b o ‘ylab 
s iф anmasdan  yumalovchi gMldirak nuqtasi tezlanishining miqdori 
va yoMialishi hamda trayektoriyasining cgrilik radiusi topilsin; nuqta 
quyidagi tenglamalarga asosan sikloida chizadi:

jt -  20 r - s i n 20i. y - l - c o s 20/ 
(/—s c k u n d l a r ,  x,>’—metr la r  h is ob ida ) .  
Shuningdek,  / = 0  boMganda egril ik radiusi 
p aniqlans in ( i54-shakl ) .

Yechish.  Nuqtaning berilgan harakat 
tenglamalar idan vaqt bo‘y icha ikki marta 

hosila olib, nuqta tezlanishning proyeksiyalari topiladi, y a ’ni

^ X ^ 400 sin 20/, Wy ^ ÿ  = 400 cos 20/.

Tezlanishning moduli W  = ^JlV  ̂ + ^ 400/n / .



Endi tezlanishning yo'nal ishi topiladi:
/1//^ \ 4 0 0 i i i n 2 0 /  • -,/4.c o s ( W .  x)=  - s i n 20r,

M l / ^  \ 4 0 0 c o s 2 0 /cositv . y ) ^  - c o s 20/.

Dcinak,  tezlanish vektori /WC bo'ylab С markazga yo 'nalgan.  
Endi egrihk radiusi topiladi. Buning uchun IV, topiladi:

W  -  , V',, -  X  ̂ 20 20 cos 20/, v' = 20 s in 20/. 
dt ^

= 7^00(1 -  c o s 20/) -  40s in  10/.

.  400 cos iO/, iV„ -  -  IV/ -  400 sin 10/.

Normal  tezlanishni topish lormulas idan:

V'' 1600 sin^ 10/
P - 4 sin 10 /.

IV„ 400 sin 10/
/ = 0  bo' lganda p = 0 .

7-ma.sa la  ( И .В .М е ш ч е р с к и й  1 2 .2 5 ) .  N u q ta  x= 2cos4t, 
y=2sm4t, г=2/tenglamalar bi lan ifodalangan vint harakatini  qiladi,  
bunda uzunlik birligi uchun metr  olingan. Trayektor iyaning egrilik 
radiusi p aniqlansin.

Ycchish. Berilgan tenglamalardan foydalanib, nuqta tczligi va 
tezlanishning modullari topiladi:

n: A - ^ - 8 sin 4/; = y  = 8cos4/, 2.

^T = V64s in ‘  4/ + 64cos^ 4/ + 4 = %/б8т /  s. 

IV̂  = jc = -3 2  cos 4/, IV̂  = - 3 2  sin 4/, =0,
X у  к

IV = ^ ¡w Y T w [ 7 w ^ Ъ2у^.

V ^ 'J6S — = const boMgani uchun IV = —  = 0 . 
с ' dt



Demak,  nuqtaning to‘la tezlanishi nonnal tezlanishga teng bo‘ lar 
ekan,  y a ’ni

N onna l  tezlanishni topish fonnulas idan foydalanib, trayekto­
r iyaning cgri l ik radiusi topiladi ,  y a ’ni

17 I
p  -  —  ^ ------- -—  -  —  m  -- 2 —m.

IV„ 3 2 ; / ^ ^  8

8 -m asa l a  (И .В .Мешчерский 12.26).  Nuqta harakati qutb

koordinata larida r  = ae^' va <p = ki tenglamalar  bilan berilgan, 
bunda a  va к berilgan o 'zgarmas miqdoriar. Nuqtaning trayektoriya 
tenglamasi ,  tczligi, tezlanishi va trayektoriyasining egril ik radiusi 
uning radius-vektori r n i n g  funksiyasi sifatida aniqlansin.

Yechish.  Nuqtaning beri lgan harakat tenglamalar iga asosan, 
nuqta trayektoriyasi r  = logarifmik spiraldan iborat.

Nuqtan ing tezligini topamiz.  Buning uchun tezlikning quib 
koordinatalaridagi proyeksilari topiladi: 

dr
V.  - -  ake'^'; = г ф  = ake ' '̂,

dt

V = ^ 'Hoke'" = 42kr.

Endi nuqta tezlanishi topiladi .  Buning uchun va lar 

topiladi:

= r  ~ гф̂ \ -  ak^e'" -  ak^e^' = 0,

¡V ^= rip  + 2r,p = lak^ e“' = 2 k h , W  = + W'; = 2^•V. 

Nuqta  trayektoriyasining egrilik radiusi topiladi:

W , = ~  = -J2kr = ■Лк^ае'“ = J2k^r„  
dt

^/4TV -  2k^r~ 4 2 k 'r .



Normal tezlanishni topish formulas iga asosan:

v'  Ik^r^V  L K  r  n r

P ~ —  ^  ,  = V2r. 
42k^ r

M ustaq ii ishlash uchun savol va topsh iriq iar

/. Nuqtaning tezlonishi dekart k ood ina ta la r  s istemasida q a n d a y  top i lad i?
2. Q anda y  tekislikka y o p i shm a  tekislik d e y i l a d i ?
3. Q anda y  tekislikka n o rm a l  tekislik d e y i l a d i ?
4. T ra y ek to r iya n in g  b o sh  n o r m a l i  q a y s i  t ek is l ik la rn in g  k e s i sh i sh  

ch iz ig ' idan  ib o ra t?
5. Nuqta tra yek tor iya s i  q a y s i  tek is likda y o t a d i ?
6. Egri ch iz iqning eg r i l ig i  y o k i  egr i l ik  rad iu s i  q a n da y  to p i la d i?
7. Tabiiy koordinatalar s is temasida nuqtan ing  tezlanishi q a n d a y  top i lda i?
8. Nuqta tezlanishining radial va transv e rsa l  tuzuvchilari q a n da y  top ilad i?
9. Nuqtaning tez lanishi qutb k oo rd in a ta la r  s is t emasida  q a n d a y  top i lad i?

Muammoli m asala va topshiriqiar

1. Poyezd 72 km/soattezhk bilan harakat qiladi, to rm ozq i l in -  
ganda u 0,4 m/s^ ga teng sckinlasha oladi.  Poyezdning stansiyaga 
kelmasdan qancha vaqt oldin va stansiyadan qancha narida tonuozlay 
boshlash kerakhgi topilsin.

2. Nuqta tezligining proyeksiyalari  quyidagi tenglamalar  bi lan
berilgan: 0,2/^, Vy -  3m / s. t = 2 ,5 î  boMgan paytda nuq ­
taning ur inma tezlanishini toping.

3. Nuqtaning tezligi dckait  koordinatalar  s istemasida quyidagi

ko'rinishda berilgan: v = 1,5/ f 1,5//’ + 0 , 5/̂ A:. / = 2c boMgan paytda 
nuqtaning urinma tezlanishi topilsin.

4. Nuqta tezlanishining proyeksiyalar i quyidagi i fodalar  bi lan
berilgan: Wy Agar  /„ - 0  pay tda

^ 0 boMsa, / = 2s boMganda nuqtaning urinma tezlanishini toping.
5. Nuqta radiusi r ^ l m  boMgan ay lana bo'y lab ¿’ ^0,3/^ 

qonuriga asosan harakatlanadi. ^ f  5 m/s  ̂boiadigan vaqtni loping.



6 . Nuqtn r = 20m radiusl i  aylana bo'ylab v = e' tezlik bilan 

harakat qiladi. ~ 3w / s'̂  bo' ladigan vaqtni toping.

7. Polzun to'g'ri chiziqli yo'naltiruvchi bo'ylab Ŵ. --—7rs\n^lm// 

tezlanish bilan harakat qi ladi .  Agar  polzunning boshlang' ich tezligi

= 2 tt m / i ’ , boshlang ' ich holati esa polzunning koordinata 
boshi deb qabul q i l ingan o 'r t a  holatiga to 'g ' r i  kelsa, polzun 
harakatining tcnglamasi topilsin.

8 . Poyezdning boshlang ' ich  tezligi 54 km/soat bo' l ib, birinchi 
30s da  u 600m yo' l  bosadi .  Poyczd radiusi /? = 1km bo' lgan 
a y l a n m a  yo'Ida tekis o 'zgaruvchan harakat qiladi deb hisoblab, 
uning  30s oxiridagi tezligi va tezlanishi aniqlansin.

9. Radius i /? = 800m b o ‘ lgan ay lana yoyi bo 'y lab  poyezd 
teki s  sek in lashuvchan haraka t  qiladi va v=800m yo ‘ l bosadi.  

U n in g  boshlang ' ich tez l ig i   ̂ SAkm/ soat va oxirgi tczligi

V -  / so a t. Poyezdn ing  yoy  boshidagi va oxir idagi to ‘ la 
tezlanishi ,  shuningdek shu yoy  bo'ylab qancha vaqt harakatlanishi 
aniqlansin.

10 .  Nuqta s ^ - ^ { a t  + e “') qonunga muvofiq to'g'r i  chiziqli

harakat  qi ladi,  bunda ü va g  o'zgarmas miqdoriar.  Nuqtaning 
bosh lang ' i ch  tezl igi ,  shun ingdek ,  uning tezlanishi  tezl ikning 
funksiyasi  sifatida aniqlans in.

11. Ishga tushirish davr idadizel  krivoshipi palesning harakati

x - 7 5 c o s 4 / ^  y  = 7 5 sin 4/  ̂ (x,^—sant imctr i ar ,  /-—sekundlar
hisobida)  ko 'r in ishdagi  t eng lama la r  bilan beri lgan.  Palesning 
tczligi ,  ur inma va normal tezlanishi topilsin.

12. X = -asxwlcot, y  = -s ino)/ tenglamalarga muvofiq lissaju 
shaklini chizuvchi nuqta trayektoriyasining x =>-=0 holatidagi cgrilik 
radiusi topilsin.



13 .  A g a r  r  -  i = MB = — t ,  _ _
3 X

(D Ant (/—sekundlar  hisobida) b o i s a ,  Q æ _ j ________ —
krivoshi p-polzun mexanizmi shatunidagi

, . . .  . . .  , ¡3 -masa la .
M nuqtaning trayektonyasi topilsin, tezla­
nishi va trayektoriyasining egrilik radiusi aniqlansin AB  ̂ OA = r  .

14. M nuqta vint chizigM bo ‘y l ab  harakatlanadi .  S i l indr ik  
koordinaiar s istemasida uning harakat  tenglamalar i  r  = a, (p ^ k(, 
Z '̂  y t ko‘rinishga ega. Nuqta tezlanishining silindrik koordinatalar 
sistemasi o ‘qlardagi proyeksiyalari h am da  tezlanishning u r inm a ,  
normal tashkil etuvchilari va vint chizigMning egrilik radiusi topilsi l .

6.13. Egri chiziqli koordinatalar

Koordinatalar, harakat tenglamalari, egri chiziq, tekislik, sirt, 
sferik va silindrik koordinatalar.

A/nuqtaning dekart koordinatalari x , y , z b o ‘ lsin. x,>’, z o ‘zgaruv-  
chi larning bir qiymatl i  difTcrensiallanuvchi

<71 ^ A { x ,y ,z ) ,  Q2 = / 2 { x ,y ,z ) ,  q̂  ^ h ( x , y , z )  (6 .13 .1 )  
funksiyalarni qaraymiz.  o ‘zgaruvchilarni (6 .8. 1) t cng lam a-  
lardan bir q iymatl i  aniqlash m umkin  boMsa, y a ’ni

X (Pi(qx,qi,q^)^ y  (6 .13 .2 )

ko'rinishdagi bir qiymatli a lmasht ir ish mavjud boMsa, 
o ‘zgaruvchilarni A/nuqtaning koordinatalar i  sifatida qabul q i l i sh 
mumkin.  Haqiqatan ham (x,y,z) koordinatalarning har  q a n d a y  
qiymat lar i  s istemasiga (6 .13.1)  t e n g l am a l a r  bilan a n iq i a n g a n

(i/,,i?2,i/3)q iymat lar  mos keladi. (q\>q2^qi) parametriarga A/nuqta-

ningegri chiziqli koordinatalari deyiladi .  o‘zgamvchilarni
har bir xususiy qiymatlariga (6 . i 3.2) tenglamalar  bilan an iq iangan

x = £?i, ^ = C3 ( 6 . 1 3 . 3 )



ko‘ rinishdagi koordinat tekisligi mos keladi. Bu tekisliklar asosiy 
koordinat tekisl iklar iga parallel boMib, u lar  (с , , с2,сз) nuqtada 
kes ishadi .  Xuddi  s h u n d a y  o ‘zgaruvchi la rning  har  bir
xususiy q iymat lariga larni

(6.13.4)

ko‘ rinishdagi q iymat lar i  mos keladi. (6.13.4) tenglamalar  fazoda 
biror sirtni i fodalaydi .  Haqiqatan ham larning o‘rniga
(6 .8 . 1) ifodalarni qo 'y am iz ,  u holda

f i ( x ,y ,z )  = a , f 2 ( x , y , z ) - P ,  f : i ( x ,y ,z )  = r  (6.13.5)

tenglamalarni  hosil q i lamiz .  (6.13.5) tenglamalar  dekart koor­
dinatalar  sistemasida qandayd ir  sirtlarni ifodalaydi.  Shunday qilib, 
nuqtaning (x,y,z) dekart  koordinatalari (6 .13.1) ko^rinishidagi 
tenglamalar  yo rdamida  parametrlar  bi lan bog' langan
bo‘lsa, ^1, qj^q-i parametr la r  boshqa bir koordinatalar  sistemasiga 
nisba tan o 4 h a  n u q ta n in g  koordinata lar i  boMadi. 
koordinatalar s istemasida koordinata tekisliklari rolini (6M3.4) 
tenglamalar  bilan aniqiangan sirtlar o'ynaydi. Koordinata chiziqlari 
esa  (6 .13.3) t e n g l a m a l a r  bi lan aniqiangan s ir tlarni ikki ta lab 
kesishishidan hosil boMadigan egri chiziqlar boMadi. Shuning uchun 
{q\,q2^q}) s istemaga egri chiziql i koordinatalar sistemasi deyiladi. 
Shunday  qilib, (q^^q2^Я )̂ koordinatalar s istemasida nuqtaning 
o ‘ rni (6.13.4) ko ‘ r in ishdagi  sirtlarning kesishish nuqtasi yoki 
koordinata egri chiz iqlarini  kesishish nuqtasi sifatida topiladi.

Egri chiziqli koordinata lar  sistemalaridan eng ko‘p qoMlanila- 
diganlari sferik va si l indrik koordinatalar sistemalaridir.

6 .13 .1 . S ferik  koordinatalar sistema.si

Sferik koordinatalar  sistemasida M  nuqtaning holati r,(p,6 
parametr lar  bi lan an iq lanad i ;  r-M  nuqtaning О koordinatalar  
boshiga nisba tan r a d iu s -v e k to r i ,  bunga qutb radius i  dey i l ad i ,  
ф-qu tb  radiusi b i lan Oxy tekisligi orasidagi burchak,  0-qutb 
radiusi va ^o'q i  orqali oMuvchi tekislik bilan Охг tekisligi orasidagi



ikki yoqli burchak ( 155-shakt). z o ‘qiga qutb o'qi deyiladi. 155-shakldan 
foyda lan ib ,  M  nuqtaning dekar t  ko ord ina ta la r i  b i l an  s fe r ik  
koordinatalar orasidagi bogian ish la rn i  topish mumkin:

JC = r c o s 6?c o s >’ = r c o s 6̂ sin(p,  ̂ = r s in t i .  (6 .13 .6 )  
Sferik koordinatalar s is temasida koordinat sirtlari quyidagi  

tenglamalar bilan aniqlanadi:
r  -  a, (p = p . 6  = y. (6.13.7)

bunda a ,  p, y lar o ‘zgaruvchi parametrlar .  Bu parametrlar  quyidagi  
sirtlarni tasviriaydi:

r  = a  — markazi 0  nuqtada bo ‘ lgan a  
radiusli sfera;

— qutb o'qi va M nuqta orqali 
o'tuvchi yar im tekislik;

0=Y u c h i  O nuq taua  b o ' l g a n  va

uchidagi burchagi 2 ~ ^ hamda /55-shakl.

o'qi z oq' i  boMgan doiraviy konus (155-shakl) .
Koordinat chiziqlari ,  koordinat sirtlarini kesishish chiz iq lar i  

bo' ladi ,  yaMii

r  = a ;
(a) '

r  -  a.
(6 .13.8)

(a) — a  radiusli meridian ay lanas i ;
(b) — r  radius bilan ustma-ust  tushuvchi OM to ‘g ‘ ri ch iz iq ;
(c) — acos(p parallel aylanasi .

6 .13 .2 . Silindrik koordinatalar sistemasi

Si l indr ik koordinatalar s istemasida nuqtaning holal i  r,(p ,z  
parametr lar  bilan aniqlanadi:  r -O ^o 'q id an  A/nuqtagacha bo ' lgan  
masofa, (p -  Oxz tekisligi bi lan M  nuqta va  ̂o'qi  orqali  o ' tuvch i  
tekis l ik  oras idagi  burchak  (1 5 6 - s h a k l ) .  N uq tan ing  s i l i n d r i k  
koordinatalari bilan dekart koordinatalar i  orasidagi bog ' lan ishni  
156-shakldan foydalanib topish mumkin :



1
A U)'

__^

i r )
o

X -  r  cos^,  y = rúr\(py z ~ Z- (6 .13.9) 
Si l indr ik koordina ta lar  s istemasida 

koordinat  sirtlari quyidagi  tenglamalar  
bi lan beriladi:

r  = a , (p ^ p , z--=y. (6.13.10) 
Bu teng lama la r  quy id ag i  s irt larni 

tasviriaydi:
r = a — o ‘qi z o ‘ qi boMgan, a  radiusli silindr;
(p = p  — Z o ‘qi va M  nuqta orqali oMuvchi tekislik;
Z y — M  nuqtadan z o'qiga perpendikular boMib oMuvchi 

tckishk.

¡56-shakl.

Koordinat chiziqlari 

r  = a\
(a) (b) ( 0

r  (X.
(6M3.I I)(p -  p,

Sirtlarni kesishish chiziqlari  boMadi, yaMii 
{a) — 5A/to 'g ' r i  chiziq ,
{b) — AM  to ‘g ‘ ri chiziq,
(c) — M  nuqtadan oMuvchi va radiusi r g a  teng aylana.
Sferik va silindrik koordinatalar sistemalarida koordinat chiziqlari 

to 'g ' r i  burchak ostida kesishadi ,  shuning uchun bu sistcmalar 
ortogonal sistcmalar boMadi.

6 .1 4 . T ez likn in g  e g r i chiziqli ko o rd in ata lardag i
ifodasi

egri ch iz iq l i  koordinatalar s istemasining b a ’zi

vektoriari bi lan belgi lanadi
àQi

vcktori bilan é .  ba ’zi

vektoriari har  bir nuqtada koordinat chiziqlarining umnmaiari  
bo 'y lab  yo 'nalgan bo' ladi .

U mumiy  holda b a ’zi vektoriari ortogonal bo' lmasl igi  mumkin. 
B a ’zi vektoriardan foydalanib,  quyidagi munosabatlarni yozamiz:



dr
dq¡ dq,

yoki

dr
dq,

= hA  ( / - 1 , 2 , 3 ) ,

(6 .14 .1 )

(6 .1 4 .2 )

ËL
dq, skalar  miqdorga Laml koeffitsiyenti deyiladi .

Dekart koordinatalar  s is tamasida nuqtaning radius-vektor i  
quyidagi ko'r inishda yoziladi:

r   ̂ x i + y j + zk, (6 .14 .3 )

bunda i\ j ,k  - l a r  dekart ko o rd in a t a l a r  s i s t emas in ing  b i r i i k  
vektorlari (6.14.3) dan

dr dx dy : dz ,■—  = — / + J  + —  k.
dq̂  dq, dq, dq-,

Natijada

h. 5/-; r  ÔX ^
2

dy
2

dq, \\ H j 1 5 ? ,  y

(6 .14 .4 )

(6 .14 .5 )

Nuqtaning egri chiziqli koordinatalari vaqtdan bogMiq
boMgani uchun uning radius-vektori ham  vaqtga bogMiq boMadi, 
yaMii

r  -  ( t) ,q j  ( 0 ’ ‘?3(0_ ■
Tezlikning aniqlanishi va differensiallash qoidasiga asosan

- dr dr . dr . dr .
= ~  = -z— í7i + — ^2 + ^ ^ 3 ’ (6 .14.6)dt dq̂  dq̂  dq-̂   ̂ '

bunda ki = (/ -  1,2,3) larga umumlashgan tezliklar deyiladi .

(6.14.2) va (6.14.4) formulalardan foydalanib, tezlik vektori 
uchun quyidagi formula yoziladi:



V + h^q.e  ̂ + ^  h,q-e .̂ (6.14.7)
/-1

Nati jada tezl ik vektor ining egri chiziql i  koordinatalardagi 
proyeksiyalari uchun quyidagi  formulani hosil qilamiz:

v,-^h,q, ( / - 1 , 2 , 3 ) .  (6.14.8)
Tezlik vektor ining moduli  uchun qo'y idagi formulani hosil 

qilamiz:

V -  + (6.14.9)

Hususiy holda sferik va silindrik koordinatalar sistemasi ortogo­
nal. Ular  uchun tezlik (6.14.9) dan foydalanib topiladi.

Sferik koordinata lar  sistemasidá:

q,  ̂ r, q j^  (■/), Qy -  0.
(6.14.5) dan foydalanib lar topiladi:

Í dx >2

dz
-  (cos" 0  4- sin^ + cos^ 0 ^ 1,

0 0 0  *) 0 0  h, -  r  cos 0  sin (p + r  cos 0  cos‘ <p -  r  cos '  0,

/¿3 ^ r^ sin" Ocos} (p + r^ sin^ i^sin^ (p + r  ̂cos^ 0  =

Nati jada tezl ikning moduli  uchun quyidagi ifoda olinadi:

V' = cos^ 0 ■(p'̂  + r^O^. (6.14.10)

Sil indrik koordinata lar  sistemasida: q\ -  qj ~ <P-̂ q-\ - 

¿i„(/^ 1,2,3). h, koeffitsientlar topiladi, y a ’ ni

/ii -  I, hj r - , /13  ̂ 1 ■
Natijada silindrik koordinatalarda tezlikning moduli quyidagiga 

teng boMadi:



6 .1 5 . T ezlan ishn ing eg ri ch iz iq li ko o rd in ata lard ag i 
ifodasi

Harakatlanuvchi nuqtaning radius-vektori dekart koordinatala­
rini ham egri chiziqli koordinatalarning ham funksiyasi bo‘ !adi, ya ’ ni

r  - r { x , y , z ]  yoki r  ̂ r(q ,,q^ ,q ,)■
0  nuqtani shunday tanlanadi uning uchun  egri chiziqli koor­

dinatalar nolga teng bo Msin. r  r (i/, , () ,0 ) deb uchun koordinat

chiziglning tenglamasini hosil qilamiz. Xuddi shunday r  r(0.</i,0)

va r  : /'(0 , 0, (Уз) deb va koordinatalar  uchun ham koordinat 
chiziqlari tenglamalarini  hosil qilamiz.

Fazoning har  bir nuqtasidan shu nuqtada kesishuvchi uchta 
koordinat chizig ‘ ini o ‘ tkazish mumkin.  Har  bir  koordinat chizigM 
bo'ylab faqat bitta koordinata o ‘zgaradi ,  qolgan ikkitasi o ‘zgarmas 
boMib qoladi.

<'f
Radius-vektordan  ol ingan xus is i y  hosi la lar  qara lad i .

Pf
Koordinat egri chiziqlari radius-vektorni godogratlari  boMib, 

vektoriar qaralayotgan nuqtada koordinat chiziqlarining urinmalari

bo'ylab yoMialgan vektorni ifodalaydi. Qara layotgan nuqtada

vektomi o'sish tomoniga qarab yoMialgan é ,̂ é2,é^ vektoriarga bazis 
vektoriari deyiladi .

Umumiy holda bazis vektoriari ortogonal  boMmasligi ham 
mumkin. Bazis vektoriaridan foydalanib, quyidagini yozish mumkin:

dr dr
dq,

e ..
dq,

Quyidagicha belgilash kiritiladi: 
dr .

— skalar  miqdorga Lame koeffitsienti deyiladi.

(6 . I5M )

dq,



Nuqtaning radius-vektorini dekart koordinatalari  orqali

r  -  xi + yj + zk (6.15.2)

ko'rinishda yoziladi. i , j  ,k  lar dekart koordinatalar sistemasi o'qlari 
bo'ylab yo 'na lgan biri ik vektoriar. (6.15.2) munosabatdan:

dr dx : dy : dz
dq, dq¡ dq, J  +

va demak

dr r 2
í 2 p e l

dq, V [dq, ; l  dq¡ j [dq, .
(6.15.3)

Bazis vektorlari  ortogonal bo' lgan koordinatalar sistemasiga 
ortogonal koordinatalar  sistemasi deyiladi. Ortogonal koordinatalar 
s is temasida te z l an i shn ing  koordinata lar s istemasi o 'q la r idag i  
proyeksiyalarini quyidag icha ifodalash mumkin:

é, ( / - 1 , 2 , 3 ) .  (6.15.4)W ,r r W  ■ó, 

Bazis vektorlari

é: -  —

di

cr
1,2,3)

ko'rinishda yoziladi. Nati jada (6.15.4) tenglikni quyidagi ko'rinishda 
yozish mumkin:

dv  1 dr 1

di h¡ dq¡ h-
dv dr■ \

di dq;

dr dr
dq, dq,

yoki
dr dv
dq, dq,

dt
f  dr ^ dr , . d yoki —

dv

U q í ; 3q, di [d q ,j dq,

(6.15.5)

(6.15.6)

(6.15.7)

(6.15.6) va (6.15.7)  Lagranj ayniyatlarining o'rinli ekanligi 
isbotlanadi:



dr dr . dr . dr . 
= ---- (h + — (h -  —dt ôq. dq. dq. (6 .15.8 )

dq, dr
bunda ¿7, - ga  umumlashgan tezl ik deyi ladi .  ^  hosila ¿ j ga

dt ^qi '
bogMiq emas,  shuning uchun (6 .15.8) dan

dv _ dr 

dq-, dq, '
(6.15.8) ni q̂  umumlashgan koordinata  bo'y icha differensial - 

lanadi:

dv d r
+

aV'
dq, dq ĉq, dq-̂ dq̂ +

d^r
dq^dq. % (6 15.9)

dr
ni q, umumlashgan tezliklarga bogMiqmasligini e’tiborga olib, 

uni vaqt bo'y icha differensiallanadi:

d , d r ,  ôV . d^r . d 'r .
‘? 2 + 7 - T - ^ 3  (6 .15.10)dt dq, dq,dq̂  " dq,dq^ dq,dq-̂

Aralash hosi lalarning tengligini e ' t iborga olsak, (6.15.9) va 
(6 .15.10)  tengl ik l arn ing  oMig tomon la r i  bir xi l ,  d em ak  c h a p  
tomonlari ham teng, y a ’ni

à , dr d V
dt dq, dq̂  '

(6.14,3) va (6 14.4) ayniyatlarni qoMlab quyidagi  a lmasht ir ish 
bajariladi:

dv dr __ dv dr _ d d r . . d  dt 
dt dq; df dq, dt dq, df dqj

d dv . d-  .— ( v ---- ) = —
dt dq: dt dq,

,:2 d (6.15.1 1)

V'
V“ = ni e ’t iborga olib, ^  -  ^  funksiyani  kiritib, (6.15.1 I)



dan tezlanishning proyeksiyas i uchun quyidagi  formulani hosil 
qilamiz:

hi
d  dT

( i= l , 2 ,3 ) . (6.15.12)dt dq-, dq,

6 .15 .1 . Tc/.lanishning sferik koordinatalardagi ifodasi

Sferik koordinatalar  sistemasi ortogonal koordinatalar sistema- 
sidir. Nuqtaning sferik koordinatalari bilan dekart koordinatalari 
quyidagicha bog‘lanadi:

X  ̂ r  co'iO Qos(p\ y  = rcosOsincp; ^ = r s i n 0  (6.15.13)
(6.14.1) formuladan  foydalanib Lyame koeffitsentlari hisob­

lanadi:

[ d < p jVv^
dz =^]{-rcos9sin(p)^ +{rcosOccs(p)^ -rcosO .

2
+

\db]
=^|(^rs\r\6ixs(pf +(-rsini isin) '  +(rcosi>)“

Tezlikning sferik koordinatalar sistemasi o'qlar idagi proyek­
siyalari

r, -  ĥ  q. (/= 1,2,3) 

formuladan foydalanib topiladi,  ya ’ni

^ = = f<P cos 0, Vy -  h^ e = r d  . ( 6 .15 .14)

Tezlikning kvadrati va T funksiya uchun quyidagi ifodalari 
topiladi;

V ~  + V^ ;  + \'ij = r  + r'(p' cos" 6  + r^6",

T = —V ~ —(r + r'<p~ COS" ^ + r^O ).
2 2



Tezlanishning sferik koordinatalar sistemasi o'qlaridagi proyek­
siyalari (6.14.9) formulalardan foydalanib topiladi:

IV
1

,  ü l  c f  c V  .
r

/ v

1
íií d tp  d(pr ” V

w 1 c T  d T "  

_dt dÓ rO\

-= r  -  r(p co ^ 'O -rO ' \

I d / 2 -(r  (pcos 0): 
r  e o s  o  d i  ^ ^  ’

' {r'Ó) + rú)̂  cos o sin 0.rü t ^

(6 .15.15)

Tezlanish vcktori uchun quyidagi  ifodani hosil q i lamiz:

Tezlanish vektorining moduli  IV = JlV /  + IV/ + formu­

ladan topiladi.

6 .15 .2 . Tezlanishning silindrik koordinatalaridagi ifodasi

Sil indrik koordinatalar sistemasi ham ortogonal koordinata lar  
sistcmasidir. Nuqtaning dckari koordinatalar i  quyidagi formula lar  
bilan bog' langan:

x  = r c o s ^ ,  _v -  rsin<;í), z = Z- (6 .15.16)
(6 .14.2)  formulalardan foyda lan ib ,  Lame koeff i ts iyentlar i  

hisoblanadi:

ídy'^'
dr drV-'/ \dry

dz

/ -3 /dx
\d(p j

+ a y '
\d(Py 

h, =

ÉL 
d(p

dzj dz

^/(-r sin <py + (re o s  (p)̂  = r,

(6 .15.17)
d̂Z
dz

Tezlikning silindrik koordinatalar sistemasi o ‘qlandagi  proyek­
siyalari



r<p, (6.15.18)
Bularga asosan

-  И +1?ф^ + ¿ ^

п- 1 2 1 / -2 2 - -2\
2 = j i ' '  + f

Endi tezlanishning si l indr ik koordinatalar sistemasi 0 ‘qlaridagi 
proyeksiyalari  topiladi:

W. d /dT дТ  
dt dr dr 

d ^dT^ dT

= r  -  гф̂ \

dt dф d<p
= гф: (6.15.19)

IV,
h. dt dz dz

= г.

Tezlanish vektori va moduli  uchun quyidagi formulalarni hosil 
qi lamiz:

W  = W^e, + + W^é. = {r -  гф )̂е  ̂ + гфё  ̂ + zé. ,

6 .1 6 . E gri ch iziq li ko o rd in a ta la r  s is tem asid a  nuqta tezlig i 
va tez lan ish in i to p ish ga doir uslub iy ta v s iy a la r . 

M asa la la r

l -m asa l a  (И.В.Мсшчерский 12.16). Nuqta sfera va silindrning
kt . kt

kesishish chizigM bo 'y lab  /•=/?, ( p - — , j  ^^^^SlaiTialarga

ko‘ra harakatlanadi [r,(p ,0  — sferik koordinatalar). Nuqta tezligining 
sferik koordinatalar  s istemasi o'qlaridagi proyeksiyalari va moduli 
topilsin.

Yechish.  Nuqtaning dekart koordinatalari bi lan sferik koordi­
natalar ini  bog' lovchi tenglamalarni olamiz, y a ’ni



JC =  r C O S Î ^ C O S Ç ) ,  >’ =  r  C O S  0 sin <p, e = r s i n ( 9 ,
(6.14.5) formulalardan foydalanib,  lar hisoblanadi:

av’1 + ay'
cr ,

h j  ^ 'av +
d̂<p

h,= ac’M ( dy'
J d(). Ido l

dip

dz'
\d().

= (-rcosf^sin^)'  +(rCOS0COSÇ7)  ̂= r  COŜ  (p,

= (-rsin0COS )̂' -f-(-rsini7sin̂ )̂  H-(/'COS0)̂  =/•'.

Endi tezl ikning proyeksiyalari topiladi :  = /;,r = 0,

, . Rk 
= h.ip ^ ^ c o S ( p ,

2
Rk

Tezlikning moduli

-

R^k  ̂ . R̂ k'̂
COS' 0 Rk

4 4

2-masaIa (H.B.MeiiriepcKHH 12.29).
a

Uzunligi — boMgan O,¿"krivoship O, o ‘q

atrofida o ‘zgarmas o) burchak tezlik bi lan 
aykmadi  ( 157-shakl) .  C nuqtada krivoshi p

a
bilan 0 . aylanish o'qidan — masofada

C O S '
v 2 .

157-shakt.

turgan, har doim O nuqta atrofida aylanib-tebranuvchi mufta orqali  
oMadigan AB l ineyka sharnir bilan bogMangan. O nuqtani qutb sifa- 
tada qabul qil ib, qutb koordinatalarida l ineykaning Csharn irdan  a 
masofadagi M nuqtasining harakat tenglamalari ,  trayektoriyasi, tezlik 
va tezlanishi topilsin, boshlangMch paytda burchak <p -  ZCOO^ -  0.

Ycchish. M  nuqtaning O qutb nuqtas iga nisbatan rad iu s -  
vektorini vaqtning funksiyasi sifatida topiladi :



r ^ O C  + CM.
0 0 ^ S  u ch b u r ch ak  teng  yonh bo ‘ lgani uchun  O C ^ 200, 

cos <p = a cos <p, CM  -  a.
N a tija d a  r  = «  + c o s ^  = a  (1 + c o s<;î?) . (a )

(ût uchb urch akn in g  ta sh q i b u rch ag i, shun ing uchun  2<p = o)/, <p = 0) (

Bu a  tenglamaga qo‘yiladi;

r  = ai\ + co s— ), (p = —  
2 2

(b)

{a) tenglama nuqta harakatining qutb koordinatalaridagi teng­
lamalarini ifodalaydi, (a) tenglama trayektoriya tenglamasini ifodalaydi.

Endi nuqtaning tezligi topiladi. Buning uchun tezlikning qutb 
koordinatalaridagi proyeksiyalari  topiladi:

(1(0 . (X)!
v = r  = ------ sm V'cp -  Г(р

J(0
+  C O S

(Ot 0 )

1

2 2 . 7 (Ot 
S i n  ------+ 1 + C O S

(Ot

0(0
C O S

(Ot -  aco C O S
(Of

Tezlanishning proyeksiyalari

cos- + cos-
(Ot

aco
sin

2

( O t

aco I + 2 cos
0)t

2 2 a (o
16

1 + 4 cos—  + 4 cos'
2 2

4 s in ‘

aco~ I- . cot5 + 4 cos —

3-masal a  (И .В .М сш чсрский 12.39) .  M nuqta vint chizigM 
bo ‘ylab harakatlanadi .  Si l indrik koordinatalar sistemasida uning



harakat tenglamalari ~ (p - Kt, z -   ̂t ko‘rinishiga ega. Nuqta 
tezlanishining silindrik koordinatalar sistemasi o'qlaridagi proyek­
siyalari hamda tezlanishning urinma va normal tashkil etuvchilari 
hamda vint chizig' ining cgrilik radiusi topilsin.

Y cclii.sh . (6.15.2) formulalarga asosan silindrik koordinatalar 
sistemasi uchun Lame kocff'itsiyentlari quyidagilarga teng bo' ladi ;

/j, = 1.

= h/j, formulalardan foydalanib, tezlikning silindrik koordi­
natalar sistemasidagi proyeksiyalar topiladi, ya'ni

/■ = ( ) ,  ( p  =  K ,  Z =  V.

Nat i jada tez l ikn ing  p royeks iya la r i  quy idag i l a rga  teng  
bo'ladi;

I' T- 0, V... -  rK V .  -- \'-

Bularga asosan

V * v l +r :  = +v ^ .  

7'funksiyaning ko'rinishi quyidagicha bo'ladi;

T

(a)

Endi tezlanishning silindrik koordinatalar sistemasi o'qlaridagi 
proyeksiyalari topiladi;

1 (dT"' dT

K dt I dr J dr

IV ^  —
~ d (dT'^ dT
dt dip d(p

[V = ~ d (dT'' dT~
dt KdOj dO

Z -  0.



Tezlanishning moduli

IV = = ak .̂

(iï)tcngliklardanko‘rinib turibdiki, .9  ̂const va demak ^ ^ 0.

Shunday qilib, nuqtaning toMa tezlanishi uning nomial tezlanishiga 
teng bo'lar ekan, y a ’ni

W = Ŵ  =ak\
Normal tezlanishni topish formulasidan foydalanib, vint chizi- 

g ‘ining egrilik radiusi topiladi;

r '
^  ak-

M u am m o li  m asa la  va topsh ir iq ia r

1. Nuqtaning harakat tenglamalari (̂  = 0,5r,  ̂ = 0,5^ qutb 
koordinatalarida berilgan. Qutb radiusi /■= 2m ga teng bolgan paytda 
nuqta tezligining transversal tuzuvchisi sm/s larda topilsin.

2. Nuqtaning harakat tenglamalari cp = t'̂ , r  = qutb 
koordinatalarida berilgan. Qutb burchagi (p~ 2,25  rad bo'lgan 
paytda nuqtaning radial tezligi topilsin.

3. Nuqtaning harakat tenglamalari (p = 2t, r  = t̂  qutb koordi­
natalarida berilgan. t̂  = 2c bo'lgan paytda nuqta tezligining moduli 
topilsm.

4. M  nuqtaning harakat tenglamalari silindrik koordinatalar 
sistemasida r  = qy = kt, z = \'t ko 'r ini shiga ega. M nuqta 
tezligining si l indrik koordinatalar sistemasidagi proyeksiyalari 
topilsin.

-, kt kt
5. M nuqta aylana bo‘ylab r = la  cos — , (p - —  tenglamalarga

asosan harakatlanadi {r,(p -  qutb koordinatalari). M nuqta tezligining



qutb koordinatalar  sistemasi 0 ‘ q lar idagi  proyeks iya lar i ,  tezlik 
godogrofini chizuvchi  A/, nuqta tez l i g in ing  proyeksiyalari  to ­
pilsin.

6. Nuqta harakati qutb koordinatalarida r  -  ae'̂ ' va <p -  ki 
tenglamalar bilan berilgan, bunda a va k beri lgan o‘zgarmas 
miqdoriar. Nuqtaning trayektoriya tenglamasi,  tezligi, tezlanishi 
va trayektoriyasining egrilik radiusi uning radius-vektori r  ning 
funksiyasi sifatida aniqlansin.

RŸ 2
4

s i l indrning kesishish chizigM bo 'y lab  ha raka t l anad i .  N uq ta ­
ning sferik koord inata la r  s istemasidag i  harakat  tenglamalar i

kf ki 
r  -  R, (0 -  — , 0  = —

2 2
ko'rinishga ega. Nuqta tezlanishining sferik koordinatalaridagi 
proyeksiyalari va moduli topilsin.

Mustaqii ishlash uchun savol va topshiriqiar

/. Qanday koordinatalarga egri chiziqli koordinatalar deyiladi?
2. Koordinata tekisliklari deganda nimani tushunasiz?
3. Koordinata chiziqlari deganda nimalarni tushunasiz?
4. Qanday sistemalarga ortogonal sistemalar deyiladi?
5. Egri chiziqli koordinatalarda nuqtaning tezligi qanday topiladi?
6. Egri chiziqli koordinatalarda nuqta tezlanishining proyeksiyalari 

qanday topiladi?
1. Ortogonal koordinatalar sistemasida nuqtaning tezlanishi qanday 

topiladi?



V il BOB. QATTIQJISM NING ILGARILANMA VA
QO‘ZG‘ALM AS 0 ‘Q ATRO FIDAGI AYLANMA HARAKATI

Mazkur bobda mexanik sistema va qattiq jismlar kinemati­
kasining asosiy tushunchalari va ta 'rijlari bilan tanishamiz. Shuning­
dek, qattiq jismning oddiy harakatlari: ilgarilanma, qo'zg'almas 
o'q atrofida aylanma harakatlariga doir nazariyalar qichqacha 
keltirilgan.

7 .1 .  Asosiy  tushunchalar va t a ’ riflar. 
M ex an ik  s is tem a  va qattiq jism ning erkinlik dara jas i

T a y a n c h  i b o r a l a r :  moddiy  nuq ta ,  mexan ik  s i s tema ,  
bogManishlar, o 'zaro bogMangan va bogManmagan koordinatalar.

h a r  bn- nuqtasming harakati qolgan nuqtalarning holati va 
harakatiga bogMiq boMgan moddiy nuqtalar toM:»lamiga mexanik 
sistema deyiladi. Mexanik sistema n ta moddiy nuqtadan tashkil 
topgan boMsin. Tanlangan sanoq sistemasiga nisbatan har bir 
nuqtasining fazodagi holati uchta koordinata bilan aniqlanadi, 
shuning uchun mexanik sistemaning o ‘sha sanoq sistemasiga 
nisbatan holati 3 n ta.

Zy, X2 , ^2» Zj,----, y„, z„

koordinata bilan aniqlanadi.
Sistema nuqtalarining holati va harakatiga chek qo'yuvchi 

sabablai^a hog^lanishJar deyiladi. Sistema nuqtalarining faqat holatiga 
chek qo‘yuvchi bogManishga geometrik yoki chekli bogManish 
deyiladi. Sistema nuqtalarining nafaqat holatiga, balki tezligiga 
ham chek qo ‘yuvchi bogManishga kinematik yoki ditTerensial 
bogManish deyiladi. BogManishlar analitik usulda sistema nuqta­
larining koordinatalari ,  tezliklari va vaqt orasidagi bogManishini 
ifodalovchi tenglamalar bilan beriladi.

Geometrik bogManish tenglamalarida sistema nuqtalarining 
koordinatalari va vaqt qatnashadi, yaMii

f ( x ¡ ,  y¡,Z ,......^ 0 .  (7.1.1)



Kinematik bogManish tenglamalarida sistema nuqtalarining 
koordinatalari va lezliklarining proyeksiyalari hamda vaqt qan- 
tashadi, ya'ni

.......= 0-  (7-1-2)

Sistemaga .V ta geometrik bog'Ianish qo'yi lgan boMsin, ya'ni 

/  ......- 0 (v =. 1 ,2 , . . . . ,A') (7M.3)

3/7 ta koordinata k ta tenglama bilan o'zaro bogMangan, demak 
o'zaro bogManmagan koordinatalar soni 3n-k  ga teng. Bu o'zaro 
bog' lanmagan  koordinata larga s i stemasin ing umumlashgan 
koordinatalari deyiladi. O'zaro bog'­
lanmagan koordinatalar soniga sisie- 
maning erkinlik darajasi deyiladi.

ixtiyoriy ikkita nuqtasi orasidagi 
masofii o'zgarmas bo'lgan mexanik 
sisemaga absolyut qattiq j ism yoki 
qattiq jism deyiladi. Qattiqj ismning 
erkinlik darajasi oltiga teng. Masalan, 
qattiq j ismning bir to'g'ri chiziqda 
yotmaydigan uchta nuqtasi olinadi 
(158-shak!).

To'qqizta koordinata bu nuqtalar oras idagi  masofaning 
o'zgarmasligini itbdalovchi uchta tenglama bilan bog'langan, ya'ni

(x¿ -X y f  -r{y, - y , f ■ cos

(xj -  + ( > - 3  -y^Ÿ +(z,  -  г , ) '  -  Í 2 -  C0//5 /,

( ^ 5  -  ->^2 f  АУз -  У2 Ÿ ( ^ 3  -  ^ 2  ) '  ^

O'zaro bog'liq bo'ltnagan koordinatalar soni 3 ■ 3 -  3 = 6. 
Demak, uchta nuqtaning holati 6 ta koordinata bilan aniqlanadi. 
Agar bu nuqtalarga to'rtinchi nuqtani qo'shib olsak, 12 ta 
koordinata hosil bo'ladi. Har ikkitasining orasidagi masofani 
o'zgarmasligini ifodalovchi tenglamalar soni 6 ta, ya'ni



A/|A/,, A/,A/̂ , const. Demak, 12 ta
koordinata 6 ta tenglama bilan o‘zaro bogMangan, o'zaro bogMan­
magan koordinatalar soni 3‘4—6-6 ga teng. Bundan shunday 
xulosa qilish mumkinki, fazoda qattiq j ismning holati bir to'g'ri 
chiziqda yotmaydigan uchta nuqtasining holati bilan aniqlanadi.

Qatiiq j ismning har qanday harakatini ikkita asosiy harakat­
ga keltirish mumkin; ilgarilanma va aylanma harakatlar.

Mustaqii ishlash uchun savol va topshiriqiar

/. Mexanik s i s t em a ga  to 'rif bering.
2. B og  ‘lan ish  fa 'rifmi kelriring va  fah l i !  c/iling.
3. Q an d a y  b o g ' la n i sh ga  g eom etr ik  bog 'Ian ish  d e y i la d i?
4. Q anda y  b o g ' la n i sh ga  kinematik bog 'Ian ish  d e y i la d i?
5. Mex'inik s is fem 'tn in g  erkirlik da ra ja s i  d e ga n da  nimani tushiinas'Z?

7 .2 .  Q attiq  jism ning i lgar ilanm a harakati

Tayanch iboralar: harakat, harakat tenglamasi, harakat tra- 
yektoriyasi. tezlik va tezlanish.

Qattiq j ismning harakati davomida unga mahkamlangan 
to^g'ri chiziq kesmasi ixtiyoriy paytida o‘zining boshlangMch 
holatiga parallcliigicha qolsa, uning bunday harakatiga ilgarilanma 
harakal deyiladi.

Ilgari lanma harakatdagi qattiq j ism nuqtalarining trayekto­
riyalari umumiy  holda parallel egri chiziqlar bo'lishi mumkin. 
Ilgarilanma harakat xossalanni quyidagi teorema bilan xarak- 
terlash mumkin.

Teorema.  I lgar i lanma harakatdagi  qal tiq j ism hamma 
nuqtalarining trayektoriyalari ,  tezlik va tezlanishlari bir xil 
boMadi.

QaUiq j ismning ixtiyoriy ikkita /Í va 5  nuqtasining harakatini 
qaraymiz (159-shakl).

159-shaklga asosan quyidagi munosabatga ega bo'lamiz;



159-shakl.

Qattiq j ismning ta'rifiga asosan AB vektorining moduli 
o ‘zgarmas, i lgari lanma harakatning t a ’r i i lga asosan bu vek­
torning yo'nalishi ham o‘zgarmas boMadi. Ilgarilanma hara­
katning ta'rifidan yana shunday xulosa qil ish mumkinki, A

nuqtaning trayektoriyasini o'ziga parallel ravishda AB masofaga
ko‘chii-sa, B nuqta trayektoriyasi bilan ustma-ust tushadi.

(7.18.1) tenglikning ikkala tomoni vaqt bo‘yicha differen- 
siallanadi, y a ’ni

clh dr d iA BA  ̂ \ (7.2.2)

i i
d t

V,
dt

-  V

dt dt dt 

A- AÈ vektorning ham moduli ,  ham yo‘ na-

lishi o‘zgarmas boMgani uchun
d[AB)

dt
tenglik quyidagi ko‘ rinishga keladi;

= 0 .  Nati jada (7.18.2)

(7.2.3)
(7.18.3) (7.2.3.)tenglikning ikkala tomonini  vaqt bo'yicha

differensia l lab,
dv: d\
dt dt 

quyidagi tenglikni hosil qilamiz;

= la rn i  eMiborga ol ib.



IV, (7.2.4)
A Vil ff nuqtalar qaltiq jismning ixtiyoriy nuqtalari boigani  

uchun (7.2.3)va (7.2 .4) lenglik lardan quyidagi  xulosa kelib 
chiqadi; qattiq j ismning i lgarilanma harakaii vaqlida uning 
hamma nuqtalarining trayckloriyalari, tezlik va tezlanishlari bir 
boiadi.

Agar qattiq j ism nuqtalarining tezliklari vaqtning faqat bitta 
paytida teng bo i ib ,  qolgan paytlarda teng bolmasa,  jismning 
shu paytdagi harakatiga oniy i lgarilanma harakat deyiladi, Oniy 
ilgarilanma harakatdagi j ism nuqtalarining tezlanishlari umumiy 
holda teng b d m a s l i g i  mumkin.

Qattiq j ismning ilgarilanma harakatini uning ixtiyoriy biiia 
nuqtasining harakati bilan tola l ig icha xaraklerlash mumkin. 
Jismning i lgari lanma harakaii uning bitta nuqtasining harakat 
qonuni bilan beri ladi, y a ’ni

/i (O ’ y  = /3 (0 , Z = /3  ( r ) .  (7.2.5)

(7.2.5) teng lama lar  qattiq j i smning  i lgar i lanma harakat 
tenglamalarini ifodalaydi.

7.3. Qattiq jismning qo‘zg‘ almas o‘q atrofidagi 
aylanma harakati

Tayanch iboralar:  harakat, harakat tenglamasi, trayektoriya, 
burchak tezlik, burchak tezlanish, tekis va tekis o'zgaruvchan 
harakat.

7 .3 .1 .  Burchak tezlik va burchak tezlanish

Qattiq j i sm n ing  butun harakati davomida uning ikkita 
nuqtasi q o ‘z g ‘ a lm asdan  qolsa,  un ing  bunday harakat iga 
qo‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanma harakat deyiladi. Qo‘zg‘almas 
nuqtalardan o ‘ tuvchi to'g'ri chiziqqa aylanish o'qi deyiladi 
(160-shakl).

A wa B nuqtalar  qaltiq j ismning qo'zg 'a lmas nuqtalari 
bo'lsa, Oz o ‘q j ismning aylanish o'qi bo'ladi. Qatiiq j ismning



aylanish o ‘qi fazoda ixtiyoriy yo'nalishga ega bo' lishi mumkin. 
Aylanish o‘qining ustida yotgan hamma nuqtalar  qo‘zg‘almas 
boMadi. Qo‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanuvchi qattiq j ism nuqta­
larining trayektoriyalari aylanish o'qiga perpendikular tekis- 
hklarda yotuvchi aylanaiardan iborat boMadi. Bu aylanalarning 
markazlari aylanish o ‘qi ustida yotadi.

Qattiqj ismning aylanish o ‘qi orqali qo‘zg‘a lmas flo tekisligi 
va j ismga mahkamlangan FI tekisliklari oMkaziladi. BoshlangMch 
paytda bu tekisliklar ustma-ust tushsin. Aylanuvchi  jismning 
ixtiyoriy t paytdagi holatini bu tekisliklar orasidagi ikki yoqli 
burchak bilan aniqlash mumkin. q> burchakka j ismning aylanish 
burchagi deyiladi.

Agar (p burchak i vaqtning ikki marta differensiallanuvchi

(7-3M)
funksiyasi ko‘ rinishida berilgan boM.sa, 
qatt iq j i sm n ing  ix t iyor iy  paytdagi  
holatini aniqlash mumkin.  (7.19.1) 
tenglama qattiq jismning qo‘zgMilmas 
o ‘q atrofidagi aylanma harakat tengla­
masini ifodalaydi.

Qo‘zg‘a lmas o ‘q atrofida a y la ­
nuvchi qattiqjismning erkinlik darajasi 
birga teng, chunki  uning ixtiyoriy 
paytdagi holatini bitta aylanish bur­
chagi bilan aniqlash mumkin.

Qattiq j ismning qo‘zg‘almas o‘q 
atrofidagi aylanma harakatini xarak- 
terlash uchun burchak tezlik va bur­
chak tezlanish tushunchalari kiritiladi.
Qattiq jism A/vaqt oraligMda Acp burchakka burilsin (160-shakl).

miqdorga jismning à(p vaqt oraligMdagi o‘ rtacha burchak tezligi 
deyiladi.

I60shakl.



0 ‘rtacha burchak tezlik (o* ning A/ 0 dagi Hmitiga qattiq 
j ismning t paytidagi algebraik burchak tezligi deyiladi, y a ’ni

w = Hm = (7.3.3)
Ar (II

Umuman olganda jismning burchak tezligi vaqtning diffe­
rensial lanuvchi funksiyasi bo'lishi mumkin. Biror At vaqt ora­
ligMda j ismning burchak tczligi Aa; miqdoriga o‘zgarsin:

Aco
c = —  (7.3.4)

At ^
miqdorga j ismning At vaqt oraligMdagi o ‘ rtacha burchak tcz- 
lanishi deyiladi. ning At - ^ 0  dagi limitiga jismning / paytdagi 
algebraik burchak tezlanishi deyiladi va quyidagicha yoziladi;

Art» d(o d̂ (p ^e = hm —   ̂ ^ ^ _ (7 3 5)
At dt dt̂

Burchak radianda oMchansa, burchak tezlik va burchak 
tezlanishlarning oMchamlari quyidagicha boMadi;

CO = burchak / vaqt = rcid !  c = c~̂

£ = burchak /(vaqt)^ = rad / ĉ  -  c~' ■

Algebraik burchak tezlik va burchak tezlanishlar musbat ham, 
manfiy ham boMishi mumkin. Agar j ism soat strelkasi yo‘nahshida 
aylansa, io < 0 boMadi. Agar j ismning aylanishi tezlanuvchan
boMsa, e > 0 ;  sekinlanuvchan boMsa, e < 0 boMadi.

Agar  (^>0, > 0 boMsa, j i sm n in g  harakat i  musbat

yo‘ nalishidagi  tezlanuvchan harakat;  (̂  > 0 va ^ > 0 boMsa,

harakat musbat yo‘nalishidagi sekinlanuchan harakat; 0  <0 va

<̂ > 0 boMsa, harakat manfiy yo'nalishdagi tezlanuvchan harakat 
boMadi.

(J) -  cp va e -  cp miqdoriarining ishoralari va miqdoriariga 
qarab j ismning harakat yo'nalishini aniqlash mumkin, shuning



uchun ham jismning burchak tezligi va burchak tezlanishi vektor 
kattaliklar boMadi.

(ô burchak tezlik vektori jismning aylanish o ‘qi bo'ylab, bu 
vektor uchidan qaraganda jism soat streikasiga qarama-qarshi 
yo'nalishida aylansa d) vektorning yo‘nalishi musbat, soat strcl- 
kasi bo‘yicha aylansa, (ô ning yoMialishi manfiy boMadi. Burchak 
tezlik va burchak tezlanish vektorlarining moduli algebraik 
burchak tezlik va algebraik burchak tezlanishlarning absolut 
qiymatlariga teng.

Burchak tezhk vcktori aylanish o'qining ixtiyoriy nuqtasiga 
qo‘yi!ishi mumkin, yaMii bu vektor ozod vektor hisoblanadi 
(I60^shakl).

Burchak tezlanish vektori ham j i sm n in g  aylanish o'qi 
bo‘ylab yo'nalgan bo'lib. agar harakat tczlanuvchan boMsa, bur­
chak tezlik vektori bilan bir xil, harakat sekinlanuvchan boMsa, 
burchak tezlik vektoriga qarama-qarshi yoMialagan boMadi. Burchak 
tezlanish vektori aylanish o'qining ixtiyoriy nuqtasiga qo'yilgan 
boMishi mumkin, yaMii burchak tezlanish vcktori ham ozod 
vektor.

Agar j ismning butun harakaii davomida (o = const boMsa, 
uning bunday harakatiga tekis aylanma harakat deyiladi. Agar
boshlangMch {t=  0) paytda (p = %, boMsa, tekis aylanma harakat
tenglamasi quyidagi ko'rinishda boMadi:

(p -  (Py, + ( 0 1 . (7.3.6)

Agar j ismning butun harakati davomida = const boMsa, 
uning bu holdagi harakatiga tekis o'zgaruvchan aylanma harakat 
deyiladi. Tekis harakat qonuni

£
(p (̂p ,̂ + w,/ + (7.3.7)

ko'rinishida boMadi. (p̂, — jismning boshlangMch burchag tezligi. 
Tekis o'zgamvchan harakatda burchak tezligining o'zgarishi qonuni

ÚJ = *- st (7.3.8)
ko'rinishida boMadi.



7.3 .2 . Qo‘zR‘almas o‘q atrofida aylanuvchi qattiq jism 
nuqtalarining tc/Iik va tc/lanishlarl

Qo‘zg‘a lmas o‘q atrofida aylanuvchi j ism nuqtalari markazlari 
aylanish o ‘qida boMgan aylanalar bo'ylab harakatlanadi, shuning 
uchun ixtiyoriy N-nuqtasining tezligi aylana bo‘ylab harakat­
lanuvchi nuqtaning tezligi kabi topiladi, yaMii

(7.3.9)0„N 0)

bunda 0,,/V — Jismning aylanish 
o'qidan N nuqtagacha boMgan 
eng qisqa masofa (161-shakl). Jism 
nuqtalarining tezliklari trayektoriya 
(aylana)larining urinmalari bo'ylab 
yo‘nalgan boMadi va demak, aylanish 
radiusiga perpendikular bo'ladi.

Ko‘ rsatish mumkinki, tezlik 
vektorining moduli va yo'nalishi

-- ( t )  X r  (7 .3M0) 
vektorning moduli va yo'nalishi 
bilan bir xil bo'ladi. Haqiqatan 
ham,  v\- vektor ham, 6  x r  

vektor ham o) va r  vektoriar tekisligiga perpendikular va nuqta 
trayektoriyas ining urinmasi bo'ylab aylanish tomoniga qarab 
yo'nalagan bo' ladi :

o3 X /■ -  (O ■ r  siii(ft), r ) ,

161-shaklga asosan: r  sin(w, r-) = 0„N .
Bunga asosan:

U) I-shakl.

cox r CO

Bunga asosan va vektoriarining modullari ham teng.
О nuqta aylanish o 'qining ixtiyoriy nuqtasi boMsin va 
ON . U holda

Удг = mom ДГ (¿3) = NO x co -  -ON x (i) = - r  x co = co x r



yoki
- C(jx r  . (7.3.11)

(7.3.1 l)formulaga Eylcr formulasi deyiladi.
Demak, ü x r  moduli va yo‘nalishi bo'y icha nuqta tezligini 

to‘la aniqlaydi.
0  nuqtani koordinatalar sistemasini boshi deb olib, Zo'qini  

aylanish o ‘ qi bo ‘ y lab yo ‘ na lt i r i l ad i  ( 1 61 -sh ak l ) .  U holda

(ô  -  cùy ^--0, (0  ̂ = (0 va (7.3.11 )formulani quyidagi ko'rinishda 
yo7ish mumkin;

V - (0 X r -
I J  y
O O (0

X y  Z
Bundan

(7.3.12)

(7.3.13)-(oy , = (OX  , ^ 0 .
(7 .3 .13)formula lar  j ism nuqtalari  tez l ik lar in ing koordi­

natalarini topish tbrmulalarini ifodalaydi. (7.3.13) formulalarning
ko'rinishi Oxyz koordinatalar sistemasi qo'zg'almas bo'lganda ham, 
j ismga mahkamlangan bo' lganda ham o'zgarmaydi .  Demak, 
tezlikning proyeksiyalari qo'zg'almas koordinatalar sistemasidan 
qo'zg'aluvchi koodinatalar sistemasiga o'tishiga nisbatan kovariant 
bo'lar ekan.

(7.3.11 )formulaning ikkala tomoni vaqt bo'y icha differensial- 
lanadi;

dv d . .. dco . dr
iV = —  = — (<ü X r )  =  —  X r + ù)y  —  

dt dt dt dt

d(ô . dr
- jj-  = \̂ e ’tiborga olib, quyidagi formulani hosil

qilamiz:

C  X  r  + CO X V  . (7.3.14)



(7.3.14) tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi qo‘shiluvchining 
moduli

é X r  -  c rs in  (f', r )  ^ € h
ga teng, bu esa aylana bo 'y lab 
ha rak a t l anuvch i  nuqta u r inma 
tezlanishining moduli bilan bir xil. 
é x r  vektorning yo'nalishi ham 
urinma tezlanishining yo'nalishi  
bilan bir xil (162-shakl). Demak, 
¿y^r vektor N nuqtaning urinma 
tezlanishini ifodalaydi, y a ’ni

- é x r .  (7.3.15)
(7.3.14) tenglikning o'ng to­

monidagi ikkinchi qo'shiluvchini 
qaraymiz;

ÍOl'Sin .

(ó va y vektorlar o ‘zaro perpendikular va v- hay bo lgan i  
uchun yuqoridagi tenglikni quyidagi ko'rinishda yozish mumkin;

1 6 2 - s h a k í .

(O XV

(ÚXV = h(ü‘
(i) X i’ vektorning yo'nalishi normal tezlanishning yo'nalishiga paral­
lel va N nuqtadan aylanish o'qiga qarab yo'nalgan, shuning uchun

W „=h(o\  (7.3.16)
bunda h vektor aylanir.h o'qidan N nuqtaga tomon yo'nalagan. 
Demak, (7.3.14) formula nuqtaning to'la tezlanishini ifodalaydi.

Urinma va normal tezlanishlarning modullari quyidagicha 
hisoblanadi;

=/í£, ^-h(o\ (7.3.17)

Tanlangan sanoq sistemasiga nisbatan (162-shakl) = O,

F ., -  £ ( £ -algebraik burchak tezlanish) va iV =̂-a> 0„N  deb
olsak, (7.3.Í5)va (7 .3 .16)formulalarga asosan;



IV é y. r  -  0)^OnN -
i J k 
o o e(I
X y  Z

-co^O„N (7 3 IS)

Blindan tezlanishning koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalari 
topiladi:

IV, IV^^O. (7.3.19)

Bu formulalar ham qo‘zg‘almas koordinatalar sistemasidan 
qo‘zg‘aluvchi koordinatalar sistemasiga o‘tishga nisbatan kovariant.

7 .4. Qattiq jismning ilgarilanma va qo‘zg ‘alnias o ‘q atrofidagi 
aylanma harakatiga doir masalalar ycchish bo‘y ica uslubiy 

tavsiyalar. M asala lar

Qattiq j i sm n in g  qo ‘ z g ‘ a lmas o ‘ q a t ro f idag i  a y lanm a 
harakatiga doir masalalarni quyidagi tartibda yechish tavsiya 
etiladi:

Birinchi tur masalalar — qattiq j ismning aylanma harakat 
tenglamasi berilganda uning burchak tezligi, burchak tezlanishi, 
nuqtalarning chiziqli tezlik va tezlanishiarini topish.

1. Koordinatalar s istemasini  shunday tanlash kerakki, 
o ‘qlarning bittasi, masalan, Z o ‘qi j ismning aylanishi o‘qi bilan 
ustma-ust tushsin.

2. Burchakning o‘zgarish qonunidan foydalanib, burchak 
tezlik va burchak tezlanishlarning aylanish o ‘qidagi proyeksiya­
lari topiladi.

3. Burchak tezlik va burchak tezlanishlarni topilgan qiymat- 
laridan tbydalanib, j ism nuqtalarining chiziqli tezligi, normal va 
urinma tezlanishlari topiladi.

4. Urinma va normal tezlanishlar topilgandan keyin jism 
nuqtalarining to‘ la tezlanishlari topiladi.

Ikkinchi tur masalalarda aylanma harakat burchak tezligi 
yoki burchak tezlanishi beri lganda, j i smning  harakat teng­
lamasi. nuqtalarning tezlik va tezlanishiarini topish.



1. Burchak tezlanishni ifodalovchi differensial tenglamani 
integrallab,  j i smning  burchak tczligi topiladi.  Integrallash 
o ‘zgarmaslari boshlangMch shartlardan topiladi.

2. Burchak tezlikni ifodalovchi differensial tenglamani integ­
rallab, j ismning aylanma harakat tcnglamasi topiladi.

3. Burchak  tezlik va burchak tezlanishlarning beri lgan 
qiymatlaridan foydalanib, j ism nuqtalarining tezliklari, urinma va 
normal tezlanishlari topiladi.

4. Urinma va normal tezlanishlarning topilgan qiymatlaridan 
foydalanib, j ism nuqtalarining toMa tezlanishlari topiladi.

l-m asa la .  Qo‘zg‘almas o‘q atrofida aylanuvchi maxovikning 
aylanish o'qidan r =  0,3 m masofadagi nuqtasi qonunga
muvofiq harakat qiladi. ( 5 — metrda, t — sekundda). = 3c boMgan 
payida niaxoviknihg burchak tczligi va burchak tezlanishi topilsin.

Yechish. r  radiusli aylana bo‘ylab harakatlanuvchi nuqta 
tezligining moduli

dS
V' -

dt
tenglamalardan foydalanib topiladi:

dS d[^t + p )
V = —  = — ---------- = 3 + 3/ . (a)

dt dt
Nuqtaning urinma tezlanishining moduli

d!
formuladan foydalanib topiladi:

i/(3 + 3/ ]̂
----- ^ - 6 / .  (b)

dt
Nuqta tczligi va urinma tezlanishlari modullari burchak tezlik va 

burchak tezlanishlar orqali ifodalanadi, y a ’ni
V = ro) ,  IV . -  rs  .



Bu formulalardan

co = ~ , f: = —- 
r  r

(a) va (h) tengliklarga asosan:

3(l+/M 
 ̂  ̂ = 10(1+/ ') ,co =
0,3

r = 3 c bo‘lgan paylda

.  = ^ ^ 2 0 ,  
0,3

-20 3-i^ = 60fo - 10(1+ 9 ) - =  100- ,
c e  cr

2-m asaIa . Elektromotor ishga tushiri lganda uning r = 0 , 4  
radiusli rotori qonunga muvot'iq harakatlanadi {cp — radianda, 
/ — sekundda). T=  10cbo ‘ lgan paytda rotorning burilish burcha­
gi, burchak tezligi, burchak tezlanishi, shuningdek rotor gardishi­
dagi nuqtaning tezligi, normal va urinma tezlanishlari topilsin.

Yechish. /, = lO.v ni harakat tenglamasiga qo ‘yib,  burilish 
burchagi topiladi:

/, =105; v>-0 ,3 10- - 3 0  rad.
Harakat tenglamasidan tcgishli hosilalarini olib, burchak tezlik 

va burchak tezlanishlari topiladi, y a ’ni

a  = .ii^ = 0,6/; 
dt

dco d̂ (p
dt dt̂

/, =10c; Ci) = 0,6 10= 6

Rotor gardishidagi nuqtaning tezligi:

V ~ rco = 0,4/« - 6 -  = 2,4 ^5 ’ A  ■
Nuqtaning nonnal va urinma tezlanishlari:

= 0 , 6 ^  = 0 ,6 . -2

rad = 6.S'

W. =
5 ,7 6 ^ /\

' = 14,4 ,
0,4m



3-masa la .  Markazdan qochma regulyator vali n = 240 min"' 
chastota bilan aylanadi. A sharlar markazlarining normal tezla­
nishlari topilsin (163-shakl). /=0,4 m, qolgan o‘ lchamlar shaklda 
ko'rsatilgan.

Yechish. Qattiqj ismning aylanish chastotasi berilganda uning 
burchak tezligi quyidagi formuladan topiladi:

Bunga asosan:

nn
(0 -  —  с 

3 0

Л - - 2 4 0

3 0

Normal tezlanish (7.3.17)formuladan foydalanib topiladi, y a ’ni

bunda/z— shardan aylanish o‘qigacha boigan masofa. 163-shaklga 
asosan:

Л -  (0,2 + 0.1)Д/ = 0,3m .
Natijada

=0,3/п-(8ял-')^ «  189,3-^.

4 -masaIa  (И.В . Мешчерский !3 .8 ) .  Motor o ‘chiri lgan 

paytda 40 ga lo ‘g ‘ ri keladigan burchak tezlik bilan ayla-

nayotgan samolyot propellcri t c ‘xtaguncha 80 marta aylanadi. 
Propeller aylanishini tekis sekinlashuvchan deb hisoblab, motor 
o‘chiri lganda propeller to‘xtagunicha qancha vaqt o4ishi topilsin.

Yechish. Tekis sekinlashuvchan aylanma harakatda burchak 
tezlikni va burchakning o ‘zgarish qonunlari olinadi, y a ’ni

CO -  СОц -  £  / ,  

(p = ü;,,/ -



Motor to'xtaganda: di = 0; -  80 2л-= 160л-, -  4 0 л - . 
Bular yuqorida keltirgan tenglamalarga qo'yiladi:

0 = 40л’ -  ¿7;

I бОл’ = 40t[( -

fJ  = 40^;
. /̂4 40 Л’1607Г = 40л’/ --------1 ■

2 2 

Bundan: t = 8s.
5-masala (И.В. Мешчсрский 14.3).  Tinch holatdagi A shkivli 

stanok elektromotoming uzluksiz tasma bilan harakatga keltiriladi;
shkivlarning radiuslari r, -  ISsm, = 30j/w; e lektromotoming 

harakatga keltirilgandan keyin burchak tezlanishi 0 , 4л-' '^Ф .2  ■

Tasmaning shkivlar b(/ylab sirg‘anishini hisobga ulmay,  stanok 

qancha vaqtdan keyin 10; 
aniqlansin (164-shakl).
qancha vaqtdan keyin Юл ga teng burchak tczlikka ega bo'lishi

Ycchish. A va 5shkivlargardishlaridagi  nuqtalarning ur inma 
tezlanishlarini (7.3. l7)fonnuladan foydalanib topiladi:

= r,e W ( r )

2̂ 'A ■

Tasma shkivlarbo‘ylabsii^‘anmaydi, shuning uchun 
boMadi. Bu munosabatdan:

r-,8 - n rad.

A shkiv tekis tezlanuvchan harakat qiladi, shuning uchun uning 
burchak tezligi (7.3.4)formulaga asosan quyidagicha hisoblanadi:



(0, = (0'a o + e J .

COAO

A shkivning boshlangMch burchak tezligi 

- 0 ,  t = T paytda câ  = 1 0 ; r ™ ^  ga 

teng. Bular yuqoridagi tenglamaga qo‘yiladi:

W n ^  = 7i'-ad/ r .
c / s

Bundan

165-shakl.

T -  \0s
6-masaIa. Radiusi /? = 10 sm boMgan A 

val unga osilgan P tosh bilan aylantiriladi. 
Toshning harakati jc --= 100/‘ tenglama bilan 

ifodalanadi, bunda x-toshdan qo'zg'almas 0 0 ,  gorizontgacha 
boMgan santimetrlar hisobida ifodalangan masofa, /-vaqt (sekund­
lar hisobida). Tpaytda valuing burchak tezligi w va burchak tezlanishi 
8, shuningdek,  val s i r t idag i  nuqtaning to ' l a  tezlanishi W 
aniqlansin.

Ycchish. Masofaning o'zgarish qonunidan foydalanib, Ptosh- 
ning tezligini topiladi, y a ’ni

' * =  200/-™
di sek

P toshning tezligi baraban chetidagi nuqtalar tczligi bilan 
bir xil bo'lganligi uchun bu tezlikni baraban nuqtasining tezligi 
deb topainiz, y a ’ni

V = R(o.
Bundan

V rad <!) = — = 20r .
P  sek

Endi /’ toshning tezlanishi topiladi:

^  = 200 ™
d t  s ek ^

P toshning tezlanishi baraban chetidagi nuqtalarning urinma 
tezlanishi bo'ladi, y a ’ni



sm
sek^

W. -  Rs.

Bulardan:

sek'
(7 .3 .17)formulaiardan foydalanib, normal tezlanishi topiladi:

rad
W  = Rûp- bundan 

Endi to‘la tezlanish moduli topiladi: 

W

W_ = 400Г
sek'

sm.

7-niasala (И.В. Мсшчерский
14.!4 ) .  Markazlashtirilniagan kri'^o- 
ship-polzunli mexanizm porsheni- 
ning harakat tenglamasi yozilsin; 
kr ivoshipn ing aylanish o ‘q idan 
yo‘naltiruvchi lincykagacha boMgan 
masofah h ga, krivoship uzunligi 
r g a ,  shatun uzunligi /ga teng ;  Cx 
o‘q polzun yo‘naltimvchisi bo'ylab 
yo‘ nalgan. Masofalar polzunning 
chetki oMig holatidan boshlab hi­
soblanadi (166-shakl).

Yechish. 166-shaklga asosan:
O E -O D .

OE  masofani C 0 5  uchburchakdan topiladi:

O’E = sj{r + i y  - h \  (b)
166- a shakl mexanizmning ixtiyoriy paytidagi vaziyatiga mos, 

166-b shakl mexanizmining boshlangMch holatiga mos. 166- 
shakldan:

0 ’D = 0'A  ̂ + A^B,

/4Д ~ rsincp + h\ OAi = r  cos (p.



O'D - rcos(p + ~ (A + rs in (py

(b) va (c) lar (a) tenglamaga qo'yiladi;

:c)

X ^[v + /)“ -  h -  -(/i + rs in (py -  r  cos (p,

yoki

 ̂ . hsm ç) 4 — -- cos

8 -m asa la  (И .В .  М етч е р с ки й  
14.7) . Yarim o'qlari a va h  bo'lgan bir 
juft c l l ip t ik  tishli  g ' i ld i r ak ia rn in g  

.M. ay lanma harakatini uzatish qonuni 
chiqari lsin. I g ' i ldirakning burchak 
tczligi w, consí. O'qlar orasidagi ma­
sofa OjOj =2a\ -aylanish o‘qlarinl 
tutashtiruvchi to'g' ri chiziq bilan 1 

ell iptik g' i ldirakning katta o'qi orasidagi burchak.O'qlar cllipsla- 
rining fokuslari orqali o' tadi (167-shakl).

Ycchish. Л/nuqta harikki g'ildirakka ham tcgishli bo'lganligi uchun
r̂ (0, = ЛШт

bo'ladi. Bundan

167-shukl.

67-shaklga asosan:

(Ô -  ~(ù,.
"2

(b)

(c)

El lipsning xossalariga asosan =i i^-/j^.(b)  va(c) tenghk­
lardan:

? Л 2 T
Aü -  4tí/'| + r,' -  r, + 4c -4cr ,  cos^.



Bundan

-  ary -  ~ cr, cos ç? r, =
a - c  COSÇ7 

Buni (c) ga qo'yib, topiladi;
-  la c  COS. (p + ĉ

A =
a - c  cos (p

r. va r  larning topilgan qiymatlari (a) tenglamaga qo‘yiladi;

Cù-, =  -

a' -  l a c  cos, (p + C'
Ú),.

3 - in a sa la .

Muammoli m asa la  va topshiriqiar

1. Tinch holatda turgan jism tekis tezlanish 
bilan aylana boshlab, birinchi 2 minutda 3600 
marta aylanadi. Burchak tezlanishi aniqlansin.

2. Tinch holatda turgan maxovik tekis 
tezlanish bilan aylana boshlaydi; birinchi 5 
sekundda u 12,5 marta a y lan ad i .  Shu 5s 
o‘tgandan so‘ng uning burchak tczligi qancha 
bo‘ladi?

3. 1 yuk lebyodka yordamida koMariladi,
2 baraban <p ^ S^ lt^  qonunga asosan aylanadi.
Agar barabanning diametri d = 0,6m bo'lsa, 
f -  \ c bo'lganda baraban A/niiqtasining tezligini 
toping.

4.  Soat  balansir ining bu rchak  tezl igi  
ù) -  ;rsin47r/ qonun bilan o'zgaradi. T = 0,125^ 
bo'lgan paytda balansirning aylanish o'qidan 
masofadagi nuqtalarning tezligini sm/s larda 
aniqlang.

5. Aylanish o'qidan r  = 0,2m  masofadagi nuqtalarning tezligi
V = 4/̂  qonun bilan o'zgaradi. / = le  bo'lgan paytda j ismning 
burchak tezlanishini toping.

7 -m a sa la .



6. Jism qo‘zg‘almas o ‘q atrofida (/y-2t^ qonunga muvofiq 
aylanadi . t  ̂ 2c bo igan paytda aylanish o'qidan r  i),2m maso­
fadagi nuqtalarning normal tezlanishini toping.

7.  Qo‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanuvchi disk M nuqtasining

normal tezlanishi = 6 ,4w / .v .̂ Agar diskning radiusi /? = 0,4m 
boMsa, uning burchak tezligini toping.

8. Jism qo‘zg‘almas o ‘q atrofida (p~2i qonunga asosan 
aylanadi .  Jismning aylanish o'qidan r  = 0,2m  masofadagi nuqta­
larning ( - 2c paytdagi urinma tezlanishini toping,

9. Jismning burchak tczligi qonunga asosan o'zgaradi. t~  2c 
b o ig a n  paytda, j ismning aylanish o'qidan masofadagi nuqtalar- 
tiing urinma tezlanishini toping.

!  I -masa la .

10. Qo‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanuvchi disk A/nuqtasining 

tezlanishi W^f^Am/s'^- Agar diskning radiusi R^.0,5m  va

Y -  60" bo'lsa, diskning burchak tezligini toping.
11. Qo'zg'almas o'q a ironda aylanuvchi disk M  nuqtasining

tezlanishi  -  ^m / . Agar  diskning radiusi R = 0,Am va 

y = 30" bo isa ,  diskning burchak tezlanishini toping.

12. Diametri Z), = 360m/n boigan I tishli gildirakning burchak

tezligi XOTtfirad/s ga teng .  i g'ildirak bilan ichki biriktirilgan va 
burchak tezligi unga qaraganda uch marta katta bo'lgan II tishli 
g' i ldirakning diametri qanchaga teng bo'lishi kcrak?



13. Strclkali indikator mexanizmida harakat o' lchovshtiftining 
reykasidan 2 shesternyaga uzatiladi; 2 shcsternyaning o ‘qiga 3 tishH

¡2 -m asa la .
1

1J - m a s a l a - ¡4 -m a sa la .

gMldirak o'rnatilgan. 3 gMldirak esa strclka biriktirilgan 4 shesternya 
bilan tishlashadi. Agar shtiftning harakati x = r/sin kt tenglama 
bilan berilgan boMsa va tishli gMldiraklaming radiuslari mos ravishda 

va boMsa, strclkaning burchak tezligi aniqlansin.
14. Radiusi r -- lOim boMgan tishli konus shakl idagi O,

gMldirakning qancha vaqtdan keiyn XAAnrad /i'  ga teng burchak
tezhgiga cga boMishi aniqlansin; tinch harakatdagi bu gMldirakni

radiusi 2̂ = \ Ssm gatengva 4/r
rad burchak tezlanishiga ega boMib,

tekis tezlanish bilan aylanadigan konus shaklidagi gMldirak 
aylantiradi.

15. Friksion uzatmaning I yetakchi vali oj ^ lOnrad j  s bur­
chak tezlik bilan aylanadi va iiaiakat vaqtida shunday siljiydiki 
(yo‘nalishi strelka bilan ko‘ rsatilgan), oraliq ¿^=(10—0,5t) sm 
(t-sekundlar hisobida) qonunga muvofiq 
o‘zgaradi. 1) II valuing burchak tezlanishi 
d oraliq funksiyasi sifatida aniqlansin;

2) Friksion gMldirakning radiuslarini 
r=5sm, /?=15sm, deb olib, ¿/=r boMgan 
paylda ^gMldirak gardishidagi nuqtaning 
toMa tezlanishi topilsin. ¡5-mlsala.

in



Mustaqii ishlash uchun savol va topshiriqiar

1. Qattiq Jismning qanday harakatiga uning ilgarilanma harakati 
deyiladi?

2. Ilgarilanma harakatdagi qattiq Jism nuqtalarining tezlik va 
tezlanishlari qanday ho ‘ladi?

3. Oniy ilgarilanma harakat deganda qanday harakatni tushunasiz?
4. Qattiq Jismning qanday harakatiga qo'zg'almas o'q atrofidagi 

aylanma harakat deyiladi?
5. Qo ‘zg ‘almas o 'q atrofida aylanuvchi qattiq Jismning burchak tezligi 

va burchak tezlanishi deganda nimani tushunasiz?
6. Qo'zg'almas o'q atrofida aylanuvchi Jismning burchak tezlik va 

burchak tezlanish vektorlari qanday yo 'nalgan bo 'ladi?
1. Qattiq Jismning qanday harakatiga tekis aylanma harakat deyiladi?
S. Qattiq jismning qanday harakatiga tekis o'zgaruvchan harakat 

deyiladi?
9. Qattiq jism nuqtalarining tezliklari qanday topiladi?
¡0. Qattiq jism nuqtalarining urinma va normal tezlanishlari qanday 

topiladi?
/ /. Qattiq jism nuqtalarining urinma va normal tezlanishlari qanday 

yo ‘nalgan bo ‘ladi?
12. Qo'zg'almas o'q atrofida aylanuvchi Jism nuqtalarining to‘la 

tezlanishi qanday topiladi?

VIII BOB. QATTIQ JISMNING TEKIS PARALLEL HARAKATI

8.1 , A sos iy  tushunchalar

Qattiq j ism nuqtalari biror qo‘zg‘almas tekislikka parallel 
tekisliklarda harakatlansa, uning bunday harakatiga tekis parallel 
harakat (ley[\ad\. Bu ta’rifdan shunday xulosa chiqarish mumkinki, 
qattiq j i smga qo‘zg‘almas tekislikka perpendikular qilib mahkam­
langan ixtiyoriy to‘g ‘ ri chiziq kesmasi ilgarilanma harakat qiladi, 
ya ’ni o ‘z -o ‘ziga parallel ko‘chadi. Haqiqatan ham, qattiqjismning 
qo‘zg‘a lmas tekislikka perpendikular AB kesmasi biror A/ vaqt 
oraligMda A'B' hoiatga oMsin. Qattiq jismning ta ’riflga asosan
AB = A'B\ AA' va BB' ko'chishlar esa qo“zg‘aImas tekislikka



168-shakl-

paral lel  boMishi icerak, bundan
ABB'A' shakl parallelogramm ekan­
ligi kelib chiqadi. Demak, ABIIA'B'
( 168-shakl).

Bundan shunday xulosa qilish 
mumkinki, qattiq j ismning asosiy 
tekisl ikka perpendikular  to ‘g ‘ ri 
chiziqda yotuvchi nuqtalarining 
harakati uning bitta nuqtasining 
harakati bilan aniqlanadi. Butun
jismning harakati qattiq j ismni qo'zg 'a lmas tekislikka parallel 
tekis l ik bi lan  kesishdan hosi l  bo ' l g a n  S  kes imn ing  o ' z  
tekisligidagi harakati bilan aniqlandi.  Shunday qilib, qattiq 
j ismning tekis parallel harakati tekis shaklning o'z tekisligidagi 
harakatiga keltiriladi.

O'zgarmas tekis shaklning o 'z tekisligidagi holati uning 
ikkita nuqtasining holati bilan yoki ikkita nuqtasini tutash­
tiruvchi kesmaning holati bilan toMiq aniqlanadi.

Tekis shaklning o'z tekisligidagi harakati i lgarilanma va 
aylanma harakatlardan iborat bo'ladi.

Tekis shaklning ilgarilanma harakati deb shunday harakatga 
ayti ladiki, uning harakat tekisl ig ida yotgan ixtiyoriy to 'g 'r i  
chiziq kesmasi o'z-o'ziga parallel ko'chadi.

Tekis shaklning o'z tekisligidagi harakati davomida uning 
aylanish markazi deb ataluvchi bitta nuqtasi qo‘zg 'a lmasdan 
qolsa, bunday harakatga ay lanma harakat deyi ladi .  Qattiq 
jisrnnir.g buiïday harakaii davomida nuqtalaririiiig trayekto­
riyalari markazi  qo 'zg 'a lm as  nuqtada  bo ' lgan  konsentr ik  
aylanaiardan iborat bo'ladi. Nuqtalar ining tezlik va tezlanishlari 
aylanish markazigacha bo'lgan masofalarga proporsional bo' ladi ,  
ya ’ni

(8 . 1. 1)

¡ 7 ,  (8.1.2)

bunda CO va lar aylanish burchak tezligi va burchak



tezlanishi. Qattiq j i smning aylanma harakatida nuqtalarning 
tezlanishlari OQ ay lanish radiusidan /i burchakka og‘gan 
boMadi. Bu burchak hamma nuqtalar uchun bir xil qiymatga ega. 
U faqat co \di e larga bogMiq, ya ’ni

= W. co (8.1.3)

l - teorcma. Qattiq jismning o ‘z tekisligidagi har qanday chekli 
ko'chishini bir ilgarilanma ko'chish va ixtiyoriy markaz (qutb) 
atrofida bir marta burish bilan hosil qilish mumkin.

Isbot. Tekis shaklning va kesmalar bilan aniqiangan 
ixtiyoriy ikkita /7, va /7, holati berilgan boMsin {AB kesma tekis 
shaklga mahkamlangan> (l69-shakl).

Ilgarilanma harakat bilan tekis shakl /7̂  holatdan hoiatga 
oMsin, bu holda >15kesma Â B̂  holatdan A.̂ B̂  ̂hoiatga oMadi va bu 
ko‘chish 5  «  vektor bi lan aniqlanadi (169-shakl).

¡69-shak'

Ilgarilanma harakat ta ’riflga asosan A^B l̂IA^B .̂ Endi tekis shakl

markaz atrofiga à.(p = ZÂ B̂̂ Â  burchakka buriladi, natijada A.̂ B̂  
kesma /l^^^^olatga oMadi va /7shakl FJ.̂  holatdan /7̂  hoiatga oMadi. 
Biz ixtiyoriy markaz sifatida B̂  nuqtani tanladik. Bu holda shaklning
ilgarilanma ko‘chishi B̂ B.̂  vektor bilan, aylanma ko'chishi esa
A ç  = /.A-̂ B̂ Â  burchak bilan aniqlanadi. Agar qutb sifatida/4 nuqta
olinganda edi shaklning ilgarilanma ko'chishi a ,Aj vektor bilan.



Osonlik bilan ko‘ rish mumkinki,  ^ A,A-, , y a ’ni i lgari lanma

ko'chish qutbni o'zgartirishi bi lan o'zgaradi,  lekin A(p-A(p' 
chunki bu burchaklar parallel kcsmalardan tashkil topgan. Demak, 
figuraning aylanma ko'chishi qutbni tanlanishiga bog' l iq emas. 
Shunday qilib, i lgarilanma ko'chishi  qutbni tan lanish i  bilan 
o'zgarar ekan, uni tanlash yo' l i  bilan i lgari lanma ko'chishni  
yo'qotish ham mumkin.

2- teorcma.  Tekis shaklning o ‘z tekisligidagi ilgarilanm a 
bo'lmagan har qanday chekli ko'chishini chekli aylanish markazi 
deh ataluvchi markaz atrofida bir marta burish bilan hosil qilish 
mumkin.

Isbot. Tekis shaklning ixtiyoriy ikkita Â B̂  va Â B̂̂  ̂ kesmalar 
bilan aniqiangan Í/, va //̂  holatlari berilgan bo'lsin (170-shakl).

170-shakl.

Agar O chekli aylanish markazi mavjud bo' lsa, bu shun­
day nuqta bo'ladiki, bu nuqta va nuqtalardan bir xil uzoq- 
lashgan bo'ladi, xudi shunday B̂  va nuqtalardan ham bir xil 
uzoqlashgan bo'ladi (170 -shakl) , y a ’ni 0/1, — OA ,̂ OB̂  — OB̂ .

Demak, O aylanish markazi Â A.̂  va B̂ B.̂  kesmalar o'rta- 
laridan chiqarilgan perpendikularning kesishish nuqtasi bo'lar 
ekan. O nuqta aylanish markazi ckanini ko'rsatamiz. Haqiqatan
ham, A.O A f i . B f i B J ) . A^B, = Â B̂  b o ' l g a n i  uchun
AA.OA  ̂ = AB.OB^. Demak, A.B, kesmasi O markaz atrofida



A(p- b u r c h a k k a  burish bilan tekis Â B.̂  ho­

iatga va demak shaklni /7, holatdan /7̂  hoiatga o'tkazishi mumkin.
Shuni aytish kerakki, \(p burchak Â B̂  va A-̂ B.̂  kesmalar 

orasidagi burchakka teng va bu burchak 1-teoremaga asosan 
qutbni tanlanishiga bog‘liq emas.

Isbotlangan ikkita teorcmadan tekis shaklning o‘z tekisligi­
dagi harakati haqida quyidagi xulosaga kelish mumkin:

1) i -teoremaga asosan tekis shaklning o'z tekisligidagi har 
qanday  harakatini qutb deb ataluvchi nuqta bilan birgalikdagi 
chekli i lgarilanma ko‘chishlari va qutb atrofidagi chekli burish- 
larining uzluksiz kctma-ketligidan iborat deb qarash mumkin.

2) 2-tcoremaga asosan tekis shaklning har qanday ilgari­
lanma boMmagan elementar ko‘chishini oniy aylanish markazi 
deb ataluvchi markaz atrof\da bir marta elementar burchakka 
burish bilan hosil qilish mumkin. Bundan quyidagicha xulosa 
qilish mumkin: tekis shaklning o'z tekisligidagi ixtiyoriy ilgari­
lanma boMmagan harakatini oniy aylanish markazlari atrofidagi 
e lementar burishlar ketma-ketligidan iborat deb qarash mum­
kin.

Tekis shaklning harakati davomida oniy aylanish markazi­
ning holati qo‘zg‘almas tekislikda ham, shaklga mahkamlan 
tekislikda ham uzluksiz o ‘zgarib boradi.

Oniy aylanish markazi atrofidagi aylanma harakat burchak 
tezligi CO ga oniy burchak tezlik, burchak tezlanishi z ga oniy 
burchak tezlanish deyiladi.

Tezlik vektori aylanii;h radiuslariga perpendikular boMadi 
(a y lan ish  radiusi nuqtadan aylanish markazigacha boMgan 
masofa) (171-shakl). Tekis shaklning oniy aylanish markazi P 
nuqtaning qaralayotgan ondagi tezligi nolga teng boMadi.

Tekis  shaklning on iy  aylanish markazini topish uchun 
uning ikkita nuqtasi tezligining yo‘nalishini bilish yetarli. Bu 
nuqtalar  tezliklaridan chiqar ilgan perpendikularlarning kesi­
shish nuqtasi oniy aylanish markazi boMadi.

Oniy aylanish markazining qo‘zg‘almas tekislikda qoldirgan 
iziga qo‘zg‘almas sentroida, shaklga mahkamlangan tekislikda



172-shakl.

¡73-shakl.

qoldirgan iziga qo‘zg‘aiuvchi scnlroida deyiiad (172-shakl). ©  bilan 
qo‘zg‘almas sentroida, 0  bilan qo‘zg‘aUivchi sentroidani bclgi- 
lanadi, oniy aylanish markazi ®  bilan belgilanadi.

Qaralayotgan onda oniy aylanish mar­
kazining qo'zg'almas tekislikdagi o ‘ rni ®  bi­
lan qo‘zg‘aluvchi tekislikdagi o‘rni Q) oniy ayla­
nish markazi ®  bilan ustma-ust tushadi (172- 
shakl). Cheksiz kichik A/ vaqtdan keyin oniy 
aylanish markazi boshqa nuqtaga oHadi, (D va @
nuqtalar ajraladi. Qo‘zg‘almas sentorida qo‘zg‘almas 0 ^ t¡ tekis­
ligiga nisbatan qo'zg'amas egri chiziq boMadi. Qo‘zg‘aluvchi 
sentroida shaklga mahkamlangan tekislikka nisbatan qo‘zg‘almas, 
tekislikka nisbatan qo‘zg‘aluvchi tekislik bilan birgalikda qo‘zg‘a-  
luvchi yegri chiziq bo'ladi. Qo‘zg‘aluvchi va qo‘zg'almas sentroi- 
dalaming urunish nuqtasi qara layotgan onda oniy aylanish 
markazi boMadi,

Tekis shaklning harakati vaqt ida qo‘zg‘aluvchi sentroida 
qo‘zg‘almas sentroida ustida sirpanmasdan yumalaydi va ularning 
urunish nuqtasi qaralayotgan onda oniy aylanish markaz i  
boMadi. Masalan,  D disk d to‘g ‘ ri chiziq bo'ylab sirpanmasdan 
yumalayotgan boMsa, d to‘g ‘ ri chiziq qo'zg'almas sentroida, D 
disk aylanasi qo'zg'aluvchi sentroida boMadi, ularning umnish 
nuqtasi oniy aylanish markazi boMadi.



8.2 . T ek is  sh ak l  nuqtalarin ing tez lik lar i

Tekis shaklning harakatini Â t̂] 
qo'zg'ahnas koordinatalar sistemasiga 
nisbatan qaraymiz.  Shaklning qutb 
nuqtasi P va ixtiyoriy nuqtasi M ning 
A^j] koordinatalar sistemasiga nisba­
tan holati p̂ , va radius-vektorlar 
bilan aniqlansin (174-shakI). V  holda 

p p , va p vektorlar orasida quyidagi munosabat o'rinli:

Pa/ = P ,  + '-'- (8.2.1)
Du tenglikning ikala tomoni vaqt bo ‘yicha difcreusialla-

nadi:

^Pn . àr
dl df dt

( 8 .2 .2 )

P M - r - c o n s f  boMganligi uchun r vektor shakiining harakati 
vaqtida faqat yoMialishi bo'yicha o'zgaradi. Eyler formulasiga

asosan
dP

=  ( 0  X
d p.̂ 1 dp,, 

bundan tashqari — ^  ^Mdt ’ ........ dl df
Nati jada (8.2.2) tenglikdan quyidagi formulaga kelamiz:

+ X /• yoki + (X-2-'')

Tezliklarni qo'shish teoremasiga asosan tekis shakl ixtiyoriy 
M nuqtasining tezligi qutb nuqtasining tezligi, ya'ni ilgari­
lanma harakat tezligi bi lan qutb atrofidagi aylanma harakat 
v^ .  =¿5 x r  tezliklarining yigMndisiga teng. vektor MP 
kesmaga perpendikular boMib, shaklning aylanish tomoniga 
qarab yo'nalgan boMadi (175-shakl) va moduli -  co -PM  ga 
teng.



/ 75-shakl. l76-shak¡.

Demak, tekis shakl biroita P nuqtasming tezHgi va bu nuqta 
atrofíela aylanma harakat burchak tczligi (o berilgan bo lsa ,  uning 
ixtiyoriy nuqtasining tezligini topish mumkin ( l75-shakl) .

Tezliklarni topishning boshqa usuli quyidagi teoremadan 
kelib chiqadi.

I-teorcma. Agar íeki.s .shakl hitta nuqtasining tezligi va 
boshqa bitta nuqtasi tezligining yo'nalishi berilgan bo'lsa, oniy 
aylanish markazidan foydalanib, tekis shakl ixtiyoriy nuqtasining 
tezligini topish mumkin.

Isbot. Tekis shakl bitta A nuqtasining tczligi va boshqa bitta B 
nuqtasi tezligining yo'nalishi berilgan boMsin (l76-shakl) .  A va B 
nuqtalardan ularning tezliklariga perpendikular to'g'ri chiziqlar 
chiziladi. Bu to'g'ri chiziqlarning kesishish nuqtasi P shaklning 
oniy aylanish markazi boMadi. P nuqtaga nisbatan A nuqtaning 
tezligi quyidagicha bo'ladi (176-shakl):

v'  ̂ = Ù) ■ PA . 

Bundan, oniy burchak tezlik co topiladi;

V  .
(Ú =

PA '
Endi ixtiyoriy M nuqtaning tezHgini topamiz:

PM
PA

(8.2.4)

(8.2.5)

tezlikning yo'nalishi PM  vektorga perjxndikular boMadi



(8.2.5) tenglikdan ko'rinib turibdiki, tekis shakl nuqtala­
rining ixtiyoriy paytdagi tezligi oniy aylanish markazidan nuq­
tagacha boMgan masofaga proporsional bo'lar ekan.

Agar tekis shakl berilgan nuqtalarning tezliklari va 
lar parallel bo'lsa, yuqoridagi teorcma ma'nosini yo'qotadi. 
Bunday holda quyidagi ikkita holdan bittasi o'rinli bo'ladi.

1) bo'lib, À vn B nuqtalar bitta umumiy perpen- 
dikularda yotmasin (177-shakl).  Shakldan ko'rinib turibdiki, bu 
holda oniy aylanish markazi cheksizlikda boMadi va (8.22.4) 
tenglikdan cj = 0 .  Demak,  shakl bu holda oniy ilgarilanma 
harakatda boMar ekan.

2) boMib, A va B nuqtalar bitta umumiy AB perpcn- 
dikularda yotsin (178-shakl).  Bu holda oniy aylanish markazini 
lopisri ucnun va tezliklarning modullarini ham bilish 
kerak bo'ladi. v\ va vektorlarning uchlari orqali to'g'ri chiziq 
o'tkaziladi. Bu to'g'ri chiziq bilan AB to'g‘ ri chiziqning kesi­
shish nuqlasi on iy  ay lan ish  markazi bo ' l ad i  ( 1 78-shakl) .
(8.2.5) formuladan:

PA PB ■
Demak, bu holda tekis shakl ixtiyoriy nuqtasining tezligini 

topish uchun ikkala A va B nuqtalar tezliklarining ham yo'na­
lishi, ham moduli beri lgan boMishi kcrak.

Agar =v,  ̂ bo' lsa, bu holda yana tekis shakl oniy ilgari­
lanma haiakatda bo'ladi.

2-te«rema.  Tekis shakl o'zgarmas kesmasi uchlarining tezlik­
larini kesma yo'nalishidagi proyeksiyalari o'zaro teng.

Isbot. AB kesma uchlarining tezliklari v\ va v„ bo'lsin
n  l i

(179-shakl). A va B nuqtalardan ularning tezliklariga perpendi­
kular chiziqlar ch izi ladi ,  ularning kesishish nuqtasi P oniy 
aylanish markazi bo'ladi.  Agar AB kesmaning oniy aylanish 
burchak tezligi co bo ' lsa ,  A vm B nuqtalarning tezliklari

= (0 . PA. V/j = 0) • PB bo'ladi.



Ularning AB kesmadagi proyeksiyalari 
quyidagicha boMadi;

AA' = c o s a  = (I) - PA-cos a  = coh,

BB' = = Vfl cos P = (0 - PB cos p  = coh.

bunda h 179-shakldan ko'rinib turibdiki 
P nuqtadan  AB k e s in agacha  boMgan 
masofa. Demak,

177-shakl.

8 .3 . T ek is  shakl nuq ta lar in ing  tez lan ish lar i

Tekis shakl ixtiyoriy M nuqtasining tezhgi (8.2.3) formulaga 
asosari quyidagicha topiladi;

v^ ,= vf,+ œ  X F ,  
bunda F = PM -  M  nuqtaning P nuqtaga nisbatan radius-vektori 
(174-shakl). Bu tenglikning ikkala tomoni vaqt bo'yicha differen- 
siallanadi:

dv.
dt

dv,, ,dcL) df ̂
• +  ( ----------  X  r)-\-{CÛ X  -------- ) .

dt dt dt
(8.3.!)

dco
~dl

miqdor shaklning burchak tezlanish vektori boMib,

bu vektor shakl tekisligiga perpendikular yoMialgan boMadi. 

dr  ̂ ^
- — = (0 X /• Eyler formulasi, ¿ j j _ r  va o - f - O  larni e ’tiborga 
dt

olib, quyidagini hosil qilamiz:

d ico X  —  = 3  x (¿> X  r )  =  C 0 { C Ô -r )  — r(cd Ú)) = -co^f 
dt

Natijada (8.3M) tenglik quyidagi ko‘ rinishga keladi:
2-rW., =Wp + {s xr)~ cû  r (8.3.2)



A- ?  va w ;r j= -o } ‘ ,(") 2”
A// M r (8.3.3)

miqdoriar shaklning P nuqta atrofidagi aylanma harakatining 
urinma va markazga intilma (normal) tezlanishiarini Ifodalaydi. 
Shunday qilib, (8.3.2) tenglik quyidagi ko‘rinishga keladi:

yoki
(8.3.4)

(8.3.5)

bunda =
Shunday qilib, tekis shakl ixtiyoriy nuqtasining tezlanishi 

qutb nuqtasining tezlanishi bilan qutb nuqtasi atrofidagi aylan­
ma harakatlari tezlanishlarining geometrik yigMndisiga teng. ^ j_ f  
va f  = PM  boMganligi uchun

wi;,] = MP-£, w i:̂  = PM-co\ w ,„=^PM -^ (8.3.6)

boMadi. ŵ ,̂, vektor bilan PM radius orasidagi ^ burchak quiy- 
dagicha topiladi;

W,( r )

MV
MP (Û (8.3.7)

8 .4 .  T ez lan ish la r  oniy m arkazi

Tekis shaklning o ‘z tekisligidagi hara­
ka t in ing har bir payt ida  shaklning yoki 
shakl tekisligining shunday nuqtasi topil- 
saki, qaralayotgan onda bu nuqtaning tez­
lanishi nolga teng boMsa, bu nuqtaga tezla­
nishlar oniy markazi deyiladi.

Tekis shakl P nuqtasining W,, tez la ­
nishi, shuningdek P nuqta atrofidagi aylan­
ma harakat burchak tezligi (o va burchak 
tezlanishi e berilgan boMsin (180-shakl).



(8.3.7) formuladan foydalanib, m burchakning qiymati hisob­
lanadi;

(0

P nuqtadan shaklning aylanish 
tomoniga qarab yo 'na lgan  va W,. 
vektor bilan /i burchak tashkil qiluv­
chi yarim to'g'ri chiziq o' tkaziladi. 
Agar aylanish sekinlashuvchan bo' l­
sa, yarim to'g'ri chiziq qarama-qarshi 
tomonga yo'nalgan bo'ladi. P nuq­
tadan boshlab bu yarim to'g'ri chi­
ziqda

W„

W..

IS ¡-shakl.

PO =

kesma ajratiladi. Q nuqta tezlanishlar on iy  markazi bo'ladi.
(8.3.5) va (8.3.6) formulalarga asosan

bunda ^ PQ\j£^7(o^ = Wj.. Bundan tashqari , vektor

PQ radius bilan f.i burchak tashkil qiladi, demak bu vektor IV̂ , 
vektor bi lan pere l le l  va q a ram a -qa r sh i  y o 'n a lg a n ,  y a ’ ni

= -W ,.. Shuning uchun -  IVp + -  0.

Agar qaralayotgan onda Q nuqtani qutb deb olsak, = 0 
bo'lib, (8.3.5) va (8.3.6) formulalardan

va vi\,=MQ^E^ ■ ( «A I )
Shunday qilib, tekis shakl nuqtalarining tezlanishlari nuq­

tadan tezlanishlar oniy markazgacha bo' lgan masofaga pro- 
porsional boMadi, ya'ni



MQ PQ

Teksi shakl nuqtalarining tezlanishlari 
nuqtalar  bi lan on ly  markazni  tu ta sh­
timvchi kesmalar bilan bir xil burchak 
tashkil qiladi (182-shakl).

Shuni ta’kidlab o‘tish lozimki, only 
aylanish markazi P bilan tezlanishlar 
only markazi Q lar boshqa-boshqa nuq­
ta lar  boMadi. Oniy aylanish markazi

uchun V',. = 0;

8 .5 .  T ek is  shakln ing  o ‘z tek is lig idagi 
h a rak a t  teng lam asi

Tekis B^rj shakl qo'zg 'a lmas koordinatalar sistemasiga 
nisbatan harakatlansin (183-shakl). Shaklning A nuqtasini qutb 
deb olib, shaklga mahkamlangan Axy koordinatalar sistemasi

olinadi. Agar qutb nuqtaning r\̂  koordinatalari hamda Ax va

A^ o ‘qlar orasidagi (p burchak maMum boMsa, lekis shaklning 
ixtiyoriy paytdagi holati aniqiangan boMadi. Tekis shaklning 
harakati beri lgan boMadi, agar

hA=J\Àt)^ =./2(0 - <P = M n  (H-5M) 
bogManish tenglamalari berilgan boMsa va bu tenglamalarga tekis 
parallel harakat tenglamalari deyiladi.

Qutb nuqtasining B^r} koordinatalar sistemasiga nisbatan 
radius-vektorini , shakl ixtiyoriy M nviqtasining radius- 
vektorim p  , shu nuqtaning Axy koordinatalar sistemasiga 
nisbatan radius-vektori f  bilan belgilanadi. Bu vektorlarning 
vaqt oMishi bilan ham moduli ham yo'nalishi o'zgaradi, y a ’ni



183- shaklda asosan:

p = +;■ -

M nuqtaning koordinata­
lar sistemasiga nisbatan koordinata­
larni j-j bilan, Axy koordinatalar 
sistemasiga nisbatan koordinatalari x, 
y  bilan belgilanadi. (8.5.3) tenglania-
ning ikkala tomonini  A^ va Ih] 
o ‘ qlar iga proyeks iya lab,  quy idag i  
tenglamalar hosil qilinadi:

+ x cos(p- ys\n(p.

ISJ-shakl.

r]=^T]^+X Sin(p + ycos(p.

(8.5.4) tenglamalar shaklning Aär] koordinatalar sistema­
siga nisbatan harakat tenglamalarini ifodalaydi. Bu tenglamalar 
M nuqta trayektoriyasining parametrik tenglamalarini ifodalaydi, 
parametr i bu tenglamalarga r]̂  va (p lar orqali kiradi. Bu 
tenglamalarda parametr / ni yo‘qotib, 0 ( 4 ,  /̂) = ü trayektoriya 
tenglamasini hosil qilamiz.

(8.5.4) tenglamalarning ikkala tomonini vaqt bo'yicha diffe­
rensiallab, lekis shakl ixtiyoriy nuqtasining tczlik va tczlanish- 
larini topish mumkin:

X r), (8.5.5)
yoki (8.5.3) formuladan:

dpA
dt

larkoordinatalar sistemasining biriik vektoriari 

bi lan belgilanadi . U holda (8.5.6)ni  quy idash icha  yozish 

mumkin;



d i

s n
O O (O

bunda
¿■/(p
d i

-burchak tez l ikning  algebraik ifodasi . v̂ /

tezUkning  ̂ va o'qlardagi proyeksiyalari quyidagicha boMadi:

\’r
d i  d i
dr\ dy\^ (8.5.7)
d i  d i

Axy koordinatalar sistemasining birlik vektorlari .v”, v 
bilan bclgilnadi va (8.5.5) ni quyidagicha yoziladi:

M - -  V o
.x:

(1)
o

(8.5.8)

Nati jada v̂ / tezlikni .x, y  o'qlaridagi proyeksiyalari uchun 
quyidagi formulalarni hosil qilamiz:

(8.5 .9)

'̂ax' /̂ív miqdoriar quyidagi formulalardan topiladi:

¿o , ^ 0

bundan

- ‘ Â

á

d i

C O S íp  -f

d i

S in  (p,

, 'i d i  
Â ■ ^̂ /4sm (p + —^ c o s  (p.

d t d i



Shakl oniy aylanish markazining koordinatalari - 0 
deb yoki (8.5.7) va (8.5.10) tenglamalarning chap tonionlarini 
nolga tcngiashtirib topiladi, y a ’ni

- n , )  = 0, ^  0,
(it (it

bunda r\p- P oniy aylanish markazining koordinatalari. 
Bulardan;

(8.5.11)
(0 dt (1) dt 

Oo‘zg‘aluvchi koordinatalar sistemasiga nisbatan;
Vav -f'HV ■- 0. V̂ ,, -f (0 = 0,

bunda x̂  va lar P oniy aylanish markazining Axy koo^dinr.- 
talar sistemasiga nisbatan koordinatalari. l^ulardan;

X p  - “  — , } ' p  = — ■ ( 8 . 5 . 1 2 )
(0  (0

(8.5.11) va (8.5.12) tenglamalar o ‘z navbatida qo'zg'almas
va qo'zg'aluvchi sentroidalarning parametr ik tenglamalaridir.
Ulardan parametr t ni yo'qotib, ularni koordinatalardagi

<p( p̂, r\p)=--0. f{Xp, , V p ) - 0  (8.5.13)
tenglamalari topiladi.

M nuqtaning tezlanishini (8.3.2) formuladan tbydalanib 
yoki (8.5.6) tenglikning ikkala tomoni vaqt bo'yicha diffcrcn- 
siallab topib.di, y a ’’ii;

i/vw d v . d . . . .  ,,y . . 2 ■
^  ^ — (a)x r )  + i; X r  -  (oV , (X .5 , 14)

dt dt dt

bunda i  = shaklning burchak tezlanishi.
dt

(8.5.14) tenglikni

11/ ^  P P /1 /— — \ 2 / • • \^ — T - — ^  (p  -- ) -  w (P  -  Pa )■
dt  ̂ dt^



ko'rinishda yozib, \Vf̂  ning  ̂ va t] o'qlardagi proyeksiyalari 
topiladi:

i2\

c J t ‘

w,.
(fr\ d-y]^

' dt' dt'
X  va y  o'qlardagi proyeksiyalari quyidagicha boMadi:

^ -  F.y -  (D^X,

[Vy

(8.5M5)

(8.5M6)

^^4x' proyeksiyalar

Ax -f-cos (p + d \ S in  (p,

IVA y

dt  ̂ dt  ̂
d'i,^ . d̂ x]̂

S in  (p + ------^ C O S ip
dt' ' d r  

formulalardan topiladi.
Tezlanishlar oniy markaz Q ning koordinatalarini PV̂  =0 

deb, yoki (8.5M5) tcngliklar chap tonionlarini nolga tcnglash- 
lirib topamiz, yaMii

dt^
-  e(no ~%a)

. X  . . 2

d f
+ e(sü (no - n j  -  0.

(8.5M7)

Qo'zg'aluvchi  koordinatalar sistemasi o'qlardagi proyek­
siyalari:

-  e>’g -  cô jcg, = 0.
W -  E X̂  -  (Ù y^ = 0.

bundan



G 2 4
£ + (1)

-IV^E +
У о---

8 .6 . Q attiq  j ism ning tekis p a re l le l  h a ra k a t ig a  doir 
m asa la la rn i yechish ho‘y ich a  u s lu b iy  tavs iya lar .  

M asa la la r

Qattiq j ismning tekis parellel harakat iga doir masalalarni 
quyidagi tartibda yechish tavsiya etiladi:

1. Ikkita koordinata'ar s'stcmasi tanlnnadi : qo‘zg‘phTias 
hamda tekis shaklga mahkamlangan koordinatalar sistemasi.

2. Tanlangan koordinatalar  s i s temas iga  nisbatan tekis  
shaklning harakat tenglamalari tuziladi.

3. Tuzilgan tenglamalardan foydalanib, tekis shakl nuqta­
larining tezlik va tezlanishlari topiladi.

4. Tekis shakl oniy aylanish markazi yuqorida bayon qi l in­
gan usu l l a rdan  foyda lan ib  top i lad i  va on iy  m arkazdan  
foydalanib, nuqtalaring tezliklari topiladi.

5. Tekis shakl bitta nuqtasining tezlanishi va bu nuqta 
atrofidagi aylanma harakat burchak tezligi va burchak tezlanishi 
berilgan boMsa, tezlanishlar oniy markazi topiladi.

6. Tezlanishlar oniy markazigdan foydalanib, tekis shakl 
nuqtalarining tezlanishlari topiladi.

8 .6 .1 .Harakat tenglamalariga oid masalalar

l -masa la .  (И.В .  Мешчсрский). ÀB sterjenning A uchi  
o‘zgannas tezlik bilan to‘g‘ ri chiziqli yo'naluvchida siфanadi va 
bunda sterjen harakat vaqtida D shkifga tayanadi . Sterjen va 
uning В uchi harakat tenglamalari yozilsin. Steijen uzunligi f ga  
teng; shkif to‘g ‘ ri chiziqli yo‘nalt i ruvchidan // balandl ikda 
o ‘ rnati lgan. Harakatning boshlanishida sterjenning A uchi



qo ‘ zg ‘a lmas  k o o rd in a ta l a r  s istemasi  
boshi О nuqta bilan ustma-ust tushadi: 
OC - a . A nuqta qutb deb olinsin {184- 
shakl).

Ycchish. Bcrilganlar shaklda ko'rsa­
tilgan. Steijenning A qutb atrofida ayla­
nish burchagini Ф bilan belgilanadi, A

184-shakl. nuqta X o‘qi bo 'y lab  to 'g 'r i  chiziql i
harakal qilgani uchun hamma vaqt >’̂ =0.  Endi koordinatasi 
topiladi. Shakldan va A nuqta v tezlik bilan tekis harakat qilgani 
uchu П

X. -- OA = v ■ t
bo'ladi.

Shakldan:
H

AC
И

bundan Ф -
H

о -  Vi
5  nuqtaning koordinatalarini topiladi: 
Xg OA + AE, OA V /;

cos Ф -

a -\ 't

AE = /’ сояф,

natijada

=  V /  +
a - V

V ia

Уд = BE = ^51пф = С-

iŸ
не.

+ { a - v l Ÿ  
15 .7 ) .  To 'g 'r i chiziql i  

i  uzun-

iH
2-masaIa ( И . В .  Мсшчерский

yo‘nalliruvchi bo‘ylab siфanuvchi A B nuqtalar 
likdagi /1Я steijen bilan biriktirilgan. A mufla v^ o'zgarmas tezlik 
bilan harakatlanadi. A muftani O nuqtadan harakatlana boshlaydi 
deb hisoblab, y4i5 sterjenning harakat tenglamalari yozilsin. Qutb 
uchun A nuqta olinsin. BOA burchak t i -cx ga teng (185-shakl),



Ycchish. A nuqtaning x^. г., 
koordinatalari topiladi. Koordi­
natalar sistemasi shaklda ko'rsa- 
ti lganday qilib tanlanadi.

Shakldan:
OA cos a ;  - OA sin a 

A nuqta o ‘zgarmas tezlik bilan tekis harakat qilgani 
uchun OA v j  va demak,

- v^/cosa; y^ - vois in a.
F-ndi Ф burchak topiladi:

BC
AB

sin (p; BC - y V J  sin a.

natijada sinф sin a
f

bundan Ф ■ arcsin
sm a

IS6-slmkl.

3- i i i a s a la  ( И .В .  Мсшчерский 1 5 .2 ) .
Radiusi R boMgan gMldirak gorizontal lo ‘g ‘ ri 
chiz iq  bo 'y lab  s i rpanmasdan  gMldiraydi .
(jMldirak markazi С ning tczligi o 'zgarmas va 
Vga long. (iMIdirak bilan bogMangan y  o ‘q 
boshlangMch paytda vertikal bo'ylab, qo'z-  
gMilmas T] o ‘q shu paytda gMldirakning С 
markazi orqali oMadi. GMldirakning harakal  
tenglamalari aniqlansin. С nuqta qiilb deb olinsin (186-shakl).

Ycchish. Koordinatalar sistemasini shaklda ko'rsati lganday 
qilib tanlaymiz. GMldirakning С markazi ^ o'qiga parallel to'g' ri 
chiziq bo'ylab v o'zgarmas tczlik bilan tekis harakat qilgani vichvin 
uning П koordinatasi o'zgarmas va R ga leng,  yaMii R .

с koordinatasi esa quyidagiga (eng;
C,( .  V f .

Endi Ф burchakni topamiz. Ci'ildirak ф burchakka burilganda 
uning chetidagi nuqtalar /?ф ga teng yoy chizadi va gMldirak 
markazining y( ko'chishiga leng boMadi, yaMii



8 .6 .2 . Tekis shakl nuqtalarining tc/Iiklarini 
topishga doir masalalar

4 -m a s a la  ( И .В .  М сш чер ски й  
16.5.). Har birining radiusi r  bo4gan 
ikkita bir xil disk A si lindrik sharnir 

"x vositasida birlashtirilgan. 1 disk 0  qo'z­
g'almas gorizantal o'q atrofida ф = ф(/) 
qonunga binoan aylanadi. 11 disk A gori­
zantal o‘q atrofida ц; = ц/(/) qonunga 
asoL:an aylanadi. О va A o'qlar rasm 
tekisligiga pcфcпdikular. ф va bur­

chaklar vertikaldan soat strelkasi harakatiga teskari yo'nalishda 
hisoblanadi. II disk С markazining tezligi topilsin (187-shakl).

Yechish. Shakldan foydalanib, С nuqtaning koordinatalari 
topiladi;

I S l - s l u i k l .

(a)
-  r  sin Ф  + rs in  \|/,

COS (p -  r  COS \\J.

(a) tenglamalar С nuqtaning Oxy koordinatalar sistemas'ga 
nisbatan harakat tenglamalarini ifodalaydi.

(a) tenglamalardan vaqt bo'yicha birinchi tartibli hosilalarni 
olib, С nuqta tezligining proyeksiyalari topiladi, y a ’ni

Vcj- “ -  ^(фсо5ф + \jy cos \\j),
s i i i 9 + ii/ sin\|/).

С nuqta tezligining modulini topamiz;

v,  - ( ф '  + Ф  + 2 ф ф  С 0 5 ( ф  -  ц/).

5-masala (И .В . Мешчерский 16 .10 .) . АВ to'g'ri chiziq 
rasm tekisligida shunday harakatlanadiki, uning A uchi hamma 
vaqt CAD yar im aylanada turadi, to'g' ri chiziqning o'zi esa 
hamisha CD diamctrning qo'zg'almas С nuqtasidan o'tadi. OA



radius CD ga tik boMgan paytda 
to'g'ri chiziqning C nuqtaga mos 
kelgan nuqtasining tezligi aniq­
lansin; A nuqtaning shu paytdagi 
tezligi 4 m/s ga teng.

Yechish. Л nuqtaning tezligi 
ay lana  radiusiga perpendikular  
boMib, harakat yo'nalishi tomonga 
yo'nalgan bo'ladi. B nuqtaning tezligi esa AB sterjen bo'ylab 
yo'nalgan bo'ladi. Proyeksiyalar haqidagi teoremaga asosan, A va 
B nuqtalarning AB to'g'ri chiziqdagi proyeksiyalari teng bo'lishi 
kerak. ya'ni

188-shaki.

Demak,

= V, cos 45 = 4 •
m

™ = 2V2
C c

2 , 8 3 - ,

6-masala (И.В . Мешчерский 16.15).  Krivoship mexaniz- 
midakiivosbip uzunügi OA=AO sm, sbatun uzunligi AB--2m\

krivoship burchak tezlik bilan bir tekis aylanadi. AOB

burchak turlicha: ë*' bo' lgan hollar uchun

shatunning burchak tezligi (o va shatun o'rtasidagi M nuqta 
tezligining qancha bo'lishi topilsin 
(189-shakr)-

Ycchish. 1 hokit uchun a) shakl­
da tasvirlangan sxema mos keladi.

Bu holda shaklning oniy ayla­
nish markazi B nuqta boMadi. A 
nuqtasining tezligi topiladi:

III O}-,



= 0/4 • cû,
oniy aylanish markaziga nisbatan = AB cô .

A
I.

ü) 0 %

II,
0)^

> M o

B IV o

Bu ikki tenglikdan;

OA 1 6 rad(On = ---- CO = — CÙ = -----71------.
AE 5 S s 

B oniy aylanish markaziga nisbatan M nuqtaning tezligi 
topiladi:

v „  = B M -ÎÙS = lOOim-iôTr— ^ 377 — .
5 s s

71
II hol uchun (p = —. Bu holda tczlik bilan tezliklar

parallel. Demak,  AB shatun i lgar ilanma harakat qi lar ekan. 
Shuning uchun uning hamma nuqtalarining tezliklari bir xil 
bo‘ladi,  y a ’ni

^  . An  ̂ sm smV f̂ i = V ̂  = OA • «  = 40 • 6it —  =5 7 54 — .
s s

Shakl ilgarilanma harakatda boMagni uchun uning oniy aylanish 
burchak tezligi cop =0.

III. Bu holga cp = 7t. Bu holda shakl B nuqtasining tezligi nolga 
teng va oniy aylanish markazi B nuqtada bo'ladi. A nuqtaning tezligi 
topiladi: ^ OA co , oniy aylanish markaziga nisbatan:

V. = ABœ...



Bulardan:

OA 6 rad 
COd = ------ co = —n ------- .

AB 5 s 
Л/nuqtaning tezligi topiladi:

v „   ̂ BM u>e = m s m  - n — ^ 3 7 7  —  .
5 s s

Зл
ÍV. ^ ~ Bu holda ham AB shatun i lgar i lanma harakatda

Do‘ iganligi uchun oniy burchak tczligi nolga teng:

/-\A АП ¿ sm , sm Â/ -  Â ~ ^  “ 40sm OK—  «  754 — .
s s

7-masaIa (И.В. Мешчсрский ¡6 .2S ) .  Shatui i l i  ABCD to‘n

. rad
zvenolikdayetakchi AB krivoship^'^ -  -----  o ‘zgarmas burchak

s
tezlik bilan aylanadi ./15 krivoship bilan 5 C  sterjen bir to‘g ‘ri 
chiziqda yotgan paytda CZ) krivoship va 5 C  sterjenning oniy 
burchak tezliklari topilsin; BC = 3AB (190-shakl).

b)
¡ 9{/-.-íhuki

Ycchish. Qaralayotgan holda В nuqta tezligidan chiqarilgan 
peфendlkular С nuqtadan o4adi ,  demak, С nuqta shaklning 
oniy aylanish markazi bo lad i .  A doimiy aylanish markaziga 
nisbatan В nuqtaning tezligi topiladi:

V/, АВ-Щ  A В A В
n r  -----w,) = -------v ^ -B C c ú ¡¡c  BC ЗАВ



yo k i 'ж
1 , rad  -  rad  ■ = — bn---- = ¿Л-----
3 s s

Qaralayotgan onda С nuqtaga nisbatan DCsteijen tinch holatda 
bo'ladi, shuning uchun = 0 .

8-masa la .  (И.В.  Мешчсрский 16.32.).  Rasmda harakatlarni 
qo‘shadigan mexanizm tasvirlangan. 0 ‘zaro parallel ikkita I - va
2-reykalar  v, va V2 o'zgarmas tezliklar bilan bir tomonga hara­
katlanadi. Reykalar orasida r  radiusli, reykalar bo'ylab 81фаптау 
dumalayd igan  disk qisi lgan. Diskning С o'qiga mahkamlangan
3 reykaning tezligi 1 va 2 reykalar tezliklari yig‘ indisining yarimiga 
tengligi ko'rsatilsin. Shuningdek, diskning burchak tezligi topilsin 
(191-shakl).

Ycchish. Masalani yechish uchun sxema I9l -a  shaklda rasmda 
tasvirlangan. Uchburchaklar o‘xshashligidan;

\ J “”

¡92-shakl.

PA

P B ^ ^ P A ,

PA+2r
PA

Li.
PA

^ P A -P A  =2r

bundan РЛ
2rv-

V, -  v-
a) Shakldan:

V̂ -  PBcUp :=> (S)p =
PB

PB= PA+ 2r =
2rv- + 2 r -

2rv-



( О ; ,  =  V ,

V ,  -  V - 2r

8.6.3. Tekis shakl nuqtalarining tezlanishiarini 
topishga doir masalalar

9-masala. (И.В. Мешчсрский 18.4.). 4-masalaning shartlari 
bajarilganda II disk C va 5  nuqtalarining tezlanishlari topilsin.

Yechish. 4-masalada C nuqtaning harakat tenglamalari tuzilgan, 
o‘sha tenglamalardan tezlanishning koordinata o'qlaridagi proyck­
siyalarini topamiz;

-  г(ф cos ф -  ф‘ sin ф + (|/ cos \|/ -  sin \|/), 
г: г(фМП ф + ф̂  cos ф + v'l> sin \|/ + vj/̂  cos V|/).

в  nuqta tezlanishini topish uchun 4-masa la  shaklidan foyda­
lanib, harakat tenglamalari tuziladi;

Xff -- r  sin Ф + r sin \|/ + r  cos Ц/,
Уд = -гсо5ф -  rcos\\i + r s in

Bu tenglamalardan tezlanishning proyeksiyalari topiladi, ya ’ni

fí.\

Г--Уд^Г

фС05ф - 2 
Ф sin ф + \Í2\\i cos(\j/ + —) 

4

ф51Пф-ф‘ С05ф+ \/2v|>sin(v|/+ —)
4

-  sin(\)i +-)  
4 .

+ \¡2\\j‘ cos{\\i + —) 
4

T n ‘ l ' '  f C 7 b n i c b i

f w l  =
formula bilan topiladi.

1 0 -m asa la  (И .В .  М сш черский 1 8 .2 0 . ) .  M ustahkam  
biriktirilgan AME to'g'ri burchak shaklidagi mexanizm shunday 
harakatlanadiki, bunda A nuqta har doim Oy qo'zg 'a lmas o'qda 
qoladi, boshqa A/£ tomoni esa, aylanuvchi 5  sharnir orqali o'tadi. 
Masofa MA  ̂OB = a . A nuqtaning tezligi o'zgarmas. Л/nuqtaning 
tezlanishi фbuгchakпing funksiyasi sifatida aniqlansin (192-shakl).



Yechish. Tekis mexanizmning /1 va 5  nuqtalarining tezliklaridan 
perpendikular chiqarib, P oniy aylanish markazi topiladi. Bu 
markazga nisbatan:

V. -  AP(i) bundan -

Shakldan:

cos (p -

AP

CP MB
AP AP

bundan AP
ME

cos (p

ta)

(b)

O/V =

l + sin (p
N B ^ O B -O N

+ sin {p

MB MB - a cos (p)
AP

NB 1 + sin (p 1 + sin (p
Burchak tezlikdan vaqt bo'yicha bir marta hosila olib, burchak

tezlanishi topiladi:
v^(l 4-sin(p)

(0  = c  = ( j  = ( — )^ C 0 S ( p ( l  + sin (p).
a a

Shaklning A nuqtasi vertikal to‘g ‘ ri chiziq bo'ylab o‘zgarmas 
tezlik bilan harakatlangani uchun uning tezlanishi nolga teng, 
shuning uchun tezlanishlar oniy markazi deb A nuqta olinadi.

S h u /4 nuqtaga nisbatan A/nuqtaning tezlanish­
lari topiladi:



r i Wf l )  2 V ^ ( l + S i r i ( p ) ^  . . 2-- ЛЛ/ю -  a - ^ -----;— —  -  ^ ( l  + sin ф) ,

COŜ  ф(1 + sin ф)  ̂ v l  2 / I  • ч2- AM 8 = a -^ --------^  — COS ф(1 + 51Пф) .

То‘!а tezlanish topiladi:

IV =
,V2

Ш (^Ш  = ^ ^ ( U s i n 9 ) / 2 .

Endi tezlanishning yo‘nalishi topiladi:

-

T Ф , T Ф ф . Ф , (p
cos -  sin cas - -  sin - - 1 -  

z со8ф(1 + 81Пф) 2 2 2 2 2

(0 (1 + з1пф) (cos^ + sin ' cos - + s in^
2 2 2 2 2

yoki

bundan

, я ф,
4 2

к ф ----------.
4 2

U-niasala (И.В. Мешчсрский 18.23).  GMldirak vertikal 
tekislikda og‘ma to‘g ‘ ri chiziqli yoMda sirg‘aninay gMldiraydi. Ikkita 
o ‘zaro perendikulardiametrlardan biri relsga parallel boMgan paytda 
ular uchlarining tezlanishlari topilsin; shu paytda gMldirak marka­
zining tczligi V(, l m / 5 , tezlanishi = 3 w /  ; gMldirak radiusi 
( i93 -shaK l j .



Yechish, Masala tezlanishlar oniy markazidan tbydalanib 
yechiladi. GMldirakning oniy aylanish markazi uning rels bikm 
urunish nuqtasi A/, nuqtada boMadi. O nuqtani qutb deb olsak, 
gMldirakning aylanish burchak tezgligi

v„ \m¡s l

boMadi.
GMldirak markazining tezlanishi qutb nuqtaga nisbatan urinma 

tezlanishni beradi, shuning uchun
^  lm ¡ ;P-  ̂ 1 
R

Endi \i burchak topiladi:

-̂--- 3-_6— . /u.
R 0,5

- 6 3
^ 4 2ü)

0  nuqta tezlanishining musbat yoMialishi bilan ji burchak 
tashkil qiluvchi yarim to‘g ‘ ri chiziq olinadi va bu yarim to‘g ‘ ri 
chiziqda O nuqtadan boshlab uzunligi

W
'Të  ̂+ (o'*

ga teng kesma ajratiladi. Q nuqta tezlanishlar oniy markazi 
boMadi:

3m/.v  ̂ 3 OQ  ̂ =——------- = —— m. . ..
V36 +16 2V13

a OQM< dan QA/| masofa topiladi:

QM. -  JR^ +0Q^ - 2  OQ /?cos(90" - a )  = I-’ *  ̂ -  2. ‘ sin n.
V  4 52 2^13 2

S in  |.l

3
- 2 - 3

V 4
Natijada,

OM, - ,Lm.
' ''55 26 v''l3



Q markazga nisbatan nuqtaning tezlanishi quyidagicha 
hisoblanadi:

Demak,

W ,=  ^  V36 + 16 , = 2 m l  s^. 
' v/n

tezlanish A/,Q kesma bilan p. burchak tashkil qiladi. 

Endi QM2 masofani topamiz:

QM, = 1 9 ^ 1 3  -  +----- 2 ------------  cos ̂ ,
^4 52 2 2>/!3 

1 2COSji

V 5 2  13 V S 2  

Natijada,

tK, =Qm J z  ̂+ = ^ - S Ï  ^ 3,l6m /s\
S 2

Xuddi shunday

Q M , =  1 ‘ -  2  ■ . 4 ^  c o s ( 9 0 "  + ^0 = 
‘ 4  52  2 2VI3

W =

1 3 22 VTo• —  sm n = - m, 
V52 2J Î 3 VI3

QM, = 22
- 2 - c o s ( 1 8 0 “ - n )  =

5 2  2 2 n/T3

‘22  Y  V 342 2  3
—  + _ —̂ cosvi = J—  + — = -7— w, 
5 2  2 ^  V 5 2  13 s/52
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