
ханикаси алохида-ало.\ида $рганилади. Мутлако дефор- 
мацниланмайдн, деб фараз ^илиш мумкин булган жисм 
а б с о л ю т  к а т т и к  ж и с м  деб айтилади, бу \олда 
жисм ну^талари орасидаги масофа узгармайди, деб 
^аралади.

Жисмларнинг Узаро таъсирини характерлайдиган 
физик катталнк куч, жисм инерциясини ифодалайдиган 
катталик эса массадир. Куч, масса, фазо, вакт, энер
гия, импульс, куч моменти ва бошкалар назарий ме- 
ханиканинг асосий тушунчаларидир. Шу тушунчалар 
орцали назарий механика ^зининг конунларини ва 
коидаларини ифодалайди.

Назарий механика уч (\исмга булиб урганилади: 
статика, кинематика ва динамика. )^ар бнр цисмда ну^- 
та ва жисм учуй механик масалалар мустакил .\олда, 
ало.\ида-ало^ида шаклларда Урганилади.

Маълумки, физиканинг асоси механикадир. Меха
ника жуда тарихий фан б?либ, у эрамнздан олдин 
бошланган ва шунинг учун яхши рнвожлангандир. Ме- 
ханиканйнг ривожланиш тарихинн учта асосий даврга 
б?лиш мумкин: 1) кадимий давр механнкаси — Арис
тотель (э. ав. 384—322 й.й) давридан 16 асргача булган 
давр; 2) уйгониш даври — 16 асряан 20 асрнннг боши- 
гача булган давр; 3) 20 аср механнкаси — >;озирги 
давргача б\глган механика.

Биринчи давр бошида Аристотель (Осиё халцлари 
орасида Арасту деб аталган) Узининг «Механика* 
деган асарида механикани бошца фанлардан ажра- 
тади. Архимед (э. ав. 287—212 й.й.) огирлик марка- 
зини аннцлаш буйича янгн таълимот билан рнчагга 
ц^йилган кучларнинг мувозанати, жисмларнинг сузиш 
шартлари ва суюцликларнинг гидростатик босимн ха- 
|\идаги тушунчаларни илмий асослаб беради. Шу 

, давр ичида геоцентрик назария ^укмронлик 
^илди.

Иккннчи даврда, уйгониш даврининг бошида Нико
лай Коперник (1473— 1543) ^ша ва^тгача ĵ vkm суриб 
ту^ган ва Птоломей ишлаб чиккан геоцентрик назария 
Урннга янги гелиоцентрик назарияни илмий-назарий 
томондан асослаб берди. Бу гелиоцентрик назария олам- 
нинг тузилиши ^ацидаги таълимотни бутунлай $згар- 
тнрди — бу назария чинакам инкилобчи назария эди. 
Бу назарияга асосан оламнинг марказида Куёш жой- 
лашган б^либ, Куёш атрофида .\амма сайёралар айла-
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надн. Коперниккача бу гелиоцентрнк назарияни Урта 
Оснё олимлари Беруний ва Абу Али ибн Сино г\ам 
сифат жи^атдан тавсифлаб берган эдилар. Булар олам- 
нннг марказида Ер булиши мумкин эмас, чунки Ер- 
нинг массаси Куёшга ннсбатан анча кичик ва, демак, 
оламнинг марказида К,уёш туради ва Куёш атрофида 
сайёралар, шу жумладан Ер >̂ ам айланиши мумкин, 
деган фикрни илгари сурдилар. Бирок бу фикр фацат 
сифат жи.\атидан, ^исоб-кнтоб килинмасдан айтилган 
эди. Коперник эса гелиоцентрнк назариянинг гугрили- 
гини, тулик математик .^нсоблаш методини ишлаб чицди 
ва нсботлади,

Кеплер (1571 — 1630), Галилео Галилей (1564— 
1642), Исаак Ньютон (1643— 1727) ишлари классик 
механика цонунларнни кашф килиб, системага киритди 
ва улар ало^ида конунлар шаклида эълон килинди. 
Чет эллардаги Иван Бернулли (1667— 1748), Даниил 
Бернулли (1700— 1782), Даламбер (1717— 1783), Л аг
ранж (1736— 1813), Ш аль (1733— 1880), Вариньон 
(1654— 1722), Пуансо (1777— 1859) ва бошка шу каби 
олимларнинг ишлари механиканинг ривожланишига 
катта таъсир килди. Шу жумладан, Россия Фанлар 
Академиясидаги Леонардо Эйлернинг (1707— 1783) 
механика сохасидаги ишлари ^ам, шуб^асиз, механи- 
кани асословчи пойдевор вазифасини бажарди, деб ай- 
тиш mvmkhh. М. В. Остроградский, П. Л. Чебишев, 
К. Э. Циолковский, И. В. Мешчерский ва бош^а бир 
неча олимларнинг хизматлари *ам механиканинг ри- 
вожланишида жуда му^им а^амият касб этди. Айникса,
Н. Е. Жуковский, С. А. Чаплигнн, С. П. Королевлар- 
нинг килган ишлари гидроаэродинамика со^асида, кос
монавтика со.\асида беба^одир.

Учинчи давр махсус ва умумий нисбийлик назария- 
сннинг асосий гояларини ишлаб чициш билан бошла- 
надн ва ^озирги даврда механика конунларининг цйл- 
ланнлиши билан узвий богланади. Ернинг сунъий ййл- 
дошларини учириш, космик кемаларни ясаш ва у билан 
парвоз этиш, Ой сиртига кундириш, Марс ва Плутон 
сайёраларига яцинлашиш ва уларнинг фотосуратини 
олиш, космик кемалардан фойдаланиб Ердаги казилма 
боиликларннинг картограммаларнни тузиш, космонав
тика ютуцларини кишлок хужалиги ва тиббиётда кул- 

.лаш  каби му.цим халк хужалик масалаларини ечишда

5



Ю.Н. Екубов, С.А. Саидов

НАЗАРИН 
МЕХАНИКА

А



Тацриэчилар: Техника фанлари доктори,
профессор Д. М. Муродов, фнзнка-мзтематика 

фанлари номзоди, доцент М. С. Яцёев, техника фанлари 
номзоди, доцент О. Шодиев

Ушбу Уцув цулланма педагогика ннститутлари учуй наэарий 
механика б^йича белгиланган дастур асосида ёзилган. Цулланмада 
бутуи курс статика, кинематика ва динамика ^исмларига ажратил- 
гаи х,олда баён этилди. Купгина мавзулардан с$-нг масалалар ечиб 
курсатилган \ам д а  муста^ил ечиш учун масалалар берилган.

Маэкур ц^лланмадан сиртдан таълим олаётган £рта махсус Уцув 
юртларида У^ийдиган талабалар )^ам фойдаланишлари мумкин

-1603020000—202,55_ в6 
353 ( 0 4 ) - 9 7

ISBN 5 - 6 4 5 - 0 2 6 7 6 - 4

©  «Уцитувчи» нашриёти,
Т, 1997.



Назарий механика макрожисмларнинг нисбатан ки- 
чик тезликлардаги механик ^аракатларннн урганади. 
Барча ,\аракатлар ичида энг оддийси механик ^аракат- 
дир. Механиканинг ^зи релятивистик ва норелятивистик 
механика кисмларига булинади. Норелятивистик ме- 
ханикада жисмнинг тезлиги ёругликнинг бушлицдаги 
тезлигидан (ёругликнинг б^шликда таркалиш тезлиги
3-108 м/с) анча кичик булган ^аракатлар ^рганилади. 
Агар жисмнинг $лчамлари атом ва молекулалар ¥л- 
чамлари даражасида кичик булиб, харакат тезликлари 
ёругликнинг б у ш л и ^аги  тезлигига я^ии булса, 
бундай масалалар билан квант механнкаси шугулла- 
нади.

Хар кандай ^аракат фазонинг маълум жойида ва 
маълум вак,тда содир булганлиги учун бу тушунчалар: 
фазо, вакт ва харакат узаро узвий богланган. Харакат 
матернянинг яшаш шакли булиб, ^аракатсиз материя 
ва материясиз харакат булмайди. Х аракат материя 
яшашининг энг умумий шакли булганлиги учун меха
никанинг конун ва коидалари барча табиий *одиса- 
ларга тегишлидир.

Назарий механика барча техника фанлари учун 
назарий асос б^либ хизмат килади. Назарий механи
канинг ривожланиши натижасида эластиклик назария- 
си, материаллар царшилиги, машина ва механизмлар 
назарияси, гидроаэродинамика ва купгина бошка тех
ника фанлари юзага келди. Назарий механика бошка 
фанлар, айникса математика билан боглик булиб, 'бу 
ерда механика конунлари математика ютукларини 
•чнсобга олинган .\олда чукурроц урганилади.

Купчилик лолларда жисмларнинг улчамларини *и- 
собга олмасдан механика масалаларини ечишга нмко- 
ният тугилади. Ана шунинг учун моддий нукта тушун- 
часи киритилади ва нукта механнкаси ^амда жисм ме-
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механика конунлари ва ^оидаларн асоснй а^амиятга 
эга эканлигини таъкидласак, з̂ еч муболара булмайди.

,\ар  кандам жараён ёки .\однсанинг асосида .\apa- 
кат ётганлигн учун механика ^оиунлари барча табиат 
^одиса ва жараёнларига тегишлидир хамда шу 
билан бирга, механика барча ^озирги замон техни- 
касининг асосий илмий базаси булиб хизмат к.и- 
лади.



I к и е м .  СТАТИКА

I Б О Б  КАТТИК ЖИСМ СТАТИКАСИ

1-§ .  С т а т и к а н и н г  м а с а л а л а р н  в а  ас осий  т у ш у н ч а л а р и

Статика механиканинг цаттик жиемга таъсир эта- 
ётган кучлар системасини бошца эквивалент система- 
ларга айлантириш методларини ва кучлар системаси- 
нинг таъсири остида жиемнинг мувозанатда булиш 
шартларини урганадиган б^лимидир.

Каттик жисм статистикасининг мазмунини куйидаги 
иккита асосий масала ташкил этади:

1. Берилган кучлар системасини бошца эквивалент 
булган соддароц ёкн цулайрок кучлар системаси билан 
алмаштириш. Бу ва^тда жиемга таъсир этадиган ^ам- 
ма кучлар маълум деб .^исобланади ва шу маълум куч- 
ларии бошца кучлар системаси билан канДа й Килиб 
алмаштириш мумкинлиги урганилади.

2. Кучлар системасининг таъсири остида нукта ёки 
жиемнинг мувозанатда булиш шартларини аниклаш. 
Бунда жисм ёки ну^та мувозанатда эканлиги олдиндан 
маълум деб олинади. Ана шундай мувозанат *олати 
мавжуд булишн учун жисм ёки нуктага таъсир этадн- 
ган кучлар цандан мувозанат шартларини бажарнши 
лозимлиги аникланади. Бу мувозанат шартлари жисм 
ёки нуктага к\'йилган кучлар орасидаги богланишларии 
белгилайди. Кучлар орасидаги богланишларии ифода- 
лайдиган мувозанат тенгламалари к^п лолларда номаъ- 
лум кучларни аннцлашга имкон беради.

Статикани ^рганншдан олдин асосий механик ту- 
шунчаларни аниклаб олиш лозим. Нуцта, нуцталар 
системаси, жисм, куч, кучлар системаси, эквивалент ва 
мцвозанатлаштирувчи кучлар, тенг таъсир этувчи куч, 
ички цамда ташци кучлар  ва боища тушунчалар ста
тиканинг асосий тушунчалари ,\исобланади.

Улчамлари маълум шароитда ^исобга олинмайди- 
ган жисм моддий нуцта ёки нуцта денилади. Таъкид. 
лаймизки, нуктанинг фацат улчамлари *исобга олин- 
майди, аммо унниг массаси, энергияси ва бошца кат- 
таликлари бор *амда бошка жисмларга таъсир этнш
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Кобилияти м авж уд .ж б  каралади. М асалан, Ер ва бош- 
Ка планеталарнинг Куёш атрофида *аракат конунла- 
рини урганиш ва^тида уларнинг улчамларн ^исобга 
олинмаслиги мумкнн. Планеталарнинг улчамларн К.У- 
ёшгача булган масофага нисбатан жуда *ам кичик 
бУлгани учун планеталарни ну^та деб *исоблайдилар. 
Эркин тушаётган жисмни ^ам айрим ^олларда ну^та 
деб .\исоблаш мумкин.

)^ар бир нуктанинг вазияти ва ^аракати. бошка нук- 
таларнинг вазияти >;амда ^аракатига боглик булган 
нукталар туплами нуцталар системаси ёки механик сис
тема дейилади.

Исталган ну^талари орасидаги масофалар узгармас- 
дан цоладиган жисмлар абсолют цаттик, жисм ёки цат- 
тиц жисм дейилади. К^аттиц жисмни деформацнялан- 
майди, деб фараз цилайлик. Бундай фараз купчилик 
лолларда жйсмга таъсир этувчи кучларнинг мувозанат 
шартларини урганиш масалаларини анча ойдинлашти- 
ради. Бирок. Реал жисмларда *ар доим деформация 
мавжуд бУлади, шунга карамай абсолют каттик жисм- 
нинг мувозанат шартларинн, тегишли кушимчалар 
киритиш билан реал деформацияланувчи жисмлар учун 
^ам цуллаш мумкин.

Каттик жисм тинч *олатини саклаши ёки *аракатда 
б^лнши мумкин. Шу *олатлар кинематик цолатлар 
дейилади. Жисм ёки нуктани маълум кинематик *о- 
латда булиши таъсир этадигаи кучга богли^дир.

Ж исмлар узаро таъсирининг мицдори ва йунали- 
шини ифодалайдиган катталик куч дейилади.

Куч учта элемент билан характерланади: сон кий-
мати (модули), йунали- 
ши ва н^Ааляш нуцтаси 
билан; куч вектор билан 
тасвирланади ( 1-.расм). 
А В кесма учала элемент- 
ни нфодалайди: А нук,та 
кучнинг куйнлнш нуцта- 
си булади. Маълум масш- 
табда олинган А В кес- 
манинг узунлиги кучнинг 
модулидир. АВ  кесма- 
нинг охирига ^уйнлган 
стрелка кучнинг йунали-

1- раем. шини нфодалайди. F\
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куч ётган тУгри чизиц кучнинг таъсир чизиги дейилади. 
Куч динамометр билан улчанади. СИ системаеида куч бир- 
лиги ^илиб Ньютон, ь^ис^ача Н цабул цилинган.

Жисмга таъсир киладиган кучлар туплами кучлар  
системаси дейилади. Жисмни бир хил кинематик холат- 
ларга келтирадиган кучлар системаси эквивалент куч
лар системаси дейилади. Кучлар системасининг таъ- 
сирига эквивалент булган куч, тенг таъсир этувчи куч 
дейилади. Модули тенг таъсир этувчи кучга тенг, 
йуналиши тенг таъсир этувчига тескари йуналган куч
мувозанатлаштирувчи куч деб аталади (1-расмдаги Ft — 
куч).

Маълум кинематик ,\олатда булган 1\атти|\ жисмга 
таъсир этиб, уни шу ^олатдан чикармайдигаи кучлар 
системаси Узаро мувозанатлаштирувчи кучлар систе
маси деб аталади.

Механик системага таъсир этувчи кучлар икки гу- 
ру*га булинади: ички ва ташци кучлар.

Караладиган механик системани ташкил этган нук- 
талар (ёки жисмлар) орасидаги Узаро таъсир этувчи 
кучлар ички кучлар  дейилади.

Берилган системага тегишли булмаган ташки жисм
ларнинг системага таъсир киладиган кучлари ташци 
кучлар  деб айтилади. Ана шу ташки кучлар таъсири 
остида булган абсолют ^аттиц жисмнинг мувозанат 
шартларини урганиш статиканинг асосий масаласидир.

2-§. Статика аксиомаларн

Статика масалаларини ечиш куйидаги статика ак- 
сиомаларига асосланади:

1. Узаро мувозанатлаштирувчи кучлар таъсири ос
тида нукта (жисм) тинч ёки тугри чизикли текис *а- 
ракат ^олатида буладн. (Инерция цонуни.)

2. Каттик жисмга куйилган иккита куч модуллари 
бир-бнрига тенг ва бир тутри чизикда ётиб, карама- 
карши йуналган булгандагина узаро мувозанатлашти
рувчи куч булади. 2- расмда F u F2 ва F3, Ft  кучлар 
Узаро мувозанатлаштирувчи кучлардир.

3. Каттик жисмга таъсир этадиган кучлар система- 
сига узаро мувозанатлаштирувчи кучлар системаси 
КУШилса ёки айрилса кучлар системасининг жисмга 
таъсири Узгармайдн (3-расм ). Агар жисм Л . F 2, F 3,
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2- раем. 3- раем.

F4 кучлар таъсири остида маълум кннематик *олатда 
(тинч ёки харакатда) булса, у ^заро мувозанатлашти- 
рувчи кучлар Qi, Q2, цушилганда ёки олииганда \ам  
аввалги кинематик холатини саклайди. М увозанатлаш- 
тирувчи кучлар Qь Q2 системаси нолга эквивалент 
булган система *ам дейилади ва (Q b Q2) ^ 0 деб бел- 
гиланади. Учинчи аксиомадаи фойдаланиб, ^уйидаги 
теоремами исботлаймиз.

Теорема. Кучнинг цуйилиш нуцтаси таъсир чизиги 
буйлаб исталган нуцтага кучирилганда унинг цаттиц 
жиемга таъсири (цаттиц жиемнннг кинематик ^олати) 
узгармайди.

Теоремани исботлаш учун ^аттик; жиемнинг А нуцтаси- 
ra F куч цуйнлган, деб фараз циламиз (4-раем). Г кучи- 
нинг таъсир чизирида ётган В нуцтаенда F ', F "  мувоза- 
натлаштирувчи, нолга эквивалент кучларни цушамиз. F ва 
F "  кучларни шундай танлаймизки, уларнинг модуллари F

кучга тенг булсин. Учннчи ак- 
сиомага асосан, мувозанатлаш- 
тирувчи F, F "  кучларни олиб 
ташлаш мумкин. Натижада жием
нинг В ну^тасига цуйилган 
фа^ат F' куч цолди. Бу F' куч
нинг модули F га тенг, йуна- 
лнши эса F нинг йуналиши би- 
лан бир хил. Демак. F куч А 
нук,тадан В ну и, та га кучирилди 
ва теорема исбот булди.

4. Жиемнинг исталган ну^- 
тасига цуйилган узаро кесишув- 
чи иккита кучнинг тенг таъсир
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ЭтуВЧИСИ R  нинг цуйилиш 
нуктаси уша нуцтага ^уйил- 
ган булиб, R  нинг модули 
шу кучлардан тузилган парал- 
лелограммнинг диагонали ор- 
цали ифодаланадн (5 -раем).

Ft ва F2 кучлар А нуцта- 
га таъсир этса, уларнинг тенг 
таъсир этувчиси R  ^уиидаги- 
ча ёзилиши физика курсидан
маълум R  =  Fl +  Ft .

Тенг таъсир этувчи куч R  5-раем,
нинг модули эса косинуслар 
теоремасига асосаи ^уйидагича ^исобланади:

R  =  У F\ + F\ +  2 F xF2 cos а .  (2.1)

Бу ер да Fl ва F2 куч орасидаги бурчак а  булади. (2.1) 
дан а =  90° булса, R  =  F* +  F\ ; а  =  0° булса, R  =  
=  f ,  +  Ft\ а  =  180° булса, R = Ft — Ft  булади.

Масалан, Z7, =  3 Н, =  4 Н ва а  =  90° булса, R  =  
=  5 Н булади. а — 0е булганда R  =  7 Н ва ос =  180° бул- 
ганда R  =  1 Н булади.

R  кучнинг модули па йуналишини (2.1) формуладан 
фойдаланмасдан маълум масштабга риоя ^илиб чизиш йули 
билан ^ам аницлаш мумкин. Лекнн кучлар сони куп булса, 
у холда R  ни ^исоблаш йули билан юпиш осондир. Агар 
F ,, Fv  F3, . . . , Fn куч жисмга таъсир этса, олдин бирин- 
чи Fx ва Ft кучларнинг тенг таъсир этувчилари R { , ни то- 
памиз, кейнн хосил булган /?, 2 билан F3 нинг тенг таъсир 
этувчиси R | 2 з ни топамиз ва .\оказо, шундай ^исоблашни 
давом эттириб, охирида R l 2 билан Гп нинг тенг таъ
сир этувчиси R топилади. Тенг таъсир этувчи куч R  ни 
синуслар теоремасига асосланиб >;ам топнш мумкин.

о. Таъсир ва акс таъсирнинг тенглнк аксиомаси. 
\ а р  цандай таъсирга сон жи^атдан тенг ва йуналиши  
царама-царши булган акс таъсир мавжуддир. (Нью- 
тоннинг III конунн.)

Бу аксиомадан икки жисм Узаро таъсир кучлари- 
иинг модуллари бир-бирига тенг, бир тУгри чизикда 
етган ва йуналишлари ,\амма вакт карама-карши бу
лади, деган хулоса келиб чн^ади. Демак, табиатда бир

И



томонлама кучлар, яъни фа^ат таъсир ёки фацат акс 
таъсир булган доллар булмайди. Аксинча, ^амма ва^т 
таъсир булган жойда акс таъсир этувчи куч э^ам мав- 
жуд булади. Таъсир ва акс таъсир этувчи кучлар бош- 
ца-бошца жисмларга таъсир этади, шунинг учун бу 
таъсир ва акс таъсир этувчи кучлар мувозанатлашти- 
рувчи кучлар булмайди. Масалан, агар А жисм В 
жнсмга таъсир этса (6- раем), В жисм А жиемга акс 
таъсир этади. FАв куч таъсир этувчи б^лса, FВА куч акс 
таъсир этувчи куч булади. Куёшни Ернинг тортиши таъсир 
этувчи куч, Ерни Куёш томонидан тортиш кучи эса акс 
таъсир этувчи куч булади ва з^оказо.

6. Деформацияланувчи жисм ^отиш вацтида муво- 
занатининг саклаш аксиомаси. Деформацияланувчи  
жиемга цуйилган кучларнинг мувозанати жисм кот- 
ганда %ам сацланади.

6- раем. 7- раем.

Аксиомадан абсолют каттиц жиемнинг мувозанат 
шартлари жисм деформацияланган хол учун хам сак- 
ланади, деган хулоса келиб чицади. Лекин бу мувозанат 
шартлари деформацияланувчи жисмлар учун фа^ат 
зарурий шарт булади, аммо етарли эмас. Мисол, кат- 
ти^ жисм АВ  га куйилган, F] ва f 2 кучлар мувозанатда 
булиши учун уларнинг модулларн тенг, й^налнши цара- 
ма-царши ва бир т^грн чизи^да ётган булиши керак 
(7- а, б раем).

3-§. Богланиш ва богланиш реакциялари

Исталган вактда исталган томонга ^аракатланади- 
ган жисм эркин жисм дейилади. Одатда, жиемнинг ха- 
ракати бирон-бир йуналишда бошца жисмлар томони
дан чеклаиган булади ва жисм эркин булмай колади. 
Бундай жисмлар эркин булмаган жисмлар дейилади. 
Жисмларнинг *аракатига чек куядиган бошка жисм-
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лар богланишлар  дейилади. Богланишлар билан *ара- 
кати чекланган катти* жисмлар эркин булмаган цат- 
тиц жисмлар деб айтилади.

Эркин булмаган цаттик жиемга таъсир этадиган 
кучларни  актив кучлар ва реакция кучларига ажрати- 
лади.

Богланишларнинг жиемга механик таъсирларини 
ифодалайдиган кучлар реакция кучлари  деб айтилади. 
Демак, реал жисмлар доимо богланишлар таъсирида 
б^лади ва у эркин булмаган жисм *исобланади. Лекин 
к^пчилик лолларда эркин булмаган каттик жнем эркин 
жисм деб каралади. Бунинг учун механиканинг жнем- 
ларни богланишлардан озод этиш принципидан фойда- 
ланилади. Бу принцип ^уиидагидан иборат; эркин бул-t 
маган цагпщ  жиемни ^ам актив кучлар, >̂ ам богланиш- 
лар рекциялари таъсирида булган эркин жисм деб караш 
мумкин. Бунинг учун цаттиц жиемга таъсир этадиган 
богланиш реакциялари реакция кучлари билан алмаш- 
тирилади ва эркин булмаган жиемга актив кучлар ва 
яна реакция кучлар ^уйилган деб, бу жисм эркин жисм 
деб царалади.

Реакция кучлари элемент- 
ларини (^уйилиш нуцтаси, 
модули ва йуналиши) ани*- Ш/ШШ 
лаш статиканинг асосий маса- *  ; 
лалари булиб .^нсобланади.
Масалан, ипнинг А нуцтасига

N

Q
Р

осилган Р огирлнкдагн жисм 
(8-а  раем) учун Р актив куч 
булиб, шарга цуйилган бу куч 
ипни тортади. Ип эеа В нуц- / 
тада N  реакция кучи ^осил 
Килади. Бу реакция кучининг 01 б)
модули Р кучга тенг булиб, 
йуналиши Р га царама-царши 8- раем,
йуналган (8- б раем.)

Шундаи килиб, жиемга актив куч Р ва реакция 
кучи N  цуйилган деб, уни эркин жисм деб *исоблаш 
мумкин. Бу вацтда реакция кучининг В к^йилиши 
нуктаси, Р модули ва йуналиши Р га тескари йунал
ган булади.

Реакция кучининг йуналиши цуиидагича ани^ланади: 
агар иккита ^заро перпендикуляр ^аракат й^налиш- 
лари булса-ю, бу йуналишларнинг бирига жисм силжи-
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шига богланншлар халал бермаса, иккинчи йуналишда 
жисм снлжншига борланншлар тускинлик цилса, реак
ция кучлари тускинлик йуналишига тескари йуналган 
булади.

^акикатан *ам, 8- расмда богланншлар жиемнинг 
вертикал пастга йуналишда силжишга тускинлик ки- 
лади, шунинг учун N  реакция кучи богланишлар т^с- 
кинлиги йуналишига тескари, яъни вертикал юцорига 
й^налгандир. Худдн шундай сабаб туфайли 9- раемда- 
гн доллар учун N3, N, N u N / ,  N2' ва Nt богланишлар 
йуналишларида булади. 9 -а \р а с м д а  реакция кучининг 
хамма элементлари маълум, бирок 9-6, в расмларда 
эса реакция кучларининг иккитадан элементлари: куйи-

14



лиш нукталари ва йуналишлари маълум бУлиб, улар 
нинг модуллари номаълумдир. Реакция кучининг кУйи- 
лиш нуктаси маълум бУлиб, уларнинг йуналиши ва 
'модули номаълум булган .у>л мавжуд (9 -г раем).

Шарнирли кУзгалмас таянч (10 -раем) В балкани 
илгариланма ^аракатига тусик кУяди, лекин шарнир- * 
нинг О нуктасидан утадиган Уки атрофида айланиши 
мумкин. Бу ^олда реакция кучлари шарнирнинг обой- 
мага тегиб турган нуктасидан ва шарнир маркази О 
нуктадан  утади (11 -раем). Ш арли шарнир ва подпят- 
никлардагн реакция кучларини фа^ат ^уйилиш ну^та-

сигина маълум булади (12-а, б раем). Бу лолларда 
реакция кучларининг ташкил этувчи проекцнялари ор- 
ь^алн ифодаланади. Куч проекцняларини топгандан ке- 
йин N  модуллари ва йуналишлари аннцланади. Бунинг 
учун кУпчилик лолларда декарт координата система- 
еидан фойдаланилади. Бундай доллар 9— 12-расмда 
тасвирланган.

Хар хил конетрукцияларни ^исоблаш вацтида таш- 
Ки кучлар билан бирга ички кучларни *ам х,исоблаш 
л озим булади. Бу ички кучларни ^исоблаш кееиш методи 
билан аникланади. Бу метод куйидагидан иборат.

А В стерженнинг икки учига уни чузувчи Г, ва Ft куч
лар таъсир этсин (13-раем). Стерженни цисувчи ички куч
лар топилсин. Бунинг учун АВ  стерженни DDt текислик - 
билан фикран кесамиз ва AD  ^исмиии (13-6 раем) ало^ида 
ажратиб чизамиз. DB цолган цисми булсин. Стерженнинг 
AD циемига иккита куч таъсир цилади: Fl — ташци куч ва 
стержень. DB цисмининг таъсирини ифодаловчи ички

12- раем.
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а

д)

в)

г)

д)

13- раем.

зури^иш кучи. Статиканинг иккинчи аксномасидан маълум- 
ки, F , ва S, куч узаро мувозанатлаштирувчи кучлардир. 
Ички кучлар S,  стерженнннг AD  ^исмига нисбатан таш^и 
куч булиб ^исобланади. Худдн шундай айтнш мумкннки, 
стерженнинг DB ^исмига Ft кучдан ташцари яна AD ^ис- 
мииинг таъенриии ифодаловчн ички зури^иш кучи S t (13-6 
раем) таъсир ^илади.

Шундай килиб, агар стерженга чузувчи Fl ва Ft  куч 
(13-е, г раем) таъсир этса, стержен S, ва 5 а реакция куч
лар -чосил ^илади. Бу 5 , ва S t реакция кучлар стержен
нинг у^и буйлаб ва унинг охирларидан ичкарига к,араб йу
налган ва модуллари F„ Ft кучларга тенг булади. Ташци 
кучлар Fi ва Ft стерженни ^исганда 5 j ва S t реакция 
кучлар Ft модулларга тейг, стержен уци буйлаб унинг 
охирги ну^таларига цараб йуналган (13-г раем).
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II БО Б ЯКИНЛАШУВЧИ КУЧЛАР СИСТЕМАСИ

4-§. Якинлашувчи кучлар ва уларни КУШИШ

Таъсир чизиклари бир нуктада кесишадиган кучлар 
якинлашувчи кучлар  дейилади. Куёш билан планета- 
л ари и и г узаро таъсир кучлари Куёш марказида кеси- 
шади. Ер билан бошка планеталар, Куёш ва Ойнинг 
узаро таъсир кучлари Ер марказида кесишади. Ана 
шу кучлар якинлашувчи кучлар бУлади (14 -раем). 
Фараз килайлик, жиемга Fi,Fj, . . . ,  Fn кучлар систе
маси таъсир этаётган булсин. Бу кучлар якинлашувчи 
бУлиб, О нуктада кесишсин. Бу кучларнинг тенг таъ
сир этувчисини топиш якинлашувчи кучларни к у ш и ш  
бУлади. Кучларни кУшишни статиканинг 4- аксиома- 
сига асосланиб бажарамиз. Аввал иккита F i, F2 кучни 
кушайлик, кейнн уч кучни ва ни?(оят п та якинлашувчи 
кучни кушишни куриб чикайлик.

1. Иккита якинлашувчи кучларни кушиш. Fl ва F ,
куч ^амда уларнинг кееншиш нуктаси А ва кучлар ораси
даги бурчак а  маълум. Бу кучларнинг F, 2 тенг таъсир 
этувчиси топилсин. Маълумки, 4-аксиомага асосан бу куч- 
лардан параллелограмм тузиш керак (15-раем). F , ,, ни 
Куйилиш нуктаси А булиб, унинг модули параллелограмм 
диагоналининг узунлигига, яънн АС га тенг. Худди шун- 
дай хулосага кучлар учбурчаги тузиш йули билан з̂ ам ке- 
лиш мумкин. Бунинг учун F , кучнинг охирига Ft  кучни 
(албатта маълум масштабга асосланган ^олда) уз- узига па-
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раллел цилиб кучнрамнз ва Ft кучнинг охири (С ну^та) 
билан F , кучнинг 1$йилиш нуцтаси (А ну^та) ни туташ- 
тирамиз. Натижада кучлар учбурчаги з^оснл булади. Бу уч- 
бурчакнинг АС томони Z7, 2 га тенг эканлиги равшандир.

Тенг таъсир этувчи Ft 2 кучнинг йуналиши кучлар уч
бурчаги контурининг айлаииш йуналишига тескари йуналган 
булади, яъни С нуцтадан А нуцтага эмас, балки А дан С 
га йуналгандир (15-рас.мга царанг). F , нинг модулини (2.1) 
форму ладан фойдаланиб ^исоблаш мумкин.

Кучлар учбурчагидан фой
даланиб, тескари масаланн, 
яънн берилган Fx 2 кучни таш- 

в кил этувчи F | ва Г2 кучлар- 
га ажратиш мумкин (16-раем), 
^ацицатан ^ам, Fl3 куч
нинг таъсир чизицлари А 1В 1 
ва A xDl булган Fl \амда Г, 
кучларга ажратиш учун Fl2 
куч модули з^амда а  ва р 

16- раем. бурчаклари маълум булса ки-
фоядир.

16-расмдаги д  А 1В 1С1 учун синуслар теоремасига асосан 
цуйидагиларнн ёзиш мумкин:

?\ и  F2 e  f 1.2_______
sin Р sin a  sin [ 180 — ( а  — Р)] 

sin [180 — (а +  Р)] =  sin (а +  Р) булганлнги учун
г  sin Р г . г ____ sin а  . f

~ ~  sin ( a - t P )  2 ’ 2 s i n ( a ^ P )  »■*

a  =  р =  45°; Fi2 =  ЮН булганда,

F! =  F , =  7,07 Н булади.
2. Я^инлашувчи кучлар системасини КУШ,1Ш учун бе

рилган F,, F2............Fn кучлар системаси Л,, А2, . . .  , А п
нуцталарда таъсир этади деб, фараз ^илайлик. Бу кучлар- 
нинг таъсир чизикларинннг кееншган нуцтаси О булсин. 
Кучлар системаси г-,, F2, . .  . , Fn нинг тенг таъсир этув- 
чиси R  ни аницлаш учун (17-раем) О нуцтадаги Fl куч 
охирига F% кучни узига узини параллел цилиб цуямиз. 
Кении Ft  куч векторини охирига F3 куч векторини узига 
узини параллел к,илиб куямиз ва долган кучларни \ам шу
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тарзда к;уйиб чи^амиз.
Ни^оят Fn- 1 куч векто- 
рининг охирига Fn куч- 
нн ^уямиз.Агар Fn куч 
охири билан О нуктанн 
туташтирсак, ёпн* куч
лар купбурчаги *осил 
булади. Шу кучлар куп- 
бурчагининг ёпувчиси 
тенг таъсир этувчи R 
кучга тенг булади. Тенг 
таъсир этувчи R  кучни 
цуйилиши О нуцтада, мо- 17- раем,
дули купбурчакни ёпув-
чй чизицнинг узунлигига, йуналиши эса кучлар купбур
чаги контурининг Fl йуналиши буйича айланишига тескарн 
(О нуцтадан Fn ни охирига цараб) йуналгандир. Шундай 
цилиб, тенг таъсир этувчи кучнинг йуналиши кучлар куп
бурчаги контурининг биринчи куч йуналиши буйлаб айла- 
ниб утгандаги йуналишига тескари йу налган. Шунга асо- 
сан R  тенг таъсир этувчи куч F{, F2, . . . .  Fn ташкил 
этувчи кучларнинг геометрик йигиндисига тенг, яъни

J ? , -  / <*•*
i-i

Агар якинлашувчи кучлар лар хил текиелнкларда 
жойлашган бУлса, у *олда *ам кучлар учбурчаги ёки 
кучлар купбурчаги коидасидан фойдаланиш мумкин. 
Лекин бу ^олда фазовий кучлар купбурчагини чизиш 
анча кнйин. Шунинг учун кучлар купбурчагини чизиш 
йУли билан уларнинг тенг таъсир этувчисини аннцлаш 
усулини бир текисликда ётган кучлар учун фойда
ланиш цулайроцдир. Фазовий кучлар учун R  ни з^исоб- 
лаш йули билан, масалан, ( 1) формула ёрдамида то- 
пилади.

Агар цатти* жиемга бир текисликда ётмаган 3 та 
якинлашувчи куч кУйилган булса, уларнинг тенг таъ
сир этувчиси кучлар таъсир чизицларининг кесишган 
ну^тасида кУйилган булиб, у кучлардан тузилган па
раллелепипед диагонали ор^али ифодаланади.

Ха^ицатан ^ам, 18- раемда жиемнинг А нущтасига Fv  
Ft ва F3 куч таъсир этаётган булсин. Бу .\олда тенг таъ
сир этувчи кучни топиш учун олдин, масалан, F% ва Fa
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ни цушганда ABCN парал
лелограмм зцосил булади 
ва бу параллелограммнинг 
АС диагонали F2 ва Ft 
кучларнинг F2 3 тенг таъсир 
этувчисини ифодалайди. Х,о- 
сил булган куч F23 билан 
F{ ни цушганда ACDE 
параллелограмм х,осил бу-

18-раем. лади ва бу параллело-
граммнннг диагонали AD 

эса FJ3 билан F, нинг тенг таъсир этувчиси R  ни тас-

вирлайди. Шундай ^и™б, R =  AD =  Ft +  Ft -f- Fa ни 
.^осил циламиз. Шу тарзда фазодаги 3 та кучни цушиш 
цоидаси кучлар паралл^лопипеди /\оидаси дейилади.

5-§. Я^инлаштирувчи кучларнинг мувозанат шартлари

Кучлар купбурчаги ёпиь; булса, яъни уларнинг тенг 
таъсир этувчиси нолга тенг булган ^олларда, яцинлашувчи 
кучлар мувозанатда булади.

Хаци^атан хам, агар ^атти^ жисмга F,, F ,............Fn
кучлар таъсир этганда (19-раем), жисм мувозанатда булса, 
кучлар купбурчаги ёпиц булади. Кучлар купбурчаги ёпиц 
булганда уларнинг геометрик йигнндисн нолга тенг були-
шини биламнз, яъни 19-расмда /•', - f  Ft +  F3 +  Ft + F t = 0 .

Агар n  та куч таъ
сир этса, R  =  F{ + F 2 +

+  . . . +  Fn =  0 булиши 
равшандир. Охирги нфода- 
ни цуйидагича ёзамиз:

2  3 - 0 .  (5.1)

Агар учта яцинлашув- 
чи кучлар мувозанатлаш
тирувчи кучлар б^лса,

19- раем. улардан тузилган кучлар



учбурчаги ёпик булади (20-раем). Маълумки, текислик 
ва фазода жойлашган яцинлашувчи кучларнинг муво
занатда б^лиш шартлари бир хил. Лекин масалаларни 
гр аф и к  усулида (чизиш йули билан) ечиш, олдинги 
4-§  да айтганимиздек, текисликда ётувчи кучлар учун 
ишлатилади. Фазодаги кучларни график усулда ечиш 
анча мураккабликларга олиб келгани учун куп ишла- 
тилмайди.

Теорема. Бир-бирига параллел булмаган бир текис
ликда ётувчи учта узаро мувозанатлаштирувчи кучлар  
бир нуцтада кесишади, яъни яцинлашувчи кучлардир.

2 0 -раем. 2 1 -раем.

1\аттик жнемга F u Ft ва Fs куч таъсир этсин (21- раем) 
ва бу кучларни узаро мувозанатлаштирувчи кучлар деб ^а- 
райлик. F l ва Ft кучни О нуктага кучириб, параллелограмм 
К о и д а с и г а  асосан уларнн кушайлнк. Натижада Fl ва / ,  ни 
урнига уларнинг F, 2 тенг таъсир этувчиенни ^осил цнла- 
миз. Энди фацат иккита F3 ва Fl 2 куч цолади. Шартга 
аеосан булар узаро мувозанатлаштирувчи кучлардир. Узаро 
мувозанатлаштирувчи F xa , F3 кучлар эса бир тугри чизи^- 
да ётиши ва модуллари бир- бирига тенг булнши керак. 
Демак, /•', куч .\ам О нуктадан утадн. Шундай ^илиб, уча- 
ла F lt f 2, / 3 куч ^ацицатан .\ам бир нукта (О нуцта) да 
кесишади ва теорема исбот ^илинди.

Юкорида айтилганларга асосланиб, якинлашувчи 
кучлар таъсирида булган каттик жисмнинг мувозанат
да булишига оид хар кандай масаланн ечиш учун 
КУйидаги режани тавсия этамиз:

1. Узаро мувозанатлаштирувчи кучлар системаси
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таъсирида булган цаттиц
С жисм (ну^та) ни яцкол ки* 

либ курсатиш.
2. Жиемга таъсир этув

чи .\амма актив (берила- 
диган) кучларни курсатиш.

22- раем.

Р

3. Богланишлардан озод 
этиш принципига асосланиб, 
богланишларнннг жиемга 
таъсирини тегишли куч
лар — богланиш реакцнялари 
билан алмаштириш.

4. Хосил цилинган кучлар системасига мос булган 
мувозанат шартлари (тенгламалари)ни ишлатиш.

5. Изланадиган катталикларнннг мувозанат шарт
лари (тенгламаларн) дан фойдаланиб аннцлаш.

I-мисол. (2.19*). Огирлнги б кН булган бир жинсли
О шар узаро перпендикуляр булган АВ  ва ВС  текис- 
ликларга тиралиб турибди. ВС  текисликни горизонт 
билан 60° бурчак ташкил этади деб олиб, шарнинг АВ  
ва ВС  текисликларига бераднган босим кучи аниклан- 
син (22- раем).

Е ч и ш. М асаланн ю^оридаги режа асосида ечай- 
лик.

1. Кучлар мувозанати шарда содир булади. Шунинг 
учун ажратиладнган жисм О шардир.

2. Ш арга таъсир этадиган актив куч, шарнинг o f h p - 
лиги Р га тенг.

3. Фикран шарни богланншлардан ажратамиз, бог
ланиш таъсирини уларнинг реакция кучлари билан 
алмаштирамиз. О шар учун АВ  ва ВС  Кия текислик- 
лар богланишлар булади. АВ  текисликнинг реакция 
кучи D нуцтага, ВС текисликнинг реакция кучи Е  ну^та- 
га ^уйилган. Шу реакция кучлари N п ва N Е нинг модуллари 
текисликларга берадиган босим кучларига тенг булнб, улар- 
га нисбатан тескари йуналгандир. Шундай цилиб. Nи ва 
NЕ реакция кучларидир.

4. О шарга фацатгина учта Р, ND ва NЕ куч ^уйилган 
(ишцаланиш ва бош^а кучларни таъсир этмайди, деб фараз 
этамиз). Бу кучлар системаси учун музозанат шартининг

* Кавс ичидаги сон М. В. Мешчерскийнинг «Назарий механикадан 
масалалар туплами» китобидаги масалаиинг номери; 33- нашр. М., 1973.
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кучлари учбурчагидан фойдаланамиз. 23- t 
расмда кучлар учбурчаги курсатилган. 
Ихтиёрий О ну^тада Р кучини узига 
узини параллел цилиб утказамиз. Кейнн 
Р нинг охири А ну^тага ND кучини 
узига узини параллел цилиб утказган- 
дан кейин, ана шу ND охирида KN E ни 
узига узини параллел кили(> утказамиз.
NЕ нинг охири О ну^тада булади. На- * 
тижада кучлар учбурчаги ОЛВ ни \о- 
сил ^нламиз. Бу учбурчак бурчаклари 
6о°, 90°, 30: эканлигини пай- 
Каш ки,|ин эмас. Бу учбур- 
чакдан синуслар теоремасига 
асосланиб, куйидагиларни ёза- 
миз:

23- раем.

Nr
sin 60° sin 30 ' sin 90 '

Sin 90° =  1

булгани учун цуйидаги иккита 
тенгламадан изланаётган кат- 
таликларни топамиз:

Nd =  Р sin 60° =  5.2 j<H; NE =  Р sin 30° =  3 кН.

NE ва Nd реакция кучлари ва Р нинг ^ийматларини масш
таб билан (бурчакларини .^исобга олган .\олда) куйиб чи^- 
сак. ^а^и^атаи ,\ам ёпнц учбурчак \осил булади ва шун
дай чицеагина масала тутри ечилгаи булади. А В ва ВС те- 
кисликларга берадиган боенм кучлари (22- раемга к;аранг) 
штрихларда курсатилган. Бу босим кучлари —3 ва —5,2кН 
га тенг.

2-мисол. Краннинг В нуцтасига 100 Н огирликдаги 
юк куйилган (24- раем). А В ва ВС стерженларнинг реакция 
кучлари топилсин. (Бу масала муста^ил ечиш учун.)

Жавоби: 577 Н. — 1154 Н

6- §. Кучнинг укдаги ва текисликдаги проекцияси

Жиемга куйилган куч векторини, купгина долларда,
Уцлардаги проекцняларн орцали ифодалашга т^три 
келади.
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Кучнинг бирор укдаги проекциясининг модули деб, 
куч вектори кесмасининг боши ва охиридан С/цца ту- 
ширилган перпендикуляр чизицлар орасидаги кесма 
узунлигига айтилади.

Мисол учун F кучнинг Ох Уцидаги проекциясини 
топайлик. Бунинг учун F кучнинг боши А ва охири В 
нукталаридан ОХ укига Аа ва ВЬ перпенднкулярни 
туширамиз (25 -а раем). Перпендикулярлар ОХ Уки- 
нннг а ва Ь нуктасида кесишсин. Ана шу а ва b ора-

25- раем.

сидаги масофани ab кесма .^осил цилади. Бу ab кесмага F 
кучнинг X  уцидаги проекцияси деб айтилади ва Fx би
лан белгиланади. Расмдан курннадики,

Fx =  F ■ cos а . (6.1)

(6 .1) га асосан кучнинг маълум Укдаги проекцияси 
куч модулини куч йуналиши билан укнинг мусбат йуна- 
лиши орасидаги бурчак косинусига булган купайтмасига 
тенг, деган хулоса келиб чи^ади. (6.1) дан 0 <  а  90° 
булганда, Fx  >  0 булади; 90’ <  а  <  270° булганда, Fx  <  0 
булади ва ни^оят а  =  90 \  270’ булганда, Fx =  0 булади. 
Демак, куч_’укнинг мусбат йуналиши билан бир хил йунал- 
ган булса, унинг проекцияси мусбат, акс ,\олда манфий ва 
ни.\оят, укка перпендикуляр булса, куч проекцияси нолга 
тенг булади.

Кучнинг бирор текисликдаги проекцияси деб, унинг 
боши ва охиридан шу текисликка туширилган перпен
дикуляр чизиклар -орасидаги узунлнгини нфодаловчи 
векторга айтилади. Агар F ни OXY  текислигидагн проек
циясини Fty деб белгиласак, 25-6 расмдан курннадики
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Fxy =  F - cos 0,

Fx — Fxv sin ф — F - sin ф cos 0,

F =  Fxy cos <p =  F cos <p • cos 0.

(6 .2)

(6.3)

(6.4)

проекцияси Fxy вектор 
катталик эканлиги рав- 
шан. Бу вектор Fду куч 
F модулинн OXY  те- 
кислиги билан ташкил 
этган бурчак косинусига 
булган купайтмасига 
тенг.

У

Ихтиёрнй F куч х, 26- раем.
у, г уцларн билан те-
гишли а , р, у бурчаклар ташкил этенн. Бу F кучнинг X ,  
Y, Z уцларидаги проекцияларнни (26- раем) (6.1) га асосан 
^уйидагича ёзамнз:

Декарт координата снстемасида Fx, F , Fz узаро пер
пендикуляр булганликлари учун (4-§ даги 18-расмга *а- 
ранг) F кучнинг модули ^уйндагича топилади:

. F кучнинг йуналиши F билан X, F билан Y  ва F би
лан Z уцлари орасидаги бурчаклар ор^алн, яъни а, (5, у 
орцалн топилади. Агар X, Y, Z  уцлардаги бирлик вектор-
ларни тегишли i, /, k билан ифодаласак, бу з^олда цуйи- 
дагини ёзиш мумкин:

Бу, яъни (6.7.) -ифода F кучининг координата у^ларидаги 
Fx, F , Fг ташкил этувчилар орцали ифодалайдиган форму- 
ласидир.

Куч проекциясига тегишли йуналиш берсак, куч компо- 
нентасн (ташкил этувчиси) ни ^осил циламиз. Куч проек
цияси скаляр катталик, аммо куч компонентаси вектор кат- 
таликдир.

F куч векторинннг компонентлари Fx, Fy ва Ft дир.

Fx =  F cos a, 
Fy =  F cos p. 
Ft — F cos V-

(6.5)

F =  V f 2x +  F l  +  F*t . (6.6)

F =  Fx i +  Fy j +  Ft k. (6.7)
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(6 . 8)

еки

(6.9)

F куч векторининг йуналиши а , р, Y бурчак оркали то- 
пилиши ва бу бурчаклар F билан k, F билан i ва F би
лан / ораларндаги тегишли бурчакларига тенглигини )̂ и- 
собга олсак, цуйидагиларни ёзнш мумкин:

(6 .10) тенгламалар йуналтирувчи косинусларни топиш 
формулалари дейилади. Бу тенгламалардан а , р, у бурчак 
топилади.

Шундай цилиб, F кучнинг Fx, Fу, Ft проекциялари ва

Fx, Fy> Ft компонентлари аннцланди ва аксинча Fx, F , Ft 
маълум булганда F куч векторининг модули ва йуналиши- 
ни аницлаш равшан булди.

7-§. Якинлашувчи кучлар систсмасининг мувозанат 
шартларини шу кучлар проекциялари оркали 

тасвирлаш

Агар F{, F2, . . . , Fn якинлашувчи кучлар системаси 
берилган булСа, бу кучларнинг тенг таъсир этувчисн (4.1) 
формула оркали топилишн маълум. Фараз цилайлик, Fx 
кучнинг х, у, г уцпаридаги проекциялари FXi, F , Fti бул- 
снн, F7 кучнинг проекциялари F , F , F^  ва ^оказо Fn 
кучнинг проекциялари Fnx, F ва Fni булсин. Шундай ки
ли б, кучлар системаси X уцда Flx, F2x, F3x, . . . , Fnx, У 
укда Fiy, F2y............Fny ва Z уцда Fu, Fu .............. Ftn

cos a  =  cos (F, i ) =  — , 

cos p =  cos (F, j  ) =  Ц-,
Г

cos y =  cos (F, k ) —
F

(6. 10)
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проекцияларга эга булсии. Кучлар системасининг тенг таъ
сир этувчиси F ни X, Y, Z у^пардаги проекциялари Fx, 
Fy< Ft уша ущдаги кучларннг проекцияларннинг алгебраик 
йириндисига тенг:

+  F 2 x  +

F y =  F , y + F2 , +

+  F =  У  F ; ,1 П Х  I*’
i= I 
fl

+  F =  \ F  ,ny ^  «У* 
i=l

F г =  f li +  F ta +

(7.1)

Равшанки, F. , F2x9

4 -  F =  V  F
i

Fnx кучларнинг ^аммаси фа- 
цат X уцда ётади. Шунинг учун булар бир-биридан ишо- 
ралари билан фарц цилиши мумкин. Агар бу кучларнинг 
йуналишлари X уцининг мусбат томонига йуналган булса, 
мусбат ишора билан, X уцииинг манфий томонига йуналган 
булса, манфий ишора билан олинади. Худди шундай цоида- 
дан Y  ва Z  уцларндагн куч проекциялари учун ^ам фой- 
даланилади.

(7 .1) га асосан п та кучдан тузилган системани жами 
учта куч Fx, Fу ва Ft  билан алмаштирднк. Бу учта куч, 
яъни Fx, Fy, Ft узаро перпендикуляр йуналишларда бул- 
гани учун (6 .6) га асосан тенг таъсир этувчи куч:

=  V r x -Fi +  п  =
' = V ( Z

+  V f ,  V f
i - l

I  (7.2)
Кучлар системаси Узаро мувозанатлаштирувчи бУл- 

са, 5 -§  га асосан бу кучларнинг тенг таъсир этувчиси 
F — 0 булади. Охирги шарт, яъни F = 0 бажарилиши 
учун (7.2) ифоданинг унг томоиидаги квадрат илдиз 
остидаги хар бир *ад алохида-алохида нолга тенг 6У- 
лиши лозим:



Бу (7.3) тенгламалар системаси якинлашувчи куч
лар системаси мувозанатининг зарурий шартлари 
дейилади. Бу тенгламалардан фойдаланиб, якинлашув
чи кучлар системасининг мувозанатига дойр масала- 
лар ечилади. Бундай масалаларнн тенгламалар сони 
билан номаълумлар сони тенг булса ечиш мумкин. 
Шундай метод билан масалалар ечиш аналитик метод 
дейилади.

М асалани ечиш учун тузилган мувозанат тенглама- 
лари сони билан номаълумлар сони тенг булса, 
статик аниц масалалар  дейилади. Агар шу тенглик 
бажарилмаса, номаълумлар сони мувезанат тенглама- 
лари сонидан куп булса, статик аницмас масалалар  
дейилади (бундай масалалар, айннкса, материаллар 
каршилиги курсида курилади).

Агар кучлар системаси текисликда, масалан, ОХУ 
текислигида ётган булса, бу *олда иккита мувозанат 
тенгламалари *осил килинади:

2 ^ = о . )
| (7.4.)

i*s 1 )

М асалаларни (7.4) ёрдами билан ечганимизда но
маълумлар сони иккита булншн лознм. Ни.чоят, кучлар 
факат битта тугри чизик, масалан, X  укида ётган бул
са, факат битта тенглама

i ^ = o .
1=1

3- мисол. (6.5) 27- расмдаги В нуктада АВ стержен 
шарнирли ма\камланган. CADE текнслиги горизонта.!, V ва 
W текисликлари вертикал деб кабул килинган. Агар АВ =  
=  145 см, АС =  80 см, AD — 60 см булса, АВ  стержен- 
нннг А нуктаснда огирлиги Q =  42 кН юк осилган булса. 
АВ стерженга ва АС ^ймда AD занжиртарга (АС ва AD 
стерженларни занжнрлар дейилади) бернладиган зурикишлар 
Канча булади?

Ечиш:  А нуктанн координата боши килнб кабул кила- 
миз (координата боши килиб, таъсир чизиклари мумкин ка-
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дар купроц кесишадиган нуцтани цабул цилиш масалалари- 
ни ечйшда сезнларли цулайликлар тутдиради). АВ, AD ва 
АС га бериладиган зурицишларни тегишли Т ь, ТD, Тс ре
акция кучлари'билан алмаштирамиз.

Реакция кучи Т в ни уцлардаги проекциялари Т вх , Т ду 
ва Т вг булснн. Т в ни ОХУ' даги проекцияси Т вху  ни 
aWB/Ij дан топсак, цуйидагича булади:

T BXY= T B- (1)

DlBAl ва ABE  учбурчакдан цуйидагиларни э^осил цила- 
миз:

Т вх =  T BXY sin а  — Т в sin а  • cos р. (2)

T BY =  TBXY cos а  =  Т в cos а  - cos р. (3)

T BZ =  T B -cos (90 - Р ) .  (4)

27-расмдан фойдаланиб, Т ь , Т с, Тd ва Q кучларнинг 
проекцияларинн топиб куйидаги жадвалга ёзамиз:
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1- ж  а д в а я

Кучлар Fix p iy ' и

Т в Тв sin а  • cos р Т в  cos а  • cos р Т д  cos (90 —Р)

V 0 ~ Т С 0 «

То - T D О 0

Q 0 0 - Q

Жадвалдаги 2,3 ва 4- устундаги куч проекцияларини 
Кушиб, цуйидаги мувозанат тенгламаларини .\осил циламиз:

Т в sin a  cos р — TD =  0. 

Т в cos а  cos р — Тс — 0. 

Т в  cos (90 — р) — Q =  0.

(5)
(6) 
(7 )

дАЕВ  дан:
А Еcos В =  —  =  

1 А В

У A D ‘ - D E *

А В
=  072.

ДADE дан:
• AD  ~ с  D E „ 0sin а  = ---- =  0 ,6, cos а  --- ------=  0 ,8 .

А Е  А Е

■ Тригонометрик функциялар цийматинн ва Q ни (5), (6), 
(7) га куямиз:

0,42 Г в - Г о =  0,

0,56 Т в — Тс =  0,

0,7 Т в - 4 2  =  0.

Охирги тенгламалардан
42Т в =  —  =  58 кН.

в 0,72

Г0 =  — 0,56 тв =  —  32 кН.

Тс =  —  0,42 Г в =  - 2 4  кН.

Зурициш кучпарннинг йуналиши реакция кучларига ннс- 
батан тескари йуналган булади.
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4-мисол. (6.15) Уч оёцли 
ABCD таянчицнинг В учига огнр- 
лиги Ю кН булган Р юк осилган.
Тая'нчик оёцчаларининг узунликла- 
ри бир хит булиб, горизонтал пол
га ма^камланган ва бир-бирлари 
билан бир хил бурчакларни ташкил 
этади. Агар ABCD таянчнк оёк,ча- 
ларининг >̂ ар бирини вертикал чи- 
зик билан 30' бурчак ташкил эт- 
гани маълум булса, уларнинг v*P 
бирида бериладиган зурикишлар 
топилсин (28-раем).

Ечиш.  Масалани ечиш учун В нуцтани координата бо
ши цилиб оламиз. Богланишларии реакция кучлари билан 
алмаштирамиз. Маълумки, оё^чаларда зури^иш кучлари ^о- 
сил булади. Бу зурицишларнн 5 ,, S , ва 5 , реакция кучла
ри билан алмаштирамиз ва Z. NOC =  60" Z. С,ОС =  303 
эканлигинн ^исобга олиб, кучлар проекцияларини топиб, 
цуйидаги жадвалга ёзамиз. Мувозанат тенгламалариии то- 
пиш учун 2- жадвалдан 2, 3 ва 4- устунларнни куши б, ало- 
^ида-ало^ида нолга тенглаштирамиз.

28- раем.

2- ж а д в а л

Fi Fix Fiy ?i*

Р 0 0 — P

s , — Sj cos* 60 —Sj cos 30° cos 60 S, sin 60°

5, — S, cos* 60 —S, cos 30 cos 60° St sin 60°

5, S, cos 60 0 S, sin 60°

2-жадвалнинг туртинчи устунидан:
{Sl -f  S j +  S3) sin 60° — P =  0 ни ^осил циламиз.

Масала шартига кура, =  5 , =  5 3 =  5  эканлигнни ^исоб- 
га олсак, охирги тенгламадан куйндаги натнжага келамиэ:

, 5  *  — - —  =  3,85 кН.
3 sin 60’

31



5- мисол. Оирлиги

29- раем.

100 кН булган юк горизонт 
билан 45° бурчак ташкил 
этиб, А ну^тага шарнирлн 
махкамланган АО рнчаг ва 
иккита бир хил узунлнк- 
даги СО ва ВО горизонтал 
занжирлар билан тинч ^о- 
латда турибдн. Агар 
Z. С ВО =  ВСО =  45° деб 
олинса, рнчагдаги зури- 
KHui кучи S  ва занжирлар-

турибдн. Агар

нинг Т  таранглик кучлари топилсин (29-раем).
Жавоб: S =  -  141 Н, Т  =  71 Н.

I l l  Б О Б .  ПАРАЛЛЕЛ ВА Ж УФТ КУЧЛАР

8-§ . Параллел кучлар ва уларнинг тенг таъсир 
этувчнеини ани^лаш

Таъсир чизицлари бир-бирига параллел булган кучлар 
параллел куч.хар системаси дейилади. Параллел кучларни 
цушиш деб, уларнинг тенг таъсир этувчисини аницлашга 
айтилади.

1. Иккита узаро параллел ва бир томонга йуналган Fx 
ва F2 кучларнинг Fl2 тенг таъсир этувчнеини топайлик.

\

/
/ \

/ г \

32

30- раем.



Fx ва F2 кучлар жисмнинг А ва В нуцталарига цуйилган 
булсин (30-раем). Кучларнинг тенг таъсир этувчисииинг 
v <та элемента: к.уьилнш нуцтаси, модули ва йуналишини 
топамиз. Бунинг учун А ва В нуцталарга Т г, Т2 мувоза- 
натлаштирувчи кучлар сцстемасини цушамиз. Натижада А 
нуцтага ва Г, кучлар, В нуцтага F2 ва Tt кучлар таъ
сир этади. F „  Т 1 ва F,, Тг кучларнинг тенг таъсир этув- 
чилари F, 1 ва Ггг ни параллелограмм цоидасига асосан то- 
памиз. F ,, ва Ftl  кучни таъсир чизи^лари буйлаб D нуцта 
билан кесишгунча кучирамиз. D нуцтада Fu  ва FM куч- 
ларни F ,, F , ва Ft , Тг кучларга ажратиб, 7 ,,  7 , мувоза
натлаштирувчи кучлар системасини айирамиз. Бу х,олда, 7 \, 
Г, ни ташлаб юборилганда, D нуцтада бир тутри чизицда 
ётган ва йуналишлари бир хил булган, фацат F t ва F , 
кучларигина колади. Бу кучларнинг тенг таъсир этувчиси 
уларнинг арифметик йигиндисига тенг эканлиги куриниб ту- 
рнбди:

. R  =  F1 +  FV (8.1.)
Бу тенг таъсир этувчи R кучнинг куйилиш нуцта- 

синн таъсир чизиги буйлаб D нуктадан С нуктага кУ- 
чирамиз: С нуцта R нинг куйилнш нуцтаси булиб, R 
нинг йуналиши F\ ва F2 кучлар томонига йуналгандир. 
Лна шу С нуктани, яъни тенг таъсир этувчининг цуйи- 
лиш нуктасини АВ  кесманинг каерида жойлашганлиги- 
ни топайлик.

Расмдаги д  DDlCl ва д  ACD х,амда д  DC,D, ва 
д  CDB ухшашлигидан куйидагиларни ёзишимнз мумкин:

J \ .  =  Т'  • F* _  Т*
DC AC 'D C  С В '

Биринчи тенгламанннг иккала томонини иккинчи тенг- 
ламанинг иккала томонига буламиз. Натижада

*осил булади. Бу (8.2) ифодадан: иккита бир хил 
йуналган параллел кучлар тенг таъсир этувЧисининг 
куйилиш нуктаси кучлар орасидаги масофани шундай 
булакларга ажраталики, бу булаклар нисбати кучлар 
ннсбатига тескари пропорционал булади, деган хулоса- 
га келамиз.

Агар F, ва F, куч йуналишлари бир-бирнга карама* 
Карши булса, тенг таъсир этувчи R  нинг модули кучлар 
айирмасига тенг булиб, катта куч томон йуналган булади:
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R =  Ft —  Ft .
R нинг цуйилиш нуцтасинн аницлаш учун (8.2) ни 

КУЙидагича ёзамиз:

ВС АС

ёки пропорциянинг маълум хоссаснга асосан
Fi +  F, _  R _  _Ft_____Ft

ВСВС +  АС АВ

31- раем.

(31- раем):

АС

F, ва F, антипарал- 
лел булса, охирги ифо- 
дадаги R — Fl — Ft  бу
лади. Бу .уэлда тенг 
таъсир этувчи кучи R 
нинг цуйилиш нуктаси 
С катта кучнинг цуйи- 
лиш нуцтаендан ташца- 
рида АВ чизюининг да- 
вомида, А ва В ну^та- 
ларга цу йил ган кучлар- 
га тескари пропорцно- 
нал масофаларда булади

AC Fj , АС ВС АВ 
ВС ~  .Fi Ft ~  F t ~  R

2. Тенг таъсир этувчи кучнинг цуйилиш нуцтаси 
бирон кузгалмас нуктага нисбатан, масалан, декарт 
координата системасини бошига нисбатан, радиус век
тор оркали ифодалайлик. Радиус векторнн эркин век
тор булган кучдан фарци шундаки, радиус векторнннг 
Куйнлиш ну^таси >^амма вакт координата бошида 6J- 
лади.

F, ва F2 ни тенг таъсир этувчиси F, 2 ни цуйилиш ну*- 
таси С ни ифодаловчи л, 2 радиус векторни топайлик (32- 
расм). Расмдаги д  ОАС ва д  ОСВ дан

r u  =  r i -  АС. (8.3)

(8.4)

(8.3) ва (8.4) дан АС ва СВ ни топнб (8.2) га *уя-
миз:
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32- раем.

F| _  r\.2 -  r- . Бундан г, 2 = Fi ri +  F t rt (8.5)
f i + f .

(8.5) формула оркали С нуктанн ифодаловчи радиус 
вектори аникланадн. Тенг таъсир этувчи куч модули
(8.1) асосан

берилган булсин. Уларнинг тенг таъсир этувчнеининг куйи- 
лиш нуктасини ифодаловчи г радиус векторини топайлик. 
Олдин учта куч учун г, 23 ни топамиз. F, ва F2 ни F, 2 
билан алмаштирганимиз учун Ft, F2, F3 учта кучнинг ур- 
нига иккита Fl2 ва F3 куч билан иш куриш мумкин. Бу- 
ларнн F | 2 ва F3 нинг тенг таъсир этувчиси модули F, 3
(8.1) га асосан топилади:

^ 1.г.з ни КУЙилиш нуцтасинн ифодаловчи г, 2 3 радиус 
векторни (32- раемга ^аранг) (8.5) га асосланиб цуйилагича 
ёзиш мумкин:

2» ' • • • * F,П

ёки (8.5) ни ^исобга олсак
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F i-+  Ft  +  Ft
Ни^оят, кучлар системаси учун ёзадиган булсак, юк,о- 

ридагига асосланиб, ифодалар цуйидагича булишини пан- 
к>аш кийин эмас:

П
-*  -  % F l - r l 

~̂ Г_ F 1 • +  Fj ■ rt  . . .  4- Fn ■ r„ __ ,-=j______  gj

T{ - ?2 + ... +Гп 2; T(
1= I

Бу ердаги ифоданинг махражи кучлар снстемасининг 
тенг таъсир этувчнеини нфодалайди, яъни

R  =  (8.7)
<=!

Агар куч векторини F =  F ■ и шаклда ёзиб ( и — куч йу-
налишидаги бирлик вектор), (8 .6) ифодага куйсак, и лар 
Кис^аради ва цуйидаги ифода ,\осил булади:

П

г =  ■£=!--------- . (8 .8)П
Z ' i<-i

Радиус- векторлар г ва г ( ни проекциялари орцали И1{юда- 
ланиши мумкинлигини ,\исобга олиб, (8 .8) ни X , Y , Z у к* 
ларидаги проекцияларини олсак, цуйидагини \осил циламиз:

П
V  F у



Тенг таъсир этувчи кучнинг С цуйилиш нуцтаси пара.1- 
лел кучлар маркази дейилади. Шу С нуцтанинг координа- 
талари X C, Y CZC (8.9) билан ^исобланади. (8.9) дан XtYlZi 
лар i — КУЧ нинг КУ’йилиш ну^тасннинг координаталари- 
дир. (8.8) ёки (8.9) да бир томонда йуналган кучлар ишо- 
раси мусбат деб олинса, шу мусбат ишорали кучларга тес- 
кари йуналганларинннг ишорасини манфий деб олинади.

9-§. КаттиЧ жисмларнинг огирлик марказини 
аницлаш

Огирлик кучининг куйнлиш ну^таси огирлик маркази 
дейилади. Ана шу огирлик марказининг координаталари х с, 
Ус ва 2С ни топайлик. Каттик жисм фикран дР,, дР,2, . . . ,  
дРп элементар булакiapra ажратнладн (33-раем). Бу эле- 
ментар булакларнинг огирликларинннг йуналиши Ернинг 
марказига'карзб йуналгандир. Куриладиган жисмнинг ул- 
чамлари Ернинг радну- 
сига нисбатан жуда хам 

.кичик булганн учун 
жисм эгаллаган хажмдаги 
фаэода х,амма элементар 
булакларнинг огирлик 
кучлари йуналишини 
бир-бнрнга параллел деб 
цараш мумкин. Ill унинг
учун ДР|( дР2........... дРп
огнрчик кучларини бир 
томонга йуналган парал
лел кучлар деб хисоб- 
лаймиз. Бу ^олда жисм
нинг огирлик марказини 
параллел кучлар маркази деб атиш мумкин ва 8- § даги
(8.9) формулага асосан цуйидагиларни ёзамиз:

V  ^ p i дг, V  др . у. у  ДР/ , t

v =  _  '“ I
с п У с ~  П ’ 2 с -------- л •

1=1 /-=1 '  i= I
(9.1)

33- раем.
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Бунда фикран ажратилган i элементнинг огирлиги sP t 
огирлик марказининг координаталарн лг,..- у( ва г, билан бел- 
гиланган. Бутун ^аттиц жиемнинг огирлик марказининг 
координаталарн эса хс, ус, гс билан белгиланган.

Агар » элементнинг зичлиги р(. \ажми А У ва шу эле
мент жойлашган фазодаги эркин тушиш тезланиши gi бул
са, унинг дР,. огирлигини ^унидагича ёзилиши урта мактаб 
физикасидан маълум:

дР, =  Pi g s V r  (9.2)

9 2) ни (9 .1) га цуйиб цуйидагиларни *осил циламчз:
I

П \

2  Р< g i  *  У,  x i

Хс = (=1

Ус = (9.3)

Si bVi
1*1 
п
2  рI Si A Vi yt
t=l_______________

*n
^ P i Si AV’( 

i-l

£  P, Si ЛИ,- г,
<=i____________

£  Pt Si &V, 
i-l

Амалда масалалар ечиш ва^тида жиемнинг ^амма эле- 
ментлари учун (9.3) ифодадаги g( бир хил цийматга эга 
деб царалади. Бу х,олда (9.3) формулада g  цатнашмайди, 
чунки сурат ва махражлар g  га цисцаради.

г, =

10- §. Бир жинсли оддий ва мураккаб шаклдаги 
текис фигураларнинг огирлик марказларини 

аник,лаш

Каттиц жисм бир жинсли булса, унинг х,амма жойнда 
зичлик р( бир хил ^ийматига эга булади ва (9.3) формула- 
даги р, ни ^ис^артириш мумкин. Натижада (9.3) соддала- 
шади:
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Агар цаттиц жисм хамма жойининг цалинлиги бир хил 
булиб, масалан, у пластина шаклида булса, бундаи жисм
лар текис фигуралар дейилади. Текнс фигурани фнкран
д5|. д5, \ S n элементар юзларга ажратайлик. Шу
юзлардан i нинг юз бирлигндаги огирлиги w булса, унинг 
огнрлиги дЯ, *= w ■ AS, булади. дР, ни (9.1) га куйсак, те
кнс фигураларнннг огорлик маркази координаталари учун 
цуйндаги формулаларни х,осил цнламиз: (w катталиги (9.1) 
нинг сурат ва махражнда кнсцаради):

xi
1-1

=

Ус =

г г =

п
2  AS,
1=1

Уi
i—I________

n
V A S ,

i - l

I______
n

У  AS, 
i "

(Ю.2)

Текнс фигурани ташкил ки-1гач элементар юзларни те- 
гишли уцгача булган масофага купайтмаларининг йиганди-



си текис фигурани уша укка нисбатан статик момента 
дейилади. (10.2) формуладаги X  х, ва ^ д 5 (у 1 ифода 
юзларини X ва У у^ларига нисбатан статик моментларидир.
(10.2) нинг махражи текис фигуранинг тулиц юзнднр.

К,аттик жиемнинг маълум бир бумаги фнкран кесиб
олинганда хам унинг огирлик марказини юкорндаги 
формулалар ёрдамида аннкланади. Ф акат бу холда 
кесиб олинган кием огирлиги ёки юзи манфий деб ка- 
ралади. Бундай усул билан жисм огирлик марказининг 
координаталарини аникланишига манфий массалар 
ёки юзлар усуллари дейилади. Бу холДа ( 10.1) ва
( 10.2 ) формуладаги фикран кесиб олинган *ажм, юз 
ёки узунликлар манфий ишора билан олинади. Агар 
бир жинсли каттик жисм симметрия укига ёки текне- 
лигнга эга булса, унинг огирлик маркази шу симметрия 
уки ёки текислиги устида жойлашган булади. М асалан, 
вал, диск ёки доиранинг огирлик маркази уларнинг 
марказидан утадиган Укнинг устида булади. Шарнинг 
огирлик маркази унинг марказидан Утадиган ук устида 
жойлашган.

Агар жиемнинг кундаланг кесим юзи бир хил булиб, 
унинг узунлик бирлигидаги огирлик кучи F, доимин булса, 
жиемнинг^факат узунлиги узгарувчан булади. Бу ^олда /( 
узунликдаги чизик огирлиги Р =  F, булади. Жисмни
фикран д / , ,  Д/2, . . . .  

=  Ft д / (. булади. Агар 
ифода ^осил булади:

д/„ элементар 
дР ни (9.1)

1-1

узунлик учун дPi =  
га куйсак куйидаги

Ус =

П

<-7
п

Ъ м -i
(-1

У1

п

t A L l 
i - т

*ii-l

i - l

(10.3)
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(10.3) формула орцали чизщнинг орирлик марка- 
зининг координаталари топилади.

К,аттик жисм фикран элементар булакларга ажра- 
тилганда, бу булаклар чексиз кнчик ва узлуксиз бул
са. огирлик марказларининг координаталарини ( 10.1)—.
(10.3) формулалардаги суммаларнинг урннга интеграл 
белгилари КУЙилади. Масалан, чизик орирлнк марка- 
зининг координаталарини ифодаловчи (10.3) форму- 
лалари жойига К'йидагнларни ёзиш мумкин:

f x d l
хс =

Ус

=

j d l  

f y d l

J di

f zd l

и Г

(10.4)

Ушбу (10.4) ни цулланишига оид мнсол келтирамиз. Ра- 
диусининг марказий бурчаги 2d га тенг булган АВ айлана 
ёнииинг орирлик маркази- 
нннг координаталари то- 
пилсин. Агар X уцини ай
лана марказн ва А В ёйи- 
нинг уртасидан утказсак,
ОХ у^и симметрия уки бу
лади (34-раем). Демак, ёй- 
нинг орирлик марказн X 
Уци устида булади. А В
ёйни- фикран д/,, М2..........
Д/„ элементар узунликлар- 
га

34- раем.
ажратамиз. д/. — эле- 

ментга мос келувчи марказий бурчак Дср( буленн. Расмдан 
dl =  Rdq ва х, =  R  cos ф( эканлиги куриниб турибди. Шу- 
нинг учун (10.4) ни биринчи формулаендан фойдаланамиз:

Хс  =
) R  cos у R d  ф 

R

_ sin а  — sin (— a) ^  _
a  — (—a)

sin a

! sin ff + ®
I Ф

R

еки
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х  =  *!2JL R .
a

(Ю.5)

/'"'N F-10 kH
f

Ff '2 0 tH r \

С DK E F

F T

Г п Л
Fr Fj' F} ’ 

40  '15 '20

Параллелограмм огирлик маркази диагоналларининг ке- 
сишган нуцтаснда, дойра огирлик маркази диаметрларининг 
кесишиш иуцтасида, учбурчак огирлик маркази меридиана- 
ларииииг кесишган нуцтасида булади. Радиуси R  марказий 
бурчаги 2а  булган дойра секторининг огирлик маркази дои-

. . . .  2 p. sin а  ,
pa маркази дан симметрия уци буйича — R  —— масофада

булади.
5-мисол (3.9). Узунли- 

ги 5 м, огирлиги 20 кН 
булган АВ стерженнинг А 
учи блок орцали утказил- 
ган 10 кН огирликдаги юк 
билан юцорига цараб тор- 
тилади. Стерженнинг С, D, 
Е  ва F ну^таларида бир- 
биридан .^амда .4 ва fl 
нуцталардан I м масофа- 
ларда 5, 10, 15 ва 20 кН 
юклар осилган. Стержень 
мувозанатда булиши (35- 

расм) учун унинг цайсн нуцтасига таянчиц цуйиш керак?
Еч и ш.  АВ стерженнинг учларнга цуйилган юклар ар- 

цоилар орцали .4 ва fl учларини юцорига тортади. Шунинг 
учун бу кучларни F t ва F , билан белгилаб, юцорига цара- 
тнб йуналтнрамиз. Энди А нуцтага нисбатан цуйнлган таянч 
нуцта К  нинг вазиятинн топамиз. Бу масофа (8 .8) формула- 
даги г нн беради. Шунинг учун (8.8) га асосан

_  Fy 0 +  FtAC +  Fj AD - f  F, AE +  Ft AF -4- F%AB 
Fi +  Ft +  . . . Ft 

Расмдан куриняптики, F\  ва F* нинг йуналиши цол- 
ган кучларга нисбатан тескари булгани учун ишора- 
лари минус билан олинади. F \ ва F6 нинг ишоралари 
минуслигинн хисобга олсак, А К  цуйндагича топилади:

П Б

35- рзсм.

АК  = 5-1 +  10 2 - f  15-3 4- 20-4 — 20-5 2,5 м.
— 10 -г 5 +  10 +  20 — 20

Демак, К  нуцта А В ни уртасида жойлашган.
6- мисол (9.18). Хар бирининг узунлиги 44 см ва 

огирликлари бир хил булган стерженлардан иборат
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36- раем.

стул шаклидаги жиемнинг огирлик маркази координа- 
талари топилсин (36 -раем).

Е ч и ш .  О нуктани координата боши килиб танлаб 
оламиз. Стерженлар бир жинсли булганлиги учун улар 
огирлик кучларининг кУйилиш нукталари стерженлар- 
нинг Уртасида булади. Стерженларнинг огирлик куч
лари й^налишлари бир-бирига параллел ва бир томонга 
йуналган булади. Шундай ,\ол учун кучлар куйилиш 
нуцталарининг -координаталарн х г  х2............хп, у {, у2,
. . . , у п ни 36- раемдан фойдаланиб, топамиз (3- жадвалга 
^аранг). %

3 - ж а д в а л

Коордииаталар
Кучлар иомерлари

я, р > 1 Р . P . I p . 1 р. Р- I Р . Р .. Р „

Х [ . см 0 - 4 4 — 44 0 - 2 2 - 4 4 - 2 2 0 0 - 4 4 - 2 2

У ь  в* • 0 0 44 44 0 22 44 22 0 0 0

см - 2 2 - 2 2 - 2 2 - 2 2 0 0 0 0 22 22 44

Энди 3-жадвал маълумотларидан фойдаланнб, (9.1) фор-
43



мулаларга асосланиб, жиемнинг огирлик марказн координа
таларини аницланмиз: (Р, =  Р2 =  • • • =  Р„ =  Р)'-

х, =
P l+ P a + P * + P « +  • • • +  РП

_  44 _  44 — 22 — 44 — 22 — 44 — 44 — 22

I IP
■ 224
11

=  — 22 см.

176 R =  16 см.

г, =
— 22

11 Р
22 — 22 — 22 — 22 4- 22 - f  44

I I P
Р =  0.

Шундай цилнб, стул шаклндагн жиемнинг огирлик мар- 
кази координаталари — 22; 16 см ва нолга тенг.

7-мисол. 37-расмда курсатилган пластинанинг улчамла- 
ри АН =  2 см, HG — 1,5 см, АВ  =  3 см, ВС =  10 см, 
EF =  4 см, ED — 2 см эканлнгини маълум деб, пластина
нинг огирлик •марказн координаталари топиленн.

Е ч и ш. Масалани ечиш учун ABCDEFGHA текис фигу
рани фикран учта A B fiH A , EFFXDF ва BBt Fx СВ тугри 
бурчакли туртбурчакларга ажратамиз. Демак, фигура учта
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элементга ажратилади ва п — 3 \ол  учун ( 10.2) формула 
куйидаги шаклни оладн (текис фигура булганлиги учун фа- 
^аг X ва Y  уцлари олинадн):

__ S i* i  +  $ гх г — S , r ,  .

Si + S* -t- S, ' Ш
•SiJ/i +  Sji/t +  Siii, /r)4

y ‘ -  sT+ ь + ь  • { )
Бу ерда S 2, S 3 фикран булган учта туртбур-

чакларнинг сирт юзлари: х „  y lt юзнинг огирлик марка- 
зи координаталарн: xt, у3 ва х3, у3 — мос равишда S„ 5 , ва 
S 3 — юзлар огирлик марказларининг координаталарн (диаго- 
наллари кесишган ну^тасида туртбурчакни огирлик маркази 
булади деган фикрга асосланамиз). 37-расмдан:

Sj =  2 -1 ,5 =  3 см*, х у =  1 см, I/, =  2,25 см;
5 2 =  1,5-10 =  15 см*, х =  5 см, ух — 075 см;
53 =  4 -2 =  8 см2, х3 =  9 см, у — 3,5 см.

Охирги сонларни (1) ва (2) га цуйнб,
31 4-15 5 ^ 8 - 9 ^ 1 5 0 ^ 5  7 7  ш  

f 3 + 1 5  +  8  26
3-2,25+ 15 0,75 +  8-3,5 46 . 7_ у ,  =  ------— — — =  1,77 СМ.

3 + 1 5 + 8  26

Шундай килиб, текис фигуранинг огирлик маркази 
координаталарн хс =Ъ,П  см, j/c =  1,77 см булган нук

тада экан.
8-мисол (3.9). Узунлиги 10 м, огирлиги 40 кН бул

ган АВ  стерженнинг А, учи блок орцали утказилган 
20 кН огирликдагн юк билан ю^орига цараб тортилади. 
Худди шундай усул билан стерженнинг В учи огирлиги 
40 кН юк билан юкорига тортилади. Стерженнинг С, 
D, Е ва F нукталарида бир-биридан хамда Л ва В 
нукталардан 1 м масофаларда 10, 20, 30 ва 40 кН юк- 
лар осилган. Стержень мувозанат вазнятида булиши 
учун унинг цайси нуктасига таянчиц цуйиш керак? 
(Мустацил ечиш учун.) Жавоб. Уртасида (35 -раем).

11- §. Ж уфт кучлар ва жуфт кучлар моменти

Модуллари тенг, йуналишлари карама-карши ва 
бир тутри чизикда ётмаган иккита F, F' параллел куч 
жуфт кучлар  дейилади. Шу F ва F' кучнинг таъсир



чизиклари ётган текислик жуфт кучларнинг таъсир 
текислиги дейилади.

Ж уфт кучларнинг тенг таъсир этувчиси булмаса-да, 
бу кучлар бир-бирини мувозанатламайди, чунки бир 
тугри чнзнкда ётмайди. Жисмга куйилган жуфт куч
лар шу жисмни айлантирмоцчи булади.

Жуфт кучни *осил килган кучларнинг таъсир чи- 
зицлари орасидаги энг циска масофа жуфт кучнинг 
елкаси дейилади. Ж уфт кучнинг жисмга таъсири ана 
шу жуфт кучниИг елкасига, кучларнинг модуллари ва 
йуналишларига богликдир. Бу богланишлар жуфт куч
лар моменти тушунчаси билан характерланади.

Ж уфт кучлардан биттасини жуфт кучлар елкасига 
булган купайтмаси жуфт кучларнинг моменти дейила
ди. Агар жуфт кучларни F ва F', жуфт кучлар елкасини 
d деб белгиласак, жуфт куч моменти таърнфига асо
сан куйидагича ёзилади (38-о раем):

M = F-d. (11.1)
Ж уфт кучлар моментннинг бирлиги Ньютон (Н) 

купайтирилган метр (м),  яъни (Н-м). Ж уфт кучлар 
моменти вектор билан тасвирланади. Бу жуфт вектор 
йуналиши парма коидасн билан аникланади. Парма 
дастасини жуфт кучлар й^налишида, жуфтни таъсир 
текислиги буйлаб айлантирганда парманинг илгарилан- 
ма .чаракати жуфт куч моментннинг йуналишини кУр- 
сатади. 38-6 расмдан курннадики, ^ацикатан *ам пар-
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ма дастасини F ва F' куч йуналишида айлантирсак, пар- 
ма вертикал юкорига караб илгариланма .\аракат ки- 
лади. Ана шу илгариланма ^аракат тик юкорига
йуналган. Демак, жуфт куч моменти вектори М з^ам 
тйк юкорига йуналган булади. Шунииг учун парма- 
нинг учида М вектори курсатилган.

38- а, б расмдан: жуфт куч моменти вектори М 
шундай йУналганки, унинг охиридан каралганда, F в;} 
F' жуфт кучлар таъсир текислигини соат мили-. 
нинг айланишига нисбатан тескари йуналишда айлан- 
тиришга интилади деган хулосага олиб келади. Демак, 
М векторининг йуналишини яна куйидаги коидага 
асосан хам топиш мумкин:

М вектори жуфтларнинг таъсир текислигига пер
пендикуляр бУлиб, шундай йуналганки, унинг охиридан 
Караганда F ва F' кучлар жуфт кучларнинг таъсир 
текислигини соат милининг айланишига тескари 
йуналишда айлантиради.

Куп ^олларда раем те
кислигига перпендикуляр ______________ _
булган жуфт моменти век- Г+ к - ,
тори М ни кУрсатмасдан, р-------- ^ F
шу М векторга перпе'ндн- f  *______________ _____ _
куляр текисликни жуфт ------- -------------------------------
Кайси томонга караб ай- — F * г*- 
лантиришини курсатади,
яънн жуфтларнинг таъсир -------------------------------------- '
текислигининг айланиш
йуналиши курсатилади. 39- раем.
Агар жуфт кучлар жуфт-
нинг таъсир текислигини (39- раем) соат мили ай- 
ланиш йуналишида айлантнреа, жуфт кучлар моменти 
манфий, агар соат милининг ^аракат йуналишига 
тескари булса, мусбат деб кабул килинадн. Бундай 
лолларда жуфт куч моменти куч мадулннинг жуфт куч
лар елкасига булган купайтмасинннг мусбат ёки манфий 
ишораси билан нфодаланади, яъни.жуфт кучлар момен
ти алгебраик катталик каби олинади:

М  =  ±F-d.

Агар F ва F' айланиши соат милига .тескари йуна
лишда булса ( +  ), соат мили айланиши йуналишида 
булса (—), ишора билан олиш кабул килинган.

-е -

-G -

39- раем.
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12-§. Эквивалент кучлар

К,айси лолларда текисликдаги ва фазодаги жуфт 
кучларнинг эквивалент (битта жуфт кучлар система- 
сннинг таъсири айнан иккинчн жуфт кучлар система
сининг таъсиридек) бфлиши мумкинлигини ало*ида- 
ало.хида к^риб чикамиз.

1. Теорема. Текисликда жуфтлар моментларининг 
модуллари тенг ва ишоралари бир хил булса, эквива
лент булади.

40- раем.

Каттиц жисмнинг А ва В нуцталарига Fx, F\ жуфт кучлар 
(40- раем) таъсир этаётган буленн. А ва В нуцталарга узаро 
мувозанатлаштирувчи 7 \, Т\ кучни цушамиз. А ну^тада, F1, Т\ 
кучни куши б, /?, ва В нуцтада Flt Т\ ни кушиб, R[ тенг 
таъсир этувчиларни топамиз. Бу R VR\ куч янги жуфт 
кучларни ташкил этадн. Янги жуфт кучлар R tR\ олдинги 
F j, F\ жуфт кучларга мувозанатлаштирувчи Т, Т\ куч
ларнинг кушилиши натижаенда х,осил килннганлиги учун у, 
яъни жуфт кучлари олдинги F ,, F\ жуфт кучларига экви
валент булади. /?! ва R[ кучларни таъсир чнзнклари буйлаб
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A t ва В, нуцталарга утказамиз ва худди олднндагидек муло- 
хазаларнн бажариб, ^осил цилннган янги R 2R2 жуфт кучлар 
олдинги жуфт кучларга эквивалентлнгига ишонч ^осил
циламиз. Демак, берилган F\ кучларни эквивалент R\ 
R x ёки R'n жуфт кучлар билан алмаштнриш мумкин. 
Курамизкн, янги жуфт кучларнинг моментларн олдинги Flt 
F\ жуфт кучлар моментларининг модулларнга тенг. ^а^н- 
Катан .\ам, 40- расмда куринаднки:

M (F If F \ ) = F r d, 
М (Ru R\) =■/?,• dx, 
M (Rr  R'i ) =  R ,  dt.

Расмдан

F\ — Ri cos a , a ,  =  dcosa , R x =  R 2 cos p, di =  dl cos p. 
Охирги ифодаларни M (Rlt R[) ва M (R2, R ’2) га цуямиз:

M (R „  R[) =  R xdx — -F— •d , cos a  =  Fx d =  M  (F„ F\)
cos a

M (R t , /?') =  R t d2 =  - £ ^ - - d c o s f i  =  R l d l =  F1-d =

-  /=•;).

Шундай килиб, янги жуфт кучлар моментларининг 
олдинги жуфт куч моментига тенглиги исботланди, бу 
моментларнинг хаммасинннг ишораси бир хил мусбат 
эканлигини расмдан пай^аш цийин эмас. Демак, теоре^  
ма исбот цилинди.

2. Теорема. Фазода 
моментларн геометрик 
тенг булган жуфт кучлар 
узаро эквивалентдир.

Иккита жуфт куч Р,
Р' ва Q, Q' берилган (41- 
расм). Р, Р' жуфт кучлар
нинг моменти М г; Q, Q' 
жуфт кучларнинг моменти 
М х булсин. Бу жуфт куч
ларнинг елкалари dx ва d2 
булиб, .%ар хил текнсликлар-
Да ётади, моментларн М х ва
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Af, геометрик жи.\атдан бир- бирига тенг. Шу жуфтлар 
бир-бирига эквивалентлигини исботлаймиз.

Расмдан курннадики, М , =  У • d2, М , =» P dx ва М 1 =  
=  M v  яъни жуфт моментларнинг фацат модуллари бир- би- 
рига тенг булибгина цолмай, уларнинг йуналишлари кам 
бир хилдир. Жуфт моментларнинг йуналишлари бир хил
эканлигидан Я,. Р' ва Q, Q' жуфтлар узаро параллел бул
ган текисликларда ётади ва бу жуфт кучлар текисликларни 
айнан бир хил йуналишда айлантнрншга интиладн, деган 
хулоса чицади.

II текислик устнда АВ  га тенг ва параллел булган CD
кесмани чи3амиз. J5y кесма CD охирларига Я, Р ‘ кучларга 
модуллари тенг ва параллел булган иккита жуфт узаро му
возанатлаштирувчи Я,, Я2 ва Я3, Я4 кучларни цуямиз, яъни
\Рг\=\Р,\ =  \Р,\ =  \Р*\ =  \Р\-

А билан D ва В билан С нуцталарнн туташтирамиз. Бу 
Колда Р ва Я3 кучлар AD чнзиц охирларида Р'  ва Я2 куч
лар эса ВС чизиц охирларида жойлашган. Р ва Р3 нинг тенг 
таъсир этувчиси /?,. Р' ва Я2 нинг тенг таъсир этувчиси 
R t лар К нуктага цуйилган узаро мувозанатлаштирувчи куч
ларни косил цилади. Агар узаро мувозанатлаштирувчи R x 
ва Rt кучларни ташлаб юбэрсак, фацатгниа Я,, Р \  жуфт 
кучлар колади./Бу жуфт кучларнинг моменти М ‘2 =  / \Х  
x C D  = Я -d, га тенг. Ammo Pdx теореманннг шартнга асо
сан М х — Qdv  чунки Mj =  М, эди. Демак, М 2 = Pdx =  
=  Qdt булади ва М'2 ни косил килган Я,, Я4 жуфт кучлар

ёки Я, Р  жуфт кучлар текислик II ни айнан Q, Q' жуфт
лар айлантнрган томонга айлантнради.

Шунинг учун 1-теоремага асосан Q, Q' жуфти Я,, 
Я« жуфтига эквивалент экан, деган хулоса чнкарамиз 
ва теорема исбот килинди.

К ел ти р и л ган  'т е о р е м а л а р д а н  кУ1,ндаги хулосалар  
келиб чикади:

1. Ж уфт кучларнинг каттик жисмга таъснрнни ^згар- 
тирмасдан таъсир текислигига параллел булган ихти- 
ёрий бошка текисликка кучириш камда куч момент
ларининг модули ва нУналншини Узгартнрмасдан жуфт 
кучларнинг модули ва уларнинг елкасини узгартириш 
мумкин.

2. Ж уфт куч моменти векторини жуфтларнинг таъ
сир текислигига ёки унга параллел булган текислик-
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нинг ихтиёрий бошка нуктасига к$чириш мумкин, яъни
жуфт кучлар моменти эркин вектордир.

3 . Ж уфт кучлар моменти вектори учта элементни 
жуфтларнинг таъсир текислнгн вазиятини, айланиш 
йуналишини ва моментнннг модулини (сон кнйматини) 
ифодалайди.

13- §. Жуфт кучларни кушиш. Жуфт кучларнинг 
мувозанат шарти

Бир нечта жуфт кучлар моментларн М х, М г..............
М таъсирига эквивалент булган жуфт куч моментнни аниц- 
лаш жуфт кучларни Щшиш дейилади. Олдин иккита жуфт 
кучларни кушишни курнб чикайлик. Бу к>’шиш КУйидаги 
теоремага асосан бажарнлади. Жуфт кучлар моментларининг 
геометрик йигиндиси шу жуфт кучларга эквивалент булган 
жуфт моментига тенг.

Иккита Fu Ft ва F3, Ft жуфт кучларнинг моментлари
М, ва Af, б<либ, бу жуфтлар узаро кесишадиган I ва II 
текисликларга жойлашган булсин (42- раем). Кучларни шун
дай танлаймизки, 1Л =  I/7,! =  |F3| — | f 4| =  |F| булсин. Бу
жуфт кучларнинг елкаларинн dx =  — - ва dt =  —-  бе-

F F
ради.

42- раем.
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I ва II текисликларнинг кесишиш чизигн KL б^л- 
син. F | ва F3 лар KL  буйлаб йуналган ва Узаро муво- 
занатлаштирувчи кучлар булсин. Агар бу кучларни 
ташлаб юборсак, фацат F2, F* жуфт кучлар цолади. 
Бу колган жуфт кучлар иккала жуфт кучларнинг экви
в а л е н т  булади. Бу эквивалент жуфт кучларнинг ел- 
каси d булиб, моменти M = F-d дир.

Хацицатан ^ам, \B D F  учун косинуслар теоремаси- 
дан фойдалансак,

М  =. Y М \ +  Alj +  ^MjAfjCoso.

M 1 =  F d l ва M 2= F d 2 эканликларини эсга олсак, куйида- 
гини ^осил кнламнз:

М =  у  d2{+ d l + ‘2dldi cos a  F.

Д СВЛ дан d =  У  d 2t - f  d% -f  2dtdt  cosa.

Шунинг учун M  — F d булади. Демак, ^а^и^атаи х,ам 
параллелограммнинг диагонали В F — М  жуфт кучлар Ft, 
Ft  моментининг модулига тенглигини исботладик. 
Эндн М  ни ВС  га перпендикуляр, яъни CBF =  90°

эканлигини курсатамиз. Mt A.FA ва M j-L/7, булганлиги учун 
BDFE текислиги Ft га перпендикуляр булади ва BF, яъни
M l .  F2 булади. Бундан ташцари Z. DBA =  90° ва /LCBA  =
=  /LFBD ,  бундан /L CBF — 90°, демак, М  _L F3 булади.
Ни\оят, эквивалент жуфт кучлар моменти М  нинг учинчи 
элементи, яъни йуналиши куриниб турибди (42- расмга ца-
ранг). М  нинг охиридан цараганда F2, Fx кучлар жуфтлар 
текислнгини соат мили айланишига тескари айлантнра-
ётганини курамиз. Демак, М  векторн какиКатан \ ам 83
Af, нинг геометрнк йигиндиснга тенг. Теорема нсбот булди,
яъни М  = A f1-f- Af,.

Шундай жуфт кучлар моментларинн кУшиш коидаси 
моментлар параллелограмм цоидаси дейилади. Момент- 
ларнннг параллелограмм ёки учбурчагини чизиш би
лан, тескари масалани, яъни ихтиёрнй жуфт кучлар 
моментларинн ташкил этувчиларга ажратиш мумкин.
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43- раем.

Энди ф азода ихтиёрий жойлаш ган бир неча ж уф т  
кучларни к/ш иш ни к^риб чикайлнк ( 4 3 - раем ).

Бу жуфт кучларнинг М |, М2, . . . ,  М п моментларн
12-§  га асосан, куйнлиш нуцталарини фазонинг ихти- 
ёрнй О нуктасига кучириш мумкин. Шу О нуктада 
жуфт кучларнинг моментларн ни к^шиб, моментлар 
купбурчагини *осил килам из ва бу купбурчакни т^л- 
дирувчи томони жуфт кучларнинг эквивалент момен- 
тини, яъни М ни беради. 43- расмда 4 та жуфт кучлар
ни кУшгандаги моментлар купбурчаги тасвирланган. 
Шундай кил и б, фазодаги берилган ихтиёрий жуфт куч
лар системасининг эквивалент жуфт кучларининг мо- 
ментн ташкил этувчи жуфт кучлар моментларининг 
геометрик йигиндисига тенг:

П
м = м 1 + л/, + ... + м„ -  2  Я • О3-*)

i - l

Агар жуфт кучлар системаси битта текнеликда ёки 
Узаро параллел текисликларда ётган булса, бу жуфт 
кучларнинг моментларн шу текисликка перпендикуляр 
булган текисликларда ётадн ва алгебраик усулда кУ- 
шиладн (44 -раем).

1. Текнеликда ётган жуфт кучлар системасига экви
валент булган жуфт кучлар моменти ташкил этувчи



44- раем.

тенг:

М =  A ft -f- М ,  -+- М3 + +  A f „ - М„ (13.2)
■ = I

бунда
М (. =  ±  F i d i га тенг.

2. Ж уфт кучларнинг М эквивалент моменти нолга 
тенг булса, бу жуфт кучлар узаро бир-бирини мувоза- 
натлайди:

й = 2 Я = ° - (13.3)
/-1

Ж уфт кучларнинг мувозанат шартнни (13.3) га асо- 
сан цуйидагича таърифлаймиз: агар фазода ихтиёрий 
жойлашган жуфт кучлар моментларининг геометрик 
йитндиси нолга тенг булса, бу жуфт кучлар узаро 
бир-бирини мувозанатлайди.

Ни^оят, жуфт кучлар бир текисликда жойлашган 
булса, бир текисликдаги жуфт кучлар моментларининг 
алгебраик йигиндиси нолга тенг булганда, бу жуфт 
кучлар Узаро бир-бирини мувозанатлайди, яъни муво
занат шарти куйидагига тенг булади:

V v f, =  0 .
. - I

(13.4)

9- мисол. (4.59) 100 Нм жуфт кучлар моменти таъ- 
сирида булган аалга 2 =  25 см радиусли тормозловчи
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%алка К^йилган. Агар ^алка ва тормозловчи колодка- 
лар орасидаги ишкаланиш коэффициенти /  =  0,25 га 
тенг булса, халцалар тинч ,\олатда булиши учун тор
мозловчи колодкаларни .\алцаларга цанча куч билан 
*исиш керак (45 -а раем)?

45- раем.

'Е ч и ш. М асала шартига асосан икки ^аракатлан- 
тирувчи ва тормозловчи жуфт кучлар таъсир этади. 
Мувозанат шарти (13.4) га асосан

П
^ М ,  =  М х +  М а =  0 .
1-1

М  j — ^аракатлантйрувчи жуфт кучлар моменти (.И =  
=  100 Нм),

М % — тормозловчи жуфт кучлар моменти

M t - - f Q - 2 r v

Af, ва Mt  ифодаларнн мувозанат тенгламасига цуйсак:

2 fQ r =  М х,

бундан

Q  =  - М.‘-  ---------100 Н ■ =  800 Н.
^  2 fr 2 0 ,25  0,25

10- мисол. Оирлиги G =  500 Н булган юк радиуси г =  
=  10 см булган барабанга у раб, осиб цунилган. Барабан 
Дасталаринннг охирларига ^уйилган ва шу барабан текисли- 
гида ётган РР' жуфт кучлар билан са^ланади. Барабан дас-
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таларининг узунлиги / га тенг. Жуфт кучларни барабан 
дасталарига тик куйилган деб, шу жуфт кучлар РР ва ба
рабан О уцининг реакция кучн топнлсин (45- б раем).

Эслатма. Барабанга таъсир этадиган РР жуфт кучлар
ни тескари момент огирлик кучи G ва 0 укнинг R0 реак
ция кучи ^осил цилади, деб хнеоблаш керак.

Жавоби: Р =•- =  4 Н. R0 =  G =  500 Н.

I V Б О Б. ТЕКИСЛИКДА КУЧЛАР СИСТЕМАСИ

14-§. Нуктага нисбатан куч моменти

Берилган F кучнинг жиемга таъсири натнжаси шу куч
нинг куйилиш нуктасинн ифодалайдиган радиус вектор (г), F
кучининг модули ва йуналишига ^амда F ва г векторлар 
орасидаги. бурчакка боглнк- Шундай богланишларии ,\исобга 
олган >;олда, кучнинг жиемга таъсирини куч моменти ту- 
шунчаси оркали ифодаланади. Куч моменти вектор катта- 
ликдир.

Ихтиёрий О нуктага ннсбатан F кучнинг моменти деб,
О нуктага нисбатан шу кучни ифодаловчи г радиус вектор
билан F куч векторинн вектор купайтмаси оркали нфодала- 
надиган катталикка айтилади.

А нуктага F куч куйилган ва уни О нуктага нисбатан 
ифодаловчи радиус вектор г га тенг булсин. Агар вектор 
купайтмани «X», скаляр купайтмани «•» билан белгиласак,
М 0 ни таърифга асосан куйидагинн ёзамиз:

М 0' = 7  X~F. (14.1)

Куч моменти векторн О нуктага куйилганлиги (46- раем-
га каранг) курнннб турнбдн. М0 нинг йуналишннн парма

Коидасидан топамиз. Агар пар
ма дастасининг айланнш йуна-

. лиши г дан F га (якин йул
— _ /54 /  билан) йун алган булса, пар-

q /  манннг илгариланма .\аракат
!  йуналиши /VI0 йуналншнни

ифодалайдн. М0 вектор О
46- раем.
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нуцтага цуйилган булиб, шундай й^налганки, унинг охи
ридан цараганда F куч таъсир текислигини соат мили- 
нинг айланишига тескари йуналишда айлантиргандек бу- 
лади. Ни.\оят, М 0 нинг учннчи элемента, яъни модулини 
топай ик.

Агар а  куч F билан г радиус вектор 'орасидаги бур-
чак булса, (14. 1) формуладаги М0 вектор модулини цуйи- 
дагича аницлаймнз:

|.Vf0| =  F r  sin а  =  F r s\n(Fl r). (14.2)

Расмдан d =  r sin а  булганлиги учун
M0 =  F d .  (14.3)

Демак, нуцтага нисбатан М„ куч моментннинг модули 
F куч модули билан d куч елкасининг купайтмаси орцали 
топилади. 46- расмдан курннадики,

М. =  2 S ^ 0AB. (14.4)

(14.3) дан куч моменти F ва г ^осил цилган учбур- 
чак юзининг иккнланганига тенг деган хулоса келиб чица- 
ди. Энди (14.2) дан а  =  0 булса, М0 — 0; а „ = 1 8 0  бул
ганда М 0 =  0 ва a  =  - 2— .^олда эса М 0 энг катта цнймат 

{F r) га тенг булади.

15- §. Кучни параллел кучириш х^идаги теорема

Теорема. Кучнинг каттик, жисмга таъсирини узгар- 
тирмасдан, унинг олдинги вазиятига парал.гел цолдирган 
щгда ихтиёрий боища нуктага кйчирши учун жисмга мо
менти кучирилаётган 
кучнинг янги нуктага 
нисбатан моментига 
тенг булган жуфт куч
ни Цушиил керак.

Жисмнинг А нуцта- 
сига F куч цуйилган ва 
F кучнинг О нуцтага 
нисбатан М  моментига 
тенг булсин (47- раем).
О нуктага F га парал-
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лел ва модуллари F га тенг булган F’, F "  узаро мувоза- 
натлаштирувчи кучларнн цушамиз ва F. F', F "  кучлар 
системаснни >;оеил циламиз. Булардан F, F' жуфт кучлар- 
днр. Бу жуфт кучларнинг М, моменти F кучнинг О нуц- 
тага нисбатан М 0 моментига тенг. М  эркин вектор булган- 
лиги учун цуйилиш ну^тасини О ну^тага кучирамиз. Жуфт 
кучларни М0 билан алмаштиргандан кейин О ну^тада F' 
куч ва Af0 момент цолади. Шундай цилиб, F куч А ну^- 
тадан О ну^тага кучирилди.

Демак, F ни А дан О га кучирилгаида F ' , F "  жуфт 
кучлар ^ушилади ва О нуцтага F кучи Узига-узини парал
лел цилиб кучирилади. Бу ^ушилган жуфт кучларнинг мо
менти А ну^тадаги F нинг О нуцтага нисбатан моментига 
тенг булар экан. Теорема исбот булди. Бу теоремани фран
цуз олими Пуансо (1777-^1859) таклиф этган. Бу метод 
кучни берилган марказга келтирмш методи ёки Пуансе ме- 
тодн дейилади.

16- §. Бош вектор ва бош момент. Текисликдаги кучларни 
бир марказга келтириш

Текнеликда Fit Ft , . .  . , Fn ихтиёрий кучлар системаси 
берилган булса, 15-§ да $урилган Пуансо методидан фэй- 
даланиб, бу кучларнинг ^аммаеннн берилган О марказга 
келтирамиз. Натнжада ^ар бир куч мос бнттадан жуфтлар 
д ои л  цилади, яъни F x кучга мос Fx, F\'\ Ft га мос F2, 
Fj' . . .  Fn кучига мос Fn, F ” жуфтлар з^осил булади (48- 
расм). Шундай цилиб, бутун кучлар системаси О ну^тада 
кесишадиган л та я^инлашуачи кучлар .\амда О нуцтадан

утнб берилган текис- 
ликка перпендикуляр 
булган п та жуфт куч
лар моментларн билан 
алмаштирилди.

Системани ташкил 
этган кучларнинг гео- 
метрик йигиндисига
(R0) бош вектор деб 
аталади.

48- раем.

Келтнрилган мар
казга э^ар бир куч
ни кучирганда битта
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i

ж уфт *осил булади ва бу жуфт битта момент 
беради. Бу моментлар сони системадаги кучлар сони- 
га тенг, яъни п та куч п та моментни келтириш м ар
кази О нуктага нисбатан ^осил цилади деб айтиш 
мумкин.

Системадаги кучларни келтириш марказига нисбатан \
сил цилган моментларининг геометрик йигиндисига ( Vf0) бош 
момент деб аталади. Биз кураётган кучлар бир текисликда 
ётганлнги учун жуфтларнинг моментларн бир ОА чизигида 
ётадн. Шунннг учун текисликдаги кучларнинг бош мо
менти, ташкил этувчи моментларнинг алгебранк йигинди
сига тенг. Лекин бош вектор R 0 эса кучларнинг геометрик
йигиндисига тенг, яъни /?„ векторини F lt Ft ............. Fn куч
ларнинг кучлар купбурчагинн ясаш йули билан 4- § га асос- 
ланиб топамиз. Бошцача айтганда, бош вектор ва бош мо
мент текисликда кучлар жойлашган ^олда цуйидагича топи
лади:

П
* .  =  (16.1)

п

A f , = 2  MF (16.2)
<-i

Re — катталик вектор усулда, эса алгебраик усулда 
^Ушилади.

17-§. Вариньон теоремаси. Текисликдаги кучлар система" 
сини битта жуфт куч ёки тенг таъсир этувчи куч \олига

келтириш

Текисликда F ,, Ft , . . .  , Fn кучлар системаси берилган 
булса, 16- § дан маълумки, бу кучларни R 0 бош вектор ва 
М„ бош момент билан алмаштириш мумкин. Таъкидлаймиз- 
ки, бош вектор ва тенг таъсир этувчи куч битта тушунча 
эмас. Кучлар снстемасининг жиемга таъсирини ту лиц ал* 
маштирадиган куч тенг таъсир этувчи кучдир. Тенг таъсир 
этувчн куч, бутун кучлар системаси жиемга цандай таъсир 
этса, худдн шундай таъсир цнлади. Бош вектор эса текис
ликда фа^ат кучларнинг геометрик йигиндисинк билдиради 
(49- раем).

F „  Ft , . . .  , Fn кучлар системаси О нуктага нисбатан 
Л1|( М г, . .  . , М п моменгни ^оснл цилсин. Бу моментлар
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кучлар текислигига перпенди
куляр булади ва О нуцтадан 
утувчи тугри чизнц устида 
ётади, ишораси мусбат ёки 
манфий булади.

Теорема. Тенг таъсир 
этувчи куч R  нинг ихтиё- 
рий О нуктага нисбатан мо
менти текисликда ётган 
тсиикил этувчи куч.шрни уша 
нуцтага нисбатан \осил цил- 
ган моментларининг алгеб-

Агар бир текисликда ётган Flt Ft ............. Fn кучларнинг
моментлари Af, — Fx-dx\ М t =  Ft dt . . .  M n =  Fn dn бул
са, бу мЬ.ментлар бйтта тугри чизицда ётади ва шунинг 
учун алгебраик усул билан цушилади:

М 0 =  F ,d x +  V . +  . . .  +  Fnd n =  y i Fi -dr  (17.1)
fei

(17.1) Вариньон теоремаси нфодалайди. П. Вариньон 
(1654— 1722) француз олими. О нуцтага нисбатан тенг 
таъсир этувчи R нинг моментннинг модули цуйидагича 
булади:

M = R d =  Rjd, (17.2)
чункн R  =  R 0 деб олиш мумкин 
ва

=  L; d - - = ^ ~ .  (17.3)
d R о

(17.3) ни (17.2) га ^уйсак

М  - - £ s .  R 0 = M 0.
Kq

Охирги ифодадан М = М 0 ни олсак, теорема исбот ци- 
линганлиги равш ан булади.

Биз 16-§ да курднкки, текнсликдагн кучлар систе- 
масини R о бош вектор ва М 0 бош момент билан алмаш - 
тирнш мумкин. Хусусий ^олларни куриб чицайлик:

1. R 0 =  0; Afe =  0 кучлар системасининг бош вектори 
ва'келтириш марказига нисбатан бош момент нолга тенг 
булса, кучлар узаро бир-бирини мувозанатлаган булади.
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2. R 0 — 0\ М ф О  бэш вектор нолга тенг ва келтириш 
марказнга нисбатан бош момент нолга тенг эмас. Бу э^олда 
кучлар системаси жуфт кучлар билан алмашади. Бу жуфт- 
нинг моменти келтириш марказнга нисбатан олинган бош 
моментга тенг.

3. О, М 0 =  0. Кучлар системаси тенг таъсир этув
чи куч ,\олига келтиради, яъни R 0 ~  R  булиб, R  нинг цуйн- 
лиш нуцтаси келтириш марказнда булади.

4. R 0=£ 0; М =  М 0 Ф  0 бу ^олда .^ам кучлар система
тики тенг таъсир этувчи куч билан алмаштириш мумкин. 
\ак,иь;атан ,\ам, Af0 ни жуфт R ',  R" билан алмаштнрайлнк. 
R ',  R "  ни шундай танлаймизки, |/? '| =  |/? '| =  R 0 ва /?0 _L 
J_ М 0 га тенг булсин 
(50- раем). R'  ва R 0 уз- 
аро бир- бирини мувоза- 
натлаган кучларни таш- 
лаб юборамиз. Натижа- 
да фа^ат R" куч цолди, 
бу эса тенг таъсир этув
чи куч булади. Шун
дай ^илиб, текнеликдагн 50- раем.
ихтиёрин кучлар систе-
масини тенг таъсир этувчи кучлар билан ёки мэментни 
келтириш марказнга нисбатан б э т  моментга тенг булган 
жуфт кучлар билан алмаштириш мумкин.

18-§. Текнеликдагн кучларнинг мувозанат шартлари

Текисчикдаги нхтнёрий кучлар системэсиии мувэзанатда 
булишининг иккита шарти бор:

Af0 =  V  М 0( =  0. (18.1)
i=l
п

R t  =  =  0 , (1*8.2)

(18.2) формуладаги R 0 модулинн кучлар проекциялари 
ор^али ёзсак:

/?0 =  J /F 2  +  F2. “  (18 .3 )

Бундан
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Охирги учта ифодани ^исобга олсак (18.1) ва (18.2) ни 
цуйидаги учта тенглама шаклида ёзнш мумкин:

(18.7) ва (18.8) тенглама текисликдаги ихтнёрий куч
ларнинг мувозанат тенгламалари ^исобланади. (18.8) дагн 
тенгламаларда учта Л, fl ва С нуцта бир тугри чизицда ёт- 
маслиги керак. (18.7) тенгламада V  р ш кучларнинг и уц-

даги проекцияларининг йигиндисидир. Бу ерда и уци АВ  чи- 
зицца перпендикуляр булмаганда (18.7) шарт бажарилади.
62
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П

51- раем.

(18.6) дагн учта тенгла
ма текисликдаги кучларни 
мувозанатда булишининг 
асосий мувозанат тенгла
малари дейилади. (18.6) 
тенглама учун келтириш 
марказларини ва координа
та уцларини ихтнёрий тан- 
лаш мумкин. Мувозанат 
тенгламаларини яна цуйн- 
даги шаклларда ёзнш мум
кин (51-раем):

Л л
У .и .,-0  Ум в , - О  2 ^ , =  °  (18.7)

ёки

2 ^ ,  = 0; 2  м в, =  °- 2 С<= °- (18-8)



Ш ундай цилиб, текис- 
ликдаги кучларяинг муво- 
зан ах  тен глам алари  сони 
учта эканлиги аницланди.
Бу тенглам алар  ёрдамида 
текисликдаги статика маса- 
лаларини номаълум лар со
ни учтадан ортнц булмаса 
ечиш мумкин.

И -м исол (4.13). Бир 
жинсли АВ  нарвон силлиц де- 
ворга горизонтга нисбатан 45° 
остида цуйилган. Нарвоннинг 
огирлиги 20 кН. D нуцтада 
огирлиги 60Н булган жисм
турибди. Агар AD=* — . АВ  ва А В  — I булса, нарвоннинг А

3
таянчга ва деворга берадиган босими цанчага тенг булади 
(52- раем).

Ечиш. А нуцтадаги боеим кучларинн— FAY ва—F AX ре
акция кучлари билан, В  нуцтадаги босим кучини девор си
ниц булгани учун фацат R B реакция кучи билан алмашти- 
рамиз. Жами F А х, FA y , F x, Р ва R B дан иборат булган 
бешта куч цосил булади. (18.6)' мувозанат тенгламаларнни 
цуллайыиз:

V  M Ai =  — Fх • AD  cos 45°—Р ■ А К  cos 4 5 ° + R B А В  cos 45° = 0 ,

XI  —  F  А Х  "Ь ^  В  *  0* I

Бу тенгламаларнинг биринчисидан R b  ни  топамиз:
FX AD +  P A K  2 0 + 1 0  ОП11 

R B ------------- --- ---------- =  ~ П  =  ЗОН.

Иккинчи ва учинчи тенглам алардан  цуйидагилар топи- 
лади:

Fax  =  R B =  ЗОН. 
f a „ - / \  +  Я - 8 0 Н .

Босим кучлари топилган реакция кучларига нисба
тан тескари йуналгандир.

52- раем.



12- мисол. 53- расмда 
курсатилган гуланинг 
ма\камланган жойидаги 
реакцнялари топи таш . 
Кулага горизонт бнлан 
60° бурчак остнда 2кН  
куч ва моменти ЗкН м 
бупган жуфт кучлар таъ
сир цилади. Fyланинг 
узунлигн 2 м га тенг 

Ечиш. Мувозанат тенг- 
ламаларннн тузамиз:

V  FXi =  N AX — F cos 60° =  0,

NAy- F  sin Ь0° = 0,

2 л  =  +  M  +  M i —  F^ B  sin 603 =  0.
Бу тенгламалардан цуйидагилар келнб чицадн:

N ax  =  Fcos60° =  2-0 ,5  =  1кН 
N Ay =  +  / ^ 6 0 °  =  - 2 - 0 ,8 6 7  =  +  1,73кН 

Af — Af, +  F -A B  sin 60° =  3 — 2-2  0,86 =  — 0,47кНм 
Шундай цилиб, N s x  =  1кН, N Ay =  1.73кН ва М  —

=  0 ,4 7 Н -м  га тенг.
1 3 -мисол. 5 4 -расмда кур

сатилган консоль балкасинннг 
реакцнялари топилсин. Консал 
балкасига 45° бурчак остнда 
4кН. куч, моменти 2кнм бул
ган жуфт кучлар ва консоль 
балканинг 20кН огирлиги таъ
сир цилади. Консоль узунли- 
ги 4м. га тенг.

Жавоби: 0,73кН,
5 4 -раем. 0,53 Н  м.

Ч!

М,

Г

V

V БО Б.  ФЕРМАЛАР

19- §. Ф ерм алар тугрисида асосий туш унчалар 
Ф ермаларни ^исоблаш масаласи

Стерж енларни ш арнирлар ёрдами билан туташтн- 
рилган геометрик Узгармас (деф орм ацияланмайдиган) 
конструкциялар фермалар  дейилади.
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И ккитадан кам булм аган стерж енларнинг кесишиш 
ну^таси тугунлар  дейилади. С терж енларга цуйилган 
■кучлар тугуиларга куйилган деб каралади , чунки ту- 
гун ларда эркин ш арнирлар урнатилган ва бу ш арнир- 
ларда ма.\камланган стерж енлар эркин yiyiap атрофи- 
да айланиши мумкин. Ф ерма таянадиган  тугунлар 
таянч тугунлар дейилади. Агар ф ерма стерженларининг 
з^амма у^лари бир текнеликда ётса текис ферма  дейи- 
лади. Текис ферманинг юцори контуридаги стерж ен
лар юцори пояс, пастдаги стерж енлар пастки пояс д е
йилади (5 5 -раем ). Вертикал стерж енларга устунлар, 
^няларига — роскослар  дейилади. Ф ерма таянадиган  
стерж енлар таянч стерженлар деб аталади.

Ф ерм алар статик аниц  ва статик аницмас бдлиш и  
мумкин. Агар ферманинг биронта стержени олиб таш - 
ланганда, унинг бнкрлиги узгарса, статик аниц ферма 
деб айтилади ва аксинча, агар  ф ерм адан биронта стер- 
женини олиб таш ланганда ферманинг бикрлиги узгар- 
маса, статик ани^м ас ферма деб  юритилади. М асалан, 
т?рт бурчакдан иборат булган ферманинг иккита диа- 
гоналидан бирини олиб таш ласак , бу ферманинг бикр
лиги ^згармайди. Д ем ак, бу статик аницмас фермадир.

Биз ф а^ ат  статик ани^ ф ерм аларни, иш цаланиш  
кУчларнни з^исобга олмасдан (идеал з^ол) таш ^и куч-
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лар  таъснрида стерж ень ф акат чузилади ёки циснлади, 
деб цараймиз. Таш ки кучлар таъсирида ф ерм алардаги  
стерж енларда буладиган зурикиш ларни хисоблаш 
ф ерм аларнинг хисоблаш  масаласини таш кил этади. 
Ф ермаларни график усулда (К рем она — М акевеал усу- 
л и ) , тугунларни кесиш ва Риттер усуллари билан 
^исобланади.

20- §. Тугунларни кесиш усули

Бу усулда ф ерм ада фикран тугун кеснб олинади ва 
ало.\ида килиб чизилади. А ж ратилган *ар бир тугунда 
таш ки кучлар, реакция кучлари куйилади *ам да муво
зан ат тенглам алари  кулланилади. С анок бошида стер- 
ж енларнииг кайсн бирннинг узилиш и ёки кисилишн 
номаълум булганлиги учун ш артли равиш да стержен- 
ларнинг *аммаси чузилади ва зфрикиш лар тугунлар- 
дан чиккан деб кабул килинади. А гар ^нсоблаш дан 
кейин стерж енларга куйилган кучларнинг модули ман- 
фий иш орали булса, демак, бу стержень чузилмайдн, 
унга сикувчи куч таъсир этган булади.

С терж енлардаги  зурикиш кучларини реакция куч
лари  билан алмаш тириб м асала ечилади. Бу реакция 
кучларининг модуллари стерж енлардаги ички зурикиш 
кучларига тенг.

М увозанат тенгламаларининг сони текис ф ерм алар 
учун иккига тенг булади. Ш унинг учун номаълум лар 
сони хам иккита тенглам аларга

”  ° -  - 0 
тенг булиши керак. Текис ф ерм алар учун баж арилган  
*исоблаш лар тугрилигини кучлар купбурчагини 
чизиш билан текш ирилади. Агар э^исоблашлар т^гри 
булса, мувозанатдаги ф ерма учун кучлар купбурчаги 
ёпик булади.

Ф ерм адаги айрим стерженга буладиган зурикиш  
нолга тенг булади. Бундай стерж енлар нолинчи стер
женлар  дейилади.

Текис ф ерм аларда нолинчи стерж енлар, ^исоблаш - 
ларни баж арм асдан  туриб, куйидагн лем м алар ёрда- 
мида топилади:

1 -лемма. Агар текис ферманинг ю кланм аган тугу- 
нида иккита стержень кесишса, бу  стерженлардаги 
зур и ^ и ш ла р  нолга тенг булади  (56- раем ).
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Расмда стерженлар А  нуцтада кесишади:

V  f  ' =  S t  cos а  -f- 5 ,  =  0.

V Fyi =  S , sin а  =  0.

Бу тенгламалардан 5 ,  =  0, 5 ,  =  0, яъни ^а^ицатан .\ам А 
нук,тада кесишган 5 , ва 5 ,  зури^ншлар нолга тенг.

2- лемма. I ва 2 стерженлардаги зурщ шилар бир-би-  
рига тенг (57- раем). -Стерженлардаги зури^ишлар S lt S 2, 
S s булса, 18-§ га асосан:

=  S 3 cos a  =  0.

2  Fyi — S i  — 5 ,  +  5 3 sin a  =  0.

Бу тенгламалардан S 3 =  0 ва
•S, =  S , =  0 *осил булади.

3- лемма. Агар текис фер-
манинг тугунида иккита
стержень кесишган булиб, шу
тугунга таъсир чизиги стер-
женлардан бирининг дкининг
давомида булган ташци куч
таъсир этса, шу стерженда-
ги зурициш таш^и куч моду-
лига тенг ва иккинчи стержендаги зС/рикиш эса нолга 
тенг.

Стерженлардаги зурицишлар 5 „  S t , ташци куч F булсин
j  раем). Бу *олда мувозанат тенгламаларн ^уйндагича 
езилади!

2  ^xt =  F  +  *5* +  cos а  =  0.

58- раем.
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i =  S , sin a  =  0.

Булардан =  0; S t  =  — F тенглик келиб чицади.

21 -§ . Ф ерм аларни кесиш усули (Р и ттер  усули)

Бу усулда ф ерма фикран бирон сирт билан кесн- 
лади. Кесилган кием ф ермадан ал о \и д а  килиб чизи- 
лади, колган  цисмн эса ф икран таш лаб юборилади. 
Ф ерманинг фикран таш ланган  кисмининг колган кис- 
мига таъсирини зурикиш кучлари билан алмаш тири- 
лади . Б у  зурикиш  кучларининг йуналиши фермадан 
ф икран аж ратилган  киемдан таш ланган  циемга ка Раб 
йуналган, деб кабул килинади.

59- раемда курсатилган текис фермада ташки куч таъенр 
этганда А ва В  таянчлардаги реакция кучлари R A =  50кН, 
R B =  ЗОкН булсин. Ферманинг б, 7 ва 8 етерженларидагн
зурикишларн 5 ,, S 7 ва S 8 топилсин.

Х,амма стерженлар чузилади деб фараз циламиз, агар зу
рикиш минус ишора билан чикса, стержен тар киси ;ади. 
Фермани 1 — 1 сирт билан кесамиз ва унг томоннни (59- б 
раем) ало^ида чизамиз. Чап томонининг таъенрннн 5 , .  S : 
ва S g зурикншлар билан алмаштирамиз. Бу з^олда куч мо-

ментларн (мувозанат тенгла
ма. три 18- § га асосланиб ту- 
зилади) тугунларга нисбатан 
олинади. Бу тугунлар, маса
лан, К , L . . .  нукталар Рит
тер нукталари дейилади. 5 ,  
нинг Риттер нуктасининг К  
га нисбатан мувозанат тенг- 
ламасинн тузиб аниклаймиз:



VAf*, = - S e e/t + t f B l , 5 fl =  0 

S t =  ЗЯ д =  90кН .

S . ни V  =  0 шартидан топамиз:

V F . - - 5 ,  sin 45° +  Я» =  0

S 7 =

Vi -

R в =  -  —  =  - 4 3 к  H. 
0.7cos 45

Риттер нуцтаси L  га нисбатан эса

У  « „ - V / . +  *■<• =  0.

S . — ■60к H.

Д емак, S 6 стержень чузилади, S 7 ва S 8 стерж енлар 
кисилади. Ш ундай усул билан  ф ермаларни ^исоблаш 
Риттер усулн дейилади.

22- §. Ричаг. Силкинишдаги тургунлик.
Тургунлик коэффициенты

К узгалм ас айланиш  уцига эга булган ва шу уода 
перпендикуляр булган текнеликда ётган кучлар таъ- 
сиридаги каттик жисм ричаг  дейилади.

Ричагнинг айланиш уци О нуцтадан утнб (60- раем), 
раем текислигига перпендикуляр йуналган булсин. Бу \ол- 
да раем текислиги ричаг у^ига перпендикуляр булади. 
Таъсир килувчи F „  Fi%
. . . , Fn кучлар шу те- 
кисликнинг А г, . . . ,
А п нуцталарнга куйил
ган. О нукта таянч нуц- 
таси деб юритилади.

Уциинг R 0 реакция 
кучи берилган F „  Ft ,
• • • , Fn кучларни муво- 
занатлайдн ва шу куч
лар ётган текнеликда 
жойлашадн. Лекин R 0 
нинг йуналиши маълум 
эмае. ь у  ^олда мувоза-
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нат тенгламалари 18-§ га асосан цуйидагича ёзилади (реак
ция кучи R x ва R u ларга ажратичди):

+  о.
i=i

i=i

(22. 1)

(22. 2)

(22.3)

Бу ерда R x ва R y уцнинг реакция кучи \R0' ни X  ва
Y  уцларидаги проекциялари; V  Fxi ва V  F yi ричаг уцига 
таъсир циладиган барча кучларни X  ва Y  уцларидаги прэ* 
екцияларининг йигиндилари; V  И0( — рнчагга таъсир цила- 
диган кучларнинг таянч нуцтасига нисбатан моментларннинг 
йигиндиси.

.Мувозанат тенгламаси (22.3) 
дан ричагнниг силкинишидаги 
тургунлик шарти аницланади. 
Масалан, огирлиги Р  булган 
тутри параллелопипедни сил- 
житнш ёки А нуктага нисба
тан агдариши ёки силкитиб 
юбориши мумкин (61 -раем). 
F кучи агдарувчи ёки силки- 
тувчи куч булиб, Р кучи эса 
сацлаб турувчи моментларни 
.\оснл цилади. Бу моментлар. 
ни M 0FD ва М е деб белгила. 

сак, (22.3) асоснда А нуктага нисбатан мувозанат шарти 
Куйидагича булади:

f  г

У J

\
Г V?

\
р \

а

61- раем.

У м 0 /= Р  a —  F d  =  0

еки
P a =  F d.

Охирги ифода учун белгилашлар кнритамнз: M Q — Р а  ва 
^ ofd =  F -d.

К  =  M ofd (22.4)
шаклида булишн куриниб турибди.
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Агар М с .> M 0FD булса, ричаг тургун ^олатда, Afc =  
__ M 0FD булса, тургунлик чегарасида булади.

Одарилишдаги тургунликнн сацлаб турувчи моментини 
огдарувчн моментга булган нисбати тургунлик (барк,арор- 
лик) коэффициента дейилади. Агар тургунлик коэффициен- 
тини К  билан белгиласак,

М.
К  =  г г —  (22.5)

OPD
Тургун *олатда К > 1 , тургунлик чегарасида эса К = 1  
бУлади.

Ж исмнинг F куч таъсирида тургун ёки тургунмас 
.^олатда (агдарнлнш  холатида) булишини график 
усулда хам аннклаш  мумкин. Бунинг учун F ва Р  
кучларнинг R  тенг таъсир этувчисини параллелограм м  
коидасига асосан топамиз. Агар R  нинг таъсир чизиги 
А нуктадан чапда булса, (61-расм га ^аранг) жисм 
тургун ,\олатда, А нуцтадан Утса, тургунлик чегараси
да за А дан унг томонда булса, жисм агдарилиш  ^о- 
латида булади.

14-мисол. (5. 1) Кенг- 
#н }.ь*н 1” . лиги 8 м булган болорга 

Т" ™  огирликларн 2кН, ЗкН ва 
лС) О  I 1 кН булган учта юк цу- 

_ j  йилган. Болорнинг огирли-
1 / \  А  в  гини ^исобга олмай, таянч-

Д ..Р,. лардаги реакция кучлари 
Р, ?г pi  аницлансин (62- раем).

Ечиш. Кучлар параллел
62- раем. булганликлари учун ва

улар бир текисликда ётган- 
лигига асосланнб цуйидаги ёзилади:

R  =  Я, +  Pt +  Р3 =  6кН.
Куйилиш нуцтасини ифодалайдиган AN  кесма цуйидаги

, , ,  Р  , 1 . 5 +  Р  ,4  +  Я v 7 , . *AN  =  —:--------- -i--------2—  формуладан ^исоб цилннади.

A N  ас •  ̂ 5 — 3-4 -*- \-7 = ^  =  3 7 м
6 6

Таянч реакциялари цуйидаги тенгламалардан топилади: 

р  4 . р  -  р  -  А В - Л У
R a +  R b - * -  R b ~  a n  •
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Бу тенгламалардан: 
R A -AN  =  R B А В  —
— R B A N  ёкн (R a - f  
+  R b) A H  =  R b AB. 

Бун дан

RAM

R a =  R  — R B =  6 —
— 2,75 =  3 .25kH.

тан куч 
миз:

15-мисол. (5.15) 
63- расмда курсатил- 
ган осма текис ферма
нинг В, D, Е, С нук- 
таларнга F , =  1кН, 
F , =  2kH, F3 =  2кН, 
Ft  =  1кН кучлар таъ
сир цилади. Таянч 
нуцталаридагн реак- 
циялар ва ^ар бир 
стержендаги зурициш- 
лар топилсин.

Ечиш. А  ва В . 
нуцталардаги реакция 
кучларининг проек
циялари R a x , R Ay ва 
R вх  булади. А  нун
тами координата боши 

-цилиб, X ва У уцла- 
рини утказамиз.

А нуктага нисба- 
музэззнат тенглачасини туза-моментлари учун 

^ M At =  — Ft A ,b  — F3-9 — Z7*-13,5 — R BX

бундан

3 4 4 
=  2,75 кН



д) е) •’

63- раем.

2-4.5 4- 2-9 4- 1-13,5 40,5 _ с ,  „  
К в х  ~  7,5 ~  7,5 ’

В нуктага нисбатан

У М В=  - F t - 4 S — F3- 9 ^ F t \ 3 , 5 + R AX-75 =  0.

J ± i8± i 3 ^ = 40-5=  н .
лх 7-5 70-5

С нуктага нисбатан

УМ, =  / V 13,5 — Явх • 7,5 4- /V  9 +  /V  4,5 -  Я лv • 13,5=0.

п  13-5 — 5-4-7,5 4- 2-9 4- 2-4-5 с  „
1\ду  . _ _ — о к н .

Демак, /?/4у =  6 кН .
63- а раемдан:

13,5

4.5sin а  =  =  0,52; а  =  31°.
8.7

cos а  =  0,86; 
sin0 =  0,47; р «  30° cosp =  0,88.

S‘n +  5! =  п Й'с; sin Р =  ^  =  0,496. cos (а 4- Р) =  0,515. V(2,5)14-(4.5)i

Ферманн 1 — 1 текислик билан кесамиз (63-6 раем).

=  — R bx 7 ,5 -sin р — S B sin a -7,5 =  0.

Di ~  — Ray  ’4.5 +  ^ v 4 , 5 — R BX-2 ,5— S t ■ BDl cos (a-J- 

+  P) =  0.
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Бу охирги тенгламаларнинг иккинчисидан

_  4.5 F x — 7.5 R BX — 4,5R A y  _

* BDX cos ( a  - f  P) ~  ’

Биринчисидан

5 ,  =  —7 .5 /? g x ~ 5* '7’5 s in p  =  -  3.5 кН.
7,5-sin a

Энди Dj ну^тани кесиб оламиз:

xi =  — S , — 5 e sin a  +  S , =  0

ёки

5 ,  =  R ax  булганидан

R ax  — 5*sina =  —
S 3 =  S t • sin a  — R ax  =  — 3,6 кН;

— Fyi =  5 e cosa  +  5» =  0; S 9 =  Sgcosa =  — ЗкН . 

D  нуцтани ажратамиз: (63 в-раем)

2  Fxi — cos a i — cos a +  Sio cos a , — 0.
2  Fyi =  sin a — 5 6 sin a! — F ,— S ,0 sin a2 — 5 , =  0

sin a, =  =  «  0,49.
1 5.1

sin a . =  —  =  0,75.
6.7

cos»*! =  =  0,9; cosa, =  =  0,70.
1 5,1 1 6,5

p _5 | cosa — Sle cos QCj
5 -------------------------- --- -cos a l

Бу ифодаии V f j ( = o  тенгламага н у̂йиб

с  о,-г, ~ S»cosa—5, .-cos a , . r  „ _5* sin a ----------------- 2----- i sin at — F2 — S10 sin a- — 5»
COS Qlj

ёки

0,5 • 0,9 • St -  (0,9 5 ,  -  0,75S10) 0 ,5 -0 ,9F, -  0,75 • SI0+  3 
Су тенгламадан



s ' * - 5 ^  =  2 '7kH
ва S s учун куйидагини *осил циламиз.

0,9 4 ,1 -0 ,7 -2 ,7  3,09— 1,89 1,8 0 пс  „с =  —'-------------------  --------------------------------  2.06 кН.
5 0,9 0.9 0,9

£  нукта учун (63- г раем):
V f x4 =  — S , — 5 ,0 • sin а 3 +  5 3 =  0. У  Fy[ =  S ,0 cos а  —

5 ц  =  0.
4 5 • 5

sinotj =  -г— =  0 ,7. а 3 =  о ,; co sa , =  — —  =  0,75.
6,5 6,5

5 а  =  — S ,0co sa3 =  0 ,75 -2 ,7  =  — 2,02 кН.
5 S =  5 2 +  5 10 sin а 3 =  — 3,6 -Ь 0,7 -2,7 =  — 1,8 кН. 

Ни\оят, С ну^та учун (63- д раем).

=  — 5 ,  — 5 4 cos a  =  0.

5 4 =  — =  2,06 кН.
cosa 4,5 4,5

Шундай цилиб, топилган цнйматларни куйидагн жадвалга 
ёзамиз:

Стержен
лар 

• номери
1 2 3 4 5 6 7 8 10 11 12

Зури-
цишлар,

кН
- 5 . 4 - 3 , 6 — 1.8 2 ,об |г  ,06 4,1 —6 3.5 - 3 . 0 2 .7 —2



Бу ерда S x =  — R AX ва S z =  — R Ay деб олиниши ке-
раклигини эслатиб утамиз.

16- мисол. (5.7) 6 4 -расмда курсатилган текис фермадаги 
таянч реакцнялари ва стерженлардаги зурицишлар топилсин. 

Жавоб;

Стержен номери 1 2 3 4 5 6 7

Зурицншлар, кН 1,3 3,03 —3 ,5 - 2 , 5 - 2 , 5 1,73 — 1,73

VI Б О Б .  ИХТИЕРИЯ КУЧЛАР СИСТЕМАСИ

23- §. Ук^а нисбатан куч моменти. Нуктага нисбатан 
куч моменти билан шу нуцтадан утувчи укка нисбатан 

куч моментлари орасидаги богланиш

Энди F кучнинг Z уцига нисбатан моментини аницлаш 
учун F кучнинг Z укнга перпендикуляр булган 1 текисликка 
проекцияси F x ни аницлаймиз (65- раем). Z уки бнлан 1 те

кислик О ну^тада кесиш- 
син. F , кучнинг О нуцта- 
га нисбатан моменти F 
кучининг Z укига нйсба- 
тан моментини беради.

Берилган F  кучнинг 
Z у^ига нисбатан моменти 
деб, плюс ёки минус 
ишораси билан олннган, 
F кучнинг Z укига пер
пендикуляр текисликда- 
ги проекцияси Fx нинг 
модулини шу F кучнинг 

УК ва текисликни кесишган О нуктасига нисбатан епкаси 
d  га булган купайтмасига тенг булган катталикка айтн- 
лади:

M t =  ± F ld. (23.1)

У кка нисбатан куч моментини мусбат деб олинади, 
агар М  охиридан Караганда F куч проекцияси 1 текис
ликни соат мили айланиш ига тескари йуналиш да 
айлантириш га интилса, акс холда М  манфий булади.

65- раем.

76



Af ни учбурчак 
q  4 jВ нинг иккилаи- 
ган юзига тенглигн 
*ам Н -§  нинг (14.4) 
формуласига асосан 
бизга маълум. М 
икки *олда нолга 
тенг булади:

1. Агар кучнинг 
таъсир чизиги Z  га 
параллел булса, F 66-раем, 
нинг I текисликка
лроекцияси нуцтага тенг булади, яъни нолга тенг була
ди, шунинг учун Fi =  0 ва демак, Af == 0.

2. Агар /•', куч чизиги ва Z  уци бир- бирини кесса, 
бу з^олда F кучининг елкаси—d  =  0 ва, демак, М г =  0.

Бундан цуйидаги хулоса келиб чи^ади: куч ва у^ бир 
текнеликда ётса, бу. уц^а нисбатан куч моменти нолга тенг 
булади.

Энди нуцтага нисбатан куч моменти билан шу нуцтадан
• утувчи ук^а нисбатан куч моменти орасидаги богланишни 

куриб чицайлик. 14-§ дагн (14.4) формулани х,нсобга олсак 
(66- раем):

Мо =  2Д л о в ; M t — 2S i/10 Bi. (23.2)

Расмдан куринадики, учбурчак АОВ  нинг 1 текисликда- 
ги проекцияси учбурчак .4 ,0В , дир. Учбурчак A f i B y нинг 
юзи учбурчак АОВ нинг юзнни .4 ,0 5 , билан АОВ ораенда- 
ги бурчак косинусига булган купайтмасига тенг:

лов  cos Y =  ^дл.ов,. (23.3)
Бу тенгламанннг иккала томонини 2 га купайтирамиз:

лов  cos у =  2 5 д Aio,b,. (23.4)
Агар (23 .2 ) ни ^исобга олсак, (23.4) кУ’йидагича ёзилади: 

Aff =  Af0 cos у. (23.5)
Y =  0 булганда М г —  М 0.

Бу (23.5) формуладан нуцтага нисбатан Af куч 
моыентннннг шу ну^тадан утадиган укдагн проекцияси 
кучнинг шу укка нисбати М  -моментига тенг, деб хуло
са чикарамиз.

Агар Z Уцн устидаги О, нуктасига нисбатан момен- 
тини олсак, бу момент учбурчак 0 { А В  юзининг ик-
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киланганига тенг. И ккала О ва O t нукталарга нисба
тан F куч моментлари А О В  х,амда ОхЛВ  учбурчак- 
ларни 1 текисликдаги проекциялари орцали аникла- 
нади. Аммо А О В  ва О х А В иккала учбурчакнинг 1 
текисликдаги проекциялари учбурчак СМ , В, нинг 
юзига тенг. Ш уяинг учун F кучнинг Z  Укида ётган *ар 
хил нукталарига нисбатан моментларининг Z  уцидаги 
проекциялари айнан бир хил кийматга, яъни F кучнинг 
Z  Укига нисбатан моментига тенг булади.

Агар F куч Z  уцига перпендикуляр булган текисликда 
жойлашган булса, cos у  =  1 ва М г =  ±  М0 булади.

24- §. Координата укларига нисбатан куч моменти

Жисмнинг А нуктасига 
F куч таъсир этсин. Шу 
кучнинг X ,  У укларига 
нисбатан куч моментларини 
топамиз. Агар А нуктанинг 
координаталари х, у ,  г.  F 
кучнинг проекциялари Fх% 
F , Fг булса (67- раем), бу 
кучларнинг укларга нисба
тан моментларини (23.1) га 
асосан аннцлаб, 1-жадвални 
ёзамиз. Жадвалнинг иккин- 
чи, учинчи, туртинчи ус- 

тунларинн ало^ида- ало^ида цушеак, F кучнинг х ,  у ,  г 
уцларидагн Fx, Fy, Ft  проекцияларинннг укларига нисбатан 
моментларининг йигиндиларини, яъни М х, М у ва М г ни 
Косил киламиз.

1- ж а д в а л  .

67- раем.

Кучлар м х м л М ,

0 F X Z - F X Y

Fy

1 -ч «С N 0 F y X

F, F,  У ~ F ,  А 0
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Шундай цилиб, жадвалдан М х, М у ва М г учун цуйидаги- 
ларни лосил циламиз:

M s ~ 2 P * - F . ' y - F. - b

M y = 'L M y i  =  F* Z - F, X - (24 1)
M , =  V M l i = F i / X - F t Y.

(24. 1) дан фойдаланнб F кучнинг уцлардагн Fx, F , Fg 
проекнияларини X ,  V, Z координата уцларига нисбатан 
моментларининг йигиндиси М х, М у, М г ни аницланади. Бу
(24.1)га куч моментларининг координата уцларига нисбатан 
аналитик ифодалари деб .^ам айтилади. Агар г +  xi + y i  +

+ Z k  ва F — Fxi F J  +  Ft k  ва

M , =  M xl  4 - M J  +  M t k

эканлигини ^исобга олсак, M 0 ни цуйидаги шаклда ёзиш 
мумкин:

M 0 = 7 x F  =  М х7  +  M J  +  М  Я  (24.2)

Векторлар алгебрасидан маълумки, векториал г X F ку
пайтмани цуйидаги детерминант оркали ёзилади:

i I к
х  у  г
FJFJF.х у г

М 0 =

ёки

M t =*(Ft y  —  Fy Z ) i  — (Ft x — Fx Z)j  +  (Fy X  —

—  Fx Y )k .  (24.3)

Агар (24.2) ни (24.3) билан тенглаштирсак, айнан (24.1) 
ни ^осил циламиз, яъни F кучнинг координата уцларига 
нисбатан моментларининг х,исоблаш формулаларини ^осил 
К илам из.

25- §. Ихтнёрий кучлар системасини берилган марказга
келтириш

Каттиц жиемнинг А х, At , А3 . . .  нуцталарига Fv  Ft 
^  кучлар таъсир этсин. Шу кучларни Пуансо методи- 
Дан, 16- § ва 15- § дан фойдаланнб, берилган марказни
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О нуцтага келтирамиз. Бундай ^олда О ну^- 
тада учта F\\  F ” , F'3 куч ва учта F „  F\, Ft , F'y  F'v  F3 ж уфт
лар .уэсил булади (6 8 -раем). F v  FJt F3 кучларнинг цуйи- 
лиш нуцталарининг радиус векторлари г и  г2, г3 булсин 
Бу FJ’, F^, F‘3‘ кучларнинг геометрик иириндиси бош век
тори R0 га тенг:

+  Г ‘ +  Г - .  (25.1)

F ,, F j, F „  Fj ва F3, F j жуфтларни ь^ушиб шуларга экзи - 
валент булган жуфт кучларни топамиз. F ,, FJ; F '; Fj, F3, F  3 
Кушилган жуфтларнинг моментларн F lt F „  F s кучларнинг 
келтирган марказ О нуцтага нисбатан моментларига тенг, 
яъни

Al01 =  Tj х  F j, М п  =  X F t , М м =  r s х  F3. (25.2)

Бу кУшилган ж уф тлар моментларининг геомет
рик йигинднеи эквивалент жуфтнинг моментига тенг 
булади:

М о - М ъ + М ъ  +  М * .  (25.3)

(25.3) га асосланиб айтиш мумкинки, цушилган учта 
ж уф тлар моментларининг геометрик йигинднеи берил-
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ган учта кучнинг келтирилган О м арказга нисбатан 
бош моментига тенг.

Бу хулосани фазода ихтиёрий жойлашган Fv  F...............
F кучлар системаснга татбиц этсак, н,уйидагини ^осил ^н-
ламиз:

R o =  2 ^ *  А =  j ? Мог (25.4)
/=  I < -  1

Н атиж ада (25.4) иф одалардан  айтиш мумкинки, 
ф азода ихтиёрий ж ойлаш ган кучлар системасини 
(куйнлиш нуктаси О м арказга ж ойлаш ган) бош век- 
торга тенг булган битта куч ва моменти бош моментга 
тенг булган (барча кучларнинг О м арказга нисбатан 
моментларининг геометрик йигиндисига тенг булган) 
жуфт кучлар ^олига келтириш мумкин.

Келтирилган О марказнинг вазияти бош вектор R0 нинг 
модули ва йуналншига таъсир этмаса-да, М 0 бош мсмент- 
нннг модули ва йуиалишига таъсир этади.

Шундай цилиб, .\амма вацт F v Ft , . . .  , Fn куч снсте- 
масининг марказларини О ну^тага булган битта R 0 бош век
тор ва битта М 0 бош момент билан алмаштириш мумкин 
экан.

26- §. Фазовий кучлар системаси учун бош вектор 
ва бош момент

Катти^ жисмга ихтиёрий Flt Гг............ Fn кучлар систе-
маси таъсир этаётган булсин. Утган параграфдан маълум- 
ки, бу кучларни келтирилган О марказга куйнлган R 0 бош 
векторга тенг булган битта куч ва моменти М 0 бош мо
ментга тенг булган битта жуфт куч билан алмаштириш 
мумкин.

Энди R 0 ва М0 векторларни проекциялар орцали ифо- 
далаймиз. Агар R0 нинг координата уцларидаги проекция- 
лари R ox, Roy, Rn  булса, маълумки,'

Р ох =  Л ,  =  Г 2х +  • • •  +  F n x = l F x l  |
l~\

П
K , = r > , + r * , +  ••■  + i«l

Ro, =  Fi, +  F2, +  . . .  +  Fn = ± F , t
i- i

(26.1)
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Иккинчи томондан R0 векторининг модули RBx, R By, R nz 
шу кучлардан тузнлган параллелопипеднинг катта диагона
ли га тенг:

(26.2)

еки
" •  =  1' * 1  +  *2 , +  

я . - l  I v  г ) ' .
I  I ч \* / "  \* / п  \ * _

у  Ы + Ы + Ы -  (26'3)
Бош вектор R0 нинг йуналишн эса йуналтирувчи коси- 

нуслар ор^али топилади:

о = ^ - .

R„
cos(/?0.i i) =  - g - ,  

cos (tf0| ~k)= UlL
Ro

(26.4)

Худди шундай кетма-кетлик билан бажарилган мулоз^а- 
заларни, агар М0 бош вектор учун ишлатсак, цуйидагилар- 
ни з^осил циламиз:

м ,  =  \ /  К .  +  м „ +  К (26.5)
еки

**.=v 1 1 л а Г+ ИЛ")'+ ( ) '  ■ (26,6)
М 0 бош векторнинг йуналишини йуналтирувчи косин ус- 

лар ор^али топамиз:

cos (М0, 0  =
Л10

cos(Af„.rt =

COS(M0, £ ) = — i - .
Ai0

(26.7)

Агар з̂ ар бир Г кучни ва шу кучни ифодалаган ради
ус вектор г, нинг координата уцларидаги проекциялари Fxi 
Fyl, Fyi, Fxi, дг(., y (, zt маълум булса, бу кучларнинг мо
ментларининг M xi, M yl, М г( проекцияларини (24.1) га асосан 
топамиз:
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ХуДДИ шундай бош моментнинг проекциялари М х, М у , 
Д1г ни топамнз: .

M x =  i ( F , t k - F y r zt)
i m \

fl

i=-l

М г=  2  (Fyi X i - ~ F xi-у t) _  
/-=1

(26.9)

27- §. Фазода; и ихтиёрий кучлар системасини янги 
марказга келтиришнинг мумкин булган )(оллари

Маълумки, 25-§ да кучлар системасини иккита вектор
/?0 ва М„ билан алмаштириш мумкин. Шундай алмаштириш- 
даги хусусий .уэлларни куриб чш^амиз. Бу ^олларни 17-§ 
дан фарки, кучлар системасннинг фазода эканлигидир.

1) /?0 =  0; М — А10 =  0. Кучлар системасини бош век- 
тори ва келтирилган марказга нисбатан бош момент нолга 
тенг булса, каттик жисмга куйилган кучлар системаси уза
ро бир-биршш мувозанатлайди.

2) # о = 0 ;  М  =  Af0 Ф 0. Кучлар системасининг бош 
вектори нолга тенг, лекин келтириш марказига нисбатан 
бош моменти нолга тенг эмас. Бу х,олда кучлар системаси 
битта жуфт билан алмаштирилади. Бу жуфтнинг моменти 
келтирилган марказга нисбатан кучлар системасининг бош 
моментига тенг.

3) R 0 #  0; М  =  Af„ =  0. Кучлар системасининг келти
рилган марказга нисбатан бош моменти нолга тенг булса, 
бу кучлар системаси келтирилган марказга куйилган тенг 
таъсир этувчи куч билан алмаштирилади.

—* __► _____*. —*
4) R 0 ф  0, М  — М0 =  0 ва AJ0-L/?0 булса, бу .\олда ^ам

1 7 -§ д ан  маълумки, кучлар системаси тенг гаъсир этувчига 
келтирилади, бирок бу тенг таъсир угувчини куйилиш нуктаси



келтирилган марказдан ^тмайдн (28- § да бу фикр исбот- 
ланади).

5. Р 0Ф  0; Af =  Af0 Ф 0 ва А10 билан R 0 вектори узаро 
перпендикуляр эмас. Бу холда кучлар системаси айцаш бо
лида ги иккита кучга ёки к учли винт-динама, яъни бош век
тор ва бош момент .yvmra келтирилади.

28- §. Бош вектор ва бош моментларининг келтириш 
марказини танланишига богликлиги

Каттиц жиемга Fv  Ft . . . . , Fn кучлар системаси таъ
сир ьтеин. Фазода ихтнёрий иккита Ох ва 0 2 келтириш мар- 
казларини танлаймиз (69- раем).

К учлар системасининг О, ва 0 2 келтириш м арказ- 
л ар и га  нисбатан бош векторларнни топамиз:

69- раем.

^ o i— ^1^"*’ ^ ° * — (28.1)

Бундан кучлар системасининг бош вектори келти
риш марказининг вазнятига боглиц эмас ёки келтириш 
м арказига нисбатан бош вектор инвариант, яъни дои- 
мий цолади деган хулоса чицади:

R0 =  const. (28.2)
Ш у О х ва 0 2 келтириш м арказларига нисбатан бош 

моментлар Af0I ва Af02 ни топамиз:
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А*м“  (28.3)

Раем дан

ru ~  d  +  r2i- (28-4)
(28.4) ни (28.3) га цуямиз:

Я .  =  2 ( d  + ~ * ) Х Fr  =  2 d Х ? 2/ + S ^ X ^ i -  (28.5)

(28.5) нинг Унг томонидаги биринчи \аднн н г ш аклини 
узгартирамиз:

2  d  х  ? |  =  d x  S ? ] =  d x ^ 0.

Охирги ифоданн *исобга олиб, (28.5) ни куйидагича 
ёзамиэ:

M 0l =  AfM +  d  х  R0. (28.6)
Бунда

М т - Я % * Ъ  (28.7)

(28.8)
1—1

л
(28.6) дан куринадикн, кучлар системасининг Oi га 

нисбатан бош моменти 0 2 га нисбатан бош моменти 
М05 билан 0 2 га цуйнлган бош вектор Ro2 нинг 0 \  га 
нисбатан куч моментининг геометрик йигиндиенга тенг 
экан. Д ем ак , айтиш мумкинки:

Кучлар системасининг 
биринчи келтириш м ар
кази 0 \  га нисбатан бош 
моменти бу кучларнинг нк- 
кинчи келтириш м арка
зи ( 0 2) га нисбатан бош 
моментн билан, шу куч
ларнинг 0 2 га цуйилган 
бош векторннн О х га ннс- 70-раем,
батан ,\осил цилган мо- 
Ментннннг геометрнк йигиндиенга тенг.

Агар келтириш марказинн бош векторннн ифодаловчи

A * o i  “  j S  г ц  X  F w

•5





таъсир чизик буйлаб кУчирсак, берилган кучларнинг 
бош моменти модули ва йУналиши узгарм айди (70- 
расм ).

^акикатан ,\ам, агар келтириш маркази Ох дан Оа га 
/?0 буйлаб кучнрилса, d ва R0 лар узаро коллинеар век- 
торлар булади, улар орасидаги бурчак О3 ва | d  X R01 =  
=  d /?os‘n 0 5 =  0 булганлиги учун (28.5) га асосан М 01 =
=  М п  эканлиги куриниб турибди.

Ш ундай к илиб, (28.5) дан кучлар системасини бош 
вектори келтириш марказининг вазиятига боглик де- 
ган хулоса келиб чнкади. Келтириш маркази О х дам
0 2 га кучирилса, бош момент вектори М0 узгаради.

Кучлар системасининг бош моментларн каттик 
жиемнинг *ар хил нукталарида геометрик жи.^атдан 
бир-бирига тенг булса, бу .\олда бутун кучлар систе
маси битта жуфт ,\олига келади, яънн агар M Ql — М 02 . . . —

=iVfon булса, d х  R 0 ?= 0 ва О булгани учун R0 =  0 бу- 
лади, лекнн М 0 Ф  0. Демак, кучлар жуфт кучлар долита 
келади ва

М  =  Af01+  М п  +  . . . +  М оп (28 9)
булганлиги учун М ни битта жуфт кучлар цосил ки- 
лади. Хулоса килиб, кучлар системаси битта ж уфт до
лита келтирилади деб айта оламиз.

29- §. Кучлар системасининг тенг таъсир этувчи ^олига 
келтириш. Вариньон теоремаси

1. Олдинги 25-§ дан маълумки, кучлар системасини
R0 ва Л10 векторлари билан алмаштириш мумкин. Агар
/?0_1_М0 булса, кучлар системаси тенг таъсир этувчи куч 
.\олнга келади (27-§ нинг 4- уми).

М 0 бош моментни, R'0, R 0 жуфт кучлар билан алмаш- 
тирайлик. R  ни шундай танлайликки, R0 ва R 0 нинг мо- 

.дуллари бир-бирига тенг буленн. R 0 ни О нуктага, R 0 ни 
эса О дан ОК. =  d  масофада булган К  нуктага жойлашти- 
райлик (О/С — d  — жуфт R 0, R 0 кучларнинг елкаси).

71- раемдан курннадики, R'0 ва R 0 узаро бир-бнрини му- 
возанат.’пвчи кучлар булади. Бу кучларни ташлаймиз, на- 
тнжада факатгина К. нуктада жойлашган битта тенг таъсир
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71- раем

• этувчи R  = R о куч цолади.
Олдин айтганимиздек, тенг 
таъсир этувчи R  куч бутун 
кучлар системасига эквн- 
валентдир, яъни кучлар 
системасинн алмаштнради.

2. R0 ва М 0 узаро пер
пендикуляр булмаганда ва 
Я0ФО, М 0 ф  О булганда 
кучлар системаси фацат тенг 
таъсир этувчи куч билан алмаштирил майди. М 0 =  0 булган 
^олда 5̂ ам кучлар системаси яна тенг даъсир этувчи куч 
^олига келади.

Агар R 0Ф  0: М0 =*0 ва R0 билан М 0 узаро перпендикуляр 
бу’лмаса, кучлар системасининг жисмга таъсири ни О нуцтага 
^уйилган R о ва .И, векторларнннг биргаликдаги таъсири 
алмаштиради.

Ф азодаги кучлар системасининг бирон келтириш 
марказига нисбатан *осил килган куч моментларининг 
цандай топилишини куриб чицайлик. (Вариньон теоре- 
маси.) Тенг таъсир этувчи куч ва таш кил этувчи куч
ларнинг моментлари орасида ^уйндагича борланиш бор.

Теорема. Тенг таъсир этувчининг ихтиёрий нуцтага 
нисбатан моменти ташкил этувчи кучларнинг уш а нуц-  
тага нисбатан моментларининг геометрик йигиндисига  
тенг, тенг таъсир этувчининг у щ а  нисбатан моменти 
ташкил этувчи кучларни уш а С)ща нисбатан момент
ларининг алгебраик  йигиндисига тенг.

Теореманинг биринчи кисмини исботлайлик. Куч
лар системасининг тенг 
таъсир этувчиси цат- 
тиц жисмнинг К  нуц- 
тасига цуйилган бул- 
син (7 2 -раем ). К елти
риш маркази О нуцта- 
га нисбатан тенг таъ 
сир этувчининг момен
ти М0 (R)  ни топамиз.
Бу момент M 0(R)  век- 
тори I текисликка пер
пендикуляр булиб, О 
ну^тага ^$йилган.

R кучнинг елкаси
О/С олдинги параграф-
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нинг биринчи бандига асосан OK =  M /R 0 ва R 0 =  R  экан- 
лигини ^исобга олсак, М 0 (R ) ни цуйидагича ёза оламиз:

М 0 (R) =  R  • ОК =  /?„ =  М  =  \М0 (29.1)
Re

яъни, тенг таъсир этувчини моменти кучлар системасининг 
бош моментига тенг. Тенг таъсир этувчининг моменти
M 0(R) нинг йуналиши I текис. икка перпендикуляр булиб, 
кучларнинг М 0 бош моменти вектори билан бир хил нунал- 
гандир (0 нуцтага нисбатан).

Демак, тенг таъсир этувчининг моменти M 0(R) кучлар 
системасининг М 0 бош моментига геометрик тенг экан ва 
ана шунинг учун

A  (R) = М 0 =  М п  +  M02 +  . . .  +  М т . (29.2) 

Теореманинг биринчи цнсмн нсбот булдн.
•Энди M 0(R) ни О нуцтадан утадиган Z  уцнга нисбатан 

кучлар системасини \осил килган моментлари билан 6oF.ia- 
нишини аницлаймиз. Бунинг учун О нуцтадан 2  уцини ут- 
казамиз. Z уцига нисбатан тенг таъсир этувчини куч мо- 
менти М г (R) билан M 0(R) бир-бирига бокпиц:

M Z (R) =  M 0 (R) cosy.  (29.3)

Шу вектор M t (R) ташкил этувчи кучларни г уцнга нисба
тан моментларининг алгебраик йигиндиенга тенг (17-§ га 
царанг).

М , (R) =  М г =  М01 +  М ог +  . .  . +  М0„. (29.5)

Ш ундай килиб, тенг таъсир этувчи кучни ихтнёрий 
г  Уцига нисбатан моменти таш кил этувчи кучларнинг 
Уша укка нисбатан моментларининг алгебраик йигин- 
дисига тенг экан. Вариньон теоремаси нсбот булди.

30-§ . Кучлар системасининг битта жуфт ^олига 
келтириш. Кучлар системасининг инвариантлиги

25-§ да курдикки, кучлар системасини R 0 ва Д1„ билан 
алмаштириладн. 27- § нинг 2- ^олида кучлар системаси бит
та жуфт кучлар билан алмаштириладн. (28.6) ифодадаги
d >:RQ2 ^ади, агар нолга тенг булса, М0, =  М02 булади. 
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X x  R(, =  0 эса d ва /?„ векторлар узаро коллннеар булган- 
—► —►

да> яьни d  ва /?„ векторлар узаро параллел булганда ба- 
жарнлади. Бу ^олда М0, =  М и  булганлиги цуйидаги ху- 
лосага олиб келади. Келтирнш марказини бош вектори (R0) 
йуналншида кучирганда кучлар системасининг бош момент
ларининг модули ва йуналиши узгармайдн.

Бундан ^олда, берилган кучлар системасининг ихти
ёрий келтирнш м арказларндаги  бош моментлари бир- 
бирига геометрик тенг булса, кучлар системаси битта 
жуфт билан алмаш тирилади (7 3 -раем ). Расм дан  
курннадики, исталган келтирнш м арказига нисбатан
бош моментлари М0| =  М ю =  . . . =  М0п булганда, d <R0 =i

=  0 булади ва d Ф  0 булгани учун /?„ — 0 дир ва демак, 
кучлар системаси жуфт кучлар \олига — битта бош мо
мент ^олига келади, яъни

М  =  М„  +  AfM +  . . .  +  (30.1)

Бу жуфтнинг М  моментини исталган в зктд а б л т т а  
жуфт кучларга алмаштириш мумкин.

Х,а^и^атан ^ам, 74- раемда М  вектори F, F тфуж куч
лар билан алмаштирилган, яъни бу э^олда га F ,, 
F F n кучлар системасининг таъсири сингари таъсирни

битта F , t F' жуфт кучлар беради деб ^нсобланади.
Энди келтирнш марказинннг вазиятини узгартир- 

ганда пандан катталиклар узгарм ай колишннн, яъни
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инвариантлигини топайлик. Биз 2 8 -§  дан (28.2) фор- 
м улага асосан келтириш м арказнга нисбатан кучлар 
системасининг бош вектори инвариант эканлигини би 
лам из, лекин бош момент (28.6) га асосан инвариант 
эмас.

Бирок, (28.6) ни иккала томоннни га скаляр купай- 
тирсак, куйндаги эрсил булади:

• Л101 =  Ro* ■ ( d  x R m) +  ~Rot ■ M n . (30.2;

Маълумки, R 0i ва d x  R 0 вектор узаро ортогонал (пер
пендикуляр) векторлар

R 0i ( d x  R M) =  R ot( d x  R ^ )  co s90° =  0

ва шунинг учун (30.2) дан R oi =  /?w =  R 0 лигини дообга 
олиб, куйидагини ёзамиз:

Ro\ • -^#1*^01 М ог
ёки

R 0- М 0 — const =  invar. (30.3)

Хосил кнлинган (30.3) дан айта оламнзки, бош век- 
торнинг бош моментга булган скаляр  купайтмаси кел
тириш марказнга нисбатан берилган кучлар системаси 
учун инвариант экан.

Агар R 0— R 0x j  +  RCy j  +  R Q2k; M 0 =  M 0x i +  M 0yj  +

+  М 0г k зканлигини х,исобга олиб, скаляр купайтирсак,
(30.3) куйидаги шаклни олади:

Яо* М 0х +  R0y М 0у +  R0i М 0г =  const. (30.4)

Ш ундай цилиб, нхтиёрий кучлар системаси учун 
иккита асосий инвариант мавж уд, яъни келтириш мар- 
казининг вазиятига боглик булмаган иккита катталик 
бор. Бу катталиклардан  биринчиси векторли инвари
ант бош вектордир, иккинчиси скаляр  инвариант — 
система бош векторининг бош моментга булган ск а 
ляр  купантмасини таш кил этади.

(30.3) ни (30.4) билан тенглаш тнрамиз:

MoR, ■ R0 = Rox^ot + R0,M0y +  ^Ог ̂ Ог- (30-5
Бундан
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Д| __ Rqx Uqx ~t~ R»y Мру +  Af0J g.
л  ^  " ■ *

Бу (30.5) тенгламанинг унг томонидаги касрнннг 
сурати ^ам, м ахраж н хам доимни (инвариант) катта- 
ликлар булгани учун уларнинг б^линмаси ,\ам доимий- 
дир. Д ем ак, бош моментнинг минимал ^иймати М0 хам 
доимий, яъни келтириш марказита нисбатан инвари- 
актди р . Т аъкидлайм изки, Af(>/?0 — кучлар системаси
нинг бош моментннинг бош вектор йуналишидаги про- 
екциясидир:

/Vf#Ri= M 0cos (Л10; R0). (30.7)

Ш ундай цилиб, (30.6) ва (30.7) га асосан: ихтиёрий 
кучлар системасининг исталган келтириш м арказига 
нисбатан бош моментининг бош вектор йуналишидаги 
проекцияси, келтириш марказининг вазиятига богли^ 
булмаган доимий катталикдир.

31-§ . Ихтиёрий кучлар системасини айцаш 
холидаги кучларга ёки куч винт-дииама холига келтириш

Кучлар системаси R 0 Ф 0; М 0 ф  0 ва R0 вектори .Vf0 га 
перпендикуляр булмаган хочга келтирилган булса, айцаш 
Холидаги кучларга ёки кучлар винт-динама шаклига кел- 
тирилади.

R0 ва М„ векторлари узаро бурчак билан О нуцтага 
цуйилган 'булсин (7 5 -раем). М„ ни F j-FJ жуфт кучлар би
лан шундай алмаштирамизки, уларнинг елкаси d =  M 0/F 
булсин. Бу хо."'Да О ну^тадаги Fl ва /?„ кучларни паралле
лограмм цоидасига асосан 
^ушйб F  кучни х0011-1 К11'
ламиз. Натижада R 0 ва
М 0 ^олмайДи, факат узаро 
параллел булган FJ ва F 
кучлар цоладн. Бу Fj, F 
кучлар анцаш холидаги 
кучлар дейилади. Демак, 
бутун кучлар системаси ан- 
цаш холидаги кучлар билан алмаштирилди.

Бу иккала R0 ва М0 векторнинг куч винт-динама х°" 
лига хам келтириш мумкин. М 0 векторни .Мл  ва М' таш-



кил этувчиларга ажратамиз (7 6 -раем): М 0 =  Мояо+ М

М оро— М 0 нн R 0 даги проекцияси, М '  эса R0 га перпен
дикуляр вектор. АГ ни R ',  R0 жуфт кучлар билан алмаш- 
тирамиз ва бунинг учун R ' — R0 эканлигини, куч елкасн
d =  ни танлаш билан амалга оширамиз (d — ОС). Бу

^олда R о ва R '  узаро бир-бирини мувозанатловчи куч-'ар 
булади. Агар ана шу R0R '  ни ташлаб юборсак фацат

Af0W) ва С иуцтадаги R 0 цолади. M 0R0 эркин вектор бул-

гани учун уни С нуцтага кучнрамиз. R 0 ва M 0RQ кучлари 
йуналган (76- раемда R0 ва Моло ётган) CL тугри чизиь* 
кучлар системасининг марказий уци дейилади.

R 0 кучи ва шу кучнинг таъсир чизнгига перпендикуляр 
булган текисликда ётган, жуфт F, F' кучлар моментинннг 
мажмуи куч-пар винти ёки динама деб юритилади (7 7 -раем).

Расмдан курнниб турибдики, AfORO бу кучлар системаси
ни марказий уцида ётган С иуцтага ннсбатан бош моменти 
булади. Бу .VfORO вектори эркин вектордир, яъни унинг С 
цуйилиш нуцтаенни марказий уцнииг исталган бошца нуц- 
тасига кучнриш мумкнн. Демак, кучлар системасини марка
зий уцинннг исталган нуцтасига нисбатан бош моментлари 
айнан бир хил булади.

Энди М0 векторини О нуцтанииг м ^ к а й  уцка нис- 
батан вазиятига караб  узгарншинн то п аи л н к .76- расм
дан

76- раем. 77- раем.

АТ --= R<4 (31.1)
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ва

M . = V M l R')+ M ' '  =  V  К п  +  * 0 * -  (31-2)
M a нинг йуналнши R 0 ва M„ орасидаги бурчак ор^али то- 
пилади:

cos (M0R0) =
м,0R0 М,0R0

м . V
(31.3)

COS (М0. р 0) <  о булса, M QRQ <  0 ва <  (М0 R0) <  90° х,ам- 
д а  /И с7?0 йуналиши R0 билан бнр хил. (31.2) ва (31.3) фор- 
мулаларда фацат d  узгарувчи катталикдир. Бу формулалар
курсатадики, d  ни ошнрсак М0 модули ортади ва <  (MeR j  
эса 90° га я^инлашади (78- раем).

Марказий уцнинг исталган ну^тасида d  =  0 булгани

м,'0Rn

учун cos(Afc, /?„) =  ±  1 ва М с =  |М 0*0| =  .Мт1п. (31.4)

Олинган натиж а, яъни (31.4) курсатадики, кучлар 
системасининг марказий Укдаги исталган нуктасига 
нисбатан бош моменти шу Ук буйлаб йуналган бУлиб 
(марказий Укнинг мусбат ёки манфий том онига), шу 
кучлар системаси учун минимал модулга эга.

Ш ундай килиб, марказий Ук ф азодаги ну^таларнинг
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шундай геометрик урники, бу Укка нисбатан кучлар 
системасининг бош моменти мииимал Almin =  M 0R0 циймат-
га эга ва уц буйлаб йуналган булади.

Энг кичик бош момент M0R0— бош момент М0 ни R 0
йуналншидаги проекцнясига тенг:

AfORo =  Af,cos(Afo, R 0), (31 .5)

(31.5) ни R0 га купайтнрнб цуйидагинн ^осил циламиз:

R 0M oro =  R 0M 0 cos (лГ0, R0). • (31.6)

(31.6) нинг унг томони R 0 ни .Vf0 га скаляр купайтмасипи 
беради:

R0 Vl0cos (М„. *о) *  * A -  (31.7)

R 0, М 0 ни R0 ва Л1„ векторларнинг проекцияларини R Ct 
Roy R o* 83 М 0у' М 0г орцали ифодалаймиз:

R 0 М 0 =  R 0xM0x +  R 0y М йу +  R0tM Ct. (31.8)

Бундан
д | _  RtxMpx +  Roy Мру ~Ь Rot .4оз 9)

R
(31.9) ёрдамида М0 бош моментнинг энг кичик циймати 

R0 ва М 0 векторларнинг проекция, тари оркали ифодаланади. 
Энди (31.9) дан фойдаланнб ихтнёрий кучлар системасининг 
тенг таъсир этувчи R  х,олига келтириш шартларини топа
миз. Маълумки, кучлар системасини R  ^олига: a) Ra ф  0 ва 
М0 = О ; б) Rq Ф 0, Afo=^=0 ва /?0± М 0 булганда келтирии 
мумкин.

Иккала цолда ,^ам M0R0 =  Af0cos(Af0,/?0) =  0 булади ва 
агар кучлар системаси R  .\олига келтирилса, А10Я0 =  0 бул- 
гани учун (31.9) дан цуйидаги шартлар келнб чицади:

RoxM0x +  Я ,. • Af0j, +  # o,-Af0l =  0,

Кох +  ^  +  Щ 'Ф О -  (3110)

(31.10) даги богланишлар кучлар системасининг (R) тенг 
таъсир этувчнга келтиришнинг аналитик шартларидир.
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32-§ Кучлар системаси марказий ук,ининг тенгламаси 
ва тенг таъсир этувчининг таъсир чизиги

Кучлар системаси келтириш маркази О нуцтага нисбатан
р 0 ва М 0=  М  векторлар билан ифодаланган булсин. О ну^- 
тадан X , Y  ва Z у^ларини утказамиз (79- раем) ва х, у, г 
координаталар ор^али марказий у^нинг тенгламасини топа- 
миз

Келтирнш марказидан d 
масофада турган А ну^- 
тадан марказий уцни утка
замиз. Биз 31-§ да курдик- 

/  ки, бу у^нинг А нуцтасига 
нисбатан бош момент М А =

= M 0R0 га тенг булиб, /?0 
буйлаб йуналган.

Марказий уц (тугри чн- 
зиц)нинг фазодаги вазияти 
учта узгарувчи х, у, г ко- 
ординаталари булган ик- 79‘ Расм
кита тенглама билан ифо-
даланади. Бу тенгламаларни ^осил ^илиш учун 28-§ на- 
тижаларидан фойдаланамнз.

Агар /1 нуцтанн биринчи, О нуцтани иккинчи келтирнш 
маркази деб к,абул ^илсак, (28.6) га асосан:

d  X R0. (32.1)

• Агар M 0R0 нинг проекцняларини М х, М и, Nt  деб белги- 
лаб, (32.1) нинг х, у, г у^ларидаги проекцняларини (24.1) 
га асосланнб топсак, цуйидагилар келиб чи^ади:

(R0 z y  —  Rоу-г),

- ( R ^ z  —  Ro'X). (22.2)

М г =  ,Vf0l (Roy *о, У)- 
Ф  MQRQ ва R0 вектор бир тутри чизнц буйлаб йуналганлиги 
учун уларнинг бир исмли проекциялари узаро пропорцио- 
нал булади, яъни

M xIR0x =  M j R 0y =  M ,/R 0,  =  М ояо//?о (32.3) 

*ки (32.2) ни ^исобга олиб цуйидагини ёзамиз:

м х =  м 0х-

Му = М0у



М »х  —  (Rot У —  Roy г) _ ^ в у  —  (Rox  * —  Rot *)

R o x  R o y  

_ M qRO _ 'Мог — (R o y  х  — Rcir ■ у ) (32.4)

Бунда R q, R0x, R(jy< ^ог’ Mo. Afg  ̂ Af qz ва катта- 
ликлар доимий булади. Узгарувчан катталнк марказий ук;- 
нинг х, у, г координаталари ^исобланади. (32.4) даги турт- 
та нисбатдан исталган нкки жуфтини тенглаштнр|<С марказий 
укнннг иккита тенгламасини д о и л  цилиш мумкин.

Агар (32.4) да олдинги учта нисбатдан биронтасини охир- 
гиси билан тенглаштирнлса, марказий у^нинг бироз оддийрок 
тенгламаси у х и л  булади.

Марказий уцнинг текислик- 
ларни кесадиган ну^таларининг 
координаталарини уша кесадиган

._______ у /  нуцта айрим координаталаринн
с / '  'х у ! )  нолга тенглаштнриш билан топи- 

У г ' \  " ■' 1 лади. Масалан, марказий уцни 
'M0r0J  уОг текисликнн кесган Ах ну^-

таси учун .V! =  0, А г учун га= 0  
^ — ------- - ва А3 учун эса у 3 =  0 (80- раУ / 1
' A  it*,Ms?,) см).
/  Агар кучлар системаси R

тенг таъсир этувчи уэлига кел- 
80- раем. тирилса, R  =  R0 ва M 0R0=  0 бу-

ладн. Бу у м д а  марказий уц R 
тенг таъсир этувчининг таъсир чизиги булади ва Мх =  
М у =  М г =  0 булганлиги учун

м р х  — ( R qz у  — R o y г ) ____ — (R o x  ? — R q  х )  _____
R » x  R o y

_ ог ( R o y х  R o x  У) _  Q
R » z

ёки R0 =  R  булганлиги учун

M ox =  R , y - R / ,  j

М в„ =  Ях г =  R , x ,  |  (32.6)

M „  =  Rllx - R x y, )

ифодалар уэсил булади.
Бу ерда М ог, M tJ, М вг — кучлар системасини координа
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та \цларига нисбатан бош моментларн. Rx, R u, R z — тенг 
тагсир этувчининг уц.-ардаги проекциялари. (32.6) тенглама- 
.•’ардан факат иккнтаси эркин тенгламаларднр.

33- §. Кучлар системаси мувозанат шартларининг 
умумий х,оли

Агар кучлар системаси учун бирон келтириш марказита 
нисбатан

# о =  0, )
М , =  0 J (33.1)

(33.1) шарт бажарнлса, бу кучлар узаро бир-бирини муво- 
занатлайди. Маълумки,

» . =  V l f ; ,  +  R;, +  R;,. 

м. =
(33.2)

Мувозанат тенглама пари (33.1) ни (33.2) га асосан X ,  
Y, Z  уцлардаги проекцняларда цуйидагича ёзилади:

* м = ° .  Roy =  О, R „ =  О, М 0 О, М су =  0, М ь,  =  0

еки

2 Г» = 0 ' 2 f « = 0 - 
i - l

п
V f  =  о*<

1-1

г-1
л

V
1=1 
п

У .м oyi О
(33.3)

■-I

Бу ^осил цилинган (33.3) ш аклдаги олтита тенгла
малар системаси фазодаги ихтнёрий кучларнинг асо
сий мувозанат тенглам алари  дейилади. Булардан  ол- 
яинги учтасига кучлардаги проекцняларининг тенгла- 
м лэри. ^0ЛГан учтасига координата укларига нисбатан
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куч моментлари тенгламалари деб айтилади. Момент 
лар  тенгламаларини (24 1) га асосан бош кача ш аклда 
хам ёзилади:

i=\
п

Z ( F„, X , - Fxty ) = 0  
»=■!

(33.4)

(33.3) мувозанат тенгламаларини яна бош кача ку 
ринишда *ам ёзилади, бирок бу вацтда кУшимча та 
лаблар цуйилади (33.3) нинг урнига ^уйидагиларнн 
ёзиш  мумкин:

=  о.
1 М у1 =  о,

2 - ^  =  0 

=  °-
З Р щ ,  =  о

(33.5)

V M xt =  0. 

=  °- 
-  о

2 F x< -  0.
(33.6)

2 м ж<-  о, 

2 ^ »  =  ° (33.7)
2 ^  =  0,

2 ^ ,  =о,

2 ^ . <  =  о
Бу (33.5), (33.6), (33.7) ни ^ар бирини маълум 

ш артлар  баж арилгандагина м увозанат тенглам алари 
деб ^исоблаш  мумкин. М асалан, U у^  OZ  уцига п а
раллел булмаган ва бир текисликда ётм аганда (33.5) 
мувозанат тенглам алари булади. U u U2 ва U3 у^лар 
у  а г  текислигида ётмаса ва ZOA билан .\ам бир те
кисликда ётмаса, (33.6) мувозанат тенглам алари бу
лади ва хоказо.

Ф азодаги ихтиёрий кучлар системасининг мувоза- 
нати масаласида, агар номаълум олтитадан к^п бул-
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аса, статик аник булади. Агар кучлар иккита жиемга
к у й и л га н  булса, номаълум лар сони ун нккидан орт- 
маса, бу ж исм лар учун статик аник булади ва хоказо. 
Купчйлик .\олда мувозанат тенгламаларини умумий 
*оли булган (33.3) тенглам алар кулланилади.

34-  §. Ишкаланиш. Ишкаланиш коэффициенты. ншкаланнш 
бурчаги ва ишкаланиш конуси. Ишкаланиш мавжуд 

булганда каттик жиемнинг мувозанат шартлари

Бир жисм иккинчи жисм сиртида ^аракат к,илганда пан- 
до булиб, жисм ^аракатига каршилик курсатадиган куч иш- 
каланиил кучи дейилади. Агар ишкаланиш кучини F  би
лан белгиласак, бу F  куч жиемга таъсир этади га н бо- 
сим кучи F6 га тугдо пропорционалдир:

F u u v - f - F c .  (34.1)

(34.1) даги /  коэффициент сирпаниш вактидаги ши^а- 
ланиш к*>э4'фициенти дейилади. Бу коэффициент бир-бири
га тегаётган жнемларнинг табиатнга, тезликларига ва бо- 
сим кучига боглик- Ленин элементар з^исоблашларда /  нинг 
тезлик ва босимга боглнклиги з^исобга олинмайди. Одатда 
/  коэффициентнинг циймати тажриба ёрдамида топиладн. 
Тажрибалар курсатадики, 0 ^ / < 1 ,  купчилик материаллар 
учун f  нинг ки''мати жадвалларда курсатилган. Ишкала
ниш коэффициент f  нинг кийматини куйидагича топилади 
(81- раем). Расмдан куринаднки, орирлик кучи Р иккита 
ташкил этувчига ажралади. Бу кучлардан биттаси F6 босИм 
кучи булиб, бу куч АВ  таянч юзга перпендикуляр йунал
ган; иккинчи F x куч эса А В  юзга параллел булиб D  жисмни 
пастга ^аракатлантиради. Бирок 
з^осил буладиган R  реакция ку
чи нормал Л' ва Fem% ишкала
ниш кучига ажралади. Агар 

> =  ~ ^ так шарт бажарилса, D 
Ж,1СМ _ текис з^аракат \олати- 
Да булади. Бундай шартни П 
поеангига куйиладиган юклар 
^Дамида бажариш мумкин. На- ^ 
тижада D  жисм текис .харакат- 
ланганда Fx =  Ршищ шарт бажа- 81-Расм-
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рилади. Шунингдек, расмдан N  =  — FA .^амда N  =  — F6 
=  Р cos а  эканлиги куриниб турибди, яънн

Ft  =  P c o s a . (34 2)

Посанги булмаганда, D жисм текис \,аракат ципиб пастга
тушадиган булса, F — — F шарти бажари пади аа раем 
дан

Fmu% — Я sin a .  (34.3)

Агар (34,2). (34.3) ни (34.1) га цуйсак, цуйидаги .ухил 
булади;

f  =
psin о

=  tg a .

(34.4)
р  cos a

■фт t g a 7 |
Демак, агар D  жисм ция текисликда текис ^аракат 

латида булса, ишцаланиш коэффициента циялик бурчагиниш- 
тангенсига тенг булар экан. Мана шу бурчак тангенси сир 
паниш ишцаланнш коэффициента га тенг булган а  бурчак 
ишцаланиш бурчаги деб айтилади. а  ишцапаниш бурчаги 
дан бошцг яна илиниш бурчаги тушун«асини х;ам цуллани 
лади. Бу а ил бурчак D  жисм тинч турганда пайдо була 
ди. Агар D  жиемга F куч таъсир этса, D маълум вацтгача 
тинч туради, демак, жиемни ca»yia6 турувчи FH1I куч пай
до булади. Бу Fnn куч илиниш кичи дейилади. Рил куч R 
реакция кучининг ташки т этувчи N  ва FMJI га ажралишидан 
^осил булиб, N  нормал кучга тугри прэпорциона тдир:

(34-5)
Илнниш коэффициента / и, бир-бирига тегиб турган жнем 

лар матерналига ва физик ^олатага боглик, булиб, цийматп 
' 0 билан 1 оралигида узгаради

Тажрибада аницланганидек, / ил> /  
Бу коэффициент f»л \ам  тажри 
бяпа аницланади. Бунинг учун 
жиемга цуйиладиган F кучни 
F =  F™*% булгуНча, яъни жисм 
D  жойидан цузгалишнн боипа- 
гунча аста-секин оширилади. Ана 
шу цузгалиш бошланаётган пайт- 
даги куч булади. 82- раем-

82- раем. Дан маълумки, N =  Р, демак.
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__ • ил
ид — р (34.6)

,кан.бСлар ькан. коэффициентнн 81- расмдаги курилмадан 
л о й д а  'аниб хам топнш мумкин. Бунинг учун АВ  ция те- 
кисликни юцсрига ёки пастга ^аракатлантирнб, а  циялик 
бурчагининг цийматнни узгартириб, D  жисмнинг .\ара кат
а н а  бсшлашига эришамнз (бу .улда П  посанги олиниб 
бпш\а ж 0^га Куйилади). D жисм ,\аракатлана бошлаган 
пайтда шкаладан (пунктир чизицлар) а  бурчакнн ёэнб ола- 
миз. Бу бу'рчак / ил и/иниш бурча гига тенг булади. Мана 
шу бурчак тангенси илнниш коэффнцнентига тенг бу
лади, яъни

р  тл*х

К  Л = (34.7)

81 ва 82- расмда R  реакция кучи таянч юзидаги 
нормал /  билан  а  ёки а ил бурчак таш кил этади, деб 
олдик. Лекин бу бурчаклар О дан (абсолю т силлик 
сирт учун) маълум кийматгача (реал ж исмлар учун) 
узгаради. Н атиж ада шундай буладики, ф азода R  ре
акция кучи N  нормал атрофида таянч О нуктага тая- 
ниб анланади. Бу айланиш да конус сирти *осил бу
лади. Бу конус R  реакция кучинн кузгалм ас О нукта 
атрофида N  нормал билан а  ёки а нл бурчак билан
айланиш натнж асида хосил булади. Бу конусга нлиниш 
конуси ёки нш цаланиш  конуси деб айтилади. Бу или- 
ниш конусининг сирти реакция кучларининг максимал 
цийматларини курсатади, конуснинг нчи эса реакция 
кучларининг мумкин булган кийматларидир ёки реак
ция кучларининг аникланиш  со^асидир. Агар тинч 
турган жисмга таъсир этаётган кучларнинг тенг таъ 
сир этувчиси илиниш ко
нусининг ичида булса, 
жисмнинг мувозанатн бу- 
зилмайди. Ш ундан фон- 
даланиб, иш каланиш  
мавжуд булганда ж исм 
ларнинг мувозанатн 
Куйидагича топилади (83- 
Расм).

Ф араз цилайлик, D 
жисм, деворнинг А ва В 
нуцтасига тегиб турсин.
А ва В  нуцталарга ало- 83- раем.
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з^ида-ало^ида реакция кучларини ва илнниш конусла- 
рини (раем текислигидаги проекцияларини) чизамиз 
Н ати ж ад а m n kL  синик чизицлар билан чегараланган 
текис юз (ф азода сирт) з\осил булади.

Агар жисм Р огирлигининг таъсир чизиги реакция 
кучлари з^осил цилган m n kL  юзнииг ичидан кесиб Утса, 
жисм мувозанатда булади. Д ем ак, m n kL  — жиемнинг 
м увозанатда булиш со.\асини характерлайдиган  юздир

Ш ундай кил,,б. иш каланиш  кучлари мавж уд бул- 
ганда реакция кучлари сиртга утказилган  нормал билан 
маълум бурчак з^осил ^илади ва шуиинг натиж асида 
иш каланиш  конуси з^осил булади. М увозанат тенгла- 
маларини тузганла иш каланиш  кучи ва бошка кучлар
ни з^исобга олиш лозим булади.

84- раем.

16- мисол. (2.67) Огирликлари 200 кг ва 400 кг бул
ган тутри А ва В тахтачалар (84- раем) кия текислик ус- 
тида турибди. .4 ва В тахтачаларнинг кия текислик би-

з
лан ил ка-аншц коэфЪициентлари =  0,5. f B =  —  булсин

Агар бу тахтачалар сим аркой билан маркамланган булса, 
система з^аракат кн тадими ёки тинч з^олатда буладимя?

А  гл В  ни иир .аштирувчн сим арконнинг таранглиги 
ва хар бир тахтачага таъсир этадиган ишкаланиш кучлари
ни топинг.

Б е р и л г а н :
а  = 3 0 °
Р =  200 кг;
Р а — 400 кг,

Е ч и ш. 84- раемдан куринадики, 
сим арконнинг Т  таранглик кучи 
бир-бирига параллел булган т^ртта 
f a - FL '  Fb' FL K кучнинг алгебранк
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0 ,5 ;

!в я

J _ э f A — ?i • ш.ц

йкгиндисига тенг. ^ацицатан *ам, 
агар мувозанат тенгламаларини туэ-
сак: Т  =  +  F a — / ?1 к+ / гв — F 
эканлигинн цисобга олиш лозим.

F в•  MUIH

F Z t - T - 0

__р

Система цандай уз
ла тда булади?

У *олда

X F „  =  N* —  F i  +  N,  —  F l= ° -  
Маълумки, (34.1) га асосан:

F L K~ - f A N A-, F?mK = f B N B .

Расмдан FA = / ? >,s in a ;  F в — P Bs in a  га тенг. Босим куч
лари F* ва F% мос равишда нормал N А ва N  в  кучларга 
тенг булган лик лари учун — N A =  F* ~  рл  cos а; — N в — 
=  F B — р в  cos а  эканлиги равшандир. Энди F л ва FB \ам- 
да А ва В  нуцталардаги ишцаланиш кучларининг циймат- 
ларини >;исоблайлик.

F a =  200 • sin 30э -  200 0,5 =  100 кг.

F a -  400 sin 30° =* 400 0,5 =  200 кГ,

F ^  =  0.5 200 cos 30D =  86 кг,

F t .  =  —  -400 cos 30= =  228 кг.«шк з
Таранглик кучини V F X(. =  0 тенгламадан топамиз:

T  =  FA +  F B - F ; mK- F ^  =
=  300 — 314 =  14 кг.

Агар (FA +  F B) <  ( F L k +
+  Fumt)  булса, жисм .уз ра кат 

цилмайдн, хацикатан хам, Fл +
+ ^ = 3 0 0 к г ^ + / * ^ 3 1 4 к г ,
Демак, система тинч уэлатда бу
лади.

1  ,  л

r f ' - Щу р ,  pt  I 

Юн

1 7 -мисол. (7.10) томонлари 85- раем.



10 м, 4 м ва 5 м булган, т>три парапелопипеднинг цир- 
раларига (85- раем) Я, =  4Н. Я, =  6Н, Я, =  ЗН, Я, =  2Н, 
Р % =  6Н ва Яв =  8Н куч ^уйилган. Бу система каноник 
(намунавий) \олга келтирилсин ва марказий у^ни OXY  те
кислиги билан кесишган нуь/гасининг координаталари х. у 
топилсин.

Берилган:
а =  10 м. Я, =  4 Н, Я, =  2 Н,
Ь =  4 м, Я, =  6 Н , Я5 =  6 Н
с = 5  м. Яа =  З Н , Я, =  8Н

/?0 - ?  M o - ?  Х - ?  у  —  ?

Е ч и ш : Системани каноник ^олга келтирнш — бу Яв бош 
вектор ва Л10 бош моментни топиш деган суздир. R„ бош 
векторнинг модулини (2*).5) га асосан топамиз.

Маълумки: Я « = 4  Rox +

Л1„=--1 М \х+ М ; у+ М 1г: Rox, Roy, R0,  (26.1) га асосан топа
миз, яъни R,x =  2  Fxi =  — р ь +  Pt  — — 6 +  6 =  0, R oy =  
=  Z Fvi =  P x - P *  =  4 ~  2 =  2Н, /?„ =  =  p t - p 3 «  
=  8 - 3  =  5 Н .

Л1вл, M ty, М вг, яъни бош моментнинг у^лардаги проек- 
цияларини (26.6) га асосан топамиз:

=  =“ /V  С -f  f t  -а =  4 • 5 +  3 - 10 =  50 »м.
^ = 2 \ ,  =  - / ’. ' С - Р , ' Ь  =  6 . 5 - 3  4 =  - 4 2 нм.

=  V  ,M#e. =  pt - a +  Pt-b =  6 10 - f  2 4 =  68нм.

Демач, Я , -  J 2г 5  ̂ =  \  29 =  5,4 Н.

/V.j -  I 50- +  (42)2 +  (68)* =  94 нм.
Энди ва М 0 нинг йуналтлрувчи косннусларини (26.4)
тенгламадан топамиз:

cosct =  =  —  =  0, co sф =  — Л =  =  0,37,
Я„ 5 .4  4 Я , 5 .4

cos у =  _5*£. =  J L  = 0 ,9 3 .
Я0 5 .4

(32.4) тенгламадан фойдаланиб, марказий уц тенглама- 
сини топамиз:
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—  (Rnf ' X  ' У ) М Л

Af нннг кийматини (31.9) дан топсак, 47,5Н га тенг бу*
'  " (>8 — (2* — 0) 47.5
лади. Бу * о л д а ------ --------- =  -j j -

5,4(68 — 2v) = 4 7 ,5 -5 .
3 67 ,2— 10,8* =  237,5 

10,8л: =  367,2 — 237,5 =  129,7
129,7

X  =
10.8

=  12 м.

Яна (32.4) нинг учинчи ва охнрги ,\ад;ирнни тенглаштириб, 
(г =  0 деб) у  нннг кийматини топамиз:

м о* — iR0y Z  — R0x У) М,О RO = 4 7 .5 ,
лОг

бундан R0 =£0 булгани учун

У =_  -%х _=  10 м.
4>г

Демак, А'=  12 м, ^ = 1 0 м  
экан.

18- мисол (7.9). Томоии а 
га тенг булган кубнинг к1|Р* 
ралари буйлаб ,\ар бирн Р га 
тенг булган (86- раем) $н 
иккита куч таъсир этади.
Шу системами каноник .\олга 
келтиринг ва марказий винт- 
ли укни Оху текислигини кес-
ганидаги координаталари х  ва у  нинг кийматларини топинг. 

Жавоби: R0 =  2Р \г  6; М  =  —  Р а{г  6; co sa  =  — cos р —
1 I . л - х  3 2-------- — cos у = ----- — V  6 ; х =  у  =  —  а.

86- раем.
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II к и е м .  КИНЕМАТИКА

VII Б О Б  НУКТЛ КИНЕМАТИКЛСИ

35- §. Кинематиканинг асосий тушунчалари

Бу бобда нукта ва механик системанинг харакат  
турлари, яъни кинематик холатлари Урганилади. Мод- 
дий жисмларнииг ф азодаги ^ ар акат  турларини гео
метрик нуктаи назардан шу харакатларнн  хосил кил- 
ган кучлар билан богланм асдан Урганадиган механика- 
нинг булими кинематика дейилади. Кинематика 
гречка «kuhcm j» сузндан олииган булиб, харакатни бил- 
диради. Бу боб икки киемдан иборат: 1) нукта кине- 
матикаси, 2) жисм кинематнкаси. У лчамларн хисобга 
олннмайдиган жисм нуцта дейилади. Бир-бирига бог- 
л ик булган нукталар мажмуи механик система деб 
айтилади. , \ а Р цандай цаттиц жисмни механик система 
деб кабул килиш мумкин (м асалан, тош булаги, шиша 
булаги ва хоказо) ва лозим булганда хар кандай 
жисмни ^ам битта нукта деб караш  мумкин. Эркин 
туш аётган жисмни, Ер шарини, Куёш ёки Ойнн вл 
бошка жисмларни айрим .\олда нукта деб хисоблаш 
мумкин.

Н укта ёки жисм маълум вактда ф азода маълум 
ки..ематик холатда содир (тинч ёки х аракат  холатида) 
булади. Д ем ак, фазо, вакт* ва х аракат  матернянинг 
яш аш  ш аклларн булиб, булар умуман Узаро боглик 
булади. М атериясиз хаРакат ва хаРакатсиз материя 
булмайди. Классик механнкада Ньютон фикрлари асос 
Килиб олиигап. Ньютон ф азо  ва вакт мутлок булади, 
ф азо Узида ва вакт узида булади, ф азо ва вакт ж ием
нинг х ар акат  холатига боглик эмас, деб караган . Л е- 
кин махсус нисбийлик назариясида курсатиладики. 
ф азо ва вакт, нукта ёки жиемнинг х ар акат  холатига 
(тезлигига, тазланиш ига) боглик. Б у  богланиш реля- 

тивистик механика деб аталаднган махсус механика курги- 
да Урганилади.

Биз, ушбу кУлланмада нисбатан (ёругликнинг буш-
КМ

ликдаги тезлиги 300000 —  га нисбатан) кичик тезлик
с
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билан харакат киластган нукта ёки жисм кинематика-
сини ^рганамиз.

Нукта (ж исм) кинематнкаси деиилганда, нуктанинг 
х ар акат  конуни, траекториясн, тезлиги ва тезлаииш - 
,i.'i р и и и аннцлаш тушунилади. Бу катталиклар  (тез- 
лик, тезланиш , б \рч акли  тезлик ва бурчакли тезлаииш  
ва *оказо) кинематик парам етрлар дейилади ва шу 
билан бирга бу парам етрлар асосий кинематик тушун- 
чалар хисобланади.

Нукта (ж исм) нинг ф азодаги  вазиятини исталган 
вактда аниклаш га имкон берадиган математик 6oF.ia- 
ииш харакат цонуни  деб айтилади. М асалан, нукта 
тугри чизикли текис ^ а Ракат ки^ са . ушбу s =  V i бог- 
ланиш нуктанинг .\аракат конуни булади, чунки t 
ва^тга киймат бериб, нуктанинг босиб утган s масо- 
фаси (вазиятини) ни аниклаш  мумкин. Нукта ф азода 
боища бирон нукта ёки жисмга нисбатан вазиятини 
5’згартнрнши м еханик %аракат деб аталади. М еханик 
^аракат бу масж уд булган .\аракатларнинг энг содда- 
сидир. Биз назарий механика курсида ana шундай энг 
оддий. харакатлар  — механик .\аракатларнн куриб чи- 
Камиз

Нукта ёки жисм вазиятини бош ка нукта ёки жисмга 
нисбатан аникланадн ва бу нукта х аракат  вактида 
иккинчи нуктани тинч *олатда деб карзлади . Ана шу 
иккннчи нукта (ж исм) вазияти санок боши ёки *исоб 
боши деб ка бул килинади. С анок боши билан .\аракат  
Киладиган нукта биргаликда санок (Улчов) системаси 
деб аталади. М асалан, поезд станциядан узоклаш иб 
кетади. Бу ерда станция санок боши, станция ва поезд 
биргаликда хисоблаш системасидир. Ер К,уёшнинг ат
рофида ^аракат  килади. Бу ерда Куёш санок боши, 
Куёш ва Ер ^исоблаш  системасидир.

Хисоблаш системаларида нукта вазиятини аник- 
лаш одатда маълум координата системаларида ам алга 
ошнрилади, яъни кабул килинган координата систе
маси — ,\исоблаш системасидир. Купчилик ^олларда 
Декарт, сфернк. цилиндрик; табиий ва кутб координата 
системалари куллаиилади.

Н укта (ж исм) нинг *аракатн  вактида кетма-кет 
вазиятларини ифодалайдиган нукталарнннг геометрик 
Урии траектория (^ар акат  изи) деб аталади. Т раекто
рия бу нукта ^аракатида колдирилган издир. М аса-
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лан, велосипеднинг харакати вактида унинг нзи тупроц- 
ли ерда яхши куринади.

М еханик система (жисм) нуцталардан  тузилганлиги 
учун табиийки, олдин нуцта кинематикасини урганиш 
лозим, кейин каттик жисм кинематикаси урганилади.

Х,аракат нукта траекториясига цараб  тугри ва эгри 
чизикли харакатларга , нуцта харакатининг ж адалли- 
гига караб  текис ва нотекис харакатл ар га  б^линади. 
Нуцтанинг ^аракати  маълум усуллар билан аницла- 
нади.

36- §. Нукта харакатини урганишнинг 
кинематик усуллари

Нуцтанинг ха Ракатини 
цуйидаги уч усул билан $рга 
иишни курнб чнцамиз ва цам- 
цараймиз.

. 1. Векторнал усулда радн-
”г  ма вацт нукта ха Рак ат цону- 

ни, траекторнясинн ва бошца 
кинематик параметрларини 
аницлашни асосий масала деб 
ус- вектор тушунчасидан фой- 
даланилади . Радиус-вектор бу 

87- раем битта четки нуцтаси (саноц
боши) узгарм ас, лекин узун- 

лиги, хам йуналиши ^згариб турувчи ва иккинчи учига 
стрелка куйилган кесмадир (87- раем ).

' Радиус-вектор одатда г билан белгнланади ва хамма 
вацт харакатланаднган нукта радиус-векторнинг охирги А
нуцтаенда жойлашган, деб фараз цнлинади г раднус-вектор- 
нинг бошлангич О нуцтасининг жойи узгармас деб цабул
цилинади. Лема к, г нинг модули О А кесманинг маълум 
масштабндаги узунлигига тенг булади ва бу узунлик А 
нуцта харакати натижасида узгариб, фазода ихтнёрий О А, 
ОАл . . . вазиятларни олади. ’ Расмдан куринадики, агар
г нинг фазодагн вазнятнни аницлай олсак, А нуцтанинг хам
вазнятини аницлаган буламиз, чунки А нуцта г нинг охи- 
рида жойлашган булади. }\исцача цилиб айтганда, А  нук-
танинг вазиятини аницлаш учун г нинг вацт функциясн си- 
фа тида ифодалашимиз, яъни

108



r = r ( t )  (36,1)

ш л л и д а  богланишни аниклаш имиз лозим.
(36.1) тенглама .\аракатдаги  нуктанинг векториал 

усулда иф одаланган харакат конуни ёки харакат тенг- 
лам аси  деб аталади. Радиус-вектор уч элементга: 
1$йилиш  нуктаси (О н укта). модулга (О А кесманинг 
узунлиги) ва йуналиш га <ОА кесма охирига к?йилгаи 
стрелка) эгадир.

Радиус-вектор таърифидан куринадики, харакатланаётган
ну^танинг траекториям бу г радиус-векторнинг охириии 
геометрик урнидир. Кетма-кет ва^тда г радиус-векторнинг 
охирини ифодалайдиган чизиь; — г радиус- векторнинг годо
графа дейилади. Демак, г радиус-векторнинг годографи бу 
Харакатланаётган нуктанинг траекториясидир. Бу траектория 
расмда A A V AtA3 эгри чизик билан тасвирланган.

Радиус-вектор ёки вектор усулида нукта харакатини 
урганиш механика м асалаларини  ечиш вактида анча 
Кулайликлар тугдиради ва айницса, масаланинг физи- 
кавий мохиятини тезгина яккол тасвирлаш  и м ко н и я^  
тини хам беради.

2. Табиий усулда нуктанинг харакатн уша нукта- 
нинг траекторияси бУйлаб Урганилади.

Траектория устидаги ихтиёрий О нуктани (88- раем) 
санок боши деб кабул киламиз ва шу О нуктанинг чап 
томонини манфий, унг томонини мусбат деб ш артлаш иб 
оламиз. Унг томонини манфий ва чап томонини мусбат 
деб хам кабул килиш мумкин.

Агар О нуктани хисоблаш системасининг боши деб олсак,
у ХОДД3 М  нуктанинг вазияти ОМ  ёйга тенг, бу ОМ =  s 
га ёйли координата деб 
ёки О нуктадан бошлаб 
Куйилган масофа деб оли- 
нади. Нуктанинг вазияти 
s оркали топилади. Д е
мак,

s =  f{t )  (36.2)

ифода нуктанинг хаРа_ 
кат конуни ёки хаРакат 
тенгламаси деб аталади.
Ш ундай килиб, агар нук- 88 раем.
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танинг траекторияси, ^исоблаш системасининг боши ва 
йуналиши (ёйли координатанинг боши ва йуналиши)
хамда .\аракат тенгламасн s = ( t )  маълум булса, М  
нуктанинг ^аракатини аникланган деб ^исоблаш  мум
кин.

s масофа билан нуктанинг босиб Утган йулиии ал- 
маштириш керак эмас. М асофа s, йул г га тенг б ула
ди, агар харакат О нуктадан бошланиб, ф ак ат  траек 
ториянинг бир томонига (мусбат ёки манфий) йуналган 

булса. Агар нукта t0 вактда М 0 газкятда, t вактда М 
вазиятда булиб, ёй кссрдинаталари мос равиш да .г, f a * 

булса, нуктанинг I — /0 вактда босиб утган масофаси г  =  
=  |М0М/ куйидаги :а топиладн:

(О.И0 =  s0, ОМ =  s). 
г =  |М 0М| =  | ОМ — O.WJ =  18-501.

Ёйли коорлината s нинг шу вактда узгариши ds — 
=  / '  (I) dt мусбат ,^ам, манфий ^ам булиши мумкин. Агар 
d s >  0 булса, ёйни ортиши, ds <  0 булса, О нукта ёйнинг 
камайнши томон ^аракат киладн. Бирок, босиб утилган йул 
х^мма вакт мусбат, яъни db >  0 булганлиги учун факат 
db =  Ids, =  I/' (t)ldt булиши мумкинлигини ^исобга олиш 
лозим.

Нуктанинг (0, /) оралигида босиб утган йули

б =  \ \ r m t  
0.

тенглама билан топнлиши лозимлигини кам кайд ки- 
ламиз.

Н уктанинг з^аракатини (36.2) конун ш аклида тас- 
вирлаб урганиш табиий усулда нукта ^аракатини урга- 
ниш деб аталади. Табиий усулда нукта ^аракатини 
урганиш да табиий координаталар системасидан (88 
раем) фойдаланилади. Бу табиий координаталар систе- 
маси куйидагича тузилади. Агар нукта М  вазиятда 
булса, шу М  нуктага уринма (тангенциал) бирлик век
тор т0 утказамиз. Ш у М  нуктадан, То бирлик вектори- 
дан Утувчи ва траектория текислигида ётадиган текис- 
ликка тегиб турувчи текислик (раемда тегиб турувчи 
текислик Т Т Т  ва тугриловчи текислик Т Т  билан бел- 
гиланган) деб айтилади. Тегиб турувчи текисликка пер
пендикуляр. булиб, унинг бирлик вектори т0 дан Утувчи 
текисликка тУгриловчи текислик (7Т ) деб айтилади 
М нуктадан  утувчи ва тУгриловчи э^ам тегиб турувчи
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текисликларга перпендикуляр булган текисликка нор
мал текислик ( ИТ )  деб айтилади.

Тегиб турувчи текислик билан т?триловчи текислик- 
ларнинг кесишган чизиги ОМ  эгриликнннг уринма 
'4H3Hfh деб аталади. Тегиб турувчи текислик билан 
нормал текисликнинг кесишган чизиги ОМ  эгриликнинг 
нормал чизиги деб аталади  ва, ннхоят, тегиб турувчи 
текислик билан тугриловчи текисликнинг кесишган 
чизиги ОМ  эгриликнинг бинормал чизиги дейилади.

Уринма, нормал ва бинормал чизицлар табиий ко- 
ординаталар дейилади.

ОМ чизигига утказилган  учта узаро перпендикуляр 
булган тегиб турувчи, нормал ва бинормал текислик
ларга табиий учёцлик деб юритилади. Уринма, нормал 
ва бинормал чизикларга утказилган  бирлик векторлар 
(орталар) уринма, бош нормал ва бинормал бирлик 
векторлар ёки орталар  деб аталади. Бу орталарни мос 
равишда т, п ва Ъ билан белгилаймиз.

М нуктанинг харакати  мана шундай табиий коор- 
динаталарда Урганилади. Координата Уцлари т, п, b 
орталар оркали Утади. О рталар  т, п, b нинг модуллари 
Хамма вацт бирга тенг булиб, узгарм ас б^лса-да, бироц 
бу векторларнинг йуналиши Узгаришн мумкннлигини 
эсда сацлаш имиз лозим. М ана шу орталар йуналиш- 
ларининг Узгариши туфайли харакатдаги  М  нуктанинг 
Харакат йуналишини характерлаш  мумкин, чунки таб и 
ий координаталар системасида М нуцта ха ракат цили- 
ши билан координата боши хам харакат  цилади ва 
т, п, Ь орталарнинг йуналиш лари Узгаради. Бу Узга- 
риш траектория эгрилиги цайси томонга цараб йунал- 
ганлнгини курсатади. Ана шу траектория эгрилигини 
Узгарии йуналишини 
характерлаш  учун 
(К)  эгрилик  векто- 
du деган тушунча 
киритилади.

Фараз цилайлик.
М нуцта маълум b.t 
вацтдан кейин М , ва- 
зиятни эгалласин (89- 
Расм) М  н ук та дагн т 
°Рта, .М, нуцтадагн 
°рта т, булсин. Расм-
Дан куринадики, урин- 89 раем.
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:

ма ортанинг йуналиши узгаряпти. Бу узгариш т , вектор 
нинг узгаришига олиб келадики, натижада Де вектори 
сил булади. ХаКиКатан х.ам- т » ни М , ну^тадан узига-узи- 
ни параллел ^илиб М  нуктага кучирамиз. Натижада дио- 
гонэли т, га тенг булган параллелограмм д о и л  булади. 
Бу параллелограмм иккита тенг ёнли учбурчакдан ибор^г 
ва хаР бир учбурчакнинг ён томонлари ортага, асоси эса лт 
га тенгдир. Агар т ва вектор орасидаги бурчакни е деб 
белгиласак (бу е бурчакка я^инлашиш бурчаги деб айтила- 
ди), бу бурчак е орцали т ортани узгаришнни, Де векторн- 
нинг модулини топиш мумкин.

Ортанинг орттирмаси Де векторнинг узгаришига мос ке- 
ладиган ёй координатасининг узгариши дs га булган нни- 
батига эгриликиинг уртача вектори (/Сур) Деб айтилади:

Агар ёй координатаси дх-*-0 булса, бу д о  да эгрилик 
К  векторининг маълум ну^тадаги циймати топилади, яъни

7( =  l i m(  — ). (36.4)
Д5-.0 \  As )

Маълумки, (36.4) ни доила орцали ифодалаш мумки.и

К  =  — . (36.5)
ds

Эгрилик векторннинг модули ва йуналишини цуйидагнча 
топамиз. 89- расмдаи цуйндагини д о и л  ^иламиз:

Де =  e-sin  е 
|е| =- 1, sin е «  е эканлигини дообга олсак,

Дт «  F* (36.^)
Агар (36.S) ни (36.4) га ^уйсак

lim ( =  lim — /Г0, (36.7)
Д«-.0\ Д* /  AwO \  Д« /  р

бунда р — траектория чизигидаги .И нуктанинг эгрилик ра
ди у си дир.

Энди К  векторининг йуналишини топамиз. Расмдан 

2(5 +  е =  180. р =  9 0 ----- ~-т
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Агар As—*-0 булса, 
yVf нукта .VI, ну^тага 
чексиз як,инлашади ва 
я^инлашиш бурчаги t — 0 
булади. Бу \олда, f i - 9 0 r 
булади, демак, дт век- 
хори 1 вектори га пер
пендикуляр йуналган ва
дт векторннннг ёки К 
векторининг йуналиши 
бош нормал вектори п 
вектори билан бир хил 
йуналган, яъни

К  =  —  п  (36.8)
Р

деб ёзишга тула асос бор.
3. Нукта харакатининг Декарт координатасида урганиш 

усулини куриб чи^айлик. Декарт координатаси системасида 
М нуктанинг вазияти 90- расмда тасвирланган. Агар А1 
нуктанинг координаталари дг, у, г вацт функциялари

дс =  л | / | ,  y ^ y \ t \ ,  z  — z \ t \  (36.9)
ш аклларда тасвирланган булса, исталган вактда М 
нуктанинг вазиятини аниклаш  мумкин. (36.9) ифода- 
ларга нуктанинг з^аракат конунлари ёки .\аракат тенг
лам алари  деб айтилади.

Агар нуктанинг * аракат  конунлари маълум булса, 
нуктанинг траекторняси х, у, г  нинг з^ар хил вактлар- 
даги кнйматларини координата системасига кУйиб *о- 
сил килинади — бу битта усул: иккинчи усулда траек- 
торияни топнш учун з^аракат конунидан t вактни й^'ко- 
тиш йули билан аникланадн. М асалан, нукта ни x  — 3 t 2 ва 
*/ =  4/2 конунлари буйлаб з^аракат кнлади деб олиб, шу 
нуктанинг з(аракат траекторняси топилсин.

Е ч и ш : харакат тенгламаларини ёзамиз:
х  — 3/*, 
у  -- 4 **.

Бу тенглам алар  системасидан t вактни йУкотамиз. 
Бунинг учун биринчи тенгламани иккинчисига бУлсак,
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*осил булади ва бу 4х— 3у =  0 тенглама т ^ р и  ч и з и к  
тенгламасидир. Д ем ак, нуктанинг траекторияси т$три 
чизицдан иборат б^лнб, бу т ^ р и  чизиц координата бо 
шидан ^тади.

Ей координатаси s билан х, у ,  г  декарт координаталарн 
орасидаги богланиш бор. £й жуда кичик булганда, бу ёй 
узунлиги As ни ватар ds билан алмаштириш мумкин. Бу ds 
ватарнн .ка х. у. г  уцлардаги проекциялари dx, dy. dz була
ди ва ds катталиги томонлари dx, dy, dz булган тутри 
параллелепипед днагоналига тенг булади. Маълумки, ds* =  
=  dx* +  dy2, +  dz1 дир. Охирги тенгламадан s цуйидагича 
аницланади:

s =  dx'1 4- dy1 +  dz'-. (36.10)

Бу (36.10) дан топилган э нуктанинг траектория буй- 
лаб  ^аракат  конунидир.

Радиус-вектор г билан х, у , z  орасидаги богланиш 
ларни *ам 90 -расм д ан  фойдаланнб топиш мумкин. 
Ф а^ат бу з^олда г нинг йуналиши а , Р ва у бурчак 
билан аницланишини цисобга олиш лознмлигини на- 
зар д а  тутиш керак.

1 9 -мисол (10.4). Нуцта x = - 3 s in f ,  у  = 3 c o s f  цонун 
лари буйлаб ^аракат цилади. Шу нукта траекториясининг 
тенгламасини ва траектория буйлаб \аракат цонунини т р - 
пинг.

Б е р и л г а н :
X  =  3 sin /
Y  — 3 cos t

1) Н уктанинг траекторияси аниклансин,
2) Траектория буйлаб нуктанинг ^аракат конуни s 

аниклансин.
Е ч и ш .  Н уктанинг каракат  траекториясини топиш 

учун s in t  ва cost ни масала ш артида берилган тенгла 
м алардан  топамиз:

sin / =  — , co s/ — —  •
3 3

Т енглам аларнинг нккала томонини квадратга кутариб 
куш амиз:

— +  — =  sin* /  +  cos* / ва sin* t - f  cos* t  =  1Ql Ol ' 1
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91- раем

булганлнгини з^исобга олиб. куйн- 
пагини ёзамиз: х  +  у  =-• 3* — бу 
нукта траекториясининг тенг.’ама- 
ейдир. Куриниб турибдики, бу ай- 
лананинг тенгламасн. Бу айлана- 
нинг радиуси 3 бирликка тенг. Ай- 
лананинг маркази координата боши- 
Да ётади (91-раем). Нуктанинг 
бошлангич координаталарини t  ~  О 
деб, берилган х  ва у  дан амицлай- 
миз: х0 =  0, у , =  3. Нуцтанинг *а- 
ракат йуналиши расмда курсатил- 
ган булиб, з^аракат соат милига тескари йуналган.

Энди траектория буйлаб харакат конунини, яъни s ни 
топамиз:

s =  J Y d x *  +  dy2 , х  =  3 sin t дан dx  =  3 cos / dt\ 
у  — 3 cos t дан d y  — — 3 sin / dt. 

dx ва dy  ни s га куйсак,

s =  J \  9 cos21 d t* 4- 9 sin21 dt- =  J ]^ 9  (sin21 +  cos2 /) dt1 =  
=  \ 3 d t  =  3 t  +  С  \оснл булади.

Демак, s = 3 / + C  экан. Интеграллаш доимийси С ни 
масаланннг бошлангич шартидан фондаланиб топамиз. Бош
лангич шартга асосан / =  0 булганда, нукта з^аракат ^илмай- 
ди, шунинг учун s =  0 булади, у з^олда 0 = 3 .  0 +  С. бун- 
дан С =  0 булади. С =  0 кийматини s га куйсак, s = 3 / + 0  
ва натижада s =  3 / ни з^осил киламиз. Бу s =  3 /  нуктанинг 
траектория буйлаб .харакат конунидир.

37-§. Нуктанинг тезлиги ва тезланиши

Маълумки, агар моддий нуктанинг радиус- вектори
t ~ t 0 = s t  вакт ичнда д г катталикка узгарса, Дг ни М  
га булган нисбати уртача тезлик вектори деб аталади (92- 
раем):

(37.1)Д г
V»  =  7 7 -

Агар д / —► 0 булса, у з^олда тезлик векторининг оний кии. 
иатини аниклаш мумкин. Бунинг учун *37.1) нинг лимити. 
Ни аниклаш лозим:
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к

92- раем. 93- раем.

V =  lim
д<-*о

d г
dt (37.2)

(37.2) формуладан куринадики, нуктанинг оний тезлик
вектори г радиус-вектордан t ва^т буйича олинган биринчи 
тартибли ^осилага тенг. Бу векторнинг йуналиши нуцта 
траекториясига утказилган уринма буйлаб йуналган. Уртача 
тезлик векторининг йуналиши эса траекторияга утказилган 
ватар йуналишида булади (93-раем).

Нуктанинг харакати вацтида радиус-векторнинг узгарн- 
ши А г  ни хамма вацт иккита ташкил этувчиларга ажратиш
мумкин. Бу ташкил этувчилардан биттаси радиаль д гп, ик- 

кинчиси г векторига перпендикуляр булган трансверсаль 
ташкил этувчи Д гх дир. Бу ерда п радиус-вектор г нинг 
устига куйилган ва г вектори буйлаб йуналган бирлик век
тор—радиаль бирлик вектор, т эса г векторига перпендику
ляр булган — трансверсаль бирлик вектордир.

Агар A t - * 0 булган у м  учун нуцта тенглигини топмон-
чи булганимизда г =  г п эканлигини \исобга олсак, дгп, дг п 
ёки df" ва drx нинг келиб чицишини осонгина пайкаб 

олиш мумкин. ХэдиКатан< г =  г- п булганда,

(37.3)

булиб цолади. Агар



dt
деб белгиласак. (37.3) цуйидаги шаклни олади:

V -  Vn +  *V (37-5>

Бунда vn — радиал теэлик, vx — трансверсал тезлик деб ай-

тиладн. Радиал тезлик vn вектори радиус-вектор г нинг 
йуналиш ининг узгариши туфайли э^осил булади ва бу 
тезли к  радиус-Еектор давомида ётади. Трансверсал тезлик

вектори нуктанинг ^аракат йуналиши буйлаб йуналган 

булиб, радиус-вектор г га перпендикулярдир. vx нинг \о- 

сил булишига сабаб г нинг модулининг узгаришидир. Бу 
~v тезликни цуйндаги формула ёрдамида ба\оланадн:

v =  г —  ■ 1  ( чунки — -  =  —  т ] • (37.6) 
т dt \  3 dt i t  i '

Купчилик ,\олларда нуктанинг тезлиги узгариб туради.
Агар М  вацтда тезлик вектори ли  га узгарса, д v ни Д t 
га булган нисбати уртача тезланиш вектори деб аталади:

%  =  £ • '  _ <37 7> 
Оннй тезланишни топиш учун д /- » -0  вактнннг лимити оли- 
надн:

Г = И ш  ( — ) =  —  • (37.8)
л /- о  \  Д t  I d t

Охирги тенглам адан  нуктанинг оний тезланиш и 
тезлик векторидан вакт буйича олинган биринчи тар - 
тибли цоснлага тенг, деган хулоса келнб чикади. Агар
(37.2) ни (37.8) га куйсак, куйидаги ифода *осил бу
лади:

a  =  * 1  =  ± ( * l ) =  * L .  (37.9)
dt dt \  dt J dt1

^Тезланишни топиш учун радиус-вектордан вакт 
бУйича икки марта косила олиш лозимлиги (37.9) 
дан куриниб турибди.



Ш ундай ^илиб, тезлик ва тезланиш  катталиклари- 
нннг нккаласи лам вектордир, иккаласини хам аник;-
лаш  учун r( t)  .\аракат ^онуннии билиш лозим экан 
Тезланиш , тезлик векторининг узгаришн (дифференциа 
ли) орцали топнлади. Бу узгарнш  dy  хам умумин ик
кита таш кил этувчидан иборат булганлиги учун тез
ланиш  вектори а хам таш кил этувчиларга аж ралиш и 
мумкинлигини эеда тутишимиз лозим. Кейинги параг-
раф ларда тезланиш  а нинг таш кил этувчилари хакида 
батаф силро* тушунтириш берамиз.

38- §. Нукта тезлиги ва тезланиш ининг координата 
ухларидаги  проекциялари ор^али  ифодалаш

М аъ лум ки , нуктанинг тезлиги

(38.1)
dt

орцали топнладн. Агар тезлик вектори v ва радиус-вектор 
г ларпииг декарт у^ларидаги проекциялари ох, иу, vz ва 

х, у, г булиб, у^лардагн орталар i , / ',  к булса,

v =  vxi -Ь v j  +  v j t , (38.2)

г = х  i + y i  + 2  к (38.3 ^

шаклда ёзилар эди. Орталар t , / ,  к ни доимий деб, тез
лик v ни топамиз:

v =  —  (х » +  У /  +  г k ) =  ( 4- —  Т  4- — 7  (38.4) d t v ’ dt dt 1 ^  dt г -
(38.2) ва (38.4) тенгламанинг унг томонини тенглашти- 

рамиз. У холда ^уйидаги хосил булади:

( 3 в ' 5 )

vx, vy, vt — нухта тезлигининг х, у, г уцларидаги прэек- 
циялари (94- раем). Демак, ну^та тезлигининг маълум ук* 
даги проекцияси нуктанинг уша у^даги координатасилаи 
ва^т буйича олинган биринчи тартибли хосиласига тенг 
экан.

Расмдан куринадики, тулии; тезликнинг модули vx, vy,
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v  дан тузилган т\три  па- 
раллелопипеднинг катта 
диагоналига тенг, яъни

v V  Vx* +  iV  +  t»*> =

V Л* +  у* +  2* . (38-6)
и тезлик векторининг

йуналиши шу I' векторнинг 
х, У> 2  УклаРи билан \осил 
килган у, Р, а  бурчаклари 
оркали топилади. Бу а ,  р,
У бурчакии йуналтирувчи 
косинуслар оркали топилади:

/—

COS ( V, J ) =  COS а  =

COS (У, /  )  =  COS P =  —

94- раем.

J x1 - f  у1 г1 

У________

x-  - f  у2 +  г*

COS (и, k ) =  COS V a s
f

(38.7)

(38.8)

(38.9)

Тулик тезлик вектори модули (34.6) оркали, йуна
лиши (38.7) — (38.9) тенглам алар  оркали топилади, 
Куиилиш нуцтаси эса ^аракатланадиган  нуктанинг 
^зида булади.

Тезланиш вектори а нинг хам проекциялари худди
тезлик вектори v учун иш латилган м улохазалар ва 
математик ам аллар  баж арилиш и натиж асида топилади 
(бу ишни укувчига хавола килам из). Н атиж ада куйи- 
дагилар хосил булади:

=  у = х ,  (38.10)dt

f iv
dt
dv*
dt

=  V.

=  v =  z

(38.11)

(38.12)

тенгламалар оркали топилади. Бу тенглам алардан  тез- 
лаиишиинг маълум укдаги  проекцияси уша укдаги тез
лик проекцнясидан олинган биринчи тартибли ^осилага



ёки нуктанинг ^ш а ^цдаги координатасидан вакт буйича 
олинган иккинчи тартибли хосиласига тенг деган  хуло- 
са келиб чицадн.

Ту лиц тезланиш а векторининг модули тезланиш проек- 
циялари ах, ау, аг оркали

а =  1 а-х +  а2у -г а- =  1 +  о* +  хРг (38 13)

формуладан топилади. Тезланиш  векторининг йунали- 
ши, иуналтирузчи к о сж у сл ар  цуйидагича аницланади:

co s(a , i ) — cos а  =  —  =  ■ * — , (38.14) 
0 V z‘

cos (a, / ) — cos ft — — . - L . = r =  • (38.15)
° \ JC* +  j/* +  2‘

cos (a , 6) =  cos у =  —-----— • (38.16)
a V ic* x* +  z«

Тулик тезланиш  векторининг цуйилиш нуктаси ха- 
рактерланаётган  нуктада цуйилган булади, модули ва 
йуналиши охирги туртта тенглама ёрдам ида >\исоблаб 
топилади.

Тезлик ва тезланиш  векторларининг проекцияларн- 
ни ф акат  декарт координатаси системасида куриб чик- 
дик.

39- §. Табиий координаталар системасида 
нуктанинг тезлик ва тезланишинм аниклаш

Юкорида куриб утганимиздек, (37- §) тезлик вектори 
vn ва их ташкил этувчиларига, яъни радиал ва трансверса.т 

ташкил этувчиларга ажралади. Буига сабаб радиал- вектор 
г .^ам, йуналиши ^ам сон киймати жи’цатдан узгаради. На-
тижада v — —  • т деб ёзиш мумкин эди. Бунда dr радиус- 

dt
вектор г нинг модулининг узгаришини характерлайди ва

|dr. =  ds! деб кабул килиш мумкин. v =  —-  =  • — .
dt ds dt
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d ?  dS 
Маълумки, -----= t  ва агар t> =  —  ни алгебраик тезликds
экаилигини ^исобга олсак, у ,\олда

~и =  у - Т  (39.1)
булади. Бу ерда т ни радиал ёки айни *олда, табиий 
координаталар системасида уриима (тангенциал) орта 

дейилади.
Нукта эгри чизи^ли ^аракат килганида, vn ва vr тезлик - 

ларнинг узгаришларн ту^айли шуларга m j; разклда тезла- 
нишнниг иккита ташкил этузчиларн у>гил булиш и и курса-

тамиз. \а^н^атаи .\ам, маьлумки, — ёки
dt

“*■ j  « I  ' dv -*■ , d t  ton 0 .a =  d —  =  —  x +  y ------ (39.2)
dt dt dt

f ‘ Белгилашлар киритамиз

a, =  ^  • Т . ' (39.3)
CU

К  ~an =  v ^ - -  (39.4)

Биринчи ташкил этувчи а , — танггнциал ёки уринма тез
ланиш деб аталади. Бу тезланил а, тезлик вехтори v нинг 
модулини узгариши туфайли зргил булиб, ^аракат йунали
шида траекторияга утказилган уринма буйлаб йуналганднр. 
Иккинчи ташкил этувчи ап — нормал ёки марказга интилма 
тезланиш деб айтилади.

Нормал тезланиш фэрмуласи (39.4) ни бэш^ача шаклда
келтнрамиз. Бунинг учун — • ни цуйидагича ёзамиз:

1 L - =  . (39.5)
dt dS  dt

dS л * 1 * ^
-  =  !) ва (37.8) га асосан —  =  k =  — п ифодаларни ёзиш 
dt v ’ dS  р

мумкинлнгини .\исобга олсак, (39.5) ни



деб ёзиш мумкин. Ни.^оят, (39.6) ни (39.4) тенгламага 
Куйсак,

ифодани ^осил киламиз.
Нормал тезланиш ап тезлик вектори v нинг йуналишн- 

нинг узгариши туфайли у к и л  булади. Таъкидлаймизкп, бу 
тезланиш ап тезлик векторининг модули (сон к,(ймати) уз- 
гармаганда х;ам \осил булади. Масалан, А нукта мнкдори 
доимий 1 м/с тезлик билан О нукта атрофида айланса, 
И  =  const булишига кзрзмзсдан, ап тезланиш у х и л  була
ди (95-раем).

Шундай килиб, А нукта эгрн чизикли ,\аракат килса- 
з^амма вакт уринма ва нормал тезланиш, ап ва ат га эга 
булади. Ту лик тезланиш вектори ап ва at векторнинг гео
метрик йигиндисига тенг. Агар at тезланиши траекторняси га 
уринма йуналишида, ап тезланиш эса а, векторига перпен
дикуляр булиб, раднал йуналишда эканлигини назарда тут- 
сак, тулнк тезланиш вектори Пифагор теоремасига асосан 
топилнши мумкинлигини дар^ол сеэамиз (96- раем), яънн 
умуман

(39.7)

95- раем. 96- раем.

(39.8)

ва а нинг модули

(3 9 .9 )
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а векторнннг йуналиши а  бурчак оркали ^исобланиши мум
кин

ап ап
tg a  =  —  ёки s in a  =  —  • (39.10)

Шундай цклиб, табинй координаталар системасида нук
танинг тезлиги ва тезланишннн тулик характерлашни урга- 
Ниб чикдик. Нормал тезланиш р эгрилик радиусга бог лик 
булиб, орта п нинг узгариши туфайли пайдо булади, урин
ма тезланиш at эса га боглик, иъни у нинг модули-

нинг узгариши натижасида цосил булади Бу тезланиш a t 
ни, тезлик ва тезланишларнинг проекциялари vx, v  , vt ва 
аг, ау, аг оркали куйидагнча топамиз.

Агар (39.3) формулада т =  1 деб олсак, тангенциал 
тезланиш модули

do
й‘ ~  dt

ифодага тенг булади. Тезлик у формуласини (39.6) тенгла- 
мадан келтириб а, га куйсак,

I
о, =  ±  ( v V ,  +  у} +  у ; )  =  1(у? +  v] +  ф 2 ] |  =

1 Т - '
“ 7 «  +  * - 2  (эх • уя +  vy ■ У, • у ,) =

vx o x + v y - vy + v t - vг vx ах + У¥ а¥ + Уг а,

4- V2 4-1'?

Демак,

vл- тг

У

Охирги тенгламада vt  =  ах, vy — ау ва vt — аг деб олин- 
ган. (39.11) тенглама амалий масалаларни, декарт коорди
ната системасидагн тезлик ва тезланиш проекцнялари орка
ли а, ни топиш учун цулайдир. Агар а, >  0 булса, тезла- 
нувчан at <  0 булса, секинланувчан ,\аракат мавжуд була
ди.
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40- §. Тезлик ва тезланиш векторларига асосланиб 
нуктанинг ^аранатинн классификаииялаш (^аракат 

турларш а ажратиш'

Нукта ^аракатининг характерный тезйик ва тезланишлар- 
нинг векторларига богликлигининг хусусий уэлларини куриГ» 
чицайлик.

1. at — 0, ап =  0 булса, (39.9) га асосан, тулиц тезла

ниш вектори а  =  0 булади. Бу ^олда а =  тенглама

дан =  0 ва v -- const у>сил булади.Демак, нукта тез- 
ш

лигининг микдорн хам, йуналиши хам узгармайдн.
Фараз килайлик,

ti =  r 0 =  const (40.1)
булсин.

Иккинчи томондан v — —S ва о» =  . ^  булсин, бу хол-
dt dt

да
s =  Г г ,  dt; s =  v j  -f- С 4 (40.2)

бошлангич вактда, яъни / =  0 булганда s — s0 =  0 булса,
(40.2) дан интеграллаш доимийсн С ни топамиз: 0 = и о 0 + С , 
бунда С =  0 булади ва

s =  Vot (40.3)

тенгламани у к и л  киламиз.
(40.1) ва (40.3) тенглама тугри чизикли текис *ара- 

кат учун тезлик ва пул тенгламаларндир. Д ем ак а = 0  
булган *олда нукта т^гри чизикли текис х аракат  *ола- 
тида ёки тннч узлатда булади. Тугри чизикли текис 
^ар акат  уэлатида ёки тинч у>латнда булган нукта тез- 
ланиш га эга эмас, яъни бу у>лда тезланиш  нолга тенг 
булади.

Бундай .чол учун йул ва тезлик граф иклари 97 ва 
98- расмда тасвирланган. Йул графигида тугри чизиги 
билан абсцисса уки орасидаги а  бурчак тангенси нуктанинг 
тез. игига тенг, яъни и„ =  tg a ,  v0 ортиши билан а  бурчак 
хам ортади ва s тугри чизик тикрок булади, яъни s чизиги 
ордината укига якинлашадн. Тезлик графигидан фондаланнб, 
босиб утилган йулни топиш мумкнн. Масалан, 0 ва t x ора-

124



r

97- раем. 98- раем.

ликда босиб утилган йул v0 тезлик ва кесмалардан ту-

зилган^туртбурчакнинг юзига тенг булиб, бу юз ( Vgdt ор-
о

цали зукюбланади.
2. а, =  const, ап =  0 булса, бу ^олда а ту лиц тезла

ниш вектори а, таигеициал тезланншга тенг булади:

а — a. — const. (40.4)
dv —

Маълумки, at =  —  е, агар орта |е  | =  1 деб олсак, бу

ум да ну^та тезлигининг фацат модули узгаради, йуналиши 
узгармайди. Демак, бу \олда ^ам нукта тутри чизик,ли j â- 
ракат циладп, тезланишнинг йуналиши узгармайди (а =  const). 
Бунда й ^аракат тугри чизицли текис узгарувчан харакат 
деб аталади.

Ш ундай харакат учун А нуктанинг оний тезлигини 
босиб утган масофасининг формулаларини топайлик:

а — —  v — (' adt =  at -Ь С, ‘ (40.5)dt J
С, интеграллаш доимийсининг цийматини бошлангич 

шартдан топамиз. t =  0 бул ганда v =  v„ (бошлангич тезлик) 
булсин, у з^олда (40.5) дан ы0 =  а -0  -Н ва С, =  v„ була
ди. С нинг цийматини (40.5) га цуйсак,

v =  v0±  at (40.6)

^осил булади. Энди s ни топиш учун v — —  ни (40.6) га
dt

КУямиз:
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ds =  (i'„ +  at) dt 
s =  j  (v0 - f  at) dt =  \ v 0dt +  \ atdt

s .=  v j  +  — - f  Ct .

Бошлангич шартдан t — 0 булганда, 5  =  О ва
О =  0 +  О +  С2,

(40.7)

О
С, ни (40.7) га куйсак

s =  v j ± j (40.8)
тенгламани ^осил киламиз.

(40.6) ва (40.8) тенглама тугри чизикли текис узга- 
рувчан х аракат  киладиган нукта тезлигини ва босиб 
утган 'йулининг формулаларидКр. Бу ф орм улаларда 
а > 0  деб олииган эди, агар а < 0 деб кабул к илсак,
(40.6) ва (40.8) ифодадаги мусбат ( +  ) ишорани ман

фий (— ) ишора билан ал- 
маштириш лозимдир. Ана шу 
аитилганларни .\исобга ол- 
ган ^олда (40.6) ва (40 8) 
тенгламага ^ам мусбат. .\ам 
манфий иш оралар куйил- 
ган. Агар текис тезланувчан 
.^аракат булса мусбат, те
кис секинланувчан .\аракат 
булса манфий ишора олнна- 
ди.

Ш ундай кил и б, тезланиш  
^згарм ас булса, текис узга- 
рувчан харакат содир бу
лади. Бу ^олда 99- расмда 

курсатилган тезлик графигидан ф ойдаланиб. босиб 
^тилган s йулни аниклаш  мумкин. Бу йул расмдаги 
туртбурчак OV0AB нинг юзига тенгдир.

3. а, =  0, ап =  const булса, нуктанинг тулик тезланиш 

вектори ап нормал тезланиш вектори а га тенг булади:

(40.9)

99- раем

Охирги тенгламада а нинг модули а — — , яъни бу к0-1" 
Р
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п  нукта тезлигининг йуналиши J-згаради, лекин тезликнинг 
модули узгармайди. Бу у>лда нуцта эгри чизицли текис
^ар ак ат  цилади ва тезланишнинг модули — га тенг була

ди ^изиги шундаки, тезликнинг сон цнйкати (доимий) уз- 
гармаса-да, тезлик вектори узгаради. Бу векторнинг узгари- 
шн тезлик йуналишининг узгариши натижаси булиб, нуцта 
норм ал те.зланишга эга булади.

4. а(Ф  0, апФ  0 булса, нуктанинг тулик; тезланиш век
тори (39.9) формула ёрдамида топилади. Бу уэлда ,х,аракат 
эфи чизицли булади. Бунда нуцта тезлигининг х;ам сон 
циймати ва ^ам йуналиши узгаради. Агар и ва а, бир хил 
йуналган булса, нуцта тезланувчан. v ва at царама- царши 
йуналган булса, нуцта секинланувчан .\аракатланади.

100- раем

Шундай цилиб, нуктанинг х,аракати тутри чизицлн ва 
эгри чизицли ^аракатларга ажралади ва бу х,аракатларнинг 
yip биттаси текис ёки нотекис булиши мумкин (100-раем).

Расмдан куринадики, нотекис \аракат тугри чизицли ва 
эгри чизицли ^аракат булиши мумкин, иккала уытда .цам 
тезлик вектори узгарувчан булади. Агар тезланиш вектори
at =  const булса, текис узгарувчан харакат; v =  const бул
са, тугри чизицли текис ^аракат содир булади. Шунинг 
Учун (40.6) ва (40.8) тенгламадаги а ни тангенциал тезла
ниш деб тушунмоц лозим.

19-мисол. (12.22) 101-расмдан курсатилган кривошип —
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шатун механизмида г =  / =  60 см, MB =  — /, <р =  4 л t
з

(t — секундларда ифодаланган) деб цабул цилиб, механизм- 
нинг М нуцтасининг ф =  О булган лахзадаги траекторияси, 
тезлнги, тезланиш ва эгрилик радиусн аницлансин.

Б е р и л г а н  
0.4 =  /• =  / =  60 см =  АВ
М В =  -  / =  20 см

3
ф — 4 л  /

i> — ? а — ? g  — ?
Ф =  О булганда М нуцта- 
нинг траекторияси топил- 
син.

Е ч и ш :
М нуктанинг траекторияснни 
аницлаш учун олдин М нукта
нинг .\аракат цонунинн топиш 
керак. Бунинг учун О нуцта- 
ни марказ цилиб, Л  ва У 
координата уцларини утказа- 
миз. М нуцтанинг координа- 
талари Х м, У м булсин.

X . =  О М ,

у м =  о м , =  м м г

Расмдан O.Vf„ ОВ ни цуйндагича топамиз:
OMt =  OB — MtB

ОВ =  2 ■ 0-4, =  2 • 0,4 cos ф

д МВ.Мг дан BMt =  М B cos ф =  — / cos ф
3

(4), (5) ни (3) га цуйсак:

О)

(2)

(3)

(4)

(5)



O.Vf, =  2 О A • cos <jp-------/ cos <p
3 (6)

(7)

t  CM
Xm =  2 60 cos 4 я  / — 20 cos 4 л  t.

XM =  100 co s4 л / .

Расмдан у  =  OMx =  MMt  =  MB sin ф 
ёки

y  =  2 0 - s in 4 n / .  (8)
(7) ва (8) нфода нуктанинг харакат тенгламалари деб 

аталади. Энди нуктанинг траекториясини топиш учун (7) 
ва (8) дан вацтнн йуцотамнз, бунинг учун (7) дан cos 4 л t 
ва (8) дан sin 4 л  t ни топамиз:

А -
cos 4 л  t —

sin 4 я  t =

100

I fL
НО

Охирги тенгламаларнинг иккала томонларини квадратга 
кутариб, чап ва унг томонларини ало^ида-ало^ида цушамиз:

-j— - =  sin2 4 л  t +  cos* 4 л Л 
100а 202

Бу тенгламанинг унг томони бирга тенг, демак,

x l  Yi  —  +  —  -  1.
100* 20s

(9)

(9) ифода эллипснинг тенгламасидир. Демак, М нуцта 
траекторияси ярим уцлари 100 ва 20 га тенг булган эл- 
липсни ташкил этади 
(102-раем» Бу эллипс 
чизувчи нуктанинг 
бошлангич вазияти, 
яъни / =  0 булганда,
(7) ва (8) га асосан 
X =  100, К0 =  0 бу
лади. Бу М нуцта соат 
мплига нисбатан тес- 
кари йуналишда х,ара
хат цилади.

Энди Af нуцта тез- 102- раем.

8-2815  ;

У
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ланишини (харакат текисликда булганлиги учун г — 0 деб 
олиб) (39.131 га асосан топамиз:

а =  V а ]  +  а] . (Ю)

а к ва тезланиш проекцияларнни (39.10). (39.11; га асо
сан топсак,

(12>
vx, vy ни (38.5) формула дан топамиз:

<13>

v' = d T
(14)

(13) ва (14) га асосан, (7) ва (8) дан ^осила олиб. vz 
ва vy топилади:

vx — (100 cos 4 nt)\ = — 4 0 0 n s in 4 n / (15)

vy =  (20 sin 4 л  /)'( =  80 л  cos 4 л  t. (16j

Энди vx, vy ни ф =  0, демак, t — 0 ла^задаги циймат- 
ларини топамиз:

vx/lwm0 =  — 400 л sin (4 л 0) =  0. (17)

vy/l=0 =  8 0 n co s(4  л -0 ) =  8 0 л . (18)

ах ва ау ни топамиз:

ах =  vx =  — (400 л  sin 4 л  /)) =  — 1600 л* cos 4 л /  (19)

ау — vy — (80 л cos 4 л t\ =  — 320 л* sin 4 л / .  (20)

Ox\t*=o — — 1600 я* cos (4 я -0) =  — 1600 л*. (21)

ау1Ьто =  — 320 л* sin (4 л  0) =  0 . (22)

Ни^оят, (21), (22) даги ^ийматларни (10) тенгламага 
Куямиз:

fll/-o ~  V^(— 1600 л*)* 0* =  1600 л 2 (23)

Демак,
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а =  1600 л* —  .
с*

(17) ва (18) ни (39.6) га цуйиб, оний тезликни топамиз: 

°1<-о =  V  0* + ;(8 0  я)* == 80 я .

v =  80 л  — . (24)
с

Масала шартига асосан нуцта траекториясининг / =  0 
ла^задаги эгрилик радиусини топиш керак. Бу эгрилик ра- 
диуси р (39.7) формуладан топилади:

р -  £  . (25)
П

Нормал тезланишни (39.9) дан топеак,

ап *= V а 2 — а] (26)

формула цосил булади. Бироц (26) тенгламага асосан at 
номаълум. а, ни (39.11) формуладан (о, =  0, аг =  0 деб 
олиб) топамиз:

а , «  (27)
v

°Л«о цийматини (vx, vy, ах, ау, и) нп (27) га цуйиб, цисоб- 
лаймиз:

=  (M I6 0 0  Я* 8 я  • 0) =
'  80 л  '  '

Тулик; тезланишнинг (23) даги цийматини ва тангенциал 
тезланншнинг (28) даги цийматини (26) га цуямиз, бу з^олда

anlt-о =  V (1600 л 3)2 — (О)2 =  1600 л 2
булади. Ни^оят траекториянинг t — 0 вацтдаги эгрилик ра- 
диуси

С* 6400 я» . р , п =  —  = --------- =  4 см
I ' ' 0 оЛ 1600 л 1

эканлигига ишонч з^осил циламиз.
20-мисол. (12.7). Координата бошнда булган ва vQX =

=  2 л ( с̂ ,  бошлашич тезликка эга булган сирпанчиц ах =  

=  л* sin ~ t  тезланиш билан тугри чизнк,ли харакат кила-
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ди. Шу сирпанчикнинг харакат цонуни топилеин. Сирпан- 
чиЦнинг босиб утган масофаси, тезлиги ва тезланишннинг 
узгариш график лари чизилсин.

Б е р и л г а н :
.  . я  . сма.  =  — л* sin —t —

* 2 с*
см

X — ? о — ?, а  — ? 
графиклар чизилсин.

Е ч и ш . Бу 19-мисолнинг ак- 
сидир, яъни агар олдинги ма- 
салада нуктанинг тезлиги ва 
тезланишини топиш керак бул
са, бу масалада аксинча, нук;- 
та тезланишининг синус цону-
ни буйича узгариши маълум 
булиб, ^аракат конуннни то
пиш талаб этилади.

Нуцтанинг з^аракат цэнуни X  ни vx =  дан топа

миз:
dx — vxdt.

X  =  f vx dt.

X  ни топиш учун vx маълум булиши керак, бу v( ни
dvx

эса цуйидаги dx =  —  дан топамиз: vx =  | axdt.
dt J

ах нинг ифодаснни масала шартидан келтириб, охирги 
тенгламага цуямиз:

vx =  —  ̂ л2 sin -у  / dt =  — л а j sin -у - 1  dt.

f  sin -j- t dt — -----— cos у  /  +  С, эканлигинн з^исобга олсак,

vx =  2 л cos -у- t Ci булади. Интеграллаш доимийси С, 

ни бошлангич шартдан фойдаланиб топамиз. t =  0 булган- 
да, vx =  vox =  2 я , шунинг учун 2 л =  2 л cos ^  0) + C t 

ёки 2 л  =  2 л  +  Cj, демак. Ct =  0 га тенг. У з^олда
2 Л .

Я COS — f 
2

тезлик формуласи келиб чи^ади. Бу тезлик формуласини 
X  =  ]' vx dt га цуйсак

X  =  f 2 л  cos —  t dt =  2 л  — sin — t +  С,
J 2 я  2
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«ОСИЛ булади. Бошлангич шартга асосан t =  О, X =  Х 0 =» О 
‘ булади ва 0 =  4 sin ( у  • о )  +  С,. С, =  0. Охирги С , =  О 

„и X нинг ифодасига цуйсак,

X =  4 sin — /
2

хосил булади.
Охирги ифода нуцтанинг харакат цонуни ёки х,аракат 

тенгламасидир. Демак, масала шартнга асосан суралган ^а- 
ракат цонунинн топдик. Энди х, vx ва ах нинг графигини чн- 
зншимиз учун олдин бу катталикларнн ифодаловчи тенгла- 
маларни тартнб би ian ёзиб чицайлик (бундай тартибда ёзиш 
цулайлик *осил цилиш учун керак)

X  =  4 sin —  t.
2

v, =  2 л  cos —  /.Ж 2

a, =  — n*sin — t.
* 2

t ва^тга 0, 1, 2, 3, 4 . . . к,ийматларнн бериб, шу вацт- 
даги х, vx, ах нинг сон цийматларинн топиб, цуйидаги жад- 
валга ёзамиз:

В» пт 1, с X, м
и

" * • 7
ы

ах •

0 0 2 л 0
1 4 0 —л 1
2 0 —2 л 0
3 —4 0 л*
4 0 2 л 0

Агар вак,т / >  4 булса, X, vx, ах нинг жадвалда курса- 
тилган циймат.'ари такрорланади, шунинг учун вацт / нинг 
жадвалда курсатилган ^инматлари билан чекланамиз.

Ордината уцида уаълум масштаб билан X, vx, ах нинг 
Кийматларини. абсцисса у^ида t вактни цуйиб, жадвалдаги 
к,нйматларни графикка утказамиз. 103-расмдан курннадики, 
■X. vx, ах фаза жи\атидан бир- биридан фар^ цилади.

21-мнсол (12.22). Снаряд з^аракатннинг тенгламалари
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X =  v j  cos a„, Y =  v j  sin ct0— шаклда берилган. Бунда

t’0 ва сц, — бошлангич тезлик ва отнлган снаряднинг гори 
зонтга нисбатан ташкил этган бурчаги. Бош танги ч ва^т 
t =  О булганда ва снаряднинг ерга тушган ва^тида снаряд
нинг эгрилик радиусини топинг.

Жавоби. р = ------ -—  •
g COSO,

22-мнсол (12.14). Нуцта X = 1 0 c o s 2 n 4 ,  V = 1 0 s i n ^
о 5

цонунлар буйича харакат цилади (дг, у — сантиметрларда, 
t  — секундларда ифода танг).

Нуктанинг харакат траектэрияси, тезлигининг ми^дори 
ва йуналиши ,\амда тезланишининг мнцдэри ва йуналишини 
топинг.

Жавоби: Х*4-Г* =  102; v =  4 л  -с— ; а =  1,6 л 5 —  .
с с*

23-мисол (12 28). Нуцта Х =  2 / ,  Y =  /* цонун буйича 
Х аракат цилади ( (— секундларда, х ва у  — сантиметрларда 
ифодаланган). t — 1 с  взцтда нуктанинг тезлиги, тезланнши 
ва эгрилик радиусини топинг. Нуцтанинг тезлиги ва тезла
нишининг узгариш графигини чизинг.

Жавоби: v =  2 \  2 — , а =  2 —  , (v, х) =  45°, 
с с*

(аГх) -  90°.
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V I I I  Б О Б .  КАТТИК ЖИСМ КИНЕМАТИК АСИ

4 1 -§ .  катти к  жисм кинематикасини урганиш

Аввал айтнб утганимнздек, бнр-бирига каттик 6of- 
ланган  нукталар т^плами а̂ттиц жисмлар дейилади. 
Блр-бирига каттик богланган нукталар дегаида, нук
талар  орасидаги масофанннг узгармаслнги тушунилади.

Ихтиёрий икки нуктаси орасидаги масофа узгарм ас 
булган жисм абсолют ^аттиц жисм деб аталади. О датда, 
абсолют сузи иш латилмасдан туррндан-турри каттик 
жисм ва хатто соддагина жисм деган суз иш латилади. 
Каттик жисмнинг ф азодаги .\аракат йуналишини кур- 
сатадиган сон жисмнинг эркинлик даражаси деб а т а л а 
ди. Эркинлик дараж асини  i з^арфи билан белгиласак, 
масалан, i = l  булса, жисм ф акат бир Укда, 1 = 2  булса, 
икки уцда, 1 =  3 булса, уч укда ва ,\оказо харакат ки* 
лади.

Каттик жисм кинематикасини аниклаш  деганда, шу 
жисмнинг эркинлик дараж асини, жисмнинг ихтиёрий 
нуктасининг з^аракат конунини, тезлиги ва тезланишини, 
з^аракат траекториясини аниклаш  масалалари туш у
нилади.

К аттик жисмнинг каракати  куйидаги турларга аж - 
ратиб урганилади:

1) К аттик жисмнинг илгариланма .харакати.
2) К аттик жисмнинг айланма харакати.
3) К аттик жисмнинг текис параллел з^аракати ёки 

текис фигуранинг харакати .
4) К аттик жисмнинг кузгалм ас нукта атрофида .^а

5) Каттик жисм ха- 
ракатининг умумий холи.

Фазода \аракати чек- 
ланмаган жисм эркин 
^апгтщ жисм деб ата
лади. Эркин жисмнинг 
эркинлик даражасини то
па йлик. Эркин жисм ва
зиятини бир тутри чи- 
зикда ётмаган ихтиёрий 
учта нукта оркали аник
лаш мумкин. Бу нук
талар Л, В ва С булиб,

рак'ати ёки сф ерик з^аракатн.
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х,ар бир нуцта вазиятн учта координат* билан характер ia- 
нади. Учта нуцтанинг вазияти 9 та координата билан аник- 
ланади, лекин А, В, С нуцталар бир- бирига боглиц, Б\ 
богланиш цуйидаги тенгламалар билан нфодаланади (104- 
расм):

АВ =  V (х«— xj* +  (у, — у,)* +  (г, — г,)*.

ВС =  \  \ х 3 — хгу  +  (г/3 — у +  (г, — zt V ,

с А =  V V t  — x j  +  (</,— у3)^+  (г, — г3у .
Бу тенглама (богланиш )лар учта, умумнй коорди 

наталар  сони 9 га тенг. Эркинлик дараж аси  умумнй 
координаталар сони 9 дан богланиш лар сони 3 нинг ай- 
рилганига тенг, чунки 9 та умумий координата бир-бн 
рига боглиц. Д ем ак, эркин жиемнинг эркинлик д а р а 

жаси, i' =  9—3 =  6 га тенг.

42- §. К а п и ц  жиемнинг илгариланм а царакати

Агар каттик жиемнинг харакати  вацтида унинг их- 
тиёрий икки нуцтаеини туташ тирувчи тугри чизик 
^зига-узи параллел  булиб .\аракат цилеа, бундан .\apa- 
кат каттик жиемнинг илгариланма харакати  дейилади
105-расм да жиемнинг илгариланма харакатининг турт- 
та: АВ, Л ,В ,, А2В2, АЪВЪ вазиятларн курсатнлган.

Цилиндр ичидаги поршень харакати , поезддаги 
епивакнинг цолати, тикув маш инаеида игнанинг царакатн 
ва бош ка маш ина-механизмларнинг ^аракати  илгари

136



1 а нмп ^аракатга мисол була олади. И лгариланм а ха
р а к а т  килаётган жиемнинг исталган нуктасининг тез- 
ти гй , тезланиш и ва траскториясини кУйидаги теоре- 
м а г а  асосан топилади.

Теорема. Илгариланма %аракат цилаётган цаттиц 
усиемнинг барча нццталарининг траекториялари эква- 
дистант (бир-бирига параллел) чизи^ларни %осил цила- 
ди ва цамма нуцталари геометрик тенг булган тезлик 
ва теэланишларга эгаv

Теоремани исботлаш учун жиемнинг ихтиёрий А ва 
В нукталарини танлаб оламнз. Бу нукталар орасидаги 
АВ масофа цаттиц жисм таърифига асосан узгармасдир,
иккинчи томондан АВ микдорнн гА ва гц вектори орца- 
ли цуйидагича ёзиш мумкин:

а ОАВ дан гв  =  гл +  АВ. (42.1)

В нуктанинг тезлигинн топамиз:

Г  =  —  =  —  К  +  АВ) =  i l A +  (42.2)
VB dt dt A dt dt

AB — co n s t булганлиги учун — о , демак,
1 J dt

К  <«•*>
(42.3) дан куринадики, В нуктанинг тезлиги А нукта
нинг тезлигига тенг. А ва В нукта ихтиёрий булган

лиги учун цаттиц жиемнинг ^ам м а нуцталарининг тезлик 
вектори бир-бирига тенг (геометрик тенг) деб айтиш 

•мумкин. Энди В нуктанинг тезланишини аниклай- 
миз: ' .як-щ

ав =  - в- .  (42.4)
в  d t .

Агар (41.3) га асосан vB нинг урнига vA ни цуйсак:

( 4 2 '5 )

ифода хосил бУлади, яъни В нуктанинг тезланиш и А 
нуктанинг тезланиш ига геометрик тенг. Бундан, А ва В 
нукталар ихтиёрий булганлиги учун каттик жиемнинг
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хамма нуцталари бир хил тезланиш га эга, деган хуло
са келиб чи^ади.

Энди *амма нукталарнинг траекториялари устма-уст 
туш адиган ёки бир-бирига параллел булган эквидистант 
чизиклар эканлигини к^рсатамиз. Бир-бирига параллел, 
демак, бир-биридан бир хил масоф ада турган чизиклар 
эквидистант чизиклар дейилади (экви — бир хил, дис- 
т а н т — масофа деган маънони билдиради). Илгари- 

ланм а х ар акат  таъриф идан, масалан , В нукта А нук,- 
тадан  АВ масоф ада жойлаш ган булсин. Ш унинг учун, 
агар А нукта траекторняси узгарса, В нукта А дан 
аввалгидек АВ масофада жойлаш иш и учун, В нукта А 
нуктага параллел траектория буйлаб з^аракатланишга 
маж бурднр, чунки, акс з^олда жисм илгарнланма х а
ракат  килолмайди.

Ш ундай килиб, теорема тулик исботланди: жисм 
илгарйланма харакатланганда унинг *амма нуктала 
рининг траекториялари эквидистант чизикларни досил 
килади ва барча нукталарининг тезликлари ва тезла- 
ниши (геометрнк) векторларн бир-бирига тенг экан. 
Д ем ак, илгариланма х аракат  килаётган каттик жисмнн 
битта нукта каби караш  мумкин. ^ ак и к атан  *ам, бу 
з^олда, яъни каттик жисм илгариланм а з^аракаТ кнл- 

ганида, уни битта нукта деб к а раш мумкин экан.
И лгариланм а з^аракатдаги каттик жисмнинг з^аракат 

Конуни, унинг исталган нуктасннинг зсаракат конуни 
сингари булади. А малда каттик жисмнинг огирлик 
марказини нфодалайдиган нуктани С билан белгилаб, 

шу нуктанинг зсаракат конуни
xe =  fi(t), Ус — f t (0« гг =  / 3(0 (42.6)

куриниш да ёзилади.
(41.6) тенглама илгарнланма з^аракатдаги каттик 

жисмнинг зсаракат конуни булади. Бу тенглам алар уч 
та булганлиги сабабли, илгариланма з^аракатдаги к ат 
тик жисмнинг эркинлик дараж аси  з^ам учга тенгдир. 
Эркин нуктанинг з^ам эркинлик дараж аси  учга тенг 
эканлигини эсласак, илгариланма з^аракатдаги жисм 
з^ам худди нукта сингари эканлигига яна бир марта 
ишонч з^осил киламиз.

И лгариланм а зсаракатдаги каттик жисмнинг нукта
ларининг траекториялари турлича, шу ж ум ладан, тугри 
чизик *ам булиши мумкин.
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43- §. Каттик жиемнинг айланма ^аракатш

Агар каттик жисм харакати  вактида унинг *амма 
н укталари  м аркази айланиш  уки деб айтиладиган бир 
т\три чизикда ётган концентрик айланалар  чизса, бун
дай *аракат айланма харакат дейилади.

Бундай *аракатда жиемнинг *амма нукталари ай
ланиш 5кига перпендикуляр булган текисликларда *а- 
"ракат килиб, ай лан алар  чизади. Бу айланаларнинг мар- 
казлари айланиш  $киДа ётади. Албатта, айланиш  укида 
ётган нукталар .^аракатда катнаш майди. К аттик ж ием 
нинг айланма ^аракатига Ернинг уз уки атрофида 
айланиши, электр моторларининг харакати, автомаш ина 
гилдиракларининг каракатлари  ва бошка куп каракат- 
ларни мисол тарикасида келтириш мумкин.

Бундай ^арэкатни амалга 
ошириш учун жиемнинг икки
та А ва В нукталарини к>з* 
галмае кили6 ма\камлаймиз.
Бу к0-71'13 турри чизик А В 
(106- раем) айланиш уки бу
лади ва А В устида ётган 
нукталар \аракатсиз булади. 
жиемнинг ^амма бошка нук- 
таларн АВ атрофида айлана- 
ди.

Жиемнинг неталган нукта- 
синмнг айланиш укига нисбатан 
вазиятини бурилиш бурчаги ф 

али куйидагича топамиз. 
тугри чизикдан утадн- 

ган укни г деб белгилайлнк. 
г укидан кузгалмас Р ва кУ3ралувчан Q текисликлар- 
ни утказамиз. г уки юкорнга йуналган деб оламиз. 
Бурилиш бурчаги ф нинг {Р ва Q текисликлар орасидаги 
бурчак ф га тенг) ишорасинн куйидагича танлаймиз. Агар 
г ¥ки охнридан каРайдиган кузатувчи жнем айланишини 
соат мили йуналишига тескари нуналншда курса, бурилиш 
бурчаги ф мусбат, акс ^олда (соат мили йуналишида) ман-

- фий булади.
ф бурилиш бурчаги радианда ёки градусда ифода- 

ланади. М аълумки, бир радиан ёй узунлиги радиуенга 
^енг булган марказий бурчакка тенгдир. Ш унинг учун 
o60J бурчак 2л радианга тенг. Д емак,

ОМ- 9

А"
парна

106- раем.
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1 рад =  — - =  57°17'44,8*.
2 л

Агар «р маълум булса, жисм нуцталярнни к^згалмас 
Р  текисликка нисбатан вазиятини аниклаш мумкин. Агар 
жисм бир марта айланса, бурилиш бурчаги 2 л  радиан
та узгаради, жисм N марта айланса ф — 2 л -N булади.

Умуман, жисмнинг вазиятини аниклаш учун ф ни вак,т 
функцияси сифатнда ифодалаш лазим. Агар

куринишдаги богланиш топилса, бу богланиш га айланма 
Каракатдаги жисмнинг х аракат  тенгламаси деб айти. 
лади. Айланма ^аракатдаги  жисм учун х аракат  тенг
лам аси  ф а^ат  битта (43.1) тенглама экан, демак, бун- 
дай ^аракатдаги  жисмнинг эркинлик дараж аси  1 = 1  
булади.

Айланма .\аракатни характерлаш  учун бурчаклн 
тезлик ва бурчаклн тезланиш  туш унчалари киритилади.

В акт бирлигида бурилиш бурчагининг Узгаришини 
ифодалайдигаи катталик бурчакли тезлик дейилади. 

Фараз килайлик, жисм д t вацт оралигида Д ф бурчак ка

бурилсин, у холда —  нисбат уртача бурчакли тезлик деб 
д /

аталади. Агар уртача бурчакли тезликнинг векторини со..р 
деб белгиласак,

Оний бурчакли тезликни аниклаш  учун (42.2) ифо- 
данинг лимитини оламиз:

(42.2) дан бурчакли тезлик вектори бурилиш  бур- 
чагидан вакт буйича олинган биринчи тартибли *оси- 
л ага  тенг деган хулоса келиб чикади.

Жисмнинг айланиши вактида бурчакли тезлик вектори 
узгаришн мумкин. Агар Д t вакт оралигида бурчакл i тезлик
вектори д<о га узгарса, нисбат уртача бурчаклн тез

ланиш вектори деб аталади:

Ф =  / ( 0 (43.1)

(43.3)

Д о) (4 3 .4 )
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gaKj оралиги s t  чексиз кичик булса, яъни \ t - +  0 ^ол- 
-я ур^ача бурчакли тезланиш оний бурчакли тезланишга ай- 
1 0 —*“ яъни (43.4) нинг Д / —► О холдаги лнмитн оний бур
чакли тезланишни беради:

е =  lini ( Т г )  =  — Ч> ’ (43.5) д<-.о \  Д I /  dt

(42.5) дзн оний бурчакли тезланиш бурчакли тезликдан 
вацт буйича олинган биринчи тартибли косилага тенг деган 
хулоса келиб чнцади.

Бурчакли тезлик со ва бурчакли тезланиш е тушунчала- 
рн факат каттиц жисм учун маънога эга, битта ну^та учун 
w ва е маънога эга эмас. Бурчакли тезлик со ва е бурчакли 
тезланиш катталикларн вектор катталикдир. со нинг йунали
шини парма цоидасига асосан топилади. Бу цоида цуйида- 
гидан иборат. Агар парманинг дастасини жиемнинг айланиш 
йуналиши буйича айлантирсак, парманинг илгариланма ^ара-
кат йуналиши со нинг йуналишини курсатади. 106-расмда
со айланиш ук,ида ётади ва О нуцтадан юкорига цэ раб
йуналган. Агар d ф >  0 булса, со юкорига, d<p < 0  булса,
со пастга караб йуналгандир.

Бурчакли тезланиш вектори е \ам  айланиш уцида ётади: 
d со >  0 булганда е ва со вектори бир хил йуналади; dco <  0 
булганда е ва со вектори царама-царши йуналган булади. 
d с о > 0  булганда е > 0  ва жисм тезланувчан айланма ^а- 
ракат килади, d со <  0 булганда е <  0 ва жисм секинланув- 
чан айланма харакат цилади. Шундай цилиб, со ва е век- 
торининг модуллари

d  Ф ‘ d ш d i d  ф\ '' / j осо =  —— =  а , е = -----— —  —  =  ф (43.6)
dt I  dt dt \  dfl)

куринишларда ёзилади.
Мнсол. Жисм ф =  З /4 цонуни буйича айланса, t =  1 с 

ва^тда е ва со топилсин.
Е ч и ш . Жиемнинг бурчакли тезлиги

со =  -12-=  (3 f*)' =  6 /  ва со|,_, = 6 1  = 6  
dt

га тенг; бурчакли тезланиши с =  —  =  (6 1)\ =  6 булади.
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К ап и ц  жиемнинг Af нуктасининг (106-расмга царанг) 
чизицлн тезлиги v ни топанлик, бу тезлик v нинг мо
дули

f  -= lirn | —  ) . 
д/->0 \  Д I }

106-расмдан \ S  =  R Д<р (R =  ОМ) булганлиги учун

u =  lim а» Я -lirn
д/-.о \  Д I J м —о \ .Д t )

lirn (-^-2.) =  ш экан липши хисобга олсак 
Д/-«0 \  Д t I

аммо

v — <a-R (43.6)
шаклда езилади.

(42.6) дан куринадики, М 
нуктанинг чизикли тезлиги v 
нинг модули жисм бурчак - 
ли тезлигининг танланган Af 
пуцтадан айланиш уки АВ 
гача булган масофаси R га бул
ган купайтмасига тенг экан. 
Нукта укдан канча узокка жой
лашган булса, v шунча катта 
экан (107-раем). Тезликлар диа- 

граммаси курсатилган 107-расмдан куринаяптикн, жисм 
сиртидаги нукталарнинг тезлиги энг катта булар экан.

v чизикли тезликни Af нуктани ифодаловчи радиус- век
тор оркали аниклайлик. 106-расмдаги д  ВОМ дан

ОМ =  R =  г sin р (43.7)

га тенг. Бу ерда г вектори билан о  вектори орасидаги 
бурчак р га тенг. Агар (42.7) ни (42.6) га куйсак,

v =  <a-R =  (о-r sinp 

ни косил к”ламиз. Математикадан маълумки, 

ш г sin р =  to X г .

(43.8)

(43.9)

(43.10)

Демак.

В =  И Х Г

булади ва чиаикли тезлик вектори v бурчакли тезлик век- 
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хори о» ни радиус-вектор г га бул- 
ган векториал купайтмасига тенг 
экан.

v нинг йуналиши парма к;оида - 
сИГа асосан топилади: агар парма- 
нмнг дастасинн со вектордан циск,а
йул билан, г векторга царатиб ай- 
л анти рсак , парманинг илгариланма
* аракат  йуналиши v векторнинг 
й$налишини ифодалайди (108-раем).

эди. Агар шу ифодани (43.10) га

108- раем.

.1 drМаълумки, v — —
dt

куйсак

d г
dt

—  СО X Г (43.11)

з^осил булади (43.11) ифода Эйлер формуласи деб айтилади.
Агар г радиус-векторнинг урнига бирлик-векторлар (орта.
лар) i , / ',  k ни ишлатмо^чи булса к, Эйлер формул асидан 
фойдаланиб куйидагиларни х,осил киламиз:

±L х7; У- = ш xj; — =  ш хТ. (43. 12) 
dt dt dt

(42.12) Пуассон формулалари деб аталади.
Энди жисмнинг М нуктасининг чизик w  тезланиш век-

торини топайлик. Тезланиш таърифига асосан а = ^ ~  ифо-dt
Дада v тезликнинг урнига (43. 10) ни куямиз:

а =  1 Л ==_ 1 _ (ш х 7 )=  —  x 7 - f  сох (43.12) 
dt dt dt dt

с d to ~by ерда —  =  t
dt

ва d r 
dt

=  v эканлигини эсласак,

а = е Х г  +  шХУ (43.13)

осил булади. К,уйидаги белгилашларни киритамиз:

(43.14)
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а,л =  о) х v. (43.15)
Охнрги тенгламалардаги ае ва ащ ни мос равишда ай

ланма тезланиш ва уц^а интилма тезланиш деб айтилади 
Айланма тезланиш вектори а£ нинг цуйилиш нуцтаси тан- 
ланган М нуцтада жойлашган, модули эса

формула ёрдамида топилади.
Вектор а е нинг йуналиши парма цоидасидан фоидаланиб

топилади. Парма дастасини, агаре дан г га цараб, цисца 
йул билан айлантирсак, парманинг илгариланма ^аракатининг 
йуналиши at нинг йуналишини курсатади. Ха^и^атан ^ам, 
агар парма дастасини е дан г га цараб айлантирсач, at ну ц- 
та М дан (109-раем) курсатилган йуналишда булади. Агар

е <  0 булса, ае нинг йуналиши 110-раем да курсатилган - 
дек булади. ае вектор айланма тезланиш дейилади. ае тез
ланиш уринма буйлаб йуналгандир.

Иккинчи ташкил этувчи аш тезланиш уэда интилувчи 
тезланиш деб айтиладн. Бу аы тезланишнннг з а̂м цуйилиш 
нуцтаси М нуцтада жойлашган. аш тезланиш ук^а интилувчи 
ёки марказга интилувчи тезланиш деб аталади. аш тезла- 
нишнинг ^ам йуналиши парма цоидасига асосан топилади

Агар парманинг дастасини а> дан v га, цисца йул билан

at =  e rs in (e , г). (42.16)

’5
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айлантирсак, парманипг илгариланма ^аракат йуналиши аш 
нинг йуналншипи курсатади.

Парма цоидасинн 109 Еа 110-расмдаги мисолда ишлат- 
ганимизда курамизки, аа> айланиш уци г га цараб йуналган, 
а вектори а ш га перпендикуляр булиб, М нуктанинг тра- 
екториясига уринма булади.

Демак, аг ва вектори узаро перпендикуляр булиб, 
тулик тезланиш а нинг модули Пифагор теоремасига асосан 
топилади:

а =  \  а\ +  а2ш. —(43.17)

Тулиц тезланиш а нинг йуналиши, а  бурчак орцали нфо- 
даланади. 110-расмдан бу бурчак тангенсини топамиз:

tg a  =  ——. (43.18)

Эндн ае ва аш нинг модулларини топамиз. ае нннг мо-. 
дулини (43.16) формула ёрдамида >;исобланади, бироц бу
формулада г sin (е, г) =  г sin р =  R эканлнгини хнеобга ол- 
сак, цуйидаги ихчамрок формулани ^осил циламиз:

ае — г -R. (43.19)

(43. 19) дан куринадики, айланма тезланншнинг модули 
бурчакли тезланиш модули е нинг танланган М иуцтадан 
айланиш уЦи г гача энг кись^а масофа R га булган купайт
масига тенг экан.

У ада интилувчи тезланиш au нинг модули (43.15) га 
асосан цуйидагича аницланади:

аа =  a) v sin (ш, v) ‘ (43. 20)

Расмдан куринадики, <о билан v орасидаги бурчак 90° 
га тенг, демак, . sin (ш, у) =  1 ва

0^ =  40 V ' (43.21)

булади.
Лекнн (43.6) га асосан v =  w # ни (43.21) га цуйсак, 

а и нинг модулини топиш формуласи бошцача шаклни 
олади:

au «  afiR. (43 .22)
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(42.22) дан УкКа интилувчи тезланиш нинг модули 
бурчаклн тезлик квадратининг танланган М нуктадан 
айланиш  Уки Z гача энг кис^а R масоф ага булган 
купайтмасига тенг, деган хулоса келиб чицади.

Агар (43.19) ва (43.22) ни (43.17) га келтириб кУй- 
сак, _______

*осил булади. Бу формуладан а нинг модули топилади. 
а нинг й^налишини ифодалайдиган (43.18) га, агар
(43.19) ва (43.20) ни келтириб куйсак, а  бурчак таи 
генсини е ва со оркали аниклаш  мумкин булади:

Ш ундай килиб, каттик жисм кузгалм ас ихтиёрий Z 
Уки атрофида айланганда жисмнинг исталган нуктаси 
нинг тезлиги ва тезланиш и тулик аникланди. Таъ 
кидлаш  лозимкн, со вектори кам, е вектори ^ам г  уки 
устида ётади, е вектори ёки со вектори билан бир хил, 
ёки со векторига нисбатан тескари йуналади.

У чала со, v, а векторларнинг ^ам йуналишлари парма 
Коидасига асосланиб топилади. Модуллари мос равишда
(43.6), (43. 19) ва (43.22) формулалар оркали ^исобланади 
Чизикли тезлик вектори v ни бурчакли тезлик со нинг 
coq , coy, сог ва радиус- вектор г нинг проекциялари х, у, г 
оркали куйидагича учинчи тартибли детерминант оркали 
ифодаланади:

а =  R у  е* +  со4 (43. 23)

(43.24)

i /  k

V =  СОХ г  = (43. 25)
х у г

г бунда i, /', к лар х, у , г  уклар 
да ётадиган орталар (бирлик век
торлар). (43.25) дан фойдаланиГ., 
каттик жисмнинг М нуктаси 
нинг тезлиги v нинг уклардаги 
их, о ,  ve проекцняларини (111- 
расм) топиш мумкин. Бунинг 
учун тезлик v ни ох, vy, v t лар 
оркали (38.2) га асосан

111- раем.
v — vx i + vy j + v t k (43 . 26)
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щаклд3 ёзамиз ва (43. 25) ни очиб чицамиз:

v =
/  *

(I) (О (О х у г =  («„2 —  (0, 1/) i +  (о)гх —<0х г)  j  +

У 2
+  (и>ху — шух) к. (43.27)

(42. 26) ва (42.27) тенгламаларнинг унг томонларидаги i, 
jt к лар олдидаги коэффициентларни бир- бирига тенглаш- 
тйрсак, vx, vy, vz учун цуйидагиларни \осил циламиз:

v,  =  V  — *Л'
vy --  <о,х — (охг, (43.28)

г , =  «оду  —  (Оу Х

(43.28) ни 1785 йилда Эйлер ^исоблагани учун бу тенг- 
ламаларга Эйлер формулалари деб айтилади. Агар жиемнинг 
айланиш  ук,и координата уцларининг биронтаси, масалан. 
г учи билан устма- уст тушеа, бу .\олда и>г =  <о, о>х =  — 
= 0  булади ва vx=<i)y, vy =  шх, vt — 0 ^осил булади.

44- §. Цаттиц жиемнинг айланма з^аракатини бурчакли 
тезлик ва бурчакли тезланиш ор^али классификациялаш

(о бурчакли тезлик, ае айланма тезланиш ва уцца инти
лувчи тезланиш аф (марказга интилма тезланиш) катталик- 
ларининг цийматлари узгариши билан жиемнинг айланма ^а- 
ракати характерининг узгаришини куриб чицайлик.

1. Бурчакли тезлик вектори доимий булсин, яъни <о =
=  ш0 =  const. Бу .\олда жисм текис айланма .^аракат цила- 
ди. Бундай х,аракатнинг тенгламасинн топайлик. Бурчакли 
тезлик таърифига асосан,

ш0=  =  со =  const. (44.1)

(44.1) дан
<р =  j  ©„Л =  -J- C j

ни ^осил циламиз. Интеграллаш доимийси С, ни топайлик. 
Бошлангич шарт дан t — 0 , <р =  ф , =  О булганлиги учун 
О =  шв 0 -j- С* ^осил булади ва
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тснпамани ^осил циламнз (44.2) 
ифода текис айланма .^аракаг 
тенгламасидир.

112- расмда текис айланма 
\аракат цилаётган жиемнинг бур 
чакли тезлигининг графиги кур- 
сатилган. Графикдаи /, ваь;тда 
жиемнинг бурилиш бурчаги (( 
ни топиш мумкин. <р бурчакнинг 
модули <1)0 ва /, кесмаларлан 
тузилган туртбурчакнинг юаига 
тенг. 113-расмда текис айланма 
х,аракатдаги <р бурилиш бурчаги 
нинг графиги курсатилган. Гра 
фикдан «о бурчакли теэликнинг 
модулини топиш мумкин. Бур 
чакли тезлик ф(<) тугри чизиги- 
нинг абсцисса уци билан ташкил
этган а  бурчагининг тангенсига 
тенг булади.

Каттиц жиемнинг айланма 
^аракатига Ернинг уз уци ат 
рофида айланиши, соат мили 

нинг аиланиш и, и и  ва бошца сапёра (планета) 
ларнинг Уз у к и атрофида айланиши ва бошца мисол 
ларни келтириш мумкин. Ер бир суткада Уз уци атро
фида тулиц бир марта айланади, демак, Ернинг бур- 
чакли тезлигининг модули цуйидагига тенг:

со =  .... .. «  0,000072 с ~ !.
24 соат

Бу з^олда (о =  const булганлиги учун бурчакли тезланиш
е =  0, яъни текис айланма харакат бурчакли тезланишеиз 
одакатдир.

2. Ж иемнинг бурчакли тезланиш и нолга тенг бул
маган ^андайдир доимий цийматга тенг булсин:

е =  const. (44 .3)
d О) 
dt

ни (44. 3) га куйиб со ни топамиз:

Ф =  0)0f  (44 .2)

ШШ ш .
t ,  I

112- раем.

v \

I -

113- раем.
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ш J tdt  =  t t  - f  Ct .

* ^  0, oj =  i»o бошлангич шартни охирги тенгламага куямиз 
да *осил булган w0 = t O  +  C , тенгламадан Са =  о)0 була
ди. Топилган С, =  о)0 ифодани ш нинг тенгламаснга куйсак,

а) -=ш0 ± е /  (44.4)
хоснл булади.

(44.4) ни келтириб чицарганимизда е > 0  деб олган 
э д и к , агар е < 0  деб олганимизда (44.4) тенгламанинг 
унг томонида манфий ишора булар эди. Ш унинг учун
(44.4) тенгламанинг унг томонига икки хил ишора, кам 
( +  ), з^ам (— ) куйилган.

(44.4) текис узгарувчан айланм а з^аракатдаги кат
тик жисмнинг оний бурчакли тезлигини топиш фор- 
муласи булади. Б у ер д а  текис тезланувчан з^аракатучун 
( +  ), текис секинланувчан з^аракат учун (— ) ишора 
билан олинишини эсда тутиш лозим.

114-расмда <о нинг узга- 
риш графи ги курсатнлган.
Юкориги ш0 +  е/ тугри чнзик 
текис тезланувчан, пастдаги 
w0 — ft тугри чнзик текис се
кинланувчан айланма .\аракат- 
да ш нинг узгаришини нфода- 
лайди. вактда бурилиш 
бурчаги тезланувчан харакат- 
да ОАВСО нинг юзига, се
кинланувчан харакатда О АС О 
нинг юзига тенг.

ф бурилиш бурчагнни (44.4) 
тенгламадан з^ам келтириб чикариш мумкин. >^акнкатан

^ЗМ’ Ш ~  ~dt~ НИ га Куйсак, куйидаги ифода з^осил
булади:

d(f  =  (w0 ±  et)dt.
Интеграллаб ф ни топамиз:

ф =  j (ы0 ±  е t) dt =  u>ot ±  +  Cs.

Бошлангич шарт / =  0, ф =  ф0 =  0 ни охирги тенгламага 
Куйсак, С3 =  0 з^ссил булади. Демак,

114- раем.

(44 5)
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ифода э^оснл булади.
(44.5) текис Узгарувчан айланма ^ ар акат  тенгламаси 

деб аталади. Аввал айтганимиздек, агар ^аракат  текие 
тезланувчан булса ( +  ), текнс секннланувчан булса 
(— ) ишора олннади.

3. Ж иемнинг бурчакли тезланиш и умуман Узгарув
чан булса, яънн е =  е (t) ш аклда вацт функциясн булса, 
жисм узгарувчан айланма ^ар акат  килади. Бу ^олда 
^ар акат  текис эмас. Бунда со ва <р цуйидагича топилади:

со (/) =  f е (/) dt.

Ф =  \t u ( t )d t=  J <■ f е (/) dt)dt.

Шундай цилиб, цуйидагиларни таъкидлаш мумкин:
1) со =  const, е =  0 булганда жисм текис айланма ^аракат- 
да булади; 2) е Ф  0, е =  const булганда жисм текис узга-

рувчан айланма ^аракат цилади, е .> О 
булган \олда текнс тезланувчан, е <  О 
булганда текис секннланувчан айланма \а-
ракат цилади; 3) е узгарувчан, яъни
е Ф 0 булганда, жисм умуман Узгарув
чан айланма .\аракат цилади.

2 4 - мисол (13.18). Ипга богланган 
Р юк радиуси / ? = 1 0 с м  булган Fy.ia 
(вал) ни айтантиради. Юк X =  100/- к,о- 
нун буйича харакат к клади (х — юкнинг 
рула сиртидан ажралишидан бошлаб хи- 
ссбланадиган ва сантиметрларда ифода- 

ланган масофа, t — секундларда ифодаланган вацт). Рула- 
нинг бурчакли тезлиги со ва бурчакли тезланиши е х,амдд 
гула сиртидаги нуктанинг t ва^тдаги тезланиши аницлансин 
(115- раем).

Б е р и л г а н :
R =  10 см 
х  =  100/-

Е ч и ш :  Бурчакли тезлик
нинг модули v =  со/г формула- 
дан топилади:

(•)

со ни топиш учун олдин v ни (38.5) формуладан аниц- 
ланмиз, яъни X дан t буйича косила олиб, v ни топамиз:
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(2) ни (1) га куйсак, бурчакли тезлик цуйидагига тенг бу
лади;

ш — -1 _  — 200'  — 20 tc_l 
R  ~  10 ~

Бурчакли тезланишни (4 3 .5> формуладан Топамиз:

е =  —  =  (20/)! =  2 0 с  ~2- 
dt '

Рула сиртндаги нуктанинг тулиц тезланиши (43. 23) га асо
сан

а =  R] е-' +  ы* =  200 | / l  +  400 t2

га тенг булади.
25- мисол. (13.17). Маховик 

гардишидаги нуцтанинг тулиц тез- 
ланишн радиус билан 60 ' бурчак 
ташкил этади. Нуктанинг танген-
циал тезланиши 101 3 . Ай

ланиш уаддан 2 =  0,5 м масофада 
жойлашган нуктанинг нормал (уц- 
ца интилувчи) тезланишини топинг. 
Маховик .\алцасинннг радиуси R =  1 м.

Б е р и л г а н :

= 10;
г =  0,5 м 
R =  1 м
а  = 6 0 °

^ “ 3 —
с*

а и ~ ?

Е ч и ш ;  Айланиш увидан г ма- 
софадаги М нуктанинг у ада инти
лувчи аш тезланишини аницлаш 
учун (43.22) формуладан фойда- 
ланамиз (116-раем):

аш =  «V . (1)
(1) дан куринадики, аш ни аннцлаш учун ш нинг циймати- 
ни билиш зарур. Гардишнинг сиртидагн А нуцта учун а* =
— (»2R булганлигини ^исобга олсак,



(2)

ифода з^осил булади. Расмдан а* топилади:

аш ~  ас c tg a .  (3)
(3) ни (2) га цуйиб ва хосил булган ифодани (1) форм\- 

лага цуйиб, аш ни ифодалайдиган формулани ,\осал кила
миз:

„л
а.. = “г • cti’ * , г = 5

R с1 '

2 6 -мисол (13.14). Шкив гар- 
дишида ётган .4 ну^та 50 см/с тез
лик билан ,\аракат килади (117- 
расм). А нукта билан битта радиус 
устида жойлашган В нуктанинг 
тезлиги 10 см/с га тенг. АВ =  2 0 
см.

Айланаётган шкивнинг бурчаклн 
тезлиги ва днаметрнни топинг. 

Жавоб: ш =  2 рад/с, d =  50 см.
2 7 -мисол (13.12). Ерни фа- 

Кат уз уки атрофида айланадн  
деб олиб, С анкт-П етербург ур- 
тасида жойлаш ган нуктанинг 
тезлиги v ва тезлаииш и а ни

аникланг. Ернинг радиуси 6370 км, Санкт-П етербург 
кеаглигн 60° деб олинсин.

Жавоб: и =  232 — , а =  0,0169 —  .
с с‘

45-§. Нуктанинг м ураккаб з^аракати

Виз 43 ва 4 4 -§§  да курдикки, каттик жисм нукта- 
ларининг *аракатн , тезлиги ва тезланиш и *ам да *ара- 
кат траекторияларнни аниклаш  м асалага анча жиддий 
якинлаш ишни талаб  этади. Лекин бу курилган мисол- 
лар  нукта харакатининг оддий *оллари булади.

Амалда нукта бир вацтнинг узида бир неча ^аракатлар- 
да катнашади. Масалан, поезд вагони ичидаги нукта (йулов- 
чи) вагонга нисбатан, вагон эса поезд билан би р гал и к д а  
станцияга нисбатан з^аракат килади. Фараз киламиз, А нук*
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ада вагон ичндаги одам жой
лашган булсин. XOYZ система- 
сИ вагон билан цаттик богланган,
1 0 , П I система темир йул 
системаси билан к,аттиц боглан
ган: XOYZ цузгалувман систе
ма, С О Ч £ цузгалмас система 
булсин (118-расм)

А нуктанинг О, нуктага, куз-
ралмас системвсига нисбатан ха- 
ракатига шу нуктанинг абсолют 
^аракати, А нуктани О нуктага, 
кузгалувчан системага нисбатан 
нисбН'1 х,аракати деб айтилади. Богланган A OYZ системаси
ни кУЗРалмас О, ^ s системага нисбатан харакатига А 
нуктанинг кучма каракатн деб айтилади. А нуктанинг КУ3* 
ралмас О, £ т] £ системадаги ^аракатнни OXYZ кузгалув- 
чаи системага нисбатан р нфодалайди.

Нисбий, кучма ва абсолют харакатларга мос кела- 
диган тезлик ва тезланиш ларга нисбий, кучма *ам да 
абсолют тезлик ва тезланиш лар деб айтилади. Ана шу 
нисбий, кучма ва абсолю т харакатларда катнаш адиган 
А нуктанинг ка Рак а™ м ураккаб .^аракат дейилади.

Мураккаб харакатдаги А нуктанинг нисбий, Кучма ва 
абсолют каракатларндагн нисбий тезлиги си, кучма тезлиги 
v к. абсолют тезлиги и, нисбий тезланиши ая, кучма тезла
ниши ак ва абсолют тезланиши а ни топамиз.

А нуктанинг вазиятиии О, нуктага нисбатан ифодалайди- 
ган г радиус- вектор, О нуктага нисбатан р булсин. О нук
танинг О, га нисбатан вазиятини аниклайдиган R радиус-
вектор булсин. Агар г, р, R векторлар вакт функцияси си- 
фатнда маълум булса, Л ва О нукталарнинг \аракат коиун- 
ларн аникланган булади. 118-расмдаги дО,ЛО дан радиус- 
вжторлар богликлиги куйидаги шаклда булади:

T = R  +  V. (45.1)

г ва р ни.*, у, г оркали куйндаги

р =  х i +  yi г =  R +  xi 4- yj  -f- zk (45. 2) 

куринишда ёзамиз.
(45.2) да (, /', k билан бирлик векторлар белгиланган.

харакатига А нуктанинг
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Таъкидлаймизкп, нуктанинг мураккаб ^аракатн вацтида (45.2) 
тенгламада ^ам х, у , г ^ам /, / , k вацт утиши билан уз-

гаради. Шунинг учун А нуцта тезлиги и ни v — форму-
си

ладан фойдаланнб топганнмизда, г вектори куп узгарувчи- 
ларнинг (х, у, г, i. /', k ва R) функцияси эканлигини на- 
зарда тутиб, вацт буйича хосила олишимиз лозим:

d r  d 7 п  i I I 7*; d R  . dx ~ Т ,
” “ ~ " i r w  +  ) : , +  у '  т  г к ) ~  —  + 1 г , + * х

X l i - +  i S - 7 + У -  —  +  —  1  +  2 —  • (45.3) 
dt dt y  dt dt dt

(45.3) га тезликларни кушиш теоремасн деб айтилади- 
К,уйидагича белгилашлар киритамиз:

”o = d- ~ .  ■ (45.4)

Ъ - i <455>
o . - S + x ^  +  ^  +  . ^  +  j ; .  (4 5 .6 )

бунда и0 — О нуктанинг О, нуктага нисбатан тезлиги, vH —
— нуктанинг нисбий тезлиги, ук — кучма тезликдир. Белги- 
лашлардан кенин (45. 3) куйидаги шаклни олади:

v =  1-н +  vK. (45.7)

(45. 7) дан нуктанинг абсолют тезлиги v нисбий кн ва

кучма ук тезликларнинг геометрик йигиндиенга тенг деган 
маъно кслиб чи^ади. vH нисбий тезлик (45.5) формуладан 
куриниб турганидек, шу нуцтанн ифедзлайднган г радиус- 
вектор модулининг узгариши сабабли хосил булади. 
Кучма тезлик vK нинг >;осил булишига сабаб г нинг йуналн- 
шннинг узгаришидир, яъни кучма OXYZ снстеманинг О, нук
тага нисбатан \аракати Еа /', k орталар йуналншннинг уз
гариши сабабли ^оенл булади.

Энди нуцтанинг абсолют тезланишини топамиз. Бунинг 
учун (45. 3) дан вацт буйича косила оламиз:

154



dt dt dt ‘ ~ dt*
Абсолют тезланишнинг (45.8) даги курннишда топилиши- 

га Кориолис теоремаси деб айтилади. (45.8) нинг айрим 
хадларини бирлаштириб, янги белгилашлар киритамиз, яъни

i  (4 5 9 >

сГ-х ~Г . (Г-у Т  , d l z ~Г /Г -  1ЛЧa u =  —  I Н------ I Н-------к (4о. 10)
и dt1 dt1 1 dfi

~*  I <Р i , <Р j I (i2 А: / < *  I I V

деб кабул килсак, (45.9) тенгламанинг унг томовидаги кал
ган \адларини акор (Кориолис тезланиши) билан белгилай-
миз:

3  _ 2 ( * . - " .  +  Д . - Й -  +  4 . . 1 А ' |  (45.12) 
кор \d t dt dt dt dt dt J

— ; ифодаларни Пуассон фэрмулалари билан ал*
i/f dt dt

маштирсак, (43. 12) формула дан

акор =  2 [^7  (о)Х *> +  % (а>х л  +  ^ ( ш х *)] =  2 Ш х  

х ( *  7 + 4 . 7 + S . 1 )  (45.13)
\ Л Л d/ /

з^осил булади. Бу ерда агар (45. 5) ни х,ам >;нсобга олсак,

^кор ~  2 w X i'H (45.14)

тенгламани \осил киламиз.
Никоят, агар (45.9), (45. 10), (45. 11) ва (45. 14) ифода

ларни кисобга плсак, (45. 8) тенгламани

а  =■ а и +  ° к  +  °к о р  1 5 )

шаклда тасвирлаш мумкин.



(45. 15) формула >;ам Кориолис теоремаси ёкн тезла
ниш ларн и цушиш теоремаси деб аталади. Бу формуладан 
нуктанинг абсолют тезланиш вектори ал нисбий, ак кучм а 
ва а кор Кориолис тезланишларшшнг геометрик (вектор) йигин- 
дисига тенг экан деб хулоса чицарамиз.

Энди ннсбий, кучма тезликлар ва тезланишларнинг ^ам- 
да Кориолис тезланишининг физикавий маъноеини батаф еил- 
роц куриб чицайлик.

(45.5) дан топиладиган тезлик

=  vxi + v  j  +  vt k (45. 16)

куринишда таевирланади, vH тезлик танланган А нуцтанинг 
цузгалувчан OXYZ  сиетемага нисбатан харакат цилишн са
бабли \осил булади.

Кучма тезликни ифодалайдиган (45.6) ни Пуассон фор- 
мулаларидан фойдалаииб

ёкй

ук =  v0 +  .v (о) j) +  (/(и) х  /) +  г  (о) х  k) ~  

=  t’o 4- (О X (дг i +  tj j  +  г k ) ~ v 0 + ( 1) X г

Ук = t ' 0 +  M X  г (45.16)

шаклда ёзамнз. Бунда со X г =  ип — айланма (трансверсаль) 
тезликни характерлаиди, яъни А нук,та О нуктанинг атрофи
да айланган вацтидаги тезликдир. уп тезлик йуналиши ни 
парма цоидаеига аеоеан топилади (119-раем). Бу ердаги

ни (О нуктанинг тезлигини) 
А нуктага кучнриб, айлан
ма тезлик to X г ни хам 
парма цоидасига асосан то- ■ »
пиб, А нуктага цуйиб, v0 +  
-г  to X (> ни, яъни йипш- —►

дней кучма тезлик ик ни 
параллелограмм цоидасига 
асосан топамиз. vK \ам  А 
нуктага куйилган. Агар Л 
нуктанинг нисбий тезлиги 
ин билан кучма тезлик ик

119- раем.
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на параллелограмм цдадасига асосан топилса, абсолют 
1е3лик 119- расмда тасвнрланган и га тенг булади, яъни v 
тез-тчк v„, to х  г ва vu нинг векториал йнгиндисига тенг:

V —  v 0 +  (О х  Р  4- и и .

^озиргина курдикки, кучма тезлик цутб О нуктанинг и 
тезлиги билан нуктанинг айланма тезлиги »„ =  й  х  р нинг

теометрик йнгиндисига тенг экан, яъни vK =  у0 +  со х р ор- 
^али топилади.

Агар OXYZ системанинг ^амма нуцталари илгариланма 
^аракат цилса, бу ^олда со = 0  ва (45. 16) га мувофиц

ик = у0 (45 .17)

шаклнн оладн. Бу ^олда >;ам табнийки, абсолют тезлик век- 
торн (45. 7) формула орн,алн топилади. Бу векторнинг моду
ли VH ва vK вектордан тузилган параллелограмм диагонали- 
га тенг булиб, косинуслар теоремасига асосан ^исобланади:

Нисбий тезланиш формуласи (45.10) ни
dv —► dv —► dv „ —►

в- =  Х , +  _Г / + ~ 5 Г *  =  а‘ ‘' +  а * ' +  а ‘ * (45- ,9)

шаклда з̂ ам ёзилади, бу тезланиш йуналиши нуцта траекто- 
риясига уринма булади.

Кучма тезланиш (45.11) формуласи цуйндаги шаклда 
тасвирланиши мумкин:

=  +  х + y j t (Д) + г  =

=  а ,  +  х  • - j-  (со X  I 7 < о Х  / ')+  г - -  (со X  ft) =  
dt dt dt

[ < £ .  x  г + »  x  ( t s . ) ]  + „  [ " л  x T +  

+ “ x (^f)]+z[ifx*+" x(x)]“
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I -'W X (to ; i  )) - f  
; * '*  -  

• * + y j + z k ) +
r ~~ -*■-»- —
I p - f  (OX (<i)Xp)

IP Щ\ - ; ' 1
(45.20) 

:«ди.

•езланиш at нн,

\<и тсзланишни ифо-

'4ашларни (45.20)

(45.21) 
[кУКтанинг кучма 

;Чии, айланма ва 
метрик нипшди-

гйют тезланиш и 
Ш и  ^исобга ол-

,н  (45.22)
| | ‘йуналишини пар-
L ' hi лозим. Бу кат- 
Ь’ зди:

Г

\%
5улган энг киска 

f  v тезлик. Маълум- 
аракатдир. Агар 

|  рнланма \аракат 
■с кучма тезланиш 

Чи ва демак, Ко-

1
риолис тезланиши учун а кор =  2ш X vu =  0 ифо да з^осил бу
лади. Натижада (45.20) дан

а = а „  +  а„ (45.23)
тенглама зртсил ^илинади. а нинг модули бу колда

а =  )  a j +  а- +  2а„аи cos (а 0а н)

формуладан топилади.
Нисбий тезланиш а н вектори тегиб турувчи текисликда 

ётади ва траекторияга уринма булади. Кучма тезланиш век
тори а* цутбнинг траектория текислигига параллелдир.

46- §. Кориолис тезланиши вектори
Олдинги мавзунинг (45.14) формуласидэн маълумки, Ко

риолис тезланиши
-♦ -* —¥
a KJр =  2ш х t/„

тенглама бадан топилади. Кориолис тезланиши вектор кат- 
талик булганлиги учун, з̂ ар каидай вектор сингари, уч эле
м е н т  акпр нинг куйилиш нуктаси, модули ва йуналиши 
ани^ланган булиши керак. Бу элементларни аниклашдан
олдин Кориолис ак р тезланишининг физик маъноси нимадаи 
иборат эканлигини куриб чикайлик.

Кориолис ёки бурилиш тезланиш и, мураккаб *ара- 
катда А нукта тезланиш ининг шундай таш кил этувчи- 
сидирки, бу Кориолис тезланиш и вектори, кучма кара- 
катда бурчакли тезлик векторининг нисбий тезлик в’ек- 
торига булган вектор купайтмасига тенг.

Кориолис тезланиш и биринчидан, нуктанинг нисбий 
з^аракатининг узгариш и натиж асида кучма тезлик мо- 
дулининг узгаришини ва иккинчидан, кучма айланма 
харакат натиж асида нисбий тезлик йуналишининг 
Узгаришини ифодалайди. Кориолис тезланиш и кУчма 
айланма з^аракат билан нисбий з^аракатнинг кушилиши 
натиж асида хосил булади. Ш унинг учун, агар кучма 
з^аракат илгариланма х,аракат булса (тугри чизикли каракат
булганда з^ам), о> =  0 булади. Демак, а к„р бу кучма ва нис
бий з^аракатларнинг кушилишиДан косил буладиган кат- 
талик.

Энди а„0р векторнинг элементлари: 1) a*0(l векторининг
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= а9+ х [ г  X /+сох(шх 01 +  у[ t X j +  w X (o> x j )] +
—♦ —* _ —• —•

+  z(ex  A>+ со x (о)X Л) =  a0 - f  e x ( x i + y j +  zk)+

+  to x [to x (x i +  y j  +  zk) 1 = f l 0 +  exp+(i)x  (to X p) 

ёки ак =  a0 +  e x p +  to x vn, (45-20)

бунда ол= ш х  p айланма тезликни билдиради.

(45.20) тенгламада е X г — айланма тезланиш at нн,

ш х  и» =  “  х  (“  х  Р) ~°и. интилувчи тезланишни ифо- 
далайди, яъни

аг =  е х  р,

ош — о>Х (*о X р)

шаклда тасвирланади. Агар охирги белгнлашларни (45.20) 
тенгламага цуйсак, .

а к ~  а о+  ас +  аш (45.21)
формула ^осил булади. (45.21) дан нуктанинг кучма 
тезланиш и О нуцта (цутб)нинг тезланиш и, айланма ва 
Уцца интилувчи тезланиш ларнинг геометрик йигинди- 
сига тенглиги куриниб турибди.

Ш ундай цилиб, А нуцтанинг абсолю т тезланиш и 
(45.14), (45.19) ва (45.21) формулаларни ^исобга ол- 
гандан кейин

а = а 0 + flK +  аы+ а н+ а к (45.22)
шаклда тасвирланади. Бунда аг ва аш нинг йуналишини пар
ма к,оидасига асосан топилншини эсда тутиш лозим. Бу кат- 
таликларнинг модуллари куйидагича топилади:

at =  e p s i n ( e , p ) =  tR ,

бунда R — А нуцтадан айланиш уцигача булган энг цисца 
масофа, е ва со эса бурчакли тезланиш ва тезлик. Маълум- 
ки, XOYZ  системанинг харакати кучма харакатдир. Агар 
XOYZ  системанинг кучма .\аракати илгариланма >;аракат 
б$лса, е =  0 ва ш =  0 булиб цолади ва кучма тезланиш 
(45.21) даги ае =  0 ва аа  =  0 булиб к,олади ва демак, Ко-
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I

риолис тезланиши учун а кор =  2со X ои =  0 ифода з^осил бу
лади. Натижада (45.20) дан

а = а 0 +  а„ (45.23)
тен гл ам а  з^оснл цилинади. а нинг модули бу .уэлда

а = 1  al +  ajl +  2a(fltlcos(a0 aH)

формуладан топилади.
Нисбий тезланиш а„ вектори тегиб турувчн текнеликда 

ётади ва траекториям уринма булади. Кучма тезланиш век
тори ак цутбнинг траектория текислшига параллелдир.

46- §. Кориолис тезланиши вектори
Олдинги мавзунинг (45.14) формуласидзн маълумки, Ко

риолис тезланиши

=  2о> х  и„
тенглама билан топилади. Кориолис тезланиши вектор кат- 
талик булганлиги учун, \ар  цандай вектор сингарн, уч эле-
менти: а кор нинг цуйилиш ну^таси, модули ва йуналиши 
ани^ланган булиши керак. Бу элементларни ани^лашдан
олдин Кориолис а к р тезланишининг физик »чаъноси нимадан 
иборат эканлигини куриб чицайлик.

Кориолис ёки бурилиш тезланиш и, м ураккаб *ара- 
катда А нукта тезланиш ининг шундай таш кил этувчи- 
сидирки, бу Кориолис тезланиш и вектори, кучма ?;ара- 
катда бурчакли тезлик векторининг нисбий тезлик век
торига булган вектор купайтмасига тенг.

Кориолис тезланиш и биринчидан, нуктанинг нисбий 
^аракатининг узгариш и натиж асида кучма тезлик мо- 
дулининг узгаришини ва иккинчидан, кучма айланма 
^аракат натиж асида нисбий тезлик йуналишининг 
Узгаришини нфодалайди. Кориолис тезланиш и кучма 
айланма ^аракат  билан нисбий ^аракатнинг цушилиши 
натиж асида *осил бУлади. Ш унинг учун, агар кУчма 
^аракат илгариланма ^аракат булса (тугри чизицли х,аракат
булганда \ам), ш =  0 булади. Демак, ах„р бу кучма ва нис
бий ^аракатларнинг цушилишидан х,осил буладиган кат- 
талик.

Энди a Mop векторнинг элементлари: 1) а«ор векторининг
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цуйилиш нуцтаси:; 2) ак, р нинг модули; 3) а*,р нннг йу. 
налишинн цандай цилиб аницлаш мумкинлигини курнб чй- 
цайлик.

1. о ,(р нинг цуйилиш нуцтасн А нуцтада цуйилган.
2. tiKCip нннг модули

а И(,р =  2 соун sin (<о уп) (46 1)

формула билан ба^оланади. ^а^ицатан ^ам, цуйидагн уч 
>^олда а кср =  0 булади.

а) (о =  0, яъни XOYZ система илгариланма харакат 
цнлганда ёки танланган вацтда система XOYZ учун ш — О 
булганда;

б) уи =  0, яъни XOYZ га нисбатан А нуцта тинч ^о- 
латда булганда ёки танланган вацтда система XOYZ учун 
и„ =  0 булганда;

в) о  ва ии орасидаги бурчак Zl(<o, гн) = 0  ёки Z_(o), у„)
=  л  булганда, яъни А нуктанинг нисбий тезлиги и„ нннг 
йуналиши айланиш уцига параллел булган лолларда.

а*, р нинг модули Z-(w, ии) =  90° булганда максимал бу
лади, яъни агар А нуктанинг ин ^аракат тезлиги (о вектор- 
га перпендикуляр булса, а кор =  а™* шарт бажарилади.

120- расмда А нуцта t»„ тезлик билан ^аракат цилса. 
а к;р =  0; v2 ва v3 тезлик билан (нисбий) \аракат цилса, 
а к ,р =  булиши куриниб турибди. Нуцта у„ нисбий тез-

120- раем.
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л,1К билан харакат кнлганида хам а кор =  0, чунки (о, ин) =  
ra тенг.

3. Акер нинг йуналишини парма цоидасига асосан топила
ди. Агар парманинг дастасини <о векторидан v„ векторига 
каратнб , цисца йул билан айлантирсак, парманинг илгари
ланма харакатннинг йуналиши а кор векторининг йуналишини 
курсатади.

Расмда А нуцта v2 тезлик билан ^аракат цилганида, пар
т и и  со дан v2 га (фикран to ни А нуктага кучирнб) цисца 
йул билан айлантирсак, а кор нинг йуналиши v3 вектор ус- 
тига тушган а*ор эканлнгини куриш мумкин. А нуцта us 
тезлик билан харакат цилганида, парма цоидасидан курина- 
дики, а кор нинг йуналиши а'кор булади. А нуцта и3 тезлнк 
билан .^аракат л ганда акор нинг йуналиши а3яор нинг йу- 
налншндек булади (120- расмда а|,ор, а ;ор, а к3ор векторлари)

ва х,оказо. Умуман, а кор вектор шундай йуналганки, а кор
нинг охиридан царайднган кузатувчига w вектори v„ векто
рига цараб, цнеца йул билан яцинлашиши соат милининг 
айланиш йуналишнга тескари йуналган булади.

Кориолис тезланишининг .\осил булишига яна бир мисол 
келтнрамиэ. Платформа to бурчакли тезлик билан О нуцтадан 
утаётган уц атрофида текис айлансин. Платформанинг ра- 
диусн буйлаб одам М вазиятда vH доимий тезлик билан 
^аракат килсин. Бу ерда М нуктада кучма тезлик ик, М, 
нуктада v¥ булади ва vK =  to-О Й, чк =  to • ОМ, дир. Кучма 
тезликнннг узгариши а кор ни >;осил цилади. ак ,р вектори М 
нуктада (to вектори О нуцтадан уь;ув- 
чига цараб йуналган) ук буйлаб, М х 
нуктада эса v'K буйлаб йуналганлигн- 
ни парма цоидасидан фойдаланнб осон- 
гина топиш мумкин (121-раем).

Ясовчиси айланиш уки ОА билан 
а  бурчак ,\осил кплган конус to бур- 
чаклн тезлик билан айланмокда. Ко- 
нуснинг ясовчиси буйлаб М нуцта vH 
нисбий тезлик билан \аракат цилса,
Кориолис тезланишининг модули ва 
йуналиши нимага тенг булади? Яъни 
Акор нинг модули ва йуналишини ТО- 121-РЭСМ. 
пиш лозим.
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а КОр нинг модули (46.1) га 
асосан

=  2 o>t>H sin (wPuJ =
=  2cou„sin(l80—а)

оркали \исобланадн.
а кор нинг йуналишини то- 

пиш учун со векторный фик- 
ран М нуктага кучириб (122- 
расмда ш вектори пунктир 
чнзик билан курсатилган) 
фикран парма дастасини киска 

йул билан, (о векторидан ун векторига караб бурагаИимизда 
парманинг илгариланма ^аракати М нуктадан раем текисли
гига тик кириб кетганини курамиз. Демак. Кориолис тезла- 
ниши М нуктага утказилган уринма буйлаб раем текисли
гига тик йуналган а кор вектордир.

Агар нукта Ер сиртида ^аракат крлса, Ернинг ^аракати 
кучма ^аракат булади. Нуктанинг Ер сиртидаги M v  /И,, М3 
^олатда а кор векторининг йуналишини топайлик. Парма ко- 
идасидан фойдалансак, нукта тезлиги уи, у”, у"' булганда 
а кор вектори a'KOf>, а'кор, а"ор векторларн булиб колишнни 
курамиз (12 3 -раем). Нукта М4 ва Л15 з^олатда булганда 
а кор вектори: нукта шимолий ярим шарда булганда шарк,

123- раем.

122- раем.
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томонга, нуцта жанубий ярим шарда булганда — Fap6 то- 
монга ^араб йуналган.

Д арёларда окаётган  сув (шимолий ярим ш арда) 
кориолис тезланиш ига эга булганлиги туфайли ш арккз 
к а р а б  огади, шунинг учун дарёнинг шарций khpfofh 
рарбий нисбатан купроц ёйилади. Кориолис
тезланиши мавж уд булганлиги учун эркин туш аётган 
jkhcm шарцца цараб огади, кориолис тезланиш ига эга 
б у л г а н л и г и  учун пиёлага чойнакдан цуйилган чой, ку- 
затувчига нисбатан соат милининг айланиш  йуна- 
лиши буйлаб айланади. Ернинг жанубий ярим ш арида 
ю к о р н д а г и  ходисалар содир булганда огиш йуналиши 
Ернинг гарб томонига йуналган булади.

124- раем.

2 8 -мисол. (21.4). М еханизмларнинг биргаликда иш- 
лаши натиж асида А юк горизонтал ва вертикал йуна
лишда хар акат  килиши мумкин (1 2 4 -раем ). Радиуси 
г = 5 0  см булган В б арабан га аркон тортилган булиб, 
бу барабанга А юк богланган  ва иш лаганда со =  2 л с-1 
бурчакли тезлик билан айланади. Кран горизонтал 
йуналишда v тезлик билан ^ар акат  цилади. А юкнинг 
бошлангич координаталарини еэ у9 деб кзбул  цнлиб 
А юкнинг траекториясини топинг.

Е ч и ш. Кран ^аракатинн характерлаш  учун х, у 
координата системасини тан лаб  олайлик. А юкнинг 
бошлангич *олатдаги координаталари х0, у0 бУлсин. 
Кран t вацт х ар акат  цилгандан кейии А нуктанинг (юк- 
ни ну^та деб *исоблаймнз) координаталари х, у  бУл-
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син, х, у  ни топнш лозим (1 2 4 -расмда, х, у  пунктир 
чизик билан курсатилган).

Б е р и л г а н :
© =  2лс“ 1 Е ч и ш .  А юк t вактда горизонт
г =  50 см буйлаб дг — л-0 масофага кучади ва

м бу масофа v t га тенг, яъни х
с =  0 , 5 —  — x0 =  v t .  (1)

Худди шу t вактда А юк верти
дгв = 1 0  м кал у  — у о баландликка кутарила-
у0 =  6 м ди ва кутарнлиш В барабанни айлан-
-------------------------------- тнриб, арконии vB t масофага тор-
А юкнинг траектория- тиш натижасида соднр булади.
си топилсин. Демак,

У — Уо — va't (2)
тенглама *осил булади. Барабан тезлигинннг модули (ба
рабан сиртидаги арконнинг тезлиги)

vB =  o>-r (3)

формула билан топилади. Агар (1), (2) тенгламадан (3) фор 
мула ни ^исобга олган ^олда, х  ва у  ни топсак •

x =  x0 +  v t ,  (4)
У =  y0 +  < o r t .  (5)

Охирги (4) ва (5) тенглам алар А юкнинг ^ ар акат  
Коиунларидир. А юкнинг каракат траекториясини топиш 
учун (4) ва (5) тенглам адан t вактни кискартирамнз, 
бунинг учун t ни (4) дан топамиз ва *осил булган

t - х  — х9

ифодани (5) га кУямиз. Бу холда

У -  Уо +  шг (6)

ифода хосил булади. (6) тенглама А юкнинг харакат 
траекториясидир. Агар масаланинг ш артида берилган 
цийматларни (6) га куйсак, А юк траекторняси ушбу

у  =  6,28л: =  56,8 (7)
тенглам а ш аклини олади. (7) тугри чизикнннг тенгла- 
масиднр, яъни А юк тУгри чнзик буйлаб харакат килар 
экан.
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29- мисол. (23.1). Горизонт билан 45е бурчак *осил цил- 
гаи АВ кия текислик тугри чизицли, ОХ у^ига параллел 
а =  1 Дм/с! тезланиш билан ^аракат цилмо^а. К,ия текис-

/ **" ДМ
дикдан Р жисм нисбий V 2 —  тезланиш билан пастга

т\тимокда (125-раем). Жисм ва ция текисликнинг бошлан- 
рич тезлиги нолга тенг, жиемнинг бошлангич координата- 
,тарн Х0 =  0, ^ 0 =  0. Жиемнинг абсолют ^аракатидаги тра- 

тезлиги ва тезланиши аницлансин.екторняси

Б е р и л г а н :  
дм 
с5

дм 
с*

1

Е ч и ш .  К,ия текисликнинг гори
зонтал тезланишинн аг билан, жием
нинг тезланишини ар билан белги- 
лаймиз. Жисм ва текисликнинг
бошлангич тезликларини 
лан белгилаймиз.

v0 v.  би- в р»

=  0

v - ? а — ?
Олдин Р жисмни нуцта 
деб ^исоблаб, шу нуцта- 
нинг ^аракат цонунини то
памиз. Бунннг учун тезла- 
нишларнинг X ва К уцла- 
ридаги проекцияларини то
памиз (125-раем).

а х =  аг +  а н cos 45° =

0 )=  2 —

с* " 125- раем.

fly =  — а„ sin 45“ =  — 1 

(1) ва (2) дан фойдаланиб, vx, vy ни топамиз: 

- ^ - = 2 .

(1 )  

(2)

vx =  j  2d/ - f  С,  (3)

Cj ни масаланинг бошлангич шартидан фойдаланиб аницлай- 
миз, t =  0 булганда у* =  vx, =  0 ифодаларни (3) га цуйсак,

dt
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0 = 2 - 0  + С,  ва С, =  0 з^оснл булади. С, нинг цийматини 
(3j га цуйиб

vt =  2 t (4)
ифодани ^осил циламиз. Энди иу ни худди шу йул била и 
топамиз:

=  — 1; о, = — j l  d / = - /  +  Cf . (5)

Бошлангич шартдан 
t =  0, vy =* vy, =  0 ва (5) дан С , =  0 булади, натижада

vy =  - t .  (6)
Энди (4) ва (6) дан фойдаланнб, X  ва Y ни топамиз.

(14) дан

~  =  2/,  х =» Г 2tdt =  t* +  С,. (7)

t =  0, х =  хп = 0  бошлангич шартни (7) га цуйиб, С, =  О 
эканлигини курамиз ва

х =  /г (8^
х ар акат  цонунини топамиз, худди шундай, X  ни топ- 
ганимиздек, У ни ^ам топамиз:

£ = - ' •  » — J ' *  —  f + с * <9>
f =  О, у — у0 =  h бошлангич шартни (9) га цуйнб, h =  

=  0 +  С4 ва С4 =  h ни .укил цнламиз. Бу .^олда

У — h — — ( Ю)

Бу Р жиемнинг К уци буйича .\аракат цонуниднр. Шуи 
дай килиб, (8) ва (10) лар  Р жиемнинг хар акат  ко- 
нунидир. Х аракат  траекториясини топиш учун (8) дан 
t2 нинг кийматини аниклаб келтириб (9) га куямиз ва

«/ =  /t — j  (И )

тенгламани \оси л  циламнз.
(11) ифода Р  жиемнинг ^ ар акат  траекторияси тенг- 

ламаеидир. Энди жиемнинг т^лик тезлигини

v = у  v l + v ' t  (12)

тенгламадан, тулиц тезланишини 
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жана5

126- раем.

а —V  а\ +  а1 (13)
тенгламадан топамиз. Агар (4) ва (6) ни (12) га цуйсак,

у 41г +  =  У Т Г  =  V S t  (Н )

(1) ва (2) ни (13) га куйсак

- a  =  V 4 + i - V T - f -  <15>

ифодалар ĵ ociu булади.

30- мнеол. (23.62). Ер сиртидаги М нукта шимолнй йуна- 
лиш билан а  бурчак ташкил этиб, и тезлик билан ^аракат 
Килади (126-раем). Нукта ^аракат киладиган жойнинг геог
рафик кенглиги ф га тенг. Нукта оладиган кориолис тезла- 
нишининг шаркий асх, шимолнй асу ва вертикал асг ташкил 
этувчиларини топинг. Ернинг уз Уки атрофида айланганда- 
ги бурчаклн тезлиги to га тенг.

Ж а в о б и :  а сж =  — 2 v to cos • а  sin ф, acy= 2 u c o s in a -s ir^ . 
асг — — 2и to sin а  • cos ф.
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IX  БО Б. КЛТТИК ЖИСМНИНГ ТЕКИС ПАРАЛЛЕЛ ХАРАКАТ И

47-§ . Текис фигура ^аракатини урганиш

Агар D жисм .\аракат вацтида унинг хамма нуцтл- 
лари (1 2 7 -раем) OXY текислигига параллел булиб 
Колса, D жисм харакатини текис фигура харакати деб 
цараш мумкин. Ф икран D жисмни ОХУ текислигига 
параллел  булган текислик билан кессак, а текис фигура 
Хосил булади. Энди D жисмни о си р т— текис фнгу| i 
билан алм аш тирам из. Текис фигураиинг вазиятини

аницлаш  учун OXY координата системасида АВ кес- 
манинг вазиятини аницлаш  билан алм аш тирам из (128- 
расм) ,  яъни D жисм о текис сирт билан, о енрт эса АВ 
кесма билан алмаш тирнлди.

Энди АВ  кесманинг вазиятини билсак, D жиемнинг 
вазияти хам аникланган дейиш мумкин. АВ кесманинг 
вазияти эса А нуктанинг координаталари х, у  ва АВ 
тугри чизиц кесмасининг X $ци билан таш кил этган 
бурчаги ф оркали топилади:

(47.1) текнс фнгуранннг хар акат  коиунлари деб  
айтилади. КУриниб турибдики, бундай харакатда жнем- 
нинг эркинлик дараж аси  » =  3 га тенг экан. Бу ерда  
X ва }' нуцта А нинг (кутбнннг) илгариланма харака-

127- раем. 128- раем.

X =  fAt).  
У =  ft (0.
г =  МО-

(47.1)
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т цни ифодалайди, ф эса кесма АВ нинг кутб атрофида 
айланм а *аракатини ифодалайди.

Агар: 1) ф =  const булса, фа цат X ва Y  узгаради ва 
бу холда текис фигура илгариланма харакат цилади;

2) х — const, у  — const булса, факат ф узгаради ва бу 
холда текис фигура А кутб атрофида айланма ,\аракат цн- 
лади;

3) X, Y ва ф узгарувчан булса, текис фигура .\ам 
илгари лан м а ва хам цутб атрофида айланма харакат 
цилади.

Д емак, текис фигуранинг ^аракатини цутбнннг ил
гариланма харакати  ва текис фигуранинг кутб атро- 
фидагн айланма харакатларининг йигиндисидан ибо- 
рат деб хисоблаш мумкин.

Текис фигура харакатининг илгариланма харакати  
А цутбнинг танланиш ига боглиц, яъни А нукта фигу
ранинг каерида танланиш ига боглик, чунки А нукта
нинг вазняти уша нуктанинг координаталарн X, Y 
оркали топилади. Лекин текис фигура айланма *ара- 
катини ифодаловчи тенглама ф =  Ы 0  кутбнинг тан л а
нишига боглик эмас, чунки бу вацтда текис фигуранинг 
Кутб атрофидаги бурчакли тезликлари <о ва бурчакли 
тезланиш лари е х амма КУтб нукталари учун бир хил 
цийматларга эга булади.

Кутб атрофида текис фигура нукталари текис ай- 
ланганида бу нукталар ф ак ат  уринма тезликларга эга 
булади, чунки АВ  кесма ^аракатининг ф акат  йуналиши 
Узгаради (модули узгарм айди). Бу уринма тезликлар^ 
айланма тезликлар дейилади. Бу уринма тезлик модули

формула оркали топилади, v нинг йуналиши харакат 
йУналишида В нуктадан Утказилган уринма буйлаб 
йУналган булади.

Бурчакли тезлик со ва бурчакли тезланиш е векторла-

формула оркали топилади. Бу о  ва е векторлари кутб 
Л нуцтадан Утувчи ук устида ётади ва 43- § га мувофик

v =  ш • АВ (47.2)

Рн

(О = i . 1
dt

(47.3)

(47.4)
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(о, е векторлари йуналиш лари текис фигура текислигига 
перпендикуляр бУлиб, парма коидасига асосан аник- 
ланади.

Агар текис фигура А цутб атрофида тезланувчан 
айланма х ар акат  килса, ы ва е бир хил ( 129- раем) 
йуналган, секинланувчан айланма ^ар акат  цилса, ы ва 
е бир-бирига карам а-карш и йуналгандир (1 3 0 -раем). 
Бу ^олда г ва ш нинг йуналиш ларини 129, 130-расм- 
ларнинг пастки цисмида курсатилгандек белгилаш  ца- 
бул килинган.

Текис фигура ^аракати  вацтидаги исталган нукта- 
сининг тезлиги цуйидаги теоремадан фойдаланнб 
топилади:

Теорема: текис фигуранинг харакати вактида истал
ган ну^тасининг тезлиги фигура цутбининг илгарилан
ма харакатдаги тезлиги билан цутб атрофида уша нук,- 
танинг айланма харакатдаги тезлигининг геометрик 
йигиндисига тенг.

Теоремани исботлаш учун 131-расмдан фойдалана- 
миз. Бу ерда О , нукта кУзгалмас, О нукта кутб ва А 
нукта текис фигуранинг ихтиёрий нуктаси булсин. А 
нуктанинг гА тезлигини топайлик. А нуктани О нуктага 
нисбатан гл , нукта О га нисбатан гол радиус-вектор ва О 
нуктани О, нуктага нисбатан г0 радиус-вектор билан белги- 
ласак, у з^олда

х

129- раем. 130- раем. 131- раем.

Г л — Го +  f  О А (47.5)
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voa= 4 ? -  H7.7)

теНглама х,осил булади. Бунда rQA нинг модули

V од1 = .const
ва г А ни билган ,\олда, А нуцта тезлигинн топамиз:

Бу ерда гол нинг модули доимнй булганлиги учун dJ ° f
dt

ифода А нуктанинг цутби атрофидаги айланма тезлнгига 
тенг:

dJ o  
dt

Айланма тезлик вектори (43.10) формулага мувофик,

Т 0д =  « х  70Л ■ (47.8)

шаклда ифодаланади. Парма цондасндан фойдаланиб. и ол 
вектори ОА кесмага перпендикуляр булиб, фигуранинг \а - 
ракати томон йуналган v0A булншини курамиз (131- рем ).

Энди (47.6) да хади О цутб тезлигига тенг, яъни 
dt

v . = d- £  • (47.9)at

эканлигини ^исобга олсак, А нуцтанинг абсолют тезлигинн
(47.6) формулага асосан

Я,=^+Яд (47,10)
ифодага тенглигнга ишонч ^осил киламиз.

Демак, А нуцтанинг тезлиги цутбнинг жисм билан нл- 
гариланма ^аракатдаги тезлиги i'0 билан цутбга нисбатан А
нуктанинг айланма тезлиги v0A нинг геометрик йигиндисига 
тенг ва шу билан теорема исботланди деб айтиш мумкин. 
Хацицатан х,ам, агар у0 ни фикран А нуцтага кучирсак,

вектори 1>0 ва v0A вектордан тузилган параллелограмм- 
нинг катта диагоналига тенг булганлигини курамиз.

Айланма тезлик v0A векторч доим ОА га перпендикуляр- 
лигидан цуйидаги натнжалар келиб чицади:



1

-------- —
В vox X

132- раем.

1) текис фигура нукталари тезликларининг шу нукталар- 
нн туташтирувчи уцдагн проекциялари узаро тенг. ^ацицаган 
з^ам, агар О нуктанинг тезлиги v0 булиб, Л ва £  нуктанинг 
айланма тезликлари v0A ва v0B булса (1 3 2 -раем), А ва В 
нуктанинг тулиц тезликлари v0 билан vQA ва у0 билан v0ii 
нинг геометрнк йигиндисига тенг. Бирок и0л 83 voa вектор 
АВ укка перпендикуляр булганлиги учун бу v0A ва v0H 
ни АВ кесма ёки X  укидаги проекш1ялари нолга тенг. Д е
мак, vA ва i>B векторнинг X  укидаги проекциялари факат 
v0 нинг X  даги проекцияларига тенг ёкн vA вa v B нинг 
X  даги проекциялари бир-бирига тенг экан;

2) узгармас кесма да куйилган тезликларнинг охирлари бир 
тутри чизикда ётади ва бу кесма тугри чнзнгини кесма ус- 
тндаги мос нукталаргача булган масофага пропорционал бул-

батнн косил килиш мумкин.

48- §. Тезликлар режаси. Тезликларнинг оний 
маркази

t
Олдинги параграфа текис фигуранинг тезлнгини (47.10) 

формула оркали хисоблаш мумкинлигини курганимизда t’o4 
айланма тезлик билан 0.4 кесма узаро перпендикуляр экан
лигини хам курдик. Демак, текис фигура тезликлари узаро 
бог лик экан- Бундай богланишлар текис фигура тезлигшш 
оддий чизнш йули билан тезликлар режаси деб айтиладиган 
усул билан аниклаш мумкинлигини курсатади. Тезликлар 
режаси куйидагнча тузилади: фараз килайлик, текис фнгура-
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в

.А

TV
А

^ „г  А, В, С. D нукталари- 
нинг vA, vB, vc ва vD тезлигн 
маълум булсин (133- раем).
Ихтнёрий О нуктага vA, 
vB, vc 83 vd тезликни маъ
лум масштаб билан узига- 
узяни параллел килиб ку- 
чнрамнз ва шу нукталар- 
нинг тезликларига тенг 133- раем,
булган оа, ob, ос ва od
кесмаларнн з̂ осил киламиз .\амда а, Ь, с ва d нуктанн бнр- 
бирига тугри чизиклар билан туташтирамиз. Ана шундай 
чизманинг .\оснл ки-чиниши теэликлар режаси деб аталади,
са, ob, ос ва od кесмага нурлар, а, Ь, с ва d нукталарга чуц- 
цилар деб айтилади.

133- расмда \aob дан

ob = оа + ab 

ёки ob = vB, оа = V, эканлигинн хисобга олиб

(48.1)

Vr = v.+ab, (48.2)
(47.10) формулага асосан

(48.3) 
ифодаларни ёзамнз.

Охирги иккита тенгламанинг унг томонини бир-бнрига тенг-
лаштирганимизда vBA — ab ни .\осил киламиз, худди шу
йул билан Д obc, \ocd дан фойдаланнб, vc b = be, vc =DC
нфодага эга буламиз. Куриниб турнбдики, vBA, vCB, vDC 
айланма тезлнкларднр.

Демак, тезликлар режасида чуккиларни туташти- 
рувчи тугри чизик кесмалари текис фигуранинг маълум 
нуктасининг кушнн нуктасига нисбатан олинган ай
ланма тезлигига геометрик тенг.

Шунннг учун айланма тезликларнинг модулларинн
(47.2) га асосан

vBA = ab = со АВ,
исв
VDC

= be — (о ВС, 
— cd — о) • DC

(48.4)
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в шаклда ифодалаш мум
кин. Айланма тезлик

А С

АВ, ВС, CD кесмага
*  П Р П П Р Н  T ltfK V  п а п  Л \ ; п г < з . ,  .перпендикуляр булганн 

учун abJLAB, Ьс±Вс 
ва cd_LCD булади ва 
abed туртбурчак ABCL) 
туртбурчакка ухшаш бу
либ, унга нисбатан ай

134- раем.

ланиш йуналиши буйлаб 90° га бурилгандир.
Агар текис фигуранинг бнтта нуцтаси тезлиги 

нинг модули ва йуналиши маълум, иккинчи нуцта тез
лигининг фацат йуналишини ифодаловчи т^гри чизнк, 
маълум булса, иккинчи нукта тезлигининг модулини 
тезликлар режасидан аннцлаш мумкин.

Фараз к,илайлнк, ЛЙС£фигурадагн А нуктанинг тез-
лиги (134- раем) ва В  нуцтада пунктир тугри чизиц, яъни 
В  нуцта тезлигининг ётншнни ифодаловчи тугри чизик бе
рилган. В  ва С нуцталарнинг тезлигинн топиш керак. Бу 
нинг учун О нуктага vA ни кучнриб а чужими ^осил ки
ламиз. Бу а чуц^ндан утувчи ва АВ  га перпендикуляр 
тутрн чизиц / ни утказамиз. О нуцтадан утувчи ва В  нук,- 
тадан утган пунктир тугри чизи^ца параллел булган тугри 
чизиц 2 ни утказганимиэда, 2 ва 1 тугри чизиц b нуцтада 
кесишади. Демак, Ob кесма узунлиги В  нуктанинг тезли- 
гига тенг, яъни vB = Ob. Энди Ь чувидан утувчи ва ВС 
га перпендикуляр булган тугри чизиц 3 ни ва а чувди- 
дан утувчи .\амда АС га перпендикуляр булган тугри чи- 
зиц 4 ни утказганимиэда, 4 ва 3 тугри чизицларнинг ке- 
сишган нуцтасн булган инги чущн С ни ^осил цилампз, 
демак vc = ОС булади.

Кривошип-шатун механнзмининг А нуцтасининг vА тезли- 
гини маълум деб олиб, В ва С нуктанинг тезликларнни

о 1

135- раем.

тезлик режасини ту- 
зиш билан аницлайми? 
(135-расм). Ихтиёрий, 
О нуцтага vA ни ку- 
чириб, а чуццини о̂- 
сил циламиз. В нуцта 
(сирпанчик,) гориэон- 
тал .\аракат цилганли- 
ги учун О нуцтадан
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Горизонтал тугри чизик / ни утказамиз. а нуктадан утувчи 
Ва АВ га перпендикуляр булган тугри чизик, 2 ни утказ- 
саК, 2 ва 1 тугри чизикларнинг кесишган нуктаси булган
Ь цу^^ини косил циламиз ва, демак, vB— ob. С нуктанинг 
тезлигини аниклаш учун кесмани А С : СВ ннсбатда булиб,
С ну^танн косил циламиз ва О нукта билан С ни бирлаш- 
тириб ОС нурнинг С нукта тезлигига тенглигини, яъни
у _ = ос булишини курамиз.

Текис фигуранинг ^аракати вактида исталган вактда 
доим шундай нукталар топиш мумкиики, бу нукталар- 
нинг тезлиги маълум вактда нолга тенг. Бу нукталарга 
тезликларнинг оний маркази деб айтилади. Ана шу тез
ликларнинг оннй марказини канДай килиб аниклашни 
куриб чикайлик.

Маълумки, текис фигуранинг исталган нуктасининг 
тезлиги (47.10) га асосан куйндаги ифода ёрдамида » 
топилади:

v a c  =  v o +  Z c -

Агар О кутбнинг тезлиги v0 булса, v0 га перпендикуляр гугри 
чизик утказамиз. Текис фигуранинг С нуктасининг айланма тез- 
лигини аниклашда (136-расм) О 
нуктадан С нуктагача булган 
масофа ОС ни шундай танлаш 
Мумкиики, .ушма вакт С нук
танинг тезлиги 0 га тенг бул
син, яъни t’=0, бу колда 
4- Уос = 0, бундан у0 = — «ос- 
Демак, берилган вакт момен- 
тида С нуктанинг тезлиги О 
нукта тезлигига тенг ва С 
нукта v тезлигинннг опий 
маркази деб айтилади. Охир
ги тенгламадан курннадики, 
ос = 0 булиши учун vQC — — v0 шарт бажарилиши ло- 
зим, яъни оос айланма тезлик кутб тезлиги v0 га модули 
тенг булиб, йуналиши тескари булиши шарт. Охирги тенг
ламадан фойдаланиб тезликларнинг оний маркази С нукта
нинг вазиятини аниклайлик:

vt = со • ОС,

136- раем.
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бундан ОС — (48.5)

(48.5) дан тезликларнннг 
оннй маркази С нукта ^утбнинг 
тезлнгнга утказилган перпенди- 
куляр устида жойлашади ва о 
Кутбдан ОС = tyco масофада ту
ра ди деган хулосага келамиз 

Агар кутб тезлиги vr ва 
тезликлар оннй марказининг \р- 
нн маълум булса, текис фигу

ранинг боища нукталарннинг тезлигинн аннклаш мумкин. 
Текнс фигура кутбининг тезлиги vc = 0 ва А, В, D нукта- 
лардан С нуктагача булган масофалар СА, СВ, CD нл 
маълум деб олиб, А, В, D нукталардаги тезликларнн 
топайлик (137-раем). Агар тезликларнннг оннй марказит: 
Кутб деб олсак, бу ,\олда vc = v0 = 0. (47.10) формулага

137- раем.

асосан
АС’

В С ' (48.6)

vD= »с + °о с  
з̂ осил булади ва vc = 0 булганлиги учун (48.6) дан

VA ~  VA C ’ VB  ~  V BC VD

з̂ осил булади ва
VDC

г „с = Ш-АС. ^  = уд с , v a c ± A С ; 

vbc — v)-BC, vB — vBC, v^-LBC,

v d c  = <» ■ DC, vD = vDC, _L DC;

(48.7)

Охнрги тенгламадан текис фигуранинг исталган 
нуктасининг тезлиги, фигуранинг айланиши томон йу
налган булиб, текис фигуранинг бурчакли тезлигини 
тезликларнннг оннй маркази С дан танланган нукта
гача б^лгаи масофага купайтмасига (яъни т-АС ёки 
со-ВС ва з^оказо) тенг ва шу кесмага перпендикуляр 
булади деган хулосага келамиз.
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Энди vB/vA, vD/vA ни топсак:
vB ВС t'p DC 
v , AC ' v .  AC (48.8)

Демак, текис фигуранинг исталган икки нуктаси- 
нинг тезликлар.1 модулларининг нисбати шу нукта- 
лардан тезликларнинг оний марказигача булган масо- 
фаларга t^fph пропорционал булади.

Шундай килиб, текис фигуранинг исталган нуктаси- 
нинг тезлигини топиш учун ш ни танланган нуктадан 
тезликларнинг оний марказигача булган масофасига 
купайтириш лозим. Агар /4 ва В  нуктанинг тезликлари vA, 
и ■ маълум булса, шу и , ва vB га перпендикулярлар утка
замиз ва шу перпендикулярларнннг кесишган нуктасига тез
ликларнинг оний маркази С нукта жойлашади (138-раем).

138- раем. 139- раем.

2. Текис фигуранинг А нуктасидаги тезлиги vA ва В  
нукта даги тезлик ётадиган тугри чизик маълум булиб, шу 
В  нукта тезлигини топиш лозим булсин. Бу ^олда (139- 
расм) з̂ ам vA векторга ва В  нуктадан утадиган тугри чнзик- 
Ка перпендикуляр утказиб, тезликларнинг оний маркази С нук
тани — перпендикулярларнннг кесишган нуктасини топамиз. 
В нуктанинг тезлигининг модули vB = to ВС га тенг булиб,

бунда to = дан и̂собланади. В  нукта тезлигининг йуна-
лиши ВС  га перпендикуляр булиб, текис фигуранинг а̂- 
ракати томон йуналган vB вектори булади.

3. А ва В  тезлик йуналиши бир-бирига параллел булса 
(140-раем), тезликларнинг оний маркази vA ва vB га утказил-
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гаи перпендикуляр ва тезликлар. 
нннг охиринк туташтнрувчн тугри 
чизицнинг кесишган С нуцтаси бу
лади.

4. А ва В  нуцта тезликлари- 
нинг модуллари бир хил ва узаро 
параллел булса, тезликларнинг 
оний маркази чексизликда була
ди, чунки бу ^олда (141-а раем) 
тезликларга утказилган перпен- 

140-раем. дикуляр ва тезликларнинг охи-
рини туташтирувчи тутрн чизнк 

бир-бирини кесиб Утмайди ва демак, текнс фигуранинг
бурчакли тезлиги со = _ JL  = 0 булади.

5. vA ва vB нинг модуллари тенг ва йуналишлари цара- 
ма-царши булса, С нуцта 1 ва 2 тугри чизицларнинг (141-6-

141- раем.

раем) кесишган нуцтасида буладн: 
агар vA ва vB нинг модуллари 
турлича ва узаро параллел булса 
(142- раем), С нуцта 3 ва 4 тутрн чи- 
зицларнинг кесишган нуцтасида бу
лади. Бу з̂ олда тезликлар нисбати
(48.8) га асосан —— = нфода- 

vB СВ
дан топилади. Агар vл —ив маълум
вацт оралнгида уринли булса, и,у
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вакт оралигида текис фигура илгариланма \аракат о̂лати- 
да булади.

6. Текис фигура бошка бнрон сирт ёки чизик устида 
сирпанишсиз думаласа, бу .\олда тезликларнннг оний 
маркази текис фигуранинг чизик ёки сирт билан тегиб 
хурган нуктасида булади. Бу тегиш иуктаси тегиш 
вакти оралигида ^аракатда цатнашмайди, яъни бу 
нуктанинг харакат тезлиги нолга тенг — бу нукта тез- 
лакларнинг оний марказидир.

49- §. Шаль теоремаси. Центроидлар. Айланишнинг 
оний маркази

47- § да куриб Утганимиздек, текис фигуранинг .\а- 
ракати вактида *амма вакт шундай нуктани топиш 
мумкинки, бу нуктанинг тезлиги нолга тенг булсин. Шу 
нуктага тезликларнннг оний маркази деб айтилган эди. 
Нукта тезликларининг оний маркази, текис фигура нук- 
таларида (берилган вактда) тезликларнннг таксимла- 
нишини ифодалайди. Ш у нуктадан канча узокрокда 
текис фигура нукталари жойлашган булса, улар тез
ликларининг модули шунча каттарок булади.

Текис фигура харакати вактида доим шундай нукта 
топиш мумкинки, бу нукта атрофида фигурани айлан- 
тириб, унинг янги вазиятини топиш мумкин. Француз 
олими Шаль (1793— 1880) текис фигуранинг чекли 
силжиши *акида куйидаги теоремани таклиф этди.

Теорема: текис фигуранинг текисликдаги х(ар цандай 
силжишидаги янги вазиятини бу фигурани, охирги ай
ланиш маркази деб айтиладиган нуцта атрофида бир 
марта буриш билан %осил цилиш мумкин.

Теоремами исботлаш учун 143-раем дан фойдаланай- 
лик. Текис фигурани АВ  кесма билан алмаштириб, бу кес 
манинг (текис 4жгуранинг) икки АВ  ва AtB t вазиятини ку. 
риб чицайлик. I ва II вазиятда АВ  ва /1,8, кесманинг А би. 
лан /1, ва В  билан й, 
нукталарини туташтириб,
АА, ва В В Х тугри чизнк- 
лар ^осил киламиз. Л.4, 
ва ВВу нинг урталаридан 
fn ва п перпендикуляр 
тугри чизикларни утказа. 
миз ва т ,  п нинг кесиш. 
ган иуктасини С билан 143-раем.
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белгилаймиз. Бу С нуцта чизганимнзга мувофиц симметрии 
нуцтадир. С нуктани А, В, Ах ва В, нуцта билан туташти- 
риб д  ABC  ва а  АхВ хСх ни \осил циламиз. Учбурчаклар уз- 
аро тенг, чунки 1) цаттиц жисм таърифнга мувофиц АВ = 
= /4,fl,; С нуцта симметрик булга ни учун АС = АХС ва 

ВС — В ХС. Учбурчаклар узаро тенг ва С нуцта симметрия 
маркази булганн учун фигурани ана шу С нуцта атрофнда 
Z_/4C4, = a бурчакка бураб, текис фигуранинг”11 вазияти
ни ^оснл цилнш мумкин. Хацикатан \ам, бу о̂лда д ABC = 
= д АХВ ХСХ шартидан, фигурани а  бурчакка бургани- 
мнзда мос нукталар, А нуцта Ах устига, В  нуцта В , ус- 
тига тушади ва текис фигура нинг янги вазияти ,\осил бу
лади. Демак, теорема исбот булди.

Симметрик С нуцтага охирги айланиш нуктаси деб 
айтилади. Агар текис фигуранинг чексиз кичик Д/-*0 
вактдаги силжишидаги янги вазиятини топмокчи бул- 
сак, албатта бу ^олда, бурилиш бурчаги а ^ам нолга 
интиладиган даражада кичик булади. Бу *олда текис 
фигурани кандайдир Ct нукта атрофида бураб, унинг 
биринчи элементар силжишидаги янги биринчи вазия
тини, С2 нуцта атрофида бураб текнс фигуранинг эле
ментар силжишидаги иккинчи вазиятини.....  С» нукта
атрофнда бураб текис фигуранинг л-элементар снл- 
жишндаги п- янги вазиятини топамиз. Сь С2 . . .  Сп 
нукталар айланишнинг оний марказлари деб аталади. 
Оний айланиш марказларидаги нукталарнинг тезлик
лари нолга тенг, шунинг учун бу ну^таларга тезлик
ларнинг оний маркази деб *ам айтилади.

Оний айланиш маркази ва тезликларнинг оний мар
кази бу битта нуктадир. Кетма-кет вацтлардаги оний 
айланиш нуцталаринннг геометрик урин цандайдир чи- 
знкларни *осил цилади. Бу чизицларга центроидлар 
деб айтилади. Агар цузгалмас системага нисбатан

О/
олсак цузгалмас центроид, 
цузгалувчан системага нисба
тан — цузгалувчан центроид 
дейилади.

144- раем.

Текис фигуранинг иккн нук
таси нинг (А ва At нуцта) ^аракат 
вацтидаги оний айланиш мар- 
казларнни куриб чицайлик (144- 
раем). Агар А нуцта At вацтда 
Ах вазнятни олса, бу ^олда урта- 
ча тезлик ватар ААХ орцали
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форму.

AAt
V

ла билан, оний тезлик эса ей ААХ нинг лимита

Нш
V =  д/_о

оркали топилади. Расмдан

АА .=  2 AC sin 2

ва и = limД/-.0
Маълумки,

Д <р 2

ва
Д«р/2

l i m ( i i )  = 
д/-.о \ Д/ /

= 1.

О)

шаклда ёзилчди. Бу ,\олда А нуктанинг t вацтдаги тезли
гининг модули куйидагича топилади:

v = AC iй.
vA тезликнинг йуналиши В бурчак оркали топилади. Бу 

бурчак Р нинг кнймати д/ -* О булганда, АС билан 90° бур
чак з̂ осил килади, чунки д/ -► 0 булган :цолда Дф-»-0, яъни 
Р = 90° ва vA тезлик текис фигуранинг айланма тезлигига 
тенгдир. vA тезлик АС га перпендикуляр булиб, фигура
нинг э̂ аракати томон траекториям уринма буйлаб йуналган
дир.

145- раем. 146- раем
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Текис D фигура ^узгалмас D, сиртда сирпанишсиз ду.
маласа, бу ^олда С,, С,......... Спин тасвирловчи ММ чизиги
цузгалмас, С[, С '..........С'п оний айланиш ну^таларининг
геометрик урнини тасвирловчи М'ЛГ чизиги цузгалувчац 
центроид деб аталади (145-раем).

Гориэонтал йулда ду- 
малаб бораётган ^ал^ 
(146-раем) гардишидаг н 
С ', CJ, С 2, С3 . . . нуь,- 
талар урни—^узгалувчаи 
центроида — айланани, 
С* С ]i С3 . . . нук,та- 
лар урни — ̂ узгалмас 
ценгроида— тугри чизи̂  
MN  ни ташкил этади 

Иккита рейка ораси- 
да думалаб бораётган R 
радиусли D диск (147- 

раем) *оли учун K L  тугри чизиц цузгал.мас центроид бу
либ, D диск сиртининг айланаси эса ^узгалувчан центро- 
иддир. Шундай цилиб, текис фигуранинг з̂ ациций ,\аракати 
вацтида цузгалувчан центроида лузгал мае центроидада сир
панишсиз думалийди (Пуанео теоремаеи).

Энди центроид тенгламаеини топайлик. Текис фигура 
цутбининг тезлиги v0 = vc, жисмнинг М нуктаси айланма 
тезлиги осм булсин. Бу х,олда М  нуктанинг абсолют тезли
ги (47.10) формулага асосан (148- раем):

v*= у* + wxpM,
тенглама оркали топилади. Агар О rj е цузгалмас система 
ва OXY ^узгалувчан система деб цабул ^илсак, расмдан 
курннадики, М нуктанинг координаталар» ^уйидагиларга тенг 
булади: От)£ системага нисбатан М нуктанинг координа- 
талари т), £ га тенг; CXY  системага нисбатан уша М нук
танинг координэталари ?т — 1С ва т]ч — г̂ . га тенг.

Текис фигуранинг 0, л. I  цузгалмас системага нисбатан 
тезлиги

[|м = »; +  й)Хрж (49 1)
формула ёрдамида, ^узгалувчан CXY  системадаги тезлиги

тенглама оркали топилади. Агар
Я  =  "**»+ % + ® Х ^ « с  (49 2)

Л
tk.

147- раем.
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148- раем.

шаклда тасвирланишини ^исобга олегк ва рмс нинг проекция-
лари £ — смс, г) — г], эканлнгини эслаб, vM ни куйидаги 
шаклда ёзамиз:

Рыс = xi + y j  (49.3)

Лекин

<охрм,
h /1 1̂
О 0 ы0
? — 6с П— Чс

(49.4)

(49.5)

Охиргн (49.4) ва (49.5) тенгламалардан vH тезликнииг 
Л ва S у^лардаги проекцияларини топеак, = О булади.

Vt = v cl —  to (n  —  Лс), 

"л = VCT|-Г «*> ( i — ic).
бунда

die V = — — 
c* dt »
V =^  dt

(49.6)
(49.7)

(49.8)

(49.9)

ифодаларнн .̂ исобга олсак:
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= dljdt — 0 ) ( l l  —  T]c)- 

v. = drb/dt +  a f t  — У .
(49.10)
(49.11)

Агар айланншнинг оний маркази билан тезликларнинг 
оний маркази устма-уст тушади деб цабул цилсак ва оний 
тезликларнинг проекциялари ucn= 0, ос5 = 0 эканлкгини 
*ам назарда тутсак, бу з̂ олда охиргн иккита тенглама у̂з- 
галмас системага нисбатан центроидларнннг тенгламаларини 
беради:

dlc!dt — to (т| — г)) = 0; 
dt\Jdt + ш(£ — У  = 0

еки

П = П: Н--- - d t/dt,(l)

l = l i ---- di\: ldt.

(49.12)
(49.13)

(49.14)

(49.15)

Х,осил цилинган (49.14) ва (49.15) тенгламалар ^yjFa.i- 
мас системадаги центроидларнннг параметрик тенгламаларн-
ДНр.

К,узралувчан центроид тенгламаларини ^осил цилиш учун
(49.2) ва (49.3) ни эътиборга олиб,

I j  k
О) X  р ис = (49.16)0 0 (о

х у 0
ни з̂ осил цкламиэ ёки (49.16) дан

и  X г ыс=  — ycoi- f -( о х / .  (49.17)

148-расмдан ис билан vclt нинг ху ва ух даги проекция
лари йигинднеи vx ва vy га тенг:

vx = t;e;coscp + w^simp — уш (49.18)
иу = — ис. sinф -f uct)cos<p -fwjc, (49.19)

бунда
vc, = dl/dt (49.20)

t)C4 =di]/dt. (49.21)
Агар куэгалувчан системадаги тезликларнинг оний мар- 

казининг координаталарини Х с, Ус деб, тезлик проекцияла-
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Энд» (49.20). (49.21) нн .̂ ам (49.22) ва (49.19) га цуйиб 
(X  ва У нинг урнига Х с, Ус ни цуямиз) куйидагиларни .укил 
и̂ла 1з:

dildt ■ cos ф + dx\!dt ■ sin ф — о • Кс =0.
—dg/c//• sinф -f- ch\/dt-со5ф + u X t = 0,

Бундан Х с ва Ус ни топамиз:

X f = —  (cfc/dt sin ф— diy'dt cos ф) (49.23)(О

Ye — —  (dl/dt cos ф + di\/dt sin ф ) (49.24)со
11 — M  нуктанинг координаталарн, бу нукталар цен

троида устида булса, кУтб нуктанинг координаталарн бу
лади. (49.13), (49.24) тенгламалар кузгалувчан системадаги 
Кузгалувчан центроиднинг параметрик тенгламалариднр, 
Xf, Ус — тезликлар оннй марказининг координаталариднр, 
Ф — X  уки билан I  уки орасидаги бурчак.

Шундай ки-чиб, \ам кузгалмчс, ,\ам к У з га л У в ч ан  цент- 
роидлар тенгламасини келтириб чи^ардик.

50- §. Текис фигура нукталарининг тезланиши

Текис фигуранинг исталган нуктасининг тезланишини 
аншуиш учун уша нукта тезлиги, яъни (47.10) дан

v = 1>с +о) X г„с (50.1)
вакт буйича бир марта косила оламнз (ус = у0 кутб тезли
ги. г»с = г деб кабул киламиз):

рини топсак: vcx = 0 ва 1%  =  0. (49.22)



яъни текис фигурадаги цутбнинг илгариланма харакати тез
ланиши эканлигини ^исобга олсак, (50.1) ни куйндагича 
ифодалаш мумкин:

а = а0+ амс. (50.5)
Охирги (50.5) тенгламадан ^уйидаги теорема келиб чк- 

цади: текис фигуранинг \аракати вацтидаги исталган 
нуцтасининг теманшии а текис фигура кутбининг илга
риланма царакатидаги тезланиши а0 билан текис фигура
нинг цутб атрофида айланишидаги айланма тезланиши 
амс нинг геометрик йигиндисига тенг.

Маълумки, айланма тезланиш

а !  = Я +  °о> (50-6)
фор мула дан аникланар эди ва бунда

^ _ 1 £ х 7 _ Г х 7  <М 7 ’
dt

аы =(о X = соХ v = и Х  ( (ох г) (50.8) 
dt

эканлиги з̂ ам маълум.
Бунда аг — уринма (тангенциал) тезланиш, аа — ̂ утб О 

нуктадан утувчи ук,к,а интилувчан тезланиш. Маълумки, бу 
тезланишлар модуллари

ае = е • R (а̂
а „ = со*Я (б)

орцали топилади. Бу формулалардаги R текис фигурадаги 
маълум (танланган) нуктадан айланиш у^игача булган энг 
цнсца масофадир. Агар (50.6) ни (50.5) га куйсак:

а = 0 0+ 0, + ^ .  (50.9)
Айланма тезланиш иккита]— уринма at ва уцца интнлув- 

чан аы тезланишлардан тузилган тутри бурчакли туртбур- 
чакнинг диаплйлига тенг (чунки аЕ ва аы узаро перпенди. 
куляр), яъни ан, нинг модули

a»c= V  al +  ai  (50.Ю)
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тенглама ёрдамнда топила-
Д11. Йуналиши а бурчак
оркали цуйидаги тенглама-
дан топилади:

а ,  е tga = —  = — . aw ш-
(50.11)

Энди М  нуцтадаги аб
солют тезланиши инг — а 
нинг модули а? ва а*с дан 
тузилган параллелограмм-

149- раем.

150- раем.

нинг диагоналига теиглигини эътиборга олсак, бу а нинг мо
дули косинуслар теоремасига асосан куйидагича топилади 
(149- раем):

а — 1 а* + а2мс + 2ас • амс cos (ас ,амс). (50.12)

Щуидай к"либ, а ни топиш учун а билан аЛ: ни век- 
ториал цушиш лозим. Тулик айланма тезланиш модули (а), 
(б) ва (50.10) ларга асосан

амс = y rzi-\-a)*-R (50.13)
хисобланадн.

Текис фигуранинг ихтнёрий кеемаси устидаги нукталар 
тезликларининг охирлари бир тугри чизикда ётади ва кесма- 
ни нуцталар орасидаги пропорцнонал масофаларга ажратэди. 
Хакикатан .\ам, 150-расмда А кутбнинг тезланиши аА, ай
ланма тезланиш адв булса, В  нуктанинг а в тезланиш век- 
тори ад ва аАВ нинг векторнал йигиндиенга тенг. Щунинг- 
Дек aD вектори аА ва аЛ11 нинг векториал йигиндиенга тенг. 
Бунда а бурчак (50.11) формуладан топилади. dDl ва Ь З , 
масофа (50.13) оркали з̂ исобланилади:
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ЬВХ = aAB= AB V i 1 -f u>4. (50 Г )
Охирги тенгламалардан dDjbB , = AD/AB, лекин AD 
= Axd; AB  = Axb булганлиги учун

dDx/bBx = Axd/AxB
• тенглик эрсил булади. Демак, д AXD X dx  & A xB tb булади.

Учбур-^акларнинг ухшашлигидан: 1) тезЛанишларнинг 
охирлари AXDX ва А, бир тугри чизнк АхВ х да ётади:

2) AxDxlAxB t = A xd/Axb ёки AxDx/AlB l = AD/AB ва 
AlDxlDxB l = ADlDB

Охирги нисбатлар курса
тади: КУ зга л мае АВ  кесмада- 
ги нукталар тезланишларининг 
ох1фларн шу кесмани нук
талар орасидаги пропоршюнал 
масофаларга ажратади. Шу- 
нииг учун АВ  кесмани чет-

151- гаем. ки нукталарининг тезланнш-
лари аА ва аБ ни билсак, кес- 

ма устидаги D, С, £ нуцталарнннг тезланишларини чизиш 
йули билан топиш мумкин (151- раем).

АВ  кесма туртта б\лакка—D, С, £ нукталарга ажратил- 
ган булиб, vA ва vB маълум деб олиб, ав, ас, аЕ номаъ- 
лум булсин. аА ва ав нинг охирларини АХВ Х тугри чизи;̂  
билан туташтириб, А х В х кесмани туртта тенг булакка, D, 
С „ Е х нукталарга ажратамиз. D билан D,, С, билан С ва 
£  билан £ j ни бирлаштирнб D, С, £ нуцталардаги тезла- 
нишларии топамиз. Бу тезланишлар aD, ас, аЕ ларнинг мо- 
дулларини масштабдан фойдаланиб топамиз, aD, ас, аЕ кат- 
таликларннчг йуналишини а̂м расмдан фойдаланиб топамиз.

51-§. Тезланншларнинг оний маркази
Текис фигуранинг >;аракати вацтида доим шундай 

нуктани топиш мумкинки, бу нуктанинг берилган вакт- 
даги тезланиши нолга тенг булади. Тезланиши нолга 
тенг булган нукта тезланишнинг оний маркази дейи
лади.

Тезланишнинг оний марказининг урнини аниклаш 
учун текнс фигуранинг исталган нуктасининг тезлигинн
(50.9) га асосан кУ&иагича ёзамиз: а = а#+а1 + а (1).

dDt = aAD = ADV'i* + co\ (50.14)
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Тулик айланма тезланиш амс = at -f ифода оркали 
топилар эди. Агар текис фигурада танланган нукта тезла- 
нишнинг оннй маркази булса, а = 0 ва ^  = — амс х;осил 
булади Охирги ифодада агар а0 ва амс нинг факат модул- 
ларини ^исобга олсак, куйидаги

а0 = R\ r е* + а>г ва R = —===- (51.1)у е* -j-ш3
ифодани ёзамиз.

(51.1) да R танланган нуктадан тезланишнинг оний 
марказигача булган масофадир. Танланган нукта тез
ланиши шу нукта билан кутб О нуктани туташтирувчи 
тугри чизик билан а бурчак з̂ осил килади. Бурчак 
куйидаги тенгламадан топилади:

(51.2)

152-расмда R = OA булиб, аА вектори билан О А 
орасидаги бурчак а га тенг. а  бурчак текис фигура 
тезланувчан ,\аракат килганда бурчакли тезланиш 
буйича, секинланувчан ^аракат килганда е га тескари 
томонга йуналган булади.

Шундай килиб, тезланишнинг оний марказининг 
урнини куйидагича топилади: танланган А нуктадан 
тезланишнинг оний марказигача (кутб О билан тез-

132- рас»». 153-раем.

ланишнинг оний маркази устма-уст тушган) булган ма- 
софани (51.1) дан ва аА тезланиш билан ОА орасидаги 
бурчак а  ни (51.2) дан фойдаланиб ^исобланади.

Агар кутб тезланишнинг оний маркази булса, у 
К°лда R — нуктадан кутбгача булган масофа. Масалан, 
текис фигуранинг А, В, К  нукталарининг тезланишлари 
(153- раем)
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аА = O AY  е* -f w4
ав — О ВУ  е2 + о)4 (51.3)
ак = U K V  к2 +  о4

формулалар билан аницланади. Бу тезланншларнинг те- 
кис фигурадаги ОА, ОВ ва ОК  кеемалар билан ташкил 
этган бурчаклари а (51.2) формуладан фойдаланнб хи 
собланади. У чал а тезланиш з̂ ам фнгурадаги кесма би
лан бир хил а бурчак ташкил этадн.

(51.3) тенгламалардан

нисбатларни з̂ оснл циламиз. Бу нисбатлардан: тенге 
фигуранинг исталган вактдаги тезланишларининг ми- 
дуллари шу ну^талардан тезланншларнинг оний мар- 
казларигача булган масофага тугри пропорционал ва 
бу нукталарнинг тезланиш векторлари шу нукталарни 
тезланншларнинг оний маркази билан туташтирувчн 
кеемалар билан бир хил бурчак ташкил ^нладн деган 
хулоса чик,адн.

Шуни кайд ^илиш лозимки, тезланишнинг оний мар
кази sap хил ну^та булади (154-раем).

Тезликларнннг оннй марказн текис фигурадаги АВ  кес- 
манинг иккн четки нуцталарндаги ул ва va га утказилган 
перпендикулярнинг кесишган О нуцтаенда булади. Тезланиш- 
ларнинг оннй марказн, агар А нуцтанн 1\утб деб олсак (ва 
А ну^та тезланишнинг оннй маркази), В  ну^тадан АВ  ма- 
софада туради. Бу АВ  масофанн (51.1) дан фойдаланнб 
топамиз:

аА/ав =ОА/ОВ, ав1ак =ОВ,ОК (51.4)

154- раем. 155- раем.
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г
АВ  =

ав

а бурчании tgcc = e/or ифодадан х;исоблзймиз. Шундай 
|0(либ, Л нуцта тезлянишнинг, О иун;та тезликнинг оний мар- 
казидир.

А нукта кутб булса, а в = ал+ авл, бунданаЛ/( =ав = —ал

булади. аВА га АВ  орасидаги бурчак a =arctg-^ га тенг.
аА ва ав ва нисбатан а бурчак билан тугри чизикларни ут
казамиз. Бу тугри чизикларнинг кесишган нуктаси С тезла- 
нишнинг оний маркази булади (155- раем). Агар тезликнинг 
оний марказн О, тезланишнинг оний маркази С нукта маъ
лум булса, бу колда: уринма а,, нормал ап ва айланма ав 
тезланишларнинг фаркини як*
Кол тасвирлащ осон булади.
ХаКиКатан \ам> агар ( 156- 
рас м) М  нукташшг тезланиши 
а булса, бу тезланиш а ни бир 
марта а, ва ап ташкил этув- £ о-
чиларга, яна бир марта айлан
ма ак ва укка интилувчи аш 
тезланиш каби ташкил этувчи- 
ларга ажратайлик. Расмдан 
уринма а, ва нормал ап тез
ланиш О нуктага нисбатан, 
айланма ае ва укка интилувчи расм
аш тезланиш С нуктага нис
батан олиниши равшан булиб турибди. Шунинг учун аг ап 
ва ас, аш ни бнр-бири билан алмаштирмаслик керак.

31-мисол (15.3). Доимий е бурчакли тезланиш би
лан О нуктадан Утадиган ук атрофида текис тезланув
чан айланма харакат килаётган ОА кривошип г ради- 
усли тишли гилдиракни R радиусли кУзгалмас тишли 
гилдирак атрофида думалатади. Бошлангич t = О вакт- 
да, кривошипнинг бошлангич бурчакли тезлиги (Оо = 0 
ва бошлангич бурилиш бурчак фо = 0 деб кабул ки- 
либ, кузгалувчан тишли гилдиракнинг кзрзкат тенг* 
памалари топилсин. А нуктани кутб деб кабул килин- 
син.
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Дэ
'1

Б ерилган :

е0
ton = О

Ечиш : К,узгалувчан тишли гил- 
диракнинг ,\аракат тенгламасини 
топиш деганда, шу гилдиракнинг ,-\ 
нуцтасининг координаталари Х л в а 
У А ни тушу ниш  лозим. 157-расмда- 
ги дОЛВ дан

Х л = ОА-cosф = (/? + /-) cosф. (],
Кр1Шошип текис тезланувчан ait 
лайма харакат цилганлиги учун

ф = 0)о/ + (2)
тенглама ёрдамида топилади. 
Масаланинг шартига асосан ш0 =0 
ва

*t <•Ф = (3)

157- раем.
ифода эрсил булади. Энди (3) 
ни ( 1) га ^уйиб, ^уйндагини то
памиз:

X .  = (/? + г) cosА 2
дОЛВ дан Yл ни ани^лаймиз:

Y . — ОА-sinф = (Я + г) sin

(4)

еки
Y A = (R + r )sin (5)

Демак, (4) ва (5) цузгалувчан тишли гилдиракнинг з̂ а- 
ракат тенгламалариднр.

К,узгалувчан тишли гилдиракнинг бурилиш бурчагн ф!
албатта, ф бурчакка богли .̂ Бу богланиш —  = ———<р, R+ r
лама билан нфодаланади. Охирги тенгламадан

' „  Я -f г _ f Rт , _ —  ф „ ( -  +  1) —

тенг-

еки
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кузгалувчан тишли
гйлД|факнинг ^ Р акат 
тенгламаси — бурилиш 
бурчаги ср, нинг t ва̂ т- 
га цараб узгариш цо- 
нуни топилади

32- мисол. (16 15). 
Кривошип механизми- 
дз крнвошнпнинг 
узунлигн 0/1 = 40 см, 
шатуннинг узунлигн 
АВ== 2 м. Кривошип

ЯН 1180 — — айланиш со- 158- раем.
миншли

нига мос бурчакли тезлик билан айланади (158- раем).
Шатуннинг бурчакли тезлиги <о ва бурчак АОВ нинг О,

л Зл . •
— ; л, —  турт киимати учун шатуннинг уртаендаги нуц- 
танинг тезлиги топилсин.

Бер и лган :

я =180 [а  Ал 
мин

<г =0, ■л2 ’ Л, ■

ОА « 40 см
АВ = 2м
<0, —  ? __?
to, —  ? Ра _ ?
СО,—  ? V3_  }
<04 _ ? VA_ ?

Зл
2

Ечиш . Масаланннг шартига
асосан, <р бурчак 0 дан Пу гача
ортади, демак, О А кривошип соат 
милига нисбатан тескари томон- 
га кара б айланади. Шунинг учун 
А нуцтадаги тезлик О А га перпенди
куляр булиб, чап томонга йуналган 
ва В  нуцтаннинг \ам тезлиги чап 
томога йуналгандир. vA ва vB век- 
торларига перпендикулярлар утказ- 
сак, бу перпендикуляр тугри чи- 
зицларнинг кесишган нуцтаснда тез- 
ликларнинг оний маркази С ну^та 
жойлашади. С нуцтани М ну^-

та (шатуннинг урта нуцтаси) билан туташтирсак, МС кес- 
мани ухил циламиз. Агар СВ, МС кесмаларнинг циймат- 
лари маълум булса, со бурчакли тезлик ва М нуктанинг v 
'езлигини ани^лаш мумкин.

АВ  шатуннинг бурчакли тезлиги

шл в АС (1)
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vA — 2 пп-ОА. (2)
АВ  ке:ма узунлигини Д ALC дан топсак,

АС = ALt'cos ф. (3)
AL ни д ALB  дан (LB  — ААХ эканлигини .угсобга олиб) 

топамиз:
AL = V A B *  — AAf (4)

а ОААх дан ААх = О Лзтф . (5)
(5) ни (4) га цуямиз ва >рсил булганини олдин (3). кейнн 
(З)дан >̂ осил булганини (тенглама (2) ни ,\иеобга олган х,ол- 
да) (1) га куямю:

2лп ■ ОА cos ф /0
( ! ) . „ =  ■■■ / , — . (о)

АВ }  А В1 — О А * мп^ф '  '
(6) тенглама АВ шатуннинг бурчакли тезлигини топиш 

формуласндир. Агар масала шартида берилганларини (6) га 
Куйсак,

2,4 • лсскф .(!).„ = -- ---- --- - ■
АВ  I  4 — 0,16 sin1 ф

Косил буладики. бундан ф = 0 булганда = ъ>АВ —
— — —  я; ф = —  булганда и>лд = о>, = 0; ф = л булган- 

5 2
6 Зл ... _да (i)3 = соАВ = —  л ва ф = —- булганда = ыла — О
5 2

ифодаларнИ косил киламиз. Бнринчи кийматнинг манфий чн- 
Киши шатун кривошипга нисбатан тескари томонга айлани- 
шини курсатади. ,

Энди .И нуктанинг чизикли тезлиги им катталик:

^м =(Лл в СМ (7)
158-расмдаги д СММХ дан

СМ = 1 CMj + ММ\ (8)
С,И, - C L  + LVI, -A L  tg4> + 5 1 2 2 . (9)

тенгламадан топилишн мумкин. vA катгалнк А нуктанинг
айланма тезлигидир:

, -  у  ( f f - M . *  -
_  V  АВ1 • Oj4* • sir* ф ^
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(9) ва (10) ни (8) га цейсах:

СМ — у  ( AL ■ tg <р ОА ^ySj*+ (П)

ёки

СМ = у  (АВг—О A sin4 ф tgcp- ОА sin ф \* АВ1— ОЛ%т2ф.

(12)
Куриниб турибдйкн, vM ни аниклаш учун vAB ни (6) 

дан, СМ ни (12) дан топиб (7) га ^уйиш керак:
1) Ф  = 0 булганда ш, = — — лс-1;

5
АВ ' . 6-3,14 • 100 смс м  = --- = 1 м ва у, = ---------«377 — ;
2 5 с

2) ф = булганда шатуннинг >̂ амма нуцталарининг 
тезликлари А ра В нуь̂ таларнинг тезлигига тенг булади,
яъни = v. =2л-лСМ=2-3,14-180 —  -40 = 754 ,м л  60 с
сон = О СМ — оо (тезликларнинг онии маркази чексиз-
ликда булади);

6 АВ3) ф = rt булганда <■>,„*=— яс-1, СМ = —— = 1м ва5 2
0-7-7 СМv = 377 — ;

с

4) ф = —— булганда 
СМ = оо ва у = v . =ТП Л
=754 — (шатуннинг айла-
ниш йуналишини мусбат 
деб оламиз) ифодаланади.

ЗЗ-мисол. (18.1.) Го
ризонта.! рельсда дума- 
лаб бораётган халцанинг 
С маркази Х с = 2/2 см 
Конуни га буйсуниб ,\а- 
Ракат и̂лади 

Раем текислигига пер
пендикуляр булиб С 159- раем.
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vA = 2л п-ОА. (2)
АВ  ке;ма узунлигини Д ALC дан топсак,

АС = AL/cosy. (3)
AL  ни д ALB  дан (LB  = ААХ эканлигини .уссобга олиб) 

топамиз:
AL *=УАВ* — АА\ (4)

д ОААх дан ААХ =0/4 sin ф. (5)
(5) ни (4) га куямнз ва хрекл булганнни олд(ш (3), кейин
(З)дан >;осил булганини (тенглама (2) ни .\иеобга олган \ол- 
да) (1) га куямиз:

2лп ■ ОА cos су 
Ш,4в “  » Лв* — 0.4« sinJ ?

(6) тенглама АВ шатуннинг бурчакли тезлигини топиш 
формуласидир. Агар масала шартида берилганлар;ши (6) га
Куйеак,

2,4 • л cos <р . ^со . я =  —  ------- —
> 4 — 0,16 sin1 ф

ухгил буладики, бундан ф = 0 булганда cot = содя =
---- — л; ф = —  булганда сода = о», = 0; ф = я булган-

5 2
6 Зл . .  .да со3 = соАВ — —  я ва ф = —  булганда со4 =ыАВ = О 
5 2

ифодаларнИ ,\осил циламиз. Биринчи цийматнинг манфий чн- 
киши шатун кривошипга нисбатан тескари томонга айланп- 
шини курс?тади. ч

Энди .VI нуктанинг чизикли тезлиги см катталик:

1'м =ь>лв-СМ- W
158- расмдаги д С Л Ш , дан

СМ = 1 СМ- + ММ] (8)
СМ, = CL +  LM, = A L • tg ф + ° ^ п-ф- (9)

тенгламадан топилишн мумкин. vA катталик А нуктанинг
айланма тезлигкдир:

АВ% 0^si ngyw w tAB ,* ,  АВ* О A1 si
М!Л' ~  V  1 т )  ~ м 'в  ~ V  --------- j



(9) ва (10) ни (8) га 1̂ 5'йсак:

СМ = у  ( AL lg y  +  OA ( П )

ёки

СМ = ^  (АВг—0/4 sin* ф lg<f- ОА sin ф \* АВ1—  О Л % т2ф.

(12)
Куриниб турибдйки, vM ни аниклаш учун vAB ни (6) 

дан, СМ ни (12) дан топиб (7) га ^уйиш керак:
1) Ф = 0 булганда ы, = — — яс-1;

5

см = АВ 1м ва у, = 6.3.14-100 ;377— ;

2) Ф = ~  булганда шатуннинг ,\амма ну^таларининг 
тезликлари А ра В нуцталарнинг тезлигига тенг булади, 
яъни vM = vA = 2я л ОЛ =2-3,14-180— 40«754 — ,
(оц = О СМ  = оо (тезликларнинг оний маркази чексиз- 
ликда булади);

* 6 АВ3) ф = л булганда (о,,,' = — яс-1, СМ = —  = 1м ваЭ л.

ОТ7 см 
у ш == 377 — ;

4) ф = булганда 
СМ = оо ва и = v . =

т  л
=754 — (шатуннинг айла-
ниш йуналишгни мусбат 
деб оламиз) ифо дала на ди.

33-мисол. (18.1.) Го- 
ризонтал рельсда дума- 
лаб бораётган халцанинг 
С маркази Х с = 2(1 см 
К°нунига буйсуниб .ха
ракат ^илади.

Раем текислигига пер- 
пендикуляр булиб С 159- раем.
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\ца интилувчи тезланиш аш ва айланма тезланиш а, 
1нма тезланиш) векторларининг модуллариии топамиз:

а = е -АС = — sin —, АС = L  — 12 см,
* 24 2

я э я /А, =  -  -  51П - ,

а = со5• АС = —  -12- cos 
“  144 * 2

Я4 7Uа., = — cos —.
ш 12 2

>нди t = 0 булганда ф, at, аи ларнинг цийматларини 
блаймиз:

Фо“ Н -о  = |  sin ( f  0) = ° ,  (И )

fle L = --- 7  S'n ( Т ' 0)  =  0, (12)

а I, . = — cos ( — • o') = — . (13)U /-а 12 V 2 / 12 '
— О булгандаги аех, аи> ни расмда Аи нуктага цуямиз 

jy расмдан (2) ва (5) га асосланиб, ал нинг X  ва Y 
аридаги прсекцияларини топамиз:

я 4 „  ,  СМa . v — а.. = — = 8 ,1  —.AY ш, J2 С1

Шундай цилкб, А нуктанинг тулиц тезланишининг мо-

<*Л = У  <*лх + <еАу = V 42+ ( W  = 9,07 f ,  

iA нинг Y  у^и билан ташкил этган бурчаги (аА нинг
Й у

алиши) 159-расмдан tg а = ----дан аницланганда: а=



нуцтадан утаётган горизонтал ук атрофида узунлигн £. = 12 см 
булган АС стержень ф = sin t конуннгз асосан
тебранадн. АС стержень охнрн булган А нуктанинг /=0 
ва^тдагн тезланиши аннклансин (159-раем).

Ечиш . АС стержень текис-па- 
раллел ^аракат к^1моКДа- шунинг 
учун А нуктанинг тезланиши кутб 
С нуктанинг тезланиши билан А 
нуктанинг С кутб атрофидаги тулик 
айланма тезланишларининг геомег- 
рик йигиндиенга тенг:

Бер и лган :
Хс = 2 / j c m  
г =  12 см

я я ф =  —  sin —  гY 6 2

t = 0 булганда 
а, = ? 
а — ? су— ?

ал = ас + АС = ас + алс =

* 3 c + i i i “ e
еки ал ни ас ва шхАС  тезланиш- 

ларнииг проекцняларн оркали ёзшиимиз .\ам мумкин:

алх ~~ асх~г  ашх

МУ

~ й еХ- 

— a CY а еУ •

чункн
ы х Л С  = оАС= аы+ ае.

= “ Х(а х /4С),

ае = е х АС 
шаклида тасвирланади. Энди асх ни топамиз:

(2)
(3)

(4)

(5)

(6)

°сх  = 

а,

лсх
d X с 

dt
(2t% = 4/, 

см>сл = (40, = 4 — ,

a CY

(7)

(8)
Айланма тезланишни топиш учун о ва е ни топиш ке-

рак:
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da / я . nl \, я* я/ /nv
ю =  —  = Ф =  — sin—  =  —  COS— , (9)dt \ 6 2 /I 12 2

я* я/ / imе = Ф = — _  sm — . (10)

5\ца интилувчи тезланиш аш ва айланма тезланиш а, 
(уринма тезланиш) векторларининг модулларини топамиз:

а. = е • АС = — 21^. sin —, АС = L  = \2 см,
* 24 2

я 5 . ntа = ----sin — ,С 2  2

а = о)* у4С = —  -12- cos
144 * 2

я 1 я/а,, = — cos —.
u 12 2

Энди t *= 0 булганда ф, оЕ, аш ларнннг цийматларини 
^нсоблаймиз:

Ц  <Po = 4>Lo = |  s«» ( f  0)==0, (11)

fle U o  =  — 7 s in ( l " ° )  =  0- <12>

а» \ о = -  cos /-  • o') = — . (13)» 12 \2 ' } \2 '  ’
t = 0 булгандаги аех, а ни расмда Л0 нуцтага ^уямиз

ва шу расмдан (2) ва (5) га асосланиб, ал нинг X  ва Y
5кларидаги прсекцияларьни топамиз:

л  СМ

° А Х  —  а СХ ~  4
я4 о , СМОду = а,, = — = 8,1 —.A Y  и>, j 2  c i

Шундай ^ильб, А нуктанинг тули^ тезланишининг мо
дули

^  -  У *л х  + Ъ у  = V 4*+(8,1)* = 9,07 м̂; 

а>( нинг У у^и билан ташкил этган бурчаги (аА нинг 

йуналиши) 159-расмдан tg а = -лх дан анн^ланганда: а=
аАУ

— 25°.
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160- раем.

Жавоб: Х д = (/? — г) cos

34-мнсол. (15.4). К,узгалмас
0 (160-раем) нуктадйн утувчи 
горизонтал ук атрофида О А кри - 
вошип со0 доимий бурчакли тез
лик билан айланиЗ, г ради уели 
тишли рилдиракни R  радиусли 
К у  зга л мае тишли гилдирак ичн- 
да думалантирмокда. t — 0 бул
ганда фо=0 деб кабул кнлнб, ки
чик тишли гнлдиракнинг \аракат 
тенгламалари (Л нуктанинг \а- 
ракат тенгламалари) топилсин. 
А нуктани КУТ6 деб к-збул ки* 
линсин.

УА = (R — г) • sin co0f; ф, =  — — l ) ы0/.
V т '

Фч— кузгалувчаи тишли галди* 
ракнинг бурилиш бурчаги, ф, 
дагн минус ишора гнлдиракнинг 
кривошипга нисбатан тескари то- 
монга айланншини курсатади.

35-мисол. (16.8). Узунлиги
1 м булган АВ стержень а̂м- 
ма вакт узаро тик булган ОХ 
ва ОУ тутри чизикларга узинин г 
четки нукталари билан таянади. 
Бурчак ОАВ — 60° булган вакт- 

даги тезликлар оний марказининг координаталари X  ва
Y топилсин (161-раем).

Жа тоб: X  = 0.86‘i  м; Y = 0.5 м.
Зб-.мнсол. (18.2). Олдинги 33- мисолнинг шаргларини уз- 

гартирмэсдзн АС сторкеннинг охири А нуктаеннинг t = 1 с 
вактдаги тезлл.шши аяикланенн.

161- раем.

AY -  — 7,73-с*

ал = 12,2с-1 л С1
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52- §. Цаттик жиемнинг кузгалмас нукта атрофида
^аракати — сферик ^аракат

Агар цаттик жисм битта жиемнинг кузгалмас нуцтаси 
атрофида харакат килса, бундай х,аракат кр ттщ  жиемнинг 
цузгалмас нуцта атрофидаги харакати деб аталади. Бундай 
^аракатдаги жиемнинг з̂ амма нукталари битта кузгалмас О. 
нукта атрофида сферик ^аракат килзди, шунииг учун буи 
дай харакатга кискача сферик 
^аракат деб айтилади (162- 
расм). Жиемнинг вазиятини 
аниклаш учун кУзралувчан 
0 ,5 л ? ва жисм билан каттик 2 f  
богланган 0XYZ  системани 
оламиз. кузгалувчан О f ч с 
система жисм билан каттиК 
богланган булганлиги учун 
энди шу жиемни кузгалувчан 
система билан алмаштирамиз.
Агар система вазияти маълум 
булса, жиемнинг вазияти .\ам 
маълум булади. 0£г)| систе- 
маиинг вазиятини учта ф,
6, ф бурчак оркали топамиз.
Бунда ф — прецессия бурчаги деб айтилади, бу бурчак ОА'У 
текислигида ётади. О •»]£ текислиги билан 0XY  текислигининг 
кесишган тугри чизигиии 01 билан белгилаймиз ва бу 01 
чизигига тугунлар чизиги деб айтилади. 0Y ва 01 чизиклари 
орасидаги бурчак прецессия бурчаги ф га тенг. ф бурчакка 
хусусий айланиш бурчаги деии.ади. Бу ф бурчак О^Н те- 
кнелигида ётади ва Ос билан 01 орасидаги бурчакдир. 
Учинчи бурчак 0 га мутация бурчаги дейилади, бу Ор би
лан 0Z орасидаги бурчак булиб, бу бурчак ётган текислик 
О/ чизигига перпендикулярдир. Шу учта бурчак ф, ф, 0 
Эйлер бурчаклари деб аталади. Эйлер бурчаклари ф, ф, 0 
маълум булса, кузгалувчан системанинг, демак, каттиК 
жиемнинг вазияти аник булади. Каттик жисм сферик \apa- 
кати вактида ^аракат конунлари куйидагича тасвирланади:

162- раем.

^ = Ч>(0. 
ф = «f (0. 
0 =  0 (I).

(52.1)

(52.1) кнглсма сферик харакатдаги каттик жиемнинг
1W



харакат цонунларидир. бундай харакатдаги жисмнинг эркин
лик даражаси i = 3, чунки харакат цоиунларн учтадир.

Эйлер бурчакларининг узгариши натижасида о>ф, ва 
<ов бурчакли тезлик векторларн хосил булади:

-  *  -  *  (52.2)

<523>

ш» = j  =в. (52.4)

Бу шг  ш ва o)d векторларнинг йуналишлари расмда 
курсатилган: ва (оф вектор бир текисликда ётади; <о0 век
тор векторга перпендикуляр йуналган.

Натижаловчи бурчакли тезлик вектори ха? учала бур
чакли тезликларнинг геомгтрик йигиндисига тенг:

о) =  о)  ̂-f <оф +  (52.5)

(о векторнинг модули ва йуналишини ^уйидагича топа
миз; билан соф модул тарининг йигиндиси косин уел ар 
теоремасига аеосан топилади:

= Уй%  + %  + 2*% %  cos 0. (52.6)
со̂  а билан а>0 нинг йигиндиси ф бил ж toe упрэ пер
пендикуляр йуналганлиги учун Пифагор теэтемасига асосан 
^исобланади:

(|)^= КЦ Ф + Ч  (52-7)
ёки агар (52.7) га (52.6) ни цуйсак:

<•> = Кю* + + 2о)ч шф cos 0. (52.8)
Хаь, Пугган, 162-рзсмдан куринаджи, билан <оф нинг 

йигиндиси га тенг.
Бунда (d̂  вектори нннг охирнга (оф кучирилганда 

Хосил булди. Энди о>ф ф нинг охирига соа ни куйсак, нати- 
жаловчи бурчакли тезлик со ни хосил ^иламиэ, бунинг учун
О нуцтани шв нинг охнри билан туташгириш лозим.
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Ана шу натнжаловчи бурчакли тезлик вектори ш ётган 
тутри чизик 0Q агрофида каттик жисм айланади. Бу тугри 
чнзик 0 Q бошлангич вактда 0 5 уци билан (каттнк жием
нинг динамик симметрия уки) устма- уст тушади Жисм а̂- 
ракати вактида Эйлер бурчаклари узгаради ва натижада 0Q 
укининг фазодаги урин а̂.м узгаради. Шу 0Q укига оний 
айланиш уки деб айтилади.

53- §. Каттик жиемнинг сферик х,аракати вактида 
унинг янги вазиятини аниклаш. Аксоидлар

Каттик жиемнинг фазодаги вазияти, маълумки, шу 
жиемнинг бир тугри чизикда ётмаган учта нуктасининг 
вазияти билан аникланади. Учта нуктадан биттаеи 
Кузгалмас О нукта, колган иккитаси жиемнинг А ва 
В  нукталари булсин. Жисм сферик ^аракат килганда 
(163-раем) А ва В нукталар сферанинг сиртида ва О 
нукта сфера марказида булади. Шундай сферик *ара- 
катда булган жиемнинг янги вазиятини куиидаги Эй
лер— Даламбер теоремасига асосланиб топилади.

Теорема: битта %узгалмас нццтага эга булган жисм-



>

ни цузгалмас нуцтасидан утадиган уц атрофида бу- 
раб, бир вазиятдан силжитиб, ихтиёрий иккинчи ваэи- 
ятни %осил цилиш мумкин.

Теоремани исботлаш учун фараз киламизки, жисм
I  вазиятдан // вазиятга утсин ва жиемнинг маркази О 
нуцтада булсин. Жисмни О нуцтадан утган сфера сирти 
билан кесиб S, ва S 2 сегментларни ^осил килайлик. Бу 
сегментлар устидагн Ах В х ва А2, В 2 нукталарни сфера 
сиртидаги А^ВХ з̂ амда А2В 2 ёй билан туташтирамиз. 
Жиемнинг икки вазиятидаги А,А2 ва В^В2 нуктала- 
рини з̂ ам сфера сиртидаги ёйлар билан, туташтириб,
А\Аг\ В\В2 ни *осил циламиз. А^А2 ва В {В 2 ёйнинг 
Урталаридан шу ёйларга перпендикуляр булган m ва п 
ёйларни *ам сфера сиртида Утказамиз. m ва п ёйлар- 
нинг кесиш нуктасини С билан белгилаймиз. Бу С 
нукта чизганимизга мувофик симметрик нукта булади. 
Сфера сиртида ёйлар утказиб С нуктани А\Ви А2В 2 
нукталар билан туташтириб, иккита САУВ Х ва СА2В 2 
сферик учбурчаклар з̂ осил киламиз. Бу сферик учбур- 
чаклар Узаро тенг булади, чунки:

1) А ^ В Х =  А М г\ 2) Л[С = А £ \  3) B f i  —  В £ .

Симметрик нукта С ни сфера маркази О билан ту
таштириб, ОС Укнн з̂ осил киламиз, бу ОС уки з̂ ам 
чизганимизга мувофик симметрик ук булади. Энди 
жисмни ОС уки атрофида а бурчакка бурсак, СА\ВХ 
ва СА2В 2 сферик учбурчаклар узаро тенг бУлганлик- 
лари учун А х нукта А2 нуктанинг устига ва В, нукта В 2 
нуктанинг устига тушади. Демак, биринчи вазиятдаги 
СА\ВХ сферик учбурчак жиемнинг иккинчи вазиятида 
булган СА2В2 сферик учбурчагн устига аник тушади. 
Бундай учбурчакларнинг устма-уст тушиши жиемнинг 
янги вазиятининг хоенл булншидан далолат беради. 
Шунинг учун антиш мумкинки, .\акикатан .\ам жиемнинг 
силжишидаги янги вазиятини *осил килиш учун шу 
жисмни ОС Уки атрофида а  бурчакка (< А хСА2= а) 
бураш етарли экан. Бу хулоса теореманинг исбот бУл- 
ганлигини кУрсатади.

163- расмда жиемнинг чекли силжишини курамиз. 
Шунинг учун ОС Ук охирги айланиш Уки деб айтилади 
Агар жисмни Д/-*-0 вактдаги чексиз кичик элементар 
силжишини курсак, бу .̂ олда А2В 2 ёйи А ХВ Х ёйига 
чексиз якинлашади ва ОС уки з̂ ам бир неча ОСь 
ОС2 . . .  *олатларни. олади. At вакт чексиз кичик бул-
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гандаги охирги айланиш уки ОС нинг вазиятига оний 
айланйш Уки деб айтилади.

Оний айланиш Укини ОУ билан (162-раем) белги- 
ланади. 163-расмда ОС\ ОС2 . . .  онин айланий! укла- 
ридир. Бу Укларнинг з^аммасининг *ам боши О н\кта- 
да булади. Жиемнинг кетма-кет силжишидаги оний ай
ланиш Укларинннг геометрик урни конус (конус учи О 
нуктада) сиртини ,\осил килади. Бу конус сиртига 
аксоид деб айтилади. Аксоидлар кУзгалувчан ва к\’з- 
галмас булади. Агар кУзгалувчан системага нисбатан 
олинса, цузгалувчан аксоидлар, кУзгалмас системага 
нисбатан олинса, цузгалмас аксоидлар деб айтилади.

Кузгалувчан ва 
КУзгалмас аксоидлар 
^амма вакт бнр-би- 
рига бирон чизиклар 
билан тегадн. Бу 
аксоидларнинг бир- 
бирига тегадпган чи- 
зиклари оний ай
ланиш уки булади.
Оний айланиш ук- 
ларн устидаги нук- 
таларнинг уша ондаги (вактдаги) тезликлари нолга тенг 
булади. Агар D жисм горизонтал текисликка думаланса, 
бу холда (164-раем) кУзгалмас аксоид маркази О 
нуктада булган дойра юзини, кУзгалувчан аксоид эса 
маркази О нуктада булган ва жисм сиртини ташкил 
этган конусни *осил килади. 164-расмдаги ОС,, ОС2 
. . .  чизикларга мос Ofti, OQ2 — оний айланиш уклари 
ва кУзгалувчан системага O fi'i, OQ'2 мос келади.К\рин- 
яптики, з^амма вакт кУзгалувчан ва кУзгалмас аксо
идлар бир-бирига оний айланиш Укларини тасвирловчи 
чизиклар буйлаб тегади. Шундай бУладики, кУзгалув
чан аксоид кУзгалмас аксоид сиртида сирпанмасдан 
думалайди. Демак, жиемнинг сферик з^аракати вак- 
тнда кУзгалувчан аксоид кУзралмас аксоид сиртида 
сирпаниНкгиз думалайди.

54-§. Сферик з^аракатдаги жиемнинг бурчакли 
тезлиги ва бурчакли тезланиши

К,аттик жисм At вакт ичида да бурчакка бурилса (1 63 - 
раем), Aa/At ниебат уртача бурчакли тезлик дейилади.
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д /
Агар вакт оралигини чексиз кичик цилиб олсак, яъни 

Д/-+-0 булса, у .̂ олда (54.1) дан олинган лимит оний ш 
бурчакли тезлик векторини беради:

Таъкидлаб Утганимиздек, бурчакли тезлик вектор
катталикдир. Вектор шундай йуналганки, ш векторнинг 
охиридан караётгаи кузатувчига жиемнинг оннй айла
ниш уки атрофидаги харакати соат милининг ^ара- 
кат йуналишига нисбатан тескари томонга йуналган
булиб куринади. to векторининг йуналишини парма кои- 
даеидан фойдаланиб *ам топиш мумкин: агар парма
нинг дастасини жиемнинг оний Ук атрофида айланиши
томонига бурасак, унинг илгариланма х.аракати to нинг 
йуналишини курсатади.

52-§ да куриб утганимиздек, to вектор соч, ва сой
нинг геометрии йигиндисига тенг экан. Х,акикатан а̂м,
(52.5) формуладан to вектор Эйлер бурчакларининг узгари
шига боглик булиб, а  бурилиш бурчаги оркали топилади. 
Демак, а бурчагининг узгариши г)\ ф, 0 нинг узгаришига 
боглик булади.

Энди to векторнинг кУзгалУвчан х> У> г уклардаги 
проекцияларини топайлик. Бу проекпиялар (52.5) га асосан 
tô , tô , (0̂  нинг Уклардаги проекпияларининг йигиндисига 
тенг, яъни (52.5) нннг уклардаги проекцияларини оламиз:

ёки

(54.2)dt

(54.3)

162-расмдан фойдаланиб, tô , <оч, toe нинг проекциялари
ни топамиз: ыЧх = 0, — 0, шхг = to<t



<офу = шф sin 0 sin ф,
° V  = %  cos 0, (54.4)

ш 0* =  W9 • COS (9 0  — ф), G)0J( =  O)0 cos ф, (0e f  =  0 .

Энди (54.4) нинг мос кагталикларини (54.3) га цуямиз: 

ш, = — о>ф sin 0 sin ф 4- а>в sin <р,
(|)у = ие со5ф + o^-sin 0 sin f, (54.5)
w = и л + to. cos 0* V Ф

еки

0)^=0 sin ф — ф sin 0-cos ф,

шу = 0 cos ф + ф sin 0- sin ф, (54.6)

о», = ф + ф cos 0.

165- раем.

Агар бурчакли тезликларнинг цузгалувчан ун̂ лардаги про- 
екцияларини олсак П65-а раем), соф нинг 05 УКК3. проек
цияси шф cos 0 га ва 0 г)1 текислигига эса шф sin 0 га тенг 
булади. шф ва со0 нинг проекциялари оддийгина топилади.

=* (оф cos 0. (оф1( = шф sin 0 созф, софЕ = <оф sin 0 эшф.
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(0*ч =  0; *= °- (5 4 -7 )
0),вф °< “ вч =  — 0)е sin  Ф» “ в* =  we ■ cos (p.

со нинг маълум укдаги проекцняси барча со̂ , соф, со0 нинг уша 
укдаги проекиняларннннг йигиндиенга тенг булганлиги учун

*> ,= %  + со̂  cos 0, 
соф = — со0 sin ф + со̂  sin 0 cos ф, 
tot =сое cos ф -f a y  sin 0 • sin ф. (54.8)

ёки

%  = Ф + Ф cos 0,

соч = 0 sin ф -f ф sin 0 cos ф, (54.9)

о,, = 0 cos ф + ф sin 0 • sin ф.
Шундай килиб, бурчакли тезлик векторининг моду- 

лини, проекцияларини ва йуналишини аниклашни энди 
биламиз. Бирок. КУЙидагини эсда саклаш лозим: бур
чакли тезлик вектори оний айланиш Укида ётади — бу 
жисм сферик харакат килганда шундай булади, агар 
жисм кузгалмас Ук атрофида айланма харакат килса, 
(буни биз 43-§ да курган эдик) со вектор кУзгалмас Ук 
устида ётади.

Сферик харакат вактида оний айланиш Укининг 
фазодаги вазияти Узгариб турганлиги учун со бурчакли 
тезликнинг *ам модули, *ам йуналиши Узгаради. Агар 
Д/ вакт ичида жиемнинг бурчакли тезлиги Дсо га Узгарса,

—  ннсбат уртача бурчакли тезланиш дейилади:
—►

Т  = — . (54.10)др д/ 7
Уртача бурчакли тезланиш еур нинг модули АВ  ватар 

узунлигига тенг. е нинг йуналиши А нуктадан В  нукта
га ка раб йуналган (165-6 раем).

Оний бурчакли тезланиш е ни аниклаш учун (54.10) 
ифодани Д/ = 0 вактдаги лимити олинади:

е = limД<-*0
Дсо 
Д t

— . (54.11)dt
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Вакт оралиги А/-*-О ?̂ ол учун 165-расмдаги А В вектор 
А нуктадан утказилган уринма билан устма- уст тушади. 
Шунинг учун оний бурчакли тезланиш А нуктадан утказил
ган уринма буйлаб йуналгандир. яъни е нинг йуналиши 
бурчакли тезлик годографи буйлаб йуналган булади (166-
а раем) Бурчакли тезланиш е вектори жиемнинг бурчакли 
тезлиги о> нинг узгариш тезлиги, яъни и га тенг:

е ва и вектор айнан битта катталик, булар бир-бирига 
тенг Маълумки, бурчакли тезланиш бурчакли тезликдан 
вакт буйича олинган биринчи тартибли \осилага тенг. Бу
е вектор А нуктага уринма булади, лекин векторни к<п- 
чилик ^олларда О нуктага куйилади ва ОЕ чизиж бурчак
ли тезланиш чизиги деб айтилади (166-а раем).

Агар о) ётган тугри чизикка со° ортани утказсак,

ифодани ёзиш мумкин. Агар (54.12) ни ^исобга олсак, (54.11) 
ни куйидаги шаклда ёзиш мумкин:

(54.12)

U) — 0) • U)О (54.12)

(54.13)

К,уйидаги белгилашлар киритамиз:

(54.14)
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d '  СО®e, = о) --
dt (54.15)

e, бурчакли тезланиш со бурчакли тезлик модулинннг 
узгариши туфайли косил булади. е, эса о нинг йуналиши
нинг узгарчши натижасида косил булади. е, ни бошцача 
шаклда х,ам ёзиш мумкин. Х,а^и^атан кам, Эйлер формула- 
снга асосан

бунда со, бурчакли тезлик со нинг узгаришини ифодалайдн 
Агар (54.16) ни (54.15) га куйсак, унда

Косил булади. Ни^оят, е = е, 4- булади.
Шундай килиб, жисмнинг сферик .̂ аракатн вактида е 

вектори жисмнинг 43- § да курилган айланма з̂ аракатидаги 
с дан фарк килади:

1) е вектори сферик каракат вактида со вектори билан 
устма- уст тушмайди;

2) сферик каракат вактида е вектори е, ва е, ташкил 
этувчиларга ажралади;

3) жисмнинг цузгалмас ук атрофида айланиши вактида
е вектори со вектор ётган тугри чизик устида ётади;

4) сферик каракат вактида нинг йуналиши со 
векторнинг охиридан утказилган уринма буйлаб йунал- 
ган, С| вектори оний айланиш уци буйлаб йуналган 
булади.

55- § Сферик каракатдаги жисм иукталарииинг чизикли 
тезлигини аниклаш. Аксоидлар тенгламалари

Сферик каракат вактида жисм иукталарииинг тез
ликлари худди айланма тезликлар каби топилади. Би
рок, бу айланма тезлик жисмнинг оний айланиш Укида 
айланиши натижасида булиши шарт. Маълумки, 43- § 
да айланма тезлик куйидагн формула билан топилган 
эди (166-6 раем):

(54.16)

еа = со | со, X со° | = со, X со (54.17)

г = со X г (55.1)
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Чизицлн тезлик v нинг модулини топиш учун М  нук- 
тадан оний айланиш ук,и О S2 гача булган энг кис^а hy ма- 
софани бнлиш лознм. Бунда оний айланиш уцининг 
тутган урнини билиш учун шундай С нуктани топамкаки, 
бу нуцтанинг тезлиги танланган вацт моментида нолга тенг 
булсин. С нукта ва кузгалмас О нуктадан утказилган туг- 
рй чизик оний айланиш уки булади. (55.1) дан v нинг 
модули 0 Q укига нисбатан аникланади:

оний айланиш укидан танланган О нуктагача булган 
энг киска масофадир.

Чизикли тезлик v нинг йуналиши, маълумки, парма 
коидасига асосан топилади. Энди v ни проекциялар 
оркали аниклаймиз. 43-§ дан маълумки, v ни кузга
лувчан OXYZ ва кузгалмас 0£т)| уклаРдаги проекцияла-

шаклларда ифодалаш мумкин. Оний айланиш уки устида 
ётган нукталарнинг тезликлари нолга тенг, демак, vx = 
= vy = vt = 0 ва и. — vn — vi = 0 эканлкгинн хисобга ол- 
сак, (55.4) дан

v — <ог s in ( ш, г ) = (о • Ла, (55.2)
бунда

hQ = г sin (to, г ) (55.3)

рини
i, j, k 

v = cox, <ov, (0, (55.4)
*i. у. *
* it iu

(55.5)



ифодани ^оснл киламиз. (55.6) ифодани кУзгалувчан 
систем ада оний айланиш уцининг тенгламаси дейилади

(55.6) дан вактни йукотгандан кейин буладиган 
ифодага кУзгалмас аксоид тенгламаси, (55.7) дан 
вактни йУкотгандан кейин ^осил буладиган ифодага 
КУзгалувчан аксоид тенгламаси деб айтилади.

56- §. Сферик ^аракатдаги жисм нукталарииинг 
чизикли тезланиши

Каттик жисм исталган нуктасининг тезлиги (55.1) 
формула ёрдамида аникланади. Факат (55.1) формула 
Кулланилганда v нинг модули оний айланиш Укига 
нисбатан олинишини эслаш лозим. Энди каттик жисм 
М  нуктасининг тезланишини топайлик:

* d и d * . d (о , ^ jd r  i c c  i \а = —  = — (со X г ) = —  х г + ( о Х ---  (56.1)
d i d t  dt dt

Агар ~  ~~  = v эканлигини ^исобга олсак

( i= E  X f + ( i ) X  V

тенгламани еки
(56.2) 

(56 3)
ифодани ^осил киламиз. Охирги тенгламада

167- раем.
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at = e X r

аш = о) x v,

(56.4)

(56.5)
of — айланма тезланиш. aot — укка интилувчи тезланиш- 
ни (43-§ га н,аранг) ифодалайди. Факат бу ерда аг ва аш 
нинг модуллари оний айланиш уки СЮ га нисбатан и̂соб- 
ланиши лозим (167-раем), яъни

ае = г-г- sin ( е, r )  = e ht, (56.6)

аш — ш v ' sin (a t v ) — (56.7)

ае нинг йуналишини топиш учун парманинг дастасини е
дан, кисКа йул билан, со га цараб айлантирсак, at вектори 
г ва е ётган текисликка перпендикуляр булиб, М  нукта
дан кузатувчига караб йуналганлигнни курамиз. Парма цои- 
дасидан билинадики, парманинг дастасини кисКа йул билан,
со дан и га караб айлантирсак, ам вектори О Q оний айла
ниш Укига перпендикуляр йуналган булади. аш вектор би
лан Q уки \амда MD чизиги билан бурчаклн тезланиш чи
зиги Е  ораларидаги бурчак 90° га тенг. Тулик тезланиш 
ае ва аш дан тузилган параллелограммнинг катта диагона- 
лига тенг:

а — V  а\ -f а2ы + 2а€аш cos ( ае, a j .  (56.8)
Агар жисм кузгалмас ук атрофида айланса, со ва е бир 

тугри чизикда ётади, hu=ht= R  була
ди ва (ar, a j  = ■ 90Бу ^олда (56.8) 
фо] муладан 43-§ даги

а = V  а; + а2а 
тенглама ^осил булади. Сферик \apa- 
катдаги жисм учун а, ва и бнр хил 
йуналган эмас, ое ва орасидаги
бурчак хаР хил булиши мумкин, а, 
бу ^олда бурчакли тезланиш укига 
нисбатан ^нсобланилади. at ва аш нинг

9' / О

168- расы.
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модуллари М ну^тадан оний айланиш уки OQ гача булган 
энг киска масофа ht ва Е  укнгача булган энг киска ма- 
софа ht оркали ^нсобланади.

37-мисол. (19.1). Вертикал 0? ук атрофида гилдирак- 
нинг (волчокнинг) г уки сочилиш бурчаги 20 булган дойра 
вий конус чизади. Агар тлдиракнинг г уки атрофидаги 
бурчакли тезлиги со ва г укининг О; уки атрофидаги бурчак 
ли тезлиги со, булса, гилдиракнинг абсолют бурчакли тезли
ги Q ва бу бурчакли тезликнинг йуналиши нимага тенг 
булади (168-раем)?

Берилган:
со, со,
2 0

Q? cos (Q r)

Е ч и ш* Жиемнинг О нуктасига со, ва
со векторларини чизамиз. Жисм а̂м £. 
х,ам г уклари атрофида айланади, ик
кита айланма .̂ аракатда катнашаДИ На- 
тижаловчи Q бурчакли тезликни (52 6) 
га асосан топсак, со билан со, нинг век
тор йипшднеига тенг:

й =» У  со2 + <of + 2око, cos 0. ( 1)
Энди Si нинг г уки билан ташкил этган бурчагининг ко- 

ai ну сини топамиз:

cos (Q г) = ^  (2)

бунда Иг бурчакли тезлик со ва со, нинг г укидагн проекция- 
сидир. 168- раемдан со нинг г даги проекцияси узига тенг: 
со, = со, со, нинг г даги проекцияси со̂ . = со, • cos 0 ва

= 0)z + а>1ж = со +  со, cos (3)
Них,оят, (3) формуладаги Q, ни келтириб, (2) формула- 

га куйсак
м -fco,«cos 91!cos (Q, г ) = У  +  (Oi + 2ш>х • cos в

тенгламанн з̂ осил киламиз.
38-мисол. (19.3). Баландлиги h = 4 см, асосининг ра-

диусч г = 3 см булган конус кузгалмас О нукта атрофида
текисликда сирпанишсиз думаламокда. Конус асосининг

СМмарказн ис = 48 — = const тезлик билан ^аракат киляпти. 
Конуснннг бурчакли тезлиги, бурчакли тезлик годографн-
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ни чизадиган нуктанинг координаталари тенгламаси ва конус- 
нинг бурчакли тезланишини топинг (169-раем).

Берилган : 
ОС = Л = 4 см
С А = г — 3 см

*. о ем .ис = 48 —
с

<о — ? А’, — ? 
Z,-^? Е  — ?

Ечиш . Конуснинг горизонтал 
текислик билан тегиб турган чизи
ги (XI оннй айланиш уци булади. 
Oil уци атрофида конус о> бурчак- 
лн тезлик билан айланади. Бу ш 
ни (55.2) формулага асосан топа
миз:

о = ( 1)

169-расмдан куринадики,

ha = СМ,
СМ  = Л - sin а

лекин

sin “  ОА У7* + Л* 5 ’
ОСcos а  = — =

булганлиги учун 

ва (I) га асосан

0/1 Гг* + А*

, 3 12 СМ= 4 • — = — см
5 5
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Конуснинг ОС ^узралмас г ук агрофндэ со, бурчак
ли тезлик билан айланади. Шу г ytyt агрэрнда С иуцга а̂м 
ис тезлик билан .царакатда булади, демак, <о ни яна (55.2) 
формулага асосан (г у^нга нисбатан) топамиз:

• ■ - й -  <3> 
Расмдаги д ОСМ дан:

ОМ = ОС • cos а — 4 • — — — см.
5 5

Охирги ифодани (3) куйиб, цуйидагини з^кнт риламиз

“ i=  у6 -5 = 15с"1. (4)

Расмдан курннадики, бурчзкли тезлик годографинн чн- 
задиган нущта о» векторининг охирида булади. Бу нукта- 
нинг координаталари со векторининг координата уктаридаги 
проекииялари.га тенг булади. Агар со ни ir проекцияларини 
х,. ух, гх деб к;абул кнтсак, расмдан

X, =  (U COS (Ot t —  (0̂ ,
ух = Шу = о) sin со,/, (5)
г, = со. = 0.

ифодаларни косил киламиз. (4) дан со, = 15 с '1 булганлиги 
учун со,/ = 15/ ни (5) га куйсак

х, = 20 cos 15/,
ух =-- 20 sin 15/, (б)
г, = 0

\осил булган (6) ифодалар бурчакли тезлик вектори го- 
дографининг тенгламаларидир.

Энди конуснинг бурчакли тезланишини топиш учун (54.11)

формуладан фойдаланамиз, яъни е = и = = ш1 X соdt
ёки е нннг модули Z_( со,, ш ) = 90° эканлигнни .цисобга 
олсак, куйидагича топилади:

? = V e 2x + t2y +  е;.
лекин
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б^лганлиги учун
е = Уш г(с1* cos* co,f to*©* sin2 • со,/ — coco, = 300 с-1 

булиб колади.
Бурчакли тезланиш е нинг йуналиши со векторига

уринма ва и векторига параллел булиб, О нуктага куйила-
ди; со ва со, нинг йуналиши, v„ йуналиши маълум булган
да, парма коидасига асосланиб топилади.

39-мисол. (20.15). Жиемнинг кУзралмас нукта атрофи- 
даги харакат конунлари Эйлер бурчаклари билан берилган:

Бурчакли тезлик годографини чизадиган нуктанинг ко
ординаталарн ва жиемнинг кузгалмас х, у, z укларга нис
батан бурчакли тезлиги ^амда бурчакли тезланиши аник* 
лансин.

ср =  4/, ф =  ^  —  2/; 0 =2, 3

Берилган : 
ср = 4/

rf = — - 21
2

F. чиш. Бурчакли тезлик годо- 
графнни чизадиган нуктанинг коор- 
динаталари, 38- мисолда кургани- 
миздек, сол, сОу, со, булади, яъни 
хг = сол, ух =шу ва г = сог. Фор
мула (54.6) га асоеан

лг, = со* = 0 sin —

Ух — соу =0 cos rf + ср sin 0Х

со — ? е — ?
. 21 = + Ф cos 0.

X sin (2)
(3)

Масаланинг шартидан

Ф -  (4о; = 4. (4)

(5)
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« - ( f ) ; - °  <б)
(4), (5), (6) ни мос равишда (1), (2), (3) га цуямиз:

“ х = -«I -  4 sin - J cos ( 4  — 2/j = 2 К З ; (7)

cos — 2<j =2 / 3  sin 2/

®У = УI = 4 • sin -у • sin | -J- — 2 f j =2 V 3  sin — 2/j =

= 2 ^ 3  cos 2t. (8)

<oz == г, = — 2 -f 4 cos — = — 2 + 2 = 0. (9)
3

Бурчаклн тезлнкнинг модулини (52.8) фэрмуладан фой- 
даланнб топамиз:

(0 = }■' \j;* -ftp* + 0* -f 2 ф cos 0 =

= j / l 6 + 4 — 2 • 4 • 2 • -  = Vl2c~* =,

= 2 К3с~ !. (Ю)
Бурчакли тезланиш г. нинг модулнни

* = Ve-x + el + tj ( 11)
формуладан топамиз, бунинг учун (7), (8), (9) дан

ех = —  = 4 J/3 • 2 • cos 21 dt 
еу = — 2 К З  ■ 2 sin 2Л ег = 0. ( 12)

( 12) даги txty ва ег ни ( 11) га куйсак,

е = К 1б • 3 cos* • 2t -f 16 • 3 sin* • 21 —

= /16  • 3 • (cos- 21 +  sin2 20 = V #  3
ёки

e = 4 V Зс_г.
Шундай к;илиб, жисмнинг бурчакли тезланиши 4 У3с~*  

га тенг экан.
40-мисол. (20.17). Жисмнинг цузгалмас нуцта атрофн-
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даги *аракат конУни Эйлер бурчаклари оркали куйидчги

<f = Л/. = -7 + ant, 0 = 7

теНглама билан берилган. Бунда а ва п катталнкларнн дои- 
мий деб \исоблаб, жиемнинг бурчакли тезлиги ва бурчакли 
тезлчнишини, цузралмас х, у, г укларндаги проекцинларинн 
топннг.

,  п У зЖавоб: = — —  cos ant,

n V 3 . . / - I \o)y = — —  sin ant. to, = n I a 4- — j;

an1 У  3 . an: Vr 3~et — ----- sin ant, ey = ------ cos ant.
x 2 y 2

57- §. Эркин каттик жисм ^аракатининг умумий х,оли

Каттик жисм кннематикасннинг мавзуси билан 
танншиш жараённда эркин каттик жиемга таъриф 
берилган эди. Бу таърифга мувофик, агар жиемнинг 
>;аракатига чек куйилмаган булса, бундай жиемга эр
кин жисм деб айтилган эди. Шундай эркин жисм *ара- 
катининг умумий *олини куриб чикайлик.
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Фараз килайлик, эркин жисм маълум вакт $тгандан 
кейин биринчи ( I)  *олатдаи иккинчи ( I I )  ^олатга утсин. 
Жисмнинг (170-раем) О, О1 нукталарини кутб *исоб 
лайлик. Эркин жисмнинг ихтиёрий ^аракатини *амма 
вакт иккита з^аракатнинг йигиндиси деб цараш мум 
кин:

1) жисм кутбининг жисм билан бирга илгариланма 
каракати;

2) жисмнинг кутб атрофида сферик з^аракати.
Хакикатан *ам, жисмнинг з^олатини бир тугри чнзик-

да ётмаган учта нуцта ёки шу нукталарнн туташтириш- 
дан *осил булган ABC  учбурчак оркали ифодалаш 
мумкин. Бунинг учун жисмнинг кутбн булган А нук
тани жисмнинг янги вазиятндаги А\ нукта билан ту- 
таштирамиз ва ЛЛ( тУгри чизикни *осил киламиз 
(171-а раем). Жисмнинг В ва С нукталаридан утувчи 

ЛЛ, кесмага тенг ва параллел булган ВВ\  СС' кесма-
ларни з̂ осил киламиз. Энди 
С', В ' ва Л, нукталарни ту- 
таштириб, жисмнинг КУтб 
билан биргаликда илгари
ланма з^аракатидан кейин 
оралнк вазияти Л ,В 'С ' ни >;о- 
сил киламиз. Жисмнинг охир
ги II вазятини аниклаш учун 
Даламбер— Эйлер теорема

сига а:э:ач. жиемни Л, нук
тадан утадиган ук атрофида 
маълум бурчакка бураймиз 
Натижада жисм Л ,В 1С] ,уз- 

171-раем. латнга, яъни II вазиятга
утади ва бу янги вазият 

Кутбнинг илгариланма ^аракати билан биргаликда 
жисмнинг кутб атрофидаги сферик з^аракатннинг КУШИ_ 
лншндан з̂ осил булди.

Худдн шу жисмнинг II вазиятини олдин А\В\С\ 
учбурчакни Л, нуктадан утувчи ук атрофида сферик 
-\аракатлантириб (Даламбер — Эйлер теоремасига 
асосан) А В ’С' (171-6 раем) ораликдаги вазиятга 

•утказиш, кейин жиемни Л| кутб билан биргаликда илга
риланма з^аракатлантнриб, Л ,В 'С ' вазиятдан А ]В ]С] 
вазиятга утказиш, яъни жисмнинг яма II вазиятини 
з̂ осил килнш мумкин. Демак, эркин жисмнинг ^арака-
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тИни хамма вакт, икки хил харакат, жиемнинг кутб 
билан биргаликдаги илгариланма ва жиемнинг кутб 
атрофидагн сферик ^аракатларндан иборат деб караш 
мумкин. Жиемнинг янги вазиятини топишда олган ил
гариланма, кеннн сферик ёки олдин сферик ^аракат, 
кейин илгариланма >;аракатлар булиши мумкин, яъни 
.харакатлар кетма-кетлиги узгартирилиши мумкин.

Жиемнинг эркин ^аракатн вактида албатта, илга
риланма ва сферик *аракатлар бир вактнинг узида со- 
дир булади ва бу икки хил .\аракат жиемнинг ^акикий 
харакатини тулик ифодаламаслиги *ам шуб^асиздир. 
Лекин бу иккала ташкил этувчи ^аракатлардан фой
даланиб, жиемнинг янги вазиятини аниклаш мумкин 
ва бу хил ^аракат эркин жисм .\аракатининг нечогли 
мураккаблигини нфодалайди.

Эркин жиемнинг .\аракатланаётгандаги вазиятини аниц- 
лаймиз. Жисм О кутбншгнг координаталари £0, rj0. Е0 бул
са, бу ,\олда

ифода кутбнинг харакат тенгламаЛарини нфодалайди. 
Жиемнинг кутб атрофидагн сферик .\аракатини Эйлер 
бурчаклари оркалн ифодаланади (170-расмга каранг) 
ва куйидаги

ифодалар жиемнинг сферик ^аракатдаги харакат к°* 
нунларини курсатади. Охирги (57.1) ва (57.2) тенгла- 
малар биргаликда эркин жиемнинг харакат тенглама
лари дейилади. Бу тенгламалар олтита, демак, эркин 
жиемнинг эркннлик даражаси олтига тенг экан. Тен'г- 
ламалардан учтаси, яъни (57.1) илгариланма ^аракатни, 
Колган учтаси, яъни (57.2) сферик х.аракат к°иуи- 
ларйнн нфодалайди. Олдинги (57.1) тенгламалар шак- 
ли кутбнинг танланиипка боглик. чункн О нуктанинг 
вазияти Узгариб О' булса, кутб координаталари узга
ради (170-расмга каранг), кейингн (57.2) тенгламалар 
шакли кутбнинг танланишига боглик эмас. Хакикатан 
з̂ ам, araj) жиемнинг биринчи вазиятида кУзгалмас

(57.1)

* ♦ (/ ). 
0 = 0(/ ', 
Ф =ф(/)

(57 2)
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О. £. Л. £ системага нисбатан Эйлер бурчаклари qr, 0, ф 
булса, жиемнинг иккинчи вазиятида фа, фг, ва булиб, бу 
бурчаклар узаро тенгдир, лекин жисм кутби О дан О' 
нуктага утади. Демак, Эйлер бурчаклари кутб вазия- 
тига боглик эмас.

58-§. ^аракатдаги эркин жисм ну^таларининг 
тезлнкларини аниклаш

Утган параграфдан маълумки, эркин жиемнинг ха
ракати вактида унинг нукталари жисм кутбинннг ил
гариланма ва кутб атрофидаги сферик .^аракатида иш- 
тирок этади. Шунинг учун эркин жисм ,\аракатланаёт- 
ганда унинг нсталган нуктасининг тезлигини топиш 
вактида икки хил *аракатни, кутбнинг илгариланма ва 
жиемнинг кутб атрофидаги сферик харакатини .̂ исобга 
олиш лозим. Куйидаги теорема ёрдамида эркин *ара- 
катдаги жисм нукталарининг тезлиги топилади.

Теорема: эркин харакатланаётган жисм исталган 
нццтасининг тезлиги, ццтбнинг жисм билан харакати- 
даги илгариланма тезлиги билан цша нццтанинг м тб  
атрофидаги сферик харакати тезлигининг геометрик 
йигиндисига тенг.

Фараз кила1"'лик, теоремани неботлаш учун D жисм 
В  нуктасининг о тезлиги аникланишн лозим булсин. Теоре- 
мзга мувофик, и тезлнк D жисм А нуктасининг тезли
ги vA билан В  нуктанинг А нуктага нисбатан айланма vBA

тезлигининг геометрих йн- 
пшдненга тенглигини нс- 
ботлаш талаб этнлади. 172- 
раемдан курнняптнки,

г = гл +  ( *вл (5 8 i)
бунда т, т л — В  ва А нук- 
таларнинг вазиятларини 
ифодаловчи радиус-вектор; 
f>ВА — В  нуктанинг А нук
та (кутб) га нисбатан вазн- 
ятини ифодаловчи радиус- 
вектор.

Жисм В  нуктасининг172- раем.
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v тезлигини аниклаш учун г дан аакт буйича бир марта 
з̂ осила оламиз:

dr
V =  —  . 

dt
Агар (58.1) ифэдани тезлик фзрмуласига куйсак,

“► d ( Г я P n i l  dr a dp а 1О =  — = - L  4- _L£± (5Р.-2)
dt dt dt

dr.
ифода косил булади. Маълумки, —  жисмнинг А нуктасиdt
(цугби) нинг тезлигига тенг:

I; = (58-3)
(/р ̂  л ^

ва ——  ифода жисмнинг В  нуктасинннг айланма тезлигига 
(А нуктага нисбатан) тенг, яъни

“*■ + В Л  ,- а ..
VBA  *  - J ~ -  ( ° 8 -4)

Охирги иккита тенгламанн кисобга олсак, (58«2) тенг
лама куйидагича тасвирланади:

у = vA + vBA. (58.5)
\осил булган (58.5) тенгламадан D жисм В  нукта- 

сининг v тезлиги кутбнинг ил тезлиги билан В  нуктанинг 
Кутб (А нукта) га нисбатан vBA тезлигининг геометрик йи- 
пшдисига тенг, деган хулоса келиб чикади. Демак, теоре
ма исбот булди.

Энди у тезликни чизма йули билан аникланлик. Агар 
Кутбнинг тезлиги vA чап томонга йуналган булса, айланма 
vBA тезлик ̂ йуналиши куйидагича топилади. Увд_тезликни 
Эйлер формуласига асосан ~

= “  *  f W  (Э Д

шаклда ёзамиз. D жисмнинг айланиш йуналиши Гмаълум 
булса, бурчакли тезликнинг х,ам йуналиши аник Деган суз. 
Агар о) пастга (А нуктага нисбатан) йуналган булса, пар
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ма цоидасига асосан vBA айланма тезлик В  нугадан укув- 
чига томон йуналган булади. Энди фикран vA ни узига- 
узини параллел сацлаган ^олда, жиемнинг В  нуктаенга ку- 
чирамиз. Натижада В  нуктага vA ва vtA тезликлар цуйил- 
ган булади. Бу тезликлардан параллелограмм тузамиз ва 
бу параллелограммнанг катта диагонали В  нуктанинг у тез- 
лигига тенг булади. у тезликнинг модули ,\исоблаш йули 
билан .\ам аникланади, яъни

у = V у  ̂+ v2ba+2va ■ vBA cos ( v A, уВд) (58.7)

формула билан .\исобланади. Охирги формулада vA ва vBA 
тезлик верторлари орасидаги бурчак косинусннн ,\исобга 
олган холда у тезлик модули ани^ланиши равшанднр.

Таъкидлаш лозимки, vBA айланма тезлик модули

V B A  = ш Л и ч (58 .8 )

формула билан хисобланар эди. Бунда, Ле— танланган 
В  нуктадан оний айланиш укигача булган энг киска 
масофани билдиради. Жиемнинг ы бурчакли тезлиги, 
маълумки, Эйлер бурчакларидан олинган биринчи тар- 
тибли косила оркали топилади. Эйлер бурчаклари кут6- 
нинг танланишига боглик булмаганлиги учун со бур
чакли тезлик ва е бурчакли тезланиш векторлари *ам 
Кутбнинг танланишига боглик эмас, деган хулоса келиб 
чикади. Бу ишни, яъни со ва е векторнинг кутбни тан
ланишига боглик эмаслигини исботлашни укувчинииг 
Узига хавола киламиз.

59-§. ^аракатдаги эркин жисм нукталарининг 
тезланишларнни аниклаш

Харакатланаётган эркин жиемнинг ихтиёрий М нук- 
тасинннг тезланишини топайлик. Бу тезланиш куйи- 
даги теоремага асосан топилади.

Теорема: харакатланаётган эркин жиемнинг истал
ган нццтасининг тезланиши, ццтбнинг тезланиши би
лан ущ а интилувчи ва айланма тезланишларнинг гео
метрик йигиндисига тенг.

Фараз килайлик, жиемнинг О нуктаси кутб ва бу 
Кутбнинг тезланиши а0 (173-раем), жиемнинг кутб ат-
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173- раем.

рофндаги айланишида бурчакли тезлиги ш ва бурчакли 
тезланиши е булсин. Оний айланиш Уки У, тезланиш 
УК» Е  (О нуктадан Утувчи)ни *ам маълум деб хисоб- 
лайлик. Жиемнинг М нуктаенни ифодаловчи радиус-вектор 
Р булса, Af нуктанинг тезланишини аниклайлик.

Маълумки, ихтнёрий М  нуктанинг тезланиши, шу нук-
ташшг и тезлигидан вакт буйича олинган биринчи тартнб- 
ли ^осилага тенг, яъни

а  (59 .1 )
dt

58-§ дан маълумки,

и = с, +  to X р.
Шунинг учун куйидаги

д =  r f ^  +  g .x l l  +  X  и  х  £  (59 2 ) 
dt dt dt dt

тенглама ^осил булади. Бу тенгламада кутбнинг тезланиши
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(59.3)

билан ифодаланади ва (59.2) тенгламанинг унг томонидаги 
долган нкки а̂дини ае, а„ билан белгилаймнэ, яъни

Бунда at — айланма тезланиш, — укка интилувчи тез
ланиш деб айтилади. Бу катталикларнн ва (59.3) тенглама- 
ни (59.2) нфодага куйсак, куйидагн ифодани ^осил кила- 
миз:

Охирги (59.6) тенгламадан жиемнинг М  нуктасининг а 
тезланиши кутбнинг а0 тезланиши, айланма at тезланиши
ва укка интилувчи аы тезланишларнннг геометрик йигин
дисига тенг эканлиги куриниб турибди. Теорема исбот бул- 
ДН.

at ва аш тезланишнинг йуналиши (59.4) ва (59.5) тенг
лама асосида, парма коидасига асосан топилади (173-раем), 
жиемнинг М  нуктаенга уринма буйлаб, a j эса оний ай
ланиш уки томон йуналган. Тулик, а тезланишни топиш 
УЧУН аш векторнинг охирига at векторини кУямиз- Ни.\оят, 

* «—►
М  нуктани ае векторининг охири билан туташтириб а век
торини топамиз. Бу а векторнинг модули М  нукта билап
а0 векторкнинг охирги нуктасинн туташтирувчи кесма узун- 
лигига тенг.

Хисоблаш йули билан at ва аы векторнинг модуллари

формула ёрдамида топилади. Бунда: hv — жиемнинг М  нук- 
тасидан оний айланиш укигача булган энг киС1̂а масофа; 
he — бурчакли тезланиш Е  укидан М нуктагача булган энг 
киска масофадир, яъни

(59.4)

(59.5)

а = а0+ а* + оы. (59.6)

(59.7)
(59.8)
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М М. ва Л„ М М ГЯ ~  ” *"«5 "" " 0‘
Тулиц айланма амо тезланиш модули ае ва тезланиш 

оркали

МО
1  Л

= у а>\ + К  +  2ае ou cos (ае, a j (59 9)

формулами ^исобланадн. Агар ( ае аJ  = 90° булса,

алю = V ai + ai
булади. Жиемнинг а тезланишининг модули куйидаги тенг
лама ёрдамида хнеобланади:

а = I
Г

а1 + о МО + 2ао амо cos К  aMo)- <59-1 ° )
Шундай килнб, ^аракатланаётган эркин жиемнинг истал

ган нуктасининг тулик тезланиши ташкил этувчи тезланиш- 
ларнинг геометрнк йигиндиенга тенг экан.

[60-§. Узаро кесишувчи уклар атрофида айланадиган Д  
каттик жиемнинг ^аракатларини кушиш

Фараз кплайлнк, жисм бир вактнинг узида О нуктадан 
утувчн иккита узаро кесишувчи уклар атрофида айлансин 
(174-раем). Жиемнинг Q оний айланиш уки атрофидаги ха-

174- раем.
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ракатини кучма, QH к̂;и атрофидагн харакатини нисбий ай
ланма %аракат деб .\исоблайлик. Кучма ^аракатдаги бур
чаклн тезлик ык, нисбий харакатдаги бурчаклн тезлик сон 
булсин. Натижаловчн .̂ аракат цандай булади ва натижа- 
ловчи .̂ аракатшгнг бурчакли тезлиги ^аидай топилиши мум- 
кинлигини куриб чицайлик.

Сирпанувчи шк, ын векторларнн О нуктага кучирамиз 
ва бу векторлардан параллелограмм О АС В  тузамнз. Шу 
параллелограммнннг ОС диагонали жисмнинг натижаловчн 
(о бурчакли тезлигига тенглигини курсатамиз.

Олдин курсатамизки, OQ оний айланиш уки булиб, шу 
УК устидаги нуцталарнинг тезликлари нолга тенг. Х,акик;а- 
тан ^ам, О нукта Q ва йн оний айланиш укларининг кесиш
ган нуктаси булганлиги учун ^аракатланмайди, яъни О 
нуктанинг тезлиги нолга тенг булади. Энди С нукта 
тезлигининг модулини £2, £2Н укларига нисбатан ифодалай- 
лнк:

vH = toH CC, = 2S АОСС, = 2 S АО ВС, 
uK =<ok CC2=2SAOCC2 =2SA0/1C (60.1)

CCl ±OB, ССаХОЛ.
Параллелограммнннг ОС диагонали уни иккита узаро 

тенг ОАС ва ОВС учбурчакларга буетади. Бу д О АС = 
= д ОВС булганлиги учун юкоридаги тенгламаларга асо
сан ин = i'K булади. Жисмнинг С нуктасининг абсолют 
тезлиги (45.7) формулага асосан куйидагига тенг:



V —  «к 4- он =  i>K +  (—  ик ) =  0. (60.2)

Натижаловчи о* бурчакли тезлик векторининг йуналиши 
ташкил этувчи о>к ва сон векторнннг узаро уткнр ёки утмас 
бурчак .\осил к,и.иш1ига кара б кескин узгаради (175-раем).

175-а раем куринншнда сок, сон орасида уткир, 175-6 
раем куринишида ык. <он орасидаги бурчак утмас булган 
доллар курсатнлган.' .\ар нккала .̂ олда .̂ ам жиемнинг Q 
оний айланиш уки жисмларнинг бир- бирига тегиш чизигнда 
ётади.

Агар жисм о),, (о2 . .  . <1)п бурчакли тезлнклн айланма 
з̂ аракатланса натижаловчи ^аракат .\ам айланма ^аракат бу- 
ладн ва натижаловчи бурчакли тезлик со,, со, . . .  ил век- 
торларнинг геомет|'НК йигиндиенга тенг булиб колади, яъни

о = со, +  со2 +  ...-{■ ыя- (60.3)

61-§. Узаро параллел уклар атрофида каттик 
жисмлар айланишларини кушиш

Фараз килайлик, . текис фигура бир вактда оний айла
ниш укларн узаро параллел булган бнр неча .̂ аракатда кат- 
нашеин (176- раем): 1) кучма ва нисбий айланншлар бир то- 
монга йуналган ^атда кузгалмас 1 текисликда II фигура 
кучма ва II фигурага нисбатан III  фигура нисбий айланма 
^аракатланаётган булсин. Агар кучма ва нисбий бурчакли
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тезликларни мк, wH деб олсак. текис фигуранинг А нукта- 
сидаги кучма тезлиги (кучма Пк оний айланиш уцига нис- 
батан) натга тенг ва В нуктанинг кам нисбий тезлиги ун 
(нисбий QH оний айланиш укига нисбатан) нолга тенг. Бу 
ерда III фигуранинг нисбий айланиши QH уки ат|юфида, II 
фигуранинг кучма айланиши £2К уцн атрофида булиши ку- 
риннб турибди.

Расмдаги III текис фигуранинг исталган нуцтасининг 
тезлиги ук кучма, vH нисбий тезликларнинг геометрик йипш- 
дисига тенг:

v = у к +  ун. (61 . 1)
Агар фигуранинг В нуктасининг А нуктага нисбатан 

тезлигинн топсак,
v b a  =  ®к‘^ *  (61 .2)

А нуктанинг В нуктага нисбатан тезлиги куйидагн ифодага 
тенг:

v a b  =Ь}н (61-3)
яъни В нуктанинг абсолют тезлиги vB, текис фигура уша 
нуктасишшг А нуктага нисбатан айланма тезлиги га тенг:

= ш к
Р ' Худди шундай фикрнн А нукта каКиДа юригсак, бу А 
нуктанинг vA абсолют тезлиги А нуктанинг В нуктага ннс- 
батан олинган vAB айланма тезлигига тенг:

v a = V a b = < »  н ВА „  (6 1 -5 )

Абсолют тезликларни (vA, vB) маълум масштабда расм
да курсатамиз. Бу vA, vB тезликлар QK, QH укларга тик 
йуналган булиб, I текисликка параллел булади. ил , ив век- 
торнинг ох1фларини бир- бирига DE тутри чизик билан, А ва 
В нукталарнн АВ тугри чизик билан туташтнрамиз. DE ва 
АВ кесмаларнинг кесишган С нуктасн тезликларнинг оний 
маркази булади. Абсолют айланишнинг оний уки тезлнк- 
ларнннг оний маркази булган С нуктадан утади ва QK, Йн 
укларга параллел булади. Эндн СА ва СВ масофаларни 
топамиз. Тезликларнинг оний марказндан утувчи Q укига нис- 
батан В ва А нукталарнинг тезликларн (43.4) фэрмулпар- 
га асосан куйидагича ёзилади:
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ёки (61.4) ва (61.5) ифодаларни з̂ исобга олиб, цуйндагинн 
ёзамиз:

— =  -^Х (61.8)
СА

Демак, абсолют айланншнинг оний уцн кучма ва нис
бий у^лар билан бир текисликда ётади ва бу yiyiapra па
раллел х,амда улар орасидаги масофани бурчакли тезлик* 
лар нисбатига тенг булган булакларга ажратади.

Энди абсолют со бурчакли тезликни (61.6) дан топамиз. 
Виринчи з̂ ол: со,, ва сок бир хил йуналганда

1'всо ------- ,
СВ

агар бу ифодага vB ифодасини (61.4) дан келтириб куйсак, 
ушбу з̂ осил булади:

I  О) =  У  ' АВ =  t АВ) =  ? * .  +  <0 (61.9)
СВ СВ СВ_ к

СА
СВ (0ННи^оят, — ифодани (61.8) нисбатга асосан —  билан 
СА

алмаштирсак
со =  сон +  сок (61.10)

зугсил булади. Шундай килиб, натижаловчн абсолют бур
чаклн тезлик кучма ва нисбий бурчакли тезликларнинг йи
гиндисига тенг экан.

Иккинчи \ол. Кучма ва нисбий бурчакли тезликлар уза
ро царама-царши йуналган булсин. 176-расмда бу хрл 
учун нисбий бурчакли тезлик сон пунктир чнзик билан 
пастга йуналган з̂ олда курсатилган. Бу з̂ олда vg тезлик 
олдингн .\олга нисбатан тескари йуналган. Шунинг учун 
бу *елда тезликларнинг сний маркази, £С , ва АВ тугри



чизицларнинг кесишган ну^таси С, да булади, яъни 
й к, QH у^лардан таш^арн абсолют айланиш уцн жойла- 
шади. Бу Q, ук,и Сх ну^тадан утади ва й к, й н уцларга 
параллел булади. *

_ о>н
Эндн —  ннсбатни олайлик. Бунинг учун 

“к
vB =  о • ВС,, (61.11)
vA =  <о ■ AC[t (61.12)

эканлнгини назарда тутамнз ^амда (61.4), (61.5) ифодалар- 
дан фойдаланамнз. К,уйидагинн ёзамих

(61.13)ACi Cl) р_|
(61.13) дан абсолют айланншнннг оний уцн QK, fiH yiy 

лар билан бир текисликда ётади ва шу уцларга параллел 
булиб, уцлардан таш^арида бурчакли тезлиги катта булган 
томонда ётади ва QK у^дан Q, уцигача булган масофанн 
бурчакли тезлнклар ннсбатнга тенг булакларга ажратади.

Энди со абсолют бурчакли тезликни топамиз. Бунинг 
учун В нуцта vB айланма тезлигининг у^нга нисбатан 
формуласини ёзамиз:

vB =(oK - АВ =сок (ЛС,—ВС,) (61.14)
(61.14) ва (61.11) тенгламанинг унг томонларини тенг- 

лаштнриб, цуйидаги ифодага эга буламнз:

шк ' “ ко  = ----------------со.. -------------------- ш...
ВС! к ас, /ACi к

Агар (61.13) тенгламани tyico6ra олсак, со учун цуйн- 
дагннн ^осил ^иламиз:

о  =  сон — (ок. (61.15)
Натижаловчи бурчакли тезлнк со нисбий сои ва <ок Куч

ма бурчакли тезликларнннг айирмаснга тенг булиб, модули 
катта булган бурчакли тезлик томон йуналган. 176-расмдан 
куринадики, £2, билан QH б!ф хил йуналган (бу со >  сок
булган х,олдир).

Учинчи *ол: кучма ва нисбий бурчакли тезлнклар узаро 
тенг булиб, йунадишлари ^арама- к,арши булганда, яъни

230 "



сок =  —(он ёки бир хил йуналганда мк =  о>н натижаловчн 
^аракатда 111 фигуранинг и тезлиги ^андэй цилиб топили- 
шини курайлик (177-раем). Бу v тезлик булса, маълумки.
v — vK +  ун формула ёрдамнда топилади. Ннсбий тезлик 
М нуктанинг айланма тезлигига тенг, яъни

vB =  i»H =  й)н • MB. (61.16)
Худди шундай ук кучма тез-пик , а̂м М нуктанинг й к 

укига нисбатан айланма тезлигига тенг:
t’K =  ун =  С)к ' МА.  (61.17)

Бу ерда MB _L vB ва MA _L vA булишини эсда тутнш ке- 
рак. Эндн vA ва ив тезликдан MDEK параллелограмм ^о- 
сил килиб абсолют тезлнкни параллелограмм днагоналига 
тенг деб оламиз. Биз АВМ ва МЕК ухшаш учбурчаклар 
^осил килдик, чункп МК — vA = vK, MD — ин; бу тезлик
лар ВМ ва МА томонларга пропорционал ва Z. МКЕ  =  
— / - A M В (икки томонлари узаро перпендикуляр бурчак- 
лар булганлиги учун, яъни ВМ -LKE, MA J_ МК). Бу уч
бурчаклар ухшашлигидан

ftV

АВ
•к

МА
ь'н

MB
=  сон =  о)к

еки
v =  <i>K ■ АВ. (61.18)

АВМ  ва МКЕ учбурчакларнинг иккитадан томон
лари MB.LKE, МАЛ.МК  булганлиги учун бу учбурчак-
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ларнннг учинчн томонлари, яъни v l A B  булиши шарт. 
Демак, абсолют хаРакат тезлиги v кесма АВ  га пер
пендикуляр йуналган. Текис фигурада М нуцта ихти
ёрий танланганлиги учун (61.18) формуладан, текис 
фигуранинг' ^амма нукталари АВ  кесмага перпенди
куляр йуналишда бир хил харакат килади, деган хуло
са келиб чикади. Бундай .\аракатдагн жиемга маълум
ки, 42-§да илгариланма каРакатдагн жисм дейилади. 
Шундай экан, III текис фигура бу *олда илгариланма 
каракатланади. Бу холда тезликларнинг оний маркази 
чексизликка интилади ва абсолют айланишнннг бур
чакли тезлиги ш =  0 булади.

Йуналишлари каРама-карши ва бурчакли тезлик- 
ларининг модуллари Узаро тенг булган иккита айланма 
Харакат бурчакли тезликлар жуфти деб аталади. Бнз 
курган учинчи хол тезликлар жуфтидир, яъни III текис 
фигура бурчакли тезлик жуфтига мнеол булади ва бу 
жисм v тезлик билан илгариланма хаРакат килади.

Илгариланма хаРакатдаги тезлик модули бурчакли 
тезликлардан биттасининг оний айланиш уклари ораси 
даги масофага булган кУпайтмасига тенг ((61.18) фор
мулага каРанг).

Бурчакли тезликлар жуфтига мисол — велосипед 
педалининг хаРакати булади, яъни педаль v тезлик 
билан илгариланма хаРакатланади. Бу .\олда педаль уз 
Уки атрофидагн нисбий бурчакли тезлиги юн, педаль уки- 
нинг кривошип билан биргаликдаги кучма бурчакли тезли
ги (ок катталикка тенг, яъни сон =  шк булади.

4 1 -мисол. (24.1) К,узгалмас I ва кУзгалувчан II тишли

178- раем.
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Берилг ан:
Г1 г*

<о.

О) со, =  -3

гилдиракларнннг О, ва О, уцини кривошип III бирлаштнрнб 
турибди. Рилднраклар I ва II нчки ёки ташки илиниши 
мумкин (178-раем). Кривошип III, О, уки атрофида со, 
бурчакли тезлик билан айланади.

Рнлднракларнинг г, ва г, радиусини маълум деб, иккин- 
чн голдиракнинг со абсолют бурчакли тезлиги ва III крнво- 
шипга нисбатан со, нисбий бурчакли тезлиги ани^лансин.

Ечиш: Рилдирак II кривошипнннг 
кучма айланма .\аракатида ва О, уц- 
ка нисбатан айланма нисбий .^аракат- 
да цатнашади. Агар крнвошипнннг ай- 
ланишидаги бурчакли тезлигини сок, 
II гилднракнннг О, уци атрофидаги 
нисбий бурчакли тезлигини сон деб 
белгиласак, сок ва сон вектор раем те- 
кнелнгидан тик чикиб кузатувчига йу
налган (178-а раем) ва узаро парал
лел булади.

Демак, (61.10) формулага мувофнк, со абсолют бурчакли 
тезл!!к сок ва сон бурчакли тезликларнннг йигиндиенга тенг:

® = > к  +  а)н
Масаланннг шартига асосан, сок — со3 ва о н =  со2 була

ди. Бу ^олда юцоридаги тенглама цуйидаги шаклни олади: 
со =  со, •+■ со,. (1)

Бурчакли тезликларнннг ннсбати, яъни — ифодани (61.8)со,
га асосан цуйидагича ёзамиз:

(2)<Oj_ _  rj_ 
со, г» '

чунки С нуцтадан утувчи горизонта.! у^ оний айланиш 
У*иднр.

Охирги тенгламадан со, ни топиб ( 1) тенгламага к,уямиз

rl I Г1 -Г г2со =  — ■ со, +  со, =  ----- i СО,г, гг
ва нисбий бурчакли тезлик со, ни (2) дан ани^ланадн:

(3)



Энди илнниш нчкаридан булган колда (178-6 раем) сок 
ва о)н векторлар бир- бнрига параллел, лекин царама- карши 
йуналганлнги учун абсолют бурчакли тезлик (61.15) фор- 
муладан топилади:

со =  со3 —  со2 (5)
ва

, со. (6)

ди:
(6) дан нисбий бурчакли тезлик куйидагнга тенг була-

со, =  —

Абсолют бурчакли тезлик цуйидагнга тенг булади:

СО =  со3 ------ со3 =
'а

г , - г  j о) = ' l—'r
СО.

(7)
42-мисол. (25.2). Кару

сель доиравий АВ май- 
дончадан иборат булиб, 
бу майдончанинг маркази 
D нуктадан утадиган О С

УК атрофида 6 — - тезлик
МИН

билан айланади, ОС ук эса 
вертикал ОЕ уки атрофида
1 0 -^ 1  тезлик билан ай-

МИН
ланмокда (179-раем). Май
дончанинг диаметрн 10 м, 
ОС ва ОЕ ук орасидаги 

бурчак а =  20°, OD масофа 2 м. Каруселнннг В нуктаси 
энг пастки холатда булган вактдагн v тезлиги топилсин.

Ечиш . Карусель АВ икки у к  ат
рофида, ОЕ ва ОС атрофнла, со, ва 
со2 бурчакли тезликлар билан ай- 
ланенн. Бу ерда кучма ва нисбий 
бурчакли тезликлар со, ва со2 була
ди. Натнжаловчи со бурчакли тезлик 
(60.3) формулага асосан топилади.

179- раем.

Б е р и л га н :
с айлп 1 =  6 ----  =

мин
1 - I  

10" с
„ , =  10 ^  =

мин
— с" 1
6

АВ  =  10 м 
OD =  2 м 
а  =  20°

•

vB = ?
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to,, io2 бурчакли тезликлар л, ва л, айланиш сонлари 
билан куйидагича богланган:

© ! =  2 л л !  =  £- с - 1 , (2)
5

to* =  2 л л ,=  *2 с-1. (3)

Охирги нфодаларни (1) тенгламага цуямиз:

_  ■*/ я* . я 1 . 2 л1 1 ^9 +  25 +  30-0,88 
V  25 + 1 Г  +  — 005 20  = л  V ---------225--------- *

« 4 г л ,0 ,я с '•15

Натижаловчн бурчаклн тезлик ётган тугри чизик устида 
оний айланиш уки Q кам ётади. Шу Q оний айланиш укига 
(абсолют бурчакли тезлик ётган ук) нисбатан В нуктанинг 
тезлигини топиш учун В нуктадан Q укЧга перпендикуляр 
туширсак, бу перпендикуляр Si укини Л' нуктада кесади. 
Агар ВК кесмани ш бурчакли тезликка купайтнрсак, В нук
танинг тезлиги косил булади:

у = о ) ВК. (5)
Расмдан ВК кесмани (д  DBK дан) топамиз:

ВК =  £>25cos , (6)

бунда Z .KODt = /-D B K =  у ,  чунки OK-LKB ва ODJ-DB, 
яъни бурчакларнинг нккита томонларн узаро перпендикуляр 
булганлиги ва Z. KOD =? у  булганлиги учун, (6) форму-

лага cos -j деб ёзилди.
Энди DtB кесма расмдан курннадики, DtD ва DB кесма- 

лар йигиндисига тенг:
DtB =  DJD +  DB. (7)

Расмдан D J)  =  D,D/2 ва д  DxDO дан
DXD =  OD ■ tg ct 0 ,0 ;=  2 D,D 

буяганлигини ^исобга олсак:



Ни.\оят, (8) ифодани (7) га цуйнб, цуйидагнни *оснл 
^нламиз:

Dt B =  (OD/2) tg -j- -f- — • (9)

(8) ни (6) га 1$ямиэ DB =

d v  OD а  . , АВ а  . . .В К =  —  cos -  tg а  -f —  cos — . (10)

Агар (1), (2), (3) ва (10) тенгламани .\нсобга олсак, тез- 
ликни топиш формуласинн ^уйидагича ёзамнз:

v — l /  n i+ n ^ n . r t j c o s  !L . OD tg a  + AB x

c o s T : 7 '  (11)
Масаланинг шартнга асосан бернлганларнн (И) форму- 

лага цуямиз ва В нуктанинг тезлигини ^исоблаймиз:
у =  8 ,7 7 - -

с
43-м и сол. (25.29). Томонлари а — 2 м га тенг булган 

куб шаклидаги ^аттиц жисм бир вацтнинг узида бурчакли 
тезликларн ш, =  о>4 =  6 с-1, <о, =  о>3 =  4 с- 1  булган туртта 
айланма ^аракатда цатнашади. Шу жиемнинг натижаловчи 
^аракатинн (тезлигини) ани^ланг (180-раем).

D ,D  =  OD t g | .  (8)
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о>1

Б ер и лган : 
=  и, = 6 с

О)* =  “ з =  4 с 
а =  2 м

-I
-I

У.
Каттик жиемнинг на- 
тижаловчи харакатн- 
нннг тезлигинн топинг.

Е ч и ш. Масаланинг шартига асо
сан жисм бир ва^тнинг узида икки
та айланма каракатда: 1 ) ы, • о>4 бур- 
чаклн тезликлар жуфтида; 2) ыг ш3 
бурчакли тезликлар жуфтида катна- 
шади. Жуфт бурчакли тезликлар 
таъсирида 61-§ дан маълумки, жнем 
илгариланма ,\аракат килади. Бирин
чи жуфт таъсиридаги илгариланма 
харакат тезлигинн р, 4 деб, иккинчи 
жуфт таъсиридаги илгариланма ^а- 
ракат тезлигинн v23 деб белгиласак, 
у и  ва у23 тезлик (61.18) формула
га асосан куйидагича ёзиладн:

и>х-ОхСх, (1)1.4

"2.3 =  (о, ВХСХ. ( 2)
180- расмдан

0,С , =  V а г +  а2 -  а J /T . (3)
ВхСх = а .  (4)

Маълумки, (61 -§ даги учинчи кол) у, 4, у23 тезликнинг 
йуналишини худди жуфт куч моментннинг йуналишини топ- 
ганимнздек (11-§) аникланади, яъни у, 4; v23 тезлик ОхСх 
ва СХВХ кесмаларга перпендикуляр булиб, шундай йунал- 
ганки, у, 4; у, j тезлик векторларн охирларидДн караб тур- 
ган кузатувчига айланиш соат милининг айланишига ннс- 
батан тескари йуналишда булади.

Биринчи бурчакли тезликлар жуфтндан косил булган Ум  
тез-тик /1 ,0 ,5 ,С, текислигида ётади ва Y уки билан 45° 
бурчак косил кнлади; иккинчи бурчакли тезликлар жуфти- 
дан косил булган у23 тезлик эса С,В,ВС вертикал текис- 
ликда ётади ва пастга тик йуналган. у, 4 ва v , 3 тезлик 
узаро тик йуналганлиги учун натижаловчи тезлик Пифагор 
теоремаенга асосан топилади:

v = v Г?,4 +  V.[3 (5)
ва демак, жисм у тезлик билан илгариланма харакат кила
ди.

Катталикларнинг урнига сон кийматларини куйиб, КУ'йи- 
Даги иатижаларни косил киламиз:
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1.4 (О

2,3

y =  / l 4 4 - 2  +  64 =  18,8 — .
с

Энди жисм и тезлигининг уцлардагн проекцняларини то
памиз. у теэликнинг проекцияси ташкил этувчи у, 4 ва v2 3 тез- 
ликнинг уцлардаги проекцияларинннг йигиндисига тенг, 
яъни

“ f r iA  +  W * »  №)

vy = ( г’| Л  +  К Л *  * (7)
=  (°1.4>, +  («2.э),* (8 )

Расмдан курннадики,

(« ,Д  =  -  f,.4sin 45° =  -  \ 2 - V V  • ^  =  -  12 - р

К*)у =  ®u cos 45° =  12 • V 2 l • ^  =  1 2 .

(w1 4), =  0 (чунки у, 4 тезлик ётган текислик г уцига тик 
йуналган). у23 тезлик йуналиши г у^ига тескарн булганлиги 
учун

(у2,з)х = 0; / . _v -------g JL
( - , . ) , = » •  1 , J  * '

3  с

181- раем.
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Охирги тезлик проекцняларннинг цийматларнни (6), (7) 
ва  (8 ) формулага куйиб vx, vy ва vt векторнннг модулини 
топамиз:

44- мисол (24.2). III кривошип радиуси г булган II тиш- 
ли гилдиракнинг ушандай г радиусли 1 тишлн гнлдирак ус
тида думаланишн натижаснда, ю0 бурчакли тезлик билан О 
у^и атрофида Кучма айланма ^аракатга келтирилган булса, 
/ /  тишлн гилдиракнинг сон нисбий ва абсолют соа бурчакли 
тезликлари нимага тенг булади (181-раем)? ОА крнвошип- 
нинг .\аракатинн кучма харакат деб .\исобланг.

Жавоб: (о23 =(о0 (нисбий бурчакли тезлик), о)2 — 2 ы0.
45-мисол (25.1). Айланиш уклари кузгалмас ва а  .\амда 

Р камраш бурчаклари булган иккита конусли тишлн fwi- 
дираклар берилган. Биринчи гнлдирак со, бурчакли тезлик 
билан айланади (182-раем). Иккинчи гилдиракнинг tos бур
чакли тезлиги топилсин ва а>2 циймати а  =  30°, р =  60°,

рад
ш, =  — 10 —  \ол  учун .^иеоблансин. 

мин
а

sin —
Жавсб: со2 =  (о , — — -  5,16 —  .

. рsin —2
46-мисол (25.10).

Квадратли рама А В у^и
ЗЙ 1атрофида 2 — - тезлик 
мин

билан айланади. Рама- 
нинг ВС диагонали би
лан устма-уст тушадиган 
у к, атрофида диск .\ам
2 - ^  тезлик билан айла-

МИН
нади (183-раем). Диск- 
нинг мутлоц (абсолют) 
бурчакли тезлиги ва мут- 
лоц бурчакли тезланиши
ни топинг.

Жавоб. ы =  0,39 с- 1  
е =  0,031 с - 1.

К у р сатм а : мутлоц е бурчакли тезланиш мутлок, ш 
бурчакли тезликнинг о)х, шг проекцняларидан олинган з̂ оси-
лалар орцали (ыд, и>г) топилишини эътиборга олиш лозим.

мин
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I I I  К И С М .  Д И Н А М И К А

X Б О Б .  ДИ НАМ ИКАНИНГ АСОСИИ ТУШУНЧАЛАРИ.
ДИНАМИКА ФАНИ. ДИНАМИКА РИ В О Ж Л АН ИШ ИН ИН Г 

КИСЦАЧА ТАРИХИ

1. Механиканинг жисмлар механик харакатини кел- 
тнрнб чнкарадиган кучларга боглаб урганадиган бу- 
лими динамика дейилади. Агар статикада жисм (нук- 
та)ларга таъсир этувчи кучлар системасини эквивалент 
кучлар билан алмаштириш ва шу кучлар таъсирида 
жисмларнинг мувозанат шартларини урганиш маса- 
лалари, кннематикада жисм (ну^та)ларнинг харакат 
турларинн урганиш масалалари куриб чикилган булса, 
динамика булимида харакат турлари кучлар билан 
богланган холда Урганилади.

Исталган жиемнинг хар кандай холати (тинч ёки 
текнс харакати) шу жиемга бошка жисмлар таъсири- 
нннг натижасидир. Бу таъенрлар жисмларнинг бир- 
бирига бевосита тегиб туриши натижасида ёки жнем- 
лар бир-биридан маълум масофада турганда бУлиши 
мумкин. Жисмларнинг Узаро таъенри натижасида, яъни

вацт бирлигида бир жиемнинг таъсири ости- 
да иккинчи жисм харакат микдорининг уз- 
гарнши куч деган катталик оркали ифодала- 
надн.

Жисмларнинг узаро таъсирини хам миц- 
дор, хам йуналиш жихатидан ифодалайдиган 
физик катталик куч дейилади. Куч динамо
метр билан Улчанади (184-раем). Динамо
метр маълум кучларга цараб даражаланган 
пружина булиб, бу пружннанинг маълум 
жойида куреаткич (стрелка) ^уйилади ва 
пружинанинг охирндаги илгакда улчаннши 
лозим булган куч куйилади. Дннамометрнинг 
ишлаши пружинанинг чузилишига асослан- 
ган. КУйнлган куч ми^дори чузилиш дефор- 
мациясига тУгри пропорционал булиб, Гук

184-раем, ^онунига асосан куч F = —kx  оркали топи-

240



лади. Олдиндан пружинанннг чузнлншига цараб, 
кучнинг мнцдори шкалада аницланган булади. Жисм- 
ларнннг бурилиш, эгилнш ва бош^а деформация- 
сига асосланган динамометрлар мавжуд. Куч бирлнги 
килиб СИ системасида 1 Ньютон (Н) кабул кнлинган, 
яна куч бирлнги снфатнда кг-куч, дина, тонна-куч ва 
бошца бнрликлар ишлатилади:

1 Н =  1 ; 1 кг-куч =; 9,8 Н.
С*

Динамикада статик ва кинематик масалалар бир- 
бирига боглнк холда ечилади. Куч ва жисм ёки нукта
нинг кинематик ^олати орасидаги богланиш куриб 
чикилади. Динамика иккига булинадн: 1. Нукта дина- 
микасн. 2. Механик система ёки каттик жисм динами- 
каси.

Механик система нукталардан тузилганлиги учун 
олдин нукта учун динамика масалалари ечилади, кейин 
бу нукта учун ечилган масала система учун умумлаш- 
тырнладн.

Куч билан нуктанинг кинематик холати нуктанинг 
массаси оркали ифодаланади. Масса бу жисмда бор 
булган материя микдориднр ёки жисм инерциясинннг 
улчовидир. Масса шайнли тарозида улчанади. Масса- 
нинг улчов бирлиги килиб г., кг., тонна кабул килинган.

Динамикада куч, масса ва тезланишлар орасидаги 
богланишлар дифференциал тенгламалар шаклида ифо
даланади. Кейин шу дифференциал богланншлардан 
фойдаланнб, нукта ёки системанинг харакат конунлари 
аникланади.

2 . Х°зирги замон динамнкасинннг ривожланишнда 
бутун дунё олимлари муайян хисса кушганлар, айникса 
буюк итальян олнми Галилео Галилей (1564—1642) 
биринчи булиб ^аракатдаги нукта учун тезлик ва тез
ланиш тушунчаларини киритди, жисмларнинг бушликда 
тушнш конунини кашф этди. Галилей инерция кону- 
нини ихтиро килди ва батафсил баён этди. Бушликда 
горизонтга нисбатан кия отилган жисмнинг ^аракат 
Конуни параболадан иборат эканлигини исботлади.

Голландия олими Гюйгенс (1629—1695) инерция 
моменти тушунчасини фанга киритди, маятниклар на- 
зариясини ишлаб чикди, соат механизмннн ихтиро этди, 
марказдан кочма куч тушунчасини киритди.

Классик механиканинг асосчнси, буюк Галилейнннг
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дааомчиси инглиз олнмн ва мутафаккири Исаак Нью
тон (1643—1727) Узинннг «Натур философнянинг мате
матик асослари» номли асарнда механиканинг асосий 
уч конунини аницлаб бернб, шу уч цонун асосида ди
намика курсини кетма-кет баён этди ва шу билан кн- 
нематик, статик ва динамик катталиклар бир-бирига 
богликлигининг математик методларнни аник ва рав- 
шан курсатди. Харакат микдорининг узгариши ташки 
кучга боглик эканлигини исботлади. Бутун олам тор- 
тншнш конунини кашф этди. Бирок XX аср бошларнда 
очилган янги кашфиётлар микрожисмларда ва тезлик- 
лари ёругликнинг бушликдаги тезлигнга якин булган 
жисмлар учун фазо ва вакт жисмларнинг кинематик 
^олатига богли^ булади, деган хулосага олиб келди.

Харакат микдорининг сакланнш конунини Декарт 
(1596—1650), кинетнк энергиянннг узгариши .цакидагн 
теореманн ака-ука И. Бернулли (1667—1748), Д. Бер
нулли (1700—1782), ^аракат микдори моментннинг 
узгариши >;акидаги теореманн Эйлер (1746) ва Бер
нулли кашф этди. Я. Герман (1678—1733) динамика 
масалаларини статик усул билан — кинетостатика усу- 
ли билаН ечнш мумкинлигини курсатди.

Богланишлар таъсирнда булган мураккаб система- 
лар учун Даламбер (1717—1783) ва Герман—Эйлер ха- 
ракатдаги жиемнинг динамик мувозанат тенгламала- 
рини тузиш принципларини курсатдилар.

Биринчи булиб Стевин (1548— 1620) мумкин булган 
кучиш поинципини тузди ва бу принципни Лагранж 
(1736—1813), Герман—Эйлер—Даламберлар ривожлан- 
тириб, амалдаги масалалар учун татбик этиш усулини 
илмий асосда ишлаб чикдилар. Шу принципни умум- 
лаштириб, Галилей механиканинг олтин коидасини 
тузди.

Лагранж системанинг дифференциал тенгламала- 
рини умумлашган координаталар шаклида ифодалаб, 
,\озирги замон классик аналитик механикасига асос 
солди. Бу умумлашган координаталарда ифодаланган 
тенгламаларни кичик тебранишли системалар учун 
татбик этди.

Н. Е. Жуковский (1847— 1921) механиканинг ало- 
*ида булимн булган аэро-гидродинамиканинг асосчи- 
ларидан бнри булиб, унинг уюрмалар *акидаги таъли- 
моти хозир хам шу со^ада назарнй асос булиб хизмат 
килади
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Самовий жисмларга саё^ат килиш учун бошка прин- 
ципга асосланиб ишлайднган реактив двигателлар 
назарнясига И. В. Мешчерский (1859—1935) асос сол- 
дн. У узгарувчан массалн жисм механикаси деган янги 
механика булнминн илмнй ва назарнй томондан асос- 
лаб берди.

К. Э. Циолковский (1857— 1935), И. П. Королев ва 
бошка олимларнинг ишлари натижасида хозирги за- 
монда снфатли ва кувватлн реактив двигателлар ясал- 
ган, бу двигателлар космоснинг сирларинн урганнш 
учун ягона транспорт воснтасн булиб хнзмат килмокда.

62- § Динамиканннг асосий цонунларн.
Ииерциал ^исоблаш системалари

Динамика булими Ньютон томонидан аксиомалар 
тарикасида кабул килинган ва системага кнритилган 
Куйидаги турт конУнга асосланади.

1 . Инерция к°нуни. Материал нукта (жисм) Узининг 
тинч холатини ёки т^гри чизикли текис харакат *ола- 
тини, то бу нукта (жисм)га бошка жисмлар таъсир 
этиб, нукта (жисм)ни бу ^олатидан чнкаргунча сак-,
лайди. Нукта тинч ^олатда булса, тезлиги о =  0, тутри чи
зикли текис ,\аракат ^олатида булса, тезлиги v — const бу
лади. Демак, агар нуктанинг тезлик вектори v =  const бул
са, бу нукта ёки тинч ^олатида ёки тугрн чизикли текис
э^аракат ^олатида булади. Агар нукта учун v =  const бул
са, бу нукта доим v — const .^олатинн саклашга интилади.
Нуктанинг тезлигини v =  const (тинч ёки тугри чизикли те- 
кнс ^аракат .\олатини) саклаш хоссаси инерция дейилади. 
Агар бошка жисмлар нуктага таъсир этмаса, бу нукта узи-
нинг инерциясини. яъни v =  const колатини саклайди. Инер
ция ёки инертлик х;ар кандай материал нукта ёки жиемнинг 
ажралмас хоссаси булиб, ^аракатнинг пайдо булмаслиги ёки 
йуколмаслигини курсатувчи белгидир Нукта ёки жисм узи- 
нинг кинематик ^олатини, (185-раем) инертлигини саклашга

V / / ) /  Y / / / / / S S / / / / / / / / / / / / / Y / / / W / / /  lS5-p»cii.
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интилади. Агар аравача бирданига тухтатилса, унинг устнда- 
ги D жисм олдннга ка раб парабола буйлаб ,\аракат ^илади 
ёки агар аравача бирданига олдинга караб харакат цилса 
х1ам, D жисм орцага караб яна парабола буйлаб харакат 
Килади.

2. Тезланиш ва кучнинг мутаносиблик ^онуни ёки 
Ньютоннинг иккинчи конуни. Бу конунга мувофик нук
танинг тезланиши шу нуктага таъсир этаётган кучга 
тутрн пропорцнонал булиб, шу таъсир этаётган куч 
йуналиши томон йуналган булади. Бу конун куйидагича 
ифодаланади:

~а = —  (62.1)
т

Тенглама нуктанинг а тезланиши нуктага таъсир этаёт

ган F куч ва нуктанинг т массаси катталикларини узаро 
боглайди. Бу тенгламадан

F =  т ■ а (62.2)
ифода келиб чикади. Охирги (62.1) ва (62.2) тенгламага 
Ньютоннинг нккинчи конуни ёки динамнканинг асосий 
тенгламаси деб хам айтилади.

Нуктанинг т массаси икки хил таърифланади:
1. Масса бу нукта (жисм)га т^планган материя (мод- 
да) микдори. 2. Масса нукта инерциясининг Улчовидир. 
Шу билан бнрга, масса бу тортишнш (гравитацион) 
майдонни хосил этувчи физик катталик дейилади, яъни 
инерт масса ва гравитацион масса деган атама кулла- 
нилади.

^озир инерт масса хам. гравитацион масса хам 
айнан битта физик катталик эканлиги маълум. Клас
сик механикада нукта ёки жисм массаси, олднн айтга- 
нимиздек, тинч турган хо;,Да Хам ёки х аРа к а т холиДа 
Хам бир хил деб хисобланади. Бу катталик жисмнинг 
инертлнгини хамда гравитацион хоссасини ифодалайди 
Масса жисмдагн материя микдори булиб, бу материя 
узининг икки хусусиятини, инертлик ва гравитацион 
хусусиятини кУрсатади, деб тушуниш лозим.

Агар т массалн (жисм) нуктага Ft ва Ft кучлар таъ
сир этганда, бу нукта ва а, тезланиш атса,

flj =  — ; а, =  -* ва —  =  —  (62.3)
т т аг F t
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тенглама *осил булади. Бу тенгламадаи нуктанинг тез
ланиши кучларга тугри пропорционал эканлиги яккол 
куриниб турибди. Берилган куч таъсирида олинадиган 
тезланиш массага тескари пропорционал булади, яъни 
масса орттирилса, нукта (жисм) нинг тезланиши камая-

р
ди. Массанинг микдорини (62.1) дан, т = — оркали ^и-а
соблаш мумкин.

Маълумки, Р огирлик кучи таъсирида жисм g (эркин 
тушиш тезланиши) тезланиш олади, демак, (62.2) га асосан

Р = т - g-. (62.4)
Ер сиртида g =  9,8 м/с* деб кабул кИЛ1,нган. Агар 

жисм массаси т =  1 кг булса, бу жиемнинг огирлиги
Я =  1 кг-9,8 м/с* =  9,8 Н.

Маълумки, 1 кг-куч ёки кискача 1 кг к 9,8 Н га тенг, 
яъни

1 кгк =  9,8 Н.
Эркин тушиш тезланиши Ер сиртининг хамма жойи- 

да бир хил книматга эга эмас. Демак, бир хил масса- 
даги жисм Ер сиртининг ^ар хил нукталарида, з а̂р хил 
огирликка эга булади. Агар эркин тушиш тезланиши 
нолга тенг булса (гравитацион майдон булмаган жой), 
жиемнинг огирлиги лам нолга тенг булади. Демак, нук
та ёки жиемда ^амма вакт масса мавжуд, огирлиги эса 
^амма вакт мавжуд булмаслиги мумкин экан.

Агар таъсир этувчи куч F =  0 булса, жиемнинг тезла-

нишн а =  0 булиши турган ran. Аммо а =  эканлиги- 
—► —► 

ни эсласак, d v =  О ёки бундан, v — const келнб чи^ади. 
Бу v =  const эса Ньютоннинг биринчи ёки инерция конУ_ 
нинпнг узгниасиднр.

3. Таъсир ва акс таъсир конуни. ^ар  кандай таъ- 
сирга тенг булган ва карама-карши йуналган акс таъ
сир мос келади. Агар бир жисм иккинчи жиемга бирон 
куч билан таъсир этса, иккинчи жисм шу вактнинг Узида 
биринчи жиемга худди ушандай куч билан акс таъсир 
этади. Бу акс таъсир кучини Ftl, таъсир кучини F12 деб 
олсак, учинчи конунга асосан

F ,, =  Fu . (62.5)

Акс гаъсир этувчи F2i кучнинг пайдо бУлишига
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сабаб иккинчи жисмнинг инертлигидир, яъни иккинчи 
жисм фзининг олдинги кинематик ухлатини (инерция- 
сини) сакламокчи булади ва шунинг учун инерция кучи 
пайдо булади. Бу инерция кучи таъсир этувчи Fl2 куч- 
га нисбатан тескари йуналганлнги учун (62.5) тенгла
манинг унг томонига минус ишора куйилади.

Таъсир ва акс таъсир кучлари бир-бирини мувоза- 
натламайди, чунки бу кучлар бошка-бошка жисмларга 
Куйилган. ^ацнкатан ,\ам, таъсир этувчи F[2 куч 
иккинчи жисмга, акс таъсир этувчи куч Fix биринчи 
жисмга к^йилганлиги учун, бу кучларни к у ш н 6  б?л- 
майди ва шунинг учун F|2 ва F21 куч бир-бирини му- 
возанатламайди.

Агар D жисмга F куч таъаф этиб, а тезланиш ухил 
цнлса (186- раем), D жисм инераияси туфайли Ф ^  та инер
ция кучи ^осил булади. Агар F куч ип оркали жисмга а 
тезланиш берса (186-а раем) ва бу куч F = т а (186-6 
раем) га тенг булса, инерция кучи ф  =  — т а булган х,ол- 
да ип А га куйилган (186-в раем) булади.

Шундай килиб, инерция кучи бу реал куч булиб, бу 
куч нуктанинг (ёки жисм) тезлигини узгартиришга 
(инерциясига) курсатадиган акс таъсир кучидир ва бу 
куч тезланиш берувчи жисмга куйилган булади.

Акс таъсир этувчи куч нукта (жисм) инертлиги ту
файли пайдо булганлиги ва инертлик материянинг энг 
у мумий хоссаларндан бнри булганлиги учун таъсир 
ва акс таъсир конуни табиатнинг энг умумий конун- 
ларидан биридир. Бу конун .\ар кандай *одисаларда 
намоён булади.

Агар нукта (жисм) эгри чизикли харакат килаётган 
булса (187-раем), инерция кучи Ф ташкил этувчи урин
ма Ф, ва нормал Ф„ кучларга ажралади, яъни
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ф  =  ф , -  ф„ 
mv'Ф„ -  та„ =  —п п р

,т. dvФт — т а ,  = т — . т 1 d х

(62.6)

(62.7)

(62.8)

r~ dvБу ерда — =  а,„ — =  аТ эканлиги кннематикадан маъ- 
р d т 1

лум (р — траекториинннг эгрилик раднуси).
Таъсир этувчи ва акс таъсир этувчи Fu  куч мос

равишда m1al ва т2а2 оркали ифэдаланганлиги учун

(62.9)mi _  а»
m, at

келиб чикади. Бу ифодадан массалар нисбати тезла- 
нишлар нисбатига тескари муносабатда эканлиги келиб 
чикади, яъни массаси катта булган нукта (жисм) тез- 
ланишн кичик ва аксннча, массаси кичик булган нукта 
(жисм) нинг тезланиши катта булади, деган хулоса 
келиб чикади. Ана шунннг учун ёш бола билан катта 
киши бир-бирига модуллари тенг булган куч билан 
таъсир этишига карамасдан катта кишининг .тезла
ниши кичик булади. Катта киши боланинг таъсиридан 
деярли жойидан к^згалмайди, ^олбуки, айни шу вацт- 
да. ёш бола ушандай куч таъсири остида катта тезла
ниш олади (жойидан кузгалиб тез харакат килади). 
Бунга сабаб ёш боланинг массаси катта кишининг 
массасига нисбатан анча кичик эканлигидир ва шунинг 
учун тезланиши (62.9) тенгламага мувофик, анча катта 
булади. Куёшнинг массаси Ерга нисбатан жуда ,\ам 
катта булганлиги учун Ернинг таъсир кучидан Куёш 
оладиган тезланиш ни>;оятда кичик, аммо Куёшнинг 
таъсир кучидан Ер оладиган тезланиш анча каттадир.

4. Кучлар таъсирларининг мустакиллик конУнмга 
асосан нукта (жисм) га бир вактнннг ?зида бир неча 
куч таъсир этса, бу кучлар таъсирларининг натижаси 
мустакил равишда булади. Агар буни батафсилрок 
тушунтирсак, яъни нуктанинг массаси т булиб, бу нуктага
F|i Ft . . .  Fn куч таъсир этади. Нукта а,, а, . . . а„ тез- 
ланишларга эришнши мумкин булса, шу нуктанинг каР бир 
куч таъсирида оладиган тезланиши бошка кучларга боглик 
эмас. Бошкача килиб айтганда, ах тезланиш вектори факат 
Fx куч ва нуктанинг массаси т га боглик булади, а, факат
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F, ва m га ва >;оказо. Нуктанинг олгац тулик тезланиши 
а ташкил этувчи а,; аг\ ап тезланншларнинг геометрик 
йигиндиенга тенг:

^  ^  +  . . . +  =- +  . .  . +  а .  (62.10)
гп т ш

-*■ 5иккинчи томондан а =  — эканлигини хнеобга олеак,т
F -  F, +  Ft +  . .  . Fn келиб чнцниишн пай^ашимиз равшан-
ДИр.

Динамика конунлари, албатта, маълум бир санок 
системаси ёки хисоблаш системасига нисбатан олинади. 
Бу цонунлар инерциал .\исоблаш системаларига нис- 
батан аннк бажарилади. Агар системанинг тезлик век- 
торн v =  coconst булса, бундан системаларга инерциал 
хисоблаш системаларн деб айтилади. Бундай система- 
ларда v тезлик нолга тенг булади ёки бирон сонга 
тенг булади. Агар v= 0  булса, система тингч ^олатда 
булади ва v тезликни бирон сонга тенг десак, бу сон 
1,2, . . . ,  п чексиз булишн мумкин. Бу .\олда система 
тугри чизикли текис .\аракат ^олатида булади. Демак, 
тинч ёки тугри чизикли текис .^аракатда булган систе
маларга, яъни тезлик вектори доимий булган система
ларга инерциал .\нсоблаш системаларн деб айтилади.

Инерциал хисоблаш системаларн чексиз к^п були
шн мумкин ва исталган бундай системалар учун дина
мика конунлари аник бажарилади. Амалда учрайднган 
масалаларни ечиш учун Ерни инерциал хисоблаш сис
темаси деб кабул килинади. Астрономик масалаларни 
ечиш учун Куёшни инерциал системанинг маркази деб 
кабул килинади. Хакикатда эса Ерни .\ам, Куёшни хам 
инерциал .\исоблаш системасининг маркази деб олиш 
т^три эмас, чунки Ер .\ам, Куёш .^ам эгри чизикли 
з^аракатда булганлиги учун инерция кучлари мавжуд 
булади. Демак, бу системаларнинг тезланиши бор ва 
системанинг тезлик вектори доимий эмас. Шунинг учун 
Ер .\ам, Куёш хам инерциал ,\исоблаш системаларн 
була олмайди. Лекин амалда курилаётган техник ма- 
салаларнн Ер ва Куёшни инерциал система деб ^исоб- 
лаб ечишда б^ладиган хатолнклар нн^оятда (иккинчи 
ва учинчи тартибли хатолнклар) кичик булади.
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63- §. Нукта динамикасининг асосий тенгламаси 
ёки нукта каракатининг дифференциал тенгламалари

Олдин айтганнмиздек, Ньютоннинг иккинчи конуни 
нукта динамикасининг асосий тенгламаси дейилади. Бу 
тенгламани

та = Т  (63.1)

шаклда ёки a - - d v  ’dt эканлигии ^исобга олиб,

т —  = F (63.2)dt
куринишда ,\ам ёзилади. (64.2) дан фойдаланиб, илга
риланма каракатда булган нуктага дойр каР кандай 
масалани ечиш мумкин. Маълумки, нуктанинг тезла
ниши

а =  —  (63.3)
dt1

куринишда кам ёзилади, шунга асосланиб, (63.1) тенг
ламани куйидагича тасвирланади:

т — ^ Т .  (63.4)
dt*

Албатта, (63.1) — (63.4) тенгламаларда нуктага таъсир 
этувчи кучларнинг тенг таъсир этувчисини F деб кабул ки-
лиш лозим, яъни агар нуктага Ft . . . Fn кучлар таъ
сир этаётган булса, куч F куйидаги формуладан топилади:

П
F «  F, +  >2 +  . . . Fn =  V  . (63.5)

к- 1

(63.1) — (63.4) тенгламалар нукта динамикасини ir асо- 
сий тенгламалари ёки нукта ^аракатининг дифферен
циал тенглама-лари дейилади. Математикадап маълумки, 
тенгламаларнинг >;ар биттасининг чексиз куп ечими 
булиши мумкин. Ечнмлар аник масалани тулик ифо- 
далаши учун бир кийматлилик шартларини каноатлан- 
тнриши лозим. Бир кийматлилик шартлари икки кисм- 
дан иборат: 1 ) бошлангич шартлар; 2 ) чегаравнй шарт- 
лар.
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Бошлангич шарт деганда, вацт t — О булганда диф- 
ференциал тенгламада изланадиган катталикнинг (тез
лик ёкн масофа) бошлангич киймати нимага тенг экан
лиги тушуннлади. Чегаравий шартлар деганда, нукта 
фазонинг маълум хажмида ^аракат к,илганида шу 
хажмни чегаралаётган сиртда ёки *ажмнинг маълум 
жойларида изланаётган катталикнинг киймати нимага 
тенг эканлиги тушунилади.

Агар дифференциал тенгламанинг топилган ечими 
бнрцийматлилик шартини тулнк каноатлантирса, шун- 
дагина ечим ягона ечим булади ва к^риладиган маса- 
лани тулнк, ифодалаш мумкин.

Маълумки, нукта *аракатининг дифференциал тенг- 
ламасн (63.4) иккинчи тартибли чизикли дифферен
циал тенгламадир. Шу сабаблн, бу тенгламанинг ечи- 
мини аниклаш учун тенгламаларни икки марта ните- 
граллаш лозим булади. ХаР бир марта интегралланган- 
да интеграллаш донмийларини топиш учун биркиймат- 
лилик шартларидан фойдаланадилар.

64- §. Эркин ну^та х,аракати дифференциал 
тенгламаларининг проекццяларда ифодаланиши

63-§ да курилган эркин ну^та ^аракатининг диффе
ренциал тенгламаларини координата уцларидаги проек- 
цияларда ифодалайлик.

1 . Декарт координата системасида нуктага таъоф этув- * 
чи куч F„ F..........Fa булсин. Бу кучнинг (188-раем) Л,

188- раем.
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Z уцлардаги проекцнялари Fx, Fy, Ft , нуктанинг координа
таларн x, у, г ва нукта тезланишининг уклардагн проекция- 
лари ах, ау, аг булсин. Агар радиус-вектор координата ук* 
лари билан маълум бурчакларнн ташкил этса, цуйндаги 
ифодаларни ёзишнмиз мумкин:

—► ——►
х =  rc o s (r  , »),
</ =  r c o s ( r ,  7 ), (64.1)
Z =  r cos ( г , k)

ax — a cos (a , i )
au = a co s (a ,  j) ,  (64.2)

аг =  a cos (a , k )

Fx = F cos {F , i )
Fy = Fcos(F, / ')  (64.3)

Ft =  F-cos(F , k )
Энди нукта харакатинннг дифференциал тенглама- 

синн проекцняларда куйидагича ёзнш мумкин:
т а \* т а 1у = та1г
та.2х то2у = та,г ~ ^2* (64.4)

^ п х ~ F nx, р пу< тап.
\а р  бир X, Y, Z уклар буйлаб (64.4) тенгламаларни 

Кушамкз:

+ T Jт (в,ж +  Ор +  . . . 4 * 0  -  FlM 4- F ^  +  . .
+  %  +  • • • +  % ) =  F^y +  F ^  +  . 

m (ajf +  au  +  . .  . 4 - a j  ~ ? lt +  F2z +
Чап ва унг томонлардаги тезланиш ва куч проекцияла- 

ринннг йипшднсини мос равишда ах, ау, аг ва Fx, Fy, Ft 
деб белгнласак,

т а =  F



тенглама ^осил булади. (64.4) тенгламада

а,  =  а „ + а *  +  . . .  + а пх = ' £  а1х
I«1П

а у  =  а 1у +  °2 у  + + % - 2 a‘v

а г ~  ° \ г  +  а 2г +  • • • +  а пг  * ?  У  а i.

(64.7)

ва

' W u + ' V H

пг - ^  -ц  
|-1

+ F  =  V f1 пх 4У  I* 
1 = 1_  и <

. + F  =  v  / \  *уi=i 
—» л 

. + F  =  V f .
1 * TXZ —  J И

1*1

(64.8)

Проекцияларда ифодаланган (64.6) яна куйидаги 
куринишларда хам ифодаланади:

т - ± = F _

ва

dt 
dv ,

*  *
m ^ . =  r
m dt г

mx = Fx 

my = Fy 
тг — F.

(64.9)

(64.10)

Хосил килинган (64.6), (64.9), (64.10) тенгламалар 
нукта ^аракатининг декарт укларидаги проекцияларда 
ифодаланган дифференциал тенгламалари дейилади.

2. Табиий Укларда нукта каракатининг дифферен
циал тенгламаснни куйидагича ифодалаймиз. Фараз 
килайлик, нуктага Flt Ft , . . . , Fn куч таъсир этснн (189- 
расм). Бу кучларшшг табиий уклардаги проекцияларининг
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йигандиси, яъни тангенци- 
ал, бош нормал ва бинор- 
мал уцлардаги проекция- 
ларининг йигиндисн
y F c o s(F it т); V F  cos(f/г)
I- 1  i=i/I —♦ —♦
ва V  F. cos (Ffi) булсин,

агар тезланиш проекция- 
ларининг йириндксини aXt 
ап, аь деб белгиласак, нукта .\аракатининг табиий уклар
даги дифференциал тенгламалари куйидагича ёзиладн:

тах =  Fx,

189- раем.

£ . Охирги тенгламада

та. =  Fn,П П’
mab =  Fb.

ах =  a cos (а, т ), 
ап — a cos ( а , п ), 
ай =  а cos (а , Ь)

(64.11)

(64.12)

ва

Fx =  V f .  cos(f\, т), 
i-i

Fincosf<> «)•i-i
n

(64.13)

VF^cosiF t, b) 
f=i

эканлигинн эслатамиз. Бу тенгламаларда т, а, b —табшш 
укларга утказилган бирлик векторлардир (орталар).

Кинематикадан маълумки, ах ва ап куйндаги формула- 
лар билан топилар^эдк:

(64.14)

(64.15) 
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Бунда р — нукта траекторнясининг эгрилик радиуси. 
Агар охирги икки формулани (64.11) тенгламаларнинг 
бирннчиси ва иккинчисига кУйсак,

d*s с
т  ---------- F .

dt1 т
t>* г т —  — г  „
Р

(64.16)

тенгламаларни уки л  киламиз- Бу тенгламалар 
нукта ^аракатннинг дифференциал тенгламасининг 
табиий Укларда ифодаланишиднр. (64.11) ифодадаги 
учинчи тенглама бинормал укидаги дифференциал 
тенгламанинг проекциясидир. Кинематикадан маълум
ки, нукта тезланиши тегиб турувчи текисликда ётади 
(39- § га каРанг) ва шунинг учун, яъни тезланиш тегиб 
турувчи текисликда ётгани учун, тезланишнинг бинор
мал укидаги проекцияси нолга тенг,

ab = a cos(a , b) =  0 (64.17)

ва демак, шу b Укдаги куч проекцияси *ам нолга тенг 
булади:

Fb --= V f .  cos ( ^ 5  =  0.
I- 1

Шундай килиб, нукта каРакатииинг дифференциал 
тенгламалари тибиий Укларда (64.16) тенгламалар шак- 
лида ифодаланади.

Агар нуктанинг ^аракати тугри чизикли булса, 6v 
Колда х, у, z Укларининг биронтаси буйлаб ёки т, п Ук- 
ларининг биронтасига мос булиб колади ва бундаи 
тУгри чизик буйлаб каРакат киладиган нуктанинг диф
ференциал тенгламаси факат биттагина бУлиб колади: 
факат х ёкн факат у, ёки факат г уки буйнча ,\аракат 
килади.

65- §. Нукта динамикасининг икки асосий масаласи

Нуктанинг .харакати вактидаги динамика масала- 
сини кУЙидаги икки турдаги масала холига келтири- 
лади. Бу икки тур масала нукта динамикасининг икки 
асосий масаласи деб аталади.

Биринчи масала. Берилган т массадаги нукта
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r = r(t) цонун бУйича харакат килади. Шу нуктага таъ
сир этувчи куч топилсии.

Е ч и ш  у с у л и .  Нуктага таъсир этувчи куч дина- 
миканинг асосий тенгламаси булган (63.4) ифодага 
асосан

F = m —  (65.1
dt*

формула ёрдамида хисобланадн ёки шу формуланинг 
Уклардагн проекциялари

Fx — т (65.2)
dl*

(65.3)

f . - m %  (65.4)
9

оркали ^исобланади. Аннкрок килнб айтганда, нуктага таъсир 
этадиган кучнн аниклаш учун нуктанинг ^аракат конуни 
г =  г(/) дан икки марта косила олиб, нуктанинг тезланиши

d‘rа =  топилади ва бу тезланишни нуктанинг массаси
т га купайтирнб, нуктага таъснр этадиган куч топилади.

Агар нуктанинг .царакат конуии координата уклари буй
лаб

х = х  (0, (65.5)
У = У (0. (65.6)
г =  2(0 (65.7)

шаклда берилган булса, бу тенгламалаодан икки мартадан
,  dhX d*y d*zвакт буиича хосила олиб, ---- , ——, -----  топилади ва то-

'  J dt1 dt* dt*
пилган тезланиш проекция.(ари (65.2) — (65.4) фэрмул алар- 
га куйилиб, Fr, Fy, Fz кийматлари ,\исобланади.

Куч проекциялари Fx, Fy, Fg киймзтларга асосланиб, 
тулик куч модули

F =  V F \  +  F'y +  /•; (65.8)
оркали ва F кучнинг йуналиши эса йуналтирувчн косинус - 
ларни ифодалайдиган куйндаги тенгламалар оркали аник* 
ланади:

cos(F, i ) = j ;  cos(F, j ) =  ; cos (Ft , k)  =  - j  .
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Иккинчи масала. Массаси т булган нукта F куч 
таъсирида харакат килиши ва бошлангич хамда чега- 
равнй шартлар маълум булиб, шу нуктанинг харакат 
тенгламаси ёкн харакат конунини аниклаш лозим.

Е ч и ш  у с у л и .  Нуктанинг харакат тенгламаси ёки 
Харакат конунини топиш учун харакатнинг дифферен
циал тенгламасини икки марта интеграллаш лозим. 
Биринчи марта интеграллаш натижасида. нуктанинг 
тезлиги топилади. Бу тезликни топиш учун олдин хара- 
катнннг дифференциал тенгламасини тезлик оркали 
ёзиб интегралланади. Охирги тенгламадан тезлик, агар 
куч ва масса вакт функцияси б^лса, кунидагича ифо- 
даланади:

V — Г — dt. (65.10)
i

Бу (65.10) формуладан F ва т лар берилган булса, 
v ни тезгина хисоблаш мумкин.

Нуктанинг харакат конунннн топиш учун алгебраик тез-
ликнинг и=  ^  эканлигини назарда тутиб, охирги ифодадан 
масофа (харакат конуни) топилади:

s = j v d t .  (65 11)

Харакат конунини (65.11) дан топиш учун (65.10) 
дан фойдаланиб топилган V тезликни (65.11) га куйиб 
интегралланади.

Таъкидлаш лозимки, v тезлик ва s хаРакат КонУ* 
нинн топганимизда, (65.10) ва (65.11) ифодаларнн ин- 
тегралланганда С, ва С2 интеграллаш доимийларини 
аниклаш лозим булади. Тезликни топганда битта ин
теграллаш доимийси Си харакат конунини топганда 
иккинчи интеграллаш доимийси С2 хосил булади. Ct 
ва С2 интеграллаш доимийлари бошлангич ёки чегара 
шартларидан фойдаланиб топилади.

Агар нукта харакатннинг дифференциал тенглама
лари проекцияларда. яъни (64.9) ёки (64.10) шаклда 
берилган булса, бу холда учта дифференциал тенгла
манинг хар бирини икки мартадан интеграллаш лозим 
булади. Биринчи марта интегралла ганда vx% vy, vt топилади
ва бунда С,, С,, С3 учта интеграллаш доимийси хосил була- 
ди. Иккинчи марта интегралланганда уклар буйлаб хара
кат конунларн х, у, г топилади ва яна учта интеграллаш
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доимийси С„ С,, С„ хосил булади. Бу интеграллаш доимий*
лари С,, С,........... С, бошлангич ва чегара (бир^ийматлилик
шзрти) шартига асосан топилади. Бошлангич шартларда 
t вакт нолга тенг булганда, нуктанинг бошлангич вазияти- 
нн аниклайдиган координата дг0, у0, г0 ва нуктанинг бошлан-
гич тезлигининг уцлардаги проекш!ялари t>0x =  дг®, i>ty =  у, 
ва иог =  20 маълум булади, яъни / =  0 да

х  =  а „ ; у =  у в, г =  r0; vx — х =  х0

Vy = У = У«\ vf = z  =  z0. (*)

Охирги (*) шаклда берилган ифодалар бошлангич 
шартлар дейилади. Бу бошлангич шартлардан фойда- 
ланиб, Си С2.........С6 топилади ва булар (64.10) тенг
ламаларнинг умумий ечимларига куйилгандан кейин 
нуктанинг ^аракат цонунлари куйидаги куринишларда 
ифодаланади:

X =  f t  ( / ,  -V ., у», Z0, х9, I/в , г0),

у  =  ft (t, х0, у0, 2 0, дгв, ув, Zo),
•  •  •

z — / j  (t, х0, I/o, Z0, .X’q, t/0, 2в).

(65.12) — (65.14) тенгламалар нуктанинг харакат 
конунларндир. Куриниб турибдики, бошлангич шарт 
берилганларига асосан ва нуктага таъсир этувчи куч
ларнинг характерига цараб нуктанинг каРакат конУни 
узгаради.

Шундай килиб, иккинчи масалани ечиш учун бош
лангич шартлар маълум булиши керак ва бошлангич 
вактдаги нуктанинг вазияти (координаталари) ни аник
лаш хисоблашнинг боши деб кабул килинади. Амалда 
куп масалалар нукта динамикасининг иккинчи маса
ласи шаклида учрайди. Айрим холда нуктанинг масса
си т ва нуктага таъсир этувчи куч F мураккаб вакт 
функцияси шаклида берилган буладики, бу холда, нук
та харакатининг дифференциал тенгламаларини такри- 
бий (каторларга ёйиш й^ли билан) интегралланади. 
Бу интеграллашни бажаришда хозирги замон электрон 
хисоблаш машиналаридан фойдаланилганда яхши ик- 
тисодий самараларга эришилади.

(65.12)

(65.13)
(65.14)
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66-$. Нукта харакатянинг дифференциал 
тенгламаларнни интеграллаш

Нуцта харакатининг дифференциал тенгламаларнни
(63.1) — (63.4) ёки (649), (64.10) ва (64.16) куринишда 
Кулланилиб, бу тенгламаларни бир неча лолларда ин- 
тегралланишини кУрамиз.

Б и р и н ч и  х о л: нуктага таъсир этадиган кучлар
нинг тенг таьсир этувчиси F =0 булсин. Бундай ^одда (63.2)
тенглама куйидаги т — =  0 шаклни олади. Бундан т Ф  0

dt
булганлиги учун dv =  0 ва

=  const . (66 1)
булиб к°лади.
Бу ерда С, ни бошлангич шартдан фойдаланиб топамиз: 
t — 0 булганда,

v =  v0 (66.2)
булса, (66.2) ни (66.1) га куйсак,

С, = v 0 (66.3)
Косил булади ва ни^оят, агар (66.3) ни (66.1) га куйсак,

и =  Од — const (66.4)
Косил булади. Охирги ифодадан, агар нуктага таъсир этув
чи куч F =  0 булса, нукта узииинг тезлик векторини уз- 
гартирмайди, деган хулоса келиб чикади. Нукта тезлиги- 
нинг узгармаслиги деганда, нукта ёки тинч, ёки тугри чн- 
зиклн текис ^аракат колатини саклайди, деган хулосага олиб
келади. Бу хулоса, яъни v — const эканлиги, Ньютоннинг 
биринчи конушшинг узгинаси эканлигини укузчи англаган 
булса керак.

_  dsЭнди нуктанинг харакат конунини топиш учун v =  —
at

ифодани (66.4) га куямиз, УнДа ~~ — v косил булади. Бун-
at

дан s ни топамиз:
s =  f v0dt = v j  +~Ci. (66.5)

C2 интеграллаш доимийсини бошлангич шартдан 
фойдаланиб топамиз. Бу шарт /= 0 ;

s =  So =  0 (66.6)

ифодадан иборат булсин. Бу шартни (66.5) га кУямиз:
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О “ D,. О +  ct,
бунда С2 = 0.

С2 нинг кийматини (66.5) га куйиб, куйидагини *о- 
сил киламиз:

s =  Vot. (6 6 .8 )

Охирги тенглама тугри чизикли текис харакат учун 
йул формуласидир. Демак, агар нуктага куч таъсир 
этмаса, бу нукта тугри чизикли текис харакат килади.

И к к и н ч и  к°л; нуктага таъсир этадиган куч F — const 
ва я  =  const булса, яъни нукта доимий куч таъсирида бул
син. Бу *олда (63.2) тенглама куйидаги шаклни олади:

_ т —  =  F. (66.9)
dt '

Бундан
—  =  — =  а =  const, (66.10)
dt т '

(66.10) дан dv ни топамиз: dv =  a dt 
ёки

v =  $ ad t = a t  +  С,. (66.11)
С3 ни бошлангич шарт

t = 0; v =  г, (66. 12)
дан фойдаланнб топамиз. Агар (66.12) ни (66.1 1 ) га куисак:

v, = о , 0  +  С,; C3 = v e.
с, ни (66.1 1 ) га куямиз;

v =  у0 +  а-/. (66.14)
Бу (66.14) тенглама нуктанинг оннй тезлигини топиш 

формуласидир. Бу формула текис тезланувчан .\аракат учунJC
тезлик формуласидир. Харакат конунини топиш учун v =  —

dt
дан фойдаланамиз:

ds .—  =  v, +  o t .
бундан

s =  j  v, dt +  fa t  dt =  v j  +  -у  +  C4. (66.15) 

Бошлангич шартни
/  =  0 ; s  =  0  (6 6 .1 6 )
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(66.15) га кУйиб, С4 ни топамиз:
С4 = 0 .  (66.17)

Агар С4 ни (66.15) га куйсак,

s = V o t+  —  (66.18)

косил булади.( 66.18) ифода текис тезланувчан харакат 
учун йУл формуласидир.

Шундай килиб, нукта доимий куч таъснрида текис 
тезланувчан харакат килар экан ва бундай харакат 
учун нуктанинг тезланиши a =  const булади. Бнз (66.14) 
ва (66.18) формулаларни келтириб чикарганимизда куч 
/ r =  const деб олган эдик, шу билан F кучнинг ишораси 
мусбат F> 0 деб кабул кнлгаи эдик. Агар F < 0 , яъни 
кучнинг ишораси манфий булса, (66.14) ва (66 18) 
формуланинг унг томонидаги мусбат « +  * ишора нинг 
жойига манфий «—» ишора булади. Демак, умумий 
Колда, кучнинг модули доимий булган х°лда, тезлик ва 
йУл формулалари

v = v a±  at, (66.19)

s — v0 ± ~  (66.20)

куринишида ёзилади. Агар харакат текис тезланувчан 
булса, ишора мусбат, текис секинланувчан булса, ман
фий ишора олинади.

У чин ч и кол:
F = - r a t )  (66.2 1)

шаклда берилган булсин, яъни куч, каршилик кучи 
булганлиги учун минус ишора билан ёзилади. Куч 
формуласнда а  каршилик коэффициентн булиб, берил
ган мукит учун доимий булади. v эса нуктанинг тез-1 
лигидир. Бу кол учун (63.2) тенглама куйидаги шаклни 
олади:

т —  = - a v .  (66.22)
dt

Бу тенгламанинг узгарувчилариии ажратиб га ик
кала томонини купайтирамиз) иитеграллаймиз:

dv ..т — =  — a  dt
v
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)

— dv aёяи --- «Г — —  dt.
v m

агар — =  a 0 Д̂ б белгнласак: m
dv ,— =  a0dt,
V

бундан —- =  — J a  dt 

ва
In у =  — a 0 / +  Cs. (66 23)

Бошланпгч шарт,
t0 =  0; v =  у, (66.24

дан фойдаланиб, Cs ни топампз:
In у0 =  — a 0 ■ 0 +  Cs; Cs =  In у0. (66.25) 

Топилган Сь нинг цнйматнни (G6.23) га куямиз:
In у =  In у0 — а 0 /.

Бу ифодани ихчамлаймиз:

In — =  — a 0 t. 
v»

Охирги тенгламани потенцирлаймнз:

—  = е_<ц'  =  е х р ( - я 0 •/). (66.26)
V0

Нуктанинг тезлиги (66.26) дан топилади:
у =  у0 ехр (— ч„ t) =  у0 • «"*• *. (66.27)

Демак, царшилик кучининг таъснри остида нукта
нинг тезлиги (66.27) га асосан, экспоненциал цонун

190- раем.
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буйича камаяди. Бу камайиш 190-расмда кУрсатилга-
нидек, харакатнннг бошида тез булади. Кейин эса t 
вакт утиши билан аста-секин абсцисса Укига яцинла- 
шадн. v тезликнннг ана шундай камайншн, яъни е~а,‘ цону- 
ннга асосан буладиган камайнш (е =  2,7 натурал логарифм- 
нинг асоси) экспоненциал камайиш дейилади.

Энди нуктанинг .^аракат цонунинн топиш учун яна
v =  ds/dt дан фойдаланамиз. Бунинг учун 
нфодадан s ни топамнз:

s =  Г v ^ ' d t  =  — i t  -(- С,. (66.28)
J *•

Бошлангич шарт
г = 0 ; 5 = 0 .  (66.29)

Агар (66.29) ни (66.28) га куйсак,

С. =  —  (66.30)
а.

х;осил булади. С, ни келтнриб (66.23) га куйсак,

s =  — (1 -<?“ ’*■') (66.31)

ифодани э̂ осил циламиз. Бу ифэда нуктанинг ^аракат ^ону- 
шаир. Бу нфодадан / =  б булганда, s =  0 ва /-*■ х  да
s =  — хосил булади. 

я.

67-§. Горнзонтга нисбатан кия отилган нуктанинг
каракати

Фараз киламнз, шундай масала берилган. Массаси 
т  булган М моддий нукта горизонтга нисбатан а 
бурчак остида ва t'0 бошлангич тезлик билан отилсин. 
Бу нуктага факат огирлик кучи mg таъсир этсин. \ а -  
вонинг каршилнгинн хисобга олмасдан нукта тез- 
лигннннг 5’згариш конунн ва нуктанинг каракат конуни 
топнлсин (191-раем).

Е ч и ш . Нукта факат XOZ текиелнгида каракат ки
лади, деб кабул киламиз. Бу *олда нукта факат X, Z 
Уклари бУйлаб харакат килади ва (64.9) тенгламалар- 
нинг факат ^ккитасини куллаш лозим булади, яъни
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»4 ' - F ,  (67-D

m £ w „ .  (67-2)

(67.1) на (67.2) тенглама ну^та з^аракатининг диффе
ренциал тенгламалари. Кейинги ишимиз шу тенглама- 
ларни икки мартадан интеграллашдан иборатдир. Расм
дан курннадики,

Fx =  0. (67.3)
Ft — — mg. (67.4)

Олдин (67.1) ни ечамиз, бунинг учун (67.3) ни (67.1)га 
кУямиз:

dvx
m ~dT =

т Ф  0 булганлиги учун dvx =  0 ва
и, =  С, (67.4')

ускл  булади. Бошлангич шартга асосан
t — 0, vx =  =  i>0 =  const, (67.5)

vx = v0i =  u0sin a (67.6)

ифода хосил булади. Агар (67.5) ни (67.4) га куйсак, 
Ci ни топиш мумкин:

Cl = u 0cosa (67.7)
Cj ни келтириб яна (67.4) га цуйиб,

vx =  v0cosa (67.8)
эрсил килинади. Бу охирги ифода X Уки буйлаб нуцта 
тезлигининг проекцияси доимий цолишини курсатади. 
Энди

с =  —  (67.9)
* dt '

эканлигини эътиборга олиб, (67.8) дан х ни топамиз:
dx—  =  t’0cosa. dt

Бундан
х =  j (ye cos a) dt =  cos a  4- C,. (67.10)

263



Бошланрнч шартга асосан цуйкдэги.ирнч ёза миз:
t =  0; х  =  х0 =  0; г =  г, =  0. (67.11)

(67.10) га цУйиб, С, нн топамиз;
О =  ve-0-cosa -Ь С, С, =  0 . (67.12)

Энди С, ни (67.10) га куямиз:
j c = t ,0/cosa . (67.13^

Бу ифода нуктанинг X >-ци буйича ^аракат конуни- 
дир. Куриниб турнбдики, нукта X уки буйлаб текнс 
^аракат циладн ва тезлиги доимнй булиб, (67.8) га 
асосан v6 cosa га тенг.

Нуктанинг Z уки буйп5 харакат конунини топиш учун
(67.2) тенгламани интеграллаймиз. Интеграллашни ба- 
жариш максадида (57.4) ни (67.2) га к у я м и з , бу *олда

m ^ - L = — mg (67.14)
Iи

ёки т га кискартнрилгандлн суиг
dvt = — gdt. vt =  — g ) d t = — gt +  C 3 (67.15)

*осил булади. Бошлангич шарт (67.6) ни (67.15) га 
Кфямиз ва С3 ни топамиз:

v0 sin a  =  0 4- Cs; C1 = u 0sin a . (67.16) 
£  Ни^оят, (67.16) ни (67.15) га цуйиб, vt  ни топамиз:

vt =  v9 sin a  — gt. (67.17)
Бу vt иу^та тезлигининг Z уци буйича проекциясининг 

узгариш конунидир. Куриниб турнбдики, нуктанинг Z уцида- 
ги тезлиги ва^тга чизикли б^ланган. Энди Z уки буйлаб 
з^аракаг конунини топиш учун

Лг (67.18)

(67.18) ифодани (67.17) га куямиз:

— =  t,'e sin a  — gt,
dt

бундан dz = \v 0 sin a  i f  — J gtdt

ёки

vjt sin a  — -y  +  C4. (67.19)
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Бошлангич шарт (67.11) ни (67.19) га кУйнб, С4 
ни топсак

Ск =  0 (67.20)
*осил булади. Бу С4 = 0 булган >^олда (67.19) тенглама  
Куйндаги шаклни олади:

2 =  VqI sin а — . (67.21)

(67.21) тенглама нуктанинг Z буйлаб ^аракат 
Конунидир. Бу конундан куринадики, нукта Z уки буй
лаб текис секинланувчан харакат килади.

Энди нуктанинг харакат траекториясини аниклай- 
миз. Кинематикадан маълумки, бунинг учун харакат 
конунларидан вацтни й^котиш лозим. Бу харакат ко- 
нунлари (67.13) ва (67.21) тенгламалардир. t вактнн
(67.13) дан топамиз:

t =  — Z—  (67.22)t’flCos т
ва топнлган (67.22) ифодани (67.21) га куямиз ва

jfbs , (67.23)

тенгламани \осил киламиз. (67.23) М ифода нукта траекто- 
риясшшнг тенгламаснднр. Тенглама параболанн ифодалайди. 
Демак, .И нуктанинг траекторияси парабола булади (192- 
расм). Бу парабола а  бурчакнннг маълум кийматида ^осил
булади. Агар а  бурчак узгарнб, а р а,, а , ...........а ,  кий-
матларни олса, хар бир бурчак учун битта парабола х,оснл 
булади. Демак, бурчак агар п та кийматни олса, п та па
рабола, яъни параболалар дасгасн: 1 , 2, . . . .  п парабола-
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лар косил булади. 192-расмда а  бурчакнинг олтита кийма- 
тнга мос келадиган олтита параболалар тасвирланган.

Энди шу параболаларнинг чуккиларининг коорди- 
наталарини топайлик Бу чУккиларда г  нинг киймати 
максимум булади. Демак, чУккиларнинг координата- 
ларинн топиш учун (67.21) оркали топиладиган г  функ- 
циянинг максимумини топиш лозим. Бунинг учун олдин 
г нинг экстремал кийматларини аниклаймиз. Матема-
тикадан маълумки, бунинг учун — ни топиб, топилганdz
ифодани нолга тенглаштнрилади, яъни (67.21) дан

— =  u0s in a — gt =  0. (67.24)
dt

«ч

t вактнинг шундай кийматнни топамизки, г =  гт ах булсин. 
Бунинг учун (67.24) ни t га нисбатан ечамиз:

t =  . (67.25)
В

(67.25) ифодадан (67.21) га куйнб, гтшх ни топамиз:

,  (67.26)mtx 2 g '

Zmtx изланаётган M нукта чУккисини биринчи коор- 
динатаси, иккинчи координатасини топиш учун (67.25) 
ни (67.13)га кУямиз ва бу колда куйидагини косил ки
ламиз:

i’n sin 2 a
0 (67.27)

2ц

(67.26) ва (67.27) формула ёрдамида парабола 
чуккиларининг координаталари кисобланади. Бу 
чуккиларининг координаталари нуктанинг v0 бошлан
гич тезлиги ва а бурчакка богликлиги охирги форму- 
лалардан яккол куринади. Топилган (67.26) формула 
парабола чуккнсинннг баландлигини хисоблашга имкОн 
беради. Демак, бу формуланн берилган v0 ва а учун 
нуктанинг энг юкори баландликка кутарилиш форму- 
ласи деб *ам айтиш мумкин.

Нуктанинг энг узокка бориш масофасини топиш учун
(67.27) ифодани икки марта купайтириб олиш керак, 

чунки нукта кутарилганда X масофани ва яна тушганда 
X масофани, жамн L =  2x масофани утади. Ана шу
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мулохазаларни .^исобга олиб, кутарилиш баландлиги- 
ни Н, нуктанинг юриш узоклигини L деб белгиласак, Н 
ва L катталнклар учун куйидагиларни ёзишга хацли- 
миз:

w£sin* а
И =  -2-------- (67.28)

2 В 
v iv n 2 i

L =  - ---------  (67.29)
S

Куринадики, Н ва L катталнклар а  бурчакка боглик, 
агар а  -- 90° булса,

Н = Нт„  -  $  (67.30)

булади, агар а  =  45° булса, sin(2 45)° — 1 булганлиги 
учун

(67.3!)

ифода хосил булади. Демак, тик отилган нукта 
(а  =  9(Р) энг юкорига ва а  =  45° бурчак остида отилган 
нукта энг узокка боради.

Агар (67.31) ни (67.30) нинг чап ва унг томонлари- 
га булса к,

L = 2  Н (67.32)max т е х  '

эканлигини курамиз, яъни нуктанинг энг узокка бориш 
масофаси энг юкорига кутарилиш баландлигидан икки 
марта катта булар экан.

Курсатилган параболалар дастаси (192-расмга ка
ранг) бир неча ажониб хусусиятларга эга. Парабола- 
ларнинг чуккиларини туташтирувчи А чизик кам па
рабола эканлигини курсатамиз. Бунинг учун

,  1cos1 а  = ----------
I -f  tg1 а

ифодани (67.23) га куйиб, куйидагини ^осил киламиз:

г =  xtgoc — “ (1 -f tg5a). (67.33)
г с'о

Энди г'функцияни tg a  га нисбатан экстремумга тек- 
ширамиз:
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d (tg a) o
бундан

(67.34)

Топнлган (67.34) ни (67.33) га куйсак,

(67.35) ифода хам параболанинг тенгламасидир. 
Демак, параболаларнинг чуккиларини бирлаштирувчи 
чизик лам парабола бУлар экан. Бу А чизик хавфли 
зонани хавфсиз зонадан ажратади, яъни шу чизик ос
тида нукта келиб тушиши мумкин, бу А чизикдан таш- 
карида нукта харакат килолмайди. Агар М нуктанинг 
тезлиги v0 ва а  бурчаги ZOX текислигида эмас, бошка 
текисликларда хам жойлашган бУлса, бу холда нукта 
хар бир текисликда биттадан хавфсизлик параболасини

хосил килади ва бу хавфсизлик параболаларининг гео
метрик Урни параболоид сиртини (193-раем) хосил 
Килади. Бу параболоид сирти А хавфсизлик парабола- 
сини Z уки атрофида айлантирганда хосил булган сирт- 
дир. Бу параболоид сирти (тескари куйилган к°зон 
сиртига ухшайди) ичида нукта харакат килади, сирт- 
дан ташкарида эса нуктанинг булиш эхтимоли нолга 
тенг (яъни ташкарида нуцта хаРакат килмайди).

z

л

193- раем.
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Параболаларнинг чфккиларини ифодалайдиган hvk- 
таларнинг геометрик Урии эллипсни ташкил этишини

°окурсатамю Бунинг учун -  h деб белгилаб, (67.26) ва 
^67.27) тенгламаларнк к уйидагича ёзамиз:

х  =  h sin 2 а, 
г — sin*a =  — — cos 2 а),

чунки cos2 а  =  cos*а  — sin*а . '
Охирги тенгламалардан а  ни йуцотсак,

(67.36)
(67.37)

(-1Г
( т ) ’

(67.38)

ухгил булади. Бу (67.38) ифода эллипснинг тенгламасн- 
дир. Демак, параболалар чуккиларининг геометрик урни 
(биронта текисликка нисбатан) эллипсни ташкил этади 
194-раем). Бу эллипс

нинг катта ярим уки h 
га ва кичик ярим уки
— га тенг. Эллипс мар-
казининг коордкнатала- 

л лри; х — 0, г =  — .
Агар О нуктадан 

бир хил бошлангич тез
лик би-пан ^ар хил бур 
чак остида бир ва^тнинг 
узида бир неча модднй 
нукталар отилса, истал
ган ва^тла бу нукталар 
радиуси /? =  t булган 
айлана устида ( 195-расм) 
булади.

Хакикатан ^ам, нук- 
талар айлананинг устида 
булишини исботлаш учун
(67.13) ва (67.21) пара
метрик тенгламалардан
фойдаланамиз: • 195 раем.

г

г \
__1---- > г-  / ~7~~ J

Ц г 1 ( /К  \  *
\
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(67.13) дан t>. cos а  =* —
i

* + /?/*

ra

(67.21) дан t’esina =
I

Охирги тенгламаларнинг чап ва унг томонларини квадрат- 
кСтариб, цушамиз ва

-  х1 +  +  y  j* (67.39)

тенгламани хосил киламиз. Тенглама радиуси R  =  v j  ва 
маркази г — у - нуктада булиб, Z уки устнда ётган айла-
нанинг тенгламасидир.

Шундай килиб, биз горизонтга нисбатан кия отил
ган нукта харакатини ,\аво каршилигини хисобга ол- 
масдан куриб чикканимизда нуктанинг траекторияси 
симметрии параболалардан иборат эканлигини куодик. 
Хакикатда эса, ^аво каршилиги бор ва нукта эмас, 
реал жисм (масалан, снаряд ёки ракета) харакат килади 
ва бу жиемнинг траекторияси баллистик траектория- 
ларни хосил килади.

47- мисол (26.37). Масса
си т булган шарча верти
кал, эластик ва охири мах- 
камланган стержень учига 
ма^камланган. Стерженнинг 
кичик бурчакка огишига 
сабаб унинг учидаги шарча, 
огирлик марказининг хара- 
кати (ХОУ текислигида) 
днр, деб ^исоблаш мум
кин.

Агар шарчанинг мувозанат 
вазиятидан оггандаги \арака г 
Конуни х — a cos kt, у  —b sinkt 
тенглама билан ифодаланадц 

деб хисоблаш мумкнн булса, эгилган эластик стерженнинг 
шарчага таъсир этадиган кучининг узгариш конУни топил- 
син (196-раем), бунда а, Ь ва k — доимий катталнклар.

Ечиш . Шарчанинг хаРакати масала шартига асосан 
ХОУ текислигида булсин. Бу шарчага таъсир этадиган куч
ни аниклаш динамиканинг биринчи масаласига айланади. 
Куч (65.8) га асосан топилади:

196- раем.
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Ft ua Fy кнйматлари (65.2) ва (65.3) формуладан фонда- 
ланиб топилади:

х-  = т х  (2)

Fy ==md% = m y-  (3)

Харакат тенгламаларидан фойдаланнб, х ва х ни топа
миз:

х  =  (a cos kt)\ =  — ak sin kt, (4)

x  =  (— ak sin kt)'t =  — ak1 cos kt — — k*x. (5) 

Эндн у ва у ни топамиз:

у =(b  sin kt)'t =  bk cos kt, (6)

у — (bk cos W)J =  — Ьй* sin kt =  — £*«/• (7)
Куч проекцияларини топиш учун (5) ва (7) ни мос ра- 

вишда (2) ва (3) га куйсак,

Fa =  — mk*x, (8)

Fy — — т р у  (9)
ифодаларни косил килам из ва бу ифодаларки ( 1) га куйиб,

F = т кг У  х% +  у* (10)

тенгламани косил ккламиз. Агар г =  У х* +  у2 эканлигнни 
Кисобга олсак, F — mk* г келиб чикади.

48- мисол. (27.7). Горизонт билан а  бурчак косил кил- 
ган кия текислик буйлаб М нукта кутарилмокда. Нукта
нинг бошлангич тезлиги «„ =  15 — , ишкаланиш коэффи-

с
циенти / = 0 ,1  ва а — 30°.

Нукта тухтагунча канча масофани босиб утади? Нукта 
Канча вакт кара кат килади?

F = V F \  +  F\  . (I)
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Ечиш . Бу дннамиканинг иккинчи 
масаласидир. Шунинг учун дннамика
нинг асосий тенгламаси булган (63.2) 
ифодадан фойдаланиб, цуйкдагини хо
сил киламиз:

m ■ —  = F. (1)
dt '

(1) дан курннадики, F кучни 
топиш лозим. F кучни топиш учун 
нукта эдтатш ш  (197-раем) тас- 
вирлаймиз. Нуктага огирлик кучи 
mg ва иш^аланиш кучи F таъ
сир этади. Му^ит каршилигиии \о- 
собга олмаймиз. Нукта факат кия 
текислик сиртида ^аракат к11-^ 
олади, шунинг учун нуктанинг 
Каракати тугри чизикли булади Бу 
тугри чнзик буйлаб нуктанинг юра-

197- раем. диган йулини s деб белгилаб, шу
s ни топамиз. Нуктанинг огирлик 

кучи mg булса, бу куч кия текисликка перпендикуляр 
булган Fy ва кия текисликка параллел булган Ft  кучга 
аж рала ди. Расмдан

Fx =  mg sin а , (2)
Fy — mg cos а  (3)

эканлиги куриниб турибди. М нуктанинг ^аракатланишига Fя 
ва F куч каршилик килади. Шунинг учун тенг таъсир 
этувчи куч Fa куч билан Fm  кучларининг (бу кучлар бир- 
бирига параллел ва бир томонга йуналган) йигиндисига 
тенг, яъни

F = ~ ( F X +  FKUJ  (4)

Маълумки.

FMoik. (5)
бунда N — текисликнннг М нуктага курсатадиган реакция 
кучидир, бу куч модули Fy га тенг:

N =  F =  mg cos о. (6)

Б е р и л г а н : 

о, =  15 -
/ = 0,1 
а  = 30°

s —  ? /  — ?
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Тенг таъсир этувчи F кучни топиш учун (2) ва (6) ни 
(4) га цуйиб,

F =  — mg (sin а  +  /  cos а) (7)
ифодани ^осил киламиз. Агар (7) ни (I) га куйсак,

т —  =  — m g(sina +  /cosa) (8)
dt

косил булади.
(8) ифодани т га кискартириб, куйидагича ёзамиз:

v — —  Igsin  a  +  /co sa)d / =  — g(sina - f  /c o sa )/ - f  C.

С нн бошлангич шартдан фойдаланиб топамиз. Бу шарт 
Куйидагидан иборат:

/ — 0; v = v0\ s =  0 . ( 10)
Агар (10) ни (9) га куйсак, Сх — v0 булади ва

v — г# — g(sina +  /c o sa )/ ( 1 1 )

формула келиб чикади. Бу ерда v = — эканлигини назар-
dt

да тутсак,

— = v 9 — g  (sin a  +  /  COS a) / dt
ёки

s =  \ [o0 — g (sin a  +  /  cos a)] dt =*

=  Vot — g (s in a  +  /cosa) ~  -f  C, (12)

*осил бупади. Бошлангич шарт (10) ни кисобга олсак, 
(12) дан С2 =  0 келиб чикади. Демак, нуктанинг босиб 
Утган йулининг формуласи (ёки каракат конуни) куйи- 
даги куринишда ёзиладн:

(1
s =  Уо/ — g(sina  +  /cosa) — . (13)

Шундай килиб, нуктанинг тезлиги ( 1 1 ) ва босиб 
Утган й^ли (13) формула билан хисобланади. Агар *а- 
ракат охирида нуктанинг тезлиги и—0 эканлигини на- 
зарда тутсак, ( 1 1 ) дан

/ = -------- -------------- 2,61 с (14)
g (sin a  +  / cos a) 

ва (14) ни (13) га куйганимизда
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s -  ---------- 2-------- =  19,55 M
2 g  (sin % +  f  cos a)

эканлигига ишонч х,осил киламиз.
49- мисол. (26.16). Оирлиги 2 Н булган нуктанинг )̂ а- 

ракати ,v =  3 cos 2 я t см, у — 4 sin я *, м конуни билан ифо 
дала над» (/ — секундларда берилган). Нуктага таъсир килади 
ган куч проекцияларини унинг координаталари оркали топинг

Жавоб: Fx — — 0,08 х (Н), Fy =  — 0.02 у (Н).
50-мисол. (27.2) Горизонт билан 30° бурчак ташкил

этган кия текисликдан 2 —  бошлангич тезлик билан жисм
с

пастга тушмокда. Канча вакт дан кейин шу жисм 9,6 м 
йулни босиб 'J тади?

Жавоб: 1.61 с.
51-мисол. (27.31). Огирлиги 10 Н булган жисм Р =  

=  10 ( 1 — t) узгарувчан куч таъсири остнда \аракат кнл' 
мокда (/ — секундларда, Р — Ньютх.нларда берилган).

Агар жиемнинг бошлангич тезлиги 20 — булиб, куч-
С

нинг йуналиши тезлик йуналиши билан бир хил булса, жисм 
неча секунддан сунг тухтайди? Жисм тухтагунча канча йул 
босиб утади?

Жавоб t *= 2,02 с, s =  692 см.

68- §. Нуктанинг тебранма \аракати
Агар М моддий нукта ихтиёрий О марказ атрофида го>; 

бир томонга, го^ тескари томонга ^аракатини даврий равиш
да такрорлаб турса, нуктанинг бундай ^аракати тебранма 
харакат ёки тебранит дейилади (198-раем). Нукта О мар- 
каздан унг томонга ОМ = х масофада силжиган бул
син. Агар бу нуктага F кучи таъсир этса, бу кучнинг таъ
сирида нукта О марказга караб харакат килади, О марказдан 
утади, инерция кучининг таъсирида чап томондаги М' чет
ки вазиятга келади’ Бу четки М' вазиятга келганда нук. 
тага О марказ томон йуналган яна F кучи таъсир эта 

ди. F кучининг таъсири остида нук
та М' вазиятдан, О марказдан ута- 

м‘ f  £ *  ди, инерция кучининг таъсири ос-
Г " fo  ? тида ,\аракатини давом этпфиб, М, 

*—4 — •« —ч четки вазиятига келади. Унг то- 
.v мондаги четки вазиятга келганда -

198- раем. яна нуктага F кучи таъсир этади.
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Бу куч таъсири остида нукта яна О марказдан утади, М 
вазияти га келади ва яна 6  марказдан утади, яна ЛГ вази- 
ятига келади. -Шундай цилиб, ну^та О марказ атрофида
ги хаРакатини даврий равишда такрорлайди. Нуктанинг 
аиа шундай О марказ атрс^ида гох чап, гох унг томонга 
Караб ^аракатлаииб туриши тебранма харакат дейилади. 
Бу тебраниш тиклаиувчи куч

F =  — kx (68. 1)
Конунига асосан (Гук цонуни) х°сил булади. Бунда 
k — доимий пропорционаллик коэффициенти, х  — нук
танинг мувозанат вазиятидан четга чикиш масофаси.

Формуладаги манфий ишора х силжиш билан F 
тикланувчи кучнинг йуналншлари бир-бирига кэрама- 
карши эканлигини курсатади.

Тебранишларнинг фазода тарцалиши тулцин. дейи
лади. Агар тебраниш тулциннинг таркалиш иуналишида 
бУлса, буйлама тулцин деб айтилади. Тебраниш тул- 
киннинг таркалиш йуналишига перпендикуляр булса, 
кундаланг тулцин деб айтилади. Демак, тебраниш бУл- 
маса, тулкнн хэм булмайди.

Соат маятнигининг харакати, кисилган ёки чузилган 
пружинанинг уз холига кУйилгандан кейинги харакати 
тебранишга мисол булади. Электр тебранишлари ту- 
файли электромагнит тулкинлари, механик тебраниш- 
лар туфайли механик тУлцинлар: товуш тулкинлари, 
денгиздат сув тулкинлари хосил бУлади. Машина ва 
механизмларнинг айрим кисмлари, инсон организми- 
нинг айрим аъзолари хам доим тебраниб туради.

^озирги кунда тебранишлар натижасида х°сил 6У- 
ладиган тулкинлардан халк хужалигининг деярли ха **- 
ма сохаларида самарали фойдаланилмокда.

Моддий нуктанинг тебраниши Гук цонунига асосан 
ёки бошка конун буйича узгарадиган куч таъсирида 
Хосил булиши мумкин. Шунга цараб нукта тебрани- 
шини куйидаги турларга ажратилади:

1. Эркин тебранишлар — факат тикланувчи куч таъ
сирида буладиган тебранишлар.

2. Тикланувчи куч ва харакатга царшилик килувчи 
кучлар таъсирида буладиган тебранишлар (сУнувчи 
тебранишлар).

3. Мажбурий тебранишлар — тикланувчи куч хэмда 
даврий Узгариб турувчи ва галаёнлаштирувчи куч деб 
айтиладиган кучлар таъсиридаги тебранишлар.
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I *'0 \ < <*> /
Косил булади.

Нуктанинг тебраниш конуни булган (69.11) тенгламани 
Эйлернннг куйидаги

е'ы< =  cos orf +  «sin и t (69.18)
е~ш  = cos <ot — /sin (tit (69.19)

формулаларидан фэйдалаииб, текш1фиш учун кулай уэлатга 
келтириш мумкин. \акй  катан ^а.м, (69.18) ва (69. 19) ни
(69.11) га куямиз:

х =  (С, +  С,) cos cot -f 4 (С, — Ct) sin to t. (69.20)
Агар

C\ +  C, =  A (69. 21
ва i(C, — Q  =  В (69.22) 
деб белгнласак,

x — A cosu>/ +  flsinw/ (69.23)
келиб чикади. С, ва С, комплекс катталнклар бу/са- да,
энди Л ва В сон хакикий сон булади. Агар х  ва л: кий- 
матларини t =  0 вактдаги кийматини олсак,

Л -л -в (69. 24)

В =  (69.25)
0>

Косил булади.
Текширишга яна кам КУла1'ф0К булиши учун (69.13) 

ифоданинг шаклини узгартирамиз. Куйидаги белги- 
лашларни киритамиз.

fl =  a cosa,
А — a sin а,
а  =  у 4 - В * ,

tg a  =  . ь В

(69. 26)

Белгилашлардан сунг, (69.13) ифода куйидагича 
ёзилади:

х = a cos o)t sin a  +  a sin ш/ cos a



х =  a sin (to/ +  о). (69.27)
(69.27) ra тикланувчи куч таъсиридаги нуктанинг 

эркин тебраниш конуни деб айтилади. Куриниб туриб- 
дики, нуцта синус конуни буйича тебранар экан. Бун- 
дай синус (ёки косинус) конуни буйича буладиган теб- 
ранишлар гармоник (ёки оддий) тебранма ^аракат 
дейилади. Нуктанинг тебраниш амплитудаси а (муво
занат вазиятдан энг катта силжиши) ва тебраниш фа- 
заси io/ +  a га тенг. Нуктанинг бошлангич фазаси а га 
тенг.

Тебраниш амплитудаси ва бошлангич фазасини 
топиш формуласини аниклаш учун (69.24) ва (69.25) ни
(69.26) тенгламага куямиз. Бу \олда

а = Л/Г • <69-28)\  хо r  0)i 
tg a  =  * £  (69.29)

формула яосил булади. (69.28) дан куринадики, тебра
ниш амплитудаси а ва бошлангич фаза а. тебранаётган 
нуктанинг факат бошлангич шартига боглик булади. 
Бу формулаларда to тебраниш частотаси булиб, (69.4) 
ёрдами билан з^исобланади. Иккинчи томондан, агар 
нуктанинг тебраниш даврини Т деб белгиласак.

Т =  —  =  2л l / " L  (69. 30)ш т к
*осил булади.

(69.30) дан нуктанинг тебраниш даври бошлангич 
шартларга боглик эмас экан деган хулоса чикади, чун- 
ки Т факат m ва k катталикнинг модулига боглик. Бир 
т^лик тебранишда тебраниш фазаси 2л радиан ёки 
360° булади, агар ярим тебраниш бйлса, фаза я радиан 
ёки 180° булиб колади ва ,\оказо. Худди шундай *оди- 
сани тебраниш фазаси оркали куйидагича аникланади: 
тебраниш фазаси 360° булса, нукта бир марта тулик 
тебранган, тебраниш фазаси 180° булса, нукта ярим 
Давр тебрангай ва *оказо. Демак, тебраниш фазаси 
to/ +  a  градуслар кисобида нуктанинг канча тебранга- 
нини курсатади: агар тебраниш фазаси 720° булса, нук
та икки марта, 1080° булса, 3 марта т^лик тебранган. 
Бошлангич фаза эса градуслар ,\исобида нуктанинг 
бошлангич вазиятини нфодалайди. Масалан, бошлан- 
?ич фаза а =  0 б^лса, нукта мувозанат з^олатида булган
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200- раем.

О нуктада (199-раемга ца- 
ранг), 90° булса, М нуцта 
В вазиятида, 180° булганда, 
М нукта О вазиятида, 270’ 
булганда, Af нукта А вазия
тида ва .ужазо вазннтларида 
булади.

Агар (69.27) га асосан нук;- 
та силжишннинг вактга ка' 
раб узгариш графнгини а  =  О 
булган ,\олда чизсак, кура- 

мкзки, Af нуктанинг тебраниш амп.иггудасн а доимий булиб 
Коладн (200-раем). Бнз (69.27) формулани чикарганимюда, 
Af нуктага факат тикланувчи куч таъсир к!,лаД!> Д°б ^исоб- 
лаган эдик ва бу тикланувчи (эластик) куч мзвжуд булган 
такдирда энергиянн ку^олнши булманди, деб фараз калган 
эдик. Шунинг учун .И нуктанинг тебраниш амплитудаси 
расмда курсатилганидек доимий ко-тзди. Амалда эса нукта 
тебранаёгган ^олда албатта тебраниш энергнясннннг бир кис- 
ми бошка тур (иссиклик энергияси) энергкяга айланади ва 
тебраниш амплитудаси доимий к^чмзйди.

Нукта тебранаётганда унинг силжишинииг, тезлигининг 
ва тезланишининг вэктга к^рэб узгаришини бошлангич фаза а  =2д
=  0 булган хол учун курганимизда (ш =  — эканлигини на- 
зарда тутнб) (69. 27) тенглама куйидаги шаклни олади:

. 2 я х = a sin — t. 
Т

(69.31)

ГЗ Тезликни топиш учун (69.31) ирэдадан ва^т буйича бир 
марта, тезланилни топиш учун (69.31) ирэдадан вацт бу
йича икки марта ^осила оламиз:

/  . 2я А / 2я  2па . <слVg = v = х =  fa sin — t =  — cos у  t. (69. 32)

/ 2 яа 2д \ '  4л*а . 2я/а, =  а =  х  =  —  cos —  t = --------sin — . (69. 33'
[ Т  Т )  Г  Т

Т  Т  3 тЭнди вакт t — 0, — ; — , —  ва Г булган ,\ол учун 
4 2 4

х, a, v катталикнинг кийматини (1- жадвал) кисо^ 1аймиз. 
Бунинг учун (69.31), (69.32) ва (69.33) формуладан фойда- 
ланамкз.
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1- ж а д ■ а л

t
2 л

Т
X v*

0 0 ' 0
2л 

4- —  а 
Т

0

Т_
' . 4

90’ +  а 0
4л1

~ . ~т* 0
т

1 2
180' 0

2 я

~  т  а 0

—  г
4

270° — а 0
4 л*

Т 360’ 0 1 № о 0

Жадвалдан курннадики, х, у ва а кат га ли к бир оактнинг 
узида максимал цнп.магга эришмайди, бу каттадикларнннг 
максимал цкйматлари фаза жи^атндзн бир- биридан 90’ га 
фарц ^илади.

Маълумки, тебранувчи моддий нуцта маълум мн^дорда. 
Т кинетик энергияга ва Я  потенциал энергияга эга булади) 
Тулик механик энергия

Е — Т + П  (69.34
ифода оркали топилади.

Лекин

Т  =  4j-  (69. 35)

П =  — (69. 36)
•г-

формула оркали топилади. Энди х ва у катталик (69.27) 
ва у =асо cos(w/-(-a ифода орцали топилиишни эслаб, шу ифо- 
даларни (69. 35) ва (69.36) га келтириб цуямиз. Бу ^олда

j .  __ та’-ш1 сс» * (to! - f  а)_  _ _  

ва потенциал энергиянинг абсолют ^иймати учун
у у _ foj*sin* (uti а)

_  2
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ифода *осил булади. Агар охирги тенгламани (69.34) га 
Куйсак, (Л =  т и 2 эканлигини ^исобга олиб)

£  =  у  (69. 37)

формула х,осил булади. Демак, нуктанинг ту лиц механик 
энергияси тебраниш амплитудасининг квадратига тугри про- 
порцнонал экан.

70- §. Тикланувчи куч ва ^аракатга царшилик курсатувчи 
куч таъсири остида нуктанинг тебраниши

- t f -х - к к
Моддий нуктага тикла

нувчи kx кучдан ташкари
I с / 0  яна ^аракатга каршилик ци-

q  лувчи ад: куч хам таъсир
этсин (а — ^аршилик ко-

201-раем. эффициенти, х —нуктанинг
тезлиги). Иккала куч э̂ ам: 

тикланувчи — kx ва каршилик кучи — ах  бир томонга йу
налган булиб, X  уки устида ётади деб фараз киламиз (201 - 
раем). Бу ,\олда тенг таъсир этувчи куч

F =  -  ax — kx (70.1)
формула ердамида топилади. Иккинчи томондан

F — тх. (70.2)
Охирги икки тенгламани бир-бирига тенглаштира- 

миз ва куйидагини *осил киламиз:
т х  +  а  х +  kx = 0 (70. 3)

(70.3) тенглама нуктанинг тикланувчи куч ва каршилик 
кучи таъсирида тебранишининг дифференциал тенгла- 
масидир.

(70. 3) ни куйндаги шаклда тасвирлаймиз:
х  +  2рА- +  шгх  =  0, (70. 4)

бунда

2р =  -2-, (70.5)

(70. 6)

т

т
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Янги киритилган £згарувчи р =  —— мухипшнг ^аршили-
2 т

гини характерлайдиган катталик, о) — нуктанинг эркин теб- 
раниш частотаси. (70. 4) ифода иккинчи тартибли, чизикли, 
бир жинсли дифференциал тенгламадир. Бу тенгламанинг 
ечимини топиш учуп 69-§ да ^абул килганимиздек, (69.6) 
шаклдаги янги узгарувчинн киригамиз. Натижада, куйидаги 
характеристик тенглама ,\осил булади:

г2 +  2fiz +  ш2 =  0. (70. 7)
Бу тенгламанинг илдизлари:

=  — Р +  [ >  — и*; г г =  — Р — у '  р* — ©*! (70.8) •
1 . Модднй нуктанинг тебранншини р<о> хол учун, 

яъни каршилик коэффициенти эркин тебранишлар час- 
тотасндан кичик булган х°л учун к^рнб чикамиз. Бу 
*олда (70.8) нфоданинг унг томонида мав\ум сон пан- 
до булади ва (70.8).

р +  / J/o>» — (J3; г, =  - p - i  J/«»  — р* (70.9)

шаклда ёзилади. Охирги г, ва г, кийматларннн хисобга ол- 
сак, (70. 4) тенгламанинг ечими куйпдагича ёзилади:

j e = a e - p 'sin  (j — р2/ +  ф). (70. 10)

Бу (70. 10) тенгламадан нуктан-шг силжиши синус к°‘ 
нуни буйича даврий равншда узгариб туриши куриниб тур- 
са-да, нуктанинг тебраниш амплитудаси е (экспоненци
ал) конУни буйича камаядн. Бундчй тебраниш сунувчи теб
ранишлар деб айтила
ди. Сунувчи тебраниш
лар графиги (70. 10) асо- 
сида хис°бланиб, 202- 
раемда тасвирланган. Ъ.
Расмдан куринадики, §  
нукта Tt брани б маълум <5з 
вактдан кейин (бир давр 
Утгандан кейин) муво- 
ганат еазияти (дг =  0) 
б$лган х,олатга келса- 
Да, нуктанинг амплнту- 
Дасн бир даврдан кейин
олдинги кийматига кел-

'  202- расы.
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майди. Тебраниш амплитудаси камаяди, лекин иуцта маъ
лум вацтдан кейин мувозанат вазиятндан утади. Шунинг 
учун, яъни х  даврий функция булмаганлиги учун ёки 
*(/ -f Т)Ф  xt булганлиги учун нуктанинг харакати тебран- 
ма харакат эмас, деган хулоса келиб чи^ади. Бнроц ну^та- 
нинг х,аракатн хамма вацт мувозанат вазияти х =  0 бул
ган нуцта атрофида такрорланганлиги учун нуктанинг ^ара- 
катини тебраниш деб ^абул килинади. Тебранишнинг даврн

7'* =  — . (70.11)ш
Тебранишнинг частотаси

со* =  J / V  — р2 (70.12)

формула ёрдамида топилади. (70.12) ни (70.11) га цуйиб, 
Т* ни топамиз:

Т* =  ■■■- - ■—  = ------2я— —  =  — ■■ 7 (70.13)

F (и* Г (о*

бу ерда Т — 2 л/м—эркин тебраиишлар частотасндир. Р <  со 
деб ^абул ^илганнмиз учун | 1 — р*/со* ва Т* > Т  бу
лади.

Демак, сунувчи тебранишлар даври Т* эркин тебраниш' 
ларнинг Т  давридан каттаро^, яъни сунувчи тебранишлар 
секинрок; булади деган хулоса чицади. Бнро^, агар Р со

булса, Т* х Т  деб ^араш мумкин, чункн бу з̂ олда

-y f  (и^Р» ~  1 булиб цолади.

Энди (70. 10) формуладаги а ва ф доимий сонлпрнн то
пайлик. Бунинг учун фараз ^илайлик, бошлангич шартлар 
куйидаги куринишда

t =  0; х — .Vji х = х 0 = v0 (70. 14)

берилган булсин. Олдин .г ни (70.10) дан ^исобга олиб, то
памиз:

.V =  — [ sin ( j  — Р‘ * +  ф) J,

х  =  — а р е ~ p,sin (V со2 — p t  +  ф) +  а | со2 — р2 х  
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xe-- e 'cos^} ш --  fV-f +  <г!. (70.15)

Бошлангич шартлар тасвнрланган (70. 14) ифодаларни 
(70 Ю) ва (70. 15) тенгламага куйиб, куйидагиларяи \осил 
^иламиз:

х, =  a s in f ,  (70.16)

х9= —apsincp +  a У  ы* — pJ соэф. (70.17)

(70. 16) ва (70. 17) ни а ва ф катталикка нисбатан еча- 
мнз. Бу .умда

дг0= — P ^0 +  a X ю* — Р* cosf, (70. 18)
(70. 16) ва (70. 18) тенгламадан ^уйидагиларни ^осил кила
миз:

а

tg a  =  _*«[ __ , (70.21)
*• +  Ргв

I /  , . (*3+Р*.)*
-  у  +  и - и  •

(70.22)

Сунувчи тебранишлар булган кол учун бир даврда 
тебраниш амплитудасининг камайишига караб, му^ит- 
нинг каршилик коэффициенти Р ва бошка тебраниш 
характеристикалари (70.21), (70.22) га асосан топи* 
лади. Бунинг учун тебраниш декременти деган тушунча 
киритилади. Кетма-кет келадиган иккита амплитуда 
нисбати тебраниш декременти дейилади. Агар нуктанинг 
олдинги тебраниш амплитудаси ае~ в а  ярим даврдан ке- 

-р(<+ у )
йинги амплитудаси ае булса, таърифга асосан,

-  р[<+ - Г-)*1ае ~ * 
ае v 2 нисбатга тебраниш декременти дейила
ди. Тебраниш декрементининг натурал логарифми сунишнинг 
логарифмик декременти дейилади.

Агар сунишнинг логарифмик декрементинн X, ^арфи 
билан белгиласак таърифга асосан

285



X =  In У- Г ,;’ =  In Р7" /2 =  -  рГ‘ ,2 
ae~V

ёки
X =  — р7*/2.

Охирги формулалардан фойдаланнб, X ва Т* таж- 
рибадан топилган булса, му^итнинг царшилик коэффи- 
циенти р (суниш коэффициенти) топилади. Бу су’ниш 
коэффициентининг сон цийматини топиш, айницса, 
электр тебранишлари буладиган му^итлар учун жуда 
мухимдир. Сунишни тезлаштириш учун р мумкин кадар 
катта ва аксинча, тебраниш тез сунмаслиги учун р 
мумкин кадар кичик кийматга эга булиши лозим.

Бу чи^арилган хулосалар р < ы  булган колда тутри 
булиб, р>ш булган холДа тебраниш бошкача булади.

2 Агар му^итнинг сундириш коэффициенти р эркин 
тебраниш частотаси ы дан катта булса, яъни р>о) бол
тан холда (70.4) дифференциал тенгламанинг ечимн

jc =  a f ~ p,sh(VP* — ш»/ +  ф) (70.24)
шаклда ифодаланади. Бу ерда

sh (V Р* -  о>а / +  (f) =

(70. 25)

ифода гиперболик синус функциясидир. Бу функция даврий 
функция эмас, яъни sh (t +  Т) Ф  sh (/). Шунинг учун бу 
Холда ну^та тебранма ^аракатда булманди, нуцта аперио- 
дик (даврий булмаган) харакат килади.

Агар нуктанинг бош лангич тезлиги X  Уки томон  
йуналган  бу л с а ,  унинг х а Ра кати 1 эгри чизиги буйича

г* м  О*
I--------о .....

204- раем.

203- раем.
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(203- раем), X уцига тескари йуналган булса, 2 ва 3 
эгри чизнцлар буйлаб булди.

3. р = со булган ^олда (70.4) дифференциал тенгла- 
манинг ечими цуйидагича нфодаланади:

X  =  е~‘* (х0 +  (jc0 +  р х0) t]. (70. 26}
(70.26) тенглама билан топиладиган нуктанинг J^apa- 

кати тебранма харакат холатида булади.

71* §. Тикланувчи куч ва даврий узгариб турувчи 
куч таъсирида нуктанинг тебраяиши

Олдинги параграфда курдикки, агар нуктага карши
лик кучи таъсир этса, бу нуктанинг тебраниши аста- 
секнн сУнади. Тебраниш сунмаслиги учун нуктага 
(вактга нисбатан) даврий узгариб турадиган куч таъ
сир этиб туриши лозим. Даврий узгариб турувчи Q 
кучи (галаён кучи) ва тикланувчи куч таъсирида нуц- 
танинг тебранишини курнб чицайлик (204-раем). Агар 
Узгарувчи куч синус конуни буйича узгаради деб фараз 
к;илсак,

Qx = Hsin{pt + \)  (71.1)
ифодани ёзиш мумкин. Иккинчи куч, маълумки, Гук 
конунига асосан Узгаради:

Fx =  — kx. (7 1 .2
Тенг таъсир этувчи куч, иккала кучнинг йигиндиси

га тенг, яъни j
F =  Fx +  Ох =  — kx -f Н sin (pt+ у). (71.3 

Иккинчи томондан
F =  m x  (71.4)

шаклда ёзилади. Агар охирги тенгламаларнинг Унг 
томонларини тенглаштирсак,

т х — — kx +  Н  sin (pt +  7 )
ёки

х  +  <o*jc =  h sin (pt 4- у) (71.5)
тенгламани хосил киламиз- (71.5) ифода тикланувчи 
ва даврий Узгарувчи куч (галаёнлаштирувчи куч) таъ
сирида ну^та ха Ракатининг дифференциал тенгламаси-
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дир. Куриниб турибдики, тенгламани чицар! аннмизда 
му.^итнинг каршилик кучини .^исобга олмадик. Тенгла- 
мада куйидаги белгилашлар цабул ^илинган:

Бунда: <о — эркин тебраниш частотаси, Н  — узгарувчи куч
нинг амплитудаси, к — эластиклик коэффициента, р — узга
рувчи кучнинг частотаси, pt +  у — узгарувчи кучнинг теб
раниш фазаси, у — узгарувчи куч узгаришининг бошлантч 
фазасн. Узгарувчи кучнинг узгариш даври

формула ёрдамида топилишини назарда тутамиз.
Нуктанинг тебраниш конунини аниклаш учун (71.5) 

тенгламанинг ечимини топиш лозим. Бу ечимни топиш 
учун (71.5) тенглама иккинчи тартибли, чизикли ва 
бир жинси булмаган тенглама эканлигини назарда ту -
тиб, тенгламанинг умумий ечими биржинсли дс +  шЪг^О 
тенгламанинг умумий ечими билан (71.5) тенгла
манинг хусусий ечими йигиндисига тенг деб ^исоблаш 
лозим. Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими 69-§  га 
асосан

куринишда ёзилади.
(71.11) тенгламада номаълум купайтирувчи А ^уйидаги- 

ча топилади: (71. 11) ифодадан х ** ни топамиз:

Энди (71.11) ва (71.13) тенгламани (71.5) тенгла
мага к^ямиз (чунки ^аци^атан (71.11) ифода (71.5)

(и2 =  к! т .
п — Him.

(71.6)

(71.7)

2л
(71.8)т  =

Р
ва эркин тебранишлар даври

(71.9)

х* =  a sin (о>/ -f- а) 
ва (71.5) нинг хусусий ечимини

л-** =  A sin (pt - f  7)
шаклда излаймиз.

Демак, (71.5) тенгламанинг умумий ечими

х =  х* 4- х**

(71. 10)

(71.11)

(71. 12)

х** =  — Ар1 sin (pt +  Y)- (71.13)
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тенгламанинг ечими булса, (71.11) ифода (71.5) тенг
ламани каноатлантириши лозим):

— Ар1 sin (pt +  у) +  Л<о2 sin (pt +  v) =  sin (pt +  Y). (71.14)
бундан

уэсил булади ва натижада х** катталик учун 

л** =  — Н ■ sin (pt +  y)(d1 — p*
куринншдаги ифода келиб чикади.

Агар (71.10) ва (71.15) тенгламани (71.12) тенгла
мага куйсак, (71.5) дифференциал тенгламанинг ечими 
куйидагича ифодаланади:

х — a sin (ш/ — ct) —|-------- ------ s in (/ rt-fY )- (71.16)w? — pi

(71.16) дан курннадики, нукта мураккаб тебраима 
харакат килади. Нуктанинг тебраниши иккита гармо
ник тебранишнинг йигиндисидаи иборат. (71.16) тенг
ламанинг унг томонндаги биринчи *ад нуктанинг эркин 
тебранишини, иккинчи хад Эса нуктанинг мажбурий 
тебранишини ифодалайди.

Шундай килиб, тикланувчи куч ва галаёнлантирув- 
чи куч таъсирида моддий нукта мураккаб тебраима 
Харакатда булади ва харакат эркин хамда мажбурий 
тебраниш йигиндисидаи иборат. Эркин тебраниш
(71.10) оркали, мажбурий тебранишлар (71.15) тенг
ламалар оркали аникланади.

Агар мажбурий тебранишлар частотаси р эркин 
тебранишлар частотасидан кичик, яъни р<ю  булса, 
бундай тебранишлар кичик частотали мажбурий теб
ранишлар деб айтилади. Агар р > а  булса, катта часто
тали мажбурий тебранишлар дейилади.

Кичик частотали мажбурий тебранишларда (р < а ) 
тебраниш конуни (71.15) ва тебраниш амплитудаси
(71.14) тенгламалар ёрдамида топилади. Лекин катта 
частотали (р><о) тебраниш учун (мажбурий тебраниш 
тенгламаси) (71.15) ва (71.14) тенгламада синус олди- 
даги коэффициент мусбат буладиган шаклда ёзилади:

х** =  - Н : sin(p/ +  y — л), (71.17)Р* —W*

(71.14)

(71.15)
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( 7 1 I 8 )
Демак, катта частоталн мажбурий тебраниш фазаси (pt ■+- 

- f  V — я) галаёнлантирувчи куч частотаси (pt 4- Y) Дан л =  
=  180" га фарк цилади, яъни мажбурий тебраниш ва рала 
ёнлантирувчи куч царама- к,арши фазада булади.

Шундай цилиб, кичик частоталн мажбурий тебранишлар- 
да М  нуктанинг \аракати а̂мма вакт О нуктадан (204- 
расмга каранг) галаёнлантирувчи куч Q томонга йуналган, 
катта частоталн мажбурий тёбранишларда эса Af галаён к у 
чи Q йуналишига тескари йуналган. Ралаён кучи максима л 
Кийматга эга булганда, Qx =  Н  булган \олда, .И нуктанинг 
максимал силжиши содир булади. Qx — Н  булганда, А =  
=  А0 булади, яъни (71. 1) тенгламага асосан Af нуктанинг 

мувозанат вазиятида F x =  Qx кол учун куйидагн косил бу
лади:

F x =  kA0, Qx — Н, kA0 =  Н.

Охирги тенгламанинг иккала томонини т  га буламиз ва 
А0 кзтталикка нисбатан ечамиз:

А , =  — . у (71. 19)
(О*

Мажбурий тебранишларни исталган вактдагн А амплиту 
дасини мувозанат ^олидаги Л0 амплитудасига булган нисба- 
тига динамийлик коэффициенти деб айтилади. Агар динамий- 
лик коэффициентини т] билан белгиласак, таърифга асосан 
р <  to булганда

--------- -----  = -------- !--------. (71.20)
1 А0 ш * - р ‘  1 -  рЧ ш 1

р >  (и булганда

х] = ----------—  = --------!--------  (71.21)
<!)* -- р* --  1

ифода косил булади.
Охирги икки формулада динамийлик коэффициентиннш

частоталар нисбати I — j  п  богланиши чизикли булмайди.

—  =  1 булганда, л кескин, бирданига ортади (205- раем).
(I)

р <  со булган холда —  ортиши билан ri купаяди, —  =  1
0> (I)
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булганда, tj-*-oo. Кейин р > со 

ёкн —  >  1 ортишн билан ц
О)

камаяди Мажбурий тебраниш 
частотлси р хусуснй тебраниш 
частотаси со га тенг.яъни р=со 
бу’лган холда, тебраниш ам
плитудаси чексизгача ортади.
Мажбурий тебранишларнинг 
бундай х°-1ига- яъни р =  (о 
булганда тебраниш амплиту- 
дасининг чексизликка инти- 
лиш о̂дисаси резонанс дейилади.

Резонанс ходнсаси булганда, яъни />1= со холида, тебра- 
ннш амплитудаси (71.20) ва (71.21) формулаларга асосан 
/1 =  оо булади ва (71.5) тенглама

х +  ufx =  h sin (pi +  y) (71. 22)
ечими

a-=.v* +  .v** (71.23)

бир жинслн х 4* со** =  0 тенгламанинг умумнй ечими 

х* =  a sin (со/ +  а)
еки

[а-* =  Сх cos со/ -f С, sin со/
ва б*ф жинсли булмаган тенгламанинг хусусий

х** =  Bt cos (со/ 4- y) 
ечнмларшшг йигиндиенга тенг. Охнрги тенгламадан

(71.24)

(71.25)

В  cos (со/ - f  Y) — В  wt sin (со/ - f  Y) (71.25')

*  =  — В  со sin (со/ - f  у) — В  со sin (со/ - f  Y) — В  to2/ х
♦
X cos (со/ 4- Y)

ифода хосил булади. Агар .v** ва х ** ифодани (71.22) 
тенгламага куйсак,

В  =
2 со

(71.26)

Котил булади. Нихоят, (71.25) тенглама резонанс вактида
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JC** = - £ -  t s in [  ut  +  y —  y )  (71. 27)

шаклда нфодаланади.
(71. 27) дан резонанс вактида цуйндагн хулоса га кела- 

миз: 1) мажбурий тебраниш частотаси р эркин тебранишлар 
частотаси со га тенг, яъни /? =<о; 2) мажбурий тебраниш 
лар даври эркин тебранишлар даврига тенг, яъни Т  =  2л/о>
3) мажбурий тебрашгшлар фазаси ы/ +  у — галаён-

лантирувчи куч фазаси ш/ +  у Дан ■—  га кадар оркад i

^олади (охирги тенглама билан (71. 1) тенгламани таккос- 
ланг); 4) резонанс вактида мажбурий тебранишлар амплиту- 
даси вактга тугри пропорционал равишда ортади, яъни

А =  — ^  t. (71.23)

Мажбурий тебраниш - 
ларнинг резонанс булган - 
даги силжишкнинг(яъни. 
х** нинг) вактга âpaf' 
узгаришидан (206- раем) 
курннадики, тебраниш 
амплитудасининг абсо 
лют киймати t вактга 
цараб чизикли цонуи бу 
йича (71.28) га асосан 
узгаради. Айтганими; 
дек, р =  ш булганда, 
резонанс х;одисаси содир 
булади. Лекин мажбу 
рий тебраниш частотаси 

Р эркин тебранишлар частотаси о> га яцин булса, яъни 
Р Ф  (о, лекин р-*- со коли булса, (71.5) тенгламанинг ечими

х  =  ^ l Pi ’ sin Cos(>pt +  v) *71 •29) 

булади. Бу ерда нуктанинг тебраниш амплитудаси

A ( l >  ” ' ^ r ^ s i n ( £ T f L ) '  < 7 1 - 3 0 >

Конуни буйича узгаради. Куриняптнки, тебраниш амплиту 
даси даврий функция, яъни

2ш
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A (t +  Т А) =  А (/)

тебраниш амплитудасннинг узгариш даври Т л куйидаги фор
муладан топилади:

2лТ  =■
(р — <о)/2 

булганда

=  4л (р —  о), 

тебранишнинг

(71.31)

частотаси р,
2 л

(71.28) тенгламага асосан, тебраниш даври т  = —  ва теб-
р

раниш амплитудаси Л (О булади ёки (71.28) куйидагича 
ифодаланади:

Охирги формула га 
асосан х ва / га нис
батан узгаришидан 
(207-расмдан курина
дики) /4(0 ваь,тнинг 
утиши билан даврий 
равишда узгаради. Ана 
шундай тебраниш вак,- 
тида тебраниш ампли
тудасининг даврий уз- 
гариб туриш ходнсаси 
тепиниш (биение) дейн- 
лади.

Тепиниш .\одисаси 
p a w  булганда содир булади,

207-расч

бу халда (71.30) га асо
сан Л (0  катталикнннг узгариш даврннннг мицдори мажбу
рий тебранишларнинг т  давридан анча катта булади. Бу 
тепиниш ходисасини уйдагн деразаларнинг ёки машина ва 
механнзмларнинг тебранишларнда сезиш мумкин. Уй олди- 
дан бирон автомашина утаётганда ёки самолёт учнб ут- 
ганда кутилмаганда дераза ёки эшикдаги ойналар тебра- 
ннб, узидан товуш чицаради. Бу — тепинишдир.

72-§. Тикланувчи куч, галаён кучлар ва мухитнинг ^арши- 
лик кучи тагсирида нуктанинг тебраниши

Моддий нуктага уч хил куч таъс!ф этаётган холни ку
риб чи^айлик: 1) тикланувчи F x =  — kx куч таъсир этади; 
2) галаён кучлари Qx =  Н  sin (pt +  у) таъсир этади; 3) му-
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о— •—— т----- о------------- --- эрггнннг ^аршилнк кучи
О ‘  ̂ л г ' 4> F K — — ах таъсир этади

(208- раем). Кучларнинг 
208-раем тенг таъсир этувчнеи

F  — — а х — kx 4- Н sin (pt +  у) (72.1)

ифода оркали топилади. Иккинчи томондан бу куч

F = m x  (72.9

шаклда ифодаланади. Охирги икки тенгламанинг унг tj m m  
ларини теиглаштириб, цуйицагнни ^осил циламнз:

m х =  — а х — kx +  H  sin (pt 4- у) ' (72.3) 

Агар —  =  со*. (72.4)
т

—  = - 2 р ,  (72.5)т

—  =  h ' (72.6)
т

белгилаш киритсак, (72. 3) тенглама

х  4- 20х 4- о»5х  =  h sin (pt 4- у) (^2. 7)
шаклга келади. (72.7) М ну^га ^эракэтининг ди^эрен- 
циал тенгламасидир. Нуктанинг царакат ^онунинн топни  
учун (72.7) тенгламанинг ечимини топи п лозим. Ечимин 
^уйидагнча топамиз. Маълумки, (72. 7) и^да б:п жчиелк 
булмаган, чизицли, иккннчч тар гиб ли д ^^эренцтл тенгла -
маднр. Тенгламанинг ечими чап томэни х f  2 {k  4- kx =  О 
булган бир жинсли тенгламанинг х* ечими билан умумий ечи- 
ыи х** нинг йигиндисига тенг, яъни

х  =  х* +  х  **. (72.S]
Маълумки,

х* =  a£~p<sin | J,/"со* — р2/ 4* ф ) (72.9)

шаклда ифодаланади. х** нннг шзклини
х** =  В sin (pt +  у — е) (72.10)

куринишда излаймиз. (72. 10) номаьлум коэффициент В  ни 

топиш учун х** ва х  ** ни аниклаймнз:
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х** =  Bp cos (pt - f  T  — e). (72.11)

x** =  — Bp* sin (pt +  у — г). (72.12)

Энди (72.10) ва (72. 11), (72.12) тенгламани (72.7) тенг
ламага цуйиб, ^уйидагини x,ociu ^иламиз:

— Bp *sin (p f4 - у — е )+  2$Bpcos(pt +  у — е) —
— В  sin (pt +  у — е) =  Л sin (/?/ 4- у). (72.13)

Тригонометриядан маълумки,

sin (pt +  v — е +  е) =  sin (pt +  у — е) cos е +
+  cos (pt - f  y — e) sin e. (72. 14)

(72.14) ни и̂собга олсак, (72. 13) тенглама куйидагича ёзн- 
лада:

— В рг sin (pt +  у — i ) +  2(1 Bp cos(pt +  y — e) — B  со* X  
X  sin (pt+y — t) =  h sin (pt - f  у — e) cos e +

-f- h cos (pt 4- y — e) sin e

ёки
[В (со2 — р*\ —  h cos e] sin (pt -I- y — *) 4- (2pBp — ft sin e) X

xcos(pt - f  y — e) =  0. (72.15)

Охирги тенглама аргумент (pt 4- Y — e) H,mr  \ap кандай 
«угёматларида тугри бажарилиши учун sin (pt - f  y —  e) 
ва cos (pt 4- Y — e) катталик олдндагн коэффициентлар ало- 
уда- ало^ида нелга тенг булишлари лозим:

В(ш* — рг) — /i cose =  0, (72.16)

2В р /з— Л sin е =  0. (72.17)
Бу тенгламалардан

В =  (72.18)

(72.19)ы* — р*

sin е =  2р/7 ------- (72.20)
}  (си; -/>»)* +  4 P V

cose =  ■ ------- (72.21)
у («» — />у 4 р-pi
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хосил булади. Охирги туртга тенгламаии хисобга олсак, 
(72.7) тенгламанинг хусусий ечими булган (72. 10) куйидаги 
шаклни олади:

л** =  h sin (pt +  у — е) (72.22)
| (О)» — р*)‘ 1- 4pv

ва (72. 7) тенгламанинг умумий ечими ^уйидагича ифодала- 
нади, Р <  (о хол учун

х =a<?“ p'sinf| (и)'2— /72)-/+ ф )Н ------  h ------
\ (ш! -  р*У‘ г  4р‘р4

X  sin (pt +  Y — е) (73.23)
Р >  (о булганда,

х =  ае sin^J рг—(ar t +  Рг — <•»* t +  <pj +

+  ■;------------------ ------— sin (pt +  Y ~ e)
\ ((и* — p*)1 - t-4 P V

ва p =  to булганда

x — ae- p , sin ф -f- — ------  -sin(p/ +  Y — e)
4> p

шаклда булади.
Маълумки, тебраниш амплитудаси а ва бошлангич 

фаза ф катталик (70.19) — (70.22) формуладан топила
ди ва бундан куринадики, а ва ф бошлангич шартдан
топилади. а ва ф катталик нуктанинг х0 бошлангич
вазияти ва бошлангич дс0 тезлиги оркали хисобла- 
нади.

Куриб ути л га н холда, нуктага тикланувчи каршилик 
кучи ва галаён кучлари таъсир этилган холда, ну^та- 
нннг харакати шу нуктанинг тезлигига тугри пропор- 
ционал булади. Нуктанинг харакати р < ы  булган хол
да, мажбурий тебранишлар билан сунувчи тебраниш- 
ларнинг к.Ушилишидан: р><о бУлган холда, мажбурий 
тебранишлар билан апериодик (даврий булмаган) ха- 
ракатнинг кушилишидан; мухит каршилиги булганда, 
нуктага галаён кучларининг таъсири булмаганда, теб
раниш амплитудасини камайтиради (209-6  раем), ик- 
кала тебранишларнинг кУшилиши натижасида натижа
ловчи тебранишлар хосил булади (209-е раем). Охир
ги графикдан куринадики, сунувчи тебранишлар мзълум 
ва^тда (барцарор тебраниш режими булгунча) нуцта-
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а)

д )

в) л ' + х

ljb ~ — -

W V - !
209- раем

нинг натижаловчи тебранншига таъсир курсатади, 
кейин сунувчи тебранишларнинг таъсири йуцолади ва 
нуктанинг тебраниши факат (72.22) конунга буйсу- 
надн. Тебранишларнинг сунмаслигига сабаб галаёи куч
лари *амма вакт нуктага таъсир ^илиб, тебранма 
*аракат булишини таъмннланди. Натижаловчи тебра- 
нишнинг частотаси ва даврн галаён кучларининг 

2 лр частотаси ва т = -----  даврига тенгдир, яъни ^аршилик
Р

кучлари мажбурий тебранишларнинг частотаси ва дав- 
рини узгартирмайди.

Нуцтанинг тебраниш фазаси (p/+Y— галаён куч- 
ларининг тебраниш фазаси булган (pt +  y) катталик- 
дан е билан фарц цилади. е катталик фазалар силжи- 
ши дейилади ва (е) нинг ^иймати (72.19) тенгламадан 
ани^ланади, (72.19) ифодани

tge =
2 .-L .J L

Р  С* (72.24)

—  нисбатшшг 
ш

р
шаклда езсак, е фазалар силжиши —  83 
. Р

ф у н кц и яс и  эканлиги я^к,ол куринади. Фазалар силжиши
~  нисбатшшг усиши билан ( —  нисбатшшг а̂р хил ЬуИЙ- 

матлари y4yHj турлича узгаради (210-раем). Расмдан р =*
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to ва р =  to булган ^олда е =  90е булиб цолиши, —

=  0 булганда, е =  0 булиши хамда —  ж уда ?̂ ам ортиб
0)

борган \олда фазалар силжиши асимптотик ^нйматга (180°) 
эрншганлиги куринади. К,аршилик коэффициента р ортиши 
билан е камаяди (0 < р  <  w оралигида).

Нуктанинг тебраниш амплитудаси —  нисбатга богли^-
(й

л и г и  (72. 18) формуладан равшандир. Агар галаён кучи 
QK «= Н  булганда, нуктанинг координата бошидан, мувоза
нат ^слатн О ну^тадан (208- раемга ^аранг) енлжшшши B t 
десак,

D _ ^
ы2

_  В_ =  у «■>= — р»>'- H P 8/* 
f l ,  h 

ш1
булиб цолади ёки 

Л =

1 / Й Ш Ш

(72. 25)

(72. 26)

Динамийлик коэффшшентинннг —  ва —  нисбатга к;а-
(1) (1)

раб, ^згаришидан куринадики (211- раем), —  =  1 ёки р=ш
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/  г  з ^

булганда, яъни резонанс ходисаси вактида т] чекли циймат- 
га эгадир:

Я  = 2 г “ = _ 4 — • (72.27)р”  ‘2р 2Рш
Фа цат 0 = 0  булгандагнна, В рел =  »  булади. Умуман,

В  нинг циймати (72. 18) орцали топилади. Шу формуладан

В  нинг максимал цийматини топамиз. Бунинг учун —  =
др

=  0 шартдан фойдаланнб,

P i= 0 ,  рг =  ) <о*-2р* (72.28)

цийматларни топамиз. />, =  О х°лДа (72.18) тенгламадан
фойдаланнб (72.25) ифодани хосил циламиз, лекин /5,  =*
=  | (а* — 2р- холда (72. 18) тенгламадан В  нинг макси

мал циймати цуйндагича топилади:

я * , . .  -  — ■■ Р З . 29)
2 Р) CD* — Р*

(73.29) дан р<Ссо булганда, В0 =  — —̂  булади,

яъни В максимал цийматга эришади ва резонанс уткир бу
лади. Бу х,однса ш2 — 2Р1 >  0 булганда, содир булади — 
бу холда р <  k V 2/2 булиб цолади. Агар р >  к V  2/2 
булса. Влтах булмайдн, яъни резонанс булмайди. Нуцта теб-

£
Р^шсшнда амплитуданинг максимал кийматн —  нисбат ор-

ш.
тиши билан чапга цараб сиджийди.
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5 2 -мисол. (32.18). Огирлиги Q =  12 к г булган жисм 
пружина учига ма.\камланган ва гармоник тебранма 
х.аракат ^илади. Жисм 45 секундда 100 марта тебра- 
ниши секундомер ёрдамида ани^ланган. Шундан кейин 
пружинанинг учига Q i= 6  к г  огирликдаги юк кушимча 
ма.\камланган. Пружинага ма.\камланган иккита юкнинг 
тебраниш даврини аницланг.

Б е р и л га н :
Q =  12 кг 
т  =  45 с 
л =  100 
Q — 6 к г

Г , — ?

Е  ч и ш : Пружинага з̂ ар иккала 
юк мазусамланганда эркин гармоник 
тебраниш даврини (69. 30) форму
лага асосан

7\ = 2 л  (1)

ифодадан топамиз. Юкларшшг уму- 
мий массаси куйидагн

т  =  т  +  т 1 =  ^ +  --‘ (2)
ы g 

формула ёрдамида ^исобланади. Г ,  ни хисоблаш учун k нч 
билиш лозим. Пружинага фа̂ ат Q юк ма^камланган ва^т- 
да унинг тебраниш даври

Т  =  2л \ Г =  —  = 0 ,4 5  с. (3)
г к п

(3) формула ни Т  =  2 л 1/ шаклда ёзиб, бундан. К  аннц-
т /и/

ланади:
„  4л2т  4nJQ

(4)т* g-n
Энди Т 1 тебраниш даврини аниклаш учун (4) ва 

(2) ни (1) куямиз. Натижада куйидагн формулани 
*оснл киламиз:

7\ = Т ] / '

Охирги формулага Т. Q ва Qt катталикнинг кийма- 
тини куйиб хисоблаганимизда Т\ топилади:

Г ,  =  0,55 с.

5 3 -мисол. (32.19). 52-мисолнинг шартига асосла
ниб, пружинага биринчи Q юк ва иккала Q +  Qi юк
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осилганда sap бир юкнинг тебраниш цонунини аник- 
ланг.

Е ч и ш . Юклар эркин гармоник тебранма ^аракатда 
булади деб, пружинага факат Q юк осилганда (пружи- 
нанииг огирлигнни *исобга олмагаи !\олда) тебраниш
нинг дифференциал тенгламасини куйидагича ёзамиз:

х +  ci)*x =  0 . ( 1)

<? +  <?, юк осилганда дифференциал тенглама куйидагича 
ёзилади:

jc, = 0. (2) 
Бу ерда о =  Л [ (3)

f  т

> . = * / ! .  (4)
т у

Ю.

Юклариинг тебраниш конунлари ( I)  ва (2) тенгламанинг 
ечимидкр:

х =  — a cos о /. (5)
лс, =  а, cosm,;. (6) 

Тебраниш амплитудалари куйидагича анн^ланади:

a - (7)
ч к 4л« '  7

Q -f 0 . * г ? (ала,  =  ——  =  ■ (8)

Энди
4я*

_  Q 4- . _ _ Qmv -- --------------, т  — —
g g

эканлигини ва (3), (4), (7) ва (8) формуланн \«собга олсак,
gP 2я  ,

‘ =  Ь - “ *  т  ‘ <9)

< «  т - <  С »)4л1
ифодани уэсил киламиз.

Агар (9) ва (10) формулада Т  =* —  « 0 ,4 5  с.
П
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—  =  M e” 1; Т ,  = 0 ,5 5  с; = 1 1 ,4 с 
Т

2п

7-1
г»™"!.

=  5,02 ва HL1 =  7,53 см
4л> 4л»

эканлигини назарда тутсак, х — — 5,02 cos 
xt =  7,53 cos 11,4 /

цаклдаги ^аракат цонунлари ,\осил булади.
54- мисол. (32.13). Эластиклик коэффици

енти k = 2 0  —  булган пружинага Рх — 
см

г^0.5 кг ва Я , = 0,8 к г  юклар осилган (212- 
расм). Агар P t юк олиб цукилеа, система 
статик мувозанат эуолатида булади Долган юк- 
нинг .\аракат цонуннни, ч частотасини, даврий 
частотасини ва тебраниш даврини аницланг.

Жавоб: х =  40 cos 6,26 / (см, Т  — 1 с\ 
/ =  1 Гц; со =  2л с-1 .

5 5 -мисол. (32.51). Оирлиги 100 г  бул
ган пластинка А В пружинанинг кузгалмас А 
нучтасига осилган булиб, пластинка магнит 
цутбларн орасида v тезликда тебранади. Плас- 
тинкада уюрмали токларнинг доил булиши

натижасида г  тезликка тугри пропорционал булган царши- 
лик кучи хрсил булади. 1\аршилик кучи 6,ФЧ> динага тенг,

бунда kx = 0 ,00 0 1 , V— тезлик (™ j ва Ф — магнитнинг N ва

S  цутби орасидаги магнит оцими. Бошлангич вацтда плас
тинка чузилмаган ва пластинканинг бошлангич тезлиги нол

га тенг пружинанн 
1 см чузиш учун 20 г 
статик куч керак. 
Магнит оцимн Ф =  
=  lOOOVTCCS бул
ганда, пластинканинг 
^аракат цонунини 
аницланг (213- а ра
ем).

Е чи ш . Пластин - 
кага тикланувчи куч 
—kx ва царшилик ку 
чи — fcj Ф, х таъси р

14/;

212- раем.
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цилади Кучлар таъсирида пластинка з^аракатининг диффе
ренциал тенгламаси

т х  4- kx Ф5 х +  кх =  0]

еки
к.Ф* • к х +  х  +  —  х - 0  ( 1)

m in

шаклда ифодаланади. Агар

- M L  « 2р. (2)

±  к = 2 0  — , (3)
m см

т  =  —  (4)
g

деб белгиласак, ( 1) тенглама

x + 2fUcoxa = 0  (5)

куринишни олади, (5) нинг ечимини

х — (Ct cos о>*t +  С, sin to*t) (6)

шаклда излаймиз Бу ерда ы* ни (70.12) фор му,га га асосан 
топамиз:

(7)
Агар (2), (3) ва (7) дан фойдалансак, масаладаги берил- 

ганларга асосан CGS системасида

Р =  =  2,5 с "1, (i)* =  1378 с~1
2 Р

з̂ осил булади аа

х  =  e“* ( C i cos 13,78/ + C t sin  13,78) (8)

тенгламани з̂ осил циламиз. Агар х катгаликни аницласак: 

х =  е~7’ы(— 13,75 С, sin 13,78 t +  13,78 С,cos 13,781) —

-  2.5 <Г2 “  (Ct cos 13,78/ +  С, sin 13,78 0  (9) 

тенглама з̂ осил булади, Бошлангич шартдан t =  0 .

х  =  х , =  — — =  5 см; х  =  х , =  и0=  0. (10) 
к
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Бошлангич шартларни (8) ва (9) ифодаларга куйиб 
С, = 5 ;  13,78 С, — 2,5 С, = 0

тенгламаларни ^оеил килиб, булардан С, =  0,907 экаилиги- 
нн косил киламиз. Демак, пластинканинг ,\аракат цонунн

х =  — е_ 2Ы(5со8 1 3,78 / +  0,907'sin 13,78/)
куринишда булади.

56- мисол. (32.52). 55- мисол шартидан фойдаланиб, маг
нит ок,ими Ф =  104CGS булган колда пластинканинг з\ара- 
ракат цонунини аницланг.

Жавоб: х =  — —  <Г9"(4 9  е96' -  1).
48 '

57- мисол. (32.78). К,аттиклик коэффициенти с =  20
СМ

булган пружинага огирлиги G =  100 г булган магнитли 
стержень осилган (213-6 раем). Магнитли стержень з̂идан 
/ =  20 sin 8л / конуни буйича ток кучини утказаётган чул- 
гам ичидан (соленоиддан) утади. Соленоиддан / =  0 вакт- 
дан бошлаб ток утади ва магнитли стерженни соленоид 
ичига караб тортади. Бошида осилган магнитли стержень 
тинч ^олатида. Магнитли стержень ва чулгамнинг узаро 
таъсир кучи Q =  16л / дина. Магнитли стерженнинг маж
бурий тебраниш конуни топилсин.

Е  ч и ш. Магнитли стержень тикланувчи F x =  — сх ва 
Q =  16л / галаён кучи таъсири остида ^аракат килади. Бу 
кучларнинг тенг таъсир этувчиси бир томондан

F  = — г х + 1 6 л /  =  — сх +  320л sin 8 л/ (1) 
шаклда ва иккинчи томондан

F  = nix (2)
куринишда ёзилади. Охирги тенгламаларнинг унг томонлари
ни тенглаштириб

тх  +  сх =  320 я  sin 8л / (3)

шаклда магнитли стержень \аракатининг дифференциал тенг
ламасини косил киламиз. Бу тенгламани куйидагича тас- 
вирлаймиз:

"  I с 320 я  ■ о л /л\х Н--------х — --------- sin  8 л  / (4)
т  т
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pa m — С g булганлнги учун
• С- p  320 я р  . о

а ---- —  а- = ---------sin 8 л  / (5)
О о

 ̂ а с  %  0 520 ля . //%чбулиб цолади. Агар — —  =а г; —-—  =  h (6)J О G

деб белгиласак, (71.5) шаклдаги тенглама доил булади:

х +  w2 х — h sin 8 л  t. (7)
бу ерда мажбурий тебранишлар частотаси цуйидагича экан- 
лигинн эътиборга оламиз:

Р  =  8 я .  (8)

Магнитлн стерженнинг мажбурий тебраниш цонуни (7) тенгла
манинг хусусий ечимидир. Б у  хусусий ечнм (71.15) га асо
сан топилади:

а** =  • sin (pt + . 7). (9)
0)с— fr

Масала шартига асосан эркин ва мажбурий тебраниш 
орасидаги фазалар фарци 7 = 0. Энди (6) ва (8) ифодани 
(9) га цуямиз:

л"  -  w 3” "  "  I ■s in 8 < | 0 )

°1  о - (8л)’ ]

Агар g =  980 — ; G =  100 980 дн; с — 20
с г см

цнйматларни (10) ифодага к,уйсак:

а** =  —  0,023 sin 8 л /.

Б у  магннтли стерженнинг тебраниш цонунидир.
5 8 -мисол (32.79). 5 7 -мисол шартидан фойдаланнб, 

магнитлн стерженнинг тулиц ^аракат тенгламаси аниц- 
лансин. Бу  ДО1да, магннтли стержень эркин пружина 
охирига осилади ва бошлангич тезликсиз куйиб юбо- 
рилади, деб кабул цилинсин.

Е ч и ш .  Бу  *олда *ам магнитлн стержень ^аракати- 
нинг дифференциал тенгламаси

х +  со* х = h  sin 8л / (1) 
шаклда ёзилади. Тенгламанинг умумий ечими

а  =  а* +  А** (2)
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х* =  С, cos со / +  С, sin со /, (3)
(4)

(5)
еки

О) 1— р
(«)

(и*—р* (7)

Бошлангич шартга асосан, / —■ 0 булганда
С с х =  л„ = ----------=  — 5 см
С

X =  А0 =  О

(8)

(8) ни (6) ва (7) тенгламага цуйсак.

келиб чицади. Ни^оят, С, ва Сг цийматларини (6) ифодага 
цуйиб, куйидаги шаклда магнитли стерженнинг тебраниш' 
^онунини (тенгламасини) топамиз:

х = — 5 cos 14/ — 0,041 sin 14/ — 0,023 sin 8 л/.
59- мисол. (32.80). 57- мисол шартидан фойдаланиб, маг 

нитли стерженни статик мувозанат вазиятида у„ =  =  
= 5 - ^ -  бошлангич тезлик берилган хрл учун з̂ аракат ^ону-

булган пружинага соленоид ичидаи утадиган ва огирлигп 
G4 =  50 г  булган магнитли стержень з̂ амда магнит цутб- 
лари орасндан утадиган огирлиги G, =  50 г булган мис 
пластинкалар осилган. Соленоиддан / =  20 sin 8 л / ампер 
ток утади ва бу соленоид магнитли стержень билан

с
ни ани^лансин.

Жавоб: х =  0,4 sin  14 / — 0,023 sin 8 л/. 
Курсатма: бу з̂ олда бошлангич шарт

/ =  0, х — А'„ =  5 см, х =« х0 =  5 ------ .
С

60- мисол. (32.88). К,атти1ушк коэффициенти с — 20
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ша аш./з =  1 6 я /  куч таъсирида булади. Мис 
пластинкага о̂сил буладиган уюрмали 
токлар х,осил ь̂ иладиган тормозловчи 
куч Qx = * ,Ф 2у, бунда kx =  10~4; Ф =

= ]_ J L  CGS ва у — пластинка тезлиги.
100
Пластинканинг мажбурий тебраниш ко- 

нунини ани^ланг (214-раем).
Е  ч и ш. .Магнитли стержень ва мис 

пластинка ^аттиц ма^камланганлиги учун 214-раем, 
бирга тебранади. Пружинанинг огирли- 
гини з̂ исобга олмаймиз. Стержень ва пластинка бир- 
галикда огирлик кучлари. пружинанинг эластиклик кучи ва 
тормозловчи кучлар таъсирида тебранади. Бу ерда систе
мага F x =  — сх тикланувчи куч, F  — — fr, Ф2х царшилик 
кучи ва Qt =  320 л sin 8л t галаён кучлари таъсир цилади.

Бу з̂ олда \аракатнинг дифференциал тенгламаси

тх  =  — kx Ф2 х — сх 320 л sin 8 л / (1)
шаклда ифодаланади. Агар

к (2) 
т  т  т  g

белгилашларни киритсак, (1) тенглама цуйидагича ёзилади:

х + 2  flx +  со*, х =  h sin (pt +  у —  е). (3)
Масаланинг шартига асосан у =  0 булиб, бу тенгламанинг 
хусусий ечими, яъни пластинканинг мажбурий тебраниши 
(72.22) ифодадан топилади:

х** =  - .-----h ■-_______  sin (pt—e). (4)
\ («*-р*)*+4р*р* ^

Фазалар силжиши (72.19) дан топилади:

tge =  ■ Ъ 'Л -. (5)
5 (О* — р*

Масала шартига асосан и̂собласак:
Р = 2 ,5 с “ \ (о =  14с-1 ; h =  10,05; р =  8 лс“ 1.

Ш у белгиларга асосан
Л п ппп



ва
tge =  - W _ p = — 0,29 ;— tge =  tg ( I8 0 — e) = 0 ,2 9 .

Тригонометрик жадвалдан
180"- e  =  16s

ва
e =  1645 =  0,91л (7)

эканлигини курамиз. Энди (6) ва (7) ифоданинг цийматла- 
рини (4) тенгламага куйиб

х** = — 0.022 sin (8 л /  — 0,91 л) (8 )

тенгламани — пластинканинг .̂ арака г  тенгламасини .\осил 
Киламиз.

61-мисол (32.89) 60- мисол шартидан фойдаланиб, плас
тинка стержень билан бирга пружинага осилган ва пластин

кага пастга йуналган у, =  х„ — 5 —— бошланрич тезлик берил-
М

ган деб пластинканинг ^аракат к;онунини ани^ланг.
Жавоб:

х =  e~tet (— 4,99cos 13,75/— 0 ,56sin  13,75/)+
4- 0,022 sin (8 л / — 0,91л) см.

Кур с а тм а : пластинка тебранишининг умумий ечимини 
х — х* +  х*т куринишда излаш лозим.

X I-Б О Б  ЭРКИН БУЛМАГАН НУКТАНИНГ \АРАКАТИ

73-§. Эркин булмаган нукта. Богланишлар ва богланиш
реакциялари

Нукта ^аракатига чек куядиган сабаблар механик 
богланишлар ёки кисцача богланишлар дейилади. Ма 
салан, сув кувур ичида *аракат килади. Бу ерда кувур 
сувни маълум траектория буйлаб ^аракатланишга 
мажбур килади, Кувур бу ерда богланиш булади. 
Хамма жисмлар Ер сиртида харакат килишга мажбур 
Поршень цилиндр ичида *аракат килишга мажбур. Бу 
ерда Ер ва цилиндр богланиш булади. Ой Ернинг атро 
фида ва Ер Куёш атрофида харакат килишга мажбур 
дир. Бу ерда Ой ва Ер ^амда Ер ва Куёш бутун1 
олам тортишиш к0,1Унига асосан бир-бирини тортадн.
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Мана шу тортншнш кучлари богланишлар булади. Де
мак, богланишлар характерига, айрим белгиларига ка- 
раб кар хил булади. Богланишлар куйидагича класси- 
фикацияланади (турларга ажратилади). Классифика- 
циялаш нукта каракатининг дифференциал тенглама
си ечимининг цандай катталикларга боглик були- 
шига караб аникланади:

1. Голоном ва ноголоном богланишлар. Агар нук
тага куйилган богланишлар нуктанинг факат фазодаги 
каракатига чек куйиб нуктанинг каракат тезлиги узга- 
ришига чек куймаса, бундай богланишлар голоном бог
ланишлар дейилади. Голоном богланишлар содир бул
ганда, нукта тезлигининг микдори каР кандай киймат- 
ларни олиши мумкин, лекин нуктанинг координаталарн 
факат маълум ораликда узгариши мумкин. Агар нукта 
маълум сирт буйича каракат кнлса ва бу сирт

f (x ,y , z , t )  =  О (73.1)

тенглама билан аникланадиган булса, нукта .\аракати 
вактида (73.1) шартни каиоатлантириши лозим. Бу  
шарт (73.1) бажарилншн учун нуктанинг координата- 
лари х, у, z факат маълум ораликдаги кийматларга 
эга булади, яъни х, у, г  ихтнёрий кийматларга эга була 
олмайди. Лекин х, у, г  координаталарнинг кар бири / 
вактнинг функцнясндир. Голоном богланишларнинг 
тенгламаларн (73.1) ифода шаклнда булади. Голоном 
богланишлар булганда нукта каракатининг дифферен
циал тенгламаларн тулик интегралланадн, яъни бу 
колда дифференциал тенгламаларнинг ечимларига ко-
ординатлардан олинган косилалар (аг, х . . . )  катнаш- 
маслиги керак. Агар богланишлар

/ (.V, у, г, дг; у, г, t) =  О (73.2)
куринишда булса, ноголоном богланишлар дейилади. 
Бу колда (73.2) тенглама шундай ифодаланадики, 
х, у, г  ни бу тенгламадан интеграллаб топиб булмайди. 
Ноголоном богланишлар мавжуд булганда, нуктанинг
Кам .v, у, г координаталарнга, кам нуктанинг х, у, г тезлик
проекцияларига чек ку»*илади, яъни х, у, z ва х, у, г кат- 
талнклари ихтнёрий кийматларга эга булмайди. Бу катта- 
ликлар (ноголоном богланишлар булганда) факат маълум 
со>;ада чекли микдорда узгаради. Ушбу кулланманинг 11 ва 
I I I  бобларнда куриб утилган масалалар голоном богланиш-
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ларга мисол булади. Бцз кеййнги парлграфларда голоном 
богланишларии куриб чицамиз.

2. Саклаб турувчи ва саклаб турмайдиган богла
нишлар. Саклаб турувчи богланишлар .^олида нуцта 
харакати вактида шу богланишлардан ажрала олмай- 
ди. Нукта маълум сирт ёки чизик буйлаб харакат ки 
лади. Саклаб турувчи богланишларнинг математик ифо- 
даланнши (73.1) ёкн (73.2) тенглама шаклида ифо- 
даланади.

Сацлаб турмайдиган богланишлар булганда нукта 
^аракатланаётган сирт ёки чизикдан ажралиб чи^ишн 
мумкин. Бундай *олда богланишларии тенгсизликлар 
билан ифодалаш кулай булиб колади. Масалан, нукта 
сфера ичида харакат киладиган б^лса, бу харакат

<х* +  </* +  г'-) <  R* (73.3)
куринишда, сфера сиртидан ташкарида ^иракат цилганида 

(х* +  у2 +  г 2) >  R* (73.4)
куринишда ёзилади. Агар нукта радиуси г булган дойра 
ичида харакат цилса (х1 +  У ) <  г\ ташцарискда аса (a* - f  
+  уг) >  г2 тенгсизлик урннли булади.

Саклаб турувчи богланишлар икки томонлама (фи- 
нитли) ёки бир томонлама (инфннитли) булиши мум
кин. (73.3) ва (73.4) тенгсизликлар инфинитли богла- 
нишлардир. Молекула ва атомларнинг бир-бирнга яцин- 
лашиши чекланган. Атом ва молекулалар кичик масо- 
фаларда бир-бирини нтарганлиги учун улар бир-бирига 
жуда *ам якин келмайди (инфинитли богланиш деб 
Караш мумкин). Поршеннинг цилиндр ичидаги ^ара- 
катида, Ойнинг Ер атрофидаги ^аракатида ва шунга 
ухшаш ^аракатларда (электронларнинг ядро атрофи
даги .^аракатлари, нуцтанинг тебранма >;аракатини) 
финитли богланиш булади деб ^исобланади.

3. Стационар (баркарор) ва ностационар богланиш
лар. Агар богланишлар ошкор равишда вацтга боглик 
булмаса, стационар богланишлар дейилади. Богланиш 
вацтга боглиц булса, ностационар богланиш дейилади

Стационар богланишлар таъсирида нукта узининг 
фазодаги харакат конунини вакт утиши билан узгар- 
тирмайди. Масалан, нукта айлана ёки эллипс буйича 
^аракат цилса, унинг траекторияси

х2 +  у2 =  R* (73.6)
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тенглама билан нфодаланали. Бу  тенгламалар вактга 
боглик эм ас.

Стационар богланишларни склером, ностационар 
богланишларни реоном богланиш деб *ам айтилади. 
Стационар богланишлар булганда, (73.1) ва (73.2) 
тенгламада вакт ^атнашмаслиги керак.

4. Идеал ва реал богланишлар. Маълумки, нукта 
^аракат вактида актив кучлар ва богланишлар таъсири 
остида булади. Бу богланишлар нуктанинг эркин *а- 
ракати вактидаги траекториясини ^згартиради, уни 
бошка траектория буйича харакат килишга мажбур 
Килади. Шундай килиб, бирон-бир нуктага бошка нукта 
ёки бошка жисмлар томонидан таъсир этадиган куч
лар унинг ^аракатини Узгартиради. Бу берилган куч
лар актив кучлар дейилади. Актив кучлардан бошка 
яна богланишлар реакцияси нуктага таъсир этади. Бог» 
ланишлар реакцияси реакция кучи ёки пассив кучлар 
дейилади. Реакция кучлари богланишларнинг таъси- 
рини алмаштирадиган кучлардир. Бу реакция кучлари 
ёки богланишлар реакцияси моддий нукта *аракатига 
чек к у я д и  ёки нукта харакатига каршилик к^рсатади.

Агар реакция кучлари нукта ,
Каракатланаётгзн сирг ёки чизикк3 
утказилган уринма текисликка пер- 1 /
пендикуляр булса, бундай богла- к /

.нишлар идеал богланишлар дейи-
лади (215-раем). Расмда М нукта У у  ' М
траекториясига т  уринма текислик / V*
Утказилган ва N реакция кучи т  215- раем
текисликка утказилган п уринма
буйлаб йуналган. Бундай богланиш
идеал богланиш булади.

Идеал богланишлар бул
ганда нукта ^аракатланади- 
ган сирт абсолют (мутлак) 
силлик булади. Х,а^ицатла 
эса сиртлар абсолют сил
лик булмайди, радир-будур 
булади. Бундай сиртлар (Fa- 
дир-будур) реал сиртлар 
дейилади. Реал сиртларда 
реакция кучлари п нормал- 
га перпендикуляр булмай-

311



ди, балки маълум бурчак ^осил к,илади (215 раем да - 
ги ЛГ куринишда булади). Идеал богланишпарда, масалан, 
ну^та цилиндр сиртида ^аракат цилганида .̂ аракат траекто
рияси хг -f- i f  =  R г куринишда ёки / =  х1 -+- у2 — R s =  О 
шаклда ёэмлади (216- раем). Бу .ухтда реакция кучи, идеал 
богланишлар булса, цилиндр сиргига утказилган нормал п 
йуналишида булади. Бу нормалнинг йуналиши эса бj f ла
ни шла р функциясннинг градиентн буйича йуналгандир. 
Агар сирт гадир-будур (реал) булса, реакция кучининг йу
налиши сиртга перпендикуляр булмайди ва бу йунзлишни 
богланишлар тенглачасидзн аннцлаб булмайди.

74- §. Эркин булмаган нукта харакатининг дифференциал
тенгламалари

.  Эркин булмаган нуцта ^аракати вактида нуктага F  ак 
тнв ва .V реакция кучлари таъсир цилади. Бу кучларнинг 
тенг таъсир этувчиси нуктага а тезланиш беради. Ньютон- 
нинг иккинчи ^онунига асосан, F  ва N кучнинг вектор 
йигинднеи ну^та массасинннг тезланишига булган купайт- 
масига тенг:

F  +  N — т  - a (74.1)

Бу ерда N нуцтага таъсир этадиган барча бэрлзнишлар 
\осил цнлган реакция кучларининг геометрик йигиндисидир. 
Богланишлар таъсиринн реакция кучи билан алмаштирамиз. 
Нуктага актиа кучлар таъсир этади ва бо ланишларнинг 
урннга реакция кучлфн таъсир цилади деб .\исоблаймиз. 
(Богланишлар таъенрининг реакция кучлари билан алмашти- 
рилишига, статича курсини утганнмизда, жисмларни богла- 
нишлардан озод цилиш принципи деб айтилган эди.) Агар

а =  эканлигини эътибэрга олсак, (74.1) тенглик

т —  = ?  +  Л' (74.2)
dt

шаклда ифодаланади. (74.2) тенглама эркин булмаган 
нукта харакатининг дифференциал - тенгламаси дейи
лади. Бу тенглама эркин нукта ^аракати учун ёзилган
(63.2) тенгламадан унг томонидаги N реакция кучининг 
цушилиши билан фарк килади.

Агар Декарт координата укларидаги проекцияларда
(74.2) ни ифодаласак.
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т х  — F x+  Nx,

my — F y-\-N y, (74.3)
m г =  F z -f-

тенгламалар шаклида тас
вирланади. Бунда а, N ва

F  векторининг х, у, г ук- У 
лардаги проекциялари мос

равишда х, у, г, К х, Ny, 217- раем.
Nt ва Fх, F , F t билан бел-
гиланади (217- раем). Нуктанинг ^аракат цомуни ш ифэда- 
ла и учун (74.2) ёки (74.3) тенгламанинг ечими топилади. Бу 
ечимни аницлаш вактида бэшлан.-ич шэртлзр, ачтиз ва ре
акция кучлари берилган булади.

Табиий коорднната уцларнда (74.2) тенгламанинг проек- 
цнялари

куринишда ифодаланадн. Бунда ах, ап, а„; F x, F n,' F b\ Nx , 
Nn. Nb нукта тезланиши а, актив кучлар F  вз реакция куч- 
лари N нинг уринма, нормал ва бинормал уклзрндаги про- 
екцияларидир.

Нуктанинг харакати амалда тегиб турувчи текислик
да содир булади, деб х ис°бланади ва (74.4) ифоданииг1 
факат биринчи ва иккинчи тенгламаларн курилади ёки
(74.3) ифодадаги биринчи ва иккинчи тенгламалар ко
рила ди.

Шундай килиб, эркин булмаган нукта харакатииинг 
дифференциал тенгламаларн эркин нуктанинг диффе
ренциал тенгламаларидан реакция кучларининг ун гто - 
мони кушилиши билан фарк килади.

Фараз килайлик, голоном саклаб турувчи ва идеал бог
ланишлар таъсирида нукта сфера сиртида .\аракат цилсин 
(218-раем). Бу ^олда реакция кучлари куйидаги куринишда 
берилган булсин.

тах — F x - f  Nx.
т а п =  F n '+  N n‘

>паь = F b +  Nb

(74.4)

N = K g r a d f .  

Бунда реакция кучининг проекциялари

(74.5)
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/

N x =  х
61

X дх '

= }. д]
У ду

N . = ) . J LЖ дг

(74.6)

(74.7)

(74.8)

ва номаълум купайтирувчи У. 
Куйидагича аникланади:

Nк =
218- раем.

Реакция кучннинг модули
(74.9)

N = V N l + N l  +  N l (74.10)

формула оркали ^нсобл-шади. Берилган нукта .\амма вакт 
сфера енртида булиши учун куйидаги богланишни ифода- 
лайдиган

f  = х г +  у2 +  г 2 _ р г  =  о (74.11)

шартни бажариш лозим.
Расмдан нуктанинг ошрлик кучи Р  сферанинг мар

кази булган О нукта томонга йуналган. Нуктанинг 
OXYZ системага нисбатан координаталари

z=/?sinqp, (74.12)
х =  R  cos ф • cos а, (74.13)
y — R  c o sq sin a  (74.14)

ва F  кучнинг проекциялари
F х =  — mg cos ф • cos а, (74.15)

F t  =  — mg cos ф-sin а. (74.16)

F t — — mg sin ф (74.17)

куринишда ёзилади. Нукта сфера сиртида харакат кил- 
ганлиги учун богланишлар тенгламасидан

f  = х 2 +  у2 +  г2 — R 2 =  0 (74.18)
бу нфодадан куйидагини ёзамиз:

—  =  2х; Л .  = 2 у, -У- =  2г. (74.19)
ох ду дг v ’
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Энди (74.6) — (74.8), (74.16) — (74.19) ифодаларни мос 
равишда (74.3) тенгламаларга куйсак,

^осил булади. (74.20) М нуктанинг сфера сиртидаги 
харакатининг дифференциал тенгламасидир. Нуктанинг 
харакат конунларини топиш учун шу тенгламаларнинг 
ечимини аниклаш лозим.

Агар ф -  90°, а =  0° булса. (74 20) ифода

шаклда ёзилади.
. Умуман идеал богланишлар булганда, (74.3) ифода

куринишда булади. (74.25) тенгламага эр:<ин булмаган нук
та учун бир жинсли Лагранж тенгламалари деб аталади. 
Агар нуктага F  ва N куч билан бирга яна F  ишкаланиш 
кучи таъсир килса, /гишк проекциялари

тх  =  — mg cos ф cos a - f  2\х,

т у  =  — mg cos ф -sin а - f  2\у, (74.2Э

т г  = — mg sin ф - f  2 \ г

т х  = 2 К  х,

т у =  2 Я у 

т  г =  — mg +  2 \z

(74.21)

(74.22)

(74.23)

(74.24)

(74.25)

(74.26)

F , х =  — F cos( F  i) — -----— vx — —
v

FHU1Ky=FcosCF,l) = -^-y'

-  —  x. (74.27)
V

(74.28)



шаклда булади. Ишцаланиш кучи мавжуд булганда, 
Лагранж тенгламаларн

фипиенти булиб, и нуктанинг харакат тезлигидир (219-раем).

75- §. Математик маятникнинг кичик тебранишлари

Чузилмандиган ва огирлиги хисобга олинмандиган 
ипга осилган модднй нуктанинг огирлик кучи таъсирн- 
даги харакати математик маятник дейилади. Фараз 
килайлик, кУзгалмас О нуктага богланган / узунлик- 
даги ипнинг учига гч масеали М нукта богланган (220- 
расм). Af нуктани табиий координаталар системасининг 
маркази килиб танлаб оламиз ва Af нуктадан траекто- 
риясига уринма (тангенциал) т, нормал п ва бинормал 
b Укларни утказамиз. Бинормал уки раем текислигига 
перпендикуляр, нормал ук Af нуктадан О нукта томон- 
га йуналган ва уринма т  ук эса траекторняга уринма 
булиб, М нуктанинг харакати томон йуналган. Af нукта 
вертикалдан бурчакка огган холиДа, нукта ха
ракати факат уринма ук т  ва нормал п уклари

т У = р у +  Т у’ <74-30)

шаклда ёзилади. Охирги тенгламаларда —  каршилик коэф-

219- раем. 220- раем.
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буйлаб содир булади. (Бинормал уки бУйлаб нукта 
харакат цилмайди.) Демак, М нукта тегиб турувчи' 
текислигида харакат килади ва ^аракатнинг диффе
ренциал тенгламалари (74 4) ифОдага асосан куйида- 
гича ифодаланади:

т а х =  F X4- ЛГт, (75.1)

т а п ~  F n +  Nn. (75.2)

Маълумки, ах =  ~ ,а п~  —  ва F T, Л ,̂ jV4, F n катта

лик лар 220- расмдан
Nx =  N cos 90° =  0, Nn =  N (75.3)

F x =  — mg sin <p, F n =  — mg cos <p (75.4) 

куринишда булади.
Маятникнинг тебраниши ифодаланадиган дифференциал 

тенгламани (75.1) дан фойдаланиб топамиз. F x катталикнн
(75.3) дан топиб (75.1) тенгламага КУЯМИЗ 33 s =  0,.М =

'  =  L  ■ ф эканлигини эътиборга оламиз.

т  =  — mg sin <р. (75 5)

0 =  ± -  =  1 * 1  «= /ф (75 .6) 
i t  it

(75.6) ни ва — =  —  (/ ф) =  1 d -■ =  / • ф эканлигини и̂собгэ 
dt dt dt

олсак (75.5) куйидагича ёзилади:

ml ф =  — mg sin ф
ёки

ФН— j -  s in  ф =  0. (75.7)

Агар кичик бурчаклар учун sin  ф« ф эканлигини х,и- 

собга олсак, (75.7) тенглама /ф 4-g<P = 0  
ёки

.  ф +  у -ф = 0

куринншнн олади Бу ерда ~  =о>* деб белгилаб,
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(f - f  <о2ф =  0 (75.8)

тенгламани э̂ осил циламиз. Бу маятник харакатининг диф
ференциал тенгламасидир. Бундай тенгламанинг ечими худ- 
ди (69.5) тенгламанинг ечимидек булади, яъни

ф =  о sin (со/ -J- я),
ёки

ф =  ф0 cos (со / +  а). (75.9)
Бошлангич фаза а =  0 булса, маятник

ф =  ф0а»со/ (75.10)
^онуни буйича тебранади. Маятникнинг тебраниш даври

Т  =  —  = — Щ = -  =  2л ] / —  (75.11) 

I  i
^онунга буйсунганлигини а̂м курамиз.

Энди (75.2) тенгламадан N реакция кучини топамиз 
(р = / ,  v = 1  со эканлигини эътиборга олиб):

N =  — — |- mg cos ф ёки N =  mi со* - f  mg со5ф. (*) 
р *

Энди со ни топамиз. Бунинг учун к(75.7) нннг шаклини 
узгартирамиз:

ф = ----- у -sin ф. (75.12)

» _  "  Ло da> dtf dio , ,Агар ф= —  =  —  . •—— — со------  ифодани хисобга ол*
dt dtf dt dy ^  л

сак, (75.12)

cod со = ------ y-sinфdф

шаклда ёзилади. Охирги тенгламани интегралласак 

j*  со dco =  — J - у -  sin ф d ф,

бундан

■J- = у С 0 5 ф + /  (75.13)

келиб чикади. Бошлангич 'шартдан'
/ =  0, со =  со,; ф =  а (75.14)
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эканлиги маълум булса.

ва

W1 с ас = -----— —  cos а
2 I

со* = 0)^4 - ~ ~  (cos ф — cos а)

ифода хосил булади. Агар бу ифодани (*) га куйсак; реак
ция кучини хисоблашни кунндагича ёзамиз:

N = m l  |tog - f  (совф— cos a)j +  mg cos ф 

ёки m =  Pig  ни хисобга олсак,

N  =  3cos ф — 2cos<z) (75.15)

формула хосил булади.

76-§. Нукта учун Даламбер принципн 

75- § дан маълумки, эркин булмаган нукта учун

F + N = m a  (76.1)

тенгламани ёзиш мумкин эди. Бу тенгламани

7  +  N +  (— ma) = 0  (76.2)

шаклда ёзамиз. Бунда— т а  хад нуктанинг инерцияси ту- 
файли хосил булади. Бу хад инерция кучи ёки Ф фиктив 
куч деб аталади.

Ф = — та .  (76.3)

Фнктив кучни эътнборга олсак, олдинги тенгламани

f + N + Ф  =  0 (76.4)

куринишда ёзамиз. (76.4) тенгламадан: нуктанинг ха
ракати вактида хамма актив кучлари, реакция кучлари 
ва инерция кучларининг геометрик йигиндиси нолга 
тенг деган хулоса келиб чикади. Бу хулоса Даламбер 
принципи деб аталади. Бу принцип динамика масала- 
ларини статик усул билан ечишга имконият беради.

^акикатан хам, статикадан маълумки, жисм ёки



нукта тинч холатида булиши учун шу жисм ёки нук
тага таъсир киладиган барча кучларнинг йигиндиси 
нолга тенг булиши лозим эди. Худди шунга ухшаш, 
Даламбер принципи курсатадики, нукта маълум кине
матик колатида булиши учун нуктага таъсир эталиган 
актив кучлар, реакция кучлари ва инерция кучлари
нинг йигиндиси нолга тенг булиши керак экан.

Агар F, N  ва Ф кучларни декарт координата Укл а- 
ридаги проекцияларда ифодаласак,

^  +  ^  +  Ф , = 0, 
Fy +  Ny +  <i>y = o ,  
f t +  Nt +  Ф, =  О

(76.5)

тенгламани з̂ оснл киламизки, бундай харакатдаги нук
та учун *амма вакт актив, реакция ва инерция кучла
рининг уклардаги проекцияларининг йигиндиси нолга 
тенг булади деган хулоса чикади.

Агар (76.4) тенгламанинг иккала томонини г радиус-век- 
торга купайтирсак, Даламбер принципини куйидаги шаклда 
ифодалаймиз:

r x F  +  r x N  +  r x  Ф =  0. (76.5)

(76.6) даги хар бир з̂ ад куч моментини нфодалайди. 
Бу  тенгламадан нукта харакати вактида з̂ амма вакт 
актив, реакция ва инерция кучлари моментларининг 
йигиндиси нолга тенг булади деган хулоса келнб чика
ди. Тенгламанинг проекциялари

(г X F)x +  (г ХЛОх + ( г  х Ф )х =  О,

Тг X  Д ,  +  ( г х  +  ( 7  X  Ф ) у  =  О,

( r x F ) t + ( ? x  N)t +  ( 7 х  Ф), =  0

(76.7)

куринишда ёзилади. Бу тенгламалар з̂ ам харакатдаги 
нукта учун куч моментларининг проекциялари оркали 
ифодаланган Даламбер принципидир.

Статиканинг асосий тенгламалари умуман олтита 
тенгламаларда ифодаланган эди. Бу ерда *ам курдик- 
ки, (76.5) ва (76.71 оркали ифодаланадиган олтита 
тенгламаларни ташкил этади. Ш унинг учун Даламбер
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принцнпи динамика масалаларини статик усул билан 
ечишга имкон берадн деб айтишлари бежиз эмас, деган 
хулоса чикади.

X II  Б О Б  М О Д Д И Р  Н У К Т А Н И Н Г  Н И С Б И Я  * А Р А К А Т И

77- §. Ну^та нисбий харакатининг дифференциал 
тенгламалари

Ньютон конунлари (63- §) нукта учун ва инерциал 
(y =  const) санок системалари учун аник бажарилади, 
деб айтилган эди. Бу  вактда куч жисмларнинг узаро 
таъсирини характерлайдиган катталик булиб, нукта 
массасининг тезланишига булган кУпайтмасига тенг де
ган хулоса чикади. Бирок, нуктанинг абсолют тезла
ниши нисбий, кучма ва кориолис тезланишларининг 
геометрик йигиндисига тенг эдн:

+  <77-0
(77.1) дан куринадики, а тезланиш нуктанинг кинематик

Холатига караб узгаради, демак, а тезланиш. оркали аникла- 
надиган F  куч .\ам узгарувчан булиб туриши лозим деган 
нотугри хулоса чикиши мумкиндек туюлади. Бундай нотуг- 
ри хулосани чикармаслик учун Ньютоннинг иккинчи конУ- 
нини

т а =  у ? . .  = 1 .
i- i

шаклда ёзиб, батафсилрок му\окама циламиэ.
Нукта харакатининг кузгалмас 0 £т)£ ва 

OXYZ  системаларда 
куриб чикайлик. Н ук
тага (221-раем) F x, F а 

| . . . кучлар таъсир
- килсин. Нукта куз- 

галувчан ноинерцнал 
OXYZ системага нис
батан харакат к и-ча- 
ди. Бу OXYZ ноинер- 
циал система инер
циал кузгалмас О £ т| % 
системага нисбатан 
кучма харакатда бул
син. Шундай система < 
учун (77.1) тенглама

(77.2)

Кузгалувчан

221- раем.
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ёзилган-, бу тенгламадан

а =  а — а — а (77.3)н к  кор '  '

ифодани а н и ц л а б ,  нфоданинг иккала томоннни т  га купай- 
тирамиз:

таи =  та — так — та кор (77.4)

ёки куйидаги хосил булади

т  а н =  2  F i +  ( ~ ГП а  к) +   ̂~ " “ кор )• (7 7 -5 )
»=1

(77.5) тенглама нуктанинг нисбий харакатининг 
дифференциал тенгламаси дейилади. Агар тенгламани 
декарт координата Укларидаги проекцияларда ифода- 
ласак, куйидаги учта тенглама хосил булади:

бунда

т а х =  F x + ( -  т а . ) ,  +  ( - т а кор)х. 

may =  F y +  ( -  т Я ) у +  ( -  т а кор)и, 
т  аг =  F a +  ( — т  ак)г +  (— т  акор )г

(77.6)

рк = т а К' (77.7)

?кор =  - ' лакЭ?. (77 8)
Бу тенгламаларга

f , “ i ' v
i= l 1=1 1=1

белгилашларни киритамиз. Бунда F K — кучма куч, F Kop — 
кориолис кучи дейилади. \ар иккала куч F K, F K0? инерция 
кучлари деб юритилади. Бу кучлар OXYZ система но- 
инерциал (о=  const) булганлиги учун пайдо булади. Бу хол'

t П
да, F  — V  F i деб белгиласак, (77.5) ни 

i - i
так = F  ,+ F K +  F Kop (77.9)

куринишда ёзамиз.
(77.9) дан нукта массасининг нисбий тезланншига ку- 

пайтмаси F  актив кучлар, F K кучма куч ва F Kop кориолис
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кучларининг геометрии йигиндисига тенг деган хулосага не. 
ламиз

Демак, куч доим бир хил булиши учун актив куч- 
лардан бошка, яна инерция кучларини хам ^исобга 
олиш лозим. Ана шу кучларнинг геометрик йигиндиси 
ну^та массасииинг тезланиш.ira булган купайтмасига тенг. 
Агар инерция кучлари F K, F Kof> мавжуд булса, бундай сис- 
темаларга ньинерциал санок системалари деб айтилади. 
Инерция кучлари мавжуд булмаса (Fя =  F Kop =  0 булса) 
бундай санок системалари инерциал санок, системалари деб 
юритилади.

Инерциал санок системалари учун (77.9) тенглама 
куйидагича ифодаланади:

(а =  ан) та F .

Бу  тенглама Ньютон конунлари инерциал санок 
системалари учун аник бажарилншини яна бир марта 
тасдиклайди.

Нукта харакатннинг дифференциал тенгламаси аник 
Холларда муайян бир шаклларда ифодаланади:

1. КУзгалувчан OXYZ ноинерциал системанинг хара- 
кати, яъни кучма харакат айланма харакат куринишида 
булсин. Бу холда нуктанинг кучма тезланиши укка ннти-
лувчн аы ва ое уринма тезланишларга ажралади (222-расм):
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ак ~ а« + ае- (77-Ч )

аш — и) х (ш х  г), (77.12)

ае =  в X г. (77.13)

Маълумки, ае, аш векторлар йуналиши парма цоидасига 
асосан аницланади. Агар (77,11)— (77.13) ифодаларни хи' 
собга олсак, (77.9) тенглама

т а и =  F  4- Рк +  F “ +  F „ op< (77.14)

тарзда ифодаланади. F'K ва векторнинг модули

/=■* = т г - М К .  (77.15)

F*  = т - ш* - МК  (77.16)

формулалар оркали ^исобланади. Бу ерда М К  нуЦта .И дан 
айланиш уцигача булган энг цис^а масофадир. Кориолис 
кучи вектори

= 2 т ш  х  v„ (77.17)

формула орцали, модули эса

F Kop = 2wt«wHsin  (о>, v j  (77.18)

формула оркали топилади. F Kop вектори м ва кн векторга 
перпендикуляр йуналган, F KOp вектор йуналиши парма к;о- 
идасига асосан топилади.

2. Кучма харакат — кузгалмас уц атрофида текис айлан
ма \аракат шаклида булган холД3 е =  О (чунки ш — const) 
ва F eK = 0  эканлиги хам равшан. Бу холда (77.14)

m tH =~F + F “ +  f Kop (77.19)

шаклни олади ва кучма куч F K =  булади, яъни кучма 
куч марказдан цочма инерция кучига тенгдир.

3. Кучма харакат нотекис илгариланма харакатни таш
кил этган холда ш =  0 булади. Демак, кучма куч танген- 
циал ва нормал компонентларга ажралади. Бу компонент- 
ларни

dvF I  =  т  а, =  т  
“ х dt
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хисобга олсак, (77.14), яъни нукта харакатннинг дифферен
циал тенгламаси

т =  ?■+ F K

ёки

т а =  F  + т  dv* +  л® (77.20)
н л  р

шаклни олади, бу хслда Кориолис кучи

к̂ор = 2 mo)t»Hsln(<o, ин)= 0

булиб колади.

4. Кучма харакат тугри чизикли текис илгариланма ха
ракат булган холда ш =  0 ва е =  0 булиб цолади. Демак, 
v =  const ва F K =  0, F  =  0 эканлцги равшандир ва
(77.14) дан

т а н =  F ,  (77.21)

яъни инерциал санок системаси учун ёзнлган Нъютон- 
нинг иккинчи конунини хосил килдик. Демак, кУзгалув- 
чан O Xyz система инерциал санок системаси бу
лади.

78-§. Классик механиканинг нисбийлик принципи. 
Динамика тенгламаларининг инерциал санок 

системаларда инвариантлиги

77-§  да нукта тугри чизикли текис х аРакат  килган
да, (77.21) тенглама хосил булишнни куриб утдик. Агар 
(77.21) ва (77.21) тенгламани узаро тенглаштирсак

т а  =  т а н

х.осил булади. Бундам а =  ая тенглик келиб чикади. Бу
тенглик (а„ —- а) курсатадики, тугри чизикли илгарилан
ма хаРакат килаётган нуктанинг тезланиши унинг аб
солют тезланишига тенг экан. Демак, бу холда нукта- 
"ннг нисбий хаРакати (тугри чизикли илгариланма х а* 
ракати), динамика нуктаи назаридан, абсолют х аР акатДан
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223- раем.

Хеч фарк цилмайди, яъни 
нуцтанинг тезлиги ва тез- 
ланиши иклала кузгалувчан 
ва кузгалмас системаларда 
Хам айнан бир хил булади, 
деган натижа келиб чика- 
ди. Бу натижа эса нукта 
иккала системада хам бир 
хил .\арзкат килади, деган 
маънонн билдиради.

Шундай кил и б, мэддн й 
нуктанинг тугри чизикли 
текис илгариланма .\аракат- 

да булган кузгалувчан системадаги харакати айнан кузгал
мас системага нисбатан булган харакатидек содир булади 
(223- раем). Бу системалариинг хаР бири инерциал санок 
системасидир. Инерциал санок системаларнда тезли< век-
торн v =  const булади. Нуктанинг тезлиги ва тезланиши 
айнан, иккала система учун хам бир хил булади. Нукта
нинг харакатини бу системаларни истаган биттаси учун 
абсолют харакат деб хис°блаш мумкин. Демак, (77.21) 
тенглама иккала система учун хам айнан бир хил булади. 
Механика конунларининг инерциал санок системаларнда ай
нан бир хил колишига тенгламаларнинг инвариантлиги де- 
йиладн Тенгламаларнинг инвариант (узгармасдан) колиши 
битта инерциал санок системани иккинчисидан ажратишга 
имкон бермайди.

Демак, тенгламаларнинг инвариантлигидан хамма 
инерциал санок системаларнда механик ходисалар (де
мак, механика конунлари) айнан бир хил содир булади 
деган хулоса чикади. Шунинг учун тажрибалар ёрдами 
билан бир инерциал санок системасини иккинчисидан 
ажратнб б^лмаслиги хакидаги фикрни буюк Галилео 
Галилей катта илмий башорат билан исботлаган эди. 
Бошкача айтганда, бу фикрни: хечкандай механик 
тажрибалар утказиш йули билан аниклаб булмайдики, 
система тинч холатдамн ёки тугри чизикли текис хара
кат холэтидэми, чунки иккала системада хам тажри
балар айнан бир хил содир булади, деб хулоса чика- 
риш мумкин.

.\еч кандай механик тажрибалар ёрдами билан 
инерциал санок системаларини ажратиб булмаслиги 
Хакидаги таълнмот классик механиканинг нисбинлик

326



принципи дейилади. Бу  принцип цуйидагича таъриф- 
ланади: ииерциал санок системаларида булаётган ме
ханик ходисалар шу системаларнинг тинч ёки т^гри 
чизикли текис илгариланма харакатини аниклаш учун 
хеч кандай маълумот бермайди.

Бу принципга асосан тинч холатдаги системани 
t f̂ph  чизикли текис харакат холатида булган система- 
дан ажратиб булмаслиги аник ва равшан килиб курса
тилган. Кейинчалик буюк олим А. Эйнштейн к^рсат- 
дики, умуман физик тажрибалар ёрдами билан .̂ ам 
тинч ^олатдаги системани тугри чизикли текис хара
кат холатида бУлган системадан ажратиб булмайди. 
Бу принцип хозир нисбийлик назариясининг асосини 
ташкил этади.

Агар система х,аракат тезлигининг вектори узгарса
(v ф const булса), яъни система узгарувчан тезлик билан та
ранят килса, бундай система ноинерциал санок система де
йилади. Ноинерциал санок системаларда инерция кучлари 
(кориолис кучи ва кучма куч) хосил булишини 77- § да ба- 
тафсил кури б чикдих. Ер шари ,х,ам уз уки атрофида ай
ланма ^аракат килганлиги учун инерциал санок система 
эмас, чунки бу ерда кучма куч F K — mw:R  мавжуд. 
Бирок бу F „ нинг. микдори (жуда кичик эканлигини 
^исобга олганнмизда) кичик деб ^исобланади. Бу система
ни (инерция кучларини ^иссбга олмасдан) инерциал санок 
система деб, айрим лолларда и̂соб ншларн бажарнлади.

Умуман, инерциал санок системалар жуда кУп 69- 
лиши мумкин, бирок мухими шундаки, бу системалар
нинг хаммасида хам ва .\ар биттасида v !M табннй ,\о- 
дисалар айнан бир хил булади ва механика конунлари 
инвариант булиб колади.

79-§. Нисбий тезлиги ноль булган нукта харакатининг 
дифференциал тенгламаси

Биз 77- § да нукта нисбий харакатининг т^рт холини 
курдик. Энди яна битта \олни, нукта кузгалувчан 
OXYZ  системага нисбатан (221-расмга каранг) тинч 
Холатда булсин, яъни нуктанинг нисбий тезлиги

1>н = 0  (79.1)
булган х,олни курайлик. Нукта Ер сиртида жойлашган ва 
барча кучлар таъсирида (224- раем) тинч .ухтатда булсин. 
Бу кучлар нуктанинг тортишиш кучи
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ва марказдан цочма инерция 
кучи

/ “ =  ты* R  cos ф (79.3)

формулалар ёрдамида топила
ди

Нукта учун ун =  О бул
ганда F Kop кориолис кучи ва 
F K кучма куч цуйидаги кури
нишда

224- раем. F .  ор =  0 . (79.4) 
F v =  =  т  ш4R cosф (79.5)

булиши турган ran. Бу ^олда (77.1) тенглама а -  а„ шакл* 
да ва (77.9) куйидагича

ифодаланади. (79.6) нисбий тезлиги ноль булган нук
та харакатининг тенгламаендир. Бу тенгламадан 
нукта нисбий харакат килмаганда хам кучма харакат- 
да катнашади ва бу холатида актив кучлар билан ку ч
ма кучларнинг геометрик йнгиндиси нолга тенг булади, 
деган хулосага келамиз.

Энди (79.6) тенгламани Ер сиртида жойлашган М 
нукта учун кУллаймиз. Бу тенглама, агар реакция ку- 
чинн N деб олсак, куйидаги шаклда ёзилади:

Р  +-V - f  F "  =  0, чунки F “ =  F K. (79.6)

Р  -Ь F K — Q десак, Q катталикнннг модули куйидагича 
топилади:

Нуктага таъсир киладиган реакция кучининг модули
(79.6) ва (7У.7) тенгламаларга' кура

куринишда ёзилади.
Бу реакция кучининг абсолют киймати (79.8) тенглама 

га асосан:

F + F K =  0 (79.6)

Q =  | /» j- F 2K +  2P/\cos(l80 —  ф). (79.7)

Q =  — N =  — 1 Р> +  F l - 2 P F Kcos<( (79.8)
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а) ф =  0° булганда (нукта экваторда булади) Q энг ки- 
чнк булади;

б) Ф =  90° булса (нуцта к,утбда булади) Q энг катта бу- 
лади.

Реакция кучи N нинг йуналиши Q нинг тескари рунали*
шинн ифодалайди. Q кучнинг Р  дан фаркини ани^лаш учун 
F*  инерция кучининг Q га булган нисбатини топамиз:

F  “  ты1 ■ R  cos ф (о* Р
—к- = -------------- = ------COS ф.
Q т 5 В

Бу нисбат ф =  0; R  =  6370 км; g =  9,80 —  булганда
с*

• F_________1_

Q ~  290

булиб колади. Шундай кили б, нуктанинг Q огирлигининг 
шу нуктани Ер томонидан Р  тортншиш кучидан фарки 
булади.

80- §. Эркин тушаётган нуктанинг шаркий томонга огиши

Массаси т  булган моддий нукта хавосиз жойда бош- 
лангач тезликсиз Н  баландликдан Ер сиртига тушаётган 
булсин (225- раем). Эркин тушаётган нуктанинг X , Y, Z  ук- 
лари буйлаб \аракат конунлари топилсин.

Масалан и ечиш 
учун' Ер сиртига ке- 
либ тушадиган А нук
тани марказ к1,либ,
Z  укини Ер радиуси- 
нинг давоми буйлаб,
Y укини А нуктадан 
утадиган параллелга 
уринма булган шар- 
Кий томонга йуналган 
тугри чизик буйлаб,
X  Укини А нуктадан 
Утувчн мерйднанга 
уринма ва жануб то
монга йуналган тутри 
чизик буйлаб урната-
М|13. 225- раем.
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Бу *олда кориолис 
кучи шарика томон йу
налган булади (226-ра
ем). Нуктанинг Q ofhp- 
лиги F  ' тортишиш кучи 
билан F K кучма кучнинг 
геометрик йигиндисига 
тенг:

Q =  F + F K. (80 1)

Шунинг учун бу х,олда, 
кучма ^аракат текис ай-226- раем.
ланма ^аракат булганда, 

(77. 19) ифодага асосан цуйчдагига тенг булади:

тенглама х,оснл булади. Бу эркин тушаётган нуцта ^арака- 
тннинг дифференциал тенгламасидир.

Масаланинг ечими (80.3) тенгламадан аницланади. Бу 
ечимни аниклаш учун (80.3) тенгламани координата у^- 
ларидагн проекцияларда ифодалаймиз:

Агар нуктанинг Q огирлиги Z  уцн буйича йуналади, деб 
и̂собласак (бу ^олда хатолик иккинчи тартибда булади),

Охирги ифодаларни (80. 4) — (80. 6) тенгламаларга цуйиб,

(80. 2)

(80 3)

ш х  =  0  4* Fл ч х i  х кор

т  У = Q V+  F y кор. 

т ' г  = Q , +  F , KO р

(80. 4) 

(80.5) 

(80 .-6)

(80.7)

(80.8) 

(80.9)

т х  = 0, 

т у —  2mo)VH cosq;
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т  г =  — mg

ёки * =  0 , (80. 10)

у — 2wtfHcosq, (80.11)

г  =  —  g (80.12)

куринишларда нук,та .^аракатинииг дифференциал тенглама
ларини \осил циламкз.

Масала шартига асосан бошлангич шартлар куйидагича 
ёзилади

t =  0; х — х9 — 0; у = У о =  0; г —г0 =  Н\ (80 13) 
х =  х0 — 0; у =  у0 =  0 ; г =  г ,  =  0 )

(80. 10) тенгламани ннтсгралласак,

I  /ГЙ+cJ (80И>
тенглама .ухгил булади. (80. 13) ни (80. 14) гЗ куйсак, С, =  
=  0, С, =  0 эканлигини курамиз ва х =  0 ифодани ^осил 

Киламизки, бу ифода х уки буйнча нуктанинг ^аракат кил- 
маслигини курсатади.

Энди va — z =  gt эканлигини эътиборга олиб, (80.11) 
ни интеграллаймиз:

у ~  2u)g/ cos ф,
. dy =  (2wg/cos ф) <#,

y = „ g c o sv + C  (80. 15,
y _ “ L c o s ,  + Ct. (80 ,6)

Бошлангич шартга асосан С, =  0; Ct — 0 булганлиги учун

у — совф. (80. 17)
3

(80.17) курсатадикн, нукта тушаётганда У уки то- 
мон ёки Ернинг шаркий томонига караб силжийди ва 
бу силжиш вактнинг учинчи даражасига ва жойнннг 
географик кенглиги булган ф катталикнинг косинусига 
тугри пропорционал булади. Бу  силжиш экваторда 
(ф =  0) энг катта булиб, кутбда (ф =  90°) нолга тенг.
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Энди (80.12) тенгламани интеграллаб, Z  ни топа
миз:

dz =  — gdt

z =  — g t + C b

2 — — +  cbt +  ct.

(80. 18) 

' (80.19)

Бошлангич шартга асосан

C8 =  0; С, =  H.
Бу холд3

Z=- Н - 8—
2

(80. 20)

формула келиб чицади. (80.20) нуктанинг Z  уци буйлаб 
харакат конунндир. Агар нукта Ер сиртига келиб туш- 
са. Z =  0 булади ва (80.20) дан. нуктанинг Н  баланд- 
ликдан тушиш вактини топиш формуласи келиб чи- 
кадн:

Агар ф =  60° (Санкт-Петербург шахри учун) ва 
// =  100 М булса, (80.22) га асосан «/= 1,1 см булади, 
яъни нукта вертикалдан шаркка 1,1 см огади. Агар 
нуцта пастдан юкорига отилса, кориолис кучи гарбий 
томонга йуналади ва атилган нуцта хам вертикалдан 
гарбга томон огади.

Кориолис кучининг пайдо булишига сабаб кориолис 
тезланишидир. Кинематика курсида бу тезланиш пайдо 
булганлиги туфайли дарёлардаги циргокларнинг бит- 
тасинн купроц ёйилиши, темир йулларнинг биттасини 
купроц едирилиши айтилган эди. Кориолис кучининг 
таъсирида машина ва механизмлар айрим вацтда сезн- 
ларлн даражада зарарланади.

62- мисол. (33. 10). Вертикал АВ  уц атрофида CD гори- 
зонтал цувур оз бурчакли тезлик билан текис айланади. 
Бу цувур ичида М жисм жойлашган (227- раем). Агар

t вацтни ифодалайдиган формулани (80. 17) тенгламага цу- 
йиб у учун куйидаги формулани хосил цнламиз:
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бошлангич вацтда v =  0, х —
_=х0 ва CD ^увурнинг узуи- 

лиги / булса, жиемнинг цу- 
вурга нисбатан чи^иш тезлиги 
аниклансин.

Е ч и ш . Ну^та CD ^увур- 
га нисбатан v тезлик билан 
а̂ракат ^илганда марказдан 
о̂чма кучма инерция кучи 

т(огх жиемга таъсир ^и- 
лади. ш =  const булганлиги 
учун кучма кучнинг уринма ташкил этувчиси F '  =  0 бу
лади. Жиемга яна Р  огирлик куч таъсир к,илади \амда 
Кориолис кучи (бу куч чизма текислигига перпендикуляр-

дир) F K0р \ам таъсир ^иладн. (77.19) га асосан барча 
кучларнинг геометрик йигиндисн жисм массасининг тезла
нишига булган купайтмасига тенг:

т а „=  P +  +  7 кор. ^  (1)

Агар ( 1) ни х ук,ида проекциясини олсак,

т  х — т(огх (2)
з̂ осил булади. Жисм фак,ат х у^и буйлаб \аракатда бул
ганлиги учун (2) тенгламани ёзиш билан чекланамиз. Энди 
(2) тенгламанинг ечимини ашмугаймиз. Бунинг учун (2) ни

х — (о*х =  О

шаклда ёзиб, ечимини х =» Cle“,-|- С*е~ куринишда излай- 

миз Бу тенгламадан . (4)

х =  С1<Леы — C ^ e ~ ml (5)
эканлиги равшандир. Нома1>лум Clt С, коэффициентларни 
топиш учун масаланинг бошлангич шартидан фойдаланамиз

t — 0; х — JC(,; х — х0 =  0 . (6)

Агар (6) ифодадаги бошлангич шартларни (4) ва (5) 
тенглама га куйсак

А0 =  Су 4- С,
0 =  СуШ — С, и 

Цосил булади. Бу ердан
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келиб чицадн.
Энди (7) ни (4) ва (5) формулага цуямиз: .

i - f  ( ' “  +  « ' “ )•

Масаланинг шартига асосан, х  =  /, х  =  о эканлигини 
эътнборга олиб,

' " f  К  +  ,8)

» = f - ( <9) 

формулаларни з̂ осил циламиз. Математнкадан маълумки,

--------— —  =  ch utt. -  ( 10)

Ct =  С, =  V 2  (7)

ва
, — <*>/

2

ch* o)t — sh!o)t =  1 
богланишлар мавжуд. Шунинг учун (8) ва (9) дан

■ о «о101.2 „а ~  *•

Охирги тенгламадан

v =  (О ' Р  +  х-0

формулани, яъни жиемнинг CD цувурдан чнциш тезлигини 
топиш формуласини >̂ осил цилдик.

6 3 -мисол. (33.11). 6 2 -мисол шартларига асосан, М  
жиемнинг CD цувур ичида харакат цилиш вацтини аницланг. 

Жавоб:

т = ±  щ .
СО х 9

64- мисол. (33.14). Вертикал CD уц билан 45° бурчак 
Хосил цилиб, уцнинг атрофида о>0 доимий бурчакли тезлик
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228- раем.

билан АВ цувур айланади. К,увурнинг ичида М  огир шар- 
ча бор Агар шарчанинг бошлангич тезлиги ноль ва у О 
нуктадан а масофада жойлашган булса, шарчанинг кувурга 
нисбатан .̂ аракат конуни к,андай аницланади? Ишцаланиш- 
ни кисобга олманг (228- раем).

Е ч и ш . М  шарчага Р  огирлик кучи, тшг ОМ кучма 
куч таъсир цилади ва ш0 =  const булганлиги учун г к •—

— тш1 ОМ булади. Бу кол учун (77. 19) га асосан

О нуктани марказ кили >̂ х ва у укларини утказиб, 
( 1) тенгламанинг х укида проекциясини оламиз:

•  ̂ Агар м0 cos а =  со деб белгиласак, куйидаги косил бу-

(Ь

т  х — (oJjc cos*a +  mg cosa

еки
x +  (o)q cos*a) x — g cosa, (2)

лади:

x +  co*x =  gcosa. (3)
бунда

(4)
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эканлигини эътиборга оламиэ.
Энди (2) тенгламанинг ечимини ани^лаймнз:

х* — х* 4- х**, (5)

х ^ С ^ '+ С ^ - ^ ,  (6)
х** =  В  (7) 

эканлиги равшандир. Энди х** катталикларни топамиз:

> *  =  0 . (8)

х** =  0. (9)

Масаланннг шартига асосан бошлангич 'шарт ^уйидагича 
ёзилади:

t — 0; к\= х0 — а, х  =  х , =  0 . (10)

Энди (9) ни (2) га ^уйиб, В  катталик ёки х** топилади:
В  о)ц cos* а =  g cos а

=  — ( 11)
“6 cosa у 2 ^

(6) ва (11) тенгламаларга асосан,

х  - C f 0* *  VTl +  Cte “ v “* V~2 , + ------У Y . (12)
I 2 и ц

х  =  0,5 со, У  2 С„ e°'s “* v T — 0,5 о>0 V 2  со, е г05 “• ,5?* (13) 

Бошлангич шартларни (12) ва (13) тенгламаларга куямиз:

о =  С, +  С2 Н---------—-------
/ 2

0 =  ’- i i - o ) fl(C1- C , )

бундан

С . - С . - - 2 - --------- — i - S - L - L .  (14)
2 j, 2 « о  2 a cd J ^

эканлигини аницлаймиз. Ни^оят, (14) jw  (12) га куйсак,

у ~ т
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М  шарчанинг X  уци буйлаб ^аракат цонунини топган бу- 
ламиз.

65- мисс л. (33. 15) Ернииг уз уки атрофида айлани- 
шини хисобга апиб, огирлик кучининг тезланиши жой- 
нинг географик кенглигига цараб узгариш ^онунини аник- 
ланг. Ернинг радиуси R  =  6370 км. Ернинг уз уки атрофи
да айланишидагн бурчакли тезлиги со =  7 - 10~& с - 1 .

Жавоб: агар о»2 кичик деб и̂собга олинмаса,

бунда ф — жойнинг географик кенглиги; g — кутбда огир
лик кучининг тезланиши.

X III Б О Б  МЕХАНИК СИСТЕМА ДИНАМИКАСИ

81-§. Механик системага таъсир киладиган кучларнинг 
классификацияси

Механик система ёки нукталар системаси деб шун
дай нукталар тупламига айтиладики, бу нукталарнинг 
з̂ ар биттасининг холати ва .\аракати шу тупламдаги 
Колган з̂ амма нукталарнинг холати ва з^аракатига бог- 
лик булади.

Механик система эркин нукталар системаси ва эр
кин булмаган нукталар системасига булинади. Агар 
механик системадаги нукталар харакатини богланиш
лар чекламаса ва нукталарнинг харакати факат нук- 
таларга таъсир киладиган кучлар оркали аникланса, 
бундай механик системалар эркин нукталар системаси 
дейилади. Механик системадаги нукталар харакати 
богланишлар билан чекланган булса, бундай механик 
системалар эркин булмаган нукталар системаси дейи
лади. Исталган механизм ёки машинадаги айрим эле- 
ментнинг харакати хамма вакт машина ёки механизм- 
нинг колган элементларининг харакатига боглик бул
ганлиги учун эркин • булмаган нукталар системаси 
булади.

Маълумки, богланишлар таъсири реакция кучлари 
ёки богланишлар реакцияси билан алмаштирилади. Ш у
нинг учун эркин булмаган нукталар системасига таъ- 
снр киладиган кучларни берилган актив кучларга ва 
богланишлар реакциясига ажратилади. Бундан ташка- 
ри мехник системага (эркин ёки эркин бУлмаган нук-

22-2815 337



талар системаси) таъсир киладиган кучлар ички ва 
ташки кучларга булннади:

1) механик системадаги нукталарнинг узаро таъсир куч
лари ички кучлар дейилади. Системанинг i-  нуктасига 
таъсир киладиган цушни нуктанинг таъсир кучи F  1"  бул
са, i- нукта к,ушни нуктага акс таъсир цилади. Бу 
таъсир цилувчи куч /\° ва акс таъсир цилувчи куч 
~  F\l) царама- царши йуналишда булиб, модулларн тенг-
дир. Шунинг учун кучларнинг бош вектори Я 10 нолга тенг 
булади, яъни

— N —<о
F  =  ^  -F, =  0 (811)

<■= I

Агар (81. 1) тенгламанинг X, Y, Z  уклардаги проекция- 
сини олсак, куйидаги тенгламани ^осил циламиз:

1  • Ft ! i  = 0 ;  1  F'/l =  0; 2  • - 0 .  (81.2) 
i - i  i =. i ( -  i

(81.2) дан ички кучларнинг *ap бир Укдаги проек- 
цияларининг йигиндиси нолга тенг деган хулоса чикади 

Ички кучларни ифодалайдиган (81.1) ва (81.2) 
тенгламани тегишли радиус-векторларга купайтирсак, 
куч моментларининг геометрик йигиндиси ёки бош мо
менти нолга тенг эканлигини кУрамиз, яъни

N
^ Ж | о .-=0 (81.3)

/ =» L

ёки уклардаги проекцияларда

1  м\1 = 0 ; £  м }();  =  0 ; V  м\‘\ = 0  (81.4) 
» i - i  i - i  i - i

шаклда ифодаланади. Бу тенгламалардан системадаги 
ички кучларнинг ихтнёрий нуктага нисбатан бош мо
менти ёки бош моментининг Уклардаги проекциялари 
нолга тенг, деган хулоса чикади;

2 ) системадаги нукталарга ундан ташкарида булган 
нукталар томонидан буладиган таъсир кучлари ташки
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кучлар дейилади. Агар системанинг /- нуцтасига таъсир кила- 
диган кучларни F/ деб белгиласак, ташки кучларнинг бош 
вектори

? <е) =  (81.5)
1 = 1 '

формула оркали топилади. Бу ерда >̂ ар бир нуктага таъсир 
циладиган ташки кучларнинг тенг таъсир этувчисини F/ деб 
тушунамиз.

Таъкидлаш лозимки ,(83.3) ва (81.5) ифодалар таш- 
ки куринишидан статикада курилган кучларнинг муво
занат тенгламаларига ухшаса-да, бу тенгламалардаги 
кучлар бир-бирини мувозанатламайди, чунки ички куч
лар *ар хил нукталарга куйилган. Бу кучларнинг таъ- 
сирнда системадаги нукталар ^аракат килиб, кинема
тик ^олатларини узгартиришн мумкин.

Хар кандай каттик жисм 
булаги хам бир-бирига кат
ти к богланган нукталардан 
тузилгаилиги учун бу жием
ни узгармас система ёки ме
ханик система деб .\нсоблаш 
мумкин. Бу системада нук

талар каттик богланган. Бог- 
ланишни фикран стерженлар 
оркали тасвирлаш мумкин.
Агар жисм икки нуктадан 
тузилган булса, бу нукталар- 229- раем,
ни стержень / боглайди, уч
та нуктадан тузилган булса, /, 2 ва 5  стержень, яъни 
учта стержень боглайди; туртта нуктадан тузилган 
булса, 1, 2, 3, 4, 5, 6 стерженлар боглайди (229-раем). 
Нукталар бешта булса, стерженлар 10 та, олтита 
нукта учун 15 стержень.

Шундай килиб, каттик жисмнинг нукталари чексиз 
куп стерженлар билан богланган деб ^исоблаймнз.

82- §. Механик системанинг массаси ва массалар 
маркази

Масса нукта ёки системада бор булган модда мик- 
доридир. Масса скаляр катталикдир. Ш унинг учун сис
теманинг массаси системадаги нукталар массасииинг
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230- раем.

йигиндисига тенг Агар системанинг t нуктасининг массаси 
т ( булса, системанинг тулик массаси (230- раем) формула

N

т  =  У  (82.1)
i — о

оркали аникланади Системадаги нукталарнинг вазиятла- 
ри радиус- вектор оркали аникланади. Агар т х мает 
сали нуктанинг вазияти г , радиус-вектори билан, пц мас- 
сали нуктанинг вазияти г, билан ва ^оказо деб кабул к ил сак, 
т { массали нуктанинг вазияти г( билан аникланса, нуктанинг 
вазияти х,, у,, zi координаталар оркали з̂ ам ифодаланади.

Радиус- вектори куйидаги формула билан аникланадигап 
нукта системанинг массалар маркази дейилади:

лг
2  mi ri

Гс =  ^ ; ---------- (82.2)

Бунда гс — системанинг массалар маркази булган С нукта» 
ни ифодалайдиган радиус-вектор. Агар (82.2) ифодзнинг 
координата укларидаги проекцняларини олсак.
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*с =

У. т ,  х,.

N

Ус =
i=  I

m, Vi

N
у
I -  I
У . т , * ,

(82.3)

формула хосил бУлади. Системанинг массалар марка
зининг вазияти системадаги хар бир нуктанинг массаси 
ва вазиятига боглик. Системанинг массалар маркази 
системанинг огирлик маркази булиб колади, лекин 
огирлик маркази куч майдони мавжуд булганда маъ- 
нога эгадир. Агар системага куч майдони (тортишиш 
майдони) таъсир этмаса, огирлик маркази булмайди, 
бирок массалар маркази хамма вакт мавжуд ва физи- 
кавий маънога эга.

Статика бУлимида огирлик марказини аниклаш учун 
куйидаги формулалар чикарилган эди:

=
i= i
м

'S.'W i
i= l

.v
^  Щ gi У1

Ус

г с =  —

2:  mi я, 
i= i •V

г1и

(82.4)

1=1

Агар огирлик кучларннинг майдони бир жинсли 
(системанинг хамма жойида g бир хил кийматга эга) 
булса, (82.4) формулалардаги g суммалардан ташк.ари 
чикиб кискаради ва (82.3) формулалар хосил бУлади.
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Демак, бир жинсли огирлик кучц майдонида огирлик 
маркази билан массалар маркази устма-уст тушади, 
яъни системанинг битта нуктаси \ам огирлик маркази, 

^ам массалар маркази булади.

X IV  Б О Б .  М ЕХ А Н И К  H1L1. П О ТЕН Ц И А Л Л И  МАЙДОНЛАР

83- §. Элементар ва тули^ иш

Фараз цилайлик, кучнинг таъсири остнда М нуктани 
ифодалайдиган радиус-вектор dr ми^дорга узгарса (231-

расм) F  кучничг dr силжиш 
векторига булган скаляр 
купайтмаси элементар ме
ханик иш. дейилади. Агар 
элементар ишни dA деб 
белгиласак, таърифга асо
сан иш формуласи

dA — F d r  (83.1)

ёки

dA =  F  -dr cos (72d г)" (83.2) 
шаклда ёзилади.

(83. 2) дан F  ва d г вектори орзеидаги бурчак а би
лан бел г и ланса, цуйидаги нфпда косил булади:

dA =  Fdr cosa. (83.3)

Бу ерда агар:
1) a =  0 ёки 360' булса, cos0° =  1 ва

dA =  F-d  r ; (83.4)

2) a = 9 0 °  ёки 270’ булса, cos 90° = 0  ва
dA =  0 (83.5)

булади. (83.5) дан куч вектори силжиш векторига тик 
йуналган булса, механик иш бажарилмайди, деган на- 
тижага келамиз.

Турли хнл машина ва механизмлар айнан бир ишни 
турлича вактда бажаради, яъни вакт бирлигида хар 
хил машиналар турлича иш бажаради. Масалан, поезд
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маълум вактда бир неча минг тонна юкнн бир жойдан 
иккинчи жойга кучираётганда айнан шу юкларни авто
машина билан уша масофада кучирилганда, бир неча 
марта куп вакт кетади. Поезд вакт бирлигида автома- 
шинага нисбатан анча куп иш бажаради.

Вакт бирлигида бажарилаётган ишни курсатувчн 
физик катталик цувват дейилади. Агар N  *арфи билан 
кувватни белгиласак, таърифга мувофик

N =  —  (83.6)
dt

формула >,осил булади.
Иш бирлиги килиб СИ системасида 1 Ж  кабул ки

линган. Бнр Ньютон куч таъсирида жисм (нукта) бир 
метр масофага силжиса, бир Ж оуль (Ж ) иш бажари- 
лади: *

1Ж =  1 Н м  =  Ю’ эрг.

Иш бирлиги килиб яна кгм (килограмм куч метр) 
Кабул килинган. 1 кгк =  9,8 Н булганлиги учун

1 к г (куч)*м = 9 ,8  Нм =  9,8 Ж .
Кувва т бирлиги учун СИ системаснда Ва тт (В т)  к а* 

бул килинган:

1 В т =  1 — ; 1кВт =  W B t ; 1МВт  =  10» Вт.
с

Агар 1 с да 1 Ж  иш бажарилса, кувват 1 В т  булади. 
Минг Ваттга бир к В т  (киловатт), миллион В т  га М В т  
(мего-ватт) дейилади.

Иш бирлиги учун яна втс, квт-соат, МВт-соат, кув- 
ват бирлиги килиб о. к. (от кучи) ^ам кабул килинган:

1 В т. с =  1 Ж .
1 кВт соат =  3600000 Вт с =  36 • 10s Ж-

1 о.к. =  75
• с

Иш ва кувват скаляр катталикдир, иш‘манфий ёки 
мусбат ишорали булиши мумкин. Масалан, каршилик 
кучлари, ишкаланиш кучларининг бажарган ишн ман
фий ишорали булади, деб кисобланилади.

Виз элементар ишни топиш формуласини кури<? чик- 
Дик. Агар нук.та ёки жисмнинг тулик бажарган ишини 
топиш лозим б?лса, нукта босиб утган масофани фикран
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элементар бУлакларга ажратиб, хар бир булакда ба- 
жариладиган элементар ишларни топиб, хаммасини KV- 
шиш керак бУлади ёки бошкача айтганда, (83.1) тенг
ламани интеграллаш лозим:

= 1
А =* I F  d r. (83.7)

Энди А ишни , F  куч ва г радиус* вектор проекциялари 
оркали ифодалаймиз. Маълумки,

F =  F t i +  Fyj +  F,k, 

d r =  dxi  +  dyj +  dz k.
ва

i  •_/=  1, 

h 7  =  1. 
1 1 = 1;

i  X i  = 0

7  x j  
*  = 0

£• / =  o,

7  1  = o ,  
j  ■ k =  0 ;

I X /  =  1.
/ X  k — 1,

7 x 1  =  1

(83.8)

(83.9)

(83. 10) 

(83. 11)

богланиш мавжуд. (83 .8 ) ва (83. 9) богланишни (83. 10) 
формулаларни хисобга олиб, (83. 7) тенгламага куйиб, ушбу

=  j  {F j lx  +  F y d y +  F jb )  (83.12)

формулани. яъни тулик 
ишни куч ва радиус- век 
тор проекциялари оркали 
ифодалайдиган формулани 
топамиз

Тулик ишни топншга 
дойр мисоллар келтирамиз:

а) огирлиги Р  б^лгаи 
нукта ft, баландликдан ту- 
шиб Иг вазиятни олганда 
бажариладиган иш (83. 1) 
га асосан куйидаги форму-

232-раем. * * * * *  топилади:

344



А =  f  pdh. (83. 13)
к

Бунда dh — нуктанинг элементар кучишидир. Кучиш нати
жасида ну^та баландлиги Л, дан Л, гача узгаради. Агар 
Р  =  const деб э̂ исобласак, иш ушбу куринишда ифодалана
ди (232- раем):

формула оркали аникланади. Ернинг массаси М, нукта мас
саси т  ва гравитацион доимийлик у булганлиги учун

ифодани \осил киламиз;
в) нукта F  = — кх эластиклик кучи таъсирнда факат 

А' уки буйлаб .\аракат килганида бажариладиган иш

к^ринишидаги формула оркали *исобланади. f

84- §. Потенциал майдонлар. Куч функцияси.
Консерватив системалар

Олдинги параграфда курдикки, нукта огирлик кучи 
ва тортишиш кучи таъсирида булганида бажарилган 
иш унинг факат бошлангич ва охирги вазиятига бог- 
лик. Бошкача айтганда, (83.14) формулада А ни нук-

А = Р  j ’ dh = P ( h t - h x) (83.14)

б) т  массали нукта F  — у тортишиш май дон и да .\а-Г
ракат килиб иш бажаради. Бу иш

(83. 15)

(83. 17)
о
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танинг биринчи ва иккинчи вазиятини (бошлангич ва 
охириги вазиятларини) ифодалайдиган h1 ва Л2 га, 
(83.16) формулада А иш яна нуктанинг бошлангич ва 
охирги вазиятларини ифодалайдига г радиус-велторга 
бог л и К-

Худди шундай ^однсани электростатик майдонда а̂ра- 
катланаётган qx зарядда э̂ ам куриш мумкин. Бу майдонда
</, зарядга F = (GGSE системасида) электр кучи таъ
сир килади. Бу здода бажарилган иш

л - J  ( — - т г ) '  <8 4 , >
г I

бунда: qt — электростатик майдонни з̂ осил цнладиган заряд;
—  = ф, ва —  = ч 2 — майдоннннг биринчи ва иккинчи
'г г,
нукталарндаги электр потенциалидир. Агар qt =q  деб хи- 
собласак,

^ = fl(4’i — Тг)- (84.2)
(84.2) дан >̂ам куринадикн, бажарилган иш нукта

нинг факат бошлангич (ф|) ва охирги вазнятига (фг), 
аникроги, иш потенциаллар айирмасига богликдир. Бу 
^олдан >;ам иш микдори нуктанинг факат бошлангич 

ва охирги вазиятларига боглик булиб, нуктанинг оралнц- 
даги вазиятига (ёки йул шаклига) боглик эмас, деган 
хулоса чицарамнз.

Майдонда бажарилган иш йул шаклига боглик бул- 
маса, бундай майдонлар потенциалли майдонлар дейи
лади. Потенцналлн майдонда нукта А вазиятдан В  ва
зиятга, масалан, 1, 2 ва 3 йул билан утганда хам айнан 
бир хил иш бажаради (233- раем). Тескариси хам бу
лади, яъни майдон потенциалли булса, бундай майдонда 
бажарилган иш йул шаклига боглик булмайди.

(83.17), (84.1), (84.2) формула гравитацнон (торти-
uihui) ва электростатик май-

.—----Tv. донлар учун уринлидир. Бу
1 \ гравитацион ва электростатик

1^  \  \ _ майдон потенциалли майдон-
I у  — 7  ДИР- Потенциалли майдонларни

U  куч функцияси билан ифода- 
лаймиз. U  куч функцияси май-

233- раем. доннинг .\ар бир иуктасида
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биттагина ва факат бнттагина кийматга эга булади. Де
мак, факат координата функциясидир:

U = и(х, у, г). (84.3)
Нуктанинг вазияти (координаталарн) узгариши би

лан 0  куч функцияси узгаради. Бу функциянинг кийма- 
тини узгартириш учун иш бажариш лозим ва, аксинча, 
функция Узгарса иш бажарилади, яъни

dA = dU. (84.4)
5v ердаги dU функциянинг тулик днфференциалли, 

стационар майдонларда
dU= — d x+ — d y + — dz (84.5).

дх ду *  дг 4 7
шаклда ёзилади.

Куч функцияси вактга боглик булмаса, бундан май- 
дон стационар майдон дейилади ва бундан майдон учун
(84.3) ифода ёзилади. Куч функцияси вактга боглик 
б\лса, бундай майдон ностационар майдон дейилади ва 
бундай майдонларда куч функцияси куйидагича кури
нишда булади:

U =и(х, у, г, /). (84.6)
Иккинчи томондан элементар ишни (83.12) форму- 

лага асосан
dA = Fxdx + Fy dy+Ft dz (84.|7)

эканлиги маълум. (84.7) билан (84.5) тенглаштнрилса, 
куч проекциялари учун

F , ди )
X дх

F ди
и ду

F ди
г дг

форм ла .\оснл булади. (84.8) формуладан куринадики, 
кучнинг маълум Укдаги проекцияси куч функциясидан 
уша укдаги (нукта ёки системанинг массалар марка
зининг) координаталаридан олинган хусусий хосилага 
тенг.

Механик система потенциалли майдонда жойлашган 
бУлса, потенциал энергняга эга булади. Система вазия-



тига ёки системадаги нукталарнинг вазияти (колатн^ 
га боглик булган энергия потенциал энергия дейилади 
Система биринчи к°латда Я 1( иккинчи колатда Я 2 по
тенциал энергияга эга булса, шу системани 1 *олатдан
2 *олатга кучирилганда бажарилган (элементар иш 
dA = —dn  булганлиги учун) т^лик иш

dA Я , — Я , = — (/7, — Я,) = —dtl (84. 9)
куринишда ёзилади. (84.9) билан (84.4) таедосланса,

dU = - d n  (84. 10)
келиб чикади. (84.10) дан системанинг потенциал энер
гияси узгаришн куч функциясининг узгаришига тенг, 
деб айтнш мумкин, яъни (84.10) тенглик уринлн була
ди. Тенгликдан системанинг потенциал энергиясининг 
узгариши манфий ишора билан олинган куч функция 
сининг узгаришига тенг деган хулоса чикади (А Я = — 
— AU). Агар системанинг бошлангич потенциал энер- 
гияси Я 0 = 0 деб олинса,

A = U = — Я  (84.11)
ифода келиб чикади. (84.11) потенциал энергиянинг 
камайиши ^исобига иш бажарилишнни курсатади. Охир
ги ифодадан

Fx = — Fu = - ° S ; (84.12)
дх у ду дг

тенглама к°сил булади. Бу тенгламаларни (84.8) би
лан таккослаганда

д П _ ди_ d/7 _  ди. дП_ дП
дх дх' ду ду' дг дг

шаклда куч проекциялари аникланади. (84.12) дан 
системага (ёки системадаги нукталарга) таъсир кила
диган кучларнинг маълум укдаги проекциялари система 
потенциал энергнясндан уша укдаги координаталари 
буйича олинган хусусий к°снланннг манфий ишорали 
Кийматига тенг экан, деган хулоса чикади.

Потенциаллн майдонда координаталари х, у, г бул
ган битта нукта каракат килса, майдон стационар бул
ганда U  ва Я  катталикларнн

U — и(х, у, г), (84.13)
Я  = Я  (лг, у, г) (84.14)
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щаклдэ ёзиш мумкин. Бу х«лДа Fx, Fy ва Ft катталик 
(84.8) ва (84. 12) формуладан топилади ва (83.8) тенглама- 
га асосан

~~Z ди “Г . ди ~Т . ди ~Т
F  = ■ —  1  +  —  1  +  Т  kдх ду дг

ёки
/ ди , ди ~Т ди ~Т\ ,

е = - { * ‘ +  ъ ' + - £ к ) = - * а Л и -—

— —  л! (84. 15)
дп

(84.15) дан куринадики, градиент вектори куч функ- 
циясидан сиртга J-тказилган нормал буйича олинган 
хусусий х°силага тенг (я — нормалга утказилган бир
лик вектор ёки ортадир). Градиент куч функцияси- 
нинг ортуви томон ёки потенциал энергиянинг камайиши 
томон йуналгандир.

Куч проекцияларнни нфодалайдиган (84 12) тенгла- 
малардан

М х =  _  д_ (  дП\ =  __ д1П . 
ду ду \ дх ) дудх

М и д i / дП\ д*П
дх дх \ ду )  дхду

М у д I  дП \ д*П
дг дг \ ду I дгду

М г д I дП \ д*П
т -

т -
М у  = ____ д _  I _дп_ \ _
дх дх \ дг )

( Я -

ду ду \ дг I дгду

д*П 
дхдг

М . д I  дП \ Р П

(84. 16)

дг дг \ дх ) дгдх

Лралаш .\осилалар дифференциаллаш тартибига 
боглик булмаганлигидан фойдаланнб,

^ ■ (91 17)
дч дх дг ду дх дг

тенгламаларни хосил киламиз. Бу (84.22) майдоннинг
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(234- раем). Расмдан 

F х = F  cos ф = ■F х

потенциалли булишининг 
^ам етарлн ва курсатиш 
мумкинкн, ^ам зарурнй 
шартидир. Бу шартлар- 
нинг бажарилишига бит
та мисол куриб чицайлик 

Массаси т  булган нук
тага икки улчамли май
донда F  марказий куч таъ
сир циленн. Бу кучнинг 
таъсир чизиги марказ О 
нуктадан утганлиги учун 
марказий куч дейилади

F u = F  sinv = (84.18)у г
Г = | X

Охирги формуладан

(хг + У')

F  = F(r).

дг
дх 1-

2х

дг

ду
Энди (84. 14) дан фойдаланиб,

ду
д

ду

■ (84. 19)

- “  (84. 20) 

(84.21)

(84. 22)

д __ дг
ду ду дг

булганлиги ва (84.22) ифодани ^исобга апсак,

dF* = х—  • —  [ — 1 = ху- ---- - Р— 1 (84.23)
ду ду dr L r J r <ir L г \

тенглама ёзилади. Худди шундай курсатамизки,
dFy
дх

1 d = ху —  —
г dr

F ( r )

}
хосил булади. Демак, (84.13) шарт бажарилади, чунки 
охирги икки тенглама бир хил ва бу майдон потен
циалли майдондир.

Курсатиш мумкинки, F куч марказий булмаса (234- 
раемга каранг) масалан, F кучи ОМ' = г кесмага тик 
булса, (84.18) шарт бажарилмайди. Бу *олда майдон 
потенциалли булмайди.
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Потенциаллари бир хил 
кийматга эга булган нукталар- 
ни ифодалайднган сиртга бнр 
хил потенциалли сиртлар ёки 
эквнпотенциал сиртлар дейила
ди. Эквипотенциал сиртлар 
учун
П(х , у, г) = С  = const (84.24) 
тенглик бажарилади. Бунда С
параметр чексиз куп кинматларга эга булади. С параметр- 
нинг а̂р бнр цийматига — битта эквнпотенциал сирт туг
ри келади.

Фараз килайлик, М, нукта S эквипотенциал сиртга жой
лашган (235- раем) ва бу нукта> 5 сирт буйлаб .̂ аракат ки
либ. М 2 вазиятига утса, бажарилган элементар иш: бир то
мондан

М  = 7  -ММ, = FM M t cos (FXM М.),
иккинчи томондан

6.4 = П — П.
ифодага тенг.

5 сирт эквипотенциал ва М г ,\ам Af сиртда жойлаш- 
гаилиги учун П  = Я .2 ва 6/4=0 булади. Лекин F фО; 
М М ^ФО  эканлигини эътнборга олсак,

cos (FjAfAfj) = 0  

ва F  куч вектори билан М М г силжиш векторлари узаро
перпендикуляр булишини курамиз, яьни F  _L M M t.

Агар М нукта М х х,олатга утса, яъни М  нукта F t куч 
йуналишида .̂ аракат кнлеа, ва М М У орасидаги бурчак 0 °  
булса,

6Л = F  MMjeosO3 =  F-MMy >  0
булади ва б А — П — Пх булганлиги учун Я  — ^ > 0  ва 
/7 > /7, ^осил булади. Демак, F  куч потенциал энергия- 
нинг камайиши томон йуналгандир.

Механик система потенциалли кучлар таъсирида Т 
кинетик ва П  потенциал энергияга эга (булса, т^лик 
механик энергия Т + П  эканлиги маълумдир. Агар ана 
шу т^лик энергия

Т -f П  = const
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доимий цолса, бундай системалар консерватив система
лар дейилади.

Консерватив системаларда, яъни стационар потен- 
циалли майдонларда .\аракат цилаётган механик сис
темаларда тулик механик энергия доимий сакланади. 
Бундай системаларда кинетик энергия канчага ошса, 
айнан шунча мнкдорда потенциал энергия камаядн ва 
аксинча, тулик механик энергия узгармайди.

Ю^орида курилган электростатик ва гравитацион 
кучлар майдони потенциалли майдон булиб, консерва- 
тивдир.

66- мисол. (29. 17) Двн- 
гателнинг кувватини аниклаш 
учун унинг А шкивига ёгочдан 
ясалган колодка кийдирилган. 
Колодкадан тасма утказилган 
(236- раем). Тасманинг ВС  
унг тормози Q пружинали та
рози билан сакланадн, DE то- 
мони эса огирлиги G = 1 кг 
юк билан тортилади. Aiap дви-

п гатель 120—  тезлик билан U '  мин
айланганда пружинали тарози

fr F  — 4 кгкучни курсатади.
Шкивнинг диаметрини d =
=63,6 см деб, двигателнинг

236- раем. куввати аниклансин.
Е ч и ш . Агар двигатель t 

вактда А иш бажарса, двигателнинг куввати

(1)

бажарилган иш эса
А - М  ф (2)

ифодадан топилади. Бунда М — двигатель косил кила
диган айлантирувчи куч моменти, ф— бурилиш бур- 
чаги. Масаланинг шартига асосан система мувозанатда 
булганда двигатель к°сил к11лаДиган КУвват тормозлов- 
чи куч кУвватнга тенг. Тормозловчи куч эса (F —G) ор- 
Кали аникланишини ва ф = ю/ тенгламани кисобга ол
сак, иш куйидагича аникланади:

А = d (F — G)c»t .— 2nnd(F— G)t, (3)
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чунки
со = 2 лп. (4)

(3) ни ( 1) тенгламага кун- 
сак,

/V = 2лл (F — С) d ( 3)
Масала шартида берилган- 

ларнн (5) ифодага к,уйиб,
N = 118 Вт.

237- раем.эканлнгига ишонч хосил цн- 
ламиз.

67- мисол. (29. 18). Шкивга уралган тасма оркали 20 о. к. 
Кувват узатнлади. Шкивнинг радиуси 50 см ва 150-

мин
тезлик билан айланади. Тасмани эргаштнрувчи тармогинннг 
тортилнш кучи Т  эргашувчи тармокнинг t тортилнш кучидан 
икки марта катта деб ^исоблаб, тортилнш кучлари булган 
Т ва t аниклансин (237- раем).

Жавоб: Т = 382 кГ; / = 191 кГ.
Курсатма. 1 о. к. = 75 -кг-- = 736 Вт деб олинсин.

XV Б О Б .  НУКТА ВА МЕХАНИК СИСТЕМА УЧУН ДИНАМИКА- 
НИНГ УМУМИЙ ТЕОРЕМАЛАРИ

85-§. Нукта учун ^аракат мицдорининг 
узгариши х,акидаги теорема

Физнкадан маълумки, нукта массасини унинг тез
лигига булган купайтмаси \аракат микдори дейилади. 
Агар харакат микдоринн Q билан белгиласак,

Q — m V. (85.1)
Харакат микдори вектор катталик булиб, нукта тез

лиги вектори йуналиши буйлаб йуналгандир. Маълумки, 
нукта ,\аракатининг дифференциал тенгламаси

m d V 
dt

(85.2)

куринишда ёзилади. Бу ерда m = const деб ^исобласак, 
(85. 2) тенгламани
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^ 2 1  = f  (85.3) 
dt

ёки
dQ = ~F dt (85.4)

куринишда ифодалаш мумкин. Нуктага таъсир киладиган 
F  кучни dt таъсир вацтига булган купайтмаси куч импуль- 
си (туртки) дейилади. Агар нуктага F lt F t . . . Fn кучлар 
таъсир килса (бу кучлар якинлашувчи кучлар булсин) ва 
уларнинг тенг таъсир этувчиси F  булади деб ^исоблаб, куйи- 
дагини ёзамиз:

F  = £  F t. (85.5)
<-1

Агар биринчи F t куч импульсини S,, иккинчи куч им- 
пульсини 5, ва ^оказо Fn куч импульси Sn деб белгилан- 
са, (85.4) тенгламанинг унг томони

П
s  = Fdt =  S1 +  St +  • •. +  sn= 2  St (85.6)

куринишни олади ва (85.4) ифода
П

dQ = 2 5i (85.7)i- i

б^либ колади. (85.7) билан (85.4) тенгламалар нукта 
учун каракат микдорининг Узгариши хакидаги теоре- 
манинг дифференциал шаклн дейилади. Бу теорема 
куйидагича ;укилади: нуктанинг ^аракат микдори диф- 
ференциали шу нуктага таъсир киладиган кучлар им- 
пульсларининг геометрик йигиндиенга тенг. (85.7) да 
кучларнинг таъсир килиш вакти dt чексиз кичик ва 
даракат микдорининг *ам узгариши чексиз кичикдир.

Харакат микдорининг маълум t2—1\ вакт оралигида 
чекли узгарншини аниклаш учун (85.7) ни интеграл- 
лаш лозим:

■dt,
Qi • (85.8)
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Q_. — Q, = j Jd t  (85.9)
t

ёки (85. 5) ^исобга олинса,
t t n

= ) £ xF r dt. (85.10)
I

Охирги икки тенгламага ну^та учун ^аракат мик- 
дорининг узгариши ^'.идаги теорема дейилади. Маъ
лум вакт оралигида нуктанинг каракат микдорининг 
узгариши, шу вакт оралигида нуктага таъсир килаётган 
кучлар импульсларннинг геометрик йигиндисига тенг. 
Бу теоремани, (85.6) ифодани кисобга олиб, куйидаги 
куринишда *ам ёзиш мумкин:

Q , - Q i = t s r  (85.11)
/-1

бунда»

Агар S, = о, яъни нуктага таъсир киладиган куч

импульсларннинг йигиндиси нолга тенг булса, Q ,— Q, = 0  
ва бундан Q, = Q, = const булиб колди. Демак, бу ^олда 
нуктанинг каракат микдори доимий колади. Мана шу кара- 
кат микдорининг узгармасдан колишлнги нукта учун кара- 
кат микдорининг сакланиш конуни дейилади.

86- §. Механик система учун ^аракат микдорининг 
узгариши какидаги теорема

Механик система N нуктадан тузилган булса, шу снсте- 
манинг .̂ аракат микдори ва унинг узгаришнни аниклайлик. 
Октеманинг Qc каракат микдори ундаги нукталар каракат 
микдорларининг геометрик йигиндисига тенг. Агар v- 
нуктанинг каракат микдори <tiv uv билан белгиланса, 
система учун

Qc =* ml i»i + mtи, + . . .  + myv4 = V  mxvy (86.1) 

ифодани ёзиш мумкин. Бирок системада нукталар сони
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чексиз куп б£лгаилиги учун (86. 1) формуладан фойдала- 
ниб Qc ^исобланиши жуда кийин ва амалда бу усул би

лан Qc аник,ланмайди. Шунинг учун (86. 1) формуланинг 
шакли узгартирилиб ^нсоблаш учун цулай .\олга келтирила- 
ди. (86. 1) тенгламанинг унг томонини

(86. 2)

шаклда ёзамиз ва (82.2) формулага асосан
N

2 ГУ = m • ГС (86- 3)
эканлигини ^исобга олиб, (86. 1) формулани

Qc = (т  rc) = т  i! l-  = mvQ (86.4) 
"* dt

куринишда ёзамиз. . '
(86.4) дан куринадики, системанинг ^аракат мицдори 

унинг т  массасининг ис тезлигига булган купайтмасига тенг. 
Куринаяптики, (86.4) формула билан Qc осонгина и̂собла- 
надн. Шунинг учун (86.4) формула (86.1) формулага нис
батан содда ва энг музуши шундаки, (85.4) формула билан 
Qc ни аник ^исоблаш мумкин.

Энди система учун Qc (системанинг ,\аракат мицдори) 
узгаришннн аницлаймиз. Системада v нуцтаси учун (85.4) 
га асосан нуктага ташки ва ички кучлар таъсир 
Килаётган булса,

dt (86.5)
тенгламани ёзиш мумкин. Бутун механик система '.ха
ракат микдорининг ^згаришини топиш учун системадаги 
Кар бир нукта учун (86.5) ифодага ухшаган тенглама- 
ларни ёзиб, каммасини кушиш лозим ёки интеграллаш 
лозим:

d ( 2 $ . . )  -  2 ^ "  * + i f ?  *■ (86-6)\—i V—I v=l
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? M - V ? W  (86.7)
V-I

-v N —
/ f (0 = 0 (86.8)

i-i
•v ч

эканлигини ва V  Q у система .̂ аракат микдорининг ифо-
v - l

даланишини хисобга олсак, яъни

v-l
(86.6) цуйидагн

dQc = F (' ) d/
куринишни олади.

(86.10) дан система .^аракат микдорининг диффе- 
ренциали системага таъсир киладиган ташки кучлар 
импульсига тенг деган хулоса чикади. Бу хулоса ёки 
(86.10) куринишдаги тенглама система учун харакат 
микдорининг узгариши хакидаги теоремани дифферен
циал шакли дейилади. Бу тенгламада энг му.^им жойи 
шундаки, системанинг харакат микдорини факат ташки 
куч импульслари $-згартира олади, ички кучлар им- 
пульслари системасининг харакат микдорини Узгартира 
олмайди, деган ажойиб хулосэ чикади.

Системадаги харакат микдорининг чеклн Узгари- 
шини аниклаш учун (86.10) интегралланади:

QC- Q C'=  f F lt) dt (86. 1 1 )
/

ёки

ёки ошкор шаклда

Агар (81.1) ва (81.5) ифодаларга асосан

v = (

(86.9)

(86.10)



куринишда ёзилиши мумкин. (86.1 1 ) ва (86.12) тенглз- 
малар система учун ^аракат микдорининг Узгариши 
.^акидаги теорема дейилади, бу теоремадан: система- 
нинг маълум вакт оралигида харакат микдорининг Уз
гариши, шу вакт оралигида системага таъсир килади- 
ган ташки кучлар импульсларннинг йигиндисига тенг 
деган хулосага келамиз.

Охирги тенгламада катталик системанинг v нукта- 
сига таъсир киладиган кучларнинг тенг таъсир этувчиси“►(I)
эканлигини таъкидлаймнз, яъни г v киймати (81.5) форму
ла оркали ^исобланади:

= ^ ! е)- (8613) 
1=1

(86.13) ни *исобга олганимизда (86.12) янада ошкор 
*олда куйидагича ифодаланади.

dt. (36.14)

Бу ерда п ва N бир-биридан фарк кИЛИШ!,ни эсда тутиш 
лознм: п — системанинг п- нуктаенга таъсир киладиган куч
лар, N — системадаги нукталар сони.

Агар V  F ^  dt = 0  булса, (86.12) тенгламадан
V-I

Qc = = const (86.15)
вканлиги равшандир. (86.15) дан системага таъсир 
кидадиган ташки кучлар импульсларннинг йигиндиси 
нолга тенг (ёки система ташки кучлар таъсиридан ,\и- 
мояланган) булса исталган вактда системадаги *ара- 
кат микдори бошлангич вактдаги харакат микдорига 
тенг булади, яъни системанинг ^аракат микдори узгар- 
масдан колади деган хулосага келамиз. Системанинг 
харакат микдоринн доимий колиши система учун хара
кат микдорининг сакланнш конуни дейилади. Бу сак- 
ланиш конунини ифодаловчи (86.15) тенглама янада 
ошкор куйидагича ёзилади:

(  V * , o v)  = j V  т у с»] = const (86.16) 
1*^1 I ,  /о
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ёки

V  т '  = const. v v (86.17)

Система х,аракат мицдорини еакланиш цонунига ёки
(86.17) нинг кулланилишига мисол цилнб т х ва т ,  масса- 
ли шарларнннг узаро урилиш жараёнини куриб чицайлик.
Биринчи ва иккинчи шарлар урилгунча ва vt, урилган- 
дан кейин v\ ва «' тезликларга эга деб фараэ цилсак: 1) 
урилгунча а̂р иккала шарларнинг (механик система) а̂ра- 
кат микдори т , и, + m2v2 оркали ифодаланади; 2) урилган-
дан кейин шарларнинг ^аракат мик,дори m, v\ +  бул-
син. ^аракат микдорининг сацланиш цонунини ифодалайди- 
ган (86.17) тенгламага асосан шарларнинг урилгунча ва урил- 
гандан кейинги ,\аракат мицдорлари бир- бирига тенгдир, 
яъни

тенглама *оснл булади.
Агар (85.11) ёки (86.18) тенгламаларнинг *ар бит- 

тасини уклардаги проекцияларда ифодаласак, уларнинг 
хар биттасидан учтадан тенглама косил булади. Маса
лан, (86.1 1 )

шаклда ифодаланади. Бундан система ^аракат мицдо- 
рн Узгаришининг маълум уцдагн проекцияси ташки куч 
импульслари йигиндисинииг уша укдаги проекцияси- 
га тенг деган фнкрга келамиз.

т { и, + т 2 v2 — m, v\ -f nT2 v'2 (86.18)

(86.19)
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87-§. Нуцта ва укка нисбатан каракат микдори
моменти

Статнкада курдикки, О нуктага кучнинг таъсири 
шу кучнинг модули ва кучнинг таъсир чизигидан О 
нуктагача булган масофага, бошкача килиб айтганда, 
кучнинг моментига богликдир. Куч моментинннг нуна- 
лиши парма коидасига асосан топилади. Куч моменти 
вектор дейилган эди.

Нуктанинг т  v \аракат микдори з̂ ам вектор булганли
ги учун ^аракат микдорининг моменти векторн деган ту
шунча киритилади. Гап шундаки, mv ^аракат микдорининг

О нуцтага нисбатан нати
жаловчн таъсири (238-
расм) т  v ва mv век
торнинг куйилиш нуцта- 
сини ифодалайдиган ра-

/  п г __--— у и J - диус-векторга бэгли -̂
^  дир. О нуктага нисбатан

V n/ ' ^ з̂ аракат микдорининг мо-
r j ^ S  мснти деб. г радиус-

\ векторнинг .\аракат миц-
дори т  v векторга бул- 

238-раем. ган вектор купайтмасига
тенг булган катталикка 

айтилади. Агар ^аракат микдори • моментини К  билан бел- 
гиласак, таърифга асосан

К  = г X mv • (87.1)

формула ёзилади. ^аракат мнцдорининг моменти 
К  вектор булганлиги учун учта элементга эга: 1 ) К  
векторнинг кУйилиш нуктаси танланган О нуктага 
куйилган; 2) К  векторнинг йуналиши парма цоидасига 
асосан аникланади: парманинг дастасини г векторидан 
mv векторнга караб, киска йул билан айлантирсак, 
парманинг илгариланма ^аракатининг йуналиши К  век
тор йуналишини ифодалайди. Расмдан курннадики, К  
вектор О нуктага куйилган булиб, тик юкорига йунал
ган; 3) К  векторнинг модули

К  = rmv sin (г, mv) • (87.2)
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формуладан топилади. Расмдан г ва mu вектор орасидаги 
бурчак а эканлиги равшандир ва шунинг учун

г sin ( г, m v) = h  (87.3)
булиб колади. Демак, (87.2) формула

К  ~  ± mvh (87.4)

шаклда ифодаланади. Расмдан mvh катталик д ОЛВ юзи- 
нинг иккнланганига тенг, яъни

К = 2 $ ьо лв  . (87.5)
деган хулосага келамиз. (87.4) ифодага ишора, К  вектор 
охирндан царайдиган кузатувчига з̂ аракат соат стрелкаси 
йуналишида куринса, манфий (—), соат стрелкаси йунали- •  
шида тескари куринса (+ ) ишора олинади.

У^ка нисбатан ^аракат микдорининг моментини топиш 
учун А нуктада т  массали нукта mv ^аракат микдорига 
эга булсин деб ^исоблайлик (239- раем), mv .царакат микдо
рининг г укига нисбатан К г .̂ аракат микдорининг момен
тини аниклаш учун г укига тик булган 1 текислик утка
замиз. г уки / текислик билан О нуктада кесишсин.

К г ни аниклаш учун mv векторнинг / текисликка проек- 
Циясини туширамиз. Бу проекция mv' булсин. Ане шу mv' 
векторнинг О нуктага нисбатан моменти mv векторининг г 
УКИга нисбатан К г моменти деб айтилади (статнкада кучнииг 
УККа нисбатан моментн \ам шундай аникланган эди). Бу 
Мг момент О нуктага куйилган булиб, г укида ётади ва г 
УКИ буйлаб тик юкорига йуналган:

/И( = г 'х ш к ',  (87.6)
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Энди mv \аракат микдорининг О нуктага нисбатан"К0 \а- 
ракат микдорининг моментини (87.1) формулага асосан

K0 — rx m v  (87.7)
шаклда ифодаланишинн эътиборга олсак, К  вектори ^ам О 
нуктага куйилган булиб, г уки билан а бурчак ташкил 
этганлигини сезамиз. Бошцача айтганда, К 0 вектори АОВ 
текислигига тик булиб, г уци билан а ' бурчак ташкил эта
ди.

Расмдан

К\ = К 0 cos (К 0, К ,) = К 0 cos а ' (87.8)
тенглама келиб чицадики, бундан укка нисбатан К г а̂ра- 
кат микдорининг моменти, шу укда ётувчн О нуктага нис
батан К 0 харакат микдорининг моментини К, К 0 векторлари 
орасидаги бурчак (ёки К 0 * билан г уки орасидаги бур
чак) косинусига булган купайтмасига тенг деган хулосага 
келамиз.

Агар А нуцтани ифодаловчи г радиус-векторнннг ук* 
лардаги проекциялари дг, у, г ва v тезликнинг проекция- 
лари vx,vy, vt булса, (87.1) тенгламани проекциялар ор-
Кали

* / k
К  — гу  mv = х у г (87.9)

mvx mvy mvt
куринишда ёзиш мумкин. Бундан К х, К у, Kv яъни а̂ра- 
кат миьдори моментининг укларга нисбатан моментларини 
аницласак,

К х = myvг — mzvy = m (yv, — zvy),
К у = —mzvx -f mxvt = — m (zvx — xvt), (87.10)
Kt = mxvy — myvx = m (xuy — yvx),

Косил булади (240-а раем).
Агар А нукта факат XOY текислигида ^аракат цилса, 

vz = 0; г = 0  булади. Бу холда (87.10) ифода бир оз сод- 
далашади.

Шундай кнлиб, нуктага нисбатан ва faKa нисбатан 
^аракат микдорининг моментлари бир-бирига боглик 
булиши ва бу моментларнинг модуллари г ва mv ора-
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'Ч)о

240-раем

ендаги а бурчакка борлшушги курилди. Агар а = 0 
булса, К 0= 0 булади, яъни бу *олда харакат микдори
нинг таъсир чизиги 0 нуктадан ^тади ва /1 = 0 булган- 
лиги учун (87.4) га асосан К  = 0 эканлиги чикади 
(240-6 раем).

88-§. Нукта учун харакат микдори моментикинг 
узгариши ^акидаги теорема

Маълумки, нукта харакатининг дифференциал тенг
ламаси куйидагн куринишда ёзилади:

d v 7Г 
т  —  = F.  

dt
(88.1)

Бу тенгламанинг иккала томонини; чап томондан г 
радиус-векторга вектор купайтирсак,

“ *■ d v ~пг х т  —  =  г X  г  
dt

Хосил булади. (88.2) нинг чап томонини

“ *• w d v d ( r  X  m v ) d r  -*■г x m -г- = —------------- X mv
dt dt dt

куринишда ёзиш мумкин, чунки
1) т  = const
2) d( г X и г )

dt

(88.2)

(88.3)
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d (rym v )  _dr dv= —  x / n s f f  x m —.dt dt di 
шаклда ифодаланади. Бу ерда

dr -*■---X mv = v  x mvdt

ва v з̂ амда m v векторлар коллинеар булганликлари учун 
улар орасидаги бурчак 0° ёки 180° ва

v х mv — vmv sin 0° = О 
булади. Охирги ифодани з̂ исобга олсак (88.3)

Г  х/л * 1 = 1 ( 8 8 . 4 )  dt dt

ёки К  = г х mv эътиборга олинса, (88.2) тенгламадан

—  = 7 х F  (83.5)dt

*осил булади. Бу ерда г X F  — М, яыш нуктага нисбатан 
куч моментига тенглигини назарга олиб, куйидагини косил 
Киламиз:

—  = М. (88.6)dt
(88.6) дан нуктанинг каракат микдори моментидан 
вакт буйича олинган коснласи шу нуктага таъсир ки
ладиган кучларнинг марказга нисбатан моментлари- 
иннг геометрик йигиндисига тенг деган хулосага кела- 
миз. Х,акикатаи кам, (88.6) даги М нуктага таъсир ки
ладиган кучлар моментларининг геометрик йигиндиси- 
га тенг, яънн

.Vf = V  М.. (88.7,
1=1

Энди (88.6) тенгламани

d K ^ M d t  (88.8)
шаклда ёзамиз. (88.8) ёки (88.6) нукта учун каракат 
микдори моментининг Узгариши зсакидаги теоремани 
дифференциал шакли бУлади. Бу теорема (88.8) кури- 
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нишда куйидагича таърифланади. Нуктанинг харакат 
МИКД°РИ моментининг днфференциали шу нуктага таъсир 
киладиган кучларнинг марказга нисбатан моментларн 
(бош момент) импульсларининг геометрик йигиндисига 
тенг деган хулоса чикади. (88 8) тенгламанинг унг то- 
мони

М ■ d t= M l dt +  M i dt+  . . .  -(-M ndt = У  M t dt

(88.9
таъсир киладиган кучларнинг марказга нисбатан мо- 
ментлари импульсларнинг йигиндисини нфодалайди. 
Умуман, M-dt куч моменти импульси деб юритилади.

Харакат микдори моментининг чекли узгариши
(88.8) нинг интеграл киймати билан аникланади. (88.8) 
интегралланса

/С— K0 = \ M d T  (88.9)
i

куринишдаги нукта учун харакат микдори моментининг 
Узгариши хакидаги теореманн хосил киламиз. Бундан: 
маълум вакт оралигида нуктанинг харакат микдори 
моментининг узгариши шу вакт оралигида нуктага КУ- 
йилган кучларнинг марказга нисбатан моментларн им- 
пульсларннннг геометрик йигиндисига тенг, деган хуло
са чикади.

Агар (88.8) тенгламани Уклардаги проекцняларда 
ифодаласак.

л ,  л
I

=  f  dt' ( 8 8 . 1 0 ) 

M t dt
i

Ĵ ocHwi булади ёки (88.6) га асосан

dJ< S = M - dJ ± = M :  
dt * dt » dt 1

проекцняларда нфодалангаи дифференциал тенглама 
ёзилади.

365



Нукта учун К  узгариши хаКидаги теореманн бош мо
мент тушунчаси оркали куйидагича таърифлаш хам 
мумкин. Вакт бирлиги ичида К  векторининг У з г а р и ш и  

бош моментга тенг ёки К  векторидан вакт буйича 
олинган биринчи тартибли хосилага тенг экан.

Агар нуктага таъсир киладиган кучлар марказий 
кучлар булса, бу теоремадан ажойиб натижа чикади. 
Айланиш маркази томон йуналган кучлар марказий 
кучлар дейиларди. Марказий кучларнинг О марказга 
нисбатан моменти хамма вакт нолга тенг (240-6 раем), 
чунки F марказий кучнинг таъсир чизиги О марказдан 
^тади ва куч елкаси нолга тенг, демак, моменти хам 
нолга тенг.

Х,акикатан хам, А нуктага куйилган F t, F3 ..  . Fn куч
ларнинг тенг таъсир этувчнеи F йуналиши А нуктадан О 
маркаэга томон йуналган булса, F куч марказий куч була
ди ва бу кучнинг О марказга нисбатан моменти нолга тенг. 
Шундай килиб,

М 9 = 0 (88.1 1 )
шарт бажарилса, (88.6  ̂ дан

1 1  = 0; dK = 0; К  = const; 
dt

ёки

/С е=г х mv = const (88.12)
ифодани хосил киламиз. (88.12) нукта учун харакат 
мицдори моментининг сацланиш цонуни булади. Бу 
сакланиш конуни куйидагича таърифланади: агар нук
тага куйилган кучларнинг бирон-бир марказга нисбатан

бош моменти нолга тенг б^лса, 
бу холда уша марказга нисба
тан нуктанинг харакат микдо- 
ри моменти вектори доимий ко- 
лади.

Х,акикатан хам, агар марка
зий кучлар нуктага куйилган 
булса, (88.12) бажарилади ва
К  = const шартнинг бажарили- 
ши нуктанинг харакат текислиги 
ва демак, шу текисликка пер
пендикуляр булган К  вектор241- раем.
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йуналиши кам узгармаслигини курсатади (241-раем), яъни 
нукта каракат килса, бу нукта доим битта текисликда а̂- 
ракат килади ва бу текисликка тик йуналган К  вектор йу- 
налиши, яъни г укига нисбатан К  харакат микдорининг мо
менти \ам узгармайди. Бунга мисат сайёраларнинг К,уёш 
атрофидаги ^аракатлари вактида сайёраларнннг каракат те- 
кислигининг доимий сацланишидир.

89-§. Механик системанинг нукта ва укка нисбатан 
каракат микдори моменти ёки кинематик моменти

Механик система N та 
нуктадан тузилган булсин 
(242-расм). Системада v ну̂ - 
танинг каракат микдори 
моменти

/Cv = rvx m vyv (89.1)

оркали аникланади. Бутун 
системанинг \амма нукта- 
ларининг ^аракат мицдор- 
лари моментларининг гео- 
метрик йигиндиси систе
ма каракат микдорининг 242- раем, 
бош моменти ёки кинема
тик моменти дейилади. Агар кинематик моментни К ос деб 
белгиласак, таърифга мувофик

К „  = У  rv X mv vx (89.2)
V=1

формула оркали аникланади. Системадаги каР бир нукта
нинг каракат микдори моменти (87.4) формула ёрдамида 
Кисобланадн.

Агар системанинг г укига нисбатан кинетик моментини 
аникламокчи булсак, ихтиёрий v нуктаси учун К у катта- 
ликни (87.6) формула асосида топамиз ва топилган /С,, 

. . .  катталикларнинг г укида ётишини эътиборга 
оламнз (243-раем). Шунинг учун системанинг (текислик 
Учун) кинетик моменти /С,, Д'2 . . .  KN катталикларнинг 
алгебраик йигиндисига тенг булади, яъни

К
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Z\ K tt -  V/C, (89.3)
V  =  1

Хосил булади. Бунда 
K u — системанинг кине - 
тик моменти хам * уцн- 
да ётади. Системанинг 
укка нисбатан кинетик 
моменти деб, системада
ги хамма нукталарнинг 

/WybV уша укка нисбатан хара
кат мнкдорлари момент- 

243- раем ларининг алгебраик йн-
гиндисига айтилади.

Системанинг О марказга нисбатан кинетик моменти К ос 
билан укка нисбатан кинетик моменти К гс узаро ф бурчак 
ташкил цилади. Агар ф бурчак ва К ос маълум булса (87.8) 
тенгламани келтириб чицарган ва^тдаги фнкрларнмизнн кул- 
лаганимизда

Кгс  =  К ос ■ C0S ф (8 9 -4)

Согланишни хосил циламиз. Бу богланишдан система
нинг укка нисбатан кинетик моменти системанинг шу 
Укда ётган нуктага нисбатан кинетик моментининг шу ук
даги проекциясига тенг деган хулоса чикади.

Системадаги нукталар сони чексиз куп булса, яъни 
N -*■ 0 0  булган х°л;ш, (89.1) формула билан аннклан- 
майди, чунки бу жуда кийин йулдир. Бундай кийинчнлнк- 
дан кут'улиш учун (89.1) формула бошкачарок шаклда кел- 
тирилади.

Биз (45-§) нуктанинг абсолют тезлиги
-*■ *♦ . “*■ “*■ d г~ — -*■ .и = v Д- V : v = __L: г = г 4- ос  V  f  ^  * V с  1 г  V

(89.5)

(89.4)

ва системанинг массалар марказига нисбатан тезлиги
—.  ̂(Tv 
Jv ’  dt

формулалар ёрдамида аникланишинн биламиз. Агар (89.4),
(89.5) тенгламаларни (89.1) тенгламага куйсак,

—  v  Л' _
К сс =  2  Х  m v К  +  Ю  =  2  r v X  m v Vc +

V — I V — I
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x — — _
+  У  r v X  m y I*; =  Г ' Х т  V' 4- ^~pv X mvvc +

v — l v — l

-»• N -* N -*  —
+  Гс x v  m v V ’v +  2  Pv >< т Л  • (89.6)

V— I V— I

Бу тенгламада унг тсмондаги иккинчи ва учинчи хад-
лар

N -* -*■ -v __
2  Pv х  *>, =  - « v  *  yc J ^ v P v  =  0 .

v — l v — l

__ N

T t * 2 mvwv“ rf X 5г| i mvpv =0 (897)
v —l \ V — I /

/V

булиб ка 1 ади, чунки бу холлардаги V  т х pv системанинг
V—|

массалар марказига нисбатан статик моментларининг йигин- 
диен булиб, бу йнпждн хамма вакт нолга тенг, яъни

N __
V m v P v =o. (89.8)

v - l

Охирги иккита тенгламани хисобга олсак (89.6)
-► -*■ _► <v _►
К к  = rc х т  ос +  V  pv X mv i>* (89.9)

V«= J

куринишда ифодаланади. Бу ерда rexmvc системанинг мас
салар марказининг харакат микдори моменти К с катталикка 
тенг, яъни

K t **?e x m v e. (89.10)

(89.9) ифоданинг Унг томонидаги иккинчи хад сис
теманинг массалар марказига нисбатан инерция мо
ментининг (кейинги бобда инерция моменти хасида суз 
юритилади) бурчакли тезликка булган купайтмаси 
( J -ш) ёрдамида топилади. Шунинг учун К  катталикни
(89.9) формула ёрдамида аниклаш (89.1) формулага 
нисбатан осонрок ва кулайрокдир.

Шундай килиб, системанинг кинетик моменти шу 
система массалар маркази хаРакат микдорининг мо-

i  ■ s
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ментн билан массалар марказнга нисбатан система 
иукталарииинг каракат мицдорларн моментларининг гео
метрик йигиндисига тенг деб айтиш мумкин.

90- §. Механик система учун кинетик моментнинг 
узгариши каКиД* теорема

Механик системанинг mv массали нуцтасига тенг таъсир 
этувчилари F (‘* ва F^] булган ташки ва ички кучлар таъ
сир этса, шу нуктанинг вацт бирлигида ^аракат микдори 
моментннинг узгариши (88.6) га мувофик

dIl-  = м (е) + Л?0» (90.1)dt v *v

оркали аникланади. Система учун эса К  ни аниклаш 
мацсадида (90.1) тенгламани кар бир нукта учун ёзиб 
кушганимизда

d(1л)
—    = + i  М ?  (9 °.2)

Л  v T {

ифода косил булади, лекин ички кучларнинг ихтиёрий 
марказга нисбатан куч моментларининг геометрнк йи
гиндиси (81.3) формулага асосан нолга тенг булади, 
яъни

N
V  м ?  = 0. (90.3)

V - I

Энди

V - !

эканлигини эсласак, (90.2) тенглама

(90.4)
k'-i

j A f W - A f »  (90.5)

dK<* = Af<0 (90.6)ое
dt

к$ринишнн олади. (90.6) тенгламага системанинг кине- 
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тик моменти узгариши хакидаги теорема деб айтилади; 
бирон-бир марказга нисбатан системанинг кинетик мо- 
ментидан вакт буйича олинган биринчи тартибли хоси- 
ла Уша (кузгалмас) марказга нисбатан ташки кучлар
нинг бош моментига геометрик жихатдан тенг.

Охирги тенгламани «на КУЙидагича хам ёзилади:

d K "  = М м  dt. (90.7)
Агар (90.7) тенгламани интегралласак,

I
Хосил булади. Бу тенгламадан системанинг кинетик момен
ти узгариши, яъни (Кос) ,— (Ксо )1о шаклдаги ифода, шу 
системага таъсир килаётган ташки кучларнинг бош момен
ти импульсларининг интеграли ( j  М {е) dt) га тенг деган 
хулосага келамнз.

Энди (90.6) тенгламани координата Укларидаги про- 
екиияларда тасвирлаганимизда, ушбу

dt

dK,

= Mi**.

к -у _  viU) 
dt ‘ y

dKn'ос, г
dt = Af'0

(90.9)

тенглама хосил булади. (90.9) нинг хар бири курсата- 
дики, маълум укка нисбатан системанинг кинетик мо- 
ментидан вакт буйича олинган биринчи тартибли хоси- 
ла уша укка нисбатан ташки кучларнинг бош момен
тига тенг экан.

Ички кучлар таъсирида системанинг кинетик мо
ментини узгартириб булмайди, чунки (90.6) — (90.9) 
тенгламаларда ички кучлар моменти катнашмайди.

91-§. Система кинетик моментининг самаш конуни

Нукта учун харакат микдорининг сакланиш кону- 
нини (88.12) тенглама шаклида нфодалаган эдик. Энди 
система учун фараз килайлик, ташки кучларнинг бош 
моменти нолга тенг булсин:
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Бу хрлда, яъни (90.1) тенглама ^исобга олинганда,
(90.8) куйидаги куринишда ёзилади:

( * « ) = ( * , . ) , . -const (91.2)
ёки

К е = const (91.3)
шаклда .\ам ёзилади. Айнан (91.1) шарт бажарилганда
(90.9) тенгламалардан (Кж — К с деб кабул цилинганда)

К ех = const, К су = const, Ксг = const (91.4)
ифодаларни ух  ил киламиз.

)^осил килинган (91.3) ёки (91.4) тенглама система 
кинетик моментининг сацланнш цонуни деб аталади. 
Биринчи тенгламадан системанинг бирон марказига 
таъсир килаётган ташки кучларнинг бош моменти нол
га тенг булса, уша марказга нисбатан кинетик момент 
з(амма вакт доимий сакланади деган натижа келиб чн- 
Кади. Иккинчи тенгламадан ташки кучларнинг бирон 
уцца нисбатан бош моментн нолга тенг булса, уша 
УККа нисбатан системанинг кинетик моменти доимий 
колади деган иккинчи натижа келиб чикади.

Иккала натижа кам системанинг кинетик моменти
нинг сакланиш конунини ифодалайди. Бу к °нУнДан ^  
векторининг *ам модули, ^ам йуналиши доимий колади, 
деган хулоса чикади. Демак, К с векторига тик бул
ган текислик хам доимий колади. Бу текисликка Лап
лас текислиги деб айтилади. Лаплас текислиги сайёра- 
ларнинг К>уёш атрофидаги орбиталари У’згармас були- 
шнни курсатади. Айтилган хулосадан ташкари (91.3) 
тенгламада (87.5) хисобга олинса,

— s -*• -*■ d
К г, = У  fvX mvo = 2 r —  =-- const = С, (91.5)

v dt
бу ерда

(7V x uv) = 2 (91.6)(XI

оркали аникланади. (91.6) да — секториал тезлик деб



айтилади (244-а раем); о — радиус-вектор г нинг dt вацтда 
чизган юзи — секторнииг юзидир. (91.6) дан система учун 
К  г вектори секториал тезликнинг нккиланганига тенг ва 
ОХУ7 текислигида доимий колади деган фикрга келамиз. Бу 
фикрдан

da— = const
dt

деган натижа чикади, яъни бу холда нуктанинг секто
риал тезлиги -г  доимий колади ва нукта харакати dt
вактида тенг вацтларда тенг сектор юзларни чизади 
деган хулоса чикади. Сакланиш конунига асосан К с =0 
нфодадан системанинг кинетик моменти бирон-бир ички 
кучлар таъсирида К\ кинетик момент хосил килса, сис
теманинг узида Кз = —/Ci момент хосил булнши лозим, 
чунки хамма вакт буларнинг йигиндиси /Ct-f (—/(2) =0 
булнши лозим. ^акикатан хам, кема ичида киши тинч 
Холатда булсин. Агар кемадаги киши икки к^лини го- 
ризонтал х °латга келтириб, вертикал ук атрофида тез 
айланса, у маълум кинетик моментни х °сил Килади 
(бу холда одамни айлантирувчи куч ички кучдир). Шу 
одам айланаётган пайтда сув ичидаги кема одам билан 
бирга тескари томонга айланиб, одам хосил килган 
кинетик моментга тенг, лекин тескари йуналган момент
ни хосил килади. Бу ерда одам ва кема хосил килган 
моментларнинг геометрик йигиндиси яна нолга тенг 
булиб колади. Отилган бумеранг хам айланиш текис- 
лигини Узгартирмасликка интилади ва шунинг учун 
бумеранг отилган жойга кайтиб келади.
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Шундай килиб. нукта ^аракат микдори моменти
нинг ва система кннетик моментининг сацланиш 
Конунларидан фойдаланиб амалий масалаларни осон
рок йул билан ечиш мумкин. Таъкидлаш лозимки, фа
кат ички кучлар моментининг таъсирида системадаги 
айрим нукталарнинг х,аракат микдорининг моменти Уз
гариши мумкин булса-да, умуман бутун системанинг 
массалар марказининг кинетик моментини (харакат 
микдори моментини) узгартириб булмайди.

92- §. Нукта учун кинетик энергиянииг узгариши 
^акидаги теорема

Харакатланаётган нукта учун маълумки,

т  —  = 7  (92.1)<и
тенгламани ёзиш мумкин. Нукта тезлиги формуласини

vdt = d г (92.2)
куринишда ёзиб, (92.2) нинг чап ва Унг томонларини 
мос равишда (92.1) нинг чап ва унг томонларига ска
ляр купайтирамиз:

т  v d t = F d г. (92.3)
dt

Бу тенгламанинг чап томони

mv d v = d I ) = dT, (92.4)

унг томони эса dA элементар иш
dA — F ■ dr (92.5)

шаклида ёзилади. Охирги икки тенгламани эътиборга 
олиб, (92.3) ни куйидагича ифодалаш мумкин:

dT = dA (92.6)
Бу ерда Т =  —j~  нуктанинг кинетик энергиясидир. (92.6)
тенглама нукта учун кннетик энергиянинг узгариши .\аки- 
даги теореманинг дифференциал шакли булади. Бу теоре 
мадан: нуктанинг кннетик энергнясннинг дифференциалн шу 
нуктага КУйилган кучлар тенг таъсир этувчисининг ба- 
жарган элементар ишига тенг деган хулоса келиб чикади.
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Нукта кинетик энергиясининг чекли узгарншини 
аниклаш учун (92.6) тенгламани интеграллаймиз ва 
нукта учун

Т -  Т, = f F • d 7 (92.7)
куринишида кинетик энергиянинг узгариши хакидаги 
теоремани хосил киламиз: нуктанинг кинетик энергия
сининг Узгариши шу нуктага таъсир киладиган кучлар 
бажарган ишларининг йигиндиенга тени (Го— нукта
нинг бошлангич кинетик энергняси.)

(92.7) формул ада таъсир киладиган кучларнинг 
тенг таъсир этувчисн, яъни

t П ь
f  = V f .1I- 1

эканлигига эътибор бернш лозим. Шунинг учун Г F  d r  
барча кучлар бажарган ишларининг йигиндиси булади ва
(92.7) тенглама айрим вактларда куйидаги куринишда хам 
ифодаланади:

Г - Г 0 = V  Аг 
i-i

93- §. Механик системанинг кинетик энергиясини 
аниклаш

Механик система N нуктадан тузнлган булса, шу сис
теманинг Тс тулик кинетик энергиясн табиийки, барча нук
талар кинетик энергияларининг йигиндиенга тенг:

" т.,
тс = (931)

. V — I

бунда mv, vv — снстемадагн v- нуктанинг массаси ва тез
лиги дир.

Системада нукталар сони N чексиз куп булганлиги- 
учун (93.1) формула билан системанинг кинетик энергняси 
ни хисоблаб булмайди, чунки v-*- » .  Амалда кулланила' 
Диган Тс учун формула чикармокчи булса к

wv = и, -f t>„, rv = 7С + pv (93.2)
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ифодалардан фойдаланиб, (93.1) нинг шаклини узгартира- 
миз:

^ « v f r r  +  М »  =  у ^ +  \ т v v- +
с  м  2  2  v

V  — I v—l v —I

+ V ^ .  (93.3)
v—l

(85.8) формулага асосан,

V  my vcvv = V, -jt ( V  mvpv j  = 0  

булганлиги ва n ,2 ,2_ _  ш., L’ mvz
V  -i—f. = — e- (93.4)
^ - 2  2 v—l

системанинг массалар маркази кннетик энергиясини курса- 
тишинн эътиборга олсак, (93.3) купидаги куринишни олади:

mvi ", v'lТс = - ^  + \ ^ - ± .  (93.5)
V — I

Бу тенгламанинг унг томонидагн иккинчи з̂ ад системада
ги нуцталарнинг массалар марказига нисбатан кннетик энер- 
гнясидир. Бу .̂ ад куп з̂ олларда

у  ,  h ±  (93.6)
^ 2 2  '  
v—l

шаклда ёзилади (кейинги бобда системанинг инерция момен
ти булган /с з̂ ацида батафсил маълумот берилади): бунда

. Irto-(1) — бурчак тезлик, —---- системанинг айланма з̂ аракатида-
ги кинетик энергияси.

Системанинг кинетик энергиясини ифодалайдиган (93.5) 
га Кёнига формуласи дейилади. Кёнига формуласидан 
куринадики, системанинг кннетик энергияси шу системанинг 
массалар марказининг кинетик энергияси билан система 
нуцталарининг массалар марказига нисбатан кинетик энер- 
гияларининг йигиндисига тенг.

Масалан, думалаб бораётган дискнинг кинетик энергияси 
Кёнига формуласига асосан цуйидаги куринишда ёзилади 
(244- 6 раем):
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"W2 /f<u*

бунда !c — дискнннг массалар маркази булган С нуктадан 
утадиган укка нисбатан инерция моменти булиб, ш — шу 
5'К атрофида дискнннг айланиши вацтидаги бурчакли тезли- 
гидир, т  — дискнннг массаси, vc— дискнннг массалар мар
кази булган С нуктанинг илгариланма ,\аракатидаги тез- 
лиги.

94-§. Механик системанинг кинетик энергиясининг 
узгариши ^а^идаги теорема

^ - V  +  'T *  (93-7>

Механик система N нук- 
тадзн ташкил топган бу
либ, бу системанинг mv 
массалн нуктаенга Г[е) таш- 
Ки ва F ll) ички кучлар таъ
сир килса (245- раем), бу 
кучларнинг бажарган лте- 
ментар иши (92.5) тенглама
га асосан куйидаги курн- 
иишда ёзилади:

dTv = + d7v. (94.1)

(94.1) дан системада v-нукта силжиганда бажарган 
элементар d /4V иш ташки кучларнинг бажарган иши /\<0 drv
билан ички кучларнинг F[!} d rv бажарган ишларннинг йн- 
гиндисига тенг деган хулоса чикади. Шундай тенгламалар- 
ни, кар бир нукта учун ёзиб, к°сил булган тенгламаларни 
Кушсак, бутун системанинг элементар силжишида бажарган 
элементар ишини топамиз, яъни

( i  ̂  ) - i  + 2 V  d V  (94.2)
: „ \v=i / v=i v-i

Бундаги

У  Fv(0 d7v = d A le\ (94.3)
V — I
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2  F " } d 7 = d A ll) (94.4)
v-l

нфодалар ташки ва ички кучлар бажарган элементар 
ишлар ёки ишларнинг дифференциалидир. Охирги ифо- 
даларни ва

V r v = 7 f (94.5)
V-I

ни хисобга олинса, (94.2) тенглик
dt — dA{,) -f dAU) (94.6)

ёки

d rc - F * }df4+ F ' tid^' (94.7)

куринишларда ифодаланади. (94.6) ва (94.7) тенгла
малар система учун кинетик энергиянинг узгариши 
хакидаги теореманинг дифференциал шаклидир. Теоре- 
мадан системанинг кинетик энергиясининг дифференци- 
али (кинетик энергиянинг чексиз кичик узгариши) 
системага таъсир киладиган ташки ва ички кучлар ба
жарган элементар ишларнинг йигиндиенга тенг деган 
хулоса чикади.

Системанинг кинетик энергиясининг чекли узгариши- 
нн аниклаш учун (94.6) ёки 94.7) нинг иккала томони- 
ни ннтеграллаб, куйидаги тенламани хосил килам из:

Тс- Г #> ' -  J  F le> d7 + f F (i)d7. (94.8)
(94.8) тенглама системанинг кинетик энергиясининг узгари
ши хаКИДаги теорема. Бу теоремадан системанинг кинетик 
энергиясининг чекли узгарншини (Т. — Тсо) шу системага
Куйилган ташки F {,) d г кучлар бажарган иши билан ички
кучлар бажарган F 10 d г ишларининг (интеграли) йигнкди- 
сига тенг деб у килади.

Теорема амалда
Тс — Та = А <§)+ А щ (94.9)

ёкн

т, -  тв0 =  2  К е]1+ 2  А ” 1 <94 ■1 °)
V V
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шаклда дам ёзилади.
Шундай килиб, система кинетик энергиясининг Уз

гариши шу системага куйилган ташки ва ички кучлар 
бажарган ишларининг йигиндисига тенг экан. Бирок, 
агар механик система элементлари ёки системанинг Узи 
каттик жисм булса, бу долда ички кучлар иш бажар- 
майдн, бу холда система бошида тинч .\олатда бйлса,
(94.10) куйидаги куринишда ёзилади:

Тс = V 4 |‘> ёки V r v = Х А ? .  (94.11)
v= l v= I v= I

95- §. Механик энергиянннг сакланиш конуни

Маълумки, (84-§ га каранг) механик системанинг 
кинетик ва потенциал энергияси йигиндиси тулик меха
ник энергия ёки механик энергия деб айтилади. Фараз 
килайлик, механик система потенциалли майдонда 
(84- §) жойлашган булсин ва майдонда Е  тулик меха
ник энергия Т кинетик ва Я  потенциал энергнялар йи- 
гиндисига тенг:

Е = Т + П .  (95.1)
Бу ерда Т ва Я  катталикларнинг Узгариши бажар

ган иш билан богликдир. Бажарилган элементар иш 
(84.4) ва (84.10) тенгламаларга мувофнк, системанинг 
потеницал энергияси камайишига тенг эканлигини *и- 
собга олиб, ташки кучлар бажарган элементар иш

dA(,) = — dn'e), (95.2)
ички кучлар бажарган элементар иш

dAU )= - d n U) (95.3)
шаклда ёзилишнни эслашртк. Бу ерда Пи) — таш^и кучлар 
Я ' ’ — ички кучлар майдонлгринннг системадаги потенциал 
энергияси.

Энди (95.2) ва (95.3) тенгламаларни (94.6) га куйнб,
dTe ~ - d n ll) — dn{,) (95.4)

ёки
dTc -f d [Я (г) -f Я <0] = 0

ифодани з̂ осил киламиз. Агар системанинг ташки ва 
ички кучлари майдонидаги потенциал энергияларининг
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йигиндисн тули^ потенциал энергняга тенглигини на- 
зарда тутсак.

П  = /7‘°  +  /7(,) (95.5)
ифода хосил булади. Бу ифодани (95.4) тенгламага 
куйсак,

dTc + d/7 = О 
ёки (95.1) формулага биноан

бундан
<1(ТС + П) = 0, (95.6)

ски
dE = 0, Е  = const (95.7)

Хосил булади.
Т + П — const (95.8)

Охирги икки тенглама энергия интеграли ёки меха-
ник энергиянинг сацланиш конуни дейилади. Бу конун- 
дан куринадики, потенциалли механик системанинг ме
ханик энергияси ^амма вакт узгармай колади. Тулик 
механик энергияси доимий ^оладиган системалар кон- 
серватив системалар дейилади (84-§ га каранг).

Куёш системасини консерватив система деб цараш 
мумкин. Бу системада, масалан, Ер ва Цуёш система- 
сида потенциал хамда кинетик энергиянинг йигиндисн 
Узгармайди.

Ер снртидан Н  баландликда жойлашган нуцта эркин ту- 
шаётганда баландликнинг ярмнни утганида ва бутун Н  ба- 
ландликни утиб Ер снртига тушган вак,тидаги тезлигинн

(95.8) тенгламага асосан топамиз 
Нукта (246-раем) 1, 2, 3 холэт- 
ларда булсин. Бошлангич 1 хо
латида нуктанинг бошлангич 
тезлиги нолга тенг. .\ар учала 
.̂ олда тулик механик энергия 
формуласини ёзамиз:

= n g H , чунки у0 =0. (95.9)
"itfu/2 • н

E t = — --- i-m g-. (95.10)

£, = чунки Н = 0 (95.11)
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Механик энергиянинг сздланиш цонунинн ифодалайдиган
(95.7) тенгламага асосан

£ j = Е 3 — Е 3
деб ёза оламиз. Бу тенгликлардан:

1) £, = £а булганлнгидан, (95.9) х,амда (95.10) ифодалар
- nvb/2 и

тенглаштириладн, яъни mg Н = —I--- f-mg — тенгликдан
2 2 

нуктанинг 2-^олатдаги тезлиги анжуганади:

vH/2= VgH . (95.12)
2) £х = Е 3 булганлнгидан

mvh
mg н  — —~

тенгликни хосил цилиб, нуктанинг 3- холатдаги тезлиги 
аникланади

vH = V 2 g H .  (95.13)
Худди шундай усул билан нуктанинг исталган холатда- 

ги тезликларнни аниклашимиз мумкин. Бунинг учун Е х = 
= £, . . .  £ = const тенгликдан фойдаланиш кифоядир.

68- мисол. (28.2). Горизонт билан а = 30" бурчак х°сил 
цилган гадир- будур кия текислик буйлаб огир нукта бош- 
лангич тезликсиз пастга тушмокда. Агар ишкаланиш коэф- 
фициенти / '= 0,2 булиб, нукта узунлиги I = 39,2 м йулни 
босиб утадиган булса, шу йулни канча t вактда утиши 
аникланснн.

Ечиш . Нуктанинг кия текисликдаги холатида таъсир 
Киладиган F  ишкланиш кучи ва нуктанинг огирлик кучи 
Р  = mg эканлиги равшандир (247- раем).

Огирлик кучи нуктани пастга каРаб харакат кнлишга 
мажбур этади ва харакат
Микдорининг узгариши ха' . $ <
Кидаги теоремани ифода- Д  г ^
лайдиган (85.9) тенгламага 
асосан, (Q, = mv; Qx =
«= mv0 = 0 эканлигини хи* 
собга олсак), куйидагини 
ёзамиз:

mv -  j  Fdt. (1)
247- раем.
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Бу тенгламанинг X  укидаги проекциясннн ифодаласак
mvx =-■ j* Fx dt (2)

t
тенгламани ух: ил циламиз. Бу ерда Fx—нуцтага таъсир ки
ладиган кучларнинг X  укидаги проекцияларинннг алгебраик 
йигиндиси, яъни

Р ж - Р - Р щ *  (3)
Расмдан

Рх = Р  sin ft = mg sin a,

F - t - W - f P ,
P y = P  cos о = mg cos a.

Охирги ифодаларни (3) формулага цуйиб,
Fх — mg (sin a — f cos a) (4)

узсил килинадн ва бу укил ^илинган Fx ни (2) ифодага 
Куйганимизда

mvx = f mg (sin a — / cos a) dt —

= mg t (sin a — / cos a) + Cl (5)
шаклда тенглама ёзилади. Бошлангич шарт

t = 0; vx = v0x — 0; x = x0 = 0 (6)
ни (5) га цуйсак,

Ct -  0 (7)
булади ва шунинг учун (5)

vx = gt (sin a — / cos a) (8)

куринишни олади. Агар vx = — эканлигини yico6ra олсак,
dt

(8) дан
dx = g (sin a — f cos a) t dt 

x = \ g (sin a — / cos a) t dt =
еки

g (sin a — / cos a) — + C2 (9)
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формула келиб чикади. Бошлангич шартни (9) га куй- 
ганимизда

С2 = О
эканлиги турган ran. Шунинг учун (9) формула, Х = 1 
деб каралганда

/ = (sin a — / cos а) у

куринишда тасвирланади ва ни^оят, бу формулани t 
га нисбатан ечсак

/ -  1 / ----- -------- „ 5 ст g (sin о — / cos а)

келиб чикади, яъни нукта 39,2 м йулни босиб Утиш 
учун 5 с вакт лозим булади.

69-мисол (28.1). Поезд темир й^лнинг горизонтал 
тугри чизикли кисмидан утмокда. Поезд тормозланганда 
Каршилик кучи поезд огирлигннинг 0,1 кисмига тенг.
Тормозланишнинг бошида поезд тезлиги 72 Поезд-
нинг тормозланиш вакти ва тормозлаш йули аниклансин. 

Жавоб: 20,4 с; 204 м.
70-мисол. (36.5). Вертикал ук атрофида тезланув

чан айланаётган марказдан кочма регуляторнинг хара
кат микдори бош векторининг уклардаги проекциялари 
аниклансин. Регулятор айланганда <р бурчак <р=<р(О 
конунига асосан узгаради ва бу айланишда А, В  шар- 
лар юкорига к^тарилади. Стерженлар узунлиги бир хил

248- раем.
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D муфтанинг огирлик кучи Z у^ида ётади ва Я2 га 
тенг. Л ва Б  шарларни иуцтавнй массалар деб, хаР 
биттасининг огирлиги Р\ деб олинсин. Стерженлариииг 
массаси хисобга олинмасии (248-раем).

Е  ч и ш. А ва В  шарлар Z у^и атрофида айланганида 
•марказдан цочма инерция кучлар хосил булади. Инер
ция кучлари шарларни юкорига кутарилишга мажбур 
цилади. Шунинг учун шарларнинг тезлиги ог, vy ташкил 
этувчиларга ажралади. Бу тезликлар ZOY текислигида 
ётади. Ана шу сабабдан Л ва В  шарлар тезликларининг 
X  уцидаги проекциялари vAx = vBx = 0 булади.

Система ^аракат мицдори бош векторининг X  уцида- 
ги проекцияси

Qx = mAVA, + mBVBx+ mD^Dx^ 0' (!)
чунки

vAx = — vBx ва vDx = 0 хамда т л = т в.
Бош векторнинг у у^идаги проекцияси

=  т Л  V A y  +  т В  V B y  +  m D  Ъ у  (2 )

Лекнн

ОА OB =  AD =  BD =  I.

эканлигини назарда тутсак,
Q/= 0 (3)

эканлиги равшан булади.
Энди ^ракат микдорининг бош векторининг г уцндаги 

проекцияси Q7, катталиги QAt, QBz ва QDi  нннг йигиндиси- 
га тенг булиб, г у^ининг манфий томоннга йуналганлигини 
Хисобга оламнз:

Q ,  =  —  ( т й ° А ,  +  т в  V B г +  m D  Vd ,)-  <4 )

Маълумки,
Р, Ргт .  — mR = — ; mD ~ — .
е е

Расмдан
vA. = VB, = шА1<
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£ 249- раем.
X ф • sin ф

эканлигига ишонч хосил циламиз.
71-мисол. (36.11). Инерция билан А платформа устида- 

гн В  аравача биргаликда vt тезлик билан харакат цилмо̂ - 
да. В  аравача эса А платформа устида и0 нисбий тезлик 
билан харакат цилмоцда. Маълум вацтдан кейин аравача 
тухтатнлган. Аравача тухтатилгандан кейин платформанинг 
аравача билан биргаликдаги тезлиги аницлансин (249- расМ). 
Аравача массаси т ,  платформа массаси At деб цабул ци- 
линсин.

Жавоб: v = i’0 Н— —  и0.
°  М+т 0

72-мисол. (36.14). Диа- 
метрн d = 300 мм булган цу-
вурдан 2 — тезлик билан

с
ок,кан сув цувурнинг тирса- 
гига таъсир циладигаи босим _л 
кучннинг горизонтал ташкил 
этувчиси ани^лансин (250-ра
ем).

Ечиш . Олдин суюцлик i ' 
тинч холатда булиб {v0 = 0), 
кейин v тезлик билан хара- 250-раем,
кат к,илади деб хисоблаймиз.
Харакат микдорининг узгариши хаКиДаги теоремани кур- 
сатувчи (86.10) тенгламанинг горизонтал уцдаги проекиия- 
сини

=Gu — Gy,= G(y — г.) (1)
деб ёзиш мумкин. Бу тенгламанинг чап томони

F  = N = ёки N = G v, чунки v9 = 0 (2)
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цувурнннг тирсагига таъсир цилувчи босим кучини ифода- 
лайди. (I) нинг унг томонидаги G вацт бирлигида кувур- 
нннг кундаланг кесимидан утадиган суюцлик массасидир. 
Агар ^увурнинг кундаланг кесимининг юзи

с ^
_  4 ’

сув зичлиги р = 1000 эканлигини назарда тутсак ва 

G =  p S i >  —
4 •

формулани (2) ва ( 1) га ^уйиб цуйидагига эга буламиз:
лг _2 Р£ 1  = 28.9 кг.

4

73-мисол. (28.9).
у0 = 500 — бошлангич

с
тезлик билан а = 60° 
бурчак остида отил- 
ган снаряд кутари- 
либ, М  нуктага vt =
= 200 — тезлик би- 

с
лан келади. Снаряд 

огирлигини Р  = 100 кг деб ^абул цнлиб, снарядга цуйилган 
тенг таъсир этувчи кучлар импульсларннинг у^лардаги про- 
екцияларини аницланг (251-раем).

Ечиш . \аракат ми^орининг узгариши куч импульела- 
рининг йигиндисига тенглигидан фойдаланамиз, (85.11) тенг
ламага асосан '

s x =  mv\x ~  mv0x’ S y = mv\y ~  mV
Расмдан

vox =  ®o cos « !  voy =  wo sin  *5 v ix =  y iv = 0
p

эканлиги равшандир. Агар m — —  эканлигини эътиборга
g

олсак,
S = — (и. — un cos а) = 510 — <

g  С

S u = — — v0 sin a  = — 4410 —  - у g с
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шу тарзда куч импульслари- 
Н11нг проекцияларини топамиз.

74- мисол. (28.8). Куэгал- 
мас марказга йуналган куч 
таъсирида М  нуцта х,аракат 
килади. Нуцтанинг марказга 
энг якин г, масофада булган 
холатндаги тезлиги а, ==
=30 — . Нуктанинг марказдан 252- раем
энг узоц булган масофасини
г, = 5г, деб хиссблаб, Af нуцтанинг иккинчи холатндаги vt 
тезлиги ани^лансин (252- раем).

Ечиш . Af нуцтага таъсир килувчи куч доим О марказ
га йуналган булиб, бу куч марказий кучдир. Ну^та марка- 
зий куч таъсирида харакат цилганида (88.12) тенгламага 
асосан нуктанинг харакат мицдори моменти узгармасдан 
са^ланади.

Ну^та биринчи холатида mt1, г,, иккинчи холатида mv/t 
Харакат микдорн моментига эга булади ва (88.12) га би- 
ноан /

mvirl = mv,rt
тенглик уринлидир. Маълумки, г, = 5г эди. Буни юцорида- 
ги формулага куйсак,

v — — — б —

эканлнгига ишонч хосил килам из.
75-мисол. (28.10). 5 фокусида К,уёш жойлашган эллипс 

буйлаб Af, ва Af2 метеорлар харакат ^илмоцда. Af, ва Af, 
метеорлар орасидаги масофа шундай кичикки, Af,Af, ёйнинг 
т>три чизнь̂  кесмаси деб цабул цилиш мумкин (253-раем).
Af,Af, кесма нинг уртаси Р  
перигелий булганда, шу кес- 
манинг узунлигн а га тенг 
б^лганлиги маълум. Иккала 
метеор хам бир хил сектори- 
ал тезлик билан хаРакат ми
леди ва SP  = /?„ SA - R ,
Деб цабул н,илиб, Af,Afa кес- 
манинг уртаси А перигелий- 
Дан утганда Af,Af, кесма ма
софасини анщланг. 253-раем.

S r .

" ,

1
------------

и ---------------

у ?
1 у  
1

-------4 - " ^
— J---------_ - Н
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Жавоб: Afj.Vf, = ^  а.
в*

76-мисол. (30.13). Оирлиги Р  = 500 т булган а̂ракат- 
ланаётган поезд двигателини учирганда ^аракати R  = 
= (765 +51 и) кг ^аршилик курсатувчи кучга учрайди, бу

ерда v — — з̂ исобидаги тезлик. Агар поезднинг бошлангич
с

тезлиги v0 = 15— булса, поезд канча масофани утиб тух-
С

тайди?
Ечиш . \аракатланаёгган поезднннг R  каршилик кучи 

иш бажариб тухтатади. Кинетик энергиянннг узгариши а̂- 
Кидагн теореманн ифодалайдиган (92.6) тенгламага асосан

т .л mt'n —
—-------. = — R -s. 1)
2 2

Бу ерда R  каршилик кучининг уртача кийматидир:

1530 + 51R =  ̂ ---- I (765 + 51 v)dv =
J d0 v• J

Х,осил булган ифодани (1) тенгламага цуямиз (и = О \tpa- 
кат охирида булншини назарда тутамиз) ва s ни топамиз:

mvl
s = —= = 4.6 км.2 R

77-мисол. (30.10). Оирлиги Q булган брус v0 бош
лангич тезлик билан горизонтал гадир-будур текис
ликда s масофани сирпаниб утиб тухтайди. Ишкала- 
ниш кучини нормал босимга тугри пропорционал деб 
кабул килиб, сирпаиишдаги ишкаланиш коэффициенти 
аннклансин.

Жавоб: / = р -  ■
2 gs

78- мисол. (34.5) )^ар бирининг огирлиги Q булган 
А ва В  муфталар, огирлиги Р  булган ОС кривошип, 
огирлиги 2 Р  булган АВ  чизгичдан тузилган эллип
сограф механизмнинг массалар марказининг траекто- 
риясини аникланг. О С=АС—СВ = 1.

Чнзшч ва кривошнпни бир жинсли сержень, муф- 
таларнн эса нуктавий масса деб *исобланг (254-раем).
388



254 раем

Е  ч и ш. Бутун эллипсографнн механик система деб 
хисобланса, система А ва В  муфталар, АВ  чизгич ва 
ОС кривошипдан — жами туртта элементдан иборат. 
Бу элементларнинг огирликларнни Р\, Рь Рз. Р а Харф- 
лари билан белгнлаймиз. Огирлик кучларининг к\’йи- 
лиш ну^талари шу элементларнинг массалар марказини 
аниклайди. Массалар маркази координаталарини мос 
Холда х,, х2, у2\ х3, у3; хА, уА билан белгилаб, бу
тун механик системанинг массалар маркази коорди- 
натларини (82.3) формулага асосланиб куйидагича аннк- 
лаймиз:

4- m*Xt т,х4
Хс =

У с  =

т ,  4- т ,  т г -  т 4
4" + т \Ч% * 4̂̂ 4 

ml +  т * +  ml +  mt

Маълумки, системадаги элементлар массалари
Q 2 Р Рmi — т 3 = — , т г = -- ; ш4 = —
г е н

( 1)

(2)

(3)
формулалардан аннкланади. Элементларнинг массалар мар
кази координаталари расмдан фойдаланиб топилади:

*i = 0, дг, = / cos ф, л'3 = 2 1 cos ф, х. *= — cos ф.
£

1/1 = 2 / вшф, у, = I sin ф, у3 = 0, yt sin ф.

(4)

15)

Энди (3), (4) ва (5) ифодаларни ( 1) ва (2) формулага 
Мйиб куйидагиларни хосил ^иламиз:
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(6) ва (7) дан cos! <p ва sin: (p функциями аниклаб, хр- 
сил булганини кушганимизда системанинг массалар маркази 
траекториясининг тенгламасини ани^лаймиз:

х? +  у* = /4(? ^ 5 Р  . jL \ * .  (8)
с Ус V 3 P  +  2 Q  2 /

(8) системанинг массалар маркази траекториясини 
ифодалайди. Бу айлананинг тенгламасндир. Демак, эл- 
липсографнинг харакати вактида массалар маркази О 
нукта атрофида радиуси

R  =  4 Q -f- 5 Р  J_
3 Р -t 2Q 2

булган айлана чизади.
79-мисол. (34.4). 248-расмда к^рсатилган маълу- 

мотлардан фойдаланиб (70-мнсолга каРанг). марказ- 
дан кочма регуляторнинг массалар маркази вазиятини 
аникланг. А ва В  шарларни нуктавий массалар деб 
кисобланг. Стерженлар массаларн ,\исобга олинмасин.

Жавоб\ у = 0; 2 = 2  - —  / cos <р. с с 2 Я, + Р,
I

X V I Б О Б .  КАТТИК ЖИСМНИНГ ИНЕРЦИЯ МОМЕНТИ

96- §. Механик система ва каттиК жисмнинг текислик, 
УК ва кутбга нисбатан инерция моменти.

• Инерция радиуси

Маълумки, каттик ж и с м н и н г  илгариланма ка- 
р а к а т н  вактида инерция рлчови массасидир. Жисм 
массгсинннг ортиши билан унинг тезланиши камаяди. 
Харакатланаётган жисм массаси канча катта булса, 
уни тухтатиш шунча кийинднр, массаси катта булган 
жиемни даракатлантириш дам кийинднр.

Агар жисм айланма каракат килса, инерция Улчови 
булиб инерция моменти хизмат килади. Инерция мо- 
ментн канча катта булса, жисмнинг бурчакли тезла- 
нишн шунча кичик (тескари пропорционал) булади. 
Механик системанинг инерция моментн системада мае-

* c 3 P + 2 Q  2



санинг тацсимланишига боглик булади. Худди шундай 
каттик жиемнинг инерция моменти хам жисм массала- 
рининг таксимланиши билан характерланади.

Инерция моменти скаляр катталик булиб, катталик- 
нинг микдорн жиемнинг массаснга ва жиемдан танлан
ган нукта, Ук ёки текисликкача бУлган масофага нис
батан Узгаради.

Цаттиц жиемнинг текисликка нисбатан инерция мо
менти деб, шу жисм нукталари массаларининг нук- 
талардан текисликкача бУлган масофанинг квадратига 
булган купайтмасининг йигиндиси билан аникланади- 
ган катталикка айтилади.

Каттик жиемнинг mv 
массали нуктаси х Оу, 
г Ох, у Ог текисликлар- 
дан zv, yv, масофа- 
ларда жойлашган бул
син (255-раем) (яъни 
каттик жисм N нуктадан 
иборат деб олиб, N нук
тадан факат битта v- 
нуктани фикран ажра- 
тиб олдик). Бутуи кат
тик жиемнинг уОг те
кисликка нисбатан 1 ., 
инерция моменти, юкорида аитилган таърнфга асосан ку- 
йидагича аникланади:

/ * , - 2 , » * , ^  (96.1)

Айнан шундай мулохазалар йули билан г Ох ва хОу текис- 
ликларга нисбатан, инерция моменти куйидагига тенг була
ди:

/ * , - 2  " U *  (96.2)Vя* I

/д.„ (96.3)« м—I
Жиемнинг укларга нисбатан инерция моментини аник

лаш учун В х нуктадан укларга перпендикуляр булган BjO;
ВуС кесмаларни утказиб, !ж, 1у, 1г катталнклар учун 

Куйидаги формулаларни хосил киламиз:
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Агар (255-раем):

(96.5)

эканлигини э̂ исобга олсак, (96.4) формулалар куйидагича 
ифодаланади:

Тенгламаларнинг чап ва унг томонларини кУшиб куйи 
дагинн хосил киламиз.

(96.7) дан жиемнинг Укларга нисбатан инерция момент- 
лари йигиндиси, жиемнинг текисликларга нисбатан 
инерция моментларн йигиндисидан икки марта катта 
деган хулоса чикади.

Жиемнинг О нуктага нисбатан инерция моментига 
кутбга нисбатан (ёки кутб) инерция моменти деб ай- 
тила и. Кутб инерция моментини аниклаш учун В х 
нуктани О нукта билан fljO тУгри чизик оркали туташ- 
тирампз. Кутб инерция моменти ,

Û м  ̂уог г   ̂хоу (96.6)

'о = V m v fl10 * (96.8)

(96.9)



KoV x̂oz Iyot (96.10)
формулами хосил киламиз.

Инерция моментлари формулаларида ^амма вацт ма- 
софанинг квадрати катнашяпти. Демак, инерция мо
ментини топиш учун жисм массасини бирор масофанинг 
квадрати оркали аникланадиган катталикка купайти- 
риш керак. Агар шу катталикни i билан белгиласак, 
жисмнинг 2 5кк,а нисбатан инерция моментини

(96.11)
формула оркали ^исоблаш мумкин. Бунда т  — жисм 
массаси, i — жисмнинг Z укига нисбатан инерция ра
диуси.

Инерция моменти хамма вакт мусбат кийматга эга 
ва хеч качон нолга тенг булмайди. Тулик инерция мо
менти системадаги нукталарнинг инерция моментлари
нинг арифметик йигиндисига тенг. Инерция моменти- 
нинг бирлиги СИ системасида кг-м2, СйС.да г-см2.

97- §. Параллел уцларга нисбатан каттик жисмнинг 
инерция моментини аниклаш

Каттик жисмнинг массалар марказидан утадиган Z уки- 
га нисбатан 1 г инерция моменти маълум булса (256- раем), 
жисмнинг Z укига параллел булган Zl укига нисбатан 
инерция моментини куйидаги теоремадан фойдаланиб аник
ланади (Гюйгенс тео- 
ремаси).

Жисмнинг масса
лар марказидан утувчи 
Z укига параллел бул
ган ихтиёрий бошк,а Z l 
У^ига нисбатан инер
ция моменти шу жисм
нинг массалар марка- 
эидан утувчи Z укка 
нисбатан инерция мо
ментига жисм масса- 
сининг уклар ораси
даги масофа квадра- 
тига булган купайт- 
масинннг кушилгани- 
га тенг.
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Жисмдан фикран М у 
нуктани ажратиб, шу нуь,- 
тадан Z ва 2, укларига 
перпендикуляр утказиб, гу 
ва hv кесмаларни хосил ци- 
ламиз. Жиемнинг Z, укига 
нисбатан / инерция мо
менти Гюйгенс теоремасига 
асосан

1, = , г + т ( С  <9 7 1 )
формула билан аникланиши мумкинлигини исботлаймиз.

Расмдан куринадики, инерция моментинннг таърифига 
мувофик жиемнинг Z, у^ига нисбатан / инерция моменти

м
(97.2)

257- раем.

куринишда ёзилади. Расмдаги М АВ  учбурчакни ало^ида 
Кили б XOY текислигида чиэганимнзда 257- раем х°сил бу
лади. Бу расмдан

К  =y?,+  (d - x s?  (97.3)

г1 = А + у1 <97-4>
эканлиги равшандир. Бу ердаги иккинчи тенгламани бирин- 
чисига куйсак,

h\ = r% - # 4 + <P — 2d-x, +  xt, - r ’ +  d* — 2d*, (97.5)
ифодани хосил килиб, буни (97.2) формулага куйганимизда 
1. учун

N
V

N N
d* + 2  2 dx.

V - I

формула келиб чикади. Бу ерда

2 " V ?  = /.

чунки

V  mv d* =  d* У  mv =V V

2 m, = , n

(97.6)

(97.7)

(97.8)
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V  mv 2 d x4 =* 2 d v  mv xv = 0
V

(97.9)

булиб колади. (97.9) нинг хосил булишига сабаб,

каттик жисм нукталари массаларининг статик моментларн 
йигиндисини нфодалайди ва бу статик моментларнинг массалар 
марказига нисбатан йигиндиси нолга тенгдир. Демак, (97.7) ва
(97.9) тенглама хисобга олинса, (97.6) формуладан (97.1) 
тенглама келиб чикади ва шунга асосланиб, Гюйгенс теоре- 
маси исботланди деб айтиш мумкин.

Энди (97.1) формулани инерция радиуслари орцали 
ифодалаш учун (96.11) формуладан фойдаланамиз:

Охирги тенгламанинг иккала томонини т  га булиб

формулани хосил киламиз.

98- §. Бир жинсли жисмларнинг инерция моментларини
хисоблаш

Бир жинсли ва массалар

ва

ёки

марказидан утадиган симмет
рия укига эга булган аник 
шакллн баъзи жисмларнинг 
инерция моментларини хис° 6- 
лашни куриб чикайлик. Бунинг 
учун куйноагн муло^азани 
эътиборга оламиз. 1\аттик жисм 
фикран д mv булакчаларга аж-

симметрия укидан гу масофа- 
Да жойлашган булса, жисм 
бир жинсли ва булакчаларни 
чексиз кичик деб кабул ки*

ратилган булиб, бу б$лакча У

258- раем.
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лиш мумкин булса, битта булакчанинг Z укига нисбатан инер
ция моментини кУйиДаги куринишда ёзиш мумкин (258- 
расм):

/л  = Amv г;. (98.1)
Айтиб утганимиздек, булакча массаси чексиз кичик б$'лса,

l „= r\ d m  ‘(98.2)
куринишда ёзилади. Бутун жисмнинг инерция моментини 
аниклаш учун (98.2) интегралланади, яъни

(98.3)
т

С

г
d>

у
1

г
*

^ г
- * J

1 г

259- раем.

Ана шундай муло^азага таянган *олда, яъни (98.3) 
формула ёрдамида, баъзи жисмларнинг инерция мо
ментларини аннклаймиз.

1. Бир жинелн чексиз юпка стерженнинг С марка
зидан утадиган УкКа нисбатан инерция моментини 
аннклаймиз (259-раем). Фикран стерженнинг кундаланг 
кесим юзини S билан белгилаймнз. Стерженнинг узун- 
лиги dx булган булакчаларга ажратамиз. Бу булакча
нинг массаси

dnt—p-Sdx (98.4)
оркали аникланади. Бунда р — стержень материалининг зич- 
лигн, jc — стерженнинг массалар марказидан dx булакчагача 
масофа. Энди (98.4) тенгламани кисобга олиб, (98.3) интег- 
ралланса (бу ерда г = х деб олинади):

"И/* п  13 с
- >2 = ]  Spx*dx  = £—  . (98.5)

-//» 1 *
Стерженнинг тулик массаси

3%



т  —  pSl
эканлигини назарда тутсак, ^уйидаги формула хосил була
ди:

. ml*
(98.6)

Агар стерженнинг Z уцига нисбатан инерция моментини 
(97.1) формулага асосланиб хисобласак ушбу формула келиб 
читали

, ttnl* • . П ml*/, = --  -+- т  —  = —  . (98 7\12 4 з

2 . Юп^а дискнинг масса
лар марказидан утган укка 
нисбатан инерция моментини 
аниклаш учун фикран диск
нинг цалинлигини dr булган 
элементар хал^аларга ажра- 
тамиз (260-раем). Бу булак- 
чанинг массаси унинг цалинли- 
ги бир бирликка тенг булганда

dm =2 nrpdr (98.8)
форм\ла оркали ани^ланади.
(98.8) ни (98.3) га ^уйиб,

1г = [ 2 л р г* dr =
о .

ифодани хосил циламиз. (98.8) га мувофиц

яр R*
(98.9)

т  = 2 лр ( rd r— npR't (98.10)

эканлигини хисобга олиб ушбу формулани хосил циламиз:

mR\ (98.11)

Дискнинг X  ва У уцларга нисбатан инерция моментини 
•нн^лайлик Диск жуда юп^а булганлиги учун унинг zv 
цалннлигини кичик микдор деб хисобга олмасак (96.6) дан

' x = 2 Am v ^ .



хосил б\'лади. Бу ерда дгу, yv катталиклар фикран ажратнл- 
ган элементар булакчанннг координаталарн. Агар охирги 
икки тенгламани цушсак,

/.  +  /ш = ^ т М  +  У1) (98.13)V
ифода хосил булади. Бу ифодани (96.6) тенгламаларнинг 
учинчиеи билан таккосласак

/, +  / ,- / ,  (98.14)
келиб чикади. А' ва У уклар массалар маркази булган С 
нуктага нисбатан симметрик олинганлари учун Iх = I у бу
либ колади. Ана шунинг учун

(9 8 , 5 )

эканлигига ишонч хосил 
Кнламиз.

3. Бир жинсли яхлнт 
цилиндрнинг инерция 
моментини массалар мар
казидан утган укларга 
нисбатан аниклаш учун 
цилиндрнинг фикран ка- 
линлиги dr бчлган ци
линдрик катламчаларга 
ажратамиз (261-раем). 
Цилиндрни CZ укка нис
батан инерция моменти 

R
I  =.[r*dm  (98.16) 

oj
формула билан топила
ди. Бу ерда
d m = 2np rH d r  (98.17)

т  = р I 2 nr hdr — лр R'-H (98.18)
о

эканлиги хам равшандир. Агар (96.17) ва (98.18) эътиборга 
олинса,

/а  = 2 л р Я ? г * ^  = —  Н  = - ^ -  (98.19) 
а  г в 2 2

398



формулани косил киламиз.
Энди инерция моментини X  ва Y укларга нисбатан аник

лаш учун X, Y  уклар С нуктага нисбатан симметрии бул- 
ганидан 1Х = 1у булиб колишини эсда тутамиз. 1х каттали- 
гини аниклаш учун эса цилиндрни фикран баландлиги буй
лаб dz булакчаларга ажратамиз. Бу \атда XCY  текисли
гига нисбатан инерция моментини

KcV =Jz*dm,
dm = лр Rl dz ва m = лр /?2 Н

г>ЛН,г . яеЛ* / Н* Нг \ npR*H Н* 1Хис = лр Ri I г2 dz = —  —  + —  = — ------
жус -Н /г  3  \  8  8  /  3  4

К (98 2°)
формула билан кисоблаш мумкин. Агар 1Я = 1у ва (96.6) 
тенгламаларга асосан

(98.21)
эканлигини ,\амда

'ж* = 1у„ (98.22)
эканлигини \исобга олсак

/ = 2/ ва / = 4 - = —  (98.23)с* xct хсг 2 4

формулалар косил булади. Агар
1

тенгламаларда
I  _ /  _ ! !* *  ва / - /

'< ■ **  4  0 0  ‘ хсу уех  ,2
яъни (98.20) ва (98.22), (98.23) ни кисобга олганимизда 

/ /** . Н*\“ “ (т "й)‘
/‘» = т ( т  +  £ )•  198 24>

J _ImR*
сг 2

Формула косил бУлади.
Юкорида курсатилган усул билан бир жинсли ко- 

нУс, шар ва кавак цилиндрнинг массалар марказидан
39»



Утган укларга нисбатан инерция моментларини аник
лаш формулаларини келтириб чи^ариш мумкин.

Бир жинсли конуснинг С ну)\Т£Сид<н утпи Z уки
га нисбатан инерция моменти (262-раем).

/„ = 0,3 mR2 (98.25)

I

формула оркали хисобланади.
Бир жинсли шарнинг С массалар марказидан утади-

ган укларга нисбатан инер
ция моментини хисоблаш 
формуласи (263-раем) куйи- 
даги

(98.26)
формула билан аникланади.

Кавак цилнндрнинг инер
ция моменти куйидагн фор
мула билан хисобланади 
(264- раем):

+  <9i27) 
Шундай килиб, инерция мо
менти аникланадиган фор- 
мулалардан куриняптики, 
хамма вакт инерция моменти 
жисм массасини кандайдыр
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масофанинг квадратига купайтириш билан анн^лана- 
дн. Бу масофанинг квадратн инерция моментлари 
формулаларида массалар олдидаги коэффициентдир. 
Мана шу коэффицнентлар (96.11) формуладаги инер
ция радиусларининг квадратига тенг булади. Х.а^ица- 
тан .\ам, (96.11) билан, масалан, (98.25) — (98.27) 
тенгламалар тенглаштнрилса, бу уч .\олда инерция 
радиуслари

I  Г  ~/„ = 1 0.3 R2; ilx = i = i

\Г

эканлигига ишонч хосил циламиз.

99- §. Координата бошидан утаётган ихтнёрий уцца 
нисбатан ^аттих жиемнинг инерция моментини аниклаш

Узаро перпендикуляр булган X , У, Z уцлари ёки шу 
уцларга параллел булган бош^а уцларга нисбатан жиемнинг 
инерция моментини аницлашни шу бобнинг олдинги пара- 
графларида куриб чи^дик. Эн
ди жиемнинг инерция момен
тини координата бошидан ута- 
диган ихтиёрий v уцига нис
батан аниклайлик (265- раем).
Бу v у^и X, Y, Z уцлари 
билан а, {J, у бурчакларни 
ташкил 1\илсин. Жисм М нух* 
тасининг координаталарн jcv,
«/v, zv деб фараз циламиз. Шу 
жиемнинг v уцига нисбатан 
инерция моментини

ly = 1  rn̂ h*Ш\\- . V=* 1
(99.1) 265- раем.

оркали аницланиши маълум. Бунда mv — М  нуктанинг 
массаси. h4 — нуктадан v у^игача булган энг цис а̂ масофа, 
hy — Mk- М  нуктанинг О цутбга Ш1сбатан ху, уу, гч коорди- 
наталари. г, радиус-вектор оркали хам аниклаш мумкин.

Маълумки,
(99.2)

26-2815 401



расмдан
— OK1 (99.3)

эканлиги хам равшандир. OK кесма rv векторининг v уки- 
даги проекцияси булганлиги учун

OK =* xv cos a -f у у, cos р -f cos у (99.4)
ва математикадан маълумки,

cos* а + cos* (5 + cos* у = 1 (99.5)
куринишда богланиш бор. Агар (99.2) — (99.5) тенгламалар- 
ни (99.1) тенгламага куйсак

К  = 2  mv К  + У\ + *5) “  2  mv (*v cos a -f«/v cos р +
■J- zy cos y)2 (99.6)

ифодани хосил киламиз, бу ерда
К  = (*v +  У1 +  2v) (cos*а  +  со&2 Р + cos* Y) — cos а +
-f «/v cos р + гу cos у)* = a'* cos* a +  cos* p + x\ cos* y +
+ i/Jcos*a +jf*cosp + y\ cos Y + r,cos*a -fz*cos*p-b 

+  z*cos*y — x*cos2a — 2jry i/v X  cos a cos p — у * cos2 p —
— 2 xy z„ cos a cos y — 2 yv zv cos p cos y — z; cos* y = iy\ +

+ г2) cos* a- f (xj + z\) cos* p + (x* -f yty cos* у —
— 2 atv cos a cos p — 2 xv гу cos a cos y —

— 2 y  ̂zv cos p cos y. [(99.7)
Охирги тенгламани (99.6) га куямиз ва

К =  2  mv (У1 +  г \> cos* a +  2  т у (*5 +  2v̂  cos* р +  2  m v (*J +
+ yl) cos2 у — 2 V  mv Ху i/v cos a cos р —

— 2 2 /nv xv zy C0SaC0SY — 2 У т у 1/02у cospcos y (99.8) 
формулани хосил киламиз.

Белгилашлар киритамиз:

К  =  2  mv (^ J + Ф

=  2  mv (ЛУ +  Zl)

/ ,= 2 « ,  (*5 +  ^ )

7^ = r mv'

V

(99.9)

Г02



Агар (99.9) з̂ исобга олинса, /v учун куйидаги формула
/v = I cos*a -f- 1 у cos! 6 + 1г cos2 у — 2 I xy cos a • cos 0 +

— 2 /x2 cos a cos у — 21yt • cos p cosy (99.10)
з̂ оснл булади. Бу формула билан v ихтиёрий укца нисба
тан инерция моменти ^исоблаиадн. Бунда 1ху, 1хг, I уг кат- 
таликлар л ва у\ х ва г\ у ва г укларга нисбатан марказ- 
дан цочма инерция моментлари дейилади. Бу марказдан 
кочма инерция моментлари мусбат ишорали з̂ ам, манфий 
ишорали хам булиши мумкин.

100-§. Инерция эллипсоидн. Бош инерция уклари

Олдинги параграфда жисмнинг ихтиёрий (О нуктадан 
утадиган увда нисбатан) инерция моментини (99.10) формула 
билан з̂ исоблаш мумкин. Бу формуладан курннадики, /( 
кагталикнинг миедори О К  кесма миадорига боглиц. Буни 
тасаввур килиш учун ОК ва /v 

2

V V
(100.1)

куринишда богли!̂  деб з̂ и- 
соблайлик (266-раем). Бу 
формуладан ёки (99.10) 
формуладан (ошкор булма
ган з̂ олда) курннадики, 1у 
узгариши билан ОК з<,ам 
у зга ради.

Агар
cos а = - щ ; cos р =

** ~ОК ’ cos ̂  =в О/Г ( 100-2)
266- раем.

ифодаларни (99.10) формулага цуйиб, >;осил булган тенгла
мани иккала томонини /у га булсак, цуйидаги ифодани з̂ о- 
сил киламиз:

,яхг + I j f  + — 2 1ху ху — 21хххг — 2 1уг~»
' —*■ yz — 1 (100.3)

1
(100.3) тенглама ОК =  шартн ба жарил ганда К  нук;-
I . У  J *



та з^ракати натижасида хосил буладиган сиртни ифодалай
ди. Бу тенглама иккинчи тартибли сиртни ифодалайди. Сирт 
эллипсоид сиртидир, чунки ( 100.1 ) формула билан 
аницланадиган ОК масофа хамма вак,т чекли а ниц цниматга 
эга (чунки !ф  0 эканлиги равшан). Эллипсоид инерция 
эллипсонди дейилади. Инерция эллипсоиднинг маркази,
(100.3) тенгламага биринчи даражали координаталарн булма- 
ганлиги учун координаталар бошида жойлашган булади 
Эллипсоиднинг учта симметрия уцлари жиемнинг О нуцта- 
дан утувчи бош инерция уклари дейилади. Шу укларга 
нисбатан олинган инерция моментлари бош инерция момент
лари дейилади (264-раем).

Агар бош инерция укларинн координата Уклари 
килиб олсак, инерция эллипсондини ифодалайдиган
(100.3) тенгламадаги координаталар•кУпайтмаси бул
га н хадлар нолга тенг булади.
(I  ху = 1хг = 1уг =0) ва (100.3) тенглама

A ^  + B t f  + C J - = 1 (100.4)
куринишни олади. Бу холда жиемнинг исталган нук- 
таси учун битта инерция эллипсонди мос келади (267- 
раем). (100.4) даги А\, B h С i катталиклар жиемнинг 
бош инерция укларига нисбатан инерция моментлари- 
дир. Марказдан кочма инерция моментлари хар бир 
жуфт Укларга нисбатан нолга тенг.

Жиемнинг хар бир нуктаси учун тегишли инерция 
эллипсоид тугри келади. Нуктага тегишли бУлган инер
ция эллипсонди шу нуктадан Утадиган барча Укларга 
нисбатан инерция моментларинн характерлайди Х,аки- 
катан хам, бирон-бир О нуктага тегишли инерция эл-
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липсоиди маълум бУлса, шу нуктадан Vi Укни Утказсак, 
Ук эллипсоид сиртини К  нуктада кесади (268-раем). 
Агар ОК масофа маълум булса, (100.1) формулага 
асосан Vi УККа нисбатан

L  =  —!—  (100.5)
v* (О/С,)*

инерция моментини формуладан и̂соблаб топиш мум
кин булади.

Жиемнинг огирлик марказига тегишли булган инер
ция эллипсонди марказий инерция эллипсонди деб ай
тилади ва шу марказий инерция эллипсонди Уклари 
марказий бош инерция уклари дейилади.

Шундай килиб, умумий ^олда инерция моментн
(99.10) формула билан аникланади. Координата ук
лари бош инерция уклари булиб колганда = 0
булганлиги учун /v нинг микдори

/v =  l x cos2 а +  ! у cos5 р -J- 1г cos2 у (100.6)

формула билан аникланади.
Каттик жиемнинг берилган нуктасининг инерция эллип-

I
соиди деб, шу берилган нуктадан ОК =  —- масофада

у /v
турган нукталарнинг геометрик урнига айтилади.

Каттик жиемнинг О пуктасидан утган v ук.ка параллел 
булган v , укка нисбатан JVi инерция моментини Гюйгенс 
теоремасига асосан (269-раем):

J„ =  J , +  md< 

формула билан аникланади.



80-мисол (34 9). Огирлиги Р  ва радиуси г булган бир 
жинсли юп̂ а ярим дискни чегараловчи диаметр буйлаб 
утувчи у̂ ца нисбатан инерция моментини аницланг.

Ечиш . Ярим дискни раем текислигида чизамиз (270- 
расм). Ярим дискни чегараловчи диаметр буйлаб утувчи 
OZ у̂ дир. OZ уцига нисбатан инерция моменти (98.3) фэр- 
мулага асосан куйидагича аникланади:

Jz =\x i dm. (1)

Бунда dr' — ярим диекдан фикран ажратилган элементар 
булакчанинг Z  уцигача булган масофадир. Агар юпца ярим 
дискнинг ^алинлигини бир бирликка тенг деб а̂бул цнлсак, 
бу булакчанинг массаси

dm =  2 р у dx. (2)
Расмдан

х =  /■ cos dx =  — г sin ф d (3)
у =  rsinip, (4)

ва
т  =  P/g . (5)

булганлигини з̂ исобга олганимизда
dm =  p r*sin *f d<p (6)

тенглама з̂ осил булади. Бу тенгламадан ярим дискнинг мас
саси цуйидагига тенг эканлиги келиб чикади:

Я  /2
Я/2

m =  J 2 рг*$1П*фйф =  2ргг ф 1 . ,--------- sin* ф2 4
яр г*

■ — :• (7) о
Энди (3) — (6) тенгламаларнн (1) формулага у̂ямиз:

я А  . Я/2

J, =  ,( 4рг, со51фзт*ф^ф =  4 рг* I sin*фcos*фdф. (8)
0 0

Унг томондаги интегрални ало̂ ида интеграллаймиз:
Я/2 Я/2

J  sin2 ф cos* ф d ф =  — | sin* 2 ф d (2 ф) =  —  • (9)
о о

Низ^оят (9) ни (8) га ^уйганимизда

Л _ л : _ 2 й г  „о,

♦Об



о̂сил булади, бунда (7) тенгламага асосан лр г* =  m =  p/g 
эканлигини назарда тутганимизда

келиб чикади.
81-мисол (34.11). Огирлиги Р булган тугри параллеле- 

пипеднинг х, у, г  укларга нисбатан инерция моментларини 
ани т̂анг (271-раем).

Ечиш . Фараз цилайлик, параллелепипедни цалинлнги 
dy булган элементар пластинкачаларга ажратилсин (271- 
расм). Параллелепипеднинг С огирлик марказидан Х 9, Кв, 
Z ■ уцларни утказамиз. Агар сгх, сх0, су0 укларга нисбатан 
1сг, 1СХ'. 1сУг инерция моментларн маълум деб фараз цилсак, 
Гюйгенс теоремасига асосан OX, OY, OZ укларга нисбатан 
!*•' К '  ^  инерция моментларн

К  =  Кх. +  т£3 

1* =  +  ж% 1 

У. -  U
шаклларда ёзилади.

Симметрия у̂ ларига нисбатан / , / , /а инерция мо
ментларн (96.6) формулаларга мувофнц

(О
(2)
(3)



' « = ' ~ . + ' лу. (6) 
куринишда ёзилади. Текисликларга нисбатан /х ,̂ /хгу>, / 
инерция моментлари (98.3) формулага мувофиц и̂собланади.

V„,r, =  \y*dm. (7)
Расмдан куринадики,

dm =  4 р ЬС dy (8)
+«

т  =  4 р ЬС I dy =  8раЬс. (9)
—в

Охирги (8) ва (9) ни и̂собга олсак, (7) ифода цуйидаги ку
ринишда ёзилади:

1*.сг =  4 Р Ьс\^у' dy =  =  J1 а\ (Ю)

/ , ни топгаи усулдан фойдаланнб, ушбу ифодани х;о- 
сил киламиз:

-*-с
/_,ц =  Гг*dm =  4 pafe I г - dz =  — с2. (11) KV • 2

Энди (9) ва (10) ифодаларни (4) га ц$ямиз:

/сх0 =  ^  (а2 +  с2) =  -1  (а’- +  с5) (12)
3 3#

ва о̂сил булган ( I I)  формулани (1) га цуямиз ва !сх учун 
цуйидагини

/ =  ^  (а2 +  с2) +  —  с* =  о—  (а3 +  4 с2) (13) 
• зе в 3g

о̂сил киламиз.
Энди / аникланади:

* s.
/ . — I x2dm =  4рас 1 =  —  bs. (14)

о о 3
Хосил булган (14) ва (10) ифодаларни (5) га, (9) билан

(13) ни (6) га куйиб

ГСУ. =  +  I  „ 4  (5)



а* +  — b* =  — (а* +  &*)
3 3 g

(16)

формулаларни о̂сил циламиз ва тегишли равишда (2) ва (3) 
формулаларга у̂йиб мисол шартида талаб цилингаи охирги 
катталикларни аницлаймиз:

+ 4  с*). 

/ =  —  (a'- -bfr2).
* з?

(17)

(18)

82-мисол (34.13). Баландлиги h ва огирлиги Р булган 
тенг ёнли учбурчак шаклига эга булган юпца пластинка
нинг С огирлик марказидан утадиган ва учбурчак асосига 
параллел булган СХ у^а нисбатан инерция моментини 
аницланг (272-раем).

Ечиш . Учбурчакнинг СХ уцига нисбатан инерция мо
менти (96.6) га мувофиц.

272- раем

! сх =  Г хсу +  1ж:г (О
тенгламадан аницланади. Бунда / ва I кс учбурчакци ХСУ 
ва XCZ текисликларга нисбатан инерция моментидир.

Фикран юпк,а учбурчакни dmy элементар булакчаларга 
ажратамнз. Бу булакча массаси (^алинлиги бир бирлик деб 
олинганда)

dmv -  р xdz4 (2)

эканлиги равшанднр. Учбурчакнинг тулик; массаси
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2 '
ва ХСУ текислигига нисбатан инерция моменти (zv ■* Z  
деб олинади)

куринишдаги формуладан топилади. Агар (2) ни (4) га цуй- 
сак,

P$xz*dz (5)

ифодани уэсил к,иламиз. (5) ни интеграллаш учун х ни г 
функцияси сифатида ифодалаш лозим.

Расмдан курннадики, AExE t ва BClCt учбурчак бир-би- 
рига ухшаш, шунинг учун

- = - | --------  (6)
Хс — ft

3
ва AC1Ci  хам ABD учбурчаклар ухшашлигидан

4 -  =  ~  (7)ВО 3
доил булади, бундан

(8)

x = - B D - — Z  (9)3 ft '
формулаларнн келтириб чицарамиз. Агар (9) ни (5) га цуй- 
сак,

1  . £



Эидн l zct инерция моментини топсак, бу инерция мо-
ментн

^ ,  =  0 (11)
булишини курамиз, чунки ABC учбурчак XCZ текислигида 
ётади. Ни.уэят, (10) ва (И) ва (3) ни (1) га цуйсак,

/ рн*
" ~ 1 8  е ' 

р
бУлиб цолади. Бунда — —т  эканлигини эътиборга оламиз.
Г я83-мисол (34.14). Олдинги мисол шартидан фойдаланиб 
учбурчак учидан утувчи ва асосига параллел булган укка 
нисбатан инерция моментини аницланг.

Жавоб: — h2.
2 g

84-мисол (34.15). 82-мисол шартидан фойдаланиб BD —а 
булган ,\олда А учидан утувчи ва учбурчак текислигига 
перпендикуляр булган укка нисбатан инерция моментини 
аницланг.

Жавоб: —  (а* +  12 Л*).
' 24 g

85- мисол (34.23). Огир
лиги Р ва узунлиги 21 бул
ган А В юп̂ а стержень верти
каль ук билан а бурчак таш
кил цилади. Вертикал ук О 
марказга ма.\камланган.

Стерженнинг X  ва У у к* А 
ларга нисбатан /х, / инер
ция моментларини ва марказ
дан к°чма I Ху инерция мо
ментини аникланг (273-раем). 273-расы.

Ечиш . О нуктани марказ 
Килиб, XOyZ ва X ,OYxZ x координата системаларинн кабул 
циламиз (Z уки О нуктадан чикади ва раем текислигига 
перпендикуляр йуналган). Стерженнинг симметрия уки xt 
булади ва у уки билан а, X  уки билан 90э — я  бурчак- 
ни ташкил этади. Энди Z , укига нисбатан инерция моменти
(100.7) формулага мувофик

1Я =  l Xt sin* а -+• l yi cos* а +  /, cos* 90э; (1)

У Укига нисбатан
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1 =  / cos* a +  / sin2 a - f  / cos* 90° (2)V •*« Hi '
куринишда ёзилади. Стерженнинг огирлик маркази О нуцта- 
дан утувчи у симметрия укига нисбатан инерция момент» 
(98.6) га мувофик

. _  т  ■ A F  _  т  (2 I )* _  Р1*

*  12 12 ' 3 «  '

куринишда ёзилади.
Масала шартига мувофик

1Хх =  0 (4)

булганлиги учун (3) ва (4) ни и̂собга олганимизда, (1) 
формуладан

/x —l u cos* a =  -^-cos*a, (5)
* 3g

(2) формуладан
Р1г
3 g

ифода косил булади.
Энди стерженнинг / марказдан цочма инерция момен- 

тиии аниклаймиз. Стерженнинг эни ва цалинлигиии бир бир- 
ликка тенг деб цабул килганимизда, стерженда фикран 
ажратилган булакчасини dm массаси

dm — р dl (7)
ва 1ху катталик

l xy =  j  dm ху =  j* ху dm (8)
формула оркали аникланади.

Расмдан X , У  куйидаги куринишда ёзилади:
х =  I  sin а (9)
у =  / cos a (10)

(9) ва (10) формулани (7) ва (8) га куйиб,
/

l xy =  р I /г sin a cos a dl —

I  у =  sin2 a =  —  sin2 a (6)

2 p /* sin a cos a

3

формулани косил киламиз.
Стерженнинг т  тулик массаси
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m =  2 p / (12)
формуладан аникланишини и̂собга олганимизда (11) форм у-

куринишга эга булади, яъни марказдан цочма инерция мо-
I  ментини (15) формула билан .̂ исоблаш мумкин.

86-мисол (34.21). Узунлиги 4 г булган бир жинсли юпца 
АВ стержендан иборат булган маятник тузилган. Стержен-

i  иинг огирлиги Рх ва унинг охирига огирлиги Рг булган С
I  бир жинсли диск ма̂ камланган (274- раем). Маятникнинг
> О осилиш ну̂ тасидан утувчи ва стерженнинг А охирги ну -̂
■ тасидан г масофада раем текислигига перпендикуляр булган 
К у̂ ца нисбатан инерция моментини ани л̂анг.

(13)

(14)2
Р

эканлигини .̂ исобга олдик. Энди т  =  — ифодадан фойда-
g

лансак, (13) формула
/ г  I  .  п„„ =  —  sin 2 аХУ fi а (15)

Жавоб: 1 4 Р . +  9 9 Р ,

fie

574- раем. 275- рас*.
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X V I I  Б О Б .  К А Т Т И К  Ж ИСМ  Х .А РА К А ТИ Н И Н Г Д И Ф Ф Е Р Е Н 
Ц ИАЛ ТЕ Н ГЛ А М А Л А Р Н

101-§ . Каттик жисм илгариланма ^аракатининг 
дифференциал тенгламаларн

Кинематика булимнда куриб утканнмиздек, каттик 
жисм илгариланма харакат килганида унинг хамма 
нукталари айнан бир хил тезлик ва тезланишга эга 
булиб, жисм нукталарининг траекториялари эквидис- 
тант чизикларни хосил килади.

Энди каттик жисм илгариланма \аракатининг дифферен
циал тенгламаси кандай куринишда ёзилишини аниклайлик. 
Фараз килайлик, жиемнинг v нуктасининг массаси mv ва 
каракат тезлиги vv булсин. Нукта харакатининг дифферен
циал тенгламаси (275-раем)

куринишда ёзилади. Бунда vy, F {*>, F ^  лар v нуктанинг 
тезлиги ва унга таъсир киладиган ташки ва ички кучлар
нинг тенг таъсир этувчилари

формуладан аникланади (л — нуктага таъсир цилади- 
ган ташки ва ички кучлар сони).

Агар жисм N нуктадан ташкил топган б л̂са, хар 
бир нукта учун ^аракатнинг дифференциал тенглама- 
сини (1) тенглама шаклида ёзиб хосил булган тенгла- 
маларни кушеак, бутун жисм харакатининг дифферен
циал тенгламасини аниклаган буламиз, яъни

( 101.1)

П

ДО 1.2)

«о  =  v  fu) 
/-1

• (101.3)

(101.4)
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тенгламаларнинг чап ва унг томонларини цушиб цуйндаги- 
ни хосил циламиз:

V  т vdJ l  =  V  FM +  2  F [‘K (101.5)
v-1 v dt 1—1 v=l

Маълумки жисмга таъсир киладиган ички кучларнинг тенг 
таъсир этувчиси нолга тенг

к
о (Ю1.6)

v * I

ва

я*» *£?■(•) (101.7)
v-1

эканлиги з̂ ам олдиндан маълум. Энди (101.5) тенгламанинг 
чап томонини

N  J  N  —  J г j  N  1

2  Я! —  =  —  ( ^  т а )  = —  [ —  ( ^  m r  )| 
v ^ i  A  dt v - i  v v A  [  Л  " l  ’  v J

шаклда ёзамиз. Бу ерда

2  mv r v =  m r c О 0 1 8 )V—1
эканлиги (82.2) дан куриниб турибди. Бунда т  жисмнинг 
массаси булиб, гс жисмнинг массалар марказини ифодаловчи 
радиус-вектордир.

Агар (101.8) з̂ исобга олинса, (101.7)

2  m ^ = j - ( m 7 c) = m ^ -  (101.9)
v - l  dt dt dt

куринишда ва (101.6) ва (101.7) ифодалар з̂ исобга олинса,
(101.5)

(101.10)

куринишда ёзилади.
Охирги тенгламага каттик жисм илгариланма *ара- 

катининг дифференциал тенгламаси дейилади. Бу тенг
лама битта нукта харакатининг (63.2) куринишидаги 
дифференциал тенгламасига Ухшайди, бирок фарки хам 
бор. Фарц шундаки, (101.10) тенглама жисмнинг зед>
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Кандай ихтиёрий нуктаеи учун эмас, балки аник бул
ган нуктани—жиемнинг массалар марказини (ёки огир
лик марказини) ифодалайдиган нукта учун ёзилган. 
Шундай килиб, илгариланма каракатлаги каттик жием
нинг дифференциал тенгламаси битта нукта харакатн- 
нинг дифференциал тенгламаси сингари булади, деб 
айтиш мумкин.

Таъкидлаш зарурки, (101.10) тенгламада нчки куч
лар катнашмайди ва ана шунинг учун системанинг мас
салар маркази Ис тезлигинн факатгина ташки кучлар
Узгартиради.

Энди (101.10) тенгламанинг 
проекцияларини ёзамиз:

■ <»>

декарт Укларидагн

т  xc =  Fx . 
т  ус =  F y '1'.

с (*)т  г -  г , ;

(101. 11)

Бу ерда

d г сх

dt
d v

Ус =
сУ. d v.

dt гс= dz
эканлигини эътиборга олиш лозим.

d к 
dt

М СО

,\
V
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102- §. Кузгалмас у к атрофида айланаётган каттик кием 
харакатининг дифференциал тенгламалари

К,узгалмас АВ у к атрофида D каттик жисм ш бурчакли 
тезлик билан айланади, деб и̂соблайлик (276- раем). D жисм 
айланишини ифодаловчи дифференциал тенгламани аннклай- 
лик.

Каттик жиемнинг кинетик моментининг узгариши каКи- 
даги теореманн ифодаловчи (90 6) га мувофик

( 102. 1)

тенглама езилади.
Бу тенгламада К  каттик жиемнинг кинетик моментн 

(89.2) асосида аникланади:

(1 0 2 .2 )

Маълумки, битта нукта
нинг Z  укига нисбатан A"v 
моментн

K v =  r v X  ( m / v X  со) =

=  mvrv X (rv xco) (102.3)

куринишидаги формуладан то- 
лилади. (102.3) эътиборга 
олинса, системанинг кинетик 
моменти

К ( 102 . 4)

шаклда ёзилади. Энди (96. 4) 
формула эътиборга апинса 
жиемнинг Z  укига нисбатан 
1г инерция моменти

N
К  =  V  т  г  2

эканлиги куриниб колади ва демак,

К г =  1г ы

(102. 5)

(102. 6)\i v*. о;
формулани косил киламиз. (102.6) дан жиемнинг Z  Укига 

’ нисбатан кинетик моменти шу жнемнннг Z  Укига нисбатан 
1г инерция моментининг со бурчакли тезликка купайтирилга- 

нига тенглигини курамиз.
К г ва со векторлари бир хил йуналган булади. Кинема- 

тнкадан маълум булган
г-  — —

^  И  г г d  СО '  *
со =  ™ =  ф; е = -------  =  ф

dt d t

богланишлар и̂собга олинса, (102.1) тенгламани

=  д^С).
dt

(102. 7) 

(102. 8)

d со 
1 dt =  .lf (»)

27— 2815
(102.9)
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кУринишларда ифодалаш мумкин.
(102.8 ва 102.10) га кузгалмас Ук атрофида айла- 

наётган каттик жисм харакатининг дифференциал тенг
ламаси ёки цискарок Ки-тиб жиемнинг айланма хара
катининг дифференциал тенгламаси деб айтилади. Бу 
айланма харакат учун динамиканинг асосий тенглама- 
сидир. Бу яна

1г!  =  Мг'е' (102.11)

шаклда хам ёзилади.
Агар тенгламани (101.10) билан такцоеласак илга

риланма харакатни нфодалайднган (101.10) дан
(102.10) тенгламани хосил килиш мумкин. Бунинг учун 
Куйидаги алмаштиришлар килнш лозим:

1) айланма харакатда т  жисм массаси урнига 1г инер
ция моментини ёзиш лозим; 2) айланма хаРакатдаги а чи- 
зиклн тезланиш урнига е бурчакли тезланншни ёзнш лозим;
3) айланма хаРакатдаги F (,) бош векторнннг урнига Af*' ’ бош 
моментни ёзнш лозим. Илгариланма харакатда масса инерция 
Улчови булса, айланма харакатда инерция момент инерция 
улчови булади.

Агар: 1) И 1п = 0  булса, е = 0  ва о =  const -»кан- 
лиги (102. 11) дан куриниб турибди, бу х°лда жиСм текис
айланма харакатда булади, 2) /пе) >  0 булса е >  0 ва бу 
Холда жисм текис тезланувчан айланма хаРакатДа булади.
3) Mif) <  0 булса е <  0 ва бу .\олда жисм текис секинла- 
нувчан айланма харакатда булади. (102. 11) дан фойдаланнб, 
Куйидаги масалалар ечилади:

1) жиемнинг ф (/) = f(t)  шаклдагн харакат конУни маъ'
лум булса, ташки кучларнинг М (п бош моменти модулинн

м ?  =  К  ф
формуладан аникланади:

2) бош вектор \1г,г> ва 1г берилган такднрда (102.11) 
дифференциал тенгламани икки марта интеграллаб, жнем- 
Иинг ф = f( t)  куринишдаги айланма харзкат к°нуни аник,- 
ланади;

3) жиемнинг кузРвлмвс ук зтрофида айланишидаги е

/г ф =  м } ' '  (102.10)
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бурчакли тезланиши ва М<г) жисмга таъсир киладиган таш- 
и̂ кучларнинг бош моменти берилган булса, (102. 11) дан 

фойдаланиб, жисмнинг Z  цузгалмас у еда (симметрия Укига) 
нисбатан 1г инерция моментини аниклаш мумкин.

103- §. Физик маятник

Огирлик марказидан утмайдиган горизонтал айланиш 
укига эга булган ва факат огирлик кучи таъсири оетидаги 
$К атрофида тебранаднган каттик жисм физик маятник 
дейилади.

Агар С нукта жисмнинг 
огирлик маркази булса ва 
жисм С нуктадан утмайди
ган, масалан, 0 нуктадан 
^тувчи укка урнатилса, бу 
жисм физик маятник бу
лади (277- раем). Бу маят
ник Р огирлик кучи таъси
ри остида С ухпатга ке
лади, кейин инерция ту- 
файлн а̂ракатини давом 
эттириб, С, упатига ва 
яна С0 ва С .\олатга кела
ди ва 0 нуктадан утувчи 
УК атрофида тебранади. Маятник учун

/0 ф «  М (,) (103.1)

тенгламани ёзиш Урннлидир. Расмдан кУринадики, бош 
момент факат Р кучнинг О Укка нисбатан косил килган 
моментига тенг. Бу моментнинг модули

М (е) =  — РОМ (103.2)

формуладан аникланади. (Р кучнинг моменти, харакат 
соат стрелкасига тескари нуналганлиги учун, манфий 
ишорали булади.) Агар ОС=а деб белгиласак,

ОМ =  a-sin ф, (103.3)

М <0 =  —mga sin ф. (103.4)
ва

/. Ф =  —  mgasin<p (103.5)

277- раем.
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ифодаларни ёзнш мумкин. Охирги ифода даги sin<j>«<p (кн* 
чнк бурчакда шундай ёзнш мумкин) деб н̂собласак, (103.5) 
Куйидагича ёзилади:

(103.6) физик маятник харакатининг дифференциал 
тенгламаси булади. Бу бир жинсли, чизикли, иккинчи 
тартибли дифференциал тенгламаднр Бундай тенгла
манинг ечими

куринишда булнши (75.8) дан маълум. Бунда <р0—физик 
маятникнинг тебраниш амплитудаси, а — тебранишнинг 
бошлангич фазасн. Бу формуланинг математик маят
ник формуласидан фарки албатта бор:

1) бунда тебраниш частотаси (75.11) дан аниклана- 
диган частотадан фарк килади;

2) бу ерда математик маятникнинг огирлиги хисоб- 
га олинади.

Агар (103. 7) тенгламадан фойдаланнб, о> бурчакли тез
ликни аницласак,

эканлиги маълум. Ни^оят, Т  — 2л/ш богланишни хисобга 
олсак,

формула хосил булади. Бунда L  физик маятникнинг 
келтирилган узунлиги булиб, куйидаги маънога эга.

Фараз килайлик, физик маятник 0 { нуктадан Утувчи 
Ук атрофида тебранганда Т , тебраниш даврига эга

/0Ф +  mgay = 0
еки

Ф +  со*ф =  0. (103. 6)
Бунда

mga (103.7)

ф =  Ф„ sin (ut -(- а) (103.8)

(103.9)

(103. 10)

ёки
(103. И)
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булсин. Маятникнинг шундай 0 2 нуктасини топиш мум- 
кинки, маятник 0 2 нуктадан утувчи укка нисбатан теб- 
рангандаги Г2 тебраниш даврн Т и яъни Т, =  Т 2 булсин. 
Шундай Т, — Т 2 булганда О] ва 0 2 нукталар орасидаги 
масофа физик маятникнинг келтирилган узунлиги бу
лади. Демак, L  = 0\02 булади.

Амалда Т  тажрибадан аникланади ва маълум жой 
учун у з̂ ам аник ^ийматга эга эканлигини з̂ нсобга ол- 
ганимизда (103.10) формуладан фойдаланиб, L  аник- 
ланиши мумкин деган хулоса чикади.

Агар L  ани л̂анса 1 (103.11) формуладан фойдала- 
ниб жиемнинг симметрия у^ига нисбатан 10 инерция 
моментини з̂ исоблаш мумкин. Бундай усул билан баъзи 
мураккаб шаклга эга булган жисмларнинг 10 инерция 
моментини аниклаш з̂ ам назарияда, з̂ ам амалиётда 
му\им а^амиятга эга.

104-§. Айланма ^аракатдаги системанинг 
кинетик моментининг сацланиш конуни

Бнз 102-§ да курдикки, кУзгалмас ук атрофида ^а- 
ракат ки-чаётган каттик жиемнинг кннетик моментн

К г =  I2~Z (104.1)

формула ёрдамида аникланади. Агар каттик жиемга таъсир
Килаётган ташки кучларнинг бош моменти Ми> булса, ки
нетик моментнинг узгариши ^акндаги теоремага асосан

= М "  (104.2)

ёки (104. 1) эътиборга олинганда,

dl' rW) ■ =  Л1(0 (104.3)ш

тенгламани ёзиш мумкин. Агар Ми  = 0  булса, d (/гш) = 0  
ва

7,0 =  const (104.4)
ифода з̂ осил булади. (104.4) га айланма з̂ аракатдаги кат
тик жисм учун кинетик моментнинг сакланиш конУни 
юритилади.



Агар биринчи уэлатдаги жисмнинг кинетик моменти 
/, •«!, иккинчи о̂латдаги кинетик моменти 1г> ы, булса,
(104. 4) тенгламага мувофи̂  бош момент М(е) = 0  булса

/ си, =  / ыа (1 0 4 .5 )
‘ I  *  * »  4

тенгламани ух:ил циламиз. Бу тенгламадан курннадики. жисм
нинг инерция моменти ортса, шу ортнш вактида бурчакли 
тезлиги камаяди ва аксинча, 1г камайса ш ортади. /2 ва ш 
катталик шундай узгарадики, хамма вак,т бу катталикларнинг 
купантмасинн ташкил этувчи вектор узгармасдан цолади. Шу
нинг учун муз устидаги раедоса икки ^улини бирданига 
пастга туширса, унинг огирлик марказидан утувчи уеда нис
батан I г инерция моменти ортади. Иккала холда (278- а раем) 
а̂м кинетик момент узгармасдан цолиши учун 1г купайган- 

да to камайиши ва /г каманганда ш ортиши лозим. Шунинг 
учун раедоса цулларини туширганда унинг уаракати тезла- 
шади, яъни со ортади.

С) б)

278- раем.

Худди шундай ухдисанн «Жуковский скамейкаси»да 
кузатгш мумкин. Скамейка дойра шаклидаги массив 
диск булиб, диск ошрлик марказидан утадиган вертикал 
yî  атрофида айланадн. Диск устида киши жойлашган ва 
киши диск билан вертикал ук атрофида айланаётган 
булса (ншцаланиш кучлари хнеобга олинмайди) «диск — 
киши* системасига ташци кучлар таъсир этмаса, систе
манинг кинетик моменти узгармасдан сацланади. Ана шу
нинг учун киши икки кУлини кутариб ёки гавда холатини
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узгартирнб Z  укига нисбатан инерция моментини узгартира- 
дн ва К г =  const булишини таъминлаш учун днскнинг ай- 
ланишдаги бурчакли тезлигини узгартиради. Системада 
К , =  const булганлигн учун диск устида (атдин диск тинч 
холатда булган) киша v тезлик билан харакат килса, диск 
тескари томонга айланади (278-б раем).

105-§. К ат™ К жиемнинг текис параллел харакатидаги 
дифференциал тенгламаларн

Каттик жиемнинг текис параллел хаРакатини кине
матика булимида, текис фигуранинг хаРакати деб 
айтган эдик. Бундай каракатни хамма вакт фигурадаги 
Кутбнинг илгариланма ва фигуранинг КУТ6 атрофидаги 
айланма хаРакатларига ажратиш мумкинлигини хам 
билам из.

К,аттик жисм динамикасида 
одатда кУт бни жиемнинг масса
лар марказини нфодалайдиган С 
нукта деб кабул килинади (279- 
расм). Шунинг учун жиемнинг 
текис параллел хзракзтиии С 
нуктанинг илгариланма ва С нук
тадан утадиган £ ук атрофидаги 
айланма .\аракатлардан нборат 
деб караш мумкин.

Маълумки, С нуктанинг ил
гариланма \аракатини (101-§ га 
Каранг)

™ dv‘*т -----dt

2 7 9-раем

(О
X (105. 1)

m & L  = F "  
dt у

(105.2)

куринишда ифодалаш мумкин. Фигуранинг I  укн атрофида
ги айланма хаРйкати Ди44еР€НШ<ал тенгламаси (102-§ га 
Каранг):

(1С5.3). d<o
* dt

куринишда ёзилади.
К̂ аттик жиемнинг текис параллел хаРакати ди4ференци-
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ал тенгламалари (105. 1), (105. 2) вз (105. 3) и̂собланади. 
Бу тенгламаларда: vCx, vcu — фигура М1ссалар маркази-

• г(̂ )нинг х ва у укларидаги тезлигининг проекциялари; г х , 
— фигураларга таъсир киладиган ташци кучлар бош 

векторларининг х ва у укларидаги проекциялари; т  — текис 
фигуранинг массаси; /, — фигуранинг С нуктасидан утувчи 
ва раем текислигига тик булган £ Укига (симметрия уки) 
нисбатан инерция моменти; ы — фигурзнлнг | уки атрофида 
айланишидаги бурчакли тезлиги; М ^  — фигурага таъсир 
Килаётган ташки кучларнинг бош моменти.

Текис фигуранинг а̂ракат цонунларини аниклаш учун 
(105. 1) ва (105. 3) тенглама системасини биргаликда ечиш 
лозим. Тенгламаларни ечиш вактида, албатта, бошлангич 
шартлардан фойдаланиш керак. Бошлангич шартда t =  0
булганда хео, усо, ф0 ва хс0, усо, ф, катталнклар берилган 
булади. Бу бошлангич шэртларни эътнбэрга олиб, (105.1)— 
(105. 3) тенгламалар системаси ечилганда (\ар бир диффе
ренциал тенглама икки марта интегралланади) текнс фигу
ранинг а̂ракат конунлари

хе — f , (t)\ (105 4)
yc= f i( t ); (105.5)

ф =/s(0- (105.6)

куринишларда аникланади. Куриниб турнбдики, бунда 
хс, ус массалар марказини илгариланма, ф эса фи-
гурэнпнг I  укига нисбатан айланма .уфакатини ифода- 
лайди.

Агар текнс параллел харакатдаги жиемга берилган 
ташки кучлардан булак яна номаълум булган богла
нишлар реакцияси таъсир килган булса, бу реакция 
кучлари ( i 05.1) — (105.3) тенгликларнинг унг томонида 
Кушилзди. Натижада номаълумлар сони тенгламалар 
соннда купрсц булади. Номаълумлар ва тенгламалар 
сонини тенглаштириш учун богланишларни ифодалай- 
диган тенгламалар тузилади. Бу богланишлар тенгла
малари билан (105.1) — (105.3) тенгламалар биргаликда 
ечнлади.

Агар текис фигуранинг массалар маркази харакати
нинг траектория тенгламаси берилган булса, бу *олда 
?уаракатнинг дифференциал тенгламаларнни табиий
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координаталар системасида ифодалаш кулай булади ва 
Куйидаги куринишда ёзилади:

dv, - *  -±(е) 
r n - t . - F ,

еки
d* S -+«)ГП --- = 1  I  ,
dl*

°* “ в  7г(°  т  —  t r  =  F .
Р

d ш

л
—  Af(*)

(105.7) 

(105. 8)

(105. 9)

и»Бунда s — массалар марказининг ёйли координатаси; F x t
• (о бош векторнннг тангенциал ва нормал ташкил этув-

0 — урин-чилари; р — траекториянинг эгрилик радиуси; т0, п 
ма ва нормал бирлик векторлар.

106- §. Сферик харакатдаги катти^ жиемнинг кузгалмас 
нукта ва координата укларига нисбатан кинетик моменти

ни аниклаш

Маълумки, жиемнинг кинетик моментини аниклаш учун 
фикран бу жисм mv массали булакчаларга ажратнлади (280- 
расм) ва жиемнинг О нуктага нисбатан кинети.с моменти

/С0 =  1  К X» — I

(106 I)
формула оркали аник
ланади.

Жисм нукталари 
чизикли тезлигининг 
формуласини, яъни

uv =  ы х  7  (106.2)

ифодани (106. 1) га 
КУямиз:
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—  N —  —
До =  22 ry х  т у(<а X r v). (106.3)

V —  I

Охирги формуланинг шаклини узгартирамиз. Бунинг учун 

гч X (mvo)x7v) =  ы • (7̂  • тД .)  — mv г„-(г„ч») (106.4) 

тенглик ни и̂собга оламиз ва rv, м векторларини

= x v/ +«/v/ +  rv fe (106.5)

<0=0)x l  +0)1(/ +  (Dj Л (106.6)
куринишда ёзилиши мумкинлигини эътиборга олиб, (83. 10) 
ва (83. 11) формулаларга мувофиц, ушбу тенгликларни о̂- 
сил циламиз:

V ' V  r v = = m vr_ v  (106.7)

rv. ш =  (0Д дгх, +  %  yv +  0)z zv. (106. 8) 

Охирги икки тенглик *исобга олинса, (106.4) ни

r v х  (ш X mv rv) =  о mvr l  — mvr v(a>,xv +  yv+  ш* zv)
(106. 9)

куринишда ифодалаш мумкин. Бу \олда (106. 3) ^уйидаги- 
ча ифодаланади:
— — N N —
К о  =  <»• 2  ( * 5  +  */v +  r v ) —  —  m v r v K  X v +  %  i/v  +

V  *=|1 V 1

•f O), Zv), (106. 10)

бунда
r l = x l  +  y l + f v. (106.11)

(106. 10) ифода сферик харакатдаги жисмнинг у̂згалмас 0 
нуктага нисбатан кинетик моментини аниклаш формуласи- 
дир. Агар К 0 нинг х, у, г  уклардаги проекцняларини ёзсак,

■= V  Шу (дг* +  y l +  ẑ ) —  V  mv *v (<ох * v +  i»uyv +
V V

+  0), zv) (106.12)
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К оу =  а)у V  mv (х* 4- //; +  г ;)  — V  mv yv (<ох xv +  шу i/v +
V  V

+ w , g  (Ю б.13)

/сог =  <», 2  «v  (* i +  у\ +  4 )  — 2  mv К  * v +  %  tfv +
V  V

+  o>,zv) (106.14)

формулалар хосил булади. Бу тенгламалэрни соддалашги- 
риб, масалан, К ох учун цуйидагини ёзамиз:

*  «  =(0х 2 mv ( !*  +*?) -  %  S  mv Ч  Уу— 2 mv *v (106. 15)
V V V

Бу тенгламанинг унг томоиида

2  т Ж  +  А) = ^
2  т *хуУч =  i xy
V  m v * v г%. =  / в

(106. 16)

эканлигини назарда тутсак, К 01 формуласи куйидаги ш а к л н и  

олади:
К  =ш / — ш / — о / (106.17)ox X X у ^ху г  хг  4 * '

Айнан /Сох нинг формуласини чицарганда кулланган 
амаллардан фойдаланнб, К оу, К ог каттаЛиклар учун куйида
ги формулаларни чикарамиз:

К .и = ^ 1 , - ^ 1 , и- т 1 1х - (106.18)

< 1 0 6 1 9 >

Бунда I х, 1 у, 1х — х, у, г укларига нисбатан жиемнинг 
инерцня моменти; I ху, 1хг, I  жиемнинг ху, хг, уг уклари
га нисбатан марказдан кочма инерцня моментларидир.

Координата уклари килиб бош инерция уклари кабул 
Килинган холда инерция укларига нисбатан марказдан коч
ма инерция моментлари нолга тенг, яъни 1ху =  1хг — 1уг =  0 
^  К ох, К оу, К ог формулалари (106.17)— (106. 19) куйида- 
гича
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ёзилади. (106.20) кузгалмас О нукта бош инерция у^ари- 
нинг маркази б$лган учун жисм кинетик моментининг 
укларга нисбатан кийматини и̂соблаш учун кУллани* 
лад и.

107- §. Каттик жисм сферик харакатининг дифференциал 
тенгламалари

Каттик жисм 0 
Кузгалмас нукта атро
фида сферик х,аракат 
килаётган жисм (281- 
расм) харакатининг 
дифференциал тенгла- 
маларини аниклайлик.
0 нуктани марказ ки
либ, OXYZ кузгалмас 
ва 0£ Ль кузгалув
чан коорднната систе- 
маларнни утказамиз, 
жиемнинг ь, Л, I  УК* 
ларига i„  /„ kt бирлик 
векторларини а̂м ут- 
казайлик. Жиемнинг 
Кузгалувчан укларга 

281-раем. нисбатан харакатининг
дифференциал тенгла- 

маларини ёзамиз. Каттик жиемнинг кузгалмас 0 нуктага 
нисбатан кинетик моментининг узгариши (£0.6) (формулага 
uyEC(j ик куйидагича булади:

(107.1)ш '
Олдинги параграфдан маълумки,



Жисмнинг К,> кинетик моментини |ф*алувчан Уцлардаги К п 
Кг, К , проекциялари орцали ифодалайлик:

K t =  K^ i +  /' 1 +K^kv (107. 3)

Бунда К е /Сп, Кг ва i, j, k катталикларнинг *ар бири
dKвактга богли̂  булганлигини эътиборга олганимизда — - му-

раккаб функциядан олинадиган х,осила булиб к;олади, яъни 
бу о̂сила

« .  " t  Т  1 К *7‘ J. “S 5Г‘‘ + 1 Г  л *■ + *■. —  +
Л" I ь'  ̂ 1̂

+  * s —  +  * = 1 Г
куринишдаги ифодага тенг булади. 

Пуассон формулаларига мувофи̂

(107. 4)

■7 - = “ х ' 1 ; 4 - = * х / ; х  (107. 5)at dt dt j
эканлигини назарда тутиб, (107. 4) тенгламанинг унг томо- 
нидагп охирги учта а̂дларининг йигиндисини куйидаги ку
ринишда ёзамиз:

*<Чг + к" Чг + *« i f  -  *•("*~л + *»<“ *'■>+
- « r x W j f + K j r + t f j J i  -

О) X /Се =
1 /i 

cos шч w’t 

* ;

=  (шч О). — сo; AT4) i\ +  (0); /св — +  (ш{/еч —

— /сб л! (107.6)

Агар (107. 6) ни (107. 4) тенгламага ^йсак,

— (®ц̂ С ~  *1 +  (“ t^{ — ы{^;) 7i +  (ŵ 4 ~
4ft, — dkn -*■ dk, -*■

~ +  - J -  * +  /1 +  ki  (107. 7)

« ’  429



ёки /,. kx ортали ,\адлар бирлаштирилганда,

/Со =  ( — <*); • /с ч ) ) / ,  +  ( +  COj /Cj  —

- 0 ) ^ ) 7 , +  ^  +  (оь/СТ1-А:,а)ч )Л1 (107. 8)

Хосил булади. Знди бу тенглама билан 1̂07 3) таццослан-
са ва I,. /„ kx орталар олдидаги коэффициентлар тенг- 
лаштирилса, бу коэффициентлар жиемга таъсир циладиган
таш̂ и кучларнинг М е) бош векторининг £, г), с у̂ ларидаги 
проекцияларига тенглиги келнб чицади:

i  +  о)чД:; -а ) ;/(ч =  M f ;

dK (О
+  <■>;*»- ‘■Ч*: = Л 1 Ч 

“ г г  +  — =  м<;°

(107. 9)

л
Жиемнинг кузгалмас 0 иуцтасидан утадиган цузгалув- 

чан у̂ ларни бош инерция ухлари деб хисобланса, у холда 
уцларга нисбатан инерция моментларн (106. 20) формулала- 
рига мувофик, хуйидагилар хосил булади:

A'j— coj./j;

* п =й).|Л:
Я с — Т ' с

(107. 10)

Охирги формулаларни (107. 9) цуйиб, ушбу тенгликларни 
Хосил циламиз:

do>t

(107. 11)

(107. 11) га к, у зга л мае ух атрофида сферик харакатда бул
ган хаттих жисм харакатининг дифференциал тенгламалари
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ёки Эйлернинг динамик тенгламаларн деб айтилади. Бу учта 
тенглама учта номаълум узгарувчилар а>Е, а̂ , ш, ва шулар 
билан боглик, булган яна учта номаълумлар. Эйлер бурчак
лари 0, ф, ф. каггаликларни уз ичига олади. Демак, (107.11) 
да олтита номаълум: со&, а>м, со. 6, ф, (р; тенгламалар сонн 
эса (107. 11) ифодада хаммаси учта. Системани ечиш учун 
яна учта тенглама тузиш лозим. Бу янги учта тенглама 
кинематикадан маълум, яъни

Демак, (107. 11) ва (107. 12) ифодада олтита номаълум ва 
бу ерда олтита тенглама тузилган.

Агар жиемнинг кузгалувчан системада бурчакли те!лик 
проекциялари

куринишда булади.
Эйлер бурчаклари маълум булса, жиемнинг кУзралмас 

укларга нисбатан харакат конунларини хам аниклаш учун 
Эйлернинг кинем 1тик тенгламаларидан фойдаланилади. Агар 
ф вектори f, л. £ уклари билан а,, а2 ва а3 бурчак косил 
Килса, бу бурчаклариинг косинуслари Эйлернинг кинематик 
тенгламаларида куйидаги шаклда ёзилади:

108-§ Гироскопик ходисаларнинг тахминий назарияси

Динамик симметрия укига эга булган ва шу Укда 
ётган кУзралмас нукта атрофида анланаётган каттик 
жисм гироскоп (жироскоп) дейилади.

Гидроскопнинг харакати каттик жисм сферик хара- 
катнга мисол булади. Бундай харакатнинг турларини 
кинематика б?лимида ва олдинги икки параграфда 
к^рдик. Энди гироскопиинг харакати вактида динамик

о)£ =  ф sin 8 sin ф-+-G cos ф,
(on =  ф sin 0 со5ф— Озшф, (107.12)

ш. =  ф cos 0 - f

ш = А (0; % = МО; = МО (107.13)
конунлар шаклида аниклаиса, харакат конунлари

е =/*(/): Ф = / ,(0; ф = / ,(0  (107. 14)

(107. 15)
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масалалар цандай ?̂ ал этилишн билан танишиб чица- 
миз. Агар гироскопнинг симметрик 0£ уци жиемнинг 
массалар марказидан утувчи ук) вертикал .\олатида 
булса (282- раем), у ^олда 0£ укига нисбатан гнроскоп- 
нинг кинетик моменти (106.20) формулага мувофнк

К ъ = 0 ; К ц =  0; /С; =  /;аГ, (108. I)

формулалар оркали аникланади, чунки гироскоп факат 
Об Уки атрофида айланганлиги учун ш бурчакли тез- 
ликнинг проекциялари

о)& =  0; =  0; о), =  о, (108. 2)

бУлиб колади.
Бу *олда гироскопнинг 0 кузгалмас нуктага нисба

тан кинетик моменти (107.3) га мувофик (108.1) ва
(108.2) ифода эътиборга олинганда, куйидагича аник
ланади:

/С, =  /Сс =  /с^ . (108.3)

(108.3) факат 0£ уки вертикал булган ^олда кучга 
эга. Чунки бу *олда: 1) гироскопнинг симметрия Уки 
билан оний айланиш Уки устма-уст тушади; 2) симмет
рия Уки билан К 0 вектори устма-уст тушади ва бир 
томонга йуналган; 3) гироскопнинг айланиш Уки сим
метрия укининг узгинасидир. Бу ^олда 0£ симметрия 
Уки кУзгалмас булади, лекин бу *ол кУп вактларда уч- 
рамайди.

Амалда гироскопнинг ОС симметрия уки огишган 
^олда купрок учрайди (283-раем). Бундай огишган
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^олдагн гироскоп симметрия 0£ уки атрофида о, ва 
OZ кузгалмас вертикал ук атрофида o)2 бурчакли тезлик 
билан айланади. Гироскопнинг м абсолют бурчакли тез- 
лиги о)| ва (|)2 векторларидан тузилган параллелограмм- 
нинг диагоналига тенг булади, яъни

о» =(1^4- (108 4)
Энди Ко (108.3) формуладан ани^ланмайдц, балки
(107.3) оркали топилади.

Масаланинг ечимини осонлаштирнш учун цуйидаги 
муло^азани асос килиб кабул килинади: гироскопнинг 
симметрия укига нисбатан o>i бурчакли тезлиги гирос
копнинг 0£ симметрия уцининг OZ вертикал УКК3 нис
батан 0)2 бурчакли тезлигидан анча катта деб, ш2 ни
(108.4) формуладан топилади ва o)«d)i деб ^исоблана- 

ди. Мана шу муло^азага асосланган назарня гирос
копнинг тахминий назарияси дейилади. Бу назарияга 
мувофик

(о=о),, (108.5)

7с0 =  / оГ (108.6)

деб кабул килинади ёки бошкача айтганда, гироскоп
нинг кузгалмас О нуктага нисбатан кинетик моменти 
гироскопнинг симметрия укига нисбатан инерция мо- 
ментнга тенг: гироскопнинг абсолют бурчакли тезлиги 
симметрия уки атрофида айланишидаги бурчакли тез- 
лигнга тенг деб кабул килинади.

Агар гироскопнинг >;аракати факат битта кузгалмас
О нукта атрофида булса, бунга эркинлик даражаси 
учта ■булган гироскоп дейилади. Агар гироскопнинг 
^аракати битта кузгалмас О нукта ва битта кУ3,:алмас 
УК билан чекланса, эркинлик дара
жаси иккита булган гироскоп дейи- с, 
лади ва шцоят, гироскопнинг а̂ра- 
кати битта кузгалмас О нукта ва 
иккита кузгалмас ук билан чеклан- 
ган булса, эркинлик даражаси битта 
булган гироскоп дейилади (284- 
расм). Расмда эркинлик даражаси 
учта булган (карданли осилма) ги
роскоп С|С2, В ,В 2 ва Л,Л2, укларн ат
рофида айланиши мумкин. Курилган 
мисолда кузгалмас О' иуктаг гирос-
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, копнинг массалар маркази булган С 
нуцта билан устма-уст тушади. Эр- 
киилик даражаси учта булган гирос
коп уч ук атрофида, эркинлик да 
ражаси иккита булган гироскоп икки 
УК атрофида айланади. Эркинлик да
ражаси битта булса, битта ук атро 
фнда айланади.

Энди огишган ^олатдаги гирос
копнинг ^аракатини батафсилрок 

куриб чицайлик (285-раем). Бу гироскопнинг узига Р 
огирлик кучи таъсир этиб, унинг С массалар маркази- 
ни пастга туширмокчи булади, яъни Р кучи

>> ■

285- раем

=  а х  Р (108. 7)

оркали аникланадиган куч моментини у>сил килади. Бу мо
мент таъсирида гироскоп 0 нукта атрофида айланиб. гори
зонтал .̂ олатга келиши лозим булади.. Бирок, ^акикатда ги
роскоп «тушмайди», яъни айланиб тургаида горизонтал о̂-
латга келмайди. Демак, гироскоп айланиб турганнда а х  Р 
моментни мувозанатлаштирувчи момент \оснл килади. Муво- 
занатлаштирувчи момент гироскоп кинетик момент ининг 
узгариши натижасида х,осил булади.

^акицатан .\ам, кинетик моментнинг узгариши ^акидаги 
теоремага мувофик

d К  г.<«> 
—  ~  м-

еки

■ Ё*| = 0  
d l )

(108. 8) 

(108.9)

тенгламаларнИ ёзиш мумкин. Бунда dK
dt

гироскопнинг ки

нетик моментининг узгариши натижасида о̂сил буладиган 
моментдир. Бу момент Afr<p гироскопик момент дейилади:

М =  —  —  • 
г«р dt

Охирги икки тенгламадан

(108.10) 

(108. 11)
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тенглик уэсил булади.
Тенгликдан гироскопнннг а̂ракатн вак- 

тида камма вак,т гироскопни огдирувчи 
моментга модули тенг ва теекарн йуналган 
гироскопик момент хосил булади, деган 
хулосага келамиз (286- раем). Расмдан ку- 
ринаднки, огдирувчи Мог момент О нук- 
тадан кузатуичига цараб йуналган булса, 
гироскопик момент теекарн томонга — О 
нуктадан утиб, раем текислигига тик кирнб 
кетган. Бу иккала моментнннг геометрик 
йигиндиси (108.9) тенгламага мувофиц, 
з̂ амма вакт нолга тенг булганлиги учун гироскоп динамик 
мувозанат ууштига эга булади. Пуассон формуласига муво- 
фик, (108. 6) хисобга олинса,

286- раем.

(108. 12)

деб ёзиш мумкин. Агар (108. 7) ва (108. 12) модулларини 
тенглаштирсак,

/ 01,0 а sin (ю,, со,) =  ар sin (а, Р) (108.13)

х,осил булади. 286- расмдан куринадики, со, билан со, ора
сидаги бурчак а ва Р орасидаги бурчакка тенг. Бу тенг
ликдан

sin(colt со,)= sin (о, Р)

эканлигини и̂собга олиб, (108. 13) тенгламадан
dPсо, =
/о», (108. 14)

формулани косил киламиз. (108.14) гироскопнинг тах- 
миний назариясидан келиб чиккан хулосадир. Бу ердан 
куринадики, гироскопнинг 0£ симметрия Укининг верти
кал Z  Уки атрофида айланишидаги coi бурчакли тезлиги 
гироскопнинг Уз уки атрофида айланишидаги бурчакли 
со2 тезлигига тескари пропорционал, яъни coi ортса, со? 
камаяди.

Бундай пропорционаллик хакикатан кам тажрибадаги 
натижаларни тасдиклайди, яъни гироскоп канча тез айлан
са, унинг Z  уки атрофидаги прецессион х,аракатн шунча ка-
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маяди. Демак, гироскопда о, ортиши билан прецессион у>а- 
ракат секинлашади. Гироскоп айланганда \осил буладиган 
гироскопик момент гироскопнинг О £ симметрия укининг вер 
тикал 0 Z  у^ига параллел булишга мажбур килади, яъни

OS уки 0 Z  укига якинлашади. Агар = 0  булса, гирос 
копнинг кинетик моментннинг вектори

К  =  /(о, =  const

булади. Бу доимийлик курсатадики, гироскоп *аракати 
вактида унинг айланиш Уки фазодаги йуналишини уз- 
гартирмайди. Агар гироскопнинг Уки осмондаги бирон 
бир юлдузга йуналган булса, бу йуналиш /ш = const 
булган колда Узгармайди. Бундан фойдаланиб гнроско 
пик компас ясайдилар. Бу компас магнит ёки гравнта- 
цион майдонлар булмаганда кам ишлайди, магнитли 
компас эса магнит майдон булмаганда ишламай 
ди.

Фуко гироскопдан фойдаланиб (284-расмга каРанг). 
Ернинг уз уки атрофида айланишини биринчилардан бу
либ исботлади. Фуко гироскопни доимнй со билан ан- 
лантирди ва (ишкаланиш кучлари Фуко тажрибасида 
ни^оятда кичик булган) тажриба вактида гироскоп
нинг айланиш Укининг йуналиши Ер сиртидаги бирон 
бир жиемга нисбатан Узгармаслиги керак эди (агар Ер 
уз уки атрофида айланмаса эди). Тажрибадан курдики, 
гироскоп айланиш укининг Ер сиртидаги жиемга ни 
батан йуналиши Узгаради. Демак, Ер Уз Уки атрофида 
айланади деган хулосага келди.

Гироскопик моментнинг о̂сил булиши гироскопик 
эффект дейилади. Бу эффектдан фойдаланиб битта 
рельеда юрадиган поезд ёки вагонни ясаш мумкин 
Агар вагон ичида массив гироскоп доимий бурчакли 
тезлик билан айлантириб турилса, вагон масалан, чаи 
томонга огганда гироскопик момент Унг томонга йунал 
ган булади ва вагонни вертикал з̂ олатга келишга 
мажбур килади ва 1аксинча, огдирувчи момент Унг то
монга йуналган булса, гироскопик момент чап томонга 
йуналади ва яна вагонни вертикал ^олатга к е л и ш га  
мажбур килади. Бу жараён автоматик равишда амалгл 
оширилади. чунки вагон огганда гироскопнинг бУйлан 
ма Укига ташки куч таъсир килади. Бу ташки куч эса 
гироскопик моментни автоматик равишда *осил килади, 
чунки ташки куч таъсирида гироскопнинг кинетик мо-
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менги вектори К„ узгаради. Бу узгариш эса (108. 12) га 
у̂вофин, Мпр \оеил килади.

Гироскопик моментнинг пайдо булиши вагоннинг ёки 
гироскоп билан боглик булган бошка жисмлар харака- 
тининг тургунрок (стабилрок) булишига ёрдам беради. 
Шунинг учун отиладиган Ук ёки снарядлар ствол ичида 
винтснмон йулни утади. Снаряд ёки Ук ствол ичида тез 
айланади ва бу айланишини фазодаги харакати вактида 
хам давом эттиради ва шу билан бирга маълум траек
тория буйлаб каракат килади. Ук ва снаряд буйлама 
Уклари атрофида айланганлиги учун Уклар фазодаги 
каракат йуналишини Узгартир^асликка интилади ва 
шунинг учун ук ва снаряд харакати траекторняси тур- 
гунрок булади. Гироскопик кУРилмалаР одамсиз пар- 
воз киладиган баллистик ракеталарда, кемаларда, тор- 
педаларда, самолётларда ва бомбалаштирувчи систе
маларда кУлланилади.

109-§. Эркин каттик жисм харакатинииг 
дифференциал тенгламалари

Эркин каттик жнем х.аракати .\амма за^т жисм билан 
бирга кутбнинг илгариланма ва кутб атрофида жисм
нинг сферик хаРакатларининг йигиндисига тенглигини 
57-§ да курган эдик (287-раем). Энди жисм кутби мас
салар маркази булган С нуктада жойлашган деб хисоб- 
лайлик ва ана шундай эркин жисм харакатинииг диф-

287- раем.
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ференциал тенгламаларнни аниклайлнк. Каттик жисм
I колатдан ц .^олатга утганда унинг массалар маркази 
С0 нуктадан С нуктага утсин. Бу .̂ аракат илгариланма 
Каракат булади. Жиемнинг иккинчи хил ^аракати С 
нукта атрофидагн сферик ^аракат ^исобланади. Шун
дай килиб, эркин каттиК жисм ^аракатини кискача 
Килиб С нуктанинг илгариланма ва жиемнинг С нук
та атрофидагн сферик .\аракати, яъни икки хил ^аракат- 
нинг ингнндиендан иборат деб каРаш мумкин. Бу икки 
хил— илгариланма ва сферик ^аракатларда булган 
жиемнинг дифференциал тенгламаларнни (101.11) ва
(107.11) шаклнда нфодалаган эдик:

т ^ -  =  F u' ; т — F  (,); т =  Fi ‘) (109 . 1) 
dt х dt ч dt 1

V a r  +  - , • *

“Л (|09- 2)

/ ----- — (О. СО ( / --1 — Mr .» dl w - l '  1 i '  i

Бу тенгламалардагн *арфнй белгилашлар худди 
101-§ ва 107-§ да кабул килинган шартли белгилаш- 
ларни нфодалайди. Бу тенгламалар олтита булиб, олти- 
та тенгламаларга эркин каттик жисм харакатининг 
дифференциал тенгламалари деб аталади. Тенгламалар- 
нинг *ар биттаси чизикли иккинчи тартибли дифферен
циал тенгламалардир.

Бу тенгламаларнинг а̂р бирини интеграллаганда икки
та интеграллаш доимийси, жами С,, С2...........CJ2, яъни ун
иккита интеграллаш доимийси хосил булади.

С,, Сг, . . . , С|2 доимийлик бошлангич шартлардан 
аникланади. Бошлангич шартлар

t =  0, ф =  ср0; ф =  ф#; 0 =  Р0; ф =  ф»; ф =  ф0; 0 =  00 

X =  Л* у =  у0\ г  =  2,,; А- =  а0; у =- у0; г =  г0 (109. 3)
г---
куринишида берилган булиши лозим. Бошлангич шартлар
дан фойдаланиб, (109. Г) ва (109. 2) ифодада курсатилган 
жами олтита тенглама системаси ечилганда олтита номаъ- 
лум хс, Ус, гс< Ф* 9 катталик аникланади.
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хс = /iCO: уе = /4(0; гс = /3(0; ф = /ч(0; 
Ч > = Д О ;  о  -  / 6( 0 - (109.4)

(109.4) эркин каттиц жиемнинг ^аракат конунлари- 
дир. Куриниб турибдики, ^аракат конУнлари олтита 
тенгламадан иборат. Демак, эркин каттик жиемнинг 
эркинлик даражаси олтигатенг деган хулосага келамиз. 
Бирок тенгламаларни, айникса, (109.2) билан белгилан- 
ган Эйлернинг динамик тенгламаларини интеграллаш 
а̂мма вакт а̂м осонгина ечиладиган масала эмас. Бу 

; охирги уч тенгламанинг ечими Эйлер, Лагранж, С. В. Ко
валевская ишларида анча батафеил баён этилган.

. Энди куйидаги икки .\олни к^риб чикамиз:
1) Жисм илгариланма харакатда булса, унинг сфе-

■ рик харакати булмайди. Демак, жиемнинг симметрия 
марказига нисбатан Кс кинетик моменти

;* (109.5) нфодадан массалар маркази кинетик момен- 
>■ тининг узгариши .^акидаги теоремами ифодалайднган

(102.1) формулага мувофик

• тенглама *осил булади. Бундан: каттик жисм илгари
ланма харакат килиши учун жиемнинг массалар мар
казига нисбатан кинетик моменти бошлангич вактда 
нолга тенг (Кс^О) ва массалар марказига нисбатан 
ташки кучларнинг бош моменти а̂м нолга тенг булиши 
шарт деган хулоса чикади. Табиийки, илгариланма 
^аракатланаётган жисм учун факатгина (109.1) тенг
лама Уринлидир.

2) Каттик жисм факат сферик ^аракат килса, масса
лар марказининг тезлиги гс= 0  булиб колади. Бу

* Эфлда ташки кучларнинг бош вектори бош моментни 
*осил килади. Бош момент таъсирида жисм факатгина 
сферик ^аракатланади. Табиийки, жисм факат сферик 
харакатда булганида (109.2) тенглама уринлн булиб 
Колади ва жиемнинг массалар маркази кузгалмас бу
лади.

Шундай килиб, эркин каттик жисм ^аракатининг 
Дифференциал тенгламаларн олтита булиб, бу тенгла- 
малардан учтаси жиемнинг массалар маркази илга- 
рилаима *аракатини, колган учтаси эса жиемнинг мас-

Кс =  const =  0. (109.5)
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F
салар маркази атрофидаги 
сферик каракатини нфодалай- 
ди.

288- раем.

87-мисол (35.4). Автомаши- 
нанннг эргашувчч гилднраги го- 
ризонтал йулда F  кучи таъси- 
ри остида сирпанади (288-расм). 
F  — bfP ва сирпаниш ишкала- 
ниш коэффициентини / деб олиб,

гилдиракнинг С массалар маркази уфакат цонунини аник* 
ланг. Харакат бошида гилдирак тинч .\олда деб и̂собланг. 
Р ни гилдиракнинг огирлиги деб олинг.

Ечиш. Гилдирак а̂ракати F  ва F  кучининг таъсири 
остида ва гилдирак факат X  уки буйлаб \аракатда булади. 
Бу а̂ракат илгариланма каракатдир ва (101.11) тенглама
га мувофик.

дифференциал тенглама куринишида ифодаланади. Расмдан 
куринадики, F  ва F  кучининг X  укидаги проекциялари- 
нинг ЙИРИНДИСН

формуладан аникланади. Бунда F cx — F ,f> , яъни бош век 
торга тенг булади. Сирпаниш ишкаланиш кучи

куринишда ёзилганлигини ва (2) ни .\исобга олганимизда 
(1) тенглама

СХ (D

(2)

F HU1K -  fP  -  fmg (3)

m ——  =  5/mg — fmg — 4 [mg
di

куринишни олади ёки

бундан
vu  =  J  4 fgdt =  4 fgt +  C, (4)

Косил булади. (4) тенгламага агар

vex =  f Vgdt =  4fgt +  C,; Vfi =  —
J (XL

(5)
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ифодани цуйсак ва интегралласак
x =  2fgl* +  C1t +  Ct 

з̂ осил булади. Бошлангич шартга кура
(6)

(7)

эканлигини назарда тутганимизда (4) ва (6) тенгламадан 
С, =  0; С, =  0 эканлигига ишонч хрснл цнламиз. Демак, 
гилдиракнинг массалар марказининг харакат цонуни

лаб а̂ракат киладиган Р огирликдаги гилдирак кия текис
лик сиртидан пастга караб сирпаниб тушмоцда. I l ly  гилди- 
ракка таъсир киладиган ташки кучларнинг бош векторннн 
аникланг.

Жавоб. Ташки кучларнинг бош вектори X  укига 
параллел ва харакат йуналиши буйлаб йуналган, бош 
векторнннг модули Pa/gга тенг.

89-мисол (37.7). Тез айланаётган катта маховиклар- 
ни тормозлаш учун электр тормозидан фойдаланилади. 
Электр тормози ички диаметр буйлаб жойлашган ва 
доимий ток билан таъминланадиган чулгамлардан ту- 
зилган. Маховик айланганда чулгамлар хосил килган 
магнит майдони кутбларнн кесиб утади иа шу махо
вик массаси буйлаб индукцион электр токи хосил бу
лади. Бу индукцион электр токи (уюрмали токлар) 
M ^ k v  тормозловчи моментни о̂сил килади (v—ма
ховик гардишидаги нукталар тезлиги; k — магнит оки- 
ми ва маховик Улчамларига боглик булган пропорци- 
оналлик коэффициенти). Маховик айланганда подшип- 
ннкларда ишкаланиш натижасида хосил буладиган М2 
моментини доимий деб хисоблаш мумкин. Агар махо- 
викнинг диаметрн D, симметрия укига нисбатан инер
ция моменти I  булса, «о бошлангич бурчакли тезлик 
билан айланаётган маховик канча вактдан кейин т$х- 
таб колади?

Е ч и ш .  Маховик айланишини ифодалайдиган диф
ференциал тенглама (102.9) к?ринишида ёзилади:

(О

441



d(o

ва интеграллаймиз:

kD—  ш + Л1,
dco — — dt

ёки

—  In (—  о) +  М») =  — f-f C,.
kD \ 2 j

T
Масаланинг шартига мувофиц

M(#) =  -  (М, +  Мг) =  -  (kv +  М,). (2)

Кейингн тенгламани хисобга олганимизда, (1) куйидаги 
шаклни олади:

/ = - ( k v  +  M J. (3)
at

(3) маховик харакатинииг дифференциал тенглама- 
сидир. Кейинги вазифамиз (3) тенгламани интеграл- 
лашдан иборат. Маълумки,

v =  —  (4)

формула билан аникланади. Агар (4) ни (3) тенгламага куй- 
сак,

( - Г “  +  м - )
з̂ осил булади. Бу тенгламанинг узгарувчиларини ажратамиз:

Бошлангич шарт га мувофиц
t  =  0 ; со =  ш0 

эканлигини хиссбгэ олганимизда, (5) тенгламадан

21 . ! kD
С' “  D*“ 1п( ' Т “ “ + ' ' , ’))

(5)

(6) 

(7)

келиб чицишн курнниб турибди. Шунинг учун (5) тенгла
ма ни
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k D
еки

21
kD

In

kD . . .—  сo +  M,

kD -ы0-+- М2

куринишда ёзамиз. Бу тенгламанинг иккала томонини (—1)га
купайтирамнз ва маховик тухгаб колганида ю =  0 булншини
з̂ исобга оламиз. Бу з̂ олда (t = Т  деб олсак)

т  21 . kD \Т  = ---- In 1 Н-----------о)0
kD \ 2Л1 д 0)

формулани з̂ осил киламиз. Бу маховик тухтагунча кет- 
ган вактни з̂ исоблаш формуласи.

90-мисол (37.8) М доимий момент таъсирида тинч 
*олатдаги каттик жисм айланма з̂ аракатга келтирила- 
дп. Жисм айланганда Л^ягаш2, яъни жисмнинг айла- 
нишдаги бурчакли тезлигининг квадратига пропорцио- 
нал булган каршилик момент з̂ осил булади. Жисмнинг 
айланиш укига ннсбатан инерция моментини 7 деб ка
бул килиб жисм айланишидаги бурчакли тезлигининг 

з̂гариш конунини аникланг.

■  е ~  1 бунда р =* —  У  а ■ М.Жавоб: ( о = 1 /  J_L
* а +  i

--------------- ■
\

91-мисол. (39.2). Огирлик кучи таъсири остида диск 
вертикал текислик 
буйлаб пастга туш- 

ь мокда. Дискка ы0 бош-
> лангич бурчакли тез- 
: лик берилган ва диск

нннг С огирлик мар- 
казн t>0 бошлангич го- 

| ризонтал тезликка эга 
Деб дискнинг а̂ракат 
•Конунлари аниклансин 
(28У- раем). К,аршилик 

! кучлари хисобга ол- 
инмасин ва А ', Y ук- 
лари расмда тасвир- 
лангандек кабул ки' 
линсин.
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Ечиш . Дискни текис параллел харакат килади деб и̂- 
соблаймиз. Фараз цилайлик, диск I I  о̂латга утсин. Диск
нинг бу х&лати у Ч у Н (Ю5.1) — (105.3) тенгламани ёзамиз:

т ^ Г = П е)' (О 

(2)

-АЦ*>. (3)

Олдинги икки тенглама дискнинг массалар маркази 
илгариланма ^аракатини, учинчи тенглама С нукта ат
рофида дискнинг айланма харакатини ифодалайдиган 
дифференциал тенгламадир.

Дискнинг ^аракат конунини аниклаш учун (1)— (3) 
тенгламаларнинг ечимини топиш лозим ёки боищача 
айтганда, (1)— (3) тенгламаларни интеграллаш керак. 
Масала шартига кура дискка факат Р  огирлик кучи 
таъсир к»лади.

Расмдан
Я / ’-О  (4)
F  <‘> =  Р (5)

Z  уки дискнинг С марказидан утади ва раем текис
лигига тик йуналган *амда Р огирлик кучи хам С нук
тага куйилганлиги учун

М</>=0 (6)

булиши куриниб турибди.
Агар (4) — (6) ифодаларнн (1) — (3) тенгламаларга 

Куйсак:
dvcx =  0; (7)

т  =  mg\ (8)

do> =  0 (9)
тенгламалар системасини хосил киламиз.

Системадаги биринчи тенгламани икки марта интег- 
ралласак,

» „ = С ,  (10)
дс=С1/ +  Сг  (11)
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Иккинчи тенгламани икки марта интегралласак,
осу = g t + С, (12)

у =  - f -  +  Сэ' +  (13)

учинчи тенгламани интеграл.тасак
ш = С 5; Ф =С ,/Ч -С в (14)

ифодани \осил циламиз. Бу (10) — (14) ифодалардаги С„ 
Ct . . .  Св интеграллаш доимийлари бошлангич шартдан 
фойдаланнб аникланади.

Масаланинг шартига асосан, бошлангич шартлар КУГ|И* 
даги куринишда

t =  0; х =  х0 =  0; у =  у0 =  0; ш =  « 0; (15)

х = х 0 = 0 ; у =■■ у0 =  0; ф =  ф0 =  0

ёзилишини эътиборга олганимизда, (10) — (14) тенгламалар- 
дан

Ci =  v0\ Ct = 0 ; С, =  0; СА =  0; С, =  (о0; С, =  0 (16
Хосил цилинадики, бу кийматларни яна (10) — (14) га куйиб 
дискнинг хаРакат К°нунлари куйидаги куринишда ифо
даланади:

* = v 0 io< У =  <Р = Ь)0■*. (17)

92-мисол. (39.3). 91-масаланинг шартидан фойдаланнб, 
дискнинг С огирлик марказидан утувчн ва дискнинг хзракат 
йуналишини курсатувчи горизонтал укка тик булган каР-
шилик моменти ф бурчакли тезликнинг биринчи даражасига 
тугри пропорционал ва пропорционаллик коэффициенти {i 
булган хол учун дискнинг харакат конунлари аник;лансин. 
Дискнинг симметрия укига нисбатан инерция моменти /с 
деб олинсин.

Жавоб: Xe =v„t, yQ =  -у -; ф =  1—е 'с ).

Курсатма. Бу ерда хам олдинги масаладаги (1)—(3) 
тенглама кулланилди ва (3) тенглама I c—j— = —рш шакл-ш
да ёзилади.
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290- раем.

93- мисол. (40.3). Айланадиган и̂смларииииг огирлиги 
6 т., ннерция радиуси р =  0,7 м булган кеманинг буйлама

лик билан айланади. Агар кема вертикал ук атрофида цир- 
куляцион харакат килиб, хаР бир секундда 10° га айланса 
ва турбинани тутувчи подшипниклар орасидаги масофа 
L  =  2,7 м булса, подшипиикларга бериладнган гироскопик 
босим аниклансин (290- раем).

Ечиш. Масаланинг шартига мувофиц, кема уз уки X  
агрофида о), бурчакли тезлик билан, вертикал Z  ук,и 
атрофида сог бурчакли тезлик билан айланади. Бу бурчакли 
тезликларнинг модуллари*}

эканлиги равшандир. Кема айланадиган цисмларининг X  
укига нисбатан инерция моменти куйидагига тенг булади.

Кема Z  уки атрофида айланганида гироскопик момент:
/ о), Х(1)2, йуналиши X  ва Z  укка тик б л̂иб Y уки томон 
йуналади. Гироскопик момент кеманинг Z  уки атрофида 
айланишига каршилик курсатади ва кеманинг буйлама уки" 
ни X  укига якинлаштиришга интилади Х,амма вакт гирос
копик момент огдирувчи моментга тенг булганда кема ди
намик мувозанат холатида булади ва бу мувозанат холати
(108.9) тенгламага мувофик

аЙ1
укига параллел булган гурбинасининг вали 1500 —  тез-

МИМ

ш, =  2л п =  50 n c jj
t Дф ю  л  я  г > .

t д; t 180 18

t  (1) 
Г  [(2)

/ =  т  р- =  —  р* =  120 Т  С* М. (3)я
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шаклда ифодаланади Бу ерда масаланинг шартига асосан

куринишда ёзилзди. Гироскопик моментнинг модули куйи
даги формуладан \исобланилади:

Ц^гир'* /«,<*»* sin 90° =  / О), О),. (6)
Гироскопни ордирувчи (айлантирувчи) момент таъсирида 

кема турбинасининг валини саклаб турувчи подшипникларига 
Лг, = — N’t =  N босим кучлари таъсир килади, яъни 

j оглирувчи момент модули Д'а жуфт кучлар моменти- 
[ нинг абсолют кийматига тенг:

M „ =  N -l. (7)

(6) ва (7) ни (4( тенгламага куйганимизда 
/ ы, 0)2 =  N -t

ва
ДГ =  /и)>Ь)а

I
келиб чикади. Нихоят (1) — (3) ва / =  2,7 м эканлиги хи- 
собга олинса, босим кучини аниклаймиз:

120 т • м с*- 50 я ——  с~*
N — ----------- -----------—----- *  3050 кг.2 .7  м

94-мисол (40.2). Диаметри 30 см булган диск шак- 
лидаги пилдирок симметрия уки атрофида 80 с-1 бур- 
чаклн тезлик билан айланади. Диск пилдирокнинг буй- 
лама уки буйлаб жойлаштирилган, узунлиги 20 см бул
ган Укига ма^камланган. Пилдирок ^аракат микдори- 
нннг бош моментини (кинематик моменти) I <о деб хи* 
соблаб, унинг барк.арор прецессиясидаги бурчакли тез
лигини аникланг.

Жавоб: 2,18 с-1.
Курсатма. Масалани ечиш учун (108.14) формуладан 

фойдаланиш мацсадга мувофик.
95- мисол. (38.43). А \алца горизонт билан а бурчак 

Хосил килган ОК кия текислик буйлаб пастга тушганида 
чузилмайдаган ACt В сим аркой билан В  х,алкани горизонт 
билан р бурчак хосил килган N0 кия текислик буйлаб ку-

( 4 >
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291- раем.

таради (291- pacv). 
Сим аркон гориэон 
тал О ук атрюфида 
айланаётган С, блок 
орцали утказилган ва 
сим аркон огирлиги 
хисобга олинмайдн 
Рилдирак ва блок ра- 
диуслари х,амда огир- 
ликлари бир хил бул
ган дисклар деб зркоб- 
лаб, А .\алканинг ОД' 

текнеликда s масофани утган вактдаги v тезлиги аник
лансин. А ва В  з̂ алкалар сирпанишсиз думаланади деб хи- 
соблансин.

Е ч и ш .  Механик система иккита з̂ алка, блок ва сим 
аркондан, жами турт элементдан иборат. Лекин сим 
арконнинг огирлиги хисобга олинмаслигини эътиборга 
олсак, система уч элементдан тузилган.

Система учун кинетик энергиянинг узгариши .цаки- 
даги теореманн ифодалайдиган (94.10) тенгламага му- 
вофик куйидагн ифода ёзилади:

Т<-ТС0= \ А у + \ А * -  (1)
v = l  v - l

Бунда Т со — системанинг бошлангич* х,елатидаги кинетик 
энергия; Т с — кейинги вактдаги системанинг кинетик энер

гияси; V  Л^1, V  Л*.'* — система элементларига'ташки ва
V  V

ички кучлар таъсир этилганда бажарилган иш.
Масаланинг шартига асосан система олдин тинч 

колатда булади, демак,
Т  CD =  0.

Ул</>= 0.

т
У

Система з̂ аракат о̂латида булганида (1) тенглама
Т  =  V  А(с)С V

куринишни олади. Системанинг тулик кинетик энергияси А 
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(2)
(3)

(4)

з̂ алканинг Т л, В з̂ алканннг Т в ва С, блокнинг Т с кнне
тик энергияларининг йигиндисига тенг:

T c = T A +  T B + T Ci' (5)

Кёнига формуласининг (93.7) курннишдаги ифодасидан 
фойдалансак:

pv /(О*
2g
р1л
~2g

(6)

(7)

С, блок илгариланма а̂ракатланмайди ва факат О ук 
атрофида айланади, ш унинг учун

Т с . =
/0>« (8)

формуладан топилади. Учала А, В, С, жисм х,ам бир хил 
радиусли диск булганлиги учун уларнинг I  инерция мо- 
ментлари

j  _  PR  * 

2 в О)

(П)

формуладан аникланади.
Агар v =  и* R богланишни х,исобга олиб, (6) — (10) тенг- 

ликни (5) га куйсак, (10)

Т с =*-- —  
с

формулани з̂ осил киламиз.
Энди ни аниклашда С, блокни массалар мар

кази з̂ аракат килмаганлиги учун бу блокда иш бажармасли- 
гини \исобга оламиз. Бу з̂ олда тулик иш Л з̂ алканинг Ал 
ва В з̂ алканинг Ав бажарган ишларининг йигиндисига тенг 
булиб колади:

2 ]Л« ' )=ЛИ + Л а. (12)

Расмдан
Лд = P - S s in a ,

Л в =  — PS  sin р. 

Охирги икки ифодани (12) га куйиб, 

2 9 -2 8 1 5

(13)

(Н )
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V  Af*> =  PS  (sin a — sin P)

тенгликни косил киламиз.
Ни.^оят, (11) ва (15) тснгламаларни (4) га к?йиб, А хал- 

Ка тезлигининг

v =  2 -у- g S  (sin a — sin р

курннншдаги хисоблаш формуласини чикарамиз.
96-мисол. (38.44). Олдинги 95- масаланинг шартларнга 

асосланиб, .\алцаларнннг кия текисликда думаланиш ншь̂ а- 
ланиш коэффициенти fk ва халцалар раднусини г деб цабул 
Килнб, А з̂ алканинг яна v тезлиги ани̂ лансин.

Жавоб: v =  2 J^ 4-g S[sin a  — sinp---- у  (cosa - f  cosP)].

Курсатма. Думаланиш иш̂ аланишида ишцаланиш куч
лари cosa ва -^-cosp шаклда А ва В халцалар учун

г г
аникланади.

110-§.Узгарувчан массали жисмлар механнкаси.
Мешчерский тенгламаси

1 у̂шдек кавога учай деб ннят ^илган ннсоннятнннг 
эзгу умиди самолётлар пайдо булиши билан амалга 
ошди. Бирок пропеллерли самолётлар билан фацат- 
гнна з̂ аво булган жойда парвоз цилнш мумкинлиги, 
бош^а, Ердан узокрок масофада булган самовий жисм- 
ларга саёз̂ ат килиш орзусига чек куяр эди. Чунки Ер
дан бошка самовий жисмларгача булган оралнкларда 
Каво йук ва оддий парракли самолётлар .\авосиз жойда 
Каракат килолмайди. Демак, бошка самовнй жнсмларга 
бориш учун кавосиз жойларда кам харакат кила ола- 
днган, бошка принципларга асосланиб ишлайдиган. 
реактив двнгателларни кашф кил|1Ш лозим эди.

Реактив двигателларнинг ишлаш прннципи узгарув- 
чан массали жисм назарняснга асослангандир. Бу на
зария узгарувчан массали жисм механикасига таяиади.

Биз шу вактгача нукта ёки механик система кара- 
катининг дифференциал тенгламаларида катнашаётган 
массанн доимий деб кабул килган эдик. >^акикатда 
эса жисмнинг массаси вакт утнши билан узгариши мум-
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кин. Масалан, думаланаётган кор коптоги харакатида 
массаси ортиб боради; тикув машинасида ип галтаги 
массаси тикиш вактида камаяди; снаряд (мушак) ёки 
ракета массаси ,\аракат давомида камаяди ва бошка 
куп мисоллар келтириш мумкинки, жиемнинг массаси 
вацт функцияси булади. Агар жиемнинг бошлангич 
массаси т 0 ва жисм харакатланаётган /„ вактдаги массаси 
шк булса, бу т к ва т 0 узаро богланган. Бу богланиш

=  m0f(t) (110.1)

куринишда ифодаланади. Бу ерда /(/) вакт функциясидир. 
Агар жиемнинг бошлангич массаси т 0, кейинги массаси т  
булса, f(t) функция

/ ( 1 ) _  |1. a r a p , - 0  6 J * a  ((

I т„ , агар t =  tK булса
куринишда булади деб хнеоблаш мумкин.

ААасса узгарувчан булганда, жиемнинг массалар 
маркази харакатинн ифодалайдиган (101.10) диффе
ренциал тенгламанинг кУриниши бошкача булади. Бун
дан узгарувчан массали жисм харакатининг дифферен
циал тенгламаенни И. 'В .  Мешчерский куйидаги муло- 
Хаза асоснда келтнриб чикарди.

Жиемнинг тезлиги ташки ва реактив кучлар таъсирида 
dv, ва dv? мнкдорларга узгаренн. Бу .\олда жисм тезлиги
нинг тулик узгариши

dv—dv, +  dv р (110.3)
тенглик оркали аникланнши куриниб турибдн. Энди dv, ва 
dvlt катталикларнн аннклаймиз.

Жиемга таъсир киладиган кучлар (берилган кучлар) — 
актив кучларни F , деб белгиласак, бу

с dv,г , =  т -----dt
шаклда ёзилади. Бу тенгламадан

dv, =  (110.4)
т

Жисм икки кнемдан тузилган ва биринчи кием жисм 
Харакати вактида жиемдан ажралиб чикиб кетишц 
мумкин булсин (292-а раем). Жиемнинг иккинчи кис- 
мн массаси (корпуснинг) mk доимий булади. Амалда 
снаряд ёки ракета шундай жиемга мисол булади.
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О.
ёпиш номерам

Ш камера 
ОеВири

И цисм

О

У
5 )

292- раем.

Жисмнинг I цисмида ёнувчн модда ёнганида Паскаль 
конунига мувофнц ённш камераспнинг утмма томонига 
бир хил босим беради. Лекин камера ёпиц булганида 
босим кучларининг тенг таъсир этувчиси нолга тенг 
булади ва жисм з̂ аракат цилмайдн (ташцн актив куч
лар таъенри х.исобга олинмаса).

Еннш камерасииинг соплоси (ёниб турган газ мод- 
даларини чикарувчн тешик) очилса, ёниб битган газ 
моддалари соплодан чикиб кетади ва газ чнккан то- 
монда босим кучи кескин камаяди. Айнан шу вактда 
ёниш камерасииинг I I I  деворига булган босим кучлари 
жнемнинг теекарн томонга караб з^аракатланншига 
мажбур килувчи куч — реактив куч деб айтиладиган 
куч з̂ осил булади.

Реактив куч жнемнинг ичида ёкилгининг ёнишн на- 
тижаенда *осил булади ва бу реактив куч жиемни ураб 
олган ташки муз̂ итга борлиц эмас. Жисм реактив куч 
таъсирида ташки муз̂ ит булганда (масалан, з̂ аво бул
ганда ва *аво б^лмаганда) з̂ ам ёки ташки муз̂ ит бул- 
маганда *ам барибир з̂ аракат кнлаверади. Демак, ре
актив куч таъсирида ишлайдиган двигателлар билан 
бошца самовий жисмларга ^аракат цилнш мумкин де
ган хулоса чикади. Бу хулосани 1̂ озон университети 
профессорн И. В. Мешчерский 1897 йилда «Мешчерскнй 
тенгламалари» деб айтиладиган тенглама шаклида 
бердн.

Агар реактив куч таъсирида жисм тезлиги dvp га узгар- 
са, dvp куйидагича аникланади. Жисмнинг бнрннчи з̂ олати- 
даги массаси т ,  тезлиги v булса, бу зцолатдаги з̂ аракат 
микдори
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Жиемнинг иккинчи холатида жиемдан dm массадаги зар- 
ралар и тезлик билан отнлиб чии,канда, жисм тезлиги dvp 
мицдорга узгарса, жисм тезлиги v - f  dvp ва массаси т —dm 
булиб цолади. Иккинчи холатда жиемнинг харакат микдори

Qa =  ( т  — dm) (v +  d vf) +  d mu (110.6)

куринишда ёзилади. Бу тенгликнинг Унг томонидаги 
биринчи хад жиемнинг харакат микдори, иккинчи 
Хад эса отилиб чиццан зарраларнинг харакат мик* 
дори.

Таъкидлаймизки, (110.5) ва (110.6) тенглама ёзил- 
ганда актив кучларнинг таъсирини хисобга олганимнз 
йук- Демак, харакат микдорининг сакланиш конунига 
мувофик (110.5) ва (110.6) нинг чап ва $нг томонлари 
узаро тенг булнши мумкин:

—♦ *4 *4 —♦
m v=(m  — dm)(v+ dvp) +  d mu

ёки

mv =  mv +  mdvp — dmv — dmdvp+  dmu. (110.7)

Тенгликдаги dm dvp хад иккинчи, хатто учинчн тартибли 
кичик микдор булганлиги учун хис°бга олинмаса ва тенг-
лик соддалаштирилиб dvp га нисбатан ечилса

dv. =  — Cv — U)—  (110.8)
v т

формула келиб чикади. (110.8) реактив куч таъсирида жисм 
тезлигининг узгарншини хисоблаш формуласи булади. Бун
дан куринадики, dv„ жисм массасининг узгариши, яъни
dm ,—  нисбатга пропорционал. 
т

Охирги формула билан (110.4) ни келтириб, (110.3) тенг- 
ламага куйилса

F adl - * - *  dm 
dv =  — (у — и)—  (110.9)

тенглик хосил булади. (110.9) нинг иккала томонини —  га 

купайтирсак, Мешчерский тенгламаенни хосил киламиз:

mv.  (110.5)
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dv -* *• dm
m—  = * F . — (p — u)— - (110.10)

Бу тенгламанинг унг томонидагн нккинчн хад реактив 
кучни ифодалайди, яъни

F p = _ ( ц _ Г ) ~  (110.11)

агар
Vr =—(u -7) (110.12)

белгилашни киритсак (110.11)

F p=V r ~ -  (110.13)

куринишда ифодаланади ва .Мешчерскнй тенгламасинннг ку- 
риннши куйидагича булади:

"dv ~Г. dmт ----  =  F ,+  V, ----
dt ' dt

ёки

т - ^  =  F , +  7 (110.14) 
dt

Мешчерскнй тенгламаси узгарувчан массали жисм меха- 
никасининг асосий тенгламасидир. Бу тенгламадан куринади-

dvки, жисм массасинннг массалар марказинннг —  тезланиши-

га булган купайтмаси унга таъсир циладиган актив ва ре
актив кучларнинг (яънн F а ва F p векторларнинг) геометрнк 
йигиндисига тенг. Бу тенглама, Ньютоннинг иккинчи цону- 
нидан, тенгламанинг унг томонида к,атнашаётган F p реак
тив куч билан фарц цилади. Реактив куч (110.13) формула- 
га мувофи̂ , жисм массасинннг узгарнш тезлигига, яъни 
dm . d m—— катталикка богли .̂ а̂нча катта булса, яънн ецил-

fh канча тез ёниб чнциб кетса, реактив куч шунча катта 
булади. (110.13) формуладаги V,. катталик жнем тезлигининг 
зарралар тезлигидан фар̂ ини курсатади. Vг катталик нис
бий тезлик дейилади.

Мешчерскнй тенгламасини, яъни (110.10) тенгламани

dt dt 
шаклда а̂м ёзилади, чунки

(110.15)
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эканлигини назарда тутсак, (110.16) тенгликиинг туг- 
рилигига ишонч хосил булади.

Агар зарраларнинг абсолют тезлиги и =  0  булса,

яъни узгарувчан массали жиемнинг mv ^аракат мик- 
дорндаи вакт буйича олинган биринчи тартибли косила 
жиемга таъсир киладиган актив кучларнинг бош векто- 
рига тенг деган натижа чикади. (110.16) тенглама Меш- 
черскийдан хабарсиз ^олда 1928 йилда Япония меха- 
ииги Леви-Чивита томонидан матбуотда эълон килин- 
ганлиги учун, айрим чет эл адабиётларида (110.16) Ле- 
вн-Чивита тенгламаси дейилади.

Агар нисбий тезлик Vr — — (и— v) =  0 деб олинса,
(110.13) тенглама

шаклда, яъни Узгармас массали жисм тенгламаси шак- 
лида ёзилса-да, (110.17) тенгламада жисм массаси
(110.1) куринишда Узгарувчан эканлигини эсда тутиш 
лозим.

Ни^оят Мешчерский тенгламасини декарт Укла- 
ридаги проекцняларда ифодаласак, ушбу

тенглама о̂сил булади. Мешчерский тенгламаларининг 
аник масалаларга кУллаиилишини биринчи булиб, чи- 
ройли тарзда К. Э. Циолковский курсатди.

(110.16)

(110.18)

111-§. Циолковский масалалари

Мешчерский тенгламасидан фойдаланиб куйидагн 
Циолковский (1857— 1935) ечган икки масалани куриб 
чикайлик.



1. Биринчи масала *Жисм факат реактиз куч таъ
сирида харакат килганида тезлигининг узгарили ва харакат 
конуни аниклансин. Масаланинг шартидан F t — 0 булган 
.̂ олда (110.14) тенглама куйидагн куринишни олади:

( Ш -l)
at at

Циолковский курсатдики, жиемнинг нисбий тезлигинн, яъни 
Vr =  const деб хисоблаш мумкин (Циолковский гипотезаси). 
Шундай булган х,олда (111.1) ифодадан

v =  Vr Г —  ;(111.2)'
J  fn

формулани хосил киламиз. Агар жисм массаси т 0 дан т  
гача узгарса, тезлик формуласини

v =  Vr \nm +  Cl  (111.3)
куринишда ёзамиз. Бошлангич шартни

t — 0; v = • v„; s =  s0; т  = * т л (111.4)

(111.3) га куямиз, бу холда
Су =  г0 — Уг 1п т 0. (111.5)

Топилган Су катталикнн (111.3) га куямиз ва матема
тик узгаришлар киритгандан сунг куйидагн формула хосил 
булади:

v =  v0 +  V r \n—  = v 9 —  V r In (111 .6 )
w m0 rn

Агар t^=0 булса,

o =  —Kr In -^ -. * (111.7)
ГП

Циолковский формуласи деб айтиладиган (111.6) формула
(111.7) шаклни олади. (111. 7) да жисм массасининг нис
бий узгариши-^2- геометрик прогрессия буйича узгарса, 

гп
жиемнинг нисбий тезлиги vlVr арифметик прогрессия кону
ни буйича узгаради деган хулосага келамиз. Бу хулоса 
Циолковский конуни дейилади. Бу конундан

т

куринишида узгарадиган булса, 
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=» In г, 21 n r, 3 In г . . .  N In r
iV r

KOHVH буйича узгаради, яъни —  геометрик прогрессия. Л -ТП * Г
арифметик прогрессия цонуни буйича узгаради деган нати
жа келиб чикади.

Энди жиемнинг хаРа»<ат к,снунини аниклаймиз, яъни 
жисм Сосиб утган массфани аниклаймиз. Тезликнинг

v = —  (111.8)dt
куринишда тасвирланишини хиссбга олганимизда (111.7) фор
муладан

ds =  Vr \n —  dt (111.9)mt
ифода хосил булади. Агар (110.1) эъп'борга олинса

In —  = 1 п 2 * ^  =1п/(0 (111.10)
Н1д Ш0

тенглик езилиши мумкинлигини эътиборга олганимизда ХУ* 
йидагини хосил циламиз:

s =  Vr Jin/(f) Л . (111.11)

Энди вахт функциясини ифодаловчи (110.2) тенгламаси- 
ни хуйидаги икки хил ошкор шаклда ифодалайлик.-

/(/) =  1 — at (чизикли хонун) (111.12)

f(t)= e ~ at (курсатгичли конУн)- (111.13)
Бу ерда о тажрибада анихланадиган катталик. Охирги 

курсаткичли цонун хисобга олинганда

- * ‘dt + С , (111.14)

формулани хосил киламиз. (Ш .4) ни келтнриб (111.14) га 
Куйсак, С, =  s, булади ва (111.14) ифодадан

формулани, яъни жисм босиб утаётган масофани (харакат 
Конунини) вактга караб узгарншини аниклаймиз.

2. И к к и н ч и  масала. Жиемга таъсир киладиган ак
тив куч жиемнинг огирлик кучига тенг булсин ( f ,  =  — Р)
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ва яна жисмга реактив куч таъсир и̂лсин. Шу кучлар таъ
сирида жисм тезлигининг узгариш цонуни ва .царакат цону- 
ни ани̂ лансин (\аво едршилиги ,\исобга олинмасин) (292-
б раем). Расмда курсатилганпдек, реактив куч билам oFnp- 
лик кучлари а̂рама-царши йуналншда булганда (110.14) 
тенглама, яъни Мешчерскнй тенгламаси куйидаги шакл- 
нн олади:

т  “г -  =  — mg +  V, (111.16)dt dt

Охирги тенгламани ифодага иккала томонини купай-
т

тириб интеграллаймиз:

\dv =  - ^ g d t + V r (111.17)

A rap
V, =  const (111.18)

j!2L _  _ d(ln/)
m f

эканлигини эсласак, (111.17) тенгламадан
v = - g t  +  vr \nf + C , (111.19)

х;осил булади. Агар (111.13) эътиборга олинса, (111.19) тенг
лама яна бир марта интегралланганидан кейин

S  =  - - ^ - ~ ^ -  +  C3t+ C x (111.20) 

х,осил булади.
Масаладаги бошлангич шартлар куйидагича берилган бул

син:
t = 0 ; v =  i>0; т  = т 0; f(t) =  1; s =  v  (111.21)

Бошлангич шартларни эътиборга олганимизда, (111.19) 
ва (111.20) тенгламадан

Cs =  i»0;
С4 — s# (111.22)

тенглик аник-шади. Бунда Сх ва С, катталик учун ачиклан- 
ган ифодалар ю̂ оридаги (111—19), (111.20) тенгликларга 
цуйилса,

v = v 0 — gt — aVrt, (111.23)
/  gt* a  Vr I1 , . . .  0 ..S =  Se -  ----- - J -  +  v01 (111.24)
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формула *осил бУлади. Бу формулалар узгарувчан мас- 
сали жиемнинг тезлигинн ва юрган масофасини *исоб- 
лаш учун кУлланилади. Формулалардан ва (111.7), 
(111.15) дан кУринадики, нуктанинг тезлиги ва юрган 
масофаси иккала Циолкоовский масалаларида икки хил 
конун билан аникланади.

Циолковский (111.7) дан фойдаланиб курсатдики,
КМ

ракета биринчи космик тезликка (7,9----- ) эга булиб,с
Ернинг сунъий йУлдоши булиб колиши учун ракета- 
ларда ёкилги массасининг ракета корпусининг массаси-
га булган нисбатиJH L. =4 булганда жиемнинг бошлан-т к
гич .тезлиги 6 —  булиши лозим. Шунинг учун раке-

С

талар куп боскичли килиб ясалади. Биринчи боскичда 
ёкилги ёниб тамом булгандан кейин биринчи боскич кор- 
пуси автоматик равишда ракетадан ажралади ва иккин* 
чи боскич ишга тушади. Демак, биринчи боскич аж- 
ралганда ракетанинг массаси кескин камаяди ва тез- 
лиги ортади. Бундан кейин иккинчи боскич ажралади 
ва ракета тезлиги иккинчи марта яна кескин ортади 
ва коказ°- ^аР бир боскич ажралганда ракетанинг 
тезлиги ортишда давом этади ва охирги боскичдан 
кеййн ракетанинг тезлиги биринчи космик тезликка 
тенг булиб колади ва ракета сунъий йулдошга ай
ланади.

Энди s0 =  0 булган о̂лда ракетанинг энг катта кута
рилиш баландлиги Нтах ни аниклайлик. Ракета энг юкорига 
кутарилганда v =  0 булади ва (111.23) дан Hmtt масофага 
кутарилиш вакти

t = — 2»—  (111.25)
е +  «  у г

формуладан аникланади. Бу э̂ олда (111.24) э =  Нтл1 деб 
белгиланганда (s„ =  0):

------  (111.26)
2 (g +  a Vr)

куринишда ёзилади. (111.26) ракета кутарилишининг 
максимал баландлнгини хисоблаш учун кУлланилади.
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112-§. Космик тезлнклар

Массаси т  булган жисм масофанинг квадратига 
тескари пропорционал булган куч таъсири остида v0 
бошлангич тезлик билан харакат килаётган булсин. 
Му^итнинг каршилигини и̂собга олмасдан жиемнинг 
охирги тезлиги v = 0  булса, жисм Н баландликка ку- 
тарилнши учун унинг и0 бошлангич тезлиги цандан 
аницланишини курайлик. Жисм .\аракат цилаётган гра-

витацион майдонда эркин 
тушиш тезланиши доимий 
булсин.

Жисмни иуцта деб з̂ исоб- 
ласак, жисм Н баландликка 
кутарилганда тезлигининг го- 
ризонтал ташкил этувчисини 
г, деб белгиласак, жисм Ер 
марказидан R +  Н  масофада 
булганда, огирлик кучи мар
каздан цочма инерция кучи- 
га тенг булганида жисм (293- 
расм) радиуси R +  Н  булган

айлана буйлаб .\аракат цилади:
mv I _

Я
mg.

Бундан
и, =  V g (R+H ) (П2.2)

Н  =  О булса, жисм ер сиртида булади:

t., =  V gR  =  V 9,8 -3--6370км =  7 ,9 -т*-

Бу бнринчи космик тезликдир. Бу (112.2) эркин тушиш 
тезланиши доимий булган з̂ олда уз кучини сацлайди.

Агар гравитацион майдон Узгарувчан булса Цаци- 
Катан \ам, майдон Узгарувчан булади), эркин тушиш 
тезланишининг уртача циймати жисм Ер марказидан 
H + R масофада булганда куйидагича аникланади:

R + H

8 “  7 Г  j e{r )d r- (П 2-3)
R

Лекин 8  ~  Y (112.4)
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ва h =* г булганда g =* ga
уМ =  goR* (112.5)

б^лгаздиги учун
ей -

Г 2

эканлигини и̂собга олганимизда (112.3 га) асосан

i - Г Г н  <112-6)
формула з̂ осил булади. Натижада биринчи космик тезлик 
яна R  >  Н  о̂лда

Ui -  Vg(R +  H) =  V'geR (112.7)
шаклда ифодаланади.

у, тезликни куйидаги муло.\аза асосида \ам чи̂ ариш 
мумкин. Жисм (нукта) тезлигинн у, дан у гача узгартир- 
ганда ва у =  0 деб ол им ганда (тезликнинг радиал ташкил 
этувчнси). кинетик энергиянинг узгариши бажарилган иш- 
га тенг, яъни

F d r  (и 2 '8) 

шаклда ёзиш мумкин. F  куч эса бутун олам тортишиш ко* 
нунига мувофнк

(112.9)
Г*

эканлигини ва у =  О деб кабул килсак, 
mv2 н

-------j-  =» утМ   ̂ г -1 d г (112.10) 
k

ёки
v> =  y M - RH (112.11)
• R(R  +  Н) '

тенглик \осил булади.
Ер сиртидаги жисм учун

тМmg =  у ------s  Я»
Y-M =  gR* (112.12)

ифодаларни ёзиш мумкин, демак (112.10) ифодадан
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(112.13)

ифода х,осил булади. Бундан Н — R булганда v9 =  яъни
(112.7) уэсил булади.

Энди жисм Ер таъсиридан ажралган холи ни курай- 
лик. Бу у>лда жисм Ер сиртидаи ажралиб чексизлнк- 
кача узоклашади, яъни (112.10) нинг Унг томонида ин- 
теграллаш чегараси R дан оо гача булади.

Агар тезликни и0 =  и2, яъни иккинчи космик тезлик деб 
и̂собласак,

формула оркали аникланади. Шунга ухшаш йУл билан 
жисм Куёш системасининг таъсиридан бутунлай ажра- 
лиш тезлигини, бошкача айтганда, учинчи космик тез
ликни аниклаш мумкин. Фацат v3 учинчи космик тез
ликни аниклаш учун Куёш системасининг массалар 
марказида тупланган эквивалент массанинг^осил килган

'л
еки

w, = V 2g R  =  11,2 —

'  пас5с*а Ve= 11.2 км/с

гипербола г)0 > 11,2 км/с

а йт/а  и0 * 7,9 км/с



эркин тншиш тезланишини (Куёш системаси о̂сил кил
ган гравитациои майдон учун g0 катталикнинг к,инма- 
тини назарда тутиш лозим) .\исобга олиш лозим булади

Шундай цилиб, жиемнинг бошлангич тезлиги узгариши 
билан жиемнинг а̂рзкат траекторияси узгаради (294- раем). 
Жиемнинг бошлангич тезлиги оотиши билан жисм харакат 
траекториясиннкг эгрилик раднуси .\ам ортади. Тезлик

97- мисол (45.9). Ракета бир жинсли огирлик кучи 
майдонида а доимий тезланиш б пан а̂рзкат цилмокда. 
Атмосфера царшилигини и̂собга олмасдан туриб ва раке- 
тадан оцнб чицаетган газларнинг V, эффектов тезлиги 
узгармайди деб н̂соблаб, ракета канча ваКт \аракат 
Килганида унинг массаси икки мзрта камайишини аннкланг.

Ечиш. Ракета .̂ аракатинчнг узгарувчан мзссали жисм 
х,аракати деб .̂ исоблаб, Мешчерский тенгламасидан фойда- 
ланамиз:

куринишда ёзилади. Бу тенгламанинг иккала томоннии 
га купайтирамиз

ва бу з л̂да v3 =  16 —  булади.
С

11,2 —— дан ортмагунча Ер таъсиридан ажралмайди.
с

0)

масаланинг шартига кура
Fa =  — mg (2)

Vr =  const 
dv ' .—  =  a =  const 
dt

(3)

(4)

эканлигини назарда тутсак, (1) куйидаги
„ , 1ш итта  = — mg +  Vr ----

dt (5)

т



(a +  g)t =  - V , l n m  +  ( V  (6)
Бошлангич шартни

/ =  0; m т а, (7)
яъни (7) ни (6) га куйганимизда

С, =  V, In m# (8)
*осил булади. Энди С, ни (6) га куйилади ва

т  т ,
- V ,  In —  V. In —

t = ______ = _________ 4L, (9)
0 +  g a +  g

яъни ракета массаси икки марта камайиши учун сарф бул
ган вактни аниклаймиз (бунда =  2 эканлигини эслаш

т
лозим).

98- мисол. (45,12). Бошлангич тезлиги нолга тенг булган 
узгарувчан массали жисм а узгармас тезланиш билан горизон
тал йуналишда а̂ракат цилмоцда. Ениб чицнб кетаётган газнн 
V, эффектив тезлиги доимнй.

Каршилик кучларини и̂собга олмай жисм массасини К  
марта камайтирганда жисм цанча йул босиб утиши аник
лансин.

Ечиш. Мешчерский тенгламасига асосан

mt = F t +  F 9. (1)
Масаланинг шартига мувофиц каРшнлик кучи .̂ исобга олин- 
маслиги мумкинлигини, яъни F t =  0 эканлигини и̂собга 
оламиз. Маълумки, реактив куч

F '  =  - V' 1 T  и
шаклда ифодаланади. Бу *олда (1) тенглама

т ш = — V, — ■ (3)

a = - V r - ~  (4)
mdt

булиб к°лади. Агар a =  dv/dt эканлигини эсласак, (4) дан



Бошлангич шартдан t — 0; v = 0 ; т  =  т 0; s =  0 (6) 
эканлиги .\ам маълумдир. Бу зрлда (5) формуладан

Ct =  Vr In т 0 (7)
ва

v =  Vr \n^- =  Vr \n к (8)т

булади. Чунки —■ к эканлигини .̂ исобга олдик. m
Энди

t

v f* j  cl dt *= at (9)

—t
s = j t (10) 

о
тенгликдан фойдаланамиз. (9) ва (8) нинг унг томонларини 
тенглаштириб t ни аницлаймиз ва ухил булган ифодани
(10) га куямиз. Натижада

V7
S =  l f ( l n *)*

формула з̂ осил булади.
99- мисол. (45.13). 98-масаланинг шартидан фойдаланиб, 

жисмга сирпаниш, ишцаланиш кучлари таъсир килади деб 
Кисоблаб ечинг, яъни s ни аникланг.

aV\
Жавоб: s -------------- (In к)2,

2 (а +  1е)
бунда f  — сирпаниш ишцаланиш коэффнциенти.

Курсатма. Актив куч сирпаниш иш̂ аланиш кучнга 
тенг деб а̂бул цилинади.

100-мнсол. (45.18). Бошлангич массаси пц ва ёниб чик* 
Кан секунднга масса иерофи Р булган ракета бушликда 
ва тортишиш майдони булмаган жойда канча йул юргани- 
дан кейин уз тезлигини нолдан V, эффектив тезликкача ет- 
казади.

Ечиш. Мешчерскнй тенгламасига мувофик

m ^ -  =  F t +  F f . (1)
at

Масаланинг шартидан
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m - ^ .= p V r ,  (5)

=  (Ь)

Энди (5) интегрзлланиши учун (4) дан фондаланамиз. 
Бошлангич шартлардан

t =  0; т  =  т 0\ v =u0 =  0; s =  s0 =  0 (7)
фойдаланнб, С, ни аниклаймиз. С, =  т 0 булганлигн учун

т  =  m0 — р t (8)
з^осил булади. (8) ни (5) га куйиб,

v = р v, f — - ---------- vr f  '« « • - р
J  mo — p  J  — &

ёки
v = - К г 1п(т0 - р / )  +  С„ (9)

яъни ракета тезлигини хисоблаш формуласини аниклаймиз. 
Бунда С2 ни (7) шартдан фойдаланнб аниклаймиз:

Сг — Уг 1пт„. (10)
Энди (10) ни (9) га куямиз:

о - У ,  I n — Ь - .  (11)/п, — р/,
Масаланинг шартига мувофик ракета тезлиги ^аракат 

охирнда газларнинг отилиш тезлигига тенг, яъни v =  Vr 
эканлигини ,\исобга атганимнзда (11) тенглама

l n - Л — - 1 - 1 п *  (12)
m0 — р/

булнши аник- Бу тенгликдан
т о _  р 

т 0-р /
бундан
466
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^  т ‘ V  <i3>
косил булади. (13) ракета тезлиги 0 дан Vг булгунча ут- 
ган вактни топиш формуласидир.

Энди t вактда ракета юрган йулни аницлайлик. Бунинг 
учун ушбу

s =  f vd t  (14)

формулага (11) ни келтириб куямнз:

s =  JK r ln —=2— Л  «= — v r 1ЧП ( i  — -2- Л л .  (15)
т о и \ т 0 )

Бунда

= т [ ( ‘ - ^ ) ' " ( ' - ! : ) - ( ' - й ] + с - <'6>
эканлигини ^исобга олганимизда s учун

тенглама косил булади. Агар бунда (7) кулланилса,
Г _  т<Уг

3 Р
тенглик к°сил булади ва демак,

- £ ) - ( - ! ; ) ■ - ( - * И  < | 9 >

формулани косил киламиз. Бу формулада j 1 — — ) ифода- 

нинг шаклини (13) дан фойдаланиб узгартирамиз

1 - 1 <  =  1 - 1 . ^  . I n i  =  _!_ . (20)
m t  /По р е  е

Ннкоят, (20) кисобга олинса, (19) куйидагн шаклда ёзи
лади:

s =  — г ■ . (21)
Р «

(21) тенглик ракета юрган й^лни кисоблаш форму
ласидир.

101-мисол (45.1). Каршилиги тезликка т ^ р и  про-
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порционал булган куч таъсирида тебранадигаи маятник 
харакатинииг дифференциал тенгламаси тузилсин. М а- 
ятникнинг массаси маятникдан зарралар  нолга тенг 
булган нисбий тезлик билан ажралнши натижасида 
m = m(t) конун билан узгаради. М аятник узунлиги /. 
М аятникка яна бурчакли тезликка т^гри пропорционал
булган R л аъсир килади.

да булиши ва реактив куч нолга тенглиги хисобга олинсин.

XVIII Б О Б .  ЗАРБА НАЗАРИЯСИНИНГ АСОСЛАРИ

113-§.  Зарба ходисаси. Моддий нуктага  ва механик 
системага зарба кучларининг таъсири

Одатдаги кучлар таъсирида жисм нукталари тез
лигининг модули ва йуналиши узлукснз узгариб ту- 
ради. Бирок шундай доллар хам учрайдики, жисм нук- 
таларининг тезлиги ёки жисмнинг ^ аракат  микдори 
арзимаган чексиз кичик в акт  оралигида чекли узгаради.

Чексиз кичик в акт  оралигида жисм нукталари тез
лигининг чекли микдорга узгариш ходисаси зарба ёки 
урилиш дейилади.

Тупнинг деворга урилиши, бильярд шарига кийнинг 
урилиши, болганннг сандонга урилиши, отилган тош- 
нинг бошка жисмга бориб урилиши ва бошкалар зарба 
ходисасига мисол булади.

Зарба вактида жисм тезлигининг кескин узгариши
га сабаб зарба кучи модулининг анча катталигидир. 
Шунинг учун таъсир килиш вакти ж уд а  кичик були- 
шига каРамасДан* зарба импульси анча катта  булади.

Агар жисмга dt вактда F зарба кучи таъсир килса, 5  
зарба импульси куйидагича аникланади:

(113.1) дан зарба импульси жуда кичик вакт оралигида 
(A t -*  0 )  жисмга жуда катта куч таъсир килганида {F-+ оо) 
Хосил буладиган куч импульсига зарба импульси деб айти
лади, деган хулоса чикади.

Жавоб

К у р с а т м а :  каРщилик кучи — mg sin ф — (kp куриниши

S = f Fdt, 
t -+ 0 , (113.1)

оо .
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Материал М нукта 
F куч таъсирида А 
^олатдан В ^олатга х,а- 
ракат цилиб утаётган 
булсин (295-расмга ца- 
ранг). Агар нуктанинг В 
вазиятидан бошлаб F 
зарба кучи таъсир цил- 
са, жисм узининг тезли- 
гини и, дан кескин ра- 
вишда и, гача узгартириб,
В нуктадан С нуктага 
утади ва зарба кучининг
таъсири тухтагандан кейнн, нукта яна Fg кучи таъсирида 
^аракатини давом эттиради.

Нуктанинг Ff  кучи таъсирида оладиган импульси 5  , F 
зарба кучи таъсирида оладиган импульси 5  булсин. S  ва
5  импульслар йигиндисининг таъсирида нукта ^аракат мик- 
дорини mu, дан т и ,  гача узгартиради. Х,аракат микдорининг 
узгариши ^акидаги теоремага асосан

295- раем.

mu, — m y, = 5  +  S g. (113.2)

Зарба ходисаси вактида 5  > эканлигини ^иеобга ол
ганимизда, (113.2) нинг унг томонидаги S g катталикии ик
кинчи тартибли кичик микдор деб ташлаб юбориш мумкин 
булади. Бу х,олда (113.2) тенгламадан нукта тезлигининг 
узгариши

и, — и, =
Л
т (113.3)

к^ринишдаги формуладан аникланиши куриниб турибди, 
яъни нукта тезлигининг узгариши зарба ^одисаси в ак 
тида факат зарба импульси оркали аникланади. Шун
дай килиб, зарба ходисаси вактида:

1) факат зарба кучи таъсирини ^исобга олсак етар* 
лидир;

2) нуктага зарба вактигача F таъсир кучини *исобга 
олмасак хам булади;

3) нукта тезлигининг чекли Узгариши зарба вактида
(113.3) тенгламадан  фойдаланнб аникланади.

Н укта учун хар акат  микдорининг Узгариши *акида-
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ги теорема механик система учун (каттик  жисм учун) 
Куйидагича аникланади.

Механик система N нуктадан тузилган булсин. Шу сис
теманинг v- нуктасига таъсир киладиган ташки ва ички зар
ба кучларини F™ ва деб белгиласак, (113.2) тенгламага 
мувофик, v нукта учун харакат микдорининг узгариши 
Куйидаги

mv Uv +  т ы Uv =  5<v’ ~  5 v’ (113.4)
куринишда ечилади. Бунда v нуктанинг тезлиги урилгунча 
vY, урилгандан кейин uv билан белгиланган. (113.4) тенг

ламани системанинг хамма нукталари учун ёзиб, хосил бул
ган тенгламалар кушилса,

X ' N V N
S  “  2  mvii, =  S  1  5 »  (113.5)
v = l  v—I v = l  v « l

тенглик хосил булади. Маълумки, (101- §) бу тенглик да
л’ -1 - *

^  mv uv =  mvc (113.6)
V * » l

Л’ —
~  m\ uy — m uc. (113.7)
V =  1

N _
v  S ui =  5 (o =  о (113.8)
v«=lA
y .S < '> = S ,f> (113 9)
v - 1

куринишда ёзилиши мумкин. Бу белгилашларни хисоб- 
га олганимизда (113.5):

muc — muc = S l,) (113 .10
шаклни олади. (113.10) зарба ходисаси вактида сис
тема х ар акат  микдорининг узгариши хакидаги теорема 
дейилади. Теоремадан куринаяптики, система массалар 
марказининг х аракат  микдори узгариши шу системага 
таъсир килаётган факатгина зарба кучларининг им- 
пульсларининг йигиндисига тенг б$либ, ички зарба куч- 
ларининг импульслари системанинг массалар маркази 
Харакат микдорининг узгаришига таъсир килмайди. Агар
&е) =  0 булса, ve =  ис эканлиги равшандир Бундай ички 
зарба кучлари системанинг массалар маркази тезлигини уз- 
гартирмайди деган хулоса чикади.
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114- §. Жиемнинг кузгалмас 
сиртга зарбаси. Тикланиш коэф- 

фицненти

Кузгалмас D сиртга массаси т  
булган М шар баландликдан v 
тезликда тушиб урилсин (‘296- 
расм). М шарнииг ^аракати сиртга 
утказилган п нормалга параллел 
булсин. Шар сиртнинг А нуцтасига - 
зарба остнда v тезлик билан урил- ' 
ганда сирт ва шарнннг урилиш 
жойлари деформацняланадн. Дефор- 296- раем
мация вацтида иккала жиемга ^ам
эластиклик кучлари таъсир цилади. Эластиклик кучлари- 
нинг таъсири остида шар ва сирт узининг аввалги ^олатн- 
ни цисман тиклайди з^амда шар и тезлик билан тескари то
монга ^аракат цилиб, к2 баландликка кутарилади.

Жисм (шар) нинг зарбадан кейинги тезлиги и ёки А, 
баландлиги урилаётган жисмларнинг табиатига цараб узга- 
ради. Бу катталиклар (и, h2) материаллар учун х;ар хил 
цийматга эга булиб, жисм ва сирт табиатига боглнц. Бу 
богланишни ифодалаш учун тикланиш коэффициенти деган 
тушунча киритилади. Жиемнинг за| .бадан кейинги и тезли- 
гининг зарба тезлиги v га булган нисбати тикланиш коэффи
циенти дейилади:

К — (114.1)о

Бунда К тикланиш коэффнциеитидир. Бу коэффици
ент 0 дан 1 гача узгаради , яъни 0 ^ Ж 1 .  Агар К =О 
б^лса, бундай жисмларга абсолют пластик, /С = 1 булса, 
абсолют эластик жисмлар деб айтилади. Абсолют плас
тик жисмларда зарба энергняси тУли^ ички энергияга 
айланади, абсолют эластик жисмларда эса зарба энер- 
гияси зарба билан урган жиемга тУлиц цайтарилади. 
Амалда абсолют пластик ёки абсолют эластик жисмлар 
йУц. М авж уд  жисмлар учун тикланиш коэффициенти 
жисмларнинг табиатига, яъни жисм ва сирт *олатига
Караб узгаради. М асалан , v =3-^- булганда К нинг Ур-

С

тача киймати шиша учун 0,94; фил суяги учун 0,9; пулат 
Учун 0,55; ёгоч учун 0,5. Тикланиш коэффициентини на- 
зарнй йул билан *исоблаб топиш ж уд а  кийин, шунинг
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учун бу коэффициент ам алда  тажриба асосида аник
ланади. Бунинг учун К коэффициентни ифодалайдиган
(114.1) формуланинг шаклини узгартираилик.

Жисм Л, баландликдан тушиш жараёнида v тезликка 
эришади ва и тезлик билан ht баландликка кутарилади 
Кинетик энергиянинг узгариши ^а^идаги теоремага асосан

^  = m g h { ,  (114.2)

=  mg ht (114.3)

тенгликлар ёзилади. Бу тенгламалардан

_1 =  l / £  (114.4)
V Г

келиб чикишини эътиборга олганимизда тикланиш ко- 
эффициенти учун

К =  1 / 4 * .  (П 4.5 )
г л,

формула *осил булади. (114.5) дан куринадики, К ни 
аниклаш учун h i ва h2 катталик маълум  булиши етар- 
лидир. Бу формулани яна зарба импульслари оркали 
*ам аникланади.

Зарба жараёни икки фазага ажратилади.
1) Биринчи фаза t i  вацт давом этади ва бу вактда 

иккала жисм *ам  деформацияланади ва шарнинг кине
тик энергияси потенциал энергияга айланади.

2) Иккинчи фаза тг в акт  давом этади ва бу вактда  
иккала жисм \ам эластик кучлар таъсирида (потен
циал энергияси ^исобида) Узининг аввалги шаклини 
Кисман тиклайди ва шар и текликка эга булади.

Биринчи фаза охиридаги зарба импульси
S t =  m v— 0 =  mv, (114.6)

иккинчи зарба охирида зарба импульси
S n = m u  — 0 =  ти . (114.7)

Бу охирги икки тенглама нисбати К га тенг:

К =  чунки =  — , (114.8)Oj v

яъни тикланиш коэффициенти иккинчи фазадаги зарба им- 
пульсининг биринчи фаза импульсига булган нисбати ёки зар-
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ба реакцнялари импульсларм 
нисбати оркали аникланади, 
деган хулоса келиб чикади.

Энди шарнинг кузгалмас 
текисликка а  бурчак остида 
келиб урилишини курайлик 
(297-раем). Зарбагача v тез
лик ва зарбадан кейинги и тез- 
ликни нормал vn, ип ва уринма 
vv  их ташкил этувчиларга 
ажратайлик.

Расмдан куринадики ux—vx 
ва тикланиш коэффициенти
(114.1) га асосан

Угя Чг

ч  К — —  

формуладан аникланади. Расмдан куринадики:

(114.9)

Бу тенгламалардан

t e a - - ,

l f P  =  —  : —

t g a  =  —  tgp.

(114.10)

(114.11)

(114.12)

эканлиги равшандир ва
vn =  и cos a ; =  и sin о.

Раем ва (114.9) х,исобга олинган да 

и V < + v\

=  у  A V  cos'^a +  u*sin2a  =  v У  sin* a  +  К1 cos* a  (114.13)
-ифода ^осил булади.

(114.13) дан куринадики, и тезлик К га боглик, *̂ ай' 
тиш бурчаги р, (114.11) ва (114.12) га асосан ^ам, К ва а  га 
боглиидир. Агар (114.9) дан vn ни аниклаб, (114.12) га 
Куйсак,

t g P = v l g a  (114.14)
А
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тенглама у х и л  булади. Маълумки, каммз вз^т К <  I, ш у
нинг учун

tgP >  t g a  ва р > а
булиб услади. Демак, цайгиш бурчаги тушиш бурчагидан 
катта булади. Абсатют эластик жисмлар учун К — 1 ва 
а  =  р, яъни тушяш бурчагл кайгип бурчэгига тенг.

115- §. Икки жисмнинг марказий урилиши

Зарба (урилиш) бошида нккита жисм марказин:;нг тез- 
ликлари шу жисмлар тегиб турган нукгадан утадиган ва 
иккала жисм учун ,\ам умумий булган, нормал буйлаб

йуналган булса, бун- 
" Ч / *  \  п дай урилиш марказий

' урилиш дейилади(298-
расм). Агар биринчи 
ва иккинчи жисмлар- 
нннг тезликлари урил
гунча у, ва i>t ( « ,> » , )  

298- раем. булса ва бу тезлик
лар С,, С, нукталар- 
ll у налган булса, бубуйлабдан утиб, X  укида ётган п 

урилиш марказий урилншдир.
Жисмлар урилишнинг бир:шчи фтзас «да дефэрмзцияла- 

ниб потенциал энергняга эга булади. Биринчн фаза т , вакт 
давом этади ва бу вакт охирида каР иккала жисм тезлиги 
и булиб колади.

Биринчи фазада биринчи жисм олган куч импульси
* ! '  *  =  m1( t \ - u ) ,  (П5.1)

иккинчи жисм учун эса (и >  v2)
v 5 ] * = m , ( u  — и,) (115.2)

ш аклда ёзилади.
Урилишнинг иккинчи фазаси тг в акт  давом этади. 

Бу вакт оралигида жисмлар потенциал энергиялари 
кисобида аввалги  холатини кисман тиклайди ва фаза • 
охинда их ва иг тезликка эга булади. Иккинчи фаза 
охиридаги биринчи ва иккинчи жисмлар олган импульс- 
лар куйидагича аникланади:

•-SI® =  —  m,(u, —  и),  

= т,(ы , — и).
(115.3)

(115.4)

Биринчи ва иккинчи фазадаги биринчи ва иккинчи 
жисмнинг тулик импульелари

j* S, = 5 ! ф +  5=ф =  т 1(у1 - и - ы 1 +  и) =

= — т х(и — и,), (115.5)
С. S „  = 5 [ f  - f S J f  = m 2(u — i'j +  и, — и) =

=  m2 (u, — v j .  (115.6)
Биринчи фаза охирида иккала жнемнинг каракат микдо

ри йигиндиси ( т ,  +  и, урилгунча жисмлар каракат мик
дорининг йигиндиси (m1vl +  mtvt) га тенгдир.

(ml +  m ju  =  m ^i +  mtvt,

и =  WlP| + m,Pt . (115.7)
та, + m,

(115.7) билан урилишнинг биринчи фазаси охирида 
Кар иккала жисмнинг умумий тезлиги кисобланади.

Худди шунингдек, айтиш мумкинки, жисмларнинг 
урилгунча ва урилгандан кейинги каракат  микдорининг 
йигиндиси доимий колади ва узаро тенг булади:

/л,и, - f  rntvt =  m ,u , - f  /лаы,. (115.8)
Энди (114.8)- ва (115.1) — (115.4) эътиборга олинса, 

Куйидагилар ёзилади:
5?ф Г - K . - i

ва
« ,  =  ( *  +  1)и —/С»,. (115.11)
ut = (K  +  1 ) и -  /Си„. (115.12)

Энди (115.7) дан и ни келтириб (115.11) ва (115.12) га 
КУйгаиимизда

щ

- Г
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«1 =  I», — (1 +  К)

Ut =Vt + (1 +К) 
Косил килинади.

m, 4- т ,  

т \ + т а

(»1 — f*) 

■ (и, —

(115.13)

(115.14)
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Олдинги (115.11) ва (115.12) нинг чап ва унг томонла 
рини айириб, К ни ани^лаймиз:

1

и 2 — и ,
(115.15)и, — v t

(115.5) дан жисмларнинг урилгандан кейинги тез
ликлар айирмасининг урилгунча тезликллр айирмасига 
булган нисбати тикланиш коэффициентига тенг деган 
хулоса келиб чицади.

Энди (115.15) ва (115.14) дан фойдаланиб, ^ар бир 
жиемнинг импульсини аниклаймиз.

S, = 5 |ф +  5?ф =  m ^ V y  —  Ut) =/0,(1), —  i %  +

+  ( 1 + / 0 т 7 “  < ® i - * ) l  =

=  ( 1 4 - / 0

т .

ПХуПХ̂
т . ■

• (ох — vt).

5,1 - S J f  +  S J*  =  и ц [« .  +  (1 + K )
т .

- У , ]  =  (1 + К )
т , т ,

т \ ^

(Vl— Vi).

(115.16)

(и, — Vs) —

(115.17)
т 1 —

(115.17) эластик урилишда жисмларнинг ^ар иккала 
урилиш  ̂фазаси т =  -f- т, вактда импульсини ^исоблаш 
учун КУлланилади. Бу ерда абсолют эластик урилиш учун

5 ,  =  - ^ - К - У1).
т х -f- т 2

Абсолют пластик урилиш учун К = 0

Sn =•
mi ■+• ma

fai — У|)

(115.18)

(115.19)

*осил булади. Куринаяптики, абсолют эластик ури
лишда зарба импульси абсолют пластикдаги зарба им- 
пульсидан икки марта катта  булади. Зарба импульси- 
нинг икки марта купайиши абсолют эластик урилиш 
вактида биринчи фазадаги деформация импульенга худ- 
ди шундай ми^дордаги тикланиш импульси цушади. 
Абсолют пластик урилиш, яъни /С = 0 булган *олда 
иккала жисм >(ам и тезлик билан, фацат биринчи фаза 
охиридаги и тезлик билан ^аракат  ^илишини эсда ту- 
тищ лозим.
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11в-§. Урилиш вактида кинетик энергиянинг
йукотилишн. Карно теоремаси

Жисмлар бир-бирига урилганда бу жисмлар дефор- 
мацияланади. Деформация натижасида кинетик энер
гиянинг бир цисми потенциал энергияга ва бнр ^исми 
бошь^а тур энергияга, исси^лик энергиясига ёки нурла- 
ниш энергиясига айланади. Бу кинетик энергиянинг 
бошца тур энергияга айланиши кинетик энергиянинг 
йу^отилишига олиб келади. Шу й ^оти л ган  кинетик 
энергияни аниклайлик.

Массалари т , ,  т а; урилгунча тезликлар» урил
гандан кеиинги тезликлари и,, и, булган иккита жисм бир- 
бири билан эластик урилсин.

Урилгунча жисмларнинг тулиц кинетик энергияси Т0 ва 
урилгандан кейинги тулик, кинетик энергия Т куйидагн 
тенгликлардан аникланади:

т.ч? т.1?.
To =  J T + - T L 2 2

Т =
m,uj
2 2

Жисмлар урилгандан кейин кинетик энергиянинг 
ган |\исми

Т . - Т - f  Ц — Ф

Бу тенгламадаги цавс ичидаги ифодалар vmvh 
о? — и] = ( u t +  « , Ж  — «l)l
v\ — и\=  ^  +  u*> — “ ») I

куринишдаги тенгламани ёзиш mvmkhh. Энди v 
vt—ut ифодаларни (115.11) ва (115.12) дан фойдаланиб, цуйи- 
даги шаклда ёзамиз:

Vy —  Uy = w ,  —  ( К  +  1)ы +  /С14 = ( 1  + /С )(» 1  —  «)} ( Ц 6 .5 )  
—  и * =  и* — +  1) и  +  /Си* =  (1 +  /С) (и* —  « ) |  1

Бу тенгламаларни (116.4) ни ^исобга олиб (116.3) га 
куямиз.

(116.1)

(116.2)

йуцотил*

(116.3)

(116.4)

— и, ва

Г ,  -  Т =  ±  [m , (a t +  u1) (  1 +  /C)(»i -  и) -  

—  m t ( v t  +  u j (  1 +  А) (у* —  <01 • (116.6)
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1

Агар (115.1) ва (115.2) тенгламаларни эътнборга олсак, 

Т0 -  Т =  ±  5 ; ф (1 +  К) (vt -  u.) — |  5| f  (1 +  К) X

x ( u ,  +  Uj) (116.7)
тенглик з^осил булади. •

Агар (116.5) ни з^исобга олсак,
т  _ т -  -  L = K [  _w« (Pi — «.>« , w »(f ,-n ,> « l /| , б g\

0 1 + /Cl 2 ' 2 J
тенглама эрсил булади. Бу тенгламада цавс ичидаги ифо
дани 7‘* билан белгилаймиз:

(116.9)
2 2

Бунда 7"* биринчи ва иккинчи жисмлар тезликларини 
Tj ва и, дан их ва и, га камайтирганларига мос келадиган 
кинетик эиергиядир. Демак, бу зуэлда

Т 0 — Т — -— — Г*
0 1 + К

(116.10)

тенглама з^осил булади. (116.19) дан абсолют пластик жисм
лар урилганда А' =  0 ва ы, =  иг =  и эканлигига эътибор 
берилса,

Т0 — Т = 7 '*  =  /и,(yt — u f  +  ■— m„(у, — и)г (116.11)

*осил булади. (116.20) дан кинетик энергиянинг йуко- 
тилиши, абсолют пластик жисмлар учун тезлнклар ка- 
майишига мос келадиган энергияга тенг, деган хулосага

келамиз. Бу хулоса 
ёки Карно теоремаси 
дейилади.

Абсолют эластик 
жисмлар урилганда 
/С = 1 ва

Т - Т  _  '" ‘‘’l I
0 2 2

(116.12)
ифодани .%осил к иламиз- 
яъни бу з^олда кинетик 
энергия урилгунча ва
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урилгандан кейин бир хил колади. (Н. Карно 1753 — 1823 
йилларда яшаган буюк француз олими.)

102-мисол (44.13). Горизонтал кУзралмас сирт устида
1Л2~ кшарча v тезлик билан цияланиб тушади ва и ,— тезлик ои- 

лан цайтади (299- раем).
л Г  з

Урилиш вактида тякланиш коэ |)фициенти К =  - j -  бул
ганда а  тушиш ва Р цайтнш бурчаги аннцлансин.

Ечиш . Масалани ечиш учун у ва у, тезликни у )х, Ут 
уринма ва у ! п , vn нормал ташкил этувчи (компонент) ларга 
ажратамиз.

Виз 114- § дан биламнзки,
ult =  и,; y,l = y 1sinP; y^ysincx

ёки
у, sin = v sin а  (1)

формула (114.14) га мувофик,

t g a = A ' t g f t  (2)
ва тригонометриядан маълумки,

ч tt*‘ ос /0\sin-а  =  -— —  . (3)
1 + а

Энди (1) тенгламанинг иккала томонини кзэдратга кута- 
рамиз ва з^осил булган тенгламага (3) ни цуямиз:

I4)1 +  tg2 р 1 "г tg* а  
янги узгарувчи

jc* =  tg-p (5)
ва (2) тенгламани .\исобга олганимизда, (4) тенглик куйи
даги шаклда ифодаланади:

К'’1'1
1 + xi ~  1 +  /С1*1 

(6) дан хг аникланади:
v \ - №

(6)



1/2 V 3Масаланинг шартига кура у, =  о; К =  экан
лигини эътиборга олганимизда (7) дан

х2 =  1: х  =  ± 1

ёки tgp  =  1 ва Р =  j  =  45°; а  =  30°.

103- мисол. (44.7). Иккита бир хил эластик А ва В 
шарлар бир-бири томон х аракат  килмокда. А ва В шар- 
лар урилгунча тезликларининг нисбати кандай бУлган- 
да  А шар урилгандан кейин тухтаб колади? Урилиш- 
даги тикланиш коэффициенти К.

Жавоб: —  =  - Ш - .  
vB l —k

104-мисол. (44.4). Шар горизонта.! плита устига h 
баландликдан эркин тушади, кейин сакраб маълум ба- 
ландлнкка кутарилади ва яна плита сиртига тушади. 
Кейин яна кутарилади ва пастга тушади ва у ж а з о .  Тух- 
тагунча ана шундай .^аракат давом эттиради. Урилиш 
ва^тида тнкланиш коэффициенти К маълум деб >\исоб- 
лаб, шар тухтагунча канча масофа юриши апиклансин.

Жавоб: S  =  •
1 -К *

К У р с а т м а :  шарнинг юрган йули камаювчи гео
метрик прогрессия тарзида тасвирланиши мумкинлиги 
ва бу прогрессиянинг биринчи ^ади (1 4 -/С2) Л эканлиги
ни эсда тутиш лозим.

XIX Б О Б .  УМУМЛЛШГАН КООРДИНАТАЛАР ВА 
УМУМЛАШГАН КУЧ. МУМКИН БУЛГАН КУЧИШ ПРИНЦИПИ

117- §. Умумлашган координаталар
Эркин булмаган нукта ёки жисм каракатининг диф

ференциал тенгламаларини ёзганимизда к аР бир нукта
нинг фазодаги вазияти камида учта координата билан 
аникланишини ва нукталар бир-бири билан богланиш
лар оркали богликлигини кисобга олганимизда, м асала , 
яъни нукта ёки механик система харакати динамикаси 
канчалнк мураккаблигини тасаввур  килиш мумкин. 
Агар механик система N та нуктадан тузилган булса, 
бу система учун ЗЛГ та каракатни ифодаловчи диффе
ренциал тенглама тузиб ва яна богланишларни ифода-
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ловчи тенгламалар туэиб, ^осил булган тенгламалар 
системасини биргаликда ечиш лозим бфлади. Тенгла
малар  системасининг *ар бири иккинчи тартиблн диф
ференциал тенглама эканлигини эътиборга олсак, тенг
л ам алар  системасини ечиш канчалик кийин эканлигини 
тасаьвур  этиш мумкин. Бу цийинчиликларни умумлаш 
ган координаталардан фойдаланганда анча камайтнрнш 
мумкинлигини Л агран ж  таклиф этди.

Бир-бирига боглиц булмаган координаталар умумлашган 
координаталар дейилади. Системанинг фазодаги вазиятини 
Qv <7*- • • • • Яь умумлашган координаталар ёрдамида аниц- 
ланади. Бу координаталарни ^исцача цилиб qa, а =  1, 
2 . . .  5  деб белгиланади. qg координаталар эркин, бир-би- 
рига 6of.ih i\ булмаган булиб, координаталар сони 5  га тенг. 
Шунинг учун голономли механик системанинг эркинлик 
даражаси ,\ам 5  га тенг, яъни эркин координаталар сонига 
тенг булади.

Механик система иукталарииинг фазодаги вазияти
ни ани^лайдиган ва бир-бирига борлиц булмаган катта- 
ликлар ‘у мУмлашган координаталар дейилади.

Умумлашган координаталар оркали ифодаланади- 
ган система харакатинииг дифференциал тенгламалар 
сони S  та булади. Бу ^олда боогланишларни ифода- 
лайдиган тенгламалар .\исобга олинмайди. Бу бор-' 
ланишлар сони умумий тенгламалар сони 3N дан эркин 
координаталар сони S  нинг айирмасига, яъни 3N—S  га 
тенг. Д ем ак , система .\аракатини ифодаловчи тенг
лам алар  сони 3N—S  т а га  кам аяди . Агар богланишлар 
сонини к деб белгиласак, S  = 3N—k тенгликни ёзиш 
мумкин.
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Умумлашган координаталар оркали ифодаланадиган 
система з^аракатининг дифференциал тенгламаларн со
ни сезиларли д а р а ж а д а  кам  булганлиги, системадаги 
динамик масалаларни ечишни соддалаштиради ва ен- 
гиллаштиради.

Агар АВ ричаг О ук  атрофида айланадиган булса, 
бу АВ  рнчагнинг исталган нуктасининг вазиятини <р бур
чак оркали аниклаш мумкин (3 0 0 -раем ) .  Бу ерда ф 
умумлаш ган  координата булади ва q = ф деб айтиш 
мумкин. Бу з^олда АВ ричагнннг эркинлик дараж аси  
»= I булади.

Регуляторнинг исталган нуктасининг вазиятини (301- 
расм) ф ва а  бурчак оркали аниклаш мумкин. Бу ерда 
(fa =  ф; qt =  а  ва регуляторнинг эркинлик даражаси i =  2.

Математик маятникда (302-раем) =  ф ва i — Г. Луз
гал мае \к атрофида айланаётган каттиК жисм учун \ам 
qx = ( f ;  i  =  l .  Кривошип шатун механизм;! учун ,\ам (303- 
расм) ф бурчак оркали механизмнинг исталган нуктасининг 
вазиятини аниклаш мумкин. Шунинг учун бу з^олда з а̂м

qi =  ф; t =  l ,  Фазода эркин з^аракат килаётган нукта ва- 
зиятннн х, у, г координаталар оркали аниклаш мумкнн. Бу 
з^олда qt — х\ q2 =  у, q3 =  г ва i — 3. Сферик з^аракатдаги 
жисм учун з а̂м </, =  ф; g 2 =  ; q3 =  0, i =  3. Эркин з а̂ра- 
катдаги жисм учун

i =  6 ва х  =  <7,; у  =  q#% =  q3\ Ф =  gt\ $  =  ? s; о =  qe.
Келтирилган мисоллардан куринадики, умумлаш ган 
координаталар оркали декарт  координаталарини ва 
аксинча, декарт координаталаридан фойдаланнб ум ум 
лашган координаталарни аниклаш мумкин. М асалан , 
А нуктанинг декарт координаталарн

Z

302- раем. 303- раем.

СА
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; :$ )  " , 7 '2) 
куринишда ёзилади. Худди шундай мулохаза асосида сис- 
тёманинг v нуктаси вазиятини qu qt, . . . , qt умумлашган 
координаталар белгиласа, декарт координаталари

* v =  х Л Я и  Яг ■■ ■ Яу  0 . '
У у Яг ■ • • 9». 0 . (117.3)
z v — *v ( f i .  Я* • • • <7». 0

ёки
'v  =M<7i. 0

богланишдаги тенгламалардан аникланади. Агар системадаги 
богланишлар стационар булса, (117.3) да вак,т цатнашмайди.

Умумлашган координаталардан ва^т буйича олинган би- 
рннчи тартибли косила умумлашган тезлик дейилади. Таъ-
рифга мувофиц умумлашган тезликлар qv qt . . ■ Яз ®ки

о =  1, 2 . . .  S '  
куринишнда ёзилади.
Умумлашган тезлик
лар юкорида (300 —
303-расмлардан) ку- 
ринган мисолларда 
бурчакли тезлик бу
лади, яъни бу мисол- • • 
лар учун <70 = Ф =
=  ш; сферик ^аракат- 

даги жисм учуй у ш

Яг =  <F -  “V  Яг =Ч> -

«V* Яз =  е =  шв бУ-ча- 
ди. 304- расмда курсатилган нуцта учун qt = х =  vx;

Яг — У =  Vy, Яз =  * =  v ,

эканлиги, яъни умумлашган тезликлар нуцта тезлигининг 
декарт Уцларидаги проекциялари эканлиги куриниб турнбди.

118- §. Мумкин булган кучишлар
Битта лузгал мае нуктага эга булган D цатти^ жиемни 

v ну^тасига тенг таъсир этувчиси F4 булган кучлар система
си таъсир ^илсин (305-раем). О ну^тадаги реакция кучи R

ёки ф ** q булганлиги учун куйидаги

304- раем.
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fy ларининг йигиндиси ало^ида-ало^ида 
• -  нолга тенг булиши керак, яъни

булса, жисм мувозанатда булиши учун 
барча кучларнинг Уклардаги проекция-

V

305- раем.

Агар барча кучларнинг О нук
тага  нисбатан моментларинн ол
сак, реакция кучларининг О нук
тага  нисбатан моментлари нолга

тенг булади (чунки реакция кучлари О нуктани кесиб 
Утади) ва моментлар оркали мувозанат тенгламаларн 
Куйидагича ёзилади:

Бу тенгламаларда реакция кучлари катнашмайди ва 
шунинг учун тузилган тенгламалар системасида номаъ
лумлар  сони сезиларли д ар аж ад а  кам аяди  ва бу холда 
мувозанат шартларининг (тенгламаларнинг) сони ж ием 
нинг эркинлик дараж аси га  тенг.

Механик системанинг мувозанат шартларини аник- 
лаш да шундай принципдан фойдаланнш мумкинки, 
натижада реакция кучлари мувозанат тенгламаларида 
катнашмайди. Бу принцип мумкин булган кучиш ту- 
шунчасига асосланади.

Борланишлар йул кУядиган кучишлар мумкин булган 
кучиш дейилади. Мумкин булган кучишларни виртуал 
(туюладиган) кучиш деб *ам айтилади. Виртуал кучиш 
биринчи тартибли кичик микдордир. Бундай кучиш булган
да богланишларда узгариш булмайди. Виртуал кучишнинг 
*акикий кучишдан фарки шундаки, виртуал кучиш берил
ган вактда булади (t =  const), лекин ^акикий кучиш эса dt 
вактда содир булади. Виртуал кучиш 6г билан белгила-

2  м х (/\) =  0; V  Mt (Fv) в  0; £  Мг = 0 .  (118.2)

306- раем.

нади (306-раем). Виртуал 
кучиш бг ни «дельта эр» 
деб укилади ва б белгиси- 
ни вариация (узгариш) деб 
айтилади. Бундай вариация
б г белгисини 84-§ да КУЛ' 
лаган эдик. Энди вариа-
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^dV

307- раем.

ция тушунчасининг математик маъносини куриб чикайлик.
Фараз ^илайлик, г функциясининг / вацтга борланиши 

(307- раем) 1 эгрилик шаклида берилган булсин. Бу ерда 
dt = t i — tl вак,тда г функция г , — г, =  dr га узгаради. dr 
узгариш одиций кучншдир. Энди берилган /, вактда г 
функцнянинг шаклн узгариб, функция г3 цинматга эга бул
син. г3 — г, =  б г внртуал кучиш дейилади. Вариация диф- 
ференциалдек математик оператор (амал) булиб, бу амал 
худдн дифференциал оператор сингари бажарилади. Маса
лан:

Виртуал кучиш берилган вацтда соднр булганлиги 
учун вариацияланмайди, яъни 6/ = 0.

Внртуал кучиш ж уд а  кичик мицдор булганлигидан 
АВ рнчагнинг (308-р асм) Л ва б  ну^талари 65  ёйни бо-

(118.4)

(118.5)

(118.3)

6 \rdt =  \6rdt.

485



А

308- раем.

енб утса-да, бу ёйни шу ёйга мос келаднган тугри чизиц 
(ватар ) билан алмаштирадилар. Худди шундай кри
вошип механизмининг (303- раемга царанг) А иуцтаси 
кучншинн >̂ ам ж уд а  кичик чизикли кесма билан алмаш- 
тнриш мумкин. Бу ^олларда виртуал кучишлар

6 5 Я =  ОВ 6ф,
b S A = 0/1 б ф. ( ,18-6)

Ха^и^ий кучишлар виртуал кучишларнинг бир 
цисмини ташкил цилади, агар ностационар богланиш
лар  булса, хациций кучишлар внртуал кучишларга 
кирмайди.

Сацлаб турувчи, голоном, 
идеал богланишли (73- §) 
механик система учун N ре
акция кучларпнинг бажарган  
иши нолга тенглигини била- 
миз:

•• V  • 6/~ =  0. (118.7;
> » v=l

309- раем. в  Жисм цузгалмас абсолют сил-
лиц сиртда (309-раем) N ^ а к 

ция ва F ишкаланиш кучлари таъсирида ^аракат цилса, бу 
кучларнинг бажарган элементар ишларн йигиндиси

N 6 5  zos(N?~dS) + F  d S c o s iF ^ S )  =  N 6 5 c o s 9 0 c -f
+  FbScos  180° =  — F 6 5  = 0

ифодага тенг булади, чунки идеал богланишда ишкаланиш 
кучи булмайди.

Шундай цилиб. идеал ва стационар богланншда спсге- 
мадаги реакция кучлари бажарган элементар ишлар h h f h h - 
диси нолга тенг деган хулоса чикади. Бу хулосага 73-§ да 
идеал богланишлар постулати деб айтилган эди.
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Фараз киламнз, жисм голоном, икки томонлама саклаб 
турувчи, идеал богланишлар таъсирида булсин. Агар бу
жиемнинг v- и уртаси актив ва Nv реакция кучлари 
таъсирида 6л v га кучеа, бу .\олда бажарилган элементар 
ишларнинг йигиндиси

£  +  (119.1)
v = l  v = l

тенглнк билан аникланади. Бу тенгликнинг нолга тенг 
булишига сабаб богланншларнииг идеал булишидир. 
Чунки идеал богланишлар ностулатига асосан (7 3 -§ )

V  Й , 6 ^  =  0 (119.2)
V - I

ва (119.1) тенглама куйидаги куринишда ёзилади:

V f 6 r v = 2 f v 6 r v c o s (/:v  6rv ) = 0 - (119.3)
V = 1  V =  1

Бу (119.3) тенглнк мумкин булган кучнш принци- 
пининг математик ифодаси дейилади. Бу принцип’ 
КУйидагича Укилади: голоном, икки томонлама саклаб  
турувчи, стационар ва идеал богланишли механик сис- 
тем ага  таъсир киладиган кучлар системасининг муво
занатда булишлигининг зарурий ва етарли шарти шун- 
дан иборатки, берилган кучларнинг (актив кучларнинг) 
системани *ар к анДа й мумкин булган кучиришдаги ба
ж арган  элементар ишларининг йигиндиси нолга тенг 
булиши керак. Бу принцип Лагранжнинг т^гри ва 
тескари теоремаси деб *ам  аталади . Чикарилган
(119.3) ифода система мувозанатда булиши учун зар у 
рий шартни ифодалайди (Лагранжнинг тугри теоре
маси). Энди (119.3) етарли шартнн хам ифодалашини 
исботлайлик.

Ф араз  киламиз (119.3) шарти бажарилди, лекин 
системага таъсир киладиган кучлар мувозанатлашти- 
рувчи кучлар эмас. Бу з^олда системадаги нукталар 
кучлар йуналишида к\чиб иш баж аради  ва бу ишлар 
йигиндиси нолдан катта  булиши лозим.

( 2 М Л + 2 ^ * * 0  > °  (П 9 .4 )
V V

119- §. Мумкин булган кучиш принципи
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Лекин системада идеал богланишлар булганлиги 
учун (119.2) шарт бажарилиши лозим булади. Бу
(119.2) шарт баж арилганда (119.4) тенгсизликдан янги

тенгсизлнк хосил булади, яъни (119.3) шарти бажарил- 
майди деган теекарн хулоса чицадн. Бундай тескари 
хулоса олдинги (119.3) шартга зид булганлиги учун 
бизнинг фаразимиз к о т у р н  ва ха1\ихатдан (119.3) 
идеал ва стационар богланишли системанинг мувозанат
да б^лишлигининг етарли шартини хам ифодалайди 
(Лагранжнинг тескари теоремаси). Мумкин булган ку- 
чиш принципини И. Бернулли (1717 йнл) умумий 
*олда баён цилди ва бу принципга асосланиб Л агран ж  
Узининг аналитик механикасини тузди.

Агар актив кучлар Fv ва виртуал кучишлар 6rv прсек- 
циялари оркали (119.3) тенглама ёзилса, куйидаги х°сил 
булади:

Бу мумкин булган кучишнинг проекцияларда ифодала- 
нишидир. Бу ерда f vx, Fyy, ^  — кучларнинг у^лардаги 
проекциялари: 6ху, 6yv, 6zv — виртуал кучишнинг уцларда- 
ги проекцияларидир.

(119.3) ёки (119.6) тенгламаларни мумкин булган тезлик 
тушунчасидан фойдаланиб яна бош^ача шаклларда х,ам ёза- 
дилар. Агар виртуал кучиш чексиз кичик т вак,т давом 
этса, мумкин булган тезлик

куринишдаги формулалардан аникланади. Энди (119.3) ва 
(119.6) тенгламаларнинг jqap иккала томонини т вацтга 
булиб

(119.5)
V

V  (F „  6.VV +  F vv бу, +  Fn 6 гх) =  0. (П  9.6)
V~l

У,V т (119.7)

(119.8)
V — I

ёки проекцияларда
N

(F v +  F v +  F v ) =  О'  УХ УХ 1 J уу V\y  1 Л v WУ2/
I

(119. 9)

ифодаларни хосил киламиз.



120-§. Механиканинг умумий тенгламаси.  
Харакатдаги система учун мумкин булган кучиш 

принципи

Голоном, сацлаб турувчи, стационар богланишли ме
ханик системанннг v- нуцтасига Fv актив, инерция 
кучлари ва Ny реакция кучлари таъсир этса Даламбер прнн- 
ципнга асосан (76- §) бу кучлар йигинднеи нолга тенг:

+  0  (120.1) 

Бутун механик система учун эса

i  ( ? , +  Ф , +  Й у) =  0 (120.2)
V - 1

тенглик ёзилади. Энди системадаги v- нуктага 6гу вир
туал кучиш берамиз ва (120.2) тенгламанинг иккала томо
нини Ьгу векторига, унг томондан скаляр купайтирамиз

2  £  +  Ч  +  " v > *  ° .  <120 3)
ёки

А/ _  .V ^
2  +  2  Фу в'у  +  2  tfv 6rv = 0 .  (120.4)

I v = l  v—l

Охирги (120.2), (120.4) тенгламаларга механиканинг 
умумий (универсал) тенгламаси деб айтилади: .\apa- 
катдаги  механик системада .\амма вакт  актив, инерция 
ва реакция кучлари баж арган  ишларнинг йигиндиси 
нолга тенг. Бу тенглама система учун мумкин булган 
к?чиш принцилини нфодалайди.

Агар механик система стационар ва идеал богланиш
ли булса, (119.2) га мувофик (120.4) тенгламанинг чап 
томонидаги учинчи * ад  нолга тенг булади ва

Л’ ___

2 ( ? ,  +  Фу) Ч = °  (120.5)
V — I

*осил булади. Охирги тенгламага  идеал богланишли 
система учун мумкин булган к^чиш принципи ёки ме
ханиканинг умумий тенгламаси дейилади. Агар система 
тинч ёки тугри яизи^ли текис х ар акат  холатида б^лса, 
Ф  инерция кучи нолга тенг булади ва бу тенгламалар- 
дан (119.2) *осил булади. Охирги тенгламадан икки
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томонлама саклаб  турувчи, стационар ва идеал богла- 
нишли .\аракатдаги системада хамма ваь;т акт11в ва 
инерция кучлар баж арган  ишларнинг йигиндиси нолга 
тенг булади, деган натижа чикади.

(120.5) тенгламани проекцияларда

i ,  + ® , ж + 1  V . , + « у ч +
V — I v * l

+  S  ( f v,  +  0 j 6 r v = 0  (120.6)
V = 1

шаклда х ам ифодаланади ва яна Ф у =  — mva v эканлиги
ни эътиборга олиб,

S  (Fv - m va v) e ^  =  0 (120.7)
V = 1

куринишда хам тасвирланади. Бу ерда rnv, av система- 
нинг v- нуцтасининг массаси ва тезланишидир. Бу тенгла
мани идеал борланишли система учун мумкин булган кучиш 
принципи деб хам тушунмоц мумкин. Бу тенгламадан бе
рилган ва^т учун (ёки берилган чексиз кичик йацт ёки берил
ган лахзада) системага таъсир ^иладиган актив ва инерция 
кучлари бажарган ишларининг йигиндиси .\амча ва^т долга 
тенг эканлиги келиб чикади, ёки агар актив ва инерция 
кучларининг бажарган ишларининг йириндиси нолга тенг 
булса, берилган чексиз кичик взцтда (бир онда) система 
динамик мувозанатда булади деб цараш мумкин. Бунда 
система фа^ат бир лахзада, бир онда маълум актив ва инер
ция кучларига эга булади, богща онларда, актив ва инерция 
кучлар бошца ^ийматларга эга булади, албатта. .

121- §. Умумлашган кучлар

Механик система qu qt . . .  qs ёки qa, а =  1, 2, . . . , 5  
умумлашган координаталар билан характерланадиган булсин 
(310-раем). Бу системада F , ,  Ft . . . Fx нукталар га таъсир 
циладнган кучлар тенг таъсир этувчиси булсин. Агар qa 
умумлашган координатага б qa мумкин булган кучиш бер- 
сак, долган qu qt . . .  qa коордннаталарни узгармас деб 
цараш мумкин, чунки qx, qt . . .  qa координаталар эркин 
координаталар дир.

490



Энди 117- § га асо
сан ставионар богланиш
ли система учун

%  1* Т2.------ О
( 121.1)

ёзнш мумкин ва бу тенг
ликдан

Л’ & <7П

=  1, 2 . . . S  (121.2) 
богланишни *осил кнла-
миз, яъни q0 координата узгарганда системадаги з^амма нук
талар силжийди ва х,ар бир силжишда ишлар бажарилади. Бу 
элементар ишларнинг йигиндиси Flt Ft . . .  . FN кучлар 
оркэли бир томондан куйидагича ифодаланади:

310- раем.

dA =  Ft бг , -+- Ft f>гг +  . . . +  FN6 ry
х

=  У  F 6г  .- 1  v ° V (121.3)

Худди шу dA элементар ишни, иккинчи томондан умум
лашган qa координатани виртуал кучиш оркали куйидаги
шаклда ёзнш мумкин:

M e - Q e -в о , . (121.4)

Охиргн икки тенгламанинг ^нг томонини тенглаштирга- 
иимиэда

N
2  г .* ' -
«-1 1, 2 . . .  S (121.5)

формула *осил булади. Бунда Q0 умумлашган куч деб ай
тилади. Бу формуладан куринадики, умумлашган куч Qa 
бажарнлган элементар ишлар йигиндисинннг умумлашган 
координата вариациясига булган нисбати билан аникланади- 
ган катталикдир.

Умумлашган кучнинг маъносини якк°лрок тасаввур к и' 
лиш учун АВ рнчагнинг В нуктасига F куч таъсир килган- 
да бажарнлган элементар иш формулаенни икки куринишда
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ёзайлик (308-расмга царанг). Биринчи куринишда F куч 
таъсирида В нуктанинг радиус-вектори г нинг микдори fir 
га узгаради ва В нукта 6 5  га силжнйди, демак, элементар 
иш

1 b ' A = F b S  |(а)
шаклда ёзилади.

Иккинчи куринишда элементар иш, АВ ричакка цуйил- 
ган М куч моменти таъсирида, ричагнинг 6ф бурчакка бу- 
рилиши натижасида бажарилади:

6 Д = М - 6 ч .  ~ (5)
Энди (а), (б) ва (121.4) тенгламаларни бир-бирига со- 

лиштирсак, умумлашган куч: а) \олда Qa =  F; б) \олда 
Qo =  М эканлнгига ншонч ^осил киламиз.

Демак, умумлашган куч умуман куч ^ам, куч моменти 
цам булиши мумкин ва умуман Qa катталик (121.5) билан 
аникланади ва бу катталикнинг бнрлиги ? а̂м уша (121.5) 
формуладан аникланади.

Умумлашган актив кучлар, умумлаш ган инерция 
кучлари ва  умумлаш ган  реакция кучлари .\амда ум ум 
лашган ички ёки ташки кучлар тушунчаларн .\ам цул- 
ланилади.

Агар стационар идеал богланишли системага b<jg внр
туал кучиш берилса, (121.5) формулага мувофкц,

2  ‘Vv * \
Qa =  --------  = 0  (121.6)

ифодани *осил киламиз. Бу ифодадан идеал богланиш
ли системаларда

Qa = 0 ,  а  =  1. 2, . . .  5 .  (121.7)

яъни умумлаш ган реакция кучлари нолга тенг. Д ем ак , 
идеал богланишли системаларда умумлаш ган кучларни 
аниклаш учун реакция кучларини хисобга олмаслик 
мумкин экан.

Энди (120.5) тенгламани умумлаш ган  кооорди- 
наталар ва умумлаш ган  кучлар оркали нфодалаймнз. 
Бунинг учун (117.3) ёки (121.1) борланишлардан фойдала
ниб, 6гч аникланади:
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5 ал

o=, '  0 2 1 8 )

Бу ифодани (120.5) га цуямиз:

V —  I 0 = 1

ёки

* ( 2 ' . £  +  2  а я *
0 = 1 \ v - |  4°  v = l  V<J /

^осил кнлннади. Энди (121.5) формулага мувофик,

^ . £ - < Й  С2> 10)
V-1 °

.V <?г.
V 4>vTJ L = ( ?o 021.11)
£?1 ^ 0

эканлигини ^исобга олсак, механнканинг умумий тенглама
си, яъни (121.9) умумлашган Qa куч ва умумлашган q0 ко- 
ординаталарда куйидагича ифодаланади:

2  « £ + < £ )  4 = 0 .  (121.12) 
0—1

Бунда: QFa , Q* умумлашган актив ва умумлашган инер
ция кучлари. Умумлашган координаталар эркин булганлик- 
лари учун bqn Ф  0, лекин (121.12) тенгламада bqa олдидаги 
коэффиииентларнн нолга тенг деб олиш мумкин. Яъни

<?о +  <?оФ= 0  021-13)
бфлиб колади.

Агар идеал богланишли механик система тинч ёки 
тугри чизикли текис .\аракат .у>латида булса, инерция 
кучлари нолга тенг булади, албатта .
Демак,

Qo =  0 021.14)
ва (121.13) дан

QFg = 0 ;  о =  1, 2 . . .  5  (121.15)
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N
тенглик >40сил булади, яъни актив ва умумлаш ган  куч
лар нолга тенг.

Агар механик система консерватив булса, яъни сис
тема потенциалли майдонда жойлашган булса, бу хол
д а  куч (84.12) га асосан куйидагича ёзилади:

(121.16),

Бунда П системанинг потенциал энергняси. Агар
(121.16) *исобга склинса, (121.5) дан куйидаги келиб 
чикади:

0 . ------ '  0 2 Ы 7 )

ёки (121.15) га мувофик
дП
&1а

да 0; о 1, 2 . . . S . (121.18)

ГА

i—i
— ty/ S . oC

99Ш 9 77777777777//}

Демак, (121.18) бажа- 
р  рилса, консерватив систе- 
у *  ма статик мувозанат хола- 

тида булади деган хулоса 
чикади.

106-мисол. (46.3). Дас- 
тасининг узунлигн а бул
ган понали пресс винти- 

311-раем, нинг укига ва дастасига
тик булган Р куч таъсир 

килмокда (311-раем). Агар винт кадами h ва понанинг 
учидагн бурчак а  булса, Р  ва Q кучнинг модуллари ора
сидаги богланиш кандай аникланади?

Ечиш.  Р кучи таъсирида пресс дастасн а  бурчакка бу- 
рилса, пона 6ht виртуал кучиш олиб, чап томонга енл- 
жийдн ва шу вактнинг узида пресс б/i баландликка icyra- 
рилади (312-раем).

Расмдаги д  ВВ1С1 дан
бh =  bht tg а .  (1)

Мумкин булган к>чнш приицнпига асосан элементар ишлар 
тенгламаси

Mbq>— Qbh = 0
куринишда ёзилади.

Энди (1) ва (2) бирлаштнриб ечилса,
Mfxf — Q tg a  bhl

(2)

(3)
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I I

"17?
312- раем.

*осил булади. Бу ерда куч моменти
М =  Р а  

эканлиги эътиборга олинса,
2Я А
[  Ра6<р =  f Q tg a  6h,

о

2л Р а — Q h tg а

2л  Ра

еки

ва

з^осил булади.

Q = A tg а

(4)

(5)
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!07-мисол (47.13). Огирлиги Q ва радиуси г булган А 
цилиндр думалагичнинг огирлиги Р булган В юк харакатга 
келтирадн (313-раем).

Агар думаланишдаги ишкаланиш коэффициент» j к бул
ган А думалагич сирпанишсиз думалаиса, В юкнннг тезла
ниши нимага тенг булади?

D блокнинг массаси зугсобга олинмаенн.
Еч и ш.  Фикран системага виртуал кучиш берамиз (В 

юк царакати йуналишида). Бу з^олда В юк бЛ; А цилнндр- 
нинг В нуцтаси х,ам б/i силжиш олади, А цилиндр 6ф бур
чакка бурилади, А цилиндрнинг маркази 6h, га енлжийди. 
Энди система учун механиканинг умумий тенгламасини
(120.3) га мувофиц тузамиз:

P b h  — - a b h  — МЬу — М„бф = 0 .  (1)
8

р
Бу тенгламада — аб/t— В юкнинг инерция кучини ба- 

8
жарган элементар иши; Мбф—А цилиндр инерция кучининг 
бажарган иши; Pbh — В юк огирлик кучининг бажарган 
иши.

Масаланинг шартидан фойдаланиб,
6Н =  2гбф; (2) MK =  - f K N = f K Q; (3) М =  /а • е; (4)

е = — (5)
2г '

ифодаларни ёзамиз.
Цилиндрнинг О уцига нисбатан инерция моменти Гюй

генс теоремасига асосан

' .  =  ' д  +  7 ' ’ . №)
аммо

/ „ = = -  (7)
л 2е

булганлигини ^нсобга олганимнзда

(8)

формулани з^осил циламиз. Энди (2) — (5) ва (8) ни (1) га 
куямиз:

2 / V 6 < f-—  бФ - ^ б < р - / к 0 б ср = 0 . (9) 
8 4S
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Бу тенглгмгнинг иккала томони- 
ни f<p га буламиз ва а тезла- 
нншга нисбатан ечамиз

2 P r - f KQ = S- r ± ± 9 ra]
бундан

48

P - ^ Q

О

к и

\ ± JS’
314- раем.

3Q +  8Р
яъни В юк тезланишинн топтан 
буламиз.

108-мисол. (46.9). Полиспаст 
А к у зга л мае ва л та цузгалув- 
чан блоклардан тузилган.

Мувозанат .^олатидан кутари- 
ладиган Q юкнинг А блокдан чи- 
к,аднган арь^онга куйилган Р зури- 
к,иш кучига булган нисбатини ани!\- 
ланг (314-раем).

Жавоб: ^  =  2" .
Р

109-мисол. (47.11). А думала- 
гич думаланиб огирликсиз чузил- 
мас ип билан цузгалмас В блок 
оркали тортилган огирлиги Р бул
ган юкни юцорига кутарадн. Бу ерда В блок О ук, атрофи
да айланади. А думалагич ва В блок бир жинсли бир 
хил радиусли дисклар. К,ня текислик горизонт билан ос 
бурчак ташкил цилади. Думалагич уцининг тезланиши 
аншугансин (315-раем).

Q sin rt — Р----------------С2 Q + P  * ’

315- раем

Жавоб'. а —

XX- Б О Б. ЛАГРАНЖ ТЕОРЕМАЛАРИ

122- §. Биринчи жинсли Лагранж теоремалари

Механик система N та нуктадан тузилган булиб, систе
мага К та голоном, идеал ва стационар богланишлар цуйи- 
даги^шаклда берилган:

fa =  (*|. Уi* г, . . .  хп, </„, гп) =  0.

о =  1. 2,
У*
k.

32-2815

( 122.1)
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Бу богланишлар системадаги виртуал кучишларга К та 
Кушимча нисбатларни КУЯДИ Кушимча нисбатларнн (122.1) 
дан тулик дифференциал олиш билан аникланади:

Бу тенгламалар К та, система нукталари ЗЛГ виртуал 
кучса, эркин кучишлар 3 N — И булади. Тенгламалардан К 
та богланишларии (3N — К) эркин кучишлар функцияси 
шаклида аниклаб, механиканинг умумий тенгламасига 
Куйиб, эркин кучишлар олдидаги коэффициентларни нолга 
тенглаштирнб, 3 N— К ^аракат тенгламаларини ^осил к,и- 
ламиз. Агар х,осил килинган 3 N — К тенгламаларга К та 
богланишлар тенгламасини цушсэк, 3 N та тенглама *о- 
сил киламнз ва 3 N тенгламалардан дс,, у {, г, . . . хп, уп, гп 
катталикларни, жами 3 N координаталарни аниклаймиз. Бун
дай усул билан динамик тенгламаларни ^осил килиш му- 
раккаб ва кийин.
' Бундай мураккабликдан кутулнш учун номаълум купай- 
тирувчи кх коэффициентлар методидан фойдаланилади. Бу
нинг учун (122.2) тенгламаларнинг ,\ар биттасинн тегишли 
Хх коэффициентларга купайтирнб, (120.6) билан кушамнэ:

еки

V-1
V
N
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Бу ерда Хт купайтирувчини шундай танлаш мумкинки,
(122.3) тенгламадаги виртуал 6.vv, Ьух, 6?v. кучишлар олдн- 
даги коэффициентлар на!га  тенг булиб цолади, яъни

к
л ~ 2 » > £ .

JK-l
К

К г т - 'dxv

2 л £ -

еки
dfxmw* = F vx +  X ,- J 2 L + * ,  J21 +

x-l

%

(122.4)

+  x / i f LЛ . *
d rv

dfK-4- )
<tyv

(122.5)

f/* 
' dz„ )

цоснл булади. (122.5) биринчи жинсли Лагранж тенглама
лари деб айтилади. Тенглама сони 3 N та булиб, унга К 
та (122.2) тенгламаларни цушнб, 3N  +  K та тенгламани 
зрсил цилиб, 3 N та, координата ва К та номаълум X,, X,. 
. . . , Я.д. купайтирувчиларни аницлаймиз.

>^осил цилинган (122.5) тенгламага  эътибор билан 
цараганимизда системаларда богланишлар сони К к ат 
та б^лса, тенглама сони 3N + K  булишинн ва бу тенгла
мани ечиш кийинлашиб боришини англаймиз. Шунинг 
учун тенгламалардан  снстемада богланишлар сони К 
куп булмаган холда фойдаланиш мацсадга мувофик- 
дир.

Биринчи жинсли Л агран ж  тенгламаларидан фойда
ланиб, голоном, стационар ва идеал богланишли систе
мага  таъсир киладиган кучлар потенциалли бУлган 
^олда энергиянинг сакланиш конунини келтириб чика- 
риш мумкин. ^акицатан  .\ам, (122.5) тенгламани тегиш- 
ли равишда dxy, dyv, dzs га купайтнриб цушсак:

N
1  (mv xv dxv +  mv yx dyv +  mv zv A v) =  V  (Fxx dxv +

V — l
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+ f „  <<у, + F*/K  +  2  2  l * (j r dx' + * r  dy' +

t * , }  ( , 2 2 '6 )

v**l x* 1

+
‘ V

Буларнинг чап томони
a ............................  *

V  (mv xv dxv +  mv i/v dyv +  mv zv<fcv) =  V  (mv Pvxduvx +
V — 1 v = l

+  "»vuvv< 4*  +  mv yv , =  d ( i  (122.7)

■Д, m t>*
Г  =  2  1  (122.8)

V — I

шаклда ёзилади. Бунда T системанинг кинетик энергняси. 
Тенгламанинг унг томонндагн биринчи з а̂д:

У  (Fxdxv +  Fv dyv +  FVidzv) =  — d f l ,  (122.9)
V - I

бунда П системанинг потенциал энергняси. Энди (122.6) 
тенгламанинг унг томонидагн иккинчи хад (122.1) даги 
богланиш функцияси /х нинг тулнц днфференциалининг кх га 
булган купайтмасига тенглигини ва ушбу

-  2  ( £ ; + л  * . + % * . ) - *  <122 |°)

тенгликни эътиборга олганимизда бу икинчи хаД нолга 
тенг булади.

Шунинг учун (122.7) ва (122.9) ифода (122.6) тенг
л ам а га  цуйилса,

dT =  -  dn. 
d(T +  П) =  0

ва
Т - f  П =  const • (122.11)

тенглама хосил булади. Бундан потенциалли система 
идеал ва стационар богланишли булса, бу системада 
кннетик ва потенциал энергия йигиндиси узгармай
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колади деган хулоса чикади. Бу хулоса механик энер
гиянинг сакланнш конунидир. (Энергия интеграли деб 
*ам  айтилади.)

КУрдикки, биринчи жинсли Л агран ж  тенгламалари- 
нинг богланишлар сони К куп булганда ишлатиш ноку- 
лай, чунки масала мураккаблаш ади. Бу кийинчиликлар- 
дан кутулиш учун Л агран ж  умумлаш ган  координаталар- 
дан фондаланишни таклиф этди. Умумлашган коорди- 
наталардан фойдаланганда бир неча афзалликлар бор:

1) тенгламаларда богланишлар катнашмайди;
2) тенгламалар сони К та га  кам аяди ; 3) *осил булган 
тенгламалар системасини ечиш уларнинг сони камрок 
б^лганлиги учун осонрокдир.

123- §. Иккинчи жинсли Лангранж  тенгламаларн

М аълумки, голоном ва  идеал богланишли механик 
система нукталарига виртуал кучишлар берилганда 
механиканинг умумий тенгламаси исталган вактда  сис
теманинг механик мувозанатинн ифодалайди. Бу тенг
ламанинг (120.7) куринншидан фойдаланамиз:

V ( F v _ m v a v)6rv = 0 .  (123.1)
V= 1

Система харакатининг дифференциал тенгламалари- 
ни биринчи жинсли Л агр ан ж  тенгламаларидан фойда
ланганда олдннги, 122-§ да курсатилган кийинчиликлар 
борлигини курдик. Бу кийинчиликлардан кутулиш учун 
умумлаш ган  координаталар ва  умумлаш ган  кучлар 
оркали система ^аракатининг дифференциал тенглама- 
ларини аниклаймиз. Бундай умумлаш ган координата
лар оркали система харакатининг дифференциал тенг- 
ламаларини тузиш методики Л агран ж  илмий асослаган 
ва хосил кнлинадиган тенгламалар иккинчи жинсли 
Л агран ж  тенгламаларн дейилади. Иккинчи жинсли 
Л агран ж  тенгламаларинн (123.1) дан фойдаланнб 
аниклаймиз.

Олдннги (121.8) формулага мувофик

< 4 =  2  Т ^ - Ч  (123.2)
о=1 дЧа

✓
эканлигини эътиборга олиб, (123.1) тенгламани куйидаги 
шаклда ёзамиз:
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Агар (121.10) тенгламани эътиборга олсак, (123.3) нинг 
чап томонндагй биринчи з^аднн цавс ичидаги умумлашган 
куч эканлигига ишонч ^осил циламиз, яъни

'X -*• д г., -<■

{ т л )v-l а
Энди (123.3) тенгламанинг чап юмонидагн иккинчи .цад- 

дагн цавс ичидаги ифоданннг шаклини узгартирамнз. Х,а- 
Кицатан х,ам, ушбу

N *-*■ Nо г„V  -*• a rv у  d I’ d r..
Z. т v<?v —  =  Z  • —— =
v - l  дЯа £?l dt dQ„

=  ( l23 -5) 

тенгликни ёзишга ^ацлимиз, чунки бу ерда

д г„ \ d v „  . й г„ d (  d г,

К,уйндаги икки тенгликнннг

drv д rv

Ъг dqr 

d I дг„ \ д г.,
dl

dt ^  dqa )■

(123.6)

(123.7)

(123.8)
\,̂ Яа / дЯа

тугрилигини нсботлаймнз. Бунинг учун (117.3) тенглама



системасининг туртннчнеидан, яънн гу дан ва^т буйича тула 
косила оламиз:

d r  т  ^ г д г..

—  “ г '  =  я ^ , » + — ' ( 1 г 3 9 >

drv дгх
Охирги тенгламадан ----- ва -----  ифодаларни умумлаш-

о<?0 dt
ган qa га боглиц эмаслигини хисобга олиб, qa буйича ,\осила 
оламиз ва ушбу

д г., дг,,
= Г ~ .  (123.10)

дяа д%
Кейинги (123.8) тенгликнинг тутрилигинн исботлаш 

учун яна (117.3) тенгламалар системасининг туртинчнеидан 
qg буйича хосила оламиз:

д rv v 1 dr.. ’ д rv
=  +  023 .11)OQa o=i дЧо &

т катталнги .%ам, qa з а̂м t вакт функцияси булганлигини 
^исобга олиб, (123.11) дан вацт буйича .\осила оламиз:

(123.12)

Энди (123.9) дан qa буйича косила оламиз:

<?rv у -  / • д* rv \
— ------—  qa + ----- - .  (123.13)

дЧа о=1 \ дЧа дЯа Ф о дг

Охирги икки тенгламанинг унг томонлари узаро тенг 
булганликларн учун чап томонлари х;ам тенг булиши ло- 
зимлигидан ушбу тенглик \осил булади:

(123.14)
Kdqa J  dqa 

Бу тенглик (123.8) тенгламанинг айнан узи.
Маълум rv =  uv тенгликка асосланиб, (123.7) ва (123.8) 

формулаларнн (123.5) тенгламага ^уямиз:
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п2318)

Механиканинг умумий тенгламаси (123.3) га (123.4) ва 
(123.18) тенгликларни цуйиб

S /
I г А I  А Т  \ Л Т  \

& 7„= 0 (123.19)

Охирги икки тенгликни (123.15) га куямиз:

тенгламани хосил киламиз. Агар виртуал кучишлар мавжуд 
булса, яъни булиш учун (123.19) тенгламада bq0
олдидаги коэффициентлар нолга тенг булиши лозим, яъни 
6<7, дан бошца .\амма bqa нолга тенг деб

Хосил килинади. Шундай мулох,азалардан кейнн куйидагн 
тенгламалар хосил булади:



(123.20)

ёки кнс^арок, куринишда

(123.21)

бунда
о = 1 ,  2 . . .  5.

Охирги (123.20) ёки (123.21) ифодаларга иккинчи 
жинсли Л агран ж  тенгламаларн дейилади. Бу тенгла
малар иккинчи тартибли чизикли дифференциал тенг- 
ламалардир . Тенгламаларнинг сони механик система
нинг эркинлик д ар аж аси га  тенг.

Иккинчи жинсли Л агран ж  тенгламаларидан фойда- 
ланиш тартиби куйидагича:

1) системанинг эркинлик даражаси / нечта булса, шунча 
qa ни, яъни умумлашган координаталарни аниклаш лозим.

2) умумлашган qg тезлнкларни аниклаш;
3) системанннг кинетик энергиясннн умумлашган коор

динаталар оркали ифодалаш;
дТ дТ *4)  , —  ни аниклаш, яъни Т дан qg ва qg буйича

дЯо дЧо 
з^осила олиш;

5) умумлашган Qa кучни (123.4) формуладан аниклаш;
6) 1—5 банддан аникланган ифодаларни (123.11) га 

Куйиб, система харакатининг дифференциал тенглама- 
ларини тузиш;

7) хосил б$лган дифференциал тенгламаларни ин- 
теграллаш.
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124-§. Потенциаллн майдонлар учун иккинчи 
жинсли Л агранж  тенгламалари

Олдингн (123.21) формуладан маълумки, иккинчи 
жинсли Л агран ж  тенгламалари куйидаги куринишда 
ифодаланар эди:

,  £ - = q ° '  o e l * 2
■ F V  I

Энди шу тенгламаларнинг потенциалли майдонлар 
учун ^андай куринишда ёзилишини курайлик.

К,уйидаги янги узгарувчи функция 
L = T  +  U

киритамиз. L функция Л агранж  функцияси (Л агран 
жиан)  ёки кинетик потенциал дейилади. Бу функция 
механик системанинг Т кинетик энергияси билан U куч 
функциясининг йигиндисига тенг. М аълумки, куч1 
функцияси система потенциал энергиясининг манфий 
ишора билан олинган кийматнга тенг, яъни U = —Я  
булганлиги учун (124.2) куйидаги ш аклда ёзилади:

L — Т — Я ,  Т =  L +  П. (124.3)
Умумлашган кучни (121.17) формулага мувофиц

Qa =  - r ~  (124.4)
°Чо

шаклда ёзилар эди. Энди (124.4) ни (124.1) га ^уямиз: 
d / dT \ дТ дП

M s ) а

Бундаги Г  ва Я  катталикларнинг умумлашган координа
талар, умумлашган куч ва ва^т функциялари эканлигини 
эсласак, я ъни

т  = T (q lt q2 . .  . qb, </,, q2 . . . qs t), (124.6)

П =  П(q{, q2 . . .  qs, t). (124.7)

Я  функция фацат qa ва t нинг функцияси, Г  эса qa qg ва / 
нинг функцияси, чунки (123.7) га мувофи^,

d гу _  dt'y _  drv (124.8)
дЯа дЯа
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яъни v катталик qa функциясиднр. Ана шундай (124.7) ва
(124.6) богланишларни назарда тугганим 1зда

I  '' г£=0 (|24-9>
ва

L =  L (<7,, q2 . . . qs\ 7 l, q2 . . . qb, t) (124.10)'

Хосил булади. Охирги богланиш ва (124.9) эътиборга олин-
3 Т* д Тган ^олда (124.3) тенгламадан - — ; — - аникланади:

dqa *>а .
д Т  _ д  L д П dL дП  А

—  =  -------Ь - r — = - г - ,  чунки- : — = 0  (124.11)
dq0 °Яа dqa 0qo dqa

j L ^ j L + T L ' ' (12412)дЧа dq0 _ dq„
Бу ердаги икки формулани (124.5) тенгламага цуямиз:

d , dL > dL дП дП
1 а7а I dqa , dq„ dqa '

п дПb y  тенгламада ----- хадлар цисцарганлиги учун
dqa • .

2. . . . S  (124.13)
Л  \с<<70 I dq0

(124.13) тенглама потенциалли майдонлар ёки кон- 
серватив -системалар учун иккинчи жинсли Л агран ж  
тенгламалари дейилади. Бу тенгламалар сони S  ум ум 
лашган координаталар сонига ёки системанинг эркин
лик дараж аси га  тенг. Бу тенгламалардан фойдаланиш 
тартибн куйидагича: 1) системанинг эркинлик д ар а 
жаси ва умумлашган координаталар аникланади (t =  S); 2) 
системанинг Т кинетик ва П потенциал энергнялари q0 ва

qa функциялари шаклнда аникланади; 3) системанинг кнне
тик потенциали, яъни Лагранж функцияси (124.3) форму
ладан фойдаланиб, qa; q„ катталикларнинг функциялари 
шаклида ифодаланади; 4) Лагранж функциясидан фойдала- 
ннб, аникланади; 5) Лагранж функциясидан фойдала-
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ниб, - —  аникланади; 6) 4 — 5 бандда аницланган ифода
Ъо

(124.13) га — Лагранж тенгламаларнга куйилади; 7) хосил 
булган дифференциал тенгламалар ннтегралланади.

Агар механик системага консерватив Q0 кучлардан таш-
цари яна консерватив булмаган QF кучлар таъсир ^илса, 
бу халда умумлашган куч

Q =  Q„ +Qf

ш аклда ва иккинчи жинсли Л агран ж  тенгламаларн 
Куйидаги куринишда ифодаланади:

* U e /  д ч 0  0

Л агран ж  тенгламаларн механик снстемаларда эр
кин тебранишларни Урганиш масалаларида , чекли эр- 
киилик дараж аси га  эга булган эркин ва мажбурий 
тебранишларни Урганишда ва боип^а к^пгина техник 
масалаларни ечишда цулланилади.

316- раем.

110-мисол. (48.2). 316-расмда курсатилган бирикмада 1 
Ралтак Af, момент билан ,\аракатга келтнрилади. Ралтак 2 
Каршилик моменти Af,, ралтак 3 царшилик моменти М3 ни 
Хосил килади.

Ралтакларни массалари т и m,, т „  радиуслари r lt г,, 
г, булган дисклар деб кабул килиб, биринчи галтакнинг 
бурчакли тезланиши аниклансин.

Е ч и ш .  Ралтакларни механик система деб хисоблай- 
миз. Бу система учун иккинчи жинсли Л агран ж  тенг-
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ламаларининг (123.21) куринишдаги тенгламасини ёза
миз:

— f— ) — — = Q. (1)
dt \dq ! d q  7

.Масаланинг шартнга кура, галтаклар учун системанинг 
эркинлик даражаси бирга тенг ва биринчи галтакнинг бури
лиш бурчаги ф булади, яъни q — ф,, q умумлашган тезлик 
Я =  Ф ,-

Системанинг кинетик энергняси 1, 2, 3 галтакнинг ки
нетик энергиялари Г , ,  Tt, Т3 йигиндиенга тенг:

Т =  7*, +  Г ,  +  Г ,. (2)

Биринчи галтакнинг кинетик энергняси
.  2 м <*7

Л  = - у - ;  (3)

иккинчи ва учннчи галтаклар учун
/, ш; /. ш;

7', =  - у 2 ;  (4) (5)

Ралтакни диск деб хнеоблаб, симметрия укларига ннс- 
батан инерция моментларинн аниклаймиз:

2 2 ГПл Т, ^1^0
Л (6) (7)

т .  г?
/, -  (8)

Кинематнкадан маълумки, галтакларнинг бурчакли теэ- 
ликларининг нисбати галтаклар радиуслари нисбатига теска
ри пропорционалдир.

I (9)
Та г* Ч»

Бу нисбатлардан

Ф» — —  Ф р  (Ю )

Хосил цилинган ( 6 ) — (10) формула (3) — (5) га цуйилса:
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m. г? « -1 т г г? •
7 \ = - ^ Ф ? .  d i )  Т', =  ф?. (12)4 4

2

=  (13)

Тулиц кинетик энергияни (2) формулага мувофн^ цуйи- 
дагича ифодалаймиз:

Т  =  j ( m ,  +  m 2 +  m j  rf фг. (И )

Энди системага 6ф, виртуал кучиш берамнз ва бу .\ол- 
да (121.4; га мувофи^ виртуал ишларнинг йнгиндисини 
аннклаймиз:

б А =  М 16ф1 — М,6ф, — Л1эб<Гз. (15)
Масаланинг шартига мувофиц виртуал силжишлар нис- 

батн радиуслар нисбатнга тескари пропорционал булади:
flip, _  бфа __ г,
6ф4 r x 6<Pj r t

бундан

&Г*= — &[■; &F3 =  — &F» =  — вф| (16)rt ri гз
Охирги формулаларни (15) тенгламага цуямиз:

' (17)

Системадаги умумлашган кучни (121.4) формулага му- 
вофиьу аннклаймиз:

Q =  = (М 1 — — — — (18)
6ф, \ г, гг /

Энди иккинчи жинсли Лагранж тенгламасини, яъни (1) 
тенгламани масала шартига мувофнц ёзамиз:

—  ^ q .  • (19)
<и \ аф, / <*, •

Формула (14) дан фойдаланамиз:

Т ~  =  0 * дф4

| ^ - = у ( т |4 - т г +  т з )л * .ф 1.
(20)

Хосил цилннган (18) ва (20) формулаларни (19) тенгламага 
цуямиз:
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[ - J  (mi +  m2 +  т з) Г1 Ф|] =  M 1 ~  ~  И« —

— + т 0 +  т 3)г*ф, = 2  ( м ,  — -^-Af,— ^ -A f ,)  . 
r» V rt  r t  J

Бундан

6| (">| + m2 + m3 ) у ^
*оонл булади.
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