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! КИРИШ

1- §. Умумий муло.\азалар
«

Назарий механикада материал жисмларнинг харакати ва 
мувозанати урганилади. Ф. Энгельс бундай деган эди: 

* Материя *еч каерда ва *еч качон харакатсиз булмаган 
ва булиши хам мумкин эмас...‘ (Ф. Э нге ль с ,  .Анти- 
Дюринг*, 1952, 56-57- бетлар).

Ф. Энгельс берган таърифга кура, харакат материянннг 
яжралмас ва асосий хоссасидир; шунинг учун хам х ара кат 
оламда руй берадиган барча ходисаларни уз ичига олади. 
Бу нуктаи иазардан олганда, харакат сузидан факат меха­
ник харакатгина эмас, балки молекулалар, атом ва элек- 
тронлар билан буладиган мураккаб процесслар хам тушу- 
нилади. Материалистик диалектиканинг умумий конунлари 
материя харакатининг барча шакллари учун татбик цилина- 
ди. Illy билан бирга, харакат шакллари орасида сифат фарки 
борлигидан, уларни тасвирлаш ва урганиш усуллари хам 
турлича булади.

Табиатдаги барча жисмлар материядан нборатлиги мяъ- 
лум. Назарий механикада материянинг алохида физик-хнми- 
явий хоссалари назарга олинмайди. Материя доимо харакат- 
да булганидан, уни вакт ва фазодан ажратиб тасвирлаб 
булмайди. Назарий механиканинг вазифасн энг оддий харакат- 
ларни, яъни материал жисмларнинг вакт утиши билан фа- 
зода бир-бирларига ннсбатан кУзгалишларнни урганншдир. 
Шу билан бирга, назарий механика материал жисмларнинг 
мувозанатда булиш холларини хам текширади, чункн му- 
возанат механик харакатнинг хусуснй холндир. Шуни таъ- 
кндлаб утиш керакки, абсолют мувозанат булмайди. 
Ф. Энгельс бундай деган эди: Дар кандай мувозанат фацат 
нисбий ва вацтинчадир* (Ф. Э н г ел ьс ,  Дабиат диалектика- 
си", 1950, 196- бет).
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Урганнлаётган назарий механика курен, одатда, классик 
механика деб аталадн. Бу механнканннг асосий конунларн- 
нн даставвал Галилей билан Ньютон баён этган эдилар  ̂
XX аернннг бошларида физика сохаснда материянинг тузн- 
лиши юзасидан утказилган текшнришлар классик механика 
Конунларини улчамлари молекула улчамларидан анча катта, 
тезлиги эса бруглик тезлнгидан анча кам булган жисмлар 
учун кулланиш мумкннлигнни таъкидлади. Шу бнлан бир- 
га, бу текшнришлар улчами жуда кнчик, молекула улчам­
лари атрофнда, тезлиги эса ёруглик тезлиги теварагида 
булган материя харакатннн текшириш учун классик меха­
ника конунлариии татбик этиб булмаслигини хам курсатди. 
Масала шундакн, ёруглик тезлиги 300000 км/сек га тенг, 
аммо хозиргн замой техникаенда учратиладнган энг катта тез- 
лик 200000 км/сек дан ошмайди. Шунинг учун, классик ме­
ханика конунларн хаётда учрайднган реал масалаларни 
ечишда каноатланарли натнжалар берадн. НаЗарий меха­
ника, куйилган масалаларнинг кандаи нуктаи назардан тек- 
шнришнга караб, уч киемга: 1) ста ти ка , 2) кинематики 
ва 3) динамикага булинадн.

Жисмларнинг мувозанати, уларга куйилган кучларни 
Кушиш ва айириш, бу кучларни таъсир жнхатидан эквива­
лент булган бошка кучлар снстемасн билан ёки битта куч 
билан алмаштириш масалалари механнканннг статика кис- 
мида текширилади.

Кннематикада жисмларнинг харакатн текширилади. 
Аммо харакат, уни вужудга келтирувчи кучлар назарда 
тутнлмай, факат геометрнк нуктаи назардангина текширн- 
лади.

Динамикада эса жисмларнинг механик харакати шу ха- 
ракатни вужудга келтирувчи сабабга, яъни таъсир этабт- 
ган кучга боглаб текширилади.

2- §. Назарий механнканннг практика билан богланиши
Табиат т\трнсидаги фанлардан бнри булган назарий ме- 

ханнкани яхшилаб тушуниш ва урганиш — дунёга диалек­
тик материализм нуктаи назарндан караш ва маркснстик 
методлар асосида фикр юргнзишга ёрдам беради. Назарий 
механнканннг асосий принциплари азалдан яратилган эм ас.

Барча фанларнинг, жумладан механнканннг асосида жа- 
мият практикаси, тажриба, эксперимент ётадн. Сунгра би- 
лим илгор назарня тарзида ривожланадн ва, нихоят, бу на- 
зарня натижалари амалда кулланнлади. Пролетариат идео- 
логнясини нфода килган бирдан-бир революцион назарня —
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Маркс, Энгельс, Ленин яратган диалектик материализм 
назариясидир. Назарий механиканинг бутун мазмуни диа­
лектик фикрларга асосланганндан, у диалектик метод асо- 
сида тавсифланиши лозим.

3- §. Назарий механикада абстракт методнинг роли

Каттик жисмларнинг ){аракати ва мувозанатига оид меха­
ник ^одисаларни кузатганнмнзда уларнинг маълум хоссала- 
рн механика масалаларини ечишда турлича урин тутишини 
курамнз. Масалан, ип учига оснлган маълум шаклдаги жисм 
вертикал текисликда тебранма харакат цилсин, бу ^аракат- 
нинг тебраннш даври ипга осилган жисмнинг массасигагина 
боглик булиб, унннг шаклнга ва бошка физик хоссаларнга 
мутлако боглик булмайди (^авосиз бушликда). Шунинг 
учун, бу *олда маълум шаклдаги ^алиги жисмни ип учига 
осилган материал нукта деб карашнмнз мумкин, чунки бнз 
куйган масалада жисмнинг шакли цеч кандай а^амиятга эга 
булмай, унннг массаси масалани *ал кил ад и. Механик масала- 
ни ечишда )(ажмп ва шаклннинг а.^амияти булмаган, маълум 
микдордаги массаси бнр нуктага жойланган деб тасаввур 
Кнлннадиган жисм м а т е риал н у к т а деб аталади. Жисм- 
нн материал нукта тарзида тасаввур этиш мехйНПКйда кенг 
кулланилади. Маълум улчамли реал жисмни массаси шу жисм 
массасига тенг булган материал нукта билан алмаштириш, 
купинча, масалаларнп ечишда катта кулайлик тугднради. Шу 
билан бирга, куйнлган масалани тугри ,\ал цилишга имкон 
беради. Бу *ол материя хоссасннинг куйилган масала учун 
зарур булган кисмини олнб, масалани ечишда бевосита а.\а- 
мияти булмаган томонларнни ^исобга олмаслнк имконини 
тугднради.

Ж исмнинг барча хоссалари бирданига эътнборга олинса, 
*еч кандай механик ^одисани назарий ва амалнй жи^атдан 
текшириб булмайди, ш у билан бирга, ечилиши жуда осон 
булган *ар кандай масала заддан таищари мураккаблаштн- 
риб юборнлади. Масалан, иккн таянчга куйилган эластик 
балканинг таянчларга булган босимини аниклашда, балка 
эластиклигининг *еч кандай а.\амиятн йук. Холбуки, таби- 
атдаги жисмлар маълум даражада эластнклик хоссасига эга 
булиб, кУйилган юклар таъснридан деформацияланади. Бу  
деформация жисм улчамларига Караганда жуда *ам кнчик 
булиб, механика масалаларини ечишда унинг ^еч кандай 
а.\амияти булмаганидан, у эътиборга олннмайдн, шунинг 
учун , жисм абсолют каттик деб ка рала ди.
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Реал жисмлпрнп тасаввур килннган жисмлар билан бу 
тарзда алмаштириш механика масалаларини осонлаштирнш 
учун курилган бир тадбнрдир.

Бундай абстракт усул механикада кенг кулланилади. 
Хар бир физик кодисанн тасвирловчи назарияни яратишдан 
авнал, реал физик материал снстемани маълум даражада 
идеаллаштирилган схема билан алмаштириш масаласини, 
яъни кандай лолларда реал жисмни материал нукта деб ва 
кандай лолларда абсолют катти к жнем деб караш кераклн- 
гнни ^ал кплиш лозим. Бу масала жиемнинг хоссаларига- 
гина боглик булмай, балки текширилаётган процесснинг 
характерига ва куйилган масаладан кутиладиган жавобга 
Кам богликдир. Масалан, металл диск ингичка симга мар- 
казидан горизонтал ^олатда осиб куйилган булсин. Агар 
жиемнинг маълум текисликдаги тебраниши бизни кизиктир- 
са, бу э̂ олда унинг шакли а^амнятга эга булмайди, шунинг 
учун уни материал нукта деб караса *ам буладн. Дискнннг 
осилган сим атрофидагн айланма каракати текшнрилса, уни 
каттик жнем деб караш лозим, агар дискнннг киррасига 
металл болгача билан урганда шу диск берадиган товуш 
кнзиктнреа, албатта, унинг шакли ва эластиклигнни эъти- 
борга олмай туриб, масаланн ечиб булмайди. Масаланинг 
куйилишига караб, дискнннг материал нукта деб, каттик 
жнем деб еки эластик жнем деб каралиши юкорида баён 
этилганлардан яккол куриниб турибдн. Аммо диск матери- 
алининг баъзи хоссалари *алн ^исобга олингани йук. Ма­
салан, диск материалининг молекуляр тузилишига а^амнят 
берилмади, чунки унинг бу хоссасн куйилган масала учун 
а^амиятсиздир.

Хар кандай конкрет масаланн ечишда реал физик жисм­
лар хоссаларининг нима сабабдан абстракт методлардан 
фойдаланнб тасаввур килннган — соддалаштнрилган схема­
тик жисмлар билан алмаштирилганлиги эцди тушунарлп 
булса керак. Шундай килиб, назарий механикада абстракт 
метод кенг кулланилади

4- §. Назарий механика фанининг техника фанларини 
ривожлантиришдаги а\амияти

Механнканннг асосий конунлари \ар кандай материал 
жисмларга, уларнинг суюк бки газеимон ^олатда булн- 
шидан катън назар, бирдек татбик этилади. Каттик, эластик, 
суюк ва газеимон жисмлар механнкаси, машина кисмла- 
рнни ^исоблаш назарияси, иишоотлар назарняси, гидравли­
ка, аэрогидродинамика назарий механика конунларига та-
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•янгани 5{Олда мустакил фанлар тарзида шаклланди ва тех­
ника куйган талабларга муваффакнят билан жавоб бериб 
кел мокла.

Бизнинг замонамизда механиканннг бу кисмлари техника 
фаиларининг юкорида келтирилган му^нм со>(алари булиб 
ривожланмокда. Катта тезлнклар билан ^аракатланаётган 
авиация траиспортинииг, тез айланувчи кисмлари булган 
машииалариннг яратнлиши, катта кувватга эга булган гидро­
энергетик иншоотларнинг курилиши, пахта териш ма- 
шиналарининг яратнлиши техника со^асида янги проблема- 
ларни майдонга ташладн. Бу янги проблемаларии ечиш 
масаласн юкорида келтирилган махсус техник фанлар зим- 
масига тушса *ам, аммо назарий механика у фанларнинг 
асосий назарий манбаи снфатида уз а^амнятинн яна *ам 
ошнрмокда.

5- §. Механиканннг тарихига оид цисцача маълумотлар
Табнпй ^одисаларнннг энг оддийсн *ам ^ар куни куза- 

тнладиган жисмларнинг механик ^аракати булиб, кишилар- 
нинг ^ар кандай ишн бу ^аракатсиз бажарилмайди. Каднм- 
дан колган катта-катта нншоотлар кншиларнинг уша замон- 
ларда оддий, ^ар хил ёрдамчи асбоб-ускуналардан фой- 
даланганлнгнни курсатадн. Масалан, нншоотлар куришда 
ошр юкларни баландга кутариш асбоб-ускуналарн ншла- 
тилган. Демак, уша замонларда *ам нлгор фикр эгалари 
амалнй механика масалаларини ечиб, уз замонларннинг та- 
лабини кондирганлар. Барча фанлар, жумладан механика 
*ам практика асосида келнб чиккан ва практика асосида 
ривожланмокда.

Механнкага оид дастлабки асарларни кадимги грек олнм- 
лари ёзган эди. Бизнинг даврнмиздан ил гари 384 — 322 й ил - 
ларда яшаган грек олими маш^ур донишманд А р и с т о ­
те л ь  узннинг асарларида ричаг ва бошка оддий машиналар 
мувозанати ва ^аракатига оид умумий назарняларни езди. 
Шунн эслатиб утиш лозимки, Аристотель узининг назарий 
хулосаларини .чеч кандай тажрнба билан текшнрнб курмадн 
ва, шунинг учун, у узгармас куч таъснр этаётган жисм тенг 
улчовли .\аракат кнлади, деган нотугри фнкрга келди. Бу 
жи^атдан олганда Аристотелнинг механнкага оид асарлари 
метафизик нуктан назардан баён этилган.

Кадимги грек олнмларидан яна бири маш^ур Архи мед  
булиб, у, даврнмиздан илгари 287 — 212 йнлларда яшади ва 
механика со^асида самарали текширишлар утказди. Архи­
мед жисмларнинг мувозанатига ва огнрлик марказини гео­
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метрик усулда топиш масалаларига, шунннгдек, сувда су- 
задиган жисмларнинг мувозанатига оид назарияларни ишлаб 
чикади. Архимед асарларн Аристотель асарларидан тубдан 
фарк килади.

Асрлар утди, аммо Аристотель ва Архимед колднрган 
илмнй хазннага бирор мухнм фикр кушилнши у ёкда тур- 
син, улар колднрган илмнй меросдан бир канчасн йукотн- 
либ хам юборнлди. Нихоят, XI аср бо1иларнда буюк У рта 
Осиё олимн Б и ру ни й  узининг материалистик таълимотига 
таяниб, Аристотелнинг кучлар сохасидагн идеалистик клас- 
сификациясига жиддий карши чикди.

XV асрдан бошлаб, бошца фанлар каторида механика 
фанн ^ам янгндан ривожлана бошлади. Механиканннг янги 
ривожланиш даври 1452— 1519 йнлларда яшаган ва уз за- 
монасининг машхур инженери хамда рассоми булган Л е о ­
нардо да-Ви н ч и н и н г, 1473 — 1543 йнлларда яшаган 
атокли поляк олими II. К о п е р и н к н н н г  асарларн билан 
бошланади. 1548 — 1620 йнлларда яшаган голланд инжене- 
рн С. С т е в ин  мувозанат назариясига мухнм хисса кушди. 
У кия текнслнкка кУйнлган жисмнинг мувозанатини текши- 
риб, шу билан бирга бир текисликда ётадиган уч кучнннг 
мувозанат шартнни таърифлади. XVI асрнинг иккинчи ва XVII 
асрнннг биринчи ярмида механиканннг рпвожланиши машхур 
олим Г а л и л е й номн билан богликдир. Галилей табиат ходи- 
саларини нихоятда чу кур мулохазалар билан кузатувчн ва ут- 
киртажрибакорбулганлнгидан, бу олим механиканннг амалнй 
томонига жуда катта ахамият бериб, иккн янги проблема ус- 
тнда иш олиб бордн. Бу проблемалардан бнри харакатни 
Урганишга оид булса, иккннчиси материалларнинг карши- 
лигини текшнрншга оиддир. Галилей узн утказган чукур 
текширишлар натижасида, Аристотелнинг узгармас куч таъ- 
сир этаётган жисм тенг улчовли харакат килади, деган но- 
тугрн фикрнни рад этиб, узгармас куч таъсир этаётган 
жисмнинг тенг тезланувчи харакат к»лишиин курсатди. Га­
лилей уз мухокамаларинннг тугрнлигини энг оддий тажрн- 
баларда текшнриб курар эди. Шунинг учун, Галилей Арне - 
тотелнинг метафизик нуктаи назардан баён этилган назария- 
ларннннг нотугрнлигини узи утказган тажрибалар билан 
исботладн. Галилейнинг механика сохаснда утказган текши- 
ришларини X. Г ю й г е н с  давом эттнрди. X. Гюйгенснннг 
механика сохасидаги асарн 1673 йилда босилиб чикди. Бу 
асарнинг мухнм кнсмн тебрангнч билан юрадиган соат ме- 
ханизмини текшнрншга багишланган эди. Бундан ташкари, 
у асарда физик тебрангнч назарияси ва марказдан кочувчи 
кучлар назариясига оид фикрларни хам исботсиз берди.
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Механиканинг фан тарзида расмийлашиши тажриба асо­
сида *осил килинган маълумотларнинг умумнй конунлар 
тусига киришидан бошланди. 1687 йнлда механиканинг асо- 
снй конунларн гениал олим И с а а к  Н ью т о н  томонидан 
нфодалаб бернлди. И. Ньютон *ар кандай кучлар таъснри- 
да булган жиемнинг ^аракатини текшириб, механика наза- 
рнясини юкорн даражада такомиллаштирди. Хознргн замон 
назарий механикасинииг ,\акикий яратувчиси булган И. Нью­
тон, назарий механика фани табиатни ва техникани урга- 
нишда асосий фан эканлигини баён этди. Ньютон бундай 
деб ёзган эди: „Килинаётган ^аракат додисасини текшириб, 
табиат кучи аниклансин. Аникланган куч асосида табиатнннг 
бошка ^однеалари тушунтирнлеин ва исботлансин*. Ньютон 
механика олдига куйган бу масалалар табиат ^одисаларннн 
чукур урганиш ва бу ^одисаларни вужудга келтирувчи куч­
ларни тухтовенз урганишга даъват этади.

XVII! аернинг биринчи ярми дифференциал ва интеграл 
з^нсобларинниг ривожланншн ва бу ^исобларнинг механика 
камда физика масалаларини ечишда татбик этилиши билан 
машхурдир. Бу воКеа механиканн янада ривожлантирди. 1736 
йнлда рус академиги Леон ард  Э й л е р узининг икки том- 
дан иборат аналитик механикасини нашр эттирди. 1743 йилда 
Даламбернннг богланишдаги материал снстемалар .'sapa- 
катини динамик мувозанатга келтиришга багишланган аса- 
рн боенлнб чикди. 1760 йилда Эйлернннг каттик жнем .\apa- 
катига оид янги асари дунёга келди.

XVIII аернинг кейинги чорагида бир-биридан цолишмай- 
диган икки олим механика со^асида катта ишлар к»либ, 
шухрат козонди; бу олнмлар аналитик механиканн яратув- 
чилардан Л а г р а н ж  ва Лапласдир.

М. В. Л о м о н о с о в  (1711 — 1765) физика-математика 
фанлари, жумладан, механика фани со^асида килган ажо- 
йиб текширишларн билан донги кетган олнмднр, Ломоносов 
узининг бутун илмий фаолияти давомида матерналистик 
позицияда турди. Ломоносов материя булмаса, .^аракат $ам 
булмаслигини таъкидлаб, материя ва ^аракатнииг сакланнш 
конунинн кашф этди. Механиканинг кенг ривожланншн XIX 
аернинг бир нечта рус олимларн номн билан богликдир.

Россия Фанлар академиясининг барпо этилиши, биринчи 
рус академиги М. В. Ломоносоннинг ташаббусн ва шу аср- 
нннг маш^ур олимларидан бири — рус академиги Л. Эйлер- 
нинг иштироки билан, XVIII аернинг охирларн ва XIX аер­
нинг бошларида фаннинг куп со^аларнда, жумладан, меха­
ника со^асида *ам, бир канча илмий кадрлар тайёрланди.
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Бу кадрлар ёрдамида фаннинг турлн тармокларн, жумла­
дан, механика ^ам янада ривожлана бошлади. Шу даврда 
механиканн ривожлантнрган энг маш^ур рус олимларн но- 
минн эслатиб утамнз. Булар: аналитик механика со^асида 
кнлган илмий ишлари билан шу*рат козонган М, Б. Остро- 
градский (1811 — 1862), аналитик динамика тенгламала- 
рини интеграллаш, статик мувозанат атрофида механик 
системанннг кичик тебраниш ^аракатинн текширишга баппп- 
ланган илмий ишлари билан танилган О. И. Сомов  (1815— 
1876), фундаментал текширишлари натнжасида механизмлар 
назариясига асос солган П. Л. Ч е б и ш е в  (1821 — 1894), 
автоматик регулятор назариясини яратган И. А. Внш  не­
градский  (1831 — 1895), чузнлмайдиган ва эгилувчи ип 
назариясини ишлаб чиккан В. Г. Н м ш е н е ц к и й  (1832 — 
1892), кУзгалмас нукта атрофида айланувчн каттик жисм 
^аракат тенгламаларинн интеграллаш со^аснда кнлган 
ишлари билан шу^рат козонган ва рус аёллари ичида би­
ринчи олима С. В. К о в а л е в с к а я  (1850 — 1891) ва бошка- 
лардир.

XIX аернинг охири ва XX  аернинг бъшларида яшаган, 
механиканинг аэродинамика к»смини тарихда мисли курил- 
маган даражага кутарган асарлари билан маш.чур булган
Н. Е. Ж у к о в с к и й  (1847— 1921) ни В. И. Ленин рус ави- 
ациясининг отаси деб атаган эди. 11. Е. Жуковский меха- 
никани гоят куп янги са,\ифал.1р билан бойитди. Н. Е Ж у ­
ковский кнлган илмий ишларнинг а^амиятини бир неча 
сатр билан нфодалаб булмайди. Буюк рус олими С. А. Ч а п л и- 
гин (1869— 1942) *ам Н. Е. Жуковский билан бир ка- 
торда туради. С  А. Чаплнгин узининг аэрогидродинамика 
*амда богланишли механик системаларнинг ^аракатини 
текшириш со.\асида кнлган илмий ишлари билан маш^ур- 
дир.

Механик система ^аракатининг устнвор булиш шартини 
текшириб, бу со^ада эрншган муваффакнятлари билан шу.ч- 
рат козонган А. М. Л я п у н о в  (1857— 1918), каттик жисм­
ларнинг суюкликдагн ^аракатини текшириш ва потенциал- 
лар назариясини такомиллаштнрнш билан шу^рат козонган 
В. А. С т е к л о в  (1864— 1926), *озиргн замон реактив тех- 
никасининг асосинн курган К. Э. Ц и о л к о в с к и й  (1857 — 
1935), узгарувчан массалар механикасига асос солган 
И. В. М е ш ч е р с к и й  (1859 — 1935), кемаларнинг устивор 
^аракати ва ташки баллистикага оид му^им илмий текши­
ришлари билан танилган А. Н. К р и л о в  (1863 — 1945) ва 
бошкалар *ам механиканн ривожлантиришда салмоклн >{ис- 
са кушган олимлардир.



М ЕХАНИКА ТАРИХИГА ОИД МЛЪЛУМОТЛАР 15

Фан тарнхида механика со^аснда цилган му^им илмнй 
текширншларн билан бу фанни ривожлантнрган буюк олим- 
лар *акидагн кисцача ахборот ана шулардан иборат.

Механиками ривожлантиришда совет олимларннннг ^ам 
хнзматларн нн^оятда катта. Улар килган илмнй ишларнннг 
якунинн бир-нккн са.^нфага жойлаш цийин булганидан, 
механика тарихн бнлан кнзнкувчи китобхонларнмнзнннг 
оригинал манбаларга мурожаат килишларини тавсия эта- 
миз.



ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИНИНГ 
АСОСИ

Кейинги вактларда, механиками, физиканн ва техникага 
оид бошка фаиларни баён этишда векторлар >;исобидан то- 
бора кенг фойдаланилмокда. Векторлар ^исоби кулланили- 
ши натижасида турли формулалар осонгина чнкадп ва улар- 
нинг физик маъноси якол куриниб турадн.

Назарий механикани векторлар *исобн асосида баён этнш 
одат булиб колгани учун, векторлар знсоби тугрнсида кис- 
Кача маълумот бериб утамиз.

в- §. Скаляр ва вектор мицдорлар

Механикада ва техникага оид бошка фанларда икки хил 
физик микдор учратилади. Уларнинг бирн скаляр микдор, 
нккннчисн эса вектор микдордир. Сон киймати билангина 
аннкланадиган физик микдор ск а л я р  микдо р  дейилади. 
Масалан, температура, иш, кувват ва шунга ухшашларска- 
лярдир. Бу микдорлар факат сон кийматлари билан аник- 
ланади. Сон киймати ва фазодаги маълум йуналиши билан 
аникланадиган физик микдор вектор  микдор дейилади. 
Масалан, куч ёки тезлик йуналиши ва сон киймати маълум 
булгандагина тула маънога эга буладн. Векторнинг таъри- 
фидан куринадики, икки векторнинг сон кийматлари оа- 
равар булгани билан йуналишлари %ар хил булса, улар 
тенг булмайди. Икки вектор бир-бирнга тенг булиши учун, 
уларнинг узунлиги .\ам, йуналиши ^ам бир хил булиши 
зарур.

Векторнинг микдорн ва йуналишини тула аниклаш учун 
унинг бошини ва учини белгиловчи нукталарнинг вазиятннп 
фазода таккослаш снстемасига нисбатан курсатиш лозим, 
чунки бу система векторнинг фазода кандай урнашганнни 
аник курсатнб берадн. Бу таккослаш системаси коорди ­
нат а л а р систем аси деб аталади.
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3- а к с и о м а  ( параллелограмм  а к с и о м а с и). 
Жиемнинг бирор нуцтасига куйилган турли йуналиш- 
даги икки кучнинг тенг таъсир этувчиси шу кучларга цу- 
рилган параллелограмм диагоналига мицдор жи^атидан 
тенг булиб, шу диагонал буйлаб йуналади.

Жиемнинг бирор А 
нуктасига бир-бнри билан
о. бурчак *осил килувчи 
Р на Q кучлар куйилган 
буленн (24- шакл). Хозир- 
гнна таърифланганаксио- 
мага кура, мазкур Р ва Q 
кучларнинг тенг таъсир 
этувчиси R уларга курил- 24- шакл.
ган параллелограмм диа-
гоналнга, яънн Р  ва Q векторларнннг йнгиндисига тенг 
(8-параграфдаги хулосага мувофик). Шунинг учун:

P  + Q = R. (17. 1)

Бу ~Р ва Q кучларга курилган параллелограмм куч па- 
раллелограми деб, кучларни бундай усулда кУшиш эса 
параллелограмм усу ли деб аталади. Шунн айтиб утиш ке- 
ракки, икки кучни цушишда параллелограммнннг ^аммасинн 
Куришга ?{Ожат йук, куйидагига амал кнлинса кнфоя, яънн 
кучлардан бирини уз урнида колдирамиз, нккинчи кучни 
узига параллел кучириб, биринчи кучнинг учнга кУямиз. У

вактда биринчи кучнинг бошн билан иккинчи кучнинг учи­
ни туташтирувчн вектор бу кучларнинг тенг таъсир этув- 
чиенни таевнрлайдн (25-шакл). Бу Р ва Q кучлардан курил- 
ган учбурчак куч учбурчаги дейилади. Кучларни бу усул 
билан кУшнш учбурчак усу ли деб аталади.
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Уч куч теоремаси
Теорема.  Бир текисликда стувчи параллел булмаган 

учта куч мувозанатлашса, улар бир нуцтада кссшииб, 
ёпиц кучлар учбурчагини л;осил цилади.

Теореманн исботлаймиз .  Жисмнинг учта О,, О, ва 
нукталарнга бир текисликда ётувчи параллел булмаган 

Pi, Pt ва ¥я кучлар куйилган булсин (26- шакл). Кучлар па-

26- шакл.

раллел булмаганлиги учун улардан нккитасининг таъснр чн- 
зиги бир нуктада кесишади. P i ва Р, кучларнингтаъсирчн- 
зиги О да кесишади, деб фараз килайлик. Бу кучларни 
мазкур О нуктага келтнрнб, параллелограмм ёкн кучлар уч- 
бурчаги тузиш йули билан кУшамиз. Уларнинг_тенг таъ­
сир этувчисн ^булсин. Теорема шартпга кура, P lt Р2 ва Р3 
узаро мувозанатлашган кучлар системасидир. Шунинг учун 
Ра куч Pi ва Р, кучларнинг тенг таъсир этувчисн ^  га тенг 
булиб, унга карама-каршн йуналган булиши керак. Демак, 
Р, кучнинг *ам таъснр чнзиги О нуктадан утиши лозим. 
Теореманинг биринчи цисми шу билан исботландн._Иккинчн 
цисмнни исботлаш цийин эмас. Модомики, Р8куч Р га тенг 
экан, унннг бошини Р кучнинг учи А нуктага келтирилса, 
албатта учи О нуктада ётади. Шу билан Рь Р, ва Р3 куч- 
ларга курилган кучлар учбурчаги берк булади.

4-аксиома.  Таъсир %амма вацт акс таъсирга тенг 
ва унга царама-царши йуналган, яъни жисмларнинг бир- 
бирига таъсири узаро тенг ва бир тугри чизиц буйлаб 
/>•арима-царши томонга йуналган булади.

Иккита А ва В жисмлар бир-бирига таъсир этмокда 
(27- шакл). А жисмнинг В га курсатган таъсири унннг О 
нуктаснга чуйилиб, Р га тенг булсин; шунингдек, В жнем-
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нинг А га курсатга !̂ таъсири унинг О, нуктаснга кУйилиб 
Q га тенг булснн. Рва Q кучлар катталик жи^атидан бнр- 
бирига тенг булнб, умумий таъсир чизнкларн буйлаб карама- 
карши йуналган:

Я = — Q.
Жисмларнинг узаро таъснрига оид бу конунни Ньютон 

механиканинг 3-к о н у н и деб таърифладн. Бу конУн статик

ва динамик шароит учун бирдек кучга эга. Баъзан англа- 
шилмовчилик натижасида бу конундан галати хулосалар 
чицарадилар. Масалан, таъснрнинг акс таъсирга тенг булиши- 
дан кеч качон бу кучлар узаро мувозанатлашади деган ху- 
лосани чикариб булмайди, чунки бир жиемнинг бирор нук- 
таенга куйилган карама-карши йуналншдагн иккита тенг 
куч узаро мувозанатлаша олади. Юкорида таърифланган 
К'онунда, таъсир жиемнинг бир нуктасига (масалан, В жием­
нинг О нуктасига) куйилган булса, акс таъсир бошка бир 
жиемнинг иккинчи бир нуктасига (масалан, А жиемнинг Ох 
нуктасига) куйилган булади.

Цаттиц булмаган жисмларнинг мувозанати

10корида каттик жисм учун кучнинг уз таъсир чизиги 
буйлаб кучнрилиши мумкинлигики исботлаган эдик. Бу, кат­
тик жисм моделининг характерли хоссасидир. Деформация- 
ланувчи жисм учун кучни уз таъсир чизигида бир нуктадан 
бошка нуктага кучнришга йул кУйиб булмайди, чунки 
жиемнинг деформацияланиши куч куйилган нуктага боглнк- 
дир. Аммо статнкада факат жисмларнинг мувозанатига оид 
масалаларгнна ечилганидан, бу орадаги барча муло^азалар 
мувозанат масалаларнга оид булиб, жиемнинг бошка хосса- 
ларининг ^еч кандай а^амияти йук. Хатто суюк бки газеи- 
мон жисмларнинг ^ам мувозанат колатини статика нуктаи
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назаридан текшириш мумкин. Шунинг учун, каттик булма­
ган жисмларнинг мувозанатинн текширншда куАидаги а к- 
с и о м а д а н фойдаланиладн:

5- а к с и о м а. Цаттиц булмаган жисм кучлар таъси- 
рида мувозанатда булса, жисм цотиб цолганда л;ам унинг 
мувозанати буэилмайди.

Бу аксиома, купинча, каттик булмаган жисмларнинг ко- 
тиш принципи дейилади.

Каттик булмаган жисмнинг котган жнем билан алмаштн- 
рилиши факат жисм заррачаларинннг эркин кучишннигина 
чеклаб, мувозанат шартининг узгаришнга .\еч кандай таъ­
сир этмайди. Купинча, каттик булмаган жисмларга оид 
амалий масалаларни ечишда котган  жисм принципи 
куйндагнча таърнфланади:

Деформчцияланадиган жисм мувозанат шартларига 
деформацияланадиган мазкур жиемдан уносил булган цот- 
ган жисмнинг мувозанат шарти хам киради.

Бу тарздаги таърифдан, каттик жисмларнинг мувозанат 
шарти деформацияланувчи жисмларнинг мувозанат шарти- 
нннг хусуснй *оли эканлиги аникдир. Шунинг учун стати- 
када, деформацияланадиган жисмларга оид бир канча 
масалалар, масалан, ип, занжир, кайиш каби жисмлардаги 
зурикишларни аниклашга оид масалалар ечилиши мумкин?
18- §. Богланишлар ва богланиш реакциялари

Жисм фазода нсталган томонга ^аракатлана олса, бундай 
жисм эркин  жисм  дейилади. Жисмнинг ^аракатн бирор 
сабаб билан чекланган булса, бу жисм эр кс из  жисм дейн- 
лади. Жисмнинг нсталган томонга буладиган каракатини 
чекловчи сабаб механикада бо гла ниш  дейилади. Бу 6o f - 
ланишнинг жиемга курсатилган таъсири ни алмаштирувчн 
куч ре а кц ия  к у ч и  дейилади. Эрксиз жнемлар ^арака- 
тини текшириш учун куйндагн бо гла ниш  гнп отезас н  
Кабул килинган.

Богланиш таъсиридаги (яъни эрксиз) жисмни эркин 
жисм деб цараш учун, богланиш таъсирини реакция кучи 
билан* алмчштириш лозим. Бошкача айтганда, эрксиз жисм 
^олатини эркин жисм ^олати каби текшириш мумкин, аммо 
бу *олда жисмнинг эркин ^олатини чеклаётган реакция кучи 
булган пассив кучни жнемга куйилган актив куч каторида 
*нсобга олнш керак. Механика масалаларини ечишда, ку­
пинча, эрксиз жисмлар -чаракати ва мувозанатнни текши- 
рншга тугрн келади. Жисмларнинг эрксизлиги турли бог­
ланишлар натижасида вужудга келнб, улар асосан таянчлар,
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йуналтнрувчнлар ва эгнлувчан тиркагнчлардан иборатдир. 
Механика масалаларини ечишда актив кучлар таъсиридаги 
жисмларнинг мувозанатнннгнна аникламай, балки мувоза- 
натдаги эрксиз жисмлар учун богланши реакцияларини то- 
п и in га *ам ту Fpn келади. Ку- 
пинча, амалий масалаларни 
ечишда, эрксиз жиемнинг му­
возанат ^олати олдиндан маъ­
лум булиб, бу *олат учун бог- 
лаииш реакцияларини тониш 
лозим буладн. Реакция кучи- 
нннг катталиги ва йуналншн 
жиемга куйилган актив куч 
ва богланиш тартиби билан 
аникланади.

Богланишларнннг асосий 
типларини  келтирамнз.

Бирор А жисм, бошка кУз- 
галмас В жиемга тегнб турса, В нннг А га реакцияси уму- 
мнй ^олда икки киемдан иборат булади:

1) иккала жисм сиртларининг. тегншиб турган нуктаси 
оркали утказилган нормал билан йуналган N нормал реак­

ция, 2) иккала жисм сиртларининг уринма текислигнда ётувчи 
F реакция. Бу F  реакция сиртлар гадир-будур булгандагина 
*осил булади (28- шакл) ва и ш к а л а н и ш к у ч и дейиладн. 
Бу *акда кейинрок батафеил маълумот бдрилади.

Бир-бирига уриниб турган жисмлар сирти силлнк кнлнб 
ншланган булса, ишкаланиш кучи жуда кичик булганидан, 
уни эътиборга олмаса *ам булади. Бу *олда тавнч реакцияси
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фацат битта нормал реакциядан иборат булади. Бу типда- 
гн реакциялар учун гилднракка ёкн галтакка урнатилган 
.чар хил конструкциядаги таянчлар мнсол була олади (29-
шакл).

Нормал реакциянннг йуналишннн аниклашда, бнр-бнрига 
уриниб турган жисмларнинг узаро геометрик урнашган-

лнгнни эътиборга олиб, улар 
сиртларининг урнниш нук- 
таси оркали нормал утказиш 
керак. Нормал реакция бу 
умумий нормал буйлаб йу- 
налади.

Бирок купгина *олда бу 
умумий нормалнинг йунали- 

30-шакл. ши аник булмагандай кури-
нади. 30, 31, 32-шаклларда 

тасинрланган, киррасн ёкн чуккиси билан уринган доллар 
бунга мнсол була олади. Бундай ^олларда кайси сиртга 
(жисм ёкн таянч сиртнга) нормал утказиш тугри келса, 
нормал реакция шу нормал билан йуналади.

7/////////77/77Z//,

31- шакл. 32- шакл.

Боглаинш эгилувчан ёкн бошка бирор эластик жисм во- 
ситаси билан вужудга келган булсин. Масалан, жисм сим, 
аркой, кайиш, занжир каби эгилувчан материал воситаси 
билан осилгаи ёкн тортиб куйилган булса (33- шакл, а, б ), 
шунингдек, каттик стержень оркали шарнир воситаси билан 
бошка жиемга бириктирилган булса (34- шакл), бу лолларда 
реакция шу богланнш буйлаб йуналади.
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Богланиш сферик шарнир воситасида вужудга келган 
булсин (35- шакл). Сферик шарнир жисмнинг шу шарнир 
магаязи О дан утаднган ^ар кандай ук атрофида айлани-

шига тускинлик цилмайди. Сферик шарнир реакцияси шар­
нир марказидан утадн, аммо цайси томонга йуналншнни ол-

диндан айтнб булмайди. Масала ечишда бундай реакцияни 
танлаб олинган координата Укларнга параллел ташкил этув- 
чилардан иборат деб царалади.

19- §. Бир нуцтага куйилган икки кучни кУш иш

Жисмнинг кандайдир А нуктасига узаро * бурчак *осил 
килувчи Р ва Q кучлар куйилган (36- шакл). Кучларнинг 
тенг таъснр этувчисн шу кучларга курилган параллелограмм 
днагоналига тенг эканлиги маълум (параллелограмм акси- 
омасндан).

33- шакл.

31- шакл. 35- шакл
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Кучларнинг тенг таъсир этувчисн билан берилган кучлар 
орасидаги бурчакларни ва ? 2 ор^али белгилаймнз:

Ъ  + ¥2 = «•
Энди бу параллелограммнннг битта учбурчагини оламиз. 

У *олда Р ва Q кучларнинг тенг таъснр этувчисн R мазкур
Р ва Q векторларнннг йнгнн- 
днсн тарзнда ифодаланадн 
(37- шакл).

Энди, тенг таъснр этувчн- 
нинг мицдорини аницлаймиз. 
37- шаклдан, косинуслар тео- 
ремасини татбиц этиб, R ни КУ* 
йидагича нфодалаймиз:

Q*- 2PQcos(180°—а), 
36- шакл. бундан:

R = /  /» + Q* + 2PQ COS а . (19.1)

R йуналишининг Р ва Q кучлар билан ^осил цнлган 
ва бурчакларни сннуслар теоремасидан аннклашнмиз мум­
кин:
sin у, sin уд _  sin» ,1Q д.

Q ~  р  U ^

бу тенгламалардан:
Q .sin <pt= -̂ -sin a, sin«p3 =

= -~slna. (19. 3)

Бир нечта хусуснй ^олни куриб чикамиз: а = 0 деб фараз 
цилайлнк, у ^олда cosa=l  буладн. Шунинг учун, (19. 1) 
ни куйидагича ёзиш мумкин:

R = V  Р* + Q2 + 2 PQ = V (P  + Q)* = Р + Q,
t

а = гс булса, cosa = — 1 буладн, у холда
R = /  Р г + Q* — 2 PQ = / ( P — Q)‘ = P - Q .

Демак, бир нуцтага куйилган икки куч бир йуналишда 
булса, уларнинг тенг таъсир этувчиси uiy кучлар цуйил- 
ган ну ц тага цуйилиб, мицдори мазкур кучларнинг^йигин-

U л  'ХАЁjbOsvsQ
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дисига тенг ва улар билан бир хилда йуналган булади 
(38- шакл); бир нуктага куйилган икки кучнинг йуналиши 
бир тугри чизицда ва царама-царши йуналишда булса,

О Р ОО ■ ^  ----------------- ►v-------------------vC------------------'
Я

38- шакл.

59- шакл.

уларнинг тенг таъсир этувчиси шу кучлар цуйилган нуц- 
тага цуйилиб, мицдори уларнинг айирмасига тенг (39- 
шакл) ва к а т т а  куч томон йуналган булади.

20- §. Кучни икки тузувчига ажратиш
Кучлар параллелограми ёкн учбурчаги куриш билан 

юкоридаги нараграфда баён этилган масаланпнг аксини, яънн 
маълум кучни икки тузув- 
чига ажратиш масаласинн 
ечнш мумкин. Бунннг учун, 
маълум кучдан ташцарн, 
куч учбурчагини цуриш 
учун етарлн яна маълум 
шарт берилишн керак: ту- 
зувчи кучларнинг ё модул- 
лари ёкн уларнннг таъсир 
чизиклари ёхуд шу кучлар­
дан биттасининг модули 
*амда йуналиши берилган 
булиши керак.

Куйндагн у, о л л а р н и куриб чицамнз:
1. Кучни бирор нуцтадан утувчи ва таъсир чизиклари 

а — а ва Ь — Ь га параллел булган тузувчиларга ажрата- 
миз_(40- шакл).

Р кучнинг А бошн ва В  учидан а — а ва Ь — Ь га парал­
лел чизиклар утказиш билан ADBC параллелограмнни 
*оснл кнламиз. Бунда Р  куч параллелограммнинг_ диагона­
ли булгани учун, унинг АС ва AD томонлари Р кучнинг 
Pi ва Pt тузувчиларини беради.

40- шакл.
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2. Р  кучнн сон цнйматлари Pt ва Р2 булган икки тузув- 
чнга ажратамиз (41-шакл). Бу *олда масала Я, билан Р2нинг 

pt йуналншинн топншдан иборат
... . ■ булади. Бунинг учун Р куч-

Рг нннг А боши ва В  учидан Рх
ва Р, раднуслар билан ёй чн- 
знб, уларнмнг кесншган нукта- 
си С, ёки Сг ни топамнз. Бу 
Сх нуктанн А ва В  нукталар 
билан туташтириб, А дан СгВ

- га тенг ва параллел килиб 
ADt чизикни утказамнз. Ку- 
рнлган параллелограммданЛС, 
билан ADa буйича Рх ва Рг куч­
ларнинг йуналганлигини ку-
£амиз.__АСХВ  учбурчагидан
Pi ва Рг йуналншинн аникла- 
дик. ADiB учбурчагини ол- 
ганимизда, кучларнинг йуна­

лиши ADi билан АСг га мос келар эдн. Демак, бу холла 
масала иккита ечилишга эга экан.

Эндн, кучларнинг параллелограмм ёкн куч учбурчаги 
ёрдамн билан кУшиш, ажратиш ва бир текнсликда ётувчи 
параллел булмаган учта куч таъснридагн жиемнинг муво- 
занатига оид бир нечта масалаларии ечамиз.

1-масала. ABC кронштейннинг С болтига Р =  3т  куч таъсир зтеа, ВС 
брус билан АС тортцида кандай еакция кучлари лосил булади (42- шакл, а).

42- шакл.

Е ч и ш. С шарнир болтнга куйилган Р  куч ва ВС брус билан АС тортки 
реакциялари таъсиридан мувозанатда туради. Бу реакциялар тегншлнча 
ВС ва СА буйлаб йуналган булиб, уларнинг катталигн номаълум. Биз 
уларни тегишлича S 1 ва S, билан белгнлаймнз. Шундай килиб, масаланн 
Р  кучнинг икки ВС ва СА буйлаб йуналган тузувчн S] ва S, кучларга
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ажратншга келтирднк. Энди Р  кучни маълум бир масштабда аЬ кесма 
оркали к5'йнб, унинг учи ва бошидан, яънн а ва Ь нукталар оркали ВС ва 
СА ларга параллел чизик-iap утказамиз ва бу чизнкларнинг кесишган 
муктасини с билан белгилаймиз (42- шакл, б). Куч стрелкаларнни юкорида 
айтилганча кУ'йсак, учбурчакнннг Ьс томони S f кучнинг, са томонн эса 
S , кучнинг йуналиши ва катталигинн белгилайдн. ABC ва abc учбурчак- 
ларнинг ухшашлнгидан:

Р  _ S t S t 
А В  " Ь С ~ А С

Д  ABC дан АС = у' А В • + ВС* -  ^3* + 4* = 5 м.
Пропорциядан:

S i = 4т, S j = 5т
эканинн топамиз:

2- масала. Горизонт билан а = ЗЭ° бурчак \осил килувчи абсолют сил- 
лиц Кия текислнк устнга огирлигн Р  = 6т ли жисм кУйнлган. Бу жисмнн

43- шакл.

тутнб тура олувчн, огма текнсликка параллел йуналган Т куч топнлснн 
(43- шакл, а).

Е ч и ш. Жисм узининг огирлигн Р, тортиш кучи Т ва кия текислнк 
реакцияси N таъсирида мувозанатда туради. Юкорида курсатилганча, куч­
лар учбурчагини ясаб, Т ва N нинг цийматини топамиз, яъни (43- 
шакл, б) ни ясаймиз. Шаклдан:

Т = Psln а = Ът.

3- масала. Узунлиги 2 / булган арконнинг учлари бир хил баландлик- 
дагн С ва О нукталарга нлнниб, унинг уртасига Р  юк осилган. Арконнинг 
зурикншн топнлснн (44- шакл, а).

Е 4ji ш. АС ва АО нпларда зурикншлар бир-бнрига тенг. А тугун
1 а ва 1 а зурнкиш ва Р  куч таъсиридан мувозанатда тургани учун, маз- 
кур кучларга ясалган кучлар учбурчагн ёпик булиши керак (44- шакл, б).

Кучлар учбурчагидан:

j  = f  - f  = - р- - — 'О a 2slm  2 Л



S B  hД ADC дан s !m  = , бунн олдинги тенгликка кУисак:
P I

буладн.
*  = Та -  2Л

(5;

Бундан курамизкн, Л нуцтанннг пасайишп цанча кпчик булса, арцон- 
дагн зурнкиш шунча катта буладн.

Агар а = 5 “ булса, sin 5° = 0,1; Т = 5/J буладн.

4-масала. Огнрлнгн Р  I m булган болга дастасннннг учи шарннрга 
ма*камланган. Болганннг огирлиги дастасннннг А учидан */« узунлнкда 
ётувчи С нуктага куйилган. Даста горизонт билан я = ЗО3 бурчак ташкнл 
этади. А ка В нукталарда \оснл буладиган рсакциялар топилснн (45- шакл, а).
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Е ч н ш. КУйилган Р  кучнинг катталнги ва йуналншн *амда В  пукта 
Ыц реакцнясининг йуналншн маълум. _

А шариирдаги Na реакциянинг йуналншнни а11иклаш учун Р  билан 
кссншган D нуктани топамиз. Шу D нуктанн Na лам кесиб утиши

керак. .
Мувозанатда булган, бнр нуктада кесишувчн бу учта куч учун кучлар 

учбурчагини ясаймиз (45- шакл, б).
\ а ва реакцнялар Уртасидагн бурчакнн <f деб, сннуслар теорема- 

синн куллаб, куйидаги тенгламаларнн доснл киламиз:
Na
Sin a Sin (у  — а) (а)

<р бурчакнн аниклаш учун Д  BCD га эътнбор киламиз. Бу учбурчак- 
дан BD - ВС ctg а ни топамиз. Сунгра Д  ABD дан:

АВ
2 ? = ВО

АВ
ВС ctg « ~  4 1  ~  ̂ 3 

келиб чикади.
tg<р оркалн sin ?  ва cos? ни тониш кпйин эмас:

4 ~ ~  = 2,31

s" " - 7 f r f e -
0,917, 1/2 6 *

COS tp
1

Тенглама (а) дан:
Na

V 1 + tg* т
Psln а

= 0,397.

дамда
0,545 т

Nb P s ln  (о — а)
----------  = Р  (CCS а — ctg 9 Sin а) = 0,65/Л

булади.
5- масала. 46- шакл, а да курсатилган АС ва СВ шарнирли стержен- 

ларнинг узунлиги тенг булиб, горизонт билан а бурчак ташкнл кнлади. 
Стерженлардан бирннинг уртаснга Р  = 2/я юк куйилган. Стержень снсте- 
масинннг огирлигн эътиборга олинмай, таянч реакциялари топилсин.

Е ч и ш. Аввал юк кУйилмаган ВС стержсннинг мувозанатинн текшира- 
мнз. Бу стерженга бнр-бирнга тенг ва царама-каршн йуналган сикувчи

4 М. Урозбоев
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Sc вл Sb кучлар таъснр кнлади. АС стерженнннг С нуктасига курсатган 
Nc таъсири стержень буйича йуналнб, сон жи*атндан Sc га тенгдир. iv 
билан Р  кучларнинг таъсир чизиклари кесншган нуктасннн аинклаб, А нук­
та реакциясининг йуналишини топамиз. Куч учбурчагини тузиб (46- шакл,#) 
сннуслар теоремасини ёзамнз:

Na Nc ____ Р _____
s п (90 — о) sln(y +  а — 90°) sin (180°—<f)

N „ Nc P
COS 1 COS (a -f- <p) Sin (a)

<f бурчакни аниклаш учун ДС>40 га эътибор киламиз. Д О С £  тенг ёнли
булганн учун, 

Д С /ID дан: 
CD 1 
АС = 2 

Демак:

c t g ?  =

DC = ~2 АС буладн.

1

sin (? + 2i) 
sin <f

— cos 2i
sin 2a

a = 30° булгани учун (а) тенгламадан: 
ctg V = 0, <t = 90°.

Бундай:^

Na _  N' - _ r  
sln60J sin 30°

Nc = Psln  30° = 1 m,
Na = Я  sin 60° = 1,73 m

буладн.
6- масала. Пресс поршенининг 

каршнлиги R  = 100 кг (47- шакл, а). 
lily  каршиликни енгиш учун пресс 
поршени AD дастасининг D учига ку­
йилган Qi куч топилсин:

А В =  ВС -  AD; a = 15°.

Е ч и ш. Олдин R  каршилик кучи кинматидан фойдаланиб, шарннрли 
СВ стержендаги зурикишни топамиз. Бунинг учун nopjueHHHHr мувозана- 
тини текширамиз: унга R  ва ВС стерженнннг сикувчи Sc кучидан бошка 
К К  цилиндр деворннинг Nk реакцияси куйилган. Бу реакция, ншкаланиш- 
Ш1 эътиборга олсак, К К  цилиндр деворига тик йуналган. Бу кучлар С нук-

R
тада кесишади. Уларга ясалган кучлар учбурчагидан Sc — cosa ниола-
миз. Биз бу ерда ВС иинг реакциясинн топдик. ВС нинг мувозанат шар- 
тидан В  иуктадаги реакциями топамиз:

R
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Бу реакция билан D ласта учига куйилган Q куч таъсир чизигииинг ке- 
сишган Е  нуктасидан А иуцта Na реакциясининг таъсир чизиги утиши 
керак. Унлаи N„ нииг йуналншинн топиб, кучлар учбурчагини ясаймиз 
(47- шакл, б) ва сниуслар теоремасинн ёзамиз:

Q = Nb Л а _
—  COS (2а 4- tp) S П f  COS2а ’ ' aJ

Бундан Q ва Na ни топамиз:
О = _  с cos(2* + У) = _  cos(2а + у) .

'  f  sin <р =  s'n f  COS а
л/ _  с cos2a 
N °  -  S c  sin  <f •

/_AED  = <f ни топиш учун, £±AED ва Д В О Я  га эътибор циламиз: 
AD AD 3
ED -  BD t g2a ~  2 t g 2 i '  

3 vr3
a = 15° булса, tg <P = — ^—  = 2,6; sin у = 0,934.
Лема к: P  =  17,3 кг\ Na =  96 кг.



о I БИР НУКТАДА КЕСИШУВЧИ
£ I  КУЧЛАР

Жиемга куйилган кучларнинг таъсир чизиклари бир нук* 
тада кесишса, бундай кучлар бир нуктада кесишувчи куч­
лар системаси ёки кесишувчи кучлар снстемасн дейилади.

Кесишувчи кучларнинг таъсир чизиклари фазода жой- 
лашган булса, бундай система фазовий кесишувчи кучлар 
системаси дейилади.

Кесишуьчи кучларнинг таъсир чизиклари бнтта текис- 
ликда ётса, бундай система бир текиелнкда ётган кесишувчи 
кучлар снстемасн ёкн текне кесишувчи кучлар системаси 
деб аталади.

21- §. Бир нуктада кесишувчи кучларни 
геометрик кУшиш

Жиемга таъсир чизиклари бир нуктада кесишувчи Рх, Pt, 
Ра, . . . , Рп кучлар куйилган, деб фараз килайлик (48- шакл). 
Шу кучларнинг тенг таъсир этувчисини топиш керак. Олдин 
уларнн таъсир чизиги буйлаб кееншган О нуктага кучира- 
мнз. У ^олда бир нуктага куйилган Ри Р2, Р3, . . . , Р„ куч­
ларни оламиз. Энди, бу кучларнинг тенг таъсир этувчиси 
R  ни аниклаймиз. Тенг таъсир этувчинн параллелограмм кон  ̂
даендан фойдаланиб топамиз. Бунннг учун олдин Рх билан Pt 
кучларни цушамиз. Уларнинг тенг таъсир этувчиси бул- 
снн. Сунгра, билан Р3 ни кУшам,|3> уларнинг тенг таъ­
сир этувчиси /?1,а.3 буленн; шу тартибда кУшиб, колган 
кучларнинг *ам тенг таъсир этувчиларнни топамиз. Кучлар­
дан курилган купбурчак куч купбуркаги дейилади. 49- шакл- 
дан куриниб турнбдикн, бир нуктада кесишувчи кучларнинг 
тенг таъсир этувчиси шу кучларга ясалгаи купбурчакнинг
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ёп\вчисига тенг экан. Бу ёпувчн тузувчи кучларнинг гео- 
метрик йишнднсига, яъни вектор йнгиндисига тенг:

(P i, Ю *  т?и»
( Р ы >  Р , )  ( Л ,  P i<  Р > )< *  # 1. 2-3 .

Р*) ^  (Pi< Рй, Ра. P i) ^

(Я щ .з.-чп —!• Ля) ^  (Pi, f \ '  Ра, • - • t P n) 0/3 Pi

Биз бу n та кучлар тенг таъсир этувчисининг геометрик 
йигнндиснни, ю^орида айтнб утилган параллелограмм аксио- 
масига бнноан, куйидагнча ёзамиз:

Pi + Рг — #1.2.
P i*  +  Рз =  # 1 .2 . 3  ёкн / , 1 +  #а +  #з =  # 1 ,2 .3 .
#1 2<з "Ь #« = #1,2.з.« ёкн Pj + #2 + Р» + Р* = #1<1.«.4,

# 1 - 2 . 3 .  ••• , Я - J  +  Р „  = /?!,*, „ ёкн P i+  Р2+ РШ+ ••• + Рп —



о I БИР НУКТАДА КЕСИШУВЧИ
“  I  КУЧЛАР

Жисмга куйилган кучларнинг таъснр чизиклари бир нук- 
тада кесишса, бундай кучлар бир нуктада кесишувчи куч­
лар системаси ёки кесишувчи кучлар снстемасн дейилади.

Кесишувчи кучларнинг таъсир чизиклари фазода жой- 
лашган булса, бундай система фазовий кесишувчи кучлар 
системаси дейилади.

Кесишувчи кучларнинг таъсир чизиклари бнтта текис- 
лнкда ётса, бундай система бир текисликда ётган кесишувчи 
кучлар системаси ёкн текис кесишувчи кучлар системаси 
деб аталади.

21- §. Бир нуктада кесишувчи кучларни 
геометрик цушиш

Жисмга таъсир чизиклари бир нуктада кесишувчи Рг, 
Ря, . . . , Рп кучлар куйилган, деб фараз килайлик (48- шакл). 
Шу кучларнннпенг таъсир этувчисннн топиш керак. Олдин 
уларнн таъснр чизнги буйлаб кесишган О нуктага кучира- 
мнз. У колда бир нуктага куйилган Ри Р2, Ра, . . . , Р„ куч­
ларни оламиз. Энди, бу кучларнинг тенг таъсир этувчисн 
R  ни аниклаймиз. Тенг таъсир этувчннн параллелограмм кон  ̂
дасндан фойдаланиб топамиз. Бунннг учун олдин Р1 билан Рг 
кучларни кУшамиз. Уларнинг тенг таъсир этувчисн Rvt бул­
син. Сунгра, /?!_,, билан Р3 ни кУшамиз, уларнинг тенг таъ­
сир этувчисн булсин; шу тартибда кУшиб, колган 
кучларнинг *ам тенг таъснр этувчиларнни топамиз. Кучлар- 
дан курилган купбурчак куч купбурчаги дейилади. 49- шакл- 
дан куриниб турнбдики, бир нуктада кесишувчи кучларнинг 
тенг таъсир этувчисн шу кучларга ясалган купбурчакнннг
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ёпувчисига тенг экан. Бу ёпувчн тузувчи кучларнинг гео­
метрик нигнндиеига, яънн вектор йнгиндиеига тенг:

(Рг, К ) *
(Pl,2< Р 3) ^  (P it  Pi< Р 3) ^  Pl>2-3>
(/?1„,3. Р*) ^  (PXi Р2' |̂| Pj) ̂

(/?!,*......Л-1- Rn) *  (Pl> Р* Р>, • • • , Р п) /?1

Биз бу и та кучлар тенг таъсир этувчисининг геометрнк 
йигнндисннн, юкорида айтиб утнлган параллелограмм аксно- 
масига биноан, куйидагнча ёзамиз:

Р1 + Рг = Pi,2,
P l< i +  Р 3 —  Pl*2'3  ёКН Р ,  +  P t  +  Ря ~  Pl>2>J.

P i'i>> + Р* = ёкн Рх Ра 4- Р» + Р* =

* 1 -2 ,3 .......... п - 1 + Р п  = Р и ....... .. ёкн Рх + Ра + Р, + ... + Р п  =
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Буларни умуман тубандагича ёзишимиз мумкин;

» п — #• (21. 1)2  P i = .
/ - 1

Демак, бир нуцтада кесишувчи бир цанча кучларнинг тенг 
таьсир этувчиси шу нуцтадан утиб, бу кучларнинг геомет­
рик йигиндисига тенг булади. Кучларни геометрик к?шиш 
натпжасида куч купбурчаги ёпилнб колса, бу ^олда тенг 
таъсир этувчи нулга тенг булиб, кучлар мувозанатлашади. 
Бу кучлартаъсиридаги жисм мувозанатда булиб, (21. 1) тенг- 
ламанинг унг томони нулга тенглашади. Бу ьса мувозанат 
шартини ифодалайди:

П
/? = 0 ёки >>/ = 0. (21. 1)(-1 ч

Демак, бир нуцтани кесиб утувчи кучлар системаси 
таъсиридаги жисм мувозанатда\ булиши учун, у кучларга 
цурилган кучлар купбурчаги Snuif булиб, тенг таъсир 
этувчи нулга тенг булиши керак. Бу, мувозанатнинг 
етарли ва зарур шартидир.

22- §. Тенг таъсир этувчини аналитик усулда аницлаш
Энди, тенг таъсир этувчннинг катталнгини на йуналишнни 

аналитик йул билан аниклаймиз. Бунинг учун, векторлар-
нннг координата укларидагн 
проекцияларини аннклаш усул- 
ларндан фойдаланамиз.

Бирор векторнинг коорди­
ната укларидагн проекцияла­
рини топиш учун, бу вектор- 
нинг бошидан координата 
Укларнга параллел уклар утка- 
зиш ёки координата бошини 
векторнинг бошига жойлаш- 
тирнш мумкинлиги векторлар 
алгебрасндан (II-  § га царанг) 

_  маълум (50- шакл).
Р  векторнинг ох, оу ва ог укларидагн проекцияларини 

X, У ва 2 билан белгнлаймиз. 50 шаклдан Р  вектор узи- 
нинг координата Укларидагн проекцияларига курилган па- 
раллелепипеднинг диагонали экани куриниб турибдн. Парал­
лелепипед диагоналининг квадратн унинг учта тузувчи 
томонларн квадратларининг йнгиндисига тенглиги маълум:

Р* = х* + Y* + Z*. (22. I)

50- шакл.
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Р векторнинг ох, оу ва ог координата Укларн билан туз- 
ган бурчакларннн а, р, f десак (50- шакл), бу векторнинг X, 
Y, Z проекцнялари учун куйидаги формуланн ёзамиз:

X  — Р cos а,
Y = PcosP, (22.2)
Z = Р cos 7.

(22. 1) ва (22. 2) формулаларга асосланиб, векторнинг йу- 
налтирувчи косннусларн учун куйидаги формулаларнн ёзи- 
ш нм из мумкин:

хcos а =  —

cos Р = (22.3)
zcos Т = -р •

Бир векторнинг уч проекцняси маълум булса, (22. 1) дан 
бу векторнинг катталигини ва (22. 3) дан унннг йуналишинн 
топншимиз мумкин; аксннча, бнрор векторнинг йуналиши 
^амда катталиги маълум булса, (22. 2) дан фойдаланиб, унннг 
координата укларидаги проекцияларини топа оламиз.

Жисмга куйилган, бир нуктада кесишувчи Рх, Рг, ... , Рп 
кучларнинг Ох, Оу ва Ог укларндагн проекцияларини оламиз 
(51- шакл). Бу кучларнинг Or, Оу ва Ог Укларндагн проекння- 
лари тегишлича Х и Хг, Х3, , Хп\ У,, Kt, Y3, . . . ,  Yn ва
Zi, Z2, Z3........Z„ булсин, у ?{олда бу проекцняларни схематик
равишда 52- шаклдагича тасвнрлаш мумкин.

51- шакл.



56 СТАТИКА

Хар кайси Я/ куч координата укларидаги унга эквивалент 
булган X l l Y ,,Z l проекцнялари билан алмаштирилса, юкорида 
берилган Рх, Рг, Рь, . . . , Рп кучлар урнига уларга эквива­
лент булган уч группа узаро тик кучлар хосил булади; улар:

Ана шу кучлар группаларининг *ар ь.айснси бир йуна- 
лишда булганн учун, уларнинг тенг таъсир этувчиларн куч­
ларнинг алгебраик йнгинднсига тенг булади. Бу *ар кайси 
группа кучларининг тенг таъсир егувчисини тегишлича Rx, Rv 
ва Rz дес.

Бу уч группа кучларнинг геометрик тасвирибЗ- шаклда 
курсатилган. Шундай килиб,~Рг, ~Pt, Р,, . . . , Р„ кучларни 
уларга эквивалент булган ва узаро тик йуналган учта Rx, Ry, 
Rz кучларга келтирдик.

г
Zn

/

у, 21 xfЛ—* . XJ X* . . .  Хп
х

У
52- шакл.
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Демак, (Pi, Рг, Р3, . . .  , Рп) с/5 (К,<Яу> Rz )• Бу уч куч­
нинг тенг таъснр этувчисн, (22. I) формулага биноан, шу 
кучларга курилган параллелепииеднннг днагоналига тенг:

R2 = R2JC + R2y + R].

Rx, Ry, Rz нннг кнйматларннн (а) дан келтириб куйсак, 
бундай куринишда ёзилади:

* м / ( Ж Ж М '  <22- 4 )
т  *

Бу формуладан фойдаланиб, тенг таъснр этувчинннг аб­
солют кийматини топамиз. Унинг Ох, Оу, Ог у^лари билан 
*осил кнлган бурчакларн а, Р, 7 булсин. Бу бурчакларнинг 
косннуслари тенг таъсир этувчинннг йуналишнни аниклай- 
ди. (22. 3) дан фойдаланиб, йуналтирувчи косннуслар учун 
куйидаги формулаларни ёзамиз:

п п п
£  T , Y i S  2 /

COS а = — ; COS Р = ; cos f  = . (22. 5)
Бир текисликда етувчи кучлар -учун х, у укларни шу 

текисликда олиб, (22. 4) ва (22. 5) формулаларни цуйидагича
ёзамиз:

*- /  (,:/')‘+ ( 2 2 -6>
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р = 90 — а булгани учун:
П Л

2 £ У,
COS г = ^ — ; sin а =  — — (22. 7)

булади.
Тенг таъснр этувчннинг катталнк ва йуналишннн (22. 4) 

на (22. 5) дан ^нсоблаб топиш учун, олднн унинг координа­
та укларидагн проекцияларини аниклаш зарур. Координата 
укларининг йуналншн мувофик суратда танлангандаи кейин, 
куч проекцияларини куйидаги схемада аниклаш масаланн 
анча осонлаштиради.
Куч проекцияларини топиш схемаси

N. Куч.ыр

Координата\̂  Фцларм N

А Р* Р, Проекциялар
йигинлиси

X Я ,cos (7\.х) Я ,cos (Р,.х) PlCOS (Я/.ДГ) 2j P t cos (Я,.дг)

У Леев (Я,. у)
_ /N

Я ,cos (Я,.у) Я/cos (Я ,  у)
Л ^
Ц  Я /cos (Я/, у) /-1

- P,cos (P i, г ) Я ,cos (Я*. 2) Я, cos^ .T )
Л

Я; C0s(7J/, 2 )

54- шакл.
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Бу айтнлганларни ойдинлаштирнш учун бнтта масала 
ечамиз.

7- масала. Мунтазам ABCDEF олтибурчакнинг А учига куйилган 
цамда АВ, AC, AD, А Е  ва AF кесмалар билан тасвнрланган бешта куч- 
нинг тенг таъсир этувчиси топилсин (54- шакл).

Е ч и ш. Координата Укларини шаклда тасвнрланганча таилаб, куч 
проекцияларини юкоридаги схемага кУямнз.

Кучлар

Координата
Фцлари

АВ АС AD АЕ A F
Проек-
циялар
йигин-
диси

X .4flcos60 A Ceos 30' AD /4£cos30° AFcos&r
5
S *l- l

У АВ sln60° Л С sln30' 0 —.4£sin30 —.4Fsln60
5

i- i

г 0 0 0 0 0
5

! - \

AF = А В = г; АС = г /  3; AD = 2 г , '  А Е  = г /  3 
булганн учун:

С

.4flcos60 ’ -f MCcos30’ + .40 + Л£ cos 30 °- M F  cos 60 6r,
i - 1

5? Yj AB sin 60 ’ -f AC sin 30 — A E  sin 30° — HF sin 60 = 0 

булади. Булардан:
R  — 6r,

-x 6r .cos I  = -jn = -gjr = 1, Sin a = 0.

Демак, R кучи x J-ци буйича йуналган экан.

23- §. Бир нуктада кесишувчи бир цанча куч таъсиридаги 
эркнн жиемнинг мувозанат шартлари

Юкорида бир нуктада кесишувчи кучлар таъсиридаги 
эркин жиемнинг мувозанат шартини (21. 2)билан нфодалаган 
эднк. Энди, шу шартни кучларнинг проекцняларн оркали 
ифодалаймиз. Бунниг учун (22. 4) дагн R нинг урнига нуль
КУямнз:

*-V w + w + w
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i!/')4 N 4 N ’=°' , i
Уч мусбат *аддан иборат йнгинди нулга"*тенг булиши 

учун *ар бир канс ичидаги нфода ало.\ида равишда нулга 
тенг булиши керак:

2  X  = 0; 2 У , = 0; 2j  2/ = 0. (23.4)
/-1 /-1 /-1

Демак, бир нуктада кесишувчи кучлар таъсиридан жисм 
мувозанатда булсин учун, шу кучларнинг *ар бир коорди­
ната укидаги проекциялари йигиндиси нулга тенг булиши 
керак. Бу (23. 1)тенгламалар кесишувчи кучлар таъсирндагн 
жисмнинг м у в о з а н а т  т е н г л а м а л а р и  дейилади. Бир 
нуктада кесишувчи кучлар бир текисликда ётса, Ох ва Оу 
укларини шу текисликда олиб, айнан нулга тенг булган 
учинчи кисми эътиборга олинмаслиги натижасида (23. 1) ку* 
йндагича ёзилади:

2  X t = 0; £  Y, -  0. (23. 2)i-i <-i
/

Мувозанатдаги жисм эркин булмай, кандайдир богла- 
нишда булса, унннг реакцняларннн эътиборга олиш лозим. 
Купинча, статнкада эрксиз жисм куйилган юклар таъсиридан 
мувозанатда турадиган доллар текшнрнлади.

Демак, бундай лолларда богланиш реакцнялари кУйнл- 
ган юклар билан мувозанатлашадй. Жисмга бевосита куйил- 
ган юклар ва богланиш реакцияларн бир нуктада кесишиб 
утса, номаълум реакцияларни аниклаш учун 23- параграфда 
чикарилган мувозанатнннг геометрик шартидан ёки бу па­
раграфда чикарилган (23. 1) мувозанат тенгламаларндан фой- 
даланиш лозим. Геометрик шартдан фойдаланилганда, гра­
фик равишда ёпнк куч купбурчаги курнлади. Мувозанатнннг 
график шартидан, график статикада купрок фойдалани- 
лади.

8-масала. Q = 80 кг юкни тутиб турувчи АВ, АС  стерженлардаги ва 
AD занжиридаги зурнцишлар топилсин. Л, В  ва С нукталар шарннрли 
бириктирилган (55- шакл).

Берилкшича:
Z  СВ А = ^  ВС  А = р =  60°,
/_ EAD = 1 = 30".
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\  Кучлар 

>
Коорлниата\ 
Уцлари N

Q S, s , T Мувозанат тенгламалари

дс 0 S, sin 3 S 2 sin ^ — T COS a £  X  - S,sin Э+Sjsin p— 
— T cos a = 0

У 0 — Sicos? Sa cos Эi 0 22 Y = Sacos?— S,cos? 0

г -Q 0 * 0 T sin a 2  Z  = T sin a — Q - 0

Схеманинг охиргн мувозаиат тенгламаларидан S t, S* ва Т  нинг кий 
матларини топамиз:

Qctga ^ О

Е ч и ш. Координата укларнни шаклда курсатнлгандск йуналтнрнб, А 
нуктага куйилган кучлар учун мувозанат тенгламаларини тузамиз:

55- шакл.
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О- масала. В  кузгалмас галтакдаи у-гказилган G 2 т  огирликдагн 
юк О чигирикка Уралган аркой воситаси билан кутариладн. Калтакда 
пайдо буладиган ишкаланишни эътиборга олмай (56- шакл), А В  туснндаги 
ва ВС  тнргакдаги Т ва S  зурикиш то- 
пилсин. Бурчакларнинг кийм'ати шаклда 
курсатнлган.

56- шакл. 57- шакл.

Е ч и ш. Координата Укларини шаклда курсатилганча танлаб, куч 
проекцияларини яна юкорида келтирилган схема ёрдами билан топамиз:

N. Кучлар 

Координата 'ч
Умари \

G Q Т S Мувозанат тенгламалари

X 0 — Q cos 60° — Т S  cos 30° 2 ^  = Scos30 — Г -  
— C»cos60J = 0

У G Q cos 30’ 0 —Scos60 S k =  G + 0 cos 30° — 
— S cos 60’ = 0

<? = </•
Бу мувозанат тенгламаларидан:

S  = 7,45 m, Т = 5,45 т .
10- масала. Симёгоч учлари бир-бирига бириктирилган икки АВ ва 

АС устунлардан тузилган. Бунда £  ВАС = 30’ (57- шакл). Бу симёгоч 
бир-бири билан тугри бурчак ташкил этаднгаи горизонтал AD ва А Е  
симларни ушлаб туради. дар бир симнинг тортиш кучи 100 к Г  га тенг.

Устунларнинг огирлигини *исобга олмай, ABC текислик £  DAE ни 
тенг иккига булади, деб фараз килиб, устунлардаги зурикншни топинг.
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Е ч и ш . Симларнинг тортилнши тегишлича Tt, 7,; устунларлаги зурн- 
Киш эса S, na St деннлса, уларнинг кнйматларн куйидаги схемадан то- 
пилади:

\ . Кучлар

Координата 
VK-iapH N

Т, т , S, s, Мувозанат тенгламаларн

X Т\ 0 —Sicos 75е X 
Xcos 45

—S2cos 75°X 
Xcos 45s

£ * =  л -
— S , cos 75°-cos 45 —
— Ss cos 75’ -cos 45J = 0

У 0 Г, —Sicos 75° X 
Xsin 45а

S* cos 75°x 
xsin 45°

= r ,  —  S, cos 75’ X  
Xsin 45 — S j cos 75°X  
Xsin 45° = 0

г 0 0 — S,cosl5° 5,cos 15°
4

= —  S, cos 15’ +  
+  S i cos 15° = 0

Мувозанат тенгламаларининг учинчи кнсмидан S j = S* келиб чикади. 
Колган икки тенгламанинг биридан S j ни топамиз:

1W
S| = — St = 2 cos 75° sin 45° = 100 0 + 3) = 273 кг.



24- §. Бир томонга йуналгаи икки параллел

g I ПАРАЛЛЕЛ КУЧЛАР

кучни цу 111 И 111

Жнсмнннг Л ва В  нукталарига бир томонга йуналгаи 
икки параллел Р  ва Q кучлар куйилган (58-шаклда жисм- 
нинг расмн курсатилмаган). Шу кучлар тенг таъсир этувчи-

рашгунларича давом эттнрамиз._Таъсир чизнкларининг ке- 
сишган нуктасцни О деймиз. /?х ва /?а кучларнн таъсир 
чизиклари буйлгГб О нуктага кучпрамиз. Энди О нуктадагн 

ва /?, кучларни тузувчиларга ажратамиз. Я, ва /?а нинг 
тузувчнларини шундай танлаймизки, уларнннг *ajĵ  цайсиси 
тегишли тузувчилардан бири Р  ва Q га параллел *амда кат- 
талнк жи^атидан  ̂ шу кучларга тенг булеин. Бунинг учун О 
нуцтадан Р  ва Q га параллел чизик утказамиз. О  иуктада- 
ги /?! нинг бир тузувчиси Р  га тенг булганидан иккинчи 
тузувчиси, албатта, 7\ га тенг булади, чунки нинг уз

Ъ 0 Тг Ь
сининг микдори, йуналншн ва 
куйилган нуктаснни топиш ке- 
рак.

Бу икки куч куйилган А 
ва В  нукталарни туташтнриб, 
А ва В нукталарга АВ чизик 
буйлаб йуиалган нуль система 
кучларни куямиз. Улар (7\, 
Тг) слО булсии.

58- шакл.

А нуктадаги JT ,,  Р) ва В 
нуктадаги (Г,. Q) кучларнн 
параллелограмм коидаси асо- 
сида к?Ц)иб, уларнинг7?| ва Рг 
тенг таъсир этувчнларинн то­
памиз. Бу А ва В нукталарга

куйилган /?, ва /?2 кучларнинг таъсир чизикларининг то уч-
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Р  ва Тх кучларнинг йипшднсндан ташкил тчитган эди. Худди

эк в и ва л е н т  булганликлари учун ташлаб^юборсак, бу нуктада 
факат бир чизик уетида ётувчи Р ва Q кучлар колади. Бу 
кучларнинг тенг таъснр этувчисн уларнинг алгебраик йишн- 
диеига тенг, яъни:

ва Р  *ам Q билан бир йуналншдаднр.
Энди, R тенг таъсир этувчинннг куйилган нуктаснни то­

памиз. Бунинг учун R нинг таъсир чизиги билан АВ кесма- 
нинг кгсншган нуктаси С ни топамиз. Бу нукта тенг таъснр 
этувчинннг таъсир чизиги утаднган нуктадир.

Унннг .чолатини А ва В нукталарга ннсбатан аниклаймнз. 
Шаклдан курамнзкн:

Бу ухшашликлардан куйидаги ннсбатларни оламиз:

Демак, Р  ва Q кучлар АС билан ВС га тескарн пропор- 
ционал булар экан, яъни Р  канча катта булса, АС шунча 
кнчнк, шунга ухшаш Q канча кнчик булса, ВС шунча катта 
булади. Бир томонга йуналган икки параллел кучнинг 
тенг таъсир этувчиси шу кучларнинг алгебраик йигинди- 
сига тенг булиб, йуналиши шу кучлар йу’налишида,
5 М. Урозбоев

ш у н н н г д е к ,  Rt нинг тузувчиларидан бири фЗулганидан нк- 
кинчиси 7% булиши керак. О нуктадаги ( 7\, /’*) кучлар нулга

P + Q  = R (24. 1)

Д  СМСс/> Д О /C/V; 
Д  Ш Ссл OEM.

АС _  ОС ВС  ОС 
KN  *  ON' Е М  ~  ОМ

ёкн
А С _ О С '  ВС  _  ОС
Г, Р '  Т, Q

АС />= 7\0С, 
BC-Q = Тг ОС.

ОС-Тх = ОС-7’2

AC-P = Q-BC

Булардан:

Лммо:

булгани учун: 

келиб чикади.
Шунга

P
ВС  ~

Q
АС ’ (24. 2)
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тенг таъсир этувчининг таъсир чизиги эса Р  ва Q кучлар­
нинг куйилган нуцтасини туташ тирувчи кесмани тегиш- 
лича шу кучларга тескари пропорцией ал цисмларга бу- 
либ ymadu.

(24. 2) дан .^оснлавнй пропорция тузамиз:
Q Р  Q + P  R

Ски
АС ВС  АС -+- ВС  I

Р  _  О R 1С)А Х\
В С "  АС “  I 2̂4, ^

Кесманннг кисмларини тенг таъсир этувчи оркали ифо- 
далаймиз, унда:

ЛС = -£-/; ВС = ~ 1 . (24.4)

25- §. Тескари йуналган, катталиклари тенг булмаган 
икки параллел кучни кУшиш

Жиемга куйилган Р  ва Q кучлар параллел булиб, бир- 
бирига тескари йуналган булсин (59- шакл). Р  ни Q дан катта

деб фараз килиб, уни икки тузувчнга 
ажратамнз. Бу тузувчнлардан бирн Q' 
ни шундай танлаймнзкн, у, сон жн^а- 
тидан, берилган Q га тенг, лекин кара- 
ма-карши томонга йуналган булиб, В 
нуктадан утсин. У вактда иккинчи ту- 
зувчи R = Р  — Q булиб, АВ нинг даво- 
мидаги бирор С нуктага куйилади. 
Бу нуктанинг долати (24. 2) га бнноан, 
куйидаги пропорциядан аникланади:

P ^ Q  “ “ А В ' ^25- ^
Р  2ва Q кучлардан В нуктага кУйил- 

ган (Q, Q' )v )0  булгани учун С_нук- 
тада R кучгнна колади. Бу куч Р  ва 

Q кучларнинг тенг таъсир этувчиси булади:
R — Р — Q. (25. 2)

Булардан ташкари:
р

в с
0_

АС
R
I (25. 3)
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Демак, бир-бирига тескари иккита параллел кучнинг 
тенг таъсир этувчиси уларнинг айирмасига тенг ва йуна- 
лиши н а тта  куч йуналишида булади. Тенг таъсир этув- 
чининг таъсир чизиги эса АВ кесма устида к а т т а  куч 
цуйилган нуцта томонида ётиб, шу кесмани та  ищи ра- 
вишда кучларга тескари пропорционал цисмларга булади.

26- §. Берилган кучни икки параллел тузувчига ажратиш
25-параграфда чицарилган натижалардан фойдаланиб, 

берилган кучни икки параллел ва бир-бирига тескари парал­
лел тузувчиларга _ажратнш масала- 
сини еча оламиз. R кучни А_ ва В 
нукталарга куйилган ва шу /? куч- 
га параллел булган тузувчиларга 
ажратамиз. Бунинг учун берилган 
А ва В нуцталарни туташтириб, R 
нинг таъсир чизигини АВ кесма би­
лан кесишган С нуктага келтира- 
миз (60- шакл). А ва В  нуцталар 
берилгани учун АС ва ВС кесма- 
лар маълумдир. Уларни тегишлича 
АС = р ва ВС = q, изланаётган куч­
ларни Р ва(? десак, (24. 1) ва (24. 2) 
га биноан:

R - P  + Q, -̂ = f  = 4
формулаларни бзиш мумкин. Бу ерда / = АВ.

Юкоридагн формуладан:
P = - qr R , Q = -f# (26. 1)

целнб чицади.
С нукта АВ кесманинг орасида ётмасдан, таш^арисида 

булс.-!, (25. 1) ва (25. 3) дан фойдаланилади.
Параллел кучларни ажратиш учун чикарилган форму- 

лалар татбик этиладиган бир мисол келтнрамиз.
11-масала. Узунлнгн АВ 1= 6 л  булган балканннг чап таянчидан 

и 2 .1/ узоклнкдагн С нуктага Р  = 8 т  юк кУйилган. Балканннг учларн 
таянчга эркин тнралган. Л на /I таянч рсакцняларн топнлснн (61- шакл).

А ва В  нуцталардагн аникланаётган реакциялар Р  кучнинг таянчларга 
курсатган боснмларига тенг ва карама-карши йуналгаи. Шунннг учун 
(26. 1) дан фойдаланиб. уларнинг кинматларини бевосита топа оламиз:

* л = Т Р'
5*
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Энди, Р  нинг кнйматларннн к^йсак:
16 „  8 
3 т ' Rв з т

61- шакл.

27- §. Бир цанча параллел кучларни цушиш

Масалан, бир канча Р,, Р., Р3, . . . , параллел
кучлар берилган булнб, буларнннг куйилган нукталарн

А, В, D, . . . , Е  булсин (G2- шакл). Шу кучларнинг тенг таъ­
снр этувчнси ва унннг куйилган нуктасини топнш керак.

Маълумкн, фазода .\ар бир нуктанинг ^олати уч  коор ­
дината 6кн_бир радиус-вектор билан анш^ланадн. 
Шунга кура, Pi куч куйилган нуктани аникловчн г, ради­
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ус-вектор на я 2 куч куйилган нуктани аникловчи г2 ра­
д и ус-векто р  булспн. Олдин Я,, Рг кучлар тенг таъсир 
э ту в ч и си  куйилган нуктани топамиз. Бунинг учун А ва В 
нукталарни туташтирамиз. Бу икки кучнинг тенг таъсир 
этувчиси_кУйилган нукта С, ва у нуктани аникловчи радиус- 
вектор rct булспн. Шу нуктани аникловчи гГ1 радиус-век- 
тории топиш керак.

(24. 3) га бнноан:
ЯI __Р* . АС\__Р* I „ \

СХВ ~ А С Г  СХВ ~ Р W
Шаклдан:

АСХ = г7, -  /у,
СХВ = г2 — rfI.

Бу к»йматларнн (а) га кУйсак:
Гх _ Р* 

г г -  г с 1 Я ,
келиб чикади. Бундай:

— _ Рг7, -t- р 7, 
г м  -  я, +  Я*

булади.
/-'i ва Я, кучларнинг тенг таъсир этувчиси 7?Ь1 булсин. 

У вактда:
Л  + я 2 = (в)

булади.
/?,,а ва Я3 нннг тенг таъсир этувчиси /?,.2.3 куйилган С2 

нуктани аникловчи гсг раднус-векторнн (б) га бнноан тубан- 
дагича ёза оламиз:

—  _ /?|Уг, + Р 4 , г) I р  D 
г<ч — # t рг . * ч »2 +

/V, ва /?!., кийматларини (б) ва (в) дан бу формулага куйиб, 
Ггг учун куйндаги ифодани чикарамнз:

— _ /у, + + я,73
~ Я, г Р г^ Рг ’

Бу формулага мувофик. барча кучларнинг тенг таъсир 
этувчиси куйилган нуктани аникловчи радиус-вектор:

7 _  p i~ 1 +  Я ,Г , + я,7^ +  . . .  + яя7яГ/. - '
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екн

Е рл
Гс = ~ ---. (27. 1)

Я * *
i- i

тенг таъсир этувчисн эса
п

Я = . (27. 2)
/-1

булади.
Агар гс векторнинг Ох, Оу, Ог укларидагн проекцияла- 

рини хс, ус, гс; Г/ векторннки х „ у(, г, десак, (27. 1) дан ту- 
бандаги формуланн чикариш мумкин:

v ^ (

= ; Ус = {т — ; « с - х —  • (27.3)
2  я, 2  л/-1 /-1 «-I

Бу формулалардан курннадики, агар ^амма кучларнинг йу- 
налишлари бир хилда узгартирилса ^ам, уларнинг тенг таъ­
снр этувчисн куйилган нукта узгармайди. Кучлар йуналн- 
л  и нинг узгарнши билан тенг таъсир этувчи *ам, кучлар 
билан биргаликда, шу нукта атрофида айланади. Шунинг 
учун, бу нукта, купинча, пара лл ел  к у ч л а р  марказн  
дейилади.
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знк тенгламаси дейнладн. Тенг таъсир этувчинннг таъсир 
чизиги устнда олинган бирор нуктасининг координаталаринн 
топиш учун, уларнинг бирм нхтибрий равишда, иккинчиси 
эса (32. 1) дан аникланади.
33- §. Бир текисликда ётувчи параллел кучлар таъсиридаги 
эркин жисмнинг мувозанат шарти

Мувозанатдаги жисмга куйилган кучларнинг тенг таъсир 
этувчиси булмаслиги, яънн R *= 0 булиши керак. У *олда 
(31. 3) дан л-0 = оо келиб чикали, яъни тенг таъсир этувчи 
Куйилган нукта чексизда ётадн. Бирок тенг таъсир этувчи

С
' "Ъ/'/////. е

В

72- шакл.

булмаганлиги учун у куйилган нукта аник булмайди. Бу та- 
лабни каноатлантириш максадида (31. 3) нинг суратини *ам 
нулга тенглаштириш лозим, яъни:

i  т 0 ( P t) = 0.
/ -1

Акс *олда жисм айланма харакатда булиши мумкин. Де­
мак, бир текисликда ётувчи параллел кучларнинг таъси­
ридаги жисм мувозанатда булснн учун, жисмга куйилган 
кучларнинг алгебраик йигиндиси нулга тенг булиши билан 
бирга, бу кучларнинг, кучлар текнслигидагн бирор нуктага 
нисбатан олинган моментларининг алгебраик йигиндиси хам 
нулга тенг булиши, яъни:

T .F О,

булиши керак.
VJmJ  

/-1
^ o (F )  =  0 (33. 1)
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14-масала. Узунлнгм I булган АВ балка псртнкал та>Ичларга эркин 
тиралиб турадн. Балкага А таянчлан х масофада вертикал Р  куч куйил- 
ган. Таянч реакцнялари топнлсин (72- шакл).

Е ч и ш. Таянч реакцияларининг вертикал йуналиши табиийдир. (33. 1) 
га мувофнк:

“  Ra + Яд - р = 0>. (01-1

im A(F ,)^ - R at + Px~ 0 , (2)
/ - 1

бу-лади.
Бу тенгламалардан А ва В  реакцияларининг киймати:

RB = —,- Я = ( | - | )Я ,  Ra = ±П.
15- масала. Огирлигн G = 100 кг булган горизонта.! АН стержень 

КУзгалчас А нукта атрофнда айланнши мумкин (73- шакл). Стерженнннг
В  учи галтаклан утказнлган ар- 
конга богланган Р  — 150 кг юк 
ёрламн билан вертикал юкорнга 
тортнлиб туради. В  учидан 20 см 
узомикдагн нуктага Q = 500 кг 
юк осилган. АВ стержень гори- 
зонтал .упатда мувозанатда бул- 
син учун, унннг х оралигн канча 
булиши керак?

Е ч и ш. Арконнннг тортнш 
кучинн осилган Р  юкка тенг деб 
оламиз (галтакнинг укка ишкала- 
ннши кичик булганндан, унн эъти­
борга олмаймиз). Мувозанат тенг- 
ламасини тузишда моментнн А га 
нисбатан оламиз:

п
£ mA (F l) = Q (x - 2 0)+  G i - P , - 0,
1-1 * 

бу тенгламадан:
х = 2.5 см.

16-масала. Бнр жинсли булмаган 1,5 кг егоч А учидан оситнб 
АВ = 30 см ораликлаги тарош налласига урнатилган таянчга В  нук- 
таси билан горнзонтал .\олатда тираб куйилган. Тарозини мувозанатлаш 
учун унннг бошка налласига 1 кг юк кУйилишн лозим. Егочнннг А учи­
дан огирлик марказигача булган х оралик топнлсин (74- шакл).

Е ч и ш . Егочнннг тарозн налласига В  таянч ор^али курсатган боснмн 
N ни топиш учун, тарозннннг мувозанатнни ало\ида текширамнз. У 
N — I кг буладн. Егочнннг мувозанат шартинн ёэиш учун А нуктага ннс- 
батан момент оламнз:

= 1,5х — 1-30 = 0,
бундай:

х -  20 см
буладн.
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17- масала. Катта зурикишларни Улчаш учун бир-бнрнга CD тортки 

билан бириктирилган ва елкалари тенг булмаган икки ABC ва ED F  рн- 
чаглар системасн тузилиб, улар В  ва Ь нуцталарда кузгалмас таянчга

тиралган (75- шакл, a). ED F  рнчагда Р  = 12.5 кг юк кузгалиши мумкин. 
Е  нуктадан / узокликда урнатилган Я  юк Л нуцтага куйилган Q юкни 
мувозанатлайди. Q юк 1000 кг га купайтнрнлганда, мувозанат узгармас- 
лиги учун Р  юкни канча оралнкка кучнриш керак? Берилншича: а = 
= 3.3 мм, Ь = 660 мм, с = 50 мм.

6)

F—о

75- шакл.

К ч и ш. Р  кучнинг I узокликдаги лолатн учун мувозанат тенгламала- 
л'яг Ту3аМН3- т°Рткннннг бу цолатга тегишли зурикишни So деймиз. 
ЛВС ва ED F ричагларнинг мувозанат тенгламаларнни алохида (75- шакл, 6)
тудамнз:

булардан:

Y lmB ( ? )  = — Qa + Stl> = 0, 
J ] « £(F) = _SoC + P/ = 0.

( 1)
(2)

Qa = SJ>,

булади. P t “  SoC

" » > » № ..........*  к,эг" г“  №
^ М. У роз боев
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Бу \олат учун CD торткидаги зурнкиш S булсин.
£ т в ( F )  *=-(<? 1000) a Sb = 0.

-  S c -г P ( i+ x )  = 0,
булардаи: *

(Q + 1000) а - Sb,
P ( l  + x) = Sc.

(1) ни (3) дай, (2) нн (4) дан айнрсак:
1000а = (S — S0) b,
Р  х -  (S — So) с

тенгламалар чикади
Бу чиккан тенгламалар ннсбатини оламнз:

Рх с 
1000 а Ь ’

(3)
(4)

(5)
(6)

бунлан:
.« = I000' й± . «= 20 мм 

РЬ
булади.

18- масала. / = 10 м узунлнкдаги АВ балка устига юк Kjrapirtu кра- 
ни учун йул солинган. Краннинг огирлигн 5 т  булиб, огирлик маркази 
CD укда ётади. Кран кутарадиган 
юк билан CD оралнги KI- - 4 
АС = 3 м, Р  юкнинг огирлигн

1 т , балканннг огирлигн 3 т .  Кран билан балка бир вертикал текнслнк- 
да турган цолда А ва В  нукталардаги таянч рсакциялари топнлснн 
(76- шакл).

Е ч и ш.

3 5 + 5-3 + 71 — 10/?в »  0.
Бу тенгламалардан:

RH - 3,7 п; R a = 5.3 т
булади.
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19- масала. Кутарнш крапп тош пойлеворла (77- шакл). Краннипг 
огнрлиги Q = 2,5 т  булиб, унинг увидан А В  = 0,2 м ораликда ётувчи огир- 
лик маркази А нуктага куйилган. Кран кутарадиган юк билан у к оралнги 
CD = 4 м. Пойдеворнннг туби томони E F  = 2 м булган квадратдан ибо- 
рат; солиштирма огнрлиги ? = 2т/м*. Кран 3 т  огирликни кутариш учун 
бслгиланган булса, пойдевор F  киррасн атрофида тунтарилмасдан туриши 
учун унинг баландлнги цанча булиши керак?

Е ч и ш. Пойдевор кран, юк' ва узинннг огнрлиги таъсирнда мувоза- 
иатда турадн. Барча кучларнинг F  кирраснга ннсбатан моментинн оламиз:

— С-1 — Q-0,2 + Р-3 < 0; G = Fh-\ = 2 2Л 2 = 8Л,
булардан:

8А < —0.2-Q + ЗР.
Демак,

* - * £ > 1 .1  м.

34- §. Ричагнинг мувозанат шарти
Синпк шакл схемасидаги ричаг мувозанатига оид маса- 

лани Вариньон теоремасидан фойдаланиб жуда осон ечиш 
мумкнн. У  схема куйидагича: 
ихтнёрий шаклдаги каттик 
жисмнинг бирор нуктаси шар­
нир воситаси билан бнрикти- 
рилиб, шарнирнинг Укнга тик 
текисликда (шакл текислиги- 
да) жисмнинг Л ва В нукта- 
ларнга Р ва Q кучлар куйилган 
(78- шакл). Мазкур кучлартаъ- 
сиридан ричагнинг мувозанат 
шарти топилсин. Ричагнинг му- 
возанатида Р ва Q кучларнинг 
тенг таъсир этувчиси R кузгал- 78- шакл.
мае нукта О шарнир маркази
оркали утнб, унинг реакцияси R0 билан мувозанатлашади. 
Модомнки, R кузгалмас О нуктадан утар экан, унинг бу 
нуктага нисбатан моменти нулга тенг булиши керак, чунки 
момент елкасн нулга тенг. Бу хол учун Вариньон теорема-
си куйидагича ёзилади:
7Я я .  (R ) -  т 0 (Р ) + т 0 (Q) .  0. (34. 1)
<о- шаклдан:

т 0 ( Р )  = Р  р ; т 0 (Q)  =  - Q q .
Ш унинг учун :

P - p - Q q  =  0,
С*
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бундан:

булади.
Ричагнннг мувозанатнда 

тага ннсбатан аникланган р

ч_
р

79 шакл.

Р ва Q кучлар кузгалмас О нук- 
ва q елкаларга тескари пропор- 

ционал булар экан. Куз* 
галмас О нуктанинг R0 реак- 
цияси Р ва Q кучларнинг 
тенг таъсир этувчиси R би­
лан мувозанатлашганидан, 
у R га тенг булиб, царама- 
карши йуналади. Унннг кчй- 
мати Р ва Q га цурилган 
параллелограмм ёкн кучлар 
учбурчагидан аникланади. 
Битта кузгалмас нуктаси 
булган ричагга ухшаш жисм­
ларнинг мувозанатини бу 
усулда жуда ^ам осон ечиш 
мумкнн.

20- масала. О нуктага шарнир воситаси билан бирнктирилган балкани 
В  нуктадан горизонт билан а бурчак ташкил этувчи Фортки мувозанатда

тутнб туради. Балканннг А учига огирлигн Р  га тенг юк осилган. ОА I,
ОВ = — /; тортцнда *осил буладиган зурнкиш билан шарнир реакцияси 3
аниманснн (79- шакл).

Е ч и ш. Балка ричаг деб каралса, куйилган Р  юкнинг елкасн I, торт- 
кндаги зурнкиш Т нинг елкаси О дан унинг йуналишига туширилган тик 
кесма И га тенг булади. Унинг киймати:

й OB sin я / sin я; ^ ( Р )  Pi, т 0(Т) — — 77 sin а;3 «3
буларнннг йигиндиси нулга тенг булиши керак:

Р1— ?. 77 sin а = 0, бундан: Т

Р, Т ва R0 га курнлган учбурчакдан, синуслар ёки косимуслар тео- 
ремасинн татбик этиб, /?„ ни \исо5лаб топиш мумкин:

„  Р  г . -----

3 Р  
2sin а
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35- §. Ж уф т  куч  ва ж уф т куч  моменти

Маълум ораликда бир-бирига тескари параллел йуна- 
лишдаги, мицдор жщ атидан тен_г булган икки куч ж уф т 
куч деб аталади. Жуфт куч (Р х, P t) билан белгиланади 
(80- шакл). Жуфтнн тузувчи кучларнинг оралнгн жуфт ел- 
касн деб аталади ва d билан белгиланади.

Жуфт куч таъсиридан жисм айланади. Жуфт куч ётган 
текислик жуфт текислиги дейилади (81- шакл). Жуфт куч­
нинг тенг таъсир этувчисн булмайди (25. 2) ва (25. 3) га бн-
ноан:

*3 1! “о 1 .*0 1 о

чунки:
Р\ — P iва

я*
*

бундан:
Р А В  P d— D  = п  Г , -

Демак, жуфт кучнинг тенг таъснр этувчисн кУй||Лган 
нукта чексизлнкда ётнб, унннг катталнги н у л г а тенг булади 
ва, шу билан бирга, жуфтни *оснл килувчн кучлар мувоза-
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натлашмайди. Бинобарин, жуфт куч тенг таъснр этувчисн 
булмаган ва мувозанатлашмайдиган кучлар системасндан 
нборат экан. Ж уф т кучни тузувчи кучлардан бири билан 
ж уф т елкасининг купайтмаси ж уф т моменти дейилади. 
Жуфт моменти т  билан белгиланади, у вактда:

/п = Я,</ = Ptd (35. 1)
булади.

Жуфтни ^оснл килувчи кучлар кнлограммда, елкаси 
метрда улчанса, жуфт куч моменти кГм да нфодаланади.

Жуфт куч жисмни соат стрел- 
каси айланиши буйнча айлантир- 
моцчи булса, унннг моментини 
мусбат, акс *олда манфий ишора 
билан оламиз.

1 - теорема.  Ж у ф т  тузувчи 
кучларнинг ж уф т текислигида

 0 •---------- олинган х,ар н,андай нуцтага
1 х  ! d  нисбатан моментларининг йи-

гиндиси ж уф т моментига тенг.
82- шакл. ( P j  pt) жуфт берилган (82-

шакл).
Жуфт текислигида бирор О нуктанн момент маркази ки- 

либ олнб, бу нуктада жуфт тузувчи кучларниЯг йуналишига 
тик чизнк утказамиз.

Р2 куч билан момент маркази оралигини х десак, (P t, P t) 
кучларнинг О га нисбатан моментларн бундай ёзнлади:

m0{Pt) + 'n0(P i) =* — Рг* + Pi (*  + d) — Р,:А 
Шундай килиб, теорема исботланди.

36- §. Эквивалент жуфтлар

Бир жуфтнинг жисмга курсатаднган таъснрпни бошка 
жуфт курсата олса, бундай жуфтлар эквивалент жуфтлар 
дейилади.

теорема.  Жуфтнинг жисмга курсатадиган таъси- 
рини узгартмасдан, у ни ж уф т текислигига параллел 
булган sap цандай текисликка кучириш мумкин.

Теореманн и с бот этиш учун, берилган жуфт текислиги 
П  га параллел, IT  текисликда АВ га параллел ва генг 
А 'В ' кесманн оламиз. А' ва В ' ну^таларга (P t, Р2) ва (Ра, Р3) 
нуль снстемаларни кУямнз (83- шакл). Бу нуль системаларни 
(р, Р х) кучларга параллел ва мицдор жи^атидан тенг килиб
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J  № L  _ yjj/Lj. Л*А* % _

оламиз. >18 ва А 'В ' елкаларга параллелограмм кУ£иб, АВ' 
па ВА' диагоналларни утказамиз. Р  бнлан Рз ни, Р, билан 

ни кУшамиз. Уларнинг тенг таъсир этувчнлари тегишлича:

R = Р 4- Р3; R ' = Р, + Р2

булади.
Булар бир томонга йуналган бир-бирига тенг икки па­

раллел кучнинг тенг таъсир этувчиси булгани учун диаго- 
налларнинг кесишган О нуктасига куйнлиб, карама-карши 
томонга йуналган. Бу тенг таъ­
сир этувчилар микдор жи^а- 
тидан бир-бирнга тенг булган- 
лнги учун узаро мувозанатла- 
шади. Уларни ташлаб юбора- 
миз. Натижада, барча кучлар 
системасидан фацат П ' текис- 
ликда ётувчи Р3 ва Рг кучлар 
колади. Бу кучлар жуфтни 
ташкил к и лад и ва//текислик- 
дагн (Р, Рх) жуфтта тен£ бу- 
лади, яъни: (Р,, Р3) <л (Р, Рх).
Шу билан 1- теорема исбот- 
ландн.

3- теорема.  Ж уф тни уз текислигидл ихтиёрий то ­
монга бурсак, унинг жиемга курсатадиган таъсири уз-

гармайди.
AB — d елкалн (P lt P t) 

жуфт берилган. Бу жуфтнинг 
елкасини АВ =d дан DC=d %о- 
латига келтирамиз (84- шакл). 
Бунинг учун жуфт текнелиги- 
да D ва С нукта л арии олиб, бу 
нукталарга (Р\, Р\) ва (Рг, Рг) 
нуль системалар кУямиз. Улар­
ни шаклда курсатилганича, 
берилган жуфт тузувчилари 
(?« • * ) га тенг килиб оламиз. 
Рь Р2 ва Р|, Р  ̂ кучларнинг 
таъсир чизикларини бир-бири 
билан кесишгунча давом этти- 
риш натижаенда EFHQ парал­
лелограмм *осил булади. Бу

83- шакл.

84- шакл.
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параллелограммнинг ромб эканпнн исбот этиш керак. Шакл- 
дан:

Д  EFN = Д  EM G,

чункн буларнинг катетлари E N ^ E M  = d, бурчаклари 
^ E F M  = EGM лир. Шундай булса, EG  = EF. Дсмак, 
EFHG шаклп ромб экаи.

Энди А*3 ва Рг кучларни Н нуктага, Pi eq Pi кучларни Е  
нуктага кслтнриб, уларнинг тенг таъсир этувчнлари R ва 
Ri ни параллелограмм коидаси билан топамиз.

Бу тенг таъсир этувчилар микдор жи^атидан тенг булиб, 
ромбнинг диагонали буйича карама-карши томонга йунал- 
ганлнги учун, улар узаро мувозанатлашадн. Натнжада, фа- 
Кат D ва С нукталарга куйилган Р\ ва Рг кучлар колади. 
Бу кучлар жуфт ташкил кнлнб, берилган (Pi, Р2) жуфтга 
эквивалент булади, яъни:

(Рь Рл) с/э (Pi, Р2).

Шу билан 3  теорема 
yf- теорема.  /Куфт 

рилмай, унинг тузувчи

нсботланди.
моментининг циймати узгарти- 
кучлари билон елкаси узгарти- 

оилса. жуфтнинг жисмга таъ- 
сириузгирмайди

(Р, Р,) жуфтни оламиз (85- 
шакл). Бу жуфтни шундай узгар- 

Стирамизки, унинг Q тузувчиси 
’ берилган жуфтнинг Р тузувчи- 

сидан кичик булсин. Бунинг учун 
Р  кучни икки Q ва (Р  — Q) ту- 
зувчиларга ажратамиз ва улар- 
дан (Р  — Q) ни А нуктага кУя- 
миз. Бу ажратнлган кучларнннг 
тузувчилари учун куйндаги про- 
порциянн тузншимиз мумкин:
P-Q

ВС
р , 

АС

И
А нуктага куйилган Р, ва (Р  — Q) 

уларнинг йигиндисини топамиз:
P i- ( P - Q )  = P i - P l + Q = Q

(а)

кучларнн кУшиб,

Q..
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Бу Qi куч юцорига караб_ йуналган. Шундай килиб»
(Р. Р,) жуфт куч у ринга (Q, Q,) жуфт кучни олднк. Про­
порция (а) га диккат килсак:

Р А В  =  QAC
эканлигини курамиз.

Бунда Р  АВ, олинган (Р, Рх) жуфтнинг, Q-АС эса (Q, Qi) 
жуфтнинг моментндир. Шундай килиб, берилган жуфтнинг 
урннга тузувчи кучлар ва елкаси узгарган бошка жуфт ол- 
дик. Бу жуфтнинг моменти олдинги жуфтнинг моментига 
тенг, яъни:

( Q ,  Qx) *  (Р, Рг)
буладн.

37- §. Текисликда! и жуфтларни цушиш
Бир текисликда ётувчн бир нечта, масалан,туртта жуфт 

берилган (86- шакл). Уларнинг моментларн, т х, т г, т 3, пн 
булсин. Lily жуфтларнннг 
йигиндисини топамиз, яъни 
бу жуфтларни бир тенг таъ­
снр этувчи жуфт билан ал- 
маштирамиз.

Бунинг учун уларнинг 
каммасини бир хил елкага 
келтирамиз. Шу елка учун 
АВ — d кесманп оламиз. Бу 
жуфтларни тузувчи куч- 
ларнинг тегншли кнйыатла- 
рини (35. 1) ёрдами билан 
топамиз. Улар:

Р  __ т \ п  1
^1 Т ’

буладн.
Энди, утган параграфда исботланган 3- теоремага биноан, 2 

бу жуфтларнннг .\аммаснни АВ — d елкага жойлаштнрамиз ' 
(87- шакл). А ва В  нукталарга куйилган (Р,, Pt, Р3, Р«) ва 
(Р\, Р 2, Рз^Р*) кучларни кушнб, уларнинг тенг таъсир этув- 
чиларини R ва R' билан белгилаймнз (я та жуфт учун):
/ ? - Р 1 + Ра + Р,  + . . .  + Ря - ^  + ̂  + ^  +  ... +  ̂  =

= + m ,+ т ,  + . . . + /*„). (а)
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Худди шунга ухшаш:
R' = -j (я»! -+ т г + т 3 + . . .  + т „).

R ва R ’ тенг булганн учун улар жуфт к'учни *осил ци- 
лади. Уларнинг моментларинн L десак, у:

L = Rd
булади. Бу формулага R нинг цийматини (а) дан келтириб 
куйсак, жуфтнинг тенг таъсир этувчисн L учун куйидаги

формулани *осил киламиз:

ь
р,

(37.1)
Pi
В

i-i
Домак, текнслнкдагн бир 

р " канча жуфтнинг тенг' таъсир
q Pj этувчисн жуфт булиб, унинг

р1 моменти (яъни берилган жуфт- 
L ларга эквивалент бир жуфт)
i берилган жуфтларнинг мо- 

87- шакл. ментларннинг алгебраик йи-
гиндисига тенг.

Жуфтларни куншш натнжасида R = 0 булса, тенг таъ- 
снр этувчи жуфт моменти L = О булиб, ^алнги /и,, т %, .. 
т п жуфтлар таъсирндаги жисм мувозанатда булади. Бу хол- 
да мувозанат тенгламасн: г

2  /л,- = О
/-1

(37. 2)
куринншда ёзнладн.

21- масала. .Мувозанатлашган олтита жуфт текисликда ётадн. Бу жуфт­
лар кучларинннг мицдорлари тегншлича 5, 3, 2, 3, у  ва 1 кг\ елкалари
2, 1, 4. х. 6 ва 3 м га тенг. ,

Бу жуфтлардан биринчи учтасннннг моментлари мусбат, цолганларн 
манфнй. Туртинчн жуфт елкаси х топилсин.

Е ч и ш.
т ,  5-2 - 10 кГм\ т ,  — 3-1 — 3 кГм\ т л — 2 \ 

1
8 к Гм,

миз:

€КИ

rrti -  a.v; m4 = — - .̂6 = 3 кГм; mt =  — 1-3 = — 3 кГм. 

Булар нулга эквивалент булганн учун, йигиндини нулга тенглаштира-

т\ +  mi +  "<з +  ” »« +  т, +  mt =  О 

10 + 3 + 8 -  З х -  3 - 3  = О,
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келнб чнкади.
22- м асал а . хоу текисликда ётувчн жуфтнинг кучларидан бирн коор- 

динаталари (2, 2) булган нуктага куйилиб, унннг проекцияларн X  = 1 кг, 
у  5 кг. Иккинчиси куйилга )̂ ну_кта (4. 3). Бу жуфт моменти топнлсин.

Е ч и ш. Жуфтни икки (X. X ,) ва ( Y, К ,) жуфтларнннг йигиндисн 
лесак булади. Демак, жуфтнинг моменти бу жуфтлар моментларинин г 
нигиндисига тенг.

(.V, А ,) жуфтнинг елкасн dt =• (у3 — у,) =>3 — I ^ 1 см,
(У. У\) . . <*» = (*»— •*>) 4 - 2  2см. 

моментлари:
т , -- — X  di = — 1 кГсм, 
т . Y-dt — 10 кГсм, 
т  = mt + пи = 9 кГсм

булади.
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- УРНАШГАН КУЧЛАР
>

38- §. Кучни узига параллел йуналишда 
бнр'нуктадаи бошка нуктага келтириш леммаси

Жиемнинг бирор А нуктасига Р  куч куйилган. Шу куч­
нинг жиемга курсатаднган таъсирннн узгартмасдан, уни . 
бошка бир нуктага, Масалан,О нуктага (88- шакл, а) келти- J 
риш керак. Бу О нукта келтириш маркази дейилади. Бунинг 3

Р,

а)
88- шакл.

учун О нуктага нуль система (Pj, Р2) 0 ни куямиз ва бу 
нуль система кучларннинг катталигини берилган куч катталн- 
гига тенг килиб оламиз. P2J= Р\ = Р, У вактда А нуктадагн 
Р  куч билан О нуктадагн Рх куч жуфт досил кнлади. Шун- 
дай килиб, А нуктадагн Р  кучни О га_келтириш натижасн- 
да, О нуктада, берилган Р кучга тенг Рг куч билан бир жуфт 
кучни олдик (Пуассон леммаси) (88- шакл, б). Демак:

I р  
Р Л I «о (Я ).

т  = /м0 (Р ) жуфтн к У ui и л г а н ж у ф т  дейилади.
Демак, кучни шу куч куйилган нуктадан бош ка бир
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нуктага келтиришда хосил буладиган кушнлган жуфтнинг 
моменти келтирнлаётган кучнинг келтнриш марказига ннс- 
батан олинган моментига тенг булади.

39- §. Бир текисликда ,\ар цандай вазиятда урнашган 
кучларни к^шиш

Жисмнинг А, В, С, D ,. . .  нукталарига бир текисликда 
ётувчн PjrPj. #з. Р*> • • • кучлар куйилган, деб фараз ки- 
лайлик. Бу кучларни кУншш учун уларнинг .чар кайсисини 
бирор О нуктага келтнриш керак. Олдинги параграфда нс-

ва шу кучларнннг кушнлган жуфтлари хосил булади (89- 
шакл, я).

Бу келтирилган кучлар ва кУ111ИЛган жуфтларни кУша- 
миз. Кучлар гео.метрнк, жуфтлар ^са алгебраик кУшнладн. 
Кучларнннг геометрнк йигиндиси R ; жуфтларнинг алгебраик 
йигиндиси L булсин:

вектори,  L эса кучларни О нуктага келтнриш натижасида 
\оснл булган кушнлган жуфтларнинг бош моменти дейи- 
лади (69- шакл, б). Демак:

о) Р*
89- шакл.

п

Бунда R — жисмга кУйилган барча кучларнинг бош

(#,. Я,. Р3........Р„)с/э (/?,/,). (39.2)
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Бу ерда R ни тенг таъснр этувчи демадик: у, жиемга ку- 
йнлган кучларга эквивалент була олмайди, чунки ундан 
ташкари яна бош момент *ам бор.

Демак, текисликда ^ар цандай вазиятда урнашган 
кучларни исталган нуктага цуйилган бир бош вектор би-/ 
лан келтириш марказига нисбатан олинган бир бош мо-\ 
ментга келтириш мумкин экан.

Бош вектор/?ни .укоблаш учун, бир нуктада кесишув- 
чи кучларнинг тенг таъсир этувчнеини ^нсоблаш учун чнка- 
рнлган (21. 1) формуладан фойдаланиш му.мкин.
40- §. Текисликда ^ар кандай вазиятда Урнашган кучлар^-^ Jb 
таъсиридаги эркин жиемнинг мувозанат шарти 4) V

Жисм бир текисликда *ар кандай вазиятда ётувчи куч­
лар системасининг таъсирида булса, бу кучлар бир бош 
вектор ва бир бош моментга эквивалент эканлиги маълум- 
дир. Жисм берилган кучлар таъсирида мувозанатда булса, 
бу кучларнинг R бош векторн ва L бош моменти ало.\нда 
равишда нулга тенг булиши керак:

R — 0, L = 0. <40j _ lL
Бош момент бош векторнн мувозанатлаштира олмаганн 

учун, уларнинг ало^ида равишда нулга тенг булиши жисм 
мувозанатининг за рур  ва етарли ш ар тла рин и  ифода- 
лайдн.

Энди, мувозанат шартларини ифодаловчи тенгламаларнн 
проекцияда бзамиз. Бунинг учун R вектор ва L моментнниг 
аналитик кийматини (40. 1) га кУямнз:

П
L — J J  m0(P j) = 0.I- 1

Икки сон квадратларининг йпгиндиси нулга тенг булса, 
бу сонларнинг *ар бири ало^нда равишда нулга тенг, яънн:

£  Х { = 0; v  Y{ = 0; 2  т 0(Р,) = 0 (40. 2)
/ - I i- i  <-i

булади.
Демак, бир текисликда ётувчи *ар кандай кучлар таъ­

сиридаги жисм мувозанатда булеин учун, жиемга куйилган 
кучларнинг х, у укларидаги проекцияларинннг йигиндиеи ва
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ихтиСрий нуктага нисбатан олинган куч моментларининг 
йигиндиси ало^ида равншда нулга тенг булиши керак. Жисм 
эркин холатда булмай, богланишда булса, унинг таъсирини 
реакция билан алмаштириб, жисмни эркин деб караш мумкин.

Х у с у с н й  ^ол: текис системалн кучларнн бир нуктага 
келтнриш натнжасида улар факат бир бош моментга экви­
валент булса, у вактда жисм айланма харакатда булади. 
Бошкача айтганда, жисм жуфт куч таъснрида булади. Бун- 
дай жисм мувозанатда булиши учун унга кУйнлган жуфт- 
ларнннг йигиндиси нулга тенг булиши керак:

L = V  mi = 0. (40. 3)/-I
41- §. Мувозанат шартларииииг бошкача куринишлари

Теорема.  Текисликда стувчи .\ар цандай. кучларнинг 
бир чизиц устида етмайдиган уч нуктага нисбатан мо­
ментларининг йигиндиси нулга тенг булса, бундай куч­
лар таьсиридаги жисм 0 
мувозанатда булади. *

Бир_текислнкда ётувчи
Р* Рз.........Рп кучлар ^  g

берилган (90- шакл) ва улар- о------1--- »
нинг А, В ва С нукталарга Р3 [р
нисбатан моментларининг *--- ---- £ * г
йигиндиси нулга тенг бул- шакл
син:

S wm (?/)-0, t ma (P ,)  = о, 2 mc (F , )= 0 .  (41. 1> i-i i-i i-i
Бу тенгламалардан бирортасннн, масалан, биринчисини оламиз:

£  т л (Р ,)~  0.I- 1
Вариньон теоремаснга мувофик, бунннг унг томони бе­

рилган кучлар тенг таъсир этувчисннинг А га нисбатан мо- 
ментннн нфодалаши керак. \олбуки, у нулга тенг булаётир. 
1енг таъсир этувчининг моменти нулга тенг булиши учун, 
У ё А нуктадан утиши ёки нулга тенг булиши керак. Тенг 
таъсир этувчи нулга тенг булмай, А нуктадан утади деб 
фараз килайлик. У *олда В  нуктани хам тенг таъсир этув- 
чииинг устида олсак: ^

Д  т в (Р/) = 0
булади.
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Шундай килиб, R тенг таъсир этувчи А ва В нукта- 
лардан утаётир. Демак, Вариньон теоремасига бионан, (41. 1) 
нинг учинчи кисмини куйидагича ёзиш мумкин:

2 > с ( ^ )  = W  = 0.
/ - 1

Теоремага мувофик: h Ф 0. Бу *олда /? = 0 булиши ке­
рак. Шу билан теорема исботландн.

Мувозанат шартла^ннинг яна бир к у ри н  и шини кел- 
тирамиз.

Координата укларгдан бирини А ва В нукталар оркали 
утказамнз. Кучларнинг шу нукталардан утувчи укдаги про- 
екцияларининг йигиндиси нулга тенг булса, (41. 1) нинг би- 
ринчн икки кнсмн каноатланншн билан бирга, тенг таъсир 
этувчинннг ,\ам нулга тенглигннн курсатган буламнз.

А ва В дан утувчи укни х десак, мувозанат тенглама- 
лари куйидагича ёзнладн:'

2  т А (p t) = ° ;  1  т в (Рд  = 0; 1 х ,  = 0. (41. 2) i-i i-i 1—1
Кучлар параллел булса, х укнни йуналишга тик олнб

(41.2) мувозанат шартларинн куйидагича ёзамиз:

2 т л ( я ; ) “ о. -(4i. з)<> I /-1

42- §. Статика мувозанат шартларинннг амалий маса- 
лаларни ечишда татбик этилиши

Юкорида мувозанат тенгламаларннинг уч хнл курини- 
шнни чикарднк. Уларнинг ^ар кайснсн: (40. 2), (41. 1) ва 
(41. 2) мувозанат шартини нфодалаш билан баравар, уларнн 
текширилаётган жисмнинг вазиятн ва масала шартнга караб 
татбик этиш керак.

Статика масалаларини ечишда мувозанати текширилаёт­
ган жисмнинг вазиятини яккол тасаввур к»лиш зарур. Эрк- 
снз жисмлар мувозанати текшнрилганда мувозанат шарт- 
ларидан богланиш реакцияларини топишга тугри келади. 
Шунинг учун бундай колларда мувозанат шартлари муво­
занат тенгламалари дейилади. Ечнлаётган масалага мувоза­
нат тенгламаларинн татбик кнлиш учун жисмга бевосита 
куйилган кучлар бнлан унда пайдо буладиган реакцияларни 
эътиборга олнш керак. Реакцияларнннг йуналиши аник бул­
маган ^олларда уларнинг проекция ва моментларнни мусбат 
ишора билан олнш тавсня этилади. Бу колда масаланннг
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ечилиши натнжасида реакциялардан бнрортасн манфнй ишо- 
ра билан чикнб колса, унннг йуналншн коордннаталар укн- 
нннг манфнй томонига йуналган буладн. Агар реакцияларнннг 
закикиА йуналншларн шубз а̂ тугдирмаса, уларнн коорди­
ната Уклари йуналишларига богламаслик, яъни реак- 
циялар каёкка йуналган булса, шу томонга йуналтнрнш 
керак. Кучларнинг координата укларидаги проекцияларини 
^нсоблашда авнало бу проекцияларнннг абсолют кнйматла- 
рнни мусбат йуналншларн орасидаги бурчакка караб куйнш 
керак: бу бурчак уткир булса, проекция ишораси мусбат, 
утмас булса — манфнй буладн. Момент марказнни танлашда 
шунн эътиборга олнш керакки, мувозанат тенгламаларида 
номаълум кучлар сони канча кам булса, тенгламалар шунча 
осонлнк билан ечнлади. Шунинг учун момент маркази но­
маълум реакциялар кесишган нуктада олинса, момент мар-

91- шакл.

казнда кесишувчи номаълум реакциялар момент тенглама- 
ларига кирмайди. Масалани осонлнк билан ечиш, асосан, 
мувозанат тенгламаларини танлашга *ам боглнкдир. Муво­
занат тенгламалари кайсн курннишда олинмасин, *ар кайсн 
тенгламада номаълумлар сони биттадан ортмаса, масала 
осонлнк билан ечнлади. Шунинг учун мувозанат тенглама- 
ларннинг курннншннн танлашда юкорида айтилган шартни 
кузда тутиш керак. Мисол учун 91- шаклда курсатнлган бал- 
канн оламиз. Бу балканинг таянчларида пайдо булган реак- 
цияларни топиш керак. А таянч — кузгалмас шарнир. Шу 
^абаблн унннг реакциясининг катталиги номаълум булиши 

план бирга, йуналиши *ам аник эмас. Шунинг учун бу 
реакциянинг урнига унинг горизонтал ва вертикал тузувчн-

Ь л я й "  ° ЛаГ 3 ва УлаРни тегишлича Х а ва У л билан бел- 
ПРЯ- „ Г 3- таянч гилднракка урнаштирнлганн учун унинг 
Шак |ПИ1 v ве?Тикал йуналган. Уни YB билан белгилаймиз.Г А% ‘ А ва Ув реакциялар координата укларининг
7 М. Рооэбосв
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Шундай к||ЛИб, R тенг таъсир этувчи А ва В  нукта- 
лардан утаётир. Демак, Вариньон теоремасига бионан, (41. 1) 
нинг учинчн цисмпни чуйидагича ёзиш мумкин:

2  т с (P i) = * h = 0.
/ - 1

Теоремага мувофнк: h Ф 0. Бу *олда R = 0 булиши ке­
рак. Шу билан теорема исботлаидн.

Мувозанат шартларининг яна бир к у р и и и ш и н и кел- 
тирамиз.

Координата укларидан бирини А ва 5'нукталар оркали 
утказамиз. Кучларнинг шу нукталардан утувчн укдагн про- 
екцияларининг йнгинднси нулга тенг булса, (41. 1) нинг би­
ринчи икки кисми каноатланиши бнлан бирга, тенг таъсир 
этувчининг *ам нулга тенглигнни курсатган буламиз.

А ва В дан утувчн укни х десак, мувозанат тенглама- 
лари куйидагича ёзилади:’

2 т к (P t) = ° ;  2 т в (Рд  -  0; ± Х ,- 0 .  (41. 2)/-.I /-1 /-I
Кучлар параллел булса, х укини йуналишга тик олиб

(41.2) мувозанат шартларини куйидагича ёзамиз:

2 'М Я , ) = 0, V m B(pr)=- 0. (41. 3)
irl l - l

42- §. Статика мувозанат шартларининг амалий маса- 
лаларни ечишда татбик этилиши

Юкорида мувозанат тенгламаларинннг уч хил курини- 
шннн чикардик. Уларнинг *ар кайсиси: (40. 2), (41. 1) ва 
(41. 2) мувозанат шартини ифодалаш бнлан баравар, уларни 
текшнрилаётган жиемнинг вазияти ва масала шартнга караб 
татбик этиш керак.

Статика масалаларини ечишда мувозанати текширнлаёт- 
ган жиемнинг вазиятнни яккол тасаввур килиш зарур. Эрк­
сиз жисмлар мувозанати текширилганда мувозанат шарт- 
ларидан богланнш реакцияларини топишга тугри келади. 
Шунннг учун бундай лолларда мувозанат шартлари муво­
занат тенгламаларн дейилади. Ечилаётган масалага мувоза­
нат тенгламаларини татбик килиш учун жиемга бевосита 
куйилган кучлар билан унда пайдо буладиган реакцияларни 
эътиборга олиш керак. Реакцияларнинг йуналиши аник бул- 
маган ^олларда уларнинг проекция ва моментларини мусбат 
ншора билан олиш тавсия этиладн. Бу ^олда масаланинг
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ечилиши натнжасида реакциялардан бнрортаси манфнй ишо- 
ра билан чикиб колса, унинг йуналиши координаталар уки- 
нинг манфнй томонига йуналган булади. Агар реакцияларнинг 
хакик|(й йуналишлари шубха тугднрмаса, уларни коорди­
ната уклари йуналишларига богламаслик, яъни реак- 
циялар каёкка йуналган булса, шу томонга йуналтириш 
керак. Кучларнннг координата укларидагн проекцияларини 
хисоблашда аннало бу проекцияларнинг абсолют кийматла- 
рини мусбат йуналишлари орасидаги бурчакка караб кУйиш 
керак: бу бурчак уткир булса, проекция ишораси мусбат, 
утмас булса — манфнй булади. Момент марказнни танлашда 
шунп эътнборга олиш керакки, мувозанат тенгламаларида 
номаълум кучлар сонн канча кам булса, тенгламалар шунча 
осонлнк билан ечилади. Шунинг учун момент маркази но­
маълум реакциялар кесишган нуктада олннса, момент мар-

91- шакл.

казида кесишувчи номаълум реакциялар момент тенглама- 
ларига кирмайди. Масаланн осонлик билан ечиш, асосан, 
мувозанат тенгламаларини танлашга хам богликдир. Муво­
занат тенгламалари кайси куринишда олинмасин, хар кайсн 
тенгламада номаълумлар сони биттадан ортмаса, масала 
осонлик билан ечилади. Шунинг учун мувозанат тенглама- 
ларининг куринишини танлашда юкорида айтилган шартни 
к узда тутиш керак. Мисол учун 91- шаклда курсатилган бал- 
кани оламиз. Бу балканннг таянчларида пайдо булган реак- 
цияларни топиш керак. А таянч — кузгалмас шарнир. Шу 
сабабли унинг реакциясинннг катталиги номаълум булиши 
билан бирга, йуналиши хам аник эмас. Шунинг учун бу 
реакциянинг урннга унинг горизонтал ва вертикал тузувчи- 
ларини оламиз ва уларни тегишлича Х а ва Yа билан бел- 
гилаймиз. В  таянч гилдиракка урнаштирилгани учун унинг 
реакцияси вертикал йуналган. Уни Уд билан белгиляймнз. 
Шаклда Х А, YА ва YB реакциялар координата укларннинг
7 М. Уооэбоев
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мусбат томонига караб йуналган. Лекнн балкага кУйилган 
кучларнинг йуналишларига Караганда, Х а тескарн томонга 
караб йуналган булиши керак. Шунинг учун масаланннг 
жавобида Х А нинг ишораси манфнй чикадн. Бу реакцияларнн 
топиш учун мувозанат тенгламаларини (40. 2)ёкн(41. 1) курн- 
нншда олсак, тенгламалар снстемасинн ечишга тугри келадн.

Уларнинг jjap кайсисини бевосн- 
та топиш учун таянч нукталарга 
нисбатан икки момент тенглама- 
сн билан кучларнинг х укидаги 
проекцияларн йнгиндиенни ола- 
мнз, яъни (41. 2) дан фойдалана- 
миз. А нуктага нисбатан момент 
олганимнзда тенгламаДа факат 
YB булиб, колган реакцияларнннг 
моментларн нулга тенг буладн. 
Худдн шундай, В нуктага нис* 
батан момент олгаьимизда Х А ва 
YB ларнинг моментларн нуль бу- 
лнб, тенгламадан Yа  н и  топамиз. 
Кучларнинг х укидаги проекция- 
ларнни олнш билан Ха ни аник- 

92- шакл. лаймнз.

3°\\

р

д

Nc

>

23- масала. Огнрлиги Р 60 кг, узуилигн I 4 м булган бир жннслн 
т^син бир учи билан ерга ва ораликдаги бирор В нуктаси билан баланд- 
лнги 3 м булган деворга таяниб, вертикал билан а = 30' бурчак ташкил 
этади (92- шакл). Тусинни шу *олатда ер буйлаб тортилган АС аркон уш- 
лаб туради. Пшцлланиш дисобга олннмай, арконнинг тортнши Т, девор- 
нннг реакцияси N и ва ер реакцняси Nc топнлсин.

Е ч и ш. Координата Уцларини девор ва АС буйлаб йуналтириб, момент 
марказинн С да оламиз. Куч проекцияларини ва момент ифодасини куйи- 
даги схема билан топамиз:

N . Кучлар

Коорди- N. 
ната уклари X

р " с " в T Мувозанат
тенгламалари

X 0 0 Nb  (Oii
- T

)LXi = Nb cos* — 7 = 0

V — р Nc Nb  sin* 0 \Yi = -  P +  Nc -4- /V as in *  0

тс — 2 /*sin 1 0 3Nb
COSH

0 lm  r '  П  »  - 2 P s ln  о +  = 0. 
^  COS 2



Схсмала тузилган тенгламаларнниг учинчисидан NB ни, бнринчи ва
иккннчнсндан Т ва Nf- ни тонамиз:

NB = 17,3 кг,
Nc 51,3 кг,

Т «= 15 кг.
24- масала. Горизонт билан а 60’ бурчак ташкил этиб, А Ук атрофида 

айланадиган нарвоннннг огнрлиги Q 240 кг, узунлиги / 6 м (93- шакл). 
Нарвоннинг В  учндан 2 м масофлдаги D пуцтада огнрлиги Р  = 80 кг ли 
киши турадн. Нарвоннинг В  учини горизонт билан Э = 75° бурчак ташкил

киладнган ВС аркой тутиб турадн. 
Арцоннинг Т тортиш кучи ва А Ук- 
нннг реакциясн топилсин.
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94- шакл.

Е ч и ш. Яна юкоридаги схема асоснда мувозанат тенгламаларини ту­
за миз:

1 * =  Х к -  Tcosl 0,
S y =  7" sin f) + Ya — P - Q  = о,

_  01 2 
~m\ (П  = ~2~ccsi + -g PI cos a — 77 sin (Ji— j) = 0.

Булардан:
T -  334,8 кг; X K = 86.7 кг; YK = -  3.4 кг.

25-масала. Узунлиги АВ = 2а, огнрлиги Р  булган тусин 94-шаклда 
курсатилгандек бир учи билан вертикал деворга ва иккинчи учи билан го- 
ризонтал полга таяниб туради. Ундан ташцари, Е  нуктасидан D нуктага 
нп тортиб куйилган. А ва В  нукталардаги босимлар лам да DE  нпнинг 
тортилишидан лоси л булган зурнкиш топилсин. Тусинга таъсир этувчи 
кучларнинг хаммасн шаклда курсатилган.

Е ч н ш. Масаланннг жавобннн схемадан оламиз:
I X  ^  \ в — Т cos0 = 0,
1 Y = N a - P - 7"sin 0 = О,

I  mDI (Р) = Ра  cosy — NK 2аcos <р -f NB '2a sin <p = 0.

7 “
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N,

Булардан:
Р  cos у sin 8

" л  ~ И + 2 sin (у -  О)'
Р cos у cos О
2 sin (у — 0) '

Pcos у 
= 2 sin (у — 0)

Топилган ва Nв лар — А ва В  нукталардаги реакциялар. Шу нукта- 
ларлаги босн.млар \ам мицдор жн\атидан реакцияга тенг, бирок карама-

Карши томонга йуналган.
26-масала. Краннинг АВ го- 

ризоь'ал балкасннннг огирлнги 
Р  га, узунлигн / га тенг (95- шакл). 
Балка бнр учи билагЛ нуктада­
гн шарннрга бириктирнлиб, иккин- 
чн учи В нуктадан горизонт бн­
лан а бурчак тузувчи ВС тортци 
воситаси билан деворга тортиб 
Куйилган. Балка устнда огирлигн 
Q булган юк кУ3га;,нши мумкии. 
Юкнннг холати АЕ -  х оралик 
бнлан аникланадц. АС торткннинг 
Т тортилиш кучнии юкнинг *о- 

латини аникловчи х нинг функция- 
си тарзида ифодалаш керак.

Е ч и ш. Бу масалада факат битта номаълумни топиш талаб килинади. 
Шунийг учун изланаётган номаълумдан бошка Х А , YA номаълумлар кир- 
маган битта тенглама тузилса кнфоя. Мопент марказини А нуктада олнб, 
барча моментларнинг йигиндисинн нулга тенглаштнрамиз:

Бундан:

-WA (F) = + Qx~Tl s,n 1

P I + 2 Qx 
21 Sin a

x = l булганда энг катта тортилнш кучи цо^ил булади:
т  P + iQ
Ут11~ 2 sin з

43- §. Статик аник ва статик аницмас масалалар
Текширилаётган масалада номаълу.м кучларнинг сонн 

мувозанат тенгламаларннинг соннга тенг ёкн ундан кам 
булса, бундай масаланн с т а т ик  аник масала деймиз. 
Юкорида курнб чикнлган масалаларнннг ^аммаси статик 
аник масалалардир.

Текширилаётган масаладаги номаълум кучларннинг сони 
мувозанат тенгламалар сонндан куп булса, бундай масала­
лар с т а т ик  аник мае масалалар дейилади.
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I

Мнсол учун 96-шаклда курсатилган устунни оламиз. Бу 
устун шип билан пол ораснда сикилиб, унинг юцорн учидан 
а ораликда устуннинг уки буйлаб Р  куч куйилган. Шип ва 
полнннг бу куч таъсиридан ^осил бул­
ган реакцияларинн топамиз. Устунга кУ* Нц 
йнлган кучлар уир йуналишда булган- лчччччччччччч Ячччччч' 
лиги учун (40. '/) нинг бнринчп ва учинчи ) I | | 
Кисмлари айнан нуль булади. Иккинчи 
Киеми дан:

2Y  = Ra+ * b - P =  0.
Бу бир тенгламада икки номаълум RA 

ва RB реакциялар булиб, уларни аниклаш 
мумкин эмас. Шу сингари масалаларни 
чикариш учун, жисмнинг деформация , , . . t.,. 
шартидан фойдаланиб, кУшимча тенгла- ^ чХхХХЧчХ̂ '' ''чХЧ'ч'чХЧХХ' 
ма тузилади. Бундай масалалар „Мате- 
риаллар каршнлнги" фанида чицарилади.

Бошка мисол учун шарнирли аркани 
оламиз (97- шакл, а).

Бу ерда С нуктада шарнир воситаси билан богланган 
бнринчп ва иккинчи ярим кисмларни ало^ида текширамиз 
(97- шакл, б). Реакцияларнннг сони шаклда курсатилганича

В

95- шакл.

саккизта булиб, улардан Х'с — Х'с ва Y'e = У‘е, ундан ташка- 
ри, *ар кзйси ярим кием учун ало)(Ида мувозанат тенгла- 
маларини тузншимнз мумкин. Одатда бугун жисм учун учта 
мувозанат тенгламасинн тузиб, сунгра кУшимча учта тенг- 
лама арканинг нсталган ярим киемн учун тузилади. Шундай 
килиб, олти номаълум реакцияни топиш учун олтита тенг- 
лама тузншимнз мумкин. Бу ^олда, гарчи бирннчи кури 
нишда номаълум реакциялар сони стаУнка теигламалари
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сонидан куп булса .\ам, масаланннг статнк аник эканинн 
курамиз.

27- масала. АВ балканннг узунлиги /, = 4 м, огнрлиги Qt = 200 кг 
б^либ, Л укн атрофида айланиши мумкин (98а- шакл). Балканннг В учи 
бошка CD балкага тиралиб туради. CD балканннг узунлиги /*= 3 м, огир- 
лиги Q, = 160 кг. Унинг учи деворга шарнир воситаси билан бириктнрн-

Э8й- шакл.

либ. Е  нукта да таянчга тиралган. М ва N нукталарга 80 кг дан юк кУ* 
йилган. МА 3 м, ED  2 м ва DN = 1 м. Таянч реакциялари топилсин.

Е ч и ш . CD балканннг АВ  га таъсирини N в билан алмаштириб, уни 
АВ балканннг мувозанатидан тонамиз (98<7- шакл). Cynfpa CD нинг му- 
возанатини текшнрамиз.

АВ балканннг мувозанатини текшириш учун А ва В  нукталарга нис­
батан момент оламиз:

кйв 2 S mA (O “  3-80 4 .2 .203-W e .4 = 0.
Ifi V mfl(T )  = ^ A .4 -  200-2 -  80 1 = 0.

Булардан:
NB = 160 кг, 
дгА = 120 г.

Энди CD балканннг мувозанатини текшнрамиз (98j- шакл).
CD балканннг мувозанат тенгламаларини тузнш учун О ва £ нукта­

ларга нисбатан момент оламиз:

£  mD(F) -  NB -3 + 2 -  80-1 -  160- ~  = 0, ^

V  ,„£(7)- _  Nj} ■ 1 + 160 • -g- + 80- 1 -  N» -3 -  0.

Булардан:
N.. -  400 кг,
*о = 0.

28-масала. Хар бирининг огнрлиги = 18- узунлиги I 12 м 
булган АС ва ВС кисмлардан нборат кУчма нарвон горизонтал силлик 
текисликда турами (99з- шакл). Ушбу АС ва ВС кисмлар EF  аркон ва С 
шарнир билан бирнктнрилган. BF  = АЕ -2 м. CD = 1 м ораликдаги D

98б- шакл.
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нуктада огирлигн Q = 72 кг ли киши босиб туради. £  ВАС  = ^  ABC ^ 
' 4 5 Иол реакцияси бнлан HF арконнинг Т тортиш кучи тонилсии.

Е ч и ш. Олдин бутун система учун мувозанат тенгламаларини туза- 
из. кейин нарвоннинг бирор кисмн (99<Т- шакл.) муьозанатини ало^ида

э

99л- шакл.

текшнрамнз. АС кисмнннг С нуктасига ВС нинг курсатган таъсирини Х (: 
ва Yc  деймиз. ВС кисмининг С нуктасида АС нинг курсатган таъсирн 
лам худди шундай булади. Арконнинг тортишнни Т, А ва В нуцталарнинг 
реакцияларини NA ва NB деб, мувозанат тенгламаларинн(41. 2) куринншда
оламиз:

VA -  0. 
v  у = NK +  NB — Q -  2/' 0 ,

. 12-cos45’ - NB 12-cos451 + <?cos45’ = 0.

AC кисми учун:

T+ xc = 0.
V y =  гс + л/А- р  = 0.

У } т с (7) = P  6 cos45’ + T 10-cos45 -  
-  JVA ■ 12 cos 45’ = 0.

Бу тенгламалардан:
NB = 57 кг, Nд = 51 кг, Т - 50,4 кг.



44- §. Ишцаланиш кучи

Горизонтал текисликда ётувчи жисм узинннг otирлнги ва 
текислик реакцияси таъсиридан мувозанатда турадн. Жисмни 
текисликда силжитмокчи булсак, улар тегишнб турган снрт- 
ларнинг гадир-будурлиги туфайли, ^ар кандай катталикдаги

горизонтал куч жисмни кУзгата ол- 
майди.

Бу каршилик, кУзгатувчи куч йу- 
. налншига, ^аракатдагн жисм учун эса 

унинг тезлиги йуналишига карама- 
К'арши булиб, ишкаланиш кучи дейи- 
ладн (100- шакл).

Ишкаланиш кучи ишкаланувчн 
жисмларнинг бир-бирига нисбатан 
силжиганларидагина эмас, балки улар- 

100-шакл. нинг мувозанат ^олатида *ам пайдо
булади. Бир жисмнинг иккинчисига 

нисбатан киладиган заракати характернга караб, ишкаланиш 
икки хил булади:

1) сирпаниб ишкаланиш ёки биринчи хил ишкаланиш,
2) юмалаб ишкаланиш ёки иккинчи хил ишкаланиш.

I
45- §. Сирпаниб ишкаланиш ва Кулон цоиунлари

Бирор текисликда ётувчи жисм текислнкка параллел йу- 
налишдагн куч таъсиридан ^амма вакт .\ам кУзгалавер-  
майди, чунки жисмнинг текислик билан тегишиб турган 
нукталарнда *оспл буладиган каршилик кучи куйилган куч- 
га карама-карши йуналиб, унинг таъснрнга каршилик кур- 
сатадн (101- шакл, о). Шунинг учун, жисмга куйилган Р  куч 
Т каршилик кучннн енгаднган даражадаги миадорга эрнш- 
гунча жисм кУзгалмайди.
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Жисмнинг кузгалнши олдидан *осил булган каршилнк 
кучи максимал иш ^а ла ни ш  кучндир .  Бу куч жисмни 
кузгатнш учун зарур булган кучга катталнк жи^атндан тенг 
ва унга карама-карши йуналган.

К у л о н  ва А ма нт о н  узларн утказган тажрибаларга 
асосланиб, ишкаланиш коиуиларннн куйидагича таърнфла- 
днлар:

I. Максимал ишкаланиш кучи жисмнинг нормал боси- 
мига тугри пропорционалдир (101-шакл, б):

Tm»  = fN. (44. 1)
Бу ерда iV—нормал босим, /— пропорционаллнк коэффн- 

циенти. Бу коэффициент ишкаланиш коэффициент дейилади.
II. Ишцаланиш кучи ишцаланувчи жисмлар сиртлари- 

нинг ишланишига боглиц, яъни сиртлар цанча силлиц бул­
са, иищаланиш кучи шунча кам булади.

III. Ишкаланиш кучи ишцаланувчи жисмларнинг физик 
хоссаларига боглиц, яъни х,ар хил жисмлар учун ишца- 
ланиш кучи х,ар хил булади.

IV. Ишцаланиш кучи жисм 
харакатда булганда тинч 
тургандагига Караганда каи- 
роц булади.

Ишкаланиш кучи бир 
жисмнинг иккинчи жисм усти­
да сирпаниш нисбнй тезлигига 
боглнк. Ишкаланиш коэффн- 
циентн нисбнй тезликнинг ку- 
пайиши билан озайнб, асимпто­
тик равишда маълум киЛматга интнлади (102-шакл). Тинч 
(статнк) .\олатдаги ишкаланиш коэффициент!! максимал к»й- 
матга эга эканлигини утказилган тажриба окнбатларнга асос­
ланиб курилган юкорндаги шаклдан курнш мумкин. 1'ейнн- 
ги вактларда утказилган илмий текширнш ишлари натижа-

102- шакл.
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сила юкоркдаги конунларга бнрмунча тузатишлар кнритилган. 
Лекин бу кУшимчалар асосий конунларнинг мазмуиини буз- 
маганн учун, ишкаланиш конунлари ,\али *ам юкоридагичр, 
таърифланади.

Йшкаланиш коэффиииентн икки кучнинг нисбати булга- 
нидан, улчовсиз сон булиб, унинг киймати турли материал- 
лар учун справочннкларда берилади. Улардан баъзи му*им- 
ларини келтирамиз.

Сирти силлик килиб ишланган металлнинг металл буй­
лаб ишкаланиши (ёйма п ул ат )...................../ = 0,16.

Кайишиинг силлик чуян сирти билан ишка­
ланиши ................................................ ... . . /  = 0,30—0,40.

Тошнинг 6F04 бнлан ишкаланиши . ' .  . /  = 0,46.
Гиштнинг бетон билан ишкаланиши . . . /  = 0,55. \
Риштнннг лой билан (сарик тупрокдан 

Килннган лой билан) ишкаланиши............../ —0,65.

46- §. Йшкаланиш бурчаги ва ишкалаииш конуси

А жисм Р куч таъсиридан кандай шар/ларни каноатлан- 
тирганда *аракатланнши мумкии (103- шакл)? Бу саволга жа- 
воб бернш учун Р  кучни иккита Q ва F тузувчиларга шакл­

да курсатилганидек ажратамнз.
/ Бу кучлардан бирн, яънн F куч

булиши керак. Шунга кура, Р  куч билан вертикал орасн- 
даги бурчак тангенси йшкаланиш коэффициеитидаи кичик 
булса, жисм кузгалмайди.

а бурчакнинг тангенси / га тенг булса, бу *ол мувоза­
нат чегараси ^исобланади. Бу чегарага тегишли а бурчак-

у, жисмни чап томонга караб кУзга- 
I тишга ннтиладн. Аммо бунга Т нш- 
,| каланиш кучи каршилик курсатади. 

F < Ттах булиб тураверса, жисм
тинчликда колади. 103- шаклга му-
вофик:

F  — Q tg а =* N tg л.
Шунинг учун жнем тинч тур- 

ганда:

шах

103- шакл. N tga < f N
екн

tga < /
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н„нг кийматини * билан белгилаб, куйидаги формулани
оламиз:

tg«P = /. (46. 1)
а бурчакнинг киймати <р = arctg / дан кам булмаса жисм 

*аракатлана бошлайди. Бу <р бурчакии ишкаланиш бурчаги
деймиз.

104- шакл. 105- шакл.

Тула реакция умумий ?{олда ишкаланиш кучи билан нор- 
мал реакцияга курнлган нараллелограммнинг диагоналига 
тенгдир (104- шакл). Ишкаланувчи жисмлар абсолют снллик 
булса, у *олда тула реакция ишкаланиш снртнга нормал 
йуналган булади. Ишкаланиш бурчаги маълум булса, бернл- 
ган жисм учун ишкаланиш коэффициентн (46. 1) дан топн- 
лади. Харакатнинг йуналишига караб, тула реакция вектори 
фазода конус чнзади, бу конус 
ишкаланиш конуси дейилади 
(105- шакл). Ишкаланиш конуси- 
нинг геометрик уки нормал реак­
ция буйлаб, ясовчнсн эса тула 
реакция буйлаб йуналади.

Агар:
а -С f

булса, жисм тинч турганича ко- Юб-шакл.
лаверадн. Бошкача айтганда, - •
жисмнинг кузгалмаслнгн учун, куч ишкаланиш конусининг 
ичида булиши керак. Куч ишкаланиш конусининг сиртнда 
булганда .\ам жисм кУзгалмаслнги мумкин. Шунинг учун 
бу ^ол, уз-узини тормозлаш дейилади (106- шакл)

29- масала. Е  платформанинг сиртн билан унннг А ва В  йуналтирув- 
чнлар орасидаги ишкаланиш коэффициентн га тенг (107- шакл). Р
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билан СС платформа Укининг оралиги 'кандай циймлтга эга булганда бу 
куч платформани мувозанатда»тута олади?

Е ч и ш. Мувозанат холатида Р  юкнинг таъсир чизиги R A ва RB реак­
циялар таъсир чизнкларннинг кесиш- 
ган нуктасидан утиши керак. Бу нук- 
танн топиш учун, у ишкаланиш бур- 
чагииинг кийматидан фодаланамнз. 
Мувозанат бошланнши олдида RA ва 
Rn реакциялар ишкаланиш коиуси 
устида ётади. Бу долда:

с . Л *■
min ' 2 ® У ~  2 tg у

_ А А_  _ Л
~2»g<p “ 2Г

Платформа уз-7эидан 
булиши учун:

* > Ь

тормозловчн

2/ .
булиши керак. /

30- масала. tg а = 0,05 ли кия Пона Q = 6 т  куч билан ВВ  чукурлик- 
ка кокилган. Ишкаланиш коэффицнеити /  = 0,1. Понанн сугуриб олнш 
учун зарур бУлган Р  куч ва пона юзига тугри келган N нормал боснм 
топилсин (108- шакл).

108- шакл.
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Е ч и ш. Олдин понанинг кокилишини текширамиз. Ундан нормал бо-
снм N ни аницлзймиз:

_  q  ^ 2/Vsln а 2 7" cos а = 0. (1)
Кулон конунига мувофнц T = JN . Бу тенгламанн кузда тутиб, (1) дан 
нормал босимни топамиз:

QN 20 т .2 (/ COS Я + Sin а)
Энди цокилган понаии чицариб олншда унга вертикал буйлаб юкори- 

га йуналган кандай Р  куч куйилишини топамиз. Бу пакт да Т, Т ишкала­
ниш кучлари понанинг ён томони буйлаб пастга йуналади:

^  х = Р  + 2W sin а — 2 Т cos i  = 0, 
бундан Р  2 т. Понаии чицариб олиш учун вертикал Р-2  т  куч кУ'йиш 
керак экан.

31-масала. АВ соп валга утказилган М  бармок билан царакатга ке- 
лади. Сопнинг бгирлиги Q = 180 кг, С ва D йуналтнрувчнлар орали г и 
Ь = 1,5 м. Вал у* ила и паррак тегнб турган бармоккача булган оралик 
а — 15 см. Соп билан С ва D орасидаги ишкаланиш кучи ншкаланувчн 
жисмлар боенмининг 0,15 кисминн ташкил килса, сопни кутарувчи Р  куч 
канчага тенг булади |109-шакл)? Соп билан йуналтирувчилар орасидаги 
ишкаланиш ва С, D дагн реакцияларнннг йуналиши шаклда курсатилган-

Е ч и ш. Момент марказини С ва Ода олиб, мувозанат тенгламаларини 
тузам из:

53Y P - F , Fd -Q  = 0,
2>С

N,

— P -а + Np 
V  Ш[) = _  P  a + Nc 

Бу кейинги иккита теигламадан:

Nc
Лемак: Р а

F C=Fo=f- - Г '
бунда / =  0,15. Буларнн (1) га кУ'йиб, Р  ни топа»

Q bР =  L = 186*г

0.
0.

(1)
(2) 
(3)

Р а
Ь

Ь - 2 а/
32-масала. Горизонтал АВ стержеининг учнда тешнк булиб, бу те- 

шикка юмалок CD тиркагич киргнзиб куйилган. Тешикнинг узунлиги 
Ь = 2 см. Тиркагичнннг Укидан а 
узокликдаги Е  нуктага Р  юк 
осилган (110- шакл). АВ стержен- 
нинг огирлигнни хисобга олмас- 
дан, унинг мувозанатини таъмин 
цила оладиган а ораликни топннг.
Стержень билан тиркагич ораси­
даги ишкаланиш коэффициент

/ = 0.1/.
Е ч и ш. Р  куч таъсиридан 

АВ стержеининг тиркагич буйлаб 
КУзгалишига улар ораенда пайдо
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буладнган ишкаланиш царшнлик курсатадн. Нормал реакция ва ишкала­
ниш кучларининг йуналиши шаклда к^рсатилган. Момент марказинн D 
нуктада олиб, мувозанат тенгламаларннн тузамиз:

V  Y 2F -  Р  = 0,

-- N b+ Pa  0.
Бу тенгламалардан

а = 10 см.

47- §. Юяалаб ишкаланиш
Бир жисм иккинчи жнем устида сирпанмасдан юмаласа 

ёкн юмаланишга интилса, юмалаб ишкаланиш косил буладн. 
Рилдирак бутун огирлиги билан рельсни l l l -’шаклда курса* 
тнлганча босиб турса, у уз огирлиги таъсирн^булан рельсни

111-шакл. 112-шакл.

снмметрнк равишда эзади. Рельснинг гилдиракка курсатган 
реакцияси гилдирак огнрлнгнга тенг булиб, унга карама- 
Карши йуналадн. Гилдиракка яна бир гилдирак марказидан 
утувчи горизонтал куч куйилса, у куйилган куч таъсиридан 
рельс устида юмаламокчи булади (112-шакл). Натижада 
рельснинг эзилишн снмметрнк равишда босилмайдн. Бу 
колда рельснинг П1лдиракка курсатган реакцияси юко- 
рндагича булмай, Р ' ва Q' кучларга параллел _ва тенг ту- 
зувчиларга ажралади. Бу реакциялар куйилган Р  ва Q куч­
лар билан (Р, Р ') ва (Q, Q7) жуфтларни ташкил килади. 
Гилдирак мувозанатда булиши учун бу жуфтлар моменти 
бир-бирнга тенг булиши керак:

Pd. — QOB. (47. 1)
ОВ кесманн гилдирак раднуенга тенг деб карашимнз 

мумкин, чункн рельс деформацняси жуда кам кичик: ОВ = г.
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Горизонтал Q кучнинг кийматинн гнлднрак юмалай бошла- 
гунча купайтириб борамиз. Р  кучнинг гнлднрак юмалай бош- 
лагандаги елкасини 3 билан белгиласак, гилдиракнннг бу 
холати учун (47. 1) куйидагича ёзилади:

Р5 = Qr. (47. 2)
Бундан Q кучни топамиз:

Q = *-£• (47.3)
(47. 3) дагн пропорцноналлик коэффициенти 3 юмалаб иш- 

цаланиш коэффициенти дейиладн. Бу формуладан 3 нинг 
узунлик улчовнда улчанишинн курамиз. Бу коэффициент 
турли материаллар учун хар хилдир. Масалан, чуян темнр- 
да юмалаган хол учун 3 нинг кийматн тахмннан 0,5 мм бу­
лади. Юмалаб ишкаланишнн хам энг аввал Кулон текшир- 
ган эдн. Кулон, утказган тажрибаларига асосланиб, юмалаб 
ишкаланиш ко н ун л а р и н и  куйидагича таърнфладн:

1. Юмалаб ишцалачиш кучи сирпаниб ишкаланиш каби, 
нормал босимга пропорционалдир.

2. Юмалаб ишкаланиш кучи юмаловчи жисмнинг ради- 
усига тескари пропорционалдир.

3. Юмалаб ишцаланиш коэффициенти бир-бирига тегиб 
турган материалларнинг физик хоссаларига ва улар­
нинг шиланишига (гадир-будур ва силлицлигига) боглицдир.

Юмаловчи жисмга куйилган айлантнрувчн моментни L 
десак, унинг кийматн куйидагича ифодаланади:

L *=Qr = P I. (47. 4)
Куч юмаланувчи жисмнинг айланасига Куйилган булса, 

айлаытнрувчи моментнннг кийматн бундай ёзилади:
L = Q2r щ* Р (8-+;/). (47.5)

Бунда 3'— юмаловчи жисм билан унинг устнга куйилган 
юкнинг ишкаланиш коэффициенти, 3 эса юмаловчи жисм 
билан жисм юмалаётган сиртнинг ишкаланиш коэффициенти.

33- масала. Рельсда огнрлиги Q = 15 т  булган вагон ларакатланаёт- 
ганила хосил булган ишкаланиш кучннн кандай куч енга олади? Вагон 
гилдирагининг радиуси г=  50 см, уцининг радиуси эса г, = 4,5 см. Рил- 
лираклар вагон укига муста\кам килиб бириктирилган ва уларнинг огир- 
лигн 0i = 2 т .  Рилднрак билан рельс орасидагн юмалаб ишкаланиш ко­
эффициенти 8 = 0,05 см. Рилднрак гупчаги тешигннннг снрти билан ук 
орасидагн ишкаланиш коэффициенти f  = 0,02.

В  ч и ш. Ишкаланиш икки кисмдан иборат.
1. Юмалаб ишкаланиш кучи:

Q
Я, = Ь—  = 15 кг.
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2. Ук снртидагн ишкаланиш кучи (113- шакл):
F =■ N J.

Нормал босим:
N = Q — Q, = 1 5 - 2 =  13 т. 

Бир гилдиракка тугри келган босим:
N
п

бу ерда п— гилднраклар сони.
Демак:

N 260 
Г  = п ,  = 1 Г кг-

Бу каршиликларии енгиш учун гилдирак анланасига куйилган кучни 
гилдирак марказига нисбатан олингаи момент тснгламасидаи топамиз:

бундам:
V  т 0 (Р) = R2 г — F r , 0. 

?60 г, 23.4
R2 = - a - r = - т кг-

Вагониинг барча гилдиракларндаги каршилик кучи:
Rt = R2n = 23,4 кг.

Иккала хил ишкаланиш натижасида \осил булган каршилик уларнинг 
йигиндисига тенг:

R = * 1  + Rt -  38 4 кг.
Каршилнкнн еигувчи куч 38,4 кг дан кам булмаслиги керак.
34- масала. Гилдирак устида юмалайдиган платформанниг огирлиги 

юки билан бирга Q = 1500 кг. Рилдиракнинг радиуси г — 20 см. Уцнинг

радиуси г, = 2,5 см. Ишкаланиш коэффициентн 8= 0,08 см. Платформани 
кузгатиш учун зарур булган куч топнлсин (114- шакл).

Е ч и ш. Бу цолда иккала каршилик лам юмалаб ишкаланишдан \осил 
булиб, унинг киймати:
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График статнкада статика масалалар» график усул би­
лан ечилади. График цанча аник курилса, масала шунча 
аник булади. Купинча, статик масалаларни аналитик равиш- 
да чикариш кулай булмаганндан, бундай масалалар график 
усулда жуда осон ва тез чикарилади. График усул билан, 
асосан, текисликда ётувчи кучлар системасига дойр масала­
лар чикарилади. Шунннг учун бу бобни факат текнс систе- 
малн кучларга тегишли масалаларни чикаришга багишлай- 
миз.

48- §. Куч ва арцон купбурчаклари

Аввало, график усулнн икки кучнн кушншдан бошлай- 
миз, сунгра бу усулнн умумлаштирамиз. Р,ва Рг кучлар бе­
рилган булсин. Уларнинг кесишган нуктаси шакл текисли- 
гидан ташкарида булиши >;ам мумкии (115- шакл). Бу 
кучларнинг тенг таъсир этувчисини топнш учун куч куп- 
бурчагини ясаймиз (116- шакл). Куч купбурчаги ёрдамн 
билан тенг таъсир этувчинннг йуналншинн ва катталигини 
топдик, аммо у куйилган нуктани билмаймиз. Тенг таъсир 
этувчи куйилган нуктани топнш учун, Р, ва Р, кучларни 
уларга эквивалент кучлар бнлан алмаштирамиз. Бунннг 
учун, куч ётган текисликда бирор 5 нуктани оламнз ва бу 
нуктани кутб деб атаймиз. Куч купбурчагннинг учларини 
шу кутб билан туташтирамиз. Бу туташтнрувчн чизиклар 
к у ч  нурлари  дейилади. Рх ва Р2 кучларни куч нурлари 
буйлаб ажратамиз. Бу ажратиш натижасида РХ,Р 4 кучлар­
нинг урнига /, 2, 2', 3 нурлар буйлаб йуналган туртта куч 
оламнз.

Иккинчи нур буйлаб йуналган 2,7  кучлар бир-бирига тенг 
ва Карама-каршидир (116- шакл). Р, нинг устида бир ихтиё-
8 М. ^роэбосв
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рнй нукта оламиз (115* шакл) ва шу нукта оркалн Р, га эк­
вивалент булиб, 1 ва 2 нурлар буйлаб йуналган кучларни 
утказамиз. Р* кучнинг йуналиши билан 2нурнинг кесишган 
нуь>тасидан 3 нурни утказамиз. Иккинчи нур буйлаб йунал­
ган 2 ва 2' кучлар бир-бирига тенг ва карама-карши бул-

ганлиги учун, улар нулга эквивалентдир. Шундай_килнб_, 
/ ва 3 нурлар буйлаб йуналган кучлар — берилган Р, ва Р, 
кучларга эквивалент булади. Шунинг учун, бу икки система- 
нинг тенг таъсир этувчисн хам бир хилда булиб, 1 ва 3 нур-

ларнинг кесишган 
нуктасн тенг таъсир 
этувчи куйилган нук- 
танн берадн. Мазкур
1, 2, 7 , 3 нурлардан 
тузилган купбурчак 
В а р и н ь о н  ёки а р- 
кон куп  бурча- 
г и дейилади. Демак, 

117- шакл. кучларнинг график
равишда тенг таъсир 

этувчисининг катталигн ва йуналишини топиш учун, бу куч­
ларга к у ч  к у п б у р ч а г и н н ,  тенг таъсир этувчи куйилган 
нуктани топиш учун эса В а р и нь о н  к у п б у р ч а г и н н  цу- 
риш керак. Вариньон купбурчагининг бирннчи ва сунгги нур- 
лари кесишган нукта тенг таъсир этувчи куйилган нуктани 
беради. Аркой ёки ипнинг икки учи богланган холда, бир 
нечта нуктаснга куйилган кучлар билан тортиб куйилнши
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н ати ж аси д а  *оснл булган купбурчак аркон купбурча-  
гн булади (117-шакл). Аммо аркон факат чузилишгагина 
ншлай олгани учун, арконнинг урнига чузнлиш ва сикнлишга 
бир хилда каршилнк курсата оладиган шарннрлар билан
туташтирнлган турри уклн 
стерженларда .̂ оснл булган 
купбурчак олинади (118- 
шакл), чунки аркон купбур- 
чагинннг томонлари ва сикув- 
чи кучлар бир хилда кабул 
килиниши мумкии.

Энди, чикарйлган бу хуло- 
садан фойдаланнб, бнр канча 
кучларнинг тенг таъсир этув- 118- шакл.
чисинн графнк_равншда топа-
мнз. Масалан, Р „  Рг, Р3 ва Р* кучларни оламиз (119- шакл). 
Бу кучларнинг тенг таъсир этувчисинн топнш тартибинн, 
юкорида чикарилган натижага бнноан, куйидагича ифодалаш 
мумкин:

1. Берилган кучлар учун ABCDE куч купбурчагнни ку- 
риш лозим ( 120- шакл).

2. 5 нуктани кутб килиб олиб, бу нукта билан кучлар­
нинг бошн ва учларинн нурлар оркали туташтириш лозим.

Масалан, 1- кучнинг раками унинг 
бошини туташтирувчи нур рака­
ми / га мос келиши керак.

3. Нурларни уз йуналишида 
Р4 кучириб, аркон купбурчаги ку*

риш лозим (119- шакл). Бунда
1 нур бирор ихтиёрий нуктадан,
2 нур эса 1 иурнинг 1- куч йуна- 
лиши билан кесншган нуктаси- 
дан утказилади. Шунга ухшаш, 
'■̂ нур *ам 2 иурнинг 2- куч йуна- 
лиши билан кесншган нуктаси 
оркалн утказилади. Колган нур­
лар *ам шу тартибда утказилнб,

119- шакл. Вариньон купбурчаги курилади.
4. Биринчи ва сунггн нурлар 

Узаро кесишчунча давом эттнрилнб ва кесншган нуктаси 
бнлан белгнланиб, бу нуктага тенг таъсир этувчн уз йуна­
лишида утказилади.

Куч ва Вариньон_купбурчакларндан утказнлган 1,2.3,4 
ва 5 нурлар Р,, Р., Р 3 ва Р« кучларнинг (/, 2), (2, 3), (3, 4)
8*
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ва (4, 5) кучларга ажратилиши натижасида *оснл булган. Бу 
кучларнинг 1 ва сунгги нурлар билан йуналганлнгндан бош- 
ка *ар кайснсида тегишлича нккитадан тенг ва царама-кар- 
ши кучлар йуналган ( 120- шакл)._Шунинг учун улар узаро 
мувозанатлашадн. Натижада Я „ Я,, Ра ва Р А кучлар 1 ва 5 
нурлар билан йуналган кучларга эквивалент буладн. Бнно-

барин, Вариньон купбурчагидагн
1 ва сунгги нурларнинг кесишган 
нуктаси тенг таъснр этувчи куйнл- 
ган нуктанн берадн.

Рг А

<*)
120- шакл. 121- шакл.

Берилган кучлардан факат бир нечтасинннг тенг таъсир 
этувчисини топмокчи булсак, у *олда, шу кучларга курнл- 

' ган купбурчакнннг ёпувчнсн мазкур кучлар тенг таъсир 
этувчнсннннг катталиги ва йуналишини курсатади. Бу ёпувчи- 
нинг бошн ва учи билан туташтирилган нурларнинг аркон 
купбурчагидагн кесишган нуктаси тенг таъсир этувчинннг 
куйилган нуктасннн белгилайди  ̂ 119- шаклда штрих чизик* 
лар билан (Яь 7>г) ва (Я[, Я,, Я,) кучларнинг тенг таъсир
этувчнлари /?i, Нг к>%>сатилган.

Эндн, график усулда текисликдагн параллел кучлар 
тенг таъсир этувчисининг катталиги, йуналиши ва куйил­
ган нуктасинн_топамиз. Мисол учун, бир-бнрига параллел 
Я „ P t, Р3 ва Я4 кучларни оламиз (121- шакл, а). Бу *олда 
куч купбурчаги тугри чизикка айланиши табннйдир. Куч 
купбурчаги курнш учун кучларга параллел бир тугри 
чизик утказамиз. Бу чизик буйлаб берилган кучларни .маъ­
лум масштабда кетма-кет кУямиз, уларнинг йиганднси тенг 
таъсир этувчинннг катталиги ва йуналишини аниклайди. 
Кутбнн танлаш ва Вариньон купбурчагнни куриш юкори- 
даги умумий *олдан фарк килмайди.
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49- §. Ёйилган кучлар учун арцон купбурчаги
Жисмнинг бир нечта нуктасига кУйнлган — тупланган 

к у ч л а р  у ч у н  чикарилган аркон купбурчагинн курит кои- 
дасиии бирор участкада маълум конун билан узгарувчи 
ёйилган кучларга татбик этамиз. Ёйилган кучларга курил- 
ган аркон купбурчаги аркой эгрн ч изи ги га  айланади. 
Аркон эгри чизигини ку­
рит учун халиги участ- 
кадаги ёйилган юкни бир 
нечта ораликк3 ажратиб, 
хар кайси ораликдагн 
ейилган юкни унинг тенг 
таъсир этувчиси билан 
алмаштириш лозим. Бу- 
нннг натижасида ёйилган 
кучлар системасининг ур- 
ннга унгаэквивалентбул­
ган маълум ораликларда- 
гн ва параллел йуналиш- 
даги тупланган кучлар 
системасини оламиз. Бу 
янги система учун курил- 
ган аркон купбурчаги- 
нинг ичига чнзилган эгрн чизнк аркон чизишни беради. 
Мисол учун, ннтенснвлнгн 122- таклда тасвнрланган эгри 
чизик ординатаси билан аникланадиган ёйилган юкни ола- 
миз. Юкни ало^ида участкаларга ажратиб, унинг хар кайсн 
участкадаги кийматини тегишли тенг таъсир этувчиларн 
бнлан алмаштириб, штрихлаб куйилган юзаларнинг огирлик 
марказита куямиз. Бу кучлар учун курнлган аркон купбур­
чаги нуктали чизнклар билан тасвнрланган. Аркон чизигини 
олиш учун, ёйилган юкнинг хар иккита кУшни участка че- 
гарасига тегншлн нукталарга уринма килиб, ички равишда 
эгрн чизик утказнб, аркон эгри чизишни оламиз. 122- шаклда 
у flyFOH чизик билан тасвнрланган.

50- §. Кучларнинг график мувозанат шарти
Ёпик куч купбурчагнни тузаднган уч кучдан иборат 

система берилган (123- шакл, а). Бу кучлар учун кутб тан- 
лаб, 1, 2, 3 ва 4 нурларнн утказамиз (123- шакл, б). Шаклда 
бириичи кучнннг бошн билан сунгги кучнинг учн бир нук- 
тада булганн учун, уларни туташтнрувчн нурлар (/ ва 4) 
бир чизик буйлаб йуналган булади. Бу нурлар аркон куп-

122- шакл.
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бурчагида бир-бирига параллел булса *ам, бир чизицда 
йуналмаган. Иккинчи ва учиичи нурлар билан йуналган 
кучлар тегишлича тенг ва бир чизик устида карама-карши 
томонларга караб кетганн учун, улар узаро мувозанатла- 
шади. Шундай килиб, бир-бирига тенг ва тескари парал­
лел / ва 4 нурлар буйича йуналган икки кучга эга булдик.

Бу кучлар жуфт *осил килади. Унинг елкасини d билан 
белгилаймиз. Демак, куч купбурчаги ёпиц булгани билан 
кучлар мувозанатлашмас экан. Энди, кандай цушимча 
шарт мавжуд булганида, ёпик учбурчак тузувчи кучлар 
системаси мувозанатлашишини текширамиз. Фараз кнлайлик,

ёпик куч учбурчагини тузувчи Р и Рг ва Р3 кучлар снсте- 
маси берилган. Аммо улар юкоридаги снетемага Караганда 
бошкачарок урнашган (124- шакл, а). Бу >;ол учун курилган 
аркон купбурчагииинг биринчи ва сунгги томонлари бир 
чизик устида ётибдн (124- шакл, а). Аркон купбурчагннннг 
бу томонларига мос кучлар катталиги 1 на 4 нурлар билан 
тасвнрланиб, йуналншлари карама-карши булгани учун, 
улар, узаро мувозанатлашади.

Демак, кучлар мувозанатда булсин учун, куч купбур­
чаги ёпиц булиши би.\ан баравар Вариньон купбурчаги *ам 
ёпиц булиши керак, бошкача айтганда, 1 нур билан сунгги
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нур бир чизик устида ётиши керак. Куч купбурчагининг 
епин лиги бош векторининг нулга тенглигини, Вариньон куп­
бурчагининг ёпицлиги эса бош моментнинг нулга тенгли­
гини курсатади.

51- §. Таянч реакцияларини график усулда топиш
Куч ва Вариньон купбурчаклари усулнни татбик этиб, па- 

раллел_кучлар таъсиридаги икки таянчда ётувчи балканннг 
Ra  ва Rb таянч реакцияларини график усулда топамиз (125- 
шакл, а). _  __ _

Балкага куйилган Рх, Рг ва Р3 кучлар вертикал булгани 
учун реакциялар *ам вертикал йуналишда булади. Балкага

125- шакл.

куйилган кучлар реакциялар билан мувозанатлашганда, улар- 
га курилган куч ва Вариньон купбурчаклари ёпик булиши 
керак. Куч купбурчагининг ёпилиш шартидан номаълум ре­
акция Ra ва /?й лар йигнндисиннгина аниклай оламиз (125- 
шакл, б). Куч купбурчагининг ёпиклигидан учинчи куч­
нинг учи билан RB реакциясининг боши ва биринчи куч­
нинг бошн билан Ra реакцнянинг учини кутб билан 
туташтирувчи нурлар 4, 1 ва 6 нурлар йуналишида булади. 
Куч купбурчагнда RB реакцнянинг учи ёки R Aреакцнянинг 
боши маълум булмагани учун, бу нуктанн кутб билан бнр- 
лаштнрувчи нурнинг йуналиши *ам маълум эмас. Бу нур 
биз текшираётган .\ол учун 5 днр. Умуман, у, энг сунгги 
нурдан илгарнгисн булиши керак. Бу нурнинг йуналишини, 
шунинг билан бирга, RA нинг бошини ёки RB нинг учини 
яннклаш учун Вариньон купбурчагининг ёпнклик шартидан 
фойдаланамиз.

Вариньон купбурчагини куриш тартибига мувофик 5 нур 
4- куч билан 4 нурнинг кесишган нуктасндан утиб, 5- кучни
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кеснши керак. Биз текшираётган *олда 4- куч урннда 
RH реакция булиб, у билан 4 иурнинг кесншган нуктаси Ь 
*арфи бнлан белгнланган. Шунингдек, 5- куч RA реакция 
булиб, у билан 6 нурнинг кесншган нуктаси а бнлан бел- 
гиланган. 5 нурнинг b ва а нукталардан утувчи чизик бн­
лан йуналиши табиийдир. _Кутбдан 5 нурнинг йуналишида 
нараллел чизик утказиб, RB нинг учини ёки /?, нинг бо- 
шинн топамиз, 4 ва 5 нурлар орасидаги кесма R A реакция- 
ни, 5 ва 6' нурлар орасидаги кесма эса R a реакцнянн тасвнр- 
лайди.
52- §. Текисликда ётувчи кучлар моментини 
график усулда топиш

Бир текисликда ётувчи бир канча, масалан, Px,P t> Pa, Pt 
кучларнинг шу текисликда олннган бирор нуктага нисбатан 
моментини топиш керак (126- шакл, а). Олдин кучларнинг тенг 
таъсир этувчнсинн топамиз. У R булсин. Бу R тенг таъсир

С нуктадан утадн. Момент марказиии бирор А нуктада олиб, 
берилган кучлар моментини топнш учун Вариньон теоре- 
масидан фойдаланамиз.

А момент марказидан тенг таъсир этувчинннг йуналиши- 
га тик тушириб, уни // деймиз. А га нисбатан тенг таъсир 
этувчи моментининг абсолют киймати:

MA = hR (52. 1)
булади.
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Бу ерда R нинг киймати куч купбурчагидан (126- шакл, б), 
h эса аркон купбурчагидан олинади. Моментни график би­
лан тасннрламокчн булсак, (52. 1) куринишдаги формуладан 
фойдаланиш иокулайдир. Шунинг учун бу формулани уз- 
гартнриб, кулайрок куринишда ёзамиз. Бунинг учун А нук­
тадан R га параллел чизнк утказиб, бу чизикнинг я на ft 
нурлар билан кесишган кесмасини у билан белгнлаймиз. 
Аркон купбурчагинннг а на ft томонлари билан у кесма- 
дан ташкил топган СВЕ учбурчак куч купбурчагидаги 1 
па 5 нур хамда R  тенг таъсир этувчилардан ташкил топган 
учбурчакка ухшашдир. Бу учбурчакларнннг ухшашлигидан:

j  = jj- ёки Rh = Ну (52. 2)
булади.

(52. 2) нинг чап томонини (52.1) нинг унг томони билан 
солиштириб, момент учун куйидаги ифодани оламиз:

М А = Н У- (52. 3)
Бу ерда Н — кутб билан R уртасидаги оралик булиб, 

куч билан, у кесма эса узунлик билан улчанади. Демак, 
нуктага нисбатан куч моменти Н  кутб оралиги билан у 
кесманннг купайтмасига тенг экаи. А момент марказининг 
КУзгалнши натижаснда моментнинг узгаришини тасвирлаш 
учун а ва ft нурлар билан чегараланган текислик у га 
параллел чизиклар билан штрнхлаб курсатилади.

Н  кутб оралиги узгармас сон булганидан момент у кес- 
мага пропорционал равишда узгаради. Кучлардан факат 
бир нечтасннинг, масалан, Р х ва Р2 кучларнинг моментини 
топмокчи булсак, я ва ft нурлар урнига, бу кучларнинг тенг 
таъсир этувчисини аникловчи и ва 3 нурларни оламиз. Бу 
хол учун момент графиги 126- шакл, я нинг чап томоннда 
Я, ва Р3 кучларнинг тенг таъсир этувчиси булган штрнх 
чизикка параллел — а ва 3 нурлар кесишган нуктадан утган 
штрнх чизик билан тасвнрланган.

53- §. Параллел кучларнинг моментлари
Кучлар параллел булганда хамма группа кучлар учун 

тенг таъсир этувчинннг йуналиши бир хилда булади. Бино- 
барнн, моментларни тасвирловчи штрнхларнинг йуналиши 
Хам бир хилда булади. Шунинг учун, бир график ёрдами 
билан бир канча группа кучлар моментини тасвирлай ола­
миз. Бирор нхтиёрий А нуктадан кучларга параллел утка- 
знлган чизик аркон купбурчаги нурларн билан ВС, BD ва
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CD кесмаларнм ташкил этади. Бу кесмалар ёрдами билан 
А нуктага нисбатан барча ёки бир нечта куч моментларини 
топа оламиз (127- шакл, а). (52. 3) га мувофик *амма куч­
ларнинг А нуктага нисбатан моментларн йигиндиси куйи­
дагича ифодаланади:

МА =  В С Н - у у Н. (53. 1)
А нуктанинг чап томонидаги кучлар моментларининг 

йигиндиси бундай ёзилади:
Ma = DCH = - у - Н .  (53. 2)

Бу ерда А атрофида соат стрелкасинннг айланишига кар- 
ши томонга айланишга интиладиган момент манфий ишора

томонидаги кучнинг моменти бундай ёзилади:
Ma = BD-H ytH. (53. 3)

А нукта куч текнслиги бунича кузгалса, у, кучлар ур- 
тасидагн оралицнинг биридан иккинчисига утадн. Бунпнг 
натижасида момент марказига нисбатан кучлар группаси 
узгариб, чан группа кучлардан унгга ёки унг группа куч- 
лардан чапга утадн. у кесма *амма вакт Вариньон купбур­
чагининг энг кейинги томонн билан навбатдагн томони ора- 
сида булншини 127- шакл, а дан куриш мумкин. Мувоза-
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натлашган кучлар системаси учун чап томондаги кучлар 
моменти унг томондаги кучлар моментига тенг булиб, ишо- 
ралари *ар хил булиши керак. Бу ^олда Вариньон куп- 
бурчагининг энг кейинги томонлари булган а ва Ь нурлар 
tfiip чизик устида ётадн. 127- шакл, а да мувозанатлашган куч-

128- шакл.

лар куч таъсиридан балканинг турли кеснмларига нисбатан 
олингаи куч моментлари 12345 ёпик аркон купбурчагинннг 
ординаталари бнлан аникланади.

35- масала. 128- шаклда курсатнлган балканинг Я , = 4 т. Я» — 3 т, 
6 т  кучлари- таъсиридан *осил булган реакциялари ва С, Ё, D ки- 

спмларидагн моменглар график усулда топилган:
Ra = 5 т. Ra = — 3 т,

Мс = 9,6 тм, Л1Е = — 6 тм, MD = 12 тм.

Масаланинг график ечилишини мустакил равишда такрорлашнн укув 
чиларга тавсия кхламиз.
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54- §. Фермалар мувозанати
Стерженларнннг шарнирлар ёрдамн билан геометрик уз- 

гармас килиб туташтирилишидан хоснл булган конструкция 
ферма дейилади. Стерженларнннг учларини туташтирган 
нукта тугун (узел) деб айтиладн.

Фермага куйиладиган кучлар факат шарнирларга куйилган 
деб фараз килннади (129- шакл). Шарнирларга кУйнлган

ёки сикилишга каршилик курсатадн, чунки стержень учла- 
рн тугунда шарнир воситасн билан туташтиридганидан, 
шарнир уки атрофида эркин айланпши мумкин.

Фермалар статик аник ва статик аннкмас булиши мум- 
кин. Ферма статик аник булса, унинг бнрорта стерженннн 
хам олнб ташлаб булмайдн: битта стержень олиниши била- 
нок унинг бикрлигн бузилиб, геометрнк узгарувчи меха- 
низмга айланади. Фсрманниг бнрорта стержени олиб таш- 
ланганда, унинг бикрлигн бузилмаса, яъни геометрнк узгар- 
маслигича колаверса, буидай фермалар статик аннкмас 
ферма дейилади. Масалан, туртбурчакдан иборат булган 
ферманннг икки диагонали булнб, утказилган стерженлардан 
бирини олнб ташласак, бу туртбурчакнинг бикрлиги бузил- 
майди. Шунинг учун, турт бурчакли ферма учларини диа- 
гоналлар билан туташтирганда, уларнинг бнри ортикча бу­
лнб, туртбурчак статик аннкмас фермага айланади.

Бу ерда факат статик аник фермаларнн хисоблаш усул- 
лари билан таништирамиз. Ферма шариирларининг сони ч 
булса, ферма статнк аник булиши учун ундаги стержен- 
лар сони канча булишнни текшнрамиз. Ихтнёримиздагн 
шарнирлардан иккитасини олнб, уларни бир стерженнинг 
учларнга жойлаймиз. Колган п — 2 шарннрларнинг хар би­
рини олиб, олдингн икки шарннрга кушмокчн булсак, шакл 
геометрнк узгармас булиши учун, иккнта кУшимча стер­
жень талаб килинадн (130- шакл). Демак, колган п — 2 шар- 
нирларнн туташтирнш учун 2 (п — 2) стержень зарур.

кучлар таъсиридан ферманннг 
стерженларн факат чузнлиш

129- шакл. 130- шакл.
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Шундай килиб, шарнирдан геометрнк узгармас шакл ту-
зиш у ч у н :

т  = 2(п -  2) + 1 = 2л -  3 (54. 1)
с т е р ж е н ь  керак булар экан.

Эркин статик аник ферма бир-бирн билан мувозанатла- 
ш у в ч и  текис кучлар таъсирида булса, ферма стерженларнда 
*осил буладиган зурикишларни аниклаш мумкии. Статик 
аник ферма богланншда булиб, богланиш реакцияларинннг 
сонн 3 тадан ошмаса, улар мувозанат тенгламаларидан аннк- 
ланади. Фермага куйилган кучлар учун мувозанат тенгла- 
малари тузганда фермани абсолют каттик жисм деб караш 
керак.

Ферма стерженларнда пайдо буладиган зурикишларни, 
яънн ферма стерженларнни сикувчи ёкн чузувчи кучларни 
аниклашнинг бир канча усулларн бор. Бнз олдин улардан 
энг а^амиятга эга булганлари — тугунни кесиш ва Кремон— 
Максвелл усулларн устида тухтаб утамиз.

Л>‘0
55- §. Тугуййи кесиш усули

Аввало, берилган ферманинг тугунларнни рим ракамлари 
билан, стерженларни эса араб ракамлари билан белгилай- 
миз. Ферма стерженларндаги зурикишларни топишнинг энг 
одднй усули тугунни кесиш усулидир. Ферма бевосита кУ- 
йнлган P i,P t,Pa кучлар бнлан N ва N' таянч реакциялари 
таъсиридан мувозанатда туради(131- шакл). Бу фермастер- 
женларидаги зурикишларни топнш учун фермадан бирор 
тугунни бир ёпик контур ёрдами билан кесамиз. Кесишии 
шундай тугундан бошлаш керакки, утказилган контур фа- 
К'ат номаълум зурикишли иккнтадан куп булмаган стержен- 
нигина кесиб утсин. Бундай тугун бнз текшираётган .чолда 
/ билан курсатилган. Тугунни фермадан ажратилган деб 
^нсоблаб, унга куйилган кучни кесилган стерженлардагн 1 
ва 2 зурикиш билан мувозанатлаштирамиз. Бунинг учун 
N, 1 ва 2 кучларга ёпик куч учбурчагини куриб, бу I уч- 
бурчакдан 1 ва 2 стерженлардагн зурикишларни топамиз. 
Бу / куч учбурчагидан 1 стержеининг снкплишнни ва 2 
стержеининг чузилишиии курам из. I  куч учбурчагида тас- 
вирланган / ва 2 кучлар стерженлардагн зурикишларнинг 
/ тугунга курсатган реакциясидир. / реакция тугунга караб 
йуналганлиги учун стержендаги зурикиш унга тескари йу­
налган. Демак, стержень сикилади. Келгуснда ферма стер- 
женларинннг снкиладиганнни икки кават чизик бнлан тас- 
вирлаймиз. 2 реакция куч учбурчагида текширилаётган



126 СТАТИКА

I  тугунга караб йуналмаган. Шунинг учун унга теги шли 2 
зурикиш стерженни чузади.

I I  тугунга утамиз. Бу тугундан хам бир контур утказа- 
миз. Бу контур уч стерженни кесиб утади. Бирок бу стер- 
женлардан / дагн сикувчи куч олдинги тугуннинг мувоза-

131- шакл.

натини текширганнмизда аникланган. I I  тугунга кУйилгаи 
Рх куч ва 1 стержендаги зурикиш 3 ва 4 стерженлардагн 
зурикишлар билан мувозанатлашади. Бунинг учун бу турт- 
та кучга I I  ёпик куч купбурчагинн курамиз. Бу куч куп­
бурчагидан 3 ва 4 зурикишларнп аниклаймнз. I I  куч куп­
бурчагидан курамизки, 3 стержень чузилншга, 4 стержень 
эса сикилншга ишлайди. Кейинги I I I  ва /Утугунлардан /// ни 
текшнрамиз, чунки IV  тугунга зурнкншлари номаълум учта 
стержень, I I I  га эса зурнкншлари номаълум иккнта стер­
жень кнради, холос. Шунинг учун, бу тугунга куйилган 
кучларга I I I  куч купбурчагинн курнб, 5 ва 6' стерженлар­
дагн зурикишларни топамиз. Бу холда 5 стержень си- 
килади, 6 стержень эса чузиладн. Шунингдек, IV, V ва V I 
тугунлар учун куч купбурчагинн куриб, тегншли стержен-
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лаолагн зУрикишларни ва уларнинг чузилиш *амда сики- 
лиш ини аниклаймиз. Шунн *ам айтнб утиш керакки, V 
тугундаги 9 зурикишдан бошкаси олдинги тугунларнинг 
мувозанатидан аникланган. 9 зурнцишни маълум ^цталар- 
нц туташтириш бнлан аниклаш мумкин, яъни у, Р8 кучнинг 
боши на 7 зурнкишнннг учини туташтириш билан топнла- 
ди. Бу зурикншнннг тегишли стерженга параллел йунали­
ши олдинги тузилган куч купбурчакларининг тугрилигннн 
тасдиклайди. Энг кейинги VI тугундаги зурикишлар илга- 
риги тугунларнинг мувозанатидан аникланган. Бу тугунга 
куйилган кучлар учун курилган куч купбурчагининг ёпи- 
лиши илгариги курилган куч купбурчакларининг тугри 
эканлнгидан далолат берадн.

56- §. Кремон—Максвелл диаграммаси

Тугунларни кесиш усули кулай булса *ам, чизмачилик 
нуктаи назаридан нокулайдир. Кесиш усулннн кУлланиб 
тузилган куч купбурчакларини сочиб кУймай, уларни бир 
шаклга туплаш мумкин. Хосил булган шакл ферма ва унга 
куйилган кучлар билан узаро муносабатда булади. Бу шакл- 
ларнинг узаро муносабати назариясини энг аввал К. М а к с ­
велл (1831 — 1879) текширган эди. Бу назарияни матема­
тика профессори К р е м о н  (1830— 1903) кулай тарзда 
таърифлаб берган. Шунинг учун, бу шакл Кремон — Макс­
велл диаграммаси дейилади. Бу назарияни англатиш учун 
яна юкорида текширилган ферманн оламиз (132- шакл,«).

Тугунларга таъсир этувчи барча кучларни ферманинг 
ташки томонига жойлаштнрамнз. Уларни тегишлича 1,2,3,4 
ва 5 ракамлар билан белгилаймиз. Шунингдек, ферма стер- 
женларининг зурикишларннн *ам юкорндаги кучларни кур- 
сатувчп ракамларнинг давоми билан белгилаймиз (биз тек-
шираётган *олда улар 6, 7. 8, 9....... 14 ракамлар бнлан
белгиланган). Ферманн куйилган ташки кучлар билан бнр- 
галикда бир бутун шакл деб караймиз. Бу шаклнннг 5, 6, I 
кучлар билан чегараланган со^асини — Л; 1, 7, 2 кучлар 
билан чегараланган со.\аснни — В ва энг кейинги 4, 11, о 
кучлар билан чегараланган со^асини Е  билан белгилаймиз. 
Тугунга куйилган 1, 2, 3, 4 на 5 кучлар билан чегаралан­
ган ва бир томони чексиз булган со.\алар ташки со^алар 
дейилади. Булардан ташкарн, яна ички со^алар *ам бор. 
Улар шаклнинг 6, 7, 12 томонларн билан чегараланган — F;
12. 8, 13 томонлар билан чегараланган — О; 13, 14, 11 то- 
монлар билан чегараланган — Н  ва 14, 9, 10 томонлар бн-
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лан чегараланган — К  сохаларднр. Бу хамма ички ва ташки 
со.халар бир хилда ахамиятга эга.

Энди /, 2........14 кучларнинг мувозанат шартнни тас-
вирловчн куч купбурчагнни курамиз, яъни ферманннг хам- 
ма тугунларига кУйилган ташки ва ички кучлар узаро му- 
возанатлашиб, ёпик куч купбурчагинн ташкил этншн 
табинйдир. Бу кучларга курилган ёпик куч купбур­
чаги 132- шакл, б да abcde йугонрок чизик билан тас- 
нирланган. Шунинг учун, Кремон — Максвелл диаграм-

масини курншни ташки кучларнинг куч купбурчагинн 
куришдан бошлаймиз. Уни куйидагн тартибда бажара- 
миз: 1 куч А ва В сохаларни чегаралагани учун унинг 
бошини а, учини Ь деймиз. Тугунга куйилган кучлар 
учун куч купбурчагинн куришда кучни уз йуналиши- 
да олиб, бир со.\адан иккинчи сохага утишда тугун 
атрофида соат стрелкасн айланиши буйича утиш ке­
рак, сохаларни белгиловчи катта харфларни диаграммада 
тегншлича кичик харфлар билан ёзамиз. Диаграммада b 
нуктадан 2 кучга параллел чизик утказнб, бу чизик буйи­
ча шу кучнинг катталнгини кУйиш керак. Фермада бу куч 
В  ва С сохаларни чегаралагани учун, диаграммада унинг 
учини с билан белгилаймнз. Хамма куч учун куч купбур- 
чагини курншни шу тартибда давом эттнрсак, сунгги 5 куч­
нинг боши е да булиб, охири а га келиб тухтайди, чунки 
б.у охиргн куч Е  соха билан А соханн чегаралайди. Фер- 
мани айланганнмнзда ташки кучларнн кандай тартибда уч-

132- шакл.
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пятгак диаграммада *ам улар шу тартнбда куйилади. Кел- 
гусида’ *амма пакт соат стрелкасн айланиши томонига караб

ЗЙ1Т illп'и3 кучлар купбурчаги чизйлганндан кейнн, тугун- 
ларпи кеса бошлаймнз. Яна нлгаригндек, кайси тугунда 
стержснларнинг.сонн нккита булса, кесишни шу тугундан 
бошлаймиз. Текшнраётган *олда, бу / тугундир (132- шакл, 
а) Бу I  тугунга куйилган кучлардан 1 кучнинг *олати дна- 
граммада ab кесма бнлан тасвирланган. 7 кучни куриш 
учун Ь нуктадан 7стерженга параллел чизик Утказамиз. Бу чи­
зик устида /  нукта ётиши керак, чунки 7 стержень фермада В 
ва F со.^аларнн чегаралайди. Шунннгдек, 6 стержендаги куч 
jjaM F ва А со.чаларни чегаралайди. Шуиинг учун а нуктадан 6’ 
стерженга параллел чизик утказсак, бу чизик устида *ам 
f  нукта ётиши керак. b ва а нукталардан 7 ва 6 стержен- 
ларга утказилган параллел чнзиклар f  нуктани белгнлайдн, 
яъни бу чизнкларнинг кесншган жойн нуктани берадн. 
Шундай к»либ, ёпик abf куч учбурчаги *осил булди. Бу 
куч учбурчаги ферманинг / тугунига куйилган /, 6 ва 7 
кучларга мосднр. Бу учта кучдан 1 нинг катталиги ва йу­
налиши маълум. Колган 6' ва 7 кучларнинг катталик ва йу- 
налишларини шу кучларга курилган куч учбурчагининг 
ёнилиш шартидан аниклаймнз. Бу кучлар б: ^нн-кетин йу- 
налишда abf учбурчакнн айланиши керак. Бундан 7 стер- 
женнинг снкилишнни, 6 стержеининг эса чузилишинн кура- 
миз. Ферманинг / тугунига днккат билан караб, унинг 
атрофидан соат стрелкаси айланиши билан утсак, А, В ва F 
со.\алар *ам шу тартнбда учрайди.

Энди, I I  (7, 2, 8, 12) тугунга утамиз. Каве ичида шу 
тугунга куйилган кучлар курсатнлган. Бу тугундаги куч­
лардан F ва В со^аларни чегараловчи 7 куч *амда В ва С 
со.^аларнн чегараловчи 2 куч диаграммада тегишлича fb ва 
Ьс кесмалар бнлан белгиланган. Бу кучлар 8 ва 12 кучлар 
бнлан мунозанатлашади.# куч С ва G со^аларнн чегарала- 
гами учун уни диаграммада с нуктадан утказиш керак. 
Шунннгдек, 12 куч F  ва G со.^аларни чегаралаганн учун 
уни .̂ ам диаграммада / нуктадан утказамиз. Бу икки нук­
тадан утказилган чизнкларнинг кесншган жойн g нуктани 
аниклайди. I I  тугун учун курилган fbeg куч купбурчагн- 
нинг ёпилиш шартидан 8 ва 12 кучларнинг катталик ва йу- 
налишннн аниклаймнз. Тугун кУйнлган кучларнинг йунали- 
шини куйндагича белгнлаш мумкии. Тугун атрофида соат 
стрелкаси айланган томонга караб утишда со^алар кандай 
тартнбда учратилса, тугунга куйилган кучлар учун курил- 
ган купбурчакнинг шу со^аларга тегишли нукталари *ам
9 М. Уроэбоев



130 СТАТИКА

худдн шундай тартнбда учрашн керак. I  тугун учун 7 куч­
нинг катталиги ва йуналиши bf вектор билан, 11 тугун у чу ir 
эса fb вектор билан белгиланади. Бу ^ол диаграммада куч­
лар буйлаб куйилган стрелкалар билан курсатнлган.

I I  тугун учун eg ва g f векторлар 8 стерженнннг сикнл- 
ганини ва 12 стерженнннг чузилганини курсатади.

I I I  (5, в, 12 13, 11) тугунга утамиз. Бу тугундаги куч- 
лардан 5, 6, 12 маълум булиб, улар ёпнлмаган eafg куп- 
бурчакни тузадн. Бу купбурчак юкоридаги му^окама 
асосида ва е нукталардан утувчи 13 чя И  кучлар билан ёпн- 
либ, нуктанн белгилайдн. Ферманинг К  со.^аснни таевнрлов- 
чи — диаграмманинг энг кейинги k нуктаси IV  (8, 9, 14, 13) 
тугунни текширганимизда А ва d нукталардан утувчи 14 ва
10 кучларнинг кесишган нуктаси билан аникланади.

V (10, 9, 3) тугунга утамиз. Бу тугунга тегншли куч 
купбурчагнни курнш учун k нуктанн d билан туташтириш 
кифоя, чунки олдинги тугуннинг мувозанатидан 10 куч 
аникланган (V  тугунга нисбатан бу куч тескарн йуналишда 
булнши керак). Мувозанат шартинн каноатлантириши 
учун 9 куч вектор билан ифодаланиши керак. Иш VI (14, 10,
11, 4) тугунни кесиш йулн билан тугайди. Бу тугунга 
тегишли куч купбурчаги диаграммада курилнб куйилган. 
У ehkd куч купбурчагидир. Бу куч купбурчагида ,\амма 
кучлар тугунни ураган со^аларга тегишли нукталар оркали 
утган. Кучлар кУйнлган тугун атрофнда айланганда со^алар 
Кай тартнбда учраса, куч купбурчагида курсатнлган стер- 
женлар зурикишларннинг йуналиши зам шу тартибда 
булиши керак. Курамизки, ферма тугуннга куйилган куч­
лар ва бу ферма учун курилган Кремон—Максвелл диа­
граммаси узаро муносабатдаги шакл булар экан. Ферманинг 
тугуни днаграммадагн куч купбурчагига мос келади: ту- 
гунда канча куч кееншеа, диаграммада шунча куч купбур­
чагининг шу кучларга параллел томонларн булади. Ферма 
со^алари диаграмма тугуннга мос келади. Со^а нечта то- 
мон билан чегараланган булса, днаграммадагн со^ани тас- 
внрловчи нукталарда зам шунча мазкур томонларга па­
раллел кучлар учрашади.

Юкорида тугунларнн кесиш билан ферма стерженларн- 
даги зурикишларни топганимизда, уларнинг ишораси ^акнда, 
яънн стерженларнннг сикнлнши ёки чузнлиши *акида те­
гишли маълумот берган эдик.

Энди, бу дол ни Кремон—Максвелл диаграммаси учун ку­
йидагича таърифлаймнз.

Стержендаги зурикнш ишорасини аниклаш учун, бирин- 
чидан, энг аввал бу стержень кайсн тугунга нисбатан тек-
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ширилабтганлиги куз олдига келтирилншн лозиы. Сунгра, 
у кандай сохаларни чегараласа, шу сохаларни белгилончн 
харфлар билан диаграммада бу тугундагн кучларнн курса- 
тиш керак. Диаграммчдл стержендаги зурикиш ни тас- 
вирловчи вектор тугунга цараб йуналган булса, тегиш- 
ли стержень сицилади, тугундан кетган булса, чузилади. 
Юкорида текширган мисолнмизда 13 стержень снкилади. 
Бу стерженни 111 тугунга нисбатан текширсак тугунни 
соат стрелкаси айланнши билан утганнмизда у, и ва Н  
сохаларни че^аралайди. Диаграммада бу стерженга тепли­
ли зурикиш gh вектори I I I  тугунга караб йуналади.

]33- шакл,о да тасвнрланган ферма учун 133- шакл, б да 
Кремон—Максвелл диаграммаси курнлган. Бу диаграммадан

ташки реакция кучларн ва ферма стерженларида хоснл 
булган зурикншларнннг кийматн куйидагнчадир:

RA = 13,049 от; RB = 9,049 от. S, = 3,016 m; St = 9,538 от; 
5, = 7,176 от. S i = 5,742 от; Sb = 8,179 от.

Ферма стерженларинннг узунлиги метр билан, юклар эса 
тонна билан нфодаланган.

134- шакл, а да тасвнрланган ферма учун 134- шакл, б да 
Кремон —Максвелл диаграммаси тасвнрланган; у диаграмма­
дан ферма стерженларндагн зурикншларнннг кийматн куйи- 
дагича:
Ra = 9,9 от, /?„ = 7,8 от; Р  = 6 от; S, = S, = 0; St —St = 4,8 От;

S, = 0; S7 = — S, =2,4 от; S„ =• — S „  = 3,7 от; 
i'io — — — 3,5 от; 5ц = — Su = 2 от; S ts =* — Su = 6 ,Я от; 

Su = — S17 — 2,5 от; S,» = 3 от.
9*
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Шу иккита диаграммами цайтадан куриб, уларнинг тугри 
бажарилганнга ишониш, тегишли таянч реакциялари билан 
стерженларда *оснл буладиган зурикишларнинг тугри аник- 
ланганлигини текшириб куриш Укувчиларга тавсня этилади.

57- §. Ферма стерженларидаги зурикишларни 
Риттер усули билан аиицлаш

Берилган ташки кучлар таъсиридан ферма стерженларн- 
нинг заммасидаги зурикишларни аниклаш зарур булса, ал- 
батта, Кремон—Максвелл диаграммасини куриш энг кулай. 
Аммо ферма стерженларндан баъзи бирида зосил буладиган 
зурикишларни аниклаш зарур булса, Риттер усули масала- 
иинг жавобини тезрок берадн. Бу усул шундан нборат: 
ферма зурикишн аниклаиадиган стержендан утувчи би- 
рор тп  контур билан фикран икки кисмга ажратилнб, унннг 
бир кисми мувозанати текширнладн. Ферма тп  контур бн­
лан фикран икки кисмга ажратилгаида, кесилган стержен- 
ларнинг сони учтадан ошмаслиги шарт, чунки учтадан 
ошса, тегишли зурнкишларнннг сони купайиб, масада ста- 
* 1К' аникмас булиб колади.

Ферманн кесмай турнб, олдин унинг таянч реакцияла­
рини аниклаб олиш зарур. Реакциялар олдиндан аииклан- 
маса, у ажратилган кисмдаги учта номаълум зурикиш би­
лан бирга яна статик аникмас системани ташкил килади.
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Кесилган стерженлар чузилади деб, зурикишлар фер­
манинг ташланган кнемн томон йуналтирилади. Масала 
ечилганда зурикишлардан бнрортасн манфий ишорада чнкиб 
колса, унинг йуналиши кабул кнлинган йуналиш билан ка- 
р а м а - к а р ш и  булиб, .у сикилади. Ажратилган кнемдагн учта 
иомаълум зурикиш статнканииг учта мувозанат тенглама- 
сидан аннкланади. Хар бир стержендаги зурИ^иш ни ста- 
тиканинг учала тенгламасини бирга ечиш натижасида эмас, 
балки бевосита битта тенгламадан аниклаш учун, мувоза­
нат теигламаларининг (41. 1) куринишидан фойдаланиш 
кулай. У ^олда, *ар кайси стержендаги зурикиш бошка 
иккнтаси кесншган нуктага нисбатан тузнлгаи момент тенгла- 
маендан аннкланади. Агар стерженлардан иккнтаси парал­
лел булса, у *олда, статика тенгламасн мазкур параллел 
стерженларга тик йуналган укдагн проекцнялари йипждн- 
ендан аннкланади.

Масалан, 135- шаклдагн ферманинг тугунларига Р,, Я*, 
Р3, Pt кучлар куйнлнб, шаклда курсатилган 4, 5, 6 стер- 
женлардаги 5«, St ва зурикишларни аниклаш талаб ки- 
линсин. Аввало, куч ва аркон купбурчаклари курнлиб 
таянч реакциялари аннкланади. тп  контур билан ажратил­
ган кнемга Ra реакция ва куйилган Рх кучдан ташкари, 
аникланиши зарур булган S t, St, S t зурикишлар таъсир 
курсатаётир. Бу зурикишларнинг *ар кайсиснни, бир-бирн- 
дан катъи назар, аниклаш учун момент марказларини муно- 
фпк равишда танлаймнз. Буни аниклаш учун, S t ва S, зу- 
рикишларнннг кесншган нуктаси Ох ни момент маркази ки­
либ оламиз: у >{олда:

т о\ (R a) "Ь т о\ (St) = 0.
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135- шакл, с дан:
" 'о ,  (R a )  ~  ^ л п ’' т о\ (S « )  — Slhy.

Шунинг учун:

булади.
Демак, S i зурикиш снкувчн экан, шунинг учун тескари 

томонга йуналган булиши керак.
S , ни аниклапмиз. Бунннг учун S i билан Ss нинг кесиш­

ган нуктаси 02 га нисбатан моментлар тенгламасини туза­
ми з:

mo2^ а )  + от0, (Ю  + (5 ) = °.
135- шаклдан:

"'о2 ( ^ л )  =  * аЬ < m oi  ( ^ )  =  ~  p i ( b  -  <0 ;

,По2 — S a/l2,
шунинг учун:

с ИлЬ—Р ^  — а)
Л‘ ------ ht

булади.
Худди шу тарзда Ss, шунннгдек, ферманннг бошца хар 

кандай стерженларидагн зурикишни хам аниклаш мумкин.

I
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58- §. Куч моментининг векторлиги

Фазонинг бирор А иуктаснга куйилган Р  кучнинг О мо­
мент марказита нисбатан моментини оламиз. Бунинг учун 
мазкур Р куч на О момент маркази оркали бир текислик 
утказамиз. Куч к?йилган 4̂ нуктанинг О момент марказига 
нисбатан раднус-векторинн г билан аниклаймиз. Таърифга 
кура, нуктага нисбатан куч моменти бундай ёзилади:

_Л_
М = Ph — Рг sin (г, Р).

Бу ифода г радиус-вектор билан Р куч вектор купайтма- 
сннииг абсолют кийматидир. Курамнзки, нуктага нисбатан 
куч моменти куч куйилган нуктанн аникловчи радиус-век­
тор билан кучнинг вектор купайтмасига тенг экан, яъни:

Л5 = (г Р]. (58.1)

136- шакл.%
Маълумки, икки векторнинг вектор купайтмаси вектор 

Оулиб, у мазкур икки вектор ётган текисликка тик булади. 
Шунинг учун куч моменти зам вектор булиб, у, куч ва 
момент маркази оркали утувчи текисликка тикдир. Унннг 
йуналиши куйидагича аникланади: момент вектори учидан 
каралганда кучнинг радиус-векторга караб айланиши соат
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стрелкаси айланиши буйнча булса, момент вектори мусбат, 
акс золда манфнй булади. 136- шаклнннг / кисмида мусбат,
I I  кисмида манфнй ишорали момент векторлари тасвирланган.

59- §. УкКа нисбатан куч моменти
Р  кучнинг г Укка нисбатан моментнни топиш учун укка 

тик бир текислик утказамнз (137- шакл). Кучниш текислпк-
Г ка проекциясинн тушнрамиз. Ук- 

нннг текислик билан кесишган 
нуктасини О бнлан белгилаймиз. 
Кучнинг текисликка туширилган 

? ироекциясидан О га нисбатан мо­
мент оламиз:

/  m x ( P )  =  b a h .  (59. 1)
/  ! а '/  Чикарилган бу формулага ку*

йидагича таърнф бериш мумкин: 
кучнинг $щ а тик цилиб олин- 

137- шакл. ган текисликка туширилган
ироекциясидан уц билан текис- 

ликнинг кесишган нуцтасига нисбатан олинган моменти 
yw<а нисбатан куч моменти деб аталади. Куч ук атрофида 
жисмни соат стрелкаси айланиши буйнча бурмокчн булса, 
унинг моментнни мусбат, акс зол да манфий ишора билан 
оламиз.

Кучнинг укка нисбатан моменти икки золда: 1) куч укка 
параллел булганда ва 2) кучнинг таъсир чизиги ук билан 
кесишганда нулга тенг буладн.
60- §. Уцца нисбатан куч моменти билан шу уцдаги 
нуцтага нисбатан куч моменти орасидаги 
муносабат

(59. 1) формулани тубандаги куринишда ёзиш мумкин:
т г (Р ) = 2Д obi юзн. (60.1)

Р  кучнинг О га нисбатан олинган моменти вектори ОАВ 
учбурчакнннг юзига тик йуналган. Буни L0 бнлан белги­
лаймиз (138- шакл).

Р кучнинг г укка нисбатан олинган моменти зам оба те­
кисликка тик булади. У некторнн И2 бнлан белгилаймиз. 
Шаклдан курннаднк!^ ОВА учбурчакнннг П  текисликка 
туширилган нроекцнйси oba учбурчакка тенгднр:

Пр/7 Д  ОВА = Д oba. (а)
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(60. 1) габнноан.бу формуланннг унг томонини куйида- 
гича ифодалаш мумкин:

2 Д  oba юзи = т .  (Р ) = Lz. (б)
Бундан ташкарн:

2 Д  ОБА юзи = т 0 (р) = Ьа, (в)
Бу кейннги (б) ва (в) ифодаларга бпноаи, (а) формулани:

rip-L0 — L j
куринншда ёзиш мумкин.

Демак, Сирор yttfa тсба- 
тон куч моменти уцда олин­
ган ихтиёрий нуктага нис­
батан куч момен/пининг маз­
кур уцдаг и проекциясига тенг 
булар экан. Нуктага ннсба- 
тан олинган момент векторн 
бнлан ук орасидагн бурчакнн 
7 десак, (60. 2)ни куйидагича 
ёзиш мумкин: 138- шакл.

L z =  L 0 cosy 

ёки (б) ва (в) формулалар эътиборга олинса: 
т г (Р ) = т а (Р) cosy

(60. 2)

г

X

139- шакл.

(60. 3>
булади.

L0 векторнинг О нуктадан 
утган л-, у ва г укларидагн 
проекцияларинн Lx, L v, L, де­
сак, 139- шакл ва (60. 2) га 
мувофик:

Lx = La cos а,
Ly = La cos P, (60. 4) 
Lz = L0 cos y-

(б) формулага мувофнк,. 
Lx, Ly ва Lz куйидагича ифо* 
даланиши мумкин:

L r — m (Я).
Ly = my (P ), 
Lt = т г (P).

(60. 5}



138 СТАТИКА

139- шаклдан:
г . „ = К ц  + Ч  + Ч- (60. 6)

Демак, Укка нисбатан олинган куч моментларннинг гео- 
метрик йигиндиси нуцтага нисбатан олинган куч моментига 
тенг булар экан. }  , >

61- §. Укка нисбатан куч моментининг аналитик ифодаси
Нуктага нисбатан куч моментининг вектор ифодаси, (58. 1) 

га мувофнк, тубандагича ёзилади:
10=[7~Р]. (61.1)

г радиус-векторнннг координата укларидаги проекция- 
лари х, у, г; Р  кучнинг координата укларидаги проекция- 
лари эса X , Y, Z булсин. У вактда бу векторлар I , j , k  бир- 
лик векторлар оркали бундай ёзнлншн мумкии:

Г = x i + y j+ zk ,
P  = x i+ Y ]  + Zk. _ _ (61.2) 

Вектор алгебрасидаги (8. 7) га биноан, L0 ни г ва Р нинг 
проекцнялари оркали тубандагича ифодалаш мумкии:

J j k
\7-р ] = х у г 

X YZ
(61. 3)

ёкн

L0 ни унинг координата укларидаги проекцнялари орка­
ли тубандагича ёза оламиз:

L0 = L j + L y j + L 2k. (61.4)
(61. 3) ва (61. 4)нфодаларни (61. 1) га кУйсак, куйидагн 

•айниятга эга буламиз:
I  j  *

ЬХ1 + L J  + b p i = х у г  
X Y  Z

Lx i + Lyj  + Lzk=  (yZ-zY) i + (zX -  x Z )j + (xY -  у A') k.
Бу айниятдан /, j, k бирлик векторлар олдидаги коэф- 

фициецуяарнн солиштнриб, L x, Ly, L. лар учун:
Lx = у Z — zY,
Ly = zX — xZ,
Lz = x Y -  yX

тенгликларнн чикарамиз.
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Бу формулани эсда тутнб колнш учун, унга днккат 
кплсак, нукта координаталарининг бнрнн-кетин келишн- 
ни курам из. Айлана чизиб, унннг уч нуктасига х, у, г 
ларни стрелка билан кетма-кет жойла- 
сак, НО- шаклда курсатилгандек (61. 5) 
формуланинг тузилишини тушуннш ки- 
нин эмас.

02- §. Фазодагн жуфт моментининг 
векторлиги

Фазодагн жуфт моментининг вектор 140- шакл. 
эканлигини курсатиб утамиз. Жуфт куч 
моментининг вектори зам, куч моменти каби, жуфт ётган 
текисликка тик йуналган. Жуфт ётган текнсликнинг жуфт 
таъсиридан айланиш йуналишини текислик тепасидан караб

биламиз. Шунинг учун, жуфт 
fn куч моментининг векторини шу

жуфт куч ётган текисликка тик 
килиб оламиз. Жуфт моменти 
векторининг куч моменти век- 
торидан фаркн шундакн, бу век- 
торни узига параллел золда 
ихтиёрнй жойга кучирнш мум­
кин. Шунинг учун жуфт момен- 

141- шакл. тн вектори эрки н век тор  де-
йплади. Жуфт моменти вектори­

нинг йуналиши зам куч моменти векторининг йуналиши 
каби аникланади. Жуфт моменти мусбат ншорали булса, уни 
тасвирловчи векторнн учидан караб жуфт ётган текнсликнинг 
соат стрелкаси айланиши томонига бурилишини куришимиз 
керак. 141- шаклда мусбат йуналишдаги жуфт моменти век­
тори тасвнрланган.
63- §. Фазодагн жуфтларни цушиш

Аввало, икки кесишувчи текисликда ётувчи жуфтларни 
КУшишнн урганамиз. Бир-бири билан кесишувчи / ва I I  
текнслнклар берилган. Бу текисликларда моментларн т х ва 

булган жуфтлар ётсин (142- шакл). Шу икки жуфт йи- 
гнндисини топамиз. Бунинг учун уларни олдин бир умумий 
елкага келтирамиз. Бу умумий елка учун / ва I I  текнслик- 
ларнннг кесишган АВ чизипши оламиз. Бу АВ кесма узун- 
лнгнни d билан белгилаймиз. т 1 ва т % жуфтларни уз те- 
кнслигида АВ елкага келтирамиз. Бу жуфтларни ташкил
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этувчн кучлар, тегишлича (Pt, Р,)ва(Рг, Р2) булсин. Улар- 
нннг катталиги куйидагн формуладан аннкланади:

?■ (63. 1)
Мазкур (Pj. P j  ва (Р2, Р,) кучлар А ва В  нукталарга кУ* 

йнлган. Уларнн нараллелограмм_коидаси бнлан кушиб, тенг 
таъсир этувчиларни тегишлича R вл R' билан ифодалаймиз.

Бу тенг таъсир этувчилар бир-бирига параллел ва кат- 
талик жн^атидан тенг булганлиги учун улар жуфтни таш­
кил этади. Бу жуфтнинг моменти:

L = Rd. (63. 2)
Шаклдан R нинг кийматини топамиз:

R = y p 2 + pa + 2PjPj cosa '
Бу ифодани, (63. 1) ни эътиборга олиб (63. 2) га куйсак:

L = У т \  -+ т\ + 2ml т 2 cosa (63. 3)
формулами оламиз.

Бу формуладан фазодаги жуфтларнинг геометрнк равиш- 
да кУшилншини курамнз.

Энди, бу _икки т х ва т 2 ^куфтларнннг тенг таъсир этув­
чиси булган L жуфтнинг (R, ^')текнсликкатикйуналганлиги-
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ни нсботлаймиз. Жуфт моменти вектори эркин булганлиги- 
дан уни узига параллел килиб, ихтиёрий жойга_кучира 
оламнз АВ кесмасн иккала текисликда ётганндан т 1 ва т 2 
векторларни АВ устида олинган бирор С нуктага келтира- 
миз; т х билан /я?_уртасидаги бурчак а булади. Иккиичидан, 
щ  '[ р [  ва т 2 L Р г булган- 
лиги учун:

(р Г/я) -  (« I. ь )
ва

(Р~, R’) = (m2, L )
булади.

Шунга кура, L *ам R га 
тик булади.

(63. 3) ни вектор курн- 
нишида ёзамиз:

L = т 1 + т 2. (63. 4)
Фазода бир канча т и т г, т 3, . . . ,  т п жуфтлар берилган 

булса (143- шакл), чикарилган натижага мувофик, уларнинг 
йигнндиснни параллелограмм кондасн билан (геометрик ра- 
вишда кУшиб) топишимиз мумкии:

Z T = i m .  (63.5)
/-1

64- §. Фазода ихтиёрий йуналишда булган бир канча 
кучларни кУшиш

Фазода бир канча Я „  Р2, Р3____ Рп кучлар берилган
(144- шакл). Булар куйилган нукталар тегишлича А, В ,С ,. . . ,
К  булсин. Бу кучлар фазода турли томонларга йуналган. * 
Уларнинг ^аммасини бирор О нуктага келтириб, бу нуктани л  у
келтириш марк аз и деймиз. Кучларни А, В, С.......К \  ^
нукталардан О нуктага келтнрганимнзда, П уа сс о н  л ем- /~ 
мае и га мувофик, *ар кайси кучнинг жуфггГ~^осил бу- f  
лади. _  _  _

Шундай килиб, келтиржи натижасида О нуктада Plt Р „  Р3>
. . . ,  Рп кучлар билан (Р „ Pi), (Р „ Р ,).......(Рп, Р~) жуфтЛар-
нн оламиз. О нуктадаги мазкур кучлар бнлан жуфтлар бир 
текисликда ётмайди. Бу кучлар ва жуфтларнн геометрик ра- 
вишда кУшиб, уларнинг тегишлн йигинднларини топамиз.
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Кучларни О га келтнрнн^натнжасида зосил булган жуфт-
ларнинг моментларини Lt, Lt.......L~ деймиз. Кучлар 61̂
лан жуфтларнннг геометрик йигиндиси ни тегишлича R ва Ь 
билан белгилаб, уларни куйидагича ифодалаймиз:

* - 2 ^  Г - 2 5 .  (64.1)<-i i-i
Бунда:

I ,  = т 0 (Р,)^ (64. 2)
R — кучларнинг бош вектори, L эса кучларнинг бош 

моменти дейилади. R бош вектор ва Ь бош момент мутлако
ихтиёрнй йуналишда бул- 
ганлари учун, улар ора- 
сидаги бурчак зам .̂ ар 
Кандай булиши мумкин.

Фазода ихтиёрнй ур- 
нашган кучлар система- 
сини бир бош вектор ва 
бир бош моментга кел- 
тнрдик. Энди, шу бош

вектор ва бош моментнинг абсолют катталнк ва йуналнш- 
ларнни топамиз. Бунннг учун О нуктадан х, у, г укларни 
утказамнз (145- шакл). Бош векторнинг координата укларида- 
гн проекцияларини Rx, Ry, R ., бош моментникини эса L tr 
by, Ьг деймиз. Аналитик геометриядан маълумки, ёпувчинннг 
проекциясн тузувчилар проекцняларннинг йигиндисига тенг.

Шунга кура:

Яд = E X h Ry = Z Y „  =
1-1 1-1 /-1

ва

4 - S L „ .I I-I 7 I-1

(64. 3>

(64. 4)
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W  куч колади ва бу куч берилган куч системаснга экви­
валент ва у куйилган А нукта О дан d = ~  масофада була-
дн. Шундай килиб, теорема исботланадн.

Бош вектор нулга тенг булса, кучлар бир бош моментга 
келтирнлиши мумкин. Бу холда 
жисм мувозанатлашган кучлар би­
лан мувозанатлашмаган жуфтлар 
ёкн факат жуфтлар таъсирида бу­
лади. Бу жуфтларнинг бош момен- 
тн узгармас микдор булиб, келти- 
риш марказига хеч кандай боглик 
булмайди.

66- §. Кучларни динамага 
келгириш

Бош вектор бнлан бош момент 
бмр йуналишда булса, бу хол д и- 
н а м а дейилади (148- шакл). Днна- 
*мТГТ?!ъси̂ рндагн жисм винт харакатн 
Килади. R билан Ь бир-бирига нис­
батан хар кандай йуналишда булса хам (факат бир-бирига 
тик булмаса), уларни динамага келтнриш мумкин. R  бнлан L 
орасидагн бурчак ? булсин (148- шакл, б). L бош момент 
векторинн икки тузувчнга ажратамнз: улардан бири ни

i О)

Ю  М У роэбо с
148- шакл.
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R буйлаб, иккинчиси 1111 унга тнк килиб йуналтирамиз. 
У .\олда:

Z.J — I. cos «р, 
Lj = L sin ?

графда нсботлаиган теоремага мувофик, R  — Rx бир тенг таъ­
сир этувчига келтирилиб, куйилган О, нукта куйидаги фор­

мула билан аникланади (149- шакл):

О, нуктадан утувчи Z., ва /?, векторлар бнлан бир йуналишда 
булган ук кучлар системасининг марказий  у к и дейилади.

Демак, О, шундай келтириш маркази булдики, бу мар- 
каз учун система бир йуналишда_булган бош вектор ва бош 
моментга келтирилди. Бу Rx ва векторлар коллениар бул- 
гани учун, О, келтириш маркази куйидаги шарт бнлан аник­
ланади:

чунки бу векторлар бир йуналишда булиб, катталиги про- 
порционалдир. (66. 3) ни скаляр равишда R га купайтнрамиз:

Натижада О ва 0,_нукт^ларда 
бнр-бирига параллел L ва /?, век­
торлар колдн. Лекни жуфтнинг 
Z., вектори эркин булгани учун уни 
узига параллел равишда истагаи 
жойга келтириш мумкин. Уни О 
дан О, га келтирамиз (149- шакл). 
Шундай килиб, биз О, нуктада 
динама олдик, лекнн бу диуаманннг 
Уки О келтириш марказидан 00, = 
/. sin Ю /« л а—g-1- узоклнкдатуради (149- шакл».

00, = (66.2)

140- шакл.

Lx = Rp, (66. 3)

ёки
(/.„ R ) = R"p

(66. 4)

Бу формуланн проекциялар оркали ёзамиз:
-f Ljt Rz . (66. 5)
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р микд0Р линама винтининг параметри дейилади. Берилган 
винт учун параметр узгармас микдор булиб, узунлик билан
улчанади.

Энди, марказий ук тенгламасинн чикарамиз. Марказий 
укла нуктанинг холатини О га нисбатан OOi = г радиус- 
вектор билан аниклаймиз (150- 
шакл). О коордннаталар бо- 
шига нисбатан момент олинса, 
у холла тубандаги формуланн 
ёзишимиз мумкин:

Ц  = Т - [г Я ] .  (66. 6)
Бундай тенгламани марка­

зий ук устида ётувчи .\ар кан­
дай нукта учун хам ёза ола­
миз. Шунинг учун, бу тенглама 
марказий уцнинг вектор ку- 
ринишидаги тенгламасиднр.

Марказий укнинг координата_Укларига нисбатан тенгла- 
масини чикариш учун, L. R ва г векторларни уларнинг про- 
екцнялари оркалн ифодалаймиз:

L =  LX I  ■+■ Ly j  +  L: k ,

R = RxT.+ R,J+R,k,
r  =  xi +  y j  +  zk.

Бу ерда x, у, г — О, нуктанинг координаталарн. (66. 6) 
тенгламани координата укларнга олинган проекциялари ор- 
кали ёзишимиз мумкин:

Lx (.У^г zRy) = Rxp,
Ly — (zRx — xRz) = Ryp, (66. 7)

L. - (xRy - уRt) = RxP.
Бу тенгламалардан p параметрни чикариб юборнб. мар­

казий ук тенгламасинн оламиз:
I- г ~  (yRz г/?у) _ Ly — (zRx — xRt) _ L: — (xRv yR*).

^jt Ry Rz

Келтириш маркази фазонинг хар хил нукталарида олин­
ган да R билан L орасидагн бурчак нулдан катта кнйлшг.ч 
эга булади. Лгар келтнриш маркази учун марказий укда
10*
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■ётадиган нукта олинган булса, R билан Ь орасидаги бур- 
чак 0 ёкн 1805 га тенг булади:

*min =  Ll =  b  COS ( £ 1 ) .  <66‘ 9)

Энди, чикарнлган бу натижалардан фойдаланиб, фазодаги 
куч системаси учун Вариньон теоремасини исботлаймиз.

Теорема.  Ихтиёрий момент маркаэига нисбатан куч 
системаси тенг таъсир этувчисининг моменти iuy мар- 
казга нисбатан олинган барча кучлар моментларининг 
вектор йигиндисига тенг.

Фараз кнлайлик, кучлар системасининг тенг таъснр этув­
чиси R булиб, у Oj га куйилган булсин. У .̂ олда:

П

булади.
Тенг таъснр этувчини бирор нхтнёрнй О нуктага келтн- 

рамиз. У -чолда R бу нуктага уз моменти:

h = m0 {R ) = [OOl,R\

билан келадн.
Иккинчи томондан, L кучлар системасининг О га нисба­

тан бош моменти булгани учун, у барча кучларнинг маз- 
кур О га нисбатан олинган моментларининг геометрнк йи- 
гиндиснга тенглиги, яънн:

£ - 2 f c ( ? 7 )  = 2 ! K F i l

эканлнгн маълум.
Кейинги икки тенгламанинг унг томонларини солиштириб, 

фазодаги куч системаси учун Вариньон теоремасини ола­
миз:

m„(R) - 2  т 0(Р,)•

35- масала. Текнс системали туртта Pv 7*%, Рг ва Я 4 кучларнинг проек- 
ниялари ва куйилган нуцталарининг коорлинаталарн куйндагн жадвалла 
берилган:
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Гу Pt Рз Р 4

X 1 — 2 3 — 4

У 4 1 — 3 — 3

X 2 — 2 3 -  3

У 1 — 1 —  3 — 6

Бу система координаталар бошнга келтирилиб, марказий 5'к тенгламаси 
топнлсин.

Е ч и ш. Олдин бош вектор билан бош моментнн топамиз:
Rx = s X, = — 2 кг. Ry - Г У, =- — 1 кг.

Булардан бош вектор катталиги:

R -  | /  Л ; + R) = / '5  «г
булади. Энди:

* Lx — I. т х (Р) 0.
1.у = S т у (Р) = 0.

Lг '2тг(Р )= 1 (х У  — уХ) = — 12 кГм.

Булардан бош момент катталиги:

1. У  L\ + L }  + L] = 12 кГм
булади.

Бу ^олдаги марказий ук тенгламасини топиш учун (66. 8) дан фойда- 
ланамнз. У:

х— 2у -)- 12 0
булади.

36- масала. 151-шаклда курса- 
тилгандек, куб кирралари буйлаб 
Р х -- 8 кг, Pt = 12 кг куч таъсир 
кнлади. Кубнинг томони ОА =
•— 1.3 м. Бу системани динамага 
келтириш керак. Марказий ук 
тенгламаси, марказий Укнинг йу* 
налтирувчи косинусларн на унинг 
хОу текислик билан кесишган 
нуктасининг координаталарн то- 
пилсин.

Е ч и ш. О нуктанн коорди­
наталар боши учун кабул килиб, 151- шакл.
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кучларни бу нуктага келтирамнз. Бу нуцта учун бош вектор ва бош 
моментни топамиз:

на
R x = I X  = 0, Ry = lY =  12 кг

/?, = 1 = 8 кг,
Lx = 1 т х (Р) = О,
Ly = 1 т., (Р ) = О

ва

Демак:
L; = 1 т г (Р) = 15,6 кГм.

R = 14.42 кг, L = 15,6 кГм.
Бош векторнинг нуналтнрувчи косинусларн:

R R Rcos а *= ■■■ 0, cos ? -р! 0,82, cos 7 = = 0,555.

Демак, бош вектор х укига тик.
Бош моментнинг бош вектор йуналишига олинган проекцияларинн 

топамиз. Бунииг учун олдин cos<p ни лисоблаймиз:

R xL r 4- R y L y  -4- R 2L z 
cos f  = ------------------» = 0,555.

Бундан фойдаланнб, /., ни топамиз:
Lx — L cos ?  = 8,65 кГм,

Динама параметрн:

р = -щ- = 0,6
булади.

Энди, марказий Укнннг координата Уклари билан тузган бурчаклари 
косинусларинн топамиз.

Марказий Ук бош вектор билан коллениар булгани учун бош вектор- 
нинг йуналтирувчн косннуслари марказий укнннг цам йуналтирувчи коси* 
нуслари булади; шунинг учун:

cos а = 0. cos р = 0,82, cos 7 = 0,555.
Марказий Укиинг хОу текнелик билан кесншган иуктасини координата* 
ларнни топамиз. Бу долда координата г — 0 булади. .Марказий ук тенг- 
ламаси:

Lx — Уйг Ч  + xRz 
Rx "  R, р■

Бундан:
RyP U  . î r — Rxp r\

y ~ - JLT^ - 0

келиб чикади.
Демак. марказий ук R га параллел булиши билан бирга, х Укини ко- 

ординаталар бошндан 0,9 м масофада кесиб утар экан.



«7- §. Ихтибрий Урнашган кучлар таъсиридаги эркин 
жисмнинг мувозанат шартлари

Фараз цилайлик, жисм бир канча ихтиёрий Р и Р3,...,
~Рп кучлар таъсирида булсин.

Умумнй холда бу кучлар бир бош вектор ва бир бош 
моментга келтнрилади. Бу кучларнинг бош вектори /?, бош 
моменти Ь булсин. Жисм бу кучлао таъсирида мувозанатда 
булсин учун, уларнинг бош вектори билан бош моменти 
ялохида-алохнда нулга тенг булиши керак:

R = 0, 1  = 0. (67. 1)
Кучлар бнтта тенг таъсир этувчнга келтнрнлса, яъни бош 

момент нулга эквивалент булса, мувозанат шарти тубанда- 
гнча булади:

R = 0. (67. 2)
Кучлар келтнриш натижаснда факатгнна бир бош мо­

ментга эквивалент булса, мувозанат шарти бундай булади:
Ь = 0. (67. 3)

Энди, мувозанат шартини проекцняда ёзамиз.
Бунинг учун R бош вектор ва L бош моментнинг кий- 

матларини (67. 1) га куйсак, олтнта мувозанат шартини ола- 
миз.

£ Х  =  0, 
2 ^ = 0, 
e z  = о,
Zmx (P ) = 0, (67.4)
2 т у (Р) = О,
Е/яг (Р ) =, 0.

Демак, фазовий нхтиёрий урнашган кучлар таъсиридаги 
жисм мувозанатда булсин учун, бу кучларнинг координата 
Укларидагн проекцияларининг ва шу кучларнннг координа­
та укларига ннсбатан моментларининг йигиндиси алохида- 
ало^ида нулга тенг булиши керак.

Жисмга куйилган кучлар бир тенг таъсир этувчнга кел- 
тирилса, уларнинг мувозанат шартлари:

£ *  = 0,
£ Y = 0, (67. 5)
s z  =  О

куринишда ёзнлиши бизга маълум.
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Жисм жуфт кучлар таъсирида булса, бундай жисмнинг 
мувозанат шартлари тубандагнча ёзилади:

Е м я (Р )- 0 ,
Zmy(P ) = 0, (67.6)
- т .  (Р ) = 0.

Жисм фазодагн параллел кучлар таъсирида булса, Укни 
кучларга параллел килиб йуналтирамиз. У нактда (67.4) 
тенгламанннг бнринчп, иккинчи ва охирги киеми айнан нуль 
булиб, мувозанат шартлари бундай ёзилади:

£ Р  = 0,
- т х (Р ) = 0, (67.7)

, (Р ) = 0.
Жисм эркин булмай, богланншда булса, (67. 4)ни ва ун- 

дан кейинги тенгламаларни тузишда богланиш реакцияла­
рини эътиборга олнш керак. Богланиш реакциялари мувоза­
нат тенгламаларига мувофиклаб кУшилганда, мувозанат 
шартлари реакцияларини аникловчи тенгламаларга айланади.

68- §. Бир нуцтаси билан ма\камланган каттиК 
жисмнинг мувозанат шартлари

Бир нуктаси бнлан ма.\камланган жисмнинг мазкур нук- 
тасини координаталар боши учун кабул киламнз. Жисм шу

нукта атрофнда ёки нуктадан 
утказилган учта координата уки 
атрофида айланиши мумкин (152- 
шакл).

Фараз кнлайлнк, бу жисмга 
Plt Рг, . . . , Рп кучлар куйилган- 
Жисм координата уклари атро­
фида айланмасдан, тинч туришн 
учун унга куйилган барча куч- 
ларнинг бу укларга нисбатан 
моментларн йигиндиси нулга 
тенг булиши керак. КУ_згалмас 

152- шакл. нуктанинг реакцнясиии N дей­
миз. Бу реакцнянинг координата 

укларидагн проекцияларини Мх, Ny ва N. билан белгилай­
миз. Реакция компонентларининг координата укларига нис­
батан моментларн нулга тенг. Шунинг учун бу жисмнинг
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мувозанат шартида реакция кучлари иштирок этмайди,. 
яъни:

2  тАР.) -  о,
4-1

V  т у (Р,) = 0,
/ - 1  J
П

v  т. (Pi)  =  о (68.1);-1
булади.

Демак, бир кузгалмас нуктали жисм мувозанатда булсин 
учун, унга куйилган актив кучларнинг координата укларига 
нисбатан олинган моментлари йигиндиси алохида-ало^ида 
нулга тенг булиши керак.

Энди, кУзгалмас нуктанинг реакциясини топиш учун, 
жисмга куйилган кучларнннг бош вектори бнлан бу реак- 
цнянннг мувозанатлашиш шарти:

R + N  = 0
дан фойдаланамиз. Яъни бош вектор реакцияга катталик 
жн^атдан тенг булиб, карама-карши томонга йуналган. Бу 
реакциянинг катталигини (67. 4)нинг биринчн кисмидан топа­
миз: П

' P ,  +  N =  О,/-1
буни координата укларидагн проекциялари оркалн ёзамиз:

+ Nx = О,
i-i
V  у  + N = о, (68. 2) 
/-1 }

У  Z + N g = 0.
4-1

69- §. Икки иуктаси билан ма^камланган цаттиц 
жисмнинг мувозанат шартлари

Икки нуктаси билан ма^камланган жисм мазкур нукта- 
лар оркалн утказилган ук атрофида айланиши мумкин, мах- 
камланган нукталари О ва Ох, уларга тегишли реакцияларни 
Nx ва N3 деймиз. Коордннаталар бошинн О нуктага урнашти-



риб, г укини О на О, нукталар оркали утказамиз. Реакция- 
ларнинг координата укларидаги проекцияларини тегишлнча 
jVu , N|у, Nlz, Nty на Nt. билан белгилаймиз (153- шакл). 
Жисм факат z уки атрофида айланиш нмкониятига эга.

Бу айланишни йук килиш учун 
жиемга куйилган кучларнинг ай­
ланиш укига нисбатан момент- 
лари йигиндиси нулга тенг булн- 
ши керак:

v mz (Р ) = 0. (G9. 1) 
Ма.\камланган нукталарнинг 
ва Nt реакциялари z уки бн­

лан кесишгани учун бу тенгла- 
мага кнрмайдн. Демак, икки 
нуктаси билан ма)(камланган 
жисм мунозанатда булиши учун, 
жиемга куйилган кучларнинг ма*- 
камланган нукталардан утув- 

чи Укка нисбатан олинган моментларининг йигиндиси нулга 
тенг булиши керак. Энди, ма^камланган О ва 01 нукталар- 
нннг реакцияларини топиш учун мунозанат тенгламаларининг 
колган бештаси:

!.X  + Nix + Nix = 0, (1)
ZY  + Nly + Nty = О, (2)
ZZ + Nlz + Niz = 0, (3)
Zmx(P )-  Ntvb = 0, (4)
“  т у (Р ) + A'jvfr = 0 (5)

дан фойдаланамиз.
Nu ва Ni: (3) тенгламадан бошка *еч кайси тенгламага 

кирмайдн. Шуиииг учун, масала бу реакцияларга нисбатан 
статик аникмас уюобланадн. Реакцияларнинг колган к»смн- 
ни топнш осой, (5) тенгламадан Nix ни топиб (1) тенгламага 
куйсак, Nlx ч и кади. Шунга ухшаш, (4) тенгламадан NtJ ни 
топиб, (2) тенгламага кУйсак Nly ч и кади. Демак:

Nlx = у  *• т у ( Р)у

Ышу~ ± Ъ т х{Р ), (69.2)

Ы1х= - Ъ Х + 'Т Ъ т у{Р),

V ly = - Z Y - j- Z m x (P ).

154 СТАТИКА
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Nl: ва Nu ни топиш учун, ма^камланган нукталариииг 
махкамланиш шарти берилган булиши керак. Масалан, жисм 
пастки нуктаси билан абсолют каттик таянчга тнралиб, юко- 
ри нуктаси z укида эркин булса, Ntz -= 0 булиб, Nlz (3) 
тенгламадан аникланади(154- шакл):

Nlz = — 2 1,. (69. 3)
Умуман икки нуктаси бнлан 

ма^камланган каттик жисмга таъ­
сир этувчи реакция кучларини му­
возанат тенгламаларидан топа ол- 
маймиз. Демак, бу масала статик 
аникмасдир.

37- масала. Трансмиссия валндаги / 
шкивдан утказилган цайншлариннг тортн- 
лиши Г, ва булиб, //шкивдан У’тказилгаи 
кайншнинг иккинчи учидаги тортилиш Т2 
хамда Л ва В подшнпникларнннг реакция- 
лари топилсин. Трансмиссия на шкивлар- 
нииг улчамлари 155- шаклда курсатнлган.

Е ч и ш. Масалани ечишни Т2 ни то- 
пншдан бошлаймиз. Бунинг учун х Укига *54- шакл.
нисбатан момент тенгламасини тузамиз. Бу
тенгламага подшипник реакцияларн кирмайди, чунки улар х уцини кесиб 
утган:

2  m *  ( Р )  =  7 / i  ~  V «  ~  V »  +  V *  =  0

Бундай:
г, 
ri (»)

Энди, подшипник1арнинг ён реакцияларини топамиз. Уларнинг у ва г 
Укларидаги проекцияларини: Nly, Nty, Niz, Nt2 билан белгилаймиз. Вал- 
нинг уз укм буйлаб силжишн мумкинлигидан бунлама реакцияларн Nlx
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ва Nix нулга теш булади. Координаталар бошини А подшипникнинг мар- 
каэнда олнб, колган т\'рт мувозанат тенгламасклн тузамнз:

-  Г, -  ( Tt +  т[) COS1 +  Nty +  Niy 0.

г z, = - ( г;+ г;>-(?■; + ?;) sin, + * „+ * „=  о,
S w y (P )  (  Т[ +  T 'j  «, +  (  +  Т\) (I -  sin * —  lN t , 0,

п г (/ ') ( Tt +  r j )  (/ -  аг) cos a lN ty 0.
Бу тенгламалардагн номаълум реакцияларнинг цннматлари тенглама- 

ларнн ечнб топнлса, куйидагича булади:

Nty ( l - ^ ) ( r ; + 7 ^ c o s , .

A’i> = j ( Tt + Tt) cos“•

A'u ( * - l !) ( ri +7'i)s,na > <6> 

A ^  = ( i - ^ ) ( 7 - ; + r ; )  +  ( r i + 7 ; ) % n a.

Мисол учун:
/ 2 .<i, a| 0,5 m, iit = 0,4 m , ^  = 0.6. * 60°,

400 кг, r j = 600 кг, Т'% = 500 кг 
булса, (а) ва (6) тенгламалардан:
т"г = 380 кг, Niy = 112 кг, Nu = 944 кг, Nty = 418 = 1020 «г

булади.
38- масала. ABCD тугри бурчакли 

санднкнинг цопцогн (156- шакл) бир то- 
монидан DF тнргакка таяниб турадн. 
Копцокнинг огнрлиги Р  = 12 кг, узун­
лиги АВ = 90 см, эни AF = AD = 60 см, 
горизонт билан ташкил цилган бурчаги 

FAD = 6Э°. Л ва В  шарнирларнннг 
реакцнялари ва тнргакнинг огнрлиги 
дисобга олинмай, ундаги зурикиш S  
топилсин.

Е ч и ш. Бу масала учун дам му­
возанат тенгламалари юкоридагнча 

156- шакл. тузилади:
S *  = + cos 60° = 0.
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Б у  тенгламалардан:

ZB О, Х в - 0. ZA = 3 кг, ХА = / Т  = 1,73 кг, S = 3,45 кг.

масала. Сув турбина Т ни айлаитирувчи жуфтнинг моменти m 
= 120 кгм Бу жуфт гнлдиракнннг конус профилли тиши В даги босим 
ва таянч реакцияси билан мувозанатлашади. В тишга булган Р  босим 
ОВ 0.6 м радиус буйлаб йуналиб, 
горизонт билан 15° "бурчак ташкил 
килади. АС = 3 м, АО = 1 м. Турби­
на 5кн ва гилдирак огирликлари Q =
= 1,2 m булиб, СС ук буйлаб йунал­
ган. Товон таги (подпятник) С билан 
подшипник А нинг реакцияси топнл­
син (157- шакл).

Е  ч и ш. Координата Укларини 
шаклда курсатилгандек йуналтириб, 
мувозанат тенгламаларини тузамиз:

IX Х г — 0.
s к-
S Z

Ул+ У'с-/>сов,б° = 0
= Zc— Q — P  sin 15° = 0.

0.
= о,

Im x (F) — 4/, cos 15° — ЗУЛ 
1 т у (Р ) = 0,6Яз1Ш5а- 3 ^
I  mz (/’) — m — ObPcos 15’ = 0. 

Бу тенгламалардан:
х л = -  x c -  1°'72 кг< У л --- 267 кг.

Ус = — 67 кг, Z r  = 1253 кг.
40- масала. Буг машинанинг вали 

тирсакли булиб, унинг буйин Урта- 
си D га тупланган Я =  20 000 кг бо­
сим горизонт билан 10° бурчак досил 
килиб таъсир этадн. D буйин бнлан 
ООх Ук оркали утадиган‘ ODOx те­
кислик вертикал билан 303 бурчак 
ташкил килади. Кунват тирсакли вал
оркали М маховикдаги аркон ёрдами билан ларакатланувчига узатилади. 
Аркой учларн параллел булиб, горизонт билан 30J бурчак ташкил кила- 
ди. Р  кучнинг таъсири арконларнинг тортиши t вл Т подшипник реакция- 
лари билан мувозанатлашади. Маховикнинг огирлиги Q — 1500 кг, диамет- 
рн d = 2 м. Аркой учларн тортишларининг йигиндиси t -f- Т = 750 кг. 
158- шакл дан: г = 125 мм, I = 250 мм, m = 300 мм, п = 450 мм.

А ва В  подшипникларнинг реакцияларн топнлсин.
Е ч и ш. Координата укларини 158- шаклда курсатилгандек утказнб, 

мувозанат тенгламаларини туззмнз:

2 X  = ХА -f X,t -  п  | /) cos 30° — /’ cos 30" -  0,
* У ~ У Л+
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2. Жиемнинг иккита симметрия текислиги булса, унинЪ 
огирлик маркази шу текисликларнинг кесишган чизиги 
устида ётади. Олдинги пунктдаги хулосага биноан, хОу ва 
хОг текиелнкларни симметрия текнелнклари деб карасак:

Ус = 0, ге = О
булади.

3. Жиемнинг учта симметрия текислиги булса, унинг 
огирлик маркази шу текисликларнинг кесишган нуцтаси- 
да ётади.

4. Энди, мураккаб жисмларнинг огирлик марказини то­
памиз. Бир жинсли бир канча оддий куринишдаги, огирлик 
марказининг ^олати маълум булган жисмлардан нборат 
жиемнинг огирлик марказини топиш учун, унинг таркнби- 
даги *ар кайси жисм учун (71. 2) ннтегрални ало^ида *и- 
соблаб, куйидаги хулосани чикарамиз:

J x,dVi, (74. 1)
бундан:

vxe = 2  x,dvt. (74. 2)l~ I Vi
Хажми v булган жисм огирлик марказининг абсцисса- 
сини xv) оркали белгиласак, уни аниклаш учун куйидаги 
формулани ёзишнмиз мумкин:

I  Х(*°
х(Р  — v- ~  ёкн х [%  = j  xdv. (74. 2')

О/
Демак, (74. 2) ни бундай ёзишнмиз мумкин:

VXC =  2  
/ - 1

бундан:
Sy<%,

' « “ “ Г " .  У е= - ~ Г , * « - - f -  (74. 3J

ус ва гс ифодалар *ам юкоридаги муло^аза асосида ёзи- 
лади.

Мураккаб сирт, текис шакл ва чизиклар огирлик марка­
зини аниклаш учун шу хилдаги формулаларни чикариш 
мумкин.
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Хажмда тешиклар булса,(74. 3) нинг тешикка тегишли 
х а д и н и  м а н ф и й  ишора билан олиш керак. Текис шакллар 
учун юк°Ридаги Ф °Р мУла тубандагича ёзилади:

*,«>,, _Ss™  (74 4)
--J  С 1 Ус— F  — F * ‘ '•«с

Худди шундай формулани мураккаб чнзикдан тузилган 
шакл учун *ам чикариш мумкин. Бунннг учун F нинг ур- 
нига L куйиш керак, холос.

75- §. Баъзи бир оддий куринишдаги шаклларнииг 
огирлик марказлари

1. У ч б у р ч а к  юзининг  о г и р л и к  маркази
Учбурчак юзини полосаларга ажратиб, уларнн учбур­

чак асосига параллел килиб оламиз (165- шакл). Хар Кайси 
полосанинг огирлик 
маркази унинг уртаси- 
дадир. Бу полосалар 
отрлик марказлари- 
нинг геометрик йигин- 
днси учбурчак асоси- 
нинг медианасини 
беради. Шунинг учун 
учбурчакнинг огирлик 
маркази шу медиана- 
нннг устида ётиши ке­
рак. Худди шундай 165- шакл. 
му^окамани учбурчак-
иинг бошка томонлари медианалари устида *ам юргизиб, уч­
бурчак юзининг огирлик маркази бу медианаларнинг кесишган 
нуктасида ётншнни курсатамнз. Демак, учбурчак юзининг
огирлик маркази унинг асосидан медиананинг -i цисмида
стар экан. Медиана л <ip нинг кесишган нуцтаси учбурчак
асосидан баландликнинг -j циснида ётиши уцувчи хари-
мизга геометриядан маълум. Учбурчак юзининг огирлик 
марказини топа билганимиздан кейин ихтиёрий купбурчак 
шакллар юзининг огирлик марказини топишимиз мумкин 
Бунннг учун бундай шакллар юзини бир канча учбурчак- 
ларга ажратиб, (74. 4) формуладан фойдаланамиз.



2. Тра пе ци я  юз и ни нг огирл ик  маркази

Трапеция юзининг огирлик маркази унинг параллел то- 
монларииинг уртасини туташтирувчи MN чизик устида ёти- 
ши керак (166- шакл). Огирлик марказинииг hc баландлнгиин 
топиш учун, трапеция юзиии А ВЕ на BED  учбурчакларга

ажратиб, (74. 4) га би- 
ноан, куйидаги ифодани 
ёзамиз:

Ус = *с = ----- р----- * (а)
Р  _ bh ,, _  ah
r i — 2 > * — 2 ’

Р  _ в  +  b L ..(!> Л
. t ---2~ Л' >с -  7»

(2) 2 ,
У  С ~  3  Л -

Бу ифодаларни (а) га
куйсак:

У
°  ~\

в

/ \

М W

/ К
\ h

"  ь f l

166- шакл.

hb+2ha 
3 (а + Ь) (75. 1)

келиб чикади.

3. До й ра  се кт о р  и юзининг  ог ирлик  маркази
у укипи сектор юзининг 

симметрия укибилан йуналти- у '
рамиз (167- шакл). Шунинг 
учун, огирлик маркази шу у 
Уки устида ётади. хе = 0, ус ни 
эса (72.2) нинг иккинчи кисми- 
дан топамиз. Сектордан бир 
элементар секторча ажратиб, 
буни учбурчак деб кабул 
килсак, унинг огирлик марка­
зи координаталар бошидан  ̂г
узокликда булади. Шакл- 
дан:

167- шакл.



dF = ~  r'df, F  =  rb,
a a

J  \  r COS ? r*rf? J cos ?

Ус= ~ ----£7»----- = r '=4 b --

Бундан таш кари:

Демак:
2 r  sin a

* c ~  3a *
Бу ерда a — радиан билан улчанади. Сектор урнида ярим 

дойра булса, a = ^ булиб:

У' = ^ г = 0-424г
кийматига эга.

4. Айлана кием и нинг (ёйнинг)  о F и р л и к мар­
кази

Бу зол учун зам у укини айлана кисминннг симметрия 
уки буйича йуналтирамиз (168- шакл). Унинг огирлик мар­
кази у уки устида ётиши керак. Шунга кура, хс = 0 булиб, 
ус ни (73. 2)нннг иккинчи кисмидан топамиз. Шаклда кур- 
сатилганидек айланадан элементар ейни ажратамиз. Унинг 
узунлиги dl = rd <р булади. Бу элементар ёйнинг огирлик 
маркази:

у = г cos <р
булади.

Демак:
a

Г г*cos?d<f
___________ S'n а

Vc~  L ~  2 ra ~ Г a * (75. 3)

Ярим айлана учун a = ~  булганидан:

Ус = ~0,63г
булади.

Ж и с м  з а ж м и н и н г  о ги рли к  маркази  ни топишга 
мисол тарикасида, донравий конуснинг огирлик марказини 
топамиз (169- шакл). Албатта, конуснинг огирлик маркази



унинг Уцида ётади. Шунинг учун хс = 0, ус = О, гс ни (71. 2) 
нинг охирги ь;ксмидан топамиз. Унинг учун конуснинг асо­
сидан г узоклигида бир элементар ^ажм ажратамиз. Бу ^ажм- 
нинг катталиги:

dv = F  (г) dz
булади.

Параллел асосларн юзларининг нисбати уларнинг баланд- 
ликлари квадратларининг нисбатига пропорционалднр, шу- 
нннг учун:

f W - S V 1
Буни эътнборга олсак:

А

о
булади.

Демак, конуснинг ошрлик маркази унинг асосидан ба- 
ландлигининг ~  кием и оралигида ётар экан. Огирлик мар­
казини топишнинг iuy келтирилган мнсолларн бнлан чега- 
раланамиз. Купинча, тажрибада учрайдиган геометрик шакл- 
ларнинг огирлик марказларини топнш учун тегншли форму- 
лалар турли инженерлик справочникларида берилган.
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4 j. м асала . 170- шаклда хурсатилган профиль бир горизонтал лист, икки 
жуфт тенг Сили бурчакликдан ва бир вертикал листдан тузилгаи. 
Кирким огирлик марказининг коордииаталари топилсин. Улчамлар мм да
берилган. Бундай профиллар юзи. 
огирлик маркази коордииаталари ва I 
бошка улчамлари ГОСТ жадвалида Г 
берилган. Бизнинг масаламиздаги бур- ь
чаклнклар учун:

F, = 1511 мм'1, tc = 23,4 мм 
(№  8 учун);

Ft = 569 мм*. гс = 14,4 мм
(№ 5 учун);

Е ч и ш. Киркимда симметрия уцн 
булгани учун, огирлик маркази шу 
УК устида ётади: хс = 0. ус ни (74. 4) 
дан топамиз:

S x, = 400-10 505 = 202-10* мм3,
Sx3 = 5 Г, = 1511 476,6 = 72-10* мм»;

Sx< = 50-10-250= 125 10» мм3,
SM = S t,  = 569 14,4 = 8 10' мм*.
Булардан:

1SX, = (202 + 2-72+ 125 + 2-0,8) 10* = 473 10* мм 
Кирким юзи:

IF i  = 4000 + 2 1511 + 500Э + 2-569 = 13 160 .«.и*
Демак:

l S rlус = -р- - 360 мм.

42- масала. Радиуси R га тенг АОВ ярим айлана билан узунликлари 
бир хилда булган AD ва BD тугри чизицлар орасида чегаралаиган юза- 
нинг С огирлик маркази топилсин: OD = 3R (1/1- шакл).

Е ч и ш. Юзанинг симметрия уки булганн учун огирлик маркази шу 
OD укда ётади, яъни ус = 0. хс ни (74. 4) дан топамиз.

АОВ ярим доиранинг огирлик маркази Ct, унинг х, коордннатаси 
4 R  t.R*ОС, = х, = R — юзи S, = ~2 ~- ABD учбурчак юзининг огирлик мар­

кази С*. унинг xt коордннатаси:
2 5 1л* R +• -jj- R = -g- R, юзи S, = -у R ■ 2R Rl.

Зл +16 
ОС = хс = 2д'+~12 *  , ,9/?

булади.

Буларни (74. 4) га кУйсак:



43- масала. Томонлари 2 м булган бир жинсли ABCD квадрат плас- 
тннкадан EFGH  пластинка кеснб олинган. Тешикнинг томонлари ABCD 
томонларига параллел ва унинг *ар бир томони 0,7 м га тенг (172- шакл). 
ОК = 0\К = 0,5 м. Тешик пластинка огирлик марказининг координатала- 
рн топилсин.

Е ч и ш. (74. 4) дан фойдаланамиз. Бу юзани икки юзадан иборат деб 
караймиз. Бирннчиси ABCD квадрат, иккинчиси EFGH  квадрат, бу ман- 
фий юза. Буларнинг огирлик марказини, координаталарини ва юзларини 
топамиз.
Биринчи квадрат учун:

*i = 0; у, = 0; S, = 4 м*.

Иккинчи манфий квадрат учун:
дг* = 0,5 м\ yt = 0,5 St = 0,49 .и*.

Буларни (74. 4)га куямиз:

х*~  S , — S , ‘ см'

Ус
Демак:

yiS, — уД  
S . - S ,

хс = Ус = —  ̂СМ.

— 7 см.

76- §. Гульден теоремалари
Купинча, юза ва чизиклар огирлик марказларини топиш 

Гульден теоремалари ёрдамн билан жуда зам осонлашади.

Б и р и н ч и  т е о р е м а

Бир текисликда ётувчи эгри чизицнинг шу чизик т е ­
кислигида етувчи, лекин у билан кесишмайдиган уц ат- 
рофида айланишидан келиб чиццан шаклнинг сирти
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эгр и  ч и з и к  нинг узунлиги билан uiy эгри чизиц огирлик 
м а р к а зи н и н г  уц атрофида айланиши натижасида ^осил 
б у л г а н  а й л а н а  узунлигининг купайтмасига тенг.

Теореманн ис бо тл а ш  учун, эгри чизикдан dl к'исмни 
оламнз. 173- шаклда ажратилган dl кием чексиз кичик бул­
гани учун унинг айланишидан ^осил 
булган сиртни цилиндр дейишимиз 
мумкин; у колда бу цилиндрнинг 
сирти:

da = 2 к xdl (а)
булади.

Бунда а — сирт юзини белгилай- 
ди. АВ чизикнинг айланишидан ке- 
либ чиккан шаклнинг енртини то­
пиш учун (а) ифодадан интеграл 
оламиз:

о = |  2 *xdl = 2k J xdl.
(73. 2) га бнноан, буинтегрални 

тубандагича ёзамиз:
J  xdl = Lxc.

Бундан:
о = 2 it хСЬ

ёки

173- шакл.

(76. 1)

Хг = 2 г. L ’ (76. 2)
44- масала. Гульденнинг биринчи теоремасидан фойдалаииб, радиуси 

R га тенг булган ярим айлананинг огирлик марказини топамиз. Ярим ай­
лана уз диаметри атрофида айлаиганда, у сфера чизади. (76. 2) га муво­
фик:

лг, ~  0,63 R.

И к к и н ч и  теорема

Бирор контур билан чегараланган юзни, шу юз ёт- 
ган текисликда етувчи, лекин юз контури билан кесиш- 
майдиган уц атрофида айланиши натижасида келиб 
чиццан шаклнинг * ажми шу контур юзаси билан огир­
лик марказининг айланиши натижасида келиб чиццан 
айлана узунлигининг купайтмасига тенг.

Теоремани ис ботлаш  учун S контурдан бир чексиз 
кичик юза ажратамиз (174- шакл). Бу aF элементар юзанинг 
У Уки атрофида айланишидан чиккан хажм икки ^ажмнинг 
айнрмаенга тенг булади:
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dv = к (х -f dx)*dy — rx3dy = 2-xdxdy — 2r.xdF. (a)
r,dy (dx)2 жуда кнчик булгани учун ташлаб юбордик.

Бутун контурнинг айланишндан чиккан шакл зажмини 
топиш учун (а) ифодадан интеграл оламиз:

о = 2i:\xd F. (76 3)

(72. 2) га биноан, бу интегрални тубандагича ёзншимиз 
мумкин:

\ xdF — xcF.
F

Бундан:

ёки
v = 2 ~xcF

2 т. F '

(76. 4) 

(76. 5)

45- масала. (76.5) дан фойдаланиб, сектор юзининг огирлик маркази 
топилсин (175- шакл).

Шаклдан:
1хс = г cos т. dF = ^  t*d ;■

(76. 3) га мувофиц, анлапнш натижасида чиккан шакл *ажмн:

4Г 2 1J  3 COSf 2V = 2т. j xdF = 4 it
> о

(75. 5) га бнноан:
4-г* sin аX

г* dF ■ т. г• sin а.

2 sin л
3 г о 'с '  3-2-лг* а

Текис шаклларнинг огирлик марказинн график  усулда 
топишни куриб чнкамиз. Юзаларнинг огирлик марказини
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аркон купбурчагинн курнш йули билан аниклаш мумкин. 
Юзанинг симметрик уки булса, масала япа хам осонлашади. 
176- шаклдаги симметрия уки булган юзнинг огирлик мар- 
казини график усулда аниклаймиз. Бунинг учун, шаклнн 
учта юзга ажратамиз, чунки улар огирлик марказларининг 
холати маълум. ) а̂р кайси юзнинг кнйматннн куч тарзида 
тегишлн огирлик марказларига кУямиз. Улар: Ft = Рх\ Ft =
— Р*\ Fa = Ра булсин. Энди, бу учта параллел кучларнинг 
тенг таъсир этувчиси х°латини аркон купбурчагидан аннк* 
лаймиз. Мазкур тенг таъсир этувчининг йуналиши билан 
юзнинг симметрия уки кесишган нуктаси юзнинг огирлик 
маркази С ни аницлайди. Тегишли курнлишлар шаклда кур- 
сатилган; уларнинг кандай бажарилганннн укувчиларимиз^ 
шаклдан тушуниб олади. Юзнинг симметрия уки булмаган 
холда, аркон купбурчагинн икки марта куришга тугри ке- 
лади. Юзни огирлик маркази маълум булган бир нечта 
кисмларга ажратиб, хар кайси кием юзасини куч тарзида 
тасвирлаб, уларни тегишли огирлик марказларига куйиш 
лозим. Натижада, параллел йуналишдагн бир нечта кучни 
оламиз. Текширилаётган юзнинг огирлик маркази бу па­
раллел кучларнинг тенг таъсир этувчисинннг устида ётади. 
Биз 32- параграфда параллел кучлар уз маркази атрофида 
айлантнрнлганда, марказнинг холати узгармаслигнни кур- 
сатган эдик. Шунинг учун, кучларнннг хаммаенни 90° га 
буриб, уларнинг бу холати учун тенг таъсир этувчисини 
аниклаймиз. Бу тенг таъсир этувчи билан олдингн холат 
учун аникланган тенг таъсир этувчининг кесишган нуктаси 
юзнинг огирлик марказини беради. Бу хол учун хам 177* 
шаклда тегишли курнлишлар курсатнлган.
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77- §. Умумий муло^азалар

Ж иемнинг .чаракатн шу жисм билан маълум муноса- 
батда булган бошка жнем таъсиридан вужудга ке- 

лади. Шундай булншнга карамай, жиемнинг ^аракатини 
факат геометрик нуктаи назардан текшириш *ам мумкин. 
Харакат геометрик томондан текширнлганда, уни вужудга 
келтирувчи сабаб билан богламасдан, .^аракатнннг характе- 
ригнна текширилади. Механиканинг бу к'исми, яънн э̂ ара- 
катни факат геометрик нуктаи назардан текшнрадиган к><сми 
к и н е м а т и к а  дейилади.

Жиемнинг пакт утиши билан фазода уз колатини узлук- 
сиз равишда узгартириши м еха ник  х, а ра кат дейилади.

Харакат тушунчаси фазо, ва кт  ва  ̂а ра к ат л а н у в- 
чн жисм (объект) тушунчаларига боглик.

Фазони жисмларнинг оламда ншгол этган урни бнлан 
тасаввур киламиз. Фазони у з л у  к сиз деб караймиз.

Оламдагн ^одисаларни кузатар эканмиз, вакт тушунчасн 
келиб чикади. Вактнн *ам у з л у к с и з ,  ч е к с и з  ва фазо- 
нинг *амма нукталари учун бир хилда (абсолют) деб ка­
раймиз.

Исталган вактда жиемнинг фазодаги колатнни аниклаш 
мумкин булгандагина унинг ^аракати маълум булади. Жием­
нинг ^аракати бошка бир жиемга нисбатан белгнланадн. 
Бинобарин, ^аракат кайсн жиемга нисбатан текширилса, 
координаталар системаси шу жисм билан богланади. Бундан 
куринадики, жиемнинг тинчлик ^олати еки кинематикада 
текшириладнган механик ^аракатн бошка жиемга нисбатан 
кузатилганндан, у бу маънода нисбий тушунчадир. Бир 
жиемнинг узи ^ар хил санок системаларига нисбатан бир 
вакт ичида турли ^аракатларнн килиши мумкин. Масалан, 
*аракатдаги вагонда турган жисм вагонга бирлаштирнлган 
санок снстемасига нисбатан кУзгалмас булиб, ерга бирикти- 
рнлган санок системасига нисбатан бу жисм вагон билан 
бир хилда ^аракат килади.



17tt КИНЕМАТИКА

Классик механикада материал жисмнинг харакатн куза- 
тилаётган фазога уч улчамли деб каралнб, харакат улчамнга 
оид барча мулохазалар уч улчамли геометрия асосида юр- 
гизилади.

Вакт хеч кандай санок системасига богланмасдан, хар 
цандай система учун бир хилда ва харакатнинг нисбийли- 
гидан катъи назар деб каралади; шунинг учун, хсч нарсага 
боглнк булмаган узгарувчн булиб, харакатнинг аргументи 
дойилиб, t билан белгиланади. Вакт улчовн учун техникада 
соат ёки минут, механикада асосан секунд кабул килинган.

Кинематика назарий механиканинг мустакил кисш| тар­
зида XIX асрнннг биринчи ярмиларидан бошлаб расмийлашди. 
Бу техииканинг ривожланиши ва мураккаб машиналар- 
нинг барпо этилиши билан богликдир. Янги машиналар яра- 
тиш ва улар механнзмлари харакатининг геометрик хосса- 
ларини текшириш механика олдига катта вазифалар куйди. 
Бу эса кинематиканинг ривожланишига катта йул очди.

Каттнк жисмнинг харакатини кузатар эканмиз, унинг 
турли нукталарининг турлича харакатланишини курамиз. 
Масалан, рельсдаги вагон гилдирагининг харакатини олсак, 
унинг маркази тугри чизикли харакат килса, кегайида олин­
ган нукта эгрн чизикли харакат кнлади. Бу нукталарнинг 
бир вакт ичида утган йулн хар хил булади. Шунинг учун, 
жисм харакатини урганиш унинг бирор нуктасининг хара­
катини урганишдан бошланади, яъни нукта кинематикасн- 
дан бошланади.
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Кннематикани материал нукта заракатини текширишдан 
бошлаймиз. Сунгра, чиккан натижаларни материал нукталар 
системаси ва каттик жисм заракатинн текшириш учун тат­
бик кмламиз.

78-§. Материал нуцтанинг тугри чизицли .\аракати
Материал нукта узининг фазодагн заракати натижасида 

тугри чизикли йулни утса, бундай заракат т у гр и  чнзик* 
л и харакат дейилади.

Харакатдаги нуктанинг Q М ^
фазода колдирган изн, яъни у  1 о ■ 1,1

боши десак, бнрорМ нукта
заракатланмасдан олдин О да йки О дан маълум узокликда 
булади (178- шакл).

Бирор t вакт утгандан сунг нуктанинг золатнни аниклаш 
учун бу вакт бнлан нуктанинг л- масофаси (координатаси) 
орасндаги муносабат маълум булиши керак. Бу муносабатни 
аналитик равишда куйидагича ифодалаш мумкин:

Бу тенглама * ара кат  т е н г л а м а с и  бки з ара кат 
кону  и и дейилади. Нуктанинг ^аракат тенгламаси берилган 
булса. истаган вакт учун фазода унннг \олатини /аниклаш 
мумкин. Мисол учун, заракат тенгламасинн куйидагича
оламиз:

Харакат бошланмасдан олдин, яъни t — О бу л ганда нук­
та, .\аракат зисобланган система бошидан л' = 2 глоралим *
12 М. Vpo îoci

унинг фазода чизган чизиги 
т р а е кт о р и я  дейилади.

О нуктанн координаталар

х

178- шакл.

*= /(')• (78. 1)

V .



булади. Демак, нукта координаталар бош план 2 см узоц- 
ликдан бошлаб .\аракатланар экан. t 1 сек булса, а- = 7 см. 
Юкоридагн тенгламадан фойдаланнб, нуктанинг х укидагн 
золатинн нстаган вакт учун- аниклаш мумкин.

Харакат конунн турлн куринишда берилиши мумкин: 
1) аналитик куриннш (тенглама ёрдами бнлан), 2) график

куриниш (нуктанинг х масофаси 
бнлан t вакт орасидаги муносабат 
график воситаси билан) (179- шакл) 
ва, ни.\оят, 3) нуктанинг вакт утиши 
бнлан босган йули жадвал оркали 
берилиши .yiM мумкин. Масалан, 
поезд .\аракатининг жадвали.

Харакат конунинннг энг кулай
курнниши унинг аналитик ифо- 

179- шакл. дасидир. Назарий механикада \а-
ракатнн аналитик усул билан ур- 

ганишга катта а^амиит бернладн. Харакат конунини аналитик 
равишда нфодалаш мумкии булмаган .\олларда на за- 
ракат тенгламалари жуда мураккаб булганда график усул- 
дан фойдаланиш кулайднр. Масалан. механизмлар назарня* 
снда харакат, асосан, график усулда Текширилади.

79-§. Тугри чизикли ,\аракатдаги нуктанинг тезлиги 
ва тезланиши

Харакатни текширишда йулнинг узгаришн (координата- 
нинг усишн ёкн камайиши) катта а.\амиятга эта. Материал 
нуктанинг t вактда юрган 
йули х , At вакт утгандан О 
кейннгн йули х + Дл бул- 
син (180- шакл).

Ах нинг At га ннсбати:
* Ах 

A t (79. 1)

.  Г -
----0

1
Х + й Т

180- шакл

нуктанинг у рта ч а те зл иг и  дейилади. Уртача тезлнк уму- 
ман Д/ га богликдир. At нинг узгаришн бнлан уртача тез- 
лик зам узгарадн. At ни нулга ннтнлтириб, уртача тезлнк 
ифодаси (79. 1) дан лимит олсак, берилган пайтдаги закикий 
тезликнн топамиз, яънн:

Дд: Лх



ёкн
0 = £ .  (79.2)

Шундай килиб, нукта йулининг вакт бирлигида узгарн- 
шн унинг те зл иг и  дейилади. )

Демак, тезлик, нуцтаничг юрга.ч йулидач вацтга нис- * 
б ати н  олинган биринчи jfосиласига пТенг булар экан. Йул * vJ 
х см да улчанса, тезлик
v см/сек да улчаниши (79. 2) 0 мц.ц) ^
n o u  I / О п и и м Г »  T v n u ^ l t l  -  ^ - 1  I . ■> I м  Q 1 *  ■ ^
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JC+AX

дан куриниб турибди.
Умуман, тезлик .\ам t 

вактнинг узлуксиз функ- 
цняси булади. .„.

Фараз к»лайлик, мате­
риал нукта t вактда М да

-х

ч
булиб, тезлиги v булсин (181 -шакл). M  вакт утгандан ке- ^  
йин, у Мх да булиб тезлиги vx булсин. At ичкда тезлнкнинг
узгариши:

<
&V =  Vx — V

булади. Тезликнинг вакт бирлигидаги уртача узгарншини 
топамиз. Бунннг учун нинг At га ннсбатинн оламиз:

w*= T f (79. 3)
Бу ифода ур т а ч а  те з л ан нш  дейилади. .\акикий т̂ з- 

ланишни топиш учун (79. 3) да Дt ни нулга интнлтнриб, ли­
мит оламиз:

ёки
w = f t. (79.4)

v нинг кийматини (79. 2) дан кеАтириб кУйсак, тезланиш- 
нн йул оркали ифодалаган буламнз:

»  = %  (79. 5)
Шундай кхлиб, нуцта тезлигининг ва/у/п бирлигида уз­

гариши унинг тезланиши дейилади.
Демак, тугри чизицли -Vаракатдаги нуцтанинг тезла­

ниши тезликнинг вацтгл нисбатан биринчи осиласига ёки 
масоф 1нинг иккинчи .Vосиласига тенг булар экан.

t/UCttxxfiiA (/и  Л Селл ерб’С'Ь’Ъо
^Сг>с>.
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Харакат тезланувчи булса, w > 0, сусаювчи булса, w <  О 
булади. Тезланишнинг см/сек* билан улчаниши (79. 4) дан 
куриниб турибди.

Нуктанинг тезланиши узгармас булса, нукта донмнй тез- 
ланиш бнлан еки бир текис узгарувчан заракат киляпти 
дейилади.

Доимий тезланиш билан заракатланувчи нуктанинг зара- 
кат тенгламасини топамиз. Нукта тезланишли заракат килиб, 
унннг тезланиши а булсин. У золда (79. 4) дан:

буладн. Бундан v ни аниклаймиз:

Бошлангич пайтда, яъни t — 0 булганда v = v0 булса, = t»0 
булади. Демак:

Бу формулани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

тенг узгарувчн заракатда тезланиш маълум вакт ичида тез- 
лик узгаришининг шу вактга нисбатига тенг булар экан. 
(79. 2) га мувофик:

с, ни бошлангич шартдан топамиз. t = 0 булганда х = О 
булса, с, = 0 булади. Демак, заракат тенгламаси куйидагича 
ёзилади:

Бу формулани яна бошкача куринишда Сзншимиз мумкин:

v = $adt + сх = at -f cv

v = v0 + at. (79. 6)

Бундан:

dx . .
v = d i = v o + a t-

X -  «V + Y  +

(79. 7)

x = -j(2v0 + ct).
(79. б) кузда тутилса:
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Жисм юкорндан бошлангич тезликсиз тушса, v0 = 0 бу­
либ, унинг харакат тенгламаси ва тезлиги (79. 6) ва (79. 7) дан 
Куйндагича ёзилади:

v = gt- х = (79. 9)

Булардан вактни чикарнб, тезлнкни куйидагнча ифодалай-
миз: ___

v = V2 xg. (79. 10)

80- §. Гармоник ^аракат
Тугри чизикли харакат учун мисол тарикасида, техника 

масалаларида катта ахамиятга эга булган гармоник *ара- 
катии текширамиз.

Бирор М нукта:
JC = flsinW (80. 1)

тенгламаси бнлан харакат кнлса, бундай харакат оддий гар­
моник харакат дейилади. х ни О нуктадан хисоблаймиз 
(182- шакл).

— l< s in w *< l __8__________ 0____ М---
булгани учун х нинг кий- 
мати —а бнлан а орасида 
у зга ради, яъни:

— a < JC < < 7 . 182- шакл.

Шунга кура, М нукта тебранма харакат килади. М нукта­
нинг мувозанат холатн О дан энг катта огишига тегишли А 
ну ктагача булган а оралик тебраннш а м п л и т у д  ас и 
дейилади. АВ = 2а оралик эса кулоч деб аталади.

М нукта О дан А га келиб, нна О оркали В га кайтади. 
Сунгра, яна харакат бошланган жойн О га келади. Нукта­
нинг ана шу бир бориб келиши уцинг ту л а т е б р а н и ш и  
дейилади. Тула тебраниш булгандан кейин, яна бу харакат 
такрорлана бошлайди. Тула тебраниш учун кетган Т вакт 
тебран нш да ври дейилади. Т даврнинг кийматини:

sta»(7' + Q-sin(«rf + 2K) (80. 2)

тенгламадан топамиз.
Т давр утганда, х нинг киймати узгармаслиги керак. 

Шунинг учун, (80. 2) дан:
шГ= 2-
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булади. Бундан:

Т = ?•  (80. 3)
Даврнинг тескарн киймати:

IV =  -ir = =- (S0. 4)Т ~  2г.

те б рани ш т ак р ор л нг н  дейилади.
v— бир секунддаги тебраннш сони, <•> — доиравнй так- 

рорлик, «>/ — тебраниш 
фазаси.

(80. 3) дан Г  давр ,\а- 
ракатнинг бошлангич 
шарти га боглик эм ас 
эканлигини курамиз.

(79. 2) ва (79. 4) дан 
фойдаланиб, гармоник 
заракат килувчи М нук­
танинг тезлиги ва тезла- 
нишини топамиз:

dx .
V — -г- —  flu> COStur, dt

« — — — d t~
= — fli»2sin <»/. (80. 5)

Бундан куринадики, 
тезлик ва тезланиш дав- 
рий узгариб, узгариш 
оралиги (интервали) т з- 
лик учун:

— а«) С с»*

183- шакл.

булади. Тезликнинг энг 
катта киймати О нуктада 
булиб, А ва В нукталар- 
да нулга тенгдир. Тезла­
ниш эса:

— ж»* w ̂  и I»2
оралншда узгаради. Унннг энг катта киймати А ва В да 
булиб, тебраниш маркази Ода нулга айланади. 183- шаклда 
масофа, тезлик ва тезланиш графиклари келтирилган.
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Энди тезлнк ва тезланишнн х масофа оркали ифодалай- 
мнз. Бунннг учун  масофа, тезлик ва тезланиш ифодаларини
куйндагича ёзамиз:

х = a sin <ot,
v =* а») cos о>t,

W — — rtm’sin I»t.

Буларда: = sin <»/, ~o = cos «>(.
Буларни квадратга оширнб, сунгра кУшамиз:

я» —  = 1 а* о.» •
Бундан:

Тезланнш:
= ± V ia* -  *>*•

W  =  —  ш X
булади.
Демак, тезланнш камма вакт О марказга караб йуналнб, 
х масофага пропорционал булар экан.

Тезлнк билан масофа 
орасидаги богланишни 
тасвнрловчи график эл­
липс, тезланишннки эса 
тугри чизик кесмасидир 
(184- шакл).

46- масала. Горнзонтал 
У'ККа бнриктирилган АВ рама 
ОС кривошип воситаси билан 
харакатланади. Кривошип О 
атрофида айланганда, бурчак 
у = <ot конуни бнлан узгаради.
Кривошипнинг узунлиги а га 
тенг. Раманинг харакат тенгла- 
масн топилснн (185- шакл).

Е  чи ш. Рама О нукта олдида тебранма харакат киладн. Раманинг 
Хамма нукталарининг харакати бир хнлда булгани учун унинг уртасидаги 
бирор. М нукта харакатини топамиз. М нуктанинг холати кузгалмас О 
нуктадан дг масофа бнлан белгиланади:

ОМ = х.

Д  ОМС дан х — a cosy ни топамиз. Буига ? = <»/ ни куйсак:
х = a costut

келиб чикали.
Демак, М нукта, яънн рама гармоник харакат килар экан, унинг

2г.
амплитудаси кривошипнинг узунлиги I а га, даври эса —  га тенг.
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Раманинг тезлиги ва тезланишн осонлик билан топилади; улар:
dx <1г.к

v — "di — — <*<•> *1п “ Л « ’ ~Jji = — ew*cos wt-
47-масала. Буг машина механизмнинг 0.4 = а кривошипи (186-шакл) 

доимий бурчак тезлиги билан айланади. М ползун (сирпангич) нинг тезлиги 
на тезланнши топилсин.

Е ч и ш. М нуктанинг чап тоыонидаги энг кейинги долати М0 булсин, 
Л10Л1 ни х десак:

Бу ерда t — масофа х ни утиш учун зарур булган вацт, Д  МАО дан:
булади.

АОМ = ^  АМО у = ч><

2а — х = 2а cos <ot.

в
185- шакл. 186- шакл.

бундан:
х - 2а (1 — cos <**/)

келнб чикали.
Энди, о ва w ни топиш кнйин эмас; улар:

2a<«5 cos <■>/,
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81- §. Материал нуцтанинг эгри чизикли \аракати

Бнрор М нуктанинг траекторнясн эгри чизик булса, унинг 
заракати эгри ч и з и к л и  заракат дейилади (187- шакл).

Исталган вакт учун нуктанинг траекториядаги золатнни 
аниклаймиз. Бунинг учун траекторияда бнрор О нуктанн 
олнб, уни зисоблаш боши деб кабул кнламнз. У золда траек- 
торнядагн Л/0, М х, М-,... нукталар 
s0, Sj,... ёйлар билан аникланадн.

Нуктанинг утган s йулн билан 
/ вакт орасидагн муносабат берил- 
гаи булса, унннг траекториядаги 
золатнни исталган вакт учун аник­
лаш мумкин. Бу муносабат умумий 
куринишда куйидагича ёзилади:

s = s(t). (81. 1)
Б у  тенглама нуктанинг траектория 187- шакл.
буйнча заракат тенгламаси ёки
заракат конуни дейилади. Нуктанинг золатнни шу йул 
билан аниклаш табипй усул дейилади. Бунда s вактнинг 
функцияси .замда бир кийматли булиб, бу функциядан вакт 
буйнча икки марта зосила олиш мумкин. Умуман нуктанинг 
золатн биргина г радиус-вектор билан аникланиши маълум. 
Бу золда нукта зарзкати тенгламасининг вектор нфодаси:

7 = 7 (0  (81. 2)
куринишда ёзилади. Бу тенгламанинг унт томонн t вакт 
скаляр аргументнинг вектор функциясиднр. Харакат тенгла- 
масини аналитик равишда нфодаламокчн булсак, г радиус- 
векторнинг урнига унинг бирор координаталар системасидагн 
про кпиялариии олиш мумкин. Механикада купинча Декарт 
координаталар системаси кУлланилади. Харакатни Декарт
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:t

координаталар системасига ннсбатан текширмоцчи булсак, 
координаталар бошнни радиус-векторнинг бошига жойлашти- 
рамиз (188* шакл). Нуктанинг харакатини аниклаш учун ис- 
талган вактда унинг координаталарини белгилашнмиз керак, 
яъни харакат тенгламаларн нуктанинг коордииаталари оркали

берилган булиши лозим:
х = A t), у = у(0, 
г — г(0- (81.3)

Бу тенгламаларнинг хар 
бири нуктанинг координата­
лар укидаги ироекциясининг 
Харакат конунинн бера- 
ди. (81. 3) тенгламалар ха­
ракат конунинн нфодалаш 
билан баравар, нукта траек- 
торнясннинг параметрик 
тенгламаларн хамднр. Бу 
ерда t вакт параметр урни- 

даднр. Траекторнянинг х, у ,г  бнлан богланган траектория 
тенгламасинн топиш учун параметр булмиш t вактни (81. 3) 
дан чнкариб ташлаш керак. Харакат текисликда булса, 
траектория текис эгри чизик булади. (л, у) текисликни ха­
ракат текислнгида олсак, (81. 3) тенгламаларнинг учинчисн 
йуколнб харакат тенгламаси куйидагича ёзилади:

х = x(t), у = y(t). (81.1)
(81. 3) харакат тенгламаларидан фойдаланиб, нуктанинг маъ­
лум вакт ичида утган йулиии топишимнз мумкин. Чекснз 
кнчик вакт ичида нуктанинг утган йули элементар ёйга тенг, 
шунга кура:

ds К(</х)‘ + (</у)г + ((/г)2 
булади. (81. 3) дан dx,dy, dz кийматларини келтириб кУямиз:

ds = У х 2 + у* + г* dt. (81.5)
Бу ерда х , у, г — тегишли координаталарнинг вактга ннс­
батан хосилалари, t — t0 вакт ичида утилган йулни топиш 
учун ds ни ннтеграллаймнз:

I
' = х2 у1 + z* dt. (81. 6)

Амалий масалаларни ечишда бу формуладан фойдаланнш 
осон булмаганидан йулнн ва масофани хисоблаш учун хар
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Хаки катан хам, скаляр аргумент / узгариши билан вектор 
функциянинг йуналиши ва катталиги бирданига узгаради. 
Вектор функциянннг абсолют кнйматидан олинган хосила, 
умумий хосиласнйинг бир кнсмидир. Масалан, вектор функ­
ция хамма вакт бир текисликда булиб, катталиги узгармаса, 
|7| = const булса, годограф г радиусли айлана булади. Аммо 
вектор йуналишинннг узгари­
ши туфайли, у векторнинг хо- 
силаси айланага уринма булиб, 
айлана радиусига тик булади 
(191- шакл). Холбукн, бу хол­
ла векторнинг абсолют катта- 
лиги узгармас сон булиши 
туфайли, унинг хосиласи нул­
га тенгдир. Вектор функцияни 
скаляр аргумент буйича диф- 
ференцналлашда, скаляр функ- 
цияларни дифференциаллаш 
учун чикарилган коидалар 1 9 1 - шакл.
тамоман сакланади. Масалан,
вектор йнгиндиларннннг хосиласи вектор хосилаларининг 
йигиндисига тенг булади:

Г = | Л '  i  = (82. 2).„
Шунннгдек, векторнинг скалярга кунайтмасининг хосиласи 
Хам худди оддий анализдагндек бажарилади, яънн:

я М ' г 7 + , г -  <82- 3>
Энди, йуналиши узгармайднган векторларнинг скаляр 

аргументга нисбатан хосиласини текширамиз. Бунннг учун, 
вектор функцияни унинг вектор бнрлнгн оркали ифодалай- 
миз:

г = г • г °.
г° векторнинг йуналиши узгармаса, = 0 булади. У 
Холда (82. 3) куйидагича ёзнлади:

(82.4)

% > 0  булса, яънн скаляр аргумент t усншн билан г 

хам усса, г ° нинг ~  га купайтмаси мусбат булиб, ^  хосила-
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си г° йуналншнда булади. ^ < 0  булса, унинг г° га купайт-

масн манфнй булиб, ^  зоснласн г° га тескарн йуналади.
Векторларнннг скаляр ва вектор купайтмаларининг 30- 

снласи тамоман оддий функция купайтмаларининг зоснла- 
сини олнш учун чикарилган кондага мувофнк олинади:

а  С И М < 82-5>
|1 “ 6"1 = (1 г] + [51- <82-6>

Энди, вектор функцнянинг зоснласини йуналиши узгар- 
майдиган координата укларидаги нроекцняларн оркали 
ифодалаймиз. Координата укларн ох, оу, ог буйнча век­
тор бнрлнкларн /, у, k булсин. У золда:

7(0 = rx(t)l + гу(/)7+ г.(0 *
буладн. Бу тенгликнннг иккала томонндан < га нисбатан 
зосила оламиз:

1  = 37 М  + д - М  + £<гД).
/, У, /г узгармас вектор булганндан (82. 4) га мувофик:

1 )= % {Ь 7Г (г>7) = $7; £  (гЛ = $  г.
Шунинг учун:

<82- 7>
Бу формула /, у, /г олдидаги ~  коэффицнентлар
dr «векторининг тегишли координата укларидаги проекцня-
ларига тенглигини курсатади, яъни:

(#),=£; Щ -Ф ©.-*• №8>
Демак, вектор функция \осиласининг узгармас уцдаги 

проекцияси вектор функциянинг шу уцОаги проекциясиничг 
^осиласига тенг булар экан. Агар координата укларн 
скаляр аргумент узгариши билан уз йуналишини узгартса, 
вектор бнрлнкларн /, у, k узгарувчн булиб (йуналиш жнзат- 
дан), бу хулоса тугри булмайди.'
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83-§ Эгри чизикли харакатдаги материал нуцтанинг 
тезлиги

Фараз килайлик, бирор t вактда М нуктанннг холати г 
радиус-вектор бнлан аниклансин. t + At вактда нукта М, да 
булиб. унинг раднус-вектори:

7 -  7(t + At)
булсин (192- шакл). У холда М нуктанинг At вактдагн ку-

йуналган вектор эканлнги
шаклдан куриннб турибди. Хакнкнй тезлнкнн топиш учун. 
At ни нулга ннтилтириб, уртача тезлик ифодасидан лимит 
оламиз:

булади. Демак, эгри чизицли \аракатдаги материал нуц- 
таничг тезлиги уничг jfолатини аницловчи радиус-вектор- 
нинг вактга нисбатан олинган \осиласига тенг булар экан. 
Тезликнинг йуналишини топамиз. 192- шаклда курсатнлган 
М нуктанинг At вактда утган элементар йули:

Нуктанннг уртача тезлиги- 
ни топиш учун, радиус-вектор- 
нинг А г  орттирмасинн At га
буламнз:

чиши:

булади.
ММХ = г (t+  At) — r(t)

(83. 1)
/

X

Бу уртача тезлик ватар буйлаб 192- шакл.

ёки
(83. 2)



Бу ыфоданинг лимнтинн оламиз:

v=  lim (-Х7 * -^) = lim — ■•lim ^А.

Бунннг унг томонидаги лимитларни ало^ида текширамиз:
A.v ds lim - r - t  =  -г. — V. м *> Д* dt

dr = ds булганидан, v тезликнинг модулидир.
Энди:

VmT s = d£ = F - <83- 4>
Лимитда dr нинг модули ds га тенглашиб, траекторняга 
М нуктадан утказилган уринма бнлан йуналади. Шунга бн­
ноан, г° урннманннг бирлик вектори булади. Бинобарин, 
тезлнк векторннн бундай ифодалаш мумкин:

v — vr°. (83.5)
Бундан курамизки, эгри чизик ли \аракатдаги материал 

нуктанинг тезлиги унинг траекторичсига уринма булиб 
йуналар экан.

84- §. Эгри чизицли ^аракатдаги материал нуктанинг 
тезланиши

Фараз киллйлик, материал нукта t вактда М  да булиб, 
унинг тезлиги v булсин. t + Д/ вак* утгандан сунг нукта

M t га келиб, у, тезликка эга 
булсин (193- шакл). Тезликнинг 
Д/ вактдагн узгарншннн тоиа- 
мнз. Бунннг учун у, ни М га 
кучирамиз. У золда тезлик- 
нинг узгаришн:

До = о ,- о

булади. Бунннг уртача тезла­
ниши бундай ёзиладн:

AlT
дТ193- шакл. ® ’* — д. . (84. 1)



Хакикий тезланншни топиш учун, уртача тезланншнинг 
лимитини оламиз: _

— At» dvtc1 = пт -т-т = -rr л/н-о Д' dt
еки

— dv7£' = -dt ‘ (84. 2)
Тезлик векторииннг пацт бнрлигидаги узгарипш тезла- 

пиш деб аталади. (84.2) га тезликнинг кийматиии (83.2) дан 
келтириб кУйсак, тезланншни ра­
диус-вектор оркалн д̂ фодалаган бу- 
ламиз:

w jL  (* l\  = 
dt \ dt) dt*' (84.3)

194- шакл.

Демак, тезланиш вектори тез­
лик векторининг вщ тга нисбатан 
биринчи jfосиласига ёки радиус-век- 
торнинг вацтгч нисбатан иккинчи 
jfосиласига тенг.

Эгри чизикда олинган бир-би­
рига чексиз якин учта нуктадан 
утувчи ёки уриима билан уриниш 
нуктасига чексиз якин нукта оркалн 
утувчи текислик уриима  теки  с- 
лик  дейилади. Тезланиш вектори-
нинг урнима.текнсликда ётиши унинг ---*_
таърнфидан куриннб турибдн (193- шакл). До тезлик орттнр- 
маси траекториянинг ботик томонига караб йуиалгани учун, 
тезланиш вектори зам шу томонга караб йуналади (194- 
ш а кл).

85- §. Тезлик векторининг Декарт координата 
укларидагн проекциялари

г раднус-векторнн координата укларидагн проекциялари
оркалн ёзиш мумкин:

г = xi + у/' + zk. (85. 1)
Бунда i, j ,  k координата уклари буйлаб йуналган бирлик 
векторларднр. Тезлик векторининг координата укларидагн 
проекциялари vx, vy, v: булсин. У .̂ олда v ни куйидагича
езиш мумкин:

13 М. УропбОев
V =  Vxi  -г V yJ +  Vzk  . (85. 2)



(85.1) ва (85.2) нфодаларни (83.2) га куямнз:
vxi + Vy j + Vxk  = {xi + уJ  + гк) = ^ ^ + ^ 7 +  j t k.

Бу ифода айннят булганн учун, бирлик векторлар олдидаги 
коэффицнентлар тегншлнча бир-бирига тенг булиши керак. 
Шунга кура:

dx • dy
vx ~ d i ~ X' Vy ~ di ~ У' (85. 3>

Демак, тезлик векторининг координаталар уцидаги проек- 
цияси .\аракатдаги нуктанинг тегишли координатасидан 
вацтга нисбатан олинган jfосиласига тенг булар экан.

Векторнинг проекцияларн маълум булса, унинг модули 
ва йуналишини топиш мумкин. У проекцияларга курилган 
параллелепнпеднннг днагоналига тенгднр. Шунга кура:

о = W  + V  + vz\ (85. 4)
Тезлик векторининг йуналтирувчи косннусларн учун куйи­
даги формулаларни бза оламиз:

cos (у, х) = Ц = .
V х* + у* +

cos (у, у) = -- = --=» У #  + у*+ *

Г ^  \ VZ гcos (у, г) = -  -  ---
\ Х* +  у ‘  +  г*

(85. 5)

Харакат текисликда булса, х, у текисликни заракат текнс- 
лигнда олнб, (85.3) ва (85.5) ни:

dx и
v* = d t= x
г, —*L  — й

dt = У
v = / v x2 + Vy*, 

cos (у, x) =
V X* + y*

cos (o, y)
V jfl + y*

куринишнда ёзамиз (195- шакл).

(85. 6) 

(85. 7)

(85. 8)
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умумий золда v тезлнк векторн скаляр аргумент булган 
t вактнннг функцнясндир, яънн:

v = v{t).
Тезлнк векторнинг бошн учун бирор О нуктани олсак, 

вакт утиши билан унинг учи фазода маълум чизик чизя-

/
196- шакл.

ди. Бу чизик тезлнк векторинннг годограф и дейилади. 
Координаталар бошини тезлнк векторинннг бошида олсак 
(196- шакл), годографнинг па ра метрн к тенгламаларн КУ* 
йндагича булади:

JC = vx(t), У = уу (0. z = vz(t).
Координата уклари учун х, у, г кабул килниади. Тез- 

лик годосрафининг теигламасини топнш учун бу параметрик 
тенгламалардан вакт t ни чикариб ташлаш керак. Тезлнк 
годографини график усулда 
.\ам курнш мумкин. Бунннг 
учун нуктанинг бир-бирига 
якин бир канча золатларидаги 
тезликларинн аннклаб, бир 
нуктага (кутбга) уз йуналиши- 
да кучирилган бу тезликлар 
учларнни туташтнриш бнлан 
годограф графнгини оламиз.
Тезликнинг модули доимнй 
булса, годограф v радиусли 
сфера устидаги эгри чнзик- 
дан нборат булади. Модули 
узгармас тезлик вектори доимо бирор текисликка парал­
лел булса, годограф айлана булади.
13*
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Тезлик маълум текисликда булиб, унинг шу текисликда 
ётувчи бирор укдаги проекцияси домма вакт узгармас сон 
булса (197- шакл), годограф шу укка тик ва тезлик бошидан 
vx узокликдаги вертикал чизик булади.

86-§. Тезланиш векторининг Декарт координата 
Уцларидаги проекциялари

Тезланиш векторининг координата Укларшдаги проекция- 
лари к'х, и'у, wx булсин. гг1 тезланиш ва стезликии уз про­
екциялари оркали ифодалаймиз:

Бу ифода анният булганн учун, /, у, к бирлик векторлар- 
нинг олдндаги коэффнциентлар тегишлича бир-бирига тенг 
булиши керак. Шунга кура:

Бу формулаларга ох, vy, vz нинг цийматларини (84.3) дан 
келтириб кУйсак, тезланиш проекцияларини координаталар 
оркали нфодалаган буламиз: „

Демак, тезланиш векторининг координата уцидаги проек­
цияси тезлик векторининг тегишлича координаталар уци- 
даги проекциясининг вацтга нисбатан биринчи $осиласига 
ёки ^арака/планувчи нуцта координатасининг иккинчи 
jfосиласига тенг булар экан.

w — wxi + Wyf f  w2k, 
v =  v j~ \ -  V y j -f vzk.

Буларни (84.2) га цуямиз:

(86. 2)
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Тезланишнинг модули на унинг йуналтирувчн косинус- 
лари куйидагича бзнлади:

1C' Vw xX + да * ; U'/,
v Wr Xcos (W iX ) = - J  = — =====,

V  хг -т у* + г-

(86 . 3 )

cos(w,у )~  ~~ = ■ ■у„W |/ д! .. yj +г» (86. 4)

cos

87- §. Тезлик ва тезланнш векторларининг ихтиёрий 
уцдаги проекцнялари

Тезликнинг бирор ихтиёрий укдаги проекциясини оламнз. 
У ук / йуналишида булсин. Координаталар бошидан / га 
параллел килиб, ОЬ чизикни 
утказамиз (198* шакл). J5y ук- 
нинг бирлик векторн 1° бул­
син. Тезликнинг I дагн про­
екциясини топиш учун, уни 
координата Укларидаги про­
екцнялари оркали ёзамиз:

г' — vxi + Vyj + v.k. (87.1)
Бу ифоданн Г  га скаляр ра- 
вишда купайтирсак:

( v Г°) = vx (IF ) + vy(J  Т) + v,(k Г) 
келиб чикади.

(87. 2)

Векторлар скаляр купайтмасининг таърифига кура:

(v Г ) = v cos(v, I) 
ва унинг проекцнялари:

vx ( Т Г )  = vx cos CCxh 
vy (JT °)  — vycos (/Ту)»

булади. с o>CG)
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Бунн эътиборга олнб, (87.2) ни бундай ёзамиз: 
v cos ( v, /) = vx cos ( /, х) -f vy cos ( /, у) +

-b v. cos (/, г). (87.3)
Юкорндаги мулозаза асосида, тезланишнинг зам ихтиёрнй 
Т Укдаги проекцияснни топамиз:

✓Ч /Ч /Ч
w cos (w, /) = да* cos (/, л) + wy cos (/, у) +

+ W;COs(l, г). (87-4)

48- масала. Материал нуктанинг заракат тснгламллари куйидагича бе­
рилган:

х = a cos <■>/, у = a sin ш/.

Харакат траекторняси, тезлик ва тезланиш топилиб, • тезлик годогра-
фи курилснн.

Е ч и ш . Траекторняни топиш 
учун, *аракат тенгламаларидан 
вактнн чикариб ташлаймиз; бу- 
нинг учун ларакат тенгламаларини 
квадратга ошириб, с^нгра кУша­
миз:

х* + у» = а*.
Демак, траектория а радиуслн 
айлана булар экан (199- шакл). 
Тезлик ва тезланишнинг проекцня- 
ларини топамиз:

ох =  х = — а ш sin tat, 
wx = х = — а ы* cos b>t,

У'

1 0

-  \ м
/  и\ \

у ч » х ! 1 X

vy = у = а и cos <■>/,
I —a 10*sin eof.

199- шакл.

v 
w

'у-У
Тезлик ва тезланишнинг кат- 

таликлари, (85.4) ва (86.3) га би- 
ноан, куй^агнча ёзилади:

/о,* -f оу* 
/  й

аш = const.
= а<•>* =» const.

Тезликнинг йуналиши йуналтирувчи косинуслар:

cos (о. у) = ^ COS о>t

билан аникланади. Демак, тезлик айлана радиуси ОМ га тик йуналар 
экан.
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Тезланишнинг йуналтирувчи косинуслари:
/ч ••_ X

COS ( W.X) = “  = — cos <»t.

cos ( w, y) = — = — sin o>t
«улади.

Бу формулалардан тезланиш векторининг айлана радиуси буйлаб мар- 
казга томон йуналганлигини курамиз.

Тезлик узгармас булса дам, даракат эгрн чизикли булгани учун, тез- 
ланнш мавжуддир.

Голографии топиш учун, тезлик проекциясидан вактни чикариб таш- 
лаймиз:

vx% +  Оу* = а*ш*.
Демак, годограф, радиуси аш га тенг айлана булар экан (200- шакл).
49- масала. Нуктанинг даракат тенгламаларн:

X = V0t COS а,
y  =  C * / S l n a - 8 { _ (а)

куринишда берилган, а ва Vo—маълум узгармас микдорлар. Харакат траек-
торияси ва тезланиши топилсин.

Е ч и ш. Олдин нукта траекториясинн топамиз: бунинг учун даракат 
тенгламаларидан t вактни чикариб ташлаймиз. (а) нинг биринчи кисмидан 
t ни топамиз:

* _  х
V0 COS я

У ни иккинчи кием га куямнз:

у = xtg а _ К*'
2d* СОЛ* а

Бу — координаталар бошидан утувчи ярим парабола тенгламасидир 
(201- шакл). Тезлик проекцияларини топамиз:проекцияларини

ох = oleosa, 
оу = оа sin а — gt.
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Тезликнинг х укидаш нроекцияси узгармас, у 5'Кидаги проекцияси 
аса узгарувчи сондир. ру олдин мусбат.’бнр канча вакт утгандан кейнн 
нулга анланиб, сунгра манфнй булади. vy нинг нулга айланган вактннн 
топамиз.

v0 sin i — gti 
I  _  V„ Sin et

0,

Бу вактда нукта энг баландлнкка кутарнладн. Уни уп 
кннчн кисмидан топамиз:

деб, (а) нинг нк-

Угаах
l>„Sln* 1

тезликнинг модули:

V - | /  v'x -Г- tr  =- ] /  l%  — 2vogtslna + g*0
ёкн

0 = У  l'o~ -zy
булади. Тезланнш проекцнялари:

wx = 0,
— е-

Бундан:
И' Y  + V2V .г у

50- масала. АВ кесмаиииг учларн узаро тик чизнклар устида силжнй- 
дн. Унинг бирор М  иуктаеннинг *аракатн текшнриленн (202- шакл). АВ

кесмаиииг даракатнда ?бурчак вакт* 
га нропорционал узгаради:

<р = ш/.
Е ч и щ. АВ чизицда олинган би­

рор М  нуктанинг координаталарини 
топамиз. Шаклда!;:

х — a cos wt, 
у — Ь Sin ш/

булади.
Булардан траектория тенглама- 

еннн тош/Ji кийнн эмас, у:

а* 1
булади. Бу тенглама ярим Укларн а ва Ь булган эллипс тенгламасидир. 
М нукта тезлш инннг проекцияларинн топамиз:

vx = — а <•> sin u>t, 
tly — fc w cos *>t.
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Бу ифодаяардан тезлик годографн ярим Уклари аш Ва Ы  булган эллипс 
эканлнги куринади (203- шакл).

Тезлаиишнинг проекциялари:
wx = — а ш2 cos at,
Wy — — Ь Шг sin lot

булади. Бу масалада хам тезланиш эллипс марказига йуналган.
51- масала. ^аракатланувчн М  нуктанинг хОу текнслнкдагн проекцня- 

сн Mi нинг харакат конуни:
х - а соя <»t, у — a sin «><

куринишнда берилган.Унннг гУкидаги проекцняси Мг 
эса г = ct тенгламага мувофик. тенг улчовли тугри

чизикли харакат килади (204- шакл). Нукта харакатннинг траекторняси, 
тезлиги, тезлик годографн ва тезланиши топилсин.

Е ч и ш. Траекториянн топиш учун харакат тенгламаларн:
х = a cos ">/,
у = a sin lit, (а)
г ^ ct

дан вактни чикариб ташлаш керак. Бунинг учун кейннги теигламадан t 
ни топнб, биринчи икки тенгламага куямиз. Траектория тенгламаларн:

х  = асоз — г, с
1 ш у *= a sin — гс

(б)

9 _
булади. М нуктанинг хОу текнслнкдагн проекцияси шу текисликда —О)
давр мобайиида тУла айлана чизиши (а) нинг биринчи икки кисмидан ку­
риннб турибди. Шу давр ичида нукта г уки буйлаб:

2r. L (в)
баландликка кутарилади.
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(а) тенгламаларн билан берилган заракат винт *аракати дейилади. 
Унинг траекторияси эса винт чизиги дейилади. Винт чизиги радиуси а 
булган цилиндр устига уралади. Ясовчи чизик устида олинган икки Урам 
оралиги (Л) винт кадами дейилади. Тезликни топиш учун (а) *аракаттенг- 
ламаларидан косила оламиз:

ох =  —  аш sin mt,
vy = аш cos o>t, (г)
Vs = с.

Нуктанинг хОу текнсликдаги проекцияси айлана чизнб, унинг тезлиги:

У  «£ + ®5 = вш
булади.

Нуктанинг винт устндаги тезлиги:

о = У  vx + v2y + = | /  а*ш* + с*.

Тезлик йуналиши йуналтирувчи косннуслар:
__аш sin <»< — ^  аш сов ш1COS ( V, X) ------у-7 cos ( V, у )  =  —г ■ — Г .

у/ а*о)* 4* с* а 'ш * 4* с

cos (о, г

билан аникланади.
Тезлик годографи тенгламаси:

= а1»*,
г. = с

вулади. Бу тенгламалардан курамизки, годограф асоси дойра, учи коор- 
дннаталар бошида булган конус экан. Годограф конусининг ясовчилари

нуктанинг *ар хил *олатлари учун 
тезликнинг йуналиши ва микдо- 
рини беради (205- шакл).

Тезланишнинг катталик ва 
йуналиши осонгина топилади:

wx — — ш*а cos о>t — — шгх, 
Wy =  —  шга Sin bit =  —  <и*у, 
w. = 0.

Булардан:
w =  ш* yf & -f у *  =  аш*

ва

со* (tn.jc) = —  соs<*>/, 

cos (w, у ) = — sin lit, 

cos ( t f ,  г )  =  0.
Тезланиш царакатланувчн ну км дан цилиндр Укига туширилган тик 

чизик буйича йуналган. v

у/ а*ш* -)- с*
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88- §. Д и ф ф е р е н ц и а л  ге о м е тр и яд а н  баъзи м а ъ л у м о т л а р

Фараз кнлайлик, фазода бернлган эгрн чизикдагн бнрор 
М нуктадан МТ урннма утган булсин. Эгрн чизик да М нук­
тага кУшнн булган Af, нуктанн оламиз. М Т урннма ва М х 
нукта оркалн /7 текнслнкни утказамиз (206- шакл). Энди,

Mi нуктани М нуктага чексиз равишда якинлаштирамиз. Бу 
*олда *алнгн текисликнинг урни узгара бошлайди ва у, МТ 
урннма атрофида айланиб, маълум ^олатни олишга интила- 
ди. Текисликнинг лимнтдаги полати эгри лик текислн- 
ги дейилади. Фазодаги эгрн чизикни те к шири ш да бу текис­
ликнинг а^амияти катта.

Фазодаги эгри чнзикнннг М нуктасидан утиб, уш’бу нук­
та оркалн утказилган уринмага тнк булган *ар бир чизнк 
нормал дейилади. Бу нормалларнинг *аммаси нормал те­
кисликда ётади. Улардан иккитаси катта а^амнятга эгадир. 
Буларнннг бири эгрнлик текнслигида ётувчи M N, иккин- 
чисн эгрнлик текнслигига тик булгар MB нормаллардир 
(207- шакл).МУУ бош нормал, MB бннормал дейилади. Эгри 
чизик урннмаси, бош нормал ва бинормаллардан ташкил 
топган координата укларн табиий у к л а р  дейилади.

Бу уклар узаро худди х, у, г кабн урнашган, уринма- 
нинг мусбат йуналиши ёйнннг усиб боришн томонига ка­
раб, бош нормалники эса эгри чнзикнннг ботик томонига 
караб йуналган. Ог уки Ох ва Оу укларига нисбатан кандай 
йуналган булса, бннормал *ам урннма ва бош нормалга 
нисбатан худди шундай йуналган.

Бу Укларнинг бирлик векторларини тегишлича т0, п°, Ь° 
билан белгнлаймнз. Хар кайси нуктада бу уч йуналиш коор- 
динаталар снстемасинн ташкил этадн. Бу система т а б и и й  
( натурал )  к о о р д и н а т а л а р  снстем ас и  дейилади.



204 КИНЕМАТИКА

Табинй координаталар п°, Ь° бирлик векторларнинг
радиус-вектор оркали  ̂ифодасини топамиз.

Фараз килайлик, - радиус-вектор ёйнинг функцияси бул­
син:

t = t (s ). (88.1)

^  вектор катталик жизатндан 1 га тенг ва s ёйга урдома
булиб йуналганлиги бизга маълум эди. Шунинг учун у, V* 
бирлик векторига тенгдир, яъни:

— dr
ds (88. 2 ) '

Бош нормалнинг п° бирлик векторинн топиш учун 206- шакл- 
га эътнбор берамиз. Г1 текнслнкда_ётувчи Мг нукта М нук­
тага чекснз якин булгани учун т° билан  ̂ орасидаги И 
бурчак зам чекснз кичикдир. ва Дт° лардан тузил­
ган тенг ёнлн учбурчакдан Дт° нинг модулини топамиз:

. — . . — , АН  - ' А Н
|A^ |  = 2|x0|sin-2-^2- l-  2 = а н. (88. 3)

Дт° некторнп такрибпй равишда т°га тик дейишимиз мум­
кин. У золда:

Д ^ =  А в  -п °
булади. Бундан:

—  Ат °  Дх°  As
п° = Де = дs • дв‘ (88. 4 Д

As нулга интнлса, М, нукта М нукта урнпни эгаллашга 
интилади. У золда 11 текислик /70 эгрилнк текнслигига ин- 
тилиб, п° бош нормалнинг бирлик вектори булади. (88.4) 
нинг унг томони лимитини оламиз:

—ь Ат° .. As« ° = lim -lim Та.
Биринчи лимит

.. A? dP d (dr\ dfr /OQ cv
L.™ Та -  Ч Г  = Ts Ы  = ,77»' (88- 5>

Иккинчи ли м и тн и н г  тескариси эгри чи зи кн и н г  М нукта* 
сидаги э г рил иги  дейилади. Уни k десак:

* “ й  £  w -  °>булади.
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Эгриликнннг тескари киймати j-— э г р и л и к  ради у- 
си дейилади. Уин р десак:

Р -  lim ^  (88. 7)
булади.

Шундай килиб, бош нормал бирлнк вектори учун:
— dt° d-r ,оа _.
,l ? ~dT ъ *  (88- 8>

ифодаси келиб чикди.
Бинормал бирлик вектори Ь° ни топиш цийин эмас. т ' , 

/Г5, Ь° бирлик векторлар л, у,_г Декарт координаталар сис- 
темаси каби урнашганн учун х° билан вектор купайтма- 
сииинг Ь° га тенглиги табиийдир:

dr (Рг
\ £ % \ ' (88.9)

89- §. Тезланиш векторинннг
табиий координата уцларндаги проекцнялари.
Уринма ва нормал тезланишлар

Тезланнш векторинннг табиий координата укларидаги про- 
екцияларини топамиз. Таърифга кура, тезланиш векторн 
эгрилик текнслигида ётганн ♦
учун унинг бинормал укидаги £о щ  j.
проекцияси нулдир. Тезла- 
нишнинг уринма ва бош нор- 
малдаги проекцняларинн и\ 
ва wn деймнз. 208- шаклдан 'I
тезланиш векторини унинг L
уринма ва бош нормал уклари- 
даги проекцнялари оркали: 208- шакл.

= w, т° -f- I f  (89. 1)
курннишда ёзишимиз мумкин.

wt ва wn кийматларпни топамиз. Бунннг учун тезлик век- 
горининг (83.5) формуласндан, яънн v — v~. ифодадан вакт-
га нисбатан косила оламиз:

w = + v-g- (89. 2)dl dl dl
Бу тенгликнинг унг томонидагн кушнлувчиларнинг зар кай- 
псинн ало.̂ нДа текширамнз. Биринчи кУшнлувчн уз-узндан
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аник куриннб турибди. У, тезлик модулинннг узгаришидан 
келиб чиккан тезланиш булнб, урннма бнлан бир йуналиш- 
дадир. Бу тезланиш урин ма  т е з л а н н ш  ёки танг^ен- 
цнал т е з л ан и ш  дейилади.

гч d т°Энди, тенгликнинг иккинчи цисмидаги ни текшнра- 
миз. Бунннг учун (88.8) ни:

df_ ^  Р
ds р

куринишда ёзамнз. Бунн эътиборга олсак:

d~° — d~  — Я5 „  (QQ
ЧГ =  di • it =  7 °  <89- 3>

булади.
Чнккан нфодаларнн (89.2) га кУйсак:

w = ^ ' °  + j n °  (89.4)

келиб чнкадн. Бу нфодани (89.1) нинг чап томонига кУй- 
сак:

w,7° + wnP  =

айниятига эга буламиз. Ьундан т° билан п° олдидагн коэф- 
фнциентларнн солнштнрнб, wt ва w„ учун куйидагн ифода- 
ларни оламиз:

dv
^  “  dt

*  (89. 5)
к'п = —•

Р
Бу формуланинг биринчи кнсмн устида юцорилу тухтаб 

утган эдик. Иккинчи кнсми эса эгрн чизикли харакат учун 
тезланишнннг асосий кнсми булиб, у тезлик вектори йуна- 
лишннинг узгариши натнжасида келиб чикадн. Тезланиш- 
нинг бу кнсми бош нормал билан эгрнлик марказига караб 
йуналгани учун, у нормал т е з л а н и ш  ёкн марказга  
и н т н л у в ч и  тезланиш дейилади.

Тула тезланнш модулинн нормал ва тангенциал тузувчи- 
лар оркалн ифодалаймнз. 208- шаклдан:

= V ~ v Z + w l = у Щ *  + (£ )* . (89. 6)
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Тезлик билан тула тезланиш орасидаги бурчакни ц десак, 
бу бурчак тангенсн учун 208- шаклдан:

tg I1 = (89.7)
формулани оламиз:

Амалий масалаларни ечишда катта а^амнятга эга булган 
икки хусусий золни текширамиз:

а) фараз кнлайлик: v = const булсин. У золда:

• f « g  = 0
булади. Иккинчидан:

Шунинг учун тула тезланиш:

о*Wn = — • п р

р
булади.

Узгармас тезлик билан заракатланувчи нуктанинг траек- 
торияси радиуси R га тенг айлана булса, бу золда зам юко- 
ридаги натижанн оламиз, яъни:

V*w = wn = -R-'
б ) заракат тугри чизикли булсин. Бу золда р =  ос ва 

wn = 0. Демак тезланиш:
doW = W = т .* dt

Бу текширилган золлардан курамнзки, заракат тугри чи­
зикли ва тенг улчовлн булгандагнна тезланиш нулга тенг 
булар экан.

Демак, тангенцнал тезланиш тезлик модулининг узгари- 
ши натижасида, нормал тезланиш тезлик йуналишининг 
Узгариши натижасида зоснл буладн.

Харакат тенгламалари маълум булса, (89.5) ва (89.6) дан 
фойдаланиб, траекториянинг эгрнлик радиусини топиш мум­
кин:

бундан:
р -  <89- 8)V W — WZ

V = У  X2 + у* + Z2,
w = У х 2+ у2 -f z2



208 КИНЕМАТИКА

na

® *в=й ==д У Г* , + Ув + *в'
52- масала. а ралиуслн цнлиндрга калами h булган винт чнзиги Урал- 

ган. Пинт чнзигннинг эгрилик ралиусн топнлснн.
В ч и ш. Нуктанинг винт ^аракатн:

х = а соз ш/, 
у = a sin шt, 
г = ct

тенгламалар оркали ифодаланнши 51- масаладан маълум. Бу *ол учун тез- 
лик:

1)г = в !ш* + с*
ва тезланнш:

«’ ■ в*»*.
Тезлнк узгармас булганидан:

w- = 0.
Демак:

•U)
Бундан:

р*Wn = — . 
Р

д ! ы 1 4 -  С7

ач>г а + а \ <*>/
Винт калами Л = 2я — эдн, бунн эътибЛрга олсак:

'  r - . ( n V 4г  \ 4r.’a* I  
булади.

53- масала. Радиуси а булган гилдирак 
тугрн чизнкли рельсда снрпанмасдан ду.малаи- 
ди. Рилднрак устидагн бирор нукта траекто- 
риясининг эгрилик радиуси топилсин (209- 
шакл).

Е ч и ш. Бирор М нуктани олиб. унинг 
ларакатнни текширамнз. Рилдиракни рельсга 
тегнб турган N нуктасилан гилдирак ларакатн- 

•нинг тескари томонига NO = NM кесманп 
куйиб, О нуктани координаталар бошн деб ка­
бул киламиз. ^  MCN ни <р оркали белгнлаб, 
шаклдан М нуктанинг коордииатаси учун ку- 
йидаги ифодани оламиз: ^

ON — KN = в? — a cos [у — j = а (? — sin «р), 

у *= МК = MS -f SK  а -г л sin — -I-j = а (1 — cos?),

Траектория тезликка боглнк булмаганн учун. гилдирак марказининг 
тезлнгини узгармас деб фараз киламиз. Утилган нУл:

ОК

МК

булали.
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Иккинчи томондан, а = ON = ay. Бундам: a<f = v0l бки у = Sc келиба
Voчикадн. — = "  десак, <р =« о>/ булади. Бундам фойдалансак:

х а (■•>/ — sin о>/), Y  )  v
у — а (1 — cos ы/).

Бу тенгламалар циклоиданннг параметрик тенгламадаридир.
Тезликнинг проекцнидарнни топамиз; улар:

б5’лади.
Тезликнинг катталнги:

vx — Я»’ (1 — cos <■>/),
t»y = S*n ait

v =  У  v*x +  v2y -■ 2 а ш  sin - J

Тезланнш эса:
wx — a «>* sin o>/,
«<y - au>* cos шt.

Булардан:
te - яш*.

Тангенциал ва нормал тезланишлар:
dv • ы/ а’т = _  в">* cos _  , dt 2

1 /----- о't’n = I/  a-* — tr, = aoi* sin j-

Булардан:
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КАТТИК жисмнинг 
ИЛГАРИЛАМА ВА К^ЗРАЛМАС 
УК АТРОФИДАГИ АЙЛАНМА 
^АРАКАТИ

Энди, каттиц жисмларнинг заракатини урганншга ута­
миз. Каттик жисмларнинг абсолют каттик деб, яъни унинг 
икки нуктасинннг оралиги жисмнинг зар кандай шаронтида 
узгармайди деб фараз киламиз.

Каттик жисмларнинг зарахатини унинг энг оддий кури- 
нишидан бошлаймиз. Улар жисмнинг илгарилама ва кУзгал- 
мас Ук атрофидаги айланма заракатиднр. Каттик жисмнинг 
Зар кандай мураккаб заракатини бу икки типдагн оддий 
Заракатга келтприлишини кейинчалик курсатамиз.

90- §. Илгарилама заракат
*

Каттик жисмда олинган зар кандай кесма жисмнинг за- 
ракатида замма пакт уз-узига параллел колса, жисмнинг 
бундай заракатп и л г ар и л ам а  з а р а к а т  дейилади.

Теорема .  Илгарилама jfаракатдаги наттин жисм­
нинг -Yамма нунталари бир хил траектория чизгди ва ,\ар 
онда жисм нунталарининг тезлик ва тезланиш векторла- 
ри бир-бирига тенг булади.

Илгарилама заракат таърифдан куринадикн, илгарилама 
Заракатдаги жисмнинг замма нукталарининг траекторияси 
бир хилда на бир-бирига параллел булади (210- шакл). Кат- 
тик жисмда олинган кесма учларини А ва В  билан белги­
лаймиз.

Бу А ва В нукталарнинг радиус-векторлари гА ва гв бул­
син. У золда, шаклдан:

~гв -~ г а + АВ *  (90.1)

ни оламиз. Жисмнинг заракатида АВ векторнинг на катта­
лиги ва на йуналиши узгаради. г~А ва гв векторлар узгарув-

// 'p vp  ifauA.

Э )& и л и  Мл /Cs]'Y)C0{Us<-rl  '-ЬСй. %
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чандир^Я нуктанннг тезлнгннн аниклаш учун, (90.1) дан
"нактг^инсбатан .\оснла оламиз:

dr в drA dAB
И Г  ~  dt ~dt

dAB drB drA
= 0 булганидан: булади.

Бундан:
ив ~  Уд • (90. 2)

А ва В  нукталар нхтнёрнй танланганн учун, нлгарилама 
^аракатдагн жисмнинг .\амма нукталаринннг тезликлари бир

210- шакл.

хилда булар экан. Шунинг учун, жнем нлгарилама *ара-
катда булса, унинг нуктаеннинг тезлиги демасдан, жисм 
тезлиги дейнш *ам мумкин
(211-шакл). (90.2) дан вактга ______ *5 ,̂
нисбатан ^осила олсак, нлга-
рнлама доракадаги жисм тез- /  &
ланишини топамиз /  \ -■£

doд 
dt

dv t
И Г

dv
~dt

К’д = wB = w, (90. 3)
Тезланнш *ам жисмнинг 

барча нукталари учун бир хил- 
дадир. Нлгарилама харакат 
И* 211- ш акл.
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таърифндан ва (90.2) замда (90.3) дан курамизкн, жиемнинг 
бу хилдагн заракати унинг бнр нуцтасининг за ра кати бнлан 
аннцланар экан. Шунннг учун, нлгарилама заракатдаги 
жиемнинг кннематикаси нукта кннематикасидан фарк кил- 
майди.

54- масала. Крнвошипларн тенг булган 4 звенолн механизм берилган; 
О.В О,А, ОхОг АВ (212- шакл). Кривошиплар тенг улчовли харакат

билан айланнб. <f бурчак вакт- 
"  С Ь га нропорционал купаяди. АВ

спарник нукталарининг тезлнк 
ва тезланишлари топнлснн.

Е ч и ш. 4 звенолн 0,AB0t 
механизм параллелограмм бул­
ганидан АВ спарник нлгарилама 
ларакат килади. Шунннг учун 
унинг бирор нуктасининг тез- 
лик ва тезланишини топсак. 
бутун спарник ларакатини 
аннклаган буламиз. Бунннг 

учун А нуцтани оламиз. Нукта анлана чнзганн учун. унинг ^аракат 
конуни:

S = rtf — Гш1 
булади. Бу *олда А нуктанинг тезлиги:

dsv . = — «■ «г л dl
булади.

vA узгармас булгани учун тангенциал тезланиш булмайди ва тула 
тезланиш нормал тезланишга тенг булади, яънн:

w. dvA
dt О, w

Нормал тезланиш эса:
£  = ГО,*.

Тезлик, тезланнш графнкларн 212 ва 213- шаклларда тасвирланган.

щ щWr /
о ,к_--------------

7

1

I I

* / у  /  /Q / —/ -'
Д а
/ \ ч / \ ч

5 !

ц Д5в
213- ш акл. 214- шакл.
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55- масала. А попа vA тезлик билан нлгарилама ^аракат килнб, В  но- 
нани *аракатлантнрадн. а бурчак маълум. В понанпнг тезлиги vB топил­
син (214- шакл).

Е ч и ш. Поналарнинг кучишлари булган As, ва Лзд орасидагн муно- 
сабатни топамиз. Шаклда поналарнинг кучган *олатлари нуктали чизик 
бнлан курсатилган. В  нуктанинг кучиши Ase = £lsa tga. Бу теигламанинг 
нккала томонини A I га булиб ва лимит 
олнб, В пона тезлигинн топамиз:

vB = оА lg а.
56- масала. А пона vA тезлик билан 

пасайса, В  пона кандай тезлик билан 
кутарилади? а ва ji бурчаклар маълум 
(215- шакл).

Е ч и ш. Юкорилагн масала натижа- 
сидан фойдаланамиз: С жисм ое = vA tga 
тезлик билан силжийди.

Иккинчи томондан. vc ни vB оркалн -15- шакл.
худди шундай ифодалаш мумкин:

«с t’a 'й ?•
vc ифодаларииинг унг томонларини солиштирнб, vB ни топамиз:

Агар а = р булса:

булади.

91- §. Каттик жисмнинг кУзгалмас Ук атрофидаги 
айланма ,\аракатн

Юкорида иккита кузгалмас нуктаси булган жисмнинг му- 
возанатини текширганимнзда, жисм шу нукталардан утувчи 
кузгалмас ук атрофида айланиши мумкинлиги хакида тух- 
таб утган эдик. Энди, катти к жисмнинг кузгалмас ук атро- 
фидаги бу айланма харакатини текшнрамиз. г уки жисмнинг 
КУзгалмас айланиш уки булсин. Каттик жисмнинг айланма 
харакатини текшириш учун, айланиш Уки оркалн утувчи 
икки текислнк оламиз. Улардан бири жисмга нисбатан кУз- 
галмас текислик /7„, иккннчиси эса жисм бнлан бирга харя- 
катланувчи ва унга бириктирилган П { текислик булсин 
(216- шакл). Текисликлар орасидагн бурчакнн <р билан бел- 
гилаймиз. Бу бурчак радиан бнлан ифодаланиб, айла ­
ни ш б у р ч а  г и дейилади. Каттик жисмнинг холати истал- 
ган вакт учун шу ср бурчаги билан аникланади. Шу сабабдан, 
? бурчаги пактнинг функцияси булади:

<? = <?(/). (91.1)

tga 
' tgi»
VB
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Бу тенглама каттик жисмнинг кУзгалмас ук атрофидаги 
айланма %а рака т. тенгламаси дейилади. Дэ бурчак ? нинг
Дt вактдаги орттирмаси булса, и>* = чексиз кичик Д/
вактдаги бурчак тезлигинннг уртача киймати булади. Бунинг

лимити бурчак тезлигинннг ^акикий 
К'ийматинн беради:

ш = lim
Д / _ » 0 A  Л

ёки
</»

°> = dT- (91. 2)

Демак, бурчак тезлиги айланиш бур- 
чагининг вактга нисбатан олинган би­
ринчи косиласига тенг булар экан.

Бурчак тезлигидан олинган косила 
бурчак тезланишини беради. Уни б 
оркали белгилаймиз:

(91. 3)

(91.2) ва (91.3) дан курамизки, ёки билан,
е —  ̂ ёкие—-j бнлан улчанар экан. Жисм бир текис айлан-сек сек
са, бурчак тезлиги купинча бир минутдаги айланиш сони 
и билан ифодаланади. о> билан п уртасидаги муносабатни
топамиз. Бир секунддаги айланиш сони ^  га тенг. Жисм

2кпкар бир айланишда 2*, бир секундда радиан утади. Бу 
эса таърнфга кура, бурчак тезлигидир:

«• = -*. (91.4)
Жисм тенг тезланиш билан айланса, унинг бурчак тез­

ланиши узгармас булади, яъни:

S ~  d t^  tft* const.
Бу ифодани ннтеграллаб, бурчак тезлиги на айланма .̂ ара- 
кат тенгламаспни топамиз:

Ш = t t  +  Cv
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Бош лангич  пайтда, яънн t = 0 булганда, <?о = 0 ва u> = oi0
булсин. Бу шартлардан: с, «= «>0, с2 = 0. Бу зол учун:

ш = «М0 -f et,
?  = «'о t+Щ (91 .5 )

булади.
Тенг тезланишли заракатдаги жиемнинг t вакт нчидаги 

айланиш сонн:
W = 2V  (91- 6)

92- §. Цузгалмас Ук атрофида айланувчи жисм 
нуцталарининг тезлиги ва тезланиши

Айланма заракатдаги жиемнинг бирор М нуктаенни оламнз 
(217- шакл, а). Унинг t вактда утган йули (217-шакл,б)М^М1 =

= s = г<р булади. Нукта тезлигнни 
топиш учун, йулдан вактга нисбатан 
зосила оламиз:

ds
“  = 7' = г%

dr
57 = ш-

Бунда:

Шунга к^ра:
v — ги> (92. 1)

булади.
Бу формуладан курамизки, каттик жнем нузталарининг 

тезлиги текшнраётган нукта билан айланиш укннинг орали-
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Е ч и ш. Бошлангич бурчак тезлиги «>„ 0 булиб, бурчак тезланиши 
ш = it формуладан аникланали; i  = I «  — г. Чсек*; t — 10 секунд ичи*

да айланиш сони ?  = = 50 г..

58- масала. Маховик тенг улчовли ^аракатланиб, мииутига 900 марта 
айлаиади. Кейин, заракатини секннлаштириб, 10 марта айлангандаи кейин 
тухтайди. Маховик тухтагунча канча вакт утиши аниклансин.

Е ч и ш. Масала шартига мувофик, <•># = — = 30г. Чсек, у -= 20 т..
30

Шунинг учун:
<•> = + tf = 0.

20г = и>0?  1 L  •
0 2

Бу тенгламалардаи:
/ = 1,33 сек.

59- масала. Радиуси гх ва мииутига я, марта айлаиувчи тишли гилди­
рак радиуси г% булган тишли бошка бир гилдирак бнлан илашган. Бу

гиллиракнинг пг айланиш сонини топиш керак (221- шакл).
Е ч и ш. Рилдпракларнинг тегишнб турган нуктаси, кайси гилдиракка 

карашли булмасин, унинг айланма тезлиги бир хилда булади. Шунинг 
учун

a),rj = •>,/-,
ёки

«1 rt = л,г,.
Бундан:

Хар кайсн гилдирак тишлари сонини тегишлича ва г, билан, икки 
кУшни тншлар оралигнни Л бнлан белгиласак (Л кадам), айланалар узун- 
ликлари:

2r.rt = г,Л ва 1-г% = г,Л



Л * ы V/ Ш0.

бслади. Бундаи:
= г± = £*

«» г, г, *
Демак. гнлдиракларнинг бурчак тезликлари уларнинг радиусларига екн 
тншлари сонларига тескари пропорционал булар экан.

60- масала. г = 0,5 м радиуслн барабанга уралган аркон учига боглан- 
ган юк бошлангич тезликсиз тенг тезланувчи царакат билан пастга ту- 
шади. f = 10 сек ичида юк пастга h = 10 м 
тушади. Барабаннинг бурчак тезлиги ва бур­
чак тезланиши топилсин (222- шакл).

Е ч и ш. Барабан сиртидаги *амма нукта- 
ларнинг тезлиги аркон тезлиги билан бир хил- 
дадир. Аркон тезлиги эса юк тезлигига тенг.
Шунинг учун, юкнннг тезлигинк топиш билан 
баравар барабан сиртидаги нуктанннг тезли-
гини топган буламиз. Маълумкн, ft = £L  •
Бундан: ?

а= 0,2 м/сек*. ^  * )
Тезлик эса: /

о = at = 2 м'сек.
Демак, барабан сиртидаги нуктанинг танген- 
цнал тезланиши w- = 0,2 м/сек* дир. Бурчак 
тезлиги ва тезланишини топиш кнйин эмас.
Улар:

Чсек,v А‘ — = 4 г
^2 = 0,4 Чсек*. г

93- §. Бурчак тезлигининг векторлиги

Кузгалмас ук атрофида айланувчи каттик жисм нукта- 
ларининг тезлик ва тезланишларини аниклаш учун олдинги 
параграфларда чикарилган формулалар бу со^ага оид ама- 
лий масалаларни чикарнш учун етарлидир.

Аммо кузгалмас ук атрофида айланувчи каттик жисм- 
ларнинг харакатини текшириш учун тезлик ва тезланиш- 
ларнинг вектор формулаларнни чикарнш зарур. Унинг учун, 
айланма ^аракатни характерловчи катталиклардан бурчак 
тезлигини вектор тарзида тасвирлаш кулай.

Кузгалмас ук атрофида айланувчи каттик жисмда узгар- 
майдиган бнрдан-бир йуналиш кузгалмас айланиш уки бул- 
ганидан, бурчак тезлигини шу йуналиш билан боглаш та- 
бнийдир. Шунинг учун, бурчак тезлик вектори айланиш 
Уки билан йуналган вектор тарзида тасвирланади. Худди 
момент векторинн тасвирловчи вектор каби, бурчак тезли- 
гининг каёкка йуналганлигини курсатнш масаласи шартли 
булиб, у, координата укларининг чап ёки унг снстемада
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танлаиишнга богликдир. Масалан, чап координаталар систе- 
масида унинг йуналишини аниклаш учун айланиш укининг 
учидан караганимизда, анланма заракат соат стрелкаси юра- 

диган томонга булаётганини курсак, бурчак 
тезлигининг вектори укнннг мусбат томонп 
буйлаб йуналади; акс золда, тескари йуна- 
лишда булади. 223- шаклда »> нинг йунали- 
шн тасвнрланган.

Айланиш укн кУзгалмас булса, и> нинг 
йуналиши узгармасдир. Шунннг учун, е 
бурчак тезланншн вектори .\ам айланиш укн 
буйлаб йуналган булади  ̂ Харакат тезланув- 
чи, яънн е >  0 булса, е ва «> бир йуналиш- 
да, заракат секннланувчи, яъни е < 0 булса, 
улар карама-карши йуналишда булади (223- 
шакл). г укнни айланиш уки оркали утказ- 
сак:

223- шакл. ш =  £о (93. 1)

булади. Бу ерда k — 2 уки буйлаб йуналган бирлик вектор.

94- §. Цузга.!мае ук атрофида айланувчи цаттик жисм 
нуцтаси тезлнк ва тезлаиишининг вектор ифодаси

Каттик жиемда олинган М  нуктанинг золати г радиус- 
вектор билан аннклансин (224- шакл). Бу М нукта тезлигн- 
нннг модули;

v = 0,Afu>. (94. 1)
Шаклдан: л

ОхМ == г sin (ш, г). (94. 2)
Бунн эътнборга олсак:

D = u)rsin(w, г) (94. 3)
булади.

о тезлик вектори г радиус-вектор би­
лан и» бурчак тезлиги текнелигига тик 
йуналган. Икки векторнинг вектор купайт- 
маси ифодаенни эсласак, (94.3) тенглиги 
худди « билан г нинг вектор кунайтмаси 
модулини ифодалайдн. Шунга кура:

» = [ « > ? ] .  ( 9 4 . 4 )  224- ш акл.
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Демак, айланувчи жисм ну^тасининг v тезлиги ш бурчак 
тезлиги вектори билан нуктанинг ^олатини аницловчи 
г радиус-векторнинг вектор купайтмасига тенг экан.

(84.2) га мувофик, (94.4) ни бундай ёзнш мумкин:

0 = ^ - p r J .  (94.5)
Энди, айланувчи жисм нуктасинннг тезланишини топамиз. 
Бунннг учун тезликдан вактга нисбатан косила оламиз:

— (tv  d I ---1 —1 . Г— d r l
W = w  = d ,\ "r ' = [ w r \ + r iit\ -

Бу ерда
dr ----- , _
- j f  -  [ш Г ] = У

булгани учун олдинги тенгламани бундай ёзишимиз мум- 
кин:

W = [г г J + [и» у ]. (94. 6)
[е г] вектор, г бнлан г га тик булгани учун, нукта траек- 
торияси булган айланага уринма булиб йуналган. Унинг мо­
дули:

г г sin (з, г ) — г 0,47. *
Шунинг учун бу ифода нуктанинг уринма тезланишидир. 
Уни:

£ ч  =  [ 7 7 ]  (94.7)
бнлан белгилаймиз. Бу w- вектор у тезлик вектори буйича 
йуналиб, с нинг ишорасига биноан, v билан_ бир йуналишда 
ёки карама-карши йуналишда буладн. [«> у ] векторнн тек- 
ширамиз:

v = [ш 7 ]
булгани учун:

[ш yj = [ш [») г ]]
келиб чикади. Бу икки кайтали вектор купайт.мани (15. 3) 
формулага мувофик ёямнз, (94.1) ва 224- шаклни эътнбор-
га олсак:

|ш и] = ш(ш г) — UiV ~  IU2k (k г) — Uj=r =
= «)г (kr cos* — r) = «>2M0 ,

келнб чикади.
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Бу натижадан курамизки, [ш v] вектор О, марказга йу- 
налар экан. Унинг модули ш*0,Л/ га тенг. Шунинг учун 
[ш о] вектор нормал тезланншни ифодалайди:

wn = [u> и]. (94. 8)

Бу тезланиш м а р каз га  и н т и л у в ч н  тезланишнинг 
вектор нфодасидир. Шундай килиб, кузгалмас Ук атрофида 

айланувчи жисм нуктасининг тула тез- 
ланншини (94.6) формула билан куйида­
гича нфодалаш мумкин (225- шакл): •
w ■“ Is rJ  + Iй* v\ — и'- +  (94. 9)

Координата укларини ихтиёрий йунал- 
тириб, тезлик ва тезланиш векторлари- 
нинг шу Уклардагн проекцияларини то­
памиз.

Вектор купайтмасининг координата 
Укларидагн проекциялари 3- тартибли 
детерминант оркалн ифодаланиши бизга 
векторлар  ̂ алгебрасидан маълум. Шун-

225- шакл. га кура, г радиус-векторнииг проекция- 
ларнни х, у, г\ ш нинг проекцияларини 

<•>„ Шу, о), десак, тезлик вектори учун бундай формуланн 
ёзишимиз мумкнн:

v =
i j  k
U)̂  U)y 10 (94. 10)

Бундан тезлик векторининг проекциялари учун куйидагн 
формулаларнн оламиз:

V x  =  « у  —  и>гу,
V y  =  mz x  —  (И ̂ г , 

vz =  и>ху — и) х.
(94. 11).

г Укини айланиш уки оркалн утказсак, у холда u> =u>v=0, 
u)z = u) булади. (94. 11) куйидагича ёзилади:

, — шу, 
: и>Х,

и, = 0.
(94. 12)



Бу *ол учун тезланнш проекцияларини топамиз:
Г у л

w = | 0 0 е 
х у г

Бундан:

булади.

— u>*(ix + /'у).

wx = — еу — ioJjc, 
wy = ex — u)*y, 
wz = О

(94.
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95- §. Нуктанинг нисбнй, 
кучирма ва мураккаб харакати

Нуцтанннг харакати кандайднр маълум бир координата­
лар системаснга нисбатан текшириладн. Бирок бу система- 
нинг узи ^ам бошка бир координаталар системасига нисба­
тан кандайднр харакат килиши мумкин. У холда нуцтанинг

харакати кузгалмас снстемага 
нисбатан мураккаб харакат 
булади.

Нукта, харакатланаётган сис- 
теманинг харакатнда хам ишти- 
рок этаётганндан, у, бу система 
бнлан бирга кучади. Шунинг 

{ учун, бу ^аракат кучирма ха­
ракат дейилади. Бошкача айт- 
ганда, нуктанинг харакатланаёт-

226- шакл. ган система билан бирга килган
харакати кучирма харакат 

дейилади. Нуктанннг харакатланаётган системага нисбатан 
Харакати нисбий харакат дейилади.

Айтилган таърнфларни ойдинлаштириш учун бир канча 
мисоллар келтирамиз.

Самолётнинг парраги устидаги бирор нуктани оламиз. 
Бу паррак нуктасннннг самолётга нисбатан килган хара­
кати нисбнй, самолёт билан биргалнкда килган харакати 
кучирма, ерга нисбатан килган харакати мураккаб хара­
кат булади.

Бошка мисол учун, вертикал ;ог, текнслнгида горизонтал 
УК атрофида айланувчи трубани оламиз (226- шакл). Бу труба 
ичида бирор шарча тебранма харакат килсин. Шарчанинг 
труба билан биргалнкда айланиши кучирма харакат, унинг 
труба ичида тебранншн нисбий харакат, айланиш укига 
нисбатан килган харакати мураккаб харакат булади.
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96- §• Нисбий ва мураккаб заракат тенгламалари
Нуктанинг нисбий ва мураккаб заракатларини текшириш 

учун, икки коордннаталар системаснни: о-r,- кузгалмас ва 
oxyz кузгалувчн системаларни оламиз.

Аввал, нукта заракатини кУзгалмас снстемага нисбатан 
текширамиз. Бу золда зар кандай М нуктанинг заракати 

га нисбатан мураккаб, oxyz 
га нисбатан нисбий ва oxyz бнлан 
биргаликда кнлган заракати ку- 
чирма заракат булади (227-шакл).

Харакатдагн снстеманинг куз­
галмас снстемага нисбатан зара- 
катнни г0 радиус-вектор, нукта­
нинг заракатдаги снстемага нис­
батан золатини р радиус-вектор /  
на унинг кузгалмас снсте- •' ? 
мага нисбатан мураккаб зара- 227 щакл
катнни г радиус-вектор билан
белгилаймиз. У золда, заракат тенгламасннннг вектор нфо- 
дасн куйндагича ёзилади:

г=Т0+Т (96. 1)
Текшнрилаётган зол учун. р нинг йуналишнгнна эмас, 

катталиги зам узгаради. (96.1) вектор тенгламадан фойда- 
ланиб, нуктанинг мураккаб, нисбий ва кучнрма заракатлари 
тенгламаларининг аналитик ифодасини чикарамиз. Хусусан, 
бу тенгламалар нуктанинг текисликдаги заракати учун жу- 
да зам кулай куринишда ёзилади (228-шакл). Нуктанинг 
текисликдаги мураккаб заракат тенгламалари:

Е = 4- хcos <? — у sin <?,
(96. 2)

*2 = г,о + х sin ? + у cos <f.
11уктанинг нисбий заракат 

тенгламаларннн тузам из; унинг 
учун (96. 1) тенгламадан р ни 
г ва г0 оркали ифодалаб, 
уларнинг к5'згалувчн система- 
дагн проекцияларнни олиш ло- 

228-шакл. зим; у золда:
-V = Х 0 -f & COS ? + V) Sin <р, ^
У = У о — 5 sin ? + cos ?,

15 м . Уроэбое!
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бунда ха, у о — кУзгалмас координаталар бошннинг куз- 
галувчн координаталар системаснга нисбатан координатаси. 
Турли координата системаларига нисбатан М  нуктанинг *о- 
латини белгиловчн координаталарни аннклайдиган формула- 
лар бир хилда булиб, (96.2) дан (96.3) ни чикариш мумкин. 
Унннг учун. \ ни х  га, ни х0 га ва, шунингдек, 9 бур- 
чагини — ? га алмаштириш зарур, чункн хоу системаси с оу 
га нисбатан 9 бурчагига айлантирилганда, £о>; системаси хоу 
га нисбатан — 9 га огади. Хусусий *олда, кузгалувчи систе­
ма кузгалмас снстемага нисбатан илгарилама заракат кнлса,
9 бурчак узгармайди. Уни 9 — 0 килиб олсак .̂ ам булаве- 
ради. Бу *ол учун (96.2) ва (96.3) куйидаги к>ринишда 
ёзилади:

5 =  &о +  х
ri -  -По +  У (96. 4)

ва
X  =  Х „  +  ;
У — Уо +  \  ч (96. 5)

Кузгалувчи система кузгалмас снстемага нисбатан айлан­
ма заракат кнлса, уларнинг бошини бир марказга келти- 
риб, юкоридагн тенгламаларнн куйидаги куринишда ёзамиз:

I tea X COS ? — У S ill 9,
т, = xsin 9 + у cos 9. (96 .6 )

Нисбий заракат учун:
х — Scos9 — >з sin 9,
у  = — Ssin 9 + ̂ cos?. (96. 7)

Бу тенгламалардан фойдаланиб, нуктанинг мураккаб ва 
нисбий ^аракатларинн текшира оламиз.

Фараз кплайлик, нуктанинг кучирма ва нисбий ^аракат- 
лари куйидаги тенгламалар билан берилган булсин:

=  'о  ( 0 . Ъо = Ъо (О . т  =  ?  (О , х = х  (/), у — у  (/).
Булар воситаси билан мураккаб ^аракат тенгламаларини 

туза оламиз. Бунинг учун юкоридагн функцняларни (96. 2) 
га кУйиш лозим:

& = «о (0 + а- (/) cos 9 (0 — у (/) sin 9 (/),
Ч = г.о (О + х (0 sin 9 (/) + у (/) cos 9 (О- (96. 8)

Бу тенгламалардан t вактни чикариб ташлаб, нуктанинг 
мураккаб траекториясн тенгламасинн топа оламиз.
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Агар нуктанинг мураккаб ва кучирма харакатлари тенг­
ламаларн маълум булса, нисбий харакат траекторнясинн то-
пишнмиз кийин эмас.

Мураккаб *аракатга мисол тарзида куйидаги масалани
ечамиз.

ч»,V масала. Тугри рельсда кетаётган тенг улчовли *аракатдаги ва- 
гониинг тезлиги р„. Вагоинииг й балаилликдаги деразасидаи вагоига нис­
батан бошлангич тезликсиз огнр ма- у 
териал нукта ташланган. Ташланган 
нуктанинг рельсга ва вагонга нисба­
тан траекториялари топилсин.

Е ч и ш. КУзгалувчи системани 
вагонга, кУэгалмас системани рельсга 
бнрнктирамиз (229- шакл). У *олда
(96.4) га мувофик:

I  = V J  +  X.
Т] = у.

Нуктанинг вагонга нисбатан ха­
ракат тенгламаларн:

х = О; y = h — ? '*2
булганн учун, унинг рельсга нисбатан тенгламаларн бундай ёзилади:

j  = ct,

2

У'
м

h

\  х  х '
ct 0' ‘ -

229- шакл.

й -

Булардан:

й — —

Демак, нуктанинг рельсга нисбатан ^аракатининг траекторняси пара­
бола булар экан. Унинг вагонга нисбатан траекторняси тУгрн чизикднр 
(229- шакл).

97- §. Кучирма ^аракати нлгарилама булган 
мураккаб \аракатдаги нуктанинг тезлиги 
ва тезланиши

Мураккаб харакатдаги нуктанннг кучирма, нисбнй ва аб­
солют тезликлари ва тезланишларн узаро богланйшда була- 
дн. Шу богланншларни топамиз.

Бу параграфда кучирма харакатн нлгарилама харакат 
булган мураккаб харакатнинг хусусий холини текшнрамиз.

Бундан олдинги параграфдан мураккаб харакатдаги нук* 
та харакат тенгламасининг вектор ифодасинн оламиз:

г = г 0+7.  (96.1)
15*
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бунда х0, у0 — кузгалмас координаталар бошннинг кУз* 
галувчи координаталар системасига нисбатан координатаси. 
Турли координата системаларига нисбатан М нуктанинг 30- 
латини белгиловчи координаталарни аннклайдиган формула- 
лар бир хилда булиб, (96.2) дан (96.3) ни чикариш мумкин. 
Унинг учун, I ни х га, Ъ0 ни х0 га ва, шунннгдек, <р бур- 
чагини — ? га алмаштириш зарур, чунки хоу системаси «о*) 
га нисбатан <? бурчагига айлантнрилганда, 5о>; системаси хоу 
га нисбатан — <? га огади. Хусуснй золда, кузгалувчи систе­
ма кузгалмас снстемага нисбатан нлгарилама заракат килса, 
<р бурчак узгармайди. Уни <р — О килиб олсак зам булаве- 
радн. Бу зол учун (96.2) ва (96.3) куйидаги куринишда 
ёзилади:

I = $0 + х
r, «  rl0 + У (96. 4)

ва

У = У°о + \  ч (96.5)
Кузгалувчи система кузгалмас снстемага нисбатан айлан- 

ма заракат килса, уларнинг бошини бир марказга келти- 
риб, юкоридагн тенгламаларни куйидаги куринишда ёзамнз:

I = х cos 9 — у sin
7, ва х sin ? + у cos (96. 6)

Нисбий заракат учун:
х = $ cos <р — 1J sin ?,
у = —5sin ?-f *jcos?. (96. 7)

Бу тенгламалардан фойдаланнб, нуктанинг мураккаб ва 
нисбий заракатларини текшира оламиз.

Фараз килайлик, нуктанинг кучирма ва нисбий заракат- 
лари куйидаги тенгламалар бнлан берилган булсин:

*= 'о (0, гю = -По (О. ? = ? (О, х = х (0, у = у (/).
Булар воситаси билан мураккаб заракат тенгламаларинн 

туза оламиз. Бунинг учун юкоридагн функцияларни (96. 2) 
га кУйиш лозим:

5 = «о (0 + дг (/) cos ? (О — у 0) sin ? (/),
Ч = т.о (О + *  (/) sin ? (/) + У (0 cos ? (/). (96. 8)

Бу тенгламалардан / вактни чикариб ташлаб, нуктанинг 
мураккаб траекторияси тенгламасини топа оламнз.
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Агар нуктанинг мураккаб ва кучирма ^аракатлари тенг- 
ламалари маълум булса, нисбий заракат траекторнясинн то-
пишимиз кийин эмас.

Мураккаб заракатга мнсол тарзида куйидаги масалани
ечамнз.

•V масала. Тугри рельсда кстаётган тенг улчонли заракатдаги ва- 
гоннинг тезлиги ч„. Вагоннинг Л балаидликдаги деразасидаи ва гонга нис­
батан бошлангич тезликсиз огир ма- у  
тернал нукта ташланган. Ташланган 
нуктанинг рельсга ва вагонга нисба­
тан траекториялари топнлсин.

Е ч и ш. КУзгалувчи системани 
вагонга, кУзгалмас системани рельсга 
бириктирамиз (229- шакл). У золда
(96.4) га мувофик:

5 = v j + х.
ч-у- О

Нуктанинг вагонга нисбатан за­
ракат тенгламалари:

У'
/и

h

\  х  х ‘
ct 0' ’

0; у h -
2

229- шакл.

булгани учун, унинг рельсга нисбатан тенгламалари бундай ёзилади:
; = ct,

g*i.
2h -

Булардан:

yi — h 2c*
Демак, нуктанинг рельсга нисбатан заракатининг траекторнясн пара­

бола булар экан. Унннг вагонга нисбатан траекторнясн тугри чизнклир 
(229- шакл).

97- §. Кучирма \аракати илгарилама булган 
мураккаб заракатдаги нуктанинг тезлиги 
ва тезланиши

Мураккаб заракатдаги нуктанинг кучирма, нисбий ва аб­
солют тезликлари ва тезланишлари узаро богланишда була­
ди. Шу богланишларни топамиз.

Бу параграфда кучирма заракатн илгарилама заракат 
булган мураккаб заракатнинг хусуснй золини текширамиз.

Бундан олдинги параграфдан мураккаб заракатдаги нук­
та заракат тенгламасининг вектор ифодасини оламиз:

г = 79 + 7. (96. 1)
15*
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Нуктанннг тезлигини топиш учун (96.1) дан вактга нис­
батан косила оламиз. Хосила олишда шуни эсда тутнш ке- 
ракки, кучирма харакати нлгарилама доракат булгани учун, 
кузгалувчи координата Укларн системасинннг йуналиши уз- 
гармайди, яъни у уклар системасинннг I, J  k ортларн уз­
гармас векторлар ва нуктанннг кучирма каракатн цузгалувчн 
координата укларн сисгемасининг бош и О нинг харакати 
бнлан бир хил булади.

ж  -  §  +  ж  <97- »

ни va, ^  ни у0 дей-лнз, бу ерда va — нуктанннг
мураккаб ёки абсолют ^аракат тезлиги, бу тезлик нукта- 
иинг абсолют тезлиги дейилади.

~  = v0 — кУзгалувчи координаталар снстемаси бош и
О нинг тезлиги; кучирма харакат нлгарилама .\аракат бул­
гани учун кузгалувчи системанинг камма нукталарининг 
тезлиги бир хил, яъни у0 га тенг, уни ve деймиз, ve—к.у- 
чирма харакат тезлиги, бу тезлик кучирма тезлик дейн-
лади:

ve = 4  = dif-  (97. 2)

Умуман, кучирма каракатнинг кинематик элементларнни 
белгиси билан курсатамиз.

§=£<я +у' + = д г+ V + я * ■ <97-3>
Бунда /, у, k векторлар узгармас векторлар булганн 

учун уларнинг хосиласи нулга тенг.
dx dy dz
jt  ~  vxr\ ~dt = vyr; ^  = vzr лар нуктанинг нисбий каракат

тезлигннинг кузгалувчи координата уклари системасндаги 
проекциялари бундай булади;

I f  = v j  + vryj  + vrzk = vr. (97. 4)

ни vr деймиз, vr — нуктанинг нисбий каракат тезлиги, 
бу тезлик нуктанинг нисбий тезлиги дейилади.

Умуман нисбий -\аракатнннг кинематик элементларнни „г* 
белгиси бнлан курсатамиз.
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(97.3) ва (97.4) ларни (97.1) га кУйсак, куйидаги келиб 
чнкади:

v'a = xTe-\-'vr  (97.5)
у. Демак, кучирма заракати илгарилама булган мурак- 
\i6  заракатдаги нуктанинг абсолют тезлиги кучирма 
.прокат тезлиги билан нисбий. ^аракат гпезлигининг гео­
метрик йигиндисига тенг булар экан (230а-шакл).

230л- шакл.

Энди тезлаиишни топамиз. Бунннг учун (97.1) дан вакт- 
га нисбатан яна бнр марта косила оламнз:

d*r _  rfV,i 
dt* ~  dl- h dt*’

d*r dv., —  d>r0 dv„ — —

(97. 6)

ва

%  - <* + y j+*>=%j + W ;+ T t* -
деймнз.

Бу ерда гс'а — нуктанинг мураккаб ёкн абсолют заракат 
тезланииж, бу тезланиш абсолют тезланиш дейилади.

we — нуктанинг кучирма заракат тезланишн, бу тезланиш 
кучирма тезланиш дейилади.

d / „Т (Px-r . 7 . d-z т  —
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wr — нуктанинг нисбий заракат тезланиши, бу тезланиш 
нисбий тезланиш дейилади.

Юкоридагиларни (97.6) га кУйсак, куйидаги келнб чи­
кади:

wa = we + wr . (97. 7)

Демак, кучирма заракати илгарилама булган мурак­
каб заракатдаги нуктанинг абсолют тезланиши кучирма 
^аракат тезланиши билан нисбий заракат тезланиши- 
нинг геометрик йигиндисига тенг булар экан.

98- §. Нуктанинг мураккаб заракатдаги тезлиги
Нуктанинг мураккаб заракатдаги тезлигини топиш учун 

г раднус-вектордан вактга нисбатан зосила оламиз.
Хосила олишда, р радиус-векторнинг катталнк ва йуна­

лишини замда кузгалувчи координаталар системаси йуна- 
лишларининг узгаришини эътиборга олиш керак^ Бунинг на­
тижасида, кУзгалувчи координата укларн /, у, k орт век- 
торларининг йуналиши узгаради.

Бунга эътибор килиб, г дан вактга нисбатан зосила 
оламиз:

# = # + 4 '
~  ни ни эса va деймиз. va — материал нуктанинг
мураккаб ёки абсолют заракатинннг тезлиги.

~  нинг катталнгнни топишда юкорида айтилган муло- 
зазани кузда тутамиз:

§  - 1, ( *Т +  у ?+ й )  =  §  г + р  +  % * +

+ *£ + *$+ *$■  <"-2>
Биринчи уч йигинднни билан белгилаймиз:

<98- 3)

Бу формула нуктанинг кУзгалувчи координатага нисба­
тан заракатинннг узгаришини ифодалайди.



Энди, (98.2) нннг кейинги уч задини текширамиз. Куз­
галувчи координата уз маркази атрофида ш бурчак тезлиги 
билан айланса, i, у, k бирлик векторларннннг вактга нисба­
тан зосилалари (94.5) га мувофик бундай ёзилади:

I - F 7 ] ,  |  =  [ » л .  #  = ! » * ) •

Буларнн кузда тутиб, ~  учун куйидаги ифодани ола­
миз:

4 Н т г  + (98-4)
Бу зосиланинг иккинчи кисми [ш р] — кузгалувчи коор­

дината системаларининг мазкур снстемага нисбатан айлани­
шидан келиб чиккан радиус-вектор р нинг локал зоси-
ласи дейилади; умуман, кар кандай векторнинг зосиласини 
кузгалувчи координата снстемаларнга нисбатан олишда (98.4) 
дан фойдаланнб, локал зосилани эсдан чикармаслик керак.
^-нинг кийматига эътибор килсак, нуктанинг мураккаб тез- 
лиги учун куйидаги формулани оламиз:

1“  +  Ч "  <9 8 ’ 5 >

Бунда, = v0— кузгалувчи координаталар системаси
бошининг тезлиги, [i» pj вектор эса заракатдаги нуктанинг 
кузгалувчи координаталар системасининг О боши атрофида 
координаталар системасининг айланишида иштирок этиши- 
дан келиб чиккан тезликдир. Бу икки тезлнк кучирма_ за- 
ракатга тобе булгани учун, уларнинг йигиндисини шор­
кали белгилаймиз:

t£ = ^ + l “>p]- (98.6)
Бу тезлик кузгалувчи снстеманинг шундай нуктасининг тез- 
лигики, у нукта шу онда нисбий заракатдаги нуктага дуч 
келиб колади.

^T  = j t~i+ j J  = заракатдаги нуктанинг кУз-
галувчи снстемага нисбатан узгаришинигина курсатгани учун, 
У нисбий тезлик дейилади.



Шундай кнлиб, мураккаб харакатдаги нуктанинг тезлиги 
учун куйндагн формуланн оламиз:

иа = Ч' + г̂ (98. 7)
Демак, мураккаб харакатдаги нуктанинг абсолют тез­

лиги кучирма харакат тезлиги билан нисбий харакат
тезлигининг геометрик йи- 
тндисига тенг булар экан 
(230б- шакл).

Х у с у с и и  г.чолларни тек- 
ширамиз.

1) Фараз килайлик, кучнр- 
ма харакатнлгарилама булсин, 
у .\олда о — 0 , ve — v0 була- 
ди.

2) Кучирма харакат кузгал­
мас нукта атрофида айланма 
харакат булсин, у холда, v„— 
=  0 , ое =  [см р].

3) Нисбнй харакат текисликда булса, у холда <»_]_р бу- 
лнб, v, = о»р днр. Мураккаб харакатдаги нукта тезлигининг 
координата укларидагн проекциялари юкорнда айтнб утил- 
ган умумий усулдан фойдаланиб топнлади.

62-масала. Гидравлик турбинанннг айланувчи гнлднрагига йуналтн- 
рувчи анпаратдан тушаднган сув зарба билан кирмаслиги учун, унинг ку­
раги шундай урнатилганки, кирадиган сув заррасннннг нисбий тезлиги 
куракка уринма булиб йуналади. Кнраётган сув заррасннннг абсолют тез- 
лиги va = 15 м/сек. Абсолют тезликнинг гнлднрак радиуси бнлан тузган 
бурчаги а = 60', гилдиракнинг минутдаги айланиш сони п = 30, радиуси 
R - 2 м. Гилдирак усткн айланасидагн 
сув заррасннннг нисбий тезлиги гопнл- 
снн (231-шакл).

Е ч и ш. Кучирма харакат тезлиги 
гнлднрак айланаснга уринма булиб, 
раднусига тик йуиалганн учун, унинг

Т! /?/1катталигн: = 6 28 м  сек була-30
ди. vr нисбий тезлик куракка урннма 
булиб йуналгани учун,унинг катталигини 
косинуслар теоремасидан тонамиз:

«V = V  v2a + V* —2vuve sin i = 1 0  м/сек.

63- масала. Вертикал текнслнкдагн 
ярим дойра узининг Ah диаметри йуна- 
лишида с узгармас тезлнк бнлан илга- 231- шакл.

Нцчирма 
траектория t

230 tf-шакл.



рнлама заракат килади (232- шакл). PQ вертикал оралнкда эркин заракат- 
ланувчи MN штифтншн Af учи доиранннг сиртнга тиралнб туради. М учи- 
нинг тезлнги топнлсин.

Е ч и ш. Ярим доиранннг заракати ннсбиндир. Штифтнннг барча нук- 
таларннннг абсолют тезлнклари бир хнлда булиб, улар штифт Уки билан 
йуналган. М нукта мураккаб заракат 
килади. Кучирма заракат ve— с тез­
лигинннг йуналиши АВ га параллел-

налган. ВОЛ1 бурчакни <р деб, тез- 
лнкларга курилган параллелограмм- 
дан At нуктанинг мураккаб заракат 
тезлигинн топамиз:

Va = »*ctg<p = cctg<p.
64- масала. АВ ва ВС стерженлар 

кузгалмас В шарнир атрофида бир 
хнлдагиш бурчак тезлиги билан кара- 
ма-карши томонларга караб айланади 
(233- шакл). Ушбу АВ на ВС стержен- 
ларда заракатланувчи икки ползунни
туташтирувчи DE - а стержень тенг ёнлн DBE учбурчакни ташкил ки- 
лади. /, ABC — 60' булган пайтда DE стержень нукталарннинг тезлнги 
топнлсин.

Е ч и ш. АВ ва ВС стерженлар симметрик равишда айлангани учун 
DE стержень илгарилама заракат килади ва унннг нукта лари тезлнги DE 
га тик йуналган. Бу тезлик О ва £ нукталар учун мураккаб тезликдир. 
D ва Е  нуцталарнннг нисбий тезлиги АВ ва СВ стерженлар билан, кучир­
ма тезлиги эса уларга тик йуналган. Тезлнклар параллелограмидан:

ve = t>e sin <р.
Иккинчи томондан кучирма тезлик:

а

Qi к

Ш Ш Ш Ж Щ Ж Ш

р
\

д ( o U \ь

232- шакл.

BDu
Демак:

ао>.

2 ди

99- §. Нуктанинг мураккаб 
заракатдаги тезланиши

Нуктанинг мураккаб зара­
катдаги тезланишинн топиш 
учун унинг va тезлик векто- 
рндан вактга нисбатан зосила 
оламиз. vе нинг кнйматини (98.6) 
дан (98.7) га келтирнб кУйиб* 
va ни куйидаги куринишда 
ёзамиз:

va = vo "Ь  [ш р] +  vr"



i J J I

Бунинг ^осиласинн оламиз:

5 - # - + * Р Л + £ -  w
Р ва vr нинг зосилаларнни зисоблашда локал цийматинн эъ- 
тнборга оламиз, яънн:

•jj- = 4 f" + 1ш р1 == *v + 1“
Ж», d'p, . Г-- 1

Бу ифодаларнн кузда тутиб, (а) формуланн куйидагича ёзи- 
шимиз мумкин:

w . =* Щ  + [ й [«> р]1 + [г pj + 2 [ш vr\ + d-£f- (99. 1)

Нисбий заракат булмаса vr = 0 булиб, (99.1) формула 
бундай куринишда ёзилади:

Щ, = « ’о + [ «•» Iй' р] 1 + [<“ pl- (99. 2)
Бу формула кузгалувчи системанинг заракатила иштирок 

этувчи нукта тезланишнни, яъни кучирма заракат тезланиши*
ни ифодалайди. Бунда: w0 = ^ —  кузгалувчи координаталар
бошининг тезланиши, колган икки зади эса кузгалувчи сис­
теманинг айланишидан келиб чикк^н тезланишдир. (99.1)
форчуланинг кисми нисбий тезланнш булиб, уни wr ор­
кали белгилаймиз. У золда (99.1) формула куйидагича ёзи­
лади:

wa = we + wr + 2 [u> vr\. (99. 3)

Бундан курамизки, мураккаб заракатдаги нуктанинг тула 
тезланиши умумий золда уч тезланишнинг геометрик йи- 
гиндисидан нборат булар экан. Улар:

1) кучирма заракат тезланиши: we— гг>„_4- [и1 [“* р]] + |® рЬ
_ v - » —  d Vr dix т  , d1 у т  ,
2) нисбий заракат тезланиши: wr = -jt~ = + r^ J +

4- —  k  r dti «•

>



3) кушимча тезланиш: 2 [ (,) vr\. Бу тезланншни Кор  по­
лис ёки бур н лм а  тезланиши деймиз, уни wk оркалн
белгилаймиз:

гг»* = 2 [ш v,]. (99. 4)
(99.4) ни эътиборга олиб, (97.3) ни куйидагича ёзамиз: 

wa = «»<. + wr + wk. (99. 5)
Бу формула тезланншларни кУшиш теоремасини ифода-

лайди:
Демак, кучирма харакат илгарилама булмаганда, му­

раккаб харакатдаги нуктанинг тезланишини кучирма, 
нисбий ва цушимча тезланиш — Кориолис тезланишла- 
рининг геометрик йигиндисига тенг булар экан.

Хусусий доллар
1. Кучирма харакат илгарилама булса, кузгалувчи снсте- 

манннг хамма нукталари учун тезлик ва тезланиш вектор- 
лари бир хилда булади. Бу холда мураккаб харакатдаги 
нуктанинг тезланиши икки вектор йишндисидан иборатдир:

Wa = We + wr. (99. 6 )
Бундан:

we = wa, wr — x* + у г* .
2. Кучирма харакат u> бурчак тезлиги бнлан тенг улчовлн 

айланма харакат булсин. У холда хар кандай М  нукта­
нинг кучирма харакат тезланиши:

= РМ (99. 7)
булади.

Бунда Р  нукта — М нуктанинг айланиш Укидаги проек- 
цияси. Шунинг учун мураккаб харакатдаги нуктанинг тез­
ланиши куйидагича ёзилади:

wa = — u)2 PM + wr -\- 2 [о> vr\. (99. 8 )
Айланиш уки учун г Уки кабул кнлинса, (99.8) формула 

проекцнялар оркалн куйидагича ифодаланади:
wax = — ш*л: + х — 2 и>у,
way = ш*у + У + 2 о) х, (99. 9)
Wa: = Z-



3. Кучирма харакат тенг улчовли винт {харакати булиб, 
нисбий харакат тезлиги винт укига параллел булса, кучир­
ма харакат тезланиши:

We ~  — ui* РМ

булади. Бу холда Кориолис тезланиши булмайди, чунки 
to || xj'f булиб, улар орасидагн бурчак 0 екн 180° га тенг бу­
лади:

~wa = — Ч>* РМ  4- ИёГ/ (99. 10)

100- §. Кориолис тезланиши

(99.4) формулага мувофик Кориолис тезланиши: 
й^ = 2 [Го vr\

формула бнлан ифодаланадн. Унинг абсолют кийматн:

wk = 2 sin (u> vr) ( 100. 1)

булади. Кориолис тезланиши wk нинг йуналиши [«> и,] век­
тор купайтма йуналишидаднр. Мураккаб харакатдаги М нукта

кучирма харакатининг бурчак 
тезлиги ju билан нисбнй харакат 
тезлиги vr 234- шаклда тасвир- 
ланганча булсин. wk вектори 
с» ва vr оркалн утказилган те- 
кисликка тик йуналншн керак. 
Унинг кайси томонга кетгани- 
ни аниклаш учун да* нннгучи- 
дан караб, ш нинг vr бнлан 180е* 
дан кичик бурчакутиб копла- 
нишини, соат стрелкасннинг 
айланишида куришимиз ке- 

234- шакл. рак. Кориолис тезланишинннг
абсолют кнйматинн ва йу- 

налишини аннклашда куйндагн кондадан фойдаланиш кулай- 
дир: нисбнй тезлик vr ни кучирма харакат бурчак тезлиги 
ш буйича ва унга тик йуналишдагн тузувчиларга ажратиб, 
унинг кейинги тузувчиси о, билан белгнланса, у v, =
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тезланишларини шу катталикларии кушиш закида олдинги 
параграфларда исботланган теоремалардан фойдаланиб чи- 
кариш осон.

г радиус-векторнн бирлик вектор оркали ифодалаймнз 
(238- шакл):

г = гг °. ( 101. 1)
Бунда г° вектор г радиус- 
векторнинг бирлик векто- 
ридир. Нуктанинг*аракати- 
да г радиус-векторнннг мо­
дули ва йуналиши узгарадн.
Шунинг учун, г ва г° век­
торлар / вактнинг функция- 
сндир. ( 101. 1) нингиккала 
томонидан вактга нисбатан 
косила олсак, куйидаги ифо- 
дага эга буламиз: 238- шакл.

(101. 2>
Бундан тезликнн кутб координаталарига нисбатан зисобла- 

ганимизда у икки кушнлувчндан иборат эканини курамиз:
£ г °, яъни биринчи кУшнлувчн, г билан бир йуналишда бу- 
лнб, у радиус-вектор модулининг узгаришндан келиб чикади. 
Уни радиал т е з л и к  деб, и, билан белгилаймиз:

— dr -а = — Г . r dt (101.3)

Пккиичи кушилувчининг мазмунини аниклаш учун ^  
нинг модулинн ва йуналишини топамиз. Маълумки:

\d7°\ =  d ? .
Бирлик векторнинг зосиласи узига тик йуналган. Шунинг
учун:

dt dty
Р вектор г° векторга тик йуналганлигидан (101.2) нинг ик­
кинчи кушнлувчнснни Vp билан белгилаймиз. У вактда:

булади.

dr 
dt

d . -0 
"  rdtP (101. 4)
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Бу тезлнк г га тик йуналган булиб, у трансверсал тезлик 
дейилади.

Тула тезлик:

Бу формулага бундай караш мумкин: М нукта г радиус- 
вектор бнлан бнрга айланиб  ̂ кучирма заракатда нштирок 
этади на унинг тезлиги vp = ve булади.

Бундан ташкари, г радиус-вектор устида нисбий заракат 
Килиб, унинг бу заракатндаги тезлиги vr булади. Шунннг 
учун М нуктанинг мураккаб тезлиги кучирма ва нисбий 
тезликларннинг геометрик йипшдисига тенг.

М нуктанинг заракат конуни кутб координаталарнда бе­
рилган булса, яъни:

Теэланишни топиш учун тезлик векторидан вактга нисбатан 
Зосила оламнз:

(101. 5)

булади.

r = r(t),
?  -  г (0 (Ю 1. 6)

маълум булса, нукта тезлигини 
раднал ва трансверсал тузувчилар 
оркали ифодалаш мумкин (239- 
шакл).

£  далгфи куйидагича ёзилади:
Харакат конунндан vr Bavp нфо

(101. 7)(101. 7)

Тезлик модули:

( 101. 8)

(101. 9)



Бу тенглама^р- ни уз ичига олганидан бошка замма заллари

маълум. Шунннг учун-— векторни аниклаймнз. dp° вектор
р ° га тик булиб, г° га карама-карши йуналган (240- шакл). 
Маълумки:

d£dt
Демак:

d f
dt

d<f 
~ dt

- dJ 7 °  dt ' ( 101. 10)

(101. 10) нинг кийматини (101. 9) га куямиз. г° ва р ° бирлик 
векторларни кавс ташкарисига чикарнб, тезланиш учун куйи­
даги формулани оламиз:

• - [ S - r(S ) lр + [г *г*+2Щ р 0- <101- п >
Бу формуладан тезланишнинг радиал ва трансверсал тузув- 
чилари:

Wr = * L - r (*t)1 dt* \dt) '
(101. 12)

куринишда ёзилади, wr радиус-вектор буйлаб, wp радиал — 
тезланиш эса г га тик йуналган. Трансверсал ва радиал тез- 
ланишларни нормал ва тангенциал тезланишлар билан ал- 
маштирмаслик керак.
16 М. Урозбофв
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Харакат тенгламаларн кутб координаталарида бернлган 
булса, тезланиш (101.12) дан осонгина топилади:

Аммо бу чикарнлган тезланиш ифодасига бошкача нук- 
таи назарлан караш хам мумкин. М нуктанннг харакати, 
илгаригидек, раднус-векторнинг айланиш харакати —кучирма 
харакатдаги иштироки билан у буйлаб килаётган нисбий 
харакатларндан иборат деб каралса, (101.12) формуладаги
радиал тезланишнннг биринчи кисмн и\ = ™  нисбнй тез­
ланиш булиб, шунингдек, унинг иккинчи кисми: — г |^ )  = 
= — г о)2 ва трансверсал тезланишнннг биринчи кисмн: 
rltt==rt нУКтанинг радиус билан бирга айланишидан хосил 
булган нормал ва уринма тезланишлар булиб, кучирма_ха- 
ракатнинг тезланишидир. Шунинг учун, уни we деб, we = 
= п р ° — ru)V° ифодани оламиз; бунинг абсолют киймати 
we = r\ е* -f- ш4 булади. Нихоят, трансверсал тезланишнннг 
иккинчи кисми 2 ? <̂ = 2t»,u> Кориолис тезланиши булиб, уни 
те'* десак, М нуктанинг мураккаб харакатдаги тезланиши;

куринишида ёзилади. Буни юкорида бошка мулохазалар асо- 
сида чикарган эдик.
102- §. Секториал тезлик

Фараз килайлик, харакатланувчи нукта АВ траектория ни 
чизсин. У бирор t вактда М да, dt вакт утгандан кейин Af,

да булсин. Бу вакт ичида

w =

(101. 14)

г радиус-вектор р га бу- 
рилиб, da секторни утади 
(241- шаклда штрих билан 
ку( сатилган). Бу элементар 
сектор юзи:

булади. Бу тенгликнинг ик
х  кала томонини dt га була-

миз:
241- шакл.
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Бу тезлик секториал тезлик дейилади.
Секториал тезлик г радиус-вектор чизган сектор юзи- 

нинг узгаришини характерлайди. (102.1) ни эътиборга олсак, 
трансверсал тезланишини куйидагича ифодалашимиз мумкин:

1  L\ 1 2 d id«l
г dt\ 2 dt j “  г dttdt 1

Демак:

Ч  = 7- в 1я К £ -  ( 102. 2 )
Нуктанинг тезланиши замма вакт радиус буйлаб йуналган
булса:

wp = 0
булади. ( 102. 2) дан:

g  = const. (101.3)
(102.3) нинг интеграли:

о = с1̂  + с, (101.4)
булади. Бу золда сектор юзи вактга пропорционал узгаради.
(102.4) да сх ва с* ихтиёрнй узгармас сонлардир. Трансвер­
сал тезланиш булмаса, радиал тезланиш замма вакт коор­
динаталар марказидан утадн. Бу зол учун нуктанинг тез­
лиги ва радиал тезланиш ифодасини топамиз. (102.1) ва
(102.4) дан:

__ 1_ __ с_
dt ~  2 Г d t~  2

булсин. Бундан:
S  = £  (102. 5)

Бу тенглик ёрдамн билан тезликни ва радиал тезланишни 
факат г ва <р оркали ифодалаш мумкин. ^акикатан зам:

dr df d? с dr г )
S - 5 * S - ^ " " c T f  ■ (102- 6)

(101.8) га асосан:

(102.5) ва ( 102.6) ни эътиборга олсак, тезлик:

куринишида ёзилади. 
16»

у*

2

+  7*L d, (102. 7)
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( 102.6) дан косила оламиз:

(т ) 1» 
dt

(Рг « . * ( 7 )
г*dt- ”  rff* dt г1 df2 ■

Бунн эътнборга олиб, радиал тезланиш учун:

= ^ - г №  = - - | ^ Ы  + -r  dt* \dt) r*L т  г

(102. 8)

(102. 9)
формулага эга буламиз. Бу Б и е н е формуласи дейилади.

67- масала. М нукта ОВ тугри чизикда узгармас t>„ тезлик билан 
харакат килади. ОВ чизик Уз навбатида 
О атрофида . = a>t конуни билан айла- 
нади (242- шакл). М нуктанинг траекто- 
рияси, тезлиги, тезланиши ва эгрнлик 
радиуси топилсин.

243- шакл.

Е ч и ш. Нуктанинг харакат конунини кутб координаталарида ёзамнз. 
Нукта уз харакатини О дан бошлайди, деб фараз киламиз. У дол да:

г = o0t, (а)
<? = ID t.

Бу тенгламалардан вактни чикариб ташласак, нукта траекториясннинг 
тенгламасинн топган буламнз:

Г = — 9. ш т
Бу, А р х и м е д  спиралининг тенгламасидир (243- шакл).

Тезликнинг радиал ва трансверсал тузувчиларини топамиз; 
улар:

dr
«V -  4  -  *4

df

булади.
Тезликнинг модули:

VP ш rd t= гю = V“wt

О = У  V- +  v-p = Vo У 1 +  <•***
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65'ладн. Шунннгдек, тезланишини \ам топамиз:
• d‘r (d?\* 

w' = d p - r\\dt) “  ~ Ги’* = -
<t‘? dr d 

rdt» + dt dt = 2o° “
тула тезланиш модули:

w = t\,o> J 4 -f- o>*t~.
Эгрилик радиусини аниклаш учун тангенциал ва нормал тезланишни 

топамиз. Тезлик квадрати:

ва унинг лосиласи:

булади.
Тангенциал тезланиш:

Нормал тезланиш:

о 2  =  0 , 2  < г

dv ,  ,
vjt - t >yt

dv » y t

,„2 2 (4t̂  + ЛСш1 — »2U>,0W л  = W- — tr =--------------------- -----------------------
V 2

Бундан траекторняиинг эгрилик радиусини осонлик билан топамиз:

v! ц, ( 1 + ? 3)~2
wn Ш 2 + ч'1
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103- §. Умумий мулозазалар

Каттик жисм нукталарипинг траекторинларм маълу1̂ ге- 
кисликка параллел текислий0{а ётса, бундай заракат текис 
параллел ёки текис заракат дейилади. Жисмдан бу кУзгал- 
мас текисликка тик килиб утказилган бирор Мх Mt кесма 
нукталарининг тезликлари бир хилда булади. Шунинг учун,

каттик жисмнинг текис заракатини тула аниклайди. Аммо 
бу Si кирким уз заракатида доимо N текисликка параллел 
колганидан, унинг золатини ундан олинган бирор кесма би­
лан аниклаш мумкин. Бинобарин, текис заракатдаги жисм­
дан заракат текислигига параллел булган бирор к'смани 
ажратиб, шу кесманинг заракати билан каттик жисмнинг 
заракатини урганиш мумкин экан.

Кузгалмас ук атрофида айланувчи каттик жисмнинг за­
ракати текис заракатнинг хусуонй золндир.

Купинча, машина ва механизмлар ва уларнинг ало^ида 
кисмлари текис заракат килгани учун, текис заракат кине- 
матиканинг энг музим булимларндан бири зисобланади.

каттик жисмнинг текис зара­
катини текширишда, унинг 
кузгалмас текисликка парал­
лел килиб олинган бирор кир- 
кими юзасининг заракатини 
текшириш кифоя.

244- шакл.

Фараз килайлик, жисмнинг 
Заракати N текисликка парал­
лел булсин (244- шакл). Жисм 
оркали N текисликка парал­
лел килиб, Р  текисликни ут- 
казамиз. У текислик жисмда Si 
киркимни зосил килсии. Маз- 
КУР Si киркимнинг заракати



XVII Б О Б .  КАТТИК ЖИСМНИНГ ТЕКИС ПАРАЛЛЕЛ ХАРАКАТИ 247

104- §. Шаль теоремаси

Теорема ,  '̂ <ис мнин^хар цандай текис кучиишни ха­
ракат текислигида етувчи бирор марказ атрофида бир 
айлантириш билан бажариш мумкин.

Теоремами исботлаймиз .  Шакл текислиги харакат те- 
кислиги булсин. Шаклни биринчи холатдан иккинчи холатга 
бир айлантириш билан келтнриш мумкин булса, жисмнинг 
барча нукталари бир марказ атрофида радиуслари хар хил 
булган айланалар чизади (245- шакл).

Бирор А нуктани олсак, у ААХ ёйни, В нукта эса В В Х 
ёйни чизади. Бу ёйлар марказини топиш цийин эмас. Бу
марказ ААХ, ВВ Х ёйлар ватар- 
лари уртасидан тик кнлиб утка- 
зилган чизикларнннг кесишган,
С нуктасида булади.

Энди, теореманинг тугрилн- 
гига ишониш учун АВ кесма- 
нннг (унинг билан баравар, 
текис харакатдаги жисмнинг) 
айланиш маркази С атрофида 
бир айланиш билан биринчи 
холатдан иккинчи холатга ку- 
чирилиши мумкинлигини кур­
сатамиз. Бунинг учун А ва В  нукталарни С айланиш мар­
кази билан туташтириб, ДЛБС ни оламиз, Шунингдек, /4, 
па Вх нукталарни С нукта билан туташтцриб, t\AxRxC ни 
оламиз. Д ABC ни С атрофида ZACAx = <p бурчакка айлан- 
тнрсак, у, & А Х>ВХС га хамма нукталари билан жойлашади, 
чунки, бу учбурчаклар тенгдир. Хакнкатан хам, жнем кат- 
тик булганн учун харакат вактида АВ да хеч кандай узга- 
риш булмайди. Шунга кура, А В—АХВЪ иккинчидан, С нукта 
ААХ кесманинг уртасидан утказилган тик чнзикнннг устида 
ётгани учун, у А билан Ах дан тенг узокликда булади. 
Шунга кура: АС=АХС. Шунингдек, ВС = ВХС. Демак, текис 
Харакатдаги жиемни уз текислигида бир хоЛнтдан иккинчи 
Холатга бир айлантириш билан кучнриш мумкин экан. Бу 
С нукта айланиш маркази дейилади.

Текис шакл урннга каттик жисм олсак, унинг текис ха­
ракати хар вакт харакат текиелнгнга тик ва айланиш мар­
кази С дан утувчи ук атрофида бир айлантириш бнлан ба- 
жарилади. Г
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105- §. Оиий айланиш маркази. Цузгалмас ва цузгалувчи 
поллодия ва аксоидлар

Фараз килайлик, текис шакл чексиз кичнк вактда бирор 
(А. В, D, ...) золатдан бошка (Аи Ви D ,,...) золатга кучсин 
(246-шакл). Хозир исботланган Ш а л ь  теоремасига биноан, 
нукталарнннг элементар кучиши ААХ, BB ltDDu... лар уртаси- 
дан утказилган тик hA, hB, hm ... лар, утган вактнннг канча- 
лигидан катъи назар, С нуктада кесишади. ZACAX, Z ВСВи

ментар кучишлар учун куйидаги нфодаларнн оламиз:
ААХ = hA • Д <рс, ВВх = А в • Д<рс, DD\ — hD• Д?(, ...

Буларни Дt га булиб, лимит олсак, A, B ,D , ... нукталар тез- 
ликларини топамиз. Лимитда hA, hB, hD, . . .  лар А, В, D ,.. .  
нукталарнинг абсолют траекторияларининг нормали билан 
бир йуналишда булади. hA, hB, А0, .. . ларнинг лимитдаги 
Кийматларинн тегишлича га, гь, г а. .. . десак, А, Р, D , ... 
нукталар тезликлари учун куйидаги нфодаларнн оламиз 
(247- шакл):

Демак, текис заракатдаги жисм нукталарининг траекто- 
рияларига утказилган нормаллар зар он да бир нуктада

ZDCDi, ... ларнинг узаро 
тенглиги табиийдир. Бу бур- 
чакни Д?,. билан белгила- 
сак, AAU ВВХ, DDX, ... эле-

/

246- шакл. 247- шакл.

(105. 1)

VD = r d J t =  Г * * ,

ve = 0.
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кееи ш и б , бу нуктанинг шу он да г и те з л иг и  нулга  
тенг булар экан.

Бошка нукталарнинг тезликлари эса С атрофидаги айлаи- 
ма тезлик каби аннкланади. Жисмни кучирнлган золатидан 
бошка кУшни золатга утказмокчи булсак, айланиш маркази 
кандайдир С, да булади. Жисмни кетма-кет бир золатдан 
иккинчи золатга кучишида айланиш марказлари зам тегиш- 
лича уз золатларинч узгартади. Шунга кура, текис зарака- 
тини зар хил марказлар атрофидаги оний айланиш заракат- 
ларннинг йигиндисидан ташкил топган деб караш мумкин. 
Айланиш маркази зар он учун бошка булганлигидан, у 
оний айланиш маркази  дейилади. Бу марказга мос 
келган бурчак тезлиги оний бурчак тезлиги деб аталади. 
\аракатдаги шаклда ва заракат текислигидаги зар он учун 
оний марказ золатига белги куйнб борсак, бу белгиларнинг 
геометрик йигиндиси икки чизикни ташкил к»лади. Булар- 
нинг бири заракатдаги текис шаклда, ик к и н ч и с и  кУз- 
галмас текисликда булади. Бу* чизнкларнинг биринчиси кУз- 
г а л у в ч и  поллодия ,  иккинчиси к у з г а л м а с  полло- 
дня дейилади.

Демак, оний марказлар колдирган излардан ташкил топ­
ган чизик поллодия  дейилар экан. Текис шаклдан жисм- 
нинг заракатига утилса, зар онда унинг заракати заракат 
текнелнгига тик ва оний марказдан утувчи ук атрофида 
анлантиришга келтирилади.

Бу ук оний айланиш Уки дейилади. Оний айланиш 
укларннинг заракатдаги жиемда ва кузгалмас фазода кол- 
днрган излари сирт зосил кнлади. Бу енртнинг заракатдаги 
фазода зосил булгани к у з г а л у в ч и  аксоид ,  кузгалмас 
фазода зосил булгани к у з г а л м а с  аксоид  дейилади.

Бу аксондларнннг йуналтнрувчнларн тегишлича кУзга- 
лувчи ва кузгалмас поллодиялар булади.

1U6- §. Поллодняларни геометрик усулда куриш

Текис жиемнинг t, /2, ..., /„ вактларга мос <'ир канча 
кетма-кет золатларига белги кУйиб борамиз. Шаль теоре- 
масига мувофик, Зар кайси золат учун айланиш маркази 
(оний марказ), Р, Ри Pt, Ря, . . . ,  Рп булсин (248-шакл). У
Золда 5 текис жиемнинг заракатини Р, Р,, Я2, Р3.......Рп
м<1рказлар атрофида <?, <f,, <р,, «8, . . . ,  *„ бурчакларга айла- 
«ишдан иборат деб тасвирлашимиз мумкин.
, ( нулга ннтилса, S текне жиемнинг заракати оний 
; 'ланишлардан иборат эканн билинади. Оний марказлар зар 

,да кесма учларииинг траекториясига утказилган нор



250 КИНЕМАТИКА

малларнинг кесишган нуцта- 
сида ётадн, чунки лимитда 
ААХ ва ВВ, ватарлар урта- 
сига утказилган тик чизик- 
лар траекториянинг А ва В 
нукталаридан утувчи нормал 
булади. 248-шаклда S нинг 
бир канча ^олатлари АВ, 
АХВХ, АгВ г , ... билан тас- 
вирланган. ХаР бир *олат- 
дан кУшни золатга утишда- 
гн оний айланиш маркази 

248-шакл. аникланган. Улар Р, Ри Р „
Р3„. синик чизикни тузади. 

Бу чизикни Ц .чарфи билан белгилаймиз. Ц синик чизик 
тахминан кузгалмас поллодияни тасвирлайди (249- шакл).

S текис жиемнинг ab 
дан ахЬх га утиши Яоний 
марказ атрофида айланиш 
билан бажарилади. Бу 
утишда S билан ма^кам- 
ланган текисликда шун­
дай бир Р ' нуктани то- 
ниш мумкинки, у, Я, оний 
марказга дуч келсин. S 
текче жиемнинг «j bt о̂- 
латидан аг ф2 га утишида 
бошка бир Р "  нуктани 
куз олдимизга келтири- 
шимиз мумкинки, у, оний 
марказ Р г га дуч келсин.
Бундай муло^аза биланS 
жиемга ма.\камланган те­
кисликда бир канча Р 1,
Р ", Р т , ... нуктани топи- 249- шакл.
шимиз мумкин.

Уларни туташтиришдан келиб чиккан синик чизикни Ц ' 
билан белгилаймиз. Ц чизик маълум булса, Ц ' ни куриш 
К'ийин эмас. Бунннг учун юкорида айтнлганларга бнноан, 
Куйидаги шарт бажарилиши керак:
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Бу ИККИ СИНИК чизикнинг лимитда узлуксиз эгри Ч И ЗИ К-  
ка айланиши юкорида айтиб утилган эди. Демак, S  текис 
жисмнинг зар кандай текис заракатини шу жисм билан би- 
риктирилган Ц' кУзгалувчи поллодияни Ц  кузгалмас пол- 
лодия устида сирпантирмасдан юмалатиш билан олиш 
мумкин экан. Бу натижа энг аввал Пуансо томонидан топил- 
ганн учун у, Пуансо теоремаси дейилади. Иккала полло- 
днянинг уринган нуктаси шу он учун оний айланиш мар- 
казини беради.

107- §. Оний айланиш марказини гопиш
Оний айланиш марказини куриш учун текис жисм икки 

нуктасинннг траекторнясн ёки бу нукталар тезлнкларининг 
йуналншларн маълум булиши керак.

Хакикатан зам, оний айланиш мдрказининг таърифнга 
кура, икки нукта траекторияларигаУнормалларнинг кеснш- 
ган нуктаси ёки шу нук- и М * м
талардан уларнинг тезлик- дл J  J
ларига тик килиб утказил- 
ган чизикларнинг кесишган 
нуктаси оннй марказни бе­
ради. Фараз килайлик, жисм­
нинг А ва В нукталарн- 
нинг бир золатдан бошка 
Золатга кучишдаги тезлиги
va ва vb булсин. Бу нукта- 
лардан vA ва с»яга утказил- 
ган тик чизикларнинг кесиш­
ган нуктаси оннй айланиш 250- шакл. 
марказини беради (250- шакл).

Текис жисмдаги бошка нукталарнингт злнкларнни топиш 
Кийин эмас. Бирор нукта тезлигини топиш учун уни оний 
марказ билан туташтириб, бу икки нукта оралигини оннй 
бурчак тезлигига купайтирнш керак.

Берилган нукталардан бнрортасининг тезлиги маълум 
булса, оний бурчак тезлигини топиш осон. Масалан, текис 
жисм А нуктасинннг тезлнги vA маълум булсин, у золда:

VA(! ) —

АР
Агар А нуктанинг vA тезлиги бошка vA га тик булмаган 

чизик устидагн бирор В нуктанинг vB тезлигига нарал.к-л 
булса, бу нукталардан тезликларга тик килиб утказилган

rt



252 КИНЕМАТИКА

чизиклар кесишмайди, яъни оний айланиш маркази чексиз- 
да бул ад и : Л А*—оо (251-шакл). Бу холда текис жисм айлан- 
май, унинг" барча нукталарннннг тезлнклари бу онда бнр

хилда булиб, текис жисм илгарилама харакат килади.
Агар А ва В  нукталарни туташтирувчи чизик vA билан 
га тик булиб, бу нукталарнинг тезлнклари vA ва vB кат- 

талик жихатидан фарк килса, оний марказни топиш учун 
иккала нукта тезликларининг катталигн ёки уларнинг нис- 
батн берилиши керак.„У холда оний марказнинг холати куйи- 
даги шартлардан топилади (252- шакл).

Хар кандай контур билан чегараланган жисм бошка би­
рор кузгалмас снртда сирпанмасдан юмаласа, оний марказ 
харакатдаги жисм контуринннг тегишиб турган нуктасида 
булади, чунки бу кузгалмас нукта хозиргн онда иккала 
сиртга тегишли булиб, унинг тезлиги нулга тенгдир (253- 
шакл). Мисол тарнкасида, рельсда юмаловчи гилдиракни 
ёки кузгалувчи тишли гилдиракнинг кузгалмас гилдиракда 
юмаланишини курсатишимиз мумкин (254- шакл).

68- масала. Узунлиги / га тенг булган АВ стерженнинг учларн ползун 
воситаси билан Ох ва Оу Уклар буйлаб харакатланади (255- шак’л). Стер­
женнинг кУзгалмас на кузгалувчи поллодиялари топилсин.

Е ч и ш . Л  ва В нукталар тугри чизикли траектория—Ох ва Оу уклар 
буйлаб харакатлангани учун, уларнинг тезлнклари *а.ч шу чизик буйлаб 
йуналган. Шунинг учун, АВ нинг оний айланиш маркази А ва В нукта-

251- щакл. 252- шакл.

J  _  пАР ВР  ~  ' 
РВ ± РА = АВ. (107. 1)
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лардан тезликларига утказилган ЛС ва ВС тик чизнкларнинг кесишган 
нуктасила ётади.

АВ стержень кандай холатда булса *ам, ОАСВ шакл тугри бурчак- 
лигича колиши шаклдан куриннб турнбди:

ОС = AB = l,
Демак, оний марказ стержеининг *ар кандай долати учун кузгалмас О 
нуктадан бир хилдаги оралик I да, кУзгалувчи Ot нуктадан эса -^оралик-

255- шакл. 256- шакл.

да булар экан. Бундан, кУзгалмас поллодиянинг радиуси I, кУзгалувчи 
поллоднянинг радиуси эса?^ булган айлана эканлигини курамнз (256-
шакл).

69- масала. Узунлиги криво­
шип узунлигига тенг булган АВ 
шатун учун кузгалмас ва кУзга- 
лувчн поллодиялар топнлснн(257-
шакл). АВ = ОА = г.

253- шакл. 254- шакл.

.1
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чизицлар кесишмайди, яъни оний айланиш маркази чекснз- 
да булади: А Р —оо (251-шакл). Бу холда текис жисм айлан- 
май, унинг барча нукталарннннг тезлнклари бу онда бир

хилда булиб, текис жисм илгарилама харакат килади.
Агар А ва В нукталарни туташтирувчи чизик vA билан 
га тик булиб, бу нукталарнинг тезлнклари vA ва vB кат- 

талик жихатидан фарк килса, оний марказни топиш учун 
нккала нукта тезликларининг катталигн ёки уларнинг нис- 
бати берилиши керак., У холда оний марказнннг холати куйи- 
дагн шартлардан топилади (252- шакл).

Хар кандай контур билан чегараланган жисм бошка би­
рор кузгалмас сиртда сирпанмасдан юмаласа, оний марказ 
харакатдаги жисм контуринннг тегишиб турган нуктасида 
булади, чунки бу кузгалмас нукта хозирги онда иккала 
сиртга тегишли булиб, унинг тезлиги нулга тенгдир (253- 
шакл). Мисол тарнкасида, рельсда юмаловчи гилдиракни 
ёкн кузгалувчи тишли гилдиракнннг кузгалмас гилдиракда 
юмаланишини курсатишимиз мумкин (254- шакл).

68- масала. Узунлиги / га тенг булган АВ стерженнннг учлари ползун 
воситаси билан Ох ва Оу Уклар буйлаб харакатланади (255- шаКл). Стер- 
женнинг кУзгалмас ва кузгалувчи поллодиялари топилсин.

Е ч и ш . Л  ва В нукталар тугри чизикли траектория—Ох ва Оу уклар 
буйлаб харакатланганн учун, уларнинг тезлнклари хам шу чизик буйлаб 
йуналган. Шунинг учун, АВ нинг оний айланиш маркази Д ва В нукта-

251- Ц)акл. 252- шакл.

РВ ± РА = АВ. (107. 1)
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лардан тезликларига утказилган ИС ва ВС тик чизикларнинг кесишган 
нуктасила ётади.

АВ стержень кандай золатда булса зам, ОАСВ шакл тугри бурчак- 
лигича колиши шаклдан курнниб турибди:

ОС = АВ = /, 0,С = 4- 

Демак, оний марказ стерженнннг зар кандай золати учун кУзгалмас О 
нуктадан бир хилдаги оралик I да, кУзгалувчи О, нуктадан эса уоралик-

да булар экан. Бундан, кузгалмас поллодиянииг радиуси I, кУзгалувчи 
поллоднянинг радиуси эса’ -̂ булган айлана эканлигиии курамнз (256- 
шакл).

69- масала. Узунлиги криво­
шип узунлигига тенг булган АВ 
шатун учун кузгалмас ва кУзга­
лувчи поллодиялар топнлсин(257-
шакл). АВ = ОА = г.



Е ч н ш. А нукта айлана чизиб, В нукта тугри чизик буйлаб харакат-
ОВ га Утказилган  ̂

ади. Шатунийнг хар i 
латнга Р  оний марказ кУзгалмас’О нуктадан доимий ОР = 2г масофада

лангани учун, оний марказ В нуктадан ОВ га утказилган тик чизик би­
лан ОА нинг давоми кесишган нуктада ётади. Шатуннинг хар кандай хо-

булгани учун кузгалмас ноллодия радиуси 2г ва маркази О лаги айлана 
булади. Шунингдек, кузгалувчи поллодия хам радиуси АР= т ва маркази
А даги айлана булади.

108- §. Оний айланиш марказининг тезлиги
Маълумки, жисмнинг текис харакати кузгалувчи полло- 

диянинг кузгалмас поллодия устида сирпанмасдан юмалаши- 
дан вужудга келади. ХаР он п
учун оний бурчак тезлиги хам ■
маълум булсин (258- шакл). \\ d<P /

Оний айланиш марказининг \ p id$C/
тезлигини топамиз. Кузгалувчи 
поллодия кузгалмас поллодия 
устида юмалаганда, уларнинг

Р

257- шакл. 258- шакл.

тегишиб турган нуктаси Р  дан Р ' га кучади. Сирпаниш
булмагани учун: Р Р ' ■= Р Р  ёкн dst = dst = ds. КУзгалув- 
чи поллодия билан бириктирилган жисмнинг айланиш бур­
чаги d<? шаклдан:

d<? = d'Pi + d ft
булади.

Поллодияларнинг эгрилик радиусини тегишлича /?,, Rt 
десак: ,

ds%

булади. Демак:
( I  , i | , „



Бу ифоданинг иккала томонини dt га булиб, Р нуктанинг 
тезлиги учун бундай формулани оламиз:

'<■-*гпгг"- <108- »

Бу ерда ор — оннй
(108.1) формула 

оний марказ билан дуч кел- 
ган нуктасинннг тезлиги эмас- 
лигига эътибор кнлнш керак.

Кузгалувчн поллодия ботик 
томони билан кузгалмас пол- 
лодиянинг каварик томонига 
тегиб турса (259- шакл), оний 
айланиш марказининг тезлиги 
куйидагича ифодаланади:

< 108- 2 >

Чикарилган формулаларни 
татбик этиш учун куйидаги 
масалани ечамиз.

марказ кучишининг тезлиги. 
жисмнинг

259- шакл.

70- масала. Тугри чизикли рельсда радиуси а га тенг булган гилдирак 
сирпанмаслан юмалайди. Гилдирак марказининг тезлиги ц,. Л ва А нукта- 
ларнинг иа оний айланиш маркази кучишининг тезликлари топнлсин (260- 
шакл).

Е ч и ш. Гилдирак айланаси ва рельс чизиги тегишлича кУзгалувчи ва 
кузгалмас поллолиялар ва уларнинг тегиб турган нуктаси оний айланиш 
маркази булади. Шунинг учун:

тР ”  а '
А Рш „ ж а V 2 = »/ 2 'оо,

2а = 2о0.
тр

VB

Оний айланиш марказининг кучиш тез­
лигини топиш учун /?, = a, Rt = да деб, 
уларни (108. 1) га кухмнз:

Я,
1 + Ri

R*



109- §. Даламбср теоремаси

Теорема .  К а т ти к  жиемнинг л;ар кандай текис %ара- 
катини бир илгарилама ва кутб  деб олинган бирор их- 
тиёрий нукта атрофидаги айланма jfаракатлардан ибо­
р ат деб караш мумкин.

Текис заракатдаги каттик жисм- 
нуктаси ёки б> нукталарни 

туташтирувчи кесма билан

Теореманн исботлаймиз. 
нинг золати унинг икки

маълум. Бу 
ва В булсин

261- шакл.

аникланиши 
нукталар А 
(261- шакл).

Каттик жисм олдин / 
золатдан V золатга илга­
рилама заракат билан куч- 
снн. Бу золда унинг барча 
нукталарининг кучиши А 
ну танинг кучиши ААХ 

билан бирдек булади. Сунгра жисм /' золатдан Ах атрофи­
да Z В ^ В ' га айлантириш билан I I  золатга келтирил- 
син. Бу ерда асосий нукта, яъни кутб учун А ни танладик. 
Лекин асосий нукта— кутб учун В  ни олишимнз зам мум- 
кин. Бу золда олдин жисм Г  золатга нлгарилама заракат 
билан келтирилиши натижасида унинг барча нукталарининг 
кучиши ВВ ' билан бирдек булади.

Жисм мазкур золатда В ' атрофида Z А 'В 'А 1 га айлан­
тириш билан I I  золатга келтирилади. Илгарилама заракат 
таърифига кура, юкорида айтилган иккала зол учун:

Демак:
АХВХ #  А 'В ' П А В . 

'В ,А ХВ ' = /L А 'В 'А 1.
Айланиш маркази, яъни кутб учун кайси нуктани олмай- 

лик, замма вакт айланиш бир томонга караб бажарилади.
Энди бу теорема асосида, текис жиемнинг бирор нукта- 

сининг кучишини топамиз. Бу нукта учун В ни оламиз. А 
нуктанинг илгарилама кучиш векторнни гА, В нинг Ах 
атрофида айланма кучишини гАВ ва В нинг умумий кучиши 
ВВх ни гв билан белгиласак, шаклдан:

гв = г . + гАВ (109. 1)
тенгликни оламиз.



гА вектор текис жисмнинг барча нукталарннннг А билан 
бирга килган илгарилама харакатини тасвнрлайди.

Бу (109. 1) тенгликда: гА ни жисмнинг, шу билан бир­
га, В  нуктанинг кучирма харакати, гАВ ни В нуктанннг А га 
нисбатан нисбий харакати ва гв ни В  нуктанннг мураккаб 
харакати деб караш мумкин.

110- §. Текис жисм нуцтасининг тезлиги

Оний айланиш маркази маълум булса, текис жнем нук* 
тасининг тезлигини топишнн курсатиб утган эднк. Даламбер 
теоремасига мувофик, (109. 1) дан фойдаланиб, текис жисм 
нуктасининг тезлигини топамиз. Бунинг учун, у тенгликнинг 
t га нисбатан хосиласини оламиз; у холда;

dr” = -f ЛГлв. ( l i o . i )
d t a t  d t '

Г>у ерда — В нуктанинг тезлнгн, —жнем-
нниг нлгарилама харакатини ифодаловчи А нуктанинг тез- 
лиги ва — vAB — В нуктанинг А атрофида айланиш тез- 
лпги. Буларни (110. 1) га кУйсак:

~vb = ° A + \ в  ( 110. 2)

келиб чикади. В  нуктанинг айланиш тезлиги илв нинг АВ 
кесма га тик йуналганлнги табинйдир. Шунинг учун уни, 
(!>4.5) га мувофик, куйидагича нфодалаш мумкин:

( n ° j 3
262- шаклда Л ва в  нукталарнинг тезлик векторлари тас- 

пирланган. Бундан курамнзки, текне жисмнинг бирор А нук- 
тасининг тезлиги маълум булса, бошка хар кандай В  нуктаси- 
нннг тезлиги шу Л нуктанннг ид тезлиги билан В  нуктанинг 
Л нукта атрофидаги айланиш тезлиги удв нинг геометрнк йн-
гиндисига тенг булар экан. _

Агар и) = 0 булса, текис жисм vB = vA тезлик бнлан нл- 
гарнлама харакат килади.

М. Vpoj6ovi>
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Шунга эътибор килиш керакки, А ва В  нукталар учун 
бошка икки нуктани олсак, уларнинг тезлнк некторлари, 
албатта, бошка булади. Лекин кайси нуктани асосий килиб 
олмайлик, «» бурчак тезлиги бир хилда булади, чунки Далам- 
бер теоремасига бнноан, текис жиемнинг айланиши асосий 
нуктанинг кандай танланганнга боглик эмас.

( 110. 2) дан фойдаланнб, амалий масалаларни ечишда 
катта а^амиятга эга булган куйидаги тео рем анн  нсбот- 
лаймиз.

Текис заракатдаги жиемнинг икки нуктаси тезликла- 
рининг шу нукталарни туташтирубчи чизик йуналишиоаги 
проекцнялари узаро тенгдир.

Бу теореманн (110. 1) нинг иккала томонини АВ йуна- 
лишдаги ироекцияларини олиш билан исбот этамиз (263- 
шакл).

А В кесмаиииг йуналиши / булсин, у ,\олда:
'Ф/ ( ”a) -  "Р/ (»д)+  "Р, (vAB,).

Бу ерда vAB± J  булгани учун:

"Р< (^АВ) =  0.
Шунга кура:

пр, ( vA) = пр, ( Ув). (110. 4>

Энди, (110. 2) нинг кузгалмас ва кузгалувчи координата 
укларидаги ироекцияларини оламнз. Олдин кузгалмас коорди­
ната укларидаги проекцияларнн топамиз. Бунннг учун А нукта
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координаталарини ;0, тю, В нукта координаталарннн ;, т( бнлан 
белгилаймиз. У вактда:

I j к
VB,l + vBiy - vAlt <' + уд,0-/' +

Бундан:

О 0 и>
? >0» 0

\  “  (ч “  т.о),

°а , =  v A ,t  +  • (5 —  *•)• (110. 5)
Текис жисмнинг заракатини текшириш учун, унинг асо- 

сий нуктасинннг координаталари x0, у, ва бу нукта атрофи- 
да ? айланиш бурчаги вактнинг функцияси тарзида берилган 
булиши керак. У золда асоснй нукта тезлигинннг координата 
укларидаги проекциялари ва асосий нукта атрофида айланма 
заракат бурчак тезлиги:

°л *  = vo.
%  = Уо. 0 1 0 . 6 )

СО = с
маълум булади.

Текис жисм нуктаси тезлигинннг кузгалувчн координата 
укларидаги проекцияларини олиш учун координаталар бо- 
шини А га жойлаб, В  нукта координаталарини х, у билан 
белгилаймиз. У золда:

1 J
VB< 1 +  VB y J  =  °Л х ,1 +  VA y ij  + 10

(|
Бу ерда:

°Ал, ^ ° Л л  COS *  +  0 ^  S i l l ? ,

% »  = sin 9 + 0^  cos ?. 
(НО. 7) айннитдан:

vbjc = оЛя cos ? + vAy sin ? -  у «,
VBy =  ~  V A .x S i n  ?  +  V A y  C 0 S  ?  +  X  «>.

(110. 7)

( 110. 8)

HI- §. Оний марказнинг координаталари
(поллодиялар тенгламалари)

Юкорида текис заракатдаги жисмда зар он учун тез 
лиги нуль буладиган оннй марказ борлигини курсатган эди к. 
^нди, бу нуктанинг жисмдагн золатнни ( 110. U)дан фойда- 
17*
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ланиб топамиз. Бунинг учун vA тезлнкка тик МА чизикни 
5'тказамиз. МА чизикда шундай Р нуктани топиш мумкинки. 
унинг айланма тезлиги vAP J_ ЛМ асосий нукта тезлиги vA га 
тенг ва у бнлан карама-карши йуналган булсин, яъни:

vp = ил + о.
Иккинчп томондан (264- шакл): 

Бундан:

АР.

v a p  =  u, A P = va -

АР =

(H I .  1)

(111. 2)

Р  нуктанинг тезлиги vp = 0 булгани учун бу нукта оний 
марказ булиб, яна 105- § даги натижага келдик.

( 111.1) ни ( 110.2) асо­
сий тенгламадан айира- 
миз:

° b  =  v a b - va p

—  [шГ
264 шйклдан:

1и,гдВ]-
В Г А р\-

г а в  г а р  —  г р ч '  

Демак:
° в  =  (ш гаХ  ( * ч .  3 )

Шундай килиб, яна 
Шаль теоремасидан чика- 
рилган натижага келдик, 
яъни текис заракатдаги 
жисм тезлигини зар онда 
оний марказдан утувчн 
УК атрофида айланадиган 
жисм нуктасниинг тезли­
ги сингари аникладик. 

Энди,(110. 5) ва (110. 8) дан фойдалаииб, оний марказнинг 
Кузгалмас ва кузгалувчи координата укларидаги проекция- 
ларини топамиз.

Оний марказда vp — 0 булгани учун унинг кузгалмас ук- 
дагн проекцнялари куйидагича булади:

264- шакл.

иА1 ‘Р г1л) = 0 ,
*»д,+»(5р-5д) = 0 .
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Бу тенгламалардан:

Маълум текис харакат учун, хА, уА ва <р хамда уларнинг 
вактга нисбатан хосилалари берилган функциядир. Шунинг 
учун (111.4) ва (111. 5) лар кузгалмас ва кУзгалувчи полло- 
дияларнинг параметрик тенгламаларн булади.

Бу тенгламалардан вактни чикариб ташласак, поллодия- 
лар тенгламаларн келиб чикади.

Шунингдек, оний марказнинг координаталарини кУзга- 
лувчи укларга нисбатан аниклаймиз:

71- масала. Икки параллел рейка карама-каршн томонларга о, ва v3 
тезликлар билан харакатланади (265- шакл). Рейкалар орасидагн радиуси 
а га тенг диск ишкаланишн натижаси-
да уларга нисбатан сирпанмасдан юма- \М/ U/ •
лайди. Рейкалар бнлан дискнингтегишиб

XD =  ------------ 2-----Р  <|>
°/».гС05? + °ДУ sin ?

у А х  » 1 П у- Р д у cosy

(111. 5)

Днскнннг бурчак тезлиги и>, марка- 
зининг тезлиги «о ва поллодиялар аник-
ланснн.

Е  ч и ш. О ни асоснй нукта учун 
кабул килиб, о, ва vt ни куйидагича ифо-
далаймиз:

турган нукталарн Af, ва М, нинг тезли- 
гн хам тегишлича о, ва t>a булади.

(а)
К* = Оо -f Vo M r

Лгар vt < vt булса, диск соат стрел- 265- шакл.
каси айланнши буйича айланади. (а) 
тенгламанинг о, йуналншндаги проекцнясинн оламиз:

= + 
i ’s = Vo — а  ш.

о, -  vt 
2 а ■

ч  — t’a булса, днскнннг маркази кУзгалмайди.
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Бу масалани оний марказнн топиш йули билан чицариш зам мумкин. 
<105.1) га биноан:

У\ «*_
ЯМ, ~ PMt ~
PMt + PMt - 2 а 

Хосилавий пропорция тузамиз:
tij + vt РМУ f  РМг 2а
~7 Г~ = PM*

Бу тенгламалардан:

Диск марказининг тезлиги:
fi + t»* t»i — vt — е».Ро - о> ОР - - 5 -  • ~ 2 Г

Шундай килиб, яна юкорида чикарилган натижага келдик.
’ Оннй марказ Р  диск марказидан узгармас масофада туради. Демак, 

оний марказларнннг геометрик йигиндиси кузгалмас текисликда диск мар- 
казидаи ОР масофадагн тугри чизик булиб, кУзгалувчи текисликда эса 
ОР радиусли айлана буладн. (111. 4) ва (111. 5) дан фойдаланиб, буни ана­
литик равишда исботлаш кпйин эмас.

»i — t»jАгар диск Укнга радиуси г = -у а булган концентрих урнатнб,” l 1
унинг марказита р„ тезлик берилса, дискнинг Af, ва Мг нукталарига тегиб 
турган рейкалар карама-каршн йуналган ва vt тезликлар билан зара- 
катланади. Кинематика нуктан назаридан бу заракат юкоридагн икки 
рейка орасидаги диск заракати билан эквивалент зисобланади.

112- §. Текис^аракатдаги жисм нуцтасининг тезланиши. 
Тезланиш маркази

Текис заракатдаги жисмнинг бирор нуктасинннг тезла- 
нишини топиш учун, бу -нукта тезлиги векторидан вактга 
нисбатан зосила оламиз. (110. 2) ва (110. 3) га мувофик:

»в = Чл + I* ~гав\- 
Бундан зосила олсак:

5* - т £ + [ £ 7" ] + 1 * % ]
келнб чикади.

Бу тенгламанинг уиг томонидаги задларнинг зар кайси- 
сини алозида текширамиз. 1- кием wA — — асосий нук­
танинг тезланиши, 2- кием [г гдв] = асосий нукта атро-
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фидаги айланма заракат тезланиши. Бунда е = ’-^— бурчак 
тезланишининг вектори.

Бу айланма тезланиш вектори w{АВ1. ГАВ. заракат тез- 
ланувчи булса, vAB билан бир йуналишда, сусаючи булса, 
карама-карши йуналишда булади. ŵAB нинг катталиги:

4 a = « ^ Bsin(s, гАВ) = вгАВ.

3- кисми асосий нуктага караб йуналган марказга инти- 
лувчи тезланишдир:

Бу тенгликнинг унг томони икки цайтали вектор купайтма 
булгани учун:

w a b  =  т  ( 1ш г  а в )  -  г д в  ('ш т )
булади.

10 _L глв булганидан:
(» гАВ) = 0 ва (и> ») = и>\

Шунга кура:

Марказга интнлувчи тезланиш—текширилаётган В нукта­
дан асосий А нуктага караб йуналган ва унинг катталиги 
<»2гДв га тенг.

Шундай килиб, текис заракатдаги жисм нуктасииинг тез­
ланиши учун:

™в = + w(;'B + wAB = <®д ■+ [s ГАВ] -  ~rAB (112. 1)
формулани оламнз.

Демак, текис заракатдаги жисм нуктасииинг тезланиши 
бутун жиемнинг асосий нукта тезланишига тенг булган 
илгарилама заракат тезланиши, асосий нукта атрофида ай­
ланма тезланиши ва асосий нуктага караб йуналган мар­
казга интилувчи тезланиши векторларннинг йнгиндисига 
тенг булар экан. билан wAB узаро тнк булгани учун 
уларнинг йигиндиси:

'“’дв =  гл в / ^ Ч Г ^  (112.2)
булади.
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wАВ билан гАВ орасидагн катта бурчакнн к — я десак
(266- шакл):

tg“ = b (112. 3)

булади.
Бу ерда шунн эслатиб утиш кераккн, а бурчак жисмнинг 

Хамма нукталари учун хам бир хнл булади.
Энди, текис харакат­

даги нуцта тезланиши- 
нинг координата укларн- 
даги пооекцияларнни ола­
миз.

Тезланиш вектори дав 
нинг проекцияларини wx, 
дау, шунингдек, 
проекцияларини - Лх
“ *д* wAy = УддеПмиз. В  
нуктанинг координатала- 
ринн х, у; А нинг коор-

wA нинг
W S

266- шакл.

динаталарини хА, уА деймиз. Бу холда (112. 1) формула про­
екция оркалн куйидагича ёзилади:

к 'в =  1 +  “  “ д-г1 +  w AyJ

— •*!(*—*д)?н- (у

i / k 
О 0 г 

X — Х а  у —у а о
Уа ) 7 1

Бу айниятдан /, j  олдидаги коэффициентларни солишти- 
риб, w x, гt'y учун бундай формулаларни оламиз:

да

да,

:=  ^ д - т ( у - У д ) - ? *  (* — хл), 
= Ул + ? ( * - * д ) - ® 2 (у Уд)- (112. 4)

Вактнинг функцияси булган асосий нуктанинг хА> уА ко- 
ордпнаталарн ва 9 айланиш бурчаги жисмнинг текис хара­
катини аниклагани учун,(112. 4) нинг унг томонидагн катта- 
лнкни хнсоблаш мумкин.

Текис харакатдаги жнсмда хар он учун шундай бир нукта 
топнладикн, унинг тезланиши шу онда нулга тенг булади. 
Бундай нукта те зл ан иш  маркази  дейилади.

Хакикатан хам шундай нуктанинг борлигинн курсатиш 
учун, асосий А нуктадан wA бнлан а бурчак тузувчи АЬ
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чизикни утказамиз (267- шакл). АЬ чизик устидаги нукталар- 
нинг тезланиши wA билан айланма тезланишнинг алгебраик 
йигиндисига тенг булади. Масалан, бирор D нуктанинг тез­
ланиши:

W D =  W AD ~  (1 1 2 .5 )
булади.

Бу чизик устида айланма тезланиши катталик жнзатдан 
х'а га тенг булган бирор Q нуктанн топиш мумкин. Бу нук­
танинг wA абсолют тез­
ланиши, (112.5) га муво­
фик, нулга тенг булади, 
яъни:
Х’у = wAQ —wA -0. (112.6)
(112. 2) ва (112. 6) га муво­
фик:
wAQ -  AQ / е* + ш« «= wA.
Бундан А га нисбатан Q 
нуктанинг золатини аник*
лаймиз:

AQ = - Д : г . (112.7)УI* + ш‘
Q нуктанинг шу ондаги тезланиши нулга тенг булгани учун, 

мазкур нукта, таърифга мувофик, тезланиш маркази булади. 
Тезланиш маркази маълум булса, текис заракатдаги жисм 

f нукталари тезланишларинн аниклаш жуда зам осонлашади. 
Асосий нукта учун А нг олмай, тезланиш маркази булган Q 
ни олсак, wQ = 0 булиб, ( 112.1) куйидагича ёзилади:

( 112. 8)те-» = w,В  QB QB ~~ I Q B I Q B’

Бу формуланинг биринчи кнсми айланма тезланиш
булиб, Q8 радиус-векторга тик ва жисм айланган томонга 
Караб йуналган. Иккинчи кнсми эса марказга интилувчи
тезланиш булиб, у ф дан BQ радиус-вектор буйлаб ф га L0 
Караб йуналган. ■*

Айланма ва марказга интилувчи тезланишларнинг абсолют ^*0
Кийматларн:

,r« L
булади.

™ <т) , ^QB
цв QB

l~ t3
(112. 9)
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В  ну^та тула тезланишннинг абсолют циймати:

«'в = г (1 1 2 . 10)

Бундан курамизкн, зар онда зар кандай В нуктанинг! 
тула тезланишининг кнймати нукта бнлан тезланиш марка-1

зининг оралигнга nponojw 
ционал булар экан.

Бу ерда В нукта их­
тиёрий олинди. Шунинг 
учун зам унинг тезлани­
ши билан тезланиш мар­
казини туташтирувчи ра- 
диус-векторининг тузган 
бурчаги жиемнинг замма 
нукталари учун бир хил­
да булади (2Н8- шакл).

Бу ерда айланма тез­
ланиш билан тангенциал 
тезланишнинг, шунннг­
дек, марказга ннтилувчи 
тезланиш бнлан нормал 
тезланишнинг фаркига бо- 
риш керак.

w. тенгенциал тезла­
ннш нукта траекториясн- 
нинг уринмаси буйлаб, wn 
нормал тезланиш эса бош 
нормал-буйлаб йуналган. 

айтганда, тангенциал тезланнш нуктанинг оний 
билан туташтирувчи грв радиус-векторга тик, 

к'п нормал тезланиш эса радиус-вектор буйлаб, А* оний мар­
казга караб йуналган (269- шакл).

Тезланиш марказининг координаталарини топамиз. Бунннг 
учун, (112.4) даги В нуктанинг х, у координаталари урннга 
Q нинг xQ, yQ координаталарини кУямнз. У золда: wx = 
= wy — 0 булади. Шунга кура:

269- шакл.

Бошкача
маркази

*о = х .+

Уц = Ул +

иАх

..!trА у ’ Ау
' + •* ( 112. 11)

72- масала. Тугрн чнзнклн рельеда сирпанмаслан юмалаётган, радиуси 
а га тенг гилдирак марказининг тезлиги t>0. Гилдирак айланасидаги нук­
танинг тезланиши топилсин.
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Е ч и ш. Гиллирак марказининг тезланиши t»„ = 0 булганн учун, тез*
о0

ланиш маркази мазкур нуктала булади. Оний бурчак тезлиги ш= — = const
булганидан, оний бурчак тезланиши * = 0 булади. Шунинг учун, гнлднрак
айланаси хар камлай нуктасннинг тезланиши w = 1»*д = булиб, гил-
дирак марказига караб йуналган.

73- м асала . Доимий бурчак тезлиги билан айланувчи ОА кривошип- 
нинг А бармогига радиуси г, булган тишли II гилдирак урнаштирилган. 
Кривошип айланганда II гилдирак радиуси г, ва маркази О да кузгалмас 
тишли I гилдирак устида юмалайди. Тишли II гилдиракнинг В ва С нук- 
талари тезланиши ва бу гилдиракнинг тезланиш маркази топилсин (270-шакл).

Е ч и ш. Аввало. II гилдиракнинг бурчак тезлигини топамиз.
С нукта оний айланиш маркази булганн учун:

ч2АС — ОА ч>
булади. Бундан:

О А г, rt
*  СА “  *  “

ш const булганидан t = 0 булади.
Асосий нуцта килиб А ни оламиз. Бунинг тезланиши катталик жиха- 

тидан wA = ш»(г, + г») булиб, А дан О га караб йуналган.
^нди, в нуктанинг тезланишини топамиз. Бу нуктанинг А га нисбатан

айланма тезланиши:
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булади. Марказга интилувчи тезланиши эса:
(я) , т (г. + »*)’ (г,+ г,)* .

™Ав = "аг* =■ — ^—  ш/* ; :'2 2
Бу тезланиш В  дан Л га йуналган, яъни атд билан бир йуналншдаднр.
Демак, В нуктанинг тула тезланиши:

« в (/-, + г,) + (Г? ± Г>)* - (Г> + Г»)(Г|± ^  »*.rt гг
С нуктанинг тезланиши:

('l + '’j)1 . , . . . ГХ(ГХ + r*> .wc = ---—-- «о* — (г, +  Гг) w* =----- —--- “>*

булар экан 
Ttезланиш марказини куйидаги шартдан топамиз:

(я)рис tTj
еки:

rQ -- (Г, + Гг).
Бундан:

гп = Л
г  I +  Г ,

74- масала. Эллипсограф 
линейкасн ихтиёрнй нуцтаси- 
нннг тезланиши топиленн (271- 
шакл).

Е ч и ш. А нуктанинг хара­
кати тенг улчовлн ва тугрн 
чизикли булганн учун, бу нук­
та тезланиш маркази булади. 
Бурчак тезлиги:

В нуктанинг марказга интилувчи тезланиши:

»
Тула тезланиш:

(я)

(я)

1ыi

1Wf COS Sf / COS f  Sin! If

113- §. Текис харакатдаги жисмларнинг тезлик 
ва тезланиш плани

Текнс харакатдаги жисм нукталарннннг тезлик ва тезла- 
нншларннн аниклаш учун чнкарилган формулалардан фои- 
даланнб, куйидаги масаланн ечамиз. Маълум вактда текис
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Заракатдаги жисмнинг бирор А нуктасинннг тезлиги v Ава тез­
ланиши «'д булсин. Бошка бир В нуктаси тезлигинннг йу­
налиши ЬК маълум булсин (272- шакл, а). Ана шу бернлган- 
лардан фойдаланиб, шу вакт 
учун текис заракатдаги . 
жисмнинг зар кандай бошка 
нуктасинннг, шунингдек, Я 
нуктанинг тезлик ва тезла- 
ниши график усулда аннк- 
лансин.

Олднн, масаланинг би­
ринчи кнсмини ечамиз, яъни 
текис заракатдаги жисм 
нукталарннинг тезлигини 
график усулда аннклаймиз.
Бунинг учун,куйидаги гео­
метрик ясаш тадбирини ку- 
рамиз (272- шакл, б). Хара­
кат текислнгидан бнрор О 
нуктанн олиб, уни кутб С 
деймиз. Бу О кутбдан Оа =
— иА векторини кУямиз. Бу 
векторнинг боши О дан LK 
га параллел чизик утказа­
миз, яъни В нукта тезлигн- 
нинг йуналишини утказа­
миз. Vb тезликнинг микдо- 
ри маълум булса эди, LK 272‘ шакл-
чпзигида бу тезликни тас-
внрловчи ОЬ векторининг учи Ь аник булар эди. Ь нинг LK 
лаги золатини аниклаш учун (110. 2) формуладан фойдала-
намиз:

” в  =  ” л +  ~v a b .

Халиги Ь нукта vAB тезликни зам аннклашн керак. Аммо, 
v ah LAB  булганидан, бу тезликнинг йуналиши маълум.
Шунинг учун Ои векторининг учи а дан АВ га тик чизик 
Утказамиз. Бу чизикнинг О нуктадан LK га параллел килиб 
утказилган чизик бнлан кесишган нуктаси Ь ни беради. 
-72- шакл, б дан:

Ш  = Оа + аЬ (113. 1)
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муносабатннн оламиз. Бунда Оа = vA булиб, Ob || vB ва ab II 
II vAB булгаиидан, Ob -= vB ва ab =  vAB булиши керак, чункн 

вектор маълум йуналншлар буйича ажратилганда, уларнинг 
тузувчилари ягона булиши керак. Текис шаклдаги жиемнинг 
бу ондагн бурчак тезлиги куйидаги муносабатдан аникла- 
нади:

vAB -  Л5««,
бундан:

— - З г - е т -  (113-2>
Энди, АВ кесмасида олинган бирор D нуктанинг тезли- 

гини топамиз. АВ да олинган D нукта уни кандай нисбатда 
икки кнемга булса, аЬ кесмадаги D нуктага тегишли d нук­
та зам ab ни худди шундай нисбатда булади. Шунннг учун:

Бу шартдан фойдаланнб, ob дагн d ни аниклаймнз. Бу 
нуктани кутб О билан туташтириб, vD тезликни тасвирловчи
Od векторини оламиз. У векторни шаклдан куйидагича ифо* 
далашимиз мумкин:

Od =* Оа -f ad.

ad вектор AD кесмага тик булиб, D нуктанинг А га нисба­
тан айлана тезлиги vAD га тенгдир. .\акикатан зам:

ad =  T B ab =  %BAD =  AD"'-
шунинг учун, ad — vAD булади. Бунга кура:

Od -  vA + vAD
демак:

Od =  i D.

Энди текис заракатдаги жиемнинг бирор Г  нуктасииинг 
тезлигини тасвирловчи векторни ясаймиз (272- шакл, а ва б 
лар). Бу нукта тезлнгинииг микдори ва йуналиши номаълум 
булганндан, у векторни аниклаш учун, иккита тенглама 
тузншга тугрн келадн. Шунннг учун, нуктанинг тезлигини 
А ва В нукталар тезлнкларн оркали нфодалаймнз:

о, =  vA +  vAn (113.4)
»г = ов + У вг. (113.5)
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ил г ^ А Г  ва vBI _L ВГ булганндан.а нуктадан АГ га, Ь нук­
тадан ВГ га тик чизиклар утказамиз. Улар кеСишган нукта 
г ни аниклаймиз ва уни кутб_0 билан туташтириб Ог век- 
торни оламиз. Бу векторнинг vr ни ифодалаши Оаг ёки ОЬг 
вектор учбурчакларидан курнннб турнбди. Текис заракат- 
дагн жисмнинг А. В, D , Г  нукталаринннг тезлигини тасвир- 
лаш учун ясалган шакл т е з л и к  и лани деб аталади. Те- 
кис заракатдаги жисм нукталари А, В,... тезликларининг учи 
тезлик планида шу зарфларнпнг кнчиги а, Ь,... оркали бел- 
гиланадн. Масалан:

vA — 0ч у vB =  Ob, vn ■= Od, vr = Ог.

Тезлиги аннкланаётган нукталарни туташтнришдан зосил 
булган шакл билан тезлик планини (масалан, биз текшнра- 
ётган золда Д Л В Г  бнлан Д<//>г ни) солиштириб, куйидаги 
хулосага келамиз. Тезлик планида кичик зарфлар билан 
белгнланган кесмалар жисмда бу нукталарга тегишли катта 
Зарфлар билан белгнланган кесмаларга тик йуналнб, мазкур 
катта зарфларии туташтнришдан зоснл булган шакл тегишли 
кичик зарфларнн туташтнришдан зосил булган шаклга нис­
батан 90 га бурилган узаро ухшаш шаклларни зосил кн- 
лади. A 'l -tOnXouA tAAj Ж* Лла'Ыаал

Энди тезланиш планини куришга утамиз. Текис заракат- 
даги жисмнинг .чар кандай нуктасинннг, жумладан, В нук* 
тасининг тезланиши, ( 112. 1) га мувофик, куйидагича ёзилиши 
бизга маълум:

“ ’а = “ *д + й>*в + Э Д .
Бу тенгликда wA нниг микдори ва йуналиши берилган.

К'(АВ нинг йуналиши маълум, у В дан А га томон йунал­
ган, микдори эса:

w ab — АВш* ж» (ИЗ. 6)

Шунингдек, wAB нинг йуналиши зам маълум, у АВ га 
тик йуналган. к<в нинг микдор ва йуналишини, WAB нинг 
мпкдоринн аниклаш учун. харакат текислигида бнрор О, 
нуктанн олнб, бу нуктага 0,<i, = векторинн кУямиз (272- 
шакл, в). Бу векторнинг учи </, дан а,я, = wAB векторини 
КУямнз. л, нуктадан К'АВ, га параллел, АВ га тик чизик ут­
казамиз. Бу чизик устида w AB ни тасвирловчи векторнинг
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учи bx ётади. Унинг колатини аниклаш учун wB тезланн- 
lii и ни нормал па тангенциал тузувчиларга ажратамнз, wB ни 
■и’д = «'д) -f куринишда ёзамиз. Бу вектор йигиндннннг 
биринчи кУшилувчиси маълум, у:

2-(п) Vĵ  (abf
~  р ВС

дир.
В нукта траекториясннинг эгрнлик маркази С маълум 

булсин. У холда, ВС маълум сон булиб, шу чизнк буй­
лаб, С га томон йуналган. ab нинг кийматн тезлик планн- 
дан олинадн. wB эса ВС га тик йуналишда булиши бнзга 
маълум. Энди, кутб О, дан Wgn) ни тасвирловчн О,///, век- 
торинн КУямиз. /Hj нуктадан ВС га тик ёки к'в га парал­
лел чизик утказиб, бу чизик бнлан ^алиги а1п] га тик ки* 
либ утказилган чизикнинг кесишган нуктаси 6, ни аниклай­
миз. Бу Ьх нуктани кутб Oj билан туташтирнб, О^х = w B ни 
оламиз. Ясалнш буйнча:

0,6, = 0,^!+  а1п1 +• л,6,,
вектор йигиндиси:

wB = wA + +  w "B
га мос келади.

Бошка томондан: 0,6, = 0,/я, + т , 6, эса w B — wB] +- w{B 
га мос келади. Ясалган шаклдан текис харакатдаги жисмнинг 
бурчак тезланишнни аниклаймиз:

и'лн  п\Ь\ /110
* — АВ ~  АВ (1 1 3 ./ )

В нуктанннг А га нисбатан тула айлана тезланиши:
wAB = w^B + + п А  -

ундан ташкари, 1г'дд нинг абсолют кийматн: 

w a b  а А  = А В  г ‘”4-
бундан:

272- шакл, в дан:
/ Я + Э - fg j,  (113.8)

а ,и , *



Uybi векторнинг йуналиши АВ йуналиши бнлан 180° — а 
бурчак зосил кнлаётнр. е = Деб фараз киламиз.

Энди, АВ кесмадагн бирор D нукта тезланишнни аннк* 
лаш лозим булсин. D нукта АВ кесманн кандай нисбатда 
булса, dx зам atbi ни худди шундай нисбатда булиши ке-

III ADрак. Шунннг учун:
бу муносабатдан dx нинг 30- 
латинн аниклаймнз. Були О, 
бнлан туташтириб, 'Oidx =
- Wd векторни оламиз.

Энди, текис заракатдаги 
жиемнинг кандайдир нук* 
тасининг тезланишнни аник­
ловчи векторни ясаймиз.
Яна илгаригндек, бу нукта­
нинг тезланишнни А ва В 
пукталарнингтезланиши ор­
кали нфодалаймнз:
wr = w A+ w (A)r + w iA)r, (113. 9)
K'r = w B+ w % } . + w (113. 10)

wAj.A дан Г  га томои йу- 
налган, унинг катталиги эса:

< г  =  А Г » '~ ^ Г-

272 в- шаклдагн а, нуктадан а х!г, = wffi векторни кУя- 
миз. kx нуктадан и*АГ га параллел, яъни АГ га тик чизик 
утказамиз. Бу чизнкиннг залнги гх дан АГ  га тик килиб 
утказилган чизик бнлан кесишган нуктаси ни беради. 
Аникланган бу г, нуктани кутб Ot билан туташтириб wr — 0,г 
тезланишнн аниклаймнз. Текис заракатдаги жисм нуктала­
рининг тезланишнни тасвирловчи бу 272 в- шакл, т е з л а ­
ниш и л а и и деб аталади. Тезланиши аннкланаётган А, В, 

••• нукталар тезланиш планида я,. Ьх, </,,... нукталарга мос 
■'Рлади. Тезланиш планидаги а , Ь, г шакл текис заракатдаги 
жиемнинг А, В, Г  нукталарнни туташтнришдан зосил бул- 
I™  шаклга ухшаш булиб, унга нисбатан к — а бурчакка

^  М. Урозбоев
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75- масала. 273- шаклда икки крииошипли турт звеиоли механизм 
берилган. OF кривошип тенг улчовли айланма заракат килади. Мииутига 
айланиш сони п булсин. Механизмнинг шаклда тасвирланган золоти учун.

тезлик на тезланиш плани курил- 
син.

Е ч и ш . Кривошип OF нинг
Г. Я

бурчак тезлиги <•> =  -gg- булади.
F нуктанинг тезлнги OF га тик 
булиб, vF — OF<~> дир. Кутб О ни 
танлаб, ундан vh-тезликни тасвнр-
ловчи Оа векторнн куямиз. Ко- 
ромисло FB нинг R нуктаси тез- 
лигини аниклаш учун, а дан FB 
га тик чизик утказамиз, бу чнзиц- 
ла 6 нукта ётиши керак, аммо 
унинг \олати зозирча номаълум. 
В  нуктанинг тезлиги О,В га тик 
йуналганндан, О дан О, В га тик 
чизик утказнб, 6 нинг золатини 
аинклаймнз. Бу ерда 06 = ра бу­

лади (273- шакл).
Тезланиш планини курамиз. «. const булганидан F нуктанинг тезла- 

нишн факат марказга интилувчи булиб, F  дан О га томон йуналган, унинг 
катталиги: wh- — OF-u>1 дир. Кутб О, ни танлаб, О,a, — а у  ни кУямиз. а,

273- шакл.

дан а,п, = w',(п ) _ («6)*_ Pg векторини куямиз; бу вектор В  дан F га томон 
йуналган. Энди, Л| дан FB  га тик чизик утказамиз; бу чизикда 6, ётади, 
аммо унннг золатн аник эмас. Шунинг учун, олдин ни аинклаймнз, у

„О) (06)*.
о,в' Oi дан бу тезланишнн тасвнрловчи О,*! век-

o jr _
торини куямиз. и’д* тезланиш OtB га тик йуналганндан, fc, дан 0 ,й  га 
тик чизик утказамиз. Бу чизикнннг калиги ni дан утказилган чизик би­
лан кесишган нуктаси 6, ни беради. 6, ни О, билан туташтириб, wB тез- 
ланишни тасвнрловчи 0,b, — wв вскторпнн оламиз.
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Масалан, жисмнинг бнтта кузгалмас нуктаси булиб, жисм 
шу нукта атрофида хар кандай харакат кнла олади, дей- 
лик. Бундай жисмнинг холатннн бир чизнкда ётмайдиган 
учта нукта билан аниклаш мумкин. Бу нукталардан бирини 
жисмнинг кУзгалмас нуктаси деб олсак, бизнинг нхтнёри- 
мизда нккита нукта колади. Икки нуцтанн, маркази кУзгал- 
мас нуктада булган ва ихтнёрий радиусли сфера устида 
олиш кулайрок.

Фараз кнлайлик, бу икки нукта сфера устида олинган 
булсин. Ушбу нукталар оркалн сферанинг катта айланасини 
утказамиз. У холда бу нукталар катта айлана Сйн билан 
туташтирилган булади. Жисмнинг харакатнда хамма вакт бу 
ей сферанинг катта айланасининг бйн булиб колаверадн.

Шундай килиб, кузгалмас нуктаси булган каттнк жисм­
нинг холатини ушбу ёй холати билан характерлаб, унинг 
харакатини сфера устидаги ёй харакатини текшнришга кел- 
тнрдик.

114- §. Даламбер-Эйлер теоремаси

Теорема.  Кузгалмас нуцтаси булган жи:мни бир 
Лолатдан иккинчи холатга шу нуктадан утувчи у/с ат- 
рофида бир айлантириш билан келтирши мумкин.

Теореманинг и с бот и. Жисмнинг бир холати АВ ёйи
бнлан, бошка холати AtBt бнлан аниклаисин (274- шакл). А 
нУКтанн At билан, В нуктани fl, билан катта айлана ёйларн
оркалн туташтнриб, AAt ва BBt ёйларининг уртаеннн Е ва
 ̂ бнлан белгнлаймиз. Бу нукталардан i4-4, ва ВВХ ёйларига 

тик ёйлар утказиб, уларнинг кесишган нуктасини С деймнз.
18 *
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Бу С нуктани катта айлана ейлари оркали А, Ах, В ва Вх 
нукталар билан туташтирамнз. Натижада САВ ва САХВХ тенг 
сфернк учбурчаклар зосил булади.

Хакикатан зам:
АС = АХС,

ВС =  В £ .

Буцдан ташкарн, каттик жисм кУзгалганда унинг икки 
нуктасииинг оралиги узгармаганндан АВ = АХВХ булади. Сфе-

рик учбурчак АСВ ни С кутб ёкн ОС Ук атрофида Z B C B ,—j
= <р бурчакка бурсак, СВ ейи СВХ бйи золатини эгаллайдп. 
/\САВ эса £\САХВХ га замма нукталари бнлан жойланади. 
Шундай килиб, Даламбер-Эйлер теоремасн исботланди.

115- §. Оний айланиш Уци. Аксоидлар. Пуансо теоремасн
Фараз килайлик, жисм чексиз кичик вакт нчида ABD  

Золатидан AXBXDX золатига кучг'ан булсин (275- шакл). Да­
ламбер-Эйлер теоремасига бнноан, бу кучишнн жиемнинг 
кузгалмас нуктаси дан утувчн ук атрофида бир айлантириш 
бнлан бажариш мумкин. Фараз килайлик, зозирги онда шакл 
текислиги шу укка тик булсин. Нукталариннг элементар 
кучишлари булган ААХ, ВВХ уртасидан мазкур кучишларга 
тик килиб утказилган текнелнклар кузгалмас нуктадан утувчн 
УК оркали утнб, ZACAX, ZBCBX, . . .  бурчакларни тенг кием] 
ларга булади. Бу бурчакларнинг заммаси бир хилда булгани
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учун уларнинг цийматини Д<? десак, А, В , .. . нукталар­
нинг кучишлари:

AAj =  АдД»,
BBt = АВД? ,

куринишида нфодаланади. Бу нукталарнинг уртача тезлнк­
лари:

,  // А?
ил At л а  г  

At ПВ A t '

булади.
Бу ерда ЛА, hB, . .. — тегишли нукталар кучишларннннг 

уртасидан айланиш укига туширилган тик кесмалар.
Элементар вакт нулга интнлса, лимитда С дан ва ААи 

ВВХ кучишлари уртасидан утказилган текисликлар тегишли 
нукталар траекторияларнга утказилган нормал текнслнклар- 
r;i айланади, айланиш уки С эса текисликларнинг кесишган 
чн.чнги булади. hA, Лв ,.„  тик кесмаларнннг лнмитдаги к'ий- 
матларини тегишлича гА, гв , . .  . десак, нукталарнинг хаки- 
Кнй тезлнклари куйидагича ёзилади:

df
'>Л =Гл2( =  ГАи>’

* V —  Г  — — Г  ‘пв Bdt Гв - (115. 1)

Бундан курамизки, жисм кузгалмас нукта атрофида ай-
I ланганда, унинг нукталари траекторияларнга утказилган нор- 
[ мал текисликлар хар онда С дан утувчи чнзикда кесишади.
I ЬУ чизнк устидаги барча нукталарнинг тезлиги шу онда 
\ нулга тенг булади. К о л г а н  нукталарнинг тезлиги эса шу С
I > К атрофида айланувчи жисм тезлиги каби айланади. Де-
I мак, кузгалмас нуктаси булган жисмнинг узлуксиз харака- 

11п,и хар хил уклар атрофида бир канча кетма-кет оний
I ;'Нланиш ^аракатларндан иборат деб караш мумкин. Бу ук*
1 * ‘Ф оний айланиш у к л а р и дейилади.
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Нукталарнинг оний уккача булган оний радиус бурчак 
тезлиги эса оний бурчак тезлиги дейилади.

Оний укларнннг кузгалмас фазода ва заракатланувчн 
жнсмда колдирган излари икки конус сирт зосил цилади.

Улардан бирн кузгалмас аксоид, 
иккинчиси кузгалувчи аксоид дейн- 
лади (276- шакл).

Бу зол учун П у а н с о  теоре ­
масн куйидагича таърнфланадн: 

Ц ргалмас нуктаси булган 
жисм .\аракатини кузгалувчи 
аксоиднинг кузгалмас аксоид ус­
тида юмалатши билан бажариш 
мумкин.

Шуни зам айтиш керакки, конус 
шаклидаги жиемнинг заракати бош­
ка конус устида сирпантирмасдан 
юмалатиш билан бажарнлеа, бу икки 
конуснинг тегишиб турган ясовчи- 

276- шакл. си оний айланиш уки булади.

116- §. кузгалмас нуцтали жиемнинг ^олатини 
аниклаш. Эйлер бурчаклари

Фараз килайлик, кузгалмас нуктаси булган жисм бу нук­
та атрофида зар кандай айланма заракат кила олеин. Бун­
дай жиемнинг золатнни 
аниклаш учун бир-бирига 
богликсиз нечта параметр 
зарур эканлигини текшнра- 
миз. Бунинг учун, кузгал­
мас О нуктадан жиемга би- 
риктирилган бир Oh укнни 
утказамиз (277 - шакл). Бу 
УК'нинг золати унинг коор­
дината Укларидан иккитаси 
билан тузган бурчаклари 
оркали аннкланади. Бирор 
бу икки катталик жиемнинг 
Золатнни аниклаш учун 
етарли эмас, чунки жисм 
бу Ук атрофида айланиши 
мумкин. Яна шу у к атрофида жиемнинг айланишини тас- 
пирловчн бирор бурчакни олсак, у золда, юкоридагн икки 
бурчак билан бу кейингн бурчак жЧцм золатнни тула аник-

O li  №
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лайди. Демак, бир кузгалмас нуктаси булган жисмнинг зо­
латн уч параметр билан анпкланар экан.

Жисмнинг золатини аннкловчи бир-бирига боглнксиз 
параметрлар э р к и н л и к  да раж ас и дейилади. 
л Бундан курамизки, бир кузгалмас нуктали жисмнинг эр- 
кпнлик даражаси учта булар экан. Бу параметрлар учун 
кандай уч катталнкни танлаш мумкинлнги устида тухтаб 
утамиз.

Каттик жисмга бнрнктирнлган х } у, г укларини оламиз. 
Бу укларнинг золатнни кузгалмас 5, <" укларнга нисбатан 
аинклаймнз (278- шакл). Улар орасидаги бурчак косинусла- 
рн куйидаги жадвалда берилган:

X У г

5 «1 Ъу fi

т. а. ь, ft

С и* 'г

Жисмнинг бирор нуктасинннг кУзгалмас координаталар 
с1'.стемасига нисбатан координаталари берилган булса, кУз­
галувчи снстемага нисбатан бу координаталар кнйматларини 
курсатнлган косинуслар жадвалидан фойдаланиб ифодалаш 
мумкин:

х  — <1,5 + л*7* +  я*;,
У = *,? + М  + (116. 1)
г = с,; + <yj +  с3

Шунингдек, кузгалмас система координаталарини зам 
Кузгалувчи система координаталари оркали айтилган жад- 
палдан фойдаланиб ифодалаш мумкин:

5 = OtX +  Ьху +  схг,
ij = atx  +  bty +  c^, (116.2)
С = а3х  +  Ь3у = Сзг.

(116. 1) ва (116.2) дан курамизки, жисмнинг зар кандай 
нуктаси координаталари кайсн снстемага нисбатан олинма- 
спн, мазкур координата укларн уртасидаги туккизта бурчак
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косинусларинн билишимиз зарур экан. Бу туккнзта косинус 
куйидаги олтнта шарт билан богланган:

a\ +  ti\ +  d\= 1,
al +  bl +  c22 = \ ,  (116.3)
«2з + ^  + 3̂= 1

ва
я,а, + btbt + f,f. = 0,
я,</, + & А  + — 0, (116. 4)
</а«з + ЬгЬ3 + CjC3 = 0.

Бундан курамнзкн, туккизта косинусдан факатгнна учта- 
сн бир-бирига богликсиз экан. Лекин бу учта косинус орка­
ли колган олтНта косинусни ифодалаш осон масала эмас, 
чунки иккинчи даражали тенгламалар системасинн ечишга

туFpn келадн. Шунга кура, 
бу учта бир-бирига боглнк- 
сиз бурчак учун координата 
уклари орасидаги бурчак- 
лардан учтаснни олмай, 
Эйлер томонндан тавспя 
этил га н бошка бурчакларни 
олиш кулайдир. Бу бурчак- 
лар Эйлер бурчаклари де­
йилади.

Эйлер бурчаклари орка- 
ли юкорида айтилган тук- 
Кизта косинусни осонлик 
бнлан ифодалаш мумкин.

Эйлер бурчаклари куйн- 
дагнча танланади:

хОу текислнк билан \Оц 
текислнк кесишган ON чн- 

знк тугун чизиги дейилади (278- шакл).
С КУзгалуац^ текислнк ЕОг, да О; укн билан ON орасидаги 

бурчак * оркали белгнланадн ва прецессия бурчагн дейи- 
лади. О; укн учидан каралганда 01 УЦи ON га караб, энг 
кичик бурчак билан соат стрелкаси айланиши буйича айлан- 
ганинн курсак, о бурчак мусбат булиб, акс золда манфий 
булади.

кузгалувчи текислнк хОу да ON укн билан Ох орасидаги 
бурчак ® бнлан белгнланадн ва соф айланиш бурчагн дейи­
лади. Ог учидан каралганда ON уки, Ох га караб, энг ки­
чик бурчак билан соат стрелкаси айланиши буйича айланса,
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бурчак мусбат булади. Ни^оят, текислигида 0 бурчаги 
булиб, бу бурчак нутация бурчаги дейилади. У О' дан Ог 
га караб, соат стрелкаси айланиши буйича айланганда ON 
учидан каралса, мусбат булади.

Бу бурчакларни вактнинг функцняси тарзида белгнласак, 
цуз?алмас координаталар системаснга нисбатан кузгалувчи

2/9 шакл.

системани истаган вактучун^аниклаган буламиз. Чунончи, 
г бурчакнн билсак, ON чнзикнннг хОу текнслнкдагн *ола- 
тнни аниклаган буламиз. Шунингдек, ON оркалн утувчи ва 
хОу текислик бнлан 0 бурчак тузувчи бир текислик ут- 
казсак, Юг, текисликнинг полати аникланади. ф бурчак бе­
рилган булса, « бкн у, укнинг ON га нисбатан .^олати маълум 
булади. Шундай кплнб, бу учта бурчак воснтасн бнлан кат- 
гик жисм ^олатинп тула равишда аниклаш мумкин экан.

Жисмнинг заракатида бу бурчаклар вактнинг узлуксиз 
функцняси булганидан, уларни:

?  =  ? (0 . ♦ = *(*), 9 = ®(0  (116.5)
тарзида ифодалаймиз.

Бу тенгламалар воснтасн бнлан жисмнинг нсталган вакт- 
даги .\олатини аниклаш мумкин булганн учун, улар жисм- 
нинг ^аракат тенгламаларн дейилади.

Энди, ана шу учта Эйлер бурчаклари воснтасн билан 
ТУК'Кизта косинус орасидагн муносабатларии топамиз. Бунннг 
Учун асосий /, у, k ортлардан ташкари, яна куйидаги ортлар- 
чи киритамиз: ON тугун чизнпшинг ортини п билан ншора- 
лаймиз. ON чпзикка тик йуналган ?0ц текисликда ётувчн ONt
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чнзицнинг орти пх (279- шакл, а) ва ON чнзнкка тик йунал­
ган хОу текисликда ётувчи ON" чизикнинг ортн я ' булсин 
(279- шакл, б).

ONi нинг йуналишини шундай танлаймизки, у О-тД каби 
ONtNl координаталар системаси чаи системани ташкил эт- 
снн. Шунингдек, ON' ни зам шундай танлаймизки, у Охуг 
каби ONN’z координаталар системаси чап системани ташкил 
этсин.

ONt ва ON' Уклар орасидаги бурчак Ют, билан хОу ора- 
сндаги икки ёклн бурчакнинг чизикли бурчаги эканлигнни 
курамнз (бу бурчак 0 бурчакка тенг).

КУзгалувчи вакУзгалмас координата укларинннг ортла- 
ринн тегишлича Tv j x, я ' ва t, у, пх билан ишоралаймиз. У 
Золда 7, ^ ва у, у, ни я, я, оркалн ифодалаш осон. Бунннг 
учун 279- шакл, а ва б лардан куйидаги жадвалнн тузамиз:

/ J J\

п cos i cos(90—у) COS 9 cos(90-)-f)

«1 cc,s(9 :ЦЛ) cos ̂ — —

л' — — cos(90-<p) cos f

Бу жадвалдан:
J = ЯСОвф — Hi sin>,
у = л sin <!> + cos
l'x = л cos? + «'sin ?,
jx — — п sin <? -|- я' cos <?.

Бу формулалардан фойдаланиб ва косннуслар жадвалини 
эслаб, куйидагиларни чикарамиз:

= (7/,) = (я  c t ) s — я ,sin •>) (я cos<? 4- я 'sin ? ) =
= (я я) cos •!) cos ? -f- (я я ') cos isin ? — (я, я) sin ̂ cos ? —

— (« !« ') sin
Бунда: (я я) = 1,' (я я,) ~  О, (я я ') = 0, (яхя ') — cos в. 
Шундай булгани учун:

= coscos ® — sin <}> sin ? cos в.
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Худди шундай мулозаза билан колган косинусларнинг 
лам Эйлер бурчаклари оркали нфодасини топамиз, улар:

а, = cos (5, дг) = cos 'j< cos ® — sin sin <? cos в, 
at =  cos (tj, x) = cos f  sin — sin ® cos <|* cos 0,

* a cos (*„ y) = sin >sin 0,
-

bx = cos (;, y) = sin ® cos ? 4- cos sin ? cos 6,
Ьг = cos (rit y) = — sin ф sin <? +  cos t|» cos ? cos в. (116. 6) 
ba =  COS (ч, у) = — COS ’j* sin 0, 
fi = cos (;, z) = sin ®sin0, 
f, =  cos (t,, z) — cos^ sin ®0, 
r* = cos ( ’„  z) =  cos 0.

117- §. Бурчак тезлигининг вектори ва унинг цузгалувчи 
ва цузгалмас Уклардаги проекцнялари

Кузгалмас нуктали жисм заракатнни, Даламбер-Эйлер 
теоремасига мувофик, бир канча кетма-кет кичик айланиш- 
лар тупламидан иборат 
деб караш мумкин. Бу 
айланишлар натижасида 
айланиш оний укп КУз- 
галмас нуктадан утиб, уз 
золатнни кузгалмас фазо- 
да на заракатланаётган 
жиемга нисбатан узлук- 
сиз равишда узгартнради.

Оний бурчак тезлнгн- 
нинг вектори кузгалмас 
нуктадан утиб.ук буйлаб 
йуналиши бизга маълум 
(280- шакл).

Кузгалмас нуктали 
жисм заракати асосан 
учта Эйлер бурчаги бн­
лан аниклангани учун и> оний бурчак тезлигини бу бур* 
чаклар оркали нфодалаймнз.

Жисм ON уки атрофида айланганда, айланиш бурчагн 8 
булгани учун, 0 — шу ON ук буйлаб; О; атрофида айланганда,



факат ф бурчак узгарганидан ф шу (У, ук буйлаб ва 
Ог атрофида айланганда, факат ? бурчак узгаргани учун, 
<р бу ук буйлаб йуналади. Бу уч ук атрофида айланма 
^аракатлар бурчактезликларн ф, <р, 0 ни тегишли уклар би­
лан йуналтирсак, «> оний бурчак тезлигининг вектори ула|> 
нинг геометрик йнгиндисига тенг булади:

ш = ф + <? + в. (117.1)

Бу формуланинг икки томонининг кузгалмас ва кУзга-
лувчи уцлардаги проекцияларини оламиз. Бунннг учун и» 
векторнинг проекцияларини тегишлича »>., о>т, u>t ва шу, i»f 
билан белгилаймиз. У холда оний бурчак тезлигининг кУз- 
галмас уклардаги проекциялари куйидагича ёзилади:

и>5 = б cosф <р а3,

«ч = 6 sin ф + <р Ьш, ( П 7 . 2)
U>. = ф + в cos 0.

(116. 6) дан фойдаланиб, а8 ва ba нинг кийматини (117. 2) 
га куйсак:

= <р sin 0 sin ф + 6cos ф 
«*> = — ? sin 0 cos ф + Овтф, (117.3)
ш, = ф -f ср cos 0

келиб чикади.
Худди шундай ифодани кузгалувчи укларга нисбатан 

ёзамиз:
ш.« — Ф s>n ? sin 0 + 0 cos 'р,
Шу = — фсов? sin в + 6 sin <?, (117. 4)
и). = ф cos 0 -f- <р.

Бу чикарилган формулалардан фойдаланиб, оний бурчак 
тезлигининг абсолют кийматини Эйлер бурчакларн оркалн 
ифодалаймнз:

ш* =  U)2 -J- (i)2 _j_ ш2. ( П  7_ 5 )

о)̂ , шу ва «>г нинг кийматини (117. 4) дан келтириб куйсак: 
о)* = ф* ср* _|_ 6*2 -(- 2ф̂  cos 0 (117.6)

формуланн оламиз.
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118-§• Кузгалмас нуктаси булган жисм нуцталарининг 
тезлик ва тезланиш векторлари ва уларнинг 
проекциялари

Энди, кузгалмас нукта атрофнда айланувчи жисм бирор 
ичктасинннг тезлигини топамиз. Бу золда зар кандай нук­
танинг тезлигини оний ук атрофидаги айланма заракат тез­
лиги деб караб, уни (94. 4) га мувофик бундай куринишда
ёзамиз:

v = [шг]. (118. 1)
Бу формуладан фойдаланиб, тезлик векторининг кузгал­

мас на кУзгалувчи Уклардаги проекцияларини оламиз:
-  шс7],

оч = -  ш{,«, (118.2)
= WjT) — ш,?

па
Чг = <V -  шгу,
уу = ш.х — ш̂ г, (118. 3)
V .  =  (0гу  —  о) у Х .

Оннй айланиш Укида ётувчи нуктанн олсак, бундай нук­
та учун о = 0 булади. Бундан фойдаланиб, (118.2) ва (118.3) 
га мувофик иккала координаталар системасига нисбатан 
оний айланиш укннинг тенгламасинн топамиз:

= (118. 4)(i) . Ui ̂  (|) ' '
ва

-  = (П8..5)
Ы х  СО у  '

Бу тенгламалар уз навбатида — тегишли аксоидлар тенг­
ламалари эканлиги табнийдир.

Тезланишни топиш учун каттик жисм нуктасннинг ай­
ланма тезлик векторидан вактга нисбатан зосила оламиз:

®  = it = 1ЕГ1 + [u* [u»r]]. (118. 6)
Бу тенгламанинг унг томонининг ташки куриннши — кУз- 
галмас ук атрофнда айланувчи жисм нуктасинннг тезланн- 
шига ухшайдн, бирок маъно жизатидан фарк килади. Унинг
фарки шундаки, е = ^  бурчак тезланиш вектори ш оний



айланиш уки устида ётмайдн, чунки ш нинг йуналиши уз- 
гарувчн булгани учун унинг геометрик хосиласи у бнлан 
бир йуналишда булмайди, е бурчак тезланнш векторинннг 
йуналиши т е з л а н н ш  уки дейилади.

(118. 6) нинг унг томонндаги биринчи *ад нуктанинг ай- 
ланма тезланиши булганидан:

w "  = [ ! } ] .  (118.7)
Бу тезланишнинг абсолют катталиги с/?, га тенг (281- 

шакл), чунки:
f»(,> =  ег sin (г, г) = е/7,.

Бу ерда р х — нукта М  билан тезланиш уки орасидаги масо­
фа, w(t) — ушбу Pi радиус билан чизилган ва маркази тез­
ланиш Укида олинган айланага уринма равишда йуналган 
айланма тезланиш.

Унинг иккинчи ^ади эса марказга интнлувчи тсзланишни 
нфодалайди. У, икки кайтали вектор купантмаси булгани­
дан уни тегишли коидага мувофик ёйпб ёзамнз:

=  [u> [u> /"]] =  ш (ш г )  — а)*Г. (118. 8 )

Бу тезланишнинг катталиги ва йуналншинн топиш учун 
скаляр купайтмани ёйиб, и> векторнинг модули ва бирлик 
вектори оркали нфодалаймнз:

' •
W{n) =  о)Г COS (u>°, г )  и) • и>° —  и>гГ =  u>* [г  COS (ш °, г )  ш"’ —  г ].

Бунда и>° — оний айланиш укининг бирлик вектори.
281- шаклдан:

rcos(«>, г )  =  //.
Шунннг учун:
И'<п) := U)* (Лш° — г) = ш2 р.

Бу ерда р — текширила- 
ётган нуктанинг оний айла­
ниш укнгача булган масо- 
фаси. Бу тезланиш мазкур 
р буйлаб, текширнлаётган 
нуктадан оний укка караб

• _  йуналган.
Энди, w тезланиш векторинннг кУзгалмас ва кузгалув­

чи координата укларидаги проекцняларинн оламиз. Бунннг



учун (118. 6) нинг унг томонннн проекциялари оркали ёза­
миз:

W =
I j  к
etV<
; >) i

- f  (u>t E - f  u ^ r ,  - f -  u>4 ; )  ( o j . J  - f  u ^ y '  +  u t j i )  —

— ( 5/ + r j  4" rJt) u>*.

Шундай килиб, тезланишнинг кузгалмас уклардагн про- 
еЧсциялари учун куйидаги формулани оламиз:

wi — ( V  ~  8< Ч) + («>̂  + “>,4+ «>, *.) <*>Е — ?«*>*,
= (М  — h ’) + + V-+  * ’) “ ч — т‘ш*’ 018. 9) 

К\ = ( е4̂  — е, «) + (“»=« + U)lr,4- ш: С) «>с — V .

Тезланишнинг кУзгалувчи Уклардаги проекцияларини то­
пиш учун, аввало куйидаги бир зол устида тухтаб утамиз. 
Векторнинг кузгалмас Укдаги проекцнясининг хосиласи хо- 
сила проекцнясига тенг, яъни:

—  ( d u ' \  —

* \ dt )х ~  dt '

(d и) \ у
Ч Г )у -  ~dt »

(d >u 1 _d<<> -
~dt)z~ ~dt'

(118. 10)

Бу холни, умуман, кУзгалувчи укка нисбатан ёзиш тугри 
булмайди. Бирок жисм билан бирликда бир хил бурчак 
тезлиги билан айланувчи укка нисбатан проекцнянинг хоси- 
ласи хосиланинг проекцнясига тенг буладн. Бунн исбот-
лаймиз.

<•> ни кУзгалувчи ук бирлик векторларн оркали нфода-
лаймнз:

ш =- «)л7,+ н>у]\ + ы,кх.

Бунинг вактга нисбатан хосиласи:
d  '■» __d "> r  т- . duly -г

dt dt У dt dt

$  Клар кУзгалувчи булганидан j\, А, нинг йуналиши 
Узгаради. Уларнинг хосиласини куйидаги куринишда нфода- 
лаш мумкин: V

тг = 1- 5]. *j? = 1»л1. “-JT -:71 dh [-71 dk,



Шунга кура, (118. 11) нинг кейинги уч хадини бундай ёза 
оламиз:

+ “ * 7Й* "  ^  ^  + + 0)*
=  l 1"  ( “ л *1 +  шу7| +  шг ̂ l)] =  [<*>•*>] =  0.

Шундай килиб:
d <■> _  d"\x j  . d">y -r , d^2 r  
dt ~  dt 1 : d f J l  dt v

Бундан:

(d  <*> i d<*> x  

~ d t ) x ~  d t '  

d<*y 
y ~  d t '

(d <•> j _d&z
~dt )x~  ~Ji •

Бинобарин, бнз текшираётган *ол учун векторнинг куз­
галувчи Укдаги проекциясининг хосиласи хосиланинг про- 
екцнясига тенг булар экан.

Бу холдан фойдаланиб, тезланиш векторининг кУзгалув- 
чи уклардагн проекцияларини олишимиз мумкин. Улар ифо- 
дасинннг ташки куринишн (118.9) дан фарк кнлмайдн, факат
Е, ■>;, ; ни мос равншда х, у, г билан алмаштириш зарур.

Бурчак тезланиши е нинг кийматини унинг кузгалмас ва 
кузгалувчи координата укларидагн проекциялари: ш., шг, ,,,4 
хамда u)v, tov. и>2 оркалн ифодалаймиз:

е = Y •* + ш* + = V •*"+ **“ + 0,1- (118. 12)
76- масала. Паландлиги h 4 см, 

асосинннг радиуси г = 3 см ва учи 
кузгалмас О иуктада ётувчм конус 
текисликда сирнанмасдан юмалайди 
(282- шакл). Конус асосинннг С мар­
казининг тезлнгн vc = 48см’,сек. Тез- 
лик годографини чизувчн нуктанинг 
коордииаталари ва бурчак тезланиши 
гопнлсин.

Е ч и ш. Конуснннг хОу текислик 
бнлан тегнб турган ОА чизиги оннй 
Уки булади. Шунинг учун у .«= 0. 
Оннй бурчак тезлигини топиш учун 
С нуктадан ОА га тик туширамиз. 
У вактда С нинг тезлиги:

Ьс = г COS а-о
282- шакл. булади.
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Бундам ш оний бурчак тезлигининг кннматннн топамиз:
vc

г COS * 20 Чсек.
Бурчак тезлигининг голографини чизувчн нукта координаталарини то­

пнш учун голографии курамиз. Годограф маркази координаталар бошида 
булиб, радиуси ш = 20 Чсек га тенг хОу текисликдаги айланадан иборат 
(283- шакл). Унинг координатала- 
рини топиш учун ОА оний ук- 
нинг О атрофида, хОу текисликда 
кандай бурчак тезлиги бнлан ай- 
ланишини, топамиз. Бунннг учун 
vc тезликни г уки атрофида айла- 
наётгаи жисм нуктаси тезлиги тар- 
зида нфодалаймнз:

Vc — 10,11 cos я.
Бундан г Укн атрофида <•>, 

айланма бурчак тезлигини топа-
миз:

15 Чсек.
283- шакл.

1 Л cos и
ОА укининг х билан тузган 

бурчагн <р = ш,( — 15/.
Энди, А нуктанинг координаталарини топиш киннп эмас:

<.) г = ш cos <р = 20 cos 15/, 
о»У — ы sin <p 20 sin 15/,
u>2 = о.

Бу тенглнклардан фойдаланнб бурчак тезланиши с ни топамиз:

е = У  <•£ + “ у + . зоэ Чсек*.
71- масала. Жиемнинг кУзгалмас нукта атрофидаги айланиш бурчак-

ларн: г. т.
9^4/,  — 2/ ва 0 ^ "з

билан берилган. Бурчак тезлнк годографнни чизувчи нукта координата* 
лари, бурчак тезлиги па бурчак тезланиши топнлснн.

Е ч и ш. Бурчак тезлиги векторинннг проекцнялари голограф чизувчн 
нуктанинг координаталари булганидан масаланн ечишда (117. 3)дан фойда- 
ланамиз:

Е = ttj я  В cos <{• -f <р sin 0 sin 2 j 3 cos It,
tj = о>ч = й sin i  — i  sin 0 cos •{/ = — 2 yr  3 sin 2/,
С = w{ = f  cos 9 + 'I1 - 0.

ш = У  “ f  + + <ч“’ = 2 | 3 Чсек.

e бурчак тезланишнни топнш учун бурчак тезлигининг нроекцияла- 
рндан косила олиб, уларнинг геометрик йигнндненни тузами?:

у « \ 1 сек*
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78- масала. Радиуси R Ю /  2 см булган АВ диск П  текисликда снр- 
паимасдаи юмалаиди (284- шакл). Диск текислиги ламма вакт П  га тик бу- 
либ, О, марказининг тезлиги г0 20 см мк< радиуси а = 10 yf 2 см булган 
айлана чизади. Дискнннг А на В  нукталарининг тезлик ва тезланишларн 
топилсин.

Е ч и ш. Олдин оний айланиш 
Укини топамиз. О нукта кузгалмасднр.
Шунннгдек, дискнннг текислнкка 
тегиб турган нуктаси Л хам дознрги

В

285- шакл.

онда кузгалмайдн. Шунннг учун бу О ва А нукталардан утувчи ук оний 
булиб, унинг долати вакт утиши бнлан узгаради. Натижада, А нукта фа­

зода учи О да булган конус (кузгал­
мас аксоид) чизади. Шунинг учун у, 
жисмда цам маркази Ох да булган 
бошка бир конус (кузгалувчи аксоид) 
чизади (285- шакл). Диск маркази О, 
нинг тезлиги бир томондан ОО, га 
тик булиб, иккинчи томондан О, дан 
оний укка туширилган кесмага тик- 
дир (286- шакл). Бу кесма узунлигини 
d, оний бурчак тезлигини ш десак;

aRd = . у . f0 = od,

В нуктанинг тезлиги:

ёкн

_о_

d
t>t S а* + R* 

aR 2 i сек.

vg — «di = 2«>d

2 '«Ra-ГТГТ- - 40 см/сек
|/ aa -j- R2 

булади.
Бу Vg лам Ot нинг тезлигидек йуналган (237- шакл). Ot нуктанинг 

тезлиги узгармас булгани учун <*> *ам абсолют кнймат жилатидан уз­
гармас катталикдир. Бирок, унинг йуналиши узгарувчн булганндан, бур­
чак тезланиши досил булади. Бурчак тезланиши векторинннг модули уз­
гармас булганндан унинг учи айлана чизади. Бу айлананинг текислиги П
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текисликка параллелдир (288- шакл). Айлана радиуси куйидагича бзи-
лади:

аш
»о sin а = —  ■✓ а* + R«•

гчн айлана чизиб, ;
булсин. У холда

Векторнинг учн айлана чизиб, унинг бир минутдаги айланиш сони п 
. У холда:

-  an 30t’n 
"ЗО"' я = Т а  *

287- шакл. 288- шакл.

Энди, ■■> учининг тезлигини топамиз. Бу тезлик бурчак тезланншига
тенг булади, яъни:

dw т.п t'o"1 . . .  ,— е —j  ш sin 1 ■ =2 '.сек*,dt 30 | a1 -t- R2
e бурчак тезланиш векторн—радиуси ш sin * булган годограф айлана-

du>
сига урннма булиб йуналган. <•>. ва -п нинг микдор ва йуналиши аниц-
ланганлан кейнн В нуктанинг тезланншини 
топиш кийин эмас. \Ш

Айланма тезланнш модули:
tt’ ( * tr sin 90’ = е у 'a* -f R* = 40 см/сек*• у/у \ \

Укка интилган тезланнш модули: I
tt’*'1̂ = u>vsin90’ = 80 см/сек*. <Цл , — : I-----—

Тула тезланиш:

+ »<">* = 4 0 5  см/сек*. \<Ь
га'н аРНИНГ "5налиши 283- шаклда курсатнл- 289- шакл.
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119- §. ^аракат тенгламалари

Энди, каттик жисм заракатинннг энг умумий золини тек- 
ширишга утамиз. Фараз килайлик, эркин каттик жисм фазо­
да ихтиёрнй заракатда булсин, жисмнинг бундай заракати­

ни текширишдан аввал, унинг 
фазодагн золатини аниклаш 
учун зарур булган бнр-бнрига 
боглнксиз параметрлар сонн- 
нинг канча булиши устида 
тухтаб утамиз.

Бунинг учун, энг олдин 
жисмнинг бнрор нуктасини 
.асосий нукта* деб танлаб, бу 
нуктанинг золатини аниклаш 
керак. Танланга^ нуктанинг 
Золатини бирор г0 радиус-век­
тор ёки нуктанинг координа­
талари (л'0, y „ ,z n) оркалу аник-1 
лаш мумкин.

Жисмнинг заракатини зар 
онда мазкур асосий нуктадан 

утувчи оний ук атрофидаги айланншдан нборат деб караш 
мумкин. Шунга кура, танланган асосий нукта зозиргн онда 
кузгалмас деб каралса, бу нуктадан утувчи укнинг золатн 
учта параметр бнлан аннкланишн бизга маълум. Бу уч па­
раметр учуй Эйлер бурчакларини оламнз (290- шакл).

Демак, каттик жисмнинг золати умумий золда олтита 
параметр бнлан аннкланадн, яъни каттик жиемнннг эркинлнк 
даражаси олтита булар экан. Бу олтн параметр учун, юко- 
рнда айтилган асосий нукта координаталари бнлан учта Эй­
лер бурчагиии оламиз:

=  у oi — Уо1 (0, z0i — zai (t)\ (119 1
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Бу тенгламалар воситаси билан исталган вакт учун жисм 
\ар кандай нуктасииинг золатнни белгилашимиз мумкин. 
Жиемнинг заракатини бирор кУзгалмас координаталар снс- 
темаенга нисбатан текшнрамнз. Унинг бирор нуктасииинг 
полати мазкур координаталар снстемасига нисбатан г радиус* 
пектор билан аниклаисин. Мазкур нуктанинг асосий нуктага 
нисбатан долати г, радиус-вектор ва асосий нуктанинг кУз- 
п).1мас( координаталар бошнга нисбатан полати г0 билан бел-
1 илансин. У золда:

+ ri =  r0 + -vr+ у/-\- zk. (119.2)
Кки бу вектор тенгламани координата укларидаги проек- 
циялари оркали ёзамиз:

5 = ?0 + ахх  + у + г,г,
V = »Зо + агх  -j-frjy-t- саг, (119. 3)
с = Со + а3х  -н ь3у 4-

Бу ерда alf at, а3\ 1\, Ьл, г,, сг, г3— координата укла- 
ри орасидаги бурчак косинуслар^. уларнинг киймати 
Эйлер бурчаклари ф, «р, 0 оркали (116. 6) дан аннкланади.

120- §. Эркин жисм учун Шаль теоремасн
Теорема.  Эркин жиемнинг фазодаги зар кандай кучи­

шини бир илгарилама заракат билан ва каттик жиемда 
асосий нукта учун олинган 
бирор нукта атрофида бир 
оний айлантирши билан 
Оа усариш мумкин.

Бу теореманн исботлаш 
> чун жиемда бир чизик 
устида ётмайдиган учта нук* 
ы оламиз. Бу нукталарни 
туташтириб, зосил булган 
учбурчак билан эркин жисм- 
1п,||г золатини аннклай- 
■'■нз (291- шакл). Учбурчак-
нинг А нуктаси асосий нукта булсин. Жисмни бирор / 30- 
латдан бошка бир—// золатга келтириш учун уни олдин ил- 
'арнлама заракат билан АА, га кучнриб, Г  га келтирамиз. 
-Унгра, Г  дан II га келтириш учун Эйлер теоремасига му- 

м°фиц, жисмни А\ дан утадиган оний ук атрофида бир ай- 
'■'чтирамиз. Натижада, жисм I золатдан, II золатга кучи- 
рилади. Шу билан теорема исботланди.
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^аракатни бу хилдаги илгарилама ва айланма кисмларга 
ажратиш бнлан бу ерда биз жисмнинг закиций заракатннн 
курсатаётганнмиз йук. Бизни кизиктираётган нарса жисм­
нинг бир золатдан бошка золатга утишндир. Бу утиш ас- ' 
лида биз айтган илгарилама ва айланма заракатдан фарк 
килишн зам эзтнмол. Шунннгдек, бу заракатларнннг кайсн 
гартибда килиниши зам зар хил булиши мумкин.

121- §. Моцц теоремаси

Теорема.  Эркин цаттиц жисмнинг sap  цанбай .\apa- j 
катини умумий золда бир винт харакатига келтириш 

мумкин.
Фараз килайлик, жисм / золатдан бош- 

ка II золатга бнрор AAt илгарилама зара- ’’ 
кат ва Ах дан утувчи оннй ук атрофнда 

] бир айлантириш бнлан келтирилган бул­
син. Илгарилама заракатнн тасвнрловчи 
АА, векторни икки кисмга ажратамнз. Ту- 
зувчилардан биттасини айланиш укига тик 
килиб, иккинчисини шу ук буйлаб оламиз 
(292- шакл).

Шундай килиб, эркин жисм заракатини 
икки илгарилама заракат ва бир айланма 
заракатга келтнрдик. Илгарилама заракат- 
нинг айланиш укига тик АА0 к'исмн билан I  
айланма заракат бир текис заракатга кел-Я 

тнрилиши бизга маълум. Шаль теоремаснга биноан, бу 3а- 1 
ракатнн заракат текислигига тик бнрор ук атрофидаги оннй I  
айланиш заракати бнлан алмаштнриш мумкин.

Шундай килиб, жисмнинг заракатини бир йуналишда 
булган оний айланиш ва илгарилама заракатга келтнрдик.
Бу турдагн икки заракат йигиндиси оннй винт заракати* 
ни беради. Шу бнлан Моцц теоремаси исботланди.

Бундан, куйидаги хулосанн чикаришимиз мумкин.
Хар вакт шундай бир винт бнлан гайкани куз олднмиз- 

га келтиришимнз мумкинки, жисмни шу гайкага бнрнкти- 
риб, гайкани винтга нисбатан айлантириш билан жисмни 
бнрор золатдан бошка золатга келтирган булайлик. Моцц 
теоремаснда айтилган винт заракат зам, албатта, закикшп 
заракатни тасвирлайди. Хакикий заракат бир канча чексиз 
кичик заракатлар йигинднсидан иборат булгани учун зар 
кайсн чексиз кичик заракатнн тегишлнча винт заракатнга 
келтира оламиз. Бу кетма-кет килинаётган чексиз кичик
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пинт харакатларинн бир-бирига канча якин олсак, хакиций 
харакатни тасвирлашга шунча яцинлашган буламиз.

Мккита кетма-кет винт харакати 1(илиш учун кетган вакт 
чексиз кичнк булса, бу винт харакатларининг уклари оний 
пинт уклари дейилади. Бу оннй винт уклари тегишли аксо- 
ндларни беради. Бу аксоидлар ёйнлмайдиган чизикли сирт- 
ларни ташкил этади. Жисм харакатини кузгалувчи аксондни

КУзгалмас аксоид устида юма- 
 ̂ |г латиш билан олнш мумкин. Хар

*** \  онда аксондларнинг умумнй ясов-
чиси оний винт укн булади (293-

I шакл).

293- шакл. 294- шакл.

122- §. Каттиц жисм нуцтасининг тезлиги ва тезланиши
Каттик жисмнинг фазодаги холатини аниклаш учун би­

рор кУзг^мас Ь,~. координаталар снстемасини танлаймиз. 
Бундан ташкари,жнсм билан бирнктирилган бошка бир кУз- 
галувчи хуг  системани оламиз. У холда, жисмнинг бирор 
М нуктасининг О кузгалмас система бошига нисбатан хола-
тини г радиус-вектор билан куйидагича аниклашимиз мум­
кин (294- шакл):

г  =  г 0 +  р. (122. 1)

Бунда Г0 — жисм бнлан биргалнкда кУзгалувчн коорди­
наталар системаси бошинн аннкловчн раднус-вектордир. Бу 
"УКтанн асосий нукта деб кабул киламиз. г0 радиус-вектор 
жисмнинг илгарилама харакатини ифодалайди. р — жнсмда 
олинган бирор М нуктанинг Оу кУзгалувчн координаталар 
бошига нисбатан радиус-векторн.



2Я6 КИНЕМАТИКА

Жисм асосий О, нуктадан утувчи оний ук атрофида ай- 
ланган пайтда р нинг узунлиги узгармай, факат йуналиши 
узгаради, яъни:

р = 0,М = const.

Бу золнн кузда тутиб, М нуктанинг тезлиги ва тезла- 
нншини топамиз. Тезликни топиш учун (122. 1) дан вактга 
нисбатан зосила оламиз:

— dr
v =  ~dt

dr dpl------
dt dt

Бу тенгликнинг зар кайсн задини алозида текширамнз: 
~  = t»0 — жисмнинг илгарилама заракатини нфодаловчн асо- 
снй Oj нуктанинг тезлиги;

~  — О, дан утувчи оний ук атрофидаги айланма зара- 
катнинг тезлиги. Бу заракатга тегишли оний бурчак тезлн- 
гини о> десак, айланма заракат тезлиги учун куйидаги фор* 
муланн ёзамиз:

57= [•?].

Шундай килиб, М нуктанинг тезлиги: 

V — Оо + 110 Р j • ( 122. 2)

Эркин жисм бнрор нуктасинннг заракат конунп ва бу 
нукта атрофидаги айланма заракат маълум булса, бошка 
Зар кандай нуктанинг тезлигини ( 122. 2) дан топиш мумкин.

Тезликнинг координата укларидаги проекцияларини то- 
пиш А'чун юкорида кУлланилган умумий усулдан фойдала- 
намиз. Тезлик векторннн кузгалмас уклардагн проекцияларп 
оркали ёзамиз:

V =  V0 'i +  v0 J  + V0:k +
i j  k
O). Cl» O)

t П *5 Cq ̂  7,0 1 С©
Бу тенгламадан:

u)4 (C — чо) — u)« — Y.o), 
Vj, ~ von + “ t (I — — 0)« & — ’o), 
V2 =  Vo; +«< (1 — >Jo) — «»? U — ?o)-

(152. 3)
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Тезлик векторининг кУзгалувчн Уклардаги проекциялари
эса:

у.г = »од: + «у* — югУ.
vy = v0y -f wz х  — № г г, (122. 4)
vz — v0, + u>r y — ШуХ.

0  нукта тезлигининг кУзгалувчн уклардаги проекциялари 
иод. voy, voz ни топиш учун уларни тегишлича шу нукта тез- 
липипшг кузгалмас уклардагн проекциялари оркалн куйи- 
дагнча ифодалаш керак:

Vox = a\v& + blV̂  + ClVK.
voy = atv0i + b2von -f r,V0., (122. 5)
t’oi =  o 3v0x 4  t a -f

Жнсмда олинган нуктанинг коордииаталари х , у, z куз­
галувчи системага нисбатан узгармас сонднр. Шу нуктанннг 
кузгалмас координаталар систе.масига нисбатан координата- 
лари S, yj, С узгарувчн булиб, уларнинг х , у, горкали нфо- 
даси (119. 3) билан берилган.

Энди, жисм нуктасинннг тезланишини топамиз. Бунинг 
учун, тезликни нфодаловчи (122. 2) формуладан косила ола- 
мнз: .

= - # - # + [ » ? ] + [ = # ] ■
Бу ерда:

Шунинг учун, тезланиш куйидагича ифодаланади:
w = ito + [ёр] 4- [«»[«>?]]- ( 122. 6)

Бу формуланинг биринчи хади w0 — асосий нуктанинг 
тезланиши. Иккинчи ва учинчи .\адларн О нукта атрофида 
жисмнинг айланма харакатнга мос тезланншлар булиб, улар­
нинг микдор ва йуналишлари хацида тула муло.\азаларни 
аввалгн бобда айтиб утган эдик. Бу формула Р и вальс  
тео р ем ас ин и  ифодалайди.

123- §. Оний винт уцининг тенгламасн
Оний винт укннннг тенгламсини топиш учун, унинг 

таърифига диккат килншимнз керак.
Тезликларннинг йуналиши хозиргн онда <■> билан колли- 

пеар булган нукталарнинг геометрик йигиндиси оний винт
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Укн деб аталади. Оний винт Укн буйлаб йуналган тезлик­
нинг оний бурчак тезлигига нисбати:

Z = P  <123- D
оний винтнннг п ара метр и дейилади; р — скаляр катталик. 
(123.11 нинг махраж ва суратнни скаляр равишда ш га ку- 
пайтириб, р параметрнинг модули учун куйидаги формула- 
ин оламиз:

р  _  ( V ш ) _  ОСOS ( p,..Q  ̂ (123.2)

Бунда и cos ( v,u>) — тезликнинг оний айланиш укидагн 
проекцияси.

Бу тенгламани кузгалмас коордннаталар системаси учун, 
(122. 3) дан фойдаланиб, бундай куринишда еза оламиз;

О0; +  <■>,, (С ~  Ср) —  «;(> ! —  Т,) Ррт, +  шс ( ‘ —  So) —  <■■£ (С —  С>) _

*4 “

_ v + i h - » > — ,д-ь> (123 3)
“ с

Оний винт укининг тенгламаси кузгалувчи координата­
лар системаснга нисбатан (122. 4) га мувофик бундай Сзи- 
ладн:

Оох +  1 ' »  —  У _  У„ у + <*г Х — <лх г _  Уог +  <ог V —  <0у X ^ 3  4 )
Ш у  изг

Бу тенгламалардан вактни чнкарнб ташласак, тегишли 
аксоидларнинг тенгламалари келиб чикади.

I



О КАТТИК жисм 
“  ^АРАКАТЛАРИНИ К^ШИШ
><

Каттик жисм заракати бирор кУзгалувчи снстемага нис­
батан текширилса, у заракат умуман мураккаб булиб, ннс- 
бнй заракат билан кучирма заракат йишндисига тенг була- 
ди. КУзгалувчи система бошка бир кУзгалувчи снстемага 
нисбатан заракатланса, у золда мураккаб заракат уч зара­
кат йигиндисидан иборат булади. Умуман жисм бирданига 
бир канча заракатларда иштирок этнши мумкин. У золда, 
унинг мураккаб заракати ана шу заракатларнинг йнтндн- 
сига тенг буладн.
124- §. Илгарилама заракатларни кушиш

Фараз кнланлик, каттик жисм кУзгалувчи координаталар 
снстемасига нисбатан vr нисбий тезлик билан илгарилама 
заракат килсин. КУзгалувчи 
координаталар системаси 
зам, уз навбатида, илгарн- 
лама заракатда булиб, унинг 
кучирма тезлиги у, булсин.
Каттик жисмнинг Мх ва М, 
иукталарини олиб, уларнинг 
мураккаб заракат тезликла- 
рнни топамиз. Жисм илга­
рилама заракатда булгани 
учун AJ, ва М2 нукталарнинг 
нисбий тезликлари бир хил- 
да булиб, улар vr га тенг- 
Дир. Шунингдек, бу нукта- "295- шакл.
ларнинг кучирма заракат
тезликлари з_ай жисмнинг замма нукталари учун бир хилда 
булиб, улар ve га тенг.

Бу нукталар тезлнкларннн параллелограмм коидасига би- 
ноан кУшнб, мураккаб тезликларнн топамиз (295- шакл).
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Улар бир-бнрига тенг на параллелдир: о = vr +  ve; демак, нл- 
гарнлама харакатларнннг кУшилишидан яна нлгарилама ха­
ракат келиб чнкар экан. Унннг тезлнгн кУшилувчи хара- 
катлар тезлнкларининг геометрик йнгиндисига тенг. Шу 
каби мулохаза билан бир канча илгарилама харакатларни 
Хам кУшишимиз мумкин, факат тезликларни кУшншда па­
раллелограмм урннга тезлик векторлар купбурчагнни цуриш 
керак.

125- §. Бир-бирн билан кесишувчи икки Ук атрофида 
айланувчи жисм харакатларини цушиш

Жисм бир-бири бнлан кесишувчи икки ук атрофидаги 
айланма харакатда иштирок этсин (293- шакл). Бу икки ук 
атрофидаги бурчак тезлнклари тегишлича ш! ва «>2 булсин.

Жисмнинг мураккаб харакатини

Мнсол учун вертикал ук атрофида айланаётган рамага 
жойлгашган ВС ук атрофида айланувчи цилиндрни оламиз. 
Цилиндр бирданнга икки кесишувчи ук атрофидаги айланма 
харакатда иштирок этаётир (297- шакл). Укларнинг кесишган 
нуктаси хамма вакт кУзгалмаганидан жисмнинг харакатини 
бир кУзгалмас нуктаси бор жисм харакати каби текшири- 
шимиз мумкин. Бундай жисмнинг харакати шу кузгалмас 
нуктадан утувчи оннй ук атрофида оний айланиш харакати- 
дан иборат эканлнги бизга маълум. Оний ук холатнни аник­
лаш учун, жисмда тезлиги хозирги онда нуль булган яна 
бир нуктанн топамиз. Бу нуктанн кузгалмас нукта бнлан 
туташтириб, оний уц холатини аниклаймиз. Шунинг билан 
баравар, жисмнинг мураккаб харакатини аниклаган буламиз. 
Бунннг учун, бурчак тезлик векторларинн хар кайси айла-

топиш керак.

296- шакл. 297- шакл.
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ниш уки буйича укларнинг кесишган О нуктасига келтнра- 
миз ва бу векторларга параллелограмм курамнз. Параллело­
грамм диагоналинннг учи А булсин. Шу А нукта тезлигини 
топамиз. Бу нукта жисм билан биргаликда, иккала айланма 
харакатда иштнрок этадн. Шунинг учун унинг тезлиги ик­
ки айланма тезлик йнгнндисидан иборат. I ук атрофнда ай- 
ланганда:

v\— vx-MA. (а)
// ук атрофнда айланганда:

о" = ш-МА. (б)

Бу тезликлар шакл текислигига тик бул_и§, карама-карши 
томонларга йуналган. Уларнинг катталиги ш, ва »», вектор- 
ларга курилган параллелограмм юзига тенглнгн (а) ва (б) 
тенглнклардан куриниб турнбди. Шунинг учун, А нуктанинг 
мураккаб харакат тезлнги нулга тенг булади:

t>A = oji МА — о>2 NA — 0.
Демак, А нукта оний айланиш укининг устида ётар экан. 

Шундай килиб, оннй айланиш уки и>х ва i»2 га курилган па- 
раллелограммнинг диагонали буйлаб йуналар экан.

Энди, оний бурчак тезлигини аниклаймиз. Бунинг учун, 
жисмда бирор L нуктанн олиб, унинг мураккаб тезлигини 
топамиз (296- шакл):

ve =  [u»i г  ] 4- [u>t r ]  =  [u>! 4- «о,, г ] .  (125. 1)

Иккинчи томондан,* жисм оний ук атрофнда айлангани 
учун унннг хар кандай L нуктасинннг тезлнги оний бурчак 
тезлиги билан радиус-вектор купайтмасига тенг:

ve — [ 2г]. (125. 2)
U — мураккаб харакатнннг оннй бурчак тезлиги. г = OL-
Бу (125. 1) ва (125. 2) нфодалар бнр нуктанинг тезлигини 

аниклагани учун, уларнинг унг томонлари узаро тенг булади:
[£2 г] = К  -+- tBf, г]. (125. 3)

Бундан:
<2 = 4- *»2. (125. 3 )

Демак, бир нунтада кесишувчи иккита ун атрофнда 
чйланадиган цат тин жисм заракатини бир оний. ун ат- 
рофида айланиш заракати билан алмаштириш мумкин 
ькан. Б у оний ун замма вант икки бурчак тезлигига ну-
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рилган параллелограмм диагонали буйлаб йуналиб, оний 
бурчак_ тезлиги эса диагоналнинг узу н лиг иг а тенг булар 
экан. ш, ва ш2 бурчак тезлнкларн орасидаги бурчак а булса, 
оний бурчак тезлигининг катталиги:

“  ~  У  м‘\ + «>2 + 2«>| • i»2 • cos а (125. 4)
буладн.

U),
я 4 *

|а>, А
- L м

------------о ---------- - 1
298- шакл.

126- §. Икки параллел уц атрофида айланувчи жисм 
заракатларини цушиш

Каттик жисм икки параллел ук атрофида ва и>, бурчак 
тезлнкларн бнлан бир томонга караб айлансин. Мисол учун 

. I  “f y  298- шаклда курсатилган D
X  дискни оламиз. Бу диск уз уки

Г  С атрофида ш2 бурчак тезлиги
билан ва бу укка параллел бул­
ган бошка у к атрофида ш, бур­
чак тезлиги билан айланадн. 
Демак, бу диск икки параллел 
УК атрофидаги заракатда иш- 
тнрок этадн. Айланиш укла-Ч 
рига параллел зар кандай тик J 

чизик устидаги нукталарнннг тезликлари бир хилда булгани/ 
^чун, бу укларга тик бир АВ текнсликни утказамиз. Бу те- 
кнсликдагн бирор М нукта заракатннн текшнрамнз. Бу нукта 
заракати бутун жиемнинг заракатннн белгилаши табиийдир 
(298- шакл). Бу нуктанинг тезлнгн икки кисмдан иборатднр:

0м = ш г М А -ш гМВ. (126. 1)
АВ да шундай бир нуктани топиш мумкинки, унинг шу 

ондаги мураккаб тезлиги нулга тенг булсин. У золда бу 
нукта<»жисмнинг оний маркази булади. Фараз килайлик, бу 
айтнлган нукта С булсин, у золда:

о, = <*4 Л С -ш 2ВС = 0. (126.2)
Берилган укларга параллел килиб, мазкур С нуктадан утка­
зилган ук оний айланиш укидир. (126. 2) дан оний айланиш 
укининг золатнни топамиз:

(126.3)АС
ВС'

Оний бурчак тезлигини 
нинг тезлигини топамиз:

vA =«>,

аниклаш учун А бки В нукта- 

0 ч- 0>,-У1в. (126.4)

г нп'пх иггмЛ
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Иккинчи томондан, жисмнинг оний айланиш уки атрофн- 
дагн харакатини эътиборга олсак:

va = Q  АС. (126.5)
2 — мураккаб харакатнинг оний бурчак тезлиги.
(126. 4) ва (126. 5) дан:

Q A C  =  * ,A B .
'Бундан:

о АвU = о), = о.),

(126. 3) эътиборга олннса:

2 = “ 1 ( l  + ^ )  = 0)i + ша
ёкн

2 = о), l”j (126. 6)
булади.

Демак, бир-бирига параллел икки у/у атрофида бир то­
монга цараб айланувчи жисмнинг оний айланиш уци парал­
лел уцлар орасини туташ- 
тирувчи несмани бурчак тез- 
ликларига нисбатан тескари 
пропорционал цисмларга бу- 
лади, оний бурчак тезлиги 
эса берилган бурчак тезлик- 
лчриничг)(Сшгиндисига тенг.

Энди жисм бир-бирига па­
раллел икки ук атрофида ка- 
рама-карши томонга караб кат- 
талнклари хар хил булган бур- 
чак тезлиги билан айланганда- 
гн холни текшнрамиз. Бунинг 
учун АВ нинг давомнда олин­
ган бирор С нукта тезлигини 
топамиз (299- шакл).

U)i > “ j деб фараз килайлнк.
Нуктанинг тезлиги:

ve = АС • u)j — ш2 • СВ.
Бу нуктанн шундай танлаймнзкн, унинг бу ондаги тез- 

лиги нулга тенг, яъни:
vc = АС • u»i — СВ ш, — О

бУлсин. Бундан:

О.,
_ СВ

АС' (126. 7)
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С нуктанинг тезлнги нулга тенг булгани учун, бу нук­
тадан берилган укларга параллел килиб утказнлган чизик 
оннй айланиш уки, С нукта эса оннй марказ буладн. Жисм­
нинг шу оний айланиш уки атрофидаги оний бурчак тезли- 
гнни топамиз. Бунинг учун юкоридагн му л 03 аза асосида 
Куйидаги тенгламаларнн ёзамиз:

Va = А В -и»,,
v a  =  AC-2. (126.8)

Булардан:
0  АВ СВ — АС (СВ , \
2 = лс-°'г= - ^ с - 0,== <лс~ 1 ) ш*- 

(126. 7) ни эътиборга олсак:

.ёки
2 = 0), — ш2 (126. 9)

булади.
Демак, жисм параллел уц атрофида царама-царши 

томонга цараб айланса, унинг оний айланиш уци шу уц- 
ларни туташтирувчи кесманинг давомида булиб, бу кесма- 
ни бурчак тезликларига нисбатан ташцари равишда тес- 
кари пропорционал цисмларга булади, оний бурчак тезли­
ги эса цайси бурчак тезлиги катта булса, шу томонга 
цараб йуналиб, бурчак тезликларнинг айирмасига тенгдир.

Оннй айланиш у к и н и н г  з о л а т н н и  б е р и л г а н  у к л а р д а н  би- 
р о р та с и га  нисбатан а и н к л а й м н з . Бунинг учун, (126. 7) дан 
З о с и л а в и й  п р о п о р ц и я  тузамиз:

С В — С А __  ю, —  < ij

СА ь>а

ёки
АВ _  Q,
С A u>j

Демак:
СА =  А В -Ш —  (126. 10)

0 ) j  ------ Ш |  х  7

127- §. Жуфт айланиш
Жисм параллел икки ук атрофнда карама-карши томон­

га катталикларн тенг булган бурчак тезликлари билан ай­
ланса, бундай заракат жуфт айланиш дейилади.

Жисм параллел икки ук атрофида карама-карши томон­
га айланиб, уларнинг бурчак тезликлари катталик жизатн-
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дан бир-бирига тенг булсин, яънн: )«>, | = |«>»| = |й>|. Бу *ол- 
да, (126. 10) га бнноан, о н и й  айлаинш уки чексизда туради, 
яъни мураккаб ^аракат чексиздаги оний айланишдан иборат 
булиб, тегишли оний айла­
ниш бурчак тезлиги нулга 
тенгднр. Демак, бу *олда 
жисм илгарилама ^аракатда 
булади.

Теорема.  Ж уфт ай- 
ланишдаги жисм займа  
нукталарининг тезлиги
бир хилда б\глиб, уларнинг кат-палиги буркак тезликла- 
ридан бири билан уцлар оралиги купайтмасига тенг.

Жисмдан бирор ихтиёрий М нуктани олиб, унинг тезлн- 
гини топамиз (300- шакл).

[ ш , - Щ  + | -  •, Ш \  = | й , - Ш - В М \  = [<^А8],

300- шакл.

vм

ёкн:

Демак:
vM — и>-d, чунки ш _L АВ. 

v = w-d. (127. 1)

Шундай килиб, теорема исботланди.
"Жуфт айлаинш илгарилама *аракатга эквивалент экан- 

лигини мисолда курсатамнз. АВ кривошипнинг В укига эр-
кин равишда гилдирак урна- 
тилган (301- шакл). Гилдирак В 
ук атрофида »> бурчак тезлиги 
билан соат стрелкаснга тес­
кари томонга, АВ кривошип 
билан биргалнкда эса А у к ат­
рофида шу ю бурчак тезлиги 
билан соат стрелкаси айланган 
томонга айлансин. АВ криво­
шип А ук атрофида / вакт ичи- 
да 9 бурчакка айланганда, 
гилдирак узининг В уки атро­
фида шу вактнинг ичида худ­

ди шундай бурчакка тескари томонга айланади. Шунннг 
учун Z  BABi = ZCjfljCf. Бошкача айтганда, ВС II BiCx була- 
ди. Демак, гилдиракнннг устида олинган *ар кандай кесма 
илгарилама ^аракатда: булар экан. Шундай килиб, жуфт 
айланиш -чаракатидаги 'жисм илгарилама ^аракатда булади.
20 М* Уроэбоев



306 КИНЕМАТИКА

128- §. Жисмнинг илгарилама ^аракати билан 
айланма харакатини чушиш

Айланма харакатдаги жисм айланиш уки бнлан бнрга- 
ликда илгарилама харакатда хам иштирок этсин. Шу икки 
харакатда иштирок этаётган жисмнинг мураккаб харакатини 
топиш керак:

1-*ол. Илгарилама харакат тезлнгн айланиш укига тик 
йуналган булсин. Мнсол учун, рельсда юмаловчи гилдирак- 
ни олсак, унинг марказининг v нлгарилама тезлиги, гнлдн­
рак текислнгига тик, «> бурчак тезлигига тик булади. Бу 
икки вектор узаро тик йуналган (302- шакл).

Бошка мнсол учун, горизонтал текисликда нлгарилама 
харакатдаги платформага урнатилган вертикал ук атрофида 
айланувчи дискни оламиз (303- шакл). Платформа харакати- 
нннг йуналиши диск укига тик булганн учун, у _!_<•> булади. 
Бу ^аракатни кушиш учун, илгарилама харакат тезлигини 
жуфт айланишга ажратамиз. Жуфт айланишнинг тузувчиси- 
ни шундай танлаймизки, у ш га тенг булснн. У холда жуфт 
айланишнинг оралигини, (137.1) га мувофик, куйидагича ифо- 
далаймиз:

v ни жуфт айланиш билан алмаштириш натнжасида ка- 
рама-карши ва бнр-бирнга тенг бурчак тезлнклари А дан 
утувчи ук буйлаб йуналганн учун, бу ук атрофнда хеч кан-
дай айланиш булмайди. Жуфтнинг тузувчиси, АВ = </ = £•
масофасидан утувчи ук буйлаб йуналади (304- шакл).

302- шакл. 303- шакл.
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Шундай к»либ, заракат В нуктадан утувчн ук атрофнда 
айланишга келтирилди. Демак, илгарилама харакат тезлиги 
бнлан айланма харакат укларн бир-бирига тик булса, хара- 
катларни кУшнш натижасида, айланма харакат келиб чикар 
экан. Бу айланиш уки эски укка параллел булиб, уларнинг
ораси: d  = —. Бу ук атрофидаги айланиш бурчак тезлиги
эса берилган бурчак тезлигига тенг.

2-хол. Илгарилама харакат билан айланма харакат уки 
бир йуналишда булсин (305- шакл). Жисм кузгалмас ук ат­

рофида «> бурчак тезлиги билан айланиб, шунинг билан ба- 
равар, айланиш уки буйлаб v тезлик билан илгарилама ха- 
ракатда булсин. Бу холда жисмнинг харакати бир чизик 
бнлан йуналган о> на v векторлар билан аникланади.

Бундай харакатларнннг кУшилншн натижасида винт ха- 
ракатининг келнб чикиши бизга маълум. »» бурчак тезлиги 
»а v илгарилама харакат тезлиги бир томонга караб йунал­
ган булса, винт унг снстемали, карама-карши булса, винт 
чап_системали булади. 

v
~  — Р ннсбатн винт харакатннинг параметри ёки винт

параметри дейилади. Жисмнинг айланиш уки атрофидаги 
айланиш бурчагини 0, шу ук буйлаб кутарилншинн s десак:
u) в, dl1 „ „  T, d s  „на v = — ни оламиз. Бундан:

2
Ч У

301- шакл. 305- шакл.

( 128. 1)
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Винт цУзгалмас гайкада харакатланса, унинг параметри 
Узгармас булади. Бундай винт учун (128. 1) ни интеграллай- 
миз. Куй и ва юкори лнмнтлари 0, s в а О, 0 булсин; у хол-
да s = рО. Агар 0 = 2« ва s =  h булса, h = 2кр ёки р  — ^
булади. Жисм уз Уки атрофида тула айланишда шу ук буй­
лаб кутарнлнш масофасн А — винтнинг кадами дейилади 
(51- масалада винт харакати, винт чизиш тенгламаси бернл-

ган эди).
|2 Винт чизиги устида олинган бирор

М нуктанннг тезлиги икки тезлик йи- 
гнндиснга тенг: 1) нисбий айланма 
харакат тезлиги or = wr, 2) кучирма — 
нлгарилама харакат тезлиги ve — v

306- шакл. 307- шакл.

(303- шакл*. Бу тезликлар узаро тик булганлнгидан, мурак­
каб тезлик куйидагича булади:

V.» ~  V V* + ш1/*1 = ш VРг + (128. 2)
Мураккаб тезлик билан винт чизиш уралган цилиндр ясов­

чиси орасидагн 7 бурчак куйидаги формуладан топилади:
tg 7 = ^  = — = —• (128. 3)
Ь  ' Ve рш р

р  = const булса, 7 бурчак хам узгармас булади. Бу хол­
да винт чизиги цилиндр ясовчиси билан бир хилдаги бур­
чак остида кесишади. Цилиндр ясовчиси буйлаб кесиб ёйнл- 
са, винт чизиш бир хнлда кия параллел тугри чизикларни 
берадн (307- шакл). Винт кадамнни аниклаш учун, шаклдан 
Куйидаги формулани чикарамиз:

h = 2кг ctg 7. (128. 4
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3-хол. Айланиш Уки бнлан илгарилама харакатнинг тез­
лик вектори ихтиёрнй бурчак ташкил этсин. Бу холда ил- 
гарнлама харакат тезлигини икки тузувчига ажрагиб, улар- 
нинг бирини w йуналишида, иккинчисини унга тик килиб 
оламиз (308- шакл):

лама харакатдаги жисмнинг
б;фча нукталари тезлиги бир хилда булгани учун, о, ни О дан О, 
га келтнришимиз мумкин. Бунинг натижасида билан о> бир 
йуналишда булиб, уларнинг кушилнши винт харакатини бера- 
дн. Факат бу винтнннг уки берилган айланиш укига парал­
лел булиб, ундан d = ̂ -^масофада туради. Демак, бу хол­
ла зам жисм харакатларннннг кУшилиши натижасида яна 
пинт заракатини олдик.

Бу винтнинг параметрн ва кадами учун куйидагиларнн

Заракатларини купппн
Бир-бири билан кесишмайдиган икки 0,А, ва ОгАг уклар 

берилган. Уларнинг энг якнн оралиги 0 ,0 ,  = а булсин. «>, ва  
шг — бу укларга тегишли бурчак тезликлари (309-ш а к л ) .

софадаги ук атрофида айланма 
зпракатга келтнрдик. Илгари-

v2 тезлик и> га тик йуналган- 
лиги учун уни жуфт айланиш 
бнлан алмаштиришимиз мум­
кин. Факат жуфт айланишнинг 
тузувчисини *» га тенг килиб 
оламиз. и>| = ш булгани учун,
О нуктада: (щ, и,)и 0. Нати- 
жада жисм харакатини тезлн- 
гн у, = o-cosa булган илгари­
лама харакат бнлан унга па-

V Ъ II 1раллел ва ундан а = — — ма

vt =  t>-cos a, 
vt = o>sin a.

308- шакл.

оламиз:
(128. 5) 

(128. 6)

129- §. Бир-бири билан кесишмайдиган ва па 
булмаган икки Ук атрофида айланувчи жисм

параллел



Ана шу -чаракатларни кУшамиз.
Теорема.  Кесишмайдиган. ва параллел булмаган икки 

УК атрофидаги айланма заракатларнинг цушилиши винт 
заракатини беради.

Теореманн исботлаш  учун, бнрор Р  нуктани олиб, бу 
нуктада ш, ва ш, бурчак тезликларига параллелограмм ку* 
рамиз (310- шакл). Унинг диагонали:

булади.
Шаклдан:

2 = и>, -}- и>2

<■>, _  sin а*
i»g Sins,' (129. 1)

ва нинг jjap бирини икки тузувчига ажратамнз. 
Тузувчилардан бирини га тик, иккинчисини унга парал­
лел килиб оламиз:

Ui j  =  4J [  - j~  U>1, U ) j =  о»2 - (-  U>2.

Бунда:
uij J _ 2 ва шгХЙ *ам им || и>21| 2 .

Шунга кура, шаклдан:
IШ| = WjSin alt

булади.
«>2 = <«*81па* (129 .2)
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I  I

(129. 1) ни эътиборга олиб, (129. 2) дан u>( = u>2 эканлигини 
чицарамиз. ич ва и>2 бурчак тезлнклари О, ва 0 t нукталарга 
куйилган булиб, карама-карши йуналганидан, жуфт айла- 
ниш хосил килади. Шунга кура, уларнинг тезлнгн о булган 
илгарилама харакатга эквивалент булади, яъни (<i>i, <«2) сл о. 
Илгарилама харакат v тезлиги жуфт айланиш («ч, <“2) те- 
кислигига тик йуналган. Шунинг учун v тезлик 2 билан бир 
йуналишдадир. (127. 1) га биноан, бу тезлнк катталиги:

v = u y O A  = ujjasinai. (129. 3)

310- шаклдан sina, = sina булганн учун:

v =  -Q—a sin а. (129.4)

ва u)j бурчак тезликларинн кУшиш натижасида бу век- 
торларга параллел у к атрофида оний айланиш харакатини 
оламнз. Оннй айланиш бурчак тезлигининг 2 га тенглиги 
310- шаклдан куриннб турибди. Унинг катталиги:

2 =(0,005а, -f (Ojcosa,. (129. 5)
2 ук О, О, оралнкни u>J ва «>’ га тескари пропорционал 

кисмларга булиб утади. Уларнн тегишлича а, ва аг десак, 
309- шаклдан:

£> =  “ 2 __ <■>« cos a, __s in ^ r a s ? ;  __ tga,,
ш ' _  “>1 COS «I SlnagCOSl, ~  tgJ*

Демак:

ва

£1 _  tga,
a* S  (129- 6)

a, + rt2 = o.

Бу ерда OtOt нинг оралигини а билан белгиладик.
2 билан v параллел булгани учун уларнинг йигиндиси винт 
Харакатини беради. (129. 5) ва(129. 6) формулалар бу винт 
Харакатини тула аннклайди. Бу хол учун винт параметри 
Чуйндагича ифодаланади:

Р  =  JL —  M»iM«aSlna 129 _
У (u),cosa, + wjcosi,)1 v
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130- §. Эпициклик механизмлар

Юкорида чикарилган формулаларни татбик кнлиш учун 
бир канча амалий масалалар ечамиз. Параллел укларга донр 
масалалар учун мнсол тарикасида эпициклик механнзмларни 
оламнз. Харакатланунчи дастага урнатилган ва параллел ук- 
лар атрофида айланувчи икки ёкн бир канча гилдиракиннг

КУшилишидан >;оснл булган механизм э п и ц и к л и к  меха- 
низ м дейилади (311-шакл). Эпициклик механизм таркибн- 
даги гилдираклариинг четидагидан бирининг уки кУзгалмас 
булиши керак. Рилдиракларнинг кУшилнши ички ва ташки 
равишда булади. Айланувчн даста учига богланган шлди- 
рак сателлит дейилади. Ташки ва ички равишда кушнлади- 
ган доллар учун, гнлдираклар ва даста бурчак тезлнкларн 
орасидаги умумий муносабатнн тузамнз.

Кузгалмас ук атрофида айланувчи гилдиракиннг бурчак 
тезлиги «>,, дастанннг бурчак тезлиги 2 ва сателлитинкн и> 
булсин. Шаклда ^амма бурчак тезлнкларн соат стрелкаси 
айланишида курсатнлган. Уларнинг ишораси \акикий айла­
ниш йуналншинн курсатади (яъни манфий ишорада булса, 
тескари йуналишда булади). Куйилган масаланн ечиш учун 
Виллис усулидан фойдаланампз. Бутун механизм асосига 
даста бурчак тезлнгнга тенг ва унга карама-карши йунал­
ган бурчак тезлигини берамиз. У *олда дастанинг абсолют 
бурчак тезлиги нуль булиб, даста кузгалмас ^олатда була­
ди. Натижада кузгалмас икки параллел ук атрофида айла­
нувчи тлдираклар кУшилмасинн оламиз. Бу гилдираклар- 
нинг абсолют бурчак тезлнкларн тегишлича о», — 2 ва и» — 2 
булади. Мазкур бурчак тезлнкларн бнлан гнлдираклар ра- 
диусларн орасидаги муносабат куйидагича ёзилади: 
ташки илашиш учун:

311- шакл,

о) — Q 
«*>1— 12 Г (130. 1)
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ички илашиш учун:
=  — • (130. 2)<■>, — а г '

Бу формулалардан фойдаланиб, параллел уклар атрофн- 
даги заракатга дойр турли масалаларни ечиш мумкин.

79- масала. ОА кривошип воситаси бнлан заракатга келувчи // тишли 
гилдирак кузгалмас / тишли гилднракда юмалайди. Рилдираклар радиус-

лари бир хилда. Кривошипнинг бурчак тез- 
| лиги ш0- I I  гилдиракнинг нисбий ва абсо-

S *  j N. лют бурчак тезликлари топнлсин (312- 
/  И i \  шакл)./ I \  д \ Е ч и ш .  Кривошипнинг заракати кучир-

[ 4— ---Г  ма- И гилдиракнинг кривошипга нисбатан
----1— чл/ v ^ T  У  )  айланиши нисбий ва унинг / гилдиракка

/ I i / Х с  I У  нисбатан айланиши абсолют булади. (130. 1) 
/ ' i У  Дан фойдаланамнз. Текшнрнлаётган масала-

J _____ да £! J-рнида о»о, / гилдирак кузгалмас бул-
\ Q / ганндан и>! = 0. Шунинг учун:

Бу тенгламадан II гилдиракнинг абсо­
лют бурчак тезлигини топамиз, у »  = 2ш0. 
Нисбий бурчак тезлиги:

312- шакл. ш, = <о — ш, = «л.
80- масала. Етакловчи вал етарли тез айланмаса, бурчак тезлигини

ошириш учун куйидаги механизм 
ншлатиладн (313- шакл). IV  даста О 
кузгалмас марказ атрофида айланиб, 
унинг бошка О, учига радиуси гг 
булган гилдирак урнатнлган. Бу гил- 
лмрак радиуси гг булган обойма (кУз- 
галмас цилиндрик снрт) билан илаш- 
| ан III гилдиракнинг шу к5’шилнш 
натижасида олган бурчак тезлиги О 
укка эркин утказилган / гилдиракка 
берилади. Даста бурчак тезлиги бн­
лан / гилдиракнинг бурчак тезлиги 
орасидаги муносабат тонилснн.

Е ч и ш .  Виллис усулидан фойда- 
ланамиз. Бу холда обомманннг бур- 
чак_тезлиги ш4, / гилдиракинки и»!—
— булади. Бу тарзда текшнришда
Ol ва О уклар кУ'згалмайдн, I I  гил­
дирак эса воситачн булиб коладн. 
Бирок бу гилдиракнинг мавжул булн- 
ши натижасида, / гнлднракдан III 
йуналиши узгаради.

(130. 1) га мувофик:
01, — о>,

313- шакл. 

гилдиракка берилган \аракатнниг



314 КИНЕМАТИКА

Бундан:
Г3 + Г2

Агар г* = 9г, булса, <■>, = 10 u>j булади.
81-масала. Баретто механизм»! куйидагича тузнлган (314-шакл). Тиш- 

лари ичкарисига уйилган, радиуси г, булган катта гилдирак / нинг 
маркази А га ук Урнатилган. Бу Укка радиуси г% булган тишли /// гнл-

дирак билан етакловчи АВ даста утказилган. Етакловчи АВ даги О Укка 
раднуси rt булган тишли // гилдирак утказилган. Бу гилдирак I II  гилдн- 
рак билан ташки, / гилдирак билан ички равишда илашган. Етакловчи 
АВ ва / гилдиракиннг бурчак тезлнкларн тегишлича ш, ва ш. I l l  гилдн- 
ракнинг бурчак тезлиги ш3 топилсин.

Е ч и ш. Виллис усулидан фойдаланиб, (130.1) ва (130.2) ни кУллай- 
миз. Бутун механизмни — «о бурчак тезлиги билан тескарнга айлантн- 
рамиз.

/ ва I I  гнлдираклар учун:

314- шакл. 315- шакл.

и), — ш Г j_
ш, — ш г.

II ва III  гнлдираклар учун:
(Of — <1> rt
u> j — u>

Бу тенгламаларнинг нисбатнни оламиз:
о>| — <0 Г3

Бундан:
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Бундан курамизки, I гилдиракнинг айланишп етакловчига нисбатан 
тескари булса, I I I  гилдиракнинг тезлнгн катта кийматга эга булар экан.

82- масала. Хознрги онда икки: <«,= »/5 ва ь>, 2 бурчак тезликла- 
ри билан айланувчи жисм тезлнгн о — 6 м/сек булган илгарилама *ара- 
катда \ам иштирок этади. ш1( ыа ва v векторлар бир текисликда ётади 
(315- шакл). ы, ва ш* илгарилама ларакат тезлнгн v билан в= 60° ва р=309 
ларни ташкил этади. Жисмнинг мураккаб харакати топилсин.

Е ч и ш. <•>, билан ш, нинг кУнжлишидан чикклн - оний бурчак тез- 
лиги илгарилама ^аракатга тик йуналади. Унинг катталиги:

2 = V  - ?+  <4 = 2 / Г Чсек.
е ни жуфт айланиш ларакатига ажратамнз. Унинг тузувчиснни И га

v ,__
тенг килиб оламиз: у *олда жисм d = -q \ 3 м масофадаги Ук атрофида
2 = 2 ^  3 Чсек бурчак тезлиги билан айланади.



i i m i L r r i r t J I  П«У t\ I A
ДИНАМИКАСИ

о II УМУМИЙ ТУШУНЧАЛАР
x  I

131- §. Динамиканинг асосий тушунчалари
Курсимизиииг кинематика булимида ^аракатни факат гео­

метрик нуктаи назардангина текширган эднк. Энди, *ара- 
катни уни вужудга келтирувчи сабабларга боглаб текшн- 
ришга утамиз.

Механиканинг ^аракатнн уни вужудга келтирувчи са­
бабларга боглаб текшнрадиган кисми динамика дейилади.

Харакат килаётган жиемнинг кинематик элементларини 
унинг массасн ва куйилган кучлар билан боглаш масаласи 
тажрибага асосланган муло^азалар билан аннкланади. Бу 
масала билан шугулланган Галилей жиемнинг ^аракатц таш­
ки куч таъсипэтгандагнна узгаради дегаи фнкрни айтган эди.

Динамика Чшсалаларини ечишдан аввал куйидаги муло- 
.\азаларни куздан кечирамиз.

Механикада *ар кандай материал жисмни фикран мате­
риал нукталфнннг йигиндиси ёки система деб караш мум- 
кинлиги ^акида мукадднмада айтиб утган эдик.

Аввало, айрим материал нуктанинг заракат конунини ур- 
ганамиз. Сунгра, чиккан натижани бир канча материал нук- 
талар учун умумлаштирнб, система .\аракатининг к °нун- 
ларини чикарамиз. Шунннг учун .̂ ам, материал нукта 
динамикасини материал нукталар системаси дннамикасига му- 
К'аддима деб .уюоблаш мумкин. Лекин, айрим лолларда, нукта­
нинг ^аракатинн текшириш билан .\ам масаланн ^ал килиб 
булади. Масалан, илгарилама ^аракат килаётган жиемнинг 
.\аракатини урганиш учун ундаги бир нуктанинг ^арака- 
тини текшириш кифоя.

132- §. Механиканинг асосий к ° н У н л а р и

Материал нукта динамикасини урганиш учун, дастлаб 
механика конунларини таърифлаймиз. Механика конунла- 
рнни даставвал Ньютон нфода килганлиги .\акнда курсимнз- 
нннг бошида тухтаб утган эдик. Ташки му^нтдан ажратнл- 
ган материал нуктани, яъни бирорта *ам материал жисм
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таъсирида булмаётган материал нуктани тасаввур киламиз. 
Бундай материал нукта учун механиканннг биринчи конуни 
куйидагича таърифланади:

1- кону н  (инерция конуни). Ташци музитдан ажра- 
тилган материал нуцта ташци куч таъсир этмагунча 
узининг тинчлик золатини бки тугри чизицли ва тенг 
улчовли заракатини сацлашга интилади.

Бинобарин, материал нукта уз тезлигини узнча узгартира 
олмайди ва уз-узнга тезлик бера олмайди. Материал нукта- 
нинг тезлигини узгартириш учун, бирор ташки таъсир бу- 
лнши керак. Материал нуктанинг бу хусусияти унннг инерт- 
лиги дейилади. Механиканннг бу ходисани таърнфловчн 
биринчи конун» эса инертлнк конуни деб аталади.

Энди, тугри чизикли ва тенг улчовлн харакатда булмай, 
балки маълум тезланиш билан харакатланаётган материал 
нуктани куз олдимизга келтирамиз. Бундай материал нукта 
ташки музитдан ажратилган булмай, балки бошка бир ма­
териал жисм таъсирида булади.

Материал нукта бошка бир материал жисм таъсирида 
булса, унинг харакати узгаради, харакатни узгартирувчи 
бу сабаб куч деб аталади.

2 - конун.  Материал нуцтанинг заракатлантирувчи 
куч таъсиридан олган тезланиши шу куч билан бир йу­
налишда булиб, мицдор^и куч мицдорига пропорцион алдир.

Материал нуктага куйилган кучни /-', бу куч таъсиридан 
материал нукта олган тезланишнн w  десак, иккинчи ко- 
нуннинг математик ифодаси куйидагича булади:

F =  mw. (132.1)
Бу ерда т — узгармас микдор. Узгармас т канча катта 

булса, материал нуктага w тезланишнн бернш учун унга 
шунча катта F куч куйиш керак.

Яъни, т канча катта булса, материал нуктанинг ннерт- 
лиги шунча зур булади. Бу узгармас т микдор берилган 
материал нуктанинг массаси дейилади. F куч бнлан бу куч­
нинг материал нуктага берган а1 тезланиши орасидагн ма­
тематик богланншни ифодаловчн (132. 1) вектор тенглама 
динамиканинг асосий тенгламаси дейилади. Масса матери­
ал нуктанинг инертлнк улчови эканлигини яна бир карра 
таъкидлаб утамиз: масса материал нуктага куйилган куч бн­
лан мазкур нукта тезланишининг нисбатнга тенг булган уз­
гармас сонднр, яъни:

т — (132.2)



Энди, массани улчаш масаласига утамиз. Уз огирлик 
кучи таъсирида ерга эркин тушаётган материал нукта ни 
оламиз. Бу материал нуктанинг огирлик кучини Я. массасинн 
т деймнз. Бушликда эркин тушувчи нуктанннг тезланиши g  
билан белгиланади. Бу физикадан маълум. Бу хусуснй хол 
учун динамнканинг асосий тенгламасинн татбик килиб:

Р  = mg
нн оламиз. Бундан:

т =  y  (132. 3)
формулага эга буламиз.

Бу формуладан курамизки, материал нуктанинг массаси 
унинг огирлигнга тугри пропорционал булар экан. Жисм­
нинг огирлигини тарозида аниклаб, массасинн (132. 3) дан 

топиш мумкин.
3 - к о ну н и (таъсир ва акс таъсир 

конунн). Х,ар бир таъсир узига тенг ва 
царама-царши йуналишдаги акс таъ- 
сирни вужудга келтиради.

Бу конун материал нуктага куйилган 
куч манбаи бошка бир материал нуктада 
эканлигини курсатадн. Массаси т бул­
ган материал нуктага куйилган кучнинг 
манбаи бошка *бир N  материал нуктада 
булсин, дейлик. Бу N материал нукта 

таъенридан М  материал нукта харакат килади; бу таъсир 
этувчи кучнинг микдорн эса (132. 1) дан аникланади. Юкорида 
таърнфланган учинчн конунга мувофик, N  нуктага хам М  
нукта томоиидан худди шундай куч таъсир килади (316- 
шакл). Бу куч М материал нуктага куйилган F кучга тенг 
булиб, унга карама-карши йуналган. Буни J билан белги- 
лаймнз ва инерция кучи деб атаймиз. Бу холда инерция 
кучи учун:

J = — mw (132. 4)
формулани ёзиш мумкин.

Юзаки Караганда, текширилаётган нукта мувозанатда бул- 
гандек куринади. Лекин куйилган куч билан инерция кучн 
жисмнинг бир нуктасига эмас, иккала жисмга оид булган 
нукталарга куйнлганн учун, бу кучлар таъенридан жисмлар 
узаро харакатда булади.

4- кон у ни. Кучлар таъсирннннг эркинлик конунн. Ма­
териал нуцта бир цанча куч таъсирида булса, унинг 
тезланиши мазкур материал нуцтага хар цайси кучнинг
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ало^ида таъсиридан келиб чиркан тезланишларнинг гео­
метрик йигиндисига тенг.

Материал нуктага F,, Ft ,...,'F „ кучлар куйилган булсин 
(317- шакл). Бу кучларнинг тенг таъснр этувчиси F булсин» 
у ^олда:

F =  j?F i  
i - i

булади.
F таъсиридан материал 

нуктанинг тезланишнни w 
десак, (132. 1) тенгламага 
мувофик, F =  mw ёк*
П
^  Fj = mw га эга буламиз.
{Z 1 317- шакл.
F, таъсиридан материал нук­
танинг тезланиши w , булса, у *олда: F, =  mw, булади. Бу 
ифодани юкоридагн йигиндига куйсак:

П __ П
т 2  Wj = mw ёки w — ^  хе>/ 

i-i <-1
ифода, яъни юкоридагн хулоса келиб чикади.

Бу конундан асосан, каттик жисмларга оид масалаларни
ечишда фойдаланиш тугри булади.

Бирлик системалари. Назарий механикада учратиладиган
механик-физик микдорларни улчашда уч хил улчов систе-
масидан: абсолют (физик), яънн (СГС) системаси, техник,
яънн (МКГСС) системаси ва халкаро, яънн (СИ) снстемаси-
дан* фойдаланиш мумкин.

Бу кейинги икки системанинг бир-бирндан асосий фарки
шундаки, техник системада механик бирлик учун асоскилиб
куч бирлиги, халкаро системада эса масса бирлнги олинган.

Бу учта системанн куриб чикамиз.
МКГСС — техник система. Техник системада узунлик 

метр (м) ^исобида, вакт секунд (сек) ва куч килограмм 
(кГ) хисобида нфодаланади. Бошка *ар кандай техник сис­
тема билан ифодаланадиган мнкдорлар шу учта асосий ул­
чов бирликларининг ^осиласидан иборатдир. Бу техник сис­
темада масса:

, , г куч 1 |куч вакт*| г кГ сек1 1 
___ Iмасса] — [тезланиш] — j узунлик J ’ [ м \

* Халкаро (СИ) система Совет Иттифокида 1963 нил 1 январлан ки-
ритилган.



Техник системада масса бирлиги учун 1 кГ куч таъсир цил- 
ганнда 1 м/сек2 тезланиш оладнган материал нуктанинг мас- 
сасн олинади:

Н = 1Л = * £ * * .
1 1 [<v\ М

СИ — х а л ц а р о  с и с т е м а .  Халцаро системада узунлнк метр 
(м), вакт секунд (сек) ва масса бирлиги килограмм (кг) .\н- 
собида ифодаланади. СИ снстемасида куч бирлиги иккинчи
конундан топнлади. (132.1) фомулага т =* 1 кг ва w — 1 — г
ни куйсак, куч бирлиги келиб чнкади:

1 куч бирлиги — 1 *-г-1~  = 1

Бу куч бирлнги ньютон дейилади.
Демак, массаси 1 кг булган материал нуктага 1

тезланиш берадиган куч ньютон (н) деб аталади.
Ньютон (н ) куч бирлнги куйидагича булади:

\F\ = |т] (гс*] = кг-м-сек~* — м-кг-сек~*.

Агар асосий бнрликлар учун: узунлнк бирлиги санти­
метр (см), вакт бирлнги секунд (сек) ва масса бирлиги 
грамм (г) .^исобида олинса, абсолют (СГС) система булади. 
Цу системада куч бирлиги конундан топнлади. (132. 1) фор-
мулага т = 1 г, да = 1 — , куйсак, (СГС) системасида куч
бирлигини хосил киламиз.

. г , , сек . г см
.1 КУЧ бирлнги = 1 "cei? e  ~ceic*'

Бу куч бирлиги дина дейилади.
Демак, массаси 1 г булган материал нуцтага 1

тезланиш берадиган куч дина (дин) деб аталади.
Дина (дин) нинг улчамлнгн куйидагича булади:

[Z7) = \т\ [и>) = г-см -сек~г «= см -г -сек г2.
Бирликларнинг бир системасидан иккинчи снстемасига 

утнш иловадаги 1-жадвалда берилган.
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МАТЕРИАЛ НУКТА 
ДИНАМИКАСИНИНГ АСОСИЙ 
ТЕНГЛАМАЛАРИ ВА УЛАРНИ 
ИНТЕГРАЛЛАШ УСУЛИ

133- §. Материал нуцта заракатинннг дифференциал 
тенгламалари

М материал нукта кандайднр F куч таъсиридан заракат 
килсин (318- шакл). Бу куч билан нуктанинг тезланиши ора- 
сидаги богланиш куйидагича 
пфодаланган эди:

F — mw. (133. 1)
Бунда да — тезланиш вектори; 

т — материал нуктанинг массаси 
булиб, материал нуктанинг Р  
огирлиги билан g  огирлик тез- 
ланишининг нисбатига тенг эдн:

m =  - j '  ( 1 3 3 2 )

F куч — материал нуктага таъсир этувчи барча кучлар­
нинг тенг таъсир этувчисн, яъни:

f =  s f ;
i~ i

булиши мумкин.
Кинематнкадан маълумки, тезланиш вектори v тезлик 

вектори ва г радиус-вектор оркали куйидагича ифодаланади:
— dv 
w ~~dt Ски

— <Рг
w =  nrr

Булар эътиборга олинса,-юкорида ёзнлган (133. 1)тенглама-
га кУРа: * / v

(133. 3)
ёки

(Рг тг 
m d fi~ (133. 4)

21 М. Уроэбо»
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куринишларидаги харакат дифференциал тенгламасини хо- 
снл киламиз. Бу тенгламалар материал нуцта заракати 
дифференциал тенгламаларининг вектор ифодасидир.

(133. 4) тенгламани хар кандай уклар системасига проек- 
цияласак, материал нуктанинг шу системадаги проекциялар 
оркали харакат дифференциал тенгламасини хосил кнла- 
мнз.

I. Материал нуктани Декарт координата укларидаги 
Харакат дифференциал тенгламалари.

Заракат дифференциал тенгламасини Декарт координата 
Укларидаги проекциялари оркали ифодалаймиз. М материал 
нуктанинг координаталари ёки г Радиус-векторининг 'кузгал­
мас Декарт координата Укларидаги проекциялари х , у, г  
на унга куйилган F  кучнинг шу координата укларидаги 
проекциялари X , Y, Z булса, харакат дифференциал 
тенгламаларининг скаляр куриниши куйидагича ёзилади:

(133. 5)

Бу тенгламалар эгри чизикли харакатдагн материал нук­
танинг Декарат координата укларидаги проекциялари оркали

харакат дифференциал тенглама­
лари дейилади.

2. Материал нуктани табиий 
уцлар системасидаги заракат 

л  дифференциал тенгламалари.
Тезланиш векторининг траек­

ториям булган уринма, бош нор­
мал ва бинормалдагн проекцня- 
ларннинг куйидагича нфодаланн- 

F  ши кннематикадан маълум 
(319- шакл):

319- шакл.

dv v2 п“  у-  w b = 0.

Материал нуктага куйилган кучнинг табиий координата ук* 
ларндагн проекциялари Fx, F„ ва F„ булсин, у холда хара-
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катиннг дифференциал тенгламаларини куйидагича ёзамиз:
dv 
dtmw. --- т

еки
do с

в т >

mw„ = т - р
= 0 = Fb

v*

■Л.

/я 0 = /=•, (133. 6)

Бу теигламаларнииг кейиигисидаи материал нуктага таъ­
снр этувчи куч эгрилик текислигида ётишини курамиз. )̂ а- 
кикатан *ам шундай булиши ке­
рак, чунки куч тезланиш билан 
бир йуналишда булиб, тезланиш 
эгрилик текислигида ётиши бизга 
кинематикадан маълум.

3. Материал нуктанинг кутб 
координаталар системасидаги 
\аракат дифференциал тенгла­
малари.

Энди, ^аракат тенгламалари- 
нинг кутб координаталар систе- 
масидаги ироекцияларини топа- 
мнз. Бунинг учун (133. 1) асосий 
тенгламанинг кутб радиуси ва 
унга тик йуналган укдаги проек- 
циясини оламиз (320- шакл).

F,

320- шакл.

ва

Бу ерда:

Шунинг учун:

ты'г

т Wp — Fр.

. г — г?2,

р - 7 - d f W -

т (г — га*) = F „  

-r-dT(r>?) =  Fp. (133. 7)

Булар, материал нуктанинг кутб координаталар система- 
сндаги харакат дифференциал тенгламаларидир.

Материал нукта динамикасининг заракат дифференциал 
тенгламаларининг турли координата Укларидаги проекция-
21*
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лари оркали ифодасидан фойдаланиб, куйидаги икки асосий 
масалани куйишимиз му*Мкин.

1. Материал нуктанинг массаси билан барча кинематик 
элементларн берилган; харакатни вужудга келтирувчи кучни 
топиш керак (динамиканинг биринчи масаласи).

2. Массаси маълум булган материал нуктага таъснр этув- 
чн куч берилган; бу куч таъенридан материал нуктанинг 
кинематик элементларнни топиш керак (динамиканинг иккин­
чи масаласи). Бу икки масаланннг жавобини кУйнлнш тар- 
тибида кейинги параграфларда берамиз.

134- §. Динамиканинг биринчи масаласи.
Материал нуцта учун Даламбер принципи

Материал нуктанннг харакат тенгламаларн берилган бул­
са, яъни нуктанинг харакат конунн маълум булса, динамика­
нинг биринчи масаласини ечнш жуда хам осон. Масалан, 
материал нуктанннг харакат тенгламасн Декарт координата- 
ларида берилган булсин:

• * = / i ( 0 ,  У =  Ш ,  г - / . ( 0 .  (1 3 4 .1 )
унинг массаси т булсин; у холда харакатни вужудга кел- 
тнрувчи кучни (133. 5 ) тенгламалардан фойдаланиб топамиз. 
Бунннг учун, харакат тенгламаларидан икки кайта хосила 
олнб, (133. 5) га кУямиз. Ундан:

X  =  m j £ =  m f i " ( t ) ,

Y =  m jf» =  mf t \ t ) ,  

Z =  m ^ i  =  m f9"(t)

(134. 2)

чикади.
Куч проекциялари маълум булса, кучнн топиш кийин 

эмас. Демак, материал нуктанннг харакат тенгламаларн маъ­
лум булса, харакатни вужудга келтирувчи кучнн топиш 
мазкур тенгламаларни днфференциаллаш бнлан хал булар 
экан. Бирок кучнн утнлган масофага ёки тезлнкка боглаш 
тугри келганда, масала бир оз мураккаблашади.

Купинча, техника масалаларини ечишда материал нукта­
нннг кинематик элементлари маълум булади. Бу холда кучни 
топиш учун кУлланиладиган яна бир кулай усул бор. У хам 
булса, динамика масаласини расман статика масаласига ай- 
лантирадиган усулдир. Бу усулни Д  а л а м б е р тавеня этган, 
у куйидагича ифодаланадн.
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Харакатдаги^ моддий нуктага куйилган ^кучдан  'ташкарн, 
фикран унга J инерция кучи куйилган деб фараз киламиз 
(321- шакл). У холда, материал нукта бу кучлар таъсиридан 
шу онда мувозанатда булади. Шунга кура, мувозанат шар- 
тини куйидагича ёза оламиз:

F +  J =  0. (134. 3)

М/

J /  
/

*

j  вектор инерция кучи булиб, унннг микдори (132.4) 
формуладан аникланади. Демак, заракат даги материал  
нуцт ага фикран инерция кучини 
цуйсак, у  зозирги онда мувозанат- 
Оа б у л а р  экан. Харакатдаги М 
материал нуктага факат F куч ку^ 
йилса, бу куч ун^а кандайдир w  
тезланнш беради. у эса мазкур М 
нуктага хакикатан куйнлмаган. Бу 
инерция кучи T = — F булиб, ме- 
ханиканинг учннчи конунига муво­
фик, заракатдаги М  нуктанинг бошка бир жисмга курсатган 
реакциясидир. J инерция кучининг М  материал нуктага куч 
тарикасида куйнлишини факат динамика масаласини статика 
масаласига айлантириш учун кабул килинган бир йул деб 

^  тушуниш керак. Бу йул гарчи
юзаки азамиятга эга булса-да, 
купинча, масалани ечишда унинг 
катта кулайлиги бор. 7  инерция 
кучининг Декарт ва табиий ук* 
лардагн проекцияларини олиб, 
(134. 3) тенгламани проекция 
оркали куйидагича ифодалаймиз 
(322, 323-шакллар):

322- ш акл. J »  =

Jy —

— т

— т

J z ~  —

<Рх
dt»’
<Ру
di*'

_  d’z  т -~  dt»’

J. = — т

323- ш акл. J„ = — т

dv
4 t'  
р* 
р ■

(134. 4)

(134. 5)
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Бунда Jt — уринма ва Jn — марказдан кочувчн инерция куч- 
лари. Юкоридагн (134. 4) ва (134. 5) формулалардан фойда- 
ланиб, Даламбер тенгламасинн проекцняларда куйидагича 
нфодалаймнз:

Бу параграфда тавсия этилган усул бир нуктанинг муво­
занати учун татбик этилиб, у, умумий усулнинг хусусий 
*олидир.

Курсимизнинг кейинги бобларида бу назариянн умумий 
*ол учун тула тавсиф этамиз.

82- м асала .  М атериал нуктанинг огирлигн 2  г булиб, зар ак ати  х 
= 3  c o s2 r./, у = 4  sin  2 я /  тенглам алар  билан нф олаланали  (х, у  см ва t  эса сек 
дисобнда).

Н уктага  таъ си р  килиб ту р у вч и  кучнинг проекцнялари  топилсин.
Е ч и ш. Б ерилган  х аракат  теиглам аларидан  вакт буйича икки м ар та  

лосила олиб, м ассасига кунайтирсак .'м асалаи инг ж авоби  чнцади, яъ ни :

83- м а с а л а . Р адн р-будур  горизонтал  ер д а  е0 =  2 —  бош лангнч тезл н к

билан  т^гр и  чизнкли ва тенг секинланувчи  х ар ак ат  килаётган  жисм 
х  — 4 м м асоф анн утгандан суиг тухтайди . .М азкур ж ием нинг ерга  нисба­
тан иш каланиш  коэффициент!! топилсин.

Е ч и ш .  Л астлаб  ж иемнинг тезланиш ини (секинланиш нни) топам из. 
Б у  )^ол учун  тезлн к  ва хар акат  тенглам аси  куйидагича нф одаланади:

(134. 6)

ва

(134. 7)

булади.
м

V =  и0 — wt, X  =  v0t — ~п Wt2.



Жнем ту-хтаганда, v 
iiiiC вактни топамиз:

0 . w  *» “  булади . Пуни м асоф а тенглам аен га кУ-

t
2 х
Vo—  =  4 сек.

Ж исм га таъ си р  этувчн  куч иш каланиш  кучи 
пунига м увоф ик, F =  / N  булади . Бунда N  =  
огирлигига тенг (324- ш акл).

Энди, кар акат  тенглам аси- 
ни ёзам из: м

тт
fP.

булганн учун , у , К улон Ко- 
P . норм ал босим  ж исм нинг

w

1/V

Бундан:
w

/ = - —  = 0 .0 5 1 .
324- ш акл.

да тебранм а д аракат  килади. Х аракат х  

С

10 s in  t тенглам а бнлан иф о-

м
Т

84- м а с а л а .  Огнрлиги 20 г булган  ж исм горнзонтал ту гр и  чизик  у с т и -
■ «  ■

2
даланади . Ж исм га таъ си р  кнлувчи F 
куч билан утилган  х  м асоф а о р аси ­
дагн  богланиш  ва ш у кучнинг м ак­
симал кийм ати топилсин (325- 
ш акл).

Е ч и ш. Ж исм  тугри  чизикли 
харакатда  булганн учун  F  =  X  =  тх,  

Р  20
т = —  =  — . 

g  8
бу  ерда  х  

Д ем ак,

325-

— -^ - lO s ln - j j - f  = — -4- Jf.

5**

Г *
х  =  ^ш а х -  g  •

85- м а с а л а .  Горизонт бнлан а б у р ч ак  косил цилган рельед а  к ар ак ат- 
ланувчи вагоннинг огнрлиги Р  га тенг. Вагон у згар м ас  w  тезланиш  билан 
ларакатлан ади  деб  ф ар аз киламиз. Рилдиракларнинг рельсга  иш каланиш и- 
дан  косил буладиган  торм озловчи  
куч топилсин (326- ш акл).

Е ч и ш. К оордината Укларини 
ш аклда ку р сатн л ган дек  танлаб , р ельс- 
нинг нормал босим ини N,  торм оз- 
лаш  кучини F билан б елги ласак , ка- 
р акат  тенглам аси  куйидагича ёзи л а­
ди:

РсПх
Ц ! й * = P s ln  л ~ р '

РсРх
g  dt* N — P  c o so . 3 2 6 - ш акл.
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Вагон тезланиш и узгарм ас  булиб, д ар ак ат  д: Уки буй лаб  килингани у чун  
у  — 0 булади . Ш унга кура:

F — / ' ( s i n  а — у - ) ,  N = /*сo sa .
g

Бундан  к у р и н ад и ки , F у згар м ас  м икдор  экан . Б у  чиккан  натиж адан  ф ой­
даланиб, иш каланиш  коэф ф ициентннн топам из:

' - F
W

g  COS а
Рельснинг киялигини у згар ти р н б , киялик  бурчагини нг ш ундай бир кнйм а- 
тнни (« -  <р) топам и зкн , унинг ш у кийм ати учун вагон тен г улчовли дара- 
катда булиб , w  =  О булсин; у  до л д а  lg  а  =  tg  у булади (бунда —  и ш к а­
ланиш  бурчаги ).

86- м а с а л а . Л и ф т  учун  йул куйилган  тезланиш нинг максим ал кийм ати
0 .2 9  м/сек* га тенг. Унинг огирлиги  Р. Л иф тнинг сим аркон ида досил 
буладиган  м аксим ал ва минимал тортили ш  кучи топнлсин (327- ш акл).

'Р

Е ч и ш .  И нерция кучи билан  сим арконнинг тортнлнш ини ш аклда 
курсати л ган дек  йуналтнрнб, Л ал ам бер  тенглам асини ёзам из:

Т — Р — J  ■= 0. Бундан: T = P  +  J c  ки Т — Р ( ■ - у ) -
А гар , лифт секнн  кутарнлса ёки те з  т у ц т р , w  >  0  булади , т е з  к у та - 

рилиб, сскин туш са, t» < 0  булиб:
Т’ш», 1.03Р; Гт1п =  0,97 Р

булади.
87- м а с а л а . О гирлиги Р  булган  юк стер ж ен ь учи га богланган булиб, 

кич ик  тебранм а .\аракат килади. С тер ж ен ь чузилм айди ва огирлигини 
дисобга олм аса буладн деб  ф ар аз  килам из (328- ш акл).

Т ебраниш  даври  Г = 2 г . ' ^ ’-~- булиб, бош лангич огиш и (б у р ­

ч а к  ам плитудаси) <р0 га тенг. Ю книнг м увозанат долатидан  утиш  олдида 
стер ж ен д а  пайдо булган зури ки ш  топнлсин.



XXII Б О Б .  МАТЕРИАЛ НУКТА ДИНАМИКАСИНИНГ ТЕНГЛАМАЛАРИ 3 2 9

Е ч н ш . С терж ен даги  S  зури ки ш  у чун  Д ал ам б ер  тенглам асини  т у з а -
миз:

Ю к м увозанат холатилан утиш  олдида <р =  t =  0, яъни

келиб чикади.
88- м а с а л а . В елосипед мннган киш и у згарм ас  ч тезлн к  билан хара- 

катланиб, горизоитал  текисликда  ётувчи  радиуси  а булган  айлана чизади 
(329- ш акл).

В елосипед минган киш и йикилм аслиги учун  велосипед  текислигинин г 
вертикал  теки сл н к  билан хосил кнлган киялик  бу р ч аги  а кан ча  булиш и
к ерак?

Е ч и ш. В елосипед тугри  чизикли йулдаи бурилиш и учун, унга тр аек - 
ториянинг б о ти к  том онига к ар аб  йуналган кандайдир горизоитал  куч кУ- 
йилиш и кер ак . Т енг улчовли  хар акатда  велосипедга вертикал  йуналиш - 
даги  огирлик  кучи бйлан нормал р еакци я т аъ си р  килади. А йлана чи заёт- 
ган велосипеддаги  киш и, велосипед  текислигнни айлана м аркази га  караб  
циялантнрганда, нормал р еакц и я  хам велосипед текислиги  билан бирга 
огади; унинг огиш и велосипеднинг м арказига кУйилган Р _ в а  N  кучлар- 
нинг тенг т аъ си р  этувчиси  R  таъ си р и дан  хосил булади. R  ни ёки  Р  ва 
•V кучларни м увозанатлаш ти риш  учун, Д ал ам б ер  нрннципига бнноан , ве- 
лосипедчииннг огирлик  м арказига нормал У„ инерция кучи куям из. И н ер ­
ция кучи Ул_=_—  Ж

Бу Р, N, Jn кучлар  кесиш увчи  булгани  учун , м увозанат ш артини 
иф одаловчн  куч учбурчагини  курам из. Куч учбурчагндан :

келиб чикади.
89- м а с а л а . О гирлигн Р  булган  М  ш арча кузгалм ас А  нуктага  бог- 

ланган МА  ип билан у згарм ас  тезликда горизоитал  айлана чизади 
(330- ш акл). Ипиинг узунлиги  /, вертикал  бнлан ту зган  бу рчаги  о. И пнинг

Х ар ак ат  ш артидан , тебранм а х ар ак ат  тенглам асини  ёзам из:

Бундан:
v I <р

ёки

Бундан:
V =  V g l  ?0-

S  =  P ( 1 +  ?„=)

Б ундан :

II



i 'm i  ь г п п ш

тортили ш н, ш арнннг тезли ги  ва канча вактла тула  айлана чнзиш и то - 
пилсин.

Е ч и ш .  Ш арчага  таъ си р  эту вчи  инерция кучлари  ва ш ш инг то р тн - 
л н ш и  ш аклда курсатнлган . Д алам бер  принципининг Д екар т  уклари даги  
тен глам алари ни  тузам из:

Т cos 1  — Р  — 0, ( а)
р  р* « / /ч7 Sin а — У„ =  0ёКИ 7sina — — — — 0. (о)

л) дан  нпнинг тортилиш н:

Т  — COS а ’

329- ш акл. 

Tgr sin  а
(б ) дан: о* ---------- р

У  Ж .Sin а

булади .

Бунга Т  нинг кийматини ва г = I s in  а нн куйсак, 

cos а ни 0 лам и з- А йланиш  даврн :

COS а

135- §. Динамиканинг иккинчи масаласи. Материал 
куртага таъсир этувчи кучларнинг характери

Берилган куч таъсиридан материал нуцтанинг заракатини 
ва кинематик элементларини топиш масаласи биринчи маса- 
ланинг аксиднр. Динамиканинг асосий тенгламаси (133. 5),
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(133. 6) ва (133. 7) куринишларидан бнрида ёзнлса, заракат- 
даги материал нукта координаталари (х, у, г) ёкн (г, <?) но- 
маълум булиб, улар иккинчи хосиласи билан ифодаланган. 
Шунинг учун, заракатни топиш масаласи мазкур заракат 
дифференциал тенгламаларнни ечишдан иборатдир. Бу тенг- 
ламаларнинг ннтегралинн_ топиш учун, аввало, материал 
нуктага таъсир килувчи F  кучнинг кандай факторларга бог- 
лик эканлигини аниклаш керак. Энг одднй золда бу куч 
узгармас булади, яънн: F =  const. Бундай куч учун материал 
нуктанинг уз огирлигн ёки ишкаланиш кучи мнсол була 
олади.

Материал нуктага таъснр килувчи куч вактнннг функ- 
нияси булиши мумкин: F *= F(t).

Бу лол, хусусан, материал нукта, даврли куч ёкн зарбали 
куч таъсирнда булган чокларда учратнлади.

Куч заракатдаги материал нуктанинг золатига боглик 
булиши мумкин: F =  F (г).

Бу ^ол учун мнсол тарикасида эластик кучни курсатнш 
мумкин. Гук конунига мувофик, эластик куч нуктанинг ку- 
чишига пропорционал булади, яънн: F — Cr. Бунда С — нук­
тани узунлик бирлигига кучириш учун зарур булган куч 
(у, эластиклик доимийлиги деб аталади). Бу хилдаги куч 
учун Ньютоннинг тортиш кучи зам мисол була олади. Тор- 
тиш майдонида массаси тх булган материал нуктани бирор 
геометрик нуктага, массаси тг булган материал нуктани 
бошка геометрик нуктага жойласак, Ньютон конуни бундай 
ёзилади:

•jr г т,т3 —q
Г — J г •

Бу иккала мнсолда зам кучнинг проекцнялари улар таъ­
сиридаги нуктанинг номаълум координаталарининг функция-
ларидир.

Куч материал нукта тезлигининг функцияси булиши мум­
кин: F =  F(v).

Бундай куч учун нукта заракатланаётган м узитнинг^а-  
ракатпа курсатган каршилигн мисол була олади. Маълумки, 
нукта завода ёкн суюкликда канча тез заракатланса, унинг 
чаракатига музит шунча катта каршнлик курсатади. Бу со- 
зада купгнна тажрибалар утказилган ва тегншлн натижалар 
'шкарилган. Бу келтнрилган золлар, купинча, амалнй маса- 
лаларда учратнлади.

Булардан ташкарн, материал нуктага таъсир этувчи куч 
юкорида келтирнлган факторларнинг бир йула бир нечтасига

и
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бог-лик булиши мумкин. Масалан, замбаракдан отилган Укни 
олсак, Укка, узининг огирлигидан ташкари, му^итнинг кар- 
шилик кучи *ам таъсир килади. Бу каршилик кучи, уз нав- 
батида, ук жуда баландликда булган чокларда, ^авонинг 
зичлиги узгариши натижасида, укнинг фазодаги ^олатига 
*ам боглнк булади. Демак, умумнй .\олда материал нуктага 
таъсир кнлувчн куч бирданига бир канча факторларга бог- 
лик булиши мумкин, масалан:

Т  =  F {t, 7 ,  v).

Бу умумий ?{ол учун, кучнинг проекцияларини куйидагича 
нфодалаймиз:

X  =  X  (t , X, у, г , х, у, г),
Y =  Y (t, х , у , г , 'х, у , г),
Z  =  Z (t, х , у , г; х , у, г).

Бу ифодани (133. 5) тенгламага куйсак, харакат дифферен­
циал тенгламаларн куйидагича ёзилади:

d 2*
dt* X  ( t ,  X ,  у, 2, X, 

JT, у, г, х ,
d-г 7

m dT* =  Z

у, г), 

У, г),

(t, х , у, г, х , у, г).

(135. 1)

Бу дифференциал тенгламалар системани хосил килаётир, 
чунки ^ар кайси тенглама барча номаълум х, у, г ва улар­
нинг ^осиласи х, у, z  ни уз ичига олаётир.

Фараз килайлнк, кандайднр йул билан булса *ам, шу 
дифференциал тенгламалар системасини бир марта ннтеграл- 
лашга муваффак булайлик: у *олда, уз ичига иккинчи *о- 
силани олмаган кандайднр учта муносабатни оламиз. Бу уч 
муносабатда вакт, нукта коордииаталари ва координаталар­
нинг биринчи .чоснласн булади. Булардан ташкари, учта 
нхтиёрий узгармас Си С,, С8 лар мавЖуд булиши керак. 
Ечаётган тенгламаларимиз тенгламалар системаси булганн 
учун, ундагн аргумент ва уларнинг ^осиласи биридан-бирига 
утказнлиб, аралашиб кетади. Натнжада, юкорида айтилган 
уч муносабат куйидагича ёзилади:

(Л х , у, г, х,  у, г, С,, С„ Са) =  О, 
Ф* х ,  у, г, х ,  у, z, Ci, С2, С3) =  О, 
Фг (t, х ,  у, г, >, у, г, С„ С,, С3) =  0.

(135. 2)
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Бу тенгламаларни зам пнтеграллаш имкониятига эга бул- 
сак, у золда, коордннаталарнинг зосилаларндан бутунлай 
цутуламнз. Бу пнтеграллаш натижасида яна учта ихтиёрнй 
узгармас: С*, С6 ва С„ лар пайдо булади. Яна илгарнгидек, 
бу ихтиёрнй узгармовчнлар, шу уч муносабатга киради. 
Цатнжада юкоридагн (135. 2) дифференциал тенгламаларнинг 
пнтеграллари куйидагича ёзилади:

Бу муносабатларга коордннаталарнинг зоснлалари кир- 
майди; факат координата бил^н вакт орасидагн муносабат- 
гина богланган. Бу (135. 3) тенгламаларни динамиканинг ик- 
кинчи масаласига жавоб деб булмайди, чунки тенгламада 
олтита ихтиёрнй узгармас сон бор. (135. 3 ) тенгламалардан 
материал нукта координаталарини вакт функцияси тарзнда 
гоимаганимизда зам, шу олтн ихтиёрнй узгармас сон мавжуд 
булади. Натижада, масаланннг жавоби бир эмас, бир неча 
куринишда топилган булади. Масаланннг жавобини маълум 
бир курннишдагина олмок учун, материал нукта заракати- 
нинг бошлангич шарти берилиши керак. Материал нукта 
бирор t  =  t0 вактдан бошлаб заракатлансин; унинг бу вакт- 
даги золати (х0, у0, г0) координаталар бнлан аникланиб, тез-

нукта заракатинннг бошлангич шарти куйидагича ёзилиши 
мумкин, t  =  t0 булганда:

■* =  *0; У =  Уо’. г =  г 0;

булади. Бу шартни (135. 2) ва (135. 3) тенгламаларга куйнб, 
Сь С,, С3, Ct, С6, С, ихтнёрий узгармовчиларнн топиш учун, 
олтита тенглама оламиз. Бу тенгламаларни ечиб, олтн ихтиё- 
рий узгармовчнни топамиз, натижада, материал нуктанинг 
координаталари куйидагича ифодаланади:

Демак, динамиканинг иккинчи масаласини маълум шакл- 
да ечиш учун материал нуцтага таъсир цилувчи кучнинг 
хчрактерини билиш билан бирга, материал нуцта хара - 
катининг бошлангич шартини за м  билиш зарур экан. Бош-

лигининг проекциялари х 0, у0, г0 булсин. У золда, материал

х  =  -v0: У =  У0; г =  г0

(135. 4)
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лангич шарт берилмаса, динамиканинг иккинчп масаласиннпг 
ечилиши маълум жавобга эга булмайди. Динамиканинг ик- 
кинчи масаласнни ечишда, заракат тенгламасини баъзи бир 
амалий масалаларга татбик этиш учун икки золнн текши- 
рамиз: '

1) материал нуктанинг тугри чизикли заракати; 2) мате­
риал нуктанинг эгри чизикли заракати.

136- §. Эркин материал нуцтанинг тугрн чизикли заракати

Материал нуктага таъсир этувчи кучнинг йуналиши уз­
гармас булиб, нуктанинг заракати шу куч йуналишида бул­
са, бундай заракат т у г р и  ч и з и к л и  з а р а к а т  деб атала­
ди. Кучнинг таъсир чизиги х  уки ,деб кабул килинса, юко- 
ридаги (135. 5) тенгламаларнинг факат биринчисн колади:

Юкорида айтилганидек, материал нуктага таъсир этувчи 
куч бир канча факторларга боглик булиши мумкин, бу ерда 
мазкур кучларнинг зар  кайсисини алозида текширмасдан, 
куч кандай куринишда булса зам, (136. 1) тенгламани ннте- 
граллашга утамнз. Бу тенгламани куйидаги икки курнниш-
дан бирига келтирамнз. Бунинг уч ун —  тезланншнн куйи-
дагича ёзамиз:

Бу ерда v тезликни х  масофанинг функцияси, х  ни эса t  
вактнинг функцияси деб карасак, у ^олда:

Бу икки ифодадан фойдаланиб, (136. 1̂  тугри чизикли 
заракат дифференциал тенгламасини куйидаги икки кури­
нишда ёзишимиз мумкин:

(13G. 1>

dVx _  
dt*

d fdjc\ _  dv 
d t \ d t )  ~  dt

dv dv d x dv
dt d x  dt V dx

булади

ёки (136. 2)

Бу икки куринишдаги тенгламадан фойдаланиб, материал 
нуктанинг тугри чизикли заракатига дойр бир канча маса­
лаларни ечамиз.
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331- ш акл.

1. М а т е р и а л  н у ц т а г а  т а ъ с й р  э т а ё т г а н  к у ч  У зг а р м а с , я ъ н и  F
=  const.

90- м а с а л а . Вагон огм а текисликда  гилдирайди (331- ш акл). Т екислик- 
нинг горизонт билан ту зган  бу рчаги  а = 5 с булиб, иш каланиш  карш нлнги 
узгарм ай , иш каланиш  к о эф ф и ц и е н т н / =  0,002 га тенг. Вагоннинг кУзга- 
лиш идан /  =  10 сек утгандан кейинги  тезли ги  топилсин.

Е ч и ш .  Вагон илгарилам а дар ак ат  килганндан, уни м атериал  нукта 
деб карасак , унга куйилган  куч:

X  =  P s ln  а —/  Р COS я 
булади. (136. 2) тенглам анинг биринчи 
к\’риниш ини олам из:

Р  dv
gdt =  / , s l n a _ / Я  cos».

.Маълум кийм атларни кУйиб. у згар у в - 
чиларни айириб ин тегралласак , о =
= - 0 .8 3 5 / + С; бош лангич нантда 
t 0 булганда v =  0  эди. Ш унга 
кура С — 0. Д ем ак, v =  0.835; /  =

Юсек дан кейин v 8 ,35 м/сек  ёки 
v  30 км/соат.

2. М а т е р и а л  н у ц т а г а  т а ъ с и р  э т у в ч и  к у ч  в а ц т  ф у н к ц и я с и ,  я ъ н и
7= 7(t)

91* м а с а л а . Т рам вай  дайдовчи аста-секи н  реостатни  очиб, м оторнинг 
тортиш  кучини нулдан бош лаб , дар  секундда 12 кг  дан  вактга  п роп ор- 
ционал равиш да ош иради . В агоннинг огирлиги , Р  =  9,8 т, иш каланиш  кар- 
ш илиги узгарм ас  булиб , 0 ,2  т га тенг. В агоннинг д ар ак ат  тенглам аси
топилсин.

Е ч и ш .  В агонга кУйилган куч Х =  12 /  — 200 (кГ). Бундан курам и зки ,
200 2 „ 

д ар ак ат  реостатнин г очилиш ндан /  =  - j y  =  16 сек утгандан кенин бош -

л ан ар  экан . У нгача м оторнинг тортиш  кучи карш иликни енгиш га сарф  
кплинади. (136. 2) тенглам анинг биринчи куриниш ини олам и з:

P dv
~gdt ~  12/  — 200.

Бундан:

v ~  ,бт )  +  Cl'

i =  1 6 у  сек булганда, v =  0  эди; ш унинг учун C t =  0 булади . Д ем ак . 

12 ( 2 
v ~  2000 U - 1 6  з )  '

2 / 2 ,*
Бун и яна нн теграллаб . х  — j'ooo V  ̂ ~

2
ни олам из. Яна /  16 -д- сек булганда х  =  0  эди; ш унга кура Ct О
булади.
В агоннинг дар ак ат  тенглам аси :

I 2 з 
х  — 0,002 ( /  — 16 y j

булади.
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3. М а т е р и а л  н у ц т а г а  т а ъ с и р  э т у в ч и  к у ч  т е з л и к  ф у н к ц н я с и , я ъ н и
Т  F(v).

92- м а с а л а . М атериал  ж исм вертикал  кесм анинг ю корн учидаги  А н у к ­
тадан  бош ланги ч тезли ксн з туш ади  (332- ш акл).

М у*ит карш илиги тезликнинг биринчи дар аж аси га  пропорционал деб  
ж исм нинг хар акат  тенглам аси  топилсин.

Г * Е ч и ш. М у \и т  карш илиги R mkv  булсин; у *олда А
н у к тад ан  туш аётган  ж исм харакатин инг ди ф ф еренциал  теи г- 
лам аси  бундай ёзилади :

т - j j  =  m g  — к mv '

I ёки
1 dv

Б у  тенглам ани  нкки м арта интеграллайм нз. Биринчи м арта 

интегралла! аним изда -g  In (g  — kv) =  —  t  +  C\  ч и кади. Б ош - 

лангич t — 0 булганда v  =  О ш артдан С t ни топам из:

С , =  In g.  Буни эъ ти бо р га  олиб, чиккан тенглам ани  

Куйидагича ёзам нз:'X

3 3 2 -  шакл. 

Б ундан :

kt.

)•dx
v ~  d f  ~  к  (1 

Яна би р  м арта и н теграллаб :

*  =  £ ( ' + т « “ * ' ) + с .

ни  косил килам из. Б ош лангич ш артдан

с  -  Л  С , -------р  ■

Ш унга кура:

м

богла- 333- ш акл.

93- м а с а л а . С ам олёт  бош лангич вертикал  тезли ксн з ш ун- 
гийди. Х авонинг карш илик ку чи ' тезл и к  квадратига  п р о п о р ­
ционал. Берилган  найтдаги  вертикал  тезли к  билан утилган 
м асоф а ва ш унгиш нинг максим ал тезли ги  орасидагн  богла- 
ниш  топилсин.

Е ч и ш. С ам олётни вертикал  Ох  Уки буйлаб тугри  чизикли *аракат  
кнлаётган  м атериал  нукта деб  карайм из. С ам олёт ш унгий бо ш л аган  ж ой- 
ни координ аталар  бош и дейм из (333- ш акл). У вактда  лар акатн и н г  б о ш ­
лангич ш артлари  /  =  О булган да дго ш 0 ва Хо =  0 булади.

Н укта  Р  о гирлик  кучи ва *авонинг R — kv1 карш илик кучи таъ си р и ­
да харакат  килади, бу  ерда к — пропорционаллик коэф ф ициенти.

Н уктан инг кар ак ат  ди ф ф еренц иал  тенглам асинн тузам и з:
P tb  1 _ . ..__________ __
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dv
Т езлик булган  да -~.j «= О .бу н и  (1) га кУйсак:

О =  Р  — Jit’-v  r  max'
бундан

v1

келиб чикади. К уш нм ча янги S  п ар ам етр  киритам из ва ( I )  ни 5 'згартнб, 
куйидаги куриниш да ёзам из:

1 dv_ dS_ Vt .
S~J i  ' dt ~

dS л M
—  = v деб, у згар у вч и л ар н и  аж рлтам нз:

r f S - 1
* I 1/1

l.vnii интегралласак:
/  V1 \

(2)
„  l 'max , ( ,  l ’’ \  „
S  = —  — ---- In I 1 —  —5—  1 +  С

2g \  v L J

булади. Бош лангич ш артларлан  ф ойдаланиб. (2) дан С  ни топсак, С — О
булади.
Чем а к,

I ‘ - ‘ " А . '

137- §. Жиемнинг баландликдан тушиши

Жисм жуда юкори баландликдан тушеа, унинг заракати 
Галилей конунига мувофик булади, деб булмайди. Ту- 
11Н1Ш тезланишнни узгармас деб булмайди, чунки бу золда 
тезланишнинг масофага боглиц эканлигнни эътиборга олиш 
лозим.

Жиемнинг заракати ердан жуда юцори баландликда деб 
К а рал ганда, ернинг тортнш кучи узгарувчи булади. Бу куч 
Ньютоннииг бутун олам тортилнш конунига мувофик, Ер 
марказндан олинган масофа квадратига тескари пропорцио- 
нал булиб, жисм билан ернинг массасига тугри пропорционал 
узгаради. Бу *ол учун, баландликдан ташланган жисм ёки 
‘•нкилаётган самолётнннг тушиши мисол була олади.

М — Ернинг массаси, т — тушаётган жиемнинг массаси, 
х ~~ жиемнинг кандайдир ^олати билан Ер марказининг ора-
*■2 М. Уролбоев
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лиги булсин (334- шакл). Жисмга таъсир кнлаётган куч 
Ньютон конунига мувофик:

J ж*
булади.
Бунда / — пропорционаллик коэффициенти. Унинг микдори-
ни топиш учун Л1 /= |1  десак, =  булади.

Жисм ер устида булса, х  =  R булиб 
(R — Ер радиуси), бу формула куйидаги­
ча ёзилади:

т
9,81 /?*

Бундан:
1* =  R*g >

келиб чикади.
Баландликдан тушаётган жисмга таъ­

сир этувчи куч масофага боглик булга- 
ни учун (136. 2) тенгламанинг иккинчи
куринишини оламиз, у: /ну~  =  Х. х
Укини Ер марказидан юкорига йуиалтир- 
сак, кучнинг ишораси манфнй булади:

V т .

Дифференциал тенглама куйидагича ёзилади:

334- ш акл.

dom v-j-dx
т

-  11 т г -

Бу теигламадан т ни кискартирнб:
, dxvdv =  -  |i

ни *осил киламиз. Бу тенгламани интеграллаймнз:

у * - |-  С 2 '1 Т *

Жисмнинг бошлангич ?{Олатини эътиборга олиб, нхтиё- 
рий узгармовчини топамиз. Жисм Л нуктада турганда, х = ч 
булиб, тезлик v — 0 эди. Буларни чиккан тенгликка куйсак:
С =  2 — келиб чикади. Демак:

у = - | / 2 М т - 4 ) (137. 1>



XXII Б О Б .  МАТЕРИАЛ НУКТА ДИНАМИКАСИНИНГ ТЕНГЛАМАЛАРИ 3 3 9

Тезлик х укининг манфий томоннга йуналгани учун, ра­
дикал олдида манфий ишора олннди. Бу формула Ер марка- 
шдан х маеофада тушаётган жиемнинг тезлигини аниклайди.

Чексиз баландликдан Ер енртига тушаётган жиемнинг 
гезлигини топамиз. У золда а =  ос булиб, х =  R булади. 
(137. 1) формуладан:

=  gR* булганндан»
v — — \ '2 R g  =  const.

R zz  6370 км, g  =  9,81 м/сек* булгани учун v ^  11179м[сек 
к е л и б  чикади. Вазоланки, жуда зам катта булмаган 
Г.,1ландликлар учун чнкарплган Галилей формуласидан фой- 
д;1ланганимизда, тезлик чексиз катта кийматга эга булар 
ад и. а — х йулни утншдаги вактни топамиз. Бунннг учун 
(137. I) формулани куйидагича ёзамнз:

„  _____ | / 2(i (а —  х)
dt V  а х  1

Буни интегралласак:

УГЧ f =  V a x  — x* +  2' arc cos ("Г "*) +  Cl

келиб чикади. С, нн бошлангич шартдан топамиз. t  =  0 бул- 
ганда х =  а  эдн. Шунга кура Сх =  0 булади. Демак:

t ^  =  У  ах  — х* +  arc cos 2х~-“ * (137. 2)

Чикарилган (137. 1) ва (137. 2) формулалар баландликдан ту­
шаётган жиемнинг заракатннн тула аниклайди. Галилей фор- 
муласи бу формулаларнинг хусуснй 30- .
лидир.

Энди, баландлигн h булган минора- 
лан ташлангаи жиемнинг ерга тушиш h\
нактини аниклаймнз (335- шакл). Бу 30л
Учун:

а =  R - f  h, а — х  — It, х  =  R; 
буларни (137. 2) га кУйсак:

■' / W ~ +
I R  h . -1 f  ARh +  - 5— arc sin ]/ /D 
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келиб чикади. Бу тенглнкнинг иккала томонинн у R га бу- 
ламиз; унг томониииг иккинчи задинн У  h га булиб ва ку- 
пайтирсак, мазкур тенглик бундай куринишда ёзилади:

МиноранингА баландлиги Ернинг R радиуснга караганд! 
жуда зам кичик булгани учун, аргументнинг ёйи ва синуси 
зам кичик булади. Шунинг учун уларнинг нисбати лимитда 
бирга тенг булади:

Хознргина айтилган мулозазага кура, ^  зам бирга К а­

раганда жуда кичик сш< булгани учун, уни ташлаш мумкин. 
У золда, t y 2 g  =  2 | /  Л булади. Бундан:

физика курсида берилган формуласннн зосил килдик.

138- §. Каршилик к^рсатувчи музитда жисмнинг тушиши
Жисмнинг Галилей томонидан берилган тушиш конуни 

бушликда тушаётган жисмлар учунгина тугрндир, бу золда 
жисмнинг тезлиги вактга пропорционал равишда узгарадн:

Жнем кандайдир музитда (масалан, завода ёки суюк* 
лнкда) заракатланса, жисмнинг заракатини Галилей конуни 
бнлан текширнб булмайди, чунки жисмнинг заракатига му* 
Зит каршилик курсатади. Умуман, каршилик курсатувчн 
музитда тушаётган жисмнинг кинетик энергияси завода 
циркуляция тугдирншга замда тушаётган жисмга заво зар-

Юкоридагн тенглик куйидагича ёзилади:

h

V =  g t .
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рачаларининг ёпншнши натижасида вужудга келган моле- 
куляр кучларнинг каршиликларини енгишга сарф булади.

Тушаётган жисмга завонинг курсатган каршилиги жуда 
\ам мураккабдир. Бу каршилик кучи, тушаётган жисмнинг 
тезлигигагииа боглик булмасдан, унинг массасига ва шак- 
лига зам богликднр.

Агар тушаётган жисмнинг тезлиги жуда кичик (та хм и* 
иан 0,1 м/сек) булганда, каршилик кучи тезликнинг биринчи 
даражаснга пропорционал деб олннса, унннг аниклиги етар- 
ли даражада булади. Тезлик катта булса, каршилик кучи 
тезликнинг иккинчи ва юкори даражаларнга пропорционал 
равишда усади. Бу зол учун каршилик кучини утказнлган 
тажриба натнжаларига мувофик R — 'V1 куринишда ифода- 
лай оламиз. Бу ерда v коэф ф ициент музитнинг р знчлигига 
ва жисмнннг заракати йуналншнга тик килиб олинган S кнр- 
К'им юзига богликднр, яъни:

v =  ср5.
Бунда с — тушаётган жисм шаклига боглик коэффициент 

булиб, тажрибадан аникланади. Купинча учратиладигаи 
шаклдаги жисмлар учун уларнинг тажриба йули билан олин­
ган кийматлари куйидаги жадвалда берилган:

Т уш аётган  ж исмнинг ш аклн ва номи е

К вадрат ш аклидагн  текис пластинка (юзн дар ак ат  йунали-
ш ига тик  булса) ..........................................................................................

2. Д оиравин текис диск (юзн даракат йуналнш нга тик  б улса)
3 Ш а р ..................................................................' ................................................
4. Ц илиндрик жисм (уки  д аракат  йуналнш нга тик булса) . .

0 ,6 4
0 ,5 6
0 ,2 5
0 ,0 4 5

Музитнинг каршилик кучи куйидагича ифодаланади:
= =  (138. 1)

Бу формуладан фойдаланиб, каршилик курсатувчн музит- 
даги жисм заракатини текширишимиз мумкин.

Фараз килайлнк, огирлиги Р  булган жисм каршилик кур- 
сатувчи музнтда узинннг бошлангич О золатидан туша бош- 
лаган. Бир неча вакт утгандан кейин у, М да булсин (336- 
шакл).

х  укини О дан пастга каратиб йуналтирамиз. М нуктага 
Унинг уз Р  огирлиги билан завонинг каршилик кучи R таъ- 
счр килади. Бу кучларнинг тенг таъсир этувчисинн X  десак: 
X — Р  — w  ифодани зосил кнламиз.
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З & О

Харакатнинг дифференциал тенгламасинн тузиш учун 
(136. 2) тенгламани унинг биринчи куриниши:

do г. лtil -jjj- =  Р  — vtr;

V Р
да — =  а; —  =  с* цабул килиб, харакатнинг дифференциал 
тенгламасинн куйидаги куринншда ёзамнз:

£  =  « ( < * - * ) .  j  

Бу тенгламанннг узгарувчиларинн ажратиб, бирин­
чи интегрални топамиз:

1 I с +  V . .
5 , п 7 = Б “ « *  +  “ .

бунда а — нхтиёрий узгармовчи. Уни бошлангич

Ф шартдан аниклаймиз. t  — О булганда v =  v0 булсин; 
М бунда о0 — бошлангич тезлик. У холда а нинг 

Кийматн куйидагича булади:

2с с — ц,

Бу кийматнн юкоридаги тезлик нфодасига кУйнб, 
х  гезликни топамиз:

з з б .  о ,» * . .  о = (с + v„) е ае‘ f  (с — у„)

Гнперболик функцняларни киритсак, бу формула анча- 
гнна соддалашади. Маълумки:

ех — е~х , е* 4- *~х _  slu _  е* — е~х 
~  2 , c h j c _  2 ' ch, е '+ е~ л

Буларнн эътиборга олнб, тезлик формуласннн куйидаги­
ча ифодалаймиз:

csh (act) +  Ц, с h (act)
V e  C cch (act) -+- OjSh (act)'

Янгн ихтиёрнй узгармовчи А билан о ни кирнтамиз. Улар 
куйидаги шартни каноатлантирсин:

с «= Л сЬ 8, о0 =  ЛьЬо. ( 1)
Бирок:

ch*-t — sh*x =  1
булганн учун:

сг — vl — Аг (сп1-* — sh*.v) =  А %,



n  < A • • * I I  1Г11 I I  I L I I I  • i n i ' l / U I J M  I I

бундан: ______
A =  | /c*  — og.

(1) тенгликларнинг ннсбатини оламиз:

^  =  t h  5 .
С

Буларни эътиборга олсак, тезлик формуласи куйидаги 
куринишда ёзилади:

__ sh (act) ch Ь - f  ch  (act) sh Ъ _  sh (act +  &),
V ch (act) ch I  - f  sh (act) sh  & C ch (а с / - f  ft)

Бу нфода гиперболик функцияларнинг кушилнш теорема- 
сндан келиб чнкди. Уни куйидаги куринишда ёза оламиз:

i-2(ar< +  S) _  |
o =  th(<K:f +  » ) f  =  « ^ r n r -i:J. ( 1 3 8 .2 )

а,  8, с кийматлари маълум булса, гиперболик функциялар 
жадвалидан исталган вакт учун тезликии топишимиз мумкин. 
1'иперболик тангенснинг аргументи ортиши билан, функция
1 га жуда зам тез интилади. Масалан, th3 =  0,995 булади,
яънн th 3 нинг киймати 1 дан - j %  фарк килади. Шунинг
учун, каршилик курсатаётган музитда тушаётган жисм тез- 
лиги лимитда с га интилади. Тахминан a c tx + 3  =  3 булганда,

3  — ь
яъни вакт 11 =  булганда, заракат, тенг улчовли булиб,
тезлиги уз лимити с га эришади. Бу катта азамиятга эга 
булган амалий хулосадир.

Бошлангнч тезлик булмаган хусусий зол учун, яъни 
'< =  0 булган зол учун t x вактни асосий узгармовчилар ор- 
Кали нфода кила оламиз:

Л =  -  =  -  l /  -  =  -  | /  -  • (138.3)1 ас g  т v g  г cps v 7
Бундан курамизки, жиемнинг огирлнги купайиши билан 
вактортади; каршилнк коэффнциеити музитзичлиги ва жнем- 
нинг кундаланг кирким юзи купайиши билан озаяр экан. 

Шу вакт утгандан кейин, жиемнинг тезлиги:

^ V ^ - Y l k  ( l 3 8 ■ 4 ,

булади Бу тезлик критик тезлик дейилади. Бушликда h 6а- 
ландлшГдан тушаётган жиемнинг тезлиги v — y r2gh  формула 
<>илан аникланиши маълум. Музнт каршилиги таъсирида бу  
тезликнинг накадар узгаришнни билиш учун заракат тенг-
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ламасининг иккинчи интегралиии топамиз. Бунинг учун 
(138. 2) формулани оламиз:

v => ~  =  с -lh (act +  8).

Бундан:
х =  c j  th (act +  5) d t  =  — Inch (act +  o) - f  [3

келиб чикади. Ихтиёрнй узгармозчн 3 ни топиш учун б о ш ­
лангич шартдан фойдаланамиз: <“ =  0 булганда, х =  0  эди. 
Шунга кура:

3 =  — In ch о.

Бошлангич тезлик булмаса, cho =  1 булиб, р =  0 буладн. 
Демак:

х  =  i  In cli (act). (138 .5 )

(138. 3) ва (138. 5) тенгламалардан вактни чикариб, v тезлик 
ва утнлган х =  h йул орасидагн богланпшнн топиш кийин 
эмас. (138. 5) тенгламадан:

ch (act) =  еах —ес' •
Бу кийматни (138. 3)формулага куйсак:

S h j£ £ 0  / C h »  (<*0— 1 l /  _  «§?
' v  c c h (act) V ch (act) C V  1 . e

келиб чикади. Каршилик коэффициентн v кичик булиб, с 
катта булса, радикал остндагн нфодани каторга ёйиб, куйи- 
даги натижани оламиз:

4̂+Т -=  I
= V 2 i * y i - « J  + ... =  K 2 F * ( i - j

Бундан курпнадикн, каршилик курсатувчн му^нт туш аёт­
ган жисм тезлигини камайтирар экан. Тезликнинг бушлик* 
дагига нисбатан камайншинп топамиз; у:

о — ц, 1 ph*
Ъ  ~  2 с»

буладн. v каршилик коэффициентн катта булган чокларда, 
масалан, парашют заракатида, тезликни (138. н) формулага 
биноан зисобласак, катта хато к|,лмагач буламиз.
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Мазкур(138. 4) формуладан фойдаланиб, куйидаги цизик 
бир масалани ечамиз. Икки геометрик ухшаш жисм бир 
хил мухитда пастга тушсин. Уларнинг солиштирма огирлик- 
лари f i  ва булсин. У холда:

V -?*} = _  i / л . _  1 / 7.
1 / л  У p * ~ V  7*
Г CBScps

ни хосил кила оламиз:
Демак, геометрик ухшаш ва тенг икки жисмнинг критик 

тсзликларн уларнинг солиштирма опфлнкларн ннсбатининг 
квадрат радикалига пропорционал булар экан. Бу натнжа 
дпставвал Мариотта томонидан топнлган.

94- масала. г радиусли 7 солиш тирм а огнрлнкли ш ар, зичлиги  р б у л ­
ган сую кликда ю цоридан ту ш са, унинг тезли ги  каича вактда критик  кйй- 
матга эри ш ади  ва критик  тезли кн инг кийм атн каича булади? Ш ар  у ч у »  
( 0,25.

Е ч и ш. К ритик тезли кка  эриш иш  учун за р у р  булган вактни (138. 3 )  
ф орм уладан, критик тезлнкни (138. 4) ф орм уладан  топам из:

Ш ар чуян булиб, г -  4 см булса. чуян учун 7 7250 кг,'м3 булади.
kz сек* 1 kz сек*

Х авонинг зичлиги р 0,132 — —— сувнинг  зичлиги  р =  132— —

Куларни назарга олсак:
хавода: f ,  — 33 сек утганда тезл и к  318 м/сек  га эриш ади. 
сувда: / ,  =  1,2 сек утганда тезли к  =  3,9 м/сек  га эриш ади.
Ш ундай радиусли ёгоч  ш ар  хавода х ар ак ат  килса, 7 = 700 кг/м* б у ­

либ критик тезл и к  v •, =  33,6 м/сек, вакт t ,  =  10,5 сек булади.
95- м а с а л а . Ж исм нинг ер га  туш иш  олдидаги  тезлиги  тахм инан критик 

кинм атга эга булсин учун , бу  жисм каидай баландликдан таш ланиш н 
к ерак?

Е ч и ш. (138. 5) ф орм уланннг аргум еитн  (ас/) тахм инан 3 га тен г бул- 
ганда тезли к  узининг критик кийм атига эриш ади. Ш унинг учун  h баланд-

чикни Л =  — In ch  3 ш артидан  топам из. I n c h 3  нинг кийматини тегиш ли

2, Зс*
ж адвалдан олнб, а нинг кийматини келтириб кУ'йсак, h =  — —  кели б
чикади. Ж исм нинг  ш акли г радиусли ш ар  булиб, солиш тирма огнрлигн
7 булса, бу ф орм ула  куйидаги куринншда ёзилади:



3 4 b МАТЕРИАЛ НУКТА ДННАМИКАСИ

■tr
Л =г 12,3 — (ш ар  учун  с =  0,25). Ш ар чуяндан булиб, л ар а к ат  хавода

б у л са  (г =  4 см , f  ш 7250 кг/м*), А =  2760 м  булади; х ар ак ат  сувда б у л ­
са  Л =  3.57 м  булади .

Ш ар  ёгочдан  иш ланиб, х ар ак ат  хавода булса, Л 266 м  булади.

139- §. Бошлангич тезлик билан пастдан юцорига 
отилгаи жиемнинг заракати

Фараз килайлик, огирлигн Р  булган жисм пастдан юко- 
рига вертикал чизик буйлаб, v0 бошлангич тезлик билан 

отилган (337- шакл). Бу жиемнинг кандайдир М 
золатида унга пастга караб йуналган икки куч 
таъсир килади. Унинг огирлиги Р  ва музит карши- 
лиги R — vt>*; х  укипи заракат йуналиши буйича 
юкорига карата йуналтирсак, жиемга куйилган куч­
ларнинг тенг таъснр этувчиси тубандагича ифо- 
даланади;

Х  =  — Р — * у * = - Р (  1 +  -ро»).

-р- =  k- десак:

Х =  - Р (1 +  № ) .

Харакатнинг (1 Зв. 2) дифференциал тенгламасини 
биринчи куринишда оламиз:

т ~ - = - Р (  \ + k 2v%).

1

337 - ш акл. Бу тенгламани т га кискартириб ва иккала 
томонини k d t га купайтнриб, узгарувчиларни а ж ­

ратиб, чиккан натижанн интегралласак:

С — k g t  =  arc tg (kv)

келйб чикади.
Бошлангич шартдан С ни топамиз. t  — О булганда v =  v0 

эди. Шунга кура:
С =  arc tg (kv0).

Демак:
arc tg (kv0) — arc t ; (kv) =  kg t.

Тригонометрик формула:

arc tg x  — arc tg у =  arc tg j—
x  — v

xy
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дан фойдаланиб, юцоридаги ифодани тубандагича ёза ола-
миз:

Бу тенглама ихтиёрий вакт учун тезлик билан вакт ора- 
сидаги богланишии ифодалайди.

Бу теигламадан фойдаланиб, куйидаги масалани чикара- 
миз. Кандай вакт ичида жисм энг баланд нуктага кутари- 
лади. Бу вактни х деймиз. Ана шу вактнинг ичида жисм 
энг катта балаидликка кутарилиб, сунгра кайтиб туша бош- 
лайди. Тушиш олдида унинг тезлиги v =  0 булади. Шунинг 
учун (139. 1) формуладаги t  урнига х ни кУйиб, v нинг ур- 
нига нуль куйсак, тубандагн тенглама келиб чикади:

Бу формуладан фойдаланиб, жисмнинг энг юкори нук­
тага кутарилиш вакти топнлади. Энди, (139. 1) тенгламани
яна интеграллаймнз; v нинг урнига ни кУйиб, тенглама-
нинг иккала томонини k 'g d t  га купайтирио, t g k g t  нинг ур-

келиб чикади. Бошлангич шартдан Сi ни топамиз. £ =  0 
булганда х  =  0 эди. Шунга кура: Сх =  0 булади. Демак:

Бу тенгламадан, юкорига караб отилган жисмнинг кандай 
максимал баландликка кутарилишнни топамиз. Унинг энг 
максимал баландлигн jcm„  =  ft булсин; бундай баландликка 
кутарилиш х вактда бажарилса, (139. 3) формуладаги t  нинг 
Урнига т ни кУямиз; натижада:

Бундан:
_  — <g (kgt) (139. 1)

ёкн
kv0 — tg kg  x =  0  

ko0 =  tg kg  x.
Бундан:

arc  tg  kv„ 
k g (139. 2)

нига sm  (kgt) ни куйсак:

Ci +  k2g  x  =  In [kv0s\n k g t  +  cos kgt)
cos(kgt)

x  =  ^ 5  In [kv0 sin k g t  - f  cos kgt). (139. 3)

kg* ft =  In {to0 sin k g t  +  cos kg  x}
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келиб чикади. (139. 2) формуладан фойдаланиб, sin/jg'x бнлан 
cos kg ~ нинг кпйматларини топамиз. Улар:

sin kg  t  —

cos kg  x =

V  i +  Ы
l

V  1 + k'vf,

Бундан:

булади. Шунннг учун юкоридагн ифодани куйидаги кури­
нишда ёза оламиз:

k*gh =  In - 1! S Lr- =. I  In (1 +  k'vl).
V  i  +  * 4

In (1 +  k'v'c)
-t e g  • (139. 4)

Жисм энг максимал баландликка кутарнлиб, оний вакт 
тухтайди, сунгра кайтиб туша бошлайди. Энди, унинг кан­
дай тезлик билан пастга тушишинн топамиз. Жиемнинг кай ­
тиб тушишида каршилик кучн тескарига, яънн юкорига ка­
раб йуналади. Шунинг учун жиемга куйилган кучларнинг 
тенг таъсир этувчиси тубандагича ифодаланади:

X  =  — m g  - f  k*mgv2 =  — m g (I — khfi).

Бу *ол учун ^аракатнинг дифференциал тенгламасини (136. 2) 
нинг иккинчп куринишида оламиз:

m v dj -  =  — m g  (1 — * V ) ,

т га кискартириб, узгарувчиларнн ажратиб интегралласак: 
In (1 — £ V )  «= са +  2 k2g x

келиб чикади.
Бо1нлаигич шартдан С, ни топамиз. t  =  0 булганда x — h, 

и =  0 эдн. Шунннг учун С, =  — 2krgh  булади. Демак:
2 k-gx  -  2 k*gh =  In (1 — k*v')

келиб чикади. 2k2g/i нинг кийматини (139. 4) формуладан 
келтириб куйсак, х  нинг киймати куйидагича ёзилади:

« -  - |(‘ - у  +̂ * * ■ ( , 3 9 . 5 ,

Бу тенглама ихтиёрий пакт учун v тезлик бнлан х  масофа 
орасидаги муносабатни ифодалайди (жиемнинг кайтиб туши-
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шида). Бу формуладан фойдаланиб, жисмнинг ерга тушиш 
олдндагн тезлигини топамиз. Жисм ерга етганда л- =  0 бу ­
лади. Бунда:

In ( 1 - A V ) ( 1  +  ЛЧ)?)] = 0
ёки

(1 -  А’ уг) ( 1  +  k*v]) =  1.

Бу тенгламадан v ни аинклаймнз:

v =  V° (139. 6)
v 1 +

Демак, жисмнинг ерга кайтиб тушиш олдндагн тезлнги 
унннг кутарилиши олдндагн тезлигндан кичик булар экан. 
{Зошлангич тезлик жуда катта булса, (139. б) формуладан 
тезликнинг лнмнтпдагн критик киймати келиб чикади; яъни:

v2 =  --------- дагн lim -^-=5:0 булса,
4 + * *

llmt» =  t»* =  l  ёки vk = y f £  

булиб, яна юкорида чикарилган натнжага эга буламиз.

140- §. Материал нуктанинг эгри чизикли заракати

Материал нуктанинг эгрн чизикли заракатини аниклаш 
учун бизда бир-бири билан муносабатда булган куйидаги 
дифференциал тенгламалар системаси бор эди:

d*x v  J
dt* ~~ ' !

> " % =  ¥,  (140. 1)

d ‘Z  7  
,П dt* ~  Z -

Бу ерда X,  Y % Z — материал нуктага таъсир этувчи кучнинг 
координата укларидаги проекциялари булиб, улар кандай 
факторларга богликлиги бизга маълум. Умумий золда бу 
дифференциал тенгламаларнинг ннтегралларини топиш ма­
тематика нуктаи назаридан жуда зам кийнн масаладнр. Агар 
бу тенгламалар бир-бирига боглнксиз булса, у золда, улар­
нинг интегралларн осонлик билан топилади.
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141- §. Горизонтга ция цилиб, бошлангич тезлик 
билан отилган жисмнинг харакати

Мухит каршнлигннн эътиборга олмасдан, горизонтга кия 
килиниб, v0 бошлангич тезлик билан отилган жисм харака- 
тини текшнрамиз. Фарач килайлик, жисм £>0 бошлангич тез-

лик билан О нуктадан 
горизонтга кия килиб 
отилган булсин. Бу 
харакатни Декарт ко­
ординаталар снстемаси- 
га нисбатан текшира- 
мнз. Координаталар 
бошиии О нуктада олиб, 
xOz  текисликнн v0 ор- 
Кали утказамиз, у хол­
да ташланган жисм­
нинг харакати ана шу 

xOz текисликда булади (338- шакл). Жисм факат узинннг 
огнрлиги таъсиридаигина харакатда булганн учун, огирлик 
кучининг координата укларидагн проекциялари тубандаги- 
ча булади:

Х =  0; К =  0; Z = - m g .  (141. 1)

У хол учун (140. 1) дифференциал тенгламалар тубандагича 
ёзилади:

■Л  О,т dt»
d- у

т  Ъ Г- '
dlz 
dt*til

О,

— mg.

( 1>

(2)

(3)

Харакат xO z  текисликда булгани учун, (2) тенглама ай- 
нан нулга тенг булади. Шунинг учун, (1) ва (3) тенглама­
ларнинг ннтегралларини топамиз. Мазкур тенгламалардан:

(а)

(б)

dx _  г  
7 t ~ c "

% - b - g t

vx — 0̂ cos в, vz =  v0 sin 6.

ни хосил киламиз. Бошлангич шартдан Сх билан Са ни аник­
лаймиз. t  =  0  булганда:
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Шунга кура:
С2 -- v0 cos О, С3 — t>0 sin 0.

С\ ва С2 нинг кнйматннн (а)ва  (G) тенгламаларга куйнб, 
иккинчи марта ннтеграллаймнз:

Яна бошлангич шартдан С3 билан С\  ни аниклаймиз. t  — О 
булганда, нукта координаталар бошида эди, яъни х =  г  =  0 
эди. Шунинг учун С3 =  С| =  0 булади. Демак, заракат тенг- 
ламалари куйидагича ифодаланади:

Энди, траектория тенгламасини топамиз. Бунинг учун 
\аракат тенгламаларидан вактни чикарамнз. (141. 2) тенгла-

келиб чикади. Бу — парабола тенгламаси булиб, унннг уки 
г укига параллелдир.

Чнккан тенгламадан фойдаланиб, куйидаги икки му^им 
масалани ечиш мумкин: 1) бошлангич теэлик билан горн- 
зонтга кия килиб отилган жисм кандай баландликка кута- 
риладн ва канча масофага бориб тушади, 2) Ь огиш бурчаги- 
нинг кандай кийматида бу баландлнк ва масофа энг максимал 
кчнматларга эришади.

Олдин биринчи масалани ечамиз. Жисм энг баландликка 
кутарилганда, унинг тезлиги траекторияга уринма булиб, 
горизонтал йуналишда булади, шунинг учун бу нуктада 
тезликнинг вертикал тузувчиси нулга тенг булади. Бу зол- 
дан фойдаланиб, (4) формуланинг иккинчи кнсмидан жисм­
нинг энг юкорига кутарилиш вакти t x ни топамиз; у:

dx
Vx =  ~ d t = v 0 co s  о,

vx =  ~  =  V0S \n b -g t.

=  cos 0,
(4>

Булардан:
x  =  v0co sb -t  - f  C3,

z  =  t>0sin ^  g t2 -f- Ct.

(141. 2>

манинг биринчи кнсмидан t  =  ———тг
У,i COS ”

куйсак:
ни олиб, иккинчисига

(141. 3)

On Sin H
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141- §. Горизонтга ция цилиб, бошлангич тезлик 
билан отилган жисмнинг харакати

Мухит каршилигнни эътиборга олмасдан, горизонтга кия 
килиниб, v0 бошлангич тезлик бнлан отилган жисм харака- 
тини текшнрамиз. Фара^ килайлик, жисм v0 бошлангич тез-

лик билан О нуктадан 
горизонтга к»я кнлнб 
отилган булсин. Бу 
Харакатни Декарт ко­
ординаталар системаси- 
га нисбатан текшнра- 
миз. Координаталар 
бошини О нуктада олиб, 
xOz текислнкни у0 ор- 
кали утказамиз, у хол­
да ташланган жисм­
нинг харакати ана шу 

xOz текисликда булади (338- шакл). Жисм факат узининг 
огнрлиги таъсиридангина харакатда булгани учун, огирлик 
кучининг координата укларидагн проекциялари тубандаги- 
ча булади:

X =  0; У =  0; Z - — mg. (141. 1)

У хол учун (140. 1) дифференциал тенгламалар тубандагича 
ёзилади:

md]*, =  0 , ( 1)

0 .

d t*
d-y 

т  d b  
d lzm-d tt= - m g .

(2) 

(3)

Харакат xO z  текисликда булгани учун, (2) тенглама ай- 
нан нулга тенг булади. Шунинг учун, (1) ва (3) тенглама­
ларнинг ннтегралларини топамиз. Мазкур тенгламалардан:

(а)

(б)

dx _  г
И  ~

J - ^ - g t

vx — v0 cos в, v„ =  w0 sin 6.

ни хосил киламиз. Бошлангич шартдан Сх билан Са ни аник­
лаймиз. t  =  0  булганда:
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Шунга кура:
С2 -- v0 cos О, С, — у0 sin 0.

С, ва Сг нинг кнйматннн (а)ва  (G) тенгламаларга куйиб, 
иккинчи марта интеграллаймиз:

Яна бошлангич шартдан С3 бнлан С« ни аниклаймнз. t  — О 
булганда, нукта координаталар бошида эдн, яъни х =  г  =  0  
ад и. Шунннг учун С3 =  С| =  0 булади. Демак, . а̂ ра кат тенг- 
ламалари куйидагича ифодаланади:

Энди, траектория тенгламасини топамиз. Бунннг учун 
\аракат тенгламаларидан вактни чикарамиз. (141. 2) тенгла-

келиб чикади. Бу — парабола тенгламаси булиб, унинг уки 
г уцига параллелдир.

Чиккан тенгламадан фойдаланиб, куйидаги икки му^им 
масаланн ечиш мумкин: 1) бошлангич теэлик билан горн- 
зонтга кия килиб отилган жисм кандай баландликка кута- 
риладн ва канча масофага бориб тушади, 2) Ь огиш бурчаги- 
нинг кандай кийматида бу баландлик ва масофа энг максимал 
кчнматларга эришади.

Олдин биринчи масаланн ечамиз. Жисм энг баландликка 
кутарилганда, унинг тезлиги траекторияга уринма булнб, 
горизоитал йуналишда булади, шунннг учун бу нуктада 
тезликнинг вертикал тузувчисн нулга тенг булади. Бу *ол- 
дан фойдаланиб, (4) формуланинг иккинчи кнсмидан жисм- 
нинг энг юкорига кутарилиш вакти t x ни топамиз; у:

dx
vx = a ~dTKZ W0cos0, 

vz =  ~  =  v0s \ n b - g t .

=  v0 cos 0,
(4>

Булардан:
x — v0cosb t  -f  C3,

2 =: yosin0 . /  — +  C4.

(141. 2)

манинг биринчи кисмидан t  =  ■ ■ c*s p
куйсак:

ни олиб, иккинчисига

(141. 3>
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тенглама келиб чикади. Бу чиккан тенглама траекториилар— 
иараболалар эгувчисинииг тенгламаси булиб, у зам, пара- 
боладир. Бу парабола хавфеизлнк параболаси дейилади. 
Бу парабола энг баланд кутарилиш нуктаси билан энг узок 
тушиш нуктасидан утадн. Хакикатда зам (141. 6) тенгламага

vl
г  =  О ни кУйсак, х  =  ~ -  =  а булади. Худдн шунннгдек,

v70
х =  О булганда, г  =   ̂ -  =  л булади.

Бу мулозазаларнинг заммаси бир текисликда отилган 
жисм заракати устида юргизнлмокда. Отилган жисмнинг 
эгаллашн мумкин булган фазони билмокчн булсак, xOz те- 
кисликни г  узи атрофнда айлантирамиз. У вактда айланиш 
параболоидн зосил булади. Бу параболоид ичндаги барча 
нукталар хавф остнда буладн, чунки отилган жисм бу нук* 
таларни шнкастлаши мумкин. Бу чикарилган натижаларнинг 
\аммаси бушликда отилган жисмнинг заракатига оиддир.

96- м а с а л а . М атериал нукта АВ  горизонтал текисликда тезли к  би­
лан даракатланиб , текислик  циргогига етганла, эркин рави ш да бош ка СО 
горизонтал  текислик киргогнга туш ади  (310- ш акл). Т ек и сл и к л ар н и н г  
вертикал  орали клари  Л. кнргокларнинг узоктиги  а булса. с,, бош лангич 
тезликнинг микдори кандай буладн?

Е ч и ш .  К оордината укларини ш аклда курсатнлганча  танлаб. д ар ак ат  
диф ф еренциал тенглам аларини  куйидагича ёзам из:

d*x d*y
от^  =  °  m di* = mK-

Бош лангич ш артин эъ ти бо р га  олиб ва бу тенглам аларн и  икки м арта 
ин теграллаб , нуктанинг даракат тенглам аларини  топам из:

х v j,
1

У 2 * *  *

Б у тенглам алардан  t ни чикариб, траектории  тенглам асини топам из:

*  1У =  Г Г * 1 - 
2i>„ х

Б у  тенглам а С  нуктанинг (а, И) координаталарини каноатлантнрнш м  
керак . Ш унинг учуй:

Бундан: 

кс л |б  чикади.

А А  «*. 
2t>3

*  =  а V  Th
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97- м а с а л а . Б нр  учи А нуктага  богланган  эластик ни кузгалм ас  О 
^алкалан утади , бош ка у чи га  м ассаси т булган  М  ш арча богланган  
(341- шакл).

Ипнннг ОА кисмннннг чузнлм аган вактндагн узунлиги I га тенг, уни 
1 см узунликка чузнш  учун k'Jm дина куч зар у р . Ипни АВ  тугри  чизнк 
буй лаб чузганда, икки марта узаяди . Ипнннг 
учига богланган ш арча АВ  га тик йуналган  t<„ 
тезлик берилган . Ипнннг тортилнш инн унинг 
чузнлиш ига ту гр и  пропорционал деб, ипнннг 
огирлнгини хисобга олм ай , ш арчанн нг траек - 
ториясннн тонпнг.

А В

С D

340- ш акл . 341- ш акл.

Е ч и ш .  (136. 2) нинг иккинчи куриниш ида харакат диф ф еренциал 
тенглам аларнни ёзнб, т га кнскартирсак :

dx
dx
dy
dy

x d x = - ~ k,x-

— k-y

келиб чикади. Б у  тенглам аларни интеграллайм нз.

х* Iу  - -  у*'х*+ С|. 

v* 1
Y  - 7  **>■* + С „

• • О
1 0 булганда дс — 0. дс,, -  у  =  /, у =  0  эди. Ш унга кура С , — -7 » 

к*1
( г y  • Б уларни хисобга олнб. биринчи интеградни ёзам из: 

х  o j  к'х*. у =- к* (/3 — у»),

1'У тенглам аларни яна ин теграллайм н з:

кх  у
arc  s in  — kt  -f- С», arc sin  . =  k t  +  Ct .

"O ‘

, п корида келтнрилган бош лангич шартдан: C t  =  0, С« — х .

23*
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Д ем ак:

—  =  sin  kt,  -т  =  cos kt.  
«о »

Б у  тенглам алардан  t  вактии чнкарсак , тр аек то р и я  тенглам асини топам из. 
Бунинг учун . чиккан за р ак а т  тенглам асини квадратга  ош ириб, кУшсак:

( ?Г т "  1
келиб чикади. Д ем ак , тр аекто р и я  ярим Уклари д р в а  I га тенг булган  

эллипс экан.

142-§. Царшилик курсатувчи м у \и тда  горизонтга ция 
цилиб отилган жиемнинг ^аракати

Жисм каршилик курсатувчи му^итда отилса, му^ит цар- 
шилиги заракат ва траекториянн анчагнна узгартади. Фараз

в  килайлик, ка р т  ил и к курсатувчи 
му^итда шар шаклидаги жисм v0 
бошлангич тезлик билан гори­
зонтга кия килиб отилган булсин. 
Харакат тезлигининг микдори 
0,1 м/сек дан ошмасин. У *олда 
му*ит каршнлигинн ташланган

жасига пропорцнонал деб ола­
мнз. Координата укларнни шакл­
да курсатилгандек танлаб, хОг 
текисликни и0 бошлангич тезлнк 

оркали утказамиз (342- шакл). Жисм ^аракатида унга Р  
огирлик кучи билан му^итнннг R каршнлнк кучи таъсир 
киладн. Бу ерда:

R — vv.
Бу куч v тезликка карама-каршн йуналган.

Координата уклари буйича куч проекцнялари тубанда­
гича булади:

v  dx
x  =  - v * - : К  =  0 ; Z = . - ^ - m g .  

Харакат дифференциал тенгламаларини ёзамиз:
(Рх . dx
dt* ~  dt'

т (Ру
57* 0 ,

сРг , d z  _
m dT*= z ~ m k J l - m Z-

(а)
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{Зунда: v =  mk. Харакат хОг текисликда булгани учун, иккин* 
чй тенглама айнан нуль булади. (а) тенгламаларнинг икки 
томонинн т га кискартсак:

-  — к - '  d t \ d t 1 dt

d t\d t)  Kdt g

куринишидаги тенгламаларга эга буламиз. Бу тенгламаларни
ннтеграллаймиз:

g  =  _fce +  C„

* ± - b - g t  +  C r

Бошлангич шартдан Ct билан С, ни аниклаймиз. / =  0 бул- 
ганда, х -= г  =  0 булгани учун: vx =  i>0cosO, vz =  v0 sin 0. 
Шунинг учун: C ^ t ^ c o s O ,  Ct =  u0sinO.
Буларнинг кийматини юкоридагн тенгламаларга куйсак:

=  — kx +  v0cosb,

Jt =  - k z - g t  +  v0sin о
келиб чикади.

Бу тенгламаларни яна ннтеграллаймиз. Уларни e ki га 
купайтириб, куйидаги куринишда ёзамиз:

~  (хе*‘) =  cos в, |
А ъ (б)■jt (ге*') =  v0ekl sin 0 — g te M. j

Бу тенгламалардан биринчисини ннтеграллаймиз:

^ « S ^ E S L ' + C , .

t =  0 булганда х =  0 эди, шунинг учун: Са =  — —ĉ— •
Демак:

t \ , e - * / c o s4  . tv, cos в 
А +  ftёки

о„ cos 4(1 — e~ kl) . v
х  =  -------- к-------------• <“ )

(б) нннг иккинчи кнсминн ннтеграллаймиз:
г е ы  =  £о^п_в e k t _ g ^  t e k, d t  ( г )
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§ te ktd t  ни булаклаб интеграллаймнз:

Бу чикцан интегрални (г) га куйсак:
гек, _  **!“• ек, _  Ei ек, +  g_ екt +  Ск

ни *осил кнламнз. * =  0  булганда г =  0 эди, шунинг учун:
g  _  _  g  +  ко,,

№ —  к*
„  do Sin в g  g  +  ко,, sin О
Ci = -------г-------- --

(142. 1)

булади, демак:
с ь , _  о» sin о c tr  g>Lkt I g  c k i  g  +  sm в 

к к к* к•
келиб чикади. Шундай килиб, харакатни текшириш учун 
Куйидаги тенгламаларни .\осил килдик:

,  =  й £“ ! , 1  _ « - * > ) ,

Бу тенгламалардан t  вактни чнкарсак, траектория тенг- 
ламаснни топамиз. Бу *ол учун траектория тенгламаси ал­
гебраик булмай, трансцендент функция булади. Траектория 
аснмптотаси тугри чизик булганн учун бу асимптота тенг- 
ламасини топамиз. (142. 1) дан биринчи тенгламани олнб, 
вактни чексизга интилтирамиз: t - *  о с . У *олда, х нинг ли-
мнтн —(̂ °- 1 га тенг булади. Демак, асимптота г  укига парал­
лел булиб, ОА масофадан утар экан (342- шакл).

Харакат тезлиги катта булса, му^ит каршилиги тезлик- 
нинг иккинчи ва юкори даражасига пронорционал булади. 
Бу тарздаги масалалар баллнстикага .онд булиб, у махсус 
фанни ташкил этади. Шунинг учун, бу бобдаги муло^аза- 
ларни шу билан чегаралаймиз.



§ МАТЕРИАЛ НУЦТА 
«° ДИНАМИКАСИНИНГ УМУМИЙ 
= ТЕОРЕМАЛАРИ

Умумий холда материал нукта заракати дифференциал 
тенгламаларининг интегралларинн топиш мумкин эмас. Аммо 
баъзи бир хусусий лолларда уларни топиш мумкин. Бу дол­
лар бир неча теорема билан таърифланади. Мазкур теоре- 
малар динамиканинг умумий цонунлари  деб ^ам аталади.
143- §. З а р а к а т  микдорининг теоремасн

.Материал/нукта массасининг тезлнк векторига купайтма- 
сн унинг заракат  м1щдори дейилади. Харакат мнкдорн 
нсктор кчймат булиб, у заракат кчлаётган нуктанинг тез­
лиги бнлан бир йуналишда. Харакат микдорн нуктанинг 
\аракатини характерловчи фактордир. Харакат микдорининг 
у л чо в бирлигнни унинг ифодасидан, яъни (mv) формуладан 
топамиз: (заракат мицдор] =  [масса X тезлнк] =  [—гг;*У'' хтезланиш

Демак, заракат микдорининг улчов бнрлиги куч билан 
"акт купайтмасига тенг экан. Техник системада ^аракат миц- 
лорн килограмм-секунд (кГ сек> да, халкаро (СИ) система- 
П1да эса кГ. м. сек да улчанади.
_  F куч материал нуктага dt вакт ичида таъсир кчлса, 

^  d t )  ифода F кучнинг элемент ар импульс и дейилади.
Харакат мнкдори билан куч импульси орасидаги муноса- 

батнн топамиз.
Динамиканинг асосий тенгламасини оламнз:

Бу тенгламани тубандаги куринишда ёзиш мумкин:

> тезлик] = куч X вакт* I =  [куч х  вакт].узун ли к

d{ т у)
d t (143. 1)
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ш у  — з а р а к а т  м и к д о р и н и н г  векгори, Fdt эса куч - 
нннг э л е м е н т а р  и м п у л ь с н  дейилади. Юкоридагн тенг- 
ламанпнг иккала томонини dt га купайтнрсак:

d  (т v) *= Fdt (143. 2)

келиб чикади. Буига асосланиб, заракат .микдорининг т е о р е ­
ма  с и н и куйидагича таъриф киламиз:

\а р а к а т  лищдори векторининг дифференциалы материм  
ал  нуктага цуйилган кучнинг элемент ар импулыига 
тенг.

Куч импульсинннгбирлиги заракат мнкдорн бирлиги би ­
лан бир хил эканлиги (143. 2) формуладан куриниб турибди.

Энди, мазкур теореманинг интег­
рал ифодасини чнкарамиз. Материал- 
нуктанинг бошлангич тезлиги t;e 
булиб, t секунд утгандан кейингн 
тезлиги v булсин. Бу чегараларда 
(143. 2) тенгламани интегралласак:

I
mv — т c'o *= J Fdt ( \ 43. 3)

келиб чикади. Демак, маълум вацт  
ичида ,\аракат  мицдори вектори* 
нинг узгариши материал нуцтага 
таъсир цилувчи кучнинг шу вяь;т 
ичидаги /пула импульсига тенг бу- 
лар экан.

Материал нуктанинг /0 ва t  вактдаги заракат микдори век- 

тори mv0 ва mv маълум булса, тула импульс киймати j  Fdt

ни геометрик усулда, 343- шаклда тасвирланганча аниклаш 
мумкин. (143. 3) тенгламани проекциялар оркали нфодалаймнз:

343- т а к т .
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Куч проекциялари t вактнинг фуикцияси ёки узгармас б ул­
са, бу интеграллардаи куч импульсинп топиш осой.

Фараз килайлик, .харакат тугри чизикли булиб, куч уз­
гармас булсин, яъни: X  =  const, У — Z =  0  булсин. У .\олда:

тх — тх0 =  X (t — t0)

келиб чикади. Бундан, даракат микдори ва куч импульсннинг 
иГ сек бнлан улчанишнни курамнз.

Баъзи бир хусусий лолларда даракат микдори теоремаси 
биринчи интегралларни беради. Масалан, F — О булган .\олда: 
ii (mv) =  0 буладн. Бундан: v =  const. Ёки:

dx __ , ,  d y __ f ,  dz  __
d t ~  ”  d T  ~  - ’ dt ~  3

келиб чикади. Бу .\олда материал нукта инерцион .\олатда 
булади.

Фараз килайлик, материал нуктага таъсир килувчи куч 
координата укларидан бнрига, масалан, г  укига парлллел 
пулсин. У *олда: X =  У =  О бу- 
либ, Z =  F булади. Шунинг учун:
rt — С\> — Cj келиб чикади.
Г»у тенгликларнинг биринчиснни 

га, иккинчисини С, га купай- 
тр и б ,  сунгра бирндан иккинчи- 
гинн айирнб, чиккан натижани 
пнтегралласак:

CfX — С,у — С*
келиб чикади. Бу ифода г  укига 
параллел текнсликнинг тенглама- 3 4 4 . шакл.
си дир.

Демак, материал нуктага куйилган куч координата Укла- 
ридан бнрига параллел булса, нуктанинг траекторнясн текис 
эгри чизик булиб, шу куч ётган текисликда стар экан (344- 
шакл). Шунингдек, нуктанинг траекторияси текис эгри чи­
зик булса, унга куйилган кучнинг йуналиши узгармас бу- 
•тадн.

*44- §• Ха Ракат мицдори моментининг теоремаси
(ю з а л а р  ц о н у н н )

Динамиканинг асосий тенгламасини оламиз:
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Бу тенгламанинг иккинчи томонини вектор тарзида г г а к у -  
ппйтирамиз (345- шакл):

[ г ,  т £ ]  -  I г ,  Я ) . (а)

Мазкур тенгликнннг чап томонини куйидагича ифодалаймиз:
-  dv
r ' T t =  j f l r ,  V] -  [v. v\  =  - [ г .  oj,

чунки, | у, t » |= 0 .  Шунинг учун (а) тенгликни куйидагича 
z ёзиш мумкин:

тй  j f t '  m °I =  ? Ь (144. 1)

Демак, бирор нукт ага нисба- 
тчн олинган харакат  мицдори 
моментининг вацт буйича хоси- 
лас и материал нуцтага таъсир 
этувчи кучнинг uty иуцтага нис­
батан олинган моментига тенг 
булар экан.

(144. 1) тенгликни координата укларидагн проекциялари 
оркалн ёзамнз: .

j t I"» (Уг -  г у ) | =  m j f )  =  у Z -  zY,

345- ш акл.

Y Ат (гх — x z )  J =  my(F) =  гХ  — xZ,d t

j t W‘{xy  -  у х ) ) =  тг{F) =  xY  -  уХ.
(144. 2)

Бу теорема ,\ам баъзи бир хусусий лолларда биринчи инте- 
гралларни беради. Масалан, фараз килайлик, ташки кучнинг 
моменти бирор нуктага нисбатан нулга тенг булсин:

[г, F \ ~  0. •

Бу .^олда ё f  =  0 булиши ёкн кучнинг таъсир чизиги 
^амма вакт момент марказидан утиши керак.

Биринчи .\олни э.\тн.молдан ташка рига чикарамиз. Иккин­
чи *олни оламиз.

\ам м а  лацт таъсир чизиги бир нуцтадан утувчи куч 
м а р к а з и й  к у ч  дейилади. Бу ^олда (144. 1) тенглама КУ* 
йидагича ёзилади:

[г, mv\ =  const. (144. 3)
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Демак, материал нуцта марказий куч таъсирида бул- 
iii. заракат  микдорининг моменти узгармас булар экан. 
\аракат  микдори моментининг вектори бу .^олда узгармас 
йуналишда булиб, у, у тезлнк вектори бнлан г раднус-век- 
г0р текнслнгига тик йуналади.

(144. 3) тенглама марказга нисбатан заракат  микдори 
моментининг сацланиш цонуни дейилади.

(144. 3) тенгламани проекцияда езамиз:

уг -  гу  =  С„ 
гх  — хг *=■ Ct , 

х у  — у х  =  С,.

Бу тенгламаларнннг ^ар кайсиснни тегишлича х, у , г  га 
купайтнриб, чиккан натижани кУшсак:

Схх С,у +  Сгг =  0 (144.4)

тенглама келиб чикади. Бу тенглама координаталар боши- 
дан утувчн текислнк тенг- 
ламасидир.

Демак, марказий куч 
таъсирида ^аракатланувчн 
нуктанинг координаталари 
текислнк тенгламасини ка- 
моатлантирар экрн, бошкача 
айтганда, марказий куч таь- 
шридаги нуцта заракат и  
мазкур марказдан утувчи 
текисликда булиб, траекто­
риям  текис эгри чизиц бу­
лар экан (346- шакл).

(144. 3) тенгламани куйидагича ёзишимиз мумкин:

у  |г , и] =  С =  const. (144. 5)

Бу тенгламанинг чап томони — секторнал тезликнинг ифо­
даси эканлиги бизга кинематикадан маълум (347- шакл). Шу- 
нинг учун уни куйидаги куринишда кучнриб ёзамиз:

^  =  у  [г, у| =  С =  const. (144. 6)

(144. 6 )  нинг унг томонинннг мнкдорн:

— С =  ^- гу sin (г, у) ( 1 4 4 . 7 )
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ёки (102. 1) ra биноан:
C = y r s f - ( 1 4 4 .7 ' )

(144. С) ни интеграллаганда, микдор жи.\атидан:
а ш C t +  Ct

булади.
Бундан:

о =  C t  +  C j .

Демак, марказий куч таьсиридаги моддий нуктанинг 
золат ини аник ловчи г  paduyc-векторнчнг чизган юзасц 
вактга пропорционал равишда усар экан. Шунинг учун *ам 
мазкур чикарилган тенг-

Тортнш кучи таъсирида .\амма планеталар Куёш атрофн­
да uiу конун билан даракат килади. Кеплер (1571 —Ш30) 
К'онуннга кура *ар кайсн планета Куёш атрофида эллипс 
буйнча даракат килади ва бу эллипсиинг битта О фокусида 
Куёш булади (348- шакл). Планетанинг радиус-вектори бир 
хил вакт ичида катталиги тенг булган юза чизадн, яъни 
ОВС юза ODE юзага тенг. Юзаларнинг тенглигидан плане­
танинг энг катта тезлиги /7 нуктада, энг кичик тезлиги А 
нуктада буладн. П  нукта перигелий, А нукта афелий дейи­
лади. ’ ------------- . — "

145- §. Кннетик энергии теоремаси
Массаси т булган AJ материал нукта F куч таъсирида эг- 

рн чизик буйлаб даракат килаётган булсин (349- шакл). Бу 
материал нукта учун динамиканинг асосий тенгламасини 
оламиз:

dv
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[5у тенгламанинг иккала томонини скаляр равишда d r  га
купайтнрамиз:

( т I t '  d r )  =  (F, d r).

Чиккан тенглнкнинг чап томонини куйидагича ёзишимиз мум-
кнн: _  _

[т 1П' ' )  =  [т ЧГ' =  d v )'

I',vhh кузда тутиб, юкоридагн тенгликни куйидагича ёзиши- 
м из мумкин:

d [ ”£ ) =  (F, dr). (145.1).

— нуктанинг кинетик ънергияси ёки жонли куч дейилади.
(/•', d r )  эса F кучнинг элементар иши дейилади.

Демак, материал нуктанинг кинетик энергиясн (жонли 
кучи) скаляр булиб, микдорн нукта массаси ва тезлиги квад- 
ратлари купайтмасинннг ярмнга тенг.

Кинетик энергия *ам ^аракат микдорнга ухшаш меха­
ник .^аракатларни характерловчн асосий факторлардан бири- 
дир. Кинетик энергия ^аракат мнкдорига К а р а г а н д а  кенгрок 
тушунчадир. Харакат мнкдори факат бир нукта иккинчи 
нуктага берадиган механик \аракатни нфодаласа, кинетик 
энергия механик харакатни унга эквивалент булган бошка 
механик ^аракатларга утпшини ифодалайди. (145. 1)тенглик 
бундай таърифланади:

Кинетик энергиянинг дифференциалы материал нуцта- 
гч таъсир этувчи кучнинг элементар ишига тенг. 

Элементар ншни тубандагнча ёзишимиз мумкин:

dA  =  (7-', d r) ^  F dr  cos (F, d  r). (145. 2)

Энди, элементар ншни F ва d r  нинг проекциялари оркалн 
"фодалаймиз. F кучнинг координата укларидагн проекция­
м и  X, Y, Z, d r  элементар кучишнинг проекциялари эса 

‘‘х< dy, dz  булсин. У >;олда, кучнинг элементар иши куйи- 
лагича ифодаланадн:

dA ^  (F, d~r) =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz. ( 145. 3)

dA  элементар иш F кучнинг чексиз кнчик вакт ичида 
"ажарган иши. Вакт бирлиги ичида бажарнлган иш кувват 
Дейилади. Кувватнн W  билан белгилаймнз. Кучнинг вакт
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бирлигнда бажарган ишнни топиш учун (145-2) формула- 
нинг иккала томоннни dt га буламиз.

ёки

\ 1 7 =  —  =  ( f  — \  dt \ г ' dt I

(145. 4)W  =  F v c o s ( F ,  и)
буладн.

Куч билан тезлнк бир чизик буйлаб йуналса, (145.4) ку­
йидагича ёзилади:

W = F v .  (Н 5 . 5)
к Г  ktКувватнннг — —* билан улчаннши унинг таърифидан ку-

риниб турибди.
Кувват от Кучи билан *ам улчанадн. Бир секундда ба- 

жарилган 75 кГм иш 1 от кучи дейилади. Кувватнннг от
кучи бнлан ифодаси N билан 
белгиланади:

n  - 75 £?• <|45- 4
СГС системаснда .\ар бир 
грамм масса 981 динага тенг бу- 
лганидан, 1 кг м=981 • 10* э р г =  t 
=  9,81 жоуль булади. Ш у­
нинг учун, кувватнннг техник 
снстемадагн улчовн: 1 от ку- 

к  Г мчи — 75 =  736 ватт  =1
=  0,736 киловатт буладн.

Халкаро (СМ) системада 
Кувватнннг улчов бирлиги ватт 

буладн. Ма золатга келишда утган йул S0 булиб, шу пайт- 
даги тезлиги v0 булган материал нукта F куч таъсиридан Л1| 
^олатга и, тезлик бнлан келснн (349- шакл). Энди (145. 1) 
тенгликнн траектория буйнча М„ дан А/, нуктагача ннтег- 
раллаймнз:

. U ( ^ )  =  J Fcos ( F,  d r )  ds  =  j  (F, dr)
Vo S q M  о

ёки

-2~ — ~2 L =  j  Fcos (Л  d r ) ds =  A (145. 7)
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б у л а д и .  Демак, материал нунта кинетик энергиясининг 
отилган маълум йулдаги узгариши унга цуйилган кучнинг 
'шу йулда бажарган тула им ига тенг булар экан.

Умуман, материал нуктага 
к у й и л г а н  кучнинг бажарган нши 
у н и н г  юрган йулига бог лиц. Ба- 
■карилган ншни топиш учун, эгри 
ч и з и к л и  ннтегралнн интеграллаш 
л о з и м .  Бу хнлдаги ннтегралнн 
ч и к а р и ш  учун траектория маъ­
л у м  булиши керак. Умуман, эгри 
ч и з и к л и  ннтегралнн интеграллаш 
осон эмас. Лекин материал нук* 3 5 0 -шакл. 3 5 1 -ш акл.
тага таъсир килувчи куч маълум
шартларни каноатлантнрса, бундай интеграллар жуда осон
чикади.

14К- §. Куч майдони

Материал нукта фазо со^асининг кандай ернда булса *ам, 
vura таъсир этувчи куч шу нукта координаталарннинг 
у злу кснз функцияси булса, бундай со>(а к у ч  м а й д о н и  
дейилади. Материал нукта куч майдоннда, унга куйилган 
куч таъсиридан ABC эгри чизигида .\аракатланса (350- шакл), 
материал нуктага куйилган майдон кучининг бажарган нши:

А =  J Fcos(F, dr) ds

ёки
A =  \  ( X d x  +  Y dy  +  Zdz)

ABC

булади. Бу ерда кучнинг X, Y, Z проекцнялари материал 
нуктанинг ^олатига боглик функция булиб, уларнинг баж ар­
ган ниш эса утилган йулга богликдир. Материал нукта куч 
майдонида кандайднр ёпик эгри чизик чизса (351 - шакл), у 
кучнинг бажарган нши тубандагича ифодаланади:

А =  U f ,  dr)
ёки

А =  § ( X d x  +  Y d y  + Z d z ) .  (146.1)

Вектор функциясидан ёпик чизик буйича олинган интег­
рал вектор ц и р к у л я ц и я с и дейилади.
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Биз текшираётган .чолда кучнинг бажарган шин куч цнр- 
куляцияснга тенг булади. Бундан курамизки, умумий *олда, 
кучнинг бажарган иши кандай булса-да, нуктанинг юрган 
йулнга боглик булар экан.

147- §. Куч потенциали

Бирор F майдон кучи материал нуктага таъсир килиб 
турса.бу кучнинг бажарган элементар иши тубандагича ифо- 
даланнши мумкин:

dA =  Х  d x  +  Y d y  +  Z dz.
Материал нуктага таъснр этувчи F кучнинг X,  Y, Z  про­

екциялари кандай шартни каноатлантирса, элементар нишинг 
ифодаси бирор функциянннг тула днфференцналига тенг 
булади, яъни:

dU (х, у,  г) =  X dx Y dy  +  Z dz
булади. Бу шартни топамиз.

U функция—к у ч ф у и к ц н я с и ёки п о т е н  ц и а л  функ­
ция дейилади.

U нннг тула днфференцнали элементар ишга тенг булса:

d U = ° £ d x  +  ^ - d y  +  % -d z =  X d x  +  Y d y  +  Z dz

буладн. dx , dy , d z  ихтиёрнй булганидан юкоридагн тенглик 
айният булиши учун мазкур dx , dy , dz  олдндагн коэффнци- 
ентлар узаро тенг, яъни:

‘  X - * > »  
дх

у  Ч
бу

У __ dll
' '  d i

(147. 1)

булиши керак.
Демак, кучнинг X , Y, Z проекциялари куч функциясининг 

нунта координаталари буйича олинган хусусий зосилала- 
рига тенг булса, у  зол да  кучнинг элементар иши шу по­
тенциал функциянннг т ула дифференциалига тенг булар  
экан, яъни:

dA  =  Xdx  -f  Y dy  - f  Zdz — dU  (x , y , z). (147. 2)

Куч потенциаллик булсин учун у юкорида чикарилган 
(147.1.) шартдан ташкари, кандай кУшимча шартни каноат- 
лантиришн керак, (147. 1) шартни каиоатлантирувчи зар  кан-
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дай куч потенциаллнк булаверадими? Ёки маълум турдаги 
кучларнинг потенциали буладими? Бу масалани ечиш учун 
(147. 1) формуладан куйидагича хусусий ^осилалар оламиз:

д Х _ ____ & U _ ' d Z  _  д*Ц дУ  д*Ц
ду дхду ’ дх  — дгдх • дг дгду • 

дУ cWJ_' дХ  d4J dZ  _  d W  
дх ~~ дудх ’ дг дхдг  ’ ду дудг  '

I)у ифодалардан:
д Х  dY^ d X ^ _ d Z d Z _ d Y  . _  .
ду дх ’ е»г dx ’ ду дг '  *

келиб чикади. Бу куч проекцияларидан олинган хусусий хо- 
силалар орасидаги боглани/и F кучнинг потенциалли були- 
шининг зарур  шартидир. Куч майдонида нуктага таъсир 
цилиб, унинг координаталарига функция булган *ар кандай 
куч .^ам бу шартни каноатлантиравермайди.

Масалан, F кучнинг проекциялари куйидаги тенгламалар 
бнлан ифодалансин:

X  =  л » + у « ,  |

У =  *>’. (а)
Z =  0. j

F>v >;олда:
д Х  _  
ду “ 2 у ’ 
дУ
Ж = У -

Бу натнжа(147. 3) шартни каноатлантирмаслиги уз-узидан 
куриннб турибди. Демак, бу куч потенциалли булмайди. Яна 
бнр мисол. Куч проекциялари куйидаги тенгламалар билан 
берилган булсин:

Х =  3х*у,
Y  =  х»,
Z =  0.

Бу кучлар учун (147. 3) шартни тузамиз:

^  =  2 х г 
ду ~  ’ дх ’

^  =  0 ^  =  0 dz- =  oдг ~ U’ дх U’ дг и ’ ду v ‘

М. Уроэбоев

U47. 3) шарт каноатлантирилгани учун, бу  куч потенциал-
ЛИДИр.
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Бу -чол учун потенциал функцияни топишимиз мумкин.
У куйидагича ёзилади:

U =  х3у +  coast.

Буни аниклаш учун юкоридагн хусусий ^осилалн тенглама- , 
лар системаси интегралланади. j l

Топилган функцнянинг тугрилигини билиш учун, ундал*; 
куч проекцияларини аниклаймнз:

г/»/л/Демак, куч функцияси тугри топнлган.

X /  /148- §. Потенциалли кучнинг консервативлнги *  ^
«

Потенциалли куч куйидаги коисерватив хусуснятга эга. 
Т е о р е м а .  Куч майдонида заракат  цилаётган мате­

риал нуктанинг заракат ида потенциалли кучнинг баж арган
иши нуктанинг утган йулига 6 o f Я 
лиц булмай, фа цат унинг бошлан­
гич зам  сунгги золат ига боглиц 
булади.

Теореманн и с б о т л а ш  учун F 
кучнинг элементар иш ифодасини

у/Ъ Куйидагича ёзамиз:
d A = X d x + Y d y + Z d z = d U .  (148. 1)

352- шакл. Фараз килайлик, нукта бошлан­
гич пайтда М„да булиб, унга куйил­

ган куч потенциали U0 булсин. Бнрмунча вакт утгандан 
кейнн, нукта М  да булиб, бу нуктага тегишли потенциал U 
булсин (352- шакл). _

Нукта М0 дан М  га келгунча F кучнинг бажарган ишини 
топамиз. Бу ерда:

(И) (И ) (Ж)

( X d x  +  Y d y  +  Zdz )  =  )' dU.
(3i0) (Ио)

Бундан:
А *= U — U0. ( Н 8. 2)

Демак, потенциалли кучнинг куч майдонида бажарган иши 
нуктанинг утган йулнга боглик булмай, ^нинг охнргп ва 
бошланшч ^олатидаги потенциалларининг айирмаснга тенг 
булар экан.

( И )  ( .И ]

j d A -  j
(Ио) (Alt
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149- §■ Потенциалли кучлар учун кинетик
энергия теоремаси

Материал нукта учун кинетик энергия теоремаси умумий  
>;олда тубандагича ёзилиш и бизга маълум:

mv2 mvl .
*2"  ~~2~ ~  •

Бунда А — кучнинг бажарган тула иши.
Потенциалли куч учун тула иш нфодаси (148. 2) тенглама 

Г)план берилган. Материал нукта М 0 булганда куч потен- 
циали U0 ва М га келганда тегишли потенциал функциясн
U булса:

=  =  U - U „  (1 4 9 .1 )

Демак, консерватив куч майдонида -vаракатланувчи нуц- 
гпо кинетик энергиясининг маълум йулдаги узгариши по­
тенциал функциянинг сунгги ва бошлангич цийматларининг 
ийирмасига тенг булар экан. Кучнинг консервативлик хос- 
саси шундаки, унинг бажарган иши нуктанинг траекторняси 
ва харакат конунига боглик эмас. Юкорнда чикарилган 
тенгламани куйидагича ёзамиз:

+  ( -  U) ~  ^  +  ( -  U9). (149. 2)

Потенциал функциянинг тескари белгиси билан олинган 
кийматн п о т е н ц и а л  э н е р г и я  дейилади. Потенциал энер­
гия V билан белгиланади. Бу микдор яширин энергия бу- 
лнб, у, нуктанинг >(аракатида яширинликдан жонли кучга
айланади.

М  даги потенциал энергия: V = — U,
М 0 даги потенциал энергия: V0 =  — U0.

^уларни кузда тутиб, юкорида чикарилган тенгликни куйи- 
дагнча ёзамиз:

+  V = 4 f - +  V0. (149.3)

Демак, консерватив куч майдонида %аракатланувчи нуц- 
та учун хамма лацт кинетик энергия билан потенциал 
*нергиянинг йигиндиси узгармас мицдор экан. Тула энергия- 
НИ Е  десак, юкоридаги кинетик энергия билан потенциал 
энергиянннг йигиндиси Е  га тенг булади:

E =  ? f  +  V - ^ + V 0 =  const. (149 . 4)
24*
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Бу формула э н е р г и я н и н г  с а к л а н и ш  к о н у  н и к и  
ифодалайди. Потенциал функция мавжуд булса, з а р а к а т д а г и  
нуктанинг тула энергняси узгармайди. Кинетик э н е р г и я  
купайса, потенциал энергия камаяди, аксинча, п о т е н ц и а л  
энергия купайса, кннетик энергия камаяди.

Мисол учун, эркин тушаетган жисмни оламиз. Жисм 
огирлик кучи майдонида заракатланганидан,'куч потенциал- 
ли булади. Бу *ол учун ^аракатнинг дифференциал тенг­
ламасини ёзамиз: ч

m g - (149.5)

Бу тенгликни га купайтириб, куйидаги куринишда ёзи- 
шимиз мумкин:

а { т ( З Н  - — * *  <149- 6>
Бу тенгламани ннтегралласак:

-2  m ^ y  +  m gz =  const (149 .7)

келиб чикади. Бу тенглама огирлик кучи майдонида уз 
огирлиги таъсиридан харакатланувчи жисм энергиясининг 
сакланнш конунини ифодалайди. Бу тенглнкнинг биринчи 
Кисми тушаётган жисмнинг кинетик энергняси, иккинчи кис- 
ми эса потенциал энергиясидир.

Фараз килайлик, t =  О булганда жисм h баландликда 
булсин; бу золатда унинг кинетик энергняси нуль, потен­
циал энергняси эса mgh булади. Буни юкоридагн тенгла- 
мага кУйсак:

mgh  =  const (149. 8)

келиб чикади. Демак, тушаётган жисмнинг тула энергняси 
mgh  га тенг булар экан. Бу *ол учун энергиянинг сакланиш 
Конуни куйидагича ёзилади:

т ( й )  +  тКг  =  mg h- (149 .9 )

Бу тенглама кннетик энергиянинг потенциал энергияга ва 
потенциал энергиянинг кинетнк энергияга айланишини аник 
курсатаётир. z = h  булганда, яъни нукта узининг энг юкори
золатида турганда j  =  О булиб, кинетик энергия булмай­
ди; потенциал энергия эса V — mgh  булади. Жисм пасайган
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с;)ри 2 озайиб, кинетик энергия купаяди. г  =  0 булганда, 
у  0 булиб, кинетик энергия mgh га тенг булади.

Кинетик энергияни Т  билан бёлгиласак, энергиянинг 
сакланиш конуни куйидагича ёзилади:

T +  V =  const. (149. 10)

Потенциалли кучлар сифатида куйидаги кучларни олиши- 
миз мумкин: Ньютоннннг тортиш кучи, электр кучи, маг­
нит кучи, молекуляр куч (эластик куч), огирлик кучи, 
марказдан кочувчи куч ва *оказо. Мазкур кучларнинг куч 
майдонида бажарган иши утилган йул шаклига боглик бул­
май, *амма вакт (149. 4) консервативлик шартини каноат- 
лантнради.

150- §. Эквипотенциалли сирт
(т ен г  п о т е н ц и а л л и  с и р т )

Бирор сирт устида олинган *ар кандай нукта учун по­
тенциал функциянинг киймати узгармас булса, бундай сирт

353- ш акл. 354- ш акл.

j нтютенииалли ёки тенг потенциалли с и р т  лейнляли. Ма­
териал нукта куч майдонида потенциал функцияси U бул­
ган куч таъсирида булса, эквипотенциалли сирт тенгламаси, 
узининг таърифига кура, куйидагича ёзилади:

U(х, у, г) =  const. (150. 1)

c°nst нинг *ар хил кийматлари учун бир-бирига параллел 
'•ир канча каватма-кават сиртларни оламиз (353- шакл). Бу 
снртлар куч майдонини ташкил этади.

Т е о р е м а .  Коисерватив куч майдонида нуцтага таъ- 
°ир килувчи куч тенг потенциалли сирт нормали буйича 
иУналган булади.
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Фараз килайлик, консерватив куч майдонида нуктага 
таъсир этувчи F кучнинг координата укларн билан тузган 
•бурчаклари а, р, 7 булсин. У .чолда 354- шаклдан:

X
cos а — у  yt +  y t ;

У
COS 3 =

z
cos T =  / х *  +  у* +  z*.

Куч потенциалли булганидан, унннг проекциялари (147. 1) 
дан аникланади, яъни:

у __ oU_ у __6U 7  д и
Л  ~  д х '  ~  d y ' L ~  д г '

Шунинг учун, юкоридаги cos <* иннг ккйматини бундай ифо­
далаш мумкин:

dJL
dx

Бу нфода U =  const снртннинг нормали билан х уки ора- 
сидаги бурчак косннуси эканлиги бнзга математикадан маъ­
лум. Шунга кура, материал нуктага таъсир килувчи куч ва 
U =  const эквипотенциалли сирт нормали бир йуналишда 
буладн. Шу билан теорема и с б о т л а н д и .

Юкоридагн теоремадан куйидаги х у л  о с а  ни чикарнши- 
миз мумкин:

Материал нукта тенг потенциалли снрт устида ^аракат- 
ланса, унга таъсир цилувчи майдон кучининг баж арган  
иши нулга тенг булади. Ьу нарса табиий золдир, чунки: 
U =  const. Шунинг учун, унинг тула дифференциала нулга  
тенг булади. Бошкача айтганда, нуцт ага таъсир цилувчи 
куч элементар кучишига тик йуналган.

151- §. Материал нуктанинг марказий куч майдоиидаги 
заракати . Бинэ тенгламаси

Массаси т булган М материал нукта F марказий куч 
таъсирида АВ эгри чизик буйича даракат килади (355- шакл).

Динамиканинг асосий тенгламасини ёзамиз:
m w =F .

Л
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М нуктанинг заракатннн кутб координаталар системасн- 
да текширамиз, чунки марказий куч таъсиридаги нуктанинг 
уфакатини кутб координаталар снстемаснда текшириш ку* 
лайрокднр. (151. 1 ) -тенгликнинг иккала томончни г  =  ОМ 
радиус-вектор йуналишига про- 
скциялаймиз:

m W r =  Fr . (1 5 1 .2 )

М  нуктанинг радиал тезланиши 
(101. 12) формуласига мувофик:

Wr — r  — го*. (151.3)

Марказий F кучнинг г ради- 
хс-вектор йуналншидаги проек­
цияси:

Fr =  ± F ,  (151.4)
бунда марказий куч итарувчи 
булса, мусбат ( + )  ишора, тор- 
гувчи булса, манфий (—) ишора олинади.

Wr ва F, ларнннг кнйматларинн (151. 2) кУ'йсак:

т (г — г «*) =  ±  F. (151 .5 )

келиб чикади: Секториал тезлик (144. 7') дан:

С =  4 г * ? ,  (151 .6 )
бундан:

. 2с  
? =  7*""

(144. 6) ни назарда тутнб, (102. 8) формуладан г ни топамиз:

? — $ ■ $ ( } ■ >  «si. 7)
г ва г ларнинг кнйматларинн (151: 5) кУйсак:

- m^ b v ( f )  +  7] =  ± f  <151- 8»
булади.

Бу дифференциал тенглама итарувчи ёкн тортувчи мар­
казий куч катталиги билан .^аракат килаётган М материал 
нукта масофаси орасидаги муносабатнн ифодалайди. Бу 
(151.8) тенглама Бинэ тенгламаси дейилади. Бу тенглама 
марказий куч таъсирида берилган траектория буйича чара-
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кат килаётган нуктанинг марказий кучини топиш ёки мар- 
казнй куч маълум булганда М нуктанннг траекторняснни 
топиш имкониятини беради. Бинэ тенгламаси осмон меха- 
никасида купрок кУлланнлади.
152 -§. Материал нуктанинг Ньютон тортиш кучи майдонн- 
даги ^аракати. Ер сунъий йулдошларининг траекторин- 
лари \ац и д а  тушунча

Ернинг тортишГкучи майдонида Ердан узоклигн 'ва ха­
ракат траекториясининг баландлиги катта булган (яъни Ер 
радиуси билан таккослаш мумкин булган) материал нукта­

нинг харакатини текширамиз. Бу 
^олда масофа узгарганда Ернинг 
тортиш кучи узгариши хисобга оли* 
нади.

Бу текшириладиган масала узок- 
Ка учаДиган ракеталар харакатини 
ва Ернинг сунъий йулдошларн .^а- 
ракатини урганишда, шунингдек 
планеталафро алокаларни урганиш- 
да катта роль уйнайди.

Бирор вактда Ер устида В0 хо- 
латдаги т массалн материал нук­
танинг бошлангич тезлиги го- 
ризонтга 1  бурчак остида кия булиб, 

v0 га тенг (356-шакл).
Ер харакат цилмайди деб фараз килиб, хавонинг к<ф- 

шплигнни хисобга олмасак, материал нуктага Ернинг факат 
битта марказий ва Ер марказига йуналган тортиш кучи F 
таъсир килади. Бу кучнинг катталигини Ньютоннннг бутун 
олам тортнлиш к°нунидан топамиз:

356- ш акл.

P = f A (152. 1)

бунда: / — гравитацнон константа, М — Ернинг массаси, г  — 
Ер марказидан материал нуктагача булган масофа.

Гравитацион константа /  ни топиш учун, материал нукта- 
ни Ер снртида десак, у вактда:

г  — R  ва ~Р =  m g

булади; Бунда R — Ернинг радиуси, g  — Ер тортиш кучи- 
нинг тезланиши.
Булардан:

х тМ
m g  =  f W '
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демак:

“  М

/  нинг кийматини (152. 1) кУйсак:

F =  m g ?  (152. 2)

келиб читали.
Материал нукта F марказий куч таъсиридан харакат кил* 

гани учун, унинг траекторияси бир текисликда ётган текис 
эгри чизик булади. Шуии хисобга олиб, В материал нукта­
нинг )<аракатини кутб координаталар системасида текшира­
миз. Координаталар бошн учун Ернинг маркази О ни ола­
миз на Ох укини (356- шаклда курсатилгандек) В„ нуктадан 
утказамиз. Хар кандай вактда В материал нуктанинг полати 
г =  ОМ кутб координата ва <р бурчак оркали аннкланади. 
В материал нуктанинг траекторияси туриии билишда (151. 2) 
ни назарга олиб, Бинэ тенгламаси (151. 8) дан фойдаланамиз. 
У ,\олда:

АС* <п / 1 \  1 1 R*
а ?  [ 7 ) + 7 \  =  т В *т

булади. Тенгликнн^ га кискартнриб, иккала томонини 4С1 га
булсак:

& { 7 )  +  Т - г&  <152- 3>

келиб чикади. Материал нуктага марказий куч таъсир кил- 
ганда, С нинг ифодаси г ва <р оркали куйидагича ёзилиши 
(144. 7') дан маълум:маълум:

г  —

2
'  у-» 1 2 *С =  у  Г* <?■

Иомаълум узгармас С ни бошлангич шартдан топамиз. Тек- 
ширилаётган *олда, t — О булганда r =  R ва v p =  r  <? =  
=  vc cos а булади (356- шаклга каранг). У вактда:

С — -j- Rv„ cos а. (152 .4)

•опилган С нинг кнйматини (152. 3) га куйсак:
(Р 1 1 \  1 к

d f*  ( r )  +  г  =  t ^ c o ^ i  ( 1 5 2 -

бУлади.
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р  деббелгнлаймнз, у вактда (152.5) куйидагича

булади:
1 .

Р (152. 6 )

Б у —дифференциал тенгламанииг умумий ечими. Унинг 
бир жинсли кисми умумий ечими бнлан узинннг хусусий 
ечими йигиндисидан нборат, яъни:

Ихтиёрий узгармовчиларнн Сх =  A cosP, С, *=i4sinJ3 деб, 
сунгра Ар — е  десак, (152. 7) куйидаги курннншга келади:

Бу тенгламадаги р  фокал параметр ва эксцентриситет 
е  асосий параметрлар булиб, улар конус кеснми шаклини 
аниклайди. Конус кеснми .\аракатланувчн В нуктанннг трл- 
екторнясидир. бурчак фокал укнинг холатини отилган В0 
нуктага нисбатан аникловчн бурчакдир. Фокал ук конус 
кесманннг симметрия уки булиб, О кутбдан утади. Бу нук* 
та Ер маркази О га тугри келадиган фокуслардан бирига 
мосднр. е  ва Э ларнпнг кинматлари бошлангич шартлардан 
топилади. Буларни топиш учун (152. 7) дан <? буйича .\осила 
оламиз:

булади. Бошлангич шартларни, яъни / =  О булганда <р =  О,

— =  С, cos ? +  С, sin <? +  -Ь (152. 7)

Ci ва С, ларнинг кийматини кушсак:

(152. 9)

(356- шаклга каранг). Буларни (152. 9)га кУямиз:

R
tg a
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о R — Ре cos 3 = ------ ’

е sin р =  — ~  tg г  

булардан е ва ? ларнн топамиз:

булардан:

(152. 10)

Белгнланган р  ифодасини кУйсак:

(152. 11)

sin 2з
(152. 12)

булади. (152. 11) нн анализ килиб,нуктанинг траекторнясн 
турларини топамиз:__

1) агар v0 <  >/  2gR  булса, ( г < 1 )  эллипс;
2 ) агар у0 — \^ 2gR  булса, (g =  1) парабола;
3) агар у0>  2gfl  булса, (g >  1) гипербола булади.
Тезлик i/„ =  y^2g/? булса, параболик тезлнк ёки иккин­

чи космик тезлнк (г„) дейилади.
Ернннг радиуси R =  6378 км  ва унинг тортиш кучи таъ- 

снрида жисмнинг эркин тушиш тезланиши ^  =  9,81 м[сек* 
десак, у вактда параболик тезлик:

Агар v0 >  У 2gR  шартни бажарса, Ер устидан горизонт- 
га .\ар кандай а бурчак билан кия килиб отилган Ь нукта 
парабола ёки гипербола буйнча (а =  90° булганда тугри чи­
зик буйича) даракат килиб Ердан узоклашнб боради. Бун­
дай тезлнк планеталараро даракат килиш учун зарур. Ер 
сиртидан отилган материал нуктанинг бошлангич тезлиги 
v* <  / 2 gR  булганда у ё Ерга кайтиб тушади ёки Ернннг 
сунъий йулдоши булиб колади.

Нуктанинг эллиптнк траекторнясн Ернннг нчки томонн- 
дан утмаса, яъни нукта траекториясинннг ,\амма нукталари 
r > R  ёки r min =  R шартнн каноатлангирса, отилган материал 
нукта Ериинг сунъий йулдоши булиб колади. Бунда г т\а =*

булади.
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=  ОВ (356- шаклга каранг); R — Ер экваторининг радиуси, 
, r mlll =  R булса, В нукта ер сиртида нукта отилган жойда 

булади. Бу холда р =  г.. Аммо, (152. 10) дан курамизки, 
а =  0  ёки а =  я булганда ва шарт бажарилгандагнна р =  л 
булади. Шундай килиб, ер сиртидан отилган В материал нук­
та Ернинг сунъий йулдоши булиб колиши учун икки шарт 
бажарилиши керак: » ч

а =  0  ва / 2/? /? >  »■> >  / gR-
Ер йулдоши траекториясинннг эксцентриситети а =  0 ва 

р =  г  булганда (152. 10) нинг биринчисцдан:

* =  1 (152 .13)

булади. __
Агар о, =  \ f g R  булса, е =  0 ва (152. 8 ) дан г  =  R була- 

дн, яъни Ер йулдоши, радиуси R булган дочравий ор­
бита буйича харакат килади. v 0 =  /  gR  булган холда- 
ги тезлик доиравий тезлик ёки биринчи космик тезлик (v„) 
дейилади. g  — 9,81 м/сек"1 ва R =  6378 км булганда биринчи 
космик тезлик vk =  7910 м[сек  булади. Агар i '0> l ^ gR

булса, Ер йулдошининг 
траекторняси эллипс булади 
ва v0 тезлик катталашган 
сари эксцентриситети хам 
катталашиб борадн (357- 
шакл).

Ернинг сунъий йулдоши- 
нн яратншда бошкарилувчи 
ракеталардан фойдаланнш 
мумкин. Уларни сунъий йул- 
дош бнлан бирга тегишли 
асбоблар ёрдамнда Ернинг 
тортиш кучи майдонидан 
керакли баландликка кута- 
риб, сунъий йулдошга гори­
зонт билан а =  О бурчак хо- 
сил киладнган зарур Vj тез­
лик берилади.

Бундай усул бнлан биринчи марта бизнинг мамлакати- 
мизда Ернинг сунъий йулдоши учнрилди. Агар а > 0  ва 
v0 <  V 2gR  булса, Ер сиртидан отилган материал нукта эллипс 
ёйини чизиб, ерга тушади. Узокка отнладиган ракеталар, 
масалан,китъалараро ракеталар шундай эллиптик траекто-
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риялар чнзади. Охирида шуни айтиб утишимиз керакки, 
цилинган х и с о б л а р  материал нукта бушликда, яъни ташки 
мухитдан ажратилган *олатда даракат килади деб фараз 
килинди.

д и н а м и к а н и н г  у м у м и й  т е о р е м а л а р и н н  т а т б и к  эт и ш  у ч у н  м а с а л а л а р

98- м а с а л а . П оезд  тугри  чизикли тем ир йулда д ар ак ат  килади. П о езд ­
им торм озлаганда, торм озлаш  кучи поезд  огирлигннинг 0J  кисмини т аш ­
кил этади. Т орм озлаш  олдида, поездиинг тезлиги  Ц)
П оезд тухтагунча  уни торм озлаш  _
учуй кетган  вакт  ва утилган йул 
топилсин.

Е ч и ш .  П оезд  торм озланганда. 
унга ф акат  торм озлаш  кучи  таъ си р  
килади (358- ш акл). Б у кучнинг мик- 
юри масала ш артига  м увоф ик:

F =  0.1 Р.

72 км/соат  эди.

U
~ v ° ' Ш г

358- ш акл.

Бош лангич тезли к  v0 =  72 км/соат  =• 20 м/сек булиб, поезд  ту х таган - 
да тезлик нулга тен г булади . Т орм озлаш  у чун  кетган  вактни  (143.3) тен г- 
л.|мадан топам из:

I 0'
Бундан:

_Р,1_
0 ,9 8

1 P it .

20,4 сек.

Утнлган йулни топиш  учун кинетик энергия конунидан ф ойдаланам нз.
(145. 6) ф орм уладан :

g  2 J ° -

Бундан:

359- ш акл.

А  
0.2g

I Pdx.

204 м.

9 9 -м а с а л а . О гирлиги  400 т 
булган  поезд  киялиги  tg a  =» 

л'О.ООб булган  баландликка 54 км/соат  тезли к  билан кутарн лади  (359-ш акл). 
\ а р з к а т  вактидаги  иш каланиш  коэф ф ициентн : /  0,005, т —50 сек утганда 
поезд тугри йулга чикиб, тезли ги  45 км/соат  га туш ади . П о езд и и н г  то р ­
тиш кучи топилсин.

Е ч и ш .  Х аракат микдори теорем асини  бевоси та  татби к  этиб, (143. 3) 
тенгла мадан м асаланннг ж авобини олам из:


