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СУЗ БО Ш И
У зб ек и ст а н  Республикасининг мустаж^ллиги 

унинг нафак,ат сиёсий, ик,тисодий мустакдллигини 
кузда тутибгина к,олмай, балки унинг маънавий 
мустакддлигини, шу жумладан, Республика ук,ув 
системаси, айник,са, Олий ва Урта махсус таълим 
тизимининг узига хос илгор йулини танлашни талаб 
этади. Бу эса Республикамизнинг ривожланиш 
даражасига мос янги дарсликларнинг яратилишини 
так,оза килади.

Хрзирги замон фани ва техникасининг тез 
суръатлар билан ривожланиши, айник,са, Респуб- 
ликамиз саноатининг аввал мавжуд булмаган янги 
турлари, жумладан, нефтсаноати, автомобилсозлик, 
авиациясозлик, тракторсозлик, моторсозлик ва 
бошк,а к;атор шнлаб чик,ариш жараёнларини 
истикдолимиз йулидаги к,айта янгидан механиза- 
циялаштирилиши, автоматлаштирилиши х,амда тез 
суръатлар билан турли хил янги иншоотларнинг 
барпо этилиши умуммух,андислик фанларининг 
асоси булган назарий механиканинг Респуб- 
ликамиздаги ах,амиятини янада оширади. Зеро 
назарий механика фани булажак мутах;ассиснинг 
илмий, амалий фаолиятида учрайдиган турли хил 
техникавий маса\аларни ва техникавий янгилик- 
ларни еча олиши билан боглик, мухандислик 
к,обилияти даражасини оширади.
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ТТТу билан бирга, узбек тилида тулик, 
намунавий дастур асосида бакалаврлар учун 
ёзилган назарий механика дарсликларининг 
камлиги х,амда ишлаб чик,аришдан ажралмаган 
х;олда ук^ётган талабаларнинг бу фанни пухта 
узлаштиришларини таъминлаш масаласи мавжуд 
дарсликларга нисбатан ихчам ва дастурга мос 
дарслик яратиш э^тиёжини тугдирди. Шуларни 
эътиборга олиб муаллифлар бир неча йиллар 
давомида турли олий техника ук,ув юртларида ука
тан маърузаларини умумлаштириб, янги намунавий 
дастурга асосланган х;олда, бакалаврлар учун 
назарий механикадан ушбу дарсликни ёздилар.

Дарсликнинг кулёзмасини ук,иб чшщб, унинг 
сифатини ошириш борасида берган маслахатлари 
учун профессорлар Т.Мавлянов, Г.Хожиметов ва 
Р.Каримовларга муаллифлар ташаккур билдира- 
дилар.
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XII боб

ДИНАМ ИКЛГЛ КИРИШ

48-§.Динамиканинг асосий тушунчалари ва 
масаласи.

Динамика назарий механиканинг асосий 
булими булиб унда жисмларнинг механик харакат 
к,онунлари шу харакатни вужудга келтирувчи кучга 
боглаб текширилади.

Механиканинг асосий, бирламчи тушунчаси 
булган кучни статикада узгармас ва жисмнинг 
бирор нук,тасига куйилган деб к,араган эдик. 
Динамикада эса куч моддий жисмлар даракатини 
узгартирувчи таъеири билан аникданади. Чунончи, 
жисмга таъсир этувчи куч вак,тга, жисм холатига, 
тезлигига боглик, булиши мумкин. Бундай 
узгарувчан кучлар учун х,ам статикада урганилган 
узгармас кучларни к,ушиш ва содда долга келтириш 
каби к;оидалар уринли булади.

Жисмларнинг моддий микдор харак- 
теристикаси - унинг массаси ёки, туташ муздитлар 
Холида, зичлиги, яъни массалар так;симланшии 
статика ва ишематикада ах;амиятсиз ва шунинт 
учун у катнашмаган эди, лекин у динамикада асосий 
тушунчалардан бири хисобланади.

Ж исм даракати фак,ат унга к,уйил1ан 
кучгагина боглик, булмай, унинг инертлигига х,ам 
боглик,- Жисмнинг инертлиги деб эса унга к,уйилган 
кучлар таъсирида уз тезлигини ёки тинч долатини 
тез ёки секин узгартираолиш хусусиятига айтилади. 
Бир к^^чнинг бирин-кетин икки жисмга таъсирида 
биринчисининг тезлиги иккинчисиникига нисбатан 
секин узгарса, биринчи жисм купрок, инертликка 
эга деиилади ва аксинча. Жисмнинг инертлигини 
микдор жих,атдан ифодаловчи физикавий катталик 
жисмнинг массаси дейилади. Биз урганаётган 
механика классик механика дейилиб, бунда
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жисмнинг тезлиги ёруглик тезлигидан анча кичик, 
унинг массаси узгармас, скаляр ва мусбат катталик 
деб к,аралади.

Биз динамикада жисмларнинг даракатини 
урганишни дастлаб, уларнинг улчамлари ва 
маесаларининг так,симланишини эътиборга олмаган 
х,олда моддий нук,та деб хдеоблашдан бохилаймиз. 
Х,аракатини урганишда улчамлари ахамиятга эга 
булмаган, лекин массага эга моддий жиемга моддий 
нуцта дейилади. Моддий нук,та асл маънода, бирор 
жиемни англатгани учун у шу жисмнинг массасига 
тенг массага ва шу сабабли, жисм каби 
таъсирлашаолиш хусусиятга эга булади. Модддй 
нук,та тушунчасига биноан механик система ёки 
жисм массаси уни ташкил этган моддий нук,талар 
массаларининг йигиндиси билан аникданади. 
Умумий х;олда, жисмнинг даракати фак,ат ушбу мод
дий нук,талар йштшдисигагина эмас, уларнинг жисм 
буйлаб так,симланиши (жисм шакли)га х,ам боглик,.

Динамикада х,ам, худди статика ва 
кинематика булимларидагидек моддий нук,та, к;аттик, 
жисм, механик система каби объектлар мувозанати 
ва х,аракати мавзусида суз юритилади. Лекин бу уч 
булимларнинг масалалари турлича. Жумладан 
статика булимида жимсларнинг (ёки механик 
системанинг) узаро механик таъсирлашувлари 
уларнинг мувозечнат долатларида текширилади. 
Жисмлар (ёки механик системалар) нинг фазо ва 
вак,тда содир буладиган механик харакатларини 
у])ганиш билан биз назарий механиканинг 
кинематика булимида шугилланган эдик. Бунда 
жисм харакати унга таъсир этаётган ва шу 
х;аракатни тугдирсчётган кучларга богламасдан фак,ат 
геометрик нук,таи назардан урганган эдик.

Динамика насаласи. Динамика масаласи 
жиемга таъсир этувчи кучлар билан унинг 
х,аракатининг кинематик характеристикалари 
у]этасидаги богланиш к,онунларини аникдаш ва бу
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к ,онунларни  х,аракатнинг хусусий х;олларига тадбик,
этишдан иборат.

Д и н а м и к а  масаласини динамиканинг
асосчиси Ньютон жуда яхши таърифлаган. У 
айтганки, динамика "х;аракатнинг юз беришига кура 
табиат кучларини билши, сунгра бу кучлар билан 
та б и а тн и н г  боища хрдисаларини тушунтириши" 
зарур.

49-§. Динамиканинг асосий цонунлари. Инерциал 
санок; системаси.

Динамиканинг асосида тажриба ва 
кузатшиларда аникданган ва Г алилей-Ньютон 
Конунлари деб аталувчи куйидаги к;онунлар ётади. 
Бу к°нунларга асосланиб мантикий йул билан 
математика усулларини куллаш натижасида 
динамиканинг турли теоремалари ва тенгламалари 
келтирилиб чикарилади. Динамиканинг ушбу 
к,онунлари биринчи бор Галилей ва Ньютон 
томонидан XVII асрда таърифланган. Бу 
к,онунларнинг тугрилиги инсоннинг амалий 
фаолиятида, техниканинг ривожланишида х;амон 
кузатилиб келмокда.

1-крнун (инерция конуни). Тадщи таъсирдал 
х,оли булган моддий нукта узининг тинч ёки тутри 
чизикди текис ^аракатини боища жисмлар таъсир 
этмагунча сакдайди.

Биринчи к,онун мумкин булган механик 
х;нракатларнинг энг соддаси -  жисмнинг ёки 
нуктанинг боища жисмлардан тула ажралган 
шароитдаги хдракатини ифодалайди. К,онунга 
мувофик; нуктанинг уз х,олатини сакдаш хусусиятига 
унинг инертлит  дейилади. Моддий нук;танинг 
бундай х,олати инерцион хрлат , х,аракати инерцион 
х,чракат дейилади. Биринчи к;онуннинг узини эса 
инерция цонуни деб аталади. Нуктанинг тинч хрлати 
унинг инерцион даракат х,олатининг хусусий х;оли 
булади. Галилей - Ньютоннинг бу конунига мувофик
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х,амма жисмлар узининг инерцион даракат 
хрлатини узгаришга к,аршилик курсатиш
Кобилиятига эга.

2-крнун (динамиканинг асосий к,онуни). 
Эркин моддий нук,танинг тезланиши унга к,уйилган 
кучга пропорционал ва куч билан бир хил йуналган 
булади (119-раем).

Агар нук,тага куйилган кучни F, нук;та 
тезланиншни а деб белгиласак, иккинчи к,онун 
Куйидагича ифодаланади:

т а  =  F. (12.1)
Бу ерда ш нук,танинг массаси. Иккинчи к,онун нук,та 
Д1шамикасининг асосий крнуни, ушбу к,онунни 
ифодаловчи (12.1) тенглама динамиканинг асосий 
тенгламаси дейилади.

119-расм 120-расм
(12.1) дан курами зки, куч ва нук,та тезланиши бир 
чизик, буйлаб йуналган ва шунинг учун уларнинг 
модуллари орасида к,уйидаги тенглик уринли булади

ma =  F.
Бундан нук,та тезланиши

Fа = — 
m

га тент, яъни к,уйилган куч таъсирида моддий 
нук,танинг олган тезланиши шу куч микдорига тугри 
мутаносиб, нук,та массасига тескари мутаносиб 
булади.

Нук;та массаси унга к,уйилган маълум куч 
таъсирида олган тезланишга кура аникданади.
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. Ч ун он чи , дар дандай жисм бушликда Р огирлик 
к учи  таъсирида Ерга узгармас g тезланиш билан 
туш и ш и  тажрибалардан яхши маълум. Огирлик 
к учи н и н г моддий нудтага берадиган бу тезланиши 
унинг эркин myuiuui тезланиши дейилади, ва 
g = 9,81м/с2. (12.1) га кура масса дуйидагича 
анидланади:

m = — (12.2)
g

Классик механикада даракатдаги жисм 
массаси шу жисмнинг тинч долатдаги массасига 
тент деб даралади.

Ер сиртидаги дар дандай жиемга 
Ньютоннинг, бизга яхши таниш, бутун Олам 
тортишиш донунига кура

с тМ  /ю ^F = 7 ^ r , (12.3)

куч таъсир дилади. Бу ерда т -  Ер сиртидаги 
жисмнинг массаси булиб уни гравитацион масса 
дейилади, М, R - Ернинг массаси ва радиуси. 
Гравитацион (12.3) ва инерцион (12.2) массалар 
материя хусусиятларининг турли томонларини акс 
эттирса дам улар узаро тент деб дисобланади.

Ньютоннинг иккинчи донуни биринчи- 
инерция донунини дам уз ичига олади. Х,адидатан 
дам, агар F = 0 булса (12.1) дан v =  const келиб 
гп1дади. Демак, нудтага куч таъсир этмаса у тугри 
чизидли текис даракатдаги инерцион долатда 
булади.

Динамиканинг асосий тенгламасидаги нудта 
тезланиши унинг абсолют тезланиши деб 
тзтнунилади.

Бу иккинчи донунга биноан жисм 
массасининг аддитивлик хусусиятини исботлаш
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мумкин. Бинобарин, икки хил тц ва т 2 массали 
икки моддий нук,та, мос равшида, уларга к;уйилган 
Fi ва F2 кучлар таъсирида бир хил а тезланиш билан 
х,аракатланаёган булсин, яъни

ш,а = F ,( шга = F 2.

Ушбу харакатни бузмаган хрлда бу икки моддий 
нуктани бирлапггирамиз. Юк,оридаги иккала 
тенгламани чал ва унт кдсмларини х;адма-х,ад 
к;ушсак

(mi + m 2 )а = F , + F 2

келиб чикдди. Буни динамаканинг асосий 
тенгламаси билан солиштириб, массалар аддитивлик 
к,онунига келамиз:

m =  mi + m2 .
3-цонуни (таъсир ва акс таъсирнинг тенглик 

к,онуни).
Жисмларнинг узаро механик таъсирлашувида х,ар 
бир таъсир узига тент ва бир чизик; буйлаб карама- 
к,арши уйналган акс таъсирни вужудга келтиради

Масалан, А моддий нук;та В моддий нук;тага FA 
куч билан таъсир этса, В ну^та х;ам А нук,тага, FA 
куч ётган АВ чизик, буйлаб тескари йуналган 
микдори Fa га тенг FB куч билан таъсир килади. 
Динамиканинг асосий к°нунига мувофик А ва В 
нукталар учун FB=  mA аА, F^ =  mB ав формулаларни 
ёзиш мумкин. Учинчи конунга кура FB = FA, яъни 
т Аа^ =  т нав . Бундан

келиб чик,ади, яъни икки моддий А ва В 
нук,таларнинг бир-бирига таъсири натижасида олган
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тезланишлари массаларига тескари пропорционал. 
Ушбу нук,таларнинг тезланиш векторлари эса АВ 
чпзик, буйлаб к;арама - к,арши томонга йуналган.
(12.4) га кура иккита ихтиёрий А ва В жисмларнинг 
бир-бири билан узаро механик таъсирлашуви 
натижасида олган тезланишларининг нисбати 
х;ардоим айни шу А ва В лар учун узгармас булиб 
фак,ат А ва В ларнинг табиатига боглик,.

Шундай к,илиб, моддий нук,та (жисм) га 
таъсир этувчи куч манбаи бирор боища жисмда 
булади. Аммо бу таъсир хеч кдчон бир томонлама 
булмайди. Иккинчи жисмга биринчи жисм х,ам акс 
таъсир курсатади Таъсир-акс таъсир узаро микдор 
буйича тент, йуналиш жщ атдан к;арама - к,ариш. 
Классик механиканинг биз юк,орида танишган 
ушнчи к,онуни моддий жисмларнинг бундай узаро 
таъсирлашувини ифодалайди.

Динамиканинг биринчи ва иккинчи 
Конунлари биргина моддий нук,та учун ёзилган, 
ушнчи конун эса икки ва ундан ортик, нук,талар, 
яъни моддий нукталар системаси учун уринли.

4-к;онун (кучлар таъсирининг узаро 
богликмаслик к;онуни). Бир неча кучлар таъсирида 
моддий нук,танинг олган тезланиши х,ар бир кучнинг 
алохдда-алохдда таъсирида нук,та оладиган 
тезланишларининг геометрик йигиндисига тенг.

Моддий нуктага F)rF2.......Fn кучлар таъсир
этаётган булсин. У х,олда уларнинг тенг таъсир 
этувчиси

F = i F t
k=l

га тенг. Бу кучларнинг х,ар бирининг таъсиридан 
нук,танинг олган тезланишлари учун иккинчи 
к,онунга кура

11



F, =  т а ,

F2=  ma2 (12.5)

Fn= ma„

тенгламаларни ёзиш мумкин. (12.5) тенгламаларнинг 
унг ва чап томонларини кушиб

п п
X Fk =m I X
k=l k=l

хосил кдламиз. 4- к,онунга кура

П
а = 1 Х

к=1
Демак,

п

ma = £ F k
k=l

Х°сил булади. (12.6) тенглама кучлар системаси 
таъсиридаги моддий нук,та учун динамиканинг 
асосий к,онунини ифодалайди.

Ушбу к,онунга мувофик, хдр бир куч моддий 
нук;тага, * бошк,а кучларнинг таъсирига к;арамай, 
алохдда тезланиш беради, шу сабабли бу к,онун 
кучлар таъсирининг узаро боглшдмаслик к,онуни 
дейилади.

Туртинчи к,онунни кучларни куттгшгг 
аксиомаси- кучларнинг параллелограмм к,оидасидан 
келтириб чик,ариш мумкин, шунинг учун туртинчи 
к;онунни баъзан мустакдл к,онун эмас х;ам дейилади.

Интерциал санок, системаси. Динамиканинг 
асосий тушунчаларидан яна бири - инерциал санок,

( 12.6 )

12



системасига энди батафсил тухталамиз. Моддий 
нудтанинг, умуман дар дандай жисмнинг механик 
даракати одатда уч улчовли Евклид фазода бирор 
к,узгалмас жисм билан бириктирилган санок, 
системасига нис батан кузатилади. Бунда икки 
нудталар орасидаги масофанинг узгармаслиги, 
учбурчак ички бурчакларининг йигиндисини 180° га 
тенглиги, биржинслик, изотроплик, яъни дамма 
йуналишда физик ва геометрик хоссаларнинг бир 
хиллиги, жумладан, (12.1) даги массанинг даракат 
йуналишига боглик, эмаслиги каби фазовий 
хусусиятлар фазода даракатланаётган моддий 
жисмга боглик, эмас деб дисобланади.

Табиат конунларининг математик ифодасини 
хар дандай санок, системасида ёзиш мумкин. Лекин 
инерциал санок системаларидагина табиат 
донунлари ягона ва содда куринишда математик 
ифодаланади. Инерциал санок, система деб Евклид 
фазода тезланишсиз даракатланаётган жисм билан 
бириктирилган санок, системага айтилади.

Куч дуйилмаган дар дандай моддий нудта 
инерциал санок, системага нисбатан фак,ат тинч 
долатда ёки тугри чизикди текис даракатда булади. 
Ньютоннинг биринчи к,онуни таърифининг мазмуни 
инерциал санок, системасининг дакдк,атдан дам 
мавжуд булишини тасдик^айди. Умуман, Ньютон 
к,онунлари фак,ат инерциал санок, системаларидаги 
кузатишлар учун тугри.

Ньютон узининг к,онунларини ёзганда уч 
улчовли, Евклид, к,узгалмас, абсолют фазо ва 
абсолют в ак,т, яъни дар дандай кузатувчига 
нисбатан, у даерда жойлашган булшиига 
дарамасдан, бирдай утувчи вадтнинг мавжудлигини 
тахмин дилган.

Агар бирор S система инерциал санод 
системаси булсс1 унга нисбатан тезланишсиз 
даракатланаётган бошда дар дандай S'система дам 
инерциал санод системаси дейилади. Моддий 
нудтанинг бу S Bci S’ системаларга нисбатан радиус

13



векторларини г ва г1 билан белгиласак, улар узаро 
куйидаги муносабат билан богланган

г = г'0+  г'.

Бу ерда г'0 =  (v'0)„t +  (г0')0 —S' система координата 
боши О 1 нинг S системага нисбатан радиус 
вектори, (v'oJo, (г'о)о— t =  0 да О' нук,танинг тезлиги 
ва радиус вектори. Юкрридаги муносабатни вак,т 
буйича биринчи ва иккинчи тартибли 
дифференциаллаб

v = (v’o)o +  v' ва а =  а ’

ни хосил киламиз. Демак, бу икки инерциал 
системаларга нисбатан нук,танинг тезланиши узаро 
тенг.

Кузатишларга асосланиб, Галилей
нисбийликнинг куйидаги классик принципини 
таърифлаган: х,ар кандай инерциал санок 
системаларда механика конунлари бир хилда 
булади. Масалан, иккинчи к,онуннинг S системадаги 
ифодаси

т а  = F
S1 системадаги

т а '  =  F

ифодасига эквивсьлент. Классик механикада нук,та 
массаси узгармас ( т  =  т ')  ва юкорида 
курганимиздек а = а ’ эканлигини эътиборга олсак

F =  F
х;с5сил киламиз, яъни нук,тага таъсир килаётган 
кучлар х;ам бир инерциал системадан иккинчи 
инерциал системага кучишда узгармас экан. 
Шундай килиб, бир инерциал санок системани 
иккинчи инерциа\ санок, система билан алмашишда 
Ньютон тенгламас:ида катнашган х,амма катталиклар
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узгармайди. Бошк,ача айтганда, Галилей алмашти- 
ришларига нисбатан Ныотон тенгламалари
инвариант.

Инерциал санок, системасига мисол 
тарик ,асида Коперникнинг гелиомарказли санок, 
системасини келтирамиз. К,уёш системаси 
доирасидаги жисмлар х;аракатини текширишда 
координаталар боши Куёшда олинган ва узаро 
перпендикуляр равишда х,ардоим чексиз узокдаги 
к,узгалмас юлдуз.\арга йуналтирилган координата 
укдарининг гелиомарказли системаси, етарлича 
аник^икда, инергрхал санок, системаси булаолади. 
Чунки К,уёш системаси массалар маркази 
галактикада тахмх-шан 3 105 м /с  =106 км/соат тезлик, 
3 10'13 м /с2 =4 10'9 км/соат2 тезланиш билан 
х;аракатланади. Ж исм х,аракатининг кичик 
тезликлар механикаси учун Ер билан богланган 
системани х,ам инерциал деб хцсоблаш мумкин 
(Ернинг К,уёш ат])офидаги х,аракат тезланиши эса 
тахминан 3,4 см /с2 ).
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ХШ боб

МОДДИЙ HYKJA ДИНАМИКАСИ

50-§. Моддий нук,та х;аракатининг дифференциал 
тенгламалари.

Динамиканинг фундаментал к,онуни (12.1) 
дан фойдаланиб эркин ва богланишдаги моддий 
нук,талар х;аракатининг дифференциал тенгла- 
маларини келтириб чик,ариш мумкин. Бу 
тенгламаларнинг куриниши нук,та х,аракатининг 
к,андай усулларда берилишига боглик, булади. ш 
массали бирор М эркин моддий нук,танинг F 
(ёки F = ^ F *  ) куч таъсиридаги хдракатини
текширамиз. Декарт координата укдарининг Oxyz 
к;узгалмас санок, системасига нисбатан нук,танинг 
а тезланишини унинг радиус вектори . г орк,али 
к,уйидагича аникдаб

d2r
а -~ Т Т ' dt

(12.1) га кура, эркин моддий нук,та щракати учун 
дифференциал тенгламанинг ушбу векторли 
ифодасини ёзамиз

m r = F  (13.1)
Асосий тенгламанинг (13.1) векторли куринишидан 
Декарт координата укдарига проекцияларидаги 
аналитик куриншпига утиш учун унинг х;ар икки 
томонини Декарт координата укдарига проек- 
циялаб, эркин моддий нук,танинг Декарт 
координаталаридаги даракат дифференциал тенг- 
ламаларини х,осил к^иламиз. Умумий х;олда, 
Декарт координаталар системасида (13.1) тенглама

ш а х =  Fx , ш а у =  Fy , т а , .  =  F2
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булади. Бу ерда Fx, Fyl Fz кучнинг координата 
укдардаги проекциялари, а, =  х , ау =  у , а, =  z 
т е з л а н и ш н и н г  проекциялари. У  х,олда эркин моддий 
нук,танинг Декарт координаталардаги х,аракат 
дифференциал тенгамалари ушбу куринишни 
олади:

mx=Fx, my=Fy, mz=Fz . (13.2)

(13.2) тенгламалар нук,та координаталарига 
нисбатан иккинчи тартибли дифференциал 
тенгламалар системасини ташкил килади.

Хусусий доллар. Агар эркин моддий 
нук,та х,аракати теки ели кда содир булса, ма- 
салан, Оху координаталар текислигида, унинг х,а- 
ракат дифференциал тенгламаси учун куйидагини 
х,осил киламиз:

m х =FX, m y =Fy (13.3)
Шунингдек, моддий нук,танинг тугри чизикди 
х,аракатида, масалан, Ох укд буйлаб, нуктанинг 
тугри чизикди х,аракатининг битта дифференциал 
тенгламасига келамиз:

mx=Fx. (13.4)

Моддий нук,танинг х,аракат дифференциал 
тенгламаларини табиий координата укдарида х;ам 
ифодалаш мумкин. Бунинг учун нук,та 
траекториясида координата боши нук,тада 
жойлашган ва у билан биргаликда х,аракатланувчи 
(к,узгалувгш) табиий координаталар системасини 
утказамиз (120-расм). (12.1) нинг х;ар икки 
томонини бу системанинг уринма, нормаль 
бинормаллардан ташкил топтан координата 
укдарига проекциялаймиз:

шат =Fr, man = Fn, mab = Fb; 
бу ерда aT ,a n,ab,Fr ,Fn,Fb - мос равишда, тезланиш



ва кучнинг уринма, бош нормаль ва бинормал 
укдардаги проекциялари

= ~~ = d2 s / dt2; r dt
v2

a" =7 ;
аь = °;

(р-траекториянинг эгрилик радиуси) эканлигини 
эътиборга олсак, куйидагини ёзаоламиз:

dv v 2

mF F' ;m7 =F";0=Fb (13,5)
(13.5) тенглама эркин моддий нуцтанинг табиий 

ихюрдината ук^ардаги х,аракат дифферинциал 
тенгламаларини ифодалайди. Бу купинча эркин 
нук,та х,аракати дифференциал тенгламаларининг 
Эйлер формуласи дейилади. (13.5) даги Fb =  0 
эканлиги моддий нук,тага таъсир этувчи куч эгрилик 
текислигида ётишини курсатади. (13.5) тенгламанинг 
иккинчисини тубандагича алмаштириш мумкин:

ds v2 v ds 1 d<p 
0  =  —  ■ ------ — V — — V ----------------------— V — -dф1 р р dt ds /  d<p dt 

бу ерда d ф /d t - х,аракатдаги нук,та траекториясига 
утказилган уринманинг айланиш бурчак тезлиги, 
d ф -нук,танинг траекториясидаги бир-бирига жуда 
як,ин икки хрлатларидан утказилган уринмалар
о]засидаги (к,ушнилик) бурчаги. У х,олда, (13.5) 
дифференциал тенгламаларни куйидагича ёзиш 
мумкин:

m —  = FT; mv —  = Fn ; 0 = F> . (13.6)dt T dt n b
Нук,та х,аракат дифференциал

тенгламасининг бу ифодаси снаряд ва ракета 
учишининг баъзи х,олларини текширишда, айник,са
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нукта т р а ек т о р и я си  текисликда булганида к,улай. 
У  холла, Ф траекторияга утказилган уринма билан 
тр а ек т о р и я  текислигида ётувчи ихгиерии ук
орасидаги бурчак булади.

Шундай килиб, биз эркин модлдй нукта 
харакати дифференциал тенгламаларининг учта 
ифодасини карадик: векторли, координата ва
табиий. , ,

Моддий нукта х;аракат дифференциал
т ен гл ам ал ар и н и  ихтиёрий боища координаталар
системасида х,ам ифодалаш мумкин. Буниш учун
т езл а н и ш н и н г  бу координата укдаридаги
ифодасини билиш зарур. Бинобарин, модлдй
нукта х,аракат дифференциал тенгламаларининг
кутб координаталар системасидаги ифодаларшш
топамиз. Бунинг учун (12.1) асосий тенгламанинг
кутб радиусдаги ва унта тик йуналган укдаги
проекциясини оламиз:

mar =  Fr , шаф = .
I- • 2 1 d 2 vБуерда аг = г-гф^; а,, = --^-(г ф) .
Шунинг учун:

m d
m(r-rcp2) = Fr Y d t ( r2(p) = F̂ - (137)

Богланишлардан бушатиш х,акидаги аксиома ва 
богланиш реакция кучларига мувофик, моддий 
нуктага куйилган барча кучлар каторига реакция 
кучларини х,ам к,ушиб, эркин нукта каби 
богланишдаги моддий нуктанинг турли координата 
системасидаги х,аракат дифференциал
тенгламасини тузиш мумкин. Моддий нук;танинг 
х,аракатида боглгишш реакция кучлари, умумий 
хрлда, нуктага к,уйилган богланишларга ва таъсир 
этувчи кучларга боглик; булибгина к,олмай, балки 
унинг х;аракатининг характерига хам боглик,- 
Мае алан, нуктанинг х,аводаги ёки бирор каршилик 
курсатадиган муздит ичидаги х,аракати тезлигига 
боглик, булади. Бу ерда богланиш реакция
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кучларининг мущ м томони шундаки, улар 
масалаларда аввалдан берилмайди, балки динамика 
масалаларини ечиш натижасида моддий нук,танинг 
х,аракати каби, берилган богланишларга кура 
аникданади. Динамикада богланишларни статикадан 
фаркди равищда динамик богланишлар ёки 
динамик богланиш реакциялари деб аташади.

Эркинмас нук,та дифференциал тенгламала- 
ри х,акдда юкррида айтилган умумий мулах,озалар- 
ни аник, мисолларда курайлик.
Нуцтанинг силлщ  сиртдаги х,аракат дифференциал 

тенгламалари.
Моддий М нук;та к;узгалмас силлик, сирт 

устида F куч таъсирида даракатланаётган булсин. 
Ушбу П сирт моддий М нук,та учун богланиш 
вазифасини утайди (121-раем).

121-раем.

Унинг М нук,тага таъсири, яъни реакция 
кучи N шу М нук;тада сиртга утказилган нормаль 
буйлаб йуналган. Энди, агар, биз нук,тани 
богланшцдан озод кдлиб, богланишни реакцияси 
билан алмаштирсак, М нук,та F ва N кучлар 
к,уйилган эркин нук,та х;олатига утади. У учун 
Ньютоннинг иккинчи к,онунини ёзамиз: 

т а  =  F +  N.
Ушбу тенглама силлик, сиртдан иборат
богланишдаги нуцтанинг х;акаркат дифференциал 
тенгламасининг векторли ифодаласи дейилади. Бу
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gp ,ггя/>гл ФОИГЛпМ(

п
Т6Ш'Л<ШЧ^ихи^“
к^1ламиз:

грохтгламани Декарт координата уждарига

ш х =  Fx +  Nx, 
m y =  Fy+  Ny, 
m z =  Fz+  Nz.

Бу ерда Nx, Ny, Nz - реакция кучининг координата
уклардаги проекциялари.

Агар момий М ну^та силлиц булмаган 
сиртда х,аракатланса, х,аракат дифференциал 
тенгламасининг унт томонига, нормаль реакция 
кучидан танщари, сиртга уринма йуналган' ва 
Кулон к,онунига кура аникданувчи ишк,аланиш 
кучини х;ам к,ушиш керак.

Агар моддий М нук,та F куч таъсирида 
к;узгг_\мас силлик, эгри чизик, буйича х,аракатланса 
(масалан, найча ичидаги шарчанинг х,аракати), бу 
чизикдинг нормаль реакция кучини N билан 
белгиласак, нук,танинг табиий координата 
укдардаги х,аракат дифференциал тенгламаларини 
куйидагича ёзамиз:

Агар ушбу эгри чизик, бир текисликда ётса бу 
текислик траекториянинг ёпишма текислиги 
булади ва дифференциал тенгламалар

m —  = Fn + N

0 = Fb + N b.

m—  = F +N , 
P

еки
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m— = F + N, 
P

куринишни олади. Охирги тенгламаларнинг 
биринчисида богланиш реакция кучи 
к,атнашмаганлиги сабабли бу тенглама нук,танинг 
берилган эгри чизик, буйлаб х,аракат к,онунини 
аникдашга имкон беради. Иккинчисидан эса 
богланиш кучи N гопилади.

51-$. Моддий нук,та динамикасининг икки асосий 
масаласи.

Моддий нук,тага таъсир этувчи куч билан 
унинг тезланиши орасидаги муносабат 
динамиканинг асосий тенгламаси (12.1) орк,али 
ифодаланади. Моддий нуктанинг у ёки бу 
координаталар системасидаги айни шу муносабатга 
асосланган хдракат дифференциал тенгламаларидан 
фойдаланиб, нукта динамикасининг икки асосий 
масаласини ечиш мумкин.

Биринчи масала. Нук,танинг массаси ва 
х,аракат к,онунига кура, нук,тага таъсир этув^ш 
кучни берилган вак;т учун топиш. Ушбу масалани 
е1шшда, яъни нуктага таъсир этувчи кучни топищда, 
унинг х;аракат к,онунини к,андай усулда берилишига 
к,араб, х;аракат дифференциал тенгламаларининг 
векторли, Декарт координата укларидаги ёки 
табиий укдардаги ва х,оказо ифодаларнинг биридан 
фойдаланилади. Х,ар к,айси усулда х;ам, масалани 
е'шш, нук,танинт х,аракат конунидан унинг 
тезланишини Toramira келтирилади. Бинобарин, ш 
массали моддий нуктанинг х,аракат тенгламалари 
Декарт координаталарда берилган булсин: 

х = f, (t), У = f2 (t), z =  f3 (t).
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Кучнинг координата ут^аридаги проекциялари 
нут?таз^аракат дифференциал тенгламалари (13.2) 
дан аникланади, яъни
F = шх = mf 1 (t); Fy = my = mf,(t); Fz -  m z-m f3(t). (13.8) 

У х,олда кушинг модули 

F = ^F ; + F; + l f  = m /f,2 (t) + f22 (t) + f32 (t) (13.9)

йуналиши эса йуналтирувчи косинусларга кура 

cos(F*x) = ^ - :  co s(F * y )= ^ -; cos( F , z) = ^ - ,  (3.10)

формулалардан аникданади.
26-Масала. Массаси ш га тент М моддий 

нук,та биргина куч таъсирида ушбу тенгламага 
мувофик, харакатлансин:

х = a cos(fflt); у  =  b sin(fut); z =  0 (а)
Н)т<,тага таъсир этувчи куч аниклансин.

Ечиш. М модадй нук,та (а) тенгламадан вак,т t 
ни йукатиб топиладиган траектория буйлаб Оху 
текисликда х,аракатда булади:

^ - + 4  = 1а2 tr
Демак, М нук,та эллипс буйлаб х,аракатланади (122- 
расм). F кучнинг проекциялари (13.8) формуладан 
аникданади:

122-расм
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Fx = mx = -m o rx ,
Fv = my = -mco2y,
F7 = mz = 0.

(13.9) ва (13.10) формулаларга куфа F кучнинг (13.10) 
модулини ва йуналишини аникдаймиз:

F = шо)2^х2 + у 2 = Ш(о2г, oos(F,x) = - y ,  cos(F,y) = -  —.

Бу ерда г=О М  - нуктанинг радиус вектори. 
Булардан курамизки, кучнинг модули нук,танинг 
радиус векторига пропорционал булиб, унта 
к,арама-к,арши йуналган булади, яъни нук,та

F =  -mco: г
куч таъсирида х,аракатланади. Жумладан, 
н\анеталар К,уёш атрофида эллипс буйлаб 
х;аракатланади, аммо К,уёш эллипс марказида 
булмай, балки унинг бирор фокусида жойлашади 
( Кеплернинг би]зинчи к,онуни ) ва тортишиш 
кучи планетанинг узокдигига пропорционал 
булмай, унинг квадратига тескари пропорционал 
(Ньютоннинг бутун олам тортишиш к;онуни) 
булишини аникдаймиз. Бунда планетанинг х,аракат 
тенгламаси (а) га Караганда бирмунча мураккабдир.

Нук,та динстмикасининг биринчи массасидан 
курамизки, нукта массаси ва х,аракат к;онуни 
берилганда унга таъсир этувчи кучнинг сон 
кдшмати ва йуналиши х;аракат конунларини 
дифференциалаш билан аникданади.

Иккинчи масала. Нук,та массаси ва унга 
таъсир этувчи куч берилганда, нуктанинг х,аракат 
к;онунини аникдаш динамиканинг иккинчи асосий 
массаласи дейлади. Бу массаланинг ечилишини х,ам 
Декарт координаталар системасида караймиз. 
Нук,тага таъсир этувчи куч, умумий х;олда,
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бирданига бирк,анча факторларга боглик, булиши 
мумкин. F=F(t,r,v|. У х;олда, (13.2) куйидаги 
куринишни олади:

х =  — Fx(t,x,y,z,x,y,z) 
m

у = — F (t,x,y,z,x,y,z) (13.11)
m y

z = — Fz(t,x,y,z,x,y,z) 
m

Нук,танинг Декарт координаталардаги x,apa- 
кат тенгламаларини аникдаш учун х, у, z ларга 
нисбатан учта иккинчи тартибли дифференциал 
тенгламалар системаси (13.11) ни биргаликда 
интеграллаш зарур. Математиканинг бирор методи 
билан (13.11 )ни ечиб дифференциал тенгламалар 
системасининг биринчи интегралига эришайлик:

x = 9 1(t,x ,y ,z,C 1,C 2,C 3)

У — Ф: У> z, Cj ,С2, С3)
z = Ф3 (t,x,y, z ,C ,,C 2,C 3)

ёки
фк (t,x,y,z, x.y,z.C„C2,C3)=0; к=1,2,3. (13.12) 

Бу ерда С, , С2 , С3 дифференциал тенгламалар 
системасини бир марта интеграллаш натижасида 
пайдо булган ихтиёрий увгармаслар.

(13.12) тенгламаларни хам интеграллаш 
имконига эга булсак, у х,олда, координаталарнинг 
х,осилаларидан бутунлай к,утиламиз. Бу 
интеграллаш натижасида яна учта ихтиёрий 
узгармаслар: С4, С5 ва С6 пайдо булади. Яна 
илгаригидек, бу ихтиёрий узгармаслар, уч 
муносабатга киради. Натижада, юк,оридаги (13.11)
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дифференциал тенгламаларнинг интеграллари, 
умумий х;олда, куйидагича ёзилади:

fk(t,x,y,z, С, ,С2 ,С3 ,С4 ,С5 ,С6)=0, к =  1,2,3. (13.13)

Бу муносабатларга координаталарнинг х,осилалари 
кирмайди; фак,ат координаталар билан вак,т узаР° 
богланган.

Топилган (13.13) х,аракат тенгламаларни 
динамиканинг асосий масаласининг аник, бир 
хусусий ечими деб булмайди, чунки тенгламада 
олтита ихтиёрий узгармас сон бор. Шундай кдлиб, 
масаланинг ечими бир эмас, бир неча куринишда 
топилган, яъни нук;та берилган куч таъсирида бирор 
аник, йуналишда х,аракатланмайди, унинг х;аракати 
ихтиёрий узгармасларнинг х,ар хил кдйматларига 
мос келувчи х,аракатлар тупламидан иборат булади. 
Муайян ^аракатнинг к;андай содир булиши 
бошлангич шартларга боглик, булади. Масалан. 
огирлик кучи таъсирида х,аракатланаётган нук,- 
тсшинг траекторияси бошлангич тезликнинг йунали- 
шига к,араб, тугри ёки эгри тазикди булиши 
мумкин. Модддй нуктанинг бошлангич пайтдаги 
х,олати; урни ва тезлигини ифодаловчи шартлар 
бошлангич шартлар дейилади.

Масалан, бошлангич шартлар куйидагича 
булсин: t =  0 да

х = х 0, у = у 0, z = z0;
(10. 1 zx j

Х = х 0, у  = у 0- Z = z 0.

Бу шартни (13.12) ва (13.13) тенгламаларга куйиб, 
С,,С2, С3 ,С4 ,С5 ,С6 ихтиёрий узгармасларни 
аникдаш учун олтита тенгламага келамиз. Бу тенг
ламаларни ечиб, олтита ихтиёрий узгармасларни 
топамиз, натижада, моддий нуктанинг коорди- 
наталари куйидагича ифодаланади:

26



x = f(t,xn,y0,z0,x0,y0,z0), 
у = f(t.x(l,y0,z0,x0,y0,z0),
7. — t(t, X„ , y „ , Z0, Xq , y 0, Z0).

(13.15)

Демак, динамиканинг иккинчи масаласшш 
(ягона) хусусий ечимини аникдаш учун моддий 
нук,тага таъсир этувчи кучнинг хусусиятларини 
бплиш билан бирга, моддий нук,та х,аракатининг 
бошлангич шартшта х,ам билиш зарур. Бошлангич 
шарт берилмаса динамиканинг иккинчи 
масаласининг ечими нуктанинг бирор муайяи 
харакатини тасвирламайди. Нук,танинг (13.15) 
х,аракат крнунидан кинематика методи асосида 
траекторияси, тезлиги ва тезланиши аникданади. 
Баъзан, (13.11) дифференциал тенгламалар 
системасини умумий х°лда интеграллаб булмаслити 
мумкин. Бу х,олда электрон хдсоблаш машинасини 
куллаш билан сонли интеграллаш методи асосида 
Тсщрибий ехшлади:. Нук,та динамикасининг иккинчи 
асосий масаласи фак,ат хусусий хрллар учунгана 
aiiHK, ечилади. Н)тк,та х,аракатининг дифференцигьл 
тенгламаларини унга таъсир этувчи куч:
1) микдор ва йуналиш жихатидан узгармаганда 
(масалан, нукта огирлиги ёки иищаланиш кучи );
2) фак,ат вак,тга боглик, булган (масалан, уйготувчи 
куч, даврли куч ёки зарбали куч);
3) нуктанинг фазодаги х,олатига боглик, булган; 
(масалан, эластик'шк ку^ш, Ньютоннинг бутун олам 
тортишиш кучи);
4) Нук,танинг тезлигига боглик, булган (масалан, 
мухдтнинг к,аршилик кучи) х,олларда интеграллаш 
мумкин булади.

27 -массала. Автомобиль х,айдовчи йулнинг 
тугри чизикди к,исмида тинч хрлатдан аста секин 
х,аракатлана бошлаб, моторнинг тортиш кучини 
Каршилик кучидан хдр секундига 1кН дан вак,тга 
пропорционал равишда ошириб борди.
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Автомобилнинг огирлик кучи 70 кН га тент. 
Автомобилнинг х,аракат тенгламаси топилсин.

N
»

123-расм.
Ечиш. Автомобилнинг х;аракати буйича Ох 

ук,ни йуналтирамиз, автомобилнинг к,узголиш 
вазиятини Ох укининг хдсоб боши учун к,абул 
кдламиз. Автомобилнинг бошлангич х,олатидан 
фарк,ли ихтиёрий вазиятини, масалан, х>0 холатда 
унга х;аракатлантирувчи F, огирлик Р, реакция N 
кучларни к,уйиб х;аракат дифференциал тенг- 
ламасини тузамиз:

Бунда F =  It, g = 10 м /с2, Р =  70 кН деб олиб, 
дифференциал тенгламани к,уйидаги куринишда 
ёзиш мумкин:

га келамиз. Бунда узгарувчиларни ажратиб ва 
интеграллаб, тезлик учун

rnx = Fx, Р .. _ еки — х = Fx 
g

(1)

ёки х = —  эканлигини эътиборга олиб, 
dt

dv _ 1 
dT“  7 1

(2)
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ифодага эга буламиз. (2) га масаланинг бошлангич 
шартларини ( t =  0 да х = х0 =  v =  0) куямиз ва С, 
ни топамиз:

С, =  0.

С, нинг топилгсш кдйматини (2) тенгламага к,у-

йнб, v = —  = х эканлигини назарга олиб, х,аракат 
dt

тенгламасини аникдаш учун куйидаги дифферен
циал тенгламага эга буламиз:

(3)
dt 14

(3) тенгламада узгарувчиларни ажратиб ва уни 
интегралласак:

- Т ? т + С = ,4)

(4) муносабатга бошлангич шартларни ( t =  0 да 
х(0)=Х о =  0) куйиб, интеграллаш доимийси С2 ни 
топамиз: С2 =0.
Бинобарин, автомобилнинг изланаётган х,аракат 
тенгламаси:

Х .-^М  (5)

52-$. Моддий нук,танинг эркин тебранма х,аракати.

Динамиканинг иккинчи масаласига мисол 
тарик,асида моддий нук;танинг тугри чизшуш 
тебранма х,аракатини курамиз. Шу билан бирга, 
тебранма х;аракатни урганиш муздим ах,амиятга 
эга, чунки тебрсшма х,аракат табиатда энг куп 
тарк,алган х,аракатдир. Бинобарин, х;аракат
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борликдш мавжуд булиш усулидан бири булса, 
табиатнинг ягоналиги ва унинг к,онунларининг 
универсаллиги тебранма ва тул^ин х,одисаларда, 
умуман, даврий жараёнларда жуда як,к,ол намаён 
булган. Атомларнинг тебраниши, иншоот, к,урилма 
ва машиналарнинг вибрацияси, симсиз телеграф, 
узокдаги юлдузларнинг нурланиши, х ,а г т о  

денгизларда сув кутарилиши ва к,айтиши каби 
турли - тумон хддисалар тебранма х,аракат 
табиатига хос даврийликка эга ва х,аммаси тебранма 
х;аракат назарияси билан тавсифланади. Тебранма 
х,аракат назариясига биноан турли - тумон даврий 
х,одисалар соф гармоник тебранишлар тупламининг 
бирор йигиндисидан иборат булади.

Жумладан, моддий нук;танинг тебранма 
х,аракатини техниканинг турли сох,аларида 
у>фатамиз. Х,ар к,андай иншоот ёки машиналарнинг 
таркибий к^смлари маълум даражада эластик 
булгани у^гун тебраниш к;обилиятига эга. Бу 
тебраниш маълум чегарага етганда иншоотнинг 
мустах,камлиги учун хавф тугилади; шунингдек, 
машин анинг и шита зарар етади. Иншоот ва 
машина ь^исмларида албатта мавжуд буладиган 
бундай зарарли тебранма хдракатни к,андай йул 
билан йук,отиш ёки йул куйилган чегарада сакдаш 
масаласи тебранма х,аракат умумий назариясининг 
хусусий масаласидир. Гарчи, машина ва иншоот 
кдсмларининг тебраниши моддий нук,талар 
системасига дойр булса х;ам ходисанинг асосий 
сифатлари моддий нук;танинг тебраниши орк,али 
тасвирланади. Шунинг учун, моддий нук;танинг 
тебранма харс1кати устида етарли даражада 
тухталиб утамиз. Моддий нук,танинг х,ар бир 
тебранма х,аракати унга к,уйилган ташкд таъсир 
н<1тижасида руй беради ва шу таъсирнинг 
берилишига к;араб унинг тебранма х,аракати 
турлича булиши мумкин.

Дастлаб, моддий нук,танинг эркин тебранма 
х,аракатини урганишдан бошлаймиз. фараз
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-я^лик, массаси ш булган М моддий нук;та О 
К’ИЛозанат х,олатдан х масофагача силжитиб 
М̂ иб юборилганда, у х,амма вацт мувозанат 
^олати О га к,араб йуналган ва ну^тадан мувозанат 
хрлатгача булган х масофага пропорционал F =  с|х| 
куч таъсирида тугри чизгауш х,аракатда булсин. 
(124-расм). Моддий нук,та ана шундай куч 

таъсирида х;амма вак,т узининг мувозанат

О • F м V 
Н-------------

124-расм
хрлатига интилиб, шу О нук,та атрофида тебранма 
даракат кдлади. Бундай куч таъсиридаги моддий 
нук,танинг тебраниши гармоник ёки эркин 
тебранма х;аракат дейилиб, F куч эса к,айтарувчи 
(тикловчи) куч деб аталади. Бу ерда с эластик 
жисмнинг Н /м билан улчанадиган бикирлик 
коэффициента булиб, у нук,тани бирлик масофага 
кучириш учун зарур булган кучга тенг. Бундай 
кучларга мисол сифатида эластик кучни келтириш 
мумкин.

Эркин тебранма х,аракатни текшириш учун 
моддий нуктанинг х,аракат дифференциал тенгла- 
асини интеграллаш усулини тадбик, этамиз. М 
нук,танинг тугри ’шзикди траекториясини х укд 
деб к;абул к^илиб, координатани О мувозанат 
х;олатдан здасоблаймиз. К,айтарувчи куч х,амма 
вак,т мувозанат марказга йуналиб, М нук,танинг 
ихтиёрий х,олати учун, юк;оридаги мулох,азага 
кура, куйидагича ифодаланади:

Fx =  -сх. (13.16)
^ х,олда, М нук,танинг х,аракат дифференциал 
тенгламаси:



m x =  -cx, (13.17)
куринишда ёзилади. (13.17) нинг иккала томонини 
ш га булиб,

к 2 = — , (13.18)
m

белгилаш киритсак, дифференциал тенглама 
к;уйидагича куринишга эга булади:

х +  к2х =  0. (13.19)
Бу тенглама эркин тебранма х,аракатнинг диф- 
еренциал тенгламасини ифодалайди. У коэфи- 
иентлари узгармас булган бир жинсли икинчи 
тартибли чизикди дифференциал тенгламадир 
Бундай тенгламани ечиш учун дифференциал 
тенгламалар назариясида характеристик тенглама 
тузиш талаб этилади. У

\ 2 + к 2 =0 .
булганлигидан, (13.19) тенгламанинг умумий ечими, 
дифференциал тенгламалар назариясидан 
маълумки, ушбу куринишни олади:

х =  A cos(kt) +  В sin(kt). (13.20) 
Бундаги А ва В лар нуктанинг бошлангич 
хрлатига боглик булган ихтиёрий узгармаслар. 
Буларнинг урнига бошк,а иккита ихтиёрий 
узгармаслар оламиз.

A = a s in a ,
(13.21)

B = a c o s a .

У х;олда, (13.20) ечим куйидаги куринишни 
олади:

х =  a s in ( k t+ a  ). (13.22)
Бу (13.19) тенгламанинг бопщача куринишдаги 
е’пши булиб, ихтиёрий узгармаслар эса а ва а  
булади. Бундан х,аракатни тулик; текшириш учун 
фойдаланиш кулай. Х,аракати кузатилаётган 
нуктанинг тезлиги
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v =  х =  akcos (kt+  a  ), 
ra тент булади. "(13.22) ечим гармоник тебранма
харакатни ифодалайди.

Демак, моддий нук,та каитарувчи куч 
таъсирида гармоник тебранма зцарака+да булади.

а  = — га тент булганда унинг графиги 125-расмда

тасвирланган. Бу харакатни характерловчи ^амиа 
механик катталикларни оддий кинематик образ 
воситаси билан ойдинлаштириш мумкин. М 
нук,танинг О тебраниш марказидан энг кагга 
четланишига тент булган а микдорга тебраниш

125-расм.
амллитудаси дейилади. ф =  Kt+ ос катгаликка 
тебраниш фазаси деб аталади. Тебраниш фазаси ф 
нук,та координатасидан фаркданиб, унинг берилган 
вак,тдаги х,олатини аникдабгина к°лмай, балки сунги 
холатининг йуналишини хам аникдайди. а  
катталик бошлантч фаза деб аталади. к катталик 
тебранишнинг доиравий такрорлигикн билдиради. 
Нук,танинг тула бир марта тебраниши учун кетган 
вок,т Т га тебранши даври дейилади.

Энди, тебранма х;аракатнинг даврини 
топамиз. Бунинг >чун (13.22) формулани куйидагича 
ёзамиз:

sin[k(t +  T)+ а  ] =  sm(kt +  a ) . 
Келтирилган айниятдан:

кТ = 2я,
яъни Давр сарфлангунча тебраниш фазаси 2 я  га 
узгаради, бундан



k

келиб чикади. к - тебраниш частотаси дейилади
(13.22) даги ихтиёрий узгармасларни х,аракатнинг 
бошлангич шартидан топамиз. Бинобарин, t =  О 
булганда х = хп , х = х0 = v0 булсин, у х,олда, (13.20)

voтенгламадан: А = х0, В = —  келиб чик,ади.
IV.

Буларни кузда тутиб (13.21) тенгламадан а 
амплитуда билан а  бошлангич фазани аникдаш 
учун

а = Vxo + v o / к 2 ,
kx0 (13.24) 

tga = -----,
vo

формулага эга буламиз.
Келтирилган натижаларга биноан моддий 

нук,танинг эркин тебранма х,аракатининг 
Куйидаги хоссаларини таъкиддаб утамиз:
а) тебранишнинг амплитудаси ва бошлангич фазаси 
бошлангич шартлсчрга бевосита боглик, булади;
б) тебраниш частотаси ва даври бошлангич 
шартларга боглик булмай, улар берилган 
тебранувчи системанинг узгармас характеис- 
тикаси дейилади.

Агар масалада Т ёки к катталикни 
Хпсоблашга тугри келса, кузатилаётган нукта 
тебранишини дифференциал тенгламаси тузилиб, 
уни (13.19) курзпшшга келтирилади. Сунгра эса 
уни интеграллаб утирмасдан даври Т (ёки к) ни 
(13.23) формуладан топилади.

Моддий нух/панинг эркин х,аракатига 
узгармас кучнинг таъсир. Фараз кцлайлик, М 
моддий нук,тага мувозанат х,олати О га к;араб
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й у н а л г а н  к,айтарувчи F  кучдан танщари, микдор 
й у н а л и ш и  узгармас булган F CT куч *ам 

таъсир э т а ё т г а н  булсиь .

■ о
 

| о F М Fcr

Вег х А

126-расм
F кучнинг микдори аввалгидек нук,тадан мувозанат 
х,олатгача булган масофага пропорционал, яъни 
F = с • О М  булади. Бу х;ол учун М нук,танинг 
мувозанат х,олати 0| нук,та булиб, у 0 нук,тада 
с = Fct ёки

тенгликлардан аникданувчи 00, =  6СТ масофада 
 ̂ булишини куриш мумкин. Бу ерда 5СТ катталикка 

нуктанинг статик четланиши дейилади.
Координата укининг боши учун нуктанинг 

статик мувозанат х,олати 0, нук,тани олиб, 
кучнинг таъсир йуналиши буйлаб 0,х укдни 
йуналтирамиз. У х,олда М моддий нук,тага 
куйилган кучларнинг тенг таъсир этувчиси 

Fx = -с(х+  5CT) +  F^ =-сх 
булади. Бу х;ол учун х;аракат дифференциал 
тенгламаси к,уйидагича ёзилади:

т х  = - сх,

ёки
х  +  к^х =  0.

 ̂елтириб чик,арилган тенглама (13.19) тенгламанинг 
узи улиб, бу ерда к (13.18) тенгликдан топилади. 

ундан ушбу хулосага келамиз: узгармас куч
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к,айтарувчи кучнинг таъсирида юзага келган 
тебранишнинг характерный узгартирмасдан, 
балки бу тебранишнинг мувозанат х;олатини FCT 
йуналишида 5СТ га кучиради. Тебраниш даврини 
орк;али ифодалаймиз:

1IWCT

"Узгармас куч огирлик кучига тенг булган 
хусусий хрлда, чунончи, вертикал пружинага 
осилган юкнинг х,аракатида FCT =  Р =  mg булиб,

Т = 2 т с ^ - .

53-§, Моддий нуктанинг сунув чи тебранма 
^аракати.

Модлий нук,та х,аракати к,аршилик 
курсатувчи мухдтда ( х,авода, суюкдикда) содир 
булса, унинг х,аракатига таъсир кдлувчи 
к;аршилик кучи пайдо булади. Бу к,аршилик 
кучи нук;танинг тезлигига пропорционал булади. 
Биз к,аршилик кучини тезликнинг биринчи 
даражасига пропорционал яъни R =-цу деб олиб, 
(бунда ц-пропорционаллик узгармас коэффициент) 
моддий нуктанинг эркин тебранма х,аракатига 
унинг курсатадиган таъсирини текширамиз. У  х;олда 
моддий нук,та к;узалмас 0 марказга тортувчи Fx =  -cx 
к,айтарувчи куч билан тезликнинг биринчи 
даражасига пропорционал булган К, =  - ц vx — - (I х 
муХит кдршилик кучи таъсирида х,аракат килади.
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' - T ~ j
0 R F м x

127-расм.
M моддий нук,танинг дифференциал 

тенгламаси куйидагича ёзилади:
т х  = - с х - ц х  (13.25)

Тенгламанинг иккала томонини ш га булиб:

— = к 2, — = 2п (13.26)
m m

деб олсак (бунда к ва п микдорларни бир хил ^
улчамга эга эканлихини осонлик билан текшириш 
мумкин; бу уларни бир бирлари билан такдослашга 
имкон беради), харакат дифференциал тенгла!иаси 
Куйидаги куринишда ёзилади:

x + 2nx + k 2x = 0 (13.27)
Тегишли характеристик тенгламанинг илдизлари 
комплекс булиб, моддий нук,та харакат
дифференциал тенг.\амасининг умумий ечими 
(13.19) тенгламанинг умумий ечимидан e'nt 
купайтувчи билангина фарк, кдлади, яъни куйидаги 
куринишда ёзилади:

х =  е ”' (A cos(k)t) +  Bsm(k,t), (13.28) 

ёки (13.22) тенглик сингари,

х = aentsin(k,t + p), (13.29)

деб ёзиш мумкин. Бу ерда

к , =Vk2 - n 2. (13.30)
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Дастлаб, k>n , яъни к,аршилик кучи 
Кайтарувчи кучдан кичик булган х;олни куриб 
чикамиз. (13.29) ечимдаги а ва р ихтёрий 
узгармасларни нукта х;аракатининг бошлангич 
шартларидан топилади. Нуктанинг (13.29) конунга 
муфовик содир буладиган тебранишини сунувчи 
табраниш  деб аталади, чунки бунда тебраниш 
амплитудаси e'nt га купайгани туфайли, у вактга 
Караб камайиб, нолга якинлашиб боради, яъни у оз 
фурсат утмай кичрайгани учун, тебраниш тезда 
сунади. Бу х,ол учун тебраниш частотаси (13.30) 
тенглик билан ифодаланган к] механик катталик 
булади. Шунга кура, тебраниш даври куйидагича 
ёзилади:

Т, =р-= ,— п (13.31)
ki Vk2 - n 2

Энди, эркин тебраниш даври билан 
сунувчи тебраниш даврини солиштирамиз:.

2 п 2 п

т = т в а т ' = к7'
Бунда k,<k булганидан Т,>Т келиб чик,ади. 
Бундан шундай хулосага келамиз: мухит 
каршилиги тебр.шиш даврини эркин тебраниш 
дав рига Караганда бирмунча оширади. Аммо, 
Каршилик жуда х,ам кичик булганида ( n<<k ), k,=k 
дейилса х,ам унчалик х;атоликка йул куйилмаган 
булади ва Т,=Т деб оламиз. Шунинг учун 1угухдт 
Каршилигининг тебраниш даврига таъсирини 
сезилмас даражада кичик дейиш мумкин.

Энди, сунувчи тебраниш амплитудасининг 
вакт утиши билан кандай узгариши устида 
тухталамиз. Сунувчи тебраниш амплитудаси

А =  а е "‘ (13.32)
га тенг.

Вакт утиши билан сунувчи тебраниш 
амплитудасининг узгариш кийматини ифодалайди- 
ган жадвални тузамиз:
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t 0 Ь.
2

т
2

. . . т,т-^, (ш>0)

А а _п_Тх 
ае 2

- 2 f  
ае 1

. . . пТ, - т —
ае 2

Бу жадвалдан курамизки, сунувчи тебраниш 
амплитудаси х,ар ярим даврда камаючи геометрик 
прогрессия к,онуни буйича узгариб боради. Бу 
прогрессиянинг махражи:

т,
Ч =_ * *т _

т -1

= е 2 (13.33)

га суниш декременты деб аталади. Бундан 
курамизки, х,ар ярим даврда, к,аршилик туфайли, 
тебранма х,аракат амплитудаси q к;адар камайиб 
боради. Суниш декрементининг натур ал 
логарифмини сунувчи тебранишнинг логарифмик 
декременти дейилади, яъни:

ln(q) = (13.34)

Энди, (13.29) ифодага асосланиб, сунувчи тебраниш 
графигини курамиз. Сунувчи тебранма х;аракат 
графиги тенгламалари х =  ± ае'"1 булган иккита
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эгри чизик, орасида булиб, бу эгри чизикдарга 
уриниб утади, чунки sin(k,t +  P) нинг
микдори бирдан катта булаолмайди (128-расмга 
к,аранг).

Энди n>k (катта к,аршиликли) холки 
текширамиз. Бу х,олда к,аршилик кучи кайтарувчи 
кучга к,араганда етарли даражада катта булади. Бу 
Хол учун характеристик тенгламанинг илдизлари 
к,уйидагича ёзилади:

Х|2 = -п ± -\/п 2 -  к 2,

бундан
- п2 - к2 =  г2

десак,
X J 2 = -П ± г

келиб чик,ади. г<п булганидан характеристик 
тенгламанинг иккала илдизлари хандкий ва 
манфийдир. У холда, харакат дифференциал 
тенгламасининг ечими:

х =  C ,e-(tl+r)t+ C 2e-(n-r)t, (13.35)

куринишда ёзилади. e'bt функция, бу ерда Ь>0, вакт 
утиши билан монотон камайиб нолга якинлашиб 
борувчи булганлигидан, нук,та х,аракати тебранма 
х,аракат булмагеди, нук,та к,айтарувчи куч 
таъсирида мувозанат холатига асимптотик равишда 
якинлашиб боради, t =  0 булганда x =Xq , v0 >0 
булган бошлангич шартларни к,аноатлантирувчи 
Хол учун харакат графита 129-расмда тасвирланган
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К а р ш и л и к  катта булса, эркин тебранма 
х а р а к а т н и н г  монотон х,аракатга айланиб сунишини 
р а см д а н  курамиз. Демак, катта каршилик эркин
тебранишни тез сундиради.

Энди n =  k х,олни текшириб утамиз. Бу х,ол 
yxjyH характеристик тенгламанинг илдизлари 
^акдкдй, манфий ва бир-бирларига тент булади:

А. 12 =-п.
харакат дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими:

х =  e nt(C, t +  C2 ), (13.36)

куринишда ёзилади. Бу ерда С, ва С2 ихтиёрий 
узгармаслар (13.36) тенглама ва унинг хосилалари 
орк,али t =  0 булганда x =  Xq. , х = х0 = v 0 бошлангич
шартлардан топилади.

Моддий нук,та хаРакатининг бу холи хам 
тебранма харакат булмайди. Кейинги хар икки 
Холда нук,та апериодик харакат кдлади. Бу 
харакатнинг характери шундайки, t вак,т утиши 
билан ОМ = х асимптотик равишда нолга 
якднлашади.

Шундай килиб, тебранувчи системанинг ва 
тебраниш юз бераётган мухит характерис- 
тикаларининг бир-бирига нисбатан катта ёки 
К1ГЧИКЛИГИ туфайли сунувчи тебранма харакат 
турлича утар экан. Бунда харакат тенгламалари хам 
тубдан узгаради. Жумладан, (13.28) ечимдаги 
доимийларни бошлангич шартлардан аниклаймиз.

Айтайлик, t =  0 да х(0)= Х о ва x(0)= v0 
булсин. У холда, Xj —А. (13.28) дан вак,т буйича 
Хосила олиб:
x = - n e nt [(Acos(k1t) + Bsin(k1t)] + e"![(-A k1sin(k1t) + 
+ Bk,cos(k,t))]
t вак,тни нолга тенглаймиз. У холда, v0 =  -nxo +  Bk, 
Демак,
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^ vn + nx„ 
A = x„. B = -

-  "  k,
V  H" ПХ

x = e_m[x0cos(k,t) +~^—— — sin(k, t)].
i

Бу ечим масал-шинг бошлангич шартларига
буйсунади. Агар бу ечимда к, = л/к2 -  п2 = О десак,
яъни k =  n булса, иккинчи х;ад 0/0 ноаникдикка
айланади. Иккинчи х;аддаги ноаникдик тутдирувчи
катталикларнинг нисбатини уларнинг п буйича
Хосилаларининг нисбати билан алмаштирамиз, яъни

clsinkit , dk.
«ink t -----;—  coekit t —smK,t cln 1 dn t гп„1г t

~ ж ? -------- - t  cosk,t.

dn dn

Бу алмаштиришдан сунг к =  n ни куйиб, кщоридаги 
ечимни куйидагича ёзамиз:

x = e"H[x0+ (v0 + nx0)t]
k = n даги х,аракатнинг ушбу тенгламаси (13.28) 
ечимга мутлакр ухшамайди. Бу монотон узгарувчи 
функция. Худди шундай хулосага (13.28) да n>k 
Х°лда х;ам келамиз. Агар n>k булса,
к, = л/к2 -  п2 = ir соф мавхум катталикка айланади. 
Биз биламизки, агар sink,t ва cosk,t 
функцияларнинг аргументлари мавхум булса, 
улар экспоненцис1Л функцияларга утади ва демак, 
бу х,олда нуктанинг х,аракати узининг тебранма 
х,аракат характерини узгартириб монотон хдракат- 
га айланади.

28 -масала Суюкдикнинг ёпишк,окдигини 
аникдаш учун к.уйидаги тажриба утказилади: 
аввал, бикирлик коэффициента с булган иккита 
бир хил пружинага юпк,а А пластинкани 
махкамлаб, ёпиищоклигини аникдаш керак булган
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клик ичида тугри чизикди тебранма ^аракатга 
к ел ти р и л л дн - Бунда пластинканинг суюкдикдаги 
т е б р а н и ш  даври Т 2 топилади.

Сунгра, бу юпк,а пластинка бикрлик 
коэффициенти с булган пружинага осилиб, х;авода 
тебранма харакатга келтирилади ва х,аводаги 
тебраниш даври Т, топилади (131-раем). Пластинка 
билан суюкдик орасидаги инщаланиш кучини 
Sk'v формула билан ифодалаш мумкин, бу ерда S 
пластинканинг юзаси, v унинг тезлиги, к' 
ёпипщоклик коэффициенти. Пластинка билан х,аво 
орасидаги ишк,аланишни хдеобга олмай, тажрибада 
топилган Т, ва Т2 микдорлардан фойдаланиб, к' 
коэффициент аникдансин. Пластинканинг огирлиги 
Р.

130-расм 131-раем
Ечиш. Пластинканинг икки х,ол: х,аводаги ва 

суюкдик ичидаги тебранишларининг х;аракат 
дифференциал тенгламаларини тузамиз.

Биринчи х,олда дифференциал тенглама

m x = Р -  с(8ст + х) = Р -  с6ст -  сх,
ёки

х + —- х = 0 (1)
ш

куринишда ёзилс1ди. Бу ерда 5СТ пружинанинг 
статик мувозанат х,олатидаги чузилиши.

Иккинчи х,олда, пластинкани тугри чизикди 
тебранма х,аракатда десак,



rax = -2 cx -S k 'x ,
ёки

.. . S k ' . . 2c  nxH----- xH-----x = 0. 2m m
келиб чикдди.

(1) ва (2) тенгламаларни (13.19) ва (13.27) 
тенгламалар билан солиштириб, пластинканинг 
х,аводаги тебраниши эркин, суюкдикдагиси эса, 
сунувчи тебраниш эканлигини курамиз. Булардан 
пластинканинг х,аводаги ва суюкдикдаги
тебраниши учун, тебраниш даврлари (13.23) ва 
(13.31) формулаларга биноан аникданади:

т' = 2« $ = 2* ^  131 
2 к 2ж

т ‘ - 7 ^ = '  , 4 )

бу ерда

12сё
V р ч 2Р )

, /2с 2cg Sk' Sk'g
k ' V m ' V T ; “ = 2 S " T T

k' коэффициентни (3) ва (4) тенгламалардан 
топамиз. Дастлаб (3) тенгламани с га нисбатан 
ечиб:

4тг2Р
с =  ■

T2g
с нинг кдйматини (4) тенгламага к,уйиб ва уни 
к' га нисбатан ечсак,

_4пР _ ,2 2 _ 2 
gST,T2 v 2

келиб чик,ади.

54-§. Моддий нуцтанинг мажбурий тебранма 
х,аракати.
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Б и зга  маълумки, к,айтарувчи куч таъсиридаги 
м о д д и й  нук,та мувозанат х,олатидан к,узгатилиб уз 
х,олича ташлаб к,уйилса, у  шу мувозанат х,°лат 
як и н и да  эркин гармоник тебранма х,аракатда 
бул ар  эди. Ага]), бу кучдан тапщари моддий 
н ук тан и н г мувозанатини бузувчи яна бирор даврий 
куч таъсир кцлса ва бу куч узининг даврий 
таъсирини тухтатмаса, моддий нук,та мажбурий 
тебранма харакатда булади. Бу х,аракатнинг икки 
Холи билан танишамиз:
а) К,аршилик булмаганда моддий нуцтанинг 
мажбурий тебрама х,аракати.

Икки куч таъсирида тугри чизикди харакат 
к,илаётган М нук,танинг х;аракатини текширамиз 
(132-расм). Бу куч.\ардан бири к,айтарувчи F куч

F М Fu —----- а___________

132-расм

булиб, у, хамма вак,т М нук,тани О • мувозанат 
хрлатига к,айтар)ишга интилади. Иккинчиси FM 
куч эса моддий нуктанинг тугри чизикди 
траекторияси буйлаб йуналиб, узининг микдори 
ва йуналишини дешрий равишда узгартириб ва М 
нук;тани хамма вак;т бир томондан иккинчи 
томонга кучириб турадиган куч булсин. Моддий 
нук,танинг хамма вак,т мувозанатини бузувчи бу FM 
куч "уйготувчи" (мажбурий) куч дейилади.

К,айтарувчи F кучнинг микдори ва йуналиши 
моддий нуктанинг холатига богликдир. Уйготувчи 
FM куч эса вак,тнинг утиши билан уз йуналишини 
ва микдорт-гни маълум к,онун буйича узгартириб 
туради. Биз бу ерда энг оддий х,олни текшириш 
билан чегараланиб, уйготувчи FM кучни гармоник 
к,онун билан узгарувчан килиб оламиз, яъни:

FM =  Н sin(pt), (13.37)
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булсин. Бунда Н - уйготувчи кучнинг энг катта 
кдймати (куч амплитудаси), р - уйготувчи кучнинг 
доиравий такрорлик сони - частотаси, p t-уйготувчи 
куч фазаси. Н -- Ньютонда, р - 1  да улчанади.

с
Уйготувчи кучнинг даври

маълум микдордир.
К,аршилик кучи булмаганда моддий 

нуктанинг х,аракат дифференциал тенгламасини 
тузамиз:

m x =  - сх -I- Н sin(pt).
Бу тенгламанинг х,ар икки томонини ш га булиб,

С 9 Н— = k 2, — = h (13.38)
m m

деб олсак, у
х + k2x = h  sin(pt) (13.39)

куринишда ёзилади. Бунга модлдй нуктанинг 
к,аршилик булмаганда к,айтарувчи ва уйготувчи 
кучлар таъсиридаги тебранма х;аракатнинг 
дифференциал тенгламаси дейилади. Унинг умумий 
ечимини топамиз. Тенглама чизикди лекин 
биржинслимас булганидан, унинг ечими икки 
кдсмдан иборат булади: биринчиси ушбу тенгламага 
тегишли биржинсли тенгламанинг умумий ечими, 
иккинчиси - шу тенгламанинг к,андайдир хусусий 
ечими. Уларни х, ва х2, умумий ечимни эса, х десак, 

х =  х, +  х2 ,
келиб чик,ади. (13.39) га тегишли бир жинсли 
тенгламанинг умумий ечими:

х, =  asin(kt  + a )  (13.22)
куринишда ифодаланиши бизга маълум. Энди,
(13.39) тенгламанинг бирор хусусий ечимини
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.рэдаэмиз. к*р булган х,ол учун бу хусусий 

ечимни Х2_  в sin(pt) +  D cos(pt),

^ и н и ш д а  оламиз. В ва D ихтиёрий
Й армасларни (13.39) тенгламанинг
каноатлантирилиш шартидан аникдаимиз. Ушбу 
х у с у с и й  ечимни (13.39) га куйганимизда, у айниятга 
я^дЗНЗДИ, яъни.
-B p 2 sin(pt)-Dp2 cos(pt) + k 2 Bsin(pt) +  k2 Dcos(pt) =  

hsin(pt),
0КИ

B(k2 -p2 )sin|pt) +  (k2 -p2 )Dcos(pt) =  hsm(pt), 
келиб чинади. By аиниятдан В ва D
узгармасларнинг кдйматини топамиз:

в  = г г ~ Т '  D =  °- • к - р

Натижада, хусусий ечим куйидагича ифодаланади:

х 2 = sin(pt) (13.40)
к - р

Демак, (13.39) теш’ламанинг умумий ечими:

х =  X, + х 2 = a sin(kt +  a) Н-----, h у sin(pt), (13.41)
к -р *

куринишда ёзилади.
Бу тенглам;5дан, М нук,та мураккаб тебранма 

Харакат кдлади деган фикр тугилади. Мураккаб 
тебранишнинг биринчи кдсми моддий нук,танинг 
эркин тебраниши булиб, амплитудаси а 
(бошлангич шартларга боглик, булади) ва 
доиравий такрорлиги к ,  и к к и н ч и  к д с м и  
иу^танинг мажбурий тебраниши булиб, 
амплитУДаси А (бошлангич шартларга боглик,
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булмайди) ва доиравий такрорлиги р булади. 
Амалий томондгщ у ёки бу карши ликнинг 
мук,аррарлиги туфайли нуктанинг эркин 
тебраниши тез фурсатда суниб кетиши мумкин 
Шунинг учун харакати кузатилаётган нуктанинг
(13.40) тенгламага мувофик содир булаётган маж
бурий тебранишинигина текшириш ах,амиятлидир. 
Бу тебранишнинг частотаси уйготувчи куч частотаси 
(р) га тенг.

Шунга кура, уларнинг даврлари х;ам бир 
хилда булади. К,аршилик булмаганда нук,танинг 
мажбурий тебраниш амплитудаси:

А = ■гг" J ' (13-42)к -  р

булади. р<к булса, амплитуда мусбат булиб, (13.37) 
ва (13.40) тенгламаларни солиштириб, мажбурий 
тебраниш фазаси уйготувчи куч фазаси билан 
хдмма в акт бир хилда булишини (яъни х;ар иккаласи 
pt га тенг) сезиш мумкин.

р>к булса, (13.40) тенгламани куйидагича 
ёзишга тугри келади:

h h 
Х3 = ~ р2 _ ^  Sln(Pt) = р2 _ k 2 Sin(Pt - Я) <13-43)

Амплитуда яна мусбат булиб, у —----- т- га тенг.
Р - к

Бирок;, энди мажбурий тебраниш фазаси (pt-7i) га 
тенг б у лади.

Демак, р>к булганда, мажбурий тебраниш 
фазаси уйготувчи куч фазасидан п катталикка 
фарк, килар экан. Бинобарин, р<к булса, уйготувчи 
FM куч билан нук,танинг мажбурий тебраниши 
бир йуналишда, р>к булганда к,арама - к,арши
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^ а л ш д д а  булади ( FM куч максимал кдйматга 
Унга йУналаАи ' тебранувчи нук,та эса,

р<к

Ь р>к

133-расм
чапга максимал четланади ва х,оказо (133-расм).

Бу мулох;азаларга эътибор кдлинса, амп- 
дитуда к,уйидагича ифодаланади:

р<к булганда, А =
к 2 - р 2

(13.44)

р>к булганда, А =
к 2 -  р

Яъни, мажбурий тебраниш амплитудаси FM 
уйготувчи куч амплитудасигагина боглик, булмай, 
унинг р частотасига х,ам боглик, булади. Энди, 
уйготувчи куч частотаси р нинг узгариши билан А 
амплитуданинг уягаритттини текширамиз. Умуман 
эркин тебранма харакат билан мажбурий 
тебранма харакатнинг частоталари (к ва р) х;ар хил 
булади, чунки улар бир-бирига боглик,сиз равишда 
узгаради. Бирок, , уйготувчи куч частотаси 0 билан 
00 чегаралар орасида узгарганидан (0<р< °°), 
унинг бирор кдймати эркин тебраниш 
такрорлигининг к кдйматига тенг булиб к,олиши 
мумкин. Бу х,олда мажбурий тебраниш амплитудаси 
чексиз катта к^етматга эга булади, яъни р =  к 
°улганда, А =  °о булади. Тебранувчи система 
(иншоот ёки машина кдсмлари) к,андай мустах;кам 
улмасин, бу х,олга бардош бераолмай, ^ишдан
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чик,ади. Мажбурий тебраниш частотаси билал 
эркин тебраниш частотаси узаро тенг булган х,ол 
резонанс х;одисаси дейилади. Резонанс х,одисасц 
булиши олдида мажбурий тебранма х,аракат 
тенгламасининг к,андай куринишда булишина 
куриб утамиз. р =  к  булганда

х2= Bsin(pt) -)-Dcos(pt) 
ифода (13.39) тенгламанинг хусусий ечими 
булаолмайди, шунинг учун бу хусусий ечимни: 

х2 =  В t cos(pt) + D t sin(pt) 
куринишда оламиз. Масалага худди аввалгидек 
ёндошиб В ва D узгармасларни тоиамиз:

В = Ь  D = 0.
2р

У х,олда хусусий ечим:

еки

х 2 =  -  —  tcos(pt), 
2р

_  ht . . . к. х ,  = _ sm(p t - - ) (13.45)

куринишда ёзилади. Демак, резонанс
хрдисасида мгжбурий тебранма харакатнинг 
амплитудаси вак,тга пропорционал равшцда усар 
экан.

Энди, бу тебранишнинг графигини курамиз. 
Унинг графиги, тенгламаси х =  ± —  булган икки

Z р
тугри чизик, орасидаги синусоида булади. Бундан 
курамизки, тебранувчи нук;та х,аракатига х,еч 
к,андай каршиликнинг таъсири булмаса, резонанс 
Ходисасида унинг мажбурий тебранишининг
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А .1

)\
Р/к

134-расм 135-расм
ам п л и тудаси  тез усиб кетади. Резонанс

п
х;одисасида фазалар силжиши — га тенг булади.

Энди, амплитуда билан мажбурий тебраниш 
частотаси орасидаги богланишни тасвирловчи 
графикни курамиз. Бунинг учун амплитуда 
(динамик силжиш) ни ифодалайдиган формулани 
куйидаги куринишда ёзамиз:

h h i 

- |1г -р!|“ кг |1-(р/к)г|

Уйготувчи кучнинг максимал кдймати булган Н 
к,айтарувчи куч билан бирор микдорда 
мувозанатлашса, FCT =с 5(n. = Н булади. Нук,танинг 
бу х;олатини аникдовчи координатани 5ГТ билан 
белгиласак, FCT=  с 6СТ =  Н булади.

У х,олда, моддий нук,танинг Н куч таъсирида 
статик силжиши:

Мажбурий тебраниш амплитудаси А нинг статик 
силжищ 5СТ га нисбати А., яъни
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(13.46)

динамик коэффициент деб аталади. Юк,оридац 
маълумки:

эди. Бундан:

келиб чик;ади. У х,олда юк,оридаги 
к,уйидагича ёзиш мумкин:

_А 1
8г-

1 - ( £ ) 2

формулани

(13.47)

135-расмда бу муносабатнинг графиги тасвирланган.

— =  0 булганда, — = 1 булади. — =  1 булганда
к 6сг к

д
резонанс х;одисаси бошланиб, -=— = °° га айланади.

®ст
Х,акдк,атан х,ам, мух^гг к,аршилигининг 

мавжуд булиши натижасида резонанс вак;тида 
мажбурий тебраниш амплитудаси бу к,адар чексиз 
катталикка усмайди: р частота эркин тебранишнинг 
к частотасига якднлашиши билан мажбурий 
тебраниш етарли даражада катта амплитуда билан 
юз беради. Бу амплитуданинг катталиги кдршилик 
к;онунига богликдир,
б)К,аршилик булганда моддий нукдганинг мажбурий 
тебранма х,аракати.

Мухцт к,аршилиги эркин тебранма 
хдракатни сундиришини куриб утдик. Энди, мухдг 
к;аршилигининг мажбурий тебранишга курсатади- 
ган таъсирини текширамиз. Бу х;олда моддий М
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та к ,айтарувчи куч F, тезликнинг биринчи 
Я^ р ая саси га  пропорционал булган мухитнинг 
к а р ш и л и к  кучи R  ва уйготувчи куч F M таъсирида 
х а р а к а т  килади. Унинг харакат дифференциал 
т е н г л а м а с и  куйидаги куринишда булади:

х 4- 2пх +  к2 х =  h sm(pt), (13.48)
бунда

2п = ^ ,  к2 = -  , h  = -  . 
m m m

Бу тенгламанинг умумий ечимини х;ам икки
кисмга ажратамиз, яъни:

х =  х, +  х2
деб оламиз.

Бу ерда х, тенгламанинг биржинсли 
кдсмининг умумий ечими, х2 тенгламанинг хусусий 
ечими. n<k хол учун биржинсли тенгламанинг 
ечими к,уйидагича булар эди:

xt = ае sinOqt + 0) (13.29)

Бунда k, = Vk" -  п2 . х2 ечимни:

х2 =  A sin(pt-5), 
куринишда оламиз.

Б у  ерда А ва 5 узгармасларни шундай 
танлаймизки, улар (13.48) тенгламани к,аноат- 
лантирсин. Х,осилаларни хцсобласак:

* 2 = ~сй̂  = ^  COfi(pt' б>' *2 = = "АР2 sin(pt' 5)>

келиб чив;ади. Бу хосилалар ва х2 нинг кийматини 
(13.48) тенгламага куйиб, хамда pt-5=<p ёки pt =  <p + 5
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десак, А(-р2 +  к2 )sin 9  +  2npAcos9 =  h(cos8sin(p +  sin§ 
coscp ), айниятга эга буламиз.

Бу тенглик айният булганидан sirup ва соуф 
олдидаги коэффициентлар куйидаги шартни 
к,аноатлантириши керак:

А(к2 -р2 ) =  h cos8 ,
2npA =  h sin5 .

Ушбу тенгламани чап ва унг кдсмларини 
квадратга кутариб, х,адма-х;ад к,ушиб А ни ва 
нисбатларини олиб 5 ни топиш мумкин:

А =
y j ( k : -  р’ )2 + 4п2р"

г, tg5
2пр

к2 - р 2
(13.49)

Булар эътиборга олинса, (13.48) тенгламанинг 
хусусий ечими куйидагича ёзилади:

x2 =  Asin(pt-6). (13.50)
У х,олда, моддий нук,та х,аракат дифференциал 
тенгламасининг умумий ечими

х =  ae_,usin(k,t +  p)+Asin(pt-6),

куринишда ёзилади. Бу ерда а ва (3 узгармаслар 
бошлангич шартларга боглик, булиб, А ва б 
бошлангич шартларга боглик; булмайди.

Бундан курамизки, тебранувчи нуктанинг 
Харакати икки кдсмдан иборат:
1) сунувчи тебраниш,
2) узгармас амплитудали мажбурий тебраниш 
Иккинчи тебранишнинг частотаси уйготувчи 
кучнинг частотасига тенг, фазаси эса уйготувчи 
кучнинг фазасидс1Н 8 га фарк, кдлади. Бирмунча 
вак,т утганда сунувчи тебраниш йук,олиб, х;аракат 
стационарлашади, яъни х;аракат фак,ат мажбурий 
тебранишдан иборат булади:
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х =  Asin(pt-5 ). (13.51)
с  уолат учун тебраниш частотаси уйготувчи куч 
гГгтотасига тенг булади. Шунинг учун мажбурий 

тебраниш даврига мухит к,аршилигиюш1 *еч 
И м а й таъсири булмайди. Амплитудаси А эса бир 
актда р ва п га боглик; булади. Бундан мухит 

к^ршилиги мажбурий тебранма *аракатнинг 
амплитудасини камайтиради деган хулосага 
келамиз. Мухит кдршилигининг амплитудага 
таъсири резонанс вак,тида жуда х,ам сезиларли,

яъни к =  р булганда А = —  булади. Мухдт

каршилиги мавжуд булганда резонанс вак,тида 
амплитуда чексиз кдйматга эга булмайди. А 
амплитуданинг максимал кдйматини дифференциал 
эщ собида курсатилган усул билан топамиз. Бунинг 
учун к в а  п берилган деб к,аралса, (13.49) формулада 
илдиз остидаги ифода р частотанинг функцияси 
булади. уни f(p) деб белгилаймиз, яъни 

f(p) = (к2 -р2 )2 +  4п2 р2 .
Бу тенгликни р га нисбатан икки марта 
дифференциа\ласак:

f'(p ) =  -2(к2 -р2 )2р +  8п2 р,
(13.52)

Г(р) =  -4(к2 -р2 )+ 8 р 2 +  8п2 ,
келиб чикали

О хи рги  муносабатда биринчисини нолга 
тенглаш тириб, ечимларни топамиз. Улар

Pi =  0, р2,3=  +Vк2 - 2 п 2, (13.53)

га тенг булади. Бу к,ийматларда f(p) функциянинг, 
А'ФХакд-щат А амплитуданинг максимал ва минимал 
булишини аникдаймиз. Бунинг учун f"(p) нинг 
кииматидан фойдаланамиз, яъни ечимларда унинг



мусбат ва манфий булишини текширамиз. (13.53) ни
(13.52) тенгликнинг иккинчи кдсмига к,уямиз:

f" (р,) =  -4к2 + 8п 2 =  4(2п2 -к2 )<0

булиб, f(p,) функция максимум ва амплитуда Д 
минимум кийматга эришади.

f" (Р2.3) =  -4к2 +  12к2 -24п2 + 8п 2 =  8(к2 -2п2 )>0

булиб, f(р) функция минимум ва амплитуда А 
максимум кийматга эришади. Энди, амплитуда 
А нинг максимум кдйматини хдсоблаймиз. Бунинг 
учун р2,3 нинг кдйматини (13.49) формулага куямиз:

^ г п Л ’ - п ’ “ 3'54’

х;осил булади. (13 49) формулани куйидагича ёзиш 
мумкин:

_ĥ

А =  — ■ к2 -------- (13.55)
J [1 - (£ )2 ]2 + 4(5-)2(£)2

Бунда —  = 8 СГ P =  Pi булгандаги амплитуда,
IV

резонанс хрдисаси мутлок,а булмайди. 136-расмда 
уч х,ол учун (13.55) формула графиги (турли 
Каршилик коэффициентлари учун) курилган.



Динамик коэффициент --—ордината укд,
®СГ

Л . абцисса укд буйлаб куйилган. Энг пастки 
к

эгри чизик, учун кдршилик коэффициента п,
п п

уртадагиси — ва устидагиси учун — олинган. Ьу

эгри чизикдарни солииггириб, к,аршилик коэф
фициента п к,анча кичик булса, амплитуданинг

Р ,кцимати резонанс х;олатидаги — = 1 кдиматига
к

шунча якдн булишини курамиз.
Мажрубий тебранишнинг умумий хоссалари. 
Юк,орида топилган натажалардан, нуктанинг эркин 
тебранишидан мутлок,а фарк, кдлувчи мажбурий 
тебранишнинг куйидаги мухдм хоссаларини 
келтириш мумкин:
1) Мажбурий тебраниш амплитудаси бошлангич 
шартларга боглик; булмайди.
2)К,аршилик булганда мажбурий тебраниш 
сунмайди.

Мажбурий тебраниш частотаси уйготувчи куч 
частотасига тенг булади ва тебранувчи систем а  
характеристикасига боглик, булмайди.

)Агар к;аршилик кичик булиб, бирок, р частота к 
Га ЯК№  булса, уйготувчи кучнинг х,атто кичик
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кийматида х,ам, интенсив мажбурий тебраниш 
(резонанс) х;осил булиши мумкин.
5) Агар р частота к дан бирмунча катта булса, х,агго 
уйготувчи кучнинг катта кийматларида х;ам, 
мажбурий тебранишни исталганича кичрайтириш 
мумкин.

Мажбурий тебраниш, хусусан резонанс, 
физика ва техниканинг купгина тармокдарида катта 
роль уйнайди. Масалан, машина ва двигателларнинг 
ишлашида одатда даврий кучлар пайдо булиб 
(вужудга келиб), улар машина кисмларининг ёки 
пойдеворнинг мажбурий тебранишини х;осил 
килиши мумкин. Купгина мух;андислик 
иншоотларида резонанс х,одисаси максадга номуво- 
фик, булиб, уни йук,отиш чоралари курилади, 
бунинг учун р ва к частоталар орасидаги 
муносабатлар шундай танланадики, амалда 
мажбурий тебраниш амплитудаси нолга тенг булиб 
к,олсин (р>>к). Аксинча, бир мисол олайлик, 
радиотехникада резонанас х;одисаси жуда х;ам 
фойдали булиб, бир радиостанция сигналларини 
бошк,аларшшг х;амма сигналларидан ажратиб 
т}фиш учун к,улланилади.

Бир катор асбобларни лойих,алаш масаласи 
х,ам мажбурий тебраниш назариясига асосланади. 
Масалан, вибрографлар - тебранувчи жисм 
(пойдевор, машина кдсмлари ва бошк,алар) ниш' 
силжишини улчайдиган, ва хусусан, сейсмографлар 
- Ер катламларининг тебраншшши ва шунга 
ухшашларни ёзув’ш асбоблар.

55- §. Моддий нук,танинг нисбий х;аракати.

Шу пайтгача дршаьшка конунлари ва улар 
асосида олинган х,амма тенгламаларни моддий 
нуктанинг абсолют харакати учун, яъни унинг 
инерциал санок системасига нисбатан х;аракати 
учун уринли эканлигини исботлаб келдик. Лекин, 
динамиканинг купгина масалаларида х;аракаттш
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инерциал булмаг.ш у ёки бу санок, системасига 
нисбатан урганишга тугри келади. Жумладан, Ер 
билан боглик, ва шу сабабли биз купрок 
одатланган санок, системаси кичик даражада 
инерциал эмас. Ер билан боглик, санок, систе- 
масининг инерциал эмаслигини аник, кузатишлар 
орк,али сезиш мумкин. Шунинг учун, купинча Ер 
билан маркам богланган санок; системасини кичик 
католик билан инерциал деб хдсобласа булади. 
Аммо, техниканинг купчилик масалаларида 
х,аракатни тезланишдаги жисмга, яъни инерциалмас 
санок, системасига нисбатан кузатишга тугри 
келади. Бунда, динамиканинг асосий тенгламаси ва 
ундан келиб чик,адиган куп хулосалар харакатни 
нотугри ифодалайди. К,уйида инерциалмас санок, 
системаларида >;аракатни тугри ифодалаш учун 
динамиканинг асосий тенгламасини кандай 
узгартириш масаласи билан шугулланамиз.

Моддий нукта динамикасининг бу 
параграфида биз ш массали М моддий нуктанинг 
бирор Oxyz к,узгалувчи (инерциалмас) санок, 
системасига нисбатан х;аракатини текширамиз. 
К,узгалувчи санок, системаси уз навбатида 
Кузгалмас 0,^Г|^ санок; системасига нисбатан 
маълум конун буйича х,аракатланаётган булсин 
(137-расм). Моддий нуктанинг бундай х,аракати 
динамиканинг куггчилик масалаларида к,аралади. Бу 
ерда масала моддий нук,тага таъсир этувчи берилган 
кучлар (актив ва пассив) га кура унинг нисбий 
х,аракатини аник^\ашдан иборат. Бундай масалани 
Куйидагича ечиш мумкин: нук;тага таъсир этувчи 

прилган ку^ь\арга кура аввал унинг абсолют 
х,аракатини аникдаш, яъни динамиканинг иккинчи 
масаласини ечиш, сунгра эса, нуктанинг абсолют ва 
кучирма харакатларини билиб, кинематиканинг 
Коидасига
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137- раем
биноан нуктанинг изланаётган нисбий х,аракатини 
аникдаш. Аммо, берилган масалани осонрок, ечишга 
имкон берадиган усул х,ам мавжуд. Бу усул гарчи 
юзаки ах,амиятга эга булсада, купинча масалани 
ечишда унинг катта кулайлиги бор. Куйида ушбу 
усулни нуктанинг к,узгалмас системага нисбатан 
х;аракати учун куллаймиз. Нуктанинг абсолют 
х,аракати учун динамиканинг асосий тенгламасига 
мувофик к;уйидс1гини ёзамиз:

т а  =  F + N . (13.56)
Бу ерда F - моддий нук,тага куйилган актив 
кучларнинг тент таъсир этувчиси, N - богланиш 
реакцияларининг тент таъсир этувчиси, а - 
нуктанинг инерциал санок системасига нисбатан 
тезланиши. Тезланишларни к;ушиш теоремасига 
кура

а = а, + ar + ак ,
эканлиги кинематикадан бизга маълум, бу ерда вс, 
ar, ак - мос’ равишда, нуктанинг кучирма, нисбий ва 
Кориолис тезланишлари. Абсолют тезланишнинг 
ушбу ифодасини динамиканинг асосий 
тенгламаси (13.56) га куйиб, куйидагини х;осил 
кцламиз:

та,, + т а , + mak = F  +N
ёки

т а , =  F + N  +  (-та*. ) +  (-так )
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Охирги тенгламанинг унг томонида турган (-maj 
ва (-шак) векторларнинг куч улчамларга эга 
эканлиги куриниб турибди. Уларни, мос равшида, 
ри =-шае, =-m ak билан белгиласак, юк,оридаги 

тенглама бундай куринишда ёзилади:

т а , =  F +  N +  Fe" +  Fk“ . (13.57)

ри  ̂ pи - векторлар тегишлича кучирма ва Кориолис
инерция кучлари дейилади.

Юкрридаги (13.57) тенглама моддий нук,та 
нисбий хр.ракат дифференциал тенгламасининг 
векторли ифодаси ёки нисбий х,аракат 
динамикасининг асосий тенгламаси дейилади.

Моддий нук,та нисбий х,аракатининг 
дифференциал тенгламаси унга таъсир этувчи актив 
кучлар ва реакция кучлар к,аторига мазкур 
нуктанинг кучирма ва Кориолис инерция кучларини 
кушиб, унинг абсолют х,аракатининг диф
ференциал тенгламалари каби тузилади. Актив 
кучлар ва богланиш реакциялари к;аторига кучирма 
ва Кориолис инерция кучларини кушит билан 
Кузгалувчи (инерциал булмаган) санок, системаси 
кучиши туфайли нуктанинг нисбий х;аракатига 
курсатиладиган таъсир эътиборга олинади.

Кузгалмас санок, системаси учун бу кучлар 
нолга тенг, чунки бу х,олда нуктанинг нисбий ва 
абсолют х;аракати устма-уст т у т а  л и. Кучирма ва 
Кориолис инерция кучлари нисбий тезланишни 
хосил кдлиб, худди моддий жисмлар томонидан 
куиилган кучлар каби к;атнашади. Бирок , таърифга 
кура, бу инерция кучлари нук,тага куйилган кучлар 
булсада, улар нук,танинг кузгалмас санок 
системасига. нибатан тезланишини х;осил кдлишда 
Катнашмайди ва инерциал системаларга нисбатан 
даракатланаётган моддий нук,тага куйилмайди.

Агар Oxyz кузгалувчи координаталар 
системасига нисбатан даракатланаётган моддий
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нуктанинг координаталарини вактнинг t пайтида 
x,y,z десак, (13.57) тенгламанинг к,узгалувчи 
координата укдарига проекциялари ушбу
куринишни олади:

rnx = Fx + Nx + F"x + F&

my = Fy + N y + F “y + Ffy (13.58)

mz = Fz + N z + Fp” + F&
Хусусий доллар
1. Oxyz кузгалувчи санок, системаси илгариланма 
х,аракатлансин. Бу х,ол учун Щ> =  0 булганлиги 
сабабли F“ = 0  булади, бунда G\, Oxyz санок, 
системаси айлашшшнинг бурчак тезлиги. Моддий 
нук,та нисбий х,аракатининг векторли тенгламаси 
(13.57) ушбу куринишни олади:

mar = F +  N +  F “ . (13.59)

2.0xyz кузгалувчи санок, системаси илгариланма 
ва тугри чизикди текис х,аракатлансин. У х,олда 
v =  const, F" = 0, F" = 0  булади, ва моддий нукта 
нисбий даракатининг векторли тенгламаси
Куйидагича ёзилади:

mar =  F +  N. (13.60)

Берилган х,олда моддий нукта нисбий х;аракатининг 
дифференциал тенгламаси (13.60) унинг абсолют 
х,аракати учун тузилган тенгламадан х;еч фарк, 
Килмайди, бопщача кдлиб айтганда, каралаётган 
Oxyz кузгалувчи санок, системаси инерциал 
система булади. Нуктага таъсир этувчи куч билан 
нуктанинг бундай (кузгалувчи) системага нисбатан 
Харакати орасидаги муносабат бу системанинг 
"к,узгалмас"га нисбатан тинч туришига ёки унга 
нисбатан илгариданма ва тугри чизшуш текис 
Харакатда булишига боглик, булмайди, яъни бир хил
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булади. Бундай классик механик анинг Галилей 
томонидан ашщланган нисбийлик принципы келиб 
чикади: х,ач к,андай механик тажриба ёрдамида 
иузгалувчи санок, системасининг бундай 
илгариланма myipu чизицли текис х,аракатини 
сезиш мумкин эмас.

Эйнштейннзшг махсус нисбийлик
назариясида ушбу х,олатни тасдикдайдиган 
нисбийлик принципи уринли: х,амма физикавий 
х,одисалар барча инерциал санок; системаларида бир 
халда руй беради.
3. Моддий нук,та кузгалувчи Oxyz санок; систе
масига нисбатан тугри чизикди ва текис х,аракат- 
лансин, нуктанинг бундай х,аракатига 
инерцияси буйича нисбий х,аракати дейилади. У 
Холда нук,танинг нисбий тезлиги vr микдор ва 
йуналиш жихатдан узгармайди. Шу сабабли унинг 
нисбий тезланиши а,. = 0  булиб, (13.57) тенглик 
куйидагича ёзилади:

F4- N +  F “ +  F ” =  0. (13.61)

Бу шарт инерция буйича нисбий х,аракатдаги 
нук,тага таъсир этувчи кучлар учун булиб, актив 
кучлар ва реакция кучлари всщтнинг х,ар бир 
пайтида щу нуцтанинг кучирма ва Кориолис 
инерция кучлари билан мувозанатлашади.
4.Моддий нук,та кузгалувчи Oxyz санок, системасига 
нисбатан харакатланмасин, яъни тинч хрлатда 
булсин. Бу х°лда vr = 0 , аг = 0 , F" = 0  булиб, (13.57) 
Дан моддий нук,та нисбий мувозанат тенгмасининг 
векторли ифодаси к,уйидаги куринишни олади:

F +  N +  Fe" =  0. (13.62)

Модддй нук,танинг инерция буйича абсолют 
^аракатида ёки унинг кузгалмас санок,
( истемасига нисбатан абсолют мувозанатида унга 
Таьсир этувчи кучлар учун бир хил шартга эга
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буламиз: F +  N =  0. (13.62) ни (13.61) билан 
так;к,ослаб шундай хулосага келшп мумкин: 
нукдюга таъсир этувчи кучлар учун нисбий 
мувозанат шарт инерция буйича х,аракащ 
шартидан фарк/юмади.

Шундай 1уилиб, нисбий мувозанатдаги 
нук,тага таъсир этувчи барча актив ва реакция 
кучларнинг тенг таъсир этувчиси вакдтинг х,ар 
бир пайтида ту нуцтанинг кучирма инерция кучи 
билан мувозанатлашади.

Динамиканинг техникада учрайдиган 
купгина масалаларини ечигттда, кузгалмас 
(инерциал) санок, системаси сифатида одатда Ер 
билан богланган санок, системаси к,абул килиниб, 
бунда Ернинг суткалик ва Куёш атрофида орбита 
буйлаб харакати эътиборга олинмайди. Лекин, бу 
харакатлардан иккинчисига тегишли ва (13.57) 
тенгламага кирадигаи кучирма инерция кучи амалда 
Куёшнинг тортиш кучи билан мувозанатлашади. 
Натижада, Ер сирти билан богланган санок, 
системасини инерциал система деб хдсоблаш 
билан унинг Ер билан биргаликда юлдузларга 
нисбатан суткалик айланшнинигина эътиборга 
олмадик. Бу айланиш:

со= 27Г /86400 -  0,0000729 с'1, 
бурчак тезлик билан содир булади. Куйида бундай 
секин айланиш жисмнинг мувозанатига ва 
х,аракатига к,андай таъсир этишини текширамиз.

Ер сиртидаги нисбий мувозанат. Огирлик 
кучи. Ерга нисбатан кузгалмас булган силлик, 
горизонтал текисликда ётувчи нук,тани оламиз 
(138-расм). Унинг Ерга ьшсбатан мувозанат шарти 
(13.62) тенгликка мувофик, FT +  F “ +  N =  О 
куринишда ёзилади.
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138-расм
Бунда FT - ернинг тортиш кучи, N - 

текисликнинг реакцияси, F ” -нуктанинг кучирма 
инерция кучи. X - геоцентрик кенглик, ф 
астрономик кенглик. 0 )=  const булганидан F ” куч 
факат Ернинг айланиш укига перпендикуляр 
йуналган нормаль ташкил этувчидан иборат 
булади. FT ва F“ куч\арни кушиб, уларнинг тенг 
таъсир этувчисини Р билан белгилайлик:

FT +  F" =  Р. • (13.63)
У х,олда, М моддий нуктага узаро мувозанатлашучи 
Р ва N иккита куч таъсир этади. Р куч М нуктанинг 
огирлик кучи дейилади. Р кучнинг йуналиши 
Ернинг берилган нуктасида вертикал йуналган 
булиб, унга перпендикул5ф булган текислик 
горизонтал теки ели кдир. Шундай килиб, кучирма 
харакатнинг инерция кучи

F" =  гаг 052 , (13.64)
булиб, бунда m нуктанинг массаси, г- нук,тадан 
Ернинг айланиш утщгача булган масофа, £0 - Ернинг 
уз уки атрофидаги айланиш бурчак тезлиги. СО2 
жУАа кичик, шунинг учун F “ «  FT булиб, Р нинг 
нуналиши FT нии’ йуналишидан жуда оз фарк 
^1лади. Жисмларш! тарозида тортганда Р куч 
'Ликданади, яъни жисм Р билан тарози палласини
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босади. Демак, мувозанат тенгламасига огирлик 
кучини киритиш билан F “ кучини х;ам киритгещ
буламиз, яъни Ернинг айланиш таъсирини 
эътиборга олган буламиз.

Натижада, Ерга нисбатан жисмнинг 
мувозанат шарти абсолют деб к,аралса булади. 
Энди, Ер сирти буйлаб х,аракатланувчи жисмга 
Ер айланишининг таъсирини текширамиз.

Дарёлар цирюк^арини ювилиши. Бэра крнунн  
Ер сиртида меридиан чизиги буйлаб шимолий 
(кенгликда) ярим шарида

шимолдан жанубга vr тезлик билан 
даракатланаетган М нуктанинг Кориолис 
тезланиши ак (139-расм) да курсатилгандек, 
параллелга М нук,тада утказилган уринма буйича 
шаркда йуналади; Кориолис инерция куш F£ эса, 
унга тескари йун;*лишда, яъни Fap6ra йуналади. М 
нук,та жанубдан шимолга томон х;аракатланса, 
Кориолис инерция кучининг шаркда йуналишини 
кузатиш мумкин. Х,ар икки х;олда х;ам бу куч 
нуктани х,арахат йуналишидан унг томонга 
четлантиршшши курамиз. Агар нукта иараллел 
чизнк, буйлаб шаркка томон х,аракатланса унинг 
Кориолис тезлсшиши ак МС радиус буйлаб 
йуналиб, F£ куч эса, унга тескари йуналган булади 
(1396-расм). Бу кучнинг вертикал тузувчиси (ОМ 
буйлаб) жисм огирлигини бироз узгартиради,
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пизонтал тузувчиси эса, жануб томон йуналиб, 
нг<гстани х,аракат йуналишидан унг томонга 
!2дяради. Нук,та параллел буйлаб гарбга томон 
«яошсатланса х;ам шундай натижага келиш мумкин. 
с  Лардан куйидаги хулосага келамиз: Ер сиртида 
меридиан буйлаб исталган йуналшцда 

ракатланаётган жисм Ернинг айланиши туфайли 
шимолий ярим шар (кенглиги) да х,аракат 
йуналишидан унг томонга, жанубий ярим шар 
(кенглиги) да эса чаи томонга четлашади. Ернинг 
шимолий ярим шарида ок;аётган дарё унг кдргокди 
ювуб кетиши (Бэра цонуни) шу х,олатларга 
асосланади. Яна шу сабабларга кура денгиз 
окимларининг ва шамол окдмларининг четлани- 
шлари (цассатлар) пайдо булади.

Жисминг вертикал тутиши. Ер сиртига унча 
катта булмаган (Ернинг радиусига нисбатан 
жуда кичик масофага тенг) баландликдан 
огирлик кучи таъсирида эркин тушаётган моддий 
нуктанинг ^аракатини текширамиз. Эркин 
вертикал тушаётган нук,тага таъсир этувчи 
Кориолис инерция кучи Fk нинг йуналишини 
аникдаш учун, нук,танинг нисбий х,аракат тезлиги 
Vr нинг йуналишшини билишга тугри келади. F “ 

Кориолис инерция кучи огирлик кучига к,араганда 
жуда кичик булганлигидан, биринчи тартибли 
аник^икда vr ни вертикал буйлаб, яъни МО 
чизиги буйлаб йуналган деб олиш мумкин (140- 
расм). У х,олда, ак векторининг гарбга ва Fk кучнинг
шарк,к,а томон йуналган булишини осонлик билан 
кузатищ мумкин.

Демак, биринчи аникдикда вертикал эркин 
тушаётган нук,та (жисм) Ернинг айланиши туфайли 
Вертикалдан шарк,к,а четланади. Шунингдек, 
ЮК'°Рига тик отилган нук,та (жисм) хдвонинг 
^фшилиги хисобга олинмаса, вертикалдан гарбга 
томон четланади. Бирок,, бу четланишлар них;оятда 
КИчик булганлигидан, уларни жисмнинг катта
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140-расм 141-расм
баландликдан тушшяида ёки кутарилишидагина 
сезиш мумкин.

29-масала. Горизонтал тугри чизикди йулда 
вагон узгармас а тезланиш билан унг томонга 
к;араб х,аракатланади. Бунда М нук,та вагон билан 
х;аракатланиб, бироздан сунг вертикал пастга 
эркин тушади. N1 нуктанинг вагонга нисбатан 
х,аракат траекторияси топилсин (141-расм).

Ечиш. 141-расмда курсатилгандек О^т^ 
инерциал ва Oxyz инерциал булмаган 
координаталар системасини танлаймиз, бунда Mq 
нуктанинг бошлангич вазияти. Нуктанинг тушиш 
пайтдаги баландлигини z =  h деб белгилаймиз. 
Бирок; , масала шартига мувофик, нуктанинг 
бошлангич нисбий тезлиги нолга тенг. Кучирма 
инерция кучи F“ нинг модули т а  га тенг булиб, 
горизонтал чапга йуналган. Кучирма х;аракат 
илгариланма булганлигидан, Кориолис инерция 
кучи F “ нолга тенг булади, бундан ташк,ари нук,та 
эркин х;аракатланганидан богланиш реакция кучи 
N х,ам ноль булади.

Шунинг учун нук,танинг нисбий х,аракат 
дифференциал тенгламаси (13.57) куйидаги 
куринишда ёзилади:

mar = F  +  F(:ие  I

еки ироекцияларда
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Ёки

x = О, у = -a, z = -g (1)
Бу тенгламаларни бир марта интегралласак:

х = С„ у = -at + С2, z = -gt + С3. , (2)

келиб чик,ади. Бошлангич пайтда, яъни t =  0 
булганда нуктанинг нисбий тезлиги нолга тенг. Бу 
шартни (2) га к,уйиб, С, — С2 =  С3 =  0.
(2) тенгламани яна бир марта интеграллаб топамиз:

х = С4 , у =  -at2 /2  +  С5 , z =  -gt2 /2  +  С6 . (3)

Бундан х;аракат бошида x  =  Xq = 0 , У =  Уо = 0> 
z = Zo — h, эканлипини эътиборга олсак:

С 4 =  С5 =  0, С6 =  h, 
келиб чик,ади. Натижада:

х =  0, у =  -at2 /2 , z =  h-gt2 /2 , (4)
х,осил кдламиз.

Бу тенглам<ъ\арнинг биринчисидан нук,таиинг 
нисбий х,аракати Oyz вертикал текисликдагина 
содир булади деган хулосага келиш мумкин. 
Тенгламаларнинг иккинчи ва учинчиларидан вак,т t 
ни йук,отиб, нук,танинг нисбий хдракати 
траекториясининг тенгламасини топамиз:

az-gy =  ah,
ёки

£ _  бУ _  i 
h ah

p  _ я h
У Oy ва Oz укдаридаи, мос равищда, —  ва h

ё
кесмалар кесувчи тугри чизик, тенгламасидир.

mx = 0, my = -ma, mz = -mg.

69



Вазнсизлик. Агар Ер сиртига якдн бирор 
горизонтал текислик устидаги нук,та тинч хрлатда 
булса, унга таъсир этувчи Ернинг тортиш кучи 
текисликнинг нормаль реакция кучи билан 
мувозанатлашади. Бу таигкд кучларнинг таъсири 
остида жисмда, унинг зарраларининг узаро 
босими шаклида ички зурикдшлар иайдо булади. 
Бундай ички зурикишлар содир буладиган жисмни 
вазнли холатдаги жисм деб аталади. Бунда 
жисмнинг вертикал тушишига тускднлик 
кдладиган горизонтал текисликка курсатадиган 
босимини ифодаловчи куч микдорини жисмнинг 
огирлиги дейилади. Масалан, юкнинг тарози 
палласита курсатадиган босими юкнинг огирлигини 
ифодалайди. Агар жисмда мана шундай ички 
зурикдшлар пайдо булмаса жисм вазнсизлик 
х,олатда деб аталади. Агар нук;та (жисм) берилган 
санок, системасида, бу системага нисбатан 
мувозанатда турган жисмга босим курсатмаса, 
нук,та (жисм) нинг бундай х;олати вазнсизлик 
х,олати дейилади. Ернинг тортиш кучи таъсирида 
х;аракатланаётган нуктанинг эркин к,аттик, жисмга 
маркам бириктирилган инерциал булмаган санок, 
системасига нисбатан вазнсизлик х;олатини 
текширамиз. Ер атмосферасидан тапщарида х,ара- 
катланаётган Ернинг сунъий йулдоши бундай 
жисмга мисол булади. Сунъий йулдошга нисбатан 
нисбий мувозанатдаги нук;танинг вазнсизлик 
х,олатини текширамиз. Бундай нуктанинг нисбий 
тезлиги ва нисбий тезланшпи нолга тенг булади. 
Шу сабабли нисбий мувозанат тенгламаси (13.62) 
орк,али ифодаланади

F +  N +  FeH =  0.

Бу ерда F =m g - Ернинг нук,тага таъсир этувчи 
тортиш кучи, N - сунъий йулдош ичидаги нук,тага 
к,уйилган реакция кучи, F“ =  -ma  ̂ - кучи р м а



яверция кучи. Вазнсизлик долагида N =  0 булиб, 
нисбий мувозанат тенгламаси к,уйидаги куринишда 
езилади:

F +  F “ =  0.
Шундай кдлиб, вазнсизлик х;олати

F= F" =ш ае ёки ас =  g

булганда, яъни кучирма х;аракат тезланиши эркин 
т у ш и т  тезланишига тенг булганда вужудга келади. 
Нукта сунъий йулдошнинг массалар марказида 
жойлашган х;олда бу шарт уринли булади, чунки 
массалар маркази факат Ернинг тортиш кучидан 
иборат тдтттки  куч таъсирида х;аракатланади ва 
унинг тезланиши g га тенг булади.

Бу тезланиш бир вактда нуктанинг 
кучирма тезланшшши х,ам ифодалайди. Агар 
моддий нукта сунъий йулдошнинг массалар 
марказида жойлашмаса, йулдош айланма х;аракатда 
булгани учун, нуктанинг кучирма х,аракат 
тезланиши массалар марказининг тезланишидан 
рарк, кдлади. Illy сабабли нукта вазнсизлик 

хрлатйда булмайди. Агар йулдош илгариланм^ 
.х,аракатда булса, йулдош ичидаги ихтиёрий нукта 
вазнсизлик х,олатида булади. Худди шунингдек, g 
тезланищ билан вертикал пастга тушаётган лифт 
кабинасида х,ам вазнсизлик ^одиса кузатилади.
1 арчи, вазинсизлик куггчилик асбоб ва 
ускуналарнинг итттлатп шароитларини узгартирсада, 
космонавтика ривожланган сари уни ургакиш 
мухдм Щамшггга эга булмокда. Вазнсизлик киши 
Тйнасинин1 турли организмининг ишлашига х,ам 
таъсир этади (масалан, сезиш органларига), шуникг 
сабабли вазнсизлик х,олатга мослашши учун 
тегкщди тайёргарлик олиб борилади. Кишининг 
Узок, муддатли учишига тайёргарлик куришида 
тУГИнида кабина урнатилган айланувчи 
ГИлАИраксимон конструкция ( курилма) яса\ади. Fy
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кабина ичида жойлашган жисм зарралари бир. 
бирларига маълум куч билан таъсир этади, бу 
билан улар учун сунъий вазинли х,олат яратилади
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МЕХАНИК СИСТЕМА- МАССАЛАР 
ГЕОМЕТРИЯСИ

5 5 .̂ . Механик система ва унта таъсир этувчи 
кучлар. Ички кучларнинг хоссалари

Шу вак,тга к,адар биз моддий нук,та 
х;аракатининг динамикасини ургандик. Биргина 
модадй нукта харакати холи учун баён этилган 
х;амма к,оида-к,онунлар илгариланма харакатлана- 
ётган катти к, жиемга ёки масала шартига мувофик, 
улчамини хдеобга олмаслик мумкин булган ва 
моддий нукта деб к,араладиган жиемга тулик, 
кулланилади. Агар моддий нук,талар системаси 
фазода ихтиёрий кучаолса, у х;олда система 
Харакатини -урганиш учун унинг х,ар к,айси 
нук,тасининг х;аракатини алохдда урганиш зарур. 
Шунинг учун бу ерда моддий нук;та динами- 
касидаги тушунчаларни моддий нук,талар системаси 
динамикаси учун умумлаиггирамиз. Механикада, 
механик система деганда, бир-бирлари билан узаро 
таъсирлашувчи моддий нук,та (ёки жисм) лар 
туплами тушунилади. Боищача кдлиб айтганда, 
механик системанинг хаР бир нук,таси (ёки жисми) 
нинг холати ва харакати к,олган х;амма нук,та (ёки 
жисм) ларининт холати ва харакатига боглик, 
булади, яъни система нук,та (ёки жисм) лари бир- 
бири билан маълум муносабатда богланган булади. 
Жумладан, х,арк,гшдай каттик, жиемни хам уни 
ташкил калган зарралари (нук,талари) нинг 
системаси деб к,арай к;оламиз. Шунингдек, Куёш 
системаси, механик системага классик мисол 
булаолади, чунки унинг х,амма жисмлари (Куёш ва 
Планеталар) узаро бутун олам тортишиш кучи 
т«ъсирида булади. Механик системага бопща мисол 
С11фатида исталган машина ёки механизмни олиш 
м^МКИн, чунки унинг хамма кдемлари бир-бирлари

73



билан геометрик, турли богланишлар: масалан, 
шарнирлар, стерженлар, аркрнлар, тасмалар ёки 
тишли гилдираклар воситасида богланган булади. Бу 
х,олда система жисмларига (звеноларига) богланищ- 
лар орк,али бериладиган таранглик ёки узаро босим 
кучлари таъсир этади. Бир-бирлари билан х,еч 
к,андай узаро таъсир кучига эга булмаган жисмлар 
туплами механик система булаолмайди, масалан, 
х,авода учаётган бир гурух, самолётлар.

Агар системанинг харакатда, унинг ихтиёрий 
икки нук,таси орасидаги масофа хамма вак,т 
узгармай к,олса (х,ар кдндай шароитда), узгармас 
механик система дейилади. Масалан, абсолют 
к,аттик, жисм. Аксинча, бу масофа узгариб борса, 
узгарувчан механик система деб аталади. Масалан, 
деформадияланувчи жисм. Шунингдек, механик 
система богланишли ва богланишсиз (эркин) 
булиши мумкин. у г̂ар система нук,та (ёки жисм) 
лари фазода истау\ган йуналишда харакатланаолса 
бундай система эркин система деб аталади. 
Масалан, Ер ва Куёш системаси эркин х,аракат 
данади, газ тулгазилган х,аво шари хавода эркин 
парвоз кдлади. Агар система нук,таларининг 
Харакатига бирор чек куйилган булса, бундай 
снстемани богланишдаги (эркинмас) система 
дейилади. Масалан, кривошип-ползунли механизм.

Шуни к,айд кдлиб утамизки, эркин механик 
система нук,та (ёки жисм) ларининг харакати фак,ат 
уларга таъсир этувчи кучлар билан аникданади, 
богланишдаги механик система нук;та (ёки жисм) 
лари эса, уларга куйилган кучлар таъсирида 
богланишга зид булмаган маълум харакатда булади. 
Бундан буён биз, фак,ат механик система ёки 
кдскдча система х;аракатини урганамиз.

Берилган системага таъсир этувчи х,амма 
кучларни ички ва танщи кучларга ажратиш мумкин 
Берилган системадаги нуцта (ёки жисм) ларнинг 
узаро таъсир куч̂ уари ички кучлар дейилади. Бундан 
койин системанинг ички кучларинии F1 билан

74



^лгдлаймиз. Берилган система нуцтаси (ёки 
jtiiicMu) га бу системага кирмайдиган боища нук/па 
(ёки жисм) лирнинг курсатадиган таъсир кучлари 
та ищи кучлар дейилади. Системага таъсир этувчи
таищи кучни бундан кейин F e билан белгилаймиз.

Кучларни ташки ва ички кучларга ажратиш 
шартли булиб, к,аралаётган система таркибига 
нима киритилгсшлигига богликдир. Масалан, 
автомобиль двигателининг кривошип-поршенли 
механизмини система деб кабул кдлсак, унинг 
звенолари орасидаги узаро таъсир кучлари ички 
кучларга киради. Айни шу кривошип-поршенли 
механизмга нисбатан ёкдлги газининг двигатель 
поршенига босими ташки куч булади. Агар 
автомобилни двигатель билан биргаликда бир 
система деб к,абул кдлсак, бунда газларнинг 
двигатель поршенига таъсири ички куч булади. 
Бундай система учун: автомобиль огарлиги, йулнинг 
нормаль реакциями, автомобиль гилдираги билан 
йул сирти орасидаги инщаланиш кучи, хавонинг 
Каршилик кучи ташки кучлар булади.

Система нукта (ёки жисм) ларига таъсир 
этувчи кучларни бопща жих,атдан х,ам яна икки 
гурухга ажратиш мумкин: актив кучлар (система 
нукталарига бевосита куйилган кучлар) ва 
пассив кучлар (богланиш реакциялари).

Богланиш системанинг х,аракатини
чеклайди; богланиш булмаганда эди, система 
Куйилган актив кучлар таъсиридан маълум 
Х«ракатда булар эди. Бирок,, богланиш, бу 
Харакатнинг уфнига бопща харакатнинг вужудга 
келишига сабаб булади. Демак, богланиш таъсири 
^ам Куйилган куч таъсири каби булади. Шунинг 
учун динамика масалаларини ечишда богланиш 
таъсирини реакция билан алмаштириб, у ташки 
кучлар каторига кушилади.

Актив кучлар ва богланиш реакциялари уз 
н^батида шгки ёки ташки кучлар булиши мумкин.



Нукта (ёки система) нинг хдракатида, уларга 
куйилган богланишларнинг реакциялари фак,ат 
уларга таъсир этувчи актив кучларга ва 
богланишларнинг турига боглик; булибгина к,олмай, 
балки берилган нукта (ёки система) даракатининг 
характерига х,ам боглик булади. Масалан, ипга 
богланган юкнинг хдракати холида ипнинг 
реакцияси юкнинг бошлангич тезлигига ва вактга 
боглик булиши.

Таъсир ва акс таъсирнинг тенглик конунига 
кура системанинг хар кандай икки нуктаси 
(масалан, М, ва М2 нукталари) микдор жих;атидан 
тенг ва бир чизик буйлаб карама-к,арши 
томонларга йуналган F,1 ва F2 кучлар билан бир- 
бирига таъсир этади (142-расм). Шунинг учун

Система n-та нукталардан ташкил топса, 
системанинг хамма нукталари орасидаги узаро 
таъсир кучларини (системанинг ички кучларини) 
турли урин алмапггиришлар билан жуфт-жуфт 
Щ1либ к,ушиб, кутгидаги хулосага келамиз; исталган 
системада хамма ички кучларнинг геометрик 
йигиндиси, яъни бош вектори нолга тенг:

\
\

П
(14.1)

к = 1
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Kv тенгликдан курамизки, системадаги х,амма ички 
к у ч л а р н и н г  исталган укдаги проекцияларининг 
ддгебраик йигиндиси хам нолга тенг:

Хулди шу мулох,аза асосида система ички 
кучларининг бирор О марказга нисбатан 
моментларининг йигиндиси (бош момента) учун 
^ам куйидаги тенгламаларни ёзаоламиз:

M L = X m 0(F;)  = 0, (14.3)
k=l

i r a , ( F ; )  = 0, i m , ( F i )  = 0 , 2 ; m , ( F ; )  = 0  (14.4)
k=i k=l k=l

(14.1) ва (14.2) тенгликлар система нукталарининг 
ички кучларининг биринчи хоссасини, (14.3) ва
(14.4) .тенгликлар эса, уларнинг иккинчи хоссасини 
ифодалайди. (14.1) ва (14.3) тенгликлар биргаликда 
ва шунингдек, (14.2) ва (14.4) биргаликда фазода 
ихтиёрий жойлашган кучлар системасининг 
мувозанат тенгламалари кабидир. Аммо, келта- 
рилган хоссалардан ички кучлар узаро мувоза- 
натлашган булади ва система харакатига хеч 
к,<шдай таъсири булмайди деган хулоса келиб 
чикмайди, аксинча, бу ички кучлар механик 
системасининг турли нукта (ёки жисм) ларига 
куйилганлиги сабабли ушбу нук,та' (ёки жисм) 
ларни бир-бирига. нисбатан х,аракатлантираолиши 
мумкин. К,аралаётган система абсолют к,аттик, 
жисм булса, ички кучлар мувозанатлашган булади. 
%  юк,орида келтирилган хулосалар к,атор холларда 
система динамикасига (ва унинг хусусий холи 
^аттик, жисмга хам) оид масалаларни текширишни 
анча осонлаштиреди, чунки булар айрим холларда 
ички кучларни мутлакр хдсобга олмасликка хам 
имкон беради.
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57-$. Механик система массалар маркази ва унинг 
координаталари.

К,аттик жисм ва боцща механик 
системанинг хдрежати унга таъсир этувчи кучларга 
ва даракатланаетган система (ёки жисм) нинг 
массалар йигиндисигагина боглик булибгина 
к,олмай, балки массаларнинг так,симланишига х;ам 
боглик, булади. Система массаларининг так,сим- 
Лс1ниши унинг массалар (инерция) марказининг 
уплати ва инерция момента деб аталган механик 
катталиклар билан характерланади. Бу катталик- 
лар х,акидаги таълимот массалар геометрияси 
дейилади. Биз, бу ерда ва келгусида механик 
система динамика сини урганишда мухцм ах,амиятга 
эга булган мана шу тушунчалар устида тухталамиз. 
Система п моддий нуктадан иборат булсин. Бу 
нукталарнинг х,олатини Oxyz координаталар 
системасига нис 'батан текширамиз. Бунда Мк 
системанинг ихтиёрий к-нчи нуктаси, rk (к = Гп) 
унинг радиус вектори, xk ,ук ,zk - координаталари 
булсин.

143-расм
Системанинг массалар маркази деб. уни 

ташкил этган зсрраларнинг массалар и тупланган 
геометрик нуцта С га айтилиб, х;олати ушбу 
формуладан аникланади:



Бу формулада mk - системада олинган ихтиёрий 
Mt нуктанинг массаси, гк - шу нуктанинг радиус 
вектори, ш =  Zmk - бутун система массаси. Шундай 
кдлиб, системанинг массалар маркази деб массаси 
система массасига тент ва холати (14.5) билан 
аникланадиган (фаразий) нуктага айтилади. (14.5) 
тенгликни Декарт координата укларига 
проекциялаб, система массалар маркази координа- 
таларининг ифодаси топилади:

^  I X * ,  „ , 1 ^  ( 1 4 .6 )

I ‘ т  ' ‘ т  с т

Гарчи, система массалар марказининг 
х,олати бир жингли огирлик майдонида жойлашган 
каттик жисмнинг огирлик маркази билан устма-уст 
тушсада, бу тушунчалар х;ар доим айни бир тушунча 
булаолмайди, яъни улар бир-бирларидан фарк- 
ланади. Огирлик маркази тушунчаси, жисмдаги 
Хамма моддий нук,талар огирлик кучларининг тенг 
таъсир этувчиси утадиган нукта булиб, амалда 
факат огирлик майдонида жойлашган каттик, 
жисмлар учунгина маънога эга булади. Массалар 
маркази тушунчаси эса, системадаги массаларнинг 
таксимланишини характерловчи катталик булиб, 
Хар кандай ихтиёрий механик система учун хам 
маънога эга. Бу тушунча берилган система бирор 
куч таъси ридами ёки йукми бунга боглик булмаган 
Х(>лда уз маъносини саклайди.

Буларга кура ва масса хаР кандай 
системанинг ажргьлмас хоссаси булганлиги сабабли, 
массалар маркази тушунчаси огирлик маркази 
ртцунчасига Караганда кенгрок маънога эга. 
Ь/нищ- исботи сифатида массалар маркази 
тущунчаси билан боглик куйидаги хоссаларни



куриб чик,амиз. Массалар марказининг радиус 
вектори (14.5) дан ёки унинг координаталари (14.6) 
дан вак,т буйича биринчи ва иккинчи тартибди 
х,осила олиб система массалар марказининг тезлик 
ва тезланиш векторларини ёки уларнинг координата 
укдаридаги проекцияларини аникдашимиз мум- 
кин. Чунончи, система массалар марказининг 
тезлиги ва тезланшии

га тенг булади. Система массалар маркази, 
тезлиги ва тезланишларининг юк,оридаги ифода- 
ларидан уларнинг куйидаги баъзи хоссалари келиб 
чгщади. Масалан, системанинг фак,ат k-нчи нук,таси 
х,аракати туфайли система массалар марказининг 
оладиган тезлиги ва тезланшии, мос равишда, mKvK 
/ т  га ва т как /ш  га тенг булади. Шундай 
кдлиб, системанинг фак,ат k-нчи нук,тасининг 
хдракати туфайли система массалар марказининг 
оладиган тезлиги ва тезланшии, мос равишда, шу 
k-нчи нук;та тезлиги ва тезланишига параллел 
йуналган булиб, микдор жих,атдан улардан mK/m 
марта кичик экан.

58-jj. Механик система ва к,аттик, жисмнинг к,утбга, 
ук;ца ва текисликка нисбатан инерция 
моментлари.

Массалар марказининг х;олати система 
массаларининг такс.имланишини тула характерлай 
олмайди. Масалан, бир хил массали ва катталикдаги 
А ва В шарларни Oz дан тенг h масофага 
силжитишда системанинг массалар марказининг 
х,олати узгаришсиз к,олсада унинг массалар 
тсщсимланиши бопщача булади, бу эса, системанинг 
х,аракатини узгартиради, яъни Oz укд атрофида 
айланиш секинлашади (144-расм). Шунинг учун 
механикада, система динамикасида мухи1'1

ю ш
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а^амиятга эга булган, системанинг массалар 
так;сИмланишини характерловчи яна бир катталик 
-инерция моменти киритилган, Система (ёки жисм) 
дадаг инерция моменти марказга, укк,а ёки 
Текисликка нисбатан аникланади. п-та

нукталардан ташкил топтан механик система (ёки 
жисм) нинг бирор z ук;к,а (145-расм) нисбатан 
инерция моменти деб, унинг нук,таларининг 
массаларини ук;ь,ача булган масофалар квадратига 
купайтмаларининг йигиндисига тенг булган скаляр 
катталикка айтилади. Уни \г деб белгиласак, 
таърифга кура

булади. Бу ерда hk - берилган укдан шк массали 
нук,тагача булган масофа. Хусусий х;олда туташ 
жисмлар учун йигиндини интеграл билан 
алмаштириш мумкин:

^лементар заррасининг массаси.
Шунингдек, к,аралаётган системанинг О 

иук,та) кутбга нисбатан инерция моменти, унинг

144-расм 145-расм

11

(14,7)
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нукталарининг массаларини к;утбгача булган масо- 
фалар квадратига купайтмаларининг йигиндисига 
тенг катталикка айтилади ва одатда Iq билан 
белгиланади:

Ц
I = (14.9)

k=l

Бунда гк - О нуктадан системанинг ихтиёрий М, 
нуктасигача булкш масофа. Туташ мухитлар учун 
йигиндидан интегралга утиб, (нук,та) кутбга 
ни с: батан инерция момента учун к,уйидагига эга 
буламиз:

I0 = J r 2dm (14.10)

Инерция момента тушунчаси биринчи марта 
Эйлер томонидан киритилган. Бир хил шаклдаги 
х,ар хил материа;\лардан тайёрланган бир жинсли 
жисмларнинг инерция моментлари турлича булади, 
яъни инерция момента фа_к,ат жисмнинг шаклига 
ва моддасининг зичлигига богликдир.

Баъзан, жисмнинг укд<,а нисбатан инерция 
момента жисмнинг m массасини берилган ук,ка 
нисбатан инерция радиуси деб аталувчи бирор р„ 
кесма узунлиги (145-расм) квадратига купайтмаси 
сифатида ёзилади:

Iz = ШРи (14.11)
Бундан инерция радиуси

ри = ^Iz /  m (14.12)
орк,али аникданади. Жисмнинг берилган ук,к,а 
нисбатан инерция радиуси деганда, инерция 
моменти жисмнинг инерция моментига тенг булиши 
у'г н унинг барча m массаси тупланган нук,тадан шу 
ук^ача масофога тенг кесма узунлиги 
тушунилади. Инерция радиуси жисм массасига 
боглик, булмссган характеристакасидир. СИ 
снстемада инерция момента кг. м2, бирликларнинг 
техник системасида эса, кг.м.сек2 да улчанади.



Системанинг бирор Мк нук,тасининг координа- 
таларини хк ,ук ,zK деб белгиласак, унинг x,y,z 
j-узралмас -ук,ларга нисбатан инерция моментлари 
тегишлича (145-расм):

I* = X  т *(У* + ZS): 'у " S  mkN + х*):  ̂= X  т * = (xk + Ук) (14-13)

ифодаланади. У холда системанинг координаталар 
боши О га нисбатан инерция моменти:

I„ = S mkrk = Z mk(x2k +yl  + z 2k) (14.14)
кл/ринишда аникданади. Бу характеристикалар 
о])асидаги муносабатларни келтирамиз. Бунинг учун
(14.13) даги тенгликарни хадма- хал ушиб ва
(14.14) ни эътиборга олсак:

1х - 1 2 + 1 у = 2 1 0 (14.15)
келиб чикдди. Агар к,аралаётган система текис 
шаклдан иборат булса, х ва у ук^арини шакл 
текислигида олсак, 1г =1о, булиб, (14.15) дан 
ёлаоламиз:

(Х+ 1 У= 1 0 (14.16)
Механикада марказ (к,утб) га ва ук,к,а нис- 

6<1тан инерция моментларидан ташк,ари текисликка 
нисбатан ва марказдан к,очма инерция
моментларидан х,ам фойдаланилади. Масалан, 
системашшг уО:г, xOz, хОу координата 
текисликларига нисбатан инерция моментлари 
114;5-расм) мос: равиШда, куйидагича ифодаланади:

^v" 7 ~  к х к 1 I Х( iz = m к У к '  ̂хоу = ^  к^к (14.17)

Охирида, системанинг бирор и к к и  узаро 
перпендикуляр булган укдарга нисбатан марказдан 
Кочма инерция моменти деб, унинг х,амма нук,та- 
Лсфининг массаларини бу укдаргача булган 
м5с°фаларига купайтмаларининг йигиндисига 
аитилади. Систем.шинг хар кайси х ва у, у ва z,



z ва х жуфт-жуфт координата укдарига нисбатан 
марказдан к,очма. инерция моментлари тегишлича 
к,уйидагича ифодаланади:

•ху = Х т кх кУк; 1у г = Х т кУк2к; Izx = X mkzkx k (14.18)

Марказдан в,очма инерция моменти ук,к,а нисбатан 
инерция моментидан фаркданиб, у мусбат, манфий 
ва координата укдарининг танланишига к,араб 
нолга тент х,ам булиши мумкин. Бунта, марказдан 
к,очма инерция моменти ифодасига масофа 
квадрата эмас, балки координаталар купайтмаси 
кирганлигидан деб тушунилади. Координаталар эса, 
турли ишораларда олиниши бизга маълум. 
Марказдан крчма инерция момента к,аттик, 
жисмнинг к,узгалмас ук; атрофидаги айланма 
х,аракатада подшипникларга курсатадиган 
босимини аникдашда ва бопща х,олларда мущм 
ах;амиятга эгадир. Бу дастлабки маълумотлардан 
сунг, инерция моменти х;акддаги теоремаларни 
исботлашга утамиз.

59-S. Параллел укдарга нисбатан жисмнинг 
инерция моментлари х;аквда теорема.

Теорема. Механик система (жисм) нинг 
ихтиёрий уцк,а нисбатан инерция моменти, 
берилган уцк,а параллел равишда шу системанинг 
массалар марказидан утувчи уцк,а нисбатан 
инерция моменти билан система массасини бу 
уцлар орасидаги масофа квадратига купайт- 
масининг йигиндисига тенг.

Айтайлик, zc марказий ук, ва ихтиёрий zA 
УК узаро параллел х,олда бир-биридан d масофада 
шакл текислигига перпендикуляр равишда С ва 
А нук;талардан утсин (146-расм). Механик 
системанинг Мк нук,таси учун куйидагини 
ёзаоламиз:
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hj- = d2 + hk -  2dhkcosa = d2 + hk -  2dxk 
(14.7) формулага биноан zA УККа нисбатан
инерция моменти к,уйидагига тенг:
I = Y m k h k2 = d 2 £ m k + £ m k h £ - 2 d £ m k x k 

7 \  л  ^

146-расм
аммо, Хшкх к= т х г =  0 булганлигидан, куйидаги 
келиб чик,ади

I = I + md2. (14.19)
А С

Бу (14.19) формула инерция моментлари 
х.акцдаги 1-теорема (Гюгенс-Штейнер теоремаси) 
ни ифодалайди.

Оддий шаклли жисмларнинг инерция 
моментлари интеграл хдсобидан фойдаланиб 
топилади. Жисм оддий шаклда булмаган х;олларда, 
инерция моментлари тажриба йули билан ёки 
так,рибий равишда аникданади. К,уйида мисоллар 
тарикдсида баъзи оддий шаклли бир жинсли 
жисмларнинг инерция моментларини хцсоблашни 
к,араймиз.
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60-j}. Оддий шаклдаги бир жинсли жисмларнинг 
укдарга нисбатан инерция моментлари.

30-масала. Бир жинсли доиравий х,алк;анинг 
марказидан утувчи ва х,алк,а текислигига 
перпендикуляр булган Oz ук,к,а нисбатан инерция 
моменти топилсин. Х,алк,анинг массаси ш ва унинг 
р(1диуси R га тенг.

Ечиш. Бутун х,алк,ани х;ар к;айсисининг 
мас:саси шк га тенг булган бир к,анча ёй 
кесмаларга ажратамиз (147-расм). Уларнинг х,амма 
нукталари Oz укдан бир хил hK =  R масофада 
жойлашганидан ва х,алк,анинг массаси унинг 
гардиши буйлаб текис так,симланганлиги сабабли, 
инерция момента (14.7) формулага мувофик, 
аникданади:

1г = X rakhk = X mkR2 =mR2 (14.20)
31 -масала. Массаси ш ва радиуси R га тенг 

булган бир жинсли дисканинг, диска текислигига 
перпендикуляр булган марказий ук,к,а нисбатан 
инерция моменти топилсин (148- раем).

Ечиш. Дисканинг узгармас зичлиги у 
^уйидагига тенг:

y = m / n R 2 (14.21)
Бутун дискани радиуслари R ва R +  dR айланалар 
орасидаги бирк,анча элементар х,алк;аларга 
ажратамиз, у х,олда бундай х,алк,анинг массаси 
dm =  277rRdR га те!нг. (14.8) формулага биноан h =R  
днб, куйидагини ёзаоламиз:

lz = J  R ~2я R у flR = 2y7tJ R 3dR  = 27rr-^- = ^ ^ - = = 5 y i
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2R
148-расм147-расм

Шундай килиб
m R 2

2 = 2 '
(14.22)

Шу формулага кура бир жинсли 
цилиндрнинг геометрик укига нисбатан инерция 
моменти х,ам хдсобланади.

32-масала. Ук, инерция моменти аникданиши 
керак булган дискнинг диаметри билан устма-уст 
тушади деб фараз килиб олдинги масала ечилсин.

Ечиш. Дискни n-та булакларга ажратамиз 
(149-расм), у х;олда, диск текислигига перпендикуляр 
булган z ук,к,а нисбатан унинг инерция моменти 
114.9) формулага 1чувофик

*• = X  inkRk = X  mk(xk + Ук) = X  mkXk + X  ,Т1кУк 
га тенг, бирок, диск учун 1х =  1у булганлигидан, 
(14.16) га кура 1г =: 21у булади. Бундан

келиб чикади.
33-масала. Бир жинсли ва кундаланг 

цнркдми узгармас булган стерженнинг учидан 
унинг укдга перпендикуляр утган х  укка нисбатан

К _  mR2 (14.23)
2 4
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инерция моменти топилсин. Стерженнинг массаси 
ш ва узунлиги 1 га тенг.
Ечиш. Стерженнинг узгармас зичлиги у =  т /1  =
const га тенг. Массаси ydy га тенг стержен 
булагини ажратамиз (150-расм), у х,олда бутун 
стерженнинг х укдга нисбатан инерция моменти
(14.8) га мувофик, к;уйидагига тенг:

г , f , Y l3 ml2
1Х = ]  h;dm = Jy^yciy = —  = —  (14.24)

149-расм 150-расм
3 4-масала. х,- укд стерженнинг огирлик 

марказидан утгаи: х;ол учун олдинги масала ечилсин 
(150-расм).

Ечиш. Икки параллел укларга нисбатан 
жисмнинг инерция моментлари орасидаги 
муносабатни ифодалайдиган Гюгенс-Штейнер 
теоремасини к,уллаймиз (14.19):

бундан
Ix=  I +m d2,

С



IXc = I x - m d 2 = m l 2 / 3 - m ( l / 2 ) 2 = —  (14.25)

Мана шу тартибда бошк,а шаклдаги 
жисмларнинг дам инерция моментларини 
топишимиз мумкин. Механика масалаларини 
ечишда купрок, учрайдиган шаклдаги жисмларнинг 
инерция моменти ва инерция радиуслари 
техникавий жадвалларда берилади.

i2

Жисм
хили

Жисм
шакли

Инерция
моменти

Инерция
радиуси

Ингичка
стержен ml2

3 V3
= 0,5771

Д* >иравий 
к>пка 

пластинка 
(диск)

mR2
0,5R

Тугри
бурчакли

парал-
лепипед

К >пка 
А̂ ворли 

шар

Д а2 +Ь2
ш-

12

л/а2 + Ь2 

= 0.289Va’ + Ь!

•mR2 ■jR = 0,816R
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Жисмнинг ихтиёрий О нук,тасига Oxyz 
координата укдари системасини жойлаштириб, шу 
О нук,тадан ихтиёрий утган OL ук,к,а нисбатан 
мазкур жисмнинг инерция моментини аникдаймиз.



I*

Бунда биз мазкур жисмнинг Ix , Iy, Iz 
инерция моментлари ва 1 ,̂ 1  ̂ ^марказдан к,очма 
инерция моментларини маълум деб хцсоблаймиз. 
OL нинг Ox, Оу, Oz координата укдари билан 
ташкил этган бурчакларини, мос равишда, а,(3,у
оркали белгилаймиз. (151-раем).

У хрлда, таърифга кура, OL ук,к,а нисбатан 
жисмнинг инерция моменти куйидагича булади:

1 , = Х т А .  (14.26)

Бу ерда hk - mk массали Mk нук,тадан OL ук;к,ача 
булган кцск;а масофа. Агар rk билан OL орасидаги 
бурчакни ерк деб белгиласак:

0 N k =: rk • COS(tp J  = rk 10 
га тенг Бу ерда ]<, - OL нинг бирлик вектори, у 
Декарт координата укдарининг бирлик векторлари 
билан

lo =  icosa +  jcos/? +  kcosy 
каби богланган. У х,олда,

rk=  xki +  y j  +  zkk 
радиус векторни 1,, бирлик вектор билан скаляр 
купайтмаси куйидагига тенг булади:

г*|(, = xkcosG +ykcos Р + zkco%у .
Бундан

° N k =  rkCOS <pk = x k co sa  +  yk cos/3 +  zkcos У
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ифодага келамиз. 151-расмдан hu — rk sin <р к ва

h£ = rv2sin2<pk = rg -  (rk cos<pk)2 =

x k + У к + z k -  (Xk cos “ + У к c o s P + zk cos У)2 =
(*k + У к + Zfc)(cos2 a  + cos2 p + cos2 7) -

о
(xk cos a  + y k cos|$ + zk cos 7).  =
(yg + zk)cos2 a + (zk + x k)cos2 p + (x£ + y £ )co s2 7 -  
2y kZk cos p cos 7 -  2z kx k cos 7 cos a -  2 x ky k cos a cos (3.

Биз бу ерда cos2 cc +  cos2 P + cos2 7 = 1  формуладан 
фойдаландик. Х,осил булган ушбу ифодани (14.26) 
га к,уйиб, к,уйид<1ги белгилашларни киритамиз:

А == 1Х = Х т к(Ук + 4 )  

B - I y - X m k( ^ + x J )  (14.27)

С -  Iz = X m “ (x k +Ук).

Г) = !yz = Х т кУк2к

Е = 1Я = X mkzkx k (1428)

F = IXy = X  т кх кУ к

Бу ерда А, В, С (бизга маълум) х, у, z 
укдарга нисбатан жисмнинг инерция моментлари. 
D, Е, F катталиклар жисмнинг марказдан крчма 
инерция моментлари дейилади. Марказдан к,очма 
инерция моментлари, ук, моментларидан фаркди 
равишда, мусбат, манфий катталиклар, баъзан эса 
х,атто нолга тенг хам булиши мумкин.

Шундай килиб, ихтиёрий OL ук,к,а нисбатан 
жисмнинг инерция моменти куйидагича булади:

IL =  Ixcos2 а  +  Iycos2 р  +  Izcos2 7 -2I^cos р cos у -
2Izxco s 7 c o s a  ^Ixycosa cos ft (14.29)



Бу формула ёрдамида жисмнинг берилган х, у, z 
координата укларига нисбатан 1Х, 1у, \ инерция 
Моментлари хамда 1̂ , 1̂ , 1ху, марказдан к,очма 
инерция моментлари ва шунингдек OL укдинг 
Декарт координата укдари билан ташкил этган 
а (3, у бурчаклари маълум булганда, координата 
бохиидан ихтиёрий йуналишда утувчи х,ар к,андай 
OL ук,к,а нисбатан инерция моменти аникданади. 
Агар координата укдари шу О нук,тага нисбатан 
бош уклар булса, бу укдарга нисбатан марказдан 
к,очма барча инерция моментлари нолга айланади 
ва (14.29)

IL = Ixcos2 а  + Iycos2 Р +  Izcos2y 
куринишга келади.

62-$. Инерция эллипсоиди.

Жисмда бирор О нук,тани танлаб, Декарт 
координаталар бошини шу нук,тада жойлаштирамиз. 
Шу нук,та орк,али OL ук, утказамиз. OL нинг 
йуналишини узгаришида жисмнинг OL га 
нисбатан инерция моменти х,ам узгаради. Буни
(14.29) даги а . Д.у ларнинг дар хил кдйматларига 
мос келадиган турлича йуналишдаги OL укдарга 
нисбатан жисмнинг инерция моментини айни шу
(14.29) дан дисоблаб курамиз.

Жисмнинг О нуктасидан утувчи укдар 
дастасига нисбатан унинг инерция моментларининг 
Тгщсимланишинн геомтрик тасвирлаш учун шу OL 
УКЛа ихтиёрий ОН =  R масофадаги Н нуктани 
оламиз (152-раем). У х,олда Н нуктанинг 
к°ординаталари х, =  Rcos ОС, у , =  Rcosp, z, =  Rcos у 
тенгликлардан топилади.
а ■ (3 ■ у бурчакларнинг узгаришида OL укда 
ВДсбатан мазкур жисмнинг инерция моментининг 
Узгаришини як,к,ол тасаввур этиш мадсадида ОН =  R 
кнема узунлигини
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0 H = R = T T "  *14,30)
га тенг к,илиб танлаймиз. 
У х,олда,

COS CL =  ^ - =  X , 7 i 7R

cosP = -  у , ^

•osY = y  = 21>ДГ
cosot , cosfj , cosy ларнинг ушбу крийматларини
(14.29) га куйиб ва х,осил булган тенгламаларнинг 
икки томонини I, га кискартириб куйидаги 
тенгламага келамиз:

1х, х? + 1У| У? + Iz, ' z? -  21ул y,z, -  
2IZlll-z1x 1- 2 I Xiy, . x 1y1 =l

OL укдаги нуктанинг (х,, у,, z,) координаталари 
ушбу иккинчи тартибли тенгламани к,аноат- 
лантиради. Ашщрок, айтсак, ОН = у 'у р  шарт билан

OL укдинг йуналишини узгаришида, ундаги Н 
нук,та ушбу (14.31) тенглама ифодалаган сирт буйлаб 
кучади. (14.31) сиртга тааллукди Н нук,тадан 
координаталар боши О гача булган масофа (14.30) 
тенглик билан аникданади. Х,ар кандай укда 
нис:батан жисмнинг инерция моменти IL х,ар доим 
мусбат ва нолдан фаркди катталик булганлиги 
сабабли ушбу (14.31) сиртнинг х,амма нукталари 
координата боши О дан чекли масофада булади. 
Бошцача айтганда, ушбу сиртнинг чексиз узокдаги 
нук,таси булмайди, яъни бу сирт О нук,тани уз 
ичига к,амраган ёпик, сирт булади. Иккинчи 
тартибли тенгламали сиртлардан фак,ат эллип- 
соидгина бундай шартни к,оник,тиради. (14.31) 
эллипсоид тенгламасидаги х, у, z узгарувчилдр
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оддддага коэффициентлар жисмнинг инерция 
моментлари булг<шлиги сабабли бу сирт инерция 
эллипсоиды дейилсди.

Аналитик геометриядан маълумки, агар 
координата укдари эллипсоид сиртининг узаро 
перпендикуляр уч йуналишидаги бош диаметрлари 
буйши олинса мазкур эллипсоид тенгламаси содд,а 
куринишга келади. Бундай укдар системаси (x,y,z) 
га нисбатан аникданган эллипсоид (152-расм) 
тенгламасида координаталарнинг купайтмаси бор 
х,адлар к,с1тнапшайди.

I* X2 + Iy y2+ I z z2 = l (14.32)

152-расмда О нукта учун аникданган инерция 
эллипсоиди ва шу инерция эллипсоиднинг 
тенгламаси, мос равишда, (14.31) ва (14.32) 
куринишни оладиган Ox,y,z, ва Oxyz координата 
укдари системаси тасвирланган. Инерция эллип- 
соиднинг Oxyz укдарга нисбатан ёзилган (14.32) 
тенгламасидан курамизки, бу укдарга нисбатан 
х;амма марказдан к,очма хшерция моментлари 
нолга тенг. Шундай к,илиб,. хар к^ндай О нукта 
Учун. х,ар доим, инерция эллипсоидининг учта 
шУндай симметрия укдари мавжудки, улар 
жисмнинг О нуктасидаги инерция бош ук/шри 
Дейилади. Ушбу инерция бош укдарига нисбатан



жисмнинг инерция моментлари инерция бощ 
моментлари дейилади. Жумладан, 1х, 1у, 1х.

Координате! укдари жисмнинг О нук,тасидаги 
инерция бош укдари билан мос тушган х;олда 
ихтиёрий OL укда нисбатан к,аттик, жисмнинг 
инерция моменти куйидагича аникданади.

IL = Ixcos2 а +  Iycos2 /? + Izcos2 у .

(14.32) тенгламани эллиисоиднинг каноник 
тенгламаси

билан солииггириб, эллипсоид укдари учун 
Куйидаги ифодани топамиз:

1 к 1 __L— I--- »  ̂— I--- »  ̂ rZ— ’
лДГ

Яъни инерция бош моментларининг каттасига 
инерция эллипсоидининг кичик утщ ва аксинча, 
тугри келади.

Умумий долда, берилган О нук,тадаги бош 
укдарга нисбатан жисмнинг инерция бош 
моментлари ичида узаро тенглари булмайди ва 
инерция эллипсоиди уч укди булади. Агар инерция 
бош моментларюшнг иккитаси узаро тенг булса 
(масалан, 1х =  1у) уч укди инерция эллипсоиди 
айланиш эллипсоидига, яъни икки укди эллипсоидга 
узгаради. Агар Ix =  Iy =  Iz булса, инерция эллипсоиди 
сферага утади.

Агар Oxyz координаталар системасининг Oz 
укн маркази О нук,тада булган инерция 
эллипсоидининг Oz бош укд булса, к,олган х ва у 
координата укдари инерция эллипсоидининг О 
нуктадаги тегишли укдари билан мос тушмаса,

1x1 =  lyi =  Of W*4 О



булади. Албатта, х ва у укдари О нук,тадан 
утиб, узаро перпендикуляр Oxyz укдар системасини
хосил килади.

Шундай килиб, жисмнинг хар бир нук,тасига 
маълум инерция зллипсоиди тугри келади ва бу 
инерция эллипсоиди айни шу нук,тадан утувчи 
хамма укларга нисбатан жисмнинг инерция 
моментларини характерлайди. Дарх,акдк,ат, О 
нуктада инерция эллипсоидига эга булсак, шу О 
нуктадан 5Ьувчи OL ук,к,а нисбатан жисмнинг 
инерция моменти

Ii ~ ( o h F
га тенг булади. Бу ерда ОН OL ухднинг инерция 
эллипсоиди бил<ш кесишган нук,таси Н дан 
координаталар боши О гача булган масофа.

Маркази жисмнинг массалар маркази С да 
олинган инерция эллипсоиди инерция марказий 
элипсоиди ва бундай эллипсоиднинг бош укдари 
инерция бош марказий ук/^ари дейилади. Шундай 
кцлиб, каттик, ;кисмнинг массалар маркази С 
орк,али утувчи инерция бош уки инерция бош 
марказий ук булади.

КН. Инерция бош ва марказий бош укдарининг 
хусусиятлари.

Бирор О нук,тадаги Oz инерция бош 
Узининг хусусиятини таъкидлаймиз. Агар Oz 
инерция бош ук,и булса, у инерция эллипсоидининг 
симметрия укларидан бири булади (х ва у ихтиёрий 
УКлар). Инерция эллипсоидининг х,ар бир (х, у, z) 
нуктасига Oz га нисбатан симметрик бошк,а (х, y,z) 
нук;та тут])и келадг

Бу иккала нуктанинг координаталари бир 
вактда (14.31) тенгламани к,аноатлантиради:
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Ax2 +  By2 +  Cz2- 2Dyz - 2Ezx - 2Fxy=  1

Ax2 +  By2 + Cz2 -t- 2Dyz +  2Ezx - 2Fxy =  1 

Буларни бир-биридан айириб:

4Dyz +  4Ezx =  0,
ёки

z(Dy +  Ex) =  0 
тенгликка келамиз. Бу тенгламани бажарилицщ 
учун D ва Е алодида- алодида нолга тенг булиши 
керак, чунки х, у, z координаталар нолдан фар дли 
Демак, берилган О нукргадан утказилтан 
ксюрдината уцлардая бирортаси жисмнинг инерция 
бош уци булса (Oz), унинг бу уща тегишли 
координата бился аник^анган марказдан крчма 
инерция моментлари нолга тенг.

Iyz =  D =  Xm,.ykzk =  0, IIX =  E =  Im kzkxk =  0.

Берилган О нудтадаги инерция бош уди (масалан, 
Oz) бу удда ётувчи бошка дар дандай нудталар 
учун жисмнинг инерция бош уди булаолмайди. 
Бундан фаркди уларо , инерция бош марказий уди 
шу уд устида ёт '̂вчи бошда дамма нудталар учун 
жисмнинг инерция бош уди булади.

Инерция бош ва бош марказий удларнинг 
бу фардини дараб чидайлик. Фараз диламизки, Oz 
инерция бош уди, Cz эса бош марказий булсин, 
яъни:

Iyz D ХхПкУ kZ[< 0, Izx Е 2jrnkzkxk 0,

тенгликлар урин ли: булсин. Cz ва Oz удларда 
ихтиёрий О, нудтани олиб, у ордали 0 , х ,  ва (3,yi 
удлари, мос равишда, Сх, Ох, Су, Оу удларга 
параллел 0,x,y,z,  координаталар системасини 
утказамиз. Ушбу координаталар системасининг Xi,zt
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m  y,,Z| ук^арига нисбатан жисмнинг марказдан 
кочма инерция моментларини аникдаймиз. Бунда 
х, == х, yi =  У- Z| = z-d эканлигини хдсобга оламиз 
(153-расм).

ly|Z, = Im kyk(zk-d) =  Im kykzk-dIm kyk =  Iy7-dmyc =  -dmyc 

l7|X. = I m kxk(zk-d) = Im kzkxk-dlm kx k =  IM- dmx(: =  -dmxc.

Шундай кдлиб,

D, =  IyiZ| = - dmyc, E, =  IZ|X[ = - dmx,..
Бу ерда m = Zmk - жисм массаси, Xc ва yc 
жисмнинг Сху/ ёки Oxyz координаталар 
системасига нисбатан массалар маркази коорди- 
наталари. О, нук,тада Otz, ук жисмнинг инерция 
бош уки булиши учун марказдан кочма иккала 
инерция моментлар Iy|Zi ва IZ)Xi нолга тенг булиши
3cipyp ва етарли. Бунинг учун, юкоридаги 
ифодаларга кура, хс =  ус =  0 булиши талаб килинади 
(чунки m*0, d*0), яъни жисмнинг массалар маркази 
7, укида жойлашган ва демак z уки инерция бош 
марказий ук, булиши керак. Oz учун х<.* 0, ус*0, 
массалар маркази Oz устида эмас. Шундай килиб, 
инерция бош марказий ук (Cz) узининг устидаги 
боцща барча нукталар учун

153-расм. 154-расм.
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инерция бош уки булади, инерция бощ 
(марказиймас) ук, (Oz) эса фак,ат узининг шу 
битта (О) нук,таси учунгина инерция бош 
булади. Инерция бош марказий ва бош укдарни 
аникдаптда жисмнинг симметрияларини билиш 
шщоятда осонлик тугдиради. Жисмнинг 
симметриялари билан боглик, к,уйидаги иккита 
к,оидани таъкидлаймиз.
1. Агар бир жинсли жисм моддий симметрия ук г̂га 
эга булса, бу симметрия укц унинг инерция бош 
марказий укц ёки узининг х,ар бир нуктаси учун 
инерция бош ук,и булади. Буни :щсботлаш учун, 
Oxyz координаталар системасининг Oz укдни 
жисмнинг симметрия укдда оламиз. Симметрия 
укннинг боши, албатта, массалар маркази С да 
жойлашган, яъни О нук,та С билан устма-уст. У 
х,олда, симметрияга кура, жисмнинг mk массали ва 
xk, ук, zk координатали х;ар Мк нук,тасига худди 
шундай т к массали ва -хк, -ук, zk координатали 
боцща Мк нук,таси мос келади. Чунки, моддий 
симметрия укдг'а нисбатан жисмнинг массаси 
симметрик жойл<шгган булади. Шунинг учун 
жисмнинг марказдан крчма инерция моментлари 
Iy,, лари ва унинг огирлик маркази С нуктанинг 
X . ус координаталари учун куйидаги муносабатлар 
уринли булади:

l>7 = I m kykzk -lm kykzk =  0 Izx = Im kx kzk -Im kxkzk

_ X ,nkxk ~ Х 1ГкХк Х ЮкУк " Х ткУк _ n
£(uik +mk) Ус ^ ( mk +mk)

Бу билан, симметрия укд, яъни Cz ук 
жисмнинг инерция бош марказий уки
булишлиги исботланди. Шундай кцлиб, z укдга 
нисбатан жисм массаларининг так,симланишидаги 
симметрия шу укк,а мос координата (z) кдтнашган 
1у.„ 1ет марказдан к,очма инерция моментларини 
нолга айланиши билан характерланади.
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Шуни таъкидлаш керакки, инерция бош уци 
qap доим жисмнинг симметрия уци булавермайди. 
Х,акдаатаи хам, Oz симметрия укдга эга булган 
жисмда шу ук ётган текислик xOz (ёки yOz) 
симметрия текислиги булади. У холда, симметрияга 
биноан, жисмнинг шк массали ва xtl ук, zK 
координатали х,ар бир Мк нуктасига худди шундай 

массали ва х к , -ук , zK (ёки -хк ,ук ,zK ) 
координатали боища М* нук,таси мос келади. 
Натижада, юк,оридаги каби, 1^ =  0, 1  ̂=  0, (ёки 1  ̂=  0, 
1̂  =  0,) х,осил булади. Бундан куйидаги иккинчи 
к,оида исботланади.
2. Агар бир жинсли жисм моддий симметрия 

текислигига эга булса, бу текисликка перпендикулар 
булган х,ар к,андай ук, симметрия текислиги билан 
кссишган нуцтасига нисбатан инерция бош уци 
булади.

Юк,оридаги 154-расмда, Oxyz координаталар 
системасининг барча уч укдари О нук;та учун 
инерция бош укдари булади: Oz укд жисмнинг 
симметрия укд булганлиги, Ох ва Оу укдари эса 
жисмнинг симметрия текисликларига перпен
дикуляр булганликлари сабабли. Бундан таищари, 
жисмнинг массалар маркази С симметрия укддд 
ётгани учун унда жисмнинг инерция бош марказий 
ук,и Cz хам жойлашган. Жисмнинг массалар 
марказини симметрия текислигида жойлашган- 
лигидан эса, С оркали бу текисликка 
перпендикуляр утган Сх ёки Су укдари х;ам 
жисмнинг инерция бош марказий укц булади.

35-масала. m массали, R радиусли бир 
жинсли доиравий дискнинг С марказидан утувчи 
ва диск текислиги билан 60° бурчак ташкил этган 
CL ук,к,а нисбатан инерция моменти топилсин (155- 
расм).

Ечиш. Координаталар боши О ни дискнинг 
маркази С, диск текислигини эса xOz текислиги 
оилан устма-уст оламиз. Oxyz укдарини шундай 
иуналтирамизки L ук yOz текислигида булсин У
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х,олда, a =  90n, (3 =  30°, у=60° га ва демак, cosa =  0,

координата укдари х, у, z га нисбатан дискнинг 
инерция моментини хдсоблаймиз. Су уки ушбу 
диск учун айланиш симметрия уки, шунинг учун у 
жисмнинг инерция бош марказий'уки булади. Сх, 
Cz укдари х;ам симметрия укдаридир. Демак, Cxyz 
укдарини дискнинг инерция бош марказий 
укдарида танлаймиз. Айни долда, барча марказдан 
к,очма инерция моментлари Ixy =  1  ̂=  1Х7 =  0, укларга 
нисбатан инерция моментлари:

га тенг. Энди CL >к,к,а нисбатан дискнинг инерция 
моментини хисоблаймиз:

cos(3= л/3 /  2 , cosy =  1/2 га тенг булади. Белгиланган

mR2 „ mR2

у

155-расм.

шК: 3 mR2 1 7. _|---------- .
2 4 4
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X V  боб

МЕХАНИК СИСТЕМА МАССАЛАР МАРКАЗИ 
ХДРАКАТИ ХДКИДА ТЕОРЕМА

64-̂  Динамиканинг умумий теоремалари.

Моддий нукта динамикасининг иккинчи 
асоси й  масаласини к,араганимизда, унинг ечими, 
моддий нук,та >;аракати дифференциал тенгла- 
маларини, умуман айтганда, етарлича математик 
к,1 пшнчиликлар орк,али, интеграллаш методи билан 
боглик; эканлиги ва айник,са, нук,тага таъсир этувчи 
куч бир вак;тда бир к,анча узгарувчилар: нук;танинг 
Харакат вак,ти, координаталари ва тезлигининг 
функцияси булганда х;атто биргина нук,та учун х;ам, 
умумий х;олда, (ягона) ечимга эришиш мумкин 
эмаслиги к,айд килиб утилган эди. Жумладан, бутун 
олам тортишшп к,онуни буйича узаро таъсир- 
лашувчи кучлар таъсирида х;аракатланувчи иккита 
моддий нук;та (икки жисм х;акидаги масала) х,оли 
у1 гун мазкур интеграллаш методи ёрдамида 
динамиканинг иккинчи асосий масаласини ечиш 
нщоятда кцйин ва уч нук,та (уч жисм х,ак,идаги 
масала) х,олида бутунлай ечиб булмайди. 
Тенгламаларида бирталай номаълумлар катнаша- 
диган механик системанинг х;аракати учун бу 
методни куллагцда яна х,ам катта кийинчиликлар 
пайдо булади.

Бирок,, динамиканинг купгина амалий масала- 
ларида к,аралаётган х,аракат тула (х,ар томонлама) 
Урганилмасдан, балки, фак;ат, уни у ёки бу 
томонларинигина аникдаш талаб этилади. Шунинг 
Y’tyH х;ам, динс'1миканинг к,атор масалаларини 
е̂ шшда, айник,са система динамикасида х,ара- 
катнинг дифференциал тенгламаларини интег- 
Р<гл\аш методи урнига, динамиканинг умумий 
Iасосий) теоремалари деб аталган ва динамиканинг
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асосий к;онунининг натижаси булган теоремалардан 
фойдаланиш жуда к,улай.

Динамиканинг умумий теоремалари механик 
система х;аракатини тула характерловчи бир неча 
асосий динамик характеристикалар орасидаги 
муносабатларни ифодалайди ва шу билан техникада 
кенг к;улланиладиган механик система х;аракатини 
текширишнинг янги имконини яратиб беради. Бу 
теоремаларнинг музрш ах,амияти ана шундан 
иборат. Бундан танщари динамиканинг умумий 
теоремалари к,аралаётган х,оди сани тула урган- 
масдан балки амалий ах,амиятга эга булган мухдм 
томонларини алохида урганишга имкон беради.

Шунингдек, х,ар бир масалани ечишда бу 
теоремаларни тадбик; этиш х,ар гал у ёки бу 
умумий теоремаларни келтириб чик,ариш билан 
боглик, математик амалларни бажаришдан халос 
этади ва шу билан динамика масалаларини ечиш 
жараёнини бирмунча соддалаштиради. Бундан 
тапщари, баъзан динамиканинг умумий теоре
малари ёрдамида механик система х;аракати 
дифференциал тенгламаларининг биринчи интег- 
ралига, яъни координаталарнинг вак,т буйича 
иккинчи хрсиласи кдтнашмайдиган муноса- 
батларга эга буламиз. Гарчи, алох^ида биринчи 
интеграллар системанинг барча нук,талари 
х,аракатини тулик, аникдай олмаса-да, аммо баъзан 
улар бутун система х,аракатининг мухдм 
томонларини характерлайди. Агар биринчи 
интеграллар мачэлум булса, механик система 
х,аракат к,онунини келтириш ва демак, системанинг 
х,аракатини текишриш осонлашади.

65-ij. Механик система ^аракатининг 
дифференциал тенгламалари.

Айтайлик, п-та нук,талардан ташкил топтан 
система ва унта таъсир этувчи ички ва ташки 
кучлар берилган: булсин. Агар системанинг
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ихтиёрий к-нуктасига ташки кучларнинг F *  тенг 

таъсир этувчиси в а ички кучларнинг тенг таъсир 
этувчиси куйилган булса (156-расм). У холда 
систем анинг ушбу нуктасининг харакат 
диф ф ерен циал тенгламасини динамиканинг асосий 
Тенглам аси га кура тузиш мумкин, масалан, у 
вектор куринишда куйидагича ёзилади:

т Л  = Ffc + F£ (15.1)

Бу ерда к = 1,п булганлигидан (15.1) п-та 
тенгламалар системасини х,осил кдлади. (15.1) га 
м е х а н и к  система х,арахатининг дифференциал 
тенгламаларининг вектори ифодаси дейилади.

156-расм
Ушбу векторли дифференциал тенгламаларни 
Декарт координата укдарига проекциялаб, механик 
система нукталари харакатининг З-n та диф
ференциал тенгламалар системасини хосил 
киламиз.

= F^ + Fxk’
= ( k - й )

m A - I J + F * .

оерилган кучларга ва бошлангич шартларга кура, 
механик системанинг хар бир нук,тасининг
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х,аракатини аникдаш учун иккинчи тартибли 3-ц та 
дифференциал тенгламалар системасини интег- 
раллаш керак булади. Умумий х,олда, тенглама- 
ларнинг сони катта булганлаги ва бошк,а сабаб- 
ларга кура бу масаланинг аник, ечими топилмаган.

Механик система хдракатнинг ушбу 3-п та 
дифференциал тенгламалар системасини аналитик 
ечиб булмасликнинг бошк,а сабаби тенгламанинг 
чсш кисмига кирувчи ички кучларнинг функционал 
куриншшшинг номаълумлиги булса, яна бир 
сабаби, бу ички кучларни механик система п 
нук,таларининг х,али аникданиши керак коорди- 
наталарига богликлиги. 3-п дифференциал тенгла- 
маларни интегра\лашдаги яна бир кийинчилик 
механик системанинг барча п нук,талари учун, 
умумий х,олда, бошлангич шартларни тула дисобга 
олиб булмаслик билан богликдир. Шунинг учун 
Хам, механик системанинг харакатини унинг 
дифференциал тенгламаларини аналитик ешпи 
билан тавсифлаш мумкин эмас. Бу масалани 
электрон хцсоблаш машиналарини куллаб етарлича 
аншушк, билан такрибий ечиш мумкин.

Бирок,, динамиканинг купгина амалий 
мас:алаларида система нукталарининг х,ар бирининг 
х,аракати урганилмасдан бутун система хдракати- 
нинг баъзи йипшди улчовлари узгаришини кучлар 
таъсиришшг йигинди улчовларига боглик, равишда 
аникдаш талаб этилади халос. Шунинг учун, 
механик система динамикасида дифференциал 
тенгламаларни интеграллаш методи урнига умумий 
теоремалар кулланилади.

66-$. Механик система массалар марказининг 
х;аракати х,акида теорема.

Механик система массалар маркази унинг 
х;аракатини характерловчи асосий динамик 
характеристикаларидан хцсобланади. Баъзи лоллар
да система харакатининг характерини билиш учун
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мазкур система массалар марказининг х,аракат 
к^нунини ашщлашнинг узи кифоя. Механик 
системанинг хдракатида унинг массалар маркази 
хам фазода кучади. Энди, масса\ар марказининг 
х,аракати кандай содир булишини караймиз. 
Бунинг учун (15 1) ни куйидагича ёзамиз:

ш , ^ -  = F f  + Fj

^ -  = Ff + F* (15.2)

m n = F e + F 1 ч 1*9 1 n ^ 1 n dt

(15.2) тенгламанинг чап ва унг томонларини х,адлаб 
Кушамчз:

i ‘ 5 3 '

(14.5) тенгламанинг иккала томонини ш га 
кушйтириб х,амда t буйича икки марта хрсил? 
олиб топамиз:

d2rk _ d2r,У ш  (15.4)
^  k dt2 dt2k=l

(15.3) ва (15.4) тенгликларга биноан куйидагига эга 
буламиз:

I15-5»
Ul k = l k=l

тенгламанинг унг томонидаги биринчи йип-шди х;ад 
система нукталарига куйилган барча ташки 
кУЧларнинг бош векторини ифодалайди
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X  Fk = • Иккинчи йигинди х;ад ^  *к = R1 эса,
x,fiMMa ички кучларнинг бош векторини ифодалаб. 
ички кучларнинг хоссасига кура нолга тенг булади. 
Шунинг учун , натижада

келиб чик,ади. Охирги вектор тенгламанинг иккала 
томонини координата укдарига ироекциялаб х,осил 
Киламиз:

(15.6) тенглама система массалар марказининг 
х,аракати х,акддаги теоремани векторли ифодасини,
(15.7) эса, ана шу теореманинг координата 
укдарига проекциялардаги аналитик ифодасини 
англатади. Бошк,с1ча килиб айтганда, бу (15.7) 
дифференциал тенгламалар массаси ш булган ва 
танщи кучлар таъсиридаги массалар маркази С 
моддий нуктанинг харакатини ифодалайди.

Шундай кд1либ, системанинг х;ар к,андай 
(илгариланма) хдракатланиш имкони булса, у х;олда 
унинг м ассалар маркази м ассаси  бутун система 
м ассасига т енг булган ва  сист ем а нукдюларига  
т аъсир этувчи барча таищи кучларнинг бош 
вект ори т аъсиридаги моддий нуцта каби  
х,аракатда булади.

Бу теорема куп хрлларда механик 
системанинг харакатини текширишни массалар 
марказининг (моддий нукта) харакатини 
текшириш билан алмаштиришга ва системадаги 
номаълум булган барча ички кучлардан озод 
булишга имкон беради. Бундай ташк,ари, унинг 
асосида системанинг илгариланма х,аракати х,ам 
аникданади. Механик система массалар марка
зининг харакати х,акидаги теореманинг амалий 
мохдяти хам ана шундан ибарат. Система массалар

(15.6)

mxc = R|,

т у  с = Ry-

mzc = Rf.
(15.7)
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марказининг долатини ва хдракатининг харак- 
ТРрини факат та ищи кучларгина узгартириши 
мумкин. Механик: система массалар марказининг 
х;аракати ички кучларга боглик эмас.

Система массалар марказининг харакати 
ячки кучларнинг таъсирига боглик эмаслиги 
Ньютон томонидан ифодаланган. Биринчи к,арашда 
баъзан система массалар марказининг харакати 
(кучииш) унинг ички кучлари таъсирида вужудга 
келаётгандек туюлиши мумкзш. Масалан, 
автомобилнинг тезлигини оширишда газнинг босим 
кучи оширилади, яъни системанинг ички кучлари 
орттирилади. Оёк, мускуллари ривожланган одам 
ночар одамни осон кувиб утади ва бонщалар. 
Аммо, булардан системаларнинг массалар маркази 
уларнинг ички кучлари туфайли харакатда 
булади деган хулоса келиб чикмайди. Келтирилган 
мисолларда ички кучлар (мускул кучлари) берилган 
система нукталарини факат уни ураб олган моддий 
жисмларга таъсир эттиришга мажбур кдлади, 
бундан берилган система массалар марказининг 
Харакатини вужудга келтирувчи ташки кучлар 
пайдо булади. Хдкдкатан, одам узининг мускул 
кучлари (ички кубари) ёрдамида ерга оёги билан 
пфалади, бундан оёк билан ернинг тегишган 
нуктасида, унинг харакати томонига йуналган ва 
бутун система ;одам)ни силжий олишига имкон 
б<фувчи ипщаланиш кучи (одам учун ташки) пайдо 
булади. Бу куч одамнинг ички кучларига боглик 
албатта, аммо у ташки куч булади ва ишкаланиш 
булмаганда эса, одам силлик, сирт (йул) буйлаб 
юраолмаган булар эди, яъни ички кучлар система 
массалар марказининг холатини узгартира
олмайди.

Автомобиль массалар марказининг 
силжишини з$ам у у д л и  юк,оридагидек талкдн 
к,]тлиш мумкин. Газнинг поршенга курсатадиган 
босим кучи автомобиль учун ички куч 
б^лганлигидан ушшг массалар марказини силжита
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олмайди, у фак,ат етакловчи галдиракка 
айлантирувчи момент (ички куч) бериши мумкин, 
натижада етаклов’ш галдирак айланади ва шлдирак 
билан йул текислиги тегишиб турган нук,тада 
ипщаланиш кучи пайдо булади. Бу куч ташки куч 
булиб, автомобиль массалар марказининг 
силжишига имкон беради. Бундай мисолларни 
куплаб келтириш мумкин.

67-$. К;аттик, жисмнинг илгариланма х,аракат 
дифференциал тенгламалари.

Кинематикодан бизга маълумки, кдттик; 
жисмнинг илгариланма х,аракати унинг бирор 
нуктасишгнг, жумладан, массалар марказининг 
Харакати билан аникданади. Демак, жисмнинг 
массалар маркази харакатини массаси жисм 
массасига тенг нукта харакати каби ечиб к,аттик 
жисмнинг илгариланма кдракатини х,ам аникдаш 
мумкин. Шунинг учун, жисм массалар маркази 
Харакатининг дифференциал тенгламалари (15.6),
(15.7) к,аттик, жисмнинг илгариланма харакат 
дифференциал тенгламалари х,ам булади. Бошк;ача 
Килиб айтганда, к,аттик, жисмнинг илгариланма 
Харакати унинг массалар маркази С нинг харакати 
билан тула аникданади. Шунинг учун унинг 
харакати битта векторли тенглама билан 
ифодаланади:

Мас = R c
ёки

Mrc = R'
Бу ерда R“- жиемга таъсир этувчи ташки 
кучларнинг боне вектори. К,аттик жисмнинг 
н\гариланма харакат дифференциал тенгламасини 
Декарт координата укдарига нисбатан куйидаги 
учта скаляр тенглс1малар ифодалайди:
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М хс = R ',

Myc = R :,  

ш ' = R ‘Шундай килиб, катти к, жисмнинг илга- 
риланма хдракати массаси шу жисм массасига тенг 
битта нук,танинг - массалар марказининг 
х,аракатини урганишга келтирилади.

К,аттик, жисмнинг илгариланма х,аракат 
дифференциал тенгламалари билан к,уйидаги икки 
асосий масалаларии ечиш мумкин:
1 (каттик, жисмнинг берилган х,аракат тенгламасига 

кура унга к,уйилган кучларнинг бош векторини 
ангщлаш ва
2|ташки кучлар ва бошлангич маълумотларга кура 

ичгариланма х,аракатланаётган жисмнинг х,аракат 
тенгламаларини аниклаш.

68-§. Система массалар маркази х,аракатининг 
сакланиш к,онуни.

Биринчи интеграллар. Нукта ёки система 
х;аракатининг биринчи интеграли деб, х,аракат 
вакти, нукта координаталари, унинг тезлигининг 
проекциялари х,а]угда бирор ихтиёрий узгармаслар 
орасидаги богланишларни ифодалайдиган муно- 
сабатга айтилади ва у шундай хусусиятга эгаки, 
унда к,атнашадиган ихтиёрий узгармасларнинг 
исталган к,ийматларида х;аракат дифференциал 
трнгламаларни каноатлантирувчи нукта коорди
наталари ва тезлигининг проекциялари кдйматлари 
бУ муносабатга куйилганида, у айниятга айланади. 
К)к,орида динамиканинг умумий теоремалари 
ердамида система х;аракатининг биринчи интег- 
рнлига эришиш мумкин эканлиги кайд кдлиб 
Утилган эди. Энди, айни ушбу теорема к,ачон 
биринчи интегралга олиб келишини тушунтирамиз.
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1. Айтайлик, к,ар*1 лаётган системага таищи кучлар 
таъсир этмасин ёки уларнинг бош вектори нолга 
■тенг булсин. У холда (15.6) га кура г =  ас =  о 
келиб чикдди, яъни

vc =  const. (15.8)

2. Механик системага таъсир килаётган тащ^и 
кучларнинг бош вектори нолга тенг эмас, аммо 
бирор укда унинг проекцияси (масалан, х укка) 
нолга тенг, яъни F® =  0. У холда х с =  а^ =  0, ёки 
бундан хуйидагига келамиз:

хс =  va  =  const. (15.8')
Шундай килиб, механик системага таъсир 

Килаётган ташки кучларнинг (ёки уларнинг бирор 
ук,к,а проекцияларининг) йигиндиси нолга тенг 
булса, бундай механик системанинг массалар 
маркази йуналиши ва киймати узгармас (ёки бирор 
ук, буйлаб узгармас) тезлик билан харакатланади.
(15.8), (15.8') тенгликлар система массалар маркази 
Харакатининг биринчи интеграллари дейилади.

Демак, механик системага куйилган барча 
ташки кучларнинг бош вектори нолга тенг булса, 
бундай системанинг массалар маркази, агар 
бошлангич холатда харакатсиз булса, тинч холатда 
ёки тугри чизикли текис харакатда булади. Бу 
механик система массалар маркази харакатининг 
сакланиши хакидаги теоремани ёки к°нунни 
ифодалайди.

Агар механик система харакатида унинг 
массалар маркази бошлангич пайтда тинч холатда 
булса vc =  0 булиб, натижада

rc = const, (15.9)
булади. Шунинг дек, (15.8') тенглик куйидаги 
куринишга келади: 

хс =  0,
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бундан
X,. =  const, (15.10)

келиб чикзди.
Масалалар ечишда система массалар маркази 

хдракатининг сакданиш к,онуни деб аталган (15.9) ва
(15.10) натнжалардан фойдаланиш кулай. Механик 
система массалар марказининг харакати хакндаги 
теорема [(15.6) ва (15.7)] дан фойдаланиб нук,та 
динамикасининг икки асосий масаласини ечиш 
мумкин. Жумладан, (15.7) тенгламаларни маълум 
бошланшч шартларда интеграллаб, жисм массалар 
марказининг харакат тенгламалари х,- =  х<. (t), 
уг= у с (t), zc =  Zc (t) аникданади.

36-масала. Огирлиги Р3 га тенг кайикдинг 
куйришда огирлиги Р, га, тумшигида эса огирлиги 
Р̂  га тенг иккита одам утирибди. Бу иккала
одам орасидаги масофа, яъни к,айик, узунлиги 21 га 
тенг. Кайик ку.\даги тургун сувда харакатсиз 
турибди. Сувнинг кайик, харакатига к;аршилигини 
хисобга олмасдан, кайик; уртаси- огирлик марказга 
одамларнинг кучишида к,айикнинг к,андай S- 
масюфага силжиши аникдансин. Р3 >Р2 >Pi деб 
Хисоблансин. К,айикнинг огирлик маркази унинг 
у])тасида олинсин 157-расм.

Ечиш. Икки одам ва к,айикдан иборат 
механик система одамларнинг огирликлари Р, , Р2 , 
к,айининг огирлиги Р3 ва сувнинг реакцияси N каби 
туртта танщи вертикал кучлар таъсирида харакат 
сиз турибди. Сувнинг реакцияси N системанинг 
огирлик (бизнинг х°лда, хам массалар) марказидан 
утиб вертикал юк;орига йуналган, кдймати эса  
N = P, + Р 2 -ЬР3 гатенг.
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К,узгалмас ихтиёрий О марказдан горизонтал 
ва вертикал ху координата укдарини утказамиз. У 
Холда, барча таищи кучларнинг х укдга 
проекциялари ва демак, ташк^г кучлар бош 
векторининг х yigrra проекцияси нолга тенг булади. 
Шунинг учун хг = v Cx const. Механик система 
бошлангич пайтда тинч турганлигидан унинг 
огарлик (массалар) маркази харакатсиз крлади, 
яъни х (, =  vCx = 0  булиб, Хс =  const.

Механик система нук,таларининг бошлангич 
ва охирги холат координаталарини, мос равишда, 
X , Х|, х2, х3, х^, X], х2, хз билан белгиласак, 
масаланинг шартига кура Хс =  х'с , бу ерда:

P,Xt + Р2х2 + Р3х3 
р, + р2 + р3

P]Xj + Р2х 2 + Р3х'3 
Р] + Р2 + Р3

Механик системанинг охирги холат координаталари 
билан бошлангич холат координаталари куйидагича 
богланган:

x '= X | + l  +  S; xl = x 2- l  +  S; x ' = x 3 -t-S.
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Бундан Р, х, + Р 2 х2 + Р 3 х3 =  Р, (х, +  1 +  S) +
+  Р2 (х2 -1 +  S) +  Р3 (х3 +S)

ёки
s = __—  1

Pi + р2 -  Рз '
х ,о сИ Л  булади. Нс1тижага кура, одамларнинг к;айта 
Жойлашиши к,айи:кди к,уйидаги уч х,олда S масофага 
снлжишига олиб келмайди.
II 1 = 0 - тривиал :<;ол - бошлангич пайтдаёк, одамлар 
к,айик, уртасида;
2) Р| =  Р-2 - одамларнинг ошрликлари бир-бирига 
тенг;
1) р, » Р |  + Р 2 - кайикдинг огарлиги х,адд,ан 

ташк,ари катта, яъни к;айшдмас параход булса.
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X V I  б о б

МОДДИЙ НУК~ГА ВА МЕХАНИК СИСТЕМА 
ХДРАКАТ МИКДОРИНИНГ 

УЗГАРИШИ ХАКИДА ТЕОРЕМА

69-§. Куч импульси. Моддий нуцта ва система 
харакат микдори.

* I
Механикада харакат микдори тушунчаси 

билан кучнинг импульси деб аталган тушунча 
чамбарчас богланган. Дастлаб нуктага ёки 
системага таъсир этаётган куч микдор ва йуналиш 
жихатидан узгармас булган холини к,араймиз. 
Узгармас кучнинг бирор вак,т ичидаги импульси 
деб, F кучни берилган вак,т оралиги t га 
купайтмасига тенг векторга айтилади. Кучнинг 
импульсини S орк,али белшласак, куйидагини 
ёзаоламиз:

S =  Ft (16.1)
Вак,т скаляр катталик булганлигидан, S вектори F 
куч вектори билан бир йуналишда булади.

Демак, F кучнинг моддий нук,тага t вак,т ичида 
курсатадиган таъсири куч импульси билан 
характерланади. Куч импульсининг бирлиги Н -сда  
улчанади. Унинг бирлиги харакат микдори бирлиги 
билан улчанишини курамиз.

Узгарувчан кучнинг бирор чекли t вак,т 
ичидаги импульсини аниклаш учун бу вак,т 
оралигини чексиз куп чексиз кичик элементар 
вактларга ажратамиз. Х аР к,айси бундай чексиз 
кичик в акт оралигида таъсир этувчи кучни микдор 
ва йуналиш жихатидан узгармас деб хисоблаш 
мумкин. Кучнинг чексиз кичик вак,т оралигидаги 
таъсирини характерлайдиган куч импульсига 
элем ент ар импульс дейилади. Элементар
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цмпульсни dS билан белгиласак к,уйидагига эга 
буламиз:

dS = F • dt. (16.2)

f  кучнинг t вак,т ичидаги тула импульси ёки куч 
импульси S куйидаги формулага кура аникданади:

t
S = J F dt (16.3)

о
Куч импульсининг Декарт координата укдардаги 
проекциялари ушбу формулалар билан 
ифодаланади;

t t t 
Sx = J Fxdt; Sy = J Fydt; Sz = J Fzdt. (16.4)

0 0  0 

Куч узгармас булган х,олда унинг импульсининг 
координата укларидаги проекциялари:

Sx = F xt; Sy = Fyt; Sz = Fzt. (16.5)
Шундай кдлиб, куч импульси шу куч 

томонидан у куйилган нук,та (жисм ёки механик 
система) га механик х,аракатни маълум вак,т 
дсшомида узатилишини характерлайди, яъни 
механик х,аракатни узатилишидаги куч таъсири- 
нинг вектор улчовидир. Кучнининг т аъси р  нати- 
жасини кучнинг м акдор ва йуналишига, х,амда 
т аъсир маддат ига боглаб характ ерловчи вект ор  
катталикка куч импульси дейилади.

Юк,оридаги (16.1) ёки (16.3) ифодаларга 
мувофик, курамизки, кучларнинг вект ор
йигиндисининг и.чпульси кучлар импулъсларининг 
вект ор йитндисига, яъни  бош  вект орнинг импульси 
кучлар импульеларининг бош  вект орига т енг  
булади.

Молдий нукта ёки система х;аракатининг 
улчовларидан яна бири сифатида унинг х,аракат 
микдори каралади. Механик х,аракат бир жиемдан 
бошк,асига механик х,аракат куринишида узатилса



механик х.аракап’нинг улчови сифатида х;ар гал 
Харакат микдори хулланилади,

Массаси m ва тезлиги v булган моддий 
нуктанинг харакат микдори, нукта массасини 
унинг тезлигига купайтмасига тенг ва тезлик 
буйлаб йуналган с[ вектор билан ифодаланади:

q = mv. (16.6)
Моддий нукта харакат микдорининг Декарт 
координата укларидаги проекциялари:

qx = mvx = mx, qy = mvy = my, qz = mvz = mz. (16.7)
га тенг. СИ системасида харакат микдори кгм/с 
ёки Н • с билан улчанади.

Механик системанинг харакат микдори деб, 
унинг нукталари харакат микдорларининг 
геометрик йигиндисига тенг булган Q векторига 
аотилади:

П
Q = Z mkv k (168)

к = 1

ва демак, система харакат микдорининг Декарт 
координата укларидаги проекциялари:

Q =Zmkvkx̂ Qy=Smkvky, Qz=Zmkvkz <169)
га тенг булади.

Механик система харакат микдори 
вектори Q, нукта харакат микдори q дан 
фаркданиб, куйилган нуктаси булмайди. Моддий 
нукта харакат микдори вектори харакатланаётган 
нуктага куйилади; Q вектор эса, эркин вектор 
булади.

Механик система харакат микдорини 
системанинг массаси ва унинг массалар марка
зининг тезлиги оркали ифодалаш мумкин. Меха
ник системанинг харакатида унинг нукталарининг 
координаталари Мк (хк ,ук .z,, ) ва система массалар 
марказининг координаталари
С (Хс ,у(; tZc ) каби узгариб боради (156-расм).(14.5) 
формуладан куйидагини ёзаоламиз:
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l m krk = mr
Тенгликнинг x,ap икки томонидан вак,т буйича 
х,осила олиб куйидагига эга буламиз:

Im , г. = mrk к с

ёки
Im , V. = mvк к с

Таърифга кура ва юк,оридагини эътиборга олсак:
Q = I m kvk =mvc (16.10)

келиб чикади.
Шундай к̂ 1либ, системанинг харакат 

микдори унинг массасини массалар марказининг 
тезлипгга купайтмасига тенг ва шу тезлик буйлаб 
йуналади. Х,аракат микдори системанинг (массалар 
маркази билан биргаликдаги) харакатининг фак,ат 
илгариланма исминигина харгистерлай олиши (15.14) 
дан равшан. Масалан, уз укд атрофида бурчак 
тезлик билан айланаётган бир жинсли 
цилиндрнинг харакат микдори нолга тенг. Чунки, 
цилиндрнинг массалар маркази унинг айланиш 
ук,ида ётади ва кузгалмас булади, яъни Vc =  0, демак, 
Харакат микдори жисм дарак атининг илгариланма 
Харакат кдсмини ифодалайди

70-§. Моддий нук,та харакат микдорининг 
узгариши хакдда теорема.

Механик харакатнинг вектор улчовларидан бири 
нук,та харакат микдори билан унга таъсир этувчи 
куч ва унинг импульси орасидаги муносабатларни 
аникдсшмиз. Бу муносабатни келтириш учун М 
нуктанинг бирор Oxyz санок, системасига нисбатан 
F куч таъсиридаги харакатини текширамиз (158- 
расм). Динамиканинг асосий кону™1 (13.1) га кура 
бу моддий нукта харакатининг дифференциал 
тенгламасини ушбу куринишда оламиз
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2

1=0 Mo

V

158-расм.

Масса узгармас Аеб хцсобланиши сабабли уни 
дифференциал ишораси остита киритиш мумкин. У 
х;олда

Моддий нукта х;аракат микдоридан вак,т 
буйича олинган биринчи тартибли векторли 
х,осила нук,тага таъсир этувчи кучга тенг. (16.11) 
муносабат моддий нук,та х,аракат микдорининг 
узгариши х;акидаги теореманинг дифференциал 
ифодасидир. (16.11) тенгламада узгарувчиларни 
ажратсак ва унинг иккала томонини тегишли 
чегараларда интегралласак, куйидагига эга буламиз:

М оддий нуцта х,аракат м икдорининг бирор  
чекли всщт орсьшгидаги узгариш и ynrci т аъсир  
этувчи кучнинг шу всщт ичидаги импульсига тенг.
(16.12) муносабат моддий нук,та х;аракат 
микдорининг узгариши х;акидаги теореманинг

-< m v )  = F (16.11)

V

бундан
m v-m v0 = S (16.12)
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чекли векторли ифодасидир. Уни купинча 
имлульслар т еорем аси  деб х,ам аташади. (16.12) 
тенгламани проекциялар куринишида ифодалаймиз: 

mv* -mv0x =  Sy; mvy -mv0y =  Sy; mvy-mvoy =  Sy. (16.13) 
Бу ерда

t t t
Sy = j F vdt, Sy = |Fydt, Sz = J F zdt,

0  0 0 

нук,тага куйилган куч импульсининг координата 
укдаридаги проекциялари. (16.13) муносабат нук,та 
х;аракат микдори проекциясининг узгариши 
х,акдд,аги теоремгши ифодалайди. Демак, моддий  
нукдго зрракат  м щ дори н ин г бирор координат а ук,и 
буйича чекли вакдх ичида узгариши шу нукдшга 
т аъсир этувчи кучнинг шу вакрп оралигидаги  
импульсининг м азкур укдаги проекциясига тенг.

Модлдй нукта х,аракат микдорининг 
узгариши х,акдд,аги теоремаларнинг исталган 
ифодаси аслида нук,та х;аракатининг дифференциал 
тенгламасидан фарк, кдлмайди.

Богланишдс1ТИ моддий нукта учун 
теоремаларни ифодаловчи (16.11) ва (16.12) 
тенгламаларнинг унг томонига богланиш 
реакциялари ва уларнинг импульсларини х;ам 
киритиш зарур.

71-§. Механик система х,аракат микдорининг 
узгариши х;акдда теорема.

Модлдй нук,та х,аракат микдори теоремасини 
система учун умумлаштириб, система х,аракат 
микдорининг узгариши х,акддаги теореманинг 
турли ифодасини келтирамиз. М[еханик системага 
таъсир этувчи барча кучларни тапгкд ва ички 
гурухдарга ажратамиз. У х;олда, системанинг х;ар 
к,<шси нуктасига нукта х,аракат микдорининг 
Узгариши х;акддс1ги теоремани куллаш мумкин, 
масалан, (16.11) ифодани куллаб, ёзаоламиз:

121



z

V

158-расм.

Масса узгармас деб дисобланиши сабабли уни 
дифференциал ишораси остита киритиш мумкин. У 
долда

Моддий нук,та х,аракат микдоридан вак,т 
буйича олинган биринчи тартибли векторли 
х;осила нук,тага таъсир этувчи кучга тенг. (16.11) 
муносабат моддий нукта даракат микдорининг 
узгариши дакидаги теореманинг дифференциал 
ифодасидир. (16.11) тенгламада узгарувчиларни 
ажратсак ва унинг иккала томонини тегишли 
чегараларда интегралласак, к,уйидагига эга буламиз:

М оддий нуцта х,аракат микдорининг бирор  
чекли всщт орсыигидаги узгариш и унга т аъсир  
этувчи кучнинг шу вакрг ичидаги импульсига тенг.

микдорининг узгариши дакидаги теореманинг

—  (mv) = F. (16.11)

V

бундан
m v - m v 0 = S (16.12)

(16.12) муносабат моддий нук,та даракат
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чекли векторли ифодасидир. Уни купинча 
импулъслар т еорем аси  деб х,ам аташади. (16.12) 
тенгламани проекциялар куринишида ифодалаймиз: 

mvx -rnvo, =  Sy; mvy -mvoy =  mvy-mv0y =  Sr  (16.13) 
Бу ерда

t t t

Sy = J Fydt, Sy = | F ydt, S2 = J Fzdt,
0 0 0 

нуктага куйилган куч импульсининг координата 
укдаридаги проекциялари. (16.13) муносабат нук,та 
Харакат микдори проекциясининг узгариши 
х,<1кдд,аги теоремани ифодалайди. Демак, моддий  
нукдга щ р ак ат  м щ дори нинг бирор координат а fa u  
буйича чекли вшуп ичида узгариш и шу нщ т ага  
т аъсир этувчи кучнинг шу вакдг оралигидаги  
импульсининг мазкур ук,даги проекциясига тенг.

Моддий нукта харакат микдорининг 
узгариши х,акидаги теоремаларнинг исталган 
ифодаси аслида нук,та харакатининг дифференциал 
тенгламасидан фарк, кдлмайди.

Богланишдгии моддий нукта учун 
теоремаларни ифодаловчи (16.11) ва (16.12) 
тенгламаларнинг унг томонига богланиш 
реакциялари ва уларнинг импульсларини х;ам 
киритиш зарур.

71-§. Механик система х,аракат микдорининг 
узгариши х,акида теорема.

Моддий нук,та харакат микдори теоремасини 
система учун умумлаштириб, система харакат 
микдорининг узгариши дакидаги теореманинг 
турли ифодасини келтирамиз. Механик системага 
таъсир этувчи барча кучларни тапгки ва ички 
гурухдарга ажратамиз. У холда, системанинг хар 
Х<щси нук,тасига нукта харакат микдорининг 
узгариши хакдд,с!ги теоремани куллаш мумкин, 
масалан, (16.11) ифодани куллаб, ёзаоламиз:
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Бу муносабатларнинг чап ва унг томонларшщ 
системанинг х;амма нукталари буйича ушиб ва 
досиланинг йигиндиси йигиндининг х,осиласига 
Тб’нглигини эътиборга олиб, х;осил киламиз:

Ички кучларнинг хоссаси ва система х;аракат 
микдорининг таърифига биноан;

X f ; = 0 .  = Q, X f ; = R '
У долда, келтирилган муносабатларни куйидаги 
куринишда ёзши мумкин:

dQ
—  = RC (16.15)

Шундай гдилиб, сист ема х,аракат мгщдори 
вскт орининг всщт буийча биринчи тартибли 
х,осиласи х,ар он да сист емага т аъси р  этувчи таищи 
кучларнинг бош  вект орига тенг. Бу система 
Харакат микдори хдкидаги теореманинг 
дифференциал ифодасидир.

(16.15) ифсданинг координата укларидаги 
проекциялари:

dQ dQ dQ
"df = R‘: 1 Г =К>" “л R- (1616>

булади. Шундай кдлиб, сист ем а х,аракат мицдори 
1\]юекциясидан вак,т буийча олинган биринчи 
тартибли хрсила х,ар он да  сист емага к,уйилган 
таищи кучлар бош  вект орининг шу ук,даги 
проекциясига тенг.

(16.15) тенгламанинг х,ар иккала томонини 
тегишли чегараларда интеграллаб, бу теореманинг 
чекли ифодаси топилади:

Q-Q o =  S. (16.17)
Бу ерда Q0 - бошлангич t =  0 пайтдаги, Q - ихтиёрий 
t вактдаги системгшинг х,аракат микдори,

^ ( m kv k) = F ke + F ‘ , ( k  =  l , n )  (16.14)

1 2 2



S = J r c • dt
0

эса, t вак,т ичида системага таъсир этувчи ташки 
кучлар бош векториининг импульси. Демак, 
система х,аракат микдорининг чекли вак/п ичида 
геомет рик узгариши шу вакрг ичида т аъси р  этувчи 
таищи кучлар импульсининг йигиндисиига 
тенг.
(16.10) ни (16.15) га куллаб, х;осил кдлинган 
тенглама система массалар марказининг харакати 
х,акцдаги теорема (15.6) ни ифодалашини 
аникдаймиз, яъни бундан х;аракат микдори 
теоремаси ва массалар марказининг харакати 
хакцдаги теоремалар бир теореманинг икки 
куриниши эканлигини курамиз. Шунинг учун 
к,аттик, жисмлар х,аракатини текширишда уларнинг 
исталган биридан фойдаланилса булади. Бундай 
х,олда, айник,са система массалар марказинзшг 
^аракатн теоремасидан фсйдаланилади. Аммо, 
туташ мух,ит (сую клик ва газ) лар х;аракатини 
текширишда охирги теорема уз маъносини 
йукотади ва бу з̂ олда х;аракат микдори теоремаси 
к,улланилади. Шуяинг учун х,ам, х,озирги замон 
техникасида туташ системаларнинг, ракеталарнинт 
Харакатини ургшшшАа х,амда зарба назариясида 
харакат микдори теоремасидан изчиллик билан 
фойдаланилмокда

72-ij. Нук,та ва система х;аракат микдорининг 
сакданиш конуни.

Тап пси кучларнинг баъзи холларида х,аракат 
микдорининг узгариши хакидаги теорема ёрдамида 
нукта ва система харакат дифференциал 
тенгламаларининг биринчи интегралларини топиш 
мумкин Бу биринчи интеграллар харакат 
микдорининг ёки унинг укдардаги проекцияларяни 
с<1кланиш конл,гнини ифодалайди ва сакданиш

123



крнунлари  деб аталади. Бунда иккита хусусий 
доллар булиши мумкин:
1. Механик системага куйилган барча ташки 
кучларнинг геометрик
йигиндиси ёки бош вектори нолга тенг, яъни
X  Fke = R = Обулсин, у холда (16.15) теоремадан

Q =  const, (16.18)
келиб чихади. Бу к,онун (аникроги, теореманинг 
хусусий хрли) шундай таърифланади: агар  
сист емага куйилган барча таищи кучларнинг бош  
вект ори нолга т ен г булча, у  хрлда система 
х,аракат мик,дор. вект ори мищдор ва  йуналиш 
жих,атдан узгармайди. (16.18) муносабатда 
координаталарнинг вахт буйича биринчи хосиласи 
кдтнашган. Бинобарин, бу муносабатлар система 
Харакати
дифференциал тенгламалари (15.1) нинг биринчи 
интеграллари булади ва система харакат микдори 
сакданиш к°нунининг векторли ифодаси дейилади.
2. Механик системага куйилган барча ташки 
кучлар бош векторининг бирор Ох укдаги
проекцияси нолга тенг, яъни R ’ = FLev =0 булсин,
у холда (16.16) нинг биринчисидан хуйидагини
ёзамиз:

Qx =  const. (16.19)
(16.19) тенглик система харакат микдоринюп 
бирор (Ох) укдаги проекциясининг сакданиш 
Конунини ифодалайди:механшс сист ем ага куйилган 
барча таищи куч,\ар бош  вект орнинг бирор ук,даги 
п/юекцияси узгармайди. Шуни таъкидлаб утиш 
мухимки, ташки кучлар булмаганда механик 
системанинг ички кучлари система массалар 
марказининг харакатини узгартира олмаганидек, 
улар системанинг умумий харакат микдорини хам 
узгартира олмайди. Масалан, абсолют силлик 
текисликда эркин силжий оладиган платформа 
устида одам олдинга юрса, у холда платформа 
оркага кетади; бунда одам ва платформа
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хдракатининг тезликлари к,арама - к,арши томонга 
йуналади ва системанинг харакат микдори доимо 
узгармасдан олг^шлиги сабабли бу тезликларнинг 
нисбатлари одам ва платформа массаларига тескари 
пропорционал булади. Бу х;олда платформа 
текислигида системанинг массалар марказининг 
хрлати х,ам узгармасдан олиши бизга маълум. 
Куроллардан отишда содир буладиган тепиш ёки 
орк,ага айтиш одисалари ва реактив х,аракатнинг 
принциплари х,ам х,аракат микдорининг сакданиш 
к,онунига асосланган. х,аракат микдори теоремаси, 
айшщса, туташ мухдтлар механикасида кенг 
кулланилади. К,уйида бу теоремани суюкдикнинг 
стациониар окдмига куллаймиз.

73-§. Система харакат микдорининг узгариши 
х,акидаги теоремани суюкдикнинг стационар 
окцмига татбик, этиш. Эйлер теоремаси.

Берилган онда труба деворларига 
перпендикуляр олинган иккита а, ва <Т2 кесимлар 
Хамда кесимлари узгарувчан труба ён сиртлари 
билан чегараланган дажмдаги сикилмаган суюкдик 
х,аракатини текширамиз (159-расм).

Айтайлик, суюкдикнинг бу кесмлардаги 
зичликлари р, ва р2, ана шу кесмларга
перпендикуляр у]эта тезликлари V, ва v2 булсин. 
Стационар х,аракатланганда трубанинг ихтиёрий 
кесими

159-расм
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оркали вак,т бирлит ичида окиб утувчи 
суюкдик массаси узгармади:

rh =  p ,a ,V |  = p 2a 2v2 
Бу бир секуцддаги массаси деб аталади. Юк,ори 
ва пастки кесмлардаги суюкдикнинг вак,т 
бирлигидаги х,аракат микдориларини rhv, ва mv., 
векторлар билан белгилаймиз. Туташ мущтлар 
механикасида бирор х;ажмни ишгол кдлган 
суюкдикка таъсир этувчи кучларни суюкдикнинг 
х,ар бир заррасига таъсир этувчи х,ажм кучларига 
(масалан, огирлик кучи) ва берилган х,ажмнинг 
сиртидаги суюкдик зарраларига таъсир этувчи сирт 
кучларига (масалан, сую клик х;аракатланганда труба 
деворида х,осил буладиган ипщаланиш кучига) 
ажратилади, х;ам,а,а харакат микдори теоремаси 
куйидагича ёзилади:

- £  = R » + R . = R ' <16.2°)

Бу ерда R е - таигки кучларнинг бош вектори, R m ва 
R .мос равишда, х,ажм (масса) ва сирт кучларининг 
бош вектори. d t  вак,т ичида ажралган х,ажм 
х;аракат микдорининг узгариши dQ ни 
хдсоблаймиз. К,аралаётган суюкдик х,ажмининг 
зарралари dt вак,т ичида труба буйлаб силжийди ва 
пунктир чизик билан курсатилган янги вазиятни 
эгаллайди. Суюкдик бопща кесмларга утиши билан 
унинг зарраларининг тезликлари х,ам узгаради.

К,аралаётган суюкдик х,аракати стационар 
булганлигидан dt вак,т ичида а, ва о 2 кесмлар 
орасидаги зарра\ар х,ажми узгармайди ва 
х;ажмнинг бу кдсмидаги янги х,аракат микдори 
аввалгидек колади. dt вак,т ичида х,аракат 
микдорининг узгариши а, ва а '  кесмлар орасидаги 
х,ажмда харакат микдорининг сарф булиши ва с\ 
ва а '  кесмлар орасидаги х,ажмда х,аракат 
микдорининг кушилиши зднсобига пайдо булади:
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dQ = p: a 2v2dtv2 - p ^ v j d t v ,
ёки

dQ = m(v2 -  v,)dt (16.21)
У х,олда, ажратилган х,ажмда х,аракат микдорининг 
вакт бирлигидаги узгариши 

dQ
-^T = m(v2 - v , )  (16.22)

булади, яъни бу узгариш ажратилган х,ажмни 
чегараловчи труба кесмлари орк,али утадиган 
суюкдик харакат микдорининг вак,т бирлигидаги 
айирмасига тенг. (16.20) ва (16.22) га кура:

rh(v, - v , )  = R M + R C (16.23)
ёки

r h v , - r h v , + R M+ R C = О (16.24)
Бу геометрик тенглик каралаётган векторлар 
купбурчагининг ёпик, булишини курсатади ва туташ 
мухдтлар х,аракат микдорининг узгариши 
х,акддаги Эйлер т еорем асиня  ифодалайди х,амда у, 
Куйидагича таърифланади: т рубанинг иккита 
ихтиёрий кесими орцали ок,иб утувчи суюцликнинг 
вакдг бирлигида шу кесм лар орасидаги  х,ажмнинг 
ички томонига йуналган секунддаги  х,аракат  
м щ дорилари вект ори х,амда х,ажм ва сирт кучлари 
бош вект орларш ш нг геом ет рик йигиндиси нолга 
т енг  (159 б-расм). Бошкача кдлиб айтганда, агар 
Кувурнинг икки кундаланг кесими оркали окдб 
утувчи суюликнинг секунддаги харакат микдор 
вйкторлари шу кесимлар орасидаги х,ажм ичига 
томон йуналтирилса, уларнинг х,ажм ва сирт 
кучлари бош векторлари билан геометрик 
йигиндиси нолга тенг булади- (16.24) нинг Декарт 
координата укдаридаги проекциялари:

mvlx - m v ^ + R ^ + R r ,  = 0 ,

mv,, - r h v 2y +RMy +Rcy = (16.25)

mv„ -  rhv2z + Rmz + R Cz = 0’
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37 -масала. Вертикал текисликка нисбатан 
симметрик жо]1лашган узгарувчан кесимли 
к,узгалмас каналга сув горизонтга а 0 = 9 0  бурчак 
остида v0 =  2 м /с  тезлик билан киради. Каналнинг 
киришдаги кесими а 0 =  0,02 м. Сув каналдан 
горизонтга а , =  30 бурчак остида vt =  4 м /с  тезлик 
билан чик,ади (160-расм).

Сувнинг канал кесимига курсатадиган 
босимининг горизонтал ташкил этувчиси
аникдансин.

Ечиш. Канал девори реакциясининг 
горизонтал ташкил этувчисини ёки сувнинг каналга 
курсатадиган сирт босимининг ташкил этувчисини 
N деб белгилаб, сувнинг стационар окдмига 
(хдракатига)

160-расм
х,аракат микдори теоремасининг х  укидаги 
ироекхщясини к,уллаб:

m(v2 -  v lx) = -N.
Бу хрлда v2x = v 1cosa1 ; v,x =  v0cosOo =  0. Вак,тнинг х,ар 
бир пайтида каналга тушаётган ва ундан чик,аётган 
сувнинг микдори узгармасдан колганлиги сабабли, 
вак,т бирлигидаги х,аракат микдори дам 
узгармасдан к,олади. Шунинг учун

rii = p0<*ovo,
тенглик уринли. Бу ерда а 0 - каналнинг сув 
киришидаги кесими, р0 - сувнинг зичлиги, v - 
сувнинг бошлан ira тезлиги. У х,олда, юкоридаги 
ифода к,уйидаги куринишни олади
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N = p0a 0v0v, cosa, = 1 т / м 3 0,02 м2 2м / с  4 м /с  

141 кгс / с 2 = 141Н

74-§. Массаси узгарувчан жисм х;аракати 
^акида тушунча. М.В.Мешчерский тенгламаси.

Урганилаётган назарий механика курси 
Галилей-Ньютон томонидан ёритилган крнунларга 
асосланган булиб классик м еханика  деб юритилади. 
Классик механикада, одатда х,аракатланаётган 
жисм массасини узгармас, скаляр, мусбат катталик 
д«б каралади. Аммо, хрзирги замон техникасида 
нукта ва механик системанинг х;аракат жараёнида 
уларнинг массалари узгармасдан олмай, балки 
всщт утиши билан узгариш х,оллари пайдо булади. 
Масалан, космик ракеталарнинг учишида ёнил и 
ёнганда ракетадан ажралувчи мах,сулот ва 
ракетанинг баъзи кераксиз кисмларининг ажралиб 
чикдши натижасида массасининг узгариши, унинг 
умумий бошлангич массаси микдорининг 90-95 
фоизини ташкил килади. Х,озирги замон реактив 
самолётларнинг учишида двигателларининг ишлаш 
жараёнида ва бошка катор х;олларда ёнилгининг 
сарф булиши натижасида массалари них,оят 
даражада узгаради, яъни массалари ортиб ёки 
камайиб бориши мумкин. Шунингдек, тукимачилик 
ишлаб чикаршн корхоналарида машина ва 
станокларнинг маълум тезлик билан ишлаши 
жараёнида галтакларга ипнинг уралиши ёки 
чувалиши ^ис:обига урамлар массасининг 
узгариши содир булади.

Шундай кдлиб, х,аракатланаётган жисм 
массаси вак,тга боглик равишда унга к,ушилаётган 
ёки ажралаётган зарралар хдсобига узлуксиз 
узгариб борса, м ассаси узгарувчан жисм  деиилади. 
Х,аракатида давомида утган масофасига нисбатан 
унинг улчамини эътиборга олмаслик мумкин булса

129



ёки у илгариланма даракатланса, массаси 
узгарувчан моддий нукта деб к,аралади. Массаси 
узгарувчан нук,тага массаси узгармас нук,та 
динамикасининг асосий к,°нунларини бевосита 
куллаб булмайди. Массаси узгарувчан нук,танинг 
Харакат дифференциал тенгламаси кучлар 
таъсирининг мустакдллик к,онуни ва х,аракат 
микдори теоремасини куллаш билан келтирилади. 
Маълумки, нуктага таъсир этувчи куч унга шундай 
тезланиш берадики, у бопща кучларнинг таъсирига 
боглик, булмайди. Массаси узгарувчан нукта олида 
эса, нуктага к,уйилган F кучдан таттгк,ари нук,тадан 
dM массали зарранинг ажралиб чикишида ёки 
к,ушилишида пайдо буладиган кучлар х,ам таъсир 
.эта л и. Энди, юкоридаги теоремаларни

м

161-раем.
ракета х,аракатига куллаймиз Бунинг учун 
Куйидагича белгилашлар киритамиз: Re - массаси 
к<1майиб борувчи ракетага таъсир этувчи тапщи 
кучларнинг бош вектори; М ва v ■ бирор t вак,т 
ичидаги ракетанинг массаси ва абсолют тезлиги, 
бунда М =  M(t); dM - dt в акт ичида ажралувчи 
зарраларнинг массаси; u-ракетадан ажралиб 
чикаётган зарраларнинг абсолют тезлиги. У х,олда, 
механик система (ракета хамда dt вакт ичида 
ундан ажралаётган зарралар) нинг t вак,т ичидаги 
х,аракат микдори

Q0 =  Mv
га тенг. Механик системанинг t +  dt вак,тдаги 
Харакат микдори эса:

Q =  (M +  dM)(v +  dv)-dMu, 
булади. Бунда dM<0 ва М — M(t) - камаючи 
функция эканлигини эътиборга олсак, механик 
системанинг dt вакт ичидаги харакат
микдорининг узгариши:
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ёки
dQ =  Mv + vdM +  Mdv-dMdv-udM-Mv — Mdv- (u-v)dM,
б^дади, бунда dMdv хдсобга олинмайди. Охирги
тенгликнинг dt вак,т ичидаги узгариши (16.15) га
кура куйидагича ифодага тенг булади:

dQ dv dM
= M —- - ( u  -  v )—— = R 

dt dt dt
Бу ерда u-v =  u - ажралувчи зарраларнинг ракета
корпусига нисбатан нисбий тезлиги эканлигини
назарда тутсак, к,уйидаги тенгламага эга буламиз:

dV dM
М —— = R + и —— (16.26)

dt r dt

(16.26) тенглама массаси узгарувчан моддий нук,та 
х,аракатининг дифференциал тенгламасини 
ифодалаб, М ешчирский т енгламаси  деб юритилади. 
Бунда

dM
и —  = и М  = Ф г (16.27)

r dt

реакт ив куч деб аталади ва куч бирлигида 
улчанади, М - ажралувчи зарралар массасининг 
секунддаги сарфланиши, у хрлда

dv
~  = R c + Ф г (16.28)

келиб чик,ади.
М <0 (ракета массаси вак;т утиши билан 

камайади) булгани учун (16.27) дан реактив куч 
ёнилги ёнганда ажралаётган мах,сулотнинг нисбий 
тезлигига к,арама- к,арши йуналган булади деган 
хулоса келиб чик.ади. Агар ракетадан ажралаётган 
зс1рраларнинг нисбий тезлиги ur нолга тенг булса, у

dQ = Q-Qn =  (M +  dM)(v +  dv)-udM-Mv,
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х,олда реактив куч Фг нолга айланиб, массаси 
узгарувчан моддий нук,та тенгламаси (16.27) 
Ньютоннинг асосий к,онунидан келтириладиган 
одатдаги узгармас массали моддий нук,та харакати 
тенгламаси (15.6) куринишини олади.

75-§. Циолковский формуласи.

Юк,оридаги (16.26) тенгламани фак,ат реактив 
куч таъсирдаги ракета х,аракатига тадбик, этамиз. 
Бу х,олда ракета х,аракатининг дифференциал 
тенгламаси ушбу куринишни олади: 

dv dM
М dt" = U'"dT ,Ш'291

х укини ракетанинг х,аракат тезлиги v буйича 
йуналтирамиз ва ракетадан ажралувчи
зарраларнинг тезлиги и (ёнилгининг ёниши 
натижасида х,осил буладиган газларнинг ракетадан 
ажралиш тезлиги) ни узгармас ва v га к,арама- 
к,арши йуна\ган деб к;араймиз. У долда (16.29) нинг 
х укдаги проекцияси

dV dM 
М —  = - Ц - г -  (16.30)

dt dt
булади. Бунда u =  const деб, узгарувчиларни 
ажратиб, дар икки томонни интегралласак:

MdMг г aiviJdv = - u r J —  (16.31)
v„ М0

келиб чик;ади. Бу ерда Мо - ракетанинг 
бошлангич массаси, v0 ракетанинг бошлангич 
тезлиги булиб, реактив куч буйлаб йуналган. 
(16.31) дан

М0
v = v 0 + ur ln—  (16.32)
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gy формула ракета массасининг камайиши 
н ати ж аси д а  ракета тезлигининг ортиш к,онунини
ифодалайди.

Ракета ко]шусининг массасини Мк , 
ёнилгининг бошлангич массасини Mg десак, 
ракетанинг бошлангич массаси Мо =  Мк +  Мё ва 
ёнилга ёниб ТугагаНдан кейинги массаси М =  Мк 
булади, (16.32) дан ракетанинг ёнилги ёниб тугаган 
пайтдага тезлиги v ни топамиз:

М
v = v0 + и 1п(1 + —г -) (16.33)

М к
Бу формулани биринчи булиб К.Э.Циолковский 
келтириб" чикарган, шунинг учун уни 
дейилади. Ёнилгининг нисбий гамланганлиги z =  
Мр/М к га Циолковский сони  дейилади. Бу 
формуладан ракетанинг ёнилги ёниб тугаган 
пайтдаги энг катта тезлиги ёнилгининг ёниш 
Конунига, яъни массасининг узгариш к,онунига 
(ёнилгининг к,анчалик тез ёки секин 
ёнишига) боглик эмаслиги куринади (vK—>vmx) ва v№ 
ажралувчи зарраларнинг нисбий тезлигига тугри 
пропорционал равишда узгариб, Циолковскии 
сони ортган сари яна х;ам ортади. Х^соблашлар 
шуни курсатадики, z =  M^/MK =  4 ва v0 =  О 
булганда ракета биринчи космик 7,9 км/с тезлик 
олиши учун, яъни ракета Ернинг Сунъий йулдоши 
булиб олиши у̂ гун у 6 км/с тезлик билан отилиши 
керак. Бундай капта тезликни туп оркали бериш 
кийин. Шу сабабли х,озирги вактда бундай 
тезликка куш погонали ракеталар оркали
э]зишилади. Ракетанинг бундай погонаси узидан 
ёнилги ёниб туг.шш билан ракетадан автоматик 
равишда ажрал.зди. Бундай ажралиб чикиш 
натижасида ракета яна кушимча тезлик олади. 
Шундай куп погонали ракеталар ёрдамида дунёда 
биринчи булиб собик, Совет Иттифокида Ернинг 
Сунъий йулдоши (4 октябрь ва 3 ноябрь 1957 йили 
ва бопща бир канча космик кемалар) учирилди.
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X V II  б о б

МОДДИЙ HYKJA ВА МЕХАНИК СИСТЕМА 
ХАРАКАТ МИКДОРИ МОМЕНТИНИНГ 

УЗГАРИШИ ХАКДДА ТЕОРЕМА

76-$. Моддий нуцта ва механик система харакат 
микдори моменти.

Механик х,аракатнинг вектор улчови 
сифатида >;аракат микдори билан бир к,аторда 
х,аракат микдорининг моменти ёки кинет ик  момент 
деб аталадиган механик катталикдан хам фойдала- 
ниш мумкин. Моддий нукта харакат микдорининг 
бирор марказга (ёки укк,а) нисбатан моменти худди 
кучнинг моменти сингари аникданади. ш массали М 
моддий нукта танланган Oxyz санок системасига 
нисбатан F куч таъсирида эгри чизикди траектория 
буйлаб харакатлансин (162-расм), бунда mv нукта 
Харакат микдори вектори.

Курсимизнинг статика булимидан F 
кучнинг о марказга нисбатан момент вектори

mо (F) =  rxF, (17.1)
курикитпдд ифодс1ланиши бизга маълум. Бу ерда г- 
даракатланаётган нуктанинг о марказга нисбатан 
радиус вектори. Момент вектори mn(F) куч 
вектори ва момент маркази о орк,али утувчи 
текисликка перпендикуляр равишда шундай 
й/налтириладики, унинг мусбат учидан к,араганда 
о марказ атрофцд,а F куч вектори йуналишидаги 
щ'тлянштт соат стрелкаси айланишига тескари 
куринишда булади ва бу вектор о марказга 
куйилади.

Айнан шундай, моддий нук,танинг о марказга 
нисбатан харакат микдори моментини ёки кинетик 
моментини m0 (mv) =  l0 деб белгилаб, куйидагини 
ёчиш мумкин:
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10 =  rxmv. (17.2)

Моддий нук,та х,аракат микдорининг о марказга 
нисбатан моменти деб нукдю нинг урнини аяик/ювчи  
радиус вект орини нуцта х,аракат м щ дори  
вект орига векпюрли купайтмасита т енг булган 
механик катт аликка айтилади. Бу вектор момент 
маркази ва mv вектор орк,али утувчи текисликка 
перпендикуляр йуналади хдмда о марказга 
Куйилган деб каралади. Мусбат йуналиш эса, куч 
моменти вектори каби олинади. 10 векторнинг 
модули

l o = m v h  (17.3)

формуладан аникданади, бу ерда h-момент 
марказидан mv вектор ётган чизик,к;ача булган энг 
як,ин масофа. Моддий нук,та х,аракат микдори 
моменти учун статиканинг тегишли тушунчалари, 
яъни ушбу тенгликлар уринли булади:

Ы , = , « = m*(mv) (17.4)
1г = m,(mv) = m0(mvxy) = ± m v xy -h'.

СИ бирликлар системасида х,аракат микдори 
моменти кг м2/ с  билан улчанади. Х,аракатланаётган 
нук,танинг координаталарини x,y,z ва координата 
укдарининг бир.шк векторларини irj,k орк;али 
белгиласак, (17.2) ни к,уйидагича ёзиш мумкин:
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lo= ni
» j к
X у z 

X у z
(17.5)

1,, векторнинг координата укдардаги ташкил 
этувчилари оркали ифодаси 1о =  1, i +  1у j + 17. к ни 
назарда тутиб, (17.5) детерминантни биринчи 
Каторига нисбатан ёйиб ёзамиз: 

lx i + lvj + lz k = m(yz-zy)i + m(zx-xz)j + ш(ху-ух)к.
Бу ифодадаги i,j,k лар олдидаги мос
коэффициентларни тенглаиггириб, тегишлк 
укдарга нисбатан нукта х;аракат микдори моменти 
аникланади:

ix = m(yz-zy), 1у = m(zx-xz),  12 = гп(ху-ух).
Механик системанинг бирор кузгалмас о 

марказга нисбатан (х,аракат микдори моменти) 
кинетик моменти деб, шу марказга нисбатан 
система харакат микдорининг бош моментига, 
яъни мазкур марказга нисбатан системанинг барча 
нукталари х,аракат микдори (mkvt ) момент (1ок) 
векторларишгнг геометрик йигиндисига тенг Lu 
векторга айтилади (163-расм):

П
l 0 = 2 X  = X m n(mkVk) = X rkxmkv k (1?6 ) 

k=l k=i k-1 
Механик системанинг бирор укка нисбатан 

кинетик моменти деб, система барча нукталари 
х,<факат'микдорлари mkvk нинг шу у^^а. нисбатан 
моментлари 1гк шгнг алгебраик йигиндисига тенг, 
яъни мазкур укка нисбатан система х,аракат 
микдорларининг бош моменти L* га айтилади:

U  =  X 1*  = I > z(mkv k)
Кучларнинг марказга ва шу марказдан 

утувчи укка нисбатан бош моментлари каби 
системанинг бирор о марказга нисбатан кинетик 
моменти L, ва шу марказдан утувчи укка
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нисбатан кинетик моменти L, узаро куйидаги 
муносабат билан богланган:

L ,  = L0 cos(L0 ,z).
Шунингдек, (17.6) ни координата укдарига 

проекциялаб механик системанинг координата 
укдарига нисбатан кинетик моменти аникданади:
L* =  ^  rak (ykzk — zkyk); Ly — ^ m k(zkxk — xkzk);

L ,=  ^ m k(xkyk- y kx k); (17.7)
Энди к,аттик жисм х,аракатини урганишдаги 

амалий масалаларда мухдм ах,амиятга эга булган 
ю-шетик моментни жисмнинг турли даракатлари 
х,олн учун хдсоблаш формулаларини келтирамиз. 
фараз килайлик, каттик жисм z укд атрофида со 
бурчак тезлиги билан айланма хдракатлансин (164- 
расм). Бу жисмни бир к,анча нукталардан иборат 
к,отган система деб к,араймиз.

и 

„ h
" ' V 1Л

А
(164-расм)

Бу системанинг <а*ланиш уки z га нисбатан кинетик 
моментини хисоблаймиз. Юкоридагига биноан:
L„ =  Д *  =  InMmtV,.) =  Emkvkhk =  Zmkiohk =  coXmk hk, 
бу ерда hfc-системанинг бирор Mk нук,тасининг 
анланиш укидан узокдик масофаси, шк - шу нук,та
массаси, Xmk hk =  Iz - жисмнинг z укда нисбатан 
инерция моменти.
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Жисм бир кузгалмас нук,та атрофида сферик 
Харакатлансин. У х;олда жисмнинг х,ар к;андай 
нуктасининг тезлиги

Vk =  СЙХГк
га тенг, булади. Бу ерда со - бурчак тезлик, гк - к-нчи 
нуктанинг (кузгалмас нук,та) к,утбга нисбатан 
радиус вектори. Ушбу формуладан тезлик 
проекцияларни х,исоблаб

(Оуйц-СОг y k , yk (02Хк — (0x Zk , Z). — С0ХУ k — COyXj.

(17.6) га куйиб, сферик даракатланаётган к,аттик, 
жисм кинетик моменти проекцияларини
аникдаймиз:

Ц =  -1х>.й\ +  1уСйу-1у7Сйг (17.8)
Lz [Х2(д,-1у20̂ , ■+■ Izcpz

Агар сферик даракатланаётган жисмнинг 
инерция бош укдари шу жисмнинг кузгалмас 
нук,тасига боши куйилган координата укдари 
булса, 1ху =  Ixz =  1уу ~  0 га айланади ва (17.8) формула

I Ly ly®̂  ' 7̂.̂ 1
куринишга келади. Бу формулалар битта нук,таси 
кузгалмас абсолют к,аттик, жисм кинетик 
моментининг жисм билан бириктирилган ва боши 
кузгалмас нук,тага куйилган координата укдарига 
П]х>екцияларини сшпикдайди.

Жисм кузгалмас ук, атрофида айланма 
х,аракати холида, z ук,ни айланиш укд билан бир 
хил йуналган деб олинса, 0\ =  С0у= 0 ва жисмнинг 
кинетик моменти учун

LX Ixz Ф I Ly IyyCO/ Iу/. Ф r
Ц =  1г(0, =  1 гф, (17.9)

кнлиб чик,ади. Агар кузгалмас айланиш укц z 
жисмнинг инерция бош укд булса 1  ̂=  1  ̂=  О га ва 
L,. =  Ly =  0 га тегсг булиб,
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келиб чикади.
Айланувчи к,аттик, жисмнинг айланиш укига 

нисбатан кинетик моменти жисмнинг мазкур ук;к,а 
нис:батан инерция моментини бурчак тезлигига 
купайтмасига тенг. Агар жисм бир к,анча 
жисмлардан иборат булса ва битта ук, атрофида 
айланса унинг кинетик моментини ушбу формулага 
мувофик, хцсоблаш мумкин:

U, =  +  1гг®2 +  -  +  WAi • (17.11)

77-§. Моддий нук,та х;аракат микдори
моментининг узгариши х,ацида теорема.

Бу теоремада механик х,аракатнинг вектор 
улчовларидан бири кинетик момент билан узаро 
механик таъсир улчовларидан хисобланган куч 
моменти орасидаги муносабатлар ифодаланади. 
Умумий холда, нуктанинг х;аракати пайтида г ва mv 
векторлар узгарувчан векторлар булганлиги сабабли
(17.2) ни вакт буйича дифференциаллаб куйидагини 
ё^аоламиз:

dl0 dr dinv liri—  (17.12)

Бирок;, dr /dt= v  ва, демак, 
dr—  xniv - vxmv = 0 dt

чунки (v/'inv) --0  булганлигидан векторлар 
купайтмасининг модули

|vxmv| = vm v sin (v "mv) =  0 
Моддий нукта харакат микдори хакидаги теорема
(16.11) га кура харакат микдоридан до сила d(mv)/dt 
=: F га тенг. Топилган кийматларни (17.12) 
тенгликка куйиб, куйидагини х,осил кцламиз: 

dlf, /dt =  rxF
ёки (17.1) га биноан охирги тенгликни куйидагича 
ё.чамиз:

L, =  Iioj= I гф,  (17.10)
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^  = ^ [ m°(mv)] = m °(F) (17.13)

Бу формула нукта х,аракат микдори моментининт 
узгариши х,акидаги теоремани ифодалайди.

Теорема: нукдга щ ракапг м икдорининг бирор  
кузгалмас м арказга нисбат ан момент вект оридан  
вчкд 1 буйича олинт н биринчи тартибли х,осиласи 
нуцтага т аъсир  этувчи F  кучнинг шу марказга 
нисбат ан моментига тенг.

Энди моддий нукта х,аракат микдори 
моменти теоремасининг аналитик ифодасини 
келтирамиз, бунинг учун (17.13) вектор 
тенгламани ох , оу , oz координата укдарига 
проекциялаймиз:

l j k  = m x (F); ^ L  = my(F); = mz(F); (17.14)

Бу муносабатлар нукта х,аракат микдорининг 
координата укдарига нисбатан моментларининг 
узгариши х,акидаги теоремани ифодалайди. Яъни 
нук,та харакат микдорининг бирор ук,к,а нисбатан 
моментидан вак,т буйича олинган х,осиласи нуктага 
таъсир этувчи кучнинг шу укка нисбатан моментига 
тенг.

78-§. Марказий куч хаъсиридаги нуктанинг 
х,аракат микдори моментини сакданиши. Юзалар 
конуни.

Юкоридаги теоремадан шундай натижаларга 
келамиз:
1) Агар нуктага таъсир этувчи F куч доимо 
кузгалмас марказ оркали утса- У марказий куч 
дейилади ва унинг шу марказга нисбатан моменти 
нолга тенг булади. яъни mo(F)=0, у х,олда (17.13) 
га кура:
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dt
= 0 ёки 10 = const ёки l0(t) = 10 (0), (17.15)

яъни таъсир чизиш доимо 0 марказдан утувчи куч 
таъсиридаги нукта хдракат микдорининг шу о 
марказга нисбатан момент вектори модули ва 
йуналиши жих,атидан узгармасдан к,олади; масса 
ш = const булганидан эса:

r x v  =  const. (17.16)
2) Агар нук,тага таъсир этувчи F кучнинг бирор 
кузгалмас укда, масалан, z ук,к,а нисбатан моменти 
нолга тенг булса, нукта харакат микдорининг шу 
ук,к,а нисбатан моменти узгармас к,олади, яъни 
mJF) = 0  булса, (17.14) дан к,уйидагини досил 
к;]1ламиз:

^  = 0 ёки lz = const, lz(t) = lz(0) (17.17) 
dt

(17.16) шшг координата укдардаги проекциялари 

yz-zy = C,; zx-xz = C2; ху-ух = С3 , (17.18)

дан иборат булади. Бу тенгламаларнинг хар 
К<шсисини x,y,z га купайтириб, чик,к,ан натижани 
Кушсак:

С, х + С 2 у +  С3 z =  0, (17.19)

келиб чик,ади. Бу тенглама координаталар бошидан 
утувчи текислик тенгламасидир.

1) ва 2) нааижалар ёйилмаси, яъни марказий 
куч таъсиридаги моддий нукта харакат микдорининг 
узгариши х,акидаги теоремани к,уллаш билан 
аникданган (17.15) ва (17.17) интеграллар моддий 
нук,та харакат дифференциал тенгламалари (13.11) 
нинг биринчи интегралини беради ва нуцта
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х,чракат м щ дори  моменти ссщланиш к,онунининг 
векторли х,амда координат а куринишдаги  
ифодалари  дейилади. Шундай кдлиб, марказий куч 
таъсиридаги моддий нук,танинг шу куч таъсир 
чпзигидаги бирор марказга нисбатан харакат 
микдори моменти доимо узгармасдан к,олади. 
Кучларнинг бундай турларига осмон механика- 
сининг (Куёш таъсиридаги планеталар ёки Ернинг 
тортиш майдонидаги сунъий йулдошнинг харакат- 
ларини) масалаларини ечшцда ва электронлар 
х,аракатини урганшцда дуч келамиз.

Энди, м арказий куч таъсиридаги нук,та 
х,аракатларининг геометрик ва физик маъносини 
аникдаймиз. Бувдай нук,та даракат микдори 
моментининг модули биринчи натижага кура 

1о =  mvh =  const,
ёки

vh =  const,
булади. Охирги натижани геометрик томондан 
характерлаш мумкин. Айтайлик, М нук,та F 
марказий куч таъсирида dt вак,т ичида элементар 
ММ' = v dt ёйни утсин (165-расм), унинг радиус 
вектори г=ОМ расмдаги штрихланган секторни 
чизсин. Бу секторнинг юзи

d o  ■= — ММ' • h = — v • h • dt
2 2

га тенг. Бундан

vh =  2 — == const, ёки о = —t + C, (17.20)
dt 2

келиб чикдди.
Хдракатланаётган моддий нук,та радиус 

вектори r -ОМ нинг’ чизган юзасини вадтга к,араб
da

узгариш жада\лигини характерловчи

катталикка шу нуцт анинг сект ориал тезлиги 
дейилади. (17.20) га биноан секториал тезликнинг 
вектор ифодаси
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га тенг. Айтилганлардан к,уйидаги хулосага келамиз: 
марказий куч т аъсиридаги моддий нуцта узгармас 
сскт ориал т езлик билан т екис эгри чизик, буйлаб  
х,аракатланади ва, демак, т ен г вакдхлар ичида бу  
нуцтанинг радиус вект ори т ен г ю залар

vc =-^(rxv) ёки 2vc = rxv = m 0(v) (17.21)

165-расм 166-расм
чизади. Бу к,онун Кеплер томонидан яратилган ва 
ю залар  к,онуни (гпеоремаси) деб аталади. Масалан,
166-расмдан кур<шизки, траекторияси эллипсдан 
иборат булган планета шу эллипс фокусларидан 
бири о да жойлашган Куёш атрофида орбита 
буйлаб х;аракатланганда планета радиус 
внкторишшг тенг вак,тлар ичида чизган АОА, ва 
МОМ, сектор юзалари узаро тенг. Демак, 
АА|*ММ,, яъни планета Куёшга к,анча якдн турса, 
у уз орбитаси буйлаб шунча тезрок, 
х;аракатланади.

38-масала. Планета фокусларидан бирида 
Куёш жойлашган эллипс буйлаб Куёшга тортувчи 
куч таъсирида х,а!)акатланади. Планетанинг Куёшга 
энг якин хрлатдаги (перигейдаги) vp тезлиги 
бнрилган булса, унинг Куёт план энг узок х,олатидаги 
(апогейдаги) vA тезлиги топилсин. Эллипснинг катта 

им уки а ва эллипс марказидан Куёшгача 
булган масофа с берилган (167-расм).

Ечиш. Планетага Куётттгд тортув^ш марказий 
куч таъсир этади. Планетани М билан, Куёшни 
эса S билан белгилаймиз. У х;олда, ms(F) =  0 булиб,
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167-расм.
ну*;та даракат микдорининг S марказга нисбатан
моменти сакданиш конуни m, (mvA ) =  щ, (mvp )
куринишда ёзилади. Ёки mvA (а +  с) =  mvp (а-с).
Бундан изланаётган тезлик аникданади:

a - с  1 -е
V д  = --------- vD =  - -------- V pа + с р 1 + е р

С
бу ерда е =  — < 1 эллипснинг эксцентриситетини 

а
ифодалайди.

79- §. Механик система кинетик моментининг 
узгариши дакида теорема.

Энди юк,орида келтирилган нук,та х,аракат 
микдори моменти теоремасини n-та нук,талардан 
иборат механик система учун умумлаштирамиз (163- 
расм). (17.13) га кура системанинг к-нчи нуктаси 
учун кинетик момент теоремасини ушбу куринишда 
олиш мумкин:

^  = m0(Fk*) + m0(F; ), (к =  ГН ) (17.22)

Бу ерда mll(Fkc) системанинг к,аралаётган к-нчи 
нуктасига таъсир этувчи ташки кучларнинг 
танланган о марказга нисбатан моменти, m0(Fj!) 
системанинг к,олган нук,таларининг шу к-нчи 
нуктага курсатадиган таъсир кучларининг мазкур 
марказга нисбатан моменти, 1„к эса, системанинг к- 
нчи нуктасининг кинетик моменти. (17.22) тенгликни



системанинг х;ар к,айси нук,таси учун ёзиш 
мумкин.

Х,амма нук,талар учун бундай тенгликларни 
ёзиб ва х,адма-х,ад к,ушиб, куйидагини досил 
щ^ламиз:

<172з>

К)к,орида келтирилган (14.3) тенгликка кура 
системанинг барча ички кучларининг ихтиёрий 
марказга нисбатан бош моменти доимо нолга тенг:

" • • ( « ';) = о
Бу ерда X m„ (Fke > = Mf, системага к;уйилган барча
ташки кучларнинг бош моменти, Slok =  Lo 
системанинг О марказга нисбатан кинетик моменти 
эканлигини эътиборга олсак, (17.23) дан

^  = М: (17.24)
dt

келиб чик,ади. Бу тенглик система кинетик 
моментининг узгариши х,акдл,аги теоремани 
ифодалайди Bci куйидагича таърифланади: 
сист емасининг ихтиёрий о  цузгалмас м арказга  
нисбат ан кинет ик моменти вект оридан вак/п  
буйича олинган биринчи тартибли х,осиласи барча  
таищи кучларнинг м азкур м арказга нисбат ан бош  
моментига тенг. (17.24) дан танпуя кучларнинг 
бирор марказга нисбатан бош моментини система 
кинетик момент вектори учининг тезлиги деб 
Караш мумкин деган хулоса бевосита келиб чик,ади 
(163-расм), яъни

v A = M q. (17.25)

Бу хулосага Резалъ т еорем аси  дейилади.
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(17.24) вектор тенгликни Декарт укдарига 
проекциялаб, моментлар теоремасининг координата 
ифодаси с1никланс'1ди:

Lx =Me, .  Ц. = М '. L z = M l  (17.26)
Демак, м еханик сист ем анинг бирор кузгалмас ук^и 
нисбат ан кинет ик м омент идан всщт буйича 
олинган биринчи тартибли х,осила система 
нукдюларига т аъси р  этувчи таищи кучларнинг 
мазкур у щ а  нисбат ан момент ларининг йигиндисига 
тенг.

Система кинетик моментининг узгариши 
х,ак,идаги ушбу теоремалардан каттик, жисмнинг 
айланма харакатларини урганишда, гироскоплар 
назариясида ва х;оказо, кенг фойдаланилади. 
Система кинетик моментининг узгариши х,акидаги 
теоремашшг афэаллиги шундан иборатки, система 
х,аракат микдор1 шинг узгаришига оид теорема 
к.гби, ушбу х;олда х;ам олдиндан номаълум булган 
ички кучлар теоремага катнашмайди.

80-§.Сисгема кинетик моментининг сакланиш 
Конуни.

Механик система кинетик моментининг 
узгариши х,ак,идс1ги теоремадан масалалар ечишда 
мухдм булган шундай натижаларга келиш мумкин:
1) Агар ташк,и кучларнинг бирор кузгалмас О 
марказга нисбатан бош моменти = 0  булса, у 
х;олда системанинг кинетик моменти микдор ва 
йуналиш жих,атидан узгармасдан крлади, яъни 
(17.24) дан

ёки
L,i =  const, Lo(t)= Lo(0) (17.27)
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(17.27) формула системанинг О кузгалмас марказга 
нисбатан кинетик моментининг ссщлиниш цонунини  
ифодалайди: агар системага таъсир этувчи ташки 
кучларнинг бирор кузгалмас О марказга нисбатан 
бош моменти нолга тенг булса, шу марказга 
нисбатан системанинг кинетик моменти микдор ва
йуналиш жих,атд<1Н узгармас булади. M (‘j =  О 
шарт кузгалмас: О марказга нисбатан система 
кинетик моментининг сакданиш шарти булади;
2) Агар система нукталарига таъсир этувчи ташки 
кучларнинг бирор кузгалмас (масалан, Oz) )щка 
нисбатан бош моменти нолга тенг(М!=0)  булса, 
у х,олда системанинг мазкур укка нисбатан кинетик 
моменти узгармайди, яъни (17.26) дан

^ . = 0 .
dt

ёки
Lj =  const, U.(t)= Lj(0) (17.28)

формула системанинг oz укка нисбатан кинетик 
моментининг сакданиш конунини ифодалайди ва 
юзалар интеграли дейилади. Система нукталарига 
таъсир этувчи ташки кучларнинг бирор кузгалмас 
укка нисбатан моментларининг алгебраик 
йигиндиси нолга тенг булса, системанинг шу укка 
нисбатан кинетик моменти узгармас булади. (17.28) 
шарт системанинг кузгалмас укка нисбатан кинетик 
моментининг сакданиш шарти булади. Шундай 
Килиб, бу теорема х,ам олдинги теоремалар каби 
системанинг ички кучларидан х,алос булишга ва 
унинг хдракатининг биринчи интегралига эришишга 
имкон беради. Х^щикатан, (17.26) тенгламаларнинг 
биринчи интегралларини аналитик ифодасига 
эришиш унча кдйин эмас. (17.26) да Ц
= X mk(xkyk- y kxk) га тенг. (17.28) га мувофик
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£ m k(xkyk- y kxk) = С  
деб ёзаоламиз. Бирок, , (17.20) га кура x kyk ~ y kxk 
ифода система к-нчи нук,тасининг оху текисликдаги 
секториал тезлигининг иккиланган кдйматини
ифодалайди. Шунинг учун уни 2 vkc, билан 
алмаштирамиз. У х,олда системанинг z укка 
нисбатан кинетик моменти ифодаси

V  к с
2 , micVc z = y

га тенг булади. Шунингдек, система к-нчи 
нук,тасининг yoz, zox текисликлардаги секториал
тезликларини, мос равишда, vj?x vky орк,али
белгиласак ва (17.26) тенгламаларнинг унг
томонларини нолга тенг деб олсак, бу 
тенгламаларнинг биринчи интегралларини аналитик 
ифодасини х;осил киламиз:

]£m k(xkzk - z kxk) =  2 ^ m kv̂ x = А 

£ m k(zkxk - x kzk) =  2 ^ m kvcky =B

X mk(xk>'k ~Ук*к) = 2^m kvckz=C

Бу ерда Л  В, С мос равишда, системанинг х, у, z 
ларга нисбатан кинетик моментлари. (17.28) дан 
ички кучлар системанинг кинетик моментини 
узгартираолмайди деган хулосага келиш мумкин. 
Кинетик моментнинг сакданиш к,онунини 
к,узгалмас oz укд атрофида (ёки массалар 
марказидан утувчи ук, ) айланувчи система (к,аттик 
жисм) учун к,уллаймиз.

148



8 i-§. К,аттик, жисмнинг кузгалмас ук, атрофидаги 
айланма х,аракат дифференциал тенгламаси.

Механик системанинг бирор кузгалмас oz 
ук,к,а нисбатан кинетик моментининг узгариши 
х;акидаги (17.26) теоремадан, яъни

£., = м ; = Х т , а ? )
k=I

дан к,атгик, жисмнинг кузгалмас oz ук атрофидаги 
айланма х,аракат диф ф еренциал тенглимаси  келиб 
чик,ади (168-расм). Бу ерда 1̂  =  1*со булиб, \г - 
каттик жисмнинг айланиш укига нисбатан инерция 
моменти, со - каттик жисмнинг бурчак тезлиги. У 
х;олда юкоридаги тенглама куйидаги куринишни 
олади:

Iz. ^  = M; = | ;m 2(Fke) 

ёки (17.29)

1: ф = X m z(Fke)
1с=1

келиб чикади. (17.29) тенглама каттик жисмнинг 
Кузгалмас ук ат роф ида айланма х,аракат  
дифференциал тенгламаси  дейилади. Энди ушбу 
тенглама ёрдамида кинетик моментнинг сакданиш 
к,°нунини айланувчи система х,оли учун 
текширамиз. Кузгалмас oz ук (ёки массалар 
марказидан утувчи ук ) атрофда айланувчи
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168-расм.
системани к,арал1миз. У х,олда (17.10) формулага 
биноан

булади. Бундан куйидаги натижаларга келамиз:
а) агар система (абсолют) к,аттик, жисм булса, у 
угун 17 =  const ва демак, со =  const булади, яъни 
каттик жисм z ук,и атрофида узгармас бурчак 
тезлик билан айланади;
б) агар системанинг массалар таксимланиши 
узгарувчан булса, ички кучлар туфайли системанинг 
айрим нук,талари укдан узоклашса Iz ошади, укка 
Я1\инлашса I, камаяди. Бирок,, Iz со= const булганлиги 
сабабли 17 ошса и> камаяди ва аксинча, токи, Lz =  Lz 
ш узгармасдан к,ол.ади.

Шундай килиб, ички кучларнинг таъсири 
система айланишининг бурчак тезлигини 
у.чгартириши мумкин, чунки, Ц нинг узгармасдан 
Колиши, умуман, со нинг узгармас булишини 
ифодалай олмайди.

L2 = I zco

дрб ёзаоламиз. Агар бу х;ол учун 
булса, юк,оридаги (17.26) формулага кура

1г со =  const
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Система кинетик моментининг сак,ланиш 
Конунини Н.Е.Жуковский скамейкаси билан олиб 
бориладиган тажрибада аник, кузатиш мумкин. У, 
шарикли подшипникларда иищаланишсиз 
(ишк,аланиши кгимайтирилган) вертикал z укд 
атрофида айланадиган горизонтал платформадан 
иборат. Агар кулларига т о т  ушлаган бирор одам 
платформада турган булса, у х,олда система 
(платформа ва одем) га таъсир этувчи ташки кучлар: 
z укдга пар<1ллел одамнинг, тошларнинг, 
платформанинг ошрлик кучлари ва текисликнинг 
нормаль реакция кучлари х,амда таянч
подшипникларшшг бу укди кесувчи реакция 
кучлари булади. Шундай кдлиб, берилган системага 
таъсир этувчи барча ташки кучларнинг систе
манинг айланиш укдга нисбатан моментларининг 
алгебраик йигиндиси нолга тенг булади. Демак, бу 
х,олда, сакданиш крнунига мувофик,, айланаётган 
системанинг ушбу айланиш укига нисбатан кинетик 
моменти Lz =  Iz<d узгармасдан колиши керак. Агар 
одам ушлаб турган тошлари билан кулларини 
кукрагига якднлаштирса, системанинг айланиши 
те злашади ва аксинча, у тошларни айланиш уаддан 
утокдаштирса - секинлашади. Аммо, системанинг 
кинетик моменти айланиш укдга нисбатан 
узгармасдан к;олади.

Жисмнинг айланиш укига нисбатан инерция 
моментини камайтирши йули билан, унинг бурчак 
тезлигини мана шундай ошириш усули балетда, 
акробатикада, х,авода сакрашда ва х,оказоларда 
кннг к,;улланилади. Демак, айланма хдракатдаги 
жисмнинг харакат улчовини унинг кинетик 
моменти ифодалайди.
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82-§. Механик система кинетик моментининг 
массалар марказита нисбатан узгариши дацида 
теорема.

Биз олдинда кузгалмас координата укдарига 
нисбатан система даракат микдори моменти 
(кинетик моменти) теоремаси (17.24) ни исботлаган 
эдик. Энди, координата боши механик система 
массалар маркази билан сферик шарнирли 
бириктирилган ва механик системанинг дар к,андай 
даракатида у билан биргаликда фак,ат илгариланма 
даракатланаётган . Cxyz координата укдарига 
нисбатан бу теореманинг тадбик, этилишини 
курамиз. Аитайлик, кузгалмас \ , т| , С, укдарига 
нисбатан система массалар марказининг х,олати гс 
радиус вектор, унинг к-нчи нук,тасининг хрлати эса 
гк радиус вектор билан аникдансин (169-расм). 
Шунингдек, система массалар маркази билан 
биргаликда илгариланма харакатланаётган x,y,z 
укдарига нисбатан системанинг к-нчи нук,тасининг 
долати rk радиус вектор билан аникдансин. У
долда кузгалмас г], С укдарга нисбатан система 
кинетик моменти теоремаси

A  £  (rk xmk vk) = J )  (гк xFk)
куринишда ифодаланади. Расмдан гк =  гс +  гк деб 
ёзаоламиз. Бу тенгламани t буйича 
дифференциалласак:

vk = vc + v'k
келиб чик,ади. Бу ерда v k к-нчи нуктанинг С 
массалар марказита нисбатан тезлиги. Юкррида
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169-расм.
ёзилган тенгламадаги гк ва vk лар урнига уларнинг 
топилган к,ийматларини к,уйиб куйидагини хрсил 
Киламиз:

А  £  шк (rc + гк )x(vc + vy = £  (rk + r£ )xFk 
ёки узаро купайтиришлардан сунг

A  (it: X vd mk + vc х X ™ k rk * *  *  + Х ткГк Х Vk) =

= г о * 5 л е + £ ( ГкХ^ )

Бу ерда
1) I  т кг' = 0 , чунки г' =  rk - гс , бундан эса, 

X m krk = £ m krk - г с ]Г mk = J , mkrk -  rc ш = О

2) I  mk vk = 0, чунки X mk r' = 0 , демак, 
Xmk r* = Xmk v'k =0;

» •
3) rc xvc I  mk =  rc xvc m =  гс X mvc =  Lc I

4) I  mk r; x vk =X ( r' x mk ) =  L'c ;

5) ic x I F ;  = rc x R ‘ = Ml ;
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L,. ва M£ векторлар, мос равишда, массалар 
марказита нисбатан система кинетик моментини 
ва барча ташки кучларнинг бош моментини 
ифодалайди. Бажарилган узгартиришлардан кейин 
тенглама куйидаги куринишни олади:

—  (гг х niVf) + (^~ = rr xRe + М р . dt dt l
A m m o ,

~ (г ('ХШ vc ) = v,xinvc  + rc xmac  = rc xRe = M|, 

булганлиги сабабли

= L0 =  Lc +  Lfc, (17.30)dt

тенглик уринли булади. Бу ерда Lc - массаси 
система массасига тенг деб олинган нук,та - 
массалар марказининг кузгалмас О марказга 
нисбатан кинетик моменти, 1£ - массалар 
марказита нисбатан системаниинг нисбий харакат 
кинетик моменти, L0 - кузгалмас О марказга 
нисбатан системанинг кинетик моменти.

Демак, м ассалар м арказига нисбат ан  
сист ем анинг нисбий х,аракат кинет ик момент  
вскт оридан впу^т буйича олинган биринчи 
тартибли хрсила сист ем ага куйилган барча таищи 
ку'чларнинг сист ема м ассалар м арказига нисбат ан  
бош моментига тенг.

(17.30) формула кузгалмас О ' марказга 
нисбатан механик системанинг кинетик моменти 
билан унинг массалар маркази С га нисбатан 
нисбий даракат кинетик моментлари орасидаги 
богланишни ифодалайди: м еханик сист еманинг 
кузгалмас о  м арказга нисбат ан абсолют  
царакат ининг кинет ик моменти м ассаси  бутун
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система м ассасига т енг д е б  олинган м ассалар  
м арказининг шу цузгалмас о  м арказга нисбат ан  
кинетик моменти билан сист ем анинг илгариланма 
нисбий хрракат ш т нг м ассалар м арказига нисбат ан  
кинетик момент ининг геом ет рик йигиндисига 
тенг.

39-масала. Массаси гардишига таралган ва 
огирлиги Q2 — 4200 Н, радиуси R=1m булган 
х;<1лк,анинг А нук,тасида огирлиги Q, = 600  Н га тенг 
одам турибди. Горизонтал жойлашган х,алк,а 
вертикал z уки атрофида айланиши мумкин

(170-расм).
Бироздан сунг одам х;алк,а буйлаб узгармас 
нис:бий тезлик v = 2 — - билан юра бошлайди. Бунда

х,<1лк,а уз ук,и атрофида к,андай со бурчак тезлик 
билан айланади. Бошлангач пайтда х,алк,а ва 
одамнинг тезлиги 0 тенг.

Ечиш. Механик система (х,алк,а ва одам) га 
к;уйилган барча ташки кучлар z укдга параллел, 
шунинг учун М“! — 0 ва L, =  const булади. 
Бошлангич пайтда. система мувозанатда булганлиги
У1 гун Lz(l =0. Одам х,алк;а буйлаб соат стрелкаси 
аг'гланиши йуналихшна тескари йуналишда (z укка 
нисбатан) юрганда х,алк,а соат стрелкаси юриши 
йуналишида ай/.ана бошлайди. Шунинг учун 
одамнинг абсолют тезлигининг модули v-u 
агшрмага тенг, бу ерда и х,алканинг айланиш 
тезлиги. Одамнинг z укка нисбатан кинетик 
моменти к;уйидагига т^нг:
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g g
Х,алк,анинг ана шу z укка нисбатан кинетик 

моментини хдсоблаш учун ундан dm массали 
элементар булагини ажратамиз, у х,олда х,алк,а 
элементининг кинетик моменти dm u R =  dm R2 о 
га тенг булади, бугун х,алк,аники эса,

L2z = X  ĉ llR 2“ - с*ш = т ^2ш = ^ 2с0,

Одам х,алка буйлаб х,аракатланганда системанинг 
кинетик моменти бошлангич пайтда нолга тенг 
кдшматидан узгармай крлади, шунинг учун

Lz = Llz + L2z = -  (v -  Rto)R + R2co = 0.

Бундан
1 Q2v 4200 2 17C . . ,



X V III б о б

МОДДИЙ НУКТА ВА МЕХАНИК СИСТЕМА 
КИНЕТИК ЭНЕРГИЯСИНИНГ 

УЗГАРИШИ ХДК.ИДА ТЕОРЕМА

83-§. Кучнинг элементар иши ва унинг аналитик 
ифодаси. Кучнинг чекли иши. Кувват.

Кучнинг моддий нук,тага курсатадиган таъсир 
эффекта иш тушунчаси билан х;ам аникданади. 
Иш куч куйилган нуктанинг ут т н масоф асига 
нисбат ан кучнинг т аъси р  улчовини характ ерлайди  
Аникрок; айтганда, иш хдракатланувчи нуктага 
куйилган кучнинг нук,та тезлиги модулини 
узгартирадиган таъсирини ифодалайди. Нук,та (ёки 
жисм) га куйилган кучниинг берилишига к,араб, 
кучнинг маълум масофадаги иши турли куринишда 
булиши мумкин. Куч иши тушунчасининг баъзи 
х;оллари устида тухталамиз.

Фараз килайлик, микдор ва йуналиш 
жих;атдан узгармас булган куч куйилган нук,та 
тугри чизик, буйича х;аракатланиб, S йулни утсин 
х;амда кучнинг йуналиши тугри чизикди траектория 
билан устма-уст тушсин. У х,олда, F кучнинг S йул 
билан мусбат ёки манфий купайтмаси иш 
дейилади. Агар ишни А билан белгиласак, ушбу 
х,олда иш куйидагича ифодаланади:

A = ± F S
F кучнинг йуналиши нук,та х;аракат йуналиши билан 
бир хил булса, бу  тенгликда мусбат ишора, акс 
х,олда манфий ишора олинади.

Агар F кучнинг йуналиши нуктанинг х,аракат 
йуналиши билан а бурчакни ташкил кдлса, иш учун 

A =  F S cosa
формула уринли булади. Ушбу ифодага кура, a 
уткир ёки утмас бурчак булишига к,араб, иш, мос



равишда, мусбат ёки манфий дийматга эга булади. 
а  =  к /2  да эса F кучнинг иши нолга тенг булади.

Агар кучнинг микдори ва йуналиши 
узгарувчан булса, ёки куч дуйилган нудта эгри 
чизик буйлаб даргжатланса, юдоридаги формулалар 
ёрдамида ишни дисоблаш мумкин эмас. К,уйида 
ушбу долга тухталамиз. Айтайлик, микдор ва 
йуналиш жидатидан узгарувчан F куч таъсирида М 
нудта эгри чизидли траектория буйича М, 
вазиятдан М2 вазиятга кучсин (171-раем). Бу ерда 
М,М2 =  S куч куйилган нуктанинг утган йули 
деса булади. Узгарувчан кучнинг бу йулдаги шпини 
дисоблаш учун, дастлаб, берилган куч к,уйилган 
нук;танинг чексиз кичик dS элементар кучишидаги 
ишини дисоблашга тугри келади, шу маънода 
механикага кучнинг элем ент ар иши тушунчаси 
киритилади.

171-расм
М нудтанинг чексиз кичик вакт оралигидаги 

элементар кучиш векторини dr ордали белгилаймиз. 
М нудтанинг тез.лик вектори v =  dr/dt эди, у 
долда dr =  v dt = i  d x + j  dy +  k dz, яъни унинг 
элементар кучиши тезлик йуналиши буйлаб содир 
булади.

Элементар кучиш векторининг Декарт 
координата удларидаги проекциялари dx, dy, dz М 
нудта координаталарининг чексиз кичик вадт 
оралиги dt даги орттирмалари деса дам булади. 
Бунда элементар кучишнинг модули

|dr| = ^(dx)2 + (dy)2 + (dz)2 = cLS.
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бу ерда dS - траекториянинг М нук,тадаги ёй 
дифференциали. F кучнинг элементар иши 5А деб, 
F куч вектори билан элементар кучшн вектори dr 
нинг скаляр KynaiiTMacHra айтилади:

5A =  F-dr. (18.1)
Бу ерда 8А символи чексиз кичик катталикни 
белгилайди, аммо, у, умуман айтганда, ишнинг 
дифференциали эмас. Кучнинг элементар иши 
фак,ат хусусий доллардагина бирор координата 
функциясининг тула дифференциали булаолади. 
Икки векторлар скаляр кунайтмасиншгг таърифига 
биноан кучнинг элементар иши ифодасини ушбу 
куринишда олиш мумкин:

Л л
6A = Fd.Scos{ F , V ) = F- (IS, (ciS =  |dr|);F,= Fc:os(F  , V ) (18.2) 

ва
8A =  Fxclx +  Fydy -I- F7dz. (18.3)

(18.2) формула, элем ент ар ишнинг геом ет ри к  
ифодаси (18.3) эса элем ент ар ишнинг аналит ик  
ифодаси булади. Охирги формулада Fx , Fy , F? лар 
кучнинг Декарт укдаридаги проекциялари. dS*0

булганда (К ( F v)<90 булса, 5А>0, 9 0 < ( F  v)<180
булса, 5А<0 ва F_Lv да эса 5А =  0 булиши (18.2) 
формуладан келиб чик,ади. Кучнинг М, М2 чекли 
йулидаги иши (171-расм) деб, элементар иш 8А дан 
Т])аекториянинг М,М2 ёйи буйича олинган эгри 
'пгзикди интегралга айтилади:

А = |F • dr = J  F c o / F \ ] - d S =  J F T dS (18.4)
M|M, M,Mj M,M2

ёки

A = J(F xdx + Fydy + Fzdz) (18.5)
м,Ц

(18.4) формула ку^шинг тула ишининг геометрик 
ифодаси, (18.5) формула эса, аналитик ифодасидир.
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Халк,аро СИ бирликлар системасида иш бирлиги 
Жоулда улчанади. 1Ж =  1 Н м.

Кучнинг к,уввати деб, кучнинг элементар 
инти 5А ни, бу ишни бажарилиши учун кетган 
вакт оралиги 6t га нисбатига айтилади:

N = (18.6)О t
(18.2) формулага кура берилган пайтдаги кувват N, 
F кучни, бу куч таъсирида М нуктанинг олган 
тезлиги v га скаляр купайтмасига тенг:

N = F -v  = Fxx + Fyy + Fzz. (18.7)
Кувват халк,аро СИ бирликлар системасида 
Ватт билан улчанади, бу бир секундда бир Жоул 
иш бажарадиган кучнинг кувватидир, яъни 1 Вт 
= 1 Ж/с, бундан таищари кувват техникада от 
кучида хам улчсшади: 1 (о.к.) =  75 кгк м/с =  736 
Вт.

Моддий н/ктага F,, F2,...,Fn кучлар
системаси таъсир этган х;олда тенг таъсир этувчи 
куч билан кучлар системаси иши учун ушбу лемма 
уринли булади.

Лемма. Х,а ракатланаёттан нуктага куйилган ' 
тенг таъсир этувчи кучнинг бирор М, М 2 йулдаги 
иши, таш кил э'гувчи кучларнинг шу йулдаги 
ишларининг алгебраик йигиндисига тенг.

Исботи. (15.69) формулага мувофик эга 
буламиз:

А = J R • dr = J (F, + F2 +.. ,+Fn) =
М,м, м,м2 (188)

= J(F ,d r)+  J (F 2d r)f...+  J (Fndr)
MjM-> M,M2

Яъни, функцияларнинг алгебраик йигиндисидан 
эгри чизик,ли интеграл уларнинг х,ар бирини эгри 
чизш^ли интегралининг алгебраик йигиндисига тенг, 
шундай кдлиб лемма исботланди.
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84-§. Каттик, жиемга таъсир этувчи кучларнинг 
элементар иши.

У ёки бу х;аракатда булган каттик, жисм 
нукталарига к,уйи.\ган кучларнинг элементар шпини 
хдеоблаш формулаларини келтирамиз.

Ж исм илгариланма даракатланганда
унта таъсир этаётган, F ,t F2...,F„ кучлар куйилган 
М |ГМ2, -,М П нук,таларнинг элементар кучишлари, 
илгариланма харакатнинг таърифига кура, 
dr, = dr2 =... = d r{; булади. У х;олда, кучларнинг ушбу 
элементар кучишдаги элементар иши жиемга 
куйилган мазкур кучларнинг бош вектори R ни 
жисм массалар марказининг элементар кучишидаги 
элементар шли билан аникданади, яъни

П П
6A = X F k *^  = X Fkdrc =R (18.9)

k = l k = l
Айни х;олда бош вектор R жисмнинг х,ар к,андай 
нук,тасига куйилган булиши мумкин.

Жисм цунгалмас ук, атрофида айланма 
х,аракатланаётганда унинг нукталари траекторияси 
айланиш укдга перпендикуляр текисликлардаги 
а!1ланалардан иборат булади. Ж исм нук,таларига 
куйилган кучларнинг ушбу айланаларга уринма 
ташкил этувчи FTI. ларигина иш бажаради. К,аттик; 
жисмнинг элементар айланма кучишида унинг 
айланиш бурчаги ф эса dcp га узгаради. У х,олда 
Тсшщи кучнинг бу кучишдаги иши

8А,, =  FtkdSk =  FTkhkd9 =  m*(F,Jd<p

га тенг булади. Жиемга куйилган барча ташки 
кучларнинг ушбу элементар кучишдаги бажарган 
элементар иши х,ар бир кучнинг юк,оридаги 
элементар ишининг алгебраик йигиндисидан 
иборатдир, яъни

6A = X « A k = X m z(^ )  dV = Mz с1Ф (18.10) 
к = 1 к = 1
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К,узгалмас ук, атрофида айланма х,аракатланаётган 
к,аттик, жисмга куйилган таищи кучларнинг 
бажарган элементар иши ушбу кучларнинг айланиш 
ук,ига нисбатан бош моментининг айланиш бурчаги 
орттирмасига купайтирилганига тенг.

Эркин катгик, жисм х,аракатининг умумий 
хрлида элементар кучишни бирор О к,утб билан 
илгариланма элементар dr0 ва шу к,утб орк,али 
утган оний айланиш уки Q. атрофидаги айланма 
элементар d(p„ кучишларга ажратиш мумкин:

6А= R-dr0 +  Мобф (18.11)
Эркин к,аттик, жисм х,аракатининг умумий 
х,олида унга куйилган ташки кучларнинг
элементар иши уларнинг бош вектори куйилган 
нук;та - кутб ку^ишидаги элементар иш билан бу 
к,утб орк,али утган оний уж,к,а нисбатан бош 
моментининг уц[бу оний ук атрофида жисм 
айланиши туфайли кучишидаги элементар ишининг 
алгебраик йигиндисига тенг.

Бинобарин, текис параллел х,аракатдаги 
жисм нук,таларига таъсир этувчи кучларнинг 
элементар иши шу кучлар бош векторининг жисм 
массалар марказ - кутбнинг элементар drt 
кучишидаги иши билан кучларнинг массалар 
марказита нисбатан бош моментининг жисмнинг 
массалар маркази атрофида айланишининг 
элементар d(p кучишидаги иши йигиндисига тенг:

8А =: R 8rc +  Mcz d(p 
Бу ерда R - к,уйилган кучларнинг бош вектори, 
Мг.л - кучларнинг жисм массалар марказита, яъни 
массалар марказидан текис шакл текислигига 
перпендикуляр утган укка нисбатан бош моменти, 
8гс - массалар марказининг элементар кучиши, 
б<р - массалар маркази орк,али текис шаклга 
перпендикуляр утган ук атрофида элементар 
айланма кучиш.

40 -масала. Эластиклик кучнинг иши 
дисоблансин (172-расм).
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Ечиш. Моддий нуктанинг тугри чизикди 
х,аракатада (18.3) формула куйидаги куринишни

Х2
олади: А = J Fxdx

х!

172-расм.
Бу ерда х, ва х2 моддий нуктанинг бошлангич ва 
охирги вазиятларининг абциссалари. Пружинанинг 
эластиклик кучи Fx =  -сх учун М, вазиятдан М2 
вазиятга нуктанинг кучиришдаги ишни 
днсоблаймиз, бу ерда с-пружинанинг бикрлик 
коэффициента. У пружинани бирлик узунликка 
чузувчи (ёки сик,увчи) кучга тенг ва халк,аро 
бирликлар системасида Н/м бирликда улчанади, 
чунки Гук к,онунига кура пружинанинг эластиклик 
кучи унинг чузилиши (ёки стщилииш) га пропор
ционал булади. Юк,орида келтирилган формулага 
мувофик к,уйидагига эга буламиз:

А = - j c x  dx = — c(xf - х 2) (а)
*1

Топилган формулада х пружинанинг бошлангич 
учайиши Д1, ни, х2 эса, пружинанинг охирги 
узайиши д12 ни ифодалайди. У х;олда (а)

А =|(Д 1?-А 1^) (б)

куринишни олади.
■ All I >! Д121 булса, иш мусбат булади, яъни пружина 
Г ш мувозанат (чузилмаган) х;олатга томон кучади,
IЛ1,1 > I Д1д [ булса, иш манфий булади, яъни 
пружина учи мувозанат х;олатдан узокдашади.
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Агар нуктанинг М вазияти мувозанат 
(деформацияланмаган) х;олатга мос келса, элас- 
тиклик кучнинг шпи нуктанинг М вазияти учун

А12
А = - с —  (в)

билан хдсобланади, бу ерда х =  Д1 деб олинади. (а) 
ва (б) формулалар нук,танинг траекторияси х;ар 
Кандай булганда х,ам уринли. Шундай килиб, 
эластиклик кучнинг иши нуктанинг кучиш 
к;онунига (траекториясининг шаклига) боглик, 
булмай, балки унинг бошлангич М, ва охирги 
М2 вазиятларининг координаталарига боглик, 
булади. Бундай хусусиятга эга булган механик 
кучларга потенциалли кучлар дейилади; масалан, 
огирлик кучи, эластиклик кучи, бутун олам 
тортишиш кучи Bci х;оказолар.

85-§. Потенциалли куч майдони. Потенциал 
энергия.

Нуктанинг (жисмнинг) бирор кучишида унга 
таъсир этаётган кучнинг иши умумий х,олда 
нуктанинг шу кучиш х,аракат к;онунига боглик, 
булади. Аммо, юцоридаги масалада курганимиздек, 
нуктанинг бирор кучишида унга куйилган 
эластиклик кучининг, огирлик кучининг ёки 
марказий кучларнинг бажарган ишлари шу 
нук,танинг х,аракат конунига боглик, булмайди. 
Бундай потенциалы кучлар устида алоздида 
тухталамиз. Фара:) кцлайлик, нуктага таъсир этувчи 
куч фак,ат нуктанинг вазияти (координаталари) га 
боглик булсин. Кучнинг координата укдардаги 
проекциялари

Fx =  Fx(x,y,z), Fy =  Fy(x,y,z), Fz =  Fz(x,y,z) 
яъни Fx, Fy, Fj функцияларнинг аникданиш 
сохасига кучнинг майдони дейилади. Моддий 
нук,та куч майдонида х,аракатланса ва майдон 
кучининг иши нук,танинг кучиб утган йулига
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(кучиш крнунига) боглик; булмай, балки фак,ат 
нуктанинг бошлангич M t ва охирги М2 
вазиятларига боглик булса, бундай куч майдонига 
потенциалли куч майдони дейилади. Потенциалли 
майдон кучининг ихтиёрий ёп щ  контур буйича 
иши нолга тенг булади. Бу шарт эгри чизиклн 
интеграллар назариясида исботланганидек, куч
нинг элементар иши бирор U(x,y,z) функциянинг 
тула дифференциали булаолиши билан айни тенг, 
яъни

6 А =  F xd x +  Fydy +  F zdz = d U  =  -d n . (18.12)

Бу ерда П - потенциал энергия. U(x,y,z) функцияга 
куч (ёки потенциал) функцияси дейилади. Гарчи,

эи  эи  эи
dU =  —- d x  +  — d y +  тг—dz, (18.13)

Эх Эу dz

га тенг, у х;олда охирги икки тенгликлардан ва 
dx,dy,dz дифференцилларнинг мустакиллишдан 
Куйндагига эга буламиз:

„ эи  э и  э и
х “  Эх ’ Fy “  Эу ’ Fz “  dz

(18.14)

потенциалли 
ва етарли шартларини

Бу тенглама куч майдонининг 
булишининг зарурий 
ифодалайди.

Бинобарин, юкоридаги шартларни
Каноатлантирувчи х, у, z координаталарнинг бир 
Кийматли, чекли ва дифференциалланадиган U 
Функцияси мавжуд булса, яъни майдон кучининг 
координата укларидаги проекциялари шу U 
Функциядан мос координаталар буйича олинган 
хусусий х,осил.аларга тенг булса, бундай куч
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майдони потенциалли куч майдонидан иборат 
булади.

Шундай кдлиб, U функция куч функцияси, U 
майдон кучи потенциалли куч ёки консерватив куч 
дейилади. Шунинг учун х;ам, потенциалли кучни 
Куйидагича аникдаса булади:

_ эи . эи . 91J ,F = —  I + —  j  + —  к.?tx Эу dz
ёки

F =  grad U =  VU,

яъни, потенциалли F куч майдон U функциянинг 
градиентига тенг булади.

Майдонникг потенциалли булиш шартини 
майдон кушн инг координата укдардаги 
проекциялари орк,али аникдаш мумкин. Бунинг 
угун (18.14) дан куйидагича хусусий х,осилалар 
оламиз:

dFx Э2Ц ^Fy Э2Ц
'fry ? \ д у ' Эх Эхду'

Щ  _ эЧ)_ э2и
dz frydz' dy dydz'

3FZ Э20  3FX Э2У
r)x (Yk&Z ' dz d x d z '

Бу ифодаларнинг чап томонидаги аралаш 
х;осилаларга эътибор берсак потенциалли куч 
проекция\арининг координаталар буйича хусусий 
х;осилалари орасидаги куйидаги муносабатларга 
эга буламиз:

8FX 3Fy
Эу Эх 1 dz Эу ’ Эх Эг
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Бу муносабатлар куч майдонининг 
потенциалли булишининг зарурий ва етарли 
шартлари дейилади.

Агар куч функцияси узгармас микдорга тенг 
(U(x,y,z) =  const) булса, потенциалли майдоннинг 
бундай аникданг.ш сирти т енг потенциалли сирт 
дейилади. Тенг потенциалли сиртда dU =  0 булади. 
Бундан тенг потенциалли сирт буйлаб х;ар к,андай 
элементар кучишдаги майдон кучининг иши 
нолга тенг, яъни 8A =  dU =  Fdr =  0, ёки 
Fdrcos(Fdr) = 0  келиб чик,ади. Бу ерда F*0, dr*0 
булганидан cos(F dr)=0, яъни (F~dr)= п/2 булади. 
Демак, потенциа.\ли F куч тенг потенциалли 
сиртда нормаль буйлаб йуналган булади. 
Потенциалли куч майдонидаги иш. Потенциал 
энергия.
K yi функцияси U(x,y,z) куч майдонида М нуктани 
М„ (Хо, y,„Zo) вазиятдан ихтиёрий танланган M(x,y,z) 
вазиятга кучишида майдон кучининг иши каби 
аникданади:

м м
А =  J(F,cLx + Fydy + F .d z)-  JdU = U (x ,y ,z )~ U 0(x0,y0,z0). (18-1-5)

M i M„

Шундай кдлиб, потенциалли кучнинг иши 
нук,танинг охирги ва бошлангич вазиятларига мос 
келувчи куч функцияларининг айирмасига тенг ва 
нуктанинг траекториясининг шаклига боглик, 
эмас. (18.15) дан курамизки, потенциалли куч 
майдонида нуктанинг ёпик, эгри чизик, буйича 
кучишидаги мацй,он кучининг иши нолга тенг, 
чунки бунда U =  U0 . (18.15) га кура, потенциал 
Функция узгармас сонгача аникдикда топилади:

 ̂= А +  Ц> . Агар координата боши учун нук,танинг 
бошлангич М„ вазияти танланса, бунда U0 = 0  деб 
хзхсоблаш мумкин. У х,олда, бундай потенциалли 
кУч майдонида нуктанинг бирор кучиши учун 
майдон кучининг иши охирги вазиятнинг куч 
Функцияси кдймати билан аникданади: А =  U(x,y,z). 

шбУ х;ол учун куч функциянинг яна бир
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таърифини келтириш мумкин: моддий нуктанинг 
координаталар бошидан майдоннинг берилган 
вазиятигача кучганидаги майдон кучининг иши 
билан улчанадиган катталикка куч функцияси 
дейилади.

Потенциалли куч майдони х;олида
майдондаги нук,та вазиятигагина боглик, булган куч 
функцияси U билан бир к,аторда потенциал 
энергия деб аталувчи бошк,а П функция х;ам 
к,аралади. Потенциал энергия майдоннинг берилган 
нук,тасидаги энергия микдорини ифодалайди. 
Шунинг учун дам, куч майдонининг берилган 
нуктасидаги потенциал энергияси П деб, 
майдоннинг берилган ушбу М нук,таси вазиятидан 
бошлангич Мо вазиятига моддий нуктанинг 
кучишида унга таъсир этаётган майдон кучининг 
иши билан аникданадиган катталикка айтилади:

Агар координата 6oufci моддий нук,танинг 
бошлангич вазиятида олинса, U0 =  0 булиб, 
потенциал энергия П =  -U га тенг булади. Демак, 
потенциалли куч майдонининг берилган нукдюси  
(вазияти)даги потенциал энергияси куч функци- 
ясининг она шу нуцтадаги цийматининг тескари 
ишорасига тенг.

Потенциалли куч майдонига дойр иккита 
масала келтирамиз.

41 -масала. Бир жинсли ошрлик майдони. 
Огирлик кучининг иши куч куйилган нуктанинг 
кучиш траекториясининг шаклига (кучиш 
Конунига) боглик булмай, балки фак;ат унинг 
бошлангич ва охирги вазиятларигагина боглик 
булиши аникдансин.

Ечиш. Айтайлик, М моддий нуктага огирлик 
кучи Р таъсир этсин ва куч к,уйилган нуктанинг

(18.16)
м
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кучиши содир булгандаги вазиятлари Мо(Хо ,у0 ,Zo ) 
ва M(x,y,z) берилган булсин (174-расм). Агар 
координата укдари расмда курсатилгандек танланса, 
у х;олда огирлик кучи Р =  -m g K  (к-z укднинг бирлик 
вектори-орти), яъни Fx=  0, Fy =  0, Fz =  -m g . (18.12) 
формулага кура куч функцияси учун куйидагига 
эга буламиз:

г z
U(x, у, z) -  U(x0l у0, z0) = J  Fzdz = -rag j dz = -mgz + mgz0 .

MoM Zq

Бундан U =  -mgz булиб, (18.14) шартни 
каноатлантиради. Огирлик куч майдонидаги иш 
учун охирги формулани куйидаги куринишда 
ёзиш мумкин:

А =  - mgh, (а)

бу ерда h = z-Zo нуктанинг охирги ва бошлангич 
вазиятларининг (баландликлари) айирмаси.

Шундай килиб, огирлик кучининг майдони 
потенциалли,чунки огирлик кучининг иши 
к,уйилган нук,танинг кучиш траекториясининг 
шаклига боглик булмайди ва (а) формулага кура 
аникданади. Бунда нукта траектория буйлаб 
кутарилса (h>0) иш манфий А<0, ва нукта 
траектория буйлаб пастга тушса (h<0). иш мусбат 
А>0 булади.

М о(ХоИ 2«) \  " Г

i
М(«У2)

173-расм. 174-расм.
42-насила. Тортишиш майдони потенциалли 

эканлиги текширилсин.
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Ечиш. Декарт укдари системасинищ 
координата боши О ни тортиш марказида оламиз 
(174-расм). У х,одй,а, Ньютон тортишиш кучи 

г
(F -F (r |  =  -F (r)—) нинг проекциялари учун

к,уйидагига эга буламиз:
С Y»K n rniy yim i j------2----- 7.
1 х ---------з~ . ---------3—- Fz -------- Г "  (r = Vх + У + z ,Г г г

бу ерда ш- тортилаётган нук,та массаси, у-тортишиш 
доимийлиги, x,y,z- нук,та координаталари, г-унинг 
радиус вектори. Юк,оридаги формулага мувофик, 
Куйидагини ёзамиз:

^ (K d x  + ydy + zdz) = - ^ r d r  = - ^ ,

Буни интеграллаб ушбуни топамиз:

Ym
U = - — (- С, 

г I
Бу Ньютон тортишиш майдонининг куч функцияси 
булади.

Майдоннинг куч функцияси тортишиш 
маркази О гача булган г масофага тескари 
мутаносиб боглик, . Агар г -> °° да U =  0 деб олсак, 
юк,оридаги ифода,4,а С, =  0 га тенг булади, у х,ОАЛа 
куч функцияси U =  ут/т билан аникданади.

Теш- потенциалли (эквипотенциал) сирт 
тенгламаси юк,оридаги таърифга кура U =  ут/г =  
const ифода орк,али аникданади. Ушбу шартдан 
г =  const шарт келиб чик,ади, яъни тортишиш 
кучи майдонининг тенг потенциалли сирти маркази
О да жойлашган сферик сиртлардан иборат 
булади.

Тортишиш кучи Р тенг потенциалли 
сиртдаги моддий нук,тага куйилган булиб, у  шу
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сиртга перпендикуляр х;олда потенциал 
функциянинг ошиш томонига йуналган.

43-масала. А шкивни етакловчи В шкив тасма 
орк;али айлантиради. Тасманинг етакловчи тармога 
Т = 2000 Н куч билан, етакланувчи тармоги эса 
t = 1200 Н куч билан тортилган. А шкив диаметри 
2г =  600 мм, бурчак тезлиги 120 айл/мин, А шкив 10 
марта айланганда бу кучларнинг иши Нм да ва 
тасма узатаётган кувват кучида аникдансин (175- 
расм).

(175-расм)

Ечиш. А шкивга к;уйилган айлантирувчи Мд 
момент:

М0 =  Tr-t r=  (T-t)r =  (2000-1200) 0,3 =  240 Нм. 
Шкивнинг бурилиш бурчаги ф =  2я-10= 62,8 радиан, 
(18.10) формулага кура, шкивга куйилган 
кучларнинг иши:

А =  Ма Ф= 140-62.8= 15070 Нм.
Тасма узатаётган кувватни (18.6) ва (18.10) 
формулаларга мувофик, куйидагича аникдаймиз: 
к- _ M t to  Ма • ЯП / 30 М ■ п 2 4 0 • 120

75 “  75 “  716,2 °  k = ~ 7 i 6 j "  = 4 0  k -

8б-§. Моддий нук,та ва механик система кинепик 
энергичен. Кёниг теоремаси. Каттик жисм 
кинетик энергиясини з^исоблаш.

Кинетик энергия моддий нук,та ва механик 
хстема х;аракатининг асосий динамик характе- 
стикаларидан (улчовидан) биридир.
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Моддий нукрга кинетик энергияси (ёки, 
дастлабки номи, тирик куч) д е б  унинг массасини 
тезлиги квадратига купайтмасининг яримига тенг 
механик катталикка айтилади:

v2 = v 2 булганлигидан кинетик энергия тезлик 
йуналишига боглик, булмаган скаляр ва доимо 
мусбат катталик булиб, танланган координаталар 
системасига нисбатан хдракатланаётган нук,танинг 
тезлиги нолга тенг булгандагина у нолга айланади. 
Кинетик энергия СИ системада 1кг м /сек =  1Ж 
билан улчанади М еханик система кинетик 
энергияси д е б  системами ташкил к,илган нукдюлар 
кинетик энергияларнинг йитндисига айтилади. 
Агар механик система кинетик энергиясини Т 
орк,али белгиласак, у куйидагича аникданади:

механик система кинетик энергияси х,ам 
тезликларнинг йуналишига боглик, булмаган скаляр 
мусбат катталикдир. Механик системанинг кинетик 
энергияси унинг барча нук,талари тинч х,олатда 
булгандагина нолга тенг булади. Кинетик энергия 
моддий нук,танинг ёки механик системанинг 
бирданига х,ам илгариланма, х,ам айланма 
Харакатларини Хсчрактерловчи улчовдир.

Яна бир мухдм х,ол шундан иборатки, ички 
кучлар механик системанинг кдсмларига узаро 
к,арама- к,арши ггуналитнда таъсир курсатишлиги 
тугфайли улар механик харакатнинг вектор 
улчовлари (харакат микдори ва х,аракат микдори 
моментлари) ни узгартирмас эди. Лекин ички 
кучлар таъсиридан механик система нук,талари 
тезликларининг модули узгарса системанинг 
кинетик энергияси узгаради. Демак, харакат

(18.17)
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микдори ва х,аракат микдори моментидан кинетик 
энергиянинг фарки кинетик энергияни х,ам ташки 
кучлар, дам ички кучлар таъсирида узгаришидир.

Агар механик система бир неча
жисмлардан ташкил топтан булса унинг кинетик 
энергияси мазкур жисмларнинг кинетик 
энергиялари йигиндисига тенг булади.

К,уйида механик система х,аракатининг 
умумий долида унинг кинетик энергиясини 
аникдовчи Кёниг теоремасини  исботлаймиз.

Механик система хдракатини унинг 
массалар маркази билан биргаликдаги кучирма 
илгариланма х,аракатга ва массалар маркази билан 
биргаликда илгариланма даракатланаётган 
координаталар системасига нисбатан нисбий 
даракатларга ажратамиз. У х,олда, системанинг 
ихтиёрий М к нук,таси учун 176-расмдан куйидаги 
тенглик уринли булади:

Рк =  Рс +  г к
ва мос равишда

Vk =  Vc +  vkr
га тенг, бу ерда v „  =  гк . Кузгалувчи координаталар 
системаси илгариланма х,аракатланганлиги сабабли 
(01= 0), нук,танинг нисбий тезлиги ва, демак, rk дан 
вак,т буйича олинган тула досила нуктанинг нисбий 
тезлигига тенг локал досиласи билан айнан булади. 
vk тезликнинг кийматини системанинг абсолют 
даракатидаги, яъни координаталар системасига 
нисбатан даракатининг кинетик энергияси 
ифодасига куямиз ва баъзи узгартиришлардан сунг 
Куйидагига эга буламиз:
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k=i z z z
Бирок;,

v r  X  m uvkr =  v r X  m k ^  =  v e ^ C L  m krk) =  0 -

чунки
X  mkrk = mrr = 0

Бу ерда Im k =: m - жисмнинг тула массаси 
эканлигини назарда тутсак ва иккинчи йигиндини
т г оркали белгиласак кинетик энергиянинг куй-
идаги ифодаси

T = -^mv2 +ТрГ), (18.19)

келиб чик,ади, бу ерда T̂ r) = X mkvkr ^  катталик
массалар маркази билан биргаликда харакат- 
ланаётган координаталар системасига нисбатан 
механик системанинг нисбий х;аракат кинетик 
энергияси ёки механик системанинг массалар 
марказита нисбатан кинетик энергияси. (18.19) 
формула Кёниг теоремасини ифодалайди: 
механик системанинг кинетик энергияси массаси 
система Maccaciuxi т енг д е б  олинадиган массалар 
марказининг кинетик энергияси х,амда массалар
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маркази билан биргаликда илгариланма
^аракатланувчи координаталар системасига 
нисбатан механик системанинг нисбий х;аракат 
кинетик энергияларнинг йигиндисига тенг.
Энди к,аттик, жисмнинг турли х;аракатларида 
кинетик энергиясини хдсоблаймиз.

Илгариланма х;аракатланаётган к,аттик, 
жисмнинг кинетик энергияси куйидаги формуладан 
аникланади:

_  'Г  nikvk vr v  rnvi 
T  =  l - ^  =  y X m k =  - ^ ,  ( 18.20)

чунки, жисмнинг илгариланма х,аракатида унинг 
барча нук,таларининг тезликлари бир хил, яъни 
vk =V( - жисм масса марказининг тезлиги.

Демак, илгариланма х;аракатдаги жисмнинг 
кинетик энергияси массаси жисм массасига тенг 
булган массалар марказининг кинетик энергиясига 
тенг. К,узгалмас ук, атрофида айланаётган жисмнинг 
кинетик энергияс ини, унинг бирор М к нуктасининг 
тезлигини vk==(i)lii билан ифодаланишини эътиборга 
олиб хисоблаш мумкин, бу ерда hK - жисмнинг 
Мк нуктасидан айланиш укигача булган энг киск,а 
масофа, о) - жисмнинг бурчак тезлиги. У х;олда

ёки

-n К ■ 0)2
Т  =  ^ —  ( 18.21)

бунда Iz - жисмнинг айланиш z укдга нисбатан 
инерция моменти. Яъни щузгалмас ук, атрофида 
айланаётган жисмнинг кинетик энергияси жисм- 
нинг айланиш укига нисбатан инерция моменти 
билан унинг бу])чак тезлиги квадратига купайт^ 
Масининг яримига тенг.

Текис параллел х,аракатлаётгин жисмнинг 
Кинетик энергиясини Кёниг теоремаси буйича
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хисоблаш мумкин. Бу х,олда жисмнинг х;аракатини 
массалар маркази билан биргаликдаги илгариланма 
х,аракат ва унинг атрофидаги айланма 
х,аракатлардан тсшжил топтан деб караш мумкин. 
У х;олда жисмнинг нисбий х;аракатидаги кинетик
энергияси Тг(.г) ушбу формуладан аникданади:

бунда ICz - жисмнинг массалар маркази оркали 
х;аракат текислигига перпендикуляр равишда 
утувчи укда нисбатан инерция моменти.

Бинобарин, текис параллел х;аракатланаёт- 
ган жисм учун (18.19) га мувофик, ку™дагига эга 
буламиз:

Шундай кдлиб, текис параллел даракатланаётган 
жисмнинг кинетик энергияси жисмнинг массалар 
маркази билан биргаликдаги илгариланма хдракат 
кинетик энергияси ва жисмнинг массалар маркази 
орк,али х,аракат текислигига перпендикуляр утувчи 
ук, атрофида айланма х;аракат кинетик 
энергияларининг йигиндисига тенг.

Сферах х,аракатдаги жисмнинг кинетик 
энергиясини хиг облашда унинг х,аракатини х,ар 
ондаги кузгалмас О нуктадан утувчи бирор оний 
УК атрофидаги айланма х,аракатдан иборат деб 
Караймиз. Бу х;олда жисмнинг кинетик 
энергиясини (18.21) формулага кура хцсоблаш 
мумкин:

(18.23)

укка
(14.13)

бунда IL - жисмннг оний айланиш 
нисбатан инерция моменти булиб, 
формуладан аникданади.
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Демак, сферик харакатдаги жисмнинг 
кинетик энергияси, жисмнинг оний айланиш уцига 
нисбатан инерция моменти IL нинг оний бурчак 
тезлиги со квадратига купайтмасининг яримига 
тенг.

Эркин к,а1 тик, жисм харакатининг умумий 
Холида, жисм х,аракатини массалар маркази билан 
биргаликдаги илгариланма харакат ва унинг 
атрофидаги айланма харакатдан иборат деб 
Харасак,, эркин жисмнинг кинетик энергияси (18.20) 
ва (18.23) га мувофик, хуйидаги формула ёрдамида 
хисобланади:

mvi 1т or 
Т = — + —  <18'24) 

яъни эркин цаттик, жисмнинг кинетик энергияси 
жисмнинг массалар маркази билан биргаликдаги 
илгариланма х,аракат кинетик энергияси ва  
массалар маркази орк,али утувчи оний айланиш уци 
атрофида айланма х,аракат кинетик 
энергияларнинг йигиндисига тенг.

Механик система бирнеча жисмдан ташкил 
топтан булса, у холда хар кайси жисмнинг 
кинетик энергияси айрим-айрим хисобланади ва 
топилган натижаларнинг йигиндиси олинади. 
Жисмлар системасининг кинетик энергияси шу 
йусинда хисобланади.

44-масала. Горизонтал текисликда жойлашган 
планетар мехаш!змни бир хилдаги учта 1,2,3 
^илдиракларнинг укдарини туташтирувчи ОА 
кривопшп харакатга келтиради. 1 -нчи гилдирак 
Кузгалмас; кривошип (О бурчак тезлик билан 
айланади. Х,ар кайси гилдиракнинг массаси М, 
га, радиуси г га теш, кривошип массаси М2 га
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177-расм
тенг. Гилдиракларни бир жинсли диск ва 
кривошипни бир жинсли стержен деб здисоблаб, 
механизмнинг кинетик энергияси хдсоблансин 
(177-расм).

Ечиш. Механик система учта гилдирак ва 
кривошипдан иборат. Системанинг кинетик 
энергияси ана шу жисмларнинг кинетик 
энергиялари йигиндисига тенг. 1- гилдирак 
к,узгалмас булганлиги сабабли унинг кинетик 
энергияси нолга тенг. Демак, системанинг кинетик 
энергияси:

Т =  Т2 +  Т3 +  Ткр (а)
га тенг.

ОА кривошип О дан утган кузгалмас ук, 
атрофида айланма хдракат кдллди. Унинг кинетик 
энергияси каттик, жисм айланма харакат 
кинетик энергиясидан иборат:

V ® 2  2 2 
T^ V = 3 2

Бу ерда Ik =  М2 (4г)2 /3 кривошипнинг О укка 
нисбатан инерция моменти.
2- гилдирак текис параллел х;аракатланади, унинг 
кинетик энергияси куйидагича аникданади:

M ,v2 12С-®2 Т, = — — + — ---- 2- (в)
2 2 2

2- гилдиракнинг С нуктаси - массалар маркази 
тезлиги кривошипнинг худди шу С нуктаси тезлиги 

vc =  v2 =  2 г (0
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га тенг. Унинг бурчак тезлиги ни 2-гилдирак 
маркази С дан тезликлар оний маркази - 1- 
гилдирак билан тегишган М  нуктагача булган 
масоф ага v2 тезликни булиб аникдаймиз:

(О 2=  v2/ r = 2roo/r =  2 со .
12г - 2- гилдиракнинг массалар марказидан расмга 
тик утган ук,ка нисбатан инерция моменти, у 
яхлит диск хцсобланганлиги сабабли

Т М ) Г :
2Г 2

га тенг. Ушбуларни юк;оридаги (в) ифодага куйиб 
2-гилдирак кинетик энергияси учун к,уйидагини 
топамиз:

-г- (2с°)2 „ , 2 2Т, = —М,г •—-—  = ЗМ,г со 
•2 2

2- гилдиракнинг кинетик энергиясини у, тезликлар 
оний маркази атрофида оний айланма даракат

I <о 2кдлаяггги деб х,ам аникдаш мумкин Т2 = 2 ■ Бу

ерда 12М - 2-гилдиракнинг массалар маркази С 
орк,али раем текислигига тик утган ук, билан 
параллел х,олда тезликларнинг оний маркази М 
дан расмга тик утган укка нисбатан инерция 
моменти. У Гюйгенс- Штейнер теоремасига кура

-  М.г2 , 3 ,
I2M= I 2r + M , r = —j -  + M ,r = 2 М ,Г

га тенг. Энди кинетик энергияни

т  3 лл 2 (2®)2 1Л/Г Т, = — М . г --------- --  ЗМ.г СО
-  2 1 2  1 

>Щсоблаб яна юкоридаги кийматни оламиз.
З-гилдиракнинг иккита нук,тасининг

тезлигини аникдаб у к,андай х,аракатланаётганини 
оиламиз. Унинг марказий А нуктасининг тезлигини 
кривошипнинг А нук,таси тезлигидан аникдаймиз, 
чунки А нук,та бир вак,тда х;ам гилдиракка ва 
х,<1м кривошиига тегишлидир:

179



vA =  4гш .
Энди унинг 2-гилдирак билан тегишган К нук,таси 
тезлигини 2-гилдиракнинг ушбу сирт нук,таси 
тезлигига тенглигидан ( гилдираклар сирпанмасдан 
айланади) аникдаймиз. 2-гилдиракнинг бу тегишган 
ну*;таси тезлиги унинг бурчак тезлиги сог ни нук,та- 
дан тезликлар оний маркази М гача булган 
масофага купайтирилганига тенг, яъни 

vk =  соа2г =  4гсо.
Шундай кдлиб, 3 -гилдиракнинг А ва К 

нук,таларининг тезлиги узаро тенг экан, демак, у 
илгариланма х;аракатланади. Шунинг учун унинг 
кинетик энергияси

т .M l
А3 “  О “

га тенг.
Механик система жисмлари учун юкррида 

аникданган кинетик энергиялар кдйматини (а) га 
куйсак, бу механик система кинетик энергияси 
учун куйидаги ифодага келамиз:

О

Т = 11М,ГС02 + - м :г20)2 = г20)2(ззм, +8М 2)/3

87-§. Моддий нуцта ва механик система кинетик 
энергиясининг узгариши з^акида теорема.

Моддий нук,танинг кинетик энергияси (тирик 
кучи) деб унинг массасини тезлиги квадратига 
купайтмасининг яримига тенг механик катталикка 
айтилади. Кинетик энергия скаляр ва доимо 
мусбат катталик булиб, у танланган координаталар 
системасига нисбатан х,аракатланаётган нук,танинг 
тезлиги нолга тенг булгандагина нолга айланади. 
Аммо, нуктанинг х,аракатида унинг тезлиги v ни 
микдор жих;атидан узгариб бориши, унинг 
гашетик энергиясининг узгаришига олиб келади. 
Бу узгаришни ифодалаш учун эркин М нук;танинг 
бирор (5xyz координаталар системасига нисбатан

(4гсо)2
= 8М,г со
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х;аракатини к;араймиз (171-расм). Моддий нукта
массасини m деб, динамиканинг асосий
тенгламасини ушбу куринишда оламиз:

dv 
m—  = F 

dt
Бу муносабатнинг иккала томонини нукта радиус 
векторининг дифференциали dr га скаляр 
купайтириб, куйидагини ёзамиз:

dr
m • dv • —  = F  • dr 

dt
бу ерда v =  dr/dt нук,та тезлиги ва F d r —ЗА 
элементар ишга тенг эканлигини эътиборга олиб, 
Куйидагини х,осил кцламиз:

mvdv =  8A 
mvdv=d(mv2/2) булганлиги сабабли

| = 8А (18.25)

келиб чикади. Ушбу (18.25) формула нук,та кинетик 
энергиясининг узгариши х,акидаги теореманинг 
дифференциалли ифодасидир: нукрпа кинетик 
энергиясининг дифференциал унга т аъсир этувчи 
кучнинг элементар ишига тенг.

(18.25) ни иккала томонини dt га булиб,
dA
~  = N  - кучнинг куввати эканлигини эътиборга

олсак, у х;олда теоремани ушбу куринишда олиш 
мумкин:

_d
dt

= N (18.26)

А^мак, моддий нук;та кинетик энергиясидан вак,т 
буйича олинган биринчи тартибли досила унга 
таъсир этувчи кушинг кувватига тенг.

(18.25) тенгликнинг иккала томонини мос 
ЧегаРаларда интеграллаб ва траекториянинг М;



вазиятидаги нук,танинг бошлангич тезлигинищ 
модулини v0l М вазиятидаги тезлигининг модулини 
эса v билан белгилаб куйидагини топамиз:

v /  м

М„

еки

бунда

mv;
= А (18.27)

м м
А = J F ■dr = J F • cosa  • dS

м0 М0
кучнинг МоМ кучишдаги тула ишини ифодалайди. 
(18.27) нук,та кинетик энергияси х,адидаги 
теореманинг чекли ифодасидир: нуцтанинг бирор 
чекли кучишида кинетик энергиясининг узгариши 
унга таъсир этуячи кучларнинг ана шу кучишдаги 
ишига тенг.

Агар х,аракатланаётган нук,та силлик, сиртдан 
иборат богланишда булса, нормаль реакция сиртга 
перпендикуляр булганлиги сабабли кинетик 
энергия теоремаси эркин нук,та каби олинади. 
Сирт силлик, булмаса кинетик энергия теоремаси
(18.25), (18.27) ифодасида ипщаланиш кучининг иши 
х,<1М к,атнашади.

Энди моддий нукта кинетик энергиясининг 
узгариши х,акидаги ушбу теоремани n-та ана 
шундай нук,талардан ташкил топтан система учун 
умумлаштирамиз. Механик системанинг бирор Мк 
нуктасига куйилган таищи ва ички кучларнинг тенг 
таъсир этувчиларини, мос равишда, I f  ва Fi 
десак (18.25) га кура системанинг бу нук,таси учун 
теорема куйидагича ёзилади:

m V. L
= 5А ^ + 6А ', (k = 1,п)

mkv-
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бу ерда Ак ва А к тегишлича, системаннг М к 
ну^хасига куйилган ташки ва ички кучларнинг 
элементар ишлари. Бундай муносабатларни 
систем анинг барча нукталари учун ёзиб, уларнинг 
чап ва унг томонларини х,адма - х,ад кушиб ва 
дифференциал ишорасини йигиндидан танщарига 
чзщариб куйидагини х;осил кдламиз:

= drk + 5Х  drk
ёки

d T - X 5 A ' + X 5AL (18-28)
бунда

_  V- mkvk
. T = Z  2

ифода системанинг кинетик энергияси. (18.28) 
формула система кинетик энергияси х;а*уидаги 
теореманинг дифференциал ифодасидир: система 
кинетик энергиясининг дифференциали унга 
цуйилган таищи ва ички кучларнинг элементар 
шиларнинг йигиндисига тенг.

(8.28) ни иккала томонини системанинг 
кинетик энергиялари Т0 ва Т га мос бошлангич ва 
охирги долатлар орасида интеграллаб х,амда 
йигинди ва интеграллаш тартибларини узгартириб 
Куйидагини хрсил кцламиз:

м м
T - T „ = I j 8 A ; + X / 5 A i

м0 м0
ёки

T -T „  = X A ek + X A L  (18.29)

бу ерда Ag = J  6А^ системанинг М К нук,тасини 

бошлангич М к0 хрлатдан охирги М к х;олатга 
кучишида таищи кучларнинг иши, А{, = J ЙА1, М к 

га куйилган тегишли ички кучларнинг иши.
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(18.29) формула система кинетик энергияси 
х;акдй,аги теореманинг чекли ёки интеграл 
ифодасидир: системанинг бирор х,олатдан боища 
хрлатга чекли кучишида кинетик энергиясининг 
узгариши система нуцталарига куйилган барча 
таищи ва ички кучларнинг шу кучишдаги ишларнинг 
йигиндисига тенг.

Шундай кдлиб, система динамикасининг 
бошк,а умумий теоремаларидан фаркди укдаро, 
система кинетик энергияси х,акидаги теоремада 
ички кучлар иши х,ам к,атнашади (18.28), (18.29). 
Механик система ' абсолют к,аттик, жисм (ёки 
узгармас) булган х,олдагина бу кучларнинг иши 
нолга айланиб теорема ифодасида кдтнашмайди, 
яъни

Т - Т 0 = Х А ‘к (18.30)
Демак, узгармас системанинг чекли кучишда 
кинетик энергиясининг узгариши берилган 
система нук,таларига к,уйилган барча ташки 
кучларнинг мазкур кучишдаги ишиларнинг 
йигиндисига тенг.

Механик система кинетик энергияси 
хдкидаги теоремадан к,аралаётган масалада 
берилган ва номаълум катталиклар таркибига: 
системага таъсир этувчи кучлар, жисмнинг кучиши 
(чизикди ва бурчакли) ва жисми нук,таларшшг 
тезликлари (чизикди ёки бурчакли) к,атнашган 
х,олларда фойдаланиш к,улай. Бу теорема ёрдамида 
Харакатланаётган система жисмларининг ёки 
нук,таларрхнинг тезланишларини х,ам ашщлаш 
мумкин. Бунинг учун системанинг ихтиёрий 
кучишида (18.30) тенглама тузилади ва топилган 
тенгликни х,ар икки томонини вак,т буйича 
дифференциалланади.

43-масала. Автомобиль а =10° кдяликда 
пастга к,араб 54 км/соат тезлик билан харакат 
Щ1лади. Тормозлашдан х,осил булган R к,аршилик 
кучини автомобиль огирлигининг 0,3 кдсмига тенг



деб ва унинг х,аракатидаги бопща х;амма 
^аршилик кучларни хдсобга олмасдан, тормозлаш 
бошлангандан у тухтагунча кетган t вак,т ва шу вак,т 
оралигида утган S йул ашщлансин (178-расм).

Ечиш. Автомобилни моддий нук,та деб 
караймиз Унга куйидаги кучлар таъсир этади: Р- 
автомобиль огирлиги, N- йулнинг нормаль 
реакцияси, R- тормозлашдан х;осил булган 
Каршилик куч. S тормозлаш йулини ашщлаш учун 
нук,та кинетик энергиясининг узгариши х;акидаги % 
теоремани к;уллаймиз:

mv2 mvo
2 2

Автомобилнинг v0 =  54 км/соат = 1 5  м/сек 
бошлангич тезлиги ва унинг v =  0 охирги тезлиги 
бизга маълум.

178-расм.
Автомобилга к,уйилган кучларнинг тенг 

таъсир этувчисининг А иши, ташкил этувчи кучлар 
ишларининг алгебраик йигиндисига тенг. Огирлик 
кучининг иши А(Р)= P h =  mgS s in a , N нормаль 
реакциянинг иши A (N )=0 га тенг, чунки у 
автомобилнинг харакат йуналишига перпенди- 
куляр; тормозлаш R кучининг иши:

A(R) =.-R S = -0,3mgS, 
чунки бу куч автомобилнинг х,аракат йуналишга 
к,арама- к,арши томонга йуналган.

Шундай килиб, тенг таъсир этувчи кучнинг
ицщ:
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А =  А(Р) +  A(N) +  A(R) =  mgS sin a  - 0,3mgS =
=  mgS(sina -0,3).

Бундай х;олда кинетик энергшшинг узгариш 
тенгламаси куйидаги куринишни олади:

-  = mgS(sm a -  0,3).

Бундан
- v „  —152

С  _  _________________ £ ___________  _  __________________________________________ —

2g(sina -  0,3) 2 -9 ,81(0 ,174-0 ,3 )

Тормозлаш t вак,тини топиш учун нук,та харакат 
микдори х,акидаги теоремадан фойдаланиш мумкин. 
Автомобилнинг харакат йуналишини х уки 
йуналиши деб к,абул к^либ (16.13) формуланинг 
биринчисини ёзамиз:

mvx -mvox =  Sx .
Берилган х;олда vx =  0, vox = v 0 =  15 м/с. 
Автомобилга куйилган кучлар узгармас булгани 
учун бу кучлар импульсининг х укидаги 
проекцияси куйидагича булади:
Sx =  Fxt =  (Р sin a  -R)t= (mgsina -0,3mg)t =
mgtisina -0,3).

Шундай 1щлиб, бу х;олда нук,та х;аракат 
микдорининг узгариш тенгламаси куйидаги 
куринишни олади:

уц 15________

1 "  “  g(sin a  -  0,3) “ ~ 9,81(0,174 -  03) “
46-масала. Радиуси R ва огирлиги Р булган 

цилиндрик катокка О блок орк,али уралиб 
угказилган ип учида Q огирликдаги Д к>к 
осилган. Каток S йулни утганда унинг С 
марказининг v( тезлиги ва ас тезланиши 
аникдансин. Бунда vco =  0, катокнинг думалашдаги 
ишк,аланиш коэффициенти к, унинг айланиш 
укига нисбатан инерция радиуси ри берилган деб
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к,аралсин, х,амда ип ва блок массаси хдсобга
олинмасин.

Ечиш. 1) Каток масса марказининг тезлиги vc 
ни аникдаш учун ушбу тенгламадан фойдаланамиз:

Т-Т0=  Л  А ' (а)
Берилган х;олда Т0 = 0, Т эса, Т =  ТК + Т Д га тенг. 
(18.20) ва

ПЭ'-расм.
(18.22) формулаларга кура к,уйидагига эга буламиз:

1 Qт  = - • — 
д 2  g Рв СО'

В нук,та каток учун тезликларнинг оний маркази
булади, у х,олда 
Натижада

co =  vc /R ва vA= vA=  2vc тенг.

1
Т = —  

2g
4Q + P >+ 4 '

R
келиб чик,ади.

Энди катокка куйилган кучларнинг S 
кучишидаги ишларини хдсоблагггаз. Бу ерда Q куч 
ва (P.N) жуфт иш бажаради. vA =  2vc эди, у х;олда 
А  юкнинг кучиши h =  2S булади, бунда S катокнинг 
С марказининг кучиши ва A(Q) =  Q 2S. N =  P =  const 
булганлиги сабабли, думаланишдаги ишк,аланиш 
(Каршилик) кучининг иши A(N,P) =  М кф формулага 
кУра аникданиши статикадан маълум, бу ерда М к 
Аумалашдаги ишк,аланиш (к,аршилик) моменти ёки 
(N,P) жуфтнинг моменти модули буйича М к =  kN га
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тенг, бунда к- думаланишдаги ипщаланищ 
коэффициента, <р - эса, катокнинг думаланишдаги 
бурилиш бурчаги булиб, (p =  S/R дан аникданади. 
Демак, думаланишдаги ишкаланиш кучининг иши

A(N.P) = -| P S

га тенг, у х,олда
£ A*= 2Q S-| -P S

Топилган кдйматларни (а) га куйиб к;уйидагини 
х,осил киламиз:

1
2g

бундан

4 0 + p(lH.£|.jJv? .= (2Q -£ .p ]s  

■ f

(б )

2) ас ни аникдаш учун (б) тенгликнинг иккала 
томонини t вакт буйича дифференциаллаймиз ва
dS—  = vc эканлигини назарда тутиб, охирида 

куйидагини топамиз:
(2QR -  kP)R 

ЙС ~ 4QR2 + p(r2 + Ри) 8 
88 $. Механик энергиянинг сакданиш к°нуни.

Моддий нукта потенциалли (консерватив) куч 
майдонида х;аракатланса, (18.12) га мувофик, (18.25) 
ушбу _ ринишни олади:

] = dU (18.31)
mv*

Буни интеграллаб ушбу муносабатни ёзамиз:

= U - U 0 (18.32)
mv" mvo
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бу ерда и 0 ва U нуктанинг бошлангич ва охирги 
Х»латларига мос келувчи куч функциясининг 
кдйматлари. Куч функциясининг тескари ишораси 
билан олинган киймати потенциал энергия 
эканлиги бизга маълум, яъни (18.12) га кура 
(П =  АММо, U = AMiM тенгликлар уринли)

-U =  П
эди. У х;олда (18.32) ни куйидагича ёзиш мумкин:

mv2 mv2
— ^ = n 0 - n .

Ёки
mv2 mv,

+ П = — ^ + П0 =h,
2 2 

бунда h - узгармас катталик.
Моддий нуктанинг кинетик ва потенциал 

энергияларининг йигиндиси унинг тулик; механик 
энергияси ва уни Е оркали белгиласак

mv2
Е = - у -  + П = Ь (18.33)

келиб чикади.
Шундай кдлиб, потенциалли куч 

майдонида х,аракатланаётган нуктанинг механик 
энергияси доимо узгармасдан колади, бу нуцта 
механик энертясининг сакданиш к,онуни 
ифодалайди ва нукрга х;аракати дифференциал 
тенгламасининг биринчи интеграли булиб, энергия 
интеграли д еб  аталади.

Агар механик система потенциалли 
(консерватив) кучлар майдонида х;аракатланса,
(18.29) ни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

T - T 0 = X Ak +5 > k =2 > *
ва

I A  =  По - П,
тенглик уринли булади. Бу ерда По ва П лар мос 
равишда система нукталарига куйилган ташки ва
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ички кучларнинг бошлангич ва охирги пайтга 
тугри келувчи потенциал энергиялари. Бундай 
х,олда юк,оридаги теш'лик ушбу куринишни олади: 

Т-Т„ =  П() -П
ёки

Т +  П := Т0 +  По =  h, 
бунда h- узгармас: катталик, Е =  Т +  П системанинг 
тули механик энергияси. Натижада куйидаги

Е =  Т +  П =  h (18.34)
формуласига эга буламиз ва бу системанинг 
кинетик энергиясининг: ссщланиш цонуни 
ифодалайди: потенциалли (консерватив) куч 
майдонида системанинг механик энергияси доимо 
узгармасдан к,олади. Бу к,онунни к,аноатлантирувчи 
система консервстив система деб аталади. Агар 
система узгармас булса, ички кучлар ишларининг 
йигиндиси =0 булиб,Ак = ^ А £  булади ва
ички кучларнинг потенциал энергияси узгармас 
булиб, уни нолга тенг деб олиш мумкин. Бундай 
х;олда (18.34) муносабатда потенциал энергия фак;ат 
ташкц кучларнинг потенцал энергиясидан иборат 
булади, х,амда унинг система кинетик энергияси 
билан йигиндиси узгармас к,олади. Механик 
система (ёки моддий нукта) потенциалли булмаган 
куч майдонида х,аракатланса, механик энергия 
узгаради, масалан, турли к,аршиликларни енгишда 
система механик энергиясининг бир кдсми 
иссикдик, электр ёки бодща хил энергияларга 
айланиб сарф булиши мумкин. Бу х,олатга 
система шпси к:учлари ишларининг йигиндиси, 
умуман айтганда, нолга тенг булмаслигидан деб 
тутпунилади. Механик системанинг икки нук,таси 
орасидаги узаро таъсир кучларнинг микдорлари 
тенг ва к,арама - к,арши томонларга йуналган 
булади ва шунинг учун бу кучларнинг геометрик 
йигиндиси нолга тенг. Аммо, дастлаб тинч 
х;олатда турган нук,талар бу кучлар таъсирида кучса, 
у х;олда улариинг кучиш йуналишлари кучлар
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йуналиши билан устма-уст тушади ва иккала 
кучларнинг ишлари мусбат булади. Демак, уларнинг 
цщларининг йигиндиси нолга тенг булмайди. 
Механик системанинг барча ички кучларини 
унинг жуфт-жуфт олинган нук,таларининг узаро 
таъсир кучлари деб караш мумкин булганлиги 
слбабли юкорида айтилганлар бутун система учун 
х,лм уринли булади.
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X I X  б о б

ДАЛАМБЕР ПРИНЦИПЫ

89-§. Механиканинг принциплари.

Биз юк,орида динамиканинг умумий теоре
малари билан танитпдик. Уларнинг х;аммаси 
динамиканинг асосий тенгламасидан, яъни

mKa = F ' + F ‘ , (k = l,n) 
механик система (ёки моддий нук,та) харакатининг 
дифференциал тенгламаларидан келтириб чик,а- 
рилган эди. Лекин, механик система дифференциал 
тенгламаларини умумий х,олда аналитик ечиб 
(интеграллаб) булмайди. Айни пайтда худди шу 
дифференциал тенгламалар асосида келтириб 
чикарилган умумий теоремалар эса механик 
системанинг айрим нукталарининг у ёки бу 
кинематик х;амда динамик характеристикаларининг 
ташки кучлар ва реакцияларга боглик, х;олда 
узгаришини аникдашга имкон беради. Бундан 
ташкари берилган кучлар ва реакцияларнинг 
хусусий х,олларида х;ар бир теорема бевосита 
Харакат дифференциал тенгламаларнинг биринчи 
интеграллари - сакданиш конунларини беради. 
Лекин, шундай булсада, х;еч бир теорема 
системанинг х,аракат дифференциал тенгламалари 
тупламининг урнини босмайди.

Аксинча, механиканинг принциплари деб 
аталувчи шундай умумий фаразиялар мавжудки, 
уларнинг хар бири, умумий теоремалардан фаркди 
уларок, системанинг тулик, (х,ар бир нук,таси) 
х,олатини характерлай олади ва система 
Харакатининг дифференциал тенгламаларига 
эквивалент. Механиканинг принциплари деб 
механик система мувозанати ёки х,аракати 
тугрисида тула маълумот берувчи умумий 
фаразияларга айтилади. Ушбу таърифга кура,
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механиканинг принципларига, Галилей-Ньютон 
классик конунлари х,ам мисол була олади. Шу 
пайтга к,адар айни шу к,онунларга асосланиб, 
динамика масалаларини ечишнинг у ёки бу 
услубини ургандик.

Механик система учун классик крнунлар 
урнида механиканинг куйидаги принципларига 
асосланиш купинча динамиканинг баъзи 
масалаларини ечишда кулай усул топишга имкон 
беради.

90-§ . Моддий нук,та учун Даламбер принципи.

Принципларни урганишни Даламбер принципидан 
бошлаймиз. Динамика тенгламаларини, расман, 
статика тенгламалари шаклига келтирувчи 
услубдан иборат бу принципга Герман-Эйлер- 
Даламбер принципи деб аталади.

Айтайлик, m массали М моддий нук,та 
(180расм) унга куйилган актив F куч ва богланиш 
(агар у богланишда булса) реакция кучи N 
таъсирида бирор а тезланиш билан х;аракат 
Килаётган булсин. Бу моддий нук,та учун 
динамиканинг асосий тенгламасини ёзамиз:

180-расм

т а  = F  + N (19.1)(19.1)
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Энди хдракатдаги M  моддий нук,тага модули 
шу онда т а  га тенг булган ва а тезланиш 
йуналишига к,арама-к,арши йуналган яна битта 
куч куйдик деб тасаввур кдламиз. Модул 
жих;атдан нук;та массаси билан тезланишининг 
купайтмасига тенг булган ва тезланиш йуналишига 
к,арама-к;арши томонга йуналган бу куч нуктанинг
инерция кучи деб аталади. Инерция кучини F" 
х;арфи билан белгиласак, унинг таърифига асосан:

F" = - т а  (19.2)
тенгликни ёзаоламиз. Моддий нук,та инерция кучи, 
таърифга кура, нуцтанинг тезлигини узгарти- 
рилишига унинг курсатадиган акс т аъсир идам 
иборат  булиб, аслида тезлатувчи таъсир 
курсатаётган жисмга куйилгандир.

Модуллари жих;атдан тенг ва бир чизик, 
буйлаб к,арама-:к,архии томонларга йуналган F + N 
ва F” кучларнинг узаро мувозанатланиши бизга 
равшан, яъни моддий нук,та бу кучлар таъсирида 
шу онда мувозанатда булади. Шунга кура, мувозанат 
шартини куйидагича ёзаоламиз:

F + N + F" = 0 (19.3)
Демак, моддий нукрла х,аракатининг х,ар бир 

пайтида унга цацщ ат да куйилган актив кучлар 
х;чмда богланишлар реакциялари нуцтанинг инерция 
кучи (нуцтанинг уз ига шартли куНилган) билан 
узаро мувозанатда булади. Бу к,оида нук;та учун 
Даламбер принципи дейилади ва (19.3) тенглик эса, 
ана шу принципни ифодалайдиган вектор 
тенгламадир.

Шундай к^либ, кучлар таъсирида 
даракатланаётган моддий нук,тага унинг инерция 
кучини х,ам куйсак нук,тага куйилган кучлар 
мувозанатлашади ва нук,та бундан кейин, шарли 
з^олда тугри чизикди текис х,аракат килади.
Х,акцк;атда эса инерция кучи F" х;аракатдаги М

F + N + ( -m a )  = 0

194



нуктага куйилмаган, балки механиканинг учинчи 
конунига мувофик, бу нук,тага тезланиш бераётган 
жисмларга куиилган булади. Инерция кучини 
х,аракатдаги моддий нуктага к,уйиш сунъий усул 
булиб, у динамика масалаларини ечишда 
статиканинг бизга маълум булган усуллари 
(мувозанат тенгламалари) ни тадбик, этиш имконини 
беради. Шундай кдлиб, бу принцип моддий 
нуктага ёки моддий нук,талар системасига бевосита 
Куйилган кучларга инерция кучларини кушиш 
билан динамика масалаларини шаклан статика 
масалаларига аххлантиришга имкон берадиган 
ажойиб бир усулдир. Бу усулни механикада 
кинетостатика принципи деб х,ам юритилади.

Богланишларнинг номаълум реакцияларини 
аникдаттгда Даламбер принципини куллаш 
айник,са к,улай ва самаралидир. (19.3) вектор 
тенгламани координаталар системасининг турли 
укдарига проекциялаб нук,та учун Даламбер 
принципини ифодаловчи скаляр куринишдаги 
мувозанат тенгламаларини х,осил килиш мумкин. 
(19.3) дан куринадики, Даламбер принципи 
динамиканинг асосий тенгламасидан бевосита 
келиб чикади ва аксинча. Х,акик,атан х,ам, 
богланишли нук,та учун динамиканинг асосий 
тенгламаси (19.1) да т а  х,адни унг томонга утказиб
(19.2) белгилашни назарда тутилса (19.3) тенгликка, 
яъни Даламбер принципига эга буламиз. Аксинча,
бу тенгликдаги F" куч ифодасини (19.2) билан 
алмаштириб, - т а  х;адни тенгликнинг боища 
томонига утказс.ак, яна (19.1) келиб чикади, яъни 
Даламбер пришдшидан динамиканинг асосий 
тенгламасига эга буламиз.

Эгри чизикди траектория буйлаб нотекис 
х;аракатдаги нуктанинг инерция кучини уринма ва 
нормаль ташкил этувчиларга ажратиш мумкин:

FH = FTH + FnH.
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. Бу ерда, F " , FnH - мос равишда, уринма ва нормаль
инерция кучлари булиб, улар, мос равишда, уринма 
ва нормаль тезланишларга тескари йуналган:

F “ = - m a t> Fn" = - m a n
Уринма ва нормаль те зланишларниш 

ифодасини эътиборга олиб, уринма ва нормаль 
инерция кучларининг модули учун куйидаги 
муносабатларни ёзаоламиз:

dy mv2
FT = m — , F = -------

T dt " p
Агар нукта эгри чизик буйлаб текис 

х;аракатланса, ат =  0 ва шунинг учун, F ” =  0 га 

тенг булиб, нуктанинг инерция F" кучи факат
нормаль ташкил этувчидан иборат булади.

Нукта тугри чизик буйлаб нотекис
х,аракатда булса, ап =  0 ва F ” =  0, унинг инерция 
кучи факат уринма ташкил этувчидан иборат 
булади.

Нукта тугри чизикди текис х,аракатланганда
а =0 ва F" = 0,

К,узгалмас ук атрофида айланма х;аракатдаги 
каттик жисм нукталарининг тезланшнлари айланма 
ва марказга инталма ташкил этувчилардан иборат 
булади. Шунинг учун, каттик жисм нукталарининг 
инерция кучи, те зланишига мос равишда, айланма 
ва марказдан кочирма инерция кучларидан иборат 
булади:

F,” = mkRk|£|, F“ =mtR X
Бу ерда R* - Mk нуктанинг айланиш укдача булган 
масофаси, со ва е - жисмнинг бурчак тезлиги ва 
бурчак тезланиши.
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9 1- §. Механик система учун Даламбер принципи.

Кинетостатика методини механик системага 
Хам тадбик этиш мумкин. фараз килайлик, п та 
моддий нукталардан иборат булган богланишли 
механик система берилган булсин (181-раем). 
Механик системанинг бирор Мк нуктасини оламиз. 
Бу нуктага куйилган актив кучларнинг тенг 
таъсир этувчисини Fk , богланиш реакция

181-раем
кучларининг тенг таъсир этувчисини Nk ва шу 
нуктанинг инерция кучини Fk" билан белгилаймиз 
У х;олда механик системанинг даракати куза- 
гилаётган Мк нуктаси учун Даламбер принципини 
ифодаловчи тенглама куйидагича ёзилади:

Fk+Nk+FkH = 0  (19.4)
бу ерда

FkB= -m kak, (k = M ). (19.5)
Бу мулох;аза системанинг х,ар бир нуктаси учун 
такрорланса система учун Даламбер принципини 
ифодаловчи куйидаги натижага келамиз: система 
харакатининг х,ар цандай пайтида унга куйилган 
актив кучлар, богланиш реакциялари ва  
системанинг х,ар бир нукдюсига шартли к^йилтн 
ШУ нуцталарнинг инерция кучлари узаро 
Щ возанатла шади.
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Бу к,оидани тегишли математик тенгламалар 
билан ифодалаймиз. Бунинг учун (19.4) тенгликда к 
нинг кдйматларини 1 дан п гача уэгартириш 
билан куйидаги муносабатларни топамиз:

F, +N , +F," = О,

F, + N, + F,H=0,
2 2 2 (19.6)

F + N + F" = 0.n n n

(19.6) тенгламалар механик система учун 
Даламбер принципининг математик куринишини 
ифодалайди. Механик система учун Даламбер 
принципи математик томондан система харака- 
тининг дифференциал тенгламаларига эквивалент 
булган ва юкррида келтирилган (19.6) куринишдаги 
n-та векторли тенгламалар системаси билан 
ифодаланади. Демак, динамиканинг асосий 
тенгламаларига Даламбер принципини эквива- 
лентлигидан, динамиканинг хамма умумий теорема- 
ларини Даламбер принципидан х;ам келтириб 
чик,ариш мумкин.

Даламбер принципига оид масалалар ечишда 
купинча (19.6) тенгламаларнинг натижаси булган ва 
ички кучлар к,атнсчшмайдиган бошк,а тенгламалардан
фойдаланилади. (19.6) тенгламалар Fk , Nk , Fk 
кучлар системаси мувозанатининг зарурий ва 
етарли шартини ифодалайди. Статикадан
маълумки, жисмга к,уйилган F, , F2 ,...,F„ ихтиёрий 
жойлашган куч (текис ва фазовий) лар 
системасининг мувозанатда булиши учун бу 
системанинг бош вектори R хам, унинг 
ихтиёрий танлаб олинган марказга нисбатан бош 
моменти М0 х,ам нолга тенг булиши, яъни:

п п
R ' = £ F k =0, M0 = ^ m 0(F )̂ = 0 (19.7) 

k = l k = l
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булкши керак эди. Бу ерда О - келтириш маркази. 
Бунда, кртиш принципига кура бу к,оида фак,ат 
к , а т т и к ,  жисмларга таъсир килувчи кучлар 
системасигагина тегишли булмай, балки исталган 
узгарувчи система учун х,ам уринлидир. Ихтиёрий
0  нуктани келтириш маркази деб хрисоблаб ва 
юк,оридаги шартларни эътиборга олиб, берилган 
механик система нук,таларига к,уйилган кучлар 
системаси учун Даламбер принципига биноан:

i ( F l + Nl + F-) = 0,
k=l

(19.8)

Х [ т 0(Рк) + ш0(Кк) + т 0(Еки)] = 0 
к=1

булиши керак. Ушбу белгилашларни киритамиз:
1  Fk =  R ' - берилган кучларнинг бош вектори,

£Nk =  N' - богланиш реакция кучларининг бош 
вектори,
XF" =  R ' -система нук,талари инерция кучларининг 
бош вектори,
£m(1 (Fk ) =  М0 - берилган кучларнинг О марказга 
нисбатан бош моменти,
Zin,, (Nk ) =  M 0N - богланиш реакция кучларининг О 
марказга нисбатан бош моменти,
Im n (Fk ) =  М" - инерция кучларининг О марказга 
нисбатан бош моменти.

У х,олда (19.8) тенгламалар системаси 
Куйидаги куринишни олади:

R ' + N '  + R '” = 0 , (19.9)
М 0 + М^ + М^ = 0.

(19.9) тенгламаларни координата укдаридаги проек- 
Циялари худди статиканинг мувозанат тенглама- 
ларига ухшаш тенгламаларни беради. Х,акдкатан 
*ам, (1 9 ,9 ) тенгликларни координата укдарига
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проекциялаб, богланшпли механик система 
нукталарига куйилган кучларнинг олтита мувозанат 
шартларини (тенгламаларини) х;°сил кдламиз:

R x + n ' + r ;b = o, 

r ; + n ; + r ; b = o, 

r 'z+ n ;  + r '2b = o,
М х+ М * + М в = 0 ,  (19.10)

М у+ М * + М уи = 0,

M z + M * + M B =0.
(19.9) ва (19.10) тенгликлар, мос равишда, механик 
система учун Даламбер принципини ифодаловчи 
вектор ва скаляр тенгламаларидир. Бу усул, 
айникса, масалада динамик богланиш реакциясини, 
яъни системашшг хдракатидан вужудга келган 
реакцияларни топишда кулайдир.

Энди системанинг х;ар кайси нуктасига 
Куйилган кучларнинг тенг таъсир этувчилари 
таищи ва ички кучлардан иборат булган кучлар 
деб карайлик, яъни

Fk + N k = F kc + F ‘ 1 (19.11)
булсин. У х,олда (19.6) дан (19.9) тенгламалар сингари 
таищи ва инерция кучларининг куйидаги мувозанат 
шартларини х,осил кцлишимиз мумкин:

R e + R 'H = 0
(19.12)

м' + м;и = о

Чунки, системанинг ички кучлари, уларнинг 
хусусиятларига кура:

Rj = X Fk =°, Mi, = ^ m o(Fi) = 0,
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шартларни к,аноатлантиради. (19.12) ни координата 
укдарига проекциялаб, (19.10) га ухшаш олтита 
мувозанат шартларни х;осил кила оламиз.

Даламбер принципидан келтириб чик;арилган
(19.12) тенгламаларни к,уллаш, бу тенгламаларда 
ички кучлар катнашмаганлигидан, масалалар 
ечишни осонлаштиради. Масалалар ечишда (19.9),
(19.10) ва (19.12) тенгламалардан фойдаланиш учун 
инерция кучларининг бош вектори ва бош моменти 
ифодаларини хдсоблай билиш керак булади.

%
92-§. Инерция кучларининг бош вектори ва бош 
моменти.

Юк,орида, каттик, жисм инерция кучларини 
ихтиёрий танлаб олинган О марказга к,уйилган
битта R ' куч ва моменти М “ га тенг булган 
битта жуфт билан алмаштириш мумкинлигини 
курган эдик. Маълумки кучлар системасининг 
бош вектори келтириш марказига боглик, булмайд и 
ва у аввалда хдсобланган х,ам булиши мумкин. 
Динамикада инерция кучларининг келтириш 
маркази сифатида, одатда, жисмнинг массалар 
маркази булган С нук,таси олинади. F" = - m ka k 
булганлигидан, система массалар марказининг 
радиус векторини аникдовчи тенгликни эътиборга 
олган х,олда к;уйидагига эга буламиз:

R ' = X Fk = _ X mkak = _ m a c (19.13)

Бу ерда ш жисм массаси, а<. жисмнинг массалар 
марказининг тезланиши. Демак, ихтиёрий х;аракат 
Цилаётган жисм инерция кучларининг бош 
вектори модули жих,атдан жисм массасини 
Унинг массалар маркази тезланишига купайти- 
РИлганига тенг ва бу тезланишга карама - к;арши 
томонга йуналган булади.
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Инерция кучларининг бош моментини 
кдттик, жисм х,аракатларининг баъзи хусусий 
хрлларида хдсоблаймиз.
1.Жисм илгариланма х,аракат цилади. 
Агар жисм илгариланма даракатланаётган булса, 
унинг барча нук,таларининг берилган пайтдаги 
тезланишлари узаро тенг булади, яъни: 

а ,= а 2 = ... = а к =  ас 
ва, демак, жисм нук,таларининг инерция кучлари 
узаро параллел, бир йуналишда ва тенг булади. Бу 
х;олда инерция кучлар системаси тенг таъсир 
этувчига келади ва у, жисм массалар марказита 
куйилган булади (182-расм). Бу натижага осон 
ишонч Х.ОСИЛ кдлиш мумкин. Х,акцк,атан х;ам, 
жисм илгариланма х;аракат кцлаётганидан С 
атрофида айланма х;аракат руй бермайди. Шунинг 
учун С нук,тадан утувчи ук;к,а

182-расм.
нисбатан ташки кучларнинг бош моменти нолга тенг 
булади, яъни:

М* = 0.
У х,олда (19.12) тенгликларнинг иккинчисидан 
куйидагини ёзаоламиз:

М" = - М' = 0.с с
шунингдек, ана шу тенгликларнинг биринчисидан
эса:

R/H = - R e = - Х рГ = -mac = R"
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келиб чик;ади. Бу ерда R” - инерция кучларининг 
тенг таъсир этувчиси.
2 .Жисм цузгалмсгс ук, атрофида айланади. 
Жисмнинг симметрия текислиги булиб, у С

Бу х;олда а(. — 0 булади ва, демак, инерция 
кучларининг бош вектори R /H = - R c = -rnac = 0. 
Инерция кучларининг бош моментини 
хдсоблаймиз. (19.12) тенгликларнинг иккинчисидан 
куйидаги муносабатни ёзаоламиз:

М" = - М ',  ёки = - M ez 
Жисмнинг айланма даракат дифференциал 
тенгламасини кузда тутиб куйидаги натижага 
келамиз:

М ” = - М ' = -1 с • е (19.14)

Шундай кцлиб, бу х,олда инерция кучлар 
системаси моменти М" га тенг ва айланиш укига 
перпендикуляр булган текисликда ётувчи жуфт 
кучга келади. Формуладаги минус шпора М" 
Момент йуналишини жисмнинг бурчак тезланиш
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йуналишига к,арама- к,арши йуналганлигини 
курсатади.
3 .Жисм текис параллел х,аракат цилади. Жисмнинг 
симметрия текислиги булиб ва унинг х,амма 
нукталари бу текисликка параллел текисликларда 
х;аракат килаётган булсин (184-расм). Жисмнинг 
бундай х,аракатини унинг к,утб деб аталган 
нук,тасининг илгариланма х,аракати билан бу 
нук,тадан утувчи ук, атрофида айланма х,аракатларга 
ажратиш мумкинлигини курсимизнинг кинематика 
булимида курсатганмиз.

Бирок,, к;утб сифатида, динамикада жисм массалар 
маркази С нук,та олинади. У х;олда аввалги 
^олларни эътиборга олинса, инерция кучларининг 
х,ам бош вектори, х,ам бош моменти булади, яъни:

R'“ = -mac, M“ = - I c £ (19.15)

Бопщача айтганда, к,аралаётган х,олда инерция 
кучлар системаси битта куч ва битта жуфт билан 
алмашилади. (19.13) ва (19.14) формулаларга асосан  
масалалар ечишда тегишли катталикларнинг 
микдорлари хисобланади, уларнинг йуналишлари 
эса, расмда курсатилади холос.
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4 Жисм х;аракатининг умумий х,оли. Каттак, 
жисмнинг бундай х;араката кутб деб олинган 
бирор нуктаси билан илгариланма ва шу кутбдан 
утувчи бирор ук, атрофида айланма 
х,аракатлардан ташкил топганлигини юк,орида 
исботлаган эдик. К,утб сифатида аввалгидек яна 
массалар марказини танлаймиз.

Инерция кучларининг бош вектори х;ар 
доимгидек (19.13) формула билан аникданади, яъни 
Каттик; жисм инерция кучларининг бош вектори 
массаси гуё жисм массаси ш га тенг массалар 
маркази инерция кучига тенг:

R'H = -шас, ёки R x "  = - m x c ,R 'y "  = - m y c ,R z H = - m z c

Энди жисм харакатининг умумий хрлида 
инерция кучларининг бош моментини аникдаймиз: 

n n n dv
м? = Yj = " X  rkxmkak = “X  ̂ “ “k "77Г = 

k=l k=l k=l
d v  dL,

= --TT 2/k™ »kvk = - С

d t£ i  dt 
Бу ерда Lc - мас:салар марказита нисбатан жисм 
х;аракат микдори кинетик моменти, (17.6) га кура 
аникданади. Демак, жисм инерция кучларининг С 
марказита нисбатан бош моменти жисм (система) 

нинг шу марказга нисбатан кинетик моментидан 
вак/п буйича олинган биринчи тартибли (абсолют) 
хрсилага т енг ва тескари йуналган, яъни

dL
М си = • 

dt

Координата укдарининг боши мазкур 
массалар марказита куйилган ва жисм билан 
маркам богланаган Cxyz координаталар система- 
сини утказамиз. Ушбу кузгалувчи координаталар 
системасига нисбатан жисм кузгалмас к;олади ва 
^унинг учун унинг х,амма инерция моментлари 
Узгармас микдор булади. Жисмнинг инерция
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моментлари кузгалмас координаталар системасига 
нисбатан узгарувчи микдордир, чунки жисм унга 
нисбатан х,аракатланади. Ана шуни эътиборга 
олиб, жисм билан махдам богланган х;олда 
х;аракатланувчи C’xyz координаталар системасига 
нисбатан жисмнинг кинетик моменти аник, деб 
вак,т буйича абсолют хрсилани кузгалувчи Cxyz 
системага нисбатан х,осила орщали ифодалаймиз:

dL,. dL.,
М ” = — -osxLc 

с dt dt с
Бу ерда ш - массалар марказидан утган оний ук;
атрофида жисмнинг айланма хдракат бурчак
тезлиги. Ушбу тенгламани кузгалувчан укдарга
проекциялаб куйидаги муносабатларни х,осил
щ*ламиз:

м с *  =  - -  ( ® y L Cz “  Ю г Ц у )>

dt
dL,

= - ^ f - K Lcy - “ vL Cx)-

(Скаляр катталик учун абсолют ва нисбий 
х,осилалар фарк, кдлинмайди). Кинетик момент 
проекциялари учун (17.8) тенгламаларни кулласак, 
С марказга нисбатан жисм инерция кучларининг 
бош моменти проекциялари ифодасини хрсил 
кцламиз:
м ;; = -1хех + -  сохшг)+1п(ег + сохсоу) -  -  <о2у) -  (l2 -  ,

M"v = -1у£у + 1 ^  -Wy<ox) + Iyx(ex +t0yt0I) - I u(rô  -«>’ ) - ( l x

МГ, = - 1 ^ + 1п(ех-С0у<ог) + 1уг(еу+(ох<о1)-1 хуЦ -® 2x) - ( l y-1 х)<ахсоу 
Ушбу формула жисм х,аракатининг умумий х,олида 
унинг инерция кучлари бош моментини 
проекцияларини аникдайди. Бундан к,аттик, жисм  
х,аракатининг хусусий хрллари учун инерция
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кучлари бош моментини аникдовчи формулалар 
осон келиб чикади.

Симметрия текислигига эга жисмнинг текис 
параллел х,аракати. Координата укдари 
системасининг z-уки симметрия текислигига 
перпендикуляр, жисмнинг х;аракат текислиги эса 
симметрия текислиги билан устма-уст кдлиб 
олинган булсин. У х,олда, текис параллел х;аракат 
ху текислигида юз беради, z уки инерция бош уки 
булади ва шунинг учун куйидагилар

I ху =  1у2 =  О, Ь  у г — £ у  — О, СО j.  — СО у  — О, E z — £, СО ̂  — СО

га тенг. Буларни эътиборга олсак, инерция кучлари 
бош моменти куйидагича содда ифодага келади:

М"х = 0, М£у =0, Mgz = -ICz £■ (19.15')
Ушбу натижани (19.15) да х,осил кдлган эдик.

Кузгалмас ук, атрофида жисмнинг айланма 
х,аракати. Айланиш укида ихтиёрий нуктани 
щутб сифатида танлаб, z укдни айланиш уки 
билан устма-уст жойланггириб, х ва у укдарни эса 
аиланаётган жисм билан бириктириб оламиз. е ва со 
векторлар айланиш уки билан устма-уст йуналган, 
демак уларнинг проекциялари:

(0Х = Шу = О, £х = £у = О, C0Z = ±(0r £z = ±£

га тенг. У холда, юк,оридагига мувофик; , кузгалмас 
îs атрофида айланаётган ихтиёрий жисмнинг 

инерция кучлари бош моментининг проекциялари 
Куйидагича аникданади:

М х  =  I x z 6 " 1 ^ 0 »2 . М у  =  l y z ^  +  I x z ® 2 - М "  =  - I z e .

Агар жисмнинг кузгалмас айланиш уки z унинг 
инерция бош уки булса, 1И =  1  ̂ =  0 га 
айланади ва яна М£ = М£ = О, М£ = -12 е келиб 
чикдди. Ушбу х;о.\да, албатга, бу бош увда ва
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демак, айланиш укда хам перпендикуляр сим
метрия теки слита мавжуд. Инерция кучларининг 
бош вектори шу симметрия текислигида ётади ва 
шу текисликдаги массалар марказита куйилган 
булади.

Агар атрофида жисм айланаётган 
кузгалмас ук, жисмнинг инерция бош марказий 
уки булса, жисмнинг массалар маркази 
хузгалмас (чунки у шу укда ётади) булиб, инерция 
кучларининг бош вектори нолга айланади ва факдт 
инерция кучлари бош моментининг айланиш 
укддаги проекцияси нолдан фаркди булади. Яна 
бир бор (19.14) натижага келдик.

93-§. Даламбер принципига кура богланишдаги 
ну^та ва системанинг эркинмас харакат динамик 
реакцияларини аникдаш.

Эркинмас хаР к,андай моддий нукта ёки 
механик система харакатини урганиш учун 
Даламбер принципини куллаш уларнинг харакат 
тенгламаларини тузишнинг бирдан-бир кулай 
усулидир. Айникса, моддий нук,та ёки механик 
система харакати маълум ёки у номаълум 
реакциялар хатнашмаган тенгламалар орхали 
аникданиши мумкин булган холлаРда Даламбер 
принципини богланиш реакцияларини аникдаш 
учун куллаш гоят даражада осонлик тугдиради. 
Бундай масалаларни ечишда, купинча олдиндан 
номаълум буладиган ички кучлар хнсобга 
олинмайди. Ички богланишнинг реакцияларини 
аникдаш зарур булган х°лларда эса механик 
системани ушбу ичкй реакция кучлар ташки 
реакция куч буладиган кдсмларга ажратиб 
урганиш керак булади.

Богланишли моддий нук,та харакатида (19.3) 
(ёки механик система учун эса (19.9)) Даламбер 
принципи ёрдамггда аникданган реакция кучлари, 
шу мувозанат тенгламалардан аёнки, бир томондан
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щуйилган кучларнинг хдрактерига боглик, булса, 
иккинчидан, инерция кучлари (бош вектори ва бош 
моменти) орк,али, нук,та ёки жисм (механик система 
нукталари) харакат к,онунига, массалар маркази 
ва айланиш укининг жойлашишларига них,оят 
боглик,. Шунинг учун (19.3) ёки (19.9) даги реакция 
кучларини таъсир этаётган таищи актив кучларга 
боглик, ва массалар марказининг, айланиш 
укининг жойлашишларига х,амда (нуктанинг ёки 
системанинг) харакат к;онунига боглик, 
реакцияларга ажратиб аникдашга тугри келади. 
Шуни эсда тутиш керакки, таъсир курсатувчи 
таящи кучлар хам харакат к,онунига (жумладан, 
каршилик кучлари тезликка) боглик булиши 
мумкин.

Шундай килиб, богланишли эркинмас 
жисмнинг харакатида богланиш реакциялари 
иккита: актив кучларнинг таъсири билан
аникданувчи статик реакциялар Nc дан ва масса 
таксимланиши х,амда х,аракат к,онуни характерлари 
билан аникданувчи кушимча динамик реакциялар
№ дан иборат булади. Жумладан, моддий 
нуктанинг эркинмас х;аракатида реакция (ёки, 
умумий х,олда, богланишлар реакцияларининг тенг
таъсир этувчиси) N статик Nc ва к,ушимча динамик
N реакциялардан йишлади:

N = NC+ N d (19.16)
Богланиш реакциясининг ушбу икки реакциядан 
иборат ифодасини х,аракатдаги нук,та учун 
Даламбер принципининг (19.3) мувозанат
тенгламасига к,уйиб х,аракатдаги нукта
мувозанатининг •

R +N C + N d + F H = 0  (19.17)
тенгламасига келамиз. Бу (19.17) тенгламадан 
нУКтанинг статик мувозанатини ифодаловчи

R + Nc = 0  (19.18)
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тенгламани ажратиб нуктанинг эркинмас 
Харакатидаги кушимча динамик реакцияларни 
аникдовчи

Nd +N " = 0 (19.19)
дан иборат динамик мувозанат тенгламани х,осил 
кдламиз.

Механик системанинг эркинмас х;аракати- 
даги богланишлар реакцияларининг бош вектори 
ва бош моменти хам, худди нук,тадаги каби, иккита: 
статик ва динамик реакциялардан йигилади

N' = N'c + NT,d, + M£d (19.20)
Ушбу узгаришларни хдсобга олган х;олда (19.9) 
Куйидаги куринишга келади:

R' + N'c + N'd + R'H = 0, М0 + М£с + М™ + М“ = 0. (19.21)
Х,аракатдаги богланишли механик система 
мувозанатининг ушбу куринишдаги Даламбер 
принципи тенгламасидан системанинг статик 
мувозанат тенгламалари

R' + N',: = 0, М0 + М^с = 0 (19.22)
ни ажратиб харакатдаги эркинмас механик 
система учун Даламбер принципидан келиб чик,а- 
диган к,ушиугча динамик реакцияларни
аникдовчи куйидаги

N/d + R /li = 0, M f + M “ = 0  (19.23)
мувозанат тенгламаларни х,осил кдламиз.

(19.19) ва (19.23) тенгликлардан курамизки, 
к,ушимча динамик реакцияларни аникдаш учун 
ёзилган мувозанат тенгламаларда актив кучлар 
Хисобга олинмайди. Моддий нук,та учун (19.19), 
механик система учун (19.23) вектор 
тенгламаларнинг хар бири, координата укдарига 
проекциялар тарзидаги учтадан скаляр мувозанат 
тенгламаларга эквивалент, чунончи, (19.23) учун 
кушимча динамик реакцияларни аникдовчи олтита 
скаляр тенгламаларга эга буламиз
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N 'd + R 'B = 0

N ^ + R ^ O  (19.24)

n ; j + r ;h = 0

M ™  + M “ = 0

М™ + М £ = 0  (19.25)
+ M “ =  0

(19.24) ва (19.25) мувозанат тенгламалардан 
шу кушимча динамик реакцияларни аникдаш 
жисм (ёки, умумий х;олда, механик система) 
инерция кучларининг бош вектори ва бош 
моментларини аникдаш масаласига келар экан. 
Инерция кучларининг бош вектори х,ар доим
(19.13) билан осон аникданади. У х;олда, (19.24) га 
кура кушимча динамик реакциялар бош
векторишшг координаталардаги проекциялари:

N'xd = mxc , Nyd = myc , Nzd = mzc .
га тенг.

Ж исм инерция кучлари бош моменти жисм 
х,аракатишшг умумий х,олида юк,орида аникданган 
эди. Ушбу ифодаларни юк,оридаги (19.25) га 
куйиб кушимча динамик реакциялар бош
моментининг координата укдардаги проекция- 
ларини ва улар орк,али модулини ва йуналишини 
аникдаш мумкин. Куйида катти к, жисм 
х,аракатининг хусусий х,оллари учун айни шу 
масалани кдраймиз.

Симетрия текислигига эга жисмнинг текис 
параллел х;аракати. Юкррида аникданганидек, бу 
Харакат х;олида инерция кучлари бош моментининг 
z-укдаги проекциясигина нолдан фаркди ва у

M *z = - I Cze
га тенг. г-ук,и симметрия текислигига 
перпендикуляр. Симметрия текислиги жисмнинг
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х,аракат текислиги х,ам. Демак, z-укд жисмнинг 
инерция бош укд булади. (19.24), (19.25) 
тенгламалардан биринчи иккитаси (чунки, zc = 0 га

тенглигидан R ' H= 0 )  ва охирги тенгламагина 
крлади.

К,узгалмас уц атрофида жисмнинг айланма 
х;аракати. Координата укдари системасининг z-укд 
жисмнинг айланиш укд билан устма-уст жойлашган 
булсин. Жисмнинг айланма х,аракатига А ва В 
нук,талардаги подшипниклардан иборат богланиш
лар таъсир кдлади. Шунинг учун жисмнинг мазкур 
х,аракати унга бушатиш принципини куллаб 
урганилади. Богланишларни А ва В нук,таларда 
куйилган Na ва Nb реакциялар (бунда ипщаланиш 
хд!собга олинма11ди) билан алмаштириб жисмни 
эркин х;олатга келтирамиз.

Жисмнинг огирлик маркази орк,али айланиш 
укдга перпендикуляр утган текисликни шу ук, 
билан кесишган нук,тасига координаталар боши 
к,уйилган иккита: к,узгалмас ва кузгалувчи 
системалар оламнз. Булар учун айланиш укд 
умумий ва А, В подтт гипникларнинг координаталари 
бир хил; жумл<1дан, А(0,0,-а), В(0,0,в) булсин. 
К,узгалувчи координаталар системаси жиемга 
бириктирилган ва у жисм билан z укд атрофида 
айланма х,аракатланади. Шунинг учун кузгалувчи 
системада жисмнинг огирлик маркази 
координаталари хс, ус (zc =0) ва марказдан к,очма 
1Х7. ва 1п инерция моментлари узгармас 
микдорлардир. Подшипникларнинг реакция 
кучларининг моментларини аникдаймиз:
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i j  k
M 0( R A) = rAxNA = 0

~7U~1о

NAy NA2

i j k

M 0( R b ) — rBX^B — 0 0 b

NBx NBy N Bz
Реакция кучлари бош моментининг проекцияларини 
юкрридаги ифодаларни хцсоблаб аникдаймиз:

М ? = O N Ay- b N By, М ?  = - O N A x + b N Bx, М * = 0 ( М ™ = 0 )  

Реакция кучларининг бош вектори эса куйидагича 
аникданади:

N x = Na x + N bx- Ny = N Ay + N By, = N ^ .

Инерция кучларининг бош вектори (ёки 
динамик реакция) проекцияларини хцсоблаш учун, 
юк,орида келтириб чикдрганимиздек, массалар 
маркази тезланишининг координата укдаридаги 
проекцияларини аникдашимиз керак. Жисмнинг 
айланма х,аракатида нук,тасининг тезланиши 
айланма ва марказга интилма тезланишлардан 
ташкил топади, яъни:

а = ае +а<0, а£ = О С е, а "  = О С со2, О С = ^ х с  + Ус 
У х,олда

* с  = а х + а ;  = -С Х ! е ^ - О С  ■ со2 ^  = - у с  Е -  х с  to2,

Ус = Эу + а "  = О С  е ^ - О С  со2 ^  = х с  Е - У с ш 2,

zc = 0.

Демак,
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N;d=NlN + N L=-m yce - m x cor 

Nyd = Nly + n bv = mxce -  mycco2, 

N ' d =  0 .

Жисм инерция кучлари бош мометини 
унинг С марказга нисбатан бош моменти 
проекциялари ифодасидан хдсоблаймиз. Бу форму- 
лаларда бурчак тезлик ва бурчак тезланишнинг 
к,узгалувчи координата системаси укдаридаги 
проекциялари к,атнашган. Бизнинг х,олимизда 
е х =  Еу =  0,  ю х =  Шу = 0 ,  e z =  е , coz =  to. Демак,

Аникданган катталикларни (19.25) га куйиб, 
динамик реакциялар учун к,уйидагини х,осил 
кдламиз:

Ушбу тенгламалар дан А ва В богланишларнинг 
динамик реакцияларини куйидагича

(19.26)

аникдаймиз. Бу ерда
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N l x  =  -  i j e  +  ( m b c c  -  Ixz)o r } ,

1 |(mbcr -  Ix2)e -  (rntyc — IyZ)co2},Nd =
Ay GH-Ь

I <  =  - ^ { ( m c y c +  Iyz>  + К  + Ixz)co2},

1
Nd =

o f  to
{(m at,, + I xz)e -(m q p c + Iy2)cir}.

га тенг Шундай кдлиб, кузгалмас ук, атрофида
айланма х,аракатдаги жисм учун кушимча
динамик реакцияларнинг микдорлари куйидаги 
ифодалар билан аникданади:

N" =̂~J (m̂ c " +(mbic - 1»)2)®2 W )’ (19,27)

Nf, = ^ | [ ( m<?e -V .)2 +(m ar - I X2)2](e2+co4). (19.28)

1. Жисмнинг айланиш укд инерция бош укд 
булмасин ва огирлик маркази шу укда ётсин, 
яъни х<- =  ус =  0, 1*2 * 0, Iyz^O. У х;олда

4  n a = Ng = ^ j ^  + l lz .p  + co4)
Ушбу х,олда богланишларнинг динамик реакциялари 
микдор жих,атдан узаро тенг, лекин йуналиш 
жщатдан эса к,арама- к,арши экан.
2. Жисм со =  const бурчак тезлик билан текис 
айланма х,аракатлансин. У х,олда е =0. (Огирлик 
маркази ушбу х,олда х;ам айланиш укдда булсин). 
Хдсоблашлардан курамизки богланишларнинг 
Динамик реакциялари

В  N А = NB = ‘5Т5)/(1У2+ i^)

215



ушбу х,°ЛАа х,ам микдор жих,атдан тенг, йуналиши 
эса к,арама-к,арши кучларга келтирилади
3. Жисмнинг айланиш уки жисмнинг инерция бош 
уки булиб, А богланиш координаталар боши билан 
устма-уст жойлаштирилсин, яъни

Iyz =0, I» =0, 0 = 0  
булсин. У х,олда (19.28) дан Ng = 0  келиб чикади, 
яъни В да динамик реакция кучи булмайди. А дан 
утувчи инерция бош уки эркин айланиш уки 
дейилади.
4. Агар Хс =0, ус =0, 1̂  =0, 1хг = 0  булса, 
айланиш к,онуни ва демак е х;амда со кандай 
булишидан к,атъий назар (19.27), (19.28) га кура
Nd = 0, Ng = 0 булади. Демак, айланиш уки 
инерция марказий бош уки билан устма-уст булса 
динамик реакциялар х,осил булмас экан. Ушбу 
х;олни вужудга келтирадиган зарурий шартларни 
аникдаймиз. Бунинг учун инерция кучларга боглик 
хдллардан тузилган (19.26) тенгламада барча 
инерция кучларни нолга тенглаб,

шу,.е + гпх,.(02 = 0, mxc£ -  т у саг = 0 (19.29)

Ixze -  Iyzco2 = 0, Iyze + Ixzco2 = 0 (19.30)
шартларни келтириб чикарамиз. (19.29) тенгламани 
х< ва ус га, (19.30) тенгламани эса 1Х1 ва 1уг га 
нисбатан ечиб,

Хс =  0, ус =  0, 1̂  =  0, 1̂  = 0  (19.31)
ни хрсил киламиз. Шундай кцлиб, кузгалмас ук 
атрофида айланма х,аракатланаётган жисм таянч 
нукталарга динамик босим курсатмаслиги учун 
унинг айланиш уки унинг инерция бош марказий 
уки булиши зарур ва етарлидир. Ушбу х,олда, 
айланаётган жисм мувозанатлашган, айланиш уки 
эса эркин дейилади

Бурчак тезликнинг катта кдйматларида 
мувозанатсизликдан подшипникларга таъсир 
курсатувчи катта динамик босим (реакция кучи) 
пайдо булиши мумкин. Бу кераксиз босимни пайдо
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к>илувчи мувозанатсизликдан к,утилиш учун 
айланиш ук^га перпендикуляр иккита текислик- 
ларда иккита нук,тавий массани кушиб ёки айириб 
эришилади. z = z, ва z =  z2 текисликлардаги 
танланган ш, ва т 2 массаларнинг ва уларнинг 
(Х, ,yi) х,амда (х2 ,у2) координаталарининг 
кдйматлари куйидаги тенгламалар оркдли
аникданади:

шхс + ш, х, +  т 2 х2 =0, шус +  т ,  у, +  т 2 у2 =  0, 
1К+ ш,х, z, + т 2 х2 z2 =0, Iyz+ ш, у, z, +  т 2 у2 Z2 =0.

Ш| ва ш2 массалар кушилган жисмнинг огирлик 
маркази айлании  ̂ укдда ётиши учун унинг янги 
огирлик маркази координаталари х'с = 0, у'. = 0 ва 
айланиш укд унинг инерция бош марказий 
укц булиши учун янги к,очма моментлар 
I 'z = У = 0  булиши зарур ва етарли. Бунинг учун,

Ia -m x rz2 ICT~m xcz,
1 1  _  7 — 7  ’ 2 2 _  7 — 7  *

\ г  ~  m Y c Z 2 \ z  ~  т У с 2 1
miy, = — -— : — > т 2у2 =•Z'. ”  Zj Z| ** Z2

га тенг булиши керак.
47 -масала. Огирлиги Р булган Д юк лебёдка 
(чигирик,) ёрдамида а га тенг текис тезланиш билан 
кутарилади. Лебёдка горизонтал АВ балкага 
урнатилган, балка эса А ва В таянчларга эркин 
Куйилган (185-расм). Лебёдка барабанининг радиуси 
г га тенг ва унинг айланиш укига нисбатан 
инерция радиуси ри х,амда огирлиги Q булса, А 
в& В таянчларда Д юкнинг х,амда айланувчи барабан 
моддий зарраларининг инерция кучларидан х;осил 
буладиган кушимча босимлар (динамик реакциялар) 
топилсин. Улчовлар расмда курсатилган. Балканинг 
°гирлиги хисобга олинмасин.
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Ечиш. Даламбер принципи ёрдамида таянчлардаги 
динамик реакцияларни топиш учун система 
нукталарига таъсир этувчи кучлар каторига 
уларнинг инерция кучлари шартли равишда 
к,ушилади ва бушатиш принципига кура системани 
богланишлардан бушатиб, инерция кучларининг 
таъсирларидан вужудга келган к,ушимча босим 
(динамик реакция) лари система нукталарига

185-расм
к;уйилади. Хрсил булган кучлар системасининг 
турига к,араб худди, статикадагидек мувозанат 
тенгламалар тузилади. К,аралаётган масалада 
кушимча динамик реакцияларнинг пайдо булиши 
кутарилаётган юкнинг инерция кучи ва айланувчи 
барабан моддий зарраларининг инерция кучларига 
боглик, булади.

Д юкнинг инерция кучи F" х,ар доим а 
тезланиш йуналишига к,арама- к,арши йуналади ва

Р
к,иймат жихатдан F “ = т а  = — а га тенг. Лебёдка

g
барабани раем текислигига мос булган симметрии 
текисликка эга булиб, унинг массалар маркази С 
айланиш укдда ётади деб карайлик. У х;олда, 
барабан моддий зарраларининг инерция кучлари
моменти М".га тенг булган жуфт кучга келади
Унинг киймати:

М" = 1с£ (1)
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га тенг. Бу ерда

барабаннинг айланиш укда нисбатан инерция
моменти. £- барабаннинг бурчак тезланшии. 
Жумладан, юкнинг тезланшии х;ар онда барабан 
гардиши нук,тала рининг айланма тезланишига 
тенглигини кузда тутган х;олда £ нинг кийматини 
куйидаги ифодадан топишимиз мумкин:

ам а

И  (2)Бу топилган к^сйматни юк,орига к,уйиб,
куйидагига эга буламиз:

L, • a Q -
I  м " =_7 _ = ' ^ Р < а Р>

Балка, лебёдка ва юкдан иборат булган бу 
системага Даламбер принципини в;уллаймиз, Бу 
системага таъсир этаётган кучлар к,аторига юкнинг
инерция кучи F ” ни ва барабан нук,таларининг 
инерция кучларидан тузилган, моменти М* га тенг 
булган жуфтни шартли равишда кушамиз, бунда 
бу жуфт моменти бурчак тезланиш вектори £ га 
те с кари йуналтирилади.

Системанинг богланишларини богланиш 
реакциялари R д ва Rg билан алмаштирамиз. Улар 
берилган х,ол учун вертикалдир. Х,осил булган 
кучлар бир текис.шкда жойлашган параллел кучлар 
системасини ташкил этади Шунинг учун уларнинг 
мувозанат тенгламаларини тузамиз:

£ м а = 0; Rd • b f  Ic£ -  F" • 0= О,

Х м в =0; -  R A ■ £н- 1с£ + FH • ( Ь -  с) = О

219



(4) тенгликларнинг иккинчисидан R* кушимча 
босимни топамиз:

R! = —
Ic -e + F "(b-cj

Ic -- + -a  (Ь-<Э

“ A lO pJ+ >**>-<>]О
Шунингдек, биринчисидан Rg топилади:

K j L ^ . Z ^ . ± p w_ ldd. ± p K . (1r t

Динамик кушимча босим микдор жих,атдан ушбу 
аиикданган динамик реакция (R^ -^ з)кучи га
тенг, йуналиш жщатдан эса унга к,арама- к,арши 
булади. Агар ипнинг таранглик кучини х;ам топиш 
суралса, кинетостатика методини к,уллаб, юкнинг 
мувозанат шартидан к,уйидагини х;осил к,иламиз:

Р
Т -  Р -  F" = О, Т = Р + —а

g
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Х Х -б о б

ан а ли ти к  м е х а н и к а д а н  тупгунчалар

Статика булимида к,уйилган кучлар 
таъсиридаги абсолют к,аттик, жисм мувозанатининг 
зарурий ва етарли шартлари - алгебраик олтита 
тенгламалари чик,арилган эди. Исталган механик 
системанинг мувозанат х,олида булар, к,отиш 
принципига асосан, фак,ат зарурий шартларни 
ифодалайди. Бунда мувозанатнинг етарли шартини 
каноатлантириш масаласи системанинг х,ар бир 
нуктаси (жисм) учун мувозанат тенгламаларини 
тузиш билан х,ал кдлинар эди. Умумий х,олда, п- 
та к,аттик, жисмдан ташкил топтан механик система 
мувозанатини текшириш бп-та алгебраик 
тенгламалар масаласига келтирилади. Бунда 
аникданиши зарур булмаган бир к,анча, номаълум 
ички реакцияларни х,ам хдсоблашга тугри келади. 
Механик система мувозанати масаласини статика 
методи билан ечишнинг нокулайлиги системани 
ташкил кдлувчи жисмлар сонини ортгани сари 
тенгламалар сонини х,ам ортишида.

Аналитик механика бобида биз барча 
механик системалар мувозанатини текширишнинг 
статикадагидан бопща к,улайрок, ва универсал 
булган методи билан танишамиз. Бу мумкин булган 
кучишлар принципи дейилиб, француз олими 
Лагранжнинг "Аналитик механика" номли мапщур 
асарида биринчи бор баён этилган. Умуман, 
аналитик механикада системаларнинг х;аракати ва 
мувозанати х,амма системалар учун умумий булган 
принциплар асосида уларнинг аналитик 
Дифференциал тенгламалари ёки аналитик 
мувозанат тенгламалари оркали аникданади. Х,озир 
биз аналитик механикани урганиш учун зарур 
булган дастлабки тушунчалар билан танишамиз.
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94-§. Богланишлар, уларнинг тенгламалари 
ва классификацияси.

Координатсларининг ва тезликларининт 
Кийматлари ихтиёрий узгарадиган моддий 
нукталарнинг механик системасига эркин, акс 
хрлда, эркинмас механик система дейилади 
Эркинмас системанинг айрим нукталарининг 
координата ва тезликларига бевосита к;олганлари- 
никига эса билвосита чек к,уйилган булади. 
Механик система нукталарининг х,аракатига 
Куйиладиган бундай чекларни биз богланишлар деб 
атаймиз. Шундай кдлиб, системага куйилган 
богланишлар деб унинг баъзи нукталари координата 
ва тезликларининг узгаришини, харакат тенгла
малари ва таъсир этаётган кучлардан катьий 
назар, чекловчи хар кандай шартларга айтилади.

Механик система нукталарининг бу каби 
кинематик характеристикаларини чек.\овчи бундай 
шартлар (яъни богланишлар) математик ифодалар 
ёрдамида тавсифланади ва бундай ифодаларга 
богланиш тенгламалари дейилади. Богланиш 
тенгламалари, умумий х;олда, система нук'галари-
нинг координаталари (хк, ук, zK; к = 1, п ), вак,т буйича 
уларнинг биринчи ва иккинчи тартибли 
5<,осилалари (тезликлари ва тезланишлари) урта" 
сидаги муносабатлар (дифференциал тенгламалар) 
билан ифодаланади. К,уйилган богланишлар
эркинмас система нукталарининг актив кучлар 
таъсиридаги хдракатини шу система
нукталарининг худди шу кучлар таъсиридаги эркин 
х,аракатига нисбатан маълум даражада чеклайди. 
Бундай чеклашлардан техниканинг турли 
сохаларида, жумладан, амалиёт учун зарур булган 
бирор йуналиш буйича каракатни таъминлаш 
максадида фойдаланилади. Чунончи, двигатель 
гщлиндри ичида поршень харакати. Бунда цилиндр 
айни шу богланиш вазифасшш утайди ва бизга 
поршень харакатини маълум йуналишда юз
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бериш ини таъминлайди. Шундай кдлиб, богланиш- 
дар куйилган система нукталарининг эркинмас 
х,аракати уларга таъсир этувчи актив кучлар ва 
бошлангич шартларгагина боглик, булиб к,олмас- 
дан, балки айни шу куйилган богланишларга х,ам 
богликдир. Бошлангич шартлар эса, богланишлар 
туфайли, шу богланиш тенгламалари билан 
аникданган муносабатда узаро бир-бирига боглик, 
булади.

Умуман, богланиш турига к,араб система 
нукталарининг эркинмас хдракати турлича булади. 
Биз куйида богланишларнинг амалда куп 
учрайдиган турлари билан танишамиз.

Агар системага к;уйилган богланишлар 
система нукталарининг фак,ат координаталари- 
гагина чек куйса у геометрик богланишлар 
дейилади. Масалан, моддий нук,та бирор сирт 
буйлаб ажралмасдан х,аракатланаётганида бу 
нук,танинг координаталари шу сирт (тенгламаси) 
билан чекланган (богланган) булади, яъни

f(x,y,z) =  0. (20.1)
(20.1) сирт тенгламаси нук;та координаталарининг 
эркин узгаришига куйилган чек булганлиги учун у 
богланиш тенгламаси булади.

Механик система нукталарининг
координаталаридан ташк,ари уларнинг тезликларини 
х;ам чекловчи богланишларга кинематик ёки 
дифференциал богланишлар дейилади. Жумладан, 
горизонтал текис:ликда гилдирак сирпанмасдан 
текис параллел х,аракатланганида унинг текислик 
билан тегишган нуктаси тезлигига нолга тенг 
булишдан иборат чек куйилади, чунки вак,тнинг х,ар 
бир моментида текислик билан гилдиракнинг 
тегишган нук,тас:и тезликларнинг оний маркази 
булиб, унинг тезлиги нолга тенг (186-расм):

v,, = vr 4- акт = 0.
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Агар к,утб - массалар маркази тезлиги vc ни, к,утб 
атрофида айланма х,аракат бурчак тезлиги со ни, 
тезликлар оний марказининг к,утбга нисбатан 
радиус вектори г ни, мос равишда, vc( хс ,0,0), (0(0,0, 
(рс ), r(0,R,0) га тенг эканлигини эътиборга олсак, 
богланишни ифодаловчи, юкрридаги вектор 
тенглама к,уйидаги скаляр тенгламалар
куринишига келади:

186-расм

хс -  Rep = 0, ус = 0. (20.2)

Кинематик (дифференциал) богланишнинг ушбу 
тенгламалари интегралланади:

х ^ - Rep = 0, ус = const = R,
яъни думалашда сирпанишнинг йукдигини ва 
гилдирак марказидан текисликкача булган R 
масофанинг сакданишини ифодаловчи (боланиш 
тенгламалар) шартлар х,осил булади. Богланиш- 
нинг х,осил булгеш ушбу тенгламасидан курамизки 
бу кинематик богланиш бир вак,тда геометрик 
богланиш х,ам экеш.

Геометрик (20.1) ва тенгламалари
интегралланадиган дифференциал (20.2) богланиш- 
лар голоном богланишлар дейилади. Шундай кцлиб, 
голоном богланишлар система нук,таларининг 
координаталаригагина (ёки интегралланиши мумкин 
булганидан тезлигига х,ам) чек к,уяди. Улар система  
нук,таларининг координаталари уртасидаги (20.1) 
каби муносабатлар ёки (20.2) каби интегралланувчи 
дифференциал тенгламалар билан ифодаланади.
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Интегралланмайдиган дифференциал тенгла
малар билан ифодаланувчи богланишлар ноголоном 
богланишлар дейилади. Ноголоном богланишлар 
холида система нукталарининг координаталари 
уртасида чекли мутносабатлар мавжуд булмайди.

Т енгламаларида вак,т ошкор равишда 
катнашмаган богланишларга, масалан, (20.1), (20.2) 
стационар богланишлар дейилади, акс х,олда, яъни 
богланиш тенгламаларида вакт ошкор равишда 
Катнашса, ностационар богланиш дейилади. Демак, 
стационар боглсиниш характери вакт буйича 
узгармайди ва аксинча, ностационар богланиш 
характери вакт утиши билан узгаради.

Богланиш тенгламаси тенглик билан 
ифодаланса, бундай богланиш бушатмайдиган ёки 
иккитомонлама богланиш деб аталади. Бунга 
юкоридаги богланишлар (нукта ёки гилдирак 
сиртдан ажралмасдан х;аракатланган хрлда) мисол 
булаолади. Бир >чи сферик шарнир ёрдамида бир 
нуктага мах,камланган стерженнинг иккинчи учига 
бириктирилган огар шарчанинг сферик тебрангич 
каби харакати бушатмайдиган богланишга яхши 
мисол булади. Бунда шарча моддий нукта харакати 
стержендан иборат бушатмайдиган богланиш билан 
чекланган, яъни шарча радиуси стержень узунлиги
1 га тенг сфера еиртидан талгкдрида ёки ичкарида 
булаолмайди. Шарчанинг координаталари богланиш 
тенгламаси оркали богланган:

х2 +  у2 +  z2 =  I2 .
Тенгламаси тенгсизлик билан

ифодаланадиган богланиш бушатадиган ёки 
биртомонлама богланиш дейилади. Масалан, 
юкоридаги огар шарча стержень оркали эмас аркон 
(ип) ёрдамида бир марказ га мах,камланган булсин. 
Бундай богланишдаги огир шарча (сферик 
тебрангич) нинг координаталари уртасидаги 
Муносабат тенгсизлик билан ифодаланади: 

х2 +  у2 +  z2 < I2 ,
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чунки, энди богланиш шарчани 1 радиусли сфера 
сиртидагина эмас, балки богланиш (ип) дан бушаб, 
сферанинг ички сох;асида х,ам булишига имкон 
беради. Тенгсизлик белгиси богланиш к,айси 
томонга жисмни бушатишини билдиради.

Агар иининг узунлиги бирор v тезлик билан 
узгариб борса богланиш тенгламаси 

х2 + у2 +  z2 < (lo±vt)2 
куринишга келади, богланиш эса, тенгламага кура, 
ностационар боглгшишга айланади.

Голоном, стационар, бушатмайдиган 
богланишга яна бир мисол тарикдсида кривошип- 
шатун механизмини келтирамиз (187-расм). Бу 
мисолда богланишлар О нук,тадаги кузгалмас 
цилиндрсимон шарнир, В нук,тадаги ползун ва 
кривошип билан шатунни узаро бирлаштирувчи А 
дсчги цилиндрсимон шарнирлардан иборат. 
Механизмни хОу координата системасига нисбатан 
ургансак, богланишларнинг тенгламалари куйида- 
гича ифодаланади:

хо =0. уо =0, Ув = 0. х ^ + у ^ = г 2, (хА - х в)2 +уд =12 (20.3) 
Агар механизмни уч улчовли Oxyz Декарт 
координаталар системасига нисбатан ургансак
(20.3) тенгламалар га яна учта тенглама кушилади:

Zo =0, zA =0, zB =0.
Шуни эсда тутиш жоизки, голоном 

богланишлар стахщонар ва ностационар булиши 
мумкин. Агар к,аралаётган механик система п та 
нук,талардан иборат булса ва унга m та богланиш 
к;уйилса стационар (голоном) богланиш тенгла- 
масининг умумий куриниши к,уйидагича булади
fk(x„ у,, Z|, х2, у2, z2,..., xn, yn, zn )= 0 , (к = 1,ш). (20.4)
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Шунингдек, ностационар (голоном) богланиш 
тенгламасининг умумий куринишини:

fk(t,Xi,yi ,z, ,х2 ,у2 ,z2 ....xn ,yn ,zn ) =0, (k = 1, m ). (20.5)
каби ёзаоламиз. Агар (20.4) ва (20.5) тенгламаларда 
система нукталарининг тезликлари х;ам ошкор 
к,атнашса, улар ноголоном богланиш тенглама
сининг умумий куринишини ифодалайди.

Бушатмайдиган ёки иккитомонлама богланиш 
тенгламаси умумий х,олда к,уйидагича ифода- 
лсшади:

fk(x,,у 1 ,z, ,х2 ,у2 ,z2l...,xn, yD, Zn ) =  0, (к = 1,ш). (20.6) 
Бунда богланиш система нукталарининг бирор 
йуналишдаги х,аракатини чеклаш билан бир вак,тда 
унга тескари йуналишдаги харакатига х,ам чек 
куяди, яъни системанинг нукталари богланишни 
ташлаб кетаолмайди.

Бушатадиган ёки биртомонлама богланиш 
бунга к,арама- к,арши характерга эга ва унинг 
тенгламаси умумий х,олда куйидагича ифодала- 
нади:

fk(Xi,y„z„ х2, у2 ,z2l...,xnr yn, zn )*0, ( k = 1, ш ). (20.7) 
Булардан курамизки, богланиш ихтиёридаги 

эркинмас система (богланишли система) исталган 
йуналишда х,аракат кдлиш х;олатига эга 
булаолмайди. Унинг х,аракати богланишларнинг 
тур ига ва характерига боглик булади. Агар система 
нук,таларига богланишлар куйилмаган булса, у 
х;олда Зп та координаталар узаро богликмас ва
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уларнинг кдйматлари факат таъсир этувчи ташки 
кучларгагина боглик, булади. Бундан куринадики, 
система нукталарига богланишлар куйилганда, 
система нукталарини богланишни
к,аноатлантирган х,олда х,аракатлантиришга мажбур 
этадиган кушимча кучлар косил булади. Бу кучлар 
богланиш реакция кучларини ифодалайди.

95-§. Мумкин булган кучиш. Системанинг 
эркинлик даражаси. Умумлашган координаталар.

Механик система нукталарининг унга 
куйилган богланишларни к,аноатлантирувчи х,ар 
к,андай чексиз кичик (хаёлий) кучишларига механик 
системанинг мумкин булган кучиши ёки виртуал 
кучиши дейилади.

Мумкин булган кучиш тушунчаси аналитик 
механикадаги марказий тушунчалардан бири 
хисобланади. Мумкин булган кучишнинг 
таърифига биноон системанинг мумкин булган 
кучишида унга куйилган богланишлар бузилмайди, 
яъни мумкин булган кучиш богланишлар билан 
мувофик равишда бажарилади. Бошкача айтганда, 
э]жинмас системанинг ёки эркинмас моддий 
нуктанинг мумкин булган кучиши унинг х,олатини 
белгиловчи соф геометрик усул булиб, вактга боглик, 
эмас. Механик система ёки нуктанинг мумкин 
булган кучиши куйилган кучларга хам боглик 
эмас.

Бунинг аксича, система нукталарининг (ёки 
нуктанинг) хакикий элементар кучиши системага 
Куйилган кучларнинг таъсирида ва вактнинг чекли 
dt оралищда бирдан-бир маълум йуналшцда содир 
булади. Нуктанинг координаталари ва, демак, 
р<1диус вектори г t вактнинг функцияси эканлигини 
эътиборга олсак, dt вакт оралигида нуктанинг 
чексиз кичик хакикий кучиши t аргументнинг dt га 
узгариши туфайли г функциянинг чексиз кичик dr 
узгариши эканлигини исботлайди. Шу боисдан,
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бундан буён, нукта (система нукталари) нинг 
мумкин булган кучишини вариация - 8 , х,акдаий 
элементар кучишини эса дифференциал-d белгиси 
орк,али бир-биридан фарк киламиз. Агар г 
нуктанинг радиус вектори булса, у х;олда бг 
нуктанинг мумкин булган кучиши, dr нуктанинг 
х;акикий элементар кучиши булади. Нуктанинг dr ва 
5г кучишлари орасидаги асосий фарк, шундан 
иборатки, нук;танинг хдкцкдй кучиши берилган 
уриндан бирор dt вакт оралигида содир буладиган 
бирдан-бир кучиши булса, мумкин булган кучиши 
берилган уриндан dt =  0 вак,тда, яъни шу онда юз 
берувчи чексиз куп хил кучиши булади, х,ак,ик,атда 
эса, нук,та булардан бирортасини хдм утмайди. 
Мумкин булган кучиш микдор жих,атдан биринчи 
тартибли чексиз кичик кдймат деб здясобланади ва 
юкори тартибли чексиз кичик кдйматлар 
эътиборга олинм<шди. Чунончи, механик система 
нукталари (ёки моддий нукта) нинг мумкин булган 
кучишида уларнинг эгри чизикди чексиз кичик 
кучишларини тугри чизикли чексиз кичик 
кучишлар билан алмаштириб каралади, ва шу 
боисдан, эгри чизикли ёй координатасига векторли 
белги куйилади ва эгри чизикди чексиз кичик 
кучиш 5S каби белгиланади.

Мумкин булган кучиш тушунчасини 
бирор моддий нуктага куйилган сиртдан иборат 
богланиш мисолида як,кол куриб чикайлик. 
Айтайлик, нукта сиртдан ажралмасдан 
Каракатлансин. У х,олда богланиш бушатмайдиган, 
голоном богланиш булади. Агар у вакт утиши 
билан узгармайдиган булса (20.1) тенглама билан 
ифодаланади ва шу боисдан, стационар хдм 
хцсобланади. Дастлаб бушатмайдиган, голоном, 
лекин ностационар богланиш х,олини курайлик. 
Бошк,ача айтганда. моддий нуктанинг харакати

f(x,y,z,t) =  0 (20.8)
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богланиш билан чекланган. Вак,тнинг t га тенг 
пайтида нук,та г0 радиус вектор билан 
аникданадиган М0 (Xq ,у0 ,Zq ) жойда турган булсин. 
Мумкин булган кучишдан кейин унинг урни г0 + 6г 
радиус вектор билан аникданади. Богланиш 
тенгламаси к,уйидаги куринишни олади: 

f(Xn + 8х, у0 + 5у, Zo +  5z, t) =  0.
Охирги функциями 8x,8y,Sz ларнинг даражалари 
буйича к,аторга ёйиб

f(x0, Уо- *о. Ч + (^ ) о 5х + (^)о®У + ( f )o « z + -=  0

тенгламага келамиз. Бу ерда, Mq даги нуктанинг 
координаталари х0 , у0 , Zq катталиклар богланиш 
тенгламасини к,аноатлантиришлиги туфайли 
биринчи х,ад нолга тенг. Демак, биринчи тартибли 
кичик х;адларгача аникдик билан куйидаги

(|L)0Sx + ( J l)05y + (|L)0fe=0 (20.9)

х;осил булади. Бу ерда 5 г =  5xi+ 5yj+ 5zk ва

(grad f)o = (J ^ o 1 + (J£)oJ + (^ )o k

га тенглигани эътиборга олсак, юк,оридаги (20.9) 
тенглама 5г ва (grad f)o векторларнинг скаляр 
купайтмаси эканлигини курамиз, яъни

(grad f)0 6r =  0. (20.10)
Шундай килиб, мумкин булган кучишлар (20.9) ёки 
(20.10) муносабатларни к;анатлантаради. (20.10) 
тенгламадан мумкин булган 5г кучишнинг геометрик 
маъносини осон аникдаш мумкин. Вак;тнинг 
узгармас t кдймати учун (20.8) тенглама фазода 
бирор сИртни ифодалайди. (20.8) функциянинг 
градиента эса шу функция ифодалаган сиртга 
aiiHH Мо нук;тада утказилган нормал вектордан 
иборат булади.

(20.10) дан 5г векторни градиентга, яъни 
нормаль векторга перпендикуляр эканлиги келиб 
чикдди. Демак, узгармас t вак,тда (20.8) богланиш 
Куйилган нук,танинг мумкин булган кучиши айни

230



шу (20.8) сиртга Мо нук,таси оркали утказилган 
уринма текисликда ётади. (20.8) бушатмайдиган 
богланиш булганлиги сабабли моддий нуктанинг 
х,с!Кгш<ги й  кучиши dr х,ам (20.8) сиртга уринма 
текисликда булади, чунки, dr=vdt. хакдкий кучиш 
куйилган кучлар таъсирида dt вак,т оралигида юз 
беради ва х,аракат дифференциал тенгламасини 
к,аноатлантиради. Мумкин булган кучиш эса фак,ат 
богланиш тенгламасини к;аноатлантиради.

Богланиш стационар булса, у (20.8) билан 
эмас (20.1) билан ифодаланади. (20.1) дан тула 
дифференциал олсак:

д Гrdf Лdf(x,y,z)Mu =
f e T +

dy + ̂ Эг
dr —0

Бу ерда dx =  5x, dy =  5у, dz =  5z деб х^исобласак 
охирги тенглама (20.9) ёки (20.10) билан бир хил 
куринишга келади. Демак, стационар
богланишларда хак^кдй dr кучиш мумкин булган 
кучишларнинг би]ш 8г билан (мос) бир хил булади.

Ностационар богланиш 
дифференциал

(20.8) х,олида тула

Эх
dx +

Э£

Эу
d y +

''О

Э£

Эг
dz+| Ц -1 dt =

(grad)0 dr +
clf ,
эГ.

Э£
dt

га келади. —  ^ 0 . Энди, dx =  5x, dy =  5y, dz =  5z

булганда хам охирги тенглама (20.9) шарт билан 
мос келмайди. Демак, ностационар богланишларда 
нук,та (система) нинг х,акдаий кучиши унинг 
мумкин булган кучишларидан бирортаси билан х,ам 
Мос тушмайди.

Умумий х,олда механик система (модадй 
иук,та) куйилган богланишларга зид келмайдиган 
чексиз куп мумкин булган кучишларга имкони бор
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булади. Аммо, х,ар кандай механик система 
(нукта) учун унинг исталган мумкин булган 
кучишини бирдан-бир муносабатда ифодаловчи 
узаро боглик, булмаган (эркин) бир нечагина 
элементар кучишлар оркали топиш мумкин. 
Масалан, кщорида биз курган мисолда t вак,тнинг 
узгармас кийматида f(x,y,z)=0 сиртнинг Mq 
(Xo.yo.Zo) нуктасида жойлашган богланишли моддий 
нукта айни шу Mo (Xq ,у0, Zq ) дан утказилган 
уринма текислик буйлаб чексиз куп кучиши 
мумкин. Лекин, псу текислик буйлаб х,ар кандай 
исталган кучиши шу текисликда узаро
перпендикуляр иккита dr, ва dr2 узаро эркин 
кучишлар оркали а  • dr, + f} • dr2 (а , (3 - ихтиёрий 
кцйматлар) каби муносабатда ифодаланади.

Механик системанинг узаро боглик^ас 
кучишлари сони ушбу системанинг эркинлик 
даражаси сони дейлади.

Демак, сиртдан иборат богланишдаги 
нук,танинг эркинлик даражаси иккига тенг. 
Бинобарин, хОу текисликда жойлашган нуктанинг 
х,ар кандай урни узаро муста кил иккита (масалан, 
х ва у) координаталар билан аникланиши мумкин. 
Маълумки, эркин нукта (демак, у фазода) учта 
эркинлик даражасига эга, булар узаро 
перпендикуляр (мустакил) учта йуналиш буйича 
фазодаги кучишлардир. Моддий нуктанинг фазодаги 
х,ар кандай урни учта узаро мустакил масалан, 
x,y,z координаталар билан аникланади. Демак, 
э]жинлик даражаси (мустакил кучишлар) сони ва 
фазодаги ёки текисликдаги урнини аникловчи 
узаро мустакил координаталар сони бир-бирига 
тенг.

Голоном, стационар, бушатмайдиган богла
нишлар куйилгсШ кар кандай механик система 
учун бу натижа тугри булади. Шундай кдлиб, 
бушатмайдиган геометрик богланиш куйилган 
механик системанинг урнини аникловчи мустакил 
координаталар сони унинг эркинлик даражаси
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сонига тенг. Шунинг учун, бундай системанинг 
эркинлик даражасини узаро мустакдл мумкин 
булган кучишлар сони ёки узаро мустакдл 
координаталар сони буйича аникдаш мумкин.

Х,ар к,андай механик системанинг исталган 
пайтдаги урни унинг х;ар бир нук,тасининг 
координаталари билан аникданади. Агар у п та 
нуктадан ташкил топтан булса унинг урни, яъни 
Хамма п та нукталарининг урни Зп та Декарт 
координаталар билан аникданади. Бордию механик 
системага h та бушатмайдиган геометрик 
богланишлар куйилган булса, Зп та координаталар 
h та богланиш тенгламаларини к,аноатлантиради ва 
энди улар узаро богланган. Шубхасиз, системанинг 
урнини аникдовчи узаро мустакдл координаталар 
сони энди

s =  Зп - h
га тенг.Бинобарин, механик системанинг урнини 
аникдаш учун мустакдл координаталар сифатида Зп 
та Декарт координаталардан s-тасини танлаш 
мумкин. Бунда, к,олган координаталар h та 
богланиш тенгламалари орк,али аникданади. Аммо, 
мустакдл координаталарни бундай танлаш купинча 
мураккаб ифода\арга олиб келадиган кдйин- 
чиликлар тугдиради. Шунинг учун, механик 
системанинг х,ар к,андай урнини бир кдйматли 
аникдовчи мустакдл катталиклардан иборат булган 
умумлашган коор/щнаталар билан иш куриш кулай 
булади.

Биз юк,орида баъзи масалаларни урганишда, 
х,али таъриф бермасдан, умумлашган коорди
наталардан фойдаландик. Жумладан, математик 
тебрангич (маятник) вазиятини унинг вертикалдан 
огиш бурчаги ф , бир нук,таси кузгалмас к,аттик, 
жисмнинг сферик харакатини Эйлернинги 3 та 
бурчак (\|/,9,ф)лари, текис параллел харакат-
ланаётган каттик, жисмнинг холатини эса, унинг 
Кутбининг иккита координаталари (Хс , ус) ва шу
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к,утб атрофида жисмнинг айланма х,аракати бурчак 
координатаси ф орк,али аникданар эди. Шундай 
к,илиб, механик системанинг урнини бир кдйматли 
равишда аникдовчи ва сони системанинг эркинлик 
даражаси сонига тенг булган узаро мустакдл, 
баъзан одатдагидан узгача улчамли катталикларга 
умумлашган координаталар дейилади.

Умумлашаган координаталарни q х,арфи 
орк,али белгилаш к,абул кдлинган. Бинобарин, 
эркинлик даражаси s га тенг механик система 
хрлатини q, , q2 , ... , qs та умумлашган 
координаталар бир кдйматли аникдайди. Механик 
системанинг х,ар бир нук,Таси узининг радиус 
вектори (ёки Декарт координаталари) билан 
аникданади, демак бу катталиклар х,ам умумлашган 
координаталарнинг бир кдйматли функцияси 
булади:

xk =  xk(q, ,q2 ,...,qs,t),
Ук = yk(qi .42 .-.q,,t), (к = 1,n). (20.1 1 )
zk = zk (q, ,q2 ....qs,t).

Агар, богланишлар стационар булса 
умумлашган координаталарни тегишлича танлаш 
йули билан (20.11) даги вак,тнинг ошкор 
к,атнашишидан халос булиш мумкин, яъни 
стационар богланишлар х,олида Декарт 
координаталар фак,ат умумлашган координа
таларнинг бир к.ийматли функцияси куринишида 
ифодаланади. Механиканинг масалаларини
урганишда умумлашган координаталардан фойда- 
ланиш богланиш тенгламаларини хдсобга олишдан 
халос кдлади. Умумлашан коордииаталарда 
богланиш тенгламалари айниятга айланади.

Них,оят шуни такидлаймизки, голономли 
системанинг х,олати s-та умумлашган
координаталар орк,али аникданса, системанинг 
узаро богликмас (мустакдл) мумкин булган 
кучишларининг сони худди шу координаталарнинг

234



мустакил вариадиялари сони, яъни s- тага тенг
булади (Scji, 5q2, •••« )•

Умумий х,олда, умумлашган координата- 
дарнинг геометрик ва механик маънолари турлича 
булиши мумкин. Жумладан, умумлашган коор
динаталар узунлик, бурчак улчови бирликлари 
билан аникданиши, баъзан эса юза, хажм улчови 
ёки боища физикавий характеристикаларни 
ифодаловчи параметрлар х,ам булиши мумкин.

Ушбу параграфни якунлар эканмиз 
кривошип-шатун механизмини мисол тарик,асида 
яна бир бор оламиз ва кщоридаги мулохазаларни 
шу мисолда тадлил кдлиб чик,амиз. Механизмнинг 
мумкин булган кучиши кривошипни О марказ 
атрофида кичик 6ф бурчакка бурилишидан 
иборатдир. Богланишлар стационар, голоном, 
бушатмайдиган богланишлар эди. Юкорида биз
(20.3) тенгламалар оркали буларнинг ифодасини 
келтирган эдик. Бу мисолда мумкин булган кучиш 
Хакдкий элементар кучиш билан мос тушиши 
мумкин. А нущганинг мумкин булган кучиши 
радиуси г га тенг айлананинг АА, ёйи булиб, 
мумю-ш булган кучиш таърифига кура уни АА, 
чизик, билан алмапггириб к;арашимиз мумкин. 
Ушбу мисолда механизмнинг х,ар к,андай 
нуктасининг Декарт координатасини ф бурчак 
оркали аникдашимиз мумкин. ф - умумлашган 
координата. У х,олда (188-расм),
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х А = г cosip, уд =rsm<p, х в = rcoscp + 712 -  г2 sin2 ср (20.12)
Механизм нукталарининг мумкин булган кучишини 
умумлашган координата вариацияси 6ф оркдли 
ифодаланишини курайлик:

АА, = 5Sa =  ОА5ф= г8ф,

ВВ, - 5S, - В Р ■ Ц, . В Р ^ .  ВР ,'*> = B P - p I S S f i e » ,  
ЛР х в / с о 5 ф - г  yl\2 - T 2 sm 2 Ф

rsin9-8<p= X
■̂ l2 - г 2 sin2 <р

Шатун маркази - С нуктанинг мумкин булган 
кучиши

СС, = 8 S C =С Р 8фр 2 + 2 - 2 , )2 , ,
х| sin2 ф I2 cos2 ф г8ф 

I2 — г2 sin2 ф 12 - г 2 з т 2ф 2 
га тенг.

Шундай килиб, мумкин булган кучишлар 
механик системага таъсир кдлувчи кучларга 
боглик, булмасдан, системага к,уйилган богла
нишларнинг характерига богликдир. Мумкин булган 
кучишлар чексиз кичик булади, акс х,олда, яъни 
чекли кучишларда механик система шундай бошк.а 
х,олатга утиши мумкинки, бу хрлатда унинг 
мувозанат шартлари бопщача булиши мумкин. 
Мумкин булган кучишлар богланишларни 
бузмайдиган ва айни шу богланишлар йул куйган 
элементар кучишлардир, акс х,олда системанинг 
х,олати бузилиши мумкин.

Механик системанинг чексиз кичик 
кучишларига богланишларнинг куйган чеклари 
(тенгламалари) к,анча куп булса системанинг 
мумкин булган кучишлари учун шунча кам 
эркинлик мавжуд булади. Кривошип-шатун 
механизма мисолида текисликда унинг нукталари 
Холатига тааллукди 5 та (20.3) шартни кур дик. Агар 
механизм хОу текислигида эркин булганида унинг 
эркинлик даражаси ва демак узаро боглик, 
булмаган (эркин) кучишлар сони б тага тенг булар



эди. 188-расм. хОу текислигида кривошип-шатун 
механизмининг ^олати олтита координаталар билан
аникданади. Булар О, А, В нук,таларнинг х ва у 
координаталаридир. Эркин механизмнинг бу олтита 
координаталарига мос олтита вариациялар ( узаро 
богмщмас элементар кучишлар) мавжуд. 
Текисликдаги бу механизмга (20.3) тенгламалар 
ифодаловчи богланишлар к,уйилганлиги натижасида 
мавжуд олтита вариациялардан битта вариация 
(координата-эркинлик даража) крлади. Зеро, Хо ,у0 
,ув координаталарнинг вариацияси нолга айланади, 
х.ч ,Ул ,хв координаталарнинг вариациялари бурчак 
вариацияси 8ф орк,али ифодаланади. Мустакдл 
битта вариация 6ф к,олади. Шу сабабли бу 
механизм битта эркинлик даражасига эга ва 
битта умумлашган координата орк,али аникданади.

96-§. Идеал богланишлар.

Богланишларнинг яна бир мухдм класси 
(таснифи) билан танишамиз. Аввалом бор, аналитик 
механиканинг мухдм тушунчаси булган кучнинг 
мумкин булган кучишдаги иши тушунчаси устида 
тухталамиз, чунки бундан буён у х,акдда тез-тез 
суз юритилади Механик системанинг муайян 
нук,таси (ёки бирор моддий нук;та) га F куч 
Куйилган булсин. Бу нук,танинг мумкин булган 5г 
кучишида унга к,уйилган F кучнинг элементар иши:

8А =Fdr = F-5r co s(F ,8 r) (20.13)
га тенг ва у шу кучнинг мумкин булган кучишдаги 
иши дейилади. Агар механик системага битга эмас
бир неча: F,, F2....Fn -кучлар куйилган булса, у
х,олда унинг мумкин булган кучишида унга 
куйилган ушбу кучларнинг элементар ишларининг 
йигиндиси
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n n  A

8 A = X  Fk ■ 8rk = X  Fk8rk cos(Fk ,8rk) (20.14) 
k=l k = l 

га тенг булади. Бу ерда 5гк- механик системанинг 
куч куйилган к- нчи нук,тасининг мумкин булган 
кучиш радиус вектори. Мумкин булган кучишдаги 
(элементар) иш (20.13) ёки (20.14) да куч ёки кучлар 
системаси узгармайди деб хисобланади.

Богланишли механик система х;олида 
реакция кучларининг мумкин булган кучишдаги 
ишини х,ам аникдашга тугри келади. Айтайлик, 
эркинмас механик система п- та нук,тадан иборат 
булсин. Богланиш реакция кучларининг система 
нукталарига куйилган тенг таъсир этувчиларини 
N ,r N2,...,Nn, система нукталарининг мумкин булган 
кучишларини эса 8г, , бг2 8гп орк,али 
белгилайлик. Механик системанинг бирор ихтиёрий 
мумкин булган кучишида NK реакция кучининг 
элементар иши

8Ak = Nk8rk = Nk8rkcos(Nk,8r) (к = 1,п) 
га тенг булади. Механик система нукталарининг 
Хар кандай мумкин булган кучишида барча 
реакция кучларининг иши эса куйидагича 
аникданади:

п л
8AN = ^  Nk8rk cos(Nk , 8r)

k=l
Баъзи богланишлар учун ушбу элементар иш 

нолга тенг булади, яъни
П А

^  Nk8rk cos(Nk , 8r)=0 (20.15)
k=

Богланишдсчги механик системанинг х;ар 
кандай мумкин булган кучишида унинг нукталарига 
Куйилган богланиш реакция кучларининг элементар 
шилари йигиндиси нолга тенг булса, яъни (20.15) 
бажарилса бунд<ш богланишга идеал богланиш 
дейилади.
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Идеал богланишнинг маъносини чукуррок, 
тущуниш мак,садида техникада куп учрайдиган 
богланишларнинг баъзиларини мисол тарик,асида 
к,уйида к,араб чик,амиз,

1. Силлщ сирт. Бирор М моддий нук,та 
силлик сирт ус.тида ажралмасдан даракатланганида 
богланиш реакцияси сиртга ана шу М нук,тада 
утказилган нормаль буйича йуналган битта N 
кучдан иборат булишини юк,орида курган эдик. М 
нук,танинг мумкин булган кучиши 8г эса х,ар 
доим шу М нук,тада сиртга утказилган уринма 
текисликда ётар эди. Шу боисдан силлик, сиртнинг 
реакция кучи х,ар к,андай мумкин булган кучишга 
перпендикуляр равишда йуналган булади (189- 
расм). Демак, силлик, сирт реакциясининг х,ар 
к,андай мумкин булган кучишдаги иши нолга тенг 
булади:

5AN = N-8r =  О,
г̂унки, юк,орида айтганимиздек, N 1 5г. Шундай 

кдлиб, агар сирт буйлаб М нук,та х,аракатланганида 
(мумкин булган кучишида) ишк,аланиш нолга тенг,

189-расм. 190-расм.
яъни сирт силлик, булса бу сирт идеал 
богланиш хдсобланар экан. Агар сирт силлик, 
булмаса, яъни ипщаланиш нолга тенг булмаса, 
ишк,аланиш реакция кучи мумкин булган кучиш 
радиус вектори билан бир чизикда к,арама- к,арши 
йуналган булади ва ушбу кучишдаги унинг иши 
нолдан фаркди булади. Энди богланишни яна идеал 
богланишга келтириш учун ипщаланиш реакция
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кучини богланиш реакция кучлари системасидан 
чикариб берилган кучлар системасига кушиб 
к,араш кифоя. Бунда богланшннинг реакция кучи 
яна нормаль N реакция кучдангина иборат булади, 
богланиш (ушбу шарт билан) идеал богланишга 
айланади.
2. Сирпанмасдан думалашдаги богланиш. Бир 
абсолют к,аттик, жисм иккинчи абсолют к,аттик, 
жисм сирти (богланиш) буйлаб сирпанмасдан 
думалашда булсин. Жисмлар силлик, булмасада ва 
демак, шхщаланиш кучи нолдан фаркди булсада 
жисмнинг х,ар к,андай мумкин булган кучишида 
(думалашида) реакция кучларининг иши нолга 
тенг, яъни богланиш идеал богланиш булади. Чунки 
думалаёттан жис:мнинг богланиш сирти билан 
тегишган В ну*;таси х,аракатсиз к,олади, яъни 
5гв = 0, шу бил<ш бирга богланиш сиртининг 
мазкур жисмга реакция кучи R х,ам худди шу 
тегишган В нуктага куйилган ва у ишк,аланиш кучи 
х,амда нормаль реакция каби ташкил 
этувчилардангина иборат булади (190-расм). Бундан, 
реакция кучи R нинг дар к,андай мумкин булган 
кучиш (думалаш) даги иши нолга тенглиги келиб 
чикдди:

5AR = R8rB = (N + F J )  -5гв =  0.
Демак, абсолют к,аттик, жисмнинг бошк,а абсолют 
Каттик, жисм сирти буйлаб сирпанмасдан 
думалашида бу сирт идеал богланиш булади.
3. Кривошип- шапгунли механизм. О кузгалмас, А 
кузгалувчан цилиндрсимон шарнир укдаридаги 
х,амда В ползун йуналтирувчиларидаги ипщаланиш- 
ларни эътиборга олмасак, кривошип-шатунли 
механизмга куйилган богланишларни идеал 
богланишлар деб хцсоблаш мумкин.

Х,акикатан хам, ушбу механизмнинг х,ар 
к;андай мумкин булган кучишида О нукта 
Кузгалмас булгани сабабли 8г0 = 0  га тенг ва 
нуктадаги боглашпп реакцияси N0 нинг иши нолга
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тенг. В ползунни йуналтирувчи сирт (богланиш) 
нинг таъсири - NB реакция кучи ползуннинг 
мумкин булган кучиш радиус вектори 5гв га 
перпендикуляр. Шу туфайли, NB реакция кучининг 
мумкин булган кучишдаги иши х,ам нолга тенг (191- 
расм).

А нук,тадаги кузгалувчан цилиндрсиман 
шарнир ички богланиш булиб унинг реакцияси ОА 
кривошпнинг АВ шатунга таъсир кучи NA ва 
аксинча шатунни кривошипга акс таъсир кучи 1Чд 
дан иборат булиб, таъсир-акс таъсирларнинг узаро 
тенглигига биноан 1Чд = - NA Шунинг учун, А 
нуктанинг мумкин булган кучишида реакциянинг

Бу ерда 6гд - А нук,танинг мумкин булган кучиш 
вектори.

Худди шундай, В нук,тада ползунни шатун 
билан богловчи цилиндрли шарнир реакция кучи 
таъсир-акс таъсирдан иборат булиб, унинг В 
шарнир ни мумкин булган кучишидаги иши х;ам, 
А шарнир каби нолга тенг.
4. %аттщ узгармас система. Бунда богланиш 
абсолют к,аттик, жисм, деформацияланмайдиган 
бикир стерженлар орк,али амалга оширилади. 
Бинобарин, абсо.\ют к,аттик, жисм нук,талари 
^заро бир бирлари билан деформацияланмайдиган 
стерженлар ёрдамида богланган ва уни шу

191-раем, 
иши нолга тенг булади:

192-расм.

NA8rA + N'4SrA=(NA-N»)5rA= 0
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сабабдан узгармас система деб хдсоблаш мумкин. 
Мисол учун узаро бир-бирлари билан вазнсиз ва 
деформацияланмайдиган стержень орк,али 
богланган иккита моддий нук,тани олайлик. 
Нук,таларнинг бундай богланиши идеал богланиш 
булади (192-расм).

Стерженнинг нук,таларга таъсири 
реакцияси стержень буйлаб йуналган ва тегишли 
равишда RA, RB га тент булсин. Бунда, таъсир-акс 
таъсир аксиомасига кура Rb = -R a . Нук,таларнинг 
мумкин булган к̂ ’чишлари §гА, 8гв га тенг булсин. 
Серженнинг деформацияланмаслиги шарти 

(гА - Гв )2 = (АВ)2 =  const 
ни вариациялаб к,уйидагини х,осил кдламиз:

(гд -гв ) • (8га - 8гв ) =  О, 
яъни гА - гв вектор билан унинг вариацияси узаро 
перпендикуляр йуналган. Умумий х;олда, R,4 ,RI( 
реакциялар к,уйилган А ва В нук,таларнинг мумкин 
булган кучишлари 5г^, 8гв нолга тенг эмас ва 
реакциялар йуналишига перпендикуляр эмас. 
Шунинг учун, RA, Rb реакцияларнинг мумкин 
булган кучиШдаги шплари алохцда-алохдда нолга 
тенг эмас. Шундай булшиига к,арамасдан реакция 
ишларининг йигиндиси х,ар к;андай мумкин булган 
кучишда нолга тенг. RA ва Rr реакцияларнинг 8гл , 
8гв му>1кин булган кучишдаги ишларининг 
йигиндисини х̂ 1соблаймиз:

R4 -5га +  Re -6 rB =  RA 6rA - RA6rB = R A(5rA - 5rB) =  О, 
чунки, Ra вектор йуналиши буйича (гА-гв ) билан 
бир чизикда ётади ва шунинг учун 8гд - 8гв 
векторга перпендикуляр йуналган.

Шундай к,илиб, стержень ва демак абсолют 
к,аттик, жисм (ёки механик система) ички 
богланишлари идеал богланишни таш ки л  
кдлар экан.

Богланиш реакция кучларининг мумкин 
булган кучишдаги ишларининг йигиндиси факдт
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юкорида айтиб утилган холлардагина нолга тенг 
булиб к;олмасдан купгина машина, механизм ва 
конструкцияларда кулланилган богланишларда х,ам 
бажарилади. Чунки, машина, механизм, конст- 
рукцияларнинг мукаммаллик даражаси зарарли 
к,аршиликлар (машина к,исмларининг узаро 
ишк,аланиш кучлари) ни енгиш учун сарфланадиган 
исроф к,увватнинг (ишнинг) кичик булиши билан 
бах,оланади. Ушбу исроф кувватнинг машинани 
харакатга келтирувчи мотор к;увватидан них;оят 
кичик булиш шарти машина, механизм, 
конструкцияларни лойщалашдаги асосий талаб 
хргсобланади.

Машина, механизм ва конструкцияларнинг 
такомиллигини бадоловчи исроф к;увват
богланишлар реакция кучлари иши туфайли 
мавжуддир. Шунинг учун машина, механизм ва 
конструкция кцсмларини бир-бири билан идеал 
богланишлар ёрдамида бириктириш талабга 
мувофик, булади.

97-§ . Мумкин булган кучиш принципи.

Мумкин булган кучиш принципи берилган 
кучлар таъсиридаги богланишли механик
системанинг мувозанатда булишининг энг умумий 
шартл&рини ифодалайди. Механик системанинг 
мувозанат х;олати деганда, умумий х,олда, унинг 
тугри чизикди текис харакат холати хам 
тушунилади. Динамикада система мувозанат тинч 
хрлатда булиши у*гун куйилган кучларнинг 
геометрик йигиндисини нолга тенглиги шартига 
система нук,тала]зининг бошлангич тезликларини 
нолга тенглигидан иборат талабни х;ам к,ушиб 
к,араш зарур. Яъни моддий нук,таларнинг 
мувозанати учун системанинг х,ар бир нук;тасига 
таъсир этаётган кучларнинг геометрик йигиндиси 
Ва хамма нукталарнинг бошлангич пайтдаги 
тезликлари нолга тенг булиши зарур ва етарли.
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Статикада к,аттик, жисмнинг мувозанатда 
булиш шарти жиемга куйилган кучларнинг 
координата укдарига проекциялари йигиндисини 
ва бу кучларнинг шу координата укдарига 
нисбатан моментлари йигиндисини нолга тенг 
булишидан иборат эди. Бунда, богланишдан 
бушатиш принципига биноан жисм эркин деб 
к,араларди ва куйилган кучлар к,аторига номаълум 
реакция кучлари х,ам киритилар эди. Лекин, бир 
неча жисмлардан ташкил топтан богланишли 
мураккаб системанинг мувозанатини урганиш 
учун статиканинг юк,орида к,айд кдлинган методи 
деярли ярок,сизга айланади. Шу боисдан, 
эркинмас мураккаб системанинг мувозанатини 
урганиш системанинг мумкин булган кучиши 
х,акдд,аги тушунчадан фойдаланиш билан боглик, 
принципга асосланган. Мумкин булган кучиш 
принципи к,уйидагича таърифланади: идеал, 
бушатмайдиган, стационар богланишлар куйилган 
механик система берилган актив кучлар таъсирида 
мувозанатда булиши учун барча актив кучларнинг 
система нуцталарининг х,ар к,андай мумкин булган 
кучишидаги элементлар ишлари йигиндиси х,амда 
система барча нукдюларининг бошлангич 
тезликлари нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

Системанинг бирор Мк нук,тасига куйилган 
актив кучларнинг тенг таъсир этувчиси F* , шу 
нуктанинг мумкин булган кучиш вектори 
8rk. булсин. У х,олда, мумкин булган кучиш 
принципи ушбу векторларнинг скаляр купайтма- 
лари йигиндиси каби куйидагича математик 
ифодаланади:

X F k'5rk = 0  (20.16)
k=l

Зарурлиги. Модйдй нук,талар системасшпшх 
мувозанати учун (20.16) шартнинг зарурлигини 
исботлаймиз. Идеал, бушатмайдиган, стационар 
богланишлар куйилган п та моддий нук,талар
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системаси мувозанат долатда тинч тургаы булсин. У 
долда, унинг х,ар бир нук,таси мувозанат хрлатда 
тинч туради. Жумладан, Мк нук,тага актив 
кучларнинг тенг таъсир этувчиси FK ва богланишдан 
бушатиш принципига асосан унга куйилган реакция 
кучларининг тенг таъсир этувчиси NK таъсир этади. 
Мувозанатлик талабга кура х;ар бир нук;та учун 
куйидаги шарт бажарилиши керак:

F t+  Nk =  0, vk (0)=0, (к=1,п).

Системанинг ушбу мувозанатдаги тинч х,олатдан 
бирор мумкин булган кучишида унинг нукталари 

- 5Г|, 5г2 бгп т̂ гумкин булган кучишлар олеин. 
Юк;оридаги мувозанат тенгламаларнинг х,ар бирини 
§г га скаляр кугмйтириб,

(Ft +  Nk ) 5г = 0 ,  (к = й ) ,  
ушбу х;осил булган п та тенгламани х;адма-хад 
кушамиз. У х,олда куйидаги ифодани оламиз:

Z Fk,5rk+ Z N k-8rk = 0  
k = l k=l

Механик системага куйилган богланишлар идеал 
богланишлар булгани учун

l N k-8rk = 0
k=l

Демак,система мувозанатда булиши учун (20.16) 
шарт бажарилишининг зарурлиги келиб чикдди.

Етарлалига. Механик системанинг 
мувозанати учун (20.16) шарт етарли эканлигини 
исботлаймиз. Бунинг учун (20.16) шарт 
бажарилганда система мувозанатда булишини 
курсатиш кифоя. Фараз кдлайлик, (20.16) шарт 
бажарилган, лекин бунга каромасдан, система 
Мувозанатда булмасин. Бопщача айтганда, (20.16) 
ш&ртнинг бажарилишига к,арамасдан система 
куйилган кучлар таъсирида узининг бошлангич
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тинч х;олатидан даракатга келсин. Таърифга 
кура, системага куйилган богланишлар стационар 
ва шунинг учун системанинг ^акдкдй кучиши 
унинг бирор мумкин булган кучиши билан мос 
келади. Механик система нукталарининг тинч 
х,олатдан кучиши FK ва NK кучларнинг тенг таъсир 
этувчиси буйлаб юз беради ва шу сабабдан мусбат 
иш бажарилади:

X ( F k+N k) 5 r k > 0
k=l

ёки

Z F k  ' 5rk + X Nk- 8rk > 0
k=1 k=l

Таърифга кура системага идеал богланишлар 
куйилганлиги сабабли

• I X - 5 r k = 0
k=i

Демак, система мувозанатда булмаса

X F k-5rk > 0
k=l

келиб чик,ади. Бу натижа эса, юк,орида к,абул 
Килинган (20.16) шартга зидаир. Механик 
системанинг мувозанатда булиши учун (20.16) 
нинг бажарилиши етарли. Шундай килиб, мумкин 
булган кучиш принципининг (20.16) ифодаси 
х;акнк,атан х,ам механик система мувозанатининг 
зарур ва етарли шартини ифодалар экан.

Мумкин булган кучиш принципининг (20.16) 
ифодасини баъзан Лангражнинг мумкин булган 
кучиш принципы, баъзан мумкин булган ишлар 
тенгламаси х,ам дейилади. (20.16) шартни куйидаги 
ифодалар куринишида ёзиш мумкин:

X ( F kxSxk + FkySy + Fkz5z) = 0
k = l
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X  Fk5rk cos(Fk , 6rk) = 0
k=l

Мумкин булган кучиш принципи механик 
системанинг айрим кисмлари мувозанатини 
аникламасдан туриб унинг мувозанатининг умумий 
шартларини ифодалайди. Бу принципнинг 
афзаллиги х;ам шундан иборатки, унинг ифодасида, 
олдиндан номаълум булувчи реакциялар к,ат- 
нашмайди. Ушшг ёрдами билан текис кучлар ёки 
фазовий кучлар с:истемас:ининг таъсиридаги жисм
нинг ёки механик системанинг мувозанати масала- 
лари осон ечилади.

Агар системага куйилган богланишларнинг 
Хаммаси х,ам идеал булмаса, масалан, силлик, 
булмаган текислик ёки сиртлар х;слида, актив 
кучлар к^торига ушбу идеалмас богланиш 
реакциялари кушилади ва куйилган актив кучлар 
ва идеалмас богланиш реакция кучларининг мумкин 
булган кучишдаги шпларининг йигиндиси нолга 
тенглаштирилиб к,аралади. Шу йул билан тузиган 
тенгламалардан берилган актив кучлар билан 
идеалмас богланиш реакция кучлари орасидаги 
муносабат аникданади.

Худди шу йусикда, идеал богланиш реакция 
кучларини хам аниклаш мумкин, агар у
масаланинг шартига кура талаб килинган булса. 
Идеал богланшпнинг шу талаб килинган 
реакцияс1ши аникдаш учун механик системаяи 
ушбу идеал богланишдан бушатиб, унинг 
системага таъсирини шу реакция билан 
алмаштирилади ва бу реакция кучини актив кучлар 
к,аторига кушиб, хосил булган кучларнинг 
х,аммасига мумкин булгзн кучиш принцшж 
кулланилади. Мувозанат шартшшнг шу йул билан 
х,осил булган тенгламасидан бу реакция кучи 
аникданади.

Энди мумкин булган кучиш принципини 
механик системанинг мувозанатини текширишга
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к,андай тадбик, этилишини к,араб чик,амиз. 
Масалалар ечишда куйидаги тартибга риоя кдлиш 
тавсия этилади.
1. Механик системани ва унга куйилган х,амма 

актив кучларнн тасвирлаб олиш керак.
2. Механик системага мумкин булган кучиш 

берамиз ва актив кучлар куйилган нук,таларнинг 
мумкин булган кучишларини ёки бу кучлар 
к,уйилган жисмнинг элементар бурилиш 
бурчакларини расмда курсатамиз.

3. Актив кучларнинг х,ар к,андай мумкин булган 
кучишдаги элементар ишларини хдсоблаймиз ва
(20.16) куринишдаги тенгламани тузамиз.

4. Механик системанинг эркинлик даражаси битта 
булса, у х,олда системанинг бир нук,тасига 
кучиш имконини бериб, к,олган кучларнинг 
кучишини шу нук,танинг кучиши орк,али 
ифодалаймиз.

5. Тузилган мувозанат тенгламаларни ечиб, 
изланаётган номаълум микдорларни ёки 
номаълум нисбатларни топамиз.

AS-масала. Х,ар к,айсисининг огирлиги Р 
булган иккита цилиндрик каток устига огирлиги Cj 
булган рейка урнатилган. Кдялик бурчаги а  булган 
текисликда каток,\арни мувозанатда ушлаб туриш 
учун рейканинг юк,ори учига к,андай F куч 
щуйиш керак (193-расм). Катокнинг текислик ва

рейка билан ипщаланиши хцсобга олинмасин.
Ечиш. Агар думаланишдаги ипщаланиш 

эътиборга олинмаса, кдя текислик каток учун 
идеал богланиш булади. Ушбу механик системага
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шум кин булган кучиш берамиз ва элементар 
ишларни хисоблаймиз, у х,олда (20.16) шартга кура 
куйидагига эга буламиз:

8А = F-8SB - G  sina-8SB - 2 P s i n a - 8 S c = 0  
Бу ерда 5SB - рейканинг каток билан тегишган В 
нуктасининг мумкин булган кучиши. К нук;та каток 
учун тезликларнинг оний айланиш марказидир. 
Демак, 8SB = 2 -8Sr , чунки vB =2vc эди.

8SB нинг бу кийматини юк,оридаги 
тенгламага куйиб топамиз:

8А = 2[F -  (G + Р) • sin a] • 8S(. = 0 
Бундан F кучнинг кийматини куйидагича 
аникдаймиз:

F = (G + Р) • sin ос 
Энди иш тенгламасининг аналитик куриниши 

(координата усули) ни куллашга дойр масала 
Караймиз.

49-масала. Шарнирли АВСДЕ купбурчакнинг 
мувозанат х р л а т и д а  стерженларининг кдялик
бурчаклари a  = 60° ва (3 = 30° булиши учун унинг
учларига куйилган горизонтал Р ва вертикал Q 
кучлар орасидаги муносабат к,андай шартни 
к,аноатлантириши топилсин. Стержень отирлиги 
хдсобга олинмасин ва узунликлари
АВ = ВС = СД = ДЕ = а бир хил (194-расм).

Ечиш. а  ва (5 бурчакларни узгарувчи деб 
хцсоблаб иш тенгламасининг координата 
куринишини к,уллаймиз:

8A = X8x + Y8y + Z8z = 0
ЯЪНИ

8А = Р)х8х, + Р 2х8х 2 + Q8y3 = 0 
Бунда P, = Р 2 =Р.
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Кандай тадбик, этилишини к,араб чик,амиз. 
Масалалар ечишда к,уйидаги тартибга риоя кдлищ 
тавсия этилади,
1. Механик системани ва унга куйилган х,амма 

актив кучларни тасвирлаб олиш керак.
2. Механик системага мумкин булган кучиш 

берамиз ва актив кучлар куйилган нукталарнинг 
мумкин булган кучишларини ёки бу кучлар 
к,уйилган жисмнинг элементар бурилиш 
бурчакларини расмда курсатамиз.

3. Актив кучларнинг хар к,андай мумкин булган 
кучишдаги элементар ишларини хдсоблаймиз ва
(20.16) куринишдаги тенгламани тузамиз.

4. Механик системанинг эркинлик даражаси битта 
булса, у холда системанинг бир нукдасита 
кучиш имконини бериб, к°лган кучларнинг 
кучишини шу нуктанинг кучиши орк,али 
ифодалаймиз.

5. Тузилган мувозанат тенгламаларни ечиб, 
изланаётган номаълум микдорларни ёки 
номаълум нисбатларни топамиз.

AS-масала. Х,ар к,айсисининг огирлиги Р 
булган иккита цилиндрик каток устига огирлиги G 
булган рейка урнатилган. Р^иялик бурчаги а  булган 
текисликда каток,\арни мувозанатда ушлаб туриш 
учун рейканинг юк,ори учига к,андай F куч 
к,уйиш керак (193-расм). Катокнинг текислик ва

рейка билан ипщаланиши хдсобга олинмасин.
Ечиш. Агар думаланишдаги идщаланиш 

эътиборга олинмаса, кдя текислик каток учун 
идеал богланиш булади. Ушбу механик системага
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мумкин булган кучиш берамиз ва элементар 
ишларни хдсоблаймиз, у х,олда (20.16) шартга кура 
куйидагига эга буламиз:

5А = F • 8SB -  G sin а  • 5SB -  2 • Р • sin а  • 8SC = 0 
Бу ерда 8SB - рейканинг каток билан тегишган В 
нук,тасининг мумкин булган кучиши. К нук,та каток 
учун тезликларнинг оний айланиш марказидир. 
Демак, 8SB = 2 • 8SC , чунки vB = 2vc эди.

8SB нинг бу кдйматини юк,оридаги 
тенгламага куйиб топамиз:

8А = 2[F -  (G + Р) • sin а] • 8SC = 0 
Бундан F кучнинг кдйматини куйидагича 
аникдаймиз:

F = (G + P ) s i n a
Энди иш тенгламасининг аналитик куриниши 

(координата усули) ни куллашга дойр масала 
к,араймиз.

49-масало.иЛарнирли АВСДЕ купбурчакнинг 
мувозанат х,олатида стерженларининг кдялик
бурчаклари a  = 60° ва (3 = 30° булиши учун унинг 
учларига куйилган горизонтал Р ва вертикал Q 
кучлар орасидаги муносабат к,андай шартни 
к;аноатлантириши топилсин. Стержень огирлиги 
хдсобга олинмасин ва узунликлари
АВ = ВС = СД = ДЕ =  а бир хил (194-расм).

Ечиш. а  ва (3 бурчакларни узгарувчи деб 
хдсоблаб иш тенгламасининг координата 
куринишини к,уллаймиз:

SA = Х8х + Y8y + Z8z = 0
яъни

8А = Р|ч8х, + Р2х8х2 + Q8y3 = 0 
Бунда Р, = Р 2 =Р.
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8х,,8х2 ,8х; ларни здисоблаш учун кучлар 
Куйилган нук,та координаталарини а  ва Р лар 
оркали ифодалаймиз:
х, = -a  cosP ,х, = a cosP ,у3 = а sinp + asina = a(sina + sinp). 
Бу ифодаларни вариациялаймиз:
5х, = а - sinp 5р ,6х2 = -asmP-SP ,8у3 = a(cosa-5a + cosp-5p). 
Ушбу ашщлаш’анларни ишнинг кщоридаги 
ифодасига к,уйиб
5А = Р а sinp-5(J+ P a sinp-5p-Q a(cosa-5a + cosP 5р) = 0 
тенгламага келамиз. Охирги тенгликни а 8(3 *  0 га 
буламиз:

5а
2 Р sin(}-Q cosf3-Q co sa— = 0

ОР
Номаълум 8а /5(3 нисбатни топиш учун 
системанинг х,ар к;андай мумкин булган 
кучишида АВ, ВС, СД, ДЕ кесмаларнинг Ох укда 
проекциялари узгармас к,олиш шартига асосланиб 
кушимча тенглама тузамиз:

2acosa +  2acosJ3 =  const.
Бундан

6а _ sin р 
6(3 sin а 

Натижада к,уйидагига эга буламиз:
Q (ctgp-ctga) _  УЗ

2 3 ^
Топилган ифодадан (3 бурчаги а  нинг кдойматига 
якднлашиб борган сари, босим ошиб боришинк 
сезиш мумкин.

Мумкин булган кучиш принципининг 
статика методидсш афзаллиги шундаки, бунда 
богланиш реакцияларини мутлок,а эътибордан 
Холи деб к,араймиз. Бирок, , мумкин булган 
кучиш принципидан фойдаланиб богланиш 
реакцияларини х,ам аникдаш мумкин, бунинг учун
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богланишларни бушатиш (озод к г̂лиш)
принципидан фойдаланилади. Бундай усулда 
богланиш реакция кучларини актив кучлар 
к;аторида каралиб, масала одатдаги усулда ечилади. 
К,уйида биз мумкин булган кучиш принципи 
асосида богланиш реакцияларини аникдашга дойр 
масала курамиз.

50-масала. А В, Д таянчларда ётган AC, CD 
тусин С нук,тада шарнир билан бирлаштирилган 
икки кдсмдан иборат. Тусининг АС кдсмига Р, = 
8000 Н, Р2 =  6000 Н • га тенг вертикал кучлар 
куйилган; СД кдсмига эса моменти М =  4000 Н • м 
га тенг ва соат милининг айланишига тескари 
йуналишда жуфт кучлар куйилган. (195-расм, а). 
Улчамлар расмда курсатилган. А, В, Д лардаги таянч 
реакциялари аникдансин (195-расм).

Ечиш. АД тусин мувозанатдаги АС ва СД 
тусинлардан иборат иккита жисмлардан ташкил 
топтан.

Бу масалани статика усулида ечиш учун 
тусиннинг АС кдсмини фикран ажратиб олиб, СД 
к,нсмининг унга таъсирини куч билан алмаштириб, 
АС учун статика нинг мувозанат тенгламасини 
тузиш керак. Худди шунингдек, тусиннинг СД 
>у-1сми учун х,ам мувозанат тенгламаларни тузиб, 
х,осил булган тенгламаларни биргаликда еггиш 
керак. Бу усул анча машак,атли булиб, таянч 
реакцияларини фак,ат барча мувозанат 
тенгламаларини тузгандан кейин уларни 
биргаликда ечиш билан аникдаш мумкин. Мумкин 
булган кучиш принципини куллаш натижасида 
эса мувозанат шартни тегишлича тузиш билан битта 
тенгламадан керакли реакция кучини аникдаш 
мумкин. Бу усул номаълум реакция кучларини 
аникдаш масаласини анча осонлаштиради.

Мумкин булган кучиш принципини куллаб 
А, В, Д таянчлардсиги реакция кучларин аникдаймиз. 
R л реакция кучини аникдаш учун А таянчни
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фикран вертикал бушагиб, унинг тусинга 
таъсирини YA куч билан алмаштирамиз. Механик 
системага шундай мумкин булган кучиш 
берамизки, бунда А нук,та вертикал юк,орига 
йуналган §г
кучиш олеин. (195-расм, б). Р, ва Р2 вертикал кучлар 
к,уйилган К ва Е нук,таларнинг ва С нук,танинг 
мумкин булган кучишларини, мос равишда, 8гк , 8гЕ 
ва 8гг билан белгилаймиз; 5ф - АС ёки СД 
тусиннинг бурчак кучиши.

195-расм.
4 ■ 5ф = 5га = 2 • 8гк = 4 • 5ге = 2 ■ 8rc (1)
Мумкин булган кучиш принцшшни (195- 

расм.б) га к,уллаб берилган кучлар ва УА реакция 
кучининг ушбу мумкин булган кучишдаги л 
ишларининг йишндисини нолга тенглаймиз:

УА бгА - P, Srk +  Р2 бгЕ +  М-6ф =  0. (2)
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Ёки, (1) ни эътиборга олсак ва (2) нинг х,адларини 
5гд га 
кдламиз
5га га кцск,артирсак куйидаги ифодани х;осил

Y . - - P ,  + - Р , + - М  = 0.
А 2 1 4 2 4

Бундан УА = 1500 Н булишини аникдаймиз.
RB таянч реакция кучини аникдаш учун В 

таянчни фикран олиб ташлаб, унинг тусинга 
таъсирини RB куч билан алмаштирамиз. Механик 
системага унинг С нук,таси вертикал тарзда 
кщорига йуналггш 5гс мумкин булган кучиш 
оладиган кцлиб мумкин булган кучиш берамиз. 
(195-расм,в).
Р,, Р2 ва RB кучлар куйилган К, Е ва В, х,амда куч 
куйилмаган С нук,таларнинг мумкин булган 
кучишини, мос равишда, 5гк , 8гЕ, 8гв, 6гс билан 
белгилаймиз; 8ф- аввалгидек, СД тусиннинг бурчак 
кучшпи. Ушбу мумкин булган кучишлар (195-расм, 
в) га кура, к,уйидагича богланганлар:

2-5ф = 8гс =  б-5гЕ /5 =3-5гв/2 =3-8гк .
Энди мех;шик системага мумкин булган 

кучиш принципини к,уллаймиз:
-P,-8rk + RB-8rB - Р2-5ге - М-8ф= 0.

Бундан Rfj =  145Ш Н эканлигини аникдаймиз.
R реакция кучини аникдаш учун Д таянчни 

унинг тусинга таъсири - RA куч билан 
алмаштирамиз. Механик системага Д нук,таси 
вертикал юк,орига йуналишда 8гд кучиш оладиган 
мумкин булган кучиш берамиз. Тусиннинг АС 
кцсмида мумкин булган кучиш булмайди. СД 
кцсмида соат милининг айланишига тескари 
йуналишдаги бурчакка бурилиш содир булади:

2-8ф =  8гд.
Энди системага мумкин булган кучиш принципини 
к#ллаб к,уйидаги тенгламани х,осил кдламиз:

RA-8rA + М-8ф = 0.
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Бундан Ra=  -2000 Н. RA реакциянинг ишорасини 
манфийлиги Ra таянч реакция кучини аслида 
вертикал пастга йуналганлигини билдиради.

А таянчнииг горизонтал ташкил этувчисини 
аникдаш учун системанинг 195-расм,д 
курсатилгандек унинг горизонтал ташкил 
этувчисидан озод киламиз. Системага унинг А 
нуктаси горизонтал йуналишда бгАх мумкин булган 
Кучиш оладиган килиб мумкин булган кучиш 
борамиз. Р|, Р2 , Х л кучлар ва М моментнинг 
ишларини хдсоблаймиз. Бунда 5rk_LP,, SrElP 2, 5ф = 0
эканлигини эътиборга олсак, хА • 6гАх = 0 ва демак
Х л = 0 келиб чикади.

51 -масала. Кривошип-шатун механизми (196- 
расм) ОА кривошип, АВ-шатун ва В поршендан 
ташкил топтан. В поршенга расмда курсатилгандек 
Р куч куйилган. Кривошипнинг узунлиги г г а , 
шатуннинг узунлиги 1 га, кривошипни цилиндр уки 
билан Х.ОСИЛ кдлган бурчаги ф га тенг булса в а  

шарнирлардаги ишкаланишларни х,амда поршень, 
шатун, кривошипларнинг огарликларини кисобга 
олмасдан механизмни мувозанатловчи кривошип- 
даги М момент аникдансин.

196-расм
Ечиш. Бу масалани ечиш учун мумкин 

булган кучиш принципини кУллаймиз.
Механизмга 188-расмда курсатилгандек мумкин 
булган кучиш берамиз. М ва Р кучларнинг ушбу 
кучишдаги ишларининг йигиндисини здисоблаймиз: 

Р-8гв - М 8ф= 0. (1)
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р кучнинг ва 8гв нинг йуналиши бир хил булгани 
учун

Р8гв =  Р-8гв
га тенг. Поршеннинг мумкин булган кучиши 8гв 
билан кривошипнинг мумкин булган бурчак 
кучиши орасидаги муносабатни биз юк,орида 95-§ 
да келтириб чикарган эдик:
& ■ '  с- rsin(p5(p

= х Е---------------------
г2 sin2 ф

г2 sin2 фхв = ГСОБф +y]V 
Ушбу аникданганларни (1) асосий тенгламага 
куйиб ва уни 5ф га кдск,артириб, изланаётган 
момент учун к,уйидаги ифодага келамиз:

r-cos<p
М  = r-sin<p

Vl2 - г 2 sin2<p
+ 1 Р

52-масала. Текис учшарнирли аркага Р, ва 
Р2 кучлар куйилган (197-расм). А таянчдаги 
реакция аникдансин.

Ечиш. А таянчни олиб ташлаймиз ва унинг 
таъсирини Х А ва УА реакциялар билан 
алмаштир амиз. А таянчдан озод килингандан 
сунг система иккита эркинлик даражага эга булади, 
чунки энди
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бу система учун иккита узаро боглик, булмаган 
кучиш мумкин. Арканинг чан кдсмининг С шарнир 
атрофида бурилишини 5а  ва бутун арканинг В 
шарнир атрофида бурилишини 5(3 билан 
белгилаймиз. Дастлаб, системага фак,ат а  бурчак 
узгаргандаги ((3 =  const) мумкин булган кучиш 
берамиз. Кучларнинг бу кучишдаги элементар 
ишларини хдсоблаб (ишни С нук,тага нисбатан куч 
моментини бурилиш бурчаги 5а  га купайтмаси 
тарзида хдсоблаймиз) ва уни нолга тенглаб, 
куйидагини топамиз:

5А, =  (2аУд -hXA- аР,) 5а =  0. (1)
Энди, системага фак,ат (3 бурчак узгарадиган
(а =  const), мумкин булган кучиш берамиз. Бу 
кучишда кучларнинг элементар ишларини хдсоблаб 
топсак, у

5А2 =  (4аУд-ЗаР -аР2) 5(3 =  0 (2)
га тенг булиши керак.

Бу мувозанат шартлардан куйидаги икки 
тенгламани хрсил. кдламиз:

2аУд-ЬХл -аР, =  0, (3)
(4УА-ЗР,-Р2)а =  0. (4)

Уларни ечиб куйидагини топамиз:
а ГР I Р 1 Y -  3Pl+F>2

Берилган х,олда системанинг умумлашган коорди
наталари деб а  ва (3 бурчакларни хдсоблаш 
мумкин.

98-§ . Динамиканинг умумий тенгламаси

Лагранж мумкин булган кучиш принципидан 
фойдаланиб богланишли системанинг Даламбер 
принципидан келиб чик,адиган мувозанат шартни 
аналитик куринишда ифодалаган эди. Х,акдк,атан 
х,ам, биламизки, мумкин булган кучиш принципи 
статика масалаларини ечишнинг энг умумий методи
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булса, Даламбер принципи эса динамика 
масалаларини ечиш учун статика методларини 
куллашга имкон беради. Демак, бу икки принципни 
биргаликда куллаб динамика масалаларини 
ечишнинг энг умумий йулини топамиз.

Х,аракати идеал, голоном богланишлар билан 
чекланган п моддий нук,таларнинг механик 
системаси берилган булсин. Механик системанинг 
бирор Мк нук,тасига куйилган актив кучлар ва 
богланишлар реакция кучларининг тенг таъсир 
этувчиларини Fk ва Nk орк,али белгилаймиз. 
Даламбер принципига кура механик системанинг 
Хар бир Мк нук,таси учун вак,тнинг х,ар бир пайтида 
берилган кучларнинг; реакция кучларининг тенг 
таъсир этувчилари билан инерция кучининг 
геометрик йигиндиси нолга тенг, яъни (19.4) 
уринли

Fk+N k+ F k" = 0  
Вак;тни узгармас хисоблаб, механик системага 
мумкин булган кучиш берамиз. У х;олда, унинг х;ар
бир Мк нук,таси бгк (к = 1, п) мумкин булган кучиш 
олади. Юк,оридаги тенгламани х;ар бир нук,та учун 
ёзиб х,амда улар ни тегишли 8rk мумкин булган 
кучишга скаляр купайтириб ва бир-бири билан 
х;адма-х;ад к;ушиб ушбу кучлар ишининг 
йигиндисини аникдаймиз:

2 ^ 8 г 1 + Х Р ; 8 г к =0. 
к=1 • к=1 к=1 

Механик система]^ к,уйилган богланишлар идеал 
булгани учун уртадаги х,ад, яъни реакция 
кучларининг иши нолга тенг. Демак,

ёки,
к=1

it
X ( F k + FkH)-6rk = 0  (20.17)

I
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Z ( Fk - m ka k)-6rk = 0  (a)
k=l

ёки
(20.18)

Fk со:{ Fk >Srk j - m kakcos^ak ,8rkj 5rk = 0 (6)
k=l
Юк,оридаги (20.17) тенглама (ёки унинг боища 
куринишлари (20.18)) динамиканинг умумий 
тенгламаси дейилади. У куйидагича таърифланади: 
идеал, голоном богланишли хрракатдаги механик 
система нукдюларининг х,ар к,андай мумкин булган 
кучишда уларга таъсир этувчи актив кучларнинг ва 
шу нукдюларнинг инерция кучларнинг элементар 
ишлари йигиндиси х;ар онда нолга тенг булади . 
Актив кучлар Fk нинг Декарт координата 
укдардаги проекцияларини F^, Fkyi Fkz , система 
нукталарининг инерция кучлари F£ нинг ва мумкин 
булган кучишлари 8rk нинг ушбу уклардаги 
проекцияларини

К = ~ туУъ’ р« = ~т Л  *рмда ^ K,6yKr8zK 
орк,али белгилаб ва элементар ишнинг аналитик 
ифодасидан фойдаланиб (20.17) ни куйидагича 
ёзамиз:

l l ( Fh “ "v O ' &ic -ЩсУк)' ̂ к + f e -™&) • &к] = 0 (20-19)
k=i
Динамиканинг (20.19) куринишдаги умумий 
тенгламаси, биринчи бор, 1788 йилда Лагранж 
томонидан унинг "Аналитик механика" асарида 
келтирилган. У Даламбер принципи билан 
Лагранжнинг мумкин булган кучиш принципининг 
мажмуаси булгани учун Даламбер-Лангранж 
принципи х,ам дейилади.

Динамиканинг умумий тенгламаси кар 
Кандай механик система х,аракатининг
дифференциал тенгламасини ёзишга имкон беради
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Ва шунинг учун уни динамиканинг турли 
масалаларини ечиш учун бевосита куллаш мумкин. 
Агар механик система к,аттик, жисмлардан 
иборат булса, системанинг дифференциал 
тенгламасини ёзиш учун х;ар бир жисмга таъсир 
этувчи актив кучларга унинг инерция кучлари 
бош вектори ва бош моменти шартли кушилади ва 
сунгра мумкин булган кучиш принципини куллаб 
актив кучлар ва келтирилган инерция кучлари учун
(20.17) ёки (20.19) тенглама ёзилади.

53-масала. Огирлиги РА га тенг булган А юк 
чузилмайдиган ип билан осиб куйилган, ипнинг 
иккинчи учи кузгалмас ук, атрофида айланувчи г 
радиусли ва огирлиги Рв га тенг В барабанга 
уралган. Агар барабанга айлантирувчи М момент 
куйилган булса, А юкнинг чизикди тезланиши аА 
аникдансин. (198-расм).

198-расм.
Ечиш. Ушбу механик система жисмларига 

таъсир этаётган берилган кучларни х,амда инерция 
кучлари ва инерция моментларини расмда 
тасвирлаймиз.

Механик система жисмлари А юк ва В 
барабанга мумкин булган кучишлар 5SA ва унга 
Мос §ф берамиз, сунгра система учун 
Динамиканинг умумий тенгламасини тузамиз:



8А = Х 8 А“ + Х § А “ = 0
яъни
8A = - P - 8 S a -FJJ -8Sa +М -8ф -М д -8ф = 0

P
F" = m Aa A =-j^-aA, M§ =IB eB, a A = er. 

Бу ерда _  2
5 S a  = г 8ф, 1В = ^ Гr "  "  2

Буларни юк,оридаги тенгламага куйиб:

р c-r, or* . м  ^SA Рвг ал- P ASSA- — aA8SA+ M — Т Т  

Бундан

еки

= 0

199-расм.
54-масала. Огирлиги Р, га, инерция радиуси 

pi га тенг биринчи тишли гилдиракка 
айлантирувчи М момент куйилган ва у огирлиги 
Р2 га, инерция радиуси р2 га тенг иккинчи 
барабаннинг тишли гилдиракчаси билан 
тишлашган. Барабанга уралаётган арк,он огирлиги 
Q га тенг юкни кия текисликда юк,орига кутаради 
Аркрннинг огирлигини, укдардаги ипщаланишни 
хдсобга олмасдан юкнинг тезланиши аникдансин. 
Юкнинг кдя текисликда сирпанишидаги
иищаланиш коэффициента f га, барабаннинг
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радиуси г га, тишли гилдиракларнинг радиуси г, , г2 
га тенг. 199-расм.

Ечиш. Ушбу механик системага таъсир 
кдлаётган актив куч Q ни ва айлантирувчи М 
моментни (1-тишли гилдиракнинг ва барабан билан 
унинг тишли тлдиракчасининг огирлик кучлари Р, 
ва Р2 иш бажармайди, чунки улар кузгалмас) 
тасвирлаймиз. Уларга Е̂ ,, N - реакция кучларини, 
юкнинг инерция кучи F3“ ни ва 1, 2 жисмларнинг 
инерция моментлари Mf ва М" ни кушамиз (3- 
жисм илгариланма х,аракатлангани учун унинг 
инерция кучлари фак,ат бош векторга, яъни 
массалар марказита к;уйилган тенг таъсир
этувчига, 1, 2 жисмлар айланма х,аракатлангани 
учун уларнинг инерция кучлари моменти бош 
моментга тенг бир жуфтга келтирилади). Улар 
микдор жих,атдан куйидагича аникданади:

F,r = f  K N =Q coea,
ё  ё  ё  

Хдмма кучларнинг йуналиши расмда курсатилган. 
Механик системага М нинг таъсирига мос мумкин 
булган кучиш берамиз ва динамиканинг умумий 
тенгламасини тузамиз:

- ( Q s i n a  + F3H + FTp)6S3 -М "  -бф2 + ( M - M " ^ ,  = 0
Мумкин булган кучишларни Stfc орк,али 
ифодалаймиз,

8S 3 = г-5ф2, бф, ■ г, = б ф 2 -г2, 8ф, =  г2 -5ф2 / г,
х;олда динамиканинг умумий тенгламаси 

куйидаги куринишга келади:

~Q|sina+ — + f c o s a l r - — -р2-е2- — -pf-e,—+М — = 0 
\ S у ё  ё

Бу ифодадаги е, ва е2 катталикларни изланаётган 
а . тезланиш орк;с)ЛИ ифодалаймиз:
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P _ Ь .  р - I I ,  = b J L i
82 "  г ’ 1 г, 2 г, • г

Пиравардида
(гг., / r . ) M - r 2( s i na  + f  co sa)Q

Зз~ г2 • Q + p2 • P2 + (pf • r2 / r2 )p, 8
55-масала. Огарликлари P, ва P2 булган А ва 

В юкларнинг горизонт билан а ва р бурчак 
ташкил этувчи кия текисликлар буйлаб кандай 
тезланиш билан х,аракатланиши топилсин (200- 
расм).

Ечиш. Мехс1ник системага куйилган актив Р, 
, Р2 кучларни тасвирлаймиз ва уларга модуллари

Р Р
F" = —La, F2h = —  а, 

g g
га тенг булган инерция кучларини кушамиз, бу 
ерда а-юкларнинг изланаётган тезланшии

200-расм.
Энди системага 5S мумкин булган кучиш берамиз 
ва динамиканинг умумий тенгламасини тузамиз:

(р, sin а  -  Р2 sin Р -  F" -  F2H)SS = 0
5S олдидаги коэф(|)ициентни нолга тенглаб ва F,",F2 
ларни кийматлари оркали ифодалаб, куйидагига 
эга буламиз:

P. s i n a - P 2 sin р
а -------------------------2 .

Р1+Р2
Охирида шуни эслатиб утамизки, мураккаб 

механик системалар учун динамиканинг умумии
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тенгламасини тузишда система нукталари 
инерция кучларининг ишларини зднсоблаш 
масаласи анча кдйинчиликка олиб келади. Бундай 
х;олларда система харакатининг умумлашган 
координаталардаги тенгламасига ёки Лагранж 
тенгламасига утиш масалалар ечиш жараёнини бир 
мунча соддалаштиради, булар устида биз кейинги 
лекцияларимизда тухталиб утамиз.

99-§. Умумлашган кучлар ва уларни аникдаш.

Биз юк,орида умумлашган координаталар 
тушунчасини баён этган эдик. Уларга куйилган 
иккита асосий талабни яна бир бор таъкидлаб 
утайлик.

Биринчидан, механик система нук,таларининг 
радиус векторлари ва демак, Декарт 
координаталари умумлашган координаталарнинг 
бир кдйматли функцияси булиши керак. Чунончи, 
стационар богланиш куйилган механик система п 
та нук,тадан иборат булиб s та эркинлик даражасига 
эга булса, ихтиёрий к-нчи нук,танинг радиус 
вектори умумлашган координаталар орк,али 
к;уйидагича аникданади:

rk= rk(q„ q2l. . . q, ), (к = l,n) (20.20)
Иккинчидан, умумлашган координаталар богланиш 
тенгламалари билан мувофик, танланади, яъни
(20.20) ни, ёки унинг проекциялари xk, ук, zk ни 
богланиш тенгламаларига келтириб куйганимизда 
боганиш тенгламалари айниятларга айланиши 
керак.

Механик система нукталарининг мумкин 
болтан кучиши (20.20)га кура к,уйидагича ашщанади:

S _____

(к = й>) (20.21)
j=i 04j
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Механик системага куйилган богланишлар 
стационар булгани учун унинг х,акдаий кучиши
(20.21) нинг биттаси булади:

drk = E | ^ d q  j5 ( к = й )  (20.22)

К,уйилган богланишлар ностационар х,оли учун 
системанинг х,акикдй кучишини аникдашда rk 
радиус вектор вактнинг функцияси эканлигини 
эътиборга олиш керак ва (20.22) га куйидаги х,ад 
кушилади

Жумладан, система нукталарининг тезлиги 
умумлашган координаталар оркали куйидагича 
аникланади:

Бу ерда
dq

4 . = _ i  (20.24)

умумлашган тезлик дейилади. Стационар богланиш 
Куйилган колда (20.23) да охирги х,ад нолга айланади.

Эгк
Юкорида аникланган ифодалардаги

векторнинг кузгалмас Декарт координата
укларига проекциялари к-нчи нуктанинг тегишли 
координаталаридан умумлашган координата буйича 
олинган хрсиласига тенг:

K  = ^ L . i + ^ L . j  + ^ L . k (20.25)
Эя, dqj

Бу ерда i, j, к - кузгалмас уклардаги бирлик 
векторлар-ортлар.

Энди динс1миканинг марказий тушунча- 
ларидан бири кучни умумлашган координаталар

Y -^ - q  + —
at

(k = l,n) (20.23)



орк,алн аникдашга ва умумлашган куч тушун- 
часини таърифлашга, ифодасини келтириб 
чик,аршпга утамиз. Бунинг учун механик системага 
унинг умумлашган координаталаридан, масалан, 
фак;ат q, чексиз кичик орттирма 5q, оладиган 
кдлиб мумкин булган кучиш берамиз. У х;олда 
системанинг барча п нук,талари чексиз кичик 
(мумкин булган) кучишлар (5q,)„ (5q2), (5q3),..., (6qn), 
олади. Ушбу кучишлар системага куйилган 
голоном, стационар богланишларга мувофик; 
булганлиги сабабли у системанинг мумкин булган 
кучишларидан бири булади.

Умумлашган координаталар дан факат q, 
гина ушбу кучишда узгариши (к,олган умумлашган 
координаталар узгармаслиги) сабабли (5гк), 
хусусий дифференциал каби хдсобланади:

(5гД  =
ЭГк Яо-----oq,
3q,

Энди механик системага куйилган
кучларнинг мазкур мумкин булган кучишдаги 
элементар ишлари йигиндисини аникдаймиз:

5А, = F, (&•,), + F ,(&•,),+. .+F.(Sr.), - i n = Q . S q .
k=l

Бу ерда
■Л Эг

о , - Х п
k=l ^4l

Qi умумлашган кучни ифодалайди.
Механик системага, энди, q2 умумлашган 

координата орттирма оладиган кдлиб мумкин 
булган кучиш бериб, бунда кучларнинг 
элементар ишини х,ам юк,оридаги каби аникдаймиз:

П 0J.
6А, = Q 25q2, Q2 = 5 Ж  дТ

k=i dq-
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Умуман, богланишли системанинг х,амма 
мумкин булган кучишларида унга куйилган 
кучларнинг элементар иши худди шу йусинда 
аникданади:

s S

5A = X 5Aj = E Q jS4. (20.26)
j=i j=i

Бу ерда

Q j= X V T T >  0 = м )  (20.27) 
k=l ° 4 j

Qj умумлашган кучни ифодалайди.
Элементар ишнинг бу ифодасидаги Qj 

умумлашган кучлар (20.27) билан ифодаланса х;ам 
унинг (20.26) табиатига кура куйидагича 
таърифланади: Берилган механик система 
нуцталарига таъсир этувчи актив кучларнинг 
система мумкин булган кучишларидаги тула 
элементар иш ифодасида умумлашган 
координатлар орттирмаси олдидаги коэффи- 
циентга тенг капипаликка айтилади.

Умумий х,олда, умумлашган куч Qj биз 
билган оддий маънодаги куч эмас. Бинобарин, 
умумлашган кучнинг улчови [Qj] унга мос 
умумлашган координатанинг [cjj] улчовига боглик, 
булади.

бу ерда [А] - ишнинг улчови.
Агар умумлашган координата узунлик 

улчамида булса, умумлашган кучнинг улчам 
бирлиги куч улчам бирлиги билан бир хил булади, 
яъни у Ньютонда улчанади; агар умумлашган 
координата бурчак катталикдан иборат булса, 
умумлашган кучнинг улчамлиги момент улчамлиги 
билан бир хил булади, яъни у (Нм) да 
улчанади. Агар у - х,ажм булса (цилиндр ичидаги 
поршеннинг х,олати поршень орк,асидаги х;ажм
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билан аникданиши мумкин), умумлашган куч Н/м2 
бирилигида, яъни босим улчамлигида улчанади.

Демак, умумлашган куч тушунчаси х,ам 
модлдй жисмларнинг узаро механик таъсирла- 
шувини характерловчи турли катталиклар (куч,куч 
моменти, босим) дан иборат булади.

Шундай кдлиб, механик системага 
к,уйилган • умумлашган кучларнинг умумий сони 
умумлашган координаталар сонига тенг ва шу билан 
бирга, хар бир умумлашган кучнинг улчам 
бирлиги тегишли умумлашган координата улчам 
бирлиги билан мослашган булади.

Одатдаги кучлар каби умумлашган кучлар 
х,ам умумлашган ташки, умумлашган ички кучлар 
ёки умумлашган актив кучлар, умумлашган 
реакциялар каби гурухдарга ажратиш мумкин. 
Жумладан, стационар богланишлар к°лида идеал 
богланишларнинг умумлашган реакциялари нолга 
тенг булади. Х,акдкатан х,ам, qj умумлашган

координатага тепшхли умумлашган реакция
механик системсснинг факат q; координатаси 
орттирма оладиган мумкин булган кучишида 
богланиш реакцияларининг элементар ишларини 
хдсоблаб аникланади:

Идеал богланишларнинг таърифига кура х;ар 
Кандай мумкин булган кучишда реакцияларнинг 
элементар ишларининг йигиндиси нолга тенг:

П
X R ,  5rk

R _  k = l_________

267



Демак, механик системага куйилган 
богланишлар идем булса, у :х;олда унинг мумкин 
булган кучишида фак,ат актив кучларгина иш 
бажаради ва О,, Q2r...,Qs умумлашган актив 
кучлардангина иборат булади.

Умумлашган кучларни эдисоблаш усулларини 
курамиз.
1.Умумлашган кучларни (20.26) формулага кура, 
мумкин булган кучишлардаги элементар ишларнинг 
йигиндисини хисоблаш билан аникдаш мумкин. 
Бунинг учун, аввад механик системага фак,ат q, 
орттирма оладиган килиб мумкин булган кучиш 
берамиз ва бунда барча актив кучларнинг 
элементар ишини аникдаймиз:

5А, =  Q,Sql.
Scj, нинг олдидаги коэффициент бирлиги 
умумлашган кучга тенг. Худди шу йул билан 
колган умумл;илган кучлар бирин-кетин 
аникданади.
2. Умумлашган куч (20.27) ни куллаб аникданади. 
Бунинг учун икки векторнинг скаляр купайтмаси 
ифодасига асосан (20.27) ни куйидагича ёзамиз:

it

Q.-Iк-1 — + Е . .^ - + Е  32 ' (20.28)
ta a4j *  a4j kz a4j

Бу ерда F ,̂ FkyI Fkz системанинг к-нчи 
нук,тасига к,уиилган актив кучлар тенг таъсир 
этувчисининг Декарт координата укдаридаги проек
циялари, xk, ук, zk - к-нчи нуктанинг 
координаталари, (20.20) га мувофик; улар 
умумлашган координаталарнинг бир кийматли 
функцияси. Демак, умумлашган кучларни аникдаш 
учун, система нук;талари Декарт координа- 
таларининг умумлашган координаталар оркали 
ифодаси ва бу нук,таларга куйилган актив 
кучларнинг Декарт координата укдаридаги 
проекциялари талаб хилинади.
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3. Агар механик система нукталарига потенциалли, 
яъни консерватив кучлар куйилган булса, бу 
кучларнинг Декарт координата укдаридаги проек
циялари к,уйидапгча ифодаланади:

бу ерда П - системанинг потенциал энергияси. 
Кучнинг ушбу ифодаларини (20.28) га куйиб, 
куйидагини хрсил кдламиз:

координаталарнинг эса умумлашган координаталар 
функцияси эканлигини эътиборга олсак куйидаги:

ифодага келамиз. Демак, механик система 
нукталарига потенциалли кучлар куйилган булса, 
бундай потенциалли кучлар системасининг 
умумлашган кучи Qj механик системанинг 
потенциал энергиясидан тегишли умумлашган 
координата буйича тескари шпора билан олинган 
хусусий х,осилага тенг.

Куйида, ушбу усулларни куллаб, умумлашган 
кучларни хцсоблашга оид бир неча мисоллар 
курамиз.

56-масала. Механик система узаро иплар 
билан богланган иккита А ва В юклардан иборат. 
Юкларнинг огирликлари Р! ва Р2 га тенг (201- 
расм).

Агар потенциал энергияни Декарт 
координаталарнинг функцияси, Декарт

(20.29)
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201-раем
А юк кия силлик, текислик буйлаб силжийди, В юк 
эса вертикал буйлаб кучади. Ушбу система учун 
умумлашган куч <шикдансин. Ипнинг отрлиги ва Д 
укдаги ишк,аланиш кучи здисобга олинмасин.

Ечиш. Механик система битта эркинлик 
даражага эга ва унинг хрлати битта умумлашган 
координата q, =  S оркали аникданади. Д блок 
укддаги ишкаланишни ва ип массасини хдеобга 
олмасдан ушбу координатага мос келувчи 
умумлашган кучни топамиз. Бунинг учун Р, ,Р> 
актив кучларни тасвирлаймиз ва системага 1) S 
мумкин булган кучиш берамиз, бунда S 
координата мусбат орттирма олади. Актив 
кучларнинг бу кучишда бажарган элементар 
ишлари к,уйидагига тенг булади:

8А = (р2 -  Р, sin a)8S.
Айнан 5S олдидаги коэффициент умумлашган куч 
булади, бинобарин

Qs = Р2 -  Р, sin a
2) Энди (20.28) дан фойдаланиб умумлашган кучни 
аниклайлик. Механик системага куйилган кучлар
нинг координата уклардаги проекциялари к,уйида- 
гига тенг:

F|X = Р2х = Р1у = —Р,, Р2у = — Р2,
Расмдан курамизки,

ёУ: ёУг

Pu = P2z=0

= sin a, =  -1
dS ’ dS 

Ушбу масала учун (20.28) ни ёзамиз,
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ду. ду7
Qs = Р,у ~ds + Р2у ~ds = _Р| sin а + ?7

3) Энди ушбу механик система учун потенциал 
энергияни хцсоблаймиз. АВ ип чузилмаслиги 
сабабли А ва В юкларнинг горизонтдан баландлиги 
бир - бирига к;атъий боглик, булади. Айтайлик, А 
юк 0 да горизонтда турганида В юк Ь = ОД sin а 
баландликдаги Д да лаэйлашсин. У х,олда, А юк 
Кия текислик буйлаб S- масофага силжиганида у h, 
= Ssina баландликка кутарилади. В юк эса 
ОД • sin а баландликдан вертикал пастга S масофага 
тушади. Шунинг учун расмдаги х,олат учун 
системанинг кинетик энергиясини к,уйидагича 
ёзамиз:

П = Р, ■ sina• S + Р2(ОД ■ sina- S).
Бу ерда a , ОД - узгармас микдорлар. Энди ушбу 
потенциал энергиядан умумлашган координата S 
буйича хусусий х;осила олиб, (20.29) га кура 
умумлашган кучни хцсоблаймиз:

ЭП
as

Шундай кдлиб, умумлашган кучни здисоблашнинг 
бу уч усули бир хил натижага олиб келди. 
Умумлашган координата S нинг улчам бирлиги 
узунлик бирлиги булгани учун умумлашган кучнинг 
улчам бирлиги Н ( Ньютон ).

57 -масала. О нук,та атрофида раем 
текислигида айланаоладиган бир жинсли 
стерженюшг А учига Р2 огирликдаги юк богланган. 
Стерженнинг огирлиги Р, га ва узунлиги 1 га тенг. 
Умумлашган координата сифатида стерженнинг 
огиш бурчаги ф ни олиб, бу бурчакка мос келган 
Умумлашган куч топилсин (202-расм).

Ечиш. Сте]эженга жуда кичик 5ф бурилиш 
берамиз. У х,олда Р, ва Р2 кучлар к,уйилган 
Нук,талар

Qs = - 3 7  = -P ,sina + P2
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микдорларга тенг мумкин булган кучиш олади. 5S, 
ва 8S2 мумкин булган кучишлар стерженга 
перпендикуляр булади. Qi умумлашган кучни 
6A = Q, 6qi тенглик асосида топамиз. Р, ва Р2 
кучларнинг стерженга перпендикуляр 6S, ва 8S2 
кучиш йуналишлардаги проекциялари, мос равишда,

5S, = ^ -5 ф , 6S2 =  1 ■ 5ф

202-расм
-Р, япф , -Р2 sincp га тенг. У х;олда ушбу мумкин 
булган кучишда буларнинг бажарган ишларининг 
йигиндиси:

8a (p,) + 8a (P2) = -1 • (Р, /2 + Р2)• sinф• 6ф
га тенг. Бундан умумлашган куч учун куйидаги 
ифодани х,осил киламиз:

=-1 Р| +2~~sin ф = —1 • ̂ ~2~  ̂‘ Ф (Н м)

2) Энди проекция усулини куллаб умумлашган 
кучни аникдайми з. Декарт координата укдарини 
расмда курсатилгандек танлаймиз. У х,олАа 
Куйилган кучларнинг Декарт координата укдарига 
проекциялари
Р,.х = р2х = Pu = p2z = Р,у=Р,>Р2у= Р2 га тенг 
булади. Куч куйилган нукталарнинг Декарт 
координаталарини умумлашган координата
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орк,али ифодалаймиз. К,уйилган кучларнинг х, z 
укларга проекциялари нолга тенглиги сабабли 
(20.28) га кура факдт ув ва уА ларнигина 
аникдаймиз:

3) Куйилган кучлар потенциалли кучлар 
булганлиги сабабли умумлашган кучни системанинг 
потенциал энергияси оркали дам аникдаш 
мумкин. Ушбу механик системанинг потенциал 
энергиясини <р = 0 да минимал, ф = к /2 да максим ал 
кдйматларга эга булади деб танласак потенциал 
энергиянинг куйидаги

Демак, (20.29) га кура умумлашган куч яна 
юк,оридагига тенг:

58-масала. Кривошип-шатун механизми Gk - 
кривошип, G,,, - шатун, Gn - ползунларнинг огирлик 
кучлари таъсирида 203-расмда курсатилгандек 
х,аракатланади. Инщаланиш кучларини здисобга 
олмасдан механизмнинг умумлашган кучларини 
аникданг. ОА = г, АВ —1, шп =  шк = шш = ш деб 
ЗДсоблансин.

yB=-cos<p; y A =lcosc|)

У х;олда,
Эув 1 . д у А , .
1 ^  = "2 КШ<Р; ^ r  = - lsuuP'

Энди (20.28) га биноан

ифодасига келамиз. Бундан
ЭП 1
—  = -Р , sin9 + lP2 эшф
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Ечиш. Механизмнинг эркинлик даражаси 
бирга тенглигини биз юкррида аникдаган эдик. 
Шунинг учун механизмнинг х,олатини битта 
умумлашган координата - кривошипни Оу укд 
билан ташкил кдлган <р бурчак орк,али аникдаш 
мумкин булади. Умумлашган кучларни аникдашга 
утамиз.

203-расм
1.Механизмга мумкин булган кучиш берамиз. Бунда 
Ф бурчак 5ср орттирма олеин. Ушбу мумкин булган 
кучишдаги актив кучларнинг элементар ишлари
нинг йигиндисини аникдаймиз. 8A(Gk) иш 
механизмни О марказга нисбатан 8ф бурилишида 
Gk куч моментининг иши каби аникданади. О 
марказга нисбатан GK куч моменти

/ \ r . mgr • m0(Gk)  =  - G k ■ -  • яп  ф =  -  —  • sin ф

га тенг. Шунинг учун кидирилаётган ишнинг 
киймати куйидагича аникданади:

5A(Gk) = ■ sin ф • 8ф

Шатун маркази С нуктанинг мумкин булган 
кучиши:

274



5S, = CP &pp = CP &p = CP т ^ - .C P .-L2S2J2.
p AP Y OP-r yB-r-cos<p

гсовф&р
= CP

Vl2- r 2-;- 2-r Sin* ф

га тенг. У х;олда Gm кучнинг бу мумкин булган 
кучишдаги иши

SA(Gm) = mg-6Sc cosy
билан ифодаланади. Бундаги совф ни тугри 
бурчакли КСР учбурчак дан аникдаймиз:

КР В Р _2 Sm(p гу^ф -гы пфcos\jI =
CP CP 2СР

2 уп - г  совф
- т2СР

Демак, G,,, кучнинг иши
\ г-совф-бф 2ув- г  созф

8A(Gm)= m g -C P - ?- 7 .  — Г г р  tg(p = -у/1 - г  sin ф 2-СР

т 8 2ув - г  еовф 
= —  , . , г• sinф Оф

1 ф~ -  Г Sin ф
га тенг. Бу ерда

ув = гсовф + д/!2 -  г2 sin2 ф 
В нуктанинг ординатаси.

Gr кучнинг ишини хдсоблаш учун 
ползуннинг ушбу мумкин булган кучишдаги 
силжишини аниклашимиз керак. Буни биз юкорида
(20.12) дан кейин келтирган эдик:

г • sin ф ■ §ф
.5sb = yB- -/.г ■, . ,д/1 - г  Sin ф

У х;олда G,, нинг элементар иши куйидагига тенг 
булади:
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-y/l2 - r 2 sin2 ф

Демак, ушбу мумкин булган кучишда актив кучлар 
элементар ишларининг йигиндиси

8A = 8 A (G l ) + 5 A ( G „ ) + 8 A ( G d)  
учун к,уйидаги микдорга келамиз, яъни

m 3r cos9 +  5-J\2 -  г2 sin2 ф 
8А = — ^ Г ' Б ш ф - ---------- . ----------- 8ф.

i/i7 - г2 sin2 ф

Бундан, кривошип - шатун механизми учун 
умумлашган куч ифодасини куйидагича аник,- 
лаймиз:

m Згсозф +  5-Jl2 -  г2 sin2 ф
Q„ =  — -ЕТ-ЯПф- ----------7=----- Г -  ~2~ ---------------

2 д/12- г 2 sin2 ф

2. Энди умумлашган кучни иккинчи усул билан 
аникдаймиз. Бунинг учун (20.28) формуладаги 
катталикларни дисоблаш керак булади. Кучлар
нинг координата укдарига проекциялари к,уйида- 
гига тенг:
G t N = ( j „ B = G n x = 0 ’ G » y  =  G » y = G Hy =  “ m g ’ ° ь = 0 „ . .  =  ° п 2 = 0  

Бу кучлар куйилган Д, С, В нук,талар Декарт 
координаталаришшг умумлашган координата 
буйича хусусий х;осиласини топиш учун аввал 
уларни узаро муносабатини ифодалаймиз:

zA = zc = zD = 0, х д = -̂  sin <р, y A =^cos<p  

х с =  -^ г sin ф, у с =  г cos ф +  ̂ф2 -  г2 sin2 ф.

= 0, у в =  ГС05ф +  д/12 - г 2 sin" ф.
Актив кучларнинг фак,ат Оу укдга 

проекциялари нолдан фаркди булгани сабабли 
нук;таларнинг у к оординатасидангина умумлашган
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координата буйича хусусий х;осиласини 
хдсоблаймиз халос:

Зуд г . Эуг . 1 r2sin(p-coscp

■ a f= -2  sm(p’ э ^  = - Г 8Ш(р - -------------------2 y]l2 - r 2 sin2 ф

Эув . г28т<рсозф  
— г • sin ф —

Эф yjl2 -  г2 sin2 ф
Демак, (20.28) га биноан

Q„ = mg

m
= ygrsin (p

-г2 sin2 (р ^
= ygrsm9- 5^1г - r 2sin29 +3rcos9 

yj\2 -г2зт2ф
3. Энди умумлашган кучни учинчи усул билан 
аникдаймиз. Механик системанинг потенциал 
энергияси

п  = m8 ^ y  cosV + r °os(0 + -j^/l2 -  г2 sin2 ф +гсовф + ̂ 12 -  г2 sin2 ф ' = 

=  —  gfer cos ф + 3^12 -  г  sin2 ф)

га тенг. (20.29) формулани к,уллаб умумлашган 
кучни аникдаймиз:

~  ЭП m

° ’ =' ^  = +Т  д Г 5Ш<р-
5+3  -. rcos(p 

Vl2-r2sin^/

m
= — д г в ш ф

5^12 -  г 2 sin2 ф + Згсо8ф 

■Jl2 - T 2 sm2 (p
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X X I боб

МЕХАНИК СИСТЕМАНИНГ УМУМЛАШГАН 
КООРДИНАТАЛАРДАГИ МУВОЗАНАТ ВА 

ХДРАКАТ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМЛАРИ

100-§. Механик системанинг умумлашган 
координаталардаги мувозанат шартлари.

Умумлашган координата ва умумлашган куч 
тушунчаларини узлаштирганимиздан с унг бу 
катталиклар оркали динамиканинг умумий 
тенгламаси ва мумкин булган кучиш принципи 
к,андай ифодаланишини курамиз. Х,аракати идеал, 
голоном, бушатмайдиган богланишлар билан 
чекланган n-та нук,талардан ташкил топтан механик 
система s-та эркинлйк даражасига эга булсин, яъни 
унинг хрлати q, ,q2 , ...,qs умумлашган координаталар 
билан ифодалансин. У х;олда, системанинг х,ар 
бир нуктасининг х,олати (20.20) га мувофик 
умумлашган координаталарнинг бир кдйматли 
функциясидир. Нукталарнинг мумкин булган 
кучишлари эса (20.21) каби аникданади. (20.21) ни 
динамиканинг умумий тенгламаси (20.17) га 
Куйиб, куйидаги

i ( f ; +*■;•) £ f r 4 = - °
k=i j= i a 4 j

тенгламани х,осил кдламиз. Бу тенгламада к-индекс 
ва j-индекс билан хдсобланаётган йигиндиларнинг 
тартибини алмаштирсак динамиканинг умумии 
тенгламаси учун

J=1 k = l a 4 j  k=l a 4 j
ифодани х,осил киламиз. Бу ерда кавс ичидаги 
Хадларнинг улчов бирлиги энергия улчовини 
умумлашган координата qj -нинг улчовига нисбатига 
тенг. Умумлашган кучнинг (20.27) ифодасига биноан
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к,авс ичидаги бу икки х,ад q  умумлашган 
координатага тегишли умумлашган Qj актив куч ва
умумлашган Q" инерция кучидир, яъни

Ушбу белгилашларни к,уллаб, динамиканинг умумий 
тенгламаси учун к,уйидаги муносабатта келамиз:

S

X (Q J + Q ;)'5qJ= °  (21.2)
j=i

Механик системага к,уйилган богланишлар 
голоном булганлигидан унинг эркинлик даражаси 
умумлашган координаталар вариациалар сони, яъни 
мумкин булган кучишлар Scjj сони s га тенг. 
Умумлашган координаталар эса, таърифга кура, 
мустакил, бир-бирига боглик, булмаган
катталиклардир. Шу сабабдан, охирги алгебраик 
тенгламанинг бажарилиши учун мустакил 5qj (j = l,s) 
катталиклар олдидаги х,амма коэффициентлар 
алоздзда-алохда.а нолга тенг булиши талаб килинади, 
яъни:

Qj +  Q“ =  О, (j =Xs) (21.3)

(21.3) тенглама динамиканинг умумий тенгла
масининг умумлашган кучлардаги ифодаси. У s-та 
алгебраик тенгламадан иборат.

Агар механик система бошлангич пайтда 
мувозанатда, яъни тинч хрлатда ёки унинг 
нукталари тугри чизикди текис х,аракатда ва унга 
таъсир кцлувчи актив кучлар мувозанатлашган 
булса, унинг нукталарининг инерция кучлари ва 
демак, умумлашган инерция кучлари дам нолга тенг 
булади:

Q" = 0, (j = Ts)



У х;олда (21.3) дан к,уйидаги

(21.4)

мувозанат тенглама келиб чикдди. (21.4) мумкин 
булган кучиш принципининг умумлашган кучлар- 
Дс1Ги ифодасидир. Демак, нук,таларининг бошлангич 
тезликлари нолга тенг ва уларга идеал, стационар, 
голоном богланишлар куйилган механик систе
манинг мувозанати учун унинг умумлашган 
координаталарига тегишли х,амма умумлашган 
кучлари нолга тенг булиши зарур ва етарли.

(21.4) мувозанат шартларнинг сони 
умумлашган координаталар сонига тенг. Умум
лашган координаталар орттирмалари 5q,, 8q2l..., 8qs 
ларнинг узаро мустакдллигига мувофик, меха
ник системанинг мувозанатида х,амма актив 
умумлашган кучларнинг алохдда-алохдда нолга 
тенглиги зарур. Айтайлик, Qk *  0 булсин. У х,олда, 
механик системага унинг умумлашган 
координаталари 8qk* 0, 5q, =  6q2 =  ... =  8qk., = 
§f[k+i = ••• =8qs = 0 каби орттирма оладиган мумкин 
булган кучиш бериб,

кдрама- к,аршилик келиб чик,ади. Чунки, мазкур 
мумкин булган кучишда 8qk Ф 0. Демак, мук,аррар 
р.овишда Qk = 0 булиши керак. Агар голоном, идеал 
богланишлар ку]шлган механик системага таъсир 
этаётган актив кучлар консерватив, яъни 
потенциалли булса, (20.29) муносабатдан механик 
системанинг мувозанати учун

J=!
Д<1Н

Qk-5qk =0
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мувозанат шарт келиб чик,ади.

1()1-§. Лагранжнинг иккинчи тур тенгламалари.

Идеал, голоном, ва бушатмайдиган 
богланишлар куйилган механик система х,арака- 
тининг умумлашган координаталардаги дифферен
циал тенгламасини ургшшшга утамиз. Мустакил 
умумлашган координаталардаги тенгламалар 
Лагражнинг иккинчи тур тенгламалари, баъзан, 
шундайгина, Лагранж тенгламалари (чунки унинг 
биринчи тур тенгламалари деярли ишлатилмайди) 
дейилади. Шунд.ш килиб, Лагранжнинг иккинчи 
тур тенгламалари эркинмас механик система 
харакатининг дифференциал тенгламаларидан 
иборат.

Эркинлик даражаси s-ra тенг механик 
система n-та нук,тадан ташкил топиб, унга идеал, 
голоном, ва бушатмайдиган богланишлар к,уйилган 
булсин. У х,олда, системанинг фазодаги полати s-та 
умумлашган координаталар q, ,q2 ,...,qs билан бир 
к,ийматли равишда аникданади. Механик 
системанинг хар кандай к-нчи нуктасининг 
радиус вектори rk (Декарт координаталари хк , ук , 
zk ) умумлашган координаталарнинг бир кийматли
функцияси булади. rk = ru (t,q, ); (k = T7n).
Масалан, богланишлар стационар булганда (20.20), 
Ушбу нуктанинг г̂ гумкин булган кучиши нуктанинг 
радиус векторининг вариациаси (20.21) каби 
аникданади. Нук;таларнинг тезликлари

Эг. Эг. —
vk= r = f  + l r i r  (k = 1, п) (21.6)at j=, aq j

^ -  = °, ( j  =  l,s ) (21.5)

281



Бу ерда q. - умумлашган тезлик. Агар богланишлар
стационар булса биринчи дад нолга айланади. 
Нук,таларнинг тезликлари умумлашган тезликлар- 
нинг чизикди функцияси экан, чунончи, к-нчи 
нуктанинг тезлигидан ср буйича хусусий х;осила:

Эу , Эгк Эгк
— L = TJl = T Jl (21.7)
ЭЧ| ЭяJ ЭяJ

га тенг.
Вак,т буйича тула дифференциал олиш ва 

умумлашган координата буйича хусусий диф
ференциал олиш амалларининг урнини узаро 
алмаштириш мумкин булганлиги сабабли

d Эг Э drk ч Эук 
— ^  • (21.8) dt Эя, Эя, dt Эя,

Механик система даракати билан боглик 
масалаларни динс1миканинг умумий тенгламасини 
бевосита куллаш билан ечиш мумкинлигини 
юк,орида куриб чикдан эдик. Аммо, (21.3) даги 
умумлашган инерция кучни системанинг кинетик 
энергияси орк;али ифодаласак, системанинг 
даракат тенгламасини тузиш анча осонлашади.

Механик системанинг ихтиёрий нук,тасининг 
инерция кучи

17“ — —m а — ^̂ к
F k -  k k ~  т к ^

га тенг ва сц умумлашган координатага тегишли Q‘!
умумлашган инерция кучи (21.1) га кура ва
(21.7),(21.8) ифодаларни к,уллаш билан куйидагича 
аникданади:
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d v , Эг,. чг-* d Эг., d Эг,-

-« '•■ S "4 ~ЗГЗГ ■ £ mJ5 (’« ' * V

-SnniП  dt dq, dq} dtdq, 2 dqj Й  2 

d ЭТ ЭТ 

dt dq, 3q !

Бу ерда
п ,., _ .2

Т  =  Х ^
k = I ^

механик системанинг кинетик энергияси. Демак, 
умумлашган инерция кучи

’ * 3 q ,  3q,
ифода билан аникданади. Умумлашган инерция 
кучининг ушбу ифодасини динамиканинг умумий 
тенгламаси (21.3) га куйиб ва умумлашган актив 
кучни тенгламанинг унг томонига кучириб,

d ЭТ ЭТ л  —
X T - - 4 -  = Qj. 0 *1 .8 )  (21-9)dt Эя , dq j

тенгламага келамиз. (21.9) Лангражнинг иккинчи тур 
тенгмалари дейилади. (21.9) дан курамизки бу 
тенгламалар идеал, голоном ва бушатмайдиган 
богланишлар куйилган механик системанинг 
умумлашган координаталардаги тенгламасидир. 
Ушбу тенгламалар сони механик система эркинлик 
даражаси (умумлсонган координаталар) сонига тенг. 
Математик нук,таи назардан, (21.9) вак,тнинг 
функцияси каби изланаётган s-та мустакдл 
умумлашган координаталарнинг иккинчи тартибли 
оддий дифференциал тенгламалари системасидан 
иборат.

Шундай кдлиб, мустакдл координаталардаги 
Лагранж тенгламалари одатда номаълум микдор
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сифатида излан.адиган богланиш реакциялардан 
х,оли. Аммо, шундай булишига к;арамасдан 
богланишларнинг механик система хдракатига 
таъсирини тула хисобга олади. Умумлашган 
координаталар q, , q2 q, га нисбатан s-та 
иккинчи тартибли дифференциал тенгламалар 
системаси (21.9) ни интеграллаб ва бошлангич 
шартларга кура интеграллаш доимийларни аникдаб, 
механик системанинг умумлашган координаталар- 
Дс1ги s-та х,аракат тенгламалари

4 j = 4 j ( t X  ( j= M )  (21.10)

ни аникдаймиз. Механик система нукталарининг 
Декарт координаталари (радиус вектори) (21.10) 
нинг бир хийматли функцияси каби ифодалани- 
шини юк,орида бир неча бор такрорлаган эдик. 
Ана шундай килиб, Лагранж тенгламасини ечиш 
билан биз (эркинмас) механик система х,аракати 
Хакдда тула маълумотга эга буламиз.

Механик система динамикасининг 
ривожланишида Лагранжнинг иккинчи тур 
тенгламалари хал кдлувчи роль уйнади ва хозир 
Х<1М механиканинг купгина масалаларини ечшцда 
самарали кулланилиб келади.

Агар маса\анинг шартига кура механик 
системага куйилган богланишларнинг реакцияла
рини аникдаш лозим булса, (21.10) аникдангандан 
сунг системага Даламбер принципи кулланилади. 
Бунинг учун (21.10) оркали система нукталарининг 
радиус вектори аникланади, масалан,

rk = rk( t q i .....q5)  =  rk(t), (к  =  й )
Бу билан биз система нукталарининг харакат 
Хонунини (21.10) ёрдамида вектор сулда анихлаган 
буламиз. Вектор усулда харакат хонуни маълум 
булгандан сунг инерция кучларини таърифга 
мувофик, аникдаймиз:
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F"= -m trt . (k = l,n)
Сунгра, Даламбер принципига асосан, номаълум 
реакция кучларини аникдаймиз:

Nk= -F k-F k\ (k = U )
Бу ерда Fk - системанинг к-нчи нук,тасига 
к,уйилган актив кучларнинг тенг таъсир этувчиси.

Шундай к,ялиб, голоном, идеал богланишлар 
Куйилган механик системанинг берилган актив 
кучлар Fk таъсиридаги даракатини аникдашда:
1. Лагранж тенгламалари (21.9) ьш интеграллаб, ва 
масаланинг бошлангич шартларидан фойдаланиб,
(21.10) даракат тенгламалари, ва даракат 
тенгламаларининг векторли ифодалари аникданади.
2. Даламбер принципи асосида богланишларнинг 
номаълум реакция кучлари топилади.

Лагранж тенгламаларини ечиш учун аввал 
уни (тузиш) ёзши керак булади. Умумий х,олда, 
Лагранж тенгламалари куйидаги тартибда тузилади:
1) ечилаётган масалага оид раемда системага 
таъсир этаётган идеал богланишлар реакцияларидан 
тстщари х,амма актив кучлар, ва агар иищаланиш 
кучлари булса, улар хам актив кучлар каби 
тасвирланади:
2) системанинг эркинлик даражаси аникданиб, 
умумлашган координаталар танланади;
3) системанинг кинетик энергияси унинг умум- 
Лсипган координаталари ва тезликлари оркали 
аникданади;
4) системанинг умумлашган кучлари топилади;
5) Лагранжнинг иккинчи тур тенгламаси (21.9) 
Дсчги амаллар бажарилади, натижада биз 
умумлашган координаталарга нисбатан иккинчи 
тартибли оддий дифференциал тенгламалар 
системасига келамиз.

Масалалар ечашга Лангранж тенгмаласини тадбик, 
эцпиш .
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Геометрик (аникрок,, голоном) богланишли 
исталган механик системанинг х,аракатини 
урганишда Лагранж тенгламасидан фойдаланиш 
энг кулай йул. Бунда тузилаётган тенгламаларнинг 
шакли ва сони системага к,анча нукталар ва 
жисмлар к.атнаштиига, жисмнинг кандай хдракат 
кдлишига ва к,айс:и х,аракат (нисбий ёки абсолют) 
лар каралаётганлигига боглик, булмайди. Лагран- 
жнинг иккинчи тур тенгламасини к,уллаш билан 
масалалар ечишда куйидаги тартибга риоя кдлиш 
тавсия этилади:
1. Системанинг эркинлик даражасини аникдаш 
керак.
2. Координата укдарини танлаб олиш керак.
3. Сони системанинг эркинлик даражасига тенг 
булган, бир-бирига боглик, булмаган умумлашган 
координаталарни ганлаб олиш керак.
4. Механик системага таъсир кдлувчи актив кучлар 
(богланишлар идеал булмаса, богланиш реакция 
кучлари хам) тасвирланади.
5. Танлаб олинган умумлашган координаталарга 
тегишли Qj умумлашган кучларни топиш керак. Бу 
ишнинг ифодасидан топилади.
6. Кинетик энергия Т ни ва потенциал энергия П 
ни умумлашган координаталарда ифодалаш керак.
7. Хусусий хрсилалар:

ЭТ ЭТ ЭП —
3 — , (j = l,s)
Эя; Эя, Эя;

ни топиб, Лагранжнинг иккичи тур тенгламасига 
куйиш керак.
8. Масаланинг бошлангич шартларини курсатиш 
керак.
9. Дифференциал тенгламалар системасини 
интеграллаб, бошлангич шартларни 
К<шоатлантирувчи ечимни топиш керак.
10. Системанинг хдракатини кинематик текшириш 
керак.

286



59-масала. 58-масаладаги кривошип-шатун 
механизми харакатининг дифференциал тенгламаси 
тузилсин ва масаладаги берилган шартларга 
асосан кривошипнинг текис айланма харакат шарти 
тохшлсин.

Ечиш . Механизм битта эркинлик даражасига 
эга, унинг х,аракати битта умумлашган координата 
ёрдамида ифодаланади. Умумлашган координата 
сифатида ползун (сирпангич) нинг харакат тугри 
чизигидан кривопшпнинг огиш бурчаги ф ни к,абул 
к,иламиз ( 203-расм ).

Механизмга таъсир кдлаётган актив кучлар 
GK , G,,,, G „ расмда курсатилгандек йуналган. 
Масаланинг шартига кура ипщаланиш кучлари 
йук,, ползунга таъсир килаётган ён таянчларнинг 
реакциялари Лагранж тенгламасида катнашмайди, 
чунки богланишлар идеал деб олинган. 
Механизмнинг кинетик энергиясини хцсоблаймиз. 
У кривошипнинг Тк , шатуннинг Тш , ползуннинг Тп 
кинетик энергия/1ари йигиндисидан иборат булади: 

Т = ТЕ + Тш + Т„ .

Кривошип - оА кузгалмас О ук, атрофида 
а11ланма х,аракат кдлгани учун унинг кинетик 
энергияси

га тенг булади. Бу ерда Ik = mk г2 /3 - к,Узгалмас О 
укда нисбатан кривошипнинг инерция моменти, 
сй= Ф шу ук, атрофида айланма х,аракатланаётган 
кривошипнинг бурчак тезлиги. Умумлашган 
ф бурчак тезлик оркали кривошипнинг кинетик 
энергияси куйидс1гига тенг
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АВ шатун текис параллел х,аракатланади. Унинг 
кинетик энергиясини Кёниг теоремасига биноан 
аникдаймиз:

т- 1 2 1 Т 2Т* = -Ш уе+ - 1ш(0ш

Бу ерда vc - шатун массалар маркази С нинг 
тезлиги, у мумкин булган кучиш чизиги буйлаб 
(С’Р га перпендикуляр) йуналган. С нук,тадан шатун 
даракат текислигига перпендикуляр утган ук,к;а 
нисбатан шатун инерция моменти:

га тенг. Шщ - шатуннинг тезликлар оний маркази 
атрофида айланма х;аракат бурчак тезлиги

гф гфсозф 
со.„ = —  =

АР Vi2 - г  sin" Ф

Шатун массалар маркази С нинг тезлигини 
к,уйидагича дисобласа булади:

? . о .оvr = х, + у:с с J  с

Бу ерда Х-. ва ус катталиклар С нуктанинг 
координаталари булиб, расмга кура

^  г sin ф, ус = г сок ф +  д/l2 - г 2 sin2 ф

га тенг. Бундан

г 1 гсовф
Хс=-С05фф, у.; = г sin ф(1 + ~  ■  ̂ , )~Ф

1 у г  -  Г Sin" ф

У холда С нуктанинг тезлиги куйидагига тенг 
булади:
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г2 -ф2
4(1 -  г sin2 ф)

[I2 + 3 1 2 sin2 ф -

4sin2 ф (г2 sin2 ф — г cos фу 12 -  г 2 sin2 ф)]
Ушбу топилган катталиклар оркали шатун- 

нинг кинетик энергиясини аникдаймиз:

Т =
ш г2ф2

24(1 -  г sin ф)
[412 +  812 sin2 ф +

12sin2 ф (г со s (р-у 12 - г 2 sin2 ф - т 2 sin2 ф)]

Ползун В илгариланма х;аракатланади. 
Шунинг учун уюшг кинетик энергияси:

mvn ’-р _ ____ П_

п_ 2
га тенг булади. Бу ерда vn - ползун В нинг тезлиги, у 
Оу буйлаб йунаи’ан булиб, кдймати vn = ув га 
тенг, яъни:

(  ^
Г СОБф

VB = |ув| =  г -simp 1+
•02- r 2 sin2 ф

Ф

Г 51Пф ф

г2 sin2 ф
г совф-н г2 sin2 ф

Демак, ползуннинг кинетик энергияси куйидаги 
ифода оркали аникданади:

_  т г 2ф2 sin” ф / г-7-----, . , \2

T" = 2(l’ - r W < p ) ( r COS<i’ + ' /l _Г 
Юк,орида аникданган кинетик энергияларни 
к,ушиб, кривошип-шатун механизми учун куйидаги 
кинетик энергия ифодасини топамиз:
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-2 ,v2_  т г ф  . , , ,
T = —т-r---- -----;—r[21 +2r sin 0-cos2ffl +

6(1 - г  sin ф|

9rsin2 ф -созф -̂ /Г2 -  г2 sin2 ф +5sin2 ф(12 -  г2 sin2 ф)]. 

Ёки

т = ̂ 1клФ2 (1)
Яъни кривошип-шатун механизмининг кинетик 
энергияси ушбу системанинг умумлашган тезлиги 
ф га тенг бурчак тезлик билан кузгалмас ук, 
атрофида айланма даракат килаётган к,аттик 
жисм кинетик энергияси куринишига келади. (1) 
даги коэффихщеит 1м - системанинг келтирилган 
инерция моменти дейилади. У бизнинг долда 
Куйидаги ифода билан аникданади:

2
гпг~ 9 - # ~ -

1,, = —г,----г—-—-Г21“ + 2r sin‘ ф ■ соз2ф + 9rsin‘ ф • соБф3(1 - г ' sin'ф)

■yj\2 -  Г sin2 ф + 5sin2 ф(1* -  г2 sin2 ф)]
К,аралаётган кривошип-шатун механизми 

учун Лагранж тенгламасини ёзишга утамиз. Бунинг 
учун, аввал, кинетик энергия Т дан умумлашган 
тезлик буйича хусусий хрсилани аникдаймиз, бунда

ЭТ
Э ф "1" ' 9

келиб чикади. Ушоу хусусий х,осиладан вак,т буйича 
тула х,осила оламиз. Бунда, системанинг келтирилган 
инерция моменти умумлашган координата ф нинг 
функцияси эканлигини эътиборга олиш керак 
булади, яъни 1М = 1М ( <р).
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d ЭТ d l -  . .
— —  = —^-ф 2 + 1 -ф (2) 
dt Эф dф кл Y ' '

Энди, кинетик энергиядан умумлашган 
координата буйича хусусий х;осила оламиз:

ЭТ 1 d l^ . 2
—  = ------ф 2 (3)
Эф 2 dф

Ушбу механизм учун умумлашган кучни биз 
юк,оридаги масалада аникдаган эдик:

гп Згсовф +  5J l2 -  г2 sin2 ф
Q* = —ГБШФ-------т=2--- 2 — -------

2 д/12 - г 2 sin2ф

Аникданган микдорлар ёрдамида Лагранж 
тенгламасини ёзамиз:

.. 1 dIK„ 3rcos<p + 5yj\2 -  г2 sin2 ф
^Ф +Г^Й Г ■'Ф' = mgr sin ф----- —т=----Г = Г=----- (4)

2 dt 2-y/l - г  sin ф

Ушбу (4) тенглама кривошип-шатун 
механизмининг х,аракат дифференциал тенгла- 
масидир.

Кривошип текис айланма х,аракатланиши 
учун у бурчак тезланишсиз х;аракатланиши керак, 
яъни ф =0. У х,олда

тцгз1пф(Згсо5ф-1-5л/Г — г' sin“ ф 
Ф = |---------- йт-----  — ------- = const

/72 ..2 2 „ j • —— д/1 - г  sin ф
dф v

Демак, кривошип текис айланма х,аракатланиши 
угун
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mgr si n cp(3r coscp + 5yJ\2 - r 2cp 
-------т.------------------------- = const

sin2 cp
dp v

шарт бажарилиши керак.

102-§. Потенциалли кучлар таъсиридаги механик 
система учун Лагранжнинг иккинчи тур 
тенгламалари.

Агар идеал, голоном, бушатмайдиган, 
стационар богланишлар куйилган механик система 
нукталарига факат консерватив, яъни потенциалли 
кучлар таъсир этса системанинг умумлашган 
кучлари (20.29) билан аникланади. У х;олда, Лагран
жнинг иккинчи тур тенгламалари (21.9) к,уйида- 
гича кайта ёзилади:

d ЭТ ЭТ ЭП —
0 = u )  (2i.il»

Потенциал энергия П факат координаталарнинг 
функцияси булади ва шу сабабли у умумлашган 
координаталар орк,али n  = n (q1,q2,...,qs) каби 
ифодаланади. Потенциал энергия умумлашган 
тезлик q j нинг функцияси булмаганлиги сабабли

ЭП
Т ~  = 0 Я)

ва шунинг учун
ЭТ Э (Т -П )
^  Эя,

ни ёзиш мумкин. Бу натижадан (21.11) 
Куйидагича куринишха келади: 

d 3 ( T - m  Э (Т -П )
dt Э^ ЭqJ
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Бу ерда (Т-П) - умумлашган координаталар ва 
умумлашган тезликларнинг функцияси булиб, 
Ланграж функцияси ёки кинетик потенциал 
днйилади ва куйидагича белгиланади:

L(q„q2...q*;q,,q2....q,) = Т - П
Ушбу белгилашга кура (21.12) куйидагича ёзилади: 

d dL ЭЬ —
= ( = и )  (21ЛЗ)dtdq, r)q,

к^риништа келади. (21.13) тенгламалар системаси 
потенциалли кучлар таъсиридаги механик система 
учун Лангражни.нг иккинчи тур тенгламалари 
днйилади.

Шуни ало:<дй,а таъкидлаб утиш жоизки, 
Лагранжнинг (21.9) ёки (21.13) тенгламалари турли 
хил механик система х,аракатининг дифференциал 
тенгламаларини окон ёзишда кенг ^улланилади. 
Учи кУллашда кУшимча коордииаталарни ва идеал 
богланишлар ропкцияларини киритиш талаб 
Кплинмайди, У :*амма масалаларда бир хил 
(юкорида келтирилган) тартибда ишлатилади,

Лагранж методи, аелиш айтгазда, знергиявий 
метод б^либ, у нафак,ат назарий мехаюшада 
цулланиб к,олмаедан назарий фиэикада х,пм турли 
фичикааий система (атом, ядро, элементар 
зарралар) жаравнларини математик талкии 
кплишда к@кг к,Улланилади,

103-§. Циклик координаталар ва интеграллар. 
Энергия интеграли.

Механик системанинг кинетик потенциали L 
(яъни кинетик ва потенциал знергиялар) ифодаеида 
ошкор равишда катнаишайдиган умумланган 
координаталарга циклик координаталар дейилади. 
Масалан, m массали моддий нуктанинг фазодаги
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х,иракатида мухитнинг к,аршилигини хдсобга 
олмасак, кинетик, потенциал энергияси ва Лагранж 
функцияси (умумлашган) Декарт координаталар 
оркдли куйидагича ифодаланади:

Т = — m(x: +у: + z2). П = mgz, L = т (х2 + у2 + z2) -  mgz

Бу ерда oz ук, вертикал юк,орига йуналган. 
Лагранж функцияси ифодасида курамизки, унда х 
Bci у катнашмай,\и, демак, ушбу х,ол учун х ва у 
циклик координаталар здасобланади.

Агар s та умумлашган координаталарнинг к 
таси q, ,q2 ,...,qk (k<s) циклик координаталарни 
Тсипкил килса, таърифга кура

булади. Ушбу х;олда (21.13) тенгламанинг к таси

каби тенгламага айланади. Бу тенгламаларни вакт 
буйича бир марта интеграллаб, бир йула к та 
биринчи интегра,и\арга эга буламиз:

Бу тенгликлар Лагранж тенгламаларининг 
биринчи интеграллари булиб, улар у7мумлашган 
тезликлар, умум.\а пгган координаталар, вак,т ва 
интеграллаш доимийларини узаро боглаб туради 
ва циклик интеграллар дейилади. Юк,оридаги 
мисолга кура
aL ЭЬ
—  = mx = const ёки х = const. —  = ту = const ёки у = const

(21.14)

(21.15)

(21.16)
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Яъни нук,та х,аракатининг горизонтал текисликдаги 
проекцияси текис харакат булади. Агар х =0, у =0
булса, нук,та горизонтал текисликда х;арлкатсиз 
Холатда булади.

dL
Умуман, — - = Р, - умумлашган

координатага тегишли умумлашган импульс 
дейилади. Циклик координаталар га тегишли 
умумлашган импульслар биз караётган богланишлар 
х;олида узгармас булади. (21.16) га кура Р, = .

Механик системага куйилган богланишлар 
стационар булганлиги сабабли системанинг кинетик 
потенциали L ифодасида вак,т ошкор равишда 
Катнашмайди, леьин у умумлашган тезликлар ва 
умумлашган координаталар орк,али вактга боглик 
булади Ана шуни эътиборга олган х;олда кинетик 
потенциалдан ва*,т буйича тула х;осила оламиз:

dL 5L . 5L
^ г = ^ <э57ч' + э^;ч,)

Лагранж функцияси учун ёзилган Лагранж 
тенгламаси (21.13) дан фойдаланиб, куйидаги 
алмапггириш

dL d dL 
dq, ~ dt dq, 

ни юкоридаги ифодага куллаймиз:
dL ^  d dL .. 3L х d ^  . dL 

dt " t ' (q d t a q J + 4 ’ 3 q , ) " d t | r 4 , SqJ '
Х,адларни тенгламанинг бир томонига кучириб ва 
иккаласи учун вак,т буйича х;осилани
умумлаштириб,

d vp 9Lb̂w,-L)=0
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тенгламага келамиз. Демак, к,авс ичидаги ифода 
доимий ( узгармас) микдорга тенг. Бу доимий 
мазкур Лагранж тенгламасининг биринчи интеграли 
булиб, энергия интегралли дейилади ва уни h билан 
бнлгилаймиз:

Ь - 1 ' l l l j - L -  (2117)

Х,лк^к,атан дам, биз кураётган богланишларнинг 
стационарли долида (21.17) тенглама механик 
энергиянинг сакданиш донунини ифодалайди, 
Стационар богланишлар куйилган механик 
системанинг кинетик энергиясини умумлашган 
тмликларнинг квадратик формаси тарзида 
ифодалаш мумкин ва шунинг учун:

f  . i l  -  от
Да ibL^j *\а

.1*1 "4j н
Уринли булади, Буни эътиборга олиб (21.17) 
т^нгликни к,уйид<1гшт х,исоблаш мумкин 

h *  2T-L ■ 2Т-(Т-П) " Т  +  П

h s  Т +  N, (21.18)
м еха»1к энергиетинг сакданиш к,онунинг 
ифодасига келамиз. Демах, доимий h механик 
сз1етвмасшвп£Г т^ла механик энергиясидан иборат 
ва у, жумладан, механик системасининг бошлаш’ич 
пайтдаги кинетик яа потенциал знергиялари 
йигиндисига тенг,
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X X II б об

УСТУВОР МУВОЗАНАТ ХДК.ИДА ДАСТЛАБКИ 
ТУШУНЧАЛАР 

104-§. Усгувор мувозанат.

Механик системанинг мувозанат х;олатини 
ушнг нукталарига бошлангич кичик кучиш ва 
бошлангич кичик тезлик бериш билан мувозанатдан 
чик,арилганида юз бериши мумкин булган 
х,аракатлар х,ам характерлайди. Шунинг учун х,ам, 
табиийки, системанинг мувозанат шартларини 
аникдашни бу мувозанатни амалга оширилиши ёки 
оширилмаслиги, яъни система мувозанатдан 
чик,арилгандан кейинги х;аракатида яна мувозанат 
х,олат якднида к;олиши ёки ундан узокдашиши 
билан боглик, булган мувозанатнинг устувор ёки 
эмаслиги масаласи билан боглаш мумкин. 
Жумладан, техниканинг купгина масалалари 
системанинг мувозанат х,олати якинида кичик 
ам илитуд ад а тебраниш ва бу кичик тебраниш- 
ларнинг пайдо булиш сабаблари масаласи билан 
узвий богланган. Бундай тебранишларга машина ва 
механизмларнинг, самолётларнинг, к,урилмалар 
пойдеворининг титрашлари, ер силкинишларини 
улчовчи сейсмометр асбобнинг тебранишлари ва 
(̂зказо, мисол булаолади.

Умуман, системанинг хусусий чизикди 
(кичик) тебранишлар назариясининг туб маъноси 
устувор мувозанат х,олат якднида Лагранж 
тенгламасини ^шзикди куринишда булишидан 
иборат. Шу сабабли, мувозанат х;олат якинида 
системанинг кичик тебранишларини урганиш
У1 гун, даставвал, у мувозанатда буладиган ана 
шундай долатларни аникдаш керак. (Мувозанат 
х,<1латнинг устувор!Лик масаласи аслида х,аракатнинг 
устуворлиги х,акидаги масаланинг хусусий 
х;олидир).
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Фараз кдлайлик, идеал, стационар ва 
голоном богланишлар к,уйилган механик система
нинг х;олати qlt q,,...,q4 дан иборат s-та умумлашган 
координаталар билан аникдансин. Агар s-та 
эркинлик даражасига эга бу система куйилган 
кучлар таъсирида мувозанатда булса, у х,олда барча 
умумлашган кучлар нолга тенг:

Q -0 , ( j = U )  (22.1)
Консерватив система учун бу шартлар системанинг 
потенциал энергиясидан умумлашган координаталар 
буйича олинган хусусий х;осилаларнинг нолга 
тенглигидан иборат муносабатларга айланади:

| ^  = 0, (j = U ) (22.2)
ЭсЬ

Умумлашган кучлар фак,ат умумлашган 
координаталаргагина боглик, х;олларда юкрридаги 
ёки пастдаги тенгламалар системасини умумлашган 
координаталарга нисбатан ечиб, система мувоза
натда буладиган х,олатларнинг координаталарини 
аникдаймиз. Агар умумлашган кучлар умумлашган 
тезликларга боглик, булса, мувозанат хрлатнинг 
координаталарини аникдашда барча умумлашган 
тезликлар нолга тенг деб олинади.

Механик системанинг мувозанат ^олатлари 
амикдангандан сунг энди улардан к,айси бирлари 
амалга оширилигпи, яъни кайси мувозанат 
х;олатлар системашшг устувор мувозанат холатлари, 
К<шси бирлари устувор эмас эканлигини аникдаш 
керак булади. Масалан, горизонтал ук,ка 
урнатилган физикавий маятник (тебрангич) учун 
иккита мувозанат холат мумкин. Булар вертикал 
юкори ва вертикал пастки вазиятлар. Агар вертикал 
пастки мувозанат вазият устувор мувозанат х,олат 
булса ва у осон амалга ошса, вертикал юкрриги 
мувозанат х,олат деярли амалга ошмайди, амалга 
ошса х;ам жуда кцйин амалга ошади.

Умумлашган координаталарни аникдашда 
а: ши ажратилган мувозанат холатдан бошлаб
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зд!соблашни кабул кдлсак, яъни мувозанат
долатни умумлашган координаталар (q, ,q2 ...qs )
с<шок, боши деб белгиласак, мувозанат долатда 
барча умумлашган координаталар х,ам, худди 
умумлашган кучлар каби, нолга тенг булади. 
Хуллас, механик системанинг мувозанат хдлатида
q, =0, (j =  1,s). Бирор бошлангич t = t« пайтда 
системага унинг барча умумлашган координата- 
ларини ва умумлашган тезликларини к^ймат 
жих,атдан кичик микдорларга узгартирувчи кучиш 
берамиз. Системанинг шу t =  to пайтдаги бошлангич 
х,олатининг умумлашган координаталари ва
умумлашган тезликларини q  ̂ ва qj0 (j = l,s) деб
белгилаймиз. Энди ихтиёрий, исталганча кичик 2s та 
мусбат сонлар танлаймиз:

£|,£2. . . . ,£ s £ ( , £ } , . . £s.

Агар бу сонлар асосида боища шундай 2э-та мусбат
ЛмП;....Ля -,Л5

кичик сонлар танлаш мумкин булсаки, t = to 
п.штдаги бошлангич умумлашган координаталар ва 
умумлашган тезликларнинг кдйматлари к,уйидаги

Ы - Л г  |qj0| ^ (j = 1, s) (22.3)
каби шартларга буйсинувчи х,амма кичик 
Кузгалишлар учун вактнинг кейинги х,амма t > t0 
пайтларида

|qj(t)|<£j; |чдф е;, 0 = М ) (224)
шартлар бажарилса мазкур мувозанат х;олат 
устивор мувозанат х,олат, акс долда ноуствувор 
мувозанат хрлат дейилади.

Агар, шу билан бирга, устувор мувозанат 
х,олатда барча умумлашган координаталар ва 
умумлашган тезликлар вак,т угиши билан нолга 
интилса, яъни :
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liinq (t) = 0; lim q^t) = 0, (j = l,s) t-»— 1 t->~ J
у х,олда ушбу устувор мувозанат х,олат асимптотик
устувор дейилади. Устувор мувозанатнинг ушбу
таърифи А.М.Лязгуновнинг устувор х;аракатга
берган умумий таърифидан келиб чик,адиган
хусусий х,ол каби натижадир.

105-§. Механик системанинг мувозанати х;акида 
Лагранж-Дирихле теоремаси.

Идеал, стационар ва голоном богланишли механик 
системанинг консерватив кучлар таъсири 
натижасидаги устувор мувозанат х,олатининг 
белгиловчи етарли шартлар куйидаги Лагранж- 
Дирихле теоремаси ёрдамида аникданади.

Идеал, стационар голоном богланишлар 
цуйилган консерватив системанинг потенциал 
энергияси минимумга эришадиган ажратилган 
мувозанат хрлати унинг устувор мувозанат 
хрлати булади.

Лагранж-Дирихленинг ушбу теоремасига 
биноан, агар потенциал энергиянинг (22.2) 
экстремуми унинг минимумидан иборат булса, у 
х,олда системанинг ушбу мувозанат х,олати устувор 
булади. Масалан, математик маятникнинг х;амма 
х,олатлари ичида вертикал энг пасткиси унинг 
минимал потенциал энергияга эга х,олат ва 
шунинг учун унинг устувор мувозанат х,олати 
булади. Демак,

Лагранж-Дирихле теоремасига мувофик, 
консерватив система - мувозанатининг
устуворлигини х,исоблаш учун айни мувозанат 
хрлатда потенциал энергия минимумда эканлигига 
ишонч х,осил килиш кифоя.

Эркинлик даражаси бирга тенг система учун 
ушбу минимумни аникдаш осон. Х,акикатан х-аМ( 
координата боши системанинг мувозанат х;олатида 
олинса, яъни мувозанат хрлатда умумлашган
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координата нолга тенг булса ва ушбу мувозанат 
Холатда потенциал энергияни х,ам нолга тенг деб 
кабул килсак (чунки, потенциал энергия ихтиёрий 
узгармасгача аникдик билан хисобланади):

ва потенциал энергиянинг минимуми унинг 
экстремуми эканлигидан яъни:

консерватив система потенциал энергиясининг 
ушбу экстремумига тааллукди мувозанат х,олат 
устувор эканлииини аникдаш учун потенциал 
энергиянинг минимумини ифодаловчи

умумлашган координата буйича олинган иккинчи 
тартибли х;осиласи албатта мусбат булиши шарт.

Бордию, (fl2n/3q2)4=0 = 0 булса, яъни 
иккинчи тартибли х,осила х,ам нолга тенг ва шу 
сабабли у потенциал энергия минимумининг 
белгиси булаолмаса потенциал энергиянинг учинчи, 
туртинчи ва х;оказо юк,ори тартибли х,осилаларини 
кетма-кет здясоблаб минимум аникданади.

Агар юк,ори тартибли х;осилаларнинг нолга 
Tf?Hr булмаган бирин^шси жуфт тартибга эга ва шу 
билан мусбат кдйматга тенг булса, q = 0 да 
потенциал энергия минимумга эга ва системанинг 
ушбу q = 0 дагй мувозанат х;олати устувор булади.

Агар юк,ори тартибли х,осилаларнинг нолга 
тент булмаган биринчиси ток, тартибда булса, q = О 
да максимум х;ам минимум х,ам йук, .

Эркинлик даражаси s га тенг механик 
система учун Лагранж-Дирихле теоремасини 
к;уйидаги мулох;азалар билан исботлаймиз.

П(0) =  О,

шарт бажарилиши кифоя, яъни устувор 
мувозанат х,олатда потенциал энергиядан
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Юк,оридагидек, потенциалли куч майдонидаги 
системанинг мувозанат х;олатида унинг умумлашган 
координаталарини ва х;амда потенциал энергиясини 
нолга тенг деб к,абул кцламиз.

П(0, 0, ...,0) = 0, qj = 0, (i = 1,s)
Системанинг мувозанат хрлатининг асосий белгиси 
эса, аввалгидек, (22.2) шарт билан ифодаланади, 
яъни потенциал энергиянинг экстремуми мавжуд.

Экстремум\арга эга функция хусусиятига 
кура умумлашган координаталар орттирмаларининг 
потенциал энергия минимум сохасига тугри 
келадиган шундай етарлича кичик узгариш 
чегараси мавжудки, бунда потенциал энергия х,ар 
доим мусбат булади. Потенциал энергиянинг 
минимум со^аси

|4(|<е,, ( i= - s )  
шарт билан аникданади. Тенглик минимум 
сох,анинг чегарасига тугри келади. Албатта, 
минимум сох,а чегарасида потенциал энергия мусбат 
кдйматга эга булади. Минимум сох,а чегарасида 
потенциал энергиянинг кдймат ларид ан энг 
югчигини А деб белгилайлик. Фараз кцлаилик, 
потенциал энергия мувозанат х;олатга якдн нук,тада 
аникданган ва бунда

П < А
бажарилсин. У х,олда, албатта, бу нукта потенциал 
энергиянинг минимум сох;асида ётади. Энди 
системани мувозанат х,олатдан кузгатайлик 
(чик,арайлик). Вак,тнинг t>to ихтиёрий паитида (22.4) 
Д(1ги е ва е' ларни системанинг кинетик ва 
потенциал энергиялари учун

Т < А(е'), П < 8(e)
шартлар бажариладиган кдлиб танлаймиз. Бу ерда 
д ва 5 катталиклар е ва г' ларнинг функцияси 
булиб, (22.4) даги г ва е' лар учун

д(е') + 8(е)< А
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тенгсизликни к,аноатлантирадиган мусбат 
Кийматлар. Идеал, голоном ва стационар 
богланишли система учун тула энергиянинг 
сакданишига кура

Т + П = Т0 + П0 
тенглик угринли. Бу ерда, Т0, По - система 
мувозанатдан чик,арилиш олди t = to пайтдаги унинг 
бошлангич кинетик ва потенциал энергиялари.

(22.3) тенгсизликдаги ваГ|'ларни танлаш
йули билан х,ар доим бошлангич кинетик энергияни 
А дан кичик булиши

То = "̂ о (я ю ’ Ч20’ • • •»Я»о> Яю» Я2о> •• • > Я«о)^ А (22.5) 
бошлангич потенциал энергияни эса

П„ = n r,(q10,q20,...,qs0)< А -Т 0 (22.6)
булишини таъминлашимиз мумкин. Бунда х;ар доим
бошлангич х,олат (i = 1, s) минимум сох,ада ётади.
Шундай килиб, системанинг мувозанатида 
потенциал энергияси минимумга эга булса, унинг 
устувор мувозанат х,олат белгилари (22.3), (22.4) 
шартлар амалга оширилиши мумкин экан. Бу эса 
мувозанат холатда потенциал энергия 
минимумининг мавжудлик шарти устувор мувозанат 
х,олатнинг етарли, белгиси эканлигини исботлайди.

Бопщача килиб айтганда, механик система 
потенциал энергиясининг минимуми мавжуд 
булганда унинг координата ва тезликлари, вактнинг 
t>t„ даги х,аракати пайтида, микдор жих,атдан,
(22.4) каби чегараланган бошлангич шартларнинг
(22.5) ва (22.6) ни к,аноатлантирувчи маълум (22.3) 
тупламини топшп мумкин. Бу билан консерватив 
система потенции энергияси минимумга эга 
мувозанат х ,° л а т н и н г  устуворлши исботланади. 
Демак, консерватив система потенциал 
энергиясининг минимумлик шарти потенциалли 
куч майдонидаги механик системанинг устувор 
мувозанатининг етарли шарти булади.
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Лагранж-Дирихле теоремаси консерватив 
система устувор мувозанатининг етарли шартини 
аиикдайди. Лекин, потенциал энергия минимумга 
эга булмаган мувозанат х,олат (ЭП/Эд4 =0) 
устувор ёки устувор эмаслиги да^ида х,еч к,андай 
аник, таъриф бермайди. Бу мухдм муаммога 
Ляпунов теоремалари етарлича тула жавоб беради. 
Биз бу ерда Ляпунов теоремаларининг 
баъзиларини келтириш билан чегараланамиз.
1. Агар умумлашган координата qk даражаси буйича 
потенциал энергия к,аторининг иккинчи тартибли 
х,ади унинг минимумининг йук/шгини кррсатса 
консерватив система мувозанати ноустувор 
булади.
2. Агар потенциа\ энергия максимумга эга булса ва 
бу максимумн инг мавжудлигин и потенциал 
энергиянинг умумлашган координата даражаси 
буйича к,аторидаги юкрри тартибли х,адларнинг энг 
кпчиги ёрдамида курсатиш мумкин булса, у хрлда, 
консерватив система мувозанати ноустувор 
булади.

•> в) •)

204-расм
Сферик силлик, сиртнинг ботик содасида 

шарчанинг мувозанати устувор мувозанатга мисол 
булади (204-расм,а). Агар шарча ушбу мувозанатдан 
чик,арилса у шу мувозанат хрлатдан
уюкдашмайдиган (мувозанатга якденлашадиган) 
даракат кдлади. Потенциал энергия минимумга эга. 
Сферик силлик, сиртнинг к;абарик, (гумбаз) 
Кисмида (204-расм,б) х,ам шарча мувозанат х,олатда 
булиши мумкин (унинг огирлиги ва сиртнинг 
реакция кучи узаро мувозанатлашган х,олатда).
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Лекин бу мувозанат х,олат ноустувор мувозанатдир. 
Чунки, агар энди шарчани бу мувозанатдан 
чицарсак у мувозанатдан узокдашувчи харакат- 
Лсшади. Бу холатда потенциал энергия максимумга 
эга.

Силлик, сиртнинг в) сох,асида жойлашган 
шарча х,°лати бефарк, х;олатдир. Бу горизонтал 
текисликнинг х;ар к,андай нухтасида потенциал 
энергия на минимумга ва на максимумга эга булади.

106-§. Эркинлик даражаси битта булган механик 
системанинг устувор мувозанати яцинидаги эркин 
тебраниши.

Айтайлик, а та моддий нукталардан ташкил 
топтан, голоном ва стационар богланишли, хамда 
битта эркинлик даражасига эга механик система 
берилган консерватив кучлар таъсирида харакат- 
лансин. Унинг бундай харакати, маълумки, битта 
умумлашган координата q билан аникданади. 
Одатдагидек, умумлашган координатанинг санок, 
бошини системанинг устувор мувозанат холатида 
оламиз, яъни q = 0 да система устувор мувозанат 
Холатда булади.

Системанинг дифференциал тенгламасини 
юк,орида таъкидлаган тартибда ёзамиз. Бунинг учун 
системанинг кинетик энергиясини умумлашган 
координата ва умумлашган тезлик оркали 
ифодалаймиз. Системага куйилган богланишлар 
голоном, стационар булганидан унинг нуктала- 
рининг координс1талари ёки радиус векторлари 
умумлашган координата q нинг бир кийматли 
функцияси булади; rk =  rk (q). Бундан система 
нукталарининг тезликлари хам

drk
v‘ = r ‘ = V q

каби умумлашган координата ва умумлашган 
тезликнинг бир кдйматли функцияси эканлигини 
аникдаймиз.
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Энди кинетик энергия ифодасига тезликнинг 
ушбу ифодасини к,уйиб кинетик энергиянинг 
Куйидаги

>  f a r kV  

k=l

I f  , 1 
T = — >, m, v: = -

dq
Я2 =^A (q )q2

ифодасини х,осил киламиз. Бу ерда
u

А - I ш,
f-\ \2 Эгк

aqк=!

фак,ат умумлашган координатанинг функцияси. У 
х,ар доим мусбат микдор. А(0) > 0. Чунки, 
(]угувозанат х;олатда) умумлашган тезлик нолга тенг 
булсагина кинетик энергия нолга тенг булади.

Системанинг х;аракат дифференциал 
тенгламаларини аникдаш учун ушбу масалага 
Лагранжнинг иккинчи тур тенгламаларини 
к;уллаймиз. Айни х;олда, системанинг хдракати 
иккинчи тартибли, чизикди булмаган битта 
дифференциал тенглама билан ифодаланади. Агар 
системанинг устувор мувозанат х;олати якднидаги 
харакати масаласини кдрасак, х,аракат диф
ференциал тенглама чизикди тенглама куринишига 
келади. Бунинг учун механик системага кичик 
кузголиш бериб, уни мувозанат х;олатидан 
чик,арамиз ва шу бир вак,тда, унга бошлангич 
тезлик х;ам берамиз. Механик система устувор 
мувозанат холатда булганлиги сабабли у ушбу 
устувор мувозанат хрлати якинида хдракатланади, 
яъни унинг умумлашган координатаси q ва 
умумлашган тезлиги q , модул жих;атдан, х;ар доим 
кичик кдйматлар булиб к,олади. Бу х;ол системанинг 
х;аракат дифференциал тенгламасини, катта аник,- 
ликда, чизикди куринишга келишини таъминлайди.

Юкррида айтилганларни амалга ошириш 
учун системанинг кинетик ва потенциал энерги- 
яеини q ва q ларнинг даражалари буйича q —0
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якднида Тэйлор даторларига ёямиз ва к,аторларни 
иккинчи тартибли кичик микдорларгача аникдикда 
оламиз. Бунинг учун, аввал, A(q) ни q = 0 якднида 
к,аторга ёямиз:

A(q) = A(0) +

Системанинг кинетик энергияси Т ни q гача 
аниклик билан аникдашимиз учун A(q) нинг 
Каторида фак,ат биринчи дадгина к,олдирилади, 
Колганлари юкори тартибли кичик микдорларга 
тугри келади ва улар, албатта, ташланиб 
юборилади. Шундай кдлиб, системанинг иккинчи 
тартибгача кичик микдордаги кинетик энергияси 
учун куйидаги ифодага келамиз:

T = |aq2, а = А(0) (22.7)

Кинетик энергия к,атъий мусбат катталик 
булганлигидан (22.7) даги коэффициент узгармас 
мусбат микдордир. У инерцион коэффициент 
дейилади. Унинг улчов бирлиги q нинг бирлигига 
боглик,, жумладан, умумлашган координата q 
узунлик бирлигида булса, коэффициент масса 
бирлигида, агар q нинг улчов бирлиги радианларда 
булса, а инерция момент бирлигида улчанади.

Системани устувор мувозанат долати q = 0 
атрофида унинг потенциал энергиясини к,аторга 
ёмамиз:

П = П(0) +
ЭП") 1/"Э2П'

dq эч2
q2+...

Потенциал энергиянинг ва унинг умумлашган 
координата буйича досилаларининг устувор 
мувозанат долатдаги кцйматлари 0 (индекс) билан 
белгиланган. Маълумки, системанинг мувозанат 
долатида ( ЗПЛ)д)0 = 0 булади. Агар, системанинг 
потенциал энергиясини ихтиёрий узгармасгача
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аникдик билан аникданишини эътиборга олиб, 
мувозанат хрлатда П(0)=0 десак ва к,аторни 
кичик q микдорнинг иккинчи тартибигача 
аникликда олсак, системанинг устувор мувозанат 
Холати якднида потенциал энергиясини куйидагича 
ёзишимиз мумкин:

п (я) = | ся2 (228)
Бу ерда

с

квазиэластик доимий дейилади. Масаланинг 
шартига кура, q —0 да устувор мувозанат х;олат 
булганлиги сабабли квазиэластик доимий мусбат 
катталикдир.

Лагранж-Дирихле теоремасига к̂ фа, 
механик системанинг потенциал энергиясининг 
минимум сохасидаги харакати пайтида q ва q 
ларининг кдйматлари, агар бошлангич кдйматлари 
тегишлича танланган булса, олдиндан белгиланган 
ва етарлича кичик булган сохддан х,еч кдчон 
чикмайди. Шунинг учун хам, агар, бошлангич

пайтда |qn|<ib |q0| < rj' к,аноатлантирса, вак,тнинг 
Хар кандай ке1шнги пайтларида q ва q ларни 
кичик сохада колиши потенциал ва кинетик 
энергияларнинг чекли сохада узгаришини,
жумладан, катта аникдикда (22.7), (22.8) билан 
ифодаланишининг имконини беради.

(22.7) ва (22.8) ифодаларга эга
булганимиздан кейин, энди Лагранжнинг иккинчи 
тур тенгламалари орк,али система х,аракатининг 
дифференциал тенгламасини ёзамиз. Бизнинг 
Хол учун:

ЭТ d ЭТ .. ЭТ л ЭП 
dq ~ ^  dt dq "  ЭЧ "  ’ ЭЧ ~ СС1
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Демак, механик системанинг харакат 
дифференциал тенгламаси куйидагича ёзилади:

aq + cq = 0 (22.9)
Бу тенгламани нуктанинг, бизга яхши таниш, тугри 
чизикди эркин кичик тебранма харакат тенгламаси

шх + сх = О
билан солиштириб, а коэффициент, физик мо^ията 
буйича, хакикатан х,ам, механик системанинг 
инертлик хусусиятини ифодалашини, с 
коэффициент эса эластиклик коэффициента 
эканлигини курамиз. к2 =  с/а белгилаш киритиб, 
(22.9) тенгламани куйидаги бизга яхши таниш 
тенглама куриншиига келтирамиз:

q + k2q = 0 (22.10)
Бу ерда, а>0 ва с:>0 сабабли, к хакдаий сон. У 
системанинг частотаси деб аталади.

(22.10) тенглама механик системанинг 
устувор мувозанат х;олат якднида кичик тебраниш- 
ларининг дифференциал тенгламаси дейилади. Биз 
юк,орида, кайтарувчи (тикловчи) чизикди куч 
таъсири остида моддий нук,танинг тугри ^шзикди 
тебранишларини урганганимизда (22.10) тенглама 
билан танишган эдик. Унинг умумий ечимини 
Куйидаги икки эквивалент куринишда ёзишимиз 
мумкин:

q = С, coskt + C2sinkt,

ёки
q = Asin(kt + a). (22.11)

Бу ечимлардаги интеграллаш ихтиёрий доимийлар 
С, ва С2 ёки А ва а лар харакатинг бошлангич 
шартларидан аникданади. Агар t =  0 да q(0) = q0, 
q(0) = q0 га тенг булса улар куйидагича 
аникданади:

С,=ч„. с г = ^ ,  I2212»
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(22.7) ва (22.8) формулаларни эътиборга олсак, 
тебранма даракатнинг амплитудаси А ни 
(бошлангич пайтдаги) тула механик энергияга 
пропорционал эканлигига ишонч досил
к,илипшмиз мумкин:

А = 4° + (1 f) = i q“ +V ’ = ̂ Cq° +ad|“ = ^ jc q j+ | a q j = 

л/2^Т0 +  П 0 =  л/2л/Т +  П  =  Л л / Ё

(22.11) тенглама харакат частотаси к га, даври эса

(22.13)
2п Га

= Т = Чс
га тенг булган гармоник тебранма даракат 
тенгламасидир.

Шундай кдлиб, битта эркинлик даражасига 
эга консерватив механик системанинг устувор 
мувозанат х;олати якинида кичик тебранма 
х,аракати моддий нуктанинг эркин тебранма 
дпракатш’а келар экан.

Механик системанинг эркин тебраниш 
частотаси ва даври хдракатнинг бошлангич 
шартларига, умумлашган координатанинг табиатига 
боглик эмас. Частота ва давр механик системанинг 
асосий доимийси: булиб, у кинетик ва потенциал 
энергия ифодалари таркибидан, аникрош, 
системанинг инертлик хусусиятлари ва тебранма 
х,аракат содир булаётган консерватив куч майдони 
характери билан аникданади. (22.12) га кура, 
механик система тебранма даракатининг ампли
тудаси А ва фазаси тебранма даракатнинг бош- 
лангич шартларига боглик;.

Энди ушбу механик система нукталарининг 
к,андай даракагланишини караб чикайлик. 
Системанинг бирор k-нчи нуктаси радиус вектори 
rk (q) ни мувозанат х;олат q =  0 ящшида Тэйлор 
Каторига ёямиз:
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rk(q) = rk ( ° ) + ^
'  о

1
Ч + 2

Гд \
q2+...

Эя2л
Бу ифодадаги q ни (22.11) билан алмаштириб, 
биринчи тартибли кичик катталиккача аникдикда, 
Всщтнинг ихтиёрий пайтида нук,та радиус 
Вйкторининг устувор мувозанат хрлатдаги 
кийматидан фаркдни к,уйидагича ифодалаймиз:

Эгк
>1

гк(я)-**к(°)| = Asin(kt-i-a) (22.14)

Демак, механик 
частота ва

системанинг нук,талари х;ам к

3»к
3q

амплитуда билан к и ч и к  тебранма х,аракатланади. 
Система нук,таларининг тебраниш амплитудаси

1|(Э|к/эч)о|- бошлангич фазаси х;аракатнинг

бошлангич Шсчртларига боглик,. Система 
нукталари тебраниш амплитудасининг функционал 
куринишидан х,ар хил нук,талар тебраниш 
амплитудаларининг нисбатлари х,аракатнинг
бошлангич шартларига боглик, булмайди. Система 
нук,таларининг харакати вак,тнинг х;ар к,андай 
пайтида, битта (kt + a) фазада ва демак, х,амма 
нуж;талар бир вак,тда мувозанат х;олатни утади, бир 
вак,тда мувозанат х,олатдан максимал узокдикда 
булади.
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