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S O ‘Z B O S H I

Klassik m exanika fani uch  yuz yildan o rtiq  tarixga ega. M exanika 
fanini rivojlantirishga G aliley, N yu ton , Eyler, Yakobi, G am ilton  va 
boshqa buyuk olim lar katta hissa q o ‘shishgan. A lbatta, m exanika fa- 
nining rivojlanishi hali ham  davom  etm oqda, am m o uning prinsipial 
asoslari XIX asrning ikkinchi yarm iga kelib aniqlangan desak b ladi. 
Klassik m exanika ju d a  keng va chuqur fan. H ar xil soha mutaxassislari 
unda o 'ziga qiziqarli va m uhim  boMgan yo ‘nalishlarni topishi m um kin. 
F iziklar sifatida biz m ana shu fanning fizika uchun  m uhim  boMgan 
qismlarini tanlab  oldik. B irinchi navbatda bu nazariy fizikaning ham m a 
sohalarida keng q o ‘llaniladigan tu shunchala r — Lagranj form alizm i, 
G am ilton  form alizm i, ta ’sir integrali, eng qisqa ta ’sir prinsipi, harakat 
integrallari, tashqi m aydonlarda harakat va sochilish va h.k. U niver- 
sitetlar uchun nazariy fizika kursi shunday qurilganki, yuqorida aytilgan 
fundam ental tu shunchalar b irinch i b o “lib nazariy  m exanika kursida 
kiritiladi.

K ichik tebranishlarga ham  katta  aham iyat berilgan — tebranish 
jarayonlari fizikaning deyarli ham m a sohalarida uchraydi va kichik 
tebranishlarning qonuniyatlari ham m a sohalarda ham  b ir xildir. Real 
fizik sistem alar ayniqsa elektrotexnik qurilm alam ing  xossalarini o ‘rga- 
nishda ko‘p incha nochiziqli tebran ish lar nazariyasini q o ‘llashga to ‘g ‘ri 
keladi. N ochiziq li tebran ish lar sohasi b irm uncha  m urakkab b o ‘lganligi 
uchun kitobim izda uning faqat asoslari yoritilgan.

Q attiq  jism  harakati m asalasi klassik m atem atik  fizikaning eng 
m ukam m al ishlab ch iq ilgan  q ism laridan  biri sifatida e ’tibo rim izn i 
o ‘ziga to rtad i. Klassik m exanikaning bu sohasi bilan real hayot orasida 
ko‘p incha bevosita bog‘lanishlarni topish m um kin.

Darslik fiziklar uchun universitet dasturiga m os ravishda suyuqliklar 
m exanikasiga bag‘ishlangan bob ham  bor.

Bu bobda berilgan m aM um otlar talabalarga suyuqliklar va gazlar 
m exanikasiga d o ir asosiy qonun larn i o ‘zlashtirishga im koniyat beradi 
degan um iddam iz.
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Klassik m exanika fizik sistem alam ing fazodagi m exanik harakatin i 
o ‘rganadi, bu qonunlarn i vektorlar tilida ifoda qilish ju d a  qulaydir. 
V ektorlar algebrasining asosiy qoidalari Tlovada berilgan, u lar kitobni 
tushun ish  u ch u n  yetarlid ir deb o ‘ylaym iz. K itob davom ida m an a  shu 
ilovada tushun tirilgan  soqov indekslar b o ‘y icha yig‘indi qoidasi keng 
foydalanilgan. Agar o ‘quvchi vektorlar bilan ishlashda q iyinchilik lar 
sezsa m ana shu Ilovaga m urojaat qilishi kerak b o ‘ladi.

0 ‘zbek tilida N azariy  fizika kursi b irinch i bor yaratilm oqda. Ajab 
em as, sinchkov o ‘quvchilar darslikda b a ’zi-b ir nosozliklarni uchratib  
qolsa. B unday  o ‘quvchilarning tanq id iy  m ulohazalari kitobim izdagi 
kam chilik larni kam aytirishga xizm at qilgan b o ‘lar edi. Tegishli fikr va 
m ulohaza larn i quyidagi m anzil b o ‘y icha yuborishingizni so ‘raymiz: 
T oshken t, M . U lug‘bek nom li 0 ‘zbekiston M illiy universiteti, fizika 
fakulteti, Y adro va nazariy fizika kafedrasi.

U shbu darslik 0 ‘zbekiston Respublikasi V azirlar M ahkam asi qoshi- 
dagi F an  va texnologiyalarni rivojlantirishni m uvofiqlashtirish q o ‘m itasi 
tom onidan  ta ’m inlangan «О И Д -3-9» sonli innovatsion loyiha doirasida 
yaratilgan.

Y ana b ir m uam m oga to ‘xtab o ‘taylik. D unyo ilm iy adabiyotlarida 
olim larning nom i ularning o ‘z ona  tilida qanday  yozilsa boshqa tillarda 
ham  o ‘zgartirilm asdan shundayligicha qoladi. A m m o biz tarixan kirill 
alifbosiga m oslashtirilgan rus tilidagi talaffuzga o ‘rganib qolganm iz. 
Ikkinchi tom o n d an , o ‘quvchi ilm iy adabiyotni o ‘rgana boshlaganda 
bizning darslikdagi ruscha talafTuzga m oslashtirilgan nom larning haqiqiy 
shakliga d u ch  kelib  o ‘y lan ib  qolm aslig i u ch u n  quyidagi jad v ald a  
nom larn ing  qiyosiy shakllarini keltiram iz:
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O n a t i l id a Ushbu kitobda Rus adabiyotida

Nevvton Nyuton Ньютон

^amilton G am ilton Гамильтон

Lagrange Lagranj Л агр ан ж

Euler Eyler Э й л ер

□'Alam bert D alam b er Д а л а м б е р

Coulum b Kulon Кулон

Navier Naviye Навье

Stokes Stoks С токс

Jacobi Yakobi Я коби

M aupertuis M opertyui М опертю и

Poincare P uankare П уанкаре

Poisson Puasson Пуассон

Cartan Kartan Картан

Noeter N yoter Н ете р

Liouville Liuvil Лиувилль

Routh Raus Раус

Coriolis Koriolis Кориолис

Rutherford R ezerfo rd Р езер ф о р д

Huygence G u ygens Гю йгенс

Legendre Lejandr Л еж а н д р



1-bob. HARAKAT TENG LAM ALARI

1.1. Erkinlik darajasi. Umumlashgan koordinatalar

Jism larn ing  fazodagi m exanik harakatin i o ‘rganish u ch u n  sanoq 
sistemasiga ega bo ‘lishimiz kerak. Sanoq sistemasi tushunchasiga m a’lum 
b ir yo ‘l bilan tan lab  olingan koord inata lar sistemasi va soat kiradi. 
U lar yordam ida jism ning  ixtiyoriy vaqt m om entidagi holatini aniqlash 
m um kin.

Jism  ho la tin ing  vaqt b yicha o ‘zgarishini uzliksiz belgilab borsak, 
shu jism ning  fazodagi trayektoriyasini olgan b o ‘lamiz.

Bu ishni bajarish u ch u n  b ir m uh im  tu sh u n ch a  m oddiy  nuqta 
tushunchasidan  foydalaniladi. Jism ning o ‘lcham i ko‘rilayotgan masala- 
dagi boshqa oM cham larga n isbatan  ju d a  k ichik  bo ‘lsa uni massaga 
ega b o ‘lgan b ir n u q ta  sifatida k o ‘rish m um kin . Bu a lb a tta  m a ’lum 
b ir y aq in lash u v , id ea lla sh tirish , am m o  u , o d a td a , yaxshi yaq in- 
lashuvdir. M asalan, otilgan o ‘q yoki snaryadning trayektoriyasi jism lar- 
ning to ‘qnashuvida im puls va energ iyaning  saqlanish  q o n u n la rin i va 
h a tto  Y ern ing  Q uyosh atrofidagi harakatin i o ‘rganganda bu jism larni 
m oddiy  n u q ta  sifatida ko ‘rish m um kin . H a tto  qattiq  jism n in g  hara- 
k a tin i o ‘rg an g an im izd a  ham  un i m od d iy  n u q ta la rd an  ib o ra t deb 
qarasak  qulay b o ‘ladi.

F izika fani tajribaga asoslangan fandir. B undan keyin gapiriladigan 
ko‘pgina tasd iq lar o lim larning k o 'p  asrlik tajribasiga asoslangan b o ‘lib, 
u lar o ‘zidan soddaroq b o ig a n  boshqa tushunchalarga keltirilmaydi. 
D arslikda b ir necha m arta  uchrab  turad igan  «tajriba shuni ko ‘rsatadiki» 
degan ibora o lim larning k o ‘p asrlik tajribasi asosida keltirib chiqaril- 
gan tasdiqlarga tegishlidir.

F izik sistem aning fazodagi ho latin i aniqlash uchun  har xil koordi- 
natalardan foydalanish m um kin. K o‘p m asalalarda D ekart koordinatalar 
sistem asi qoMlaniladi. Bu holda m oddiy nuqtan ing  radius-vektori г ni 
va tezligini v  = dr/dt = r deb belgilanadi. K o ‘p hollarda vektorlarning

kom ponen talari r  = {*,)’,£} Va v  =  {vx,vy, dan  ham  foydalaniladi- 

Agar m oddiy  n uq ta lar soni b ir nech ta  boMsa ularning nom eri, odatda.
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harfi bilan belgilaymiz. Bu holda a m oddiy nuq tan ing  radiusi va 
tezligi ra, va h arflar b ilan  belgilanadi. R adius va tezlikn ing  argu- 
m entlarini odatda ko ‘rsatib o ‘tirm aganim izga qaram asdan  shuni esda 
saqjash kerakki, um um iy holda ular vaqtga bog‘liq b o ‘lgan kattaliklar: 
r =  r(r) =  W O , y(t), z(t)} va v  =  v(t) =  {vx(t), и.(Г), u,(0}. Quyidagi
niunosabatlar

x = x ( t ) ,  y = y ( t ) ,  z  =  z(f) (1.1)

m oddiy nuqtaning x,y  va z  koordinatalarin ing vaqt b o ‘y icha o ‘zga- 
rishini ifodalaydi, y a ’ni, u la rsh u  nuqtan ing  trayektoriyasmi ifodalaydi. 
Bir n ech a  m od d iy  n u q ta li s is tem a h aq id a  gap  k e tg an d a  h a r b ir 
nuqtaning koord inatlarin i ham  shu m a’noda tushuniladi.

M asalada sferik sim m etriya b o ‘lsa, sferik k o o rd in a t sistem asini 
qo‘llash qulayroqdir. Boshqa holatlarda k o ‘rilyotgan m asala uchun  
boshqa koord inatlar qulay b o ‘lishi m um kin. F ann ing  m uhim  tom oni 
shundan iboratki, harakat qonun larin i um um iy  ko‘rin ishda konkret 
koordinat sistem asiga bog‘lam agan holda umumlashgan koordinatalar 
tilida ifodalash m um kin. M ana shu um um lashgan koord inata larn i qr  
q„ ..., qs deb belgilaylik. U lar ham  um um iy holda vaqtning funksiyalari 
bo‘ladi: q^t), q2(t), ..., qs(t), am m o buni har gal yozish shart emas. 
U m um lashgan koord inatlarga o ‘tishga m isol sifatida sferik koordi- 
natlarga o ‘tishni kraylik:

x =  r s in 0 cos<p, y  =  r s in 0 sin<p, z = r c o s 0 . ( 1.2)

Bu m unosabatlar orqali yangi k oord ina tla r {г,в ,<p) k iritilad i. Agar 
sistem ada iVta m oddiy  nuqta b o ‘lsa va u larning dekart koord inatlarin i 
xa, у я, za, a =  l, . . .  , Ar deb belgilansa, um um lashgan koordinatlarga 
o‘tishni

x , =  fj{qj,. . . ,qs),

Уi =  /2(97» ■■•'Qs),

Z, жв/ з [ 9 1 , - л ) .

ZN ~  f3N  {‘i t ’ —>9s)f

(1.3)

form ulalar orqali ko‘zda tu tush  m um kin. S istem aning holatin i t liq 
aniqlash uchun  yetarli boMgan koord inatlar soni sistem aning erkinlik 
darajasi deyiladi. Y uqorida erkinlik darajasi 5 harfi bilan belgilangan,
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shuncha um um lashgan  koord inata  kiritildi. E rkinlik  darajasi soni 3N  
dan kam  b lishi m um kin. B itta m oddiy nuq tan ing  fazodagi holatin i 
aniq lash  u ch u n  un ing  u ch ta  koord inatasin i an iq lash im iz yetarlid ir. 
D em ak, b itta  m oddiy  nuqtan ing  erkinlik darajasi uchga teng. Ikkita 
m oddiy nuq tan ing  erkinlik  darajasi esa oltiga tengdir. A m m o ularning 
orasidagi m asofa o ‘zgarm as b o ‘lsin desak, sistem aning erkinlik  darajasi 
beshga teng b o ‘ladi — shu sistem adagi ixtiyoriy b ir nuq tan ing  holatin i 
aniqlash uchun  3 ta  son kerak, ikkinchi nuq tan ing  holatin i aniqlash 
u ch u n  ikkita son yetarlidir.

Tekislik ustida harakat qilayotgan jism ning  erkinlik  darajasi 2 ga 
tengdir tekislik ustidagi ixtiyoriy nuqtani uning ikkita koord inatasi 
orqali aniqlashi m um kin.

Oxirgi ikki m isolda haq iqatda yana b itta  tu sh u n ch a  kiritildi, y a ’ni 
bog‘lam lar soni tushunchasi. 0 ‘zaro m asofasi o ‘zgarm aydigan ikki 
nuq tali sistem ada b itta  b og‘lanish bor — shu  ikki n u q ta  orasidagi 
masofaning o ‘zgarmasligi sharti. Buni m atem atik  ko ‘rinishga keltiraylik, 
un ing  uchun  b irinch i nuq ta koordinatalarin i xv  y {, г, va ikkinchi nuqta 
k oord inata la ri esa x2, y v  deb belgilanadi. U n d a  shu  ikki nuqta 
orasidagi m asofaning o ‘zgarm aslik sharti

(x2 - X]f  + (y2 -  л )2 + (z2 -  z,)2 = l 2 (1.4)

k o ‘rinishni o ladi, bunda / berilgan o ‘zgarm as m asofa. Bu yerda har 
bir koord inata  vaqtning funksiyasidir (sistem a harakat qilishi m um kin), 
am m o m asofa o ‘zgarm asdir.

H ar bir shart sistem a erkinlik  darajasini bittaga kam aytiradi. M asa- 
lan, ixtiyoriy tekislik ustida bir-biriga uzunligi o ‘zgarm aydigan ingichka 
ip bilan bog‘langan  ikkita m oddiy  n u q ta  berilgan b o ‘lsin. Bu siste- 
m aning  erk in lik  darajasin i topaylik . Н аг b ir n u q ta  sirt ustida  yotibdi
— bu ikkita shart. U la r  orasidagi m asofa o ‘zgarm aydi — yana b itta  
shart.

D em ak, sistem adagi erk in lik  daraja lar soni 6 — 3 =  3 ga teng  
ekan. H aqiatan  ham , sistem aning holatini aniqlash uchun  nuq talam ing  
bittasin ing sirt ustidagi ikkita koordinatasin i berishim iz va u larn i bog‘- 
lab tu rg an  o ‘qn ing  x  yoki y  o ‘qiga n isb a tan  b u rch ag in i an iq lash  
yetarlid ir.

1.1-misol. 0 ‘zaro masofalari o‘zgarmaydigan uchta moddiy nuqta siste- 
masining erkinlik darajasini toping.

Uchta moddiy nuqtali sistemani ifodalash uchun 3 -3  =  9 ta koordinata 
kerak. Ammo ularning bir qismi mustaqil emas. Uchta nuqta orasidagi
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m a s o f a l a r n i n g  o‘zgarmasIigi 3 ta shartni beradi, demak, sistemaning erkinlik 
d a ra ja s i  9 -  3 =  6 ga teng.

1 .2-misol. Chiziq bo‘ylab harakat qilayotgan quyidagi sistemalarning 
e rk in l ik  darajalarini toping:

1) o‘zaro masofasi o‘zgarmaydigan ikkita moddiy nuqta;
2) o‘zaro masofalari o‘zgarmaydigan N  ta moddiy nuqtadan iborat sistema.
Javobi. Ikkala holda ham erkinlik darajalari soni birga teng, chunki bu

sistemalarning holatini aniqlash uchun ulardagi ixtiyoriy bitta nuqtaning 
holatini aniqlash yetarlidir.

1.3-misoi. Tekislikda harakat qilayotgan sistemalarning erkinlik darajasini
toping:

1) 3 ta o‘zaro bolangan moddiy nuqtalar;
2) 3 ta ketma-ket bog‘langan moddiy nuqtalar;
3) ikkita o‘zaro bog‘langan moddiy nuqtalar, ularning biri faqat berilgan 

chiziq ustida harakatlanadi.
Javobi. I) Har bir nuqtaning z koordinatasiga shart bor: г, =  0, z? -  0, 

l  =  0 , bu — uchta shart. 0 ‘zaro bog‘langanlik shartlari ham uchta, 
demak, sistemaning 9 - 3 -  3=3ta erkinlik darajasi bor.

3) Chiziq ustida harakatlanadigan nuqtaning erkinlik darajasi birga 
teng, ikkinchi nuqtaning harakatini aniqlash uchun uni birinchi nuqta 
bilan bog‘laydigan chiziqning tekislikdagi x— (yoki y  —) o‘qiga nisbatan 
burchagini topish mumkin. Demak, sistemaning erkinlik darajasi ikkiga 
teng.

1.4-misol. Fazoda harakatlanayotgan sistemalarning erkinlik darajalarini 
toping:

1) 2 ta bir-biri bilan bog‘langan moddiy nuqtalar;
2) 3 ta ketma-ket bog‘langan moddiy nuqtalar;
3) 2 ta o‘zaro bog‘langan — biri tekislikda, ikkinchisi esa fazoda hara- 

katlanayotgan moddiy nuqtalar.
Javobi. 1. 5: fazodagi nuqtaning erkinlik darajasi 3 ga teng, ikkinchi 

nuqtaning holatini topish uchun nuqtalarni bog‘laydigan chiziqning tekislikka 
perpendikular z — o‘qi bilan hosil qilgan burchagi va shu chiziqning (x, y) 
tekislikka proyeksiyasining z — o ‘qi bilan hosil qilgan burchaklarini aniqlansa 
bo‘ldi;

2. 5;
3. 4.
Tajriba shuni ko‘rsatadiki, jism ning harakat trayektoriyasi uning 

boshlang‘ich holati r(t0) va boshlang‘ich tezligi v (t0) bilan aniqlanadi. 
Bu degani, harakat tenglamasi vaqtga nisbatan ikkinchi tartibli differensial 
tenglama boMishi kerak. K oordinatadan vaqt bo‘yicha ikkinchi tartibli 
hosila tezlanish deyiladi, dem ak, harakat tenglam asi um um iy holda 
tezlanish, tezlik va trayektoriya orasidagi munosabat ko‘rinishiga ega bo‘lishi 
kerak ekan.
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1.2. Lagranj fiinksiyasi va ta ’sir integrali

Tajriba shuni ko ‘rsatadiki, fizik sistem aning ham m a xossalari uning 
Lagranj funksiyasi L(q,q,t) va ta ’sir integrali

da m ujassam langandir.
Lagranj funksiyasini qanday topish m asalasi alohida k o ‘rib chiqiladi, 

bu yerda esa ta ’sir integrali bilan shug‘ullaniladi.
B izning m aqsadim iz 5[^] ga q o ‘yilgan talab  orqali harakat tengla- 

m alarin i keltirib  chiqarish . K eltirib  ch iqarishn i soddalik  uchun  bir 
o ‘lcham li ho ldan  boshlaylik. M oddiy  n u q ta  ta vaqt m om en tida  q(ta)= qa 
n u q tad an  harakatn i boshlab, tb vaqt m om en tid a  q(tb) =  qb nuqtaga 
kelgan b o ‘lsin. T ush u n arlik i, jism  qa n u q tad an  qb nuq taga qanday  
trayektoriya b o ‘y icha borishi, y a ’ni, q(t) trayektoriyaning  ko‘rinishi
(1.5) in tegralning son qiym atiga ta ’sir qiladi. S [q] m ana shu harakat 
trayektoriyasin ing  funksionalid ir. Bu degani, trayektoriya o ‘zgarsa 
t a ’sirn ing  son qiym ati ham  o ‘zgaradi. B uni tu shun ish  u ch u n  eng 
oddiy b ir o ‘lcham li

in tegral olaylik. In teg ral ostidagi /  (x) funksiya o ‘zgartirilsa integral 
/  n in g  so n  q iy m ati h am  o ‘zgarad i, sh u n in g  u c h u n  u  /  [/] deb 
belgilandi. In tegral q iym atin ing  integral ostidagi funksiyaga bog‘liq- 
lig in i fu n k sio n a l b o g ‘lan ish  d ey ilad i, q isq ach a  ay tg an d a , b u n d ay  
in tegrallar funksional deyiladi. T a ’sir integrali (1.5) a lbatta  trayektoriya 
q(t) n ing  funksionalid ir.

Eng qisqa ta ’sir prinsipi b o ‘y icha haqiqiy  trayektoriyaga ta ’sirning 
eng kichik q iym ati to ‘g ‘ri keladi. Buni boshqacha ham  aytish m um kin 
— ta ’sir integralin ing m in im al qiym atiga olib keladigan funksiya q(t) 
haq iq iy  h a rak a t trayek to riyasiga  m os kelad i. M an a  shu  p rin sipn i 
m atem atik  k o ‘rinishga keltiraylik.

B uning u ch u n  ta ’sir integralini quyidagi ikkita trayektoriya uchun  
solishtiriladi: q(t) +  8q(t) va q(t). Bu yerdagi 8q(t) funksiya trayekto- 
riyaning variatsiyasi deyiladi. U b irinch idan  t =  ta va t =  tb vaqt 
m om en tlarida  nolga teng  b o ‘lsin:

a

b
(1-6)

a

12



W  =  Sq(tb) =  0, (1.7)

va ikkinchidan, cheksiz kichik qiym atlam igina qabul qilsin. Bu degani, 
birinchidan, q(t) +  5q{t) va q(t) trayektoriyalar b ir nuq tada boshlanadi 
va bir nuq tada  tugaydi va ikk inch idan , ixtiyoriy tB < t  < tb vaqt 
n i o m e n t i d a  son jih a td an  b ir b iridan cheksiz kam  farq qiladi. Shu ikki 
trayektoriya uchun  ta ’sirning farqi topiladi:

'h
5S  = S[^ + 5 ^ ] - 5 [ ^ ] =  Jrff [L(q + 5q ,q  + 5 q , t ) ~  L( q ,q , t ) ]  =

( 1.8)

Bu yerda yuqori tartibli cheksiz kichiklari tashlab yuborildi. Topilgan 
kattalik ta ’sim ing variatsiyasi deyiladi. T rayektoriya m in im al ta ’sirga 
to‘g‘ri kelishi u ch u n  ixtiyoriy 5q uchun  5S — 0  b o ‘lishi kerak. Integral 
ostidagi ifodaning birinchisiga Sq  kirgan, trayektoriyaning variatsiyasini 
vaqt bo‘yicha hosiladan chiqarib olish uchun shu had bo‘laklab integral- 
lanadi (bu am aln i bajarganda variatsion  hisobda isbot q ilinad igan

SYt4 = 7 t5q m unosabatd an  foydalandik):

[ d t ~ 5 q =  f d t ^ 5 - =  \ d t ^ - 5 q =  f dt 
J dq J dq dt J Эq dt J
'a  'a 'a  'a

N atijada

( d L s 
j r S q  
д q

~ d dL — oq — —  
dt Эq (1.9)

5S Э L 

Тя'
d  Э1

u dt dq
=  0 (1.10)

m unosabatga kelam iz. B irinchi had (1.7) shart natijasida nolga tengdir, 
ikkinchi had ixtiyoriy 5q uchun  nolga teng b o iish i uchun

i L - — —  = o
dq dt Эq ( 1. 11)
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teng lam a bajarilishi kerak. O lingan teng lam a Eyler—Lagranj tengla-

m asi deyiladi. Bu tehg lam aga jism n in g  koord inatasi q, tezligi q va

tezlanishi q kirgan. D em ak, Eyler—Lagranj tenglam asi harakat tengla- 
m asi ekan.

S istem aning erkinlik darajalari soni s ta b o ‘lgan holga o ‘tilsa olingan 
teng lam alar sistemasi

dL d dL .

Ъ ~ 7 , ц Г  ' ^ 4 < U 2)
ko‘rinishga keladi. Y a’ni, h ar b ir erkinlik darajasiga b itta  Eyler— Lagranj 
tenglam asi to ‘g ‘ri keladi. Bu teng lam alar sistem asi s ta  ikkinchi tartibli 
dififerensial tenglam alar sistem asini tashkil qiladi. U larn i yechish uchun 
2s ta  bosh lang‘ich shartlar berilgan b o ‘lishi kerak. Bu boshlang‘ich 

sh artla r sistem aning  b o sh lang‘ich  ho lati q{(0) = qm va bosh lang‘ich

tezliklari <7.(0) =  ?  dir./ fO

D ek art sistem asida {g,} = {/;} E yler—Lagranj teng lam alarin ing  
ko ‘rinishi:

d dL dL
<1ЛЗ)

1.2.1-misol. Quyidagi Lagranj funksiyasi uchun harakat tenglamasini 
toping (k  — zgarmas son):

L = ^ - k q .  (1.14)

Kerakli hosilalarni topaylik:

dL dL
a j — *• T i ’ "' <LI5)

Harakat tenglamasi:

q + k= 0 . (1.16)

1.2.2-misol. Quyidagi Lagranj funksiyasi uchun harakat tenglamalarini 
toping (k  -  o ‘zgarmas son):

14



S i s t e m a n i n g  ikkita erkinlik darajasi bor. H arakat tenglam alarining 
soni ham ikkita boMadi. H osilalarni top ib , harakat tenglam alariga 
o‘tiladi.

dL ЭL ' ' ' ,l> - ”'*
= 2k(q2 -  <?i); ^— = => тЧ\ ~ M ( q 2 - 9,) = 0; 

dq | aq,
(1.18)3L

—-  = -2*(<?2 -  <h); т — = 'Ифг => пЧ2 + 2Л(^2 -  ) = 0.
Э<72 dq2

1.2.3-misol. Eyler— Lagranj tenglamalarining nuqtaviy deyiladigan quyi- 
dagi almashtirishlarga nisbatan .ibsfod -п-я

Эд,
(1.19)

!2il

q, = «,• (fif,40i*M fo.$» det
dQj

o‘zgarmasligini ko‘rsating.
Yangi va eski Lagranj funksiyalarini bOg‘laylik:

ud ,nU m um  i ( i z i ! 'o d  ^вЯЯвшгп пв1вгго/. §п1гирву e v

L '((2,(2.0= t ( « ( f i .O .9 ( 6 .6 .0 ’0 - (L20)
r  evi jsuzfmuiznii. на grmnpBv дцивгвм  .иорш в ш г и т л  

Eski koordinataning vaqt bo‘yicha hosilasini topishdan boshlaylik:

l  _ d  Эq, ■ bq,

К эЭг1/  пв§( o c j 
Bu yerdan am

nBQjo
■лът вг

Iflf
:Я ib e f  ! п м

5{ii43J (J f:l< (1-22)

jim i‘gib2sj

Э^_= dq^ "; ,!'JI 
dQ, Э Q , '

м п р  ••••" I l lU li  s IIIUII ••<<-<( V* ‘J  , ' i b l j u l l  ll!.
ekanligini topamiz. Lagranj hosilalarini hisoblaylik:

i9J ;i ^fiinim ii.гиЯ1Э BbJBdven irtonhif пи8
Э/. Э<? j  ̂ Э^j- c)L _  a i  Эд j

■ pK > si sninosBi огпгпА .ijqBvt-iopu >filssj ,Я в тэП  .Bbi^B'j)Bn i§i!il?.ni(.

Oxirgi tenglikka o ‘tish uchun (1.22) dan va ^ -  = 0 ekanligidan foyda-
.пгятигп  irf?.ii oo 1гв7»г>1пш g n if i t ;  в-П'Эфлл ;,ji.v;iгяпиГ[пвт^в.I

Ianildi. Yangi o‘zgaruvchiiar tilida Eyler—Lagranj tenglamalarini yozib olish 
qoldi:

bjIbibH 

(1-24)
^ .Э / / _ Э Г _ л Э ( 7 ; d dL dL x v i L 'd d q j  dqj \
dtdQ, dQi р д  Q, dt dq dq

\  'b* VJ* >

1 
'**> 

•Cr 
1 ГО^5. dtbQ , Э Qi J
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Ikkinchi had nolga teng, chunki

dQi h ^ Q k  dQ,di' di dQ, £ Э Q , B Q , k dQ,dt'
Demak,

( 1.26)

Bu tenglikning o ‘ng tomoni nolga teng bo‘lsa, chap tomoni ham nolga 
teng bo‘ladi.

Jism ning harakatin i o ‘rganish uchun  b iro r b ir sanoq sistemasini 
tan lab  olishi kerak. Ixtiyoriy boMgan sanoq sistem asida um um iy  holda 
fazo va vaqtning xossalari m urakkab b o ‘lishi m um kin , bu esa harakat 
qonunlariga jism  harakatin ing  o ‘ziga hos b o ‘lm agan m urakkablikni 
kiritishi aniqdir. M asalan, vaq tn ing  b ir jinslim asligi (ya’ni, vaqtning 
ikkita m om en tla ri va t2 ekvivalen t em asligi) shunga olib  kelishi 
m um kinki, boshlang‘ich paytda tin ch  turgan jism  vaqt o ‘tishi bilan 
harakat qila boshlashi m um kin . Shu boisdan jism larn ing  m exanik hara- 
katin i fazo bir jin sli va izotrop, vaqt bir jin sli b o ‘lgan sistem ada 
o ‘rganiladi. B unday sistem a inersialsistema  deyiladi. Inersial sistem ada ' 
jism ga hech qanday tashqi kuch ta ’sir qilm ayotgan b o ‘lsa, uning harakat 
holati o ‘zgarm aydi. H arak at ho lati deganda u tezlik b ilan  harakat 
ko ‘zda tu tilad i, shu  ju m la d an , v  =  0 b o ‘lishi ham  m um kin . Shu 
tasdi im izni isbot qilaylik.

Buning uchun birinchi navbatda erkin jism ning  inersial sistemadagi 
Lagranj funksiyasini top ish  kerak. Bu Lagranj funksiyasi na vaqt / ga 
va na radius r  ga bog‘liq b o ‘lishi m um kin — vaqt va fazoning bir 
jinsliligi natijasida. D em ak, tezlik  uqo layap ti. A m m o fazoning izotrop- 
ligi (ya’ni, fazodagi yo ‘nalishlarning ekvivalentligi) shunga olib keladiki, 
Lagranj funksiyasi faqatgina vr n ing funksiyasi b o ‘lishi m um kin:

1.3. Inersial sanoq sistemalari

L =  K v 2). (1.27)

H arakat tenglam alarin i yozaylik:

d_dL_dL  
dt Эг Эr

(1.28)
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Bu tenglam aning o ‘ng tom oni nolga teng:

,  £-a <••»>
Tezlikning ta ’rifi b o ‘yicha: v = r , dem ak quyidagiga kelinadi:

3l (u2)
— -— - =  const (1.30)

д \
M urakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasi b o ‘yicha

3L(i»2) _  dL(v2) d v 2 dL(v2) . - _ . .

" э ;  dv2 ду ~  d v 2 V' 1 }

Bu esa
v =  const (1-32)

ekanligini ko ‘rsatadi. O iingan natija Nyutonning birinchi qonuni yoki, 
inersiya qonuni deyiladi. D em ak, inersial sanoq  sistem asida tashqi 
kuch ta ’sirida b o ‘lm agan jism  o ‘zgarm as tezlik bilan harakat q ilar 
ekan.

Berilgan inersial sistem aga nisbatan o ‘zgarm as tezlik bilan harakat 
qilayotgan boshqa sistem a berilgan b o ‘lsin. Jism  bu sistem aga nisbatan 
ham  o ‘zgarm as tezlik bilan harakat qilayotgan b o ‘ladi, dem ak, bu 
yangi sistem a ham  inersial sistem a ekan. Inersial sistem alarning soni 
cheksiz ko‘p boMishi m um kin , u lam ing  ham m asi b ir-biriga nisbatan 
qandaydir o ‘zgarm as tezlik bilan harakat qilayotgan b o ‘ladi.

Tajriba shuni ko‘rsatadiki, m exanika qonunlari ham m a inersial sis- 
tem alarda bir xil ko‘rinishga ega. Buni quyidagicha tushunish  m um kin: 
qo ‘zg‘olm asdan turgan laboratoriya sistem asiga nisbatan o ‘zgarm as 
tezlik bilan harakat qilayotgan kem ani olaylik (kem a inersial sistem a 
bo ‘lishi uchun  yetarli darajada katta b o ‘lishi kerak, dengiz yoki daryo 
tinch  b o ‘lishi kerak, shunda kem a yetarli darajada inersial sistem aga 
yaqin b ladi). Shu kem adagi ham m a oynalari yopiq b ir xonada hech 
qanday m exanik tajriba orqali kem a harakat qilayaptim i-yoqm i degan 
savolga jav o b  b e ra  o lm ay m iz  — h am m a  ta jr ib a la r  la b o ra to r iy a  
sistem asida qanday o ‘tsa, shupday o ‘tadi. Inersial sistem alam ing m exa- 
nika q o nun lari nuqtayi n azarid an teng  h u quqliligi haqidagi tasd iq
Galiley prinsipi deyiladi. Inersial listem ajar. noq^rqli d t ta n im iz  
u larda m exanika qonunlari b ir xil kp rin islig a  <̂f>‘, l a d i j m i z d i r .  
M exanika qonunlari differensial tem glam aK ^bit(a liitP !q^naai] dem ak,

2 -  Nazariy mcxanika



bu tenglam alam ing ko‘rinishi ham m a inersial sistem alarda bir xil b o ‘lishi 
kerak. Bir sistem adan  ikkinchi sistem aga o ‘tish m a’lum  bir alm ash- 
tirish larni ta lab  qiladi. U larn i topaylik.

Bizga ikkita sistem a berilgan b o ‘lsin, ulardagi koord inatlarn i r va 
r'  deb belgilaylik, sh trix langan sistem a birinchi sistem aga nisbatan V 
tezlik bilan harakat qilayotgan b o ‘lsin. Bu ikki sistem adagi koordinatlar

г ' = r +  Vt (1.33)

k o ‘rin ish d a  b o g ‘langan  b o ‘lad i. V aqt klassik m ex an ik ad a  absolu t 
xarakterga ega:

/ '=  /. (1.34)
Bu — p o s tu la t,1 klassik m exan ikan ing  m atem atik  ap p a ra ti shu 

postu latga asoslangan.
Y uqoridag i fo rm u la la r, (1 .33) va (1 .34) Galiley almashtirishlari 

d ey ilad i. In e rs ia l sa n o q  s is tem a la rn in g  te n g  h u q u q lig i m exan ika  
q o n u n la rin in g  m an a  shu  a lm ash tirish larga n isbatan  kovariant boMishi 
kerakligini b ild irad i. K ovarian t degani k o ‘rin ish i o ‘zgarm aydi degani 
y a ’ni, ten g lam a ( r ,t)  o ‘zg am v ch ila rd a  qan d ay  k o ‘rin ishga e g a b o ‘lsa, 
(r ',/)  o ‘zg am v ch ila rd a  ham  h u d d i sh u n d ay  k o ‘rin ish g a  ega b o ‘lishi 
kerak. D em ak , G a liley  p rin sip i h arak a t q o n u n la rig a  k u ch li talab  
q o ‘y ar ekan .

1.4. Galiley invariantligi va erkin jismning 
Lagranj funksiyasi

Bir inersial sistem adan  unga nisbatan  V  o ‘zgarm as tezlik  bilan 
harakat qilayotgan ikkinchi sistem aga o ‘tganda jism ning  koordinatlari 
va tezliklari quyidagi G aliley  alm ashtirishlari o rqali bog‘langanligini 
bilam iz:

г ' = г +  Vt, v’ = v +  V. (1.35)

B itta jism ning  m ana shu ikkila sistem alardagi Lagranj funksiyalari 
orasidagi farq

L(r’,v') = L(r ,v)+-j-f(r ,V)  (1.36)

1 «Vaqt o‘z-o‘zicha, hech narsaga bog‘ liq bo‘lmagan holda oquvchi absolut 
substansiya» (Nyuton).
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‘ r in i s h g a g in a  ega b o ‘lishigina m um kin. Aks holda ikkala Lagranj 
f u n k s i y a l a r i  har xil harakat tenglam alariga olib kelgan b o ‘lar, bu esa 
in e r s ia l  sistem alarning teng huquqliligini buzadi (paragrafga qarang). 
Bu yerdagi ixtiyoriy n o m a’lum  fu n k s iy a /( r ,V ) ,  a lbatta, V ga bog‘liq 
b o ‘ i is h i  k e r a k .  H attok i, kichik K uchun

/  (r ,V )  =  V /  (r) ( 1.37 )

b o ‘lishi kerak, chunki V =  0 boMganda ikkala Lagranj funksiyasi b ir- 
biridan farq qilmasligi kerak. O ddiy yoyilm a (tezlik V ni kichik deb 
faraz qilaylik)

L (r + Vf,v + V ) = L (r ,v )  + f V ~  + V ~  ( 1.38 )
Эг d v

dan kelib chiqadiki,

/V f +  v  | ^  = v  f f ( r ) . (1-39)

V ning ixtiyoriyligi va o ‘zgarm asligini h am d a harakat tenglam asin i 
hisobga olinsa:

— f r ^ + f  (r ) ) = 0  
dty  д \ J

kelib chiqadi. E ndi fazoning bir jinsliligi hisobga olinsa:

(1.40)

D em ak,

< 1 4 2 >

f  funksiya faqat r ning fimksiyasi b o ‘lgani uchun  undan  г bo‘yicha 
hosila ham  faqat r ning funksiyasi b o ‘lishi m um kin. A m m o, (1.42) 
tenglikning chap  tom on i r ga um u m an  bo liq b o ‘lm agani u ch u n  
uning o ‘ng tom on i ham  r ga bog‘liq b o ‘lmaydi:

= (1-43)
dr1

biz bu yerda qulaylik uchun  indeksli belgilashlarga o ‘td ik , ixtiyoriy 
tenglik uchun  indekslar balansi bajarilishi b o ‘lishi, uning chap  va o ‘ng 
tom onlaridagi ozod indekslar soni teng b o ‘lishi kerak. Paydo b o ‘Igan
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т.. son lar o ‘zinm g kelib chiqishi b o ‘yicha qandaydir o ‘zgarm as sonlardir. 
N a tijad a

| j ~ 1 У ,  (1.44)

tenglikni olam iz. A m m o, L =  L (v)2 ekanligi ham  maMum, bu  degani, 
h aq iq a td a

dL

b o ‘lishi kerak degani, y a ’ni m. =  m:j deb olishim iz kerak. Bu sodda 
ifoda oddiy  integrallanadi:

L =  ~ .  (1.46)

(Lagranj funksiyasidan konstan tan i ham m a vaqt tashlab yuborish 
m um kin). M ulohazalarim iz davom ida paydo b o lg a n  o ‘zgarm as son 
m jism ning massasi deyiladi. Y o‘l-y o ‘lakay k ichik  tezlik li G aliley  
a lm ashtirishlari uchun

/  =  - m r - V

ekanlig ini ham  topdik.
Lagranj funksiyasida paydo b o ‘lgan va jism ning  massasi deyilgan 

kattalik  h am m a vaqt m usbat son b o ‘lishi kerak, aks ho lda  erk in  jism  
u ch u n  eng qisqa ta ’sir prinsipi bajarilm as edi

S = (1.47)

ifoda m < 0 b o ‘lganda ham m a vaqt m anfiy b o ‘lib tezlik lar katta  b o ‘lgan 
sari q u y idan  chegara lanm agan , va, dem ak , m in im u m g a ega b o ‘la 
o lm aydigan b o ‘lib qolar edi.

Lagranj funksiyasiga vaqt va koordinataning b iro r-b ir funksiyasining 
vaqt b o ‘y icha to ‘liq hosilasin i q o ‘shib , yangi Lagranj funksiyasiga 
o ‘taylik:

L =  L + J t f {q , t ) ' (1 '48)

Bu ho lda t a ’sir integrali faqatg ina q an d ay d ir an iq  songa o ‘za- 
garadi:
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'ь
S ' = J dtL' = S + f ( q h,tb) - f ( q a,ta). ( 1.49)

'a
SS =  Ova <5У =  0 shartlar b ir-b iridan  farq qilm agani u ch u n  harakat 

ten g lam ala ri h am  o ‘zgarm ay d i. S hu  sab a b d an  L' va L L agran j 
funksiyalarini ekvivalent Lagranj funksiyalari deyiladi.

/  funksiya sifatida b iror konstan tan ing  vaqtga ko ‘paytm asini olsak: 
f  =  ct ikki ekvivalent Lagranj funksiyalari m ana shu konstan ta  c ga 
faqr qiladi.

1.4.1-misol. L' = i:sin/ va L = -x co s t  Lagranj funksiyalari ekvivalentdir:

L' = xsint = -xco st +— (xs\nt). (1.50)
dt

Ikkala Lagranj funksiyasi uchun harakat tenglamalarini solishtiraylik: 
L = -xco st Lagranj funksiyasi uchun:

Э L dL
—  = -cos t, —  = 0=>cost = 0 (1.51)
ax дх

L' = is in / Lagranj funksiyasi uchun:

ЭL' dL' /.—  = 0, —— = sm/ => cosr = 0 (1-52)
дх дх

Harakat tenglamalari bir xil bo‘ldi.
Lagranj funksiyasining yana b ir um um iy xossasi b o r uni ixtiyoriy 

o‘zgarm as songa ko ‘paytirishim iz m um kin, harakat tenglam lalari bunda 
o ‘zgarmaydi. Bu Eyler—Lagranj tenglam alaridan yaqqol ko ‘rinib turibdi.

1.5. Moddiy nuqtalar sistemasining Lagranj funksiyasi

Erkin zarrachalar sistemasidan boshlaylik. Bir necha erkin moddiy 
nuqtalar sistem asidagi har b ir nuqtaning harakat tenglam asi boshqa 
nuqtalam ing holatiga b og liq  boMishi m um kin emas. Bu degani, erkin 
moddiy nuqtalar sistemasining Lagranj funksiyasi additiviik xossasiga ega:

£ = £ La. La = (1.53)
a

Tajriba shuni ko ‘rsatadiki, m oddiy  nuq talar orasidagi o ‘zaro ta ’sir 
shu m oddiy nuqtalarn ing  koordinatlariga bog‘liq b o ‘lgan va potensial 
energiya deb atalgan U (riyr2, . . . , r j  funksiya orqali ifodalanadi. Bu
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holda sistem aning Lagranj funksiyasi

L = ^ ^ A - U(ru r2,...,rn)

k o ‘rin ishda olinishi kerak. Y ig‘indiga kirgan

(1.54)

(1.55)

ifoda sistem aning kinetik energiyasi deyiladi.
H a rak a t ten g lam a la r in i o lish  u c h u n  L agran j h o s ila la ri h isob - 

lan ad i:

dL dU dL
d ^  = mVa =тГа' ^  

D em ak, sistem aga kirgan a- zarrachan ing  harakat tenglam alari

Э urnr„ = - -
Эг„ (1.57)

k o ‘rinishga ega b o ‘ladi. 0 ‘ng tom ondagi vektor a- zarrachaga ta ’sir 
qilayotgan kuch deyiladi:

ғ. =• dU_
Эг„ (1.58)

D ekart sistem asida harakat tenglam alari N yuton  tenglam alari ko ‘- 
rinishini oldi:

mra = Ғя (1.59)
H arakat tenglam asiga po tensial energiyaning faqat hosilasi kirdi, 

dem ak, potensial energiya o ‘ziga ixtiyoriy konstan tan i q o ‘shib q o ‘yish- 
gacha aniqlikda aniqlangan. Bu aw alg i paragrafdagi ekvivalent Lagranj 
fim ksiyalarining m uhokam asiga m os keladi.

Lagranj funksiyasi dekart k o o rd in a tla r sistem asida keltirib  ch i- 
qarild i. S istem aning  Lagranj funksiyasini um um lashgan  k o o rd in a tla r 
tiliga o ‘tkazib ohsh qiyin em as. D ekart va um um lashgan koord inatlarn i 
b o g ‘laydigan eng u m u m iy  ifoda (n u q ta la rn in g  nom eri a yuqorida  
yozaylik):

.....4sl
drf

L = yi, jLjЛ  '*
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S hunga  k o ‘ra

1 V  1 V  V  3/»° dfi° ■ ■
т  (, 61)а i , j , k  J к

form ula hosil bo ‘ladi. Agar

я . = v m м ж
g & L  Z 1 a dq> Э(?*

belgilash kiritilsa Lagranj funksiyasini

1

(1.62)

£ = T ^ (9 i . - .? ,)  (1.63)
M-i

ko‘rinishga keltirib olinadi, bu yerda j-erk in lik  darajalari soni. K o‘rinib 
tu rib d ik i, u m u m iy  ho lda k iritilgan  k o effits iy en tla r u m u m lash g an  
koordinatlarning funksiyalari b o ‘ladi:

1.5.1-misol. Lagranj funksiyasini sferik va silindrik sistemalarda toping. 
Dekan sistemasida Lagranj funksiyasi

L = - ~ ^ w a( i 2 + y 2 + z* )-t/(x „y ,Z i....)  (1.64)
_1_
2- O

ko‘rinishga ega edi. Sferik sistemaga
xa = ra sinва cos<pa, ya = ra sinва sinipa, za = ra cos0n (1.65)

formulalar bo‘yicha o‘tiladi. Hamma hosilalami hisoblab 

]_
____  2- a
formulaga kelamiz. Agar bitta moddiy nuqta haqida gap ketayotgan bo‘lsa

L = ]- + ra20 j2 + ra sin2 ваФа2 )~ U (^  A  ,<P\ ••••) (1 -66)

L = ^ ( r 2 + г2в 2 + r2 sin2 вф2)-и (г ,в ,(р )  (1.67)

ifoda shu nuqtaning sferik sistemadagi Lagranj funksiyasini beradi. 
Silindrik sistemaga kelaylik. Bu holda

xa = ra coscpa, ya = ra sin<pa (1.68)
formulalardan foydalanib

1L = - ^ m a(r2 + г2ф2 + z l) -U (r x,<px, *„...) (1.69)
2 a
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ifodaga kelinadi. Bitta nuqtaning Lagranj funksiyasi esa

L = ^ ( r 2 + r2(p2 + z2)-U (r,(p ,z) (1.70)

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Sistem a ikki kichikroq sistem alardan  iborat b o ‘lsin: A va B. Shu 

ikki sistem ani b ir-b iridan  uzoqlash tira  borilsa u lar orasidagi o ‘zaro 
ta ’sir ham  kam aya boradi va cheksiz lim itda uni nolga teng  deb qarash 
m um kin. Y a’ni, o ‘zaro ta ’sir qilm ayotgan qism larga kirgan m oddiy 
n u q ta la r  b ir-b ir id a n  m ustaq il b o ‘lgan h a rak a t ten g lam ala rig a  ega 
b o ‘lishi kerak.

Bu degani LA ga B ga taalluqli koo rd inata la r kirm aydi va aksincha. 
Buni sistem aning um um iy Lagranj funksiyasi ikki qism  orasidagi cheksiz 
lim itda

lim  L =  La +  LB (1.71)

xossaga ega b o ‘lishi kerak deb ifodalash i m um kin . B unday  xossa 
additiv lik  xossasi deyiladi. Avvalgi paragrafn ing  oxirida aytib  o ‘tilgan 
xossa Lagranj funksiyasining ixtiyoriy songa k o ‘paytirish  m um kin- 
ligining additiv lik  xossasi nuq tay i nazarid an  shuni b ild irad ik i, ham m a 
ko‘p sistem alarn ing  Lagranj funksiyalarin i b ir vaq tda q an d ay d ir b itta 
songa qaytarish m um kin . Topilgan  xossa fizik kattalik larn ing  o ‘lchash 
birliklarini tanlashga tegishlid ir — ham m a zarrachalar uchun  b ir birlik- 
la r sistem asidan  ikkinchisiga o ‘tilgan ida L agranj funksiyasi m a ’lum 
b ir songa ko ‘payadi.

1.6. BogManishlar bo‘lgan holda Eyler—Lagranj 
tenglamalari

A w algi paragrafda ko ‘rilgan hol sistem ada bog‘lan ish lar b o ‘lm a- 
gandagi sodda vaziyatga m os keladi. B og‘lanishlar m avjud b o ‘lsa, ha- 
rakat tenglam alari qay darajada o ‘zgarishi kerak?

Birinchi navbatda bog‘lan ishlarning klassifikatsiyasini keltiraylik. 
N  ta  zarrachali sistem ani ko‘raylik. U ning  erkinlik darajalari soni 3N 
ga tengdir. Shu sistem ada k  ta  bog‘lan ish lar b o ‘lsin. A lbatta, k < 2N  
b o ‘lishi kerak. Agar bog‘lan ish lam ing  ko‘rinishi

f ( r ,, r2, ..., r№ t) =  0, / =  1, k (1.72)

b o ‘lsa, y a ’ni, ularga tezlik lar k irm asa, bunday  bog‘lan ish lar golonom 
bog‘lanishIar deyiladi.



1.6. 1-misol. Sistema ikkita jismdan iborat bo‘lsin va shu jismlar orasidagi 
niasofa o‘zgarmas va beriigan son / ga teng boMsin:

|г,(0-г2(0| = /. (1.73)

1.6.2-misol. Zarracha radiusi R -  ga teng va markazi r0 nuqtada 
jo y la s h g a n  sferaning ustida harakatlanmoqda:

(д с (г )-д о )2 + (> ■ (/)- y 0 ) 2 + ( z ( f ) - г о ) 2 = /? 2 • (1 -7 4 )

G olonom  bog ian ish larga tezliklar bevosita kirm agan b o ‘lsa ham  
u lar  tezliklarni ham  cheklaydi. B unga ishonch hosil qihsh uchun  (1.72) 
n i vaqt b o ‘yicha differensiallaylik:

.* <‘-75)7=1 1
(1.72) bog‘lanishlar tezlanishlarni ham  bog‘laydi, buni ko‘rish uchun  

(1.75) tenglam ani vaqt bo ‘y icha yana bir differensiallash kerak:

.....*• <>•«)j=\ 1 k,j=1 л j

M a’lum ki, jism ning tezlanishi va unga ta ’sir qilayotgan kuch o ‘zaro 
proporsionaldir. Shu nuqtayi nazardan  bog‘lanishlar sistem aga kirgan 
q ism la rn in g  orasidagi q o ‘sh im ch a  k u ch la r sifa tida  ham  qaralish i 
mumkin.

Vaqtga bog‘liq b o ‘lm agan golonom  bog‘lanishlar skleronom bog‘- 
lanishlar deyiladi, vaqtga bog‘liq b o ‘lganlarini esa reonom bog‘lanishlar 
deyiladi.

Agar bogManishlarga tezlik lar ham  bevosita kirsa:

./i' ( l̂ >r, >*2,.--Гм >0 =  0, 1 = 1 - Л  (1-77)

va ularni integrallash yo‘li b ilan  (1.72) ko ‘rinishga keltirish m um kin 
b o ‘lm asa bunday  bog‘lanishlar nogolonom yoki integrallanuvchanmas 
bog‘lanishlar deyiladi. 3yVo‘zgaruvchilar г ,,..., r iV ning k tasi harakat 
tenglam alaridan em as, yuqoridagi shartlardan  topiladi. B undan harakat 
tenglam alarin ing ham  faqat 3N  — k tasining m ustaqilligi kelib chiqadi.

Bog‘lanishlar bilan qanday  ishlash kerak? B irinchi fikr — ularni 
oshkora holda yechib koord inata la rn ing  k tasini boshqa koord inatlar 
orqali ifodalab ohsh m aqsadga m uvofiq b o ‘lar edi. A m m o, nogolonom  
b o g ian ish la r  yechib b o im ay d ig an  m unosabatlar turiga kiradi. G o lo -
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norn bogM anishlarning ham  b a ’zi-b irla ri b ilan  yech ilm agan  holda 
ishlash qulayroq b o ‘lishi m um kin. Shuning  u ch u n  bogM anishlar paydo 
b o ‘lganda Lagranj form alizm i shu bog‘lanishlarni hisobga olish uchun 
qanday  o ‘zgarishi kerak degan savolga javob  beraylik.

Bog‘lan ish lar b o ‘lgan holda eng qisqa t a ’sir prinsipi quyidagi ko ‘ri- 
nishga keltirilad i.G olonom  holdan  boshlaylik va m etodning  m ohiyatini 
aw a l sodda m isolda ko‘rib chiqaylik.

B izga f (x,y)  funksiya berilgan  b o ‘lsin. F u n k siy am izn in g  b iro r 
n uq tada  ekstrem um i m avjud b o ‘lishi uchun  shu nuqtada

df = ^ -dx+ ^ -dy = 0 (1.78)
ax ду

b o ‘Iishi kerak. dx va dy lar m ustaqil va ixtiyoriy b o ‘Igani uchun  bu 
n u q tad a

f - a  ^  = 0 (1.79)dx ду
b o ‘Iishi yetarli va zaruriydir. Endi funksiyaning ekstrem um i quyidagi 
shart bajarilganda aniqlanishi kerak b o ‘lsin:

g( x,y) = 0.  (1.80)

Bu degani dx va dy o rttirm alar endi m ustaqil em as balki

dg = ^ -dx+ ^ -dy  = 0 (1.81)
ол ду

shartdan  kelib chiqadigan

dx _ dg / ду 
dy dg / Эдг

m unosabatga b o ‘ysungan. D em ak, ekstrem um  nuqtasida

Э/ / Э>- _ Э g / ду
Э/ /дх ~ dg/dx ( L83)

boMishi kerak. Buni

|т|=1^=-л (184)
ko‘rinishida yozib o linadi, bu yerda Я nomaM um konstan ta. Lekin u 
faqat x, y  o ‘zgaruvchilarga nisbatan konstanta, agar m asalada qandaydir

( 1.82)
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r a m e t r l a r  b o ‘lsa nomaMum Я ularga bog‘liq b o ‘lishi shubhasizdir. 
K o n s t a n t a  paydo b o ‘lishining sababi shuki, bu tenglikning chap  va
0 -ng tom onlari ikkita har xil funksiyalarning turli xil argum entlari 
bo‘yicha xususiy hosilalarining nisbatlaridir, x ,y  argum entlam ing ixtiyo- 
riy q i y m a t l a r i d a  bu tenglik o ‘rinli b o ‘lishi uchun  bu nisbatlar faqatgina 
0 ‘ z g a r m a s  son b o ‘lishigina m um kin , uni (—Я) deb belgiladik.

D em ak, /  (x ,y )  ning g = 0  shart bajarilgandagi ekstrem um i (shartli 
ekstrem um i)

f  +  f  + A ^  = 0  (1.85)
ax ax ду ay

tenglam alardan  topilishi kerak ekan. A m m o bu fo rm ula la r / + Я #  
funksiyaning hech qanday shart yo‘qligidagi oddiy ekstrem um i uchun  
tenglam alarning o ‘zidir. Paydo b o ‘lgan kattalik Я Lagrartj k o ‘paytuv- 
chisi deyiladi. Bu ko ‘paytuvchini kiritib shartli ekstrem um  m asalasini 
shartsiz ekstrem um  m asalasiga o ‘tkazdik, am m o buning uch u n  m asa- 
ladagi nomaM umlar sonini bittaga ko ‘paytirishga to ‘g‘ri keldi, chunki 
Я yangi n o m a’lum , uni ham  aniqlash  kerak.

M asaladagi o “zgaruvchilar va tenglam alar soniga aniqlik kiritaylik. 
U chta m ustaqil o ‘zgaruvchi x ,y ,  Я bor. U larni aniqlash uch u n  uch ta  
tenglam a m avjud (1.85) ga kirgan ikkita tenglam a va g  =  0 shart.

Shu sodda m isolni um um lashtirib  quyidagi sxem aga kelam iz. Bizga
(1.72) bog‘lanish berilgan b o ‘lsin. U lam i um um lashgan koord inatlar 
ko‘rinishida yozib olaylik:

/ ,(< ? , ')  =  0, ;  =  1 , . . .Д .  (1.86)

Bu bog‘lanishlarni Lagranj ko“paytuvchilariga ko‘paytirib  undan  
integral olam iz:

k ' ь

^ |л Д , - / . ( ? ,  0  = 0. (1.87)

'=1 »„

T a’sir variatsiyasining nolga tengligi shartin i esa quyidagicha yozib 
olinadi:

r
5 j d , [ L ( c , , q , t ) + ^ M q , t ) ]  = 0- (1.88)

/ «=1
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V ariatsion  prinsipda ro ‘y bergan o ‘zgarish sh u n d an  iboratk i, Lagranj 
funksiyasi o ‘zgardi:

L -+ L '= L + '£ X if i(<l't), (1.89)
/  =  1

t a ’sir integrali ham  o ‘zgardi:

= (1.90)

M an a shu  yangi t a ’sirga eng qisqa ta ’sir p rinsip i q o ‘llan ilsa yangi 
Eyler—Lagranj tenglam alari hosil boMadi:

dq, dt dq,
B og‘lanishlarning ko ‘rinishi (1.86) ekanligini hisobga o linsa, olingan 
teng lam alar aw algi Eyler—Lagranj teng lam alaridan  b itta  q o ‘shim cha 
had bilan faqr qilishini ko‘ramiz:

d dL dL V " 1, Э/. ..ж <■•«>dt dq, Эq: dq,

H arakat tenglam alari sistem asiga q o ‘sh im cha teng lam alarn i q o ‘sliib 
q o ‘yish kerak:

/;(«?,0  = 0, 7 = 1,...,* . (1.93)

Shu yerda aslida Я. =Я ,(0 boMishi m um kin  ekanligini aytib o ‘tish 
kerak (buni quyida keltirilgan m isollarda yana ko ‘rib o ‘tiladi). Y uqorida 
aytilgan ediki, Я. m asaladagi o ‘zgaruvchilar (bizning holim izda q. lar) 
ga nisbatan mustaqil o ‘zgaruvchi, am m o m asaladagi boshqa para- 
m etrlarga bogMiq boMishi m um kin. V ariatsion prinsipda X ham  ishtirok 
etishi u ch u n  uni um um iy holda vaqtga bog‘liq deb hisoblash kerak.

(1.93) tenglam alar berilgan shartlard ir, am m o ushbu yondoshishda 
u lar g o ‘yoki q o ‘shim cha teng lam alar ro lin i o ‘ynaydi. U larn i variatsion 
prinsipdan  olish uchun  ta ’sir funksionalin i Я. larni yangi o ‘zgaruvchilar 
deb u lar b o ‘yicha variatsiyalash kerak:

а ^ Г 0 ^ ' 0' - ' " ......*• <1 9 4 >

H arakat tenglam alari deganda (1.91) -  (1.93) teng lam alar siste- 
m asini ko‘zda tutish kerak. T englam alar va n o m a’lum lar sonini solishti-
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caylik. A w alida  3N -  k l a  m ustaqil o ‘zgaruvchi bor edi: 3N  ta  q, lar 
k ta bog‘lanishlarga boysungan. Yangi form alizm da 3N  + k ta  m ustaqil 
0 ‘zgaruvchilar bor: 3N  ta  q; va k  ta  X, Tenglam alar soni ham  3N  + k 
taga teng: 3 N t a  (1.92) va k ta  (1.93) tenglam alar.

N o go lonom  bo g ‘lan ish larga o ‘taylik . U lar b ilan  ish lash  usuli 
vuqoridagidan farq qiladi. O datda, nogolonom  bog‘lanishlarga tezliklar 
chiziqli holda kiradi:

fi = X cy4j +di = 0 ’ i = !- ••*• (1-95)
H

Agar bu bog‘lanishlarni $t  ga k o ‘paytirilsa ular

Yfij54j = °  (1.96)
>=i

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Yaqqol ko‘rinib turibdiki, koordinatalarim izning 
variatsiyalari 5qt m ustaqil em as, u la r  yuqoridagi k ta  m unosabatga 
bo‘ysungan. Bu holda Lagranj ko ‘paytuvchilarin i bevosita t a ’sim ing 
variatsiyasiga kiritam iz:

cj<
f ,  dL d  dL 

S S  = \d t ---------— + >  A.
J bq, dt dqt "

N atijada Eyler—Lagranj tenglam alari 

d  dL dL v 11
~  /  A c*id t dq( дq, ^

54 i = 0. (1.97)

(1.98)

ko‘rinishni oladi.
B irin ch i q a ra sh d a  g o lo n o m  va n o g o lo n o m  h o lla rd a  h a r  xil 

tarzdagi y o ‘l tu tg an im iz d ek  b o ‘lib k o ‘rin sa  ham  o lin g an  h a rak a t 
ten g lam ala ri ikkala  h o ld a  h am  b ir  xil k o ‘rin ish g a  ega b o ‘lad i. 
H aq iqa tan  h am , (1 .72) g o lo n o m  sh a r tn i (1 .75) k o ‘rin ish d a  yozib  
o linsa u n o g o lo n o m  b o ‘lgan (1 .95 ) sh art k o ‘rin ish in i o lad i, (1 .75) 
<lan (1 .95) ga o ‘tish  u c h u n

c
"  '  Э,,

deb yozish kerak. Bu (1.92) bilan (1.98) ning b ir-biriga m os ekanligini 
ko ‘rsatadi.
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H arakat tenglam alari bir xil ko ‘rinishga keltirilgan b o ‘lishiga qara- 
m asdan golonom  va nogolonom  shartlarn ing orasida boshqa farqlardan 
tashqari yana b itta  katta  farq  bor — ikkala ho lda sistem aning  erkinlik 
darajalari soniga har xil yondoshish kerak. B u m asala «Q attiq  jism» 
bobida m uhokam a qilingan.

1 .6 .3 -m iso l. Shipga osib q o ‘yilgan 
mayatnik ko‘rsatilgan. Koordinat o ‘qlari
1. 1-rasm da ko‘rsatilgan. M ayatnik ikki 
o ‘lchamli (x, y ) tekisligida harakat qi- 
layotgan bo‘lsin, shu sababli uning koor- 
dinatlarini (x, y) deb belgilaylik. Y a’ni, 
mayatnikning uchidagi moddiy nuqtaning
2 ta erkinlik darajasi bor. Ammo bitta 
bogianish bor

x 2 + y 2 = l2, (1.99)
bunda / mayatnikning uzunligi. Bu -  skle- 
ronom bogianish. Demak, mayatnikning 

mustaqil erkinlik darajasi bitta, shu erkinlik darajasi sifatida, odatda, burchak 
(p olinadi. Haqiqatan ham,

x = lcoscp, >' = /sin<p (1.100)
munosabatlar (1.99) bog‘lanishning yechimini beradi.

Harakat tenglamalarini tahlil qilaylik. Birinchidan Lagranj funksiyasini 
tuzaylik: sistemaning kinetik energiyasi

/. /- rasm. Mayatnik.

( 1.101)

M ayatnikning potensial energiyasi Yer tortishish kuchi bilan aniqlanadi, 
potensial energiyani y  =  / nuqtada nolga teng deb olinsa

U = mg(l -  y) = mgl + U ' ( 1.102)
ifoda hosil bo iad i. Lagranj funksiyasiga kirgan o ‘zgarmas sonni tashlab 
yuborish mumkin bo‘lgani uchun

L = T - U '  = — (x2 + ў 2)+ mgy. (1.103)

Agar (1.99) ning yechimi bo ‘lgan (1.100) form ulalarni bu Lagranj 
funksiyasiga qo‘yilsa bitta mustaqil o‘zgaruvchiga bogiiq  bo‘lgan Lagranj 
funksiyasi topiladi:

r  m  ,2  • 2 .L = — 1<р + mgl cos <p. (1.104)
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Shu yagona o‘zgaruvchi tilida harakat tenglamalarini tuzish qiyin emas:

—  = - mglsin(p, = т12ф => ф + — sin<p = 0. (1.105)
d(p d y  I

Endi um um iy metodga o ‘taylik. Umumiy metod bo‘yicha Lagranj 
funksiyasi quyidagicha yoziladi:

L = j  (x2 + ў 2) + mgy + A(/2 - x 2 - y 2). (1.106)

NomaMumlar soni uchta Har biriga to‘g‘ri keluvchi harakat teng-
lamalarini yozib chiqamiz:

mx = -2 \x ,  
тў = -2  Xy + mg,

x2 + y2 = l2.
(1.107)

x va y  uchun harakat tenglamalari olindi, X uchun esa uning vaqt bo‘yicha 
hosilasi kirgan tenglama yo‘q, demak, bu o‘zgaruvchi mustaqil dinamikaga 
ega bo‘lgan o‘zgaruvchi emas. Tenglamalar sistemasini yechishni uning 
uchinchisidan boshlash qulay:

x  = /sin<p, y = lcoscp.

Ularning ikkinchi tartibli hosilalari:

'x = -1ф2 s'\r\(p + l(pcos(p, ў = —1ф̂  cos(p — /<psin (p. (1.109)

Bulami birinchi ikkita tenglamalarga qo‘yamiz:

ml [фсо$(р-ф2 sin<pj+2A/sir\(p = 0;

ml[ipsin (р + ф2 c o s p ) - 2A/cos<p = -mg.

Ikkita noma’lum <p, X uchun ikkita tenglama qoldi. Ularning birinchisini 
cos (p ga va ikkinchisini sin <p ga ko‘paytirib, qo‘shilsa ф uchun tenglama 
hosil bo‘ladi:

ф + у  sin<p = 0. ( 1111)

Hosil bo‘lgan tenglama (1.105) ning aynan o‘zidir. Lagranj ko‘paytuvchisi 
X ni ham topish oson:

, 1 -2 1Я = —m(p +~^jm8 cos<p. (1.112)



Ko‘rinib turibdiki, A. mustaqil o ‘zgaruvchi emas, uning qiymati to ‘liq 
ravishda (1.111) ning yechimi <p(t) orqali aniqlanadi. Lagranj ko‘paytuvchisi 
X dinamik o‘zgaruvchi bo‘lmasa ham u qandaydir o‘zgaruvchi, umumlash- 
gan koordinatalarning biri. Uning mana shu xususiy misoldagi m a’nosi 
nimadan iborat? Oxirgi formuladan ko‘rinib turibdiki 2XI mayatnikka ta ’sir 
qilayotgan ikkita kuchning yig‘indisiga teng: markazdan qochma kuch 
plus gravitatsiya kuchining ipga proyeksiyasi. Haqiqatan ham, (1.98) dan 
ko‘rinib turibdiki, 2^ c had bog‘lanish orqali paydo bo‘lgan kuch m a’nosiga

1.6.4.-m isol. Yer bilan <p burchak hosil qilgan 
qiyalik bo‘yicha harakat qilayotgan a radiusli silindr 
masalasini qarab chiqaylik.

M asalada ikkita um um lashgan koord inata  bor

q' = x ,q 2 = в. Silindrimiz sirpanmasdan tushayapti de- 
moqchi bo‘lsak uning harakatini

а в  = x  (1.113)
shartga bo‘ysundirish kerak. Bu shart silindrning tekis- 
likka tegib turgan nuqtasining ilgarilanma harakat tezligi 
uning ayianma harakat tezligiga tengligini bildiradi. 
Ya’ni, bu shart ishqalanish kuchi borligini hisobga 

olishga tengdir. Shart o‘z ko‘rinishi bo‘yicha nogolonom bo‘lishiga qaramay 
uni integrallab tezliklar kirmaydigan, faqat umumlashgan koordinatlarga 
bog‘liq blgan shaklga keltirishi mumkin:

d(a9 -  x) = 0 ав -  x = const. (1114)

Silindming kinetik energiyasi ikki qismdan iborat:

T = - m x 7 + -т к 2в 2. (1.115)
2 2

Birinchi had ilgarilanma harakat kinetik energiyasi, ikkinchi had aylanma 
harakat kinetik energiyasi («Qattiq jism» bobiga qarang). lkkinchi haddagi 
koeffitsiyent silindming inersiya mom enti bilan aniqlanadi, uning aniq 
ta ’rifi hozir zarur emas. Potensial energiyani

U = m g(l-x)sin (p  (1.116)

ko‘rinishda olamiz. Bunda / — qiyalikning uzunligi, mgl sin <p — silindr- 
ning harakat boshidagi potensial energiyasi. Albatta, mgl sin <p o ‘ z g a rm a s  

hadni tashlab yuborish mumkin, u harakat tenglamalariga ta’sir q ilm a y d i,  

ammo uni potensialining fizik m a’nosini yoritishga xizmat qilgani uchun 
qoldiramiz. Demak, Lagranj funksiyasi

ega bo‘lishi kerak.

1.2- rasm. Qiyalik 
bo‘yicha 

tushayotgan 
silindr.
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2 2
Harakat tenglamalariga o ‘taylik. Bu hol shunday holki, golonom va 

tiogolonom hollardagi metodlaming ikkalasini ham qo‘Uashi mumkin, chunki 
bog‘lanishni ikkala ko‘rinishda yozib olindi -  (1.113) va (1.114) formulalar. 
Agar golonom holidagi metoddan foydalanilsa, Lagranj ko‘paytuvchisini 
bevosita Lagranj funksiyasiga kiritiladi:

bunda c, ixtiyoriy konstanta. Uchta o ‘zgaruvchi bor x, в, Я. Mana shu 
umumlashgan koordinatlar bo‘yicha harakat tenglamalari yozib olinadi:

Oxirgi tenglamani а в = 'x ko‘rinishga keltirib olib, oddiy hisob yordamida

ekanligini topamiz. Я ning ma’nosini -  F = dL'/dx = m g sin (p -X  formu- 
ladan olish mumkin. Fumumlashgan kuch, u ikki qismdan iborat: birinchisi 
tortish kuchi, ikkinchisi ishqalanish kuchi.

Demak, qiyalik bo‘yicha aylanib tushayotgan silindrga ta ’sir qilayotgan 
ishqalanish kuchini topdik.

Silindrning tezlanishiga kelaylik. Agar qiyalikni absolut tekis ya’ni, 
masalada hech qanday ishqalanish yo‘q deb olsak, (1.113) shart paydo 
bo‘lmas edi, silindr aylanib tushishi kerak ham bo‘lmas edi. Ya’ni, kinetik

energiya hadida в  ga bog‘liqlik ham paydo bo‘Imas edi. Bu holda (1.120) 
va ( 1. 121) tenglam alarda k =  0 deb olish kerak (bu bilan silindrning 
aylanma harakatini chiqarib tashlaymiz).

Ko‘rinib turibdiki, ishqalanishning mavjudligi silindming lezlanishini 
kamaytiradi.

Harakat tenglamalarini integrallash qiyin emas. Qiyalikning uchida 
turgan silindming boshlang‘ich tezligini nol deb quyidagi topiladi:

L' = L + M a d -x -c ^ ) , (1.118)

mx = mg sin^>-A; 
„ j .mk в  = аЯ; 

ав -  x = сл.
(1.119)

( 1. 120)

va

а gX = —=—=-=-sin (p 
a +k

( 1.121)
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( 1. 122)

Bu formuladan silindming qiyalikning oxirigacha yetib borishi uchun 
qancha vaqt kerak degan savolga javob topish qiyin emas, buning uchun 
x(t0) - l  tenglamani yechish kerak xolos.

Shart boshida nogolonom (1.113) ko‘rinishga ega edi. Mashq sifatida 
shu masalani nogolonom  shartga mos keluvchi ikkinchi m etod (1.98) 
yordamida yechaylik. Buning uchun (1.113) shartni (1.95) va (1.96) ko‘ri- 
nihslai^a keltirib olinadi:

Shartning soni bittaligidan foydalanib cik —»ck ekanligiga o ‘tildi. Yuqori-

dagidan topamizki c, = - I ,c2 = a. Harakat tenglamalarini (1.98) orqali yozib 
olinsa yana o ‘sha (1.119) formulalarga kelinadi, faqat oxirgi tenglama 

sifatida ав = x  tenglamani qllash kerak.

M asalani birinchi m etod bilan yechilganda ав = x  m unosabatning 
o ‘zidangina foydalanilgan edi, shu sababdan ikkinchi metod ham huddi 
o ‘sha yechimni beradi.

1-bobga mashq va savollar
1. Erkinlik darajalasi nima?
2. Qanday sistema inersial sistema deyiladi?
3. Berilgan Lagranj funksiyalari uchun harakat tenglamalarini toping:

4. Quyidagi Lagranj funksiyalariga mos keluvchi harakat tenglamalarini 
toping:

5. Quyidagi Lagranj funksiyasi bilan xarakterlanuvchi sistemalarning 
tezlanishlarini toping:

—x+  ав = £ ckqk = 0. (1.123)

a) L = ^ q 2 ~ ^ q 2\ b) L = ^tcj2 - c) L = ^ в 2 + j s i n 2̂ 2 -co s0 .

c) L = - V l - j 2 + А (х)х-ф (х)\ d) L = х г - ( е х - \ ) г.
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а) Ь)

c) L = ~(X2 + ў 2) + (х ў -у х ).

6 To‘liq hosilani tashlub yuborish yli bilan ekvivalent Lagranj funk- 
siyasini tuzing-

a) L '= 4 q  + t)2 -, b) L'= ^(q  + q)2; c) L' = x \ - y x ;

d) L' = tx x ; e) L' = <pcost; f) L' = — (2axt + a 2t2).

7. L-> L' = L + — f(q , t )  almashtirish natijasida Eyler— Lagranj tengla-

m a la r in in g  zgarmasligini krsating.
8. Galiley almashtirishlari r - * r ' = r  + V/ bajarilganida erkin zarraning 

Lagranj funksiyasi ekvivalent krinishga tishini krsating.
9. Dekart koordinatlari bilan quyidagicha bog‘lanishda blgan koordi- 

natlarda moddiy nuqtaning Lagranj funksiyasini tuzing:
a) x = R((p+s\n(p), y = R ( \ -c os (p );

b) х = (р + в , у  =

£ _ri
C) x = ^ r jc o s (p . y = yj%riS\n(p, 7 = ^——.

10. L = - \ l \ - x 2 Lagranj funksiyasiga mos keluvchi tsir S = jLdt 
uchun

x = q chA + т shA, f = <?shA + rchA 

olmashtirish bajarilganda S = jL(x)dt = ^L(q)dx hlishini krsating (A  —

0 ‘igarmas, q = dq/dr ).
11. Bir jinsli og‘irlik maydonida joylashgan gorizontal chiziqda harakat- 

,Qnuvchi m, va vertikal chiziqda harakatlanuvchi m, zarralarning Lagranj 
■Unksiyasini tuzing.

Ularning orasidagi masofa o ‘zgarmas va a ga teng (1.3-rasmning 
lr‘nchisiga qarang).
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1.3- rasm. 11-, 12- va 13- mashqlarga oid.

12. 1.3-rasmning rtasida k o ‘rsati/gan tekis mayatnik uchun Lagranj 
funksiyasini tuzing.

13. 1.3-rasmning o ‘ngida krsatilgan mayatnik uchun Lagranj funksiyasini 
toping. m x nuqta x  qi byicha ixtiyoriy harakat qiladi.

14. Massasi m va uzunligi l blgan mayatnikning osish nuqtasi
a) vertikal tekislikda a radiusli aylana byicha zgarmas y  burchak 

tezligi bilan harakatlanmoqda;
b) y  qi byicha a COS yt qonun byicha harakat qilmoqda.

Shu sistemalarning Lagranj funksiyalarini toping.

15. O ‘zaro ta 'sir energiyasi U  =  £r, Г2 blgan ikki zarradan iborat 
mexanik sistemaning Lagranj funksiyasini tuzing, harakat tenglamalari hamda 

Г,(Г),Г2( 0  larni toping.



2-bob. HARAKAT INTEG R ALLAR I

H arakat jarayon ida sistem aga kirgan m oddiy nuqtalarn ing  holati 
0‘zgaradi, shunga ko ‘ra, ularning um um lashgan  koordinatalari q. va 
tezliklari qt ham  o ‘zgarib boradi. A m m o shu kattaliklardan tuzilgan
v a  f i z i k  jarayon davom ida o ‘z qiym atini o ‘zgartirm aydigan kattaliklar 
ham mavjud, u lar saqlanuvchan kattaliklar deyiladi.

M atem atik ta ’rifdan boshlaylik. T a ’rif b o ‘yicha

f  (̂ > Я\ > *?2 ’•••’ Чп>Q\> Ч2 >•••• 4 s ) — (2-1)
funksiya

dL d dL .
.....'  ( 2 2 >

differensial tenglam alar sistem asining birinchi integrali yoki harakat

integrali deyiladi qachonki Я[<Ч2 ’-"Чп , #и> tfi- Я2 .....Чп larning o ‘rniga
(2.2) tenglam alarning yechim ini q o ‘y g an im izd a /fu n k siy am iz  o ‘zgar-
mas songa ay lansa . U n in g  son  q iym ati m asalan ing  b o sh lan g ‘ich
shartlariga bog‘liq b o ‘ladi. H arakat integrallari saqlanuvchi kattalikning 
yana b irb o sh q a  nom ian ‘ehi<Iil- icngiam aiarning Dirmcin um -gim -
larining soni blr nech ta  b o ‘lishi m im kin.

1 Jmumiy holda 5 erkinlik darajali sistema 2s — 1 ta harakat integraliga
bO l a o . .

Saqlanuvchan kattaliklar fizikada markaziy rollardan birini o ‘ynaydi. 
Saqlanuvchan katialiklarning ham m asi ham  teng  m a’noga ega emas. 
Masalan, bir nechta saqlanuvchan kattalikdan tuzilgan ixtiyoriy funksiya 
Уапа saqlanuvchan kattalik bo ‘ladi, am m o uning m ustaqil aham iyati 
katta b o ‘lm aydi.

Biror bir kattalikning sistem a uchun qiym ati shu sistem aga kirgan 
Rismlar uchun qiym atlarning yig‘indisiga teng b o ‘lsa, bu kattalik additiv 
kattalik deyiladi. Saqlanuvchi kattalik lar ich ida  additivlik xossasiga 
ega b o ‘lganlari ayniqsa katta  aham iyatga egadir. Biz shu b lim da
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ko‘rib chiqadigan saqlanuvchi kattaliklar bir tom ondan  fundam ent 
xarakterga ega -  u lam ing  ketib chiqishi fazo va vaqtning fundam enb 
xossalariga bog‘liq — ikkinchi to m o n d an  ular additivlik xossasiga е§а 
Saqlanuvchan kattaliklar fizik jarayonlar haqida m uhim  m a’lum ot bera^ 
va ko‘pgina hollarda m asalani to ‘liq yechishga b ird an -b ir imkoniy> 
beradi. *

V aq tn in g  b ir jin s lilig in in g  natijasi b o ‘lgan saq lan u v ch i kattalik 
keltirib  ch iqaray lik . Bu h o ld a  L agranj funksiyasi vaq tga oshkora

b o g ‘liq b o ‘lm ay d i, y a ’n i, L =  L ( q , q ) b o ‘lad i. V aq tga  b o g ‘liqlik

Lagranj funksiyasiga faqat k o o rd in a ta la r q.(f) o rqalig ina kiradi. Shuni 
h isobga o lib , L agranj funksiyasin ing  vaqt b o ‘y ich a  to ‘liq hosilasim 
topay lik :

(2 .3 )

b u  form uianing  o ‘ng to m o n i chap  tom oniga o ‘tkazilsa

form ula hosil b o ‘ladi. Qavs ichidagi kattalik energiya deyiiadi:

U  vaqt o ‘tishi bilan o ‘zgarm ayuigan, saqlanuvchi kattalik  ekan. 
O lingan (2.4) m unosabat energiyaning saqlanish qonuni deyiladi.

Energiya saqlanish qonuni fizikadagi eng m uhim  tushunchalardan 
biri ekanligini hisobga olib uni yana bir yo ‘l bilan keltirib chiqaray№

E yler -  Lagranj tenglam alari (2.2) n i qt ga ko ‘paytirib quyidagi holga 
keltiriladi:

2.1 . Energiyaning saqlanish qonuni

(2 .5 )
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Bu yerdan ko ‘rinib turibdiki, agar L vaqtga oshkora bog‘liq bo ' 

masa L - L { q ,q )  energiya harakat tenglam alarin ing birinchi in tegra 
va’ni saqlanuvchan kattalik b o ‘lar ekan.

Energiyaning son qiym atiga kelganim izda u (2.5) ga kirgan traye< 
toriya va tezlikning boshlang‘ich qiym atlari orqali aniqlanadi. E nerg iy t 
saqlanuvchi sistem alar konservativ sistemalar deyiladi. U lar qatorij 
yopiq sistem alar kiradi. Agar sistem a vaqtga bog‘liq boMmagan tash  
m aydonda harakat qilayotgan b o ‘lsa bu holda ham  un ing  L agra 
funsiyasi vaqtga bog‘liq boMmaydi, vaqt yana bir jinslid ir, energi 
saqlanadi.

2.1.1-misol. Energiya harakat tenglamasining birinchi integrali ekanligi- 
isbot qiling.

fbrmulaga kelamiz. Qavs ichidagi ifoda kinetik va potensial energiyalami 
yig‘indisi — toMiq energiyadir.

Isbot:

mr bU( r) 
dr (2.7)

tenglamaning ikki tomonini г ga skalar ko‘paytiramiz:

mr r  = - r ---------.
dr

Bu iengliknisg chap tomoni

(2 .8)

(2.9

ga teng, o ‘ng tomondcigi U = J / ( r ( f ) )  funksiya uchun

(2 .1 0

ekanligidan foydalanib

(2.1



2 .2 . Impulsning saqlanish qonuni

Fazoning bir jinsliligidan kelib chiqadigan saqlanish qonunin i keltirib 
chiqaraylik. K o ‘rib chiqishni D ekart koord inat sistem asidan boshlaylik. 
F azon ing  b ir jinsliligi shuni bildiradiki, sistem ani bu tun lig icha (uni 
buram asdan  y a’ni, o ‘ziga parallel qilib) bir n u q tad an  ikkinchisiga ko‘- 
ch ir ilsa  s is te m an in g  h o la ti  o ‘zg a rm ay d i. B u n d an  u n in g  Lagranj 
funksiyasi ham  o ‘zgarm aydi degan m a ’no  kelib ch iqadi. Sistem aning 
o ‘ziga parallel ko‘chirishni гя —> r' = ra + £  ko‘rin ishda ifodalash m um - 
kin. B izning m aqsadim izga cheksiz kichik ko ‘ch irish  yetarli b o ‘lgani 
u ch u n  e ni cheksiz kichik o ‘zgarm as vektor deb qaraym iz. Sistemaga

k irg an  h ec h  b ir n u q ta n in g  tez lig i o ‘zg arm ay d i: га = г ^ .  Lagranj 
funksiyasining o ‘zgarm aslik sharti quyidagi ko‘rin ishni oladi:

ekanligiga kelam iz. Bu form ulani esa harakat teng lam alari yordam ida

esa sistem aning to ‘liq impulsi deyiladi. (2.14) fo rm ula esa sistem aning 
to i iq  im pulsi saq lanuvchan  kattalik  ekanligini k o ‘rsatadi.

U m um lashgan  koord inata la r sxem asida o ‘tsak, Lagranj funksiya- 
sining um um lashgan  tezhklar b o ‘yicha hosilasi

(2 .12)

K o ‘chirish  vektori e  ixtiyoriy b o ig a n i uchun

(2.13)

(2.14)

ko‘rinishga keltiram iz. Y ig in d ig a  kirgan

Э1
Pfl =  Т -  = ma^a

®го
(2.15)

kattalik  a — nuq tan ing  impulsi deyiladi,

(2.16)

(2.17)
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ffurnlashgan impuls deyiladi. H arakat tenglam alari u lam in g  tilida

;юпйгчА пГА
. .. oq,
• rinishga ega boMadi. Agar Lagranj ftinksiyasi b iro r q: ga bog‘liq 

h 'irnasa uni siklik koordinata deyiladi. K o‘rinib turibdiki, m ana shu 
siklik koordinataga mos keluvchi um um lashgan im p u ls^ u c h u n  tenglam a 
p. = 0  ko‘rinishga ega b o ‘ladi, bundan  um um lashgan im puls />, saqla- 
nuvchan kattalik boMadi degan m a’no kelib chiqadi.

2.3 . Inersiya markaziv
' • ' ■

Bizga massalari mr mp  . . . , mn boMgan n ta  m oddiy nuq tadan  
iborat yopiq sistem a berilgan boMsin. S hu  sis tem a u ch u n  m asofa 
oMchamligiga ega boMgan quyidagi kattalikni tuzaylik:

v
1  « A

R=T̂ T (2Л9)
a

U ndan vaqt b o ‘yicha hosilani V deb belgilaylik:

*  = V = T ^ ~  (220)

M ahrajdagi sistem aning toMiq massasini M  deb belgilansa, olingan 
form uladan quyidagi form ula hosil boMadi:

= Р<|_ ;J 1- ! '1' ' : ' :зЬ.(2.21) 
a a

Impuls -  additiv kattalik, sistem aga kirgan nuqtalarn ing  im pulslarining 
yigMndisi sistem aning toMiq iinpulsiga teng:

I p«=P. (2.22)

yoki
P  =  MV. (2.23)

D em ak, sistem aga massasi M, tezligi V va radius-vektori R  boMgan 
bitta m oddiy nuqtadek qarashim iz m um kin ekan. (2.19) form ula orqali
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Fazoning bir jinsliligidan kelib chiqadigan saqlanish qonunin i keltirib 
chiqaraylik. K o ‘rib chiqishni D ekart koord inat sistem asidan boshlaylik. 
Fazon ing  b ir jinsliligi shuni bildiradiki, sistem ani bu tun lig icha (uni 
b uram asdan  y a ’ni, o ‘ziga parallel qilib) b ir n u q tad an  ikkinchisiga ko ‘- 
c h ir ilsa  s is te m an in g  h o la ti  o ‘zg a rm ay d i. B u n d a n  u n in g  L agranj 
funksiyasi ham  o ‘zgarm aydi degan m a’no kelib ch iqad i. S istem aning 
o ‘ziga parallel ko ‘chirishni r(I —»r'a = ra + e  ko‘rin ishda ifodalash m um - 
kin. B izning m aqsadim izga cheksiz kichik k o ‘chirish  yetarli b o ig an i 
u ch u n  e  ni cheksiz kichik o ‘zgarm as vektor deb qaraym iz. Sistem aga

k irgan  h ech  b ir  n u q ta n in g  tez lig i o ‘zg a rm ay d i: ru = r ' .  L agran j 
funksiyasining o ‘zgarm aslik sharti quyidagi ko‘rin ishni oladi:

L(ru,ru + e ) - L ( r u,ru) = e y ^  = 0 (2.12)
а дг-

K o ‘chirish  vektori e ixtiyoriy b o ig a n i uchun

X j r  = °  (213)a a
ekanligiga kelam iz. Bu form ulani esa harakat teng lam alari yordam ida

d V  dL — п (2.14)

ko‘rinishga keltiram iz. Y ig in d ig a  kirgan

Э1
Ра = л Г  = '" аУа <2Л5>^ Г<1

kattalik  а — nuq tan ing  impulsi deyiladi,

р  = Х р“ =Х | г  (2.16)
a a a

esa sistem aning to ‘liq impulsi deyiladi. (2.14) fo rm ula  esa sistem aning 
to i iq  im pulsi saq lanuvchan  kattalik  ekanligini ko ‘rsatadi.

U m um lashgan  koord inata la r sxem asida o ‘tsak, Lagranj funksiya- 
sin ing um um lashgan  tezlik lar b o ‘y icha hosilasi

ЭL

2 .2 . Impulsning saqlanisb qonuni



urttumlashgan impuls deyiladi. H arakat tenglam alari u lam ing  tilida

(2.18)

ш

p -

' dq,
lco ‘ r in i s h g a  ega b o ia d i. Agar Lagranj funksiyasi b iro r q. ga bog‘liq 
b0‘Imasa uni siklik koordinata deyiladi. K o‘rinib turibdiki, m ana shu 
s ik l ik  koordinataga mos keluvchi um um lashgan impuls /?. uchun tenglam a 

= 0  ko‘rinishga ega boMadi, bundan  um um lashgan im puls p t saqla- 
nuvchan kattalik b o ‘ladi degan ma^no kelib chiqadi.

2.3. Inersiya markazi
j» id  л ш э f‘b A .itjs:r-l; uU .tuz-Vod 0 — f  p b g rn s jz

Bizga massalari mr  /и„ . . . , тл b o ‘lgan n ta  m oddiy nuq tadan  
iborat yopiq  sistem a berilgan b o ‘lsin. S hu  sistem a u ch u n  m asofa 
0‘lchamligiga ega boMgan quyidagi kattalikni tuzaylik:

[41 i
R = (2.19)

U ndan  vaqt b o ‘yicha hosilani V deb belgilaylik:

R = V = ^ — (2 .20)

M ahrajdagi sistem aning to ‘liq massasini M deb belgilansa, olingan 
form uladan quyidagi form ula hosil b o ‘ladi:

= = X p « . (2.21)
а a

Im puls -  additiv kattalik, sistem aga kirgan nuqtalarn ing  im pulslarining 
yig‘indisi sistem aning to ‘liq im pulsiga teng:

yoki

= p

p  =  MV.

(2.22)

(2.23)

D em ak, sistem aga massasi M, tezligi V va radius-vektori R b o ‘lgan 
bitta m oddiy nuqtadek qarashim iz m um kin ekan. (2.19) form ula orqali
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kiritilgan rad ius-vek to r sistem aning inersiya markazi deyiladi. V tezlik 
esa jism ning  b ir-bu tun lig icha ilgarilanm a harakat tezligi b o ‘ladi.

Ikkita K va ^ s a n o q  sistem ani kiritaylik, ularning ikkinchisi birin- 
chisiga n isbatan  o ‘zgarm as У0 tezlik bilan harakat qilayotgan b o ‘lsin. 
Bu holda h a r b ir nuqtan ing  K  va K" sistem alardagi radius-vektorlari

r „ = r ' + y 0t (2.24)

m unosabat orqali bog‘langan b o ‘ladi. Inersiya m arkazlari, sistem aning 
b irb u tu n lig ich a  tezliklari va im pulslari uch u n  esa quyidagilarga egamiz:

R o = R ;,+ V 0/, V „ = V '+ V 0, P = P'+ M \ 0, (2.25)

K' s is te m ad a  V ' =  0 b o ‘lsin . Bu d eg an i, K" da s is tem a  b ir 
bu tunhg icha  q o ‘zg‘olm asdan  tu ribd i, un ing  to ‘liq im pulsi ham  nolga 
teng. B unday sanoq sistem asi inersiya markazi sistemasi deyiladi. Bu 
holda sistem a b ir bu tunlig icha K  ga n isbatan  o ‘zgarm as V0 tezlik (va, 
dem ak, o ‘zgarm as im puls P ) bilan harakat qilayotgan b o ‘ladi.

U zliksiz taqsim langan  hajm i V va zichligi P (r) b o ‘lgan sistem a 
u ch u n  inersiya m arkazi quyidagicha ifodalanadi:

J d 3rp ( r ) r

R  = KJ d 3r p ( r ) ’ (2-26)
v

Bir butunlig icha q o ‘zg‘o lm asdan  turgan  sistem aning energiysi unga 
kirgan zarrachalarn ing  ichki harakat kinetik  energiyasi va o ‘zaro ta ’sir 
potensial energiyasidan tashkil topgan. U  sistem aning ichki energiyasi 
deyiladi. Inersiya m arkazi sistem asida sistem aning  energiyasi uning 
ichki energiyasiga teng. K  va K' sanoq  sistem alarida energiyalarni 
bog‘laylik:

Е = 1 ^ ™ У : + и  =\ 'L>na {' 'a+Vof + u  =
a ^  a

= т  X ' V +X  ma v a • V o + ~  AfVn2 + U =
2 « a 2 (2.27)

= £ '+ P '.V 0 + iM V 2.

Inersiya m arkazi sistem asida P '  =  0 va E =  Ejchkj. D em ak,
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Bu form ulani o ld indan ham  yozib olishim iz m um kin edi: harakat- 
(jagi sistem aning to ‘liq energiyasi uning butunligicha ilgarilanm a harakat 
kinetik energiyasi bilan ichki energiyasidan tuzilgan boMishi kerak.

2.3. 1-misoI. Massalari bir xil bo‘lgan n ta nuqtalardan tuzilgan yopiq 
sistemaning inersiya markazini toping.

Javob:

R = 7 l r0- (2.28) 
n a=l

2.3.2-misol. Zichligi bir uchidan hisoblanganda ax* qonun bo‘yicha 
o'zgaradigan va uzunligi L ga teng sim berilgan bo‘Isin. Uning inersiya 
markazini toping.

Javob:

E = Eichki+ ' - M \ 2.

f dxa.r*+1
RJo_______ +

L{ j  k k + 2 (2.29) 
I dxax

2.3.3-misol. R radiusli bir jinsli aylananing choragi ko‘rinishiga ega 
bo‘lgan ingichka plastinaning inersiya markazini toping (koordinat boshi
-  aylananing markazida).

Javob: Inersiya markazining x  — koordinatasi:

К ir/2
|d rr2 [ d<pcos<p

P - 0 0  -  4R
R *п  2тг (2.30)
Jdrr j  d (p

4 R
y  — koordinata ham huddi shunday qiymatga ega: ' = ~ -

2.3.4-misol. R radiusli sharning yuqori pallasining inersiya markazini 
toping. Shar zichligi markazdan masofaning Аг-darajasiga proporsional 
bo‘Isin.

Koordinata markazini sharning markaziga qo‘yilsa masalaning simmet- 
riyasidan Rx =  Л = 0  ekanligi kclib chiqadi. R. quyidagiga teng:
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Jt/2 Й» -
. fdrr*+3 f d 0 sin 0 g o s0  f di’p, . . .  '

!i. :S l• i Jy 1 o o f + ? 1 i-l:' : 1 '■
=  Я ir/2 I 2ff > ( 2 - 3 1 )

j d r r **2 J d 0sin0 j  d<p

p i q o ^  nfigltSLf) n i;L n t.:i ;)p u ri п? r  n r ,g l ‘o d  I tz  i t d  п в !е г г п М  .lo z im - I .C .S ;
/jfiirro: i:'!^:h:.r(i i//.v:a'ii *мғ.'ii.n:

Bir jinsli (k  =  0) yarimshar uchun Rz = — ■ :tlonu.
O

(8S c ) ■ Я
2 .4 . Harakat miqdori momentining saqlanish qonuni

Г- • . . . . . .  . ... bLrfau .;d isilrfoiS .Ip2im-£.f..l„
pazom ng  izotrophgi bilan bog Iiq bp lgan saq lan i|vchan  kattalikni

keltirib chiqaraylik. Fazoning  izotropligi shuni b ild iradiki, sistem a bir
bu tu n lig ich a  b iro r bu rch ak k a  burilsa  un ing  xossalari o ‘zgarm aydi.
Shunga ko ‘ra, sistem aning Lagranj funksiyasi ham  o ‘zgarm asligi kerak.

Buralish burchagini o ‘zgarm as va cheksiz kichik deb qaraym iz.
B uralish q andayd ir b ir y o ‘nalish -  6 ‘q  atrofida roy berishi kerak,
dem ak unga vektor kattalik m os kelishi kerak. Shu boisdan 5<p buralish

vektori deganda son qiym ati buralish burchagi \8(p\ ga va y o ‘naIishi 

buralish o ‘qiga m os keluvchi vek to rn i ko‘zda tu tam iz. : ,ғл  

V ektorlar algebrasining qoidalati b yicha ixtiyoriy n uq tan ing  r  

radius-vektori 8cp bu rchakka burilganda quyidagicha « ‘zgaradi:

r '„ =  r„ +  <5r„ = r^+J&prj]. (2.32)
Shunga ko ‘ra tezlik u ch u n  ham

Ч  =  v<, +5v„ = va +  [& p \a l  (2.33)
ga ega b o ‘lam iz. Buni ybki aw algi fo rm uladan  vaqt 

fr b o ‘y ic h a  h o s ila  o lib , yok i v e k to r la r  a lg eb ra s i 
qo idalarin i bevosita tezlik vektori va ga qoMlab olish 
m um kin. D em ak , sistem ani b iitunligicha k ichik  8(p 

У  burchakka burdik* bunda sistem aga kirgari har bir
0 u ■ m oddiy  nuq tan ing  radius-vektori va tezlik  vektori 

y u q o rid a g i q o id a la r  b o ‘y ich a  o ‘zg a rd i. A m m o  
п„РГп1Т sisterhaning Lagranj funksiyasining o ‘zgarishi nolga 
burchagi. teng b o ‘lsin:
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( 8 t  £ )

j /  V  ( dL
».'m i'Лу<, ^ “ф  .>!‘■ ■ ■■ fiijHwk ’Ьг!

J

g b d  

o d  

(2 .34 )

D‘payt.niasi'
___acfi:
. п ш и ш  fizilo

Kboti = 1«йш-1А.£
*—‘\ dt 8 v„ dv„ dtdt 9 v

•sod ::i •3Ebi'{up iBlJcniMopjt 
J dL

r« з 
9 v « J

= 5<p- У  
d t ^

(в£.£)

i : •) ^nbniii'. . /  (з.ч.7-) П,Г2 з^)
_  ̂ ^ ' fi. « 1 -  п rj:пкдпг.!

■ <этг < -• /" ,(^йоо i = х

K ichik burchak 5ср ixtiyoriy boMgani uchun  nolga vaqt; bt)‘yicha 
hosilali ko‘payruvehim  tenglashtirish kerak-. -ч)™ - д- ч' ,w

ibfiliqoJ rneri мэд. %,>rl.-.ud вЬ 'н г'о7  art?. ;L>(2;?£)
a

Yig‘indiga kirgan k k ta l ik n i impuls (ydlci', harakat miqdori) momenti 
dib  ataladi: = (v i -  уг)т = д /  -  ,'\i. W,

(£1».i) <. •«« =  [ (v :: f« r"‘' +  ̂ (c?гоэфл -r OfM/л  if'.' • (2.37)

, 01ingan (2.36) forrnula esa fazoning izotropligidan kelib chiqadigan 
impuls momentining saqlanish qonunini b ild iradi. Im puls m o m en ti 
vektor kattalik  b o ‘lgani uchun uning to ‘liq saqlanishi uch ta saqlanish 
qonunini beradi -  Mv, 'M ,  Л/_. Lekin ham m a vaqt ham  fazo toMiq 
izotrop boMavermaydi. Tashqi m aydon um um an ,o |ganda izqtporlikni 
buzadi. A m m o b a ’zi bir hollarda tashqi m aydori maMum t i r  yo ‘naIish 
bo‘yjcha izotroplikni saqlab qoladi. Bu holda im puls m om entin ing  
shu yo ‘nalish b o ‘yicha kom ponentasi saqlanuvchan boMadi. M asalan, 
markaziy m aydonniqlaylilc. M arkaziy m aydonda jisrnga ta^si^qilayotgan 
kuch faqat m arkazgacha boMgan masofaga bogMiq boMadi. Bu holda 
sistem aning xossalari m arkazdan ch iqqan  ixtiyoriy o ‘q  a tro tida  ay lan- 
ganda o ‘zgarm aydi. Shunga k o ‘ra, m om entn ing  m arkazdan  ch iqqan  
ixtiyoriy q ‘qqa proyeksiyasi saqlanuvchan kattajik  boMadi. BuniX2.35) 
dan k rish m um kin. lxtiyoriy shunday bir o 'q n i olib, un i z, o ‘qi deb
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belgilaylik. Bu hoida buralish burchagi 8cp = {0,0,<5<рг } ko ‘rinishga ega 
boMadi. S hunga ko‘ra (2.35) dagi skalar k o ‘paytm a

2̂-38)dt
a

ko‘rinishni oladi. Bu degani esa, bu ho lda saq lanuvchan kattalik  M 
ekanligini bildiradi. M arkaziy  m aydonda z  o ‘qi sifatida ixtiyoriy o ‘qnl 
olish m um kin.

2.4.1-misol. {Мх,М у ,М г}  larni silindrik koordinatlar orqali ifodalang.

Dekart (x,y,z) va siiindrik ( r , (p ,z ) koordinatlar quyidagicha bog‘- 
langan:

дг — г cos (p, y = rsin<p, Z = z. (2.39)
Mx ni topaylik:

M x = yp,  -  zpy = m ( y z -  zy) = m{rsin<pz-  z r s i n ip -  z rc o s<рф) =
'  . .ч (2.40)

=  m sm <p( rz -  zr) -  mzr cos <p<p.

Huddi shu yo‘sinda boshqa komponentalar ham topiladi:

-  zpx -  xp,  = m ( z x - дгг) = mcos<p(zr -rz ) -mzrs inqxp ;

M .  = ду>, - y p , =  т(хў  -  y i)  = ^ ^

= /n [rc o sp (rs in < p +  r<pcos<p)- rs in  (p(rcos(p+ r<psin <p)] = т г2ф. (2.42)

Bu misoldan bir foydali munosabat keltirib chiqarishi mumkin. Agar 
moddiy nuqtaning silindrik sistemadagi Lagranj funksiyasini

L = j (-*2 + У2 + z2)-U (x ,y ,z )  = j ( r 2 + r2<p2 + z2) -U(r,(p,z) (2.43) 

yuqorida topilgan Л/ bilan taqqoslansa

w 2 •
М: = дф =тГ(р (2-44)

ekanligi topiladi. Demak, umumlashgan (p koordinataga mos keluvchi

umumlashgan impuls M. ga teng bo‘lar ekan: p 9 = M ..

2.4.2-misol. {Mx, Л /, M.) larni sferik koordinatlar orqali ifodalang. 
Dekart (дг, y, z) va sferik (г,<р,в) koordinatlar quyidagicha bogMangan:
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х  = rcos^>sin в. y  =  rsinq>sin0, z = rcos6.  (2 .4 5 )

Bizga x, ў  va Z lar kerak bo‘ladi. Ular quyidagicha hisoblanadi:

x  = r c o s p s in  в  -  r^ s in  <psin в  + rf?cos<pcos0:

ў = rs in^)s in6  + r ^ c o s 9 s i n e  + r0sin<pcos0: (2 46)

;  = r c o s 0 - r 0 s i n 0 .

Navbatma navbat har bir komponenta topiladi:

M x =  ург - zpy = m ( y z - z v )  = - m r 2 (0sin<jp + 0 s in 6 )c o s0 c o s ^ ) ;  (2 .47)  

M y =zj>x - x p .  = m ( z x - x z )  = mr '  ( f jcos tp-<psin0cos0sin<p) ;  (2 .48)  

M . = xpy -  ypx = т(хў -  yx)  = mr '  s in '  вф. (2 .49 )

Moddiy nuqta Lagranj funksiyasining sferik sistemadagi ifodasini

L  =  —  ( i '  + v2 + z2 j - U ( x , y , z )  =  ~ ^ ( ' 2 +  r 2<P2 s‘n" ® + ) ~ U ( r . < p .e )  (2 .50)  

(2 .49)  bilan taqqoslanilsa, yana

„  dLМ г = -  (2 .51 )

ekanligi topiladi. Bu koordinatlarda ham (p koordinataga mos keluvchi umum- 
lashgan impuls momentning z ~  komponentasiga teng bo‘lib chiqdi:

РЧ = М ..

2 .5.  Virial teorema

F init harakat qilayotgan m oddiy  nuq ta lardan  iborat sistem ani olib 
qaraylik. B unday sistem adagi hech  bir jism  vaqt o ‘tishi bilan chesizlikka 
ketib qolm aydi.

Agar sistem aning potensial energiyasi o ‘z o ‘zgaruvchilarining k- 
tartibli b ir jinsli funksiya b o ‘lsa, ya’ni

U ( a r , , a r 2.....arn) = a kU (r ,,r2..... r„ ), (2.52)

kinetik , po tensial va to ‘liq energ iyalarn ing  vaqt b o ‘y icha o ‘rtacha 
qiym atlari orasida sodda m unosabat o ‘rnatish m um kin. B uning uchun 
dekart koord inat sistem asida a zarracha uch u n  harakat tenglam asini 
yozib olaylik:
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V . - - L .  <г53)

U ning ikkala tom onin i ra ga skalar ko ‘paytirib, ham m a zarralar b o ‘yicha 
yig‘indiga o ‘tiIadi:

(2.54)(of-1)

C hap  va o ‘ng to m o n la r ustida quyidagi alm ashtirish lam i bajaraylik 
B irinchidan , м 'п  ' ' ' ' ............

W = l ( , W K '  (2.55)

Ikkinchidan , po tensial energiya Л tartibli bir jinsli funksiya b o ‘lgani 
uchun Eyler teo rem asi b o ‘yicha

V  V7 ТГ _Z,ra v au  - w .  2̂ 56 )

iDemak,

f/ ■V-' » 1.и« ■'
J t Z , ' naru <  = -W -  (2.57)
A

dagicha
Vaqt b o ‘yicha o ‘rtacha qiym at ixtiyoriy funksiya /  u ch u n  quyi- 
icha ta ’riflanadi:

>cf 8Г151 В§»г45)ПЭПОП«1С>л — J $ПШ)ЛЭ(ПОШ й-lijqrru niJJJfl- . 
т

= (2-58)

Shu ta ’rif  asosida (2.57) ning ikkala tom on in i o ‘rtalashtiram iz. Sistema 
faqat finit harakat qilayotgani uch u n  chap  tom ondag i b irinchi hadning 
o ‘rtacha q iym ati nolga ten g  b o ‘ladi. N a tijad a  quyidagi ifodaga ke- 
linad i'

(2.59)
г в у .,б 2Тоа fiпаяпш iJ?.nu iid ildiin:

=kU.
a

K inetik  energiya uchun

1 V-1 -2
T = 2 (2.60)

a

ekanligini hisobga olib topilgan form ulani
:Я:1'{к1о diso



2Т = k U . IfijlBifirl (2&ji)oci

ko‘rin ish d a  yozib  o lish  m um k in . T o ‘liq energ iyan i h am  b u n d ay  
m unosabatlarga kiritilsa, vaqt bo ‘yicha o ‘rtacha qiyrhatlar u ch u n  \

iV ■ ' • _  _• . ■ ' //1л: . !t;>fjfi iBgA
E = T + U = ^ U  = ^ T  (2.62)

munosabatlarga kelinadi. Topilgan m unosabatlar virial teoremani tashkil 
qiladi1. U lam ing hususiy hollari qiziqarlidir. M asalan, kichik tebran ish- 
larga o ‘tilsa k ' - " 2  b o la d i, dem ak,
к<пйШ ndoiVod EvnoT^sYfiU neanslxiiriz ,bai'od пез!эЯ ip c /  \ ш й м

— i -
rf;.-;V U - T - - E .  I p l J f l  \j i j *  J 7 -J i J'A  20ГП

G ravitatsion va kulon elektr m aydonlarida potensiaL  £/:-н ] / r  ko ‘ri-: 
nishga ega, y?’ni k ——\ .  Bu hollarda
i p i !;■ (, _ i \  \ ) ~  ( г \  t )  J f i t n a b  . (--  -  A n u r b u

U = - 2T
va /сг — ibliqol

.gnaJ griini)sd^.in j.irJauibfii hfilfiJicho i e Io i}cibfiV)l
E = - T

h o ‘ladi. K inetik energiyaning ham m a vaqt m usbatligidan keliB chi- 
qadiki, gravitatsion va kulon m aydonlarida finit harakat qilayotgan 
zarrachaning to ‘liq energiyasi m anfiy bo ‘lar e k a n . ., кЬэтиМ 

H arakat tenglam asi (2.53) ga qaytib kelaylik. (2.52) ga kirgan 
koordinatlarni «cho‘zish» \)-~ \  'Л mmiI-j-j : /igwn^

Г" Г" a r %v nvvnv w  { i t m  
bilan bir vaq tda vaqt ustida ham

f ->*'=/?» „. | , \ (2.63)
, 'Q — ч- i---- — Д i u

alm ashtirish bajarilsa, harakat tenglam aning  chap tom on i <*//} 2 ga 
ko ‘payadi, o ‘ng tom on i esa (2.52) b o ‘yicha a*-1 ga ko ‘payadi. K o ‘rinib 
tu ribdik i, v ; _ ' nV ,  (d

p = a ' - kl2 ~ 1 (2.61)
shart bajarilsa harakat tenglam asi o ‘zgarm aydi. D em ak, U tashqi 
m aydonda za rrach a  uchun  гц(/) funksiya q andayd ir trayek to riyan i

. ( j -  '■>)• Ci  * Л ib
ifodalasa r ' (t') fonksiya ham  huddi shu tashqi m aydondagi m um kin
I— -------------  , v»-.Am\sA 'Ш« \'лул >»><0 '.

1 Teoremaning nomi (2.54) ga kirgan X r>  Va,■,#•=?•- £ г ал Fa had bilan bog' liq.
Р Й  i. . !п ' i : /  .O!i'::od £gip'o s )spet апоЬукгп iprlasT (s

U ba’zi bir hollarda «virial» deyiladi. iteoii
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boMgan harakat trayektoriyasin i b erar ekan . Topilgan m unosabatn i

an iq roq  tushunish  u ch u n  b undan  keyin a = l '/ l  deb qaraladi, bu  yerda 
/ va f  — trayek to riyalam ing  chiziq li o ‘lcham lari.

Agar ikkala trayektoriya b o ‘y icha harakat tezliklari solishtirsak:

Shtrix lanm agan trayektoriyada a nuq tad an  b nuq tagacha harakat 
uch u n  1 vaqt ketgan b o ‘lsa, sh tix langan trayektoriya bo ‘y icha ularga

ketadi, tezlik  esa yuqorida topild i. M asalan , to rtish  kuchi m avdoni

topildi -  sayyoralar uchun Quyosh atrofida aylanish davrlari nisbatining 
kvadrati u lar orbitalari radiuslari n isbatin ing kubiga teng.

2.6.1-misol. Yer va Mars uchun orbita radiuslari / = 1,49610и л т  va 

l '  = 2 .2 7 9 4 1 0 13от(, ya’ni, / ' / /  = 1.5237 . Agar Ycrdagi bir yil 365 kun davom 

etsa, Marsdagi bir yil = 365 1,52373/2 = 3 6 5  1,88 = 686 kun chiqadi.

Energiya uchun E'IE = (l'll)k ekanligini topish qiyin emas.

2-bobga mashq va savollar
1. Quyidagi Lagranj funksiyalariga mos keluvchi energiyalarni toping:

2. Quyidagi maydon/arda harakat qilayotganda impuls va momentning 
qanday komponentalari saqlanadi?

a) Tashqi maydon faqat z o ‘qiga bog‘liq, ya’ni, (x, y) tekisligida u bir 
jinsli;

(2.65)

m os keluvchi a n u q tad an  b ' n u q tag ach a  t' = pt = (l'/l)'~kn t vaqt

uch u n  k = - \ , dem ak, ( / ' / / ) ’ = ( / ' / / ) ' .  K eplerning uchinchi qonuni

c) L = ~-JI - x 2 + A (x )x ~ < p( x ) ;

d) L = x 2 -( tf* -l) .
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b) cheksiz bir jinsli silindr ko‘rinishdagi maydon;
c) z o'qida yotgan ikki nuqta hosil qilgan maydon;
d) y  o‘qi bilan chegaralangan yarim tekislikdagi bir jinsli maydon.
3. Quyidagi umumiy koordinat almashtirishida energiya va impulsning 

zgarish qonunini toping:

q, = i= h  -,s.

4. 0 ‘zgarmas va bir jinsli tashqi magnit maydon B da harakat qilayotgan

e zaryadli zarracha uchun / = M B + — (rxB ) kattalik harakat integrali bo‘-
2 c

lishini ko‘rsating. Bu yerda M = mrxv. Tashqi magnit maydonda zaryadga

e
Ғ= vxB kuch ta’sir qiladi. 

c
5. Galiley almashtirishlari uchun invariantni toping.



3-bob. HARAKAT T E N G IA M A L A R IN I ^ r b  
;nr>bvE INTEG RALLASII AAi нвз»ч  fibip'o 5 ( ,

> "" 1 ■" ' 1 -■ 1 11 ■ " -I j' 'I I ~
£ тго \\к \я \\ йч iv o g ro n  Vj‘c\nv.n'nM»m\v-. шиЪчооА 4\w \vtou \gobv4.wQ Д.

^пЦ м  vvivtwmov Агпй?;; v,

•г,...г1 = \ , ( , 9 , . . . ,£9 , £ > ) ; t = £
3.1 . B ir oMchamli h a rak a t tenglam asi 

riBgJovBlip Jr,/l/;ifiil ьЬ a  nob/crn Jingcrn ifenij lid  jsv евгтедхЮ
Eyler— Lagranj teng lam alari fizikaga aloqasi b o ‘lgan deyarli ham - 

m a ho lla fd a  no ch iz iq li d ifferensial ten g lam ala r s istem asin i tashkti 
q iladi. B unday ten g lam alarn i in tegrallashn ing  b irdan  b ir usuli teng la- 
m a la m in g ! (d em ak j1 fsistem anirig erkinlik ' darajasirting) sorriga teng 
b o ‘lgan h arak at in teg ra llarin i top ishd ir. H ar b ir h arak at in tegrali b itta 
ten g lam an in g  dara jasin i b ittaga  pasaytirife; berad f ; 1 biriricHf tartib li 
oddiy  hosilali 
ch iqadi.

Bir oM chamli h a rak a t ten g lam asin i in teg ra llash d an  boshlaylik. 
Lagranj funksiyasi bu holda

L = ! !? L -U (x) (3.1)

ko‘rinishga ega. Bu yerda U (x) — berilgan tashqi m aydon (potensial). 
H arakat tenglam asi

mx = - U \ x )  (3.2)

ko ‘rinishni oladi. Tashqi potensial U (x) m urakkab ko ‘rinishga ega 
b o ‘lishi m um kin, am m o m asalada bitta harakat integralining mavjudligi 
bizning ishimizni darrov yengillashtiradi. Lagranj funksiyasi (3.1) vaqtga 
bog‘liq em as, dem ak, energiya saqlanuvchi kattalik  ( o ‘zgarm as son). 
U ning ifodasi

E = ^ x - L  = '- ~ + U ( x )  (3.3)

dan darhol quyidagi ifodani hosil qilish m um kin:

<3-4 >

O lingan tenglam a oson  integrallanadi:

teng lam ani esa, pd.at.da, in tegrallash  m um kin  b o ‘lib
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► ribsliqoJ ilGci^ip ^nrttiivisi^no .dirujlnbvl пв1лв1леНг ibt'§mA?\>.oH
fm f  dx ,

J ’ •' л  *'■ ' ■ 1 Г Т 2 J 'jE!'-U(x) +^ n&i' '

Bu in tegralni hisoblash natijasida koord in a ta  x v a  vaqt /o ras id ag i 
bog‘lanish top ilad i. Javobni integral o rqa li ifodalash , o da tda , kvad- 
raturaga keltirish deyiladi. (3.5) form ula b ir o ‘lcham li harakat m a- 
salasini eng um um iy  holda yechad i. Bu yech im ga ikkita o ‘zgarm as 
kirgan — £  va const. U la r m asa lan in g  b o sh lan g ‘ich sh a rtla r id an  
topiladi. E — U kinetik energiyaga teng  b o ‘lgani uchun ham m a vaqt

v E ~ U > 0  i • (3.6)

b o lish i kerak. E — U = 0 nuqtada esa jism ning tezligi nolga teng
, r .  i i , ж • j  м ■ i .  r ,-  i7  1 ,bo ladi. B unday nuq ta lar to xtash nuqtalart deyiladi. Bir o lcham li 

harakatning asosiy xossalarini o ‘z ichiga olgan 3.1-rasm ni ko 'raylik ' 
R asm dan ko ‘rinib turibdiki, tashqi m aydonning ko ‘rinishi va energiya- 
ning son qiym atiga qarab  tO‘xtash nuq talar b ir necha boMishi m um kin.
3.1-rasm da to ‘xtash nuqtalari x ,, xv  xy A gar harakat ikki to m o n d an  
to‘xtash nuqtalari bilan chegaralangan bo ‘lsa, bunday harakat fin it ha- 
rakat deyiladi. R asm da Ьц/so h a  x { < x<, xr  O datda, bu form adagi 
sohalar potensial o ‘ra d ey ilad i. R asm dag i х3 < x  so h a  — in fin it 
h arak a t so h a s id ir , b u n d ay  so h a la rd a  jism  h a rak a ti yoki b ir to -  
m o n lam a ch eg a ra lan g an  boM adi, yoki u m u m a n  ch eg ara lan m ag am  
boMadi. K o ‘rin ib  tu rib d ik i, b u n d ay  so h ad ag i jism  vaqt o ‘tish i b ilan  
cheksiz likka in tilad i.
-piri*. ifnjfiop Js^£i/!fl tgEbnobvsm Ijiizriiloq ' i i -  = (x ) \i  .Ioaiffl-£.I.£

.riians!
inleian.?K>q fig;,ii!ffno1 ( c J j

■ Ш10 5  - . { ■••*_ 1  

3 .1-rasm. Potensial maydondagi barakat. L ■

Rasm dagi T  harfi bilan belgilangan sohalar -  taqiqlangan sohalardir, 
bunday sohalarda (3.6) tengsizlik bajarilm aydi. Jism  bunday sohaga 
o ‘ta olm aydi.

3.1.1-misol. U -  x  potensial maydonda to ‘xtash nuqtalarini toping va 
harakatni integrallang. B'Oshlang*Ich shartlar -  Д0 ) = 1 ,^(0 ) =̂ 1. jismning 
massasini bir deb olingd ^  я  )1вгэЬ nia)'od 0  = (0)r. вЬЬпэтогп )pr.v
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Boshlang‘ich shartlardan foydalanib, energiyaning qiymati topiladi: 

£  = ^лг+дс = I. To‘xtash nuqtasi x  =1. (3.5) bo‘yicha

t = —т= + const = —J  2(1 — дг) + const.
\ 2  J у / \ - х

Boshlang‘ich shart const=0 ga olib keladi. Demak,

Shu holga mos kcladigan harakat tenglamasi jr = - l  ni yechib yana 
shu natijaga kelishimizni tekshirib ko‘rish qiyin emas.

Bu potensialdagi harakat 3.2-rasmning birinchisida krsatilgan. Jismga 
ta ’sir qilayotgan kuchning yo‘nalishi ham ko‘rsatilgan.

3.2-rasm. (3.1.1) va (3.1.2) misollarga oid.

1 ,
3.1.2-misol. JJ(jc) = — kx potensial maydondagi harakat qonuni aniq- 

2
lansin.

(3.5) formulaga potensialni qo‘yamiz:

■t(0

■ Ш -
dx

■ + const
[m (  ПГ

= - , / — arccos x(t) . —  
V k V 2E

+ const. (3.7)

Demak, x ~ \ l ~ cas
f fk 

U - + a  
V m (3.8)

bunda a  — boshlang‘ich shartdan topiladigan konstanta. Masalan, r = 0 

vaqt m omentida x(0 ) = 0  bo‘lsin desak a  = /r/2  boMishi кегак.
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3.2. Ikki jism masalasi

K o‘p o ‘lcham li m exanik harakatlar ichida an iq  in tegrallanadigan- 
lari kam. U lam ing ichida m arkaziy m aydon orqali o ‘zaro ta ’sir qiluvchi 
ikkijism masalasi eng e ’tiborga sazovardir. Bu m asalani ko‘rib o ‘rganish 
keltirilgan massa tu shunchasidan  boshlanadi.

3 .2.1. Keltirilgan massa

M assalari /я : va b o ‘lgan ikki jism  berilgan b o ‘lsin. U lar orasidagi 
o ‘zaro ta ’sir faqat o ‘zaro masofagagina bog‘liq b o ‘lishi m um kin , bu

degani, potensial energiyaning ko ‘rinishi U (\r,-r2\) b o ‘lishi kerak.
Sistemaning Lagranj funksiyasi

2 2 1 2  
Inersiya m arkazi sistem asiga o ‘taylik:

m\r\ +m2r2 = 0  (3 .1 0 )

va o ‘zaro m asofa vektori kiritaylik:

r = r , - r 2. (3.11)

Bu ikki tenglam ani yechib

nu m,
r\= — 7 ~ г ,  r2 =-------— r  (3-12)

m, + mt +  m2 '

lar olinadi. R asm dan ko‘rinib turibdiki, r vektori ikkinchi jism dan  
birinchi jism ga qaratilgan. Agar quyidagi m unosabat orqali

пц m2
и1 = - т ± :  (3.13)m | + m-,

keltirilgan massa tushunchasi kiritilsa, Lagranj funksiyasi quyidagi sodda 
ko‘rinishga keladi:

L = H^— U(r). (3.14)

N atijada ikkita m oddiy nuqtaning o ‘zaro ta ’siri masalasi b itta  m od- 
diy nuqtaning U(r) ko ‘rinishli tashqi m aydondagi harakati m asalasiga
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keltirildi. H ar bir jism ning  trayektoriyasi esa (3.12) fo rm ulalar orqali 
topilisW rmtfinkin.

K eltirilgan m assani yaxshiroq ta saw u r qilish u ch u n  ikki chegaraviy 
hollarni ko'raylik.

B irinch i hol: /и ,з> /яг  y a ’n i, b irin ch i jism n in g  m assasi ikkin- 
ch in ik id an  ko ‘p  m arta  katta  b o ‘lsin (k o ‘z o ld im izga Q uyosh va Yerni 
keltirish  m um kin). Bu ho lda /и, = /и2 va r  = - r 2 b o ‘ladi. S istem aning 
inersiya m arkazi massasi katta m oddiy  nuqtan ing  yaqinida jo y o ‘lashgan 
b o ‘ladi, m^ssasi kichik jism  u n in g  a tro fida  = r  m asofada aylanayotgan 
b o ‘ladi.

Ikk inchi hol: m = m r  Bu ho lda т = ^т ( = ^m 2 va inersiya markazi

ikki jism ning qoq o ‘rtasida jo y o ‘lashgan b o ‘ladi. Ikkala jism  shu markaz 
a tro fida aylanadi.

3.2.2. M arkaziy maydon

(3.14) Lagranj funksiyasi bilan ifodalanadigan m asalani yechishga 
o ‘tam iz. Potensial energiya faqatgina m arkazgacha b o ‘Igan masofaga 
bog‘liq boMgani uchun bunday  m aydon markaziy maydon deyiladi, 
k o ‘rilayo tgan  m asala esa m arkaziy  m ay d o n d ag i h a rak a t m asalasi 
deyiladi.

E yler—Lagranj tenglam alari bu holda quyidagi ko‘rinishni oladi:

(3.15)

0 ‘ng tom ondagi kuch rad ius-vek to r b o ‘yicha yo ‘nalgandir:

d U (r )  d U ( r ) r
Эr  dr

(3.16)

U ning  son qiym ati m arkazgacha b o ‘lgan m asofa r n ing funksiyas id ir .
(3.15) tenglam alar sistemasi uch ta  nochiziqli tenglam adan iborat bo‘lgan 
sistem a b o ‘Iib, uning yechim larin i top ish  uchun  harakat integrallari 
q o ‘llanilishi kerak.

M asala sferik sim m etriyaga ega b o ‘lgani u ch u n  (3.14) Lagranj 
funksiyasini sferik koord inat sistem asida ochib  chiqam iz:

L = — ( r 2 +  г 2в 2 +  /^ s in^ 2 ) - i /  (r).  (3 .17)
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Bu ifoda hali m urakkabdir. Saqlanuvchi kattaliklarni aniqlaylik. 
U larning ichida birinchisi -  im puls m om enti. U ning  saqlanuvchan 
Kattalik ekanligini oddiy yo ‘l bilan isbot qilishi m um kin:

— M = m — [rr] = w[rr| + wi[rrj = - - У ^  [rrJ = 0. (3.18) 
dt dt dr

gu isbotda (3.15), (3.16) form ulalardan va ixtiyoriy vektom ing o ‘z- 
o ‘ziga vektor ko ‘paytm asi nolga tengligidan foydalanildi.

H arakat m iqdori m om enti

M = frpl (3.19)

jismning radius-vektoriga doim o perpendikulardir, uning o ‘zgarmasligi 
jism rad iusin ing  d o im o  b ir tek islakda yo tish in i y a ’ni, h a rak at b ir 
tekislikdagina ro ‘y berishini bildiradi. Shu tekislik sifatida в=л/2  tekislik 
olinadi. Bu degani biz z -o ‘qini harakat m iqdori m om enti b o ‘yicha 
yo^naltirdik deganimizdu-.

Lagranj funksiyasi u ch u n  ifodani bir pog‘onaga soddalashtirishga
erishildi:

L = ^ ( r 2 + r V ) - t / ( r ) .  (3.20)

K o‘rin ib  tu rib d ik i, L agranj funksiyasi <p — ko rd inataga b og‘liq 
emas. B unday k o o rd in a tla rn i siklik k oord ina ta  deyilgan edi. Siklik 
koordinataga m os keluvchi um um lashgan im pulslar saqlanivhci kattalik 
bo‘ladi:

л 9L d dL dL
° = Ч -  = -Т Т -  P. = j -  = const. (3.21)dq, dt dq, dq,

Bizning holda siklik (p kordinataga m os keluvchi um um lashgan im puls

Рф = тг2ф = const (3.22)

harakat m iqdori m om entin ing  z kom ponen tasid ir ((2.51) ga qarang):

M. = [rp]. = тг2ф. (3.23)

A m m o z o ‘qi M  b o ‘y ich a  y o ‘n a ltir ilg an , d em ak , M = M . Bu 
tahlildan ф ni topib (3.20) Lagranj funksiyasini

r2 Л
- t / ( r )  (3.24)

,  m\ .2 M L = —\ r +
2 2 m r /
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ko‘rinishga keltiram iz. 0 ‘z navbatida bu  energiya u ch u n

0.2 , 

(3.26)

\  /
form ulani beradi. U ni

ko ‘rinishga keltirib , darho l quyidagini ifoda olinadi:

ff_ _ _ ±
-------

(3.27)

Integra) h isoblansa radiusni vaq tn ing  funksiyasi sifa tida  topgan 
b o ‘lam iz — r =r{f). T rayektoriyani to ‘liq topish u ch u n  burchakning 
ham  vaqtga bogM iqligini to p ish  kerak. B uning  u c h u n  (3.23) dan 
forydalanish yetarlidir:

Ikkita oxirgi integral r,<p va t o ‘zgaruvchilar orasidagi ikki muno- 
sabatni berib trayektoriyani toMiq aniqlab  beradi.

Agar (3.25) fo rm ulada radial tezlik  nolga tenglashtirilsa: r = 0 
quyidagini olam iz:

T a ’rif b o ‘yicha bu radial yo ‘nalishdagi to ‘xtash nuqtalari uchun 
ten g lam a. T en g la m a n i r  ga n isb a tan  yech ib  m an a  sh u  « to ‘xtash 
nuqtalari» rQ. (u larn ing  soni tenglam aning  tartibiga bogMiq) topiladi-

Bu nuq talarda jism  o ‘zining m arkazdan  uzoqlashishini (r > 0 ) unga

yaqinlashishga ( /-< 0 ) o ‘zgartiradi va aksincha. B urchak tezlik  ф ning 
ishorasi esa, (3 .2 2 )  dan ko ‘rinib tu ribd ik i, hech  qachon  o ‘zgarmayd>

(3.28)

(3.29)
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va noiga teng b o ‘lm aydi. D em ak, m arkaziy m aydonda jism  m arkaz 
a tro f id a g i aylanish yo‘nalishini hech  qachon o ‘zgartirm as ekan. Radial 
harakat esa m urakkabroq tabiatga ega. Agar

(3.30)

belgilash kiritilsa (3.25) form ulani

(3.31)

k o ‘rin ishga  keltirib  o lish  m u m k in . Bu fo rm u lag a  b ir o ‘lch am li h a - 
rakat fo rm ulasi s ifa tid a  q ara lsa  m arkaziy  m ayd o n d ag i rad ia l h a - 
rakat (3 .30) m u n o sab a t o rqa li an iq lan ad ig an  effektivpotensialdagi 
harakat b o ‘lib_chiqadi. A gar L agranj ten g lam asid a  — ЭU/dq^ ifoda 
(u m u m lash g an ) k u ch n in g  ifodalash i eslansa  effek tiv  p o ten s ia ld ag i 
q o ‘sh im ch a  had

ko'rinishga ega b o ‘lgan m arkazdan  tashqariga y o ‘nalgan q o ‘sh im cha 
kuchga olib keladi. Bu kuch markazdnr. qvchirish kuchi deb ataladi. 
H arakat m iqdori m om enti b jlan  bog‘liq b o ‘lgan bu kuclm ig paydo 
bo‘lishi m a ’lum  onibadarga olib keladi.

B irincbi^an, m arkaziy m aydonda harakat qilayotgan jism  m aydon 
m aikaziga tusha oladim i yo ‘qm i degan savolga javob shu q o ‘sh im cha 
kuchga bog‘liqdir. H attoki, m aydon tortish m aydoni b o ‘lganda ham  
m arkazga tushish r -> 0 uchun  (3.32) kuchni yengish kerak. B uning 
uchun esa r -> 0  lim itda

yoki bu m unosabat integrallansa r -»  0  lim itda

bo‘lishi kerakligi topiladi. A lbatta, ham m a m aydonlar ham  bu teng- 
sizlikni qanoatlan tirm aydi. Bu tengsizlik bajarilishi u ch u n  potensial

(3.34)
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U(r) yo k i — l / r n, n> 2  k o ‘rin ishga  ega boM ishi k e rak , yoki - а / г 2 

ko‘rin ishga ega b o ‘lganda ham  -a> M -/2m b o ‘lishi kerak.
Ik k in c h id a n , maM um v a z iy a tla rd a  p o te n s ia l en c rg iy ad ag i bu 

q o ‘sh im ch a  had  to rtish  m aydoni boMgan p o ten s ia l m ay d o n d a  ham  
fin it h a rak a tn in g  m u m k in  em aslig iga o lib  kelish i m u m k in . Buni 
k o ‘rish  u c h u n  to r tish  m ay d o n i dU/br>0 n in g  u m u m iy  grafig in i 
ch izay lik  (a lb a tta , h a r xil m ay d o n la r u c h u n  g ra fik n in g  o g ‘ishi va 
n u q ta m a -n u q ta  son qiym atlari har xil boMadi, am m o  Э£//Эг>0 shartga 
b o ‘y su n ad ig an  funksiyaning  eng u m u m iy  k o ‘rin ish i shu  grafikka m os 
k e lad i) . E nd i bu  grafikga ЛЯ/ r 2 fu n k siy asin in g  grafigi u s tm a -u s t 
q o ‘yilsa (3 .3 -rasm ga qarang). N atijav iy  grafikda po tensia l o ‘ra  borm i- 
y o ‘q m i?  P o te n s ia l o ‘ra boMishi u c h u n  M1 n in g  q iy m a ti y e tarli 
d a ra jad a  k ich ik  boMishi kerak (u n in g  son  q iym ati k o n k re t m aydonga 
bogMiq boM adi).

D em ak , jism ning  harakat m iqdori m om enti maMum chegaradan 
oshib  ketsa, finit harakat boMmasligi ham  m um kin  ekan.

3.3- rasm. Effektiv potensialning %_ci| bo‘lishi.

H arakat chegaralarin i energiya E  n ing  son  q iym ati aniqlao  
(u, o ‘z navbatida, bosh lang‘ich shartlar orqali an iq lanad i). Bu tasdiqni 
3 .3-rasm ga qarab tushunish  qiyin em as.

A gar energ iyan ing  qiym ati sh u n d ay  boMsaki, h a rak a t faqat bir 
to m o n d an  chegaralangan r> r= rmm boMsa (3 .3 -d  rasm dagi £ , hol ) 
bunday  harakat infinit harakat boMadi — jism  cheksizlikdan keladi va 
cheksizlikka qaytib ketadi. Agar harakat ikki to m o n d an  chegaralangan 
boMsa r .=  r,<r<r = r , (3.3-d rasm dagi E. hol) u  finit harakat boMadi.min I 3 max '  '
H arakat fin it boMishi uchun  effektiv po tensia l «o‘raga» ega boMishi 
kerak.

F in it harakatga m os keluvchi trayektoriya ham m a hollarda ham  
yopiq  boMavermaydi. O ddiy m atem atik  m ulohazadan  kelib chiqadiki,
(3.28) in tegraln ing  rmjn dan гтш gacha qiym ati shu  in tegralning rmax dan
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r g ach a  q iy m atig a  ten g d ir. D em ak , jism  m ark azg a  en g  yaq in  
nuqtadan с1̂ ф Ь  Уап а shu  nuq taga qaytib  kelg u n ch a  <p b u rch ak n in g
0 ‘zgarishi

(3.35)

ga teng b o ‘ladi. T rayektoriya yopiq boMishi u ch u n  A<p = 2кт/п  b o ‘lishi 
kerak, bu  yerda m va n — b u tu n  son lar, bu  ho lda jism  n m arta  
aylangandan keyin yana boshlang‘ich  nuqtaga qaytib keladi.

ko‘rin ishdagi m aydondag i h a rak a tin i o ‘rgan ishn i ay tilad i. Bu k o ‘- 
rinishdagi m aydon  fizikada eng  m uhim  rol o ‘ynayd igan  grav ita tsion  
m aydon va ku ion  m aydon lariga  t o ‘g ‘ri keladi. G rav ita ts io n  m aydon 
faqat to rtish ish  tab ia tig a  ega ( a > 0 ), ku lon  m ay d o n i ham  to rtish ish , 
ham  itarish  (a < 0 ) tab ia tig a  egadir. E tfektiv  p o ten sia l ( (a > 0 )  hol 
uchun)

ko‘rinib turibdiki, buning u ch u n  jism  energiyasi 
manfiy b o ‘lishi kerak: £ < 0 .

Bu hol u ch u n  m arkazga eng yaqin va eng uzoq  3.4- rasm. Effektiv

3.3 . K epler m asalasi

K epler m asalasi deb jiSm ning

U(r) = - a
(3.36)

r

(3.37)

(3.4) rasm da korsatilgan.
Effektiv potensialda o ‘ra bor, dem ak, (3.36) 

m aydonda finit harakat m avjud ekan. R asm dan

n u q t a l a r  E =  U J r )  tenglam adan topiladi: potensial.

2E V 4E2 + 2mE 21 £1
a  , I a 2 M 2 a

/ \
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Yuqori ishora rmax ga va quyi ishora rmm ga to ‘g ‘ri keladi. A lbatta, 
agar E  > 0 b o ‘lsa

a  I a 2 M 2
Гт‘л 2E + i 4E2 + 2mE (3 3 8 )

ga teng b o ‘ladi, rmax esa m avjud b o ‘lm aydi.

M 2
EfTektiv potensial r0 = —  n u q tad a  m in im um ga erishadi:

ma

(U<# "
ma2 
2 M2 '

H ech  qanday jism ning  energiyasi bundan  kichik b o ‘lishi m um kin  emas. 
M usbat energiyali va energiyasi nolga teng jism lar infin it harakat qiladi
— ular cheksizlikdan kelib cheksizlikka ketadi.

K epler m asalasidagi in tegra llar oson  hisoblanadi. B urchak  <p ni 
topaylik (c-in tegrallash  konstantasi):

м~ d r  r d(Mr)У Л _  г - "  „ - Л
J I 2ma м г j2ma M* J I 2ma M2 

2mE + ------------— , 12mE + ------------—

■ + c =

M ma

= arccos —r — M - — +c. (3.39)

м 2
In tegrallash  konstan tasi shunday  tan lab  olinadik i, =  0 nuq ta 

r ~ r mb| ga to ‘g‘ri kelsin.
B uning uchun  const=  0 b o ‘lishi kerak.

M2 I 2EM2
P = -----, e= 1 +------Г  (3.40)

ma V ma2
belgilashlar kiritilsa o lingan form ula

P
\ + ecos(p (3-41)
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•rinishga keltiladi. O rbita konus kesim i form ulasiga keltiriidi, P — 
0rbita param etri va e — uning ekssentrisiteti deyiladi. <p = 0  va cp =n 
^uqtalar orbitaning m arkazga eng yaqin (perigeliy) va eng uzoq (apoge- 
в«) nuqtalariga to ‘g ‘ri keladi. E<0 holda e<\ b o ‘ladi, orbita ellips 
1̂0‘rin ishiga ega. E llip sn in g  fo k u sla rin in g  b irid a  jism la rn in g  biri 
:oVo‘lashgan bo ‘ladi, chunki fokusdan ellipsning eng yaqin nuqtasigacha 
m a s o f a  geom etriyaning m a’lum  form ulasi b o ‘yicha P/(\+e) ga teng, 
bu esa rmn ning o ‘zidir. Tabiiyki, shu fokusdan eng uzoq m asofa P/( 1- 
e) aw al aniqlangan rmax ga tengdir. B undan harakat davom ida jism - 
larning biri elUpsning b itta  m arkazida turadigan b o ‘lib chiqadi.

Agar E ~ (U eff)min b o ‘lsa e=0  ga aylanadi, o rb ita  aylanm a k o ‘ri- 
nishini oladi, m arkazgacha m asofa o ‘zgarm as r =p =AP/ma ga teng 
bo‘ladi.

E = 0 b o ‘lgan h o ld a  e = 1 b o T ad i, y a ’n i, o rb ita  p a ra b o la  
ko‘rinishiga ega b o ‘ladi. Bu holda harakat infinitligi aytilgan edi.

Energiyasi musbat jism  esa gravitatsion (kulon) m aydonida giperbola 
byicha harakat qiladi -  bu holda e > 1 .

3.3.1-misol. Ko‘rilayotgan U(r) = —a /r  maydonda yana bitta harakat 
integrali bor, u ham bo‘lsa

Bunda м  = m[rv] va harakat tenglamasi »ir = ar/Г  larni qo‘ysak A = 0 
ekanligini darhol kramiz. Vektor A orbita tekisligida yotadi — bu uning 
ta’rifidan ko‘rinib turibdi. A vektor markazdan perigeliyga qarab yo‘nalgan 
(bobning oxiridagi masalalarni qarang).

3.3.2-misol. Kepler masalasini A harakat integrali yordamida yeching.
Vechish: A ni r ga skalar ko‘paytiraylik:

A = [vM ]- — (3.42)
r

ekanligini ko‘rsating. 
Yechish.

<// r r
a r  a r ( r r )

(3.43)

(3.44)m
Agar A va г orasidagi burchakni cp deb belgilansa va e=A/a, p=hP/(ma) 
eIgilshlar kiritilsa, o ‘zimizga m a’lnm bo‘lgan (3.41) formula hosil bo‘ladi:

P
(3.45)r =

1 + ecosi'p
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3.5. Markaziy maydonda sochilish jarayonlari

3.5.1. Sochilish kesimi

Shu pay tgacha m arkaziy m aydonlardagi asosan fm it harakatnj 
o ‘rganildi. T ashqi m aydonlardagi infinit h arak a tla r ham  katta  aha- 
m iyatga ega. C heksiz uzoqdan tushayotgan jism  m aydon  markaziga 
yaqin lashganida m aydon bilan o ‘zaro ta ’sir natijasida o ‘z trayekto- 
riyasini o ‘zgartirisi tu rgan  gapdir.

Shu ju m lad an , u  m arkazga tushishi, boshqa jism  bilan  to ‘qnashishi 
m um kin . F izik  ja ray o n la r o ‘rganganda u larga adekvat b o ‘lgan (ya’ni: 
m os keluvchi) tu sh u n ch ala rd an  foydalanishi kerak. T o ‘qnashish  va 
sochilish ja ray o n larin i sochilish kesim i tu shunchasi yaxshi ifodalaydi. 
U quyidagicha k iritiladi.

T ajribada za rrach alar oqim i nishonga tushadi. O qim ning  zichligi j
— birlik vaqt ich ida birlik sirt orqali o ‘tgan  za rra la r sonin i bildiradi. 
U ning o ‘lcham ligi [ j  ] =  sm ^ se lr1. N ish o n  (n ish o n n i tashkil qilgan 
zarrachalarning m aydonlari) bilan o ‘zaro ta ’sir natijasida oqim ni tashkil 
qilgan za rra la r sochilad i (sochiladi deganda h am m a m um kin  b o ‘lgan 
ja rayon lar ko ‘zda tu tilad i — shu jum ladan , m arkazga tush ish , m arkazda 
tu tilish  va h.k. Y a ’n i, sochilish deganda za rrachan ing  o ‘z boshlang‘ich 
trayektoriyasini o ‘zgartirishi ko‘zda tutiladi). Agar 3 .5 -rasm da ko ‘rsatil- 
ganidek, jism n in g  og‘ish burchagi в  deb belgilaylik. K uzatuvchi bir 
sekundda q an ch a  zarracha (0 ,0 +cte) burchak  o rasida tarqalganin i sa- 
naydi. M ana shu son dn(6) deb belgilanadi. U ning o ‘lchamligi [drtj^selc1. 
Agar uning  tushayotgan  oqim  zichligiga nisbati o linsa b ir sekundda 
birlik yuzadan  o ‘tib n ishonga tushgan zarrachalarn ing  qanday  qismi 
(e,e+d0) bu rchak  ich ida tarqalgani topiladi. Sochilishning differensial 
kesimi, yoki, k o ‘p incha soddalik uchun qisqartirilib aytiladigan socliilish 
kesimi,

form ula orqali ta ’riflanadi. Differensial kesim ning o ‘lcham ligi yuza 
o ‘Icham ligiga teng.

3 .5-rasm  sochilish  jarayon ida ishlatiladigan b a ’zibir kattaliklarni 
kiritishga tegishli. C hap  tom ondan  b ir jism  tushayotgan  b o ‘lsin, в "  
sochilish burchagi (laboratoriya sistem ada, e -s is tem ad a), p -  nishott 
parametri. N ish o n  param etri — agar tushayo tgan  za rra  va markaz
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3.5- rasm. Bir jismning sochilishini ta ’riflashga oid.

orasida hech qanday o ‘zaro ta ’sir kuchi b o ‘lm aganda shu zarraning 
markazdan qanday m asofada o ‘tib ketishini bildiradi.

K o‘rinib turibdiki

S ochilash  ja rayon in i laborato riya (/-sistem a) va inersiya m arkazi 
(m -sistem a) larda k o ‘rib ch iq ish i m um kin . m -sistem a -  sochilish  
jarayonida ish tirok  etayo tgan  za rrach alarn in g  to ‘liq” im pulsi nolga 
teng b o ‘lgan sistem a. M arkaziy  m aydonda sochilish  jaray o n lari m- 
sistem ada k o ‘ri!adi, 1-sistemaga o ‘tish form ulalari 3 .5 .2 -paragrafda 
berilgan.

Tushayotgan zarracha nishon bilan o ‘zaro ta ’sir natijasida m arkaz- 
dan в burchak ostida sochildi. Agar n ishon  param etri p  boshqacha 
bo‘lsa, zarraning sochilish burchagi в ham  boshqacha b o ‘ladi. Boshqa 
so‘z bilan aytganim izda, p  ->p +dp o ‘zgarishiga в ->д +dd o ‘zgarishi 
mos keladi. d p \a de larning ishoralari orasidagi bog‘lanishni aniqlaylik. 
Odatda, p kam aysa в  oshishi kerak (chunki bu ho lda zarra m arkazga 
yaqinroq keladi va, natijada, u lar orasidagi o ‘zaro ta ’sir kuchayadi) 
va aksincha. D em ak, odatda, (ko‘p incha shunday, b a ’zi-b ir hollardagina 
bunday em as) dp va de larning ishoralari har xil ekan.

% -  burchakka o ‘taylik. Fizikada eng qiziq bo‘lgan markaziy m aydonda 
sochilish jarayon in i o ‘rganam iz, shun ing  u ch u n  <p0 sifatida (3.28) 
formula b o ‘yicha an iq lanadigan burchakn i olam iz:

bunda rmin — tray ek to riy an in g  m ark azg a  eng  y aq in  n u q tas ig ach a  
masofa.

2  <p0 +  в  — n. (3.47)

(3.48)
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Ko'rilayotgan m asalada zarracha cheksizlikdan nlshonga tushm oqda 
U ning saqlanuvchan energiyasi va im puls m om entlarin i bosh lang‘ich 
kattaliklar orqali ifodalab olish m aqsadga m uvofiqdir:

= --------, M -  mv^p,2 (3.49)

bunda t>„ -  zarrachaning boshlan ich (cheksiz uzoq masofadagi) tezligi, 
N atijada og‘ish burchagi uchun  integral

ko‘rinishni oladi.
3 .6-rasm da k o ‘rsatilganidek, boshlang‘ich oqim da (p, /х -ф )  nishon 

m asofasida bo 'lgan zarralar ( 0 ,&fdd) bu rchak  ichiga sochilgan b o ‘ladi. 
Ichki va tashqi radiusi (p, р + ф )  b o ‘lgan halqaning  yuzasi 2 лpdp, uni 
oqim  jichlig i j  ga ko ‘paytirilsa  shu  yuzadan  b ir sekundda o ‘tgan 
zarralar soni kelib chiqadi. D em ak, dn = 2 npdpj ekan, bu esa

Absolut qiym at paydo b o ‘lganining sababi yuqorida aytilganidek 
deyarli ham m a vaqt dp/dO< 0  ekanligidir, sochilish kesimi esa o ‘zining 
m a’nosi b o ‘yicha m usbat b o ‘lishi kerak.

oo

(3.50)

3.6- rasm. Sochilish.

d a  = Inpdp

form ulaga olib keladi. B urchak o ‘zgaruvchisiga o ‘taylik:

(3.51)

do = 2пр{в) dd.
de (3.52)
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^ g ar fazoviy burchak d o = 2 n sm 6 d e  ga o ‘tilsa, differensial kesim

do (3.53)

uChun form ula

d o  = р (в ) dp(6)
sin0 dd

k0‘rinishga keladi.

3.5.2. T o‘qnashish jarayonlari

T o‘qnashish jarayonidajism larn ing  impulslari va energiyalari o ‘zga- 
radi. D em ak, b ir jism dan  ikkinchisiga uzatilgan energiya va im puls- 
larning hisoblash masalasi qarab chiqilishi kerak. Energiya, im puls va 
tezliklarning qiym atlarini saqlanish qonunlari orqali topishi m um kin. 
Bu ish bir necha m isollarda ko ‘rsatiladi.

3.51-misol. Boshlang‘ich tezligi V bo‘lgan zarracha ikki qismga parcha- 
landi. Parchalanish natijasida hosil bo‘lgan zarrachalarning chiqish burchagini 
toping.

Zarrachalarning bittasini olaylik. Uning tezligi I va m sistemalarda v va 
v0 bo‘lsin. v =  V + v0 munosabatni v -  V = v0 ko‘rinishda olib kvadratga 
ko‘tarilsa

u 2 +V 2 -2uV  cos0 = Vq (3.54)

formula olinadi. Bunda в  -  v va V vektorlar orasidagi (/ -  sistemadagi) 
burchak. Bu tenglama v  ga nisbatan yechilsa

t), 2 = V cos9±yjvu  -V ^sin 2̂  (3.55)

formulaga kelinadi. Agar u0> F b o ‘Isa в  burchak ixtiyoriy qiymatni qabul 
qilishi mumkin ya’ni, parchalanish natijasida hosil bo‘lgan zarracha ixtiyoriy 
yo‘nalishda uchib ketishi mumkin. Ammo u0< F b o ‘lsa в  burchak chega- 
ralangan bo‘ladi:

Is in 0 l< ^ -. (3.56)

Birinchi holda parchalanish mahsuloti V ga nisbatan ixtiyoriy yo‘na- 
lishda harakat qilishi mumkin (shu jumladan, teskari yo‘nalishda ham). 
Ikkinchi holda esa u V ga nisbatan faqat oldinga qarab uchib chiqadi, 
bunda uchib chiqish burchagining maksimal qiymati quyidagi formuladan 
aniqlanadi:

sin0mox= ^ -  (3.57)
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Agar v =  V +  v0 va v — V =  v0 munosabatlarni kvadratga ko‘tarib ulardan 
ni topib bir-biriga tenglashtirilsa

U COS 0 = Uq COS 0O + V (3.58)

formula topiladi. Bu yerdan olingan V2 ni V =  v + vQ ning kvadrati biian 
tenglashtirilsa

i»sin0  = u o sin0 o (3.59)

ekanligi topiladi. Demak, / va m. sistemalardagi uchib chiqish burchaklarj 
(в va в0) quyidagicha bogMangan ekan:

e = - u0 sin в0
V + ъ0 cos в0 (3.60)

Bu formulani 0O ga nisbatan yechib, burchaklar orasidagi teskari bog‘la- 
nishni ham topish qiyin emas:

V V2 ,
cosft, = ----- + COS0, 1— ;-sin •

v0 V v20 (3.61)

Bu yerdagi ± ishora yana v0 va V tezliklar orasidagi munosabatga bog‘liq.
3.5.2-misol. Ikkita zarrachaning elastik tqnashishi natijasida biridan 

ikkinchisiga uzatilgan energiya va impulsni toping.
Zarrachalarning I sistemadagi tqnashishgacha impulslarini p, va p,, 

to ‘qnashishdan keyingi im pulslarini p," va p2 deb olaylik. Impulsning 
saqianish qonuni bo‘yicha

p , + p 2 =p', + p’2. (3.62)

T o‘qnashuv elastik, demak, to ‘qnashuv natijasida zarrachalarning ichki 
holatlari o ‘zgarmaydi. m-sistemada to‘liq impuls hamma vaqt nolga teng:
Pui + P02 = P’oi + P и = 0 , bu degani, to ‘qnashishdan oldin va keyin zarracha- 
larning impulslari son jihatdan o‘zaro teng va qarama-qarshi yo‘nalgan 
boiad i (3.8-rasmga qarang):

I р01 1=1 p02 I, I Pot 1=1 Р02 I •

3.7- rasm. Sochilish jarayoni: tezliklar va impulslar.
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o‘z navbatida, ularning energiyalari ham o ‘zgarmasligini bildi- 
&й ,c p eInak, m-sistemada to ‘qnashish bor-yo‘g‘i zarrachalarning yo‘na- 
^hi rining o‘zgarishiga olib keladi. 3.8-rasmda ko‘rsatilganidek m -  sis- 
*'S ada zarrachalarning to ‘qnashish natijasidagi og‘ish burchagini вп deb 
bdgilaylik- Bu burchakni topish masalasini alohida ko‘rib chiqdik (-ga

ЧаГа№  jism uchun inersiya markazi sistemasiga o‘tish formulalarini eslaylik:

m,r, +m 2r2 =0 , r  = r, - r 2. (3.63)

Bunda r,, г, -  zarrachalarining m -  sistemadagi koordinatlari. Bu formu- 
lalardan 'vaqt bo‘yicha hosila olinsa

mivio+ m2 v2o = 0 . v = vio- v 20- (3-64)

Ikkinchi munosabatni v =  v, -  v2 deb ham yozib olish mumkin (m-sis- 
temaning /-sistemaga nisbatan tezligini V deb olinsa v  =  v 0+V bo‘ladi). 
(3.64) formuladan

m, m wii m
vio = -----  v = v> v20 = ------7  v = ------v (3.65)»i, + m2 m, m, + m2 m2

ekanligi kclib chiqadi, bu yerda m =  т ^ Д т ^ + т , )  -  keltirilgan massa.
Zarrachalardan birini (m2 m assalisini) to ‘q- 

nashishdan oldin q o ‘zg‘alm asdan  tu rib d i deb 
olaylik (shu zarracha qo ‘zg‘olmasdan turgan sis- 
tema /-sistema deb qaraladi). Yani, v =  vr Im- 
pulslarga o‘tilsa p0l I в» p0:

Pl = P 'l+ P '2

boMadi. U n d an  ta sh q a ri v ' |= v ' , 0 + V va 

v 2 = v'2o + V formulalarning birinchisini m, ga
3 .8 -rasm. m-sisteinada 

zarrachalarning
va ikkinchisini /rt, ga ko‘pa>4irilsa p 'I0 = - p ' ^  ni impulslari.

hisobga olgan holda

/ , m m
P i= P io  + —  Pi- Р2 = -Р ю  + — P2 (3.66)m2 m.

f°rmulalarga kelinadi. U larni 3.9-rasm  bilan solishtirilsa O B - — p,
m,

ekanligini topamiz. Ikkinchi tomondan (3.91) formulalarning birinchisidan
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_  ru
Р ш - - р , ekanligi kelib chiqadi. Ip,0 l=lp'10l va 0 €  = p(0 munosabatlar

qo‘llanilsa darhol OB -  OC ekanligi topiladi. Bu 0,=(тг- 0 o)/2 ekanligjnj 
beradi.

Impulslar va tezliklar orasidagi munosabatlarni (3.8-rasmdan ko‘rish 
mumkin. Bu yerda 0, -  birinchi zarrachaning to ‘qnashish natijasidaaj 
og‘ish burchagi, m — sistemada unga 0O -  burchak mos keladi. Shu rasmdan 
ko‘rish qiyin emaski

Wo sin 0O
(3.67)u,0 cos 0O + V

Birinchi tom ondan, yuqorida aytilganidek, I v',0 1=1 v,0 I , yoki, i»i0 = u l0.

m
ik k in ch i to m o n d an uio - ' w,

V = ■ m, m m
-V, = — V, = — v

m2 m2m, + n h

hamma olingan natijalarni bir joyga yig‘ilsa

sin 0 o

u c h in c h i tom ondan 

(ch u n k i v2 = 0 ) .  B u rch ak la r orasidagi

cos0o н----L
m2

e , =
л - е п

(3.68)

formulalarga kelinadi.
m2>m, holda birinchi jismning e-sistemadagi sochilish burchagi ixtiyoriy 

bo‘lishi mumkin. Agar тг^>т{ bo‘lsa 0, = 0U bo‘ladi. Haqiqatan ham, bu 
holda ikkinchi jism qo‘zg‘almasdan turgan markaz rolini o ‘ynaydi deyish 
ham mumkin.

Agar т , » / п 2 boMsa, birinchi zarrachaning sochilish burchagi quyidagi 
maksimal qiymat bilan chegaralangan boMadi:

• / )  " Ь

sin Q]max = ■m, (3.69)

Birinchi zarrachadan ikkinchisiga uzatilgan energiyani topaylik. Buning 
uchun (3.66) formulaning birinchisi kvadratga ko‘tariladi va topiladi:

у  2 m\ + mi + 2m,nu cos0„
Pi =  P\ — ------7------------ ------- - •

(m , + m 2 )

Bu munosabatni tezliklar tilida ham yozib olishi mumkin:
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Ui = — — — u- (3-71)пц + m2

Jm? + т , + 2m, m7 cos вп

(3  6 6 ) formulaning ikkinchisini kvadratga ko‘tarib

2 m,u . в0v2 = ----- '— sin —  п  7 9 \
2 m ,+m 2 2

ni ham topish munkin. Demak,

4 £ , = E ; - £ , = 4 ^ L  = - - i ^ si„ ^ £,  (3 .73)
2 m, (ш^+ш^) 2

Krinib turibdiki, hamma vaqt ДE <0 -  birinchi zarracha energiya yo‘qotadi, 
(boshida qo‘zg‘olmay turgan) ikkinchi zarracha esa emergiya oladi. Bunday 
energiya uzatilishi в = л  boiganda maksimal qiymatga ega boiadi. в = л  esa 
to‘qnashish natijasida birinchi zarrachaning yo‘nalishi tesakarisiga almashgan 
holga mos keladi. Ikkinchi zarrachaning energiyasi boshida nolga teng edi, 
uning to‘qnashish natijasida olgan energiyasi birinchi zarracha yo‘qotgan 
energiyaga teng boiadi:

E 2= -AEV (3.74)
Q

mt =m2 holga alohida to ‘xtalib o ‘taylik. Bu holda ЛЕ| = - s in 2-^- E]

bo‘ladi. Ko‘rib turibmizki, agar в =n bo isa  AE = —Ex boiadi: nishonga 
tushayotgan birinchi zarracha hamma energiyasini boshida qo‘zg‘olmasdan 
turgan ikkinchi zarrachaga beradi va o‘zi to‘xtab qoladi, ikkinchi zarracha 
esa birinchi zarrachaning boshlangich yo‘nalishida uning tezligi bilan harakat 
qilib ketadi.

3.5.3. Sochilish jarayonlariga misollar

3.5.3-misol. Kichik zarracha radiusi a boigan 
qattiq sharda sochilyapti. Sochilish kcsimini toping. 

Shaming potensialini ifodalab olaylik:

U ( r )  =
0 ,

r < я; 
r > a. (3.75)

Agar tushayotgan zarrachaning nishon masofasi 
a dan katta bo‘lsa u shar bilan ta’sirga kirmaydi. 
3-9-rasmdan ko‘rinib turibdiki

ж

3.9- rasm. Qattiq 
sharda sochilish.
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. к - в  вр = asm (рп = rtsin------ = acos —.
0 2 2

Buni (3.52) formulaga olib borib qo‘yamiz:

da  = - ка 2 sin ddd.
2

■■ ка

(3.76)

(3.77)

(3.78)

Tliq kesim

a  = jd (j = ;

shar ekvatorial kesimining yuzasiga teng. Sochilish kesimi nima uchun 
shunday deyilishini shu misolda tushunish mumkin -  misoldagi sharda 
sochilish uchun zarracha shar ekvatorial kesimiga teng bo‘lgan яа 2 maydonga 
tushishi kerak, aks holda sochilish umuman ro‘y bermaydi.

3.5.4-m isol. Kulon maydonida sochilish kesimini toping (Rezerford 
formulasi).

Kulon maydoni

l /( r )  = -  
r (3.79)

potensial bilan aniqlanadi. (3.50) formulaga shu potensialni qyib integral- 
lansa

%

oo

- p j 111
a

Г2 ntvir

• = arccos -
m v2p

1 +
a

\2

mvlp
(3.80)

ekanligi topiladi (rmin uchun (3.38) formulani bu punktda qo ‘llanilgan 
terminlarda yozib olish kerak). Bu yerdan p  ni topish qiyin emas (ikkinchi 
tenglikka o‘tishda (3.73) dan foydalandik):

P '  =

\2
a

ми
‘g <Pq =

Kesim (3.52) bo‘yicha topiladi:

d<7 = к a
mvi

в
cos — 
___ 2 _

■ зв  Sin -

a
mv„

de.

(3.81)

(3.82)

Bu formulani fazoviy burchak tilida ham ifodalab olaylik:
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da  =
a

2 m tr

do
. *в (3.83)

sin -

Olingan formula Rezerford formulasi deyiladi.

3 5.5-misol. Cheksizlikda tezligi v bo igan  elektron qo‘zg‘olmasdan 
turgan ikkinchi elektronga p  nishon masofasi bilan tushdi. Ikkala elektron- 
ning to‘qnashishdan keyingi tezliklarini toping.

(3.71) va (3.72) formulalar bo‘yicha m = m= m holda

6 э
u,'= cos-yU, =sin-y-u  (3.84)

boiad i. (3.68) bo‘yicha esa

в = \
1 2 2 2

ga ega boiinadi. Ko‘rinib turibdiki, zarrachalar orasidagi uchib ketish bur- 
chagi (/-sistemada) я/2 ga teng.

Burchak в0 bilan masalaning parametrlari (3.81) formula orqali bog‘- 
linadi:

2 0 n 4£ 2p 2
ctg2-^  = -----e  (3-85)

2 a
/-sistemadagi burchaklar uchun esa quyidagilarni topish qiyin emas:

0,=02 = 2£^' (186)

To‘qnashishdan keyingi tezliklar quyidagicha aniqlanadi:

2 Epv _ av
*  "  U2_ /Л2 ^ 1 Р 2 Л2 - (3.87)yJa2 + 4E2p 2 yJa2+4E2p2

Agar Ej" = ти'212 va E'2 = mv'2l2 lami hisoblab ularning yigindisini 
°'insa boiishi kerak boigan munosabat topiladi:

£,' + £ 2 = — = £. (3.88)

3.5.6-misol. U = — ,p > 0  maydonda sochihsh kesimini toping. 
r
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Berilgan potensialni yana (3.50) formulaga qo‘yiladi va natijada quyicja . 
topiladi:

_ к  p _ к - в  

mv~

p  ni в  orqali ifodalab, diiferensial kesim darhol topiiadi:

d o  — 4я~ — в ~ П— dd. (3q
ntoi в (в -2 л )  (3-90)

P3.5.7-misol. U -  — j ,  P > 0 maydonda markazga tushish kesimini toping

Markazga tushish uchun (3.34) shart bajarilishi kerak. Bizning holimizda

o M 2 , . r. m\£  2P>  , y o k i ,  p > —— p
2 m 2

blishi kerak. Boshlang‘ich tezligi berilgan bo‘lganda nishon masofasi

2P
Pmax . I 2

dan oshmagan zarrachagina markazga tushishi mumkin. Markazga tushish 
to ‘liq kesimi

т 2 крc r ^ n p ^ —  (391)

ga teng boidi. Shu yerda kesimning m a’nosiga yana bir qaytaylik: markaz 
atrofidagi pmax radiusli yuzani nishonga ololgan zarracha markazga tushadi, 
shu >oizali maydonchaga tushmagam zarracha markazga tushmaydi.

3.5.8-misoi. Radiusi R va nassasi M boigan sharning ustiga massasi 
m ^ M  b o igan  va shu jism bilan Nyuton qonuni bo‘yicha o ‘zaro ta’sir 
qiladigan zarrachaning tushish kesimini toping.

Ikkala jism orasidagi potensial

У _ GMm 
r

ko‘rinishga ega. Ikkinchi jism birinchi jismning ustiga shunda tushgan 
boiadiki, qachonki r .  < R  boisa, bu yerda r . -  kichik zarracha trayck-min * min . i

toriyasi va katta jismning markazi orasidagi minimal masofa. rmjn ni topisn 
sharti o ‘sha eskicha: E = Ueff(rmjn). Bu yerdan topilgan rmjn ni R ga tenglash- 
tirishi kerak, p max ni beradi:
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GM
Л ш л  =  R  = -------- -  +  .v l

g 2m 2
- + Pn

В2 2 RGM 
= R +---- ;--- (3.92)

. i>‘
Sliu bilan R radiusli tortish maydoni bor sharning ustiga tushish effektiv

Icesinu

 = KpLx = * r2 1 +-
2GM

R vl (3.93)

bo‘lib chiqdi. 3.10-rasmda bu formulaga illustratsiya kelti- 
rilgan -  R ~  radiusli massiv sharga tushish effektiv kesimi 
shar kesimidan bir oz kattadir.

M asalan, Yer shari uchun  2GM@/RB = 1,25 108 ,

Quyosh uchun 2GM0/R0 = 3,8 ■ 1 1. Agar u„ sifatida

quyidagi tezlikni olinsa u„ = lOkm/sek = I !0(’cm/sek . 
Quyoshga tushish efTektiv kesimi Quyosh kesimidan 38% 
katta boladi. Yer shariga tushish effektiv kesimi esa Yer

sharining kesimidan bor-yo‘g‘i 1.25-10'4% ga katta 
boMadi.

3.5.9-misol.

E u ( r ) = - ~  4
r r

maydonning markaziga tushish effcktiv kesimini toping.
a ,p > 0  holdan boshlaylik. Effektiv potensialni topaylik:

a 13 ± mvj p 2 _ a  р - Е р 2

3.10- rasm. 
Radiusli sharga 
tushish effektiv 

kesimi.

(3.94)

V cff ( r ) = -------- т + (3.95)

Agar p > Ep2 bo‘lsa, effektiv potensialning grafigi r0 = ■''-■■- - ^   ̂ nuqtada

musbat maksimumga ega bo‘ladi (3.11-a rasmga qarang):

a -
4(j3 - E p 2) (3.96)

Markazga tushish uchun zarrachaning energiyasi shu maksimal qiymatdan 
aUa bo‘lishi kerak:
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Е > - а
4 Ф - Е р 2)'

Bundan nishon masofasining maksimal qiymatini topish mumkin:

p 2 Л - s L . .
Pnua E 4 E2

Aks holda zarracha maydon markaziga yaqinlasha olmaydi. EfTektiv kesirnni 
topdik:

p a 2 
E 4 E2 (3.97)

Kesim o‘zining ta’rifi bo‘yicha musbat son bo‘iishi kerak. Buning uchun

E > a
4Д

(3.98)

bo‘Iishi kerak. Bu shart bajarilmasa a  =  0 boMadi.
Agar a  >0, /3 <0 bo‘lsa, effektiv potensial faqat itarish kuchiga olib 

keladi -  markazga tushish ro‘y bera olmaydi (3.12-b rasmga qarang).
0 < P <Е(Ў boMib a  <0 bo‘lsa, markazga tushish ro‘y bera olmaydi -  bu 

holda effektiv potensial r0 nuqtada minimumga ega (bu holga 3.4-rasm mos 
keladi). Agar 0 p >Ep*, a <0 bo‘lsa ixtyoriy energiyali zarracha markazga 
tushadi (3.11-rasmga qarang).

U<# Yttt

f  ro r r
1 0) b)

3.12- rasm. (3.94)-potensialga oid.

3-bobga mashq va savollar
1. Quyidagi Lagranj funksiyali sistemalar uchun txtash nuqtalarim  

toping:

a) L = x 2 - - L jc (0) =  1, jc (0) = n/8;

• 2 2

b) L = X -----X, х(0 ) = 1 , х(0 ) = 1 ;
x
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с) L = ' - ^ — + cosx, *(0) = 0, i(0) = - i= ;  
2 \т

d) L = x 2 - e \ дс(О) = 0, л(0) = 2;

e) L = x 2 -  ln x, д:(0) = 1, x(0) = lne;

Y2jj
0  L = - m x 2 +U0ejda, x(0) = 0, i(0) = v0 2 3- :

L =
nix-2 I

x(0) = 2, i:(0 ) = -т= ;
■Jm& ~ 2 x 

h) L = x2 - i g 2x, 4 0 ) = 0, x(0) = 2;

1
k) L = -  nvc' +  U0ch~~kx, E = -E 0 < 0.

2. Quyidagi Lagranj funksiyalari va boshlang‘ich shartlar berilganda bir 
o‘lchamli harakat tenglam alarini integrallang:

a) L = x 2 - X r ,  jc(0) = 1, i (0 )  =  0;
x

b) L = x2 + e x, 4 0 )  = 0, i ( 0 )  = 1;

c) L = - — л, jc(0) = 1, jc(0) = 1;
x

d) L = — mx2 +  axA, я > 0 ,  f = Oda E = 0.
2

3. Quyidagi potensiallar uchun markazga eng yaqin va eng uzoq nuqtalarni 
toping:

a) U( r )  = —, a > 0 ;  b ) ^ ( r ) = ^ ;  c) У(г) = ^ г2 + 7 ‘] ;

Г2 Т '

7d) U(r) = -U 0

4- Quyidagi potensial maydonlardagi harakat integrallansin:
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а) '« = >; ь) u = 2^ ~ ) : |  m = 1-

5. ЛГи/ол (Nyulon) maydonida quyidagi saqlanuvchan kattaliklar borlh■ 
ko'rsatildi: energiya E, impuls momenti M va 3.3.1-misolda kiritilgan д 
vektori. Ular mustaqil emas balki ular orasida quyidagi ikkita munosabat 
borligini ko ‘rsating:

M ■ A = 0, A2 = — M 2 + a 2. 
m

6. Oldingi misoldagi A vektor markazdan perigeliyga qarab y o ‘nalgan 
ekanligini ko ‘rsating.

7. U(r)= ^— 2 , a,  /3 > 0 maydonda harakar qilayotgan zarracha-

ning markazga lushish vaqtini toping. Boshlang‘ich masofa — R. Zarrachamiz 
markaz atrofida necha marta aylanishga ulguradi?

8. U(r) = ^ -  2 , a,  P > 0 maydonda statik muvozanat nuqtasini toping.

Bu nuqta barqaror muvozanat nuqtasi bladimi?
9. Quyidagi maydonlar berilgan:

a) U(r)  = -a e~ K,/r  ; b) U(r) = -Ve~*2r2.
Impuls momenti M ning qanday qiymatlarida bu maydonlarda finit 

harakat qilish mumkin?

a
10. U(r) = — - maydonda harakat tenglamalarini qutb sistemasida 

yozing va ularni integrallang.

11. U(r) = -  n maydonda m massali zarracha r0 radiusli aylana

orbita b o ‘yicha harakat qilmoqda. n <2 bo ‘Iganda bu orbita kichik 
tebranishlarga nisbatan barqaror blishini krsating. Javobni 8-masala 
bilan taqqoslang.

a
12. U(r) = —  maydonda R masofadan markazga tushish vaqtini 

toping. Zarrachaning boshlanich tezligi nolga teng.

13. Cheksizlikdan u tezlik va p nishon parametri bilan m { massali 
zarracha m2 massali qo ‘zg‘olmasdan turgan zarrachaga tushmoqda. Ular
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rasidagi zaro ta ’sir potensiali U(r) = a/r".a> 0. Zarrachalar orasidagi
г  kichik masofani toping.

]4 Boshida qo‘zg‘olmasdan turgan m massali zarrachaga huddi shunday 
tnassali zarracha cheksizlikdan u tezlik bilan tushmoqda. Zarrachalarning

‘zaro potensiali U = a lr" , tqnashish -  markaziy. Tushayotgan zarra- 
°chaning txtash nuqtasini toping.

I ? U(r) = -  — + Д "  a -P > 0 maydonda zarrachaning trayektoriyasini ij- r r*
toping Perigeliyni (r -  rmm nuqtami) ketma-ket o ‘tilgandagi burchak farqi 
дtp ni loping. Radial tebranishlar davri Tr va tliq aylanish davri T0 ni 
toping- Trayektoriya yopiq blishi uchun qanday shart bajarilishi kerak?



4-bob. K IC H IK  T E B R A N IS H L A R

4.1 . B ir o ich am li s istem alar

Tebranishli harakat qilishi m um kin  b o ig a n  fizik sistem alarnina 
soni ko ‘p. Bu sistem alar b ir-b iridan  qancha farq q ilishidan q a t’i nazar 
u larda ro ‘y beradigan kichik tebranishlar deb  atalgan tebranishlar 
ju d a  keng tarqalgan  b o iib ,  u larn ing  m atem atik  nazariyasi hamma 
sistem alar uch u n  ham  b ir xildir. M ana shu nazariyani o ‘rganishga 
o ‘taylik.

Bizga m a iu m  bir potensial m aydon U(q) 
da harakat qilayotgan erkinlik darajasi birga 
teng  b o ig a n  bir fizik sistem a berilgan boisin.

U (q) potensial m aydon q0 nuq tada mini- 
m um ga ega b o is in , y a ’ni

U'{q0) = 0, U'{q0)> 0, (4.1)

b o is in . Agar potensial energiyani shu nuqta 
a tro fid a  qato rga yoyib q a to rn in g  faqatgina 
kvadratik  hadigina qoldirilsa

U ( q ) = U ( q 0 ) + ^ ( q - q 0)2U' (q0) + -  (4.2)

form ulaga ega b o ia m iz . K ichik teb ran ish lar yaqinlashuvi m ana shu • 
yaqinlashuvga m os keladi. Q ulaylik  uch u n  q—q = x  deb belgilaylik. 
K inetik  energiyani ham  shu yaqinlashuvda olinadi:

T = ^ a ( q ) q 2 = '-m x2 (4.3)

( a (% )-m  deb o lindi). N a tijada  sistem aning Lagranj funksiyasi

L = — mx2 - —kx2 (4.4)
2 2

k o ‘rinishni oladi, bu yerda U '(q0) = k belgilash ham  kiritildi. Harakat , 

tenglam asini topish qiyin em as:

4.1- rasm. Muvozanat 
nuqtasi atrofidagi 
kichik tebranish.

80



mx + t r = 0. (4.5)

Bunday tenglama erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi. B a’zi bir 
hollarda uni garmonik ossilator tenglamasi ham deyiladi. K o‘pincha uni

'x+(o2x = 0, co = J— (4.6)

krinishga keltirib olish qulaydir. K ichik tebranishlarning ((4.2) va 
( 4  4 ) -yaqinlashuvning) m a’nosi endi tushunarli b o ‘ldi - bu yaqin- 
lashuvda harakat tenglam asi chiziqli tenglam a bo ‘lar ekan. Shu sababdan 
lcichik tebranishlar ko‘p incha chiziqii tebranishlar ham  deyiladi. Bu 
tenglam aning um um iy yechim i

jc(r) = c, coswt + c2 sinco/ (4.7)

ko‘rinishga ega. K o‘rinib turibdiki, vaqt &t = 2nl(o  qiym atga o ‘zgar- 
ganda yechim  o ‘zining eski qiym atiga qaytib keladi:

x ( t+Д /) = Jt(r), (4.8)

demak, (4.4) ko‘rinishdagi Lagranj funksiyasiga ega boMgan sistem a

® chastota bilan garm onik  tebranishli harakat qilayotgan sistem a 
2к
ekan. O datda, со/2к= v kattalikni tebranish chastotasi, co ni esa siklik 
chastota deyiladi. Lekin, k o ‘pincha, co ni chastota deb ham  ketilaveradi, 
biz ham  shu atam adan  foydalanam iz.

M asalada boshlang‘ich shartlar boMishi кегак —x(0)= x 0 , i ( 0 ) = u 0. 
Ko‘rinib turibdiki, nomaMum c,, c2 lar m ana shu boshlangHch holat x0 

va boshlang‘ich tezlik i»0 orqali ifodalanadi:

С|=д^, C2=77- (4.9)
co

Yechim fizikaviy kattaliklar orqali ifodalandi:

д:(/) = x ) c°s£or + — sinco/. (4 .10)
co

(4.7) yechim ni b ir m uncha hollar uchun  qulayroq boMgan k rinishga 
keltririb olish uchun  c=acosa, c2= a s in a  alm ashtirish bajaraylik (ikkita 
nom a’lum  c,, c2 larn ing  o ‘rniga ikkita yangi nom aM um lar — a,a  
kiritildi). N atijada

л(/) = acos(cot + a )  (4.11)
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form ula o linadi. Paydo b o ‘Igan a — tebranish amplitudasi, cot + a  — 
tebranish fazasi va a — boshlang‘ich faza  deyiladi. Tebranish energiyasini 
topaylik:

. 3L ж W! / . 2 2 2 \ 1  2 2  E = x - - L  = — [x +co'x ) = -m a й)'. (4.12)ax 2  '  ' 2

4.1.1-misoI. Matematik mayatnik. (1.104) va (1.105) tenglamalar orqali 
biz matematik mayatnikni kiritgan edik. Bu tenglamalar kichik tebranishlarga 
mos kelmaydi, kichik tebranishlami olish uchun (1.104) Lagranj funksiya- 
sida cos cp ni barqaror muvozanat nuqtasi (p= 0  atrofida kvadratik hadgacha 
qatorga yoyib

. <г2cos ( P - l - y + - ,  (4.15)

o‘zgarmas son mgl ni Lagranj funksiyasidan tashlab yuborib, quyidagi Lagranj 
funksiyasiga o ‘tish kerak:

ml2 . 2  mel 2 , .  ,L = — (p-— — <j>. (4.16)

Mos keluvchi harakat tenglamasini keltirib chiqarish qiyin emas (uni 
(1.105) dan sinip = <p+--- yoyilma orqali olish ham mumkin edi);

ф + о)2<р = 0 , (o2 =j-. (4.17)

Ko‘rinib turibdiki, chastota w tebranish amplitudasiga bog‘liq emas, 
bu — kichik (chiziqli) tebranishlarning eng muhim xossasi. Tebranishlar 
davri

T = —  = 2л [I 
(0 \jg (4.18)

faqat mayatnik osilgan ipning uzunligiga bog‘liq ekan. Masalan, mayatnikning 

davri bir sekundga teng bo‘lsin desak uning uzunligi l = g /( 4 тг2) = 25 sm 

bo‘lishi kerak.
4.1.2.-misol. Guygensning sikloidal izoxron mayatniki (4.2-c rasmga 

qarang).
Bu mayatnikka osib qo‘yilgan massa m ning harakati sikloida bilan 

chegaralangandir:

x = I (^p-sin<p), y = I (l+cos<jo). (4.19)

Sistemaning Lagranj funksiyasini topaylik. Kinetik energiya:



Т = — ( i 2 + у2) = 2m/2 sin2 — ф2, (4.20)
2 '  2 

potensial energiya
U =-mglcos(p. (4.21)

\lasalaga mos keluvchi o‘zgaruvchiga o‘taylik. Kerakli o ‘zgaruvchini ko‘rish 
uchun kinetik hadga nazar tashlaylik:

$  2 m/2 sin2 | r  = 8 m/2 j ^ c o s ^ J  . (4 -2 2 )

Ko‘rinib turibdiki, yangi o‘zgaruvchi sifatida

Фw = cos —
2

ni tanlab olinsa va potensial cnergiyadan o‘zgarmas sonni ajratib tashlab 
yuborsak Lagranj funksiyamiz quyidagi ko‘rinishga keladi:

L = 8m /V2 - Imgly /2 . (4.23)

Harakat tenglamasi:

\j/ + (o2\ff = 0, (4.24)

4.1.3-misol. (4.1)-shart!arga qaytaylik. Quyidagi potensial maydondagi 
kichik tebranishlar masalasini ko‘raylik:

V(q) = ^ q 2+ ^-q \ P>0. (4.25)
2 4

Muvozanat holatlarini U' (q)  = 0 shartga mos keluvchi kq + fiq* =0
tenglamadan topish mumkin. Agar k > 0 bo‘lsa bu tenglamaning haqiqiy 
sonlar sohasida bitta yechimi bo‘ladi: qv =  0. Bu holga mos keluvchi 
grafik 4.2-a rasmda ko‘rsatilgan. Agar k < 0 bo‘lsa bu tenglamaning uchta 
yechimi bor:

Ular 4.2-rasm da ko‘rsatilgan. Krinib turibdiki, q0 nuqta tur un 
muv°zanat nuqtasi emas, bu nuqta atrofida tebranib bo‘lmaydi, bu nuqtadan 
02gina siljigan massa o ‘ng yoki chap o‘ralarga tushib ketishi kerak. Bu -
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lokal maksimum nuqtasi, bu nuqtada i/'(< fo )< 0 . Tebranish chastotasining 

kvadrati uchun manfiy bo‘lgan U'(q0) = - \k \/т qiymatga egamiz. q^ 

nuqtalarda esa U'(q0)> 0 ,  bu nuqtalar lokal minimum nuqtalari. Agar

* 2
jismning energiyasi manfiy E < 0 bo‘lsa (albatta, E>Umi„ = ~ ^  boMishi

ham kerak) u mana shu minimumlar atrofida tebranuvchan harakat qilishi 
m um kin . Bu n u q ta la r  a tro fid ag i k ich ik  teb ran ish  chasto tasi

<*.i = P ' ( q 0) = f i k  Im . Shu maydonda tebranayotgan va to ‘liq energiyasi

manfiy bo"lgan moddiy nuqta shu ikkala minimumning birida fmit harakat 
qilishi kerak. Qaysi birida? Agar sistemada k >0 -*k < 0 o‘tish ro‘y bersa 
k= 0  nuqta o‘tilayotganida sistema yoki chap yoki o‘ng o‘raga tushib ketadi, 
«Qaysi biriga?» degan savolga javob berib bo‘lmaydi, ikkala minimum 
simmetrik joylashgan va bir xil qiymatga ega. Faraz qilaylik, bu q2 nuqta 
boMsin. Agar sistema mana shu q2 nuqta atrofida tebranayotgan boMsa 
harakat tenglamalarining shunga mos keluvchi yechimi

q(t)= q2 + a cos (ccht +a) (4.26)
bo‘ladi. Potensial U(q)=U(-q) simmetriyaga ega bo‘lganligiga qaramay 
yechim bu simmetriyaga ega emas.

4.2. Majburiy tebranishiar

4.2.1. Umumiy nazariya

T urg‘u n  m uvozanat holati a tro fida kichik tebranish  bilan harakat 
qilayotgan jism ga tashqi kuch ta ’sir qilayotgan b o ‘lsin. B unday masala 
majburiy tebranishlar m asalasi deyiladi. A lbatta, tashqi kuchni ham
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i/c liik  deb qarash  kerak, aksincha , un ing  ta ’siri ostida  teb ran ish  
Inplitudasi k a tta  b o ‘lib ketislii, va shunga ko ‘ra, kichik tebran ish  

vaqiiilashuvdan chiqib ketish m um kin.
M asalani aniqroq tushinish  u ch u n  k o ‘z oldim izga Yer tortishish 

fnaydonida kichik tebranayotgan zaryadlangan m ayatnikni keltirishim iz 
jnum kin. Shu m ayatnikka tashqi (kuchli b lm agan) elektr m aydoni 
ta ’sir qilayotgan b o ‘lsin (b ir o ‘lcham li sistem alar haqida gap ketar 
ekan, ushbu elektr m aydoni ham  q o ‘qi b o ‘ylab y o ‘nalgan b o lish i 
kerak). T ushunarlik i, bu tashqi kuch ta ’sirida m ayatn ikning  tebra- 
nishlari ham  o ‘zgaradi. Tashqi kuch um um iy ho lda vaqtga bog‘liq 
b o lish i m um kin  (yuqoridagi m isolda e lek tr m aydon o ‘zgaruvchan 
bo‘lishi m um kin). K uchning kelib chiqishini tashqi potensial m aydon 
bilan bog‘laylik. Shu potensial m aydonni qatorga yoyaylik:

UT ( x , t ) ^ U T (0, t )+xUT (0,t)+... (4.27)

C hiziqli yaqinlashuvga m os kelish u ch u n  tashqi po tensia ln ing  
yoyilmasida x  b o ‘yicha chiziqli hadnigina qoldirildi. U m um iy  ta ’rif 
b  y ic h a  -d U /d x  i fo d a  k u c h n i  b i l d i r a r  e d i ,  s h u  s a b a b d a n

-U T (0 ,/)=  F(t) tashqi kuchga m os keladi. (4.27) dagi b irinch i had
faqat vaqtning funksiyasi b o ‘lgani uchun  Lagranj funksiyasidan uni 
tashlab yuboram iz. N atijada sistem aning Lagranj fimksiyasi

1 = Х-т х2- ]-т хг +хҒ( t) (4.28)

ko‘rinishga ega bo ‘ladi. H arakat tenglam asini yozib olam iz:

mx +kx=F( t ) ,  (4.29)

yoki

2 F (i)x + (o x — — (4.30)
m

Agar bir jinsli tenglam aning yechim ini

^ ( r )  = c, cosft» + c2sinoK (4.31)

deb belgilab olib (4.30) ga o ‘zgarm aslarni variatsiyalash m etodi qo ‘llansa 
quyidagi yechim  olinadi (x0(/) ni yana (4.11) ko ‘rin ishda olam iz):

j l
*(/) = ( ')  + *! ( 0  = "cos(w / + a )  + ---- \(1тҒ(т)sin(w(/ -т ) ) . (4.32)

mo) *
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F orm ulani tushun ish  u ch u n  uni xususiy hollarga q o ‘llab ko ‘rish 
kerak.

4.2.2. Tashqi kuch o ‘zgarmas boMgan hol

B irinchi xususiy hol sifatida tashqi kuch o ‘zgarm as boMgan holni 
ko ‘raylik: F (t) =  F0. (4.32) form uladan  ko ‘rinib turibdiki, bu  holda 
tebranuvchi sistem aning eng asosiy xarakteristikasi - tebranish chastotasi 
o ‘zgarm aydi.

M isol sifatida 4 .3 -rasm da ko‘rsatilgan sistem ani olib k o ‘raylik. Bu 
yerda tashqi kuch — gravitatsion m aydon. K oord ina ta  o ‘qi л: yuqoriga 
qaragan deylik, x  =  0  n u q ta  sistem aning  pastdagi ulangan nuqtasi 
boMsin. Bu holda sistem aning  Lagranj funksiyasi

L = mx — k[ x  — l) - mg x (4.33)

boMadi.
A xam iyat bering , b ik irlik  koeffitsiyenti к  n ing  o ld id a  1/2 k o ‘pay- 

tu v ch i y o ‘q, sababi — m assam izga t a ’sir q ilayo tgan  e lastik  kuch 
ikki to m o n d an  ta ’sir q ilayap ti — pastd an  va y u q o rid an . A gar tashqi 
g rav ita tsion  m aydon  boM masa sistem an ing  b arq a ro r m u v o zan a t nuq- 
tasi x0=  /boM gan boMar ed i. T ashqi m aydon ta ’sirida esa sistem aning  
m u v o zan a t nuq tasi siljiydi:

■ ' / / / / /

f*
21 ^21 ф m

: k

U'(t) = -2k  (л^,- l) -m g  =0=>*b = / - ^ f
2k

Sistem aning tebran ish  chastotasi:

ш2 _ U (■*<)) _ }k_

(4.34)

(4.35)m m
tashqi m aydon boM magan h o ldan  farq qilm aydi. Bularni 
bevosita Lagranj funksiyasi tilida  ham  k o ‘rish m um kin 
ed i, bun ing  u c h u n  po tensia l hadni toMiq kvadrat ko ‘- 
rin ish ig a  k e ltirib  o ‘zgarm as h ad la rn i ta sh lab  yuborish  
kerak:

4.3- rasm. 
Bir jinsli 

tashqi 
maydondagi 

sistema.

2 2k (4.36)

Endi (4.32) form ulaga m urojaat (F  =  -m g d e b  olish kerak) 
qilaylik:



д т т о  rtcos(<wf + a)+bcos(ftj?) = acos((Wf + a ) ,  bu yerda a , a  — yangi 

o ‘zgarmaslar, dem ak, olingan tebranishlar tashqi kuch yo‘q holidan 

faqat um um iy - mg / ( 2 k )  siljishga farq qiladi.

4.2 .3 . Tashqi kuch davriy bo‘lgan hol

Fizikaviy m asalalam ing ichida tashqi kuch davriy b o ‘lgan hol eng 
qiziqarli holdir. Bu holga

F (f) = /c o s (y f  + /J) 

ifoda mos keladi. (4.32) integralni hisoblansa ikki xil had lar olinadi: 
yechim ning birinchi qismi:

Xq (f) = acos(ctff + a ) —̂ -(l-c o s (a w )) . (4.37)

m (йГ -  y2) 

yechim ning ikkinchi qismi:

_ /
mco

L — cos(Yt + li), ( 4 3 8 )

----- -  (y sill p sin (cot) -  ftJcos P cos (ft)f )). (4 39)

Ikkinchi yech im  y* a> b o ‘lgan h o ld a  (4 .32) dagi п о т а Ч и т  kons- 
tan talarn i qay ta t a ’riflashga olib  keladi ho los (chunk i ushbu  q o ‘- 
sh im cha h ad la r yana  o ‘sha co ch a s to ta li teb ran ish la rd ir), shun ing  
uchun  y* co h o ld a  bu  h a d la r  a lo h id a  y o z ilm ay d i. A m m o  (o 
bo‘lgan ho lda bu h ad la rn in g  roli m u h im d ir, tashq i k u ch n in g  chas- 
totasi s is tem an in g  xususiy  ch as to ta sig a  y aq in la sh g an d a  rezo n an s  
hodisasi ro ‘y  berad i.

Dem ak, y* co hol uchun  yechim ining ko ‘rinishi aniqlandi:

j P  . х{т) = аСа*(ах + а )+ J  c<x{Yt + P). (4 4 0 )
Sistem ada bir vaqtda ikkita tebranish  ro ‘y beradi — biri а> chasto ta  

bilan, ikkinchisi y ch a s to ta  bilan.
A m m o y - ^ f t ;b o ‘lgan h o ld a  (4 .3 9 ) h a d la r  h iso b g a  o lin m a sa  

boMmaydi, (4.40) form uladagi ikkinchi had  bu ho lda cheksiz o ‘sa

87



boshlaydi, bu esa bu  yechim ning  k o ‘rayotgan holim izda q o ‘Uanishj 
m um kin  em asligini bildiradi. Q uyidagicha yo ‘l tu tam iz: (4.39) va (4.3$j)

yechim larn ing  yig‘indisini o lam iz , y  = (o+e deym iz va £ - > 0  limitga 
o ‘tam iz. Shu lim itda quyidagi yechim ni topam iz:

Topilgan yechim dagi ikkinchi had vaqt o ‘tishi b ilan  o ‘sa boshlaydi 
rezonans degan hod isa m an a shu  chek lanm agan  o ‘sishga olib kelishi 
b ilan  xarak te rlan ad i. A lbatta , k ichik  teb ra n ish la r  yaqinlashuvidan 
ch iq ib  k e tm as lik  u c h u n  (4 .4 1 ) fo rm u la d a n  fa q a tg in a  teb ran ish  
am plitudasi hali y e tarlich a  kichik b o ‘lgan ho llardag ina  foydalanish 
m um kin.

ko‘rinishga ega b o ‘ladi. Bu «energiya» saqlanuvchi kattalik  em as, buni 
Lagranj funksiyasining vaqtga oshkora bogMiqligidan ham  tushunish 
m um kin. Tashqi kuch sistem aga ta ’sir q ilar ekan sistem aning energiyasi 
bu kuch  t a ’siri o s tid a  o ‘zgarish i kerak . E n e rg iy an in g  o ‘zgarishi 
quyidagicha ta ’riflanadi:

va x, u ch u n  esa

1 Kompleks tahlildan ma’lumki, z - x  + iy kompleks son uchun |z|2 = lx+/>l2 
= x2 + y2

4.2 .4 . Tashqi kuch bajargan ish

(4.28) Lagranj funksiyasiga m os keluvchi energiya 

E( t )  = \ m x 2 + \ m x 2 - X F ( t ) (4.42)

Д E  =  E ( + ° ° ) —  £ ( - o o ) .

(4.42) ifodadagi b irinch i ikki hadn i

(4.43)

ko‘rinishga keltirib olaylik . 1 х^ =acos ( ox+a)  u ch u n

io + i(ox0 = -aw sin (cot + a )+ icoa cos (a>t + a )  = 

= iawcxp(i(Ot + ia ) (4.45)
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/
X, +/£UX, = ^  J  dxF (т)[cos{<o(t-T) )+ icosin(tu(f- т ))] = 

/
J-exp(icot) J  </тҒ(т)ехр(-йвт)
m ~

(4.46)

ifodalarga o ‘taylik. Bu yerda tashqi kuch / = —°° vaqt m om en tidan  
ta’sir qila boshladi deb olindi. Ikkala form ula birlashtirilsa

C(0 = exP(/fi,0

/

i'acDexp(i'or)+— Г */тҒ(т)ехр(-/(ит) 
m ) (4.47)

ga kelinadi. Bu funksiyaning m oduli

m -

Undan tashqari,

/

ш сиехр(/а)+— Г ^ т Ғ (т )ех р (- 1йЛ") 
m J (4.48)

x = - I m £ ( f )  
to

belgilashdan ham  foydalanay lik1. D em ak , tashqi kuch to m o n id a n  
sistemaga t ——°° dan  / =°° gacha uzatilgan energiya

Д£ = £ (o o )-E (-°° ) = (c°)|2 -\C (-°°)|2} -  xF (/)

- - m a 2w2 -  —  Im£ (/)
2  (0 W

^  g  (4 .4 9 )
formula orqali ifodalanar ekan. Agar b osh lang 'ich  teb ran ish la r b o ‘l- 
masa (a =  0 ) va tashq i kuch  t -»±°° da nolga intilsa bu fo rm ula
soddalashadi:

1 Kompleks son z ~ x  + iv ning haqiqiy va mavhum qismlari x = Re z va y =
deb belgilanadi.
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АЕ : 1

2т
J ̂ гҒ (т )сх р (-/й > т)

(4.50)

4.2.1-m isol.

O ss illa to r Ғ ( / )=  F0 exp(-r2 / r 2j

kuch ta’sirida / = —<» dan t  =  «  gacha 
qancha energiya olgan? Masalani ikki 
holda ko‘ring: a) t = —°° da ossillator 
muvozanat holatida bo‘lgan; b) t = - »  
da ossillatorning amplitudasi a ga teng 
bo‘lgan.

Yechish. a) birinchi holda ossilla- 
torining boshlang‘ich energiyasi nolga

4.4- rasm. Yutilgan energiya 
grafigi.

teng, shu sababli (4.50) formula masalaning yechimini bevosita beradi. 
Integralni hisoblaylik:

J d t F ( t ) e x p ( - i a x ) =  Ffl J d t c x p ( - t 2 /т2 - / 60/) .  ^

Intcgral ostida quyidagi siljish bajaraylik: / - » / —-
l(OT'

, J*< :/rexp(-r / т 2 — icot) = Fv exp - ~ ~ ~  d t e x p ( - t 2/т2) =

=  y fn F ;

/  , . 2  2 \  (0 т
тех р

Demak, ossillatorga berilgan energiya

72*ҒЯ ,
£  = — — т* exp 

2m

(4.52)

(4.53)

Olingan natijani tahlil qilaylik. co — sistemaning parametri, u berilgan 
o ‘zgarmas son. Tashqi kuchning ifodasidan ko‘rinib turibdiki, т — tashq* 
kuchning noldan sezilarli farq qilish davri. Parametr т vaqt o ‘lchamlig‘2a
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ega demak, an— o ‘lchamsiz parametr. Bu parametmi on=P deb belgilansa 
berilgan energiya

E = кҒ.
2/nftr

^ r p 2 exp (4.54)

k0‘rinishga keltiriladi. Bu funksiyaning grafigi 4.4-rasmda ko‘rsatilgan.
Oydinki, va /? » 1  bo‘lganda (ya’ni, qisqa vaqtli zarba yoki,

tashqi kuch sekin paydo bo‘lib sekin yo‘q bo‘lsa) ossillatorga berilgan energiya

kam boiadi, P = 4 l  (r  = V2 /<o) bo‘lgnada esa ossillatorga berilgan energiya 

maksimal boladi:

E =^max
nFt
тсо e

b) Bu holda ossillatorining boshlang‘ich energiyasi bor. (4.49) formu- 

ladagi oxirgi had boim aydi holos, chunki r —>±°° da Ғ ( / ) - > 0  boiadi. 
Integralni hisoblash masalamizning a) qismida ko‘rsatilgan, natija:

д £  = ■ i'a<uexp (('«) + — I dxF (x)txp(-icox) 2 1 2 , ,2 —  ma 0)

кҒ,u 2 | C j V  I I—г ~exp\-------- \-аО)\1кҒп гехр
2  m 2

/  . 2 - 2  Л (0 X (4.55)
s i n a .

Ikkinchi hadning oldida minus ishorasi turibdi, sistema energiya oladimi 
yoki yqotadimi s in a  ning ishorasiga bogiiq , bu yerda a  tashqi kuch 
bo‘lmaganda ossillatorining / =  0 momentidagi fazasi edi. Agar к< a< 2к 
bo‘lsa aniqki, ossillatori enrgiya yutadi, 0 <а<к holda esa energiya yo‘qotishi 
mumkin. Ba’zi bir hollarda ossillator atomda harakat qilayotgan elektronning 
klassik modeli sifatida ishlatiladi, tashqi kuch ta’sirida atom enrgiyani yutishi 
yoki nurlanish orqali uni yo‘qotishi mumkin. Bizning holimizda bu elekt- 
ronning boshlangich fazasiga bogiiq ekan.

4 .3 . S o ‘nuvchi teb ran ish lar

Shu paytgacha tashqi m uhitn ing  sistem aga ta ’sirini hisobga olm ay 
kdingan edi. Sistem a b iror tashqi m uhitda harakat qilsa u  shu m uhitning 
molekulalari b ilan  t o ‘qnash ish i na tijasida  o ‘z energ iysin i y o ‘qo ta

91



boshlaydi. M olekular o ‘zaro ta ’sirni hisobga olgan bunday  harakatning 
to ‘Iiq nazariyasi m urakkab b o ‘lib u m exanika fanining vazifasi emas 
A m m o agar jism  tezligi kichik b o ‘lsa, m uh itn ing  ta ’sirini ishqalanish 
kuchi sifatida harakat tenglam asiga kiritish m um kin  y a ’ni, masalani 
m exanik m asalaga aylantirish m um kin . B unday ishqalanish kuchi jism 
tezligiga proporsional boMishi kerak, chunki tezlik nolga teng bo'lganda 
ishqalanish kuchi ham  y o ‘q b o ‘ladi. K ichik tezliklar haqida gap ketayot- 
ganini hisobga olib, bu kuch tezlikning b irinch i darajasiga proporsional 
deb olinadi:

M inus ishora kuch  harakat tezligiga qarshi y o ‘nalgan in i k o ‘rsatadi. 
D em ak, bu holda, harakat tenglam asi

ko ‘rinishga ega. Quyidagi o^= k/m , 2y = a /m  belgilashlar kiritib bu 
tenglam a

/  = -ax. (4.56)

mx = - k x -a x (4.57)

x+2yx+ai(jx = 0 (4.58)
k o ‘rinishga keltirib olinadi. Bu teng lam aning  yechim i

x = exp(kt)

ko‘rin ishda qidiriladi. k  uchun tenglam a:

k2 + 2ук + а$ =0.

T englam aning  ikkita yechim i bor:

(4.59)

(4.60)

(4.61)

B irinchi ho lda cofi-y2 =co2 deb belgilansa

k]2 =-y±ico (4.62)

ga kelinadi, bu degani, (4.58) ning yechim i



ko‘rinishga ega b o ‘ladi. Bu yechim  davriy yechim  em as, u so‘nuvchi 
tebran ish largd  m os keladi. U ning  grafigi 4 .5-a rasm da k o ‘rsatilgan.

* = aexp(-yf)cos(ox + <p) (4.63)

4.5- rasm. So‘nuvchi tebranishlar.

Ikkinchi holga o ‘taylik. Bu ho lda (4.61) dagi ildiz haqiqiy son 
bo‘ladi, um um iy yechim

x = c{ exp (~yt + tyjy2 -a f i  )+ c 2 exp[~yt + tyjy2 - o$ )• (4.64)

Bunday yechim  so‘nishning o ‘zini beradi. U ning grafigi 4.5-b rasmda 
ko‘rsatilgan.

U chinchi holga kelaylik. Bu holda xarakteristik tenglam aning ildiz- 
lari karralidir. U m um iy  nazariya b o ‘yicha yechim

л = (с, +c2f)exp (-y /) (4.65)
ko‘rinishga ega b o ‘ladi. Agar tebranish  quyidagi boshlang‘ich shartlarga 

bo‘ysunsa: д:(0 ) = 0 , x (0 ) = u , ,

x = w exp(-y /)

bo‘ladi, bu funksiyaning grafigi 4 .5 -d  rasm da ko ‘rsatilgan.
Ishqalanish bor b o ‘lgani uchun  energiyaning saqlanishi haqida gap 

bo‘lishi m um kin em as. (4.58) tenglam ani mx ga ko ‘paytirib uni

d (  1 .2   ̂ 2 2  ̂ л -2

d t \2 mX + 2 тС>3оХ Г 27тХ'  * ^
krinishga keltirib olinadi. Bu m unosabat esa (4.12) ni ko ‘zda tutgan 
holda ossillator tom on idan  energiya yo ‘qotish tezligi uchun

j t E = -a x 2 (4.67)

form ulani b erad i. F iz ik  s is te m an in g  en e rg iy a  y o ‘q o tish i m u h im
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Е = -2Ғ  (4 .6 9 )

F = (4.68)

ko ‘rinishga ega boMgan funksiya orqali ifodalash qabul qilingan. Bu 
ho lda aw alg i tenglam a

d_ 
dt

k o ‘rinishni oladi. Y a’ni, dissipativ funksiya sistem aning vaqt birligj 
ichidagi energiyasining dissipatsiyasini b ild irar ekan. Bu ho lda (4.57) 
harakat tenglam asini

d Э1 dL дҒ
d t d x  дх ~ дх ( 0)

ko ‘rin ishda ham  yozib olish m um kin .
O d a td a , energ iya y o ‘qo tish in in g  b ir «davr» Т=2л/сои ichidagi 

o ‘rtacha qiymati qiziqarli b o ‘ladi. Bu kattalikni hisoblash uchun  birinchi 
holga m urojaat q ilinadi va (ishqalanish  ju d a  kichik) deb olinadi.

Bu holda x(t) = ae~Y' sin ( « y +<p) va

—  = - a x 2 = - a a 2afie~2r' s in 2 ( « w  + <p) 
dt

bo‘Iadi. Quyidagi kattalik  ishqalanish q u w a ti deyiladi: 

dE

tu s h u n c h a  b o ‘lgani u c h u n  u n i dissipativ funksiya d ey ilad ig an  va

2л‘l*4' j r  „  2 .1 2к‘ „  2,,2„ fti, f . dE aa ох, f , _2ri . 2 , ч aa (% _2y/
P = S  J 4 Л ~ ' Т Г  J (4.71)

0 0

Integralning qiymati Т=2л/(о0 davr ichida energiyaning o ‘zgarishiga
teng, uni T  ga bo ‘linsa, bir davr ichidagi yo ‘qotilgan energiya kelib
chiqadi. Integralni hisoblaganda y «  ш0 ni hisobga olib integral ostidan
exp ( - 2  yt) ni chiqarib tashladik

K o‘rilayotgan yaqinlashuvda energiya u ch u n  £  = - m a 2a 2e '21" ifoda
2

o lin ad i((4 .12) form ulada am plitudan i a -> ae~v  ga alm ashtirish yetarli)- 
Y ana b ir m arta  ta ’kidlab ketaylik , ossilla to rn ing  energiyasi sifatida 
(4 .1 2 ) ifoda q a ra la d i, (4 .6 9 ) ifo d a  en e rg iy a  y o ‘q o tish  tezlig ig 3 

teg ishlid ir.
B undan foydalanib m uhim  b o ‘lgan o ‘lcham siz b ir kattalik kiritaylik-
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л  < Е  >  са, fti,
Ш  Q = — T ^ 7 y  (4-72)

y njng nom i asillik, ossillator energiyasining bir davr ichida ishqa- 
lanish orqali y qotiigan energiyaga nisbati (chastotaga ko‘paytirilgan 
holda) _  so‘nuvchi tebranish larn ing  qay darajada uzoq davom  etishini
xarakterlaydigan kattalik.

4.4. Ishqalanish bo‘lgandagi majburiy 
tebranishlar

Ish q a la n ish  k u ch i t a ’s ir  q ila y o tg a n  m u h itd a  te b ra n a y o tg a n  
sistemaga tashqi kuch ta ’sir q ilayotgan b o ‘lsin. T ashqi kuch davriy 
xarakterga ega b o ‘lgan hol eng qiziq b o ‘lgani u ch u n  shu  holni k o ‘rib 
chiqaylik:

x + 2A.v+ ft^jc = — cos (y /). (4.73)
m

Tashqi kuch n in g  k o ‘rin ish i sh u n d ay  tan lab  o lin d ik i, u t= 0  vaqt 
momentida noldan boshlab ishga tushsin. Tenglam aga o ‘zgarm aslarni 
variatsiyalash m etodini q o ‘lIaymiz. B ir jinsli tenglam aning yechim i

Ш  (4.74)

bo‘lsa, o ‘zgarm aslarni variatsiyalash m etodi (4 .73) ning yechim ini 
quyidagi ko‘rin ishda beradi:

, ч /  2 yAsin (y r ) - (y 2 -f t^ )co s(y f)
л (/) = лй(/)+^------------------- Ц -------------------.

( у 2 -и Ь 2 ) ' + 4 у 2А 2 ( 4 7 5 )

Shu yechim ning xossalarini tahlil qilaylik. G ap  tebran islilar haqida 
ketayotgan ekan A< deb olam iz. Bir jinsli tenglam aning yechim i 
so n *sh bor b o ‘lgani uchun  vaqt o ‘tishi b ilan  nolga in tilib  ketadi: 
*о(/)-*0, t -> oo. H aqiqatda, a lbatta, / cheksizlikka intilishi shart em as, 
хц ni tashlab yuborish uchun A/ kattaroq son bo 'lish i yetarlidir. D em ak, 
ma *Um bir vaqt o ‘tganidan keyin yechim  sifatida

f  2yAsin(y/) + ( - y 2 +ft^ )cos(y/)
X [ t 1 = -------------------- ------------- -----------

K i '  m ( y 2 -ft^b2 )2 + 4 y 2A2 ( 4 -7 6 )
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funksiyani olish m um kin . T ebranishning  so ‘nm aydigan  qismi
kuchdan  olib tu rilgan  energiya hisobiga m avjud b o ia d i .  Agarda 

2уЯ _ „ e _  ( V  + ^ 2)

tashqj

sin 8 = - I ■ . . . . . . .  , vwj — ----------------- — — ,
^ (у 2 -<иь2 )2 + 4 у 2Я2 +4y2* 2 (4’77)

va

h = y- f
2-1 2+ 4 7 Я

S-*w0 boMadi. y -* ~  (у->оо0) sohada esa 8 - » - *  
biadi. Agar tashqi kuch chastotasi у-но0 ga intilsa 
S~>-7i/2 ga intiladi.

(4.78) teb ranyo tgan  m ayatn ikn ing  energiyasi 
o ‘zgarm asdan qolish i kerak. D em ak , m ayatn ik  
tashqaridan o layo tgan  energ iyan i ishqalan ishga 
ketkazadi. B ir d av r b o ‘y ich a  o ‘rta la sh tir ilg an  
energiya yutilish i in tensiv lig in i Қ у )  deb belgilab 4 6-rasm■ Rezonans 
uni topaylik , u esa energ iya d issipatsiyasiga tes- yaqinida energiya 
kari ishora bilan tengdir. (4 .69) fo rm ula b o ‘yicha yUt'1,Shl {п4еп5 |уП8 '-

ҚУ) = 2Ғ
deb belgilab o linsa ( s in 2 5 + c o s 2 5  = 1 ekanligini tekshirish qiyin emas) 
topilgan yechim ni

x ( f )  =  / ic o s (y r  +  5 )  (4.78)

k o ‘r in ish d a  yozib  o lish  m u m k in . B izni en g  q iz iq tirad ig an  hol -
ta sh q i c h a s to ta  Я  sis tem an in g  xususiy ch a s to ta s i a)g ga yaq in  b o ‘lgan i ^ „ IK  f  • u-
h o ld ir. Ish q a la n ish  k u ch i b o im a g a n  h o ld a  te b ra n ish la r  am plitudasi W L mafr Ш Inm ® ^avr Ьо‘ 
ch ek siz  o ‘sa b o sh la r  ed i ( (4 .41 ) ga q a ran g ). E n d ic h i?  Bu sav o lg aB ^
jav o b  b erish  q iy in  em as — (4 .78 ) d an  k o ‘r in ib  tu r ib d ik i, tebranish K , ; / ( / )  = Я ту 2л2

am p litu d a s i h am m a  v aq t ch ek lan g an  va u n in g  m ak sim al qiym ati л!1 п е 
ga ten g d ir. h u c h u n  ifo d a  esa y -» a >0 b o ig a n d a  h am  chekliligichaj р Г  nssa уаЧ|П sohada

(4.81)

b o ia d i, b u n d a  F  — b ir davr b o ‘y icha o ‘rta la sh tirih sn i b ild irad i. 
Dissipativ funksiya bizning holim izda

Ғ = -^ах2 = hmx2 = Xmx2h2 sin2 (yt + S).

yicha o ‘rtacha qiym ati 1 / 2  ga teng,

/ ( £ )  = Г  я
4w £ 2 + я 2 '

q o lad i.

R ezonans sohasini chuqurroq  tahlil qilaylik, buning uchun  у = сuj, +e

deb olinadi va e - » 0  sohani tekshiram iz. U n d an  tashqari Я « (ц , deb jE nerg iya yutish intensivligining m aksim um ini 
ham  olam iz (ishqalanish  kuchi kichik b o is in ) . Bu so h ad a  tebranish |r 
am plitudasi

f  1

(4.82)

(4.83)

va tebranish  fazasi
2тШо s le 2 + X 2

* Я tgS  = — 
e

(4.79) deb belgilab. yuqoridagi forraulani
4//гЯ

(4.80)

k o ‘rin ishga keladi. M ajburiy tebranish  fazasi tashq i kuch n in g  fazasig 
n isbatan  «kechikish» xossasiga ega ekan. B uni quy idag icha ko‘nslj 
m um kin . (4.77) d an  k o i in ib  turibdiki, y - > 0  b o ‘lganda (у~>о0 s o h a d a

/ (« )  = /, Я2

V + я 2 (4.84)

rasm da
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ko‘rin ishda yozib  o linadi. O lingan fiinksiyaning grafigi 4 .6 -

ko‘rsatilgan. Bu fo rm uladan  /(± Я ) = ^ / 0 ekanligi kelib ch iq ad i, shu 

sababdan |е| = Я q iym at

7r  Nazariy mexanika

rezonans egri ch iz ig ‘ining yarim  kengligi 
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deyiladi. S o ‘nish kam aygan sari A - > 0  rezonans grafigining c h o ‘qq^ 
sim onlig i o rtib  boraverad i, am m o  grafikning  ostidagi yuza o ‘zgaN 
m aydi.

4 .7 -rasm d a  k o ‘rsatilgan sistem adagi teb ranuvch i h arakatn i o ‘r- 
ganaylik.

S istem a uzunlik lari va m assalari /,, m { va l2, m2 b o ‘lgan ikkita 
m atem atik  m ayatniklardan iborat. U lar bikirligi k  b o ‘lgan prujina orqalj 
b ir-b iri bilan bog‘langan. T ushunarlik i, agar b iror m ayatnikka turtki 
bersak ikkinchisi ham  teb ran a  boshlaydi, bu ikki m ayatn ik  orasida 
o ‘zaro  ta ’sir natijasida energiyaning b iridan  ikkinchisiga ko‘chishi ro‘y 
berishi kerak. U shbu sistem aning Lagranj funksiyasini topaylik. Umumiy 
qo ida b o ‘yicha

nik lar osilgan iplar bukilm aydigan deb qaraladi. Agar ikkala mayatnik 
b arq aro r m uvozanat h o la tida  b o ‘lsa, oradagi pru jinan ing  tarangligi 
nolga teng  b o ‘ladi. Lagranj funksiyasi quyidagicha tuziladi:

B urchak o ‘zgaruvchilariga o ‘tam iz  va kichik teb ran ish lar haqida 
gap ketayotganini hisobga olam iz:

4.5. Ko‘p o‘lchamIi sistemalardagi tebranishlar

4.5.1. Ikkita bog‘langan mayatniklar

L -T \ +T2 —U\ —U2 —U\2, (4.85)

tegishli m ayatnikning kinetik  ener- 
giyasi, Up i=  1 , 2  — m os ravishda 
m ayatn ikning  potensial energiyasi 
va Ul2 — u la rn in g  o ‘za ro  ta ’sir 
en e rg iy asi. B irin ch i m ayatn ikka 
tegishli koord inatlarn i x r y r ikkin- 
ch i m ay a tn ik k a  teg ish li koordi- 
natlarn i esa x2, y2 deb belgilaylik 
(esim izdan chiqarm aylik , x ,  y. — 
b a r q a ro r  m u v o z a n a t  h o la tid a n  
chetlash ish larn i b ildiradi). M ayat-

b u n d a  Tp i = 1 , 2  — m os ravishda

4.7- rasm. Ikkita bogMangan 
mayatnik.
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Xj = lj Sin q\ =  1,<р,, y, =  /, cos <p, = /, H*} (4.87)

0 'zgarmas sonlarni tashlab yuborilganidan keyin Lagranj funk- 
siyasi quyidagi ko‘rinishga keladi:

L = — ^  m2/2 <p22 -  -  mtge<p? -  -  m2ge<p% -  ̂ -k («p, -<p2 f  . (4.88)
2  2  i  l  l

Harakat tenglam alarini yozib olam iz:

п,\1\Ф\ +m\gl<P\ =-Ь{(р\-<Р2)> 

m2l\<p2+m2gl<p2 =^(<p| -ф г)- (4.89)

Asosiy g ‘oyani tushunish  uchun xususiy holga o ‘tam iz  —

m, = m2 = m, /, = / 2 = / (4.90)
va maqsadga m uvofiq b o ‘lgan belgilashlarni kiritam iz:

Ш
Bu holda tenglam alar soddalashadi:

<A +<4jVi =-«(<Р| - ф2);
- 2 , 4  (4.91)
f t  + “ b f t  = «W -4»2)-

Agar <P\-<P2 =V\ va (p,+<p2 =v/ 2 fo rm u la la r o rqali yangi o ‘zga- 
ruvchilar kiritilsa tenglam alari b ir-b iridan  ajraladi:

ўг, + (c^ 2 + 2a) i//, = 0 ; y/2 + = 0- (4.92)

Yangi koord inatlar normal koordinatlar deyiladi. Bu koord inatlar 
tilida sistema ikkita niustaqil tebran ish  qilayotgan boMib chiqadi — y/,

koordinataga ^  + 2 a  va y/2 k o o rd in a tag a  w2=w 0 ch a s to ta li

tebranishlar m os keladi. B ular normal chastotalar deyiladi.
Ular 4 .8-rasm da ko‘rsatilgan. Rasm dagi a) hol i//2 koord inataga 

™os keladi va b) hol y/, koordinataga m os keladi. Ikkala holga m os 
e uvchi um um iy yechim lar:

УЛ = a, cos<y,r + b, sinft),/, ц/2 = ci^cosobT+ b2^nccht. (4.93)
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b)
4.8- rasm. Normal tebranishlar.

B oshlang‘ich shartlarn i quyidagicha tanlaylik:

1=0 da  = % va <Pi = <Рг - Фг = 0  (4.94)

Bu deganim iz boshlang‘ich m o m en td a  birinchi m ayatnik muvozanat 
holatidan chiqarilgan, am m o uning tezligi nolga teng, ikkinchi mayatnifc 
esa nolga teng  tezlik bilan o ‘zining m uvozanat holatida turibdi. Normal 
koord inatlar tilida

Bundan

D em ak,

r = 0 da у'! =|/л, = % . ў\=Ц>2 = 0. 

= Фо. b\ = b2 =0.

=<p0cos(O\t, va y/2 =%cosaht, 

va, natijada, eski koord inata larga qaytsak

(4.95)

(4.96)

(4.97)

Ф1 = ^ P o (cos^ f  + cos^ O  = % cos^ - ^ “ r c o s |—
-O h

<p2 =-<Pb(cosfi)2/-cos<U|f) = (p0 sin
(4.98)

yech im lar o linadi. H ar b ir k o o rd in a ta  u ch u n  ikkita tebranishlarning 
kom binatsiyasin i k rayapm iz: k a tta  chasto ta li (w, +  co2) / 2 va kichik 
c h as to ta li (a>2 — <u,)/2 . B unday  teb ra n ish la r  t e p k i l i  teb ran ish lar  
deyiladi.

4 .9-rasm dan ko ‘rinib turibdiki, katta (a>t +  a>7)/2  chastotali tebra- 
n ishn ing  m aksim al am p litu d asi k ich ik  ch as to ta  (a>2 — й> , ) / 2  bilan 
teb ranad i.

E ndi (4.90) sh artd an  voz kechib  um um iy  hol (4.89) ga q a y t ib  

kelaylik. Bu holda norm al koord inatlar qanday  ajratib olinadi? (4.89) 
sistem ani quyidagi ko ‘rinishga keltirib olinadi:
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(оо,+(о:)/2

. ((о -(о2)/2

4.9- rasm. Tepkili tebranish.

f l + o f a  =-Oi(<Pi-4»2); 

ф2 +аХ(р2 = a 2 (<д ~(p2).

Bunda

«i2 = f -  G>2 = f . a, = ■
m,/,2 ’ a ,  -

2 '»2^2

(4.99)

(4.100)

Chiziqli differensial tenglam alar sistemasini yechishning um um iy m etodi 
bo‘yicha (4.99) ning yechim i quyidagi ko‘rinishda izlanadi:

<p, = Лехр(|«г), (p2 = Bexp(i(Ot). (4.101)

Bulami (4.99) ga olib borib q o ‘yilsa quyidagi algebraik sistem a hosil 
boMadi:

( a, -(o2 + o ^ )A -a {B = 0 , 

а 2 Л - (  a 2 - w 2 +<Oj2] s  = 0 .
(4.102)

Bu sistema yechim ga ega b o ‘lishi uchun  uning  determ inan ti nolga 
teng bo ‘lishi kerak, bundan  esa

" 0 .2) = - (« ,+ -  « 2 + ft),2 + tt>| + 

± ^ (а , - a 2+ ( o f - o 4 ) 2 + 4 а ! ,а 2 (4.103)

kelib chiqadi. Paydo bo ‘lgan chastotalar xususiy yoki normalchastotalar 
eViladi. Agar а , =  ol =  a  va <u, =  co2 =coQ desak, darhol (4.92) dagi 
2
'ь = %  + 2 а  va (o22) = (Oq chasto ta lar olinadi.

Shu bilan sistem adagi m um kin b o ‘lgan chasto ta la r topildi. A va B 
arni topish qoldi.

101



B uning uch u n  (4.102) sistem aga birinchi m arta co2 = со2У) deb q0‘yj 

ladi va A, va 5 , orasidagi m unosabat top ilad i, ikkinchi m arta es
7 2

co~ -  co^ deb q o ‘yam iz va A2 va B2 orasidagi m unosabatni topami2
Qaysi am plitudani ikkinchisi orqali ifodalash — A. ni Я  orqalim i уо^ 
teskari — aham iyatga ega em as, bu — qulaylik masalasi. B e lg i i^  
kiritaylik:

Bx or2
/l  . ? *

«i а2+со2 “ ^(i)

_ B2 _ « i+ q p -fi> (22) _ a2 (4.104)

a \ а г + (£h -U>{2)

N atijada izlayotgan tebranish larn ing  har biri ikkita normal tebranish- 
larning superpozitsiyasi sifatida ifodalanadi:

<jp, = Л, exp (z'£»(1)/ ) + Д2 exp (/fi)(2)/) = {?, + Q2,

<Pi =У |Л expfift^ij/J+y^A^ exp(i'ft^2)/)=  y,<2 | + y2Q2- (4I05)

Topilgan ifodani (4.88) Lagranj funksiyasiga olib borib q o ‘yi!sa quyidagi 
ifoda hosil bo ‘ladi:

L = 1  (ш,/,2 + m2l2Yi )[<2i2 - fi>(2i)0 2] - 

i ( W)/2 + m2/fy22)[Qf -ft(2)G22].+
2

(4.106)

N orm al koordinatalarning m a’nosi shu ekanki, u lar yordam ida boshida 
ikkita o ‘zaro  ta ’sirda b o ‘lgan erk in lik  darajalari ikkita m ustaqil teb- 
ran ish lar k o ‘rin ishiga keltirildi. U larn in g  h a r biri (4.4) k o ‘rinishdagi 
erkin tebranishlar b o ‘lib chiqdi.

Q o ‘sh im cha ishonch  hosil qilish  u ch u n  (4.106) Lagranj funksiya- 
sidan harakat teng lam alarin i keltirib  chiqaraylik:

Q + ftfI}a  =0, Q2+ cO(2)Q2 = 0. (4.107)

102



4.5.2. Umumiy hol

Endi ko‘p erkinlik darajali sistemalardagi tebranishlarning um um iy 
azariyasi bilan tanishib chiqaylik. Bizga erkinlik darajasi s ga teng 

bo‘lgan sistem a berilgan boMsin. Bu sistem aga kirgan zarrachalarn ing  
‘z barqaror m uvozanat ho lati atrofida kichik tebranish larin i o ‘rga- 

naylik- B arqaror m uvozanat ho lati q0l lardan chetlan ish larn i yana 
x-q~~  ;»1 ^eb  belgilab va potensial energiyani kvadratik
hadlargacha aniqlikda qatorga yoyilsa potensial energiya uchun quyidagi 
ifoda olinadi:

ifodada a:j(q) = m y deb  o la m iz , ch u n k i o lin g an  y a q in la sh u v d a

aM ) (q)  =  atj (qn +  x  +•••) =  (q0) bo ‘lishi kerak (aks holda chiziqli 

yaqinlashuvdan chiqib ketiladi). N atijada

(4.108)
i . j = i

Bu yerda paydo b o ‘lgan koeffitsiyent

(4.109)

o‘zining ta ’tifi bo ‘yicha sim m etrikdir:

(4.110)
Kinetik energiya uchun

(4.П 1)

(4.112)
i . j = i

ёа kelarniz. D em ak, sistem aning Lagranj funksiyasi

Kinetik energiyaning ta ’rifi bo ‘yicha T > 0 , tenglik belgisi faqatgina 
blr zarrachaning kinetik energiyasi nolga teng bo ‘lgandagina o ‘rinli
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b o ‘lishi m um kin. D em ak, X  V ^ j' kvadratik form a m usbat aniqian 

gan form adir. P o tensia l energiyani ifodalovchi fo rm a h am  musbat

an iq langan  form adir: X  îjx<xj ~ ®.
i.j=i

Lagranj hosilalari

.V

Эл, = - X v > ’
i.j=\ ' 7=1

ga teng  ekanligidan harakat teng lam alar topiladi:

(4.114)

(4.115)Х К л + V v H 0’ 1 = 1..
>=1

Bu ^ ta  teng lam adan  iborat b o ‘lgan chiziqli teng lam alar sistemasi. 
U m um iy  m etod b o ‘yicha uning yechim larini

= Д ехр(/'ся) (4.116)

k o ‘rin ishda izlash kerak ((4.101) bilan taqqoslang). N atijada harakat 
tenglam alari

+ k i j ) Aj = ° . i =  1.....(4.117)

ko‘rinishiga keladi (h a r bir teng lam adan  exp(icot) ko ‘paytuvchini ajratib 
tash lag an d an  keyin). Bu b ir jin s li algebraik ten g lam alar sistemasi 
faq a t

det (-nijjO)2 + к - ) = 0 (4.118)

b o ‘lgandagina yechim ga ega ((4 .1 0 2 ) va (4.103) lar bilan solishtiring) 
Bu teng lam a о ў  ga nisbatan 5 tartibli tenglam a b o i ib  u  x a ra k te r is tik

tenglama deyiladi. Bu tenglam aning 5 ta  yechim i (02, i  =  1 ,...,s musbat

b o iib , u lardan  olingan <y. lar xususiy yoki normal chastotalar deyidadi

cuf lam ing  m usbatligini isbot qilaylik.

B uning uchun  (4.117) A* ga ko ‘paytirib, / b o ‘yicha y ig in d is i o lin a d i-
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jslatijada

X  rn:jA^Aj
CO = ——2

£ * * ч  (4J,9)

formula olinadi. B irinchidan m.. va ktj lam ing sim m etrik  va haqiqiy- 
ligidan mahraj va suratining haqiqiy sonligi kelib chiqadi:

ij=> i.j=l

mahraj uchun ham  huddi shu. Oxirgi tenglikka o ‘tishda i <-» j  alm ash- 
tirildi va m = m j: sim m etrikligidan foydalanildi. Y uqorida aytilganidek, 
T va U ucfiun kvadratik form alar m usbat form alar, dem ak, ham m a 
mumkin b o lg an  chastotalarning kvadratlari ham  ikki m usbat sonlarning 
nisbati sifatida m usbat sonlardir.

Hamm a chastotalar kvadratlarining musbatligi yana shundan  ham  
kelib chiqadiki, ko‘rilayotgan holda hech qanday tashqi ta ’sir yo‘q, 
demak, tebranishlam ing o ‘z -o ‘zidan o ‘sishi yoki kam ayishi m urnkin 
emas. Vaholangki, qandaydir chasto ta lar uchun  ar < 0 bo ‘lsa, chasto-

talar orasida m avhum lari paydo bo ‘lar edi, bu esa e ^ '  hadlarga olib 
kelar edi.

Tashqi ta ’sir -  ishqalanish kuchi bor holatga o ‘tayIik. D issipativ 
funksiya tushunchasi ham  ((4.68) ga qarang) ko ‘p o ‘lcham li holga 
umumlahstiriladi:

ғ  = \ ^ а чк>к): (4.121)
i j

Paydo bo ‘lgan koeffitsiyentlar a :j sim m etriklik xossasiga ega:

(4.122)

U shbu k o effits iy en tla rn in g  kelib  ch iq ish i k in e tik  n azariy ad a  
ushun tirilad igan  b o ‘lgani u c h u n  u la rn i k in e t ik  koeffits iyen tlar  
eyiladi. U larn in g  s im m etrik lig i ham  k ine tik  n aza riy ad a  isbot q ili-

l- K o‘p oM cham li h o ld a  h a rak a t te n g lam a la rig a  ish q a lan ish

105



d_ 9 L _  dL _ _ЭҒ
d t d x i  д Х ; ~  дх, ' (4123 )

Sistem aning birlik vaqt ichida ishqalanish orqali yo ‘qotgan energiySj 
va dissipativ funksiya orasidagi bog‘lanish (4.69) ning ko ‘rinishi ko‘p 
o ‘lcham li holda ham  o ‘zgarm aydi. Buni quyidagicha keltirib chiqa- 
rish m unkin:

k u c h la r in i  d is s ip a t iv  fu n k s iy a  o rq a li  q y id a g ic h a  k ir it ish  m u m k i iv

dE_
dt

d V 1 f  ■ т)  V  ( d  9L d l )

= й2^аГТ2Лл аГ̂ Г
<4Л24)AmU dXj

i

oxirgi tenglik F funksiyaning ikkinchi tartib li b ir jinsliligidan kelib 
ch iqadi (Eyler teorem asi). .

(4.113), (4.121) va (4.123) form ulalar b o ‘yicha ishqalanish kuchi 
harakat tenglam alariga kiritiladi:

.v
L  (Ш(/Л + k,jxj + UijXj) = °, 1 = 1.....5. (4.125)
i=i

Y echim ni

(4.126)

ko‘rinishda izlaymiz. Bu holda yuqoridagi teng lam alar sistemasi
s

Y,(miJ(O2 + a ij(O+kij)Aj =0, i = l,...,s. (4.127)
H

ko‘rin ishni oladi. Bu sistem aning yechim i mavjud b o ‘lishi uchun

detj т с̂о2 + a^oa+kjj | = 0 (4.128)

shart bajarilishi kerak. Bizga bu  co ga nisbatan  2s-tartib li algebraik 
tenglam ani beradi. Oliy algebra kursidan m a’lum ki, bu tenglamaga 
kirgan ham m a koeffitsiyentlar -  m.., k  ., a.. — haqiqiy boMgani uchun 
uning yechim lari yoki haqiqiy, yoki o ‘zaro kom pleks q o ‘ s h m a  juftlardan 
iborat b o ‘ladi. Ishqalanish  borligi tebran ish lar so‘nuvchi b o ‘lishi kerak- 
ligini bildiradi, b undan  shunday xulosaga kelish kerakki, bu chasto-
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Riaminfi haqiqiylari ham , komplekslarining haqiqiy qismJari ham  manfiy 
ho‘lishi kerak.

Sistemaning erkinlik darajalari soni u ch -to ‘rtdan  k o ‘p b o ‘lganda 
orida berilgan um um iy nazariyani analitik  ko ‘rin ishda q o ila sh  

niasalada soddalashtirishga im koniyat beradigan qandaydir sim m etriya 
ho‘lniasa qiyin b o ‘ladi. Shu bobning oxirgi paragrafida m ana shunday 
bjr necha m isollar keltirilgan.

4.5.3. Molekulalarning lebranishlari

M olekulalam ing to ‘liq nazariyasi kvant nazariyasi b o ‘lishi kerak, 
ammo, kichik tebranishlar haqida gap ketganda klassik tahlildan kelib 
chiqqan natijalar kvant natijalar bilan bir xil b o i ib  chiqadi.

Kichik tebranishlar nuqtayi nazaridan n ta  atom li 
molekula - o ‘zaro prujinalar bilan b o g ian g an  massa- 
lari mn b o ig a n  m oddiy n u q ta lar siste-
masidir. Bunday tasdiq uchun asos shundan  iboratki, 
atomlar orasidagi potensiallar 4 .10-rasmda ko‘rsatilgan 
ko‘rinishga ega. K o‘rish qiyin em aski, (4.1) parag- 
rafdagi um um iy m ulohazalar atom ning turg‘un m uvo- 
zanat nuqtasi atrofldagi kichik tebranishlariga be- 
vosita mos keladi.

M olekulalarning kichik tebran ish lariga tegishli 
bo‘lgan um um iy m ulohazalar uzun bo ‘lm asdan quyi- 
dagi punktlardan iboratdir.

M olekula o ‘zaro  ta ’sirda b o ig a n  a to m larn in g  
yopiq sistemasidir. Bunday sistem aga uch  xil harakat 
hosdir -  butunligicha ilgarilanma harakat, butunlikcha aylanm a harakat 
va atom lam ing bir-biriga nisbatan tebranishi. B utunlikcha ilgarilanm a 
va butunlikcha aylanm a harakatlarni chiqarib  tashlash kerak. Ishni 
bosqichlarga bo iay lik :

1. Butunlikcha ilgarilanm a harakatni chiqarib tashlash uchun m ole- 
aning to ‘liq im pulsini nolga tenglashtirish kerak:

Р = Х '" ау« = а  (4.129)

degan' de^ arn m o *e ku lan ing  inersiya m arkazi sis tem asiga  o i i ld i

R = L m«r« =const- (4.130)

4.10-rasm. 
Atomlararo 
potensial, 

г0 -  turg‘un 
muvozanat 

nuqtasi.
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H ar b ir a tom ning  radius-vektori r a= r rt+ d o k o ‘rinishda olinsin, Ьц 
yerda тм -  a a to m n in g  m uvozana t h o la ti, d o esa m uvozanatdan 
chetlashish vektori. Tashqi m aydonda b o ‘lm agan  sistem aning inersiya 
m arkazi o ‘z -o ‘zidan o ‘zgarishi m urnkin em as, shuning uchun

R = = Х Ш«Г«0 =const. (4 ]3l
a a

D em ak,

=0 (4.132)
a

b o ‘lishi kerak.
2. M olekulaning bu tunlikcha aylanishini chiqarib  tashlash uchun 

uning to ‘liq harakat m iqdori m o m en tin i nolga tenglashtirishi kerak. 
K ichik teb ran ish la r haqida gap ketayotganin i hisobga olib birinchi 
tartib li kichik sonlar yaqinlashuvida

м  = X m« [r« v« ] = X m« ] = J  Ъ mo [raod« ] = 0. (4.133)
a a a

deb olish m um kin. H osila ostidagi kattalik  o ‘zgarm as songa teng, d 
larning nolga teng boMganida ham  u o ‘sha son b o ‘lishi kerak boMgani 
uchun

Х т Л г«ой„] = 0 (4134)
(l

deb olish kerak.
O lingan shu ikkita tenglam alar sistem asini yechib norm al koor- 

d inatlarn i topish m um kin. Tebranishlarga m os keluvchi erkinlik dara- 
jalari son in i, y a ’ni, m ustaqil teb ran ish lar sonini topaylik. n ta  atomdan 
iborat m olekulaning 3n ta  erkinlik darajasi bor. Y uqoridagi ikkita vektor 
shartlarn ing  soni 6 taga teng.

D em ak, n atom li m olekulaning tebranish erkinlik darajalari umutniy 
holda Зл — 6 ta  ekan. Agar a to m lar b ir to ‘g ‘ri ch iziqda joylashgan 
boMsa, bu o ‘q atro fida  aylanish  haq ida gap irishn ing  m a’nosi yo’q. 
dem ak, bu ho lda teb ran ish  erk in lik  darajalari soni Зя — 5 ga teng- 
M asalan , C 0 2 m olekulasin ing  teb ran ish la ri soni 3 • 2 — 5 =1 & 
teng. H 20  m olekulasin ing  esa m ustaq il teb ran ish lari soni 3 - 3  6 — 
ga teng.

4.5.1-rnisol. 4.11-rasmda ko‘rsatilgan chiziqli BA2 molekulaning teb 
ranish chastotalarini topaylik.
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AJ R 
"l

a)

l A b)

i
d)

A a iom tarn in g  m assasin i ma, B a to m n in g  
ssasini ть deb  b elg ilay lik . Y uqorida  k e lti-  

hisob b  yich a  bu m oleku lan ing  m ustaqil 
r,hranishlari so n i 3 ■ 3 -  5 =  4 b  lish i kerak.
П1аг rasmda k o ‘rsatilgan -  b o ‘y lan m a tebra- 

shlari soni 2 ta, k o ‘ndalang tebranishlari soni 
ham 2 ta (rasm da ularning bittasi k o ‘rsatilgan, 
kkinchisi huddi sh u n ing  o ‘zi, faqat tebranish  

vnalishlari rasm tekisligiga perpendikulardir).
Sistem aning b o ‘ylanm a harakat Lagranj funk- 

siyasi:

+  (4 .1 3 5 )

AB bog‘lanish kuchi BA b o g ia n ish  kuchiga teng, shuning uchun  ikkala 
hol uchun ham  bitta koeffitsiyent k  o lin d i. Harakat tenglam alari

4.11- rasm. Chiziqli 
molekulaning 

tebranishlari turlari.

muXf + k (jc, -  л2 ) =  0 , 

m hx 2 + k ( 2 x 2 - дг, - X y ) = 0, 

тихъ + k (л3 -  x2 ) = 0 

inersiya sistem asiga o ‘tish  sharti bilan to ‘ldirilishi kerak:

m a ( x l + X } ) + m h X 2 = 0 .

Agar birinchi tenglam adan u ch in ch i ayirilsa

тн (л, — дсз) +  k ( x t - л 3) = 0

(4 .1 3 6 )

(4 .1 3 7 )

(4 .1 3 8 )

tenglama olinad i. Bu bizga k o ‘rilayotgan m asala uchun Q = x ~ x 3 koordi- 
nata tabiiy koordinata ekanlig in i ko‘rsatadi. (4 .137 ) shartdan x2 koordinatani 
aniqlab olib, ik k in ch i tab iiy  k oo rd in a ta  Qa= x — x} e k a n lig in i k o ‘ram iz. 
Shularning natijasida ikkita m ustaqil tenglam alar sistem asi qoldi:

Q,+ —  Qs =  0,
m„

Q a + k
2 m„ + m.

m„mh ■Qo= o- (4 .1 3 9 )

( Haqiqatan ham , bosh idagi uchta harakat tenglam alari bitta b o g ‘lanishga
o  y su n ish i  kerak e d i, d em a k , u larn in g  ich id a  faqat ik k itasi m u staq il

® an B iz u larn i top d ik . K ir itilgan  yan g i k oord in a ta lar  Qa, Qb norm al
н° inatalardir (n orm alarigacha  an iq lik d a). K o ‘rinib turibd ik i, Q  k oor-  
Qinataga 1

(4.140)
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chastotali tebranish mos keladi, Q koordinataga esa

Ш
= J -------\  mamh (4.141)

chastotali tebranish mos keladi, bu yerda M  = 2m + m b -  molekulanir 
to‘liq massasi. a>a chastotali tebranishga 4.11-rasmdagi a-hol to‘g‘ri keladf 
соа chastotali tebranishga 4.11-rasmdagi b-hol to ‘g‘ri keladi.

Faraz qilaylik, mh s> m„ bo‘lsin. Bu holda (Oa = co5 bo‘ladi.
Sistemaning ko‘ndalang tebranishlariga o ‘taylik. Bu holda birinchidan 

butunlikcha ilgarilanma harakatni chiqarib tashlash kerak:

m„ {У1 + У*)+тьУг = °> (4.142)
ikkinchidan, butunlikcha aylanma harakatni chiqarib tashlash kerak (x, y) -  
tekisligidagi aylanishga impuls momentining z komponentasi mos keladi);

1 , т Л гаойп]
(4.143)

; m a (*IO>'l -  У\0Х\ ) + т Ь (хгоУ2 -  У20х2 ) + т а ( л 30>’3 “  >30^3 )  =

Tushunarliki, 

х20 = 0> Х10 = ~х30 = >’l0 = >20 = >30 = 0 •
Demak, sistemaga qo‘yilgan ikkinchi shart

>! = Уз (4-144)
ko‘rinishga ega ekan. Kvadratik aniqlikda potensial 
energiyani topish qoldi,

Agar ABA chiziqning к  burchakdan og‘ishini 4.12- 
rasmdagidek <5 harfi bilan belgilansa

4.12- rasm. 
Ko‘ndalang 

tebranishlarga 
oid.

(4.145)

deb yozib olish kerak (kichik burchak rasmda bo‘rttirib krsatilgan). Ko‘n- 
dalang tebranishlar uchun Lagranj funksiyasini tuzib olinadi:

(4.144) ni hisobga olib (4.142) va (4.145) lardan

У l = >’з = 2
1 тв18

У г ~ -
m A 15

m m
ekanligi topiladi. Bu esa Lagranj funksiyasini

m = 2mA +тв ,

(4.146)

(4.147)
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s 2- — i2s 2
4m 2 (4.148)

iT in ishg a kcltirishga imkon bcradi. Bu yerdan ko‘ndalang tebranishlar

Umumiy holda (4.118) va (4.128) tenglam alarni yechib sistemadagi 
xususiy chastotalarni topish  m urakkab m asala. Fizik nuqtayi nazardan  
qiziq bo‘lgan bir xususiy hol k o ‘rib chiqiladi, u  ham  bo‘lsa b ir chiziqqa 
terilgan massasi m b o ‘lgan m oddiy  n uq ta lar sistem asi bo‘lsin. U lar 
orasida bikirligi k  b o ‘lgan prujinalar b o ‘lsin, bu prujinalar m assalarni 
muvozanat holatiga qaytaruvchi kuchlarga olib keladi.

31-rasmda bunday sisteinalarning ucli xili ko ‘rsatilgan: birining ikkala 
chegaraviy nuqtalari m ahkam langan , ikkinchisining bitta chegaraviy 
nuqtasi m ahkam langan, uchinchisin ing  chegaraviy nuqtalari ozod.

Massalarning soni TVga teng bo ‘lsin. U chala sistem a uchun  Lagranj 
funksiyalari tuziladi. / nuqtan ing  o ‘z m uvozanat holidan siljishini x, 
deb belgilanadi. U chala hol uchun  ham  kinetik  energiya b ir xil b o ‘ladi:

chastotasini topish qiyin emas:

(4.149)

4.6. Zanjirlarning tebranishlari

(=1(=1
Potensial energiya birinchi holda

y « =)2 [ jt'2 + (;ci “ ;t2)2 + (J:2 - ^ ) 2 + ••• + ( % - i - * * ) 2 + 4 }  (4.151) 

Ikkinchi holda

и ь = + (Jfi - 2̂ )2 + (*2 -*< )2 + • ■ ■+ (% -, -  xN f  ]. (4.152) 

Uchinchi holda esa

Uc = |[ ( j r i  -  *2 )2 + (*2 - )2 + • ■ ■■ + (% -, -  xN f  ]. (4.1 53) 

nchi holda chegaraviy inassalarga ikki tom ondan  m uvozanatg;

: % ч - % ) 2}  (4.153)

m uvozanatga
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а)
т т т т 

к к к к к
b)

d)

т т т 

к к

т т т 

к к

4.13- rasm. Zanjirlar:
а) ikkala uchi mahkamlangan; b) bir uchi ozod; c) ikkala uchi oiod.

qaytaruvchi kuch ta ’sir qiladi, ikkinchi holda esa faqat chapdagi birinchi 
nuqtaga ikki tom ondan  kuch ta ’sir q iladi, 7V-nuqtaga esa faqat boshqa 
m assalar tom onidan  kuch ta ’sir qiladi, uch inch i ho lda esa qaytaruvchi 
k u ch  faq a t q o ‘sh n i m assa la r  to m o n id a n  t a ’s ir  q ilad i. Shunday 
soddalashtirilgan hol uchun  ham  um um iy  yechim ni top ish  qiyin, biz 
yuguruvchi toMqin deyiladigan yechim larn i o ‘rganam iz.

4.6.1. Chegaraviy massalar biriktirilgan hol

Bu ho lda harakat tenglam alari quyidagicha k o ‘rinishga ega bo‘ladi:

nu, = -lcc, - k (дГ| - x2); 

mx2 = k ( x t - X 2 ) - k ( x 2 -JC3 ); 

mx3 = k ( x 2 - x i ) - k ( x j - x 4 );

m xN = * ( % _ , - % ) - f a f , v -

Agar

-*o = xn+1 -  ^
sh art k iritilsa  bu ten g lam alarn i um um iy  k o ‘rin ishga keltirib  olisn 
m um kin:

(4.154)

(4.155)

(4.156)

(4.157)

(4.158)

(4.159)

тх,xn = k (2xn - x* - i - x n+x) = 0, п *  1,2.....N. (4 .160)

Bu sistem aning xususiy yechim ini norm al koordinatalarga o ‘tib quyid^ 1 
ko ‘rin ishda izlanadi:
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*Н = Д/ ° *  = а пе1ш,+*". (4.161)
rda ф -  п nuqtaning to ‘lqin fazasi. M asalaning sim m etriyasidan 

k l̂ib̂  chiqadiki, ham m a m assalarning tebranish  am plitudasi b ir xil 
bo‘lishi kerak:

a, = =■■■ = oN = a. (4.162)
=<p deb belgilab (bu ham  m asalaning sim m etriyasidan kelib 

chiqadi’ ixtiyoriy ikkita q o ‘shni massa orasidagi faza farqi bir xil boMishi 
kerak) (4.160) tenglam adan darhol

(o2 = —  sin2-  (4.163)
m 2

tenglik olinadi. (4.159) chegaraviy shartlarni qoniqtirish uchun quyi- 
dagicha m ulohaza yuritaylik. Sistem ada tebran ish lar  zaro ta ’sir nati- 
jasida bir nuqtadan  ikkinchisiga uzatililm oqda. Bu degani, sistem ada 
tebranishlar to ‘lqini tarqalayapti. Bu 4 .14-rasm da ko‘rsatilgan.

4.14- rasm. Zanjir bo'yicha tarqaiayotgan toiqin.

Bu rasmda m assaning o ‘zining m uvozanat ho latidan  o ‘ng tom onga 
siljishini m usbat, chap tom onga siljishini esa m anfiy am plitudaga m os 
keltirsak punktir bilan ko‘rsatilgan to ‘lqinni olam iz.

D em ak, zanjirdagi m assalam ing  teb ran ish lari ja ray o n in i zan jir 
bo‘yicha toM qinning tarqalish i deb qarash m um kin  ekan. Shu nuqtayi 
nazardan (4.159) sh artla r bu  n u q ta la td a  q aram a-qarsh i am plitudali 
(faza farqi n  boMgan) ikkita toM qinning uchrash ib  b ir-b irin i so ‘n- 
dirishiga m os keladi. Yuqoridagi xususiy yechim  (4.161) larning super- 
pozitsiyasidan foydalan ib  sh u n d ay  u m u m iy  yech im  topay likk i, u 
(4.159) chegarav iy  sh a rtla rg a  b o ‘ysu n sin . S h u la rn i h isobga o lib  
tebranish am p litu d as in i ikki toM qin su perpozits iyasi k o ‘rin ish id a  
olamiz:

Хп=аеш '"* +bem ~mf. (4.164)

sharti a = —b ni beradi:

хп = 2iaem  sin (n<p). (4.165)
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xn+i = 0  sharti esa sin((W + l)<p) = 0 yoki

9„-9n-  1 =<Р =  т г Ч -  /  =  1 ,2 ,3 ....... N
N + 1

ekanligi ko 'rsa tad i. «pbutun son /  =  1 ,2 ,3 ,...,/V ga bog‘liq b o ‘Ub qolgan 
uch u n  u 1

~ л/ + 1 (4.167)

deb belgilanadi. Shu bilan sistem ada N  ta  norm al teb ran ish lar bor 
ekanligiga ishonch hosil qildik:

2  4 k  . 2 <Pi 4 £  . -> l i t  . ,  л  -  
o), = — sm — = — sin'- r — 7 - / = 1 .2 ,3 ,...,^ . (4.168) m 2 m N + \ v

N o rm al koordinatalarga

N I-------

Jtn=X v / v T I e ,s in (^ ,) (4.169)
/=i

form ula orqali o ‘tish m um kin.

Uzliksiz muhitga o*tish

Y uqoridagi m isol diskret n u q ta lar sistem asiga tegishli edi. Agar 
uzliksiz m uhitga o ‘tm oqch i b o ‘linsa, quyidagicha m ulohaza yuritishimiz 
kekar. 0 ‘sha N  ta  n u q ta lar sistem asi ishg‘ol qilgan uzunhk  L  b o ‘lsin. 
U nda h a r ikki m oddiy  nuq ta orasidagi m asofa a  =  L / N  ga teng bo ‘ladi. 
Uzliksiz m uhitga o ‘tish uchun  N  a ->  0 lim itga o ‘tish kerak, 
am m o bunda Na = L  o ‘zgarm asdan qolishi kerak. S hundan  keyin x 
ko o rd in a ta li n u q tan in g  t  vaqt m o m en tid a  o ‘z m u v o zan a t holidan 
siljishini u ( t, x) deb belgilaylik. Yuqoridagi form ulalar b ilan  bog‘lanish 
u chun  x. koord inata li m oddiy nuqtaning  siljish am plitudasini w (0 
deb olinadi. Shunda

тйп + k (2u„ -  и,(_, -  и„+1) = 0 (4.170)
deb  yozib  o lish  m u m k i n .  H o silan in g  ch ek li a p p ro x im a ts iy a s in i  
eslaylik:

Эи _ и„ - и я_, Э2и _ ип+[ — 2ип +ип_|
Эд: Ах ' д х2 А х2
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dan tashqari, chiziqli zichlik p = mlAx \ a  ipning tarangligi k = T/Ax  
«tyijic. Bu belgilashlar q o ‘llanilsa (4.170) tenglam a uzliksiz lim itda

со, A x — x„ — лп_| * 0)

Э 2U 2 Э 2И_ c- — = 0, c = JTTp,  (4.171), - c 2-  
Э t Эх

ngiamaga o ‘tadi. Bu tenglam aning nom i to ‘Iqin tenglamasi, uning
himlari x  o ‘qining musbat va m anfiy yo ‘nalishlarida c tezlik bilan 

tarqaJayotgan to ‘lqinlarni beradi.

4.6.2. Chegaraviy massalarning bittasi biriktirilgan

Awalgi ho ldan farq chegaraviy shartda -  m ahkam  biriktirilgan 
chap nuqtaga m os keluvchi shart o ‘z joy ida qoladi:

ль=0, (4.172)
o‘ng chegaradagi m assaning koordinatasi uchun  esa

xN = x N+[ (4.173)
shartni olish kerak .1 H arakat tenglam alari sistemasi ham  o ‘z joyida 
qoladi:

тх„ + к ( 2 х ц - x n_, -Jr„+i) = 0, n =  \ ,2, . . ,N.  (4.174)

shunga ko‘ra — chasto ta lar ham:

co2 — ——sin2 —. (4.175)
m  2

Y uqorida keltirilgan chegaraviy shartlarn i hisobga olib tekshirib 
krish m um kinki, bu tenglam alar (4.152) potensial energiyaga to ‘g ‘ri 
keladi. Bu sistem aning xususiy yechim lari aw al topilgan edi:

хп =А„е1ш = а пе‘т+^ .  (4.176)

*0 nuqtaga tegishli b o ‘lgan yuqoridagi m ulohazalarn i qaytarib  shu 
nuqtadagi chegaraviy shartn i qanoatlan tirad igan  yechim  olinadi:

'Matematik fizika kursidan ma'lumki, tebranayotgan tor yoki steijenlam ing  
erkin uchiga ди/дх  =  0 shartni qo‘yish im iz kerak, bu yerda u - tebranish 

arnplitudasi, x -  koordinata. Diskret holda bu shartni (« w , - и , , ) /  Д  x =  0 yoki 
“л+1 ~ u v =  0 bilan almashtirishimiz kerak. Bizning holda tebranish amplitudasi
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х„ = 2iae'm sin (n<p). (4 177^

Yana tu rg ‘un toMqin olindi. Ikkinchi chegaraviy shartga kelaylik U • 
quyidagi k rinishga keltiriladi: ni

sin((N + \)<p)-sin(N<p) = 2co&— ^ + ^  s in ^  = 0. (4.178)

Bu tenglam aning  yechim i

% = Tn 7 \ * '  l = ]’2' - ' N- (4.179)

• V
( s i n -  = 0 tenglam aning yechim i shuning ichida ekanligini ko‘rsating.) 

D em ak, sistcm ada TVta har xil chasto ta la r bor ekan:

2 4k . 2 21—\

2P T T 0 * ' ' ■ ‘•i ' (4 180) 

M asalan, дг = 2 b o ‘lsa (k/m = a£)

2 4k . г п З-у/5 2 2 4к . 2 3л З+у/5 7 
fi,' = ™ s,n m '“*• ^ = - sin ^ = — ^ -  (4.181)

C hasto tan ing  birinchisi ikkala m assaning b ir bu tun  m assa sifatidagi 
tebranishiga to ‘g‘ri keladi (ikkala m assaning orasidagi m asofa o ‘zgar- 
m aydi), ikkinchisi ~  ikkala m assaning bir-biriga qaram a-qarsh i hara- 
katiga m os keladi.

4.6 .3 . Chegaraviy m assalar erkin boMgan hol

Bu hol 4 .14-rasm dagi d) holga to ‘g‘ri keladi. Biz bu sistem aning 
faqat h am m a m assalar yotgan ch iz iq  b o ‘y icha teb ran ish larin i ko‘r- 
m oqchim iz . MaMumki, sistem aning  ilgarilanm a harakatin i chiqarib 
tash lash  kerak  (m o lek u la la rn in g  te b ra n ish la rin in g  m uhokam asini 
eslang). B uning uchun  inersiya m arkazi q o ‘zg‘olm asdan  turibdi deb 
olish kerak:

N N N N

R = X  4i = x  %  + E  *i = X  4ot (4.182)
•“I i=i i=i i=i
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£*,• =х1 + дс2 + ---+дсл, = 0  (4.183)
Н Ф !'1
• Kf»r^di A w algi m isollardagi chegaraviy shartlarning o ‘rninichartni DCiaui. o

„ а п а  Л а  sh an  bosadT.
Tebranishlar tenglam asi yana o sha:

mx„ + <: (2xn -  хп_, -  дсп+|) = 0, w = 2 ,3 ,..,N -1 , (4.184)

ndeks и endi 0 va N + 1 qiym atlarni qabul qilm aydi, chegaraviy shart 
е и  (4.183). T englam aning yechim i

| Г .  xn -  (4.185)

krinishda izlanadi:

(2<Ub2- « 2) ^  = (e'("-,> + e,(n,)v). (4.186)

Yana o ‘sha (4.163) form ulaga keldik:

w2 = 4(4  sin2 | .  (4.187)

Endi (4.183) ni ishlataylik, buning uchun geom etrik  progressiyadan 
foydalanish kerak:

x, + *2 + • • •■ + jcn  = Aeia («* + e'2q> + • • • + e!N* ) =

е<ч> . (4.188)
= Aem ———( l - e  ) = 0.

Bu tenglik bajarilishi uchun

N(p = 2ln (4.189)

bo‘lishi kerak, bu yerda / — butun  son. Bu degani <p — ikki q o ‘shni 
nuqta o ‘rtasidagi fazalar farqi — N  — 1 ta  h a r xil qiym at qabul qila 
oladi:

<p,=— l, 1 = 1,2,3......N - 1. (4.190)
N

Dem ak, 31-rasm da k o ‘rsa tilgan  holdagi N  ta  nuq tav iy  m assalar 
sistemasida N  -  1 ta norm al tebranishlar b o r ekan (yana qaytaram iz, 
t0 ‘g‘ri chiziqdan chiqadigan tebranishlar hisobga olinm adi):

tengl^
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ft}2 =4ft^2sin2^ ,  / = 1,2,3,... ,/V -l. (4.191)

M asalan, sistem a ikkita m oddiy  nuq tadan  iborat b o ‘lsin: /V =2 
Bu holda sistem ada faqatgina b itta  tebranish  bor: co=2co0.

Agar sistem a u ch ta  zarradan  iborat bo ‘lsa N  = 3 , sistem ada ikkit 
norm al tebran ish lar bor:

(0|=7з<ц,, № = 2<Ц>.

4.6.4. E lektr zanjirlar

4 .15-rasm da ko ‘rsatilgan elektrik  zanjirning bir uchiga U  =  t^cosjr 
kuchlanish  berilm oqda. (R asm da induktivlikni odatdagi L n ing o ‘rniga

Lagranj funksiyasi bilan adashtirm aslik  u c h u n A  xarfi bilan belgiladik.)
Zanjirdagi teb ran ish lar yuguruvchi toMqin ko 'rin ish iga ega b o ‘lishi 

uchun (bundan , har b ir keyingi kondensator C dagi kuchlanish aw alda- 
gisidan faqat o ‘zining fazasi bilan farq qiladi degani) uning ikkinchi 
uchiga ulanilgan kom pleks qarshilik Z(tf qanday b o ‘lishi kerak?

V ф с  ф с  Ф С Ф с

4.15- rasm. Elektr zanjir.

Z aryadni q  deb belgilaylik. U nda elektr toki 1 = ^ -  = й b o ‘ladi.
dt

E lektr zanjirda k o ndensa to r C  dagi potensial tushishi q /C  ga teng, 

induktivlik Л dagi potensial tushishi = b ladi. Agar zanjirda

faqat C va Л b o ‘lsa K irxgof qoidasi b o ‘yicha quyidagi tenglam a hosil 
b o ‘ladi:

Д^ + -2- = 0 
C

D em ak, bu holda sistem aning Lagranj funksiyasi

L
2 2 C
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I 2 1
0 ‘rinishga m os keladi. Z anjim ing  tebranish  chasto tasi ю* = —  ga

u Q arshilik  R da potensial tushishi Rl = Rq ga teng, ko ‘rinib turib- 
d ik f harakat tenglamasida qarshilik ishqalanish kuchi rolini o ‘ynar ekan:

A'q + Rq + ̂  = 0.

tashqi potensial t/berilgan  b o ‘lsau n i tenglam aning o ‘ng tom oniga 
yozamiz. D em ak, qarshilikni dissipativ funksiya orqali kiritish m um kin:

F = — Rq2. 
2

Rasmdagi bog‘langan konturlarga o ‘tganda har b ir kondensator ikki 
qo‘shni kontur uchun um um iydir. B irinchi konturdagi zaryadni q {, 
ikkinchi konturdagi zaryadni q2va h.k. deb belgilansa sistemaning Lagranj 
funksiyasi uchun quyidagi olinadi:

N

L  = ^  -  J j (9* -  Чп+1 f
n=l

+ t /0^, COS yt.

Qarshilik dissipativ funksiya orqali kiritiladi: 

Harakat tenglam alari:

^ \ + - ^ { Я \ ~ ь )  = и о cosy/,

л <7„ + (2<7„ - <Jn-i - Яп+1) = 0. n = 2,3,...,N,

~ { .4 n + i ~ 4 n )  =  ZqN+\-

Yechim

x. =  A e ‘{r,- nv) (4.192)

ko-rinishda izlanadi (har galdagidek, oxirida eksponentan ing  haqiqiy 
qismini chiqarib olish kerak). Ikkinchi tenglam a

-у*А + ± ; (2 - е Чмр- e in* )  = 0 
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ko iin ishn i oladi. Bu esa

7 3ЛС = 4sin2 — 
2

ni beradi. U ch inch i tenglam adan (e lem entar trigonom etrik  almaci. 
tirish lardan so ‘ng):

Z = —  уЛ + 
2

у 2ЛС1-

B irinchi teng lam adan  am plituda topiJadi, b u n d a  biz tenglamanino 
faqat haqiqiy qism ini chiqarib  yozib olamiz:

yoki

1[-У 2Л + ̂ (1 -

Л = ^  
y Л

cos
<P)

y ЛС

= U0 co&(p,

-1

4-bobga mashq va savollar
1. Berilgan Lagranj funksiyalariga mos keluvchi kichik tebranishlar 

chastotalarini toping:

a) L = x2 -  x 2e'- b) L = mx2 kx*
~fx , /  = const;

•2 .2
c) L = - — -  (V cos ал  -  Ғл), V ,F  = const; d) L = —------— .

2 2 Iru-
2. Massasi m va zaryadi e blgan zarra radiusi R bo'lgan vertikal 

aylana ichida oirlik kuchi ta 'sirida harakatlanadi. Aylananing eng quyi 
nuqtasida e zaryad joylashgan. Muvozanat holati va tebranish chastotasi 
topilsin 4.16-a rasm).

3. 4.16-b rasmda krsatilgan siste- 
maning kich ik tebranishlar chastotasi 
topilsin. Muvozanat holatida prujina F 
kuch bilan tortilib turadi va uning uzunlig’ 

/e’m / ga teng.
Ь) 4. Boshlanich t=0 momentda siste-

ma muvozanat holatida (x (0)—0) !‘пС̂  
4.16-rasm. Tebranuvchi , , . /,,r

sisteraalar. tur,bdi (* (°) = 0) deb, quyidagi kuchlar

m
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• rida sistem aning majburiy tebranishini aniqlang. Erkin tebranish chasto-

*Jr*> &
a) F(t)=F0; b) F(t )= F0t- c) F (z )= F 0e-0'; 

d) f (r) = F0 sinm ; e) F ( /)=  F0<f“'sin/J/;

f) ғ ( 0 = Ғое~а' C0SPr-
5 Quyidagi tashqi kuchlar ta sirida tebranish amplitudasining vaqtga 

boHq ravishda o ‘zgarishi topilsin. Erkin tebranish chastotasi: ш , boshlan-

ich shart: * (0 ) = 0:

a) F ( t )  = acosax\ b) F (f) = asintu/; c) F (r) = asin(o;+A );;

6. /=0 momentda muvozanat holatida tinch turgan (л (0 ) = 0 , д:(0 ) = 0 )

sistema R t )  kuch ta’sirida tebrana boshlaydi. Har gal ham t < 0 da F = 0 
deb olib tebranish amplitudasi quyidagi hollarda topilsin (4.17-rasmga 
qarang):

a) 0 < t <T da F (t) = ^  F0, t > T da Ғ = F0;

b) 0< t < 7da F(t)  = Ғ0, / > 7 d a F  = 0;

c) 0< t < Tda Ғ ( /)=  F0t /T ,  t >T  da Ғ = 0;

d) 0 < t < T  = — da Ғ (/) = Fo sinC0/, / >T  da Ғ = 0.
io

F
F,

а) b) d)

4.17- rasm. (6)-misolga oid.

e)

7. Ossillatorga quyidagi kuch ta ’sir qilmoqda: 

Ғ ( ,)  = .
- F  eh 
2 0 ’

/< 0;

I f 0(2-e-b),  t>0.
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"C,,
da ossillatorning energiyasi En = ma2(o2 /2

8. Quyidagi Lagranj funksiyasiga ega sistemalarning barqaror muvozan 
holati va xususiy chastotalarini toping:

Shu kuch ta 'sirida ossillator olgan energiyani toping. A > 0 va t s .

9. Quyidagi Lagranj funksiyasiga ega sistemalarning normal tebranishlarini 
toping:

10. Massalari m va M  ho ‘Igan 2N  zarrachalar 36-a rasmda ko ‘rsatil- 
gandek bikirligi bir xil k  bo ‘Igan prujinalar bilan ulangan zanjir hosil qiladi. 
Sistemaning tebranish chastotalarini toping.

11. 4.18-b rasmning krsatilgan sistemaning quyidagi hollardagi tebra- 
nishlarini toping:

a) boshlang‘ich momentda bir zarrachaning tezligi v ga teng, ikkinchi 
zarrachaning tezligi nolga, ikkala zarrachaning muvozanatdan og‘ishi nolga 
teng;

b) boshlanich momentda bir zarrachaning muvozanatdan og‘ishi a ga 
teng, ikkinchi zarrachaning og‘ishi va ikkala zarrachalarning teziiklari nolga 
teng;

c) Lkkala hol uchun ham bir zarrachadan ikkinchisiga bo‘lgan energiy2 
oqimini toping.

12. 4.18-d rasmning krsatilgan bog ‘langan konturdagi normal tebra- 
nishlami toping.

2 x 2 + 2хў + ў 2 Зх2 + 2>'2 
2 2 ’

•2 - 2  2 2 ">2 
L _ x t + x j  (0l* r  + afe*2

2 2
+aX)X2.

4.18- rasm. 11-, 12- va 13-misollarga oid.



5-bob. N O C H IZIQ LI TEBRANISHLAR

5.1. Angarmonik had x4 boMgandagi tebranishlar

N ochiziqli teb ran ish lar sohasi o ‘ta  m urakkab sohadir. S huning 
ucliun bu sohadan bir necha m isollar bilan chegaralanib qolam iz. 

Quyidagi Lagranj funksiyasiga ega bo ‘lgan sistem ani olaylik:

l = ^ L J sL . ”L ^ .  (5 . 1)
2 2 4

Chiziqli tebranishlardan bu hol o ‘zining oxirgi hadi b ilan  farq qiladi. 
Paydo b o ig an  param etr /J >0 ni kichik deb faraz q ilam iz, bu m ana 
shu oxirgi hadni potensial energiyaga tuzatm a deb qarab m asalani 
yechishga g ‘alayonlanish nazariyasi orqali yondashish im koniyatini 
beradi. Bu gaplarim izni quyidagicha ifodalaylik:

U = U0+ 8U, U0 = - ^ - :  < 5 t / = ^ j c 4; l S t / l « l t / 0 l. (5.2)

Bunday holn i, odatda, kuchsiz nochiziqli tebranishlar deyiladi. 
Harakat tenglam asini yozib olaylik:

х + й$х = ~Рх*. (5.3)

Bu -  nochiziqli tenglam a b o ‘lib uni qandaydir yaqinlashuv usuli bilan 
yechish kerak. T o ‘liq yechim ni

x = Xo + Sx = xq + p x \+  p 2x2 +--- (5.4)

ko‘rinishda qidirish tabiiy b o ‘lib ko‘rinadi. Bu holda tenglam a

хп+а$х<)+ р ( х 1+(1%х[) + р 2Сх2+а$х2)+--- = - Р 4 - З Р 2х&х{ — - (5.5)

ko'rinishga keladi. Hosil b o ‘lgan tenglam aning chap  va o ‘ng to m o n - 
laridagi /5 bo ‘yicha bir xil tartibdagi hadlarini bir-biriga tenglashtirish 
kerak:

^ ,+ o fo )  = 0 ;
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X, + ft^x, = -д^; 

дг^+сф^ = -3*o дг,; (5.6)

Ви qatordagi birinchi teng lam a

3^ +  f t^ %  =  0  (5 .7 )

ning yechim i

x0 = acos(fty + <p). (5 g)

K o ‘rinib turibdiki, x0 ni ikkinchi tenglam aga q o ‘yib, undan  x, ni topish 
m um kin, jt, ni bilgandan keyin qatordagi uchinchi tenglam adan jc ni 
topish m um kin va h.k. B unday yondashishning asosida m asalada kichik 
param etr /3 borligi yotadi, yuqoridagi fikr m asalani shu param etr bo‘yi- 
cha  ketm a-ket yaqinlashuv m etodi bilan yechm oqchi b o ‘lishimizni 
bild iradi.

F ikrim iz sodda va, odatda, m atem atikaning ko ‘pgina sohalarida 
keng q o ‘Uanadigan boMishiga qaram asdan, bizning holim izda u bir jiddiy 
m uam m oga olib keladi. Shu m uam m oni yechish nochiziqli tebranishlar 
sohasida standart b o ‘lib qolgan um um iy m etodga olib keladi.

M uam m oni ko‘rish u ch u n  (5.6) ning ikkinchi tenglam asini olaylik:

■*i ^J-^i = _J4) • (^-9)

x0 ning o ‘rniga (5.8) ni q o ‘yiladi:

-дц,3 =-a'cos*(o)bt+(p) = - — cos[3(ftfc/ + <p)]-^-cos(ftbr + <p) (5.10)

(bu yerda cos3x  =  (3 cos x  +  cos Зх)/4  form uladan  foydalanildi). 
M uam m oga duch  keldik — tenglam aning  o ‘ng to m o n id a  rezonans

had  b o r -3 o 3cos(ft\,r + < p)/4 . A gar shu  h ad n i ten g lam an in g  o ‘ng
tom on ida qoldirilsa, un d a  yechim da vaqt o ‘tishi bilan cheklanm asdan 
o ‘sadigan

t cos(a\jt + (p)
ko‘rinishdagi sekular yoki asriy deyiladigan had hosil b o ‘lishi kerak, 
bu esa m asalaning fizikasiga hech ham  to ‘g‘ri kelm aydi, tashqi ta sir 
b o ‘lm agan sistem ada tebranish  am plitudasi o ‘z- o ‘zidan o ‘sa boshlashi 
m um kin em as. Agar (5.3) ni mx ga ko ‘paytirilsa u
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ko‘rinishga keltiriladi. Bu — energiyaning saqlanish qonun i, undan 
lco‘r in ib  turibdiki, am plituda x(t) yuqoridan chegaralangan va o ‘z- 
o ‘zidan o ‘sib ketavera olmaydi.

Demak, sekular hadni boshqacha tahlil qilish kerak. M uam m oning  
yecliimi quyidagicha. Q aytatdan (5.3) tenglam ani P b o ‘yicha birinchi 
tartibli aniqlikda yozib olamiz:

Oxirgi hadni acos(Gty + <P) = -*o ekanligini hisobga olib, tenglam aning 

chap tom oniga o ‘tkazam iz va uni са х̂ц ga q o ‘shib q o ‘yam iz:

ko‘rinishda yozib olishga to ‘g ‘ri keladi. A lbatta, x 0 endi p  ga bog‘liq 
boMib qoldi, shu sababli u  boshqacha belgilandi, am m o bu bog‘liqlik 

oshkora em as. chasto ta  orqaU kirgan bog‘liqlikdir: x0 = x 0(<u(/?)). Bu 
tenglamaning yechim i (5.8) dan farq qiladi:

^ -co s[3 (< v + < jo )]. (5.13)

Ko‘rinib turibdiki, yangi chastota

(5.14)

hosil bo“ldi. N atijada, x0 uchun  tenglam ani

i0 +<O2i0 =° (5.15)

= acos(<u/ + ̂ ). (5.16)

*o yechimni shunday qayta aniqlaganim izdan keyin x, uchun tenglam a 
quyidagi ko ‘rinishga ega b o ‘ladi:



Bu tenglam aga kelish u ch u n  (5.4) yoyilm ani qay tatdan  bajarishimi2 
kerak, undagi x0 hadn i Jc,, ga va chasto tan i ham  &>0—><y alm ashtirishim i2 
kerak. U m um iy  qoida b o ‘y icha bu tenglam aning  yechim i

з
cos[3(co/ + (p)] (5.18)

32 co 
b o ‘ladi.

D em ak, b irinchi yaqinlashuvdagi um um iy  yechim

Да1 З б а2д:(г) = acvs(ax + (p) + ----- -cos(3cw + 3a>), (о = оҳ,+—— , fs iq\
32(0 8ц ,

ko‘rinishga ega b o ‘ldi.

H aqiqatda ikkinchi hadn ing  m ahrajida (o - xoq deb olish kerak, 
chunki

1 _ 1 1 3 р а 2

(0 2 ЗДя2 atf 4ец}
+ •

yoyilm adan ko ‘rinib tu ribdik i, ushbu alm ashtirish bajarilm asa x, ga 
kirishi kerak b o ‘!gan hadlarn ing  bir qism ini x, ga k iritib  q o ‘ygan bo‘lib 
chiqam iz. Shu m ulohazan i fikrda tu tib  b irinch i tartib li aniqlikdagi 
yechim

x(t) = acos((Ot + (p) + -^-rC 0s(3(0t + 3(p), co = ( th + ^ ^ —. ^ 20) 
32(otf 8ц , к 1

deb olinadi.
O lingan natijadagi ikkita m uhim   zgacha xossalarni aytib o ‘tish 

kerak.
B irinchidan, chiziqli sistem alardan farqli o ‘laroq nochiziqli sistema- 

ning tebranish  chastotasi (5.14) tebranish  am plitudasiga bog‘liq bo‘lib 
chiqdi.

Ikk inchidan , yech im da yuqori chastotali tebranish  — yuqori gar- 
monika  — hosil b o ‘ldi. U larn ing  yana bir nom i — kombinatsion chas- 
totalar. U m um iy  m etodga o ‘tkanim izda ko ‘ram izki, bu ikkita alohida 
xossa nochiziqli teb ran ish lar uchun  um um iy b o ‘lgan xossalardir, har 
keyingi yaqinlashuv hisobga olinganda chasto tan ing  o ‘zgarishi yana 
ro ‘y beraveradi va tu. ± a> qoida bo ‘yicha (bu yerda mtj — avvalg'
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. t o c h n v la r d a  hosil b o ‘lgan chastotalar) yangi kom binatsion chas- jggt*  boMaveradi.

5. 1- rasm. (5 .2 0 ) ning grafigi: punktirli chiziqlar co va 3<o chastotali 
tebranishlarga raos keladi, uzliksiz chiziq esa to ’liq yechimga raos keladi.

5.2. Umumiy metod

Ko‘rib chiqqan m isollarda kuchsiz nochiziqli tebranishlarning bir 
necha asosiy xossalari bilan tanishdik. Shu m isollarni um um lashtirib  
ma’lum bir m etodga kelish m um kin. U m um lashtirish yo‘llari bir necha 
ular ichida boshqa ko ‘pgina m etodlarni o ‘z ichiga olgan va barkam ol 
deb hisoblangan B ogolyubov-Krilov m etodini o ‘rganamiz.

Bizga

x + ojfix = ef(r,x ,x)  (5.21)

ko‘rinishdagi teng lam a berilgan b o ‘lsin. Bu yerda e — m asaladagi 
kichik param etr, f ( t ,x ,x )  — o ‘z argum entlarining funksiyasi. K ichik 
parametrning mavjudligi gap kuchsiz nochiziqlik haqida ketayotganidan 
dalolat beradi. Y echim ni

N
л: =  a c o sy / + ^ е" .(гп(я,ул) +  0(£ ,v+l) = дг0 + £ * , + £ 2x2 +  ••• ( 5.22)

Я = 1

koiinishda qidiram iz' (x0= a cosy) .  A w algi paragraflardagi m isollarda
ko rdikki, yuqori tartiblarga o ‘tganda tebranish  chastotasi va garm oni-

arning am plitudalari o ‘zaro bog‘liq b o ‘lgan m urakkab funksiyalarga 
aylanadi.

' Eslatib ketaylik, о ( е л+ |) ifoda e -> 0 limitda o ( e ,v+l) / e N+l = const 
ekanligini bildiradi.
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M asalan,

V' = e y  + (£V'1+ £ V 2 + — )'+<P. (5.23)
bunda •P — topish  kerak b o ‘lgan funksiyalar, q> — boshlang‘ich faz 
Shuni nazarda tu tib , (5.22) dagi kattalik lar quyidagicha ta ’riflanad^

—  = еД  + е 2Л2 + ••• =
/1=1

(5.24)

v
= сц, +£!/', + e V 2 + -  = ^  + ^ £ > n(fl) + ° ^ Ar+1). (5 25)

л=1

H osil b o ‘lgan jc„ , A„,y/„ funksiyalar shunday  tan lan ib  olinishi kerakki 
(5.22) orqali aniq langan funksiya (5.21) tenglam aning  yechimi blib 
chiqsin . (5.22) form ulaga aham iyat berilsa hisoblash davomida vaqt 
bo ‘yicha hosilani a va 4/  b o ‘y icha hosilalarga o ‘tkazib olish qulaydir. 
M urakkab funksiyaning hosilasiga tegishli zanjir qo ida bo ‘yicha:

d x  _ d a  д x  +  d y /  д х  

d t  d t  д a  d t  д у /
(5.26)

(5 .21 ) teng lam aga  q o ‘yish u ch u n  x(a ( t) ,y ( t) )  n ing vaqt bo‘yicha 
ikkinchi tartibli hosilasi kerak:

d l x  d  

d t 2 d l

'  d a d x  d y /  д х  

d l  д а  d l  d i f /

d 2a  д х  +  d 2\f/ д х_  +  

d t 2 д а  d t 2 d y /

( d a  f  д 2 х  ! f d \ j /  Y  д 2 х   ̂ ^ d a  d y /  д л х
(5.27)

y d t  J  д а 2 d t  J  д у / 2 d t  d t  d a d i f /

Bu yerda hosil b o ‘lgan d va 4/  lar ham  m os holda quyidagi ko‘rinishga 

keltirib olinadi:

d 2a  _ d a  d  d a  _ d a  \ Г ^  d A „ ( a )  _  д  ^ W l  +  0 ( £ 3 ):

d t 2 d t  d a  d t  d t  d a  1 d a  /»=1

d 2V  _ d a d _ d y _  _  ^ - ( f l )  _ с 2 д  dxj/^a) , 0 {с з
d t2 dt da dt dt ■“  da 1 da

(5.28)

(5.29)
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(5.21) tenglam aning chap  tom on in i to ‘Iiq ravishda кегяИ- ь  « • ■ L
kdtirish uchun yana b ir necha hosiialarni h isob lay lS  '  ё "
aniqlik bilan chegaralanam iz: layiix. U larda ham  e2

дл дх,- -  ̂1 1 ЭЛл—  = cosy/ + e —J'- + e 2—1 + ... 
да да д a

дх дх, 2 дх-,- — = -as iny/  + e —-!- + e ~  + - 
ду/ ду/ ду/

д 'х  д2х, 2 д2х2
,- = £ — ~ + е 

да д а да

Э2;
- —r  = -a  cosxu+e 
ду/ ду/

d2*i , „2 д2х2+е  — *- + •.. 
2 ду/

д ' х  . 3 2x, -, Э2л-, -------= - s in y  + £ —-■ J  + £2 2-  o...r  ic  — т с  ■ -t■ ■ •. (5.30)
____  ду/аа ду/да ду/да

Agar е bo ‘yicha kvadratik had lar bilan chegaralanilsa (5.21) teng- 
lamaning chap tom oni quyidagi ko ‘rinishga keltiriladi ( (5 .2 7 ) da aw al 
koeffitsiyentlarning, keyin esa x  ning a va y/ b o ‘yicha hosilalarining 
yoyilmalari q o ‘llaniladi):

..2 д2х
' J ?

Э2
Ч + л —ду/ даду/

+ е~ д2х dA, Эл

д1 02дг ^ л дх
ду/ da ду/

ff iacosy/ + ex, + е2х2 + -- = е ж 2 ( Э2л, )

*Ч '2 + Х ' J
+е д х2

Y ~ i +X2 + 2^ ( а т т + У | - 4 ) +dy/z ду/да ' д у / 2 I

.+

riy mexanika

f  dA
A - ~ - a y / 2 -2acoy/

1 da l 0 2

129

\cosy/



а А — - + 2Ау/ + 2(0 А siny/ + ■■• 
i da 1 1  0 2

dy/ 
п  А ___ L

V /

dy/

(5.3

(5.21) tenglam aning  chap  tom on i to ‘liq ravishda yangi o ‘zgaruv- 
chilarga o ‘tkazilib kichik param etr b o ‘yicha kvadratik aniqlikda qatorga 
yoyilib hisoblab chiqildi.

T englam aning o ‘ng tom oni ham  £ b o ‘yicha m os keladigan aniqlikda 
qatorga yoyilishi kerak:

A ham iayat bering, tenglam aning  chap  va o ‘ng tom onlaridagi qator- 
lar £ ning birinchi darajasiga proporsional had lardan  boshlanadi. Bu 
tabiiydir, (5.22) ga qarasak, x0 hadning ko ‘rinishi maMum deb olingan. 
Q ilishim iz kerak b o ‘lgan ish (5.31) va (5.32) ifodalardagi £ n ing bir xil 
darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni b ir-biriga tenglashtirish. £ bo ‘yicha 
birinchi tartibli hadlarn i b ir-b iriga tenglashtirilsa x, ni aniqlash uchun 
differensial tenglam a olinadi, e 2 ga proporsional hadlarni tenglashtirilsa 
x, uchun  differensial teng lam a olinadi va h.k. B itta savol qoladi — A(. 
va i//2 lar qanday aniqlanadi? U lar resonans hadlar b o ‘lmasligi shartidan 
top ilad i. B irinch i b o sq ich d a  (£ b o ‘y ich a  b irin ch i ta rtib li hadlarni 
o linganda) A, va y/, koeffitsiyentlar rezonans hadlarn ing  b o ‘lmasligi 
s h a r tid a n  to p ila d i, x, h ad  4/  b o ‘y ich a  d iffe ren s ia l teng lam an ing  
yechilishidan topiladi.

Ikkinchi bosqichda bulam ing ham m asi (5.31) formuladagi £ 2 oldidagi 
to ‘g‘ri qavsning ichidagi ifodaga qo‘yiladi. N o m a’lum lar bu bosqichda 
Aj, y/2 va x2 bo‘ladi. A^, y/, lam i yana rezonans hadlar bo‘lmasligi shartidan 
topiladi, natijada, x2 uchun o ‘ng tom onidagi ham m a hadlari aniqlangan 
differensial tenglamaga kelamiz. Buni misollarda ko‘rganimiz yaxshidir.

solishtirishni osonlashtirish  u ch u n  u  yerdagi kichik param etr Р ning 
o ‘rniga £ olinadi:

e f (x ,x )  = £ f (x 0+£xl + - , x 0 + ex] + --)  = £ f(x 0,x0) +

(5.32)

5.2.1. Angarmonik ossillator: 8U =m£x4.

5.1 qism da ko ‘rgan m isolga qaytib kelaylik. U m um iy  m etod  bilan

130



х + й$х = - £ Х 3. (5.33)

f(x .x) = - e ( x 0 + e x l + - f  = -£*о - З е 2Ло*, +••• (5.34)

f ( x , x )  = - £ x 7'.

k0‘rinishga keladi. Endi (5.31) dagi e ning birinchi darajasi oldidagi 

hadni (-*o = - « ’co sV ) ga tenglashtiram iz:

Agar o ‘ng tom ondagi sin y/ va cosy/ hadlarn i yo ‘q qilm asak tengla- 
maning yechim ida t cosy/ tipdagi rezonans had lar hosil b o ‘ladi. 
Tashqi kuch ta ’sirida b o ‘lm agan sistem a uchun  bunday  hadlarning 
hosil bo‘lishi m um kin em as, bu  A, va y/, uchun  shartlarni beradi.

Ulami olish uchun  cosV = (3cosi// + eos3i//)/4 form uladan  foydalanib, 
tenglamaning o ‘ng tom oni (5.35)

Э2*, 2 , ч  За3 ,
— -*-+ * , = —  (/*1s.n y / +  f ly / ,c o s y / ) -  — c o s y /------- - cos 3i// (5 .3 6 )
Эу/' Ц) 4сц; 4ci\f v ’

ko‘rinishga keltiriladi. D em ak, rezonans hadlarning hosil b o ‘lm aslik 
shartlari

ifodalarni beradi. Bularning ikkinchisi yangi chasto tan i beradi:

(5.37)

= СЦ, +£!//, = % + = co. (5.38)

^atijada лг, uchun tenglam a

ko‘ri

(5.39)

rinishni oladi. U ning  yechim i
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х, = ----- -соьЪу = ----- -cos(3<», + 3(jp).
32cufi; 32coa

3 3

Y ana qay ta tdan  (5.20) yechim ni olindi.
E nd i x2 ni topishga kirisham iz. B uning u ch u n  (5.31) va (5 3^  

fo rm ulalardan  foydalanish kerak. '
N atija:

( Ъгх2
Эу/2 +Л2

dy/ 1

+ 2<Чз
Э2д
Эу/Эя Эу/ +^A  ~^a0W i  jcosy/-

- J ^ ,  ^ -  +  24,^1 + 2<«*A j sinV = -ЗлЙ *. (5.41)

xg, x, , A, va V' | larning o ‘rniga tegishli ifodalam i q o ‘yib, tenglama 
soddalashtiriladi:

Э дг2 2/4, • o+ д:2 = — -siny/ + —  
%  C^

2сц,у2 +
15 d

128соь
COSl// +

21a ,  3a3 
+ --------- c o s 3 i / / - —;— jC os5v /.

128a£ 128й)ь

R ezonans hadlarn ing  y o ‘q b o ‘lish shartlari:

A2 = 0, y/2 = -
15a

256<ц}

N atijada x, u ch u n  quyidagi tenglam a qoladi:

Э л:2 21« ,  За
---- f  + x2 = -------- cos Зу/----------
ду/ 128ffib4 128ct^

U ning  yechim i:

(5.42)

(5.43)

(5.44)

21a3 ,  За 
л:2 = ---------- - cos Зу/ + ——— j  cos 5y/.

1024cuf 1024cctf
(5.45)

B ajargan ish im izn i yig‘ib chiqaylik . e 2 an iqlikdagi top ilgan  yechif11-



x(t) = a cos v  + cos + ,q2 ^ 4  ( - 2 1  cos + 3 cos 5^). (5 .4 6 )

Tebranish chastotasi:

Biz yana bir m arta  kom binatsion chastotalarning (yuqori garm oni- 
kalar) hosil bo‘lishi va chastotaning am plituda va m asaladagi param etrga 
bogMiq bo ‘lib siljishi hod isa larin i t a ’kidlab ketaylik. Bu hod isalar 
nochiziqli tebranishlar uchun  hos b o ‘lgan hodisalardir.

5.2.2. Angarmonik ossillator: 8U = m ex3.

Yuqoridagi m etodni

tenglamaga qo ‘llaylik. M etodning m ohiyatini m a ’lum  darajada tushun- 
dik deb uning ustida o rtiqcha to ‘xtalib o ‘tirm aym iz.

Bu gal ham  m asala e 2 an iq likda yechiladi. T eng lam an ing  o ‘ng 
tomoni:

Tenglam aning o ‘ng to m o n id a  cos V  = ( l+ c o s 2 y 0 /2  alm ashtirish
ajaramiz va rezonans (sekular) had larn ing  y o ‘q qilish  shartlarin i 

topamiz:

X +  (Oq X =  - £ X (5 .48 )

- E f ( X , X )  =  - £ { X 0 +£X[ + - )2 = -£X %  - 2 £ 2 Х0 Х } +  ■■■. (5 .49) 

Binnchi yaqinlashuv tenglam asi:

Л, = 0 , = 0 . (5 .5 1 )

Yakuniy tenglam a:

(5.52)
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Bu te n g la m a n in g  y ec h im i:

*2 я 2 ,Xy = ------ -  + — -cos2y/, VA = ftJb? + <P-
2fttf 6fttf (5.53)

U shbu tartibda chasto ta  o ‘zgargani y o ‘q, chunki = 0 . Keyingj 
tartibli had  uchun  teng lam a ( (5.51) hisobga olindi):

<Ч)
д2х2
д у

i + x2 = 2a(OtfJt2cos\l/+ 2a\)A1 sin\i/-IxqX^ (5 54^

Bu yerga x0 va x, lam i q o ‘yib keraklicha soddalashtiram iz:

д2х-,
ду/

f  + x2 =
2 a 5a 
— V2 + — Г 6 ft^

2 . a3
COSI// + ----A ,Siny/------- jC0S3v/. z'? cc\

ft% 6«£

R ezonans hadlarn ing  yo ‘q b o ‘lishi shartlari:

л п 5aA2 = 0 , 4/ 2 = -  3
12a^

(5.56)

(5.55) ning yechim i:

x-, =  - cos Зу/. (5.57)

Shunday qilib, harakat tenglam asi (5.48) b o ‘lgan sistem aning f  
aniqlikdagi tebranishlari top ild i:

a2 ea2 e Vx = acosy / -E  - 2 + 2 cos2v/ + ----- - cos3i//, y  =
2&b 48ftJb4

5a £ 
« b — -  - 3 12сцз

t+<p.

(5.58)

5.2.3 M ayatnik

M atem atik  m ayatn ikning  an iq  harakat tenglam asini o ‘z vaqtid3 
keltirib chiqargan edik ( (1 .1 0 5 ) va (1.111) tenglam alarga qarang)- 
yerda o ‘sha tenglam ani

3 c + y s in x  =  0 (5-59)
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ko‘rinishda yozib olinadi (qulaylik uchun <р->л- alm ashtirish bajaril- 
(ji) Kichik argum ent uchun o ‘rinli boMgan

sin x  =  j: -----+  •
3!

y o y ih n ad an  foydalanib (5.59) ni

Jc+ а^л2- = ^ - * \  m2 (5.61)

ko‘rinishga keltirib olinadi. Agar o ‘ng tom ondag i kubik hadni tashlab 
yuborilsa m ayatnikning (chiziqli) garm onik tebranishlari tenglam asining 
o‘zi olinadi. 0 ‘rganilayotgan ho lda b irinch i angarm onik  had kibik 
had ekan. K rilov—Bogolyubov m etod in i shu tenglam aga q o ‘llaylik.

M etodni q o ‘llash u ch u n  nochiziq li hadn i k ich ik  tu za tm a  deb 
qarashimiz kerak. ya’ni

e f (x ,x )  = °^ х \  
6

(5.62)

Bu yaqinlashuv hatto  * = 30° (x = 0.5236rad) b o ‘lganda ham  ju d a  yaxshi

yaqinlashuv bo ‘ladi: ( * - x3/6)-sin jc  = 0 ,4997-0 ,5  = 3 Ю”4.
Agarda bu yaqin lashuvning  aniqligi yetarli boMmasa sinusn ing  

yoyilmasidagi keyingi hadni ham  hisobga olish m um kin.
Shulami hisobga olib (5.61) ni yechishga o ‘taylik. Yechim  yana

(5.22) ko‘rinishida izlanadi. Birinchi tartibli tuzatm a uchun (5 .31) asosida

% = 2а^Л, siniy  + 2а<иьу/, cosiу  + ° ^ a - cos V-
6

tenglama olinadi. D em ak,

д = o, i//-, = .
1 1 16

x' Uchun tenglam aning ko ‘rinishi esa

(5.63)

(5-64)

+ x, - — cos3u/. 
1 24 r (5.65)

Shunday qilib, m atem atik  m ayatnik uchun  birinchi nochiziqli had 
^ g a  olinsa
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а
х = acosiу ------ cos3i//, цг = с%

1 а 2Л
1 -  —

16
t + (p

yechim  olinadi. K o‘rinib turibdiki, m ayatn ikning  chastotasi kamaydj 
teb ran ish  davri esa o ‘sdi:

7- = - ^ Ц -  = Г0(1+ Д
1_ £ _  16 (5.67)

16

Shu yo ‘l b ilan  keyingi hadlarni ham  topish  m um kin.

5.2.4. So‘nuvchi tebranuvchi mayatnik

M ayatnik  ishqalanish bor bo ‘lgan tashqi m uhitda harakat qilayotgan 
b o ls in . Bu holdagi chiziqli tenglam a (4.58) k o ‘rinishga ega edi. Umu- 
m iy ho lda  uni

'x+2A.x+a$ sinjr = 0 (5.68)

tenglam aga alm ashtirish kerak, bu  yerda yana a$ = g/i. Tenglamada 
yana (5.60) yaqinlashuvga o ‘tilsa

'х + а $ х = -2Х х+— л3 (5.69)
6

teng lam a olinadi. Ishqalanish kuchli h ad n i o ‘ng tom onga o ‘tkazish 
bilan uni ham  kichik tuzatm a sifatida ko ‘rm oqch i ekanligim izni ayt- 
m oqch im iz . B uning sababi (4.4) paragrafdagi m uhokam adan  kelib 
ch iqadi, u yerda k o ‘rgan edikki, agar ishqalanish  koeffitsiyenti katta 
b o ‘lsa, harakat tebranuvchan  em as, tez so ‘nuvchi b o ‘ladi. Shunday 
qilib ,

e f (x ,  x) = -2Xx+ ^ - х 3. (5.70)
6

T englam aning o ‘ng tom onin i to ‘g ‘ri ochib chiqish u ch u n  (5.22), (5.24) 
va (5.25) form ulalarn i q o ‘llash kerak:

x = a cosyA + sx, + e 2x2 +•••; 

x = dcosy/ -  ay/ s \ny/+ exi + ■■■ =
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= -aft^siny/ +  £(A, cosvz-ay/,  siny/ + i | ) - - - . (5.71)

Hndi f / ni ЯаЮГ8а V°yish m um kin:

e f ( x , x )  = £ /(« co sy /,-u a^  siny/) +

+£ * х Л
дх 1 Эд:

дх, )
А, cosy/ -  яу/, sin у/ + а)ь —L 

о у/
(5.72)

Bu yerdan birinchi tartibli had sifatida

a3ft^
e f  (acosy/,-aft% siny/) = 2aAffib siny/ + ' -cosV

6
(5.73)

ifodani olish kerak. N atijada, b irinchi tartibda quyidagi tenglam aga 
kelinadi:

' д \
Эу/

- + дг,
2

= — (eAt + Яа) sin y/ +
2а

-----V ^i+ vесц, 8
cosy/ + —  cos3y/. (5 .74)

R ezonans hadlarning y o ‘q bo ‘lishi shartlari:

eA  = -Я а , ey/, = ------- - .
1 1 16

(5.75)

Shuni ta ’kidlash kerakki, k o ‘rgan m iso llarn ing  ich ida b irinch i 
marta A{ koeffitsiyent n o ldan  farqli b o ‘lib chiqdi. B uning m a’nosin i 
tushunish qiyin em as — A t koeffitsiyent nolga teng  b o ‘lganda teb ra - 
nish am plitudasi b irinch i ta rtib d a  o ‘zgarm asdan qoladi. S o ‘nuvchi 
tebranishlar uchun  esa am plitudan ing  nolga intilishi kerakligi tu sh u - 
narlidir.

Topilgan koefiltsiyentlardan a va y /uchun  tenglam alarga o ‘taylik:

Ulaming yechim lari:

da . dv/ a 2ft>,—  = -Яа; —  = (Or,-----
dt dt ^  16

(5.76)

a = a0 ехр(-Яг). y/ = ftty + ̂ - (ехр(-2Я/)-1)+<р, y/(0) = cp. (5.77)

Bularni x  uchun  ifodaga olib borib q o ‘yiladi:
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дг = «о ехр(-Лг) cos <j cô + <P\ (5.78)

T ebranish  am plitudasi vaqt o ‘tishi b ilan  nolga in tilm oqda, tebranish 
fazasi m urakkab funksiya b o ‘lib, vaqt o ‘tishi bilan u <<v + <p ifodao 
in tiladi.

5-bobga mashq va savollar

1. K inetik energiyaga quyidagi angarm onik tuzatm a 8T  =
2

kiritilganda garmonik tebranishlarning zgarishini toping.
2. Quyidagi tenglama bilan ifodalanadigan

л:+ л  = £(1—д:2)д:

va Van-der-Paul ossillatori deyiladigan sistema uchun birinchi yaqinlashuvdagi 
tebranish amplitudasi va chastotasi topilsin.

3. Quyidagi tenglama uchun birinchi tartibli yaqinlashuvda yechimni 
toping:

'x+c$x = £ ( \ - x 2)x+£x*.



6-bob. QATTIQ JISM  HARAKATI

6.1 . Dinamik o ‘zgaruvchilar

6.1-1- Koordinata o‘qlarini taniash. Burchak tezlik'

M exanikada qattiq j ism  deganda uning m oddiy nuqtalari orasidagi 
masofa o ‘zgarm as bo ‘lgan sistem a ko‘zda tutiladi. A lbatta, bu m a’lum  
bir darajadagi yaqinlashuv, uning q o ‘llanishi tezlik lam ing kichikligi 
bilan bogiiq- Q attiq  jism ning  harakati haqida gapirganda uni yoki 
diskret moddiy nuqtalardan iborat sistem a, yoki uzliksiz m uhitli sistem a 
deb qaraladi.

Qattiq jism ning erkinlik darajalari soni 6 ga teng. Buni quyidagicha 
ko‘rish m um kin. Jism  N  ta  m oddiy  nuq tadan  iborat b o is in . U larning 
erkinlik darajalari soni 37Vga teng. Shu nuqtalarning bir to ‘g‘ri chiziqda 
yotmagan ixtiyoriy 3 tasini tan lab  olinadi, u larning orasidagi m asofa- 
laming o‘zgarmaslik shartlari soni 3 ga teng. Qolgan N — J t a  nuqtaning 
har bittasidan shu u ch ta  nuq tag ach a  m asofa larn ing  o ‘zgarm aslik  
shartlari 3(N  — 3  ) ta  b o ia d i. D em ak, sistem aning erkinlik darajalari 
soni 3N  —3 — 3 (N  — 3  )= 6  ga teng ekan.

Buni soddaroq qilib aytish ham  m um kin — jism  ichidagi bir to ‘g‘ri 
chiziqda yotm agan ixtiyoriy uchta nuqtani tan lab  olish uchun  6 ta  
umumlashgan koordinatalarni aniqlash yetarlidir, qolgan N  — 3  ta 
nuqta m asofalarning o ‘zgarm aslik shartlari orqali aniqlanadi.

Keyingi form ulalarda, odatda, qattiq  jism ni diskret m oddiy nuqta- 
lardan iborat b o ig a n  sistem a deb ko ‘riladi. Q attiq  jism ni uzliksiz m uhit 
sifatida qarash uchun  diskret m oddiy n uq talar b o ‘yicha y ig in d ila rn i 
(ular uchraganda) shu q a ttiq  jism n in g  hajm i b o ‘y ich a  in tegralga 
quyidagi sodda qoida b o ‘yicha alm ashtirish yetarli:

Yjna -» j  d 3x p ( x , y \ z \  (6 Г)
a V ’

bunda a — w^m assali nuqtan ing  nom eri.
Q attiq jism n in g  h arak a tin i o ‘rganish  u cb u n  ikkita k o o rd in a t 

_  emalarini kiritish m aqsadga m uvofiqdir. U larn ing  biri laboratoriya

^obni o‘rganishdan oldin ilovadagi vektorlar bilan ishlash qoidalari bilan 
msh'b chiqish kerak.
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sistem asi b o ‘lib, un ing  o ‘qlari katta  harflar b ilan  belgilanadi —
Z  Ikkinchisi — shu  qattiq  jism  bilan m ahkam  bog‘langan

sistema’

X/

6.1- rasm. Qattiq jism koordinatlari.

un ing  o ‘qlarini x, y ,  z  deb belgilanadi. Bu sistem aning boshin i jismning 
inersiya m arkazida joy lash tirish  qulaydir.

0 ‘qlari x, y ,  z  b o ‘lgan sistem a shu qattiq  jism  bilan birga harakatda 
bo ‘ladi. H arakatdagi sistem aning koordinat boshi q o ‘zg 'alm as sistemada 
R  rad ius-vektor orqali ifodalansin.

Q a ttiq  jism n in g  ix tiyoriy  b ir n u q tasi o lin a d i, q o ‘zg ‘alm as va 
q o ‘zg‘oluvchan sistem alarda uning  radius-vektorlari m os ravishda r va 
r' b o ‘lsin (6 .1-rasm ga qarang). K o‘rinib turibdiki

r  = R + r'. (6.2)

Jism ning cheksiz kichik siljishini ko ‘raylik. Bu siljish ikki qismdan 
iborat b o ‘ladi: b irin ch is i -  b u tu n  b ir jism n in g  o ‘z -o ‘ziga parallel 
k o ‘chishi, bu — jism ning  inersiya m arkazining ko ‘chishi dR  orqali 
hosil b o ‘lgan qism i, ikkinchisi -  jism ning  d  <p bu rchakka buralishi 
natijasida hosil boMgan qismi:

dr = dR + d r '= dR + [d(pr']. (6.3)

Bu tenglikning ikkala to m o n in i dt  ga b o ‘lsak va

v = * .  V = ^ .  Q = ^ i  
dt dt dt

(6.4)

fo rm ula la r orqali k o ‘rilayotgan nu q tan in g  q o ‘zg‘alm as sis tem adag i 
to ‘liq tezlig i, jism  inersiya m arkazin ing  shu  sistem adagi tezligi va 
jism ning  burchak tezligi Q  larni kiritilsa, tezlik lar orasidagi munosabat 
olinadi:

v = V + [£2r'].
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lldrita koordinat sistem asini kiritishning qulayligi endi tushunarli 
__ jjsm ning ixtiyoriy harakatin i uning inersiya m arkazining o ‘ziga 

bo ej ^ ‘chishi x  inersiya m arkazidan o ‘tgan o ‘q atrofida aylanishi 
f f q a r a s h  m um kin ekan.

Oattiq jism ning inersiya m arkazi sistem asiga o ‘taylik. Bu holda 
‘ bo‘yicha jism  nuqtasining chiziqli tezligi un ing  burchak  tezligi

.. „ v = [Qr'] form ula orqali bog‘langan
jCoordinat boshi 0  ni va o ‘qlarni tan lash  ixtiyoriydir, jism ning 

I ^rilanm a harakat tezligi yangi sistem ada albatta, o ‘zgaradi. A m m o 
burchak tezlik  esa b u n d a  o ‘zgarm aydi. S h u n i k o ‘rsa tish  u ch u n  
qo‘z°‘luvchan sistem a boshini a  vektorga ko‘chiram iz:

(6.6)

r = R + a + r ,, (6.7)
Bir tom ondan 

ikkinchi tom ondan
r = R ,+ r,. (6.8)

Bunda R, yangi koordinat boshi 0 ,  ning O ga nisbatan radius- 
vektori, r, -  nuqtan ing  O, ga nisbatan  radius-vektori. Jism  ilgari- 
lamna + aylanm a harakat qilganida tezliklar uchun

v = V + [Qa] + [Qr,] (6.9)
va

V = ¥,+[«,*■,] (6 . 10)

formulalar hosil b o ‘ladi. Bu yerdan  ko‘rinib turibdiki, V ,= V  + [Qa] 
va n  =  Q (, ya’ni, jism ning burchak  tezligi koord inat sistem asini tanlab 
olishga bogMiq em as ekan . D em ak , b u rch ak  tezlik  jism  ay lanm a 
harakatining haqiqiy xarakteristikasi ekan. O datda, harakatdagi sistem a 
boshi jism ning inersiya m arkazida olingan deb qaraym iz.

6.1.2. Inersiya markazi. Impuls 

Qattiq jism ning toMiq massasini deb belgilaymiz. Inersiya
u

^arkazining ta ’rifi b o ‘yicha
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£яш4 И и /
т а (6.11)

U zliksiz sistem a u ch u n

R = J  d 3r p (r )r ,
w v (6.12)

bunda V -  jism n ing  hajm i. Agar O' n u q ta  jism ning  inersiya тагкяу н 
joylashgan b o ‘lsa a

У  mr '  = 0
r  (6.13)

b o ‘ladi. UzUksiz sistem a uchun  bu tenglikni

f< /V p ( r ') r  = 0
l  (6.14)

k rin ishda yozib olish m um kin.
B undan  keyin  h am m a fo rm ulalarn i d iskret ho lda yozaveramiz 

uzliksiz holga o ‘tish qiyin em asligini ko ‘rdik.
Im pulsga kelaylik. Im puls additivlik xossasiga ega ekanligidan

P  =  Y ,m« v a = Z w«v  +  Y j 11* [Q  r 'U ] =  m V  +  [n  r 'a ]• (6.15)
a a a a

Shtrixlangan k o ord ina t boshi inersiya m arkazida b o ‘lsa, ikkinchi had 
yana nolga teng  b o ‘ladi:

P = mV. (6.16)

Y a’ni, koo rd inat boshi inersiya m arkazida o linsa, jism ning  ilgarilanma 
harakatin i o ‘rganganda uning bu tun  m assasini b itta  R  radiusli nuqtada 
joylashgan deb qarash m um kin ekan.

6.1.3. Impuls momenti

Im puls m om en tin i yozaylik:

м  = k vn]=  [rav ]+ L mfl [ r« [Q rfl]]- (6.17)
a a a

Agar harakatdagi sistem aning koord inat boshi jism ning inersO3 
m arkazida b o ‘lsa, yana birinchi had nolga teng  b o ‘ladi:

M = Xma[ra [£2ra]]. (6.18)



g u yerda radiusni shtixlab belgilanm aym iz, form uladagi radius- 
I jar inersiya m arkazi sistem asida olinganligini esdan chiqarilm asa 
VC*ldi Inersiya m arkazi sistem asida hisoblangan im puls m o m en ti, 
b« ,a jism ning  xususiy m om enti deyiladi. U m u m an  esa im puls 
°  menti bir qiym atli aniqlangan kattalik em as.
01 K o 'rin ib  tu ribd ik i, um um iy holda im puls m om enti va burchak 

zligining yo ‘nalishlari m os tushm as ekan.
6 (6.18) form ulani (A.36) asosida ochib  chiqaylik (zarrachaning  

nomeri va vektorning indeksini adashtirm aslik  uchun  zarrachaning

nom erin i kerakli joy larda qavs ichiga olinadi a ->  (a) ):

[гя [^ ,iru ]],■ = £ i j k raj [ Я Г« ]* = £ i jk£ k l mr( u ) j Q Г(а)т ~  Ц 'Га _  r(a )i^  Га (6 . I 9)

Buni (6.18) ga olib borib q o ‘yamiz:

-  J j n .  (Цга -  г( а ) №  ' га )• (6.20)
a

Bu formulani vektor ko ‘rin ishda ham  yozib olish m um kin:

M = £ m u[Q (r„ r„) - r„ (£2 ru)]. ^  2 l )
a

(6.20) form ulani yana bir ko ‘rinishga keltiraylik:

M j  -  I j j Q j t  I j j  — ^ '! Па (^уГа — r( a ) i r( 4 ) j  )■ (6 .2 2 )
a

Bunda paydo b o ig a n  yangi kattalik /. inersiya tenzori deyiladi, uni 
alohida keyin o ‘rganam iz.

6 .1 .4 . Kinetik energiya

Jismning kinetik  energiyasiga o ia y lik , uni hisoblaganda ham  hara- 
katdagi sistem a boshi inersiya m arkazida joylashgan deb olam iz:

W : T  = \  V2 = i  2 > „  (V2+2 V ■ [Q r(l ]+ [ a  ra f ) =
a a

1 ж,2 1 V  Г|"» i2 (6.23)
= 2 + ^ f г° ] ’

a

chunki (vektorlarning qo ‘shm a ko‘paytm asi qoidasi (A.31) ni q o ilan sa) 

£ m aV [Q r J  = [VQ]£mara =0. (6 24)
a a
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1
Kinetik energiya u ch u n  form uladagi b irinchi had jism ning  iigarj 

lanm a harakat kinetik energiyasi. Ikkinchi had Ilovadagi (A.32) formm 
yordam ida soddalashtiriladi:

\ [Qra ]2={ “ (Q  r° )2 ]=
a a

= \ -  r(u),Q r j  = lQf/,;Q/> (6 25)
a

D em ak, kinetik energiya ham  inersiya tenzori orqali ifodalanar ekarr

r = I WV 2+ lQ,/,A .. (6-26)

Yana bir m arta  ta ’kidlab o ‘taylik, b irinch i had ilgarilanm a harakat 
kinetik energiyasi bo‘lsa, ikkinchi had aylanm a harakat kinetik energiyasi 
b o ‘ladi.

Inersiya tenzo rin ing  fizik m a ’nosi m ana shu form uladan ko‘rinib 
turibdi: birinchi hadga kirgan inert massa jism ning ilgarilanm a harakatga 
n isbatan  inertlig in i b ild irsa inersiya tenzori shu  jism n in g  aylanma 
harakatga nisbatan  inertligini b ild irar ekan.

Q attiq  jism ning  Lagranj funksiyasiga kelinsa uni

1 V2 1 

k o ‘rin ishda yozib olish m um kin.

6 .1 .5 . Inersiya tenzori

Biz im puls m om en ti va k inetik  energiya tu shunchala rin i qattiq 
jism ga tatb iq  qilganim izda inersiya m om enti (tenzori) tushunchasini 
kiritgan edik. Bu ju d a  m uh im  tu shuncha  b o ‘lib, uni alohida o ‘rganish 
m aqsadga m uvofiqdir. Inersiya tenzori ta ’rifini yana bir m arta  yozib 
olam iz:

!u = (S’>r“ ~ rw rwJ  )• (6.28)
a

M uhokam a qilingan qoida b o ‘y icha uzliksiz m uhit uchun

hj = \  d *rр (г ) [8 ^ 2 - r f j ) .  (6.29)
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*  >ritga asosan, inersiya tenzori jism  ichidagi m assa taqsim otining
* w ristikasi ekan. Bu -  har bir jism ning ichki xarakteristikasi. Uning

S p « nentalarini ° Chib y° ZayUk:

(7 „ h i 1.3 '

h \ l 22 /23 —

h\ h 2 /ЗЗ

1

2 " а(У? + &  ~ Ъ П>'ХиУа 

~YjnaXa Уа Z,,!« (Xa +?a') ~ ^ т а Уа Za 
Уа 'a Ъ ”а (Xa + Уа ) (6.30)

(6.31)

Bundagi shartlarning soni 3 ta , dem ak, sim m etrik  tenzorn ing  9 ta 
komponentasidan 6 tasi m ustaqildir. U ndan tashqari, uch ta burchakdan 
f o y d a l a n i b  jism ning fazodagi oriyentatsiyasini  zgartirishim iz m um kin, 
bu yana 3 ta shartni beradi. Shularni hisobga olinsa sim m etrik  tenzorni 
uchta mustaqil kom ponen ta orqali ifodalangan ko‘rinishga keltirish 
mumkinligi aniqdir. Buni boshqacha ham  aytish m um kin: koordinat 
o‘qlarini aylantirib, sim m etrik  tenzorn i diagonal ko‘rinishga keltirish 
mumkin:

(6.32)

Bu yangi yo‘naltirilgan o ‘qlar inersiya bosh o ‘qlari deyiladi, / , ,  / 2, / 3 
lar esa bosh inersiya  m o m en tla ri dey ilad i. D iagonal k o ‘rin ishga 
keltirishga geom etrik  m a’no ham  berish m um kin. Quyidagi kvadratik 
fbrmani kraylik:

Fj ly rj = x2lu + y2/22 + + 2xyln + 2xzJn + 2yzl2i = A. (6.33)

Ma’lumki, ixtiyoriy sim m etrik  m atritsani d iagonal k o ‘rinishga keltirish 
roumkin va shu  m atritsa  b ilan  b og‘liq b o ‘lgan kvadratik  form ani 
kanonik (ya’ni, faqat kvadratlardan iborat b o ‘lgan) ko‘rinishga keltirish 
mumkin. Ikkinchi rang sim m etrik  ten zo rin i m an a  shunday  m atritsa 
deb qarab, un i (6.32) d iagonal form aga va u b ilan  bog‘liq b o ‘lgan 
(6-33) kvadratik form ani kanonik  form aga keltirish m um kin . Buning 
Uchun koord inat o ‘qlari ustida quyidagi o rtogonal alm ashtirish  ba- 
Jarish kerak:

'h\ ^12 /.з ' r/. 0 0 1

h\ h i /2 3 0 h 0

/ 3 . hi /зз 0

i

0 /3



п = 0,jrj, rt ={x, y, z }, r'= {X, y ,  z').

N atijada
(6.34)

х 21 + y 2! + z 2l  +2xyl +2xzl +2yzl = 1 x'2 + I y'2 +1 / 2 , ,
1 22 33 '  12 13 23 1 2 3 ( 6 -35)z3

_2 2
form ula o linadi. A nalitik  geom etriyadan  m a’lum ki, - ^  + ^—+ .$!. ,

«2 b2 c2
tenglam a ellipsoidning tenglam asi, shu sababdan  kvadratik  forma

_ '2

A!L Al h  AH,

/2 /2 /2

>2

6.2-rasm. Lnersiya 
ellipsoidi.

13 a* b’‘
bilan bog‘liq b o ‘lgan figura ko ‘p incha inersiya ellipsoidi deb ataladi 
Yangi o ‘qlar 6 .2 -rasm ida ko ‘rsatilgan.

Shunday ish bajarilgandan  keyin aylanish kinetik  energiyasi

Lyi = ) (6.36)

k o ‘rin ishni oladi. Im puls m om en ti uchun ham
(6 .22 ) ning o ‘rniga soddaroq  ifoda olinadi:

M x = /,Q j, M 2 = / 2Q2, /W3 = / 3Q3. (6.37)

Bosh inersiya m om entlarining ixtiyoriy biri boshqa 
ik k ita s in in g  y ig‘in d is id an  h ech  q ach o n  katta 
b o ‘lishi m um kin em as -  buni (6.30) ning diagonal 
elem en tlaridan  ko‘rish qiyin em as.

A gar Т^12ф13 b o ‘lsa, b u n d ay  jism  asim m etrik  p irildoq  deyiladi. 
1 = 12ФТг b o ‘lsa, s im m e tr ik  p ir ild o q  d ey ilad i. / = / 2= /3 h o ld a  shar 
p ir i ld o q  d e y ila d i .  B ir in c h i  h o ld a  e l l ip s o id n in g  u c h a la  asosiy 
o ‘lch am lari h a r  xil b o ‘ladi. Tkkinchi h o ld a  e llip so id n i x, y  tekislik 
b ilan  kesilsa t o ‘g ‘ri ay lan a  o lin ad i. Bu h o ld a  shu  tek islikda x, У 
o ‘q larin i q an d ay  tan la b  o lish  aham iya tga  ega em as. U ch in ch i holda 
elliso id  sharga ay lan ad i, u ch a la  o ‘q larn i q an d a y  tan lab  olish aha- 
m iyatga ega em as.

Agar / = / , ,  /3= 0 boMsa, bunday  jism  ro ta to r deyiladi.
Tnersiya tenzori o ‘zining qanday  nuqtaga n isbatan aniqlanganligig3 

bogMiq b o ‘ladi. Inersiya tenzorin ing  yuqoridagi t a ’rifi inersiya marka- 
ziga n isbatan o lingan  t a ’rif  edi. Agar k o o rd in a ta  boshi a vektorga
siljitilsa: r '=  r  + a , yangi va eski tenzo rlar orasidagi m u n o s a b a t
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; <У =  №  ~ rM rW i ) = I i j + m  { 8и * 2 -  ai ° j ) (6.38)
—  a

b0 ‘iadi, bu yerda m = £m „ — sistem aning to ‘liq massasi. Bu m unosa- 

batni k eltir ib  chiqarish uchun  inersiya m arkazining ta ’rifi ]Tmuru = 0  

yetarli b o iad i.
6.1.1-m isol. Massalari m{ va т2 va o‘zaro masofasi /b o ‘lgan ikki moddiy 

puqtadan tuzilgan sistemaning inersiya momentlarini toping.
Ikkala moddiy nuqta yotgan chiziqni z o ‘qi deb olamiz. Bu sistemaning 

inersiya markazi
+m2Z2 = 0, z2 - z i = l  

tenglamalardan topiladi (ikkinchi nuqta yuqorida joylashgan bo‘lsin):

Inu Im,
z, = ------, z2 = - — •

m, + m2 m, + m2

Ravshanki, /3= 0 , chunki sistemaning z o ‘qi atrofida aylanishi haqida gapirish 
ma’noga ega emas. Buni asosiy formula (6.28) dan ham ko‘rish qiyin 
emas:

2

h  = (•*« + ) = °-
a=\

chunki x, = у, = x2 = y2 = 0. Davom etamiz:

2
V  2 2 2 m,m2 ,2 

h = h  = Z_maza = m\Z\ +/п2г2 = — — / .
“  m,+;»2

Bir chiziqda 3 ta moddiy nuqta joylashgan blsachi? Qo‘shni nuqtalar 
orasidagi masofa yana / bo‘lsin. Nuqtalarning inersiya markazi sistemasidagi 
koordinatlari

т ,г , + m2z2 + т 3г3 =0, z2 - z ,  = z ^ - z 2 = l 
tenglamalardan topiladi:

m2 +2m3 , _ т ^- п ц  , _ 2/n, +m2 ,
Zj —------------------ 1, z2 — 1—  /, z3 —------------ /•

m, + m2 + m3 m, + m2 + m3 m, + m2 + m3
Natijada quyidagini olamiz:

з
, . v  2 2 2 2  т 2т ч+m, (m-,+4m,) ,2
/, = / 2 = >  muza2 = m, z2 + т 2г2 + ^ г 32 = - ^ ----- ^ ------— / •

m, + m2 + m3
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Bir chiziqda /j-ta moddiy nuqta joylashgan bo‘lsachi? Yuqoridagi mulo 
hazalarni qaytarib

l \ = h  = M = X m"
a*b a

ekanligi topiladi. Bu yerdagi yig‘indiga hamma a va b lar bir martadan 
kiradi.

6.1.2-misol. Radiusi R va massasi m bo‘lgan bir jinsli sharning ineisiya 
momentlarini toping.

Bir jinsli shar uchun p  = 3m/(4nR* ).

R к  2tt 7

/, = J  d3rp ( r2 - ,t2) = ■ J  drr4 J  dflsinfl Jd ipO -s in^cosfy )  =
0 0 0

(6.39)
H uddi shu yo‘l bilan /  va I} larni ham topib I = I = I y  ekanligiga 

ishonch hosil qilish mumkin.
6.1.3-misol. Uzunligi /. asosining radiusi a va massasi m bo‘Igan bir 

jinsli silindming inersiya momentlarini toping.

Silindrning zichligi p  = m/(na2l ) .  Hisobni silindrik sistemada bajarish 
qulay:

/, = J  d 3r p {y 2 + г 2) = — J d r r  Jdip J  dz(r2sin2(p + z2) = ~^
2к 1/2

a2 + -
0 - 1/2

(

3

(6.40)
Tekshirib ko‘rish qiyin emaski, / ,= /2- Uchinchi moment:

2я 1/2
h  =

<6-41)0 0 -II2
3 2 па

Agar a —>0 limitga o ‘tilsa, ingichka sterjen deb ataladigan jismning 
inersiya momentlarini topgan bo‘Iamiz:

ml2
I \=  , 2 = ~ ~ > /3 = 0 . (6-42)

Yuqoridagi terminologiya bo‘yicha ingichka sterjen rotatordir. Silindrning 
aylanma kinetik energiyasi
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T,n l -  '
2 1 a + - (Q2+ Q 2) + ^ a 2Q2 (6.43)

k0‘rinishga ega bo‘ladi.
Tekislikda joylashgan va radiusi a ga teng bo lgan massa taqsimotming 

inersiya inomentlarini topish uchun silindr uchun formulalarda I -»0 deb 
olinsa yetarlidir:

i , ma1 i , , m° 2 /i = / 2 = — , / ,  = / , + / 2 = —
4 2

(6.44)

Demak, radiusi a va massasi m blgan ingichka diskning aylanish kinetik 
emergiyasi

„2
-(Qj2 + Q 2 + 2Q2) (6.45)Tml =

ma
8

ga teng.
6.1.4-m isol. 6.3-rasm da ko‘rsatilgan bir jinsli massasi m ga teng 

bo‘lgan teshikkulchasimon simmetrik pirildoqning inersiya momentlarini 
toping.

Q
2a

6.3-rasm: Teshkulchasimon simmetrik pirildoq.

Teshikkulchaning hajmi ^ = 2 я 2а2Л. Ravshanki, 1=1=1.  Shuning uchun 
/,+ /2= 2 / ni hisoblash qulaydir (silindrik sistemada):

R+a ~2 2/rR+a -2 2iz

21 = J  d r r j  dz j d c p p d z 2 + r2) = ^ -^ -^ -(5 a 2 +4R2)p,
R -a (6.46)

z2 = \]a2 + ( r - R ) 2, z, = - z 2.

Zichlik uchun  p  = ml(2n2a2R) ifodani q o ‘llansa quyidagi javob 
Qlinadi:

/, = / ,  = - ( 5 a 2 + 4 R 2) (6.47)
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к+а  -2 2ff

Uchinchi bosh m omentni ham topish qiyin emas:

R+a Z2 2 тг

R-a zj 0

6.1.5-m isol. Yarim o ‘qlari a,b va c bo‘lgan bir jinsli ellipsoidnin 
inersiya momentlarini toping. ё

Ellipsoid 6.4-rasmda ko'rsatilgan. Ellipsoidning tenglamasi
2 ,2 2

7 + ^ + 7 =1' ((U9>

— ,—^  E llip so id n in g  hajm i V = ^ -a h c  г m assasi m.

6.4-rasm: ^  . . . . .
Ellipsoid zgarmas zichlik: p = mlV . x o qiga nisbatan incrsiya

m om enti:

a v2 z2

/i = p^  dxdydz(y2 + z 2) = p  j  tk jd y jd z (y 2+ z 2) = y (fc2 + c 2)
-Я y, z,

Integralga kirgan chegaralar quyidagicha aniqlangan:

(6.50)

>2 = N 1_? ’ ■V l= " 3’2’ Z2 = T ^ ~ ] S ’ Z , = ~ Z 2' (6-51)
Huddi shu yo ‘l bilan qolgan ikkita inersiya bosh m om entlari ham 
topiladi:

I2 = ' j ( a 2 + c 2), l 3 = j ( a 2 + b 2). (6.52)

6 .2 . E yler burchaklari

Q attiq jism  bilan bog‘liq b o ‘lgan harakatdagi koord inata  o ‘qlarining 
yo ‘nalishlarin i har xil y o ‘l bilan tan lab  olish m um kin . Shu imko- 
niyatlarning ichida Eyler burchaklari  bilan bog‘liq tanlov o ‘zining 
katta  qulayliklari b ilan  ajralib  tu rad i. Eyler b u rch ak larin in g  ta ’rifi
6 .5-rasm da ko‘rsatilgan.

Bu burchaklard ir. Bizni faqat burchaklarn ing  y o ‘nalishlari
qiziqtirgani uchun  harakatlanuvchi va q o ‘zg‘alm as sistem alarning bosh 
nuqtalari b irlashtirildi. R asm dan ko ‘rinib turibdiki, kiritilgan b u r c h a k -
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jfning o ‘zgarish sohalari 0<<р<2л ,

0^ < 2 n  va о < 0 < я  .
g y l e r  b u rch ak la rin in g  m a ’nosi 

hundaki, j is m n in g  fa zo d ag i ix - 
'oriy buralish in i uch  b osq ichdan  

^borat deb qarash m um kin: 1) Z o ‘qi 
\ro fid a  <p bu rchakka, 2) X  o ‘q in ing 
In p i  holati O N ( O N chiziq tugun lar 
chizig i ham  d ey ilad i) a tro f id a  6 6.5-rasm: Eyler burchaklari. 
burchakka va 3) x3 a tro fid a  у/ bu r-
cliakka. Bu burchaklarni q o ‘llash uchun birinchi navbatda qattiq  jism  
burchak tezligini u lar orqali ifodalab olish kerak.

Burchak tezligining q o ‘zg 'a luvchan  (x,,x2,x,) sistem adagi kom -

ponentalarin i Q = {Q,,£52,Q 3}, bu ra lg an  k o o rd in a tla rd ag i k o m p o - 

nentalarini esa Q = {0,0,i//} deb belgilab olam iz. 5 -rasm dan  k o ‘rinib

tu ribd ik i, ф — Z  o ‘qi atrofidagi aylanish burchak tezligi, 6 — O N  

o‘q atrofida aylanish burchak tezligi, y/ — x 3 o ‘qi atrofidagi aylanish 
burchak tezligi.

Mana shu burchak tczliklariga mos keluvchi vcktorlarni katta harflar 
bilan quyidagicha belgilaymiz: Ф, 0,\|/.

Demak, Ф — Z o ‘qi b o ‘yicha yo‘nalgan va son qiym ati ф ga teng

bo‘lgan vektor, 0  — 0 yVo‘q b o ‘yicha yo ‘nalgan va son qiym ati 6 ga 
teng bo‘lgan vektor, \|/ — x3 o ‘qi b o ‘yicha yo‘nalgan va son qiym ati 
V ga teng bo‘lgan vektor.

Ularning har birining (jc, , x,, x3) o ‘qlariga b o ‘lgan proyeksiyalarini 
rasmdan topib olish qiyin emas:

Ф = (ip s in 0 s in v /,(p s in 0 co si//,< p co s0 };

0  =  { 0 c o s y / ,-0 s in v /,O } ;

V  = {0 , 0,ў} . (653)

Bu ifodalarning birinchi kom ponentalarinig yig‘indisi Q, ni, ikkinchi 
, 0niPonentalarinig yig‘indisi Q, ni va uch inch i kom ponen talarin ing  

,r»disi Q3 ni beradi:
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Ц  = (jff.sin0sini/r+ 0cosy/;

larini

6.3. Qattiq jismning harakat tenglamalari

Q attiq  jism ning  o ltita  erkinlik darajasi bor, shu lardan  uchtasi unin« 
ilgarilanm a harakati, qolgan uchtasi esa uning ay lanm a harakati bilan 
bog‘liq. D em ak, qattiq  jism  harakat tenglam alarin ing  soni ham  oltita 
b o ‘lishi kerak. Ilgarilanm a harakat jism n in g  im pulsi bilan bogMiq 
Ilgarilanm a harakat tenglam asi quyidagicha keltirib chiqariladi. Moddiy 
nuq tan ing  harakat tenglam asini eslaylik:

bunda ря -  shu nuqtaning  im pulsi, f  -  shu nuqtaga ta ’sir qilayotgan 
kuch. Q attiq  jism  m oddiy nuq talarn ing  yig‘indisi b o ‘lgani uchun uning 
harakat tenglam asini olish uchun (6.55) ni h am m a m oddiy nuqtalar 
b o ‘y icha yig‘ib chiqish  kerak. Jism ning to ‘liq im pulsi va kuchlarning 
yig‘indisini

deb belgilab

teng lam aga kelinadi. Jism ning  har b ir nuq tasiga shu  jism ning  boshqa 
nu q ta lari to m o n id an  k u ch la r t a ’sir q ilad i, am m o  b unday  kuchlarning 
um um iy  kuch  F ga q shgan  hissasi nolga teng . Buni tushunish  qiyin 
em as -  ixtiyoriy ikkita n u q tan i 1 va 2 deb belgilaylik, 1-nuqtaning
2 -n u q tag a  t a ’sir k u ch in i f12 deb belgilaylik , 2 n u q tan in g  birinchi 
nuq taga ta ’sir kuch in i esa f21 deb belgilaylik. T a ’sirn ing  aks ta ’sirga 
tengligi va qaram a-qarsh ilig i f12= - f 2l ekanlig in i bild iradi. Demak, 
to ‘liq kuchga shu  ikkala n u q tan in g  o ‘zaro  ta ’siridan  b o ‘lgan hissa 
f l2= —f21=0 b o ‘ladi.

P = Z P a -  F = £ f e
a a
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■ >  tiq jism nlng aylanm a harakati uning im puls m om enti bilan 
„n Im puls m om entin ing vaqt bo 'y icha hosilasi quyidagicha:

bog‘la№

^ M = ^ X lr"P j  = X [r‘A ]  + X [r"P j ' (6-57)
a a a

jjdcinchi had tashlab yuboriladi (chunki p j r fl ), b irinchi hadda (6.55) 

ni hisobga olamiz:

I  (6.58)
a

t  I ifo d a  k u c h  m o m e n ti d e y ila d i. T o ‘liq  k u ch  m o m e n tin i  

K = £ [ r af J  deb belgilansa yuqoridagi tenglam a
a

—  = К (6.59)
dt

ko‘rinishni oladi. Agar koordinata boshini a  vektorga siljitilsa: r  = r '+ e  
lcuch m om entining ifodasi ham  o ‘zgaradi:

K = £ [ r u,fJ  + Z t af«l = K ,+ [aF |- (6.60)
a a

Krinib turibdiki, qattiq  jism ga ta ’sir qilayotgan to ‘liq kuch nolga 
teng bo ‘lganida kuch  m om en ti o ‘zin ing  qaysi nuq taga  n isbatan  
aniqlanganligiga bog‘liq b o ‘lmaydi.

Yuqoridagi harakat tenglam alari qo 'zg ‘alm as {X,Y,Z} sistem asida 
o‘rinli boMgan tenglam alardir. Q attiq jism  bilan birga harakat qilayotgan 
sistemada {х,,х2,х3} harakat tenglam alari b iroz o ‘zgaradi. П  burchak 
tezlik bilan aylanayotgan ixtiyoriy A vektom ing vaqt b o ‘yicha o ‘zgarish 
qonuni m a’lum dir:

^  = [QA]. (6.61)
dt

Agar tenglam aning  o ‘ng tom on iga shu  vek to rn ing  q o ‘zg‘o luvchan  
si^emadagi hosilasini (uni dA/dt  deb belgilaylik) q o ‘shib q o ‘yilsa, uning 
t° liq  zgarishi topilgan bo ‘linadi:



А vek tor sifatida im puls P  va m o m en t M  ni ko ‘zda tutsak, qUy;d 
teng lam alar olinadi:

^  + [QP] = F, ^  + [ПМ] = К. (6.63)

Bu tenglam alarn ing  ikkinchisi qattiq  jism  uchun  Eyler tenglamala 
d ey ilad i1. Bu ten g lam a la rd a  vaq t b o ‘y ich a  h osila  q o ‘zg‘aluvchan 
sistem ada hisoblanadi, shu sababdan tenglam alarni to ‘liq ravishda o‘sha 
sistem ada yozib olam iz. B unda biz vaqt b o ‘yicha hosila ustidagi tilda 
belgisini tashlab yuboram iz. T o ‘liq im puls uchun  P  = m \  deb olib (n
— jism n in g  m assasi) b ir in ch i ten g lam a la rn i quyidagi k o ‘rinishga 
keltiram iz:

m
dV
— L + Q V - n v
dt 2 .1  3 2

'dV
m — 3- + Q V - Q  V 

dt 12 2 1

= F ,  
i

= F .
з

m
(dV
— 2. + Q V - Q  V' 
dt 3 1 13

= F ,
2

(6.64)

Im puls m om enti va inersiya m om en ti orasidagi M, = /,Q ,,/ = 1,2,3
m unosabatlam i eslab, Eyler tenglam alarin i ham  kom ponen talar tilida 
yozib olinadi:

I ^ + { h - l 2) ^  = Kx,

п ,= л г 2.
(6.65)

K o ‘rinib turibdiki, bu teng lam alar burchak  tezliklari uchun tengla- 
m alardir.

1 Suyuqlik mcxanikasi sohasida ham Eyler tenglamalari bor, ular 
darslikning oxirgi bobida o‘rganiladi
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Qattiq lism harak a tin i in tegrallash  m asalasi ta rix d a  katta  rol
оаяп B u  yerda m uvaffaqiyatli yechilgan m asalalarning ikkita eng o‘ynag*11- ; . 

soddalarini keltiram iz.

6.4.1. Erkin simmetrik pirUdoq (Eyler hoii)

Erkin simmetrik pirildoq masalasidan boshiaylik. Pirildoqning impuls 
n io m en ti M  ni q o ‘zg‘aim as o ‘q Z  b o ‘yicha yo ‘nalgan deb olam iz. Bu 
tanlovga M ~ M Z m os keladi. P irildoqning ilgarilanm a harakati bizni 
qiz iq tirm ayd i, shu sababdan q o ‘zg‘a!mas va q o ‘zg‘oluvchan sistem alar- 
ning boshlarini p irildoqning inersiya m arkazida joylashgan deb olam iz. 
{ x , x2, Jf,} o ‘qlar p irildoqn ing  bosh inersiya o q ia r ig a  m os kelsin. 
pirildoq hech qanday kuch ta ’siri ostida b o im ag an i uchun uning impuls 
momenti saqlanuvchan b o ia d i, y a ’ni, M  — Mz -  const. Jism  bilan 
bogiiq  b o ig an  x,, xv  x3 sistem ada pirildoq  m om entin ing  kom po- 
nentalari Mr Mv  M} b o ia d i. Erkin sim m etrik  p irildoq uchun  Lagranj 
funksiyasi u n in g  k in e tik  energ iyasidan  iborat b o ia d i .  U n i E yler 
burchaklari orqali ifodalab olam iz:

L = Tayi= \  h (^? + )+\  = \ h  (<P2sin̂ G + ё2)+\ l i  {фcos6+\jrf .

(6.66)
Eyler burchaklarining qay darajada qulavligi endi ko ‘rinib turibdi: 

burchaklarning ikkitasi <p,V — siklik koord inata  b o iib  chiqdi. U larga 
mos keluvchi um um lashgan im pulslar harakat integrallari b o iish i kerak:

p = —  = / 1<psin20 + /3 (<pcos0 +yir)cos0 = M z = M = const;
Э ф

Э L (6 6 7 )pv = = /3 (<рсО50+у)= м з = const.

М  ning harakat integrali ekanligi m asalaning q o ‘yilishidan kelib 
chiqqan edi, M3ning harakat integrali ekanligini Eyler burchaklaridan  
^eltirib chiqarildi. B undan yana bir m uhim  xulosaga kelish m um kin:

cos9 b o ig a n i u ch u n  в ~  const b o iish i kerak. 0 ‘z navbatida

= ham  o ‘zgarm as ekanhgiga kelinadi.

6.4. Qattiq jism harakatini integrallash

155



(6.67) m unosabatlardan  ф va y/ larni topish  qiyin em as:

Q М B undan ko ‘rinib turibd ik i, p irildoq Z o ‘qi
atrofxda o ‘zgarm as ф bu rchak  tezligi bilan
aylanm a harakat q ilar ekan. B unday harakat 
presessiya' deyiladi.

6.6-rasm. Erkin 
pirildoq.

N

N atija larn i 6 .6-rasm  bilan  taqqoslab ko‘- 
ram izki, p irildoq  um um iy  ho lda ikkita aylan- 
m a harakat q ilar ekan — o ‘zining x3 bosh

inersiya m om enti o ‘qi atrofida Q3 o ‘zgarmas 
burchak  tezligi bilan va o ‘zining to ‘liq rno- 
m enti vektori M  yo‘nalishi atrofida o ‘zgarmas 
ф burchak  tezligi bilan presessiya deyiladigan 
a y la n m a  h a ra k a t .  Bu h a r a k a t  davom ida

pirildoqning  M  ga nisbatan og ‘ish burchagi в  o ‘zgarm asdan qolar 
ekan.

B itta xususiy holga to ‘xtalib o ‘taylik. (6 .68) ning ikkinchi tengla- 
m asidan k o ‘rinib turibdik i, sharsim on pirildoq  (/, =  I} ) uchun  4/  =  0.

H uddi shu m asalaga Eyler tenglam alari nuqtayi nazaridan yonda- 
shaylik. Erkin jism ning  harakati haqida gap ketayotgani uchun kuch 
m om entlari nolga teng: K =  0. U ndan  tashqari I, =  I2 =  I. Demak, 
erkin sim m etrik  p irildoq u ch u n  Eyler tenglam alari quyidagi ko ‘rinishga 
ega b o ‘ladi:

Oxirgi teng lam adan  Q 3=  const ekanligi top iladi. D em ak , pirildoq o ‘z 
o ‘qi x3 atrofida o ‘zgarm as burchak tezligi bilan ay lanar ekan -  yuqorida 
ham  huddi shu xulosaga kelingan edi.

belgilash kiritilsa, qolgan ikkita tenglam a

1 Rus tilida — прецессия.



+ a i l 2 = 0, -  cuQ, = 0 
dt '  dt

(6.72)

1 inishga keladi. B irinchi tenglam ani Q, ga va ikkinchi tenglam ani
/ __ /i /V c h i  lca

a ga k paytirib q o ‘shilsa

| ( a f +Q?)=o, (6 .73)

ya’ni,
£2f +t2? = const (6.74)

ekanligi topiladi. Shu konstan tan i a2 deb belgilansa, burchak  tezliklari 
uchun

Q,(f) = ncosi/A(0, П 2(г) = asini//(f) (6.75)
yechimlarni topiladi. A rgum ent y/(t) ni top ish  u ch u n  (6.72) tengla- 
malarning har b irin i yana bir m arta vaqt b o ‘y icha differensiallansa har

bir П uchun Q ,+й)2П, = 0  tenglam a hosil b o ‘ladi, uning yechim i esa 

(cot+a) argum entli sinus va kosinuslardir, a -  boshlang‘ich faza. D em ak, 
Q,(t) = acos(cot + a), Q 2(t) = asin(ot + a). (6.76)

Hulosa qilib shuni aytish m um kinki, Q vektorning {ХрЛ:,} tekislikka 
proyeksiyasi shu tekislikda O nuqta atrofida co burchak tezlik bilan 
aylanadi (presessiya) va bunda shu proyeksiyaning uzunligi o ‘zgar-

masdan qoladi: Q ? + Q ,= a 2.

6.4.2. Tashqi maydondagi simmetrik pirildoq 
(Lagranj holi)

6 .7 -ra sm d a  tashqi gravitatsion m aydonda 
zining q o ‘zg‘alm as nuqtasi atrofida ayla- 
nayotgan sim m etrik  pirildoq ko‘rsatilgan.

Shu pirildoqning harakati integrallaym iz.
Bu ishni h u d d i aw alg i holdagidek bajaram iz, 
ya’ni h arak atin i integrallari topiladi va u lar 
yordamida har b ir erkinlik darajasining d ina- 
m>kasi aniqlanadi. R asm dan ko‘rinib turibdiki, 
4 ° ‘zg‘alu vch an  (va q o ‘zg‘almas) o ‘q larboshin i 
>nersiya m arkazida em as, balki sistem aning 
qo‘zg ‘a lm a s  nuqtasida tan lab  olindi. Inersiya

6.7-rasm. Yer 
niaydonidagi pirildoq.
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m ark az id an  shu  q o ‘zg‘alm as n u q ta g a c h a  b o ‘lgan m asofani / н , 
beigilaylik. (6.38) qoida bo ‘y icha bu ho lda {*,, x2> x3} sistem ada bosh

inersiya m om entlari / '  = / '  = /, + m l2 = / ',  /^ = /3 ga teng bo ‘ladi. Tashqj 
gravitatsion m aydondagi p irildoqn ing  Lagranj funksiyasi shunga ko‘ra

L = ■̂ /'(<ji>2sin2e  + e 2) + — /3 (фсоьв + ў)~  -m glcosG  (5 77)

ga teng boMadi. B izda yana u ch ta  saq lanuvchi kattalik lar bor -  umum- 
lashgan im pulslar

Рю=тг = Itysin 2̂  + ̂ (ф с о ь в  +y/)cos6 = M z , 
оф

dL
pv = —  = i3 tyco se+ xi/)= M } (6 78)

va energiya

E  =  ^ 1 '(ф 2 s in ^  +  ̂ "  ) + ~ ^ з  (ф со&в+у/)2 +mglcos9. (6.79)

S hu  y erd a  e rk in  va ta sh q i m a y d o n d a g i p ir ild o q la rn in g  harakat 
integrallari orasidagi farqni uq tirib  ketaylik. Ikkala holda ham  uchta 
harakat integraliga egamiz. B irinchi ho lda energiya haqida gapirgan 
em as edik, chunki u bizga kerak b o ‘lgani y o ‘q. Farq  quyidagi harakat

integralida: erkin p irildoq u ch u n  /fy = A / ed i, Z  — o 'q i b o ‘yicha 

y nalgan tashqi b ir jinsli m aydonda esa m om en tn ing  Z  — kompo- 

nentasig ina saqlanadi -  pv = M Z ■

F orm ula  (6 .7 8 )  dan ф va y/ lam i topib:

M z -  M 3cos6 Мл M -,co s6 -M  7 
<P = — ------V — - Y  = ~ r  + — --------5— -c o s6 , (6.80)

1 s in 2 6  /3 l ’s in 2 6  K

ularni (6 .7 9 )  ga olib borib q o ‘yam iz:

_  1 т,л2 1 М \  1 (M z - M 3 cos0)2 , . 0 1 1

Е = ~ 1 0 - +- - Г  + ~ — ------ -------- L  + mglcos6. (6 .8 D
2 2 h  2 l'sin 6 

Energiya uchun  ifodani
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Е ' = 1 г ' в 2 + и ^ ( в ) ,  E ' = E - ]- ^ l - m g l ,
2 2.

1 (М 7 - M 3cos6)~ 
и е„(.в) = - К ■? -  3  ̂ - m g / d - c o s e )  

^ I sinT'

(6.82)

ko ‘r in is h d a  h a m  y o z ib  o la m iz . E n e rg iy a  u ch u n  ifo d an i b u  h o lg a  keltirib  
o lg a n im iz n in g  sa b a b i e ffek tiv  p o te n sia l f / ^ p o t e n s ia l  o ‘ ra  k o ‘ r in ish iga  
e g a lig id ir , a g a r  M 2 =  M 3 b o ‘ lm a s a  u  в  = 0  v a  в  = л  n u q ta la r d a  
c h e k s iz lik k a  in tilad i, 0< в< я  o ra liq d a  e sa  m in im u m d a n  o ‘ tad i. B u  — 
в b o ‘y ich a h ara k a tn in g  fin it b o ‘Iish i k erak lig in i k o ‘r sa ta d i: в {< 6 < в г

Txtash n u q talari {в \,в2} E ~ Ueff sh artd a n  to p ilish i k erak , h arak at

sohasi esa  F' > V eff sh artga  b o ‘y su n ad i.

Pirildoqning h arak atin i ch u q u rro q  o ‘ rgan ish  m a q sa d id a  q u y id ag i 
belgilashlar kiritib

2 mgl 2 E' 
c =  — ? - •  d =  ~  (6 .83)a =

M . ь А
1'I ' ’ " / '  ’ I ' I '

energiya uchun  ifo d an i

sin2 в в 2 = - ( a - b ) c o s e f  + c(l -c o s0 )s in 2 в (6 .8 4 )

ko‘rinishga keltirib  o lam iz . K o ‘ rin ib  tu rib d ik i, b u  fo rm u la d a  c o s 0  tab iiy  
 zgaru v ch id ir , uni u —c o s 0  o rq a li b e lg ila n sa  te n g la m a

M = M 3

E ’

u , m

6.8-rasm. Utff-ning grafigi

в ,
■я

M = M 3

u2 = - (a -b u )A + ( \ - u A)(d + c — cu) (6 .85)
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k o ‘ rin ish n i o la d i. B u  d iffe ren sia l te n g la m a  k v a d ra tu rag a  o so n  kelt i
niadi

и(П

'=  f i — = - 2 ч --------------- -J J - ( a - b u ) 2 +(l-u~)(d + c -cu )  (6.861и(0) >

O lin gan  in tegral e llip tik  tip d ag i in tegra lla rga  m an su b d ir . Agar bu ten 
m ad an  9= 9  (/) to p ilsa  o ld in g i te n g la m a la rd a n  <p va  i//Iam i h am  vaqtn  ̂
fu n k siy asi s ifa t id a  to p ish  m u m k in . ^

B u n d a n  key in g i m u lo h a z a la r  u ch u n  m u h im  b o ‘ Igan i u ch u n  (6 
n ing o ‘ng to m o n in i u o ‘ zgaru v ch in in g  fim ksiyasi s ifa tid a  a lo h id a  belgiiak 
o lam iz :

f (u )  = - ( a - b u ) 2+( 1 -  u2 )(d+ c( 1 - «/)). (6.87)

E llip tik  in tegra lla rn in g  u m u m iy  nazariyasi 

a so s id a  (6 .8 6 )  in tegra l o rq a li aniqlanadigan 

fu n k siy an in g  h a m m a  x o s sa la r in i o ‘ rganish 

m u m k in  e d i, a m m o  b u  y o ‘ l k a tta  m atem atik 

ta d q iq o tg a  o lib  k e lad i. B iz n in g  m aqsadim iz 
6.9-asm. f-ning grafigi u ch u n  e sa  o g ‘ ir s im m e trik  p ir ild o q n in g  (6.85)

te n g la m a d a n  k elib  c h iq a d ig a n  u m u m iy  xos- 

sa la r in in g  o ‘zi y e ta r lid ir . B u n in g  u c h u n  e sa  f { u )  fu n k siy an in g  asosiy 

x o ssa la r in i o ‘ rg an ish  y e ta rlid ir . E n g  u m u m iy  h o ld a  b u  funksiyaning 

gra fig i 6 .9 - r a sm d a  k e ltirilgan .
R a s m d a n  y a q q o l  k o ‘ r in ib  tu r g a n  b ir  m u a m m o n i y ech ish d an  

b o sh la y m iz . f [ u )  = 0  t e n g la m a  k u b ik  t e n g la m a , u n in g  ild iz la ri soni 
sh u n g a  k o ‘ ra u c h g a  te n g . G o ‘y o k i, t o ‘x ta sh  n u q ta la r in in g  so n i uchga 
te n g  b o ‘ lib  c h iq m o q d a .  A m m o  U ~  n in g  y u q o r id a g i m u h ok am a- 
s id a n  m a ’ lu m k i, f in it  h a ra k a t  9{< в <в2 c h e g a r a la r d a  r o ‘y beradi, 
u = c o s 0  o ‘ z g a ru v c h i t i l id a  u(])< u  < и (2У B u  n o so z lik n i q a n d a y  qilib 
y e c h ish  m u m k in ?  U n in g  y e c h im i o so n : u c h in c h i ild iz  h a m m a  vaqt 
m a v ju d , a m m o  « (3)>1  b o ‘ lg a n i u c h u n  u f iz ik a v iy  m a ’ n o g a  e g a  em as. 
U c h in c h i ild iz  h a m m a  v a q t  w3> l  e k a n lig in i isb o t  q ila y lik . (6 .87 ) 
te n g la m a d a g i  c > 0  e k a n lig id a n  k e lib  c h iq a d ik i ,  u - »  b o M g a n id a / 
->°o b o ‘ l a d i  v a  u —> —oo b o ‘ l g a n i d a  /  - »  —<» b o ‘ la d i  (ra sm  
c h iz i lg a n id a  sh u  m u lo h a z a d a n  fo y d a la n ilg a n  e d i) .  E n d i f [ u )  n*n® 
i fo d a s id a  u =  1 d e b  o la y lik :
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bu n u q t a d a /  < 0 ,  bu d eg an i, u ch in ch i ild iz  u = 1  n u q tad an  

*ngroq yotish i кегак .
Bundan b itta  is t isn o  b o r  — a =  b , y o k i, M z =  Л/3 b o ‘ lgan  hol. B u  

1 p jriidoq  vertikal tu rg an ig a  m o s k e lad i, uni k ey in ro q  tah lil q ilam iz . 

Faraz qilaylik , p ir ild o q n in g  b o sh la n g ‘ ich o g ‘ ish b u rch ag i (vertik alga  
nisbatan) 0O b  l s i n .  K o ‘ r sa t ish  q iy in  e m a s k i ,  (6 .8 5 )  te n g la m a n i 

3 cos0o o ‘zgaru v ch i o rq a li
«0

(l_«jj)M2 = (м-Ио)[2а*(1 + и « о )-(а2 +Ь2)(м + И о)-с(1-м 2)(1-Ио)] (6.89)

krinishga keltirib  o lish  m u m k in  (2 -m a sa la g a  q aran g ). B u n d a n  x u lo sa  
shuki, u0 h am  f[u )= 0 te n g la m a n in g  y e c h im la r id a n  b irid ir . K ey in g i

xulosalar Фо n ing q a n d a y  b erilg an lig ig a  b o g ‘ liq .

фп = 0 boMgan hol.

Bu h o ld a  uQ =  c o s 0 o n u q ta  (9 )  ra sm d a g i u(2) n u q ta g a  m o s k e lad i. 
Sababi -  p ir i ld o q n i t =  0  m o m e n td a  в0 b u r c h a k  o s t id a  q o ‘ y ib  
yobirilgandan k ey in  u  o g ‘ ir lik  k u c h i t a ’ s ir id a  p a s tg a  q a r a b  o g ‘ a 
boshlaydi, b u  e sa  u = c o s 0  n ing k am ay ish ig a  o lib  ke lish i kerak . S h u n d a y  
ekanligini e n e rg iy a n in g  ifo d a s id a n  h am  k e ltir ib  c h iq a r ish  m u m k in :

boshlang‘ ich  v a q td a  0o =O  (p ir ild o q n in g  b o sh la n g ‘ ich  o g ‘ ish i b o r,

tugun ch iz iq  a tro f id a g i b o sh la n g ‘ ich  b u rch ak  te z lig i y o ‘ q ) v a

(pirildoq fa q a t  o ‘z in in g  o ‘ qi a tro f id a  a y la n t ir i lg a n ), d e m a k  ( (6 .8 0 )  
va (6.81) la rga  q a ra n g ) ,

1 M l
E = ——— + mglcos0 .

2 1 o
з

^ 3 va /3 o ‘zg arm aslig i m a ’ lu m , (6 .8 1 )-d a g i b o sh q a  h ad larn in g  h am m asi 
^foSbat, d em a k , vaqt o ‘ tish i b ilan  m a n a  shu m u sb at h ad lar  q o ‘sh ilish iga  
^aram asdan e n e rg iy a n in g  q iy m a ti o ‘ z g a r m a s lig i  u c h u n  « o= c o s 0 o 
amayishi kerak .

Sh u  y e rd a  erk in  v a  ta sh q i m a y d o n d a g i p ir i ld o q la rn in g  p re se s-  
S|yalari o ra s id a g i k a tta  fa rq n i k  r i la d i :  erk in  p ir ild o q n in g  p re se ss iy a s i 

2Sarmas в =  c o n s t  b u rch ak  b ila n  r o ‘y b e ra r  e d i, y e r  m a y d o n id a g i

f ( \ )  = - ( a - b ) 2. (6.88)
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pirildoq  u ch u n  esa в  bu rchak  o ‘zgarib tu ra r  ek an , un ing  0 ‘zs •M  
chegaralari, y uqorida  ko ‘rsatilgan idek , 0 ,< 0  <0, b o ‘ladi.

P irildoq  yuqori u ch in in g  b u n d ay  te b ra n m a  harak ati nutat • 
deyiladi. Agar O n u q ta  a tro fida  p irild o q n in g  uzunlig iga teng r a d ^ 0 
sfera chizilsa p irildoqn ing  uchi h a rak at dav o m id a  m an a  shu sferanUS 
ustida egri ch iziq  b yicha harakat q ilad i. ’ng

Agar erkin  p irild o q n i qarasak unga m os keluvchi ch iziq  в  =  co 
q andayd ir parallelga m os keladi (shu  sferan ing  ustida  p ara lle llar ^  
m erid ian lar o ‘tkazilsa), bunday  presessiya regu larpresessiya  deyilad^ 
Irregu lar presessiyaga olib keladigan nu ta tsiya  esa u ch  xil formag 
ega b o ‘ladi, u lar 6 .10 -rasm da k o ‘rsatilgan.

Bu uchala varian tn i tahlil qilish u ch u n  (6.89) ifoda soddalashtiramiz. 
Buning uchun boshlang‘ich  s h a r t la rg a  q a y tila d ia m iz . t =  0 nuqtada
<Po = 0 b o ‘lish i k e ra k  (p resessiya  y o ‘q), dem ak , M . = МЪcos0o yoki, 

a = bu0 bo ‘ladi.
Buni yuqoridagi tenglam aga q o ‘yiladiam iz:

u2 = - ( м - и 0 )[Ь2 ( н - и 0 ) + с ( 1 - и 2)]. (6.90)
f iu )= 0 tenglam aning  ikkita izdizi top ild i — un ing  bittasi (w(1)) aloqasi 
yo ‘q b o ‘lib chiqdi, ikkinchisi bosh lang‘ich og ‘ishga teng b o iib  chiqdi 
и{2 = u0. Agar м(1) ni ham  topilsa

T = 2
" ( i )

Г d u

J V7(«
uo

)
(6.91)

integral orqali nutatsiya davrini top ish  m um kin . Kerakli ildizimiz

(6.92)b i —  (и — м0) +1 — u = 0  
c
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I m aning y e c h im i b o ‘ l ish i к егак . B u  t e n g la m a n in g  u m u m iy  
teI1~ mlarini to p ish  q iy in  e m a s , a m m o  hosil b o ig a n  ifo d a la r  m u rak k ab  
'  v li uchun b ir xu su siy  h o ln ig in a  k  r a m iz :  « te z  p ir ild o q »  - katta 

tezligi b ilan  h arak at q ilay o tg a n  p ir ild o q . B u  h o ld a

b2 м \  I, l& l
Ш 7 = <693>

, ijgtta so n  b o ia d i .  S a b a b i -  b irin ch i k o ‘ p ay tu v ch i L / f '  tax m in an
• a te n g kattalik (g iro sk o p lar  u ch un  u b irdan  kam  farq  q ilad i) , ikkinchi 

k ‘oaytuvchi e sa  ay lan ish  k in etik  en erg iy asin in g  p o te n sia l en erg iy ag a  
isbati shart b o ‘y ich a  ay lan ish  b u rch ak  tez lig i ju d a  k a tta , d e m a k , bu 

nisbat ham  katta  ( o ic h a m s iz )  so n :

ш c

Tenglamaning izlanayotgan izdizini u, deb belgilansa, u ,= u 0 + Д ni 

hisobga olib

b2 , , . 2 
— («i - u 0) +  l - u ,  =  
c

b2
----- 2и0
c

д + 1 -и 02 - л 2 = 0  (6.94)

tenglamaga k e lam iz . A n iq k i, Д - k ich ik  so n , sh u n in g  u ch u n , Д u ch u n  
kvadratik te n g la m a d a  u n in g  k vadratin i ta sh lab  y u b o rish g a  h aq lim iz . 
Natijada

A =  (6 .9 5 )
b

ekanligi to p ilad i. N u ta ts iy a  b u rc h a g i h am  to p ay lik . B iz  y a n a  u — w0 va 
shunga ko ‘ ra, 0 , - 0 ,  fa rq la rn in g  k ich ik lig id an  fo y d a la n a m iz :

Mo~«i = c o s 0 o -cos0 , = 2sin sin — = (0O —0) )sin 0O. (6.96) 

Yuqondagi te n g lam a  b ila n  ta q q o s la sh  n u ta ts iy a  b u rch ag i u ch u n

^6 -97)D

jormulaga olib  ke lad i. N u ta ts iy a  davri (va  c h a sto ta s i)  to p ila d i, bun in g  
c"Un (6 .91 ) in teg ra ld a  y u q o ri ch e g a ra  s ifa t id a  и0~ Д  ni o lish  va J{u) 

Un esa  ish latilgan  y aq in la sh u v g a  m o s  keluvch i

163



/ ( « )  =  - ( м- м0)[* 2 (и - и0 ) +  с( 1 - м5)1 •

ni olish kerak:

■ч1<0-Д
d« 2 n

yj-(u -  u0 )[b2 (и -  м0) +  c( 1 -  и0 )] b (6.99)

N u ta ts iy a  c h a s to ta s i to p ild i:

“o

_ 2тг _
т j '  j '  з (6.100)

B u  -  p ir i ld o q n in g  b u r c h a k  te z lig i b ila n  b ir  x il ta r t ib g a  e g a  b o ‘ lgan 
k a tta  so n . S h u  b ila n  n u ta t s iy a  a m p li tu d a s i  v a  c h a s to ta s i  topiidi 

E n d i p r e se s s ia y  b u r c h a k  te z lig i ф ni to p i ls a  m a s a la  t o ‘ liq  yechilgan 
b o ‘ la d i.

Y u q o r id a  o l in g a n  Л/г = Л / 3м0 m u n o s a b a t  v a  b n in g  t a ’ rifidan 
fo y d a la n ilsa

M  7 -  Л/, cos в , мп -  м

* = “ ' / w 2* = * T v  (6101)

e k a n lig i k e lib  c h iq a d i .  P r e se s s iy a  b u rc h a k  te z lig i  0 = 0 o d an  tashqari 
h a m m a  n u q ta la r d a  m u sb a t ,  fa q a t  sh u  n u q ta d a  n o lg a  ten g . B u  6.10- 
ra sm d a g i u c h in c h i h o lg a  m o s  k e la d i. P re se ss iy a  b u rc h a k  tez lig i uchun 
a n iq  i fo d a n i  to p ish  u c h u n  (6 .8 6 )  in te g ra ln i (6 .9 9 )  yaq in la sh u vd a 
to p a m iz :

u
du 2 . f

■ = —  arcsin

"o
yok i

7~(и -  и0 )[b2 (м — м0) + c( I — u l )]

Ьу]и0 - и

•Jc sin в0 ■ (6 . 102)

U = u0 -  sin \  (1 - cos(bt))  = и0 -  Д (1 -  cos(co,mlt)) . (6 .103) 
2 b 2

P re se ss iy a  b u rch ak  tez lig in i h iso b la sh d a  k ich ik  so n  b o ‘ lgan  Д b o ‘yicha 
b ir in ch i tartib li h ad  b ilan  c h e g a ra la n a m iz :

ф = Ь ^ —^- = ^ - [ l -c o s ( (o nu,t)]. (6.Ю4)
1-м^ 2Ь
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•r inib tu rib d ik i, n u ta ts iy a n in g  h a r  b ir  d av ri tu g a sh i b ila n  h u d d i
fco
rasffida |<o‘r s a t i lg a n id e k  ф =  0  b o ‘ lad i. P resessiyan in g  o ‘r tac h a  b u rch ak

^ jjg i standart y o ‘ l b o ‘y ich a  to p ila d i:

'■'.i т
Ф =  lim — [

c
& Ф « ) - — . (6 105)

esessiyan ing o ‘ r tac h a  b u rch ak  tez lig i u n in g  m ak sim al q iy m atin in g  
m isiga ten g  b o ‘ lib  ch iq d i. Ja ra y o n n in g  fiz ik a sig a  an iq lik  k iritish  

uchun с \ й Ь  larn ing o ‘m ig a  (6 .8 3 ) fo rm u la lar  b o ‘y ich a  iizik  k attalik larga 

taylik:
-  mgl

Ш  (6Л06)
Demak, b o sh la n g ‘ ich  b u rch ak  tez lik  q an c h a  k atta  b o ‘ lsa , p re se ss iy a  

burchak tezligi sh u n c h a  k ich k in a  b o ‘ lad i v a  ak sin ch a .

fo *  0 bo‘lgan hol

Bu bandda b iz  faq at o ld in g i b a n d d ag i n a tija la rd an  farq li b o ‘ lgan 
natijalamigina keltiram iz. K o ‘ rilayotgan  h o ld a (6 .1 0 2 ) d an  farq li  l a r o q

M 7 -  M , c o sв , 13 - u  „ a M y
Ж  ' ш 7 ~ Л  р ‘ ~ь‘ м7  (6.Ю7)

bo ladi. Sh un i h iso b g a  o lib , q u y id ag i n isb atn i k o ‘ raylik:

■ г  ( 6 , 1 0 8 )

d(p ф b ( p - u ) v ’

Demak, Д « )  n o lg a  te n g  b o ‘ lg a n  n u q ta la rd a  (0 , v a  в2 n u q ta la r d a )  

duid<p = o b o ‘ lad i, b u  d e g a n i, p ir ild o q n in g  u ch i p re se ss iy a  d a v o m id a

va в = в 2 p a ra lle lla rg a  u rin ib  o ‘tad i. Y a ’ ni, ф0 * 0  h o lg a  6 .1 0 -  

rasmlarning b irin ch i va ik k in ch isi m o s  k e lar ek an .

Agar u2< p < u {< [  b o ‘ lsa  ф n in g  ish o rasi и < р  b o ‘ lg a n d a  m u sb a t, 

U<P biganda m an fiy  b o ‘ lad i. B u  6 .1 0 -ra sm la rn in g  ik k in ch isig a  m o s 
a*  A ks h o ld a  ra sm d ag i b irin ch i h o lg a  e g a  b o ‘ lam iz . 

a zi bir x u su siy  h o lla rg a  t o ‘x ta lib  o ‘ tay lik .
• / ( « ) = 0  te n g lam an in g  y ech im lari karrali b o ‘lsin : « . = « , .  B u  d egan i 

v a  p re se ss iy a  d a v o m id a  в = const g a  e g a m iz . ф v a  в
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o ra s id a g i y u q o r id a  k e ltir ilgan  bogM anishn i e s la sa k , ф = const ek an li  

k e lin ad i. D e m a k , v ertik a l o ‘ q  a tro fid a g i p re se ss iy a  o ‘ z g a rm a s  burch u 
tez lig i b ilan  o ‘ tad i v a  n u ta ts iy a  y o ‘q.

2. /3 =  1 yok i М = М Ъ h o ln i k o ‘ ray lik  — 6 .9 - ra sm d a g i ikkinch i h 
М = М Ъ boM ishi u ch u n  p ir ild o q n in g  o ‘q i v ertik a l tu rg an  b o ‘ lish i kerak 
A g a r  (d + c ) /c  = a  d eb  b e l g i l a n s a / ( « )  fu n k siy a

/ (u )  = -fo2 (1 -  u)2 + c(a -  м)(1 -  м2) (6.109)

k  r in is h n i o lad i. K o ‘ rin ib  tu r ib d ik i, u =  1 y o k i, 0 = 0  - yechim larnino 
b iri v a  а < 1 ,  a >  1 v a  a  =  1 h o lla rg a  h a r  x il v a z iy a tla r  m o s  kelad i.

E n g  so d d a  hol — a  =  l .  B u  h o ld a  Jd u / J f { u )  in tegra l an iq  olinadi

a m m o , k erak li m a ’ lu m o tn i b u  in te g ra ln i h iso b la m a sd a n  ham  olish 

m u m k in . a  =  1 m u n o sa b a t  £ '  =  o ,  yok i

1 M,2
E = ------ — + mgl

2 / 3

m u n o sa b a tg a  ten g , b u  e sa  p ir ild o q  o ‘ z  h a ra k a tin i v ertik a l holdan 
b o sh la g a n  d eg an i. B u  h o ld a

/(и) = (1-м)2Н>2+с(1 + и)] (6.110)

fu n k siy a  u ch u n  n u q ta  ikki karrali ild iz  b o ‘ lad i. B itta  ild iz i (м = 1 )  karrali 
b o ‘ lgan  kubik  fu n k siy an in g  m u m k in  b o ‘ lg an  g ra fik la r i 6.11-rasm da 
k o ‘ rsa tilg an . G ra f ik n in g  q ay si b ir ig a  q a n d a y  fiz ik a  m o s  kelish in i topish 
u ch u n  te n g la m a n in g  u c h in c h i ild iz in i tek sh irish  kerak :

« з =  — - 1 .  (6 .Ш )

m

6.11-rasm. Boshlang‘ich momentda o‘qi vertikal turgan pirildoq.
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egamiz. Bu tez ay lan ad igan  p irild o q , bu h o ld a p ir ild o q  h arakat d av o m id a  
boshlang‘ich  vertikal h o latin i sa q la b  q o la d i, ch u n k i h ara k a t fa q a tg in a  

y („ ) 2  0 so h a d a g in a  r o ‘y  b erish i m u m k in , b u  so h a  e sa  fa q a t  b itta

nuqtadan iborat.

,2
Agar —  < 2 b o ‘ lsa , u ch in ch i ild iz  и3 <  1 b o ‘ lad i. B u  h o ld a  p ir ild o q  

c
0‘z presessiyasi d a v o m id a  0 = 0  v a  в = в г b u rc h ak la r  o ra s id a  n u ta tsio n  
harakat qilad i.

ў
(6 .93) fo rm u la  b o ‘y ich a  —  >  2 sh art

^ 1> 2  bo‘lsa, uchinchi Udizi м3>1 bo‘ladi va birinchi grafikka

shartga m o s k e lad i. D e m a k , b o sh la n g ‘ ich  b u rch ak  tez lik  m a ’ lum  bir 
chegaradan y u q o ri b o ‘ lsa , p ir ild o q n in g  ay lan ish  o ‘qi o ‘ z in in g  b o sh - 
lang‘ich v ertik a l h o la t in i s a q la b  q o lish i k erak . A lb a tta , h a q iq a td a  
ishqalanish k u c h i m a v ju d lig i s a b a b li  p ir i ld o q n in g  b u rc h a k  te z lig i 
kamaya bosh laydi va  u  ch egarav iy  c h a sto ta d a n  o ‘ tgan d an  keyin b irin ch i 
holatdan ik k in ch i h o la tg a  o ‘ ta d i — n u ta ts iy a  b o sh la n a d i,  O x ir id a  
pirildoq o ‘z  en erg iy asin i y o ‘q o tib  t o ‘x tab  q o lish i kerak .

Eyler tenglamalariga asoslanib yondoshish

H u d d i sh u  m a sa la g a  E y le r  te n g la m a la r i n u q tay i n a z a r id a n  h am  
yondoshib k o ‘ ray lik , b u n i ik k ita  m a q sa d d a  q ilam iz : ta sh q i m a y d o n d a  

у*ег ten g lam asin i o ‘ rgan ish  v a  h ara k a t in teg ra lla r in in g  o ‘m in i b o sa d i-  
8an hech n arsa  y o ‘ q lig in i k o ‘ rsa tish  u ch u n . E y le r  te n g la m a la r in i y oz ish  

kerak* birinch ' dan  shu te n g la m a la rg a  k irgan  k u ch  m o m e n tin i an iq la sh

ani ÛCh m o m e n ti Ц , х 2,х 3} s is te m a d a  k o o rd in a t b o sh i O  g a  n isb atan  
b j v m  kerak . M a sa la d a  fa q a t  b itta  ta sh q i k u ch  b o r  — o g ‘ irlik  
Ц л 1 P  = m g .  O g ‘ ir lik  k u c h i q o ‘y ilg an  n u q ta n in g  ra d iu s-v e k to r i 
" IP  ip  b o  lgam  u c h u n  u n in g  m o m e n ti u ch u n  K = [ I P ] = { i f , , £ , , £ , } = { -  

2’ Л >0 } i fo d a n i  o la m iz .  D e m a k ,  E y le r  te n g la m a la r i  q u y id a g i
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ko‘rinishni oladi:

Г “ 5Г + & ~ / ') п *п з = - ,р*-

h ---- i  = 0
3 dt (6.U2)

O xirg i te n g la m a d a n  d arh o l Q 3= c o n s t  e k an lig i to p ila d i. Y a ’ni, og ‘ir 
p ir i ld o q  h a m  o ‘ z in in g  b o sh  in ersiy a  o ‘q i a tro f id a  o ‘z g a rm a s  burchak 
tez lik  b ilan  a y la n a r  ek an . A lb a tta , m a ’ lu m  b o ‘ lgan

M y = / 3Q3 = const

m u n o sa b a t h am  sh u  y erd an  k elib  c h iq a d i. Y a n a  ( / 3/ / - l ) Q ,  =co belgi-

lash  k iritib  v a  6 .7 - ra sm d a n  Қ = -m gs\nOs\m i/,P2 =-m gs\necos\i/  ekan- 

Ugini to p ib  y u q o r id a g i te n g la m a la rn in g  q o lg a n  ik k ita sin i

dQ y mgl . „
- + - a £ l \ = — ^ -s in 0 c o sy /-  (6 .113)

dQ, mgl . .
------ + a £ l 7 = —̂-sin0siny/\

dt 2 Г
k o ‘rin ish ga  keltirib  o lin ad i. A fsu sk i, b u  te n g lam ala rn i b e v o sita  yechish- 
n in g  ilo jis i y o ‘q , y a n a  h arak at in teg ra lla r id an  fo y d a lan ish  kerak .

6.4.1-misol. Teshikkulcha shaklidagi piril- 
doq. Simmetrik pirildoqga misol sifatida 6.12- 
rasmda ko‘rsatilgan «teshikkulcha»ni olamiz. 
U bronzadan yasalgan bo‘lsin, o ‘lchamlarini 
quyidagicha olamiz: R =5sm. a = lsm . Iner- 
siya markazidan pirildoq turgan sirtgacha ma- 
sofa / =2sm bo‘lsin. Teshikkulchaning hajmi

V = 2n2a2R ■ Arm aturaning og‘irligi hisobga

6.12-rasm. Teshikkulcha 
shaklidagi pirildoq.

olmaymiz. Bronzaning zichligi p = 8,8g/sm 
ekanligini hisobga olib, pirildoqning massasm 

topam iz: /n =  8 68g . Boshlang‘ich s h a r tla r  

pirildoqqa berilgan burchak tezlik sekundiga 100 marta ay lan ish g a  teng 
bo‘Isin, ya’ni, = 2;r-100/sek , undan tashqari, ф0 = 0 bo‘lsin deb olamiz-

Yer maydoni uchun g = 981sm/sek2.
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-j-eslikulchasimon simmetrik pirildoqning bosh inersiya m omentlari
6 , 4-misolda hisoblangan:

/, = / 2 = -^(5 a 2 +4/?: ), / , = ^ ( 3 a 2 +4/?2). (6.114)
o 4

Pirildoq harakatini aniqlaydigan tenglamalarga / '  = / + m/2 kattalik kiradi. 
' _ rilganlardan foydalanib inersiya momentlarining son qiymatlarini topamiz:

/ iap \  1 rvo
Г = |1 “ +4  

8
I / 103 |/7i va /3 = — m.

4
\ ~  >

Shularni hisobga olib masaladagi asosiy parametrlar topiladi:

£ = - 4 0 ,  = —  2^-100 = 945sek_1,
/ '  3 137

= I m ^  = 2_98l_2 ^  229sek. 2 c = ^ ^  (6.115)

■  1 i ^  + 4  b 2 
8

Nutatsiya burchak tezligi comit = edi, chastota shundan aniqlanadi:

v  = ^ = 1 5 0 H r z .
2 n

Nutatsiya burchak amplitudasi (6.98) bo‘yicha

в0 - в { = 2 ,561O ^sin0o (6.116)
ga teng b o iad i. Faraz qilaylik, boshlanich ogish burchagi 0O =  45° boisin. 
Bu holda

в0 -0 ,  = 1.81 10^ = 0,62'(burchakminuti)
bo‘ladi. Agar pirildoqning uzunligi 1 metr boiganda ham uning uchi nutatsiya 
davomida bor yo‘g‘i 0,181 mm amplitudali tebranish qilgan b o ia r  edi. 
Bunday kichik siljishni odamning ko‘zi sezishi qiyin.

(6.106) bo‘yicha presessiyaning o‘rtacha burchak tezligi

— c 229ф = —  = -----sek-1 =0,24sek_l (6 117)
v  2b 945

Sa teng. Demak, pirildoq vertikal o‘q atrofida presessiya hisobiga

7 =

Vaqt ichida bir marta aylanar ekan.
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6.4.2-misol. Yer shari pirildoq sifatida.
Yer sharini juda yaxshi aniqlikda simmetrik pirildoq sifatida ko‘rish

mimkin. Yer haqiqiy shar emas, balki qutblarida oz-mos siqilgan formae
egadir. Ya’ni, birinchi yaqinlashishda Ycrni 6.1.5-misoidagi ellipsoid sifatida
qarash mumkin, faqat a =  b deb olish kerak. Bu bilan Yerni simmetrik
pirildoq sifatida qaragan bo‘lamiz. 0 ‘lchashlar shuni ko‘rsatadiki Y^r , * * сгuchun

a — c 1
(6Л19)

Yerning o‘qi uning orbitasi tekisligiga perpendikular bilan 23° ni tashkil 
qiladi. Koordinat sistemasini quyidagicha tanlab olaylik — X ,Y  tekisligi Yer 
orbitasi tekisligi bilan mos tushsin, Z  o ‘qi unga perpendikular bo‘lsin. x 
o‘qi Yer o‘qi bilan mos tushsin (shimoliy yo‘nalish). Quyosh bilan bog‘liq 
bo‘lgan sferik sistema koordinatlarini /?,0,Ф  deb bclgilansa, Yeming kinetik 
energiyasi quyidagicha ko‘rinishga ega bo‘ladi:

T  = —(/?• + R~Q' + /?'4>'sin2o )  + -̂ -(<iP‘ sin20 + 0 ')  + -^-(<pcos0 + y/):!. (6.120)

m 2 2 \ r 2m 2 
Bunda 11 - ' 2 ~ ~ У а + t ' )> h ~ ~ a • 1,1 - Yerning massasi.

6.13-rasmda Quyosh-Yer sistemasini masalaning maqsadiga muvofiq 
chizildi. Quyoshni nuqtaviy zarra deb olinadi. Quyosh bilan Yer mar- 
kazlari orasidagi masofani R deb belgiiab, Yerning markazidan uning 
ixtiyoriy nuqtasigacha masofaning radius-vektorini г dcb belgilaylik. 
Ushbu masalada Yerni moddiy nuqta emas, balki o ‘lcham lari sezilarli
bo‘lgan ellipsoid sifatida qarash kerak. Ravshanki, R ^> r. Bu — masa- 
laning yechimini r/R  kichik param etr bo‘yicha yoyilma sifatida topishga 
imkon beradi.

Masalada R -  0 ,0  = 0 deb olish mumkin. U ndan tashqari, 0  = л72 

bo‘ladi. Ф - Yerning Quyosh atrofidagi aylanish tezligi, demak,
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ф
Yer o -q in in g  presessiyasi Quyosh maydonining Yerning har xil nuqta- 

iarjga har xil ta ’siri bilan tushuntiriladi. Quyosh hosil qilgan tortishish 
itiaydonining potensiali (Quyosh massasini M deb belgilanadi):

R  U = — GMIR + r l  (6-122)

Verning zichligini bir jinsli deb qarab, uning bu maydondagi potensial 

energiyasini

I  u  = - g m  f  dJ |R  +  r | (6 .123 )

deb ifodalab olinadi. Integral ostidagi funksiyani г orttirma bo‘yicha Taylor 
qatorga yoyamiz:

— L _  = i + r . i _ i + i  Д2 i
И  IR + r l  R 'd R ,R  2 Г,Г’ dR,dR, R +'" '  (6124>

(6.125)

Hosilalarni hisoblash qiyin em as:

_Э__1_ _ _Rj_ Э2 1 3RjRj —R 2Sjj
ЭRt R R- ’ dR,dRt R R5

Yer ellipsoidining nuqtaviy Quyosh bilan gravitatsion ta ’sir energiyasi topildi 
(6.125) yoyilm adagi ikkinchi had toq funksiyani bergani uchun undan 
olingan integral nolga teng bo‘ladi):

u  = _GMm_GM^ f dJr p[3(R ■ г ) 2 - R2r2J. (6. 
R 2 R* J

126)

Bu yerdagi integral Y er hajmi bo ‘yicha olinadi. Integral ostidagi funksiyani 
quyidagicha yozib olaylik:

3(R  r )2 -  R2r2 =  R jR j& r ir j-S i jr2). (6.127)

Quyidagi kattalik

f  A > = J d 3r p [ 3 ^ - V 2]  (6-128)

jismning kvadrupol momenti deyilad i. P o ten sia l en erg iya  uchun  ifoda 
^uyidagi krin ish ga keltirildi:

GMni GM



T a ’rifidan ko'rinib turibdiki, kvadrupol m om ent - sim m etrik tenzor н l  
uni ham m a vaqt d iagonal k o ‘ rinishga keltirish m um kin. Bunda 
sim m etriya o ‘qini h isobga olish  kerak, bizning holda bu o ‘ q - л п'п? 
D em ak, kvaqrupol m om entning £»,, D2 va D} hadlarigina qoladi. йпт0 4.'- 
fo rm u la  b o ‘y ich a  D + D 2+D}=0 b o ‘ lgan i va jism n in g  sim m etrivacÛ  
Dt =  D2 b o ‘ lgani uchun ап

D\ = D 2 = - \ d 2

deb olam iz va bundan keyin D =  D deb belgilaym iz. Y ana bir soddalashtiri 
bajaraylik : ^  1

/ ? , . / г ^ , = - 1 й ( л , Ч / г 22 ) + о ^  =  о [ | / г з 2 - 1 л 2]  =  1 / г 2о (З с о 52а - 1 ) !(б130)

bunda a  -  R  vektor va x} o ‘q orasidagi burchak. Kvadrupol moment va 
in ersiya m om en tlari o ra sid ag i b o g ‘ lan ishni top ish  q o ld i. Bu ish qiyjn 
b o ‘ lm agani uchun uni o ‘quvchiga havola qilinadi. Javobi -

D  = 2 ( / , - / 3).

Shu bilan potensial energiya uchun

, ,  GMm GMD 2
U = --------- -----------^ ( З с о ^ - а - ! )  ( 6 . 1 3 1 )

ifoda topildi.
Yerni m oddiy  nuqta deb q aralgan ida birinchi hadn ing o ‘zi qolgan 

b o ‘ lar edi. Yer hatto so f  shar b o ‘ lganda ham ikkinchi had b o ‘ imas edi - 
chunki bu holda /, =  / ,  va, dem ak, D =  0.

K o ‘ rilayotgan  yaq in la sh u vd a Y ern ing Q uyosh m aydon idagi Lagranj 
funksiyasi (6 .120) va (6 .131) larning ayirm asiga teng. A m m o yana ba’zi 
bir m ulohazalam i hisobga olish kerak.

a  burchak R  vektor va x} o ‘q orasidagi burchak, dem ak, bir yil

ichida u а  = - - в  dan а  = — + в  gacha o ‘zgarishi kerak. Yaqinlashuv

doirasida co s2«  ni uning yil b o ‘yicha o ‘ rtalashtirilgan qiym atiga almash-

1 .

tiriladi: c o s_a  => — sin -# .

Y erning sutkali ay lan ish  burchak tezligi y / , presessiya tezligi <Pnl 
unga nisbatan ju d a kichik deb qarashga haqqim iz bor (tajriba asosida). Shu 

sababli kinetik energiya (6 .120) da ф b  y ic h a  kvadratik hadlar tashlab  

yuboriladi:



( ^ s i n ^  + ̂ 2) ^ ® 2- (0COS0+I/)2 =*y/2 +2у/<рсо$в. (6.132)

. forrriu la d a n  oldingi gaplarni va ф  ning zgarm aslig in i hisobga
( Hnetik energiyadagi birinchi qavs tashlab yuborilishi kerakligiga 
olinsa-

ktllShularning ham m asini bir joyga yig‘ib, Y em ing m asalaga m os keluv- 
hi Laeranj funksiyasini quyidagicha holda olam iz:

L = —d 2 + — l y 2 +2i//<pcosfl)+ ЮМт(а. .1 - (6.133)
2 2 '  '  20Л

i erani funksiyasida hamma o‘zgannas sonlar tashlab yuborildi. Bu Lagranj
fnksiyasida ikkita sikJik o‘zgaruvchi bor -  <p va цг. Shunga mos ravishda
dckita harakat integraliga egamiz:

P v  = l t fc o s e ,  P v  = /•,()//+ <pcos0). (6.134)

ц, ni ~  Yeming sutkali aylanish burchak tezligini - o ‘zgarmas deb olgan 
edik, bunga pc ning konstantaligi qo‘shilsa в ham o‘zgarmas son ekanligiga 
kelinadi. Ikkinchi harakat integralidan esa <p ning ham o‘zgarmas son 
ekanligi kelib chiqadi. Endi в  uchun harakat tenglamasi keltirib chiqaraylik:

/.в  + / , i//<psin в  + —£ j sin0cos0 _ q  (6.135)
10/?

0 = 23 o‘zgarmas bo‘lgani uchun в = 0 , demak,

3 GM(a2 - c 2) a ,  ,
(p = --------------------COS0. (6.136)

4R a‘y/ '
(.6.119) bo‘yicha s v a  c orasidagi farq kamligini ko‘zda tutib, quyidagi 
soddalashtirishni bajaramiz:

a1 - c 2 _ 2(a - c )

^akuniy formula quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi:

3GM a - c  .
<P = ~ — — ------cos0' (6.137)

2 /? V  a

®'r'nchidan, Quyosh maydoni ta’sirida Yerning presessiya burchak tezligi 
W jk- Buning uchun M  sifatida Quyoshning massasi M= 1.98844- 103,g 

, ^ s‘fetida Yerdan Quyoshgacha boMgan masofa /?=1.496- 1013sm ni olish 
rak. Qolgan kattaliklar ham m a’lum:

\

173



G = 6.6742 10~8 ° m , , y/ = — sek -i
g se k 86400

Natijada

,Z

6.14-rasm. Blok 
ustidan o‘tgan 

ipga osilgan 
massa.

ф = - 2.5 ■ 1Q-' 2 = -16.26 Sekundi
sek yil (6

ekanligini topiladi. Agar Yer o ‘qining presessiyasi 
Quyosh maydoni ta’siridagina hosil boMayotgan bo‘lgan 7  
Yer kurrasi o ‘z orbita tekisligiga perpendikular bo‘lg 3 
o‘q atrofida presessiya natijasida -  79700 yil ichida bir 
marta tliq aylanardi. Presessiya yo‘nalishi yeming 0‘ 
o ‘qi atrofidagi aylanish yo‘nalishiga teskaridir.
Ammo hali Oyning ta ’siri e ’tiborga olinmadi, uni e’ti- 
borga olinsa olingan son o‘zgaradi.

Oy maydoni ta’siridagi presessiya tezligi ham aniq- 
laylik, buning uchun yuqoridagi form ulaga Oyning 
massasi M=7.35 I025g va Yer bilan Oyning markazlari 
orasidagi masofa R =3.908-I010sm larni qyish kerak. 
Bu Yerning Oy maydoni ta ’siridagi presessiya tezligini 
beradi:

ф = -33.8
burchak sekundi 

yil (6.139)

Ikkala ta ’siming yig‘indisi -50.06" ni beradi. Eksperimental ma’lumotlar 
-50.02" ekanligidan dalolat beradi. Olgan natija shuni bildiradiki, Yer o‘qi 
o‘z orbita tekisligiga perpendikular bo‘lgan o‘q atrofida presessiya natijasida
-  26000 yil ichida bir marta to ‘liq aylanadi. Yer o ‘qi hozir Qutb yulduziga 
qaragan, yillar o‘tishi bilan Yer o‘qining yo‘nalishi osmonda aylana chizib 
boradi, biz topgan davr -  26000 yil shu aylanani bir marta chizishga kerak 
bo‘lgan vaqt. Bir necha ming yildan keyin qutb yulduzi boshqa bo‘ladi, 
masalan, 12000 yildan keyin Vega qutb yulduzi bo‘ladi.

6.4 .3-m iso l. Gorizontal O o ’q atrofida aylanadigan blok ustidan uzunli 
o ‘zgarmaydigan ip o ‘tgan. Ipning bir uchi bikirligi k  bo‘lgan prujinag3 
ulangan, ikkinchi uchiga m massa osilgan. Harakat yo‘nalishi -  z ~~ 0 qi' 
Blokning massasi m t, uni R radiusli ingichka disk deb qarang. Shu siste- 
maning kichik tebranishlar chastotasini toping.

Sistemaning kinetik energiyasini yozamiz:

T = mz /,Qf mz m,/?2f22 (6.140)
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tezligi -  z/R bo‘lgani uchun

T = U m + ^ \ i * .  (6Л41)

g urchak

T =  ,
2 l  2

nSia i energiya ikki qismdan iborat bo‘ladi — gravitatsion maydondagi 
energiya va barqaror muvozanat holatida uzunligi / bo‘lgan prujinaning 
uzayTshi energiyasi:

U = —mgz + ~~~2 ~— ~ Y  = ~m8Z+klz + ̂ - .  (6.142)

Barqaror muvozanat holatida

1г=о= mg ~ k l = 0 (6.143)
az

bo‘lishi kerak, demak, kl = mg . Sistemaning Lagranj funksiyasi topildi:

,  \ (  mt ) '~2 
L = —\ m + —-  

2 2
.2 kz*z — — . (6.144)

2
Kichik tebranishlar chastotasi:

(0  =
2 k I 2 m g

2m + mx ^2m  + /n, / (6.145)

6.5. Dalamber prinsipi

B ir-b irig a  te g ib  tu rg a n  q a ttiq  j i s m la r  s is te m a s i b e r ilg a n  b o ‘ lsin . 
U larga ta sh q i k u c h la r  h am  t a ’ s ir  q ila y o tg a n  b o ‘ lish i m u m k in . S h u  
jism lar  b ir-b ir ig a  te g ib  tu rg an lig i tu fay li b iri ik k in c h is in in g  h ara k a tin i 
ch egaralab  tu rg an  b o ‘ lad i. Y a ’ n i, h a r  b ir  j i s m  u c h u n  b o g ‘ la n ish la r  
paydo b o ‘ lad i. B i la m iz k i , b o g ‘ la n ish la rn i k u ch  s ifa t id a  h am  ta lq in  
q ilish im iz m u m k in .

B u  k u c h la r  b o g ‘ Ia n ish la rg a  b o ‘ lg an  re a ks iya  k u c h la r i d e y ila d i,  
boshqa k ic h la r  e s a  a k t iv  k u c h la r  d e y ila d i .  0 ‘ z a r o  te g ib  tu r g a n  
J*sm larn in g  h a ra k a t in i a n iq la sh  u c h u n  sh u  re a k t iv  k u c h la rn i h am  
t0Pish k erak . (1 .6 )  p a r a g r a fd a  b o g ‘ la n ish la r  b ila n  q a n d a y  ish la sh n i 
8 °lo n o m  b o g ‘ la n ish la r  m iso l id a  k o ‘ rib  c h iq d ik . U sh b u  p a r a g r a fd a  

a ni g o lo n o m , h a m  n o g o lo n o m  b o g ‘ la n ish la r g a  q o ‘ l la n ish i m u m k in  
°  Igan D a la m b e r  m e to d i d e y ila d ig a n  m e to d n i ik k ita  m is o ld a  k o ‘ rib 

chiqam iz.
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M e to d n in g  m o h iy a ti q u y id a g ich a . A k tiv  k u ch larn i f  d e b , reakt' 
k u c h la m i fR d eb  b e lg ilay lik . Q a ttiq  j ism n in g  h arak at te n g lam alar i (6 
v a  (6 .5 8 )  g a  k irgan  ku ch  s ifa t id a  f + f R y ig 'in d i o lin ad i. B u  ten g lam aiar 
s is te m a s ig a  bogM an ish lar q o 'sh ila d i .  H o s il  b o llgan  te n g la m a la r  to ‘ lj 
s istem asid an  jism n in g  harakati b ilan  b irga reaktiv kuch lar h am  aniqlanishj 
m u m k in . U sh b u  m eto d  k ey in g i p a ra g ra f la rd a  ik k ita  m a sa la  m iso lida 
k o ‘ rsa tilg an .

Q a tt iq  j i s m la r n in g  b i r - b ir ig a  te g ib  tu r ish i u la r n in g  h arak atin i 
c h e k la y d i. B u n d a y  c h e k la sh n i b o g ‘ Ia n ish la r  t i l id a  ifo d a  q ilish  qu- 
la y d ir . B iz  ( 1 .6 )  p a r a g r a fd a  g o lo n o m  v a  n o g o lo n o m  b o g ‘ lan ish lar 
t e x n ik a s in i  m u h o k a m a  q i lg a n  e d ik .  1 .6 .4 - m is o ld a  q iy a  tek islik  
b o ‘ y ic h a  g ‘ ild ira b  tu sh a y o tg a n  s i l in d r  h a ra k a t in i a n iq la sh  m asalasi 
k o ‘ r i lg a n . B u  y e rd a  e s a  n o g o lo n o m  b o g ‘ la n ish li h a r a k a tg a  m iso llar 
k e lt ir i la d i.

B iz g a  b iro n  s is te m a  b e r ilg a n  b o ‘ lsin . U n i ifo d a la sh  u ch u n  kerak 
b o ‘ lg a n  u m u m la s h g a n  k o o r d in a t a l a r  so n i  n ta  b o ‘ ls in . O d atd a , 
n o g o lo n o m  b o g ‘ lan ish la r  c h iz iq li k o ‘ r in ish g a  e g a  b o ‘ lad i:

B u n d a  k  — b o g M a n ish la r  s o n i .  A g a r  d. =  0 boM sa, bunday 
bogM anishlar b ir  jin sli d ey ilad i. U m u m iy  h o ld a  ctj k oeffitsiyen tlar umurn- 
la sh g an  k o o rd in a ta la r  v a  v a q tn in g  fu n k siy a la r i boM ishi m u m k in . Agar 
b iz g a  b u n d an  ta sh q ari q u y id ag i g o lo n o m  bogM anish lar h am  berilgan 
boM sa:

sh a rt la rg a  b o ‘y su n g a m  boM adi. Bu sh a rtla rn in g  u m u m iy  so n i k + s \

6.6. Qattiq jismlar sistemalariga misollar. 
Nogolonom shartlar

k

(6.147)

(6.148)

u m u m la sh g a n  k o o rd in a ta la r im iz n in g  v aria tsiy a lari m u staq il boM m asdan

(6.150)

sh u n in g  u ch u n  n —  k — s so n i n o g o lo n o m  sistem an in g  erkinlik  darajalan
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ilad i. H aq iq a td a  (m iso lla rd a  keyin k o ‘ rilad i) n o go lo n o m  b o g ‘ la-
5001 mustaqil k o o rd in a ta la r  so n in i k am ay tirm a y d i, u lar  k o o rd in a -
n a -rto faa a t m u staq il v a ria tsiy a larin in g  so n in i k am ay tirad i. talarnin=

(. 4  5 -m isol. (x, y)tekislikda yotgan va unga o‘zining 
nuqtasi AOB bilan tegib turgan jism 6.15-rasmda 

UC,rsatilganidek x o ‘qi bilan Ф burchak hosil qilib
h-irakat qilayotgan bo lsin.

H arakat davomida jism markazi O nuqta tekislikka 
*b tursin, A va B nuqtalar esa 0  atrofida buralishi 

^uffikin b o ‘lsin. lshqalanish kuchini yo‘q deb olinadi.
Hsm tezligining komponentalari vx,vy. Ko‘rinib turib- 
diki. bu komponentalar mustaqil emas:

—  = tg<P■

6.15-rasm. Tekis 
sirt ustidagi chiziqli 

jism.

(6.151)

Agar umumlashgan koordinatlarni </, = x, q2 = y, Ъ  = <P yo‘l bilan kiri- 

tilsa, sharti

Ў2-Ч\{8Ч1=0  (6.152)
ko‘rinishni oladi. Bu tenglik hech qanday funksiyaning to‘liq hosilasi emas, 
demak, u — nogolonom shartdir. Uni 8t ga ko‘paytirilsa variatsiyalarni 
bog‘laydigan tenglamaga kelinadi:

8ц2 -  5qxqз = 0. (6.153)
Hulosa sifatida shuni aytish kerakki, x, y, va (p koordinatlaming o‘zga- 

rishlari mustaqil bo‘la olmasligiga qaramasdan koordinatlaming o‘zlari 
mustaqilligicha qoladi, chunki, (6.154) shartni integrallab uni koordinatlarni 
bolaydigan shartga o‘tkazish mumkin emas.

Shunga qaramasdan harakat integrallarining mavjudligi masalani to‘liq 
yechishga imkon beradi. Masala birinchi Lagranj ko‘paytuvchilari tilida 
yechiladi, keyin harakat integrallaring muholama qilamiz.

Jismning Lagranj funksiyasi (haqiqatda u kinetik energiyaganing o‘zi)

L = i,n(xo2 + >n2)+ i/< p 2. (6.154)

Bunda m -  jismning massasi, 1 - 0  nuqtadan o ‘tgan vertikal o ‘qqa 
n>sbatan inersiya momenti. (1.6) paragrafda aytilgani byicha nogolonom 
b°g‘lanishlar bor taqdirida harakat tenglanialari

d dL 
dt dq,

3L

Э*
Wki (6.155)
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ko‘rinishga ega bo‘ladi. (6.150) va (6.154) shartlar taqqoslansa

сп - - W -  ci2 - 1 '  ci3 (6.15̂

ekanligi topiladi. Bu darhol harakat tenglamalarini yozib olishga imu 
beradi: mk°»

т*о = тў0 = Л . 1Ф = 0 . (6.157
Bu sistema

y-itgq>  = 0 (6l58)

tenglama bilan to ‘ldirilishi kerak. Shu bilan, to‘rtta noma’lum bor -  x,y  y  д
Ular uchun yozilgan tenglamalar soni ham to ‘rtta -  (6.158) da uchta va 
(6.159) tenglama. Shu tenglamalar ichidagi uchinchisini yechish eng osoni

<p(t) = cot + (pn , ( 6 159)

bunda (о=ф -  jismning z o ‘qi atrofidagi burchak tezligi. (6.158) dagi birinchi 
va ikkinchi tenglamalardan ҳ ni qisqartirilsa

•xcosQJ + >:sin<j£> = 0 (6.160)
hosil bladi. (6.159) tenglamani ham

ycos^-jcsin<j[) = 0 (6.161)
ko‘rinishda olib ikkalasi qo‘shilsa

'x cos <р -  л: sin + v si n <p + ў cos (p = 0, (6.162)
yoki

d
— [icos<jp+jsin^J = 0 (6.163)
dt

tenglamaga kelinadi. Bitta harakat integrali topildi

icos<jp+ ysin^p = c,. (6.164)

Bu tenglamani (6.162) tenglama bilan taqqoslab

x = c, cos<jp, ў = C| sin «p (6.165)
ekanligini, shunga ko‘ra,

x = — (sin<jp-sin^p0)+ x 0, y = -  —(cos<p-cos<jp0)+ y 0 (6 .166)
(0 (O

ekanligi topiladi. (6.166) tenglamadan c,=u ekanligi kelib chiqadi.
(6.158) sistemaning ikkinchi tenglamasidan ҳ  topiladi:

Я, = тою cos (p. (6.167)
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1 5 8 ) sistemadagi birinchi va ikkinchi tenglamalarning o‘ng tomonlari 
aksiya kuchining x  va y  komponentalarini beradi:

Rx = -mwvsincp, Ry = mcovcos<p. (6.168)

K.o‘rin ib  turibdiki,
R2 = R ;+ R l =m2co2v 2

n e m a k . reaksiya kuchi o ‘zgarmas qiymatga ega R =mcov. Uning yo‘na-
i chini aniqlash qiyin emas (6.169) formulalardan xulosa qilish mumkinki, 
bu kuch A va B nuqtalar chizayotgan aylanaga urinma bo‘yicha yo‘nalgan.

Harakat integrallariga kelaylik. Masalaning yechilishining sababi yetarli 
darajadagi harakat integrallarining mavjudligidadir. Ulardan b irinchisi- 
energiya:

Е = -т [х 1  + ў ^ )+ -1 ф 2. (6.169)\т \* о  + Уи)+ 2

Ikkinchisi - <p ning siklikligidan kelib chiqadigan ф = const ekanligi. Bundan

esa o‘z navbatida io + > o = co n st ekanligi. (6.165) tenglama shu oxirgi 
munosabatning zidir. Buni ko‘rish uchun tenglikning ikkala tomonini 
u= lv l ga ko‘paytirib x = vcos<p va > = usin<p ekanligini hisobga olish 
kerak.

6.4.6-misol. Tekislik ustida a radiusli shar 
sirpanmasdan harakat qilayotgan boMsin. Shar- 
ning tekislikka tegib turgan nuqtasining tezligi 
sirpanmaslik sharti oqibatida nolga teng bo‘lishi 
кегак. Sharning erkinlik darajalari sonini aniq- 
laylik. Sharning holati uning markazining koor- 
dinatalari Xu, Ya va uchta Eyler burchaklari <р,цг,0 
orqali an iq lanadi. H aqiqatan  ham , tekislik 
ustida harakat deganimiz sharga Z o ‘qi bo‘yicha 
qo‘yilgan bitta shartga mos keladi: Z  = a , bu
-  golonom shart.

Demak, erkinlik darajalari soni 6 -1 = 5 . Sharning sirtga tegib turgan 
nuqtasini P deb, sharning markazidan unga tushgan vektorni a deb belgi- 
laylik.

Markaz 0  ning tezligi Vc deb belgilansa, P nuqtaning tezligi nolga 
tengligi sharti

vP = vo +[Q a] = 0 (6.170)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. a = {0,0,-д ) bo‘lgani uchun komponentalarda bu 
lenglama

6.16-rasm. Tekis sirt 
ustidagi shar.



X  р — X  q  — oCly  —  0 ,  Yp —  Yq  +  йС1х =  0
( 6 . 1 7 1 )

ko‘rinishni oladi. Bu — nogolonom shartlar, chunki burchak tezliginj 
kom ponentalari hech qanday funksiyaning vaqt bo‘yicha tliq hosil"^ 
emas (Q lar Eyler burchaklari ning murakkab funksiyalaridir). Sh^ 
sababdan bu shartlarni yecha olmaymiz. Ularni harakat tenglamalarioU 
Dalamber prinsipi yordamida ((6.5) paragrafni qarang) reaksiya kuchlari 
orqali kiritganimiz maqsadga muvofiqroqdir.

Shulami hisobga olib harakat tenglamalari sistemasiga o ‘taylik. Sharning 
massasini m deb, uning markazining ilgarilanma harakat tezligini m  deb 
olinsa va shar uchun M =/Q  ekanligidan foydalanilsa tenglamalar sistemasi 
quyidagicha ko'rinishga ega bo‘ladi:

m ^  = F + R . / ^  = K + [aRl, V + [Qal = 0. (6л72)

Bunda F — tashqi kuch va K — u hosil qilgan kuch m om enti. Uchinchi 

tenglam a birinchiga qo‘yiladi, Q ni esa ikkinchi tenglam adan olinadi:

F + R + " ' ( [ K a ] - a (R a )  + R a’ ) = 0. (6.173)

Bu tenglama komponentalar bo‘yicha yozib olaylik (shar uchun I=2ma2/5 
ekanligi hisobga olindi):

Rx = - ^ F x  + - ^ K y , Ry = - ^ F x ~ K t , Rz = -F z. (6.174)

Reaksiya kuchlari topildi. Endi harakat tenglamalarini faqat tashqi kuchlar 
orqali yozib olish mumkin. Birinchidan, harakat tenglamalarining mustaqillari 
soni nechaga teng? Boshida oltita harakat tenglamasi bor edi, ularga kirgan 
kattaliklarga uchta shart qo‘yilgan. Demak, mustaqil harakat tenglamalari 
soni uchga teng bo‘lishi kerak. Ular sifatida

dV K  j \  dV K  \ \  dQ.
"*— *■ = -  F  + — K ; m —-  = -  Ғ — K ; I ---- = K  (6.175)

dt 5 y 1 a у )  dt 5 ̂  r a x J dt z
tenglamalar olinadi. Qolgan kattaliklar quidagicha topiladi: (6.175) ning

uchinchisidan Vz = 0 ekanligi kelib chiqadi, bu esa boshlanich golonom
sharti z =  a ning natijasidir, Q ,̂ Qy lar esa (6.173) ning uchinchisi boigan 
bog‘lanishlar Q = -V y/a , Q =~Vx/a  dan topiladi.

Huddi shu masalani Lagranj ko‘paytuvchilari tilida ham qarash mumkin. 
Buni o ‘quvchiga masala sifatida havola qilinadi (shu bobga 3 -m asalaga  
qarang).



6.7. Noinersial sistemalardagi harakat

inersial sistem alarn in g  m exan ik adagi a loh id a ah am iyati h aq id a  kursi-
• o boshida g ap irg a n  ed ik . In ersia l s is te m a d a  jism n in g  L a g ra n j fu n k-

siyasi

L =  ~ ~ ~ U ( ro) (6 .1 7 6 )

koiin ish ga  e g a  (b u  s is te m a g a  taa llu q li tez lik la rn i n o l in d ek si b ilan  
bel^ilanadi). N o in e rs ia l s is te m a g a  o ‘tg a n d a  jism n in g  L ag ran j fu n k siyasi 

qanday b o ia d i ?
V aqt b ir jin s li v a  faz o  b ir  j isn li h a m d a  iz o tro p  b o ig a n  s is te m a la r  

inersial sistem a d eb  t a ’ riflan gan  ed i. N o in e rs ia l s is te m a g a  o ig a n im iz d a  
fazo va v aq tn in g  bu  x o ssa la r i y o ‘ q o lish i kerak .

Inersial s is te m a d a  o ‘z g a rm a s  v0 tez lik  b ilan  h arak at q ilay o tg a n  
jism olaylik. S h u  s is te m a g a  n isb atan  ixtiyoriy  V(/) tez lik  b ilan  h arak at 
qilayotgan sh trix lan gan  s is te m a  IC  d a  jism n in g  tez lig i V  q u y id a g ich a  
aniqlanadi:

v0 = v '+V (/). (6.177)
Buni (6 .1 7 7 ) g a  o lib  borib  q o ‘y ilsa  (faq at vaqtn in g  fun ksiyasi b o ig a n  

V2(f) h ad  t a s h la b  y u b o r i la d i  v a  p o t e n s ia l  y a n g i k o o r d in a t la r d a  
ifo d alan ad i):

L ' =  ^ — +  O T v'-V (/)-t/( r'). (6 .1 7 8 )

Agar ~ V ( / )  =  W (/) o rq a li sh trix lan g an  s is te m a n in g  tez lan ish i k iritilsa , 
dt

shu L agran j fu n k siy asig a  m o s  ke lu vch i h arak at te n g la m a si q u y id a g ich a  
yoziladi:

dU
otv* =  - — -m W (i). (6 .1 7 9 )

D em ak, te z lan ish n in g  p a y d o  b o i i s h i  -m W (/) k o ‘ rin ish d ag i b ir  jin s li 
kuch m ay d o n in in g  p a y d o  b o i i s h ig a  ek v iva len t ek an . B u  m a y d o n d a  
har bir jism  o ‘ z in in g  m a ssa s ig a  b o g i iq  b o im a y d ig a n  — h a m m a  jism la r  
Uchun b ir  x il b o i g a n  v a  s is te m a n in g  te z la n ish ig a  te sk a r i  b o i g a n  
tezlan ish  o la r  e k an . M a n a  sh u  ta sh q i b ir  j in s li  ku ch  m a y d o n in in g  
Paydo b o i i s h in i  b o ‘ rttirib  k o ‘ rsa tish  u ch u n  L '  L ag ran j fu n k siy a sid a g i 
‘kkinchi h ad n i
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) = m — r' V(f) = m — (r'-V (r))-m r' W (0 / f. 
dt dt

k o ‘ rin ish ga  k e ltirilad i. B u  y e rd a g i v a q t b o ‘y ich a  t o ‘ liq  h o sila li hadni 
L a g ra n j fu n k siy a s id a n  ta sh la b  y u b o r ish i m u m k in . N a t i ja d a  L agran ' 
fu n k siy a  q u y id ag i k o ‘ r in ish g a  k e lad i:

A lb a tta , bu  L a g ra n j fu n k s iy a s id a n  o lin g a n  h a ra k a t te n g la m a si huddi 
o ‘ sh a  (6 .1 8 0 ) k o ‘ r in ish g a  e g a  b o ‘ lad i.

Ik k in ch i b o sq ic h g a  o ‘ tay lik . S h trb d a n g a n  s is te m a  i (  g a  n isbatan  
Q (/) b u rch ak  tez lik  b ila n  h a ra k a t  q ila y o tg a n  s is te m a  K  k ir itilad i. Bu 
s is te m a n in g  k o o rd in a t b o sh i sh tr ix la n g a n  s is te m a n in g  b o sh i b ilan  bir

x il b o i s i n ,  bu d e g a n i, r = r \  K  d ag i tez lik  v b ilan  d a g i V  tezlik 
q u y id a g ich a  b o g ia n g a n  b o ia d i :

B iz  l (  s is te m a d a g i o ‘ z g a ru v c h a n  te z lik  n i ikki q ism g a  ajratd ik  - 
ilg a r i ia n m a  h a ra k a t  te z lig i — v v a  a y la n m a  h a ra k a t  te z lig i — [fir j. 
(6 .1 8 2 )  d ag i tez lik n i b u  q o id a  b o ‘y ich a  a lm a sh tir ilsa  K  s istem ad ag i 
L a g ra n j fu n k siy asi q u y id ag i k o ‘ r in ish g a  k e lad i:

L ag ran j h osila larin i h iso b la sh g a  o ‘ tay lik . Ikkinch i h ad d an  rad iu s-vektor 
b o ‘y ic h a  h o sila d an  b o sh la y m iz :

mv'2
L '=  —------U ( r ' ) - m r 'W ( t ) . (6 .181)

v '=  \  + [Qr]. (6 .182 )

L = ~ ~  + mv • [Qr] + ̂  [Qr]2 -  U (r)-  mr • W(r). (6.183)

^ - ( \ [ n r ] )  = ^ -e jklv p krt = e>wu;«*5,v =ejkiv p k = e,jkv p k = [vQl,,

(6 .184)

U c h in c h i h a d d a n  ra d iu s-v e k to r  b o ‘y ich a  h o sila :

(6.185)

S h u la m i h iso b g a  o lib
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l^- = - ^ г  + т [v£2] + "'LQ -  wW (6.186)

,. --a ishonch hosil qilinadi. Tezlik b o ‘yicha hosilani hisoblash 
glcanHe1*^
osonroq: ^

~  = wiv + m[l2r]. (6.187)

To ilgan Lagranj hosilalaridan harakat tenglam alariga o ‘tam iz:

rn\ = —— ■ -  mW + 2tn [vQ ] + m [П  [rQ]] + m [rQ  ]. (6.188)

Avlanma harakatni hisobga olish (6.180) dagi kuchlarga yana u ch  xil 

vangi kuchning q o ‘shilishiga olib keldi. U larning birinchisi -  2m[vD]

-  Koriolis kuchi deyiladi. Ikkinchisi -  /n[Q [rQ ]] -  m arkazdan qochma

kuch deyiladi. r  va □  o ‘zaro perpendikular b o ‘lgan holda bu kuch

elementar fizikadan m a’lum  b o ‘lgan тП2г = mv2/r ko‘rinishga keladi,

bu yerda v  — Q burchak tezligi bilan harakat qilayotgan r radiusli

nuqtaning chiziqli teziigi: v  = Qr.
Oxirgi had burchak tezligining m um kin boMgan tekismasligi bilan 

bog‘liq bo‘lgan haddir. Topilgan kuchlarn ing  ich ida K oriolis kuclii 
ajralib turadi — faqat u jism ning noinersial sistem adagi tezligiga bog‘liq. 
Qolgan kuchlar noinersial sistcm ada q o ‘zg‘alm asdan turgan jism larga 
ham ta’sir qiladi.

KorioUs kuchining kelib chiqishini 6.17-rasm da ko ‘rsatilgan xususiy 
hol asosida tushunish  m um kin.

Rasmda k rsa tilg an id ek , Y er sh arin in g  0, va в2 kenglik lari 
olinadi. Y er sirtida  tu rg an  jism lar u ch u n  Y ern ing  ay lan ish i b ilan

b°g‘liq b o ‘lg a n  im p ils  m o m e n t la r i  Af, = wn^r, = m flr,2 va

К11 ~тй2гг = mClr2 b o ‘la d i ,  d e m a k ,  МҲ< М 2 e k a n .  J a n u b d a n  
shimolga qarab  oqayotgan  daryoni olaylik. Suv zarrachalari o ‘zi 

an sharqqa yo ‘nalgan im puls m om en tin ing  qo ld ig ‘ini olib keladi. 
Bu qold iqning  t a ’siri ostida suv za rrachalari inersiya b o ‘yicha 

ryoning o ‘ng q irg‘og ‘iga q o ‘sh im cha bosim  b ilan  ta ’sir qiladi. M ana 
u kuch — K oriolis kuchidir. j
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6.17-rasm. Koriolis kuchining kelib chiqishiga oid.

Bu m u lo h azam iz n i m ate m atik  k o ‘rin ish ga keltiraylik . Q ulaylik  uchun 

Г| =  r v a  r2 =  r, +Ar = r + A r  d e b  o la m iz ,  s h u n g a  k o 'r a  М { = м  Va 

m 2 = m , + a m  = м  +  a m  d eb  y o z a m iz  va

ДМ  = М 2 - М У = rnQ (r2 - r 2) = 2mClrAr (6.189)

g a  k e la m iz . T e n g la m a n in g  ik k a la  to m o n in i  A t  g a  b o ‘ lib  cheksiz 
k ich ik larga  o ‘ tay lik . B u  h o ld a  o ‘ ng  to m o n d a  j i s m  tez lig in in g  radial 
k o m p o n e n ta s i p a y d o  b o ‘ lad i: d r / d t  = v r. R a sm d a n  k o ‘ rish  mumkinki, 
u =  sin e . D e m a k ,

dM
dt

= 2 w£2 usin 0 /- (6.190)

te n g la m a g a  k e la m iz . Ik k in ch i to m o n d a n , Q usin0  ifo d a  [vfi] vektor- 

n in g  k en g lik  p a ra lle li b o ‘y ich a  y o ‘ n a lg an  k o m p o n e n ta s i. Tezlikning 
tan la b  o lg a n  y o ‘ n a lish in i k o ‘ z d a  tu tilsa , o lin g a n  te n g la m a n i vektor 
k o ‘ rin ish d a  q u y id a g ic h a  y o z ib  o lish  m u m k in lig i k e lib  ch iq ad i:

dM
dt

= 2m[r[ vQ]] (6.191)

Im p u ls  m o m e n ti u ch u n  h a ra k a t te n g la m a si (6 .5 8 )  bilan taqqoslansa 
suv za rra s ig a  2m  [vQj k u ch  ta ’sir qilayotganini k o ‘ram iz . B u  -  Koriolis 
kuchi.

A g a r  e n d i su v  o q im i sh im o ld a n  ja n u b g a  q a ra b  y o ‘ n a lgan  bo lsa 
AM < 0 b o ‘ la d i, k u ch  g ‘arb  to m o n g a  y o ‘ n a lgan  b o ‘ lib  c h iq ad i. ShirnoW 
y arim  sh a rd a  o q a y o tg a n  d ary o  u c h u n  b u  — y a n a  o ‘sh a  o ‘n g  qirg ° ^ a 
t a ’sir  q iluvchi kuch ni b erad i. U m u m a n , suv  tezlig in i ixtiyoriy y o ‘nalis 
d eb  o lin sa  m o s  k e lu v ch i v e k to r  ifo d a la rg a  k e lam iz .
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Ja n u b iy  yarim  shar uchun yuqoridagi m ulohazalar q o ‘llanilsa bu 
holda Koriolis kuchi daryolam ing chap  qirg‘og‘iga ta ’sir qilishi topiladi. 

IVfcma shu tushuntirishdan  ko‘rinib turibdiki Koriolis kuchi inersia
kUchining nam oyonidir.

Y u q o rid an  qarab Yerga tushayotgan jism ga Koriolis kuchining ta ’siri 
nim aga olib kelad i? Bu h o ld a  [vQ] vek to r sharq  to m o n g a  qarab  
y0‘nalgan bo ‘ladi (qaysi yarim  sharda ekanligim izdan q a t’iy nazar). 
Bu degani, pastga tushayotgan jism ning trayektoriyasi tik to ‘g ‘ri chiziq 
boim ay u sharq to m o n g a 'o g ‘gan egri chiziq b o ia d i.

Bu h o d isa n i ham  inersiya kuch lari o rqali tu sh u n tir ish  m u m k in . 
Yuqorida turgan jism n in g  im puls m om en ti shu jism ga nisbatan  verti- 
kal b o ‘y ic h a  p astro q  joy lashgan  jism n in g  im puls m o m en tid an  katta  
bo iad i (esdan ch iq arm ay lik , Y er b ilan  birga ay lanayo tgan  s is tem a- 
damiz). M om entn ing  saqlanish qonun i b o ‘yicha rad ius-vektor kaYnay- 
ganda (jism  pastga tu sh g an d a) jism n in g  ay lan m a ch iz iq li tezligi 
oshishi kerak. N a tijad a  b o sh la n g ic h  vaqt m o m en tid a  Y er sirtiga 
parallel yo ‘n alishda tezlikka ega b o im a g a n  jism n in g  pastga tu sh g an  
sari sharq to m o n g a y o ‘nalgan tezlik  k o m ponen tasi paydo  b o ia d i  
va orta boshlaydi.

Pastdan yuqoriga otilgan jism  uchun  esa trayektoriyaning siljishi 
g‘arb tom onga qarab yo ‘nalgan b o iad i.
(6.189) harakat tenglam asining xususiy holini olaylik:

£2 = const va W = 0 ^  (6 .193 )

boisin, ya’ni, sistem a ilgarilanm a tezlanishga egamas va uning burchak 
tezligi o ‘zgarm as b o is in :

Э£/
K  mv = ——  + 2m[v£2] + m[£2[rQ]]. (6.194)

Shu tenglam ani v ga skalar ko‘paytirib

; ,и Г  д и  d u  Гг»Г 1 d  r_ 12
v "a T "  л "  va v [Q trQ ]] = i ^ [ ] (6Л 95)

ekanliklari hisobga olinsa saqlanish qonuniga kelinadi:

d_
dt

= 0. (6 .196)

Qavs ichidagi ifoda — energiya:
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K in e tik  v a  o d d iy  p o te n s ia l  e n e rg iy a la rd a n  ta sh q a r i u n g a  n  

q o c h m a  p o te n sia l  en erg iy asi -  - ^ [ £ 2 r ] 2 — h a m  k irgan . B u  ifodanj

b e v o sita  (6 .1 8 4 )  L a g ra n j fu n k siy a s id a n  h a m  o lish  m u m k in  edi.
K o r io lis  k u ch i ish  b a ja rm a y d i — h a m m a  v a q t tez lik k a  perpendikular 

y o ‘ n a lg a n  b o ‘ lgan i u ch u n  (h u d d i m ag n it  m a y d o n id e k ) . S h u  sababdan 
u n g a  m o s  k e lu vch i h ad  e n erg iy n in g  ifo d a s id a  p a y d o  boM m adi. 

U m u m la sh g a n  im p u lsn i (6 .1 8 8 )  d a n  o la m iz :

U m u m la s h g a n  im p u ls  i lg a r i la n m a  v a  a y la n m a  q is m la r d a n  iborat 
e k a n .

6.7.1-misol. Boshlang‘ich tezligi v0 va boshlang‘ich holati r0 bolgan 
jism Yer maydonida harakat qilmoqda. Jism trayektoriyasining Koriolis 
kuchi orqali o'zgarishini toping. Yerning burchak tezligini o'zgarmas deb 
qarang.

Y er u c h u n  b u rch ak  te z lik n in g  son  q iy m ati ju d a  kichikligi -
2п   ̂  ̂ ^

I ^  I= г ; , ™ sek =7,27-10 sek 1 - Q2 ga proporsional bo‘lgan markazdan 
oo 4 liU

qochm a kuchni hisobga olm asligim iz kerakligini bildiradi. Potensial 
cnergiya U = -m g  r ckanligidan harakat tenglamasi quyidagicha boMishi 
kelib chiqadi:

Tenglama Q bo‘yicha iteratsiyalar bilan yechiladi. Buning uchun

deb olinadi va v,0) had Q ga bog‘liq bo‘lmaydi, v(l) had esa Q ning 
birinchi darajasiga proporsional bo‘ladi deb olinadi. Natijada

p  =  —  =  m \  + m  [ П г ] . (6.198)

v = g + 2[vQ]. (6.199)

v =  v(0) + v(1) (6.200)

tenglamalar sistemasi olinadi. Bu sistema oson yechiladi:

v(0)= g / + v0, v(l) = [gQ]/2 + 2 [v 0Q]?, (6.202)
yoki
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V = v 0 + g f  +  2 [ v 0Q]r +  [ g Q ] r . (6.203)

tenglamasida Q" ga proportsional bo‘lgan hadni tashlab yuborga-

^ 3 d i U S ' V C K l U i l i l  lU J J IO H  UVltWll tVbUAIU U4/ J  IVIIU H U V g l U l I U J l T I I Z .

6 .7 .2-misol. Boshlang‘ich tezligi nolga teng bo‘lgan jism h balandlikdan 
Yerga tushish davomida vertikaldan qanchaga og‘adi?

Masalani konkret bir kenglikka bog‘laylik, bu kenglikni в  deb belgilaymiz 
(Toshkent uchun 0 = 4 Г ) . Koordinat o ‘qlari tanlaymiz. x-o‘qi meridian 
bo‘yicha janubdan shimolga qaratamiz. £-o‘qi yuqoriga yo‘naltiriladi. y  
o‘qi g‘arbga yo‘nalgan bo‘ladi.

Bu holda g = {0,0,— g} va Q = {Qcos0,O,Qsin0} bo‘ladi va yechimdagi 
vektor ko‘paytm aning birdan-bir noldan farqli kom ponentasi uning y  
komponentasi bo‘ladi:

Dcmak, boshlang‘ich koordinatlari г0 = {0,0. Л} bo‘lgan jism yerga tush- 
ganda (6.204) bo‘yicha

koordinatlarga cga bo ‘lar ekan. Minus ishora oishning sharq tom onga 
ro‘y berishini krsatadi. z ~  kom poncnta uchun ifodani nolga tenglash- 
tirib

[sQ] = {0, - g  Q cos0 ,0}.

л = 0, y = --g Q co sd t* (6.205)

z = h - - g t 2 = 0  

tushish vaqtini (6.205) ga qo‘yamiz:

(6.206)

(6.207)

Son qiymatlarini qo‘yib chiqaylik:

y = -2,19 T0~5hm  cosв. (6 .208)

Toshkent kengligi uchun

y  = - 1.65-10^ Ам .
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Agar h =100m deb olinsa, y  = -1,65 10"2 m = -l,65sm  bo‘ladi. Aj
Toshkent teleminorasining uchidan tushib ketsa (Л =340т), uning vertik 
dan sharqqa og‘ishi y  = —10,3 sm ekanligini topamiz. AJbatta, hayot^ 
shamolning ta ’siri bundan kuchliroq bo‘ladi.

chetlashadi?
Koordinat o ‘qlarini awalgi misoldagidek tanlaymiz. Effekt maksimal 

bo ‘lishi uchun tezlikni x, z tekisligida yotibdi deb olam iz. Bu holdT 
(6.204) dan

ekanligini topiladi. Jism Yerga qaytib tushgunicha t = 2v0./g vaqt ketadi 
Demak,

To‘pdan va miltiqdan o‘q otishda aniq nishonga olish uchun shu natijalarni 
ham hisobga olish kerak.

6-bobga mashq va savollar
1. Erkin jism uchun Eyler tenglamalaridan (K  — 0)
-  Jism energiyasining harakat integrali ekanligini;
-  Impuls momentining kvadrati M 2 harakat integrali ekanligini keltirib 

chiqaring.
2. Energiya E' ning ((6.82) ga qarang) harakat integralligidan foydalanib 

(6.89) tenglamani keltirib chiqaring. Buning uchun boshlanich в0 burchakda 
energiyaning qiymati ixtiyoriy boshqa в  burchakdagi qiymatiga teng ekanli- 
gidan foydalaning.

3. Tekislikda sirpanmasdan harakat qilayotgan shar masalasini Lagranj 
kpaytuvchilari metodi bilan yeching ( ( 1.6)-paragrafga qarang).

4. 6.18-b rasmda krsatilgan 2a tomonli kvadratning uchlarida joylashgan 
massalar sistemasi uchun inersiya tenzorining komponentalarini toping. Bu
ishni (x, y) va ( / ,> ')  sistemalarda bajaring.

5. 6 .18-rasmda krsatilgan katetlari 2a va 4a bo‘lgan toriburchakli 
uchburchak uchlarida joylashgan m va 2m massalar uchun bosh inersiya
o ‘qlarini va bosh inersiya momentlarini toping.

6. Faraz qilaylik, Yeming radiusi 1% ga kamaydi, massasi zgarmadi■ 
Uning burchak tezligi qanchaga zgaradi? Energiyasichi?

6.7.3-misol. Boshlang‘ich v0 tezlik bilan Yer sirtidan otilgan jism Yero 
qaytib tushganda o‘zining boshlang‘ich tezligi yotgan tekislikdan qanch ip

>’ = co s0 -D Otsin0 )r2 (6.209)

(6 .210)
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6.18-rasm. Moddiy nuqtalar sistemalari.

6A9-Tasm. Tebranayotgan hoda

7. Uzunligi L va massasi m blgan hoda bikirliklari k blgan ikki 
prujinaga 6.19-rasmda krsatilganidek o ‘matilgan. Bir uchini kichik masofaga 
pastga qarab siljitib harakatga keltirildi. Hodaning tebranish chastotalarini 
toping.

8. Shimoliy yarim shardagi daryo janubga qarab oqmoqda. в kenglikda 
daryoning kengligi H  ga teng. Sharqiy va g ‘arbiy qirg‘oqlardagi suvning 
balandliklarining farqini toping.

9. a radiusli bir jinsli silindr R radiusli katta bshliqli silindrning 
ichida sirpanmasdan harakat qUmoqda (6 .18-d rasmga qarang). Uning Lagranj 
funksiyasini toping. Kichik silindrning barqaror muvozanat holati atrofidagi 
kichik tebranishlar chastotasini toping.



7 -b ob .  K A N O N I K  F O R M A L I Z M

7 .1  G a m ilto n  te n g la m a la r i

L a g ra n j fo rm a liz m i k la ss ik  m e x a n ik a d a g i y a g o n a  fo rm a liz m i em as 
U s h b u  b o b d a  k o ‘ rib  c h iq ila d ig a n  k a n o n ik  y o k i G a m il to n  metodi 
m e x a n ik an in g  y a n a  b ir  en g  u m u m iy  m eto d i b o ‘ lib  L a g ra n j m etodidan  
b a ’zi b ir  j ih a t la r d a  h a tto  u stu n lig i h am  b o r. S h u  m e to d n i o ‘ rganishga 
o ‘tay lik .

L a g ra n j m e to d id a  u m u m la sh g a n  k o o rd in a ta la r  v a  u m u m lash gan  
tez lik la rn in g  fu n k siy a si b o ‘ lm ish  L a g ra n j fu n k siy a sin i to p ish  kerak  edi 
v a  sh u  fu n k siy a d a n  fo y d a la n ib  v a q tg a  n isb atan  ik k in ch i tartib li difTe- 
ren sia l te n g la m a la r  boM gan h ara k a t te n g la m a la r in i to p ish  kerak  edi. 
(2 .2 )  p a ra g ra fd a  (2 .1 7 )  fo rm u la  o rq a li u m u m la sh g a n  im p u ls  tushuncha- 
sin i k iritgan  ed ik .

B u  b o b d a g i m e to d  u m u m la sh g a n  k o o rd in a ta la r  v a  u m um lash gan  
im p u ls la r  t ilid a  ifo d a la n a d i.

V a q tg a  o sh k o ra  b o g ‘ liq  b o ‘ lm a g a n  L a g ra n j fu n k siy a s in in g  to ‘ liq 
d iffe re n sia lin i y o z ay lik :

(7.1)

U m u m la sh g a n  im p u lsn in g  t a ’ rifi

3L
(7 .2)

E y le r—L a g ra n j h a ra k a t  te n g la m a la r i

3L
(7.3)

v a

(7.4)

d a n  fo y d a tan ib  y u q o r id a g i fo rm u la n i
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0 ‘rinishga keltiraylik. Bu m unosabatn ing  o ‘ng tom oniga aham iyat 

j^rilsa, chap tom ondagi PiQi ~ L kom binatsiya q va p  argum ent-

larning funksiyasi ekanligini ko ‘ramiz. Shu boisdan 2 ^ Р Я  ~ L uchun  

vangi belgilash kiritayhk:

H (q ,p ) = ^ p q - L .  (7 6 )
I

Kiritilgan funksiya G am ilton  funksiyasi  deyiladi. Lagranj funksiya- 
sidan G am ilton funksiyasiga o ‘tish uchun bajarilgan alm ashtirish Lejandr 
almashtirishi deyiladi.
Olingan

d H ^ P i - ^ q ,  ( ? 7 )
I I

formuladan darhol quyidagi form ulalar kelib chiqadi:

д н  . ,)//

Olingan te n g la m a la rn in g  n o m i — G a m il to n  te n g la m a la r i .  U la r  
ko‘pincha kanon ik  teng lam alar  ham  deyiladi.

G am ilton funksiyasining ta ’rifi (7.6) ni energiyaning ta ’rifi (2.5) 
bilan taqqoslansa, u larn ing  b ir xil ekanligini ko ‘ram iz, faqat G am ilton  
ftinksiyasi energiyani um um lasgan impuls va koordinatalarning funksiyasi 
sifatida ifodalanadi. Bu ikkala ifodalarning son qiym atlari (koord inatlar 
va impulslar harakat tenglam alarin ing yechim lari b o ‘lgan holda) bir 
hildir.

7.1.1-misol. Bir lchamli garmonik ossillatorning Lagranj funksiyasi 

Umumlashgan impuls:

^ Р й - L  = 2 > , - X a ^ ,  (7.5)

L = m _ _ k s l  (7.9)

3L
p = т  = mq- (7.10)

bq
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Bu yerdan q ni p  ning funksiyasi sifatida topib olamiz:

Gamilton funksiyasi:

. . p m p 2 kq2 p 2 kq2H (q,p) = p q - L  = p -----— —  + —  = —  + —  .
m 2 m~ 2 2m 2

(7-11)

(7.12)

Ikkinchi tenglik belgisidan so‘ng (7.11) form ula qo ‘llanildi. Gamilt0n 
tehglamalari:

p = -k q , q = — . (7.13)

Bu ikkita birinchi tartibli tenglamadan bitta ikkinchi tartibli (o‘zimizga 
yaxshi ma’lum bo‘Igan) tenglamaga o‘tish mumkin:

1 2 q + (0 q = 0, 0) = —.
m (7.14)

7.1.2-misol. Sferik koordinata sistemasida ixtiyoriy potensial U da harakat 
qilayotgan jismning Gamilton funksiyasini toping.

Lagranj funksiyasi:

L = ™ ( r2 + г2в 2 + r2s\n W ) - U ( r ,e ,( p ) .  (7.15)

Qoida bo‘yicha umumlashgan impulslarni kiritamiz:

pr = = mr, рв = ^ Ь  = т г2в, p  = ^ -  = mr2s i n ^ -  (7.16) 
Эг ав оф

Gamilton funksiyasiga o‘tish uchun bu tenglamalami umumlashgan tezliklar 

(г ,в ,ф )  ga nisbatan yechib topilgan ifodalarni Gamilton funksiyasi tarifi 

(7.6) ga qo‘yish kerak. Shu ishni bajaraylik:

H (г,в,(р, pr,p e ,p v )= prr+ рев+  pv^ - L  =

2 2 
Pr  ̂ Рв pl - + U(r,e,(p). (7.17)
2 m 2 mr2 2mr2 sin2®

Endi Lagranj funksiyasi vaqtga oshkora bog‘liq bo‘lgan holni ko raylik 

L = L (q ,q ,t) . Bu holda
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va
Gamilt°n funksiyasining ta ’rifida ham qo‘shimcha had paydo boMadi:

dH = -  ̂  Pjdq, -  dt.

Ko‘rinib turibdiki, 

Ikkinchi tomondan,

дН_ _ _ d L  
dt д t

dH__BH_ V —  -  —
Л  " дг + Z j d 4i Я, + Z j  др, P'~  dt '

(7.19)

(7.20)

(7.21)

chunki ikkinchi va uchinchi hadlar yig‘indisi (7.8) natijasida nolga tengdir. 
Demak,

dH dL
(7.22)dt д t

Biz yana bir bor energiyaning saqlanish qonuniga keldik — Lagranj 
funksiyasi vaqtga oshkora bog‘liq bo‘lmasa yuqoridagi tenglikning o ‘ng 
tomoni nolga teng bo‘ladi, demak, energiya harakat integrali bo‘ladi:

# = co n s t. (7.23)

Gamilton va Lagranj funksiyalarining vaqt bo‘yicha hosilalari haqidagi 
natijani umuman ixtiyoriy param etr tiliga o ‘tkazishimiz mumkin. Faraz
qilaylik, L = L (q ,q ,\)  bo‘lsin, bunda Я -  sistem ani yoki unga ta ’sir
qilayotgan kuchni xarakterlovchi bir parametr boisin. Lagranj funksiyasining 
to‘liq differensiali

• * 1 
ni o ib, uning ustida Legandre almashtirishi bajarilsa

f \

d  У м - 1  = У . ^ р , - ^ p A i -

sabatga kelinadi. Bu degani ixtiyoriy parametr uchun

(7.24)

dX dX  (7-25)
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дН_Л _ ( Э/.

<7 -26) 

bo‘lishi кегак.
Lagranj va Gamilton funksiyalarini bolaydigan yana bitta xossa bor 

bu xossa g‘alayonlanish nazariyasida muhim rol o‘ynaydi. Agar La»ra ’ 
funksiyasiga kichik qo ‘shim cha L '  qo‘shilsa, G am ilton funksiyasi liarn 
o‘zgaradi, (7.6) ta’rifidan bevosita ko‘rinib turibdiki bu o ‘zgarish

H ' = -L '
ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Agar fizik sistemaning Gamilton funksiyasi bcrilgan bo‘lsa, unga mos 
keluvchi Lagranj funksiyasini ham topish mumkin. Buning uchun (7.6) 
formulaga teskari tomondan qarashimiz kerak:

£ = Х м - я .  (7 27)

7.1.3-misol. Quyidagi Gamilton funksiyasi berilgan:
2

H = ~ . t P xP y  (7.28)

Unga mos keluvchi Lagranj funksiyasini topish uchun tczliklar va im- 
pulslarni kanonik tcnglamalar orqali bogiaymiz:

. Э H . дН
Х = д ^ = Р’,+ Р * ' У = д ^  = Р'-  (7'29>

Bundan topilgan Рх = j .  Р? = x - y t  formulalar (7.27) ga olib borib qo‘yiladi:

L =  pxx+  pyў -  -  pxpy = х ў - \ ў 21. (7.30)

7.1.4-m isol. Quyidagi Lagranj funksiyasiga mos keluvchi Gamilton 
funksiyasini toping:

L = -m c2J l ~ ,  (7.31)
c

bunda m \a  c -  konstantalar (jismning massasi va yorugMik tezligi). 
Umumlashgan impulsni topaylik:

_ dL _ mv
dv f  v 2

c
v 2_  (7.32)

2
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2lik impulsnin£ funksiyasi sifatida aniqlanadi:

v= P -
m

1 +
m2c2

(7-33)

Garnilton funksiyasi:
2

fj = p v -  Ц р) = 1m
: + mc .11 —

1 +
2 2 2 p +m c

I 2 2 ^
=  C +  p ~

2 2 m c
(7.34)

Agar jismning tezligi (impulsi) nolga teng boMsa, Gamilton funksivas. 
zgarmas songa tenglashadi: H  =  •

7.1.5-raisol. Quyidagi Gamilton funksiyasi uchun Gamilton tenglama- 
lanm tuzing va ularni yechmg: 5

H = (p - r 2)2

Gamilton tenglamalari:

Ko‘rinib turibdiki, 

yoki

Demak,

p = 2 r { p - r  ); r = p - r  

p = 2rr,

U P - r Z) = 0. dt

P ~ r ~  — C \.

Natijada harakat tenglamalari osongina yechiladi:

r = cxt + c2, p = c ft2 +2c,c3f + C| + c\. 

boshlang‘ich shartlardan aniqlanadigan konstantalar.

7-1.6-misol. Gamilton funksiyasi

-+A
2 2 2 

H = £ + « V L ( р1+ < Ц ҳ1 
2 2_____  2 2

ko‘ '̂ushga ega boMgan sistemaning harakatini aniqlang.

(7.35)

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7 .39)
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Agar

Eo = p i + M f i
2 2 (?-40)

deb belgilab olinsa, Gamilton funksiyasining vaqtga bog‘liq emaslig^

uning  o ‘zgarm as songa tengligi: H = £ 0 + Я£^ = const va natijada

E0 = const0 ekanligi olinadi. Kanonik tenglamalar:

P = - —  = - w t ( \  + U Eo)x , i  = — = (1 + 2 Я£0)р. (?41)

Agar ft) = (1 + 2Я£0)«Ц) belgilash kiritsak, sistemaning yechimi

x  = Acoscot, p = -a^Asinow (7 42j

krinishda ekanligi topiladi, bunda A — ixtiyoriy konstanta.
7.1.7-misol. Tajriba shuni ko‘rsatadiki, zaryadi e va massasi m boigan 

zarrachaning tashqi elektromagnit maydondagi Lagranj funksiyasi

1 2 ^L = -m r  -<чр(г,г) + - г - A (r,/) (7 .43)

ko‘rinishga ega. Bu yerda kiritilgan <p (j,t) va A (г,t) funksiyalar elektro- 
magnit maydonning skalar va vektor potensiallari deyiladi. Shu Lagranj 
funksiyasiga mos keluvchi Gamilton funksiyasi topilsin.

Umumlashgan impulslar:

p = mr + -A . (7.44)
c

Gamilton fuksiyasi:

H  = p r - L  = A j +e<p. (7.45)

Gamilton tenglamalariga o ‘taylik:

ЬН 1 (  e . Г7p = ——  = — p ,— Д -  УД —eV(p\ 
dr m y c jc

г  = §  = 1 ( р - Ц
dp m y c )

(7.46)

Bu birinchi tartibli tenglamalar sistemasi, tenglamalar soni oltita. Ulartu 
uchta ikkinchi tartibli tenglamalar sistemasiga aylantirish mumkin. ВипШв
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- ikkinchi tenglamadan yana bir marta vaqt bo‘yicha

S  ■>iinadi:
mr  = -eV <p -  -  A + -  rV A j. 

c c (7.47)

oxirgi hadlarni bir oz o‘zgartiraylik. Ikkinchi had-
• vaqt bo‘yicha to‘liq hosilani murakkab funksiyaning 

^ ilasin i hisoblash qoidasi bo‘yicha ochamiz:

d , ЭА ,. г,, . Э . Э ,
А = л А (г ,0 =  э Г + л  <7“ *>

Satijada harakat tenglama indekslar orqali yozilganda 
quvidagi ko‘rinishni oladi:

дА  ̂ ЭД 'Э e дА. e . 
m r.= -e — <p— — + -r j  

бГ: c at c Э п Эг,

Odatda
ЭА

E = -V(p— г-, B = rotA 
cdt

7.1-rasm. 
Magnit 

maydonda 
zaryad.

(7.49)

(7.50)

formulalar orqali elektr E va B magnit maydon kuchianganliklari kiritiladi. 
Ulaming tihda yuqoridagi tengiama (tezhklarga o‘tilganda: г = v )

mv = eE + —[ vB]
c

(7.51)

ko‘rishni oladi. 0 ‘ng tomongagi ifoda Lorentz kuchi deyiladi.
7.1.8-misol. Massasi m va zaryadi e blgan zarracha tashqi bir jinsli 

o‘zgarmas B = (0,0,£) magnit maydondagi harakatini Gamilton tengla- 
malari orqali o‘rganing (7.1-rasmga qarang).

Tashqi magnit maydondagi zarrachaning Gamilton funksiyasi

„ .t± I
2 m

(7.52)

0 rinishga ega bo‘ladi (awalgi misolga qarang). Bu yerda paydo blgan 
^  ° r A magnit maydon bilan quyidagicha bogMangan: B=rotA. Magnit 

ydonj o‘zgarmas va faqat z-komponentaga ega bo‘lishi uchu vektor 
olibnS'3* A=(° - ^ ,0 )  komponentalik vektor bo‘lishi kerak. Shuni hisobga 

2aryadining Gamilton funksiyasini ochib yozib olamiz:
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р ‘ ( p ' ' ? v s )н - s L
2 т 2т 2 т

Ikkita siklik koordinataga egamiz: y  va z■ Ularga ikkita harakat integra|'

mos keladi: p = const va P. = const. Quyidagi belgilashlar kiritilsa-

eB cpy
0) = — , *> = —  mc eB

Gamilton funksiyasi
2 2 2 „  px mco , 2 P-

~ 2m + 2 ^  + 2m (7‘54)
ko‘rinishga keladi. Bu — muvozanat nuqtasi x0 boigan bir oicham li garmonik 
ossillatoming o ‘zi. Uning yechimlari ma’lum:

x = x +acos(cot + <p ), p = -macos'\n(cot + cp ).
0 0 * 0 V-JJJ

у  va z koordinatalar bo‘yicha harakat tenglamalarini ham yozaylik:

. ЭЯ 1 ‘ 
др^ m

P,
acocos(cot + <p ), z = —  ■ n

o m v/.jo)

Bulardan

y = -asin(cot + <p0)+ y0, z = -^-t + Zo (7.57)
m

ekanligi topiladi.
Demak, zarracha B maydonga parallel yo‘nalgan (x =  x0, y  — 0)-o‘q 

bo‘yicha o ‘zgarmas p j m  tezlik bilan harakat qilmoqda, shu bilan bir 
vaqtda u (x, y) tekisligida shu o ‘q atrofida burchak tezlik bilan aylan- 
moqda.

7.3. Raus funksiyasi va siklik koordinatalar

Lagranj form aiizm i haq ida gap ketayo tgan ida siklik k o o rd in a ta  

tu shunchasi k iritilgan edi. Siklik deb Lagranj funksiyasida ishtiro 
etm agan um um lashgan koord inatan i aytilgan edi. U nga mos kelg^11 
u m u m la s h g a n  te z l ik  L a g ra n j  f u n k s iy a s id a  i s h t i r o k  etadi-

L = L(qu ...,q i_x, qi+u... ,q n ,qu ...,q„). Bu siklik koord inata  Gamilt° ns 
funksiyasida ham  ishtirok  etm aydi. B uni k o ‘rish qiyin emas: m

198



dLш
Eyler— Lagranj tenglam asi b o ‘y icha saqlanuvchan kattalik: />, = 0 - 
K a n o n ik  tenglam alar b o ‘yicha

• Э я n
■  Л = ^  = ° ’

demak, H  h am  а[ g a  bogM iq e m a s  ek an : H  =  .,q„,

Px,. ;P n)-  nuqt£iyi n az ard an  L ag ran j v a  G a m ilto n  fu n k siy a lari b ir- 

biriga o ‘xshash. A m m o  G a m ilto n  fu n k siy asin in g  b ir  u stu n lig i b o r  -  
const b o ‘ lganligi sab ab li G a m ilto n  fu n k siy asiga  im p u lsn in g  o ‘ m ig a  

mana shu k o n stan ta  k irad i. B u  k o n stan ta n i a  d eb  b e lg ilay lik , u n in g  
son qiymati b o sh la n g ‘ ich  sh artla rd an  an iq lan ad i. G a m ilto n  fu n k siy asi

bu holda H { q l , . . . ,q i_u qi+l, . . . ,q n,p l , . . . , p i- l , a , p M , . . . , p n) k o ‘ r in ish ga  

ega bo‘ladi. N a tija d a  G a m ilto n  fu n k siyasi u m u m a n  k an o n ik  ju ft l ik  
( q , p ) g a b o g ‘ l iq  b o ‘ lm a y d i .  D e m a k ,  k a n o n ik  s i s t e m a g a  k ir g a n  
tenglamalar so n i h am  2 ta g a  k am  b o ‘ lad i:

.к дН . дН . , , .

" ...... ......"• <7-7 |)

Umumlashgan k o o rd in a ta  q' ni sh u n d a  q' = ЭЯ/Эр, te n g lam an i o d d iy  

integrallash y o ‘ li b ilan  to p ish  m u m k in :

luVChi um u m lashgan  im puls

Agar / ta  k o o rd in a ta  sik lik  b o ‘ lsa , u n d a  k an o n ik  te n g la m a la r  sis te -  
masining tartib in i 2 / g a  tu sh u rish  m u m k in .

Siklik k oo rd in atalarn in g  m avjudU gida k o 'p in ch a  G a m ilto n  funksiyasi
0 tniga R a u s  fu n k siy asi k iritilad i. U m u m la h sg a n  k o o rd in a ta la rn i ikki

qism ga b o ‘ lam iz : b u n d a  — \q 'A  =  1,-.-,А:} ta  sik lik  b o ‘ lgan

0 °r d in a ta la r  va  { £ ' , / =  £ + 1 , . . .,/? }  -  q o lg a n  u m u m la sh g a n  k o o r-  

d>natalar. B u  h o ld a  k  ta  b ir in ch i in tegra lga  eg am iz :
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dL
P i =  —  = c ,  =  const, i = 1

dq' (7.72)

Raus funksiyasi quyidagicha ta ’riflanadi:

U n in g  t o ‘liq  d iflferensialin i to p ay lik :

" ■  'L**-+1/л -
i=i i-i i-i i=i ' ,=i

n - k  k k  n - k  n - k

i-i <=i 1=1 i=i i=i

D e m a k ,

dR . b R
= —  = ~ P f , i  = l , . . . , k

dpj oqt
dR dL dR д L . , , (7.75)

J F  = ~ z F ’ a7~ = _ ^7~’ i = k + \,...,n . dQi dQ, Э£, дС,

B u  s is t e m a g a  k irg an  b ir in c h i te n g la m a la r  G a m ilto n  ten g lam alari 
k o ‘ r in ish ig a  e g a , G a m ilto n  fu n k siy asi ro lin i R a u s  fu n k siy asi o ‘ynaydi.

Ik k in ch i q a to rd a g i te n g la m a la r  e sa  o ‘ zg a ru v ch ila r  u ch u n

d дR dR
dt д эс, ( )

te n g la m a la m i o lish im izn i k o ‘r sa ta d i. B u  — L a g ra n j fu n k siy asi rolini 
R a u s  fu n ksiyasi o ‘y n ayd igan  E y le r-L a g ran j ten g lam alari. q: k o o rd in a tla r  
s ik l ik  b  lg a n i  u ch u n  u lar  R a u s  fu n k siy a sig a  h am  k irm ay d i. Ularga 
m o s  k e lu v ch i im p u ls la r  p. o ‘ z g a r m a s  so n la r : p. =  cp d e m a k , Raus

fu n k s iy a s i  R  =  R { ^ , . . . £ n- k£ b . . . £ n_k,cx, . . . ,c k ,t )  k o ‘ r in ish g a  ega

b o M adi. A g a r  £ , ,...,С,п- к Л \ , - - - Л п - к  o ‘ z g a r u v c h ila r  u c h u n  L agranj 

te n g la m a la r i y ech ilgan  b o ‘ lsa , s ik lik  o ‘zg aru v ch ilarn i
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n c d a m a la rd a n  to ‘g ‘ ri integrallash y o ‘ li bilan  topish rnum kin, chunki bu 
^nglamaning o ‘ng tom oni faqat o ‘zgarm as son lar va vaqtning funksiyasidir. 

Energiyani R a u s  fu n k siy asi o rq a li ifo d a lab  o lish  m u m k in :

< 7 ' 7 8 )1=1 1*1 1=1

7.4. Puasson qavslari 

Klassik d in am ik an in g  h a m m a  so h a la r id a  q u y id ag ich a  t a ’ riflan ad igan

(7 .7 9 )

va Puasson qavslari d eb  a ta la d ig a n  k a tta lik  ju d a  m u h im  rol o ‘y n ay d i. 
Bu yerdagi s -  k o ‘ r ila y o tg a n  s is te m a n in g  e rk in lik  d a ra ja s i,  / v a  g 
funksiyalar esa u m u m la sh g a n  k o o rd in a ta la r  va  im p u ls la rd a n  tu z ilg an  
va shu s iste m an in g  b iro r  x o s sa la r ig a  teg ish li boM gan fu n k siy a la rd ir . 
Puasson q av slarin i G a m ilto n  fu n k siy a s ig a  v a  k an o n ik  te n g la m a la rg a  
bog‘lab kiritish m u m k in . B u n in g  u ch u n  q ara lay o tg an  b iro r  siste m an in g  
umumlashgan k o o rd in a tla r i v a  im p u ls la r in in g  fu n k siy a si b o ‘ lm ish  b ir 
funksiya / ( q , p, t) n in g  v a q t b o ‘y ic h a  t o ‘ liq  h o sila s i h iso b lay m iz :

3 / 3g
dpi dq,

i= i 4
Эqt dpi

i i  ;>, Z j \ Эр, эq,
/  =  1 ^

(7 .8 0 )

Gamilton ten g lam ala r i h iso b g a  o lin sa

dl Эt 2 j [  3P,dq, dq, др, I Эt * '  (7 '81)
/=1 '  J

ifodaga kelamiz. A g a r  /  fu n k siy a  v a q tg a  o sh k o ra  b o g ‘ liq  b o ‘ lm a sa

¥ “ { " » / } •  (7-82)_ dt
Undan k o ‘ rin ib  tu rib d ik i, /  h arak at in tegrali boM ishi u ch u n
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b o ‘ lish i kerak . P u a sso n  q av sla r in in g  fu n d a m e n ta l a h a m iy a ti birinch’ 
n av b a td a  sh u  d a lilg a  k elib  ta q a la d i.

P u a sso n  q av sla r in in g  a so s iy  x o ssa la r in i sa n a b  ch iq ay lik :

1- { / ,g }  = - { s > / } ;

2. { c , / }  =  0, b u n d a  c -  o ‘z g a rm a s  so n ;

3- { / + / 2, £} = { / ,  £}+{/>>.?} ;

4- { / l / 2 . g }  =  { / l > g } / 2 + / { / 2 > g }  ;

5.

6. { / . { я . А } } + { г . { А , / } } + { А , { / , ^ } } - 0 — Y a k o b i ay n iy ati.

B ir in ch i, ik k in ch i va u ch in ch i m u n o sa b a tla r  o so n g in a  tekshiriladi. 
T o ‘ rtin ch i m u n o sa b a t  L e ib n itz  q o id a s in in g  n atija sid ir :

Э 1 Ш - У ,  ,  , ,¥2 
др, др, 2 f ' др, ’ ( 7 -8 4 )

va  q.t u ch u n  h am  h u d d i sh u n d ay .
B e sh in c h i m u n o sa b a t  h a m  L e ib n itz  q o id a s in in g  v a  an a lizd an  

m a ’ lum  b o ‘ lgan  x u su s iy  h o sila la rn in g  tartib in i o ‘ zg artir ish  m um kin- 
lig in in g  n atija sid ir :

Э Э/ Э Э/

( а д
va Р: u ch u n  h am  h u d d i sh u n d ay .

O ltin ch i m u n o sa b a t  Yakobi ayn iyati  d e y ilad i, u n in g  isb o ti o z  moz 
h iso b n i ta la b  q ilad i.

Q u y id ag i m u n o sa b a tla rn i h am  keltiray lik :

У , Я , } - У - ,  (7 .86)

b u n d a  qt — u m u m la sh g a n  k o o rd in a ta ;

,7 .87)
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r . a  p .  u m u m lash g an  im puls. Ju d a  m uh im  rol o 'y n a y d ig a n  
^'unosah^tlarga quyidagi fu n d a m en ta l Puasson qavslari kiradi:

{?,>?y} = °> {a > /^}= 0 > {a .<7,} = 5y. (7 .88)

Uiarni ham  keltirib chiqarish qiyin em as.
’ p u a ss o n  qavslarining rnuhim tom oni quyidagi Puasson teorem asidan

kelib chiqadi:
Teorema: Agar / v a  g  harakat integrallari bo ‘lsa, u larn ing  Puasson 

avsi {f, S) ham  harakat integrali bo ‘ladi. 
q‘ j sb o t  {f, g} ning vaqt b o ‘yicha to ‘liq hosilasini hisoblaymiz:

Ш  ^ { / > f }  = | { / . g } + { ^ { / , f } } .  (7 .89)

Beshinchi va oltinchi qoidalam i ishlatsak

(7-90)

Oxirgi hadlarga birinchi qoidani qoMlasak darhol m aqsadga kelamiz:

Ш
Albatta, bunday jarayon (ikkita harakat integralining Puasson qavsini 
tashkil qilish) bizga ham m a vaqt ham  yangi harakat in tegrallarin i 
beravermaydi: m ustaqil harakat in tegrallarin ing  soni 2s — 1 bilan 
cheklangan, yangi harakat integrali eski integrallarning funksiyasi b o iib  
chiqishi m um kin

B a ’zi bir hollarda Puasson qavslarini eslab qolish uchun oson b o ig an  
determ inant ko‘rinishida ham  ifoda qilib olish m aqsadga muvofiqdir:

{ / ’£} = £
f=i

df_
д dqL

dg dg
dPi dq,

(7.92)

7.4.1-misol. Impuls momentining komponentalari M. orasidagi Puasson 
qavslarini toping.

Yechish. Albatta hamma {MP } lar (/ bo‘yicha yigindi yo‘q) nolga 
епё (birinchi xossa bo‘yicha). Qolganlari:

= [уРг _  zPy t zPx _ xPz} =
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=  {УР: <zP x } ~  {УРг >xP z } ~  { zP y  ,ZPX} + { zP y , xP z }  = УРх ~ ХРУ = ~ М г ; (7 ^  

{ м у ,Л /-}  = {zpx - x p . , xpy - У Р Х}  =

=  { zP x . XPy } - { г Р х , У Р х } -  { хРт , xP y }  + { хРг , У Р х } = ZP y  ~ У Р ; = ~ М ;̂ ( 7 9 ^  

{ М г , M x } = {лг/7г -  -  zpy } =

= { xP y , y P z } - { xPy , zP y } - { y P x , y P z }  + { y P x ,zP y )  = xP; ~ ZPx = - M y  (7 95)
Puasson teoremasi bo‘yicha ikki harakat integralining Puasson qavsi van 
harakat integrali bo‘lishi kerak edi. Yuqoridagi hisoblar bo‘yicha agar Л/ Va 
Mf  harakat integrallari bo‘lsa M. ham harakat integrali bo‘lishi kerak va h k 
Bu uchala formulani Ilovada keltirilgan birlik antisimmetrik tenzor orqaii 
bitta formula ko‘rinishida yozib olish mumkin:

{ М , , М / }  = - £ окМ к . (7.96)

Bu yerda ikki marta uchragan indeks k  bo‘yicha 1 dan 3 gacha yig'indi 
ko‘zda tutilgan.

7.4.2-misol. Impuls va impuls momentlari orasidagi Puasson qavslarini 
hisoblang. Masalani (7.87 ni hisobga olib, osongina yechish mumkin:

{ M x , P x }  = - - ^ ( X P z  ~ zP y ) =  0; (7.97)

{M y ,P x}=- - ~ ( z P x-х р г )=  p: ; (7.98)

{М : ,р х} = - ^ - ( хР у - у р х) = Ру; (7.99)

va h.k. Bu formulalami ham birlik antisimmetrik tenzor £,,* dan foydalanib 
bitta formula ko‘rinishida yozib olishimiz mumkin:

э э
{ M i , P j }  = - — M i = - — eiklqkp l = - £ iklPl5kj = - £ iJiP l . (7.100)

Ko‘rinib turibdiki, i =  j  bo‘lsa o‘ng tomon hamma vaqt nolga teng.
7.4.3-misoI. Impuls momentlari va koordinatalar orasidagi Puasson 

qavslarini toping.
Masalani (7.86) asosida yechiladi:

{M x,x } ~  Т ~ М Х = - ^ - ( y P z ~ zPy) = 0; (7.100дрх дрх
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(7 .102)

103)

h к Bu formulalarni ham birlik antisimmetrik tcnzor £,,* dan foydalanib 
^tta form ula krinishida yozib oiishimiz mumkin:

} Э Э= -— M  ------ £ q p = £ q 5 — £ q = -£  q .
ЭP ' др ikl k I ikl k jl ikj k ijk k (7.

I V
ICo rLnib turibdiki, /' =  j  bo‘lsa o‘ng tomon hamma vaqt nolga teng 

7.4.4-misol. {p,^"} ni hisoblang.
Bu qavsning bitta ixtiyoriy / komponentasini topamiz:

_Э
Э r,

Vektor ko‘rinishida:

n—2
{Pi’r"} = — r" = n r ' ~r‘- (7.104)

ПГ (7.105)

Shuncha Puasson qavslarini hisoblandi. Bularning amaliy ahamiyati 
nimadan iborat? Buni o‘rganish uchun paragrafning boshidagi umumlashgan 
impuis va koordinatalarning vaqtga oshkora bog‘liq bo‘lmagan ixtiyoriy 
funksiyasi Ap(t ) ,q( t)) uchun boMgan (7.82) formulaga qaytib kelaylik. Mana 
shu funksiyani vaqt bo‘yicha qatorga yoyaylik:

/ 0 4 0 , 9 ( 0 )  “ Я /* 0 ) ,9 (0 ))+  

> /  , 2 . , Э 2/  Э2/ л

df_dp_ J J _ d q
\

ctp dt
V ,=o dt '“0 >

/ +

1+ -
2 др2 P +1

РЯ+—Т 9 ‘dpdq dq
t2

(7.106)

/“0

Kanonik tenglamalardan foydalanib, p  va q larning o‘rniga t f  ning hosilalari 
4o‘yilsa quyidagi formulaga kelinadi:

Д р (0 ,? (0 ) = f ( p ( 0 ) ,q m  + { tf, / }  I f=0 1 + \ { H ’{ H ,f} } \ ,=012 +■■■ (7 .107)

Bu formula bizga Gamilton funksiyasi va Puasson qavsining yana bir muhum 
ma nosini tushunishga yordam beradi -  Gam ilton funksiyasi mexanik 
^stemaning vaqt bo‘yicha siljishini Puasson qavslari orqali ta ’minlovchi 
«ttalik ekan.

Shu tomonni yorituvchi bir misol keltiramiz.
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7.4.5-misol. Garmonik ossillator uchun p(t) ni (7.107) qator yorda 
hisoblang. Garmonik ossillatoming Gamilton funksiyasi topilgan ((т* !^ 
ga qarang); 2)

н - р2 te1
T "  <7 10S)

Kerakli bo‘lgan Poissom qavslarini topaylik:

{н,р}=-¥L = -b,  ( н,{н,р}}= -к{н,х}= -k ~  = -k£-,
ox op m

{я,{я,{я,р}}}.£*, {н,{н,{н.{я,р} } } } .^ £ - ,... (?l0,l

Boshlang‘ich shartlarni p(0)=po va x(0)=x0 deb belgilab olamiz. Undan 
tashqari, к=тоЎ ekanligini ham hisobga olaylik. Demak,

1 7 1p(t) = p0 -mco2x0t+ — (O" pnt' - т ( О Ах 0 — + — P o ^ t 4 +■■• =
3! 4!

| \ + \ ( 0 2t 2 +  - | j 6t ) V + - •• j-» I< y x 0^< U /-j^ ft)3r3 +  ••• j =  (7= p 0 1 + - 0 Г Г +  —fl»V +
2 4!

= p0 cos(Ш) -  т(ох0 sin(ftV).

110)

Huddi shu yo'I bilan дс(г) ni ham topish mumkin. Buning uchun yana 
o‘sha (7.109) Puasson qavslaridan foydalansak yetarlidir:

x(t) = x0 cos((ot) + — sin((ot). (7.111)
mco

Albatta, m a’!um bo‘lgan yechim topildi. Bu yechimni oddiy differensial 
tenglamani yechish yo‘li bilan topish osonroq edi, ammo, hozir qo‘llagan 
metod murakkabroq bo igan  misollarda qulayroq bo iib  chiqishi mumkin. 
Ayniqsa, kvant mexanikasiga tishda bu metodning ahamiyati oshadi.

Endi ixtiyoriy j(r) funksiya bilan impulsning Puasson qavslari (7.87) 
ga kelaylik. Uni

{**•/}“  f j -  (7-U2)

ko‘rinishda yozib olib, n marta qayta qoilaylik:

K - - K - K - 4 } - } - »  ,aZ a r .  <71l3)
'n '2 'I

f(r) funksiya uchun Taylor qatorini yozaylik:
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д г ) = т + п ^ - 1 • Э2/
2 '* '2 Эг Эг r„0 '2 'i r=0

н—  г- • • • /;
Эл/

п! м '2 brL ■dri2drii

(7.114)

r=0

Bu formula F4iasson qavslari yordamida

/ ( r )  = /(0 )  + /; { P iJ }  r=o+ 2  \  \  K  ( A 2 * /}}  л + " "+
r=0

+ — 1\Г: ■ri
П:| 'I ‘2 r=0

(7.115)

krinishga keltiriladi. Hulosa qilib shuni aytish mumkinki, inipuls fazo 
byicha siljishni ta ’minlovclii kattalik ekan.

Puasson qavslari yordamida impuls momentining ham chuqur m a’nosini 
voritish mumkin. (2.44) va (2.51) formulalardan ko‘rinib turibdiki

Р9 - М г. (7.116)

Umumiy qoida ((7.88) ga qarang) bo‘yicha blishi kcrakligini
hisobga olinsa

{Мг ,<р} = 1 (7.117)
olinadi. Agar ai^umentlari ichiga <p ham kirgan biror /  funksiya berilgan bo‘lsa

{Mz , f }  = {Pvj }  = ^  (7.118)

formulani n marta tatbiq qilib quyidagini olamiz:

[ м г,.. .{Mz,{M: , f } } . . }  = ~ ^ ,  (7,119)

chap tomonda Puasson qavslari n marta qo‘llanilgan. Demak,

п<р) = / ( 0 ) + <pf\ 0 )+ 1  <p2/" (  0)+• • • + -  <pn Г  (0)+■ ■• ■• =
2 n\

= m + < p { M zj } + \<p2{M : ,{M : , f } }
0 2 (p=0
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-±<р"{Мг , .. . {М2,{М2, / } } . . . }
<р=о (7.120)

ekan. Ya’ni, Л/ ixtiyoriy funksiyaning argumentini <p burchakka b • 
berar ekan, bu degani M ,  mexanik sistemani aylanma siljishini ifod alov lr 
kattalik ekan. Puasson qavslari energiya, impuls va impuls m om enti v 
fazo va fazoviy burchak bo‘yicha siljishni ta’minlovchi kattaliklar ekanlie^' 
tushunishga yordam berdi. n’

7.5. Ta’sir integrali koordinata va vaqtning 
funksiyasi sifatida

K u rsn in g  b o sh id a  t a ’s ir  in tegra li

'ь
S[q]= jd tL (q ,q ,t )  (7 121)

kiritilgan  edi. H arak a t tray ek toriyasin i top ish  m asa la si t a ’sir  integralining 
v a r ia ts iy a sin i n o lg a  te n g la sh tir ib  y ech ilg an  ed i. B u n d a  trayektoriyan ing 
v ar ia ts iy a la r in i tray ek to r iy an in g  b o sh i v a  o x ir id a  n o lg a  ten g  d eb  olgan 
ed ik . T a ’ s ir  in teg ra li tra y e k to r iy a n in g  fu n k sio n a li boM ishi b ilan  bir 
v a q td a  o ‘z in in g  t a ’ rifi (7 .1 2 1 )  b o ‘y ich a  (ta,tb,q(ta) ,q ( ta) )  o ‘ zgam vch i- 
la rg a  b o  l iq d ir ,  y a ’ n i u la m in g  fu n k siy asid ir . B izn in g  b u  paragrafdag i 
m a q sa d im iz  sh u  b o g ‘ liq lik n in g  k o ‘ rin ish in i to p ish . Y a ’n i, m o d d iy  nuqta 
h ara k a t te n g la m a la r i o rq a li a n iq la n g a n  tray ek to riy a  b o ‘y ich a  harakat 
q ila d i d e b  o lin a d i v a  t a ’ s im i sh u  tray e k to r iy an in g  b o sh la n g ‘ ich  va 
o x irg i n u q ta lari (v a  v a q tla r )n in g  fu n k siy asi s ifa t id a  o ‘ rgan ilad i. Bunday 
m a sa la n i y ech ish  u c h u n  q. v a  /  m u staq il rav ish d a  o ‘z g a rm o q d a  deb 
q a ra sh  kerak . D e m a k , z a rra c h a  h aq iq iy  tray ek to riy a  b o ‘y ich a  harakat 
q ilm o q d a , a m m o  b iz  b u  tray ek to riy an i fo rm al rav ish d a  variatsiyalaym iz: 
q ->  v a  y an g i tra e k to r iy a d a  v a q t  h am  b o sh q a c h a  o ‘tad i d ey m iz : /-»/'• 
B u  p a ra g ra fd a  i  in d ek s ikki m a r ta  u c h ra sa  u la r  b o ‘y ich a  y ig ‘ in d i k o ‘zda 
tu tila d i, a m m o  y o z ilm a y d i.

T raek to riy a  u st id a  v aq tn i h am  o ‘z ich iga  o lg an  u m u m iy  almashtirish 
b a ja ra y lik :

9 i(0  - *  ? ,'( 0  =  qi(t )+8q i(t ) .  (7 .122)

Sqi(t)  — to ‘liq  y ok i asinxron  v a ria tsiy a  dey ilad i. A g ar  E y le r— Lagranj 
ten g lam ala r in i keltirib  c h iq a r ish g a  b a g ‘ ish lan gan  m u lo h a z a la rn i eslansa
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■I erda vaqt u stid a  h ech  q an d ay  a lam sh tir ish  b a ja r ilm a g a n  ed i. B u  

jda esa vaqt h am  a lm a sh tir ilad i t - * t '  =  t +  6t. 

ф )  fu n ksiya  ikki sab ab d an  o ‘zgarad i -  tray ektoriya  k o ‘ rin ish in in g

. garishi: g ( t ) - * q ' ( 0  , v a  arg u m en tn in g  o ‘zgarish i: t ->  / ' . S h u  ik k ala  
°-zgarishni a jratib  y o z am iz . T o ‘ liq  o ‘ zgarish n i

q,i (t') =  q '( t+ 6 t )  =  qKO +  Stq^t). (7 .1 2 3 )

lco‘r in is h d a  yo z ib  o lib  a w a lg i  fo rm u la  b ilan  ta q q o s la n sa

6q, (t) = q'i (t) -  q, (t) + Stq, (t) = <50ў, ( 0 + Stqt (t) (7.124) 

formula o lin ad i. B u  yerda

80qj(t) =  q' ( t ) -q i ( t )  (7 .125)

trayektoriya k o ‘ rin ish in in g  o ‘ zg a r ish i. K e y in g i fo rm u la la rd a  k erak
bo‘lgani u ch u n  L a g ra n j fu n k siy a sin in g  h am  t o ‘ liq  o ‘ zg a r ish in i sh u  
ko‘rinishda yo z ib  o lam iz :

8L =  80L +  StL. (7 .126)

Ta’sirning to ‘ liq  v aria tsiy asi h u ddi (2 .5 )  d a  h iso b lan g an d e k  h iso b lan a d i 
(quyida keltirilad igan  form u lalarn in g  h am m a sid a  b irin ch i tartibli ch ek siz  
kichiklargina q o ld ir ilg an ):

8S  = j dt/L (q '(t') ,q '(t') ,t ')-y tL (q (t),q (t),t)  =

= f  [(dt + d8t)(L(t) + 80L + L8t) -  dtL(t)] =
J  (7.127)

= J d(8t)L + j d t  (60L + L8t) = J d(8tL) + J dt80L.

Lagranj fu n k siy asin in g  v aria tsiy asi s ta n d a rt y o ‘ l b ila n  h iso b lan a d i:

~\J

5°L = 8 7 5o9,(0+^ " 5o^ (f)' (7Л28)

A w al aytib  o ‘ tilg an id ek  S0q(t) = ~  80q (t) . S h u n i h iso b g a  o lib  va  v ar ia t-  

S|yaga h osila  tu sh gan  h adn i b o ‘ lak !ab  in tegra llab , q u y id ag i ifo d a  o lin ad i:

14-
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<7.i31 2 9 )

Shu yerda m asalaning q o ‘yilishini yana bir m uhokam a qilaylik. Han 
trayektoriya bo ‘yicha harakat qilayotgan sistem ani ko‘rayapm iz. Ya’̂  
trayektoriyani aniqlash  m asalasi bilan shug‘u llanm aym iz, trayekt0r-ni’ 
Eyler—Lagranj tenglam alarin ing

d  dL dL _  

dt dq, dq, (7.130)

yechim i sifatida topilgan, zarracha shu trayektoriya b o ‘yicha harakat 
qiladi. D em ak, (7.129) form uladagi ikkinchi had  nolga teng va birinchi 
hadning o ‘zi qoladi:

<55= f  d[8tL + —
J  дд,

8 0 <7,]-

Bunga kirgan 8 0q, uchun

80qi(t) = 8q,(t) -Stq^t) 
ekanligini eslab ta ’sirning to ‘liq variatsiyasi

Ть
= [ p , 8 q , - H 8 t f8 S  = 8 4  -  8tq, ~  8q, 

dq, dq

(7.131)

(7.132)

(7.133)

ko‘rinishga keltiriladi. F orm ulani ochib  yozaylik:

<55 = p,(tb)8q, (tb) -  H(tb)Stb - p,(ta)8qj(ta) + H(t„)Sta. (7.134)

Agar trayektoriyaning boshlang‘ich nuqtasi o ‘zgarm as bo ‘lgan hol 
qaralsa (bunda b irdan -b ir o ‘zgaruvchilar yuqori nuqtaga tegishli bo‘ladi 
va shu sababdan, u lam i indekslarisiz yozam iz):

8 S  =  p ,8qt — H 8 t  (7.135)
ga ega b o ‘lam iz. K o‘rinib turibdiki,

dS „  dS  
P i = T ~ >  H  =  - — . 

dq, dt
(7.136)

Agar trayektoriyaning oxirgi nuqtasini va unga m os keluvchi vaqt 
m om entin i o ‘zgarm as deb olsak, yuqoridagi form ulalarda o ‘ng tomon- 
larning ishoralari o ‘zgaradi. (7.136) form ulalarni

dS  =  dq, -  Hdt  ( 7 . 1 3 7 )
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I  , jn -shda yozib olish m um kin. U m um iy holda esa

dS = Pi(‘ь )d4 i ( h ) ~ H Сь)dh  ~ P i (<«)‘>Я<(ta) + H (ta)dta (7.138)

laga egamiz. Bu m unosabatning m a’nosi shundan iboratki, harakat 
Ш voriV bo ‘lavermas ekan, u faqatgina shunday boMishi m um kinki, 
h  fo r m u la n in g  o ‘ng tom oni to ‘liq differensial b o ‘lsin.

(7 137) form ulani integral ko‘rinishda yozib olaylik:

S = \ { P i d q , - H d t ) .  ( 7 . 1 3 9 )

giz ta ’sir integrali u ch u n  yangi ifoda oldik, bu  ifodadan ham  harakat 
tengiamalarini keltirib chiqishim iz m um kin. A lbatta, bu galda kanonik  
tengiam alar kelib ch iq ish in i kutish kerak. Eslatib o ‘taylik. harakat 
t e n g la m a la r in i  q id irg an d a  trayek to riya  varia tsiya lanad i (bu  h o ld a  

q(t) -»  q(t) + S q (t),p (t)  -»  P(t) + 8 p (t)) ,  vaqtga tegmaymiz, chegaralarning

o‘zgarmasligidan foydalaniladi: 6qa = 8qb = 8 p a = 8 p b = 0 . U m um iy  

metod b o ‘yicha SS  hisoblaym iz va uni nolga tenglashtiram iz:

8 S  = j ( 8 p d q  + P 8dq -  8Hdl ) .  (7.140)

In te g r a l  o s tid a g i ik k in c h i h a d n i b o ‘la k la b  in te g ra lla y m iz  va

ЪН ~ дН - 
°H  p + 4 ekanligini hisobga olamiz:

8 S  = ^ d p ^ d q - ^ - d t  | - J " < 5 ( / ^ f l ,/> +  - g —  dt + p 8 q
‘ь

= 0 . (7.141)

Oxirgi had nolga teng (chegaraviy shartlar natijasida). V ariatsiyalar 
ixtiyoriy bo ‘lganida bu ifoda nolga teng b lishi uchun

~\TJ L̂J
d q - — dt = 0, dp + — dt = 0 (7.142)

bo‘lishi kerak. K anonik  tenglam alarga yana keldik.
7.5.1-misol. Bir oMchamli harakat qilayotgan erkin nuqtaning ta ’sirini 

toping.



chunki erkin nuqta uchun q = 0 . Endi q = —— — = const ekanligini his h
1ь ~  ta 8э

olish qoldi. Natijada

5 = m (Яь ~ 4 a f
2 th la

formulaga kelinadi. Krinib turibdiki,

(7.144)

Мь t b - t .  Эqa tb - t a Э/А <7 145)ЧЬ ‘Ь~‘а v4a ib - i a
Uch lchamli holga o‘tganimizda (7.144) o‘miga

c _ m ( r h - r af

formulani olamiz.
7.5.2-misol. Garmonik ossillatorning ta ’sirini toping.

(7.146)

S ■ j * ( 4 J -  « V ’■ )-  f  1 -  §  И ;  , (7 147)

chunki garmonik ossillator uchun harakat tenglamasi q + w 2q = 0. Bu tengla- 
maning yechimini

q(t) = A cos cot + Bsincot (7.148)
k  rin ish d a  o lib , chegarav iy  sh a r tla rn i h isobga o lgan ho lda uni

q(t) = qa cosco(t-  ta) + sinco(t-  ta) = qb cosco(t-th) + ̂ - sinco(t-tb) (7. 149) 
10 (O

ko‘rinishga keltirish mumkin. 0 ‘z navbatida bu munosabatlardan 

ю 1 co ,
<7 '50)

ekanligi topamiz, bunda T = tb - t a. Topilgan formulalar

[qi,t  = 7 ^ [ ( ^ + q l) COS(°T - 2^ ]  (7.151)

ga olib keladi. Natijada, garmonik ossillator uchun ta’sir integrali shu integ- 
ralning chegaraviy nuqtalarining funksiyasi sifatida quyidagi ko‘rinishni 
qabul qiladi:
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s = T ^ [ ( q2a+q2b)co&(oT- 24*qb\  (7Л52)
(7 136) formulalarni tekshirib chiqish qiyin emas.

7.6 . Kanonik alm ashtirish lar

7.6.1. T a ’rif. Hosil qiluvchi funksiyalar

A wal aytgan edikki, Lagranj form alizm idagi um um lashgan koordi- 
natalar q, ni ixtiyoriy ravishda tanlab olish m um kin, harakat tengla- 
malarining um um iy ko‘rinishi bunga bog‘liq em as. U lar ustida hatto  
vaqtga b o g iiq  b o ig a n  alm ashtirishlarni ham  bajarish m um kin:

bunda q -  eski koordinatalar, Q -  yangi koord inata lar ((1 .2)-m isolga 
qarang).

K anonik form alizm i 25 o ic h a m li (q^p), i= \ , . . . ,s  fazo tilida ifoda- 
lanadi. Bunday m atem atik  fazo fazaviy fazo  deyiladi. Bu fazoni tashkil 
qiluvchi q v a p  koord inatlar teng huquqlidir. U larn ing  teng huquqliligi 
yangi im koniyatlarga olib keladi. Quyidagi m atem atik  alm ashtirish 
yordamida

bu fazoda yangi koordinatalarga o ‘tish m um kin. Yangi koordinatalarga 
tishdan asosiy m aqsad ularni shunday tanlab  olishki, ularning ichida 
mumkin qadar ko ‘proq siklik Q la rb o is in . M asalan, Q, siklik koordi- 
nata b o iib  chiqdi deylik. U nga mos keluvchi im puls bu holda o ‘zgarmas 
harakat integrali b o ia d i: Px =  const. Asosiy m aqsad, yuqorida aytilga- 
nidek, yangi koordinatalarni shunday tanlab olishki, u larning ham m asi 
siklik b o iib  chiqsin. Bu holda s ta harakat integralini topgan  b o ia m iz , 
harakat tenglam alari darhol integrallanadi.

K oordinata va im pulslam i (7.154) form ula b o ‘yicha o ‘zgartiril- 
ganda um um iy holda G am ilton  funksiyasi ham  o ‘zgarishi tu rgan  gap: 

am m o  bu a lm ash tirish larg a  q o ‘y ilad igan  asosiy ta lab  — 
ularning natijasida harakat tenglam alari o ‘z ko‘rinishini saqlab qolishi 
kerak:

Qi (7.153)

Qi= Qi(4,p, 0, Pi=Pi(q,p, 0 (7.154)

(7.155)
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Bunday xossaga ega b o ‘lgan alm ashtirishlar kanonik almashtirishi 
deyiladi. A lm ashtirishlarning kanoniklik  shartini keltirib ch iq a rav lT
(7 .1 3 9 )  — (7 .1 4 1 )  fo rm ulalar b o ‘y icha kanonik  tenglam alarn i quyida 
variatsion prinsipdan keltirib chiqarilgan edi: ' gl

S j ( p td4 l-H d t)  = 0. (7 l5 6 )

G am ilto n  ten g lam ala rin in g  k o ‘rin ish i o ‘zgarm asin  deyilsa yang 
o ‘zgaruvchilarga ham  huddi shu prinsipni q o ‘llash kerak:

s j f t d Q - H i ) - 0. (7157)

Bu ikkala variatsiya b itta  haqiqiy harakat trayektoriyasiga olib kelishi 
kerak, faqatgina, bu trayektoriya har xil o ‘zgaruvchilar tilida yozilgan 
Ikkala variatsiya nolga teng  b o ‘lishi u ch u n  integral osti ifodalar bir- 
biridan koordinata va im pulslarning funksiyasi b o ‘lgan funksiyaning 
to ‘liq differensialigagina farq qilishi m um kui. Bu holda b ir integral 
ikkinchisidan shu funksiyaning chegara nuqtalardagi  zgarm as qiymat- 
larigagina farq qiladi. 0 ‘zgarm as sonning  variatsiyasi nolga tengdir. 
D em ak1:

Pidq, -  PjdQj +  (H' -H )d t = dF. (7.158)

Paydo b o ‘lgan funksiya F  kanonik  alm ashtirish larning hosil qiluvchi 
funksiyasi deyiladi. K o‘rinib turibdiki F = F (q ,Q ,t) va

ЭҒ _ дҒ ^  ЭҒ
й ' ¥ '  * " + э Г  (7 1 5 9 )

Bu birdan bir m um kin  holm i? Y o‘q, hosil qiluvchi funksiyaning argu- 
m entlarini boshqacha qilib ham  tan lab  olish m um kin. Buning uchun 
(7 .1 5 8 )  chap  tom onidagi —PdQ^  hadn i o ‘ng tom onga o ‘tkaziladi va 
shu tom onni

dF +  p.dQ, = d(F  +  P & ) -  Q,dP, (7.160)

ko‘rinishga keltirib o linadi (bunday  alm ashtirish  Lejandr alm ashtirishi 

deyilishini yana bir eslatib o ‘taylik). 0 ‘ng tom ondagi QtdP, hadni chap 
tom onga o ‘tkazam iz. Yangi hosil b o ‘lgan funksiyani F2 deb belgilab:

1 Yana bir eslatib kctaylik, ikki marta uchragan indeks byicha yig‘indi kzda 

tutiladi: P,dQ  = £  P<dQ
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F2(q,P ,i) = F{q,Q,t) + P £„  (7.161)
- g  differensiali uchun 

1П " dF2 (q, Р, t) = Pjdqt + Q^dp + (H '~  H)dt (7.162)
. n i to p a m iz . Shu m unosabat bilan birinchi paydo b o ig a n  hosil 

luvchi fu n k s iy a n i F{ = F {(q ,Q ,t) deb belgilab olaylik. Yangi hosil 
q i lu v c h i  funksiya uchun

дҒ2 дҒ2 , дҒ2

L e ja n d r  alm ashtirishlari y o i i  bilan yana ikki xil hosil qiluvchi 
fu n k s iy a la rn i topish m um kin. Buning u ch u n  (7.162) o ‘ng tom onidagi 
pdq hadni chap tom onga  tkazib chap  tom onni

dF2 -  Pjdq, = d(F , — p,q,) + q,dp, (7.164)

lcrinishga keltiram iz. F2 - p , qi = F3(p ,P ,t) belgilash kiritib

dFy = - qidPj + QjdPj + (H ' -  H)dt (7.165)

ekanligini ko‘rish m um kin. T o ‘rtinchi va oxirgi ko‘rinish quyidagichadir:
dF4 (p, Q, t) = -(Jjdpj -  PjdQj + (H ’ -  H)dt. (7.166)

Topilgan hosil qiluvclii funksiyalarni keltiraylik:
F{(q,Q,t), F2(q,P,t), F3(p,P ,t), FA(p,Q,t). (7.167) 

Boshqa variantlar y o ‘q.
Agar hosil q iluvchi funksiya vaqtga oshkora  b o g iiq  b o im a s a  

(hamma variantlarda ham ) yangi va eski G am ilton  funksiyalari teng 
boiadi:

H ' = H. (7.168)
Kanonik alm ashtirishlarga m isollar keltiraylik.
7.6.1-misol. Bir oicham li garmonik ossillator uchun

F\(q,Q,t) = \m (o q2agQ  (7.169)

kanonik almashtirish yordamida yangi o‘zgaruvchilarga o‘ting.
Garmonik ossillatorning Gamilton funksiyasi bizga m aium :

2 i_2 , ( _2
н - E L + h

2wi 2 2
P 2 2 -— VmO) q
m

Hosil qiluvchi funksiya vaqtga oshkora bogiiq  boim agani uchun

(7.170)

215



Г - Н '  (7.17,)
Yangi va eski o‘zgaruvchilarni bog'laydigan munosabatlarni yozaylik-

1
(7.172)

э я  i ,p  = —  = mcoqctgQ, P  = = — m(oq — — . 
^  Э Q 2 s i n ^

Bu munosabatlarni yechib quyidagi ifodalar osongina topiladi:
2 p

Ч2 = ---- sin2 Q, p 2 = 2Pmcocos2 Q.
m(o

Demak,
(7.173)

H = Pco. (7.174)

Ko‘rinib turibdiki, Q siklik koordinata, dcmak, unga mos keluvchi kano 
nik impuls P saqlanuvchi kattalik:

P = const. (7.175)
Buni kanonik tenglamalardan ham ko‘rish mumkin:

p _  ЭЯ • ЭЯP = ----- - = 0 , 0  = ---- = (o
Э Q *  ЬР (7.176)

Birinchi tenglamadan darhol (7.175) kelib chiqadi, ikkinchi tenglamadan 
esa

Q = Q(t) = (ot+P  (7.177)

ekanligi kelib chiqadi. 0 ‘zgarmas son /J boshlang‘ich shartlardan aniq- 
lanadi. (7.175) ga kirgan o ‘zgarmasni topish qiyin emas. Garmonik os- 
siHator uchun energiya saqlanuvchi bo‘lgani uchun (7.174) dan kelib 
chiqadiki

P - * .  
a)

Eski o‘zgaruvchilarga qaytib kelaylik:

I2P . _ П П Г

(7.178)

sin(0)/ + ̂ ),
(7.179)

<7(0 = J — sinQ =
V m ( 0  V m a f

p (0  = \l2mPcocosQ = у]2тЕ cos (ftV + /3).

Biz kanonik tenglamalarni integrallash masalasini qulay bo‘lgan hosil 
qiluvchi funksiyani topib kanonik almashtirishlar metodi bilan osong ina  
yechdik. Albatta, misolning o‘zi qiyin emas edi, ammo murakkab hollarda 
ham shu metod quiaylik tug‘dirishi mumkinligi turgan gap.

Ikkinchi misolga o ‘tishdan oldin yana um um iy m ulohazalarga qaytib 
kelaylik.
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Yuqoridagi m isoldagi k anon ik  alm ash tirishda hosil b o ‘lgan  yangi 
u m la s h g a n  k o o rd in a ta  va im pulslarga qaralsa ((7 .173) ga qarang) 

‘‘j0 0(jatdagi k o o rd in a ta  va im pu ls tu sh u n ch a la rig a  t o ‘g ‘ri kel- 
U sligini k o ‘rish  m um k in , u la rn in g  o ‘lcham lik lari h am  k o o rd in a ta
01 im p u ls n in g  o ‘lcham ligiga m os kelm aydi. K anon ik  a lm ash tirish la r 
koordinatalarni im pu lslar b ilan  b og‘laganligi u ch u n  yangi u m u m - 
\- -hgan k o o rd in a ta la r um um iy  h o ld a  oddiy  fazoviy k o o rd in a ta  m a ’- 

osini yo ‘qo tish i m um kin . M asalan , yuqoridagi m iso lda Q u m u m an  
o ‘lc h a m l ik k a  ega em as. Y a ’ni, k an o n ik  fo rm alizm ida u m um lashgan  
koordinata va u m um lashgan  im pu lslar o ‘zin ing b o sh lan g ‘ich  m a ’- 
nosini yo‘qotish i m um kin . Shu sababdan  ( Q ,P ) ju ftlik n i, o d a td a , 
ka n o n ik  qo‘shma o ‘zgaruvchilar deyiladi. U larn in g  qaysi b irin ing  
fiz ik  m a’nosi qanday  b o ‘lishi konkre t m asalada k o ‘rilgan  kon k re t 
kanonik a lm ash tirish larga  bo g ‘liq b o ‘ladi.

Bu holatga m isol sifatida Q =  р, P = - q  alm ashtirishlarni keltirilishi 
mumkin, bor y o ‘g ‘i im puls va k oord inatan ing  o ‘rn in i a lm ash tirib  
qo‘ydik, bu kanonik  alm ashtirish ekanligini tekshirib k o ‘rish m um kin.

7.6.2-misol. Awalgi misolda ko‘rilgan almashtirishga kirgan chastotani 
vaqtga bog‘liq deb olylik:

F ,{q ,Q ^ = \ m^ t ) q 2azQ . (7.180)

Bunday almashtirish garmonik ossillatorining chastotasi o‘zgaruvchan boMgan 
holga mos keladi. Bu holda yangi o‘zgaruvchilar tilida kanonik tcnglama- 
laming ko‘rinishi qanday bo‘ladi va bu qanday qulayliklar beradi?

Yechish. Bu hol awalgi holdan farq qiladi. Yangi Gamilton funksiyasi 
H' eskisiga teng emas:

H '= H  + ̂ -  = -
Э t 2

( P 1 2 2 —  +ma>q
m

\

1 2
+ - m q  ctgQco. (7.181)

Yangi va eski kanonik o ‘zgaruvchilar orasidagi bogManish o ‘zgar- 
maydi:

л n
q! = ---- sin2e ,  p 2 = 2Pmcocos2 Q. (7.182)

тш
^atijada yangi Gamilton funksiyasi uchun quyidagi formula olinadi:

| | H H '= p J ^ + ^ s m ( 2 Q ) ) ^  (7.183)

Kanonik tenglamalarga kelaylik:
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nazariyasi orqali yechish mumkin.
Quyidagi misollar kanonik almashtirish yordamida nochiziqli tebranisl 

lar masalasini yechishga oiddir.
7.6.3-misol. Nochiziqli ossillatorni olaylik:

Masala quyidagidan iborat: F2(x ,P ) = хР + ах2Р + ЬР3 hosil qiluvchi

funksiyada a va b parametrlarni shunday tanlab olingki, yangi Gamilton 
funksiyasiga o ‘tilganida sistemaning kichik tebranishlari garmonik ko‘rinishga 
ega bo‘lsin.

Yechish. Yangi va eski kanonik o‘zgaruvchilarni bog‘laylik:

Keyin ko‘ramizki, a va b parametrlar masaladagi kichik parametr a  ga 
proporsional bo‘ladi, shuning uchun ular bo‘yicha faqat birinchi tartibli 
hadlar qoldiriladi. Mana shu birinchi tartibda eski o ‘zgaruvchilar yangilari 
orqali quyidagicha aniqlanadi:

Hosil qiluvchi fimksiya vaqtga oshkora bogiiq emas, shu sababdan yangi 
Gamilton funksiyasiga o‘tish uchun eski Gamilton funksiyasida mana shu 
almashtirishlami bajarilsa yetarli (eslatib o‘tamiz, a va b parametrlar bo‘yicha 
chiziqli yaqinlashuvda qolish kerak, undan tashqari, a,b ~ a, shu sababdan 
a a , a b  hadlar ham tashlab yuboriladi):

р  = - ^ -  = Р + 2ахР; Q = = x + ax2 + ЗЬР2. (7 .186)

p  = P + 2aQP\ x = Q -a Q 2 -ЪЬР2. (7.187)

1 (0
и  = - P 2 + — 0 2 + (2 a -3 bco2 )QP2 + (a /3 -a (02)Q3 +■ (7.188)

Oxirgi ikkita nochiziqli hadlar boimasligi uchun

2a -  3bco2 = 0, a  = 3a(02
boiishi kerak. Bu dcgani,

(7.189)

a  , 2 a (7.190)

Demak,
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_  , - , + £ в р .

1 2 0 2 л 2
Yangi Н = 2 Р + ~2~ G am ilton funksiyasi uchun yechim lar bizga 

nia’lurn.
Q = Acoscot, P = -(oAsincot. (7.192)

Bularni (7.191) formulalarga qo'yilsa nochiziqli tebranishlar masalasini 
birinchi tartibli yaqinlashuvda yechgan bo'lamiz:

aA 2 aA2
x = Acoscot------ —н----- -co s2  wt. (7.193)

2(0~ 6(0‘
7.6.4-misol. Quyidagi ko‘rinishdagi angarmonik ossillatorni olaylik:

H = Е - + ? & -  + Ё-х \  (7.194)
2 2 4 4

Agarda (5.1) da m =  1 desak, mana shu Gamilton funksiyasi olinadi.
Hosil qiluvchi funksiya sifatida

F2 = хР + ахгР + ЬхР3 (7.195)
ni ishlatib yuqoridagi angarmonik ossillator tebranishlarini toping.

Yangi va eski o‘zgaruvchilarni bog‘laylik:

r )F  t)F
p  = H  = P + 3ax2P + bP*; Q = —^- = x + ax3 +3bxP2. (7.196) 

ax дР
Bu sistemani iteratsiyalar yordamida yechish mumkin. Keyin kramizki, 
a va b parametrlar masaladagi kichik parametr p  ga proporsional bo‘Iadi, 
shuning uchun ular bo‘yicha yuqori tartibli hadlar tashlab yuboriladi. Ko‘rish 
qiyin emaski,

x  = £ ^ L  = iQ - ax>)(]-3 b P 2 —  ) = Q -a Q 3-3bQ P 2 + - .  (7.197) 
1+3ЬР2

Buni hisobga olib quyidagiga kelamiz:

P = P + ЬР3 + ЗаР[Q- aQ3 - 3bQP2 +■■■')’ = P + ЬРг + 3aPQ2 +■■■. (7.198)

Hosil qiluvchi funksiya vaqtga oshkora bog‘liq cmas, shu sababdan yangi 
Gamilton funksiyasiga o‘tish uchun cski Gamilton funksiyasida (7.197) va 
(7-198) almashtirishlarni bajarish yetarli:
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^ 4~  °  J ' (7.199)
Awalgi misoldan farqli o‘laroq bu holda a \a  b parametrlarni hech
tanlab olganimiz bilan P  haddan qutila olmaymiz. Shuning uchun bu 
boshqacha yo‘l tutamiz. (7.39) misolni eslaylik. Agar Pt haddan qutnf' 
olmas ekanmiz, Gamilton funksiyani (7.39) krinishga keltirishga harak 
qilaylik. Buning uchun at

2 2 2 2

= -  + ̂ - Q 2 + * P 4 + ̂ - Q 4 + ^ L Q2p2
2 2 4 4 2

ifodani (7.199) ga tenglashtirish kerak. Buning uchun

5Д t 3/3 , 3 р  а = —^rr, ь = — Я = —
32(Ub2 3 2 (i)q  8ft)b4

(7.200)

(7.201)

bo‘lishi kerak. (7.39) ko‘rinishdagi Gamilton funksiyasi uchun

Q = Acos(ot, P = -(OqAsin (0t, (o2 = (1 + 2Я£0)й^ (7.202)

1 , 2
edi. Bizning holimizda ((7.40) ga qarang) E0 = - A  (ô  . Demak, nochiziqli 

tebranish uchun birinchi tartibda quyidagi topildi:

(7.203)32<ц! 32

Trigonometrik almashtirishlar bajarilganidan keyin quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:

x = A l -
3 PA2 

16 ft̂ 2
COS (Ot + ----- -cos3<0/, (0 =

320$
1 + 3 /ЗА2 

SftJb
(7.204)

7.6.2. Kanonik alm ashtirishlar va Puasson qavslari

Bizga qandaydir b ir a lm ashtirish  berilgan b o ‘Isin:

(ft,«2,...,fc,/>i,A,...,p,)=»(a,fii......Q„Px,P2,...,Ps). (7.205)
Puasson qavslarining bu alm ashtirishlarga nisbatan invariantligi:



{ / .* } „ - { /■ .* } *  (7.206)

^larning kanonikligining zaruriy va yetarli sharti ekanligini isbot qilaylik 
/ avsi o ‘zgaruvchilarga nisbatan hosilalar hisoblanayotganini qavslaming 

‘ng tom onidagi indeksi sifatida belgilandi).
°  Zaruriylik shartidan boshlaylik (ya’ni, (7.205) ni kanonik deb undan  
(7 206) ni keltirib chiqaram iz). Isbotni ikki bosqichga bo ‘lamiz. Birinchi
navbatda

{ f ’Pi]po = ~ d Q ,’ = (7-207)

ekanligini ko‘rsataylik.

Л 1 г р л  - Y f  a /  др' э /  ^  V  V f  у  э ' ғ ' i э /  д2р<
{ / '  i i p q  2 J [ d p k bqk bqk dpk \ j L j \  дрк dqkdQ, dqk dpkdQ,

L y f э /  эpk э /  ддк ' _  э /
{ Ърк Э Q, Эqk Эqk dQ, дрк Ърк Э Q, Эqk Э Q( 3(2»

(7.208)

Oxirgi tenglik belgisiga o ‘tishda m urakkab funksiyaning hosilasi u ch u n  
zanjir qoidasidan foydalanildi. H uddi shu yo‘l bilan (7.207) ga kirgan 
ikkinchi form ulani ham  isbot qilish m um kin. Bu form ulalarning natijasi 
sifatida

Г  (7.209)

munosabatlarga kelinadi.
O lingan natija lar asosida asosiy b o ‘lgan (7.206) fo rm ula  isbot 

qilamiz. Ishni soddalashtirish u ch u n  b ir o ‘lcham li holni ko ‘raylik, ko ‘p 
0‘lchamli holga o ‘tishni o ‘quvchiga havola qilam iz. Keyingi hisoblarda 
ham murakkab funksiyaning hosilasi uchun  zanjir qoidasi asosiy b o ‘ladi:



Ifodan ing  o ‘ng to m o n in i och ib  ch iq ilsa sakkizta h ad d a n  to ‘, 
qisqaradi. Q olgan had lar yig‘ib chiqilsa va (7.209) ning u ch in ch i^  
q o ‘llanilsa izlagan fo rm ula hosil bo ‘ladi: -hxsini

E ndi yetarlilik  shartiga  o ‘taylik  (y a’ni, (7 .206)-bajarilgan ida 
(7 .205)-alm ashtirish  kanonik  ekanligini ko ‘rsatam iz). B uning uchun

yangi o ‘zgaruvchilar u ch u n  harakat tenglam alarini topaylik. Q ^an 
boshlaylik:

Pt u ch u n  ham  kanon ik  tenglam a olishim izni hudd i shunday yo‘l 
bilan isbot qilish m um kinlig ini o ‘quvchiga havola qilam iz.

K anonik  o ‘zgaruvchilam ing t vaqt m om entidagi qiym atlarini qt, P, 
va / +  A/ vaqt m om entidagi q iym atlarin i q ^ ,  р ;+Д; deb belgilaylik. 
T a ’sir integrali uchun

(bizning holim izda dta —dtb = 0 , chunki harakat boshi va oxiriga mos 
keluvchi vaqt m om entla ri aniqdir: t = t ,  t= t+ A t)  ifodani (7.158) bilan 
taqqoslansa q p̂  ̂ dan  q ^ p ^  ga o ‘tishni kanonik  alm ashtirish  deb 
qarash m um kinligi tushun ilad i, bunda ta ’sir integrali S  hosil qiluvchi 
funksiya rolini o ‘ynaydi.

(7.212)

Am m o

{ я ,а } „ ? = { я ,а .} Ре, (7.213)
va, dem ak, (7.207) b o ‘yicha

(7.214)

7.6.3. Kanonik almashtirish va harakat

dS  = X  ( -  P,dq, ) (7.215)



7.7 Integral invariantlar

7.7.1 Fazaviy fazodagi integral invariant

g a ’zi b ir hollarda oddiy uch  lcham U fazo yoki um um lashgan 
rdinatalar fazosi konfiguratsion fazo  deyiladi. K anonik form alizm ga 

? anim izdan keyin biz u ch u n  k oord ina ta la r va im pulslar {q., p., 
,,s} m ustaqil o 'zgaruvchilar boMib qoldi, shunga yarasha m ana 

shu 'o‘zgaruvchilardan tuzilgan 2s o ‘lcham li fazaviyfazo  tiliga o ‘tishim iz 
maqsadga muvofiqdir. A g a rb iro ‘lcham li harakat h aq id ag ap  ketayotgan 
bo-lsa bu 2 o lch am li fazo -  tekislik b o ia d i.

Faraz qiiaylik, vaqtda ko ‘rilayotgan sistem a fazaviy fazoda m a’- 
lum bir hajm ni egallasin. Bir o ‘lcham li hol uchun bu  hajm ni 7.2- 
rasmdagi ҳ  konturn ing  ichidagi soha sifatida ko ‘rishim iz m um kin. 
Vaqt o ‘tishi bilan sistem adagi um um lashgan koord inata  va im pulslar 
° ‘zgara boradi, shunga yarasha, sistem aning fazaviy fazodagi egallagan 
sohasi ham  o ‘zgara boshlaydi. Fazaviy fazodagi h ar bir nuqtaning
trayektoriyasi

7.2-rusm. Puankarening integral invarianti.

дН  ■ дН

tenglamalar sistemasiga bo ‘ysunadi. Agar sistem a b ir-necha zarralardan 
tashkil topgan b o ‘lsa uning fazaviy fazodagi traektoriyalari m ajm uasi
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fazaviy oq im ni tashkil qiladi. Yana b ir o ‘lcham li holga qaytib kel 
vaqtda sistem aning egallagan fazaviy hajm i 7 .2-rasm dagi y2 kontu 
ichidagi sohadir. Shu rasm dagi ҳ  dan  y2 to m o n  y o ‘nalgan chi?11?  
fazaviy oqim ni ifodalaydi. "

Q uyidagini isbot qilaylik:

(£p dq =(f p dq
n r2 (7-217)

bu yerda p-*/q =  p xdq l + p 2dq2 +■■•+ p sdqs . Bu form ulaga kirgan in. 
tegral Puankarening universal integral invariant deyiladi. ОНПрап 
fo rm u lan i

Jt j p d q  = 0

ko‘rin ishda tushunish  m um kin. K on tum ing  ustida vaqt o ‘zgarmagani 
uch u n  vaqt b o ‘y icha hosilani integral ostiga kiritishim iz mumkin:

— j> p d q  = ф (p-dq + p-dq) = ф (p-<fq -  q d p )  + j>d (p-q) 
d t y  Y Y У

O hirgi integral to ‘liq differensialdan yopiq  k o n tu r b o ‘yicha olingani 
u ch u n  aynan  nolga teng. D em ak,

< £(pdq-q< ip ) =  0 
r

Bu in tegral ihtiyoriy yopiq k o n tu r g b o ‘y icha nolga teng bo ‘lishi 
u ch u n  integral ostidagi ifoda qandaydir fim ksiyaning to ‘liq differensiali 
b lishi kerak:

p d q - q d p  = - d H

Shu ta rzd a  tan lab  o lingan  funksiya u c h u n  k an o n ik  tenglam alam i 
olam iz:

Э H  . д Н  „v

р = “ э ? ’ ч = э ? "  <7-218>

H aqiqatda 7.218-dan 7.217-ni keltirib chiqarish ham  m um kin, ya nj;
7 .217-ning bajarilishi uch u n  kanonik  teng lam alam ing  bajarilishi yetar 1 
va zaruriydir.
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7.7.2. Liuvil teoremasi 

Quyidagi m unosabatni isbot qilaylik:

(7.219)
Y  S  i = 1

Bu yerda S -  g egri chiziq bilan chegaralangan sirt. Isbot uchun 
2 s .  lchamli fazaviy fazo koordim atalarin i {x}={x,, x, ,... , хъ}= {р {,
P .., ?■> ^  d e b  Ье1ё 11аУЦк v a  Ц } = { ° .  0  , 0 , p v  p v ... ,  p )
vektorni kiritaylik. Bu belgilashda

^ p -d q  = < j j £ 4 d x '
y  y  1=1

boMadi. Stoks teorem asi b o ‘yicha

&  1 r r &  , ; , ЭДf 2 A i d * = { i i 2 d * d x l
y '=1 5 i . j =1 дх' dxJ

A vektor sifatida yuqoridagi ta’rifdan foydalanib 7.4-form ulani olam iz 
(Stoks teoremasiga kirgan dx1 dx! integrallash elem enti dx! dx!=- cbd dx! 
qoidaga bo‘ysunadi, ya’ni, u yo‘nahshga ega b o ig an  sirt elem entidir).

7.217- va 7 .19-formulalarni taqqoslash harakat davomida
s r=i

integral-ning saqlanishini bildiradi. C h uqur m atem atik  m uloxazalar 
asosida

■  X  d PidQidP jdq j va f f f  JJ  J X  dpjdqjdpjdq jdpkdqk 220) 
'>;=i i*j*k=i ‘

va h.k integrallarning ham  invariant b o iish in i isbot qilish m um kin. 
Btinday isbot [14] kitobda keltirilgan, isbotning m urakkabligi uni bu 
yerda keltirishga im kon berm aydi. M isol sifatida b ir va ikki o ic h a m li

hollarnj qaraylik: 1) b ir o ich am li holda 7.219 ning o ‘ng tom oni j d p tdq,

bo ■adi, bu - sistem aning fazaviy hajm i; 2) ikki o ich am li ho lda ikkita

lnva-riantga egamiz: j i d p ^  +dp2dq2) va jdp^dqydp2dq2 , ikkinchisi shu

° ‘lchamli sistem aning fazaviy hajm i.
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H arakat, 7 .6 .3 -da isbot q ilingan idek , kanon ik  alm ashtirishn 
hususiy holi. Shuni hisobga olib quyidagi um um lashtiruvchi rv v 8 
qabul qilaylik: tan fn i

Fazaviy fazoda  quyidagi koordinat almashtirishlar berilgan bo ‘l: 
(qv  qv  ... , qt, p v p Jt ... , p )  -»  (Q r  Qv  ... , Q , p  * П: 
Agar ’

(j)p-dq =  (j)P-</Q
y у (7.221)

blsa bunday almashtirishlar kanonik almashtirish deyiladi.
Misol 7.7.1. 7.6.1. paragrafda kanonik almashtirishlar kanonik tenglama- 

larning ko‘rinishini saqlaydigan alm ashtirishlardir deb ta ’riflangan edi 
Hozirgi ta’rifimiz awalgi ta'rifni o ’z ichiga olishini bir hususiy holda — bir 
0 ‘lchamli sistema uchun vaqtga bog‘liq bo‘lmagan almashtirishlar misolida 
ko‘rsataylik.

7.221-formuIadan krinib turibdiki integral ostidagi ifoda to‘liq diffe- 
rensial bo‘lishi kcrak:

p d q - P d Q  =  dS ,

Bir o ‘lchamli holda: p d q - P d Q  = d S .  Q  =  Q ( p ,q ) ekanligini hisobga 
olib bu formulani

p d q - P
d Q  , dQ  ,
W d 4 + w dp

B d Q  ]

Р ~ Р Ъ
d q - P ^ p - d p  

dp

ko‘rinishga keltiramiz. 0 ‘ng tomondagi ifodaning tliq differensialligi 
sharti:

_ э _

др P ~ P W
_э_
Э q

, Э 6

др

Bu formulani ochib chiqsak {P,Q}=1 ekanligi kelib chiqadi. Demak, yangi 
o‘zgaruvchilarda Puasson qavsi saqlanar ekan. 7.6.2-paragrafda isbot qilingani 
byicha Puasson qavsining saqlanishi almashtirishning k a n o n ik lig in in g  
yetarli va zaruriy sharti edi.

7.219-ni hisobga olib kanonik alm ashtirish davomida (integrallash 
sohalarini y va Г deb belgilaylik)

\ \ Y , d Pid4 i= \ \ l L dP>dQ- (7.222)
1= 1 г f-1

bo‘lishi kerak degan hulosaga kelamiz. Bir o‘lchmali holda bu fo rm ula
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§ d p d q  =  ^ d P d Q  
r  Г

• 'nishga ega bladi. y  —- (р, q) o‘zgaruvchilar tilidagi boshlang‘ich sirt, 
rl /p  Q) o‘zgaruvchilar tilidagi sirt. Demak, kanonik alamshtirishlarda 

Г ^-ichamli sistemaning fazaviy hajmi saqlanar ekan.
Ь1Г 7 220-formulaga olib kelgan mulohazalarni davom ettirsak, /', j ,  k, .. .

kclarning soni 5 ga teng bo‘lganida invariantlikni 7.222-ma’noda tushunib 
quvidagi natijaga kelamiz:

| d p {dq \dp2d q 2 ■ • • dpsdqs =  | dP{dQ xdP2dQ 2 ■ • • dPsdQ s (7.223)

Г Г
Ushbu tasdiq Liuvil teoremasi deyiladi. Chap tomondagi integral s- ta 

erkinlik darajasiga ega bo‘lgan sistemaning fazaviy fazodagi hajmi, o ‘ng 
tonionda esa shu sistemaning yangi kanonik o‘zgaruvchilarga o‘tilgandan 
kevingi fazaviy hajmi. Demak, kanonik almashtirishda sistemaning fazaviy 
fazodagi hajmi o‘zgarmas ekan.

7 .8 . M opertyui prinsipi

Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bog‘liq b o ‘lm agan holda ener- 
giya saqlanadi:

Я (я,р) = Ғ. (7.255)

Bu shart 2s oMchamli (s — erkinlik darajalari soni) fazaviy fazoda 2s —
1 0 ‘lchamli sirtni aniqlaydi.

Masalan, s = 1 b o ‘lsa fazaviy fazo tekislik b o ‘ladi, yuqoridagi 
shart esa shu tekislikdagi chiziqni beradi. K onkret m isoini qaraylik: 
garmonik ossillator uchun

H = P^ + maW_ = E (7 256)
2m 2

shart (q,p) tekislikdagi ellipsni beradi. D em ak, E  energiyalik chiziqli 
°ssiIlatorning tebranishi davrida fazaviy tekislikda uni ifodalaydigan 
nuqta m ana shu ellipsni chizib cliiqadi.

Harakat faqatgina 2s — 1 o ‘lchamli sirtning ustidagina b o ‘lishi m um - 
n ’ shu jum ladan, boshlang‘ich q =  qa va oxirgi q =  qh nuq talar ham  

^зп а  shu sirtning ustida yotadi. Bu holda variatsion prinsipni qanday 
^  rinishda olganim iz qulaydir? Shu savolga M opertyui prinsipi javob
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(7.139) form ulani (7.224) ho lda quyidagicha yozib olish murnkin-

S  =  \  P i & i i - E i t - t Q ) ,  

bunda ‘Q — harakat boshi m om enti. Paydo b o ‘lgan

s o = J  P i  d?, = J  P dq (7.258)
kattalik  qisqartirilgan ta ’sir deyiladi.

(7.255) shart o ‘rinli b o ‘lganda (7.258) ta ’sim ing m inim um i

550 = 0 (7.259)
harakat trayektoriyasining k o ‘rinishini berishini isbot qilaylik. Ushbu 
tasdiq Mopertyuiprinsipi deyiladi. B uning uchun  (7.255) shartn i p  ga 
nisbatan yechib  oldik deylik:

P l=K (P ,Q ,T ,E ), (7.260)
va m aqsadim izga m uvofiq b lgan quyidagi belgilashlarni ham  kiritib 
olaylik:

Р = {^2 .Л ......Ps}> Q = {?2.93>->Ч,}> Т = ~Ч\■ (7.261)
N atijada

p dq = P d Q - t f d r  (7.262)

tenglikni o lam iz, o ‘ng to m o n d a  paydo b o ‘lgan form ada K  ni yangi 
G am ilton  funksiyasi va T  ni yangi vaqt deb qaralsa So ning ko‘rinishi 
yangi o ‘zgaruvchilarga n isbatan  to ‘liq ta ’sirning o ‘zi bo ‘ladi. Demak, 
(7.157) asosida harakat tenglam alari sifatida quyidagi tenglamalami 
olish m um kin:

dT 3Q ’ dT ЭР ( ‘
2s — 1 o ‘lcham li (7.255) shart bilan chegaralangan fazodagi harakat 

tenglam alari m ana shu k o ‘rinishga ega b o ‘ladi.
O lingan tenglam alar kanonik  tenglam alarga o ‘xshasa ham  ulaming 

m a’nosi b ir oz boshqachad ir — bu tengiam alar trayektoriyaning vaqt 
o ‘tishi b ilan  o ‘zgarishini em as, balki shu trayektoriyaning 2s o ‘lchamli 
fazodagi k o ‘rin ish in i beradi, chunk i u lar sistem am izning umumlashgan 
koord inata lari va im pulslarin i bog‘laydigan teng lam alar sistemasim 
tashkil qiladi.

Buni tushunish  qiyin em as, bu tenglam alardagi «vaqt» T  haqiqal a 
q t koord inata  va «energiya» — h aq iqatda im pulsning birinchi komp0
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r  - p  d ir. D em ak, bu tenglam alar 2s o ‘lcham li fazaviy fazodagi 
1*еП ktoriyaning geometrik ko‘rinishini beradi. Demak, (7.259) variatsion 
tra-e.j (7.255) shart o ‘rinli b o ‘lgan va sistem aning boshlang‘ich va 
Prl. • |10iatlari berilgan holda harakat trayektoriyasini berar ekan.
° Qisqartirilgan ta ’sirga boshqa ko‘rinish beraylik. Bir tom ondan

\ p > 4  = \ ^ - 4 A t  = \ ™  = \2 (E -U )* t.  (7.264)

yerda ikkinchi tenglikdan keyin Eylerning bir jinsli funksiyalar 
h aidagi teorem asini q o ‘llanildi. U shbu form uladan vaqtni yo‘q qili- 
shimiz kerak, chunki faqat trayektoriyani qidiram iz. Ikkinchi tom ondan

(7.265)
Demak,

50 = J  p, ф , = 72 J  ̂ E - lD ^ d g jd q j .  (7.266)

Endi M opertyui prinsip in ing  aniq ko‘rinishini berishim iz m um kin: 
harakatning boshlanich qe va oxirgi q6 nuqtalarini bolaydigan q =  
q(t) trayektoriya H(p,q) =  E  shart bajarilganida quyidagi m inim um  
prinsipiga b o ‘ysunadi:

S ^ ^ E - U ^ a ^ d q ;  =0. (7.267)

Bu prinsipda vaqt haqida hech  narsa deyilm aydi, berilgan boshlan- 
ich qova oxirgi q4 nuq talar orasidagi masofani sistem a qancha vaqtda 
bosib o‘tgani energiya E  orqali aniqlanishi m um kin.

Agar b itta ozod m oddiy nuq ta haqida gap ketayotgan b o ‘lsa

m fd l
T = -  

2 {d t
bo‘ladi, bunda dl — uzunlik  elem enti. N atijada

(7.268)

S ^ E - U d l  = 0 (7.269)

Pnnsipga kelinadi. Bu yerdagi integral berilgan nuq talam ing  orasidagi 
trayektoriya b o ‘y icha olingan . V aqtning ham  bosh lang‘ich nuqtasi 
^rilgan, am m o oxirgi nuqtasi berilm agan.

zarracha uchun  bu
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8  \d l =  0

shartn i beradi. Bu esa ikki nuq ta orasidagi eng qisqa ch iziq  — to <ol 
chiziq tenglamasi. H aqiqatan ham , ozod zarradan to ‘g‘ri chizia Ь о ч А ^  
harakat qiladi. a

7 .9 . G am ilton — Yakobi tenglam asi

(7.136) tenglam alarn ing  ikkinchisini olib qaraylik: 

dS
—  + H (p ,q ,t) = 0. (72?1)

Agar bu tenglam ada im pulslarning o ‘rniga (7.136) ning birinchisini 
ishlatsak

^  + Я
Э/

( dS dS ds 4
"ч ’ *\ *Я\>Я2oqi oq2 oqs

=  0 (7.272)

k o ‘rinishdagi b irinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamani 
olgan b o ‘lam iz. Bu ten g lam a ta ’sir funksiyasi S{q,t) uchun  bo‘!ib. 
u n in g  m avjudligi h a rak at ten g lam alarin i in teg ra llashn ing  yana bir 
zabardast m etodini beradi. Bu m etodni o ‘rganish uchun  birinchidan 
xususiy hosilali differensial tenglam a (7.272) ning toliq integrali kiritaylik. 
T a ’rif  b o ‘yicha differensial tenglam aning  to ‘liq integrali un ing  shunday 
yechim iki, unga kirgan mustaqil ixtiyoriy o ‘zgarm aslar soni tenglamadagi 
m ustaqil o ‘zgaruvchilarning soniga teng  b o ‘ladi. Bizning holimizda 
m ustaqil o ‘zgaruvchilar soni s +  1, 5 ta  koord inata  va vaqt. Ta’sir 
tenglam aga faqat hosila ostida kirgani u ch u n  b itta  o ‘zgarm asni additiv 
ravishda olishi m um kin:

S = f ( t ,q x,q2,..., q /,a u a 2,...,as ) + a 0, (7.273)

b u n d a  а 0,а , , а 2?...,а^ — ix tiy o riy  o ‘zg arm as so n la r  (integrallash  

konstantalari).
Teorema (Yakobi):

(7.273) funksiya (7.272) ning to ‘Iiq integrali va dct 

b o ‘lsin. U nda

ЭЯ ЭЯ . ,
ЭPi dq,
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dS a Э S
K  р' - ъ '  <7-274>
^ u n o s a b a t l a r  bilan aniqlanadi, bunda Д. -  yangi ixtiyoriy doim iylar.

ЭS  -  dS
dan q, = q j(P ,a ,t)  lar topiladi, topilgan q, larn i р‘ ~ ^  ё а

qo‘yib P i= P i(P ,a ,t)\ar  topiladi.

Isbot: (7.273) dagi f(q ,a ,t)  ni hosil qiluvchi funksiya sifatida olaylik, 
bunda a, lar yangi im p u lslar ro lin i o ‘ynasin: a . =  Pr K an o n ik  
almashtinsh bajaraylik:

Ё : p , ' h  <7'275) 
Bu qatordagi oxirgi form ula va (7.272) dan kelib chiqadiki H ’ = 0. 

D em ak , p  = 0, £> ,= 0 . Y o k i,  P ^ a ^ c o n s t ,  g ,= c o n s t .  O x irg i 
konstantalarni Q. =Д. deb belgilashi bilan teorem am iz isbot b o ‘ladi.

G am ilton funksiyasi vaqtga oshkora bog‘liq bo ‘lm agan holda ta ’sir
S = S0 - E t  ko‘rinishga ega b o ‘lishini ko‘rganedik. Bu holda G am ilton— 
Yakobi tenglam asi qisqartirilgan ta ’sir uchun  yoziladi va

sistem aning u m u m iy  yech im i

H
ЭS0 dSn ds0
aqi aq2 aqs

krinishni oladi.

7.9.1-misol.
Garmonik ossillatorni olib qaraylik:

Ш '  H = f  + ̂ 1. (7.277)
2w 2

Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bogliq emas. Demak, Gamilton—Yakobi 
tenglamasining to ‘Liq integralini S = -E t+ W (q ,a )  ko‘rinishda qidirish kerak. 
^  uchun

1
2 m

dW
dq

+ ̂ - q 2 = E  (7.278)

tenglama olamiz. Uni integrallash qiyin emas:
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w =if m(0 2 E -------- x f - J 2 E .
— T-sm cp.
m(o (7.279)

Ta’sir S  bitta o‘zgarmas E ga bog‘liq, tabiiyki, uni a  = E deb olinadi. Ya’nj 
yangi kanonik «impuls» energiyaga teng bo‘lib chiqdi. T o‘liq integral aniqlandj 
Endi Yakobi teoremasi bo‘yicha /3 = BS/дЕ dan koordinatani topish kerak-

ч
, dS  Г 

ЬЕ , + J
mdx

1 ( 2 \

i 2”
E - m »  х2

= - t + —arcsm 
(O (7.280)

yoki

I 2E 
\m w 2

sin a)(t + p). (7.281)

Impulsga kelsak

p  = —  = \/2mE cos a>(t+fi) 
dq (7.282)

ifoda olinadi. Chiziqli ossillator uchun harakat tenglamalari integrallandi.

7.10. 0 ‘zgaruvchilami ajratish

7.10.1. Umumiy g‘oyalar

Q uyidagi m asaladan boshlaylik. (qv p )  o ‘zgaruvchilar Gamilton 
funksiyasiga faqat /  (qr p^) kom binatsiya orqali kirsin:

H = H (f(qx,p{),q2,p 2 .....qs,p,).
f  (qv p2) n ing  h arak at in tegrali ekanlig ini isbot qilaylik. Harakat 
integralini tekshirish u ch u n  Puasson qavsini topam iz:

i 1 Эр' dq< Э<?' Эр' J Эр‘ dq' др'
c h u n k i / f a q a t  qt va px larga bog‘liq. Ikk inchi tom o n d an ,

эн_ = ън_<У_ з я  = з я ^ /1
др, Э/ dpt ’ Эq, Э/ Эqt

(7.283)

(7.284)
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,„m i Puasson qavsiga olib borib q o ‘ysak
{Я ,/}  = 0 (7.285)

kanligi’ y a ’ni / — harakat integrali ekanligi topiladi.
6 K o‘rib ch iq ilgan  m asala G a m ilto n —Yakobi tenglam asi u ch u n  

• z g a ru v c h i la m i ajratish m etodining asosi b o ‘lib xizm at qiladi.
°  Y uqorida topgan  natijani G am ilto n —Yakobi tenglam asiga q o ‘l- 
laylik- (?,, P\) o ‘zgam vchilar G am ilton  funksiyasiga taqat /  (<?,, />,) 
Kombinatsiya orqali kirgan b o ‘lsin. Bu holda quyidagi tenglam alarga 
ega bo‘Iamiz:

/ Эў,

„- +я =  0 . (7.286)

Hozir krsatilgani b o ‘yicha a , =  const. Agar shu sistem adagi ikkinchi 
tenglamada qx o ‘zgaruvchini o ‘zgartirilsa tenglam ada hech narsa o ‘zgar- 
masligi kerak. Buning uchun  esa ta ’sir

s  = S \q 2, Чъ, ■ ■ •, qs , ) + $i (q{) (7-287)
ko‘rinishga ega b o ‘lishi kerak. Aks holda (7.286) sistem aning ikkinchi
tenglamasiga {Э5/Э^,,/ = 2,3.....s) hosilalar orqali q{ ga bog‘lanish kirib
qolishi m um kin. D em ak, qt koord inata  uchun  to ‘liq hosilali

/
dS,

4[,dq{
= a, (7.288)

tenglamaga keldik. T o ‘liq hosilali teng lam ani esa oddiy y o ‘l bilan 
integrallash m um kin . Shu bilan G a m ilto n —Yakobi tenglam asidagi 
o‘zgaruvchilar sonini bittaga kam aytirgan boMamiz. Bu holda q{ o ‘zga- 
ruvchi ajratildi deyiladi. Faraz qilaylik, shu yo ‘1 bilan boshqa o ‘zga- 
ruvchilami ham  ajratib oldik. Agar sistem a konservativ boMsa ta ’sir

X
S = -E t + £ s ,  (4i, a , , a 2,..., a , ) (7.289)

1=1
krinishga keltirilgan boMadi. Bu holda m asala to ‘liq  integrallandi 
deyiladi.

ToMiq in teg ra llan ish  afsuski ju d a  kam  uchrayd igan  hol. U n ing  
yetarlilik sh artin i quyidagi L iu vil teorem asV  dey ilad igan  tasd iq  ifo- 
dalaydi:

Fazoviy hajmning saqlanishi haqidagi Linvill teoremasi bilan adashtirmang.
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Teorema. Agar Lagranj funksiyasi

s

1 = f = Х ғ,(?,)’
/=i /=i /=i

(7.290)

ko‘rin ishga ega b o ‘lsa G am ilto n —Y akobi tenglam asi kvadraturalar&a 
keltiriiadi.

Isbot. G am ilton  funksiyasini top ish  uchun  quyidagi uinumlashgan 
im pulslarni

Р Г / а № ’ (7-291)
(7.6) t a ’rifga olib borib q o ‘yam iz. N atijada quyidagi ifoda hosii bo ‘ladi:

2

H  = I  
/ 2 «,■(?/)|-1 (=1

Bu y erdan  G am ilto n —Yakobi tenglam asini darhol olinadi:

i=i

1 1 'as0 f
2a,(?,) + U M i ) - E F M i ) = 0.

Y echishni

s o =  Sl(qi ) +  S2(q2) +  - -  +  Ss (qs ) =  Y gSi (qi )
i=i

ko ‘rin ishda qidirish tabiiydir. Bu holda (7.293) tenglam a

i-l

1
2 <*(*,)

+ Ut(qi)-E F l(qi ) =  0

(7.292)

(7.293)

(7.294)

(7.295)

ko‘rin ishga keladi. Y ig‘indidagi har b ir had  faqat m os keluvchi qt 
gagina bog‘liq, bu degani, m ana shu  h a r b ir hadn i qandayd ir bir 
o ‘zgarm as songa tenglashtirib  q o ‘yish kerak:

1
2 aM i) 

(7 .295) b o ‘yicha

dq,
+Ui(qi )-E F i(qi) = a i ,

i - i  '
= 0 .

(7.296)

(7.297)
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(7 296) dan Sj lam i kvadratura ko‘rinishida topib olishi qiyin emas:

S, (q, ) = JW  (qt) (ft, + EFj (q;) -  Ut (?, )). (7.298)

r  m il t ° n —Y akobi ten g lam asin in g  to ‘liq in tegrali to p ild i, u i  ta  
0-zearmas songa bog‘liq b o ‘lib chiqdi:

E ,a x,a 2,...,a ,_ y  (7.299)

a esa (7.297) tenglam adan aniqlanadi: a s = - a ,  - a 2 - . . . - a s_,. Teorem a

isbot qilindi.
Siklik o ‘zgaruvchilarga kelaylik. U larga mos keluvchi um um lashgan 

impulslar harakat in tegrallari ekanligini b ilam iz. Shunday  boMishi 
kerakligi o ‘zgaruvchilarni ajratish m etodi bilan ham ohangdir. K oor- 
dinata siklik boMganda u G am ilton  funksiyasida qatnashm aydi. N atijada 
(7.288) tenglam a

dS,i _= a,
dq, ' <7-300)

koMinishga kelib qoladi. D em ak, ta ’sir siklik koordinataning oddiy 
chiziqli funksiyasi boMar ekan:

S, = a ,9 ,. (7.301)
0 ‘zgarmas son a, esa shu koordinataga m os keluvchi im pulsning o ‘zi:

* =  . « . . .  K onservativ s is tem ala r u ch u n  t a ’s irn ing  vaqtga bogMiq qism i
S'(t ) = -  Er k o ‘rinishga ega boMishini bu holda vaqtning G am ilton
funksiyasiga oshkora kirmasligi, y a ’ni «siklik koordinata» boMishining
natijasi deb qarash m um kin. Bu nuqtayi nazardan Eyuqoridagi o ‘zgar-
mas a  lam ing biridir, m asalan, E  =  a 0.

0 ‘zgaruvchilarni ajratib olish uchun koordinat sistemasini masalaning
mohiyatiga mos keladigan qilib tanlab olish ju d a  m uhim dir. Quyida
shunga bir necha m isollar ko ‘ramiz.

7.10.2. Qutb koordinat sistemasi

Tekislik ustida m arkaziy m aydon ta ’sirida harakat qilayotgan jism ni 
ЧагауШс. U ning G am ilton  funksiyasi:



B irinchidan , G am ilto n  funksiyasi vaqtga oshkora bog‘liq b o 'lm ao. 
uch u n

S --E t+ W (r,< p), (7.303)

bunda b irinch i o ‘zgarm as son a 0 = const = E paydo b o ‘ldi. Ikkin 
ch idan , <p siklik koord inata  b o ig a n i uch u n

1 Г (г ,9 )* Я \(г)+ а ,0 . (7.3(Ц)

K o‘rinib turibdiki, a v =dS/d(p = pv (yuqoridagi muhokama bo‘yiCha

a v = const = pv ). S hularni hisobga olib

S = -E t+  pv<p + W^r) (7.305)
deb yozib olinadi. G am ilto n —Y akobi tenglam asi quyidagi k o ‘rinishea 
keldi:

1 (dWj f + £*
2 m l * 7J r '

+ U(r) = E. (7.306)

Wx u ch u n  tenglam a:

= J 2m (E -U (r ) ) -^ j- .  (7.307)

U ning  yechim i:

T a ’sir uchun  quyidagini topdik:

S  = - E t  + p f <p+ 1  d r ^ m ( E - U (r ) ) - Ц - .  (7.309)

T o iiq  integral topildi. U  ikkita m ustaqil o ‘zgarm as sonlarga bogiiQ 
b o ‘lib chiqdi: a = E  va a = p ^  Y uqorida keltirilgan Yakobi teoremasi 
b o ‘y icha trayektoriya va im pulslarni top ish  m um kin:

a -  ^S  _  f  dr
p 0 -  —  - - t  +  m

•J-
2m(E-U(r ) ) - Ц -  (7-3l0)
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(7.311)

Bu tenglam alarning birinchisi r v a  / orasidagi bog‘lanishni beradi, 
■ifkinchisi esa r  va <p orasidagi bog‘lanishni beradi. Agar potensial U(r) 
Lrilgan bo‘lsa, bu  fo rm ulalar trayektoriyani t o ‘liq an iq lab  bergan 
bo‘ladi. 0 ‘zgarm as sonlarga kelinsa Д, boshlan ich vaqt m om entin i,

3 .3- paragrafda K epler m asalasi yechilgan edi. K epler masalasi 
sferik sim m etrik

maydondagi jism ning harakatini topishdan iborat edi ( 3.3 -paragrafdagi 
a ni Я ga a lm ash tird ik , bu  p arag ra fd a  a  harfi b o sh q a  m a ’n o d a  
qo‘llangan). Lagranj funksiyasi (3.20) ifoda orqali berilgan edi. U nga 
potensial q o ‘yilsa

Ko‘rinib tu ribdik i, (7.302) G am ilto n  funksiyasining o ‘zi olindi.
3.3-paragrafga to ‘liq m os kelishi uchun  p = M  deyish yetarlid ir. D e- 
mak, (7.310) va (7.311) fo rm ulalar m arkaziy m aydondagi m oddiy 
nuqtaning trayek to riyasi m asalasin i y ech ar ekan . D a rh aq iq a t, bu 
formulalar boshqa m etod bilan a w a l top ilgan  3.27- va 3 .28-larn ing  
0‘zidir.

Sferik koord inata sistem asida G am ilton  funksiyasi quyidagi ko ‘ri- 
nishga ega b o ‘ladi:

^  esa boshlang‘ich burchak m om entin i ifodalaydi.

Kepler m asaiasi

(7.312)
Г

2
( г Ч г У )  + 1 . (7.313)

7.10.3. Sferik koordinata sistemasi

(7.314)
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Agar potensial

U(r,e,cp)=a(r) + t ^  + - ^  (731S)

ko‘rinishga ega bo‘lsa, G am ilto n —Yakobi tenglam asida o ‘zgaruvchilarn 
ajratish im koniyatiga ega b o ‘lam iz. Bu yerdagi oxirgi had fizik nuqtav' 
nazardan  aham iyatga ega em as, bunday  hadli po tensia llar fizikadg 
uchram aydi. Shu  sababdan u  tashlab yuboriladi.

G am ilton  funksiyasi vaqtga oshkora bog‘liq em as, dem ak,

S  = —Et + Sg.

Q isqartirilgan  ta ’sir u c h u n  G a m ilto n —Y akobi tenglam asi quyidagj 
ko ‘rinishga keltirilishi m um kin:

_ L &
дг + a(r)

I
+ 7

_!_ГЭ5о
2ш^ дв

■Ь(в) 1
2mr s in 2̂

K o ‘rinib turibdiki, <p -  siklik koord inata , dem ak,

( Э50 
д<р

= E.
( 7 . 3 1 6 )

Рф = -
dS,

— = const
дср

saqlanuvchi kattalik (harakat integrali) ekan. Y a’ni,

S = -E t + p  (p + S ( r ,6). 
v i

Shuni hisobga olib yuqoridagi tenglam ani

= r 2 E — L f M .  
2m дг )

-a (r )

(7.317)

(7.318)2т { д в  )

ko‘rin ishga keltirib o lam iz. C hap  to m o n  faqat в  ga bog‘liq, o ‘ng 
tom on  esa faqat r  ga bog‘liq. Y a’ni, G am ilto n —Yakobi tenglamasi 
faqat {б,Э5,/Э0} va {г,Э5,/Эг} ga bog‘liq kom binatsiyalarga keltirildi. 
U m um iy  nazariya b o ‘yicha

5 ,(г,0 ) = 52(г) + 5 з(0) (7.319)
ko‘rin ishida izlanishi kerak. N atijada tenglam a

J _ ( ^ Y + « , ) + _ * ,
2m(  dd ) 2/risin^ *

P l = r 2 (7.320)
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1
2 т

‘rinishga ega b o ia d i .  Ix tiyoriy  r v a  0 u ch u n  bu teng lik  bajarilish i 
hun ikkala to m o n  ham  q an d ay d ir o ‘zgarm as songa ten g  b o i is h i  

^erak. U  a  deb belg ilansa , quyidagi ikk ita  ten g lam ag a  ke linad i:

( ^ I t W + ^ p ' = “ ’ i ( ^ J + 0( r ) + 7 ' £ ' ( 7 ' 3 2 1 )

Bu tenglam alarni integrallash qiyin emas:

Ь  S2 = S3 = Jd0 ^ 2 и ( а - А ( 0 ) ) - - ^ .  (7.322)

Shu bilan, G am ilto n —Yakobi tenglam asining to i iq  integralini topdik:

S = -Er + pytp + j  dr^2wi f  E -  a(r) -  ̂  j  ■+ J d0^2 т ( а - Ь ( в ) ) - - ^ .

(7.323)

7.11. T a’sir-burchak o ‘zgaruvchilari

Finit harakat qilayotgan sistem ani olib ko ‘raylik.
M asala quyidagicha q o ‘yiladi: kanon ik  alm ashtirish  yordam ida

shunday yangi kanonik o ‘zgaruvchilar {/*, фк} ni kiritaylikki, G am ilton 

funksiya Ф,. ga b o g iiq  b o im as in . Bu holda kanonik  tenglam alar

f _ Э Я ( / ) _ П • _ЭЯ(7)
— aГ  (7-324)

k к

ko‘rinishga ega b o ia d i. B irinchi teng lam adan  1к =  const ekanligini 
topiladi. H  o ‘zgarm as 1к largagina bog‘liq ekan o ‘zi ham  o ‘zgarm as

b o ia d i .  Bu d eg a n i, 0 =const = fi)^, y a ’n i, фк =а)kt+<t>ok ■ H a ra k a t

tenglamalari integrallandi, Фк — o ‘zining m a ’nosi b o ‘y icha burchak 
ekan.

Soddalashtirish uchun bir o ‘lcham li holdan boshlaylik. Yuqoridagi 
maqsadni nazarda tu tib  {р,д}->{1,ф} kanonik  alm ashtirislining hosil 

qilish funksiyasi F2(I,q) ni topish  kerak:



р  =
_  dF2( / ,g )  дҒ2 (/,<?)

Э? Э/
, Н

dF2(I ,q )

Э 9 ’ ! £ ( / ) - (7.325)

Hosil qiluvchi funksiya vaqtga bog‘liq b o ‘lm agani u ch u n  yangi va esk' 
G am ilton  funksiyalari b ir-b iriga  teng. U ni energiyaga tenglashtirih 
q o ‘ydik.

H osil qiluvchi funksiyani topaylik. I  o ‘zgarm as b o ‘lganida (7.325\ 
ning birinchisidan

d F2 | / =const = p d q (7.326)
ekanligiga kelinadi. I  =  / ( £ )  = co n s t sirtning ustida qolishim iz kerak 
boMgani uchun  um um an

Ғ2(1 ,Я )=  \p d q
чо

(7.327)

deb olish kerak. Integral I=I(E )= const sirtning ustidagi q0 va q nuqtalar 
orasida yotgan m a’lum  b ir haqiqiy trayektoriya b o ‘y icha olinadi. Finit 
harakat haqida gapirilm oqda, burchak  ф o ‘zgaruvchi yopiq trayektoriya 
b o ‘y icha harakat qilib qaytib kelganda

= 2к (7.328)
b o ‘lishi kerak. Ikkinchi to m o n d an

(7.329)
AF2 = ^  pdq

I(E)=consi

integral / (£ )  =  const sirt ustidagi yopiq  egri chiziq  b ilan  chegaralangan 
sirt yuzasini beradi.

Bu integralni ikki m a ’noda tushunish
m um kin  — 7.3-rasm da ko ‘rsatilganidek q0
d a n  q ga  b o r is h n i y o k i ay lan m a sd an
bevosita  qQ-+q  b o rish , yoki yop iq  kon-
tu r im iz n i  n m a r ta  a y la n ib  b o rish  deb
tushun ish  m um kin. K o n tu r b o ‘yicha har
b ir ay langanda ДF2 ga shu  yopiq kontur
bilan chegaralangan sirt yuzasi q iy m a tim
b ir m arta  q o ‘shgan b o ‘linadi. D em ak, F2

7.3-rasm. qa nuqtadan q  funksiya b ir qiym atli aniq langan  funksiya
nuqtaga bevosita borish yoki em as ekan , unga m an a  shu  sirt y u zasin in g

kontumi n marta aylanib ixtiyoriy bu tun  songa ko ‘paytirilgan Ч‘У' 
bonsh mumkin.
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tini qo ‘shib qoyish m um kin ekan. Bu noaniqlik  дҒ2/дq ga ta ’sir 
^jmiasa ham  ф =ЭҒ2/Э / ga ta ’sir qiladi. (7.328) shart F2 funksiyani 
^jiqlashga xizm at qiladi. Shu shart bajarilishi uchun

^& F 2 =2n  (7.330)

bolishi kerak. Bu tenglik bajarilishi uchun  o ‘z navbatida

I  =  - L j p dq (7.33 i)

bo‘lishi кегак. Integral yopiq kon tu r bo ‘y icha bir m arta  aylanishga 
ffl0S keladi, ya’ni integrali yopiq kon tum ing  sirtiga teng.

Hosil bo ‘lgan kattalik  /  -  t a ’sir  o ‘zgaruvchisi deyiladi, unga 
kanonik q o ‘shm a b o ‘lgan ф -  burchak o ‘zgaruvchisi dey ilad i. /  
ning ta’rifidan ko‘rinib turibdiki uning o ‘lcham ligi ta ’sirning va harakat 
miqdori m om en tin ing  o ‘lcham ligiga teng, ф ning esa o ‘lcham ligi 
yo‘q.

7 .11 .1 -m iso l. Garmonik ossillator uchun ta ’sir burchak o‘zgaruvchilarini 
toping.

2 2 2 p~ m(0 q
H = —  + --------- uchun H  =E  «sirt» katta va kichik yarimo‘qlari

2 m 2

a  =  yJ2m E  v a  b =  

bo‘lgan ellipsni beradi, uning yuzasi

2 E 
mco2

ga teng. Demak,

£
nab = 2 n — (7.332)

(O

/  = - •  (7.333)
£0

Huddi shu natijaga (7.331) integralni bevosita hisoblash orqali ham keiish 
roumkin. Buning uchun awal H — E shartdan impuls topiladi:

p= ^ 2m (E -m (02q2/2). (7.334)
Demak,

/  = •— <$> j2m (E  -  mco2q212) dq = -—■— & ^2m E -x1 dx. (7.335) 
2n J 2птсо J
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__Э Ғ 2(Л ,)  3F2(I ,q ) „1дҒг(Г ,,)  Ч „ „
” — й Г ' - * — й7— • (7.325)

Hosil qiluvchi funksiya vaqtga bog‘liq boMmagani u ch u n  yangi va eski 
G am ilton  funksiyalari b ir-b iriga  teng. U ni energiyaga tenglashtirib  
q o ‘ydik.

H osil qiluvchi funksiyani topaylik. I  o ‘zgarm as b o ‘lganida (7.325) 
ning birinchisidan

^lz-eonst = Р АЯ (7.326)
ekanligiga kelinadi. I  =  / ( £ )  = co n st sirtning ustida qolishim iz kerak 
bo ‘lgani uchun  um um an

f 2(I ,q )=  \p d q
%

(7.327)

deb olish kerak. Integral I=I(E )= const sirtning ustidagi q0 va q nuqtalar 
orasida yotgan m a’lum  b ir haqiqiy trayektoriya b o ‘y icha olinadi. F init 
harakat haqida gapirilm oqda, burchak  ф o ‘zgaruvchi yopiq  trayektoriya 
b o ‘yicha harakat qilib qaytib kelganda

: 2 к (7.328)

(7.329)

b o ‘lishi kerak. Ikkinchi to m o n d an

AF2 = ^  pdq  
I ( E )=const

integral / (£ )  =  const sirt ustidagi yopiq  egri chiziq  bilan chegaralangan 
sirt yuzasini beradi.

Bu integralni ikki m a ’no d a  tushunish  
m um kin  — 7.3-rasm da ko ‘rsatilganidek q0 
d a n  q  ga b o r is h n i  y o k i a y la n m a sd a n  
bevosita  q0->q  b o rish , yoki y o p iq  kon- 
tu r im iz n i  n m a r ta  a y la n ib  b o rish  deb 
tushun ish  m um kin. K o n tu r b o ‘y icha har 
b ir ay langanda д £ 2 ga shu  yopiq  kon tu r 
bilan chegaralangan sirt yuzasi qiym atini 
b ir m arta  q shgan b o ‘linadi. D em ak, F2

7.3-rasm. qa nuqtadan q funksiya bir qiym atli an iq langan  fimksiya 
nuqtaga bevosita borish yoki em as ekan , unga m ana shu  sirt yuzasining

k°ntborish mumkinylanib ixtiyoriy bu tun  songa k paytirilgan qiy-
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matini q o ‘shib qoyish m um kin ekan. Bu noaniqlik  ЬҒ2/Ьq ga ta ’sir 
nilrnasa ham  ф =ЭҒ2/Э / ga ta ’sir qiladi. (7.328) shart F2 funksiyani 
aI1iqlashga xizm at qiladi. Shu shart bajarilishi uchun

boMishi kerak. Integral yopiq kon tur bo ‘yicha bir m arta  aylanishga 
mos keladi, ya’ni integrali yopiq konturning sirtiga teng.

Hosil b o ‘lgan kattalik  1 -  t a ’sir  o ‘zgaruvchisi deyiladi, unga 
kanonik q o ‘shm a b o ‘lgan ф -  burchak o ‘zgaruvchisi dey ilad i. /  
ning ta ’rifidan ko‘rinib turibdiki uning o ‘lcham ligi ta ’sirning va harakat 
miqdori m om en tin ing  o ‘lcham ligiga teng , ф n ing esa o ‘lcham ligi 
yo‘q.

7.11.1-misol. Garmonik ossillator uchun ta’sir burchak o ‘zgaruvchilarini 
toping.

_2 т о у  n~
H = —  + ------— uchun H = E  «sirt» katta va kichik yarimo‘qlari

Huddi shu natijaga (7.331) integralni bevosita hisoblash orqali ham kelish 
mumkin. Buning uchun awal H =  E shartdan impuls topiladi:

ai
bo‘Ushi kerak. Bu tenglik bajarilishi uchun  o ‘z navbatida

(7 .330)

(7 .331)

2 m 2

bo‘lgan ellipsni beradi, uning yuzasi

nab = 2n — 
£o

(7.332)

ga teng. Demak,

(7.333)

p  =  ^ 2 m (E -m (0 2(f2/2). (7.334)(7.334)

Demak,
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Bu integralda x  = -JlmE sin<p almashtirish bajarib, uni <p bo‘yicha 0 dan 2^ 
gacha integrallansa yana o‘sha (7.333) natijaga kchnadi.

Burchak o‘zgaruvchisini topish uchun harakat tenglamasidan foydalanami^-
\-i• Э H ( dJ У

* ' 1 Г '  <7-336»

Demak, burchak o‘zgaruvchi tebranish fazasining o‘zi ekan:

ф = Ш+фъ- (7.337)
Shu bilan harakat tenglam alarini integrallam asdan turib jism  harakati 
aniqlandi -  bu harakat w chastotali tebranish ekan.

A m plitudaning maksim al qiym ati E = mco2qll2 shartdan topiladi:

, 2 E
Чо ~ y — т- Biz yana o‘sha eski natijaga keldik:

I m(0~

q(t) = J — —cos(<ot+<h). (7.338)V m (o
7.11.2-misol. Rotatorni eslaylik:

#  = - * -  = — . (7.339)
2 A 2 A к ’

Bu yerda inersiya m omenti A harfi bilan belgilandi ( /  harfi band 
bo‘lgani uchun). Ko‘rish osonki

. _  дН . дН Pv
э Г ° -  <7 340>

yoki,

РюPv = const, (p = -*~t + (p0. (7.341)
/t

Demak, rotator p v /A  chastotali aylanma harakat qilar ekan, uning 
umumlashgan impulsi pr (harakat miqdori momenti) saqlanuvchan kattalik 
ekan.

K o‘p o ‘lcham li holga o ‘taylik. Sistema ham m a koordinatlar b o ‘yicha 
finit harakat qilayotgan b o ‘lsin. F araz qilaylik, ham m a koordinatalar 
bo ‘yicha o ‘zagruvchilarni ajratish m um kin b o ‘lsin. M a’lum ki, bu holda 
qisqartirilgan ta ’sir uchun
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tasaw urga ega bo ‘lamiz. U m um lashgan im pulslar

dS

f  Pi = t  (7343) 
orqali m ana shu ta ’sim ing tashkil qiluvchi qism lari uchun

S , = JA d д, (7.344)

deb yozib olish m um kin. Agar q. koord inata  b ir m arta  to i iq  fm it 
harakat qilib qaytsa 5  ning qiym ati

AS0 = A S , = j  pdq, = 2 n l ,  (7.345)

ga o ‘zgaradi. Bu sistem ada ham  «ta’sir-burchak» o ‘zgaruvchilariga 
o ‘tish m um kin.

л _ Э5о _  V  dSk(qkJ )
* " э j ; ~ L ~ 3 i r ~  o - m

k

form ula orqali «burchak» o ‘zgaruvchilari kiritiladi. Y uqoridagi ham m a 
gaplar bu holga ham  ko‘chiriladi -  harakat tenglam alari:

Ш  0’ 4 = ^ f p *  (7.347)

ularning yechim lari:

/, = const, 0, = - ̂  — t + const = 0)t (I)t + const. (7.348)
Э/,

K o‘rinib turibdiki, qt koord inatan ing  to i iq  o ‘zgarishiga m os keluvchi 
ф, ning 2n ga o ‘zgarishi to ‘g‘ri keladi:

(7.349)
k ' k  

Ossillator va ro tator m isollarida burchak koordinatlaridan dekart koordi- 
natlariga qaytilsa ularning

* = Ae*  = Aeia* (7.350)

tasaw urga ega b o iish im izn i k ram iz (kom pleks tasaw u rd a). B unday 
harakatni davriy harakat deyiladi. H ozirgina ko‘rdikki, agar finit harakat



uchun  o ‘zgaruvchilar to ‘liq ajratilsa h a r b ir burchak  o ‘zgaruvchisi 
davriy b o ‘lib qolar ekan. Bu degani, agar fin it harakatga m os keluvchi 
b iro r F(p,q) funksiya berilgan b o “lsa bu  funksiya h a r b ir burchak 
o ‘zgaruvchisi b o ‘y ich a  davriy  boMadi (dav ri -  2л)-  D em ak , bu 
funksiyani fourier-qatoriga yoyish m um kin:

*i.....ks  * ! - • Ҳ s
(7.351)

k v ...,ks -  bu tun  sonlar (-<» dan  -н» gacha). \ r .jcs koeffitsiyentlar L

larning funksiyalaridir. H ar bir ф. ning vaqtga bog‘liqligi (7.348) b o ‘yicha 
aniqlangan. Bu form uladagi chasto ta <u lam ing  nisbatlari um um iy holda 
ratsional sonlar boMmagani u ch u n  funksiya ham  aniq davriy fdnksiya 
b lm aydi. A ytm oqchim izki, funksiya F, faraz qilaylik, q{ b o ‘yicha

bir m an a  to ‘Uq o ‘zgardi, «i * — ft)2,w ,n-butunson  b o ‘lgani u ch u n  q
n 2

k oord inata  b o ‘yicha sistem a bosh lang‘ich holatga qaytib kelm aydi.
Agar, m asalan, 2a>= Зса, bo ‘lganda edi, q̂  koord inata  b o ‘y icha ikki
m arta  aylanib kelganda q2 b o ‘yicha uch  m arta  aylanib, boshlang‘ich
holatga qaytib kelgan bo ‘lar edik. Bu ho lda (ikki oMchamli sistem am iz)
haqiqiy davriy sistem a boMgan boMar edi. U m um iy  holda, yuqorida
aytganim izdek, chastotalarning nisbatlari ratsional sonlarga teng  emas,
bunday harakat shartli-davriy harakat deyiladi.

7.12. Adiabatik invariantlar

Rasm 6: Uzuniigi 
o‘zgaruvchan mayatnik.

7 .4-rasm da ko‘rsatilgan m ayatnikni olylik. 
M ay a tn ik n in g  ch as to ta s i un ing  uzunlig iga

bog‘liqligini bilam iz: ш = Jgii-
F araz qilaylik, un ing  uzunligi ju d a  sekin 

o ‘zgarayotgan boMsin. Ju d a  sekin deganini 
quyidagicha tushuniladi:

1 dco------- <К ft).
o) dt

(7.352)

T=2n/m  boMgani u ch u n  bu ta ’rif  b ir davr 
ichida chasto tan ing  o ‘zgarishi shu chastotaga 
n isbatan ju d a  kichik son ekanligini bildiradi.



IVlayatnik tashqi kuch ta ’siri ostida boMgani uchun  uning energiyasi 
saqlanm aydi. A m m o, shunga qaram asdan, sistem aning param etri co 
juda sekin — adiabatik ravishda — o ‘zgarayotganlig i m a ’lum  bir 
saqlanuvchi kattalikning mavjudligiga olib keladi. Bunday kattaUklarning 
um um iy nom i adiabatik invariantlardiT.

Yuqoridagi m ulohazalar finit harakat qilayotgan ixtiyoriy sistem alar 
uchun o ‘rinlidir. M ayatnikning chastotasi o ‘rniga sistem aning ixtiyoriy 
qandaydir param etrin i ko‘z oldiga keltirsak b o ‘ladi.

A diabatik invariantlar sifatida aw algi paragrafda kiritilgan kanonik  
ta ’sir o ‘zgaruvchilarini olish kerakligini ko‘rsataylik. B uning uchun 
yana m ayatn ikka qaytib  kelaylik. U n ing  uzunligi sekin o ‘zgarishi 
natijasida ustida bajarilgan ishni topaylik. Bu ish ikki q ism dan iborat
-  tortishish kuchi mg cosip ga qarshi ish va m arkazdan qochm a kuch

mv2ll = т1ф2 ga qarshi ish:

Shart b o ‘y icha b ir davr ich ida Д/ ju d a  kichik, shun ing  u ch u n  bu 
formulani

ko‘rinishda olam iz, bu form uladagi ustchiziq bir (g‘alayonlanm agan) 
davr ichidagi o ‘rtacha qiym atni ifodalaydi. Tebranish burchagi kichik

ekanligini hisobga olib cos<p = \ -ф г!2 alm ashtirish bajaraylik:

Birinchi had m uvozanat nuqtasining yuqoriga ko‘tarilishiga m os keladi 
va biz uchun  qiziq em as, ikkinchi had esa teb ranm a harakat ener- 
giyasining o ‘zgarishiga m os keladi. K ichik tebranish lar uch u n  m ayat- 
nikning energiyasi

edi. MaMumki, garm onik tebranish uchun <p=<p0cosctX b o ‘ladi, bu degani

(7.353)

A =  - \m g c o s (p  + т1ф2 Д/ (7.354)

(7.357)
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S h u la rn i h isobga o lib

4 ’ 2 (7.358)

(7.359)

(7.360)

D em ak,

AE _ Д (0 
E o) (7.361)

Bu tenglik  integrallansa

E— = const 
co (7.362)

m unosabatga kelinadi. H ulosa: m ayatnik  u ch u n  energiya E va  chastota 
co uning uzunligiga bog‘liq, uzunlik  o ‘zgarsa u lar o ‘zgarm asdan 
qolm aydi, am m o E/co n isbat uzunlik  adiabatik  o ‘zgarganda o ‘zgar- 
m asd an  q o la r, in v a ria n t ek an . Avvalgi p a rag ra fd a  k o ‘rgan  edikki, 
/  =  E/co kattalik m ayatnik  u ch u n  ta ’sir  zgaruvchisi edi.

Shu xususiy m isolda top ilgan  natija — ta ’sir o ‘zgaruvchisining 
adiabatik invariantligi — um um iy b o ‘lib u  ham m a hollarda to ‘g ‘ridir: 
ta ’sir o ‘zgaruvchisi

adiabatik invariantdir.
7,T2.1-misoI. U(r) = - a /r  maydondagi harakat uchun ta ’sir burchak 

o ‘zgaruvchilarini toping.
Gamilton funksiyasi:

(7.10.2) paragrafda ko‘rgan edikki, bu holda o ‘zgaruvchilar ajraladi. pr 
uchun olingan ifoda quyidagicha edi ((7.307) ga qarang):

(7.363)
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ь
X

dfV, I _i 2тсс М  tn •з/слч
^ = 7 Г = г 2т l£ l+ T T ’

„ = М deb belgilab va ko‘rilayotgan maydonda finit harakat energiyasining
r<p
manfiyligini hisobga olindi. Sistemada ikkita erkinlik darajasi bor — r va 
<p Ularga mos keluvchi ta’sir o‘zgaruvchilari:

2 к

(7-365)

!' ~ Ъ § РгЛГ~ к  \  dT 2mlEj
2 ma M m . .

, + ~ Г ~ ~ ~ а р j£ | (7.366)

Oxirgi intcgralda

max
iJd/' = 2 |  d r

ekanligini hisobga olindi. Energiyani ta ’sir o ‘zgaruvchilari orqali ifodalash 
mumkin:

E = —
ma~

2(/г + /„Г
(7.367)

(3.40)-formulalarga nazar tashlansa orbitaning parametri va ekssentrisiteti 
uchun

<P 2 _  1p  = — , e = 1 -  
ma I. + L

(7.368)

Masalada ikkita parametr bor - m v a a .  Ta’sir o ‘zgaruvchilarining adiabatik 
invariantligidan quyidagi hulosaga kelinadi: agar a  va m sekin o‘zgarsa 
orbita parametri ularga teskari o‘zgaradi, ekssentrisitet o‘zgarmaydi. Energiya
K va Iv lar bo‘yicha aynigan, ya’ni ularning yig‘indisi o‘zgarmasdan har
birining o‘zi o‘zgarsa energiya o‘zgarmaydi.
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7-bobga mashqlar va savollar
1. Quyidagi Lagranj funksiyalariga mos keiuvchi Gamilton /unksiyalarim 

loping:

f ) L  = y  ( r2 +<y2/-2sin20 )-" ig rco s0 .

2. Quyidagi Lagranj funksiyasi uchun Gamilton funksiyasini toping:

3. Avvalgi misol uchun Gamilton tenglamalarini tuzing.
4. Eyler burchaklari в,(р, y/ ni umumlashgan koordinatlar sifatida olib 

simmetrik pirildoq uchun Gamilton funksiyasini toping.
5. Tashqi maydondagi zarrachaning Gamilton funksiyasini sferik va 

silindrik sistemalarda toping.
6. Sistemaning Gamilton funksiaysi sistemaning bir butunligicha cheksiz 

kichik siljishida o ‘zgarmasligidan impulsning saqlanish qonunini kelib 
chiqishini ko ‘rsating.

7. Sistemaning Gamilton funksiaysi sistemaning bir butunligicha chelcsiz 
kichik buralishida zgarmasligidan impuls momentining saqlanish qonunini 
keltirib chiqaring.

8. Quyidagi Gamilton funksiyasiga mos keluvchi Lagranj funksiyasini 
toping:

• 2 • 2 . 2 - 2
ч r  X  .2  r  X + y Z  . _  X  +  \

c)L  = —  + xy +x; d )L  =  — ; e ) L = — - —  + x y -y x ;
x x  2

L = 2 m ( r + [ n r ] ) 2 - i / ( r )

9. Og‘ir simmetrik pirildoq uchun Raus funksiyasini tuzing.
10. Quyidagi Puasson qavslarini hisoblang:

a){M i,rj}; 6){b M ,a r}

c ){b-M ,c M}; rf){M ,r p};
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£ ){ а , м 2}; л) { а .р 2}; o fc .'-" }-
]] U=—a /r  maydonda M  saqlanuvchan kattalik ekanligini Puasson 

qavslarini ishlatib krsating.

_  r ar12. 3-bobdagi (3.3)-misolda kiritilgan Laplas vektori A - |v M J -  —

ning harakat integrali ekanligini Puasson qavslari orqali isbot qiling.

13. F2(q,P) = q2eP hosil qiluvchi funksiya olib keladigan kanonik

almashtirishlarga olib keladigan FA(p,Q ) hosil qiluvchi funksiyani toping.

14. F-,(q,P) — q \nP  hosil qiluvchi funksiya  bajaradigan kanonik
almashtirishlarni toping.

15. Jism ning tashqi tortish m aydonidagi Gamilton fu n k s iy a s i

H n 2
H = —  + nigx hosil qiluvchi funksiya F2 (x ,P ) = xP -m gxt ga mos keluvchi

2 m
kanonik almashtirishdan keyin qanday krinishni oladi?

П
16. F 2 {я>Р)= (4J)P, funksiya yordamida bajarilgan almashtirish

i-i

f ( q , t )  funksiya byicha chiziqli blganda kanonik ekanligini isbot qiling.

17. Lagranj funksiyasi L (q ,q ,t) ni L '(q ,q ,t)=  L(q,q,t)+  jj— - ga

almashtirish, bunda f(q ,t)  — ixtiyoriy funksiya, harakat tenglamalarini 
o ‘zgartirmas edi. Ushbu almashtirish kanonik almashtirish ekanligini k o ‘r- 
sating va unga mos keluvchi hosil qilish funksiyasini toping.



8-bob. SUYUQLIKLAR MEXANIKASI

8.1. Uzliksizlik tenglaraasi

Suyuqlik va gazlam ing m exanik harakatini o ‘rganganda ulam i tutash 
m uhit sifatida k o ‘riladi. Jism lar m exanikasida «m oddiy nuqta» tushun- 
chasi qanday ro ‘l o ‘ynagan b o is a  g idrodinam ikada «suyuqlik nuqtasi», 
«suyuqlik zarrachasi» tushunchalari shunday rol o ‘ynaydi. Suyuqlik 
nuqtasi deganda shunday kichik hajm dagi suyuqlikka aytiladiki, bu 
hajm ko‘rilayotgan masalaning m asshtabiga nisbatan juda kichik bo iish i 
kerak. Shu bilan birga, bu hajm ning  ichidagi m olekulalar soni uni 
tu tash  m uhit deyishim izga yetarli b o ig a n  darajada katta b o iish i kerak. 
Y a’ni, suyuqlik nuqtasi suyuqlikning shu darajada kichik elem entiki, 
uni geom etrik  tom ondan  bir nuq ta sifatida ko‘rish m um kin, shu boisdan 
uning koordinatalari bor — x, y , z, fizik to m o n d an  esa bu elem entning 
ich ida m olekulalarning soni ju d a  katta  b o iish i kerak.

G apim izga illyustatsiya keltiraylik. N orm al sharoitda havoning Ism3 
hajm ida 2 ,7 i 9 ta m olekula bor. Agar tom onlari 0,1 mm bo ‘lgan hajmni 
olinsa (uni albatta, nuqta deb ko‘rish m um kin!) uning ichida 27-1 3 a 
m olekula b o ia d i. Suyuqliklarda bir kub san tim etm ing  ichida yanada 
ko‘proq m olekulalar b o ia d i ~1022, yana tom onlari 0,1 mm b o ig an  hajm 
qaralsa uning ichida -1 0 16 ta  m olekulalar b o ia d i.

Uzliksiz m uhit haqida gap ketar ekan uning zichligi bor — p (x ,y ,z /) -  
H arakat haqida gapirilganda suyuqlik tezligini kiritish kerak -  \ ( x ,y ,z ,0 ■

Bu tez lik  su y u q lik n in g  x ,y ,z  k o o rd in a ta li  n u q ta s id a n  t vaqt 
m om en tida  o ‘tayotgan suyuqlik zarrachasin ing tezligidir. Vaqt o ‘tishi 
bilan bu zarracha boshqa nuqtaga oqib  ketadi, lekin ixtiyoriy boshqa 
vaqt m om entida ham  v(x, y, z, f )  tezlik yana o ‘sha x ,y ,z  nuqtaga 
boshqa f  vaqt m om entida yetib kelgan suyuqlik zarrachasining tezligini 
bild iradi.

Bu kattalik lar sistemasiga suyuqlik (gaz)ning bosim ini ham  kiritish 
kerak, chunki m uhit ichidagi bosim  har xil nuqtalarda har xil b o ‘lsa 
bosim  yuqori nuq tadan  bosim  past nuq taga suyuqlik  oqim i paydo 
b o ia d i. D em ak, suyuqlikning m exanik  harakatin i o ‘rganish uchun 
unga taalluqli b o ig a n  beshta kattalik  u ch u n  -  zichlik p, bosim  p  va
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tezlik v -  teng lam alar topish  кегак ekan. S hularn ing  biri -  uzliksizlik 
tenglam asidir. U quyidagicha keltirib chiqariladi.

Ixtiyoriy b ir hajm  V ni olam iz. Z ich likn ing  ta ’rifi b o ‘yicha l pdV 

integral V hajm  ichidagi m odda m iqdorm i beradi. Shunga ko ‘ra,

t  j J pdV  (8->)

shu hajm  ichidagi m odda m iqdorining o ‘zgarish tezligini beradi.
H ajm  ichidagi suyuqlik m iqdori suyuqlik unga oqib  kirsa yoki oqib 

chiqib ketsa o ‘zgaradi. O qim  zichligini — birlik  vaqt ich ida birlik 
sirtqan o ‘tgan m odda m iqdorini -  quyidagicha ta ’riflaylik: j = p v .  

Demak,

^  ds • j

■
integral v hajm ni o ‘z ichiga olgan sirt s o rqali 

suyuqlik oqim i tezligini ko‘rsatadi. M inus ishorasiga 
aham iyat beraylik  8 .1 -rasm ga qaralsa sirtga no rm al 
vektor va oqim  vektori j  =pv orasidagi bu rchak  o ‘tk ir 
bo‘lsa (ya’ni, suyuqlik hajm qan oqib chiqib kctayotgan 
bo‘lsa) (8.2) integral m anfiy b o ‘ladi, aks holda u m usbat 
bo 'ladi. H aq iq a tan  ham , dS va V orasidagi bu rchak  
o ‘tm as b lishi hajm ga kirib kelayotgan suyuqlikga m os 
keladi. Shularn i hisobga olib V  hajm  u ch u n  m odda 
balansi tenglam asini yozamiz:

I  j - f d V p  = - j > d s i .  (83 )
Ol y  S

Tenglam aning o ‘ng tom oniga G auss teorem asi q o ‘llanilsa

Ш; J rfK | ^  + div(pv)j=0 (8.4)

ш
teng likka k e lin a d i. Bu ten g lik n in g  ix tiy o riy  V  h a jm  u c h u n  b a ja - 
rilishi

Ш ‘ — + div(pv) = 0 (8.5)
Эг
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8.1-rasm: 
Ixtiyoriy 
hajm, sirt 

elcmenti va 
oqim tezligi.



b o ‘lishi kerakligiga olib keladi. H osil bo ‘lgan teng lam an ing  nom i -  
uzliksizlik tenglamasi.

B oshida aytilganidek, suyuqlik deganda ham  suyuqliklar, ham  gazlar 
tu sh u n ilad i. S uyuq lik lar (gazlar em as) odd iy  sh a ro itd a  siqilm aslik 
xossasiga ega. U la r uchun  p =const deb qabul qilish m um kin . Bunday 
suyuqlik siqilmaydigan suyuqlik deyiladi. K eyin ko ‘rsatam izki, zichlik- 
ning o ‘zgarishi harakat tezligining tovush tezligiga nisbatining kvadratiga 
proporsional b o ‘ladi, suyuqliklar uchun  bu nisbat ju d a  kichik sondir. 
Y a’ni, suyuqliklarni o datda siqilm aydigan m uhit sifatida ko ‘rish m um - 
kin. G azlarda harakat tezligi tovush tezligiga yaqin va h a tto  undan 
yuqori ham  b o ‘lishi m um kin , bunday harakatlarni o ‘rgangandagina 
zichlikning konstan ta  em asligini hisobga olish kerak. Siqilm aydigan 
suyuqlik u ch u n  uzliksizlik tenglam asi

Tajriba shuni k o ‘rsatadiki, suyuqlik elem enti unga q o ‘yilgan hatto 
eng kichik kuch (bosim ) ostida ham  harakat qila boshlaydi. Suyuqlikning 
ichidagi ixtiyoriy sirt olinsa bosim  unga perpendikular yo ‘nalgan b o ‘ladi. 
Bulardan xulosa shuki, m uvozanatda turgan  suyuqlikdagi ixtiyoriy sirt 
elem entiga ikki tom ondan  ta ’sir qilqyotgan bosim lar m uvozantda turibdi 
(8 .2-a rasm ga qarang). B unday xossa bosim ning izotroplig i deyiladi.

Bosim  — sirt birligiga perpend iku lar y o ‘nalishda ta ’sir qilayotgan 
kuch. Suyuqlik ich ida kichik parallelogram m  olaylik (8 .2 -b  rasmga 
qarang) (bu parallelogram m  «suyuqlik nuqtasini» b irinchi yaqinlashuvda 
ifodalasin). Shu paraU elogram m ning x  va x+Ax  sirtlari orasidagi tashqi 
bosim ning o ‘zgarishini hisoblaylik:

divv = 0 (8.6)
ko‘rin ishni oladi.

8.2. Eyler tenglamasi

p(x i-Ax)

8.2-rasm : a) bosimning izotropligi; 
b) bosim kuchini topishga oid.
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B o s im n in g  bu o ‘zgarishini u ta ’sir qilayotgan sirt elem entiga ko‘pay- 
tirilsa, parallelogram m ga x  yo ‘nalishda ta ’sir qilayotgan kuchni topgan 
bo‘lamiz:

L |( c -^-AxAyAz = - ~ A V .  (8_8)
ax dx

Shu m ulohazalam i y v a z  o ‘qlariga ham  q o ilan ilsa , Д V hajm li suyuqlik 
nuqtasiga ta ’sir qilayotgan kuchni topgan b o iam iz :

-VpAV. (8.9)

D em ak, chekli F hajm  uchun  bosim  o ‘zgarishi orqali ta ’sir qilayot- 
gan kuch

- J  dVVp  (8.10)

ko‘rinishga ega. Bosim kuchining zichligini topdik: —Дp. Agar bosim  
gradiyentidan tashqari kuch lar b o ‘lsa u lam ing  zichligini um um iy  f  
harfi bilan belgilaym iz. H arakat teng lam asin i tuzish uchun  m assa 
zichligining tezlanishga k o ‘paytm asini kuch zichligiga tenglashtirish 
kerak:

P ~  =  - V p + f .  (8.11)
at

Bu tenglam ada v tezlik harakat qilayotgan suyuqlik zarrachasin ing 
tezligi, u ikki sababdan  zgaradi -  fazoda m a iu m  trayektoriya b yicha 
harakat qilishi natijasida (trayektoriyaning h a r xil nuqtalarida uning 
qiymati h ar xil b o ‘lishi m um kin) va vaqt o ‘tishi bilan. Tezlikning vaqt 
bo‘yicha to i iq  orttirm asi:

v(r(f+ A l),t+ A i)-  v(r(/),0- (8-12)

Bu orttirm ani hisoblash uchun  b irinch idan  г(/+Д/) ni Teylor qatoriga 
yoyishimiz kerak:

r  (t + At) = r(t) + A t^ -  = r( /)+ At v(r (/)). (8.13)
dt

Bu bilan biz trayektoriyaning Д/v a q t ichida qancha o ‘zgargani topdik. 
Tezlikka qaytaylik:



v(r(f + At), t + A t) -  \(r(t),t)  =

= v (r(i) + At v(r(/)),t + A t)-  v(r(f),0  *  + (v ■ V)v . (8.14) 

N atijada quyidagi Eyler tenglamasiga kelam iz:

9v „  V/j—  + (v-V)v = — —. 
Э/ p (8.15)

Eyler tenglam asi o ‘zin ing sodda ko ‘rin ishiga qaram asdan  ko‘pgina 
m urakkab fizikaviy jarayon larn i ifodalaydi.

Agar suyuqlik tashqi gravitatsion m aydonda b o ‘lsa f  = gp deb olish 
kerak:

9v Vp
—  + (v-V)v = — 1- + g. 
Э? p (8.16)

Bosim gradiyentin ing oldidagi m inus ishorasi suyuqlik bosim  yuqori 
nuq tadan  bosim  k ichikroq nuq ta tom onga harakat qilishini bildiradi.

8.3. Gidrostatika

Eyler tenglam asin i o ‘rganishni eng sodda hol — suyuqlik gravi- 
tatsion m aydonda qim irlam ay turgan ho ldan  boshlaylik.

Bu h o ld a  tezlik  nolga teng  va E yler tenglam asi keskin sodda- 
lashadi:

-V p + p g  = 0. (8.17)
K oord inat o ‘q larin i 8 .3-rasm dagidek chizilsa, bosim  u ch u n  x  va y  
y o ‘nalishlarda

8.3-rasm. Statik hol (y o‘qi tekislikka pcrpendikular).
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Эл: Эу

englam alar olinadi. Y a’ni, bu yo‘nalishlarda bosim  o ‘zgarm as b o ‘ladi: 
p =  const. z yo‘nalishda esa

^ - + pg  = 0 (8.18)02

ekanligini topam iz (v ek to rg n in g  kom ponentalari: g = {0 ,0 ,-g}). Integ- 

rallash doim iysini p0 deb belgilasak

p(z) = p 0 - p g z  (8-19)
vechim topiladi. D em ak, z  balandlikka ko‘tarilganida suyuqlik (gaz) 
bosimi pgz qiym atga kam ayar ekan. B oshqacha aytganda, p  +  pgz 
kom binatsiya bu hol uchun Eyler tenglam asining harakat integrali 
ekan.

Bu m ulohazalarda balandlik o ‘zgarganda ham  zichlik p  o ‘zgar- 
masdan qoladi deb oldik. H aqiqatda , ayniqsa gazlarni olganda, bu 
faraz to ‘g ‘ri em as, gazning holat tenglam asidan uning bosim i pasaysa 
(tem peraturasi o ‘zgarm aganda) zichligi ham  kam ayishi kelib chiqadi. 
Ammo bu farq gazlarning yetarli darajadagi katta massivlari uch u n - 
gina sezilarli b o ‘lgani uchun  yuqoridagi form ula balandlik lar katta 
bo‘lm aganda yaxshi aniqlikda ishlaydigan form ula deb hisoblanishi

mumkin.

8.4. BernuIIi qonuni

Eyler tenglam asidagi (v V)v hadni vek tor algebrasi yordam ida 
maqsadga m uvofiq bo ‘lgan ko‘rinishga keltiraylik:

(v V)v = i v u 2 -[v ro tv ]. (8.20)

U ndan tashqari gravitatsion m aydonni potensial orqali ifodalab olaylik: 
<p. N a tijad a  E yler tenglam asi quyidagi ko ‘rin ishni oladi:

|^ - [ v r o t  v] = - i v u 2 - ^ - V < p .  (8.21)
Эг 2 p

Har bir suyuqlik nuqtasi o ‘zining oqim  chizig‘iga ega, bu — shu 
suyuqlik zarrasining trayektoriyasidir. H ar bir suyuqlik zarrasining tezligi
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oqim  chizig‘ining m os kelgan nuqtasida u rin m a b o ‘yicha yo ‘nalgan 
boMadi. Tezlik  vektori vektor m aydonni hosil qiladi (m agnitostatik  va 
elektrostatik  m aydoniarni eslab ko‘ring).

S ta tsionar oqim ni ko ‘rayIik. S ta tsionar oqim  shunday oqim ki, unda 
tezlik lar vaqtga bog‘liq b o ‘lm aydi, faqat koordinatlarga: v = v(x,y,2) 

’n i, oqim  chiziq larin ing hech  qaysisi vaqt o ‘tishi bilan o ‘zgarmaydi. 
M a’lum  bir suyuqlik zarrachasining m a’lum bir (x, y , z ) nuqtadagi tezligj 

\ (x, y , z )  b o ‘lsa shu  nuq taga boshqa vaqt m o m en tid a  yetib  kelgan 
boshqa zarrachaning  tezligi ham  huddi o ‘sha boMadi. A lbatta, h a r bir 
suyuqlik zarrachasin ing tezligi vaqt o ‘tishi bilan o ‘zgarib boradi, am m o 
shu zarrachan ing  o ‘m iga kelayotgan zarrachan ing  tezligi ham  huddi 
shu  tartibda  zgaradi.

Y ana suyuqlikni siqilm aydigan deb olam iz: p  = co n st (8.21) ni chap 
to m o n d an  v ga skalar ravishda ko ‘paytiraylik. N atijada

teng lam a hosil boMadi. Qavs ichidagi kattalik  statsionar oqim  uchun 
Eyler tenglam asining b irinchi integralidir.

Bu tenglam adagi v • V o perato r tezlik v y o ‘nalishi b o ‘yicha olingan 
hosila operatorid ir, dem ak, oqim  chiziqlari ustid a  qavs ichidagi kattalik 
o ‘zgarm as ekan:

U m um an , ushbu const h a r b ir oq im  chizigM u ch u n  o ‘z qiymatiga 
ega. Agar rot v =  0 boMganda edi (8.21) teng lam adan

m unosabatga kelgan boMar edik, bu esa yana (8.23) natijani berar edi, 
am m o, bu  ho lda yuqoridagi const h am m a ch iz iq lar uchun  bir xil 
qiym atga ega boMgan boMar edi.

(8.23) m unosabat Bernulli teoremasi deyiladi. U ning m a’nosi sodda. 
Z ichlikning o ‘zgarm asligini hisobga olib uni

2 p  \  Г J
(8 .22)

2 p (8.23)

(8.24)

1 2— p v  + p(p + p  = const (8.25)
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k o ^ rin is h g a  kcltirib olinadi. Bu yerda birinchi had — suyuqlik zarra- 
c h a s in in g  kinetik energiya zichligi, ikkinchi had -  tashqi gravitatsion 
m a y d o n d a g i  potensial energiya zichligi va uch inch i had — term o- 
d in a m ik a  qonunlari b yicha ichki energiya zichligidir.
Dem ak, Bernulli teorem asi energiyaning saqlanish qonun in ing  bir 
ko‘rinishi ekan.

8.5. Tezlik sirkulatsiyasi

Tezlikdan yopiq kon tu r b o ‘yicha olingan integral

Sirkulatsiya = ^ v -Л (8 26)

tezlikning shu kon tu r b o ‘yicha sirkulatsiyasi deyiladi. Stoks teorem asi 
bo ‘yicha

cj) v • d\ = jd S  rot v, ,o 27)
l  s

bunda S  — yopiq kon tu r L bilan chegaralangan sirt. Tezlikning rotori 
Eyler tenglam asining (8.21) ko‘rin ishida ham  paydo b o ‘lgan edi. Shu 
rotorni alohida belgilab olaylik:

Q = rot v. (8.28)

Bu yangi kattalikning fizik m a’nosini tushunish  m aqsadida b iror o ‘q 
atrofida at burchak tezligi bilan aylanayotgan qattiq  jism ni k o ‘raylik. 
U shbu jism ning ixtiyoriy r  nuqtasin ing chiziqli va burchak tezliklari 
quyidagicha bog‘langan edi:

v = [Qr]. (8.29)

Tezlikning rotorini topaylik:
rot v = 2co. (8.30)

Dem ak, Q ning noldan  farqliligi shu zarrachan ing  m a’lum  bir o ‘q

atrofida ^  Q burchak  tezlik bilan aylanayotganini anglatadi. D arha-

qiqat, (8.27) form ula shu talqinga m osdir.
П, odatda, buram alilik  dey iladi1.

1 Ruschasi — завихренность.
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E yler tenglam asini faqat sirkulatsiya va tezliklar tilida ham  yozib 
olish m um kin. Buning uchun (8.15) ikki tom onining rotorini hisoblaylifc 
N atija:

| ^  + [V[vQ]] = 0. (8.31)

Bu tenglam aga quyidagilarni q o ‘shilsa t liq  sistem a olinadi:

V ■ v = 0, Q = [Vv]. (8.32)

Olingan tenglam alar sistem asiga bosim  va zichliklar kirm adi.
Bu tenglam alar ideal suyuqlikning harakatin i  rganish masalasini 

to ‘liq yechadi -  bizga tezlik v m a’lum  b o ‘lsa (8.31) tenglam adan Q ni 
topam iz, topilgan Q asosida (8.32) tenglam alardan  v ni topiladi va 
h.k. (8.32) tenglam alam i yechish yo ‘li m a’lum , m agnitostatikani eslaylik:

V B = 0, [VB] = 47Гj/c.

M ag n ito s ta tik ad a  berilgan  to k  b o ‘y ich a  m ag n it m ay d o n n i top ish  
m asalasi g id rod inam ikada berilgan buram alik  orqali tezlikni topish 
m asalasi bilan bir xil ekan.

(8.28) ta ’rifdan ko ‘rinib turibd ik i h am m a vaqt
V Q = 0. (8.33)

D em ak, Q ning kuch chiziqlari hech  qayerda boshlanm as va hech 
qayerda tugam as ekan.

F a raz  q ilay lik , b iro r  vaq t m o m e n tid a  fazo n in g  h am m a nuq- 
ta la rid a  Q =  0 b o ‘lsin. Bu degan i, dCl/dt = 0  ham  b o ‘lishi kerak. 
Keyingi vaq t m o m en ti t + At ga o ‘tilsa  (8 .31) b o ‘y icha b a ’ri bir 
Q =  0 va 3Q /91 = 0  ekan . Bu d egan i, ag ar vaq tn in g  bo sh id a  buram alik  
no lga ten g  b o ‘lsa u  h ech  q an d ay  y o ‘l b ilan  paydo  b o ‘la olm aydi 
(ideal suyuqlik  u ch u n ). Bu h o ld a  suyuqlik  tez lik la rin in g  m aydonin i 
to p ish  u ch u n

V • v = 0, [Vv] = 0 (8.34)

tenglam alar sistem asini q o ‘llash yetarlidir. Bu holni zaryadlar va toklar 

b o ‘lm agan holdagi elektrostatika ( V • E = 0, [VE] = 0 )  va m agnitostatika

( V B = 0, [VB] = 0 ) tenglam alari b ilan  solishtirish m um kin.
F azoning  ham m a nuq tasida rotv =  0 b o ‘lgan oqim  potensial (yoki, 

buramasiz) oqim  deyiladi. Potensial oq im  uchun  tezlik sirkulatsiyasi
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aynan nolga teng:

(£ v • d\ = J dS ■ rot v = 0.
L 5

(8.35)

Suyuqlik ichida b ir yopiq k o n tu r olaylik. K onturin ing  ustidagi 
suyuqlik nuq talari vaqt o 'tish i b ilan  siljib boradi, u lar b ilan  birga 
kontur ham  harakatda b o ‘Iadi.

Shu kon tu r b o Lvicha olingan sirkulatsiyaning o 'zgarm asdan  qolishi 
isbot qilylik. Sirkulatsiyadan vaqt b o ‘y icha hosila o liganda nafaqat 
kontur ustidagi suyuqlik zarrachalarining tezliklarining, balki harakatdagi 
kontur nuqtalarin ing ham  vaqt bo 'y icha o ‘zgarishini hisobga olish 
kerak:

j[ e lem ent shu elem en tn ing  bosh va oxirgi nuq talarin ing  radius- 
vektorlarining ayirmasidir, undan vaqt b o ‘yicha hosila tezlikning o ‘zidir. 
Ikkinchi had to ‘liq difTerensialdan olingan integral ko‘rinishiga keltiri- 
ladi, kon tu r yopiqligini hisobga olinsa u  nolga tengdir:

Eyler tenglam asini hisobga olib birinchi hadni ham  to ‘liq differensialdan 
yopiq kontur b o ‘yicha integral ko‘rinishiga keltirib olam iz (yana bir 
eslataylik, p  =  const holni ko‘ryapm iz), va, dem ak, u ham  nolga 
teng b o ‘ladi:

(8.36)

(8.37)

(8.38)

Demak,

(8.39)

yoki

(j) v • d\ = const 
L

(8.40)

ekan. Bu natija sirkulatsiyaning saqlanish qonun i deyiladi.
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O qim ning potensiallik sharti
rot v = 0 (8.41)

ni quyidagicha yechish m um kin:

v = grad (p. (8.42)

K iritilgan kattalik <p tezlik po tensiali deyiladi. Agar (8.21) tenglam aga 
bu ta ’rif kiritilsa tenglam a

8.6. Tezlik potensiali

Эю v  p  _ x  + — +L.
bt 2 p

=  0 (843)

k o ‘rinishga keladi. Bu teng lam aning  b irinch i integrali:

д<р v  p , ,  ч _ + т + _ . л , ). (8 44)

Agar cp vaqtga bogMiq b o ‘lm asa (statsionar oq im ) o ‘ng tom ondag i / ( / )  
ni constantaga alm ashtirish m um kin:

v 2 p
_ + i i  = const. (8.45)

B iz y an a  B ern u lli te o re m a s ig a  q ay td ik  -  (8 .25) fo rm u la  bilan 
solishtiring.

8.7. Impuls oqimi zichligi tenzori

Z ich lik n in g  tezlikka k o ‘pay tm asi pv im pu lsn ing  zich lig i m a ’no- 
siga ega, ikk inch i to m o n d a n  u b ir  sek u n d d a  b irlik  s ir td a n  oqib 
o ‘tgan  m odda  m iqdorin i b ild irad i. S uyuqlikning harakat tenglam asini 
shu  im pu ls zichlig i tiliga  o ‘tkazay lik , bu  ish q a lan u v ch i suyuqlik 
ten g lam asin i o lishda y o rdam  berad i. Shu  m aqsadda  (8 .5) va (8.15) 
ten g lam ala rd an  foydalan ib  pv ning vaqt b y ich a  h osilasin i hisob- 
laylik:

p  v = -v  div (p v) + p
dt

( Vp - ( v V ) v
P

\
= - V p  -  vV (pv)-  p(v  • V)v. (8.46)

Bu tenglam ani kerakli ko‘rin ishga keltirish uchun impuls oqim i zichligi 
tenzori degan kattalikni kiritaylik:
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K iritilgan kattalik tilida yuqoridagi tenglam a

Э ЭП,у
i  Э-,pV‘ = - ^ T  <848>
Ko‘rin ish n i oladi. C hap  to m o n d a im puls zichligidan vaqt b o ‘yicha 
hosila  kirgan, bu -  birlik hajm dagi suyuqlikka ta ’sir qilayotgan kuch, 
agar u n d an  hajm  b o ‘y icha integral olinsa shu hajm  ichidagi suyuqiikka 
ta’sir qilayotgan kuch  olinadi.

Ikkinchi tom ondan , u m ana shu hajm  ichidagi suyuqlik im pulsining 
bir sekunddagi o ‘zgarishini beradi. 0 ‘ng tom onga G auss teorem asini 
qo‘llanilsa m ana shu hajm ni o ‘z ichiga olgan yopiq sirt orqali П. 
tenzorining oqim i topilgan b o ‘linadi:

i j f l - p v , — ^ ^ П , .  ( 8 .4 9 )
v v ax s

П. ga kirgan birinchi had bosim  p  edi. M a’lum ki, bosim ning sirt elem enti 
d S  ga ko ‘paytm asi shu sirt elem entiga ta ’sir qilayotgan bosim  kuchini 
beradi. Bizning holim izda d S  S. — p d S  — i -sirtga bosim  orqali ta ’sir 
qilayotgan kuch.
K uchning bu qism i faqat suyuqlikning bosim i bilan bog‘liq b o ‘lsa, 
uning ikkinchi qism i — d S p u u  — o ‘zining m a ’nosi bo ‘yicha birlik vaqt 
ichida d S  sirtdan suyuqlikning harakati natijasida oqib o ‘tgan im pulsni 
berishi kerak. Shuning u ch u n  П.. tenzo r im puls oqim i zichligi tenzori 
deyiladi.

U ning m a’nosini yanada aniqroq  tushunish  u ch u n  sirt e lem entin i 
shu sirtga perpendikular bo ‘lgan birhk vektor orqali belgilab olaylik: 
d S 1 =  n JdS, bunda d S  — shu sirt elem enti yuzasi. U n d a  d S  ;pi»,u 
ko‘paytm ani vektor k o ‘rinishda (dS  ni yozm ay turib) quyidagicha ifoda- 
lashimiz m um kin:

p v ( v n ) .  (8.50)

Agar v_Ln b o ‘lsa bu ifoda no lga ten g  b o ‘lad i, d em ak , pdS pvv^
oqim ning sirtga perpend iku lar (n ga parallel) qism inigina o ‘z ichiga 
olgan.

Oqim  tezligiga perpendikular sirt orqali im puls zichligi oqim i ftiqat 
bosim p ga teng b o ‘ladi.

п i j - pSy+pVi Vj .  (8.47)
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Ideal suyuqlikning  ich ida  suyuqlik  qatlam lari b ir-b iriga  ishqalan- 
m asdan oqad i, u la r  o rasida  o ‘zaro  im puls a lm ash in ish  b o ‘lmaydi. 
Im puls faqatg ina m exan ik  harakat natijasidag ina b ir n u q tad an  ikkin- 
ch isiga u za tilad i. H aq iq iy  su y u q lik la rd a  a lb a tta , b u n d ay  em as -  
u larn ing  b ir-b iriga  n isba tan  harakat q ilayotgan  q a tlam lari orasidagi 
ishqalan ish  natijasida im puls q iym ati baland  n u q tad an  q iym ati past 
nuq taga uza tilad i. B unday  ja ray o n la r fizikada d issipativ  jarayonlar 
deyiladi.

Ideal suyuqlik u ch u n  o lingan teng lam alarn i ishqalan ish  b o ‘lgan 
holga m oslab o ‘zgartiraylik. Ideal va yopishqoq suyuqlik lar orasidagi 
katta farq chegaraviy shartlarda nam oyon b o ‘ladi -  qattiq  jism  bilan 
chegarada ideal suyuqlik tezligining norm al kom ponentasi vn nolga 
tenglashtirishi kerak. Tezlikning tangensial (sirtga parallel) kom po- 
nentasiga hech  qanday  shart q o ‘yilm aydi -  suyuqlik ideal ekan u 
sirtga ishqalanm asdan . unga yopishm asdan harakat qilishi kerak. Eyler 
tenglam asidan ham  chegaraviy shart b itta  b o ‘lishi kerakligi kelib chiqadi
-  tenglam a b irinch i tartibga ega.

Y opishqoq suyuqliklarga o ‘tish u ch u n  quyidagi fundam en tal tajri- 
baviy dalilga asoslanishim iz kerak -  haqiqiy  suyuqlik qattiq  jism  sirtiga 
yopishish xossasiga ega. Y a’n i, chegaraviy sh artla r bu holda ikkita 
b o iish i kerak -  tezlikning norm al va tangensial k om ponen ta lari qattiq 
jism  sirtida nolga teng b o ‘lishi kerak: un= 0 , u = 0 .

Suyuqlik qattiq  jism  sirtiga yopishar ekan  boshida q o ‘zg‘almasdan 
turgan qattiq  jism  harakatlana boshlasa (tashqi kuch ta ’sirida) suyuq- 
likning shu sirtga yopishgan qatlam i ham  shu jism ning  tezligi bilan 
harakat qila boshlashi kerak. 0 ‘zaro ishqalanish oq ibatida suyuqlikning 
q o ‘sh n i qa tlam lariga  ham  im puls uza tila  b o sh lan ad i va u lar ham 
h a rak a tg a  k e lad i 8 .4 -rasm g a  qaray lik . Bu ra sm d a  ik k ita  parallel 
p lastinalar orasidagi oqim  k o ‘rsatilgan. Pastgi plastina q o ‘zg'alm asdan 
turibdi, yuqoridagi plastinaga (x-oqi yo ‘nalishida) a F  kuch  q o ‘yilgan, 
shu kuch ta ’sirida p lastina Avr tezlik b ilan  harakat q ilayapti, suyuq- 
likning eng yuqori qatlam i esa ishqalanish natijasida shu  sirtga ergashib 
aynan o ‘sha tezlik b ilan  harakat qiladi.

a F  qancha katta  b o ‘lsa Avx ham  shuncha katta  b o ‘ladi, ya’ni ular 
o ‘zaro proporsionaldir. Ikkinchi tom ondan , plastinalar orasidagi masofa 
Ay qancha katta  b o ‘lsa, p lastina o ‘zgarm as tezlik b ilan  harakat qilishi 
u ch u n  shuncha kam  kuch  kerak  b o ia d i ,  y a ’ni д F  va Ay o ‘zaro  teskan

8.8. Yopishqoq suyuqlik т
8.4-rasm. Ikki parallel plastina orasidagi oqim.

proporsionaldir. U ndan  tashqari, plastina sirti ДS  qancha katta b o is a  
plastinani berilgan tezlik bilan harakatlantirishga shuncha ko ‘p kuch 
kerak. S hu larn ing  ham m asin i hisobga olib, quyidagi m unosabatga 
kelamiz:

AF _ Avx 
AS ^  Ay (8.51)

Bunda paydo b o ig a n  proporsionallik  koeffisiyenti т\ — ishqalanish  
koeffisiyenti deyiladi. C hap  tom ondagi kattalik kuchning sirt zichligi. 
Cheksiz kichiklarga o ‘tib ko ‘rilayotgan holda

kuchning  sirt z ichlig i =  T) —
ду (8.52)

ekanligini topam iz.
Endi shu natijani um um lashtiraylik . Asosiy xulosa shundan iborat 

bo id ik i, ishqalanish kuchi tezliklam ing gradiyentlariga proporsional 
ekan, agar misoldagi plastinalarni x, y  va z  o ‘qlariga nisbatan har xil 
qilib joylashtirilsa (8.52) dagi hosilani

dvx _ dv|
<,У = 1,2,3

дц
ду дх2 ^  d J

larning kom binatsiyasiga a lm ash tirish  kerak b o ia d i .  Q id irayotgan  
kattalik kuch  zichligi sifatida im puls oqim i zichligi tenzori (8.47) ga 
qo‘shilishi kerak. U nga kiruvchi tezliklarning hosilalaridan tuzilgan 

m binatsiya quyidagi k o ‘rinishda tan lab  ohnadi:

dVj dVj

i 7 + э 7 '
(8.53)

262 263



U ning  bunday  sim m etrik  ko‘rinishi quyudagi m isol bilan asoslanadi -  
o ‘zgarm as to burchak  tezlik bilan aylanayotgan silindrik form adagi suv 
massivini olaylik. U ni silindrik qatlam larga b o ‘lib chiqilsa b u  qatlam - 
lar b ir-b iriga nisbatan harakat qilm aydi. D em ak , bu  qatlam lar orasida 
ishqalanish b o ‘lmaydi. Y uqoridagi sim m etrik  form a huddi shu xossaga 
m os keladi. Buni ko‘rish uchun  co bu rchak  tezlikli silindirdagi r  nuqta 
tezligi u ch u n

v = [(or] (8.54)

fo rm uladan  foydalanib yuqoridagi kom binatsiyani hisoblaylik: 

dv dv
— (r+— -  = e 0) + £  o) = 0. (8.55)
Эх' дх' /'* * у* *

Hosil b o ‘lgan sim m etrik  tenzorn i quyidagi k o ‘rinishga keltirib olinadi:

^ d v  dv ^
a  =п

y
-*r + — —-  — 5  d iwdxJ дх' 3 ij

+ Ф .  diw- (8-56)

Bu ifodaning birinchi qism ining izi nolga teng:

=  2 d iw  -  2 d iw  =  0.*
(д ц  *Vj 2 x 

— '- + — ------- 5 ,.d iw
dxJ Эх' 3 4

S im m etrik  ten zo m in g  izsiz va birlik  ten zo r ko ‘rinishidagi qismlari 
koord inat alm ashtirish larida faqat o ‘z- o ‘zi orqalig ina alm ashingani 
uch u n  u larn i har xil koeffisiyentlar bilan oldik. O datda , rj -  (birinchi) 
ishqalanish  koeffisiyenti, £ esa -  ikk inchi ishqalanish  koeffisiyenti 
deyiladi. Keltirib chiqarish bo ‘yicha bu koeffisiyentlar tezliklarga bog‘liq 
em as. A m m o u lar um um iy holda tem peratu ra  va bosim ning funksiyalari 
b o ‘lishi m um kin. U larn ing  ikkalasi ham  m usbatdir:

77 > 0, £ > 0. (8.57)

T opilgan ten zo r ishqalanish orqali paydo b o ‘ladigan k uch  zichligini 
ifodalaydi, shu sababli uni kuch zichligi um um iy  tenzori П. ga q o ‘shib 
q o ‘yiladi ((8.49) tenglam anuig  o ‘ng  tom oniga П. m inus ishora bilan

kirgani uchun  сг' ning ham  ishorasi m inus bilan olingan):

Пц = p8 ij + pv,Vj - a'j = - а у + p v tv j . (8.58)

Oxirgi tenghkdan  keyingi ifoda orqali kuch langan lik  tenzo rin i ikk1
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qism ga boMindi -  bosim  va ishqa lan ish  o rqali suyuqlik  ichidagi paydo
b o ‘lad igan  im puls o q im i

va im puls zichliqi oqim ining suyuqlikning zarralari bilan birga ko ‘cha- 
digan qismiga bo ‘lindi.

S iqilm aydigan  yopishqoq suyuqliklar u ch u n  kuchlanganlik  tenzori

koTinishga ega b o ‘ladi. Bunday suyuqliklar ko‘pincha Nyuton suyuq- 
liklari deyiladi. Deyarli ham m a suyuqliklar uchun  bu qonun o ‘rinlidir, 
bu qonunga bo ‘ysunm aydigan suyuqliklar uchun  kuch tenzorin i topish 
murakkab m asala hisoblanadi.

Yopishqoq suyuqlik harakat tenglam asini keltirib chiqarish uchun 
umumiy ko ‘rinishdagi harakat tenglam asi (8.49) ga (8.58) ni q o ‘yam iz 
(rj va f  koeffisiyentlarini o ‘zgarm as deb qaraym iz) va uzliksizlik 
tenglamasi hisobga olam iz:

Bu tenglam aning nom i Naviye—Stoks tenglamasi. Agar siqilm ay- 
digan suyuqlik haq ida gap ketayotgan b o ‘lsa oxirgi hadn i tashlab 
yuborish m um kin:

Bu yerda kinem atikyopishqoqlik  deyiladigan v = rj/p kattalik kiritildi. 
Agar tashqi gravitatsion m aydonni hisobga olish kerak b o ‘lsa NS 

tenglamasining o ‘ng tom on i quyidagicha o ‘zgaradi:

° i j  P ^ ij + ( ?ij> (8.59)

p v p j (8.60)

(8.61)
/

(8.62)

(8.63)

(8.64)

englama vaqt b o ‘yicha birinchi tartibli tenglam a, dem ak, tezlikning 
oshlang‘ich q iym ati berilgan b o ‘lishi kerak (s ta ts io n ar h o llardan  
ashqari). Chegaraviy shartlam i m uhokam a qilaylik. C hegara ikki xil
0 hshi m um kin — qattiq  jism  sirti va boshqa suyuqlik (yoki gaz) bilan



U ning  bunday  sim m etrik  ko‘rinishi quyudagi misol bilan asoslanadi -  
o ‘zgarm as <o bu rchak  tezlik bilan aylanayotgan silindrik form adagi suv 
m assivini olaylik. U ni silindrik qatlam larga b o ‘lib chiqilsa b u  qatlam- 
lar b ir-b iriga nisbatan harakat qilm aydi. D em ak , bu qatlam lar orasida 
ishqalanish boMmaydi. Y uqoridagi sim m etrik  form a huddi shu xossaga 
m os keladi. Buni ko‘rish uchun  co bu rchak  tezlikli silindirdagi г nuqta 
tezligi uch u n

v = [cor] (8.54)

fo rm uladan  foydalanib yuqoridagi kom binatsiyani hisoblaylik:

Эи
— i- + — J-  = e (o + e o) = 0 . (8.55)
Эху Эх‘ Jik k у* *

H osil b o ‘lgan sim m etrik  tenzorn i quyidagi ko 'rin ishga keltirib olinadi:

a  = п
IJ

dv dv 2
— '- + — т----- 5  d iw
bxJ дх' 3 V

+ &., diw . (856)

Bu ifodaning birinchi qism ining izi nolga teng: 

ГЭи. Эи -  4
+ — -  -  -  <5,.diw

dxJ дх' 3 y
= 2d iw  -  2diw  = 0.

S im m etrik  ten zo m in g  izsiz va birlik ten zo r k o ‘rinishidagi qismlari 
koord inat alm ashtirishlarida faqat o ‘z- o ‘zi orqalig ina alm ashingani 
u ch u n  u larn i har xil koeffisiyentlar bilan oldik. O datda, r/ -  (birinchi) 
ishqalanish  koeffisiyenti, £ esa — ikkinchi ishqalanish  koeffisiyenti 
deyiladi. Keltirib chiqarish bo ‘yicha bu koeffisiyentlar tezliklarga bog‘liq 
em as. A m m o u lar um um iy holda tem peratu ra  va bosim ning funksiyalari 
b o ‘lishi m um kin. U larning ikkalasi ham  m usbatdir:

т) > 0, £ > 0. (8.57)

T opilgan ten zo r ishqalanish orqali paydo b o ‘ladigan ku ch  zichligini 
ifodalaydi, shu sababli uni kuch zichligi um um iy  tenzori IT ga q o ‘shib 
q o ‘yiladi ((8.49) tenglam aning o ‘ng  tom on iga ГГ m inus ishora bilan

kirgani uchun  ' ning ham  ishorasi m inus bilan olingan):

П ij = P $ ,j+  pv,Vj - cт' = -O j + pv(v j . (8.58)

Oxirgi tenglikdan  keyingi ifoda orqali kuch langan lik  tenzo rin i №



qjsrnga boMindi -  bosim  va ishqa lan ish  orqali suyuqlik  ich idagi paydo
boMadigan im puls o q im i

va im puls zichliqi oqim ining suyuqlikning zarralari bilan birga ko‘cha- 
djgan qismiga b o ‘lindi.

Siqilmaydigan yopishqoq suyuqliklar u ch u n  kuchlanganlik  tenzori

ko‘rinishga ega boMadi. Bunday suyuqliklar ko‘p incha Nyuton suyuq- 
liklari deyiladi. Deyarli ham m a suyuqliklar uchun  bu qonun o ‘rinlidir, 
bu qonunga bo ‘ysunm aydigan suyuqliklar uchun kuch tenzorini topish 
murakkab m asala hisoblanadi.

Yopishqoq suyuqlik harakat tenglam asini keltirib chiqarish uchun 
um um iy ko ‘rinishdagi harakat tenglam asi (8.49) ga (8.58) ni q o ‘yam iz 
(r\ va £ koeffisiyentlarini o ‘zgarm as deb qaraym iz) va uzliksizlik 
tenglamasi hisobga olamiz:

Bu tenglam aning nomi N aviye—Stoks tenglamasi. Agar siqilm ay- 
digan suyuqlik haqida gap ketayotgan boMsa oxirgi hadn i tashlab 
yuborish m um kin:

Bu yerda kinem atikyopishqoqlik  deyiladiganv' = r\ip kattalik kiritildi. 
Agar tashqi gravitatsion m aydonni hisobga oiish kerak boMsa NS 

tenglam asining o ‘ng tom oni quyidagicha o ‘zgaradi:

°a  = ~PS'j +<7>j' (8.59)

p v p j (8.60)

V /
(8.61)

(8.62)

(8.63)

Э t p (8.64)

englama vaqt bo ‘yicha birinchi tartibli tenglam a, dem ak, tezlikning 
oshlangMch q iym ati berilgan boMishi kerak (s ta ts io n ar ho llardan  
ashqari). Chegaraviy shartlarni m uhokam a qilaylik. C hegara ikki xil
0 hshi m um kin — qattiq  jism  sirti va boshqa suyuqlik (yoki gaz) bilan
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chegara. Q attiq  jism  sirtida yopishqoq suyuqlikning shu sirtga yopishib 
qolishini ifodalaydigan shart

v |s = 0. (8.65)

Bu -  eksperim ental fakt, ham m am iz  ko ‘p m arta  k o ‘rganm izki, qattiq 
jism  sirtiga yopishgan changn ing  ju d a  k ichik  zarra larin i havo oqirni 
b ilan  shu  s ir td an  u ch irib  y u b o rish  m u m k in  em as. F aq a t yetarli 
dara jada  katta  zarra la rg ina  havo oq im i ta ’sirida uch ib  ketad i. Bu 
hodisan ing  sababi -  havo oq im in ing  sirt ustidagi tezlig in ing  nolga 
tenglig id ir.

V ektorining kom ponentasi uch ta  b lishiga qaram ay bu shartlam ing 
soni ikkita -  tezlikning sirtga norm al va sirtga u rinm a kom ponentalarini 
nolga tenglashtirish kerak -  un =  0, v  =  0. Fazoviy hosilalar b o ‘yicha 
tenglam aning  ikkinchi tartib li ekanligi bunga m os keladi.

Agar qattiq  sirt h arakatda  b o ‘lsa, suyuqlikning shu sirt ustidagi

tezligi sirtn ing tezhgiga teng b o ‘lishi kerak v |s  = v „r(.

8.9. Yopishqoq suyuqliklar oqimiga misollar

8.9.1. Ikki plastina orasidagi oqim

Bir-biriga n isbatan u0 tezlik bilan harakat qilayotgan ikkita cheksiz 
parallel p lastinalar orasidagi yop ishqoq  suyuqlik oq im in i k o ‘raylik. 
K oordinat o ‘qlari quyidagicha tan lab  olinadi: x, y  o ‘qlari pastgi plasti- 
nan ing  ustida joylashsin, z  o ‘qi plastinalarga perpendikular b o ‘lsin va 
u larning orasidagi m asofa d  ga teng  b o ‘lsin. u0 tezlik y  o ‘qi b o ‘yicha 
yonalgan deb olam iz. M asala sta tsionard ir, tezlik lar vaqtga b og liq  
b o ‘lm aydi.

M asalaning q o ‘yilishidan ko ‘rinib turibdiki, suyuqlik tezligi y  o ‘qi 
bo ‘y icha y o ‘nalgan: v =  (0, v, 0) Tezlik  va bosim  faqat z koordi- 
natagagina bogMiq b o ‘lishi m um kin: v = v ( z ) ,  P =p(z)

B irinchidan,

v-V = u — .
ay

V aqt b o ‘y ich a  h o s ilan in g  n o lg a  ten g lig i b ilan  bu  N a v iy e - S to k s  
tenglam asining chap tom on i um um an  nolga teng ekanligini k o ‘rsatadi- 
N S tenglam asining o ‘ng tom on in ing  x  kom ponentasi ham  nolga teng-



Ш  —  =  0 (8 .66)

Uning У komponentasi

d 2v  .
dz

ko‘rinishni oladi. z — kom ponentsi esa

~  = 0 (8.67)az

ga tengdir. Ikk inchi teng lam an ing  yechim i p  = c o n s t , b irinch i teng la- 

m aning u m u m iy  yech im i v = a z + b ,  chegarav iy  sh a rtla r hisobga 
olinsa

v  = - v n (8.68)

Endi m asalaning shartlarini o ‘zgartiraylik. Ikkala parallel plastinalar 
bir-biriga n isbatan q o ‘zg‘alm asdan  tu rgan  b o ‘lsin. y  o ‘qi b o ‘yicha

Ър
bosim gradiyenti berilgan b o ‘lsin: = M asala bu gal ham

statsionardir.

8.5-rasm. Ikkita q o‘zg‘almas parallel plastinalar orasidagi oqim.

holda ham  N S  tenglam asining chap  tom on i nolga teng. 0 ‘ng 
omonidagi bosim  gradiyentini chap tom onga o ‘tkazaylik:

Vp=vAv. (8.69)
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T ez lik  y an a  faq a t z ga b o g ‘liq  va v = (0,i>,0), b o s im  u c h u n  esa 

p  = p(y ,z )  deb olish kerak. D em ak, oxirgi teng lam adan  faqat quyida- 
gilar qoladi:

др d2v др
э Г ^ э Г 0'

Oxirgi tenglam a bosim  z  ga bog‘liq em asligini, y a ’ni bosim  suyuqlik 
qatlam i b o ‘y icha o ‘zgarm asligini ko ‘rsatadi. N atijada b irinchi teng- 
lam aning  chap  tom on i faqat y  ning funksiyasi, o ‘ng to m o n i esa faqat 
z  n ing funksiyasi b o ‘lib chiqadi. H arx il o ‘zgaruvchilam ing fimksiyalari 
b ir-b iriga teng b o ‘lishi u ch u n  ularn ing  h a r biri o ‘zgarm as b o ‘lishi 
kerak:

dp d 2v
_ , const, v _ . &  (871) 

Bu teng lam adan  tezlikni top ish  oson:

1 1v  = — Gz +az + b. (8.72)

C hegarav iy  sh artla rn i eslaylik (sirt ustida u rin m a tez likn ing  nolga 
tengligi): и(0)=и(£0=0. N atija:

v  = ^ - G z ( z - d ) .  (8.73)

T ezligim iz г  =  0 dagi p lastinadan г  =  d  dagi p lastinagacha yetguncha 
p a ra b o la  b o ‘y ich a  o ‘z g a ra r  ek an . 8 .5 -ra sm d a  te z lik n in g  profili 
k o ‘rsatilgan.

8.9.2. Qiyalik bo‘yicha oqim

Eng qiziq m asalalardan biri b o ‘lgan qiyalilik tekislik b o ‘y icha oqim 
m asalasini ko‘rib chiqaylik. Bu m asalani 8 .6-rasm  b o ‘y icha tasaw ur 
qilish qiyin em as: gorizontga a  burchak  b ilan  og‘gan tek is qiyalik 
ustida qalinligi d  b o ‘Igan suyuqlik qatlam i tortishish  kuchi ta ’sirida 
pastga oqib tushm oqda. Suyuqlikning ustida bosim i p0 b o ‘lgan ochiq 
havodir (atm osfera).

K oord ina t o ‘qlarining yo ‘nalishi rasm da ko ‘rsatilgan (>> o ‘qi qiya 
tekislikning ustida yotibti). M asalaning m ohiyati b o ‘y icha bosim  faqat



8.6-rasm. Qiyali tekislik bo‘yicha oqim.

7 koordinataga bog‘liq b o llishi m um kin: p  =  p(z), tezhkning  esa 
faqat x koordinatasi bo r v =  (u ,0 ,0), va u ham  b o ‘lsa faqat z ning 
funksiyasidir: v  =  u (z ) . Oqim  statsionar bo 'lgan i uchun  vaqt b o ‘yicha 
hosila tashlab yuboriladi. U ndan  tashqari

v v = « i
дх

ekanligini va tezlik x  ga bog‘liq em asligini hisobga olinsa N S tengla- 
malari quyidagi ko ‘rinishga keltiriladi:

v ^  + g  s in a  = 0, ^  + g p c o s a  = 0. (8.74)
dz d:

Chegaraviy shartlarni aniqlaylik. z =  0 tekislikda v =  0 bo lishi kerak. 
Suyuqlikning ochiq  sirtida (z =  d) esa

в Г  &X.X =~p\z-d  = -Po> a xz = rJ^ 7  = 0 (8-75)

bo‘lishi kerak. (8.74) teng lam alarn ing  bu shartlarga b o ‘ysunadigan 
yechimlari quyidagicha:

p  = p 0 + g p c o s a ( d - z ) ,  v  = ^~2ri 2^ ~ 2 '̂ (8.76)

Ko‘rinib turibd ik i, suyuqlik tezlig in ing m aksim al q iym atiga z =  d  
nuqtada erishadi. O qim  zichligi (birlik vaqt ichida birlik sirt orqah 
oqib o ‘tgan suyuqlik m iqdori) j = pv form ula orqali ifodalanar edi, 
shuni hisobga olib (y , z) tekisligida yotgan balandligi d  va kengligi 1 
ga teng sirtdan bir sekundda o ‘tgan suyuqlik m iqdorini
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d d

Q  =  j d y j c k J x = p j
3v (8.77)o o

form uladan top ish  m um kin.
o

8 .9 .3 . Q uvur bo ‘yicha oqim

Radiusi R ga teng b o ‘lgan silindrik quvur b o ‘y icha oqim ni olib 
ko‘raylik. Q uvum ing uzuuhgi /b o ‘lsin. jco ‘qini quvurning o ‘qi bo‘yicha 
yo‘naltiram iz. Bu holda suyuqlik tezhgining kom ponentalari v =  (u  ,0,0) 
ko‘rinishga ega b o ‘ladi. A lbatta, v =  v (y , z ) b o ‘lishi kerak -  suyuqiik 
tezligi faqat quvum ing ko‘ndalang kesim sirtidagina o ‘zgarishi mumkin. 
B undan xulosa —

O qim  sta ts io n ar ekanlig in i hisobga o linsa N S  tenglam asidagi vaqt 
b o ‘y icha hosila ham  nolga aylanadi va natijada yana sodda holga 
kelinadi:

Bu tenglam aning  j v a  z kom ponentalari

ko ‘rinishga ega, dem ak, bosim  p  quvurning ko ‘ndalang kesim  sirtida 
o ‘zgarm as ekan. B oshqacha aytganda — p  =  p(x) .

Ana endi (8.79) tenglam aning  x — kom ponentasiga kelaylik:

Tenglam aning o ‘ng tom on i x  ga, chap  tom on i esa y , z larga bog‘liq 
em as. H ulosa — ikkala to m o n  ham  o ‘zgarm as songa teng. Demak, 
quvur b o ‘y icha bosim  gradiyenti o ‘zgarm as son ekan , shunday  ekan, 
uni quvurn ing  ikkala uchidagi bosim lar farqi Д p  orgali ifodalash 
mumkin:

дх

V p-rjA v = 0. (8.78)

dp _  ' d ^ v  t)2V

dx 77 0>y2 +  dz2 V ' /
(8.80)

dp _ Д p
dx l
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q j [T1 tezligi x  o ‘qining m usbat yo ‘nalishi b o ‘yicha yo ‘nalgan, buning 
u c h u n  b o s im  quvurning boshida uning oxiriga nisbatan yuqori b o ‘lishi 
kerak ~  dp/dx<  0 ) . E ndi (8.80) tenglam aning o ‘ng tom onin i qutb 
k o o rd in a t sistem asida yozib olamiz:

1 d (  d u \  Ap
W -  <8-81>
0‘ng tom onda konstan ta ekanligini hisobga olib tenglam ani ikki m arta  
integrallaymiz:

5f c '  v  = ~ ^ r 2 + a \n r + b. (8.82)

Tezlik quvum ing ham m a nuqtalarida chekli boMishi kerak b lgani 
uchun a =  0, quvurning (ichki) sirtida esa v  (Л )=0. Natijaviy form ula

X .  V = % {R2~ r2)' (8-83)

Tezlik profili parabola ko‘rinishiga ega ekan.
Q uvur b o ‘yicha 1 sekundda oqib  o ‘tayotgan  suyuqlik m iqdori 

(xarajati)ni topaylik. Buning uchun oqim  zichligi pv  dan quvurning 
kesimi bo ‘yicha integral olam iz:

Q = 2 K jd rrp v  = ^ - R 4. (8 84)

Suyuqlik xarajati quvur radiusining to ‘rtinchi darajasiga proporsional 
ekan.

8.10 . Tovush

Siqiluvchan suyuqlik (gazlar) dinam ikasiga misol sifatida tovushning 
paydo b o ‘lishi va tarqalishi masalasi ko‘rib chiqam iz. Tovush deganda 
amplitudasi va, shunga ko ‘ra, tezligi kichik b o ‘lgan tebranishlarning 
tarqalishi tushunilad i. M asalaning qo 'y ilish i quyidagicha: q o ‘zg‘al- 
m asdan turgan suyuqlik ichida kichik tezlikli g ‘alayonlanish  hosil 
qilamiz, buning u ch u n  b ir suyuqlik nuqtasini o ‘z m uvozanat holidan 
q«‘zg‘atiladi. M ana shu nuqta atrofida bosim  va zichliklar ham  o ‘z- 
garadi. Bosim va zichlikning g ‘alayonlanishi ham  kichik boMsin. M ana 
shu g‘alayonlanishning tarqalishi m asalasini k o ‘raylik. D em ak, tezlik, 
bosim va zichlik uchun
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V =  V\ p  = pQ+ p \  p = p0+ p \ (8.85)

deb yozib o lish  kerak, bunda v0= 0 ,p0,p0 -  tezlik , bosim  va zichiikning 
q o ‘zg‘o lm asdan  turgan suyuqlikka m os keluvchi o ‘zgarm as qiymatlarT
v ' , p' va p' la r esa u lam ing  g ‘alayonlangan o ‘zgam vchan qismlariga 
m os keladi. B undan  keyin kichik son lam ing  shtrixlarini tashlab yubo- 
ram iz. Shart b o ‘yicha -  p  «  p0, p  <e p0. K icliik tebranishlarga kichik 
tezliklar m os kelishi sababidan Eyler tenglam asida (v-V)v hadni ikkinchi 
tartib li k ich ik  son  sifa tida  ta sh lab  yub o ram iz . (T ovush  tarqalishi 
m asalasini Eyler tenglam asi asosida ko ‘riladi, tovushning dissipatsiyasi 
m asalasin i k o ‘rish u ch u n g in a  N S  teng lam asi kerak  b o ‘lad i.) Shu 
yaqinlikda uzliksizlik tenglam asi quyidagi k o ‘rin ishni oladi:

Ikkinchi hadda tashlab yuborilgan qism pv ikkinchi tartibli kichik sondir. 
Eyler tenglam asida ham  birinchi tartibli hadlarni qoldiriisa u  quyidagi 
ko‘rinishga keladi:

T en g lam a la rn in g  son i to ‘rtta , o zg a ru v ch ila r son i b esh ta  -  p,p,v. 
Suyuqlikning h o la t tenglam asi o rqali p  va p  larni bogM ashimiz qoldi. 
Suyuqlik (gaz)ni te rm o d in am ik  m a’noda ideal deb qaraym iz, tovush 
tarqalish  jarayon in i csa ad iabatik  deb qaraym iz. Shu sababdan  bosim 
va z ich likn ing  o ‘zgarishlari u ch u n

deb yozib o lish  m um kin . E ndi teng lam alarin ing  soni n o m a ’lum lar 
soniga teng  bo ‘ldi. Oxirgi tenglam adagi 5 indeks jarayon in ing  adiabatik 
ekanligini ko ‘rsatadi, 0 indeks esa hosila m uvozanat holati p  = 0  da 
hisoblanishi kerakligini bildiradi.

O lingan teng lam alar sistem asini yana bir m arta yozib chiqaylik:

—  + p 0d iw  = 0. 
d/ (8 .86)

Э у  _  Vp
Э  t p 0 (8.87)

(8 .88)
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tenglam alarning b irinch isidan  vaqt b o ‘y icha hosila olib, un ing  
Jjjonchi hadiga tenglam alam ing ikkinchi va uchinchisi q o ‘yilsa

^ - £ - с 2Др = 0 
dt

(8.90)

tenglam aga hosil boUadi, bunda

c2 =
др
др Л.о

va

Др = div grad p  = ’iL iL iL
дх2 ду2 дz 2

\P-

(8.91)

(8.92)

Bosim g ‘alayon i u ch u n  ham  h u d d i sh u n d ay  ten g lam ag a  ke linad i:

d p  _„2 Э P = „4 a„ = „2a „ (8 9 3 ^■ = c2 ^ f  = с4Др = с2Др.
Э r  д г

(8.90) (va 8.93) k o ‘rinishdagi teng lam a m atem atik  fizikada to4qin  
tenglamasi deyiladi (4 .170 ten g lam a b ilan  so lish tirin g , u  yerdagi 
tenglama bir o ‘lcham li to ‘lqin tenglam asi, bu bobda uch  o ‘lcham li 
tenglamaga o ‘tdik).

Masala 8.10.1 v =  gradcp kiritib (p uchun ham to ‘lqin tenglamasi kelib 
chiqishi krsating.

Bu tenglamaning mazini chaqish uchun uning eng sodda holiga o‘taylik
-  bir o‘lchamli holga. Ya’ni, to ‘lqinning hamma kattaliklari faqat bitta 
koordinatga bog‘liq bo‘lsin, masalan, x  koordinatga. Bunday to ‘lqinlar yassi 
to‘lqin deyiladi. Bu holda tenglama quyidagi ko‘rinishga ega boMadi (p va p 
larning o'rniga bitta <p funksiyasi olaylik va c2 ni qulayroq o‘ringa joylash- 
tiraylik):

1 Э 2cp Э2<р 
c2 Эt2 дх2

Tekshirish qiyin emaski bu tenglamaning yechimi

(P(x, t) = f  (x -  ct) + j \  (x + ct)

----- D_ v,—.Ja  /  va / 2 fui
differensiall anuvc hi) funksiyalard i r.

(8.94)

(8.95)

ko‘rinishga ega, bunda /  va / 2 funksiyalar ixtiyoriy (ikki marta uzliksiz
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8.10.1-misol. Shu tasdiqni tekshiring.
Yassi tlqindagi hamma kattaliklar -  p ,p ,\  -  koordinata x  va vaqt 

ga mana shu ikkita kombinatsiya x  -  ct va x  + ct orqaligina bog‘i j / 
bo‘ladi. й Ч

Yechimlarning birini olaylik va aniqlik uchun zichlik haqida gapiravlij^
-  p  =f(x~ct). Ko‘rinib turibdiki, zichlik koordinata va vaqtning

x - c /  = const, yoki x = const + c/ (8.96)

kombinatsiyasida o‘zgarmas qiymatga ega bo‘ladi. Zichlik (va boshqa kat- 
taliklar)ning shu qiymati t vaqt o‘tgandan keyin x  o‘qi bo‘yicha ct masofaga 
ko‘chadi. Bu degani, zichlik g‘alayonlanishi muhitda c tezlik bilan ko‘chadi 
shu sababdan c tovush tezligi deyiladi.

Ikkinchi yechimga kelsak -  f 2(x + ct) -  u x o‘qining manfty y o ‘nalishi 
bo‘yicha c tezlik bilan tarqalayotgan to‘lqinga mos keladi.

Tovush tezligiga qaytaylik. Gazni ideal gaz deb qaralsa uning holat 
tenglamasi

RT
P - — P (8.97)

boMadi, bunda R = 8.314J/grad — universal gaz doimiysi, T  — absolut 
temperatura, p  -  gazning molar massasi. 8.91 formuladagi hosilani termo- 
dinamika qoidalari bo‘yicha

^  0 = y  V к  Л.о
ko‘rinishda yozib olinadi, bunda ' f=cp/ c y. Bu bizga (8.97) formulani qo‘Ilash- 
ga imkon beradi:

/г
(8.98)

RT
C = f y  (8-99)

H avo u ch u n  to v u sh  te z lig in i  to p a y lik . H avo u c h u n  y  = 1 .4 , 
ц = 2 9 -IO '3kg.Temperatura T =273°K bo‘lganda c =331m/sek, temperatura 
T  =300°K  bo‘lganda esa c =347m/sek bo‘ladi.

Gazning m olekular massasi oshsa undagi tovush tezligi kamayadi. 
Masalan, argon uchun p = 40-10~ 3kg, tovush tezligi Г =273° bo‘lganda

C = 288—
sek .

Agar (8.91) ga ahamiyat bersak siqilmaydigan suyuqlik uchun c =  °° 
ekanligini ko‘ramiz. Albatta, absolut ravishda siqilmavdigan suyuqlik yo‘q, 
real suyuqliklarning ozgina bo‘lsa ham siqiluvchanligi bor. Shuning uchun



larda ham tovush tarqalishi ro‘y beraveradi, tovush tezligi, albatta, gazlarga 
Jisbatan katta boMadi.

8 .11 . Quvur bo ‘yicha gazning bir o ‘lchamli 
s ta ts io n ar oqimi

Suyuqlik  tezhgi tovush tezligiga yaqin b o ‘lganda b irinchi qarashda 
•z jq tuyulgan hodisalar ham  ro ‘y beradi. Bunga m isol qilib quvur 

byicha bir o ‘lcham li statsionar oqim ni ko ‘raylik (8 .7-rasm ga qarang, 
oqim x -o ‘qi b o ‘yicha ro ‘y berayapti). O qim  tezligi ixtiyoriy b o ‘lsin. 
Oqirnni bir jinsh  deb qaraym iz, buning u chun , albatta, quvur kesimi 
juda katta b o ‘lmasligi va u o ‘zining o ‘qi b o ‘yicha tez o ‘zgarmasligi 
kerak.

Shu shartlar bajarilganida m asalaning bir o ‘lcham hgi uning stat- 
sionarligidan kelib chiqadi -  ixtiyoriy b iror x  nuqtaga perpendikular 
bo‘lgan tekislikning ham m a nuqtalarida tezhk va boshqa xarakteristikalar 
vaqtga bog 'liq  em as, dem ak, ular faqatgina x  koord inatan ing  funksiya- 
laridir. Q uvur kesim i sirtining q iym atin i A harfi bilan belgUaymiz. 
Quvurning kesimi x  o ‘qi b o ‘yicha o ‘zgarsin. O qim  zichhgi j  = p v  
bo'lsa bir sekundda quvurning ixtiyoriy A kesim idan oqib o ‘tadigan 
suyuqlik m iqdori

bo‘lishi kerak. Bu -  uzliksizlik tenglam asining ko ‘rilayotgan holga 
mos keluvchi formasidir. Quvurning uzunligini uning diam etriga nisbatan 
juda katta deb qaraladi. S tatsionar oqim  uchun  bir o ‘lcham li Eyler 
tenglamasini olamiz:

Q = pvA  = const (8.100)

v —  =
dv _ __\_dp
dx p  dx

(8 .101)

A

X

8. 7-rasm. Quvur bo‘yicha oqim.
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Bu tenglamani

, dp dp d p  2 d p  v d v  = — — =  — — —  =  -c  —  /"o |м .
p  d p  p  p  <8Л °2)

ko‘rinishga keltiraylik. Bu yerdagi d p /p  ni topish  u ch u n  (8.100) п Ц  

differensiali o lam iz va u n i pvA ga b o ‘lamiz:

d p  _  _ d v  dA 
p  v  A

D em ak,

(8.103)

/ 2  2 \ d v  2 dA ( u _ c ) _ = c _  (8104)

ekan. O datda, suyuqlik tezligining tovush tezligiga nisbatini

M  =  — (8.105)

harfi bilan belgilanadi va un i M ach soni deyiladi. M  <1 hol tovush 
tezligidan kichik tezlikli oqim ga, M  > 1 hol esa tovush tezligidan katta 
tezlikli oqim ga m os keladi. M  =  1 hol esa oq im  tezligi tovush tezligiga 
teng  ekanligini k o ‘rsatadi. Shu belgilashni hisobga olib oxirgi olingan 
tenglam ani

(A/2 - 1}—  = (8.106)
v  A

k o ‘rinishga keltirib  olylik. Bu tenglam aning nom i -  Hugoniot teng- 
lamasi.

K o‘rinib tu ribdik i, quyidagi ho llar o ‘rinlidir:
1. M  <1 b o ‘lsin. Bu ho lda  d v  va dA lam ing  ishoralari h a r xildir. 

Y a’ni, oqim  tovushdan  sekin b o ‘lsa, quvum ing  kesim i kamayganda 
oqim  tezligi oshad i va quvum ing  kesim i k o ‘payganda oq im  tezligi 
kam ayadi.

2. M  >1 b o ‘lsin. Bu ho lda d v  va dA lam ing  ishoralari b ir xildir. 
Y a’ni, oqim  tezligi tovush tezligidan katta  b o ‘lganda quvurning kesimi 
oshgan sari oqim  tezligi ham  osha boradi va aksincha -  quvur ingich- 
kalashgan sari oq im  tezligi ham  kam aya boradi. B unday qiziq natijan i 
faqatgina quyidagicha tu shun ish  m um kin  — quvur kengayganda gaz 
zichligi p shu  darajada kam ayib  ketadiki, pA ham  kam ayadi, faqat



shundagina u oshishi m um kin. Y a’ni, paradoks zichlikning keskin 
jcainayishi bilan tushuntiriladi.

3 . M  =1 holda dA =  0 b o ‘lishi kerak. Y a’n i, kesim  o ‘zin ing  
elcstremumiga erishadi. Bu ekstrem um  m inim um dir, chunki M  < 1 
tom ondan M  =  1 ga yaqinlashsa A kam ayishi kerak, M  >1 to m o n d an  
дг =  1 ga yaqinlashsa A yana kam ayishi kerak.

4. dA =  0 ho lni k o ‘raylik. Bu holga yoki M  =  1, yoki d v  =  0 ,M  *  1 
mos keladi. dA =  0 sharti kesim ning ekstrem um ligi shartid ir, d v  =  0 
sharti esa tezlikning ekstrem um ligi shartidir:

— Agar M  <1 b o ‘lsa, m aksim al kesim  nuqtasida tezlik m inim al 
bo‘ladi va m inim al kesim  nuqtasida tezlik m aksim al b o ‘ladi.

— Agar M >  \ bo ‘lsa, m aksimal kesim nuqtasida tezlik ham  maksimal 
b o iad i va m inim al kesim  nuqtasida tezlik ham  m inim al b o ia d i.

Bu xulosalarni quyidagi tahlil bilan ham  b o g iash  m um kin. Eyler 
tenglamasini yana b ir boshqa ko‘rinishga ham  keltirib olish m um kin. 
(8.102) dan

d p  p vI (8.107)

tenglam ani olish m um k in , un ing  ikkala to m o n in i v  ga k o ‘pay tirilsa

dv

yoki,

d(P») m
' - 7

(8.108)

±  = р ( \ - М г ) (8.109)
dv

tenglama kelinadi. K o 'rin ib  turibdiki, M  <1 b o is a , tezlik oshgan sari 
oqim zichligi ham  oshib boradi, v  = c* (quvurning har xil nuqtalarida 
gaz zichligi va tem peraturasi h a r xil b o iish i  m um kin, natijada, h a r xil 

nuqtada tovush tezligi ham  har xil b o iish i m um kin, c. m ahalliy tovush 
tezLigini biidiradi) b o ig a n d a  esa oqim  zichligi o ‘zining m aksim al 
qiymatiga erishadi. O datda, bu zichlik kritik  zichlik deyiladi. Bu qiym at 
quvurning qaysi n u q ta s id a  e rish ilad i?  H u g o n io t te n g lam as in in g  
tahlUidan aytish m um kinki, bu quvurning eng ingichka nuqtasida ro ‘y 
beradi. M  >1 b o ig a n d a  (8.109) ning o ‘ng tom on i m anfiy, tezlik 
oshishi bUan oqim  zichUgi kam aya boradi va nolga intiladi (b o sh lan g ich
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qiym ati m a ’lum  bir m usbat son bo ‘lgan funksiya kam ayaversa oxirj 
nolga teng  boMishi kerak). Bu — oqim  chiziq larin ing  b ir-b iridan  uzoq. 
lashib ketishi bilan bog‘liq.

K o‘rinib tu ribd ik i, gaz oq im in ing  xossalari un ing  tezligi tovush 
tezligiga qanday m unosabatda ekanligiga kuchli darajada bog‘Iiqdir

8-bobga mashq va savollar
1. Vertikal radiusli silindrga siqilmaydigan ideal suyuqlik quyilgan (8.8- 

a rasmga qarang). Suyuqlik b i r  butunligicha c d  burchak tezlik bilan v e r t i k a l  

y o ‘nalgan o ‘q atrofida aylanmoqda. Agar tinch turganda suyuqlik b a l a n d l i g j  

h bo ‘lsa, aylanayotgan suyuqlik ichidagi bosimni toping.
2. Kesimi S  b o ‘lgan baland idishning quyi qismida kichik s kesimli 

teshik bor (8.8-b rasmga qarang). Shu teshikdan oqib chiqayotgan susyuqlik 
tezligi v  nimaga teng?

3. 8 .8-d rasmda k o ‘rsatilgan suv soatining formasini hosil qiluvchi chiziq 
formulasini toping. Suv soatiga qo ‘yiladigan asosiy talab — ixtiyoriy birlik 
vaqt intervalida kichik s kesimli teshikdan bir xil suyuqlik miqdori o ‘tishi 
kerak.

iiri

r т ̂
■ !

h h
I

a- *
a) b)

8.8-rasm. 1-, 2- va 3- misollarga oid.

4. Siqilmaydigan p  zichlikli suyuqlik R radiusli sharni tashkil qilsin. 
Shu sharning markazidagi bosimni toping.

M a sa la ia rn in g  jav o b lari va yechim lari

1-bobga oid masalalaming javoblari va yechimlari

1. Sistemaning holatini bir qiymatli aniqlash uchun kcrak bo‘lgan 
kattaliklar soni.

2. Fazo bir jinsli va izotrop hamda vaqt bir jisnli bo‘lgan sanoq sistemasi 
incrsial sistcma deyiladi.

3L ЭL
3-») э Г ^ э Г *

q + q = 0;

Э1 Э1
Э q

сч —  = ф 2  sin0cos0 +sin в. = в:=> в = sin в (l +  ф ~  cose); 
с; дв  V 'дв

~  = 0, = «psin2#; => — (<Psin^) = 0. 
д(р д ф  d t

1 3
4 а) ф+ — 9 = — —ш ф , ф + в = 0; b)'x+(02x - 0, £o2 =klm \

2  m l

с) х . 1 d ) 'x + e ' ( e '-l)=0.

5. a ) 9  = (l-<72) ; b)

6' a) L' = L + 7 t [ q t+ ^ ) L = ^ 2 ~ q'

b) L '=  L + ~ q 2; L =  U q 2+ q 2 )\
clt 1  L '
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-тах.

c) L' = - 2ух + ̂ ( х у ) = 2 х ў - ^ ( х у ) ;  L = 2ху = -2ху;

d) L '= L + ^ ( ^ r f 2 j; L = - ^ * 2; e) L '=  L + ^ ( p c o s / ) ;  L = <psint;

f) L '=  L + ^ -^m ax f+ ^m aV  j; L - - r ,

df Э/ . Э/
7 т  = Ч-  q + ekanligini hisobga olib af d<7 оГ

3Z/ = 9L + ^  . Э Г _ Э ^   ̂ Э2/  Э2/ ,
Э<7 Э</ Э<7 Э<7 Эг/ Э<у' ЭдЭ/

ЭГ _ d d L  t Э2/  Э2/
Л  Э<7 dt Э<у Э<72 Э«уЭ/

formulalarni keltirib chiqariladi. Bu yerdan esa

-  — — - —  = o 
dt dq dq dt Эq dq

kelib chiqadi.
8. Lagranj funksiyasida paydo bo'ladigan qo‘shim cha had vaqt bo'yicha 

to ‘liq hosila ko‘rinishiga egadir:

, m d x m у Ь А + у Ь Л
dt qshX + qchX d z  J

— dgchX + dTqchk = - jdTyj l  — q2.
«ychA + ijchA

Ю. a) L = ^ ( i 2 + y 2) - U ( x , y )  = 2R2(p2cos2^ ; - U ( R ’<P);

b) L = — 
2

ф2 + в 2 + 2фв +
в в

-и (<р,в);
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•> ‘ - i НЖ) + -$T1<p2 - U( Z , i l )

11. L = (wicosV + ̂ hsin2*?)- "1! ^ 5' 11̂

12. L  =  - ~ ff*2 ^  +  y fc2̂  +  m2efcV k ^ c o s( f k " f f 2 ) “

— (mi +wj2)ga(l-cos<p1) -m 2gb(l-cos<p2).

13. L = ”̂1 x2 + ̂ - ( 12<р2 + 2lx<pcos<p) - m2g /( l - cos<p).

14. a) m nuqtaning koordinatlari: 

д:= acosyt + / sin<jt>, y = asinyt-lcoscp.

Lagranj fiinksiyasi (vaqtning funksiaysi va vaqt bo‘yicha to ‘liq hosila 
tashlab yuborilgandan keyin):

ml2L = —̂ -<p2 +m aly2 sin(<p-yr)-m g/(l-cos<p).

b) m nuqtaning koordinatlari: x = /sin <p, y = a s 'm y t- lcostp.

Lagranj funksiyasi (faqat vaqtning funksiaysi va vaqt bo‘yicha to ‘liq 
hosila tashlab yuborilgandan keyin):

ml2L = ——ф2 +maly2 cosytcos<p-mgl(\ -co s  <p).

15. L = ~ - r 2 + ! ± r 2 -kr^ r2; m,r, = -kr2, m̂ r2 = -kr{.

Ikkala harakat tenglamasi qo‘shilsa т,г, + m2r2 = -k  (r, + r2) = 0 , yoki 

ri = - r 2 ekanligi topiladi.

Demak, haqiqatda mustaqil harakat tenglamasi bitta: m,^ = kr{.
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2-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1. a) Е = '- ^ - ^ ф 2 + ̂ ё 2 +фё j-3/cos<p; Ь ) Е = '- ^ -  + ̂ - \

c) E = - j= L =  + <p(xy, d )E  = x2 +(ex - l )  .

2. a) Saqlanuvchi kattaliklar: Р^,Ру,Мг. Sababi: (x, y) tekisligida sistemani 
xohlagan nuqtaga bir butun sifatida ko‘chirish mumkin. U ndan tashqari, 
sistemani z  ° ‘qi atrofida ixtiyoriy burchakka burganida ham  uning holati 
o ‘zgarmaydi;

b) PZ,M .\  c) М .\  d) Py .

3 P' = W E' = ^ ' ~ L ta riflarni kiritaylilc- P' va E' ~  yangi

af j  , afj
impuis va energiya. Bu holda Қ -  p>~^q va E ~ Pj bo ‘ladi, va 

£• — eski impuls va energiya. Bunda ^  = ^ q  + dan foydalandik. 

4 . /  = ^  + [ F r ] j  B, F = —[vB].

Ikkinchi tom ondan, ^ -  = m[rv] = [rF]. Demak, /  = 0 . 
dt

3-bobga oid masalalaming javoblari va yechimlari

1. a) E = 9 ;xl2  = ±1/3, harakat infinit: х > қ , х < х 2\

b) E = 1, jc, = 2, harakat infinit x< 2\

c) E = -1/2, harakat fmit: л В > х <  2л73;

d) £  = 5, д:, = ln5, harakat infinit: jc< 1п5;

e) E = \ ,x x =e, harakat infinit: x< e\

f) E = 0; to ‘xtash nuqtasi yo‘q, harakat infmit: < x < ~;



g) E = 5/2'> to ‘htash nuqtasi x, = 2/5; harakat infmit; x>2J5\

h) e  = 4; harakat finit: - 2 < x < 2 ;

k) Harakat finit: “  arcchJ ^  ~ л J  arcchj ^ '

2. a) x(t) = л/l + 4;2; Ь) д;(г) = -21n(l —//2); c) л:(г) = 1+sin/,

Хл . .

d) x (0  = ---------тт='хо = *{°)- M ahrajdagi ishora boshlang’ich
l i t x o j —

V m

tezlikning ishorasiga teskari bo‘ladi.

a
1 + J1 +

E M :
m a 2 b) r 2. =

л/-
4m£

I 16m2£
3 а) 'ти 2£

м2
c) £ 2 > 1+—  shart bajarilganda harakat finit: r, < r  < r2; 

m

r\ = E
1 +

1-1 1 —
E 2

r? = £ 1 +
1 +

1 —

M
m

f  ( ^ f r l  - w  f l  l l  2£ф = M I \ /  -  = ------- — ln —+ . Н г  + -------- т
4. a) J i м 2 V l - M 2 Vr ,

f  r2 r 2

^arctan
r— 2 (l + Л/ 2 )

2у1\ + М 2 j 2 E r 2 + r - ( l  + M 2)

5- Birinchi munosabat M  ning ta ’rifidan darhol kelib chiqadi. Ikkinchi 

munosabatni olganda £  = m \2/2 - a l r  ifodani qo‘llash kerak.

283



6. Awalgi misolning birinchi m unosabatidan A vektom ing orbita tekjs 
ligida yotishi kelib chiqadi.

7 Statik m uvozanat nuqtasi uchun и '^ (г0) = 0 bo‘lishi kerak. gu

г0 = 2 --------— -— - ni beradi, buning uchun esa M 2 < 2пф  bo‘lishi kerak

M uvozanat barqaror bo‘iishi uchun esa U"ff (r0) > 0  bo ‘lishi kerak. Вц

n jyj 2 i / 2^  \
r0 > 3—----------— - bo ‘lishi kerakligini beradi. Dem ak, m uvozanat nuqtasj

<
barqaror bo ‘lmas ekan.

8. H arakat fm it bo‘lishi uchun Ueff ( r )  m inim um ga ega bo‘lishi kerak:

^ / / U )  = 0-

кМ  ̂  _
a) Bu holda m inim um  sharti —— ^ / ( a ^ a ^ I  + x)*' Х,х = к г0 ko‘ri-

a m
nishga ega. Bu tenglam a yechimga ega blishi uchun uning chap tomoni 

o ‘ng tom onidagi М г < 2 m p  ning m aksim um idan kichik bo ‘lishi kerak.

f ( x )  funksiya x=  1,618 nuqtada 0,84 ga teng maksimumga ega. Demak,

кМ 2
am  

m um kin.

< 0,84 shart bajarilgandagina berilgan potensialda fmit harakat bo‘lishi

к2М 2 4 -д л
b) Effektiv potensial uchun m inim um  sharti 7mV' ~ x e ,x = Kr 

F init harakat sharti:

8 mV
M 2 <

Л 2 '
9. H arakat tenglamasining Dekart sistemasidagi ko‘rinishi:

rmr = - a  — . 
r

H arakat bir tekislikda ro‘y beradi. Tenglam aning o ‘ng tom onini qutb 
sistemasiga o ‘tkazamiz:
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ьЧ

jx  а  coscp dy _ а  sirup 
т r2 dt m r2

-  — J ni (3.23) ga qarang) hisobga olib bu tenglamalami
dt mr

rlx a  dy a  .- = -  -cos(p, ■ — = -  sincp 
d(p M  d(p M

ko‘rinishga keltiramiz. Demak,

дг = —^-simp + c x, y  = ^-cos(p + c2.
M M

E n d i x v a ^  larning o ‘rniga qutb koordinatlariga o ‘ti!adi:
* = rcos(p, y = rsin«p.

Natijada oxirgi tenglamalar

a  . . . a
rcos(p-r(psinq> = ----- sinф + c,, rsm</)+ r<pcos(p = — cos(p + c2

M  M

ko‘rinishni oladi. Ularning birinchisini -s in < p  va ikkinchisini cos<p ga 
ko‘paytirib qshilsa 

a
r<p = ----- c, sin (p + c2 cos(p

M

ga kelinadi. Yana bir bor (3.23) formulani qo‘llanib trayektoriya formulasi 
topiladi:

1 am c,m . c0m
~ = — -------- s in ffl+ -—cos (p.
r M 2 M M

Bu -  ellips tenglamasi.

11. T rayek to riya  ay lana b o ‘lishi u ch u n  r0 effek tiv  p o ten sia l

V M 2'в ~ ^— i ning minimumi bo ‘lishi kerak:2 mr

^ o ) _ 0 d2u' A b ) >Q
dr d r2 > 0 -

r*nchi shartdan r£~2 = rtamlM2 , ikkinchi shartdan esa

3* > л (л  + 1), yoki, n < 2
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ekanligini topiladi.
12. Energiyaning saqlanish qonuni bo ‘yicha

mr2 a a
~2  7 " ~~R

Demak, t =
m

'2 a .

dr n  mR3

Il J
\ r  R

2 \  2 a

13. Z arrachaning harakat m iqdori m om enti M = mvp, energiyasj

E = mv2/2 , bunda m = пцт /̂(т  ̂+ m)2, m inim al masofa Ueff (rm,„)=£ 

shartim ad topiladi. Demak,

r ' - p 2rn~2——  = 0. 'иип r  'nnn 2rm
Bu tenglamaning faqat n = 1,2,4 hollardagina sodda yechimi bor. Masalan.

n = 1, rmln = ——Y + J p 2 + f ~ y l  > 71 = 2- rm,x =
mv2 Ч [m v 2 J \  m u'

d[/ _ na
14. Zarrachalar orasidagi kuch — itarish kuchidir: —  -  -^ТР

4 -b o b ga  oid m asala larn in g  jav o b lari va  yechim lari

1. a) Potensial U(x) = x2e* ni uning m inim um i x = 0 atrofida qatorga

yoyaylik:

U = x A + x ’ + - x * +  —
2

Lagranj funksiyasi: L = ]-2x2 ~ - 2 x ~  + х ъ+■■• . Chastota:

b) и Л к r_ / f - A  « - Д .
k )  2k \  m

c) Potensialning minim um lari
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х, = — arcsin 
a aV

+  2пл,п  = 0 ,± 1 ,+ 2 ,. . .

nuqtalarda joylashgan. Shu nuqtalarning ixtiyoriy biri atrofida potensial 
qatorga yoyiisa kvadratik had

a 2V2

(X^V I /*̂
ko‘rinishga ega bo‘iadi. Demak, co2 = -------J 1-

m a 2V2 '

d) U(x)
x { x - e )2 

= ----= e + --------^- + ---.
Iru 2e

2. Sistemaning Lagranj funksiyasi:

_ mR2 ,2 ч e2 L = ------ ф -m gR {l-cos(p )------------- .
2 2/?sin —

2

чШ
Muvozanat nuqtasi: %  = 2arcsin

Ш г  { 8m^ '  J
Shu nuqta atrofida potensialni qatorga yoyib, kvadratik hadning o ‘zini 
qoldiramiz:

mR
2

,  .......... 1L = ----- ф-----3 mgR 1-
( 2 e

\2/3 Л

№ -9>o)'+-

Chastota:

Aibatta, e2 < KmgR2 bo ‘lishi kerak, aks holda m uvozanat barqaror 
bo'lmaydi.

3. Massaning kinetik energiyasi T = -т сгф 2. Potensial energiyani topish 

Uchun prujinaga ta ’sir qilayotgan kuch F n i prujina uzunliginlng o‘zgarishi
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ГТ “ 3  ~ T a (a  + /) ,

Al = yja +(д + /) -2 a (a  + l)cosq> - /  = — —— <p'.

ka  + l)F
Chastota: = <-------—  •v mal

ғ ғ
4. a) * ( » )  =  — V ( 1 - c o s a * ) : b) * ( / ) = — M fi)/- s in c t)/) ;

mco m(o

Д/ ga ko 'paytiram iz. Д/ ni cosinuslar teo rem asidan  top ish  m um kin:

, s F0 m ~ a' -  (ocos ах + а  sin a>t
c )  х ( 0  =  - т : ----------------------------- 2 — 5 ------------------------- ;mw 0) + a

. ч F0 cosina/-asin<w /
d) x (')  = d z ------ 3 - 3 ------ :m(0 ( o - a

Fn
( / ) = ---- =------------------—---------------------- тГ0*  [2a/3cos fit + .

^ ..2  . o 2 \ 2 . - / . . 2  д2 \ _2 . „ 4  | L
X

m(0

e)

J j a 2 + Д2 )2 + 2 ( a 2 -  р 2 )<»2 + со4 j  

, + ( a 2 -  p 2 + (02 )sin /3/j  + /}[-2a<t>cos<o/ + ( a : + f}1 -(o~  )siniwf J j .

x(,) = - j — ----- ----------  ■ ■ F° ---------— ---- [(«= -  Г  + a,: ) « * - .
me ( a  +/5 ) + 2 (a  - /3  )o) +<u

0  J
. - 2a/Jsin/3/] + a (a ' + /3' -«u2)sin<u/-a»(aJ -  р 2 + оУ )cos«/ .

5. а)дс(г) = — — sinft»; b) —— г (sin£0/-corcos<o/);
2тш 2тш

a (A  +  fi))sin<u/-<usin(ft)+A )/

C) m(o Д(Д + 2й>)

а) va b) yechim lar vaqt o ‘tishi b ilan  cheklanm agan holda o ‘suvchi 
b o ‘lib ularni kichik teb ran ish lar sohasida qo ‘llanib b o ‘lm aydi. c) holda 
Д chekli son bo ‘lganda m uam m o y o ‘q, Д -> 0 holda yana b) holga 
kelinadi.

6. a) (4.32) formuladagi integral / < rh o ld a :
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ғ__— (ejf -  sin 0)1)
т(о'т
E n di t > T  dagi yechim ni topaylik. Yuqoridagi integral r > Г  da 

(integrallash yuqori chegarasi T boMganda)
г'

.— —  (Ta> cos o ) ( f - r )  + s in o )(/-7 ')- s in (» /)  
т ш Т

ea tengdir. Undan tashqari, kuch F0 boMganda 1 > T  holda integral

3 - ( l - c o s t o ( r - r ) )
m(0

ga teng. Shularning hammasini yig’ib t > T  dagi yechimni
p

c, c o s f t ) ( /- 7 ')+ c 2 s in a ) ( ? - 7 ') +  —
m or

ko‘rinishda qidirish kerakiigiga kelinadi. x v a  uning hosilasi x ning t —T  
nuqtada uzliksizligidan c,, c2 doimiylarni topiladi:

c, = — sincoT, c2 = - n -( \-co s (o T ) .  
m w T  ~ m(0 T

Dcmak, o 7  da 

x(t) =
m(D~ L

F0 I t _ sincw(r-T)-sin£wr
coT

Г~2 2 2Ғп (oT 
Tebranish amplitudasi: « =  v ci + c 2 = — r ~ sm ~ -mcoT 2

b) t < 7  bo‘lganda: x = —^ ( l - c o s o r ) ;
m(0~

i > T  boMganda:

(cos 0) (T  — / ) —cos (Ot) = - ^ y s i n  —  sin ( o ( T /2 - t) .,.л
mco2 ’ m(0~

p
c) t <т bo‘lganda: x = —M aw -sin ft* );

ma>
t > T bo‘lganda:

x =_  '0, (£o7'cos£o(7'-/)-sinftW-sinc0(7’- / ) )  =
mcoT
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= — Г(й)Г cos(oT-sin(oT)coso)t + ((oT sin wT + cos шТ -1  )sin corl 
m o)T  '  r

Tebranish amplitudasi: a = J(o2T 2 + 2 (1-  cos coT) -  2 sin coT.

d) t < T  bo ‘lganda: * = ------ ,(s\ncot-cotcos(ot)-,
2 m(0~

7Г f
t > T  b o ‘lganda: * = -------^coscor.

2 mco
7. (4.49) formulaning birinchi qatoridagi ifodani

F (0  m
C ( 0 -

F(t)
mco

r 2(')
2 ma>2

dan foydalanib hisoblash qulaydir:

ғ ( о о )

mco

v a

C(~°°)—i
F ( - oo)

mco

F Я
aco cos a ----- ----- —— -  + wcosin a

2ma> (o2 + A2

2 2 = a (o .

Natijada 

AE = E(°°)~ E (-°°)  = — + ■
4г2г ғ aX2F., cos a

‘2 ^co22ma ^ m c u ^ + c o 2) '

8. a) M inim um : jcq = l ,y 0 = - 1. Chastotalar: сц2 = co£ = 6; 

b) M inim um : дг = 1, v = 1. Chastotalar: co| = со̂  = 1.

9. a) N orm al chastotalar: сц = 7 б , cû  = ! ;  N orm al koordinatlar:

* = Qi + Q2. У = - —<2i + Q2■

Lagranj funksiyasi: L = | f t 2 - ^ 7  Q\ + | б |  ~ | Q l■
o 4 2 2
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2 2
b) Normal chastotalar: ^  = +feb~2 ±

2 \ 44

10. Kinetik energiya:

Potensial energiy:

u  =  ^ ( X t  +  (•*! -  ■*2 )2 +  (*2 -  *S  )2 +  • ■ ■• ■+ (-«2АГ-1 -  X2N f  +  4  )•

Harakat tenglamalari:

+  k  ( 2д7 П-1 -  X2n -  x 2n~2 )  =  Ш 2п +  *  ( 2 x 2n “  X2n+l ~  X2 n -\  )  =

Chegaraviy shartlar: = x2N+i = 0.

Yechimni turg‘un toMqinlar jc2n_, = -  Be'((OI±2п<р)

krinishda qidiramiz. Bu holda chastota uchun tenglam a quyidagfticha 
bo‘ladi:

w, chastota ba’zi bir hollarda «optik chastota», co2 esa «akustik chastcsota* 
deyiladi (ko‘rilayotgan sistema ba’zi bir hollarda qattiq jism ning socH da- 
lashtirilgan modellaridan biri bo‘lib xizmat qiladi). Chegaraviy shartlarr-iing  
birinchisini qanoatlantirish uchun yuqoridagi turg‘un toMqinlarning quyicedagi 
kombinatsiyasi olinishi kerak:

^»-1 = \  sin ((2n — 1) )cos(cokt + ak), х2п = Bk sin (2n(pk )cos(cokt + a k ), 

bunda <pk = + ( — ikkinchi chegaraviy shartdan olinadi.

11- Sistemaning Lagranj funksiyasi:
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nixx + (k + k i )x] - k lx2 = 0, mx2 + (k+ k}) дг2 — = 0-

2 k 2 k + 2 k ,
C hastotalar оҳ -  = ---------.

m m

v f  l 1  ̂ v f  l l N
a ) д:, = —I — sina),» + —  sinco2( , дг, = — — sinfij,r------sin ey

2 \ <u, )  '  Ч*), a>2 y

H arakat tenglam alari:

b) (cOS £Ц/+ COS& /̂), *2 = ~ ( cos£(V -cosfi¥ ) -

c) B irinchi zarrachadan ikkinchisiga d t \ aqt ichida berilgan energiya 
F ^ k ^ x - x J  kuchning shu vaqt ichida bajargan ishiga teng:

dE = Fdx  ̂ = (x, - x 2)dx2 = kx (дг, - x^^x^dt.

Demak,

ч dE .
a) —  = —— sin<o2/(cos<o1/-co s< a 2(); 

dt 2ax,

u, dE *le* t • • ^b) —  = ——  cosojj/^tBj sm£02/-<Bj sin (0,/J.

Ko‘rinib turibdiki, eneigiya oqimi vaqt o ‘tishi bilan ishorasini davriy ravishda 
o ‘zgartirib turadi — energiya goh birinchi zarrachadan ikkinchishiga, goh 
teskari oqadi.

12. a) Sistemaning Lagranj funksiyasi:

( 2  2 , .2 N 
g| , <?2 , (?1 ~?2>
c, c 2 c

Agar quyidagi belgilashlar kiritilsa:

= x\ • \ [ ^ 2  Ч г ~ х2 ' *4)i = ~
л ! - + i l  c, c j

2 1 
«Ь2 = —  

Л,
, a  =

c , / v s

9-m asalaning b) qismidagi Lagranj funksiyasini olgan blamiz.

292



1 Birinchi tartibli tuzatm a uchun tenglama:

52 v 2 , . . ч a2 За2
-+х, =

5-bobga oid m asalalam ing javoblari va yechim lari

2 / t  . ч a 3*Г
£ 3 -  + дг, = — (Л sini// + ay/\ cosy/)+ —  + -----cos2i^.

' n (Oq 4 4

Demak, Л = °* = °-
2 2 

CL ж fl V
Yechish: x = a cos (<ц,г + ?»)■+ —------ — cos (2<ц,г ■+ 2<p).

Chastotaga birinchi tartibli tu zatm a y o ‘q  ekan.
2. Birinchi tu zatm a uchun tenglam a:

2
Э jc, ^  
r - 2 + Xl = 
Э^

sinv/ + 2ov/t cosi^  +  — sin Зу̂ -
4

Demak, 2Л - a + —  = 0, i/Л = 0.
4

Ikkinchi tuzatm a uchun tenglam a:

Э2*2

+2A2 sin у/ +

5

1282* ,’ - ' ^ + ( 1~ Г ! ')л + и

oj (o2 + 8 )

cosy/ +

f o 5a .  -cos3v/ + — cos5i//. 
128 128

Asriy hadlaming paydo  b o ‘ lm aslik  sharti:

л 2 =  0, y/2 =
2a

<M, , 3a 
— - —1 + —  
da 4

a
256'

Yechim:

x =  a c o s y / - ^ - s in  Зу -  C Я-Т - а 2 cos5i// + (a2 +8)cos3v/1,
32 1024 L 3 J

bunda
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а 2 = .
£ £ ,  l £  2 

-̂----------ч \ff = t ------1-----lna + —  a + % .

1 + “ 1+4
° o )

16 8 64

£a
3 x = a c o s y / -------- -(sin 3yA +cos3yr);

32%

ln

„1 a£l
a 2 = -------

-1  +  -

1- 4«%

«o

1 +  ln-
1- 4%

?
Oo

6-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1. Ko‘rsatma: mos keluvchi tenglamalarni skalar ravishda P va M ga 
ko‘paytiring.

2. Energiyaning saqlanish qonunini

( M ,  - M 3 C O S0O) :
----------------------------- m ^ ( l - c o s e . )  =

2/ sin

1 , . 2 (M z - M 3c o s 6 ) 2
= — I в  + ---------------------------- m g /( l-c o s 6 )

2 2/ ' sinJ0

ko‘rinishda yozib oiinadi, (6.79) belgilashlarni kiritiladi va kerakli algebraik 
soddalashtirishlar bajariladi.

3. I xx = Iyy = 2a2 ( m +  M  ) , I „  = I yx = 2a2 (m - M ),

I Z Z  ~  X X ' l X Z  =  ^ ZX ~  1  x y  ~  l y x  =  I X X  =  m '  I y y  ~

= 4a2M , I'a  = ! „  +  ! „ .

294



4. (х ',у ')  koordinat o ‘qlarida inersiya markazi (a,a) nuqtada joylash- 
gan. Shu nuqtaga nisbatan inersiya m om entlarini topilsa quyidagi natija
olinadi:

12m a2 4  m a1 0 'c o s (p  sin<p 0

4  =
4m a2 4m a2 0 Oz = - s in a  cosa 0

0 0 16m a2
9

0 0 1v. /

K o o rd in a t sistemani ipburchakka burab shunday yangi (x ,j) koordinatlarga 
o ‘ta y lik k i, ularda L  diagonal bo‘lsin. Buning uchun z  o ‘qi atrofida <p

burchakka burash matritsasi 6X dan foydalanamiz. /,, = O^Ozjkl'lk 

Birinchi elem entni topaylik:

=  ОцО{к1 !k = О ^ О ^ /ц  + 2 0 ‘n 0 h l n  + 0 h 0 h I 12 =

= 4ma2(3cos2<P + 2sin<pcos<p + sinfy)-

Huddi shunday:

/12 = 0{/ Onk /д- = 0{\02\IU + 0 { \0 У П + 0[20~2\l2\ + 0 \20 22I22 =

= 4ma2 (-sin  2ip + cos 2(p)\

122 = 4 ma2 (3cos2<p-sin2(p + sin2q>)\ / 33 = 16/пя2; / 13 = / 23 = 0.

<p burchakni shunday tanlab olish kerakki, / 12= 0 b o ‘lsin. Buning 
uchun (p =тг/8  b o ‘lishi kerak. N atijada inersiya tenzorin ing  bosh m o- 
mentlari uchun quyidagilar olinadi:

/ „ = / , =  4m a2 [2 + 4 2  ) ; /„ .  = / 2 =  4m a2 ( 2 - л / г ) ; / ^  =  / 3 =  16ma2 .

5. Impuls m om entining saqlanishi qonuni bo‘yicha M = IQ. = const. 

Bu munosabat shar uchun R2& = const ko‘rinichga ega. R2Q = R'2Q' dan

= П/ (0,99)2 = 1,02Q ekanligi topiladi. Yerdagi sutkaning uzunligi -  28

minutga kamayadi. Yerning aylanish energiyasi 2% ga oshadi.
6 . Tortish kuchi yo ‘q b o ‘lganda p ru jinalarn ing  uzunligini b deylik. 

Sistemamizning erkinlik darajasi ikkiga teng -  x  va в. Lagranj funksiyasi

£  =  i m x 2 +  I / 0 2 - Ь ) 2 + (x2 - /> )2 ] - m g x
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х2 -  дг, = LB, X, + х2 = X munosabatlardan хх = х - L9/2, х2 = x  + L0/2 |ar 
olinadi. N atilada Lagranj funksiyasi quyidagi ko‘rinishni oladi:

L = —mx2 + ̂ 1 в 2 - к ( х - Ь )1 - m g x - ^ k L 2e 2.

Xodani ingichka deb qaraylik: /  = mz?/12.
Harakat tenglamalari:

x+2co2 ( x - b ) + g  = 0, в + 6о)2в  = 0, (o =
V m

Dem ak, sistem ada ikkita chastota bor ekan: аҳ = ~j2a>, = ^бсо. Ularga
mos keluvchi tebranish modalari — normal tebranishlar — ( l .) -r a sn m d a  
ko‘rsatilgan.

t г

l-rasm. 6-bobdagi 6-m asalaga oid

, „  2v H tt . л
7. 2-a rasm dan ko‘rinib turibdiki, ^ ~ ----------- sm 0.

8
8. 2-b rasmdagi belgilashlardan foydalaniladi. Kichik silindrning kinetik 

energiyasi ikki qism dan iborat — o ‘z o ‘qi atrofida aylanish energiyasi va 
katta silindrning ichida yumalash energiyasi:

T = - l j 2 + 1 m ( R - a )2 8 2.2 з 2 \ )

Bu yerda (R -a )8  = v  k ichik silind r m arkazin ing  h a rak a t tezligi, 

/ 3 = ma2/2 . Sirpanishsiz harakat uchun ав = (R - a ) 8 . Demak,

T = ^ m ( R - a )2 8 2.

Silindrchan ing  potensial energiyasi: U = (R -a )m g ( l- c o s 8 ) .  Lagranj 
funksiyasi:

L = ^ m ( R - a ) 2 8 2 - ( R - a )m g ( l - c o s 8 ) .
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_ 3 \2 c2 {R -a )m g 8 2 
L  = - m ( R - a )  5 ------------------------.

Kichik tebranishlar haqida gapirish uchun  Cos<5 = 1 - S 2/2 deb olinadi:

Tebranish chastotasi: w

F=2m\Llsine

2 8

a)

2-rasm. 6-bobdagi (7)- va (8)-masalaIarga oid

7-bobga oid masaialarning javoblari va yechimlari

« ) Н — ь *  Sp"
c)H = - x p 2 + - ^ - p 2 -x \  d )H  =^-xpx +xpyp z\

4 Ax 4

e ) H = X- p 2 + p 2 + yPx -  xpy + X- ( x 2 + y 2 );

1 2 1
f ) H -= -----------m(02 r 2 sin ̂  + mgr  cos 6.

2 m 2

2. p = m (r + [£2r]), H = ^тир2 — Q [ r p ]  + t/( r ) .  Agar burchak tezlik

nolga teng bo‘lgandagi Gamilton funksiyasini H0 deb belgilansa va impuls 

momentining ta ’rifmi eslansa H = H0 - M  • □  boMadi.



2
„  Рв | { P y - P v cOS0) , Ру

2/, 2/ ,s in ^  2/ ,

5. Silindrik sistemada: W ~ 2m
2 2 

Р г + - у + Р г2 
r

+  t/(r ,^ > ,z ).

Sferik sistemada: H ~ 2m
„2

_2 , Рв . 
P r+  ,  +,-2 r2 •I r sm %

+ t / ( r ,e , ( p ) .

6. Cheksiz kichik siljish: r0 —» ra< = r a + е ;р 'а = p a.

W (r„ ,p J  = Я (г 'ц,р ’а ) shart —  = 0 ekanligini bildiradi. Demak,
Эг,

kanonik tenglam alar bo ‘yicha 

ЭЯ
Эг„

= 0  => P = const.

7. Cheksiz kichik burchakka burilganda 

г'а = г а +<5га , Pe = P a + ^ P 0 ; 5га =[<5<рга ],<5ра =[<5<рря]

bo‘ladi.

дН _ ЭЯ .  
3“ 5га + — 5Ра
Эга Эря

= Z ( - P « 5r« + ra5pa ) =

= Z  (-Ря [ЬРа ]+ re • [5<PPa ]) = <*?> -  5 > „ Р „  ] = °.
а а а

8(р ixtiyoriy bo‘lgani uchun М = £ [ г ар а ] = const.

0 r в г г r2 s in 0 0 2
8. L = -----+ -------------

2 2
— г.

^ 'з  Л  sinT?

< p .^ -s ik lik , Pip = M z,p v = Мъ.
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а) {М^, rj } = ецк rk \ b ) { b - M , a r }  = bflj { М , , rj} = £ijkb,ajrk =

ю . = ь  M ;
c) {b M ,c M} = c [bM]; d)  0;

e){p,(a r)2} = | - ( a  r)2 = 2a (a r ) ;

/ )  { ^ M 2} = 2Mj{rh M j }  = 2[M r].; g ) {Pi, M 2} = 2[pM ].;

h) 0; f) 0.

11. Berilgan m aydonda ------- • M = { # , M }  ni topish кегак.
2 m r

Komponentalar bo‘yicha hisoblaylik:

M, = {H ,M ,;} = £jJk {H,rjPk} = eijk {H ,r j}Pk + eijkrj { H ,Pk} = 

дН дН 1 a  _ n
" £**э7 j Pk rt r j ' m EijkPiPk гг W k  ’

2

12. Kulon (Nyuton) maydonida H = ^ ------- . Vazifamiz A = {H , A}
2m r

ni h is o b la s h . K o m p o n e n ta la r  b o ‘y ic h a  h iso b la y lik : 

Л ={Я ,д} = {яД гМ ].}-а |яД | = ̂ { / / ,г ;М * } -а ^ 1 -а { я ,1 |/ ; . .  

Quyidagi hadni hisoblaylik:
2

Г; { Я,ГЛ  [2т ,Г;

Demak.

\ «  а  а  / ч „
A- = -------з eijkrjM k -  —  Pi +  — з (r  • р ) Г/ =  0,

mr mr mr
chunki
£ijkrjM k = е ^ £к1тгеРт = (Зи5]т- 5 1т8 л ) Г]геРт = П( г р ) - Pir2.
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/ ч t \ d c (Q) р2Yechish: Ft  (p,G )= -2Q ln  P + C{Q)- -21n  P + — ^  = - l n ^

=» C ( Q ) =  G ( ln 4 e - 1 )= >  ғ4 ( p , e ) =  Q In -1
V '

14. P = <?/ \  Q = qe~p.

15.
2m

16. Almashtirish formulalari:

p ' =
i  ' i 

Ko‘rsatish qiyin emaski:

= o.• эн’ v 1 I • дн „ • зя V  d/, ( л зя'
"  ар, = Х а 9 , [ * ' " Эр; = ’ Pi + = X a 9j. ( ; + zq , j

df
17. K o‘rinib turibdiki, " = P + ~ <  Q = 4- Yangi G am ilton funksiyasidq

H ' = P Q - L '  = p q - L - $ -  = H - %  = H + ^ - .
a t a t a t

D em ak, yangi o ‘zgaruvchilarda ham  tenglam alar kanonik  bo ‘lib 
chiqadi.

18. F2 (q,P) = q P - f ( q , t ) .



8-bobga oid m asalalam ing  javoblari va yechim lari

1. 0 ‘q larn i rasm da ko ‘rsatilganidek tan laym iz. B urchak tezlik  

q  = {0,0,<o}. (д:,^) k o o rd in a ta li  su y u q lik  n u q ta s in in g  te z lig i:

vx = = vz = U ndan tashqari p  = const. Bu hol uchun

Eyler tenglamalari:

2 l др 2 1 др n 1 дра> х = —~ ,  = 0 = - g — - f .
р ох р д у  р  dz

Demak, dp = роо2 (xdx+ yd y)-pgdz, 

yoki, p = \pu>2(x2 + y 2) - p g z  + C.

Suyuqlik sirtida p  =  0, demak, ^p(o2 (x1 + y 2) - p g z  + C = 0.

Bu — aylanm a parabo lo id  tenglam asi. Shu sirtn ing  m arkazida

-pgh '+ C  = 0. Demak, p = ^pco2 (x2 + y 2)+ p g  (h '-z ) .

h '  ni suyuqlikning hajmi o ‘zgarmas!igi shartidan topiladi:

Shu bilan bosim uchun ifoda to ‘liq aniqlandi:

p0 — tashqi atmosfera bosimi, z ~  suyuqlik sirtining boshlang’ich 
balandligi. Uzliksizlik tenglamasi: SV = sv. Natija:

2. z o ‘qini yuqoridan pastga qaratamiz. Bernulli integrali:

1_ JY . Agar s/S « 1 bo‘lsa v 2 = 2gz deb olish mumkin.
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3. Uzliksizlik tenglamasi SV = s v , tezlik uchun awalgi masalada olingan

tenglama v 2 = 2gy va s  = л х2 larni birlashtiramiz: я х 2У = Syf2gy . 
Demak,

лг2У2
Bunday tenglam a bilan aniqlanadigan chiziq klepsidra deyiladi.

4. Bu holda Eyler tenglamasi:

VP
0 = — ~  + g- 

p
Uning faqat radial kom ponentasi qoladi, sharning ichida:

dp , ч G 4 i  ,  4k G o
- = - . ( ' ) = 7 г р = - —

R radiusli shar uchun:

R
Г dp 1 4 k G  2

p ( R ) - p (  0 ) =  — d r = ------------pR~.
J dr  2 3
o

Ravshanki, P (R) = 0 . Sharning sirtidagi tortish kuchi tezlanishini gR 
deb olib sham ing markazidagi bosim uchun quyidagi formula olinadi.

Р (°) = “ «*РЛ



Vektor algebra

Vektorlar ustida amallarni bajarishning bir necha yo‘llari bor. Shular 
ichida analitik m etod o ‘zining umumiyligi va soddaligi bilan ajralib turadi. 
Mana shu m etodni o ‘rganaylik. Biz faqat uch o‘lchamli vektorlar bilangina 
shug'ullanamiz.

Skalar ko‘paytma tushunchasidan boshlaymiz. Ikki vektorning skalar 
ko‘paytmasi quyidagicha aniqlangan:

3
A B = AXBX + AyBy +  AZBZ = Д S, +  A2B2 +  АЪВЪ =  ^ Д  Д . (A. 14)

i=i

Vektorning x, y , z komponentalarini 1 ,2 ,3  deb belgilash qulaydir.
Skalar ko‘paytma natijasida skalar kattalik paydo bladi. Quyidagicha qoida 
kiritaylik (Einstein qoidasi): ikki m arta uchragan indeks bo‘yicha yig‘indi 
ko‘zda tutOadi. Bu holda yuqoridagi formulani yig‘indi belgisiz yozishimiz 
mumkin:

А В  =  Д В ,  (A. 15)

Bunday indekslarni soqov indekslar deymiz. Qoida kiritilishining sababi — 
formulalarning yozilishini soddalashtirish. Masalan, to‘rtta vektoming skalar 
ko‘paytmalarining ko‘paytmasi:

( A B ) ( C D )  =  A^B^CjD j. (A. 16)

Agarsoqov indeks tushunchasidan foydalanmasak o‘ng tomonda ikkita yig‘indi 
belgisini yozishimiz kerak boMgan bo‘lar edi -  biri / bo‘yicha, ikkinchisa j  
bo‘yicha (ikkalasi 1 dan 3 gacha). Soqov indekslarni bir-biridan farq qihsh 
kerak -  agar ifodada bir-necha soqov indeks ishtirok etsa ularning har biri 
o‘z harfi bilan belgilanishi kerak. Ozod indeks tushunchasini ham  kiritaylik

(А),. = Д . (A-17)
Biz bu belgilash bilan chap tomondagi vektorning /-nchi kom ponentasi A. 
ekanligini ko‘rsatmoqchimiz.

Masalan, A vektori B • C  skalar ko‘paytmaga ko‘paytirilgan bo‘lsin.
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Hosil bo‘lgan vektorning /-nchi kom ponentasi nimaga teng? Javob:

( А ( В - С ) ) , = Л  BjC j. (A.18)

Endi Kronekker simvolini kiritaylik:

_ f l  agar i =  j  b o 'lsa ,

'J [0  ag ar i  *  j  b o 'lsa . (A. 19)

Bu simvolni ikki vektom ing skalar ko‘paytmasining ta ’rifida ishlatishimiz 
mumkin:

A B =  Д В . =  SjjAfBj. (A.20)

0 ‘ng tom onda ikkita soqov indeks bo‘yicha yig‘indi ketayapti. Oxirgi 
formula

A  (A.21)

ga asoslangandir (j bo‘yicha yig‘indida faqatgina bitta had qoladi -  j  = i 
boMgan had).

Birlik antisimm etrik tenzor tushunchasini kiritaylik:

1 agarijk = 123,231,312ketma-ketliklamixosilqilsa.

0 agar i, j , k  laming birorikkitasi tengblsa. . .
(A .22)

-1 qolgan hollarda

Ya ni, £,23 -  £2.m -  £312 — 1 >

f 2i3 =  e i32 = e 32i =  > £122 = £ пз =  Сзз2 =  • • • =  0. T a’rifdan ko‘rinib 
turibdiki, ushbu tenzoming indekslari o ‘mini siklik ravishda almashtirishimiz 
mumkin:

=  V  (A.23)
Birlik antisimmetrik tenzor o ‘zining indekslari bo‘yicha antisimmetrikdir:

£ ,> *= -£„* . £ijk = - £ * , - .  (A.24)
Natijada uning ixtiyoriy ikki indeksi bir-biriga teng bo‘lib qolsa u nolga

ten g  b lad i: £ ,,,=  £ ,£=£,*, =  0 va h .k . Bu u ch  u n d ek sli kattalik
(psevdo)tenzorni xosil qiladi. Shu tenzor yordamida ikki vektorning vektor 
ko‘paytmasini quyidagicha ta ’riflashimiz mumkin:

[A B ]; = e jjkA jB k. (A.25)



^-.IrchirihTekshirib ko‘raylik. / = 1 bo‘lsin:

[AB]j =  [A B ]t =  £ ljkA jB k. (A.26)

0 ‘ng tomondagi ikkita yig‘indi ostida soqov indekslary' va k faqatgina 2 va
3 qiymatlarni qabul qilgan hadlargina nolga teng emas:

£ ,ikA jB k = Sm A2B? + е 132Д Я , =  А2Ву -  A ,B 2. (A.27)

Olgan natijamizni o ‘zimizga m a’lum ko‘rinishga keltirib olish mumkin:

[AB], = AjB3 -  АуВ2 =  A B .  -  A .B y. (A.28)

Demak, £ijk tenzori vektor ko‘paytmani kompakt ko‘rinishda yozib olishga 

imkon berar ekan. Agar shu tenzom ing quyidagi xossalarini kiritsak:

£ijk£ilm ~ Sjfik,n -bjm&kn £ijk£ijm = ~^bn' £ijk£ijk =  (A.29)
vektor algebrasida uchraydigan eng murakkab ifodalami ham soddalashtirish 
imkoniyatiga ega blamiz. Bu xossalarning birinchisini to ‘g‘ridan-to‘g‘ri 
tekshirib ko‘rishgina mumkin. Ikkinchisi esa birinchisidan uni 8jt ga 
ko‘paytirib soqov indekslar bo‘yicha yiindini xisoblab olinadi. Uchinchisi 
ikkinchisini ga ko‘paytirib olinadi.

Kiritilgan formulalaming qanday ishlashini misollarda ko‘rib chiqaylik. 
A.l-m isol. Uch vektoming qo‘shma ko‘paytmasini toping.

A [B C ] = Д [В С ], = В рА ,BjC k. (A.30)

Agar (A.23) ni eslasak uch vektor qshma ko‘paytmasining bizga m a’lum bir 
xossasini olgan bo‘lamiz:

A -[B C ] = B [ C A ]  =  C [ A B ] .  (A.31)

A.2-misol.

[AB][CD] = [AB],[CD], =£1,И,В.£„,.С,Д, =

= («A.- SA , )A ,B t C ,D . = (A C)(B D )-(A  ■ D)(B C) (A'32)
А.З-misoI. Birlik antisim m etrik tenzorning antisim m etrikligidan 

foydalanib
A [ A B ]  =  0 (A.33)

ekanligini ko‘rsating.
Isbot.

A [ A B ]  =  £,ytA A ; 5 t . (A.34)
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Bu ifodada uchta soqov indeks bor — /, j ,  k u lam ing har biri bo‘yicha 1 
dan 3 gacha yig‘indi ko‘zda tutilgan. K indeksni olaylik va uning har bir 
qiymati uchun nol olishni ko‘rsataylik. k  =3 dan boshlaylik. Unda

= (Д А 2 — Дг Д  )B} =  0  (A.35)

bo‘ladi. Shu muloxazani k =1 va k =2 xollar uchun ham  qaytarishimiz 
m um kin, har gal ham nolni olamiz. U m um iy natija ham  nolga tcngdir. 

U chta vektoming vektor ko‘paytmasini ko‘raylik:

[A[BC]],. =  ЕуИДВС]* = е ^ ек1тВ,Ст =

(A.36)
=  (S„8im -  S J j , )Л ,£ ,С И =  B,XA • C ) -  C m (A  • B ),

yoki, to i iq  ravishda vektor ko‘rinishga o ‘tsak:

[A [B C ]] = B ( A C ) - C ( A B ) .  (A.37)
Asosiy tekstda uchta vektorning vektor ko‘paytmasi uchraganda ularda 

ham  huddi (A.36) formulasidagi tartib ko‘zda tutilgan — birinchi vektor 
ikkinchi va uchinchi vektorlarning vektor ko‘paytmasiga vektor ravishda 
ko‘paytirilgan.
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