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So‘zboshi

Respublikamizda turli lexnikaviy jarayonlarning rivojlanib
borishi mexanik harakatning yangi-yangi muammolarini
ycchish va hal qgilishga chorlamoqda.

Nazariy mexanika mexanika fanining asosiy qismi
bo'lib, uning gonunlari va usullari hozirgi zamon fan
hamda tcxnikasining amaliy va nazariy masalalarini hal
qilishning asosiy tekshirish vositasi bo‘lib goldi. Shunday
ckan, nazariy mexanikaning yakunlovchi qgismi bo'lgan
analitik mexanikaning asosiy tushunchalari va gonunlari
bayon qilingan mavzularni chuqur hamda mazmunli
o'rganish tabiat va tcxnika fanlarining aynigsa, nazariy
fizikaning navbatdagi bo‘limlarini muvaffagiyatli 0‘zlash-
tirish uchun zarurdir.

Analitik mexanikaning bunday mavzulariga: mexani-
kaning differensial va integral prinsiplari, Lagranjning 1
va Il tur tenglamalari, siklik integrallar hamda saqglanish
gonunlari, Gamiltonning kanonik tenglamalari va bosli-
galar kiradi. Analitik mexanika gonunlari va usullari
universal xususiyatga ega. Uning usullari bilan fagatgina
mexanik masalalar tekshirilib golmasdan, balki elektr,
clcktromagnit, yorug'lik, atom va atom yadrosi masalalari
ham tekshiriladi. Shuning uchun ham analitik mexanika-
ning g'oya va usullarini chuqur o‘zlashtirish muhim aha-
miyatga ega.

Nazariy mexanika va uning go‘llanilishiga doir muam-
inolarni hal gilishda bu fanga tegishli boMgan masalalarni
turli usullar bilan yechish muhim ahamiyatga ega.

Mazkur o'quv go‘llanmani yozishdan magsad — analitik
mexanikaning asosiy gonunlari va usullarini bayon gilish, bu
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....... u li.uudi usullarm aniq masalalar yechishda go'llashdan
Ihnrat.

Qo’'llanmada ba’zi bir nazariy (dalillar) tushuncha
(tcoivina)lar isbotsiz keltirilgan. Bu tushunchalar asoslan-
K;m manbalar adabiyotlar ro‘'yxatida ko'rsatilgan.

Uslibu kitobning liar bir mavzusida oldin nazariy mate-
ilallar bayon gilingan, so'ngra o‘rganilgan materialga oid
masalalar yechilgan, keyin esa mavzuga oid savollar va ma-
salalar berilgan.

Kilob ilk marta chop ctilayotganligi sababli ayrim xato
va kamchiliklardan holi deb bo'Imaydi.

Qo'llanmaning sifatini yaxshilash uchun bildirilgan fikr
va mulohazalaringizni mamnuniyat bilan gabul gilamiz va
oldindan minnatdorchilik bildiramiz.

Mualliflar



I § Mumkin boMgan ko‘chishlar prinsipi

/. Nazariy gism

liu mavzuda analitik mexanikaning predmeti, bog‘lanishlar
\.i ularning Kklassifikatsiyasi, mexanik sistemaning mumkin
bo'lgan (virtual) ko'chishi, sistemaning erkinlik darajasi,
ideal bog'lanishlar va mumkin boMgan ko'chishlar prinsipi
hagida ma’lumot beriladi va masalalar yechiladi.

l. Shu vaqgtga gadar Nyuton mexanikasining asoslarini
o'rgandik. Endi Lagranj mexanikasining asoslarini o‘rga-
nishga o'tamiz. Lagranj niexanikasi ko'pincha analitik
mexanika nomi bilan yuritiladi.

Analitik mexanika mexanik sistemalar bilan ish ko'radi.
Bir-biri bilan ma’lum munosabatda bog'langan hamda liar
I5i nugtasining harakati boshga nuqtalarining holati va
liarakatiga bog'lig bo'lgan moddiy nuqtalar to'plamiga me-
xanik sistema deyiladi. Istalgan mashina yoki mexanizm
mexanik sistemaga misol bo'la oladi, chunki mashina va
inexanizmlarning qismlari bir-birlari bilan sharnirlar,
sterjenlar, tasmalar, tishli g‘ildirakli vositasida bogMangan
bo'ladi. Bu holda sistema nuqtalariga bog'lanishlar orqgali
beriladigan taranglik yoki o‘zaro bosim kuchlari ta’sir giladi.

Mexanik sistema o‘zgarmas va o‘zgaruvchan sistemaga
boMinadi.

Agar mexanik sistemani tashkil etuvchi nuqtalar orasi-
d.ii'i masofalar uning harakati davomida o‘zgarmasdan
<+<%..i, Umday mexanik sistemaga o‘zgarmas mexanik siste-
mii deyiladi

Mnsalan, aboslut gattiq jismni o0‘zgarmas mexanik siste-
in.i di'‘b garash mumkin.

I iuli erkin va crkin boMmagan mexanik sistemalar
lusliuiicha kiritiladi.



Agar mexanik sistemaning istalgan ikkita nuqtasi orasl
dagi masofasi uning harakati davomida o'zgarib tursa, bun
day mexanik sistemaga o‘zgaruvchan mexanik sistema deyil.i
di. Masalan, deformatsiyalanuvchi jism o‘zgaruvchan mexfd
nik sistermaga misol bo'la oladi.

Analitik mexanikada barcha mexanik sistemalarga qo'llah
bo'ladigan harakat va muvozanatni o'rganishning umumiy
va yagona metodlari O‘rnatiladi. Mexanik sistemaning
mumkin bo'lgan barcha harakatlarini o'rganish va tekslii-
rishda matcmatik analiz metodlari asosiy vosita bo'lili
Xizmat qiladi.

Analitik mexanikada chiqariladigan harakat tenglamalari
mexanik sistemaning ko'rinishiga, sistema harakati)ha
qgo'yiladigan shartlarning xususiyatlariga bogMiq bo'lmaydi.!

Analitik mexanikaning umumiy tenglamalari sistenui
harakatining xossalarini umumiy tekshirish uchun, shuning-
dek, mexanikada aniq nazariy va amaliy masalalar yechish
uchun juda qulay.

Analitik mexanika metodlari fagatgina nazariy tekshirish
lar uchun fundamental ahamiyatga ega bo'Imasdan balki,
muhandislik amaliy liisoblash ishlarida ham muhim ahamiyatga
ega.

Analitik mexanikaning barcha teoremalari va tenglamalari
ba’zi bir asosiy tushunchalar va prinsiplarga asoslanib shakM
lantiriladi hamda chiqariladi.

2. Erkin va erkin bo'lmagan nugta hagida nuqta dma-
mikasida to'liq tasavvurga ega bo'lgan edik.

Endi erkin va erkin bo'lmagan mexanik sistemalar tushun
chasi kiritiladi.

Agar mexanik sistemaning liar bir nuqgtasi fazoda istal-
gan holatni egallab, istalgan tezlikka erishsa, u holda bunday
mexanik sistema erkin sistema deb ataladi. Erkin mexanik
sistemaga Quyosh-sayyoralar Sistemasi misol bo'ladi. Barcha
sayyoralar va Quyosh orasida tortishish kuchi mavjud bo'lib,
sayyora va Quyoshning holatini va tezliklarini hech nima
chegaralamaydi. Ular orbita bo'ylab erkin harakat giladi. Agai
mexanik sistcmani tashkil giluvchi nuqtalar vajismlar fazoda
istalgan holatni egallab, istalgan tezlikka erisha olmasa, ya’ni
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ifflIHI liitl.lliga va tezligiga to'sginlik qiluvchi cheklashlar
em il it liolda bunday mexanik sistema erkinmas sistema
, 1 Hindi Mexanik sistema nuqtalarining koordinatalariga va
him n #||M;niga qo'yilgan barcha cheklashlar bog'lanishlar
<lkHbilll |evarak-atrofdagi istalgan mexanizm, qgattiq jism,
MUIHHii iliirilma erkinmas jismga misol bo'la oladi. Bog‘-
| G-mTjesisternaga ko‘rsatgan ta’siri bog'lanish reaksiya kuchi
MI illalillli.

(WHHKlay qilib, bog'lanishlar sistema nugtalarining koor-
HIIMIHIE .1 va tezliklarining o'zgarishiga cheklanishlar go‘yadi.

A., iliiik ravishda cheklanishlar tenglamalar yoki tengsiz-
[IMni k.. IInishida ifodalanib yoziladi.

|94 1 tya kuchi sistema ko‘chishga intilayotgan yo'nalishga
[jn .... qurshi tomonga yo'nalgan bo'ladi. Reaksiya kuchining
M H glhiyotgan kuchdan fargi shundaki, reaksiya kuchi
I’nun hiirakatga keltira olmaydi. Uning kattaligi va yo*‘nalishi
KMigit lit'sir qgilayotgan kuchlarga bog'lig. Shuning uchun

luchi oldindan ma’lum bo'lmaydi.

i M.lcmaga go'yilgan bog'lanishlarning xususiyatlari
mB.ittiiii.i sistemaning harakatiga bog'lig bolmasdan balki

m i hnrakatini o'rganish uchun qo'llaniladigan usullarga

1 I».," lig bo'ladi.
ml nin linlarga ajratish muhim ahamiyatga cga. Bog'lanishlar-
..... miiliim belgi va xususiyatlariga garab turlarga bo'linadi.
Hi® liinlshlar birinchi navbatda ikkita sinfga bo'linadi:
full A.mill va golonomsiz bog'lanishlar. Agar bog'lanishlar
l..... limitularga nisbatan chekli sondagi tenglamalar yoki
i. nr i/Mlarbilan ifodalanadigan bo'lsa, bunday bog'lanishga

[titiiiniiili bogUanish deyiladi. Golonomli bog'lanishlar

{tiimllnalalarga nisbatan intcgrallanuvchi diffcrensial

A4 | ... ilar bilan ifodalanib yoziladi. Boshgacha aytganda,
0-.l...... nil bog'lanishning ifodalari koordinatalarning vaqt
<'w/" li ' liosilalarini o'z tarkibiga olmaydi. Bunday bog'-
I.n. ......... ifodalari umumiy holda quyidagi ko'rinishga

f(xj,yiyZi,p)<0, i =\,n. @
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Golonomli bog‘lanishlarni ko‘pincha geometrik bol;’l|
nishlar ham deyiladi. Golonom bog‘lanishli nugta (ji™4
ma’lum bir sirt yoki cgri chizig bo'ylab harakatlanadi. ]

Sigilmaydigan va cho‘zilmaydigan AB sterjenning jjiud
talari uchun sterjen golonomli bog'lanishdir.

Chunki sterjenning uchlaridagi nuqtalarining haraki
bir-biriga bog'lig bo'lishi bilan birga, ular koordinatahul
ning barchasi ixtiyoriy bo'lmasdan, quyidagi gonund
bo'ysinadi:

\L =YiXiB - xiA)2+(yiB -yiA)2 +(ZiB - ZA)2, i =

Agar bog'lanish sistema nuqtalarining holatigagina einaii
balki ularning tezliklariga ham chek qo'ysa, bundtil
bog'lanishga golonomsiz bog'lanish deyiladi. Golonomsli
bog'lanishlar koordinatalarga nisbatan integrallanmaydig.nl
differensial tenglamalar bilan ifodalanadi. Golonomsli
bog'lanishning tenglamalari nuqtalarning koordinatalari v*
ularning vagt bo'yicha hosilalarini bog'laydi. Shunday qilib,
golonomsiz bog'lanishlar integrallanmaydigan, umumiy!
holda

V(xi,yhzixi,yi,zi,t) =0 (/=1,/i) 2
ko'rinishdagi difTerensial tenglamalar bilan tavsiflanadl,
Integrallanmaslik shu ma’noda tushuniladiki, bog'lanishnl
ifodalovchi tenglamaning chap tomonini koordinatalarnn
nisbatan birorta funksiyaning to'liq differensialiga keltirisli,
ya’ni df(xi,yi,Zi,t) =0 ko'rinishda ifodalash mumkin
emasligi tushuniladi.

Ko'pincha golonomsiz bog'lanishlami kinematik bog'l.i
nishlar ham deyiladi. Kinematik bog'lanishlarda sistema nuq
talarining koordinatalarigagina emas, balki ularning tezlik wu
tezlanishlariga ham chek qo'yiladi. Agar (2) kinemalik
bog'lanish tenglamasini integrallash yo'li bilan (1) ko'rinishcn
keltirish mumkin bo'lsa, bunday bog'lanish golonomli
bo'ladi.

Agar mexanik sistemaga k ta bog'lanish qo'yiigan bo‘l|.i
u holda bog'lanish tenglamalari soni k ta bo'ladi:

fj (xi.yiyZi, Xj, =10 =0 ©)
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-4, J =\Kkm
t lithlKIl =<A<>nonili bo‘lsa, lining bog‘lanish
m" . ill 111 ku'rlnishga ega bo‘ladi:

/){xhyhzil) =0 4
I 1 j =\k =
u lil h vii|em oshkor bogMangan vabog‘lanmagan

[titMn

m liini"li vu]i o'tishi bilan o‘zgarmasa, ya’ni /
i Inn li icnglamasi (tengsizligi)da oshkor

i tel<duy bog'lanishni statsionar bog'lanish

J 2

....... L i , i— -1=0 tenglama bilan ifodala-
ly «c2

*Mi" i.ill .Hilda yotsa, bu tenglama bog‘lanishning

Il vm]i I=ilan o’/garmasligini ko'rsatadi.
1 MW ,1.um billa cllipsoidda yotib, fazoda ko'chmaydi
HrtMsiiliininuydi.
U I mi i vaqt o'tishi bilan o'zgarib tursa, ya’ni
li ni'lllimasida / vaqt oshkor qatnashsa, bunday
shilsinntir bo'lmagan bog'lanish deyiladi. Masalan,
LnHHUM»' i ii/unligi becrilgan gqonun bo‘yicha xususiy
>a /. i/unid/, (/(>>«) qonun bo‘yicha o‘zgarsa,
it In.bli Ini§ Limsh lenglamasi

> 'yl o +o0sinco/)2 =0

fe.i.li.MItfii iyn lio'llb, I vaqgt bu bog'lanish tenglamasida
imliHh Jiiiiiiiili iill Agar bog'lanishlar tenglamalar bilan
A1t hi I... T.1. bunday bog'lanishlarni boshaiuvchi,
M I % 1'" him irngsi/liklar bilan ifodalanadigan bo'lsa,
till*k 1% i"" liliimi bo'shatmovchi bog'lanishlar deyiladi.
< A,,.ini), iiiisaiiikada keng go'llaniladigan mumkin
MithHH i liliml) ko’chish tushunchasini shakllantiramiz.
Al =.n i L iiiiiiiing mumkin bo'lgan ko'chishi deb,
1 iiiii|iiihiiiiini]” bog'lanishlar tomonidan qo'yiladigan
@Iu . In H iililhi ini ganoatlantiradigan (buzmaydigan) yoki
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bog'lanishlar bilan birgalikda bajaradigan cheksiz kill»
ko'chishiga aytiladi. Ko'pincha chcksiz kichik mumkin bo'lu
ko'chishni virtual ko chish deb ham ataladi.

Sistema nuqtalarining mumkin bo’lgan ko'chishlari i
idagi ikkita shartni qanoatlantirishi kerak: 1) mumkin bo*
ko'chish cheksiz kichik migdor bo'lishi kerak. Chunki click
ko'chishda sistema boshqga holatga o'tib, muvozanat shallin
boshgacha bo'lib golishi ham mumkin;

2) sistemaga qo'yilgan barcha bog'lanishlar saglam.l
kerak, bordi-yu bog'lanishlar buzilsa, sistemaning ko'rf
nishini o'zgartirgan bo'lamiz (sistema boshgacha sistciH
bo'lib qoladi).

Nugta uchun mumkin bo'lgan ko'chish tushunclui.iii
golonom bog'lanishli hoi uchun qgarab chiqiladi.

Biror M(xQy0,zo) nuqta
f(x,y,z,t) =0

tenglama bilan aniglanuvchi sirtda joylashgan bo'lib, utnii|
holati | vaqtning tayinlangan th giymatiga mos keluvclil

=xu-i +Yo-j +zo-k radius-vektor bilan aniglansin. Mt
nugtaning cheksiz kichik 8r atrofidagi holatlarini teksln

/- rasm.



iuo1onr (<. i ftj) 1 10'0 + 5.v) mj + (ro + 52) «
rw o Pllmi niilglunadi. Bunda 5. .8y 8. w iqaoriar
HuMm)  kn=hlinata o’glardagi proyeksiyalar bo'lib,
it /1f- A vcktori /),(r) radius-vektor bilan
i HHHk r(1) radius-vektor bilan aniglanuv-
wH wu ihlidagi ko'chishini, ya’ni ijj(f) radius-
< . In 1 ¥ ki Ink orttirmasini ifodalaydi. Anashu 8r

W " 1“>bo’ksh ko'chish vektori deb ataladi.

*HfIHI Ml rtf vcktorni /&/) vektorning variatsiyasi,

At proyeksiyalarini esa koordinatalarning
g ili It alulndi.

| 1 Hunting
v, t +5=>\ro +5r
Hihil =< I;mish tenglamasini, ya’ni sirt tenglama-
liiiiilil'.hi kerak:
/(MUA*\ Yo+ <i+8r,0 =0. (5)

IWHullknlim chap tomonini s. .s, 8. ning darajalari

Mult | i|nliuyii yoyib, 8.2 .8, 2 8.2 548y . 8x8..8y8...
till nill 4nlnnshgan hadlarni e’tiborga olmasdan,

IUlifii '» 1 ckanligi e’tiborga olinsa, koordinata-
vuii niivalai iga go'yiladigan cheklashlar sharti hosil

fix + 8y+(?]81:0 (6)

TR PRI
P) «ii,*L.l iiiitf goometrik ma’nosini tushuntiramiz.Sirt-
m hiHimii Munugtasining normali bo'yicha yo'nalgan
[titttitl h ilcsak, bu vektorning koordinata o'glarida-
i iN i i illomialning yo'naltiruvchi kosinuslariga teng



: _ L al 3l 3l .
bollib, yo'naltiruvchi kosinuslar esa XUsusiy,

hosilalarga proporsional bo'ladi. Bunday liolda (6) tengliknl
quyidagicha yozisii mumkin:
n m6r =0. )

Bu tenglikningchaptomoni n va & vektorlarning skalm
ko'paytmasini ifodalaydi. Bu skalar ko'paytmaning nolga ten
gligi esa /7 va 5 vektorlarning o'zaro perpendikular bo'lisli
ligini bildiradi. Demak, (7) tcnglikdan 5r vektorning n
normalga perpendikular bo'lishligi kelib chigadi. Bu esa b7
mumkin bo'lgan ko'chish vektorining A/) nugta orgali o'tgan
urinma tekislikda yotishligini bildiradi.

5. Analitik mexanikada harakatni va mexanik sistemaninn
muvozanatini tekshirish uchun go’llaniladigan yana bu
tushuncha mumkin bo'lgan ko'chishda moddiy nugtaga
go'yilgan kuchning bajargan elementar ishi tushunchasidan
foydalaniladi.

Kuchning elementar ko'chishdagi bajargan ishi skalar
miqgdor bo'lib, F vektor kuchning mumkin bo‘lgan 6r
vektor ko'chishga bo'lgan skalar ko'paytmasiga teng bo'ladi.
Elementar ishni %1 orgali belgilansa, uning ifodasi

&1 =F mr ©)
koordinata shaklida esa
Y1 =Fxbx +FySy +Fz8z 9)
ko'rinishda bo'ladi.

Agar mexanik sistema nuqgtalariga Fy,F2,...,Fn, kuchlar
qo'yilgan bo’'lib, ular bu kuchlar ta’sirida 5/},5/5,...,.5/),
mumkin bo'lgan ko'chishlar olsa, n holda bu kuchlarning
virtual bajargan ishi sistemaning virtual ko'chishdagi ishi
bo'ladi.

Bu ish H1=25/1* =£ Fkbrk koordinata shaklida
K K

quyidagi formula yordamida topiladi:

+bybYK +FkzbZK) (0)



(i Mmldiy nuglalar sistemasining bog'lanish reaksiya

litn liliii ininr istalgan mumkin bo'lgan ko'chishda bajargan
liMiiiinr vir.'indisi nolga teng bo'lsa, bunday bog'lanishga
afill....liiiilsh deyiladi. Ideal bog'lanishlar uchun quyidagi
iMIflll 111
8A ='£RKk8rk =0. (11)
K

M, ,i| hoy'lanishlarga absolut silliq tckislik, sirti absolut
f*=u.| Mn|rii va hokazolar misol bo'ladi.

Mumkin bo'lgan ko'chishlar prinsipi. Agar moddiy
iuii|i ilLn M.k-masi muvozanatda bo'lsa, u holda sistemaning
lliii i|nii(l.Ln  mumkin bo'lgan ko'chishida faol kuchlarning
I-i 4 m r.lu nolga teng bo'ladi, ya’ni

S/I" =£ YT =X 4 '&* =o' 12)
K K

l.... idluala shaklida

S (P&*k +pyk*YK +FzfiZk) =Om (13
K

I[I. Masalalar yechish

I ...Mila. AH richagning yelkasiga FA va FB kuchlar
innmil mvishda la’sir giladi. O tayanch nuqgtasiga nisbatan
Hi 1aq 1 \i It nugtalarining mumkin bo'lgan ko'chishlarini
MHbIHUM & richagning muvozanatlik shartini o'mating.

\iililsli 1) AH richagda mumkin bo'lgan ko'chish uning
IttvHIH li O niiglasi atrofidagi b cheksiz kichik burilish
<HW il |illlll

I(li li ii' O lilvanch nugqta atrofida burilganda A va B nug-
min Il i /A aylana yoylari bo'ylab siljiydi. Tagriban bu
Ijlfi me mil 1 T 1l Chi/.ig kesmalariga almashtirib, A va B
mlit i liii Win® mumkin bo’'lgan ko'chishlarini hisoblash
limmil in | hr, i)

nV| 01 @ «Ajg 65/i =OB  =/gp



2). Richagninfi muvo/.m.ilj
lik shartini o'rnatamiz. &SA viij

5SB miqdorlar mos ravislidu

Fa va FB kuchlar go‘yilj'.nn
H'fA va B nugtalarning mumklil

bo'lgan ko‘chishlarini ifod*

laydi. Richagga icleat]

bog'lanishli steijen deb qaui
sak, mumkin bo'lgan ko'chish prinsipiga ko'ra quwidt=< |
tenglik hosil bo'ladi:

Fa6Sa +FB6SB =0.

Bunda 55" =5 SSB =5 FAa&p - FBbSth=0=
=(FA a- Fg wi)8p=0=>Fa a- FB =0

2- rasm.

= V8@* 0 >FAa =FBbe

Shunday qilib, richagning muvozanatlik shartini ()]
aylanish markaziga nisbatan qo'yilgan kuchlar momentlarl
ning tengligi ifodalaydi.

2- masala. Muvozanat holat vaqtida krivoship-shatu
mexanizmining krivoshipiga ta’sir etuvchi juftning M|
momenti bilan porshenga ta’sir etuvchi p bosim kucliil
orasidagi bog'lanishni toping. Krivoshipning uzunligi OA r
ga, shatunning uzunligi AB =”ga teng (3- rasm).

Yechish. 5p — krivoshipning M momcntli juft ta’sin

dagi mumkin bo'lgan burilish burchagi, “SB esa p hosing
kuchi ta’sirida porshcn
ning olgan mumkin
bo'lgan ko'chishi bo'lsin.
Shatun-krivoship mexa
nizmiga mumkin bo'lgan
ko'chish prinsipi ill
“ITUTITT qo'llanilsa
PbSB - A/Sth=0
3 rsm tenglik hosil bo'ladi.i
14



)} h - "  nr'jl ‘k-miiM c’.uboi'ga olinsu
I[IUlilii.i i)k lopllucli.
POY =Muwn. 0]
| I'ttili <> 4 to,., orasidagi bog'lanish o'rnatiladi. A

Hu #i* i le/likka ega. Bu tezlik OA ga perpendikular
b=t Il Jiiii|t«i)ing tc/ligi esa BO to'g'ri chiziq bo'ylab
|I*fHL..... in lc/liklarning proyeksiyalari haqgidagi
WittfIHriH'i Kn’'
0_Jcosa =Qj cosp.

MIs* uchun tashqgi burchak bo’'ladi:
oL/ n']l" IlUmdan «=90°-(dp +P) bo'lishligini topa-
MD vh

y iouk Sir(<p1-||;p) _ 7Siin + Onp
= I, | LI.I,n-r—CO—SIO =a)j/ '(sii cos ).

Inin liiil lopifadi. DAB uchburchakHan §—:‘—P:—S—"i—‘—
P S - sinp .
miit hi#tl inClLuli 2>=-p= . formula c’tiborga
VI -sin p

, (IMVhLifi iiitlija kclib chigadi:

(., ‘War(\+-1=rCo*x  )sincp. (2)
ylr-r sin ¢
i i*M ill im go'yib, quyidagi izlanayotgan bog'lanish
to]ilirttll
I COS @
r Sin ¢
I iim-ili (.(i .mlaidan (uzilib, uchta tayanchda turgan
/W 11 T iniijilida sharnirli biriktirilgan ikkita to'sindan
H v L. lijii / 61 va 3t vertikal yo'nalgan kuchlar

|[H41 MHnli 1 umii). O'lchovlar ko'rsatilgan. A, B va D
LWMIII'T n.1u i diiyaiu h icaksiyalarini aniglang.

15



4~ rasm.

Yechish. AD to‘sinni muvozanatdagi AC va CD to'sin
lardan iborat bo'lgan ikki gattiq jismdan tashkil topgnii
sistema deb garaymiz.

Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipini qo'llab, A, B \a /&
tayanchlardagi reaksiya kuchlarini aniglanadi.

1 Ra tayanch reaksiyani aniglash uchun A tayanch bog<
lanishdan ozod qilinadi, ya’ni bu tayanchni uning A(
reaksiya kuchi bilan almashtiriladi. A nuqgta vertikal yuqoriju
yo'nalgan 5" mumkin bo'lgan ko'chish beriladi. Buning

natijasida A\ kuch go'yilgan E nuqgta ham 5E mumkin

bo'lgan ko'chish oladi.brA va 6rE mumkin bo'lgan ko'chish*
lar orasidagi bog'lanishni CEE' va CAA' uchburchaklarninn
o'xshashligidan foydalanib o'rnatiladi. Oxshash uchbui
chaklarning mos tomonlari proporsional bo'ladi:

AC AA’ 2a  brA b 2 A’

AC to'singa mumkin bo'lgan ko'chish prinsipini
qgo'llanilsa, quyidagi tengliklar hosil bo'ladi:

16



RAbrA +N\brE =0

/N +11=0,

=y2T=\T.

I // Q\ inclining reaksiya kuchini aniglash uchun, bu
umihlhii Iikran olib tashlab, uning ta’siri RB kuch bilan
|[HM=liiiiil.hli  (* sharnirga vertikal yugoriga yo'nalgan 8rc
mini hi Im U-an ko'chish beramiz. P{,P2,RB va P3 kuchlar
< yllyiin 1 N, Hva K nugtalarning mumkin bo'lgan
“ 1in lil.uini 1110s ravishda 8FE,8rN,8rBva 5K orqgali
1y 14l Mu mumkin bo'lgan ko'chishlarni uchbur-
IntH ii uini o’\shashligidan foydalanib, 5rc mumkin bo'lgan
4i4 In»li " 14.11 ifodalanadi:

u =2erc =35
Miimkm bao'lgan ko'chish prinsipiga ko'ra

1 fb 5rN + n + P~ firk =

I\W; | & ~Src - RB~8FC+3**8rc =0,



3 Endi D nuqtaning tayanch reaksiyasini aniqglaytl=
Himing uchun D tayanch bog'lanishdan ozod gilinadi, yn'nl
lining reaksiyasini RO kuch bilan almashtiriladi. 1) nw|iny

brt=mumkin bo'lgan ko'chish beriladi. Natijada N, Hwn /1

nugtalar ham mos ravishda 6rgr, 5B va 8rK mumkin bo*Idfij
ko'chishlar oladi. Bu mumkin bo'lgan ko'chishlarni mli
burchaklarning o'xshashligidan foydalanib, 5D mumkit
bo'lgan ko'chish orqali ifodalanadi:

W =-~8rD; SX-B ="SFd  6rK =|sD.
Endi CD to'singa mumkin bo'lgan ko'chish prinsipitl
qo'llaymiz: P&N - RB&D +Pdk - RD &D =0.
6 j6rD - 105-"%>+3+"5Pg -Rd -8&D =0,
6 3 2
1-35+2=Rr) ==Rn =-0,5T.

Eslatma. R, tayanchning reaksiyasini parallel kuchlamiuijl
muvozanatlik shartidan ham foydalanib topish mumkin
rasm):

Kn 1

5- rasm.

+Ra +A+PA\+RB+ +Rd =0
-1+2+6+3- 10,5- RD =0,
11-11,5= Rd =Rp =-05t
4- masala. Mexanizm gorizontal tekislikda kuchlar ta’sl
rida muvozanatda turibdi. Muvozanat holat esa a =40
i 120,y =90° ¢=90°, 0=60° burchaklar bilan anigla

nadi. Mexanizm sterjenlarining uzunliklar &\ =0,4 m, (f:
18



n.nHM in lullyoricha); /='nuqta ster-
|.clii. in 1l iiimni’ ichgii /' elastik kuchi
*ini WNiii'iii /  CA formula bo'yicha
MHIIHIHiiliitf 1 1i .nk kodfilsiyenti, X —
- IMUMm)
| A& -iili'inr nin i 3 <007/ kucli, (/!
N9 Hillihl insn* Mill lull kiiiZli ta’sir giladi.
I 1%l Hil i init-iii'l1pnijinuning n defor-
lli# 1t ™Ml

VIfttMt Umildklilniin T rirvitit i .. in. W1/17 diiziladi
iHKis mom T e g HE oo LI I s e Lisvii laydi (7-

m ~MULUMHL* «"I|[Im ni L.iiii li'il 1w 1=" "111 v.isaymi/. Pru-

HVm il ili.li ... I Wif /7 CN clastiklik
e i . lInli hi Inelmli

v HEHIEE . ar "LMin IK him, og'irlik

I'D in". .. .in mill'll |t bo’ladi. Masalani

MM M essese M ... ku4 luslilar prinsipidan

»



XU : =0. (@)
K
bunda — faol kuchlar va momcntlarning bajargal

elementar ishlari.
Mexanizmga ta’sir qiluvchi faol kuchlarni tasvirlaymiz

Q — sirpang'ichga ta’sir etuvchi kucli, F — prujinaninj
elastiklik kuchi va M momentli juft, fnoma’lum kuch (I

tenglamadan foydalanib topiladi, F ni bilgan holda F =cX
munosabatdan X ni aniglaymiz.

(n tenglamani tuzish uchun mexanizmga muml
bo'lgan ko'chish beriladi. 5§y — I-stegenning 0, 0'q atrofida
burilish burchagi va 55n esa B va D sirpang'ichlarninj

mumkin bo'lgan ko'chishlari bo'lsin.
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Ay, I\w i nV/j o/nm boglanmagan mumkin bo'lgan
tin li-.lit h.lu M. Mini/m bir crkinlik darajaga cga bo’lgan-
ol (ninth . M 1o /nniuvchi sifatida u uchala migdorlardan
ilt li>... LHilLMil (Jabul qilishi mumkin. Erkli o'zgaruvchi

ai.m..... . Imiiilisli burchagi gabul gilinsa, 85”,85SB,SSD
.t ImMKkiii bo'lgan ko'chishlar 8}, orgali ifodalanadi.

\w# ..s, lopiladi va lining yo'nalishi aniqglanadi (5Aa
M U yn LM 8d, ning yo'nalishi aniglaydi):

85" =*80,, 55A 10| A.

I mil &V ni topiladi. Bu ko'chish AB kesma bo'ylab
....... AMii va 8™ ko'chishning AB to'g'ri chizigdagi
(iinyi | Myasiga teng:

14 y
&SE =SSAC0s30° = ~8Sa =

I nili 85n va 8SB ko'chishlar orasidagi bog'lanish
«i ii.ttiladi:
1V.] cos30° =5SB cos60° ==55B - \f=85A =1/3"5¢).
Shuningdek, 8SD va 85" ko'chishlar orasidagi bog'-
I mi.li ham o'rnatiladi:

&SD =5SE cos30° = ~5p =]/ .84 = . (1)

Bulardan (1) tenglama tuziladi:
=/v8d] +Q8Sd - F8SB =0, S * O
/8 +Q «—"8p| - F <T3"50p| =0,
M+~ iQ -yf3IIF =0,

M+ I7Q  100+1-0,4-400
>/, >/3-04
21



} F 220 220 220

Jma = - - sm=1,7-liJ
C 0,4-11-180 72 1,732 124,704

A=176smm

I11. Savol va masalalar

1 Analitik mexanikaning prcdmeti, asosiy tushunchalari va vn™
falarini izohlang.

2. Bog'lanishlar deb nimaga aytiladi? Bog'lanishlarni klassifikatstl
qiling: golonomli va golonomsiz (gcomctrik va kinematik yoki intcgul
lanuvchi va integrallanmaydigan, bo'shatadigan va bo'shaimaydigaf
bog'lanishlar ganday bo'ladi? Misollar keltiring.

3. Mexanik sistermaning umumlashgan koordinatalari deb nima
aytiladi?

4. Mexanik sistemaning erkinlik darajasi deb nimaga aytiladi?

5. Qanday holda sistema nuqgtalarining dekart koordinatalari umu/j,
lashgan koordinatalarga bog'liq bo'lishi bilan bir gatorda vaqtga hal
bog'lig bo'ladi?

6. Mexanik sistemaning mumkin bo'lgan ko'chishi deb nimaj
aytiladi?

7. Mumkin bo'lgan ko'chish sistemaga ta’sir ctuvchi kuchlarj
bog'lig bo'ladimi?

8 Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipini ganday shakllantiris]
mumkin?

9. Ish tenglamasi ganday ko'rinishga ega bo'ladi?

10 Nima uchun mumkin bo'lgan ko'chish prinsipi birgancha jisn
lardan tashkil topgan erkin bo'lmagan sistemaga qo'yilgan kuchla
sistemasining muvozanatlik shartlarini o'matishga va muvozanat tengla
malarini olishgajuda qulay?

11. Bir gancha erkinlik darajaga ega bo'lgan mexanik sistermaga ta’sitj
giluvchi kuchlar uchun ish tenglamalari ganday tuziladi?

12 Sodda mashinalarda harakatlantiruvchi kuch va garshilik kuchi]
orasidagi bog'lanish ganday bo'ladi?

13 Mexanikaning «Oltin qoidasi» ni shakllantiring.

14 Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipi yordamida bog'lanishlarnin
reaksiyasi ganday aniglanadi?

15. Mumkin bo'lgan ko'chish vektorining yo'nalishi ganday|
aniglanadi?

16. Ideal bog'lanish deb ganday bog'lanishlarga aytiladi?

17. Egri chizigli ko'chishlar migdor va yo'nalish jihatidan ganday
aniglanadi?

2



(H p ! HIN lite . =*Hjctili press)
ANe | till Itfiiii bii'i'lilsit prinsipining
r‘mMUnHM! TIHITrNit
4 ....Hit Imi'ltfiin ko'chishlar
HMWmu liivilhihiiili, H rasnida tas-
Ip M "1*fMilil lettun 4. 5, 7 stcrjen-

L, | *h ilijibiliiiliil aniglang.
* il bM

/, N-b
W [n*H ili.ilmll)

L +/f\)-s[77mb>

(=(=l"ii 4lnm1111di).

Ml Mil liiiuitHiH nuivuzanatlik shartini o'mating.

J1 /i 'H ||ir]] (0'sin A nugtada qo'zg'almas shamir bilan mah-

binf-i= H +wmliidii esa katokka (aravachaga) qo'yilgan. To'sinning
iMMp HM 1m Il migtadagi tayanch reaksiyasini aniglang.

K lii (H1 luviHiclula yotgan /IDto'sin, B nugtada shamir mahkam-

|Hfljp iH hiin 1uuliwt iborat. To'singa vertikal yo'nalishda —2r, 6/va 3

rlil v uilliii O'lchamlar 9- rasmda ko'rsatilgan. A, B, va D
HuUiMM > iwviincli rcaksiyalarini aniglang.

I(i  \T\RB =10,57";Rd =0,57".
2a N 2a

.37
oT

9- rasm.
11 I' vty It va og'irligi P bo'lgan to'sin A nuqtada qo'z-

»'iRM Hi..... i i | uugtadan ) masofada turgan C nugtada ka-

iiti [MiH"i In’|jnua A uugtadan mos ravishda a va 21 masofada
itthe +"ii 411 i /'va Q vertikal kuchlar qo'yilgan. RAva Rc ta-
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yanch reaksiyalarni aniglans !
rasm).

[» Jnvnh- /2 _ Pf. +2Q(

R _ Fb-a)+ P(b-()-Q(it

10- rasm. 24. A va C tayanchlarga qoilffl

AE to'sin B va D nuqtalarda sharni

li biriktirilgan AB, BD va DE uch
lo’sindan iborat. DE to'sin E nuqgtada devorga mahkamlangan.

E nugtadagi rcaksiyaning vcrtikal tashkil ctuvchisini aniglarf

To'singa to'rtta teng P vertikal kuchlar ta’sir giladi. O'lchamlar
rasmda ko'rsatilgan.

— ] * J D
b /79 I77
" a {M7—»
| 2
Javob: R =0,5P. 11— _
24

Hitltdiilni
ItiMIilllly

[MIii.l]il  IHiiainikaning

/ Nuiurly gixm

| UlH ' =4 ==4 nmddiy nuc|t;i va sistema dinamikasi
mMMKIiHiulmi N .h,...... uitinlitii=m asoslangan tenglamalardan
tDPI N........ ijMtiimluilnliir. nalijalari bo'lib hisoblanadigan

HIVHMIV it H1 mi<>trit imtvl.myan usullardan foydalanib hal
ijllimIl 1 <l in i*t w.ill \.i]iniia yo'l emas. Mexanik sistemaning

lhii.il 1 Htiiiihnhit  \.i mtivozanatlik shartlarini Nyuton
Tunitilitihlitm uni. b.tlki mexanik prinsiplarga asoslanib
li.iiii mii.li iniiiiikin 1 ikm boMmagan sistemaning harakatini

it 1<€111,1 in Inin Dalambcr o'zining nomi bilan ataluvchi
iIMUMIi* [t 1tliijud i.ivsiya qildi.

lih *ill ..mogning sistemasiga nisbatan faol va bogla-

ttl i Itilk nii ktichlari ta’siridagi m niassali moddiy nugta-
tiltili li.ii.il .ii lenglamasi quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:
Ta =F +R. (1)

ltunda / — nuqgtaga ta’sir giluvchi faol kuchlaming teng
P i luvchisi, R esa nugtaga qo'yilgan bog'lanishlar reaksiya
I mlllinning teng ta’sir etuvchisi, a esa inersial sanoq
.Nemasiga nisbatan nugtaning tezlanishi. Miqdor jihatidan
initli.ming massasi bilan uning tezlanishi ko'paytmasiga teng,
yo’nalishi esa tezlanish vektoriga garama-garshi yo'nalgan
wktor kuch inersiya kuchi deyiladi, ya’ni ] =-Ta.

IMidi (1) tenglamada Ta hadni o'ng tomonga olib
n’liladi, natijada quyidagi tenglamalar hosil bo'ladi:

F +R-(ma) =0

yoki

(2)

prinsipini ifodalaydi.

F +R +] =0. @)

)

tenglik erkin bo'lmagan nugta uchun Dalamber



~Vaqtning liar bir cegj<q  Hiihhil.i\ 4ilib. Dalamber prinsipining mohiyati shundan
sida moddiy nuqtagata’sirqi(  n tih, 11inika masalalarini yechishni formal ravishda

yotgan faol, reaksiyavainen  pjnt jiMMil.tlurini yechishga keltiradi. Shuning uchun ham
kuchlari birgalikda muvo. I'tmin i piinsipiga asoslangan usulni kinetostatika usuli
natlashuvchi kuchlar g, I[nill

temasini tashkil giladi ( '

i Mumkin bo’lgan ko'chish prinsipi statik masalalarni
In Immr iimumiy usulini beradi. Dalamber prinsipi esa
»milk masalalarni yechishda statik usullardan foydalanish
mill....viilini beradi. Shunday ekan bu ikkita prinsipni bir
u <t u<tlab, dinamika masalalarini yechishning umumiy

ii .ulim hosil qilisli mumkin.
lib 1 bog'lanishli moddiy nuqtalar sistemasi qarab

bog‘lanish reaksiya kuchlarining teng ta’sir etuvchisini /4 iliii]il ull ldeal bog'lanishli mexanik sistemaning Mknugtasiga

A . . . . . hi n qilayotgan faol va reaksiya kuchlarning teng ta’sir
orgali, sliu nugtaning inersiya kuchini Jk =-mkak desai

eudmqutadqchun Dalamber prinsipi quyidagi tenglama bila i liivi liisini mos ravishda Fk va Rk desak, bu nugtaga Fk va
ifodalanadi:
I;, kuchlar ta’sirida erkin harakatlanayotgan nuqta deb

rasm).
2 Endi N ta nugtadan i
rat bo'lgan mexanik sistemai
12- rasm. garaymiz.
K — nugtaga ta’s

gilayotgan faol kuchlarning teng ta’sir etuvchisini /1

Fk+ +JKk=0kK=12..,iV. (3 <ni-k, unga Nyutonning ikkinchi gonuni go'llanilsa,
(3) ko'rinishdagi tenglamani sistemaning liar bir nugt§vlilagi tenglama hosil bo'ladi:
ggqggi'wZib’ ularni hadlab go'shsak quyidagi tenglama haosi mkak =Fk +Rk
’ ynki
c 0 Fk - nkak +Rk =0, (k =1n). 5)
+ * =
yoki * K K ) Fikran 1vaqtga tayinlangan giymatni berib, sistemaga
rf+rH /] =0e (40 - (k =1,n) mumkin bo'lgan ko'chishni beriladi. (5)ning
— liai bir tenglamasini 5/°°ga skalar ko'paytirib, ularni hadlab
Bunda R1=2FKk 30 kuchlarning bosh vektori: s _-g k. payt
qo'shiladi:
Rn = « — bog'lanish reaksiya kuchlarining bos,j Z (fk-mkak)ork + £ Rk$k =0 _
AL *=
\\llgllztt(o)l':il; ri — sistema nuqtalari inersiya kuchlarining bosl] Ideal bog'lanishli sistemani garayotganimiz uchun oxirgi
' . o ~ .. \if'nidi nolga teng bo'ladi. Natijada quyidagi tenglama kelib
(40 tenglik mexanik sisterma uchun Dalamber prinsipini! chigadi:
ifodalaydi. Bog'lanishdagi mexanik sistema harakatining liar]
bir dagiqgasida sistemaning liar bir nugtasi uchun faol, reaksiya
I Ch ~Wak)brk =0. (6)

va Iiln(ar_siya kuchlari bosh vektorlarining yig'inidisi nolga teng |
O'ladl *—
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(6) tenglama dinamikaning umumiy tenglamasi bo’
bu tenglama Lagranj—Dalambeming din'erensial-variatse
prinsipini ifodalaydi: Idea! bog'lanishli sistema iiarakatiniij
har bir dagigasida va sistemaning istalgan mumkin bo'lgJ
ko'chishida faol va inersiya kuchlari bajargan element™
ishlarning yig'indisi nolga teng bo'ladi.

Agar brk =8xki +8ykj +8zkk,
4 =rk =xkT +yk] +Zkk,

h =/l +Fky) +Fkzk
ekanligini e’tiborga olsak, (6) tenglama quyidagi ko'rinislu
oladi:

d2xk ( .
Aok ~ LU a2 8xk + |f<y nkddZ%/:gL( 8xk +
h k
sz-nrkdO|t2 Texic = 0 (7)

(7) dinamikaning umumiy tenglamasi ko'pgina dinar
masalalarni yechish uchun juda qulay, chunki bu tenglam
noma’lum reaksiya kuchini o'zida saglamaydi. Dalambe
prinsipidan foydalanib masalalar yechayotganda, agar jisn
ilgarilanma harakat gilayotgan bo'lsa, inersiya kuchinin
yo'nalishi jismning tezlanishi yo'nalishiga garama-qgarsh
tomonga yo'nalgan bo'lib, jismning og'irlik markazig.
go'yilgan bo'ladi.

Qo'/.g'almas o'q atrofida aylanayotgan jismning inersiyi
kuchi esa jism nuqtalari inersiya kuchlarining geometrik vyi
g'indisiga teng. Har bir go'shiluvchi kuch miqgdori, zarri
massasining uning urinma tezlanishiga bo'lgan ko‘paytmasig2
teng bo'lib, yo'nalishi esa urinma tezlanish yo'nalishigi
garama-qarshi yo'nalgan urinma inersiya kuchi bilar
yo'nalishi normal tezlanish yo'nalishiga garama-qarsh
bo'lgan mku?rk normal inersiya kuchlarining geometrik
yig'indisidan iborat bo'ladi. Dinamikaning umumiy
tenglamasiga oid masalalarni yechishda quyidagi ish tarti-
biga rioya qilish tavsiya ctiladi.

28



I MM MK sinlk isicniuning erkinlik danijasi aniglanadi.

= WMHiiiit'H i]it'yllynn barcha tashqgi va bog'lanish reaksiya

Ihiihi dii/ntacln liisvirlash.

<+ Ni«iiutil nnc|lalariga go'yilgan inersiya kuchlarining bosh
tPIIHill<Hi mi 1>2h momentlarini aniglash.

t I'.....lin.tln boshi va o'qglarining yo'nalishlarini lanlash.

1 Ninli la’sir gilayotgan kuchlar va inersiya kuchlari
UWyMuHH  nii(|lalarining mumkin bo’lgan ko'chishlarini
liutiltimh

> | Mnamikaning umumiy tenglamasini tuzish.

hi/lh’an tenglamalar sistemasidan izlanayotgan

[tIHIlii linn migdorlarni aniglash.

v vil masalalarni ikki tipga ajratish mumkin.

0 Dulnmber—Lagranj tenglamalari (prinsipi)ga asosla-
nih vi cltiladigan, erkinlik darajasi bitta bo'lgan masalalar;

li) Dulamber—Lagranj tenglamalariga asoslanib yechila-
iliimm. erkinlik darajasi bir nechta bo'lgan masalalar.

I[I. Masalalar yechish

* masala. Blok orqgali o'tgan cho'zilmaydigan ipga og'ir-
lin 7/, bo'lgan [, yuk va og'irligi P2 bo'lgan M2 yuk
muhkamlangan, P2> P\

Yukning a tezlanishi miqdorini va ipning Ttaranglik ku-
i him toping. Ip va blokning massalarini e’tiborga olniang.

Yechish. Masalani yechish ////////{//////////7//
uchun Dalamber prinsipi qo'l-
hmiladi. /¥, va MZjismlarga qo'yil-
gnn Qtva O, inersiya kuchlarini
hisobga olamiz. Sistemaning
muvozanat tenglamasini 0 nug-
laga nisbatan momcntlar teng-
lamasi ko'rinishida tuziladi (13-
rusmy: w m:

P\r-Pjr +—ar +— ar =0
8 8
13- rasm.



Bu tenglikdan a ni quyidagicha topiladi:

P\ +P2) =QP2-P\), a= ") Q
a( ) =QP2-P\), a= o,

Ipning rtaranglik kuchini topish uchun o'’ng Usni<ni(
M2jismni bogianishdan ozod gilib, uni bog'lanish rcnbl
ta’sir kuchiga almashtiriladi. Mr jismga Py Q2va /' kml
la’sir giladi. M2jismning muvozanat tenglamasi quyli(
ko‘rinishga ega bo'ladi:

Q2+ T-P2=0.

Bundan T topiladi: T =P2-Q2.
Q, inersiya kuchining miqdori topiladi:

2 S 8 Pi +Pi P\ +Pi =
Natijada ifoda ipning taranglik kuchi uchun quyidanlt(
yoziladi:

. pi Pi-Pi . i Pi-Pi" P1
T-Pi-PiRCTh b Ah -

6- masala. Og'irligi e’tiborga olinmaydigan blokdan o'lK
zilgan, cho'zilmaydigan ip bilan bog'langan og'irliklan
va Q bo'lgan ikkita jism lo'g'ri burchakli prizmaning yoq||
bo'ylab sirpana oladi. Jismlar bilan prizma yoqlari orasid
ishqgalanish koeffitsiyenti / ga teng. Prizmaning o'lll
burchaklari a va @ ga teng. Bu jismlar ganday tezlanl
bilan siljishi va jismlarning prizma yon yoqlariga bcradij.Mii
va N2bosim kuchlarini toping (|
rasm).

Yechish. A va Zijism (yuhl
prizma yoqlari bo'ylab ilgurihiit
ma harakat qiladi. A jism
tezlanish bilan pastga tushaviif
deb garaylik (P > Q). Jsmit*
cho'zilmaydigan ip bilan bu*
langanligi uchun B jism liilf

30
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ty cl i' I/, bo'lgan « tezlanish bilan
ilmmlidlliiiincli, ya’ni &\ =ch =a . Jismlarga
" i Inersiya va reaksiya kuchlari ta’-

=
HIlttliili /2 —a ga teng bo'lgan, a,
&
IHM ||HIllil lomonga yo'nalgan inersiya kuchi
pit, H |i"mga ham moduli 'e=—agateng
K

Ifrl «m li,, i MMM qaislii yo'nalgan inersiya
ituiiii 1ii*dli <|lludigitii bog'lanish reaksiya
| «=t14 kin lilni /j va isligalanish kuchini
g§mMM '' 1 'Hiwligan bog'lanish reaksiya
] (Hiiiilllik  kuchini f2 va isligalanish
< Il b.wi lia berilgan va izlanayotgan

fyftMil.inadi (15- rasm.).

Y) yr

15- rasm

i ko'ra sistema unga go'yilgan kuchlar

ml . Im'ladi. Prizmaning og'irligi e’tiborga

pitltlt ftMfitiit ikkita erkinlik darajasiga ega. Siste-
ipiltm i t"i hiegarab chiqgiladi. Jismningjoylashgan
M. uklviti alohida muvozanat tenglamalari
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Koordinata o‘glarining yo'nalishlarini 15- rasmda ko'rsij
tilgandek bclgilanadi. 7] va % kuchlar, ya’ni ipning taranj’l
kuchlari miqdor jihatdan teng:

7N =T2=T.

A jismga ta’sir etuvchi kuchlarni Oxty™ koordinatalil
sistcmasi o‘glariga, B jismga ta’sir giluvchi kuchlarni Ox2y
koordinata sistcmasi o'glariga proyeksiyalab, liar bir jisf
uchun ikkitadan muvozanat tenglamalari tuziladi:

/ljism uchun £ %\ =”sina- F{-N-T =0. (@]

X/, =N| - ~cosa =0, @)
muvozanat tenglamalari, £jism uchun quyidagi muvozani
tenglamalari hosil bo'ladi:

=QsinP +/m+/-T =0> 3

/

=72 -C?sinP =0. (4)

i
(2) va (4) tenglamalardan jismlarning prizma yo
yoqlariga beradigan bosim kuchlarining miqgdorin
aniglanadi:
N| =P cosa, w2 =Qcosp.
Ishgalanish kuchlarning miqdorini ishgalanish gonun
laridan foydalanib topiladi:

A =fNi =fP cosa, =/~2 =/(?cos@
Ishgalanish va inersiya kuchlarining topilgan ifodalarin
(1) va (3) ga qo‘ysak, quyidagi tenglama hosil bo'ladi:

Ea +T =Ps'ina- /Pcosa =P(sina- f cosa)

T ~Ea =Qsin 3+/Q cos@=()(sin p+/ cosP).

Tenglamalar sistemasidan a ni topish uchun birincl
tenglamadan ikkinchi tenglamani hadlab ayirib, T noma’

R

<Mii LIl In ml nutnt/ livlaiiishini

b= 1111118
/(sina i f vHfel
*dinimiln - Og'irlij™l /j [fic ini* Ini (Hoi Thi llii'li in lilhii

Lt till [HIZ/mu I'lE yon ymy [ Itlitld pH#tIMMI i W Litil D TN
Hu 1’11 il kiln vog'i -..cceeunnees ' i'ticlit Thlihi it mi [i Inin link
Im il ijlin 2. sluiningdi | m 11 ‘in Muyiii]||iilun i'l"’IrlIk lini
N Y 11 Im'lgan ikkitu |....... lii tigHH *n 1 liltii Im yuqlai
Ihi tl tI' Ilu]alanishsiz ellltalil =il "1 1'm nil vil Yilk hi 111211y
1Onit! m,iik.i/l.m pii/Zitii iliiiiliill]]ii | .... IK3ni bo'lgan
liii vi'tnkill ickislikda Im'ladi  ...eeeeeeee.. b Inulshim va
v nil i LY priZ.inaga Iwn I........ L dmil Uinilje

\11 lilsli. 16- rasmdii i villknl L. 1'i llliln =i mailing ABC

in i n Iniichakli uclilnm linkilnn ilmini Im Ignn kcsimi

in»' lilniigan.

Sistemaga Dalamber—Lagranj prinsipini, ya’ni dinami-
[timiti)’ umumiy tenglamasini go'llaniladi. Jismlar sistemasi
hn =kinlik darajaga ega. Umumlashgan koordinata sifatida
nl S3 deb olinadi, 0 — go'zg'almas nuqgta; CK, =5 va
il S2. Sistema uch gismga bo'linadi. Izlanayotgan
J, .S, a8 =.§ va a2=S2 tezlanishlarni topish uchun uchta
T ni'lama tuziladi. Jismlar niurakkab harakat qgiladi. Ularning
lininkati prizmaga nisbatan qiladigan harakati bilan prizma
Ini.in birgalikda qiladigan harakatlari yig'indisidan iborat
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bo'ladi. Rasmda inersiya kuchlarining teng ta’sir ctuvchili
tasvirlangan.

Prizmauchun ¢, =3..s3=—2a3-
9 9
Jismlarning tezlanishlari umumlashgan koordinatalarnii
o'sish tomoniga yo'nalgan deb qarab, ularning nisbiy
ko'chirma harakatdagi inersiya kuchlarining teng ta’
etuvchilari topiladi:

=A-S, = |
g g g
o2r) =-0-a2, ¢2/) =— a3
g g

Izlanayotgan miqdorlarni topish uchun sistemaga sliui
day mumkin bo'lgan ko'chish beriladiki, umumlashgan kc
ordinatalardan fagat bittasi o'zgarsin. St koordinata o'zga
tirilganda berilgan va inersiya kuchlarining bajargan element!
ishlarining yig'indisi nolga teng:

PASi esina - i[5, - d {#)55,

Bundan P) sina P a +P— «3cosa =0
yoki * 5
gsina-01 +a3cosa =0 . Q)
Endi fagat umumlashgan koordinata S2 ni ozgartirils<
quyidagi tenglama topiladi:
gcosa - a2-@sina =0 . @) 1
Uchinchi muvozanat tenglamasini olish uchun sistemagj
shunday mumkin bo'lgan ko'chish beriladi, fagat S} koon

dinata o'zgarsin. Bajarilgan ishlar tenglamasi quyidag
ko'rinishga ega bo'ladi:

-~ 0B - P fiB53- 03663 +
9 9 9

P P
+— w8.33cosa — - a28S3sina =0
g ' 9

A



MH I....LLim.nLin
(N1 M +Mx3 +Plfl] cosa - P2@sina =0 (3)
Kkiii>inllll in>.il bo'ladi.
111 vi (2) tcnglamalardan w, va a2 ni @3 orgali
HiHidl:
at =gsin a +axcosa,
a2 =gcosa - 3sina (/4)

ill til (3) ga go'yib, a3 topiladi:
(P\ - /*=)Esinacoscc
5

03 i T
P\sin a+PAcos a+P$’

So'ngra, (4) dan a va a2 topiladi:

\N=———- — Fr——————— Asma .
Asin a +A\cos a +P) '

a2=-———-5b—-——-=4———— gcosa
P|Sin a+/”cos a+/"

K inasala. Mexanik sistema arqon bilan o‘ralgan pog‘onali
i imsli 1 va 2 shkivlar, bu arqonga biriktirilgan 3—6 vazn-
¥ bloklardan iborat. Sistema Py =104 , P2=0, R, =20H ,
/, -304 , P5=40H , Pb =0 og'irlik kuchlari va shkivlardan
I'lli]4 ta’sir etuvchi momenti M =\OH.m bo'lgan juft kuch
litNliida vertikal tekislikda harakatlanadi (17- rasm).
| shkiv pog‘onalarining radiuslari Ry =0,2m, =01w;
shkivniki esa R2 =0,3m, ~=0,15mga teng; ularning
eivianish o‘glariga nisbatan inersiya radiuslari mos ravishda
¥ 0,\mva P2 =0,2mga teng.

Ishgalanishni nazarga olmay, eng og‘ir yukning tezla-
m .hini aniglang (og‘irliklari nolga teng bo'lgan yuklarni
1In/.mada tasvirlamang).

Ycchish. Berilgan: =10//; P2-0; P$=20H ;
/[, 304 ; P5=404 ; PG=0; M =\OH.m; 7/ =0,2m;
| Olw, /2=0,3w; A=0,15/n; p| =0,1m; p2 =0,2/n.
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Isligalanish hisobga olinmasdan eng og‘ir yukning, ya
og'irligi P5=40# bo'lgan yukning as tezlanishini topiu

1 Avval masalada berilgan va izlangan migdorlarni
mada tasvirlanadi (17- rasm).

4

17- rasm.

1, 2, 3, 4, 5jismlardan tashkil topgan sistemani gara
chigamiz. Bujismlar argonlar bilan biriktirilgan. Sistema bit
erkinlik darajaga ega. Sistemaga go‘yilgan bog‘lanishlar idef

05 ni topish uchun dinamikaning umumiy tenglamasida
foydalanamiz:

S 4 +Z K =0- (i)
K K
bunda K — faol kuchlarning bajargan ishi; K -

inersiya kuchlarining bajargan ishi.
2. Chizmada Pv Pv Py, PA Py faol kuchlar va
momentli juft tasvirlanadi. 5- jismning tezlanishi va a5nin;j

yo'nalishini belgilab, F“,F£,FE inersiya kuchlarini vaM*
hamda M*“ momentli inersiya juftlari ham tasvirlanadi.
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MHUr ml(Jilorlari quyidagi formulalar yordamida
A
* u3_
Mi' =P pfo, M" =—p™2 » (2
s S

Himhli M'l 0 bo'ladi, chunki P2=0.
t Hlkldmaga mumkin bo'lgan ko'chishni berib, (1)
lu/.iladi:

AN in-iv Ff)553- M“542 - F4854 - MSqt, - /W6, -
(/5sin30°-F5)555 =0. @)

Miiu lia ko'chishlar 6(p2 orqgali ifodalanadi:

8S3=/2802; 5M = 2> 6 =— 62

R\

555= R\8p! = -"p-6(2 = /"5¢2; )
(2) va (4)ni (3) tenglamaga qo'yilsa, quyidagi ko'rinishdagi
1 nitlama hosil bo'ladi:

IS sin45° - —
g

: o &S
sin 30° - ¢ 502 =0 (5)

(5) tenglikdagi a,,a4 va e, miqdorlar as orgali
tlilyidagicha ifodalanadi:

Bl :f ei :ii -a4 = EI/] =£1R—ﬁ = %—«5,
~ n n ni
I 3= E2R 2] ad (@]
:f :>«3 :Ey «4 :Ey -N5«5, (6)
«4=E2r2, L ® vore

(6) ni (5)ga qo'yib, 82 0 bo'lishligini e’tiborga olinsa,
( ni topishga imkon beradigan tenglik kelib chigadi:
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sin45° - A R2 b 207
r\"8 Z R\ R sPl 2
*~-P5 sin30°-— /5=0
5

fa .

5 I
Bu tenglamani a5ga nisbatan yechilsa, tubandagi ifo
vujudga keladi:

Pjmsind5°-M - P52sin 30°
5 —
3 _ i
RINS Rt
4 8

Bu ifodaga berilgan son giymatlarni go‘yib, a5ni
giymati topiladi:

2 03 0,71-10- M L 40.0,15-05

©= 00 01 01
N
02-015 10 10 004 “10 =0,15
x 2 4,26-7,5-3 M -624 m
s 0,03+0.225+0,0375-0,6 -0,3075
=20
S

1. Savul va masalalar
1 Dalamber prinsipining mohiyati nimadan iborat:

a) moddiy nuqta uchun; b) mexanik sistema uchun; d) erkii
bo'lImagan mexanik sistema uchun?

2. Mexanik sistema inersiya kuchlari bosh vektorining moduli
yo'nalishi ganday aniglanadi?

3. Qaltiq jism nugtalarining inersiya kuchlarini ganday qilib sodda

ko‘rinishga keltirish mumkin:

A| [Hniilii=>f llgarilanma harakatida; b) simmetrik tekislikka ega bo'lib,
If~i M i perpendikular bo'lmagan qo'zg'almas o'q atrofida ayla-
41 umi nuqtalarida; d) simmetrik tekislikka ega bo'lib, yassi
(1111 lemmkan qgilayotgan jism nugqtalarida.
<€ (Jiimliiy shartlarda aylanuvchi jismning tayanchga beradigan di-
MiIill limlini nolga teng bo'ladi?
I luliinber—Lagranjning differensial-variatsion prinsipining mo-
bumMLL I/ohlab boring.
m Dinumikaning umumiy tenglamasini keltirib chigaring.
I liimnilashgan koordinatalar va umumlashgan tezliklardeb nima-
«1 HVIlindi? Misollar keltiring.
1 limumlashgan kuchlar nima va ular ganday hisoblanadi?
4y Sistemaning muvozanatlik shartlarini umumlashgan koordina-
il'iul.i o'mating.
H' Dinaniikaning umumiy tenglamasini umumlashgan koordina-
i ml.1 chigaring. Har bir mexanik sisterna uchun bunday tenglamalar-
tiliill Mini nechta bo'ladi?
I Umumlashgan kuchlar bo'yicha dinaniikaning umumiy tcngla-
.... vhin olinadigan, mexanik sistemaga qo'yiiadigan kuchlar muvo-
111k sliartlarining ko'rinishlari ganday bo'ladi?
12 Potensialli kuchlar uchun dinamikaning
13 Blok orqali o'tgan cho'zilmaydigan ip-
mihr bir uchiga Pt og'irlikdagi yuk, ikkinchi
inlilga P, og'irlikdagi yuk mahkamlangan va P2>
/',(18- rasm). Yuklar tezlanishlarining a mig-
ilnil va ipning taranglik kuchini toping. Ip va
hlokning massasi hisobga olinmasin.

PI~-P\ T=£PN
P\+P2

14 Qo'zg'almas o'qli A va B bloklar orgali
nlgan arqgon Q og'irlikdagi yuk osilgan qo'z-
Buluvchan S blokni tutib turadi (19- rasm). Ar-
simning uchlariga P, va P, yuklar osilgan. Blok va
iirgonning massasini, shuningdek, o'glardagi
Ishgalanishni ham hisobga olmasdan, agar

Javob: a =g

41"

/] \P2>Q bo'lsa, barcha yuklarning tezlan-
Kltlarini aniglang.

4=/2 -Q@/>2-P,)
AP\P2+Q(P[+ P2)

LIJCL

Javob: a\~8 19- rasm.

_AP(P2-Q(IP\-P2) q g 4P\P2-Q(P\+P2)
= 4P\P2 +Q(Px +P2) * AR +QP\ +P2)
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15. Og'irligi Q ga teng bo'lgan yuk gorizontal tekislikda yotibd
Bu yukka bir uchiga P og'irlikdagi tosh osilgan ip blok orgal
bog'langan. Agar jism bilan tekislik orasidagi ishgalanish koeffitsii
yenti / ga teng bo'lsa, yukning tezlanishini va ipning taranglik ki
chini toping.

a=gP-fQ + =PQ\ +/)
P+Q " P +Q
16. Uchta Pv P, P} og'irlikdagi jismlar absolut silliq gorizonta
tekslikda og'irliksiz va cho’zilmaydigan arqonlar bilan biriktirilgan hold!
yotibdi. Argonga Q og'irlikdagi yuk osilgan. Sistemaning a tezlanishin
hamda Pxva P2yuklar orasidagi argonning taranglik kuchini toping

Javob:

= nQ
A +P2 +P5+Q 1
17. Ikkita AB va BD gorizonta! to'sin B nuqtada silindrik sharnii
bilan biriktirilgan. D uchi katokda yotibdi, A uchi esa devorga mahkam
langan. BD to'singa K nuqtada gorizont bilan a burchak tashkii giluv
chi F kuch go'yilgan. O'lchamlar 20- rasmda ko'rsatilgan. A mahkam

Javob: « =* 4 +pP2+p+ Q'

langan kesimda reaksiyaning tashkii ctuvchilarini va juttning mp reak
tiv. momentini aniglang. To'sinning niassasini hisobga olmang.

I K /<>

2a

20~ rasm.
Javob: Rfa =Fcosa, RAv =" Fs\na,mP =/asina

18 Argonning bir uchi A nugtada mahka

mlangan bo'lib, P yuk osilgan O
qo'zg'aluvchan blok va 0, qo'zg'almas blok
P

orqgali o'tadi. Arqonning boshqga uchiga Q >—

yuk osilgan. Bloklar massasini e’tiborga olmas-
dan Q yukning a tezlanishini aniglang (21-
rasm).

2Q-P

Javob: a=2g
4Q +P

40

| Lagranjning birinchi tur tenglamalari

/. Nazariy gism

Nugtaning erkin bo'lmagan harakati uchun dinamika ma-
imlilarini ilgari ham qaragan cdik. Agar nuqtaga ta’sir
Hil.iyotgan barcha faol va bog'lanish reaksiya kuchlarining

Irng ta’sir etuvchilarini inos ravishda F va R orqali belgi-
Ir .ik, 1 holda moddiy nugta uchun dinamikaning asosiy
Irnglamasi

Ta =F +R 1)
kn’rinisliga ega bo'ladi.

Agar (1) vektor tenglamaning ikkala gismini Oxyz koor-
ilinatalar sistemasining o'qlariga proyeksiyalasak, nugtaning
harakati uchun quyidagi skalar tenglamalar hosil bo'ladi:
my =Fv+Ry niz=Fz+Rz. 2

(2) tcnglamalardan foydalanib, erkin bo'lmagan nuqgta
uchun dinamika masalalarini hal gilaylik:

1) nugtaning harakat gonuni va unga ta’sir gilayotgan
laol kuchlarni bilgan holda bog'lanishning reaksiya kuchini
aniglaylik;

2) nugtaga ta’sir gilayotgan faol kuchlarni bilgan holda:

a) nugtaning harakat gonunini;

b) nugtaga qgo'yilgan bog'lanishning reaksiya kuchini
aniqglaylik.

Agar moddiy nuqta biror qo'zg'almas sirt yoki cgri chiziq
ho'yicha harakat gilayotganda (2) tenglamalar bir vaqtning
0/.ida nugtaning faol kuchlar ta’siridagi harakat gonunini
va bog'lanish reaksiya kuchini aniglash imkonini bermaydi.
<hunki bu uchta tenglama 6 ta noma’lumni o'zida saqlaydi:
nuqgtaning X, y, z koordinatalarini va reaksiya kuchining

o'glardagi Rx,Ry,Rz proyeksiyalarini.
* 11

mMX =FX +RX,




Nugta biror sirt bo'yicha harakatlanar ekan, uning kool
dinatalari sirt tenglamasini qanoatlantirishi kerak.
Natijada

f(x,y,z) =0 ©)

tenglamaga ega bo'lamiz. Lekin bu uchta tenglama ham
noma’lumni aniglash uchun yetarli emas. YetishmayotgB
uchta tenglama ideal bog'lanish shartidan foydalanib, keltifl
chiqgariladi. 1

Nuqta harakatlanayotgan sirt ideal silliq bo'lganligi uchui
bunday holda reaksiya kuchi sirtning normali bo'yicli
yo'nalgan bo'ladi.

f{x,y,z) skalar funksiyaning grad/ =— 7+_ 5 +_T

vektor gradiyenti ham sirtning normali bo ylcha yo 'nalgan
bo'ladi. |

R va grad/ vektorlarning kollinearlik shartidan
yetishmayotgan ikkita tenglama hosil bo'ladi: I

¥. d V. (4)
dx dy dz
Shunday qilib, (2)—(4) tenglamalar nugtaning qo‘zgal-1
mas sirt bo'yicha harakati hagidagi masalalarni yechishga!
imkon beradi.
2 va (4) tenglamalardan bog'lanishlarning reaksiyas
chigarib tashlash mumkin. Buning uchun (4) teng nisbat-J
larni X orqgali belgilasak, ya’ni

desak, bog'lanish reaksiya kuchining Oxyz koordinatalari
sistemasining o'qlaridagi proyeksiyalari uchun ifodalar
topiladi: |
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Itniiilav holda (2) tenglamalar quyidagi ko‘rinishni oladi:
\ Vv +AL =Fy +KH~. mz =Fz +AT1r-. 6
m > V=R T Z+ATL (6)

Mu Icnglamalarga (3) bog'lanish tenglamasini go'shib,
Pfiltn.i v,.y,z va A noma’lumlarga nisbatan to'rtta tenglama
jfcli mi i kelib chigadi.

Mu noma’lumlar topilgandan kcyin (5) formulalar
lo'yuha bog'lanish reaksiya kuchining proyeksiyalari
M| | |liiniladi. Reaksiyaning moduli

\2

_ Vv
H Jr2+r+r2=w |f dy 11 <

iniihil.i bo'yicha topiladi. Reaksiya esa

R =Afd—f +9fj’ +grjlz. =Agrad /
dx dy az

lIKill bo'yicha aniglanadi.

(6) tenglamalarga Lagranjning birinchi tur tenglamalari,
A ga esa Lagranj Ko paytuvchisi deyiladi.

Mu izohlangan usul Lagranjning noaniq ko'paytuvchilar
imuli nomi bilan ataladi.

Mordi-yu moddiy nugta go'zg'almas chiziq bo'yicha hara-
luillanayotgan bo'lsa, bunday holda bog'lanish tenglamalari

fi(x,y,2) =0, /2(x,y,z) =0 (8

kn'iinishga ega bo'ladi. Bunda f\(x,y,z) =Qva/2(x,y,r) =0
"I tenglamalari bo'lib, bu
nil (laming kesishish chizig',
nuqta trayektoriyasini aniglaydi
(22-rasm).

Bunday holda (1) tengla—
inadagi R reaksiya go'yilgan
ikkita bog'lanishlarning ta’sir-
Inriga almashinuvchi R\ va R2
icaksiyalaming geometrik vyi-
("indisidan tashkil topadi:

R =R, +R2. 9)
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Nuqta harakatining tenglamalari esa

mx = Fx +RIx +R2x,

my =Fy +Rly +R2y, (20)

mz =FZ +Rlz +RIz
ko'rinishni oladi. Bu tenglamalar 9 ta noma’lumni o‘z tarki-
biga oladi: nugtaning uchta koordinatasi va reaksiyalarning (
ta proyeksiyalarini, (10) tenglamalarga (8) bog'lanish tenji
lamalarini va bog'lanishlarning

Rx My
A A "A w)
X dy dz
hx _ fyy
va A A. A. (12

X ay oz

ideallik shartlarini ifodalovchi tenglamalarni go'shib olib, 9]
ta noma’lumli 9 ta tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz. Bui
tenglamalardan reaksiya kuchlarining proyeksiyalarini keltiribl
chigarish mumkin. Buning uchun (1 1) va (12) teng nisbatlamij
mos ravishda /1, va X2 orgali belgilansa, quyidagi ifodalar
hosil boladi:

R -X 3> -i W
v~ X - Hy’ dz ' (13)
ﬁr,-xzﬂl , l32y—>.2/\—2 » " . 3'2. (14)

Natijada (10) tenglamalar quyidagi ko'rinishni oladi:

VigmA ,
X
3 g
Py by
N (15)
2
™ & X ar’

a4



(1S) sistema (8) bog'lanish tenglamalari bilan birgalikda
lift n, r<4] va A2 noma’lumli 5 ta tenglamalar sistemasini

in likil giladi. va R2 reaksiyalar

(A 1+A jJ+A") = grad /,
dx Oy dz

ii2=x2 =X2grad /2
dx dy az
lilimulalar bilan aniglanadi.
Ihi reaksiyalarning modullari esa

7iY a/if
IS0 e

2 2
IS (v 2/ L3/ )

formulalardan aniglanadi.
Erkin bo'lmagan moddiy nuqtalar sistcmasi uchun Lag-
nmjning birinchi tur tenglamalari sisteniasi

S M.

mia>=F" + /=12.... /)
=1 o/

Itog'lanishlarning tenglamalari esa

fj(=Ni)i)2] v AXuYeZmOo ~~, () ~1,2,...,9)
ko'rinishga ega bo'ladi.

Bu tenglamalar sistemalari yordamida mexanik sistema
migtalarining koordinatalari vaqgtning funksiyasi sifatida
va barcha bog'lanishlarning reaksiyalari aniglanadi. Lag-
tanjning birinchi tur tenglamalaridan foydalanib masalalar
ycchishda quyidagi ish tartibini tavsiya qilish mumkin:

1 Lagranjning birinchi tur tenglamalarini tuzish va ular
larkibiga kiruvchi ikkinchi tartibli hosilalar uchun ifodalar
aniglash.

2. Bog'lanish tenglamalarini vagt bo'yicha ikki marta
ililTerensiallash.
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3. Lagranj tenglamalaridan aniqglangan ikkinchi tart™
hosilalarning ifodalarini bog'lanishlarning differensiallangB
tenglamalariga qo‘yish.

4. Olingan munosabatlardan Lagranjning noaniq Ko'paB
tuvchilarining qiymatlarini va bog'lanish reaksiyasini topisM

5. Xj ko'paytuvchilarning giymatlarini Lagranjning hi
rinchi tur tenglamalariga qgo'yib, ularni integrallab, sistfl
maning harakatini aniglash.

Lagranjning birinchi tur tenglamalarini integrallash mljl
salasi murakkab bo'lib, Lagranjning noaniq ko'paytuvchilaii
usulidan asosan sistema nuqtalarining harakat qonunie
aniglash uchun emas, balki bosh masala bog'lanishlarniijl
reaksiyalarini aniglashda foydalaniladi.

II. Masalular yechish

9- masala. m massali M moddiy nuqgta og'irlik kuchi may!
donida Ax +By +Cz+D =0 tenglama bilan berilgan sillil
tekislikda harakatlanmoqda. Nuqta boshlang'ich paytdl
M(*(b.Vo.£0) nuqgtada tinch turibdi deb hisoblab, M nuqtS
harakatining tenglamalarini va bog'lanish reaksiyasini
aniqglang.

Ycchish. Nuqta erkin bo'lmagan harakat giladi. Unind
harakati berilgan tekislikda sodir bo'ladi. Bu tekislik nuqgta
uchun geometrik, statsionar, golonomli bog'lanislj
hisoblanadi. Bog'lanish tenglamasi faqgatgina nuqtaning
koordinatalariga nisbatan click go'yadi. Bog'lanish tenglamasi
koordinatalarning vaqt bo'yicha hosilalarini o'z tarkibigaj
olmaydi. Shuning uchun bog'lanish tenglamasi
f(x,y,z) =Ax +By +Cz +D =0 tenglik bilan ifodalanib, o'l
tarkibiga vaqtni oshkor va koordinatalarning vaqt bo'yicha!
hosilalarini olmaydi.

Nugtaga ta’sir gilayotgan yagona faol kuch — mg og'irlik
kuchidir, shuning uchun faol kuchning o'qlardagi pro+
yeksiyalarini (Oz o'gni vertikal yo'naltirilsa) aniqglash
mumkin:

Fx =0, Fy =0, Fz=-mg. @) |
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I mli Lagranjning birinchi tur tenglamalari to'lig
UM T.im tuziladi:

mx =X’3—{ my =X3—/ mz = ¥ _ 2
dx’ dy’ dz
f(x,y,z) =Ax+By+ Cz+D =o.
f(x,y,z) funksiyaning koordinatalar bo‘yicha xususiy
himlLilaii topiladi:

— =— (AX +By +Cz- D) =A

dx dxv

— =— (AX +By +Cz+ D)= B

dy dy

Y- =~(JIx+ By +Cz +D) =C (3

(3)ni (2)ga go'yib, quyidagi %, y, zva Anoma’lumlarga

iiKimtan 4ta tenglama sistemasi hosil bo'ladi:
mx =XA, my=XB, nz=-mg-+AC,
AX +By +cz+D =0. 4

Bu tenglamalar sistemasi qo'yilgan masalani oxirigacha
yn liish imkoniyatini beradi. X Lagranjning noaniq ko'pay-
lilvchisi go'yilgan masala uchun topiladi. Buning uchun
bog'lanish tenglamasi ikki marta vaqt bo'yicha differen-
i.illanadi va hosil bo'lgan tenglikning ikkala tomoni m ga
K= paytiriladi:

AX +By +Cz =0 =Amx +Bmy +0niz =0.

Hosil bo'lgan tenglikka (4) sistema dastlabki uchtasidagi
hiv,my, nz ning ifodalari qo'yiladi va quyidagi ifoda kelib
i higadi:

AZX+B2X+C2X-Cmg =0

i cm3
Bu tenglikdan X ni topamiz n - "2 +72 ,~2 ®*n‘n8 to~

lilJoan ifodasini Lagranj tenglamalariga qo'yiladi. Natijada nuqta
ilarakatining differensial tenglamalari quyidagicha hosil
bo'ladi:
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Bu sistema tenglamalarining liar biri bir-biriga bog'liq
ravishda integrallanadi. Ularni alohida-alohida integrall
nugta harakatining umumiy gonuni topiladi:

/ +C)/ +C2>

2 +C3/+C4, (5)

= +CHt +C5, »

Nugta erkin bo'lmagan harakat qilgani uchun (
umumiy harakat tenglamalariga kirganini integrallash doimi
lari 0'zaro bog‘langan bo'ladi. Ular orasidagi bog'lanishla
hosil gilish magsadida (5) bog'lanish tenglamasiga qo'yilad;

I AW |1 B2Cg tl C3y ds)[2
2 A2+B2+C2 2 A2+B2+C2 2 A2+B2+C2 2
+HAC1+BC3+CChH)t +(AC2 +BC2 +CC2~ D) =0.
Olingan tenglikning chap tomoni fagatgina
/| +BC3+C 5=0va /IC2 +BC*+C= —D =0
tengliklar bajarilgandagina nolga aylanadi.
Agar t =0 desak, (5) harakat tenglamalaridan C2 =\w0
C4 =g C6 =2z0 bo‘lishligi kelib chigadi.

Berilgan JV, nugta berilgan tekislikda yotgani uchun uni
koordinatalari tekislik tenglamasini ganoatlantirishi kerak:

A +Byo +Cz0+D =0, AC| +BC3+C «C5=0
tenglikesa fagatgina C\ =C3 =C5 =0 bo'lgandagina bajarila



HitllimI'i nuqta harakatining tenglamalari hosil bo'ladi:

ACY t +x0)
A2+B2+C2
BC
y«)-2 g | +Y0,
A2 +B2+C2
(
> - -1 4z,
# f \2 +B2+C2
M uksiya kuchining proyeksiyalari esa
H df ACnig R y=XA- = BCmg
A2+B2+C1’ dy A2+B2+C2
X C2mg

Z dz A2+B2+C2

Iniiiinl.ilar bo'yicha topiladi. Bu munosabatlardan foydala-
#=m iraksiya kuchining moduli va yo'nalishini topish mumkin.

10 masala. (I.V.Mcsherskiy masalalarto’plamidagi 31.10-
liimil.i, 1986~ vyil).

Slcrik mayatnik uzunligi e bo'lgan MO ipdan va og'irligi
P Itnlgan og'ir M nuqtadan iborat, MO ipning bir uchi
ilh /(-'almas O nuqtaga, ikkinchi uchi esa M nuqtaga
Itlilktirilgan. M nuqta muvozanat holatidan shunday
He ilnilganki, uning koordinatalari /=0 bo'lganda 51 =x0,
i -I) bo'lib goladi, bundan tashgari nuqtaga x0 =0,
i »0,,, ro=0 boshlang'ich tezlik berilgan. Boshlang'ich
lli,uliar orasida ganday munosabat bo'lganda M nuqta
Horizontal tekislikda aylana chizadi va shu aylanani u nugta
giiitcha vaqtda bir marta aylanib chigadi?

Ycchish. J¥nuqgtaning sfera bo'ylab qgiladigan harakatining
dificrensial tenglamalarini tuziladi:

vV —x — c4
=X =X=, nz= +X7,
™ dx’ i dy v dz (3
R
ar
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(Dnugta harakatining difTcrensial tenglamalariga bogl
lanish, ya’ni sirtning
f(x,y,z) =t2-x2-y2-2z2 (2]
tenglamasi go'shib olinsa, natijada to'rt noma’lumli 4tj
tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi:
[/ uchun ifoda topamiz:

K ,.2x V =—
dx ' dy & T
am=2 9 LV owy24z2 =21
ax Ciy dz
bunda =yjx2 +y2+z2
df df  df

dx’ dy va n‘n8 topilgan ifodalarini (I)ga go'yib,
nugta harakatining differensial tenglamalariga quyidagiclu
ko'rinish oladi:

mx =~2Xx, my =-2Xy, mz =mg - 2Xz . 3

Nugtaning harakat gonunini topish uchun (3) tengla-
malami qo'yilgan boshlang'ich shartlarga ko'ra integrallasl
kerak. (3) tenglamalarda noma’lum Aning hosilalari
gatnashmaydi. Shu sababli X ni (3) tenglamalardan chigarisl

mumkin.
(3) tenglamalarni chekli ko'rinishda integrallash juda

Xy
K'r
miqdorlarning birinchi darajasini saqglab, yuqori darajalar
e’tiborga olinmaydi:

qiyin, ular tagriban integrallanadi. z ning ifodasida



I lining uchinchi tenglamasi /=0 paytida zg =t va
N« t va ro=0 deb, A topiladi:
mg- 2A&>=0=—A=" .
Mog'lanish reaksiya kuchining miqdori topiladi:
N=W =22 (=mg.

Aning topilgan ifodalarini (3)ning dastlabki ikkita
It ni'l.imasiga qo'yilsa, quyidagilar hosil bo'ladi:

X+—X =0,y +I—y =0.
t
Bu tenglamalarning umumiy yechimlari quyidagicha
Ito'ladi:
X(l) =¢,sinlJjt +c2
)
y(t) =c3sin —t+cA

llu funksiyalar / vagt bo'yicha differensiallanadi:

-1 +c2
®)

y =cu, cos

Uoshlang'ich shartlardan, (4) va (5) munosabatlardan
loydalanib, C[,C2,C3 va C4 doimiy sonlar aniglanadi:

X0 =cjsinc2 0 =c3sin 4,

(6)
0=Ci"COSC2,0 =c3 ™ cosc4



(s)ning 2- va 3- tenglamalaridan Cs =0 va Cz =1

bo'lishligi topiladi. Topilgan giymatlarni (s )ning 1- va 4-tcn
glamalariga qo‘yib, Q va Cs topiladi:

q =x0 C3=

Natijada J1/ nugtaning harakat gonunlari quyidagich;
bo'ladi:

X({t)=psnMt, y=mo cos

Endi masala talablariga javoblar topiladi. Agar topilgad
harakat tenglamalaridan t vaqgtni chiqarib tashlansa, trayek-
toriya tenglamasini koordinata shakli hosil bo'ladi:

2 2
X

y L]
“T+—2 ="2z=

8

Dcmak, [ nugtaning trayektoriyasi markazi Oz o'qidaj
bo'lgan va z =£ tekislikda yotgan ellipsdan iboratdir.

Trayektoriya aylana bo'lishligi uchun boshlang'ich ]
giymatlar orasidagi munosabat

2 «S mnr
*0 = >r10=> Go=x0J—
8 uo

ko'rinishda bo'lishi kerak. Nuqtaning aylanish davri esa

T -2n %0 bo'ladi.

11- masala. m massali M nugta og'irlik kuchi ta’sirida r

radiusli bo'sh silindrning ichki sillig sirtida harakat giladi.
Boshlang'ich paytda nuqgtaning og'ish burchagi dx =90°ga,
burchak tezligi esa nolga teng. ¢ =30° bo'lganda M nugtaning
tezligini va silindr sirtining reaksiyasini aniglang.

\ichish. M nuqgtaga ikkita kuch ta’sir giladi; nuqgtaning
my. og'irligi va ipning R reaksiya kuchi. M nuqta haraka-
UtW I'yler shakldagi tenglamalari

mﬂsl“ =Px=-mgsind
dr

=Pn+R =-mgcos®+R
r
|lii rinishga ega. S egri chizigli koordinataning boshlang'ich
Mum,iM uchun M nuqgtaning o, eng pastki holati gabul

if[iii.Kli (23— rasm).

| d2s  d2p

*
Hunday holda S =0 m=&p=rp bo lib, - =" ¥

Im 1.

Natijada nuqta ipining
MIsh burchagi va reaksiya
in hun quyidagi munosa-
builar hosil bo'ladi:

“W19¢ " =0, (1
da? '

[i =~ L +mgcos. (2)
/ . . . 23- rasm.
R reaksiyaning miqdorini

lupish uchun M nugtaning tezligini bilish kerak. flni
iiniglash uchun (1) tenglamaning shaklini

#h do=da dio_~dm
d2 dt dt dt dip
I» >sbanish yordamida o'zgartiriladi. Bunday holda (1) tenglama

@)
u)da) =-—sin b
r
I n imishni oladi. Bu tenglamani integrallab, quyidagi ifodani

Imsil gilamiz:

cosh+C )



Masala shartiga ko‘ra f0 =0 boshlang‘ich paytda mayl
nikning burchak tezligi nolga teng, mayatnik ipining og'f

n L
burchagi ®o0 = 8a ten8- Bu boshlang‘ich giymatlarni (3)

qo'yib, C doimiy topiladi:
C :~?—cos(pQ.
Shunday qilib, ©© burchak tezlik uchun ifoda quyidagicl
bo‘ladi:
@ =2r(cos - cosPo) =
Bu tenglikning ikkala tomoni r2ga ko'paytirilib, o tezlij
uchun quyidagi ifoda topiladi:

)2 =2 - (cos ¢p- cos dO).

n n
°=c va o =T bo'lganda o ning migdori uchun formuta

hosil bo'ladi:

B = =n2grm =]grS =Y3yfgr.

R reaksiyaning moduli (2) tenglamadan aniglanadi:

R :_r_ +n‘gcosq3:_r2iy{ig +ngl§ =

R =3T3 g
12- masala. 11- masalaning umumlashgan holini garaymi:
0 ‘gi gorizontal joylashgan r radiusli silindrning icliki

sirti bo'ylab m massali J¥og'ir nugta harakat gilmoqda. Ko-j

ordinatalar boshini silindr o'gining gandaydir nugtasiga joy-I

lashtirib, Ox o'gni vertikal pastga, Oy o‘gni silindrningj

radiusi bo'ylab gorizontal va Oz o'gni esa silindrning o'qi

A



yliili yo'naltirib, M og‘ir nugtaning harakat gonunini va
Ifitli tliiining reaksiyasini toping.
(Niigtaning boshlang'ich tezligi silindro'qi bilan parallel
K H nlimii deb qaraladi.)
Vcchish. Masala shartiga ko'ra, boshlang'ich paytda

«M<i ming holati x =0j>= = 0 koordinatalar bilan
plillnn.uli (24- rasm).
Nuqtaning bosh- _ or 7y

I'tni' It'l le/.ligi silindr
parallel yo'nalgan

Urb. u i)}y ga teng
p#t Kin. Dcmak, bosh-
iMUF itli paytda x =0,
C (l,j =@ bo'ladi.

J¥ moddiy nuqtaga
fHi Og'irlik kuchi va
litillus bo'ylab yo'nal- z
r ni A reaksiya kuchi 24~ rasm.
bru qiladi. To'g'ri
killndrning kanonik tenglamasi — bog'lanish tenglamasini
llodalaydi.

f(x,y,z) =x2+y2-r2=0

II*ulalarni Lagranjning birjinsli tenglamalariga qo'yilsa, nugta
It.itakatining tenglamalari quyidagicha bo'ladi:
mx =mg +2Xx, my =2Xy, miz=0. 1)
Bn tenglamalar sistemasining oxirgi tenglamasini integ-
i.illab, boshlang’ich shartlarini e’tiborga olib, quyidagi ifoda
topiladi:

Oxy boshlang'ich tekislikdan boshlangan masofa / vaqtga
proporsional o'sib boradi.



(1) sistemaning 1- tenglamasini y ga, 2- tenglamasjiil
esa x ga ko'paytirib, 1- tenglamadan 2- tenglamani had
ayirib, quyidagiga ega bo'lamiz:

m(yx - xy) =mgy . ().

Endi (1) sistemaning 1- tenglamasini xga, 2- tenglama
sini esa y ga ko'paytirib, ularni hadlab go'shib, quyidagi
ifoda topiladi:

/N(xx +yy) =mgx +2X(x2 +y2). (3)

Agar x, y, z to'g‘ri burchakli koordinatalardan

X =rcoscp, y =rsin9, z-Z
bog'lanishlardan foydalanib, silindrik koordinatalarga o'tilsa,
X va y, x vay hosilalar uchun

X =~r(psintp, y =/-¢p$1ch

X =—Fdsin qJ—rcf32 coB(h), Yy ='ripcos - rip2 sin @
ifodalar topiladi. Natijada (2) va (3)tenglamalar mos ravishda
quyidagi ko‘rinishni oladi:

CD+-r~sin ®=0, (4)

-mr2({@2 =mgrcos p+2Xr2 m (5)
(4) tenglamaning birinchi integrali topiladi. Buning uchun
(4) tenglamaning tartibi
d2ip_ d 'dm"™ Jco_d(o dd_ dw _ .dip
dt2  di dt di dip dt Lidip 4dp

bog'lanishdan foydalanib pasaytiriladi.
Bunday holda (4) tenglama

ipdip = - —sin dip

ko'rinishni oladi. Bu tenglamani integrallab, quyidagi ifoda
topiladi:

— =—CoB(p +C .
2 r ®
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A
®=- bo'lganligi tufayli, & =0 bo'‘lib, /=0 bo'lganda
( Obo'lishligi topiladi. Natijada birinchi tartibli chizigsiz
longlama kelib chigadi:
G2 =-y-QBdp. (6)

Bu tenglamadan ravshanki, tanlangan boshlang'ich
tihartlarda nuqtaning harakati cos(p >0 shartda, ya’'ni

- g}<(p<1 sohada sodir bo'ladi. (6) ni (5)ga qo'yib,
bigranjning \ noaniq ko'paytuvchisi topiladi:

fi = ___3_’['_19_003 d.
2r

Natijada bog'lanish reaksiyasining proyeksiyalari uchun

Rx =Xy- =-3mgcos2dt

Rv =\~- =-3mgsingecosg> R =0
* By g 4 Z

Ifodalar hosil bo'ladi. Bu ifodalar yordamida R reaksiyaning
moduli va yo'nalishini aniglash mumkin R =3mgcosy .

71
Agar o =x- Dbo'lsa, R reaksiya nolga teng bo'ladi.

Maksimal giymatga esa ¢ =0 bo'lganda erishadi va R —3mg
bo'ladi.

Hndi o burchakning o'zgarish gonunini aniglash uchun
(4) tcnglamani integrallash kerak.

2
(4) tenglaniada i:K deb, uni

O+ K23Th =0
ko'rinishga keltiriladi. Matematik tahlil kursidan ma’lumki,

iE"Qo — =1 limitik o'tishni isbotlab, 8td = tagnbiy



formula o'rnatilgan cdi. Bu hoi uchun harakatning difTeren-
sial tenglamasi

O+£29=0
ko'rinishni oladi.

Shunday qilib, og'ir nugtaning harakat tenglamasi crkin
chizigli tebranishlarning diffcrensial tenglamasining sha
bilan bir xil bo‘lar ekan.

Bu tenglamani nuqtaning chiziqli tebranma hara-
katlariga bag'ishlangan mashg'ulotda batafsil lekshirilgan
edi.

® burchak d(r) =dy) cos kt +— sin kt garmonik gonun
K

bo'yicha o‘zgaradi.

Nuqta kichik tebranishlarining davri esa T=  =2n (-

formula bo'yicha topiladi, ya’'ni kichik og'ishlarda tebranis
davri du boshlang'ich og'ishga bog'lig bo'lmas ekan.

I1l. Savol va masalalar

1. Erkin bo'Imagan jism uchun dinamika masalalarining qo'yilis’ *
va yechilishini izohlang hamda tushuntiring.

2. Moddiy nugtaning siit bo'yicha harakatini tasvirlovchi differcn-
sial tenglamalarni keltirib chigaring.

3. Lagranjning birinchi tur tcnglamalarini nuqta sirt bo'yicha lia-
rakatlanganda keltirib chigaring.

4. Ninia uchun Lagranjning noaniq ko'paytuvchisi kiritiladi? Bu
ko'paytuvchi ganday aniqglanadi?

5. Modiiy nuqta sillig chizig bo'ylab gilgan harakati uchun Lagranj
ning birinchi tur tcnglamalarini keltirib chigaring;

6. Tabiiy koordinatalar sistemasida silliq chizig bo'yicha harakat
lanayotgan nuqtaning diffcrensial tenglamalari qanday bo'ladi? Bun
day harakatda nuqtaning harakat qonuni va bog'lanish reaksiya kuchi-
ning migdori hamda yo'nalishi ganday aniqglanadi?

7. Lagranjning birinchi tur tcnglamalaridan foydalanib masalalar
yechishning tartibini izohlang.

8. 25- rasrnda tasvirlangan matematik mayatnik harakatining dif-
fcrensial tenglamasini va ipning taranglik kuchini aniglang
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(PlI7-(1 0,d],=0 =d0). Mayatnik harakati
\t)r vertikal tekislikda sodir bo'ladi deb

iliirnladi.
Javob:

Ui"sing=0,R=mldgo- " (2- 3co5ch) _ mg
) Modiiy nugta m massaga ega bo'lib, 25- rasm.

<firlik kuchi maydonida 3y +5r -5 =0 sil-

lli] lekslikda ko'chadi. Agar boshlang'ich paytda nuqta (I; 0; 1) holatda
bo'lib, lining tezligi nolga teng bo'lsa, nuqta harakat tenglamasini va
bog'lanish reaksiya kuchini toping.

Javob: x =Xq=1;, y =i|lg/2; zZ=1- A gR;

10. m massali moddiy nuqta ( radiusli sferik sirt bo'ylab
lukatlanmoqgda. Lagranj ko'paytuvchisini va bog'lanish reaksiya ku-
illini aniglang.

Javob:

ha-

1. /n massali M moddiy nuqta og'irlik kuchi maydonida

v + By +Cz+ D=0 tenglama bilan berilgan sillig tekislikda harakat-

linmogda. Nugta boshlang'ich paytda A/()(a'0.Y0,20) nuqtada tinch lura-
ili deb hisoblab, M nugqta harakatining tenglamasini va bog'lanish rcak-
Niyasini aniglang.

ACnyg

A2+ B2 +C2’
BCmg

t2 +x0; Rx =



12. Tckislik berilgan gonun bo‘yicha vcrlikal yo‘nalishda goriz
bilan o'zgarnias a burchak tashkii gilib harakatlanadi. Tekislikda ishqa-
lishsiz mmassali moddiy nuqta siljimoqda. Harakatni tekshiring vatekis-
likning reaksiyasini toping.

Ko'rsatma. Qaralayotgan holda tckislik tenglamasi z =kx +Db(l)
ko'rinishgacga. Bunda K = tga.
v

Javob: x :Xq-sin22a- Z:ZO-COSZa -§‘2—

Nx =-mgsin2a, Nz =wg(cos2u +1)

13. Yuk uzunligi C=70sm bo'lgan ipga osil-
gan. Yukning eng pastki holatida unga
fig =4,9m/sek gorizontal tczlik berilgan. Quyi-
dagilarni aniglang (26- rasm):

a) ip ganday holatda bo'lganda yukni tutib tura
olmaydi va yuk erkin nugtadck harakatlanadi?

b) ganday gorizontal eng kichik bosh-
lang'ich tczlikda yuk to‘lig aylana chizadi? 26- rasm.

Javob: ¢ =120°, 6™n =~"5gl

14. X =R(0 +sin 0), y =R(1-cosO) tenglamalar bilan aniglan

chi sikloida bo'ylab harakatlanuvchi og'ir nugta (sikloidal mayatnik)ning
tcbranish davrini aniglang (27- rasm).

Javob:

T=— =4 |- .

id

bunda

15. Uzunligi f ga teng bo'lgan konik mayatnik gorizontal tekislikda
harakatlanib a radiusli aylana chizadi. Konik mayatnikning aylanish
davrini aniglang.

Javob: T = 2MVit2 - a2
J9



4- 8§, Lagranjning ikkinchi tur tenglamalari

I. Nazariy gism

Mexanik sistemaning umumiy tenglamasining umum-
lashgan koordinatalardagi ifodasini olish uchun oldin
chigarilgan dinaniikaning umumiy

K K (1)
tenglamasidan foydalanamiz. Umumiylik uchun sistemaga
go‘yilgan barclia bog'lanishlami ideal desak, (I)ning dastlabki
yig'indisiga faol kuchlarning shuningdck, isligalanish kuchi-
ning bajargan virtual ishlari kiradi.

Faraz gilaylik, sistema S ta erkinlik darajaga ega bo'lsin,
ya'ni sistemaning liolati S la umumlashgan koordinatalar
bilan aniglansin.

Ma’'lumki, (I)ning liar bir go‘shiluvchisini umumlashgan
kuchlar va umumlashgan koordinatalarning variatsiyalari orqgali
quyidagicha ifodalash mumkin:

E5A[ = +0 (N2 +we+0/Sfc,

K

2 W/ =0 fa +Qi&® +... +Qbbgs, )
K

bunda
Of =IFk”~, Qf =IFk~™,.
K dQ K d2

©)
a{ =y /*— , gl =£4 — ..
1 k 2 K *b
bunda % =x/1+y j +Zic =r{q\,q2 ,...., gs) —sistema nuqtala-
tining holatini aniqlovchi radius-vektordir. (2) ni (l)ga
tjo'yilsa, quyidagi ifoda hosil bo'ladi:



(Qf +Q{)bg2 +.. +(G/ +Qi )sgs =0

Bunda 5J), 892,...,89s o0'zaro bog‘lanmagan ixtiyoriy

migdorlar. Shuning uchun olingan tenglik fagat va fagat
QA +Q{ =0, Q(+Q{ =0,...,Qb +Q3 =0 (4)

bo'lgandagina bajariladi. Hosil bo'lgan tenglamalardan
to'g'ridan-to'g'ri dinamika masalalarini yechishda foydalanish
mumKkin.

Bir nechta amaliy masalalarni yechishda (4) ko'rinishdagi
tenglamalarni tuzish ularga kirgan umumlashgan inersiya
kuchlarini va umumlashgan impulsni-kinetik energiya orqali

ifodalash bilan yanada soddalashadi.
Sistema kinetik eneigiyasidan umumlashgan tczlik bo'yicha

olingan hosilaga umumlashgan impuls deyiladi. miqdor-

ning ko'rinishini o'zgartiramiz. Ma’lumki sistema istalgan nug-

tasimng inersiya kuchi 1k =-mkak =-mk formula

bo'yicha topiladi. Bunday holda (3)ning 2- satrining 1- formu
lasi quyidagicha ifodalanadi:

K dt dq\ <5 >

Q\ miqgdorni kinetik energiya orgali ifodalash maqgsadida
(5)tenglikning o'ng gismi shakli quyidagicha bo'ladi:

dijk dk d a gk drk
dt ah ot B\ kA 4 ) (6)

Lagranj tengligidan foydalanib o'zgartiramiz. Bundan

_drk dq, . ) . .
tashqari ~f =rk =«b ekanligi e’tiborga olinadi.

Bunda 0* - rk radius-vektorga mos keluvchi sistema nuqtasi-
ning tezligi, o\ esa gi umumlashgan koordinataga mos tu-
shuvchi umumlashgan tezlik.
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(6) tenglikka kiruvchi rkning hosilasi uchun quyidagi
ikkila natija o‘rinli:

1) tbo'yicha to'la differensiallash va d\ bo'yicha xususiy
ililTerensiallash operacsiyalari o‘rin almashtirish xossasiga cga
(aralash hosilaning lengligi)

d_ltL _3_ drk
— 7
dr dh o\ N dof (
2) rkdan d\ bo'yicha olingan hosila (Ark), xususiy ort-
lirmaning Ao\ orttirmaga bo'lgan nisbatining limitiga teng.

fd(AI’k) 'ﬂlrdl’k\

— gimer- =him 9 gim K oy, e SbL
o A o n i PO
\ dto [dt)
drk _ BK _ AAK

do{ da{ dof (8)

(7 va (8) munosabatlardan foydalanib, (6) tenglik quyi-
dagicha o'zgartiriladi:

dQk drk _ d d 1 1 MR
dt d\ dt Y dgf  dt 2 dg, 2 do{ m
Bunday holda (5) ifoda (massasining o'zgarmasligini va
hosilalar yig'indisi yig'indidan olingan hosilaga tengligini e'ti-
borga olinsa) quyidagi ko'rinishga keladi:

d 2 3y
dt
dil\\K 2 d:l\VK 2 y
daT  or
Ay AN’

Bundagi T =PT—KIL5 — sistemaning kinetik energiyasi.
K

(4)dagi qolgan umumlashgan inersiya kuchlari uchun ham



yugoridagiga o‘xshash ifodalar topib, natijada (4) ten
lamalar quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:

d(dT) dT _

(Ir[gcy I do\

d(aT) aT _

dr[dg2) dqg2 )
dfdT) dT

dr[dgsJ dgs

(9) tenglamalar umumlashgan koordinatalarda sistem
harakatining dilTerensial tenglamalarini ifodalaydi. Bu teng-
lamalar Lagranjning 2- tur tenglamalari nomi bilan yuritilad..
Ravshanki.bu tenglamalarning soni sistema erkinlik darajasi
ning soniga teng. Lagranj tenglamalari dinamik masalalarni
yechishning yagona va yetarlicha sodda usulini beradi. Teng-
lamalarning eng muhim afzalligi shundaki, ularning ko'rinish
va soni garalayotgan sistemaga kiruvchijismlarning soniga v
shujismlarning ganday harakat gilishiga bog'lig boMmasdan,
fagat sistemaning erkinlik darajasi soniga bogiiqdir.

(9) Lagranj tenglamalarining vujudga kelishi fagatgina
nazariy mexanika va uning tarmoqlarini rivojlantirib qolmas-
dan, balki boshqa nazariy fizika va uning tarkibiga kiruvchi
fanlarning rivojlanishiga ham yo‘lochib berdi. Endi poten-
sialli kuchlar uchun Lagranj tenglamalari va funksiyasini garab
chigamiz.

Agar sistemaga ta’sir giluvchi barcha kuchlar potensialli
bo'lsa, u holda sistema uchun shunday fagat koordinatalarg

bog‘ligli U(xk,yk,zk) (k =1,2,....,n) kuch funksiyasi mavjud
boMib, umumlashgan kuchlar uchun Q =— (/=12,...7)

ifodani olsak, Lagranjning tenglamalari esa

dfdT]
dt pA) 3g  dg (10)
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fen'ilnishni oladi. Ma’lumki, n kuch funksiyasi i\ urnum-
li hi“in tezliklarga bog*‘lig emas. Shuning uchun

AT :A_(Tj') (/=12,.5)
%/ L,

Hyuiyat o'rinli bo'lib, Lagranjning har bir tenglamasi

d d(T +u)
dt dat 0Qi
keSiinishni oladi.

L =T +u belgilash kiritiladi. L Lagranj funksiyasi nomi
bilan yuritilib, bu funksiya umumlashgan koordinatalar va
livliklaming funksiyalaridir. L =L(ghght). Bunday holda
Lagranj tenglamalari quyidagi ko‘rinishni oladi:

d -1~ =0, (/=1 , 2 , (12
dt dgf dgj
Bu tenglamalar potensialli maydonda sistema hara-
katining differensial tenglamalarini ilodalaydi. Teng-
lamalardagi L Lagranj funksiyasi sistemasining E to'liq
cnergiyasi bo‘la olmaydi.
E=T-U =T+,
L=T+U=T-n
luinda M — sistemasining potensial energiyasi bo'lib, U —

V-12.,)) (11)

kuch funksiyasi bo'yicha topiladi: U =-IT .

Il. Masalalar yechish

Nugta va nuqtalar sistemasining harakat tenglamalarini
lagatgina Nyuton qonunlari va bu gonunlarning natijalari
bo'lgan dinamikaning umumiy teoremalaridan foydalanib
chigarish yagona yo'l emas. Balki bu tenglamalarni mexa-
nikaning umumiy prinsiplaridan foydalanib ham tuzish
mumkin. Yugqorida nugta va sistemaning dinamikasida matematik
hamda fizik mayatniklarning kichik tebranishlari ko'rib chi-
(Jilgan edi. Mayatniklar holatini tavsiflovchi dilTerensial teng-
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lamalarni mexanika prinsiplari, ya’'ni Lagranjning Il tin
tenglamalaridan foydalanib chigarish mumkin.

13- masala. Ipining uzunligi e va sharchasining massjiM
m bo'lgan matematik mayatnikning harakatini tavsiflovchl
differensial tenglamani kcltirib chigaring.

Yechish. Umumlashgan koordinata sifatida mayatnik ipi-;

ning muvozanat holatdan og'ish burchagi ®ni gabul gilami/,
m massali nuqta (sharcha)nitM

_v koordinatalarini topiladi (2X-1

rasm):

d\ X ="sind, y=(cosc I
Voo, Sharchaning kinetik vai
J/b potensial energiyalarini

/m hisoblaymiz.
M nugta (sharcha)ning ki-
netik energiyasi hisoblanfdi: 1

fl = ftp;

sJh

J 1

28- rasm. -

T=-m x2+y2j:: m2@@. |

Mayatnikning potensial energiyasi esa u muvozanat va-
ziyatdan siljiganda mgog'irlik kuchining bajargan ishiga teng
(Oy o'q bo'ylab):

ON
ANOMdan —— =cosdh ON =ecosw
OM

h =0OMO0-ON =£-£ coac ="\1 - cob).

Mayatnik T =mgh =mg£(l -cosdp) potensial energiyaga
ega. Qaralayotgan masala uchun Lagranj tenglamasi

an at /7

dt 2  ap % (13)
ko'rinishga ega bo'ladi. Bunda
dT _ F d(gT .
—=Tn — Ll = « — =
= (o] e ME2ip = 0
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QA=+"-=+~(mMgE(\ - cosdc)) =mglsin d.
i 3
Natijada mayatnik harakatining differensial tenglamasini

I'sind=0 ko'rinishga keltiriladi.

Agar 1- coadp =0sin? ® =2 =" taqribiy formula-

BM
thin foydalanilsa, n=-mgid2 va — =nga&p bo'lib,

iiMyatnik kichik tebranishlarining differensial tenglamasi
tjtiyidagicha bo'ladi:

®+— o =0.
£

14- masala. Lagranj tenglamalaridan foydalanib, fizik
mayatnik tebranishlarining tenglamasini tuzing.

Yechish. Fizik mayatnikni uning massa (og'irlik) markazi
niqali o'tadigan vertikal tekislik bilan kesganda hosil bo'la-
tjlgan kesimi bilan tasvirlaymiz C — fizik mayatnikning massa
in.irkazi, P — uning og'irligi, OC - a — massa markazidan
tilting go'yilish nuqtasigacha bo'lgan
masofa (29- rasm).

/i — qo'yilish nuqta orqali
n'tuvchi gorizontal o'gga nisbatan
[)/ik mayatnikning inersiya momenti,
mayatnikning holati OC to'g'ri chi-
/lgning vertikaldan og'ish burchagi
® bilan to'lig va bir giymatli
iiniglanadi:

/0=T1a2, ¢d=to, fl=wa
bo‘lishini e’tiborga olib, fizik
mayatnikning kinetik energiyasi
(OPiladi:

2y

29. rasm_



N — WU/
2 & 2

Q, umumlashgan kuch topiladi. ¢ ga 6d variatsiyail
bcramiz. Bu ko'chishda faqatgina P og'irlik kuchi ish bajar;i<i

¥4 =0]5¢h = (-1 /sin p)5ch, Qv =—Pcrsin .

aT . d,aT

ap Cdt(3p
Bu ifodalar

d di_ 4T

a a a2

tenglamaga qo'yilsa, fizik mayatnikning diffcrensial tenglamasi

P
b+ BLLIp =0 (H)

ko'rinishda hosil bo*ladi.

Og'irlik kuchi potcnsialli bo'lganligi tufayli mayatnik-
ning tenglamasini Lagranj funksiyasini tuzib (12) tengla
malar yordamida ham olish mumkin. Ozo'qni vertikal past
yo'naltirib, mayatnik potensial energiyasi uchun

M =-Pi - -Pdacobd ifoda topiladi. Natijada L Lagranj funk
siyasi uchun

L=T-1 :i/oqaI + Pacosd

ifoda hosil bo'ladi. Bundan

.. d dL_:/Och A =-Awng
ar n aApj b
Bu ifodalarni potensialli kuch maydonr uchun
dlas : b1 0
dt & ap

Lagranj tenglamasiga qo'yilsa, (14) tenglama hosil bo'ladi:
/o + fFlsin p=0.



IS- masala. Sferik (konik) mayatnik harakatining diffe-
Al iil tenglamalarini tuzing.
Yi'chish. O nuqgtada OM ipga biriktirilgan m massali M

... nuqgtani garaymiz. Ipning uzunligi t bo'lsin.

M nuqgtaning holati 30- rasmda ko'rsatilgan y va Gbur-
| lluiklar bilan aniglanadi. Oz o'qg vertikal, Nx o'q esa
ijn’/r'almas Ox o‘gqga parallel joylashtirilgan, MN to'g'ri
mlil/ig esa Ozo'qqa perpendikulardir (30-
iic.m). ¥,

Sferik mayatnikning kinetik va
|H>inisial energiyalarini topamiz:

T= fo- =02 +1)2, bunda
A Isin0, fi] =W, d2 = HR =*¥(sin0.
T = mt2 (02 +4/2sin20j.
Il =-mgh =-mg(cos0. 30- rasm.

£l =0>£2 =V deb, Lagranjning Il tur

d_ BT _bT_ 94 d_ 37;_3r = an
dt ™ D O dt dif Ay Y

icnglamalaridan foydalanib, sferik mayatnikning differen-
cial tenglamalari tuziladi:

=mt20;, — "X-=m(26\ (\f-mt2y2sin0-cosO0;
gt 2 Mo Ghmtzy

Arl o AR _p dT _ 2e.23 "T1 g
— . = /Hg£Esino; =0 = Vsinz0; — =0
o - Ay W y
ddT— m g\]/srnzla; EI’ =-2m @G‘i/s'mgcosﬂ
dt 3/ 3w/

Topilgan ifodalarni (15)ga go'yilsa, sferik mayatnikning
ilil'ferensial tenglamalari
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0 =- —sin0 +\/“sin0cos0
(16)
1= -20\j/0/£0
ko'rinishda hosil bo'ladi.
16- masala. rradiusli go'zg'almas silindrga o'ralgan ipp
osilgan m massali moddiy nuqtadan iborat mayatnik har.i
katining tenglamasini tuzing
/ ; Muvozanat vaziyatida ipinin
Lv o osilib turgan gismining uzun-
<N ligi L Ip massasini hisobyji
ty N olmang.
Yechish. Lagranj tengla-
malaridan foydalanib, mayat-
y nik tebranishlarining tengla-
X masini tuzamiz. M nugtaning
koordinatalarini aniglaymi/
(31- rasm).

X =0k +kM =rcosy +((+ /)sincp;
y =00\ =(E+/dsin - rsin g
Sistemaning kinetik va potensial energiyasi topiladi:
X={l + ) CCBh,

31- rasm.

y =-(" +ro)swep-ch, R =x2+y2, @ =((+Ih2de;
T=T((+r9F ¢°;

" =-mg[(e. +rd)co5d- rsin d.
Lagranj funksiyasi tuziladi:

L =—(( +rdp)2d2 + /2/€[(™ + rep) cos p- 1 sin do].

2_); =m((+ rdﬂ)rqo7 +mg\rcos g- {(. +rp) cos cp- rsin df =
=T(e +rd)rgp2 - mg(( +rdp) sin ¢p

70



374 d(dL\ _
ip a/\gp =2m(t + /a2 + (1 +rp)2d

llu hosilalar uchun topilgan ifodalarni
d '"bL\d_L
d p
i nglamaga go'yib, mayatnik harakatining diflerensial tcngla-
Hiasi olinadi:
2/fi(™ +rdp)rp2 + +r™)2ip- m(l +rdy)/up2 +
+/%g(E + np)sin o = O,
Y
(f +rdp)dp +rdp~ +gsin p=0 .

17- masala. Massasi T bo'lgan va ipining uzunligi ixtiyoriy

2.
m (e+npld;

\i f=(0o +Qsinv/, t(t) = +ct gonunlar bo'yicha o'zga-
ilidigan mayatnikning harakat tenglamasini tuzing.
Yechish. Mayatnik harakatining tenglamasi

d BL_BL =0
dt ap

Lagranj tenglamasidan foydalanib yoziladi. Buning uchun
Lagranj funksiyasini tuziladi (32- rasm):

X="5Md, x =blng+ ~“coshd,
y ={co8ch, y =(cos- £sin dheh
62 =x2 +y2 =(2 +/292.

(17)

T=y "2+£[y N =-mgtcosy. ~

L=T- M =f[ (2 +202 Y+ mgt. coseh.

ﬂ‘:-mgtsindp; iL=-mg¢.;
S
d_ dL) =27 +T1(20
dt\,3b,
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Hosilalar uchun topilgan ifodani Lagranj tenglamasig*
hf'lririh maymnik Imralfaiining UIHMtftKIW ItttiNSnTa

hosil bo'ladi:
mb+ 2mtlip + mgPRsin =0,

(p+2-t(p +-|sincp =0.

Agar mayatnik ipining uzunligi t(t) = to +@ sinyt gonuifl
bo'yicha o'zgarsa, mayatnik harakatining differensial
tenglamasi

CD+--2->-’(i-'}_£O_:S—y—t--d3+ -------- E—-_— ----- sinth=0
N +Nisiny/ +t0\siny/
ko'rinishga ega bo'ladi.

Agar mayatnik ipining uzunligi t =10 +ct, c=consti 1
gonun bo'yicha o'zgarsa, (a) tenglamalardan foydalanib va
C(t) ni erkli o'zgaruvchi sifatida garab, mayatnik harakatining!
dilTerensial tenglamasini hosil gilish mumkin. Buning uchun
®(/) og'ish burchagidan vaqt bo'yicha olingan hosilalaml
®(r) funksiyadan t(t) bo'yicha olingan hosilalar bo'yicha !
ifodalash kerak:

dt _ dip dt_ dip
dt C dt dt Cdt’

d2ip d (cipdy_ d (c dy/\dit - d2ip
dt2  dtydt ,~dt dt \dt dt2
Natijada izlanayotgan tenglama

a2p 1A, fAsig =0 H
dt I dt c2t
ko'rinishga keltiriladi. Bu tenglama kichik og'ish burchaklar uchun, 1
a’ni sin = shartda esa d2c 2dip+ qdp 8 ko'rinishni |
i sinth=d s sa — — +-s-b = inishni
y dt2 1dt ¢

oladi. Bu tenglama yechimlari, ya’'ni mayatnikning harakat I
gonuni Bessel va Neyman funksiyalari orqali ifodalanadi. |
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18- masala. Uzunligi 1 bo'lgan cho'zilmaydigan ipga
TTfrn m mAggail TIOWy TTHgtatfafrtHWW?t -nrayntnikning
[lcan nuqtasi gorizontal bilan a burchak tashkil gilgan

ina to'g'ri chizig bo'ylab, berilgan £=£0(0 qonunga
innvofig harakat giladi. Mayatnik harakatining tenglamasini
lu/Zing.
Yechish. 33- rasmda hosil bo'lgan JOKC dan:
CK =Z,cosa, OA ="sina.
JABC dan esa:
AB ="sinq AC =—/cos(p,
X = AfC +y4B = "sin9 +”/cosa,
y OK +(+AC) =Insina-fcosq).
Mayatnikning kinetik va poten-
tial energiyasini topamiz:

Fo 42 492

M =mg(Ep'ma- i cosd)

X =rcobgp-p +~co3a, y ="wd-p +"wa,
x 2 +y2 =242 (cos2 p+cos2 gy +£2 (cos2a +cos2a) -

b '4(cO05th cO5a +51nd ~na) ="~th2+42 +2/~4cosfa-a).

Lagranj funksiyasi tuziladi:

L=T- N ="[£242 +£2 +2"chco5(ch-a)] +

+mg(cos - mg!;sin a.
’:\ap:’\ZFE£2qg+2*24c03(qJ-a)%;

d dL ..
= — =mt2ee+mt\co5(th - a) - me2isin(g>- a)
ot b P (- a) (g ) *t

— =-/n&pinsin™ - a) - mgtcsin g



Hosilalar uchun topilgan ifodalarni (17) tenglama
go'yilsa, mayatnik harakatining difTerensial tenglamasi Ik

bo'ladi:
m(2(p+ /nfi;cos((p -a) - T sin((p - a) +wE<pdsin(cp - a)

+mg”~sin p=0 ,

e . p
®+y sin p+"~co$(ch - a) =0.

19- masala. Qo'yilish nuqtasi vertikal yo'nalisMn
~(t) =acosyt qonun bo'yicha tebranuvchi, ipining uzunligi
f bo'lgan in massali yassi mayatnik kichik tebranishlarinin
tenglamasini toping.

Yechish. Yassi mayatnikning qgo'yilish

-» 0 nuqtasi £(/) =acosyt gonun bo'yicha
vertikal tekislikda to'g'ri chizigli tebranma
harakat giladi (34- rasm).

Mayatnik harakatining differensial
tenglamasini tuzish uchun Lagranj funk
siyasi tuziladi. M nuqtaning koordinatala
hisoblanadi.

x =/sindy y =acosyt +”cob
(agar mayatnikning qo'yilish nuqtasi
acosyt qonun bo'yicha Ox o'q bo'ylab
tebranma harakat gilsa, u holda M nugtaning koordinatalari

x =acosyt +('sindy y = £co3dp,formulalar bilan hisobla-
nadi). Qaralayotgan sistema uchun L Lagranj funksiyasi

0% a

34- rasm.

?
L:ﬂ(x" +y'2)+l'l(x,y) ko'rinishga ega bo'ladi. U hoi

uchun esa

L =yd 2 +m(ay2 cosytcos p+mgtcos .

Potensialli kuch maydonida Lagranj tenglamasi olinadi:

dt dq dg =0 I=0
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Muyalnik harakatining differensial tenglamasi quyidagicha
liijtIMi:

Agar sin cp» ¢ taqribiy formuladan foydala”isa ma_

20- masala. Qo'yilish nuqtasi gorizontal lo'g'ri chj7jq ho‘ylab
1 ml;(/) ma’lum gonunga muvofiq harakatlanuvc]”® jpining
li/imligi t bo'lgan m massali mayatnik harakatining gOnunjnj
loping.
Yechish. Qo'yilish nuqgta
harakatining yo'nalishi Ox o'q
niiisbat yo'nalishi bilan bir xil
bo'lsin. Qo'yilish nugtaning
m  inersiya kuchi \ tez-

[.mishga garama-qarshi
yo'nalgan bo'ladi. mg og'irlik

kuchining urinma tashkii . milif
eltivchisi topiladi (35- rasm): y ok
Px'=-mg sin G 35- rasm

T\ inersiya kuchining ham
tirinma o'qdagi proyeksiyasi topiladi:
JT=—ANCOBh =
Mayatnik harakatining differensial tenglarnasjnj
tuzamiz

md, =1 Fxk
K

bunda
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Natijada mayatnik harakatining differensial tenglamii
quyidagi ko'rinishda yoziladi:

nilip+mgsin g+ mt,cosp=0.
Og'ish burchagi yetarlicha kichik ni i Simpl
is urchagi yetarlicha kichik, ya’'ni lim, --—--
g gry y <pgb i3
bo'lganda sinv =v, co6g»! taqribiy munosabatlar o'n

bo'lib, mayatnik harakatining differensial tenglamasi quyid.ini
ko'rinishga keltiriladi:
P+k<p= , K2=£. (1) m
g t v fl
(1) tenglamaning umumiy yechimi, ya’'ni mayatnik
harakatining umumiy qonuni Lagranjning ixtiyoriy o'zgar-1
maslarni variatsiyalash usulidan foydalanib topiladi.
Buning uchun d+12¢=0 bir jinsli tenglamaning
/) =Ci sin kt +C? cos kt
@)
umumiy yechimi kelib chigadi. Bundagi C, va C2sonlaml 1
0'zgarmas emas, balki ulami o'zgarishiga garab (variatsiya-1
lab), ularni shunday tanlaymizki, (2) bir jinsli teng-1
lamaning umumiy yechimi, (1) tenglamaning umumiy 1
yechimiga aylansin:
t(r) =Ci (r) sin kt +C2(t) cos k t. 3) 1
(3)ning hosilasi topiladi:
h=Cj (/)sin kt +C2(/)cos kt + C\(t)k cos kt - C2(/)£sin kt.

Tanlanmogqchi bo'lgan Ct(t) va C2(t) uchun

Cj(/)sin kt +C2(t) coskt =0 (4)
bo'lsin deb garaladi. Natijada
<) =C\(t)kcoskt-C 2(t)k smkt. (5)

(5) tenglikning liar ikkala tomoni dififerensiallanadi.



lindi ¢ va dning topilgan (3) va (6) ifodalarini (1)
IMij'lamadagi ¢ va ~laro'rniga qo'yib, tegishli ixchamlash-

Ilii".hlardan keyin quyidagi tenglama kelib chigadi:
I
C\(t) cos kt - C 2(/)sin kt = . (7

I.ndi (4) va (7)ni birgalikda garab, C\(t) va C2(/)
hnsilalarga nisbatan chiziqli tengiamalar sistemasi hosil

Ini ladi. Bu sistemani C\(t) va C2(/)ga nisbatan yechib,
(]iividagicha topiladi:

|
t) =-j- kt,
CL(®) Jggos

£
Cj(t) =- — cos kt.
0=

Bu differensial tengiamalar integrallanib, quyidagi
Ifodalar topiladi:

Q(t) =_. _ j£cos kxdx +cj,
Kt

C2(t) =- = \£,cos kxdx +C2.
K

Bu tengliklarning o‘ng tomonida turgan integrallarni
ketma-ket ikki marta bo‘lak integrallanadi va quyidagi ifoda
hosil bo'ladi:

Cl(/) =-~|~-"coskt -k~s\n kt +k2\i,coskidx\™ +Q,

C2(t) =-jj~-£,coskt - Ansin kt +k2\"coskzdzj +C2. (g)

(8)ni (3)ga go'yilsa, mayatnik harakatining tenglamasi hosil
bo'ladi:

o (/) = Q\sin kt + C2cos kt - ~ + * |~ (x)sin k{t' X)dX.
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I1l1. Savol va masalalar

1. rviexanitc sistemaning kinetik va potensial energiyalari umuni
lashgan koordinatalar hamda unuimlashgan tezliklar orgali gamlu
ifo-dalanadi? Kinetik va potensial energiyalar uchun ularning kanon
ifo-dalari ganday bo'ladi?

2. Lagranjning Il tur tenglamalarini keltirib chigaring. Har h
me-xanik sistema uchun bunday tenglamalarning soni gancha bo'ladi?

3. Agar mexanik sistemaga bir vaqtda konservativ va konservaliv
bo'Imagan kuchlar ta’sir gilsa, Lagranjning Il tur tenglamalari gan
day ko'rinishda biladi?

4. Elastiklik kuchi ta’siridagi mexanik sistemaning potensial ener
giyasi ganday aniqglanadi?

5. Lagranj funksiyasi va uning xossalarini izohlang.

6. Lagranjning Il tur tenglamalaridan foydalanib, matematik va fl-
zik mayatniklar tebranishlarining differensial tenglamasini tuzing.

7. Matematik va fizik mayatniklar uchun Lagranj funksiyalarini
tuzing.

8. Lagranj tenglamasi ganday ko'rinishga ega? Bu tenglamaning
go'llanilishini izohlang.

9. Ikkita tayanchga ega bo'lgan to'sinda yotgan Gog'irlikdagi yuk
kichkina erkin tebranishlarining siklik chastotasi va davrini aniglang.
Yuk tayanchlardan a va b masofada joylashgan. To'sin materialining
elastiklik moduli E, ko'ndalang kesimining inersiya momenti esa /ga
teng. To'sin og'irligini hisobga olmang (36- rasm).

Javob: 77=2nat I- - -—  K=— AL
V3E/(a+b)’ [t 33

10. JV massali bir jinsli r radiusli diskka A nuqtada £ uzunlikdagi

sterjen qattiq mahkamlangan. Sterjenning boshga uchi mayatnikning

78



i|n vilish nuqtasini ifodalaydi. Sterjenning mas-
|biw c'liborga olmasdan fizik mayatnik har-
ml inning iengiamaslill lINlllg U7JTTTY -

2g(t +r)

Javob: ¢+
r2+2((+r)2

sinp=0.
11, mmassali moddiy nugta S = 4tfsincp

longlama bilan ifodalangan sikloidal yo'nalish

lin ylab og'irlik kuchi ta’sirida harakat giladi.

llimdagi S — 0 nugtadan hisoblanadigan

yiy. ® — sikloidaga o'tkazilgan urinma bi- 37- rasm.
l'ill gorizontal o‘q orasidagi burchak. Nugta

linrakatining tenglamasini toping (38- rasm).

Javob: S =Asin

bunda A va ¢0 — integrallash
doimiylari.

12. mmassali nugta va uzunligi
t- ((I) gonun bo'yicha o'zgara-
iligan ipdan tashkil topgan matem-
ntik mayatnikning tenglamasini tuzing.

\
Javob: g+2-p +gsin =0, bunda ® — ipning vcrtikaldan

og'ish burchagi.

13. Massasi mbo'lgan moddiy nuqgta va chizilmaydigan t ipdan
tashkil topgan matcmatik mayatnikning qo'yilish nuqtasi gorizont
bilan a burchak tashkil giluvchi og'ma to'g'ri chiziq bo'ylab \=1(1)
gonun bo'yicha harakat gilmoqda. Mayatnik harakatining tenglamasi-
ni tuzing.

a) =0.

14. Massasi m bo'lgan moddiy nugta gorizontal tckislik bo'ylab
harakat gilmogda. Nugtaning harakat tenglamalarini qutb koordina-
lalarida tuzing.

d(_2dr’



15. m massali nuqta harakatining tcnglamalarini sfcrik koordm

talarda tuzing.

r-rQ2-rsin20m2 +gcos0 =0,

gt(m r2sin20 ¢) =0,

dt

m
39- rasm.

16. r radiusli qo'zg'almas silindrg*
o'ralgan ipga osilgan m massali moddiy
nuqgtadan iborat mayatnik harakatinin
tenglamasini tuzing (39- rasm).

Muvozanat holatda ipning osilib turgan
gismining uzunligi (. lpning massasiiil
hisobga olmang.

Javob: ((+ re)é +rb2 +gsins =0,

bunda ¢ — ipning vertikaldan og'ish burchagi.

40- rasm.

17. mmassali A prizma ml mas

sali B prizmaning gorizont bilan u
burchak tashkii gilgan silliq yog'i
bo'ylab siljimogda. B prizmani
tezlanishini toping. B prizma bilan
gorizontal tekislik orasidagi ish-
galanishni hisobga olmang (40-
rasm).



5 §. Siklik koordinatalar va integrallar.
Energiya integrali

I. Nazariy gism

I'otensialli kuchlar uchun Lagranjning ikkinchi tur
UMiglamasi berilgan bo‘lsin:
d dL dL _
H,W M-t (/- ,83....5)- (1)

Bunda L=T+U=T- N — Lagranjfunksiyasi yoki kinetik
potensial deb ataladi; T va T — mos ravishda sistemaning

kinetik va potensial energiyasi, U =-I'l kuch funksiyasi.
Lagranj funksiyasi umumlashgan koordinatalar, umurn-

lashgan tezlik va vaqgtning funksiyasidir, ya’ni L =L(ghght).
L=T+U Lagranj funksiyasi tarkibiga kirmagan 4k
umumlashgan koordinatalarga mexanik sistemaning siklik

koordinatalari deyiladi.
Faraz qilaylik, sistemaning S ta umumlashgan koor-

dinatalaridan Ktasi (K < S) siklik koordinatalari bo‘lsin. gk

umumlashgan koordinatalar U kuch funksiyasiga, shuning-
dek, T kinetik energiya ifodasiga ham kirmaydi. T kinetik

energiyaning ifodalariga fagat gk umumlashgan koordina-

talarning gk umumlashgan tezliklari kiradi. gk umumlashgan
koordinatalar L Lagranj funksiyasi ifodasiga kirmaganligi

tufayli =0 boMadi. Bunday holda siklik koordinatalar
Mk

uchun Lagranj tenglamasi

4 ~ =0,(*=1,2 ,3 ,9)
dt dqt
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kirinishga ega bo'ladi. Oxirgi tenglamadan quyidagi ifod.i W
chigadi:

an =ck, (k=123,..././ <s). 1

Agar L=T+U bo'lishligi va kuch funksiyasining f I
umumlashgan tezlikka bog'lig bo'Imasligi e’tiborga ohm
(3) tenglik

T
-r

C*

AXoO

ko'rinishni oladi. Bu tenglikning chap tomoni % bo'yiih.i
differensiallanib, sistemaning T Kinetik energiyasi uchun j
| I n
T =-r2 S _aij4idi ko'rinishdagi ifoda topiladi.
LA A\ ) g P
Bunday holda (3) tenglik

I
2 a +tk=C0Ckc
=

ko'rinishni oladi.

Shunday qilib, Lagranj tenglamasining g, siklik koor ?
dinataga mos keluvchi birinchi integrali uchun ifoda topiladi, 1
Topilgan birinchi integralga siklik integral deyiladi. Siklik 1|
integral umumlashgan tezliklarga nisbatan chizigli funksiya 1
bo'ladi.

Lagranj tenglamalari sistemasini to'liq integrallash uchun
bu sistemaning 2n ta birinchi integrallarini topish zarur va ]

yetarli, ya’'ni Lagranj tenglamalarini ganoatlantiruvchi 2//ta |

fsiwh=*) =CS, (s=1,2,..2/1) (4)
ko'rinishdagi munosabatlar topish kerak.
(4) tenglamadan barcha g7 migdorlarni t vaqtning

funksiyasi ko'rinishida yetarli sondagi ixtiyoriy sonlarga bog'lab |
topiladi. Ixtiyoriy doimiylar boshlang'ich shartlardan foy- |
dalanib aniglanadi.

Mexanik sistemalarda chiziqgli koordinatalarga mos keluvchi
siklik integrallar sistema harakat miqdorining saglanish gqonuni
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jtytm burchak koordinatalarga mos keluvchi sikiik integrallar
til iM esa harakat migdori momentining saqglanish qonuni
Iml.mgandir.

V.osiy mexanik sistemalarda xususiy holda konservaliv
Mniiular uchun energiya integrali mavjud bo'‘lib, harakat
BVnmida sistemaning to'liq mexanik energiyasining o'zgarmas
flitjilori bo'lishini ifodalaydi:

T+ =h.

Mu integralni ideal bog‘lanishli sistemalar uchun Lag-
liinl lenglamalaridan faol kuchlar t vaqtga bog'liq bo'l-
i ijeinda, shuningdek, kuch funksiyasi vaqtga bog'lig
Itn linagan hollarga olish mumkin. Shunday qilib, t vaqgtga
tIHik koordinata sifatida qarasaq, konservaliv sistema harakati
lenglamalarining birinchi integrali integral energiyani ifoda-
lhi ekan.

Lagranj funksiyasidan umumlashgan tezliklar bo'yicha
iilingan xususiy hosilalar umumlashgan impuls deyiladi.
I hiuimlashgan impulsni p orgali belgilasak, quyidagi ifoda
hosil bo'ladi:

dqj
Agar sistemaning n ta umumlashgan koordinatasidan S
i.isi sikiik koordinatalar bo'lsa, (5 < n) u holda L Lagranj
lunksiyasi 24-54 1 ta o'zgaruvchiga bog'liq bo'lib (umumiy
holda I vaqt o'zgaruvchi bo'lib kiradi), bu sistemaning S ta
umumlashgan impulsi uning harakati davomida o'zgarmas
ijiymatni saglaydi.

Il. Masalalar yechish

21- masala. Fazoda m massali nuqtaning holati uchta
X,y,z to'g'ri burchakli koordinatalar bilan to'liq aniglanadi.
Lrkin nugtaning x,y,z to'g'ri burchakli koordinatalarini
umumlashgan koordinatalar deb gabul qilib, gorizontal
tekislikda nuqta proyeksiyasi harakatining sodir bo'lish
gonuniyatlarini o'rnating.
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Yechish. Og'irlik kuchi maydonida harakatlanayotiM
nuqgtaning kinetik va potensial energiyalari uchun quyidtt)
ifodalar topiladi:

T=- md2 —m(x2 +y2 +2z2); N =gz =mgz

Lagranj funksiyasi tuziladi:

L=T-T =]"m(x2+y2+z2)~mgz.

L Lagranj funksiyasi x va y koordinatalarga bog'In]
emas, ya’'ni ularni siklik koordinatalar deyish mumkin. Hit
siklik koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar:

— =mx =const yoki x =c\,
dx

— =my =const yoki y =c2.
dy

Bu ifodalar gorizontal o'qlardagi nuqta tezligininy
proyeksiyalari o'zgarmas miqdor bo'lishligini ko'rsatadi,
ya’'ni nuqta proyeksiyasi harakati gorizontal tekislikda tekis va
to'g'ri chizigli gonun bo'yicha sodir bo'ladi. x =0 va y =()
bo'lganda nuqtaning proyeksiyasi gorizontal tekislikda o‘zgar«
masdan qoladi, ya'ni nuqta vertikal bo'ylab harakatlanadi.

22- masala. 21- masalani markaziy kuch maydonid:
garaymiz. Faraz qilaylik, m massali moddiy nuqgta markaziy
kuch ta’sirida harakatlanayolgan bo'lsin. Markazga nisbatan
moddiy nuqta harakat migdori momentining saqglanish qonu-
nini o'mating.

Yechish. Faraz qilaylik, markaziy kuch gandaydir mar-
kazga garab yo'nalgan bo'lsin. Markaziy kuch moduli nuqta-
dan markazgacha bo'lgan masofaning funksiyasi bo'ladi.

Qutb koordinatalari sistemasidan foydalanamiz. Nug-
taning qutb koordinatalari bo'lgan r qutb radiusini va
qutb burchagini umumlashgan koordinatalar deb qaraymiz.

Nugtaning kinetik cnergiyasi topiladi. Buning uchun nugta
f) tczligi modulini uning qutb koordinatalari o'glaridagi

dr va fyp proyeksiyalar orgali ifodalanadi (41- rasm):
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02 =p~"+Ad, Aar=r,-gp=717, w=d.

§(«?76<*)-
=f(r! +r¥).

Moddiy nuqgtaning poten-sial energiyasi uchun ifoda
topiladi. Markaziy kuch ta’siridagi nuqtaning potensial
energiyasi ham Nyuton tortishish kuchi maydonida joylashgan
nugtaning potensial energiyasi singari hisoblanadi, ya’ni
nuqtaning potensial energiyasi nugtadan markazgacha bo'lgan
inasofaning funksiyasi bo'ladi:

n=/(/%.
Nugta uchun Lagranj funksiyasi quyidagicha tuziladi:

Il =r-n=y(r2+rVvV)-/W.
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Bu ifodadan ravshanki, L Lagranj funksiyasida d bmvItfl
koordinata uning ifodasiga kirmaydi, ya'ni bu slkl]]
koordinatani ifodalaydi. Bu sikiik koordinataga mos keluvofl
sikiik integral

=mr2d =const yoki Tr(ru>) =716 d=const

ko'rinishga ega. Bu oxirgi tenglik oldin o'rnatilgan markii/gJ
nisbatan moddiy nuqta har.iLii

miqdori momentining satjJ

lanish gonunini ifodalaydi. |

23- masala. Holali o va

burchaklar bilan aniglanuv*'

chi, uzunligi (ga teng bo‘lg.m

sferik mayatnik harakatining

birinchi integrallarini topiii}?,

Yechish. m massali M

nuqtani garab chigamiz. Ml

nugta og'irligi e’tiborgn

olinmaydigan e=OM ipgu

osilgan. M nuqtaning holati

0 va V burchaklar bilan

to'lig aniglanadi. Sferik harakat

gilayotgan nuqgtaning kinetik va

potensial energiyalari

quyidagicha hisoblanadi (42-

rasm):

T= , 02=~ +12, =@, B, =\iR =vj*sin0,

n=-mg\ON\, |OV] ="cos0.
Shunday qilib, nugtaning kinetik va potensial energiyalari
uchun quyidagi ifodalar topiladi:

T =~m(2702 +\jr sin20j,
M =-mgfcosQ.
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Slcrik mayatnik uchun Lagranj funksiyasi tuziladi:
L=T-MN = m(2(02+ijr sin2g) +mgicosO.

Ravshanki, L ning ifodasi y koordinalaga oshkor
mijl'liq emas, ya'ni y burchak siklik koordinatadir. v siklik
Amii-dinataga mos keluvchi siklik integral

— =y sin20=C

3y J
Ini‘iinishga ega bo'lib, mayatnikning Oz o'gga nisbatan
[llliakat migdori moinentining saglanish gonunini ifodalaydi.

Lnergiya integrali esa

T+ =h="mt!2 (t)2 +\22sin20j- mgdcosG =C

yoki @ +V2sin2G- 2y cosG =11
ko'rinishga ega. Bunda hzic- .
mt

I1l1. Savol va masalalar

1 Konservativ sistemalar uchun Lagranjning Il tur tenglamalari
ganday ko'rinishga ega?

2. Elastiklik kuchi ta’siridagi mexanik sistemaning potensial encr-
Hiyasi ganday aniglanadi?

3. Qanday umumlashgan koordinatalarga siklik koordinatalar
deyiladi?

4. Siklik koordinatalar uchun Lagranj tenglamasi ganday ko'rinishga
ega? Uning birinchi intcgrallarini toping.

5. Qanday integralga siklik integral deyiladi?

6. Siklik integralning ifodasi umumlashgan tezliklarga nisbatan gan-
day funksiya bo'ladi?

7. Mexanik sistemalarda chizigli koordinatalarga mos keluvchi siklik
integrallar bilan sistema harakat migdorining saglanish gonuni gan-
day bogianganligini izohlang.

8. Burchak koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar sistema
harakat migdori momentining saglashni gonuni bilan ganday
bog'langan bo'ladi?

87



9. Konservativ sistemalar uchun energiya intcgrallari rmyj
bo'lishini va harakat davomida sistemaning to'liq mexanik energiya!
ning saglanishini tushuntiring.

10. Lagranj funksiyasi va boshlang'ich shartlar bo'yicha nuqta luuwy,
katining tenglamalarini intcgrallang:

1 L=~t2x2, gl/=|=0; *|/=0=1. Javob: x =1-y.

X2 1o /3
2. L=— +rr, x|],==0; *]/=0=1.Javob: x =t- —.

3. L=V/2 +x2,x],.3=0; x|/3=1. Javob: x =*—.

4- L = x|,50=0; >],=to=y0. *|/=0=0, HA0="-
Javob:

4E 2 py(r- {o) E . 2E . BFy(l-to)
X =~"C0$ 4oeeeev = 0)+ ~p2Sin 2-meen + Yo'

11. Matematik mayatnikning go'yilish nuqtasi 60 o'zgarmas tcv

lik bilan r radiusli vertikal joylashgan aylana bo'ylab harakatlanadi. Agar
mayatnik massasi m, ipining uzunligi ( bo'lsa, mayatnik uchun Gamil
ton funksiyasini tuzing.

1 p . . N2

Javob: H =-—nt(2 — - cosl - - mgPRcos (p.
( mi2 ( V r i ’ ®

12. Agar Lagranj funksiyasi berilgan bo'lsa, Gamilton funksiyasi-
ni toping.

LL=-me2~1- . Javob: // =C"MC2P2+m2C2 m

1 L=y (*2+Y2+r2)+a(xy-yx).

IMxH == [(P X+ay)2 +(Py - axf + £2].

13. Massasi m=1 bo'lgan matematik mayatnikning harakat
tenglamalari



(4 m( mayatnikning vcrtikaldan og'ish burchagi, t mayatnik
IJi ning uzunligi) ko'rinishda bo'lishligini ko'rsating.

14. Harakatlanuvchi nuqgta uchun silindrik koordinatalarda Lagranj
lunksiyasini tuzing.

Javob: | = (r2+n2g2 +22) - A(r,<p,z)m

15. Og'irlik kuchi maydonida /?radiusli sferik sirtda harakatlanuv-
i hi in massali nuqta uchun Lagranj funksiyasini tuzing.

Javob: L =""R2(02 +sin20 02) +/Hg/lcosO.



6- §. Gamilton funksiyasi. Mexanikaning
kanonik tenglamalari

I. Nazariy gism

1 Kanonik o‘zgaruvchilar. Agar mexanik sistemanii
harakati L= Lagranj funksiyasi yordamida tasvir

lansa, u holda harakat tenglamalari Lagranjning ikkinchl
tur tenglamalari ko'rinishida bo'ladi:

d.  dL .
=0, =1,2,...,s
deb  dgj ( ) ()

(1) Lagranj tenglamalarining har biri umumlashgan
koordinatalarga nisbatan ikkinchi tartibli oddiy difierensinl
tenglamalardan iborat bo'lgan S ta tenglamalar sistemasidan
iborat. Gamilton tomonidan shunday usul tavsiya etilganki,
(1) Lagranjning S ta tenglamalar sistemasini bu sistemaga
teng kuchli bo'lgan Gamiltonning kanonik tenglamalari deb
ataluvchi IS ta birinchi tartibli oddiy differcnsial tenglamalarga
keltirish mumkin. (1) sistemani kanonik ko'rinishga Kcltirish
uchun gj umumlashgan koordinatalar va qj umumlashgan
tezliklar o'rniga gj (umumlashgan koordinatalar) va

(umumlashgan impulslar) yangi o'zgaruvchilar

kiritiladi. gj va pj o'zgaruvchilarni kanonik o‘zgaruvchilar

deb ataladi. Ular IS o'lchovli fazo tashkil giladi.
(1) Lagranj tenglamalari P. umumlashgan impulslar
yordamida

dpi  dL ,, .
dt  dgj >0 ~1: ... (2

ko'rinishni oladi. py, pj,----, ps umumlashgan impulslar



Pj = 1 akjgk +bj, 0 =1,2..% @)
k=

|tninulalar bilan aniglanadi.

2. Gamilton funksiyasi. (1) Lagranj tenglamalarining har
iHtini gj ga ko‘paytirib, ularni hadlab qo'shilsa, quyidagi
lInda hosil bo'ladi:

g fauy o du .
= [dt M "7 daj 4j )

d dL . . .
4
Agar _{éj—ldj ' m_ (i ayniyatdan foy-
- dgj >
dtv qJ / dtvdqj 4j / qj
dalanilsa, u holda (4)
d *doL . ‘"(dL~.dL”
— | . . =< +T1-9; (5)
dt y=1dqj j=i
ko'rinish oladi.

Agar L Lagranj funksiyasi t vagtga oshkor bog'lig
bo'Imasa, ya'ni L= L(g{ 92,...., os, gh fa...., gs) ko'ri-
nishda bo'lsa, uning vaqt bo'yicha hosilasi

sLm=+ dL . dL .
—. g +TT-9;
dt 4 o a dg (6)

ko'rinishda bo'ladi.
(6)ni (5)ga go'yilsa, quyidagi tenglama kelib chigadi:

R )
dt daj 4
i [3l
Bundan A=E 577 - L =const )
y=H dqj

bo'lishligi kelib chigadi. A ga Gamiltonfunksiyasi deyiladi.
Gamilton funksiyasini kanonik o'zgaruvchilar orqali
ifodalash mumkin. Wfunksiyaning (7) ifodasiga umumlashgan
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koordinatalar va tezlik o'rniga qgj va Pj kanonik o'/l

chilar olinsa, // funksiyaning kanonik o‘zgaruvchil;ti o'
ifodalangan formulasi hosil bo'ladi:

HAPjqj-L. N

j-1
3. Konservativ sistemalar uchun mexanikaning kuHo
tenglamalari. Gamilton funksiyasining kanonik o'zgaruvdn
orgali ifodasi (8) ko'rinishga ega. (3) tenglamalar sistem.wj

gj ga nisbatan yechib, quyidagi ifodalar topiladi:

K =/(<Tb<72.....Qs'P\'P2"...ft.O. 0 =1,2,-,*).
Bunday holda // Gamilton funksiyasi 2S ta gj va N\
kanonik o'zgaruvchilarning va /vaqtning funksiyasi bo'kull
H = H{q\,02,....,9s,P\,P2,....,Ps,t). m 1

H Gamilton funksiyasining Pj umumlashgan impulslut
bo'yicha xususiy hosilalari hisoblaniladi:

=0 +y y IL dL - p
dPj 4j j% dPj fy dcjj dPj - dq] J 1

ekanligini e’tiborga olinsa,
3/ _ Ak | p ,
gei -~ %r'(ﬁil?’j —~1 apj QI
bo'ladi.

Shunday qilib,
dgj dH
4j dt ~dp: (99

(8)dan L Lagranj funksiyasini H Gamilton funksiyasi orgali
ifodalanadi:

£=£ PiQj-H.
=i
Lagranj funksiyasining gj umumlashgan koordinatalar
bo'yicha xususiy hosilalari topiladi:
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(,") v;i (10) tagqoslansa, tubandagi tenglama kelib chigadi:
dPi_ dH_
dt  dgj’ (1D

N9 va (11) ni birlashtirilsa, quyidagi tenglamalar siste-
ni*i i hosil bo'ladi:

dg, dH
d dPj’
: (12
dPj _ dH_
dt dgj

(12) tenglama sistemasi mexanikaning kanonik teng-
Limalari yoki Gamilton tenglamalari deb ataladi. Gamilton
lenglamalari birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar
Msicmasidan iborat. Bu tenglamalarni integrallab, 25 ta

A Q2. ft, p\, P2,~~, Ps miqdorlarini t vagtning va 2S
11ixtiyoriy o‘zgarmas sonlarning funksiyasi sifatida aniglaniladi.
Bu tenglamalarni konservativ sistemalar uchun Lagranjning
ikkinchi tur tenglamalaridan keltirib chigardik. Shuning uchun
ularni konservativ sistcmalarning harakatini o'rganishga
go'llanish mumkin.

Endi Gamilton funksiyasining ba’zi bir xossalarini
o'rganamiz. Gamilton funksiyasining vaqt bo'yicha hosilasi
topiladi:

dit  dH 1 dll . dH p
dt dt k=\dqj *=1 dPj

(12) kanonik tenglamalar e’tiborga olinsa, bu hosila
quyidagi ko'rinishni oladi:



Shunday qilib, Gamilton funksiyasining 1vaqt bo'ykIfH
to'lig hosilasi bu funksiyaning vaqt bo'yicha xususiy hosiln wy,
teng. Agar sistemaga qo'yilgan bog'lanishlar t vaqgtga oslikfli
bog'lig bo'Imasa, bunday holda Gamilton funksiyasi luuii I

vagtga oshkor bog'lig bo'Imaydi. Bunday holda

H
bo'lib, (13) tenglikka ko'ra A =0 bo'ladi. Bundan

H =const (14) 1]
bo'lishligi kelib chigadi.

Statsionar bog'lanishlarda sistemaning Kinetik energiyasl 1
umumlashgan tezliklarning kvadratik funksiyasi bo'ladi.
Bunday hoi uchun Eyleming bir jinsli funksiyalar hagidagl
teoremasiga ko'ra:

s of s ?T

7=1 7=1 7 =1L 4
bo'ladi. Bunday hoi uchun H Gamilton funksiyasi

H=1 PjQj-L =2T-(T-n) =T +n (15)
7=1 j
mexanik sistemaning to'liq energiyasini ifodalaydi.

Il. Masulular yechish

24- masala. Inersiyasi bo'yicha harakatlanayotgan erk
mexanik sistema nuqtalarining harakat tenglamalarini aniglang.

Yechish. Erkin sistema nugqtalarining to'g'ri burchakli
koordinatalari x/,y™u (/=1,«) bo'lsin. Inersiyasi bo'yicha

harakatlanayotgan erkin mexanik sistema uchun Lagranj
funksiyasi sistemaning kinetik cnergiyasidan iborat bo'ladi:



Knvshanki, sistema nuqtalarining to'g'ri burchak
k,\),4 (/=U) koordinatalari Lagranj funksiyasining ifo-
Inliiiign oshkor kirmaydi. Shuning uchun ular sikl koor-

Blniiialar bo'ladi.
Qaralayotgan masalada barcha umumlashgan impulslar

n /(Mimas bo'ladi:

qu:?h:u_llx’:q],

= 1N- = = i = i
Py, =1o-= WY/ =P (=12, )

p M
IZ,‘ yl
Il Gamilton funksiyasi tuziladi:
i=12M

sistema nuqtalari harakatining differensial tenglamalari
tuziladi:

dxj dH dxj a-
dt da, " dt nij
dyj _dH . ayj _ P/
da " 3B’ dt nij
d _dH dz- _ 7/
dt 9y, da Y-

Oxirgi tenglamalar sistemasini integrallab, sistema nuqg-
talari harakatining tenglamalari to'g'ri burchakli koor-
dinatalarda olinadi:

j="- = -+ =— - = -J1).
X Lult+ah Y, ﬁft- th Z nijt+c,,(/ 12,..n)

Bu olingan natija sistemaga ta’sir giluvchi tashqi
kuchlarning bosh vektori nolga teng bo'lganda, sistemaning
harakat miqdori modul va yo'nalish bo'yicha o'zgarmas
bo'lgandagi olingan natija bilan ustma-ust tushadi.
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Sistema harakat migdorining o'zgarishi hagidagi Iron
bir xususiy holda, sistema harakatining differedl
tenglamalarini chekli ko'rinishda integrallashga imkon
yaratgan cdi.

25- masala.(M.49.7) Massasi mga, ipining uzunligi t
teng bo'lgan, holati esa vertikaldan og'ish burchagi ® Ini
aniglanuvchi matematik mayatnik uchun Gamil
funksiyasini va mayatnik harakatining kanonik tenglamnliiilf
tuzing. Olingan tenglamalar odatdagi matematik mayiilulli
harakatining differensial tenglamasi bilan teng km Mi
bo'lishligini tekshiring (43- rasm).

Yechish. Matematik mayatnikning kinetik va potensial
energiyalari hisoblaniladi:

T="" M =mgh \OW= ZMdOM = fl =

To'g'ri burchakli uchburchak NOM dan
[ =cost=>|QM = (cos
\0O M\

h =\OM\- |JOAV] =(- "~coadp =1 - cosd).

T mt2 .2
Il =—-®>n =-mg(.cosy.
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Mayatnik harakati uchun Lagranj funksiyasi tuziladi:

L=F-HA :m—t2-|9+mt(pcos(p.

Ilmumlashgan P impuls uchun quyidagi ifoda topiladi:

_dL_T1 o= P "
9>_:_aq)_ rh=>o i (

Il Gamilton funksiyasi tuziladi:

dL. . 2., mi2
77 =Bp-r =% ip-10 = mtCipedh—"1E -
(p ap'p mt-iped 5 ¢

nf<pcosd :imltz('p- mtfpcosip = HT -/n™pcoba.
2 2m(2
Mayatnik harakatining boshga bir kanonik tenglamasi

topiladi:

dpP a4 dpP .
_____________ = = -fflgtfSin
t dt % P

Shunday qilib, matematik mayatnik uchun Gamilton

funksiyasi H = ——Pf—mtycosy ko'rinishga ega.
2mt2
Uning harakatining kanonik tenglamalari esa
dﬁ P dpP
- = 71> — - ACD 2
dt T g nrosud @)

ko'rinishda bo'ladi.
Agar (1) tenglikni / vaqt bo'yicha differensiallansa,

:EFt’j topiladi. P =mt'ipni (2) ga qo'yilsa, mayatnikning
® og'ish burchagiga nisbatan quyidagi klassik tenglamasi
hosil bo'ladi:

mt ip- m&psin p=>cd+yBTh =0

26- masala. Markaziy kuchlar maydonida harakatlana-
yotgan m massali nugta uchun Gamilton funksiyasini toping
va nuqta harakatining kanonik tenglamalarini tuzing.
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Yechish. Markaziy kuch ta’siridagi nuqta markazi or(
o‘tgan tekislikda harakatlanadi. Bunday nuqgtaning harakii
qutb koordinatalarida o'rganish juda qulay. Umumllish
koordinatalar sifatida nuqtaning rqutb koordinatalarini cju
gilsa bo'ladi. In

Bog'lanish statsionar bo'lgani tufayli 4 Gamilton fund
siyasi sistemaning to'lig mexanik energiyasiga teng bo'Imll

H=T+TI(r) = +M(/), (L=T- M).
Qutb koordinatalarida 02 =r2 +rd2 bo'lishligi e'tibotuy s
olinsa, nuqgtaning kinetik energiyasi uchun iloil**
T=~(r2+/"®") ko'rinishni oladi. rva ¢ koordinatalaiufl

mos keluvchi umumlashgan impulslar quyidagicha topilaili: 1
dL dH dL dH 2-
p' - * m/\ —_— mrl " I3 r 3 m rtroan Il]l I

P, p.
B =_ ="
undan r , b i

A Gamilton funksiyasi kanonik o‘zgaruvchilarga nisbatan
3! P2 1P22 rn
= — =+ - + r
om 5 (r
ko'rinishni oladi.
Nugta harakatining kanonik tenglamalari tuziladi (tek-
shirilayotgan masalalar uchun ular to'rtta bo'ladi):

dr dH pr, dPr _ dff _Pj 24
dt ~dpr * m’ (1) dt dr r3 dr’
3)
dp 394  p* dPv _ o
mr (2) dt b (4)

Endi masalalarni bir xil xususiy holda yechamiz.

Agar markaziy tortishish kuchining miqgdori |d-k; n
r

bo'lsa, n holda:
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- _ p, kmii
) Il Gamilton funksiyasi 1 =P =-K=""

km

km |E
I T+M=m(r2+r2@@) -~ =j~ PRTE

me'limshga ega bo'ladi.
Nuqta harakatining kanonik tenglamalari esa quyidagicha

Kn'Indi:
dr _ BH _ Pr ar 1% mk
dt  OPr m ' dt dr
NMp=3d4=_~" dPv dH _Q
d 3fp mr2 > dt p

Bu tenglamalardan r, dy Pr va koordinatalarni fvaqt-
iimg funksiyasi sifatida aniglash mumkin (44- rasm).

(4) tcnglamadan Py =a bo'lishligi kclib chigadi. Bun-
,Lin a =const- Poning bu giymatini (2) ga qo'yilsa, quyidagi

tenglama hosil bo'ladi:

44- rasm.



rady =a
d m'’

Bu tenglama esa markaziy kuch ta’siridagi nuqlaiiliu
radius-vektori chizgan yuza /vaqtga proporsional raVhli
da o'zgarishini ifodalovchi yuzalar tenglamasinlii]|
0‘zginasidir.

d
(1) tenglamadan Pr -m—r topiladi. (3) tenglama LU

mAHr =~ +~ ko'rinishni oladi.

dt r r2

Bu topilgan tenglamadan nuqtaning radius bo'ylab
gilayotgan harakatini anigqlash mumkin.

I11. Savol va masalalar

1. Ixtiyoriy golonom bog'lanishli sistema uchun Kkinetik energiya-
ning ifodasi qanday bo'ladi?

2. Statsionar bog'lanishli mexanik sistema uchun kinetik encrgiya-
ning ifodasi qanday bo'ladi?

3. Statsionar va statsionar bo'Imagan mexanik sistema uchun ki-
netik potensial (Lagranj funksiyasi) ifodasi ganday bo'ladi?

4. H Gamilton funksiyasining mazmunini tushuntiring va u gan-
day argumcntlarning funksiyasi bo'ladi?

5. Konservativ sistemalar uchun mexanikaning kinetik tcnglama-
lari ganday va ularning soni nechta bo'ladi?

6. Gamilton funksiyasining vaqt bo'yicha to'liq hosilasi nimaga teng?

7. Statsionar bog'lanishlar uchun Gamilton funksiyasi ganday
bo'ladi?

8 Kanonik tcnglamalami tuzishning usullari ganday bo'ladi?

9. Gamilton kanonik tenglamalarining integrali ganday shartlarni
ganoatlantiradi?

10. Kanonik tenglamalarni siklik koordinatalarda integrallashning
0'ziga xos xususiyatini izohlang.

11 mmassali erkin moddiy nuqgta potensialli kuch maydonida ha-
rakatlanmoqda. Agar maydonning kuch funksiyasi U(X,y,z)ga teng
bo'lsa, bu nugta uchun Gamilton funksiyasini tuzing va bu nuqta ha-
rakatining kanonik tenglamalarini toping.
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Javob:— =%., = H="-(P2+P6+P2)-u(x,y,z)
d m dt 3x *m

dy _Pi dPj _du
dt th dt dy’
dz _Pi dP3 _du
d m d dz

12. (Nyuton masalasi) m massali moddiy nugta Nyuton kuchlari
imirkaziy maydonida M massali go'zg'almas jism ta’'sirida harakat
ijlluyotgan bo'lsin. Qo'zg'almas (tortuvchi) jismni bir jinsli shar
ilill garab, ya’'ni maydonning barcha kuchlari tortuvchi jismning
iiurkaziga yo'nalgan deb hisoblab, nuqgta harakatining kanonik tengla-
nialarini tuzing. Qutb koordinatalarida nuqtaning traycktoriyasini
/ /() ko'rinishda toping.

Javob: r=-Pi\, d=—n , ﬁ\z-eg-w-'\{l/m, m=0
m mr r r

13. Gamilton tcnglamalarini toping, agar:

1. H=-"~-(P2+ R8 H-siny)-

2m r sin o
Javob: r- P2: h=m P . A :-j--B/-X—. H/:-‘éggpé-@--cos(b.
r sin @ r sin ¢ r sin ¢
| E— P
2. H=sI\ +P2 +r. Javob: r = -/ =1
N+P2
3. H=U\-P2). Javob: r =P - r2,P =2r(P - r2).

14. Gamilton funksiyasini J1®,r sikiik koordinatalarda ifodalang.
Javob: It =2~(Pr +-V p +P2)+n(r,<p,z) ¢

2m r
15. Gamilton funksiyasini r,0,¢ sferik koordinatalarda toping.

Javob: H=2-(P? +\Po + -/ -—P2)+n(r,Q,z) m
2m( ri rlsino )+n(r.Q.2)

16. Gorizontal reyka vertikal o'q atrofida aylanadi, reyka bo'ylab esa
m massali yuk harakatlanadi. Yukka ta'sir giluvchi kuch I (r) poten-
sialga ega, bunda r —yukdan aylanish o'gigacha bo'lgan masofa. Sistc-
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mailing Kinetik energiyasi

T=f V2420

ga teng. Sistema uchun Gamilton funksiyasini toping va sistema ha uk
tining kanonik tenglamalarini tuzing.

Javob:
d”_Pr_. dip dPr rP{
d m' d ,nr2+d2)" dt m{r2+d ,
17. Gorizontal disk o'zining markazi orgali o'tuvchi vertikal o'l

atrofida aylanadi. m massali sharcha gardish diametri bilan mos in
shuvchi yarim slindrsimon arigchada harakatlanadi. Sharchaga silin-
drik arigcha bo'ylab yo'nalgan va sharchadan aylanish o'gigacha bo'lgiin
r masofaga bog'lig bo'lgan kuch ta’sir giladi. Sharchaga modtlis
nug-ta deb garab, uning uchun Gamilton funksiyasini tuzing va hai
akati-ning kanonik tenglamalarini toping.



7 Sm "Uylk mexanikaning variatsion-
lhi<ytnl prinsiplari

I Nazariy gism

klassik. nitxiiy, yarialsion prinsiplari deb, mexanik
*miMemaning nnwbl, bo.lgan b.rcha harakatlari
" pami an triu.,,, kuch maydonida sodir boMadigan
1141~ iara atl4]miili olishga imkon beradigan va bunday
ui.umingx”™™" li,ulidagi umumiy gonunlarga aytiladi.

_exam ai% ,fl, on prinsiplari dificrensial va integral
pnnsiplarga bo\"{

OifTe.ensial®,, tp,nr |aqgiqjy harakat kriteriysini oniy
vaq a, ya MlYarcpy, Jpan Vaqt atrofida, integral prinsiplar
esa chekli oraKm .

Klassik win matadi. .

...... !aass.'. n.“ﬂ’/lftl'Kaiung eng muhim va eng umumiy
\' erenﬁlia PH"n, ni,in biri tgz o'rgangan mumkin bo'lgan
KO C,h's AT PMgpi 10 oblanad,

assi me>1)kii][mK A  muhim integral prinsiplari biz
0 rganmogqc ii bd [L]MI((,,mi Gamilton—Ostrogradskiy prinsipi
eng icu tjjj p,(nsipi) va Mapertyun—Lagranjning
statjlpnar ta sifg; jisni hisoblanadi.
1, T 1 850n,]llr hagiqiy harakatini uning mumkin

X) gan arp Mhui,ik.ill;iri to'plamidan integral variatsion
PNANAP ooreireieeen s .lib (an]ab o]ish mumkin

chigamiz/rVatlVs®** Il;i uc'lun Lagranj tenglamalarini garab

i

Jb 0, (k=12,..,5) (1)
Mk
bunda L=T-r, . Ce e
. . L tl 1-wani funksiyasi.

ara a a4\ in Mstcmaning ikkita holatini garaymiz:
sistema / paXk|i ( () hoptda> ,2(/2>/]) paytda esa (B)
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liolalda bo'lsin. Sistern.£”njng b

holatdan (B) holatga o ' 'tis]dagi ... %
tenglamaning yechimi b o 4 . #

K=AkCO \ (E=]2 .0
funksiya bilan aniqlanadi -

Sistemaning (A) holatda]an (B) LOJIIM ,, u
ko'chishi bilan bir gatord”™a (2) ko'chisluL.HI =
miqdorga farg giluvchi o'sh a tw2 VK1 onilltf i.J«
(A) holatdan (B) holatga «Vtishida sodir I». |

K =Ak0 +5 #L'™*(r), (k» I,i...
1 tenglama i1uhii hi

* ko'chish! li.iiii >k
r'rasm).
Bundagi A/, i<

‘“imiqdorlai Im lilt,
Ndcoordimtlil
v -Variatsiyalai iilli
te~englamalai bilim n
Ako'chishlar bit
holatida bn >|m

v a,-aqtda jisnniliin i

tugaydi. Bunday holatlar uch ulun

. 7>AkO\)= 5qM k(h)x 0
bo'ladi.
Bog'lanishlar bilan birgalikd .~ topipim blnsuy
uchun

S=jLdt(L ==T-n)
integral garaladi. "

5 miqgdor sistemaning harakai,:atidavV()|nu](, h]
potensial energiyalar orasidagi n munosahalni mMuH
Bu integralning son gqiymati siste>]:tema ko'clil-.linn *
Ak0) funksiyalarga bog'lig bo'l]VRdi Bl
Ak(*) funksiyalarga bog'liq bo'lgagan funksiomililti
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pliiiinr vngtga bo'lgan ko'paytmasidan iborat.
[i]Joilii «ta sir» deyiladi.
InliHiiilny maxsus ta’sirni ifodalaydiki, bunday
Inn  (Kirogradskiy ta’siri ham deb ataladi.
i V miqdorning ta’sir giymatini (3)

o t]lvin.itlari bilan taggoslash maqgsadida
n +Sft, qi+8qi,....... as +5gs,t)~

\Y| »</«,')

1 1 lyinnani 5gk va 5gk ning darajalari

Hipi iK.i. bu yoyilmada birinchi tartibli hadlar
inn," birinchi variatsiyasidan iborat bo'ladi:

s h
ds , L5 dt
Mk *=1,
I|:l luliivehini bo'laklab integrallansa, quyidagi
i hull

8qgkadt.
deik
Shwei i ko’ia 0'ng tomondagi birinchi go'shiluvchi
MAljdi JTY variatsiya uchun

i 2 az (d |_)
*X |/‘], dt
el ntll
i tlLyululi(l) tenglik bajariladi. Dcmak, bu yo'lda
Jl | Vrtiltiuiyasi nolga teng:

85 =0- (5)
ttlii™ .i till Uk lii variatsiyasining nolga aylanishi uning
......... lilni lit)'lishining zaruriy shartini ifodalaydi.
eulit ifilil> \Vta'sir (haqiqiy ko'chishni boshga ko'-
Wi . "iillin bilan taggoslagandastatsionargiymatga
il ilipmi i.icmani t2-t\ vaqt oralig'ida boshlang'ich

11111 U t2) holatlari bir xil bo'lgan bir holatdan
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boshga bir holatga o'tkazsa, bunday holda Sta’sirning mi(JdHl
haqiqiy ko'chishda boshga ko'chishlardagi giymatlaii IS n|
tagqoslaganda statsionar giymatga ega bo'ladi.

Bu xulosa Gamilton—Ostrogradskiy prinsipining im/.j
munini tashkii giladi.

Bu prinsipni quydagicha ham izohlash mumkin: Lagrott)
tenglamalarini ganoatlantiruvchi, ya'ni berilgan kuchi.l
ta’'siridagi sistemaning haqiqiy ko'ehishini ifodalovchi A
va gk funksiyalarning shunday giymatlari mavjudki, sliu
paytda sistemani boshlang'ich holatdan (/=/]) oxirgl
holatga (t =t2) o'tkazuvchi Gamilton ta’sirida uning
shunday harakati topiladiki, bu harakatdagi gk va gk
funksiyalarning qiymatlarini boshga barcha mumkin bo'lgan
unga yaqin harakatlardagi giymatlari bilan taggoslaganda
(49 egri chizigli integral ekstremal giymat (maksimum yoki
minimum) qabul qilishning zaruriy sharoitlarini ham
ganoatlantiradi.

Gamilton—Ostrogradskiy prinsipini ma’'lum vaqt oralig'ida
mexanik sistema harakatini o'rganishga qo'llanish egri chizigli
integralning ekstrimum giymatlarini aniglash masalalari bilan
bog'liqdir.

Gamilton—Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib, Lagranj-
ning ikkinchi tur va Gamiltonning kanonik tenglamalarini
keltirib chigarish mumkin.

Lagranjning ikkinchi tur tenglamalarini Gamilton—
Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib chiqaraylik. Bu prinsip
bilan bir xil vaqt oralig'ida sodir bo'ladigan harakatlar
tagqoslanadi, ya’ni

(6)
egri chizigli integralning ekstremal giymatga erishish sharti
o'rnatiladi. (6)da 6A = +eeee+ Q&3 bo'lgani

uchun u quyidagi ko'rinishni oladi:
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1 (bT +Qbax+QM2+.... +X8gs)dt =0.  (7)
Bunda T kinetik energiyaning 5T variatsiyasi
ar . daT .
67’ = )é — 8gJ+ — Sqj

I=l
lormula bo'yicha topiladi. 5T ning bu ifodasini (7) gaqo'yilsa,
iJiyidagi tenglama hosil bo'ladi:
2s dT . dT .. i
|| —— bd+ — bgj+Qfbgj dt=0.
/, 71

dg _ d&g S
Sgj gatnashgan hadni 6qj :S—dtq-j = dtqj bo'lishligini

c'tiborga olib, bo'laklab integrallanadi:

12

» AT dT .
J~E-8 gjdt = HCLT.q(, i dgjdt
A\ Q Qg a

Integrallash oralig'ining chegaralarida 6~ =0 bo'lish-

12
ligi etiborga olinsa, 33_T_ 5j =0 bolad.
o

69j gatnashgan barcha hadlarda yuqoridagi singari almash-
tirishlarni bajarib, quyidagini olamiz:

2s dT d'dTn

13 daj dt doj

+Qj 5q.dt=0e
Bu tenglik bajarilishi uchun, ya’ni integral ostidagi funksiya
nolga teng bo'lishligi uchun 6%y variatsiyaning barcha

giymatlarida bu variatsiyalar oldidagi koeffitsiyentlar nolga
teng bo'lishi zarur, ya’ni
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Olingan tengiamalar Lagranjning ikkinchi tur ten»
lamalari bo‘lib, (6) integralning ekstremal giymatga o«
bo'lishi shartini ifodalaydi. Gamilton—Ostrogradskiyninn
statsionar ta’sir prinsipi integralning statsionar giymat gabul
gilish shartiga asoslanib o'rnatiladi:

)(T-n)d t
h
Bunda T va N sistemaning kinetik va potensial energiyasi.
Bu prinsipdan foydalanib, to'g'ri chizigli sterjen tebra-
nishlarining tenglamasi chigariladi. Ox 0'qi sterjen bo'ylab
yo'naltiriladi. Sterjen muvozanat holatda turibdi deb
hisoblanadi. Sterjenning muvozanat holatdan og'ishi 1 va
/vagtga bog'liq bo'lsin: u=u(x,t). | uzunlikdagi sterjenning
kinetik energiyasi

(p — sterjen materialining zichligi) formula bo'yicha
topiladi. Sterjen cho'zimaydi deb qaraladi. Egriligi
o'zgarmas bo'lgan clastik sterjenning potensial energiyasi
egriligining kvadratiga proporsional bo'ladi. Sterjen
potensial energiyasining clU differensiali quyidagicha
ko'rinishga ega



Steijenning barcha potensial energiyasi quyidagi ifodadan
hisoblaniladi:

2m
f ragyl
n=- AX2 n-n/l=* a’ dx
Lo O ax2
Y
1+
Ox

Bu ifodada sterjenning muvozanat holatidan og‘ishini

\2
sezilarsiz deb hisoblanib, maxrajdagi . miqdor e’tiborga

olinmadi.
Gamilton—Ostrogradskiy integralining

V| Apu'r ~Mku"2x dxdt.

10 0

statsionar giymat gabul qilish shartidan elastik sterjenning

erkin tebranishlarini tavsiflovchi — (p«/) +—=-(&«**) = ()
of dx*

tenglama hosil bo'ladi. Agar k doimiy, ya’ni sterjen birjinsli
bo'lsa, sterjen tebranishlarining harakat tenglamasi
quiydagicha ko'rinish oladi:

2PH . Sm
P—r +k—1 =0-e
dt 4

Agar sterjenga F(t,x) tashqi kuch ta’sir qgilsa, uning
harakat tenglamasi



/l. Savol va masalalar

1 Funksiyaning ganday o'zgarishi uning dilTerensiali va v.ni.il
yasini ifodalaydi?

2. Differensiallash va variatsiyalash operatsiyalari o‘rin atr.n 1
rish gonuniga bo'ysinadimi?

3. Anig integralning to’liq variatsiyasi nimaga teng?

4. S ta erkinlik darajaga ega bo'lgan mexanik sistema kindik <m
giyasining variatsiyasi ganday formula bilan hisoblanadi?

6. Gamilton va Lagranj bo'yicha ta’sirlar orasidagi boglam .liitl
izohlab bering. Ularning ta’sir ifodalari ganday bo'ladi?

7. Gamilton—Ostrogradskiy prinsipining mazmunini izohlul)
bering.

8. Lagranjning statsionar ta’sir prinsipining mohiyati nimadnii
iborat?

9. Lagranj va Gamilton—Ostrogradskiy prinsiplari bir-biridan gnu
day farq giladi?

10. Gamilton—Ostrogradskiy prinsiplaridan foydalanib:

1) torning erkin tebranish tenglamasini keltirib chigaring.

Jevob: p*!L-k”~ =0 .
dt2 dx
2) torning majburiy tebranish tenglamasini keltirib chigaring.

. ..d2u Kk d2u
Javob: - T =f(t,x).
di2 P 32

11. Quyidagi funksionallarning ekstremal giymatlarini toping:
LO(Y(X))=j y'+ /2dx,
*o y

Javob: (x - a)2+y2 =R2.

2 d(y(x)) = J(/2+2yy'-\6y2)dx.

M
Javob: y = asin(4x - 6).
12 Quyidagi funksionallar uchun Gamilton—Ostrogradskiy tcngla
malarini yozing:
) oyx) =r#fr-cf— °  gxay,
p [dx) T[iy.
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32r dh _

0.
JavOb: ax2 ~ -my2
Om .
2 <P(u(y,x,z)) = WL +2u(x,y,z) dxclydz

D ay

Javob: EZIFI- AL AV v, Z)V
AX2 32 =
N2 /82, \2

3) dn(y,x) =1 £l fif> +2 AN dxay.

D K ) oxaoy

nan 3 S
Javob: £2- .
x4 axXay Tmy



8- 8. Mexanik sistemaning kichik chi/Igll
tcbranishlari

I. Nazariy qism

Agar mexanik sistemaning fazodagi holatini to'liq vn hif
giymatli aniglaydigan parametrlar soni bitta bo'lsa, u luiltin
bunday sistemaning erkinlik darajasi bitta bo'lgan sistema i< >
ataladi. Boshgqacha aytganda, bunday sistemaning holati bill.»
yagona q umumlashgan koordinata bilan to'liq hamda hili
giymatli aniglanadi hamda uning harakati bitta

d'aT_(yr= 1
dt dq dg

Lagranj tenglamasi bilan tavsiflanadi.

Anig masalalarni yechayotganda (1) tenglamani integral
lash masalasi ko'p jihatdan Q umumlashgan kuchning
tabiatiga, (1) tenglamani tuzish esa kinetik va potensial
(potensialli kuch maydonida) energiyalarning ganday
ifodalanishiga bog'liq bo'ladi.

Q umumlashgan kuchning strukturasi quyidagicha bo'lgan
hollarni qaraymiz:

Q=Qn +Q° +Qr m @
Bunda Q" — potensialli kuchlarning umumlashgan kuchi
(ko'pincha muvozanat holatga qaytaruvchi kuch yoki
konservativ kuch nonii bilan yuritiladi). Bu kuch potensialli
kuch maydonida potensial energiya orqali ifodalanadi:

n ' |
Bunda Qk — garshilik kuchlarining umumilashgan kuchi

(biz chizigli garshilik kuchini, ya’ni sistema”™nuqtalarining
garshilik kuchi nuqgtalar tezliklarining birinchi darajasiga
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ppiiisional bo'lib, yo'nalishlari tezliklarning yo'nalishlariga
lliina -qarshi bo'lgan holni qaraymiz).

V1 — sistemaning majburiy tebranishlarini vujudga
H] Jttnvchi, t vagtga bog'liqli (biz vagtda sinusoidal gonun
mu’yicha o'zgaruvchi kuchni garaymiz) tashqi kuchlarning
bniumlashgan kuchlari. (1) Lagranj tenglamasidan sistema
I[Hunnishlarining chiziqli tcnglamalarini olish uchun
p«U'maning kinetik va potensial cnergiyalarining ifodalari
Hiiivozanat holat atrofida, ya’ni q= 0 (g = 0) nugta atrofida
lInrajali gqatorlarga yoyilib, kanonik ifodalar topiladi.

Mexanik sistema n ta nugtadan iborat bo'lib, bog'lanish
Icnglamalari

M= n(q) = Xj(q)! +yjiq)] +r*(</E ko'rinishgaegabo'lsin.
Sistemaning kinetik energiyasi hisoblaniladi:

T =\ ’l£ Lu,r}=i1£ T,(X} +yj +zj)
14 1/4 LA
bunda 1t = Fecr: xi - I WL R
r{ aq X dq.j\y gt g

Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi uchun
quyidagi ifoda topiladi:

d(’_
dg 2/7, dq dq

D p=ra 2. )
& g (a)a

Bunda A(q) = £ nij (djt umumiashgan koordinatalar-
/=1 (tl
ning musbat funksiyasi.
A(g) funksiyani g=0 nugta atrofida darajali gatorga

gquyidagicha yoyiladi:



A(g) = A(o) + A\o)g +~AU(0)g2 + ... H
(4)ni (3)ga qo'yilsa, tubandagi ifoda hosil bo'ladi

oot Ao A F 2

(5) dag gqva <ni kichik migdorlar deb garab, uchim Il
va undan yuqori tartibli darajalari gatnashgan hadlurilj
g-9q2, g q 2 va hokazo migdorlar gatnashgan hadlarni liikli
lab yuborib, T kinetik energiya uchun /1(0) = a belgilasluil
kiritilsa,

T = XA(0)g2=xaq?2 (6)
kanonik ifoda hosil bo'ladi.

Statsionar bog'lanishlarda sistemaning potensial energiyasi
gumumlashgan koordinataning funksiyasi bo'ladi: N =ri(q),
Bu funksiyani ham muvozanat holat atrofida, ya’ni g=0
nugta atrofida darajali gatorga yoyamiz:

ri(@) =n(0) +n 1©)g+" nU(0)g2 +... @)
<=0 muvozanat holatda potensial energiyanin = (0) =0

deb hisoblansa, n\o) migdor esa sistemaning muvozanat
holatida Q umumlashgan kuchning giymatiga teng bo'ladi.

Lagranj—Dirixle teoremasiga ko'ra [/'(0) =o bo'ladi
(ekstremumning zaruriy shartiga ko'ra). M 1.(o0) = c belgilashni

kiritib, g3,g4.... miqdorlari gatnashgan hadlarni tashlab
yuborib, potensial energiya uchun

n(g)={cq2 ®
kanonik ifoda kelib chigadi. (6) va (8) formulalarga ko'ra
T T . d aT . 9%
- =0; €'T -=aq; —e— =02 —=
dq~dg O dt o o
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Hosilalar uchun topilgan bu ifodalarni (I)ga qo'yib,
>il.inlik darajasi bitta bo'lgan sistema o'z tebranishlarining
iticrensial tenglamasi quyidagicha bo'ladi:

ag+og=0. ©)

9) tengama nuqgta to‘g‘ri chiziqli tebranishlarining
mx +cgx =0 tenglamasiga to'lig'icha o'xshash. x to'g'ri chi-
/i(]li koordinataga g umumlashgan koordinata, m massaga a
inersiya koeffitsiyenti, @ koeffitsiyent o'rniga esa C gattiglik
koeffitsiyenti mos keladi. Shunday ekan (9) tenglamani

mtegrallash, tahlil qgilish anx + c0x =0 tenglamani integ-

iallash va tahlil gilish singari bo'ladi.

Bitta erkinlik darajali sistemaga potensialli kuchlardan
tashgari, garshilik kuchi ham ta’sir qgilishi mumkin. Bunday
holda sistemaning harakati umumiy shakida

1.%L-2L =qW)+a(K)

dt I dg U
differcnsial tenglama bilan yoziladi. Bunda QM) - -An
potensialli kuchlarning umumlashgan kuchi, — qgarshilik

kuchlarining umumlashgan kuchi.

Chizigli garshilik bo'lgan hoi qarab chiqgiladi:
Rk =-\ik$k =-PkD — garshilik koeffitsiyenti).
Umumlashgan kuchni aniglash qoidasiga ko'ra

q(K):k£=I dg k=i  dq ()

an  ¢h . L . .
Lagranj ayniyatidan foydalanib, (ll)ning

ko'rinishi o'zgartiriladi:

drk .
e --xXxw i
k=1 dq dgk=l 2 (ip)

Belgilash kiritiladi:



k=1 1 Al 1
Bundagi ® ga dissipativ yoki Reley funksiyasi dcyllid]
Bu funksiyaning strukturasi sistemaning kinetik encruiviiil
ifodasiga o'xshash, uning ifodasida massa o'rnida gaisblllli
koeffitsiyenti keladi. Qk umumlashgan qarshilik kuchi =

funksiyadan q umumlashgan tezlik bo'yicha olingan lumH
laning «—» ishora bilan olingan giymatiga teng Q(k~=-"~-£1

i
® ni gva q orgali ifodalaymiz:

rk - rk(g)> rk=~r-q

&
nwnlh2_<x" dn 1
kti 2 2 k=i dq
Bunda r {q)~ k)(\,Lk belgilash kiritildi.
=

B funksiya fagat q ga bog'liq bo'lib, g ga bog'lig emas,

drk
chunki miqdor g ga bog'liq emas, ® funksiya uchun

kanonik ifoda topish magsadida B(q) funksiyani g =0 nugta
atrofida q ning darajalari bo'yicha gatorga yoyiladi:

B(q) = B(0) + B'(0) +B"(0) ¥ +....
Bu yoyilmaning 1- hadi bilan chegaralanib va u= B{0)
belgilash kiritilsa, ® funksiya uchun kanonik ifoda quyidagi
ko'rinishni oladi:

P=17(0)R2=\M 2. (13)
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n o

=~M bo'lishligi e’tborga olinsa, garalayotgan
hdda, ya’ni garshilik ko'rsatuvchi muhitda sistema harakatining
(Id) tenglamasi
g+2ng+k2g=0 ()

g IC
a “Na

k doimiy son bo'lib, sistema tebranishlarining qarshilik
c'tiborga olinmagandagi doiraviy chastotasi.

9 C
ko'rinishni oladi. Bunda k :? 2n -

n= — miqdor esa so'nish koefTitsiyenti deb ataladi.

(14) tenglama ham oldin o'rganilgan moddiy nuqgta so'nuvchi

tebranishlarini tavsiflovchi x +2rx +b12x =0 tenglamaga
o'xshash. Shunday ekan (14) tenglamani integrallash va tahlil
gilish masalasi yechilgan ekan.

Endi bitta erkinlik darajali sistemaga potensialli kuch va

Qr = tfsin(/V +5) garmonik qo'zg'atuvchi kuch ta’sir qila-

yotgan bo'lib, muhitning qarshilik kuchini e’tiborga
omaganda, kinetik va potensial energiya uchun (6) va (8)
formulalar kuchida sistemaning harakati

gq+k2g- hsin(Pt +5). (15)

ko'rinishdagi tenglama bilan, qarshilik kuchini e’tiborga
olganda esa
g+ 2hg + k2qg = Asin(/7 +5) (16)
tenglama bilan tavsiflanadi.
(15) va (16) ko'rinishdagi tenglamalar ham oldin o'rga-
nilgan va tahlil gilingan.



I[I. Masulalar yechish

27- masala. AB prujinaning bir uchi A nugtaga shundiiv
mahkamlanganki, uning ikkinchi B uchiga 20 g statik kucli
goyilganda u | sm gachao'zilsin. Pmjinadcformatsiyalanmag.nl
paytda uning pastdagi B uchiga og'irligi 100 g bollgan <
toshni osib, u boshlang'ich tezliksiz qo'yib yuborilgan,
Prujinaning keyingi harakati tenglamasini toping va ampli
tuda hamda tebranish davrini ko'rsating. Toshning harakatini
uning statik muvozanat holatidan vertikal pastga yo'nalgan
o'gga nisbatan oling.

Yechish. Tosh harakatining differensial tenglamasini
tuzamiz (46- rasm).

46- rasm
mx +c(X+xqg)- mg=0.
Muvozanat holatda g® = mg bo'ladi. Bunday holda
toshning harakat tenglamasi

x+c:§x:0>(1):é 0)

18

Ito'iinishni oladi. Bu tenglama xt = cosai, x2 =sinco/ xususiy
» i himlarga ega Uning umumiy yechimi esa

x(f) = Asin @ + Z2cosa (%)

(1'iinishda bo'ladi. Bu yechimning hosilasi ham topiladi:

x = @(/1 cosco/- #sin tof) (©)]
Masalaning mazmunidan boshlang'ich shartlar

imiglaniladi:

nj/=o=-~0"]/=0=0. 4
(2), (3) va (4dan foydalanib, A va B homa’lum sonlar

topiladi:

p
Agar /=0 bo'lsa, x =-x0=-— bo'lib, B =-x0 va

x =0 bolganda, A =0 bo'ladi.
Toshning harakat gonuni quyidagicha topiladi:

X =-x0 coS)j-/.
N C=20—, x0="iw =55m.
n° c sm 2U

L5 20980 Sy =14y

\m \ 100
o 2n  2<314 6,28 _ (55,
© 14 14
Toshning harakat tenglamasi esa x =-5cosl4/ ko'rinish-

da bo'ladi. S
28- masala. Og'irligi Q =2 m bo'lgan yuk o'zgarmas

6 = 5m/ s tezlik bilan pastga tushirilayotganda sim argon blok

oboymasiga qisilib golib, yuk tushirilayotgan sim arqonning

yuqori uchi to'satdan to'xtab goldi. Sim argonning og'irligini

hisobga olmay, yukning keyingi tebranishida sim argonning

eng katta toilish kuchi ganchaga yetishini aniglang, sim
m

argonning gattiqlik koeffitsiyenti c=4— ga teng.
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Yechish. Masala mazmun%l

*|/=0="> ®)/0 =0* 5®
bo Ilsf';l1|9| kelib chigadi. Q =21 | formula bo'yicha topiladi.
c=4
sm (400 —2m Eng14
x0 Yuk harakatining differensfl fnax ~2M *pM/s g m=2m+ T
tenglamasi quyidagicha tuziladi
0 (47—?asm): quvicad I
=2/n+5m,02/n = 2?2+ 45,1m = 47,1
29- masala. Bir uchiga 100 g og'irikdagi yuk osilgan
Mgt =Q- C(xan+x). prujina suyuqlikda harakatlanmogda. Prujinaning gattiglik
koeffitsiyenti c=20g/sm ga teng. Suyuqlikning yukka
Muvozanat vagtida Q = cxa ko'rsatadigan garshilik kuchi tezlikning birinchi dargjasiga
bo'ladi. . o _
proporsional: R = af), bunda a = 3,5g.s/sm.
Agar boshlang'ich paytdayuk statik muvozanat holatdan
4 N =0, X0 =1smga siligan va unga siljish yo'nalishiga qgarshi
dtz Q Q yo'nalishda 50 sm/s boshlang'ich tezlik berilgan bo'lsa, yuk
harakat tenglamasi kelib chigadi. harakatining tenglamasini toping va ko'chishning vagtga
Q Bu tenglamaning yechimi bog'lanishli grafigini chizing.
‘X 11 = asin(o)/ + ) Yechish. Sanoq boshi gilib yuk statik muvozanat holati
o . gabul qgilinadi. Ax o0'qi prujina bo'ylab vertikal pastga
ko'rinishda bo'ladi. x]/=0=0 yo'naltiriladi. Yuk harakatining boshlangiich shartlari
i R . quyidagicha yoziladi.
47- rasm shartdd V& ®= \s1 o lisin
q 1sni = = i = = - —
e’tiborga olinsa, quyidagi tenglama hosil bo'ladi: . x =0 =x .= 1sm, |C].=0 =x ,=-50 s
ioina nosil bo'lad::
fl—i2 A2 A xoning ishorasi manfiy, chunki uning yo'nalishi yuk
a=\xo +a)% =m= \@ %=actg”-=arctgo =0. ko'chish yo'nalishiga garama-garshi yo'nalgan.

Yuk uning absissasi musbat bo'lgan holda tasvirlanadi.
Prujina go'yilgan kuchlar ta’sirida [ = &m + x ga ko'chad..

Yukning harakat tenglamasi x =  l—sin \—t Kko'ri- Prujinaning elastik kuchi Ax o'qi bo'ylab vertikal ravishda
Veg VG yuqoriga yo'nalgan bo'ladi. Uning Ax o'qdagi proyeksiyasini
ishni oladi. A i /=1 bol topamiz
nishni oladi. Agar sin —/= o'lsa, n _
~ FX =-c(Asm+X). 1
v T wosa Ty ( ) (€

Yuk xabssissasining o'sishi tomoniga harakat qilsin de-
sak, R qarshilik kuchi tezlikka garama-qarshi tomonga,
ya’ni vertikal yuqoriga yo'nalgan bo'ladi. F va R kuch-

bo'ladi. Sim argonning eng katta zo'rigishi



lardan boshga yukka uning P og'irlik kuchi ham ta’sii t]|J
ladi. Yuk harakatining differensial tenglamasi tuziladi | in
rasm):

nix = P + Fx + Rx.

Bu formulaga Rx = -adx = -cu: ni va Fx ning () ifodasi
go'yiladi:

-px =P - cAsm- cx- aQx . 2
O

Muvozanat holatda

P ~cAsm-=0 3)
tenglik bajariladi.

Hagigatan statik muvozanat holatda yukka uning P og'irlik
kuchi, bu kuch vcrtikal pastga yo'nalgan, prujinaning
Fx = cAsm statik elastik kuchi, bu kuch vertikal yuqoriga
yo'nalgan kuchlar ta’sir giladi. Yuk muvozanat holatda
bollganda P - Fsm =0 bo'ladi, ya’ni (3) formula o'rinli. (2)

12



(MiTensial tenglama o'ng gismidagi birinchi ikkita go'shi-
livi hining yig'indisi (3) ga ko'ra nolga teng. dx ni x ca
ittmashtirib, yuk harakatining differensial tenglamasi kelib
i ligadi:

Px + cgx+agx =0,

X +2nx +k2x =0, 4

hunda k=1l n =— .
VP 2P
Ifodadagi kattaliklar o'rniga sonli giymatlarini go‘yib, k

va n hisoblab topiladi:

20— 980N
K = ® =n/1% = 145-1;
I00g
3,5— -980% N 7. . .
0o 0002 DESEN i s
2«100# 40

Bundan ravshanki, k < n (katta garshilik bao'lgan hoi).
(4) tenglamaning yechimini x = ekt ko'rinishda izlab, X
noma’lum songa nisbatan, unga mos keluvchi xaraktcristik
tenglama hosil bo'ladi:

X2+2nX+k2=0.
Bu tenglamani yechib, quyidagilar topiladi:
XN ~-n-yjtr - k2, Xi =-n +V/i2-k 2. )
n > k bolgani uchun X, va X2 ildizlar haqigiy bo'ladi.
Yukning harakat tenglamalari quyidagicha bo'ladi:

x(t) = cekl' + c2ek2t, 6)

x(N = gX|eX] +C2Xek2 = @)
Agar (6) tenglamada /=0, x =x0, (7) tenglamada
/=0, x = bo'lishligi e’tiborga olinsa, q va @ doimiy

sonlarni topishga imkon beradigan tenglamalar sistemasi kelib
chigadi:
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a+2- , Xd+Xx2@=*o
Bu sistemadan q va & topiladi:
. ~hxo+*o Mo -x0
X]—A2 ° ~ X —
(6)dag q va &@ni ularning topilgan ifodalariga almasli
tirib, quyidagi ifoda olinadi:

1

ql - A2
(8)ga (5)ni go'yilsa, quyidagi tenglik hosil bo'ladi:

_ 1 -M . min? K&t
Xt = 29 _ N
(t) A - A (P -io)e€
(A2X) - * 0)e NrE-k2 Q).
#/=1715+ \ &=14s ’, xq =Ism, xq =-50sm/s
bo'lgandagi hisoblashlar bajariladi:
\In2 - k2 =yjn, 152 - 142 ="/294,12-196 =
D - >/9812 = 9,95

2) X2=-m+\in2- k2 =-17,15 +9,95 = -7,2;

3) X, =-n-yIn2-k2=-17,15-9,95 = -27,1;
4) N,x-x0=-27,1 1+50 =22,9;
5) X,x-x0=-7,2 1+50=42,8;

6) A -A2=-27,1+7,2 =-19,9;
7y x-L_ (M -x0)=n =- 115

I \ 428 - .

8
VRN (2 o0)apg = 275
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l'opilgan son giymatlarni (9) ga qo'yilsa, yukning izla-
piiyotgan harakat tenglamasi hosil bo'ladi:

x(t) = 7,15/ (-1,15e 99/ + 2,15e~995/) sm.  (10)

Endi yukning statik muvozanat holatdan o'tish yoki
i'lmasligini aniglaymiz. Buning uchun x ning (10) ifodasini
nolga tenglashtirib, olingan tenglamani t vagtga nisbatan
yechiladi:

£-'7.5(-1,15e9% +2,15-€ 995/) =0 .

Bunda e17,15 * 0. Yukning statik muvozanat holatdan
o'tish payti
-1,15<?9'%5 +2,15e"99% =0
tenglamadan aniglanadi. Bu vagt quyidagicha topiladi:

215e9% =1.1e9% = =el99 =>el99 =187 =*

In187 1In187 In10 0,2718-2,3

19,9/ =In 1,87 =>t
i 199 19,9 19,9

0,6251

=0,03s.
19,9
Dcmak, yuk /] =0,003s paytda statik muvozanat holatdan

o'tadi. /=>°oda e |7'l5/ =>0. / vaqtning t =« qiymati
harakatning so'nishiga mos keladi. Ox o'qi funksiya grafigi
uchun gorizontal asimptota bo'ladi.

(10) funksiyaning ekstremum nugqtasini topamiz. Buning
uchun (10) funksiyaning hosilasini topib, uni nolga
tenglashtirib, olingan tenglamani t ga nisbatan yechiladi:

x(r) =-i7,15e1715 (-1,15¢9%5 +2,15e~9'%) +
+(-1,15-9,95e995 - 2,15 9,95 e-9'%5 ) =0.
(17,15 1,15- 1,15 9,95)e9%5 - (15,15m,15+9,95=2,15)e'9% = 0,
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199 0,43-271

199 =7,04=>19,9/ =In7,04 =
0,23 «7,2

(10) funksiya (0;0,)oraligda kamayadi, ( 0,l;°0) oraligdn
o‘sadi. Bu funksiya /=01 nuqtada minimumga ega

*min =-0,42 (49- rasm).

-0,42.

49- rasm.

30- masala. Bir uchiga 100 g og'irikdagi yuk osilgan
prujina suyuglikda harakatlanmoqda. Prujinaning gattiglik
koeflilsiycnti ¢ =20 g/smgateng. Suyuqlikning yukka ko'rsa-
tadigan qarshilik kuchi tezlikning birinchi darajasiga propor-

sional: R = aft, bunda a=35— .
sm

Agar boshlang'ich paytda yuk statik muvozariat holatdan
jo =5jwga siligan va unga siljish yo'nalishida \Osm/s
boshlang'ich tezlik beriigan bo'lsa, yuk harakatining teng-
lamasini toping va ko'chishning vagtga bog'lanishli grafigini
chizing.
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Yechish. Bu masalaning mazmuni oldingi masalaning
mazmuni singari, lekin yukka beriigan boshlang'ich tezlik
oldingi masalada ko'chish yo'nalishiga garama-garshi
yo'nalgan bo'lsa, bu masalada esa yukka beriigan bosh-
lang'ich tezlik ko'chish yo'nalishi bilan mos tushadi. Bu
masala uchun boshlang'ich shartlar quyidagicha bo'ladi:

X =0 =*0 =Ssm, Xx J=0=*0 =

Yuk harakatining tenglamasini lopish uchun oldingi
masalada chiqarilgan (9) Koshi shaklidagi yuk harakatining

umumiy tenglamasidan foydalaniladi: -

! nt X2X0 -N

=- -e~| -J10 i
X0=y, ( )

bunda n=17,15s * k = 14s * xq = 55m, x0 = 10sm/ s

1) Jn2-k 2 =798,12 = 9,95 ;

2) X,= 27,1 3) X2=-7,2;

4) o =-27,1-1 —10=—1355—10 = 1455 ;
5) X2X . xp =-7,2-5-10 =-36 -10 =46;

6) h . X2=-27,1+7,2=-19,9

oo -y 1455 o
) X]- X2(X,* “*0)= -19.9 m

1M N -46
8) ,, X2 ~x0)=_|Q9= 2,30.
Topilgan son giymatlarni (I)ga go'yilsa, yukning harakat
tenglamasi quyidagicha bo'ladi:

x(t) =-e_175r (7,30e9'%5 - 2,30<T9-95)sw. )]

Yukning statik muvozanat holatdan o'tish vaqtini anig-
laymiz. Buning uchun 7,30 «9,95 - 2,30e-9,95/=0 tengla-
mani t ga nisbatan yechiladi:
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M99 = 23" goy = IN0,32 1g0,32 «n K)

32
72 19,9 19,9
15251-23 -1,15 _ 0.05.
19,9 199
Yuk statik muvozanat holatdan o'tmaydi. Chunki
t =-0,05 <0.

Endi (2) funksiyaning ekstremum nuglasi topiladi. Buning
uchun (2) funksiyaning / vaqt bo'yicha hosilasini topib, uni
nolga tenglashtirib, olingan tenglamani /ga nisbatan yechiladi:

en,I5t (_7)30+.7,2 €995 +2,30-27,1 -<[995/) =0
Bunda €173 * 0. Demak,
-7,30-7,2- 995 + 2,30 27,1 =995 =0,

-7,30 <7, X056 + 2,30 «27,1 «=995 =0,
-7,30-7,2e199 =-2,30-27,1.

19y _ 23-271 199/=6233  4quy 1195 =199/ =

72 -73 5256
— I 1,185=»/ = In 1,185 In 1,185-1n 10
199 19,9

0,0737-2,3 0,16951
19,9 19,9
2) funksiya (0;0,008) oraligda o'sadi, (0,008;°°) oraligda
kamayib Ot o'gga asimptotik yaqginlashib boradi. Ot o'q (2)
funksiya grafigining gorizontal asimptotasi bo'ladi. (2) funksiya
/=0,008 nugtada maksimum gymatga erishadi. xnax = 13sm .
Tekshirish natijalarini e’tiborga olib, (2) funksiyaning grafigi
chiziladi (50- rasm).
31- masala. Og'irligi 200 g bolgan yuk gattiglik koef-

=0,008.

fitsiyenti c= 1Y m bo'lgan pnijinaga osigan va S = H sin pt
kuch ta’sirida turibdi.
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50- rasm.

Bunda H =2kg, P =70s-1.

Boshlang'ich paytda

X0 =2sm, X0 = 10sm/s. Koordinata boshi sifatida yukning
statik muvozanat holatini tanlab, yuk harakatining teng-

lamasini toping.

Yechish. Ox o'qini vertikal
pastga yo'naltirib, koordinata
boshi sifatida yukning 0
muvozanat holatini tanlaymiz.

S qo'zg'atuvchi kuch Ox
o'gning musbat yo'nalishi
bo'yicha yo'nalgan bo'lsin.
Yukka P og'irlik kuchi, F
prujinaning elastiklik kuchi va
S go'zg'atuvchi kuch ta’sir
giladi (51- rasm).

Yuk harakatining differen-
sial tenglamasi tuziladi:

mx =Y ,Flk\
K

| Aocd’=P ~F +8.
K

117171711171 1717

X0 0

51- rasm.



P-F =P-c¢xqg + x)= (p- CXq) - ex.
Statik muvozanat holatda P = o0 bo‘ladi. P- F = a

Natijada yuk harakatining differensial tenglamasi quyidagidui
bo'ladi:

X+K x =//sinpt. ()
1000 C--980.
bunda —¢ = S = 4960s-2-
k2=¢ 200(7 ;
980 «L1i 200G
h= S =980 ., _
P 200(7 /'s8

Bu giymatlarni (l)ga go'yilsa, quyidagi tenglama kelib
chigadi:
jr +4900x =9800sinp/. ()]
Qo'zg'atuvchi kuchning p =70s-1 chastotasi yuk teb-

ranishlarining k = 70s-1 chastotasi bilan ustma-ust tushadi.
Demak, sistemada rezonans hoi yuz beradi.
Yuk tebranishlari

*1 =q cos 70/ + cj sin 70/
tenglama bilan aniglanadi. Yukning majburiy tebranishlarini
*2 = [/1/cos 70/ ?3)
ko'rinishda izlaymiz. x2ning /vaqt bo'yicha hosilalari topiladi:
X2 =tAcos 70/ - 70/1/sin 70/,
X2=-70Asin 70/ - 70/1sin 70/ - 4900/ cos 70/.  (4)
(3) va (4 )ni (2) ga go'yib, A aniglaniladi:
-140Asin 70/ - 4900/70/ +4900/70/ = 9800sin 70/,
-140/1 sin 70/ = 9800sin 70/,
-140/1 =9800,
A =-70.

Natijada go'zg'atuvchi kuch ta’siida hosil bo'ladigan
tebranishlarni



x4 =-70/cos70/
ko'rinishda topamiz.
Yukning umumiy harakat tenglamasi tuziladi:

x =3] +j@ =q cos 70/ + @sin 70/ - 70/ cos70/. (5)
Yukning tezligi topiladi:
fl =x =-70q cos 70/ + 70c2sin 70/ - 70 cos 70/ +
+4900/sin 70/« 6)
jcl,=o=xo =2sm boshlang'ich shart va (5) tenglamadan

C aniglaniladi: Q\ =2sm\ x],=0=x0 =10m/s/a boshlan-

g
g'ich shart va (6) tengamadan Ctopiladi: C2 =- =1,\4sm.
C va C, ning topilgan qgiymatlari (5)ga qgo'yilib, yuk
harakatining izlanayotgan tenglamasi olinadi:
x(/) = (2cos 70/ + 1,14 sin 70/ - 70/cos/)sw .
32- masala. Og'irligi P = 2k G boMgan yuk qattiglik

koefiitsiyenti C:O'4s_m bolgan prujinaga osilgan. Yukka

S =0,1sin 30/ go'zg'atuvchi kuch va tezlikning birinchi

darajasiga proporsional bolgan R =0,\\[cnx kg qgarshilik
kuchi ta’sir qgiladi. Agar boshlang'ich paytda yukning holati

sm
va tezligi x =2sm, xquE-C bo'lsa, yuk harakatining

tenglamasini toping. Koordinata boshi sifatida yukning statik
muvozanat holatini oling.

Yechish. Avval masala shartini aks ettiruvchi shakl
chiziladi. Yukni x abssissasi musbat bo'lgan holatda

tasvirlanadi. Prujina bunday holatda A= Xsm+x =xQ+x

uzayadi. Ox o'gida F elastiklik kuchi vertikal yuqoriga
yo'nalgan, uning Ox o'gqdagi proyeksiyasi topiladi (52-
rasm):
Fx =~c{xo +x).
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52- rasm.

R qgarshilik kuchi ham
vertikal yuqoriga, ya’ni yuk
harakatiga garama-qarshl
yo'nalgan bo'ladi. F va R
kuchlardan tashqari yukka P
ogifik va S qo'zg'atuvchi kuch
tasr qgiladi. Bu kuchlar Ox o‘q
boyicha, ya’ni yukning harakati
boyicha yo'nalgan bo'ladi. Yuk
harakatining differensial
tendames tuziladi:

mx =P +S + Fx +Rx.
Bu tenglamaga S, Fx va Rx

kuchlarning berilgan va topilgan
ifodalarini go'yilsa, quyidagi
tengik hosil bo'ladi:

mx = P +0,1sin 30/ - Q\W\arx- c(xq +x).

Statik muvozanat holatda P-cXan= P-cxQ= 0 bo'lish-
ligini e’tiborga olinsa, yukning harakat tenglamasi quyi-

dagicha bo'ladi:

mx + 0,1yfcmx - a =0,1sin 30/ ,

c 0,1

X + 8,1.1[57( +—n=—""sin 30/
\m m m

0,4 — 980"
S

2— = 196s-2
2kg

0,1./- =0,1 yfl%s-1=1,4s-1;
vm

001 0,1* _ 01980 _

m

49
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Natijada yuk harakatining tenglamasi quyidagi ko'rinishda
bo'ladi:

X +1,4x + 196x = 49sin30/ @
(1) tenglamaning umumiy yechimi
z+1,4i+1962 =0 @

bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bilan o'zining
gandaydir xususiy yechimi yig'indisiga teng bo'ladi.
(2) tenglamaning umumiy yechimi topiladi. Buning uchun

uning yechimini z = ko'rinishda izlab, uning xarakteristik
tenglamasi tuzilib, yechiladi:

r2+1,4r + 196 = 0.
n2=-0,7+VvV0,49-196 =-0,7 +/n/196- 0,49 =-0,7 +

+/A/195,51 =-0,7+/13,98
(2) tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha bo'ladi:
z(t) = e0,7,(C cos 13,98/ + C2sin 13,98/). 3)
(1) tenglamaning xususiy yechimini esa noaniq koef-
fitsiyentlar usulidan foydalanib topiladi. Uning xususiy
yechimini
X] (/) = /' cos 30/ + B cos 30/ 4

ko'rinishda izlanadi. (4) ning xj va x2 hosilalari topiladi:
X (/) =-30A cos30/ +30B cos 30/, 1
x2(/) = -900(J1 cos 30/ - Bsin 30/ J n
(4) va (5) ni (1) ga qo'yilsa quyidagilar hosil bo'ladi:
-900A cos 30/ - 9008B sin 30/ - 42/1sin 30/ +42geos 30/ +
+196 A cos 30/ + 196B sin 30/ = 49 sin 30/.
(-704/1 + 42B) cos 30/ + (-42/1 -7045) sin 30/ = 495sin 30/.

Bu tenglikning ikkala gismidagi cos 30 / va sin 30 /
garmonikalar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtiriisa, A va
B koeffitsiyentlarni bir giymatli aniglashga imkon beradigan
chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi kelib chigadi:



[-104N1+42# =0  T-352/1 +21/ =0
[-42A - 704/1=49 N [-42A - 704B =49,
Bu sistemani yechib, A va B ni topiladi:

-352 21
A = =352 w704 + 42 -21 = 247808 + 882 = 24869*
-42 -704
0 21
AA = =-49 21=-1029;
49 -704
-352 0
B = =-352-49 =-17248.
-42 49
A=~N.= 10?9 =-0,004; B="- =-~7-48 =-0,07.
A 248690 A 248690

IzZlanayotgan xususiy yechim:
XA\ =-0,004cos/-0,07sin 30/.
Yuk harakatining umumiy tenglamasi

x(/) =e0,7" (g cos 13,98/ + @2sin 13,98/) —

- (0,004 cos 30/+ 0,07 sin 30/) 6)
ko'rinishda bo'ladi.
C va Q2integrallash doimiylarini topish magsadida x{t)

ning x(/) hosilasi topiladi:

x(t) =-0,7e~0,7,(q cos 13,98/ + @2sin 13,98/) +
+13,98¢,-0,7/ (—d sin 13,98/ + 2 cos 13,98/) -
-(-0,12 sin 30/+ 2,1 cos 30/). @)
/=0, *0=x =2 bolganda (6) tenglamadan; /=0,

X0 =x =3 bolganda (7) tenglamadan C, va C2ni aniglashga
imkon beradigan tenglamalar kelib chigadi:

2=Q -0,004, C =2,004,

3=-0,7C, +13,98C2 =-2,1 -0,7C, +13,98C2

C =2,004 2 =-0,265.
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Natijada izlanayotgan yuk harakatining tenglamasi
(jliyidagicha topiladi:

x(t) = e'0'71(2,004 cos 13,98/ - 0,265 sin 13,98/) -
-(0,004 cos 30/ +0,07sin30/).

[11. Savol va masalalar

1 Sistemaning kinetik energiyasi ganday formula va aniglikda hiso-
Manadi?

2. Sistemaning inersiya koeffitsiyenti ganday parametrlarga bog'liq
bo'ladi va ganday hisoblanadi?

3. Bitta erkinlik darajaga egabo'lgan sistema erkin tebranishlari-ning
amplitudasi va boshlang'ich fazosi ganday aniglanadi?

4. Sistema erkin tebranishlarining chastotasi va davri ganday
parametrlarga bog'liq bo'ladi?

5. Bitta erkinlik dargjaga ega bo'lgan sistema erkin tebranishlarining
asosiy xossalarini izohlang va tahlil qiling.

6. Qanday qgarshilikda amplituda ko'rsatkichli qonun (geometrik
progressiya) bo'yicha kamayadi? Qanday garshilikda amplituda arifmetik
progressiya gonuni bo'yicha kamayadi?

7. Erkinlik darajasi bitta bo'lgan sistema majburiy tebranishlarining
differensial tenglamasi ganday ko'rinishga ega? Uning umumiy yechi-
mi qganday ko'riladi?

8. Majburiy tebranishlar difTercnsial tenglamasi umumiy yechi-
mi-ning har bir qo'shiluvchisini izohlang.

9. Kichik garshilikni e’tiborga olganda davriy qo'zg'atuvchi kuch
ta’siidagi bitta erkinlik dargjaga ega bo'lgan sistema majburiy tebra-
nishlarining differensial tenglamasi va uning umumiy yechimi ganday
ko'rinishga ega?

10. Tezlikka bog'liq bo'lgan garshilik sistema erkin tebranishlari-
ning dawiga ganday ta’sir qgiladi?

11. Tezlikka proporsional bo'lgan qarshilik sistema majburiy tebran-
ishlarining amplitudasiga, fazosiga, chastotasi va davriga ganday ta’sir
giladi?



12. Qanday shartlarda - tartibli rezonans vujudga keladi? Qanday
chastotalar kritik chastotalar deb ataladi?

13. Qarshilik kuchini e’tiborga olganda rezonans hollar uchun sistcnvi
majburiy tebranishlarining ko'rinishi ganday bo'ladi?

14. Majburiy tebranishlar amplitudasining maksimal giymati gan-
day aniglanadi?

15. So'nish kocffitsiycntining ganday giymatida majburiy tebra-
nishlar amplitudasining maksimumi mavjud bo'maydi?

16. Rezonans holda qarshilik e’tiborga olinmaganda sistema majburiy
tebranishlarining amplitudasi ganday gonun bo'yicha o'zgaradi?

17. Qanday shartda «TepKkili tebranish» hodisasi yuz beradi va bu
hodisaning grafigi ganday bo'ladi?

18. Tczlikka proporsional bo'lgan qarshilik «Tepkili tebranish» ho-
disasiga ganday ta’sir qgiladi? Bunday tebranishlarning grafigi ganday
bo'ladi?

19. Dinamiklik koeffitsiyenti deb nimaga aytiladi va u ganday
aniglanadi?

20. Oniy impulsli kuch ta’sirida bitta erkinlik darajaga ega bo'lgan
sistemaning majburiy tcbranishlari ganday tenglama bilan aniglanadi?

21. To'satdan sistemaga go'yilgan o'zgarmas kuchning dinamik ta’siri
ganday bo'ladi?

22. Qattiglik kocffitsiycntlari C, va (bo'lgan prujinalarga P
og'irlikdagi yuk osilgan.

a) yuk prujinalardan bir tomonda (pastda);

b) yuk prujinalar oralig'ida yotganda uning tebranish davrini
toping.

Javob: T =2nI~ s IIEI- T =2n |-
\g O u'(d +c2>
23. Og'irligi 20// bao'lgan yuk prujinaga osilgan. Prujinaning og'irlik
kuchi ta’siidagi uzayishi \sm =5 sm. Agar boshlang'ich paytda pruji-

naning uzayishi [f =8 n/n, yukning boshlang'ich tczligi $o =10?

bo'lsa, yukning harakatini aniglang.

Javob: g = 3,08sin(14/ + [,34)sm.

24. Og'irligi 20H bolgan yuk prujinaga osilgan. Prujinaning yuk
ta’siidagi statik uzayishi X3Im=5 sm ga teng. Yukka S = 20sin 14iH



go'zg'atuvchi garmonik kuch la’sir giladi. Boshlang'ich paytda paijina
.m

AC = 6 sm ga cho'zilgan va yukka 0 = 10“S tezlik berilgan. Yukning

harakatini aniglang.

Javob: g = 3,35sin (14/ + 0,305)+ 35/sin | 14/- — .

25. 0,4 kg massali jism gattigligi Ck=g4— bo'lgan prujinaga mah-
kamlangan. Bu jismga 5=40sin5/// qo'zg'atuvchi kuch va
R =-adl a= 25ie7 ©—jism tezligi darshilik kuchi ta’sir giladi.
m
Boshlang'ich paytdajism statik muvozanat holda turibdi. Jismning ha-

rakat gonunini toping.
Javob:

q=0,647e-31,25 sin(95/-46°55") +,23sin(50/-22°36")sm. =



9- 8. Erkinlik darajasi chekli boMgan
sistemaning tebranishlari

I. Nazariy qism

1 Chekli erkinlik dargaga egabo'lgan konscrvativ sistema
erkin tebranishlarining differensial tenglamalarini quyidagi
Lagranj tenglamalaridan olish mumkin:

d d1T o N
dt dgj daj dgjr O=12,...,9)

bundagi s — garalayotgan sistema erkinlik darajasining soni.
Sistemaning kinetik va potensial encrgiyalari mos ravishda
r=il | ajMj;n =i £ 1 ciNei
z i=l j=\ 1i=lj=\
formulalar yordaniida topiladi.

Agar W = 0 uy = Cyl9' + Cj242 + " " +

or
A =°yl9l +aj202 + - + ajs4s 0 =

bo'lishligi e’tiborga olinsa, Lagranj tenglamalaridan quyidagi
chizigli bir jinsli ikkinchi tartibli o'zgarmas koeffitsiyentli
differensial tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi:

AN + X2 + - +afscg +C|,?, +G2g +eeee+ (Os9s =°
a2\q\ +aZ22ft +- +a2s<is +cA< +C2J2 +eeee+ 2 =0
(1)

“vi<7l  as24l e assgs + s\g\ + cs2g2 + — + cssgs —0
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(1 tengiamalar sistemasi erkinlik darajasi S ga teng
bao'lgan sistemaning erkin tcbranishlarini tavsiflaydi. Bundagi

aj - gi migdorlar inersiya koeffitsiyentlari, cy=Cj esa

gattiglik koeffitsiyentlari deb ataladi.
Bu tenglamalarning xususiy yechimlari

cj = Aj sin(/c/ +P) = njA Jsin(kt + (9
ko'rinishga egabo'ladi.
g ning ifodalarini (1) tenglamalarga qo'yilsa,
\ij(d =14J) noma’lum sonlarga nisbatan quyidagi chi-
zigli va bir jinsli algebraik tengiamalar sistemasi hosil

bo'ladi:
(d, - G1*2w +(q2- 2222 +.....+(q, - aj?)\h =°!
(@, - 02k2y {+(c22-ank2)»! +...+(c*-a”™)ns =0;

)

(9,-%A?)u, Hch -ar2R)u2+.... +(cro-an)”™ =0

Bunday sistema nol bo'lmagan yechimlarga ega bo'lishligi

uchun \ij(j =14) noma’lumlar oldida turgan koef-
fitsiyentlardan tuzilgan determinantning nolga teng bo'lishi

zarur va yetarli.
c\\-a\\k2 o -ank2...... al - alsk2

A~a\k2 2 ~a2k2......25 - a2sk2
Mk )= =0 (3

&Sl a\k s2  as2k ... css  assk

) sistemaning xarakteristik yoki chastotalar tenglamasi
deb ataladi. Bu tenglama k2ga nisbatan s- darajali tenglamadir.
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Bu tenglamani yechib, erkin tebranishlarning barcha
kj(j =1J) chastotalari topiladi.

kj(j =141) — tenglama ildizlari haqigiy va inusbat. kj-
ning barcha topilgan giymatlarini (2) tenglamalarga qo'yilsa,

Ny\u*2),.....Hy9 (j =12,..8) koeffitsiyentlarni aniglashga

imkon beradigan algebraik tenglamalar sistemasi kelib
chigadi:

di-oil+(ci2 ~a\xn\Y]+....+(<b =0;
(g,-a”™kjy™ H2-«2/UP+....+( ~ = °

4
(A\s-o\skjy \j) Hcs2-an K)uN) +.... +(G,-a~kjy ™ =0

4) sistemarﬁlf)ﬁ) ga nisbatan yechilsa, quyidagi tenglik

hosil bo'ladi:
U'()I) = AYVi(*i2)..(2) _aji(r2>y m) _
Au(kf) 1 Au(2) Au(;)

Natijada (1) sistema erkin tebranishlarini tavsiflovchi
differensial tenglamalarning xususiy yechimlari quyidagicha
bo'ladi:

gP =n~/1L()Sin(Ay+ p)),
P =IINQ sin(*2/ +Pr),..... up = sin(™r +p4)
(j =1s).

2. Agar sistema nugtalariga 11 =n(q\,g2,...gs) potensialga

ega bo'lgan qaytaruvchi kuchdan tashgari t vagtga bog'ligli

Fi(i) qgo'zg'atuvchi kuchlar ta’sir gilsa, u holda sistema
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mirakkab harakat giladi. Bu murakkab harakat esa sistemaning
erkin va majburiy tebranishlaridan iborat bo'ladi. Qaralayotgan
hoi uchun Lagranj tenglamasi

d dTt

_ ot _ I .. _
& dqj —-A--—-§—+U/(0, (y=1,2,..5)

bundagi Qjo) umumlashgan kuch

iH=1 W -15-, =1,2,....5
QiM=LW -12- & )
formula bo‘yicha topiladi. S sistema erkinlik darajasining soni,

K esa Fj(t) go'zg'atuvchi kuchlarning soni.

Lagranj tenglamalariga kinetik va potensial
energiyalarning

T =\ £z ajMij, n dja>4j
2 /=iy=I 2 /=iy=I
ifodalarini go'yib, sistema majburiy tebranishlarini tasvir-

lovchi differensial tenglamalar sistemasini garshilik kuchini
hisobga olinmasa, quyidagicha bo'ladi:

a\W\ +an4?2 teemt+ a\sds + di<7l +cndr + mi =01(0;
NG\ +°2202 += - +0250s + [\ + 22 + =t Qj?! —QRU),

®)
W\ +as2<h + = taNijs +C\N+G22. et - 0s(0-

(5) sistemaning umumiy yechimi (1) sistemaning
umumiy yechimi bilan o'zining gandaydir xususiy yechimi
yig'indisiga teng

g =g f +2A2) + et [ (6)

Bundagi gp qo'shiluvchi (yechim) sistemaning erkin

tebranishlarini ifodalaydi. Ma’lumki, sistemaning erkin
tebranishlari garshilik tufayli tez so'nuvchi tebranishlardir.
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Ko'pchilik holatlarda sistemaning majburiy tebranishlarini
ifodalovchi <§2) xususiy yechimlarni topish katta amaliy
ahamiyatga ega bo'ladi.

(5) sistemaning xususiy yechimlarini qo'zg'atuvchi
umumlashgan kuchlar garmonik gonun bo'yicha o'zgargan
hoi uchun topiladi, ya’ni Qj(t) = Qjsin(/tf+8) (y =1,J),
bundagi P — tashqgi kuch chastotasi, 5 — ularning
boshlang'ich fazasi.

Qaralayotgan holda xususiy yechim quyidagi ko'rinishda
topiladi:

q@ =Ajsin(pt+5), (J=12,.;s). @)

(7)ni (5)ga qo'yilsa, majburiy tebranishlarning Aj
(j =1,2,...,5) noma’lum amplitudalariga nisbatan quyidagi
birjinsli bolmagan chizigli algebraik sistema hosil bo'ladi:

(dl -Oilp2)A\ +(c\2-ai2r2)A2+ ....+(CU -a\s? ) A s =Q,

(@t - 2|PR2)] HC2 - 022/2)"2 + ... =ft,

(8)
(cis - a\sP2) A +("2 ~ as2P2) A2 + ..... + (a1 -assP2)As=Qs
Agar bu sistema uchun
c\\-o\\P2 d2-al2p2...... ds-alsp2
Q) - &1p2 X - a2p2...... s - a2sp2
Mp )= 0 9

as\P~ cs2 as2P~....... css assP
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bo'lsa, u holda At majburiy tebranishlarning amplitudasi
quyidagicha bo'ladi:

(10

bundag fjj(p2) (i,j =1,2,...,s) determinant a(p2) deter-

minantningy- ustun va/-campu elementlarining (-1)'* 7ishora
bilan olingan minorlaridir.

n(p2) determinant A (k2) determinantdan k2 ni p2 ga

almashtirib olingan desa ham bo'lad..
Agar P majburiy tebranishlar chastotasi bosh

tebranishlarning birorta chastotasi bilan ustma-ust tushib

golsa, ya’ni p=kj bo'lsa, u holda sistemada j tartibli
rezonans vujudga keladi. Bu holda

A(P2) =A(k}) =0
bo'ladi.

Rezonans vagtida garshilik e’tiborga olinmaganda majburiy
tebranishlarning amplitudasi vagt o'tishi bilan chegarasiz
o'sadi. Qarshilikni e’tiborga oganda esa bu amplitudalar chekli
bo'lib, kichkina garshiliklar uchunjuda katta giymatlarga ega
bo'lishi mumkin.

Olingan natijalarni ixtiyoriy davrli qo'zg'atuvchi kuchlar

71
uchun go'llash mumkin. Agar go'zg'atuvchi kuch Tm= 2—
P

davrli bo'lsa, u holda 0/(0 umumlashgan go'zg'atuvchi
kuch Fure qatoriga yoyiladi:

0/(0 =Qjo + £_1er sin (prt+5r) (11)

bunda pr =rp(r = 1,2,...,°°)
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(12) yoyiimadagi Q3o doimiy had tebranishlarga ta ni
gimaydi. Qo'zg'atuvchi kuchlarning r garmonikasiga nod
keluvchi majburiy tebranishlarning amplitudasi

2 QirMj(p2)

A(Pj)

(12)

formulasi bo'yicha aniglanadi.

Agar go'zg'atuvchi kuchlar garmonikalaridan biror-
tasining chastotasi sistema bosh tebranishlarining birorta
chastotasi bilan ustma-ust tushib golsa, ya’ni pr = kj bo'lsa,
u holda sistemada rezonans hodisasi yuz beradi.
pr =kj(r =1,2,...) chastotalar kritik chastotalar deb
ataladi.

II. Masalalar yechish

33- masala. (M-554, 1986). Uzunliklari ( va massalar
m bo'lgan ikkita bir xil mayatnik gattigligi s bo'lgan, uchlari
mayatniklarning sterjenlariga mahkamlangan prujina bilan
h balandlikda bir-biriga boglangan. Mayatniklardan biri
muvozanat holatdan a burchakka og'dirlgandan keyin
sistemaning mayatniklar muvozanati tekisligida giladigan
kichik tebranishlarini aniglang; mayatniklarning
boshlang'ich tezliklari nolga teng. Qarshilik, mayatniklar
sterjenlarining massalari va prujinaning massasini hisobga
olmang (53- rasm).

Yechish. Umumlashgan koordinatalar sifatida mayat-

niklarning vertikaldan og'ish burchaklari @ va <2 gabul
gilinadi. Sistemaning kinetik energiyasi quyidagiga teng:

T = t2 (@2 +qw).
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53- rasm.

Sistemaning M potensial energiyasi og‘irlik kuchi
maydonida mayatniklarning
A, potensial energiyasi bilan deformatsiyalangan
prujinaning P2potensial energiyasi yig'indisiga teng:
n=m+n2.
A, va lJ2lar alohida-alohida hisoblanadi.

Shaklda hosil bo'lgan to‘g‘ri burchakli AO\M\C\ va

t+02M2C\ dan (54- rasm):

O\M\ =£cos(p], 02M2 =t cosdz,
h=0iQ - O]M\ =t - i cosdd
B =02 -0 2M2 = e - Goobdy . Mayatniklarning potensial
energiyasi:

a[ = _cosdl) + mSA1_cosd2) -
Mayatniklarning vertikaldan og‘ish burchaklari kichkina

bolganda co3dil = 1--&3 %; o3P =1 ]fb % taqribiy for-
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mulalardan foydalanilsa, /7, potensial energiya uchun quyidagi
ifoda topiladi:

M =~mgl(y] +d").
Deformatsiyalangan prujinaning /7, potensial energiyasini
hisoblash uchun prujinaning cho'zilishi hisoblanadi:
AN = N1sin &, O”2 = Asine 2=> A\ = w,M2 = Jip .

M2 =nNU1/0Am) =f [A~2 w2 ] = \ c/'2 ("2 - ®L)2.

Sistemaning potensial energiyasi uchun quyidagi ifodalar
topiladi:

Mm=q, +r/2= +dR) + ~cfl2(dR - ¢f)2 =

=2[(~ +ch2)(d®+P2)- 2crpdR),

T kinetik va N potensial energiyalar uchun topilgan
ifodalarni ularning ikkita erkinlik dargjaga ega bo‘lgan hoi
uchun topilgan

1 ? 2
7 =2 (flI9i +2a”I\A2 +a2R),
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1 2 1
N = 27M1?0 +2c12<VR +C2242)
lliKlaliiri bilan tagqoslansa,
an =a22=1(2, a2=0-

dl =2 =nbt + , @2=-2ch .
Bu topilgan koeffitsiyentlarni

(c,, - a, ,/c2)(C2 -f122¥2)-(ci2 - ° 12*2)2 =0 (13)

i liastotalar tenglamasiga go'yilsa,
2
(MHoz+cA2-»1/2¢2) -cV =0

tenglama kelib chigadi. Bu tenglamani k2ga nisbatan yechilsa,

Kl = 'i-
I me2

u/=— koeffitsiyentlarni topish uchun (2) siste-
4\ AN\

madan foydalaniladi. Ikkita erkinlik darajaga ega bo'lgan
sistema uchun (2) sistema

(c, -ank2)+\icn -ank2)=0

e\ -ank2)+uy(c22-a22«2) =0
ko'rinishni oladi. Bundan u uchun ifoda topiladi. k 2va k22

mos keluvchi ui ~2 hisoblanadi:



w =1M2=-1 bo‘lganligi tufayli mayatniklar u -T
bo'lganda vertikaldan bir tomonga og‘adi; 1 =-1 bo'lgnmlit
esa ular vertikaldan garama-garshi tomonga og'ishadi, ya'nl

mayatniklar harakati davomida ¢[ va ¢2 og‘ish burchaklar!

i) _ nd) m2 2 .
uchun [EI) = cm),(?} ) _a) tenghklar o rinli bo ladi.
Birinchi bosh tebranishda hamma vaqgt (g0 = tenglik

saglanadi. Mayatniklarni bog‘lovchi prujina deformatsiya-
lanmasdan qoladi, ya’ni prujina mayatniklarning harakatiga
ta’sir qilmaydi. Bu holda mayatniklar tebranishlarining A
chastotasi bog'lanishlar bo'lmaganidek bo'lib, mayatniklardan
birining tebranish chastotasiga teng bo'ladi.

Mayatniklar harakatini tavsiflovchi differensial tengla-
malarning umumiy yechimi xususiy yechimlarining yig'in-
disi singari topiladi:

L =d]) +dP) = Axsin(/ci/ +Pj) + Ai sin(E2/ + P2);
a2 =d2) +d2) = NM\Y sin(V +PD +R242snA |/ + p2).
o1 va 2 ning vagt bo'yicha hosilalari ham topiladi:
dd = A\ sin(/: ]/ + Pi) + A2>P cos(k2t + P2);
a2 =M | sin(k\t + Pi) +\i2A2sin(k2t + P2).
A\ A2 fi\ va p2 ozgarmas sonlarni boshlang'ich shart-
lardan foydalanib topiladi:
t=0 bolganda ¢10=a,p 20 = 0,dol0 = 0,30 = O.
Shuningdek w, =+1, /2 =  bo'lishligini e’tiborga olinsa,
A\A23\ va p2ni aniglash uchun quyidagi tenglamalar
sistemasi topiladi:
A\sin Pj + A2sin P2 = &; Atsin P] - A2sin P2 =0,
KA\ sin P| + k2A2sin P2 = 0; K\A\sin P[ - K\A2sin p2 = 0.
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Mu sistemadan
KA\ sin P] = k2A2sinp2 =0 =

= cosP[ =cosp2 =0=PF] =P2 =",

2A[ sin P] = 2A2sin P2 =a = A=A2=2

Natijada mayatniklarning harakat gonunlari quyidagicha
hosil bo'ladi:

@ :Z‘ sin +sin | k2t + — :§(cosk\t+cosk2t)=

- acos

| A

@:‘Z‘ sin K\t+  -sin x5 5 :(i(cos&|/-cosk2t):

_ A +k2 1. (k2- K\
=asm -!-8§in =1

K + k2 K -
Javob: @1 = ctcos " In [9

\ - k2 ,,
cOos-i---N-/, * =

L k\+k2t . k2- R . [g
P2 = asin -M sin 22 W, k2=yj--

34- masala. (M-55.30, 1986). Ikki tayanchda erkin yotuvchi
~ uzunlikdagi to‘sin bosh ko‘ndalang tebranishlarining

1 2
shakllari va chastotalarini toping. To'singa x =-t va* =22
nuqgtalarda Q og'irikdagi ikkita teng yuk go'yilgan. To'sin
ko'ndalang kesimning inersiya momenti /, elastiklik moduli
E. To'sin massasini hisobga olmang.

Yechish. Awal go'yilgan masalani umumiy holda yechamiz.
Umumiy yechimni olish uchun G\ va & yuklar to'sinning
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tayanch nuqtalaridan turli masofada qo'yilgan bo'lsin (55-
rasm).

Qaralayotgan sistema ikkita erkinlik darajaga ega
Sistemaning umumlashgan koordinatalari sifatida yuklarning

muvozanat holatdan W va y2 vertikal og'ishlari gabul
gilinadi. Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi

T =\ (1T Y2+ 12Y\)

formula bo'yicha topiladi.
Sistemaning P potensial energiyasi esa elastik defor-

maitsiyalanadigan to'sinning /7] potensial energiyasi bilan
A\ va G2 yuklarning og'irlik kuchi maydonidagi 77> poten-
sial energiyalarining yig'indisiga teng.

M — elastik dcformatsiyalangan to'sinning potensial

energiyasini to'sinning qaralayotgan holatdagi potensial
energiyasi bilan muvozanat holatdagi potensial energiyasi
ayirmasi sifatida topiladi:

W, ="i/i(/, +n)-~,°/1 +FF2(f2+y2) - I~ §2,
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bunda N =c\\(/\+y\)-c\2 (/r+¥T)-
h =cA\l(f2 +Y2)~22{/\ +>')-
Muvozanat holat vaqgtidagi to'sinning yuklar qo'yilgan
nugtalaridagi egilishini mos ravishda f\ va f2 desak, elastiklik
kuchlari muvozanat holatda

AN =c\/l - c2/2 =GN F2 =22 ~el/l =G2
formulalardan aniglanadi.
Gx va (72 yuklarning potensial energiyasi og'irlik kuch
maydonida

Nn2=~G\W\ - G2y2
formula bo'yicha topiladi.
Sistema [ potensial energiyasi uchun

N =/7,+02=i[F2(/, +y{) + F2(f2+y2)]~

AN #1202) AL -D AT

ifoda topiladi.
F, va F2 ning ifodalarini bu topilgan ifodaga qo'yib va
muvozanat holat atrofida

(31 =~ (42 ~@\)f2 = 0;
AN 3o '
Fan
= 2721 - A2)/I =0-
2.Y2

shartlarning bajarilishini e’tiborga olinsa, potensial energiya
uchun
N=~(c,y2-2 92 *—>"2 +aiy\)

ifoda topiladi.
T\d N uchun topilgan ifodalardan sistemaning inersiya
va qattiqlik koeffitsiyentlarini aniglash mumkin:
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/X

al =T\=—1.«12='°A;\°22 =T2=—
8 8

. a2 +
dl =clbfi2 =— 2 ‘2 =C22-

Inersiya va gattiqlik koeffitsiyentlarining topilgan
ifodalarini (13) chastotalar tenglamasiga qo'yilsa, quyidagi
tenglama kelib chigadi:

f El\ b I_(C\2+<:Z.v

8 8
Ba’zi bir almashtirishlardan keyin bu tenglama

14 ~ C~ ~ CIe2 +C22C|~ 2 + 4(7,  [4cM22(d2 + @i)2] =0

ko'rinishga keladi.

Bu tenglama yechilsa, quyidagi ifoda hosil bo'ladi:

tf2 =1 021 1IFl +CnGl T V(C12 + 22G\)2”

\G\G2[4c,ic2- (21 @))2l.

Biz garayotgan holda:
I
=72 =3 =c2 =C;cn = 2;ct2 = 1;/] =/2

bo'lishligini e’tiborga olinsa,

,2_ddl Cl2) h, Eaips$

1 C
*2 _ dd| +C12) n /el +a2)
2 G VAT

& va 72n' bilgan holda O va \2 koeffitsiyentlar
hisoblaniladi:
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A\~ gg(dl - C12)

fIni
__ v fIn7i gG_ 4
c2-antf c12 + c21
2y
r GJA\\-g 2)
m -ax{k2
1 1 ——— t{»/\ = - gC. =-1.
C\2-ank2 CH +C2

Endi to'sinning bosh ko'ndalang tebranishlarining shakli

aniglaniladi:
AD a4,
Uz2=~p)=_1
Materiallar garshiligi kursidan garalayotgan hoi uchun
1296 E| 1134 E|

dl =2 - 5 b cz-ca- g g
natijalar ma’lum. Koeffitsiyentlarning bu giymatlarini bilgan
holda A va k2 chastotalar topiladi:

_Jg(en -C|2) _~1296- 1134  /£7g
Gt
2 _"g(qi +q2) _~129% + 1134

[1l. Savol va masalalar

1 Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistemaning kinetik va potensial

energiyalari ganday formulalar bo'yicha hisoblanadi?
2. Erkinlik daragjasi ikkita bo'lgan sistema erkin tebranishlarining

diffcrensial tcnglamalarini keltirib chigaring.
3. Erkinlik darajasi ikkita bao'lgan sistemaning inersiya va qattiglik

koeffitsiyentlari ganday munosabatlarni ganoatlantiradi?
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4. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema erkin tebranishlarining
chastotalari ganday aniglanadi?

5. Sistema bosh tebranishlarini aniglovchi tenglamalami kcltiring.

6. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema bosh tebranishlarining shakl-
lari ganday aniglanadi?

7. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistemaning natijalovchi harakat-
lari garmonik tcbranishlar bo'ladimi?

8. Qanday shartlarda «TEPKILI TEBRANISH» hodisasi sodir
bo'ladi va bu hodisaning fizik mazmunini izohlang.

9. Sistemaning ganday koordinatalariga bosh koordinatalar de-
yiladi va ular ixtiyoricha tanlangan umumlashgan koordinatalar bilan
ganday boglangan bo'ladi?

10. Bosh koordinatalarda sistema erkin tebranishlarining differcn-
sial tenglamalarining o'ziga xos xususiyati ganday bo'ladi?

11 Sistema erkin tebranishlarining chastotasi umumlashgan koor-
dinatalarning tanlanishiga bog'liq bo'ladimi?

12. Sistema bosh koordinatalarining har biri ganday qonun bo'yicha
o'zgaradi?

13. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistemaning erkin tcbranishlariga
garshilik ganday ta’sir giladi?

14. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema majburiy tcbranishlari-
ning amplitudasi ganday aniglanadi?

15. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema majburiy tebranishlari-
ning chastota va fazasi ganday aniglanadi?

16. Rezonans vadtida erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema ma-
jburiy tebranishlarining shakllari ganday bo'ladi?

17. Sistema rezonans tebranishlarini so'ndirib bo'ladimi? Bunday
tebranishlarni so'ndirishning fizik mazmunini tushuntiring.

18. Chckli erkinlik daragjaga egabo'lgan sistema erkin tebranishlari-
ning difTercnsial tenglamalarini chigaring va ularning umumiy yechimi-
ni toping.

19. Chekli erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema erkin tebranishlarini
tekshirishda 2S ta noma’lum doimiy sonlar ganday aniglanadi?

20. Sistema bosh tebranishlarining chastotasi uning holatini aniglov-
chi umumlashgan koordinatalarga bog'liq bo'ladimi?

21. Ikki gatlam mayatnik uzunliklari bir xil bo'lgan, og'irliklari

ham bir xil =C2 =G bolgan OA va AB bir jinsli sterjcnlardan

iborat. OA sterjen O o'q atrofida, AB sterjen esa A shamir atrofida
aylanadi. Bu mayatnikning bosh tebranishlarining chastotalarini va
shakHarini aniglang.

Javob: K\ =0,86 k2 =2,29
H' = 1,43; L2 =2,09.
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22. 21- masalada garalgan ikkita mayatnik sistemaning bosh koordi-
iiutalarini aniglang.

Si = @ ~dp~=d sin(/c/ + cX);
Javob:
=d 2~ =asin(k2t +a2).
23. M massali g'ildirak to‘g‘ri chizigli rels bo'ylab sirpanmasdan

uylanmoqda. G'ildirak markaziga £ uzunlikdagi sterjen sharnir mah-

kamlangan. Sterjenning bir uchiga m massali yuk ham mahkamlangan.
Stcijenning massasini hisobga olmasdan mayatnik kichik tebranishlari-
ning davrini toping.

24. Har xil Cva CQ2qgattiglikka ega bo'lgan ikkita parallel prujinaga
osilgan sterjen bosh tebranishlarini tekshiring.
25 Gorizontal konsol to'sin uchlariga uning tayanchlaridan bir xil

I masofada biriktirigan ikkita bir xil Q yuk bosh tebranishlarining
shakllari va chastotasini toping. Uzunligi 3R bo'lgan to'sin bir-biridan

£ masofada turgan ikki tayanchda erkin yotadi; to'sin ko'ndalang ke-
simining inersiya momenti /; to'sin materialining Yung moduli E.
To'sin massasini hisobga olmang.
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