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Второе издание книги переработано и дополнено в соответствии 
с изменениями, внесенными в программы курса «Теория механиз
мов и машин» для студентов университетов и высших технических 
учебных заведений. Эти изменения связаны с развитием робототех
ники и повышением требований к защите от вредных колебаний 
машин, инструментов и сооружений.

Полной переработке подверглась глава «Манипуляторы и про
мышленные роботы », и соответственно дополнена глава «Кинема
тический анализ пространственных механизмов с низшими пара
ми». Во второй части «Динамический анализ механизмов» расши
рены сведения по решению линейных уравнений движения и по 
определению динамических характеристик. Добавлена новая глава 
«Решение уравнений движения при случайных воздействиях». Все 
сведения по колебаниям механизмов выделены в отдельную часть, 
в которой более подробно рассмотрены колебания в кулачковых 
механизмах, изложены основы теории вибрационных транспортеров, 
значительно расширены сведепия по виброизоляции (включая уп
равляемые виброзащитные системы), по динамическому гашению 
колебаний и по уравновешиванию сил.

В целях широкого применения вычислительной техники все ос
новные задачи анализа и синтеза механизмов решаются аналити
ческими методами с построением алгоритмов вычислений на ЭВМ. 
Графические и графоаналитические методы служат лишь для луч
шего понимания физического смысла предлагаемых алгоритмов, на 
основании которых строятся программы вычислений применитель
но к конкретным типам ЭВМ.

Наибольший эффект дает применение ЭВМ для решения мпого- 
параметрических и многокритериальных задач синтеза механизмов. 
Поэтому задачи синтеза механизмов, требующие обязательного 
применения ЭВМ, выделены в отдельный параграф «Синтез меха
низмов по методам оптимизации с применением ЭВМ», где нала'



гаются особенности построения алгоритмов для нахождения опти
мальных сочетаний параметров механизма (вы бор целевых функ
ций и ограничений, определение локальных и глобальных экстре
мумов, применение штрафных функций и т. н .).

Все примеры по кинематике и динамике манипуляторов принад
лежат Д. Н. Левигскому.

Термины и буквенные обозначения даны по рекомендациям 
Комитета научно-технической терминологии А Н  СССР (Теория 
механизмов и машин. Терминология. Буквенные обозначения вели
чин.— М.: Наука, 1984, вып. 99; Механические колебания. Терми
нология. Буквенные обозначения величин.— М .: Наука, 1987, 
вып. 102).

Автор выражает глубокую признательность Е. II. Солдаткину 
за ценные замечания по рукописи книги.

Н. И. Левитский



Книга написана по программе учебного курса, читаемого для 
студентов механико-математического факультета тех университе
тов, в которых ведется подготовка специалистов по теории меха
низмов и машин. Она может быть полезна также для преподава
телей технических вузов, аспирантов, научных работников и инже
неров, интересующ ихся проблемами расчета и проектирования ме
ханизмов и машин.

Основу книги составляют сведения, изложенные в учебнике ав
тора «К урс теории механизмов и машин» (М.: Высшая школа, 
1978 г .), написанном совместно с О. 11. Левитской, для студентов 
технических вузов. Однако более высокая физико-математическая 
подготовка большей части предполагаемых читателей позволила из
ложить все проблемы теории механизмов и машин с привлечени
ем математического аппарата теории функций, аналитической ме
ханики, теории колебаний и автоматического управления.

Расчетные формулы, справочные данные и примеры приведены 
только там, где они необходимы для понимания сущности общих 
методов теории механизмов и машин. Термины и условные обозна
чения даны в соответствии с Государственными стандартами СССР 
и рекомендациями Международной организации по стандарти
зации.

/ / .  И. Левитский



ВВЕДЕНИЕ

Теория механизмов и машин — научная основа создания новых 
механизмов и машин. Ведущей отраслью современной техники яв
ляется машиностроение. По уровню развития машиностроения су
дят о развитии производительных сил в целом. П рогресс машино
строения в свою очередь определяется созданием новых в ы с о к о п р о 
изводительных и надежных машин. Решение этой важнейшей 
проблемы основывается на комплексном использовании результа
тов многих научных дисциплин и, в первую очередь, теории меха
низмов и машин, под которой понимается наука об общих методах 
исследования свойств механизмов и машин и проектирования их 
схем.

Наиболее развита к настоящему времени та ее часть, которая 
называется теорией механизмов. Механизм мож но кратко опреде
лить как устройство для преобразования механического движения 
твердых тел. В теории механизмов изучаются такие методы иссле
дования свойств механизмов и проектирования их схем, которыо 
являются общими для всех (или для определенных групп) меха
низмов независимо от конкретного назначения машин, прибора 
или аппарата. Например, один и тот же механизм для преобразо
вания вращательного движения, выполненный в виде зубчатых ко
лес, может применяться в автомобилях, часах и станках.

Другую часть теории механизмов и машин составляет теория 
машин, в которой, как и в теории механизмов, рассматриваются 
общие методы проектирования схем машин. Обе части теории ме
ханизмов и машин неразрывно связаны между собой, так как ме
ханизмы составляют основу почти любой машины.

Качество создаваемых машин и механизмов в значительной ме
ре определяется полнотой разработки и использования методов 
теории механизмов и машин. Чем более полно будут учтены при 
построении механизмов и машин критерии производительности, на
дежности, точности и экономичности, тем совершеннее будут полу
чаемые конструкции.

Примеры механизмов современной техники. Механизмы как 
устройства для преобразования движения применялись уже в глу
бокой древности. Достаточно указать на ловушки для зверей в ка
менном веке. Ко времени Леонардо Да Винчи (1452— 1519) в



принципе уж е были известны почти все основные типы механиз
мов. Дальнейшее развитие техники происходило преимущественно 
не путем создания новых схем, а путем придания им новых ка
честв. Отметим три примера.

Механизмы манипуляторов, т. е. устройств, воспроизводящих 
движения рук человека. В атомной технике они позволяют выпол
нять различные манипуляции с радиоактивными материалами, 
причем оператор, управляющий движением манипулятора, нахо
дится в безопасной зоне. Автоматически управляемые манипулято
ры применяются также для подводных работ на большой глубиие 
и для работ в космосе. В последние годы по типу манипуляторов 
стали создаваться промышленные роботы, заменяющие человека 
при работе во вредных условиях, при выполнении утомляющих 
операций па быстродействующих конвейерах и т. п. Роботы отли
чаются от обычных машин-автоматов и автоматических вспомога
тельных устройств (загрузочных, контрольных, упаковочных 
и т. п.) тем, что их можно быстро переналаживать на выполнение 
различных операций. Рабочие органы манипуляторов и роботов 
совершают, как правило, сложные пространственные движе
ния. В некоторых случаях рабочие органы должны «ощущать» 
соприкосновение с перемещаемым пли обрабатываемым пред
метом, что достигается соответствующим построением системы 
управления.

2. Самонастраивающиеся механизмы, в которых законы движе
ния рабочих органов автоматически изменяются при изменении ра
бочего процесса так, что условия его выполнения оказываются 
оптимальными. В простейшем случае эти требования удовлетворяют
ся, если при изменении рабочего процесса соответственно изменя
ется скорость движения рабочего органа. Тогда можно воспользо
ваться известным механизмом бесступенчатого изменения скорости, 
построив систему связи между механизмом и рабочим процессом 
так, чтобы каждому возможному состоянию рабочего процесса со
ответствовало оптимальное зпачепис скорости рабочего органа ме
ханизма. В более сложных случаях для того чтобы рабочий про
цесс протекал в наилучших условиях, надо изменять не только 
скорость, но и весь закон движения рабочего органа, включая п 
траектории движения отдельных точек. В самонастраивающихся 
механизмах эти требования удовлетворяются автоматическим изме
нением одного или нескольких размеров, определяющих схему ме
ханизма.

3. Механизмы медицинских аппаратов, заменяющих физиологи
ческие функции органов человека. Такие аппараты, как искусст
венные легкие, массажер сердца, применяющийся при «оживле
нии» человека, аппарат искусственного кровообращения и многие 
другие, насыщены различными механизмами, главной особенно
стью которых является возможность регулирования движения ра
бочего органа «на ходу», т. е. без остановки его движения. Разно



образны также механизмы современных протезов. Механические 
руки, послужившие образцом для создания манипуляторов, могут 
приводиться в движение от биотоков (бнопротезы) и ощущать си
лу зажатия взятого предмета. Протезы для ног представляют те
перь механизмы, которые приводятся в движение миниатюрными 
электродвигателями и полностью имитируют движение ног при 
ходьбе.

Перечислить все механизмы современной техники, конечно, не
возможно, но уже из приведенных примеров вндпо, что решение 
новых задач современной техники связано не столько с созданием 
новых механизмов, сколько с нридаиием им новых качеств. Отсю
да следует практическая важность изучения свойств механизмов ц 
методов проектирования их схем.

Основные проблемы теории механизмов и машин. Задачи тео
рии механизмов и машин очень разнообразны, но важнейшие из 
них можно сгруппировать по трем разделам (проблемам): анализ 
механизмов, синтез механизмов и теория машин-автоматов.

Анализ механизма состоит в исследовании кинематических и 
динамических свойств механизма по заданной его схеме, а синтез 
механизма — в проектировании схемы механизма по заданным его 
свойствам. Следовательно, всякая задача синтеза механизма явля
ется обратной но отношению к задаче анализа. Разделение теории 
механизмов на анализ и синтез носит условный характер, так как 
выбор схемы механизма и определение его параметров часто вы
полняются путем сравнительного анализа различных механизмов 
для воспроизведения одних и тех же движений. Этот сравнитель
ный анализ возможных вариантов механизма составляет теперь 
основу методов синтеза с использованием электронных вычисли
тельных машин (ЭВМ). Кроме того, в процессе синтеза механизма 
приходится выполнять проверочные расчеты, используя методы 
анализа. Тем не менее методически удобно различать задачи ана
лиза и синтеза механизмов, так как это разделение позволяет объ
единять задачи теории механизмов в однородные группы по при
знаку общности методов.

Иногда теорию механизмов подразделяют на кинематику меха
низмов и динамику механизмов по аналогии с делением курса тео
ретической механики. С развитием методов синтеза механизмов 
это деление утрачивает свое значение, так как для многих меха
низмов проектирование их схем выполняется с одновременным 
учетом как кинематических, так и динамических условий.

Появление теории механизмов как пауки, имеющей характер
ные для нее методы исследования и проектирования механизмов, 
относится ко второй половине восемнадцатого столетия. Сперва 
развивались методы анализа механизмов, как более простые. Лишь 
с  середины девятнадцатого столетия стали развиваться также 
методы синтеза механизмов. Особенно плодотворным оказался 
общий метод аналитического синтеза механизмов, предложенный



П. Л. Ч ебы ш евы м *). Постановка задачи синтеза по Чебышеву в 
сочетании с возможностями, которые предоставляют современные 
ЭВМ, обеспечивает практически решение любой задачи синтеза 
механизмов по заданным кинематическим свойствам. Значительно 
сложнее решать задачи синтеза механизмов по заданным динами
ческим свойствам. Необходимость их учета вызывается непрерыв
ным ростом нагруженности и быстроходности механизмов, а также 
общим повышением требований к качеству выполняемого рабочего 
процесса. Учет динамических свойств потребовал рассмотрения 
влияния на движение механизма упругости его частей, переменно
сти их масс, зазоров в подвижных соединениях и т. п. В связи & 
появлением механизмов, в которых для преобразования движения 
используются жидкости и газы, динамика механизмов стала осно
вываться не только на законах механики твердого тела, но и на 
законах течения жидкости и газов. Неудивительно поэтому, что, 
несмотря на большое число публикуемых работ по динамике ме
ханизмов, проблема синтеза механизмов по их динамическим свой
ствам еще далека от завершения.

Развитие теории машин-автоматов связапо главным образом с 
совершенствованием методов построения схемы системы управле
ния, определяющей согласованность движения исполнительных 
органов. О собую  ценность имеет создание методов построения само
настраивающихся схем управления, в которых программа управле
ния автоматически корректируется с изменением рабочего процес
са. К теории машин-автоматов относится также разработка мето
дов проектирования промышленных роботов, которые начинают 
применяться во многих отраслях техники.

По всем трем указанным разделам теории механизмов и машшг 
ведется интенсивная работа во многих странах мира. Для органи
зации и проведения международных совещаний и конгрессов, 
а также для обмена опытом и совместных работ (в первую очередь 
по терминологии, стандартизации, теории манипуляторов и по 
проблемам высшего образования) в 1969 г. создана Международ
ная организация по теории механизмов и машин (ИФТОММ).

Значение курса теории механизмов и машин для университет
ского образования. Курс теории механизмов и машин в советской 
высшей школе занимает особое место. Он является связующим 
звеном меж ду циклом общенаучных дисциплин и циклом специ
альных дисциплин, в которых изучаются машины и приборы от
дельных отраслей техники. В основе курса лежат фундаменталь
ные положения математики и механики. Эти положения развива
ются и дополняются применительно к конкретным техническим 
задачам, которые возникают при проектировании машин.

*) П аф нутий Львович Ч ебы ш ев (1821— 1894) — знаменитый русский ма
тематик и м еханик, автор работ по теории  приближения фупкций, теории чи
сел  и теории вероятностей. Написал 15 работ по теории механизмов.



Существенно, что в курсе теории механизмов и машин не толь
ко используются известные положения общей механики, но и да
стся решение таких задач, которые не излагаются в предш ествую
щем курсе теоретической механики. К таким задачам в первую 
очередь надо отнести все задачи синтеза механизмов как динами
ческого, так и кинематического.

При решении задач синтеза механизмов широко используется 
•современный математический аппарат теории функций и вычисли
тельной техники. Математические методы пронизывают также 
изложение разделов анализа механизмов и построения систем уп
равления механизмами машин-автоматов. Поэтому курс теории м е
ханизмов и машин но праву относится к механико-математическим 
дисциплинам.

В то же время объекты изучения — механизмы, машины и си
стемы машин — предопределяют инженерную направленность кур
са, и в связи с этим при рассмотрении любой задачи теории меха
низмов и машин особое значение имеет правильный выбор допу
скаемых упрощений и основных критериев, по которым оценивает
ся качество исследуемых и проектируемых объектов.

Следовательно, курс теории механизмов и машин относится но 
только к механико-математическим, но и к общеинженерным дис
циплинам. Он читается как в университетах, так и во втузах.

Если обратиться к программам курсов, читаемых в университе
тах и во втузах, то можно заметить, что при всей общ ности их со
держания они значительно отличаются по объему и глубине изло
жения даже основных разделов курса. Однако эти различия про
грамм вполне оправдываются различиями в профиле специалистов, 
выпускаемых втузами и университетами.

Во втузах полный курс теории механизмов и машин обычно 
читается для тех специальностей, по которым ведется подготовка 
конструкторов. Им достаточно знать алгоритмы решения типовых 
задач теории механизмов н машин, допущения, принятые при их 
построении, и рекомендуемые области применения.

Более высокие требования предъявляются к выпускникам 
университетов, которые, как правило, идут в научно-исследо- 
вательские институты и на кафедры втузов. П оэтому про
граммы университетских курсов предусматривают глубокое рас
смотрение механико-математических методов теории механизмов и 
машин с одновременным изучением связи этих методов с техни
ческими требованиями, предъявляемыми к конкретным маши
нам и приборам.

Программа курса теории механизмов и машин для втузов в ка
кой-то мере представляется сокращенным изложением универси
тетских программ. Значительное развитие теории механизмов и 
машин как научной дисциплины за последние десятилетия естест
венно нашло свое отражение как во втузовских, так и в универси
тетских программах.



Эти программы представляют основу преподавания курса тео
рии механизмов и машин в советской высшей школе. Все осталь
ные средства преподавания, как-то: учебники, лаборатории, курсо
вые проекты и календарные планы занятий — являются производ
ными от программ курса.

Анализ тех измепепий и дополнений, которые впесепы в про
граммы университетских и втузовских курсов, показывает, что, не
смотря па жесткие рамки объема учебных занятий, за последние 
годы удалось приблизить содержание учебного курса к уровню 
развития теории механизмов и машин как научной дисциплины.

В первую очередь надо отметить, что впервые в программу кур
са и в учебники внесены вопросы построения систем управлении 
механизмами. Эти дополнения важны в двух отношениях. Во-пер
вых, нельзя говорить о полноте изложения теории механизмов, ес
ли изучается только их кинематика и динамика. Выбор определен
ного типа механизма и установление требований, предъявляемых 
к проектированию его схемы, можно обосновать лишь с учетом 
свойств той системы, которая будет управлять согласованным дви
жением всех механизмов конкретной машины.

Во-вторых, построение системы управления механизмами явля
ется важнейшей составной частью общей теории машин-автоматов, 
и с расширением этого раздела можно уже обоснованно говорить, 
что в курсе теории механизмов и машин изучаются общие методы 
исследования и проектирования но только механизмов, но и ма
шин. Это утверждение основывается на том, что теория построения 
систем управления механизмами машин-автоматов содержит реше
ние таких задач, которые являются общими для всех машин-авто- 
матов независимо от конкретной области их применения. Другими 
словами, в теории машин, как и в теории механизмов, изучаются 
общ ие методы исследования и проектирования систем управления, 
и этим курс теории механизмов и машин отличается от специаль
ных дисциплин, изучающих конкретные виды машин.

Важным дополнением к разделу «Основы теории машин-авто
матов» является изложение теории промышленных роботов и ма
нипуляторов, получивших в настоящее время уже довольно широ
кое распространение как в обрабатывающей промышленности, так 
и в специальных технических устройствах для работы в космосе, 
под водой и в агрессивных средах. Изучение промышленных робо
тов и манипуляторов потребовало изменений и в разделах анализа 
и  синтеза механизмов, так как кинематические схемы механизмов 
манипуляторов и роботов представляются пространственными си
стемами со многими степенями свободы. Расширение этих разде
лов было выполнено, с одной стороны, путем более полного 
рассмотрения аналитической кинематики пространственных механиз
мов, а с другой стороны — путем включения в курс дополнитель
ны х сведений по динамическому анализу систем со многими сте
пенями свободы.



Необходимость расширения раздела, в котором изучается дина
мика механизмов, и, в частности, колебательные процессы в м аш и
нах, вызывается не только появлением роботов и манипуляторов, 
но и возросшими требованиями к анализу и синтезу тяж елонагру- 
жениых и быстроходных современных машин. Однако во втузов 
ских курсах дать достаточно полное изложение теории колебаний 
пока не представляется возможным из-за недостаточного объем а 
учебных занятий. Только в университетских курсах удается дать 
решения задач динамического исследования механизмов с учетом  
колебательных процессов, так как эти курсы могут опираться па 
те сведения по теории колебаний, которые сообщаются в расш ирен
ном курсе общей механики, а иногда и в специальном курсе тео 
рии колебаний.

На формирование современной программы курса теории м еха
низмов и машин значительное влияние оказало также развитие 
вычислительной техники. Если раньше считалось, что раздел си н 
теза механизмов представляет собой собрание частных задач, 
в которых графическим или аналитическим путем удается довести 
решение до числовых значений искомых параметров, то теперь 
уже созданы программы вычислений на аналоговых и цифровых 
машинах почти всех типовых задач синтеза механизмов. Однако 
рациональное использование этих программ требует умения пра
вильно выбирать критерии качества механизма, по которым про
изводится оптимизация, так как в большинстве случаев задачи 
синтеза механизмов являются задачами многокритериальными.

Поэтому новые программы курсов теории механизмов и маш ин 
как для втузов, так и для университетов предусматривают знаком
ство с методами оптимизационного синтеза с применением ЭВМ , 
причем основной целыо изложения этих методов является не обу 
чение программированию на ЭВМ, а выявление тех особенностей 
в постановке различных задач синтеза механизмов, которые прису
щи только этим задачам. К особенностям решения задач синтеза 
механизмов па ЭВМ относятся: выбор целевых функций в соответ
ствии с заданными критериями качества, поиск компромиссных ре
шений для многоцелевой задачи, выбор ограничений по условиям 
существования особых точек функции положения, по допустимым 
углам давления, по условиям непересекаемости звеньев и т. п.

Из приведенного далеко не полного перечня изменений в про
граммах видно, что преподавание курса теории механизмов и ма
шин последние годы строится с учетом достижений теории меха
низмов и машин как научной дисциплины. Однако эти достиж ения 
в полной мере удается отразить только в университетских курсах.

2 Н, И, Левитски й



Ч А С Т Ь  П Е Р В А Я

СТРУ К ТУРА  И КИНЕМ АТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
МЕХАНИЗМОВ

Г Л А В А  1
С ТРУ К ТУ РА  М ЕХАНИЗМ ОВ

§ 1. Основные понятия теории механизмов и машин

Машина. По мере развития машин содержание термина «ма
ш ина» изменялось. Для современных машин дадим следующее оп
ределение. Машина есть устройство, выполняющее механические 
движения для преобразования энергии, материалов и информации 
с целью замены или облегчения физического и умственного труда 
человека. В этом определении под материалами понимаются обра
батываемые предметы, перемещаемые грузы и другие объекты тру
да. В зависимости от основного назначения (какой вид преобразо
вания преобладает) различают энергетические, технологические, 
транспортные и информационные машины.

Энергетические машины предназначены для преобразования 
любого вида энергии в механическую (и наоборот). К ним при
надлежат, например, электродвигатели, турбины, двигатели внут
реннего сгорания, паровые машины, электрогенераторы.

Машины для преобразования материалов подразделяются на 
технологические и транспортные. В технологических машинах под 
материалом подразумевается обрабатываемый предмет, который 
мож ет быть в твердом, жидком и газообразном виде. Преобразова
ние материала в этих машинах состоит в изменении его размеров, 
формы, свойств или состояния. Примеры технологических машив: 
металлообрабатывающие станки, прокатные станы, ткацкие стан
ки, упаковочные машины. В транспортных машинах под материа
лом понимается перемещаемый предмет. Примеры транспортных 
машин: автомобили, тепловозы, самолеты, вертолеты, подъемники, 
краны, транспортеры. В тех случаях, когда транспортная машина 
предназначена для перемещения людей, под материалом, конечно, 
понимаются: кабина лифта, вагон, шасси автомобиля и т. п.

Машины, предназначенные для получения и преобразования 
информации, называются информационными. Если информация 
представлена в виде чисел, то информационная машина называет
ся счетной или вычислительной. Примеры счетных машин: ариф
мометры, механические интеграторы, бухгалтерские машины. 
Электронная вычислительная машина, строго говоря, не является 
машиной, так как в ней механические движения служат лишь для 
выполнения вспомогательных операций. Название машины сохра-*



нено за пей в порядке исторической преемственности от счетных 
машин типа арифмометра.

Итак, основным признаком, отличающим машину от других 
устройств, является выполнение механических дви ж ен ий *). Отсю
да происходит термин «машина» (от  греческого |XT]xavr|, латинско
го m achine). Если отказаться от этого признака, то не только те
ряется связь с происхождением термина, но и под определение 
машины попадают устройства, которые никогда машинами не на
зывались (усилители голоса человека, диктофоны, магнитол 
фоны и т. п .).

Однако из всех устройств, имеющ их движущиеся части, только 
те могут быть названы машинами, в которых механические движе
ния предназначены для преобразования энергии, материалов и 
информации.

Машина, в которой псе преобразования энергии, материалов и 
информации выполняются без непосредственного участия челове
ка, называется машиной-автоматом. Применение машин-автоматов, 
однако, предполагает присутствие человека (оператора), наблюда
ющего за их работой и изменяющего в необходимых случаях про
грамму действия. Совокупность машин-автоматов, соединенных 
между собой автоматическими транспортными устройствами и 
предназначенных для выполнения определенного технологического 
процесса, образует автоматическую линию. Машина, особенно ма
шина-автомат, при правильном ее использовании облегчает труд 
человека, увеличивает производительность труда, обеспечивает в ы 
сокое качество выполнения рабочего процесса.

Механизм. Определение термина «мехапизм» неоднократно ме- 
пялось по мере того, как появлялись новые механизмы. Еще срав
нительно недавно считали, что механизм может состоять только 
из твердых тел. Современное определение этого термина преду
сматривает уже, что в преобразовании движения могут участво
вать также жидкости и газы. Механизм есть система тел, предна
значенная для преобразования движения одного или нескольких  
твердых тел в требуемые движения других твердых тел. Если в 
преобразовании движения, кроме твердых тел, участвуют ж идкие 
или газообразные тела, то механизм называется соответственно 
гидравлическим или пневматическим.

Основным признаком механизма является преобразование м е
ханического движения. Отсюда следует, что нельзя н азы вать-м еха
низмом устройство, в котором нет этого преобразования. Например, 
ротор электродвигателя и подшипники, в которых он вращ ается, 
не образуют механизма, так как в этом случае взаимодействио 
магнитного поля и проводника с током непосредственно дает тре

*) В маш инах могут быть и другие виды  движепия, папример, теп л ов ы е , 
но они пе служ ат определяющим признаком , т. е. их наличие или о т су т ст в и е  
не влияет па определение термина.



буемое движение без какого-либо промежуточного преобразования 
механического движения. Механизм в электродвигателе появляет
ся только тогда, когда требуется уменьшить угловую скорость вы
ходного вала по сравнению с угловой скоростью ротора (высокомо- 
ментный электродвигатель с встроенным редуктором). Это положе
ние не исключает целесообразности изучения движения роторов 
как составной части многих машин и механизмов.

Механизмы входят в состав многих машин, так как выполнение 
механических движений для преобразования энергии, материалов 
и информации требует обычно преобразования движения, получае
мого от двигателя. Однако нельзя отождествлять понятия «маши
на» и «механизм». Во-первых, кроме механизмов, в машине всегда 
имеются дополнительные устройства, связанные с управлением 
механизмами (пуск в ход, блокировки, контроль и т. п .). Особенно 
развиты эти устройства в машинах-автоматах, где они образуют 
си стем у автоматического управления и выполняются обычно на 
электромагнитных или пневматических элементах. Во-вторых, есть 
машины, в которых нет механизмов. Например, в последние годы 
появились технологические машины, в которых каждый исполни
тельный орган приводится в движение от индивидуального элект
родвигателя или гидродвигателя.

Несмотря на указанную тенденцию к сокращению числа меха
низмов в машине, все же они составляют важнейшую, хотя и не 
единственную часть большинства машин. Кроме того, механизмы 
применяются в приборах, аппаратах и других технологических уст
ройствах.

Звено механизма. Механизм состоит из многих деталей, т. е. 
отдельно изготовляемых частей. Например, колесо автомобиля со
стоит из нескольких деталей: обода, втулки, крышки, нескольких 
болтов, гаек и т. п. Но вся эта совокупность деталей соединена 
меж ду собой так, что их взаимное расположение не меняется при 
движении автомобиля. П оэтому, изучая движение механизма, в со
став которого входит колесо автомобиля, мы можем рассматривать 
совокупность деталей, образующ их колесо, как одно твердое тело. 
Одним твердым телом в механизме считается также любая сово
купность деталей, не имеющих между собой относительного дви
жения (например, детали, лежащие на ленте конвейера). Твердое 
тело, входящее в состав механизма, называется звеном механизма. 
П од твердыми телами в теории механизмов и машин понимают как 
абсолютно твердые, так и деформируемые и гибкие тела. Жидко
сти и газы входят в состав гидравлических и пневматических ме
ханизмов, но не считаются звеньями (твердыми телами).

Входные и выходные звенья механизма. В каждом механизме 
имеется стойка, т. е. неподвижное звено или звено, принимаемое 
за неподвижное (если механизм установлен на движущемся осно
вании). Из подвижных звеньев выделяют входные и выходные 
ввенья. Входным звеном (сокращенно входом) называется звено,



которому сообщается движение, преобразуемое механизмом в тре
буемые движения других звеньев. Выходным звеном (сокращ енно 
выходом)  называется звено, соверш ающ ее движение, для выполне
ния которого предназначен механизм. Остальные подвижные 
звенья называются соединительными или промежуточными.

Обычно в механизме имеется один вход и один выход. В ход 
получает движение от двигателя, а выход соединяется с рабочим 
органом машины или указателем прибора. По могут быть механиз
мы с несколькими входами и выходами. Например, в механизме 
для сложения чисел имеется два входа, перемещения которых: 
пропорциональны слагаемым, и один выход, перемещение которого 
пропорционально искомой сумме. В автомобильном дифференциале, 
наоборот, имеется один вход, получающий движение от двигателя, 
и два выхода, соединенных с задними колесами.

Ведущие и ведомые звенья. Термины «входное звено» и «вы 
ходное звено» введены в структуру механизмов сравнительно не
давно. Раньше 5(ти звенья назывались соответственно ведущими и 
ведомыми звеньями, что приводило к многозначности термина, 
так как п динамике механизмов разделение звеньев па ведущие и 
ведомые производится по другому признаку, а именно по знаку 
элементарной работы действующих на звено сил. Ведущим  (ина
че — движущим) звеном называется звено, для которого элемен
тарная работа внешних сил, приложенных к нему, является поло
жительной * ) . Ведомым звеном называется звено, для которого 
элементарная работа внешних сил, приложенных к нему, является 
отрицательной или равна пулю. Одно и то же выходное звено на 
отдельных участках движения может быть то ведомым, то веду
щим. Аналогично входное звено, которое по признаку действия 
сил обычно является ведущим, на некоторых участках движения 
может быть ведомым. Например, электродвигатель, соединенный с 
входным звеном, может в зависимости от соотиошепия сил, дейст
вующих па звенья механизма, работать как в двигательном, так и 
в генераторном режиме.

Кпнематкчсска» пара. Звенья соединяются между собой под
вижно. В общем случае звено может образовывать подвижные с о 
единения с несколькими звеньями, но для удобства изучения ки
нематических свойств этих соединений принято рассматривать со 
единения двух соприкасающихся звеньев. Подвижное соединение 
двух соприкасающихся звеньев называется кинематической парой. 
Кинематическую пару можно определить так же как соединение 
двух соприкасающихся звеньев, допускающее их относительное 
движение. В этом определении подчеркивается, что подвиж ность 
соединения звеньев состоит в возможности их относительного 
движения.

*) В этом определении внешними силами считаю тся силы, при л ож ен н ы е 
со стороны материальных тел, не входящ и х в состав механизма.



Классификация кинематических пар по числу степеней свободы 
и числу связей. Числом степеней свободы механической системы 
называется число возможных перемещений системы. Для твердого 
тела, свободно движущегося в пространстве, число степеней свобо
ды равно шести: три возможных перемещения вдоль неподвижных 
координатных осей и три — вокруг этих осей. Для звеньев, входя
щ их в кинематическую пару, число степеней свободы в их относи
тельном движении всегда меньше шести, так как условия постоян
ного соприкасания звеньев кинематической пары уменьшают чис
ло возможных перемещений. По предложению В. В. Добровольско
г о * )  все кинематические пары подразделены по числу степеней 
свободы на одно-, двух-, трех-, четырех-, и пятиподвижные. 
В табл. 1 дапы примеры кинематических пар с их условными обо
значениями, рекомендованными Международной организацией по 
стандартам (И С О )**). Наиболее распространенными являются од- 
ноподвижные пары, которые представлены в трех вариантах. В по
ступательной паре относительное движение ее звеньев прямоли
нейно-поступательное, во вращательной паре — вращательное и в 
винтовой — винтовое, т. е. движение, при котором перемещения 
вдоль и вокруг какой-либо оси связаны между собой определенной 
зависимостью.

Двухподвижные кинематические пары представлены в двух 
вариантах: цилиндрическая пара и сферическая пара с пальцем, 
который перемещается в кольцевом пазу. Возможным перемеще
ниям в двухподвижпой сферической паре соответствуют поворот 
вокруг оси пальца и поворот относительно оси, перпендикулярной 
плоскости кольцевого паза и проходящей через центр сферы.

Трехподвижные кинематические пары также представлены в 
двух вариантах: сферическая пара (шаровой шарнир) и плоскост
ная пара. Четырех- и пятиподвижные нары представлены вариан
тами: «цилиндр — плоскость» и «шар — плоскость». В более об
щем случае соприкасания ***) двух поверхностей четырехподвиж
ная пара получается при линейном касании, а пятинодвижная — 
при точечном.

Кроме числа степеней свободы в относительном движении 
звеньев в табл. 1 указано также число уравнений связей в пред
положении, что все связи — геометрические, т. е. налагают ограни
чения только на положения (координаты) точек звеньев. Сумма

*) Владимир Владимирович Добровольский (1880— 1957) — автор мпогих 
работ по анализу и си н тезу  механизмов — предложил единую  систему меха
низмов, в которой механизмы  объединяю тся в однородные группы по струк
турны м  и кипематическим признакам.

**) Рекомендации ИСО ТК /10 ПК 4 «Условные обозпачепия кинематиче
ск и х  схем  механизмов». М еж дународны й стандарт ИСО 3952/1— 1981 (А /Ф /Р ).

***) Соприкасание —  м погократпое действие по глаголу соприкасаться. 
В кинематических парах соприкасание элементов м ож ет бы ть или касанием по
верхностей , или м ногократны м соприкосновением в точках.
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числа степеней свободы и числа уравнений связей всегда равна 6Г 
т . е. равна числу степеней свободы твердого тела, свободно дви
ж ущ егося в пространстве. Число уравнений связей принимается 
за номер класса пары. Например, пятиподвижная кинематическая 
пара «шар — плоскость» относится к парам первого класса (одно 
у равнение связи, выражающее невозможность относительного пе
ремещения по нормали к плоскости).

Низшие п высшие пары. Совокупность поверхностей, линий и 
отдельных точек звена, по которым оно может соприкасаться с 
другим звеном, образуя кинематическую пару, называется элемен
том кинематической пары. Из определения следует, что кинемати
ческую  пару можно рассматривать как совокупность двух элемен
тов, каждый из которых принадлежит одному звену. Для умень
шения износа элементов кинематической пары желательно, чтобы 
опн соприкасались по поверхности. Кинематическая пара, в кото
рой требуемое относительное движение ввеньев может быть полу
чено постоянным соприкасанием ее элементов по поверхности, на
зывается низшей парой. К низшим парам принадлежат: враща
тельная, поступательная, винтовая, цилиндрическая, сферическая 
и плоскостная (см. табл. 1 ). Все остальные пары называются выс
шими. Их имеется бесчисленное множество и применяются они в 
тех случаях, когда требуемое относительное движение звеньев не 
мож ет быть воспроизведено ни одной из указанных шести пиз- 
ш их нар.

Следует обратить внимание на то, что элементами низшей па
ры могут быть линии и точки. Например, в некоторых приборах 
элементы вращательной пары соприкасаются по отдельным лини
ям, и тем не менее ее нельзя назвать высшей нарой, так как то же 
самое относительное движение звеньев (вращательное) может 
быть получено соприкасанием элементов по поверхности. Поэтому 
высшая пара определяется как кинематическая пара, в которой 
требуемое относительное движение звеньев может быть получено 
только соприкасанием ее элементов по линиям и в точках.

Кинематические цепи. Кинематической цепью  называется си
стема звеньев, образующих между собой кинематические нары. Все 
кинематические цепи подразделяются на плоские и пространствен
ные. В плоской кинематической цепи при закреплении одного из 
звеньев все другие соверш ают плоское движение, параллельное 
одной и той же неподвижной плоскости. На рис. 1 с применением 
условны х обозначений табл. 1 показаны кинематические цепи, 
в которых плоское движение получается при параллельности осей 
всех  вращательных пар. Кинематические цепи делятся на простые 
и  сложные. Простой кинематической цепью называется цепь, в ко
торой каждое звено входит не более чем в две кинематические па
ры  (рис. 1, а, в),  а сложной — в которой имеется хотя бы одно 
эвено, входящее более чем в две кинематические пары (рис. 1, б, 
г, д ) .  Кроме того, различают незамкнутые и замкнутые кинемати



ческие цепи. Незамкнутой называют такую кинематическую цепь, 
в которой есть звенья, входящие в одну кинематическую пару (см. 
рис. 1, а, б, г ) ,  а замкнутой — в которой каждое звено входит по 
крайней мере в две кинематические пары (см. рис. 1, в, д ) .

Кинематическая цепь входит в состав каждого механизма, со
ставленного только нз твердых тел. Однако нельзя утверждать, что

Рис. 1

мехапизм всегда образуется из кинематической цепи, так как есть 
механизмы (например, гидравлические), в которых кинематиче
ских цепей может и не быть.

Кинематические соединения. Кипематпческую пару мож но рас
сматривать как двухзвенную незамкнутую кинематическую цепь, 
предназначенную для воспроизведения требуемого относительного 
движения звеньев. Иногда для воспроизведения этого движ ения 
конструктивно более удобная (например, более компактная) кине
матическая цепь получается при числе звеньев более двух. К и н е
матическая цеиь, конструктивно заменяющая в механизме кинема
тическую пару, называется кинематическим соединением. В табл . 2 
даны три примера кинематических соединений с указанием, каким  
кинематическим парам они эквивалентны. Ш арикоподш ипник 
представлен как пример кинематического соединения, которое по 
сравнению с эквивалентной вращательной парой дает ум еньш ение 
трения. Аналогично выполняются роликовые направляющие, зам е
няющие поступательную пару, и винтовые пары с промеж уточны 
ми шариками. Карданный ш арнир*)  представляет собой п осл ед о
вательное соединение двух вращательных пар, оси которых п ере
секаются. Это соединение проще в изготовлении и надежнее, чем

*) Д ж еровим о Кардан (G. Cardano, 1501— 1576), миланский врач и м а т е 
матик, изучал механизмы часов и мельниц.



сферическая пара с пальцем. Последовательное соединение трех 
вращательных пар с пересекающимися осями заменяет сфериче
ск ую  пару.

§ 2. Основные виды механизмов

Механизмы с низшими парами, которые иногда называют ры
чажными, разделяются на плоские и пространственные. Плоским 
механизмом называют механизм, все подвижные звенья которого 
соверш ают движение, параллельное одной и той же неподвижной 
плоскости. Из плоских механизмов наибольшее распространение 
имеют шарнирные механизмы , звенья которых соединены только



вращательными парами. На рис. 2 показан механизм ш арнирного 
четырехзвенника АВС1). В этом механизме четыре звена: стойка 
О, звенья 1, 2 и 3. Зпепо 2, образующ ее кинематические пары 
только с подвижными звеньями, называется шатуном. Звено 1, со 
вершающее полный оборот вокруг непод
вижной оси, называется кривошипом, ___ С
а звено 3, совершающее качательное в  — —— /
движение,— коромыслом. В зависимости 9 I
от наличия или отсутствия кривошипа / /  Н
шарнирный четырехзвенпик может быть / \ ^  /
трех видов: кривошипно-коромысловый а В 
(показан на рис. 2 ); двухкривошипный о
(оба звена 1 и 3 совершают полный обо
р от); двухкоромысловый (оба звена 1 и Рис. 2
3 — качающиеся).

Заменяя в шарнирном четырехзвеннике одну или две вращ а
тельные пары па поступательные, получаем механизмы, показан
ные в табл. 3. С одной поступательной нарой можно получить ме
ханизмы двух видов. Если стойкой сделать звено, входящее в по
ступательную пару, то в механизме будет ползун, т. е. звено, к ото 
рое входит только в низшие кинематические пары и соверш ает 
прямолинейно-поступательное движение, а вращающееся звено в 
зависимости от соотношения длин звеньев будет кривошипом или 
коромыслом. Соответственно механизм будет называться или при - 
вошипно-ползунным, или коромыслово-ползунным. Если стойкой  
сделать звено, входящее в две вращательные пары, то в механизме 
будет кулиса, т. е. звено, вращающееся вокруг неподвижной оси  и 
образующее с другим подвижным звеном поступательную пару. 
Соответственно механизм называется кулисным.

Из четырехзвенной кинематической цепи с двумя см еж ны ми 
поступательными парами можно получит!» механизмы трех нидов: 
механизм эллипсографа, в котором траектории точек ш атуна — 
эллипсы (окружность и прямая линия считаются частными сл у 
чаями эллипса), двухкулисный механизм  и синусный механизм. 
В синусном механизме иолзун перемещается пропорционально си
нусу угла поворота кривошипа, если угол между осями п оступ а
тельных пар равен 90°.

Из четырехзвенной кинематической цепи с двумя несмеж ными 
поступательными парами получается только один вид м еханиз
ма — тангенсаый механизм, названный так потому, что перемещ е
ние ползуна пропорционально таигенсу угла поворота кулисы, если 
ее направляющая проходит через центры вращательных пар.

Конструктивное оформление рассмотренных механизмов очень 
разнообразно. К одной из разновидностей кулисного механизма от
носится мальтийский механизм (рис. 3 ) , который предназначен 
для преобразования непрерывного вращения звена 1 во вращ ение 
звена 2 с остановками, во время которы х звено 2 предохраняется
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от самопроизвольного поворота соприкасанием цилиндрических по
верхностей звеньев 1 та 2. Число остановок равно числу пазов на 
звене 2, в которые последовательно входит ролик (цевка) звена 1. 
Во время движения звена 2 механизм по структуре и кинематиче
ским свойствам тождествен кулисному механизму. Число пазов в 
мальтийских механизмах обычно лежит в 
пределах от 4 до 20. Свое название меха
низм получил от сходства его с крестом 
мальтийского ордена при числе пазов, рав
ном 4.

Пространственные механизмы с низшими 
парами. Если в четырехзвенном меха
низме, звеиья которого образуют только 
вращательные пары, оси всех нар пересека
ются в одной точке, то траектории точек 
звеньев лежат на концентрических сферах 
и механизм называется сферическим. На 
рис. 4, а показана схема четырехзвенного 
сферического механизма для частного слу
чая, когда оси вращательных пар трех под
вижных звеньев пересекаются под углами 
90°, а оси, принадлежащие стойке, пересе
каются под произвольным углом а. Этот 
механизм, известный под названием кардан
ной передачи, служит для передачи враще
ния между валами, оси которых пересека
ются. При равномерном вращении одного вала другой вал вращ а
ется неравномерно. Указанный недостаток устранен в двойной кар
данной передаче (рис. 4, б).

Четырехзвенные пространственные механизмы с низшими пара
ми используются также для передачи вращения между скрещ и
вающимися осями. Наконец, могут быть плоские и пространствен '

Рис. 4

ные механизмы с одними поступательными парами. Звенья в этих: 
механизмах часто выполняют в виде клиньев, и тогда механизмы 
нааываются клиновыми.



Кулачковые механизмы. Кулачком называется звено, которому 
принадлежит элемент высшей пары, выполненный в виде поверх
ности переменной кривизны. Механизм, в состав которого входит 
кулачок, называется кулачковым механизмом. На рис. 5, а показа
на схема плоского кулачкового механизма. Кулачок 1, напоминаю
щий по форме сж атый кулак, имеет поверхность переменной кри
визны, которая соприкасается с роликом 2, образуя высшую пару.

а 6

Рис. 5

Постоянное соприкасание элементов высшей пары обеспечивается 
пружиной, помещенной между стойкой и выходным звеном 3.

Кулачковые механизмы могут быть не только плоскими, по и 
пространственными (рис. 5, б). Разнообразие форм, которые мож
но придать кулачку, определяет разнообразие возможных преобра
зований движения, выполняемых кулачковыми механизмами.

Зубчатые механизмы. Зубчатым механизмом называется меха
низм, в состав которого входят зубчатые звенья. По 
ГОСТу 16530— 83 зубчатое звено олределяется как звено, имею
щее выступы (зубья) для передачи движения посредством взаимо
действия с выступами другого звена (тож е зубчатого). Каждый 
зуб может рассматриваться как кулачок, а весь зубчатый меха
низм — как многократно повторенный кулачковый механизм.

Вращающееся зубчатое звено называется зубчатым колесом. 
На схеме механизма цилиндрические зубчатые колеса изображают
ся окружностями, которые перекатываются без скольжения. На
пример, на рис. 6, а показан зубчатый планетарный механизм, 
в котором колесо 2 ( сателлит) вращается вокруг своей оси и одно
временно движется вместе со звеном 3 вокруг оси центрального 
(солнечного) колеса 1, т. е. совершает движение, подобное движе
нию планеты (отсюда название механизма),



полнено в виде тонкостенного стакана, герметично соединенного со  
стенкой, разделяющей пространства А и В. При вращении генера
тора 1 стакан, деформируясь под действием роликов, принимает 
форму овала и вызывает перемещение зубьев как колеса 2, так и 
колеса 3 (жесткого колеса).

Таким образом, колесо 3, находясь в пространстве А, получает 
вращение от зубьев колеса 2, расположенных на впептей стенке 
стакана, в то время кяк генератор 7, вызывающий пто движение 
зубьев, вращается в стакана. Передача называется волновой
потому, что звы’о 2 г» делом остается неподвижным, но при враще
нии генератора по нему перемещается волна деформации, вызыва
ющая небольшие перемещения зубьев.

Гидравлические и пневматические механизмы. Гидравлическим 
называется механизм, в котором преобразование движения проис
ходит посредством твердых и жидких тел. На рис. 10 показана

схема гидравлического механизма с применением стандартных у с 
ловных обозначений. Механизм предназначен для привода в дви
жение поршня 1 и потому называется гидроприводом. Поршень 1 
движется направо или налево в зависимости от положения под
вижного элемента распределителя 2. Этот элемент поочередно по
лучает движение от электромагнитов 3 и 4. Если оба электромаг
нита выключены, то подвижный элемент распределителя 2 зани
мает среднее положение, показанное на схеме. В этом положении 
перекрыты обе линии, по которым жидкость может поступать в 
цилиндр 5. При включении электромагнита 3  его сердечник пере
двигает подвижный элемент распределителя вправо. Чтобы пред
ставить себе действие распределителя в новом положении, надо 
мысленно передвинуть на место исходной (средней) позиции квад
рат, расположенный слева, оставляя линии связи на месте. Тогда 
правая полость цилиндра 5 соединяется с насосом 6, а левая —  
с баком 7, и поршень под действием давления жидкости переме
щается влево.
3  Н. И. Левктский

Рис. 10



При включении электромагнита 4 подвижный элемент распре
делителя перемещается влево, а поршень — вправо. В схеме пре
дусмотрен переливной клапан 8 для перелива жидкости в бак при 
повышении ее давления.

Схема пневматического механизма имеет аналогичный вид, 
только насос 6 заменяется источником сжатого воздуха, а вместо 
соединения с баком выполняется соединение с атмосферой.

§ 3. Число сгепеней свободы механизма

Обобщенные координаты механизма. Положение твердого тела, 
свободно движущ егося в пространстве, полностью определяется 
шестью независимыми координатами, за которые можно принять 
три координаты начала подвижной системы координат, связанной 
с  телом, и три угла Эйлера, определяющие расположение осей под
вижной системы координат относительно неподвижной. Их приня
то называть обобщенными, так как они определяют положение 
всего твердого тела. Аналогично обобщенными координатами меха
низма называют независимые между собой координаты, определя
ющие положения всех звеньев механизма относительно стойки.

Например, в механизме шарнирного четырехзвенника 
(см. рис. 2) за обобщенную координату можно принять угол пово
рота кривошипа ф1, так как положение звена 1, определяемое этим 
углом, определяет также положения всех других подвижных 
звеньев механизма. Большинство механизмов имеет одну обобщен
ную координату, но могут быть случаи, когда число обобщенных 
координат механизма достаточно велико. Оно может быть даже 
более шести, т. е. более числа обобщенных координат свободного 
твердого тела.

Начальные звенья. За обобщенные координаты механизма мож
но взять любые переменные координаты, определяющие положе
ния одного или нескольких звеньев механизма. Звено, которому 
приписывается одна или несколько обобщенных координат меха
низма, называется начальным звеном. Происхождение этого терми
на связано с тем, что определение положений всех звеньев меха
низма начинается с определения положений начальных звеньев.

В механизме с одной обобщенной координатой — одно началь
ное звено, и за обобщенную координату обычно принимается или 
угловая координата вращающегося звена, или линейная координа
та прямолинейно движущегося звена. Начальное звено не обяза
тельно совпадает с входным звеном. Можно за начальное звено 
взять выходное звено или даже промежуточное, если при этом уп
рощается анализ механизма. В механизме с двумя обобщенными 
координатами могут быть или два начальных звена, если за обоб
щенные координаты приняты координаты двух различных звеньев, 
или одно начальное звено, если оно образует со стойкой двухпод- 
Еижную пару.



Число степеней свободы механизма с голономными св я зя м и *).
В механизмах с голономными связями число степеней свободы ме
ханизма, т. е. число независимых возможных перемещений, совпа
дает с числом обобщенных координат. Это утверждение следует из 
того, что в механизмах с голономными связями уравнения связей 
содержат только координаты звеньев.

Для определения числа степеней свободы механизма с голоном
ными связями достаточно найти общее число координат, определяю
щих положения всех звеньев механизма, и число уравнений, связы 
вающих эти координаты. Разность между этими числами дает чис
ло независимых координат, если все уравнения связи независимы, 
т. е. ни одно из них не может быть получено как следствие других.

Общее число координат, определяющих положепие п подвиж
ных звеньев механизма, равно 6п. Каждая одноподвижная кинема
тическая пара дает 5 уравнений связи, в которые входят координа
ты звеньев; каждая двухподвижная — 4 уравнения; трехподвиж
ная — 3 уравнения и т. д. Общее число этих уравнений равно

5^1 +  Ар2 +  Зрз +  2 р4 +  рь,

где р 1 — число одпоподвижпых пар, р2 — число двухподвижных 
пар и т. д.

Если все уравнения связи независимы, т. е. ни одно из них не 
может быть получено как следствие других, то разность между об 
щим числом координат и числом уравнений, связывающих эти ко
ординаты, дает число независимых координат (число степеней сво
боды механизма):

Ш  =  6/г —  5/?1 —  —  Зрз —  2/?4 —  Рь- (1 -1 )

Для плоского механизма, т. е. механизма, все подвижные 
звенья которого совершают плоское движение, параллельное одной 
п той же неподвижной плоскости, формула (1 .1 ) в общем случае 
принимает вид

]У =  З п - 2 р 1 - р 2 ,  \ (1 .2 )

так как в плоском движении положение твердого тела определяет
ся тремя координатами, и, следовательно, кинематические пары 
могут быть только одноподвижными и двухподвижными. Заметим, 
что в плоских механизмах подвижность пары, т. е. число степеней 
свободы в относительном движении ее звеньев, не связана одно
значно с ее классом. Например, сферическая пара в плоском меха
низме кинематически всегда эквивалентна вращательной паре, ци
линдрическая пара эквивалентна вращательной паре, если ось 
цилиндра перпендикулярна плоскости движения, и поступатель
ной, если ось цилиндра параллельна плоскости движения. Кроме

*) К голономным связям принадлежат все геом етрические связи и те диф 
ференциальные связи, уравнения которы х м огут  бы ть  проинтегрированы.



того, в плоских механизмах одноподвижные пары обычно являются 
низшими, а двухподвижные — высшими. Расположение кинемати
ческих пар должно обеспечивать всем звеньям плоское движение, 
параллельное одной и той же неподвижной плоскости. Например, 
в механизме с одними вращательными парами, который называет
ся шарнирным, осп всех пар должны быть параллельны между 
собой.

Механизмы с избыточными связями. При выводе формулы 
(1.1) предполагалось, что все уравнения связи независимы, т. е. 
ни одно из них не может быть получено как следствие других. 
В некоторых механизмах это условие не выполняется. Обозначим 
через q число повторяющихся (или зависимых) уравнений связи. 
Тогда число независимых уравнений связи равно 

Ър\ +  4 рг +  Зрз +  2/?4 +  ръ — q

и число степеней свободы механизма
W  =  6га — bpi — 4 р2 — Зрз — 2pi — ps +  q. (1.3)

В дальнейшем повторяющиеся связи будем называть избыточными 
или пассивными, так как их можно удалить, сохранив при этом 
заданное число степеней свободы механизма. Уравнение (1.3) со
держит две неизвестные величины (W  и q),  так как число избы
точных связей в общем случае можно определить лишь путем ана
лиза уравнений связи. Однако в некоторых простейших случаях 
величина W  мож ет быть получена из непосредственного решения 
задачи о положениях звеньев механизма. Тогда из уравнения (1.3) 
находим число избыточных связей

q — W  — 6га +  Ър\ +  Api +  Зрз +  2р  ̂+  р$. (1.4)

Избыточные связи получаются обычно при конструировании 
плоских механизмов. Например, в плоском шарнирном четырех- 
звеннике (см. рис. 2) W  — 1, и по формуле (1.4) получаем 

<7 =  1 — 6 • 3 +  5 • 4 =  3,
т. е. в этом механизме есть три избыточные связи. Устранение из
быточных связей выполняется изменением подвижностей отдель
ных кинематических пар, причем для одного и того же механизма 
с избыточными связями можно найти несколько вариантов меха
низма без избыточных связей. Например, в шарнирном четырех- 
звеннике можно любые две вращательные пары заменить: одну на 
сферическую, а другую на сферическую с пальцем (первый ва
риант), или одну на сферическую, а другую на цилиндрическую 
(второй вариант). Легко проверить по формуле (1 .4 ), что в обоих 
вариантах механизма отсутствуют избыточные связи.

Возможны и другие варианты устранения избыточных связей 
в шарнирном четырехзвеннике. Следовательно, в этом механизме, 
как в любом другом механизме с избыточными связями, нельзя 
указать, какая именно связь является избыточной. Можно лишь



определить число этих связей и затем в зависимости от конструк
тивных условий соответственно уменьшить общ ее число связей.

Наличие избыточных связей в механизмах ответственного на
значения требует повышеппой точности изготовления элементов 
кинематических пар во избежание дополнительных нагрузок на 
звенья механизма из-за их деформации. Например, если в шарнир
ном четырехзвеннике непараллельность осей вращательных пар но 
может быть компенсирована зазорами между элементами этих пар, 
то его надо рассматривать как пространственный механизм с про
извольным расположением осей вращательных пар. Число степе
ней свободы определяется в этом случае по (1 .1 ) ;

IV =  6 • 3 -  5 • 4 -  - 2 ,

т. е. получается не механизм, а ферма (двая«ды статически неоп
ределимая), и его звенья могут двигаться только за счет деформа
ций. Эти деформации вызывают дополнительные нагрузки на 
звенья и увеличение сил трения в кинематических парах. Если же 
устранить избыточные связи, то можно снизить точность изготов
ления при одновременном уменьшении дополнительных нагрузок 
на звенья механизма*). Необходимо 
только проверять жесткость всей кон
струкции, с тем чтобы не возникли до
полнительные нагрузки от вредных ко
лебаний.

Иногда избыточные связи умыш
ленно вводят в состав механизма для 
повышения его жесткости или для уст
ранения неопределенности движения 
звеньев в некоторых положениях. Эти 
избыточные связи сущ ествуют при выполнении определенных геомет
рических соотношений в механизме. Например, в механизме сдвоен
ного параллелограмма (рис. 11) имеются соотнош ения: А В — СО, 
ВС =  АО ( т. е. фигура АВСО  — параллелограмм) и А Е  =  РО, £ ’/'’ =  
=  АО  (т. е. фигура А Е Р й — тоже параллелограмм). По свойству 
параллелограмма расстояние между точками Е  и Р  всегда равно 
отрезку АО, если эти точки находятся на равных расстояниях от 
точек А а О. Поэтому введение дополнительного звена ЕР  при у с 
ловии, что ЕР =  АО, но вносит новых геометрических связей, и 
число степеней свободы остается равным 1, хотя но (1.2)

1У =  3 - 4  — 2 - 6  =  0.

Если точность выполнения указанных геометрических соотно
шений окажется недостаточной, например, А Е Ф Р О ,  то расстояние 
ЕР  уже не будет равно АО,  и движение станет невозможным, т. е. 
число степеней свободы действительно будет равно нул ю .'

*) Р е ш е т о в Л. Н. Конструирование рациональпы х механизмов.— М .: 
М ашиностроение, 1967.



Семейства механизмов. При переходе от общего случая прост
ранственного механизма, для которого число степеней свободы оп
ределяется по формуле (1 .1 ), к плоскому механизму, т. е. при пе
реходе к формуле (1 .2 ), иногда говорят, что на каждое звено плос
кого механизма общего вида наложены 3 общие связи, т. е. из 6 
возможных перемещений твердого тела в пространстве остаются 
только 3 перемещения, допускаемые условиями плоскопараллель- 
иого движения. Тогда формула (1.2) может быть получена из 
формулы (1 .1 ) вычитанием числа общих связей из коэффициентов 
при величинах п, р\ и р2:

ТУ = ( 6  — 3 ) п -  (5 — 3)/71 — ( 4 - 3 ) р 2.

В частном случае плоского механизма, когда все звепья обра
зуют только поступательные пары (плоский клиновой механизм), 
положение каждого звена определяется только двумя координата
ми, так как подвижные звенья совершают поступательные движе
ния, и, следовательно, отсутствуют углы поворота звеньев. Тогда 
по аналогии с формулами (1.1) и (1 .2 ) получаем для плоского 
клинового механизма

IV =  2п - р и -  (1.5)

Формулу (1 .5 ), как и формулу (1 .2 ), можно получить из форму
лы (1 .1 ), если считать, что на каждое звено наложены 4 общие 
связи:

Иг =  ( б - 4 ) п - ( 5 - 4 ) р „

Нетрудно предположить, что, кроме механизмов с тремя и че
тырьмя общими связями, могут быть механизмы с одной и двумя 
общими связями и, следовательно, все механизмы можно подраз
делить на 5 семейств. Помер семейства принято считать равным 
числу общих связей г. Тогда все формулы для определения числа 
степеней свободы механизмов можно объединить в одну, которая 
(в других обозначениях) была предложена В. В. Добровольским 
в 1936 г.:

IV =  (6 — г) п — 2  (6 — г — к) р к +  (1.6)
1

где д л — число избыточных связей, не входящих в общие связи.

§ 4. Структурный синтез механизмов

Структурным синтезом механизма называется проектирование 
структурной схемы механизма, под которой понимается схема ме
ханизма, указывающая стойку, подвижные звенья, виды кинемати
ческих пар и их взаимное расположение. Структурная схема мо
жет быть представлена или графически с применением условных 
обозначений звеньев и кинематических пар, или же аналитической 
записью, допускающ ей применение ЭВМ.



Для механизмов, в состав которых входят только простые не
замкнутые кинематические цепи, возможные варианты их струк
турных схем при заданном числе степеней свободы  находятся не
посредственно по формуле (1 .1 ). В этих механизмах число подвиж
ных звеньев равно числу кинематических пар п =  р\ +  р2 +  рз +  
+  £Ч +  />5, и  формула (1.1) принимает вид

IV =  р\ +  2р2 +  Зрз +  Арь +  Ърь. (1.7)

В табл. 4 приведены некоторые структурные схемы механиз
мов манипуляторов. Звенья механизма обозначены арабскими циф
рами. Элементы кинематических пар, принадлежащие стойке, от
мечены нодштриховкой оси или треугольниками с подштриховкой.

Т а б л и ц а  4

Ч исло степе
ней свободы

Число
ПОДВИЖНЫХ

звеньев

Число кинематических пар

Схема
ОДНОПОДОИЖ-

ные
двухиодвиж-

ные

3 3 3 —

6 3 — 3

6 6 6 —

0 |

V  Д .



На последнем звене механизма, которое входит только в одну ки
нематическую пару, условно показан захват (или схват), т. е. уст
ройство, позволяющ ее подобно пальцам человека захватывать пе
ремещаемый предмет. Кинематические пары с числом степеней 
свободы более двух применяются здесь редко. Сферическая пара с 
пальцем обычно выполняется в виде карданного шарнира 
(см. табл. 2 ) .

Для механизмов, в состав которых входят замкнутые кинема
тические цепи, вначале устанавливают варианты этих цепей, а за
тем из каждой кинематической цепи получают несколько различ
ных механизмов, принимая поочередно за стойку различные 
звенья цепи. Например, для плоских шарнирных механизмов с од
ной степенью свободы по формуле (1.2) имеем:

1 = 3 «  — 2р\.

Наименьшее целое число п >  1, при котором удовлетворяется 
это уравнение, равно трем (/?1 =  4 ) , т. е. в этом случае механизм

должен иметь четыре звена (счи
тая и стойку), которые последо
вательно соединяются вращатель
ными парами, образуя замкнутую 
кинематическую цепь. На рис. 2 
была показана структурная схе
ма механизма, называемого шар
нирным четырехзвенником, кото
рый образуется из кинематиче
ской цепи АВСО , если за стойку 
принять звено АО. Из той же ки
нематической цепи можно обра
зовать еще три механизма, при
нимая за стойку какое-либо дру
гое звено (АВ, или ВС, или СО).

Для пространственного меха
низма, в котором все звенья обра

зуют только вращательные пары с осями, расположенными как 
угодно в пространстве, по формуле (1.1) имеем

1 =  1>п — 5р\.

Это уравнение в целых числах удовлетворяется при п =  6 и 
р\ =  7, т. е. механизм должен иметь семь звеньев (считая и стой
к у), которые последовательно соединяются между собой при помо
щи вращательных пар, образуя семизвенную кинематическую цепь. 
Полученный механизм называется пространственным шарнирным 
семизвенником. Его структурная схема показана на рис. 12.

Число звеньев в пространственных механизмах можно умень
шить, если кроме одноподвижных пар применять пары с большей 
подвижностью. Пусть, например, для механизма с одной степенью



свободы п =  2. По формуле (1.1)
1 =  6 - 2  —  Ър\ —  4 р 2 —  3 /»з —  2 /?4  —  рь.

Это уравнение в целых числах удовлетворяется при следующих 
сочетаниях:

Р\ =  2, />2 =  /?3 =  />4 =  О, Р 5 = 1 ;
/>1 =  1, /> 2 = 1 , />3 =  0, Р4 =  1, Р5 =  0;

/»1 =  1, />2 =  0, Рз==2, р4 =  />5 =  0;
/>| =  0, р2 =  2, Рз =  1, рА =  Рь =  о.

Полученные сочетания определяют числа кинематических пар 
различной подвижности. Для получения всех возможных кинема
тических цепей, удовлетворяющих поставленным условиям, надо 
еще указать варианты, отличающиеся последовательностью распо
ложения кинематических пар. Например, две одноподвижные па
ры могут быть смежными и несмежными. Кроме того, одноподвиж
ная пара может быть вращательной, поступательной, винтовой; 
двухподвижная пара может быть цилиндрической, сферической с 
пальцем и т. д. Поэтому общее число вариантов замкнутых кине
матических цепей получается достаточно большим. Затем из каж
дой кинематической цени можно получить несколько различных 
механизмов, принимая поочередно за стойку различные звенья 
этой цепи.

Образование плоских и пространственных механизмов наслое
нием структурных групп (групп А ссура). Для структурного син
теза многозвенных механизмов с числом звеньев более четырех 
непосредственный перебор всех возможных вариантов по форму
лам (1.1) и (1.2) оказывается затруднительным. В этом случае 
более удобно находить структурные схемы механизмов наслоением 
некоторых кинематических цепей, называемых структурными груп
пами или группами А сс у р а * ) .  Принцип этого наслоения покажем 
на примере образования плоского шестизвенного шарнирного ме
ханизма.

В механизме с одной степенью свободы положения всех звень
ев определяются заданием одной обобщенной координаты или, что 
то же, положением одного начального звена. На рис. 13, а показа
но начальное звено 1, которое входит во вращательную пару со 
стойкой 0. Число степеней свободы Ш этого звена относительно 
стойки равно 1 (одна обобщенная координата срО. Механизм в це
лом тоже должен иметь IV =  1. Поэтому мы можем присоединять 
(наслаивать) только такие кинематические цепи, которые относи-

*) Леонид Владимирович А ссу р  (1878— 1920) опубликовал в 1914— 1918 гг. 
работу «Исследование плоских стерж невы х механизмов с точки зрения их 
структуры  и классификации» в Т рудах П етроградского политехнического ин
ститута.



тельно элементов ее внешних пар имеют \¥ - 
согласно формуле (1.2) это условие имеет вид

3 п — 2р\ =  0.

0. В пашем случае 

( 1-8 )

Простейшая кинематическая цепь, удовлетворяющая условию 
(1.8) при п — 2 и р\ — 3, называется двухповодковой группой.

В ней одна из вращательных пар (внут
ренняя) образуется звеньями группы, а 
другие две (внешние) образуются иосле 
присоединения звеньев группы 2 , 3  к ка
ким-либо двум звеньям механизма 
(рис. 13, б). В нашем примере присоеди
нение двухповодковой группы одной 
внешней парой к начальному звену, 
а другой — к стойке не изменяет числа 
степеней свободы, которое остается рав
ным 1. Далее можно присоединить к зве
ну 2 и к стойке 0 вторую двухповодко
вую группу, состоящую из звеньев 4 и 5 

(рис. 13, в ) .  В результате получим шестизвенный шарнирный ме
ханизм с \¥ =  1 (рис. 13, г ) . Вторую группу из звеньев 4 и 5 мож
но присоединить также к звеньям 2 ж 3. Тогда получится другой 
рип ш естизвенпого шарнирпого механизма (рис. 14),

Р и с. 14



Теперь можно дать общее определение термина «структурная 
группа». Структурной группой  называется кинематическая цепь, 
число степеней свободы которой равно нулю относительно элемен
тов ее внешних пар, причем группа не должна распадаться на бо
лее простые кинематические цепи, удовлетворяющие этому усло
вию. Например, кинематические цепи, состоящ ие из звеньев 2, 3 ,
4 и 5 (см. рис. 13 и 14), распадаются на две двухповодковые 
группы.

Т а б л и ц а  5

Число звеньев 
группы

Число кинемати
ческих пар 

группы Схема Класс группы

п 1\

2 3

" Л

2

4 6

Л

3

4 6

О

4

В табл. 5 показаны некоторые плоские структурные группы, 
состоящие из звеньев, входящих во вращательные пары. По пред
ложению И. И. А ртоболевского*) номер класса группы  равен чис
лу кинематических пар, входящих в замкнутый контур, образован
ный внутренними кинематическими парами, за исключением двух
поводковой группы, которая условно отнесена ко второму классу.

*) Иван Иванович А ртоболевский (1905— 1977), академ ик АН СССР, автор 
многих работ по структуре, синтезу  и динамике механизм ов.



Принцип наслоения структурпых групп распространяется на все 
виды механизмов, составленных только из твердых тел. Для плос
ких механизмов с одно- и двухподвижными парами структурные 
группы удовлетворяют условию

Структурные группы пространственных механизмов удовлетво
ряют аналогичному условию

Как плоские, так и пространственные структурные группы ис
пользуются не только при структурном синтезе, по и при анализе 
механизмов.

В заключение еще раз подчеркнем, что формулы (1.1) и (1.2) 
предназначены в основном не для определения числа степепей 
свободы, а для структурного синтеза механизмов без избыточных 
связей.

§ 5. Неголономные связи в механизмах

Связи в механизмах. Для механических систем связями назы
ваются ограничения, налагаемые на положения и скорости точек, 
которые должны выполняться при любых действующих на систе
му си л а х * ). Уравнения, которым в силу наложенных связей дол
жны удовлетворять координаты точек механической системы и их 
скорости (первые производные от координат по времени), называ
ются уравнениями связи.

В табл. 1 для кинематических пар были даны примеры геомет
рических связей, т. е. связей, уравнения которых содержат только 
координаты точек механической системы (и, может быть, время). 
Кроме геометрических связей, в механизмах могут быть дифферен
циальные связи, т. е. связи, уравнения которых содержат коорди
наты точек и производные от этих координат по времени (и, мо
жет быть, врем я). При этом важно знать, может ли быть проин
тегрирована система уравнений дифференциальной связи. Если да, 
то после интегрирования получаем уравнения, содержащие только 
координаты точек системы (иногда и время), и, следовательно, 
в этом случае дифференциальная связь приводится к геометриче
ской. Если уравнения дифференциальной связи не интегрируются, 
то связь называется неголономной.

Условия интегрируемости дифференциальных связей. В боль
шинстве случаев уравнение дифференциальной связи в механизме 
выражается липейным дифференциальным уравнением первого

3 п =  2р\ +  р2. ( 1 .9 )

бге =  5/?| +  кр2 +  Зрз +  2р4 +  Рь. ( 1 . 10 )

*) Т еор ети ческая  мехапика, Терминология,— М.: Наука, 1977, вып. 90,



порядка *)

0?1  +  • • - +  А п( д „  +  А [д., г )=  0, 5 =  1 , . . . ,  я,

где д, — обобщенные координаты системы, т. е. координаты, опре
деляющие положения всех точек системы, А ,  и А  — известные 
функции переменных д, и времени

В дифференциалах это уравнение имеет вид
А \ (д „  1)6д\ +  . . .  +  Л „(9 „  г)а!9» +  А ( д „  г )Л  =  0, в =  1, . . . ,  ге.

( 1.11)’

Уравнение (1.11) интегрируемо, если его левая часть есть пол
ный дифференциал от функции /'’ (<?,,, /)> т- е- коэффициенты А а(д „  ¿) 
п А ( д 3, ¿) удовлетворяют условиям:

дР(дя, г) дР I
4 .(9«. г) = — ^ -4(9»,  0  =  — 57— > * =  1 ,

Тогда голопомная связь между координатами д , и временем t вы- 
ран«ается условием

Р { д „  0 =  С,

где С — постоянная интегрирования.
Уравнение (1.11) интегрируется также в тех случаях, когда 

удается подобрать интегрирующий множитель М(<7», ¿) так, чтобы 
после умножения на него левая часть уравнения (1 .11) стала пол
ным дифференциалом.

Для исследования интегрируемости системы т уравнений диф
ференциальных связей
А а \ (Ча, д I А ап ((? в, Я а А о (д £) О, О 1, . . ., ГП, (1.12)

представляют ее в виде

^ а( д „  О — А „1 (д„, ¿ ) ^ ? 1  +  • • • +  А т {д „  ¿)^д» +  А „ ( д в, £)сй =  0.
Тогда для полной интегрируемости системы (1 .12) на основа

нии теоремы Фробениуса необходимо и достаточно, чтобы обраща
лись в нуль все разности вида

с16Ра — Ы Ра,

называемые билинейными ковариангами ** ).
Пример неголономной связи в кинематической паре «колесико с 

острым краем — плоскость». В состав многих интегрирующих ме

*) Точка над буквой всегда буд ет  означать первую  п рои зводн ую  по време
ни, две точки — вторую производную  и т. д.

**) Н е й м а р к Ю. И., Ф у  ф  а е в Н. А. Динамика неголоном ны х систем.— 
М.: Наука, 1907.



ханизмов (топориковый планиметр Л. Н. Крылова, интеграф Аб- 
данк-Абаконовича и др.) входит колесико с острым краем, которое 
при достаточной силе нажатия «врезается» в плоскость смежного 
звена и перекатывается по ней без скольжения, причем плоскость, 
содержащ ая острый край и центр колесика (средняя плоскость),

остается пернендикулярной плоскости ху  
(рис. 15). Условие качения колесика приво
дит к двум дифференциальным уравнениям 
связи:

х  =  йф cos V, 

у  =  Rq> sin v,
(1.13)

где х, у  — координаты точки контакта колеси
ка с пл оскостью  ху, ф — угол поворота коле- 

Рис. 15 сика, R — его радиус, v — угол между осы о
х  и проекцией колесика на плоскость ху.

Чтобы проверить, интегрируемы ли эти уравнения, представля
ем их в виде

dF\ es dx — R  cos v ¿ф =  О, 
dFi ^  dy — R  sin v d(f — 0.

Составим билинейные коварианты:
6 dFj — d bF\ =  —R  sin v dq¡ 6v +  R sin v dv бф,
6 dF2 — d foF2 =  R  cos v с/ф Óv — R cos v dv бф.

Дифференциалы dф, dv и вариации бф, 6v могут принимать 
любые значения. Поэтому билинейные коварианты обращаются в 
нуль только при выполнении условий sin V =  0, c o s v  =  0, что не
возможно. Следовательно, система уравнений связи (1.13) не ин
тегрируется и выражает неголономную связь.

Пример неголономнон связи по фрикционной бесступенчатой 
передаче. Интегрирующие механизмы с колесиками впоследствии 
были вытеснены механизмами, в состав которых входят фрикцион
ные вариаторы. Для выполнения операции дифференцирования 
или интегрирования можно использовать, например, механизм 
фрикционной бесступенчатой передачи (см. рис. 7, б),  в которой 
расстояние р от оси фрикционного диска 2 до точки контакта с ро
ликом 1 мож ет изменяться вручную или автоматически. Условие 
отсутствия скольжения во фрикционной паре дает уравнение диф
ференциальной связи

рф2 =  0, (1.14)Гф[

где ф1, фг — углы поворота звеньев 1 и 2, г 
Отсюда

Р =  Гф|/ф2,

радиус ролика 1.



т. е. если считать угловую скорость звена 2 постоянной, то при 
выполнении условия (1.14) значение р показывает величину про
изводной угла ф1 по времени t. При автоматическом управлении
величиной р угловую скорость срг нельзя считать постоянной, и 
тогда уравнение (1.14) дает дифференциальную связь между обоб
щенными координатами cpi, фг и р.

В дифференциалах уравнение (1.14) имеет вид
г dqpi — р d(f2 =  0.

Это уравнение при переменной величине р, являющ ейся неиз
вестной функцией времени, не интегрируется и, следовательно, вы
ражает неголономную связь.

Число степеней свободы механизма с неголономными связями. 
Для механической системы с неголономными связями число неза
висимых возможпых перемещений, т. е. число степеней свободы 
W„,  равно разности между числом обобщенных координат s и чис
лом уравнений неголономных связей I, так как каждое уравнение 
неголономных связей связывает между собой вариации обобщен
ных координат:

W  =  s — l. (1.15)'

Отсюда следует, что число степеней свободы механизма как с 
голономными, так и с неголономными связями всегда равно числу 
независимых вариаций обобщенных координат. В голономных си
стемах, т. е. в системах с геометрическими и интегрируемыми диф
ференциальными связями, все вариации обобщенных координат не
зависимы и число степеней свободы совпадает с числом обобщен
ных координат. На этом основании формулу (1.15) можно предста
вить в виде

W .  =  W  -  I,

где W  — число степеней свободы механизма, определяемое без 
учета неголономных связей.

Подставляя значение W  из формулы (1 .3 ), получаем

W H =» 6га — 5pi — Ар2 — Зр3 — 2pi — Рь +  q — I. (1.16)’

Классификация кинематических пар с неголономными связями.
В тех случаях, когда неголономные связи накладывают ограничения 
только на вариации обобщенных координат отдельных кинематиче
ских пар, можно учесть их при определении класса соответствую
щей пары и находить число степеней свободы механизма непосред
ственно по формуле (1 .3 ). Например, для кинематической пары 
«колесико с острым краем — плоскость» (см. рис. 15) число 
обобщенных координат равно четырем (х , у, ф, v ) .  При скольж е
нии колесика число степеней свободы совпадает с числом обобщ ен
ных координат, т. е. рассматриваемая пара является четырехпод



вижной парой (парой второго класса). Возможным перемещениям 
в относительном движении звеньев пары соответствуют перемеще
ния точки контакта вдоль осей х а  у, угол поворота колесика <р и 
изменение угла v. Две геометрические связи выражают невозмож
ность перемещения вдоль оси z и условие перпендикулярности 
средней плоскости к плоскости фрикционных контактов.

При качении колесика без скольжения число обобщенных коор
динат по-прежнему остается равным 4, но число степеней свободы 
уменьшается до 2, так как вариации обобщенных координат связа
ны двумя уравнениями пеголономных связей:

6я =  R  бф cos V и 5у =  R бф sin v.

Общее число связей упеличивается до 4, и пара становится 
двухподвижной (парой четвертого класса). Если колесико выпол
нить с закругленным краем, то угол между средней плоскостью 
колесика и плоскостью фрикционных контактов может иметь лю
бую  величину, и, следовательно, число обобщенных координат уве
личивается до 5, а число уравнений геометрических связей умень
шается до 1. Поэтому при скольжении колесика рассматриваемая 
пара эквивалентна пятиподвижпой паре «ш ар — плоскость» (паре 
первого класса). Условие качения без скольжения дает два урав
нения неголономпой связи, и в этом случае пара становится трех- 
подвижпой (парой третьего класса).

Примеры определения числа степеней свободы в механизмах с 
неголономными связями. В механизме, схема которого показана 
на рис. 7, б, звено 1 образует со стойкой цилиндрическую пару, 
а звено 2  — вращательную. При скольжении звена 1 по плоскости 
звена 2  пара « i  — 2 » эквивалентна паре «шар — плоскость» (паре 
первого класса ). Поэтому но формуле (1.1) имеем

IV =  0 - 2  — 5 — 4 - 1  =  2.

Однако действительное число степеней свободы механизма равно
3, так как для определения положений всех звеньев механизма на
до иметь 3 обобщенные координаты (углы поворота звеньев ф1, фг 
и расстояние р ). Отсюда следует, что в механизме есть одна избы
точная связь (пассивная), т. е. одно из уравнений связи является 
следствием других. Таким уравнением можно считать уравнение, 
выраж ающ ее невозможность перемещения звена 1 в направлении, 
перпендикулярном плоскости фрикционных контактов, так как 
располож ение осей пар «О — 1» и «0 — 2» уже обеспечивает по
стоянство расстояния между осы о звена 1 и точкой контакта.

Условие качения звена 1 по плоскости звена 2 дает уравнение 
неголономной связи (1 .14). Число обобщенных координат по-преж
нему равно 3, а число степеней свободы W„ по формуле (1.15) 
равно 2, т. е. из трех вариаций обобщенных координат только две 
будут независимыми.



Тот же результат получим по формуле (1 .16 ), в которой число 
уравнений неголоиомных связей выделено отдельно:

W* =  6 -  2 — 5 — 4 — 1 +  1 — 1 =  2.

Если же подсчитывать число степеней свободы по формул& 
(1 .3 ), считая пару «1 — 2» в отсутствие скольжения парой третье
го класса, то число уравнений избыточных (пассивны х) связей 
надо принять равным 2:

И/ =  6 '2  — 5 - 4 - 3  +  2 =  2,

т. е. из двух уравнений негол он омной связи в паре «1  — 2»  только 
одно является независимым, а другое получается как следствие 
особого расположения осей пар «0  — 1» и 
«0 — 2».

Другим примером механизма с неголоном- 
ными связями может служить топориковый 
планиметр А. II. Крылова (рис. 16). В этом 
механизме колесико с острым краем 1 пере
катывается без скольжения по плоскости ху  
и образует с обводным рычагом 2 враща
тельную пару. При определении площади 
плоской фигуры обобщенными координата
ми можно считать координаты х а  у точки 0 х  
контакта колесика с плоскостью (или коор- р 1б 
динаты контура обводимой площ ади), угол 
v и угол поворота колесика ф.

В два уравнения неголопомной связи (1.13) входят производ- 
пые от обобщенных координат х, у, ср и угол v. Следовательно, 
число степеней свободы механизма по формуле (1.15)

W .  =  4 -  2 =  2,

т. е. при обводе контура измеряемой площади угол поворота ко
лесика ф и угол v изменяются так, что выполняются соотнош ения:

dx =  R d y  eos v, dy =  R dq> sin v.

Искомая площадь приближенно равна S — l2(v i — V o ) ,  где l —■ 
расстояние между острием обводного штифта и точкой контакта 
колесика с плоскостью, vo, vi — значения угла v в начале обвода 
контура из некоторой точки О внутри искомой площади и в конце 
обвода при возвращении в ту же точку О.

При подсчете числа степеней свободы по формуле (1 .16 ) счита
ем, что колесико образует с плоскостью контакта пару второго, 
класса, а острие обводного штифта — пару первого класса:

W B =  6 -  2 — 5 — 2 — 1 — 2 =  2.
4 Н. И. Левитский



Если пару «колесико с острым краем — плоскость» с учетом 
д ву х  уравнений неголономной связи считать парой четвертого 
класса, то по формуле (1.3) получаем

\у=~ 6 - 2  — 5 - 4 - 1  =  2, 

т . е. тот же результат.

Г Л А В А  2
КИНЕМ АТИ ЧЕСКИ Й АНАЛИЗ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ
С  НИЗШ ИМ И ПАРАМ И

§ 6. Определение положений звеньев плоских механизмов,
образованных из незамкнутых кинематических цепей

Задачи кинематического анализа механизмов. Кинематический 
анализ механизмов состоит в определении движения звеньев меха
низма по заданному движению начальных звеньев. Основные зада
чи кинематического анализа: 1) определение положений звеньев, 
включая и определение траекторий отдельных точек звеньев, 
2) определение скоростей и ускорений. При решении этих задач 
•считаются известными законы движения начальных звеньев и ки
нематическая схема механизма, т. е. структурная схема механизма 
с  указанием размеров звеньев, необходимых для кинематического 
анализа.

Рассмотрение общих методов кинематического анализа меха
низмов начнем с определения положений звеньев механизмов, обра
зованных из незамкнутых кинематических цепей. Эта задача имеет 
■самостоятельное значение для исследования манипуляторов и, кро
ме того, ее решение может быть использовано для определения 
положений звеньев любых механизмов с замкнутыми контурами.

Графическое решение поставленной задачи не рассматриваем, 
так как оно выполняется и для плоских и для пространственных 
механизмов при помощи элементарных построений, известных из 
курса начертательной геометрии. Аналитическое решение задачи о 
положениях звеньев механизма всегда будем находить по методу 
преобразования координат в форме, предложенной 10. Ф. Морош
киным * ).

Система линейных уравнений для определения положений звень
ев плоской незамкнутой кинематической цепи. Рассмотрим, напри
мер, схему механизма манипулятора, состоящего из четырехзвенной 
кинематической цепи с вращательными парами, оси которых парал
лельны (рис. 17). Число степеней свободы по формуле (1.7) равно

I V  в  р\ “  3 .

*) Ю рий (Георгий) Ф едорович Морошкин (1903— 1977) предложил общий 
м етод  структурн ого и кипематического анализа механизмов (ДАН СССР, 
1952, т. 82, № 4 ).



В качестве трех обобщенных координат принимаем углы фю,. 
Ф21 и ф зг* ). При кинематическом анализе эти углы задаются как 
функции времени. Кроме того, из кинематической схемы известны 
длины звеньев (расстояния между осями вращательных пар) l\, h  
и координаты некоторой точки Е 3 на звене 3: х Ез, Уе3- Требуется 
найти траекторию точки Е3 относительно стойки.

Введем в рассмотрение точки Е 2, Е\ и Eq, которые в данный мо
мент времени совпадают с точкой Е$, но принадлежат соответствен
но звеньям 2, 1 и 0 (стойка). На основании уравнений преобразо
вания плоских декартовых координат при расположении их по 
рис. 17 получаем

* е2 =  Яе3 cos  ф32 —  у Ез sin ф32 +  /2,

Уе2 =  * е3 sin ф32 +  у Ез cos  ф32;

x El =  х Егcos Ф21 —  Уе2 sin ф21 +  1Х,

Уех =  x¡¡2 sin ф21 +  у Е2 cos  ф21;

Хе0 =  x El cos  ф10 —  y El sin ф10,

Уе0 =  Хе х sin ф10 -I- y Eí cos Ф10.

(2 .1 ),

(2 .2):

(2.3)

Решение системы шести липейпых уравнений с ш естью неиз
вестными дает возможность найти но точкам искомую траекторию 
точки Ез, т. е. положение точки Ео. Для решения системы линей
ных уравнений имеются стандартные 
программы вычислений на электрон
ных цифровых вычислительных ма
шинах. С целью установления опре
деленных правил вычислений и сокра
щения записи применяют иногда мат
ричную форму записи уравнений пре
образования координат.

Сведения из теории матриц. М а т 
рица порядка ( т Х п )  есть система 
чисел (элементов), расположенных в 
прямоугольную таблицу из т строк и 
п столбцов:

в.12

21

ml

in 

®2 п

Если т =  п, то матрица называется квадратной порядка т. Если 
п =  1, то матрица называется столбцовой  порядка пг. Матрицу не

*) В индексах сначала идет индекс звена, к которому относится данная 
величина, а затем индекс звена, по отношению к которому она определяется,. 
Индекс 0, т. е. индекс стойки, может опускаться.



следует смешивать с определителем. Определитель порядка т есть 
многочлен, полученный из элементов квадратной матрицы порядка 
т  по определенному правилу (папример, по правилу Саррюса).

Суммой двух матриц А и В  одинакового порядка ( т X п) назы
вается матрица того же порядка, каждый элемент которой равен 
сумме соответствующ их элементов слагаемых матриц. Перемножать 
мож но только матрицы, у которых число столбцов в первой матри
це совпадает с числом строк во второй. Каждый элемент матрицы- 
произведения С =  В А  определяется по правилу умножения строки 
на столбец, которое для квадратных матриц приводит к формуле

Сы =  Ьк\аи +  Ьк2й21 +  . . .  +  Ьктат1,
к ,1  =  1 , . . . , т ,  (2.4)

т. е. чтобы найти элемент строки к и столбца I матрицы С, надо 
пайти сумму произведений элементов строки к матрицы В  на эле
менты столбца I матрицы А.

Произведение матриц не подчиняется переместительному за
кону, т. е.

В  А Ф  АВ,

но сочетательный закон сохраняется:
СВ А  =  С (В А ).

Квадратные матрицы можно умножать на столбцовые матрицы 
того же порядка. В результате получаются столбцовые матрицы.

Запись уравнений преобразования координат точек звеньев в 
матричной форме. Коэффициенты уравнений (2 .1 ), соответствую
щие повороту осей и переносу начала координат, дают матрицу по
рядка ( 2 X 3 ) .  Чтобы иметь дело только с квадратными матрицами, 
которые можно умножать, добавим к каждым двум уравнениям 
преобразования координат третье уравнение в виде тождества

1 =  1.

Тогда коэффициенты правых частей уравнений (2.1) с добавлением 
тождества 1 =  1 образуют квадратную матрицу третьего порядка 
преобразования координат звена 3 в координаты звена 2 *)

СОЗ ф 32 - 81п <р32
8Ш <ри С08 фи 0

0 0 1

'Аналогично коэффициенты правых частей уравнений (2.2) и (2.3) 
с добавлением тождества 1 =  1 дают матрицы:

сое Ф21 -  в т  ф21 соз ф10 -ЗШ ф ю 0

IIм з!п ф21 соз ф21 0 > т10 — 8ШЧ>10 соз ф10 0
0 0 1 0 0 1

*) О назначении двойных индексов см. сноску на с. 51.



Левые части уравнений (2 .1 ) , (2.2) и (2.3) с добавлением тож 
дества 1 =  1 дают столбцовые матрицы третьего порядка:

Аналогично

хе2 хЕг ХЕ0
ТЕ2 = ч , Г£х = Уе1 . ГЕ0 = Уе0

1 1 1

X и»

Те з =
i

Теперь уравнения (2.1), (2 .2 ) и (2.3) с добавлением тождества 
1 ^ 1  можно записать в виде, соответствующ ем умножению квад
ратной матрицы третьего порядка на столбцовую матрицу того же 
порядка:

гд2 =  ТагтЕз, (2.5)

г Ег — Т 21Г е 2, (2.6)

ТЕ0 =  т 10r£ l . (2.7)

Подстановка матричных уравнений (2.5) и (2.6) в уравнение 
(2.7) позволяет определить искомые координаты %е0 и y E¡):

Ге0 =  T 10T21T32ij¡3. (2.8)

Перемножим матрицы Гю и Т?\. Применяя правило умножения 
строки на столбец (2.4), получим для злемента первой строки и 
первого столбца

Сц =  COS Фю COS ф21 — sin фю sin ф21 в  COS фго,

где ф20 =  ф21 +  фю.
Определяя аналогично все другие элементы матрицы Т\о и поль

зуясь известными тригонометрическими формулами для суммы уг
лов, получаем

созф20 — sin ср20 / ,со зф 10 
sin ф20 cos <р20 l x sin с(.1о 

О 0 1
Т Т —1 lO* 21 —

Умножим полученную матрицу на матрицу Гзг'.

- 8т Фзо г2созф20 +  / 1созф10

COS4>80 i 2 S i n 4)20 +  i X S i n ( l)10(T i0T21) TS2 —
COS ф

sin ф 
О О

где фзо =  ф32 +  ф20.



Ум нож ая теперь квадратную матрицу T\qTí \Tm на столбцовую 
матрицу Г£3 и возвращаясь к обычной координатной форме, по
лучаем

Хе„ =  * е ч cos ф30 — у Е sin <р30 +  l2 cos фао +  lx cos ф10,
(2 9)

Уе0 =  *Е3 sin ф30 +  у в 3 cos ф30 +  1г sin ф20 +  1г sin ф10.

Разумеется, уравнения (2 .9 ) можно было бы получить также 
из системы шести уравнений (2 .1 ), (2.2) и (2 .3 ), применяя обыч
ные алгебраические преобразования, но при этом вычисления были 
бы  более громоздкими. Д остоинство матричной формы записи состоит 
главным образом в применении формулы умножения матриц, по
зволяющ ей единообразно выполнять последовательные преобразова
ния координат.

Иногда методы кинематического анализа механизмов с примене
нием матриц называют матричными методами, что нельзя считать 
удачным, так как матрицы дают лишь простую форму записи не
обходимых вычислений, но не определяют содержание метода. 
В рассмотренной задаче об определении положений звеньев меха
низма содержание метода состоит в преобразовании координат, ко
торое мож ет быть выполнено без применения матриц.

Заметим также, что уравнения (2.9) для определения искомых 
координат проще можно получить из уравнений проекций контура 
0\0%0ъЕг на неподвижные оси координат. Это упрощение, однако, 
возмож но лишь для плоских механизмов. При кинематическом ана
лизе пространственных механизмов, наоборот, метод преобразова
ния координат проще метода проекций.

По уравнениям (2.9) можно найти координаты любых точек 
на звене 3  и, следовательно, полностью определить его положение. 
Аналогично находятся взаимные положения любых других звеньев 
механизма, причем искомые величины всегда находятся из систе
мы линейных уравнений. Если в механизме, кроме вращательных 
пар, имеются поступательные, то уравнения преобразования коорди
нат упрощ аются, так как для звеньев, образующих поступательные 
пары, нет поворота координатных осей.

§ 7. Определение положений звеньев плоских механизмов
с замкнутыми контурами

М етод преобразования координат при определении положений 
звеньев механизмов с замкнутыми контурами. Указанный ранее об
щий метод кинематического анализа механизмов, предложенный 
Ю . Ф. Морошкиным, позволяет при определении положений звень
ев механизмов с замкнутыми контурами использовать результаты 
анализа незамкнутых кинематических цепей. С этой целью разде
ляем механизм на несколько незамкнутых кинематических цепей 
путем размыкания одной или нескольких кинематических пар. Для



каждой незамкнутой кинематической цепи из уравнений преобра
зования координат находим положения элементов разомкнутой ки
нематической цепи (точек, линий, поверхностей). Приравнивая за
тем координаты, определяющие эти элементы, для каждой из двух 
кинематических цепей, получающихся при размыкании одной и той 
же кинематической пары, мы получаем систему уравнений для 
определения неизвестных величин, которые, как правило, оказы
ваются уж е нелинейными.

Для тех механизмов, которые имеют в своем составе несколько 
структурных групп, указанные уравнения составляются по этим 
группам. Такой прием позволяет разделить всю систему уравнений 
для определения положений звеньев на отдельные подсистемы. Да
же в механизмах с одной структурной группой иногда полезно вы
делять преобразования координат, относящиеся к структурной груп
пе, с целью унификации используемых уравнений, так как число 
возможпых разновидностей структурных групп всегда меньше числа 
механизмов, получаемых из этих групп при различных начальных 
звеньях.

Последовательность определения положений звеньев плоских 
механизмов с низшими парами. Если в механизме имеется несколь
ко структурных групп, то кинематический анализ выполняется в 
последовательности присоединения этих групп. В этом случае, кро
ме систем координат, связанных с отдельными звеньями механиз
ма, для каждой структурной группы 
должна быть определена система коор
динат, относительно которой звенья 
группы образуют ферму, т. е. имеют 
число степеней свободы, равное нулю.
Эту особенность поясним на прим ере 
анализа плоского ш естизвенпого ры 
чаж ного механизма (рис. 1 8 ), которы й  
состоит из одного начальпого звена 1, 
ш арнирно соединенного со стой кой , н 
двух структурны х групп (звен ья  " , Рис. 18
3 я 4, 5 ).

Для определения положений звеньев механизма достаточно за
дать значение обобщенной координаты cpi и постоянные параметры 
механизма: длины звеньев lAB, 1вс, lev , /ям, 1см, 1ме, 1ег и координаты 
точки F: x F, у Р. Координаты точки В  в неподвижной системе коор
динат А х у  находятся из соотношений: х в =  Iab c o s  q>i, у в =  Iab sin ф|. 
Точка D  имеет координаты: x D =  lAD, y D =  0. Следовательно, для 
первой структурной группы, состоящ ей из звеньев 2  и 3, оказы 
ваются известными координаты точек В  и D, т. е. центров элемен
тов внешних пар, что дает возмож ность найти положение коорди
натных осей B x^ i,  связанных с первой двухповодковой группой, 
в  координаты точек С и М как в системе х гуь  так и в системе х у .  
Затем по известным координатам точек М и F  второй двухповод



ковой группы находятся положение координатных осей М х п Уи и 
координаты точки Е.

Указанная последовательность определения положений звеньев 
плоских механизмов справедлива для любого числа двухповодко
вых групп, входящих в состав механизма. Она справедлива и для 
механизмов, имеющих структурные группы более высоких классов. 
В механизмах с несколькими степенями свободы определение по
ложений звеньев выполняется в последовательности присоединения 
структурных групп к начальным звеньям и не имеет каких-либо 
особенностей но сравнению с механизмами, имеющими одну сте
пень свободы.

Функция положения механизма. Функцией положения механиз
ма называется зависимость координаты выходного звена от обоб
щенных координат механизма. Для механизма, схема которого по
казана на рис. 18, при начальном звене 1 и выходном звене 5 
функцию положения механизма можно получить в явном виде 
ф5 =  ф5 (ф 1 ) .  Чаще, однако, функцию положения механизма удает
ся получить только в неявном виде Ф (ф ь ф 5 )= 0 . В общем случае 
механизма с несколькими степенями свободы функция положения 
механизма в явном виде является функцией обобщенных координат

где п — индекс выходного звена, фх, . . . ,  фа — обобщенпые коорди
наты механизма.

В неявном виде функция положения механизма выражается 
уравнением

Если положение выходного звена определяется т координата
ми, то, соответственно, для него находятся т функций положения.

Для определения функции положения не обязательно знать за
коны движения начальных звеньев, т. е. зависимости обобщенные 
координат от времени. Задание одного значения каждой из обоб
щенных координат вполне определяет функцию положения меха
низма для данного выходного звена. Другими словами, функция 
положения механизма есть геометрическая характеристика меха
низма, не зависящая от времени.

Если требуется найти закон движения выходного звена по за
данным законам движения начальных звеньев, то сначала находит
ся функция положения механизма в явном виде (2.10) или в не
явном виде (2 .11). После подстановки в соотношении (2.10) и 
(2 .11) заданных зависимостей обобщенных координат от времени 
находится искомый закон движения выходного звена в явном виде

ф п  =  ф п ( ф 1 ,  . . . ,  Ф » ) ( 2. 1 0 )

Ф п ( ф 1 ,  •  •  • ,  ф » ,  ф п ) =  0 . ( 2.11)

(2 .1 2 )
или в неявном виде

Ф ( ф 1 ,  • .  ф . ,  ф п ,  0  =  0 . (2.13)



Выбор начальных звеньев при определении положений звеньев 
механизма. За обобщенные координаты механизма можно прини
мать любую совокупность независимых координат, определяющ их 
положение всех звеньев механизма относительно стойки. Отсюда 
следует, что в выборе начальных звеньев, т. е. звеньев, которым 
приписывается одна или несколько обобщенных координат меха
низма, возможен некоторый произвол. При определении полож е
ний звеньев механизма не обязательно, чтобы начальные звенья 
совпадали с входными. В частности, удобно за начальные прини
мать те звенья, при которых наивысший класс структурных групп, 
входящих в состав механизма, оказывается минимальным. Напри
мер, в механизме, схема которого показана на рис. 18, при началь
ном звене 1 (или звене 3) имеются две двухповодковые группы 
2 — 3 и 4— 5 (или 1—2 и 4 — 5 ), а при начальном звене 5 — одна 
трехповодковая группа (группа третьего класса). С повышением 
класса группы увеличивается трудоемкость построений или вычи
слений, необходимых для определения положений звеньев группы, 
поэтому за начальные звенья целесообразно выбирать или звено 1, 
или звено 3.

Если звено 1 является входным звеном, а звено 5  — выходным, 
то при заданном законе движения звена 1 для определения закона 
движения выходного звена 5 сначала находится функция полож е
ния механизма ф5 =  ф5 (ф:) или Ф( ф ь  ф 5 )= 0 , а затем путем под
становки заданного закона движения начального звена ф1 =  ф 1 (¿) 
в найденную функцию положепия получаем искомый закон движе
ния звена 5: ф5 =  ф5 (фь или Ф (ф ь  ф5, Так же поступаем 
и при входном звене 3. Если же входным звеном является звено 5, 
то выбирать его за начальное нецелесообразно, так как при опре
делении функции положепия механизма придется иметь дело с груп
пой третьего класса. Для определения искомого закона движения 
выходного звена 1 сначала определяем функцию положения меха
низма, условно считая звено 5 выходным. Эта функция находится 
из решения задачи о положениях звеньев механизма при заданных 
значениях обобщенной координаты звена 1. Подстановка заданного 
закона движения ф5 =  ф5 ( 0  в функцию положения, представленную 
в неявном виде Ф (ф ь Ф б )= 0 , дает искомый закон движения в не
явном виде Ф (ф ь ¿ ) = 0. Если же удается получить функцию по
ложепия в явном виде ф5 =  ф5 (ф 0 , то ее надо преобразовать к ви
ду ф | = ф 1 (ф5), и тогда подстановка заданного закона движения 
Ф5 =  Ф5 (<) Дает непосредственно искомый закон движения выход
ного звена ф1 = ф | (£ ).

Определение положений звеньев группы второго класса с вра
щательными парами. При решении задачи об определении полож е
ний звеньев 2  и 3 группы второго класса с одними вращательными 
парами (рис. 19) из предыдущего анализа должны быть известны 
координаты центров элементов внешних пар В  и Б  и длины звень
ев ?ВС, о.



Положение звена плоского механизма в движении относительно 
стойки определяется либо координатами двух его точек, либо коор
динатами одной точки, расстоянием ее до другой точки и углом 
наклона линии, соединяющей эти точки. Следовательно, для опре

деления положений звеньев
2 и 3 группы надо найти 
либо координаты точки С, 
либо углы фг и фз. Эти не
известные можно вычислить 
двумя способами. В первом 
способе они находятся непо
средственно по заданным 
значениям координат точек 
В  и Б  в движении относи
тельно стойки. Во втором 
способе дополнительно вво
дится система координат 
Вхху^, связанная с элемента
ми внешних пар группы.

По первому способу для 
неизвестныхопределения

координат точки С имеем систему двух уравнений: 

(хс  — х в)2 +  (Ус — У в)2 — ¿вс»

(хс  — x Df  +  (у с  — ¡/о)2 =  lcD,
(2.14)

где х с, Ус — искомые координаты точки С\ х в, у в, x D, y D — задан
ные координаты точек В  и D\ lBC, Icd — длины звеньев группы.

Система уравнений (2 .14) выражает условия пересечения гео
метрических мест точки С в разомкнутых (незамкнутых) кинемати
ческих цепях ВС и CD, т. е. пересечения окружностей с центрами 
в точках В  и D и радиусами 1Вс и 1Со. Исключение х с (или ус ) да
ет  квадратное уравнение. Двум возможным значениям координаты 
х с (или у с ) соответствуют два положения точки С, симметричных 
относительно отрезка BD. Выбор варианта сборки звеньев группы 
BCD  или BC'D  (показан штрихами) производится в зависимости от 
предш ествующ его ближайшего положения группы.

После определения координат точки С находим углы фг и фз по 
их тригонометрическим функциям:

S in  фг — (Ус — У в) Ивс, COS ф2 =  (хс Х в ) /¿вс»
Sin фз = (У с  — Ув)/1со, СОЙфз = (Х С — XV)/1CD.

По второму способу сначала находится длина 1B d ,  определяющая 
положение точки D в системе координат Bx¡yi:

Ibd =  V ( X D —  Хв)  2 +  ( y D -  у в) 2,



а затем — угол q>It определяющий расположение координатных осей 
B xlух по его тригонометрическим функциям:

S in  ф ! ~ ( y D — У в ) / I b d , COS ф ! = ( x D — X b) / I b d .

Координаты точки С в системе В х гух находятся из системы урав
нений

x ci +  Усг — l%Ci (x ci  — Ibd)2, +  У ci — IcD-
Отсюда

»2 \ ;2 ?2 _________
ЪС~' ВГ) C D  . .  т / , 2  „ 2

Х С1 —  ------------- от-------------------- ,  УС  I —  V  1ВС —  Х С1'¿lBD

Два значения координаты у а  соответствуют двум положениям 
точки С.

Углы ф2! и фз1, определяющие положение звеньев в системе 
Вх ij/t, находятся по теореме косинусов из A BCD или ж е по триго
нометрическим функциям:

s in  ф21 =  Ус\ИвСч COS ф21 =  Хс\Нвс\
S in  ф31 =  I /c i/^ cd , COS ф31 —  ( Xci  —  Ib d ) / I cD'

Углы фг и ф з, определяющие положения звеньев относительно 
стойки, находятся по формулам

ф2 =  ф1 +  ф21, фз =  ф1 +  фзь

Координаты точки С в системе, связанной со стойкой, вычисля
ют по формулам преобразования координат

Хс “  Xci COS ф ! У с 1 s in  фх “Ь Хв ,

Ус =  Х а  s in  ф 1 +  г /с, COS ф ! +  у  в.

Определение положений звеньев группы второго класса с одной 
поступательной парой. Поступательная пара в группе второго клас
са может быть по отношению к звеньям группы или внешней 
(рис. 20, а),  или внутренней (рис. 20, б).  Заметим, что по свойству 
поступательного движения направляющую поступательной пары на 
схеме можно переносить параллельно самой себе. На рис. 20, а 
сплошной линией показано положение этой направляющей, когда 
она проходит через точку С и смещена относительно точки В  на 
величину Ib d■ Относительное движение звеньев группы не изме
нится, если направляющая, как показано штриховой линией, прой
дет через точку В под тем же углом фх к оси х  при смещении от
носительно точки С на величину 1Св =  1Во.

Следовательно, оба варианта изображения группы кинематиче
ски эквивалентны. Группа, показанная па рис. 20, б, также имеет 
два изображения.

Для группы с внешней поступательной парой (см. рис. 20, а )  
из предыдущего анализа должны быть известны координаты точки 
В  и угол ф! =  фз. Кроме того, известны постоянные параметры



группы: 1ВС и lвD. Подлежат определению неизвестные координаты 
точки С и угол фг. Как и в двухповодковой группе с вращательны
ми парами, эти неизвестные могут быть найдены двумя способами.

П о первому способу положения точки С находятся как точки 
пересечения окружности радиусом 1ВС с центром в точке В  и

а  б

Рис. 20

прямой, проходящей под углом q>i к осп х  на расстоянии 1Во от точкп 
В, т. е. из системы уравнений

{хс  — Х в?  +  (Ус — Ув)2~  ¿вс»
(Ус — У в ) c o s  ф 1 = ( х с — a;B) s i n  cpi +  lBD.

П о второму способу вычисляется угол q>2i по формулам реше
ния прямоугольного треугольника BCD и затем находятся коорди
наты точки С в системе Bx^yù

Х а  =  1вс COS ф 21) Ус i =  Ibd-

Координаты точки С относительно стойки находятся по формулам 
преобразования координат.

Угол ф г  первым способом  находится по тригонометрическим 
функциям: sin фг = (г /с  — í/b)//hc, cos  фг = ( х с  — х в)/1вс, а вторым — 
из условия фг — Ф1 +  Ф21. Переменное расстояние /Сп в обоих спосо
бах вычисляется из прямоугольного треугольника BCD.

Для группы с внутренней поступательной парой (см. рис. 20, б) 
из предыдущего анализа должны быть известны координаты точек 
В и С. Подлежит определению угол фг =  фз при задапном постоян
ном смещении lBD. По обоим способам получим

ф 2  =  ф 1  ±  ф 2 1 ,

где угол ф 1  находится из соотношения
tg  ф! =  ( Ус -  У в) /  (хс -  х в) ,



а угол ф21 — из прямоугольного треугольника ВИС

^воБШ ф21 =  -------- .
V (хс~ хл)2 + (ус ~ ув)г

Перемепное расстояние 1си вычисляется из прямоугольного тре- 
угольника ВОС.

Определение положения звеньев группы второго класса с дву
мя поступательными парами. В этой группе вращательная пара 
может быть или внутренней (рис. 21, а),  или внешней (рис. 21, б ) .

Рис. 21

В первом случае из предыдущего анализа известны координаты 
точки В пересечения направляющих и углы фг =  фг, фз. Кроме то
го, должны быть заданы постоянные смещения lCD и /СЕ. Неизвест
ные координаты точки С находятся из условий пересечения двух 
прямых, наклоненных к оси х  под углами фг и фз и проходящ их 
на расстояниях от точки В, равных соответственно 1 С е  и  / С£>:

Ir

Отсюда

Ус- 

Ус-

яс =  +  - 

Ус =  Ув +

У в =  (х с  — х в) tg ф2 — "СЕ 
COS Ф2 ’

■ У в =  (*с  —  Хв) tg Фз +  

I с  F eos Ф3 4 -  1с п  СОЧ ф„

CD
eos ср3

8111 (ф,г <Рз)
ĉe  cos Ч’з "Ь ^сп соя Ч’г

tg Фа -  ■
СЕ

“‘ “ (ф ,-«Г з) °  Та СОЗф2

Тот же результат получается, если вычислить коордипаты точ
ки С в системе В х 1у и а затем применить формулы преобразования 
координат.



Во втором случае (см. рис. 21, 6) из предыдущего апализа из
вестны координаты точки С и прямой Вхх, проходящей под углом 
<Pi к оси х на расстоянии lc d от  точки С. Неизвестные координаты 
точки В  паходим из условия, что прямая ВЕ, наклоненная к за
данной прямой BD под углом а, касается окружности радиусом 
Ice с центром в точке С:

Тот же результат получается, если вычислить координаты точ
ки В  в системе О хху и а затем применить формулы преобразования 
координат.

Переменные расстояния ¿ВО И 1вЕ в обоих случаях вычисляются 
по известным координатам точек В и С из прямоугольных тре
угольников ВИС и ВЕС.

Итак, решение задачи о положениях звеньев группы второго 
класса при любом сочетании вращательных и поступательных пар 
сводится к решению треугольников или к решению алгебраических

уравнений пе выше второй степени. Алгоритм вычислений полу
чается несколько проще, если предварительно определять положе
ния звеньев группы относительно системы координат, связанной с 
элементами ее внешних пар.

Определение положений звеньев групп третьего класса. Реше
ние задачи о положениях звеньев групп третьего класса покажем 
на примере трехповодковой группы (рис. 22, а ). Разомкнув враща-

( Ус  — у в) eos ф! =  (х с — х в) sin ф1 +  1с о,
(У с — У в) eos (ф! +  а ) =  (х с — х в) sin (ф, +  а ) — 1СЕ.

Отсюда
х в  =  х с 1С е  cos Ф1 +  ĈD cos (Фт "t" 

sin а

У в — Ус —

О х  О х

а 5
Рис. 22



тельные пары С и М, получаем незамкпутые кинематические цепи 
ABC, CD и МЕ. Из условий совпадений положений точки С в це
пях ABC  и CD, а также точки М  в цепях АВМ  и М Е  имеем

(хс — XfíY -Г ( У с  — У о Т  — IcD,

(хм — ХеТ -I- (Ум —  Уе?  =  lllE-
Отсюда
[ х А +  Ia b  COS ср2 +  l BC COS (ф, +  ф82) — x Df  +•

+  [Уа +  ¿AB 8Шфа +  1ВС 8 т ( ф г ф3л) — !/д] 2 =  Ico,

[Х а  +  Iab COS ф2 +  1ВМ eos (фа +  ф32 +  Р) — xEf  +

+  [Уа +  Iab s ' n Фа +  1вм sin (ф2 +  ф32 +  Р) — уЕ]2 =  1м е ■

Из решения системы уравнений (2.10) находим углы фг и фзг,. 
которые определяют положения всех звеньев группы. Число воз
можных вариантов сборки звеньев группы равно 6 . Это утвержде
ние основывается па анализе возможных точек пересечения траек
тории точки М в шарнирном четырехзвеннике ABCD  (шатунная 
кривая) и окружности радиусом 1МЕ с центром в точке Е. Шатун
ная кривая выражается алгебраической кривой шестого порядка,, 
но из возможных 1 2  точек пересечения с окружностью 6  точек яв
ляются бесконечно удаленными.

Определение положений зпеньев группы четвертого класса. Для 
группы четвертого класса с двумя внешними парами (рис. 2 2 , 6) 
размыкаем вращательные пары С и Е  и получаем незамкнутые ки
нематические цепи ABC, AME, CD и ED. Из условий совпадения 
положений точки С в цепях ABC  и CD, точки Е в цепях A M E  и 
ED, а также неизменности расстояния между точками С и Е  имеем

(хс — Xof +  (у с — Í/d)2 =  IcD,

(хЕ — х о)'г +  (уЕ — у о)2 =  Ied, (2.17)

( х с  — х Е)'2 +  ( У с  — У е )2 —  l%Ci
где

х с  =  Ха +  1АВ COS ф2 +  1вс COS (ф2 +  фзг) ,

Ус =  у а  +  Iab sin ф2 +  lBC Sin (ф2 +  фзг),
Х в  =  Х а  +  I a m  COS(ф2 +  j } ) +  1МЕ СОЗ(ф2 +  fi +  ф4г) ,
У е =  у А +  1лм sin (ф2 +  Р )+  1МЕ sin (фг +  ¡3 +  ф42).

Из решения системы уравнений (2.17) находим углы фг, фзг ® 
ф42, которые определяют положение всех звеньев группы.

С увеличением числа звеньев в структурной группе и повыше
нием ее класса увеличивается трудоемкость вычислений, необходи
мых для решения системы нелинейных уравнений, определяющих 
положения звеньев механизма. Однако при современной техника



вычислений на ЭВМ представляется затруднительным лишь опре
деление начального положения звеньев механизма, так как каждая 
группа имеет несколько вариантов сборки. В дальнейшем же можно 
выбрать достаточно малый шаг изменения каждой обобщенной 
координаты механизма и решать систему линейных уравнений для 
вычисления поправок к предыдущим значениям искомых величин. 
Метод вычисления поправок особенно пригоден для цикловых ме
ханизмов с одной степенью свободы, т. е. механизмов, в которых 
все звенья возвращаются в исходные положения после определен
ного перемещения начального звена (обычно поворота его на угол 
2я ). В этом случае при возврате начального звена в исходное по
ложение для всех остальных звеньев обнаруживаются накопленные 
погрешности вычислений, которые распределяются затем по от
дельным позициям.

§ 8 . Определение скоростей и ускорений 
в плоских механизмах с низшими парамп 
аналитическими методами

Аналоги скоростей и ускорений. А налогом скорости точки назы
вается первая производная радиуса-вектора точки по обобщенной 
координате. Пусть, например, за обобщенную координату ф[ выбран 
угол поворота звена 1 , а звено г, на котором расположена рас
сматриваемая точка, совершает прямолинейно-поступательное дви
жение. Радиус-вектор этой точки можно выбрать так, что его вели
чина окажется равной перемещению Тогда аналог скорости =  
=  связан со скоростью гл =  соотношением

4*1 _  ^г_ <*Фг 
<11 йф1 <И ’

ИЛИ
VI — «{<!>!, (2.18)

где о)] — угловая скорость начального звепа *).
Аналогом ускорения точки называется вторая производная 

радиуса-вектора точки по обобщенной координате механизма.
В рассматриваемом примере ускорение связано с

аналогом ускорения я* =  с?25 ;/с?ф2 соотношением, которое получает
ся после дифференцирования (2.18)

а{ =  «"со2 +  (2.19)

где 61 — угловое ускорение начального звена.

*) Производные по обобщенной координате обозпачепы штрихами. Тиль
дой обозначены скорости и ускорения, а также их аналоги, если они считаются 
скалярными величинами.



Аналогом угловой скорости ф,- называется первая производная от 
угла поворота звена по обобщенной координате механизма. Угловая 
скорость О! звена I связана с ее аналогом соотношением

(о{ =  ф ^ .  (2 .2 0 )
п

Аналогом углового ускорения  ф{ звена I пазывается вторая 
производная угла поворота звепа по обобщенной координате меха
низма. После дифференцирования соотношения (2.20), получаем

ех =  ф1о»1 +  ф '^ . (2 .2 1 )

Аналоги скоростей и ускорений часто применяются при динами
ческом анализе механизмов в тех случаях, когда предварительное 
их определение как характеристик, не зависящих от времени, об
легчает нахождение законов движения начальных звеньев.

Линейные уравнения для определения скоростей и ускорений. 
Для того чтобы знать распределение скоростей в звене плоского 
механизма, достаточно определить угловую скорость этого звена 
и скорость одной точки. Аналогично для распределения ускорений 
надо знать угловое ускорение звена и ускорение одной его точки. 
Искомые угловые скорость и ускорение звена находятся двукрат
ным дифференцированием по времени зависимости, содержащей 
угол поворота этого звена, а скорость и ускорение точки — дву
кратным дифференцированием по времени радиуса-вектора точки. 
Однако при решении задачи о положениях звеньев не всегда уда
ется получить аналитические выражения угла поворота звепа или 
радиуса-вектора точки достаточно простыми для дифференцирова
ния. В этих случаях удобпее непосредственно дифференцировать 
правые и ьевые части уравнений для определения положений 
звеньев, так как получаемая система уравнений для определения 
скоростей и ускорений оказывается всегда линейной.

Пусть, например, для группы второго класса с одпими враща
тельными парами (см. рис. 19) известны из предыдущего анализа 
скорости точек В и О в виде проекций*) на оси х  и у , т. е. ска
лярные величины: у(в\ и Тогда для определения иско
мых проекций скорости точки С имеем систему линейпых уравне
ний, получаемую после дифференцирования уравнений (2.14):

(хс  — х в) («£> — у(д 0  +  (ус — у в) №  —  ¿ в ))  =  0 ,

(хс — х в) (р<с'> — +  (ус  — У о) ( ¿ с ) —  г/вО =  0-

После дифференцирования системы уравнений ’(2.22) получа
ем систему линейных уравнений для определения проекций

*) Оси, па которые проектируются векторы, указываются верхними ин
дексами в скобках.
5  н . И, Левитский



ускорения ас:
( ^ с ) — ^ в У  +  (х с  — х в ) (асж) — а(§ *) 4-

+  №  -  ^ ) 2 +  (Ус -  У в) ( 4 й -  <#>) =  О, 
№  — +  (хс — Хо) (а^с> — я<1)))  +•

П г,. +  +  (Ус -  Уо) {а Т  -  а ф )  =  0.

Угловые скорости сог и из звеньев 2 и 3 находятся дифференци
рованием тригонометрических функций но соотношениям (2.15):

"л-.....
-<») _  „(у) „(и) _  ,,<»)~ "я ~ "с уг><0 ., =  -}— ———, со, =
1 ВС С 08ф 3 ’ 3 ¿с о сой<р3 ’

В рассмотренном примере использовались уравнения, в которые 
входили значения координат точек и углов попорота звеньев по 
отношению к стойке. Поэтому после дифференцирования этих урав
нений непосредственно определялись искомые абсолютные скорости 
и ускорения. Если же использовать уравнения, определяющие по
ложения звеньев относительно вспомогательной системы координат, 
связанной с элементами внешних нар, то после их дифференциро
вания находятся лишь относительные скорости и ускорения, и для 
получения искомых скоростей и ускорений надо учитывать пере
носное движение звеньев со вспомогательной системой. Отсюда сле
дует, что применение вспомогательной системы координат несколько 
упрощает решение задачи о положениях звеньев, но затрудняет ре
шение задачи о скоростях и ускорениях.

Для механизмов со структурными группами любых классов 
дифференцирование уравнений, определяющих положения звеньев,, 
также всегда дает систему линейных уравнений. Например, для 
трехповодковой группы дифференцирование уравнений (2.1(5) дает 
систему, линейную относительно угловых скоростей юг и озз2, для 
группы четвертого класса дифференцирование уравнений (2.17) да
ет систему, линейную относительно угловых скоростей ыг, (032 и 
0)42 и т. д.

§ 9. Планы скоростей механизмов 
с группами второго класса

В последнее время кинематический анализ механизмов, т. е. 
определение положений, скоростей и ускорений звеньев, выполня
ется, как правило, при помощи аналитических методов. Тем не ме
нее для предварительного определения кинематических свойств ме
ханизма или для контроля аналитических вычислений иногда тре
буется найти скорости и ускорения точек звеньев, применяя 
простейшие построения, известные под названием планов скоростей 
и ускорений. Построение этих планов покажем на примере плоско



го шестизвеппого мехапизма с одной степенью свободы, составлен
ного из стойки, начального звена и двух последовательно соединен
ных групп второго класса.

Fla рис. 23, а показан план механизма, т. е. графическое изо
бражение взаимного расположения звеньев, соответствующее за
данному значению обобщенной координаты механизма. В данном

Рис. 23

примере за обобщенную координату принят угол поворота звена 7: 
Фю- План механизма должен быть построен в определенном чертеж
ном масштабе, например, 1 :2 ;  1 : 1; 2 : 1 и т. д. В дальнейшем 
при графических методах решения задач теории механизмов при
дется изображать не только длины звеньев, по и некоторые другие 
6 *



физические величины: скорости, ускорения, силы и т. п. Поэтому 
иадо условиться, что понимать под масштабом построения.

Различают масштаб и масштабный коэффициент. Масштабом фи- 
зической величины называют длину отрезка в миллиметрах, изо
бражающую единицу измерения этой величины. Масштабным коэф
фициентом физической величины  называют отношение числового 
значения физической величины в свойственных ей единицах к дли
не отрезка в миллиметрах, изображающего эту величину. Масштаб 
и масштабный коэффициент являются взаимно обратными величи
нами. Масштабные коэффициенты употребляются чаще, так как их 
применение аналогично использованию цены деления в приборах. 
В дальнейшем изложении указываются только масштабные коэф
фициенты, которые обозначаются буквой |л с индексом, указываю
щим, к какой величине они относятся.

Масштабный коэффициент длин для плана мехапизма есть от
ношение какой-либо длины в метрах к отрезку, изображающему 
эту длину на чертеже в миллиметрах. Например:

(X/ =  1 а в / А В л

В отличие от чертежного масштаба (безразмерной величины), 
масштабный коэффициент длин имеет размерность м/мм.

Задача об определении скоростей, которую будем решать путем 
построения плана скоростей, формулируется следующим образом. 
Дан план механизма с указанием всех размеров, его определяю
щих, и задана угловая скорость начального звена 1 . Требуется най
ти для каждого звена механизма его угловую скорость и скорости 
одной или двух его точек. Решение задачи начинаем с определения 
модуля скорости точки В  начального звена 1 :

1 ? в  =  1 а в Ч ) \ .

Напомним, что в системе СИ единица угловой скорости обо
значается рад/с, но размерность се с-1, так как радиан есть без
размерная величина. Если задано число оборотов начального зве
на в минуту, т. е. частота вращения « 1, то используется соотно
шение

(0 1  =  ЛИ1/ЗО.

Изобразим скорость \в вектором, отложенпым из некоторой точ
ки р, называемой полюсом плана скоростей (рис. 23, б). Этот век
тор направлен перпендикулярно АВ  в сторону, соответствующую 
направлению угловой скорости « 1. В конце вектора поставим точ
ку Ъ. Длина отрезка (рЬ) может быть выбрана произвольно. Мас
штабный коэффициент скоростей подсчитывается по формуле

(¿V =  ив/(рЬ\



и имеет размерность м • с- 1/мм. Можно также задаваться значени
ем и определять длину отрезка (рЬ) в мм из условия

(р Ь )=  ув/|л„.

Иногда принимают (рЬ) =  АВ. Тогда масштабный коэффициент
1 А В Ы 1  ____

М1» — д в  — Игю1>

а построения, проводимые при этом значении £|„, называют построе
ниями, в масштабе кривошипа.

Затем находим скорость точки С, которая является общей для 
звеньев 2  и 3. Воспользовавшись теоремой о сложении скоростей 
в переносном и относительном движениях, напишем уравнение, 
связывающее скорости точек В и С. Переносным движением счи
таем поступательное движение звена 2  со скоростью точки В у 
а относительным — вращательное движение звепа 2 вокруг точки В . 
Обозначим через \Св скорость точки С во вращательном движении 
звена 2 относительно точки В * ) .  Тогда на основании указанной 
теоремы получаем**),;

=  Vв +  \ св . (2,23)
¿ с о  il.cn

Векторное уравнение (2.23) равносильно двум скалярным урав
нениям: его можно заменить двумя уравнениями проекций векто
ров на координатные оси, лежащие в плоскости векторов. Следо
вательно, из уравнения (2.23) можно найти две неизвестные вели
чины Vc и уСв. Эти неизвестные находятся графическим построени
ем треугольника векторов. Для этого из точки Ь проводим линию, 
перпендикулярную СВ, а из полюса р — линию, перпендикулярную 
СИ. В пересечении этих направлений находится точка с — конец 
вектора ус искомой скорости точки С. Вектор скорости \Св изобра
жается отрезком (сЬ), причем стрелка вектора направлена к точ
ке с, соответствующей первой букве индекса. Скорость \Вс равна по 
модулю скорости усв и направлена в противоположную сторону. 
Поэтому вектор скорости \Вс также изображается отрезком ( сЪ) — 
=  (Ьс), но стрелка вектора направлена к точке Ъ (первой букве ин
декса). Для того чтобы указанное правило определения направле
ния векторов скоростей всегда соблюдалось, в уравнениях типа 
уравнения (2.23) индексы у векторов скоростей следует распола
гать в одной и той же последовательности. Например, в уравнении 
(2.23)— сперва индекс С, затем В  и далее СВ.

*) Более развернутое определение скорости усв: скорость точки С во  вра
щательном движении звена 2 вокруг точки В, принадлежащей системе, дви ж у
щейся поступательно со скоростью \в .

**) Здесь и далее вектор, известный по модулю и направлению, подчерк
нут двумя линиями, а вектор, известный только по направлению, подчеркнут 
одной линией, под которой указано это направление.



После того как определены скорости двух точек па звене 2, 
можно найти величину угловой скорости этого звена в рад/с но 
формуле

0)2 =  1>свИсв,
где иСв =  М ей )’ .

Для определения паправлепия знака угловой скорости звена 2 
переносим вектор скорости \Св в точку С и рассматриваем движе
ние точки С относительно точки В  в направлении скорости VСв. 
В данном примере это движение соответствует вращению отрезка 
СВ  против хода часовой стрелки. Следовательно, угловая скорость 
о) 2 направлена против хода часовой стрелки. Модуль угловой ско
рости звена 3 находится по формуле

0)3 =  1)сЛа>\
где

ос =  ^ (р с ) .

Для определения направления угловой скорости звена 3 пере- 
посим вектор скорости ус в точку С и устанавливаем, что вращение 
звена 3 , а следовательно, и угловая скорость 0)з направлены против 
хода часовой стрелки.

Для перехода к следующим звеньям механизма надо определить 
скорость точки Е. Эту скорость находим из векторного уравнения, 
аналогичного уравнению (2.23):

уе — +  ХШ' (2-24)
¿Жв

если ВЫЧИСЛИТЬ м о д у л ь  скорости Рев ИЗ уСЛОМПЯ

Уев ”  ¿ввСО2.
Этого вычисления можно избежать, если дополнительно к уравне
нию (2.24) записать аналогичное уравнение

^е =  * с +  уес- (2.25)
<11 ЕС

Приравнивая правые части уравпений (2.24) и (2.25), получим 
уравнение, которое можно решить простым построением:

у» +  Угев =  Ус ~Ь у??с-
¿¡КН ЕС

Из точки Ь проводим линию, перпендикулярную ЕВ, а из точ
ки с — линию, перпендикулярную ЕС. Точка пересечения этих ли
ний есть искомая точка е конца вектора искомой скорости \Е. Не
трудно проверить, что уравпепия (2.24) и (2.25) удовлетворяются. 
Эти построения завершают построение плана скоростей звена 2. 
Планом скоростей звена плоского механизма пазывают графическое 
построение, представляющее собой пучок, лучи которого изобража
ют абсолютные скорости точек звена, а отрезки, соединяющие кон



цы лучей,— относительные скорости соответствующих точек в дан
ном положении звена. Совокупность планов скоростей звеньев ме
ханизма с одним общим полюсом и одним масштабом называется 
планом скоростей механизма.

В рассматриваемом примере пучок рЪсе определяет скорости то
чек не только звена 2 , но и звеньев 1  а 3, поэтому полученное по
строение можно назвать планом скоростей шарнирного четырех- 
звешшка.

Обратим внимание па то, что А Ьсе на плане скоростей звена 2  
подобен д  ВСЕ па плане механизма по взаимной перпендикуляр
ности сторон. Кроме того, вершины этих треугольников расположе
ны сходственно, т. е. буквы обоих контуров читаются в одной и 
той же последовательности при определенном обходе контура. 
В рассматриваемом примере правильное расположение треугольни
ка Ьсе определяется тем, что, обходя контур этого треугольника 
против хода часовой стрелки, получаем последовательность вер
шин Ь, с, е. В треугольнике ВСЕ на плане механизма при обходе 
против хода часовой стрелки получается та же последовательность 
вершин. Если треугольник Ьсе показать в другом положении, сим
метричном относительно отрезка Ьс, то сходственпости располоясе- 
пия треугольников Ьсе и ВСЕ уже не будет.

Указанное свойство подобия справедливо для любого числа то
чек на звене механизма. Поэтому можно сформулировать следую
щую теорему, известную под названием теоремы подобия для пла^ 
на скоростей звена:

Отрезки прямых линий, соединяющ их точки одного и того ж е 
звена на плане механизма, и отрезки прямых линий, соединяю щ их  
концы векторов скоростей этих точек на плане скоростей, образуют  
подобные и сходственно расположенные фигуры.

Фигура на плане скоростей повернута относительно фигуры на 
плане механизма на 90 °. Теорема подобия дает возможность опре
делить скорость любой точки звена, если известны скорости двух 
точек этого звена.

После построения плана скоростей шарнирного четырехзвеппи- 
ка переходим к определению скоростей точек на звеньях второй 
структурной группы, состоящей из звеньев 4 и 5. Для этой группы 
известна из предыдущих построений скорость точки Е, которая яв
ляется общей для звеньев 2 и 4. Обозначим эту точку через Е 4 
и будем искать скорость точки Еъ на звоне 5. Для двух точек, сов 
падающих в данном положении, по принадлежащих разным звень
ям поступательной пары, можно написать уравнение, связывающее 
их скорости:

v e 4 — V Яц +  УЕ4 т у  (2.26)
iiiËljr \\Edt'

Это уравнение осповапо па том, что движение звена 4 представ
ляется как составное из переносного движения вместе со звеном



5 и относительного движения по отношению к этому звену. Ско
рость относительного движения v eae 6 направлена параллельно EF, 
так как поступательная пара, соединяющая звенья 4 и 5, допуска
ет относительное движение только в этом направлении. Скорость 
точки Еь направлена перпендикулярно к радиусу вращения.

Вместо уравнения (2.26) можно применять равносильное урав
нение

v e 5 =  v E4 +  ^вве 4> (2.27)
EG  ||E/>

которое удобно тем, что неизвестпый вектор стоит в левой части.
Для графического решения уравнения (2.27) проводим через 

точку е4 линию, параллельную отрезку EF, а через полюс р — ли
нию, перпендикулярную EG. Пересечение этих линий дает точку es, 
р. е. конец вектора искомой скорости точки Es.

Модуль угловой скорости звена 5 находится из условия
w 5 =  veJ Ieg>

где vEb =  М р О *
Угловая скорость звепа 4 равна угловой скорости звепа 5, так 

как эти звенья образуют поступательную пару (угловая скорость 
относительного движения звеньев в этой паре равна нулю). Если 
необходимо определить скорость второй точки на звепе 4, то наибо
лее просто находится скорость точки G4, совпадающей с неподвиж
ной точкой G :

V c 4 =  V c 5 +  v G4G5,

Скорость точки G5 равна пулю, а относительные скорости лю
бых совпадающих точек на звеньях, образующих поступательную 
пару, равны между собой, т. е.

v G4C5 =  V £ 42í5,
Следовательно,

Vg4 =  vb4bb.

Чтобы выполнить это условие, падо из полюса р провести ли
нию, параллельную 6 4 6 5 , а из точки е4 — липию, параллельную ре5. 
Пересечение этих линий определит точку — конец вектора иско
мой скорости точки G4 .

Рассмотренный пример дает все необходимые сведения для по
строения планов скоростей любых плоских механизмов, в состав 
которых входят только двухзвенпые групиы. Это утверждение осно
вано на том, что в этих механизмах для определения скоростей ис
пользуются лишь два типа уравнепий: уравнепие (2.23) для то
чек, лежащих на одном звепе, и уравнение (2.27) для совпадаю
щих точек па звеньях, образующих поступательную пару.



§ 10. Планы ускорений механизмов
с группами второго класса

Планом ускорений звена плоского механизма называется гра
фическое построение, представляющее собой плоский пучок, лучи 
которого изображают абсолютные ускорения точек звена, а отрез
ки, соединяющие концы лучей,— относительные ускорения соответ
ствующих точек в данном положении звена. Совокупность планов 
ускорений звеньев механизма с одним общим полюсом и одним 
масштабом называется планом ускорений механизма.

Построение планов ускорений поясним на примере исследования 
того же механизма, для которого строился план скоростей. Уравне
ния, которые используются при построении плана ускорений меха
низма, отличаются от уравнений для построения плана скоростей 
только разложением полных ускорений на отдельные составляющие.

Полное ускорение точки В складывается из двух составляющих: 
пормальпого ускорения a'¿ и касательного ускорения ag. Нормаль
ное ускорение направлено по линии А В  к центру А, а его модуль 
определяется по формуле

яв =  Iab^ i .

Модуль касательного ускорения определяется по формуле

Дв =  1льап

где et — модуль заданного углового ускорения эвена 1  в рад/с2 
(размерность этого ускорения с-2).

Касательное ускорепие яхв направлено перпендикулярно А В в 
сторону, соответствующую направлению углового ускорения Б|. Пол
ное ускорение точки В, которое обозначим через аа, есть геометри
ческая сумма его составляющих:

<*в =  ад +  а д.
Приняв некоторую точку л за полюс плана ускорений 

(рис. 23, в), отложим вектор, изображающий нормальное ускоре
ние точки В, в виде отрезка (n « i)* ) . Тогда масштабный коэффи
циент ускорений найдется из соотношения

lia =  « в /(ли1)
м /с2и имеет разм ерность-^ -.

Можно также задаться значением и определить отрезок 
(uni) в мм из условия

(nnj) =  Оц/ца.

*) Концы векторов всех нормальных ускорений обозначены буквой п. Б ук
ва N поэтому не используется для обозначений точек.



Далее откладываем отрезок (п\Ъ) в мм, изображающий касатель
ное ускорение точки В : (пгЬ) =  ахв/ца.

Ускорение точки С находим из уравнения, аналогичного урав
нению (2.23), с разделением каждого ускорения на нормальную 
и касательную составляющие:

I т П , т , П . т /О OOvЯ с +  ас =  «*в +  a¡¡ +  я св +  а с г/. (2.28)
¿.CD tkCH

Нормальпые ускорения вычисляются по формулам:
п 2 / i  п 2 / i

а С —  V c¡  ¿CD> О.СВ =  ^ С В / ¿CB-

Отрезки, изображающие в мм векторы этих ускорений:

(яга3) =  « с / [la- ( Ю  =  «св/м-а-

Вектор ají должен быть направлен по линии CD к цептру D, 
а вектор а"в— вдоль линии СВ от точки С к точке В как центру 
вращения. Направления векторов касательных ускорений проводят
ся перпендикулярно направлениям нормальных ускорений через 
точки «г и из. Пересечение этих направлений определит точку с — 
конец вектора искомого ускорения точки С.

Модули угловых ускорений звепьев 2 и 3 определяются по фор
мулам

е 2 =  асв/1сп> £з — ac/lcDi
где

« о в  =  (П2с) На, ас =  (Пдс) (Л„.

Для определения направлений (знаков) угловых ускорений 
ег и ез переносим векторы аСп и ас в точку С и наблюдаем, в ка
кую сторону эти векторы вращают отрезки СВ и CD.

Для нахождения ускорения точки Е строим д  Ьсе, подобный 
А ВСЕ и сходственно с ним расположенный. Теорема подобия, 
сформулированная ранее для плана скоростей, справедлива и для 
плана ускорений. Для доказательства этого положения определим 
угол цг, который составляет отрезок (сЪ) нлана ускорений с отрез
ком (СВ) плапа механизма. В прямоугольном треугольнике Ьщс 
угол [12 равен углу между отрезком (сЬ) и отрезком (п2Ь), кото
рый параллелен отрезку (СВ ). Из этого треугольника получаем

tg М-2 =  асв/лев-

Модули асв и а^в могут быть выражены через угловую скорость 
и угловое ускорение звена 2 :

а с в  =  1св&2, <к:в —  1св<А-
Следовательпо,

ĝ Ш =  ®2А**2



Такие же рассуждения можно провести для любых двух точек 
звена 2. Поэтому все одноименные отрезки на звене 2  и на плане 
ускорений составляют между собой один и тот же угол рг.

После определения ускорения точки Е  на звено 2, которая соя^ 
падает с точкой Е 4 на звене 4, находим ускорение точки Е$:

аЕ5 +  aEft =  аЕ4 +  а£5Е4 +  аЕ5Я4- (2.29)
’=== а7 т  ’ II и*'

В этом уравнении, кроме относительного ускорения яе6е4, име
ющего направление относительного перемещения звеньев 4 и 5, 
появилось кориолисово ускорение, модуль которого оиределяется по 
формуле

яе5е4 =  2  Ч уе5е 4.

Направление кориолисова ускорения определяется поворотом 
относительной скорости \еъеи на 90° по наиравлепию uepeuocnoii
угловой скорости 0)5 (рис. 23, г). Для большей ясности чертежа 
построим план ускорений для звеньев 4 и 5 отдельно (рис. 23, д ) .  
Вектор ускорения точки £ 4  или, что то же, точки Е переносим из 
плана ускорений шарнирного четырехзненника. Через точку е4 
проводим линию, перпендикулярную ЕЕ, и откладываем па ней 
отрезок (64/с), изображающий кориолисово ускорение

( e J c) =  « Е 5Е 4/М-а

в соответствии с построением, указанным на рис. 23, г. Далее вы
числяем модуль нормального ускорения точки Еь

2 / 7
« е 5 == Ve J I e g

и откладываем из полюса я параллельно EG от Е к G вектор л п 4, 
изображающий это ускорение. Отрезок (я/г4) находится из услония

(л га4) =  a [ia.

Через точку п4 проводим линию, перпендикулярную EG, a через 
точку к — конец вектора кориолисова ускорения — лииию, парал
лельную ЕЕ. Точка пересечения этих линий определяет точку еь — 1 
конец вектора искомого ускорения точки Еь.

Модуль углового ускорения звена 5 находим по формуле

=  «e 5 /íe c ,
где

аЕъ — (^4 5̂) Ра»

Для определения направления (знака)’ этого ускорения пере
носим вектор а1 5 в точку Еь и наблюдаем, в какую сторону этот 
вектор вращает отрезок EG.



Если надо определить ускорение второй точки на звене 4 , па- 
пример, точки 6 4 , то используем условие, что сумма кориолисова 
и относительного ускорений для любых двух совпадающих точек 
звеньев 4 а 5 имеет одну и ту же величину, т. е. векторы, изобра
жаемые отрезками (е5е4) и (£5^4), должны быть равны по модулю 
и иметь одинаковое направление. Если учесть также, что ускорение 
точки С?5 равно нулю (точка g5 находится в полюсе плана ускоре
ний), то точку gi можно найти на пересечении линии, проведенной 
из полюса я  параллельно (6 56 4), с линией, проведенной из точки 
€4 параллельно (£5^5 ) •

Планы ускорений любых других плоских механизмов с двух- 
звепными группами могут быть построены на основании уравне
ний типа (2.28) и (2.29).

§ 11. Применение точек Ассура
при построении планов скоростей и ускорений

При построении планов скоростей и ускорепий плоских меха
низмов, в состав которых входят структурные группы выше второ
го класса, используются особые точки звеньев, называемые точка
ми Ассура.

Рассмотрим, например, структурную группу третьего класса, 
состоящую из четырех звеньев и шести вращательных пар 
(рис. 24, а ). Звено СГ)Е называется базисным, а звенья СВ, ОС и 
ЕР  — поводками, поэтому иначе эта группа называется трехповод
ковой. Точки Ассура, которые находятся на пересечении направ
лений любых двух поводков, обозначены кружками и считаются 
принадлежащими базисному звену.

Для решения задачи о распределении скоростей в звеньях трех
поводковой группы будем считать заданными скорости центров 
крайних пар: \в, у0  и V*. Построение плана скоростей начинаем с 
изображения векторов заданных скоростей (рис. 24, б). Затем опре
деляем вектор скорости точки Ассура 5 по уравнениям:

V в ~  у с “Ь =  Ул +  УЯР'
<ьвс ¿во

У С == У В +  У СП, У д  =  У(3 +  У р д .
АлСН

Первые два уравпепия этой системы паписапы для точек, при
надлежащих базисному звену, третье — для точек звена СВ и чет
вертое — для точек звена О ) .  Подставляя в первые два уравнения 
значения скоростей ус и уп и приравнивая правые части этих урав
нений, получаем

Ув +  у св  +  Уве =  ус +  упс +  уяо. (2.30)
1  св  а* ос



В этом уравпепии векторы х ся и у8с подчеркнуты одной чертой, 
•гак как их направления совпадают. Векторы \по и также под
черкнуты одной чертой, поэтому уравнение (2.30) допускает непо
средственное графическое решение. Искомая точка х — конец век
тора скорости точки Ассура — находится на пересечении линий,

а б
Рис. 24

проведенных перпендикулярно отрезкам СВ  и DG из точек Ь и g  
■соответственно. После определения скорости точки S базисного зве
на находим скорость другой точки этого звена — точки Е  — из 
уравнений:

УД =  4~ v ESi У я  =  V £  +  V e f «
tL EF

Искомая точка е — конец вектора скорости точки Е  — находит
ся на пересечении линий, проведенпых перпендикулярно отрезкам 
ES и EF из точек s и /  соответственно.

После нахождения точек s ш е строим четырехугольник sed e, 
подобный четырехугольнику SEDC на плане группы и повернутый 
по отношению к нему па угол 90°.

Угловые скорости звеньев группы находятся по известным те
перь значениям относительных вращательных скоростей.

Аналогично строится план ускорений. Для определения ускоре
ния точки Ассура as по известным ускорениям точек В  и G имеем 
систему уравнений:

as =  &с "т asc 4- зsc> &s =  &d +  •i'sn +  ajo, 
lise dSC liSÜ Tsd

Яс =  £ в  +  Дев +  Я с в , a D — +  аЪа +  a b o
TlCB IC B  JDG ID G



Отсюда получаем уравнение для определения ускорения точки 
Ассура

a S =  а В +  & с в  4 ~  а СВ  H-  a SC " Ь  a SC =  а (7 +  a Dí7 +  a DG 4 "  a SD "Ь  a S D »
Т с в  а. с в  W  ' Т Г О  1 Ш  НТО;

Ускорение точки Е  находим из уравнения

а£ == a s +  a Es +  акя =  ар +  a”: F +  a kf.
IIES  di ES  TTET úíEH'

Ускорения точек С и D можно найти построением четырех
угольника sede, подобного и сходственно расположенного с четырех
угольником SEDC на плане группы.

С помощью особых точек можно также решать эадачи построе
ния планов скоростей и ускорении для плоских механизмов боле» 
высоких классов * ).

§ 12. Метод ложных положений
при построении планов скоростей и ускорений

Кроме метода точек Ассура, при построении планов скоростей 
и ускорений плоских механизмов, в состав которых входят струк
турные группы выше второго класса, может быть применен метод 
ложных положений. Этот метод основывается на свойстве посту
пательного движения подобно изменяемого n-угольиика: если п — 1 
его вершин движутся но прямым, то и вершина п также движется 
но прямой.

Пусть, например, для четырехзвенной группы четвертого класса 
известны скорости и ускорения точек В я G (рис. 25, а ). Тогда 
для построения плана скоростей (рис. 25, б) откладываем из полю
са р известные векторы скоростей vB и vQ и проводим через точку 
Ъ прямые, перпендикулярные отрезкам ВС и BD, а через точку 
g  — перпендикулярные отрезкам GF и GE. Эти направления, сов
падающие с направлениями относительных скоростей vec, vSD, vfiP. 
и Vos, дают геометрические места возможных положений точек с, d, 
j  и е плана скоростей.

Прежде чем пайти истинные положения точек с, d, /  и е, дваж
ды находят их ложные положения, которые обозначены через с\  
d', е , f  и с " , d " , е " , / " .  Если начать построение этих положений 
из произвольной точки с', то положения точек d’ , е' и / '  могут 
быть найдены из уравнений

V i  =  V e  +  V Dс ,  v „  =  V D 4 -  V ED,

X e  =  Vu +  Урн, =  Vc  +  V „ c .

*) Д ж о л д а с б e к о в У, А. Теория механизмов и машин,— Алма-Ата: 
Мектеп, 1972,



С этой целыо из точки с ' проводим линию, перпендикулярпуго 
отрезку СБ, до пересечения с геометрическим местом точек й. Из 
полученной точки сГ проводим линию, перпендикулярную отрезку

ОЕ, до пересечения с геометрическим местом точек е в точке е ' .  
Точку / '  находим на пересечении прямых, перпендикулярных от
резкам ЕР и СР, проведенных соответственно через точки е ' и с ' .



Полученная точка / '  не попадает па геометрическое место точек /, 
так как положение точки с было выбрано произвольно. Повторяя 
все указанные построения для другого положения точки с, полу
чаем точки с " ,  d " , е "  и На основании свойств движения по
добно изменяемого четырехугольника cdef точка /  движется по пря
мой, проходящей через и, следовательно, истинное положение 
точки /  находится на пересечении прямой f ' f "  с геометрическим 
местом точек /. Для определения истинных положений точек с, d 
и е проводим линии ef, ed, cd и с/, параллельные сторонам четы
рехугольника cdef.

План ускорений (рис. 25, в) строим па основании уравнений

ад — a¿. +  адС +  адс> а£ =  ао  +  a ed +  ая£>>
tí х ti т (2 .o2 y

=  a e  +  +  ®fe> a F — a c +  а ге  ■+■ a F c -

Сравнение систем уравнений (2.31) и (2.32) показывает, что 
построение плана ускорений отличается от построения плана ско
ростей только тем, что линии, перпендикулярные отрезкам CD, DE, 
E F  и CF, т. е. направления касательных составляющих относитель
ных ускорений, проводятся лишь после того, как на плане отложе
ны величины соответствующих нормальных ускорепий.

Г Л А В А  3
КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ
МЕХАНИЗМОВ С НИЗШИМИ ПАРАМИ

§ 13. Матрицы кинематических пар

Уравнения преобразования координат. Преобразование коорди
нат системы x¡y¡Zj в координаты системы выполняется по 
уравнениям:

x t «=* ai\x¡ +  сщу) +  aI3zj +  сц,
у, — о 2 1̂  +  а22у, +  ai3z, +  Ъи (3.1)
Zi =  а3 ixj +  a32y¡ +  a33z} +  с(,

где аи Ь{, с( — координаты начала системы /  в системе i, а коэф
фициенты при координатах — направляющие косинусы системы / 
относительно i:

/ \  / \  / \
а м = c o s (^ ,  х,у, a l2 =  eos(у „  х () , а {3 ==* cos (z»  х ,),

/ \  / \  / \
«21 — eos (я,, у ,) , a22 =  cos(y¡, y t) , а23 =  eos(zj, у ,), (3.2)

/ \  / \  / \  
а31 =  cos(xJt z¡), а32 =  cos(¡/j, z(), а33 =  cos(zb z<).

Углы в формулах (3.2) отсчитываются против хода часовой стрел
ки от координатных осей сисхемы г.



В матричной форме уравнения 
1 1 имеют вид

г, =  7
где

хх
ь> *1 — г.< 3

1 1

(3.1) с добавлением тождества 

г,, (3 .3 )

ап а12 а13 а, •г
а21 а22 а23 Ьг
а31 а32 азз сг
0 0 0 1

Квадратная матрица четвертого порядка Тц выражает преобра
зование координат системы /  в систему г. Обратное преобразование 
координат системы г в систему /  выражается матричным уравнением

г, -  7 > (. (3 .4)

Если при этом преобразовании сохранить обозпачепия направля
ющих косинусов по (3.2), то матрица Тц имеет вид

ап а21 а31 а ■3
а12 а22 а32
а13 а23 а33
0 0 0 1

где я,, Ъ), С) — координаты пачала системы £ в системе /.
Если начала координат систем г и /  совпадают, то матрицы Тц 

и Тц, называемые матрицами поворота, имеют третий порядок и мо
гут быть получены одна из другой транспонированием, т. е. заменой 
строк матрицы ее столбцами * ):

Т* —  ГГ'  ̂ ф  —  /71’т -*  ̂ ** ■*

Углы Эйлера. Направляющие косинусы в уравпениях преобразо
вания координат могут быть выражены через углы Эйлера. Если на
чало координат системы / совнадает с началом системы г, то для от
счета углов Эйлера сначала отмечается линия узлов, т. е. линия 
пересечения плоскости х,Оу^ с плоскостью х {Оу1 (рис. 2 6 )* * ). 
Положительное направление линии узлов выбирается так, чтобы ви
деть кратчайший поворот от оси Ог, к Ог) происходящим против хо
да часовой стрелки. Тогда положение координатной системы /  но от
ношению к системе £ определяется тремя углами Эйлера.

Первый угол — угол нутации дц — образован положительными 
направлениями осей Ог) и (О ^  0  ̂^  л ).

*) Транеионировапие матрицы обозначается верхним индексом «т».
**) Системы коордииат — правые, т. е. кратчайший поворот оси Ох к оси Оу  

совершается против хода часовой стрелки, если смотреть с положительного 
направления оси Ог.
6  II. и. Леинтский



Второй угол — угол  прецессии ^  — расположен в плоскости 
х <О у1 между осыо О х( и линией узлов ОА'){ и отсчитывается против 
хода часовой стрелки, если смотреть с положительного направления 
оси Oẑ  (О <  я))« ^  2 я ).

Третий угол — угол собственного вращения фл — расположен в 
плоскости Х}Оу} между линией узлов ОМц и осыо Ох) и отсчитывает-

ся против хода часовой стрелки, если смотреть с положительного 
направления оси ü z , (О ф  ̂<  2 л).

Если начало системы / не совпадает с началом системы г, то 
для отсчета углов Эйлера надо через 0¡ провести оси, параллель
ные осям системы г.

Введем обозначения: cos0« =  ci, cos t|v =  с% cos ф;( =  Сз, sin 0j¡ =  
=  Si, sin трл =  S2, sin фл =  S3. Тогда направляющие косинусы:

a ¡ ¡  =  C2C3 — C1S2S3, Я12 =  —C2S3 — C1S2C3, « i3  =  «i «2, 

a 21 =  s2c3 +  CiC2s3, a22 — — s2s3 +  c¡c2c3, a2 3 =  —S1C2, (3.5) 
a.31 — S1S3, аз2 =  sic3, азз = C|.

При вычислении углов Эйлера по известным направляющим ко
синусам сначала находят угол 0 j¡ из условия:

cos Од =  азз при 0 ^  0,( <  я. (3.6)

Затем определяем углы \|ij¡ и по значениям их косинусов и си
нусов:

sin %  =  «г. 13/sin 0jf, cos =  — агз/sin 0j(, (3.7)
sin ф,ч =  a3 i/sin 0j¡, eos ф̂  =  — азг/sin 0j¡. (3.8)

Матрицы кинематических нар. Матрица коэффициентов правых 
частей уравнений преобразования координат Тн (или Тц) зависит 
только от вида кинематической пары и потому может быть назва
на матрицей кинематической пары. Принимая во внимание форму
лы связи между паправляющимп косинусами и углами Эйлера



(3.5), получаем
I cos cos Ф3-4 — ■cos i|>¿i sin (f3Í ■
-  cos 0j4 sin sin cp;.j 
sin eos tPji +
+  eos 05¡ eos г|к. sin q>j{ 

sin Oß 8Шф^

—  COS Ojj sin  ^  COS (pj t

— sin sin ф  ̂+
+  COS 0 j¡  COS 'pj¿  eos (Pjj 

Sin 0 j i e o s  <Pj¡

sin Oji sin

— sin Ojj eos Фj4 bs

eos 0j*

Ti i = (3.10)

(3.9)
Для трехподвижной сферической пары  три угла Эйлера являют

ся переменными величинами, а координаты a¡, bt и c¡ — постоянны
ми параметрами. Для двухподвижной сферической пары (сфериче
ской пары с пальцем) только два угла Эйлера будут независимы
ми. Наиример, и качестве переменных, можно принять угол пре
цессии ||)3, и угол собственного вращения ф,4, а угол нутации ();í 
считать равным зх/2. Тогда матрица двухпидвижний сферической  
пары получается из матрацы (3.9) цри sin 0J( =  1 и cos 0 j¡ =  0: 

cos г)}.j cos (p.j — costfyi sin ф^ sin 
sin \|>.. cos ipji — sin 4 .¿sin tpj¿ — eos ^  fc, 

sin Cp̂  COS ф  ̂ 0 Ci

Ось пальца удобно принимать совпадающей с осью 0¡zh а ось 
прорези (ось, перпендикулярную плоскости прорези) направлять 
по оси 0¡Zí (или параллель
но оси OjZ(, если начала ко
ординат Oj и O í не совпада
ют). Тогда угол прецессии

есть угол поворота вокруг 
оси прорези, а угол собствен
ного вращения ф;< — угол по
ворота вокруг оси пальиа.

Для звеньев i и ] враща
тельной пары ось 0,Z) напра
вим по оси этой пары, крат
чайшее расстояние l¡ между 
осями OjZj и OíZi совместим 
с осыо 0 %хи а начало коор
динат Оi поместим па рас
стоянии 1ц ОТ ОСИ О,Xi (рис.
27). Тогда угол нутации 
0 ,( =  const, угол прецессии 
\|5j( =  0, и с учетом принятых обозначений получаем из (3.9) мат
рицу вращательной пары'.

COS <р̂  — sin ф .t
eos 0j¿ sin <р.{ COS Oji COS (Pji

sin Oß COS Ф̂  COS 0
Ta =

0
-S in e .,

h
-  l . t Sin 6ji 

li i  c o s 0 ji

(3 .1 1 )

C*



Матрица поступательной пары получается из матрицы (3.11)', 
если считать параметр 1ц =  э# переменной величиной, а угол <рл =  
=  0. Угол 0# в этом случае есть угол между осью и осью по
ступательной пары, а величина Ь равна кратчайшему расстоянию 
между этими осями.

При тех же условиях, если вместо поступательной пары будет 
винтовая, то расстояние 1ц — «« надо считать переменной величи
ной, связанной с углом поворота <р;( соотношением

7
^  ~  ~2л’

где Нц — шаг винтовой липии.
Наконец, если звенья г и /  образуют цилиндрическую пару, то 

в матрице (3.11) надо считать независимыми две переменные ве
личины: 1ц — 8ц и ф,(.

Все указанные матрицы имеют порядок ( 3 X 4 ) .  Если жела
тельно иметь только квадратные матрицы, которые можно умно-

Рис. 28

жать, то к уравнениям преобразования коордипат (3.1) добавляет
ся тождество 1 =  1  и, соответственно, во всех матрицах появляется 
четвертая строка, содержащая нули в первых столбцах и единицу 
в четвертом столбце.



Квадратпые матрицы получаются также, если начало коорди
нат О) совпадает с началом координат 0 ( (а( =  b¡ =  c¡ =  0). В этом 
случае для вращательной пары удобно направлять ее ось по одной 
из трех координатных осей x¡, y¡, z¡.

При вращении звена / вокруг оси z4 (рис. 28, а) из матрицы 
'(3.11) при 0 ¿( =  0 имеем

cos <pj{  —  sin ф ^  О 

sin ф ^  cos ф ^  О 

О 0  1
Тц = (3.12)

где переменный угол ц>ц =  есть угол между осыо х 1 и осыо х,, на
правление которой выбирается из условия, что в начальный момент 
времени она совпадает с осыо х (.

При вращении звена ] вокруг оси у { (рис. 28, б) из матрицы
(3.11) при 0̂  =  я /2  имеем

Тц
со® Ф̂ ч — sin 'Pji

0  О
sin ф^ cos ф^

(3.13)

где переменный угол ср# определяется, как и в матрице (3.12).
При вращении звена /  вокруг оси х, (рис. 28, в) из матрицы

(3.11) при фд =  0 имеем

Тц =

1 О о
0 cos — sin Ojj
0 sin0 ., j* cos 0;i

(3 .14)

где переменный угол 0  ̂ есть угол между осью и осыо г;, направ
ление которой выбирается из условия, что в начальный момент 
времени она совпадает с осью г,-.

§ 14. Матрицы кинематических соединений

Двухподвижное сферическое соединение. Двухподвижная сфери
ческая пара конструктивно выполняется в виде последовательного 
соединения трех звеньев 0, 1 и 2 двумя вращательными парами, оси 
которых пересекаются под углом 90° (рис. 29). Ось вращательной 
пары 0 — 1 совпадает с осями го и г\. Ось вращательной пары 
1 — 2 совпадает с осью гг. Координатная ось х\ (ось х 2) выбирает
ся из условия, что в начальный момент времени она совпадает с 
осью £о (осыо £ (). Следовательно, угол фю (угол ф21) между осями 
Х\ и х 0 (осями хг и х\) есть угол вращения звена 1 (звена 2) от
носительно звена 0 (звена 1).

При указанных направлениях координатных осей уравнения 
преобразования координат звена 2 в координаты звена 1 получаются



в соответствии с матрицей (3.13) при /  =  2, i — 1:
Х\ =  Х2 COS ф21 — ¡/2 sin ф2 1 ,
г/1  =  - 2 2 , (3.15)
Z\ =  X2 sin ф2| +  г/2 COS ф2 1 .

Уравнения преобразования координат звена 1 в координаты зве-

Рис. 29

на 0  получаются в соответствии с матрицей (3.12) при 7 =  1, i =  0: 
zo =  х\ cos фю — г/i sin фю,
I/o — х \ sin фю +  i/1  COS Фю, (3.16)
ZO —  Z\.

Подставляя значения координат xi, у i, z¡ из (3.15) в (3 .16), 
получаем

хо =  Х2 cos Ф21 cos фю — г/ 2  sin Ф21 cos фю +  Z2 sin Фю,
г/ 0  =  Х2 COS ф21 sin Фю — ¡/2 ЗШф21 Sin фю — Z2 СОЭфю, (3.17)
Zo =  х 2 sin ф2 | +  г/2 COS ф21.

В матричной форме системы уравнений (3.15) и (3.16) имеют
вид

Г1 =  Т 2[Т2, Г0 = ? 110Гь
где

*1 *2 хо
Ух > Г2 =

II У*
Z1 Z2 zo

cos Ф21 -  Sin Ч>И 0 cos ф10 -  sin Ф10 0
0 0 — 1 т  — > 1 10 — sin Фю cos ф10 0

sin Ф21 cos фн 0 0 0 1



Отсюда
Го — Т 10Г21Г2 =  ?2 0Г2,

где
COS <P2 1 COS ф10 —  sin ф21 cos ф1П ЗШфю

т  — 1 20 cos Ф21 sin ф 10 -  sin ф21 sin  ф 1о —  cos ф10

ЗШ ф21 cos Ф21 0

Углы Эйлера, определяющие положение звепа 2 относительно 
звепа 0, находятся из соотношений (3.6) — (3 .8 ), связывающих эти 
углы с элементами матрицы Г20: 

cos 0 2 0  =  0, 0 2 о =  л /2 ;
sin lj.'20 — sin Фю, COS г|)20 =  cos Фю, 1|320 — фю; 
sin Ф2 0  =  sin Ф21, COS Ф20 =  cos фгь ф20 =  ф2 1-

Отсюда следует, что матрица двухподвиж ного сферического со е 
динения (3.18) совпадает с матрицей двухподвижной сферической 
пары (3.10) при фю =  "фга и Ф21 =  фго.

Трех подвижное сферическое соединение. Трехподвижпая сфери
ческая пара (шаровой шарнир) конструктивно выполняется в виде

последовательного соединения четырех звеньев 0, 1, 2 и 3 тремя 
вращательными парами, оси которых пересекаются в одной точке 
под углом 90° (рис. 30).

Координатные оси хоУо%о считаем пеподвижпыми, причем ось га 
совпадает с осью вращательной пары 0 — 1. Для звена 1 ось г\ на
правлена по оси вращательной пары 0 — 1, т. е. совпадает с осыо 
го, ось х\ выбрана из условия, что в начальный момент времени она 
совпадает с осью хо и, следовательно, переменный угол фю между



осями х\ и хо есть угол вращения звена 1 относительно звена 0. 
Для звена 2 ось х 2 направлена по оси вращательной пары 1 — 2, 
а ось у 2 выбрана из условия, что в начальный момент времени она 
совпадает с осыо у  i и, следовательно, переменный угол ф21 между 
осями i/i и i/г есть угол вращения звена 2  относительно звена 1. 
Этот угол равен также углу менаду осями zi и z2 по взаимной пер
пендикулярности сторон. Для звена 3 ось z3 направлена по оси 
вращательной пары 2 — 3, а ось х 3 выбрана из условия, что в на
чальный момент врем,епи она совпадает с осыо х 2 и, следовательно, 
переменный угол фзг между осями х 2 и х% есть угол вращения зве
на 3 относительно звена 2.

При указанных направлениях координатных осей уравнения 
преобразования координат звена 3 в координаты звена 2 получают
ся в соответствии с матрицей (3.12) при /  =  3, i == 2:

£2 =  Хз COS Ф32 — ¡ /3  sin фзг,
У2 — Хз Sin ф32 "Ь уз COS ф32| (3.19)
Z2 =  Z3.

Уравнения преобразования коордипат звена 2 в коордипаты 
звена 1 получаются в соответствии с матрицей (3.14) при /  — 2,
i =  1:

Xi ===l

г/1  =  i/ 2  COS ф21 — Z2 sin Ф2 1 , (3.20)
Z1 =  у 2 sin ф21 +  Z2 COS ф2 1 .

Уравнения преобразования координат звена 1 в координаты зве- 
па 0  получаются в соответствии с матрицей (3.12) при / =  1, i — 0 :

хо *= xi cos фш — у\ sin фю,
I/o =  Xi sin фю +  г/1  cos фю, (3.21)
Zo == Z\.

Из систем уравнений (3 .19), (3.20) и (3.21) после исключения 
переменных x ¡, у\, z¡ и х2, у 2, гг получим
Х о — Хз (COS фю COS фзг — COS Ф21 Sin фю Sin фзг) —

— г/з(соз фю sin фз2 +  cos Ф21 sin фю cos фзг)+ Z3 sin Ф21 sin фю,
Уо — хз (sin фю cos фзг +  cos Ф21 cos фю sin фзг) +  (3.22)

rb у з {со з  Ф21 cos фю cos фзг — sin фю sin фзг) — Z3 Sin ф2 1 cos фю,
zo =  х3 sin Ф21 sin фзг +  Уз sin Ф21 cos фзг +  Z3 cos фгь

Отсюда следует, что матрица Тзо, т. е. матрица коэффициентов 
при переменных х 3, z/3, z3 в системе уравнений (3.22), совпадает с 
матрицей трехподвижной сферической пары, получаемой из (3.9), 
при 7 =  3, i =  0 и a¡ =  b¡ =  Ci =  0, если угол прецессии 1)330 =  Фю> 
угол нутации 0 зо =  Ф21 и угол собственного вращения фзо =  фзг.



§ 15. Определение положений звеньев пространственной 
незамкнутой кинематической цепи

Манипулятор со сферической рабочей зоной. Как и для плос
ких кинематических ценей, задача об определении положений 
звеньев пространственной незамкнутой кинематической цепи по ме
тоду преобразования координат всегда может быть сведена к ре
шению системы линейных уравнений. Рассмотрим, например, кине
матическую цепь манипуля
тора с двумя вращательны
ми, одной поступательной и 
одной сферической парами 
(рис 31). Оси вращательных 
пар пересекаются под углом 
90° в точке 0 1 , направляю
щая поступательной пары 
составляет с осью смежной 
вращательной пары угол 90° 
и также проходит через точ
ку 0\. Центр сферической 
пары Е описывает траекто
рии, лежащие па копцептри- 
ческих сферах с центром в 
точке О, и потому рабочая 
зона манипулятора (зона 
возможных расположений 
точки Е) называется сфери
ческой.

Требуется определить положепие точки Е  отпосительпо стойки 
по заданным значениям углов поворота фю, Ф21 и расстояния взг, 
измеряемого вдоль направляющей поступательной пары от точки 
0 1 до точки Оз.

Введем в рассмотрение точки Е% Е\ и Ео, которые в данный мо
мент времени совпадают с точкой Е , по принадлежат соответствен
но звеньям 2, 1 и 0 (стойка). Уравпепия преобразования коорди
нат (3.1) в матричной форме при расположении координатных 
осей но рис. 31 с добавлением тождества 1 =  1 имеют вид

ге2 =  ^32Г£3> гех — Т21гЕ2, гд0 =  Т 10тех,

где

г в =

Хгр X р  
Е 2 т *1

X Г>Е0

Уе ~ УЕ о У Е л У Епо

* я »

. г  е 2 = 2

%

1!ьГ
ь- 1

* Я 1
’  ГЕ „ =

0

Ч
1 1 1 1



Матрица поступательной пары Ты находится из (3.11) при 
q>» =  О, Q# =  л / 2 , U =  0 , l¡, =  S32:

Т32 —

1 0 0 0
0 0 — 1 — *.
0 1 0 o'
0 0 0 1

32

Матрицы вращательных пар Т21 и Гю находятся соответствен
но из (3.13) и (3.12) с добавлением четвертой строки 0 0 0 1 :

cos ф21 -  Sin Ч>21 0 0 cos ф10 “  sin (Рю 0 0

0 0 — í 0 т  — sin Ф10 cos Ф10 0 0
sin ф21 cos  ф21 0 0 ’ 10 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1
Г *1 =

Из уравнений преобразования координат имеем 
те 0 —  ■^ю^П21^'з2г е 3*

Применяя правило умножения строки на столбец, получаем

т т =1 21 32 —

( ^ г ^ з  2)

cos  Ф 2 1 0 sin Ф 2 1 *32 Sin Ф21
0 1 0 0

в ш ф 21 0 — cos Ф 2 1 - S32COS Я>21
>

0 0 0 1

COS ф21 COS fPio sin Ф,0 sin ф COS Ф10 *32 Sin C0S bo
COS Ф21 sill *PlO cos sin ф sin ф10 *32 Sin Ф21 Sin 4>10

s i n  Ф 2 1 0 - c o s  Ф 2 1 - * 3 2 COS Ф21
0 0 0 1

Умножая теперь квадратную матрицу Т30 =  Т\оТцТ32 на столб
цовую матрицу ге3 и возвращаясь к обычной координатной форме, 
получаем

Хе0 =  Хе3 COS ср21 cos ф10 +  IJe3 sin ф10 +  ( 2 Ез +  s32) sin ф21 COS ф10,
Уе0 =  Хе3 cos ф21 sin ф10 — уЕз cos ф10 +  ( 2Ез +  s32) sin ф21 sin ф10,

Z e0 =  Хе3 sin ф21 — ('ze3 +  s32) COS ф21.

Элементы матрицы Т30 дают значения направляющих косину
сов системы координат звена 3 по отношению к неподвижной си
стеме. Соответствующие им углы Эйлера находятся по соотноше
ниям (3.6) — (3 .8 ). Сферическая пара выполняется как трехпод
вижное сферическое соединение с матрицей 'Г43, элементы которой 
(направляющие косинусы) определяются по заданным углам по
ворота звеньев соединения, как указано в § 14. Направляющие 
косинусы системы координат звена 4 находятся, как элементы мат
рицы T ío =  ТзоТы.



Манипулятор ангулярного типа. На рис. 32 показана схема 
пространственного манипулятора, состоящего из семизвенной не
замкнутой кинематической цепи с одними вращательными парами. 
Манипулятор называется ангулярным, так как все относительные 
движения звеньев определяются углами их поворотов. С каждым 
звеном свяжем правую систему координат, как показано на рис. 32,

т. е. оси Z) направим по осям вращательных пар, оси Xj — по крат
чайшим расстояниям между осями вращательных пар, а начало 
координат звена Oj поместим в точке пересечения оси Zj с кратчай
шим расстоянием между осями Zj и zJ+t. Тогда для решения зада
чи об определении положений звеньев должны быть заданы следую
щие параметры кинематической схемы: l\, Z2, h, h, h, ht, ¿32, Uz, h 4 , 
Ö2I, 032 , 043, О54, 065 И обобщенные координаты фШ, фгь Фзг, ф43, ф54, 
фбг„ за которые приняты углы между осями абсцисс. Требуется для 
некоторой точки ( х Ев, УЕв, ze6) на звене 6 найти ее координаты 
в системе, связанной со стойкой: х Ео, ¡/я?0, zEq,

Уравнения преобразования коордипат при последовательном 
переходе от звепа 6 к стойке в матричной форме имеют вид

г е 5 —  Т п тЕл, Г е 4 =  Г д я  =  Т  43г Е 4 ,

Г£ 2 =  Т Те х =  Т ^ ,  Г£ 0 =  T lfirEi,



где матрицы Т&ъ, Т ы,  . . . ,  Т\о получены из матрицы (3.11) с до* 
бавлением четвертой строки 0 0  0 1 , а столбцовые матрицы состав
лены по формуле *)

rEi =  I x Eiy EizEA ||т, i =  0 , . . . ,  6 .

Решая указанную систему уравнений относительно искомой 
столбцовой матрицы , получаем

г£0 =  T 10T21T32Ti3T5J 6,v Els.

Следовательно, чтобы получить гЕо, надо перемножить шесть 
матриц четвертого порядка и затем представить полученное мат
ричное уравнение в обычной форме трех уравнений, выражающих 
зависимость координат х Ео, уЕ(>, %е0 о т  координат xE¡¡, Уеe> z£e, 
Коэффициенты при координатах хЕб, у Е ,̂ zEfí (элементы матри
цы Гбо) дают направляющие косинусы системы координат звена 6  
относительно стойки.

§ 16. Определение положений звеньев пространственных
механизмов с замкнутыми контурами

Карданная передача. Как и в плоских механизмах, задача об 
определении положений звеньев пространственных механизмов по 
методу преобразования координат сводится к совместному решению 
уравнений, получаемых при размыкании одной или нескольких ки
нематических пар. Применение метода поясним сначала на примере 
карданной передачи, оси валов которой пересекаются в точке О под 
углом а  (рис. 3 3 )** ). Промежуточное звено 2 образует с валами
1 и 3 вращательные пары, оси которых также пересекаются в точ
ке О и образуют с осями валов 1 и 3 углы, равные л /2 .

Для определения положений звеньев разомкнем вращательную 
пару, образованную звеньями 2 и 3, и получим две незамкнутые 
кинематические цепи: первая цепь состоит из звеньев 0 и 3, вто
рая — из звеньев 0, 1 и 2.

Для первой цепи координаты точки С в системе звена 3 имеют 
значения: х с — г, yCÿ =  zCÿ =  0. В неподвижной системе коорди
наты точки С найдутся из уравнений преобразования координат. 
Коэффициенты в правых частях этих уравпений определяются в 
соответствии с матрицей вращательной пары (3.11) при фл — фз, 
0 ц ■— oí, /i “  Iji — 0 .

Х с 0 =  г  cos ф3, У с 0 =  Г  cos a  sin ф3,
zCo =  г sin a sin ф3.

*) Для экономии места иногда столбцовую матрицу записывают в вид& 
строчпой матрицы, получепной транспонированием.

**) Расположепие координатных осей дано во фронтальной дпметрпческой 
проекции.



Для второй цепи координаты точки С в системе звена 2 имеют 
значения: xc¡¡ =  г, усг =  О, ъСг =  0. В системе звена 1 координаты 
точки С найдутся из уравнений преобразования координат, при
чем коэффициенты в правых 
частях этих уравнений оп
ределяются по матрице вра
щательной пары (3.11) при 
(Pji Ф21, Qjí íl/2 , li Iji ■
=  0 :

X c x =  r e o s  ф 2Ь

У сх =  0 ,  zCi =  r  s in  ф 21.

Переход от координат 
точки С в системе звена 1 
к ее координатам в непод
вижной системе совершается 
опять по матрице (3.11) при 
Фjí фи Ojí 0 , li Iji 0 .

* с 0 =  г  COS Ф21 c o s  ф 15 

У с0 =  r e o s  ф 21 s i n  ф ^ ,

zCo =  Г s in  ф 21, рис 33

Приравнивая значения координат точки С для обеих цепей и 
сокращая все члены на величину г, получаем

COS фз =  COS ф21 COS ф 1, COS a  S in  ф з =  COS ф21 S in  ф 1,

s in  a  s in  фз =  s in  Ф21.
Отсюда

t g  Фз =  S b  t g  ф21 =  t g  о  s i n  ф х.

В матричпой форме указанное решение следует из одпого урав
нения

Т * с ,  ~
г д е

Г II Г II COS ф3 " —  sin ф3 0

0 ’ гс 2 = 0 ’ Т30 — cos a  sin ф3 cos  а  cos Ф3 — sin а
о  II 0 sin а  sin ф3 sin а  cos  Ф3 cos а

COS Фх 1—  sin фх 0 cos Ф21 —  sin  ф21 0

sin Фг COS Фх 0 , т а  = 0 0 —  1

0 0 1 sin Ф21 co s Ф21 0



Перемножая матрицы по правилу строки па столбец (2.4)’ п 
возвращаясь к обычной координатной форме, получаем указанную 
выше систему трех уравнений для определения положений звеньев.

Пространственный крипошиппо-ползупнын механизм. В каче
стве другого примера рассмотрим пространственный кривотиппо- 
ползунный механизм, применяемый в указательных приборах 
(рис. 34).

Звено 1 (кривошип) образует со стойкой вращательную пару, 
по оси которой направим ось А го. Звепо 3 (ползун) имеет прямо- 
линейно-ностуиательное движение, и центр сферической пары С,

которую опо образует со звеном 2 (шатуном), перемещается па- 
раллельпо оси А х  о. С кривошипом шатун 2 образует сферическую 
пару с пальцем. Палец принадлежит шатуну и находится в плоско
сти, перпендикулярной линии ВС. Ось кольцевой прорези, принад
лежащей кривошипу, направлена по линии АВ, перпендикулярной 
оси вращательной пары.

Механизм имеет одну степень свободы. Требуется определит!, 
положения всех звеньев механизма при заданном значении обоб
щенной координаты фю и известных размерах, указанных па кине
матической схеме: 1Ав — h, 1вс =  h, h , Iо.

Для системы координат, связанной со звеном 1, выберем начало 
координат в точке В , ось Вх\ направим по линии АВ, а ось Bz\ — 
параллельно оси вращательной пары. Направление оси Ву\ опреде
ляется из условия получепия правой системы координат.

Уравнения преобразования координат для звеньев 0 и 1:

хо — х\ cos фш — У i sin фю +  l\ cos фю,
г/о =  х\ sin фю +  i/i cos фю +  h sin фю, (3.23J
2 о — 2 |.



Для звена 2 начало координат выберем в точке В, ось Bz2 на
правим по оси пальца, а ось Вх2 — но отрезку ВС. Угол между о ся 
ми Bz\ и Bz2 — угол нутации G2 1 , линия узлов сониадает с осью  
Вх i (угол прецессии i|)2i=0), а угол меж ду осями Вх\ и Вх 2 —1 
угол собственного вращения фгь

Уравнения преобразования координат для звеньев 1 и 2 в соот 
ветствии с матрицей (3.9) при ^  =  0:

Xi =  Х2 COS ф 21 —  f/2 s in  ф2Ь

7/, =  Х2 COS O21 sin Ф21 +  г/2 COS O21 COS Ф21 — z2 sin 021, (3.24)>
Z\ — Х2 s in  021 s i l l  ф 21 +  г/2 s i l l  O21 COS Ф21 +  z2 COS 021.

Разомкнем сферическую пару, образованную звеньями 2 и 3, и 
получим две незамкнутые кинематические цепи: первая цепь со 
стоит из звеньев 0 и 3, вторая — из звеньев О, 1 и 2.

Для первой цепи координаты точки С в неподвижной системе 
координат имеют значения:

х с 0 —  s3o> У с  п —  з̂> z c 0 —  ^о-

Для второй цепи сначала находим координаты точки С в систе-t 
ме звена 2:

х с 2 =  ¿2. У с2 =  0 ,  z c 2 =  0 .

Подставляя эти значения в уравнения (3 .2 4 ), получаем коорди
наты точки С в системе звена 1:

x Cl =  In COS ф 21, XJCl =  l 2 c o s  0 21 s i n  ф 21, 

z Ci =  l 2 s in  0 21 s in  Ф 2 1 *

Затем находим по уравнениям (3.23) координаты точки С в не
подвижной системе координат для второй цепи и приравниваем их 
значениям для первой цепи:

S30 =  h COS Ф21 COS фю — h COS 021 sin Ф21 sin фю +  / 1 COS фю, (3 .25) 
h — h cos Ф21 sin фю +  k cos 02i sin Ф21 cos фю +  к sin фю, (3 .26) 
h =  l2 sin 02i sin Ф2 1 . (3 .2 7 )

Из полученной системы трех уравнений находим три искомые
ВеЛИЧИНЫ S30, 021 И ф2|.

Исключая из уравнений (3.2С) и (3.27) угол O2 1 , получаем 
квадратное уравнение относительно cos Ф2 1 . Решеиие этого уравне^ 
ния дает



где
А  =  (1а —  ¿isin<p10)sin(pio,

В =  (13 -  1г sin ф10)2 +  ( ll  -  И) c o s 2  Фю»

Формула (3.28) дает два значения угла Ф21, которые соответ
ствуют двум возможным положениям звеньев 2 п 3 при одном и 
том же положепии звена 1 (две ветви функции Ф21 =  ф2 1(фк>)).

После определения угла ф2[ угол 02t находится из уравнения 
(3.27), а перемещение ползуна «зо — из уравнения (3.25).

Если использовать матричную форму записи, то уравнения 
(3.25) — (3.27) получаются непосредственно из матричного урав
нения

гс0 =  Т10Г21гс2,
где

s 130 cos <р10 -  sin ф10 0 *1C0S 4*10

, гСз = 0 т  — sin Ф10 cos ф10 0 li sin(Pio
1п 0 > 1 10 — 0 0 1 0и
1 1 0 0 0 1

eos Ф21 -  sin Фп 0 0
cos 021 sin ф21 cos621cos Ф21 -  si"  °21 0
s in 0 21sin ф21 sin021cos ф21 COS021 0

0 0 0 1

Матричпая форма записи действительно компактна. Для дру
гих комбинаций кинематических пар в пространственных механиз
мах общий метод кинематического анализа, предложенный Г. Ф. Мо
рошкиным, приводит к вычислениям, которые аналогичны указан
ным в примере. Изменяются лишь уравнения преобразования к о 
ординат в соответствии с видами кинематических нар в механизме,

§ 17. Определение скоростей и ускорений
в пространственных механизмах с низшими парами

Система линейных уравнений для определения скоростей и уско
рений. В отличие от задачи аналитического определения положений 
звеньев, которая сводится, в общем случае, к решению системы не
линейных уравнений, задача об определении скоростей и ускорений 
любых точек па звеньях механизма всегда может быть приведена 
к решепию системы линейных уравнений и потому не представляет 
особой сложности. Составление этих уравнепий поясним на приме
ре пространствеппого кривошипно-ползунного механизма (см. 
рис. 34), рассмотренного в предыдущем параграфе.

Для определения линейных и угловых скоростей дифференциру
ем по времени левые и правые части уравнений (3.25) — (3.27) и



• ♦
получаем систему трех уравнений, линейных относительно взо, фю, 
021, Ф21:

«30 =  — ф 21?2 (s in  ф 21 COS ф ю  +  COS 021 COS ф 21 S Ín  ф ю )  ~

— фю(^2 cos Ф21 sin фю +  h  cos 021 sin Ф21 cos фю +  l\ sin фю) "H

+  0 2 1/2 S Ín  021 SÍn  ф 21 SÍn ф ю ,

0  =  — ф21^2 (S Ín  ф 21 SÍn ф ю  — COS 021 COS фг 1 COS ф ю )  +

+  Ф ю (¿2 c o s  Ф21 c o s  ф ю  — ¿2 c o s  O21 s in  Ф 21 s i n  ф ю  +  l\ COS ф ю )  —

—  021/2 S Ín  021 SÍn ф21 COS фю,

0 =  ф21 SÍn 021 COS ф21 +  021 COS O21 SÍn ф2|.
Повторное дифференцирование дает систему трех уравнений,

линейных относительно S30, фю, ©21, Ф21. Если за обобщенную ко
ординату мехапизма принять угол фю, то звено 1 будет начальным, 
и его закон движения фю =  фю(<) при решении задач кинематиче
ского анализа должен быть задан. В этом случае его угловая ско
рость фю и угловое ускорение фю известны, и решение системы 
линейных уравнений для определения скоростей и ускорений дает
В е Л И Ч И Н Ы  S30, 021, ф2|, «30, 021, ф2Ь

Угловые с к о р о с т и  и у с к о р е н и я  з в е н ь е в  п р о с т р а н с т в е н н ы х  м е х а 
н и з м о в .  Решение системы линейных уравнений для определения 
скоростей и ускорений, получаемых по методу Морошкина, дает 
значения производных от углов Эйлера. Чтобы перейти к проекци
ям угловой скорости звена / в движении относительно звена i, ис
пользуются известные соотношения*):

(х Л • •
(D]i =  ф7ч s in  s in  0,-j +  0  c o s  г|^ь

=  —  ф¡ i  c o s  s in  d j i  +  в  s i n  (3.29)

wji1* =  ú’;i +  Фji СОЗ 0 , i.
Угловая скорость звепа /  относительно стойки находится по 

теореме о слоя«еиии скоростей в слоншом (составном) движении:
íúj — (ot +  а#. (3 .3 0 )

Если звено i является начальным, то для определения угловой 
скорости Wj достаточно одного уравнения (3.30). Если же между 
начальным звеном и звеном j  имеются промежуточные звенья, то 
уравнения типа (3.30) повторяются последовательно для каждой

*) Здесь и далее вер х п и й  и н декс в с к о б к а х  у к а з ы в а е т  о си , па к о т о р ы е  
п р оец и р ую тся  в ек тор ы ,

7 н . И, Левитский



пары соседних звеньев, начиная от звена / и кончая начальным 
звеном. При использовании уравнений проекций переход от одной 
системы координат к другой производится по формулам, аналогич
ным формулам преобразования координат без переноса начала ко
ординат.

В рассматриваемом примере ^21 =  0, и соотношения (3.29) для 
угловой скорости имеют вид

® 2ix) =  0 21» í4 il) =  — Ф21 s in  0 2 1> « a i 1* =  Ф*1 co s 0 21.
Переход к проекциям угловой скорости « 2 1  на оси координат, 

связанные со звеном 0, производится по формулам, аналогичным 
формулам преобразования координат:

(*о) (* 1) (^l) •
® 2 1  =  ® 21 co s  ф 10 —  (O21 '  s in  (р1д,

(Vo) (*l) • , (yl)
® 2 1  =  ® 2 1  Sin Ф10 +  ®ai c o s  (p10,

ш(*«) _  J 11)^ 2 1  — ^ 2 1  *

По уравнению (3.30) находим проекции угловой скорости зве
на 2 на неподвижные оси:

_  „(*о) ,Р о )_ ,А »о )  ,(2о )_ ' , (1(го)
(Ú2 —  ft>2 i  , (02 —  W ji , (Ú2 —  Фю "г  •

Подставляя в эти соотношения значения проекций относитель
ной угловой скорости (и>21, получаем проекции угловой скорости 
звена 2, выраженные через углы Эйлера и их производные:

/ ̂  V t 1
®2 =  021 co s  Ф ю  +  ф21 s in  0 21 s in  Ф ю ,

( ü f o) =  0 21 s in  фц, —  ф21 s in  0 21 COS Ф ю .

(2 \ * *
®2 =  Фю +  Ф21 co s  0 21*

Проекции углового ускорения е* на осп, связапные со звепом г, 
находятся дифференцироваиием соотношений (3.29), а уравнение 
для определения углового ускорения звена ; относительно стойки 
имеет вид

e f =  Si +  en +  ю, X  о)й. (3.31)
В проекциях на неподвижные оси уравнение (3.31) дает соотно
шения:

р(*о) _  „ Ы  (*о) , frt(»o )(rt(*o) J zo) J v o )=  e ¡ +  Ej¡ tOji —  (o¡ b)j¡ ,

eм  =  е<"°> +  $ о) +  соГо)( $ о) -  о )Г °Ц го), (3.32)

еГо) =  е,12о) +  еЦ0) +  •

Скорости и ускорения точек звеньев пространственных механиз
мов. Движение любого звена механизма можно представить как



поступательное с полюсом в произвольной точке Р с координатами 
хР, уР, ъР и сферическое вокруг этой точки. Соответственно скорость 
V и ускорение а какой-либо точки звена с координатами х, у, г свя
заны со скоростью ур и ускорением аР полюса соотношениями:

у = уР + соХр, а =  аР+ е Х р  + шХ(йХр),
где ш и е — угловая скорость и угловое ускорение звена, а р  — 
радиус-вектор, определяющий положение рассматриваемой точки 
относительно полюса.

В проекциях на неподвижные оси эти соотнош ения имеют вид

„<-•> =, „<?•> +  «"•>(«- г„) -  <„ -  Ы.
=  17р +  (О(го) ( х  —  Х р) —  (г  —  гР),

1 ; (2о) =  У (р 0) +  СО(ХО) ( у —  у р )  —  (X —  Хр) ,  

а *0'1 =  а р ( ъ  —  гР) —  ( у  —  ур)  +  а^х° \  —  со2 (х  —  х Р), 

а ^  =  а р 0* +  ( х  —  х Р) —  е ~Хо1 (г  —  г Р ) +  —  со2 (у — ур),  

а! ^  =  а р ° *  +  (у  —  уР) —  (х  —  х Р) +  —  <о2 ( г  —  гР),

где
V =  а>(*о) (х — х Р) +  а>(1,0) (у — у Р) +  со(го) (г — гР).

Г Л А В А  4
КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ 
С ВЫСШИМИ ПАРАМИ

§ 18. Определение положений звеньев плоских механизмов 
с высшими парами

Определение положений звеньев плоского трехзвенного меха
низма с высшей парой. Рассмотрим простейший плоский механизм 
с высшей парой, состоящей из двух вращающихся звеньев 1 и 2, 
входящих в пару, образованную криволинейными профилями 5 1  и 

(рис. 35). К этой схеме приводятся многие схемы кулачковых 
механизмов, а также зубчатых механизмов, если рассматривать 
одну взаимодействующую пару зубьев.

Задача об определении положений звеньев для рассматривае
мого механизма формулируется следующим образом. Заданы про
фили 5] и уравнениями у \ =  у\(х\) и У2 =  У2 ( х 2) в подвижных 
координатных системах 0\Х\у\ и 0 2х 2у 2, связанных соответственно 
со звеньями 1 и 2, а также закон движения начального звена 1 , 
т. е. зависимость его угла поворота от времени ф[ = ф [(< ) . Требу
ется найти закон движения звена 2, т. е. зависимость ф2 =  фг(£)‘ 
7*



Поставленная задача решается обычно путем отыскания значе
ний угла фг по заданным значениям угла q>i, что соответствует 
решению по шагам системы уравнений, описывающих условия ка
сания профилей Si и 5г.

Для точки касания профилей проекции радиусов-векторов ri и 
Гг на неподвижные оси Oixy  связаны соотношениями

х в cos Ф! — у в. Sin =  х в cos ф2 — г/в sin Ф2 +  aw,
, , (4-1)a:Bl sin -j-i/Bj cos фх =  хв2 sin ф2 +  г/ В2 cos фа.

Эти же соотношения можно рассматривать как уравнения пре
образования координат точки В\ звена 1 и точки Вг звена 2 в ко
ординаты общей точки Во в неподвижной системе координат.

Условия касания требуют совпадения нормалей к профилям ¿>1 
и 5г в общей точке Во.

Отсюда имеем
ф1 +  01 =  фг +  02,

или
(  ¿х \ ( йх N

фх +  апЛц ^   ̂ 1̂ — • (4.2)

При заданном угле ф1 для определения пяти неизвестных 
(■гв1, У в г , х ь 2 , У в 2 1 ф2) имеем 5 уравнений: два уравнения заданных 
профилей, два тригонометрических уравнения (4.1) и одно диффе
ренциальное уравнение (4.2). Отсюда следует, что задача о поло
жениях звеньев плоских механизмов с высшими нарами значитель
но сложнее той же задачи для механизмов с низшими парами.

Определение положений звеньев пространственного трехзвепно- 
го механизма с высшей парой. Рассмотрим пространственный ме
ханизм с высшей парой, состоящий из двух вращающихся звеньев 
1 а 2, входящих в высшую пару, элементы которой очерчены по



Рис. 36

поверхностям S\ и Si, заданным уравнениями x l =  x i ( v {, y¡ =  
=  y¡(Vi, %i), zj =  z¡(v¡, 1() (i — 1, 2) в подвижных координатных 
системах, связанных, соответственно, со звеньями 1 и 2  (рис. 36).

Задача об определении по- z
ложений звеньев рассматрива- > — °' '
емого механизма формулирует
ся следующим образом. Даны 
поверхности Si и Sj и закон 
движения пачальпого звена 
ф1 — <Pi(£)- Требуется найти 
закон движения выходного зве
на ф2 =  ф2 ( 0 .

Для каждой точки контакта 
В профилей должны выпол
няться условия, аналогичные 
соотношениям (4.1), которые 
можно рассматривать как урав
нения преобразования коорди
нат точки В\ звена 1 и точки 
В2 звена 2  в координаты общ ей точки Во в неподвижной системе 
координат:
tfBj cos фг — yBl sin фх =  Xb2cos ф2 — уВ2 sin ф2 +  aw, 

x Bi sin фх +  y B  ̂COS ф! =

=  x B 2c o s  y s i n  ф 2 +  j /b 2 c o s  y e o s  ф 2 — zB2 s i n  y, (4.3) 

Z c j  =  x B<2 s in  Y s in  ф 2 +  У в2 s in  Y e o s  ф 2 +  Z b2 e o s  Y.

где y — угол скрещивания осей вращательных пар, aw — кратчай
шее расстояние между этими осями.

Заметим, что матрица коэффициентов в правых частях этих 
уравнений совпадает с матрицей вращательной пары (3 .11), если 
принять дц =  у, фа =  ф 2, Z, =  aw, 1ц =  0.

Условия касания требуют совпадения нормалей к поверхностям 
S\ и 1S2 в любой точке контакта, что приводит к уравнениям ра
венства проекций орта нормали пп в этой точке на координатные 
оси, связанные со звеньями 1 и 2:

(dysjdvj) (dzsjdh) — {dyBJd%i) (dzsjdv^ =  
=  (дув2/дч2) (dzBJdl2) -  {дуч / д Ц  {дяВг/дхг),

( d z BJ d v ! )  ( d x s j d h )  —  ( d z ^ / d ^ )  ( d x s j d v j  =

=  ( ¿ 4 / 5 v 0  { d x BJ d l ¿ )  -  ( d z BJ d l 2)  ( d x B2/ d v 2) ,  ( 4 ' 4 )

{ d x s jd » ! )  ( d y s jd h )  — {d x a jd h )  (d y s jd v ^  =

=  {dxB2/dv2) (dyB2/dl2) -  (dxBJdl2) (dyB2/dv2).



Из этих трех уравнений только два являются независимыми. 
Следовательно, общее число уравнений для определения неизве
стных Увг1 х в2, Ув2» 2в2, \’1, 1ь V2, £2, фг) при заданном уг
ле ф1 равно 1 1 : шесть уравнений заданных поверхностей в проек
циях па оси, связанные со звеньями 1 и 2, три уравнения (4.3), 
и два уравнения из системы (4.4).

После исключения неизвестных координат по заданным уравне
ниям поверхностей £ 1  и получаем систему пяти уравнений с 5 
неизвестными (VI, £|, \2, £2, фг). При контакте поверхностей в од
ной точке каждому значению угла ф1 соответствует определенное 
значение угла фг, при линейном контакте получаем зависимость, 
определяющую контактную линию, т. е. линию, по которой в дан
ный момент соприкасаются поверхности 5] и 5г.

§ 19. Определение скоростей и ускорений
в плоских механизмах с высшими парами

Эквивалентные (заменяющие) механизмы. Скорости и ускоре
ния в плоских механизмах с высшими парами можно найти, как 
и в механизмах с низшими парами, из системы линейных урав
нений, получаемых путем дифференцирования уравнений для оп
ределения положений звеньев. Однако в большинстве случаев удоб
нее применить кинематическую замену высшей пары кинематиче
ской ценыо, состоящей из звеньев, входящих только в низшие 
пары. Такая замена всегда возможна при определении скоростей 
и ускорений (но не положений) для данного момента времени, 
и получаемые при этом механизмы получили название мгновенных 
заменяющ их механизмов.

Прежде чем переходить к построению мгновенных заменяющих 
механизмов, покажем, что есть механизмы с высшими парами, ко
торые полностью эквивалентны механизмам с низшими парами. 
В этих механизмах оба элемента высшей пары образованы поверх
ностями с постоянной кривизной. Например, эксцентриковый 
механизм  (рис. 37, а) эквивалентен кривошинно-ползунному механиз
му с кривошипом А В и шатуном ВС, а плоский поводковый меха
низм (рис. 3 7 ,6 )— шарнирному четырехзвенпику. На этом осно
вании оба механизма не считаются кулачковыми. Они представ
ляют собой только конструктивные видоизменения механизмов с 
низшими парами. Если же хотя бы один элемент высшей пары 
образован линией переменной кривизны, т. е. принадлежит ку
лачку, то можно получить только мгновенный заменяющий меха
низм с низшими парами. Например, для плоского кулачкового 
механизма (рис. 37, в) по апалогии с предыдущим механизмом мож
но построить заменяющий механизм в виде шарнирного четырех- 
звенника, если поместить центры шарниров В и С в центры кри
визны профилей. Но длины звеньев этого механизма будут пере
менными и, кроме того, его кинематическая эквивалентность



исходному механизму распространяется только на скорости и уско
рения первого порядка. Если один из профилей — прямая линия, 
то его центр кривизны удаляется в бесконечность и вместо шар
нира в заменяющем механизме будет поступательная пара

6
Рис. 37

(рис. 37, г). Следовательно, если известны положения звеньев ме
ханизма с высшими парами, то скорости и ускорения точек его 
звеньев могут быть найдены из системы линейных уравнений пу
тем предварительного построения мгновенного заменяющего меха
низма.

Определение передаточных отношений в плоских механизмах с 
высшими парами. В некоторых случаях при кинематическом ис
следовании механизма с высшей парой достаточно определить толь
ко скорости точек его звеньев. Тогда мгновенный заменяющий ме
ханизм можно не строить, а для определения скоростей использо
вать свойства мгновенных центров в относительном движении 
звеньев.

Пусть, например, звенья 1 ж 2 механизма с высшей парой вра
щаются вокруг параллельных осей (рис. 38, а). Скорость точки 
касания профилей В в движении звена 2 по отношению к звену 1, 
т. е. скорость Ув2в1, направлена по общей касательной к профилям 
или перпендикулярно общей нормали пп. Следовательно, мгновен
ный центр в относительном движении звеньев 1 и 2  должен лежать 
на нормали пп. Кроме того, этот мгновенный центр Р, называемый 
полюсом зацепления, должеп лежать на линии, соединяющей цент
ры 0\ и 0 2 - Это условие следует из того, что мгновенный центр 
вращения в относительном движении есть точка приложения век
тора относительной угловой скорости о)2 1, который находится из



векторного уравнения
0)21 : <1)2 — 0)1,

где 0)1 и о>2 — векторы угловых скоростей звеньев 1 и 2, прило
женные в центрах вращения 0\ и 0 2.

На основании правила сложения параллельных векторов по
лучаем

1гю 0р
0 ЛР

12 | ’

где и 12 — отношение угловых скоростей звеньев, называемое пере
даточным отношением, которое при параллельных осях вращения

иг

Рис. 38

звеньев считается положительным, если направления угловых ско
ростей одинаковые, и отрицательным, если эти направления — 
противоположные.

При отрицательном передаточном отношении полюс зацепления 
лежит внутри отрезка 0\02 (рис. 38, а), при положительном — вне 
этого отрезка (рис. 38 ,6 ). Геометрические места точек па звеньях



1 и 2, которые при их движении последовательно совпадают с 
полюсом зацепления, образуют центроиды Ц\ и Цг в относитель
ном движении звеньев. Если передаточное отношение — постоян
ное, то полюс зацепления Р  занимает неизменное положение по 
отношению к стойке, и центроиды Ц\ и Ц% представляют собой 
окружности с радиусами 0\Р и О2Р  соответственно. По свойству 
центроид эти окружности перекатываются без скольжения. Если 
же передаточное отношение является переменной величиной, то по
люс зацепления перемещается по линии 0\02, и центроиды Ц\ и 
Цч уже не будут окружностями.

Если звепо 1 вращается вокруг неподвижной оси, а звено 2 
совершает прямолинейное движение в плоскости, перпендикуляр
ной оси вращения звена 1 (рис. 38, в ), то полюс зацепления ле
жит на линии, проходящей через центр 0\ перпендикулярно на
правлению движения точек звена 2. Положение полюса находится 
из уравнения, связывающего скорости точки Р\ звена 1 и точки Р 2 
звена 2, совпадающих в данный момент с полюсом зацепления Р:

v >̂2 =  уР1 +  Ур2рг

Отсюда при I;р2 — и2, 1>рх =  1охр^1 и vp1p2 =  0 получаем

1охР — Ь72/ (0 1 ’

§ 20. Определение передаточных отношений
в плоских фрикционных и зубчатых механизмах

Передаточные отношения фрикционных и зубчатых механизмов 
с неподвижными осями вращения. Для плоского фрикционного 
механизма с цилиндрическими шкивами в отсутствие проскальзы
вания имеем

и\2 =  ± г 2/гь (4.5)]

где п и гг — радиусы шкивов (рис. 39). Это условие следует из 
того, что окружности шкивов являются в рассматриваемом случае 
центроидами в относительном движении звеньев. Знак «плюс» со
ответствует одинаковому направлению вращения звеньев 
(рис. 39, а ), знак «минус»— противоположному (рис. 39 ,6 ).

В соответствии с расположением центроид механизм с положи
тельным передаточным отношением называют механизмом с внут
ренним зацеплением, а с отрицательным — механизмом с внеш ним  
зацеплением.

Для зубчатого механизма, составленного из стойки и двух зуб
чатых колес (зубчатой передачи), формула (4.5) сохраняется, ес
ли под окружностями с радиусами п и гг понимать центроиды в 
относительном движении звеньев. Эти окружности в теории зуб
чатых механизмов принято называть начальными окружностями,



Передаточное отношение зубчатого механизма можно выразить 
через числа зубьев z\ и Z2, если принять во внимание соотношения

2 лп =  pz\, 2 лгг =  PZ2,

где р — шаг зубьев по начальной окружности, т. е. дуговое рас
стояние между одноименными точками зубьев (например, между

Рис. 39

точками пересечения начальной окружности с осями симметрии 
зубьев).

Отсюда имеем
ы!2 =  ±2гЫ\, (4.6)

где знак «плюс»— для внутреннего зацепления, зпак «минус»— для 
внешнего.

При последовательном соединении нескольких пар зубчатых ко
лес общее передаточное отношение равно произведению частных 
передаточных отношепий:

И|п — М12«23 . . . (4-7)
Аналитические и графические методы определения передаточ

ного отношения планетарного механизма. Планетарным механиз
мом называется механизм, составленный из зубчатых колес и вра
щающихся звеньев, на которых располагаются подвижные оси зуб
чатых колес. Звено, на котором располагаются эти оси, называется 
водилом, а колеса с подвижными осями вращения — планетарными 
колесами или сателлитами (отсюда и происходит название меха
низма). Колеса с неподвижными осями вращения называются сол
нечными или центральными; неподвижное колесо называется 
опорным.

Планетарные механизмы подразделяются на направляющие 
(воспроизведение заданной траектории) и передаточные (воспроиз
ведение заданного передаточного отношения). Передаточные пла
нетарные механизмы сокращенно называют планетарными пере
дачами. На рис. 40, а показана схема одного из вариантов плане



тарной передачи, образованной из центрального колеса 1, сателли
та 2, состоящего из двух жестко связанных колес 2 и 2 ', опорного 
колеса 3, водила Н  и стойки 0 * ) .  Для определения передаточных

Рис. 40

отношений используем сначала графический метод Кутцбаха — 
Смирнова **).

Решение задачи начинается с построения плана линейных ско
ростей (рис. 40 ,6 ). Из точки Ь, лежащей на одном уровне с точ
кой В на схеме механизма, откладываем вектор ЬЬ', изображаю
щий скорость точки В водила. Соединив точку Ъ' с точкой о, со
ответствующей неподвижной точке О на оси водила, получаем ли
нию Я, изображающую распределение линейных скоростей звена / / .  
Из &оЬЬ' получим

фн *=(ЬЬ')/(оЬ).

Подставляя значения отрезков (Ь Ь ')=  10в<ан1 ^  и (оЬ) — 1ов/ 1̂, 
получаем

фн =  МнЦ;/ц-», (4.8)

*) Водило нрипято обозначать на схемах буквой II (от немецкого слова 
Hebel — рычаг).

**) Карл Кутцбах (Karl Kutzbach, 1875— 1942), пемедкий ученый, дал ре
шение некоторых задач динамики рычажных и зубчатых механизмов.

Леонид Петрович Смирнов (1877— 1954), автор учебника по теории меха
низмов и машин (1926 г.), независимо от Кутцбаха предложил план скоростей  
для зубчатого механизма.



т. е. тангенс угла, образуемого линией Н  с отрезком (оЬ), пропор
ционален угловой скорости водила.

Для сателлита 2 известны скорости двух точек: точки В, об
щей для сателлита и водила / / ,  и точки С, скорость которой равна 
нулю по условию качения начальной окружности колеса 2' по 
начальной окружности колеса 3. Точке С соответствует точка с 
па плане скоростей. Соединив точку с с точкой Ь', получим линию 
распределения линейных скоростей сателлита 2. На этой линии 
лежит точка а — конец вектора аа , изображающего скорость точ
ки А . Эта точка является общей для колес 1 и 2. Поэтому, сое
динив точку а' с точкой о, получаем линию распределения линей
ных скоростей точек звена 1. Тангенсы углов фг и ф1 пропорцио
нальны соответственно величинам угловых скоростей юг и Ш[, при
чем угловая скорость юг направлена в сторону, противоположную 
угловой скорости о»1 согласно указанным направлениям отсчета 
этих углов:

Для определения передаточных отношений строим план угловых 
скоростей (рис. 40, в). Откладываем произвольный отрезок (рр ' ) ,  
параллельный (ос), и проводим через точку р линии под углами 
Фц фн, Фг к этому отрезку до пересечения в точках 2, Н  и 1 с 
перпендикуляром к (р р ') . Тогда искомые передаточные отношения 
с учетом формул (4.8) и (4.9) определяются через отношения от
резков на плане угловых скоростей:

причем передаточное отношепие имеет знак «плюс», если оба от
резка расположены по одну сторону от р', и знак «минус», если — 
но разные стороны.

Аналитическое определение передаточных отношений может 
быть выполнено на основе метода обращения движения. Сообщим 
всем звеньям механизма угловую скорость, равную по величине и 
противоположную по направлению угловой скорости водила (он. 
Тогда водило становится неподвижным и механизм из планетарного 
обращается в механизм, состоящий из двух последовательно соеди
ненных пар зубчатых колес 1, 2  и 2', 3 с неподвижными осями 
вращения. Этот механизм назовем обращенным. Для него переда
точное отношение от колеса 1 к колесу 5, выраженное через числа 
зубьев, находится, как для обычных зубчатых передач с неподвиж
ными осями вращения колес:

ф2 =  (0 2Ц(/Ц„ 
ф! =  (0 1Ц,/р.„.

(4.9)

и\я — р'1/р'н, и2в =  -р '21р'Н , и12 =  -р 'Ц р '2 ,



С другой стороны, то же передаточное отпошение есть отношение 
угловых скоростей в обращенном движении:

,/и ) _“ 13 — (4.11)

Верхпие индексы в скобках указывают, какое звено принято 
за неподвижное (эти индексы могут отсутствовать, если за не
подвижное звено принята стойка в исходном механизме).

Принимая во внимание, что ш3 =  0, найдем из соотношения
(4.11) передаточное отношение планетарной передачи

— -I — ^1я (4.12)

Эта формула справедлива для всех других планетарных пере
дач при условии, что колесо 3 — опорное (неподвижное).

Для механизма на рис. 40, а передаточпое отношение и\н, вы
раженное через числа зубьев, получается после подстановки в фор
мулу (4.12) значения из формулы (4.10):

2 -4- г ъ 1 2  ~  2 3„ ( 3) и 1Н (4.13)

н-
У М ////Л

Т 7777777Х

Кинематика зубчатого дифференциала. Планетарный зубчатый 
механизм с двумя степенями свободы называют зубчатым диф ф е
ренциальным механизмом (сокращенно — зуб
чатым дифференциалом). В этом механизме 
могут быть два входа и одип выход (напри
мер, счетно-решающий суммирующий меха
низм) или один вход и два выхода (напри
мер, автомобильный дифференциал). В первом 
случае зубчатый дифференциал предназначен 
для сложения движения входных звеньев, во 
втором случае — для разделения (дифферен
циации) движения входного звена (отсюда 
происходит название механизма).

На рис. 41 показан зубчатый дифферен
циал по схеме, аналогичной схеме одноряд
ной планетарной передачи. Угловые скоро- рйс~41 
сти звеньев 1, 3 и Н связаны соотношением
(4.11), которое было получено по методу обращения движения:

иШ) -  и 13 — (4.14)

Передаточное отношение и¿Р  в обращенном механизме зависит
только от чисел зубьев колес дифференциала:

=  — V 2!* (4.15)



Из соотношения (4.14) можно найти угловую скорость оз как 
функцию угловых скоростей 101 и о)н'-

® 3  =  Из^(0 х +  (1 — мн* (4.16)

Коэффициент при о)н в этой формуле есть передаточное отно
шение планетарной передачи при остановленном звене 1 :

“ зн =  1 — “ з?)* (4.17)
Поэтому формулу (4.16) можно представить также в следую

щем виде:
ю3 =  и<31 )со1 +  и(35]ын. (4.18)

Эта формула справедлива для любого дифференциала и при 
соответствующих изменениях индексов устанавливает связь между

Н 4 Р'З 2

Р
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Рис. 42

угловой скоростью любого звена дифференциала и угловыми скоро
стями двух начальных звеньев, т. е. звеньев, углы поворота кото
рых приняты за обобщепиые координаты механизма. Коэффици
ент при угловой скорости каждого начального звена есть переда
точное отношение, определяемое в предположении, что другое на
чальное звено остановлено.

Замкнутые дифференциальные механизмы. Если в зубчатом 
дифференциале связать дополнительной (замыкающей) передачей



два каких-либо звена, имеющих неподвижные оси вращения, то 
получится механизм с одной степенью свободы, который получил 
название замкнутого дифференциального зубчатого механизма (со 
кращенно — замкнутого зубчатого дифф еренциала).

Передаточное отношение этого механизма можно найти или 
графическим, или аналитическим путем. На рис. 42, а показана 
схема одного из простейших замкнутых дифференциалов, который 
образован из однорядного дифференциала путем замыкания звень
ев 3 и Я через зубчатую передачу, состоящую из двух пар колес 
с числами зубьев г3/, г4/ и 24, гн.

Графические построения для определения передаточных отно
шений, показанные на рис. 42, б, в, пе отличаются от построений, 
применяемых при анализе простых планетарных механизмов, при
чем построения удобно начинать с линии Н, а затем строить ли
нии 4, 3, 2 и 1.

Аналитическое определение передаточных отношений основыва
ется на уравпении (4.18). Например, для механизма, показанного 
па рис. 42, а, после деления всех членов этого уравнения на © 4  
получаем

« 3 4  =  « 3 1  ^«14 Н~ « З Н « Н 4 *
Отсюда

« 1 4  =  « 1 3  ( « 3 4  ----  « З Н « ^ )  ♦

Отдельные (частные) передаточные отношения через числа 
зубьев выражаются следующими формулами:

«1 3 ^  =  2з/^1> « 3 4  =  2 4 ' / 2 3'>

«З Н  =  (2 1 +  2з ) / 2Э> « Я 4  =  24 /2 н *

Подставляя эти значения в формулу для мц, получаем

V  ( 2 1 +  гз) г4
и'* — ~ ~ Г  

*1
14

ИЛИ

« 1 4 = ^  +

V

2324' , г1 +  гз *4

§ 21. Определение скоростей и ускорений 
в пространственных механизмах с высшими парами

Как было показано в § 18, задача об определении положений 
звеньев в пространственных механизмах с высшими парами даже для 
простейшего трехзвенного механизма сводится к решению системы 
нелинейных тригонометрических и дифференциальных уравнений. 
Последующая задача об определении скоростей и ускорений яв
ляется уже более простой, так как может быть сведена к реш ению 
линейных уравнений.



Рассмотрим, например, трехзвештый механизм, показанный на 
рис. 36. При решении задачи о скоростях известны положения 
звеньев и угловая скорость (o¡ звена 1. Требуется определить уг
ловую скорость tü2 звена 2.

Дифференцирование по времени уравнений (4.3) и (4.4) сов
местно с уравнениями заданных поверхностей дает возможность 
получить искомые проекции скорости точки контакта В, а затем 
и угловую скорость юг. Однако более простой вид имеют уравнения 
для непосредственного определения угловой скорости ю2 из усло
вия, что в любой момент времени вектор относительной скорости 
точки контакта v0Ta в движении звена 2 относительно звена 1 (или 
наоборот) лежит в плоскости, касательной к поверхностям эле
ментов высшей пары, т. е. общая нормаль пп к этим поверхно
стям в точке контакта перпендикулярна вектору скорости v0Te:

Voth ■ n =  0, (4.19)
где п — единичный вектор (орт) общей нормали в точке контакта.

Если контакт поверхностей происходит в нескольких точках или 
по линии (линейный контакт), то условие (4.19) должно выпол
няться во всех точках контакта.

Для точки В  уравпепие (4.19) в проекциях на подвижные оси, 
связанные со звеном 1, имеет вид

,.(xl) „ (Kl) i ,Áy \) „ (yl) i (*l) „(*l) _  лvB1B2n ~r +  V B ^n  =  U.

Проекции угловых скоростей ©i и ©г:

=  0 , =  0 , cof ̂  =  со1т
(*i) • ( î)

Щ  = —  С02 S i n  У  S i n  Фг , ©2 '  =  —  С02 s i n  Y COS ф х,

(*l)С02 =  © 2 COS у.

Проекции радиусов-векторов ri и rj точки В:

r (*l) _  г  r<yl) _  „ г(г1) _  -Г 1 — ХВ^ Гх =  ZBí,

(^l) I • (21)r% =  x Bí — aw cos ф^ r\ ' =  yBi +  aw sin фх, =  zBi,

Проекции относительной скорости vb1b2 находим как разность 
проекций скоростей =  ü íjX r! и vfi¡! = и 8 Х гг. Используя прави
ла нахождения проекций векторных произведений, получаем

( x i )
v B lB2 =  —  С О ^  +  (ó2zBi sin у  cos фх +  о>2 (i/B j +  a w sin ф х) cos Y.

Vb xb2 =  ZBX sin Y sin Ф1 ~  ® 2  (*»! — eos Ф!) eos y, (4.20)
íz i)

V \  B2 =  (i/Bi Sin фх — xB l eos фх +  aw) sin y .



Проекции орта нормали определяются по заданному уравнению 
поверхности 51 звена 1 из соотношений:

п(Х1) =  { дУв1/д^1) (д гв ^ д Ъ )  — (д у В1/д1г) (д г^ / д ч ^ ,

п { У 1 )  =  { д г В 1 / д м х )  ( д х В 1 1 д \ х )  —  (5 x Bl/5 v 1) ,  (4 .2 1 )

п{н) =  {д х В1/д^1) (дув^/д^) — ( д х ^ / д ^ )  (д у ^ / д ч ^ ,

где VI, | 1  — криволинейные координаты поверхности 51.
Подставляя в уравнение (4.19) проекции относительной ск оро

сти по (4.20) и проекции орта нормали по (4 .21), получаем одн о 
уравнение, линейное относительно неизвестной величины юг.



Ч А С Т Ь  В Т О Р А Я

ОБЩИЕ МЕТОДЫ ДИНАМИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 
МЕХАНИЗМОВ

Г Л А В А  5
ТРЕНИЕ В КИНЕМАТИЧЕСКИХ ПАРАХ

§ 22. Общие сведения о силах трения

Виды трения. П о объекту взаимодействия различают внешнее 
и внутреннее трение. Внеш нее трение — противодействие относи
тельному перемещению соприкасающихся тел в направлении, ле
жащем в плоскости их соприкосновения. Внутреннее трение — про
тиводействие относительному перемещению отдельных частей одно
го и того же тела.

По признаку наличия или отсутствия относительного движения 
различают трение покоя и трение движения. Трение покоя (стати
ческое трение) — внешнее трение при относительном покое сопри
касающихся тел. Трение движения (кинетическое трение)— внеш
нее трение при относительном движении соприкасающихся тел.

По виду относительного движения тел различают: трение сколь
жения — внешнее трепие при относительном скольжении соприка
сающихся тел, трение верчения — внешнее трение при вращении 
одного тела относительно другого вокруг общей нормали к поверх
ностям их соприкосновения (частный случай трения скольжения), 
трение качения — внешнее трение при относительном качении со
прикасающихся тел.

По физическим признакам состояния взаимодействующих тел 
различают: чистое трение (ювепильное)— внешнее трение при пол
ном отсутствии на трущихся поверхностях каких-либо посторонних 
примесей; сухое трение (трепие несмазанных поверхностей)— внеш
нее трение, при котором трущиеся поверхности покрыты пленками 
окислов и адсорбированными молекулами газов или жидкостей, 
а смазка отсутствует; граничное трение — внешнее трение, при ко
тором между трущимися поверхностями есть тонкий (порядка 
0 ,1  мк и менее) слой смазки, обладающий свойствами, отличными 
от ее обычных объемных свойств; полужидкостное (смешанное) 
трение — трение, при котором между трущимися поверхностями 
есть слой смазки с обычными объемными свойствами; окидкостпое 
(гидродинамическое) трение — трение, при котором поверхности 
трущихся твердых тел полностью отделены друг от друга слоем 
жидкости.

Сила трения покоя. Силой трения покоя называется составляю
щая полной реакции для трущихся тел, лежащая в общей каса-



тельной плоскости к поверхностям контакта. Величина этой силы 
и ее направление зависят от внешних сил, приложенных к тру
щимся телам, но не могут превышать предельной  (полной) си л ы  
трения покоя, под которой понимается сила трения покоя, по до
стижении которой начинается относительное движение трущ их
ся тел.

Величина предельной силы трения покоя зависит от многих 
факторов, которые можно учесть только экспериментальным путем 
для каждого механизма в отдельности. При отсутствии экспери
ментальных данных пользуются обычно приближенными формула
ми, из которых (в хронологическом порядке) можно отметить сле
дующие:

Формула Амонтопа *) (1699 г.):
^  =  /^ , (5 .1 )

где — величина предельной силы трения покоя, Р  — величина 
результирующей силы нормальных давлений на поверхности тре
ния, /  — коэффициент трения.

Формула Кулона **) (1785 г.):
^  =  4  +  //?, (5.2).

где А  — сцепленпость, зависящая от площади касания.
Формула Ишлинского и Крагельского***) (1944 г.):

Р ^ Р ' о - ^ ' о - Р ^ е - * 1, (5 .3)

где — величина силы трения при бесконечно большом времени 
контакта, /'’о — при нулевом времени контакта, £ — время контак
та, я — постояпный коэффициент.

Сила трения скольжения. После достижения предельной силы 
трения покоя начинается скольжение трущихся поверхностей. С и
лой трения скольжения называется составляющая полной реакции 
для трущихся тел, лежащая в общей касательной плоскости к по
верхностям контакта и направленная в сторону, противоположную 
их относительному смещению. Модуль силы трения скольжения 
определяется по формулам (5.1) и (5 .2 ), в которых коэффициент 
трения скольжения имеет меньшее значение по сравпепито с коэф
фициентом трения покоя, или же по формулам, учитывающим ско
рость скольжения.

*) Гильом Амоптоп (Guillaume Amontone, 1663— 1705), член Французской 
академии паук, известен работами по физике.

**) Шарль Огюстен Кулон (Charles Augustin Coulomb, 1736— 1806), фран
цузский инженер и физик, член Французской академии наук.

***) Алексапдр Юльевич Ишлинский (р. 1913) — академик АН СССР, изве
стен работами по теории гироскопов.

Игорь Викторович Крагельский (р. 1908) — автор мпогих работ по теории, 
трения и износа в машинах.



При граничном трении наиболее часто употребляется эмпири
ческая формула

/  =  /о +  / 1У +  / 2^2 +  / 1У3, (5.4)
где V — модуль скорости относительного движения трущихся по
верхностей, /о — значение коэффициента трения при V =  0 ; /[, /г 
и /з — экспериментальные коэффициенты, которые могут быть и 
положительными, и отрицательными.

Направление силы трения скольжения противоположно направ
лению соответствующей относительной скорости. Например, сила 
трения РтЦ, действующая на звено г со стороны звена /, направле
на противоположно относительной скорости V« точки контакта па 
звене г по отношению к звену /.

Момент сил трения качения. В высших парах возможно взаим
ное качение звеньев. Сопротивление качению звеньев выражают 
обычно моментом пары сил трения качения Штц * ), модуль кото
рого определяется по формуле

М т =  кР, (5.5)
где к — коэффициент трепия качения, измеряемый в см, ?  — мо
дуль результирующей силы нормальных давлений на поверхность 
трения.

Направление момента М т противоположно направлению соот
ветствующей относительной угловой скорости. Например, момент 
сил трепия Л7Т«, действующий на звено г со стороны звена /, на
правлен противоположно угловой скорости и« звена I по отноше
нию к звену ].

§ 23. Жидкостное трение

Основное уравнение гидродинамической теории смазки. При
жидкостном трении трущиеся поверхности должны быть полностью 
разделены слоем жидкости (смазки). В этом случае относительное 
скольжение поверхностей сопровождается только внутренним тре
нием слоев жидкости, и модуль силы трения оказывается значи
тельно меньше, чем при сухом или граничном трении. Для того 
чтобы трение было жидкостным, необходимо в слое смазки создать 
такое давление, при котором результирующая сил давления смаз
ки на каждый участок трущейся поверхности уравновешивала бы 
все другие силы, действующие на этот участок. Необходимое дав
ление может быть создано или подачей смазки под давлением (гид
ростатическое трение), или же движением смазки в клиновом зазоре 
(гидродинамическое трение).

Основные положения гидродинамической теории смазки рас
смотрим на примере относительного движения двух пластинок,

*) Тильдой обозначены силы и моменты сил, если они считаются скаляр
ными величинами.



между которыми помещен слой смазки (рис. 43, а). Одну из пла
стинок считаем неподвижной, а другая движется равномерно со 
скоростью V . Зазор между пластинками имеет форму клина, как 
это показано в утрированном виде на рис. 43, б. Ширина пластин
ки Ь значительно больше величины зазора, и поэтому, пренебрегая

Л- + аГ

Рис. 43

вытеканием жидкости в направлении, перпепдикулярпом скорости 
V, можно считать поток жидкости плоским. Кроме того, движение 
жидкости считаем ламинарным. Тогда для учета сил внутреннего 
трения в жидкости справедлива формула Ныотона

¿5 .6)

где Р — модуль силы сдвига (внутреннего трения)', которую нуж но 
приложить к слою жидкости площадью 5 для того, чтобы этот 
слой двигался относительно соседнего слоя со скоростью йи при 
расстоянии между слоями ¿у. Коэффициент пропорциональности ц 
называется динамической вязкостью и в системе СИ имеет раз
мерность Н • с/м2.

Из условий равновесия элементарного параллелепипеда жидко
сти, выделенного вблизи точки с координатами х  и у  (рис. 43, в ) ,  
имеем

йР =  ь а у й р ,  (5.7);
где р — избыточное давление жидкости в зазоре.



Если давление р считать функцией только координаты х , а ско
рость движения частиц и — функцией только координаты у, то 
из формул (5.6) и (5.7) при Б ^ Ь й х  получаем

с 1 р  А  /г-
■57 =4* V  (5 '8>

Это уравнение можно назвать основным уравнением гидроди
намической теории смазки, так как оно дает возможность найти 
давление р как функцию координаты х  и затем подобрать пара
метры зазора и смазки так, чтобы выполнялось условие жидко
стного трения.

Распределение скоростей жидкости по высоте сечения зазора.
Прежде чем паходить величину требуемого давления р как функ
ции координаты х, определим из уравнения (5.8) скорость течения 
слоя жидкости и как функцию координаты у.

Общее решение дифференциального уравнения (5.8) при усло
вии, что производная йр/йх не зависит от координаты у, имеет вид

и== % ■ £  +<?!*/ + С2.

Граничные условия получаем в предположении, что силы сцеп
ления между частицами поверхности твердого тела и частицами 
прилегающего слоя жидкости больше сил сцепления между части
цами жидкости: при у  =  0 и — 0; при у =  Ь, и — —и. Знак «ми
нус» в граничном условии для скорости V указывает на то, что 
скорость V направлена противоположно положительному направле
нию оси х.

При указанных граничных условиях имеем
1 й р  ,  , ,  V

и =  -2 £ -ш у{* - к> - т У '
4 Л Маи  1 ар  /г» 7 ч V 4 '

Направление скорости частиц жидкости и всегда совпадает с на
правлением скорости V при выполнении условия

аи-\ >  0 .

Отсюда

- £ > ^ -  <5 -1С1>

Если условие (5.10) не выполнено, то в потоке жидкости мо
гут быть завихрения (турбулентное движение), и тогда формулы 
(5.8) и (5.9), строго говоря, оказываются неприменимыми.

Давление в смазочном слое. Для определения давления в сма
зочном слое дополнительно к уравнению (5.8) используется усло
вие сплошности, согласно которому расход жидкости (количество



жидкости, протекающее в единицу времени) через любое попереч
ное сечение должен быть один и тот же:

л
Q =  b | и dy.

о
Подставляя зпачепие и из формулы (5.9) и выполняя интегри

рование при 6  =  1 , получаем
„  tin h 3 vh

=  <5 -“ > 

Обозначим через hm величину зазора h в том сечении, где дав
ление имеет экстремум, т. е. dp/dx — 0. Тогда из формулы (5 .11) 
имеем

или

Отсюда

v^m __ dp  Л3 vh
2 dx  12|Л 2

Hr-v-nF1. <5-i2>
Если зазор имеет постоянную величину, то кт — к и йр/йх =  О, 

т. е. увеличение давления, необходимое для обеспечения жидко
стного трения, может возникнуть только при ктФ к .  Этому усло
вию можно удовлетворить, выполняя, например, зазор клиновид
ным, как показано па рис. 43,6. 13 этом случае И — х ^ ^ ,  или к «  
«  хР при малых углах (}.

Из формулы (5.12) при Л =  х$  после интегрирования получаем

р2 V * 2 *̂  /

При х  =  то и х  =  х\ давление должно быть равно давлению 
внешней среды, т. е. избыточное давление р =  0. Из этого усло
вия получаем два уравнения для определения неизвестных величин 
С  н хт:

1 хт СР2 п
*о 2x1 ^  ’
1 *т . СР2

Отсюда
1

Х0 +  *1 P2 (*o +  *i)‘



Следовательпо, при клиновидной форме зазора давление в сма
зочном слое есть функция координаты х

р =  ^ . ( 1 --------- -------------------1 '̂  (5 .13)
Р \* (Х0 +  *1)Х *о + *1 .

Максимальное давление при х=*х„
\2

„  3 Цр ( х ! - х о)

РтаХ 2  Р* *0*l(*l +  *0У
Несущая способность смазочного слоя. Результирующую силу 

давления смазочного слоя жидкости на смазываемые поверхности 
называют несущ ей способностью смазочного слоя и обозначают 
через FB. В соответствии с формулой (5.13)

F a  =  Ъ f - ^ г  (4 -  "а -  Т 'Т *  ) d x -J Р V К  +  xi ) 1 о+  1 /

После интегрирования имеем

?-=‘т К - гй ) -  < 5 - 14>

Для обеспечения жидкостного трения надо так выбирать по
стоянные параметры, входящие в формулу (5.14), чтобы сила F» 
была не меньше результирующей силы, действующей извне па 
рассматриваемое звено.

§ 24. Силы трения в кинематических парах

Трение в поступательной паре. В поступательной паре (рис. 44) 
модуль силы трения скольжения FTiJ, действующей на звено i со 
стороны звена /, определяется обычно по формуле Амонтопа (5.1)

F « )* = fF î jt (5.15)

где /  — коэффициент трения, Fy — нормальная составляющая пол
ной реакции F«.

Сила трения FIJi( действующая на звено /  со стороны звена г, 
равна по модулю силе трения FTij, но противоположна по направ
лению.

Сила Ft(J паправлена противоположно скорости звена г относи
тельно звена /, т. е. скорости \ц, а сила FTj( — противоположно ско
рости Vj<.

В абсолютном движении относительно стойки сила трения мо
жет быть как силой сопротивления (силой, элементарная работа 
которой отрицательна), так и силой движущей (силой, элементар
ная работа которой положительна). Например, в случае, показан-



пом на рис. 44, при >  V) сила трения Г тЦ есть сила сопротивле
ния, а сила трения Гт,( — сила движущая. Другими словами, звено
I увлекает звено /,  а звено /  тормозит звено ¿. Сумма работ обеи х  
сил трения, однако, всегда отрицательна. В рассматриваемом при
мере эта сумма имеет значение

=  /\ «  ( V, — у<) <  0 .

Угол ф, который полная реакция Г<, составляет с нормальной со 
ставляющей Гу, называется углом трения. Из формулы (5.15)

tgф  =  /. (5 .1 6 )

При малых зпачениях коэффициента трения угол трения ф ~  / .
Значение коэффициента трения в формуле (5.16) определяется 

по формуле (5 .4 ), в которой значения /о, Н и /з вы бираю тся 
в зависимости от вида трения. При сухом  и граничном трении

Рис. 44 Рис. 45

в первом приближении полагают /| =  /г =  /з =  0 , т. е. считают к о 
эффициент трения постоянной величиной.

Более точные зависимости с учетом коэффициентов /], /г  и /з  
употребляются только в тех случаях, когда имеются эксперимен
тальные данные. Наиболее часто встречается зависимость коэфф и
циента трения /  от модуля скорости относительного скольж ения 
V,  при которой коэффициент трения с увеличением скорости сначала 
быстро падает, а затем медленно возрастает (рис. 45).

При жидкостном трении сила трения определяется по формуле 
Ныотона (5 .6 ), в которой производная й и /й у, называемая градиен
том скорости, принимается приближенно постоянной величиной, 
равной и/Ь, где V — скорость скольжения, Ъ, — величина зазора:



Отсюда
=  Р ,  (5.17)’

где [5 =  — постоянный коэффициент, называемый коэффициен
том вязкого трения.

Самоторможение в поступательной паре. При действии сил тре
ния в поступательной паре возможен случай, когда относительное 
движение звена в требуемом направлении пе может начаться не
зависимо от модуля результирующей движущей силы. Этот слу
чай называют самоторможением.

Пусть, например, па звено /, движущееся по неподвижной на
правляющей /, действует сила Р„ которая составляет со скоростью 
угол л/2 — а ( (рис. 46, а ) .  При а ( >  ф звено I движется ускоренно»

а б
Рис. 46

в направлении, указанном вектором у(, так как проекция силы 
на ось хх  больше силы трения Рт0. При <  ф звено I движется 
замедленно, если в начальный момент времени оно двигалось со 
скоростью у( (рис. 4 6 ,6 ) .  Если же пачальная скорость равна ну
лю, то движение звена не может начаться независимо от модуля 
движущей силы. При а ( =  ф возможно равномерное движение зве
на г со скоростью У(. Однако при начальпой скорости, равной пу
лю, движение не мож ет начаться. Отсюда следует, что условно 
самоторможения выражается неравенством

сс4< Ф , (5.18)

т. е. при самоторможении направление движущей силы проходит 
внутри угла трения.

Условие (5.18) справедливо и для плоскостной пары. Тогда 
геометрическое место возможных положений полной реакции Г (>



изображается копусом с углом при вершине, равным 2ср. Этот ко
нус называется копусом трения.

Трение во вращательной паре. Рассмотрим вращательную пару, 
в которую входят звенья г и /, при условии, что между цилиндри
ческими элементами этой пары имеется зазор. Тогда при сухом

или граничном трении касание элементов пары происходит по ли
нии, совпадающей с общей образующей цилиндрических элементов 
пары (рис. 47). Нормальная составляющая реакции Г у , которую  
считаем приложенной в точке касания К , проходит через центры 

и 0 , элементов пары. Сила трения Ртч направлена в сторону, 
противоположную направлению скорости Уц точки касания К  зве 
на I. Полная реакция отклонена от общей нормали к цилинд
рическим поверхностям в точке К  на угол трения ф и при лю бом  
положении точки касания К направлена по касательной к кр угу  
радиусом р с центром в точке 0 1. Этот круг называется к р угом  
трения. Из треугольника ВО(К  находим радиус круга трения

р =  гц в т  ф «  гц/,

где Гц — радиус цапфы, т. е. той части звена на которой р асп о
ложены элементы вращательной пары.

При силовом анализе шарнирных механизмов с учетом трения 
иногда удобнее считать полную реакцию проходящей через 
центр Тогда дополнительно надо учесть момент сил трения

Мп, =  (5 .1 9 )

направленный противоположно относительной угловой скорости &)«.
Коэффициент трения в формуле (5 .19) должен определяться 

по экспериментальным данным для вращательной пары. Если ж е  
используются данные, полученные из опытов с плоскими п оверх -



вестями, то надо иметь в виду, что для трения цилиндрических 
поверхностей с внутренним касанием коэффициенты трения полу
чаются больше, чем для плоских поверхностей, приблизительно 
па 30 % .

При жидкостном трении необходимый для создания гидродина
мического давления клиновой зазор образуется за счет эксцентрич
ного расположения цилиндрических элементов вращательной па
ры. На рис. 48 показано распределение давлений в смазочном 
слое, полученное из опытов. Расчетные формулы для подбора па
раметров, обеспечивающих требуемую несущую способность, име
ют в основном тот же вид, что и формулы, выведенные в преды
дущем параграфе для движения плоских поверхностей.

г л а в а  в
СИЛОВОЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ

§ 25. Определение реакций в кинематических парах

Задачи силового анализа механизмов. Силовой анализ механиз
мов основывается на решении прямой, или первой, задачи динами
ки — по заданному движ ению определить действующие силы. По
этому законы движения начальных звеньев при силовом анализе 
считаются заданными. Внешние силы, приложенные к звеньям ме
ханизма, обычно тож е считаются заданными и, следовательно, под
лежат определению только реакции в кинематических парах. Но 
иногда внешние силы, приложенные к начальным звеньям, считают 
неизвестными. Тогда в силовой анализ входит определение сил, 
при которых выполняются принятые законы движения начальных 
звеньев. При решении обеих задач используется принцип Далам- 
бера, согласно которому звено механизма может рассматриваться 
как находящееся в равновесии, если ко всем внешним силам, дей
ствующим на него, добавить силы инерции. Уравнения равновесия 
в этом случае называют уравнениями кинетостатики, чтобы отли
чить их от обычных уравнений статики, т. е. уравнений равновесия 
без учета сил инерции.

Силы инерции звеньев плоских механизмов. Обычно звенья 
плоских механизмов имеют плоскость симметрии, параллельную 
плоскости движения. Тогда главный вектор сил инерции звена (со
кращенно — сила иперции) Г„ и главный момент сил инерции зве
на (сокращенно — момепт пары сил инерции) М а определяются 
по формулам

Т я =  —та8, ( 6 . 1 )  

=  - / в8 , (6 .2 )

где т — масса звена, а8 — вектор ускорения центра масс, У8 — мо
мепт инерции звена относительно оси, проходящей через центр



масс перпендикулярно плоскости движения, е — угловое ускорение 
звена.

В общем случае плоского движения силу инерции и пару сил 
инерции можпо заменить одной силой, которая должна быть сме
щена параллельпо силе инерции на плечо Л (рис. 4 9 ,а ), опреде
ляемое из условия

А =  -5 ^ , (6-3)
Г  И

причем момент силы Г„ отпосительпо центра масс должеп иметь 
то же направление, что и момент пары сил инерции.

При вращательном движении эта сила проходит через цептр 
кдчания К  (рис. 4 9 ,6 ). Расстояние между центром масс и цент
ром качания находится по формуле

lsK == mlos

которая получается из условия (6.3) после подстановки величин 
F„ и Й й из формул ( 6 .1 ) и ( 6 .2 ) с учетом известной формулы 
кинематики

sin  IIе =  as - ¡  
los

и соотношения
h — lüK sin (.i.

Силы инерции звеньев пространственных механизмов. Главный 
вектор сил инерции звена в пространственном механизме опреде
ляется, как и в плоском механизме, по формуле

F„ =  ~ т я е.



Главный момент сил инерции удобно выражать через проекции 
на главные центральные оси инерции звена *)

М  ях / х б х  ( / х ] у) (1)„СОг,
М Ву == ] уВу ( / г /*) 0)г0)х, (^*^)
М аг — I ( / у  / х )  ( О х С О у ,  ' *  У *

тде /*, /*  — главные центральные моменты инерции звена; со*, 
«>„, (ог, е х, е„, е г — проекции угловой скорости и углового ускорения 
на главные центральные оси инерции звена (алгебраические ве
личины) .

Переход к проекциям на неподвижные оси выполняется в со
ответствии с формулами преобразования координат точек звеньев 
для данного механизма.

Условие кинетостатической определимости кинематических це
пей. Число неизвестных, определяемых из какой-либо системы 
уравнений, должно совпадать с числом уравнений. Поэтому преж
де чем решать задачу об определении реакций в кинематических 
парах, надо выяснить, для каких кинематических цепей соблюда
ются условия равенства числа уравнений кинетостатики и числа 
неизвестных составляющих реакций в кинематических парах (ус
ловие кинетостатической определимости).

Для п звеньев, на которые действует пространственная система 
сил общего вида, можно составить 6п уравнений кинетостатики 
(равенство нулю сумм проекций сил на координатные оси и мо
ментов сил относительно этих осей). Число неизвестных, подле
жащих определению из этих уравнений, для каждой кинематиче
ской пары совпадает с числом связей, так как каждая связь, вы
ражающая невозможность движения по какому-либо направлению, 
дает соответствую щ ую  реакцию. Невозможность движения вдоль 
оси дает реакцию в виде силы, а невозможность вращения вокруг 
оси — в виде пары сил.

Например, для пятиподвижной кинематической пары «шар — 
плоскость» невозможно движение по нормали к соприкасающимся 
поверхностям, и, следовательно, есть одна неизвестная сила реак
ции, направленная по этой нормали. В трехподвижной сферической 
паре есть три составляющие главного вектора сил реакции, а глав
ный момент сил реакции отсутствует, так как все три вращения 
вокруг координатных осей в этой паре возможны. В двухподвиж
ной цилиндрической паре — две составляющие главного вектора 
(отсутствует составляющая вдоль оси цилиндра) и две составляю
щие главного момента (отсутствует составляющая в плоскости, 
перпендикулярной к оси цилиндра) и т. д.

*) Главны м и центральными осям и инерции тела (звена) пазываются три 
взаимно перпендикулярные оси, проведенные через центр масс в таких на
правлениях, что центробежные моменты инерции тела относительно этих осей 
равны нулю.



Следовательно, условие кинетостатической определимости про
странственной кинематической цепи  имеет вид

6га =  5 р1 +  4рг +  Зрз +  2 р4 +  рь, ( 6 .6 )

где р\, р2, рз, Ра, ръ —  число одно-, двух-, трех-, четырех- и пяти
подвижных пар.

Это условие совпадает с условием равепства пулю числа сте
пеней свободы, т. е. кинетостатически определимыми группами яв
ляются структурные группы Ассура.

Для плоских кипематических цепей число уравнений кинето
статики равно Зга. Число неизвестных для каждой одпоподвижной 
пары равно двум: модуль реакции Рц звена / на звено I и угол 
а у — для вращательной пары (рис. 50, а) ; модуль реакции 17ч и

Гис. 50

координата Хц для поступательной пары (рис. 5 0 ,6 ). Высшая двух- 
подвижпая пара в плоском механизме дает одну неизвестную — 
модуль реакции Г";, так как направление этой реакции (нормаль 
пп к соприкасающимся поверхностям) и точка приложения реак
ции известны (рис. 50, в).

Следовательно, условие кинетостатической определимости для  
плоской кинематической цепи имеет вид

Зга =  2р\ +  р2. (6.7)

Однако это условие справедливо только для плоской системы 
внешних сил, действующих на звенья механизма. При простран
ственном расположении сил число уравнений кинетостатики и чис
ло неизвестных составляющих реакций должны удовлетворять 
условию ( 6 .6 ) , т. е. в этом случае для кинетостатической определи
мости плоский механизм не должеп иметь избыточных связей. 
Наличие избыточных связей увеличивает число неизвестных состав
ляющих реакций, и для их определения дополнительно к уравне
ниям кинетостатики должны быть составлены уравнения дефор
маций.



Планы сил для плоских механизмов. Графическое определение 
реакций в кинематических парах плоских механизмов с помощью 
планов сил применяется не только вследствие наглядности, по и 
потому, что внешние силы, действующие на звенья мехапизма, 
обычно известны л и ть  очень приближенно, и точность простейших 
графических построений часто оказывается вполне достаточной.

П остроение планов сил покажем на примере определения ре
акций в кинематических парах шарнирного четырехзвенника без 
учета сил трения (рис. 51 ). Считаем, что по заданному закону

А

Рис. 51

движения начального звена 1  выполнен кинематический анализ и 
определены силы и пары сил инерции, которые, складываясь с 
внешними силами, дают для каждого звена одну результирующую 
силу Р( (I =  1, 2 , 3) и одну пару сил с моментом ({ =  1, 2 , 3 ).

Решение задачи начнем с рассмотрения условий равновесия 
двухзвенной группы, образованной звеньями 2 и 3  (рис. 5 1 ,6 ). 
Подлежат определению реакции Кг:, Гзо, Ргз =  —Рзг, т. е. три век
тора или шесть скалярных величин. В данном примере система 
уравпений для определения неизвестных реакций разделяется на 
два скалярных уравнения, каждое из которых содержит одну не
известную величину, и два векторных уравнения, решаемых не
зависимо. Соответственно все решение состоит из трех этапов.

П ер вы й  этап — определение тангенциальных составляющих 
Г 21 и Г'зо. Каждую из реакций Г21 и Гзо раскладываем на две со-.



Г й
21 и 1 я» направлопы по 

отрезкам ВС  и СО, а тангенциальные составляющие Г ^  и Рдв 
перпендикулярно им. Направление этих составляющ их (знак) 
выбираем произвольно. Составляя уравнения моментов сил отно
сительно точки С  для звена 2  и для звена 3, получаем два урав
нения, линейные относительно искомых величин и Г^ :

1' 2\1в с  Я  г —  / ' „ / г 2|Х( =  О,

1' зо¿со ' I ■ =  О,

где й2 и /г3 — плечи сил Гг и Гз относительно точки С , измеряемые 
по чертежу, в мм. Известные моменты Ж 2 и Л? 3 должны быть по
ставлены в эти уравнения со  своими знаками. Если после реше
ния уравнений какая-либо составляющая получилась со знаком 
«плюс», то на схеме (рис. 5 1 ,6 ) знак ее направления выбран пра
вильно, если же со знаком «м инус»— знак направления надо из
менить на противоположный.

Второй этап — определение нормальных составляю щ их ^  и 
Гм  — выполняется на основании графического решения векторного 
уравнения суммы сил, действующих на нею группу в целом:

! »  +  1 Ь  +  Ь  + Ь  + 1 *» +  =  °-
II ВС 11СО

Сумма указапных векторов образует замкнутый векторный контур, 
называемый планом сил.

Выбрав масштабный коэффициент р Р (11/мм), откладываем на 
плане сил (рис. 51, в) векторы, изображающие силы Гг и Г3, мо
дули которых равны («/>) = /'Уцр и  (Ьс) — 1‘Уц,Р. Затем откладыва
ем тангенциальную составляющую по соседству с силой Гг и 
тангенциальную составляющую Г (ап по соседству с силой Г3 так, 
чтобы стрелки всех векторов соответствовали одному и тому жо 
направлению обхода: (/а) =  и (сс1) — ^зо/Р'Г- Линии дей
ствия нормальных составляющих Г ^  и Гз„ проводим из начала 

«■вектора Г^ и конца вектора Г (30. Точка пересечения этих линий 
‘ определит отрезки (йе) и ( е / ) ,  изображающие Г£й и Г£,. Суммы 
нормальных и тангенциальных составляющих даю т полные реак
ции Г2| и Гзо.

Третий этап — определепие реакции Ггз =  —Гзг. Эта реакция на
ходится из уравнения суммы сил, действующих на звено 2 :

Г 2, +  Г 2 +  Г 23 -  0.

Для решения этого уравпения достаточно соединить точки Ь и 
е плана сил. Стрелка вектора Г 2з направлена к точке е, вектора 
Гзг — к точке Ь.

После рассмотрения условий равновесия двухзвеппой группы 
переходим к определению сил, действующих на начальное звено 1 ,

9 II. И. Левитский



Для этого звепа можно составить одно векторное уравнение суммы 
сил и одно скалярное уравнение суммы моментов относительно 
точки А  (рис. 51, г ):

Г! +  Р12 +  Гю =  0; -  Рцк,2ц, +  М 1 =  0.
Из первого уравнения построением плана сил (рис. 51 ,3 ) на

ходим реакцию Рю, а второе уравнение должно дать тождество, 
если закон движения начального звепа, принятый при определении 
сил инерции, соответствует заданным внешиим силам.

Иногда при силовом апализе принимают, что начальное звено 
движется равномерно, и в этом предположении определяют силы 
инерции. Тогда из указанного уравнения моментов находят такое 
значение момента впешпих сил, действующих па начальное звено, 
при котором его движение является равномерным. Этот момент на
зывают уравновеш ивающ им  и обозначают через Ж у. При ведущем 
начальном звене уравновешивающий момент есть момент сил дви

жущих, при ведомом — 
момепт сил сопротивле
ния. В общем случае 
заданного неравномер
ного движения началь
ного звепа уравновеш и
вающим моментом на
зывается момепт сил, 
действующих на вра
щающееся начальное 
звено, определяемый 
но заданному закону 
движения этого звена.

Для других плоских 
и пространственных 

мехапизмов система уравнений для определения реакций в кине
матических парах (без учета сил трения) также является линей
ной, и потом у ее решение по представляет принципиальных труд
ностей.

Теорема Ж ук овск ого*). Если силу, приложенную к какой-либо 
точке звепа плоского механизма, перенести параллельно самой себе 
в одноим енную  точку повернутого на 90° плана скоростей, то мо
мент этой силы относительно полюса плана скоростей будет про
порционален ее мощности.

Пусть, например, сила Р(, приложенная в точке Та механизма, 
перенесена без изменения ее направления в точку и повернутого 
на 90° плана скоростей (рис. 52, а ). Тогда момент силы отно-

*) Николай Егорович Жуковский (1847— 1921), аптор мпогих работ по тео
ретической и прикладной механике, теории автоматического регулирования, 
динамике самолетов и теории механизмов.



сительно полюса
Ч

М Р (Г») =  РгГх =  —  СОЭ (Р4, У4),
Гу

так как угол ^  между отрезком (р к ), изображающим скорость v¡
/ \

точки приложения силы Г(, и плечом г( равен углу Р(, 1>( по вза
имной перпендикулярности сторон.

Отсюда следует условие теоремы Ж уковского
Мр( ^ )  =  ]У,/ц„, ( 6 .8 ),

где N 1 — мощпость силы Р(.
Если па звено действует пара сил, то па повернутый план ско

ростей надо переносить каждую составляющую этой пары отдель
но. Заметим также, что условие ( 6 .8 ) не зависит от того, в какую 
сторону повернут па 90° план скоростей. ;

Теорема Жуковского применяется во многих задачах динамики.;’ 
В частности, ее можно использовать для определения «уравновеши-, 
вающего момента» (или «уравновешивающей си л ы »), если желают 
избежать последовательного определения всех реакций в кинема
тических парах механизма.

На рис. 52, б для рассмотренного примера силового анализа 
шарнирного четырехзвенника показан повернутый на 90° план ско
ростей рЬс и силы Г), Гг и Рз, приложенные в точках, одпоимец- 
пых с точками приложения этих сил в механизме. Пары сил с 
моментами М\, и представлены составляющими Рц Р 2 и 
Р 3, приложенными в точках А , В , С  и Б  перпендикулярно на
правлениям отрезков А В , В С  и С Э . Модули этих составляющ их 
найдены из условий:

Р\ =  М ^ в ,  Р 2 =  М 2/1ВС, Рз — М 3/1С1).

Каждая составляющая пары сил перенесепа в одноименпую 
точку плана скоростей без изменения ее направления, причем на
правление момента пары сил на плане скоростей мож ет не сов-, 
падать с направлением момента той же пары на плане механизма.,

На основании общего уравнения динамики сумма мощ ностей 
всех внешпих сил, приложенных к п звеньям механизма, и сил 
инерции звеньев равна пулю:

2  * 1  +  2  =  о. (6.9)
г=1 г= 1

По условию теоремы Ж уковского это уравпепие равносильно 
уравнению моментов относительно полюса повернутого плана ско
ростей

2 м р( Р , ) + 2 ^ Л г и{) =  о, (б.ю)
{=1 ¿=1



В нашем примере силы инерции объединены с впешними силами, 
и потому уравнение ( 6 .10 ) имеет вид*)

—  F -уГу +  F [ (pb) —  F 2r 2 —  F '3 (be) — F ara — F's (pc) =  0.

Отсюда находим составляющ ую Ft и затем момент M i  по ус-> 
ловию

М г =  F  tljuj.

Если при определении сил инерции было принято равномерное 
движение начального звена, то момент М\ даст значение уравно
вешивающего момента М г, т. е. момента внешних сил, действую
щих на начальное звено. При неравномерном движении М\ =  
—  Jflj — J |8 i, где J1 — момент инерции начального звена относи
тельно оси вращения; ei — угловое ускорение начального звена.

§ 26. Силовой аналнз с учетом трешш * Ч &

При силовом анализе относительные скорости в кинематиче
ских парах считаются заданными. Поэтому в уравнения кинетоста
тики сила трения войдет с известным знаком, в отличие от иско
мых реакций. Поясним эту особенность силового анализа с учетом 
сил трения па примере кулачкового механизма. Кулачок 1 (рис. 53); 
приводит в движение выходное звено 2 , соприкасаясь с ним по 
сферической поверхности малого радиуса (практически в точке, 
лежащ ей на оси выходного звена). Трение учитываем только в 
направляющих ноступательпой пары, причем считаем, что вслед
ствие достаточного зазора в этой паре звено 2  при его перекосе 
касается направляющих в двух точках В  а С, отстоящих на рас
стояние I * * ) .

При силовом анализе считаем заданными: угловые скорость cot 
и ускорение ei звена 1 , скорость V2 и ускорение аг звена 2 , мо
мент инерции J1 звена 1  относительно оси его вращения, массу 
т г звена 2 , размеры I и /о, коэффициент трения /, угол f> и внеш
нюю силу F2, действующую па звено 2. Требуется найти реакции 
F « ,  F 20, Fjo и F 10.

Уравнения кинетостатического равновесия звена 2  при указан
ных на рисунке направлениях реакций записываем в виде урав
нений проекций на оси А х  и А  у  и уравнения моментов относи
тельно точки А :

--- ^20 ^20 --- ^ 21 sin "О1 =  0, (6.11)
— /  (^20 +  Flo) +  ^21 cos ft — F 2 —  т 2а2 =  0 , (6.12)

Flo (I +  k  ~  *a) “  ^20 do ~  *,) =  0. (6.13)

*) Плечо силы на рычаге Жуковского обозначено через п, чтобы не спу
тать с плечом ht той же силы на плане механизма.

**) При малых ааворах давление толкателя ва стойку распределяется по 
вакону треугольника и расчетная длина направляющей равна 1Р = , 21/3.



Из (6.13)' и м еем /^ о =  ^20— I :
о

в (6 .11) , находим

=  Л
( /0 - .9 2) 8{П0

21 ' I

Наконец, из уравнения (6 .12 ) получаем
+  т.,а

Р 21 =
сое О

- 4 1 + 2 ( ‘ о - *2)
I

(6 .14)

Как видпо, при /̂ 21 >  0  имеют знак плюс, т. е. направ
ления реакций были выбраны правильно. Если бы 
получилась отрицательной, то следо
вало бы изменить направление соот
ветствующей реакции на противопо
ложное. При этом систему уравне
ний (6.11) — (6.13) пришлось бы ре
шать запово, так как в уравнениях 
(6.11) и (6.13) зпак перед /¡’го (или

/¡’го (или /¡’го)

П о ) изменился бы, а в уравнении
(6 .12 ) остался бы прежним из-за 
неизменности направления сил тре
ния.

Реакция па кулачок со стороны 
стойки Р 10 находится из соотнош е
ния Рю =  —Г |2 =  Р21, а уравнение 
моментов для звена 1 относительно 
точки О дает тождество

M ^ - J le ^ - F ^ ah 2̂ =  0;■̂ e (6.15) 
если закон движения начального 
звена, принятый при определении 
сил инерции, соответствует задан
ным внешним силам.

Самоторможение. Учитывая силы 
трения при силовом расчете ме
ханизма, можно выявить такие соот
ношения между параметрами меха
низма, при которых вследствие тре
ния движение звена в требуемом направлении не может начаться 
независимо от величины движущей силы.

В примере кулачкового механизма самоторможепие наступает 
при условии, что знаменатель в формуле (6.14) обращается в пуль. 
Тогда при любом значении силы Р 2 модуль движущей силы стреч 
мится к бесконечности. Условие отсутствия самоторможения рас-*



сматриваемого механизма выражается соотношением
2(1 — .О] 

с о з О > /  1 4 -----^ — -  в т #
или

13 большинстве механизмов самоторможение недопустимо, по в 
некоторых случаях оно используется для предотвращения само
произвольного движения в обратном направлении (домкрат, неко
торые типы подъемных механизмов и др.).

Угол давления. Углом давления на звено г со стороны звена /  
называется угол между направлением силы давления (нормальной 
реакции) па звено I со стороны звена /  и скоростью точки при
ложения этой силы. Угол давления па звено I со стороны звена / 
обозначается через •Оц. Часто, однако, рассматривается лишь один 
угол давления. Тогда индексы в обозначениях опускаются.

Например, при синтезе кулачкового механизма, показанного па 
рис. 53, имеет значение лишь угол давления Фгь который обозна
чается через Ф. С увеличением угла Ф увеличиваются составляю
щие Рао и Рзд и соответственно увеличиваются потери на трение. 
При больших значениях угла давления возможно даже самотормо
жение. Поэтому параметры механизма выбираются так, чтобы угол 
давления О не превосходил допускаемого значения г‘>д„п. Выбор это-
1 о значения зависит от типа механизма.

§ 27. Коэффициент полезного действия механизма

Установившееся движение. В механизмах с одной степенью сво
боды различают обычно три режима движения: разбег, установив
ш ееся движение и вы бег. Установившимся движением механизма 
пазовом такое движение, при котором его обобщенная скорость 
(производная обобщенной координаты по времени) и кинетическая 
энергия являются периодическими функциями времени. Минималь
ный промежуток времени, в начале и конце которого повторяются 
значения кинетической эпергии и обобщенной скорости механизма, 
называется временем цикла установившегося движения. За каждый 
цикл установившегося движения работа всех внешних сил, дей
ствующ их па звенья механизма, равна пулю

Режим движения механизма от начала движения до установив
ш егося движения называется разбегом, а от установившегося дви
жения до конца движения — выбегом. Режимы разбега и выбега, 
а также режимы перехода от установившегося движения с одной 
средней обобщенной скоростью к движению с другой средней ско-

П
(0.17)



ростыо называются переходными режимами. Вследствие случайных 
изменений сил сопротивления в механизмах обычно не наблюда
ется установившегося движения как строго периодического дви 
жения. Однако и в этом случае можно выделить режим, при к ото 
ром за некоторый промежуток времени (иногда переменный) вы 
полняются соотношения (6.17). Такой режим называется к ва зи - 
установившимся движением.

Коэффициент полезного действия механизма. Под коэффициен
том полезного действия (к. п. д.) механической системы понимают 
отношение полезной работы к затраченной за один и тот же про
межуток времени. В применении к механизмам различают цикло
вой и мгновенный к. п. д. механизма в зависимости от промежутка 
времени, за который вычисляется к. п. д.

Цикловой к .п .д . механизма вычисляется за время цикла у ст а 
новившегося движения. Если под полезной работой понимать ра
боту сил движущих А я за вычетом работы А т, затраченной на прео
доление сил трения в кинематических парах, то цикловой к. п. д. 
при ведущем звене I и ведомом звене /

11= ( л д - л т) / л д, (6 .18):
или

т] =  1 -  г|>,

где =  А , /А я — коэффициент потерь мощности.
Мгновенный к. п. д. механизма вычисляется за бесконечно м а

лый промежуток времени, и потому вместо отношения работ бе 
рется отношение мощностей

ЧУ =  -Щ '

где N1 — мощность внешних сил сопротивления па ведомом звене, 
Ni — мощность внешних сил на ведущем звене. Указанные м ощ но
сти должны определяться из условия статического равновесия м е
ханизма, т. е. без учета сил инерции.

Если ведущее звено вращается с угловой скоростью « ¡ ,  то
— где М { — момент движущих сил, определяемый с у ч е 

том трения, а N j — М ”(0{, где М '{— момент движущих сил, оп р е
деляемый без учета трения. Тогда

М п-
( « . 1 4

Формула (6.19) удобна для вычислений, так как достаточно 
найти аналитическое выражение момента движущих сил М ц  а вы 
ражение момента М \ получается из пего приравниванием н ул ю  
коэффициентов, учитывающих трение.



При ведущем звене, движущемся прямолинейно, мгповешшй 
к. м. д. механизма определяется через отношение сил по формуле, 
аналогичной формуле (0 .1 9 ):

При постоянном мгновенном к. п. д. его значение совпадает с 
цикловым, за исключением особого случая равенства пулю работы 
внешних сил сопротивления, когда формулы (6.19) и (6.20) при
водят к неопределенности типа «пуль, деленный на нуль». В этом 
случае как цикловой, так и мгновенный к. п. д. будем считать рав
ными нулю.

Мгновенный к. п. д. равен также нулю при самоторможении. 
Например, для кулачкового механизма, показанного на рис. 53, 
момент движущих сил М ь определяемый из условий статического 
равновесия, т. е. без учета сил инерции, в соответствии с (6.14) 
и (6.15) имеет значение

Без учета сил трения, т. о. при /  =  0, момент движущих сил

Отсюда получаем, что самоторможение ( т] 12 — 0) наступает при 
условии

которое следует также из условия (6.16).
При дальнейшем увеличении угла давления или коэффициента 

трения мгновенный к. и. д. становится отрицательным, что соот
ветствует перемене знака мощности внешних сил, действующих на 
звено ¿. 13 нагнем примере при Ш г'^О для возможности равномер
ного или ускоренного движения надо, чтобы внешняя сила 1?2, 
действующая па звено 2, была направлена по скорости Уг, т. о. 
оба звена (1 и 2) должны быть ведущими. Аналогично в самотор- 
мозящем механизме грузоподъемного устройства движение груза 
ппиз возможно лишь при одновременном действии движущей силы, 
приложенной к винту, и движущей пары сил, приложенной к гай
ке винта.

па (6 .20)

М\ =  РгНч
со» О

1:, слсдоиатслмю, мгновенный к. и. д. механизма

(6 .21)



Общий к. п. д. (цикловой или мгновенный) последовательно сое
диненных т  механизмов равен произведению к. н. д. отдельных 
механизмов

П =  • - - Л— |(6 .2 2 )’
При вычислении к. п. д. по формуле (6.22) необходимо следить 

за тем, чтобы треиие в каждой кинематической паре учитывалось 
бы только один раз.

Г Л А В А  7
УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ
С Г0Л01ЮМ11ЫМИ СВЯЗЯМИ

§ 28. Уравнения движения механизма
е одной степенью свободы

Характеристики сил, действующих на звенья механизма. К ак
было показано в предыдущих главах, для кинематического и для 
силового анализа надо знать законы движения начальных звеньев, 
т. е. зависимости обобщенных координат от времени. Эти лависи- 
мости находятся из решения обратной, или второй задачи дина
мики: по заданным силам определить движение.

Силы, действующие па звенья механизма, могут быть функция
ми времени. Например, сила сопротивления, действующая на ло
пасть механизма перемешивающего аппарата, изменяется во вре
мени соответственно изменению свойств перемешиваемой среды : 
движущая сила, действующая на входное звено гид ра или чес ко й 
муфты, зависит от времени истечения жидкости через постоянное 
отверстие.

Чаще, однако, переменные силы, действующие на звенья ме
ханизма, связаны или с перемещениями, или со скоростями точек 
приложения этих сил. Например, сила пружины связана с ее де
формацией, т. е. с перемещением точки приложения силы; сила 
взаимодействия проводника с током и магнитного поля в ¡электро
двигателе связана со скоростью движения проводника относительно 
поля и т. д.

Функциональная зависимость, связывающая величину силы  п 
кинематические параметры (время, координаты и скорость точки 
приложения силы ), называется характеристикой силы. М одуль си 
лы в этой зависимости может быть и функцией, и аргументом. 
Одпако для удобства расчетов будем всегда считать, что м одуль 
силы есть функция указанных кинематических параметров. П ри 
решении задач динамического анализа механизмов характеристик» 
сил считаются заданными.

Уравнение движения механизма в форме интеграла оп ерш и  
(уравнение кинетической энергии). Для определения законов дви
жения начальных звеньев но заданным силам, действующим на 
звенья механизма, используются уравнения, называемые у р а в н е -



пиями движения механизма. Число этих уравнепий в механизмах 
с  голопомиыми связями равно числу степеней свободы механизма.

Уравнения движения механизма могут быть представлены в 
различных формах. Для механизмов с одной степенью свободы одна 
из наиболее простых форм получается на основании теоремы об 
изменении кинетической энергии. В интегральной форме уравнение 
двия«ения механизма имеет вид

2 ^ -  2  г , о =  2  л к
¿=1 г—1 к—1

(7.1)

и

где Г,о, — кинетическая энергия звена I соответственно в пача- 
ле и в конце рассматриваемого промежутка времени, А к — работа 
каждой из внешних и внутренних сил, действующих на звенья 
механизма, за этот промежуток времени, п — число подвижных 
звеньев, т — число сил.

Уравнение (7.1) можно получить также после интегрирования 
дифференциальных уравнений движения звеньев механизму. На 
этом основании (7.1) называют уравнением движения механизма 
в форме интеграла энергии * ) .

Приведение сил и масс в плоских механизмах. Уравнение (7.1) 
представляется довольно громоздким даже для плоских механиз
мов с небольшим числом звеньев вследствие необходимости про
изводить суммирование по п звеньям и тп силам. Для механизмов

с одной степенью свободы 
можно получить более 
простую форму записи 
этого уравнения, при ко
торой все операции сум- 

/* тп мировапия выполняются
заранее. С этой целыо 
заменим уравнение дви
жения механизма (7.1) 

а  ̂ тождественным ему урав
нением одного звена (или 

Рис. 54 одной точки звена), кото
рое движется так, что его 

обобщенная координата совпадает в любой момент времени с обоб
щенной координатой механизма.

Пусть, например, начальное звепо механизма совершает враща
тельное движение. Тогда уравнение движения механизма (7.1) 
мож по заменить тождественным ему уравнением движения одного 
вращающегося звена, называемого звеном приведения  (рис. 54 , а ).

*) Дифферопциальпые уравнения движения звеньев содержат вторые про
изводные от координат по времени. После интегрирования получаются урав
нения, содержащие только координаты и их первые производные. Эти уравне
ния пазывают первыми интегралами. Одно из них, получаемое из теоремы об 
и зм еиеш и кинетической энергии, называют интегралом энергии.

7/7777?. В 77777?



Момент инерции этого звена относительно оси вращения обозначим 
через / „  и назовем приведенным моментом инерции. Примем так 
же, что па звено приведения действует пара сил с моментом М „ ,  
который называется приведенным моментом сил. Полученная рас
четная схема называется одномассной динамической моделью м е
ханизма. Покажем, что всегда можно определить такие значения 
М П и при которых уравнение движения звена приведения ока 
жется тождественным уравнению движения механизма и, следова
тельно, обобщенная координата звена приведения будет совпадать 
с обобщенной координатой механизма в любой момент времени.

Намишем уравнение движения звена приведения в форме ин 
теграла энергии для некоторого конечного промежутка времени, 
за который обобщенная координата изменяется от фо До Ч), а при
веденный момент инерции (в общем случае величина перемен
ная) — от / п до Упо:

2 •> ф / „ о  Г —  ̂-----------=  j  Л /^ ф , (7 .2 )
Ч

где со — модуль угловой скорости звена приведения, которая по у с 
ловию должна совпадать с угловой скоростью начального звена; 
соо — значение ю при ф =  ф0.

Для того чтобы уравнения (7.1) и (7 .2 ) были тождественными, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:

7П
Л/ПЛР =  2  Л ,  (7 .3 )

¿о

(7.4,
2 = 1

причем, если удовлетворяется уравнение (7 .4 ), справедливое для 
любого момента времени, то удовлетворяется и уравнение

г 2 П
гтр̂ о =  ^

 ̂ г =  1

Из (7.3) можно найти приведенный момопт сил Л7а, а из ( 7 .4 )—■ 
приведенный момент инерции

Приведенным моментом сил наз1>твается момент пары сил, у с 
ловно приложенный к звепу приведения и определяемый из равен
ства элементарной работы этой пары сил элементарной работе сил 
и пар сил, действующих на звенья механизма. Равенство элементар
ных работ одновременно означает равенство их мощностей:

га
М ф  =  2  К ь, (7 ,5 )

71=1



где — мощность силы (пары сил), действующей на звепо ме
ханизма.

Обозначим через у„ скорость точки приложения силы Гй, дей
ствующ ей на звено механизма, и через ю* — угловую скорость зве
на механизма, на которое действует пара сил с моментом М к. Тог
да из (7.5) получаем формулу для вычисления приведенного мо
мента сил:

Указанная сумма мож ет быть и положительной, и отрицатель
ной, т. е. приведенный момент сил есть скалярная величина. Знак 
минус указывает, что момент М а направлен противоположно уг
ловой скорости со звена приведения. Приведенный момент сил, оп
ределяемый по формуле (7 .6 ), можно рассматривать так же как ска
лярную величину, совпадающую с обобщенной силой но Лаг
ранжу * ).

Иногда отдельпо приводят силы движущие и силы сопротивле
ния, а также силы трения, силы тяжести и т. п. Формула (7.6) 
остается справедливой во всех случаях, надо только указывать, ка
кие силы были выбраны за приводимые.

Из уравнения (7 .4 ) следует, что приведенный момент инерции 
можно определить как момент инерции, которым дол ито обладать 
звено приведения относительно оси его вращения, чтобы кинетиче
ская энергия этого звена равнялась кинетической энергии всех 
звеньев механизма.

При плоском движепии кинетическая энергия звена

где —  масса звепа г, Vsi— модуль скорости цептра масс звепа г, 
ы, — модуль угловой скорости звепа г, J s i — момент инерции зве
на / относительно оси, проходящей через центр масс перпепдику- 
ля; но плоскости движения. Подставляя это выражение в (7.4) ц 
производя преобразования, получаем

Если начальное звепо совершает прямолинейное движение, то 
динамическая модель механизма представляет собой материальную

*) О бобщ енной силой  по Лагранжу называется скалярная величина, рав
ная отношению суммы возможных работ сил, приложенных к механической 
системе при изменении только данной обобщенной координаты, к вариации 
отоц координаты.

(7.0)



точку В  с массой т„ (приведенной м ассой), которая движется под  
действием силы Р„, называемой приведенной силой, так, что об о б 
щенная координата в этой точки совпадает с обобщенной коорди
натой механизма в любой момент времени (рис. 54, б ) . Ф ормулы  
для приведенной силы и приведенной массы имеют вид, аналогич;- 
ный формулам (7.0) и (7 .8 ):

где V —  модуль скорости прямолинейно движущегося начального 
звена.

В общем случае для построения динамической модели механиз
ма за точку приведения, т. е. точку, в которой сосредоточивается 
приведенная масса, можно выбрать лю бую  точку механизма. П о 
этому приведенной массой механизма называют массу, которую н а
до сосредоточить в данной точке механизма (точке приведения), 
чтобы кинетическая энергия этой материальной точки равнялась 
кинетической энергии всех звеньев механизма. Соответственно при
веденной силой называют силу, условно приложенную к точке п ри 
ведения и определяемую из равенства элементарной работы этой  
силы элементарной работе сил и пар сил, действующих па звенья 
механизма. ^

Приведенная сила и приведенная масса '(или приведенный м о - . 
мепт сил 'и приведенный момент инерции) не зависят от ск орости  
точки приведения (или угловой скорости звена приведения), так  
как в формулы для их определения входят только отношения с к о ^  
ростей. Например, если модуль скорости точки приведения V изм е
няется в к раз, то во столько же раз изменяются vk,v s i и &>(, а и х  
отношения к у остаются неизменными. Отсюда следует, что оп р е 
деление приведенных сил и масс можно выполнить, пе зпая ещ о 
скорости точки приведения, т. е. до решения уравнения движ ения. 
В этом заключается основпое достоинство приведения сил и м асс. 
К  этому заключению могкпо прийти такж е, обратив внимание на 
то, что в формулы (7 .6 ), (7.8) — (7 .10 ), кроме заданных п остоя н -. 
пых величин, входят только аналоги скоростей, которые не зави -*1 
сят от времени.

Приведенная масса может быть переменной величипой, есл и  
отношения скоростей, входящие в формулу (7 .10 ), являются п ер е
менными величинами, зависящими от положения звеньев. О дн ако 
точку приведения с переменной приведенной массой нельзя р а с 
сматривать как модель тела переменной массы. Изменение п р и ве- 

: деппой массы отражает лишь изменение кинетической энергии  
звеньев механизма с постоянными массами.

Ь=1 .
(7 .9 )

(7 .10)



Итак, после приведения сил и масс уравнение движения меха
низма в форме интеграла энергии имеет вид

если за звено приведения выбрано вращающееся пачальпое звепо, 
имеющее обобщ енную координату ф. Если за звено приведения вы
брано пачальное звено, совершающее прямолинейное движение с 
обобщенной координатой то уравнение движения механизма име
ет вид

Определение приведенных сил и моментов сил по теореме Ж у
ковского. Мощность приведенной силы, представленпой вектором 
Р „, направленным по скорости точки приведения, равна сумме мощ
ностей сил и пар сил, приложенных к звеньям механизма. Па ос
новании теоремы Ж уковского это условие равносильно равенству 
момента приведенной силы и суммы моментов приводимых сил от
носительно полюса иоверпутого плана скоростей:

Пусть, папример, для данного положения звеньев кривопшпно- 
ползунпого механизма (рис. 5 5 ,а) требуется определить приведен

ный к звену 1  момепт сил М а от силы Р, действующей на пол
зун  3. Строим повернутый па 90° план скоростей (рис. 55, б) и

(7.11)

(7.12)

М р (Г п) =  ^  М р ( ¥ к). (7ЛЗ)

/

В

в г

Рис. 55



переносим па пего силу Г в точку с. Приведепный момент сил М а 
представляем в виде пары сил Г„ и — Г п, приложенных в точках 
А  и В  и направленных перпендикулярно отрезку А В  (рис. 55, в ) , 
причем зпак направления силы Р,, должен быть выбран так, чтобы 
па повернутом плане скоростей моменты силы Р„ и силы I7 отно
сительно полюса р были одинаковыми (условие равенства мощпо^- 
стей этих сил). Модуль силы Рп находится из условия (7.13)

?А р Ь ) =  Р{рс) 

и, следовательпо, модуль приведенного момента сил

=  ( 7-14)

Зпак приведенного момента сил М „  определяется по знаку мо
мента силы Г„ относительно точки А  па плане механизма.

Повернутый на 90° план скоростей может быть построен в двух 
положениях (рис. 5 5 ,6  и г ). В обоих случаях сила Г„ па плане 
механизма имеет одно и то же направление, что доказывает неза
висимость определения силы Г„ и приведенного момента сил М а 
от направления угловой скорости звена 1. Заметим также, что зна
ки моментов сил па повернутом плане скоростей и па плане ме
ханизма могут не совпадать.

Кинетическая энергия пространственного механизма. Приведе
ние сил и масс целесообразно выполнять при динамическом ана
лизе не только плоских, но и пространственных механизмов. Для 
определения приведенной массы надо знать выражение кинетиче
ской энергии звена, совершающего пространственное движение.

Свяжем со звеном I центральную систему координат т. е.
систему с началом коордииат в центре масс и обозначим через 
Jxv  ¿ у у  моменты инерции звена относительно координатных 
осей, а через / Jyiẑ , • / " — центробежные моменты инерции. 
Кроме того, считаем известными скорость центра масс Уд* и про- 
екции мгновенной угловой скорости при сферическом движении 
звена относительно центра масс па указанные координатные оси: 

(оиг соч .
Тогда кинетическая энергия звепа г будет равна сумме кинети

ческой энергии в поступательпом движении по траектории центра 
масс со скоростью и кинетической энергии при сферическом дви
жении вокруг центра масс:

Тх — -2 1  Х^Х1 +  J —

Координатные оси всегда могут быть выбраны так, что
все центробежные моменты инерции обратятся в нуль, Координат-.



пые оси, удовлетворяющие этому условию, называются главными 
осями инерции. В дальнейшем всегда считаем, что оси координат, 
связанные со звеньями, являются главными центральными осями 
инерции.

Приведение сил и масс в пространственных механизмах. Из ус
ловия равенства кинетической энергии звена приведения и кинети
ческой энергии всех звеньев получаем с учетом формулы (7.15)) 
приведенный момент инерции

.2 / .. \ 2 / „ \ 2 / .. \ 2П
mt

%
<д) + +  ¿Vi

Vi
w

í^ ü  
\ (tí (7.16)

где «а — модуль угловой скорости вращения начального звена (зве
на приведения).

Аналогично находим приведенную массу

Я 1 ы * + , ч ь у + / в ( ^ Г + / 1т„ — 2  
2=1

, (7.17)

где V — модуль скорости прямолинейно движущегося начального 
звена.

Приведенный момент сил находится из равенства мощности при- 
иеденной пары сил сумме мощностей сил и пар сил, приложенных 
к звеньям механизма:

т
v

к—1

ÍOjL
I<h—  co s(P h, \h) -I- M l{ —  cos(M A, wk) (7.18)

где V* — скорость точки приложении силы Т*\, со* — угловая ско
рость звена, на которое действует пара сил с моментом М*. 

Аналогично находится приведенная сила

* . - 2*= i

V .  / " ' ' S ,  О)., у  -ч
F h —  eos (I7*, vA) +  M k—-c o s (M A, (ofc) (7.19)

Дифференциальное уравнение движения механизма. Кроме 
уравнения движения механизма в форме интеграла энергии, в не
которых случаях удобно применять уравнение движения механиз
ма, представленное в форме дифференциального уравнения второго 
порядка. Это уравнение можно получить из уравнения кинетиче
ской энергии в дифференциальной форме

ёТ  =  ОЛ.

При вращ ающ емся начальном звене после приведения сил и 
масс получаем

d (иг-) = '



или

<1(р =  М п.

Отсюда

(7 .20)

где е — угловое ускорение пачальпого звена.
Уравнение (7.20) можно получить также из уравнения Л аг

ранжа второго рода, которое после приведения сил и масс имеет 
в»д

Подставляя значения производных в уравнение Лагранжа, вновь 
получаем уравнение (7 .20).

Аналогичный вид имеет дифференциальное уравнение движения 
механизма при прямолинейно движущемся начальном звене

где * — перемещение прямолинейно движущ егося пачалыюго 
звена * ).

Обычно приведенный момент сил (обобщ енная сила) зависит 
только от времени, пути и от обобщенной скорости (производной 
от обобщенной координаты по времени), и тогда дифференциальное 
уравнение движения механизма имеет второй порядок относитель
но обобщенной координаты. Одпако в некоторых механизмах, на
пример, в механизме с электроприводом при учете его динамиче
ской характеристики приведенный момент сил зависит от третьей 
производной обобщенной координаты по вр ем ен и **), и тогда диф
ференциальное уравнение движения механизма имеет третий по
рядок.

*) Точка над буквой означает первую производную по времени, две точ
ки — вторую производную и т. д.

где Т = / „ ю 2/ 2.
После дифференцирования получаем:

д Т  _  (О2 
с*Ф 2

(7 .21)

**) См. § 62.
Ю  н . Л, Левитсний



§ 29. Уравнения движения механизма
с несколькими степенями свободы

Для механизмов с несколькими степенями свободы при голо- 
помных связях уравнения движения механизмов составляют обыч
но в форме уравнений Лагранжа второго рода

* =  ••••*• (7 -22> 

где Т  — кинетическая энергия системы, 5 — число обобщеппых ко
ординат, которое в голоиомных системах совпадает с числом сте
пеней свободы 5, д{ — обобщенные координаты, —  обобщенные 
силы.

Обобщенные силы Q  ̂ определяются из условия равенства эле
ментарных работ этих сил на возможных перемещениях, совпадаю
щих с вариациями*) обобщенных координат, работе внешних сил, 
приложенных к звеньям механизма, на возможных перемещениях 
их точек приложения:

э т
2  =  2  ( ^ * 6^  +  у} +  (7.23)

г=1 )'=1

где 7 *̂, Р — проекции внешних сил 1̂  па координатные осп 
х , у , г; 8#;, бг/;, 6zj — проекции возможных перемещений точек при
ложения этих сил на оси х, у , равные вариациям координат 
этих точек.

Чаще, однако, определяют поочередно элементарную работу всех 
впешних сил при изменении только одной обобщенной координаты 
<7< и фиксированных значениях других обобщенных координат. 
Тогда:

д х .  д у , д г -

ЬХ1 =  ~дд7 ЬУ* =  -д ^  ^  =  ~д£

и условие (7 .23) принимает вид

"V I ^ „  дУ\ . г, 5г;
^ = 2  +  (7-24)

Отсюда следует обычное определение обобщенной силы по Лаг
ранжу как скалярной величины, равной отношению суммы воз
можных работ сил, приложенных к механической системе, при из
менении только данной обобщенной координаты, к вариации этой 
координаты. Для обобщенной координаты, имеющей размерность 
длины, соответствующ ая ей обобщенная сила имеет размерность

*) Для функции, зависящей от времени Ь и аргумептов хи  вариацией 
называется изменение функции при бесконечно малых изменениях аргумен
тов и фиксированном значении времени г.



силы, а для обобщенной коордипаты, выраженной в радианах,— 
размерность момента сил. Обобщенную силу, имею щ ую  размерность 
момента сил, будем называть также обобщенным моментом сил. 
В механизмах с одной степенью свободы обобщ енная сила совпа
дает с приведенной силой, а обобщенный момент спл — с приве
денным моментом сил.

Иногда силы, зависящие только от обобщ енных коордипат (си
лы упругости, силы тяжести и др .), пе вводят в выражение для 
обобщенных сил, а учитывают их влияние через изменение потен
циальной энергии системы 11. Тогда уравнения Лагранжа имеют 
вид

* " - ¿ Т  +  4 г - # ь  ..........*  (7.25)

или

~ =  ^  * =  1 - ( 7 . 2 6 ) .

где Ь =  Т  — П — функция Лаграпжа.
Силы трения можно учесть при составлении уравнений Лагран

жа только в тех случаях, когда опи не зависят от реакций в ки
нематических парах п могут быть введены в выражения для обоб
щенных сил. При исследовании колебаний в механизмах часто счи
тают, что силы трения пропорциональны обобщ енным скоростям 
<7(. Тогда их можно ввести в левую часть уравнений Лагранжа 
через диссипативную функцию Рэлея

$ в

( 7 -2 7 >г=>1 з=1

где Ьц — постоянные коэффициенты.
Уравнения Лагранжа с учетом диссипативной функции и по

тенциальной энергии имеют вид

< - * .......... ... < т

Обобщенную координату, которая не входит явно в функцию 
Лагранжа Ь — Т — II, называют циклической. Соответствующ ие им 
уравнения Лагранжа упрощаются и могут быть непосредственно 
проинтегрированы относительно циклических координат.

Составление уравнений движения однорядного зубчатого диф
ференциала. Уравнения движения механизма с двумя степенями 
свободы, показанного на рис. 41, можно получить из уравнений 
Лаграшка:

а ат дТ ^  А дТ вт -п



где ф1, фн — углы поворота звепьев 1 и Н , принятые за обобщен
ные координаты; 0) 1, (он — угловые скорости звеньев 1 и II; М а\, 
'М пн — обобщ енны е моменты сил.

Кинетическая эпергия механизма при уравновешенных звеньях 
имеет вид

Т  =  ( / 1(01 -)- К 1  2(й2 4- К т гВ.гцСо я  +  н®н  +  3  зюз)>

где / 1, / 2, /з , 1н  — моменты инерции звепьев 1, 2, 3, II относитель
но осей, проходящ их через центры масс звеньев; К  — число сател
литов, ТП2 — масса одного сателлита; й н — радиус траектории цент
ра сателлита.

Угловые скорости юг и юз могут быть выражены через угловые 
скорости (1)1 и (Он (обобщенные скорости) по уравнению (4 .18): 
<оа =  < 4  4 - г4н®н> 0)3 =  и<31Ри>1 +  и(3нсон . Подставляя значения 
©г и из в выражение кинетической энергии и группируя члены, 
получаем

2 Т  — /  11о»1 2 /  1Нсо ^ я  4~ / нн<йн,
где

* 1 1  =  Л  +  [ 4 Г1 ° ] 2 +  J s W ¡ P ] \

3 1II —  К З  2и^ и 2 Н 4 "  3  Зи(31^и 3Н»

/ нн =  К ! 2 [^2н]2 +  К щ Н п  +  3 н +  [^зн]2»
Коэффициенты /ц , Лш называют инерционными коэффи

циентами. В рассматриваемом примере они не зависят от углов 
Ф1 и фн. Отсюда д ! ' /д ф[ =  0 и дТ1дц>а =  0.

После частного дифференцирования кинетической энергии по к>ь 
сон и последующ его дифференцирования по времени получаем урав
нения движения механизма:

^11^1 "Ь  /  1н6н  =  М„1, ]  11/61 4 "  / н н б н  =  МПВ.
Обобщенный момент сил 70^1 находится из условия равенства 

«го  элементарной работы на возможном перемещении работе всех 
сил, приложенных к звеньям механизма, при остановленном звене 
11. Если внешние силы действуют только на звенья 1, 3  и II  в виде 
пар сил с моментами Й и Я г  и М н, то это условие, выраженное че
рез мощности сил, имеет вид

М п1(з)1 =  М 1(о1 +  М 3о)зН\ или М П1 =  М г +  М 3и ^ К

Аналогично при остановленном звене 1 получаем

М „ц(йц  =  Мц(Оц +  М 3Юз1>, или М пц =  М и  +  М 3изя.

Система уравпений движения зубчатого дифференциала может 
,быть такж е представлена в вяде, разрешенном относительно



угловых ускорений ei и 62:
~  MnrrJlH

J11Jmi ■ J2 Jiii
e¡i

T I  ___  / 2
1Г / Ш  J 1H

Составление уравнений движения шарнирного механизма с дву
мя степенями свободы. В зубчатом дифференциале инерционные 
коэффициенты при указанных допущениях были постоянными. Те
перь рассмотрим составление уравнений движения механизма с 
переменными инерционными коэффициентами, зависящими от по
ложений звеньев, на примере плоского шарнирного семизвенника 
с  двумя степенями свободы (рис. 56).

Принимая за обобщенные координаты углы поворота ф1 и фг 
звеньев 1 и 2, получаем уравнения Лагранжа:

дТ
dt

0q>!

d дТ 
dt Зф2

где ií7„i и Й „2 — приведенные (обобщенные) моменты сил.
Кинетическую энергию механизма Т определяем в предположе

нии, что звенья 1, 2  и 3  уравновешены, а массами и моментами 
инерции звеньев 4, 5  и 6  можно пре
небречь:

J = ^ ( / iCo2i +  / 2®1 +  / 3®1) ,

где / 1, 7г> h  — моменты инерции 
звеньев 1, 2  а 3  относительно осей 
вращения; ал, ыг, (1)3 — угловые ско
рости звеньев 1, 2  и 3.

Угол поворота фз звена 3  есть 
функция углов поворота ф[ и фг 
звеньев 1 и 2:

ф з = = ф з ( ф ь  Ф г) .

Дифференцирование этого соотношения по времени дает угловую 
скорость сиз звена 3:

Рис. 56

(О, дф3
йф

дфд
Ж

(О,

где частные производпые <9фз/5ф1 и дфз/дфг представляют собой пере
даточные отношения от звена 3  к звеньям 1 и 2.

Введем обозначения:
д(Рз „<1> _  5<Рз“ за»81 = д%

причем верхний индекс в скобках указывает, что для частной про
изводной 5ф3/<9ф1 надо считать неизменным угол фг, а для частной
ПРОИЗВОДНОЙ С?фз/3ф2 —  УГОЛ ф1.



Следовательно, как и в зубчатых дифферепциалах, угловые ско
рости ел, о>2 и саз связаны соотношением

(о3 =  и(321)ю1 г4 У(й.2,

причем передаточное отношение гДУ определяется при остановлен-* 
ном звене 2 , а и^  — при остановленном звене 1, т. е. задача об 
определении передаточных отношений и{,2) и МдУ сводится к извест
ной задаче кинематического анализа плоских шарнирных механиз
мов с  одной степенью свободы. Заметим только, что в отличие от 
зубчатых дифференциалов передаточные отношения из2) и и з б у д у т  
перемеппыми величинами, зависящими от углов ф1 и фг.

После подстановки угловой скорости о)з в выражепие кипетиче- 
ской энергии получаем

2 Т  =  1 ^ ) 1  +  / аШа / 3 [ц (32>] 2 О)2 +  [^зРГ +  г/зИ ^ И м ® !«* , 
или

2Т  =  I ц(1>х } 22й>2 +  2У
где

(2) (X) 
31 “ -32

Дифференцирование выражения кинетической эпергни по углам 
поворота ф1 и фг дает

дТ  1 , 1 ^ 22 ~  ~
— —  =  тг  —т------ 03 х -4— гг —т.-----  (Оо -г* “ 7;-----I  ¿<р 1 ‘ 2 с/<рх А ‘ о,ф1 1 1

вт 1 5 /1Х 3 , 1 а /23 2 , ^ 1 2 ----——  =  -п- (о, - -  -гг ®2 4- —г*2' о)1о)2. с?(р 2 0ф 1 1 ¿ <3ф * 1 с>ф 1 2

Инерционные коэффициенты зависят от передаточных отпогае-
1 »'Л>

Отсюда
шш Мз2> 11 « 32\ которые, в свою  очередь, зависят от углов ф! и фг

^  О Г .. (1 )аВЮ-  / . /  3^31 ^  -  ^з«аа >

0 / 12 =  г ы(2) М У  , ,  (1) М У
3 31 <?ф1 " Т ' , / 3Ы32 ^  .

5 ^Х1 _  О /  „ (2 )  ви21 д ^ 2 2  __ О Г ,,<1) М У
"вф7  -  / , /з “ з1 1 ^ - '  ~ д ^  -

д-Г 1ч Г (а) М У  , г (I) М У
■ ^ - • ' з И з х - ^ + ^ м  5фа *

(7.29)



Дифференцирование выражения кинетической энергии по угло
вым скоростям 0)1 и 0)2 с последующим дифференцированием по 
времени дает

л  а т  т  <*3 ,  ¿ 5 а  < * / , „  г

а от _  т <й, <*/22 ~ <?/12 ^
«  с>52 “  22 0(4 м  2 12 ^  х*

Производпые от иперционпых коэффициентов по времени нахо
дим с учетом того, что они зависят от углов ф1 и фг: 

а / . .  дJлл ~ дJл.11   11 , . I 1 1
сИ 1 дц>2 а*

^ 12  01 и  ~ , в /1« ~
®1 +  -д гг  И2

и.1 <5фх 1 1 дф2

Подставляя значения производных в уравпепия Лагранжа, по
лучаем

С?СО, 1 5 / .  . П , яи IV.

“  +  у  0)1 +  1 ^ г  с° 1ш2 +

¿«2  , ( ,9/ 12 1 д / Г<
М +  \ I Ша ~  ^  П1’

¿“ о , 1 5 /,, 2 Д/ 22

¿ г  1 ^ дц>1 2  ¿?ф,2

Производпые от иперционпых коэффициентов по углам ф[ и фг 
определяются по формулам (7 .29). Частные производные, входящие 
в эти формулы, находятся дифференцироваиием функции положе
ния фз =  фз(ф1, фг):

дип  =  £ 4  аии  ^  аци  =  д2ф3 =  А з
¿Фх <?ф2 ’ ^  дф2 ^Ф^Фг’ ^Ф2 Йф2 *

Иногда предпочтительней дифференцировать функцию положе
ния, представленную в неявном виде:

чФ;(ф1, ,ф2| фз),= 0 .



Тогда

0<рх

дФ/о>ерз т

дг Ф  „  д2Ф д2Ф  г /п 7 „

вии  ^  +  ^ А з  “ 32 +  ЛрЦ f “ '*2 }
д<р2 ~  0Ф/йф3

Обобщенный (ггривсдснпый) момепт сил М„\ паходится из усло
вия равенства его элементарной работы на возможном перемеще
нии работе всех сил, приложенных к звеньям механизма, при оста- 
новленпом звене 2. Если внешние силы действуют только на звенья 
1, 2  и 3  в виде пар сил с моментами й », jÎ?2 и  то это условие, 
выраженное через мощности сил, имеет вид

M u jWj =  -|- М 3(0а , или М П1 =  -f- ATÿU^i.

Аналогично при остановленном звене 1 получаем

№ J12 ~  М % -Г 7VI3W32 »

§ 30. Уравнения двиягения механизма с учетом трения

Кинетостатическин метод составления уравнений движения ме
ханизмов с учетом трения. Общий метод составления уравнений 
движения механизмов с учетом треппя, применимый к механизмам 
с любым числом степеней свободы, состоит в том, что уравнения 
движения механизма получаются из уравнений кипетостатического 
равновесия начальных звеньев, если при силовом анализе с учетом 
трения ускорения точек звеньев считать неизвестными.

Составление этих уравнений пеясним на примере кулачкового 
механизма (см. рис. 53), в котором условие равновесия сил, дейст
вующих на кулачок, дает уравнение (6 .15). Чтобы получить урав
нение движения механизма с учетом трения в поступательной па
ре, достаточно пвдетаэить в (6.15) значение реакции F21 — — из 
(6.14) и, кроме того, выразить ускорение йг через угловые скорость 
он и ускорение ei эвена 1.

(2) дФ/о<р1 (1) <ЭФ/(?ф2
и 'л  дФ/дф, ’ Мза ~  иФ!<Ц> ’V 3

d u ™  Лр* h  * Р ,* Р з  31 i  ftp* l  1,1 *

М У

0ф,

¿Ф/с>ф3

дг Ф  О2Ф . . .  д2Ф д2Ф . . .  <?Ф д2ф,----------  1_ ---------- ,,(2) ---------- „ (1) _1_------  и'2);/'1) -U------  3
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По правилам дифференцирования сложной функции (функции 
от функции) имеем

dŝ  ds r/ф j
dt а!ф1 dt ’

где ф] — угол поворота кулачка (обобщенная координата механизма). 
Отсюда

у., =  «2(0,, (7.30)

где — отпошение Рг/шь или апалог скорости звена 2 * ) .
Дифференцирование по времени соотношеиия (7.30) даст

~ ds. ~ ~
а2 =  +  s2eii или аг =  52ю 1 ~г s2et . (7.31)

Для определения аналога скорости используем построение 
треугольника скоростей (рис. 57) но 
уравнению

■̂̂ 2 =  ^  +  ▼Л.А!»

гДе ' га , =  ¥-2— скорость точки А  на звепе 2,
Уд1 =  г; 1 =  /оА(»>! — скорость точки А  на зве-

Отсюда

l>2 =  vl t g  О , ИЛИ s'2 =  10А  t g

Плечо силы F21 =  — F 12 находится из тре
угольника О Б А :

h12 — 1оа sini>, или h12 =  s^cosih  (7.32)

Уравнение движения механизма получаим из уравнения (6.15) 
после подстановок F m =  F h , йг и h l2 110 формулам (6 .14), (7 .31 ) 
и (7.32):

М х -  J &  -  s , cos 0 - 2 2 1 2  1 2 1 ’
cos О — /  1̂ +  2 —— j— — j  sin О

=  0 .

Ото уравпепие можпо представить в форме, аналогичной форме

*) Первая производная по обобщенной координате обозначается штрихом, 
вторая производная — двумя штрихами и т. д.



уравнения Лагранжа (7 .20): 

Л  +  т , (** !!— ..
1 -  /  (1 +  2 V 2-)

~ I “ 1 2т 252*2
Ь1 +  “ о----------------

=  Л/ 1 - ^ 2 ------------------ ¡ - — ------ . (7.33)
1 — /  (1 + 2  п 1 2 ) tg#

Уравпепие (7 .33) может быть также получено приведением сил 
и масс с учетом к. п. д. механизма.

Приведение сил и масс с учетом к. п. д. Для кулачкового меха
низма, показанного на рис. 53, мгновенный к. п. д. при ведущем ку
лачке определяется по формуле (6.21). Следовательно, коэффициент 
при 61 в уравнении движения механизма (7.33) можно представить 
формулой

/ п =  3 1 +  т2 — > (7.34)

где 7„ — приведенный момепт инерции с учетом трепия.
Если к. п. д. г)х2 считать постоянным, т. е. пренебречь отклоне

нием угла давления в от его среднего значения, то дифференциро
вание выражения (7.34) по углу поворота кулачка дает

(1./п 2т я'.ч". П ----------- ( 7 3 5 )

Правую часть уравнения (7.33) можпо представить как приве
денный момент сил с учетом трепия

Г

М а =  М 1 - Р 2 - ± .  (7.3С)
12

Подставляя в левую часть уравнения (7.33) выражения (7.35) 
и учитывая (7 .3 6 ), получаем уравнение движения механизма в фор
ме уравнения движения Лагранжа

м? ~
=  М  п,

в котором трение учитывается через к. п. д. при определении при
веденного момента инерции (7.34) и приведенного момента сил 
(7 .36). Следует обратить внимание на то, что к. п. д. учитывается 
и в приведенном моменте сил, и в приведенном моменте инерции, 
так как силы трения в кинематических парах зависят пе только от 
внешних сил, но и от сил инерции. Если приводимая внешняя сила 
(или сила инерции) является движущей силой, то соответствующий



член в выражениях приведенных сил и масс умнож ается па к. п. д., 
если силой сопротивления, то — делится. Это утверждение справед
ливо для тех механизмов, в которых силы трения зависят от реак
ций в кинематических парах. Если же трение приближается к жид
костному и сила трения в кинематической паре зависит от относи
тельной скорости ее элементов, то при составлении уравнений дви
жения механизма трение учитывается посредством приведенной си 
лы трения или же введением диссипативпой функции Рэлея.

ГЛАВА 8
УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ
С НЕГОЛОНОМПЫМИ СВЯЗЯМИ

§ 31. Уравнения Лагранжа с неопределенными множителями

Предположим, что в механизме с я обобщ енными координатами 
имеется I идеальных голономпых связей п т  неголономных связей, 
заданных линейными соотношениями между обобщенными скоро
стями (производными обобщенных координат по времени):

Л
2  +  А а =  0 , о =  (8 .1)

г=1

Коэффициенты А а{ могут зависеть от всех д{ и от времени £.
Как было показано при рассмотрении структуры  механизмов, 

число степеней свободы механизма с неголономными связями IV, 
меньше числа обобщенных координат

IV - т .  (8 .2 )
Число уравнений движения механизма по-преж пему считаем рав

ным числу степеней свободы механизма. Те обобщ енные координа
ты, которые определяются из уравнений движения механизма, 
условно назовем независимыми. Остальные координаты, которые 
назовем зависимыми, находятся из уравнений неголономных связей.

Для составления уравнений движения механизма с неголоном- 
пыми связями нельзя использовать обычные уравнения Лагранжа 
второго рода, а следует применять их обобщ ение, известное под 
названием уравнений Лагранжа с неопределенны м и множителями

-у,— :-------- -т— =  (¿1 +  +  . . .  +  ХтА т1, г =  1, . . . ,  5, (8 .3 )
“ £

где Я ь ___ , Хт — неопределенные множители, А ц , . . . ,  А т{ —  коэффи
циенты неголономных связей (8 .1 ).

Иногда уравнения (8.3) называют уравнениям и Рауса — Ф ер -  
рерса, в работах которых было дано указанное обобщение уравне
ний Лагранжа.



Общее число уравнепий (8 .1 ) и (8.3) равпо s +  m, т. е. больше 
числа степеней свободы на величину 2т . Однако число неизвест
ных, входящих в эти уравнения, также равно s 4- т (s обобщенных 
координат и т  неопределенных множителей), и полученная система 
уравнений при небольшом числе уравнений связей т решается без 
особых затруднений, так как дополнительные неизвестные (неопре
деленные множители) входят в уравнения линейно.

П р и м е р .  В механизме фрикционной бесступенчатой передачи 
(см. рис. 7, б) меж ду углами поворота звеньев <f>i, фг и координатой 
р, определяющей положение ролика, имеется дифференциальная 
связь, выражающая условие чистого качения звеньев 1 и 2

Гф1= р ф 2. (8.4)
const, т. е. при по-

0 после иптегриро-

т. е. геометрическую связь между координатами ф! и фг. Отсюда 
следует, что при постоянном передаточном отношении и2\ положе
ния звепьев механизма определяются одной обобщенной координа
той, например ф|, и число степеней свободы также равпо 1.

Теперь рассмотрим случай, когда величина р есть заданная 
функция времени, что имеет место, например, при регулировании 
скорости ©г. Тогда передаточное отношение Н21 также есть функция 
времени, и уравнение связи (8.4) припимает вид

М21(0ф1 — ф2 =  0, (8 .5 )’

или в дифференциальной форме
И21 (£) С?фх — Йф2 =  0. (8.6)

Уравнение ( 8 .6 ) пе может быть проинтегрировано и потому дает 
неголономпую связь между ф1 и фг.

Положения звеньев механизма при переменной величине и21 
определяются тремя координатами: р, ф! и фг.

Однако число обобщенных координат равно двум: ф1 и фг, так 
как в нашем случае р есть заданная функция времени.

Уравнение связи (8.5) не уменьшает числа обобщенных коорди
нат, так как оно накладывает ограничения только на скорости ф1

и фг (или на бесконечно малые перемещения с7ф[ и ¿фг), по не на 
ноложепия звеньев (координаты ф! и фг).

Эта связь — дифференциальная, но при р =  
стоянном передаточном отношении

_  _  Г

=  ^  -  р ’ 

она может быть проинтегрирована.
При начальных условиях £ =  О, ф1 =  0, фг =  

вания получаем
гф! - рфг,



Число степеней свободы мехапизма по формуле (8.2) равпо раз
ности между числом обобщенных координат и числом пеголоиомных 
связей

1¥ =  2 - 1 .

Следовательно, должно быть одно уравпение движения механиз
ма. Для составления этого уравнения используем уравнения Л аг
ранжа. с неопределенным множителем (8.3)

\,и2Х,
а

сИ
дТ

<?<?!
дТ
¿»<р1

II

<1 от дТ
=  м 2

дц>2

где М 1, М 2 — приведенные (обобщенные) моменты сил.
В выражении кинетической энергии Т  достаточно учесть члены, 

характеризующие вращательное движение звеньев 1 и 2, считая 
моменты инерции этих звеньев /1 и /2  постоянными величинами:

г  =  1 ( / 1ф21 +  / 2ф22) .

Выполняя дифференцирование и присоединяя уравпение пего- 
лопомной связи, получаем систему трех уравнений для определения 
неизвестных ф1, ф2 и К:

/ 1ф1 =70^!+ЯМ21, 1 ^ 1  — — Х,

■ • п (8-7)Ы2 1Ф1 — <р2 =  0.

Если за независимую обобщенную коордипату принять фь то 
уравнение движения механизма относительно этой координаты най
дется из системы (8.7) после исключения неизвестных фг и X.

Дифференцирование третьего уравнения системы (8.7) дает со 
отношение

и21ф| +  М21ф! - ф 2  =  0.

Первые два уравнения системы (8.7) принимают вид

/|ф1 =  М 1 +  %и21,

/г (и 21ф1 +  И21Ф1) =  М 2 — к.

Исключение неопределенного множителя X дает уравнение 
движения механизма относительно обобщенной координаты ф|:

( / х +  / 2« 21) Фа +  -^> 21М21Ф1 =  М г +  и21М .2. (8 .8 )

Решение этого уравнения дает зависимость ф! =  ф1 (£). Обобщен
ная координата фг находится из уравнения неголопомнои связи



(8.4) или же из уравнения движения механизма относительно об
общенной координаты фг. Из системы уравнений (8.7) нолучаем

(•^2 +  *̂ "1^ 12)  Фг *^1^12^12^2 =  -^1^12 "Ь М 2*

Посмотрим теперь, можно ли было применить обычное уравне
ние Лагранжа второго рода, принимая за обобщенную координату 
угол фь

Приведенный к звену 1 момент сил (обобщенная сила для ко
ординаты Ф1) находим из условия равенства элементарных работ 
(или мощностей) сил

Ж ц,ф1 =  Й \ ф1 +  Й2Ц>2-

Отсюда с учетом пеголономной связи (8.5)
Я  п) =  М \  +  Ы2\Я2‘

Уравнение Лагранжа второго рода относительно обобщенной ко
ординаты ф1:

а дТ дТ  -ту , -т-
51------- :------------ —̂  =  М ,  +  и ^ М  о,^  вф, 1 -Г -1 2

Кинетическая энергия с учетом неголопомной связи (8 .5 ):

7’ =  у ( / 1ф? +  / 2М21ф1) .

Выполняя дифференцирование, получаем
дТ  т ' I т 2 • дТ  п

Г -  —  ^1^1  Н  2 ^ 2 1 ф 1 » —  О »

в ф 1  ^ ф 1

~ п  Г-  =  *^1Ф1 +  2 / 4М21Мг1ф1 +  <^2^21 Фх« 
а д<Рг

Следовательпо, уравнение Лаграшка второго рода при обобщен
ной координате ф[ имеет вид

( у х +  И21 / " )  Ф1 Н " ^ ^ 2^ 21^21  Ф1 =  ^ 21^ 2» ( 8 .9 )

Сравнивая уравнения (8 .8 ) и (8 .9 ), видим, что применение урав
нения Лагранжа второго рода без неопределенного множителя при
вело к увеличению в два раза второго члена левой части уравне
ния, т. е. к существенной ошибке в вычислительной процедуре.

Уравнения Лагранжа с неопределенными множителями приме
нимы и при нелинейных неголономпых связях первого порядка, 
уравнения которы х обычно представляются в неявном виде

Чи й =  0, а =  1 , . . . ,  тп.



При пелипейпых связях коэффициенты Л и, . . A mi в уравнениях
(8.3) должны быть заменены па dq>o/dqu Заметим также, что урав
нения Лагранжа с неопределенными множителями, как и все д р у 
гие уравнения динамики пеголономпых систем, справедливы и для 
голономных систем.

§ 32. Уравнения Аппеля

Применение уравнений Лагранжа с неопределенными мпож ите- 
лями при составлении уравнений движения механизма с неголо- 
номными связями приводит к необходимости совместного реш ения 
системы уравнений, число которых превышает число степеней сво
боды на удвоенное число пеголономпых связей. Поэтому для изуче
ния динамики движения механических систем с неголономпыми 
связями неоднократно предлагались дифференциальные уравнения, 
применение которых позволяет уменьшить число совместно реш ае
мых уравнений. Из этих уравнений рассмотрим лишь уравнения  
Аппеля  * ).

При составлении уравнений Аппеля уравнепия пеголономпых 
связей записываются в форме, при которой производные от зависи
мых обобщенных координат qa стоят в левых частях уравнений:

S—771
Ça =  2  baiqi +  Ъа, а  =  s — т. +  1, . . . ,  s. (8 .10) 

t= 1
Уравнепия Аппеля составляются только для независимых о б 

общенных координат, число которых равно числу степеней свободы  
s — т :

Ä

~  =  Qi +  2  Qa.ba.ii i —  1, . . V , S— т., (8.11)
cc=s—în-fi

где S — энергия ускорений, Q¡, Qa —  обобщенные силы, отпесенные 
соответственно к координатам q, и qa.

Общее число совместно решаемых уравнений Аппеля (8.11) и 
уравнений связей (8 .10 ) равно s — т +  т  =  s, т. е. числу обобщ ен
ных координат.

Энергия ускорений, иначе называемая функцией Г и б б с а * * )  
(Гиббс применял ураиненин (8.11) для голономных систем, в о б 
щем случае для системы N  материальных частиц с массами m v и 
координатами xv) , выражается формулой

S =  ~  2  mvx l . (8.12)
V = 1

*) А р р е 1 Р. Sur uno formo genérale des equations de la dinam íque.-- 
Paris, 1899.

**) G i b b s  Y. W. On the fundamental formulae of dinamics /  Amer« 
J. M ath .- 1879.— № 2 , -  P. 4 9 -6 4 .



Например, при вращательном движении звена энергия ускоре
ний имеет вид

—  уУ2 г /(Р4
2 2 "

Составление аналитического выражения эпергии ускорения для 
общего случая движения твердого тела представляется довольно 
громоздким, и в этом состоит недостаток уравнепий Аппеля.

П р и м е р .  Для фрикционной бесступенчатой передачи, рассмот
ренной в предыдущем параграфе, уравнение Аппеля (8 .11), отне
сенное к обобщенной координате фь имеет вид

■ ^ г  =  М 1 +  М .2и21,)
¿Ч>Х

где 5  — энергия ускорения.
В уравнение Аннели входит лишь частная производная от эпер

гии ускорения по переменной величине ф). Поэтому вместо полного 
выражения энергии ускорения достаточно записать ту ее часть 5*, 
которая содержит члены, зависящие явно или неявно от уско
рения ф|:

5* =  4 (/хФ 1 +  Л Й ) .

Имея в виду, что 95*/ф| =  9 5 /ф1, и присоединяя к уравнению 
Аппеля уравнение неголопомной связи, получаем систему двух диф
ференциальных уравнений для определения обобщенных коорди
нат ф! и фг:

(8ЛЗ)

* *Р!

М2[ф| — ф2 =  0.

Дифференцирование второго уравнения системы (8.13) дает

Ы2|ф1 +  «2|ф| — ф2 =  0.

Из этого уравнения находим фг и подставляем в первое уравне
ние системы (8 .13 ). Выполнив дифференцирование, получаем урав
нение движения механизма относительно обобщенной координаты фх:

(,/х } 2 2̂1) фх 3 2̂ 21̂ 21 Ф1 =  ^ \  “Ь иц М 21



§ 33. Уравнение кинетической энергии 
и общее уравнение динамики

Для неголономных механизмов с одной степопыо свободы м ож - 
по, как и в механизмах с голономными связями, воспользоваться 
уравнением кинетической энергии, представленным в дифферен
циальной форме:

йТ^йЛ,  (8.14)

где йА — элементарная работа впешних сил на возможных пере
мещениях.

В рассматриваемом иримере фрикционпой бесступенчатой 
передачи

д. А  =  ]0̂ 1̂ ф1 -Ь Жг^фг-

С учетом уравнения неголопомной связи (8.0 ) имеем
йА = (Ж ( +  Ж 2М2|)^ф1-

Следовательно, уравнение кинетической энергии (8.14) принимает 
вид

=  М 1 Н- М 2иг1. (8 .1 5 )

Кинетическая энергия механизма

г  =  - ! ( Л ф!  +  Л ф5 ).

или с учетом соотношения (8 .5 ):

7  =  т ( Л ф! +

Выполняя дифференцирование по ф§, имеем
ат ■ <1% / 2 /  2 • ¿Ф, - 2 • ^
<*ФХ — 1<Р1 ^  2 ^и212Ф1 +  Ф12“ л м21 

Принимая во внимание, что
Ф̂| _  ф£

с1<1> ' "
Ч1 Ф1

получаем
=  / 1ф1 +  / гм®1ф1 Ц- J 2uгlu .n ф1.

После подстановки этого выражения в уравпепие (8.15) о п я ть  
получаем уравнение движения механизма (8 .8 ) :

( / х +  1 ^ )  фх +  / ги21мг1Ф1 =  М 1 +  М гиг1.

В заключение приведем еще один способ получения уравнепия 
,двия«ения механизма (8 .8 ) из общего уравнения динамики, к отор ое

11 II. И. Левитский



для рассматриваемого примера при идеальных связях можно пред
ставить в следующем виде:

N„ +  N ' =  0, (8.16)

где Nш —  мощность сил инерции, N в —  мощность внешних сил.
Выбирая ва звено приведения звепо 1, уравнение (8.16) можно 

представить также в форме приведевных моментов сил
Л7пи +  Я „  =  0, (8.17)

где М вя — приведенный момент сил инерции, М а — приведенный 
момент внешних сил.

Из условия равенства мощностей сил инерции и приведенного 
момента сил инерции имеем

+  ^2ф2ф2) /ф 1,
ИЛИ

'Л7пн =  - ^ 1ф1- ^ 2ф2К21.

С учетом уравнения неголопомной связи (8.5) получаем

Мца — ' J  хФх 1  гФ1м21 ^  2̂ 21» 21Ф1* (8.18)
Приведенный момент внешних сил, кап и в предыдущих при

мерах, определяется соотношением
— М\ +  (8.19)

Подставляя значения М аи и М а в уравнение (8 .17), опять по
лучаем правильное уравнение движения механизма (8 .8 ). Из этого 
вывода наглядно следует, что ошибка в применении уравнения Лаг
ранжа второго рода объясняется неправильным учетом работы (мощ
ности) сил инерции.

§ 34. Кинетостатический принцип составления уравнений
движения механизмов

Уравнения кинетостатического равновесия звеньев, составляемые 
в  а основании принципа Даламбера, могут быть использованы но 
только при силовом анализе, но и при составлении уравнений дви
жения механизмов с голономными и неголономными связями. С этой 
целью для каждой структурной группы из уравнений кинетостати
ки находятся реакции связи, выраженные через неизвестные уско
рения звеньев. Затем составляются уравнения кинетостатического 
равновесия начальных звеньев, которые и дают искомые уравнения 
движения механизма.

Кинетостатический принцип составления уравнений движения 
механизма иногда называют принципом освобождаемости от свя
зей, что нельзя считать удачным, так как реакция связи не может 
полностью заменить действия связи.



Из условия кипетостатического равновесия (второго закона Н ью 
тона) звепьев 1  и 2  имеем:

Й\ — РгГ — / 1Ф1 =  О,
(8.20)

;У 'М2 +  -  / 2ф2 =  0 ,

где Рт — сила трения, действующая в плоскости контакта трущ ихся  
тел. Для звена 1  сила трения Рт является силой сопротивления, 
а для звена 2  — движущей силой. Исключая модуль силы Р т из 
уравнений (8 .2 0 ) ,  получаем

Ж ф  — / 1Ф1Р +  М 2г — /гфгг =  0.

Это уравнение с учетом величины передаточного отпош ения 
«21 =  г/р преобразуется к виду

■^1 — / 1ф1 +  — / 2ф2М21 =  0 ,
или

У1Ф1 +  /2Ф2К21 =  +  М 2иг\. ( 8 .21)'

Дифференцирование уравнения неголономной связи (8 .5 ) дает

Ы21ф1 +  «21ф1 — ф2 =  0.

Подставляя это соотношение в уравнение (8 .21), получаем

( А  +  У2П2\) Ф1 +  21и2гФХ =  м у +  л / > 21,

т. е. опять приходим к уравнепию (8 .8 ) ,  которое было получепо с 
нрименением уравнений Лагранжа с неопределенными множителями.

Кроме того, сравнение уравнений (8 .7 ) и (8.20) показывает, что 
члены, содержащие неопределенные множители в уравнениях Л аг
ранжа, могут рассматриваться как обобщ енные силы реакций не- 
голономных связей.

Кинетостатический принцип составления уравнений движ ения 
особенно удобен в тех случаях, когда необходимо учесть силы тре- 
иия в кинематических парах.

Г Л А В А  9
ОБЩИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИИ ДВИЖЕНИЯ

§ 35. Типовые лппейные уравнения движения 
с постоянными коэффициентами

Линейное уравнение движения механизма с одной степенью св о 
боды. Условимся в левой части линейного дифференциального 
уравнения движения механизма с одной степенью свободы зап исы 
вать члепы, содержащие обобщенную координату 5 и ее производи 
11*



ные по времени д и ф, а в правой части — составляющую обобщен
ной силы, зависящую от времени:

щ  +  ¿><7 +  сд =  9 (0 '»  (9.1)

где а — инерционный коэффициент (приведенная масса при линей
ной обобщенной координате или приведенный момент инерции при 
угловой обобщенной координате), Ь — приведенный коэффициент 
сопротивления, с — приведенный коэффициент жесткости.

При определении приведенного коэффициента сопротивления Ъ 
в общем случае учитываются не только силы трения, зависящие от 
относительной скорости трущихся поверхностей (трение, близкое к 
жидкостному), но и другие силы сопротивления, которые зависят 
от обобщенной скорости д. При определении приведенного коэффи
циента жесткости с учитываются не только силы упругости, но и 
другие силы, линейно зависящие от обобщенной координаты <?. 
Постоянные члены входят в выражение составляющей обобщенной 
силы (?(£).

При исследовании колебапий в механизмах уравнение движепия
(9.1) обычно преобразуют к виду, в котором коэффициент при стар
шей производной равен единице:

Я +  ^УЯ +  ^“7 =  ^   ̂> (9-2)

где  ̂=  Ы (2а ) — коэффициент демпфирования, X2 =  с/а  — коэффи
циент, численно равный квадрату собственной частоты механизма*)„

Для классификации типовых уравнений движения, однако, удоб
нее иметь коэффициент, равпый единице, при обобщенной коорди
нате д:

Т\я  +  Т а  +  <7 =  (Э.3>

где постояппые коэффициенты Т\ =  Ь1с и Тч — Уа/с имеют размер
ность времени и потому называются постоянными времени.

Безразмерное уравнение движения механизма. Для рассмотре
ния не отдельного, частного механизма, а группы механизмов пере
менные, входящие в уравнение движения, представляют в безраз
мерной форме. За модули измерения обобщенной координаты и 
обобщенной силы принимают их номинальные (средние, максималь
ные и т. п.) значения <7„ и ()а. Безразмерные переменные обозначим 
через у  =  я1Яв и х  =  ( ¿ У )  /(?„. Тогда уравнение (9.3) принимает вид

Т1у -I- Т ,у  +  у =  кх, (9.4)

где к — (?е/( с д а) — передаточный коэффициент, или коэффициент 
усиления.

*) О собсин'ш ш х частотах механизма см. § 38.



Изменения обобщенных координат (перемещения точек звеньев)! 
происходят в механизмах под действием ааданных сил. П оэтом у 
переменную х  (безразмерную силу) при исследовании динамики 
механизмов часто называют входной величиной, а переменную у  
(безразмерное перемещение) — выходной величиной  или откликом 
системы. Иногда переменную у  называют также реакцией систем ы  
на воздействие х.

Типовые линейные уравнения движения механизмов с постоян 
ными коэффициентами. При частных значениях постоянных време
ни Т\ и Т 2 получаем частные виды уравнения (9 .4 ). Среди них 
выделим типовые уравнения, часто встречающиеся при рассмотре
нии динамики механизмов:

уравнение первого порядка апериодического типа *)

Т\у +  у  =  кх\ (9 .5 )

уравнение второго порядка апериодического типа

Т\у +  Т ху  +  у  =  к х , (9 .6 )

где Т ] >  2Т 2;
уравнение колебательного типа

Т\у Т ху  у  =  к х , (9 ,7 )
где Г, <  2Т 2;

уравнение консервативного типа

Т\у +  у  =  к х . (9 .8 )

Уравнепие колебательного типа представляют также в виде 
у  +  2 •уу +  Х2у  =  к\х, (9 .9 )

где к\ =  ( ) „ / (адн) и ^ < 1
Уравнения (9.5) и (9.6) называются уравнениями апериодиче

ского типа потому, что при х  =  0  выходная величина у  изменяется 
во времени монотопно, в отличие от уравнения колебательпого типа
(9 .7 ), в котором у  поочередно возрастает и убывает. Уравнение
(9.8) — частный случай уравнения (9.7) — назвапо консервативным, 
так как в нем отсутствует член, зависящий от скорости и вы раж аю 
щий действие диссипативных сил.

Условие отсутствия колебаний Т\~2*2Т2 (или Ч ^А.) использует
ся при проектировании механизмов, когда устранение нежелатель
ных колебательных режимов достигается увеличением коэффициен
та сопротивления Ъ. После подстановки в это условие значений 1\  
и Т2 (или ч и К) имеем

Ь2 ^ 4 а с .  (9.10)|

*) В теории автоматического управлепия говорят по о типе уравпений, 
а о «динамических звеньях», движепие которых описывается данным уравне
нием. Например, апериодическое звено, колебательпое звепо и т. д.



Значение коэффициента демпфирования чк — 1/с/а, при превыше
нии которого в си стем е*) пе возникают колебания, называют кри
тическим коэффициентом демпфирования. Отношение коэффициента 
демпфирования системы к ее критическому коэффициенту демпфи
рования называют относительным демпфированием.

§ 36. Решение линейных дифференциальных уравнений
с  постоянными коэффициентами

Решение линейных однородных дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами. Однородным дифференциальным 
уравнением называется дифференциальное уравнение без правой 
части. Линейное однородное уравнение порядка п с постоянными 
коэффициентами имеет вид

••• +  Яп- 1 -|г +  =  (9 .И )

Общее решение этого уравнепия есть сумма слагаемых, вид ко
торых определяется значениями корней характеристического урав
нения

аогп +  «[Г" -1 + . . .  +  а„_|Г +  а„ =  0. (9.12)

Каждому вещественному корню г, соответствует слагаемое

у , =  С р * .  (9.13)

Каждой паре сопряженных комплексных корней гк — ак±  гА* со
ответствует слагаемое

Уь =  е "л<(С 1,1с о 5 М  +  С’2,18т М ) «  (9.14)
или

Уъ. — Сь.е к вш (Х ,^ -¡ -д !с), (9.15)
где

Ск =  | /"  С*к +  С\к, 0* =  агс1#

В случае кратпых корпей краткости к вместо произвольных по
стоянных имеем полиномы Р(Ь) степени /с — 1. Например, при п =  2 
и и  =  гг — г получаем

у = ( С 1 + С 21)е 'г. (9.16)

К однородному дифференциальному уравпению можпо привести 
уравнение с постоянной величиной в правой части:

а° !йГ1 1 ‘ +  ап~ 1 и  +  йпУ =  1

*) Под системой попимается механизм с действующими па пего силами.



путем подстановки
У =  У х +  7 “ .  ( 9 . 1 7 )«

Имея в виду, что у =  ÿi, ÿ  — ÿi и т. д., иосле подстановки по
лучаем

dny ’ <Jn~ h j dy

a°~ d ïr  +  ° 1 dtn~ l " +  • • • +  ап~ г ~1Г  +  1 = 1  ° *

Операторный метод решения линейных дифференциальных урав
нений. Общее решение линейного неоднородного дифференциального 
уравнения, т. е. уравнения с правой частью, может быть представ
лено суммой

у =  у\ +  г/2,
где У\ — решение однородного уравнения, у 2 — частное решение 
уравнения с правой частью. В вадачах динамики механизмов част
ное решение уг  зависит от характеристик обобщенных сил, и оты 
скание его часто представляется затруднительным. Поэтому для ре
шения линейных дифференциальных уравнений с правой частью  
предпочитают операторный (по другой терминологии — операцион
ный) метод решения, основанный на применении преобразования  
Лапласа.

Идея этого метода применительно к решению системы диф фе
ренциальных уравнений с заданными функциями x {(t) и неизвест
ными y t(t) состоит в том, что функции x t (t) и ÿ (( f ) , называемые 
оригиналами, по определенному правилу (правилу преобразования 
Лапласа) заменяются функциями X ( (s) и F<(s) комплексного п ере
менного s, которые называются изображ ениями данных функций 
(оригиналов). В результате этой замены уравнение, дифференциаль
ное относительно Xi(t) и y{( t ) , превращается в алгебраическое о т 
носительно X 4(s) и Y i(s ) . После решения алгебраических уравне
ний, т. е. после нахождения функций Y t(s) по известным функциям 
X i(s ) , возвращаемся к оригиналам г/<(0 и получаем иском оо 
решение.

Оригинал j ( t )  связан с изображением F  (s) соотношением (п р е 
образованием Лапласа)

где в =  с +  Ы; с и Ъ — постоянные.
Подставляя в это соотношение простейш ие функции переменно

го £ (к , п, X, 7 , со — постоянные) и вычисляя интеграл /'’ (з ) , п о л у 
чаем табл. 6 , по которой можно находить изображепие по оригина
лу и наоборот. В табл. 6 , кроме изображепий простейших ф ункций, 
даны изображения тех функций, которые являются решениями д и ф 



ференциальных уравнений движения часто встречающихся меха
низмов.

При переходе от оригипала к изображению надо также учиты
вать свойства линейпости этого перехода:

¿ [ М О  +  М О ] - * '«  (*) +  * * (* ) ,
Ц к Щ ) ]  =  кР( з ) ,  

где Ь — символ перехода от оригинала к изображению.
Т а б л и ц а  в

(9.18)

Номер
пункта Оригинал (О О ) Изображение

к
1 к *

л|
2 1п

3 81п Хг X
в* +  X*

4 соя *
+  А.2

5 * з т  Хг
2Х*

{** +  к*)1

С в !о  Я.« —  XЛ соз XI
2Х-

(*а +  X2)*

7 Л.1 — 8111 V
*2(*-2 +  X1)

8 соз юс — соз XI х(Хг — т*)
( « » +  4- X2)

9 X з т  сог —  о) в т  XI \со(Хг —  <вг)
(*2 +  а»*)(*4 +  А.2)

10 е ~ ^ з т  Х9 ( Я,
+  2ух +  V2 +

11 е ~ у1 соа  Xф (
* +  V

12 а~'У*со з!п  (X * 1 +  0 ,)  +
«2 4- 2-у>4 +  V2 +  ^

+  X* э т  (со< — 02),
2уХ

4е °«= \ — 7 ?V  — +• <*>2 

2уо>
V2 +  Ч  -  ш2

(к, п, X, у, ю — постоягшые)

Х*со /?/[(5г +  сог)(52 +  2у* +  уг +  *■!)!,
л =  [(V2 +  *2 — 0>2)г +  4уго»“11/а



При дифференцировании оригинала используются формулы:

(9л9>

- С  / ( i ) ]  =  ¿ F  (*) -  ls /0 (t) +  / 0(*)], (9.20)
dt J

- £ / ( * )  = s * F ( s ) - [ s y 0 (t) +  s f0 (t) +  f 0 (t)], (9.21) 
dt

где /о ( i ), fo(t) и f c ( t ) —  значения j ( t ) ,  f ( t )  и / (t) при t =  0 .

§ 37. Решение однородных уравнений движения
апериодического типа

Решение однородного уравнения движения апериодического ти- 
па первого порядка. Если в линейном уравнении движения (9 .1 )'! 
с — 0 , а обобщенная сила равна постоянной величине (?в, то без* 
размерное уравнение движения (9.5) является дифференциальным 
уравнением первого порядка относительно безразмерной обобщен
ной скорости:

Т у  +  у  =  к2, [(9.22)1

где у  =  д /дн — безразмерная обобщенная скорость при модуле изме
рения <?„; Т*=а!Ъ  — постоянная времеви;к2 =  (?в/(Ь д в) — передаточ
ный коэффициент.

Это уравнение приводится к однородному подстановкой у =* 
*= У1 +  Лг, и характеристическое уравнение

Т г +  1 =  0
имеет одип вещественный корень Г\ — — 1 / Т ^ — Ъ/а. Следовательно, 
общее решение уравнения (9.22) имеет одно слагаемое вида (9 .13). 
С учетом указанной подстановки получаем

у  =  С е~ ,/Т +  * 2.

При начальном условии (£ =  0, у  =  г/о) имеем
у = ( у 0 - к 2) е - ,' т +  к2. '(9.23);

При t -*■ оо выходная величина монотонно убывает (при уо > к 2)' 
или возрастает (при у о < к г) и асимптотически стремится к значе
нию у  — к2. Отсюда происходит название уравнения (9 .22) — урав
нение апериодического типа. Это название было распространено и 
на уравнение (9 .5 ), хотя при переменной входной величине х  всегда 
можно указать такой закон ее изменения, при котором выходная 
величина не будет изменяться монотонно. Другими словами, назва
ние типового линейного уравнения движения определяется графи
ком той составляющей, которая относится к решению однородного 
уравнения.



Для уравнения движения в размерной форме
ад +  Ьд =  ()„

общее решение относительно обобщенной скорости д ПРИ началь
ных условиях (4 =  0, д =  до) найдется из (9.23) при у  =  д, у о =  до,

Пример решения уравнения движения апериодического типа пер
вого порядка. Пусть механизм приводится в движение от электро
двигателя, для которого движущий момент М я линейно зависит от

фициенты. Тогда при постоянном приведенном к валу электродви
гателя моменте сил сопротивления М с и постоянном приведенном 
моменте инерции / „  уравнение движения механизма имеет вид

Решение этого уравнения при начальной скорости м =  мо найдем

Угловая скорость ш асимптотически стремится к установившемуся 
значению (йт =  (М о — М е) /Ь  при Ь -*-<». Практически этот режим не 
продолж ается до бесконечности, так как принятая динамическая 
модель является лишь идеализацией действительного динамическо
го процесса (характеристика двигателя принята статической, не 
учтены случайные изменения момента сил сопротивления и т. п .).

Реш ение однородного уравнения движения апериодического ти
па второго порядка. Уравнение движения (9.6) для случая сил, не 
зависящих от времени, имеет вид

Т =  а/Ь, ¡t2 =  Qa/b :

(9.25)

угловой скорости со: М я =  Мо  — Ьсо, где Мо  и Ъ — постоянные коэф-

/ п(о =  М 0 —  b(ù —  М с-

и з  (9 .2 5 ), полагая g — со, до —  cdq, Qu — M o — М с, а — / „ !

Т \у  +  Т гу  -{- у  =  к, Т 1' ^ 2 Т 2.

Это уравнение приводится к однородному подстановкой

У =  У1 + к , г(9.27)

(9.26)

и характеристическое уравнение

имеет корни



Если уравпепие (9.26) представить в форме уравнения (9.9) 
при х  — 1 и ч > Х :

Ü +  2"tÿ +  Х2у  — ki,

то формула для определения корней характеристического уравне
ния принимает вид

Г 1 2 =  — ^ ±  V f2 — АЛ

При условии T \ ^ 2 Ï 2  или т. е. при значительном демпфи
ровании, могут быть два случая. В первом случае ( T i > 2 T 2 или 
К >  X) оба корня характеристического уравнения действительные и 
неравные. Тогда общее решение уравнения (9.26) имеет два сла
гаемых вида (9 .13).

С учетом подстановки (9.27) получаем

у  =  Схе ^  +  С2/ 2< +  к .
Произвольные постоянные Ci и С 2 находим из начальных уело- 

вий (г =  0 , у * = у о , ÿ =  г/о) :
y 0 =  Ci +  C2 +  к , yo =  Ciri +  C2r2.

Отсюда

г2(к - у 0) +  'у<, s , гЛ к ~У о) +  Уо 
C l ~  ^  ’ t 2 ~  • 

Следовательно, решение уравнения двюкения (9 .26) при Т i >  
>  2Т% имеет вид

У ,  .М * - У  +•• _ . Г..J 1 - »■) +А  . у  +  ,с. (9.28)
Г 1 Г 2 Г 1 Г 2

Показатели степени rit и г2£ — отрицательные, и поэтому при 
t -> оо получаем, что выходная величина у  асимптотически прибли
жается к значению у  =  к, т. е. уравнение (9.26) относится к апе
риодическому типу.

Во втором случае (7’ i =  27’2 или к =  X) характеристическое урав
нение имеет два равных корпя или, что то же, один двухкратный 
корень

— т ,

2

и общее решение уравнения (9 .26) имеет слагаемое вида (9 .16 ). 
С учетом подстановки (9.27) получаем

y = ( C i  +  C 2t ) e r, +  k.

Произвольные постоянные находим из начальных условий (t =  О, 
У =  Уо, У  =  ijo):

y 0 =  Ci +  k, ÿo =  rCi +  C 2.
Отсюда

Ci =  y 0 - k ,  C 2 =  r ( k - y o )  +  ÿo.



Следовательно, решение уравнения (9.26) при Т\ =  2Тъ имеет вид
У =  [(Уо — к) (1 -  П) +  у<Д ег‘ +  к. (9.29|

Показатель степепи Н  — отрицательный и поэтому при £ оо по
лучаем, что выходная величина у  асимптотически стремится к зна
чению у  =  к, т. е. при Т\ =  2Т2 уравнение (9.26) опять отпосится 
к апериодическому типу.

Для уравнения в размерной форме
ад +  Ьд +  cq =  ( ( 9 . 3 0 )

общ ее решение при Ь2 >  4ас и начальных условиях (£ =  0 , д =  до, 
<7 =  до) найдем из (9 .28 ), нолагая у  =  д, уо =  Чо, у о =  д8, к =  ()в/с :

г2 ( - Т - - 0  +  о̂ ^  г1( т 1 - 0 +'?о г2е
— е  —

где

7* 1.Й —
—  Ъ +  У ь * -А а с

2 а

Пример решения уравнения движения апериодического типа 
второго порядка. На рис. 58 показана схема зубчатого механизма, 

применяемого в указательных и регистрирую
щих приборах для преобразования движения 
ползуна 2, связанного с измерительным устрой
ством, во вращательное движение стрелки 1. 
Каж дому положению ползуна соответствует 
определенное значение измеряемой величины, 
которое указывается стрелкой на шкале прибо
ра. На ползун 2 действует сила Р, которая 
уравновешивается упругой силой пружины с 
коэффициентом жесткости с.

Рассмотрим движение звеньев механизма 
при изменении измеряемой величины, т. е. при 
переходе ползуна 2, а следовательно, и стрел
ки 1, из одного положения в другое. Этот пере
ход совершается под действием скачкообразно
го изменения силы Р, при котором ее модуль 
увеличивается от начального значения Ро до 
значения Р в. Приведенный к звену 1 момент 
от силы Р увеличивается от начального значе
ния А/о до постоянного значения М а. При по

стоянном приведенном к звену 1  моменте инерции / „  уравнение дви
жения механизма имеет вид

/ 0ф =  М „  — сф — Ьф, 

где ф — угол поворота звепа 1, отсчитываемый от положения, при

Рис. 58



котором момент сил упругости сф равен нулю, Ь — коэффициент 
сопротивления.

Чтобы привести это уравнение к форме типовых липейных урав
нений движения, делим все его члены па коэффициент при ср и 
получаем

, Т\ф +  Т^ф +  ф =  к,
где

Т\ =  / „ / с ,  Т7! =  Ъ/с, к =  ЛГ„/с.

Предположим, что T i > 2 T 2, т. е. Ь2 >  4 /яс. Тогда решение урав
нения движения получится после подстановки исходных данных в 
уравнение (9.31) при д =  ф и начальных условиях (i  =  0, qo —  M o/c ,
Ч/о =  0 ):

где _________ _________
— 6 +  j /V *  -  4 / пс — Ь —  J / V  — U ae

г1 =  27  ̂ • г 2 =  ц ;

Показатели степени rii и гг£ — отрицательные, и поэтому при 
t -*■ оо переменная ф асимптотически стремится к значению ф =  
= * M J c , т. е. к новому положению равновесия сил.

§ 38. Решение линейных уравнений движения 
при свободных колебаниях

Механические колебания. М еханическими колебаниями (сокра
щенно — колебаниями) называют движение механической системы, 
при котором хотя бы одна из обобщ енных координат или и х  про
изводных поочередно возрастает и убывает по времени. Колебания 
называются периодическими, если состояние механической системы, 
определяемое значениями обобщенных координат и их производных, 
повторяется через равные промежутки времени. Наименьший про
межуток времени, через который повторяется состояние механиче
ской системы, называется периодом колебаний. Величина, обратная 
периоду колебаний, называется частотой колебаний. Если период 
колебаний г* измерять в секундах, то частота колебаний /  =  1/г„ по
лучается в герцах (Гц) с размерностью 1/с. Иначе частоту колеба
ний можно определить как число периодов в единицу времени.

Гармонические колебания. Простейшим видом периодических ко
лебаний являются гармонические колебания, при которых обобщ ен
ная координата механической системы прямо пропорциональна 
синусу от аргумента, линейно зависящего от времени:

g =  4  sin (toi +  0 ), (9 .32)

где А  — амплитуда, coi +  0 — фаза, 0 — начальная фаза.



Период гармонических колебаний равен периоду изменения си
н уса  угла tí>t +  0. Обозначив период колебаний через th, получаем

Bin((úí +  0 ) =  sin [(ú (í +  íA) +  0].

Отсюда й,«=2я/(о и, следовательно, частота гармонических коле
баний в герцах

/ ~ £ г .  (9.33)

Угловая частота. При гармонических колебаниях удобнее вместо 
частоты  в герцах, определяемой по формуле (9 .33 ), рассматривать 
пропорциональную ей величину со, называемую угловой частотой. 
И з (9.33) имеем

(о =  2зх/, (9.34)

т. е. угловой частотой называется величина, численно равная часто
те в герцах, умноженной на 2л. Иначе, угловая частота есть число

периодов в 2я единиц времени. При 
постоянной начальной фазе 0 угловая 
частота численно равна производной но 
времени от фазы coi +  0 .

Происхождение термина «угловая 
частота» связано с представлением гар
монических колебаний в виде измене
ния проекции на ось у  вектора длиной 
А ,  вращающегося с постоянной угловой 
скоростью oí' (рис. 59 ). Начальная фа
за 0  определяет положение вектора 
при í =  0 .

Свободные колебания. Свободными 
колебаниями называются колебания, 
происходящие без переменного внеш

него воздействия и поступления энергии извне. Они совершаются за 
счет первоначально накопленной энергии, которая определяется пе
ремещениями и скоростями, заданными системе в некоторый момент 
времени. Линейное уравнение движения механизма при свободных 
колебаниях всегда может бы ть приведено к дифференциальному 
уравнению без правой части, т. е. к однородному уравнению.

Решение уравнения движения консервативного типа при свобод
н ы х  колебаниях. Простейшим уравнением движения мехапизма, ко
торы м описываются свободные колебания, является уравнение дви
ж ения консервативного типа (9.8 ) при условии х =  1:

У

jL \  4 

/ А -

1 X

У  '

Рис. 59

Т\у +  у  =  к. (9.35)

В этом случае обобщенная сила не зависит от времени, т. е. пра
вая часть дифференциального уравнения движения (9.1) есть по
стоянная величина. Кроме того, условие отсутствия в левой части 
уравнения движения члена, выражающего рассеяние (диссипацию).



энергии, приводит к условию постоянства полпой механической 
энергии, т. е. суммы потенциальной и кинетической энергии. От
сюда происходит название уравнения (9.35) — уравнение движ ения  
консервативного типа — в соответствии с тем, что системы, в кото
рых полная механическая энергия имеет постоянное значение, на
зываются консервативными. Это название распространяется и на 
более общее уравнепие (9 .8 ), так как название типового уравнения 
движения определяется той составляющей его решения, которая 
относится к однородному уравнению.

Уравнение (9.35) приводится к однородному подстановкой
y  =  y i +  fc,* (9 .36)

и характеристическое уравнение
Т 2г2 + 1  =  0

имеет два сопряжеппых комплексных корня ri,2 * = ± í /7\ Следова
тельно, общее решение уравнения (9.35) по формуле (9 .1 4 ) при 
а й =  0, =  с учетом подстановки (9.36) имеет вид

y  =  Ci co sk t  +  C2 SinXí +  k, (9 .37)
где А, =  1 IT.

Произвольные постоянные С\ и С 2 при начальных условиях 
( í  =  0 , у  =  yo, у  — г/о) определяются из системы уравнений:

уо — С  i +  к, у 0 =  С2Х.
Отсюда

Ci =  yo — к, C ¡ =  уо/Х.

Решепие (9.37)’ можно представить в другой форме, если при
менить формулу (9.15) при а к =  0 :

у  — С  s in (M  +  0) +  к. (9 .38)

Постоянные С и 0 определяются из системы уравнений:
г/о =  С sin 0 +  к, у  о =  СХ cos 0.

Отсюда

Следовательно, выходпая величипа у  совершает гармопичсскио 
колебания относительно значения у  =  к с угловой частотой X и амп
литудой

А = } / ( у 0 - к ) *  +  - ^ ,

которая зависит только от начальных условий (¡/о, г/о) и постоянны х 
механизма (к, Я).



Для уравнения движения в размерной формо
а<] +  сд =  (?а (9.39)’

общ ее решение при начальных условиях (£ =  0 , д =  до, $ =  </о) по
лучаем из (9 .37), полагая у  =  д, уо =  до, Уо ~ 4 о ,  к =  (?и/с :

® в=‘ "Т^4~(^о — | сое М  +  -у -  в т  А,£, (9.40)

где X =  Ус/аГ I
Из (9 .38) аналогично получаем другую форму решения уравне

ния (9 .39 }

д =  ^ .  +  ^ 8т(Л,* +  0), (9.41) 
где ___________________ _

^=/М ?Г+1-¥0
Собственные частоты. Собственной частотой механизма называ

ется  каждая из частот свободных колебаний механизма, описывае
м ы х линейными уравнениями движения. Для механизма, уравнение 
движения которого описывается уравнением консервативного типа, 
собственная частота механизма

где с “ » коэффициент жесткости, а =  ]п — приведенный момент инер
ции при угловой обобщ енной координате, а =  т а — приведенная 
масса при линейной обобщ енной координате.

Происхождение термина «собственная частота» связано с тем, 
ч то  эта динамическая характеристика зависит только от собствен
н ы х  параметров механизма и не зависит от внешних сил и началь
н ы х  условий.

Решение уравнения движения колебательного типа при свобод
н ы х  колебаниях. Уравнение движения колебательного типа (9.7) 
дл я  случая сил, не зависящих от времени, имеет вид

Т\у Т ху  у ~  к, (9.43)
где

Т 1 <  2Тч.

Уравнение (9.43)' отличается от уравнения апериодического ти
п а  второго порядка (9.26) только соотношением между постоянны
м и  времени Т\ и Гг. Учитывая это соотношение, получаем, что ха
рактеристическое уравнение имеет пару сопряженных комплексных 
корней

Г 1,2 =  — V ±  &*>



гдо

Общее решение уравнения (9.43) по формуле (9.14) при a h =  
■=* —7 и Ял =  Я* с учетом подстановки (9 .36) имеет вид

у =  e~ví (С1 eos X%t +  С 2 в тЯ * * ) +  к . (9 .44 )

Произвольные постоянные С\ и С 2 при пачальпых условиях 
(í  =  0, у  — уо, У =  Уо) определяются из системы уравнений

Уо ~  "Ь к, Уо ~  ^*^2
Отсюда

Т( »о - * ) + » «— ¡/0 к, С2 — Я*
Решение (9.44) можно представить в другой форме, если при

менить формулу (9 .15):

у  =  C<Tvt sin (Я*г +  0) +  к . (9 .4 5 )

Постоянные С и 0 определяются из системы уравнений: 

у 0 =  С  sin 0 +  к, у 0 =  —  С у  sin 0 +  СЯ* cos 0.
Отсюда

=  с - / ( У. - у +  l" ’ + I (!' “ 7 t)|a.
Vo +  (»0 —  *) V 1 - V

Из решения (9.45) видно, что при t -*■ <» выходная величина у  
стремится к значению у =  к, но в отличие от случая Т \ ~ ^ 2 Т 2 
(уравнение апериодического типа) она колеблется относительно 
отого значения по синусоидальному закону с уменьшающимися 
амплитудами

у  — к — A  sin (Я*£ +  0),

где А =  Се-1' — переменный коэффициент, уменьшающийся до нуля 
при f - * o о, так как показатель степени при е отрицательный. К о 
лебания, при которых максимальные (минимальные) значения к о 
леблющейся величины уменьшаются с течением времени, называ
ются затухающими.

Логарифмический декремент колебаний. Затухающие колебания, 
определяемые уравнением (9 .45), отличаются от гармонических 
только переменной амплитудой А . Ч астота Я* и начальная фаза О 
во время движения остаются постоянными. Уменьшение амплитуды 
характеризуется логарифмическим декрементом, под которым пони
мается натуральный логарифм отношения двух последовательных 
максимальных (минимальных) значений колеблющейся величины 
при затухающих колебаниях.
12 и. И. ЛсвитскиВ



Собственная частота механизма с демпфированием. Затухающие 
колебания, описываемые уравнением (9 .45), не являются периоди
ческими, так как амплитуда А  является переменной функцией вре
мени. Однако значения функции 8т(Х„.£ +  0) повторяются через 
равные промежутки времени £* =  2л/Х*. Величину £* можно на
звать условным периодом линейных затухающих колебаний,. Соот
ветственно величину

К  =  (9.40)

можпо пазвать угловой частотой липейных затухающих колебаний, 
или собственной частотой механизма с демпфированием, так как 
она является собственной характеристикой механизма, не завися
щей от начальных условий и внешних сил, действующих па ме
ханизм.

Для уравнепия движепия в размерной форме
ад +  Ьд +  сд =  (?„ (9.47)

общее решепие при Ъ2 <  4ас и пачальпых условиях (£ =  0, д =  до, 
д =  до) получаем из (9 .44 ), полагая у  =  д, г/о =  до, Уо =  до, к —  
=  <?а 1с:

ГДО

2а

(9.48)

Решепие (9.48) можпо представить в другой форме, если ис
пользовать (9 .45 ):

д =  +  ЛеГ11' 8т  (X** +  0), (9,49)

(ч0- (?„!') и

с
где

Л =
% + ( Ч -< 2 п /с)У

Пример решения уравпепия движения колебательного типа при 
свободных колебаниях. Продолжим рассмотрение динамики меха
низма, показанного на рис. 58. Но теперь будем считать, что по- 
стояппые времени Т\ и Гг в безразмерном уравнении движения
(9.4) удовлетворяют условию Т \ < 2 Т ъ , т. е. коэффициент сопротив
ления 6 < У 2 с У п. Тогда из (9.48) при начальных условиях (£ =  0, 
-Ф =  фо53 М 0/с, фо =  0 ) получаем

Ф =  — М "  с Л 0 е~у1 ^соэ X*« +  э т  1 ^ ,



1

Другая форма решения получается из (9 .4 9 ):
М„ м „ — м.

ч> = а е~ у* вш (Я,** +  6 ), 18 0 =  л* у

Отсюда следует, что при t координата ф стремится к зна
чению фн =  М в1с, соответствующему новому положению статиче
ского равновесия, но в отличие от случая Т\ >  2Гг координата фг

достигнув значения М а/с, колеблется относительно этого значения 
но синусоидальному закону с уменьшающимися амплитудами 
Хрис. 60).

§ 39. Решение линейных уравнений движения
при вынужденных колебаниях

Вынужденные колебания. Колебания могут возбуждаться или 
приложением внешних сил, переменных по времени и не завися
щих от состояния системы (силовое возбуж дение), или сообщ ением 
извне принудительного движения каким-либо точкам системы (к и 
нематическое возбуждение).

Силовое возбуж дение колебаний вызывается, например, пере
менной приведенной силой, изменяющейся во времени по си н у
соидальному закону (гармоническое возбуж ден и е). В общем случав 
переменная во времени внешняя сила, не зависящая от состояния 
системы и поддерживающая ее колебания, называется вы нуж даю 
щей силой.

Кинематическое возбуж дение колебаний  вызывается, например, 
движением профиля кулачка, воздействующ его па упругое вы ход
ное звено, или движением стойки механизма, совершающей коле
бания по заданному (известному) закону.

Вынужденными колебаниями называются колебания, вызванные 
и поддерживаемые силовыми или кинематическими возбуждениями. 
Линейные уравнения движения механизма при вынужденных к о - 
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лебапиях выражаются неоднородными дифференциальными уравне
ниями, т. е. уравнениями с правой частью.

Решение уравнения движения консервативного типа при гармо
ническом возбуждении. Пусть безразмерная обобщенная сила в 
уравнении (9.8) равна х =  sin caí. Изображение этой функции по 
табл. 6 (п. 3 с заменой X па ш)

0)1X =

Обозначая через У изображение функции у, получаем по фор
мулам (9.19) и (9.20) при начальных условиях (i = 0, у =  уо, 
У = У  о):

Ly =  sY  — yo, Ly = s2F — syo — yo.

Тогда уравнение (9.9) при ] = 0  и х =  sin wí после замены ори
гиналов их изображениями принимает вид

s2Y  — sy0 — у0 +  =  К  - 2  *» -Г 0)
Отсюда

у .  S?/0 +  "п , . «р
s2 +  X2 +  Л1(,* +«*)(** + Л2) ‘

Обратпый переход к оригиналу у по табл. 6 (пп. 3, 4 и 9) дает
w А*, со к.

у =  у0 cos X t- si n Xt — ——j ---- r  sin Xt 4 - a sin caí. (9.50)
л лДХ — 0) ) A —  0)

Решение (9.50) представляет собой сумму четырех слагаемых. 
Первые два слагаемые описывают свободные колебания с часто
той X. При нулевых начальных условиях уо =  г/о = 0 эти слагаемые 
равны нулю. Третье слагаемое описывает гармонические колеба
ния, происходящие с собственной частотой X, но с амплитудой, за
висящей от частоты вынуждающей силы. Эти колебания сопровож
дают вынужденные и их называют свободными сопровождающими, 
колебаниями. Четвертое слагаемое описывает вынужденпые коле
бания с частотой о  и амплитудой

(9.51)
А — Ы

При о < X фаза выпуждеппых колебаний совпадает с фазой caí 
вынуждающей силы, при ca > X четвертое слагаемое в решении 
(9.50) должно иметь вид

кЛ
-.V  — sin И  + л )»А — О)

т. е. фаза вынужденных колебаний противоположна фазе вынуж
дающей силы. Отсюда следует, что амплитуда вынужденных коле



где

баний при любых соотношениях между о  и X определяется выра
жением

Л =  Т г '  иТ» (°-52)lk ¿ — a>¿ I
Решение уравнения колебательного типа при гармоническом 

возбуждении. При ч 0 и х  = sin coi уравнение (9.9) после замены 
оригиналов их изображениями имеет вид

s27  -  sy0 ~ у 0 +  2ysY  -  2т  + Я2Г  =  к,
S 0)

Отсюда
_  «Ур + Уп + 2УУд , J ___________ М___________

s2 +  2vs +  А,2 1 (s2 +  со2) ( s2 +  2ys + Х*У
Обратный переход к оригиналу у по табл. 6 (пп. 10, 11, 12) даех

У =  e~v'^í/0c o s M  +  ’-‘’'''"i/'' sin v )  +

+  e_vt sin (X¿  + 0i) +  sin (coi — 02), (9.53)

X# — V № — Y2, R  =  V w  — w2)4 + 4у2со2, 

° 1 "  arete тг_ г” ‘+— ■ e . - a r c t g ^ ^ .

С течепием времени свободные и сопровождающие колебания 
затухают и амплитуда колебаний, называемых установившимися 
(стационарными), определяется выражением

А =  ■ у____ к:  (9.54)
/ (Xa -  со2)2 +  4 y“co2

Метод комплексных амплитуд. Во многих механизмах внешние 
силы, действующие на звенья механизма, являются периодическими 
функциями времени, которые посредством разложения в ряды Ф урье 
могут быть представлены в виде суммы гармоник различных частот. 
Для решения линейных уравнений движения при этих воздей
ствиях (силах) используется принцип суперпозиции, согласно ко
торому искомое решение является суммой решений, получаемых от 
воздействия каждой гармоники. В свою очередь каждая гармоника 
обобщенной силы с частотой ю представляется суммой двух чле
нов, один из которых пропорционален cos юt, а другой sin  co i .  
В примере § 39 было показано, что вынуждающая сила, пропор
циональная sin caí, после затухания свободных колебаний приводит 
к гармоническим колебаниям по закону A sin (coi — Ог), где 02 — 
сдвиг фаз между силой и перемещением. Аналогично при вы н уж 
дающей силе, пропорциональной eos coi,  получаем гармонические



колебания по закону A  eos (coi — 0г). Оба случая можно объединить, 
если безразмерную вынуждающую силу считать комплексной ве
личиной

гг (ico) =  eos (út + i sin (OÍ, 

или в показательной форме
х(1в>) =  еш . (9.55}

Безразмерную обобщенную координату также представим комп
лексной величиной

у ( 1(о) =  Лс(<“'+9>, (9.56)

где А — амплитуда гармонических колебаний, 0 — начальная фаза.
Комплексную величину (9.56) можно преобразовать к виду

у { т )  =  Ае‘веш ,
или

у (ш )  =  А (цо)е'ш‘, (9.57)
где А ( т )  — Ае'ь — комплексная амплитуда гармонических колеба
ний, т. е. комплексная величина, модуль которой равен амплитуде, 
а аргумент — начальной фазе гармонических колебаний (см. 
рис. 59).

Из сопоставления формул (9.55) и '(9.56) следует, что угол 0 
равен сдвигу фаз между перемещением у (ico) и вынуждающей си
лой х (ш ) ,  так как начальная фаза в выражепиц для х (ш )  при
нята равной нулю. В общем случае начальная фаза для х (ico) 
может отличаться от нуля, и тогда аналогично комплексной ампли
туде гармонических колебаний вводится комплексная амплитуда 
вынуждающей силы. Однако принимать начальные фазы, отлич- 
иые от пуля, для вынуждающих сил целесообразно только в слу
чаях, когда на систему действует несколько сил, отличающихся 
но фазе.

Использование комплексных величин в показательной форме 
для решения линейных уравнений движения покажем на примере 
решения уравнения (9 .9 ), в котором действительные величины у 
и х заменим на комплексные г/ (ico) u a: (ico):

у (i со)+ 2уу(ш ) +  Х2у(ш ) =  kix(i(o). [(9.58)

Частное решение уравнения (9.58) при х (ш )  по выражению
(9.55) ищем в виде

y ( ia )  =  А (ш )еш .
Тогда

у (ico) =  m A  ( ic o )e ’“ ', 

у ( iсо) =  (ico) 2A  (ico) еш  =  —со2Л (ico) еш .

После подстановки выражений для о: (ico), у (i со), ¡/(¿со) и y(ia>) 
в уравнение (9.58) и сокращения всех членов на еш‘ получаем

—A (ico) со2 + 2уА (ico) ico + %2А (ico) =  k\. (9.59)



Заметим, что уравнение (9.59) получается из исходного диф
ференциального уравнения (9.58) заменой оператора дифференци
рования dldt множителем ico и оператора d2/dí* множителем 
(ico) 2 =  — и2. Кроме того, переменные у (ico) и я (ico) заменяю тся 
их амплитудами. В результате этих замен дифференциальное ур ав
нение (9.58) переходит в алгебраическое относительно комплексной 
амплитуды Л (ico). Решая алгебраическое уравнение (9 .59 ), по
лучаем

А (ш) =5----- 5— -----------г-. (9 .60)v '  _  ш2 +  2yím + '

Для того чтобы отделить действительную часть от мнимой, ум 
ножим числитель и зпамепатель соотношения (9.60) па комплекс
ное число, сопряженное со знаменателем, т. е. на А-2 — со2 — 2 г̂а>, 
и получим

л/-,л г X8 —со2 — 2 yíw A (ico) — a 2\2 , . 2 4'— со ; +  4V со
или

ГЛ ( г с а ) =  £ / ( < » ) + ¿ F ( c » ) ,
где

и  (®) =  ki Г Г  „  V  (<в) =  -  к± ^ -----5 - j .
4 '  U  — о  ) + 4 у  ш 1 (Л2 — а>2)г +  4 у  со2

Модуль комплексной амплитуды дает амплитуду гармонических 
колебаний

А ( ® )  —  У и ы  +  V (со)а = =  7Т 1.. к. у  ■===
V (Л — ш ) -{-4у ш

Начальная фаза гармонических колебаний находится из соот
ношения

о = а г с ^ - Ш ^ а г с ^ ^ = 5 - *

Следовательно, искомое решепие уравнения (9.60) в комплекс
ном виде

у ( ш )  = кг
V (Л2 — ш2)* +  4у V  ’ 

где
0 =  a rc tg  2 ^ °

А —  со
НЛП

K M - v '” ’" , r e )t r 1" ,f 7 <l)" <9 -01>+ 4 v » a



Действительная часть этого решения дает решение уравнения
(9.9) при х =  eos coi:

, cos (® t  — 0) „ 2v(o
f/~ friT7= ^ -  ача— T=i» где 0 =  a r c tg - r i— y .

/ U 2  — w 2 ) ¿  +  4 Y  «  Я  —  w  - 4

Мпимая часть соответственно дает решение уравнения (9.9J 
при х ■= sin coi:

, Ein (ffli — 0) n . 2V0)У =  К  - ..• ■, где 0 =  arc tg—̂ — r .
1 / (X a -« * ) *  + 4  А *  X — ш

Это решение совпадает с решением (9.53) при 0 = 02 после за
тухания свободных колебаний.

§ 40. Решение линейных дифференциальных уравпепий 
с переменными коэффициентами

Уравнепия движения многих механизмов могут быть представ
лены линейными дифференциальными уравнениями с переменны
ми коэффициентами. К этим механизмам, в первую очередь, отно
сятся те механизмы, для которых инерционные коэффициенты 
(приведенные массы и момепты инерции), входящие в выражение 
кинетической энергии, представлены переменными величинами. Од
нако переменные коэффициенты в дифференциальном уравнении 
движения механизма могут появиться и при постоянной приведен
ной массе, если на механизм действуют силы, зависящие одновре
менно от положения звеньев и от времени.

Линейное дифференциальное уравнение, не содержащее первом 
производной. Пусть, например, дифференциальное уравнение дви
жения механизма с одной степенью свободы представлено урав
нением

q +  2n(t)q +  k * (t )q ~ F {t} , (9.62)

где д — обобщенная координата механизма.
Это уравнение может быть приведено к дифференциальному 

уравнению, не содержащему первой производной, если применить 
подстановку

где

Е  (t) =  exp — j  п (t) dt

Тогда

(exp и =  eu).

q =  E (t)\ y -n ( t) i j ] ,  
q = E { t ) [ y - 2 n ( t ) y  + n2 (t) y -  n(t) y l



Подставляя зпачепия д, <7, д в уравнение (9.02) и поделив обе 
части этого уравнения на Е (£) Ф 0, получаем

Уравнение Матье. К частным видам уравнения (9.63) относит
ся уравнение Матье, в котором /(<) есть периодическая фупкция, 
а  р2Ц) — гармоническая функция. Например, при исследовании ди
намики шарнирных механизмов с упругими звеньями уравнения 
движения в некоторых случаях приводятся к уравнению Матье

где а, с1 — постоянные величины.
Общее решение уравнения Матье может быть получено с при

менением специальных функций Матье или же посредством разло
жения в ряды Фурье.

Метод ВКБ (Венцеля, Крамерса, Бриллюэна). При исследова
нии периодических движений в механизмах могут быть случаи, 
когда в уравнении движения типа (9.63) функции р2(0  и {(1)  
медленно изменяются во времени. Тогда функцию />(£) по анало
гии с уравнением консервативного типа (9.8) можно рассматривать 
как медленно изменяющуюся собственную частоту. При этом допу
щении приближенное решение однородного уравнения

У + Р2(*)У =  /(<). (9 .63 )
где

у + (я — 2(1 соз 2 £) у  =  / ((), (9 .64)

у + р2Ц)у =  О (9 .65)
разыскивается в виде

У =  Р 0,5 (^ 1 0031 Р + С2 | Р <11). (9.66)
Отсюда

+ Р0,5 (— э т  | р сИ +  Сг соз
вли

у =  — 0,5р хру — р9,5 (Сх э т  | р (11 — Сасоз

у  =  0,5р 2р2у — 0,5р гру — 0,5р 1ру —

— 0,5р~°'6р (с*! ЭШ | р й  — С.л соэ [ р —

— р1,5 [ с 1 сое | р (11 С.г э т  | рсН),



ИЛИ

у  =  0,5р~ *р2у  — 0,5 р~ гр у  +  0,25 р~*р2у  +

-j- 0,5р ~ 0,6р  [ с х sin J  pdt  — C2cos j* р dt) — 

— 0,5р~°’ър (Cx sin J p dt — Сг cos j p di) — р2у ф

.Следовательпо,

У +  (Р2 — 0,75 р~2р 2 + 0,5р- 1р) у  =  0. (9.67)
/

Сравнивая уравнепия (9.65) и (9.67), видим, что выражение 
¡(9.66) может быть приближенно принято за решение уравнения 
(9 .65), если

í—0,75/>-2^ 2 + 0,5p-1/í «  0,
или

Т - 0'75!# ’ < 1 .  (9.68)

Постоянные С\ и С2 в выражении (9.66) находятся из началь
ных условий {у{0)==уо, j/(0 ) =  ÿo):

ï/o =  PÔ°’bC v  У о =  — (̂ ^Р01РоУо +  QPo’5»
где р0 =  р(0) и ро =  р ( 0 ) .

Отсюда

=  Ро,Бг/0. С г =  УоРо0,6 +  0.5 Р 0 1,т'РоУо’

и приближенное решение однородного уравнепия (9.65) прини
мает вид

__ t t

У =  ] / "  - у  г/о cos §  p d t  - f  y = r { y 0 + S ïp L  sin J p d i .  (9.69)

Приближенное решение неоднородного уравнения (9.63) может 
быть представлено как  сумма решения (9.69) и частного решения

(
у ,  =  - Д = ,  Г - 1 Щ  sin Г р (i) di dxt (9.70)

V p ( t ) J0 V(PW J

где I — переменная интегрирования *)’. '

*) В у л ь ф с о п  И. И., К о л о в с к и й  М. 3. Нелинейные задачи динами
ки машип,— J1.: Машиностроение, 1968.
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ДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ МЕХАНИЗМОВ

§ 41. Передаточные функции

Кинематические передаточные функции. Кинематической пере
даточной функцией нулевого порядка, или иначе, функцией поло
жения в механизмах с одной степенью свободы пазывается функ
циональная зависимость между обобщенными координатами (у г 
ловыми пли линейными) выходного и входного звеньев. П ервая 
производная функции положения по обобщенной координате м еха
низма пазывается кинематической передаточной функцией первого 
порядка (передаточным отношением) , вторая производная — кине
матической передаточной функцией второго порядка п т. д.

Кинематические передаточпые функции пе зависят от закопа 
движения входного звена и являются собственными характеристи
ками мехапизма, так как при данном значении обобщенной коор
динаты механизма опи зависят только от параметров кинематиче
ской схемы. Связь между кинематическими характеристиками 
(скоростями и ускорениями различных порядков) и кинематиче
скими передаточными функциями устанавливается последователь
ным дифференцированием функции положепия по правилам диф
ференцирования сложных функций (функций от функции).

Пусть, например, положение входного звена определяется углом  
поворота ф, а выходного звепа — углом поворота -ф. Тогда после 
дифференцирования функции положепия ф(ф) по времени по
лучаем

<?г|> _
<Н ¿ф ыс

или в других обозначениях
■ф = 'Ф'ф, (10 .1 )

т . е. угловая скорость выходпого звепа ф равпа произведепиго ки 
нематической передаточпой функции первого порядка (аналога 
угловой скорости или передаточного отношения) па угловую ско
рость входного звена.

Повторное дифференцирование дает

¿2Ф _  ( ¿<р\2 ¿гф
¿г* ~  ¿ф2 \ м )  й'Р <и% *

или в других обозначениях

\ | ;  =  \ | > " ( р 2  +  \ | / ф ,  ( 1 0 . 2 )

где т!; —угловое ускорение выходного звепа, ^ " — кинематическая 
передаточная функция второго порядка (аналог углового ускоре
ния), ф — угловое ускорение входного звепа.



Аналогичные соотношения между кинематическими характери
стиками механизма и кинематическими передаточными функциями 
получаются при прямолинейно движущемся звене.

Динамическая передаточная функция. Кинематические переда
точные функции определяют только кинематические свойства ме
ханизмов. Динамические свойства механизма при липейпых урав
нениях движения определяются динамической передаточной функ
цией, которая является собственной характеристикой механизма, 
не зависящей от начальных условий и от сил, действующих па 
звенья механизма.

Динамической передаточной функцией механизма \¥ (я) назы
вается отношение изображения по Лапласу выходной величины 
г/ (г) в линейном уравнении движения механизма (безразмерной 
обобщенной координаты) к изображению входной величины х(Ь) 
в том же уравнении (безразмерной обобщенной силы) при нуле
вых начальных условиях.

Обозначая через У (я) и Х(в) изображения функций г/(() и х (г ) , 
получаем

1 У М - ™ .  (10.3)

Пусть, например, липейпое уравнение движения механизма 
представлено уравнением (9 .1):

ад + Ьд + сд =  (¿(1), 

или в безразмерном виде (9.4)

Т\у +  Тгу +  у =  кх,

где 2/ = д/дя, х =  <?(<)/<?.., Т\ =  ак, Т\ =  Ь/с, к =  ()„1{сд„).
Подставляя в это уравнение изображения но Лапласу у, у и х  

с учетом (9.19) и (9 .20 ), получаем

Т\ [х2У (в) — ву0 — у0] +  Тх [«У («) — у0] + У (в) = кХ (в),

где Уо, уо — начальные значения функции у  и ее первой производ
ной по времени. Отсюда

у  (с) г * К  + Ц>) + гУ « + * * (,)
Г1/  + Тх8 + 1

Динамическая передаточная функция, определяемая как отно
шение У(«) к Х (в ),  при нулевых начальных условиях (г/о — 0 , 
Уо =  0 )

^ ( 5) =  _ — ---------  355- ^ Ч --, (Ю.4)
4 2’У  +  Г1* + 1  а«2 + 6 * + с

не зависит от закона изменения безразмерной обобщенной силы 
а:(<) и начальных условий и, следовательно, является собственной



характеристикой механизма, определяющей его динамические свой
ства. Другими словами, динамическая передаточная функция ха
рактеризует вид левой части дифференциального уравнения дви
жения механизма.

Зная динамическую передаточную функцию механизма, можно 
при любом заданном законе изменения обобщенной силы найти 
изображение безразмерной обобщенной силы X (s) и эатем найти 
изображение безразмерного перемещения У (s) из условия

y(s)  =  W (s)X (s)

при нулевых начальных условиях. Искомая функция y(t)  после 
этого находится непосредственно по справочпым таблицам ориги
налов и изображений. Если начальные условия отличаются от ну
левых (¿ = 0 , у — уо, у —уо), то можно использовать замену пере
менных

z =  у -  yot -  уа

или же определять изображение У (s) с учетом начальных усло
вий. В рассматриваемом примере

Y  (s) =  1У (*) + y») + T 'v\
Т2̂  + Тх$ +  1

Следовательно, если уравпепие движения мехапизма представ
лено линейным дифференциальным уравнением с постоянными ко
эффициентами, то динамическая передаточная фупкция полностью 
определяет динамические свойства механизма при любых заданных 
законах изменения сил. Отсюда и происходит ее название. В тео
рии автоматического регулирования употребляется только термин 
«передаточная функция» без указания слова «динамическая», так 
как, в отличие от теории механизмов, в теории регулирования не 
рассматриваются кинематические передаточные функции. Иногда 
для сокращения текста можно опускать прилагательные «кинема
тическая» и «динамическая», если очевидно, о какой передаточной 
функции идет речь.

Если безразмерное уравнение движения механизма представлено 
в форме (9.9)

у + 2 чу + №у =  kix,

то, подставляя в пего изображения функций у, у, у и х  при нуле
вых начальных условиях, получаем

(s2 + 2V  +  l 2)Y{s) =  k lX (s) .

Отсюда динамическая передаточная фупкция для рассматри
ваемого примера



т. е. для безразмерных уравнений движения (9.4)’ и (9.9) динами
ческая передаточная функция имеет одип и тот же вид, а ее зна
чения являю тся безразмерными величинами.

Иногда дипамическую передаточную функцию определяют из 
линейного уравнения движения (9.1) в размерном виде как отно
шение изображения по Лапласу обобщенной координаты q(t) к  изо
бражению обобщенной силы Q(t). Тогда размерная динамическая 
передаточная функция имеет вид

Ï 7 (e )= —J—î-------=  -7-5----- -------- 27* (10-6)as2 +  bs +  с a (s2 +  2ys +  \2) К '

и размерность ее значений определяется размерностью отношения 
« ( 0 /<?(«>.

§ 42. Частотные характеристики

Частотная передаточная функция. Для оценки установившихся 
режимов удобно рассматривать поведение системы при гармониче
ских воздействиях, так как динамические характеристики при этих 
воздействиях легко определяются экспериментальным путем. Кро
ме того, во многих мехапизмах внешние силы, действующие на 
звенья механизма, могут быть с достаточной точностью представ
лены в виде суммы гармопик различных частот.

Пусть гармоническая вынуждающая сила изменяется по закону

ç(* ) =  V (6,i+0l),
ИЛИ 1

@(гсо) = Ai (¿со)е'"',

где A t (¿со) =  А ге 01 — комплексная амплитуда гармопической вы
нуждающей силы.

Тогда обобщенная координата q, определяемая из линейного 
уравнения движения, будет тоже гармонической функцией той же 
угловой частоты со, но с измененной амплитудой и фазой, причем 
эти изменения зависят от типа уравнения движения, от постоян
ных параметров механизма и от угловой частоты со:

,  м  =  V < " +4
или

q(i(ù) =  Л2(гсо)е'"',

где A 2(i(ù) =  А 2е 2— комплексная амплитуда гармопических ко
лебаний.

Отношение комплексной амплитуды гармонических вынужден
ных колебаний к комплексной амплитуде гармонической вынуж
дающей силы называется частотной передаточной функцией

А а (¿со)



Например, для механизма, уравнение движения которого пред
ставлено уравнением (9.58), при х (ш ) =  е'"‘ комплексная ампли
туда вынужденных гармонических колебаний /^(¿со) находится из 
(9.60) умножением на да. Принимая А\ =  (}а, получаем, что куда =  
■==А\1а и, следовательно,

А1А 2 (¿®) =  ^ 1--------- тт.и(— (о + 2̂ 10) Я )

Частотная передаточная функция по условию (10.7)]

w  (¿£ú) =  -7 ----- г Л --------- 2\ = ------Г“ 5---------- *а (—tú -|-2y¿w 4* Я ) —аш 6 ¿ o ) с
(10.8)

Сравнение выражений (10.8) и (10.6) показывает, что частот
ная передаточная функция получается из динамической передаточ
ной функции заменой комплексной переменной s на чисто мнимую 
величину ¿а». Другими словами, переход от динамической переда
точной функции 1/F(s) к частотной передаточной функции V7(¿w) 
соответствует переходу от преобразования Лапласа при о = 0 к 
преобразованию Фурье. Это заключение справедливо и для тех 
случаев, когда динамическая передаточная функция и комплекс
ные амплитуды определяются в безразмерных величипах.

Амплитудно-частотная характеристика. Частотными характери
стиками называются динамические характеристики гармонических 
вынужденных колебаний, зависящие от частоты гармонического 
возбуждения. Наиболее употребительной является амплитудно-ча- 
стотная характеристика, под которой понимается зависимость 
амплитуды гармонических вынужденных колебаний от частоты 
гармонического возбуждения.

Например, для механизма, уравнение движения которого пред
ставлено уравнением (9.1) при Q(t) =  A\ sin <at, амплитуда вынуж
денных гармонических колебаний А 2 находится из (9.54) умноже
нием на д„. Принимая (?H =  .<4i, получаем, что kiga =  A j a  и, следо
вательно, размерная амплитуда

(Ю.9)

Для того чтобы амплитудпо-частотная характеристика была соб
ственной характеристикой механизма, обычно изображают ее в ви
де зависимости Л(ш) = А 2!А\. На рис. 61, а показан график 4̂ (со) 
для фиксированного значения 4 . При w = 0 значение амплитуды А 
равно статическому перемещению от единичной силы А С1 =  1/с. 
При и -*• °° амплитуда А стремится к пулю. Максимальное значе
ние А достигается при и = УЯ2 — 2^2, т. е. вблизи (о =  Я.

Фазо-частотная характеристика. Зависимость разности фаз меж
ду гармоническими вынужденными колебаниями и гармоническим



возбуждением от его частоты называется фазо-частотной характе
ристикой. Обычно начальная фаза гармонического возбуждения 
принимается равной нулю. Тогда фазо-частотная характеристика 
изображает зависимость начальной фазы гармонических вынужден
ных колебаний 0 от частоты со. На рис. 61 ,6  показана эта харак
теристика для рассматриваемого примера

0 = а п ^  2Ги'
А, —  СО

Амплитудно-фазовая частотная характеристика. Амплитудно- 
частотную и фазо-частотпую характеристики можпо объединить в

единую характеристику, которая 
изображается годографом вектора, 
модуль которого равен амплитуде 
вынужденных гармонических коле- 
баний, а угол, отсчитываемый от по
ложительного направления оси абс
цисс против хода часовой стрелки, 
равен начальной фазе 0 (рис. 62).

Рис. 01

Этот годограф обычно строится на комплексной плоскости, и тогда 
комплексная величина, модуль которой равен амплитуде, а аргу
мент — начальной фазе гармонических колебаний, дает комплексную 
амплитуду А ( ш ) .  Соответственно амплитудно-фазовой частотной 
характеристикой называется зависимость комплексной амплитуды 
гармонических вынужденных колебаний от частоты гармонического 
возбуждения.

Действительная (вещественная) часть комплексной амплитуды 
.А(¿со) обозначается через С/(со), а мнимая —через ¿У(со):

А (¿со) = и  (со) + ¿У (со).



Переход от частотных характеристик Л(со) и 0(со) к характе
ристикам U (<а) и V (со) и обратно производится по соотношениям:

U (ы) — A (co)cos 0(со), У(со) =  А (со) sin 0(со),

А (со) = V U- (со) +  V2 (со), 0 (со) =  a r c t g  .

Для того чтобы амплитудно-фазовая частотная характеристика 
была собственной характеристикой механизма, зависящей только 
от типа уравнения движения механизма и его параметров, ее строят 
в виде годографа частотной передаточной функции, представляю
щей собой отношение комплексной амплитуды гармонических вы
нужденных колебаний к комплексной амплитуде гармонической 
вынуждающей силы. Тогда модуль этого годографа согласно пра
вилам деления комплексных величин равен отношению действи
тельных амплитуд гармонических колебаний и вынуждающей силы, 
а угол, составляемый вектором годографа с положительным направ
лением оси абсцисс, равеп разности фаз перемещения и силы, т. е. 
модуль и аргумент частотной передаточной функции дают соот
ветственно амплитудно-частотную и фазо-частотную характеристики.

При построении частотных характеристик А (со) и 0(со), для 
того чтобы охватить больший диапазон частот, откладывают на 
оси абсцисс частоту в логарифмическом масштабе. Соответствую
щие характеристики называются логарифмическими частотными, 
характеристиками. При построении логарифмической амплитудно- 
частотной характеристики по оси ординат откладывают обычно ве
личину L =  2Q\gA.

Резонансные частоты. Из графика амплитудно-частотной харак
теристики, показанного на рис. 61, а, видно, что амплитуда вынуж
денных колебаний увеличивается по мере приближения частоты 
гармонического возбуждения со к собственной частоте X. Вынуж
денные колебания, соответствующие одному из максимумов ампли
тудно-частотной характеристики, называются резонансными коле
баниями (резонансом). Частота, при которой наступает резонанс, 
называется резонансной частотой. Несколько максимумов амплитуд
но-частотной характеристики и, следовательно, несколько резонанс
ных частот наблюдаются в механизмах с несколькими степенями 
свободы.

Например, для амплитудно-частотной характеристики, показан
ной на рис. 61, а, резопапсная частота сор =  VX2 — 2у2 и амплитуда 
колебаний при резонансе имеет значение

Ар 2у V  k ¿ -  V2 *

При Y = 0, т. е. в отсутствие трения, резонансная частота 
<ор = Х и А р -*■ °°. К тому же результату можно прийти путем ре
шения уравнения движения консервативного типа при условии, что



частота вынужденных колебаний равпа собственной частоте ме
ханизма.

Наиример, для безразмерного уравпешш движения механизма
(9.9) при i  = 0 и a .= sin X í имеем

у + Х2у = к\ sin Xt.

Заменяя оригиналы их изображениями, получаем

Отсюда
— 41 й — У о +  ’>:¿Y = ki ~ Т ~ Г

s  ”р  А

syn +  Уп
кi2 , , 2  I ""1/  2 | , 2 \ 2  *S + X Is + X )

Обратный переход к оригиналам по табл. 6 (пп. 3, 4, 6 ) дает
и к

у =  у0 cos Xt 4— sin Xt -)-----^ (sin Xt — Xt cos Xt),
*■ 2X

т. e., в отличие от решения (9.50), при а Ф Х  слагаемое, выражаю
щее вынужденпые колебания, представлено вековым (резонансным) 
членом, который ио абсолютной величине неограниченно возра
стает во времени, если в системе пет сопротивлений трения.

Коэффициент динамичности. Коэффициентом динамичности 
(иногда коэффициентом динамического усиления) в общем смысле- 
слова называют отношение какой-либо величины, характеризующей 
динамику системы, к значению этой величины в статике. Наиболее- 
употребительным является коэффициент динамичности по переме
щениям. При силовом возбуждении коэффициентом дипамичности 
но перемещениям называют отношение амплитуды гармонических. 
вынужденных колебаний к статическому перемещению под дей
ствием силы, равной амплитуде гармонического возбуждения.

Наиример, при изменении обобщенной силы по синусоидально
му закону Q(l) =  A i sin coi амплитуда гармонических выпуждеппых 
колебаний определяется по (10.9)

А А1
2 a V (X ¿ — ft>2)2 -M v 2iu2 *

Амплитуда гармонического возбуждения, т. е. ямплитула изме
нении обобщенной силы, равна А\, Перемещение, вызываемое дей
ствием этой силы, равно А\/с, где с — коэффициент жесткости. Сле
довательно, коэффициент динамичности по перемещениям лрт 
X2 «“ с/а:



На рис. 63, а показаны резонансные кривые, выражающие зави
симость коэффициента динамичности от частотного отношения, рав
ного отношению частоты вынужденных колебаний к собственной 
частоте, при нескольких значениях коэффициента демпфирования 7 .

При кинематическом возбуждении коэффициент динамичности 
по перемещениям равен отношению амплитуды вынужденных коле
баний к амплитуде возбуждения, если оно принято гармоническим. 
При других видах кинематического возбуждения предпочитают

Рис. 63

определять коэффициент динамичности по ускорениям, под кото
рым понимается отношение максимального модуля ускорения вы
ходного звепа с учетом упругости звепьев механизма к максималь
ному модулю ускорения этого же звена без учета упругости 
звеньев.

При гармоническом возбуждении максимальный модуль ускоре
ния выходного звена определяется из (9.53) после двухкратного 
дифференцирования:

У т а / ( ^ _ со2)2 + 472ш2
Без учета упругости звеньев утя1 =  к\. Следовательно, коэффи

циент динамичности по ускорениям

Куса — : дин т у *
V  (Я2 — (о2)2 + 472ш2

На рис. 63, б показаны графики зависимости коэффициента ди
намичности по ускорениям от частотного отношения ю/Я, соответ
ствующие резонансным кривым, показанным на рис. 63, а. Коэф
фициент динамичности но перемещениям без учета сил трения 
(7 = 0 ) равен 1 при соД = У2 и при со/Л, -*■ °° стремится к нулю. 
Коэффициент динамичности по ускорениям для 7 =  0 равен 2 при 
<оД = У 2 и при со/Л, <» стремится к 1 .



Коэффициент динамичности по ускорениям можно рассматри
вать так же как отношение максимальных значений силы инерции 
выходного звена с учетом упругости звеньев механизма и без уче
та упругости. Аналогично вводится коэффициент динамичности по 
силам как отпошение максимальных значений какой-либо силы 
или момента сил (например, момента сил на валу выходного зве
на) с учетом упругости звеньев и без учета упругости.

Динамическая жесткость. Динамической жесткостью называется 
отношение амплитуды гармонической вынуждающей силы к ампли
туде гармонических вынужденных колебаний. Величина, обратная 
динамической жесткости, называется динамической податливостью. 
Обозначая амплитуду гармонической вынуждающей силы через А\ 
и определяя амплитуду вынужденных колебаний А 2 по (10.9), по
лучаем выражение для динамической жесткости

2) =  - -  =  а У(№— со2)2 +  4у2со2.
Л 2

При 7 = 0 и со =  0 динамическая жесткость О = аХ! 53 с совпа
дает со статической жесткостью. В отличие от статической динами
ческая жесткость зависит от частоты вынуждающей силы и, сле
довательно, является частотпой характеристикой механизма.

В тех случаях, когда между силой и перемещением есть сдвиг 
фаз, определяют комплексную динамическую жесткость как отно
шение амплитуды гармонической вынуждающей силы к комплекс
ной амплитуде вынужденных колебаний.

Определяя комплексную амплитуду по (9.60) при к\ =  А\!аг 
получаем

°  “  Т Т м  =  « (~  ®2 +  2у 1(о + к2).

Модуль этой комплексной величины
£) = а У (Я2 — (о2) 2 + 4ч2со2

совпадает с выражением для динамической жесткости.
Величина, обратная комплексной динамической жесткости, на

зывается комплексной динамической податливостью. По определе
нию комплексная динамическая податливость совпадает с частотпой 
передаточной функцией ( 10 .8 )

-гг - !—  =  -------  *--------------  =  (¿со).
£(га>) а ( _  ^  +  2уШ +  X )

§ 43. Устойчивость движений в механизмах

Условие устойчивости движений. Предположим, что под дей
ствием внешних сил звенья механизма совершают некоторое дви
жение, которое будем называть невозмущенным. Значения обобщен
ных координат механизма, найденные решением уравнений движе-



пия для невозмущенного движения, обозначим через y^(t), гдо
I = 1, . . . ,  я. Если в некоторый момент времени происходит внезап
ное изменение внешней силы или какого-либо параметра механиз
ма, которое вызывает соответствующее изменение обобщенных ско
ростей или ускорений, то дальнейшее движение звеньев может 
рассматриваться как движение с измененными начальными усло
виями. При этом движении, называемом возмущенным, обобщен
ные координаты механизма будут определяться теми же уравне
ниями, по с измененными начальными условиями, а значения этих 
координат г/в< будут связаны с их значениями при невозмущепном 
(собственном) движении соотношением

== Уi +  У а .

Движение механизма называется асимптотически устойчивым, 
если при £-*•<» значения уа стремятся к нулю, и неустойчивым, 
если хотя бы одно из значений г/с< неограниченно возрастает. Если 
значения 1/с( стремятся к некоторым конечным значениям, то дви
жение механизма называется нейтрально устойчивым.

Для исследования устойчивости движения механизма предполо
жим, что система линейных уравнений движения механизма при
ведена к одному дифференциальному уравнению порядка п отно
сительно обобщенной координаты у. Тогда </„ =  у + ус, где ус есть 
решение соответствующего однородного дифференциального урав
нения при начальных условиях, соответствующих моменту воз
мущения.

Как уже указывалось, общее решение однородного уравнения 
есть сумма слагаемых, вид которых определяется значениями кор
ней характеристического уравнения. Если в этом решении какое- 
нибудь его слагаемое неограниченно возрастает по абсолютной ве
личине, то возрастает и вся сумма в целом. Принимая во внима
ние значения показателей степени в слагаемых (9.13) и (9.14), 
получаем, что присутствия одного положительного вещественного 
корня г1 или одной пары сопряженных комплексных корней с по
ложительной вещественной частью а* > 0  оказывается достаточным, 
чтобы значения (/„ неограниченно возрастали. Следовательпо, для  
асимптотической устойчивости движения звеньев механизма необ
ходимо и достаточно, чтобы все корни характеристического урав
нения имели отрицательную вещественную часть.

Среди корпей характеристического уравнения может быть ко
рень, равный нулю, т. е. Г) =  0 , или пара чисто мнимых корней 
±г'Хк. Если при этом вещественные части всех остальных корней 
отрицательные, то общее решение будет иметь постоянное слагае
мое или гармоническое слагаемое с постоянной амплитудой. В атом 
случае механизм будет нейтрально устойчив.

Корни характеристического уравнения для исследования устой
чивости движения удобно изображать в виде точек на комплексной



плоскости. Тогда условие устойчивости при линейных уравнениях 
движения формулируется как условие расположения всех корней 
характеристического уравнения слева от мнимой оси комплексной 
плоскости. Если хотя бы один вещественный корень или одна пара 
сопряженных комплексных корней находится справа от мнимой 
оси, то механизм неустойчив. Мнимая ось является границей устой
чивости.

Полученное условие устойчивости справедливо не только для 
линейных, но и для линеаризованных уравнений независимо от 
членов выше первого порядка малости. В этих случаях говорят об 
устойчивости движения по первому приближению (теорема Ляпу
нова). Однако в случае нулевых или чисто мнимых корней линеа
ризованного уравнения требуется дополнительное исследование 
устойчивости.

Алгебраические критерии устойчивости Рауса и Гурвица. Сфор
мулированное условие устойчивости требует нахождения корней 
характеристического уравнения, что становится затруднительным, 
если это уравнение выше третьего порядка. Поэтому неоднократно 
предлагались критерии устойчивости в виде определенных правил, 
следуя которым можно определить устойчивость движения, минуя 
вычисление корней.

Критерии устойчивости подразделяют на алгебраические и ча
стотные. К алгебраическим принадлежат критерий Рауса (1875) 
и критерий Гурвица (1895). Оба критерия основаны на рассмотре
нии числовых значений коэффициентов характеристического урав
нения, которое принято записывать в следующем виде:

аот" + a ir"-1 + . . .  + an-\r + а„ = 0 .

Предварительно заметим, что уравнения движения первого и 
второго порядка устойчивы, если все коэффициенты характеристи
ческого уравнения больше нуля. Для уравнений более высокого 
порядка положительность коэффициентов характеристического урав
нения является необходимым, но не достаточным условием устой
чивости. Если все коэффициенты уравнения положительны, то все 
его вещественные корни отрицательные, но среди комплексных кор
ней могут быть и корни с положительной вещественной частью.

При равенстве нулю коэффициента а„ движение механизма со
ответствует границе устойчивости. При равенстве нулю какого-либо 
другого коэффициента движение механизма либо на границе устой
чивости, либо неустойчиво.

Для более детального исследования соотношений между коэф
фициентами характеристического уравнения Раус предложил со
ставлять таблицу, названную впоследствии его именем (табл. 7).

Первая строка таблицы содержит четные коэффициенты харак
теристического уравнения, вторая строка — нечетные коэффициен
ты. В последующих строках записывают вычисления по указанным 
в них формулам. Всего в таблице заполняют я + 1  строк.



Критерий Рауса формулируется следующим образом: для того 
чтобы движение было устойчивым, необходимо и достаточно, чтобы 
все коэффициенты первого столбца таблицы Рауса имели одинако
вый знак. Обычно характеристическое уравнение приводят к виду, 
когда ао> 0 . Тогда для устойчивости движения все остальные ко
эффициенты первого столбца такж е должны быть положительны
ми, т. е.

с<1 > 0 , ¿ =  2 , 3, п + 1 .

Если одип из коэффициентов первого столбца равен нулю, 
а остальпые — положительные, то характеристическое уравнение 
имеет пару чисто мнимых корней (граница устойчивости).

Т а б л и ц а  7

Номер
строки

Вспомогательные Номер столбца
коэффициенты 1 2 3

1 — С11 =  а о с12 =  а 2 с 13 =  а 4
2 — С21 =  а 1 с22 ”  «3 С23 =  а П

3 с п
Г3 в Т “ С21 С31 =  С11— ГЭС22 с32 =  с13 Г3С2Э С33 =  С14 Г3С24

. • .

*
<4-2, 1 *41 =  С1—2, 2 С12 =  С1 -2 , 3 ~

~  ' А - ! .  3
^ 3  с г—2, 4“

—  г.С-* г—1, 4

• •
С1 -1 , 1 1, г

Критерий Гурвица получается из критерия Рауса и для урав
нений не выше пятого порядка оказывается проще. Для того что
бы применить критерий Гурвица, составляют матрицу из коэффи
циентов характеристического уравнения:

а 1 ЙЗ 05 . . .  0 0

Яо 02 . . .  0 0
0 01 аъ ... 0 0

0 ао а2 . . .  0 0

0 0 0 • • • Ап- 1 0
0 0 0 • . .  а п-2 а„.

По диагонали таблицы от левого верхнего угла выписывают ко
эффициенты, начиная с а\ до а п. Затем каждый столбец таблицы 
дополняют так, чтобы вверх от диагонали индексы коэффициентов 
увеличивались, а вниз — уменьшались. Вместо коэффициентов с 
индексом меньше 0  и больше п пишут нуль.



Критерий Гурвица формулируется так: движение устойчиво, 
если при ао >  0 положительны п определителей Гурвица, получае
мых из ( 1 0 .1 0 ) , т. е.

Gq^> 0, Aj ■— а^ 0, Л2 — я. о 2
> 0 ,

Л3 =
а 1 а з  а 5

О
0, . . .  1 Ап — ЯпАп—1 0.

Движение соответствует грапипе устойчивости, если Д„ = 0. Для 
п — 2 условием устойчивости является лишь положительность ко
эффициентов характеристического уравнения. Для п =  3 должны 
удовлетворяться следующие неравенства:

а о > 0 , а [ > 0 , аг > 0 , а3 > 0 , а\а2 >  аоаг. ( 10 .1 1 ) 
Для п — 4:

ао > 0 , а\>  0 , 02 > 0 , а3 > О,

>  0 , а 1а аа3>  ^о з̂ Ь ^1 4̂ ( 10 .12)

2 (10.13)

Для п =  5:
ао > 0 , а, >  0 , аг > 0 , аз > 0 , а4 > 0 , as > О, 

акгг >  а0а3, (a ia2 — а0а3) (а3а4 — а2аз) > (aia.i — аоа5)
Частотные критерии устойчивости Найквнста и Михайлова.

К частотным критериям устойчивости принадлежат критерии Пай- 
квиста (1932) и Михайлова (1038). Оба критерия используются 
преимущественно при исследовании систем автоматического регу
лирования, так как позволяют учесть влияние обратных связей на 
устойчивость регулирования. Однако и при исследовании устойчи
вости движений в механизмах они могут быть полезны, особенно 
в тех случаях, когда требуется установить, в каких пределах можно 
изменять тот или иной параметр механизма.

Критерий Михайлова, как и критерий Рауса и Гурвица, осно
ван на рассмотрении характеристического уравнения. С этой целыо 
на комплексной плоскости строится годограф характеристического 
вектора R(iu>), который получается из характеристического поли
нома

Л = аог" + a ir”-1 4 - . . .  + ап-\г + а„ 

путем подстановки r= im :
П (¿со) =  a o ( m ) n +  ai (гм) "_| + . . .  + a„_i (г'со) + a„ = X  + гУ,

где
со2а„_2 + (о,|а„_4

У = ю (а„_ 1 — ш2а„-з + (о4а„-5 — . . . ) .

Кривую, которую описывает конец вектора Я (ш )  на комплекс' 
ной плоскости при изменении со от 0  до называют годографом



Михайлова. Годограф начинается при ш = 0 на вещественной оси 
в точке ап и при ш = <» уходит в бесконечность в квадранте, соот
ветствующем порядку характеристического уравнения. Для устой
чивости системы п-го порядка необходимо и достаточно, чтобы при 
изменении частоты от 0 до °° годограф Михайлова начинался на

Рис.. 64

положительной вещественной полуоси и обошел в положительном 
направлении (против хода часовой стрелки) последовательно п 
квадрантов, нигде не обращаясь в 
нуль.

На рис. 64, а показаны годогра
фы Михайлова устойчивых систем 
первого — четвертого порядков с рав
ными значениями коэффициента а п.
При четном п годограф уходит в бес
конечность вдоль оси X, а при не
четном п — вдоль осп У.

На рис. 64, б показаны годогра
фы неустойчивых систем четвертого 
порядка для случая, когда характе
ристический полином имеет один ве
щественный корень (кривая 1 ) ,  два
положительных вещественных корня (кривая 2), два комплексных 
сопряженных корня с положительной вещественной частью (кри
вая 3), два чисто мнимых корня и положительный вещественный 
корень (кривая 4).

При использовании критерия Найквиста устойчивость системы 
определяется по амплитудно-фазовой частотной характеристике, 
построенной в виде годографа частотной передаточной функции



PF(iü)). Для устойчивости системы необходимо и достаточно, чтобы 
амплитудно-фазовая частотная характеристика (годограф W (i(o)) 
не охватывала точку с координатами [—1 , iOJ при изменении а> 
от 0  до оо.

На рис. 65 показаны три случая: система устойчива (кривая 1 ) ,  
система неустойчива (кривая 2), система на границе устойчивости 
(кривая 3).

г л а в а  и
ОБЩИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ
УРАВНЕНИИ ДВИЖЕНИЯ

§ 44. Методы линеаризации
при решении уравнений движения

Виды нелинейностей в механизмах. Нелинейности в уравнениях 
движения механизмов возникают или из-за нелинейной зависимо
сти инерционных коэффициентов от обобщенных координат, или 
из-за нелипейных характеристик сил, действующих на звенья ме
ханизма. На рис. 66  показаны типовые нелинейные характеристики 
упругих и диссипативных сил.

В большинстве случаев зависимость между силой F и упругой 
деформацией х в соответствии с законом Гука для металлов прини
мается линейной (прямая 1  на рис. 66 , а), т. е. коэффициент 
жесткости с считается постоянной величиной. Однако для резины 
коэффициент жесткости возрастает с увеличением силы F, и тогда 
характеристика F(x) называется жесткой (кривая 2  на рис. 66 , а). 
Такую же характеристику имеют упругие силы, действующие па 
элементы высших пар, так как при точечном или линейном кон
такте рабочих поверхностей контактная жесткость возрастает с ро
стом нагрузки. Мягкую характеристику (кривая 3  на рис. 66 , а) 
часто имеют звенья, выполненные из полимеров. Кроме того, иногда 
для получения требуемых динамических характеристик вводят в 
состав механизма специальные демпфирующие устройства и кони
ческие пружины с нелинейными характеристиками типа кри
вых 2  и 3.

Нелинейными считаются также характеристики, которые имеют 
точки разрыва или излома. Например, па рис. 6 6 , б показана не
линейная характеристика типа зазор. При перемещении элемента 
кинематической пары в пределах зазора на величину ±Д упругая 
сила F равна пулю, а затем изменяется по линейному или нели
нейному закону. Характеристики сил с точками разрыва или изло
ма называют существенно нелинейными, так как в этих точках 
нельзя определить производную функции F(x)  и использовать 
обычный прием линеаризации посредством разложения в ряд Тей
лора. На этом основании характеристика силы трения при сухом 
или граничном трении считается нелинейной даже в случае, если



коэффициент трения скольжения имеет постоянную величину 
(рис. 6 6 , в).

В некоторых случаях деформации звеньев механизма сопровож
даются заметной диссипацией (рассеянием) энергии, связанной с 
учетом сил неупругого сопротивления. Тогда график Р (х )  имеет

В

Рис. 66

две ветви, причем верхпяя ветвь соответствует нагрузке, а ниж
н я я — разгрузке (рис. 66 , г). Контур, образованный этими ветвями, 
называется петлей гистерезиса. Площадь, расположенная внутри 
петли гистерезиса, пропорциональна работе, затраченной за один 
цикл на преодоление сил неупругого сопротивления. Отношение 
этой работы к работе, затраченной на деформацию, называется 
коэффициентом рассеяния.

Линеаризация на малых участках характеристики. При малых 
перемещениях х  нелинейная характеристика F(x) может быть ли
неаризована в окрестности некоторой величины х =  аг0, находящей
ся внутри рассматриваемого отрезка [а, 6] изменения х, па основа
нии разложения функции F(x) в ряд Тейлора по степеням откло
нения Ах (рис. 6 7 ,а). Ограничиваясь первыми двумя членами



этого ряда, получаем
Р(хо + Ах)  «  ^(хо) + /'’'(хо) Ах, (11.1)

где (х) — производная от /г(я ) по х.
Геометрическое условие (11.1) означает, что на пелинейной ха

рактеристике в окрестности точки х =  хо кривая Р(х) заменяется 
отрезком касательной к этой точке.

Линеаризация на больших участках характеристики. В этом 
случае для замены кривой Р(х) на отрезке [а, Ь] прямой линией 
следует применять методы приближения функций, которые подроб
но будут рассмотрены в § 93. Здесь же ограничимся изложением

Рис. 07

двух простейших способов. По черному способу на отрезке [а, Ь] 
ближе к его концам выбираются дне точки с абсциссами х.\ и х2, 
и через эти точки проводится искомая прямая, заменяющая харак
теристику па выбранном отрезке (рис. 67 ,6 ). Этот способ соответ
ствует линейному интерполированию кривой по двум точкам:

¥ (х  |) = кх ( + (1,
Р (х 2) =  кх2 + с1, (11'2)

где к — угловой коэффициент прямой, <1— ордината точки пересе
чения прямой с осыо ординат.

Из линейной системы (11.2) находим величины к и опреде
ляющие искомую линеаризацию на участке [а, ¿>):

Р (х)  =  кх +
При произвольном выборе абсцисс х\ и х2 отклонение прямой 

линии от заданной кривой по концам отрезка [а, ¿>] и максималь
ное отклонение внутри этого отрезка в общем случае оказываются 
не равными между собой. Путем изменения абсцисс х\ и х2 можно 
достичь равенства указанных отклонений, и тогда на основании



теории равномерного (наилучшего) приближения функций макси
мальное отклонение будет минимальным (приближение по Чебы
шеву). Отсюда следует второй способ линеаризации, который при
водит к решению системы четырех уравнений

Р(а) — ка + с1 +  Дт„ ,
Р (Хс) ~  кхе + Й Дт»х»
Р(Ь) =  кЬ + <1 +  Дша1,

Г ( * с)=/с,

где Дт„  — максимальная величина отклонения прямой от заданной 
кривой, хс — абсцисса точки кривой Р(х)  внутри отрезка [а, 6 ], 
в которой достигается величина Дтах (рис. 6 7 ,6 ).

Вместо решения системы (11.3) можно с достаточной для ме
ханизма точностью воспользоваться графическим построением иско
мой прямой по условию равенства максимальных отклонений с по
следовательным чередованием знаков.

При аналитическом определении коэффициентов к и й можно 
применить также условия квадратического приближения, при ко
тором минимизируется величина среднеквадратического отклоне
ния (см. § 91).

§ 45. Метод гармонического баланса и метод Галсркина

Метод гармонического баланса. Линеаризация отдельных членов 
нелинейного уравнения движения механизма позволяет привести 
его к линейному виду, но получаемые при этом приближении ре
шения оказываются близкими к точным только в тех пределах 
изменепия обобщенных координат и скоростей, которые были при
няты при линеаризации. Обычно эти пределы соответствуют малым 
колебапиям около положения равповесия, и потому методы линеа
ризации, рассмотренные в предыдущем параграфе, как правило, не 
пригодны для исследования периодических двшкений с достаточно 
широкими пределами изменения обобщенных коордипат и скоро
стей. В этих случаях удобнее методы, основанные на приближен
ной замене нелинейного уравнения движения механизма линейным 
уравнением определенного типа, решение которого предположи
тельно является близким к искомому решению.

Рассмотрим, например, нелинейное уравнение движения второ
го порядка

q + l ( 4 , q ) = F ( t ) ,  (11 .4)

где q — обобщенная координата, F ( t ) — периодическая функция с 
угловой частотой со.

Предположим, что решение уравпения (11.4) будет периодиче
ским с угловой частотой о). Тогда наиболее простой формой этого



решения будет решение, соответствующее гармоническому движе
нию с угловой частотой со:

q* =  üq + ai eos ©í + ¿>i sin coi. (11-5)

Требуется найти коэффициенты ao, a\ и Ъ\, при которых реше
ние (11.5) будет близко к точному решению уравнения (11.4). 
С этой целью представим функции f(q, q) и F(t)  в виде усечен
ных рядов Фурье:

/(?. Я) ** а о + a i eos coi + Pi sin coi,
F (t)  «  Ao +  Ai eos coi + B\sin coi, (11.6)

где
2Л/С1) 2Л/И

a u = - ^  J  /(?) q) dt, a i  = ^  j  / (q, q) eos coi dt,
o o

2 я/й> 2Я/(0

Pi“"? í  /(?> 9 ) s in w í^ .  Ao =  ¿ j F(*)dt,
a o

2л /(!> 2я /©

í4j = j* F (í) eos at dt, i?x = j* F (t) sin K>t dt.

Подставим в уравнение (11.4) приближенные выражения (11.6)» 
полагая

q =  q*, q — — ajeo sin coi + со cos coi,
/11  7 v

q  =  —a,co2 eos coi — ¿>tсо2 sin coi.

Тогда, приравнивая коэффициенты при sin coi и eos coi в левой 
и правой частях уравнения (11.4), получаем систему уравнении 
для определения неизвестных ao, a¡ и ¿>i:

2Я

j* / (ao +  a i cos ^  +  &i sin I3) — aiw s' n ^ cos тр) = A0,
о

2Я
— a i ®2 +  - ^ - J / К  +  aiCosrj) +  sinip,

0
* — a xco sin г|) +  ¿̂ co cos if) cos ^ dip = Av  (11.8)
2Я

— bxiÚ2 +  -^  j" / («0 +  a t cos ^ +  1̂ sin
0

— a jсо sin i|> + btсо cos -ф) sin -ф б?-ф = В1У
где \J> =  coi.



Метод Галеркина. Приближенное решение нелинейного уравне
ния, получаемое по методу гармонического баланса, будет близко 
к точному только при условии, что форма предполагаемого реше
ния выбрана удачно, т. е. движение близко к гармоническому. 
Большие возможности для выбора формы предполагаемого реше
ния уравнения (11.4) предоставляет метод Галеркина, согласно 
которому искомое приближенное решение можно выбирать из се
мейства функций, зависящих от I независимых параметров:

= q*(t, кь . . . ,  ч,), (И .9 )

причем все функции, принадлежащие атому семейству, являю тся 
периодическими с периодом Т, равным периоду функции F ( t )  
а уравнении (11.4).

Для вывода условий, которым должны удовлетворять парамет
ры f i, . . . ,  fii рассмотрим соотношение

т
J  (ч ( 0  +  / к  (0 , 9 (01 -  F (*)} [?1 ( 0  -  Ч (01 dt =  0 , ( 1 1 . 1 0 )
о

где q — точное периодическое решение уравнения (11.4) с перио
дом Т, qi — произвольная непрерывная периодическая функция 
■того же периода.

Справедливость этого соотношения следует из того, что вы ра
жение в фигурных скобках тождественно равно нулю. На основа
нии принципа Гамильтона — Остроградского можно утверждать и 
•обратное: если условие ( 1 1 .1 0 ) выполняется для любой непрерыв
ной функции qi(t), удовлетворяющей неравенству

1?|(0~ 9 (0  I <  Ц.
где р, — любое заданное сколь угодно малое положительное число, 
то q — точное периодическое решение уравнения (11.4).

Обозначим через y", ...»У ? значения параметров функции (1 1 .9 ) , 
соответствующие искомому приближенному решению. Тогда беско
нечно близким к этому решению функциям <7i должны соответ
ствовать бесконечно близкие значения параметров, т. е.

4*1 ( 0  =  ffi 0 » 7? + + • • • +  7? +  М .

где буь . . . ,  бу; — вариации параметров.
Следовательно, с точностью до малых высшего порядка



и соотношение ( 1 1 . 1 0 ) принимает вид 
т
J  Is* О, VÍ. •• •> Т°) +  / [?*  (*> Yi> •• •> ?°)> 9 * ( г> YÍ. •• •. V/)] — ^ (0 )Х
О

V  дч* ( г> Тр •••. уТ)
Х 2 ----- ^ ------- - 6t í *  = 0 . (1 1 .1 1 )

Соотнотепие (11.11), справедливое при любых комбинациях 6 fi, 
дает систему уравнений для определения неизвестных параметров 
•у*, если последовательно считать все вариации fifí равными нулю, 
кроме одной 6 ч*: 
г
J (г* 0. Тх. •• - . Т°) + f [ q * ( t ,  у1, y°¡), q* (í, vi, . . Tí)]— /’(Olx
о

х | ^  (г, YÍ. . . . , т / ) л  = 0 , *  =  1 , . . . ^  (1 1 .12 )

П р и м ер . Нелинейное уравнение, приближенное решение кото
рого разыскивается, имеет вид

§ + /(?, q )= F ( t ) ,

где F(t) — периодическая функция с периодом Т и угловой часто
той о = 2 л/if.

Предполагается, что движепие будет близко к гармоническому 
и приближенное решение представляется функцией

q* — a<¡ + ai cos <oí + b\sin <oí,

т. e. искомые параметры для семейства функций (11.9) имеют 
значения: =  ао, 4 2 “ « i, Кз — bi. Частные производные, входящие 
в уравнения ( 1 1 .1 2 ) :

да* . dq* до*
-гг— =  1 ,  гг—  =  COS ÍOÍ, - 7— —  S ill (OÍ.

0Уз

Следовательно, уравнения (11.12) для определения парамет
ров ао, ai и ¿>i с учетом соотношения (11.7) имеют вид
*я/ю

J  [— со2 (at cos coi + bx sin orí) +  / (a0 + a x eos (oi +  bx sin coi, 
o

— axco sin coi -f- Ьг(й cos coi) — F (i)] dt =  0,
2Я/<0
j" [— со2 (аг cos coi + sin coi) + / (a0 + a x eos coi + í>x si n coi, 
o

— sin oí + bjtí) eos (oí) — F (t)] eos wf di =  0 ,



J  [— to2 (<Zj cos (Oí +  sin mi) + / (a0 + a i cos ы* + &i s in 
o

— sin coi + ¿<1a) cos (ot) — F  (t) ] sin (oí dt =  0 .

Система этих уравнений совпадает с системой (11.8), если сде
лать замену переменной интегрирования = coi и принять во вни
мание значения интегралов:
2Л 2Л

j  {ах cos г|э + bx sin лр) ch|? = О, J  (а х cos г|? + bx sin гр) cos ty d\\) = ахп >
о о

i n  2л/<|)

J (ax cos yp + bx sin sin гр — ¿^л, J F  (£) dt =  A0
и о

2Л/Ю 2 r /(0

j* F (t) cos at dt — j* F (t) sincoi dt =  B v
о о

Из приведенного примера видпо, что метод гармонического ба
ланса может рассматриваться как частный случай метода Га- 
леркина.

§ 46. Метод малого параметра

Квазилинейные уравнения движения механизмов. Метод малого 
параметра, или метод Пуанкаре, применяется для исследования 
тех уравнений движения механизма, которые содержат малый па
раметр ц и имеют периодическое решение, когда этот параметр ра
вен нулю. Из этих уравнений наибольшее значение имеют квази
линейные уравнения, в которые нелинейные члены входят умно
женными па малый параметр ц. Происхождение термина связано 
с тем, что при (1 = 0  уравнение движения обращается в линейное, 
решение которого при соблюдении определенных условий близко к 
решению нелинейного уравнения и может быть уточнено путем 
введения малых поправок. Линейное уравнение, получаемое при 
ц = 0 , называется порождающим.

Определение периодических решений линейных дифференциаль
ных уравнений. Для определения периодических решений квази
линейных уравнений надо в первую очередь зпать периодические 
решения порождающих уравнений. В задачах динамики механиз
мов порождающее уравнение обычно имеет вид

У + « 2*/= /(*)• (11.13)
Для существования периодического решения необходимо, чтобы 

/(£) была периодической функцией. Без ограничения общности 
можно считать период функции /(¿) равным 2 л, так как при.
14) И. И, Левию .ий



периоде, равном Т, всегда можно перейти к новой независимой пере
менной <| =  2Я//71, при которой период становится равным 2л. 

Условие периодичности решения уравнения (11.13) имеет вид

у ( 2 я ) - * ( 0 ) ,  у (2 л ) = у (0 ). (11.14)

Из уравнений (11.14) можно найти две постоянные интегриро
вания в общем решении уравнения (11.13). Однако при этом при
ходится делать довольно громоздкие вычисления. Более простым 
является способ, основанпый на разложении функции f( t)  и иско
мого периодического решения y{t)  в ряды Фурье:

A
j ( t ) ~  ■у + Ап eos nt + Вп sin nt, (11.15)

п— 1

ооб
у (Í) == —Ь £  в» eos nt + Ъп sin ni. (11.16)

71=1

Для того чтобы определить неизвестные коэффициенты ао, а„, 
по коэффициентам А 0, А„, Вп заданной функции F(t), дифферен
цируем ряд (11.16) почленно дна раза и подставляем в уравнение
(11.13):

ОО
— 2  и2 (а п cos nt + bn sin nt) +

+ a2
a.
~Y + cos nt + s i n nt) f(t).

Отсюда, приравнивая коэффициенты в левой части уравнения 
их значениям в разложении в ряд функции /(£), нолучаем

ло Ап
й 0  =  2 " > =  — 2  Т > ^ п

В,.

•т. е. коэффициенты искомого периодического решения уравнения
(11.13) отличаются от коэффициентов разложения в ряд функции 
/(<) только множителем, не зависящим от £ и монотонно стремя
щимся к 1 при п оо.

Если коэффициент а мало отличается от некоторого целого 
числа п, то при А п Ф 0 или ВпФ $  имеем резонанс, заключающийся 
в резком возрастании коэффициента ап или Ьп. Если же а =  п и 
хотя бы один из коэффициентов А п или Вп не равен нулю, то пе
риодического решения пет, так как в общем решении уравнения
(11.13) появляется непериодическое слагаемое вида t(ancosnt +  
+ 6п8тп < ). Отсюда следует, что при а =  п периодическое решение 
уравнения (11.13) существует лишь в случае отсутствия в правой



части членов а„ eos nt + bn sin t, т. e. при выполнении условий
2Я

ап =  - i  I f( t)  cos nt dt =  0 ,
о ( 1 1 .1 7 )
2Я

b n =  j* / (0  sin nt dt =  0 .
о

Применение метода малого параметра для квазилинейных урав
нений, в которых правая часть есть явная функция времени. Пусть 
квазилинейное уравнение имеет вид

ÿ + a2y =  j( t)+ \ iF (t ,  у, у, ц ). (11.18)
Периодическое решение этого уравнения ищем в виде ряда

y ( t ,  y )  =  y o ( f ) +  p . ÿ i ( f )  +  . . .  +  p . " i / n ( f ) + . . .  ( 1 1 .1 9 )

Функцию F(t, у, у, р.) также представим в виде ряда по сте
пеням y - y o , ÿ - ÿ o  и ц:

F ( t ,  У, У, (а) =  F (t,  у0, у0, 0) + _ {У — У0) +
У=1/0.У*=У0'̂ в0

+  ( " f ~ )  . . ( г' - г / °) + ( ' ¥ ) _  . .  ц +  - - -  (1 1 -20>
У=У0<У—̂ 0,^=0 V—VoiV—Vo'̂ —0

Дифференцируя ряд (11.19) почленно два раза, получаем
ÿ(t . ц) = ÿo(t) + p ÿ i(í) + . . .  + Hnÿn(t) + . . .  ( 1 1 .2 1 )

Подставляя разложения (11.19), (11.20) и (11.21) в уравнение 
(11.18) и сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях р. в 
левой и правой частях уравнения, получаем систему уравнений для 
определения функций г/о, ÿ i, •. •

Уо + ° 2Уо — f(t),

У1 +  агу1 =  F (t, у0, у0, 0),
(11 .22).

У г +  а2у2 =

-(*) .. . .  4 f )  . .  >+-
V = V 0 ,V ~ V 0 ,IL * = O  ÿ  1 /= У 0 , ! / = ! / 0 , (Х = 0 V = V 0 . V ^ V 0 , » = 0

Система линейных уравнений (11.22) решается последователь
но, начиная с первого уравнения, которое совпадает с порождаю
щим уравнением. При решении каждого из уравнений отыскива
ются только периодические решения одним из указанных ранее 
способов. Возможные периоды решений могут быть лишь равными 
или кратными периоду правой части.
14*



Применение метода малого параметра для автономных систем.
Автономной системой уравнений будем называть систему, состав
ленную из уравнений, в которых правая часть не зависит явно от 
времени. Пусть, например, имеем нелинейное уравнение

y + a2y =  nF(y, у , (i). (11.23)

Уравнение (11.23) можно рассматривать как частный случай 
уравнения (11.18). Однако нахождение приближенного решения 
уравнения (11.23) более сложно из-за того, что в отличие от пре
дыдущего случая нам заранее не известен период искомого реше
ния. Если правая часть явно зависит от t, то периоды решений 
могут быть лишь равными или кратными периоду правой части. 
Если же правая часть не содержит i, то возможно существование 
решений любого периода, который, вообще говоря, оказывается за
висящим от параметра ц,.

Для отыскания искомого периода решения уравнения (11.23) 
преобразуем его заменой независимого переменного t на ii к виду

1JL  +  y =  llF 1 {y, у, ц). (11.24)
at‘

Примем, что решение порождающего уравнения имеет период, 
равный 2л. Тогда периодическое решение уравнения (11.23), если 
оно существует, будет иметь период 2n + y ([i) . Разлагая 
в ряд, получаем

2 л  +  ч ((х) =  2 л (1 +  +  hm 1 +  . . .  +  hn\г" + . . . ) ,  (11 .25)

где hn — постоянные величины, подлежащие определению.
Чтобы свести задачу об определении периодического решения 

автономного уравнения (11.23) к ранее рассмотренной задаче для 
неавтономного уравнения (11.18), перейдем к новому независимому 
переменному t2 так, чтобы периодическое решение уравнения 
(11.24) имело период не 2л + у (ц ), а постоянный период 2л. За
мена переменных производится по соотношению

t\ =  ¿г(1 + h\ц. + /г2|Л2 + . . .  + hn|х” + . . . ) .  (11.26)
Сравнение соотношений (11.25) и (11.26) показывает, что при 

изменении t\ от 0  до 2л + ^(р) новое переменное t2 изменяется 
от 0 до 2л.

После вамены переменных уравнение (11.24) преобразуется 
к виду

—■\ +  (1 +  *iM- +  +  • •. +  +  . .  . ) 2 У =  dt\

~  Н' ( l  ~Ь + • • • + +  .. .)2Х

x M N + v + v ' r . ' . w + . . . 4  < н -2 7 )



Периодическое решение этого уравнения ищем в виде

У (к, ц) = !/о(*2)+ НУ I (Ь) + . . .  + цпуп (*2) + • •., (11.28)
где у п{к ) — периодические функции аргумента £2 периода 2я. Под
ставляя (11.28) в уравнепие (11.27) и сравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях ц в левой и правой частях, получаем

Л
d i  + Уо = ° ’2

d \
(11.29)

f  +  У\ = — 2К у0 +  F i (г/о. г/о. 0),

Из первого уравнения системы (11.29) находим

уо =  С сое (¿2 — <о).

Второе уравнение системы (11.29) тогда получает вид

=  — 2hjC cos (í2 — t0) +  F [С cos (t2 — t0), — С sin ( i2 — t0), 0]. (11.30)
Для того чтобы это уравнение имело периодические решения, 

необходимо и достаточно, чтобы в его правой части отсутствовали 
вековые (резонирующие) члены. Это условие приводит к соотно
шениям (11.17), которые для уравнения (11.30) имеют вид

2 Л

j  Fy [С COS (¿2 — Í0). — С s in  (¿2 — го)> 0] sin (*2 — го) dt2 =

(11.31)
2Л

— 2hyC + -i J [С cos (t2 — t0), — С sin (t¿ — t0), 0 ] cos (t2 — t0) dt2 = 0 .
0

Из первого уравнения системы (11.31) находим постоянную С 
для порождающего уравневия yo =  Ccoa(t2 — <о), а из второго Ai.

Искомый период периодического решения уравнения (11.23)

2 я  +  y ( ц ) »  2 л  ( 1  +  h ¡ n ) .

Зпая С и Ai, можно определить следующее приближение y\(t2) 
из уравнения (11.30) и, если необходимо, найти приближения 
i/2 (̂ 2), Уз(¿2) из аналогичных уравнений системы (11.29).



§ 47. Метод медленно меняющихся параметров

Для многих механизмов в рабочем режиме движения началь
ных звеньев могут быть близкими к стационарным, т. е. не завися
щими от времени. Эти движения могут, в частности, рассматри
ваться как гармонические с медленно меняющимися параметрами 
(амплитудами, фазами и т. п .). Тогда для отыскания приближен
ных решений нелинейных уравнений движения и исследования их 
устойчивости применим метод медленно меняющихся параметров, 
или метод Ван-дер-Поля, основанный на усреднении медленно ме
няющихся параметров за каждый цикл движения.

Пусть, например, нелинейное уравнение движения имеет вид
У + к2у =  F(y, у). (11.32)

К ак и в методе малого параметра, считаем, что функция 
F (y , у) состоит из малых нелинейных членов. Тогда решение 
уравнения (11.32) естественно искать в виде

у =  A cos ( k t— Р), (11.33)
по в отличие от решения порождающего уравнения величины А и 
Р считаем функциями времени, т. е. амплитуда А и фаза ¡i долж
ны медленно изменяться от цикла к циклу.

Параметры Л и р  примем за новые неизвестные функции (вме
сто функции у), причем кроме уравнения, получаемого из (11.32) 
после подстановки в него функции у из соотношения (11.33), на
до иметь для определенности еще одно соотношение, связывающее 
параметры А и р. В качестве такого соотношения примем

A cos(kt — Р) + Лр sin(Arí — р)=  0. (11.34)

Дифференцируя выражение (11.33) при переменных Л и р ,  по
лучаем

у — A eos (kt — Р)+ A ¡j sin (kt — р) — А к sin (kt — р).

С учетом соотношения (11.34) получаем
у =  —A k sin (k t  — Р). (11.35)

Следовательно, условие (11.34) эквивалентно такому выбору А 
и р, при котором для у получается выражение, совпадающее с вы
ражением у для постоянных А  И р.

Дифференцирование выражения (11.35) дает
у =  —А к sin (kt — р) — А к2 cos (kt — Р) + Ак$ cos (kt — Р). (11.36)

Подставляя выражения (11.33), (11.35) и (11.36) в уравнение
(11 .32 ), получаем
—Á k  sin (kt — Р) + А к$ cos (kt — Р) =

H c o s (A r í-p ) , —Ak  s íb (kt — P)]. (11.37X



Уравнения (11.34) и (11.37) могут быть представлены в виде, 
разрешенном относительно производных А и р:

А =  — ^  F  [A cos (kt — (5), — Ак  sin (kt — Р)] sin (kt — P),
,  t (11.38)
P =  F [A cos (kt — P), — Ak sin (kt — P)] cos (kt — P).

Для решепия этих уравнений предполагаем, что за один период 
2 я/к ввиду медленности изменения величин А и Р их производ
ные по времени А и {J можно считать постоянными и равными 
средним значениям:

2Л

Ф (^ ) = 2Hjj* ^ ( ^ С031Ь — Ак sin ip) sin ip dip,

° „  (И .3 9 )

Y  (4 ) =  — J F  (A cos тр, — Ak sin ip) cos гр d\p,
о

где rp = kt — р.
При вычислении интегралов в выражениях (11.39) амплитуда 

А считается постоянной. После установления вида функций Ф (-4) 
а  Ч 'М ) получаем систему двух дифференциальных уравнений 
первого порядка

/¿ = Ф (Л ), Р ^ Ч Ч Л ). (11.40)

§ 48. Метод точечных преобразовании

Фазовая плоскость. Движение механизма с одной степенью 
свободы в любой момент времени определяется значениями его 
обобщенной координаты q и обобщенной скорости д. Скалярные 
величины q и q можно рассматривать как декартовы координаты 
точки в плоской системе координат x =  q, y =  q (рис. 6 8 ) . Эта точ
ка называется изображающей, а плоскость ху  — фазовой плос
костью. При движении звеньев механизма величины q и q изменя
ются, и соответственно меняется положение изображающей точки 
на фазовой плоскости. Геометрическое место изображающих точек 
для данного движения называется фазовой траекторией. Совокуп
ность фазовых траекторий, описывающих возможные движения 
звеньев механизма, называется фазовым портретом (фазовой диа
граммой) .

Применительно к уравнениям движения механизма не выш е 
второго порядка уравнение фазовой траектории можно получить, 
если заменить уравнение движения механизма эквивалентной си



стемой двух дифференциальных уравнений первого порядка отно
сительно х =  д и р р г

у = х ,  у =  1 { х , у ) .  (11.41)

Интегрирование этой системы дает зависимость у =  у(х) ,  т. е. 
уравнение фазовой траектории. Заметим, что система (11.41) явля
ется автономной, т. е. не зависит от времени. При колебательных

движениях величины х и у не выходят за некоторые пределы, и 
весь фазовый портрет занимает ограниченную часть фазовой плос
кости.

Предельный цикл. На участке переходного режима (разгона 
или торможения) фазовая траектория изображается незамкнутой 
кривой. При установившемся движении, т. е. движении с повторя



ющимся циклом изменения обобщенной скорости д в зависимости 
от обобщенной координаты <7, фазовая траектория изображается 
замкнутой кривой.

Изменения начальных условий или закона изменения сил, дей
ствующих на звенья механизма, отражаются на фазовой плоско
сти переходом изображающей точки на другую фазовую траекто
рию. Если все фазовые траектории, расположенные в окрестности 
изолированной замкнутой траектории, неограниченно приближают
ся к ней, то такая замкнутая траектория называется устойчивым 
предельным циклом (кривая, показанная штрихами на рис. 6 8 , а ) .  
Неустойчивым предельным циклом называется изолированная 
замкнутая траектория, от которой удаляются все расположенные в 
ее окрестности другие фазовые траектории (кривая, показанная 
штрихами на рис. 68 , б). Возможен также случай, когда фазовые 
траектории по одну сторону предельного цикла приближаются к 
нему, а по другую — отходят.

Диаграмма точечного отображения. Изучение поведения отдель
ной траектории в фазовой плоскости может быть заменено изуче
нием последовательности точек пересечения ее с выбранной полу
прямой, в качестве которой чаще всего выбирают положительную 
полуось у. Если изображающая точка, взятая на полуоси у, после 
оборота относительно начала координат снова попадает на эту по
луось, то в зависимости от динамических свойств механизма она 
может оказаться выше или ниже первоначального положения или 
снова вернуться в него. Например, для траектории 1 изображаю
щая точка из положения ¡/01 переходит в положение у и, для тра
ектории 2  — из положения г/02 в положение г/12 и т. д. Изображаю
щая точка, расположенная на предельном цикле, возвращается в 
исходное положение.

Диаграммой точечного отображения называется зависимость ор
динат точек пересечения фазовых траекторий с полуосью от орди
нат г/о исходного положения точки (рис. 6 8 , в). По этой диаграм
ме можно судить о числе предельных циклов и их устойчивости, 
если дополнительно провести на ней прямую у 1 = г/о. Число пре
дельных циклов равно числу точек пересечения прямой г/1 =  г/о с 
кривой у\ =  г/1 (г/о). Точки пересечения позволяют также выделить 
из фазовых траекторий предельные циклы. Для устойчивых пре
дельных циклов производная йу\!<1уо меньше единицы, а для не
устойчивых — больше единицы (рис. 6 8 , г ).

В некоторых случаях удобнее рассматривать последовательно
сти точек пересечения фазовых траекторий с другими прямыми. 
Если исходные положения изображающих точек лежат на прямой
I, а положения, наблюдаемые после оборота относительно начала 
координат, на прямой II, то говорят о точечном отображении пря
мой I в прямую II. Диаграммы точечного отображения, показан
ные па рис. 6 8 , в и г, соответствуют точечному отображению поло
жительной полуоси у в самое себя.



Для механизмов с несколькими степенями свободы изображаю
щ ая точка должна рассматриваться в фазовом пространстве обоб
щенных координат и скоростей. Тогда для изучения многомерных 
фазовых траекторий применяется общая теория точечных преобра
зований поверхностей.

§ 49. Численные и графоаналитические методы

Решение нелинейного уравнения движения механизма при си
лах , зависящих от положения звеньев. Пусть приведенный момент 
сил М а задан как функция обобщенной координаты ф (угла пово
рота начального звена). Приведенный момент инерции Уп также 
есть заданная функция той же координаты ф. Тогда для определе
ния закона движения начального звена удобно применить уравне
ние движения в форме интеграла энергии (7 .11):

с начальными условиями (£ = 0 , ф = фо, со = соо).
Из уравнения движения механизма непосредственно получаем 

угловую скорость начального звена как функцию обобщенной ко
ординаты ф:

В некоторых случаях интеграл в подкоренном выражении мо
ж ет быть представлен в конечном виде. Тогда после интегрирова
ния получаем функцию со — со(ф), т. е. уравнение фазовой траек
тории. В других случаях применяют графическое или численное 
интегрирование и получают функцию со = со (ф) или в виде графи
ка, или в виде ряда своих последовательных значений при измене
нии угла ф от фо до некоторого значения, определяющего конец 
рассматриваемого этапа движения.

Для того чтобы найти вакон движения начального звена, пред
ставим известную нам теперь функцию (11.42) в виде

ф

ф

(11.42)

Отсюда после интегрирования получаем



Это интегрирование также выполняется графическим или чис
ленным методом. В результате находим функцию £ = £(ф), зная 
которую можно найти искомую функцию

Ф =  Ф(£). (11 .44)
Если требуется найти угловое ускорение начального звена, то, 

продифференцировав функцию ю(ф) по обобщенной координате ф, 
т. е. определив аналог углового ускорения йсоД2ф, находим угловое 
ускорение

е = (11.45)

Указанный путь определения функции (11.44) оказывается не
возможным, если (Оо = 0. Тогда на участке от ф = фо до ф =  ф| 
применяется дифференциальное уравнение движения (7 .2 0 ). 
Из этого уравнения при ф = фо и со =  0 получаем

(Фо) М Ф о ) '

При достаточно малом приращении времени Д( для вычисления 
<0 ] и ф|, т. е. следующего значения функции ср(1), применяются 
формулы равноускоренного движения:

о>1 =  е (ф 0)Д*, фх =  ф0 +  у  е(ср0) ( Д 0 2-

Далее можно вычислять интеграл (11.43) в пределах от ф! до 
Ф или же продолжить решение дифференциального уравнения 
(7.20) любым численным методом.

При больших объемах вычислений можно воспользоваться усо
вершенствованными приемами интегрирования дифференциальных 
уравнений, излагаемыми в курсах вычислительной техники.

Графоаналитический метод Виттенбауэра. Характеристики сил, 
действующих на звенья механизма, как правило, известны лишь 
приближенно и часто задаются в графическом виде. Поэтому наря
ду с численными методами интегрирования уравнений движения 
механизма применяются также графические и графоаналитические 
методы, которые, однако, всегда могут быть переведены на анали
тический язык, пригодный для вычислений на ЭВМ. Из этих ме
тодов рассмотрим только метод Виттенбауэра, который позволяет 
при силах, зависящих от положений звеньев, в наглядной формо 
показать, как изменяются угловая скорость начального звена и 
кинетическая энергия механизма при изменении приведенного мо
мента инерции.

Рассмотрим, например, установившееся движение с периодом, 
равным 2л. На вращающееся начальное звено действует постоян
ный движущий момент сил М л. Приведенный к этому звену мо
мент всех других внешних сил М а есть заданная функция угла



поворота начального звена <р. Требуется определить закон движе
ния начального звена, если известно значение угловой скорости 
этого звена со = мо при <р =  0 .

Решение задачи начинаем с построения графиков Ма(ф) и 
Л/„(Ф) (рис. 69, а), причем для удобства последующего определе- 
иия приращений кинетической энергии откладываем Ма вверх от

Рис. 69

оси абсцисс, если М а — момент сил сопротивления, и вниз, если 
М а — движущий момент. Постоянный движущий момент сил М л 
находим из условия установившегося движения



где Цм и |Лф — масштабные коэффициенты моментов сил и углов 
поворота, равные отношениям этих моментов и углов к отрезкам, 
изображающим их значения на графиках; Р  — площадь, заключен
ная между осью абсцисс и графиком Л/„(ф), причем площадь, рас
положенная ниже оси абсцисс, должна вычитаться из площади, 
расположенной выше оси абсцисс.

Уравнение движения (7.11) для участка, где М п — момент сил 
сопротивления (М с), может быть представлено в виде

где АТ — приращение кинетической энергии по отношению к на
чальному положению при ф = 0 .

Для того чтобы уравнение (11.46) было справедливо и для уча
стка, где М а — движущий момент, надо на этом участке считать 
М0 =  -Л /п.

По уравнению (11.46) строим график приращений кинетиче
ской энергии АТ как функции угла Ф (рис. 69, б). Для этого из
меряем площадь F oí (мм2), заключенную между графиками Мд(ф) 
и Мс(ф) в пределах от ф = 0 до текущего значения ф = ф¡ 
(í =  1, . . . ,  12), считая эту площадь положительной при Ма >  Мс 
и отрицательной при Мд <  Мс. С учетом масштабных коэффициен
тов получаем АТ =  Построение графиков рекомендуется 
начинать с нахождения экстремумов АТ, которые получаются 
в точках пересечения графиков Ма(ф) и Мс(ф), т. е. в точках ау
Ь, с и d. Сначала подсчитываем площади Fea, Fab, Fbc, Fci и Fie. 
Сумма этих площадей с учетом их знаков должна равняться нулю. 
Затем находим ординаты графика в точках экстремумов:

У a Fga/̂ lj, Уь = ( F еа Fab)!\̂ Ty 
Ус = (Fea — Faft + Fbc)l\aT,

Vi = (Fea — Fab + Fbc — Fc(i)/|aT, или yd =  —Fdel\iT,

где цг — масштабный коэффициент приращения кинетической 
энергии. После построения экстремумов можно дополнительно вы
числить ординаты графика в других точках по формуле

Далее по (7.8) для исследуемого механизма строим график за
висимости приведенного момента инерции J п от угла Ф, причем с 
целью упрощения последующего исключения переменной ф из гра
фиков Уп(ф) и ДГ(ф) располагаем координатные оси, как показа
но на рис. 69, в. Пересечение горизонталей, проведепных из точек 
графика АГ(ф ), с вертикалями, проведенными из точек графика 
У„(ф) (рис. 69, г ) ,  дает график зависимости приращения кинети
ческой энергии АТ от приведенного момента инерции Уп, называе

ф
(11.40)

о

Уо* —



мый диаграммой Виттенбауэра. По ней можно определить угловую 
скорость а  начального звена в любом положении, если известно 
значение о  =  а>о при <р =  0 .

Если отложить значение кинетической энергии при ф = 0 от 
начала координат графика A T (Jn) вниз по оси ординат, то полу
ченная точка От определит начало координат графика T (Jп). Луч, 
соединяющий любую точку диаграммы Виттенбауэра с началом ко
ординат От, образует с осью абсцисс угол ф, тангенс которого про
порционален квадрату угловой скорости ю. Для доказательства 
этого положения найдем из прямоугольного треугольника OrnN

Т 1Р"Г
tgT h  =  — L . 
ё v 'п IV-J

и, учитывая, что Т =  J aсо2/2 , получим

чи>“ !з£ г- <н -47)

Если точка От располагается в пределах чертежа, то, пользу
ясь (11.47), можно найти искомую зависимость ю = (о(ф) и далее 
закон движения начального звена, как было показано ранее.

Определение момента инерции маховика при силах, зависящих 
от положений звеньев. Одной из кинематических характеристик 
установившегося движения является коэффициент неравномерно
сти движения б, под которым понимается отношение разности мак
симального и минимального значений угловой скорости начального 
звена к ее среднему значению за один период установившегося 
движения:

6 =  (11.48)
wcp

где
(11.49)

Практикой установлены некоторые очень широкие интервалы 
допустимых значений коэффициента 8 для различных типов ма
шин. Например, для насосов — от 1/5 до 1/30, для двигателей 
внутреннего сгорания — от 1/80 до 1/150 и т. д.

Если коэффициент неравномерности движения механизма, под
считанный по (11.48), оказался больше допускаемого, то его мож
но уменьшить, увеличив массу одного из вращающихся звеньев. 
Добавочная масса вращающегося звена, предназначенная для обес
печения заданного коэффициента неравномерности движения ме
ханизма, называется маховой массой. Конструктивно эта масса вы
полняется в виде маховика — сплошного диска или шкива с тяже
лым ободом и спицами.



Для определения необходимого момента инерции маховика за
метим, что на основании (11.48) и (11.49) значения максималь
ной и минимальной угловой скорости начального звена связапы со 
значениями б и о ср соотношениями: сотах— (|>т)п = ôcocp, (отах+ 
+ Игот = 2шср. Отсюда (о тех = ( 1 + 0,56) (оСр, (Оюю = ( 1 — 0,56) соср* 
Пренебрегая малой величиной б2/4, получаем

® тах — (1 4" Ô) (йСр, М и т — (1 Ô) СО,2ср.

Подставляя Ютах и ю?п|п в (11.47), находим о|1та1 и \|)т ,п:

8̂ ’Фтах =  — (1 “Ь ^  1|3т1п ~  2^ , ^  ^  с̂р*

Проводим касательные к диаграмме Виттенбауэра под углами 
я|?тах и ■фтш к оси ] Пересечение касательных определит новое 
положение начала координат 0„  графика Т =  Т ( ] „), при котором 
коэффициент неравномерности движения механизма и средняя у г
ловая скорость Мер имеют заданные значения. Расстояние от ново
го начала координат до прежней оси ординат даст искомое значе
ние приведенного момента инерции маховика

Л ,= (0 мт ) ц , .  (11.50)
Если точка Ом выходит за пределы чертежа, то находим отре- 

80к Ы, отсекаемый касательными на пересечении с прежней осью 
ординат, и, рассматривая &Омпгк и АОит1,  получаем

Ы =  (Онт ) (1Ц ■фтах — tg ^ 1 » )  .

Из ЭТОГО соотношения с учетом значений tg \|)тах, tg ^ тт  и (11.50) 
имеем

( М )

Ôfflc-p
(11.51)

При углах г|7тт и г̂ тях, близких к 90°, касательные могут не пе
ресекать ось ординат в пределах чертежа. Тогда отрезок к1 опреде
ляется из соотношения

Ы =  (Ор) tg \|1т1п — (Од) tg \|эгоа*,
где Ор та Од — расстояния от центра О до точек р и <7 пересечения 
касательных с осью абсцисс, проведенных соответственно под угла
ми 1|?т1п И Я̂шах*

При постоянном приведенном моменте инерции диаграмма Впт- 
тенбауэра вырождается в отрезок прямой, параллельный оси Т, 
экстремумы кинетической энергии и угловой скорости совпадают, 
а (11.51) принимает вид

г и̂зб



где А изб — избыточная работа, под которой понимается сумма ра
бот сил движущих и сил сопротивления на интервале (фгтт, 
Фгаах), соответствующем изменению кииетической энергии от наи
меньшего минимума до наибольшего максимума.

Для определения Лязб, а следовательно, и для расчета махови
ка в этом случае можно ограничиться построением только одного 
графика (рис. 69, а). Надо только правильно определить интервал 
(фгтт, фгтах) • Например, если минимум кинетической энергии до
стигается в точках Ъ и (1, то для выбора наименьшего минимума 
надо иайти знак суммы работ сил движущих и сил сопротивления 
при переходе от точки Ъ к точке й. В нашем примере знак этой 
суммы отрицательный (РЬс < Ры), и поэтому наименьший минимум 
получается в точке (2. Аналогично выясняется положепие наиболь
шего максимума, который достигается в точке а, так как Раь >  Рьс

Следовательно, избыточная работа
Лязб (̂ *¿6 Реа) •

Определение момента инерции маховика при силах, зависящих 
от скорости. Пусть, например, па рабочем ходу модуль момента

2п

£

Рис. 70

сил сопротивления, приведенного к валу электродвигателя, Мс — 
на холостом ходу МС =  М̂  (рис. 70, а). Характеристика 

электродвигателя (рис. 70, б) на линейном участке выражается 
функцией

(0Л — со
м я =  м аЯ^ - ^ ,

где Мя, о)я — номинальные момент и угловая скорость, ю0 
хронцая угловая скорость.

син-



Требуется определить момент инерции маховика при заданной 
средней угловой скорости начального звена из условия, что макси
мальный момент, развиваемый двигателем, должен быть меньше 
опрокидывающего момента Мопт>, по достижении которого ротор 
двигателя переходит на неустойчивую часть характеристики ЬЪ и 
останавливается, или, иначе, из условия (Отт >  (о0пР> где (оопр — у г 
ловая скорость при М0„в.

Для установившегося движения при Ма «  Мн получаем
Мл2л  — Д/рфр — Мх (2я — фр) = 0.

Отсюда находим М„, а (о„ принимаем равной средней скорости. 
Выбрав электродвигатель, удовлетворяющий полученным значе
ниям Мн и (о,,, находим по каталогу электродвигателей шс,
Л/опр И О)опр.

Дифференциальное уравнение движения механизма (7.20) при 
постоянном приведенном моменте инерции звеньев механизма 
имеет вид

,Ло~ « с — “(/ п + / м) — (О — М  „ —----- — — Мс.
шс -  <ан

После разделения перемепных и интегрирования получаем для 
участка рабочего хода при изменении угловой скорости от (о =  (Вша*
ДО 0) й)т{п*

Фр — (¿а “Ь Jit) J

“min

А +  Вы
“ max

где

А =  М„ —^ ----- М р, В  =  — :̂ M'L .
“ c - “ h “ с — “ и

Отсюда на основании известных формул интегрирования

+  (11.52)

Аналогично для участка холостого хода

О™ m I T  i Т \ |® m a i c  w mln i  „  ^ 1  ® ® m a i  | /  4 4 к э \2л — фр = (/ n +  /„) I -------ъ----------- ~^ln ----- , (11.53)

где

A x = Мв ------ M ж.
wc ~  WH

Уравнения (11.52) и (11.53) содержат три неизвестные вели
чины У„, Ют,, и (Отт. Задаваясь значением (Ощщ > (о„„р, находим 
15 H. И. Левитский



пз этих уравнений момент инерции маховика /м и максимальную 
угловую скорость Ютах, которая должна быть меньше синхрон
ной юс.

Дельта-метод решения нелинейных уравнений движения меха
низма. При силах, зависящих от времени, положений и скоростей 
точек звеньев механизма, используется графоаналитический дель
та-метод, который поясним на примере решения уравнения движе
ния механизма, имеющего вид

У + НУ, У)+ к*У =  '(11.54)

Примем за независимую переменную безразмерное время т = 
=  kt и обозпачим через v производную dy/dx. Тогда

j, =  Av, ¿  =

и уравнение (11.54) преобразуется к виду
dv , / (у, ку) ______ F ( t )

VdH + ~ 1F ~  + У ~  ~ W '
пли

_  6 (у, у, <) — у 
dy v

где
(11.55)

6 ( y ,v , i )  =  — — { {v’ - )- . (11.56)

Функцию б (у, V, £) для малых интервалов времени можно счи
тать постоянной. Но если считать, что б (отсюда название спосо
б а)— величина постоянная, то в дифференциальном (^уравнении
(11.55) переменные разделяются: V d v = ( 8 — у) dy, и после ин
тегрирования получаем V2 = 26у — у2 + С. Это уравнение может 
быть представлено как  уравнение окружности

V2 + (у  - 6 ) 2 = /?2, (11.57)
где В.2 — С + б.

Зависимость между V и у или, что то же, между у/к и у , дает 
па фазовой плоскости с координатами V и у фазовую траекторию 
у ( у) .  Из (11.57) следует, что для малого интервала времени отре
зок фазовой траектории представляет собой дугу окружности с 
центром в точке у — б, V =  0. На этом основании можно фазовую 
траекторию приближенно заменить ломаной, состоящей из дуг ок
ружностей, радиусы которых определяются графически или по 
(11.57).

Пусть, например, построение фазовой траектории начинается 
из точки Вн с координатами (V*, ук), которой соответствует время
I = (рис. 71, а).  По (11.56) вычисляем значение 6к(ук, V*, £*),



чем и определяется абсцисса центра окружности Ок. Радиус окруж
ности можно вычислить по (11.57)

к  к — ']/' +  (Ук — б*,)2.

Чтобы получить следующую точку Вк+1 фазовой траектории, 
надо через точку провести дугу окружности радиусом Вк из 
центра Ок. Протяженность дуги В„Вк+] определяется из условия, 
что для малых приращений времени дугу окружности можно

Рис. 71

принять равной длине хорды ВкВк+\. Эту длину находим из усло
вия подобия треугольников ОкВкПк и ВкСкВк+\, считая, что угол 
при вершине Вк в Д ОкВкВк+\ приближенно равен п/2:

с квк Вкр к
^к^к+Х ^к^к

Полагая, что отрезок ВкВк+1 приближенно равен дуге Ик А К*, 
получаем

Отсюда
^ y k =  ^'(kvk. (11.58)

При малых приращениях времени А<* приращение Аук можно 
считать пропорциональным производной ук в точке Вк:

Аук »  у Д<* = Ьч М к. (11.59)

Из (11.58) и (11.59) следует
АК* — к Д£* = Ат. (11.60)



При малых значениях Д̂ и для определения искомой точки Вк+1 
фазовой траектории можно восстановить перпендикуляр к отрезку 
ОкВк в точке В к и отложить на нем отрезок ВкВк+1 = Вкк А Д л я  
построения следующих точек фазовой траектории надо найти зна
чения ук+1 и у„+) в точке Ди-ь Эти значения можно получить не
посредственным измерением на чертеже или же вычислить но фор
мулам

После определения ук+\ и все построения или вычисления 
повторяются. На рис. 71, б показапо построение фазовой траекто
рии по точкам Вк при к = 1, . . . ,  8. Центры заменяющих окружно
стей располагаются на оси абсцисс в точках Ок, Искомое решение 
уравнения (11.54) находится интегрированием соотношения у =
— к\(у), т. е. сначала определяется функция £ = £(</) из условия

а затем и функция у =  у { 0 .

Г Л А В А 12
РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ
ПРИ СЛУЧАЙНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ

§ 50. Вероятностные характеристики случайных величии

Случайные величины. Случайной величиной называется пере
менная величина, значения которой зависят от случая. Различают 
дискретные и непрерывные случайные величины. Дискретная слу
чайная величина V принимает конечное число значений ик при 
к — 1, . . . , • *  и л и  счетное число зпачений ик при к = 1, . . . * ) .  Не
прерывная случайная величина принимает любые значения в не
котором интервале.

Вероятность случайной величины. Пусть проведено N измере
ний случайной величины £/. При достаточно большом числе N зна
чения случайной величины щ, если ее рассматривать как дискрет
ную (к =  1, . . . ,  « ), будут повторяться. Число повторений значе
ния ик обозначим через V*. Отношение числа повторений значения 
ик дискретной случайной величины к общему числу ее значений N

*) Здесь и далее случайны* величины обозначены прописными буквами, 
их реализация (выборочные впачения) — соответствующими строчными 
буквами.

у



назовем вероятностью Р(ик) значения ик при данном числе всех 
значений N * ):

/ > * )= £ •  (12.1)

Из формулы (12.1) следует, что вероятность есть безразмерная 
величина, лежащая в пределах от 0 до 1. С увеличением числа 
всех значений дискретной случайной величины вероятность Р(ик\ 
для каждого значения ин стремится к своему предельному значе
нию. Иногда только это значение и называют вероятностью, а от
ношение (12.1) при данном числе /V называют частотой события, 
или частотностью.

Вероятность того, что дискретна)! случайная величина С/ может 
принять одно из двух значений и (, и2, равна сумме вероятностей 
этих значении:

Р (и и иг) ~ Р { щ ) + Р ( и 2). (12.2)
Сумма вероятностей всех измеренных значений равна 1, так 

как сумма чисел повторений V* равна общему числу измерений N1

2 ^ Ы  = 1- (12-3)к=1

Плотность вероятности. Дискретная случайная величина пол
ностью определяется значениями вероятностей Р (ик) при к — 
= 1, . . . ,  «. Для непрерывной случайной величины £/ такой способ 
ее определения непригоден, так как вероятность того, что она при
мет заданное значение ик, равна нулю. Это положение следует из 
формулы (12.1) при условии, что число возможных случаев N бес
конечно. Однако вероятность того, что непрерывная случайная ве
личина примет значение, заключенное в пределах от и до и + йи, 
уж е отлична от нуля и может быть представлена в виде диффе
ренциала, называемого элементом вероятности распределения не
прерывной случайной величины:

Р(и  ^  и  <  и + (1и) — /(и) йи, (12.4)’

где 1(и ) — плотность вероятности. Размерность плотности вероят
ности равна единице, деленной на размерность случайной 
величины.

Суммирование элементов вероятности па участке от щ до «г 
дает вероятность того, что непрерывная случайная величина I/ 
примет какое-либо зпачепие в интервале от и\ до иг:

“2
Р (и 1 II <^м2) = ^ /(и )йи. (12.5)

*) Р — знак вероятности.



Отсюда следует, что задание плотности вероятности f(u) опреде
ляет вероятность появления значений и случайной величины U, 
т. е. дает распределение всех наблюдаемых или измеряемых значе
ний случайной величины U в зависимости от значений и. Другой 
возможный путь определения вероятностей случайной величины 
состоит в задании функции распределения.

Функция распределения. Функцией распределения вероятности 
(сокращенно — функцией распределения) случайной величины на
зывается вероятность того, что ее значение не превышает и:

F(u) =  P (U  <  и). (12.6)

Если непрерывная случайная функция U определена на интер
вале (—°° <  и <  °°), то функция распределения

U
F (и) =  [ f(u )d u  (12.7)

—оо

с увеличением и может только возрастать от F (—°° )= 0  до 
Р(оо)=  1. Первое условие следует непосредственно из интеграла 
(12.7), а второе условие ОО

J  /(и)Л* = 1 (12.8)
— 00

означает, что любое заданное значение и лежит в пределах от —°°

Рис. 72

до оо и, следовательно, вероятность его попадания в этот интервал 
равна 1.

Из соотношения (12.7) между плотностью вероятности /(и) и 
функцией распределения и) следует

/ ( М) =  [̂ Г ’ <1 2 -9 >

т. е. плотность вероятности есть производная от функции распре
деления по аргументу и. На рис. 72, а показан график функции 
распределения Р(и) и на рис. 72, б — соответствующий ей график 
плотности вероятности.



Математическое ожидание. Для оценки среднего значения слу
чайной величины принимают средневзвешенное значение при ве
сах, равных вероятности каждой из реализаций случайной величи
ны. Это среднее значение называют также средневероятностным. 
Для дискретной случайной величины и  с учетом того, что сумма 
вероятностей (весов) равна 1, средневероятностное значение тпи 
вычисляется по формуле

Ми =  2  икР (и к), (12.10)
Й=1

где ик — реализация случайной величины II, Р(ик) — вероятность 
этой реализации.

Операцию вычисления средневероятностного значения называ
ют вероятностным определением и обозначают угловыми скобками. 
Тогда формула (12.10) принимает вид

<[/> =  2  (12.11)
к=1

Иногда средневероятностное значение какой-либо величины на
зывают математическим ожиданием и соответственно оператор ма
тематического ожидания обозначают через М (или Е ). Д ля непре
рывной случайной величины и  с плотностью вероятности /(и) 
средневероятностное значение (математическое ожидание) получа
ется из формулы (12.11) предельным переходом:

оо

тпи— J м/ (и) ¿и. (12.12)
—ОО

Дисперсия случайной величины. В качестве меры рассеяния 
реализаций случайной величины (дисперсии) принимается средне
вероятностное значение квадрата отклонения реализации и от мате
матического ожидания (средневероятностного значения случайной 
величины).

Для дискретной случайной величины II дисперсия выража
ется суммой

= 2  (“а — т иу Р ( и к). (12.13)
к= 1

Для пепрерывпой случайной величины имеем
оо

Ои = | (и — т и)2 / (и) <1и. (12.14)
— ОО

Оператор вычисления дисперсии иногда обозначают через О,



Пи) Например, a l  =  D(u). Неотрица
тельное значение квадратного кор
ня из дисперсии о« называется 
стандартным или средним квадра
тическим отклонением.

Нормальное распределение.
В задачах теории механизмов и ма
шин наиболее часто встречающим
ся распределением случайной ве
личины является нормальное рас
пределение (распределение но 
Гауссу), при котором плотность 
вероятности имеет вид

О
Рис. 73

и

На рис. 73 показаны кривые нормального распределения при тпи =

§ 51. Вероятностные характеристики случайных функций

Случайные функции. Случайной функцией С/(£) называется 
функция вещественного параметра значения которой являются 
случайными величинами. Иначе случайную функцию можно опре
делить как совокупность случайных величин, зависящих от одного 
вещественного параметра £. Случайную функцию и(I) времени < 
называют также случайным процессом. Для каждого момента вре
мени ¿|, . . . ,  tn значения случайного процесса II(Ь[), которые обо
значим через и[, ип, можно рассматривать как реализации слу
чайных величин С/(¿1), . . . ,  и(Ь„). Тогда случайный процесс 1У(/) 
представится как совокупность случайных величин и(1\), . . .  
. . . ,  £/(£„). Эта совокупность может быть как дискретной, так и 
непрерывной.

Функция распределения случайного процесса. Для заданного 
момента времени £| функция распределения случайного процесса 
{/(£) называется одномерной и определяется так же, как и функ
ция распределения случайной величины, т. е. как вероятность то
го, что значение и(Ь\) не превышает щ:

где ui — любая реализация случайного процесса U(t) при t =  t\.
Д ля любого момента времени t одномерная функция распреде

ления случайного процесса u(t)  есть функция двух перемепных и 
и t, удовлетворяющих условию

=  0 и а„ = 0,4; 1,0; 2,5.

F (u t, ti) =  P [U (tl) < u l\, ( 12.10)



Двумерная функция распределения случайного процесса опре
деляется для двух моментов времени и Ь как вероятность того, 
что значение {/(£ 1) не превышает и.\, а значение V (£2), не превы
шает и2:

Аналогично составляются га-мерные (или совместные) функции 
распределения случайного процесса.

Плотности вероятности случайного процесса. Одномерная плот
ность вероятности случайного процесса £/(£) определяется как 
частная производная по аргументу и одномерной функции рас
пределения

Связь между одномерными плотностью вероятности и функци
ей распределения по аналогии с формулой (12.7) имеет вид

Предельное значение одномерной функции распределения слу
чайного процесса при и -*■ «> равно 1, так как в заданных пределах 
изменения и и £ встречается любое значение £/ (£):

Двумерная плотность вероятности равна смешанной частной 
производной от двумерной функции распределения по аргументам 
щ  И «2-'

Для двух заданных моментов времени и £2 имеем
f ( u u *1; и2, ¿2) = Р [«1 < V (£])< их + йих\ и2 ^ и  (¿г)<  и 2 + йи2].

Двумерная функция распределения связана с двумерной плот
ностью вероятности соотношением

/^(«1, ¿1; и2, 12)=  Р [V (Ь\)<и\\ 11(12) < и 2\. (12.18)

Для заданного момента времени t\ имеем
/(1*1, 1\)с1и1 =  Р(и\ 11(1\)< и1 +  с1и,\). ( 12.20)

и
(12.21)

—оо

оо
( 12 .22)

—ОО

/ (и1> 1̂! '̂г) — (12.23)

( 12.2/.)



Предельное значение двумерной функции распределения при 
и -*■ оо, выраженное через двумерную плотность вероятности, так
же равно 1:

оо оо

J  J  /(wi> î> ы2> h) dux du.2— 1. (12.2G)
—  ОО — оо

Аналогично составляются гс-мерные (или совместные) плотно
сти вероятности случайного процесса.

Математическое ожидание случайного процесса. Для вычисле
ния средневероятностного значения (математического ожидания) 
случайного процесса U (£) в момент времени t можно воспользо
ваться формулой (12.12)

ОО

mu ( £ i ) = J  u j i u n t j d u i ,
—  ОО

где /(mj, 11) — одномерная плотность вероятности при t — t\.
Математическое ожидание случайного процесса U (t ) при лю

бом значении t есть функция времени t:
ОО

mu ( t ) =  j* uf(u,t)du, (12.27)
— оо

где /(и, i ) — одномерная плотность вероятности.
Дисперсия случайного процесса. Для вычисления дисперсии 

случайного процесса U(t), как функции времени t, можно восполь
зоваться формулой, аналогичной (12.14):

оо

o2u( t ) =  J  (и — т и)2 / (и, t) du. (12.28)
—  оо

Корреляционная функция случайного процесса. Для характе
ристики случайных процессов, кроме средневероятностного значе
ния (математического ожидания) и квадрата отклонения от этого 
значения (дисперсии), надо еще знать, существует ли связь между 
вероятностными характеристиками случайного процесса в моменты 
времени t и t +  т. Эта связь устанавливается корреляционной 
функцией

K u(tlt <2)=  <[£/(М~ mu(t{)][U(t2) - m u(t2)]>, (12.29)

т. е. корреляционная функция есть средневероятностное зпачепие 
произведения отклонений случайного процесса от его средпеверо- 
ятностного значения в любые два момента времени.



Для непрерывной случайной величины корреляционная функ
ция выражается через двумерную плотность вероятности:

ОО оо

J* J* [Uj т и (ij)] [и2 (¿2)! f  (̂ i> 1̂» u2, t2) du2 du
—00 ~oo

(12.30)'
При ¿2 = fi корреляционная функция совпадает с дисперсией н 

формула (12.30) переходит в (12.28).
Вспомогательный случайный процесс U ° ( t ) = U ( t ) — <£/(£)> 

называют центрированным. Тогда формулы (12.29) и (12.30) при
нимают вид

а д ,  t2) = < u ° ( t l ) u ° ( t 2)>1
оо оо

К и ( i j ,  t2) — J j  u01 (t1)u l{ t2) j ( u 01, t 1- ,u l , t 2)d u ld u 01.
— OO —oo

§ 52. Основные виды случайных процессов

Стационарный случайный процесс. Случайный процесс называ
ется стационарным, если все его вероятностные характеристики 
инвариантны относительно выбора начала времени, т. е. не изме
няются при сдвиге времени. Реальный случайный процесс прибли
женно может считаться стационарным, если его характеристики 
изменяются во времени достаточно медленно. В дальнейшем рас
сматриваются только те задачи динамики машин при случайных 
воздействиях, для решения которых достаточно знать математиче
ские ожидания случайных функций и корреляционные функции. 
Поэтому условия стационарности случайного процесса можно для 
этих задач принять менее строгими, а именно, случайный процесс 
U(t) будем считать стационарным, если его математическое ожи
дание не зависит от времени, а корреляционная функция зависит 
только от разности т = h — t\X

mu( t ) = m u =  const, K u(tu /2)=  K u(t2 — i>)= Ku{x).
При т = 0 корреляционная функция переходит в дисперсию

Оц = Ки (0) = const.

Отсюда следует, что Ки 0. Кроме того, согласно определению 
Ки(х) =  К и{—т), т. е. корреляционная функция стационарного про
цесса есть четная функция от т. С увеличением т корреляцронная 
функция стационарного процесса уменьшается: К и( т ) ^  ^ ( 0 ) ,  так  
как при достаточно большом т функции (t) и и\ (t т) могут 
считаться независимыми и средневероятностное значение их про
изведения приближается к нулю.



Эргодический случайный процесс. Стационарный случайный 
процесс V(I) называется эргодическим, если одна его реализация 
и(1) содержит всю информацию о вероятностных свойствах про
цесса. Особенность этого процесса состоит в возможности замены 
осреднения по множеству реализаций осреднением по времени:

Принадлежность стационарного случайного процесса к эргоди
ческим процессам устанавливается обычно путем обработки аксие- 
риментальных данных по нескольким реализациям.

Нормальный случайный процесс. Случайиый процесс £/(<) на
зывается нормальным или гауссовым, если его п-мерная плотность 
вероятности при любых значениях ¿1, . . . ,  £„ и любом п является 
нормальным распределением. Одномерная плотность вероятности 
нормального распределения по аналогии с (12.15) имеет вид

где т и(1)— математическое ожидание, о,! — дисперсия.
Белый шум. Стационарный случайный процесс U(l), который 

характеризуется тем, что в нем отсутствует какая-либо взаимная 
связь между предыдущими я последующими значениями u(t), на
зывается абсолютно случайным процессом пли белым шумом. Для 
атого процесса корреляционная функция равна нулю при всех зна
чениях т, кроме т = 0, когда она стремится к бесконечности. От
сюда следует, что корреляционную функцию можно представить 
в виде

r ie b — постоянный множитель, характеризующий интенсивность 
•'■илого шума, б (т )— дельта-функция, т. е. функция, равная нулю 
ири всех значениях т, кроме т = 0, при котором она обращается в 
бесконечность, причем

и (t) dt, (12.31)
- Т / 2

[и (t) — mu] [и (t -f x) — mu] dt. (12.32)
-Т /2

| uri)~mu(<)]2 
2 a„( f )

(12.33)

K u(x )=  bà(x), (12.34)

oo

j  ô ( t )  d\ =  1 .
— oo



§ 53. Определение вероятностных характеристик
обобщенных координат механизма
по заданным вероятностным характеристикам внешних сил

Задачи исследования динамики механизмов при случайных воз
действиях. Первая задача состоит в отыскании вероятностных х а
рактеристик обобщенных координат механизма по заданным веро
ятностным характеристикам обобщенных (приведенных) сил. При 
решении этой задачи используются стохастические дифференциаль
ные уравнения движения механизма, в которых обобщенные коор
динаты и обобщенные силы являются случайными функциями.

Вторая задача — обратная по отношению к первой — состоит в 
определении вероятностных характеристик обобщенных сил по из
вестным вероятностным характеристикам обобщенпых координат, 
которые обычно находятся из эксперимента.

Третья задача заключается в построении уравпепия движения 
механизма и определении его коэффициентов по известным вероят
ностным характеристикам обобщенных сил и обобщенных коорди
нат. Эту задачу называют задачей идентификации. Иногда форму 
уравнения движения и часть его параметров считают известными. 
Тогда цель идентификации состоит в отыскании остальных пара
метров. Такая задача ставится в технической диагностике.

Во всех трех задачах коэффициенты (параметры) уравнения 
движения механизма могут быть также случайными функциями.

Соотношения между вероятностными характеристиками обоб
щенных сил и обобщенных координат в линейных уравнениях дви
жения. При решении первой задачи исследования движения м еха
низма с одной степенью свободы при случайных воздействиях ог
раничимся рассмотрением линейного уравнения движения механиз
ма, которое представим в безразмерной форме

Т2у + Т\у + у =  кх,
где х — безразмерная обобщенная сила, у — безразмерная обоб
щенная координата, Т\, Т% — постоянные времени, к — передаточ
ный коэффициент.

Примем, что Т\, ¡Гг и к — постоянные величины, х  и у — сл у 
чайные процессы £/*(0 и ^ »(0 - Тогда каждой реализации случай
ного процесса С/*(£) соответствует реализация случайного процес
са (£), определяемого из уравнения

Т\иу +  Тхиу + иу =  ких. (12.35)
Если случайный процесс и х (1) есть стационарный процесс с 

математическим ожиданием тпЫх и корреляционной функцией 
&их("0> то случайный процесс £/»(*) также будет стационарным, 
по с другими вероятностными характеристиками тпиу и К Пу(х). Д л я  
стационарных процессов средиевероятностные значения функций 
и„ и йи равны нулю, а математическое ожидание (средневероят-



ностное значение uv) mUy определяется из соотношения
mUy =  kmUx.

Чтобы иайти соотношение, связывающее корреляционные функ
ции К Пу(х) и К их(т), предварительно введем в рассмотрение дру
гую вероятностную характеристику, называемую спектральной 
плотностью стационарного случайного процесса, которая получает
ся из корреляционной функции преобразованием Фурье.

Интеграл Фурье. Для периодической функции /(£) с периодом 
Т ряд Фурье определяется выражением

Для непериодической функции /(£)', удовлетворяющей условию 
абсолютной интегрируемости на всей числовой оси, т. е. условию 
сходимости интеграла

предельный переход от ряда Фурье при Т -*■ оо дает выражение« 
/ (I) в интегральной форме

оо

/ ( о = "2 +  2  (an cos wtof ^п s n̂
где (о =  2п/Т,

71=1
т

о
т

о

оо

—оо

оо

О
где

ОО

—-оо 

оо

—оо

или, после тригонометрических преобразований,
оо

о



где
5  (со) =  У  а2 (to) +  b2 (со),, 

0(co) =  a r c t g ^ .

(12 .39)

(12 .40)

На рис. 74 показано графическое изображение соотношения 
между формулами (12.37) и (12 .38). Д ля фиксированного значе
ния со отрезок О  К  дает S ( c o )  в 
формуле (12.38), а проекция его 
на направление, образующее с 
осью абсцисс угол coi, дает отре
зок О Л = 5(со , i ) ,  равный значе
нию подынтегральной функции в 
формулах (12.37) и (12 .38), что 
и доказывает их тождественность.

В отличие от ряда Фурье, в 
котором угловые частоты гармо
нических составляющих (гармо
ник) со, 2со, . . по), . . .  образуют 
дискретный спектр,  интеграл 
Фурье характеризуется н епр ерыв 
ным спектром со от 0 до <», при
чем для каждого значения t интег
рал Фурье дает значение функции f ( t )  в виде «суммы» гармоник с 
непрерывно изменяющейся угловой частотой со и амплитудой S (со).

Для четных функций /(—i) = /(i) ряд Ф урье содержит лишь 
слагаемые с коэффициентами а„ (р а зл о ж ен и е  п о  к о с и н у с а м ) ; для 
нечетных функций / (—£) =  —/(*) — слагаемые с коэффициентами 
Ьп (ра зложение  по с и н у с ам ) .  Соответственно интеграл Фурье для 
четных функций имеет вид

/ (t) — j  а (со) cos соt d(o. (12.41)

Вследствие четности функции /(£) коэффициент а (со) достаточ
но вычислить в пределах от 0 до °о и затем удвоить:

о о

а (со) =  j*/ (i) cos coi dt . (12 .4 2 )

Комплексная форма интеграла Фурье имеет вид
0 0 / 0 °  \

‘ ‘ " ' ( i  / Ю * - 1“ 6 # ) * » ,  <1 2 -4 3 >
—оо \ —оо V

где со ® частота, \ — переменная интегрирования.



Обозначим комплексную величину, стоящую в скобках, через 
/ ф с о )  и заменим переменную интегрирования | на и

Эта формула выражает преобразование действительной функ
ции /(¿) в комплексную функцию / ' ’ (¿со) и называется п р е о б р а з о 
ванием Ф у р ь е .  Оно может рассматриваться как  частный случай 
преобразования Лапласа при « =  т ,  отличаясь лишь пределами 
интегрирования (от —«> до «>).

Обратный переход от функции /’ (¿со) к  функции /(¿) выполня
ется по формуле

Для четной функции /(<) формулы (12.44) и (12.45) прини
мают вид

В этом случае действительная функция }(1) преобразуется в 
действительную функцию (о>), которая называется к о с и н у с - п р е 
обра зо вани ем  для дапной функции /(<).

Спектральная плотность. На рис. 75 для фиксированного зна
чения t = tk показан график изменения подынтегральной функции

плотность распределения функции /(¿) по частоте и при значении
I = Ьк. Для того чтобы характеризовать плотность распределения 
функции /(<) по частоте со независимо от текущего значения пере-

СО
(12.44)

—  00

оо

(12.45)
—00

оо

(12.46)
о

оо

(12.47)
о

О

s  (ы> t k )
интеграла Фурье 5  (со , <») в зависимо
сти от угловой частоты со. Площадь, 
заключенная между этим графиком и 
осью абсцисс, дает согласно (12.37) 
значение функции Щ)  при ¿ =  Вы
делим из этой площади элементарную 
площадку шириной Дсо вблизи теку
щего значения со =  со(. Тогда средняя 
ордината графика 5 (со, £*) даст сред-

Рис. 75

ы нюю плотность распределения функ
ции /(/) по оси абсцисс на участке 
Дсо вблизи со =  <й|. При Дсо 0 полу
чаем, что функция S (со, tk) дает



менной £, условимся называть сп ектральной плотностью функцию 
<S(со), определяемую по (12 .39).

Для четных фупкций Ь(ю )= 0 и
00

5((o) =  a(tö) =  -|-j>/ (£ )co s(o id i. (12 .48)
О

В зависимости от физического смысла функции f ( t )  спектраль
ная плотность 5(со) получает соответствующее название. Напри
мер, если /(¿) — характеристика силы сопротивления, то 5((о) на
зывают спектральной плотностью силы сопротивления и т. д.

Спектральная плотность стационарного случайного процесса. 
Корреляционная функция Ки (t ) стационарного случайного процес
са есть функция четная, и потому ее спектральная плотность опре
деляется по (12.48)

00

Su (« ) =  -|- j* К и (т) cos (от d r .  (12 .49)
о

При т =  0 корреляциопная функция дает дисперсию о£, кото
рая для стационарного процесса является постоянной. Поэтому 
спектральную плотность (12.49) называют такж е  спектральной  
плотностью д и с п е р с и и  стационарного  с л у ч а й н о г о  п р оц е с с а  (кр ат
ко — спектральной плотностью сл учайн о г о  п р о ц е с с а ) .

На основании свойств косинус-преобразования Фурье при 
Р с ( ы ) — nS((o) корреляциопная функция К и (т) может быть вы ра
жена через ее спектральную плотность

оо

К  и ("О =  J  <Su (ю) cos tot diо. (12 .50)
о

Следовательно, дисперсия стационарного случайного процесса
оо

Оц =  j  Su ((D) d(0. (12.51)
о

Отсюда следует физический смысл спектральной плотности 
<S„((o) как функции, которая описывает распределение дисперсий 
гармоник, составляющих случайный процесс, по частотам непре
рывного спектра. Заметим также, что согласно (12.51) дисперсия 
стационарного случайного процесса равна площади графика 5 и(ш) 
в пределах от 0 до оо.

Соотношения (12.49) и (12.50) дают возможность найти 
спектральную плотность дисперсии 5 и((о) по известной корреля
ционной функции К и ( т) и наоборот. Пусть, например, в ограни
ченном диапазоне частот (0 <  а  < (Оо) спектральная плотность



дисперсии равна постоянной величине So, а вне указанного диапа
зона равна нулю (рис. 76, а) .  В этом случае случайный процесс 
принято назы вать ограниченным белым шумом.  Из (12.51) следу
ет, что площадь графика 5„(ш) равна дисперсии о„ и, следователь
но, о„. =  *S0°V Корреляционная функция определяется по соотноше
нию (12.50)

? а и °»К и (т) =  I — cos сот deо =  —  sin «„г, u w  J  со0 <о0т 0

или
$

K u ( t)  =  - f  sin (Оот.

Трафик функции К и ( т) показал на рис. 76, б.
Связь м еж ду спектральными плотностями дисперсий обобщен

ных сил и обобщенных координат для линейных уравнений движе
ния. При гармонических вынужденных колебаниях комплексные

Зи(ы)

амплитуды гармонической вынуждающей силы Л 1(1(0 ) и обобщен
ной координаты Л г(гы ) связаны соотношением

Л г ( г ' ( о ) =  Ш(1ы)А\(г'со),

где \ ¥ (ш ) — частотная передаточная функция.
Действительные амплитуды вынуждающей силы А\ и обобщен

ной координаты А 2 связаны аналогичным соотношением
Аг =  !Ж(г(о) \Аи

Это соотношение сохраняется и при случайных обобщенных си
лах, т. е. амплитуда случайных гармонических колебаний равна 
амплитуде случайной вынуждающей силы, умноженной на модуль



частотной передаточной функции. Соответственно дисперсия обоб
щенной координаты равна дисперсии обобщенной силы о„х, ум 
ноженной на квадрат модуля частотной передаточной функции.

о1у = \\¥{ш)?о1х.

По аналогичному соотношению преобразуются спектральные 
плотности обобщенной координаты 5„м и обобщенной силы :у X

(12.52).

После определения спектральной плотности вероятности можно 
найти корреляционную функцию Биу по соотношению (12.50) и
дисперсию ой по (12.51).

Г Л А В А  13
ДИНАМИКА МЕХАНИЗМОВ С ГИДРОПРИВОДОМ

§ 54. Типовая схема объемного гидропривода

Среди гидравлических механизмов, т. е. механизмов, в которых 
преобразование движения происходит посредством твердых и жид
ких тел, наибольшее распространение имеет г и д р а в л и ч е с к и й  п ри 
в о д  ( г и д р о п р и в о д ) .

Приводом машин и механизмов  (сокращенно — при во д ом )  на
зывается система взаимосвязанных устройств для приведения в 
движение одного или нескольких твердых тел, входящ их в состав 
машины или механизма. Основные типы приводов: эл ектроприво д , 
г и д р оп рив о д  и пневмопривод .

В состав гидропривода входят гидронасос и гидродвигатель. 
Г идрона со с ом  (сокращенно — на с о с ом )  называется устройство для 
преобразования механической энергии твердого тела в механиче
скую энергию жидкости. Гидродвигателем  называется устройство, 
предназначенное для преобразования механической энергии жид
кости в механическую энергию твердого тела. Очень часто одно п 
то же устройство может выполнять как фупкции насоса, так  и 
фупкции двигателя.

11а рис. 77, а показана схема типового гидропривода, применя
емого в машинах-автоматах. Гидродвигатель 1, называемый г и д р о 
цилиндром , выполнен в виде поршня, перемещающегося в цилинд
ре под действием сжатой жидкости. Насос 2 может быть лю
бого вида.

Для изменения направления движения поршня гидроцилиндра 
служит распределитель 3. В положении распределителя, указан 
ном на схеме, жидкость поступает в левую полость гидроцилинд
ра, и поршень идет вправо (рабочий ход). При перемещении под- 
10*



вижной части распределителя влево (на схеме для этого надо мыс
ленно передвинуть правый квадрат распределителя на место лево
го, оставляя на месте подведенные к нему линии) жидкость от на
соса идет в правую полость гидроцилиндра, и поршень идет влево. 
Перемещение подвижной части распределителя достигается путем 
попеременного включения двух электромагнитов 6.

Тормозное устройство 4 при рабочем ходе включено в сливную 
линию. Оно выполнено в виде регулируемого дросселя (рис. 7 7 ,6 ),

Рис. 77

т. е. устройства, в котором перемещение подвижной части вызыва
ет уменьшение площади сечения для прохода жидкости (проход
ного сечения). При уменьшении площади проходного сечения уве
личивается давление в сливной полости гидроцилиндра и происхо
дит торможение. Перемещение г  может быть заданной функцией 
времени £ или перемещения поршня х. В первом случае золотник 
(подвижная часть) тормозного устройства имеет независимый при
вод (торможение  по в р ем ен и ) ;  во втором случае золотник переме
щ ается от кулачков, связанных со штоком гидроцилиндра (тормо
ж е н и е  п о  пути) .

Переливной клапан 5 служ ит для слива в бак части жидкости, 
подаваемой насосом, при уменьшении скорости поршня. Пружина 
клапана подобрана так, что он открывается по достижении опре
деленного давления.

Гидродвигатель 1 в рассматриваемой схеме называется о б ъ ем 
ным , т ак  как  преобразование энергии жидкости в механическую 
энергию поршня происходит при периодическом изменении объема 
его рабочих полостей. Соответственно и весь гидропривод, пока'



занный на рис. 77, называется объемным.  Этот гидропривод мож
но назвать также гидравлическим механизмом, предназначенным 
для преобразования вращательного движения вала насоса в пря
молинейное движение норшпя.

§ 55. Уравнение движения объемного гидропривода

Как и в механизме, состоящем только из твердых тел, уравне
ние движения гидравлического механизма есть дифференциальное 
уравнение второго порядка, из которого паходится зависимость 
обобщенной координаты механизма от времени. Отличие состоит в 
том, что в него входят параметры, зависящие от давления жидко
сти в различных частях механизма.

Для объемного гидропривода, показанного на рис. 77, примем 
за обобщенную координату перемещение поршня х и введем обо
значения: т  — приведенная масса движущихся частей насоса, 
гидроцилиндра и механизма или исполнительного органа, приводи
мых в движение от гидропривода; Р а — приведенная движ ущ ая си
л а ; Л, — приведенная сила сопротивления. Тогда при постоянной 
приведенной массе уравнение движения имеет вид

Обозначим через р\ и р1 избыточные давления в напорпой и 
соответственно в сливной полостях гидронилиндра, 5) — площадь 
поршня, ¿’га — площадь штока, — приведенная сила трения и 
технологических сопротивлений. Для рабочего хода (движении 
поршня вправо) приведенные силы определяются из соотношений

Давлепие р\ зависит от давления па выходе из насоса р в и по
терь давления в напорной линии Лр\:

Давление р2 зависит от потерь давления в сливпой линии Дp ¡  
и потерь давления в тормозном устройстве ДрТ:

Потери давления Api и Дрг, т. е. потери в трубопроводах и в 
распределителе 3, зависят от скорости течепия жидкости, которая 
при постоянном расходе (количестве протекающей жидкости) про
порциональна модулю скорости поршня v. На основании экспери
ментальных данных зависимости потерь давления Api и Дрг име
ют вид

тпх =  F д — Ре. (13 .1)

(13 .2)

Р\ =  Рн — Д/>1. (13 .3)

Р2 =  Д/?2 + Д Рг- (13 .4)

Д/?1 =  A iv  + B xv2, 
Д Рг =  A 2v + В2и2,



где A i, А2, В  i, Z?2 — постоянные коэффициенты, определяемые для 
данного гидропривода из эксперимента или же по табличным зна
чениям для типовых элементов гидропривода.

Потери давления в тормозном устройстве

Д рт =  Вт£  (1 3 .6 )
/ т

где В г — экспериментальный коэффициент, /т — перемепная пло
щадь проходного сечения в тормозном устройстве*), которая при 
золотнике с прямоугольными канавками зависит от числа канапок 
п, их ширины Ь, длины s, угла наклона [} и перемещения золотни
ка : /т =  n b ( s  — z)sin  р.

С учетом соотношений (13 .2) — (13.6) уравнение движения гид
ропривода (13 .1) принимает вид

пгх =  (р а — Ajy — B 1u2) S 1 — FT — ^Ам +  B2v2 +  (S — S m).

(13.7)
Характеристика нас о с а  принимается обычно в виде двух прямо

линейных отрезков (рис. 78 ), изображающих связь между давле
нием на выходе из насоса р Й и расхо
дом Q, т. е. количеством жидкости, по
даваемой насосом.

При закрытом переливном клапано 
с увеличением давления р„ расход Q 
несколько уменьшается вследствие уве
личения утечек, характеризуемых ве
личиной объемного к. п. д. г)о. Поэто
му связь между р а и Q на участке а 
характеристики (Qc <  Q <  <?mai) выра
ж ается формулой

Рном Рном Q НО Q\
Ри -  1 _  Т, 1 — п <0 ’ '  ' ' 1 чО '0V ma*

в которой значения номинального давления р до», объемного к. п. д. 
Ло =  Q/Qmzx при р =  Рвом И максимального расхода Qта» принима
ются по данным каталогов насосов.

При открытом переливном клапане давление р в равно давле
нию настройки клапана р„ за вычетом пропорциональных расходу 
Q потерь давления в клапане, т. е. на участке 6 характеристики 
(О <  Q <  Qc ) связь между р и и Q выражается формулой

Р « = Р н — AKQ, (13.9)

♦) Эта площадь равна площади живого сечения потока, т. е. поверхности, 
к аж ды й  элемепт которой перпендикулярен вектору скорости частицы жидко
сти, расположенной у этого элемента.



где IАк — экспериментальный коэффициент для переливного 
клапана.

Величина расхода ()„, соответствующая точке пересечения пря
молинейных отрезков характеристики насоса, находится по фор
муле

Рном
1 — Г1 Р«

< ?= ------ =— ¡2------------. (13.10)

( 1 ~ Т1 о ) ^ т а х

Для рабочего хода расход на выходе из насоса и скорость 
поршня V связаны соотношением

<? =  5 ,у . (13 .11)

Следовательно, формулы (13.8) — (13.10) с учетом соотношения 
(13.11) дают также зависимость между давлением насоса р в и 
скоростью поршня V . Поэтому обе формулы (13.8) и (13 .9) можно 
объединить в одну формулу, выражающую зависимость м еж ду дав
лением па выходе из насоса р а и скоростью поршня у :

ра =  Ро — А„и, (13 .12)

где коэффициенты ро и А, имеют различные значения в зависимо
сти от того, открыт или закрыт переливной клапан.

При открытом переливном клапане коэффициент ро равен по
стоянному давлению настройки клапана, а коэффициент Л„ имеет 
значение

А . - А Л .  (13 .13)

При закрытом переливпом клапане коэффициенты ро и А„ име
ют значения:

Р* =  Г = Т >  ( 1 3 1 4 >•о

Давление на выходе из пасоса р с, при котором открывается 
переливной клапан, и скорость поршня ус в этот момент связаны  
соотношением

Р* =  Р «  — А ^ & с, ( 1 3 . 1 6 )
где

Ус =  Рном~ ^ ( 1 ~ Т1") ( 13 .1 7 )
Рнои й^тах(1 ^о) 1

Теперь уравнение движения объемного гидропривода (1 3 .7 ) мо
ж ет быть представлено в виде дифференциального уравнения вто~



рого порядка относительно перемещения поршня

где
a ^ a v + a 1 + s-i ^ a2, (13.19)

(13.20)

Коэффициент А имеет всегда постоянное значение. Коэффици
ент В  в режиме разгона и при установившемся движении такж е 
явл яется  постоянной величиной, а в режиме торможения зависит 
от времени Ь (при независимом приводе тормозного золотника) 
или от перемещения х (при торможении по пути ). Приведенная 
сила может быть функцией времени перемещения х и скоро
сти V .

В общем случае уравнение (13.18) решается численными или 
графическими методами. Но в некоторых случаях возможно полу
чение решений в конечном виде.

Пусть, например, исследуется движение при полностью откры
том проходном сечении в тормозном устройстве (Вт — 0 ). Тогда 
коэффициент В  есть величина постоянная. Кроме того, предполо
жим, что все потери давления можно считать зависящими от вто
рой степени скорости V (турбулентное движение), т. е. коэффици
ент А равен нулю. Сила сопротивления Рт имеет постоянную вели
чину или же имеет составляющую, которая зависит от второй сте
пени скорости у (коэффициент этой составляющей войдет в сум
марный коэффициент В ) .  Тогда уравнение движения (13.18) при
нимает вид

(13.21)

Введем новую переменную
У = (13.22)

или
(13.23)

П одставляя в уравнение (13.21) переменную у  и учитывая соотно
шение (13 .32), получаем линейное дифференциальное уравнение



первого порядка относительно функции у ( х ) :

% = <13-24) 
Другими словами, можно найти решение уравнения (13 .21) на 

фазовой плоскости в координатах х  и у 2, т .  е. найти зависимость
V2 =  у ( х ) ,

а затем получить искомый закон движения х ( Ь )  интегрированием 
уравнения (13.22)

Ч у Г З Г  +  с - ( 1 3 ' 2 5 )

При полностью открытом проходном сечении тормозного устройст
ва (В =  0) и силе сопротивления, зависящей только от скорости 
(в любой степени), уравнение движения (13.18) есть нелинейное 
дифференциальное уравнение первого порядка относительно ско
рости поршня V с разделяющимися переменными.

После разделения переменных получим
т

или

=  .2. Г------- -------------------+ С .  (13.26)
т . ,» 2

§ 56. Безразмерное уравнение движения 
объемного гидропривода

Для того чтобы полученное решение могло быть использовано 
не для одного гидропривода, а для семейства гидроприводов, отли
чающихся размерами и нагрузкой, надо представить уравнение
(13.18) в безразмерном виде.

Д ля перехода к безразмерным переменным примем за модули 
измерения пути и времени путь торможения х„ и время движ е
ния с постоянным ускорением, модуль которого равен а„ при из
менении скорости от нуля до установившейся скорости при раз
гоне или от уу до нуля при торможении. Эти величины можно вы 
разить через скорость установившегося движения уу и через мо
дуль ускорения а„ по формулам движения с постоянным уско
рением:



Обозначив безразмерное время через г  и безразмерную ско
рость через и, получаем

Х„ (¡V ди
гп

С учетом формул (13.27) имеем
и у  (IV (&1Х / л о ооч

у =  =  <13-28> 

Теперь уравнение движения (13.18) принимает вид

й “ ! ^ ( р . - £ - - 4т “ - 4 4
Чтобы постоянные коэффициенты этого уравнения такж е пред

ставить в безразмерном виде, примем за модуль измерения дав
ления

Рг , тап о опуРс =  Ро — ■$- + (13.30)

Тогда уравнение движения (13.29) может быть представлено 
в следующем виде:

— =  — (\
Т] *

где
т):

2ц — нги — х 2м2), (1 3 .31 )

та„п
’  ‘̂ гРо

(1 3 .32 )

— А -X-
“  Ч ’

(13 .33 )

1̂ 1

4Рс
(1 3 .3 4 )

Все выводы, которые в дальнейшем могут быть сделаны из рас
смотрения безразмерного уравнения движения (13 .31), относятся 
не к  одному гидроприводу, а к  семейству гидроприводов с одина
ковыми значениями безразмерных коэффициентов т), у.\ и х 2.

При исследовании движения поршня гидропривода на участке 
торможения необходимо выделить из общего коэффициента В  г т  
формуле (13.20) слагаемое £ т//т, которое на этом участке зави
сит или от времени £, или от перемещения х. В этом случае ко
эффициент х 2 определяется по формуле

,2
У



а  в скобках уравнения (13.31) появляется дополнительный член

5 _  (^1 ^ш) ВТиу и2
5 1/?4рв

Примем за модуль измерения площади 

/у — т / (^1 ~~ ^ш) В т °У

V V» 2 ' (13.35)

Тогда безразмерная площадь проходного сечения в тормозном 
устройстве

О =  /,//„ (13 .36 )
а  дополнительный член б принимает вид

/2 
— I
/2 У Т

Г
6 = ^ « * » ,

или
б =  И2/02.

Следовательно, уравнение движения объемного гидропривода с 
тормозным устройством в безразмерной форме имеет вид

(13 .37)

В этой форме удобно решать уравнения движения гидроприво
да при торможении по времени, т. е. при /т =  /т(0- Если ж е тор
можение идет по пути, т. е. /т =  /т( я ) ,  то надо в уравнение дви
жения ввести безразмерное перемещение

Е =■*/*„, (1 3 .38 )
используя соотношение

д и __  Ли
ах ~ Щ ! х '

Тогда получаем

аи 1 1 — 2т] — х ^ 2 —

где и = ^ / ¿ т .
ИТ) ( 1а. 39)

Г Л А В А  14
ДИНАМИКА МЕХАНИЗМОВ С ПНЕВМОПРИВОДОМ 

§ 57. Уравнение расхода газа

Для решения задач динамики механизмов с пневмоприводом 
необходимо знать уравнения, позволяющие определять величину 
массового расхода г а з а * )  в двух случаях :

*) Массовый расход газа измеряется в кг/с. До введения системы  СИ 
применялся весовой расход газа, измеряемый в кгс/с.



1) истечение газа из емкости, где поддерживается постоянно» 
давление ро, через короткий трубопровод (сопло, отверстие) в сре
д у  с давлением р <  ро ;

2 ) движение газа по трубопроводу с учетом местных сопротив
лений.

Заметим, что в обоих случаях определяется массовый расход 
газа , в отличие от задач динамики гидропривода, где принято оп
ределять объемный расход жидкости. Это различие связано с тем,, 
что объем газа существенно зависит от давления и температуры 
по уравнению состояния газа

/Н7~ДГ, (14.1)

где р  — абсолютное давлен и е*) газа в Н/м2, о  — удельный объем 
газа **) в м3/кг, Т — абсолютная температура газа в К, Я — га
зовая постоянная в (Н • м )/ (к г • град).

Массовый расход газа б  в кг/с при истечении через отверстие- 
площадью / в м2 определяется по теоретико-экспериментальной 
формуле ________________________

£ =  Я/Ре 1^/" -̂~Г\ ^  ( Г 2//! — у {к+1)/к),  (14.2)

где ро — давление в емкости, из которой происходит истечение, 
р  — давление среды, У — отношение давлений р/ро, к — показатель 
адиабаты, Т — абсолютная температура поступающего газа в К, 
|х — коэффициент расхода ,  значение которого всегда меньше 1 ** * ).

Коэффициент (X определяется обычно из эксперимента или но 
справочным данным и учитывает факторы, которые не были учтет 
вы  при выводе формулы (14 .2 ). Показатель адиабаты к обычно 
принимается равным 1,4. Д ля этого значения к имеются таблицы 
функции

Ф (У )=  УУ2' * -  (14.3)

которая называется ф у н к ц и е й  расхода.
Зависимость (14.2) для определения расхода газа справедлива 

только в интервале значений У от 1 до того значения У*, при ко
тором расход С становится максимальным. Это значение У = У* 
называется критическим.  Если принять к — 1,4, то У = 0,528.

Функция расхода ири критическом отношении давлений У по 
формуле (14.3) нри к — 1,4 имеет значение

Ф  (Г * ) = 0,2588.

*) Здесь и далее в гл. 14, в отличие от уравнения движепия гидропри
вода, всегда подразумевается, чте р — давление абсолютное, а не избыточное.

**) Во избежание недоразумений обозначение и в гл. 14 не применяется
дл я  скоростей поршня пневмоцилиндра. Эта скорость обозначается через х к ак  
производная от перемещения х  по времепи £.

***) Г е р ц .Е. В., К р е й п и н Г. В. Динамика пневматических приводов 
машин-автоматов,— М.: Машиностроение, 1964.



Критический расход С* находим по формуле (14.2) при к  =  1,4 и 
Ф (Г * ) =  0,2588:

п  , Г  0,469 
М'/Ро ~\/ [{•£ • (14.4)

Если отношение давлений У мепыне критического значения У * , 
то расход б  не зависит от К и величина его остается постоянной 
в соответствии с формулой (14 .4 ).

На рис. 79 показан график изменения расхода С в зависимо
сти от отношения давлений У. Режим  истечения, при котором рас
ход имеет постоянную величину С*, 
не зависящую от отношения давлений, 
называют надкритическим.  Этот ре
жим сохраняется в интервале измене
ния У от 0 до У «  0,528. При увели
чении отношения У сверх его крити
ческого значения расход С? убы вает, 
изменяясь в соответствии с формулой
(14 .2). Режим истечения, при котором 
расход С убывает с увеличением отно
шения давлений У, называется п о д -
критическим.  Этот режим сохраняется в интервале изменения У 
от У* до 1.

Наличие в формуле (14.2) коэффициента расхода ц, который 
обычно определяется из экспериментальных данных и может счи
таться известным только с ограниченной точностью, позволяет при
менять вместо «точной» формулы (14 .2) более простые соотноше
ния. Например, можно использовать формулу, которая дает по
грешность не более 3 %:

Рис. 79

С = ц/р( V А У ( 1 - У ) . (14 .5)

Критическое эначение отпошения давлений по этой формуле 
получается равным У* = 0 ,5 , и критический расход (?*, который 
остается постоянным в интервале от У =  0 до У* — 0,5, равен

(14.6)

Расход при движении газа по трубопроводу определяется соот
ношением

-  Р\/т 2ТТГ (14 .7 )

где р\ — давление во входном сечении трубопровода, /т — площ адь 
ироходного сечения трубопровода, £ — коэффициент сопротивления.



Коэффициент сопротивления определяется опытным путем или 
ж е  по формуле

£ =  (14.8)

где I, — длина и — диаметр трубопровода, К  — коэффициент 
трения воздуха в трубе, который в первом приближении можно 
принимать равным 0 ,02—0,03.

Если можно пренебречь величиной 1п У по сравнению с коэф
фициентом сопротивления £, то формула (14.7) упрощается и при
нимает вид

С =  рЦг  (14-9)

Расход, который может пропустить местное сопротивление 
(кран , распределитель и т. п .) , определяется по формуле (14.2) 
или (1 4 .5 ), причем коэффициент расхода ц находится путем экс
перимента или же по справочным данным. Однако практически бо

лее удобно заменять действие каждого мест

р А 4 ком длины трубопровода. Эквивалентная 
длина трубы 1га зависит от диаметра трубы 
и типа местного сопротивления. Например, 

Рис. 80 для распределителя 1ТЯ — 4 —5 м при =
=  0,006 м и ¿тэ =  12—14 м при с?т =  0,026 м.

После определения полной длины эквивалентного трубопровода 
с  учетом всех местных сопротивлений можно найти расход возду
ха в системе, состоящей из емкости, где поддерживается постоян
ное давление р„, эквивалентного трубопровода и рабочей полости 
пневмоцилипдра (рис. 8 0 ). Давление р„ равно давлению в магист
ральной линии, по которой поступает воздух из компрессора или 
из промежуточной емкости, называемой ре сив ер ом.  В конце трубо
провода давление равно ро, а в рабочей полости пневмоцилиндра р.

Из условия неразрывности потока воздуха расход при движе
нии по трубопроводу равен расходу при истечении в рабочую по
лость пневмоцилиндра. Это условие выражается равенством расхо
дов по формулам (14.2) и (14 .7) или по приближенным формулам 
(14 .5) и (14 .9 ). В последнем случае для подкритического режима 
имеем

с  — И#о | / /Ллт ро ~  2ПТ1 ’ (*4.10)

где  Т — То =  Ты — абсолютная температура воздуха, которая счи
тается  неизменной как  в трубопроводе, так и в рабочей полости 
пневмоцилиндра, % — коэффициент сопротивления, определяемый 
но формуле (14.8) для эквивалентного трубопровода длиною 1Т„

Рл



Из уравнения (14.10) при заданных величинах р и и р  можно 
найти давление ро, решая квадратное уравнение

Ро +  РРо — Р2 — Р* =  0, (14.11)
/ т /т

а затем найти расход воздуха, соответствующий давлениям р м и р.  
Однако такой способ вычисления расхода достаточно громоздок, 
и поэтому целесообразно воспользоваться методом приведенных ко
эффициентов расхода, который аналогичен методу приведения 
масс, сил и жесткостей.

Приведенным коэффициентом ра схода  называется отноше
ние полного расхода G, определяемого, например, из уравнпния
(14 .10), к условному расходу, вычисляемому но формуле (14 .2 ) 
или (14.4) при ро =  Рт То = Тм и ц =  1.

Для подкритического режима при к =  1,4 имеем

= ------ Г ~ Т ~ ~ Г р \ ’ (14Л2>/рм V
где ч>(р/р*) — функция расхода, определяемая из таблиц.

При использовании приближенной формулы (14.5) получаем

И-п =  г  „ (14.13)

Однако формулы (14.12) и (14.13) использовать для вычисле
ния цп трудно, так как величину G надо определять из уравнения
(14.10) в зависимости от коэффициента сопротивления эквивалент
ного трубопровода £ и отпошения ро/р«• Поэтому приведенный коэф
фициент расхода определяют или экспериментальным путем , 
или по справочным графикам, составленным для различных зна
чений коэффициента сопротивления эквивалентного трубопровода 
£ и значений р01рм.

§ 58. Динамика односторонних пневматических приводов

В одностороннем пневматическом приводе поршень пневмоци
линдра 1 при прямом ходе движется под действием сжатого возду
ха (рис. 81 ). Обратный ход совершается под действием пружины 
или силы тяжести (при вертикальном расположении пневмоцилинд
ра). Двухпозиционный  трехлинейный ра спределитель 2 служ ит для 
попеременного сообщения рабочей полости ппевмоцилипдра с маги
стралью сжатого воздуха или с атмосферой. Распределитель назы 
вается трехлинейпым потому, что к нему подведены три линии: от



магистрали, в атмосферу и к  пневмоцилиндру. В указанной пози
ции распределителя рабочая полость пневмоцилиндра соединена с 
магистралью, во второй позиции — с атмосферой. Для того чтобы 
представить себе действие распределителя во второй позиции, надо

мысленно передвинуть правый квадрат 
на место левого, оставляя все три ли
нии на месте.

Уравнение движения привода при 
переменной приведенной массе поршня 
т а можно записать в форме уравне
ния Лагранжа второго родаIлг г 2 <1т

т п * + Т - ^  =  5 ^

Рис. 81

где х — координата поршня, 
чей полости, р — давление

Р а), ~  ^ п ,

(14.14)

5  — площадь поршня со стороны рабо- 
в рабочей полости, ра — атмосферное 

давление, Р а — величина приведенной к поршню силы сопротив
ления.

Д ля того чтобы можно было решать уравнепия (14.14), надо 
установить зависимость давления р от постоянных и переменных 
параметров механизма. Эта зависимость получается из уравпения, 
которое называется уравнением теплового баланса или уравнением 
энергии:

кИТ„См йЛ — крБхсИ + х5<1р, (14.15)
где к  — показатель адиабаты, /? — газовая постоянная, Тн — абсо
лю тная температура воздуха в магистрали, — расход воздуха, 
поступающего из магистрали.

Л евая часть уравпения (14.15) дает величину энергии, посту
пившей в систему со сж атым воздухом. Первый член правой части 
уравнения (14.15) показывает изменение внутренней энергии, 
а второй член равен внешней работе.

Д ля определения закона движения поршня уравнение (14.15) 
обычно разрешают относительно производной давления по времени:

(14.10)р  =  т [— — Р*) ’
причем расход определяется по формуле (14.4) для надкрити
ческого режима, т. е. в интервале изменения давления от р — 0 до 
р  =  0,528 р я, где рм — давление воздуха в магистрали. В этой фор
муле То = Т„, ро = Рм, / — проходное сечепие трубопровода, по кото
рому поступает воздух в рабочую полость пневмоцилиндра, а коэф
фициент (г принимается равным приведенному коэффициенту рас
хода рщ:

[  0,469
У  « V



Для подкритического режима, т. о. в иптервале изменения дав
лений от р  =  0,528ра до р — рн, расход См определяется по формуле
(14.2), которая с учетом формулы (14.3) при к  =  1,4, ^ =  ц„ и 
То =  ?’м имеет вид

где функция расхода ф0?/рм) паходится из справочных таблиц.
Можно также использовать приближенную формулу (14 .5 ), ко

торая для принятых условий нолучает вид

После подстановки величины расхода из формулы (14.17) 
или (14.19) в уравнения (14.16) получается система двух  нелиней
ных дифференциальных уравнений (14.14) и (14 .16), из которой 
можно найти неизвестные х — х(Ь) и р =  р (¿)* Решение этой систе
мы паходится численными методами.

Особенностью динамики пневмопривода по сравнению с гидро
приводом является необходимость определения времени подгото
вительного периода, под которым понимается время наполнения 
рабочей полости цилиндра до начала движепия поршня. Из усло
вия равновесия неподвижного поршня находим давление воздуха в  
начале движения

Д ля определения времени, в течение которого давление в рабо
чей полости увеличивается от начального значения р =  р„ до зна
чения р — р я, используется уравнение (14.15), которое при ¿  =  0 
имеет вид

где хо — значение координаты х в начальном положении поршня. 
Расход См для надкритического режима определяется по формуле 
(14.17), а для подкритического — по формуле (14.18) или (14 .19). 
Если ря меньше 0,528р„, то при наполнении рабочей полости и не
подвижном поршне может быть только надкритический режим.

Интегрирование уравнения (14.21) для надкритического режима 
при /с =  1,4 дает

Если оба значения давления р  в начале и в конце наполнения 
больше критического, т. е. р„ >  0,528р„ и рл >  0,528р„, то режим 
истечения будет подкритическим, и уравнение (14.21) при к  =  1,4

(14.18)

(14.19)

Рд — Ра  ^  • (14.20)

/с/?ГмС„ сИ — хоБ (1р, (14.21)

(14.22)



после подстановки значения Си из приближенной формулы (14.19^ 
принимает вид

dt  = xos dp

t J  м V pp™ — е %

После интегрирования получаем
' 2Рн- z 0S

VRTu
. ( ‘  a rc s in  - •1 1 — arcsin ( ---- ---- 1

(14,23)

. (14.24)

Если ра <  0,528 рм, а рд >  0,528 р„, то время состоит из двух 
слагаемых, из которых первое соответствует надкритическому ре
ж им у, а второе — цодкритическому:

V
V AT*

0,528— — —
Аи

— arcsin  0,056 4- 4- arcsin ( — —  1 
2 ’ ^  2 \ рк

(14.25)

Прежде чем начнется обратный ход поршня, будет происходить 
истечение воздуха из рабочей полости, пока давление в ней р в но 
станет равным давлению р а, создаваемому пружиной или силой 
тяж ести .

Время опоражнивания такж е находится интегрированием урав
нения теплового баланса, которое отличается от уравнения (14.21) 
знаком минус перед дифференциалом количества вытекающего 
воздуха:

—кЯТвСа йЬ — йрг, (14.26)

где Тв — температура вытекающего воздуха, хК— значение коорди
наты х в начале обратного хода, Св — значение расхода но форму
лам, аналогичным формулам (14.17) и (14.18) или (14.19) в за
висимости от режима истечения.

Д ля надкритического режима

(14.27)

где Цпв — приведенный коэффициент расхода для опоражнивания 
полости пиевмоцилиндра, /„ — площадь проходного сечения выход
ного отверстия, Тв — абсолютная температура вытекающего воздуха.

Если обозначить через 2  отношение атмосферного давления к  
давлению в полости пиевмоцилиндра при ее опоражнивании

2 - А/р., (14.28)

то критическое отношение давлений =  0,528 и, следовательно, 
уравнение (14.27) справедливо, если начальное значение давления 
р в =  р К и конечное р в =  р а больше ра/0,528.



Если оба зпачения давления р в мепьше ра/0,528, то режим исте
чения будет подкритическим, и расход Св определяется но формуле

° и ~  И'пв/вРв ЛТв ф

пли по приближеппой формуле

(14.29)

— И'Пв/вРп — ( 1 — ) • (14.30)

Если рк больше ра/0,528, а р п меньше р л/0,528, то сперпа будет 
подкритический режим (до р а —р л!0,528), а затем надкритический 
|с(от рв =  ра/0,528 до Рв = Р„).

Заметим, что, в отличие от процесса наполпепия при опоражни
вании, расход воздуха при надкритическом режиме оказывается 
переменным вследствие переменности давления р„.

§ 59. Динамика двусторонних пневматических приводов

В двустороннем пневматическом поршпевом двигателе движение 
поршня в прямом и обратном направлениях соверш ается под дей
ствием сжатого воздуха, который попеременно поступает то в одну, 
то в другую полость гшевмоцилиидра 1 (рис. 8 2 ). Двухпозицион- 
пый четырехлинейный рас
пределитель 2 показан в по
зиции, когда в левую полость 
цилиндра поступает сжатый 
воздух, а правая соединена 
■с атмосферой (прямой ход).

Уравнение движепия 
привода при прямом ходе

х о 5

I -

■ <

т„х  +

Гп

=  р 5 - р Л - ^ п, (14.31)

Рис. 82

где т„ — переменная приве
денная масса привода, р — 
давление в рабочей полости, 
т. е. в полости, соединенной
с магистралью сжатого воздуха, р в — противодавление, т. е. давле
ние в полости, соединенной с атмосферой, 5  — площадь поршня со 
сторопы рабочей полости, 5В — площадь поршня со стороны проти
водавления, — модуль приведеппой силы сопротивления.

В отличие от односторонних приводов, для определения закопа 
движения поршня х = х(1) к  уравнению движепия (14.31) добав
ляются два уравнения теплового баланса (уравпепия энергии). Д ля 
17*



полости, соединенной с магистралью сжатого воздуха, это уравне
ние совпадает с уравнением (14.16)

Это уравнение отличается от уравнения (14.16)' энаком минус 
у  первого члена в скобках. Кроме того, координата х„ от которой 
зависит объем полости противодавления, выражена через обобщен
ную координату х, полный ход поршня в и начальные значения 
координат х и х„, равные хй (см. рис. 82).

Абсолютная температура Г в воздуха, выходящего из полости 
противодавления, связана с абсолютной температурой Ти воздуха, 
поступающего из магистрали, соотношением

которое получается из уравпеппя состояния воздуха (14.1)' в пред
положении, что процесс изменения его состояния происходит в ус 
ловиях полного отсутствия теплообмена с внешней средой (адиаба
тический процесс).

Расход воздуха, поступающего из магистрали, находится, как я  
при одностороннем приводе, по формуле (14.17) для надкритиче
ского режима и по формуле (14.18) или (14.19) для подкритиче- 
ского режима.

Расход воздуха, выходящего из полости противодавления, опре
деляется по формулам (14 .27), (14.29) или (14.30) в зависимости 
от режима истечения.

После подстановки зпачепий расходов (?„, и абсолютной тем
пературы Тв в уравнения (14.16) и (14.32) получается система 
трех нелинейных дифференциальных уравнений (14 .31), (14.16) и 
(14 .32), из которой можно пайти пеизвестные: х = х(Ь), р  =  р{1) и 

/>в =  М 0 -
Решение этой системы находится численными методами.

§ 60. Безразмерные уравнения движения механизмов
с пневмоприводом

Д ля перехода к безразмерным параметрам принимаем за модули 
измерепия: перемещений— ход поршня в, сил — произведение дав
ления воздуха в магистрали р ы па площадь поршпя 5  и времепи — 
величину отношения ¿т/Л̂ , где £т  — время, необходимое для равно
ускоренного перемещения па величину полного хода я массы т.

Д ля полости, соединенной с атмосферой, имеем

(14.32)

(14.33)



под действием постоянной силы, равной 2/)м5, т. в.

/ тз
м * (14-34)

Величина N — безразмерная постоянная величина, характери- 
вующая параметры привода:

II4 Г  2ткДТ,,

В соответствии с выбранными модулями измерений принимаем 
безразмерное перемещение

X -
Е =  — Г-2* <14-36>

безразмерное время
(14.37)

т
и безразмерную приведенную силу

(14-38)

Тогда уравнение движения одностороннего пневматического приво
да при постоянной приведенной массе т  принимает вид

Ц ы 2 =  У  — У а — Т|, (14.39)
йт

где У =  р/р„ и Уа *= рл/рн.
Уравнение изменепия давления (14.16) принимает вид

аУ к | ф ( у ) _ у | ] ,  (14.40)
^  Е + Б„

где |о =  жо/5.
В результате решения системы уравнений (14.39) и (14.40) 

находятся функции £ =  £(/) и У = У (т ) .  Для перехода от безраз
мерных величии к их действительным значениям имеем следующие 
соотношения:

1 ==хк г у Г ^ Щ '  (14-41)

(14.42)

Аналогично представляются в безразмерной форме уравнения 
для обратного хода одностороннего пневмопривода.



Г Л А В А  15
ДИНАМИКА МЕХАНИЗМОВ С ЭЛЕКТРОПРИВОДОМ

§ 61. Уравнения Лаграняса — Максвелла

М еханизмы с электроприводом можно рассматривать как  элект
ромеханические системы. Д ля исследования их динамики методи
чески наиболее удобными являю тся у р а в н е н и я  Лагранжа  — Макс
велла,  которые имеют форму уравнений Лагранжа второго рода и 
позволяют автоматически получать не только уравнения движения 
механической части системы, но и связанные с ними уравнения 
электрической части.

Составление этих уравнений предполагает, что состояние элект
ромеханической системы описывается обобщенными координатами 
механической части, число которых в голономных системах равно 
числу степеней свободы механизма, и обобщенными координатами 
электрической части, определяющими состояние электрической ча
сти системы.

Обобщенные механические координаты обозначим через д(, где
1 =  1, 2, . . . ,  п,  а число п  равно числу степеней свободы механизма. 
За обобщенные механические координаты, как и в предыдущих 
главах, будем выбирать линейные или угловые координаты звеньев.

Обобщенные электрические координаты обозначим через и*, где 
и * = 1 , 2, . . . ,  т,  а число т  равно числу электрических степеней 
свободы. За обобщенные электрические координаты будем выби
рать количества электричества.

Производные по времени от обобщенных механических коорди
нат дают обобщенные скорости ф, а производные по времени от
обобщенных электрических координат дают обобщенные токи к к.

Уравнения Лагранжа — М аксвелла для голономных систем име
ют вид *)

' ^1, £ =  1, . . . ,  П)
(15.1)

:=г ^ == 1» • •.» т*

В этих уравпониях Ь — фупкция Лаграпжа — Максвелла, равная 
сумме «электрической» функции Лаграгока Ь, и «механической» 
функции Л агранж а Ья : -

Ь = Ьа + Ь„. (15.2)'

«М еханическая» функция Л агранжа, как  обычно, равна разно
сти кинетической энергии Т и потенциальной энергии П:
______________  и  =  Т -  П, (15.3)]

*) М а к с в е л л  Дж. К. Избранные сочинения по теории электромагнит
ного ноля,— М.: Гостсхиздат, 1952.

Л дЬ дГ,
и дд{
д. дЬ

<и дЧ  ' °Ки



а «электрическая» функция Л агранжа для механизмов с электро
приводом совпадает с магнитной энергией системы

где г и 8 — ипдексы независимых электрических коптуров (витков, 
обмоток), по которым протекают токи ¿Р и ¿ г. при г Ф  в — взаим
ная индуктивность (коэффициент взаимоипдукции), а  при г  — я — 
индуктивность (коэффициент самоиндукции).

Обобщенная (приведенная) сила (?( определяется, к ак  было у к а 
зано в гл. 7, т. е. как  скалярная величина, равная коэффициенту 
при вариации данной обобщенной координаты в выражении воз
можной работы сил.

Обобщенная «сила» ()к определяется по аналогии с (?< как  ска
лярная величина, равная коэффициенту при вариации данной 
«электрической» обобщенной координаты в выражении работы 64  
электрических сил, т. е. из выражения

где Ег., — э. д. с. контура, Иг,, — электрическое сопротивление 
контура.

П р и м е р  1. Электромагнитный прибор состоит из подвижной 
катуш ки, вращающейся в постоянном магнитном поле, которое со
здает другая (неподвижная) катуш ка, образующая с подвижпой к а 
тушкой последовательную электрическую цепь. На подвижную к а 
туш ку действует пара сил, создаваемая упругостью пружины с ко
эффициентом жесткости с. Во вращательной паре — вязкое трение 
с коэффициентом [к За обобщенные координаты системы примем 
угол поворота подвижной катуш ки ф, отсчитываемый от положения, 
при котором катушки взаимно перпендикулярны, и ток ¿, проте
кающий через обмотки катуш ек. Тогда «механическая» функция 
Л агранжа примет вид

где / — момент инерции подвижной катуш ки относительно оси 
вращения.

«Электрическая» фупкция Л агранжа

где индекс 1 относится к подвижной катуш ке, а ипдекс 2 — к  не
подвижной.

Из условий симметрии взаимная ипдуктивность Ь\ч. равна 1^\. 
Обозначим их сумму (полный коэффициент взаимной индуктивно
сти) через 2Ьп и примем во внимание, что этот коэффициент за

оо

(15.4)
Г ,3=1

б^ =  2  2  (Ег.в — -Яг,Л,«) бкк, (15.5)



висит от взаимпого расположения катуш ек, т. е. от угла ф. Обычно 
принимают

Ьп — L0 sin ф.

Индуктивности катуш ек Ь\ и ¿2  считаем постоянными.
Следовательно, функция Л агранжа — Максвелла имеет вид

L =  -i- [(Lx -f- L2 -)- 2L0 s in  ф) ¿2 + /ф2 — сф2].

Обобщенная сила Q¡ находится из выражения элементарной ра
боты сил трения 6ЛТ на возможном перемещении системы (работа 
сил упругости пружины учтена при составлении выражения потен
циальной эпергии):

6ЛТ =  —Рфбф.
Отсюда

Qi =  -Рф.
Обобщенная сила Qk находится из выражепия элементарной ра

боты «электрических сил»:
6Л —(Е — iR)8x,

где R  — суммарное сопротивление обмоток катуш ек, Е — внешняя
э. д. с.

Отсюда
Qh =  E -  iR.

Уравнения Л агранжа — М аксвелла:
d dfj c)L 0 '

± p = E - i f í .  dt di

Выполпяя дифференцирование, получаем
д L , ' d д /. г "
~ = ' / ( Р ’ 7 7 Г ~ ~ = = / ( Р '  dtp а д ф
д ! / т ,2—  =  L0i2 cos ф  — С ф ,

= (L1 +  ¿2 + 2L0 Sin ф)

I t  =  (L l  +  L * +  2 L ° s i n  +  2L oi(f C0S ф*

Теперь уравнения Л агранжа — Максвелла припимают вид

/ф — Lqí7 cos ф+ сф =  —Рф, (15 .6)

(Lt +  £ 2 + 2L0 sin ф) ^  + 2£0г'ф cos ф — Е — iR.

Совместное решение этих двух уравнений дает искомые функ
ции ф =  ф(0. и i =  Заметим, что при составлении функции



Лагранжа можно учитывать только кинетическую энергию (без 
потенциальной), но тогда выражение обобщенной силы Qt должно 
содержать член — сср, т. е. момент сопротивления от сж ати я пру
жины.

Первое уравнение системы (15 .6 ) можно записать в следую
щем виде:

Уф =  L0i2 cos ф — сф — Рф.

Отсюда видно, что первый член правой части дает величину дви
жущего момента

Мя =  L0i2 cos ф.

П р и м е р  2. Электродвигатель постоянного тока с независимым 
возбуждением приводит в движепие входное звено механизма, для 
которого приведенный момент инерции /п и приведенный момент 
сил М п — заданные функции угл а поворота якоря (ротора) электро
двигателя.

Обозначим индуктивности обмоток возбуждения и якоря через 
Z/8, L„, взаимную индуктивность через Ьт — Ьяв =  Ьп, токи в обмот
ках возбуждения и якоря соответственно через ¿„ и ia. Тогда ф унк
ция Лагранжа — Максвелла получает вид

L —~2 "Ь +  2Lni„tB 4- J ,,ф2) .

Если считать ток в обмотке возбуждепия постоянным, то состояние 
рассматриваемой электромеханической системы определяется двум я 
обобщенными координатами ф и i„, которые могут быть найдены 
как  функции времени из уравнений Лагранжа — М аксвелла

d dL dL  _ -Tj

é ' Ê - U - U R *

где U — напряжение, приложенное к  обмотке якоря, R„ — сопротив
ление этой обмотки.

При дифференцировании функции Лагранжа — М аксвелла будем 
считать индуктивности L„ и Ьл постоянными, а взаимную индук
тивность Ln зависящей от угла поворота якоря ф.

Выполняя дифференцирование, получаем
dL _  г m d dL г "  , - ,  d J „



Теперь уравнения Л агран ж а — Максвелла примут вид

Совместное решение этих двух  уравнений дает искомые функ
ции ср =  ф(£) и г„ =  £„(£).

§ 62. Характеристики электродвигателей

При исследовании динамики механизмов с электроприводом 
обычно используют статическую характеристику двигателя, под 
которой понимается зависимость угловой скорости ротора (якоря)
о) от момента М  пары сил, прилоясенной к ротору:

Эта характеристика назы вается статической,  потому что она оп
ределяется при ф =  0, т. е. без учета сил инерции.

В задачах теории механизмов и машин зависимость (15.8) удоб
нее представлять в форме характеристики движущего момента, дей
ствующего на входное звено механизма со стороны вала двигателя

Рассмотрим, например, статическую характеристику движущего 
момента электродвигателя по стоянног о  тока с  не зависимым  (или 
параллельным) в о з б уж д е н и ем .  Из первого уравнения системы
(15.7) имеем

Экспериментальные данные для существующих конструкций 
олектродвигателей постоянного тока показывают, что величина 
производной (¿/уп/с?ф может считаться приближенно постоянной. 
Постоянную величину й£п/с?ф обозначим через К.  Тогда движущий 
момент

Величина К1В равна магнитному потоку в воздушном зазоре 
м еж ду ротором и статором, если считать, что магнитный поток со
здается только обмоткой возбуждения. Следовательно, движущий 
момент М д равен произведению магнитного потока на ток в обмот
ке  якоря.

о  =  со (М) . Г(15.8)

М д =  МЛ( со). (15.9)

Л/д =  Кц„ . '(15.10)'



Д ля установившегося движения производная d i j d t  равна ну- 
лю, и тогда из второго уравнения системы (15.7) имеем

U — K i  ф
« я = — -5-= ?, (15.11)

■'‘ я

где KiBq> — генераторпая э. д. с., возникающая в обмотке якоря.
Обозначая угловую скорость якоря ср через со, из соотношений

(15.10) и (15.11) получаем

— М0 — Ь(о, . (15.12)
гдо

, M0 =  U K i JR „  (15.13)
Ь =  (K i a) 2jRa. (15.14)]

Итак, при постоянном токе возбуждения статическая характер 
ристика двигателя постоянного тока с независимым (или парал-* 
лельным) возбуждением представляется в виде линейной зависи* 
мости меж ду движущим моментом Ма и угловой скоростью со.

Несмотря на то, что эта зависимость справедлива лишь при 
постоянной величине силы тока в обмотке якоря, т . е. при устано
вившемся движении, она часто употребляется при исследованпи 
динамики механизмов с электроприводом. Чтобы оценить погреш
ность, допускаемую при использовании статической характеристи
ки, сравним упрощенное решение, получаемое из уравнения дви
жения механизма, в котором движущ ий момент определяется по 
статической характеристике, с более точным решением, получаемым 
из системы уравнений (15.7).

При сравнении получаемых решений приведенный момент сил 
будем считать приведенным моментом сил сопротивления

М а =  - М в.

Кроме того, для простоты сравнений примем J a =  const. Тогда 
упрощенное решение можно найти из первого уравнения системы
(15.7) после подстановки значения движущего момента М я из 
соотношения (15.12) .

/ по - -  М 0 — Ыо — М с . (15,15)

Для болео точного решения надо решать систему уравнений 
4(15.7), которая в рассматриваемом случае имеет вид



Д ля того чтобы исключить из этих уравнений функцию 1Л =» 
=  гя (£), находим ее из первого уравнения:

< ■ <15-17> 

а  производную d i j d t  — из второго уравнения. Эта производная с 
учетом формулы (15.17) имеет вид

А„ U K itt- n HJ n% - n ñMc - ( K i Bf a

П одставляя сюда зпачепия коэффициентов М0 и Ъ статической ха
рактеристики двигателя из формул (15.13) и (15 .14), получаем 
после преобразований

< « •« >

После дифференцирования первого уравнения (15.16)' по времени 
имеем

д: <й ~
1  псо — К1а =  — Мс .

П одставляя значепие d i J d t  из формулы (15.18)', получаем уравне
ние движения механизма с приводом от электродвигателя при по
стоянном приведенном моменте инерции:

-ту— ( I ц0) М с) + J „со =  АГ0 — Ьоз — Л/о* (15.19)
■“ я

Уравнение (15.19) отличается от уравнения (15.15) дополни
тельным членом в левой части, величина которого зависит от отно

шения £„//?„ и производной по времени от функции ( / псо +  М е), 
Этот дополнительный член называют иногда электромагнитной с и 
л ой  и н е р ц и и .  Заметим такж е , что учет электромагнитной силы инер
ции повышает порядок дифференциального уравнепия движения 
механизма на единицу. Относительно угловой скорости со уравнение 
(15 .15) есть уравпение первого порядка и относится к уравнениям 
апериодического типа.

Уравнение (15.19)' является  дифференциальным уравнением 
второго порядка, и в зависимости от соотношений между его коэф
фициентами может относиться или к апериодическому типу вто
рого порядка, или к  колебательному типу. Отсюда следует, что 
при решении задач динамики механизмов с электродвигателем не
обходимо давать оценку дополнительного члена, выражающего 
электромагнитную силу инерции. Если пользоваться только стати
ческой характеристикой электродвигателя, то нельзя обнаружить



колебательные режимы, которые в областях, близких к  резопапсу, 
приводят к значительному увеличению амплитуд и динамических 
нагрузок * ) .

Для электродвигателей по сто янно г о  тока с  по след овательным  
в о з б уж д ен и ем  ток в обмотке возбуждения равен току в обмотке 
якоря

/в =
и уравнения Лагранжа — М аксвелла принимают вид

3̂  +  1 ^ "  к I*2 =  ( 15-2°)

L p t +  K 2i y  =  U — iR,  (15.21)

где L — суммарная величина индуктивностей обмоток якоря и воз
буждения, R  — суммарное сопротивление этих обмоток, К х и К 2 — 
постоянные величины, зависящие от параметров двигателя.

Эти уравнения справедливы для ненасыщенного участка кривой 
намагничивания, т. е. зависимости магнитного потока Ф от тока г. 
На этом участке, соответствующем области малых токов, магнитный 
поток Ф пропорционален силе тока г:

Ф “

я , следовательно, третий член левой части уравнения (15.20) мо
жет быть преобразован к виду

a v  =  к , к Фе  ^  К3Ф1,

где Кг  =  К\!К<ъ — постоянный коэффициент.
Аналогично второй член левой части уравиепия (15.21) может 

быть представлен в форме
• • »

Кгщ  = К^КфЩ =  Я 4Фф,

где К 4 — постоянный коэффициент.
При увеличении силы тока i величина магнитпого потока Ф 

приближается к  постоянному значению
К Ф1 =  const,

т. е. коэффициент К ф , а следовательно, и коэффициент К \  оказы 
ваются переменными. Тогда уравнения (15.20) и (15.21) переходят 
в уравнения (15.7), если положить в них коэффициенты К\^== 
=  dLBld (.р переменными, и все выводы, сделанные при рассмотрении

*) Дальнейшее уточнение полученпых результатов с учетом перемеппой 
силы тока в обмотке возбуждения требует применения методов неголономной 
механики. См. Л ь в о в и ч  А. Ю , П о л я  х о в Н. Н. Приложение неголо
номной механики к  теории электромеханических систем Ц Вестпик Л Г У .— 
19 7 7 ._ №  13; Д н е в с к и й  В. А. Исследование электромеханических систем 
методами неголономной механики.— Дис. на соискание уч. ст. кан ди дата 
физ.-мат. наук, ЛГУ, 1979.



динамики электродвигателя с параллельным (или независимым! 
возбуждением, сохраняются при средних значениях Кх .̂

Если ж е рассматривать область малых токов, то из уравнения
(15.20) при постоянной величине К\ имеем

Мл =  КхР. (15.22)||

При установившемся движении производная йг/сй равна пулю, 
и тогда из уравнения (15.21) при ф = со получаем

иI = Л >  + Я ’

со

П одставляя это значепие I в формулу (15 .22), получаем стати
ческую характеристику электродвигателя постоянного тока с по
следовательным возбуждением

К  и*
М л = ------^ (15. 23)

При Л/д =  Мс получаем зависимость угловой скорости со от при
веденного к валу двигателя момента сопротивления:

^  V ( 15 -24>

Отсюда следует, что при стремлении величины М0 к нулю (хо
лостой ход) угловая скорость со стремится к  бесконечности («раз
нос» двигателя).

Наиболее распространенным типом электродвигателя перемен
ного тока является а с и н хр он н ы й  двигатель , действие которого ос
новано на том, что трехфазная обмотка статора, получающая пи
тание от трехфазной сети переменного тока, создает вращающийся 
магнитный поток Ф, который, пересекая проводники ротора (якоря) г 
наводит в них электродвижущую силу Ея. Если цепь якоря замкну
та , то по его проводникам будет протекать ток ¿я, который, взаимо
действуя с магнитным потоком Ф, создает вращающий момент, 
увлекающ ий якорь в направлении вращения магнитного потока. 
Однако этот момент действует только до тех пор, пока угловая 
скорость ротора не сравняется со скоростью вращения магнитного 
потока. Отсюда следует, что ротор в своем вращении обязательно 
отстает от вращения магнитного поля. Отсюда происходит название 
дви гателя — асинхронный.  Мерой этого отставапия является без
размерная величина назы ваемая скольжением  двигателя:

ео„ — со
я =  -А с — , (15.25)

где со — угловая скорость ротора, юс — угловая скорость вращения 
магнитного потока или синхронная скороеть двигателя.



Если обозначить через р  число пар полюсов обмотки статора, 
то синхронная скорость двигателя связана с частотой питающего 
тока /0 соотношением

При исследовании переходных режимов в электромеханических 
системах с асинхронным двигателем, в отличие от систем с двига
телями постоянного тока, можно пренебречь электромагнитными

Рис. 83

переходными процессами и пользоваться всегда статической харак
теристикой двигателя, которую удобно представить в виде зависи
мости движущего момента на валу ротора от величины сколь
жения я (рис. 8 3 ,а ) . Аналитическое выражение этой характеристи
ки обычно принимается по формуле

_ 2М
М я = ------- (15.27)

в к
^ + —

где й к — максимальпый или критический момент двигателя '(рань
ше его называли опр окидывающим ) , вк — критическое скольжение, 
т. е. скольжение при М л = М к.

Если известна зависимость М а =  М л( з ) , то па основании фор
мулы (15.25) можно всегда построить график М я =  №я (а>), поль
зуясь соотношением

2  =  и с( 1 - « ) \  (15 .28)

На рис. 83 ,6  показан график М я = М я ((о),  который обычно и 
используется при исследовании динамики механизмов с электро
приводом.



Д ля асинхронных двигателей возможны три режима движения, 
отмеченные на характеристиках Mn = M a (s) и M a — M R(iо) циф
рами I, I I ,  III.

Область / соответствует двигательному р ежиму ,  при котором 
угл овая скорость <о и момент па валу двигателя М Д имеют одно и 
то ж е направление, причем угловая скорость меньше синхронной 
по модулю ((о< о)с) | а скольжение s  находится в пределах от О 
ДО 1.

Область I I  соответствует г енераторному р ежиму ,  при котором 
угловая скорость вала двигателя больше синхроппой (ш > и с) , 
а момент на валу двигателя М а считается отрицательным, т. е. 
для возможности вращения вала двигателя с угловой скоростью, 
превышающей по модулю синхронную скорость, надо извне при
ложить к  валу двигателя пару сил с моментом М Л. При этом ре
жиме «двигатель» отдает энергию в сеть. Скольжение s  изменяется 
в пределах от 0 до —

Область I I I  называется областью режима противовключения ,  
когда угловая скорость вращ ения магнитного потока меняет знак 
при неизменном направлении момента на валу двигателя. Скольже
ние s  изменяется от s  — 1 до s  — Этот режим используется для 
торможения путем переключения на ходу двух фаз обмотки статора.

В каталогах асинхронных электродвигателей приводятся сле
дующие данные:

1) синхронная угловая скорость м0 или синхронная частота вра
щения п с , измеряемая в оборотах в минуту;

2) поминальная угловая скорость сон или поминальная частота 
вращ ения пн;

3) номинальная мощность двигателя N„, по которой можно оп
ределить поминальный момент двигателя Mg = Na/©в;

4) перегрузочная способность двигателя, которая характеризу
ется коэффициентом % = M J M a и определяет максимальпую (кри
тическую ) величину момента, развиваемого двигателем;

5) кратность пускового момепта Ма/МИ.
По этим дапньш можно найти модуль критического момента

Величина критического скольжения находится из соотношения 
£15,27) при s =  sH и M JM a — А.:

(15.29)

и помипальное скольжение

(15.30)



Теперь, зная величины Йк и як, можно построить характеристи
ку  двигателя, используя соотношение (15 .27 ).

Участок характеристики от со =  со„ до со =  со0 (или от в =  0  до 
я =  «„) называют устойчивым, так  к ак  при увеличении момента 
внешних сил, приложенных к  валу двигателя, скорость его п адает 
и вместе с тем в соответствии с характеристикой па этом уч астке  
растет движущий момент Й л, обеспечивая новое установивш ееся 
значение скорости со. Участок характеристики от со =  0 до со =  со„ 
(или от в =  до 5 =  о°) называют неу стойчивым,  так как  при у в е 
личении момента внешних сил и соответствующем уменьшении ско
рости со движущий момент такж е уменьш ается и через некоторое 
время двигатель останавливается.

Точка характеристики, соответствующая номинальному р еж и м у 
(Л/я =  М.,  со =  сон) , лежит на устойчивом участке. Этот участок мо
жет с достаточной для практики точностью считаться линейным. 
Пренебрегая величиной «/5К в знаменателе соотношения (1 5 .2 7 ) , 
получаем для этого участка

Йа =  2  Ж „6 '/5К.

С учетом формулы (15.25) имеем
Мл = М0-Ъа,  \ 15.32)

где
М0 = 2Л/„/5к, Ъ =  2 (хксос) .

Следовательно, движущий момент, развиваемый па валу  асин
хронного двигателя, как и в случае двигателя постоянного тока 
с независимым (или параллельным) возбуждением, в первом при
ближении выражается линейной функцией угловой скорости вра
щения ротора. В уточненных расчетах можно учесть нелинейность 
по соотношению (15.27). Заметим только, что для асинхронного 
двигателя модуль движущего момента ограничен значением 
Мя =  Мл.

§ 63. Динамика механизмов 
с двигателем ограниченной мощности

Центробежный вибратор. При рассмотрении динамики зубчатого 
механизма для передачи вращения к валу рабочей машины обыч
но считают, что угловая скорость ротора двигателя может быть 
принята постоянной. Это утверждение справедливо в тех случаях , 
когда двигатель практически имеет неограниченный запас мощно
сти, и потому изменения сил, действующих на звенья механизма, 
не оказывают влияния на установившуюся скорость вращ епия ро
тора двигателя. При ограниченной мощности двигателя его х ар ак 
теристика должна учитываться при исследовании динамики всего- 
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механизма. Особенно ярко это влияние может проявляться па ре
ж имах движения, близких к резонансным. Такие режимы харак
терны для механизмов вибраторов, т. е. устройств, предназначен
ных для создания направленных колебаний.

На рис. 84 показана схема одного из простейших центробеж
ных вибраторов, который состоит из звена с массой т 2, упругой

связи с коэффициентом жесткости 
с и неуравновешенной массы т \, 
приводимой во вращение от двигате
ля с моментом инерции Уд. Колеба
ния звена с массой тп2 в направле
нии оси х могут рассматриваться 
как колебания, вынуждаемые той 
составляющей силы инерции, кото
рая направлена вдоль оси х и изме
няется по гармоническому закону. 
Соответственно механизм цептро- 
бежного вибратора называют коле 
бательной системой с  инерционным  
воз буждени ем .

Уравнения движения вибратора с двигателем ограниченной 
мощности. При составлении уравнений движения примем, что дви
жение массы тп\ происходит в горизонтальной плоскости, а сила 
трения в паре «ползун — стойка» определяется выражением =  
=  Кинетическая энергия механизма

где
Т =  ( т 2х2 +  /дф2 +  тп̂ а),

v\ =  х2 + г 2ф2 — 2;ггф sin ф.

Введем обозначения: пг =  т,\ + т2, J  = Ja + m ir2. Тогда 

Т =  -̂ - тх 2 +  -i- /ф2 — гпухгу  sin  ф. (15.33)

Потенциальная энергия механизма

11 =  j  сх\ (15.34)

Х арактеристику двигателя считаем заданной в виде Л/д =  Мд(ф).
Уравнения движения получаем из уравнений Лагранжа второго 

рода с учетом выражений (15.33) и (15.34):

тх — mircp sin  ф — т,\гц>2 cos ф =  —сх  — ßr, 

Уф — т\гх sin ф =  Л/д (ф ).



Уравнения движения (15.35) можно записать в следующем 
виде:

х + к2х =  am sin  ф +  am2 cos ф — hx,
. .. (15.36);

Ф  =  /, (ф )  + Ъх sin  ф,

где к2 = с1т, h  — a = m\r¡m, b =  m^r/J, L(cp) =  Л/Д(ф)//.
Приведение уравнений движения к  стандартной форме по ме

тоду медленно меняющихся параметров. Из уравнений (15.36) сле
дует, что при малых значениях коэффициентов а, b и медленно
изменяющейся величине £(ф) можно приближенно считать, что 
перемещение х  изменяется по закону, близкому к  гармоническому,
а ускорение ф имеет малую величину. Тогда, к ак  и в § 47, искомое 
решение для переменной х будем искать в форме

х = А соэ(ф +  £), (15 .37)

где А и | — медленно меняющиеся параметры, связанные соотно
шением

х = — ЛАзш (ф  + £). (15 .38 )

Угловую скорость вращения вала двигателя обозначим через 
со =  (2ф/сЙ. Новые переменные А, | и ш будут медленно изменяю 
щимися величинами.

Производная х может быть такж е найдена дифференцированием 
соотношения (15.37)

х =  Á соэ(ф + 1) — (ш +  i )  А в т (ф  + £). "(15.39)

Приравнивая правые части соотношений (15.38) и (1 5 .39 ), по
лучаем

Á соз(ф + 1) — \А sin (ф + |) =  (ю — к) А 8т(ф  + %)'. (1 5 .40 )

Дифференцирование выражения (15.38) дает

х =  — Ак вт(ф  + |) — (со +  5)ЛА;со8(ф + | ). (15 .41 )

Система уравнений движения (15.36) с учетом вы раж ений
(15.37), (15.38) и (15.41) принимает вид

— Ак sin (ф -|- I) — £ Ак cos (<р - f  £) +  Ак (к  — со) cos (ф -j- £) =

=  acó sin ф аш2 cos ф -f- Akh sin (ф 1), (15.42) 

о  =  L (а)) — Ъ sin (ф +  I) +  (ю +  |) Ак cos (ф +  £)] sin  ф. (15 .43) 

Система уравнений (15.40), (15.42) и (15.43) для определения
• •
А, | и о может быть упрощена путем  отбрасывания члепов второ- 
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го порядка малости: аш, ЪА и Ь\. Кроме того, уравнения (15.40)
и (15.42) разрешим относительно А и |. Тогда получаем систему 
трех дифференциальных уравнений первого порядка:

Эту систему можно привести к стандартной форме метода мед
ленно меняющихся параметров, принимая за независимую пере
менную угол ф и используя соотношение йц> =  со

^  =  4г [L (со) — АЫш eos (ср -f- £) sin ф],
дф (О

^  -------- [acó2 eos ф +  Akh sin (ф -f- i)] sin (ф -f- £)t (15.44)
“Ф ka>

íp. — k~ a>. ------1̂ , [acó2 eos ф -f- Akh sin (ф -f- i)] eos(ф -f- £).

Исследование стационарных режимов движения. Система урав
нений (15.44) может быть подвергнута дальнейшему упрощению, 
если принять во внимание, что за один период изменения угла ф 
от 0 до 2я  величины со, А и £ изменяются очень мало, и их про
изводные по углу поворота ф можно считать равными их средним 
значениям:

со =  L (со) — АЬЫ eos (ф +  5) sin Ф»

1А ------- faco2 eos ф +  Akh sin (ф - f  £)] sin  (ф + £),

£ =  к — со — [acó2 eos ф +  Akh sin (ф + £)] eos(ф + £).

2Л

о



При выполнении операции усреднения величипы <в, А и | 
считаем постоянными. Учитывая, что

2 Я  2Л

J  eos ф sin ф dq> =  0, ~  j* sin2 Ф ^Ф =  ¿  J  cos2 Ф ¿ф  =  - j »
о о 

получаем после интегрирования 
d ш _ 1

Ш
di4 qсо > я, Ah  / j r  /г\
S í ------ETs , n£— <15/<5>

di  i ( ,  a a2— =  -̂ 7 /с — со — r r r r  cos 
d<p Q) l  ¿A k

Система приблия?епных уравнений (15.45)’ может быть исполь
зовала для определения переменпых со, А и | в переходных ре
жимах путем численного интегрирования. В дальнейшем ограни
чимся исследованием стационарных режимов движения, под кото
рыми будем понимать режимы движения при постоянных зн аче
ниях величин и , А и т. е. при постоянной угловой скорости 
двигателя и гармонических колебаниях ползупа вибратора.

Условия существования стационарных режимов:

с?со/йф =  0, dA/d(p =  0, d f y d y  — O.
При этих условиях уравпения стационарных режимов движ епия 

имеют вид
L (co)-f- Л/ссо sin  £ =  О,

hA +  a-? f sin  £ =  0, (15 .46 )
2

Т ^  ЙО) Ь Лк — а  — ш  e o s  | =  0 .

Отсюда находим амплитуду и фазу колебаний:
л яю 2 . & h

tg  l  =  ,
Vbkl {k— ш)а +  ^ а 2 (ш — к)

Подставляя япачения постоянных a, h  и Ъ, выраженпые через 
параметры механизма, получаем

m,  r m 2
A = - ! - —=  ™ = ,  (15.47)

"» Vik2( k - w ) 2 + kY/m2

tg 5 =  ■ ~ л.т  (со — к )



Угловую скорость вала двигателя (о, которую приближенно 
можно считать угловой частотой вынужденных колебаний, находим 
из первого уравнения системы (15.46)

Ь ( а ) ----- ^ _ Л 2А:2 =  О,
2 ыа

ИЛИ

м м  — 4 л 2а2 =  о.
2ш

Подставляя в это уравнение значения амплитуды А по формул©
(15 .47 ), получаем

Л/Д(ю )- £ ( « )  =  О, ,(15.49)

¿ \ т !  4 ( * -  ш)2 +  Р /т2 (15.50)

Условия прохождения через резонанс. Уравнение (15.49) мо
ж ет иметь один или несколько корней, определяющих значение 
угловой скорости двигателя в стационарном режиме. На рис. 85

изображен график величины 
S((ù) по формуле (15.50) для 
некоторой комбинации посто
янных параметров механизма 
ji, mi,  тп, к2 и г2. Искомые кор
ни уравнения (15.49) найдутся 
в пересечении графика 5(<о) с 
характеристикой двигателя 
Мд(ю).

Для характеристики Л/Я(со)', 
показанной сплошной линией

О ш! ю2 ш на рис. 85, получаются три
Рис. 85 точки пересечения и соответ

ственно три корня уравнения 
(15 .49 ): ©1, о)2 и (оз. Исследование устойчивости движения пока
зы вает, что при расположении точек пересечения на участке 01\ 
или Т2°° движение устойчиво, а на участке Т{Т2 — неустойчиво*).

Регулировка частоты колебаний, создаваемых центробежным 
вибратором с двигателем постоянного тока, выполняется путем из
менения тока в цепи возбуждения. Характеристики, получаемыо 
ыри различных значениях тока, называются ре гулиро вочными ха
рактеристиками.  На рис. 85 штриховыми линиями показаны две 
характеристики, одна из которых касается кривой <S(œ) в точке Т\, 
а другая в точке Т2. Исследование устойчивости движения вибра

S
H NиА W '

ч. Л 4
V /

В Г\Ч '

У

'у (А

*) К о п в п е и к  о В. О. Колебательные системы с ограпичепным возбуж
дением .— М.: Н аука, 19G4.



тора при регулировочпых характеристиках, расположенных м е ж д у  
указанными граничными кривыми, позволяет объяснить экспери
ментально наблюдаемое явление «сры ва» колебаний при прохож
дении через резонанс.

Пусть, например, угловая скорость двигателя постепенно у в е 
личивается, начиная от некоторого значения, соответствующего 
точке А пересечения кривых Ма( со) и S ( со) на участке ОТ\. После 
достижения граничной регулировочной характеристики в точке Т\ 
колебания быстро («скачком» или «срывом») переходят па другой 
стационарный режим, соответствующий точке Н пересечения той 
же граничной характеристики с кривой 5 (со). При дальнейш ем 
увеличении угловой скорости со наблюдаются стационарные р еж и 
мы, при которых точка пересечения кривых Л/д(со) и 5 (со) у д а л я 
ется вправо. Следовательно, при таком увеличепип скорости д ви га 
теля выпадают все режимы стационарных движений, соответствую 
щие участку Т\Н кривой S ( со).

При умеиьшепии скорости двигателя, пачиная, например, от 
режима, соответствующего точке //, стационарные устойчивые ре
жимы будут получаться до тех пор, пока точка пересечения кри 
вых Мд(со) и S ( со) не попадет в точку ТУ Тогда опять произойдет 
«срыв» колебаний, так как граничная регулировочпая характери 
стика. кроме точки касания Т%, имеет еще точку пересечения В  с 
кривой S (со).

При дальнейшем уменьшении скорости двигателя точка пересе
чения кривых Л/л(со) и S (со) движ ется по кривой S ( со) влево . 
Следовательно, при уменьшении скорости двигателя могут вы п асть  
все режимы стационарных движений, соответствующие у ч а с т к у  
Т2В  кривой S  (со).

Г Л А В А  16
ДИНАМИКА МЕХАНИЗМОВ С ПЕРЕМЕННЫМИ МАССАМИ *)

§ 64. Уравнение движения точки переменной массы

Механизмом с  переменными массами,  называется механизм, со
держащий хотя бы одно подвижное звено с переменной геометрией 
масс. Изменение геометрии масс звепа может происходить из-за 
присоединения или отделения материальных частиц тела (увел и че
ние или уменьшение массы), а такж е из-за перераспределения 
масс (изменение положения центра масс и моментов инерции 
звена).

*) Изложение гл. 16 построено в основном по кпигам А. П. Бессопова (Ос
новы динамики механизмов с переменной массой звеньев.— М.: Н аука, 1967) 
и В. С. Новоселова (Аналитическая м еханика систем с переменными м ассам и .— 
Л .: ЛГУ, 1909),



В простейших случаях  движения звена с переменной массой 
можно пренебречь его размерами и рассматривать движение ма
териальной точки переменной массы. Под материальной точкой п е 
р е м е н н о й  мас сы  понимается такая переменная система частиц по
стоянной массы, размерами которой пренебрегаем и которую счи
таем  сосредоточенной во все время движепия в области, двигаю
щейся поступательно с некоторой геометрической точкой системы 
координат, связанной с рассматриваемым звеном.

Вначале получим уравнение движения точки переменной массы 
для случая, когда эффект переменности массы состоит лишь в 
присоединении или отделении материальных частиц, т. е. когда в 
твердом теле, которое заменяется материальной точкой, нет отно
сительного движения частиц.

Пусть, например, происходит присоединение частицы с массой 
с1т, движущейся со скоростью и, к материальной точке, имеющей 
в данный момент времени массу т и скорость V. Тогда на основа
нии теоремы о количестве движения имеем

где Г  — главный вектор внешних сил, действующих на рассматри
ваемую  материальную точку.

Отсюда получаем уравиение движения материальной точки пе
ременной массы для случая присоединения частиц

При отделении частиц изменяется зпак у  второго члена пра
вой части уравнения (1 6 .1 ). Если же происходит одновременно и 
присоединение и удаление частиц, то уравнение (16.1) переходит 
в известное уравнение Мещерского

где т,\ — масса частиц, присоединяющихся со скоростью 111, т 2 — 
м асса частиц, отделяющихся со скоростью иг.

Уравнение Мещерского может быть такж е представлено в сле
дующем виде:

где Ф — главный вектор импульсивных сил, возникающий вслед
ствие отделения или присоединения частиц:

т  с1\ + йт  (у — и) =  Р сИ,

(16.1)

(16.3)



В задачах теории мехапизмов и машин уравиеиио Мещерского 
используется в тех случаях, когда при исследовании движений 
звеньев механизма учитывается только масса т  прямолинейно дви
жущегося звена (например, конвейера или транспортера), м асса 
которого изменяется вследствие присоединения или удаления ш туч
ного или сыпучего материала.

Сравнение уравнения (16.3) с обычным уравнением движ ения 
прямолинейно движущегося звена показывает, что оно отличается 
только наличием импульсивной силы Ф, которая при отделении ча
стиц направлена против относительной скорости отделяющихся ча
стиц, а при присоединении частиц совпадает с направлением отно
сительной скорости. В обоих случаях  она может быть к ак  силой 
движущей (при совпадении направлений силы Ф и скорости v ) , 
так и силой сопротивления (нри противоположных направлениях 
силы Ф и скорости v).

Более общим случаем движения точки перемеппой массы  яв 
ляется движение с учетом внутреннего движения частиц. Под 
внутренним д вижени ем  частиц понимается их движение относи
тельно системы координат, связанной с телом, принимаемым в дан
ной задаче за точку. В этом случае уравнение движепия точки 
переменпой массы имеет вид

=  F + R ,  ( 1 6 . 5 )

где R — полная реактивная сила, которая складывается из импуль
сивной силы Ф, связанной с отделением или присоединением масс, 
и реактивных сил, связанных с ускорениями частиц п их движении 
относительно системы координат, связанной со звепом.

Обозначим через т„  массу присоединяемой (или отделяемой) 
частицы, arv — ускорение этой частицы в движении относительно 
системы координат, связанной со звеном, a j — кориолисово уско 
рение частицы, которое при движении звона с угловой скоростью 
л» н при относительной скорости частицы определится из у с 
ловия

а£ =  2 ( й Х Vv).

Тогда вектор реактивной силы R для п  частиц представится в 
¿виде геометрической суммы трех векторов

П П
R =  Ф — mvav — 2 2  (o>XmvVv), v =  1, (16 .6)

V=1 V=1

Импульсивная сила Ф определится по формуле (16.4)’ , в  кото
рой скорости и| и иг можно считать средними скоростями присо
единяемых частиц с общей массой m i и отделяемых частиц с общей 
массой т 2.



§ 65. Уравнение Л агранж а второго рода
для систем с переменными массами

Рассмотрим систему п  материальных точек с переменными мас
сами т.,. Уравнение движения для каждой точки, входящей в си
стему, может быть представлено в виде уравнения (16 .5), причем 
в правую часть этого уравнения надо дополнительно внести глав
ный вектор всех внутренних сил и главный вектор реакций 
связей N»1

т* +  Г,, -{- (16.7)

Расстояния меж ду точками V будем считать неизменными, 
а связи между ними идеальными и голономными. Тогда сумма ра
бот всех внутренних сил и сумма работ всех сил реакций на воз
можных перемещениях будут равны нулю:

2  ^  6г„ =  0, 2  ^  8г„ =  0, (16.8)
\=1

где гу — радиус-вектор точки V в неподвижной системе координат.
Общее уравнение динамики (уравнение Даламбера — Лагранжа)' 

для рассматриваемой системы с учетом уравнений (16.7) и (16.8) 
имеет вид

«  / , .

2  ( « V  — Я ч — 1М  бгу =  0.
Г=1

Если система имеет к  степеней свободы и все связи голопом- 
иые, то положения точек V определяются обобщенными координата
ми <?(, число которых равно числу степеней свободы, а возможное 
перемещение бг„ как  функция переменных q̂  найдется из соотно
ш ения

и общее уравнение динамики принимает вид

<1 м >г=1 1-1 1

Масса каждой точки тпч может изменяться в функции обоб
щенных координат <?(, обобщенных скоростей ф и времени г. После 
выполнения дифференцирования, суммирования и обычных пре
образований, применяемых при выводе уравнений Лаграпжа, по
лучаем  уравнения Л агранж а второго рода для систем с переменны-



ми массами

где Т — кинетическая эпергия системы, (?{— обобщенная впеш пяя 
(активная) сила, — обобщенная реактивпая сила, которая вклю 
чает в свой состав импульсивную силу и силы, зависящие от уско 
рений материальных частиц, А  — добавочная сила, учитываю щ ая 
зависимость массы от времени, обобщенной скорости и обобщенной 
координаты.

Обобщенная внешняя сила Q̂  определяется, к ак  и в механиз
мах с постоянными массами, из условия равепства элементарной 
работы всех внешних сил работе обобщенных сил или ж е по со
отношению

Аналогично обобщенная реактивная сила /?( с учетом формулы 
{16.6) определяется из соотношения

1 =  1, к, ч  =  1, . . . ,  га,

где ФУ — импульсивная сила для присоединяемых или отделяемых 
частиц:

В формуле (16.13) знак плюс относится к  присоединяемым ча
стицам, знак минус — к отделяемым, и У — скорость присоединяемой 
(или отделяемой) частицы.

Добавочная сила Б 1 находится по формуле

Применение уравнений (16.10) при исследовании динамики 
механизмов с переменными массами звепьев крайне затруднитель
но вследствие сложности выражения (16.14) для дополнительного 
члена А . Кроме того, при вычислении кинетической энергии Т н а
до иметь в виду, что массы звеньев и отдельных м атериальны х 
частиц зависят в общем случае от времени, обобщенных координат 

и обобщенных скоростей д(, что усложняет вычисление частпы х

I • • • * (16.11)

-Й! =  ^  [ ^  — и м С  — 2 ( й Х т ^ ) ]  0-^, (16.12)
V— 1 *У=1

Фу = ±  К  — 'Ч)* (16.13)

1 = 1 к, V =  1



и полных производных. Поэтому для задач теории механизмов и 
машин более удобным является  другой вид уравнений Лагранжа 
второго рода, который получится на основании принципа  затвер
д е в а н и я .

Согласно этому принципу при выполнении операции дифферен
цирования кинетической энергии принимается, что система мгно
венно «затвердела» в момент времени £, и, начиная с этого момента, 
прекращ ается процесс изменения массы. При этом предположении 
находим полные и частные производные по обычным прави
лам  дифференцирования, считая массы постоянными. Чтобы отли
чить дифференцирование «затвердевшей» системы от дифференци-

8* д*
рования переменных масс, вводятся символы -тт%—  > д— I в кото-

рых звездочка отмечает «затвердевание» массы.
Если при нахождении полных и частных производпых кипети- 

ческой энергии используется принцип «затвердевания», то урав
нения Л агранжа нршшмают вид

й*  д * Т  д * Т  г ,  , т, л 7 , , , ,,. . _ — I — 1, . . . ,  к,  (16.1о)
й1 дд1 д*

т. е. в этом случае правая часть каждого уравнения содержит лишь 
обобщенную внешнюю силу и обобщенную реактивную силу, а до
бавочная сила обращается в пуль. Для доказательства этого поло
ж ен ия достаточно вычислить производные от кинетической энергии 
с учетом переменности масс и убедиться в том, что разность между 
левыми частями уравпений (16.15) и (16.10) равна выражению 
дополнительного члена
(А .  £1. _  дЛ \  _  ( ¿1015С. _  д*г '
Г *  дд{ д «1)  вЧ1 ~  д

¿тл) { йrv втч

V— 1

Следовательно, использование принципа «затвердевания» и при
менение уравнения (16.15) позволяют упростить составление урав
нений движения механизма по сравнению с уравнениями (16.10) 
за  счет исчезновения добавочного члена и упрощения вычислений 
полных и частных производных от кинетической энергии.

§ 66. Уравнение движения плоского механизма 
с переменными массами звеньев

Уравнения Л агранжа второго рода, записанные в форме урав
нений (16.10) или (16 .15 ), позволяют получать уравнения движе
ния любых плоских и пространственных механизмов с одной и с 
многими степенями свободы. Д ля того чтобы показать применение*



уравнепий (16 .15), рассмотрим составление уравнений движ ения 
плоского механизма с одной степенью свободы при вращ аю щемся 
начальном звене. За обобщенную координату примем угол пово
рота начального ввена <р. Приведенный (обобщенный) момент 
внешних сил обозначим через М а, а  приведенный момент реакти в
ных сил — через М а.

Тогда из уравнений (16.15) получаем
а* д*Т д*Т Т г  < ТГт и г  л о\

“ +  “ • ( >

Чтобы воспользоваться этим уравпепием, надо получить вы ра
жение кипетической энергии звена, совершающего плоское дви ж е
ние, когда, вследствие изменения массы звена или ее перераспре
деления, центр масс перемещает
ся отпосительпо системы коорди
нат, связанной со звеном.

На рис. 86 показана схема 
ввена с переменной массой, кото
рое совершает плоское движение 
относительно неподвижной систе
мы координат Оху. Центр масс 
звена в данпый момент времени 
находится в точке 5. Абсолютная 
скорость центра масс пайдется 
как геометрическая сумма скоро
стей в переносном движении 
вместе со звеном и относительной 
скорости от отношению к звену

▼8=^8„ср+ У аот11, (16.17)

где Уйпер— скорость той точки звена, с которой в данный момент 
совпадает положение центра масс, vSoтII — скорость перемещ ения 
центра масс относительно звена, зависящ ая от процесса изменения 
или перераспределения массы звена.

Абсолютная скорость любой точки звена V, определится к ак  
геометрическая сумма переносной скорости в поступательном дви
жении со скоростью центра масс у а и относительной скорости по 
отношению к  центру масс \»а:

У„ =  Тг, +  У„8. (16 .18)

Д ля того чтобы определить относительную скорость уу8, надо, 
применяя способ обращения движения, остановить движение центра 
масс в системе звена путем сообщения всем точкам звена скорости
— уз0пг Тогда скорость найдется как  геометрическая сумм а вра
щательной скорости точки V вокруг точки 5  звена, с которой сов*

У

Рис. 86



падает центр масс, и скорости — у80тн*

Ул,з =  О) X ру — Уаотв, (16.19)

где о> — угловая скорость звена, а р ,  —  радиус-вектор частицы V.
Подставляя в формулу (16.18) зпачение из формулы (16.17) 

и  Ууз из (16.19), получаем

▼V =  у ЗПер+ ® X ру. (16.20)

Если звено представить в виде совокупности п  материальных 
частиц, то его кинетическая энергия может быть записана в виде

Подставляя сюда значение у у из (16.20), получаем

Т =  2  Шу, +  ( у 8пер • [<о X рг ]) +  2
у=1 У=1 Г=1

или

у = _̂ ер 2  /»V + [ У8пер • юх2 ̂ Ру ) + ̂ 2
V—!

где 2  т ч =  т (т  — масса всего звена), 2  =  0, так как
\’=1 Г=1

сумма статических моментов масс материальных точек звена отпо-
п

сительпо центра масс равна нулю; 2  т\Ру =  «Те» где /8 — момепт
У=1

инерции звена относительно оси, проходящей через центр масс.
Следовательно, кинетическая энергия звена плоского механизма 

с переменной массой

Т =  п А р  +  1 а Т -  ( 16-21)

Получепная формула имеет такой же вид, к ак  и для звепа с 
постоянной массой. Надо только помнить, что у$пер есть скорость 
точки звена, с которой в данный момент совпадает центр масс 
(а не абсолютная скорость центра масс у 8= у £|1Т(,р +  у 8отн) . Кроме 
того, масса тп и момент инерции — величины переменные.

К ак и в случае механизма с постоянными массами звеньев, при
веденный момепт инерции /„ находится из условия равепства ки
нетической энергии звена приведения кинетической энергии всех 
подвижных звеньев механизма. Если принять, что угол поворота 
звена приведения совпадает с углом поворота начального звена ф,
и обозначить угловую скорость этого звена ф через со, то указанное



условие для определения приведенного момента инерции имеет вид

Отсюда
¿=1

/ . - 2 ГП\ °пер
(16 .22)

Отношения Vsnep/® и зависят только от обобщенной коор
динаты ф (или могут быть постоянными), а переменные т > и / ^  
являются функциями тех параметров, от которых зависит измене
ние или перераспределение масс (врем я обобщенная координата 
Ф, обобщенная скорость со ) .

Поэтому в механизмах с перемеппыми массами приведенный 
момепт инерции может быть функцией времени, положения и ско
ростей.

Уравпение движения плоского механизма с переменными м асса
ми звеньев получается из уравнения (16.16) после подстановки 
значения кинетической энергии

Г  =  ±  / и(оа

с последующим нахождением частпых производных: 
8*Т д*Т <й2 а *-Г„

=  •/и«,дш дЧ> 2 ¿ф *

При этом дифференцировании значок * означает, что массы  и мо
менты инерции звеньев должны быть приняты постоянными. Тем 
пе менее приведенный момент инерции надо считать величиной пе
ременной, зависящей от обобщенной коордипаты ф, так  к ак  в  вы
ражение приведенного момента инерции (16.22) входят отношения 
^йпе|1/и и 0^/(0 , которые в общем случае зависят от угла поворота ф. 

После дифференцирования по времени получаем

^-(Упсо) —
¿ 1 '  “  > " (И  1 йф *

Подставляя значения производных в уравнение (1 6 .16 ), полу
чаем уравнение движения плоского механизма с переменными м ас
сами звеньев

^п 1Г "2” ""¿фП — МпЛ- М ц ч (16 .23)

Приведенный момепт впехипих сил определяется, к ак  и в м еха
низмах с постоянными массами, т, е, из условия равенства эле-



ментариой работы приведенного момента сил сумме элементарных 
работ всех внешних сил:

где х — число подвижных звеньев; — главный вектор и глав
ный момент внешних сил, действующих па звено V* — скорость 
точки приложения главного вектора — угловая скорость
звена /.

Приведенный момент реактивных сил (включая и импульсстп- 
пые) такж е определяется по формуле (16.24), в которой и М) 
надо считать главпым вектором и главпым моментом всех реактив
ных сил, действующих на звено / и определяемых но форму-

Уравнение движения плоского механизма с перемепными масса
ми звеньев можно записать также в форме уравнения энергии:

где 7по — приведенный момепт инерции «затвердевшего» меха
низма в положении, определяемом углом ф, и в начальном положе
нии при ф =  фо; о , (Оо — угловая скорость звопа приведения в этих 
положениях.

(16.24)

ле (16.6)

(16.25)



Ч А С Т Ь  Т Р Е Т Ь Я  

КОЛЕБАНИЯ В МЕХАНИЗМАХ

Г Л А В А  17
ФРИКЦИОННЫЕ КОЛЕБАНИЯ В МЕХАНИЗМАХ

§ 67. Колебания, вызываемые скачком силы трения

Колебания в тормозах. Замочено, что при торможении вращаю
щегося или прямолинейно движущ егося звепа прижатием тормоз
ной колодки, которая может иметь малые упругие перемещения, 
возникают колебапия колодки относительно положения статического 
равновесия. В первом приближении возникновение этих колебаний 
можно объяснить скачком силы трения при переходе от покоя к 
движению.

Пусть, например, ползун массой то (рис. 87, а)’ леж ит па шеро
ховатой поверхности, движущейся с постоянной скоростью г — 
смещение ползуна от положения, при котором пружины пе н атя
нуты и пе сж аты ; с — коэффициент жесткости (суммарный для 
двух пруж ин). Наличие силы трения приводит к тому, что поверх
ность при движении сначала увлекает за собой ползун, и к ак  только 
сила упругости пружины Р„р =  с  становится равной максимальной 
силе трения покоя Р та, происходит срыв ползуна, а сила трения 
скачком падает до значения силы трения скольжения Р т. Ска
чок силы трения АР — Р гп — Р т вызы вает упругие колебания ползу
на, которые пазывают р елак саци онными , так как  после срыва пол
зуна сила упругости пружины некоторое время продолжает расти, 
а затем ослабевает (релаксирует).

До срыва ползун движется равномерно со скоростью £ =  уо- 
После срыва его движение определяется уравнением

тпг = РХ — с г  (17 .1)

при начальных условиях 1 — 0, г  — г„, ¿ — ьо, где г а =  Р гп/ с— сме
щение ползуна в момепт срыва.

Введем безразмерное перемещение у  =  г/гс, где г с =  /'Ус — ста
тическое перемещение пружины под действием силы Р?. Тогда 
уравнение движения (17.1) получает вид

у  + Х2у  =  К2,
где Х — Ус/т — собственная частота системы.

Подстановкой у  =  у\ + 1 это уравнепие приводится к  однород
ному, решение которого по (9 .38) имеет вид

у  = С з т ( М  + 0) + 1,



ГДО

1 ) 4 - ^ '  0 =  arcig(- ^ - , --) \
Я Уп

Возвращаясь к переменной г, при начальных условиях г/о=  
=  гц/гс п у 0 =  Уо/гс получаем

а =  С , 8 т ( ^  + 0)+ *е, (17.2)
где _____________

( г п -  2с)  ^С; =  («U Zc)2 +  - у , 0 =  arctg
А

Отсюда скорость и ускорение ползуна
г = ХСг cos (Xt + 0 ) , i  — —Х2Сг sin (Xt + 0 ).

На рнс. 87 ,6  показаны графики изменения г, z и г  в зависимо
сти от времени t, причем график z(t)  дает также в другом масшта
бе график изменения упругой силы пружины. Штрихпупктирной

¿ л .  — —- - о

^ ( п - в  + ц в )

Рис. 87



линией показано зпачепие г в гголожопии статического равновесия. 
В отличие от обычных гармонических колебаний еще до истечения 
времени, равного периоду колебаний с собственной частотой, ско
рость ползуна, достигнув значения до, перестает возрастать, не
смотря па то, что ускорение ползуна п этот момент времени оста
ется положительным. Скорость ползуна не может превысить ско 
рость движущейся поверхности ио, так  как  при ¿ > д о  изменяется 
знак относительной скорости г  — до и, следовательно, и зменяется 
направленно силы трения, которая из силы движущей для ползу
на превращается в силу сопротивления. В этот момент времени 
движущ аяся со скоростью до плоскость подхватывает ползун, их 
относительное движение прекращается и сила трения вновь стано
вится силой трения покоя до следующего срыва ползуна.

Прерывистое движение ползуна в направляющих. Д инамическая 
модель, показанная па рис. 87, а , путем обращешш движения при
водится к модели, соответствующей медленным движениям п олзу
на в направляющих металлорежущих станков и некоторых прибо
ров (рис. 87, в ) .  Предполагается, что на ползун действует только 
сила трения в направляющих и сила упругости пружины Р пр, к о 
торая имитирует влияние упругости звеньев. Правый конец п ру
жины двигается с постоянной скоростью до, а ее левый конец по
лучает перемещение %\, отсчитываемое от положения, соответствую 
щего началу движения ползуна массой т.  Коэффициент жесткости 
пружины обозначен через с.

Как и в предыдущем примере, считаем, что сила трепия покоя 
больше силы трения скольжения Р Т. Начало движения ползуна 

(срыв) произойдет, когда сила упругости пружины станет равной 
Л п . В момент времени í сила упругости пружины, которая я в л я 
ется движущей, имеет значение Р пр =  Рт„ — с(г\ — и0<), а сила тре
ния Р т является силой сопротивления. Поэтому дифференциальное 
уравнение движения ползуна имеет вид

Из условий обращения движения видно, что перемещение пол
зуна 2] в модели по рис. 87, в равно относительному перемещению 
ползуна по плоскости в модели по рис. 87, а :

Уравнение движения (17.3) после замепы перемеппой г\ па з 
по условию (17.4) совпадает с уравнением (17.1). Поэтому реш е
ние уравнения (17.3) находим из решения (17.2) после подстапов-

тпг 1 =  1'\„ — с ( г  1 — и01) — Гт.' г(17 .3 )

(1 7 .4 )

ки (17.4):
г \ —  1'оI -I- гг, —  2 С —  С г й ш  ( М  +  0 ) ,

где
(г —

О =  агс1г---------- —
"о



После дифференцирования по времени имеем

¿1 == уо — ЯС, соз(М  +  6 ), ¿1 == (Л.̂  +  0) •
Графики ц ,  £1 и г\ показаны па рис. 87 ,6  штриховыми линия

ми. Сравнение движения ползуна в двух рассмотренных случаях по
казы вает, что участку совместного движения ползуна (колодки 
тормоза) и плоскости с постоянной скоростью соответствует выстой 
ползуна в направляющих, моменту срыва колодки — момент начала 
движения ползуна после выстоя и т. д.

Автоколебаниями  называю т незатухающие колебания, поддер
живаемые поступлением энергии от пеколебательного источника, 
которое регулируется движением самой системы. Под регулирова
нием поступления эпергии понимается, что силы, подводимые к 
системе от источника энергии, меняются во времени в зависимости 
от самого движения системы и в отсутствие движения равны 
пулю.

В рассмотренном примере источником энергии неколебательного 
характера является движение плоскости с постоянной скоростью у0. 
Энергия, доставляемая этим источником в систему, равна работе

Рис. 88

сил трепия. Регулирование поступления энергии в зависимости от 
движения системы вы раж ается изменением силы трения, которая 
в  отсутствие движения равна нулю, а во время движения изменя
ется от Р „  до /?т (скачок силы трения). Ф азовая траектория ¿ (г ) 
при автоколебаниях, вызываемых скачком силы трения, имеет вид 
ьамкнутой кривой, повторяющейся во времени (рис. 88, а ) .

Иногда к  указанным признакам автоколебаний добавляют еще 
условие, что характеристики движения (например, амплитуды и 
начальные фазы при гармонических колебаниях) определяются 
свойствами системы и не зависят от начальных условий. В рас
смотренном примере начальные условия для уравнения движения
(1 7 .1 ), т. е. условия £ =  О, г —Р7П1с, 2 =  г?о, зависят только от зна
чений силы трения покоя Р та, постоянной скорости движения у0 
и коэффициента жесткости с, которые являю тся собственными ха
рактеристиками механизма.



Свободные фрикционные колебания в отсутствие скачка силы 
трения. Незатухающие фрикционные колебания в механизме по 
рис. 87, а возникают также при равенстве сил трения покоя и дви
жения Frn = /?T, если вследствие толчка ползун будет выведен  из 
положения статического равновесия z0 — FT/c в положение, опре
деляемое координатой zo. После толчка движение ползуна описы
вается уравнением (17.1), а его решение отличается от реш ения
(17.2) лишь постоянными С и 0, которые находятся из начальны х 
условий ( t  =  0, z — zo, i  =  0 ):

zo =  zc + С sin  0, 0  =  XC eos 0.

Отсюда 0 == я/2, С = zo — г,, и, следовательно,
z = z0 — (zc — z0) eos Xt, z — X(zc — Zo) sin Xt.

На рис. 88, б показаны фазовые траектории для двух значений 
zo, удовлетворяющих условию ¿ max <  Vo или, что то и«е, X(zc — Z o ) < ,  
<  vq. Как и в предыдущем случае, незатухающие колебания под
держиваются за счет энергии от источника неколебательного х ар ак 
тера, т. е. от поверхности, движущ ейся с постоянной скоростью Vo, 
но амплитуды этих колебаний и максимальные значения скорости 
г  зависят от начальных условий. На этом основании их следует 
считать свободными колебаниями.

§ 68. Колебания при силах трения, зависящих
от скорости скольжения

В предыдущих примерах предполагалось, что сила трепия не 
зависит от скорости скольжения. Теперь покажем, что учет зави 
симости силы трения от скорости скольжеиия позволяет вы яви ть

Рис. 89

такие режимы движения, которые пе обнаруживаются при постоян
ной силе трения.

Рассмотрим, например, возможные режимы колебапий ползуна, 
прижатого к поверхности, движ ущ ейся с постоянной скоростью 
(см. рис. 87, а )  при условии, что зависимость силы трения Р т от 
скорости скольжения дс — Уо — £ представлена экспериментальной: 
кривой (рис. 89, а) ,  па которой молшо отметить значение скорости



скольжения у т, соответствующее минимуму силы трения. Если си
ла трения уменьш ается с увеличением скорости скольжения, то 
характеристику силы трения па этом участке будем называть па
д а ю щ ей ,  если увеличивается — возрастающей.  Д ля выявления осо
бенностей режимов движения ползуна достаточно заменить реаль
ную характеристику силы трения ее приближенным выражением, 
получаемым при линеаризации участков с возрастающей и убываю
щей силой трения (рис. 8 9 ,6 ) .

Обозначим через /*тт значепие силы Р г при скорости скольже
ния у т, определяющей границу между падающей и возрастающей 
характеристиками. Тогда для возрастающей характеристики РТ — 
=  Р тт +  /св (уо  — 2 — у т) , где к„ — положительный коэффициент, опре
деляющий наклон возрастающей характеристики. Соответственно 
для падающей характеристики РТ = Р̂ т + к а (ит — ио + ¿ ) , где к„ — 
положительный коэффициент, определяющий наклон падающей 
характеристики.

Предположим, что вследствие случайного толчка ползуп выве
ден из положения статического равновесия, определяемого коорди
натой г с =  Рго/с, где Рто — значение модуля сильг трения при ско
рости скольжения, равной 5>о. т. е. при г  =  0. Тогда ползун будет 
совершать колебания, характер которых зависит от соотношения 
м еж ду скоростями до и д т. При va >  ит начало движения ползуна 
соответствует силе трения для возрастающей характеристики и 
уравнение движения ползуна имеет вид

т'£ +  к„£ + съ =  Р*.  '(17.0)’

При Уо <  Ут, т. е. для падающей характеристики, имеем
т г  — к аг + с г  = РТо. [(17.7)

Уравнения (17.6) и (17.7) отличаются знаком члена, содержа
щего г. Если эти уравнения считать уравнениями возмущенного 
движения, то по знакам  коэффициентов их характеристических 
уравнений можно судить об устойчивости движения. При возра
стающей характеристике силы трения все коэффициенты характе
ристического уравнения положительны. Этого признака достаточно 
дл я  установления асимптотической устойчивости систем, движение 
которых описывается уравнениями не выше второго порядка. При 
падающей характеристике возможно получение неустойчивых ре
жимов. так как в характеристическом уравнении имеется отрица
тельный коэффициент. Такое же заключение можно сделать, решая 
уравнения (17.6) и (1 7 .7 ) . Д ля этого введем безразмерное переме
щение у  =  г/г с  Тогда уравнение (17.6) принимает вид

гдо
Т\У Л- Тгу -\ - у  =  1, 

Т\ =  т/с,; Тх = /св/с.



При Ti >2T2  уравнение (17.8) относится к апериодическому ти
пу, а при T \<2T í — k колебательному. Д ля обычных характери
стик сил трения коэффициент ка имеет пебольшухо величину и 
Т\<2Тч,  т. е. уравнение (17.8) принадлежит к колебательному 
типу и может быть представлено в форме уравнения (9.9)

ij + 2 чу  + Х2у  =  kix,
где 2у =  k j m , X2 — c ¡m ,  к\—Х2, х = \ .

После подстановки у= у\Л -\  оно приводится к однородному., 
решение которого по (9.45) с учетом указанной подстановки име
ет вид

У =  Ce~yt sin (X.J +  G) +  1,
где

= f ,  С =  ( у0 — I)2 ~ 1))2 ,

n t (»« )̂О =  arctg ------ -------- .
0̂ +  V(y0 — 1)

Возвращаясь к  переменной z при начальных условиях у о  =  
=  zo/zc, yo — 0, получаем

z =  Сге~уЬ sin (X t̂ +  6) +  zc, (17 .9)
где

С2 =  ^ - СХ, 0 =  arctg  b í ,  
л* г

Из формулы (17.9) видно, что ползун совершает затухаю щ ие 
колебания, так  как показатель степени при числе е  имеет зн ак  
минус, и потому коэффициент при s i n ^ í  + G) с увеличением 
времени t  стремится к нулю. Скорость ползуна получаем диффе
ренцированием (17.9) по времени:

z =  Cze~yt [A,* cos (X t̂ +  0) — у  sin  (X%t -f- 0)]. (17 .10 )

Исключая время t из (17.9) и (17 .10 ), получаем зависимость 
z( t ) ,  графическое изображение которой на фазовой плоскости, т . е. 
в координатах z и z, представляется спиралью, стремящейся к  точ
ке (zc, 0) статического равновесия (рис. 9 0 ,а ) .  У казанная спираль 
называется фазовой траекторией, а точка (zc, 0) есть особая точка 
этой траектории, называемая у стойчивым фоку сом .  Штриховыми ли
ниями показана замкнутая фазовая траектория для незатухаю щ их 
колебаний при у  =  0 и начальных условиях z =  Zo, i  — 0.

Другой характер движения получится при падающей х ар ак те 
ристике силы трения. В решении уравнения (17.7) показатель сте 
пени при числе е  имеет знак плюс, и потому коэффициент при 
sin (X%t + 0) с увеличением времени стремится к бесконечности, 
т. е. амплитуды колебаний возрастают по показательному зако н у .



Графическое изображение зависимости £(г)  на фазовой плоскости 
представляется спиралью (рис. 9 0 ,б),которая проходит через точку 
(го, 0) и может рассматриваться выходящей из точки (гс, 0) ста
тического равновесия при £ Точка (г0, 0) в этом случае на
зывается неу стойчивым фоку сом .  Штриховой линией показана за
м кнутая фазовая траектория для незатухающих колебаний при 
К =  0 и начальных условиях г — го, £ — 0.

Следовательно, как  и было показано ранее из условий устойчи
вости движения, при падающей характеристике силы трения систе
ма неустойчива, и после любого сколь угодно малого возмущения 
происходит самовозбуждение колебаний с возрастающими ампли
тудами. Однако это возрастание не будет происходить неограни
ченно, так как  одновременно увеличивается скорость £ и при £ =  
=  до скорость скольжения становится равной пулю (перемена знака 
силы трения). При обратном ходе ползуна возможен также пере
ход на участок возрастающей характеристики силы трения.

Эффект возрастания амплитуд при падающей характеристик© 
силы трения, т. е. раскачка колебаний, показывает, что не всегда 
наличие трения способствует демпфированию колебаний. Иногда 
употребляют в этих случаях термин «сила отрицательного трения», 
который нельзя признать удачным. Сила трения может совпадать 
по направлению с вектором скорости в абсолютном движении

и, следовательно, быть силой движущей. Но в относительном дви
жении трущихся поверхностей она всегда (по определению) на
правлена против относительной скорости. Эффект возрастания 
амплитуд при падающей характеристике силы трения объясняется 
не особым направлением этой силы, а тем, что при увеличении 
относительной скорости сила трения уменьшается.

Итак, при фрикционных колебапиях ползуна, взаимодействую
щего с движущейся поверхностью, в зависимости от характеристик



сил трения можно наблюдать три режима: незатухающие колеба
ния (включая автоколебания), затухающие колебания и колебания 
с возрастающими амплитудами. 11а фазовой плоскости этим реж и 
мам соответствуют фазовые траектории в виде замкнутой кривой, 
спирали, накручивающейся па особую точку, и спирали, вы ходя
щей из особой точки. Фазовую траекторию при незатухающих ко
лебаниях можно рассматривать к ак  граничный или предельный 
случай по отношению к режимам с затухающими или возрастаю 
щими амплитудами.

ГЛАВА 18
КОЛЕБАНИЯ В МЕХАНИЗМАХ
С УПРУГИМИ МУФТАМИ И ВАЛАМИ

§ 69. Колебания в механизмах с упругой муфтой

Характеристики сил в упругих муфтах. Па рис. 91 показала 
одна из конструкций упругой муфты, в которой иолумуфты 1 и  2 
соединены упругими элементами 3, допускающими относительное

угловое смещение полумуфт. В первом приближении характери
стику упругих сил в муфте можно считать линейной:

ЛУ» =  сср, (18.1)!

где Л7Ф — момент упругих сил, с — коэффициент жесткости, <р —« 
угловое смещение полумуфт.

При деформации упругих элементов происходит рассеяние (дис
сипация) энергии в муфте, которое зависит от скорости деформа-



дии. Для малых угловых смещений ср момент диссипативных сил 
Л7Т пропорционален ср:

Л7т «= -6 ф . (18.2);
Уравнения движения механизмов с упругой муфтой. На рис. 92

с  применением условного обозначения упругой муфты показана 
динамическая модель механизма, в котором вал двигателя Д  соеди

нен через упругую муфту с валом 
рабочей машины М .  Углы поворота 
вала двигателя и вала машины обо
значены соответственно через ф„ и 
Ф„. Приведенный к палу рабочей 
машины момент инерции машины 

рис, 92 Зт— К  и момент инерции подвиж
ных частей двигателя / я считаем по
стоянными. Число степеней свободы 

механизма равпо двум, так как каждое упругое звено увеличивает 
общее число степеней свободы на единицу.

Обозначим через М д приведенный к валу двигателя момент сил 
движущих и через Л/0 — модуль момента сил сопротивления, при
веденный к входному валу машины. Тогда уравнения движения 
при обобщенных координатах фя и ф„ имеют вид

•̂ дфд — Л/д — Сф — Ьф, (18.3)

Уцфп — сф +  Ьф — М „  (18.4)
где ф =  фд — ф„ — угловое смещение полумуфт.

При достаточно большой мощности двигателя закон движения 
его ротора фв(<) может считаться не зависящим от изменения М а 
и Тогда при известной зависимости фд(0  уравнение (18.4) за
писывается в виде

Лф +  Ь<$ +  Сф =  М„ +  7„фд, (18.5)

т. е. может быть решено относительно углового смещения ф неза
висимо от уравнения (18.3), которое в этом случае служит для 
определения движущего момента М л, соответствующего принятой 
зависимости фа(<).

Для двигателей с жесткой характеристикой, у которых угловая 
скорость ротора мало изменяется при изменении нагрузки, часто
считают угловую скорость фд постояппой. Тогда уравнение движе
ния механизма с линейной упругой муфтой имеет вид

/ пф +  6ф +  сф =  М е. (18.6)
В этом случае движение звена с приведенным моментом инер

ции / п можно рассматривать как состоящее из основного движения
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с постоянной угловой скоростью фд и дополнительного движения
со скоростью ф, которая обычно имеет колебательный характер. 
Иногда говорят, что динамическая модель имеет одну колебатель
ную стенень свободы, так как вторая степень свободы определяет 
движение всех частей системы с одной и той же угловой ско
ростью.

Колебания в механизмах с линейной упругой муфтой. Предпо
ложим, что приведенный момент сил сопротивления изменяется по 
закону

Л7С =  М\ +  II  sin coi, (18.7)

где М i — среднее значение М с, II  — амплитуда его колебаний от
носительно среднего значения. Для общего случая изменения при
веденного момеита сил выражение (18.7) можно рассматривать 
как приближенное выражение, получаемое при удержании первых 
двух членов разложения в ряд Фурье.

Подставим М с в уравнение движения (18.G) и сделаем замену 
переменных

Тогда уравнение движения (18.0) преобразуется к виду уравнения 
колебательного типа

у  +  2 чу +  Х2у  =  A'i sin (út,

где 2 у =  ЬРш, № =  с/1 в, h  =  H ¡K .
Решение этого уравнения после возврата к переменной ф полу

чаем из (9.53) при начальных условиях t =  0, Ф =  0, ф =  0:

fí, = v - v 1^ v‘ é sin^ í +  0) +
е~у,А  sin (Jt*í -f- 0j) -|- A  sin (coi — 02), (18.8)А*

ГДО _________

К  =  V w  — Г . 0 =  arctg Ц ,  0j =  arctg

02 =  arctg —2— , А = -----. : Я: -  -  -  =  .
yn/ U a-ce*)a +  4Y V

Следовательно, при постоянной угловой скорости двигателя фя 
угол поворота входного вала машины ф„ представляется суммой
фп =  фд£ — ф, где угловое смещение полумуфт ф характеризуется 
колебаниями относительно положения <pc — M i/c . В режиме разго
на, кроме вынужденных колебаний с частотой со и амплитудой А ,  
наблюдаются свободные и сопровождающие колебания с частотой 
Я.*, которые с течением времени затухают, так как показатель при 
величине е имеет отрицательное значение. В режиме устаповивше-



гося движения остаются только вынужденные колебания, называ
емые стационарными (установившимися), так как амплитуда А  и 
угловая частота о> не зависят от времени:

М ,
Ф =  ~  — 02), (18.9)

В качестве основной динамической характеристики механизма 
с упругой муфтой принимают коэффициент динамичности по силам 
(иначе, коэффициент передачи сил), определяемый как отношение 
максимального значения вращающего момента на входном валу 
машины с учетом упругости муфты к максимальному значепию 
того же момента без учета упругости муфты в режиме установив
шегося движения, т. е. при стационарных колебаниях, определяе
мых решением (18.9). Полагая ф =  0, находим вращающий момент 
па входном валу машины

М в =  Ьф +  сф. (18.10)

Дифференцирование по времени выражения (18.9) дает
Ф =  Аа> соз(©г — 02). (18.11)

Подставляя в формулу (18.10) угловое смещение полумуфт из
[(18.9) и производную ф из (18.11), получаем

М„ =  М\ +  А  [с 8ш(ь)1 — 02) + юб сое(со£— 02)]. (18.12)
Выражение (18.12) преобразуется к виду

Л/8 =  М\ +  А с  соэ-1 е — 02 +  е ), (18.13)
если принять 1# в == 2ую/АЯ

Максимальное значение вращающего момента М а:

( М в)шах — М х +  Ас  1 +  4 у а

где
Я

Jп / ( X 2-  ш2)2 +
Максимальпоо значение того же момепта при жестком соеди

нении вала двигателя с входным валом машины равно максималь
ному по модулю значению приведенного момента сил сопротив
ления

М тэх =  Л/, +  // .

Коэффициент динамичности по силам
Т



При М i =  0 имеем

Ко =  К а Y (18.14)

где Л̂ диа =  А / ( Н / с ) —  коэффициент дппамичности по перемещени
ям, равный отпошению амплитуды вынужденных колебаний к 
максимальному статическому перемещению под действием пере
менной составляющей момента Л7С.

Подставляя в формулу (18.14) зпачение А из (18.8), получаем

со

2  \  -  2 
.£L) +4y*ÍL 

х Ч  К*

(18.15)

В отсутствие демпфирования ( у — 0) коэффициент динамично
сти по силам совпадает с коэффициентом динамичности по пере
мещениям.

На рис. 93 изображен график зависимости коэффициента дина
мичности по силам К с от отношения частот со/А, при нескольких 
значениях у. Все кривые К с( со/А.) независимо от значения у, ха
рактеризующего демпфирование, 
пересекаются в точке с координа
тами (У2, 1). Отсюда следует, что 
максимальный вращающий мо
мент на входном валу машины 
при упругой муфте будет мень
ше, чем при жесткой муфте, если 
выполнено условие К 0 <  1, кото
рое приводит к соотношению 
между угловой частотой вынуж
дающего момента со и собствен
ной частотой X:

г > (18.1G) Рис. 93

Величину, обратную коэффициенту динамичности по силам, на
зывают коэффициентом эффективности виброзащиты К яф, который 
должен быть больше 1.

На рис. 94 показана амплитудно-частотпая характеристика ме
ханизма с упругой муфтой при малом демпфировании, из которой 
следует, что в режимах разбега и выбега могут возникнуть резо
нансные колебания, если угловая скорость установившегося дви
жения соуст больше собственной частоты X.

Колебания в механизме с нелинейной упругой муфтой. Особен
ности динамики механизма с нелинейной упругой муфтой поясним



па примере исследования муфты, для которой коэффициент жест
кости представлен выражением

с =  с0 +  с1ф2. (18.17)
Тогда уравнение движения (18.6) при Ь — 0 и М С =  М\Л- 

+  Н  sin cdí имеет вид

h  ф +  (со +  С1ф2)ф =  М\ +  //sin (ú í. (18.18)

Линеаризацию выражения (18.17) па отрезке [— А , А] выпол
ним по методу Чебышева, исходя из условия равенства предель-

Рис. 94 Рис. 95

пых отклонений с чередующимися знаками (рис. 95). Тогда орди
ната искомой прямой cun и отклонение Д,оа1 могут быть найдены 
из системы уравнений

Спа Cq “Ь Amaxt Сп0 "f" Amaz == Со С\А .
Отсюда

спо -  Со +  0,5с,Л2. (18.19)
Подстановка приближенного выражения коэффициента жестко

сти (18.10) в уравнение движения (18.18) дает

7„Ф +  (со +  0 ,5с1Л2)ф =  Л/1 +  / /  sin coi. ( 18.20 }
После замены переменных по условию ф =  у  +  (M\fcna)  приво

дим уравнение движения (18.20) к виду линейного уравнения 
консервативного тина

У 4- К,У =  7 - sin at, (18.21>
J  LI

гдо
К  =  (с0 -!- (18.22)



Амплитуду выпужденпых колебаний, описываемых уравнепиеы 
(18.21) при ш Ф  X, получим из решения (18.8) при  ̂ =  0:

Я

Подстановка значения Я,„ из (18.22) при и <  Х„ приводит к ал
гебраическому уравнению третьей степени для определения ам
плитуды А :

А  (со +  0,5сi¿l2 — со2/„ )  =  Н.

Следовательно, если искать решение уравнения (18.21) в виде 
у  — A  sin coi, то возможно получение трех различных амплитуд 
при одпой и той же частоте <о. Возможность возникновения не
скольких периодических режимов при одной и той же вынуждаю
щей силе составляет характерную особенность нелинейных систем.

У )

y l [2 *
__ж

5

Рис. 96

На рис. 90, а показана зависимость амплитуды А  от частоты <в, 
или амплитудно-частотная характеристика, для случая, когда ко
эффициент жесткости увеличивается при увеличении силы. Штри
ховой линией показана скелетная кривая — график зависимости 
между частотой и амплитудой свободных колебаний. Сравнение по
лученной амплитудно-частотной характеристики с той же характе
ристикой при линейном упругом звене (см. рис. 94) показывает, 
что нелинейность упругого звена приводит к возникновению коле
баний с большой амплитудой при частотах вынуждающей силы, 
превышающих собственную частоту (затягивание резопанса в об
ласть высоких частот).

Если коэффициент жесткости уменьшается с увеличением си
лы, то скелетная кривая и амплитудно-частотная характеристика 
наклонены к оси А  (рис. 96, б ), что приводит к затягиванию резо
панса в область низких частот. При учете трепия в кинематиче
ских парах амплитуда колебаний при резонансе имеет конечную 
величину и обе ветви амплитудно-частотной характеристики смы
каются (рис. 96, в) .



С наклоном амплитудно-частотной характеристики и возмож
ностью существования нескольких режимов движения связана дру
гая особенность нелинейных систем — срыв амплитуды. Предста
вим себе, что частота со увеличивается, начиная от некоторого 
значения, расположенного на ветви 1 (рис. 96, в ). Частота может 
увеличиваться до значения со =  со*. При этом значении частоты 
ироисходит срыв амплитуды и переход на ветвь 3. Если частота 
со уменьшается от некоторого значения, соответствующего ветви Зт 
то срыв амплитуды и переход на ветвь 1 происходит при значении 
со =  со**. Отсюда следует, что ветвь 2  соответствует неустойчивым 
режимам.

Кроме рассмотренных колебательных режимов с частотой, рав- 
пой частоте вынуждающей силы со, в нелинейных системах воз
можно возникновение режимов с частотами, кратными со. Колеба
ния с высшими частотами (2со, Зсо, . . . )  называются супергармони- 
ческими, колебания с низшими частотами (со/2, ю/3, . . . ) — субгар
моническими, колебания с частотой <о — основными. Исследование 
супергармонических и субгармонических колебаний производится 
обычно с применением приближенных методов, основанных на раз
ложении периодических функций в ряды Фурье.

§ 70. Колебания в механизмах с упругими валами
Приведение жесткости упругих звеньев механизма. Приведен

ным коэффициентом жесткости кинематической цепи называется 
коэффициент жесткости звена приведения, имеющего ту же потен
циальную энергию, что и заменяемая кинематическая цепь. Обрат
ная величина называется приведенным коэффициентом подат
ливости.

Пусть, например, кинематическая цепь состоит из п последова
тельно соединенных вубчатых колес с упругими валами. Обозна
чим через с( коэффициент жесткости ввена I и через с„ — приве
денный коэффициент жесткости. Если вращающие моменты 
для звена ( и Й а для звена приведения выражают только моменты 
сил упругости: =  с( Дф(, Л7„ =  с„ Дф„, где Дф( — угол закручи
вания звена I, Дфц — угол закручивания звена приведения, то ус
ловие равенства потенциальной энергии до и после приведения 
имеет вид

Вращающие моменты Й а п S l t связапы с передаточным отно
шением

где соп, со( — угловые скорости звена приведения и звена ¿.

или
П

(18,23)



Из (18.23) и (18.24) с учетом выражений для и М а
получаем

Мп —-- М . .и  .>
М п - ? = \  M aUai- ^ .  

i= ! 1
Отсюда находим приведенный коэффициент податливости е„ =  1 /с„

П 2 п

7" =  2  1Г или е" =  2  e»u»i- (18.25)
«=1 i=l

Колебания в механизмах с одним линейным упругим звеном.
Линейным упругим звеном назовем звено с постоянным приведен
ным коэффициентом жесткости. На рис. 97, а показана динамиче
ская модель механизма в виде двух вращающихся звеньев с приве
денными моментами инерции / д и 7„, между которыми помещено 
линейное упругое звено с приведенным коэффициентом жесткости

9г
Рис. 97

с„. За обобщенные координаты примем угол поворота левого конца 
упругого звена срд, который обычно равен углу поворота двигателя, 
и угол поворота правого конца упругого звена срп. Если считать, 
что к левому концу упругого звена приложен движущий момент 
М л, а к правому концу — приведенный момент É tn, то при посто
янных /д и Ja уравнения движения имеют вид

■^дфд =  М я  С ц  (  ф д фп )  ,

«  , (18.26) 
* ифп ”  Л /и  I Сп (ф д “ “ фп) •

При достаточно большой мощности двигателя угловую скорость
его ротора фд =  со можно считать постоянной. Тогда фд — coi, и вто
рое уравнение системы (18.26) может быть решено независимо от 
иервого. Кроме того, учитывая, что угол фп мало отличается от  уг
ла фд, удобнее взять за обобщенную координату вместо фд раз



ность ф =  ф„ — <ря. Второе уравнение системы (18.20) принима
ет  вид

У„Ф +  спср =  Ж„. (18.27)

Первое уравпение системы (18.26) служит в этом случае толь
ко для определения движущего момента М я, при котором выпол
няется заданный закон равномерного движения ротора двигателя. 
Как и в механизме с упругой муфтой, движение звена с приведен
ным моментом инерции / „  можно рассматривать состоящим из 
основного движения с постоянной угловой скоростью и и дополни
тельного движения со скоростью ф, которая обычно имеет колеба
тельный характер.

На рис. 97, б показана схема одного из механизмов, дипамиче- 
ская модель которого приводится к двухмассной системе с одним 
линейным упругим звеном. Механизм предназначен для передачи 
вращения от вала двигателя Д  к валу машины М .  Коэффициенты 
жесткости этих валов обозначим через С\ и с2. К звену 1 со сторо
ны двигателя приложен движущий момент Л7Д, а к звену 2  со 
стороны машины — момент сопротивления М е. Приведенный к ва
лу двигателя момент инерции / д определяется с учетом всех дви
жущихся частей двигателя, а приведенный к валу машины момент 
инерции 7М — с учетом движущихся частей машины. Момепты 
инерции зубчатых колес считаем малыми по сравнению с момен
тами инерции / д и

Уравпение движения звена 1 при постоянном Уд имеет вид

3 дфд =  Л/д сх (ф х Ф1) ,  (18.28)
/

где ф1 — угол поворота левого копца вала 1, Фх — угол поворота 
правого конца. Аналогично уравнение движения звена 2 при по
стоянном /„

•/«Фа =  с 2 ( ф а — ф2)  +  М с, (18 .2 9 )

где ф̂  — угол поворота левого конца вала 2 , ф2 — угол поворота 
правого копца.

Отношение моментов сил упругости для зубчатых колес равно 
обратному отношению угловых скоростей, т. е.

с\ (^1  ..
7 г Г" “  И-21>

с2 ( ч,2 - ф2)
отсюда

С, Ф, + с ви „  Ф.,



Подставляя значения углов <pt и (р2 в (18.28) и (18.29), полу
чаем систему уравнений (18 .20 ) при соотношениях:

Фд ~  Ф1 * фи == ФгМ12> J п =  J м^2 И

Мп  ^  Л с̂ 2̂1’ ~  “I”
Из этих соотношений видно, что приведение сил и масс к зве- 

ny 1 выполняется, как и в механизмах с одной степенью свободы. 
Приведение жесткостей выполняется по формуле (18 .25).

Если силы трения в кинематических парах механизма зависят 
от реакций, то при составлении уравнений движения механизма с 
упругими валами они учитываются введением мгновенного к. и. д. 
и приведенный момент инерции Ja и в приведенный момент сил 

Если же трение в кинематических парах приближается 
к жидкостному, т. е. зависит только от относительной скорости эле
ментов пары, то его учитывают через приведенный момент сия 
трепия М тп.

В рассматриваемом примере

Л/тп =  &1ф1 +  ¿2Ф2М21 или М та — Ьацц, (18.30)
где Ьi, Ьг — коэффициенты сопротивления в подшипниках валов 1 
и 2, bn =  приведенный (эквивалентный) коэффициент
сопротивления.

Трение в подшипниках валов 1 ж 2  отнесем к правому концу 
вала 1. Тогда уравнения движения (18.2G) принимают вид

•^дфд ”  Л 7 Д Сп (ф д  фн )  ,
(18.31)

•^вфа М ц +  Сп (ф д  “  фи )  ^пф п*

При постоянной угловой скорости ротора двигателя фд и при 
фп =  Фд +  Ф второе уравнение системы (18 .31) преобразуется 
к виду

Л,ф +  Ь»ф +  спф =  М а —  6вфд. (18.32)

В безразмерной форме это уравнение приводится к уравнению 
колебательного типа (18.6), и следовательно, все  результаты, по
лученные при рассмотрении колебаний в механизме с упругой 
муфтой, распространяются на механизм с упругими валами, если 
его динамика может быть исследована на основании двухмассной 
динамической модели (см. рис. 97, а) в предположении ностояпст- 
ва угловой скорости двигателя.

Колебания в механизмах с пвеледовательно соединенными уп-
I ругимн звеньями. Последовательное соединение ж естки х звеньев 

(зубчатых колес, маховиков и т. п.), соединенных упругими эле
ментами (упругими валами и муфтами), называют ц е п н о й  систв- 
íü*



м ой. Общее число степепей свободы  цепной системы равпо сумме 
числа степеней свободы механизма с жесткими звеньями и числа 
упругих элементов. Например, число степеней свободы зубчатого 
механизма (см. рис. 97, б) при двух упругих валах равно 3. Для 

т анализа динамики это-
__! _  г ■'з го механизма в первом^

приближепйй мбШно 
рассматривать двух-

1 1 ' массную динамиче- 
^  кую модель, которая

при постоянной скоро- 
рИС- дд сти вала двигателя

имеет одну колебатель
ную степень свободы и соответственно одну собственную частоту. 
Однако при анализе резопансных режимов такое рассмотрение мо
жет оказаться недопустимым, так как резонанс может наступить 
при других значениях собственных частот, число которых равно 
числу степеней свободы.

Метод определения собственных частот мпогомассных систем 
покажем па примере трехмассной динамической модели, состоящей 
из трех звеньев с моментами инерции 1\, У2, 1%, соединенными уп
ругими элементами, имеющими коэффициенты жесткости с\ и с2 
(рис. 98). За обобщенные координаты примем углы поворота ва
лов в сечениях А  (или В ) , С (или И) и Е  (или Р ) :  фи ф2 и ф3. 
Уравнения движения в отсутствие внешних сил и диссипации 
анергии имеют вид

Аф1 +С[(ф| — ф2) =  0,

Лф2 — С 1 (ф! — ф2)+  С2(ф2 — ф з)=  о, (18.33)

Лфз +  с2(ф3 — ф2) =  0.
Частное решение системы уравнений (18.33) ищем в виде ф, =  

=  А \ эш(М +  0 ) ,  ф2 =  Л2 бш ( и  +  0), фз =  Аз я т (М  +  0), т. с. 
предполагаем, что в системе могут происходить колебания, при 
которых все обобщенные координаты изменяются по гармоническо
му закону с одной и той же частотой, а фазы колебаний либо сов
падают, либо отличаются на л.

Подставив это решение в (18.33), получим после сокращения 
всех членов па а (Л,г 4-0) систему алгебраических уравнений

- М гЛ 1 +  с ,(Л |- Л 2) =  О,
—12к2А 2 — С[(А[ — А 2) +  с2(Л2 — Лз) =  0, (18.34) 
- М 2Л3 +  с2(Л3 - Л 2) =  0.

Система уравнепий (18.34), однородных относительно неизвест
ных амплитуд Ли Л2 и Лз, может иметь решение, отличное от ну-

\



левого, только в случае, если определитель, составленный из ко
эффициентов при неизвестных, ранен нулю:

После раскрытия определителя получаем частотное уравнение,  
т. е. уравнение для определения собственных частот

где е\ =  1/с 1, е2 =  1 /с2 — коэффициенты податливости.
Нулевой корень означает возможность вращения всей системы 

как одного целого. Корни этого уравнения, отличные от нуля п 
расположенные в порядке возрастания, образуют спектр собствен
ных частот

Каждому корню соответствует частпое решение вида ф( =  
=  Ai sin (A,í +  0|), а общее решепие представит сумму этих 
решений:

Ф1 =  А  и sin (Xi# +  Oí) +  A  i2 sin(A,2Í +  0 г )+  А  и sin (Азt +  Оз),
Фг =  A ¡i sin (Aif +  0i) +  А 22 sin (Аг£ +  0г)+  А 23 sin (Азt +  0з) , (18.36) 
Фз =  A 3i sin(Ai¿ +  Oí)-Ьу4з2síh(A.2Í +  02) +  A 3¡ s in (M  +  0з),

'де второй индекс в обозначениях амплитуд означает номера кор- 
1ей Л|, Аг, Аз, которым соответствуют амплитуды А\, А г, А з.

Вследствие однородности системы уравнений (18.34) относи- 
■ельно амплитуд А\у Л2, Аз для каждого корня Ai, А2, Аз можно 
¡ыразить все амплитуды через какую-либо одну из них. Например, 
[ля колебания с частотой Ai выразим амплитуды Л21 и А 31 через 
1п. Из уравнений (18.34) при А =  Ai имеем

це Х21, хз! — коэффициенты формы для колебаний с частотой А,], 
овокупность коэффициентов форм называется собственной ф ор
ой. Число собственных форм равно числу собственных частот, 

е. числу степеней свободы. Для колебаний с частотами Аг и Аз 
оэффициенты форм Х22, кзг и кзз находятся по формулам 
18.37) с заменой А1 на Аг и Аз.

=  0,

*— {h  +  h  +  ^з) А2 +  ( / 1/ 2*1 +  +  h h e \ +  / 5/ 3*2) А4 —
-  h h h e x e d f  =  0, (18.35)

Ai < A2 < A3.

(18.37)



Общее решение системы уравнений (18.33) с помощью коэффи
циентов форм записывается в виде

ф! — А  и sin (Ait +  0i) +  4̂12 sin (A2f +  62) +  <413 sin (tai +  0з),
Ф 2 =  %2 ¡A i 1 sin (Ají +  0 i )+  X22A i 2 Sm(%2 t +  0г )+  X23^4¡3 SÍn(X3Í +  03) ,

(18.38);
Фз =  хз\Аи sin(?.¡¿ +  0 i) +  X32A 12sin(h2¿ +  0г )+  H33̂ i3Sin(A3í +  03).

Уравнения (18.38) содержат 6 постоянных (A \\, Л12, А 13, 0i, 02T 
Оз), которые определяются из начальных условий. При произволь
но заданных начальных условиях обобщенные координаты изменя
ются по полигармоническому закону. Специальным выбором на
чальных условий можно достичь того, что все обобщенные коорди
наты будут изменяться по гармоническому закону с одной и тон 
же частотой Ai (или К2, или А з), а фазы колебаний либо совпада
ют, либо отличаются па л; (главные колебания). Отношения ам
плитуд при главных колебаниях образуют собственную форму, со
ответствующую частоте колебаний.

Метод матриц переноса. Теперь рассмотрим решение задачи об 
определении спектра собственных частот для динамической моде
ли, показанной на рис. 98, по методу матриц переноса.

Метод основан на том, что дииамическая модель рассматрива
ется как совокупность последовательно соединенных участкон, для 
которых справедливы линейные зависимости между амплитудами 
сил и перемещений на входе и выходе из участка. При гармониче
ских колебаниях с частотой А эти зависимости имеют вид

tp¡, =  su (А)фа +  s n { l ) M a, ПЯЯОУ
Я Ь =  S2] (А) фа +  «22 (А) Я а,

где фа, фь — амплитуды перемещений па входе и на выходе, М аг 
М'ь — амплитуды сил (моментов) на входе и выходе, «п, S 12, s2i, 
s22 — коэффициенты, зависящие от масс и жесткостей па вход© 
рассматриваемого участка и от частоты А.

Матрица, образованная коэффициентами правых частей уравне
ний (18.39), называется матрицей переноса (иногда фундамен
тальной матрицей) :

Для динамической модели, показанной на рис. 98, имеем 
5 участков. На участках А В , CD и E F  амплитуды перемещений на 
входе и выходе совпадают (жесткие элементы), а амплитуды мо
ментов отличаются на величину амплитуды момента сил инерции. 
Например, для участка А В  зависимости (18.39) имеют вид

фб =  фа, Я Ь =  — М 2фа +  Я  а.



Отсюда получаем матрицу перепоса для участка А В :
1 0

S ab — — 1

'Аналогично для участков CD и E F :

II 1 0^  =  1 » S ef  =
Л *

Для участка В С  зависимости (18.39) имеют вид
М„

Ф Ь =  Фа + М ь  =  м а .

Отсюда получаем матрицы переноса

с _  1 '1
вс О 1 S d e  —

где е\ — 1 /с , е2 — 1 /с2 — коэффициенты податливости.
Матрица переноса для всей системы находится как произведе

ние матриц переноса отделышх участков
S a p  —  S b f S  d b S c d S b c S a b .

Умножая матрицы по правилу «строка па столбец» и возвра
щаясь к записи соотношений типа (18.39), получаем

Фр =  [(1 — / ^ А 2) (1 — ] 2е212) —  / 1б2?1,2]фА +  (е1 +  е2 — e {e2J2X2) М л,

(18.41)
£If — [—  ( / ,  +  / 2 +  / з ) л 2 +  {J\he\ +  / 1 / 3 * 2  +  / 1 / 3 * 1  +  / 2 / 3 * 2 )  А 4 —

—  / 1/ 2/ з * | * г А в] ф А  +  [(1 —  J2e\k2) (1 —  / з * 2А 2 ) —  / 3e i A 2] Мд .

При свободных концах системы М А •= М F =  0. Тогда из первого 
уравнения системы (18.41) получаем соотношение между углами 
поворота фу и фд, а из второго — частотное уравнение, которое 
совпадает с уравнением (18.35). Коэффициенты формы находятся 
из соотношений (18.39), записанных для отдельных участков.

Г Л А В А  19

КОЛЕБАНИЯ В РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМАХ

§ 71. Колебания в шарнирном четырехзпенпике
с упругими звеньями

Определение приведенного коэффициента жесткости для пло
ского шарнирного четырехзвенника. В механизме шарнирного че- 
тырехзвенника (рис. 99, а) считаем, что внешние силы приложены 
только к звеньям 1 и 3  и представлены парами сил с моментами 
Я я и й г .  Инерцией шатуна 2  пренебрегаем, и следовательно, ре



акции, действующие па пего со стороны звеньев 1 и 3, направле
ны по линии ВС. В этом случае шатун испытывает только дефор
мации растяжения-сжатия и его коэффициент податливости можно 
определить по формуле для цилиндрических стержней: е2 =  
=  12/ ( Е Б ) ,  где I — длина шатуна, Е  — модуль упругости, 5 — пло
щадь поперечного сечения шатуна. Коэффициент податливости

вала звена 1 определяем, учитывая только деформации кручения: 
е х =  Ь/(СМр1), где Л — длина участка вала звена 1, на котором оп
ределяется угол закручивания, С  —  модуль сдвига, ] р\ — полярный 
момент инерции вала звена 1. Аналогично для вала звена 3: е3 —
=  1 з / (С 1 р3) .

Если принять звено 1 за звепо приведения, то приведенный к 
нему коэффициент податливости определится но формуле (18.25), 
которая для данного механизма имеет вид

*п =  <?! +  <?а*?2 +  <?8М13, ( 1 9 .1 )

где %12 — передаточное отношение, равное отношению угловой ско
рости звепа 1 к проекции скорости \в па линию ВС, и\3 — переда
точное отношение, равное отношению угловой скорости звена 1 к 
угловой скорости звена 3.

Для определения передаточного отношения и\3 строим плап 
скоростей шарнирного четырехзвенника (рис. 99, б ). Из этого пла
на, построенного с произвольным масштабным коэффициентом ц„, 
определяем передаточное отношение и1з как отношение угловых 
скоростей о)1 и о)з:

__  (Р&) Уу/1АВ  _  (РЬ) 1С Р
13 (Р с) (Р с) ^АВ

Отношение (р Ь ) /( р с ) можно вычислить из косоугольного тре
угольника рЬс по теореме синусов



где углы фг и фз как функции угла ф| находятся из решения за
дачи об определении положений звеньев шарнирного четырехзвен- 
иика. Отсюда

(1 9 .2 )

Передаточное отношение

% _  М1______= ________\_______ /19 3)
12 е-д 51п — ф2)

С учетом формул (19.1) — (19.3) получаем выражение коэффи
циента приведенной податливости е а как функции угла поворота ф|

, 2̂ (Ф‘2 Ф3)
Ч в &1П' (Фх-Фг).

(19.4)

Приведенный коэффициент жесткости находится как величина, 
обратная приведенному коэффициенту податливости

У  ,--------------. (19.5)
V I » № , - ' » * )  +  •,  +  ’ ¿ с о ’ ™  (Т , -» а )

Уравнения движения шарнирного четмрехзпенника с упругими 
звеньями. После определения приведенного коэффициента жестко
сти с„ приходим опять к двухмассной динамической модели, пока
занной на рис. 97, а, но приведенный коэффициент жесткости те
перь уже является переменной величиной, зависящей от угла по
ворота ф1.

Дифференциальные уравнения движения для этой модели со
ставляем в форме уравнений Лагранжа:

£ д Г _  ОТ <911
*Р„ +  *Фд 7д’

д, дТ_ дТ дП _  г ; (19.6)
ЙФ1 ЙЧ>1~

где фд — угол поворота левой массы, равный углу поворота пала 
двигателя, ф) — угол поворота правой массы, равный углу поворо
та звена 1, М & — М\ —  момент сил па валу двигателя, М а — при
веденный к звену 1 момент сил, приложенных к звену 3. В рас
сматриваемом случае М а =

При составлении аналитического выражения кинетической 
энергии механизма Т учитываем только моменты инерции враща
ющихся звеньев 1\ и /з:



где J п =  J x +  /дИз, — приведенный к звену 1 момент инерции шар-
нирного четырехзвенника, / д — момент инерции двигателя, кото
рый считаем постоянным.

Потепциальная энергия механизма П определяется выражением

Выполняя дифференцирование в уравнениях (19.6), получаем

Система нелинейных уравнений движения с переменными коэф
фициентами (19.7) решается численными методами по малым уча
сткам движения. При постоянной скорости вала двигателя срд вто
рое уравнение системы (19.7) решается независимо от первого и 
определяет колебания, происходящие от упругости звеньев ме
ханизма.

§ 72. Малые колебания в рычажных механизмах приборов

Малые колебания в механизме шарнирного четырехзвенника.
При постоянных х 12 и 1̂ 13, т. е. при малых перемещениях звеньев, 
уравнения движения шарнирного четырехзвенника (19.7) прини
мают вид

Пусть, например, звено 3  шарнирного четырехзвенника соедине
но с указателем регистрирующего прибора. Звено 1 приводится в 
движение от двигателя, момент инерции которого значительно пре
вышает моменты инерции Уi и /з. При переводе показателя из од
ного положения в другое вал двигателя останавливается в новом 
положении практически мгновенно, а звенья механизма и указа
тель совершают малые колебания относительно положения равно
весия. Из уравнений (19.8) при <рд =  const и ф =  <pi — фд получаем

en(«Pn-«Pi)a
2

■^дфд (ф д  ф 1) Й цу
(19.7)

J дфд —  М я Сп (фд Фх))

( / х  +  Jsu h )  ф х  =  М 3и31 +  с п  ( ф д  —  ф О .

(19.8

ИЛИ
1 i ^3w3i) Ф сп(р — М Зизх 

У +  Я,2г/ =  О,
где



При начальных условиях t — О, ср =  фо, ф =  0 решение уравне
ния (19.9) согласно (9.37) имеет вид

Фо — 1 cos kt,

т. е. указатель совершает гармонические колебания с собственной 
частотой к, значение которой зависит от передаточных отношений 
а 12 и Hi3.

Колебания в рычажном механизме прибора при вибрирующей 
стойке. На рис. 100 показан кривошипио-ползунный механизм, 
применяемый в указательных и регистрирующих приборах для 
преобразования движения ползу
на 3, связанного с измерительным 
устройством, во вращательное 
движение стрелки 1. Каждому 
положению ползуна соответствует 
определенное значение измеряе
мой величины, которое указыва
ется на шкале прибора. Это соот
ветствие нарушается, если стойка 
вибрирует. Тогда стрелка 1 со
вершает малые колебания отно
сительно среднего положения, ко
торое может не совпадать с поло
жением, соответствующим стати
ческому равновесию.

Обозначим через ао значение 
угла а, определяющего положе
ние стрелки 1 в отсутствие вибра
ции стойки, и через а л среднее зпачение угла а  при колебаниях 
стрелки. Разность ад — ао дает динамическую погрешность в пока
заниях прибора. Такая же погрешность получается в случае, если 
к ползуну механизма, звенья которого находились в положении 
статического равновесия, приложить периодически изменяющуюся 
силу F.

Положение устойчивого статического равновесия звеньев меха
низма соответствует минимуму потенциальной энергии. При опре
делении потенциальной энергии механизма П учитываем только 
массу М, сосредоточенную в точке А ,  и упругость пружины с, по
мещенной между стойкой и стрелкой 1:

Г1 =  1Т0 +  M g R  cos а  +  j  со?, (19.10)

где а — обобщенная координата механизма, По — постоянное зна
чение потенциальной энергии, определяемое началом отсчета, с — 
коэффициент угловой (крутильной) жесткости пружины, R  — дли
ны звеньев 1 и 2.



Двукратное дифференцирование выражения потенциальной 
энергии но обобщенной координате дает

Í S  =  _  M g R  sin а  +  са,

^-5 =  — M g R  cos а  +  с,
da

При с >  M gR  cos а  положение устойчивого равновесия характе
ризуется корнем уравнения

— M g R  sin ао +  coco =  0. (19.11)
При определении кинетической энергии механизма Т  учитыва

ем только энергию сосредоточенной массы М :

T  =  ± M R 2a \

Исследуем сначала свободные колебания мехапизма около по
ложения статического равновесия, принимая за обобщенную коор
динату отклонение

9с =  «о — а. (19.12)]
Тогда выражение потенциальной энергии (19.10) принима

ет вид

П =  П0 +  М g R  cos (ос0 — gc) - i  с (a 0 —  qcf .

Из разложения в ряд Маклорена в окрестности значения qc =  О 
получаем приближенное выражение потенциальной энергии

П =  П0 +  П '(0 )9с + v n o j g * ,

где штрихи озпачают дифференцирование по qc.
В дальнейшем полагаем П (0) =  0, что соответствует изменению 

начала отсчета потенциальной энергии. Величина П '(0 ) также 
равна нулю по условию (19.11). Следовательно,

П =  у  (— M g R  cos <х0 -\- с) ql,

т. е. приведенный коэффициент жесткости сц имеет вид
с„ =  — M g R  cos а0 +  с.

Уравнение движения механизма при свободных колебаниях 
имеет вид

d от _  дП

d t d q ~  е*о
ИЛИ

M R 2qc =  — caqc.



Следовательно, собственная частота механизма 

X — i  MgH cos ао +  с

зависит от положения статического равновесия.
При исследовании вынужденных колебаний представим обоб

щенную координату в виде суммы
q =  qe +  д я,

где — дополнительное перемещение, вызываемое периодически 
изменяющейся силой F.

Подставляя значение дс из соотношения (19.12), получаем
q = ссо — а + qa.

При малых колебаниях можно заменить переменную величину 
ао +  <?д ее средним значением

т

«д =  f -  J  («о +  Як) àt,
О

где Т  — период колебаний. Тогда q =  а л — а  и выпуждепные ко
лебания можно рассматривать как колебания относительно поло
жения динамического равновесия, определяемого углом а д. 

Уравнение движения механизма в этом случае имеет вид

д |  =  “ 57  +  аг- . (19.13)

где Я а — приведенный к звену 1 момент от силы F.
При равенстве длин звеньев 1 и 2  перемещение ползупа связа

но с углом поворота а  соотношением s =  2R — 2R cos а. Отсюда 
передаточное отношение dsfda =  2R  sin а.

Приведенный момент М а находим из условия

М п =  F  ^  или М п =  F 2 R  sin (а д — q).

Приближенное значение приведенного момента М а получаем из 
разложения в степенной ряд в окрестности q — 0:

М а =  F2R(— sin а д +  q cos а л).

Приближенное значение потенциальной энергии находим так
же из разложения в ряд в окрестности q =  0 или, что то же, при 
а  =  а„: j

II =  (—  M g R  sin ад - f  can) q +  y M g R  cos a n -j- c) q2.
Отсюда

=  _  M g R  sin a tt +  сад ( —  M g R  cos а д +  с) q .



Подставляя выражения для Т, М „  и dlT/dq в уравнение
(19.13), получаем уравнение малых колебаний механизма при дей
ствии вынуждающей периодической силы F :
M R 2q +  (с — M gR  cos осд — 2R F  cos а д) q =

«= M g R  sin ад — сад — 2 /? /rsin a fl. (19.14)’

Получеипоо липейиое уравнение с периодическим хшэффициен- 
том приводится к неоднородному уравнению Хилла. Если сила 
F  изменяется по гармоническому закону

F  =  F 0 cos coi,

то уравнение (19.14) приводится к неоднородному уравнению  
Матъе (9.G4)

q + ( a  — 2cZ cos wí) ? =  /(<)', (19.15)’
гдо

*  cos а д ,  F fí соя а д 
M R 1 ñ  ' М П  '

M gR  sin а .  — cot. — 2R F .  sin o¡_ cos ю?
/ « )  = ----------------------------! ---------------д а — 5 --------------5 ---------------------

По уравнению (19.15) можно исследовать устойчивость движе
ния, используя свойства коэффициентов уравнения Матье. При 
этом исследовании достаточно предположить, что положение дина
мического равновесия, т. е. значение угла а д, находится в преде
лах рабочего диапазона. Для определения самой величины а д, ха- 
рактеризующей динамическую погрешность механизма («увод» 
стрелки прибора), можно использовать приближенный метод, ос
нованный на близости величин ао и ая *).

К рассмотрению уравнения (19.15) приводится также задача о 
влиянии возвратно-поступательной вибрации стойки по гармони
ческому закону в направлении, совпадающем с направлением дви
жения ползуна.

ГЛАВА 20
КОЛЕБАНИЯ В МЕХАНИЗМАХ РЕГУЛЯТОРОВ СКОРОСТИ

§ 73. Схемы регулирования угловой скорости звена механизма

При установившемся движении угловая скорость начального 
звена или постоянна, или колеблется относительно среднего значе
ния, причем эти колебания скорости являются периодическими и 
могут быть уменьшены путем установки маховика. Условием уста
новившегося движения является равенство работ сил движущих и 
сил сопротивления (по модулю) за каждый цикл движения. Если 
это условие нарушается вследствие уменьшения или увеличения

*) 1Í о б р и и с к и й Л. Е. Механизмы с упругими связями,— М.: Наука, 
1904.



сил сопротивления, то скорость движения соотпетственно увеличи
вается или уменьшается. Для многих машин это изменение скоро
сти недопустимо, и тогда возникает задача поддержания скорости 
па заданном уровне. С этой целыо применяют регуляторы скоро
сти, основанные на том, что при изменении скорости автоматиче
ски изменяется движущая сила, и условие установившегося дви
жения сохраняется для любого значения силы сопротивления.

На рис. 101 показаны четыре схемы регулирования угловой 
скорости вала теплового двигателя с использованием центробежно
го маятника в виде двух тяжелых шаров 1, соединенных посред
ством стержней (рычагов) с валом регулятора 2  и его муфтой 3.  
Вал регулятора, а следовательно, и шары получают вращение от 
вала двигателя (обычно через зубчатую передачу). При увеличе
нии скорости вращения шары расходятся и муфта регулятора под
нимается, при уменьшении — опускается, т. е. центробежный ма
ятник отзывается на изменение скорости вращения вала двигателя 
и может быть назван поэтому чувствительным элементом системы 
регулирования.

В зависимости от способа передачи движения от чувствительно
го элемента к регулирующему органу различают регуляторы пря
мого и непрямого действия. На рис. 101, а показан центробежный  
регулятор прямого действия, в котором перемещение муфты регу
лятора передается посредством рычажной системы 4 регулирующе
му органу в виде заслонки 5, которая изменяет площадь проходно
го сечения трубопровода, подводящего рабочее вещество (топливо) 
ь двигатель. При увеличении скорости вращения вала двигателя 
вследствие уменьшения сил сопротивления муфта поднимается, 
а заслонка опускается и уменьшает проходное сечение трубопро
вода. С уменьшением этого сечения уменьшается количество топ
лива, поступающего в двигатель, и соответственно уменьшается 
движущий момент, т. е. восстанавливается условие равенства работ 
сил движущих и сил сопротивления.

На рис. 101, б показан центробежный регулятор непрям ого  
действия, который примеияется в случае, когда сила, передавае
мая от муфты регулятора 3, недостаточна для того, чтобы плавно 
перемещать заслонку. Для перемещения заслонки в этом случае 
применяется вспомогательный двигатель (серводвигатель) в виде 
гидроцилипдра 6, а муфта регулятора 3  перемещает (с неболь
шим усилием) шток золотника 7, который служит распределите
лем, переключающим поток жидкости в ту или другую полость 
гидроцилипдра. При установившемся движении оба окна (отвер
стия) в корпусе золотника перекрыты, и поршень гидроцилпндра 
неподвижен. При увеличении скорости вращения вала двигателя 
муфта регулятора 3 поднимается, жидкость поступает в нижпюго 
полость гидроцилипдра, поршень идет вверх, а заслонка опускает
ся, восстанавливая равновесие между силами движущими и сила
ми сопротивления.



На рис. 101, в показан центробежный регулятор непрямого дей
ствия с жесткой обратной связью, под которой понимается рычаж
ная система 4, соединяющая шток золотника 7  и поршень гидро-

Рис. 101

цилиндра 6. Благодаря этой связи уменьшаются колебания порш
ня гидроцилиндра и штока золотника при переходе через среднее 
положение.



По окончании процесса регулирования (переходного процесса) 
шток золотника возвращается в среднее положение, а поршень 
гидроцилиндра занимает другое положение, отличающееся от того, 
в котором он находился в начало процесса регулирования. Соответ
ственно и заслонка также занимает другое положение, и новая 
установившаяся скорость движения вала будет больше (при умень
шении нагрузки) или меньше (при увеличении нагрузки) перво
начальной.

На рис. 101, г показан центробежный регулятор непрямого д е й -  
гвия с упругой обратной связью (изодромный регулятор). При

менение этого регулятора обеспечивает получение после процесса 
регулирования той же самой угловой скорости, что и в начало 
процесса регулирования. С этой целью в обратную связь введен 
дополнительный гидроцилиндр 8  с отверстиями в поршне, через 
которые перетекает жидкость из одной полости в другую при дви
жении рычага обратной связи 4. Одновременно с движением этого 
рычага и связанного с ним дополнительного гидроцилиндра дви
жется и поршень серводвигателя, причем возможные колебания 
звеньев регулятора демпфируются силами сопротивления, возника
ющими нри перетекании жидкости через отверстия в поршне до
полнительного гидроцилиндра, который поэтому называется дем п 
фером и л и  катарактом.

После окончания процесса регулирования шток золотника воз
вращается в среднее положение, поршень серводвигателя и заслон
ка занимают новые положения, соответствующие условию равнове
сия сил движущих и сил сопротивления. При этом под действием 
пружины поршень демпфера воз
вращается в исходное положение, 
а вместе с ним возвращаются в 
то же положение рычаг обратной 
связи и муфта регулятора, т. е. 
процесс регулирования заканчи
вается только после того, как ско
рость вала двигателя примет ис
ходное значение.

Чувствительный элемент сис
темы регулирования угловой ско
рости нала машины может быть 
выполнен не только как центро
бежный маятник. К настоящему 
времени разработано много дру
гих видов чувствительных элементов. На рис. 102 показана схема ре
гулятора непрямого действия с тахогенератором 1, т. е. электриче
ским генератором постоянного тока, который дает напряжение С/, 
пропорциональное угловой скорости вала регулируемой машины. 
Одпа клемма тахогенератора соединена с усилителем 2, а другая 
с щеткой потенциометра 3, находящегося под действием напряжет 
21 Н. И. Левитский

Рис. 102



ния постоянного тока электрической сети. В результате такого со
единения в усилитель 2  подаётся разность напряжений V  — 17и. 
Щётка потенциометра устанавливается так, чтобы напряжение 17а 
бйЛо равпо и  при заданном значении скорости установившегося 
движения. Тогда разность напряжений II — 1/а равна нулю, и 
шток электромагнита 4  остается неподвижным.

При увеличении или уменьшении угловой скорости вала регу
лируемой машины соответственно увеличивается или уменьшается 
напряжение С/, на клеммах усилителя появляется панрял5епио 
и  — и„, и шток электромагнита 4 поднимается или опускается, 
воздействуя через рычажную систему 5 с пружинами 6  на заслон
ку 7, регулирующую подачу топлива в двигатель. Для гашения ко
лебаний к штоку электромагнита присоединен демпфер 8.

§ 74. Колебания в механизме регулятора скорости
е тахогенератором

Уравнение движения регулятора скорости с тахогенератором.
Положения звеньев регулируемой машины и регулятора с тахоге
нератором определяются двумя независимыми обобщенными коор
динатами, за которые примем угол поворота вала регулируемой 
машипы ф и перемещение штока электромагнита х. Это перемеще
ние отсчитывается от положения, соответствующего номинальной 
угловой скорости вала машипы со =  сои, при которой наиряжепие 
на клеммах тахогенератора V  =  1]л.

Кинетическую энергию системы примем равной

Т  =  \  ( / „ 5 2 +  т вх 2), (20.1)

где о) — угловая скорость вала регулируемой машины, Уп — приве
денный к этому валу момент инерции звеньев, т а — приведенная 
к штоку электромагнита масса.

Приведенный момент инерции }„ определяем, считая неподвиж
ным шток электромагнита, а приведенную массу т п — считая не
подвижным вал регулируемой машины. В дальнейшем Уп и т„ 
считаем постоянными. Тогда уравнения движения системы в фор
ме уравнений Лаграшка имеют вид > 

• ^
J  =  Л/д +  М с, т пх =  Р л +  ? с, (20.2)

*■'
где Л7Я, М с — приведенные к валу машины моменты сил движу
щих и сил сопротивления, Р а, — приведенные к штоку электро
магнита сила движущая и сила сопротивления.

Приведенный двшкущий момент М я зависит от положения за
слонки 7, т. е. от подачи топлива в двигатель. С достаточной для 
практики точностью Л1Я можно считать линейно зависящим от пе
ремещения х:



где М п — помипалыюе зпачепие движущего момента при х  =  О, 
к„ — постоянный коэффициент.

Приведенная движущая сила зависит от напряжения
U  — U а, поступающего на клеммы усилителя 2. Это напряжение п 
свою очередь зависит от разности со — со,,. В первом приближении 
указанные зависимости можно считать липейпыми, и тогда приве
денная движущая сила найдется из соотношения

Л, =  А>(ш — <*>„). (20.4}
Приведенная сила сопротивления F 0 складывается из силы 

пружины F  „„ =  — сх (с — привсдеппый коэффициент жесткости 
пружины) и силы вязкого сопротивления в демпфере F T — — Ьх:

F a =  — сх — Ьх. (20.5)
С учетом (20.3) — (20.5) система уравнений движения (20.2) 

принимает вид

/„со =  М „  —  1с„х — М с, (20.G)

т „х =  k F (со — со,,) — сх  — Ъх„ (20.7)

Для решепия этой системы уравпепий отпосительпо перемеппой 
х  дифференцируем по времени обе части уравнения (20.7) :

т и х =  k ¡,-и — сх — Ьх.

Подставляя сюда значение со из (20.0), получаем

Jamnx +  J„bx +  ]„сх  +  lcFkux =  k FM a — kFM c. (20.8)

Статическая устойчивость регулятора скорости с тахогенсрато-
ром. Исследование динамики регулятора начинается с построения 
его характеристики, под которой понимается графическое изобра
жение зависимостей Р я — Г л(х) и FB =  F B(x)  при установившемся
движении, т. е. при со — 0, х — i : =  0. В этом случае

F д кр(сОу со,,), F c с х ,

где coy — установившаяся угловая скорость вала машипы, в общем 
случае отличающаяся от поминальной.

Зависимость F B(x) изображается наклонпой прямой, проходя
щей через начало координат, а зависимость F a( x ) — прямыми, па
раллельными оси абсцисс, причем каждая из этих прямых соответ
ствует определенному значению соу. На рис. 103 изображена одна 
из этих прямых для С0у > й )я. Точка пересечения прямых, изо
бражающих F K и F c, показывает величину х  =  х у, при которой 
рычажная система регулятора для данного зпачения соу находится 
21*



в равновесии под действием силы пружины и силы, действующей 
со стороны штока электромагпита.

По характеристике регулятора можно судить о его статической 
устойчивости, т. е. способности звеньев регулятора возвращаться в 
исходное положение равновесия, если при установившемся движе
нии с определенной угловой скоростью со, ааслопка 6 и рычажная

система 5  с пружинами выведены 
из этого положения. Для рассмат
риваемого регулятора при положи
тельном приращении А х =  х  — х у 
сила пружины Рпр =  Р 0 ока
зывается больше силы, действу
ющей со стороны штока электро
магнита при неизменном значе-

Рис. 103
шению х  и возврату в исходное 
положение, когда сила пружипы 
равна силе со стороны штока 

электромагпита. При отрицательном приращении А х  сила пружи
ны меньше силы со стороны штока электромагнита, что приводит 
к увеличению х  и возврату в исходное положение. Следовательно, 
регулятор с тахогеператором, характеристика которого показана 
па рис. 103, статически устойчив.

Динамическая устойчивость регулятора скорости с тахогенера- 
тором. Статически устойчивый регулятор может оказаться динами
чески неустойчивым. Для проверки устойчивости движения вос
пользуемся критерием Гурвица. С этой целыо приведем уравнение
(20.8) к однородному путем подстановки

— м.
х  =  х г +  - ¿ г -----с, (20.9)

считая модуль момента сил сопротивления Л/0 постоянным или 
равным нулю (сброс нагрузки). Тогда характеристическое уравне
ние имеет вид

аог3 +  а\г2 +  а2г +  аз =  0, (20.10J
где

а0 =  Jnm a, а, =  JBb, а2 =  Jac, а3 =  kFkм.

Для того чтобы система была устойчивой, кроме положительности 
всех коэффициентов характеристического уравнения дополнительно 
должно удовлетворяться условие (10.11): а\а2 >  а0«з. В рассматри
ваемом случае коэффициенты ао, ai, а% и аз пололштельны, а усло
вие (10.11) приводит к неравенству

bJac — m nkFku >  0. (20.1Ц
Из условия (20.11) следует, что при Ь —  0 (нет демпфера) си

стема неустойчива. Обычно стремятся удовлетворить условию



(20.11) подбором коэффициента Ъ (реже увеличением приведенно
го момента инерции или коэффициента жесткости пружины).

Колебания в механизме регулятора скорости с тахогенератором. 
Решепие системы уравнений движения (20.6) и (20.7) начинается 
с решения линейного дифференциального уравнения третьего по
рядка (20.8). При постоянном моменте сил сопротивления М в для 
решения соответствующего однородного уравнения находим снача
ла корни характеристического уравнения (20.10). В зависимости 
от значений ао, аь а2 и аз могут быть четыре случая: 1) один ко
рень действительный и два мнимых, 2) три действительных раз
личных корня, 3) три совпавших нулевых корня, 4) из трех дей
ствительных корней два совпали. Колебания в механизме будут 
только в первом случае распределения корней.

Обозначим действительный корень характеристического уравне
ния (20.10) через г\ и сопряженпые комплексные корпи через 
г2 =  а +  iX, гз =  а — iX. Тогда с учетом формул (9.13), (9.14) и 
подстановки (20.9) получаем решение уравнения (20.8)

М., — Л/„ г |
я =  — -----^ -t-С? + е ^ ( C 2 cosX t +  C3sinXt), (20.12)

где постояппые С ь С2 и Сз паходятся из пачальпых условий t =  0,
Х  =  Хо, X  —  Хо, X  =  хо.

Если удовлетворено условие устойчивости (20.11), то п  и а  
выражаются отрицательными числами. Отсюда следует, что при 
t °о второй член решения (20.12) стремится к нулю, а третий 
член описывает затухающие колебания. Подставляя решепио
(20.12) в уравнение (20.6), полупаем

со =  — [ С хе ^  +  eat (С2 cos Xt +  С3 si n Ai)l,
nL 1

т. e. угловое ускорение вала машины со при t -*■ °° стремится к пу
лю, а угловая скорость со — к установившемуся значению соу.

§ 75. Колебания в механизме центробежного регулятора

Уравнения движения центробежного регулятора. При составле
нии выражения кинетической энергии регулятора будем учиты
вать только постоянный приведенный момент инерции J„ звеньев 
машины, приведенный к валу двигателя, и массу шаров т. За 
обобщенные координаты примем угол поворота ср вала двигателя 
и перемещение муфты регулятора z, отсчитываемое от положения, 
соответствующего номинальной скорости вала двигателя со„ 
(см. рис. 101, а).

Если рычажпый механизм центробежного регулятора выпол
нить как симметричный равнозвенный кривошипно-ползуппый ме
ханизм (1Ав =  1вс =  Ibd), то точка D  относительно отрезка А С  дви



жется по прямой, перпендикулярной ему и проходящей через точ
ку С. При указанных соотношениях между длинами звеньев ме
ханизма центр шара И  в вертикальном направлении перемещает
ся, как и муфта, па величину г. Кроме того, считаем, что расстоя
ния от точек Л и С до оси регулятора малы по сравнению с длиной 
1ло — й. Тогда из А А С О  следует, что расстояние от центра шара 
до оси регулятора х  и перемещение % связаны соотношением

х 2 — <Р — (20 — г )2. (20.13)'
Абсолютная скорость центра шара \ п может быть выражена 

через ее проекции в неподвижной системе координат

I?!, =  (хиш)2 +  х2 +  г8, (20. И )

где со =  ф — угловая скорость вала двигателя, и =  сор/а» — переда
точное отношение, равное отношению угловой скорости вала регу
лятора к угловой скорости вала двигателя.

Из соотношения (20.13) имеем
х х  = ( г о  — г) ¿.

Отсюда

х 2 =  ?  (г" - г)2

Следовательно, скорость \ в есть функция обобщенной коорди
наты ъ и угловой скорости со:

=  и2со2 [<Р — (г0 — г)2] +  2 — А ------
а  ~  (2о ~  г)

Кинетическая энергия системы найдется из выражения 2Т =
=  J „со2 +  ти2о  или

2 Т  =  /„со2 -|- ти2се2 [<Р -  {г0 -  г)2] -]- - , - тЛ- г— - т (20.15)
*

Уравнения движения системы в форме уравнений Лагранжа 
имеют вид

й ПТ - у  а ОТ дТ— —  =  М  п, -г ,—  —  т -  =  ^ п>(И ¿)ы (II ^  дг

где Л1„ — приведенный к валу двигателя момепт впешних сил, 
Ри — приведенная к муфте регулятора внеитяя сила.

Выполняя дифференцирование, получаем



Статическая устойчивость центробежного регулятора. Для ис
следования статической устойчивости регулятора надо в уравнени
ях (20.16) и (20.17) принять с о = 0 , г — 0 и ¿ =  0. Тогда из урав
нения (20.17) получаем

-ти2 сй2(2о — г)  — Р п. (20.18),

Рис. 104

Уравнение (20.18) можно представить также в виде Р „  +  Р „  =  
=  0, где Р„  — приведенная к муфте регулятора сила ииерции ша
ров. 11а рис. 104 показана характери
стика регулятора, т. е. зависимость 
/'’„ (г ). Для центробежного маятника с 
равными длинами звеньев эта зависи
мость изображается прямой линией.
На том же рис. 104 иоказапа зависи
мость Р н(г) для заданного значения 
со =  соу. Точка пересечения этого гра
фика с характеристикой /'’„(г) опреде
ляет положение муфты, т. с. переме
щение г =  я,, соответствующее угло
вой скорости (О — (Оу.

По характеристике регулятора 
можно судить о его статической
устойчивости. Пусть, например, муфта регулятора при установив
шемся движении со =  со, была выведена из положения равновесия 
и перемещение я, получило положительное приращение Аг. Тогда 
приведенная сила Р и оказывается по модулю больше приведенной 
силы инерции Р„. Если считать, что при этом угловая скорость о> 
не изменяется, то под действием силы Р„  муфта регулятора вер
нется в исходное положение, что следует из (20.18). При отрица
тельном приращении Аг  муфта регулятора также возвращается в 
исходное положение и, следовательно, регулятор статически ус
тойчив.

Статически устойчивый регулятор может оказаться динамиче
ски неустойчивым. Исследование устойчивости динамики системы, 
описываемой нелинейными уравнениями (20.16) и (20.17), пред
ставляет значительные трудности. Однако в большинстве случаев 
достаточно установить, является ли система динамически устойчи
вой при малых изменениях обобщенной координаты г и угловой 
скорости со. Тогда уравнения (20.16) и (20.17) могут быть сведе
ны к одному линейному уравнению, для которого устойчивость 
движения проверяется по критерию Гурвица.



ГЛАВА 21
КОЛЕБАНИЯ В КУЛАЧКОВЫ Х МЕХАНИЗМАХ

§ 76. Уравнения движения кулачкового механизма
с упругим толкателем

Одномассная динамическая модель кулачкового механизма с 
упругим толкателем. Для исследования колебаний в кулачковом 
механизме с упругим толкателем (выходным звеном) достаточно 
рассмотреть одномассную динамическую модель (рис. 105), так как 
жесткость кулачкового вала обычно больше жесткости толкателя. 
Кроме того, угловую скорость кулачка (о будем считать постоян
ной. При этих условиях динамика механизма определяется диффе
ренциальным уравнением движения массы толкателя т, которая 
считается сосредоточенной в одиой точке (верхнем конце толкателя).

Действие сил упругости толкателя представлено 
пружиной, помещенной между массой т и ку
лачком. На массу т действуют внешняя сила Р 
и сила трепия пропорциональная скорости 
верхнего конца толкателя. Нижний конец толка
теля (пружины) движется в контакте с кулач
ком, т. е. перемещение нижнего конца толкателя 
5, отсчитываемое от наинизшего положения, оп
ределяется профилем кулачка. Перемещение 
верхнего конца толкателя у  вследствие упруго
сти толкателя отличается от перемещения $.

Уравнение движения кулачкового механизма 
с упругим прямолинейно движущимся толкате
лем. Для динамической модели, показанной па 
рис. 105, имеем

т у — с (в у) Ьу 7*1, (21.1)
где Ь — коэффициент сопротивления, с — коэф
фициент жесткости толкателя.

Из уравнения (21.1) получаем
ту +  Ьу +  су =  с$ — Е. (21.2)

Величина «, входящая в правую часть уравнепия движения
(21.2), полностью определяется профилем кулачка и является за
данной функцией времени. Функцию называют кинематиче
ским возбуждением, так как от ее вида зависит характер упругих 
колебаний.

Перемещения в и у  мало отличаются по модулю, и потому, 
как и при рассмотрении колебаний в механизмах с упругими вала
ми, удобнее за обобщенную координату принять разность



Тогда уравнение движения кулачкового мехапизма с упругим 
толкателем принимает вид

т'ц +  +  сд =  — тИ — Ы — (21.4)]
ИЛИ 4

д +  2уд  +  №<1 =  — « — 2у5 — (21.5)

где у ~  Ь /(2 т ) — коэффициент демпфирования, А =  Ус/т  — собст
венная частота мехапизма.

При у <  к уравнение (21.5)' является линейным уравнением 
движения колебательного типа, решение которого зависит от вида 
правой части, т. е. от закона изменения силы Р и от производных 
 ̂ и «, определяемых профилем кулачка. Эти производные связаны 

с угловой скоростью кулачка ю соотношениями

где ср — угол поворота кулачка.
При сравнении характеристик упругих колебаний толкателя, 

получаемых при типовых законах движения нижнего конца толка
теля s ( t ) ,  обычно принимают F — О (чисто инерционна» нагрузка) 
и у =  О («тсутствие трения). Тогда уравнение движения (21.5)' 
имеет вид

q +  k2q =  - s .  (21 .7)
Уравнение движения кулачкового механизма с упругим вра

щающимся толкателем (коромыслом). При вращающемся толкате
ле обобщенная координата q определяется выражением q =  я̂ у — i|5, 
где — угол поворота упругого толкателя, ^ — угол поворота 
жесткого толкателя, зависящий только от профиля кулачка. Урав
нение движения (21.7) в этом случае преобразуется к виду

q +  k2q — —i|j,

где Я2 =  c/J, с — крутильная жесткость вала толкателя, J — мо
мент инерции толкателя относительно оси вращения.

§ 77. Типовые законы движения выходного звена 
в кулачковых механизмах

Фазы движения выходного звена кулачкового механизма. На 
рис. 106 показана типичная для машин-автоматов зависимость 
я(ф) между перемещением толкателя « и углом поворота кулачка ср. 
В соответствии с видом графика х (ф) участок на угле ф„ назы
вается фазой подъема, а на угле ф0 — фазой опускания. Между



пими могут быть фазы выстоя: ф„„ —  верхний выстой, —  ниж
ний выстой. При равиомерпом вращении кулачка график я(ф) в 
другом масштабе дает график «(£). В этом случае время прохожде
ния фазы подъема обозначается через и ,  фазы опускания Ьа, фазы 
верхнего выстоя ¿„.в, фазы нижнего выстоя

Для многих кулачковых механизмов условия выполнения тех
нологического процесса определяют только фазовые углы поворота 
кулачка. Внутри же каждой фазы подъема и опускания зависи

мость перемещения выходного 
звена от угла поворота кулач
ка или от времени может вы
бираться различной в соответ
ствии с дополнительными ус
ловиями.

Безразмерные коэффициен
ты типовых законов движения 
выходного звена в кулачковых 
механизмах. Законы движения 
выходных звеньев, удовлетво
ряющих одним и тем же гра
ничит, ш  условиям, сравнивают 

при помощи безразмерных коэффициентов, выражающих кинема
тические и динамические характеристики механизма. Пусть, на
пример, для закона движения толкателя кулачкового механизма 
5 =  5 (0  заданы граничные условия: в начале фазы подъема ¿ =  0 
и « =  0, в конце фазы í =  ¿„ и $ — к. Тогда максимальные скорость 
и ускорение толкателя уша1 и ата1 характеризуют безразмерны
ми коэффициентами

о   утах в __ а та х
О та х  —  7*77 * ъ т а х  —

/ \

О
.  Рп ? Ц . %

1п

Рис. 106

л/*.. А/«*

В табл. 8 приведены некоторые употребительные закопы дви
жения с указанием коэффициентов 6т„  и £тах, получаемых без уче-
VI упругости толкателя. Для кулачково-коромысловых механизмов 
I :место X И к ДОЛЖНЫ быть углы поворота коромысла 11) И ^та*- 
безразмерные коэффициенты имеют те же значения и характеризу
ют максимальные угловую скорость и угловое ускорение коро
мысла.

Простейшим законом движения является закон постоянной ско
рости (равномерное движение), при котором максимальная ско
рость толкателя имеет наименьшее значение. Но в начале и в кон
це движения происходят жесткие удары.

Жестких ударов можно избежать, используя закон постоянного 
ускорения, при котором толкатель сначала движется равноуско
ренно, а затем равпозамедленяо. Одпако при переходе от равноус
коренного к равпозамедленному движению мгновепно изменяется



направление ускорепия, а следовательно, и силы инерции (мягкий 
удар), что приводит к упругим колебаниям и к увеличению дина
мических нагрузок.

Избежать мгновеппого изменепия ускорения по направлению 
можно, применяя закон косинусоидального ускорения , нри котором 
в начале и в конце движения, если далее следует выстой, проис
ходит изменение ускорения только по модулю.

Наконец, можно найти законы изменения ускорепия, в кото
рых пет сначков изменения скоростей и ускорений. Например, в

Т а б л и ц а  8

Название График

Безразмерные коэффициенты

®тах £тах

Постоянная ско
рость

5

< '1
г"  ) }  *

1 сю

Постоянное уско
рение ' Ь

► » {1... .1
2 4

Косинусоидальное
ускорение

1,57 4,93

Синусоидальное
ускорение

2 6,28

Полином пятой 
степени

1,88 5,77

табл. 8 показан закон движения с ускорением, изменяющимся по 
синусоиде, и один из законов движения, в которых зависимость 
перемещения от времени представлена в виде степепного п о
линома.



§ 78. Колебания в кулачковом мехапизме 
при косинусоидальном закоие изменения 
ускорения толкателя

Колебания при X >  ю. При косинусоидальном законе изменения 
ускорения толкателя перемещение s, скорость s и ускорение s вы
ражаются формулами:

^ ta  ,v h>(d • . fl(ù . /п  i fj.s =  -ÿ- ( 1 — cos at), s = ^ -s in a » i ,  s = - j -  cos toi, (21.8) 

где а  =  n/t„.
Уравнение движения механизма (21.7) имеет вид

q -|- №q =  — iy -cos  coi. (21.9)

Для решения этого уравнения по операторному методу заменя
ем в нем оригинал q его изображением Q. Изображение производ
ной q находим по формуле (9.20) при нулевых начальных усло
виях и s =  5Л, а изображение функции cos соt берем из табл. 6 
¡(п. 4 при К — со и s =  s „ ) * ) .  Тогда дифференциальное уравнение
(21.9) преобразуется в алгебраическое относительно изобра
жения Q :

г *л +  ®
Отсюда

Г» ho»3 *л

2 (*л +  (*л +  “ 2)

Обратный переход к оригиналу q по табл. 6 (п. 8 при 5 =  5Л)" 
дает решение уравнения (21.9)

9  ~  ~ Т ~£~— 57 (С03^ —  сое <й£). (21.10)2 (х" — ш“)

Перемещение верхнего конца толкателя с учетом его упругости 
у  =  5 +  д находим с использованием формул (21.8) и (21.10)

у  =  4- ( 1 Н---- — г С0£! ^ --------- 2"~— *со32 \ Я. — со X — со

• 2 а hu> п

где п

Двукратное дифференцирование по времени дает 

X 2*п

У —  ~ п ------- (cos coi — cos пШ), (21.11)2 (n — i)

*) В преобразованиях Лапласа sa — комплексная величина.



Если п — целое четное число, то п /2  дает число периодов 1С ко
лебаний с собственной частотой X, укладывающихся на отрезке от
* =  0 до £ =  Если п — целое нечетное число, то на отрезке от 
» =  0 до £ =  £„ укладывается п/ 2 периодов *в п  один полупериод. 
На рис. 107 показаны графики 
ускорения толкателя без учета 
упругости ё и с учетом упру
гости у  при п  =  10.

Коэффициент динамичности 
при ^ > ® . При косинусоидаль
ном измепении ускорения ко
эффициент динамичности по 
ускорениям зависит от собст
венной частоты механизма К.
Из формул (21.8) и (21.11) 
следует

К уск

[eos C0Í —  COS n(út

Рис. 107
где со =  я/£п, п =  Я,/со.

Обычно в кулачковых мехапизмах п >  1, и тогда с увеличением 
п, т. е. с повышением жесткости толкателя (или с увеличением 
времени подъема), коэффициент динамичности по ускорениям 
стремится к значению К уск =  2.

ГЛАВА 22
ВИБРАЦИОННЫЕ ТРАНСПОРТЕРЫ

§ 79. Безударные вибрационные транспортеры

Колебания в машинах имеют полезное применение в тех случа
ях, когда колебания (по другой терминологии — вибрация) исполь
зуются для выполнения технологического нроцесса или для его ин
тенсификации, или для повышения качества выполняемой работы. 
Соответственно вибрационной машиной называется машина, испол
нительному органу которой сообщают вибрацию для осуществления 
или интенсификации выполняемого процесса, или повышения ка7 
чества выполняемой работы. Вибрационная машина, предназначен
ная для транспортирования грузов или сыпучих материалов, назы
вается вибрационным транспортером.



Действие вибрационного транспортера основано на том, что ра
бочий орган машины в начале и в конце каждого цикла колебаний 
занимает одно и то же положение, а транспортируемый груз в каж
дом цикле продвигается вперед относительно рабочего органа. 
В безударных вибрационных транспортерах это продвижение про
исходит без удара о рабочий орган. В простейшем вибрационном 
транспортере груз массой т  лежит на плоскости рабочего органа 
машины, который совершает горизонтальные колебания с размахом 
5 (рис. 108). Груз прижат к плоскости силой тяжести т # , которая

тельном перемещении груза по плоскости сила трения сохраняет 
постоянное значение, равное fmg, и уравнение движения груза при 
его неремещепии вперед (па рис. 108 слева направо) имеет вид

где аг — ускорение груза.
Отсюда следует, что отрицательное ускорение груза не может 

превысить но модулю величины fg, и если па участке замедления 
(выбега) рабочий орган будет иметь модуль ускорения > /# ,  то 
груз в своем движении будет опережать рабочий орган.

Пусть, например, рабочий орган приводится в движение от ку
лачкового механизма, в котором профиль кулачка построен по зако
ну постоянного ускорения при равных временах нрямого и обрат
ного ходов (рис. 109, а ).  При прямом ходе (слева направо) на 
участке разбега продолжительностью £| модуль ускорения рабочего 
органа а\ <  а на участке выбега продолжительностью £2 модуль 
ускорения (замедления) а2 >  гпд, причем отношение А: =  «2/«1 вы
бирается достаточно большим (/с > 4 ) .  При обратном ходе разбег 
происходит с модулем ускорения а2, а выоег — с модулем ускоре
ния «|.

Продолжительности участков разбега и выбега могут быть вы
ражены через коэффициент к а период колебаний Т, если П р и 
пять во внимание систему уравнений:

_  1X 1,^ IV  » . 1 V /  1 и  «_/ 1 ||,У/11 < 1IV  I *
 ̂ тельпо рабочего органа. Максималь

ное значение силы трения равно 
)mg, где /  — коэффициент трения 
покоя. Если принять коэффициент 
трения движения равным коэффици
енту трения покоя, то при относи-

вызывает силу трения, препятствую
щую перемещению груза относи-

ш

Рис. 108

тае =  — /т £ ,

£1 ¿2 == Т /2 ,  а\Ь\ — а2(2 ~  0.
Отсюда

к т



Интегрирование графика ускорений дает формулы для вычис
ления скорости рабочего органа (рис. 109, б ) :

г; =  а\Ь при 0 ^  ¿ь
V =  а ^ (  — а г ( £  — £1) при ¿1 ^  ¿1 +  2£г,

г> =  а| (£ — 2£[ — 2<г) при <  £ *£ 2 (¿1 +• ¿г).
Модуль максимальной скорости рабочего органа

ит =  а$\ — аг( 2.

Интегрирование графика скоростей дает формулы для вычисл«? 
ния перемещений рабочего органа (рис. 109, в ) :

в =  ах-тр при 0 < г < ^ ,

а (? — М 2
$ =  — *х)'— а2 —̂ прл ^ < ^ <  ^  -^ 2^,



e , í ?  ( t — Г  —  2 t \ 3 
s =  - i ------ (¿ — Í! — 2 Q  +  ax ---------------1—¿— *L

при ti +  2t2 <  t <  2 ( /j  - f  í2).

Максимальное перемещение рабочего хода (размах) при t =» 
=  ti +  Í2:

S =  о,*, , или S =  ymr /4 . (22.2)
Отсюда

vm — AS/ Т.

Размах колебаний S  можно выразить только через период коле
баний Т, ускорение ai и коэффициент к =  аг/аi, если подставить в
(22.2) выражения для ti и t2:

S = » . T T T I -  <22-3>

На участке разбега прямого хода продолжительностью t¡ груз 
движется вместе с рабочим органом без проскальзывания, т. е. аг --=>
— а\ <  ¡g  (рис. 109, г ) .  На участке выбега груз скользит относи
тельно рабочего органа, так как модуль ere отрицательного ускоре
ния яг =  fg меньше модуля отрицательного ускорения а2. Скольже
ние прекращается, когда по истечении времени íc скорость груза 
сравняется но модулю со скоростью рабочего органа v =  v,. =  v0 
(рис. 109, д ) .  Из этого условия получаем

—Ут +  ai (te -  2h) = v m — fgtc.
Отсюда

2vm + 2 a t  а Г
или lc — - -«* +  /?  « ! +  /?

Общая скорость груза и рабочего органа в момент времени г =*

~ ~ а1̂  ~ I КТ \

При а\ ->■ /#  имеем
4оТ

VC- + f g t 2 или

Следовательпо, с увеличением коэффициента к скорость V0 стре* 
мится к нулю.

Скорость скольжения груза относительно рабочего органа на 
участке ¿1 <  < ¿1 +  И 2 определяется из условия

v r - v  =  vm- f g ( t - t l ) ~ v m +  a2( t - t l) или v t - v  =  (a2 - f g ) ( t - - t ^ l ,



Аналогично для участка * 1 +  2*2 <  * <  *1 +  Ъ
vr — v =  vm- 1 g ( ¡t - t ^ ) + v n - a \ { t — t\ — 2 h )  
или рг — V =  2й1 (¿1 +  /г) — («1 +  fg )  (* — ¿1).

Модуль максимальной скорости скольжения при £ =  £ 1 +  2£г

(у Г —  у)юах =  2 (а 2 —  /# )  или (у Г —  и)тах  =  -А-  Г .

График зависимости скорости скольжепия груза от времени по
казан на рис. 109, д штриховой линией. Площадь, заключенная 
между этим графиком и осыо абсцисс, дает перемещение груза от
носительно рабочего органа за время £с:

(ч ,  — Л?)
< о̂тн — (^г ¿Отах-^г и ли  «^отн =  +  /# )  (1 +  А) ^ '  (^ 2 .4 )

Перемещение 50тп несколько мопьшо максимального значения 
перемещения груза 5Г вследствие обратного движения груза после 
обращения в пуль скорости уг (рис. 109, е ) .  При а\ -» - /?  имеем

т к Т '
к — 1 
Л +  1

Разность 5Г — 50ТН стремится к пулю при увеличении коэффи
циента к. На рис. 109, е штриховыми линиями показан график за
висимости относительного перемещения 5Г — ж от времени. 

Отношение 50ТН/5  с учетом (22.3) имеет вид
5отн _ ( а2 - / Ю г2 8 ( 1 + * )  5отп _  а2 - / г  4

5 {»1 +  1ё)Т к 8 а !  +  К  * '

При й1 /# имеем
■̂ отн . о к — 1-> 2 -

(22.5)

5  к '

Средняя скорость перемещения груза vcr¡ =  8 0Та/ Т :
„  аЛ а2 ~ Щ  гг

ср 2(в1 +  / г)(1 +  *) •
При «1 -> /# имеем

1 / т   ̂~  1
4- 1 ё Т - Щ л '

Отсюда следует, что средняя скорость перемещения груза при за
данных a ^ = f g  а к — аг/а\ увеличивается с увеличением периода Т. 
Одпако при этом согласпо (22.3) быстро увеличивается требуемый 
размах рабочего органа 5. Если задаться максимально возможным 
размахом 5тах, то из (22.3) при максимальное значение
периода колебаний

71 _о Ч /  ^тах к +  1шах "  у/ ^  к •



Пусть, например, коэффициент трения /  =  0,15, отношение мо
дулей ускорений к — а \ / & 2  =  8, перемещение рабочего органа за 
цикл 5 =  0,1 м. Ускорение рабочего органа на участке разбега ей 
должпо удовлетворять условию <  /^ =  1,47 м/с. Принимаем а\ =  
=  1,2 м/с. Тогда период колебаний рабочего органа найдется 
из (22.3) :

гг, / '8 6 ' 1 +  к , /  8-0 ,1-9 ЛТ = У  = У -1̂ 8-« °’8С0 с-
Относительное перемещение груза по (22.4):

«  0.152 и. ■

Средняя скорость перемещения груза по (22.5) :
_  -0.152 д ,  м 

. Уср “  0,860 ’ о ‘

Частота колебаний в герцах, т. о. число ходов в секунду

V =  - у  &  1,16 Гц.

Для увеличения средпей скорости перемещения груза при тех 
же значениях а\ и к надо увеличить перемещение рабочего органа 5. 
С этой целью обычно вместо кулачкового механизма использу
ют кулисный мехапизм с ускоренным обратным ходом. Однако ско
рость перемещения груза остается небольшой, и для ее увеличения 
переходят к вибрационным транспортерам с подбрасыванием груза.

§ 80. Вибрационные транспортеры 
с подбрасыванием груза

Если перемещаемый материал, который условно назовем грузом, 
допускает подбрасывание с последующим ударом о поверхность ра
бочего органа, то можно получить большую скорость перемещения 
груза по сравнению с безударными вибрациоппыми транспортера
ми. Увеличение скорости перемещения груза в вибрационном тран
спортере с подбрасыванием груза объясняется тем, что горизон
тальное перемещение груза в этих транспортерах происходит при 
свободном полете груза, в отличие от безударных транспортеров, в 
которых груз всегда находится в контакте с рабочим органом.

На рис. 110 показана схема вибрационного транспортера, в ко
тором рабочий орган совершает колебания, направленные под уг
лом а к горизонтали, по гармоническому закону

s =  A  sin coi,

где 'А амплитуда, со — угловая частота, t — время,



Вертикальная и горизонтальная составляющие движения рабо
чего органа определяются соотношениями

; A  sin a sin coi, х  =  A  cos a  sin coi.У

Дифференцирование по времепи дает:
у = Л со sin a eos <oí, у — —Лю2 sin a  sin ю£, 
х  =  A  (a cos а cos оit, х  =  —Лео2 cos а  sin toí.

(22.6>:

(22.7);

Рассмотрим сначала вертикальное движение груза после отрыва 
от рабочего органа, которое происходит в момент времепи fi, когда 
вертикальное ускорение у по абсолютной величине становится рав
ным ускорению силы тяжести g:

Лео2 sin a  sin coíi =  g.

Основным параметром вибра
ционного транспортера указанного 
типа является безразмерный коэф
фициент режима вибрации

Аш sin а
(22.8) Рис. 110

Этот коэффициент показывает, во сколько раз максимум верти
кальной составляющей ускорения рабочего оргапа i/‘max больше уско
рения силы тяжести. Момент времени 1\, при котором происходит 
отрыв груза, связан с коэффициентом режима вибрации соотно
шением

sin toíi =  1 / к в, (22.9)

Свободный полет груза в вертикальном направлении описывает
ся уравнением

У г =  У0 +  i/o (í —  tx) —  g
(* -* !> * (22.10)

где у т — вертикальное перемещение груза, уо — начальпое положе
ние груза в момент отрыва от рабочего органа, г/о— начальная ско
рость груза в этот же момент.

Из соотношений (22.6) и (22.7) получаем

г/о =  A  sin a sin o>íj, г/о =  Лы sin ос eos coíi.

Подетавляя значения г/а и г/о в уравнение (22.10) и принимая 
во внимание (22.8) и (22.9), имеем

,, екп cos со г, „



Момент времени Ц падения груза на рабочий орган находим из 
условия у  —  у г :

. g gkacos(ùt 
A  sin a  sin. o)t2 =  ~ y  i ----------- -(í2 tj) — 2 (̂ 2

Введем обозначение

Тогда условие (22.11) принимает вид
2 Wgkn 
 2- C0SA  sin a  sin ( 2 W  +  co^) =

t t f .  (22.11)

2 gW*

[ (22 .12)

to2 со
или

sin(2W  +  coil) =  sin coíi +  2W cos to^ — 2W 2 sin coii. (22.13)i

Из квадратного уравнения (22.13) при известном значении coíi 
находим W  и затем Í2 из (22.12). В момент времени Í2 происходит 
удар, и если нет отскока, груз движется в контакте с рабочим ор-
ганом до нового отрыва при t ■■ ¿1+ (2я /ш ). На рис. 111 штрихо

вой линией показан график 
j/r(í) при Í2 <  t\ +  (2я/а>)., При 
t2 =  t \ +  (2я/ш) иаблгодается ре
жим непрерывного подбрасыва
ния. Для этого режима W  =  j». 
Подставляя W  — я в уравнепио 
'(22.13), находим значением^, 
при котором будет режим не
прерывного подбрасывания:

sin coi* =  sin oí* -f- 2я cos coi* —

— 2я2 sin coi* или tg coi* =  —.

Безразмерный коэффициент режима вибрации при непрерывном 
подбрасывании

7 *  1Л'Н — —;---
sin coi.

или к* =  У  я 2 +  1 »  3,3.

В промышленных вибрационных транспортерах обычпо прини
мают: 2 <  кв <  2,8. Горизонтальная скорость при свободном полете 
сохраняется постоянной и равной горизонтальной составляющей ра
бочего органа в момент отрыва груза



После удара груз некоторое время находится в контакте с рабо
чим органом, т. е. горизонтальная составляющая скорости груза 
г?г =  х  согласно соотношениям (22.7). Вследствие относительной 
кратковременности контакта груза с рабочим органом считают, что 
горизонтальную скорость груза можно принять постоянной и рав
ной скорости vr с поправочным коэффициентом Ь, зависящим от 
вида перемещаемого материала:

Ykl~ 1
v =  ЬАи> cos а -----г------ •

Г Л А В А  23

УРАВНОВЕШИВАНИЕ МАСС В МЕХАНИЗМАХ И М АШ ИНАХ

§ 81. Уравновешивание роторов

Статистическое уравновешивание вращающихся звеньев. При вра
щении звена на его опоры действуют динамические реакции, т. е. 
реакции, зависящие от ускорений (иначе— от сил инерции). Для 
полного устранения этих реакций необходимо, чтобы главный вектор 
F„ и главный момент сил инерции М. были равны нулю в любой 
момент движения:

F . -  0, (23.1)
М . -  0. (23.2)

Иногда ограничиваются выполнением только условия (23.1), ко
торое равносильно условию постоянства положения центра масс 
звена или, что то же, условию расположения центра масс на оси 
вращения звена. Распределение массы вращающегося звена, пере
водящее его центр масс на ось вращения, называется статическим 
уравновешиванием вращающегося звена.

Необходимость статического уравновешивания быстро вращаю
щихся звеньев поясним численным примером. Пусть масса звена 
/га — 10 кг (сила тяжести « 1 0 0  Н ), постоянная угловая скорость
о  =  1000 рад/с (частота вращения «9 5 0 0  об/мин), смещение цент
ра масс от оси вращения гв =  0,0001 м. Тогда модуль силы инерции 
F m =  mrBа)2 =  10 • 0,0001 • 10002 — 1000 Н, т. е. даже при малом 
смещении центра масс сила инерции превосходит силу тяжести в
10 раз. Соответственно возрастут реакции в опорах звена. Кроме 
того, следует учесть, что в отличие от сил тяжести силы инерции, 
а следовательно, и динамические реакции имеют переменные на
правления и могут вызвать нежелательные колебания ввеньев.

За меру статической неуравновешенности, или статического дис-  
баланса, принимают статический момент масс ввена относительно 
оси вращения Д =  nvrs. Эту неуравновешенность называют стати
ческой, так как ее можно, обнаружить статическим испытанием.



С этой целью звено цилиндрической формы устанавливают на два 
горизонтальных ножа (бруска). Если центр масс расположен на 
оси цилиндра, то звено будет находиться в равновесии при любом 
положении, в противном случае оно будет двигаться, пока не зай
мет положения устойчивого равновесия, при котором центр масс 
имеет наинизшее расположение.

Для статического уравновешивания надо в направлении, про- 
тивоположном центру масс, установить корректирующую массу та

Рис. 112

па расстоянии г„ от оси вращения (рис. 112, а). Если будет выпол
нено условие

тад, =  —тгв, (23.3)
то при вращении звена сила инерции корректирующей массы ока
жется равной и противоположной силе инерции Ри неуравновешен
ного звена. Результирующая сила инерции нри этом условии равна 
нулю. Условие (23.3) достигается обычно путем проб. Иногда уста
новку корректирующей массы заменяют удалением (напрнмер, вы
сверливанием) массы тк. В этом случае центр удаляемой массы и 
центр масс звена располагаются по одну сторону от оси вращения.



По условию (23.3)’ определяют также размеры’ противовесов, 
если неуравновешенность звена может быть: найдена по чертежу.

Полное уравновешивание вращающегося звена. Статического 
уравновешивания достаточно только для звеньев, имеющих малую 
протяженность вдоль оси вращения (шкивы, маховики и т. п.). Для

• звеньев другой формы (например, для валов) должны быть выпол
нены оба условия уравновешенности звена (23.1) и (23.2). В этом 
случае полностью устраняется давление на стойку от сил инерции. 
Распределение масс вращающегося звепа, устраняющее давление 
от сил инерции этого звена на стойку, называется полным уравно
вешиванием вращающегося звена. Если звепо считать абсолютно 
твердым телом, то при этом условии ось вращения совмещается с 
одной из главных осей инерции.

Покажем, что полное уравновешивание можпо вьтполпить уста
новкой корректирующих масс в двух произвольно выбрапных плос
костях I  и II , называемых плоскостями коррекции  (рис. 112, б)'. 
При равпомерпом вращении звена с угловой скоростью со элемен
тарной ï-й массе mt соответствует элементарная сила инерции

F„< =  —г ,а)2ти

где Г( — радиус-вектор элементарной массы т (. Разложим силу F„, 
на две параллельные составляющие в плоскостях коррекции I я I I :

Fhî =  Ym IV /I ,  F ij =  Yaill /l

и просуммируем эти составляющие для i масс. Тогда получим, что 
все элементарные силы инерции свелись к двум силам:

F ' - y . F 1- F 11- - У  F 11-а и —  ¿ / j  1 цг, 1 И1 —  х ии 
-i i

расположенным в плоскостях коррекции под углами а '  и а "  к оси 
х. Эти силы отличаются между собой как по модулю, так и по на
правлению. Иногда говорят, что они образуют неуравновеш енный  
крест, т. е. скрещиваются.

Силы F,* и F "  могут быта представлены как силы иперция 
масс ш 1 и тИ, находящихся па расстояниях г' и г "  от оси враще
ния. Тогда за меру полной неуравновешенности можпо принять 
дисбалансы:

D' =  m'r', D "  =  m" г",

которые отличаются от центробежпых сил инерции постоянным мно
жителем, равным квадрату угловой скорости звена.

Корректирующие массы, должны быть выбраны так, чтобы их 
силы инерции F,iK и F„i уравновешивали силы F £ и F^1, т. е. бы
ли им равны и противоположно направлены. Зпачения этих масс 
m i  и m™ выбираются из условий



а углы их расположения из соотношений
a l  =  а 1 -}- я , af* — а 11 +  я.

Установку корректирующих масс можно заменить удалением 
масс m i  и m i 1. Тогда a i  — a 1 и a i 1 — а 11.

Для некоторых вращающихся звеньев, например, для коленча
тых валов двигателей, корректирующие массы выполняют в виде 
противовесов, размеры которых находят расчетным путем из обыч
ных условий равновесия сил, так как расположение неуравнове
шенных масс может быть найдено непосредственно по чертежу. Од
нако в большинстве случаев неуравновешенность вращающегося 
звена (ротора) может быть найдена только экспериментальным пу
тем на специальных устройствах, называемых балансировочными 
станками.

Балансировка жестких роторов. Все конструкции балансировоч
ных станков подразделяются на станки рамного типа, в которых 
опоры ротора расположены па общей подвижной раме, и станки с 
независимыми опорами.

На рис. ИЗ, а показана схема балансировочного станка рамного 
типа, в котором ось ротора вместе с рамой может колебаться вокруг 
оси О  под действием неуравновешенных масс. Балансируемый ро
тор устанавливается на раме так, чтобы одна из плоскостей коррек
ции (например, плоскость I I )  совпала с плоскостью, содержащей 
ось колебаний рамы О. Тогда амплитуда колебаний рамы, измеря
емая обычно при резонапсе, зависит только от дисбаланса в плос
кости коррекции / .  Вынуждающий момент М  равен моменту силы 
инерции относительно оси О:

М  =  mSr'lay1 cos cot, (23.4)

где со — угловая скорость вращения ротора, I — расстояние между 
плоскостями коррекции.

Амплитуду вынужденных колебаний рамы А можпо считать 
пропорциональной амплитуде вынуждающего момента

А  =  AmVico2, (23.5)

где к — коэффициепт иропорциональности.
Для определения дисбаланса в плоскости I  проводят три ис

пытания с измерением амплитуд вынужденных колебаний рамы. 
При первом испытании определяется амплитуда А, при втором ис
пытании в плоскости коррекции I  устанавливается в произвольном 
месте корректирующая масса с дисбалансом тКг„, что соответству
ет появлению дополнительной силы инерции F„„. Суммарпая сила 
инерции F H1 =  F* +  F„K дает амплитуду Aj. После измерения этой 
амплитуды корректирующую маесу перемещают па 180° в той же 
^плоскости и при том же значении гк и проводят третье испытание,



которое дает амплитуду Аг, соответствующую силе инерции Г и2 =  
*= Ги — Рик. На рис* 113, б построены векторы Рщ =  ¥ 1К -|- РИ1( и 
Риг =  Ги — Рик. Из этого построепия следует, что для уравновеши- 
ваиия силы инерции падо повернуть вектор силы инерции

корректирующей массы па угол а„ против хода часовой стрелки и, 
кроме того, изменить величину ткг„ так, чтобы было выполнено 
условие 1'\ш =  — F/i.

Учитывая, что для всех указанных сил иперции коэффициент 
пропорциональности между их модулями и амплитудами один и 
тот же, можно рассматривать построение на рис. 113, а как гео
метрическое суммирование амплитуд А | = А  +  АК и Аг =  А  — А к, 
где А„ — амплитуда силы инерции F„K. Это суммирование может 
быть представлено двумя треугольниками abd и bed с общей сто
роной bd (рис. ИЗ, в ) .  Отсюда следует, что для определения неиз
вестной амплитуды А„ достаточно отложить в произвольном направ
лении отрезок ас, равный удвоенной амплитуде А, найти точку d 
из условий ad =  Ai  и cd =  A i  и соединить точку d с точкой Ъ.



Одновременно определяется угол а„. Для аналитического определе
ния А к и а* можно воспользоваться соотношениями

Следовательно, в плоскости коррекции /  надо установить кор
ректирующую массу с дисбалансом ткгкА / А к под углом ак или я +  
+  а„ к первоначальному расположению корректирующей массы с 
дисбалансом т кгк. Выбор из двух возможных значений этого угла 
производится на основании пробных испытаний.

Аналогично устраняется дисбаланс в плоскости коррекции II.  
Необходимо только установить ротор в опорах станка так, чтобы 
ось качания рамы лежала в плоскости коррекции 1.

Необходимость перекладывания ротора в процессе балансировки 
является недостатком указанной конструкции балансировочного 
станка. Кроме того, не всегда удается расположить плоскости кор
рекции так, чтобы их можно было совместить с осью качания рамы. 
От этого недостатка избавлены конструкции станков, в которых 
исключение влияния дисбаланса одной из плоскостей коррекции 
или, иначе, операция разделения плоскостей коррекции выполняет
ся не путем перекладывания ротора, а путем использования соот
ношений, связывающих амплитуды колебаний опор с дисбалансами 
в плоскостях коррекции.

Для вывода этих соотношений рассмотрим, например, баланси
ровочный станок, в котором при вращении ротора его ось может

поворачиваться в горизонтальной плоскости (рис. 114). Если учи
тывать только действие дисбаланса Б1 в плоскости коррекции / ,  то 
приближенно можно считать, что колебания ротора происходят во
круг центра качания К 1 и отношение амплитуд колебаний подшип
ников А  и В ,  вызываемых действием дисбаланса Б ', равно постоян
ной величине

в  >ч0э

Рис. 114



Аналогично, если учитывать только действие дисбаланса в плос
кости коррекции / / ,  то колебапия ротора вокруг центра качания 
будут происходить с постоянным отношением амплитуд

4 ! - = <23-7)
Х д

Для липейпых колебательных систем справедлив принцип неза
висимости действия сил, и следовательно, перемещение каждой 
опоры равно сумме перемещений, вызываемых дисбалансами в плос
костях коррекции 1 п II  (принцип суперпозиции). Эти перемеще
ния и их амплитуды надо рассматривать как векторы вследствие 
того, что дисбалансы О' и I )"  в общем случае образуют неуравно
вешенный крест, т. е. скрещиваются. Векторные суммы амплитуд 
колебаний опор имеют вид

ХА — Хд Хд1, Хв =  Хв +  Хд1.
Учитывая (23.0) и (23.7) и принимая во внимапие, что нап

равления векторов Хд и хи, а также векторов хд и х в  противопо
ложны, получаем

Хд =  Хд — х и х в ,  Хв =  — КТХл +  Хв .

Из этой системы уравпепий паходим составляющие амплитуд 
колебаний в опорах А  и В, зависящие соответственно от дисбалан
сов в плоскостях коррекции I  а I I :

хд =  (хд +  х " х в) / (1  — к гк и ),

* ?  =  ( Л л +  * * ) / ( ! - * ' * " ) .  ( >

Вектор хд пропорциопален силе инерции и имеет то же 
направление. Поэтому искомая корректирующая масса в плоскости
I  определяется соотношением

к Хд,

где к' — коэффициент пропорциональности для даппого станка. 
Аналогично для корректирующей массы в плоскости коррекции I I

г/ i j i . i l  ГОк^Гк —  /с  х в  ,

где к "  — коэффициент пропорциопалыюсти.
Автоматическая балансировка. Для автоматического выполнения 

операций по устранению дисбалансов в плоскостях коррекции ис
пользуются балансировочпые стапки, пе требующие перекладывания 
ротора в опорах, папример стапок, показапный на рис. 114.

Измерительное устройство этого стайка состоит из генераторов 
опорных сигналов, цепи разделения плоскостей коррекции и инди
каторов дисбаланса. Генератор опорного сигнала преобразует коло-



бания опор или силу давления па опоры в электрический сигнал, 
дающий сведения о векторе х А или хв. Цепь разделения плоскостей 
коррекции  преобразует сигналы хА и хв в сигналы хд и хд1, каждый 
из которых зависит только от одного дисбаланса. Индикатор дисба
ланса по значению вектора ха или хд  дает сведения о необходимой 
корректирующей массе и ее расположении.

Исполнительные органы автоматического балапсировочпого стан
ка действуют по сигналам, поступающим от измери
тельного устройства, и служат для удаления части 
материала ротора сверлением или фрезерованием 
после его остановки или же мгновенной наплавкой 
материала без остановки ротора (взрыв проволочек 
в магнитном поле). Без остановки ротора возможно 
также устранение дисбаланса с помощью лазера, ис
паряющего часть материала.

Гибкие роторы. Если расстояпие между опорами 
ротора значительно больше его диаметра, то при 
определении допустимых дисбалансов следует при
нимать во внимание деформации изгиба ротора или 
его вала. Для установления основных соотношений 
между деформациями изгиба и дисбалансом рассмот
рим простейший случай вертикального вала, на ко
тором укреплен диск массой т (рис. 115). Центр 
масс 5  смещен от оси вала па величину е. Массой 
вала пренебрегаем. При вращении вала с угловой 
скоростью о» центробежная сила иперции диска вы
зывает изгиб вала. Обозначим через у  прогиб вала 
в сечепии, где укреплен диск. Этот прогиб связан 

с  модулем силы инерции =  т ( е  +  г/)(о2 соотношением
у  =  б, т ( е  +  у ) а 2,

Рис. 115

где 61

(23.9)]
прогиб от единичной силы в данном сечении. Отсюда

У =  * ----- . (23.10)
6 хт

Угловая скорость вала, при которой зпамепатель выражения
(23.10) обращается в нуль, а следовательно, прогиб у  -»■ называ
ется критической угловой скоростью

“ " =
(23.11)

Критическую угловую скорость вращения вала можно рассмат
ривать так же, как собственную частоту системы «вал — диск», 
а состояние вала при о  =  со„ считать резонансным. Если учесть си
лы сопротивления, то при критической угловой скорости прогиб у



не стремится к бесконечности, а имеет хотя и большую, но конеч
ную величину. Из (23.10) имеем

е
((ок/со)2 -  1*

Отсюда видно, что при ю <  и к (докритический или дорезонанс
ный режим) у  >  0, а при ю >  сок (закритический или зарезонанс
ный режим) у  <  0, т. е. в закритическом режиме прогиб у  полу
чается отрицательным или, что то же, сдвиг фаз между колебания
ми вынуждающей силы и собственными колебаниями равен п.  
В закритическом режиме прогиб у  уменьшается с увеличением угло
вой скорости о  и при со °о стремится к смещению е. Центробеж
ная сила инерции в закритическом режиме определяется соотно
шением

Р а =  т ( е  — у )  (о2,

т. е. дисбалапс уменьшается с увеличением угловой скорости.
Вал, работающий при угловой скорости, меньшей критической, 

принято называть жестким, а при угловой скорости, большей кри
тической,— гибким. Если на валу укреплено несколько дисков, то 
колебательная система «вал — диски» имеет несколько степеней 
свободы, и тогда должно быть несколько критических (резонанс
ных) угловых скоростей. Наименьшая из этих скоростей называет
ся первой резонансной. С учетом того, что при балансировке рото
ров принимается во внимание упругость опор, ГОСТ 19534-70 дает 
следующее определение жестких и гибких роторов: «К жестким ро
торам относятся роторы, у которых после балансировки в двух 
произвольно выбранных плоскостях коррекции на частоте вращения 
ниже первой резонансной системы «ротор — опоры» значения оста
точных дисбалансов в плоскостях опор не превзойдут допустимых 
значений на эксплуатационных частотах вращения. Все остальные 
роторы относятся к гибким».

Особенность балансировки гибкого ротора состоит в том, что 
плоскости коррекции не могут быть выбраны произвольно. По ме
тодическим указаниям к ГОСТ 22061-76 можпо установить расче
том оптимальные плоскости коррекции. Корректирующие массы, 
установленные в оптимальных плоскостях коррекции, вызывают в 
теле ротора минимальные изгибающие моменты и позволяют при 
балансировке па частоте вращения ниже первой резонансной сохра
нить достигнутую уравновешенность в широком диапазоне частот 
вращения.

§ 82. Уравновешивание масс механизма

Условия уравновешивания масс механизма. Уравновеш енным  
механизмом называется механизм, для которого главный вектор и 
главный момент сил давления стойки на фундамент (или опору 
стойки) остаются постоянными при заданном движении начальных



звеньев. Цоль уравновешивания механизмов — устранение передоеп- 
ных воздействий на фундамент, вызывающих нежелательные коле
бания как самого фундамента, так и здания, в котором он находит
ся. Транспортные машины не имеют фундамента, но они также 
должны быть уравновешены во избежание колебаний звеньев меха
низма, возникающих вследствие переменного воздействия на стойку 
со стороны ее опоры (дороги, грунта, пола и т. п.).

Обозначим: Рф и Мф — главный вектор и главный момент сил 
давления фундамента на стойку, Р и М — главный вектор и глав
ный момент всех других сил, внешних по отношению к мехапизму, 
Р„ и Ми — главный вектор и главный момент сил инерции звепьев 
механизма. Тогда для механизма в целом имеем

Отсюда условия уравновешивания механизма, т. е. условия по
стоянства Рф и Мф, принимают вид

Удовлетворить этим условиям путем распределепия масс звепь
ев или путем введепия дополнительных внешних сил удается толь
ко в очень редких случаях. Обычно для обеспечения приближенно
го постоянства Рф и Мф принимают частные условия:

которым можно удовлетворить подбором масс звеньев и установкой 
противовесов. Эти условия равносильны условиям (23.12) и (23.13) 
при постоянных Р и М.

Распределение масс звепьев, устраняющее давление стойки на 
фундамент (или опору стойки) от сил инерции звеньев механизма, 
называется уравновешиванием масс механизма.

Статическое уравновешивание масс плоских механизмов по ме
тоду заменяющих масс. При уравновешивании масс плоских меха
низмов часто ограничиваются выполнением условия (23.14), при 
котором равен пулю только главный вектор сил инерции звеньев 
механизма. Это условие равносильно требованию постоянства поло
жения центра масс звеньев механизма относительно стойки. Рас
пределение масс звеньев механизма, переводящее его центр масс в 
точку, неподвижную относительно стойки, называется статическим 
уравновешиванием масс механизма.

Наиболее наглядпое и простое решепие задачи статического 
уравновешивания масс плоских механизмов получается по методу 
заменяющих масс. В плоском движении системой заменяющих масс 
называется система сосредоточенных масс . . . ,  т„, которая об-

F +  FB +  Гф =  0, М +  М„ +  Мф =  0.

F +  F„ =  const, 

М +  Мя =  const.
(23.12)'

(23.13);

(23.14)
(23.15);



ладает той же массой тп, тем же расположением центра масс и тем 
же моментом инерции, что и заменяемое твердое тело. Свяжем со 
звеном систему координат 8 х у ,  поместив ее начало в центр масс 
звена. Тогда для четырех заменяющих масс имеем

+  т2 +  тпъ +  т 4 =  тп, 

тп\ХХ +  т2х  2 +  т 3х  3 +  т 4х4 =  О, 

т 1у1 + пг2у2 +  тпгУг +  т 4у4 =  0;

(я? +  уХ) -I- Щ  (х1 +  у1) +  тп3 {х\ -|- у г3) +  т 4 (х\ -|- у\)

(23.16)

= J  8.
(23.17)

Если выполнены условия (23.16), то размещение заменяющих 
масс называют статическим-, если дополнительно выполнено и усло
вие (23.17)— динамическим. При статическом размещении масс 
главный вектор сил инерции заменяющей системы равеп главному 
вектору сил инерции звена. При динамическом размещении равны 
также и главные моменты сил инерции.

Статическое уравновешивание масс шарнирного четырехзвеннп- 
ка по методу заменяющих масс. В частных случаях число заменяю
щих масс может быть меньше четырех. Наиример, статическое раз
мещение можно выполнить но двум точкам, лежащим на одной пря
мой с центром масс. При расположе
нии центра масс между массами тп\ 
и тп% из уравнений (23.16) получаем

т\ +  т2 

Отсюда

: т, гп\1\ — пг212 =  0.

тп. тп
11 +  1ъ

т<у — т ■
1х +  1*

Воспользуемся этими формулами 
для статического уравновешивания 
шарпирпого четырехзвенника А В С О ,  
у которого центры масс звеньев 5),
¿>2 и лежат па линиях, соединяю^ 
щих центры шарниров (рис. 116). Массу звена 1 заменим двумя 
массами, сосредоточенными в точках А  и В, причем для решения 
задачи надо определить только массу, сосредоточенную в точке В :

Рис. 11С

1.1*'
Аналогично замепяем массу звена 3  массами, сосредоточенными 

в точках С и Д  и определяем массу, сосредоточенную в точке С:
тсз -  т 31пСз/1 СВ'



Массу гп2  звепа 2  заменяем массами, сосредоточенными в точках 
В  ж С:

т в  2 =  т 2?Сз2/^вс> та  =  Щ  1в8г/ 1 в с .

В результате замены получаем только две подвижные массы, 
сосредоточенные в точках В  а С: тв =  т в 1 +  т в2 , т с =  тсз +  /геС2. 
Чтобы уравновесить силы инерции заменяющих масс тв и т с, до
статочно установить па звеньях 1 ж 3 противовесы с массами таI 
и топз, удовлетворяющие условиям:

т а\1АВ — тпв1лв, (23.18)
(^3.19)

где 1АЕ и 1ог — расстояния от центров А  и Б  до центров масс про
тивовесов Е  и 1

Статическое уравновешивание шарнирного четырехзвенника по 
методу главных векторов. Метод главных векторов основан на ис
пользовании формулы для определения положения центра масс 
подвижных звеньев механизма. Для механизма шарнирного четырех
звенника эта формула имеет вид

-4- т  г<з» +  т ог 0.=  . 1 81^  2 82-г 3.8а. (23.20)
т1 +  тг +  т3 '  '

где т,\, тг, т3 —  массы звеньев 1, 2, 3; гЯ[, г8г, г8з — радиусы-век
торы центров масс, которые можно выразить через векторы, имею
щие направления отрезков, изображающих звенья механизма:

Гв1 =  Гэг =  *АВ +  1^2' гйз — *АВ +  1вс +

После подстановки этих выражений в формулу (23.20) и груп
пировки членов получаем

г8 =  Ь| +  Ь2 +  Ь3, (23.21);
где векторы Ь(, Ьг и Ьз, называемые главными векторами звеньев, 
определяются по соотношениям

т 11Л81 +  (т 2 +  т з)1АВ т г1В82 +  т з, ВС _  т з,св3
1 ~  т 1 +  Го2 4- т 3 ’ 2 — > з - И1 +  тв +  т •

Условие неподвижности общего центра масс подвижных звеньев 
механизма, необходимое для статического уравновешивания меха
низма, выполняется, если четырехугольник, образованный вектора
ми Ьь Ьг, Ь3 и г8, подобен четырехугольнику А В С И  (рис. 117). Из 
условия подобия имеем

ь, ь,.
- г -  =  - г -  =  -г - '  (23-22)1А В  1ВС 1СО



Модули главных векторов при указагшом па рис. 117 располо
жении противовесов определяются по соотношениям

где т — гп\ +  т „ , +  т2 +  /тг3 +  т „3.
Подстановка /г, и h2 в первое из уравнений (23.22) дает усло- 

тше для определения массы нротивове-

Это условие совпадает с условием (23.18), полученным по ме
тоду заменяющих масс.

Подстановка и /гз во второе уравнение (23.22) дает условие 
для определения массы противовеса т а% и расстояния

Это условие совпадает с условием (23.19), полученным по ме
тоду заменяющих масс.

Уравновешивание вертикальной составляющей суммарной силы 
инерции кривошипно-ползунного механизма. В некоторых случаях 
уравновешивание масс механизма приводит к неконструктивному 
расположению противовесов. Например, для статического уравно
вешивания кривошипно-ползунного механизма необходимо поста
вить противовесы не только на кривошип, но и на шатун. Если 
ограничиться одним противовесом, установленным на кривошипе 
(рис. 118, а),  то возникает задача о приближенном статическом 
уравновешивании масс механизма, которую можно решить статиче
ским размещением масс звеньев в точках В  и С. Массу, сосредо
точенную в точке А , как неподвижную не учитываем. В точке В

Отсюда

 ̂А Е
т ! -----------mi u l ~  +  т2 +  m3 + m n3

А В  А В

са mai и расстояния 1АЕ:

вс

Рис. 117

Отсюда



сосредоточена масса тв, получающаяся от размещения масс криво- 
шииа и шатуна:

А 8,
+  т2

CS,
I г " ‘•2 I 

АН 1 ЬС

В течке С  сосредоточена масса пгс, равная сумме массы ползуна 
и части массы шатуна:

тпс
в с

+  rna-

Сила инерции массы ш в полностью уравновешивается противове
сом с центром масс в точке Е  при выполнении условия

т а,1дв =  Шц 1лв’

Остается неуравновешенной только сила инерции от массы т.с, 
которая направлена вдоль движения шатуна. В некоторых случаях 
эта сила не окааывает вредных влияний на фундамент, и тогда ча
стичное уравновешивание допустимо. Если же требуется уменьшить.

Рис. 118

воздействие силы инерции от массы тс, то масса противовеса г 
центром масс в точке Е  кривошипа увеличивается на величину 
т „г, определяемую из условий получения наименьшей величины 
неуравновешенной силы инерции.

Приближенное уравновешивание силы инерцнн ползуна крино- 
«иипно-иолзуниого механизма. Для решения поставленной задачи 
естественно применить наилучшее приближение функций, т. е. та
кое приближение, при котором максимальное отклонение прибли
жающей функции от заданной имеет минимально возможную вели
чину. В рассматриваемой задаче заданной функцией является сила 
инерции массы тс, а приближающей — сила инерции противовеса 
шВ2. Условия наилучшего приближения будут выполнены, если от
клонение от заданной функции максимальное число раз достигает 
своих предельных значений с последовательно чередующимися 
знаками.

Сначала построим годограф силы инерции F„c массы тс в сис
теме координат, связанной с кривошином (рис. 118, б).  Годограф



строим по методу обращения движения, при котором всем звеньям 
механизма, включая и стойку, сообщается вращение вокруг цент
ра А  с угловой скоростью, равной по модулю и противоположной 
по направлению угловой скорости кривошипа. В обращенном дви
жении кривошип неподвижен, а ползун вместе с направляющими 
вращается вокруг центра А в сторону, противоположную направле
нию вращения кривошипа.

Выберем точку р за начало годографа и отложим из нее отрезок 
рсо в направлении, противоположном направлению ускорения точ
ки С. Тогда масштабный коэффициент годографа ,»/- =  тсасд/(р с 0), 
где аСй —  модуль ускорения точки С при ф =  0. Затем проводим из 
точки р луч под углом ф =  ф1 к направлению движения ползуна, 
откладывая этот угол в направлении, противоположном вращению 
кривошипа. На этом луче откладываем вектор силы инерции Fac, 
соответствующий углу ф, и получаем точку С\ годографа и т. д.

Вектор искомой силы инерции противовеса FHn с массой т кч 
изобразится постоянным по величине отрезком (ер) .  Положение 
точки е должно быть выбрано из условий наилучшего приближения. 
Эти условия выполняются, если выбрать точку е в центре окруж
ности, в которую вписан годограф, так как в этом случае остав
шаяся неуравновешенность F„c +  F„n, изображаемая отрезком (ec¡) ,  
максимальное число раз (три раза) достигает своих предельных 
значений. Измерив отрезок (ер) ,  получим F„„ =  \iF( e p ) .

Отсюда

, ■> ( ер )  i ° с п ( ер)т п21АЕсо- =  т сас y -fr -, или тп21АЕ =  т с — г - ~ - .
’ (/%) <*> (Рсо)

Можно решить эту задачу и по методу квадратического при
ближения функций. Тогда точка е доляша быть выбрана в центре 
тяжести годографа, который рассматривается как кривая, пред
ставляющая систему точек с равными массами.

Г Л А В А  24
УРАВНОВЕШИВАНИЕ СИЛ В МЕХАНИЗМАХ

§ 83. Уравновешивание сил на входном звене

Уравновешивающие кулачковые механизмы. Цель уравновеши
вания сил на входном звене, совершающем обычно вращательное 
движение,— выравнивание момента сил на валу двигателя. Это вы
равнивание достигается посредством аккумулирования избыточной 
энергии механизма, равной разности (по модулю) работ сил дви
жущих и сил сопротивления, с последующей отдачей накопленной 
энергии механизму. В качестве рабочего тела, способного аккуму
лировать и отдавать энергию, применяются пружины (рис. 119, а ) ,  
реже сжатый воздух, действующий на поршень пневмоцилиндра 
.23*



(рис. 119, б ). Накоплепие и отдача энергии в пружине или пневмо- 
цилиндре должны происходить по программе, предусматривающей 
полное или частичное выравнивание приведенного движущего мо
мента. В качестве программоносителя используют кулачок, который 
профилируется по требуемому закону изменения силы, создаваемой

Рис. 119

пружиной или сжатым воздухом в пневмоцилиидре. Кулачок Тг 
жестко соединенный с входным звеном механизма (или группы 
механизмов), коромысло 2 с действующей на него пружиной (или 
пневмоцилипдром) и стойка О образуют уравновешивающий к у 
лачковый механизм.

Условие уравновешивания сил при кулачкс-программоносителот 
установленном на входном звене. Дифференциальное уравнение дви
жения механизма при вращающемся входном звене, жестко соеди
ненном с валом двигателя, имеет вид

+  (2 / jA> 

где ф — угол поворота входного звена, /„  — приведенный к этому 
звену момент инерции, Л/„ — момент сил на валу двигателя, М с — 
модуль приведенного момента сил сопротивления.

Уравновешивание сил рассмотрим при установившемся движе
нии на участке от ф =  0 до ф =  2л. Тогда момент М м можно пред
ставить как сумму среднего значения 71 и переменного прира
щения ДА?:

М Л =  Мср +  ДД7, (24.2)
где 2 Л

А/ср =  - ¿  J M cd (f- <24-3>
о

Кроме того, будем считать, что угловая скорость вала двигате
ля ф при изменении приведенного момента сил сопротивления 
остается постоянной (двигатель неограниченной мощности). В этом



случае уравнение движения (24.1) с учетом (24 .2) принимает вид

М ер +  Ш  — М с. (24 Л)2 (¿ф

Для того чтобы момент на валу двигателя М д имел постоянное 
значение, равное Л/Ср, необходимо выполнить условие

=  АМ  или М к =  й а — Мср, (24.5)

где М к — приведенный момент сил упругости пружинного или 
пневматического нагружателя (корректирующий мом ент).  Другими 
словами, переменная составляющая момента ДА7, необходимая для
поддеря?ания постоянства угловой скорости ф, должна создаваться 
не двигателем, а действием пружинного или пневматического на
гружателя.

Из (24.4) при условии (24.5) имеем
т2 <ип

М к =  \ - ^ г + М с - М с». (24.6)

Определение требуемого закона изменения деформации пружи
ны. На рис. 120 показана характеристика пружины растяжения. 
Сила упругости пружины Рпр связа
на с деформацией х, отсчитываемой 
от начального положения, линейной 
зависимостью

Р„„ =  с(Ь +  х ) ,  (24.7) 
где с — коэффициент жесткости, Ъ — 
монтажная деформация, т. е. посто
янная величина, численно равная 
отношению силы упругости пружи
ны в начальном положении Рт ,„ к 
коэффициенту жесткости с. Макси
мальное значение силы пружины 
Ртах при деформации Ятах должно
быть не больше предельного значения Рпред, допускаемого по усло
виям прочности.

Элементарная работа корректирующего момента Ша равна эле
ментарной работе силы упругости пружины

=  Р П9йх, (24.8)
где Р„р имеет знак минус в режиме накопления потенциальной 
энергии пружины и знак плюс в режиме отдачи накопленной 
онергии.

Из соотношения (24.8) после интегрирования можно получить 
зависимость х(ф), при которой выполняется заданная программа 
изменения корректирующего момента М к. Пусть, например, при 
установившемся движении момент М л до введения корректирующе

Рис. 120



го момента М к представлен функцией, показанной па рис. 121, а:

~  ф2
М я (ц>) =  М с + ^  "2 с?ф

Корректирующий момент М„ — й л — Мс, где Мс — среднее зна
чение момента А?д, имеет знак минус на участке 0  <  ср <  фт , что 
соответствует режиму накопления потенциальной энергии пружины

(рис. 121, б). На участке фт <  
=£ ф ^  2я корректирующий момент 
М к положителен и происходит от
дача накопленной энергии.

Интегрирование соотношения
(24.8) па участке накопления по
тенциальной энергии приводит к 
равенству

л
^ М кс1ф =  — |' с (Ь +  х) с1х

или (2Ьх + х2),
где

А„ =  -  ]  М „г/ф. (24.9)
О

Отсюда _________

х=—Ь+У Ь2 + ~ А а. (24.10)

Максимальное значение накопленной потенциальной энергии 
А,аЛх получается при х — хтах:

■̂ шах —■ ~п ( 2 Ьхп «).
где

Ат  ах — М К(1Ц>. (24.11)

Отсюда следует условие для выбора коэффициента жесткости 

е = ------ —,па̂ Ц— . (24.12)
2Ьз\, : + хп

Подстановка условия (24.12) в (24.10) дает формулу для вы
числения перемещений х конца пружины на участке накопления 
потенциальной энергии (рис. 121, в ) :

— —  Ь +  \/  Ьг ( 2 Ьхта 1  -(- Хщах)  ■. . (24.13)
V лтах



Для участка отдачи потенциальной энергии имеем

Ф “ шах

где
Ф

(24.14)

Отсюда

х =  — Ъ -ь |/ (Ь +  хтах)2 — А 0. (24.15)

По условию установившегося движения максимальное значение 
отдаваемой потенциальной энергии равно Лгоа1, онределяемому по
(24.11), и следовательно, коэффициент жесткости с находится по
(24.12). Подставляя это значение с в (24.15), получаем формулу 
для вычисления перемещений х  конца пружины на участке отдачи 
потенциальной энергии

Если требуемый корректирующий момент Л7„ за время цикла 
установившегося движения имеет более двух экстремумов, то у к а 
занная процедура вычисления переменной х повторяется для к аж 
дой нары соседиих участков накопления и отдачи потенциальной 
анергии, нрнчем коэффициент жесткости с определяется по наиболь
шему Лтм.

Определение профиля кулачка . Для кулачково-коромыслояого 
механизма, показанного на рис. 119, после вычисления перемеще
ний х по формулам (24.13) и (24.16) определяются углы по
ворота коромысла 2  и затем профиль кулачка 1, как  указано

При выборе начального радиуса кулачка следует иметь в виду, 
что на участке отдачи накопленной потенциальной энергии коро
мысло кулачкового механизма является ведущим звеном и угол 
давления на кулачок увеличивается с увеличением начального ра
диуса. Кроме того, при Мк =  0 нормаль к профилю кулачка прохо
дит через центр вращения кулачка и угол давления на кулачок 
равен 90°. Вблизи этого положения кулачка на участке отдачи на
копленной энергии располагается нерабочая зона (зона самотормо
жения), в которой движение кулачка возможно только при ув е 
личении момента па валу двигателя сверх его среднего значе
ния Мс р.

в § 106.



§ 84. Уравновешивание сил на выходном звене

Уравновешивание сил на выходном звене при кулачковом раз- 
гружателе. Цель уравновешивания сил на выходном звене, совер
шающем обычно возвратное движение,— выравнивание сил, дей
ствующих на выходное звено со стороны смежных звеньев. Это 
выравнивание уменьшает максимальные значения реакций в кине
матических парах, и потому устройства для выравнивания сил, 
действующих па выходное звено, называют также разгружающими

устройствами, или разгружателя- 
ми. Их действие основано на ак
кумулировании избыточной энер
гии механизма в пружине или 
пневмоцилипдре с последующей 
отдачей накопленной энергии ме
ханизму. На рис. 122 показана 
схема кулачкового разгружателя, 
в котором кулачок-программопо- 

рис 122 ситель 1, установленный на вы
ходном звене, взаимодействует с 
пружиной 3 через коромысло 2  и 

создает корректирующий момент, необходимый для выравнивании 
сил, действующих на выходное звено. Смена знака корректирующего 
момента при переходе от накопления энергии к ее отдаче (или 
наоборот) происходит в положении, когда нормаль к профилю к у 
лачка проходит через центр вращения кулачка. При возвратно-вра
щательном движении кулачка-программоносителя один и тот жо 
профиль используется как  для рабочего, так и для холостого ходов. 
Отсюда следует, что для полного выравнивания необходимо совпа
дение значений всех сил (включая и силы инерции) при одном и 
том ж е значении угла поворота выходного звена как на рабочем, 
так и на холостом ходу. В других случаях можно получить только 
приближенное выравнивание.

Пусть, папример, выходное звено механизма совершает воз
вратно-вращательное движение. Тогда условие кинетостатического 
равновесия этого звена имеет вид

Мя - М е - ] у  =  0, (24.17)

где ф — угол поворота выходного звена, Я л — результирующий мо
мент сил, действующих па выходное звено со стороны смежных 
звеньев (движущий момент), М с — модуль момента внешних (по 
отношению к механизму) сил сопротивления, действующих на вы
ходное звено, 1 — момент инерции выходного звена относительно 
оси вращения.

Закон изменения углового ускорения ф от времени будем счи
т а т ь  заданным. Обычно он определяется в предположении, что у г 
ловая скорость входного звена постоянна. Кроме того, считаем, что



выходное звено не имеет выстоев в крайних положениях и цикл 
его движения состоит из участка рабочего хода продолжитель
ностью Тр и участка холостого хода продолжительностью 7\. 
Модули моментов сил сопротивления для этих участков соответ
ственно обозначим через Л/р и Л/„ а _средни_е пх значения на угле 
поворота выходного звена через М р и М х:

Тогда момент_Л7Я можно представить как сумму среднего зна
чения М р (или Л/„) и переменного приращения ДЛ7Р (или ДЛ?Х), 
и условие кинетостатического равновесии (24.17) принимает вид

Д ля того чтобы момент Л7Д имел постоянное значение М р па 
участке рабочего хода (или Л/, на участке холостого хода), необхо
димо приложить к выходному звену корректирующий момент ДЛ/„Р 
(пли АЛ7м ), равный переменной составляющей ДМ р (или ДЛ?,). 
При этом условии из уравнений (24.18) получаем

Если Я кр Л7„х, то полное уравновешивание момента невозмож
но и возникает задача приближенного уравновешивания с приме
нением одного из методов приближения функций. Обычно исполь
зуется соотношение

которое при симметричных законах изменения Л7„р и Я к% дает рав
номерное приближение.

После определения корректирующего момента Л7К требуемые 
перемещения х конца пружины и вычисление координат профиля 
кулачка производятся в том ж е порядке, как и при кулачке-про
граммоносителе, установленном па входном звене.

Уравновешивание сил на вращающемся выходном звене при 
пружинном разгружателе. Конструкция разгружателя значительно 
упрощается, если исключить кулачок, присоединяя пружину непо
средственно к выходному звену (рис. 123). При возвратно-враща
тельном движении выходного звена смена знака корректирующего 
момента при переходе от накопления энергии к ее отдаче (или на
оборот) происходит в положении, когда направление силы упруго
сти пружины проходит через центр вращения выходного звена.

Ч’т а х ^тах

т а х О О

М р + ДЛ/Р — М р — Уср — О, 

Мг + ДАТ, -  Л/, -  ; (р =  0.
(24.18)

Л/„р =  Ар + м р — Л/р,

М„ = Уф + м х — л/*.
(24.19)

Л/к — ~2 (-Л/кр Л/,,*), (24.20)



В этом случае корректирующий момент М к, создаваемый силой 
упругости пружины Fnp, найдется по условию

M K =  F afh, (24.21)
где плечо h определяется из Д О А В :

*  =  г‘* " Пф
у г2 +  d“ — 2rd cos ф

Перемещение конца пружины х отсчитывается от начального 
положения, при котором точка В 0 располагается на линии АО  и 
корректирующий момент равен нулю:

х  =  У г2 + d2 — 2rdcos ф — d + г. (24.22)

Модуль силы упругости пружины определяется по условию 
F ap — c(b  +  x ) ,  где Ь— монтажная деформация, равная отношению

силы пружины в начальном положении к 
коэффициенту жесткости с. Следовательно, 
корректирующий момент Л7„ но (24.21)

_  с ( Ь  +  т) rd sin ф
М к — г =

У  г +  d" — 2rd cos ф 

или с учетом (24.22)
•J5- с  (b — d -\- г )  r d  * i n  ф , , .М „ =   ̂ —̂|- crd sin ф,

У r ¿ -|- d 1 — Zrd cos ф

(24.23)
т. е. корректирующий момент Мк есть не
линейная функция угла ф. Для полного 
уравновешивания (выравнивания) момен
та Л7Д, действующего на выходное звено 
со стороны смежных звеньев, необходи
мо выполнение условий (24.19), которым 

Рис. 123 в общем случае можно удовлетворить
только приближенно. Обозначим через A7uct 

разность м еж ду корректирующим моментом, необходимым для пол
ного уравновешивания по условиям (24.19), и корректирующим мо
ментом М к (24.23), который может быть воспроизведен пружинным 
разгружателем. Тогда из условий (24.19) имеем

Мост =  Ñ  +  М С-  Мв -  Л/н, (24.24)
где модуль момента сил сопротивления Мс и его_среднее значение 
Л/0 равны соответственно для рабочего хода М9, M v и Mz, М х — для 
холостого хода.

Параметры пружинного разгружателя, входящие в (24.23), 
должны быть выбраны так, чтобы функция М ост наимепее отклоня
лась от пуля  как на рабочем, так  и па холостом ходах. Это условие



достигается применением одного из видов приближения функций 
(интерполирование, квадратическое приближение, наилучшее при
ближение) .

Уравновешивание сил на прямолинейно движущемся выходном 
звене при пружинном разгружателе. Для выходного звена, совер
шающего прямолинейное движение (рис. 124, а) ,  корректирую
щая сила должна изменять свой знак при переходе от участка

Рис. 124

разбега выходного звена к участку выбега. Это условие выполняет
ся посредством установки двух пружин сжатия 1 а 2. Сила упруго
сти пружины 1  (рас. 124, 6) Р пр) — С1 (Ь\ +  х,т 1  — х ) . Сила упруго
сти пружины 2  (рис. 124, в) Р ир2 =  — с2(Ь2 +  х).  Сумма этих сил 
дает корректирующую силу (рис. 124, г) :

Р к =  С1Ь1 — С2Ь2 +  С1Хтя1 — (С1 +  С2)Х ИЛИ Р л = ( С 1 +  с2) (х0 — х ) ,

где хо — значение координаты х  при Ра =  0, определяемое по ус
ловию

СА  -  С2 Ь2 +  с 1* т а х

° ~  ъ + ь  '
Если обе пружины имеют одинаковый коэффициент жесткости 

С1 =  С2 =  с, ТО

где
Ь1 ~  \  +  * т а х  

*0 — 2



Отсюда видпо, что при неравных участках разбега и выбега 
необходимое значение хо достигается подбором величин монтажных 
деформаций пружин Ь\ и Ьч.

Условие уравновешивания сил па прямолинейно движущемся 
выходном звене аналогично условиям (24.19) запишется в виде

1**кр 1Т1Х "Ь Ер -^р,
г  - Д . /  V (24.26)У'кх =  0 1 1 + ^ -  1<\, '

где т  — масса выходпого звена, Р„р, /̂ р, Р р — корректирующая сила, 
модуль силы сопротивления и среднее значение силы сопротивле
ния на рабочем ходу, Ь\, — те же значения величин на хо
лостом ходу.

Обозначим через Р 0Ст разность между корректирующей силой, 
необходимой для полного уравновешивания но условиям (24.26), и 
корректирующей силой пружины (24.25), которая может быть вос
произведена пружинным разгружателем. Тогда из условий (24.20) 
имеем

Р 0СТ =  тпх + Г. -  Р с -  Р к, (24.27)

где модуль силы сопротивления и ее среднее значеппе равны 
соответственно для рабочего хода и Рх, — для холостого
хода. Параметры пружинного разгружателя с и хо выбираются из 
условий наименьшего отклонения от нуля функции /тост.

В заключение отметим, что уравновешивающие кулачковые ме
ханизмы и разгружающие устройства позволяют уменьшить макси
мальные значения реакций в кинематических нарах или уравнове
сить переменную составляющую момента на валу двигателя, но в 
то ж е  время они могут быть дополнительными источниками коле
баний механизма.

Г Л А В А  25
ВИБРОИЗОЛЯЦИЯ

§ 85. Одноосный виброизолятор

Виброзащитные системы. Колебания в машинах могут быть по
лезными, когда само действие машины основано на эффекте коле
баний (вибрационные транспортеры, сита, виброударные машины 
для забивки свай и т. н.), но чаще они являются нежелательными, 
так  к ак  снижают надежность машин, вызывают шум и оказывают 
вредное влияние па организм человека.

Характеристики колебательных систем (амплитуды, частоты, си
лы) могут быть уменьшены или ограничены допускаемыми преде
лами путем оптимального выбора параметров соответствующей ди
намической модели. Например, динамические нагрузки в кулачко
вых механизмах могут быть уменьшены за счет правильного выбора 
профиля кулачка. В тех случаях, когда путем оптимального выбора



параметров не удается снизить уровень колебании, применяются 
дополнительные устройства для защиты от вредиого действия ко
лебаний — виброзащитные системы.

Различают два основных способа защиты от вибрации: виброга
шение и виброизоляция. Виброгашение основано на присоединении 
к  машине дополнительных колебательных систем, называемых 
виброгасителями, которые создают динамические воздействия, 
уменьшающие уровень колебаний в машине. Виброизоляция  осно
вана на разделении исходной системы на две части и в соединении 
этих частей посредством виброизоляторов. Одна из частей является 
защищаемым объектом, а другая — источником возбуждения.  Во 
.многих случаях масса одной части существенно превышает массу 
другой части. Тогда движение тела «большой» массы может счи
таться не зависящим от движения тела «малой» массы. Тело «боль
шой» массы называют основанием независимо от того, является  ли 
оно защищаемым объектом или источником возбуждения.

Одноосный виброизолятор. В простейшем случае источник воз
буждения и защищаемый объект считаются твердыми телами, дви
жущимися вдоль одной и той ж е оси. На рис. 125, а показана ди
намическая модель машины, установленной на фундаменте. Маши
на с общей массой m является источником возбуждения, а фунда
мент — защищаемым объектом. Масса фундамента существенно

F(t)

¡больше массы машины, и потому он считается основанием. Вибро
изолятор, помещенный между машиной и фундаментом (основанп- 
■ем), имеет приведенный коэффициент жесткости с и приведенный 
коэффициент сопротивления Ъ.

Приведенный коэффициент жесткости с определяется из усло
вия равенства потенциальной энергии виброизолятора и эквивалент
ной пружины и в общем случае может быть нелинейной функцией



перемещения у, отсчитываемого от положения равновесия, опреде
ляемого постоянной составляющей внешней силы F ( i ) .  Приведен
ный коэффициент сопротивления b определяется из условия равен
ства работ, затрачиваемых на трение в виброизоляторе и в экви
валентном демпфере, и в общем случае также может быть 
нелинейной функцией перемещения у и скорости у.

Обобщенная (приведенная) реакция виброизолятора Q и внеш
н яя  сила F (i) направлены вдоль одной и той же оси, совпадающей 
с направлением перемещения у , и потому виброизолятор называет
ся одноосным.

Уравпение движения источника возбуждепия, рассматриваемого 
к ак  твердое тело, при указанных предположениях имеет вид

m ÿ  =  F ( t )  +  Q ( y , ÿ ) .  (25.1)

Назначение виброизолятора в этом случае состоит в уменьше
нии динамической (переменной) составляющей реакции Q, переда
ваемой на основание (фундамент) при заданном воздействии пере
менной силы F ( t ) .

На рис. 125, б показан другой случай, при котором защищаемый 
объект представлен как твердое тело с массой т ,  а источииком воз
буждения является основание, совершающее колебания по закону 
s ( t ) .  Задача виброизоляции здесь состоит в уменьшении динами
ческой составляющей Q, передаваемой на защищаемый объект.

Уравнение движения защищаемого объекта (механизма или ма
шины) как  твердого тела при колебаниях основания имеет вид

m l ÿ  +  s ( t ) \ =  Q ( y ,  у ) ,  или m ÿ  =  - m s ( t )  + Q( y ,  ÿ ) .  (25.2)

Виброзащитные системы, показанные па рис. 125, различают по- 
виду возбуждения колебаний. В первом случае (см. рис. 125, а) 
колебания вызываются переменной силой F ( i ) ,  и возбуждение ко
лебаний называется силовым. Во втором случае (см. рис. 125, б) 
колебания вызываются перемещением основания по заданному за
кону движения, и возбуждение колебании называется кинемати
ческим. Уравнение движения (25.2) при кинематическом возбуж
дении совпадает с уравнением (25.1) при силовом возбуждении, 
если принять F ( t )  =  rris.

Колебания одноосного линейного впброизолятора при силоном 
возбуждении. Уравнение движения (25.1) приводится к линейному, 
если принять, что приведенная реакция виброизолятора Q склады
вается из приведенной силы упругости, линейно зависящей от пере
мещения, и приведенной силы трения, линейно зависящей от ско
рости:

Q (y, У) = - с у - Ь у .  (25.3)
Вводя обозначения X2 =  с/пг и 2^ =  b/m, приводим уравнение- 

(25.1) к виду



Пусть, например, внешняя сила F  (t) изменяется по гармониче
скому закоиу F (t )  =  Н sin cdí. Тогда уравнение (25.4) имеет вид

У +  2уу +  №у =  sin Ш, (2 5 ,5 )

совпадающий с уравпением (9.9) при к\ =  Н /т, х =  sin cat.
Решение этого уравнения для установившихся вынужденных 

колебаний, т. е. после затухания собственных колебаний, согласно 
<9.53) получаем в виде

У =  ~  l/TTl—~i\i ^  » 2 sin ~  <2 5 -6)т  V U  — (¡з ) +  4V ш

где 0 — сдвиг фаз силы и перемещения, определяемый выражением

(2 5 .7 )
А — <0

Дифференцирование выражения (25.6) дает

у  = ----- , Иы eos ( o í  — 0).
m / ( ^ - ( 0 2)2 +  4VV

Подставляя у и у в (25.3), получаем силу, передаваемую вибро
изолятором на основание:

Q -------------. сИ [s in  (соt — 0) -j- —  cos (оit — 0)1

И Л И

(} =  — K a„»H jsin (oit — 0) cos (oat — 0)|, (25 .8 )

где Кд„„ — коэффициент динамичности по перемещениям, равный 
отношению амплитуды вынужденных колебаний по (25.6) к макси
мальному перемещению М/с, вызываемому статическим действием 
силы

г  к*
П 1 !1

V  (хг — Ш")2 +  472ы2

Для определения максимального значения силы (!• преобразуем 
выражение (25.8), используя известное тригонометрическое соотно
шение ______

а з т с с  + Ь с о за =  1/а2 +  Ь28 т ( а  + г) ,  (25 .9)

где е =  агс1д(6/а).
При а =  1 и 6 =  2̂ со/А,2 имеем

Q — — К т н Н Y l  +  i ^ Í s i n ( c o í - 0  +  e), 

где е = arctg 2*(ы/\2.



Следовательно, максимальное значение силы (> равно

<?ша* =  К т т Н  1 + - ^ -  /

Отношение наибольшей силы, передаваемой основанию при си
ловом возбуждении, к амплитуде гармонической вынуждающей си
лы называется коэффициентом передачи силы К,., который совпа
дает с коэффициентом динамичности по силам.

В нашем примере

где V =  оэ/Л, — частотное отношение, £5 =  у/Х — относительное демп
фирование.

Коэффициент передачи сил характеризует качество виброзащит- 
ной системы. При жестком соединении источника возбуждения (ма
шины) и основания (фундамента) Кс — 1, при Кс <  1 виброзащит- 
ная  система эффективна, так как амплитуда силы, действующей па 
основание, уменьшается; при Кс >  1 применение виброизолятора 
нецелесообразно. График зависимости коэффициента передачи сил 
совпадает с графиком коэффициента динамичности по силам для 
механизмов с упругой муфтой (см. рис. 93). Из рассмотрения этого- 
графика следует, что все кривые Кс(ш/Х) независимо от величины 
относительного демпфирования пересекаются в точке с координа
тами (У2, 1). Следовательно, для того чтобы максимальная величи
на силы (?, передаваемой на основание, была меньше амплитуды 
вынуждающей силы, должно быть выполнено условие

Обычно принимают со/Х ^  4. Если сила ^ ( 0  представлена сум
мой гармонических составляющих

то под и надо понимать паимепыпую пз частот силы со,,. Отсюда 
следует, что для улучшения виброзащитных свойств линейного 
виброизолятора надо уменьшать собственную частоту X, а следова
тельно, и коэффициент жесткости с. Подставляя в соотношение 
оз/Я ^  4 величину X2 — с/пг, получаем условие для определения 
коэффициента жесткости

или

(25.10)

ш/Х >  2.

П
Т  ( 0  =  2 ]  /'’к с о э  (сок / -1- 0 „ ) ,



Увеличение демпфирования нри (со/Я)>У2 ухудшает виброзащит- 
ные свойства виброизолятора (см. рис. 93). Поэтому считается 
достаточным слабое демпфирование, обеспечивающее затухание соб
ственных колебаний.

Для оценки эффективности виброизоляции, кроме коэффициента 
передачи сил, используют также коэффициент эффективности виб
рационной защиты, под которым понимается отношение пикового 
или среднего квадратического значения величины, характеризую
щей колебания (перемещения, скорости, ускорения защищаемого 
объекта или воздействующей на пего силы) до введения виброза
щиты, к значению топ же величины поело введения виброзащиты. 
В рассматриваемом случае, т. е. при силовом возбуждении гармо
нических колебаний, коэффициент эффективности, определяемый но 
модулю силы, передаваемой на основание, равен отношению ампли
туды вынуждающей силы к амплитуде силы, действующей на осно
вание:

K + - J L — L .  (25.11)
Vmax  с

Колебания одноосного линейного внброизолятора при кинемати
ческом возбуждении. Рассмотрим теперь случаи, когда колеблется 
основание по закону

s =  y l , s in (o í .  (25 .12)

Если приведенную реакцию виброизолятора определить по 
(25.3), то уравнение движения (25.2) принимает вид

mij =  -m 's  -  су -  bij,

где у — перемещение защищаемого объекта относительно осно
вания.

С учетом соотношения (25.12) получаем
у +  2уг/ + Х2у — A вш2 sin coi, (25 .13 )

где 2y =  b/m и К2 =  c/m.
Уравнение движения (25.13) совпадает с уравнением (25 .5 ) при 

условии, что Н — m As(ñ2. Исиользуя решение (25.6) и принимая 
во внимание, что абсолютное перемещение защищаемого объекта 
есть сумма перемещения основания s и относительного перемеще
ния у, получаем

Л„ш2
sin (coi — 0) - f  As sin u>t,

V  (Jt2 -  (O2?  +  4y2co 

При слабом демпфировании и X <  со имеем

г = As I 1 ------ ^ I sin coi.



Отсюда следует, что амплитуда колебаний защищаемого объекта 
относительно неподвижной системы координат может быть как 
угодно малой в случае, если его частота собственных колебаний 
н а  виброизоляторе мала по сравнению с частотой колебаний осно
вания.

Коэффициентом передачи при кинематическом возбуждении на
зываю т отношение максимального ускорения защищаемого объекта 
к  максимальному ускорению основания, т. е. при кинематическом 
возбуждении коэффициент передачи совпадает с коэффициентом 
динамичности по ускорениям

Д ля определения г предварительно преобразуем выражение г к  
виду, содержащему только тригонометрические функции аргумен
т а  — 0:

Тригонометрические функции sin 0 и cos 0 в соответствии с вы
ражением для tg 0 (25.7) имеют вид

Следовательно, коэффициент передачи при кинематическом воз
буждении

совпадает с коэффициентом передачи при силовом возбул^дении. Из 
(25 .10 )  следует также, что коэффициент передачи при кинемати-

Z Imax (25.14)
* Imax

¿ У  sin (ш< — 0)
+  A s cos 0 sin (coi — 0) +  A t sin 0 eos (®í — 0).

(25.15)
V V - ( 0 2)2 +  4VV

sin 0 = tg 0 2 y®

eos 0

/ l  +  tg 20 / U 2 -< o 2)2 +  4 y2« 2’ 

1 _  X2 -  со2
V 1 +  tg 2ü V  ( l*  -  Cú2)2 +  4v2cú2'

Подставляя эти выражения в (25.15), получаем

(25.16)



ческом возоуждении можно определять так  же, как отношение а м 
плитуды перемещения защищаемого объекта к амплитуде основания.

Различают абсолютный коэффициент передачи, определяемый по
(25.16), и относительный коэффициент передачи, определяемый к а к  
отношение амплитуды перемещения защищаемого объекта в дви 
жении относительно основания к амплитуде основания:

» т а х _
Л-ОТН --- л = г г .  (25.17),

/ Ц 2 -  и 2)* +  4720)2 У (  1 -  V2)2 +  4Р2у 2

Коэффициент эффективности определяется по абсолютному ко
эффициенту передачи

к ___■,1эф д- • 
с

(25.18)

Особенности нелинейного виброизолятора. Возникновение нели- 
пейностей в системах виброизоляции связано, в первую очередь, с 
повышением уровня колебании и увеличением размеров виброизо
ляторов в современных машинах. Известно, что любой реальный 
виброизолятор может иметь линейную упругую характеристику 
только на некотором участие изменения деформации. С увеличени
ем силы, действующей на виброизолятор, увеличивается величина 
его хода (максимального перемещения), и рабочий участок упругой 
характеристики выходит за пределы линейного участка. При боль
ших силах, действующих на виброизолятор, и необходимости огра
ничения его хода умышленно прихо- А 
дится делать уиругую характеристи
ку  нелинейной.

При больших нагрузках на вибро- 
изолятор нелинейной ста нош/ гея и 
характеристика эквивалентного демп
фера, выражающая зависимость си
лы сопротивления от скорости пере
мещения виброизолятора. Эта нели
нейность особенно ярко проявляется 
при увеличении демпфирования, ко
торое становится необходимым в тех 
случаях, когда не удается избежать 
резонанса. Уравнение движения защищаемого объекта после его ли
неаризации обычно имеет вид, сходный с видом уравнения (1 8 .2 1 ) .  
Характерной особенностью решения этого уравнения является зави 
симость квадрата собственной частоты от амплитуды, изображаемой 
скелетной кривой (сл. рас. 96) и, как  следствие, наклон амплитуд
но-частотной характеристики в области резонансных частот. На 
рис. 126 для одного из типов нелинейных виброизоляторов показаны  
2 - 1*



скелетная кривая (штриховая линия) и амплитудно-частотная ха
рактеристика*). В отличие от характеристики, показанной на 
рис. 96, здесь, кроме основной ветви 1,  имеется дополнительная 
ветвь 2. Поэтому при одной и той же частоте со может быть не
сколько установившихся режимов с различными амплитудами не 
только из-за наклона амплитудно-частотной характеристики (часто
та со*), но также из-за дополнительной ветви (частота (о**). Во из
бежание появления этих режимов увеличивают демпфирование.

§ 86. Впброизоляция при случайном воздействии

Определение вероятностных характеристик перемещений в одно
осном виброизолягоре. Перемещения у в одноосном виброизоляторе 
связаны с изменением силы Р(£) дифференциальным уравнением, 
которое следует.из (25 .4) ,

При случайном воздействии сила Р  (Ь) является случайной 
функцией времени, вероятностные характеристики которой будем 
считать известными. Требуется определить вероятностные характе
ристики перемещений, т. е. обобщенной координаты у.

Пусть, например, из опытных данных установлено, что матема
тическое ожидание функции Р(Ь) (средневероятностное значение) 
может быть представлено функцией

Из тех же опытных данных получено, что спектральная плот
ность дисперсии S F равна постоянной величине So в диапазоне 0 ^  

со ^  соо и равна нулю при со >  cúq. Соответственно дисперсия слу
чайного воздействия ой/(, по (12.51) равна постоянной величине 
S 0a>o в диапазоне 0 со «£ соо и равна нулю при со >  соо. Частота соо 
иногда называется частотой среза.

Переходя к центрированной случайной функции P °(t) ,  т. е. к 
функции, значения которой отсчитываются от ее средневероятност
ного значения (математического ожидания), получаем, то вероят
ностные характеристики силы Р  (t) описываются стационарным слу
чайным процессом с математическим ожиданием т ир =  0 и диспер
сией duF, равной So,соо в диапазоне 0 ^  со ^  со0 и равной нулю при 
со >  соо (ограниченный белый шум).

Математическое ожидание центрированной случайной функции, 
выражающей обобщенную координату у, па основании свойств ста
ционарного процесса mUy =  0, т. е. средневероятностное значение

У +  2уу  +  l 2y  = F (t). (25.19)

F  (t) =  Н sin coi. (25.20)

*) К о л о в  с к и н  М. 3. Нелинейная теория виброзащитных систем.— М.:
Н аука , 1966.— С. 126.



обобщенной координаты у (математическое ожидание пецентриро- 
ванной случайной функции) определяется решением уравнения
(25.19) при F  ( í)  =  Н sin coi.

Согласно (25.6) имеем

У =  — '7 f =f sín ~  9)- (25 .21 )m K (X — со“) - l-4 v “co‘!

Для определения дисперсии этой случайной фупкции предвари
тельно найдем ее спектральную плотность 5„ по (12.52):

S„(co) =  IVF(ico) |25о при 0 =5 со coo,
S„(со )= 0  при о) >  coo.

Для уравнения движения (25.19) частотная передаточная ф унк
ция IV(¿u>) найдется из соотношения (10.8) при а — т :

W  (¿со) =  — ------ !------------------- j r
т (—w 2yití> -j- X )

ИЛИ
jr/ 1  ■ \ Я2 — со2 — ¡27(0
^ {Kû)~  « I U * - û)2)8 +  4VV ] -

Модуль частотной передаточпой фупкции

I W  W I =  i / ñ  - 2 ч Т = = Г Т -  m  V  ( к г —  ш 2) 2 +  4 v V

В рассматриваемом примере это выражение может быть получе
но так же, как отношение амплитуд обобщенной координаты у  и 
силы F ( l ) .  Следовательно, спектральная плотность перемещений

3 > ( в > ) =  Ч / . а  ‘V  , Л | 2 | П Р И 0 < с о < с о 0 ,  т ЦА,  —  со )  +  4 y  о  J
Sy (со) =  0 при со >  со0.

Дисиерсия перемещений, т. е. изменений обобщенной координа
ты у, находится по (12.51)

0)0 «о
■> \  f  da 2 Г da>

"  7 7  J  +  " л "  . V  J / .  » ‘ Y ,  4 T V

Принимая во внимание, что X2 =  с / т ,  и вводя обозначение v =  
=  co/i, получаем

“оА



На рис. 127 показан график изменения дисперсии в зависи
мости от отношения частоты среза к собственной частоте у0 =  ы0/'К. 
График построен на основании табличного вычисления интеграла 
(25.22). Из этого графика следует, что в отличие от дисперсии си

лы 5оО)о, которая стремится к беско
нечности при (Оо °°, дисперсия 
перемещений стремится к конечной 
величине

К)..-
я.9„
2 Ъс (25.23)

где Ъ — коэффициент сопротивления 
в уравнении (25.19).

Максимальная дисперсия пере
мещений, а следовательно, и 

среднеквадратическое отклонение от значения обобщенной коорди
наты по (25.21) оказывается тем меньше, чем больше жесткость 
пружины с и коэффициент сопротивления Ь.

Определение вероятностных характеристик обобщенной скоро
сти. Частотная передаточная функция для обобщенной скорости 
И7.(/со) есть отношение производной по времени комплексной ам
плитуды гармонических колебаний к комплексной амплитуде гар
монической вынуждающей силы. В рассматриваемом примере мо
дуль частотной передаточной функции для обобщенной скорости 
может быть определен как отношение амплитуды обобщенной ско
рости у  к амплитуде обобщенной силы //. После дифференцирова
ния по времени выражения (25.21) получаем, что амплитуда обоб
щенной скорости

А 0 = II (Л

/ и а - ы'2)2 -I- 47*0/

Следовательно, модуль частотной передаточной функции для 
обобщенной скорости

I ^„(/со) I =  со|1У (¿со) I.

Спектральная плотность дисперсии обобщенной скорости 
5„(со)= ЦУ„(г<й) |25 Р(со) или £ „(м )=  со2£„(со).

Дисперсия обобщенной скорости

После вычисления этого интеграла можно устаповить, что при 
<о ->• оо дисперсия обобщенной скорости остается ограниченной и



стремится к величине(<)“о"* ц  с * у  ¿, пю ' (25.24)

Максимальная дисперсия обобщенной скорости, в отличие от 
максимальной дисперсии перемещений, зависит от массы объекта т .

Определение вероятностных характеристик силы воздействия на 
основание. Согласно (25.3) сила, передаваемая на основание, или, 
что то же, приведенная реакция виброизолятора имеет вид

В рассматриваемом примере модуль частотной передаточной 
функции дли силы может быть определен как  отношение ампли
туды силы @ к амплитуде обобщенной силы //. Это отношение сои- 
падает с коэффициентом передачи сил при силовом возбуждении. 
Согласно (25.10) имеем

Следовательно, спектральная плотность дисперсии силы () в диа
пазоне 0 =£ м «£ <о0:

Из (25.25) видпо, что дисперсия силы (?, передаваемой па осно
вание, зависит от коэффициента демпфирования у. При у -+ 0 и при 
у -*■ оо дисперсия силы ф возрастает неограниченно. Минимальное 
значение дисперсия силы () имеет при ч =  Х/2. В этом случае

Следовательно, при случайпом возбуждении типа белого ш ум а  
(это возбуждение иногда называют широкополосным) для ум ен ь
шения дисперсии силы, передаваемой на основание, надо выполнить 
соотношение у — Х/2 или Ь — Хт.  Кроме того, согласно (25.26) ди
сперсия уменьшается с уменьшением собственной частоты X. Отсю
да следует, что эффективность виброизоляции повышается с ум ен ь 
шением собственной частоты (уменьшением коэффициента ж естко 
сти с) и с увеличением коэффициента демпфирования до значения

Q =  - с у  -  by.

Отсюда дисперсия силы (), передаваемой на основание,

При юо -*■ 00 после подстановок (25.23) и (25.24) имеем

( a u J  —— их S  i\X.'  wQ'(t>0-»oo 0 (25.2(3)



§ 87. Управляемые системы виброизоляции

Электрогидравлическая виброзащитная система. Управляемыми  
или активными системами называют те системы виброизоляции, 
в которых эффективность защиты от колебаний достигается компен
сацией вынуждающих сил (управление по возмущению) или пере
мещений (управление по отклонению). На рис. 128, а показана

Рис. 128

схема электрогидравлической виброзащитной системы, предназна
ченной для уменьшения перемещений у объекта с общей .массой 
тп относительно неподвижного основания. Источником возбужде
ния колебаний является переменная сила Р(£). Между объектом и 
основанием помещен одноосный виброизолятор с приведенным ко
эффициентом жесткости с и приведенным коэффициентом сопротив
ления Ъ. Управляющее воздействие Ру создается силовым гидроци
линдром 1, поршень которого действует на объект через упругую 
прокладку 2  с коэффициентом жесткости су. Движение поршня си
лового гидроцилиндра управляется по сигналу от датчика 3  отно
сительных перемещений объекта и поршня. Этот сигнал подается 
в усилитель 4  с электрическим питанием 5. Усилитель вырабаты
вает сигнал, управляющий движением золотника 6, который регу
лирует подачу жидкости от насоса 7 в силовой гидроцилиндр. 
В среднем положении золотника перекрыты оба трубопровода, ве
дущие в силовой гидроцилиндр. При движении золотника вверх 
жидкость под давлением поступает в верхнюю полость силового 
гидроцилиндра, и его поршень идет вниз. Соответственно при дви-



жении золотника вниз — поршень идет вверх. Перемещение порш
ня z вызывает изменение силы упругости Р у =  су(у — z ) , действую
щей на объект со стороны упругой прокладки. При надлежащем 
выборе параметров виброзащитной системы сила Fy противодейст
вует вынуждающей силе F(£) и уменьшает перемещения у. Эту 
•силу называют управляющим воздействием.

Неголономная связь в электрогидравлической виброзащитной си
стеме. За обобщенные координаты системы примем перемещения 
у  и z, отсчитываемые от положения статического равновесия. Пере
менные у и z связаны уравнением обратной связи, выражающим 
зависимость скорости поршня z от перемещения у. Эта зависимость 
определяется изменением расхода жидкости Qp, поступающей в си
ловой цилиндр через окна золотника:

Qp — S az, (25 .27)

где 5 Ц — эффективная площадь поршня.
Допустим, что профиль окон золотника таков, что расход ж и д 

кости, поступающей в силовой цилиндр, прямо пропорционален от
клонению золотника от среднего положения z3:

Qf =  ksz3, (25 .28)

где к3 — коэффициент пропорциональности, зависящий от парамет
ров золотника.

Кроме того, примем, что электрическая часть системы обеспечи
вает прямую пропорциональность перемещений золотника и отно
сительных перемещений ф =  у  — z, регистрируемых датчиком 3 :

z3 =  К ( у  — z) , (25.29)
где kv — коэффициент пропорциональности, зависящий от парамет
ров настройки электрической части. Тогда из соотношений (25.27) —
(25.29) имеем

z =  k (y  — z),  (25 .30)
где к =  k^kJS^.

Уравнение дифференциальной связи (25.30) не интегрируется, 
т. е. не может быть сведено к уравнению геометрической связи  
между у и z. Следовательно, уравнение (25.30) выражает неголо- 
помную связь.

Уравнение движения электрогидравлической виброзащитной си
стемы. Для механической системы с неголономными связями число 
степеней свободы равно разности между числом обобщенных коор
динат и числом уравнений неголономных связей. В рассматриваемой 
системе — две обобщенные координаты (у  и z) и одно уравнение 
неголономной связи (25.30). Следовательно, число степеней свобо
ды равно единице. Число уравнений движения неголономной систе
мы принимается равным числу степеней свободы, т. е. для электро
гидравлической системы должно быть одно уравнение движения,



которое можно составить или относительно оооощеииои коордипаты 
у, или относительно обобщенной координаты z.

Для составления уравнений движения неголономной системы, 
как уже указывалось в § 31, нельзя использовать обычные уравне
ния Лагранжа второго рода, а следует применять их обобщение, 
пзвестиое иод названием уравнений Лагранжа с неопределенными 
множителями, или же воспользоваться уравнениями кинетостатики. 
Н рассматриваемой системе уравнения кинетостатики для массы т  
и для поршня силового гидроцилиндра имеют вид

F (t) - с у - с у{ у -  z ) - b y  -  т у  =  0, (25.31)
сЛУ ~ z)~  -  myz =  0, (25.32)

где гщ — масса поршня п жестко связанных с ним частей, F ц — си
ла давления жидкости на поршень.

Система уравнений (25.30) — (25.32) связывает три переменные 
величины: у, z и F a. Заметим, что сила давления па поршень F a 
является переменной даже при постоянном давлении жидкости на 
выходе из насоса, так как уравнение неголономной связи (25.30) 
выполняется только при соответствующем изменении перепада дав-> 
ления между золотником и силовым гидроцилипдром. На этом осно- 
папин силу Fu можно назвать также реакцией неголономной связи.

Для составления уравнения движения относительно координаты 
у  удобно применить подстановку ц> = у — z. Тогда система уравнении
(25.30) — (25.32) принимает вид

у — ф = fccp, (25.33)

^ ( 0  — су — суф — Ьу — т у  =  0, ' (25.34)

с,-ф — f'\ — mk(f =  0. (25.35)
Из уравнения (25.34) имеем

суф =  F(t)  — c y — by — my. ( 25.3G)
После дифференцирования по времени обеих частей этою урав

нения получаем

с5ф =  F (í) — с у — Ьу — т у .  (25.37)

Подставляя ф и ф из (25.36) и (25.37) в уравнение (25.33), 
получаем уравнение движения системы относительно координаты у 
в виде линейного дифференциального уравнения третьего порядка

т у  + (b + km) у  + (с + су + kb) у + cky =  kF(t)  +  F (t) .  (25.38)

После определения переменной у из уравнепия движения (25.38) 
находим переменную ф из уравнения (25.33) и силу давления на 
поршень Fu из (25 .35 ) .

►



Для решения уравнения (25.38) по операторному методу вы
полняем преобразования Лапласа при нулевых начальных условиях, 
обозначая изображение переменной у через Y  и переменной F  (t) 
через X:

[ms3 + (6 + km )s2 + (с + су + Ьк) s 4- ск ] Y =  (к +  s)X.

Отсюда динамическая передаточная функция

W =  —=------------------------------------------------ , (25.39)
т$  +  (b +  к т )  s“ - | -  (с - | -  су +  Ьк) s +  ск

ИЛИ

w  = - н . , . ' <25/‘°>

Пусть, например, сила F (t )  изменяется по закону /<* =  //sin м£. 
Тогда по табл. 6 (п. 3 с заменой X на о>) получаем изображение 
силы F ( t ) :

X  =
s2 +  ш2

Изображение функции у находим умножением X  на передаточ
ную функцию W:

О) (к  4 - *)У =
(s2 4 - wJ) [m.s3 (b 4 - кт.) s2 4 - (c +  cy +  bk) s - | -  c/rj

Для отыскания оригинала у по его изображепию Y можно ис
пользовать подробные таблицы оригиналов и изображений, анало
гичные табл. 6. Однако для оценки эффективности управляемой 
впброзащитпой системы нет надобности иметь решение уравнения 
динжения для каждого возможного закона изменения силы F ( t ) .  
Предпочтительнее оценивать эффективность управляемой виброза- 
щитной системы по критерию, пригодному для любого изменения 
силы F (t ) .

Коэффициент эффективности управляемой впброзащитпой систе
мы. Для линейной системы, т. е. системы, движение которой опи
сывается системой линейных дифференциальных уравнений, коэф
фициентом эффективности управляемой виброзащитной системы на
зывается модуль отношения комплексной амплитуды перемещения 
у °(ш )  в системе без управляющего воздействия к комплексной 
амплитуде перемещения y{ia>) в той же системе при управляющем 
воздействии

I у 0 (to ) „  И̂ ° (г'сй) /o l-  . . .
эф~ | у й ш Г  ИЛИ Каф~  w  (ио) ’ (25.41)

тле И'(гС))) — частотная передаточная функция системы с управляю
щим воздействием, И̂ ° ( г<о) — частотная передаточная функция той 
ж е системы без управляющего воздействия.



Как указывалось выше, частотная передаточная фупкция полу
чается из динамической передаточной функции заменой комплекс
ной величины в на т .  Для рассматриваемой системы из (25.40) 
имеем

W  (/со) =
! +  6/0) +  с) (к -f - ¿со) +  cv

Для системы без управляющего воздействия при к =  су =  0 

W u (/со) = -------- J-!------------.
— п т  +  b i w  +  с

Коэффициент эффективности виброзащиты по (25.41)

К,Ф = 1 +
( — тш~ 4 - bio) 4 - с) (Л 4 - ¿со)

После умпожеппя числителя и знаменателя второго члена па комп
лексное число, сопряженное знаменателю, получаем

<усо (Д х — Д 2?со)
К  эф --- 1 +

A'f +  0)2Д^

где Ai =  ск  — (Ъ 4- к т ) т 2, Дг =  о)(—т а 7 + с + Ьк).  Отделяя мпимуго 
часть от действительной, имеем

где

U =

А'эф =  \l +  U + iV\,

с„со2Д„

Отсюда

V = 2д2’

(25.42)

Параметры виброзащитиой системы (Ь, с, су, к) должны быть 
выбраны так, чтобы выполнялось условие К зф >  1 на заданном диа
пазоне частоты о.

Устойчивость движений управляемой внброзащитной системы. 
Характеристическое уравнение системы в соответствии с уравне
нием движения (25.38) имеет вид

а о г3 4- а|Г2 + а2г 4  а з  =  0 ,

где ao — m, ai =  b +  km, а2 =  с + су +  bk, а3 =  с/с. Согласно критерию 
Гурвица для того чтобы система была устойчивой, должпы удовлет
воряться условия: а0 >  0, a i > 0 ,  а2 >  0, а 3 >  0, а|а2> а 0яз- Первые 
четыре неравенства удовлетворяются, так как все коэффициенты 
характеристического уравнения положительны. Пятое неравенство



дает условие
( Ь + к т )  (с + су + Ьк) >  т с к .

Для системы без демпфирования (Ь — 0) это условие получает 
вид с +  су >  с, т. е. для устойчивости движения необходимо иметь 
упругую прокладку с коэффициентом жесткости су.

Структурная схема управляемой внброзащптпои системы. Срав
нение управляемых виброзащитных систем по критерию эффектив
ности удобно выполнять по структурным схемам, составляемым в 
предположении, что система описывается линейными уравнениями 
движения и, следовательно, соотношение между выходом у и вхо
дом х  для всей системы в целом и для каждой ее части определяет
ся динамической передаточной функцией \У =  У/Х, где У и X — изо
бражения но Лапласу функций у и х. На структурной схеме к а ж 
дое преобразование величины х в у изображается прямоугольником 
с обозначением соответствующей динамической передаточной функ
ции. Суммирование входов (или выходов) обозначается знаком

Если какая-либо величина входит со знаком минус,

то прилегающая к пей часть обозначения заливается черным 

. Знаком обозначается ответвление какой-либо

величины.
Структурная схема электрогидравлической виброзащитной си

стемы (рис. 128, б) относится к простейшим схемам автоматиче
ского управления с одной обратной связью. В этой схеме входная 
величина х  суммируется (или вычитается) с управляющим воздей
ствием и преобразуется в выходную величину посредством той 
части системы, которая характеризуется динамической передаточ
ной функцией

1 ^  =  ^ ,  (25.43)

где У, X, Ху — изображения по Лапласу величин у, х, х Величина 
у  затем преобразуется в величину управляющего воздействия х у по
средством той части системы, которая характеризуется динамиче
ской передаточной функцией

^ 0 =  ^ .  (25.44)

Это преобразование называют обратной связью, так как управ
ляющее воздействие ху, зависящее от выходной величины у, возвра* 
щается на вход системы и суммируется (или вычитается) с вели
чиной х. Обратная связь называется положительной, если х  и х г 
суммируются, и отрицательной, если х и х у вычитаются.



Динамическая передаточная функция всей системы

УУ =  УТ  (25.45)

получается после подстановки в (25.45) изображения У из (25.44) 
и изображения X  из (25.43)

Х„/\У„ \У„
IV = ---------- ------------- = ______-___ . (25 46)(У + ^ п)/Жп 1 +

Знак минус относится к системам с положительной обратной 
связью, знак плюс — с отрицательной.

Произведение \У0\¥п может быть представлено в виде динами
ческой передаточной функции

которая может быть получена из системы, которая разомкнута в 
месте, указанном на рис. 128, б волнистыми линиями, причем вы
ходом является управляющее воздействие ху, а входом — сумма (или 
разность) Х  —  Х у .  На этом основании функцию \УР в теории автома
тического управления называют передаточной функцией разомкну
той системы, а функцию IV — передаточной функцией замкнутой  
системы.

Для рассматриваемой электрогидравлической виброзащитной си
стемы имеем

х =  Р {1) ,  Ху =  су( у - г ) ^ с у  ф.

Применяя преобразование Лапласа к уравнению (25.34), по
лучаем

(ш*2+Ьв + с ) У = Х - Х .
Отсюда

У 1

У

И'п =  : ■ ■■• (25.47)л л у тя +  ов с

Применяя преобразование Лапласа к уравнению (25.33), имеем 

5 У  =  к — з —, или «У =  — (к +  «).
С у  С у  С у

Отсюда

<25-48>

Динамическая передаточная функция по (25.46) имеет вид



или
W  = * - к

(S +  * )  ( 'П *2 +  bs  с )  - (-  Cys

После раскрытия скобок получаем выражепие, совпадающее с 
(25.39).

Для системы без управляющего воздействии \¥й =  и, следо
вательно, коэффициент эффективности виброзащиты с учетом 
(25.41) имеет вид

IV (/о>)
- Ч  + УУ0{1<й)]Уа (Ш)\.К *  — W (iw)

После подстановки выражений для (^„ (ш ) по (25.47) и VFo(úi)) 
по (25.48) с заменой s на т  получаем

К ,Ф = 1 +
( ш  +  к) ( —  т а )4 +  biu> -\- с)

После отделения действительной части от мнимой и определения 
модуля полученной комплексной величины приходим опять к вы
ражению (25.42).

ГЛАВА 26
ДИНАМИЧЕСКОЕ ГАШЕНИЕ КОЛЕБАНИИ

§ 88. Пружинный динамический гаситель колебаний

Пружинный динамический гаситель без трения. Простейший 
виброгаситель, предназначенный для гагпепня колебаний массы т ,  
вызываемых гармонической силой F  =  F0 sin coi, состоит из допол
нительной массы гпг, соединенной с основной массой т  посредством 
упругого элемента с коэффициентом жесткости сг (рис. 129, а).  Ко
эффициент жесткости упругого элемента, расположенного между 
основанием и массой гп, равен с. Перемещение у  массы т  отсчи
тывается от положения статического равновесия хх\ перемещение 
массы т г в относительном движении, равное у г — у , где у г — абсо
лютное ее перемещение, отсчитывается от положения статического 
равновесия х гх г.

Уравнения движения указанной двухмассной динамической мо
дели имеют вид

т у  =  F0 s i n ( ú t - c y  + c t (yT- у ) ,
/ \ (26.1)т гу г =  - c r (y r -  ij).

Установившиеся вынужденные колебания с частотой вынуждаю
щей силы описываются решением



Подставляя это решение в систему (26.1), получаем два уравне
ния с двумя неизвестными амплитудами А и А г:

(с +  сг — meo2) А  — сгА г =  Fq, 
—сгА +  (ст — т гы2) А г =  0. («6.2)

Отсюда

А  =  (сг — т ,-со2), А г =  сг, (26.3)

где Д — определитель, составленный из коэффициентов при А  и А г 
в системе уравнений (26.2):

А =  (с + сг — meo2) (с,—  т г со2) — с?.

При Д =  0 амплитуды А и А г стремятся к бесконечности (резо
нанс), что соответствует совпадению частоты вынуждающей силы

Рис. 129

<о с одной из собственных частот системы, которые находятся из 
частотного уравнения

(с +  с,- — т  со2) (сг — т г со2) — с? =  0. (26.4)

Если Д Ф 0, то из соотношений (26.3) можно найти такую ча
стоту о), при которой /4=0. Такое состояние системы называют 
антирезонансом, а соответствующую частоту со* антирезонапсной. 
В нашем случае

“ * =  l / ф

т. е. аитирезонапсная частота равна собственной частоте дополни
тельного осциллятора, состоящего из груза с массой т г и упругого 
элемента с коэффициентом жесткости сг.

Явление антирезонанса может быть использовано для виброга
шения. Д ля  этого достаточно подобрать массу mr и коэффициент



жесткости сг так, чтобы при заданной величине со удовлетворялось 
равенство

С" со. (26.5)

Для гашения крутильных колебапий в двухмассной системе с 
приведенными моментами инерции ]\, /г и приведенным коэффи
циентом жестЕсости с аналогично устанавливается дополнительный 
груз с моментом инерции /г на валу с коэффициентом жесткости, 
.равным сг (рис. 129, б). Величииы /г и сг подбираются по условию

=  со.

Виброгашегше по указанному принципу эффективно только для 
одной фиксированной частоты «ращения. У ж е сравнительно неболь
шое отступление от частоты, определяемой соотношением (26 .5 ) ,  
может привести не к уменьшению, а к увеличению амплитуды ко
лебаний. Кроме того, без виброгасителя была одна резонансная ча
стота, равная со =  Vс/т,  а с виброгасителем будут две резонансные 
частоты, получаемые из решения частотного уравнения (26.4), т. е. 
увеличивается вероятность возникновения резонансного режима.

§ 89. Ударные гасители колебаний

В ударных гасителях колебапий эффект виброзащиты основы
вается на рассеянии энергии при соударениях гасителя и защищае
мого объекта. Па рис. 130 показана схема виброзащитной системы 
с плавающим ударным гасителем 
колебаний, в котором гаситель в 
виде шара установлен свободно с 
зазором 2Д внутри полости, со
единенной с объектом. Уравнения 
движения этой системы при воз
буждении колебаний силой Р ^ )  
имеют вид

т у  =  Р  ( { ) -  с у -  Л,
(26.6)

т у с — К,
где у  — обобщенная координата 
объекта, уг — обобщенная коорди
ната гасителя, с — коэффициент жесткости, Л  — реакция на гаси
тель со стороны объекта.

Реакция Л при ударном взаимодействии гасителя и объекта вы 
ражается нелинейной функцией перемещения гасителя относитель
но объекта г =  уг — у. В первом приближении эту реакцию можно



считать линейно зависящей от г и г:

Я =  сГг + Ьгг.

Тогда второе уравнение системы (26.6) с учетом соотношения 
уг — х +  у можно представить в виде

т т г + Ьг 2 + сг2 =  т ту. (26.7)]

Линеаризация упругой составляющей реакции на гаситель. Гар
моническая линеаризация упругой составляющей реакции на гаси
тель, т. е. определение коэффициента сГ) основывается па разложе-

R z

! л
~A 0 A z -R^ 0 R0 &

-Л

a 6

Рис. 131

нии в ряд Фурье относительного перемещения z упругой составляю
щей реакции Й. На рис. 131, а показан график зависимости î î ( z ) ,  
а ва рис. 131, б — график обратной зависимости z(R )

z =  Asgnfii . (26.8)'
Реакция R  есть периодическая функция с периодом Т, равным 

времени между двумя ударами о верхний (или нижний)упор. В пер
вом приближении эту функцию можно считать гармонической с 
угловой частотой ш =  2n l'T :

ÎÎ =  /?о sin (ùt,

где По — амплитуда реакции R.
Отсюда

Ъ Я
z =  —  == — s inw i,  (26.9)

с т с г

Усеченный ряд  Фурье функции z(Æ) но (26.8) имеет вид 

z =  ао + fli cos <ùt + b 1 sin «£,



где а° = 2ÍT J Zú̂’ a' 1 = Z n ' \ 2C0Ŝrfl|),
О О

2Л

bt =  J  z s in  \}i rfij), а|) =  о){.
о

Вычисление коэффициентов а0, « i  и Ь\ при ъ =  A sgn f t  даст
/ Я  2  Л  -i

а » =  2?Г ( 1 Л ^  + J  — А ^  ]  =  О-
'О п

/ Я  2  Л  \

a t =  ( j" A cos а|> а?г|) -|- J — A cos o|i aty j =  О,
' о  л  /

1 i f  *г \b± — — I j A sin i|j cfy> -f- J  — A sin a|) dty I
ft Я  '

4Л_
п

Отсюда
^  s in  (of. (20.10)

Приравнивая значения z из (26.9) и (20.10), имеем

z0 =  — == — , или сг =  -7-р .  (20.11)0 сг л  4Д '  '

Линеаризация диссипативных сил. Гармоническая линеаризация 
диссипативных сил, т. е. определение коэффициента Ьг, основывает
ся на равенстве потери энергии при ударе работе эквивалентной
диссипативной силы brz за время гармонического колебания по за
кону z =  zosin(i)í. Потерю энергии при однократном ударе со ско
ростью z находим по теореме Карно:

Еу . -  mmv- z\1 ¿ т  - т е

где г — коэффициепт восстановления скорости при ударе. Припимая, 
что удары о верхний и нижний упоры происходят при максималь
ной относительной скорости z =  zoco, получаем

Е s  2Еу =  (1 -  г») zjo,*. (26.12)

Работа эквивалентной диссипативной силы bcz за период коле-« 
баний Т =  2л/(о:

2Jt/d>
Е с — [  Ъ^сЦ.

о s-



При z =  zo<o cos wi имеем
а л / и

Е г == &rz2tt2 j cos2 wt dt s  ji6rZoW. (26.13)
n

Приравнивая значения £  и £ г по (26.12) и (26.13), получаем

(1 — г2) тт..(£> . .
Ьг =  (26.14)л (ш + т с) v '

Определение амплитуд колебаний. Система уравнений движения
(26.6) с учетом (26.7) имеет вид

т у  + су  + brz + crz = F ( t ) ,  

mrz +  brz + crz =  mry.

Обозначая через У, Z, X изображения функций у, z, F ( t ) ,  по
лучаем ври нулевых начальных условиях:

ms2Y  + сУ +  brsZ + crZ =  X,

mts2Z + brsZ + ctZ — mrs2Y <= 0,
или

(m s2 +  c ) Y +  (brs + c r)Z — X,
—mr$2Y + (m vs2 + 6rs + cr)Z =  0 .

Отсюда
у  ___________________ ш /  + V + c r_________________

V (" V 2 + V  +  cr) (,nsi + c) + (6IS -i- cr)
m s 2

[ £  ___________________________ J________________________
(/nrs2 -Ь ¿„V +  Cr )  (m i2 +  c) +  ;/»,/ (¿>rs +  cf)

Следовательно, динамические передаточные функции:

w = y _  mrs2 + V  + cr

Х ( " 1У  +  V  +  с г )  +  с ) +  " 114' 2 ( V  +  £г )  *

=  ,
х ( т г4!г4-61,« +  сг)(/ш'2 + с) + т 1,4а (г)гб + с1,)

При гармоническом возбуждении силой .Г(£)= комп
лексные амплитуды колебаний А(1ш) и 2 о ( т )  можно определить 
через частотные передаточные функции

IV ( ш )  =  Шг  (ко) =  -±р- - «
о о



Имея в виду, что частотные передаточные функции получаются 
из динамических заменой в на ш , получаем

А ( т )  

20(г'со) =

т Г (¡(О)2 +  6Г (ко) +  Сг

[ т г (¡ю)2+  6Г1Ш +  сг ] [ т  (го>)2 +  с] +  т Г (¡<о)г (6г1'а> +  с,,)’ 

т Т ( ¡м )2

[ т г (¡ш )2 +  ¿ у ы  +  сг ] [ т  (¿со)2 +  с] +  т г ( /и )2 (*г 10> +  с г)

После раскрытия скобок получаем
с_ — т _ м 2 +  гЬг со „  — т гш2

А (ш )  =  Р 0 ’ 20 ^  =  0 Ах +  ¿Д2 ’

где Д) — (с — /им2) (сГ — т ги 2) — сгт гм 2, Д2 =  ¿ г® (с — т ш 2 — т гсо2). 
Отделяя действительную часть от мнимой, находим

/1 (го) =  и  +  ¿У, 20(йо)=С/1 + гУг,
где

1Т „  ( с г - т , , ( о 2) Д 1 +  А2Ьг<о Т7 . г  ЬгыАх - ^ ( сг ~ т У )

° А Н  А? ’ ° - А* + А*

и  _  *■ V  -  Р
Аи Л2 ’ * *  ~  0 Л* .8 А2 +  А2 ’ ‘  °А *  +  А5 

Отсюда амплитуды А  и го:

=  р  у ^ 1с г ~  "‘г“ 2) 2 +^ 1 / ^  - ; , +^  ■ . (20.15)

«0 =  ^ в т д £ = .  (26.16)\ л/ а» +  а|

Определение оптимальной настройки гасителя. Из (26.15) и
(26.16) следует, что при выполнении условия

сг =  т гсо2 (26 .17 )

между амплитудами Л и го имеется соотношение

Ьг
го т гы '

Подставляя значения го из (26.9) и Ьг из (26.14) с учетом
(26.11), получаем

д  _  4 А (1 — г2) т
Л2 ( т  4- Отг)

т. е. при г-*-1  амплитуда колебаний неограниченно уменьш ается .



Однако это заключение справедливо лишь при условии, что при 
определении эквивалентных коэффициентов жесткости сг и сопро
тивления Ьг можно пренебречь амплитудами гармоник с частотами 
выше основной ш.

Определение оптимальных параметров гасителя. Из условия
(26.17) оптимальной настройки гасителя после подстановки значе
ния сг из (20.11) получаем

- =  ni,,«2, или mrA = — (20. 18)  
4Д 4м

Пусть, например, вынуждающая сила F (t )  вызвана разгоном 
пли торможением вращающейся неуравновешенной массы т л , уста
новленной с эксцентриситетом в:

F ( t ) =  т Ае и 2.
Тогда из первого уравнепия системы (20.0) при малых у а У 

можно приближенно принять
По «  т лео)2, 

и соотношение (20.18) принимает вид

т г А — т Ае,

т. е. масса т е и зазор Д одинаково влияют ira настройку плаваю
щего гасители.



Ч А С Т Ь  Ч Е Т В Е Р Т А Я  

СИНТЕЗ МЕХАНИЗМОВ

Г Л А В А  27
ОБЩИЕ МЕТОДЫ СИНТЕЗА МЕХАНИЗМОВ

§ 90. Синтез механизмов ио методам оптимизации
с применением ЭВМ

Этапы синтеза механизмов. Проектирование любого механизма 
начинается с проектирования его схемы. Последующие расчеты на 
прочность, конструктивное оформление звеньев и кинематических 
пар, выбор материалов и другие этапы проектирования, как прави
ло, уже не могут существенно изменить основные свойства механиз
ма. Проектирование схемы механизма по заданным его свойствам 
называется синтезом механизма.

Принято различать два этапа синтеза механизма. Первый этап  — 
выбор структурной схемы — выполняется на основании структурно
го синтеза с использованием справочных данных по отдельным ви
дам механизмов. Второй этап — онределепие постоянных параметров 
выбранной схемы механизма по заданным его свойствам. Этот этап 
обычно начинается с кинематического синтеза, под которым пони
мается проектирование кинематической схемы механизма, т. е. опре
деление постоянных параметров кинематической схемы механизма 
но заданным его кинематическим свойствам. Если требуется учесть 
и динамические свойства механизма, то решается более общая з а 
дача динамического синтеза, иод которым понимается проектирова
ние кинематической схемы механизма с определением параметров , 
характеризующих распределение масс звеньев.

Входные н выходные параметры синтеза механизма. Для выпол
нения второго этапа синтеза механизма надо установить, какие по
стоянные параметры определяют схему механизма. К этим парамет
рам относятся длины звеньев, положения точек, описывающих з а 
данные траектории или имеющие заданные значения скоростей и 
ускорений, массы звеньев, моменты инерции и т. п. Часть этих па
раметров может быть задана, а другая часть определяется в про
цессе синтеза. Независимые между собой постоянные параметры 
схемы механизма называются параметрами синтеза механизма. Р а з 
личают входные и выходные параметры синтеза. Входные — у с т а 
навливаются заданием па синтез механизма, а выходные — опреде
ляются в процессе его синтеза.

Примеры определения числа параметров синтеза и их вида мо
гут быть очень разнообразными. Рассмотрим только два примера.



Один из ник относится к кинематическому синтезу, а другой — к 
динамическому синтезу. В нервом примере заданное кинематиче
ское свойство механизма состоит в том, что точка М на шатуне 
шарнирного четырехзвениика должна описывать траекторию (ша

тунную кривую), мало отличающую
ся от заданной кривой у =  у (х )  
(рис. 132). Выходными параметрами 
синтеза здесь могут быть постоянные 
параметры, которые входят в уравне
ние шатунной кривой. Максимальное 
число этих параметров равно девяти: 
а, Ь, с, (1, /с, 0, х л , у А, у. Все выход
ные параметры синтеза должны быть 
независимыми. Например, координа
ты точки I) зависят от координат 
точки А, расстояния д, и угла у и но 
входят поэтому в перечисленные вы
ше параметры.

Во втором примере динамическое 
свойство механизма состоит в ми

нимальном времени перемещения звена 1 (рис. 133) из одной 
позиции в другую, отстоящую на угол ф,, (задача на быстродейст
вие). Механизм приводится в движение от пружины, действующей 
па ползун 3. К геометрическим параметрам (г, I, е , хо) здесь добав
ляются параметры, определяющие динамические свойства мехаииз-

Рис. 132

ма (положения центров масс звепьев, массы и моменты инерции 
звеньев), а также параметры пружины.

Основные и дополнительные условия синтеза. Чтобы получить 
заданные свойства механизма, надо удовлетворить многим, часто 
противоречивым условиям, связанным с назначением механизма, его



эксплуатацией, технологией изготовления и т. п. Но из всех усло 
вий обычно можно выбрать одно основное условие. В первом при
мере это — получение заданной траектории; во втором примере — 
получение минимального времени перемещения звена 1  на задан 
ную величину.

Другие примеры основных условий: получение эаданпого закона 
движения какого-либо звена при равномерном движении начально
го звена, обеспечение минимального давления на стойку, воспроиз
ведение поступательного перемещения звена по криволинейной тра
ектории и т. п.

Все остальные условия (кроме основного) называются дополни
тельными. Например, ограничение длин звеньев, минимальные или 
заданные габариты, минимальный пес, ограничение углов давления, 
наличие одного или двух кривошипов и т. п. Дополнительные усло
вия в обоих видах синтеза (кинематическом и динамическом) мо
гут быть как кинематическими, так и динамическими, т. е. вид 
синтеза определяется основным условием.

Целевые функции. Основное условие обычно выражается в ви
де функции, экстремум которой определяет выходные параметры 
синтеза. Эту функцию назовем целевой (по другой терминологии — 
функция цели или критерий оптимизации).

В первом примере (см. рис. 132) целевая функция может быть 
представлена в виде максимального отклонения шатунной кривой 
точки М от заданной кривой

где ум — ордината шатуппой кривой точки М  при некотором значе
нии абсциссы х, у  — ордината заданной кривой при том же значе
нии абсциссы х.

Выразить целевую функцию (27.1) в явном виде через парамет
ры синтеза не удается. Однако можно указать  алгоритм ее вычис
ления, т. е. последовательность, в которой падо производить вычис
ления, чтобы получить величину Д,„а1 д л я  данной комбинации пара
метров синтеза.

Из ААВИ находим диагональ ВО шарнирного четырехзвеппика

Из А ВСЮ находим угол Ф, т. е. угол давления на коромысло СИ 
со стороны шатуна ВС, если считать, что сила, действующая на ко
ромысло, направлена по оси шатуна:

Атах УI (27.1)1

е = 1/а2 +  (I2 — 2ай соз ф

и угол наклона этой диагонали

(27.2)



и угол наклона ш атуна ВС  к стойке

а  =  а г с в т ^  соэФ^— б. (27 .4)

Из уравпепий проекции контура ОАВМО на координатные оси 
паходим искомые координаты точки И:

х м — х А +  асов(ф + 1 )+  к соэ(а  +  ̂+ ч),
Цм =  у А +  а бш (ф + ч) + к 8 т ( а  + р + ^). (27.5)

После вычисления координат х м и у м шатунной кривой находим 
ординату у из уравнения заданной кривой, принимая х =  х м, и вы
числяем модуль разности ординат шатунной кривой и заданной 
кривой:

А.=  \ум - у \ .

Максимальное значение Д, определяемое при различных углах 
Ф, и есть максимальное отклонение от заданной кривой, т. е. целе
вая  функция (27 .1 ) ,  являющаяся функцией искомых параметров 
синтеза.

Во втором примере целевая фупкция есть время поворота звена 
1  па угол фр из начальной позиции, определяемой углом фо (см. 
рис. 133). В этой позиции угловая скорость звена 1  равна пулю. 
В конце поворота скорость звена 1  может отличаться от нуля, т. е. 
допускается жесткий удар ползуна 3  об ограничитель*). Уравнение 
движения механизма в форме интеграла энергии при обобщенной 
х?оордипате ф имеет вид

]  М пскр =
о

где Я „  — момент приведенной пары сил и 7„ — приведенный момепт 
инерции.

Выполняя интегрирование, получаем
фр

" у Цм̂
Величина tp, к ак  целевая фупкция, есть фупкция выходных па

раметров синтеза, число которых значительно больше, чем в преды
дущем примере. В параметры синтеза войдут длины звеньев (г, I, е),  
параметры начальных положений (фо, #о), расстояния до центров

*) Чтобы уменьшить этот удар, надо выбрать конечное положение звена 1 
близким к крайнему.



масс ( Ias^ ^bs2)i массы звеньев (пги m2 , m3), моменты инерции звеньев 
(«Лв » «/sa) и параметры пружины.

В обоих примерах оптимальным значением целевой функции 
считается минимальное ее значение. Но могут быть случаи, когда 
оптимальным является максимальное значение целевой функции 
(например, если целевая функция есть к. н. д .) .

Целевая функция есть математическое выражение основного 
условия сиитеза. Если выделить одно основное условие синтеза за
труднительно, то составляют несколько целевых функций и ищут 
компромиссное решение, при котором все-таки отдается предпоч
тение одной из целевых функций.

Ограничения. Дополнительные условия синтеза при решении за
дач синтеза механизмов такж е должны быть представлены и мате
матической форме. Эти условия выражаются обычно неравенствами, 
устанавливающими допустимые области существования параметров 
синтеза. Поэтому целевая функция вычисляется только для тех 
комбинаций параметров синтеза, которые удовлетворяют дополни
тельным условиям синтеза, т. е. ограничениям.

В нервом примере выберем три ограничения.
Первое ограничение — ограничение на длины звеньев а, Ь, с и d. 

Для того чтобы в механизме не было слишком больших или слиш
ком малых длин звеньев, выбирают четыре положительных числа, 
удовлетворяющих условиям:

I1 < I 2 < I 3 < I * ,  r < m * (27-6)ч
Из этой четверки чиосл можно в любой комбинации выбрать 

длины звеньев, и во всех этих комбинациях ни одна из длин звеньев 
не будет превосходить другую более чем в т  раз.

Второе ограничение — механизм должен быть кривошинпо-ко- 
ромысловым, т. е. надо выполнить условие существования криво
шипа, согласно которому в кривошинно-коромысловом механизме 
кривошип есть наименьшее звено и, кроме того, сумма длин наи
меньшего и наибольшего звеньев меньше суммы двух других звеньев.

Отсюда следует, что к  условиям (27.6) добавляется еще одно 
условие

h +  h < l 2  +  h. (27.7)

Если выполнепы условия (27.6) и (27 .7) ,  то для получения 
кривошипно-коромыслового механизма надо принять

а =  h, '(27.8)

а остальные длины звеньев Ь, с и d можно выбрать в любом поряд
ке из чисел ¿2, Iз и ¿4-

Третье ограничение — угол давления на коромысло со стороны 
шатуна должен быть меньше допускаемого значения ■0HOn:



При сиптезе направляющих шарнирных механизмов обычно при
нимают Одоп =  45°—60°.

Значения угла  давления при различных <р подсчитываются по 
формуле (27.3) после выбора длин звеньев, удовлетворяющих усло
виям (27.6) — (27 .8) .  Если наибольшее значение угла давления не 
удовлетворяет условию (27.9), то должна быть выбрана новая 
комбинация а, Ь, с и d.

Во втором примере ограничение по углу давления па звено 1  
имеет вид

О =  arcsin * “ <т.+ Ф ) - . .1 п (Ф .  +  <Ц-г <

Ограничения па длины звеньев назначаются в виде допустимых 
интервалов в зависимости от конструкции звеньев, а ограничения 
на массы и моменты инерции получаются из этих интервалов, так 
как при определенной длине звена его масса или момент инерции 
могут быть конструктивно выполнены только в некоторых пределах. 
Ограничения на параметры пружины определяются условиями ее 
размещения.

Из приведенного примера видно, что, как правило, при динами
ческом синтезе ограничения более тесно связаны с конструктивны
ми формами звеньев, чем нри кинематическом сиптезе.

Методы оптимизации к синтезе механизмов с применением ЭВМ. 
Любая задача синтеза механизмов может быть сведена к задаче 
отыскания таких параметров синтеза, при которых выполняются 
принятые ограничения, а целевая функция имеет минимальное зна
чение. Если оптимальное значение целевой функции соответствует 
ее максимальному значению, то, используя обратные величины, 
всегда можно свести задачу отыскания максимума к задаче отыска
ния минимума.

При небольшом числе параметров синтеза условия минимума 
целевой функции могут быть получены на основании известных 
условий экстремума функции нескольких переменных. При боль
шом числе параметров эта задача аналитически не решается, и при
ходится прибегать к нахождению искомых параметров путем пере
бора (иногда случайного, иногда упорядоченного) различных ва
риантов механизма. Возможности такого перебора практически по
явились только после создания ЭВМ.

Условимся называть оптимизацией (в синтезе механизмов) опре
деление выходных параметров синтеза из условия минимума целе
вой функции при выполнении принятых ограничений*). При боль
шом числе параметров оптимизация всегда производится с приме
нением ЭВМ и сводится к методам поиска комбинаций параметров 
синтеза. Все, теперь уж е многочисленные, методы оптимизации мож-

*) Эта задача известна такж е под названием пелииейиого программиро- 
ваиим.



по свести в три группы: случайный поиск, направленный поиск и 
комбинированный поиск. Практическое применение каждого из этих 
методов поясним на примере решения задачи синтеза шарнирного 
четырехзвенника по заданной траектории точки шатуна.

Случайный поиск. Метод случайного поиска, называемый также 
методом Монте-Карло, основан на том, что при одном и том же 
числе испытаний вероятность получения решения, близкого к опти
мальному, при случайном поиске больше, чем при последователь
ном переборе через равные интервалы изменении отдельных пара
метров.

13 рассматриваемом примере решение задачи синтеза с приме
нением случайного поиска на ЭВМ выполняется в следующем 
порядке.

1. Произвольно выбираются выходные параметры синтеза из 
набора случайных чисел. Проверяются ограничения (27.6) — (27.9).

2. По значениям параметров синтеза, удовлетворяющих ограни
чениям, вычисляется целевая функция Дт»» (27 .1 ) ,  которая идет, 
в память ЭВМ вместо с соответствующими параметрами синтеза.

3. Выбираются другие случайные значения параметров синте
за, проверяются ограничения и вычисляется целевая фупкция Дта1. 
Если новое значение Дта* меньше полученного на предыдущем эта
пе, то оно идет в память машины вместе с соответствующими пара
метрами синтеза, а прежние значения сбрасываются.

Указанпые этапы повторяются до тех пор, пока Дта1 не станет 
равной допустимому значению или же практически перестанет 
уменьшаться.

Метод случайного поиска достаточно прост, позволяет обозреть 
всю область возможных значений параметров синтеза, но требует 
выполнения очень большого объема вычислений. Число просчиты
ваемых вариантов иногда достигает десятков и даж е сотен тысяч.

Направленный поиск. Несмотря на то, что современные ЭВМ 
позволяют сравнивать десятки и сотпи тысяч вариантов механиз
ма, все же следует стремиться к уменьшению трудоемкости вычис
лений с целью удешевления процесса проектирования механизма. 
Уменьшение трудоемкости вычислений может быть достигнуто пу
тем применения направленного поиска, т. е. такого поиска искомых 
параметров синтеза, при котором переход от одной комбинации па
раметров к другой происходит не случайно, а в направлении, соот
ветствующем уменьшению величины целевой функции. Многочис
ленные методы направленного поиска отличаются между собой спо
собами выбора направления, по которому следует переходить от 
одних значений параметров к другим. При решении задачи синтеза 
механизмов иногда достаточно применить самый простейший спо
соб, который дает следующую последовательность вычислений.

1. Как и при случайном поиске, произвольно выбирается первая 
комбинация искомых параметров (ац, ¿м, С1, . . . ) ,  проверяются огра-1 
качения и вы д ел яе тся  целевая функция.



2. Изменяется одни из параметров синтеза, например а =  а\, на 
малую величину Да. Оставляя все другие параметры неизменными, 
вычисляем целевую функцию при измененном значении параметра 
а| + Да. Если целевая функция Дта1 уменьшилась, то выбранное на
правление изменения параметра а — правильное, и в память маши
ны идут повые значения параметра а\ + Да и целевой функции Дтах. 
Если же Дтах увеличилось, то надо изменить знак приращения Да 
на обратный, т. е. вычислить Дтах при а 1 — Аа. Тогда Д,пах либо 
уменьшится, либо останется той же самой, если достигнут минимум 
но параметру а.

3. Последовательно изменяются все другие параметры. Правиль
ное направление изменения каждого параметра определяется так 
же, как и в и. 2 .

4. После того, как были измеиспы все параметры, вновь дается 
приращение какому-либо параметру (например, а ) ,  и эти измене
ния повторяются до тех пор, пока не будет достигнут минимум це
левой функции Дгаах.

Быстрее можно достигнуть искомого мипимума целевой функции, 
если есть возможность определять частные производные целевой 
функции по параметрам синтеза и по значениям этих производных 
находить направления, по которым функция убывает наиболее бы
стро (метод наискорейшего спуска и другие градиентные методы).

Штрафные функции- Проверку ограничений при направленном 
поиске можно совместить с вычислением целевой функции, если 
искать минимум функции

П
Е  =  Д т а х  - |- Ц Ри

где 5 — постоянный коэффициент, p̂  — штрафные функции (штра
фы), значения которых резко увеличиваются у  границ допускае
мой области изменения параметров синтеза.

Например, ограничение по углу давления 0  может быть выра
жено штрафной функцией

1
Р ~  1в(0дон/«) ‘

При 10=Фдоп штрафная функция и поэтому штраф за
приближение к границе допускаемых углов давления будет «оттал
кивать» от этой границы выбираемое направление измепепия пара
метров синтеза. Если шаг изменения параметров синтеза оказался 
настолько большим, что выбранная точка вышла из допускаемой 
области, то штрафная функция должна изменить свой знак. В рас
сматриваемом примере при 0 >'й'ДОа функция р становится отрица
тельной. Изменение знака функции р указывает на необходимость 
уменьшения шага.



По мере уменьшения Атах умепыпается и коэффициент ц так, 
чтобы в пределах точности вычислений совпали бы минимумы функ
ций Е и Дша1.

Локальный и глобальный мпннмумы. В общем случае целевая 
функция может иметь несколько минимумов, отличающихся по аб
солютной величине. Наименьший минимум в теории оптимизации 
принято называть глобальным минимумом, а все остальные мини
м у м ы — локальными. Па рис. 134, а показан график изменепия ве
личины / =  Дша1 как функции одпого параметра а. В точке 3  нахо
дится глобальный минимум, все остальные минимумы (2, 2, 4) — 
локальные. Если целевая функция зависит от многих параметров,

а

6 3

Рис. 134

то соотпетствеппо надо рассматривать мипимумы многомерной по
верхности. Локальный минимум такой поверхности имеет лишь 
«местное» значение (отсюда происходит термин — локальный мини
мум), и для отыскания глобального минимума надо просматривать 
всю многомерную область возможных комбинаций искомых пара
метров (отсюда происходит термин — глобальный мипимум).

Комбинированный поиск. Направленный поиск обычпо приводит 
к отысканию лишь локального минимума. Случайный поиск болео



подходит к  отысканию глобального минимума, так как при нем про
сматривается вся область изменения параметров. Однако он дает 
слишком большой объем вычислений, и поэтому применяют комби
нированные методы, при которых случайным поиском просматри
вают и сравнивают значения целевой функции в отдельных частях 
(районах) области изменения параметров, и затем направленным 
поиском находят локальные минимумы для тех частей области, где 
ожидается получение глобального минимума. При нахождении ло
кального минимума следует иметь в виду два возможных случая 
его расположения.

В первом случае оп располагается на дне «воронки», как пока
зано на рис. 134, б для функции параметров а и Ъ с линиями уров
ней /з> /2 >/|>/тю. Во втором случае он располагается па линии 
дна «оврага» (рис. 134, в). Достижение дна «оврага» д можно оши
бочно принять за достижение локального минимума при малом 
числе направлений, по которым проверяется абсолютная величина 
целевой функции. Для нахождения локального минимума иногда 
приходится длительное время идти по линии дна «оврага». Если 
требуется найти глобальный минимум, то обычно предпочитают пос
ле достижения линии дна «оврага» сразу переходить к отысканию 
другого локального минимума.

После достижения второго локального минимума (или дна «ов
рага») можно указать направление, где искать следующий локаль
ный минимум. Предположим, например, что для случая, показан
ного на рис. 134, а, поиск был начат из некоторой точки а =>«1 
(случайно выбранной). Направленный поиск даст тогда локальный 
минимум 1. Выбирая в достаточном удалении от точки а =  а\ дру
гую случайно выбранную точку а =  « 2, можно получить второй ло
кальный минимум 2. Третья точка а —аз выбирается на направле
нии линии, соединяющей локальные минимумы 1  и 2, и т. д.

Различные методы оптимизации с применением ЭВМ, рассмот
ренные па указанных примерах, в той жо последовательности могут 
быть использованы для любой другой задачи синтеза механизмов. 
Поэтому можно утверждать, что эти методы являются общими ме
тодами синтеза механизмов, а сама проблема синтеза механизмов 
перестала быть проблемой отыскания методов решения отдельных 
частных задач синтеза.

§ 91. Синтез механизмов по методу приближения функций

Постановка задачи приближенного синтеза механизмов по Че
бышеву. Методы оптимизации с ирименеиием ЭВМ дают практи
чески возможность решить любую задачу синтеза механизмов. Од
нако эти методы довольно трудоемки и, главное, пе позволяют ви
деть влияние отдельных параметров епптеза на качественные харак
теристики механизма. Другими словами, методы оптимизации дают 
количественное решение любой задачи синтеза механизмов, но но



дают, как правило, возможности производить качественный анализ 
ожидаемых решений. Таной анализ допускает метод синтеза меха
низмов, основанный на теории приближения функций.

Задача приближения функций состоит в том, что заданная функ
ция у — Р (х )  приближенно заменяется другой функцией у  — Р ( х ) ,  
мало от нее отличающейся (рис.
135). Функция у =  Р (х ) ,  называе
мая приближающей, содержит т  
постоянных параметров: ги г2, . . . ,  гт .
Например, при сиитезе шарнир
ного четырехзвенпика но заданной 
траектории точки шатуна у =  А’ (х) 
есть уравнение заданной траекто
рии, а у =  Р ( х ) — уравнение шатун
ной кривой, содержащей девять по
стоянных параметров.

Отклонение А приближающей 
функции от заданной, выражаемое, 
например, разностью ординат, является функцией аргумента х  и 
параметров приближающей функции

Д =  Д(х , г 1, г2, . . . ,  ги). (27.10)

Параметры приближающей функции в задачах синтеза механиз
мов совпадают с параметрами синтеза или с их комбинациями. 
В отличие от методов оптимизации, теория приближения функций 
дает возможность найти искомые значения выходных параметров 
синтеза не путем поиска, а непосредственно из системы уравнений, 
составляемой па основании условий минимума максимальной вели
чины отклонения (27.10).

Синтез механизмов по методу приближения функций называют 
также приближенным синтезом механизмов. Впервые этот метод 
был применен П. Л. Чебышевым *) .  Согласно Чебышеву задача 
приближенного синтеза механизмов может быть разделена на 
три этапа.

Первый этап — выбор основного условия синтеза и дополни
тельных ограничений. Этот этаы совпадает с рассмотренным в пре
дыдущем параграфе выбором целевой функции и ограничений. От
личие состоит лишь в том, что при оптимизации с применением 
ЭВМ можно вычислять значения целевой функции путем последова
тельных расчетов по отдельным формулам и соотношениям, вклю
чая даже решение системы уравнений. При решении ж е  задач син
теза механизмов по методу приближения функций обязательно на
до иметь аналитическое выражение отклонения от заданной функ
ции в явном или неявном виде.

*) Ч еб ы ш ев  П. Л. Теория механизмов, извествых под пазвапием па
раллелограммов.— СПб., 1853.

Рис. 135



Второй этап — упрощение аналитического выражепия основного 
условия синтеза в виде отклонения от заданной функции. Этот этап 
является  решающим для успешного применения метода приближе
ния функций. Дело в том, что математическая теория приближения 
функций разработана только для  сравнительно простых функций. 
При синтезе механизмов, как  правило, основное условие и, следова
тельно, отклонение от заданной функции имеет сложное аналити
ческое выражение.

Одпим из наиболее удобных способов упрощения аналитическо
го выражения отклонения от заданной функции в задачах синте
за механизмов является использование взвешенной разности (взве
шенного отклонения). Этот способ впервые был использовап 
П. J1. Чебышевым при решепии задачи синтеза механизма, направ
ляющего по дуге окружности, и впоследствии обобщен на другие 
задачи синтеза механизмов*).

Взвешенной разностью называется вырал?епие вида
A g =  q\,

где вес д — непрерывная функция аргумента х и параметров при
ближающей фупкции, не обращающаяся в нуль па рассматриваемом 
отрезке изменения аргумента х.

Если вес q незначительно отличается от постоянной величины, 
то условия минимума взвешенной разности почти совпадают с усло
виями минимума отклонения от заданной функции Д. В то же вре
мя, выбирая различные веса, удовлетворяющие указанному усло
вию, можно получить взвешенную разность очень простого вида и 
использовать ее в дальнейшем вместо отклонения Д.

Пусть, например, отклонение от задапной функции представлено 
иррациональной функцией

Д =  1/rix2 +  г2х +  Г3 — г4.

Эта функция мало удобна для вычисления пеизвестпых пара
метров п , гг, гз и г4 вследствие иррациональности фупкции.

13ыберем в качестве веса функцию

q =  V г ¡х2 +  г2х + г3 + г4.

При малой величине Д

Мг\Х2 +  Г2Х +  Гз «  г 4
и вес q «  2 г4.

Взвешенная разность при этом весе будет многочленом 

А, =  г хх% +  гйх + г 3 — г\.

*) JI е в и т с к  и й II. И. Сиптсз мехапизмов по Чебышеву.— М.: Изд-во 
АН СССР, 1946.



Вследствие того, что вес приблизительно постоянеп, условия ми
нимума взвешенной разности А, и отклонения от заданной функции 
А на заданном отрезке изменения х  почти совпадают. Следователь
но, совпадают приближенно и значения параметров ri, г2, гз и г4, 
при которых этот минимум достигается. Эти значения параметров 
находятся из условий минимума взвешенной разности, так  к ак  ео 
аналитическое выражение в виде многочлена проще, чем выраже
ние отклонения от заданной функции, а точность определения ис
комых параметров практически вполне достаточна.

Третий этап приближенного синтеза — вычисление параметров 
синтеза из условий минимума отклонения от заданной функции. 
Этот этап выполняется сравнительно просто, если получено простое 
аналитическое выражение для отклонения от заданной функции 
или для функции, заменяющей это отклонение (взвешенной разно
сти). Способ вычисления искомых параметров зависит от вида ис
пользуемого приближения функций.

Интерполирование. Простейшим видом приближения функций 
является интерполирование, при котором значения заданной функ
ции y — F (x)  и приближающей функции у =  Р (х )  на отрезке 
(хо, хт ) совпадают в к точках, называемых узлами интерполиро
вания (см. рис. 135).

Искомые параметры приближающей функции определяются из 
системы уравнений, выражающих равенство нулю отклонения в 
узлах интерполирования:

P(x\) =  F {x  i ) ,

P ( x 2) =  F ( x 2), (27.11)

P { x h) =  F (x k).

Система уравнений (27.11) получается лилейной, если прибли
жающая функция Р (х)  имеет вид

P (x)  =  Polo(x) +  p if i (*) + . . .  + pnfn(x), (27.12)

где ро, р 1, • • Рп — постоянные коэффициенты, в которые входят 
искомые параметры; /о(я), h(% ),  • • ]п(х) — линейно независи
мые*) непрерывные функции аргумента х, не содержащие неизве
стных параметров.

Этот вид функции Р(х)  называется обобщенным полиномом , так  
как из пего при частных предположениях относительно функций 
¡ ¡(х)  могут быть получены обычные полиномы (степенные мпого- 
члены), тригонометрические полиномы и т. п.

*) Функции называются линейно независимыми, если пи одна из них по 
является линейной комбинацией других.



Линейная система уравнений для определения неизвестных ко
эффициентов обобщенного полинома Р (х )  при к узлах интерполи
рования имеет вид

pofo(xi) +  pifi {х \) + . . .  + PnU (zi ) =  F ( x i ) ,
Pofo (^2).+ Plfl (x2) +  . . . + p„fn{X2) =  F(X2)t (27.13)

Pofo ( Xk) + Pif I (x*) +  . . .  + pnf„ (xk) =  F (xh) .

В синтезе механизмов по заданным значепиям скоростей и уско
рений и в некоторых других случаях требуется, чтобы в узлах ин
терполирования совпадали не только значения заданной и при
ближающей фупкций, но и их производные до г- го порядка 
включительно. Такие узлы называются узлами кратности г + 1 ,  
а соответствующий вид приближения функций получил название 
кратного интерполирования.  При кратном интерполировании, кроме 
уравнений (27.11), должны удовлетворяться уравнения следующе
го вида:

'Д<г> (*,)=■ 0, (27.14)

где А (г> (л:|)— значение производной r-го порядка от разности Д =  
=  F (x )  — P (x )  по аргументу х  при x — xt.

Киадратическое приближение функций. Недостаток интерполи
рования как метода приближения функций состоит в том, что меж
д у  узлами интерполирования отклонение от заданной функции мо
жет быть большим, так как  система уравнений (27.11) пе накла
дывает никаких условий на отклонение от заданной функции меж
ду  узлами. Этот недостаток в некоторой мере устранен при квадра
тическом приближении функций, которое основано па обращении в 
минимум среднего квадратического отклонения от заданной функции

/ ЛТП
j  [Р [х) — F  ( x ) f  dx

- и в -  r  ^ ------ J — ;----------(27.15)
Г m хо

где х 0, х т  — значения аргумента в начале и в конце отрезка при
ближения.

Среднее квадратическое отклонение становится минимальным, 
если обращается в минимум интеграл

хт
/ =  ] “ [Р (х) -  Р  (х)]Чх. (27.16)

*0

Если приближающая функция содержит п + 1 неизвестных ко
эффициентов ро, р \, рп, хо для определения минимума интеграла



7 падо приравнять нулю частные производные от I  по этим коэф
фициентам

£1 =  0, А =  0, 1, п. (27 .17 )
°Рк

Решив эту  систему гс+1 уравнений , найдем квадратическое при
ближение заданной функции, т. е. найдем такие значения коэффи
циентов приближающей функции, при которых среднее к в ад р ати 
ческое отклонение от заданной функции будет мало на заданном 
отрезке изменения аргумента х.

К ак  и при интерполировании, система уравнений д л я  определе
ния неизвестных коэффициентов рк получается линейной, если при
ближающая функция есть обобщенный полином (2 7 .1 2 ) ,  т. о. ин
теграл I имеет вид

хт

1  =  | 1Ро1о(х) +  Р1 / 1  ( * ) + . . .  +  Рп1п(?) — Р (х)]г <1х.

Выполпяя дифференцирование по всем коэффициентам рк, по
лучаем систему п +  1 уравнений (27 .17 ) в следующем виде:

хт

| 1Ро/о(х) +  Р ^ Л Х) + ••• +  Рп1п(х) — Р(х)]1ь(х)<1х =  0 , (27 .18 )
*0

1с =  0, 1, . . п.

Введем обозначения:
хтп

£к1 1=1 1̂к ==  ̂ /л (*̂ ) // (*̂ ) Д-, I =  0, 1( • • •) п* (27,19)
%

хт

Ук =  | Р (х) /й (х) йх, к — 0, 1, . . . ,  п . (27 .20 ) 
*«

С помощью этих обозначений системе (27 .18) можно придать вид:
СООРО +  С0\Р\ +  . . . +  СОпРп =  То.
С10Р0 +  сир! +  . . .  +  сыРп =  Чь (2 7 .2 1 )

Споро + СП\Р1 +  . . .  +  с„пр„ =

Реш ая эту  систему, находим искомые значения коэффициен
тов рк.

Иногда вместо интеграла I обращают в минимум сумму,

ГО
5  =  2  [Р  ( « 0  — ^  (*()]*. (27 .22 )

4=0



Тогда коэффициенты см и системы уравнений (27.21) должны 
вычисляться но формулам

ТП
См =  Сш =  2  /л (*«) /г (^ ) .  к, 1 =  0, 1, . . . ,  п, (27.23) 

1=0 
т

Та =  2  Р  (*») /а (^г). /с =  0, 1, . . . ,  п. (27.24)
г«=о

Наилучшес приближение функций. Квадратическое приближе
ние в среднем дает малое отклонение от заданной функции, но на 
отдельных участках отклонение может значительно отличаться от 
среднего значения. От этого недостатка избавлено наилучшее при
ближение функций, при котором максимальное отклонение от за
данной функции имеет минимально возможную величину (отсюда 
название этого метода приближения — наилучшее).

Условия наилучшего приближения впервые были указаны
II. Л. Чебышевым для некоторого класса приближающих функций.

Согласно этим условиям отклонение 
от заданной фупкции должно опре
деленное число раз достигать свое
го предельного значения Ь с после
довательно чередующимися знаками. 
Геометрически это приближение ха
рактеризуется тем, что график при
ближающей функции Р (х )  оказы
вается заключенным между кривы
ми, отстоящими от графика задан
ной функции Р (х )  на величину 
± Ь  (рис. 136 )* ) .  В этом случае 
приближение называется равномер
ным, так как  отклонение от задан

ной функции равномерно достигает своих предельных значении. 
Однако не всякое равномерное приближение оказывается наилуч- 
шим. Д ля того чтобы равномерное приближение было наилучшим, 
необходимо, чтобы число предельных отклонений было не меньше 
некоторого числа, зависящего от класса приближающей функции.

Например, если приближающая функция есть многочлен сте
пени /г, то число предельных отклонений должно быть равно п + 2.

В дальнейшем при вычислении неизвестных коэффициентов при
ближающей функции будем считать, что число предельных откло
нений па единицу больше числа неизвестпых коэффициентов.

Полученное при этом условии равномерное приближение в зада
че синтеза механизмов обычно является наилучшим.

*) На рис. 136 график заданной фупкции имеет болео простую форму по 
сравнению с графиком приближающей функция, что характерно для задач 
синтеза направляющих механизмов.



Пусть, например, приближающая функция есть обобщенный по
липом (27.12), содержащий га + 1 неизвестных коэффициентов рк. 
Число предельных отклонений Ь примем па едипицу большим чис
ла неизвестных коэффициентов. Тогда получим систему п +  2 ур а в 
нений, выражающих условие, что в точках предельных отклонений 
Хх имеем

Ро1о (ап) +  р\^(х1) + . . . +  рли \ х ,)  — ^  (хс) =  е'£, (27.25) 
I — 1, . . . ,  га + 2, е =  —1,

и систему га+ 2 уравнений, выражающих равенство пулю производ
ной отклонения от заданной функции по аргументу х  в точках пре
дельных отклонений:

Рой (*0  + Рхй (*;) + . . .  + Рп/п (х{) —  (я,) =  0, (27.26) 
¿ = 1 ,  . . . ,  га +  2,

где штрихами обозначены производные по х.
Общее число уравнений (27.25) и (27.26) равно 2га+ 4. Число 

пеизвестных также равно 2га+ 4 (р0, р\, . . . ,  рп, хо, х\, . . . ,  х п+2, Ь ) .  
Однако решение этой системы затруднительно, и поэтому прибе
гают обычно к методу последовательных приближений, заключаю
щемуся в том, что решаем только систему га +  2 уравнений (27 .25 ) ,  
считая, что зпачения аргумента Хх в точках предельных отклонений 
известны.

Выбрав пекоторуго комбинацию предполагаемых зпачепий точек 
предельного отклонения х, и определив неизвестные коэффициенты 
рк из системы уравнений (27.25), вычисляют отклонения от задап- 
ной фупкции. Если предельпые отклонения оказались не равными 
±£<, то падо выбрать новую комбипацию точек Хи Выбор этих точек 
производят так, чтобы в одной из них достигалось наибольшее по 
абсолютной величине значение отклонения, а во всех остальных — 
значения, возможно большие по абсолютной величипе. Кроме того, 
знаки отклонений в выбранных точках должны чередоваться. Д л я  
новых значений х 1 вычисляются коэффициенты рк, и процесс после
довательных приближений повторяют до тех пор, пока не будет  
достигнуто равенство предельных отклонений с последовательно че
редующимися знаками. Этот метод вычисления равномерного при
ближения называется также методом уравнивания отклонений.

Быстрота сходимости процесса уравнивания отклонений опреде
ляется удачным выбором системы точек х , в первом приближении. 
Если отклонение от яаданпой функции характеризуется разностью 
ординат, то рекомендуется выбирать точки предельных отклонений 
по формуле Чебышева*)

. * 0  Х ТП 7 г .  ж / п н  о *т\XI — ~2------- 1— ^ -----сое— , 1 =  0, 1, (27.27)

*) Эта формула получается па осповапии приближеппой замены откло
нения от задаииой функции стспепиым многочленом.



Несколько лучший результат дает формула *)’, которая учиты
вает не только число точек предельного отклонения и длину участ
ие приближения, но и в некоторой мере форму графика заданной 
функции

=  0 ,5 ^ 1 — сое . / = 0 , 1 , . . . / » ,  (27.28)

где в, — длина дуги  графика заданной функции, измеряемая от па- 
чала участка приближения до /-й точки предельного отклонения, 
в — длина дуги графика заданной функции на участке приближения.

Положение точек предельного отклонения при вычислении по 
формулам (27.27) и (27.28) достаточно определить с точностью до 
двух или трех значащих цифр, так как любая формула для выбора 
этих точек дает лишь приближенное их расположение. Поэтому 
определение длипы дуги х может быть выполнено графически пу
тем замены дуги в ломаной, состоящей из хорд, мало отличающихся 
от стягиваемых ими дуг.

Итак, если приближающая функция представлена в виде обоб
щенного полинома (27 .12), то при любом виде приближения можно 
найти искомые коэффициенты этой функции из системы линейных 
уравнений. В последующих параграфах метод приближения функ
ций будет применен к синтезу плоских и пространственных меха
низмов, включая и синтез гидравлических механизмов,

Г Л А В А  28
СИНТЕЗ МЕХАНИЗМОВ С НИЗШИМИ ПАРАМИ

§ 92. Синтез передаточных механизмов

Постановка задачи сингсза передаточного шарнирного четырех- 
звенника. Передаточным механизмом называется механизм для вос
произведения заданной функциональной зависимости между пере
мещения-ми звеньев, образующих кииематические пары со стой
кой. Для синтеза передаточного шарнирного четырехзвешшка 
(рис. 137, а) можно использовать как  метод оптимизации, так и 
метод приближения фупкций. В данной главе ограничимся изло
жением метода приближения функцпй, так как  метод оптимизации 
был пояснен в предыдущей главе на примере синтеза шарнирного 
четырехзвешшка для  воспроизведения заданной траектории.

Обозначим через ф входную координату, т. е. угол попорота вход
ного звена А В ,  отсчитываемый от линии начала отсчета /, и через

— выходную коордипату, т. е. угол поворота выходного звена СИ, 
отсчитываемый от начала отсчета II.

*) Л е в и т с к и й Н. И. К епвтезу шарнирных механизмов // Труды Ин
ститута машиповедения. Вып. 69,— М.: АН СССР, 1958.



Тогда заданная функция примет вид

г|) =  ф(ф)- (28 .1)

Шарнирный четырехзвенник может обеспечить точное воспро
изведение заданной функции (28.1) только в некоторых частных 
случаях. В общем же случае он воспроизводит некоторую другую 
функцию

г|)м =  ф«(ф, а, Ь, с, а ,  £1), (28 .2)

которая зависит от аргумента ф и от пяти параметров синтеза: отно
сительных длин звеньев а, Ь, с (за единицу принята длина стойки),

Рис. 137

и углов а  и определяющих пачала отсчетов углов ф и \|). Относи
тельные длины берутся потому, что при подобном изменении четы- 
рехуголышка Л В С Б  углы <р и ф но изменяются.

Для того чтобы механизм воснроизиодил задапную функцию до
статочно точно, следует выбрать такую комбинацию параметров син
теза, при которой функция (28.2) возможно мало отличается от з а 
данной функции (28.1) на рассматриваемом отрезке изменения 
аргумента от ф =  0 до ф =  фт . Условимся при этом измерять откло
нение от заданной функции величиной разности



где г|>„ — угол поворота авена СИ в механизме при некотором зна
чении угла ф; ^  — заданное значение угла поворота звена С/) при 
том же значении угла ср.

Аналитическое выражение разности А* можно получить, исполь
зуя  методы кинематического анализа, но для вычисления неизвест
ных параметров из условий приближения функций оно оказывается 
неудобным. Покажем, что можно найти более простое выражение в 
виде взвешенной разности

Д, =  дД*, (28.4)

которое при вычислении неизвестных параметров может заменить 
отклонение от заданной функции при условии, что вес д мало от
личается от постоянной величины.

Для того чтобы получить аналитическое выражение взвешенной 
разности Д„ представим себе, что в шарнирный четырехзвеиник 
введено дополнительное звено в виде ползуна, перемещающегося по 
оси шатуна (рис. 137, б). Полученный пятизвенный механизм имеет 
две степени свободы, т. е. двум звеньям этого механизма могут 
быть заданы независимые законы движения. Поэтому в отличие от 
шарнирного четырехзвенника в рассматриваемом механизме звенья 
А В  и СИ могут в каж дый момент времени запимать предписанные 
положения под заданными углами ср и \|з. Но при этом длина ша
туна, т. е. расстояние между центрами шарниров В  и С, будет пере
менной. Обозначим эту переменпую (фиктивную) длину шатуна в 
указанном пятизвенном механизме через 6Ф. Чем меньше отклоне
ние переменной длины 6Ф ог постоянной величины 6, тем меньше 
отклонение угла поворота звена СО в шарнирном четырехзвеннике 
от заданной величины гр. Следовательно, отклонение от заданной 
функции можно характеризовать разностью

А Ь =  6 - 6 Ф (28.5)

или взвешенной разностью
д, = б2 _  б|, (28.6)

полученной умножением разности Дь на сумму Ь + б*.
Если величина Д4 мала, то 6 + Ьф «  26 и

Д, »  26Д6. (28.7)

Чтобы установить связь между величинами Д6 и Д*, надо в ме
ханизме, показанном на рис. 137, б, закрепить звено АВ  и повер
нуть звено СИ на угол А* (рис. 137, в). Тогда центр шарнира С 
переместится в точку С\ по дуге окружности длиною сД^, а ползун 
но направляющей получит перемещение Аь — схс\. При малом угле 
поворота Д* фигура ССХС\ может быть принята за прямоугольный 
треугольник с углом Ф при вершине С\. Отсюда



Из соотношений (28.7) и (28.8) получаем приближенпую фор
мулу, устанавливающую связь между взвешенной разностью Д , и 
отклонением от заданной функции Дф:

Ч  Д<7 (28 .9)v 2 be cos О '  '

Угол О, т. е. угол давления на коромысло со стороны ш атуна, 
вычисляется по формуле (27.3). Из формулы (28.9) видно, что 
пользоваться величиной Д, вместо отклонения Дф недопустимо при 
значениях угла О, близких к 90°. Это условие, однако, не н аклады 
вает серьезных ограничений на применение взвешенной разности 
для вычисления искомых параметров, так как  при синтезе шарнир
ного четырехзвенника становится обязательным условие, чтобы угол 
давления был не больше í)„„n.

Для вывода аналитического выражепия взвешениой разиости 
находим величину Ь% как расстояние м еж ду  точками В и С:

Ь% =  \а cos (ф + а )  — 1 — с cos (г[> + р)]2 + [a sin (ф + а) — csin (гр + Р)]2.

Подставляя паидеппое значение в формулу (28.6) и раскры 
вая скобки, получаем

Д, =  Ь2 — а2 — с2 — 1 + 2а соэ(ф + а )  — 2с cos (-ф + ^) +
+ 2ас соз(ф 4- a)cos(ij) + (J) + 2ас эш(ф + a)sin(i|> 4- р ) ,

пли
Д, =  2ас  cos (ф +  а  — ij) — Р) +  2я cos (ф +  а ) —

— 2с cos(tJ) + р) +  Ь2 — а2 — с1 — 1. (28 .10)

Полученное выражение взвешенной разпости содержит п ять  
искомых параметров синтеза я, Ь, с, а ,  р. Их падо определить так ,  
чтобы взвешенная разность была мала на заданном интервале из
менения угла ф. С этой целыо представим кзвешенпую разность п 
виде разиости двух функций, одна из которых не должна содержать 
искомых параметров синтеза:

Д, =  Р (ф )-/ Ч ф ) .  (28 .11)

Функцию /'’ (ф), не содержащую параметров синтеза, можно счи
тать заданной функцией, а функцию Р(<р) — приближающей, хотя  
падо помнить, что функции /*’ (ф) в общем случае не совпадает с 
заданной функцией \|) =  1|)(ф) и Р(ф) не совпадает с =  я|)м(ф). С у 
щественно лишь то, что, определив параметры синтеза из условий 
приближения функций ^(ф) и Р(ф), мы получаем малые величины 
взвешенной разиости, а следовательно, и отклонения Дф.

Можно также представлять взвешенную разность в виде произ
ведения разности (28.11) па постоянный коэффициент Л, зависящий



только от параметров синтеза:
А, =  Л [Р (ф ) - ^ (ф ) ] ,  (28.12);

так  как условия минимума функций (28.11) и (28.12) совпадают.
Выбор функций F(q>) и Р ( ср) для одной и той же взвешенной 

разности зависит в первую очередь от числа вычисляемых пара
метров синтеза.

Вычисление трех параметров синтеза. Пусть, например, в рас
сматриваемой задаче синтеза передаточного шарнирного четырех- 
звенника требуется вычислить три параметра а, Ъ и с. В этом случае 
углы а и р  считаются заданными.

Выражение (28.10) можно преобразовать к виду (28.12), при
няв, что приближающая функция Р(<р) есть обобщенный полином 
.(27.12), состоящий из трех членов:

A« =  Л [ро/о(ф) + Pi/i (ф)+ />2/2 (ф); — F  (ф)], (28.13)
где

F  (ф) =  cos (ф + а  — if» — ß ) ,
/о(ф) =  соз(ф + а ) ,  /2Я Ш
/|(<р)-со8(1|> + р),
/а(ф )=1;

А  =  — 2ас, ро =  — l/c, pi =  1/а,
1.2 I 2 I 2 , А

±а2аГ - (2 8 Л 5 >

При интерполировании коэффициенты р о ,  р\  и рг вычисляются 
из системы трех линейных уравнений (27.13)

Po cos (ф1 + а )  + pi cos (ij)i + ß) + =  cos (ф! + а  — ^í — Р),
PO COS (ф2 + а ) +  Pi COS (д|>2 + ß) + P2 — COS (ф2 + а  — lt>2 — ß), (28.16)
Росов(фз + а )  + Pi cos(\|>3 + ß)+  P2 =  С0 8 (фз + а  — г^з— ß),

где ф1, ф2, фз, 'te» Фз — значения углов ф и ^ в узлах интерполи
рования.

При квадратическом приближении на отрезке 0, фт коэффициен
ты ро, pi и р2 вычисляются из системы линейных уравнений (27.21):

Сооро +  CoiPl +  С02Р2 =  Чо,
стро + спр, +Ci2P2 =  Tfi, (28.17):
С20Р0 + С21Р1 + С22Р2 =  42,

где
fm

Chi =  Cl h =  j  /а (ф ) f l  (ф) d(p, /с, 1 =  1 , 2 , 3 ,
О

Vm
Т/. =  J 1 F  (ф ) U  (ф) ¿ф , к  =  1 , 2 ,  3 .



При равномерном приближении коэффициенты ро, Ри Pi и м акси 
мальная величина взвешенной разности L  вычисляются из системы 
линейных уравнений (27.25):

При любом виде приближения функций искомые параметры сип- 
теэа определяются по формулам, которые получаются из системы 
уравнений (28 .15):

Затем подсчитываются отклонения от задапной фупкции по 
приближенной формуле (28.9). Прп вычислении равномерного при
ближения, если модули предельных отклонений оказались но р а в 
ными между собой, процесс уравнивания отклоиепий повторяется 
при других положепиях точек предельных отклонений, как  было 
указано в предыдущей главе. Заметим, однако, что наилучшее при
ближение получается только при вычислении максимального числа 
параметров синтеза, т. е. в рассматриваемом примере при вычисле
нии пяти параметров. Поэтому при вычислении трех и четырех п а 
раметров обычпо применяется квадратичное приближение.

Вычисление четырех параметров синтеза. Пусть, например, тре
буется вычислить параметры а, Ь, с и Тогда выражение взве
шенной разности может быть представлено в следующем виде:
А, =  А [polо(ф) + Р\1\ (ф) + РгЫф)  +  />з /з ( ф )  +  Р * А ( ф ) ~  ^( ф )] ,  (28 .19)’

Пять коэффициентов ро, рь . . . . ,  р\ содержат четыре неизвест
ных параметра. Поэтому только четыре коэффициента могут бы ть  
независимыми, а пятый должеп быть их комбинацией. В рассмат
риваемом случае

с — —Про, а — 1/pi, b =  У а 2 +  с2 + 1 — 2 аср2.

где
А — —2ас cos р, ро =  — tg р,

e e o s f i’ Р"1 а ’ (28.20)

/г (ф) =  соз(ф +  a  — \f>), /о(ф) =  s i n ^  +  а  — ф),  

/|(ф) =  С08(ф +  а ) ,  /2 (ф) =  cos г|5,
/з(ф) =  sin г|>, /4 ( ф ) = 1 .

(28.21)



Для вычисления коэффициентов рк, при которых достигается ми
нимум среднеквадратического значения взвешеппой разности, надо 
составить систему уравнений (27.17), выполняя дифференцирование 
по коэффициентам ро, р {, рг и р4. Эта система уравнений оказывает
ся громоздкой из-за дополнительной зависимости между коэффици
ентами (28.22). Болес простой, хотя и приближенной, получается 
система уравнений (27 .21 ) ,  которая составляется в предположении, 
что все коэффициенты рк независимы. При малых значениях откло
нения от заданной функции получаемое решение близко к решению, 
соответствующему квадратическому приближению*). Из пяти урав
нений системы (27 .21) надо взять только четыре — соответственно 
числу вычисляемых параметров (например, первые четыре уравне
ния) и вместо коэффициента рз подставить его значение из соот
ношения (28.22).

Тогда система уравнений (27.21) принимает вид

где ск 1 =  сц, и Чи подсчитываются по формулам (27.19) и (27.20) или
(27.23) и (27.24), которые в данной случае имеют вид

Перенесем члены, содержащие роГ2 , в правые части уравнений
(28.23) и решим полученную систему уравнений как линейную от
носительно ро, Р i, Рг и р\.

Тогда получим

где к i, к2, • • к» — известпые коэффициенты, зависящие от ск, и 
Из уравнения (28.24) имеем

*) Л о в и т е  к  и й  Н.  И., С а р к и с я п  10. Л. ОС особсипостях способа 
Л агранж а в синтезе механизмов Ц Анализ и синтез механизмов.— М.: Н аука, 
1970.

Сооро +  C o i P l  +  C02P2 +  С03Р0Р2 +  C o i P i  — 40, 

CiOPO +  C l l P l  +  Ci2/>2 +  Ci3/>oP2 +  C|4p 4 =  f l ,  

C20P 0 +  C 2 i p i  +  C22P 2 +  C23f>0P2 +  C24p 4 =  42, 

СЗОРО +  C31/>| +  C32/>2 +  С33Р0Р2 +  C34p 4 =  ЧЗ,

(28.23)

m m
Cía =  cl k =  2  fh (Ф0 fi (Ф0. Vk =  2  F  (ф{) fk (фО.

к =  0, . . . ,  3, l =  0, . . . ,  4.

Ро =  /с, +  к 2рар2, 

р\ =  кз +  к ьрорг, 

!>2 =  h  +  к&р 0р 2, 

/>4 =  h  +  к ар о р 2,

(28.24)
(28.25)¡
(28.26); 
(28.27)¡

(28.28)



Подставляя это значение ро в уравнение (28 .26), получаем к вад 
ратное уравнение для определения коэффициента р2:

к2р\ -Ь (^в^1 — 6̂̂ -2 — Рч +  "̂5 =  (28.29)
После определения коэффициента р2 находится коэффициент ро 

из уравнения (28.28). и коэффициенты р\ и р4 из уравнений (28 .25) 
и (28.27), затем — искомые параметры синтеза из соотношений
(28.20):

* г Р = - Р о »  с =  — Р1сЬвр'* (28.30)

(28.31)

а — 1/рг, Ъ — На2 + с2 + 1 — 2асрь cos р.

Вычисления пяти параметров синтеза. При вычислении пяти па
раметров а, Ь, с, а  и р взвешенную разность (28.10) можно пред
ставить в виде

Л* =  2  [pojo (ф) +  pifi (ср) +  . . .  +  />б/б(ф)},
где

рй =  a co sa ,  Р\ — — a s i n a ,  р 2 =  — ccosp,

р 3 =  с sin р, р4 =  y  (Ь2 — аг — сг — 1),

рь =  ас (cos a  eos ¡i + sin a  sin P), 
p6 =  — ас (sin a  cosp — cos a  sin P);

/о(ф).=  COS ф, /l (ф) ~  S in  ф, / 2  (ф) ^  COS \|5f 

j3 (q) =  sia\p, /<(ф)= 1, (28.32)
/ 5 ( ф )  =  С 0 8 ( ф - 1 | ! ) ,  / б (ф )  =  в ш ( ф  — ф ) .

Коэффициенты (28.31) евлзаиы соотношениями

Рь = -р й р 2 -р \ р з ,  (28.33)
Рч = — P¡P2 + pof3■ (28.34)

Вычисление наилучшего приближения выполним по методу 
уравнивания отклонений, принимая число точек предельных откло
нений равным 6. Положения этих точек выбираем но формуле 
(27.27), которая в данном случае имеет вид

(Vm ¿Л i г\ л г
Ф( — ~2------- ¡Г IT’ J =  0 , 1 ,

Эта формула дает хороший результат для тех участков заданной 
функции, на которых производная по углу ср мало отличается от 0. 
В других случаях лучше применить формулу (27.28).

После выбора точек предельных отклонений составляем систему 
шести уравнений (27.25) для вычисления коэффициентов ро, . . . ,  р\



и предельного отклонения

Ро/о (Ф<) + Р1/1 (ф|) + • • • + Ро/б (ф|) =  е1 у .  (28.35)

где е = —1, I =  0, 1, . . 5 .
Решая эту систему как линейную относительно рг, рз, Р4, Р5, ре 

и Ь, получим значения этих неизвестных, выраженные через ро и р(:-

рг =  к {ра +  к2ри Рз =  кзРо +  к4р1,
р 4 =  к 5р0 + к 6р и рь —к7р0 + к в р и . (28.36)'
Рб =  кдр0 + кюр1, Ь =  к ц р 0 + /С12Р1.

Введем обозначение р\1рй =  %. Тогда из первых двух уравнений 
системы (28.36) получаем

Рг * !  +  * ,1 (28.67)

Четвертое и пятое уравнения этой системы с учетом соотноще* 
пий (28.33) и (28.34) дают равенство:

РрР-1 +  Р1Рз _ У о  +  к*р1 

Р ^ - Р о Р з
(28.38)

Разделив числитель и зпаменатель левой части уравнения 
(28.38) на рорг, а правой части на ро, получаем после подстановки 
отношения рг/рз из уравнения (28.37):

1 + Ч + ^  к1 + кй1

Относительно Ъ, данное выражение представляет собой кубиче
ское уравнение, решив которое, получаем или одно, или три дей
ствительных значения для |. Затем находим коэффициенты р2 и рз 
из системы уравнений, составленной из четвертого и пятого урав
нений (28.36) после подстановки р$ и ре из соотношений (28.33) и 
(28.34) и деления всех членов уравнений на величину ро:

—рг -  Ърз =  к7 +  к&,
— 1Р 2 +  Р з  =  +  / с т £ .

Далее из первых двух уравнений системы (28.36) находим ра 
и р 1 и, накопец, из третьего и шестого уравнений находим коэф
фициент р4 и предельное отклонение Ь. I

После вычисления коэффициентов ро, р 1, рг, рз, Рк искомые паи



раметры сиптеза находятся из соотношений (28.31): 
tg а  = —р\1ро, а =  — а,

Р = -Рз/Р2 , с  =  /Ог/йт р,
Ь2 — 2р\ + а2 + с2 + 1.

Затем подсчитываются отклонения от заданной функции по при
ближенной формуле (28.9), п в случае необходимости процесс 
уравнивания отклонений повторяется при других положениях точек 
предельных отклонений, как было указано в предыдущей главе . 
Одпако обычпо такой необходимости пет.

Аналогично рассмотренной задаче сиптеза шарнирного четырех- 
звешшка решаются задачи синтеза всех других плоских четырех
звенных механизмов. Для каждого механизма можно получить ана
литическое выражение взве
шенной разности и далее 
искать неизвестные коэф
фициенты приближающей 
функции из условий прибли
жения функций. Поскольку 
эти вычисления однотипны, 
рассматривать их не будем, 
а перейдем к решению за
дач сиптеза пространствен
ных механизмов.

Синтез пространственно
го передаточного четырех- 
зненнпка. В качестве при
мера решим задачу синтеза 
пространственного четырех- 
звешшка с двумя враща
тельными и двумя сфериче
скими парами при угле скрещивания осей вращения звеньев АВ  и 
СИ, равном 90° (рис. 138). Ось г  направлена по оси вращательной 
пары коромысла СБ.  Начало координат примем в точке Б  — осно
вании перпендикуляра, опущенного из центра сферической пары С 
на ось г. Ось у  направлена перпендикулярно плоскости вращения 
кривошипа АВ. Требуется по заданной функции ф = г)’ (ф), где ф 
и г|з — углы поворота звеньев А В и СИ, найти относительные дли
ны звеньев и размеры, определяющие расположения осей враще
ния звеньев: г, I, (1, а, Ь (за единицу принята длипа звена СТ>).

Взвешенную разность выбираем так же, как и в плоском ш ар
нирном четырехзвеннике:

Д, = — 4 .  (28.39)

Велпчипа /| находится по зиачепиям координат точек В  и С:

1ф =  (ХВ —  Х с ?  +  {Уп —  У с ?  +  (гв —  2С)2,

Гис. 138



где
хв =  а + г cos ф, у  в — —d, zB =  b — г  sin ф,

Хс — cos ф, у с  =  sin \|i, zc =  0.
Подставим значения координат точек В а  С в выражение для 

/| и раскроем скобки:
= а2 +  г2 cos2 ф +  cos2 ф + 2ar  cos ф — 2a cos г|) — 2г  cos ф cos г]; +

+  d~ +  sin2 ф-j- 2d sin ■ф +  b2 -f- r 2 sin2 ф — 2br sin ф.

Взвешенная разность (28.39) получает вид 
А, = 2a cos ф — 2d sin ф — 2ar cos ф + 2br sin ф +

+ 2г cos ф cos ф — а2 — г2 — d2 — b2 — 1 + l2t
или

A q =  A  [/?о/о(ф) +  P i/i (ф ) +  P2Í2 (ф) +  Рз/з (ф ) +  P i h (ф ) -  ^ (ф )  ] ,
где

А =  —2а, р0 -  d/a, р i = г, р2 = —Ьг/а,
г _ a2 + r2 + fi2 + b2 + i _ / 2_ (28.40)
a'  P i ~  2а

F ( ф ) =  cos  ф, /о(ф)=- sin Ч>. /i (ф) “  cos ф, (28 41) 
/2 ( ф ) = 8 т ф ,  /з(ф) =  cos ф cos ф, /4 ( ф ) = 1 .

Неизвестные коэффициенты (28.40) при любом виде приближе
ния определяются из системы линейных уравнений, так как взве
шенная разность представляет собой обобщенный полином.

После определения коэффициентов ро, pi, . . . ,  р4 находим иско
мые параметры синтеза из соотношений (28.40):

г  — р\, а =  — г/р3, d — роа, b =  - а р 21г,

Рз — — а > Pt

I — í a 2 + г2 + d2 + b2 + 1 — 2 арц.

Как видпо, задача синтеза пространственного чстырехзвеппика 
по пяти параметрам в данном случае оказалась проще, чем соот
ветствующая задача синтеза плоского шарнирного чегырехзвен- 
ника.

§ 93. Синтез механизмов по положениям звеньев

Синтез шарнирного чстырехзвеппика по положениям шатуна. 
Задача синтеза рычажных механизмов по положениям звеньев мо- 
гкет быть решена аналитически по методу интерполировании. Ча
ще, однако, используются графические построения, которые позво
ляют быстро обозреть все варианты механизма. После выбора ва
рианта можно уточнить параметры синтеза по формулам, которые 
выводятся пз этих построений.



Пусть, папример, требуется найти длины звеньев шарнирного 
четырехзвешшка ABCD, если шатун ВС связан со столом Т, кото
рый должен иметь возможность занимать два положения, повер
нутые одно относительно другого па 180° (рис. \39). Механизм 
подобного типа применяется в фор
мовочной машине*).

Выберем произвольное располо
жение шарниров fi и С на столе Т.
Тогда получим два заданных поло
жения шатуна В\С\ и В 4С4 . Точки 
В\ и В 2 должны лежать на окруж
ности с центром в искомой точке А.
Этот центр лежит па прямой аа, 
проведенной перпендикулярно от
резку В \B*i через его середину. Ана
логично центр D лежит па прямой 
dd,  проведенной перпендикулярно 
отрезку С\С2 через его середину.
Выбирая положения центров А и D 
в различных точках прямых аа и dd, получаем различные вари
анты механизма, из которых выбирается наиболее полно удовлет
воряющий дополнительным условиям.

Если заданы три положения шатуна В\С\, В 2С2 и fî3C3, то 
центр вращения А звена А В  находится как центр окружности, про
ходящей через точки П\, В 2 и В$, а центр вращения D звена CD —

как центр окружности, 
проходящей через точки 
Ci, С2 и Сз. Решение этой 
задачи такж е выполняет
ся обычно графическим 
путем.

Синтез шарнирного чс- 
тмрехзпепника по трем 
положениям вращающих
ся звеньев. Пусть, напри
мер, в механизме шар
нирного четырехзвешшка 
A BCD заданы длины 1Ап 
и Iad, углы  поворота <pi, 

<Р2 и фз звена АВ и соответствующие им углы поворота \|ii, г|)2 и грз 
звена CD, измеряемые от линии стойки до отрезков F\D, F2D и 
F 3D (рис. 140). Требуется определить длины l o c , Ico и постоянный 
угол CDF. Для определения этих величин находим положение 
центра шарнира С па плоскости, связаипой с положением отрезка 
F\D, путем обращения движения относительно звена CD. В обра-

*) К о ж е в н и к о в  С. II. М еханизмы.— 3-е изд.— М .: Машиностроение, 
1905,— С. 120.



щепном движении центр шарнира В  запимает положения В\, В 2  

и В 3. Точка В .2 находится на пересечении линии, проведенной из 
точки D под углом ifi — грг к линии B 2D, с окружностью радиусом 
B 2D. Точка В з находится на пересечении линии, проведенной из 
точки D под углом гр! — к линии B 3D, с окружностью радиусом 
B$D. Искомое положение центра шарнира С в положении механиз
ма, определяемом углами ф1 и г|л, т. е. положение точки Cj, нахо
дится как центр окружности, проходящей через точки В\, В 2 и В а, 
Этот центр лежит на пересечении линий т т  и пп,  проведенных
соответственно через середины отрезков В гВ 2 и В 2 В 3, перпенди
кулярно их направлениям. На рис. 140 контурными линиями по
казаны положения подвижных звепьев в первом положении меха
низма. Отсюда находятся искомые длины в масштабе построения, 
а также постоянный угол CDF.

Синтез шарнирного четырсхзвенннка по коэффициенту измене
ния средней скорости коромысла. При синтезе шарнирного четы- 
рехзвенника по двум соответствующим положениям вращающихся 
эвеньев чаще всего одно из звеньев должно быть кривошипом, 
а другое — коромыслом, причем заданными положениями коромыс
ла являются его крайние положения, т. е. положепия, из которых 
оно может двигаться только в одном направлении. Покажем, как 
можно с помощью графических построений учесть эти дополни
тельные условия. Предварительно установим соотношения, опреде
ляющие механизм в крайних положениях.

На рис. 141 показан кривошипно-коромысловый шарнирный че- 
тырехзвенник ABCD в двух крайних положениях коромысла. Эти

положения получаются при 
С' с "  условии, что отрезки, изо

бражающие кривошип АВ и 
шатун ВС, располагаются 
на одной прямой линии. 
Положение А В" С" называ
ется внешним , а положение 
А В'С' — внутренним.  Коро
мысло CD при переходе из 
одного крайнего положения 
в другое поворачивается на 

Рис. 141 один и тот же угол размаха
'IWt а кривошип АВ — на 

разные углы фр (рабочий ход) и ф, (холостой ход). Поэтому при 
постоянной скорости вращения кривошипа время перехода из од
ного крайнего положения в другое оказывается различным. Со
ответственно различной оказывается и средняя угловая скорость 
коромысла. Отношение средних скоростей выходного звена за вре
мя движения в прямом и обратном направлениях называют ко 
эффициентом и зм ен ени я  с р е д н е й  скорости выходного зв ена .



Пусть, например, прямой ход совпадает с рабочим, а обрат
ный — с холостым, причем продолжительность рабочего хода боль
ше, чем холостого. Тогда коэффициент изменения средней скоро
сти выходного звена (коромысла) при постоянной скорости вра
щения кривошипа равен отношению угла срр к  углу фх:

(28.42)

где 0 — угол между совпадающими направлениями шатуна и кри
вошипа при крайних положениях коромысла. При заданном зна
чении коэффициента К  угол 0 находится по формуле

0 =  £ ^ я .  (28.43)

Решение задачи синтеза начинаем с построения крайпих поло
жений коромысла С'И и С "£>, считая заданными угол размаха ко
ромысла и его длину с  (рис. 142). На отрезке С'С" ,  как на хорде,

строим окружность т,  вмещающую вписанный угол 0, найденный 
по (28.2). Центр этой окружности находится на пересечении бис
сектрисы угла гртах с линией, проведенной через точку С' (или С " )  
под углом 0 к указанной биссектрисе. Основное условие синтеза, 
т. е. получение заданного угла 0, а следовательно, и коэффициен
та К , будет выполнено, если центр вращения кривошипа А вы
брать на окружности т.



Обозначим расстояния от цептра А до точек С' и С" соответ
ственно через V и I " . Тогда длина кривошипа а -и длина шатуна b 
определяются из соотношений Ъ + а = 1 "  и b — a = V. Отсюда по
лучаем

Ъ =  0 ,5 (Г + /") и я = 0,5 (/" — V). (28.44)
Для получения благоприятных значений угла давления # надо 

учесть, что экстремумы этого угла и дополнительного к нему угла
передачи ¡л = 90° — О достига
ются в положениях, когда 
центр шарнира В  располага
ется на линии стойки AD 
(рис. 143). В рассматриваемой 
задаче синтеза приближенно 
считают, что экстремумы угла 
давления (или угла передачи) 
получаются в крайних положе
ниях, и выбирают центр А па 
пересечении окружности т. с 
линией, проведенной под уг
лом |_1дпп = 90° — д̂оп к отрез
ку С " D из точки С" (при

i]W > 0 ) или к отрезку C'D из точки С' (при г|)1Пах< 0 ) . При таком 
способе выбора цептра А угол давления на учавткс рабочего хода 
всегда меньше допускаемого. На участке холостого хода угол дав
ления будет немного больше допускаемого. Однако холостой ход 
менее нагружен, и небольшое отступление от 0 ДОП допустимо.

Расстояния V и I" при таком выборе центра А находятся из 
равнобедренных треугольников АОС  и АОС":

V = 2r s in (0 Hon — 0,5\|w), l"  = 2rsin(fl'a„n -  0,5t|w + 0),
где г — радиус окружности т, определяемый из А ОС'С" по из
вестной длине коромысла с: г  — с  sin 0,5^mrix/sin 0.

Длина кривошипа а и длина шатуна Ь находятся из соотноше
ний (28.44), а длина стойки d  — из &ADC":

d  =  V(а + Ь) 2 + с 2 — 2 с (а  + 6)siu йдип. (28.45)

Аналогично решаются задачи синтеза по положениям зпепг.еп 
для кривотиппо-ползунного, кулисного и других типов четырех- 
звепных плоских механизмов. Некоторые особенности возникают 
лишь при решении задач синтеза пространственных рычажных ме
ханизмов.

Синтез пространственного четырехзвенннка с двумя вращатель
ными и двумя сферическими парами по коэффициенту изменения 
средней скорости коромысла. В механизме (см. рис. 138) считаем 
заданными: коэффициент изменения средней скорости коромысла 
К,  угол размаха коромысла \|w и размер d. Кроме того, примем,

Рис. 143



что длина коромысла равна единице и в среднем положении коро
мысло перпендикулярно линии пересечения плоскостей вращения 
кривошипа и коромысла. Требуется определить четыре параметра: 
а, Ъ, г  и I.

В крайних положениях коромысла отрезок А В  кривошипа и про
екция шатуна ВС па плоскость вращения кривошипа располага
ются па одной прямой линии. Поэтому определение положения оси

вращения кривошипа производится так же, как и в плоском шар
нирном четырехзвеннике. Отличие состоит лишь в том, что вместо 
истинной длины шатуна и построениях участвует ее проекция на 
плоскость вращения кривошипа, lice необходимые построения про
водим в ортогональных проекциях (рис. 144). Горизонтальная пло
скость проекций 11, совмещена с плоскостью вращения коромысла, 
фронтальная П2 — с плоскостью вращения кривошипа. Проекции 
точек па горизонтальную плоскость обозначим индексом 1, на 
фронтальную — индексом 2.

Решение задачи синтеза начинаем с построения в горизонталь
ной плоскости крайних положений коромысла C1D1 и C1Di , от
стоящих между собой па угол гртах- Эти положения но заданию 
располагаются симметрично относительно перпендикуляра, опущен
ного из точки D\ на линию пересечения плоскостей вращения кри
вошипа и коромысла, которая совпадает с осью проекций. Затем 
на плоскости П2 строим окружность т,  которая проходит через

z z’

х П,

У
Р и с . 144



фронтальные проекции точек С2 и Сг и вмещает вписаииый 
угол 9 (28.43). Центр этой окружности находится на пересечении 
перпендикуляра к середине отрезка С2С2 с линией, проведеппой 
из точки С2 (или С2) под углом 0 к этому перпендикуляру. 
Центр вращения кривошипа А2 выбираем па окружности т  с уче
том дополнительных условий синтеза. Выбранное положепие цент
ра А2 определяет искомые размеры а, Ь и длину кривошипа г в 
масштабе построения АВ =  (Л 2С2 — АгС2)/2.

Далее проводим окружность радиусом АВ с центром в точке А2 
и находим проекции длины шатуна на фронтальную плоскость: 
В 2С2 и В 2С2, которые при условии С1С2 =  С1о 2 равны меж- 
ду собой. Истинная длина шатуна определяется известным прие
мом пачертательной геометрии. С этой целью проводим из точкиг г
С2, как  из центра, окружность через точку В 2 до пересечения с 
осью проекций в точке Е'. Расстояние Е'С1 даст искомую вели
чину ВС,  т. е. длину шатуна I в масштабе построения.

Углы давления в пространственных механизмах. После опреде
ления всех параметров синтеза надо проверить значения углов дав

ления на коромысло. В рас
сматриваемом механизме счи
таем, что сила, действующая 
на коромысло со стороны ша
туна, направлена по линии 
ВС. Тогда угол между линией 
ВС и вектором скорости точ
ки С дает угол давления О. Од
нако вследствие пространствен
ного расположения сил необ
ходимо учитывать две состав
ляющие угла давления.

Касательной со ставляющей  
угла д а вл ения  на коромысло  

называется угол между ка
сательной к траектории точки 
приложения силы давления и 
проекцией этой силы на пло
скость вращения коромысла. 
Нормальной с о ставляющей у г 
ла д а вл ения  на коромысло  г')" 
называется угол между на
правлением силы давления и 

плоскостью вращения коромысла. Покажем определение этих со
ставляющих для одного положения звена А В, заданного проекциями 
В 2 и В\ точки В  (рис. 145). С этой целью проведем из точки В2, 
как  из центра, окружность радиусом, равным длине шатуна I. Точ
ка  N пересечения этой окружности с осыо проекций определит

п,



прямоугольный треугольник В 2В [УУ, в котором катет В ^  равен 
проекции шатуна на горизонтальную плоскость, а угол при вер
шине N равен нормальной составляющей угла давления ■0'". Про
екция точки С на горизонтальную плоскость находится на пере
сечении траектории точки С с окружностью, проведенной через точ
ку N из центра В\. Угол между проекцией шатуна В\С\ и каса
тельной к траектории точки С дает касательную составляющую 
угла давления О-1.

Допускаемые значепия углов давления устанавливаются отдель
но для каждой составляющей. В зависимости от условий работы 
механизма они могут назначаться в довольно широких пределах.

Итак, синтез плоских и пространственных механизмов по поло
жениям звеньев обычно выполняется по двум или трем положе
ниям с учетом дополнительных условий: существование кривошипа, 
ограничение углов давления, конструктивное размещение отдель
ных звеньев и т. п. В зависимости от типа механизма и комбина
ции основных и дополнительных условий синтеза имеется большое 
количество возможных вариантов задачи синтеза но положениям 
звеньев. Все варианты этой задачи решаются путем несложных 
графических построений или применением расчетных формул, полу
чаемых из этих построений методами аналитической геометрии. 
Применения методов оптимизации или приближения функций при 
синтезе механизмов по положениям звеньев обычно не требуется.

§ 94. Синтез направляющих механизмов

Точные направляющие механизмы. Точным нап ра вл яющ им  м е 
ханизмом называется механизм, в котором траектория некоторой 
точки звена, образующего кинематические пары только с подвиж
ными звеньями, точно совпадает с заданной кривой на всем ее 
протяжении или па некотором участке при условии, что погреш
ности изготовления не принимаются во внимание.

В справочниках по механизмам дано описание большого коли
чества точных направляющих механизмов*). В основном эти ме
ханизмы предназначены для воспроизведения движения по прямой 
линии (прямолинейно-направляющие механизмы), по дугам  окруж
ностей и по коническим сечениям (коникографы). Общие методы 
синтеза точных направляющих механизмов основываются на мето
дах преобразования кривых и па некоторых геометрических свой
ствах траекторий точек механизмов**). Как правило, механизмы,

*) А р т о б о л е в с к и й  И. И. М еханизмы в современной технике.— М.: 
Н аука, 1970.— Т. I.

К о ж е в н и к о в  С. Н., Е с и п о н к  о Я.  И., Р а с к и п  Я. М. Мехапиз- 
мы.— М.: Машиностроение, 1965.

**) Д о б р о в о л ь с к и й  В. В. Теория механизмов для образования пло
ских кривых.— М.: Изд-во АН СССР, 1953.

А р т о б о л е в с к и й  И. И. Теория механизмов для воспроизведения кри-, 
вых.— М.: Изд-во АН СССР, 1959,



получаемые по этим методам, имеют большое число звеньев. Если 
надо уменьшить число звеньев, то обращаются к методам синтеза 
приближенных направляющих механизмов.

Методы синтеза приближенных направляющих механизмов. 
П риближенным направляющим механизмом называется механизм, 
в котором траектория некоторой точки на звене, образующем ки
нематические нары только с подвижными звеньями, мало отлича
ется от заданной кривой на отдельном участке или па всем ее 
протяжении. Приближенные направляющие механизмы применя
ются обычно в тех случаях, когда они имеют Меньшее число звень
ев по сравнению с теоретически точными механизмами. С умень
шением числа звеньев уменьшаются погрешности изготовления, 
и потому приближенные направляющие механизмы часто оказы
ваются практически более точными, чем теоретически точные. На
пример, если требуется получить движение по прямой линии с по
мощью механизма, содержащего только вращательные пары, то 
минимальное число звеньев точного направляющего механизма рав
но шести. Применяя методы приближенного синтеза направляю
щих механизмов, можно найти четырехзвепный механизм, в кото
ром теоретические (поминальные) отклонения от прямой линии 
значительно меньше отклонений, вызываемых погрешностями из
готовления. В этом случае приближенный четырехзвенный меха
низм является более точным, чем теоретически точный шестизвен
ный механизм.

Применение метода оптимизации для синтеза направляющего 
шарнирного четырехзвенпика уж е было показано (см. § 90). Для 
использования методов приближения функций по аналогии с реше
нием задачи синтеза передаточного шарнирного четырехзвенпика 
надо составить аналитическое выражение взвешенной разности 
А, =  с2 — с|, где с — длина звена СО, сф — переменное расстояние 
от точки С до точки О при разомкнутом шарнире и движении точ
ки М по заданной кривой (см. рис. 132). Искомые параметры син
теза находят затем с использованием одного из видов приближе
ния функций.

Механизмы Чебышева. Из направляющих мехапизмов наиболь
шее практическое значение имеют механизмы, направляющие по 
дугам окружностей (круговые направляющие механизмы) и по от
резкам прямой линии (прямолинейно-направляющие механизмы). 
Задачи синтеза этих мехапизмов были решены Чебышевым но ме
тоду наилучшего приближения функций при частном предположе
нии, что шатуппая кривая механизма является симметричной 
кривой.

На рис. 146 показап один из механизмов Чебышева, предло
женный им для преобразования непрерывного вращения звена АВ 
во вращательное движение звена РЕ с длительной остановкой (вы- 
стоем) в крайнем положении. В механизме выполнено условие



Условие (28.46) является достаточным для того, чтобы траек
тория точки М была симметричной кривой. Ось симметрии прохо
дит через точку О под углом й/2 к стойке АБ, где й — угол ВСМ.  
Параметры а, <1 и £2 выби
раются из соотпошепий *), 
определяющих паилучшсо 
приближение шатунной кри
вой к дуге окружности, 
центр которой лежит на оси 
симметрии. При выполнении 
этих соотношений шатунная 
кривая имеет с дугой ок
ружности шесть общих то
чек, а предельное отклоне
ние достигается семь раз с 
последовательно чередующи
мися знаками. Если выбрать 
длину звена ЕМ равной ра
диусу окружности, к кото
рой приближена шатунная кривая, а точку Е в крайнем положе
нии поместить в центр этой окружности, то при движении точки 
М по участку шатунной кривой, приближенному к дуге окружно
сти (отмечен жирной линией), звено ЕР остается неподвижным,

а при движении точки по другому 
участку — перемещается на заданный 
угол размаха.

Из механизма Чебышева, направ
ляющего по дуге окружности, к ак  ча
стный случай получается прямолиней
но-направляющий механизм. Наиболь
шую известность имеют те прямоли
нейно-направляющие механизмы Ч е
бышева, которые имеют значение у г 
ла £2, равное 180° (рис. 147).

Механизм определяется тремя не
зависимыми параметрами: а, Ъ и й. 

в  Для того чтобы траектория точки М  
имела наименьшее отклонение от пря
мой, необходимо и достаточно, чтобы 

Рис. 147 было выполнено соотношение
З й - а  =  2Ь. (28 .47)

При этом соотношении симметричная шатунная кривая точки М  
имеет с прямой шесть точек пересечения, а предельное отклонение 
достигается семь раз с последовательно чередующимися знаками.

*) А р т о б о л е в с к и й  И, И., Л е в и т с к  и й II. И., Ч е р к у д и п о в С. А. 
Синтез плоских механизмов.— М.: Физматгиз, 1959.— С. 687.



Длина стойки d  может изменяться в пределах от d  = За до d  я» 
«  1,55а. При d =  За и Ъ =  4а треугольник BDC в среднем положе
нии механизма является равносторонним. При d  =  2,22 отношение 
максимального отклонения от прямой линии к длине прямолиней
ного участка не превосходит 0 ,0 0 1 , т. е. на длине I =  10 0  мм от
клонение будет не более 0,1 мм. Такое отклонение нельзя обнару
жить графическими построениями.

Прямолипейпо-направляющий механизм Чебышева при Q = 180’ 
в среднем положении напоминает греческую букву X и называется 
поэтому лямбдо образным.  Чебышев указал также другую модифи
кацию этого механизма A\BiC\D\, показанную на рис. 147 штри

ховой линией. В этой модификации, 
называемой пер ек р е стной , шатун
ная кривая точки М совпадает с 
шатунной кривой лямбдообразного 
механизма, а длины звепьев связа
ны соотношениями

А\В] — C\D =  26, В\С\ = 2а,
В\М =  a, A\D\ =  2d.

Эти соотношения могут быть 
получены из общей теоремы, изве
стной под названием теоремы Р о 
бертса *).

Теорема Робертса. Эта теорема 
основана на свойствах пантографа, 

Рис. 148 т. е. механизма, предназначенного
для подобного преобразования кри

вых. На рис. 148 поиазап пантограф Сильве стра** ) ,  состоящий 
из стойки и четырех подвижных звеньев, образующих па
раллелограмм ABCD. На двух сторонах этого параллелограмма 
расположены подобные треугольники ВСЕ и DFC. Угол а  в этих 
треугольниках расположен у шарниров В  и D параллелограмма, 
а угол ¡} — за ним против хода часовой стрелки.

Из подобия треугольников ВСЕ и DFC имеем

В Е _ П С  

В С  ~  D F '

Учитывая, что DC — АВ и ВС =  AD, получаем
B E  _  А В  

A D  ~  D F '

*) Самюэль Робертс (Sam uel Roberts, 1827—1913), английский математик, 
нанимался изучением свойств шатуппых кривых.

**) Джемс Сильвестр (Jam es Sylvester, 1814—1897), английский математик, 
разработал теорию механизмов для преобразования кривых.



Это соотношение совместпо с равенством 
-¿.ABE =  ¿-ADF =  а  + б

доказывает подобие треугольников ABE и ADF. Отсюда следует, 
что

АЕ  В Е  , 
A F AD  ’ (28.48)

где к — постоянная величина, называемая отношением п о д о би я .
Кроме того,

¿-DA Е =  ¿-EAF + у, ¿-CLE =  а  + у.
Углы DAE и CLE равны по параллельности сторон и, следо

вательно,
¿-EAF = а .  (28.49)

Из соотпошепий (28.48) и (28.49) следует, что траектория точ
ки F подобна траектории точки Е и повернута относительно нео 
па постоянный угол a , a &AFE А ВСЕ <*> A DFC.

Теперь рассмотрим иаиранлжшций шарнирный четырехзвенпик 
A\B\C\D\, в котором точка М описывает некоторую шатунную кри
вую (рис. 149, а ) . Присоединим в точках М  и А двухзвенпую груп-

Рис. 149

пу МВ2А2 так, чтобы образовался пантограф Сильвестра. Тогда тра
ектория точки С2 будет подобпа траектории точки С\ и, следова
тельно, точка С2 будет описывать дугу окружности, радиус кото
рой равен радиусу Сф\,  умпоженному па отношение подобия к .  
Центр этой окружности на осповании свойств пантографа най
дется из условия, что А^/^-Ог 00 &В\С\М. Соединив точки Сг и />2 
при помощи звена, входящего в две вращательпые пары, мы под
вижности механизма не нарушим. Отсоединив же исходный четы-



рехзвешшк А\В\С\0\, получим преобразованный механизм 
точка М которого описывает ту же кривую, что и в ис

ходном механизме. Производя аналогичное построение из центра
0 1, получим третий четырехзвенный механизм А^ВъСгОг, описыва
ющий ту же шатунную кривую.

В частном случае, если точка М лежит на линии, соединяющей 
центры шарниров шатуна (рис. 149,6), то точка Сч лежит на ли
нии А\С\, а точка Юг — на линии А\0\, точка — па линии В\Б\У 
и подобие треугольников переходит в пропорциональность отрезков.

Итак, о дна  и та ж е  шатунная крива я  ш арнирно г о  четырехзвен-  
ника моо/сет быть в о с п р о и з в е д е н а  в общем сл у ч а е  тремя различны
ми шарнирными четырехзвенниками  (теорема Робертса) .

Значение этого преобразования для практики заключается в 
том, что, получив каким-либо путем один из механизмов, воспро
изводящих заданную кривую, можно найти два других механизма, 
воспроизводящих ту же самую кривую, и из них выбрать тот, ко
торый наиболее полно удовлетворяет дополнительным условиям.

Теорема Робертса распространяется и на другие типы плоских 
механизмов. Для получения преобразованных механизмов надо, как 
и в шарнирном четырехзвеннике, использовать свойства панто
графов.

Г Л  А В А 29
СИНТЕЗ МЕХАНИЗМОВ ПРЕРЫВИСТОГО ДВИЖЕНИЯ

§ 95. Синтез шарнирных механизмов с выстоями

Выстоем называется длительная остановка выходпого звена при 
непрерывном движении входного звена. В предыдущем параграфе 
был показан шарнирный механизм с выстоем выходного звена в 
крайнем положении (см. рис. 146), который был предложен 
П. Л. Чебышевым. Синтез этого механизма сводится к синтезу ме
ханизма, направляющего по дуге окружности, и может быть вы
полнен рассмотренными ранее методами оптимизации или методом 
приближения функций.

Шарнирные механизмы с выстоями можно получить также по
следовательным соединением четырехзвенных механизмов в край
них положениях выходных звеньев. Приближенный выстой в этих 
механизмах получается на основании того, что в шарнирном четы- 
рехзвеннике малым углам поворота выходного звена вблизи его 
крайнего положения соответствуют значительно большие углы но
ворота входного звена. Пусть, например, при угле поворота вход
ного звена, равном 40°, угол поворота выходного звена составляет 
4°. Последовательное соединение двух четырехзвенпиков, облада
ющих этим свойством, позволяет получить на том же угле поворота



входного звепа, равном 40°, колебания выходного звена па малый 
угол, не превышающий 1°. Синтез механизмов с остановками этого 
типа покажем па примере шестизвепного механизма, входящего в 
состав кривошипного пресса глубокой вытяжки (рис. 150). Меха
низм образован последовательным соединением двух чегырехзвен- 
ников ABCD и DEFA с общей стойкой AD. IIа рисунке жирными 
линиями показано то положение механизма, при котором выходное 
звено CD первого четырехзвен- 
пика находится в крайнем поло
жении C%D\ штриховыми линия
ми показано положение механиз
ма, при котором выходное звено 
второго четырехзвепника нахо
дится в крайнем положении .
Угол поворота выходного звепа 
между этими положениями обо
значен через Агр, а угол между 
линиями СъО и DF<i — через бп.

Покажем, что малому углу 
поворота Аф выходного звена со
ответствует большой угол пово
рота ф15 входного звена, если вы
брать угол б между отрезками 
C%D и EzD по условию

б = бп + Аб, (29.1)

где Аб — малый угол.
Для доказательства этого ут

верждения заметим, что при ус
ловии (29.1) одному и тому жо 
положению РгА выходного звена 
FA соответствуют два положения звепа CDE'.E^D и E\D или, что то 
же, C3D и CiD. В свою очередь одному и тому же положению CJJ  
соответствуют два положения входного звена: АВ\ и АВ$. Угол Ф15 
между этими положениями и есть угол выстоя, так как при пово
роте входного звена на этот угол выходное звено FA отклоняется 
от своего крайнего положения не более чем на малый угол Аг|). 
Чтобы убедиться в этом, достаточно пайти положения АВъ и ЛВ4 
входного звена при крайнем положении F%A выходного звена. Из 
построения видно, что эти два положения лежат внутри угла 
выстоя.

С уменьшением угла Аб уменьшается как угол Дг|), так и угол 
выстоя ср 15. Обычно задаются требуемой продолжительностью вы
стоя, т. е. углом Ф15 и, пользуясь указанным графическим построе
нием, путем проб находят величину Аб, считая, что все другие 
параметры синтеза известны. Если получаемый при этом угол Ai|) 
оказывается больше допустимого, то надо принять другие значения

Рис. 150



одного или нескольких параметров синтеза. При малом угле Дб 
можно находить угол выстоя Ф15 по формулам, выведенным 
С. А. Черкудиновым * ). Аналогично решается обратная задача — 
нахонедение угла Дб по заданному углу Ф15.

§ 96. Мальтийские механизмы

В машинах-автоматах иногда требуется иметь одно стор онне е  
прерывисто е  д в и ж ен и е ,  т. е. движение в одном направлении с пе
риодическими выстоями. Механизм с односторонним прерывистым 
движением выходного звена называют шаговым механизмом.  Ти
повой график движения выходного звена в этом механизме показан 
на рис. 151, где грд — угол поворота выходного звена между дву
мя выстоями, £д — время д в и ж ен и я ,  ta — время покоя ,  Т — вр емя

цикла,  по истечении которого повторяются фазы движения п по
коя. Отношение времен« движения к времени цикла называют ко
эффициентом д в и ж ен и я

тд = 1а1Т. (29.2)
Наиболее просто одностороннее прерывистое движение воспро

изводится с помощью мальтийского механизма  (рис. 152), который 
представляет собой одну из разновидностей кулисного механизма.

*) Сергей Александрович Ч е р к у д и н о в  (р. 1910), автор работ по син
тезу рычажных механизмов и систем управления машинами-автоматами. Фор
мулы для расчета рассматриваемого механизма даны в книге: А р т о б о л е в 
с к и й  И. И., Л е в и т с к и й  И. И., Ч е р к у д и н о в  С. А. Синтез плоских 
механизмов,— М.: Физматгиз, 1959.— С. 1008.



Звено 1 (кривошип) имеет одну цевку (ролик), которая входит в 
прорезь звеиа 2, называемого крестом , и поворачивает его на угол

■фд =  2я/г, (29.3)
где г  — число прорезей.

Угол поворота кривошипа за время движения креста, называе
мый у глом д в и ж ен и я , находится из прямоугольного треугольника 
О\А0ч\

ф д  =  я  -  ф д .

Подставляя в это соотношение значение угла трд из формулы 
'(29.3), получаем

фд = л (г  —2 )/г. (29.4)
После поворота па угол грд крест остается в покое, пока цевка 

кривошипа не войдет в следующий паз. Для фиксации креста в 
неподвижном положении служат запирающие дуги а  и [}. Угол 
поворота кривошипа за время покоя креста, называемый у гл ом  
пок оя ,  находится из условия

ф п  === 2 л  Ф д ,

которое с учетом формулы (29.4) приводит к соотношению
Ф„ =  л (г + 2)/г. (29.5)

Коэффициент движения при равпомерном вращении кривошипа 
найдется как отношение угла движения фд к угл у  полного оборота 
кривошипа 2я:

тд = (г  — 2)/(2г). (29.6)

Следовательно, коэффициент движения полностью определяется 
числом пазов, т. е. мальтийский механизм представляет мало воз
можностей для воспроизведения заданного графика движения.

Из формулы (29.6) следует, что минимальное число пазов равно 
трем и коэффициент движения изменяется от 1/6 до 1/2 при числе 
пазов, стремящихся к бесконечности. Обычно число пазов не пре
восходит 24 и, следовательпо, коэффициент движения не превосхо
дит величины тд «  0,458.

Чтобы получить время движения больше времени покоя, иног
да применяют мальтийский механизм, в котором кривошип 1 и 
крест 2 вращаются в одном и том же направлении (рис. 153). 
В этом механизме траектория центра цевки располагается внутри 
окружности, описываемой наиболее удаленной точкой паза, п ме
ханизм соответственно получил название мальтийского  механизма  
с  внутренним зац еплением  (в отличие от механизма с внешним за
цеплением, показанного на рис. 152).

Для мальтийского механизма с внутренним зацеплением угол 
•фд определяется по формуле (29.3), а угол движения фд находится 
из условия фд = л + фд. Отсюда ц>я = я ( г  + 2 )/г и ф„ = л (г — 2)/г.



Угол движения в мальтийском механизме с внутренним зацеп
лением больше угла покоя, и коэффициент движения определяется 
по формуле

тя = (г + 2)/(2г)'. (29.7)
Минимальное число прорезей по-прежпему равно трем, а ко

эффициент движения изменяется от 5/6 до 1/2 (практически до 
0,542 при г =  24 ), уменьшаясь с увеличением числа пазов.

Увеличить коэффициент движения в мальтийском механизме 
можно пе только путем перехода к внутреннему зацеплению, но

и увеличением числа цевок в мехапизме с внешним зацеплепием, 
причем углы г|)д и фя пе зависят от числа цевок т;  изменяется 
(уменьшается) только угол покоя, так как время цикла Т соот
ветствует теперь пе полному обороту кривошипа, а углу ф„ = 2п/тп.

По сравнению с одноцевочным механизмом коэффициент дви
жения увеличивается в тп раз:

тд = т ( г  — 2)/ (2г). г(29.8)
Коэффициент движения при заданном числе пазов ограничива

ется максимальным числом цевок, которое находится из условия, 
что каж дая цевка должпа теперь выйти из зацепления прежде, 
чем войдет в зацепление следующая цевка, или, что то же, угол
движения должен быть меньше углового шага цевок: (г — 2) <  —,2 ИХ

^  2г отсюда пг < ----- г.Z --
Максимальпое число цевок при г  =  3 равно 5, при 2 =  4 и z =  

=  5 равно 3 и при г  > 6 всегда равно 2.
Если рабочий процесс происходит во время покоя креста, то 

время движения и, следовательно, коэффициент движения надо 
уменьшить с целью повышения производительности механизма. 
Уменьшение коэффициента движения при заданном числе пазов



достигается путем неравномерного вращения кривошипа: на уч а 
стке движения креста угловая скорость кривошипа должна быть 
больше, а на участке покоя — меньше. Д ля получения требуемого 
неравномерного вращения кривошипа применяется обычно зубча
тый механизм с переменным передаточным отношением.

Уменьшение коэффициента движения может быть получено так 
же, если цевку установить па шатуне шарнирного четырехзвешшка 
и подобрать форму шатунной кривой так, чтобы время движения 
цевки по пазу было меньше времени движения ее вне паза. Н а
конец, можно сделать пазы криволинейными. Тогда механизм из 
кулисного превращается в кулачковый. Выбором профиля паза 
можно получить почти любой график движения, но при этом те
ряется главное достоинство мальтийского механизма — простота из
готовления.

§ 97. Синтез зубчато-рычажных механизмов

К недостаткам мальтийских механизмов, как механизмов одно
стороннего прерывистого движения, относится не только ограни
ченный выбор значений коэффициента движения, но и неблагопри
ятные динамические условия при входе цевки в паз и при выходе 
ее из паза. При входе цевки в паз относительная скорость ее по 
отношению к кресту равна нулю, если направление паза в этот 
момепт совпадает с направлением вектора скорости центра цевки, 
но относительное ускорение не равно нулю. Скачок ускорения в 
начале движения (мягкий удар) может вызвать нежелательные1 ко
лебания из-за скачкообразного изменения силы инерции. От этих 
недостатков в значительной мере избавлены з у бчато-рычажные  
(иначе — шарнирно-зубчатые) механизмы, которые образованы из 
механизмов с низшими парами путем добавления двух или более 
зубчатых колес, причем по крайней мере одно из них движется 
вместе с шатуном.

На рис. 154 показан зубчато-рычажный механизм, образован
ный из шарнирного четырехзвенника АВСИ. С кривошипом 1 не
подвижно соединено зубчатое колесо, которое входит в зацепление 
с зубчатым колесом 4, свободно вращающимся на оси шарнира С. 
С колесом 4 неподвижно соединено колесо 4', которое передает 
вращение колесу 5, свободно вращающемуся на оси шарнира И.

Зубчатые колеса па схеме изображены окружностями, которые 
перекатываются без скольжения при движении одного колеса от
носительно другого. Эти окружности, называемые начальными, яв 
ляются центроидами в относительном движении колес.

Длины звеньев шарнирного четырехзвенпина и числа зубьев 
колес 1, 4, 4' и 5 могут быть подобраны так, что при равномерном 
вращении кривошипа 1 выходное звено 5  будет совершать одно
стороннее движение с приближенной остановкой заданной продол
жительности (выстоем), С этой целью можно^ использовать метод 
28*



оптимизации или же метод приближения функций с использова
нием взвешенной разности.

Способ составления взвешеппой разпости при синтезе рассмат
риваемого зубчато-рычажного механизма основывается на свой
ствах центроид в относительном движении звеньев. Предположим, 
что длины звеньев шарнирного четырехзвенника и числа зубьев

Рис. 154

колес 1 и 4 известны. Найдем положение мгновенного цептра вра
щения Рю  звена 4 относительно стойки О. Для этого используем 
известную теорему о трех мгновенных центрах вращения, согласно 
которой мгновенные центры вращения Рю, Р и  и Р40 должпы ле
жать на одной прямой. Следовательно, искомый центр Р ю должен 
лежать па прямой, проходящей через точку А (Рю)  и точку каса
ния начальных окружностей колес 1 и 4, которая является цент
ром Р41. С другой стороны, искомый центр Рю  должен лежать на 
линии, соединяющей мгновенные центры вращепия Рзо и Р43, т. е. 
точки D и С. В пересечении указанных двух линий находится 
мгновенный центр вращения Pw-

Соедипяя последовательные положения центра Р40, получаем 
неподвижную центроиду Цю. Найдем па этой центроиде участок 
т т ',  который мало отличается от дуги окружности с центром в 
точке D, и примем эту окружность за начальную окружность ко
леса 5. Начальная окружность колеса 4' с центром в точке С най
дется из условия касания пачальпых окружностей колес 4 и 5. При 
таком выборе печальной окружности колеса 5 оно остается при
ближенно пеподвижным на участке движения кривошипа, соот
ветствующем переходу мгновенного цептра вращения Р40 из поло
жения т  в положение тп'. Действительно, если какая-нибудь точка



звена 4 (в том числе и точка касания; начальных окружностей 
колес 4' и 5) попадает на центроиду Ц4о, то ее скорость в этот 
момент времени равна нулю. По условию качения без скольжения 
скорость точки касания, принадлежащей колесу 5, тоже оказыва
ется равной нулю.

На основании указанного построения А. С. Шашкип*) вывел 
формулы, позволяющие вычислить искомые параметры синтеза из 
условий приближения центроиды Ц4о 
к дуге окружности. Для того чтобы 
получить аналитическое выражение 
взвешенной разности, характеризую
щей отклонение центроиды Ц4ъ от ок
ружности, рассмотрим механизм для 
построения этой центроиды (рис. 155).

Если в этом механизме длину кри
вошипа а сделать переменной путем 
установки дополнительного ползуна 
(показаи на рис. 155 штриховой лини
ей), то центр Р40 можно перемещать по 
окружности. Тогда длина кривошипа 
будет переменной величиной аф и в ка
честве взвешенной разности Д, можно 
взять разность квадратов величин а  и аф:

Д9 =  а2 — аф.

Дальнейший ход вычислений искомых параметров синтеза прин
ципиально не отличается от рассмотренных в § 92 примеров син
теза рычажных передаточных механизмов по методу приближения 
функций.

Г Л А В А  30

СИНТЕЗ ЗУБЧАТЫХ ЗАЦЕПЛЕНИЙ

§ 98. Основы синтеза зацеплений

Основные понятия. В предыдущих главах рассматривались за 
дачи синтеза механизмов с низшими парами. Эти пары обеспечи
вают передачу значительных сил, так как  звенья пары обычно 
соприкасаются по поверхности. Но условие постоянного соприкаса
ния звеньев по поверхности ограничивает число возможных видов 
низших пар. В механизмах применяется всего шесть видов низ
ших пар: вращательная, поступательная, винтовая, цилиндрическая, 
сферическая и плоскостная. Поэтому многие практически важ ные 
закопы преобразования движения звеньев не могут быть получены

*) Ш а ш к и н А. С. Зубчато-рычажные механизмы ,— М.: Машинострое
ние, 1971,



посредством механизмов, имеющих только низшие пары. Значитель
но большие возможности для воспроизведения почти любого зако
на движения имеют механизмы с высшими парами, так как ус
ловия касания взаимодействующих поверхностей звеньев высшей 
пары по линиям и точкам могут быть выполнены для бесчислен
ного множества различных поверхностей.

Взаимодействующие поверхности звеньев высшей пары, обес
печивающие заданный закон их относительного движения, назы
ваются с о п р я ж ен н ы м и  поверхностями.  При воспроизведении воз
вратного движения можно иметь одну пару сопряженных поверх
ностей (например, в кулачковых механизмах). Если же требуется 
воспроизвести непрерывное движение в одном направлении, то на
до иметь несколько последовательно взаимодействующих пар со
пряженных поверхностей, которые располагаются на выступах, 
называемых з у б ь я м и .

Высшая кинематическая пара, образуемая последовательно вза
имодействующими поверхностями зубьев, называется зубчатым з а 
ц е п л е н и ем * ) .  Термин «зацепление» (без прибавления слова «зуб

чатое») можно отнести и к одной паре 
сопряженных поверхностей. Тогда он 
является синонимом термина «высшая 
пара».

Основная теорема зацепления. Син
тез зацепления состоит в отыскании 
сопряженных поверхностей но задан
ному закону их относительного дви
жения. Для решения этой задачи ис
пользуется основная теорема зацепле
ния, устанавливающая связь между 
геометрией сопряженных поверхно
стей и заданным законом их относи
тельного движения.

Обозначим через уотв вектор скоро
сти точки контакта сопряженных 
в движении звена г относительно 

звена ] (или наоборот). Для данной точки К  эта скорость одно
значно определяется заданным законом относительного движения 
звеньев £ и /. По отношению к сопряженным поверхностям вектор 
скорости относительного движения у„тп лежит в касательной пло
скости, т. е. общая нормаль к сопряженным поверхностям в точке 
контакта перпендикулярна направлению скорости уотв.

Отсюда следует основная теорема зацепления: с о п р яж ен ны е  п о 
верхности д о л ж н ы  быть выбраны так, чтобы в любой  точке их к он 
такта о б щ а я  п ермалъ к  ним была п е р п е н д и к ул я р н а  вектору с к о 

У
Рис. 156 

поверхностей (рис. 156)

*) Термины по зубчатым механизмам даны по ГОСТ 16530—83 с неболь
шими редакциониыми изменениями.



рости точки контакта в заданном относительном д в и ж ен и и  п о в е р х 
ностей.

В аналитическом виде условие основной теоремы зацепления 
записывается как условие перпендикулярности векторов

Уогя ■ п = О, (30.1)

где п — единичный вектор (орт) общей нормали в точке кон
такта *).

Теорема доказывается «от противпого». Если условие теоремы 
пе выполнено, т. е. общая нормаль пп  к выбранным поверхностям 
не перпендикулярна относительной скорости уотн, то имеется со
ставляющая этой скорости, направленная по общей нормали, и, 
следовательно, происходит либо отрыв одной поверхности от дру
гой, либо вдавливание, что невозможно.

В общем случае контакт поверхностей может происходить в 
пескольких точках или по линии (линейный контакт). Условие 
основной теоремы зацеплепия должно быть выполнено во всех точ
ках контакта.

Зацепление, в котором оба звена совершают плоское движение, 
параллельное одной и той же неподвижной плоскости, называется 
плоским.  Для плоского зацепле
пия вместо сопряженных поверх
ностей можно рассматривать со
пряженные профили, т. е. кри
вые, получаемые в сечении со
пряженных поверхностей пло
скостью, параллельной плоскости 
движения. Мгновенный центр 
вращения в относительном дви
жении звеньев плоского зацепле
пия, как уже указывалось в § 19, 
принято называть полюсом за 
ц епления .  Относительная ско
рость точки контакта профилей перпендикулярна радиусу-вектору, 
соединяющему эту точку с полюсом зацепления. Поэтому о с н о в 
н а я  теорема пл о с к о г о  з а ц епл ени я  принимает следующий вид:

Для того чтобы профили были с о п р я ж е н н ы м и , о бщ а я  н орм аль  
к ним в точке контакта должна проходить ч е р е з  зад анный п о л ю с  
з ац епл ения .

Пусть, например, звенья 1 и 2 плоского зацепления вращаются 
вокруг параллельных осей (рис. 157). Положение полюса зацепле
ния можно найти из уравнения, связывающего векторы угловых

*) Вместо вектора у 0тн можпо поставить вектор элемептарпого перемещ е
ния точки контакта в относительном движении, т а к  к ак  линии действия и х  
совпадают. Отсюда следует, что условие основной теоремы не зависит от м о ду
л я  СКОРОСТИ У0тн.

Рис. 157



скоростей звепьев toi и ш2 с их относительной скоростью:

0)]2 = й>1 — (1)2. (30.2)

Векторы (*>1 и юг приложены соответственно в центрах враще
ния 0 1 и 02, а вектор «12  — в полюсе зацепления Р.  Поэтому на 
основании правила сложения параллельных векторов получаем

=  (30.3)

где U21 — отпошение угловых скоростей звепьев, называемое п е р е 
даточным отношени ем,  которое при параллельных осях вращения 
звеньев считается положительным, если направления угловых ско
ростей — одинаковые, и отрицательным, если эти направления — 
противоположные. Геометрические места точек на звеньях 1 и 2, 
которые при движении звеньев последовательно совпадают с по
люсом зацепления, образуют центроиды Ц\ и Цъ в относительном 
движении звепьев. Если передаточное отношение — постоянное, то 
полюс зацепления занимает пеизмешюе положение по отношению 
к  стойке, и центроиды Ц\ и Цч представляют собой окружности с 
радиусами 0\Р и ОчР соответственно. По свойству центроид эти 
окружности перекатываются без скольжения. Если же передаточ
ное отношение является переменной величиной, то полюс переме
щается по линии 0\0 i  и центроиды Ц\ и Цч уж е не будут окруж
ностями. При отрицательном передаточном отношении зацепление 
называется вн ешним ,  а при положительном — внутренним  (в соот
ветствии с расположением центроид).

Оси зацепления. Основная теорема выражает условие, котороо 
определяет направления нормалей в точках контакта сопряженных 
поверхностей. Прямая линия, через которую проходят нормали во 
всех точках контакта сопряженных поверхностей, называется о с ью  
з ац епл ения .

В механизмах для передачи вращения между параллельными 
осями ось зацепления совпадает с мгновенной осыо вращения в 
относительном движении звеньев, т. е. с прямой, которая проходит 
через полюс зацепления параллельпо осям вращения звепьев. Эго 
утверждение следует непосредственно из основной теоремы пло
ского зацепления.

В механизмах для передачи вращения между пересекающими
ся осями ось зацепления также совпадает с мгновенной осью вра
щения в относительном движении звеньев, т. е. с линией касания 
аксоидов. А кс е и д  иаждого звена представляет собой геометрическое 
место положений мгновенной оси вращения в системе, связанной 
с данным колесом. При пересекающихся осях вращения аксоиды 
являются конусами с общей вершиной в точке пересечения осей 
вращения (рис. 158).



Вектор относительной скорости точки касания К  сопряженных 
поверхностей уота лежит в касательной плоскости и определяется 
по условию

^оти 0)отп X  Г,

где <оотп — относительная угловая скорость вращения звепьев 1 ж 2 
(«12  илп 0)21), г — радиус вращения, соединяющий точку контакта 
с мгновенной осыо вращения 
Ь  в относительном движении 
звепьев. Следовательно, усло
вие основной теоремы зацеп
ления (30.1) принимает вид

(п • [й)отп X г ])=  0.

Смешанное скалярно-вектор
ное произведепие трех векто
ров равно нулю только в слу
чае, если они лежат в одной 
плоскости, т. е. орт нормали п 
должен лежать в плоскости, 
содержащей мгновенную ось 
вращения Ь, по которой на
правлен лектор соотв, и радиус-вектор г. Отсюда пепосредствеппо 
следует, что нормаль к сопряженным поверхностям в любой точке 
контакта пересекает ось мгновенного вращения в относительном 
движении звепьев, т. е. эта ось является осыо зацепления.

При скрещивающихся осях вращения звеньев оси зацепления 
могут быть найдены только в некоторых частных случаях.

Известно, что относительное движение звеньев, вращающихся 
вокруг скрещивающихся осей с угловыми скоростями 0)1 и « 2, я в 
ляется винтовым, т. е. может быть представлено как вращение 
вокруг мгновенной винтовой оси (оси мгновенного вращения-сколь
жения) с одновременным скольжением вдоль этой оси. Опреде
ление винта относительного движения по заданным скользящим 
векторам о>1 и сог имеет единственное решение, т. е. для звеньев, 
вращающихся вокруг скрещивающихся осей, существует лишь од- 
па мгновенная винтовая ось. Обратная задача — нахождение в е к 
торов о>1 и о>2 по заданному винту относительного движения — 
имеет бесчисленное множество решений, т. е. можно подобрать 
бесчисленное множество пар осей, вращение вокруг которых сво
дится к одному и тому же винту относительного движения. К а ж 
дая из этих пар осей называется сопряженной данному винту или 
парой о с е й  со ставляющих вращений.  Для одной точки контакта со- 
пряженпых поверхностей из бесчисленного множества пар осей 
составляющих вращений можно выбрать ту, через которую про
ходит общая нормаль к сопряженным поверхностям. Однако в об
щем случае каждой точке контакта соответствует своя пара осей 
составляющих вращений. Осями зацепления эти пары осей будут

Рис. 158



лишь в том случае, если они пересекаются общей нормалью к со
пряженным поверхностям в любой точке контакта. Другими сло
вами, положения осей зацепления пе зависят от положения кон
тактной точки.

Если в механизме со скрещивающимися осями вращения звень
ев существует ось зацепления, то она пересекает линию кратчай
шего расстояния между осями и скрещивается с осями вращения. 
Для теории зацеплений наибольшее значение имеет тот частный 
случай существования осей зацепления, когда по крайней мере 
одна из сопряженных поверхностей имеет форму геликоида. Ге 
ликоидом  называется винтовая поверхность постоянного шага, об
разованная винтовым движением некоторой образующей кривой. 
В этом случае существуют две оси зацепления, уравнения которых 
можно получить по заданному относительному движению звеньев. 
Использование понятия об осях зацепления при анализе и синтезе 
пространственных зацеплений аналогично применению основной 
теоремы зацепления.

Графический метод синтеза сопряженных профилей. Основной 
задачей синтеза зацеплений является нахождение сопряженных

поверхностей по заданному за
кону изменения передаточного 
отношения. Эта задача может 
решаться как графическими,, 
так и аналитическими метода
ми. При анализе и синтезе 
современных зацеплений при
меняются только аналитиче
ские методы. Тем не менее для 
уяснения сущности этих мето
дов полезно ознакомиться с 
графическими построениями, 
с помощью которых можно 
для плоских зацеплений найти 

сопряженные профили. В частности, графический метод синтеза 
сопряженных профилей, предложенный Ф. Рело*), лежит в ос
нове аналитических методов, известных под названием методов 
профильных нормалей .

Решим следующую задачу: для внешнего зацепления дано по
стоянное передаточное отношение мгь межосевое расстояние а т и 
профиль 51 на звено 1\ найти сопряженный профиль & па звене 2  
(рис. 159), применяя графический метод Ф. Рело.

По методу Рело искомый профиль находится по точкам путем 
последовательного выполнения трех этапов.

*) Франц Рело (Franz Reuleaux, 1829—1905), немецкий ученый, один и* 
первых разработал теорию структуры механизмов, дал решении некоторых 
задач кинематического синтеза механизмов.



Первый этап. Определяем положение полюса зацепления Р  и 
строим центроиды Ц\ и Цч- Затем выбираем па профиле 5̂1 произ
вольную точку К\ и находим угол фь на который надо повернуть 
отрезок 0\К\, чтобы точка К\ вошла в контакт с сопряженным 
профилем. Искомый угол равеп углу РО\А\, где А\ — точка пере
сечения нормали пп  с цептроидой Ц\, так как нормаль пп  к  про
филю 5 в момент контакта проходит через полюс зацепления Р.

Второй этап. Находим точку Ко, в которой точка К\ будет иметь 
контакт с сопряженным профилем, путем поворота заштрихован
ного треугольника 0\К\А\ на угол ф1 или, что то же, путем по
строения треугольника 0\КоР по трем известным сторонам: 0\Р,  
О 1К 0 = 0\КХ и КоР  =  К\А\.

Третий этап. Находим точку Кч искомого профиля па звено
2, которая придет в контакт с точкой К\ профиля 5) в точке Ко.  
Для этого определяем точку Лг на центроиде Ц2 из условия к а -
чсппя центроид: РА% = РЛ\. Затем находим искомую точку К г  в

пересечении дуг радиусом О2К 0 из центра 0 2 и радиусом А2 К 2 =  
*= КоР из центра Лг, что соответствует повороту заштрихованного 
треугольника К0О2Р  на угол фг.

Такими же построениями находятся другие точки искомого 
профиля 5г. Одновременно получается геометрическое место точек 
Ко контакта сопряженных профилей по отношению к стойке, ко
торое называется лини ей  з ац епл ени я .  Если линия зацепления за 
дана, то для нахождения сопряженных профилей, кроме переда
точного отношения (постоянного или переменного), должен быть 
также задан закон движения точки коптакта по линии зацепления.

Аналитический метод синтеза сопряженных профилей. Пусть, 
папрнмер, заданы (рис. 160): межосевое расстояние ащ профиль ¿>1



на звене 1 в виде уравнения у\ *=y\(xi) в системе координат, свя
занной с этим звеном, и положительное передаточное отношение 
И2|. Требуется найти сопряженный профиль <S2 звена 2 в системе 
координат, связанной с этим звеном.

Искомый профиль найдем по точкам, применяя уравнение 
(30.1), которое называется в этом случае у р а вн ени ем  з ац епл ения .  
Вычисление координат каждой точки профиля состоит из трех эта
пов, аналогичных этапам графического решения.

Первый этап — определение угла ф1, при котором точка К\ на 
звене 1 является точкой контакта.

Угол ф1 определяем из уравнения зацепления (30.1)
VKjKj-n = 0,

которое в проекциях *) имеет вид
„(*1) , „(УН (г/j) _  n 

V k  K t n  +  —  и .

Задаемся значениями координат х\ и у\ точки К\ и вычисляем 
проекции скоростей точек К\ и К 2 на координатные оси, связан
ные со звеном 1, по правилам нахождения проекций векторпых 
произведений a>i X ri и ©2 X г2:

(*,) (у,)

vkI* =  — ю2 (y l + a w sin cp ,̂ vk^  =  (o2 — aw eos ф^.

Скорость точки K\ в двюкении звепа 1 относительно звена 2
V K j l f ,  =  v K i  -  V K a

или в проекциях:

г4*к2 =  — + co¡¡ {ух + aw sin ф^,

vk}k2 =  — cü2 (x1 — aw cos (p j.

Проекции орта нормали:
=  eos ¡i, n'Vx'> =  sin р,

где р — угол наклона нормали к оси абсцисс, определяемый из 
соотношения

Теперь уравнение зацепления принимает вид 

[—coií/i + (02(1/1 + аш sin Ф 1 ) ]  cos Р + [toiori — (0 2 (^ 1 — aw cos qpi) ] sin p = 0.

*) Верхними ипдексами в скобках указаны оси, па которые проецируются 
векторы.



После деления всех членов уравнения на coi sin р получаем
dy

[Ух — ( у х + aw sin <рх)] ^  + хх — u21 (хх — aw cos ф^ =  О,

Из этого уравнения, квадратного относительно sin cp¡, находим 
искомое значение угла ф1.

Второй этап — вычисление координат точки контакта Ко в не
подвижной системе координат.

Искомые координаты находятся из формул преобразования ко
ординат:

хо — Х\ cos ф1 — г/i sin ф1, 
yo =  х\ sin ф1 + г/i cos ф1.

Полученпые формулы определяют точки линии зацепления.
Третий этап — вычисление координат точки К 2 искомого про

филя в системе, связанной со звеном 2.
По формулам преобразования координат имеем

Х2 =  хо cos фг + г/о sin фг — аш cos фг, , 
г/г =  — хо sin фг + г/о cos фг + аш sin фг.

Угол фг, соответствующий принятому значению угла фь при 
постоянном передаточном отношении определяется по условию

ф2 = М21ф1, 
при переменном — по соотношению

о
Выполняя все три этапа для каждой точки профиля зуба на 

звене 1, получаем линию зацепления и искомый профиль зуба £2 
на звене 2.

Аналитический метод синтеза сопряженных поверхностей в  про
странственном зацеплении. Как видно из предыдущего примера 
синтеза сопряженных профилей в плоском зацеплении, основным 
этапом этого синтеза является определение положения звена, при 
котором выбранная точка его профиля входит в контакт с другим 
профилем. При аналитическом решении на основании уравнения 
зацепления этот этап сводится к решению квадратного уравнения. 
Для пространственного зацепления полностью сохраняется вся по
следовательность выполнения указанных трех этапов, и решение 
задачи также сводится к решению квадратного уравнения. Только 
при выполнении преобразования координат и при определении про
екций на координатные оси добавляются слагаемые, содержащие 
координаты 2о, г\ и г 2.

Дано (рис. 161): передаточное отношение и2\, межосевое (кр ат 
чайшее) расстояние аи, угол скрещивания осей вращения звеньев



■у, поверхность звена 1 , взаимодействующая со звеном 2. Эта по
верхность в системе координат, связанной со звеном 1, задана 
уравнениями: хх= х х^ ,  | ), у\ =  у\{у, I ) ,  (V, 1), где V , 1 —
криволинейные координаты поверхности. Требуется найти по точ

кам сопряженную поверхность 5г звена 2 в системе координат, 
связанной с этим звеном.

Первый этап — определение угла ф], при котором точка К  на 
звене 1 является точкой контакта.

Уравнение зацепления (30.1) в проекциях имеет вид

+ Л ' } / ' ' '  + -  о.

Проекции угловых скоростей Ю] и (Ог:

со(хх) 0, =  0, СО^ == К»!,
(*,) . . (У.)©2 11 =  — со2 эш у  31П фх, а>2 =  — со2 эш у  со э  ф, 

( гх)0)2 = «>2 соэ у .

Проекции радиусов-векторов Г[ и гг:

г (жх) г  1
( У \ )*1, П 1’ = у ,(гх) _ 2.,

1 2
(«х)х1 — а ю сое фх, г\ ( г х)у 1 + аю э т  фх, г2 = г 1

Проекции относительной скорости Vк  к г находим как разность 
проекций скоростей у . к  = ю 1Х г1 и  \ к 2  = ы2 X г2. Используя правила



нахождения проекций векторных произведений, получаем

VK¿K2 =  — CO1Í/1 +  <*>2zi sin y  cos срг + co2 (уу  + aw sin фх) cos у,  

vk k̂2 — « А  — ®22i sin Y sin фх — to2 (x1 — aw cos фх) cos y,  

i;я|к2 = co2 ( yx sin фх — xx cos ф2 + aw) sin y .

Проекции орта нормали определяются по заданному уравнению 
поверхности Si звена 1 из соотношений:

n(*i) = ^1 д\. _  °1± д_1± 
д\ d i 0 1  dv ’

„<wi> = _  f ! i  dh
Ov 01 01  Ov ’

_i*i> =  ff i  di±  _  °h  °h  
Ov ü\ 0% Ov '

Подставляя в уравнение зацепления найденные проекции орта 
нормали и относительной скорости, получаем после сокращения 
па o í квадратное уравнение относительно sin ф).

После вычисления угла ф1 надо выяснить, является ли точка 
К\ единственной точкой контакта со звеном 2 при этом значении 
угла ф1. Другими словами, нужно установить — является ли кон
такт в высшей паре точечным или линейным. С этой целыо обра
тим внимание на то, что точка контакта па звене 1 должна одно
временно принадлежать заданной поверхности S\ и поверхности, 
определяемой уравнением зацепления (30.1). Пересечение двух 
поверхностей в общем случае дает линию. Следовательно, в общем 
случае контакт будет линейным. Линия, по которой в данный мо
мент соприкасаются сопряженные поверхности, называется к о н 
тактной лини ей .  В рассматриваемом примере для вычисления ко
ординат всех точек контактной линии и а поверхности Si звена 1 
надо совместным решением (обычно приближенным) уравнения 
поверхности Si и уравнения зацепления (30.1) найти параметры
V и £, соответствующие этим точкам. Поэтому первый этап можно 
назвать также этапом определения контактной линии на поверх
ности S) звена 1.

Второй этап — определение координат точек контакта в непод
вижной системе координат по формулам преобразования координат

Х0 =  Х\ COS ф1 — lj\ sin ф1,
г/о = х\ sin ф! + г/] cos фЬ
ZO =  Z\.

При этом преобразовании получаем в неподвижной системе ко
ординат линию, которая называется о б щ ей  лини ей  контакта. По
верхность, описываемая общей линией контакта при движении этой



линии относительно неподвижного звена, называется поверхностью  
з ац епл ения .  Другими словами, поверхность зацеплеиия есть сово
купность общих лииий контакта.

Третий этап — определение искомых координат точек Кг  на 
профиле £ 2  звена 2 по формулам преобразования координат*):

Х2 — Хо COS ф2 + У О COS f SÍI1 ф2 + Zo SÍI1 "( Sin ф2 — йш COS ф2, 

у 2 = — Хо sin ф2 + Уо COS f  COS ф2 + Zo sin Y COS ф 2 + йю sin ф2,

Z2 = — Уо sin 4 + zo cos у,

где ф2 =  М21ф1 при U2 1 =  const ИЛИ ф2 =  J U21 dcp1 при ÍÍ21 ^  const.
о

Эти соотношения определяют контактную липию на поверхно
сти звена 2. Совокупность этих контактных линий дает искомую 
сопряженную поверхность 5 2 звена 2.

Как и в случае плоского зацепления, задачу синтеза сопряжен
ных поверхностей в пространственном зацеплении можно решать, 
задаваясь контактной линией в неподвижной системе координат 
(общей контактной линией) и определяя затем сопряженные по
верхности зубьев па звеньях 1 и 2 как совокупность контактных 
линий па этих поверхностях.

Итак, при помощи указанных методов всегда можно выполнить 
основное условие синтеза зубчатого зацепления — получение задан
ного передаточного отношения. Этому условию удовлетворяет бе
сконечно большое число вариантов, соответствующих различным 
поверхностям одного зуба или различным общим линиям контакта.

Из этих вариантов надо выбрать тот, который в наибольшей 
мере удовлетворяет дополнительным условиям синтеза. Наиболее 
важным дополнительным условием является простота изготовления 
сопряженных поверхностей.

Образование сопряженных поверхностей по Оливье**). В рас
смотренных ранее методах синтеза сопряженных поверхностей в 
плоских и пространственных зацеплениях предполагалось, что одна 
из сопряженных поверхностей задана. Однако надо иметь в виду, 
что выбор сопряженных поверхностей во многом определяется ус
ловием их обработки. Большинство современных зацеплепий созда
валось па основе разработки и усовершенствования способов их 
обработки режущим инструментом.

Движение режущих кромок зуборезного инструмента в общем 
случае состоит из трех независимых движений. Первое движение —

*) Матрица коэффициентов этого преобразования получается из матрицы 
(3.9) заменой 0 ц  на к и <рц па tp2. Кроме того, меняю тся мостами строки и 
столбцы, а свободные члены выражаю тся через координаты старого начала- 
в  новых координатах.

**) Теодор Оливье (Theodore Olivier, 1793—1858), фрапцузский геометр, 
обосновал возможность получения сопряженных огибающих поверхностей по
средством  движения вспомогательной поверхности.



д в и ж ен и е  р е з а н и я  — совершается относительно основания, на кото
ром укреплен инструмент. Оно может быть прямолинейно-поступа
тельным или вращательным. Поверхность, образуемая режущими 
кромками инструмента при движении резания, называется п р о и з 
в о д ящ ей  (иногда — инструментальной) поверхностью.  Второе дви
жение — д в и ж ен и е  о гибания  (иногда — обкатки)— совершается от
носительно обрабатываемой заготовки. При этом движении боко
вая поверхность зуба получается как огибающая положений про
изводящей поверхности (отсюда название этого вида движ ения). 
Третье движение — д вижени е  п о д а чи  — состоит в постепенном при
ближении инструмента к заготовке с целью уменьшения силы ре
зания. В дальнейшем движение подачи не рассматривается, и счи
тается, что инструмент входит в заготовку на полную высоту зуба.

Различают два способа образования сопряженных профилей — 
с п о с о б  к опир о в ани я  и с п о с о б  о г и б а н и я .  При способе копирования 
движение огибания отсутствует, и боковая поверхность зуба по
лучается как копия производящей поверхности. Этот способ при
меняется редко, так как требуется большой комплект зуборезного 
инструмента. При способе огибания вид боковой поверхности зуба 
зависит не только от вида производящей поверхности, но и от дви
жения огибания. Например, с помощью одной и той же произ
водящей плоскости можно получить на заготовке коническую по
верхность, сферу и т. п.

Теоретическое обоснование способа огибания было дано Оливье, 
который предложил два варианта этого способа. В первом обе со
пряженные поверхности зубьев нарезаются одной производящей 
поверхностью, отличающейся от требуемых сопряженных поверх
ностей. Во втором способе производящая поверхность совпадает с 
одной из требуемых сопряженных поверхностей, причем относитель
ное движение производящей поверхности и заготовки должно быть 
таким же, какое имеют сопряженные поверхности.

Условия сопряженностн поверхностей, образуемых по первому 
способу Оливье. Обозначим требуемые сопряженные поверхности 
через 5| и 5г, а производящую поверхность — через (?, и предста
вим себе, что все три поверхности в каждый момент времени нахо
дятся в непрерывном контакте и касаются по одной и той ж е ли
нии, причем поверхности 5| и совершают движения, соответ
ствующие заданному передаточному отношению. Если это условие 
выполняется, то после обработки производящей поверхностью 
поверхности $1 и получаются сопряженными и с линейным кон
тактом.

Коптактная линия может быть определена как линия пересече
ния поверхности зуба и поверхности, представленной уравнением 
зацепления. В нашем случае контактная линия производящей по
верхности () с поверхностью 5] определяется уравнением произ
водящей поверхности и уравнением зацепления:

Tq =Гд(У, £), У0ТН1̂ -11̂  == 0, (30.4)



где г, — радиус-вектор точки на поверхности (?; V, £ — криволи-
I )нейные координаты поверхности (); у0Тн — скорость точки контакта 

па поверхности (или 5)) в ее движении относительно поверх
ности 51 (или (?); п, — орт нормали к поверхности О в точке кон
такта в системе координат, связанной с поверхностью (?.

Аналогично контактная линия поверхностей () и определя
ется уравнениями

т„ =  гч (V, £), \1тиг) - По = 0, (30.5)

где Уотн  ̂— скорость точки контакта на поверхности () (или 5г) 
в ее движении относительно поверхности 5г (или (¿).

Обе контактные линии будут тождественными, если выполня
ется условие

= 0. (30.6)

Для передач с параллельпыми или пересекающимися осями 
уравнения (30.6) удовлетворяются, если совпадают мгновенные оси 
вращения при зацеплении @ с 5] и с 5г. Если контактные ли
нии, определяемые уравнениями (30.4) и (30.5), не совпадают, 
по в каждый момент времени имеют общую точку, то получится 
точечный контакт поверхностей 5) и &>•

Дальнейшее развитие способа Оливье показало возможность об
разования сопряженных поверхностей при помощи двух произво
дящих поверхностей, а также производящих линий, под которыми 
понимаются режущие кромки инструмента. В последнем случае 
сопряженные поверхности образуются не огибанием, а как геомет
рические места производящих линий.

Последовательность синтеза зацеплений, получаемых при на
резании зубьев по методу обкатки. Первый этап синтеза состоит 
в определении производящей поверхности. На этом этапе счита
ются известными: профиль режущего инструмента и кинематиче
ская схема обработки, которая должна содержать все данные для 
нахождения абсолютных и относительных движений режущих кро
мок инструмента п нарезаемого колеса. При решении задачи об оп
ределении производящей поверхности обычно используется метод 
11реобразованпя координат. С этой целью выбираются системы ко
ординат 5о, ¿'и, 5 П и 6’к, связанпые соответственно со стойкой, ин
струментом, производящей поверхностью и нарезаемым колесом. 
Производящая поверхность или, что то же, боковая поверхность 
вуба воображаемого производящего колеса есть геометрическое ме
сто режущих кромок инструмента в системе координат 5 П. Для 
определения этой поверхности надо воспользоваться формулами 
преобразования координат от системы £„ к системе £„, которые в 
матричной форме имеют вид

Гп ыо̂ и,



где гя — радиус-вектор точки на режущей кромке инструмента в 
системе координат, связанной с инструментом; г„ — радиус-вектор 
той же точки в системе координат, связанной с производящей по
верхностью (производящим колесом); Т„„ — матрица перехода 
(преобразования координат) от системы к системе 5 П. Матрица 
четвертого порядка Т„„ составляется в соответствии с кинематиче
ской схемой обработки.

Второй этап синтеза  состоит в определении линии коптакта м еж 
ду производящей поверхностью и нарезаемым колесом. На этом 
этапе взаимодействие режущих кромок инструмента и нарезаемого 
колеса может рассматриваться как зацепление между зубьями про- 
илиодящего и нарезаемого колес, называемое станочным з а ц е п л е 
нием.  Отсюда следует, что после определения производящей 
поверхности дальнейшая последовательность синтеза совпадает с 
указанной ранее при синтезе по методу профильных нормалей, 
и контактная линия может быть найдена, например, совместным 
решением уравнения производящей поверхности и уравнения за
цепления (30.1).

Третий этап синтеза  состоит в определении поверхности зацеп
ления как семейства контактных линий в неподвижной системе 
координат. На этом этапе используются формулы преобразования 
координат при переходе от системы 5 П к системе 50.

Четвертый этап синтеза — определение боковой поверхности 
зубьев нарезаемого колеса как семейства линий контакта в систе
ме координат, связанной с нарезаемым колесом,— выполняется на 
основании формул преобразования координат при переходе от си
стемы й’п к системе

Указанные четыре этапа синтеза повторяются для нахождения 
боковой поверхности зуба второго нарезаемого колеса, сопряженной 
с боковой поверхностью зуба первого колеса. Эти поверхности бу
д у т  сопряженными, если выполняется условие (30.6). Для пло
ских и сферических зацеплений мгновенная ось вращения в отно
сительном движении будет одной и той же при зацеплении наре
заемых кодес со споим производящим колесом.

Пятно контакта поверхностей зубьев н получение локализован
ной зоны контакта. Касание сопряженных поверхностей будет ли
нейчатым, если производящие поверхности полностью совпадают 
для обоих колес. Однако линейчатое касание сопряженных поверх
ностей может привести к появлению в механизме избыточных свя 
зей. Пусть, например, в трехзвенпом механизме для передачи вра
щения между двумя в общем случае скрещивающимися осями 
имеются две вращательные пары и одна высшая с линейчатым 
касаниям, которая относится к четырехподвижным парам (парам 
второго класса). Тогда по формуле (1.4) при IV =  1, п  =  2, р\ =  2 
и /?4 = 1 получаем число избыточных связей

9 = 1 —6 - 2  + 5-  2 + 2 - 1  = 1.



Рис. 162

Погрешности изготовления колес и сборки механизма при на
личии хотя бы одной избыточной связи приводят к нарушению 
линейчатого касания сопряженных поверхностей, которое в зубча
тых механизмах легко может перейти в касание кромок зубьев. 
Кромочное касание недопустимо по условиям прочности зубьев,.

и потому стремятся к то
му, чтобы сопряженные 
поверхности имели под 
нагрузкой локальное ка
сание в средней части 
зубьев. Теоретически ка
сание будет точечным, а 
практически после сжа
тия зубья начинают ка
саться по некоторой пло
щадке, которая в процес
се зацепления перемеща

ется, образуя пятно контакта (рис. 162). Число избыточных свя
зей становится равным нулю, так как высшую пару в этом слу
чае надо считать пятиподвижной (парой первого класса).

Форма пятна контакта зависит от величины мгновенной пло
щадки контакта (обычно эллиптического вида) и от направления 
линии перемещения точки контакта. Желательно, чтобы пятно кон
такта было близко к средней части зуба (рис. 162, а) с тем, чтобы 
расстояния между точкой приложения силы давления на зуб и опо
рами колес оставались постоянными. Диагональное  пятно контакта 
(рис. 162, б)  не только вызывает колебания величин опорных ре
акций, но и ухудшает условия размещения смазочного слоя.

Точечное касание при сохранении сопряженности боковых по
верхностей зубьев может быть достигнуто таким выбором произ
водящих поверхностей, при котором они остаются в процессе на
резания как бы жестко связанными между собой, касаясь по не
которой линии.

Для улучшения условий контакта иногда считают возможным 
отступить от требования строгого постоянства передаточного отно
шения за время работы одной пары зубьев, вводя корректуры в 
настройку  станка для нарезания зубьев. Эти корректуры применя
ются 1акже в тех случаях, когда по технологическим условиям 
отказываются от теоретически точных схем нарезания и получают 
ириблпжеппые зацепления с переменным передаточным отношением.

§ 99. Цилиндрическая эвольвентпая зубчатая передача

Цилиндрическая зубчатая передача. Методы синтеза зацепло- 
ппй, изложенные в предыдущем параграфе, применимы для любых 
механизмов с высшими парами. Приложение этих методов покажем 
вначале на примере трехзвенного зубчатого механизма, вазывае-



мого по ГОСТ 16530—83 зубчатой п е р е д а ч е й .  Зубчатая передача с 
параллельными осями вращения звеньев называется ц и л и н д р и ч е 
ской ,  так как мгновенная ось вращения в относительном движ е
нии звеньев образует на каждом из звеньев цилиндрические по
верхности (аксоиды относительного движения). Профили зубьен 
«той передачи должны удовлетворять основной теореме плоского 
зацепления.

Наибольшее распространение в машинах имеют цилиндриче
ские зубчатые передачи для воспроизведения постоянного переда
точного отношения. По ГОСТ 16530—83 и согласно сборнику ре
комендуемых терминов по теории механизмов и машин Комитета 
научно-технической терминологии АН СССР *) передаточным от
ношени ем  называется отношение угловых скоростей звеньев. При 
параллельных осях вращения передаточное отношение считается 
положительным при одинаковом направлении угловых скоростей 
звеньев, при непараллельных осях вращения передаточное отноше
ние равно отношению модулей угловых скоростей звеньев.

Кроме термина «передаточное отпошепие», ГОСТ 16530—83 у к а 
зывает также на термин «передаточное число», под которым пони
мается отношение числа зубьев колеса к числу зубьев шестерни 
(колеса с меньшим числом зубьев). Согласно этому определению 
передаточное число, обозначаемое буквой и, больше единицы (или 
равно единице).

В дальнейшем, как и при анализе зубчатых механизмов, будем 
пользоваться только понятием передаточного отношения, которое 
при параллельных осях вращения равно

U„ ,  =  OJft/tOi,

а при пересекающихся или скрещивающихся осях равно
uk, = О)*/(О,.

Условию uk, =  const удовлетворяют сопряженные профили, очер
ченные по эвольвентам окружностей. Эвольвентное зацепление бы
ло предложено Л. Эйлером **).

Эвольвента окружности. Геометрическое место центров кривиз
ны какой-либо кривой называется эволютой,  а сама кривая но от
ношению к эволюте называется разверткой или эвольвентой.  Сле
довательно, эвольвента окружности есть кривая, центры кривизны 
которой лежат на окружности. Эвольвента (для краткости в даль
нейшем опускаем слово «окружности») может быть получена как  
траектория точки прямой, перекатывающейся без скольжения по

*) Теория механизмов и машия. Терминология. Вып. 93.— М.: Н аука , 
1 9 7 8 .-С . 14.

**) Леопард Эйлер (1707—1783), знаменитый математик и механик, член 
Петербургской академии наук с 1727 г., дал решение задачи о профилировании 
зубьев в плоском зацеплении и ряда задач динамики механизмов и трен ия 
гибких тел.



Рис. 163

окружности. В теории зацепления окружность, эвольвентой которой 
является профиль зуба, называется о сн о вн ой  окружностью.

На рис. 163 показано построение эвольвенты основной окруж
ности Ь при перекатывании по ней прямой пп,  называемой п р о и з 
в о д ящ ей  прямой.  Пусть производящая прямая показана в положе

нии, когда она касает
ся основной окружно
сти в точке А, и надо 
построить эвольвенту, 
описываемую точкой 
М. Делим отрезок АМ 
на равные части (на
пример, на четыре ча
сти) и откладываем па 
основной окружности 
дуги, равные соответ
ствующим частям от
резка АМ: 43 = 43,
32 = 32 и т. д. (при 
малых центральных уг
лах дуги можно заме
нять хордами). Через 
полученные точки де

ления окружности проводим к ней касательные и откладываем 
на них отрезки, последовательно уменьшая длину каждого отрез
ка на одну часть. Например, из точки 3 откладываем отрезок, со
держащий три части, из точки 2 — две части и т. д. Соединяя 
концы отложенных отрезков, получаем эвольвенту.

Если нужно получить продолжение эвольвенты, то на произ
водящей прямой откладываются отрезки 45 =  56 и т. д., а на ок
ружности — дуги 45, 56, равные по длине отрезкам 45, 56. Для 
получения точек эвольвенты из точки 5 проводится касательная к 
основной окружности и на ней откладывается отрезок, содержащий 
пять частей, и т. д.

Заметим также, что эвольвенту можно представить как траек
торию точки М конца нити, которая в натянутом положении на
матывается на барабан, диаметр которого равен диаметру основ
ной окружности.

Уравнение эвольвенты в параметрической форме получается из 
условия перекатывания производящей прямой по основной окруж
ности:

АМ0 = АМ. (30.7)
Обозначим через а  острый угол между касательной и  к эволь

венте и радиусом-вектором эвольвенты ОМ. В теории эвольвентного 
зацепЛения' он называется у глом профиля .  Угол, образованный на-



чальпым радиусом-вектором эвольвенты ОМ0 и ее текущим ра
диусом ОМ, называется эволъвептным у гл ом  и обозначается через 
0. Кроме того, обозначим через гь радиус основной окружности. 
Тогда условие (30.7) принимает вид

гь( а  + 0 )=  гь tg а ,
пли

0 = ^ а  — а . (30 .8)
Тригонометрическая функция tg а  — а  называется инволютой  и 

обозначается т у  а , т. е. уравнение (30.8) может быть записано 
в виде

0 =  т у  а.
Радиус-вектор эвольвенты Й находится из АОАМ:

1{ = гь/сова. (30.9)
Уравнения (30.8) и (30.9) определяют уравнение эвольвенты 

в полярных координатах /? и 0, выраженное через параметр а .
Эвольвента имеет две ветви (рис. 164). Положительная ветвь 

Э+ (0 > 0) получается при перекатывании производящей прямой 
против хода часовой стрелки (сплошная линия), отрицательная 
Э~ (0 < 0 )— при перекатывании 
по ходу часовой стрелки (штри
ховая линия).

Перечислим основные свойст
ва эвольвенты:

1) каждая ветвь эвольвенты 
вполне определяется радиусом 
основной окружности и положе
нием начала отсчета эвольвент- 
ного угла;

2) эвольвента не имеет точек 
внутри основной окружности;

3) нормаль к любой точке 
эвольвенты направлена по каса
тельной к основной окружности, 
причем из двух возможных каса
тельных одна соответствует по
ложительной ветви, а другая — 
отрицательно!!;

4) центр кривизны лежит в точке касания нормали с осповпой 
окружностью.

Эвольнентное зацепление. Пусть профиль зуба звена 1 
(рис. 165) очерчен по эвольвенте основной окружности с радиусом 
гы, а профиль зуба звена 2 — по эвольвенте основной окружности 
с радиусом гьг. Поместим центры этих окружностей в центры вра
щения 0\ и Оч и приведем эвольвенты в соприкасание в точке К .  
Нормаль к эвольвенте Э\ в точке К  должна быть касательной к 
основной окружности звена 2, а нормаль к эвольвенте Э% — каса-

Рис. 164



тельпой к основной окружности звена 2. В точке касания нормаль 
должна быть общей к обоим профилям, и следовательно, точка К  
лежит на общей касательной к основным окружностям. При вра
щении звеньев 1 и 2 точка касания эвольвент перемещается по от
резку АВ этой касательной, так как вне отрезка АВ эвольвенты

не могут касаться, т. е. иметь общую нормаль. Например, для точ
ки А' нормаль к эвольвенте Э\ направлена по линии п ' п ,  а к 
эвольвенте Эъ — по линии пп.  Отсюда следует, что линия зацеп
ления эвольвентных профилей совпадает с общей нормалью к ним 
и лежит на отрезке А В  общей касательной к основным окруж
ностям.

Точка пересечения общей нормали к эвольвентам с межосевой 
линией (Р — полюс зацепления) занимает неизменное положение, 
и следовательно, цептроиды в относительном движении звеньев 
представляют собой окружности с радиусами гв1 =  1охр и гю2 = /о2р 
соответственно. Эти окружности называются начальными  (иногда — 
коллоидными)*). По свойству центроид начальные окружности при 
движении звеньев перекатываются без скольжения.

Итак, при эвольвентном зацеплении передаточное отпошение, 
согласно основной теореме плоского зацепления, имеет постоянную 
величину

причем знак плюс относится к внутреннему зацеплению, а знак 
минус — к впешнему.

Угол между линией зацепления и прямой, перпендикулярной 
межосевой линии, называется углом з а ц е п л е н и я  и обозначается
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Рис. 165

Г,

*) Термин «начальная окружность» в указанном смысле относится только 
«с плоскому зацеплению. См. такж е § 102. Все линейные и угловые размеры, 
связанные с начальными окружностями, имеют нижний индекс ш.



через а*. Из треугольников 0\АР и О^ВР следует:
Г * Г ip | COS 0Cf£j Г¿2 w2 COS OCv* (30.10)

Следовательно, при эвольвеитном зацеплении передаточное от
ношение может быть также выражено через отношение радиусов 
основных окружностей:

Из формулы (30.11) видно, что при эвольпентном зацеплении 
изменение межосевого расстояния не влияет па величину переда
точного отношения вследствие неизменности радиусов основных ок
ружностей.

При изменении межосевого расстояния изменяются лишь ра
диусы начальных окружностей и угол зацепления.

Основные размеры зубьев. Эвольвептные профили зубьев, как  
было показано, удовлетворяют основному условию синтеза зубча
того зацепления — получению заданного передаточного отношения. 
Выполнение дополнительных условий синтеза зависит в первую 
очередь от размеров зубьев. Эти размеры удобно задавать в долях 
какой-либо одной линейной величины, связанной с зубом. Чтобы 
пояснить выбор этой величины, выразим длину некоторой окруж
ности, имеющей диаметр с!, через число зубьев колеса г:

где р — окр ужной  ш а г , т. е. расстояние, измеренное по дуге ок
ружности диаметром <1 между двумя соответствующими точками 
соседних зубьев. Отсюда

где т  — отношение окружного шага к числу я , называемое м о д у 
лем зуба .

Окружной шаг р  и модуль т  для одного и того же зуба за
висят от диаметра окружности, к которой они относятся. Услови
лись для некоторой окружности, называемой делительной,  выби
рать модуль из ряда рациональных чисел от 0,05 до 100 (СТ СЭВ 
310—76). Тогда диаметр делительной окружности по формуле 
,(30.12) также выражается рациональным числом, что и послужило 
основанием для выбора модуля тп в качестве величины, характе
ризующей размеры зуб а* ).

Делительную окружно сть  можно определить как окружность, 
для которой модуль имеет стандартную величину, или же как ок-

(30.11)

n d  = pz,

d  — — z, или d = m z ,тт 1 1 (30.12)

*) В США стандартизовал диаметральный ш аг (питч), равный отношению 
числа зубьев к  диаметру делительной окружности в дюймах.



ружность, которая является базовой для определения размеров 
зубьев (определение ГОСТ 16530—83). Иногда начальные и дели
тельные окружности совпадают, но при этом надо иметь в виду 
их принципиальное отличие. Делительная окружность есть харак
теристика одного зубчатого колеса, с которым она неизменно свя
зана, и диаметр этой окружности имеет постоянную величину. На
чальные окружности дают характеристику зацепления двух зубча

тых колес, и диаметры этих ок
ружностей зависят от межосево- 
го расстояния.

Делительная окружность в 
торцовом сечении, т. е. в сечении, 
перпендикулярном оси вращения, 
делит зуб на две части: головку 
и ножку. Делительной г ол овкой  
(сокращенно — головкой) зуба 
называется часть зуба, располо
женная между делительной ок
ружностью и окружностью вер
шин, радиус которой обознача
ется через га (рис. 166). Дели
тельной н ожкой  (сокращенно — 
ножкой) зуба называется часть 
зуба, расположенная между де
лительной окружностью и ок
ружностью внадин, радиус кото
рой обозначается через г,. Допу
скается также применение тер
минов «начальная головка» и 
«начальная ножка», если зуб де
лится по высоте не делительной, 
а начальной поверхностью.

Различают внешние (рис. 166, 
а)  и внутренние (рис. 166 ,б) 
зубья. У внешних зубьев окруж

ность вершин находится снаружи окружности впадин, а у внут
ренних — внутри окружности впадин.

Высота головки обозначается через /г„, высота ножки — через 
Л/, общая высота зуба — через /г. Высота иожки больше высоты 
головки, так как между окружностью вершин одного зуба и ок
ружностью впадин другого зуба должен быть зазор, называемый 
радиальным за зо ром .  Каждый зуб очерчен двумя симметрично рас
положенными профилями. Расстояние между этими профилями, из
меренное по какой-либо окружности, называется толщиной зу ба .  
Толщина зуба по делительной окружности обозначается через «. 
Варьируя величипы Аа, /г, и «, можно удовлетворить дополнитель
ным условиям синтеза. Варьирование выполняется обычно измене



нием взаимного расположения заготовки колеса и инструмента при 
обработке профиля зуба, которое характеризуется величиной, на
зываемой смещени ем.

Кинематика изготовления сопряженных поверхностей зубьев ци
линдрических энольвентных зубчатых колес. Режущий инструмент 
для нарезания зубьев выполняется или как зубчатое колесо с ре
жущими гранями на зубьях (д о л б я к ) , или как зубчатая рейка 
( г р е б енка ) ,  которую можно рассматривать как  предельную форму 
зубчатого колеса при. стремлении числа зубьев к бесконечности. 
Для рейки все окружности переходят в параллельные прямые, 
а эвольвептный профиль зуба — в прямую, образующую угол а  
с перпендикуляром к этим , 
прямым (рис. 167). Кроме' 
гребенки, к режущим инстру
ментам реечного типа отно
сят также червячную фрезу, 
которая выполняется как 
винт с режущими гранями 
па зубьях, имеющих про
филь рейки в плоском сече
нии, содержащем ось фрезы.

Для нарезания эволь- 
вентных зубьев наибольшее 
распространение имеет рееч
ный инструмент, так как 
профиль зуба эвольвентной
рейки представляет собой прямую линию. Долбяк применяют 
обычно для нарезания внутренних зубьев. На рис. 167 показан 
контур зубьев рейки, который называется исходным,  так как он 
служит основой для определения форм и расположения режущих 
кромок. Профиль зуба режущего инструмента отличается от ис
ходного профиля тем, что высота головки увеличена на с*т,  т. е. 
на величину радиального зазора (штриховая линия на рис. 167), 
так как головка зуба режущего инструмента вырезает ножку зуба 
в заготовке. Этот контур называется п р ои з в о д ящ им ,  так как при 
движении режущих кромок он образует производящую поверхность. 
Модуль т, в долях которого определяются размеры исходного кон
тура, выбирается из стандартного ряда модулей зубьев. Прямая 
СС, проходящая по середине общей высоты зуба, называется с р е д 
н ей  прямой  (иногда— делительной) .  Стандартные параметры ис
ходного контура имеют следующие значения: угол профиля а  =  
= 20°, коэффициент высоты головки /¿а =  1, коэффициент глубины 
захода зубьев =  2, коэффициент радиального зазора с* =  0,25, 
радиус закругления р/ =  0,4. Для быстроходных цилиндрических 
зубчатых передач с целыо уменьшения ударов при входе и выходе 
из зацепления с учетом их деформации применяется фланкирова 
ние  зубьев, т. е. срез (фланк) части профиля зуба у его верши



ны. Тогда на производящем контуре предусматривается фланкиру
ющий участок. В некоторых, сравнительно редких случаях возмож
ны отступления от стандартных значений угла а  и коэффициентов 
высоты головки Ьа.

На рис. 168 показаны три различных варианта нарезания зубь
ев реечным инструментом, отличающихся расположением произво
дящего контура и заготовки. В первом варианте (рис. 168, а) сред
няя прямая производящего контура СС касается делительной ок
ружности заготовки. Инструменту и заготовке сообщаются такие

х  = 0 ¿с>0 х<0

О + -

. пт
г

о  \  ТС ГП

5 < Л Г
а б в

Рис. 168

движения, при которых средняя прямая катится без скольжения 
но делительной окружиости заготовки. В зависимости от конструк
ции станка для нарезания зубьев требуемое относительное движе
ние (огибание или обкатка) может быть получено или при не
подвижной заготовке, или при взаимном перемещении инструмента 
и заготовки. Кроме движения огибания, должно быть движение 
резании, а иногда и подачи.

Толщина зуба но делительной окружности в первом варианте 
равна ширине впадины рейки по средней линии

5 = 0,5л т.
Колесо с полученными при этом варианте нарезания размерами 

зуба по предложению В. А. Гавриленко*) называется коле сом с  
равнод ел енным шагом.

*) Владимир Александрович Гаврилепко (1899—1977) с исчерпывающей 
полнотой разработал теорию авольвеи и ю т аацеилеиии.



Во втором варианте (рис. 168,6) средняя прямая СС смещена 
от центра заготовки на величину хтп, где х — коэффициент смеще
ния. По делительной окружности катится без скольжения началь
ная прямая НИ, отстоящая от средней прямой на величину смёг 
щения хпг. Толщина зуба по делительной окружности оказывается 
теперь больше ширины впадины, что соответствует увеличению 
ширины впадины производящего контура по начальной прямой Я/Л

Из рис. 167 и 168 следует;

4 s  = 0,5лто + 2xm tg а .  г- (30.13)
• *е
Коэффициент смещения х в этом варианте считается положи

тельным.
В третьем варианте  (рис. 168, в) средняя прямая СС смещена 

к центру заготовки на величину ш ,  причем коэффициент смещения 
считается отрицательной величиной. Толщина зуба по делительной 
окружности этого колеса определяется также по формуле (30.13) 
и вследствие того, что х < 0, оказывается меньше, чем у колеса с 
равноделепным шагом.

Все зубчатые колеса, нарезаемые указанным способом при од
ном и том же исходном контуре и модуле то, как со смещением, 
так и без смещения, с любым числом зубьев имеют зубья, поверх
ности которых являются сопряженными. Это утверждение следует 
из того, что мгновенная ось вращения в относительном движении 
производящей поверхности и обрабатываемого колеса всегда про
ходит через одну и ту же точку Р и, следовательно, уравнения 
(30.6) удовлетворяются.

Заметим также, что независимо от смещения радиус основной 
окружности связан с радиусом делительной окружности соотно
шением

гь = г  cos а,  или гь =  0,5toz cos а ,  (30.14)
Ж . 1  * *

т . е. смещение влияет только на толщину зуба по делительной 
окружности, а эвольвента при том же модуле то и числе зубьев z 
■остается неизменной.

Геометрический расчет зубчатых передач при заданных смеще
ниях. В зависимости от смещений каждого колеса можпо получить 
три типа передач, отличающихся расположением начальных и де
лительных окружностей. Эти окружности совпадают в тех пере
дачах, у которых по делительным окружностям толщина зуба од
ного колеса равна ширине впадины другого. Указанному условию 
удовлетворяют передачи при Х\ + х% =— 0, т. е. передачи, составлен
ные из колес без смещения, и передачи, в которых отрицательное 
смещение одного колеса равно по абсолютной величине положи
тельному смещению другого колеса. Межосевое расстояние в этих 
передачах а = 0,5m (zi + Z2) называется делительным межо се вым  
рас стоянием , а угол зацепления а  равен углу профиля производя
щего контура (рис. 169,а).



В передачах, у  которых по делительным окружностям толщина 
зуба одного из колес больше ширины впадины другого, для за
цепления без бокового зазора межосевое расстояние йм должно быть 
увеличено по сравнению с делительным. Одновременно увеличи
вается и угол зацепления а ш, так как основные окружности не из
меняются (рис. 169 ,6 )* ). Эти передачи получаются при Х 1+«2> 0.

Аналогично для передач, у которых по делительным окружностям 
толщина одпого из колес меньше впадины другого, имеем: аш< а  
и а „ < а  (рис. 169, в) .  Эти передачи получаются при х\+х%<0.

Для вычисления аи и а и определяем сначала толщину зуба по 
начальной окружности. Из рис. 170 с учетом уравнения эвольвен
ты (30.8) имеем

Подставив значение толщины зуба по делительной окружности из 
(30.13) и учитывая, что г —г м ]2 и гш — р„г/(2л),  где р ш — шаг но 
начальной окружности, получаем

а ш > а ,  а ^ >  сс ° ш < а  ■> а ш < а

О +

а 6
Рис. 1С9

(30.15)

у  +  2х Ьца +  г (¡пу а  — т у  а №) . (30.16)

*) Все размеры, связанные с начальными окружностями, имеют нижпий 
индекс ш, а связанн ы е с делительными — но имеют индекса.



Для начальных окружностей сумма толщин зубьев равна ш агу:
5и,1 "Ь 5ш2 = Рю»

Отсюда с учетом формулы (30.16)
2 К  +  * * ) 06inv а ш =  in v  а  +

Zl + Z2
(30.17)

После вычисления inv а«, находим по таблице инволют угол а» . 
Радиусы начальных окружностей 
определяем из треугольников 
0\АР и 0 2ВР  (см. рис. 165):

Г и [  —  ^"ы/ c O S  0Сщу Г „ 2  ^Ь2/ с о S ОСш*

Подставляя значения радиусов 
основных окружностей из фор
мул (30.14), получаем

r„i = 0,5mzi cos a/cos а а,
' . (30.18)'г«,2 = 0,5mz2 cos a/cos а ш.

Отсюда межосевое расстояпие 
а »  = 0,5/га (zi + Z2) cos a/cos а„.

(30.19)

Иногда формулу (30.19) записывают в следующем виде:
aw = a + ут,

где у  — коэффициент во спринимаемого  см ещ ен и я .
Из формулы (30.19) получаем

z  -4-  z 1 ‘ 2у  =  -
(  cos ос __ Л  
\ cos a w )•

(30.20)

Радиусы впадин получаются из условия, что делительная го
ловка зуба режущего инструмента, равная по высоте (к* +  с*) т , 
при обработке проходит внутрь делительной окружности на вели
чину {Ь,*а + с* — х ) т  (см. рис. 168). Отсюда

Г/1 =  0 , 5 — (А* +  с* — хг)  т ,
г /2 = 0 ,5 т г2 — (/г* +  с* — £2) пг.

Радиусы вершип га (радиусы заготовок) определяются из усло
вия получения радиального зазора с * т :

Га! =  аю — Г, 2 — с *т,
Га2 === Лю ™ с *т .



Иногда вводят обозначение
Ау =  xj +  хг — у.  (30.23)

Величину Ау называют коэффициентом уравнительного см ещ е
ния.  Тогда формулы (30.22) преобразуются к следующему виду:

>«i = r i +  (h*  +  хг — Ay) m,
t • \ (30.24)

Гаг =  r t  +  \ha +  xt —  Ay) m .

Построение картины внешнего эвольвентного зацепления. Свой
ства внешнего эвольвентного зацепления наиболее наглядно можно 
пояснить на примере построения картины зацепления, т. е. графи
ческого изображения зубьев, находящихся в зацеплении.

Пусть, например, заданы числа зубьев ъ\ и модуль m  и ко
эффициенты смещения х\ и х2. Требуется построить картину внеш
него эвольвентного зацепления, считая, что угол профиля реечного 
инструмента a  =  20°, коэффициент высоты головки h* =  1 и коэф
фициент радиального зазора с* = 0,25.

Инволюта угла зацепления а«, находится по формуле (30.17):

inv a w =  inv 20° +  -■(Xl,+ tg 20°.
J1 + Z2

Радиусы пачальных окружностей вычисляем по формулам 
(30.18)

г*| = 0,5/nzi cos 20°/cos a w, ^  
t W2 — 0,5mz2 cos 20°/cos а ш.

Межосевое расстояние равно сумме радиусов начальных окруж
ностей ч 

a w = 0,5/и (zi + Z2) cos 20°/cos a w.

Построим начальные окружности с центрами в 0\ и 0 2 и про
ведем через точку их касания, т. е. через полюс зацепления Р , 
линию, составляющую угол а„ с перпендикуляром к межосевой 
линии 0\0ч (рис. 171). По свойству эвольвентного зацепления по
строенная линия будет общей касательной к основным окружно
стям. Радиусы основных окружностей найдем, опустив на эту ка
сательную перпендикуляры из точек 0\ и О2. Для контроля вы
числений и построений имеем формулы (30.14)

гы =  0,5mzi cos 20°, rb2 = 0,5тгг cos 20°.

Далее, примепяя построение эвольвенты (см. рис. 163), строим 
эвольвентные профили зубьев, перекатывая линию пп  сперва по 
одной основной окружности, а затем по другой. Эвольвентные про
фили зубьев продолжаются до окружностей вершин, радиусы кото



рых находятся по формулам, следующим из формул (30.21) и 
(30.22):

г«| = а» — 0,5гм2 + (1 — я 2) т,  
га2 =  а» — 0,Ътг\ + (1 — т .

Радиусы окружностей впадин:
Г/1 = 0,5тг|  — (1,25 — х\)т,  
г,2 =  0,5/п22 — (1,25 — хг) т .

Контроль построений: между окружностью вершин одного зуба 
и окружностью впадин другого зуба должен быть радиальный за
зор, равный 0,25т.

Точки а и Ь пересечения окружностей вершин зубьев с линией 
вацепления АВ определяют активную линию зацепления, т. е. ту

часть линии зацепления, по которой при выбранных размерах зубь
ев перемещается точка контакта профилей зубьев.

Активный участок профиля з у б а  колеса 1 (отмечен двойной 
линией со штриховкой) располагается от вершины зуба до точки 
пересечения профиля с окружностью, проведенной из центра 0\ 
через точку а. Соответственно для колеса 2 надо провести окруж
ность из центра Ог через точку Ь. Переходные  участки от окруж
ности впадин до основной окружности получаются при обработке 
30 н. И. Левитский



профиля зуба как  траектории точек инструмента в движении его 
относительно заготовки.

После построения одной пары профилей строятся симметрич
ные профили каждого зуба с учетом, что толщина зуба по дели
тельной окружности s  = (0,5п 4 -2х t g  а )  т.  Для определения оси 
симметрии зуба колеса 1 проводим делительную окружность, радиус 
которой равен О.бтги и от точки пересечения профиля зуба с этой 
окружностью откладываем дугу «/2. Аналогично находим ось сим
метрии зуба колеса 2.

Для колес 1 и 2 угловые шаги зубьев соответственно равны
х\ — 2п1г\,  Т 2  =  2 я / г 2 .  ( 3 0 . 2 5 )

Контроль графических построений зубьев состоит в том, что 
точки касания каждой пары зубьев должны лежать на линии за
цепления АВ.  Впрочем, графическое построение картины зацепле
ния имеет лишь учебно-методическое значение. Для составления 
рабочих и сборочных чертежей достаточно определения геометри
ческих параметров зубчатых колес по формулам (30.17) — (30.25). 
В зависимости от заданных условий последовательность использо
вания этих формул может быть иной, чем указано при построении 
картины зацепления.

Например, если задано межосевое расстояние ат, числа зубьев 
2 |, гг и модуль т ,  то вначале вычисляют угол зацепления а„ из 
соотношения; (30.19) и затем из формулы (30.17) находят тре
буемую велияипу суммы коэффициентов смещения х\ + х%.

Проверка' дополнительных условий при синтезе эвольвентного 
зацепления. ,Из многих возможных дополнительных условий син
теза (ограничений), которые можно проверить по картине зацепле
ния, рассмотрим три условия: отсутствие заострения зубьев, отсут
ствие интерференции зубьев и обеспечение непрерывности взаимо
действия зубьев.

Зао стрени е  з у б а  получается, если точка Т (см. рис. 171) пере
сечения дву^ симметричных профилей располагается вблизи окруж
ности вершин зубьев, и толщина зуба по этой окружности полу
чается менее некоторой величины, например, (ОД—0,15) т .  Для 
устранения заострения зуба можно уменьшить радиус окружности 
вершин или изменить коэффициенты смещения.

Интерфер енцией  (наложением) з у б ь е в  называется явление, со
стоящее в том, что при рассмотрении теоретической картины за
цепления часть пространства оказывается одновременно занятой 
двумя зубьями разных колес. Для внешнего эвольвентного зацеп
ления условие отсутствия интерференции состоит в том, что взаи
модействие зубьев должно происходить только на участке АВ, где 
обеспечивается касание зубьев.

Чтобы установить у с л о в и е  непр ерывности в заимодействия з у б ь 
е в , покажем эвольвентную часть зуба колеса 1 в начале и в конце 
зацепления (рис. 172). Если вращение колеса 1 происходит против



хода часовой стрелки, то зуб входит в зацепление, когда .его про
филь пересекает линию зацепления в точке а и выходит из зацеп
ления в точке Ь. Угол поворота зубчатого колеса от положения 
входа зуба в зацепление до выхода его из зацепления называется 
у глом перекрытия кол е са  сра. Этот угол должен быть больше угло
вого шага с тем, чтобы вторая пара взаимодействующих зубьев 
успела войти в зацепление 
прежде, чем первая пара 
выйдет из зацепления.

Отношение угла пере
крытия колеса к его угло
вому шагу называется коэф
фициентом перекрытия

е« = - ^ .  (30.26)

Условие непрерывности 
взаимодействия зубьев выра
жается ограничением е0> 1 .

По свойству образования 
эвольвенты дуга, которую 
проходит начальная точка 
эвольвенты от положения 
входа зуба в зацепление до 
выхода его из зацепления, 
равна длине активной линии 
зацепления (аЬ).  Следова
тельно, угол перекрытия для 
колеса 1

(аЬ)
Ф«1 =

'bi Рис. 172

ГТолставляя значение угла перекрытия и углового шага (30.25) 
в формулу (30.26), получаем

(аб) г1
еа :

/‘ы2л
(аЬ)или еа — -— , 
Рь

где рь —  я т  cos а  —  шаг зубьев по основной окружности.
Отрезок (аЬ) может быть вычислен из условия 

(аЬ) = {АЬ) — (АР) + (Ва)  — (В Р ).

Подставляя значения указанных отрезков из треугольников 
0\АЬ, 0\АР, 0 2Ва и 0 2ВР,  получаем

(аЬ) =  гы (tg a„i — tg а ш) + ^ ( t g  а а2 — tg а ю),

где а „1 и а „2 — углы профиля зуба у вершин, определяемые из со
отношений

cos а„| = гы/га1, cos а „2 = гь2/га2.



Отсюда коэффициент перекрытия
*8 а <11 , 1К а п г - ^ « ива = — -Г-------- -  + ------^ --------  (30.27)

1 2
Особенности внутреннего зацепления. На рис. 173 показано рас

положение основных окружностей при внутреннем зацеплении.

Касание эвольвент Э\ и Э2 может быть только на продолжении ли
нии ВА левее точки А. На участке АВ эвольвенты пересекаются, 
так как нормаль к эвольвенте Э\ направлена по касательной п'п' ,  
не совпадающей с пормалыо пп  к эвольвенте Э2. Интерференция 
зубьев на участке АВ аналогична интерференции при внешнем 
зацеплении, т. е. головка зуба одного колеса накладывается па 
переходный профиль зуба другого колеса. При малой разности 
между числами зубьев может быть еще второй вид интерференции, 
когда накладываются профили зубьев у их вершин (рис. 174).

Подрезание зубьев. При малых числах зубьев обрабатываемого 
колеса может быть интерференция зубьев инструмента и обраба
тываемого колеса. В этом случае режущие кромки инструмента 
срежут часть обрабатываемого зуба, на которую накладывается зуб



инструмента. Если интерференция происходит между головкой з у 
ба инструмента и ножкой обрабатываемого зуба, то она называется 
подр е з ани ем .  Значительное подрезание ослабляет ножку зуба и по
тому является недопустимым, небольшое подрезание полезно для

улучшения условий контакта зубьев в начале (или в конце) зацеп
ления.

При анализе внешнего зацепления было показано, что интерфе
ренция происходит тогда, когда активная линия зацепления (a b ) 
выходит за пределы линии зацепления. При реечном зацеплении, 
как и при внутреннем, эта линия ограничена точкой А, и следова
тельно, предельный случай, когда подрезания нет, характеризуется 
совпадением точек а и А (рис. 175). Из треугольника ATO имеем

Следовательно, если число зубьев обрабатываемого колеса мень
ше 17, то при нарезании зубьев реечным инструментом с углом

деляя его значение по формуле (30.29). С увеличением угла про
филя рейки а  мипимальпое число зубьев колес, нарезаемых без 
смещения (х = 0 ), уменьшается. Так же влияет уменьшение коэф
фициента головки зуба рейки На .

Аналогично могут быть получопы формулы, выражающие усло
вия отсутствия подрезания зубьев долбяком, причем в этом случав

Рис. 174 Рис. 175

Отсюда
0,5mz хт. — h * m  =  0,5mzcos2a. 

х — hi, — 05z (1 — cos2a)- (30.28)

При a  = 20° и /г* = 1

(30.29)

■a = 20° и h i  =  1 надо применять положительное смещение, опре-



наблюдается не только подрезание ножки, но и срез вершин зубьев 
(см. рис. 174).

Блокирующий контур. Все дополнительные ограничения, кото
рым надо удовлетворить при синтезе зубчатых зацеплений (отсут
ствие подрезания и заострения зуба, обеспечение минимального 
значения коэффициента перекрытия, равнопрочность зубьев, отсут

ствие интерференции и т. п.), в той 
или иной мере зависят от величин 
смещений при нарезании колес. Для 
выбора коэффициентов смещения х\ 
и XI составляются справочные кар
ты в виде графиков зависимости 
между х-1 и х\ при заданной вели
чине какого-либо качественного по
казателя зацепления. Каждый гра
фик рассчитывается для определен
ного сочетания чисел зубьев г\ и ъ2. 
Совокупность графиков, построен
ных по граничным (предельным) 
значениям показателей, выделяет 
па плоскости коэффициентов сме
щений Х\ И Х2 область допустимых 
значений этих коэффициентов. Кон
тур, выделяющий эту область, на
зывается бл окирующим контуром„ 

На рнс. 176 показан образец 
блокирующего контура для чисел 

зубьев 21 = 20 и гч = 28. Предполагается, что нарезание зубьев про
изводится реечным инструментом со стандартным исходным кон
туром. Штриховка на линиях контура выделяет область недопу
стимых значений х\ и за

граничные линии блокирующего контура: 7 — грапица интер
ференции на ножке зуба второго колеса, ¿  — линия, определяющая 
подрезание эвольвентного профиля первого колеса, 3 — линия пре
дельного коэффициента перекрытия, 4 — граница интерференции на 
ножке зуба первого колеса, 5 — граница заострения зуба на первом 
колесе; 6 — линия, определяющая подрезание эвольвентного про
филя второго колеса.

Зона А контура — зона полюсных передач ,  т. е. таких передач,, 
в которых касание профилей происходит по обе стороны от полюса 
зацепления. Зона Б контура — зона внеполюсных передач ,  в кото
рых касание профилей происходит по одну сторону от полюса 
зацепления и зуб одного колеса имеет только головку, а другого — 
только ножку.

Внутри контура изображены линии, соответствующие опреде
ленным значениям качественных показателей зацепления: а  и б — 
линии, определяющие равную прочность зубьев на изгиб (а  — при



ведущем колесе 1, б — при ведущем колесе 2) ,  е„ =  1, 2 — рекомен
дуемое значение коэффициента перекрытия.

Косозубые колеса. По форме боковой поверхности различают 
прямые и косые зубья. Боковая поверхность прямого зуба в эволь- 
вентных колесах образуется при движении эвольвенты вдоль оси 
колеса так, что получа
ется эвольвентная ци
линдрическая поверх
ность, образующая ко
торой параллельна оси 
колеса, а направляю
щая кривая есть эволь
вента. Боковая поверх
ность косого вуба в 
эвольвентпых колесах 
образуется при винто
вом движении эволь
венты так, что получа
ется эвольвентпая вин
товая поверхность, ко
торая пересекается с 
любым соосным ци
линдром (соосным по отношению к оси вращения колеса)’ по вип- 
товой линии, а в сечениях, перпендикулярных оси цилиндра, дает 
эвольвенту.

Боковую поверхность косого зуба эвольвентпого колеса можпо 
представить так же, как линейную поверхность, описываемую пря
мой тт,  лежащей в плоскости Q, под углом ß6 к образующей ос
новного цилиндра, по которому эта плоскость катится без сколь
жения (рис. 177).

Угол ß» называется углом н акл она  з у б ь е в  по о с н о в н ом у  ц и л и н д 
р у .  Каждая точка прямой т т  в плоскости, перпендикулярной оси 
цилиндра, описывает эвольвенту Э основной окружности с радиусом 
г ь. Пересечение полученной эвольвентпой поверхности с основным 
пилиндром дает винтовую линию Вь, угол подъема которой равен 
90° — ß6, а шаг h = 2лгьctg ßt,. С другими соосными цилиндрами 
(начальпым, делительным и т. п.) эвольвептная винтовая поверх
ность также пересекается по винтовым линиям с тем же шагом, но 
с другими значениями угла подъема. Соответственно измепяется 
угол наклона зубьев. Например, для делительного цилиндра угол 
наклона зубьев ß связан с углом наклона по основному цилиндру 
соотношением

tgß =  - f - t g ß b. (30.30)г ь
Развернем делительный цилиндр па плоскость'(рис. 178). Тогда 

винтовые линии пересечения этого цилиндра с боковой поверх
ностью зуба изобразятся прямыми линиями, наклоненными под у г 



лом р и находящимися на расстоянии р, по торцу цилиндра или 
на расстоянии рп по нормали к  этим линиям. Расстояние р, назы
вают торцовым шагом,  а расстояние р п — нормальным шагом.  Соот

ветственно различают торцо
вый мод уль  то, и нормаль
ный мод уль  т„, которые 
связаны между собой соот
ношением

то, = то«/с ов  р. (30.31)'
Стандартное значение 

имеет нормальный модуль, 
так как при нарезании ко
созубых колес используется 
режущий инструмент, кото
рый применяется для пря
мозубых колес. Следует толь

ко установить инструмент так, чтобы в плоскости, касательной к 
делительному цилиндру, направление резания составляло бы с об
разующей этого цилиндра угол р.

Геометрический расчет косозубых колес производится по тор
цовому сечению. При определении делительной, основной и на
чальной окружностей вместо модуля т  следует в формулы подста
вить то/соэ [}. Угол профиля рейки в торцовом сечении находится 
из соотношения tg а , — tg а/соэ р. Размеры по высоте производя
щего контура при установке инструмента для нарезания косозубо
го колеса не изменяются. Отсюда следуют соотношения: кат  = 
=  Д4ат г и с * т  — т,  где к и, и с( —коэффициенты высоты голов
ки рейки и радиального зазора по отношению к торцовому модулю. 
Учитывая соотношение (30.31) между стандартным модулем т — 
=  то„ и торцовым то,, получаем

h ta  =  h *  COS Р И С* =  С*  COS р.

В передаче с косозубыми колесами каждый зуб входит в за
цепление постепенно, т. е. не сразу всей длиной, и угол перекры
тия увеличивается на добавочный угол фе.

Полный угол перекрытия

Из рис. 178 следует

Ф т =  Фо +  Фв. 

2*«, tg р

где Ъю — рабочая ширина передачи.



Соответственно коэффициент перекрытия в передаче с косозу
быми колесами определяется по формуле

еу = еа Ч------ -— ,

где еа — коэффициент торцового перекрытия, вычисляемый по фор
муле (30.27).

§ 100. Другие виды цилиндрических зубчатых передач

Циклические кривые. Цикличе скими кривыми  называются кри
вые, получаемые как траектории точек, связанных с окружностью, 
перекатываемой без скольжения по неподвижной окружности или 
по неподвижной прямой. Если точка, описывающая кривую, нахо
дится на перекатываемой окружности, то ее траектория называется 
эпициклои дой  при внешнем качении окружности по неподвижной 
окружности, г ипоциклоидой  — при внутреннем качении и ц и к л о и 
д ой  при качении окружности по прямой. Если же эта точка нахо
дится вне или внутри перекатываемой окружности, то образуемые 
кривые называются эпитрохоидами (удлиненными или укороченны
ми эпициклоидами) при внешнем качении или гипотрохоидами  
(удлиненными или укороченными)— при внутреннем качении. Во 

всех случаях качения окружности по дру
гой окружности или прямой мгновенный 
центр вращения в их относительном дви
жении совпадает с точкой касания, кото
рую будем в дальнейшем называть п о 
люсом з ац епл ения .  Отсюда следует, что 
направление нормали к циклической кри
вой совпадает с прямой, соединяющей 
рассматриваемую точку с полюсом за
цепления.

Теорема Камуса. При перекатывании 
по центроидам отиосительпого движения 
систем 1 и 2 некоторой вспомогательной 
центроиды 3 точка М, связанная с ней, 
описывает кривые а  — а  и  ̂— р, кото
рые являются взаимоогибаемыми кривы- Рис. 17 9 
ми в относительном движении систем 1 
и 2 (рис. 179).

Доказательство теоремы основывается на том, что в точке к а 
сания Р всех трех центроид совпадают мгновенные центры враще
ния Р\2, Р и и Ргз и, следовательно, общая нормаль к кривым ос — а  
и ¡} — р в их относительном движении должна проходить через 
точку касания центроид систем 1 и 2 (аналог основной теоремы 
плоского зацепления). В применении к циклическим кривым из 
теоремы Камуса следует, что в качестве сопряженных профилей



зубьев можно выбирать траектории одной и той же вспомогатель
ной окружности, перекатываемой по центроидам относительного 
движения колес.

Циклоидное зацепление. На рис. 180 изображена картина внеш
него циклоидного зацепления одной пары зубьев. Кроме начальных 
окружностей 1 и 2 (центроид в относительном движении колес),

радиусы которых п и г2, показаны 
вспомогательные окружности 3 и 3' с 
радиусами г и г '. При внешнем каче
нии вспомогательной окружности 3 но 
пачальной окружности 1 образуется 
эпициклоида Ра ,  по которой очерчен 
профиль головки зуба колеса 1. Для 
образования профиля ножки зуба ко
леса 1 используется гипоциклоида 
получаемая при внутреннем качении 
вспомогательной окружности 3' по па- 

№ чальной окружности 1. Аналогично 
для образования профиля головки зуба 
колеса 2 используется эпициклоида 
Ра' ,  получаемая при внешпем качении 
вспомогательной окружности 3' по па
чальной окружности 2, а для образо
вания профиля ножки — гипоциклоида 
Рр, получаемая при внутреннем каче
нии окружности 3 по окружности 2.

По теореме Камуса указанные про
фили будут сопряженпыми. Точка кп- 

рис 180 сания профилей перемещается по ли
нии зацепления, составленной и;* 

дуг вспомогательных окружностей РК  и РЬ.  Коэффициент перо- 
крытия

г « = { Р К  + Р1)1р„,
где Ри, — шаг по начальной окружности 1 (или 2) .

Исходный контур при нарезании зубьев реечным инструментом 
составлен из двух дуг циклоид. Для нарезания двух колес надо 
иметь два инструмента, которые имеют один и тот же исходный 
контур, но отличаются между собой по очертанию зубьев как шаб
лон и контршаблоп.

К достоинствам циклоидного зацепления по сравпепию с эволь- 
вентным относятся: а) меньший износ профилей вследствие того» 
что выпуклая головка касается вогпутой ножки, б) больший коэф
фициент перекрытия, в) большие возможности для получения ко
лес с малым числом зубьев, которые в часовых механизмах назы
ваются трибами,  г) мепыпая скорость скольжения профилей. К не
достаткам циклоидного зацепления в первую очередь относится



«ложность профиля режущего инструмента и трудности, связанные 
с его заточкой и переточкой. Кроме того, циклоидное зацепление 
чувствительно к изменению межосевого расстояния. При увеличении 
межосевого расстояния на некотором участке профилей эпициклои
да зуба будет касаться не гипоциклоиды, а эпициклоиды другого 
зуба, что приведет к изменению передаточного отношения. При 
уменьшении межосевого расстояния аналогично входят в зацепле
ния гипоциклоиды обоих колес.

Часовое зацепление. Если в циклоидном зацеплении выбрать 
радиусы вспомогательных окружностей по соотношениям:

г =  0,5г2 и г[ =  0 ,5 г1,

то гипоциклоиды, образуемые качением вспомогательных о кр уж 
ностей 3  и 3' но начальным окружностям 2 и 1  (см. рис. 1 8 0 ), 
вырождаются в прямые линии, т. е. ножки зубьев имеют прямоли
нейный профиль. Полученное зацепление называют часовым. Оно 
применяется в часовой промышленности в целях уменьшения комп
лекта зуборезного инструмента.

Цевочное зацепление. Другой частный вид циклоидального з а 
цепления получается, если принять радиус вспомогательной о кр уж 
ности 3' равным радиусу начальной окружности 1  (см. рис. 1 8 0 ), 
а радиус вспомогательной окружности 3  принять равным нулю . 
Тогда профиль зуба колеса 1  вырождается в точку, а профиль зуб а  
колеса 2  состоит только из эпицик
лоид а  и {} (рис. 181). Эти теорети
ческие профили заменяются на 
практике эквидистантными (равно
отстоящими по профильной норма
ли) профилями. Профиль зуба ко
леса 1  принимает форму окружно
сти, а сам зуб выполняется в виде 
цилиндра, называемого цевкой (от
сюда название зацепления — цевоч
ное). Профиль зуба колеса 2  очер
чивается по эквидистантам к эпи
циклоиде на расстоянии, равном ра
диусу цевки.

Достоинством цевочного зацепле
ния является малая величина по
терь на трение, если цевки выпол
нить вращающимися на осях. Коле
со с цевками изготовляется очень просто, но изготовить соп ря
женное ему зубчатое колесо с большой точностью трудно. Поэтому 
внешнее цевочное зацепление применяется преимущественно в гро
моздких тихоходных передачах, например, в башенных кранах.

Внутреннее цевочное зацепление может выполняться в д в у х  
варианта*. В первом варианте цевки располагаются на большом



колесе, а профили зубьев малого колеса очерчиваются по эквиди
стантным кривым к эпициклоидам. Во втором варианте цевки рас
полагаются на малом колесе. Тогда профили зубьев большого ко
леса очерчиваются по эквидистантам к гипоциклоидам.

Особый вид внутреннего цевочного зацепления получается, если 
расположить профили зубьев на окружностях, смещенных по от
ношению к центроидам ( внецентроидное зацепление). В этом слу
чае удается получить зубчатую передачу с разностью чисел зубьев, 
равной единице, что дает возможность получить в планетарных 
передачах большое передаточное отношение.

Цилиндрическая передача Новикова*). Образование сопряжен- 
пых профилей одной производящей поверхностью (способ Оливье) 
не является единственно возможным способом. В качестве примера 
образования сопряженных поверхностей по способу, отличающемуся 
от способа Оливье, укаж ем  на образование сопряженных поверх
ностей в одной из передач, разработанных М. Л. Новиковым и его 
последователями.

Внешнее эвольвентное зацепление, несмотря на ряд достоинств 
(простота изготовления, нечувствительность к изменению межосе-

вого расстояния и др .), имеет суще
ственный для тяжело нагруженных 
передач недостаток, заключающийся 
в том, что зубья касаются выпуклы
ми поверхностями. Для уменьшения 
контактных напряжений надо, что
бы выпуклая поверхность одного 
зуба касалась вогнутой поверхности 
другого зуба. Такое касание имеют 
эвольвептные зубья при внутреннем 
зацеплении и зубья, профили кото
рых очерчены по гипоциклоиде и 
эпициклоиде (циклоидное зацепле
ние). Еще более благоприятный 
контакт получается у зубьев, про
фили которых по предлоя5епию 
М. Л. Новикова в торцовой плоско
сти очерчены по дугам окружностей 

с почти равными радиусами (рис. 182,а ). В цилиндрической пере
даче эти зубья делаю тся винтовыми, и потому полученное зацеп
ление называют иногда круговинтовым. Рассматриваемое зацепле
ние — точечное, и в каждой торцовой плоскости зубья касаются 
только в одной точке К. Непрерывность зацепления обеспечивается 
тем, что зубья выполнены винтовыми. Поверхности зубьев рассмат
риваемого зацепления должны быть образованы так, чтобы точка 
контакта К  перемещалась параллельпо осям вращения колес.

*) Михаил Леонтьевич Новиков (1915—1956) предложил зубчатую пере
дачу с точечным касанием зубьев круговинтового зацепления.



Сопряженные поверхности зубьев в цилиндрической передаче 
Новикова могут быть образованы посредством двух жестко связан 
ных между собою производящих поверхностей, которые касаю тся 
по некоторой линии £. Производящие поверхности образуются при 
движении косозубых реек, одна из которых имеет исходный контур, 
соответствующий выпуклому зубу, а другая — вогнутому зубу. Рей
ки касаются между собой по прямой линии. Опи имеют одно и то 
ж е движение по отношению к каждому из нарезаемых колес, 
и каждой из производящих поверхностей воспроизводится поверх
ность зуба своего колеса. Условие сопряженности обработанных 
по этому способу поверхностей состоит в том, что линии контак
та к\ и &2 производящих поверхностей с поверхностями зубьев 
должны касаться или пересекаться в точке, принадлежащей ли
нии Ь.

Имеются также варианты передачи Новикова, в которых к а ж 
дая пара зубьев имеет две линии зацепления (рис. 182 ,6 ). Все в а 
рианты могут быть использованы пе только в цилиндрических, но 
и в пространственных передачах.

Некруглые колеса. Для воспроизведения перемепного передаточ
ного отношения при передаче вращения м еж ду параллельными 
осями применяют зубчатые механизмы с некруглыми колесами. 
Название этих колес происхо
дит от вида центроид в относи
тельном движении. ГЗ зависи
мости от вида воспроизводимой 
функции колеса 1  и 2  могут 
или совершать возвратпо-вра- 
щательные движения (рис.
183,а ) ,  или же иметь непре
рывное вращение (рис. 183,6).
Соответственно центроиды от
носительного движения колес 
могут быть незамкнутыми или 
замкнутыми. Незамкнутые 
центроиды имеют некруглые 
колеса, применяемые в прибо
ростроении для воспроизведе
ния заданпых функций. За
мкнутые центроиды имеют не- а  О 
круглые колеса, применяемые рис. 183 
для привода исполнительных и
управляющих органов машины. В обоих случаях  применяется ис
ключительно внешнее зацепление. Функцию и ^ ф О , выражающую 
зависимость величины передаточного отношения от угла поворота 
Колеса 1, считаем гладкой функцией с ограниченными и притом 
положительными значениями, т. е. функция М12 (<р1) должна иметь 
непрерывную производную, и при вращении ведущего колеса в



одном направлении (при возрастании ф[) не должно меняться на
правление вращ ения ведомого колеса.

При указанны х условиях модули радиус-векторов центроид 
при заданном межосевом расстоянии должны удовлетворять соот
ношениям

¿ф,
а »  =  +  г.,, ип  (ф1) =  .

Отсюда
г ,  =  *?— , г (30.32)

1 2 1 + В1,(Ч>1)
Пусть, например, механизм пекруглых колес применяется как 

счетно-решающий, и его назначением является воспроизведение 
функции у =  1(х )  в промежутке х2 >  х&* х {. Углы поворота колеса
1  считаем пропорциональными значениям аргумента х, а углы по
ворота колеса 2  — функции у. Тогда при масштабных коэффициен
тах к 1 и к2 имеем

ф! = к {(х — х х), ф2 = М / (я )  —/(Я|)]. (30.33)
Начало отсчета углов поворота ведущего колеса определяется 

значением х =  х\, и начало отсчета углов поворота ведомого — зна
чением /(#) =  / ( к о 

дифференцирование соотношений (30.33) дает
й(р[ =  к ^ х , йфг = к2}' (х)с1х.

Следовательно, передаточное отношение

(30-34)

Подставляя это значение им в формулы (30.32), имеем

; Г- - а " * , +  У ' М ’ Г’ =  а ‘  Ч  + У ' М - (30-35)

По формулам (30.33) и (30.35) производится вычисление коор
динат центроид в относительном движении колес, по которым опре
деляются копиры , используемые для нарезания колес, или произ
водится настройка зуборезного станка. Эти копиры и кинематиче
ские цепи настройки зуборезного станка должны обеспечивать тре
буемое относительное движение режущего инструмента и заготовки.

Если при воспроизведении заданной функции механизмом с 
некруглыми колесами передаточное отношение Ы2|(Ф|) оказывается 
знакопеременной функцией, то к заданной функции у = ‘ }(х)  добав
ляется функция у\ =  к$х так, чтобы производная от суммарной 
функции у2 — ] (х) Л-к%х была бы больше нуля, т. е. /' (х) + /с3 >  0 . 
При этом условии, которому можно удовлетворить выбором коэф
фициента ¿з, передаточное отношение и|г(ф|) по формуле (30.34)



оказывается положительным, и следовательно, фупкция г/г м ож ет 
быть воспроизведена механизмом некруглых колес. Одновременно 
зубчатой передачей с круглыми колесами воспроизводится ф ункция 
у\ — кгх, и затем значения г/г и у\ передаются в суммирующий м е
ханизм (например, зубчатый дифференциал), на выходе из которого 
снимается заданная функция у — У2 — У\-

Из механизмов некруглых колес для воспроизведения непре
рывного вращательного движения наибольшее распространение 
имеет зубчатая передача с эллиптическими колесами (см . 
рис. 183, б ) . Центроиды колес выполняются в виде одинаковых 
эллипсов. Оси колес совпадают с фокусами.

§ 101. Конические зубчатые передачи

Эвольвентная коническая передача. Конической передачей н а
зывается передача с пересекающимися осями вращения звеньев. 
Обозначим через б острый угол м еж ду осями вращения звеньев

1 и 2, которые пересекаются в точке О (рис. 184). В зависимости 
от направления вращения звеньев могут быть два случая. В пер
вом случае (рис. 184,а) векторы угловых скоростей «О] и юг обра
зуют тупой угол п — б, во втором случае (рис. 184, б).— острый 
угол б. В обоих случаях относительное движение звеньев 1  и 2  в



каждое мгновение может рассматриваться к ак  вращение вокруг 
мгновенной оси вращ ения ОР, составляющей с осями вращения 
звеньев углы 61 и 62 . Положение мгновенной оси вращения нахо
дится из условия, что в относительном движении скорость любой 
точки на этой оси (например, точки Р) равна нулю и, следователь
но, абсолютные скорости точек Р\ и Р 2 на звеньях 1  и 2  равны 
между собой:

так  как передаточное отношение в пространственных механизмах 
есть отношение модулей угловых скоростей звеньев.

Кроме того, углы  61 и 62 связаны зависимостью

где знак минус относится ко второму случаю.
Решая совместно уравнения (30.36) и (30.37) относительно 

угла 6 |, получаем

Передаточные отношения в зубчатой передаче можно опреде
лять также через числа зубьев и г г * ) : «12 =  22/21, « 21= 21/22.

При постоянном передаточном отношении «12 углы б| и 62 
остаются постоянными, и последовательные положения мгновенной 
оси вращения ОР относительно звеньев 1 а 2  образуют аксоиды 
(геометрические места мгновенных осей вращения) в виде круго
вых конических поверхностей, называемых начальными конуса
м и * * ). Касание начальных конусов может быть внешним 
(рис. 184, а) или внутренним (рис. 184,6). Движение звена 1 от
носительно звена 2  можно представить как  качение начального 
конуса звена 1  по начальному конусу звепа 2  без скольжения. 
В этом движении все точки звена 1  (кроме неподвижной точки О) 
движутся по сферическим траекториям. Например, траектория точ
ки Р  располагается на сфере радиуса ОР.

В конических передачах передаточное отношение не имеет зна
ка , и для определения направления вращения звеньев изображают 
векторы абсолютных скоростей точек на начальных конусах (круж 
ком с точкой векторы, направленные на зрителя, кружком с кре
стиком — от зри теля).

Базой для определения размеров зуба является делительный ко
нус, который при нарезании зубьев без смещения режущего ин-

Отсюда
Ы\1ор ЭШ 61 —  0)21ор Э1П 62

И
й>1

(30.36)ЙШ бх ’

6 2  ±  6 1  =  б, (30.37)

Ctg 61 =  (и 12 ± СОЭ 6 )/зШ б. (30.38)

*) Передаточное отношение, большее или равное 1, называют передаточ
ным числом.

**) О начальных поверхностях в зубчатых передачах см. § 102.



струмента совпадает с пачальным копусом. Основанием д ели тель 
ного конуса назовем круг, который лежит в плоскости, перпенди
кулярной оси колеса, и проходит через точку Р  пересечения обра
зующей делительпого конуса с наружной (по отношению к центру 
сферы О) торцовой по

верхностью зуба (рис.
185). Диаметр основа
ния делительного кону
са пли, сокращенно, 
делительный диаметр  
выражается через стан
дартный модуль т :

=  т г и <1 г =  тъъ.

Длина образующей 
делительпого копуса 
ОР называется дели
тельным конусным рас
стоянием и обозначает
ся через I:

л л
г = 2 в т 2 э т  6„

Наружные торцовые поверхности выполняют обычно не по сфе
ре радиусом I, а по копусу, дополнительному к делительному, 
с вершиной в точке Ох для колеса 1  и в  точке Ог — для колеса 2 .  
Высота головки На и высота ножки й, измеряются по образующим 
дополнительного конуса и принимаются по соотношениям

На = Ь*т, И) — (Ь*а + с*) т.,

Для колес, нарезанных без смещения, принимают }& — 1 и с* =■ 
=  0 ,2 -0 ,3 .

Ипогда определение высоты головки п ножки замспяют опреде
лением угла головки Да и угла ножки Д/, что соответствует кон усу  
вершин и конусу впадин.

Толщина зуба, измеренная по осповапиго делительного ко п уса : 
$ — п т 12 ;  ширина зубчатого вепца & = (0 ,2 5 —0,3)/.

Для образования боковых поверхностей зубьев можно предло
жить много различных поверхностей, удовлетворяющих основной 
теореме зацеплепия. Решающим условием для их выбора я в л я е тс я  
технологичность процесса нарезания зубьев, т. е. получепие доста
точно простых конструкций стапков и режущ их инструментов, до
пускающих корректирование условий зацеплепия. Теоретически 
наиболее простыми сопряжеппыми поверхностями, обеспечивающи
ми постоянство передаточного отношения, являются эвольвентны в



Рис. 180

конические поверхности, которые образуют сферическое эвольвент- 
ное зацепление. Современные станки для нарезания зубьев кониче
ских колес воспроизводят это зацепление лишь приближенно,

и тем не менее предварительное оп
ределение осповных параметров за
цеплений, применяемых в кониче
ских передачах, можно сделать по 
картине зацепления сферических 
эвольиентных колес.

Эвольвентная коническая поверх
ность (рис. 186) образуется движе
нием прямой ОМ, лежащей на обра
зующей плоскости (О .П ), перекаты
вающейся без скольжения по основ
ному конусу (О. К ). К аждая точка 
прямой ОМ описывает кривую, на
зываемую сферической эвольвентой„ 

Картина сферического эвольвент- 
ного зацепления может быть по

строена так же, как  и для плоского зацепления. Построения вы
полняются на сфере радиусом ОР, причем прямым па плоскости 
соответствуют дуги больших кругов на 
сфере. Для проверки дополнительных 
условий иногда применяют прибли
женный способ, известный под назва
нием способа Т р едго льда*). Этот спо
соб основан па том, что вместо эволь
венты, расположенной на сфере ра
диусом ОР, рассматривается кривая, 
получаемая при пересечении эволь- 
вентной конической поверхности с до
полнительным конусом, имеющим вер
шину в О, (или в Оа). При неболь
шой высоте зуба эти кривые мало от
личаются одна от другой. Преимуще
ство рассмотрения кривых, расположен
ных но на сфере, а на конусах, состо
ит в том, что конус в отличие от сфе
ры можно развернуть на плоскость. На
рис. 187 показаны развертки дополнительных конусов, у  которых 
радиусы образующих согласно рис. 185 определяются но формулам

^ - lo.P =  - S V '  < 3 < и 0 >

09Р 2 cos

*) Тредгольд (Tredhold, 1788—1829) — апглийский инженер.



На этих развертках, как па круговых секторах, можно построить 
плоское эвольвентное зацепление с углом зацепления а  и по н ем у 
приближенно судить о сферическом эвольвептном зацеплении, т. е . 
определять коэффициент перекрытия, проверять отсутствие интер
ференции и т. п. Следует только учесть, что в соответствии с фор
мулами (30.39) и (30.40) в этом плоском зацеплении числа зубьев  
надо считать равными:

2v| Zi/cOS б|, 
Zv 2 =  Z2 /COS 6 2 .

(30 .41 )

г а

Эти числа зубьев называют приведенными.
Квазиэвольвентное зацепление. Продолжая аналогию м еж д у  

плоскими и сферическими эвольвептными зацеплениями, рассмот
рим изготовление боковых поверхностей зубьев конических колес 
посредством одпой производящей поверхности. Аналогом произво
дящей рейки в кониче
ской передаче является 
плоское производящее ко
лесо, у  которого угол де- 
лительпого копуса равен 
£0°. В станках для наре
зания зубьев конических 
колес чаще, однако, ис
пользуется не плоское, а 
плосковершинное произво
дящее колесо (рис. 188,а), 
у  которого угол конуса 
вершин равен 90°. Зубья 
производящего колеса 
воспроизводятся движени
ем двух резцов (рис. 188,6), каждый из которых нарезает одну из 
сторон зуба конического колеса. Резцы имеют прямобочпый про
филь и движутся прямолинейно к центру сферы О. Кроме того, 
резцам (резцовой головке) и заготовке сообщается относительное 
движение огибания (обкатки) в соответствии с числом зубьев н а 
резаемого колеса и углом делительного конуса.

При схеме обработки, показанной на рис. 188, боковые поверх
ности нарезаемых зубьев не получаются эвольвептными, так  к а к  
резцы имеют постоянный прямобочпый профиль, в то время к а к  
для точного воспроизведения эвольвентпых поверхностей профили 
резцов должны быть различными для каж дого сечения нарезаемого 
зуба. Замена плоского производящего колеса плосковершинным 
вносит дополнительную погрешность в зацепление, которое, однако, 
остается близким к эвольвентному и потому называется к ва зи -  
эволъвентным. Иногда его называют октоидным  (octo — во сем ь ), 
так  как сечение поверхности зацепления плоскостью, перпепдику- 
31*

Рис. 188



лярпой линии касания начальных конусов, дает линию зацепления 
в виде восьмерки.

Рассмотренная схема обработки соответствует нарезанию пря
мых зубьев. При парезании косых зубьев резец движется по пря
мой, составляющей некоторый угол с прямой, проходящей через 
центр О. При нарезании криволинейных зубьев резец движется по 
дуге окружности, по эвольвепте или по какой-либо другой кривой.

Нарезание криволинейных зубьев конических колес. На рис. 189 
представлена схема нарезания колеса 1  с круговыми зубьями по

средством резцовой головки 2 , 
на торце которой по кругу раз
мещаются резцы. При нареза
нии зубьев резцовая головка 
вращается вокруг оси О, кото
рая является осыо вращения 
воображаемого производящего 
колеса, и, кроме того, враща
ется вокруг своей оси Оа (дви
жение резапия). Нарезаемое 
колесо 1  вращается во время 
нарезания зуба с угловой ско
ростью со,,, связаппой с угловой 
скоростью производящего ко
леса Шц. условием обкатки.

В процессе обкатки произ
водящее колесо совершает не

полный поворот. По окоичапии обработки одной впадины направ
ления вращения нарезаемого колеса и производящего меняются на 
ускоренные обратные, а затем заготовке сообщается дополнитель
ный поворот вокруг своей оси на угловой шаг. После этого начи
нается новый цикл движений, пока не будут обработаны все впа
дины нарезаемого колеса.

Продольные профили зубьев, получаемые в плоскости, перпен
дикулярной оси производящего колеса, очерчены по дугам окруж
ностей (круговые зуб ь я ) , причем для нарезания каждой стороны 
зуба (внешней или внутренней по отношению к центру окружно
сти) должеи быть свой профиль резца. Нарезание обеих сторон 
зуба производится либо раздельно (односторонний способ), либо 
одновременно (двусторонний способ).

Получаемое зацепление может быть исследовано в последова
тельности, указанной в § 98, т. е. вначале находятся уравнения 
производящих поверхностей, затем определяются линии контакта, 
поверхность зацепления и боковые поверхности зубьев.

По результатам исследования устанавливаются необходимые' 
корректуры в настройке станка для получения требуемой формы 
и размеров пятпа контакта, которое локализуется и по высоте, и по 
длипе зуба. В некоторых случаях корректуры в настройке станка



учитывают влияние деформаций станка и нарезаемого колеса, 
а также погрешностей изготовления на величину отклонений от 
заданного передаточного отношения.

Все другие схемы нарезания зубчатых колес с криволинейными 
зубьями можно подразделить по виду продольного профиля зуба и 
по способу движения производящих поверхностей. Например, р аз
личают обкатные и полуобкатные способы. При обкатном способе 
боковые поверхности зубьевчобоих колес получаются как огибаю
щие поверхностей зубьев производящих колес при их нарезании. 
При полуобкатном способе боковая поверхность зуба одного из ко 
лес нарезается без обкатки, т. е. на этом колесе копируется про
изводящая поверхность. Соответственно конические колеса подраз
деляются на обкатные и полуобкатные.

В последнее время получают все большее распространение ко
леса с эни-гипотрохоидным продольным профилем зубьев произво
дящего колеса, нарезаемые но способу непрерывной о б к атк и * ). 
Схема нарезания зубьев при этом способе отличается от указанной 
па рис. 189 взаимным расположением прямолинейных резцов, рез
цовой головки и нарезаемого колеса, а такж е соотношениями м еж 
ду их движениями. К достоинствам способа принадлежат широкие 
возможности управления положением и формой пятна контакта и 
повышение производительности станка вследствие деления (о тсут
ствует необходимость реверса нарезаемого колеса при переходе к  
обработке очередной впадины).

§ 102. Зубчатые передачи со скрещивающимися осями
вращения звеньев

Начальные поверхности. В рассмотренных типах цилиндриче
ских и конических передач начальные поверхности (цилипдры или 
конусы) совпадали с аксоидами в относительном движении колес. 
Зубья колес располагались вблизи пачальпых поверхностей, а по
верхности вершин и впадин имели ту же форму, что и начальпыо 
поверхности.

В передаче со скрещивающимися осями вращепия относитель
ное движение колес для данного мгновения может быть представ
лено как вращение вокруг некоторой оси с одновременным скольж е
нием вдоль нее. Эта ось называется мгновенной осью вращ епия — 
скольжения или мгновенной винтовой осью. Геометрические м еста 
мгновенной винтовой оси на каждом из колес дают винтовые аксои- 
ды  относительного движепия. При постоянном передаточпом отно
шении мгновенная винтовая ось (В. О) занимает постоянное поло
жение в неподвижном пространстве, а винтовые аксоиды относи

*) Г у л я  е в К. И. Исследование зацепления копических колес с цикло
идальным продольным профилем зуба, работающих с локализованной зоной 
контакта Ц Теория передач в машинах,— М.: Машиностроение, 1966.
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тельного движения являю тся однополостными гиперболоидами вра
щения (рис. 190). На этом основании зубчатую передачу со скре
щивающимися осями вращения называют гиперболоидной.

По аналогии с цилиндрическими и коническими передачами 
можно было бы ожидать, что в гиперболоидной передаче зубья 
будут располагаться вблизи указанных гиперболоидов вращения, 
а  поверхности вершин и впадин будут такж е гиперболоидными.

Однако сравнительное исследование ха
рактеристик гиперболоидной передачи 
(к. п. д., габариты и т. п.) показало, что 
в ряде случаев лучше располагать зубья 
в областях, удаленных от винтовых ак- 
соидов. В связи с этим потребовалось 
дать более широкое определение началь
ных поверхностей, определяющих области 
точек контакта зубьев, а также форму и 
расположение поверхностей вершин и 
впадин.

Начальные поверхности должны удов
летворять двум условиям: 1) быть взаи- 
мокасающимися поверхностями враще
ния, оси которых совпадают с осями вра
щения колес; 2) скорость каждой точки их 

касания в относительном движении колес уотя должна быть направ
лена вдоль общей касательной к линиям зубьев (липиям пересе
чения боковых и начальных поверхностей) или же быть равной 
нулю. За начальные поверхности обычно выбирают или цилиндры, 
или конусы, а положения их точек касания или, что то же, их 
размеры выбирают так , чтобы относительная скорость уотн была 
расположена в общей касательной плоскости к пачальным поверх
ностям. Заметим только, что эта плоскость в общем случае не сов
падает с плоскостью, касательной к сопряженным поверхностям, 
т. е. вектор уотв располагается на линии пересечения плоскостей, 
касательных соответственно к пачальным и сопряженным поверх
ностям . Отсюда следует, что общая нормаль к сопряженным по
верхностям зубьев в общем случае не совпадает с общей пормалыо 
к  начальным поверхностям.

В цилиндрических зубчатых передачах пачальпые поверхности, 
удовлетворяющие указанны м условиям, обязательно совпадают с 
цилиндрическими аксоидами. В конических зубчатых передачах 
начальные поверхности уж е могут не совпадать с коническими 
аксоидами. Например, начальная поверхность одного из колес мо
ж ет быть цилиндрической (Н .Ц ) , а другого — конической (Н .К ) 
(рис. 191). Коническая передача с аксоидами (А. К ), составленная 
из этих колес, назы вается смешанной конической передачей.

Виды гиперболоидных передач. По способу образования сопря
женных поверхностей зубьев различают гиперболоидные передачи



первого рода, в которых обе сопряженные поверхности могут быть 
образованы одной производящей поверхностью (первый способ 
Оливье), и гиперболоидные переда
чи второго рода, в которых произ
водящая поверхность совпадает с 
одной из сопряженных поверхностей 
(второй способ Оливье). Гипербо- 
лоидпая передача первого рода с ко
ническими начальными (делитель
ными) поверхностями называется 
гипоидной зубчатой передачей 
(рис. 192, а ) ,  а с цилиндрически
ми — винтовой зубчатой передачей 
(рис. 192 ,6 ). На рис. 192 гипербо
лоидные передачи показаны с углом 
скрещивания 90°, но этот угол, во
обще говоря, может быть любым.

Боковые поверхности зубьев ко
лес винтовой зубчатой передачи ча
сто выполняются по эвольвентпым 
винтовым поверхностям. Тогда эти 
колеса имеют форму ту же, что и 
косозубые колеса цилиндрической 
передачи. Необходимо только иметь 
в виду, что углы наклона зубьев 1̂ 
и [Зг связаны с углом скрещивания 
осей б соотношением 1̂ + 2̂ =  б.

Червячная передача. Линейный 
контакт зубьев получается в чер
вячной передаче (рис. 192, в), т. е. 
в гиперболоидиой передаче второго 
рода, у  которой начальпые (дели
тельные) поверхности отличны от 
конических и малое колесо (шестер
ня) имеет винтовые зубья. Малое 
колесо в червячной передаче назы
вается червяком, а большое — чер
вячным колесом. К гиперболоидпым 
передачам второго рода отпосится 
также спироидная передача, у кото
рой начальпые (делительные) по
верхности — конические и малое ко
лесо имеет винтовые зубья. Контакт 
зубьев в спироидной передаче так
ж е линейный.

Зацепление в червячной передаче (червячное зацепление) пол
ностью определяется принятой формой червяка и размерами его



зубьев. Основные виды червяков представлены на рис. 193. Чер
вяки, как и обычные винты, могут быть подразделены по числу за
ходов (винтовых линий) па однозаходные, двухзаходпые, трехза- 
ходпые и т. д. Число заходов совпадает с числом зубьев. В одпо- 
заходном червяке (рис. 193,а) шаг винтовой линии по делитель
ной поверхности называют ходом зуба и обозначают через рг.

В многозаходном червяке (рис. 193,6), кроме хода зуба, указы ва
ется осевой шаг рх, т. е. расстояние между одноименными линиями 
соседних винтовых зубьев по линии пересечения осевой плоскости 
с делительной поверхностью. Ход и осевой шаг зуба связаны за
висимостью

где г — число зубьев (заходов) червяка.
По форме винтовой поверхности зуба червяки могут быть под

разделены па червяки с линейчатой боковой поверхностью и с нели
нейчатой. Наибольшее распространение имеют два вида червяка с

а 5

б г

д

Рис. 193

Рг =  Рх*,



линейчатой винтовой поверхностью: архимедов червяк и эволь- 
вентный червяк. Архимедова винтовая поверхность получается, 
если образующая этой поверхности пересекает и винтовую линию, 
и ось червяка, образуя с ней постоянный угол (рис. 193, в). Сече
ние этой поверхности плоскостью, перпендикулярной оси червяка, 
дает архимедову спираль. Если образующая прям ая в любом поло
жении остается касательной к винтовой линии, то получается 
эвольвентная винтовая поверхность (рис. 193 ,г ) .  Сечение этой по
верхности плоскостью, перпендикулярной оси червяка, дает эволь
венту. Эвольвентпый червяк соответствует винтовому эвольвентпо- 
му колесу, архимедов чер
вяк  — винту (однозаходно- 
му или мпогозаходному) с 
трапециевидной нарезкой.

Наконец, по форме дели
тельной поверхности червя
ки подразделяются на ци
линдрические и тороидные 
(глобоидные). В тороидпых 
червяках (рпс. 193,д) дели
тельная поверхность есть
тор, т. е. поверхность, обра- м,
зовапная вращением дуги 
окружности. Тороидные чер
вячные передачи имеют бо
лее благоприятные условия 
смазки.

Передаточное отношение 
червячной передачи «12 =
=  Z2¡Z\, где Z2 — число зубь
ев червячного колеса, z¡ — 
число зубьев (заходов) чер
вяка, может достигать боль
ших значений вследствио 
малого числа зубьев на чер
вяке. Передача получается 
компактной, но к. п. д. срав
нительно небольшой.

Для определения к. п. д. покажем направление полной реакции 
F 12, отклоненной от нормали пп па угол трения ф, а также ео 
составляющие: тангенциальную FÍ2, радиальную FJ2 и осевую F j2 
(рис. 194). Учитывая трение только в высшей паре, получаем из 
условий равновесия при равномерном движении звеньев и ведущем 
червяке:

M i =  r\F\2 cos a  sin (Р + ф),
Й2 =  r 2F 21 COS а  COS (Р + ф) .



Отсюда

2

К. п. д. червячной передачи при ведущем червяке пайдется 
по формуле (6 .19) как  отношение движущего момента без учета 
трения М\ к  движ ущ ему моменту Ш\ с учетом трения:

rii2 =  tg P/tg(P + <p).

Аналогично при ведущем червячном колесе получаем 
М\ = riF i2 C o sas in (p  — ф),
Й г =  Гг/̂ гг cos a  cos (Р — ф).

Отсюда
Ш. =  м , — i — ..2 г1 1 tg((J — Ф)

К. п. д. червячпой передачи при ведущем червячпом колесе:
T)2i =  lg ( P - ? )/ t g P .

Условие самоторможения при ведущем червячном колесе: Р <  ф.

Г Л А В А  31
СИНТЕЗ ЗУБЧАТЫХ И ФРИКЦИОННЫХ МЕХАНИЗМОВ

§ 103. Синтез планетарных механизмов

К. п. д. планетарного механизма. Обеспечение заданного пере
даточного отношения есть основное условие синтеза планетарных 
механизмов. Из дополнительных условий одним из важнейших яв
ляется получение максимального коэффициента полезного действия 
(к. п. д .). К. п. д. планетарпого механизма можно определять дву
мя методами. Первый метод основан на силовом расчете с учетом 
трения. Второй метод основап на предположении, что при обращен
ном движении силы, действующие на звенья механизма, не изме
няются, и потому их отношения могут быть выражены через к. п. д. 
обращенного механизма. Второй метод является приближепньтм, 
так как при обращении движения песколько меняются силы гидрав
лического сопротивления (в передачах с колесами, погружеппыми 
в масляную ван н у), не учитываются центробежпые силы иперции 
сателлитов и т. п. Однако он применяется чаще, так как при рас
четах по первому методу надо иметь значения коэффициентов тре
ния в зубчатых зацеплениях, которые, как  правило, не известны. 
При расчетах по второму методу требуется лишь знать к. п. д. зуб
чатого мехапизма с неподвижными осями (к. п. д. обращенного 
механизма), экспериментальные значения которого определены с 
достаточной точностью.



Для определения к. п. д. планетарного механизма по второму 
методу примем, что все подвижные звенья уравновешены и движ ут
ся равномерно. Постоянные моменты внешних сил, действующих 
на звенья 1 , II и 3, обозначим через М\, М и и М з (опорный мо
мент, действующий со стороны основания или фундамента па стой
к у ) .  Моменты сил движущих считаем положительными, а моменты 
сил сопротивления — отрицательными. Иначе момент сил считается 
положительным, если его направление совпадает с направлением 
угловой скорости.

Из условия равновесия, пренебрегая моментами сил трения в 
подшипниках центральных колес, имеем

Я х +  Я п  + Мз =  0. (31.1);

Если ведущим звеном является колесо 1 , т. е. М\ >  0, то иско
мый к. п. д., равный мгновенному к. п. д. т^н (первый индекс означ 
чает ведущее звено), определится из условия

М „ а н 
%н =  — .Л'/1ш1

С учетом соотношения (31.1) получаем

1 Л  ,
% Д “ 7 Г г| 1  +  - ^ | .  (31-2)

Отношение ЙъШ\ связано с к. п. д. обращенного мехапизма т)(Н>, 
причем эта связь зависит от того, какое звепо в обращенном дви
жении является ведущим.

Звено 1  остается ведущим и в обращепном движении, если сов
падают знаки о>1 и tot — (úfI. Это условие выполняется при u¡a >  1 
и и\п < 0. Тогда к. п. д. обращенного механизма

,« ,  =  _  . (31.3)
М1 К ~ ин)

Если же в обращенном механизме ведущим звеном будет звено
3  (при 0 <  щп <  1), то

Ч<">=— " 1 ( “ - ~ г " ) . (31 .4)
М - “>н)

Подставляя в формулу (31.2) отношение Шз/Áli, из формул 
::(31.3) и (31.4) получаем

Цш =  П<Н> +  - Ц т 3----- ИРП м ш > 1  и гг1Н< 0 ;  (31.5 )“iff
l¿ ■ I I

%h =  -  ''■ TIT)---------- при 0 < и 1Н< 1 .  (31.6)



При ведущ ем водиле к. п. д. планетарного мехапизма определя
ется по условию

М ы  и,„
Т1Н 1  =  — ~ , или Г\1П

М  Н ШН М3
1 + * Г

Отыошепие М 3/М1 определяется в этом случае по формуле 
(31.4), если звепо 1  остается ведомым и в обращенном движении, 
т. е. при щ н >  \ и при Ц|Н< 0 . В иптерпале 0 < « 1 Н< 1  отношение 
моментов М 3/М 1 определяется по формуле (31.3). Следовательно,

Ц т  =  Ц(Ю----------!"  (И)' при u lH> l  и и1П <  0, (31.7)
“i п ~~ 1 +

■П/д = -------ПТ)—---------ПТ) при 0 < м 1Н< 1 .  (31.8)
“ihtI + 1 — п

При ведущ ем колесе 1  к. п. д. г]|Н становится равным нулю, 
если передаточное отношение и\н принимает значения

U\H =  1  —  Т|<н) И U\h — ( 1  т]<Н)) /г)(Н*.

М ежду указанны ми значениями ищ к . п. д. становится отрица
тельным (самоторможепие). Например, при г)<н> =  0,98 самотормо
жение будет при и\п, находящемся в пределах от —0,02 до 0,02.

При ведущ ем водиле самоторможения нет (t1 h i> 0 ), но при 
и Iи 0 к. п. д. такж е стремится к нулю.

Выбор схемы планетарной передачи. Одно и то же заданное 
передаточное отношение можно получить, применяя различные по 
схеме механизмы, которые в некоторых случаях могут сильно от
личаться по к . п. д., весам, габаритам и другим дополнительным 
условиям синтеза. В общем случае выбор схемы может быть вы
полнен только путем детального сравнения различных вариантов. 
Однако некоторые общие рекомендации по выбору схемы плано
тарной передачи могут быть показаны на примере четырех простей
ших схем (рис. 195).

По зн аку  передаточного отношения в обращенном движепии 
все указапны е передачи подразделяются па передачи с поло

жительным значением и^Р (рис. 195, а, б) и с отрицательным 
(рис. 195, в, г) .

Для передач с положительным передаточным отношением
_  У з

13 — т т -

передаточное отпошепие и\н, выраженное через числа зубьев, нахо
дим по формуле

. . ( » ) _  У « '~ У »  ЛЧ1 оч



Из этой формулы следует, что можно подобрать такие числа 
зубьев, при которых передаточное отношение и\3ц будет мало от
личаться от нуля. Например, при г3 =  101, =  99, г2' =  =  100

9999 (я) 1и(Н)«13 10 000
1 1 ( я )  —

1Н 10 000

Однако мехаппзм с указанными числами зубьев при ведущем 
колесе 1  практически не может быть приведен в движение вслед-

Ъ2

1

и г

-3

у//.'Л

2-

'й о т

■г

-н
'¿¿¿/¿л.
77Г Г / Г

-3

г¡¿¿¿¿а..У/////А. н-
Т77777л~/'] "г

1Г

/

В г
Рис. 195

ствие самоторможения, которое при г)(П) =  0,98, к ак  было показано 
ранее, наступает уж е при и\Я]) =  0,02.

При ведущем водиле движение возможно, по с очень низким 
к . п. д. Принимая =  0,98, но формуле (31.8) получаем

0,0001 _ , п п п г
Т1н1 ~  0,0001-0,98 +  0,02 д а и >иио*

Поэтому, песмотря па возможность получения очепь малых 
(или очень больших) передаточных отношений, планетарные пере
дачи по схемам на рис. 195, а и 6  применяются только в маломощ
ных передачах. Обычно ведущим (и входным) звеном является во-



/
дило, а передаточное отношение ин\ выбирается в пределах от 30 
до 100 (в редких случаях до 1500). Преимущество при этом отда
ется схеме на рис. 195, б, к ак  более компактной и имеющей не
сколько больший к. п. д.

В передачах с отрицательным передаточным отношением 
(рис. 195, в, г) нельзя получить очень малые (или очень большие) 
передаточные отношения, так  к а к  ¡4н отличается от по мо
дулю только на единицу:

. . ( 3 )  1 2  ^  2 3
= ----- П ------1 2;

(31.10)

К. п. д. этих передач достаточно высок, а возможность установ
ки нескольких сателлитов уменьшает нагрузки на зубья и приво
дит к  уменьшению габаритов передачи но сравнению с обычной 
передачей, имеющей только неподвижные оси вращепия колес. 
Особенно распространена однорядная передача (рис. 195, г) как 
более компактная в осевом направлении.

Практические диапазоны передаточных отношений в однорядной 
передаче определяются ограничениями на максимальные и мини
мальные значения числа зубьев. Кроме того, эти диапазоны зависят 
от того, какое звено принято за стойку.

Пусть, например, минимальное число зубьев колес 1  и 2  равно 
10, а максимальное число зубьев колеса 3  равно 90. Тогда мини
мальное число зубьев колеса 3  равпо 30, а максимальное число-

Т а б л и ц а  9

П еродаточное отношение ОТ ДО

и(3)ит =  г/(г1 +  гз) 0,1 0,44
„(1)"нз = 23/(г1 +  *з) 0,56 0,9
„(1) “з н = ( * 1  +  гз)/ г3 1,11 1,78

иш = (21 + гз)/21 2,29 10

зубьев колеса 1  равно 70. При этих числах зубьев передаточное’ 
отношение обращенного механизма

и(Ц)и 13 — г3,/г1

изменяется в пределах от —9 до —1,29.
В табл. 9 указаны  соответствующие диапазоны изменения пере

даточных отношений однорядной планетарной передачи. Из этой



таблицы видно, что в пределах от 0,1 до 10 пе все передаточпыо 
отношения могут быть воспроизведены при помощи однорядпой пе
редачи. Например, выпадают диапазоны от 0,9 до 1,1, от 1,78 до 
2,29 и др. По табл. 9 можно определить также, какое звено должно 
быть неподвижным, чтобы полу
чить передаточное отношение в 
заданном интервале.

Выбор числа сателлитов из у с 
ловий соседства и равных углов 
между сателлитами. После выбо
ра схемы планетарной передачи 
можно перейти к определению 
■числа зубьев. Но предварительно 
надо выяснить, какие ограниче
ния накладываются па выбор 
числа сателлитов, так как эти 
ограничения связаны с числами 
зубьев всех колес передачи.

Первое условие, называемое 
условием соседства, устанавлива
ет возможность размещения сателлитов в одной плоскости. Это 
условие выполняется, если диаметр окружности вершин зубьев са
теллита меньше расстояния м еж ду осями соседних сателлитов 
(рис. 196):

2r0 <  2R  sin-^-, (31.11)

тде R  — радиус окружности, па которой располагаются центры са
теллитов, К  — число сателлитов.

Например, для однорядной плапетарной передачи (см. 
рис. 195, г) при колесах без смещения получаем

m (z2 + 2) <  m (z1 . . л  
Z2) Sin ,

ИЛИ

sin
к

*2 + 2 
2 1 + *2

(31.12)

Второе условие называется условием собираемости (сборки) илш 
условием равных углов между сателлитами.

Сателлиты обычно располагаются равномерпо, т. е. угол м еж ду 
двумя соседними сателлитами принимается постоянным. В этом 
случае первый поставленный сателлит при сборке передачи пол
ностью определяет взаимное расположение центральных колес, 
и остальные сателлиты могут быть введены в зацепление только 
при выполнении определенного соотношения между числами зубьев. 
Вывод этого соотношения покажем сперва 'на примере однорядной 
планетарной передачи (рис. 197),



Примем, что сателлит имеет четное число зубьев, и расположим 
ось симметрии какой-либо впадины центрального колеса 1  на ли
лии 0 1 , проходящей через ось симметрии впадины неподвижного 
колеса 3. При таком расположении впадин можно поставить пер

вый сателлит. Повернем колесо 1  па 
один угловой шаг, т. е. на

ф1 =  Т| =  2л/г1. (31.13)]:

Тогда на линии 0 1  вновь располо
ж ится ось симметрии впадины колеса 
1 , и можно поставить второй сателлит. 
Угол между осями первого и второго 
сателлитов, т. е. угол между осями 0 1  
и 0 1 1 ,  равен углу поворота водила

т <3) _  „(3) 
ф « — ф ^ / л ,

и л и
гп(3) —Фя —

2я
г ¡¿(3> 21и1 и

(31.14)

Если считать, что сателлиты распо
лагаю тся в параллельных плоскостях, 
то величина угла фи) может быть 
меньше величины, допускаемой пз ус
ловия соседства. Тогда максимальное 
число сателлитов

К п =  гл/ф ^ .

П одставляя в это соотношение значение угла Ф я* и з  формулы
[(31.14), получаем

и л и  с у ч е т о м  ф о р м у л ы  д л я  и\)’[ (см .  табл .  9),

Т̂ шах —
/8)¿1//

^та*= , 21 + гз.- (31.15)

Если колесо 1  поворачивать пе на одпп зуб, а па Е 1 зубьев, то 
число устанавливаемых сателлитов уменьшается:

Я  =  (21 +  23)/£ь [(31.16);

где число Е\ должно быть одним из множителей максимального 
числа сателлитов. При нечетном числе зубьев сателлита формула 
¡(31.16) остается справедливой. При неподвижном колесе 1

К ~ ( г 1  +  ц )1Е г, (31.17):

где Ез — число зубьев, на которое нужно повернуть колесо 3  для 
установки  следующего сателлита. Это число зубьев также должно



бытгА одним из множителей максимального числа сателлитов. 
В обоих случаях возможные числа сателлитов совпадают.

Для передач с двойными сателлитами (см. рис. 195, а  — в ) усло
вие собираемости можно получить аналогичным путем. П усть, на
пример, передача выполнена по схеме, показанной на рис. 195, в, 
причем на колесе 2  имеется хотя бы один зуб, ось симметрии ко
торого совпадает с осью симметрии зуба колеса 2 '. Тогда, подстав
ляя в формулу (31.14) зпачение из формулы (31 .10), получаем

= ----- . (31.18)
2 + — г 1 ^  *2, з

В общем случае знаменатель в формуле (31.18) пе является  
целым числом. Поэтому после того, как  водило сделает полный 
оборот, ось симметрии впадины колеса 1  ие придет на линию 0 1  
(см. рис. 197), и можно будет устанавливать сателлиты на следую 
щих оборотах водила, пока ось устанавливаемого сателлита не сов
падет с осыо первого сателлита. При этом водило совершит 0 обо
ротов, и максимальное число сателлитов, устанавливаемое при не
подвижном колесе 3, будет равно

Х Ж х  =  2лО/ср(Л \
ИЛИ

=  +  ). (31.19)

Из условия, что Л’/мх — целое число, получаем, чтовг2г3/г2' такж е  
должно быть целым числом. Отсюда наименьшее целое число 
оборотов водила

0 =  г2,/п(3\ (31.20)

где п(3> — общий наибольший делитель чисел г2' и гггз. П одставляя 
найдениое значение 0 в формулу (31 .19 ), имеем

л1,%х= (2 ^ 2 '+  ^ з)/п <3>. (31.21)

Но сателлиты можно устанавливать и при неподвижном звене 
17, вращая звено 3. Повторяя аналогичный вывод, получим

А|пах =  (2122' 222з)/^1̂> (31 .22)

где геп> — общий наибольший делитель чисел гг и 21г2/,
Максимальное число сателлитов, устанавливаемых обоими спо

собами, получается равным



где п — общий наибольший делитель чисел и<3> и ге(1> или, что то 
ж е , общий наибольший делитель чисел г2 и г2/*).

Число устанавливаемых сателлитов определяется по формуле
К  =  К тй1/Е, (31.24)

где Е  — любой мпожитель числа К тя
Если число сателлитов К  составлено из множителей, входящих 

в Л^тах. то все сателлиты можно установить при неподвижном ко
лесе 3, поворачивая колесо 1  на Е\ зубьев:

г.га, -I- глгп
<31-25>

Если число сателлитов составлено из множителей, входящих в 
^ т а х 5 то все сателлиты можно установить при неподвижном ко
лесе 1 , поворачивая колесо 3  на Еъ зубьев:

~-^ 2 4  (31-2С)

В общем случае можно представить число сателлитов в виде 
двух  множителей:

К  - КхК2.

При неподвижном колесе 3  устанавливается К\ сателлитов, при
чем число Е\ определяется по формуле (31.25) при К  =  К и и за
тем устанавливается К 2 сателлитов при неподвижном колесе 1, 
причем за ось 0 1  (см. рис. 197) принимается ось каждого из уста
новленных ранее сателлитов, и число Е3 выбирается по формуле 
(31 .26) при К =  К 3 **).

Разумеется, не обязательно устанавливать сателлиты, поворачи
в ая  колеса 1  и 3. Можно пронумеровать все зубья и впадины колес 
и, зная числа Е\ и Ез, найти расчетным путем номера зубьев и 
впадин, соответствующих установке каждого сателлита при непо
движных колесах 1  и 3.

Д ля передач по схемам на рис. 195, а и б во всех рапее ук а 
занных формулах перед произведением г2ъ% должен стоять знак 
минус.

Выбор чисел зубьев в планетарных передачах. Основным усло
вием синтеза планетарпой передачи является воспроизведение за
данного передаточного отношения. В зависимости от поставленных

*) Формула (31.23) получается пз формулы, предложенной X. Мерритом 
(1942 г .) . Одновременна в другом виде условие сборки было получено В. В. Доб
ровольским (1943 г .). См. Л е в и т с к а я  О. Н. Об условиях сборки планетар
ных редукторов с двойпыми сателлитами Ц Труди ин-та машиноведения, 
вы п . 9 0 , -  М.: Изд-во АН СССР, 1962.

**) Указаппый способ монтаж а сателлитов есть некоторое видопзмепепие 
способа А. А. Никитина (П рикладная механика, 1957, т. 3, вып. 1.— Изд-во АН 
УССР)..



условий различают точный синтез, когда требуется точпо воспро
извести заданное передаточное отношение, и приближепный синтез, 
когда допустимы некоторые отклонения от заданного передаточного 
отношения.

Последовательность выполнения точного сиптеза рассмотрим па 
примере сиптеза однорядной планетарной передачи (см. 
рис. 195, г ) . Сначала по табл. 9 устанавливаем, какое из звеньев 
передачи должно быть принято за неподвижное. Затем по заданно
му передаточному отношению передачи находим передаточное от- 
ношепие обращенного механизма и^Р. Это отношение представляем  
в виде несократимой дроби:

А ?  =  — р!Ч-

Тогда для определения неизвестных чисел зубьев г\, гг, гз и 
числа сателлитов К  можно составить три уравнения и одно нера
венство:

уравнение заданного передаточного отношения

2з _ Р . 
г1 « ’

уравпепио соосности колес 1  к 3  (при колесах без смещ епия)
2з =  -Ь 2гг;

уравнение собираемости (сборки)
г\ + 23 =  КЕ\,

где Е 1 — один из множителей суммы 2| + 23.
Ограничение по условию соседства

• "о БШ--- -
К г1 +  г 2 ’

Кроме того, числа зубьев должны быть в практически осуще
ствимых пределах (обычно от 10 до 100), и все качественные по
казатели зубчатого зацепления (отсутствие интерференции, за 
острения и т. п.) обеспечиваются соответствующим выбором коэф
фициентов смещения.

Указанные уравнения и неравенство решаем путем подбора 
искомых величин. Первое уравнение удовлетворяется, если числа 
зубьев г\ и г3 выбраны из условий =  Хд, гз =  Хр, где X — любое 
целое число. Каждое значение X соответствует определенному ва
рианту передачи.

Число зубьев сателлита для каждого варианта находится из 
уравнения соосности

22 =  0 , 5 ( 2 3  — 21) .

Если число зубьев сателлита получается дробным, то выбирает
ся ближайшее меньшее число, и соосность передачи достигается 
32*



путем  определения коэффициентов смещения из условия заданного 
межосевого расстояния.

Далее определяется максимально возможное число сателлитов 
из условия соседства и проверяется условие собираемости. Все по
лученные варианты проверяются на выполнение дополнительных 
условий, связанных с качественными характеристиками зацепления 
(к . п. д., габариты передачи и т. п .). Однако при точном синтезе 
число возможных вариантов очень мало и, кроме того, в большин
стве случаев не требуется точного выполнения заданпого переда
точного отношения. Поэтому чаще применяется приближенный син
тез, при котором задается допустимое отклонение задапного пере
даточного отношения А и. По этому отклонению находится допу
стимое отклонение Ли{Н) передаточного отношения Далее за
даем ся последовательным рядом чисел зубьев Z\ и вычисляем зна
чения числа зубьев гз, соответствующие предельным значениям 
передаточного отношения:

*3 =  *1 ( -  +  A и ™ ), *3 = *1 ( -  и [ ?  -  Дц‘я >).

Значения числа зубьев Z3, определяемые по этим формулам, 
в общем случае будут дробными. Возможпыми значениями числа 
зубьев z3 будут только те целые числа, которые располагаются меж
д у  этими зпачепиями. После выбора чисел зубьев гз и z\ дальней
ший ход решепия задачи такой же, как и при точном синтезе, но 
число возможных вариантов резко возрастает, и появляется воз
можность удовлетворить большому числу дополнительных усло
вий * ) .

Еще большее число вариантов получается при синтезе плапетар- 
ных передач по более сложным схемам. Поэтому, как правило, 
синтез планетарных передач в последнее время выполняется с при
менением ЭВМ.

Планетарные коробки передач. Зубчатые дифференциальные 
механизмы являются основой для образования планетарных коробок 
передач, под которыми понимаются механизмы, позволяющие уста
навливать несколько значений передаточного отношения посред
ством включения управляющих элементов.

Например, на рис. 198 показана коробка передач, в которой 
можно устанавливать четыре значения передаточного отношения 
uih2 посредством различных комбинаций включения управляющих 
элементов: двух тормозов Т\ и 7^ и двух муфт М\ и М2. Механизм 
образован последовательным соединением двух однорядпых зубча
ты х дифферепциалов и при выключенных элементах управления

*) Д ля предварительной оценки вариантов можно использовать таблицы 
и графики (Л е в и т с к а я  О. Н. Сиптез однорядного планетарного редуктора 
с применением таблиц и графиков Ц Труды ин-та машиноведения, вып. 89.— 
М .: Изд-во АН СССР, 1962).



имеет три степени свободы. Соответственно он называется четы рех
скоростной коробкой передач с тремя степепями свободы.

Первая ?гередача (первое значение передаточного отношения 
ит 2) получается при включении тормозов Т\ и Г2, т. е. когда м е
ханизм представляет собой последовательное соединение двух одно
рядных планетарных механизмов; вто
рая передача — при включении тормо
за Т\ и муфты Л/2 (один однорядный 
плапетарный механизм с водилом Н {) ;  
третья передача — при включении тор
моза Гг и муфты М\ (один одноряд
ный планетарный механизм с водилом 
//2) ; четвертая передача— при вклю
чении муфт М\ и Л/г (п рям ая пе
редача: все звенья вращаются к ак  
одно целое).

Выбор чисел зубьев при сиптезз 
коробок передач по заданным значе
ниям передаточных отношений сводит
ся к решению системы уравнений со
осности и передаточных отношений.
Например, для данной коробки передач можно составить четыре 
уравнения заданпых передаточных отношений и два уравнения со
осности. В этих уравнениях содержатся шесть неизвестных: гг, 
2н11 гь, гв, г3.

Решение этих уравнепий в целых числах и последующий выбор 
числа сателлитов не представляют трудностей. Значительно слож
нее выбрать схему, наиболее полно удовлетворяющую дополни
тельным условиям и в особенности условию получепия м аксималь
но возможного к. п. д. на всех передачах. Число возможных в а 
риантов схем очень велико, и поэтому для их образования исполь
зуются методы топологии, а для сравнения вариантов применяются 
ЭВМ.

§ 104. Сиптсз бесступенчатых фрикционпых передач
с замкнутым дифференциалом

В качестве примера синтеза фрикционных механизмов рассмот
рим синтез бесступенчатой передачи , т. е. передачи с регулируемым 
передаточным отношением (рис. 199). Механизм состоит из зам кн у
того дифференциала, в котором замыкаю щ ая цепь выполнена в ви
де фрикционной лобовой передачи, имеющей два фрикционных ко
леса (диска) Д 4 и Дз. Колесо Д 4 может перемещаться вдоль осп 
вращения па призматической шпонке. При этом перемещении ко
леса Д* изменяется величина гз и, следовательно, изменяется пере
даточное отношение

Т, з  Ъ

Рис. 198



Фрикционное колесо Д\ соединено с колесом 1  дифференциала 
через коническую передачу с передаточным отношением, равным 
единице, а колесо Дз — непосредственно с колесом 3. Соединение 
бесступенчатой передачи с дифференциалом может иметь две цели: 
1 ) увеличение диапазона регулирования скоростей н 2 ) уменьше

ние мощности бесступенчатой не- 
редачи по сравнению с мощностью 
всей передачи.

Условимся пазывать диапазо
ном регулирования отношение мо
дулей максимального передаточ
ного отношения и минимального 
и обозначать его буквой б с ин
дексами соответствующего пере
даточного отношения.

Например, для бесступенчатой 
передачи, состоящей из колес 
Дз и Д а-

б43 =  < Г / и Г .  (31.28)

Лобовая фрикционная переда
ча конструктивно может иметь 
диапазон регулирования не более 
8  (обычно 2—6 ) . Минимальное 

передаточное отношение и43 ограничивается условиями передачи 
сил (обычно и™“ = 1 ) .  М еж ду тем часто ставится задача регули
рования передаточного отношения в значительно большем диапазо
не. Тогда задача синтеза может быть сформулирована следующим 
образом: по заданным диапазонам регулирования бесступенчатой 
передачи и всей передачи в целом, а также по минимальному пере- 
даточпому отношению бесступенчатой передачи выбрать схему пе
редачи и найти числа зубьев всех колес дифференциала.

Выбор ехемы начинается с рассмотрения комбинаций, полу
чающихся при различных соединениях колес бесступенчатой пере
дачи Д 4 и Дз со звеньями дифференциала. Каждое из колес Д 4 и 
Дз может быть соединено с одним из трех звеньев дифференциала 
1 ,  3  и Н. Всего получается шесть комбинаций, отличающихся не 
только конструкцией, но и кинематическими и динамическими ха
рактеристиками. Полпое сравнение всех комбинаций обычно может 
быть выполнено только на основании сравнительного расчета. 
П усть, например, выбрана комбинация, показанная на рис. 199. 
Тогда заданными величинами будут: б|Н, 643 и и « п. Требуется най
ти передаточное отношение обращенного механизма и[Р  и но не
м у  подобрать числа зубьев всех колес.

Установим связь м еж ду передаточными отношениями и.\п, и43 
и используя уравнение (4 .16 ), Для этого разделим все члены

Рис. 199

Ш1П



этого уравнения на М[ и, кроме того, для сокращения записи обо
значим искомую величину и^Р через х :

^з1 =  4 + ( 1 - 4 ) ин1*

Учитывая, что Ы31 =  Ы34И41 и Ц41 =  1, получаем

Диапазон регулирования всей передачи 61 я получится, если в 
/ формулу

...ах гшпи хц па ихц
эту формулу подставить значение а затем и^1" и разделить

X_ уГШП
Х И43 »1 и = б 48-------- (31.30)
г  — “ 43

Назовем коэффициентом увеличения диапазонов А  отпошепио 
диапазона регулирования всей передачи к диапазону регулирова
ния бесступенчатой передачи. В нашем случае

А  =  б 1н/б4з. (31.31)

С учетом формулы '(31.30) и принимая во внимание, что и™3ах =
с Ш1П— 643^43 , получаем

А  ==•

Отсюда искомая величина

1). (31.32)

Определив величину х =  можно пайти числа зубьев колес 
дифференциала и возможное число сателлитов, используя условия 
соосности, соседства и собираемости в том же порядке, к ак  и при 
синтезе планетарной передачи.

Пусть, например, задано и™1П =  2, б43= 2 , б|„ =  20. Коэффи
циент увеличения диапазонов А *= 10. Подставляя значение этого 
коэффициента и исходные данные в формулу (31 .32 ), получаем

„(Н ) 2 ( 1 0 - 2 - 1 )  38 
и 13 —  Ю — 1 — 9 *

Следовательпо, дифференциал должен быть выполнен по схеме 
с положительным передаточным отношением и ^  — 38/9. В диф
ференциале, показанном на рис. 199, использована схема с д вум я  
внешними зацеплениями, но можно взять и схему с двум я внут
ренними зацеплениями.



Если основным условием синтеза является не увеличение диа
пазона регулирования, а уменьшение мощности бесступенчатой пе
редачи по сравнению с мощностью всей передачи, то аналогичным 
путем  можно найти передаточное отношение u[fP  по заданному 
отношению мощностей*).

Г Л А В А  32
СИНТЕЗ КУЛАЧКОВЫХ МЕХАНИЗМОВ

§ 105. Определение основных размеров
кулачковы х механизмов

Виды кулачковых механизмов. Кулачковым механизмом  назы
вается механизм, в состав которого входит кулачок. К ак указы ва
лось в § 2, кулачком назы вается звено, которому принадлежит 
элемент высшей пары, выполненный в виде поверхности перемен
ной кривизны. В рассмотренных ранее зубчатых механизмах каж 
дый зуб может рассматриваться как  кулачок, а весь зубчатый ме
ханизм как  многократно повторенный кулачковый механизм. Вы
ходное звено кулачковых механизмов, как правило, совершает 
возвратное движение. Прямолинейно движущееся выходное звено 
кулачкового механизма будем называть толкателем , а вращающееся 
(качаю щ ееся) — коромыслом. Д ля уменьшения трения о поверх
ность кулачка выходное звено часто снабжается роликом.

Постоянное соприкасание звеньев в высшей паре обеспечивается 
или силовым, или геометрическим замыканием. При силовом замы
кании  (рис. 200, а) постоянное прижатие звеньев происходит под 
действием пружины, силы тяж ести , давления жидкости и т. п. При 
геометрическом замыкании (рис. 200, б — г) возможность отрыва 
одного звена от другого устраняется введением дополнительной 
(избыточной) геометрической связи, которая не накладывает новых 
ограничений на относительное движение звеньев. Одним из наи
более распространенных способов геометрического замыкания явля
ется применение пазового к улач ка  (рис. 2 0 0 ,6 ). Трудности точного 
выполнения паза и устранения ударов ролика о паз привели к по
явлению  двухдисковых кулачков  (рис. 200, е ) , в которых выходное 
звено взаимодействует с двум я дисковыми кулачками, жестко со
единенными между собой. Вместо двухдискового кулачка можно 
выполнить диаметральный кулачок  (рис. 200, г ) , в котором, одпако, 
профиль кулачка может быть выбран произвольно только на неко
торой его части. Д ругая часть профиля получается из условия ка
сания кулачка со второй плоскостью.

Кроме подразделения кулачковы х механизмов по способу замы
кан и я высшей пары, они различаются также по видам двня?ения

*) Б р у м б е р г  Р. М. Некоторые вопросы расчета дифферепциальпых и 
дифферепциалыш-бесступенчатых передач Ц Труды семинара по теории меха
низмов и машип, вып. 30.— М.: Изд-во АН СССР, 1949.



входпых и выходпых звеньев и по виду элемента высшей пары па 
звене, соприкасающемся с кулачком (плоскость, цилиндрическая 
поверхность ролика, сферическая поверхность и т. п .). Общее число 
возможных сочетаний по этим признакам достаточно велико, и па 
рис. 200 показаны только некоторые виды плоских кулачковы х 
механизмов.

Угол давления на ведомое звено кулачкового механизма. Основ
ные размеры кулачкового механизма ' (минимальный радиус-вектор

кулачка, длина коромысла и т. п.) выбираются из условий выпол
нения заданных ограничений, из которых в первую очередь надо 
отметить ограничение по углу давления па ведомое звено. При гео
метрическом замыкании выходное звено является ведомым к а к  на 
фазе подъема, так  и на фазе опускания. При силовом замыкании 
выходное звено является ведомым только на фазе подъема, т ак  
как при опускании оно движется под действием замыкающей силы . 
Кулачок на этой фазе является либо ведомым, либо ведущим в за 
висимости от соотношений между замыкающей силой и внешними 
«силами, действующими на кулачок.

И

I
5 г

Рис. 200



Определим, например, угол давления на ведомый толкатель для 
механизма (рис. 201), в котором центр ролика В  движется по пря
мой, смещенной относительно центра вращения кулачка на вели
чину е. Это смещение считается положительным, если направление 
скорости толкателя при его подъеме составляет острый угол с на
правлением скорости точки контакта на кулачке. Перемещение тол
кател я  в и угол поворота кулачка ср отсчитываются от положения

Рис. 201

пачала фазы подъема, т. е. от папппзшего положепия центра ро
лика, находящегося па расстоянии от центра О вращения ку
лачка. Это расстояние, называемое начальным радиусом, совпадает 
с минимальным радиусом-вектором центрового профиля кулачка , 
под которым понимается траектория центра ролика относительно 
кулачка .

Угол давления б на ведомый толкатель равен углу между нор
малью пп к центровому профилю (или, что то же, к профилю ку
л ачка) и скоростью центра ролика. Его величину можно найти из



повернутого на 90° плана скоростей, построенного по уравнению
^в2 =  ^  + '',в2я1. (32 .1)

Полюс плана скоростей р совместим с центром ролика, а точ
к у  &1 плана — с центром вращения кулачка . Тогда масштабный 
коэффициент плана скоростей

|х„ =  ц,о), (3 2 .2 )

где — масштабный коэффициент длин, со — угловая скорость 
кулачка.

Из точки &1 проводим направление вектора (в повернутом 
плане скоростей параллельно нормали пп) до пересечения с про
веденным из полюса р перпендикуляром к скорости толкателя \в2. 
Полученный отрезок (рЬ2) дает модуль скорости \в2-

ивг =  (рЮ  (л0. (32 .3)

Подставляя в эту формулу зпачепие масштабного коэффициен
та из (32.2) и учитывая, что ив2 =  з'оз, где « ' ==Й5/Йф — величина 
аналога скорости толкателя, получаем

(рЬ2) - в ' / 11!, г(3 2 .4 )

т. е. отрезок (рЬ2) в масштабе схемы изображает аналог скорости 
толкателя.

Из треугольника Ь\кЬ2 с учетом формулы (32.4) находим

18 0 = ------7 — ... • (3 2 .5 )

Для кулачкового механизма с центральным толкателем, т . е. 
для механизма без смещения (е =  0 ) , имеем

=  <3 2 -6 >

Для кулачково-коромыслового механизма (см. рис. 200, а) угол  
давления можно приближенно определять по формуле (3 2 .5 ), если 
траектория центра ролика мало отличается от прямой, проходящей 
на расстоянии е от центра вращения кулачка .

Выбор допускаемого угла давления. Различают два основных 
случая выбора допускаемого угла давления в кулачковых м еханиз
мах: 1 ) требуется получить малые габариты механизма, 2 ) треб у
ется получить высокий к. п. д. Д ля получения малых габаритов 
надо уменьшать начальный радиус #о. Но при этом согласно фор
муле (32.5) увеличивается угол давления и возрастают реакции в 
кинематических парах. Это возрастание реакций можно оценить



коэффициентом возрастания усилий *)

V  =  Р 2\1Р,

где Р 2 \ — величина реакции на ведомый толкатель со стороны ку
лачка или ролика, Р  — величина силы сопротивления, действую- 
щей на толкатель (вклю чая и силу инерции).

В § 26 при силовом расчете кулачкового механизма была по
лучена формула (6 .14) для определения величины реакции Р 21. 
С учетом этой формулы при Р  — Р 2 + ш2а  получаем

Отсюда, задаваясь предельным значением коэффициента возра
стания усилий утах, получаем уравнение для определения допускае
мого угла давления

Например, при у та* =  2, / =  0 и $2  =  1о получаем 6 Д О п  = 60°; при 
"Ушах =  2, / =  0,3 и «г =  1о получаем в доп =  44° и т. д.

Д ля получения достаточно высокого к. п. д. при небольших га
баритах надо выбрать оптимальное значение мгновенного к. п. д. 
и нодставить это значение в формулу (6.21) при 0 =  0 ДОП:

Например, при Т10пт =  0,85, / =  0,3 и 82 =  1о получаем 0ДОП =

Следовательно, в первом случае (паименыние габариты) можно 
принимать довольно большие значения допускаемого угла давле
ния, которые, однако, значительно меньше угла, соответствующего 
самоторможению. Во втором случае допускаемый угол давления 
не превосходит 30°. Это значение угла давления обычно и считает
ся допустимым.

В кулачково-коромысловом механизме потери па трение мень
ше, и соответственно можпо допускать большие значепия угла дав
ления. Обычно принимают 0 ДОП =  45°.

Определение основных размеров из условий ограничения угла 
давления. Допускаемый угол давления, как  было указано выше, 
выбирают в широких пределах, поэтому определение основных раз

1 (32.8)

соэ ’О'доп — / [ 1  + — °г —  ]  в т  О;д°п -  г
ш ах

1 (32.9>

Отсюда

*8 О.доп

/ 1-
(32.10)

=  0,5, 0 ДО„ ~ 2 7 ° .

*) Коэффициент предложен Л. И. Решстовым.



меров кулачкового механизма из условий ограничения угл а давле
ния часто выполняют посредством простейших графических по
строений.

При силовом замыкании угол давления кулачка на толкатель 
учитывают только на фазе подъема, так  как при опускании толка
тель движется под действием замыкающей силы. Д ля определения 
начального радиуса До в кулачковом механизме с центральным 
толкателем дифференцируем перемещение толкателя 5 по у гл у  по
ворота кулачка ф и строим график зависимости аналога скорости 
толкателя я' =  с1$/с1(р от перемещения в (рис. 202, а ) .  Оси этого

Рис. 202

графика располагаем в соответствии с повернутым планом скоро
стей (см. рис. 201), т. е. ось я направляем  вверх, значения в' при 
вращении кулачка против хода часовой стрелки откладываем влево 
па фазе подъема. Масштабные коэффициенты по обоим осям гра
фика должны быть равны масштабному коэффициенту длин ц,.

Проведем касательную тт к построенному графику под углом  
0 ДОП к оси я. Тогда расстояние ОВ0 даст искомое значение в 
принятом масштабе длин. Доказательство этого утверждения сле
дует из двух условий: 1) угол меж ду осыо 5 и прямой ОЬ2 д ля  лю
бой точки графика в' («) равен у гл у  давления &, так  как  тангенс 
этого угла удовлетворяет формуле (3 2 .6 ) ; 2) при указанном по
строении максимальное значение угл а  давления равно 0ДОП. Заметим  
также, что любая точка Ъ2 графика э' (я ) , центп вращения к у л ач 
ка О и ордината Ь2р образуют треугольник, совпадающий с повер
нутым планом скоростей Ь2рЬ\ на рис. 201.

Начальный радиус Ио можно уменьш ить при том ж е значении 
Фдоп, если применить смещепный толкатель. Тогда цептр вращ ения



кул ач ка  О находится на пересечении касательной тт  с линией, про
веденной под углом 0 ДОП к оси « через точку В0 (рис. 20 2 ,6 ). По
ложение точки О определяет смещение е и начальный радиус /?о.

При геометрическом замыкании (например, при пазовом кулач
ке ) выходное звено явл яется  ведомым как на фазе подъема, так и 
на фазе опускания. Поэтому график « '(я )  строится для обеих фаз, 
и центр вращения кул ач ка  выбирается в заштрихованной области, 
определяемой пересечением касательных тт и т 'т '  (рис. 202, в).

Минимальное значение /?о при смещенном толкателе получается 
ири расположении центра вращения кулачка в точке О, а при 
центральном — в точке О'.

На рис. 203 показано определение положения центра вращения 
кул ач ка  О для кулачково-коромыслового механизма при геомет
рическом замыкании.

Сначала находим аналог скорости центра ролика = 1\|/,
где г!)' =  йг|;/йср — аналог угловой скорости коромысла. Затем по за
висимости г|;(ф) в пределах заданного угла размаха ■фта* строим 
несколько положений коромысла и откладываем от точки В0 вдоль 
этих положений значения /г|/, принимая масштабный коэффициент 
для Щ' равным масштабному коэффициенту длин ц,. Значения 
откладываются на фазе подъема от центра вращения С, если кула
чок и коромысло вращ аю тся в противоположных направлениях, 
и к центру С, если они вращаются в одну сторону.

Указанные построения дают геометрическое место точек Ъ2 по
вернутых планов скоростей. На основании свойств этих планов до
пускаем ая зона для центра вращения кулачка О располагается



меж ду огибающими прямых, проведенных из каждой точки Ь2 под 
углом |Хд„п =  90° — Одоп к отрезку (рЬ2). Вследствие приближенности 
всех расчетов, связанных с допускаемым углом давления, практи
чески эта зона располагается м еж ду прямыми, имеющими паиниз- 
шую точку пересечения О' (заштрихованная область). Выбранное 
в допускаемой зоне положение центра определяет искомый началь
ный радиус и расстояние меж ду 
центрами вращения кулачка и 
коромысла.

Определение основных разме
ров из условия выпуклости кулач
ка. Если по условиям размещения 
звеньев кулачкового механизма не 
удается поставить ролик между 
кулачком и толкателем, то при
меняют тарельчатый толкатель, 
который взаимодействует с кулач
ком 1 по плоскости (рис. 204).
С целыо уменьшения износа ниж
нюю часть толкателя выполняют 
в виде круглой тарелки, которая 
вместе с толкателем может пово
рачиваться относительно его оси.
Д ля этого кинематическую пару 
«толкатель — стойка» выполняю? Рис. 204
как цилиндрическую пару.

В кулачковом механизме с тарельчатым толкателем кулачок 
должен быть выпуклым. Условие выпуклости может быть получено 
из плана ускорений для мгновенного заменяющего механизма с 
низшими парами в виде четырехзвепника, в котором звено 3  (по
казано штриховой линией) образует с ползуном 2  поступательную 
пару, а с кривошипом ОК\ — вращательную пару. Ускорение пол
зуна 2  в заменяющем механизме при равномерном движении кри
вошипа определяется по уравнению

ак2 =  +  ак 2к 15 (32.11)

где К2 — точка на ползуне, совпадающая в данный момент времени 
с точкой К\ на кривошипе. Это уравнение тождественно урав
нению, связывающему ускорение точки К\ на кулачке и К 2 на тол
кателе при условии, что точка К\ есть центр кривизны профиля 
кулачка.

План ускорений строим на схеме механизма в виде треуголь
ника рк2к\, в котором полюс р совмещен с центром кривизпы про
филя кулачка К\, а точка к\ — с центром вращения О. М асштаб
ный коэффициент плана ускорений

(Ла =  0) Н0 К г/ О К 1 == Ц;С02,



где ю — угловая скорость кулачка . Отсюда отрезок, изображающий 
вектор ускорения ад у

Принимая во внимание, что Як2 =  «"со2, где з" — ана
лог ускорения толкателя, получаем рк% =  з"/^.

Из рис. 204 следует, что радиус кривизны профиля кулачка 
связан  с начальным радиусом Яо соотношением р =  з" +/?о + я. 
Д ля выпуклого профиля р >  0 и, следовательно, начальный ра
диус Я 0 должен удовлетворять условию

Яо (32.12)
При Яо — —з" —$ радиус кривизны р =  0, что нельзя допускать 

по условиям контактной прочности профиля кулачка. Поэтому за
дают минимально допустимое значение р =  рт щ и определяют на
чальный радиус из условия

Л о>  —в" — $ + Р тт. (32.13)
Приближенно считают

п 0 =  -  ¿ а х , (32.14)

где 5тах — максимальный по модулю аналог отрицательного уско
рения толкателя.

§ 106. Определение профиля кулачка

Определение профиля кулачка по заданному закону движения 
толкателя. Рассмотрим графическое построение профиля кулачка, 
которое может быть полезным не только для вывода формул коор
динат профиля, но и для предварительного определения формы 
кулачка . При решении этой задачи считаем заданными: зависимость 
перемещения толкателя от угл а  поворота кулачка я =  «(ф ), смеще
ние е, начальный радиус Я 0 и радиус ролика г (рис. 205).

Построение центрового профиля начинается с разметки траек
тории цептра ролика В0. Д ля этого надо по заданным Яо и е найти 
нашшзшее положение центра ролика Во и затем на участке ВоВл 
длиной к  отметить его положения при равных интервалах измене
ния угл а  ф. На рис. 205 показано только одно промежуточное по
ложение точки Вк, которому соответствует точка В к центрового 
профиля. Искомая точка В к находится на пересечении окружности 
радиуса ОВк с прямой, изображающей положение толкателя в об
ращенном движении, т. е. после поворота на угол ф в направле
нии, противоположном направлению вращения кулачка. Чтобы вы
полнить этот поворот, надо провести касательную к окружности с 
радиусом е в точке Ск, отстоящей от точки Со на угол ф.



Повторяя указанное построепие для нескольких положений точ
ки В  на фазах подъема и опускания (ср„ и ф0) , получаем центро
вой профиль кулачка. На участках верхнего и нижнего выстоев 
(фи.* и фв в) центровой профиль очерчивается  по дугам  окружностей

с радиусами /?0 и + R l +  2h V  Щ — ег. После построения цент
рового профиля находим 
профиль кулачка как оги
бающую семейства окруж
ностей, представляющих 
собой последовательные 
положения ролика.

Полярные координаты 
точек центрового профи
ля вычисляются по фор
мулам:
R =

=  V s l +  R \+ 2s V R \ - e \
(32.15)

ß =  Ф ±  (Xo — X)> (32.16) 
где
% =  arcsin M ,  0 < x < | -,

• I e I c\ ^Xo =  a r c s in - ^ , 0 <  Xo < y

Знак минус при вычис
лении угла ß берется при 
положительном смещении, 
знак плюс — при отрица
тельном. Угол х меньше 
угла Хо, и потому поляр
ный угол ß меньше угла поворота кулачка ф при положительном 
смещении и соотиетственно больше при отрицательном смещении. 
Если смещение е =  0, то углы ß и ф совпадают.

При обработке профиля кул ачка часто принимают радиус реж у
щего инструмента (фрезы или шлифовального круга) равным ра
диусу ролика. Тогда достаточно знать координаты центрового про
филя кулачка. Если же радиусы ролика и режущего инструмента 
не совпадают, то по обычным правилам вычисления координат оги
бающей находится траектория центра инструмента, отстоящ ая от 
центрового профиля на величину, равпую разности радиусов ро
лика и инструмента.

Определение профиля кулачка по заданному закону движения 
коромысла. В плоском кулачково-коромысловом механизме при



определении профиля кул ач ка  по заданной зависимости между 
углом поворота коромысла г|з и углом поворота кулачка ф должны 
быть известны: угол размаха коромысла \fmax, длипа коромысла I, 
начальный радиус До, расстояние между центрами вращения ку
лачка и коромысла ¿о, радиус ролика г (рис. 206).

Д ля графического определения профиля кулачка по методу обра
щения движения строят положения коромысла, соответствующие

выбранным приращениям угл а  ф, т. е. размечают траекторию точ
ки В. Далее по заданным Во, 1о и I находят центр вращения ку
лачка О, и па окружности радиусом ОС отмечают положения цент
ра вращения коромысла С в обращенном движении путем поворота 
линии ОС на угол ф в сторону, противоположную направлению 
вращения кулачка. Точка центрового профиля Bk, соответствующая 
точке В к на размеченной траектории В, находится в пересечении 
окружности радиусом ОВл с окружностью радиусом I с центром в 
точке Ck. После построения достаточного числа точек центрового 
профиля можно найти профиль кулачка как огибающую последо
вательных положений окружности ролика.

Радиус-вектор центрового профиля R находят из треугольни
ка  O BhCh\ ______________________



где

arccos
■ т

211..

Полярный угол ß определяется из условия

ß=>9±(Tfo-Tf), (32.18)
где

у0 =  arccos
2/Vo

у  =  arccos
Л2 +  i2 — I2 

2ДГ

В формуле (32.18) берется знак плюс, если на фазе подъем« 
направления вращения кулачка и коромысла противоположные, 
и знак минус — если эти направления одинаковые.

Определение профиля кулачка в механизме с тарельчатым тол
кателем. На рис. 207 показано построение профиля кулачка в ме
ханизме с тарельчатым толкателем по методу обращения движения

при заданпой функции в =  з (ф) и известном начальном радиусе Л 0 
После разметки траектории точки В строят положения тарелки 
толкателя в обращенном движении, поворачивая ось тарелки на 
угол ф в сторону, противоположную направлению вращения кулач 
ка, и перемещая плоскость тарелки от центра на величину До +



Профиль кулачка находят как огибающую положений плоскости 
тарелки в обращенном движении.

Следует обратить внимание на то, что внутри фаз подъема и 
опускания точка В к касания тарелки с кулачком смещена от оси 
толкателя. Проведем через эту точку нормаль пп к профилю ку
лачка, которая одновременно является нормалью к данному поло
жению плоскости тарелки, и отметим точку Ь2 основания перпен
дикуляра, опущенного на нормаль пп из центра О. Треугольник 
рЬ\Ь2, равный треугольнику ОВкВ к, есть повернутый план скоро
стей по уравнению

Ув2 — vвI. + ' гв2в1.

Отрезок (рЬ2) изображает в масштабе схемы аналог скорости 
толкателя з' — йв/йхр. Поэтому положение точки контакта В к мож
но найти и без построения огибающей. Для этого надо из точки В к 
отложить отрезок В кВк =  рЬ.г так, чтобы после поворота его во
круг точки В к на 90° в сторону вращения кулачка вектор (рЬ2) 
соответствовал бы направлению движения толкателя. Диаметр та
релки должен быть больше удвоенной величины максимального 
смещения точки контакта от оси толкателя.

Полярные координаты профиля Я и [} находим с учетом повер
нутого плана скоростей:

Я =  V ( Д 0 +  5)2 +  ( О 2 ’ Р  =  Ф +  а г с э т

Аналог скорости толкателя в' — ¿я/с/ф надо считать положитель
ным при подъеме толкателя и отрицательным — при опускании.

Выбор радиуса ролика. От радиуса ролика г зависит радиус 
кривизны р„ профиля кулачка. На вогнутом участке профиля 
р„ = р + г , т. е. при любом радиусе ролика радиус кривизны про
филя кулачка больше радиуса кривизны центрового профиля. 
Па выпуклом участке профиля р„ =  р — г, и для того чтобы не по
лучилось заострения профиля (рп = 0 ), должно быть выполнено 
условие

г< р ,тп, (32.19)

где рт щ — минимальный радиус кривизны центрового профиля па 
выпуклом участке.

Выполнение условия (32.19) гарантирует отсутствие заострения, 
но при значениях радиуса ролика, Слизких к рт т , получаются ма
лые величины р„ и соответственно большие контактные напряже
ния на поверхности кулачка. Минимум контактных напряжении 
при одном и том ж е значении рт1п будет при равенстве радиусов 
кривизны ролика и профиля:



При больших значениях рт |П уменьшают радиус ролика до кон
структивно удобных размеров. При малых значениях р,„1п увели
чивают начальный радиус До-

Условие качения ролика. Чтобы отсутствовало скольжение ро
лика по поверхности кулачка, необходимо выполнить следующее 
условие:

/ ^ < / ^ 21, (32.20)
где /'’сц — модуль силы сцепления, приводящей ролик в движение; 
/ — коэффициент трения скольжения ролика по к ул ач ку ; Р 2\— мо
дуль нормальной реакции па ролик со стороны кулачка .

Уравнение моментов сил, действующих на ролик (включая и 
момент пары сил инерции), имеет вид

1\аг -  кР21 — /ц/^Гц -  7рер =  0, (3 2 .21)

где к — коэффициент трения качения ролика по к ул ач ку ; гц — ра
диус цапфы ролика; /„ — коэффициент трения цапфы ролика в под
шипнике; /р — момент инерции ролика относительно его оси; ер — 
угловое ускорепие ролика, которое считается положительным при 
ускоренном движении и отрицательным — ири замедленном.

С учетом (32.21) условие качения ролика (32 .20) принимает вид

к ГТ1 ^пЕп
у  + + <32-22)

Для тихоходных механизмов (е р «  0) и при малых значениях 
коэффициента трения качения к условие качения ролика упро
щается:

7 -/ц< / . или г > г цу .  (32.2о)

Для быстроходных механизмов наибольшее значение в условии 
качения (32.22) имеет слагаемое, зависящее от углового ускорения, 
т. е.

^ < / ,  или Г > ^ .  (32.24)
21  / Г 21

При силовом замыкании это условие может быть обеспечено 
подбором пружины, которая должна не только устранять возмож
ность отрыва ролика от кулачка (сила пружины долж на быть боль
ше силы инерции при выбеге), но и создавать достаточную силу 
нажатия во фрикционной паре «ролик — кулачок».

Определение сопряженных поверхностей в пространственных 
кулачковых механизмах. Сопряженная поверхность, принадлежа
щ ая ролику (цилиндрическому, коническому и сферическому), 
всегда известна. Сопряженную поверхность кулачка можно найти 
из условий основной теоремы зацепления. Но обычно нет необхо
димости строить эту поверхность или вычислять координаты ее



точек, так  к а к  она обрабатывается не по точкам, а методом обкат
ки, при котором режущий инструмент, имеющий форму и размеры 
ролика, совершает относительно заготовки такое же движение, ка
кое имеет ролик в движении относительно кулачка. Для прибли
женного определения характеристик кулачкового механизма (на
пример, у гл а  давления) иногда развертывают сопряженную 
поверхность кулачка на плоскость, хотя надо помнить, что, за 
исключением редких частных случаев, эта поверхность не является 
развертывающейся.

Выбор закона движения выходного звена с учетом его упруго
сти. При синтезе кулачкового механизма с упругим толкателем 
(см. рис. 105) заданным считается закон движения верхнего кон
ца толкателя у =  г/(£), и следовательно, требуемые перемещения 
нижнего конца толкателя я =  «(£ ), по которым определяется про
филь кул ач ка , должны удовлетворять уравнению движения (21.1). 
Отсюда при Ь =  0

где в — перемещение нижнего конца толкателя, определяемое про
филем кул ач ка ; у — перемещение верхнего конца толкателя, кото
рое вследствие упругости толкателя отличается от перемещения «; 
т  — масса толкателя; с — коэффициент жесткости толкателя; F — 
модуль силы сопротивления, включая силу трения и силу предва
рительной затяж ки  пружины.

Уравнение (32.25) накладывает ограничения па выбор закона 
движения выходного звена кулачкового механизма при упругом 
толкателе, т. е. на выбор функции у =  у{1). Рассмотрим выбор этой 
функции из условия отсутствия скачков скоростей и ускорений 
(жестких и мягких ударов). С этой целью продифференцируем
(32.25) дваж ды  но времени, считая силу сопротивления постоян
ной:

Из (32 .26 ) следует, что во избежание жестких ударов при упру
гом толкателе надо выбирать такие законы движения его верхнего
конца, при которых функции у ч у  непрерывны и равны нулю в 
крайних положениях толкателя. Поставленным условиям па участ
ке от £ =  0 до Ь — £„ может удовлетворить закон движения в виде 
многочлена (полинома) седьмой степени

(32.25)

(32.26)

(32.27)

у  =  (ак* +  Ькь +  с к в + (1 к 1 ) к ,  к  =  (/¿П, (32.28)

если определить коэффициенты полинома из граничных условий: 
У‘=У*=У’=У =  0 при к — 0; г/ =  й, у =  у =  у — 0 при к =  1.



Дифференцируя (32.28) по времени, получаем 
у =  (4 ак% + 56/с4 +  бек5 + 7 ¿к®) кЦп, 

у =  (12а/с2 + 206/с3 + 30с/с4 + 42<1къ) кц1,

у '=  (24 ак + 006/с2 + 120с/с3 + 210<й4) /г/<3.
Граничпые условия для к =  0 удовлетворяются при любых зпа- 

чениях искомых коэффициентов. Граничные условия для к =  1 
дают систему линейных уравнений

а + 6 + с + ¿ = 1 ,
4 а 4- 56 + 6с + 1(1 =  0,

12а + 2 0 6 +  30с + 42с/=  0,
24а + 606 + 120с + 210(2 =  0.

Определив коэффициенты полинома из этой системы, получаем 
у = (35/с4 -  84/с5 + 70/с6 -  20/с7) /г.

Если надо избежать не только жестких, но и м ягких ударов, 
то согласно (32.26) и (32.27) в крайних положениях толкателя 
должны быть равны нулю производные по времени от функции 
у(Ь) до четвертого порядка включительно.

Полином, удовлетворяющий этим условиям, имеет вид
у =  (126/с5 -  420/с6 + 540/с7 -  315/с8 + 70/с9) к.

Кулачок, профиль которого определен по функции « =  х(£) в со
ответствии с (32.25) при условии, что закон движения у =  у(Ь) 
представляет степенную функцию, называется полидинамическим  
кулачком. Название показывает, что для определения профиля ис
пользуются полиномы, составленные с учетом динамики выходного 
звена. Заметим только, что при использовании уравнения (32.25) 
необязательно выбирать закон движения г/ =  г/ (£) в виде степенной 
функции. Можно использовать и другие функции, удовлетворяющие 
указанным граничным условиям. Во всех случаях изготовление 
этих кулачков требует очень высокой точности.

Все выводы, относящиеся к  выбору закона движения упругого 
толкателя, справедливы и для упругого коромысла.

Г Л А В А  33
СИНТЕЗ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ МЕХАНИЗМОВ

§ 107. Синтез тормозного устройства по Чебышеву

В гл. 13 была рассмотрена динамика типового объемного гидро
привода (см. рис. 77). В схеме этого гидропривода предусмотрено 
тормозное устройство в виде регулируемого дросселя, т. е. устрой
ство, в котором перемещение подвижной части % вызывает умень-



шсние проходвого сечения /т и, следовательно, увеличение потерь 
давления.

Уравнение движения гидропривода (13.18) при тормозном уст
ройстве, включенном в сливную линию, имеет вид

В этом уравнении были приняты обозначения: х — обобщенная 
координата, равная перемещению поршня; р = х — обобщенная ско
рость; 5] — площадь поршня; £ш — площадь штока; т  — приведен
ная к  поршню масса; ро— давление на выходе из насоса при у =  0; 
/''т — приведенная сила технологических сопротивлений и сил тре
ния; А], А 2, В |, В2, В Т — постоянные коэффициенты, определяе
мые из эксперимента для данного гидропривода или ж е по таблич
ным значениям для типовых элементов гидропривода.

Уравнение движения (13.18) можно разрешить относительно 
переменной площади тормозного устройства:

% — [ро — (А х + А„)у — В\и7] ¿ч — — (А 2о + В&2) (5| — 5 Ш) — тЪ.

Если на участке торможения считать заданным закон движения 
поршня х =  х(Ь) или г; =  г;(£), то, подставляя в уравнение (33.1) 
значения V и г;, можно получить закон изменения площади проход
ного сечения, при котором получается заданный закон движения 
поршня.

Обычно стремятся получить закон постоянного ускорения, так 
как  при этом законе получается минимальная величина модуля 
ускорения при торможении, а следовательно, и минимальная вели
чина динамической нагрузки в гидроприводе.

Обозначим через ап модуль постоянного ускорения поршня при 
торможении и через иа — скорость поршня при равнозамедленном 
движении. Тогда из уравнения (33.1) можно найти площадь про
ходного сечения в тормозном устройстве /н, необходимую для по
лучения постоянного ускорения:

где
А  — А„ + А 1 н---- —̂— А 2,

(33.1)

где



где
= [ро (^1 “Ь Уп В + B^Va) X

X (¿Ч — <5Ш) +  т а а.

На основании свойств равнозамедленного движения:

уп =  V~v ? — 2ап (х — х0), (33.3)

где хо— координата х  в начале торможения; vy — скорость поршня 
в начале торможения (установивш аяся скорость), определяемая 
из уравнения движения (13.18) при ускорении поршня dv/dt =  0.

Вместо модуля ускорения а а можно задавать путь х„, проходи
мый за время торможения. При равнозамедленпом движении

«п =  ^ - .  (33.4)
М П

Тогда

Vn = | /  (33,5)

По формуле (33.2) с учетом соотношений (33.3) и (33 .4) мож
но найти закон изменения площади проходного сечения, необхо
димый для торможения с постоянным отрицательным ускорением. 
Однако конструктивно выполнить тормозное устройство с таким из
менением площади очень затруднительно. Поэтому возникает зада
ча приближенного синтеза в постановке Чебышева: найти такие 
размеры тормозного устройства простой формы, при которых откло
нение получаемой площади /т от необходимой /„ было бы м ало  па 
заданном участке торможения.

Пусть, например, подвижная часть тормозного устройства вы
полнена в виде цилиндрического золотника с прямоугольными к а 
навками (см. рис. 7 7 ,6 ). Площадь проходного сечения /т при про
текании жидкости через канавки зависит от числа канавок п, ши
рины Ь, длины s, угла наклона р и  от перемещения золотника ъ:

/т =  nb (s — 2 ) sin p.

При торможении по пути перемещение z связано с перемеще
нием поршня х  зависимостью

z =  (х — Хо)/ихх, (33 .6 )

где ихг — передаточное отношение от поршня к золотнику, под ко
торым понимается отношение модулей линейных скоростей поршня 
и золотника.

С учетом зависимости (33.6) площадь /, для рассматриваемого 
золотника может быть представлена линейной функцией переме
щения поршня:



где
/f0 =  nbs s in  Р, =  nb sin  ̂ .

“ *  Z

П араметры синтеза п, Ъ, s, (i, иХ1 будем находить из условий 
наилучш его равномерного приближения функций /т(я ) и j a(x) на 
участке от х — x<¡ до х =  хо + 0,9я„. Участок от х  =  xq +  0,9ха до 
х  — хо + х а не принимается во внимание, так как на этом участке 
ускорение поршня уж е мало и уменьшать его пет необходимости.

На рис. 208 показапо графоаналитическое определение условий 
наилучшего приближения функций /т(#) и /„(#). С этой целью 
-строим график /в(х) и проводим прямую линию /т(я) так, чтобы

Рис. 208

-отклонения Д =  /т — /„ были бы равны по модулю на границах 
рассматриваемого участка и в точке максимального отклонения 
внутри участка Дт»1- Отрезок, отсекаемый прямой линией /т(я ) на 
оси ординат, дает коэффициент ко, а отрезок по оси абсцисс— от
ношение коэффициентов к0/к|. Задаваясь величиной ихг, находим 
длину канавки

в =  /со/(М «). (33.7)
Число капавок принимаем равным от 2 до 4, а их ширину и 

угол  ̂ выбираем из условия

Ья1пр = ^  (33.8)

так , чтобы максимальная глубипа канавки (на торце золотника), 
равная в tg не превышала 3 мм.

При других конструкциях золотвика тормозного устройства пло
щ адь /т может быть нелинейной функцией х или Ь. Тогда приме
няют квадратическое приближение функций /т и /„, вычисляя иско
мые параметры синтеза из условий минимума среднеквадратиче
ского отклонения.



После определения размеров золотника интегрируют уравпепие 
движения (13.18) одним из численных методов и находят м акси 
мальную величину давления р2 в сливной полости гидроцилиндра. 
Если это давление оказывается слишком большим, следует ум ен ь
шить модуль постоянного ускорения или увеличить перемещение х а.

§ 108. Синтез тормозного устройства
по методу квадратического приближения

В предыдущем параграфе задача синтеза тормозного устройства 
решалась на основании уравпения движения (13 .18), в котором все 
параметры механизма выражались через размерные величины. Д л я  
составления расчетных формул и справочных карт удобнее пользо
ваться безразмерной формой уравнения движения с тем, чтобы все 
полученные соотношения относились не к одному гидроприводу, 
а к семейству гидроприводов с одинаковыми значениями безразмер
ных коэффициентов.

При торможении по времени безразмерное уравпепие (1 3 .3 7 ) 
имеет вид

^  =  А ( 1 - 2Л - х 1и - х . у - ^ ) ,

где и =  vtalx a — безразмерная скорость, т =  t¡ta — безразмерное 
»ремя.

Безразмерные постоянные параметры механизма:

у. — т<*п и — 4 Ü L  х  — i  
-  2S lPo' Х1 ~ Л  2Ро’ 4рв’

FT т а п
где рс =  Ро“  5------- J ~ ’

Безразмерная площадь проходного сечения в тормозном
устройстве: ____________

q  /т  j  -щ /  ( ^ 1  *^in) « 7  Уг0, = - ,  где п = у  ±-4^-----Т -

При заданном законе торможения, т. е. при заданных и и du/dx, 
из уравнения (13.37) можно найти требуемый закон изменения 
площади проходного сечения в тормозном устройстве

0 = —  “ (33 .9 )
| / l — 2ц — к,и — х.,и2 — ti ^

du
dx

В тех случаях, когда конструктивно нельзя выполнить тормоз
ное устройство с таким изменением проходного сечения, будем  ис
кать размеры тормозного устройства простой формы, при которых 
отклонение полученной площади 0Т от требуемой 0 было бы мало



на участке торможения ( 0 < т < 1 ) .  Величину этого отклонения 
будем оценивать среднеквадратической разностью

0т)2йт. (33.10)

Требуемая безразмерная площадь 0 зависит от принятого зако
на торможения, а безразмерная площадь 0Т зависит от конструк
ции рабочих элементов.

Во всех случаях площадь проходвого сечепия /т, а следователь
но и 0Т, изменяется с изменением координаты г, определяющей 
положение подвижной части тормозного устройства. Переменная г 
может быть функцией времени £ или перемещения х.

Пусть, например, торможение происходит по времепи, а подвиж
н ая  часть тормозного устройства выполнена в виде цилиндрическо
го золотника диаметром й при длине щели I. Тогда площадь про
ходного сечения

/т =  пс1(1 — г).

Перемещение золотника при постояпной его скорости у3: г =  
=  уа<„т. Учитывая, что 0Т —/т//у, получаем

0Т =  £О — ¿1Т, (33.11)
где

Ь0 =  л(11/}у и Ь\ =  яйг^п//,. (33.12)

Интеграл /, входящий в подкоренное выражение среднеквадра
тической разпости, принимает вид

1
/ =  ^ (0 — Ь0 Ьхт)2 (1т. 

о
Этот интеграл, а следовательно, и средпеквадратическая разность 
будут минимальными при выполнении условий

=  о ”-  = оОЬ0 и- в ! 1 и-

После дифференцирования получаем 
х

| (0 — Ь0 + (Iх =  0, 
о

1
^ (0 — Ь0 + Ь гт) т =  0.
о

Введем обозначения:



Тогда система уравнений (33.13) принимает вид

Хо— А) +  ~y  =  0.

Отсюда
£о =  4хо - 6 x 1 ,
L ,=  6 x o -1 2 x i .  (3 3 .1 5 )

Вид интегралов хо и xi зависит от заданного закона торможе
ния. Обычно принимают закон постоянного ускорения, так  к а к  при 
атом законе получается минимальная величина ускорения д л я  од
ного и того же пути торможения. На участке торможения от и — 
до v =  0  закон постоянного ускорения имеет вид

v =  vv — a„t

или в безразмерных величинах
и =  2 — 2т.

Требуемый закон изменения площади 0 при этом закопе нахо
дится по формуле (33 .9):

g  ______________ 2 (1 — т)____________

/ 1  — 2х 1 (1 — т) — 4 х 2 (1 — т)2

Следовательно, интегралы хо и xi имеют вид
1

(1 — т) dx
Хо =  2 Ь п ;J  V i  — 2х (1 — т) — 4х„ (1 — т)2 ’О *■ i

о Г  (1 —  Т) Т rfTXi = 2  -----
X к i —:" К 1 — 2кх (1 — т) — 4к2 (1 — т)2

После вычисления интегралов*) находим коэффициенты Ьо и Ь\ 
по формулам (33.15). Искомые размеры рабочих элементов золот
ника находятся из соотношений (3 3 .12 ):

в, — I — и £пи г ’ / 3ЛУ3 II '■'х
Невычисляемые параметры (£„, уу, 1>3) можпо выбирать в неко

торых пределах и соответственно находить те значения размеров 
¿2 и /, которые дают более конструктивное решение.

*) Таблицы интегралов %о и XI см .: Л е в и т с к и й  Н. И., Ц у х а н о -  
в а Е. Д. Расчот управляющих устройств д л я  торможеиия гидроприводов.— М.: 
Машиностроение, 1971,— С. 222—225,



Аналогично реш ается задача синтеза тормозного устройства, если 
торможение выполняется по пути, т. е. % ~  иххх, где игх =  йг/йх.

Рассмотренная задача синтеза гидравлических механизмов яв
л яется примером, показывающим, что для этих механизмов приме
нимы общие методы динамического анализа и синтеза, которые 
были ранее предложены для механизмов, составленных только из 
твердых тел.

Д ля пневматических механизмов эти методы такж е применимы, 
но дополнительно к уравнениям, описывающим движение твердого 
тела — например, поршня, присоединяются уравнения, связываю
щие параметры газа (уравнения термодинамики).



Процесс слежения можно представить себе следующим образом. 
Если щуп и фреза занимают одинаковые положения по отношению 
к  копиру и заготовке, то шток занимает среднее положение, пере
крывая оба трубопровода, ведущие к гидроцилиндру. При д ви ж е
нии штока золотника из среднего положения вверх жидкость под 
давлением поступает в верхнюю полость гидроцилиндра, и его кор
пус вместе со столом б и фрезой 4  т ак ж е  перемещается вверх, т а к  
как поршень гидроцилипдра жестко соединен с ползуном 1 . Д ви 
жение корпуса гидроцилиндра относительно поршня и, следова
тельно, движение стола 6 относительно штока золотника продолжа
ются до тех пор, пока шток золотника не займет опять среднее по
ложение. Если по инерции среднее положение будет пройдено, то 
жидкость под давлепием поступит в нижшою полость гидроцилинд
ра и начнется обратное движение к среднему положению.

Движение корпуса гидроцилипдра прекращается, когда ш ток 
золотника вновь займет среднее положение.

Из приведенного описания процесса слежения видно, что дви 
жение инструмента 4 всегда отстает от движения щупа 2  и, кроме 
того, возможно возникновение колебаний при переходе через сред
нее положение. Эти погрешности движения инструмента м огут 
•быть сведены к минимуму путем надлежащ его выбора параметров 
гидроцилипдра и золотника на основании общих методов динами
ческого синтеза механизмов. По сравнению со способом непосред
ственного копирования применение следящ его привода имеет то до
стоинство, что на копир передается лишь небольшое давление п ру
жины золотника, а усилие резания, иногда очень значительное, 
■передается через гидроцилиндр непосредственно па стойку.

Числовое программное управление (Ч П У ). В маш инах-автоматах 
с управлением от копиров переход на другую  программу связан , к а к  
правило, с изготовлением новых копиров, что требует больших за 
трат времени и материальных средств. Значительно проще перена
лаживаются на другую программу машины-автоматы с числовым 
программным управлением, при котором информация о величине 
требуемых перемещений исполнительных органов сообщается си
стеме управления в виде чисел, называемых информационными  
числами. Если требуемое перемещение равно в, то информационное 
■число (число шагов) г, должно быть ближайшим целым числом к  
отношению

где Дз — единичное перемещение (ш аг), выбираемое в зависимости 
от требуемой точности перемещений.

На рис. 210, а  показана структурная схема числового програм
много управления перемещениями одного исполнительного органа. 
Основная особенность этого управления состоит в регулируемом 
приводе (двигателе), который должен обеспечивать перемещ ение 
исполнительного органа на требуемую величину. Наиболее часто



применяется шаговый электродвигатель, в котором при каждом 
включении цепи питания (импульсе) ротор поворачивается на опре
деленный, точно фиксированный угол. Для того чтобы получить 
требуемое перемещение исполнительного органа, надо послать в 
цепь питания двигателя такое число импульсов, которое соответ
ствует требуемому информационному числу. Эти импульсы посы
лаются через блок управления от программы, содержащей такж е 
команды начала и конца движения, прямого и обратного хода и 
другие вспомогательные команды.

Пусть, например, требуется обработать плоский кулачок па 
станке с числовым программным управлением (рис. 2 1 0 ,6 ). В этом

Программа

а  Ъ
Рис. 210

случае постоянная задаю щ ая подача я, сообщается непосредствен
но заготовке, а следящ ая подача «с от шагового диигателя — режу
щему инструменту. Требуемая величина следящей подачи рассчи
тывается по чертежу кулачка для опорпых точек, т. е. точек, соот
ветствующих равным промежуткам времени перемещения заготовки. 
Д ля каждой полученной величины следящей подачи определяется 
по формуле (34.1) информационное число (число импульсов), 
которое фиксируется в программе. Серии импульсов, соответствую
щие каждой опорной точке, посылаются через ранные промежутки 
кремени шаговому двигателю  и обеспечивают требуемую величину 
следящей подачи.

Двоичный код в системах числового программного управления* 
Д ля фиксации программы, выражевной в числах, используются 
различные программоносители: магнитные лепты, киноленты, пер
фокарты, перфоленты, панели управления с переключателями. 
Принцип изображения чисел на этих программоносителях поясним 
на нримере использования перфолент, т. е. лент, па которых в опре
деленных местах прокалываются отверстия. На рис. 211, а показана 
перфолента, которая имеет пять дорожек (столбцов). Места воз
можных проколов обозначены крестиками, проколотые отверстия — 
круж ками. Для фиксации числа в десятичной системе счисления 
[(десятичном коде) нуж ен участок перфоленты, состоящий из.



10 строк. К аж дая из строк соответствует одпой из цифр от 0 до 9. 
На первой (правой) дорожке изображаются единицы, на второй — 
д е с я т и , на третьей — сотни и т. д. Например, на рис. 211, а пока
зано число 1193.

Более экономно используется перфолента при двоичном коде, 
т. е. при изображении чисел в двоичной системе счисления. Эта 
•система основывается па том, что любое число можно представить 
как  сумму чисел, каждое из 
которых является степенью 
числа 2. Например, для то
го чтобы представить число 
1193 в двоичной системе, по
следовательно отнимаем наи
большее число, являющееся 
степенью числа 2:

1193
1024 =  2ю

169
128 = 2 7

41
'32  =  25

/о* ю3 102 10' 10о

+ + + + + 9
+ + + + 0 2* 2 3 2 г 2 ' 2°
+ о о + + 1 /0° + + + + +
+ + + + + 2 /0* + 4- + + +
+ + + + о 3 /о3 + ■ + + + о
+ + + + + 4 юг + + + + о
4- + + + + 5 /0' + О + + о
♦ + + + + 6 100 + + + о о

+ + + + 7 ю* + + + + +
4- + + + + 8
+ + .+ о + 9 в
+ + + + + О

а

2 11 2'° г 9 2* 2 7 2 6 2 5 г* г 3 2 г 2 9 2 1

+ О + ♦ о + О + о + + о

/ 0 0 / 0 / 0 / 0 0 /

д
Рис. 211

8 = 2Л 
1 =  2°

Следовательно, 1193 =
=  210 + 27 + 25 + 23 + 2°.

Если в сумме, изобра
жающей данное число, есть 
показатель степени п, то в 
разряде с номером п 4-1 
ставится 1, если нет — ста
вится 0. Для числа 1193
единицы должны стоять в разрядах 11, 8, 6, 4, 1, а в остальных 
должны быть нули, т. е. в двоичной системе это число имеет вид: 
10010101001.

На рис. 211 ,6  показано изображение числа 1193 на перфоленте 
в двоичном коде. Оно заняло участок перфоленты с 12 точками, 
в то время как для изображепия в десятичном коде потребовался 
-бы участок с 40 точками. Иногда применяется двоично-десятичный 
код, при котором каж дая цифра числа, представленного в десятич
ной системе, записывается в двоичной системе на отдельной строч
ке (рис. 211, в).

Для считывания числа с перфоленты применяются как контакт
ные, так и бесконтактные способы. При контактных способах щ упы 
или щетки западают в отверстия и замыкаю т соответствующие кон- 
34*



такты. При бесконтактных способах используются фотосопротив
ления или пневматические датчики.

Самонастраивающаяся система управления. При составлении 
программы, по которой действует система управления машины-авто- 
мата, нельзя учесть полностью все многочисленные требования, 
определяющие оптимальные условия выполнения технологического* 
процесса. Кроме того, эти условия изменяются с течением времени 
вследствие износа режущ его инструмента, изменения свойств обра
батываемого материала и т. п. Поэтому с целью повышения произ
водительности машины-автомата и достижения большей точности 
выполнения заданных условий в последнее время стали создавать 
системы управления, в которых программа корректируется с уче
том результатов выполнения технологического процесса. Эти систе
мы получили название самонастраивающихся.

Схема самонастраивающейся системы числового программного' 
управления аналогична указанной на рис. 210 с тем отличием, что 
добавляется блок сравнения, в котором сигналы, характеризующие 
выполнение технологического процесса, сравниваются с сигналами 
программы, и па основании этого сравнения даются сигналы, вы
зывающие необходимую коррекцию программы.

Самонастраивающаяся система управления может учитывать не
только текущую информацию, но и прошлый опыт. В этом случае 
добавляется блок оперативной памяти, в котором накапливаются 
сведения об управляемом технологическом процессе, и коррекция 
программы производится на оснопании обобщения опыта работы 
машины-автомата. Самонастраивающиеся системы с оперативной) 
памятью называют иногда адаптивными системами.

§ 110. Системы управления по временн и по пути

Системы управления по времени. Управление песколькими ис
полнительными органами в машинах-автоматах должно обеспечивать 
согласованность их перемещений. Система управления машины-ав
томата, обеспечивающая требуемую согласованность перемещений 
исполнительных органов в зависимости от времени, называется 
системой управления по времени.

Программа для системы управления по времени задается в виде- 
циклограммы. Циклограммой машины-автомата называется схема 
согласованности перемещений исполнительных органов в зависимо
сти от времени.

На рис. 212 показана циклограмма, определяющая согласован
ность перемещений трех исполнительных органов, приводимых & 
движение от механизмов М 1, М 2 и М 3. Циклограмма указывает 
только согласованность (последовательность) перемещений испол
нительных органов во времени, которая определяется началом и 
концом движ ения каждого исполнительного органа. Поэтому зако
ны дьпжения исполнительных органов не оговариваются, и графи



ки их перемещений условно очерчиваются наклонными прямыми. 
Иногда на циклограмме вообще не показывают графики перемеще
ний, а только записывают названия отдельных операций и этапов 
движения (подача заготовки, выстой и т. д .) .

Циклограмма показывается в пределах одного цикла машины- 
автомата, т. е. промежутка времепи Г, по истечении которого повто
ряется последовательность перемещений всех исполнительных орга
нов. На циклограмме указывают такж е углы  поворота ср одного из

М!

М2 \

М3 У \

О ¡20° 180° 225° 270° 3/5° 360° {,?
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Рис. 212

равномерно вращающихся звеньев, папример, кулачкового вала ме
ханизма, предназначенного для выполнения основной операции. 
Для циклограммы, показанной на рис. 212, цикл Т соответствует 
одному обороту этого звена.

В качестве примера машины-автомата, механизмы которого име
ют циклограмму, показанную на рис. 212, можно указать на спе
циализированный автомат для сверления отверстий в детали. М е
ханизм М 1 выполняет основную операцию (сверление), причем 
время рабочего хода больше времени холостого хода. Механизм М 2  
разжимает крепления обработанной детали, которая затем снима
ется механизмом М 3 с одновременной подачей новой детали. Поело 
ее зажима механизмом М2 происходит возврат механизма М3 в ис
ходную позицию, и начинается новый цикл.

Кулачковый распределительный вал. Углы установки кулачкоп. 
Управление по времени наиболее просто достигается кулачковыми 
механизмами с одним общим валом для всех кулачков, который 
называется кулачковым распределительным валом. Для получения 
согласованной работы всех выходных звеньев достаточно для к а ж 
дого кулачка определить угол его установки , т. е. угол между на
чальными прямыми на рассматриваемом кулачке и на кулачке , 
принятом за базовый. За начальную прямую на кулачке прини
мают положение начального радиуса-вектора профиля кулачка в 
момент начала подъема выходного звена.

На рис. 213 показано положение звеньев базового кулачково- 
коромыслового механизма в момент начала подъема коромысла. Н а



чальный радиус-вектор центрового профиля базового кулачка До, 
длина коромысла I и межосевое расстояние 1о известны. Требуется 
определить угол установки кулачка с номером п, который в со
ответствии с циклограммой должен привести в движение взаимо

действующее с ним коромысло пос
ле поворота базового кулачка па 
угол ф„.

Примем, что межосевое расстояние 
1о является общим для всех механиз
мов, по пачальпый радиус /?„ и длина 
коромысла I могут быть разными. Для 
графического определения угла уста
новки примем метод обращения движе
ния, т. е. отложим от линии ОС о за
данный угол ф„ в сторону, противопо- 

Рис. 213 ложную вращению кулачка, и построим
треугольпик ОВ„Сп по известным сто

ронам 1о, I, и /?„. Угол между полученной линией ОВп и линией 
ОВ0 даст искомый угол установки 6„.

Аналитическое решение поставленной задачи находится из 
условия

6п “  фп Ро

Углы и р„, входящие в это условие, вычисляются из соот
ношений:

( V arcco s■ ßn == arccos
2l0Rn

В кулачковых механизмах с центральным толкателем углы уста
новки кулачков всегда совпадают с углами, определяемыми по цик
лограмме.

Уплотнение циклограммы. По циклограмме, показанной па 
рис. 212, каж ды й исполнительный орган начинает движение только 
после остановки предыдущего.
Однако это условие не всегда яв
ляется обязательным. Пусть, па- 
пример, по условиям работы ма
шины исполнительный орган ме
ханизма М 2 может начать движе
ние в момент, когда исполнитель
ный орган механизма М 1 еще но 
дошел до исходной позиции и его 
положение характеризуется вели
чиной за (рис. 2 1 4 ). Тогда графи
ки перемещений исполнительных
органов можно сблизить на величину ¿ц, которая паходится графи
чески или аналитически по заданному закону движения исполни

\



тельного органа механизма М1. Выполняя подобные построения 
или вычисления для всех соседних механизмов, можио уплотнить 
циклограмму, т. е. уменьшить время цикла Т.

Кулачковым командоаппарат. При управлении с помощью к у 
лачкового распределительного вала исполнительные органы приво
дятся в движение непосредственно от кулачков, т. е. система управ
ления совмещепа с механизмами передачи движения к исполни
тельным органам. Если надо уменьшить нагрузки на кулачки, то 
каждый исполнительный орган получает индивидуальный электро- 
или гидропривод, а система управления вы деляется в отдельное

а

5

Рис. 215

устройство, называемое кулачковым компндоаппаратом. При управ
лении но времени кулачковый командоаппарат состоит из равно
мерно вращающегося вала с регулируемыми кулачками, которые 
через определенные промежутки времени нажимают на переклю
чатели, вызывающие включение того или иного привода.

Система управления с записью и автоматическим иоспроизведе- 
иием программы. Применение равномерно движущ егося программо
носителя в виде магнитной ленты позволяет записывать програм
му обработки изделия при ручном управлении и затем многократно



воспроизводить ее в автоматическом режиме. Принцип записи и 
воспроизведения аналогичен принципу, применяемому в магни
тофонах.

Система управления по пути. В машинах-автоматах системой 
управления по пути называется система управления, обеспечиваю
щая требуемую согласованность перемещений исполнительных орга
нов в зависимости от их положений. Программа для системы 
управления по пути задается обычно в виде тактограммы (рис. 215). 
Тактограммой машины-автомата называется схема согласованности 
перемещений исполнительных органов в зависимости от их поло
жений. На тактограмме весь цикл движения разделен на отдельные 
такты движения. Тактом движения называется промежуток време
ни, в течение которого не меняется состояние (наличие или отсут
ствие движения) ни одного из исполнительных органов. В отличие 
от циклограммы на тактограмме не указывается время такта (или 
угол поворота равномерно вращающегося вала). Это время для 
одного и того же такта может быть различным в зависимости от 
условий выполнения технологического процесса.

Исполнительные органы при управлении по пути могут рабо
тать последовательно (рис. 215, а) и параллельно-последовательно 
(рис. 215,6). При параллельно-последовательной работе есть такты 
движения (например, такт 3 на рис. 215,6), когда одновременно 
движутся несколько исполнительных органов.

Г Л А В А  35

ЛОГИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ
МАШИН-АВТОМАТОВ

§ 111. Логические элементы машин-автоматов

При управлении по пути условия движения (или отсутствия 
движения) исполнительных органов могут быть представлены ло
гическими высказываниями. Например, для тактограммы, показан
ной на рис. 215, а, можно написать условия: исполнительный орган 
механизма М 1 не движется, если движется исполнительный орган 
механизма М2 или М3\ исполнительный орган механизма М1 дви
жется, если не движутся исполнительные органы механизмов М2 
и М3. Следовательно, для того чтобы исполнительные органы пере
мещались в определенной последовательности по заданной такто
грамме, надо иметь устройства для выполнения логических дей
ствий, которые могут быть описаны с применением слов НЕ, ИЛИ, 
И. Эти действия в машинах называют логическими операциями, 
а устройства для их выполнения — логическими элементами (ино
гда логическими операторами).

Логический элемент, состоящий только из твердых тел, называ
ется логическим механизмом. В машинах-автоматах, кроме логиче
ских механизмов, имеют также распространение электрические



(электромагнитные) логические элементы, в которых логические 
операции выполняются с использованием электрического тока, 
и пневматические — с использованием сжатого воздуха. Совокуп
ность логических элементов образует систему управления, которую 
называют логической (иногда — релейной). Связь между системой 
управления и исполнительными органами устанавливается посред
ством сигналов.

В машинах-автоматах сигналом называется определенное значе
ние физической величины, которое дает информацию о положении 
какого-либо исполнительного органа (входной сигнал) или о тре
буемом изменении его положения (выходной сигнал). В большин
стве машин-автоматов достаточно иметь информацию о двух поло
жениях исполнительного органа (начало и конец движения). Соот
ветственно каждый сигнал имеет лишь два значения. Одно из этих 
значений равно 0, а другое 1. В логических механизмах 0 обозна
чает одно из устойчивых положений звена, а 1 — другое положе
ние. В электрических логических элементах 0 означает «пет тока», 
а 1 —«есть ток»; в пневматических — 0 означает «нет давления», 
а 1 —«есть давление».

Каяедый логический элемент имеет обычно одип или несколько 
входов, на которые поступают входные сигналы (аргументы) х„, 
и только один выход, который дает выходной сигнал (функцию) /. 
Переменные, которые могут принимать только два значения (0 и 1), 
называются двоичными или булевыми (по имепи английского 
ученого Буля), а их функции— двоичными или логическими 
функциями. Поэтому логическая операция, выполняемая каким-ли
бо логическим элементом, всегда может быть представлена и 
алгебраической форме как двоичная функция / двоичных аргу
ментов хп.

Логические элементы отрицания и повторения. Логическая опе
рация НЕ называется также операцией отрицания (иногда— инвер
сией). В алгебраической форме она может быть представлена вы
ражением

/ = * ,  (35.1)

которое читается: / есть не х.
При операции отрицания, если х = 0, то / = 1 ;  если х = \ ,  то 

/ = 0 (функция отрицает аргумент).
На рис. 216, а показан простейший логический механизм для  

операции отрицания, в котором вращающееся входное звено х мо
жет занимать одно из двух устойчивых положений: 0 или 1. Вы
ходное звено / при х = 0 заперто в положении / =  1, а при х — 1 
передвигается в положепие / = 0. Фиксация звеньев в указанных 
положениях и возврат их в исходные положения достигается с по
мощью комбинаций пружин и упоров. Иногда используются и бо
лее сложные механизмы, например механизм шарнирного четырех^ 
авенника.



Электрические логические элементы разделяются на две группы. 
В первой группе состояние входа (входной сигнал) характеризует

ся, как и в логических механизмах, по
ложением какого-либо твердого тела, а со
стояние выхода (выходной сигнал)— на
личием или отсутствием тока в линии. 
Во второй группе состояпия как входа, 
так и выхода характеризуются наличием 
или отсутствием тока. К первой группе 
принадлежит электрический выключатель 
с размыкающим контактом (рис. 216,6), 
подвижная часть которого перемещается 

а  обычно нажатием кулачка (упора). При 
не нажатом выключателе (х = 0) элек
трическая цепь замкнута (/ = 1). Такой 
выключатель иногда называют также 
нормально замкнутым. Ко второй группе

5  принадлежит электрическое реле*) с раз
мыкающим контактом (рис. 216, в), под
вижная часть которого перемещается 
якорем электромагнита.

Пневматические логические элементы 
в также могут быть двух групп. К первой 

группе относится, например, пневматиче
ский выключатель, в качестве которого 
можно взять двухпозиционный трехли
нейный распределитель с приводом от 
кулачка (рис. 216, г). Условное обозна- 

г чение его состоит из двух квадратов, со
ответствующих двум позициям (возмож
ным положениям) подвижной части рас
пределителя, и трех линий, связывающих 
его с другими элементами пневматиче
ского привода или механизма. Линия свя
зи 1  присоединена к напорной линии, 

д  линия 2 соединена с атмосферой, а ли- 
ипя 3 является выходом. Проход (ка
нал), закрытый в данной позиции, имеет 
поперечную черту. В указанной позиции 
кулачок не действует па подвижную 

часть распределителя (х = 0), а выход соединен с напорной ли
нией (/— 1). Для того чтобы представить действие распределителя

*) Реле (от французского слова relais — подстава, «сменные лошади») — 
анпарат, реагирующий на изменение какого-либо параметра системы и воздей
ствующий па исиолиительпое устройство. Название «релейная система управ
ления» исхолпт из представления системы управления по пути как эстафеты, 
в которой исполнительные органы играют роль «сменных лошадей».

■х
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в другой позиции (я = 1), надо мысленно передвинуть правый 
квадрат па место левого, оставляя линии связи в прежнем поло
жении. Тогда выход будет соединен с атмосферой (/ =  0). Распре
делитель (выключатель) может быть использован не только как 
пневматический, но и как гидравлический логический элемент. 
Но в дальнейшем показываются только пневматические элементы, 
как более распространенные.

Примером логического пневматического элемента второй группы 
может служить мембранное реле универсальной системы элементов 
промышленной пневмоавтоматики (сокращенно УСЭППА). Это 
реле (рис. 216,5) имеет четыре разобщенные камеры, одна из ко
торых (отмечена штриховкой) находится под давлением местпого 
источпика сжатого воздуха, которое меньше давления в напорной 
линии. Подвижная часть реле выполнена в виде штока, жестко 
соединенного с тремя мембранами, причем средняя мембрана име
ет больший диаметр. Мембраны прогибаются в ту или иную сто
рону в зависимости от распределения давлений в камерах реле, 
и подвижной шток, перемещаясь, закрывает или верхний канал, 
или нижний.

Для выполнения операций отрицания вход, выход, напорная 
линия и атмосфера соединяются с реле, как указано па рис. 216, д. 
Если х — 0 (нет давления в полости, соединенной со входом), то 
шток идет вниз под давлением местного источника, закрывая канал, 
сообщающийся с атмосферой, и на выходе появляется давление 
(/ = 1 ) .  Если ж = 1 , т. е. в полости, соединенной с входом, есть 
давление, то шток идет вверх под действием этого давления, закры
вая канал, соединенный с напорной линией, и выход сообщается 
с атмосферой (/ = 0).

Все логические элементы отрицания могут быть приспособлены 
для выполнения логической операции повторения, которая называ
ется также операцией ДА. В алгебраической форме операция по
вторения может быть представлена выражением

/ =  *, (35.2)

т. е. если х — 0, то и / = 0; если ж = 1, то и / = 1  (функция повто
ряет аргумент).

Логический механизм для  операции повторения (рис. 217, а) 
тот же, что и для операции отрицания, только надо поменять ме
стами обозначения положений выходного звена. Тогда при а; =  0 
будет / = 0 и при х = 1 будет / =  1.

Электрический выключатель должен иметь замыкающий кон
такт (рис. 217,6). Если он не нажат (я = 0), то цепь разомк
нута (/ = 0). Такой выключатель называют нормально разомк
нутым. Электрическое реле также имеет замыкающий контакт 
(рис. 217, в). При отсутствии тока в обмотке электромагнита 
(х = 0) цепь разомкнута (/ =  0 ) ;  при наличии тока (ж =  1) цепь 
замыкается (/= 1 ) .



f= X

Пневматический выключатель (рис. 217, г) для операции повто
рения в непажатом состоянии (х =  0) имеет выход, соединенный 
с атмосферой (/ = 0). При нажатии па подвияшую часть выключа

теля (х =  1) выход соединяется с на
порной линией (/==1). В мембранном 
реле УСЭППА (рис. 217,5) при х =  0 
шток идет вверх под действием давления 
местного источника, закрывая доступ воз
духа к выходу (/ = 0). При х = 1  шток 
идет вниз, открывая канал, соединяющий 
выход с напорной линией (/ = 1 ) .

Логические элементы сложения и ум
ножения. Логическая операция ИЛИ на
зывается также операцией сложения*), 
так как в алгебраической форме она мо

ст жет быть представлена выражением

Г X

О О

1 1

/ =  Х\ +  XI. (35.3)

В зависимости от состояния входов х | 
и Хг могут быть четыре комбинации, по
казанные в таблице на рис. 218. Эти 
комбинации могут быть выполнены логи
ческим механизмом с двумя входами 
(рис. 218, а), параллельным соединением 
электрических контактов (рис. 218, б) 
и мембраппым реле УСЭППА при вклю
чении его по схеме, показанной на 
рис. 218, в.

Логическая операция И называется 
также операцией умножения**), так как 

8 в алгебраической форме она мон«ет быть 
представлена выражением

в

] =  х 1х2. (35.4)

х —

<Ъ
Ш/л у/л

II

Рис. 217

В зависимости от состояния входов х\ 
и Хг могут быть четыре комбинации, по- 

д казанные в таблице на рис. 219. Эти 
комбинации могут быть выполнены ло
гическим механизмом с двумя входа
ми (рис. 219, а), последовательным со
единением электрических контактов

*) Операцию сложения называют иногда дизъюнкцией и обозначают сиг- 
полом V-

**) Операцию умножения называют иногда конъюнкцией и обозначают 
символом Д,



§ 112. ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ  АЛГЕБРЫ  ЛОГИКИ 
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Рис. 218 Рис. 219

(рис. 219, б) и мембранным реле УСЭППА при включении его по 
.схеме, указанной на рис. 219, в.

§ 112. Основные законы алгебры логики

Как уже указывалось, действие системы управления может 
Сыть описано логическими высказываниями. В свою очередь каж
дое логическое высказывание может быть представлено одной или 
несколькими логическими операциями, которые в алгебраической



форме выражаются двоичными функциями. Поэтому для синтеза 
логических систем управления надо знать основные законы алгеб
ры двоичных функций или, что то же, алгебры логики.

Отметим те законы, которые соипадаюг с законами обычной, 
алгебры.

Переместительный закон:
Х1Х2 =  Х2Х\, Х\ +  ¿2 =  ^2 +  Х\. (3 5 .5 )

Сочетательный закон:
(х ,х2)х 3 =  х 1(х2х3),

(XI +  Х2) +  Хз =  Х \  +  (Х2 +  Х3) .  ^

Распределительный закон:
Х[ (хг +  Хз) =  + Х1Х3. (35 .7 )

Кроме этих обычных законов, алгебра логики имеет свои спе
цифические законы, из которых отметим законы повторения-.

х х - х - . . . - х  =  х,
х + х  + х + . . .  + х —х. (35.8)

Этот закон следует из того, что х может принимать только дна 
значения (0 или 1), и повторение этих значений не дает нового 
значения.

Из приведенных законов алгебры логики следуют соотношения, 
которыми часто пользуются при преобразовании двоичных функции:

х + 0 = х, £ -0  = 0,
х + 1 =  1, х - х = 0 ,  (35.9)
х • 1 = х, х + х = 1.

Табличны» способ задания двоичных функций. Двоичные функ
ции можно задавать или в алгебраической форме, или в табличной 
форме. Пусть, например, в алгебраической форме заданы следую
щие функции трех аргументов:

и  =  Х1Х2Х3, /2 == X 1X2X3 , 1з =  х Л Х 2 +  Х з ) ,  /4 =  Я1(*2 + £з) .

Табличное задание этих функций основано па том, что при 
трех двоичных аргументах имеется лишь 8 различных наборов их 
значений. В табл. 10 указаны эти наборы и приведены соответ
ствующие значения рассматриваемых функций. Если известно ал
гебраическое выражение какой-либо функции, то представить ее в 
табличной форме не представляет особого труда. Сложнее найти 
алгебраическое выражение функции по ее табличной форме. В об
щем случае, как будет показано далее, одна и та же табличная 
форма функции может быть представлена различными алгебраиче
скими выражеииями.



В системах управления машин-автоматов значения аргументов 
представляют собой входные сигналы, а значения функций — вы
ходные сигналы. Каждому набору входных сигналов соответствует 
определенное состояние системы управления. Поэтому эти наборы

Т а б л и ц а  10
Н аборы ар гум ен то в  (состо ян и я)

лы)
2 3 4 5 в 7 8

*1 1 1 0 0 1 1 0 0
I , 1 0 1 0 1 0 1 0
х 3 1 1 1 1 0 0 0 0

•функции (вы ходны е си гн а 
лы) Значения функций

и 1 0 0 0 0 0 0 0

/а 0 0 0 0 0 0 1 0

/з 1 1 0 0 1 0 0 0

/4 1 0 0 0 1 1 0 0

называют состояниями, а таолицу задания выходных сигналов, как 
функций входных сигналов,— таблицей состояний.

Рабочие, запрещенные н безразличные наборы значений двоич
ных аргументов. Рабочим набором значений двоичных аргументов 
(рабочим состоянием) для данной функции / называется такой на
бор, при котором значение функции обязательно должно быть 
равно единице (/ = 1 ) .

В системах управления рабочее состояние есть та комбинация 
входных сигналов, при которой должен появиться сигнал на дан
ном выходе. Запрещенным набором значений двоичных аргументов 
(запрещенным состоянием) для данной функции / называется та
кой набор, при котором значение функции обязательно должно  
быть равно нулю (/ = 0). Все остальные наборы (состояния), кро
ме рабочих и запрещенных, называются безразличными. Появление 
•сигналов от этих наборов не влияет на действие системы управле
ния, т. о. в этих состояниях может быть и / = 1, и / —0.

Другими словами, при рабочем состоянии необходимо иметь 
сигнал к выполнению данного действия, при запрещенном — нельзя  
иметь этот сигнал, а при безразличном — безразлично, имеется ли 
этот сигнал или нет. Пусть, например, исполнительный орган со
вершает подъем и опускание, причем в верхнем положении имеет
ся выстой. Тогда для функции, выражающей сигнал к подъему, 
запрещенным будет то состояние, при котором должно начаться 
опускание, так как нельзя одновременно подавать сигналы и к 
подъему и к опусканию. Безразличным будет то состояние, при 
котором должен быть верхний выстой, так как в этом состоянии



безразлично, есть ли сигнал к подъему или его нет — исполнитель
ный оргав уже находится в верхнем положепии.

Упрощение двоичных функций. Разделение всех состояний на 
рабочие, запрещенные и безразличные позволяет выявить возмож
ные варианты упрощения функций, выражающих значения выход
ных сигналов, а следовательно, и упрощения всей системы 
управления.

В системах управления упрощением двоичной функции / назы
вается такое преобразование, которое уменьшает количество букв, 
в ее алгебраическом выражении при сохранении значения / = 1  
для рабочих состояний и / = 0  для запрещенных состояний.

Рассмотрим, например, упрощение функции / = х 1X2X3 из 
табл. 10, считая запрещенными состояния 5, 6  и 8  (состояние 7 — 
рабочее, состояния 1, 2, 3 и 4 — безразличные). Упрощение прове
дем тремя способами.

Способ перебора состоит в последовательном рассмотрении всех 
возможных вариантов упрощения функций. В табл. 11 представ- 
лены варианты упрощения функции за счет исключения одного и*

Т а б л и ц а  И

Аргументы (входные сигналы)
Состояния

раРоч!*»' запрещенное

*1 0 1 1 0
х2 1 1 0 0

*3 0 0 0 0

Варианты функшй (выходные 
сигналы) Значения функций

1 0 0 0

2̂*̂ 3 1 1 0 0

ххх3 1 0 0 1

*\Х% 1 0 0 0

аргументов и даны ее значения в рабочем и запрещенном состоя
ниях. Из таблицы следует, что условиям упрощения функции 
удовлетворяет вариант

1 =  х\хг,

так  как эта функция равпа единице при рабочем состоянии и ну
лю при всех запрещенных состояниях. Упрощенную функцию 
иногда называют равносильной по отношению к исходной (упро
щаемой). Дальнейшее упрощение с оставлением только одного аргу
мента невозможно, так как при любом варианте в запрещенных 
состояниях остаетса но крайней мере одна единица. Заметим, что



при достаточном навыке и небольшом числе переменных можно 
не составлять табл. 11, а непосредственно проверять значения упро
щенных функций но таблице состояний.

Алгебраические способы основываются обычно па том, что к  
упрощаемой функции можно прибавлять функции, которые равны 
нулю в состояниях, запрещенных для упрощаемой функции*). 
Б рабочем состоянии прибавляемая функция может быть равна 
или единице, или нулю. При этих условиях в запрещенных состоя
ниях функция остается равной нулю (0 + 0 =  0), а в рабочем со
стоянии— равной единице ( 1 + 0 = 1  или 1 + 1 = 1). Другими сло
вами, нельзя прибавлять только запрещенные функции, т. е. функ
ции, которые равпы единице в состояниях, запрещенных для упро
щаемой функции.

В нашем примере можпо прибавить функцию / = Х|Х2Хз, кото
рая равна нулю во всех состояниях, запрещенных для упрощаемой 
функции. Прибавление этой функции к упрощаемой дает новую 
функцию

/  =  X 1X2X3 +  X 1X2X3 X  1Х2 (Х3 +  Х3).

По соотношениям (35.9) имеем
Х 3 +  Х3 =  1 , Х | Х 2 ' 1 = Х | Х 2.

Следовательно, новая (упрощенная) функция имеет вид
/ =  Х 1 Х 2.

Как видно из указанного примера, для того чтобы получить 
упрощение, падо прибавлять к уирощаемой функции соседние с 
ней функции, т. е. функции, которые отличаются только одним 
аргументом или его инверсией. Требование соседства равносильно 
требованию наличия общего множителя в обеих функциях.

Для более сложных функций используются не только распреде
лительный закон (35.7) и соотношения (35.9), но и другие законы 
в  формулы алгебры логики. Как и при обычных алгебраических 
преобразованиях, применение этих законов и формул требует из
вестных навыков. Поэтому неоднократно предлагались различные 
способы, позволяющие автоматизировать поиск возможных упроще
ний двоичных функций.

Способ относительных состояний принадлежит к группе спосо
бов, позволяющих использовать ЭВМ для поиска упрощений двоич
ных функций с любым числом переменных.

*) Здесь и далее предполагается, что упрощ аемая функция представлена  
в совершенпой дизъюнктивной нормальной форме (СДНФ). Совершенной назы 
вается та форма, в которой каждый член содержит все аргументы. Нормаль
ной— та форма, в которой встречаются только операции умножения, слож ения  
и отрицапия, причем операция отрицания относится только к отдельным пере
менным. В дизъюнктивной форме сперва вы полняется операция ум нож ения, 
а затем сложения.



Для упрощения функций по этому способу сперва выписывают
ся все рабочие и запрещенные состояния (табл. 12). Затем все за
прещенные состояния сравниваются с рабочими, т. е. находятся 
■относительные состояния. Если в какой-либо строке рабочее состоя
ние имеет 0, то эта строка запрещенных состояний переписывается

Т а б л и ц а  12

А ргум енты  (входны е 
сигналы )

Состояния

рабочее запрещ енные относительные

*1 0 1 1 0 1 1 * 0

1 1 0  0 0  1 * 1

*3 0 О О О 0  0 »  0
'

в относительные состояния без изменений, если имеет 1, то значе
ния аргументов изменяются на инверсные.

Все относительные состояния различаются порядками. Порядком 
.состояния называется число единиц в столбце. Если каждой едини
це какого-либо состояния N̂  соответствует единица в той же строке 
состояния более высокого порядка, то говорят, что состояние

покрывает состояние N̂ . Состояния, которые покрывают другие, 
обозначаются звездочками и из дальнейшего рассмотрения исклю
чаются. Оставшиеся относительные запрещенные состояния назы
ваются минимальными. Если теперь в какой-либо строке минималь
ных состояний остались только нули, то соответствующий аргумент 
может быть исключен. Исключаемый аргумент подчеркивается.

В рассматриваемом примере может быть исключен аргумент а?з, 
т. е. упрощенная функция имеет вид

/ = ж,х2.
При небольшом числе переменных наименьшую трудоемкость 

дают алгебраические способы. По с увеличением числа переменных 
алгебраические методы становятся громоздкими, и более удобным 
становится табличный способ относительных состояний.

§ 113. Синтез систем управления по пути

Условия реализуемости тактограммы и определение числа эле
ментов памяти. Синтез систем управления по пути состоит в про
ектировании схемы соединения логических элементов, обеспечиваю
щих выполнение заданной тактограммы. Но предварительно надо 
проверить ее реализуемость. Тактограмма считается реализуемой, 
если наборы входных сигналов в начале каждого такта движения 
различны.

Рассмотрим, например, реализуемость тактограммы системы 
управления тремя механизмами: М1, М2 и М3 (рис. 220). Входные 
сигналы подаются от выключателей, называемых конечными или



путевыми. Каждый механизм имеет два выключателя: один из них 
нажимается в нижнем (по тактограмме) положении исполнитель
ного органа, другой — в верхнем. На тактограмме показаны значе
ния сигналов х\, х2 и хз от выключателей, нажимаемых в нижнем 
положении (1 — нажат, 0 — не нажат). Значения сигналов а?!, х 2 и

НаименО' 
- бание

Сиг
налы

Такты движения Вес
сиги./ 2 3 4 5 6

М
ех

ан
из

мы

М1
•Г/ /

2°- 

= 1О 1 ) / 1

М2
х 2 О О

2 '= 

= 21 1 / 1

М3
х з О О

2 г=

-4! / / /

Память г О ! / / 1 О = 8
вес 

без памяти г б 7 5 / 3

Вес 
с памятью 7 14 15 /3 9 3

Рис. 220

хз от выключателей, нажимаемых в верхнем положении, на такто
грамме не показываются, так как их всегда можно определить как 
инверсные по отношению к сигналам х\, х% и х% (когда один из вы- 
ключателей какого-либо механизма нажат, другой не нажат).

Из тактограммы видно, что в начале тактов 1 и 3 паборы вход
ных сигналов совпадают (х\ — \, £2= 1, а ; з = 1 ) ,  т. е. тактограмма 
не реализуема, так как одна и та же комбинация сигналов должна 
вызывать различные двшкения механизмов: в начале первого такта 
приводится в движение механизм М1, а в начале третьего — меха
низм М2. Для того чтобы не было совпадающих наборов входных 
сигналов, т. е. для перевода тактограммы в реализуемую, введем 
дополнительный сигнал г от устройства, называемого элементом 
памяти П (сокращенно — памятью). Сигнал г =  \ соответствует 
включенной памяти, сигнал г — 0 — выключенной памяти. Включе
ние памяти произведем в начале второго такта движения, а выклю
чение— в начале шестого. Тогда наборы входных сигналов х\, Х2 , 
хз и г в начале каждого такта движения оказываются различными, 
т. е. тактограмма становится реализуемой.

В отсутствии совпадающих наборов входных сигналов можно 
убедиться также, если рассматривать их как числа, записанные в 
двоичной системе (читая снизу вверх). Для перевода их в десятич-- 
35*



ную систему входному сигналу от механизма М1 приписываем вес, 
равный 2° =  1, сигналу от механизма М2 — вес 2' = 2, сигналу от 
механизма М3 — вес 25 = 4 и от памяти — вес 23 == 8. Сумма сигна
лов, умноженных на их веса, дает искомое число в десятичной си
стеме, которое называется весом состояния. Подсчет весов состоя

ния без памяти показывает их совпадение 
в тактах 1 и 3. Веса состояний с памятью 
во всех тактах различны.

Возможны и другие варианты выбора 
тактов для включения и выключения па
мяти. В данном примере можно выклю
чить память также в начале или пятого, 
или четвертого тактов. В общем случае 
может потребоваться не один, а несколько 
элементов памяти, 

т*- Указанный способ определения реали-
1 зуемости тактограммы по сравнению на

боров входных сигналов от всех механиз
мов предполагает, что устройства для пу
ска механизмов «вперед» и «назад» явля
ются односторонними, т. е. при снятии 

сигнала они переключаются в исходное положение под действием 
пружины (см. рис. 217, а). В системах управления по пути приме
няются также двусторонние устройства, которые не переключаются 
ири снятии сигнала. Например, на рис. 221 показано двухсторон
нее пневматическое устройство, в котором перемещение поршня ме
ханизма М 1 «вперед» происходит после поступления сигнала /1. Об
ратное перемещение М1 «назад» происходит лишь после поступле
ния сигнала с противоположной стороны. В системах управле
ния с двухсторонними устройствами реализуемость тактограммы

Т а б л и ц а  13

Т акты  движения
С игналы

г 5 4 * «

* 1 - ._ 1 1 1 1

* 2 1 1 — 0 — 1

*3 1 1 1 — 0 —

2 0 1 1 1 1 0

выясняется по сравнению наборов входных сигналов без сигналов 
от того механизма, который приводится в движение в данном такте.

В табл. 13 показаны наборы входных сигналов для тактограммы 
по рис. 220 при двухсторонних устройствах. Из этой таблицы сле
дует, что сигнал памяти г должен быть различным для тактов 1 и 2.

ГГ I
❖Л

Рис. 221

М1



Таблица включений. Первый этап синтеза систем управления  
по пути состоит в установлении функциональной связи между вход
ными и выходными сигналами в виде таблицы состояний, в кото
рой аргументами являются сигналы от конечных выключателей и 
элементов памяти, а функциями — сигналы к движению исполни
тельных органов и к включению и выключению памяти. Таблица 
состояний системы управления по пути с указанием рабочих, з а 
прещенных и безразличных состояний для каждой функции назы
вается таблицей включения, так как по ней устанавливается после
довательность включения элементов системы.

При составлении таблицы включений систем управления с эле
ментами памяти необходимо иметь в виду, что сначала изменяется 
комбинация сигналов от конечных выключателей, а затем включа
ется или выключается элемент памяти. Например, для тактограм- 
мы, показанной на рис. 2 2 0 , в начале второго такта движения сна
чала появляется набор (£1 = 0 , £2 =  1 , #з =  1 , 2 =  0 ), вызывающий 
включение памяти, а уже затем появляется набор (£1 =  0 , Х2 = 1 , 
хз = 1, 2 = 1), вызывающий обратный ход механизма М1. Отсюда 
следует, что число различных наборов входных сигналов (число со
стояний) в системах управления с памятью больше числа тактов 
движения. Поэтому будем различать такты движения и логические 
такты. Логическим тактом называется промежуток времени, в тече
ние которого не меняется состояние ни одного из логических эле
ментов, включая и элемент памяти. Логические такты и наборы 
входпых сигналов в этих тактах (состояния) будем обозначать те
ми же числами, что и такты движения, с прибавлением букв а  и б 
для тех тактов, в начале которых включается или выключается 
память.

В пашем примере (см. рис. 220) таблица включений (табл. 14) 
содержит 8  состояний (логических тактов) при шести тактах дви
жения, так как в начале тактов движения 2 в 6  имеется по два 
логических такта 2а  (включение элемента памяти), 26 (сигнал к об
ратному ходу механизма М1) и 6а (выключение элемента памяти), 
66  (сигнал к обратному ходу механизма М 3).

Верхняя часть таблицы включения повторяет входные сигналы, 
указанные ранее при определении реализуемости тактограммы. 
Нижняя часть таблицы содержит сигналы па включение }, и вы 
ключение }' элемента памяти, а также выходные сигналы к движ е
нию исполнительных органов механизмов М 1, М2 и М3: «вперед» 
(по тактограмме — вверх) и «назад». Сигналы «вперед» обозначены 
через /1, /г, /з, сигналы «назад»—через /-, /5 . Заполнение этой 
части таблицы состоит в написании для каждой функции единиц 
в рабочих состояних, прочерков — в безразличных и пулей — в з а 
прещенных.

Примем, что все устройства для включения и выключения па
мяти, а также для пуска механизмов «вперед» и «назад» являются



двухсторонними, т. е. не переключаются при снятии сигнала. На
пример, после включения памяти (сигнал /,) она остается вклю
ченной до тех пор, пока не поступит сигнал на выключение па
мяти. При этом условии в табл. 14 для каждой выходной функции 
будет только одно рабочее состояние, при котором эта функция

Т а б л и ц а  14

Н аименование
С игна Состояния (логические такты )

лы
1 г« гв л •5 еа

М1 * 1 1 0 0 1 1 1 1 1
М2 * 2 1 1 1 1 0 0 1 1
М3 х3 1 1 1 1 1 0 0 0

Л г 0 0 1 1 1 1 1 0

П вкл ю ч ен а и 0 1 — — — — 0 0

Я  в ы к л ю ч е н а 1~г — 0 0 0 0 0 1 —

М1 в п е р е д /х 1 — 0 0 0 0 0 0

М1 н а з а д 1\ 0 0 1

0М2 в п ер ед /а 0 0 0 1 — 0 0

М2 н а з а д ^2 — — — 0 0 1 — —

М3 в п ер ед /з 0 0 0 0 1 — — 0

М3 н а за д /з — — — — 0 0 0 1

должна быть равна единице. После простановки единиц в рабочих 
состояниях делаем прочерки в безразличных состояниях, т. е. в тех 
состояниях, следующих за рабочими, при которых может повторять
ся (или не повторяться) сигнал па выполнение действия, соответст
вующего данной функции. Все остальные состояния являются за
прещенными, и для них выходные функции должны быть равны 
нулю. Например, для функции /*, выражающей сигнал на включе
ние элемента памяти, ставим единицу в такте 2а, так как в этом 
такте должна включаться память. В тактах 26, 3, 4 а 5 делаем 
прочерки, так как в этих тактах элемент памяти уже включен и он 
остается включенным как при повторении сигнала на включение 
(/* = 1), так и в отсутствие его (Л = 0). Во всех остальных тактах, 
ставим нули, так как в этих тактах включать элемент памяти нель
зя (в такте 6а память выключается и должна оставаться выключен
ной в тактах 66  и 1 ) .

Составление формул включения и их упрощение. Второй этап 
синтеза систем управления по пути состоит в составлении формул 
включения, т. е. формул, показывающих, при каких входных сигна
лах получается выходной сигнал к включению данного устройства. 
Составление формул включения сводится к нахождению алгебраи
ческого вида двоичной функции по ее табличному заданию, приве-



денному в таблице состояний (включений). В формулы включения 
не входят входные сигналы от того механизма или элемента памя
ти, для которого составляется формула. Например, при составлении 
формул включения и выключения элемента памяти не учитывается 
значение сигнала г, так как сигнал на включение всегда подается 
при г — 0, а па выключение — при ъ = 1. Аналогично при составле
нии формул включения для механизма М1 не учитываются зпачения 
сигнала х\, для механизма М2 — значения сигнала х% и т. д.

В табл. 15 для рассматриваемого примера выписаны значения 
входных сигналов, которые должпы учитываться при составлении 
каждой формулы включения, и значения этих сигналов в рабочих 
н запрещенных состояниях. По значениям входных сигналов в ра
бочих состояниях составлены формулы включения в виде логиче
ского произведения этих сигналов, причем значению 0  соответст
вует инверсное значение аргумента. Эти формулы названы исход
ными, так как в дальнейшем они будут упрощены. Например, 
сигнал для включения элемента памяти (/.= 1 ) должен быть при 
дм = О, хг = 1 и х% =  1 . Поэтому исходная формула включения име
ет ВИД /, = X 1X2X3.

Третий этап синтеза систем управления по пути  — упрощение 
формул включения. Формула включения, составленная по значе
ниям всех входных сигналов в рабочем состоянии, дает достаточ
ные условия для включения данного устройства. Однако в некото
рых случаях эти условия не являются необходимыми. Применение 
способов упрощения двоичных функций позволяет исключить из 
формулы те сигпалы, которые не являются необходимыми. Но во 
всех случаях нельзя исключать тактирующие сигналы , т. е. сигна
лы, которыми данное состояние отличается от предыдущего. На
пример, включение элемента памяти происходит при состоянии 2а  
(х] — О, Х2 =  1 , хз =  1 ). Оно отличается от предыдущего (х !  =  1 , 
* 2 = 1 , Хз = 1 ) сигналом х\ =  0. Следовательно, сигнал Х|=0 (или 
д?1 = 1) является тактирующим при включении памяти. В табл. 15 
тактирующие сигналы отмечены звездочками.

При небольшом числе переменных для упрощения формул вклю
чения можно применять способ перебора, так как рассмотрению 
подлежат лишь варианты, содержащие тактирующие сигналы. Кро
ме того, искомое упрощение находится обычно при рассмотрении 
только части вариантов, если начинать с простейших. При переборе 
вариантов будем руководствоваться следующим правилом: упрощен
ная формула обладает теми же свойствами, что и исходная, т. е. 
выражаемая ею функция равна единице в рабочем состоянии и ну
лю в запрещенных, если набор сигналов, входящих в упрощенную 
формулу при рабочем состоянии, не встречается в запрещенных со
стояниях.

Например, для включения элемента памяти имеется три ва
рианта формул включения, содержащих тактирующий сигнал 5с 1 =  0 :



Простейший вариант }, =  Х\ уж е  удовлетворяет указанному пра
вилу, так как  сигнал х\ =  0 не встречается в запрещенных состоя
ниях. Более сложные варианты поэтому не рассматриваются, и за 
упрощенную функцию принимается )г =  Х1.

Для выключения элемента памяти тактирующим сигналом яп- 
ляется Х2 =  1. Использовать для формулы выключения только этот

Т а б л и ц а  15

Наименование Входы
С о с т о я н и я Формулы включения

рабочие | запрещенные исходные упрощенные

П включена Х1
х2
*3

0 *
1
1

1 1 
1 1
1 0

/2 =  *1*2*3 /* = *1

П выключе
на *2

*3

1 
1 *

0 1 1 1  
1 1 0  0 
1 1 1 0 /г = *1*2 * 3 /2 Х2ХЯ

М1 вперед X,
*3
г

1 
1 *

1 0  0 1 1  
1 1 0  0 0 
1 1 1 1 0 /1 “  х2х3̂ / 1  =  *8»

М1 назад *2
*3
г

1 
1 
1 *

1
1
0

— Х2Х32 /1 = 2

М2 виеред х\
х3
г

1 *
1
1

1 0  0 11  
1 1 1 0  0 
0 0 1 1 0 /2 “ /г =  *1*зг

М2 назад *1 
*3
г

1 
0 *
1

1
1
1

/; = хгх3г / 2  = *3

МП виеред Х1
хг
г

1
0 *
1

1 0  0 1 
1 1 1 1  
0 0 1 1 /з “ /3 =  *2

М3 назад
*2г

1 
1 
0 *

1 1 
0 1 
1 1

/3 —  * 1* 22 /5  =  2

* — тактирующие сигналы.

сигнал нельзя, так как он встречается в запрещенных состояниях. 
Если же взять произведение двух переменных /" = х^хз, то оно мо
жет быть принято в качестве формулы включения, так как соответ



ствующий ей набор сигналов в рабочем состоянии (хг =  \, — 0) 
не встречается в запрещенных состояниях. Аналогично выполняет
ся упрощение всех других формул, причем можно заметить, что чем 
больше запрещенных состояний, тем меньше входных сигналов уда
ется исключить из формулы включения, например, формула /г = 
= Х\Хгг не поддается упрощению, так как любые комбинации двух 
сигналов, содержащие тактирующий сигнал х\ =  1, встречаются в 
запрещенных состояниях.

Построение схемы системы управления на пневматических эле
ментах. Четвертый этап синтеза систем управления по пути — по
строение схемы системы управления на логических элементах 
выбранного типа — поясним на примере управления тремя пневма
тическими механизмами М1, М2 и М3, поршни которых соединены 
с исполнительными органами и движутся в соответствии с такто- 
граммой, показанной на рис. 220. Каждый механизм состоит из 
пневмоцилиндра и четырехлинейного двухпозиционного распредели
теля (рис. 222). Первая линия распределителя соединена с правой 
полостью пневмоцилиндра, вторая — с левой полостью, третья — с 
источником сжатого воздуха и четвертая — с атмосферой. В указан
ной на рис. 222 позиции сжатый воздух поступает в правую полость 
пневмоцилиндра, и поршень занимает крайнее левое (по тактограм- 
ме — нижнее) положение. В другой позиции сжатый воздух посту
пает в левую полость пневмоцилиндра и, следовательно, перемеще
ние подвижной части распределителя справа налево вызывает дви
жение поршня вправо. Это перемещение происходит под действием 
сжатого воздуха при поступлении в распределитель пневматическо
го сигнала, который для механизма М1 обозначен через /1 (М1 
вперед). Обратное перемещение происходит при поступлении сигна
ла (М1 назад) с противоположной стороны.

Для механизмов М2 и М3 сигналы, вызывающие движение 
поршня, обозначены соответственно через /2 (М2 вперед), (М2 
назад) и /з (М3 вперед), /- (М3 назад). Эти сигналы, как и сигна
лы /1, /р являются выходными сигналами блока управления (Б. У ). 
Входными сигналами для блока управления служат сигналы от ко
нечных выключателей, на которые нажимают штоки поршней в 
конечных положениях. Сигналы от левых выключателей обозначены 
через х\, Х2 , х%, а от правых — через х\, хг, хз (когда один выклю
чатель нажат, другой не нажат). Конечные выключатели в системах 
управления машин-автоматов служат логическими элементами по
вторения (выключатель нажат — есть сигнал, не нажат — нет сиг
нала). В рассматриваемой системе выключатель должен преобразо
вывать перемещение твердого тела в пневматический сигнал, 
и потому он выполняется как  трехлинейный двухпозиционный рас
пределитель (см. рис. 217, г).

В системах управления с памятью, кроме входных и выходных 
сигналов, должны быть еще сигналы памяти, чтобы можно было



различать совпадающие наборы входных сигналов. Для подачи этих 
сигналов служит элемент памяти (/7), выполненный в виде двух
позиционного четырехлипейного распределителя. Первая линия 
(верхняя правая) этого распределителя дает сигнал памяти г, вто-
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Рис. 222

рая — инверсионный сигнал г, третья — соединена с атмосферой и 
четвертая — с источником сжатого воздуха. Позиция, при которой 
г — I и 2 = 0 , соответствует включенной памяти, другая позиция 
(а = 0, г =  1) — выключенной памяти. Сигнал на включение (пере-



движепие в позицию г = 1) обозначается /„ сигнал на выключение
На рис. 222 элемент памяти показан выключенным, так как 

поршни механизмов показаны в крайних левых положениях, что 
соответствует логическому такту 1, в котором память выключена. 
Элемент памяти называют иногда элементом обратной связи, так 
как его сигналы связаны и с выходом, и с входом блока управления.

Блок управления (Б. У) показан на рис. 222 прямоугольником, 
к верхней стороне которого подходят входы, а к нижней — выходы. 
Это изображение входов и выходов иногда называют черным ящи
ком*). После изображения входов и выходов их надо соединить 
согласно формулам включения, используя в случае необходимости 
логические элементы. Рассматривая эти формулы (см. табл. 15), 
видим, что каждый из выходов /г, /-, /3, /- имеет прямое со
единение с одним входом, каждый из выходов /-, /х соединен с 
двумя входами через элемент умножения и выход /г — с тремя

4 6  4 • ^ 4 Ъ *Т
Рис. 223

входами через два элемента умножения. Следовательно, в блоке 
управления должно быть четыре элемента умножения, в качестве 
которых примем мембранное реле УСЭППА (см. рис. 219, в).

На рис. 223 показана установка логических элементов в блоке 
управления и соединения входов и выходов согласно формулам 
включения. Элементы умножения показаны в виде прямоугольника 
с названием операции «И» и трех линий. По верхней линии подхо
дит сигнал первого множителя, по боковой — второго множителя,

*) В теории управления под первым ящиком понимается система любой 
физической природы, для которой известны, т. е. заданы или доступны наблю
дению, только входы или выходы, а структура и значения параметров ее эле
ментов неизвестны.



сигнал произведения идет по третьей линии. Против выходов у- 
и /1 поставлено по одному элементу умножения, а против выхода 
/2 — два последовательно соединенных элемента. После установки 
этих элементов для получения схемы блока управления остается 
соединить входы и выходы по формулам включения.

В заключение можно проверить по схеме действие всей системы 
управления. Для этого представим себе, что в систему поступил

сжатый воздух. Тогда »  
распределитель механиз
ма М1 поступит сигнал 
(давление воздуха) По
движная часть этого рас
пределителя передвинется 
влево, и поршень механиз
ма М1 начнет прямой ход. 
В конце хода будет нажат 
выключатель х\, что при
ведет к включению эле
мента памяти и появлению 
сигнала /- к обратному 
ходу поршня механизма 
М1 и т. д.

Построение системы 
управления на электриче
ских элементах. Такто- 
грамма, показанная на 

рис. 220, может относиться не только к механизмам, выполненным 
в виде пневмоцилиндров с распределителями, но и к другим видам 
механизмов. Покажем, например, построение системы управления 
тремя гидроцилиндрами с двусторонними распределителями, которые 
отличаются от ранее показанных пневмораспределителей только тем, 
что их подвижные части перемещаются от двух электромагнитов. 
В схеме управления (рис. 224) покажем только конечные выклю
чатели и электромагнитные реле. Гидроцилиндры и распределители 
не показываем, так как их соединения аналогичны указанным на 
пневмосхеме.

Построение схемы управления начинаем с условного изображе
ния обмотки каждого реле в виде квадрата, включенного в электри
ческую цепь, проходящую от одной шины к другой. Контакты реле 
памяти (г и I) изображаются непосредственно в тех цепях, в ко
торых они должны быть по формуле включения. Число контактов 
зависит от того, сколько раз в формулах включения встречаются г 
и 2 . Каждому г соответствуют замыкающие контакты (операция 
повторения), а г — размыкающие (операция отрицания). В нашем 
примере замыкающие контакты изображаются в цепи реле / - и в  
цепи реле /2, размыкающие — в цепи реле /1 и в цепи реле /-. Если
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Рис. 224



по цепи, в которую включена обмотка реле Д, пойдет ток (/* =  1), 
то замыкающие контакты замкнутся (г = 1), а размыкающие ра
зомкнутся (г = 0), что означает включение памяти. Память остает
ся включенной и после исчезновения тока в обмотке реле /2, так 
как для выключения памяти, аналогично двусторонним распредели
телям, необходим другой сигнал (/- =  1), при котором замыкающие 
контакты разомкнутся (г = 0) ,  а размыкающие замкнутся (£ = 1 ) .  
Контакты реле управления распределителями включены в цепи их 
электромагнитов и потому на рис. 224 не показываются.

После вычерчивания условных изображений обмоток всех реле 
и простановки контактов реле памяти дальнейшее построение схе
мы управления сводится к последовательному включению в элект
рическую цепь каждого реле тех нормально разомкнутых выключа
телей х\, Х2 , хз, х\, Х2 и хз, которые входят в соответствующие фор
мулы включения. Для удобства чтения схемы одноименные выклю
чатели располагаются на одной вертикали и соединяются штриховой 
линией. Кроме того, в цепь каждого реле управления распределите
лями дополнительно вводятся нормальпо замкнутые выключатели, 
размыкающие цепь реле, как только кончится соответствующий 
ход поршня.

Например, в цепь реле /1 согласно формуле включения надо по
следовательно включить нормально разомкнутый выключатель хз 
и размыкающие контакты реле памяти. Кроме того, для размыка
ния цепи реле после прямого хода механизма Л/2 последовательно 
включается нормальпо замкнутый выключатель, механически со
единенный с конечным выключателем х\. Все конечные выключа
тели показываются в ненажатом положении.

После построения схемы можно проверить действие системы 
управления. Для этого представим себе, что положения всех порш
ней соответствуют началу первого такта, т. е. нажаты конечные 
выключатели х\, Х2 и хз. Память выключена (л = 0), и следователь
но, замыкающие контакты реле памяти разомкнуты, а размыкаю
щие — замкнуты. После включения тока (рубильником или кнопкой 
управления) оказывается замкнутой только цепь реле /1, и начи
нается прямой ход поршня механизма Л/2. В конце хода нажимает
ся конечный выключатель х\, что вызывает размыкание цепи реле 
/1 и включение памяти /„ которое в свою очередь вызывает замы
кание цепи реле /- и обратный ход поршня механизма Л/2. Анало
гично прослеживается дальнейшая работа системы управления.

§ 114. Синтез избирательных систем управления
машин-автоматов

Последовательностные и избирательные системы управления 
машин-автоматов. Последовательностной системой управления ма
шины-автомата называется система управления, обеспечивающая 
требуемую последовательность выходных сигналов. Эта последова



тельность может быть задана циклограммой или тактограммой. При
мером последовательностной системы управления может служить 
система управления по пути, рассмотренная в § ИЗ. Избирательной 
системой управления называется система, выбирающая одну из 
возможных комбинаций выходных сигналов в зависимости от вход
ных сигналов в данном такте. При этой системе один и тот же на
бор входных сигналов может повторяться подряд несколько раз, 
а затем длительное время не встречаться. Иногда избирательную 
систему называют однотактной, а последовательностную—много- 
тактной.

Примеры избирательных систем управления. Первый пример 
(рис. 225, а) относится к той части контрольно-сортировочного авто
мата, в которой производится измерение цилиндрических изделий и
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Рис. 225

сортировка их на три группы в зависимости от сигналов, получае
мых от измерительных скоб: проходной «IIр» (входной сигнал х\) 
и непроходной «Непрь (входной сигнал яг). К первой группе (вы
ходной сигнал ]\) относятся изделия, у которых при измерении обе 
скобы проходят диаметр О и нажимают па выключатели (х| = 1, 
£ 2 = 1 ) .  Эти изделия имеют диаметр Б  меньше допускаемого и со
ставляют брак. Ко второй группе (выходной сигнал /г) относятся 
годные изделия, у которых при измерении проходит только проход
ная скоба (* 1  =  1, £2 =  0). К третьей группе (выходной сигнал /з)



относятся изделия, у которых не проходят обе скобы (xi = 0, £2 = 0). 
Эти изделия возвращаются на обработку, так как у них диаметр D 
может быть уменьшен до требуемой величины посредством допол
нительной обработки.

Указанные условия разделения всех изделий па три группы 
представляют собой программу действия системы управления тре
мя механизмами MI, М2 и М3 от двух выключателей и могут быть 
представлены в виде таблицы состояний (рис. 225, б). Такую же 
таблицу состояний имеют и некоторые другие одпотактные избира
тельные системы управления. На рис. 225, в показана принципиаль
ная схема управления механизмами подачи изделий, обрабатывае
мых машинами-автоматами А 1 и А2, в большой бункер Б1 и в ма
лый Б2. Если работают оба автомата (х\ =  1, * 2  =  1), то изделия 
направляются посредством механизма М1 в бункер Б1 (выходной 
сигнал /i). Если работает только автомат A l  — #2 = 0), то 
изделия направляются механизмом М2 в бункер Б2 (выходной сиг
нал /2). При неработающих автоматах (^i = 0, х2 — 0) оба бункера 
закрываются механизмом М3 (выходной сигнал /з).

Кроме рассмотренных примеров управления тремя механизмами 
от двух выключателей, можно привести многие другие примеры 
однотактных систем управления, применяющихся для адресования 
изделий по различным местам назначения, установки исполнитель
ных органов в одно из нескольких положений и т. д.

Построение структурной схемы избирательной системы управле
ния. Синтез избирательной системы управления состоит из четырех 
основных этапов, содержание которых совпадает с этапами синтеза 
систем управления по пути.

Первый этап — составление таблицы состояний по условиям дей
ствия системы управления. В нашем примере таблица состояния 
имеет один и тот же вид (см. рис. 225, б) как для системы управ
ления контрольно-сортировочным автоматом, так и для системы 
управления бункерами двух автоматов.

Второй этап — составление формул включения. Для нашего при
мера формулу включения для каждого выходного сигнала можно 
получить, составляя логическое произведение входных сигналов ра
бочего состояния. Если какой-либо входной сигнал имеет значение
О, то в указанное произведение входит инверсное значение соответ
ствующей переменной. Согласно этому правилу имеем

/ i = £ i£ 2, /2 =  ^ l ¿ 2 ,  / з =  * | Я 2 .

Третий этап — упрощение формул включения. В нашем примере 
согласно таблице состояний выходной сигнал /| равен единице в ра
бочем состоянии \ и нулю — в запрещенных состояних 2 и 3. Такие 
же значения, как и имеет в этих состояниях сигнал х2. Поэтому 
можно упростить формулу включения для сигнала /1, подавая толь
ко входной сигнал х2. Тогда U = х2.



Применительно к контрольно-сортировочному автомату получен-* 
ный результат имеет простое физическое истолкование: для уста
новления брака (/1 =  1) необходимо и достаточно, чтобы прошла 
непроходная скоба (£ 2 = 1). Формальное применение алгебраиче
ского метода с использованием формул (35.9) дает тот же резуль
тат, если к рабочему состоянию 1 прибавить состояние (х\ =  0, х2 =  
= 1), которое в данной системе не встречается:

, Х\Х2 +Х\Х2 =  {Х \+ Х\ )Х 2 =  Х2.

Формула для /г не поддается упрощению, а для /з имеем 
¡ г = Х \ Х 2 +  Х \Х 2 ^ Х \ (Х 2  +  Х 2 ) ^ Х 1 .

Применительно к контрольно-сортировочному автомату этот ре
зультат также имеет простое истолкование: для возврата на обра
ботку (/з = 1) необходимо и достаточно, чтобы не прошла проход
ная скоба.

Итак, после упрощения формулы включения имеют вид 
/1=я2, Н =  /з = Я1.

Четвертый этап — построение схемы системы управления — на
чинаем с построения структурной схемы, которая является общей 
для любых типов логических элементов. Согласно таблице состоя
ний и формулам включения в нашем примере надо иметь два эле
мента «ДА» (х\ и х2), два элемента «НЕ» (л?! и х 2) и один элемент 
«И» {х\х2). Для построения структурной схемы вычерчиваем эле
менты «Д А » и «НЕ», которые дают входы в блок управления, по
казанный в виде прямоугольника (рис. 226, а), а затем соединяем 
входы и выходы согласно формулам включения, используя один 
элемент умножения.

Реализация структурной схемы системы управления. В избира
тельных системах управления для конструктивной реализации 
структурной схемы применяются все виды логических элементов, 
включая и логические механизмы, составленные из рычагов и пру
жин. На рис. 226, б показана реализация структурной схемы на 
пневматических элементах. Входные сигналы х\ и х2 в виде переме
щений твердых тел преобразуются в пневматические сигналы по
средством распределителей. Для выполнения операций «НЕ» и 
«Д А» можно взять двухпозиционные трехлинейные распределители, 
показанные на рис. 216, г и 217, г. Однако проще использовать 
двухпозиционный четырехлинейный распределитель (пневматиче
ский переключатель), который можно рассматривать как объедине
ние двух логических элементов: «ДА» и «НЕ».

Для операции умножения взято мембранное реле УСЭППА, ко
торое присоединено к переключателям в соответствии с рис. 219, в. 
Переключатели показаны в ненажатом состоянии (х\ — 0, Ж2 =  0).

После вычерчивания схемы можно проверить действие сигналов, 
считая, что в каждый пневматический переключатель поступит



сжатый воздух, как только произойдет измерение изделия. Если 
после измерения переключатели осталисв. ненажатыми (положение, 
показанное на рис. 226, б), то воздух через правый переключатель 
поступает на выход /з и приводит п движение механизм подачи в 
бункер возврата изделий на обработку. Если нажат только правый
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переключатель, то сжатый воздух от обоих переключателей посту
пает в мембранное реле и на выходе /г появляется давление (по
дача в бункер годных изделий). Наконец, при обоих нажатых пере
ключателях сжатый воздух через левый переключатель поступает 
на выход /1 (подача в бункер бракованных изделий). ^

На рис. 226, в показана реализация той же системы управления 
на электрических элементах. Операция «ДЛ» выполняется посред
ством нормально разомкнутого выключателя, а операция «//£»—по
средством нормально замкнутого. Операция «И» соответствует по
следовательному соединению. Механизмы подачи изделий в тот или 
иной бункер включаются от выходных электромагнитных реле 
/2 и /3 . Система включается в электрическую сеть после измерения 
изделия. Если выключатели х\ и хч остались ненажатыми, то под 
током окажется реле /з (возврат на обработку); если пажат только 
выключатель х\. — то реле /2 (годные изделия), и, наконец, при



обоих нажатых выключателях под током будет реле /1 (бракован
ные изделия).

На рис. 226, г показан логический механизм, состоящий из двух 
логических элементов «ДА», совмещенных с элементами «НЕ», и од
ного элемента «/2». Если после измерения не прошла ни одий из 
скоб, то входные рычаги х\ и Х2 остаются в положениях, обозначен
ных цифрой О, и только рычаг /з имеет положение 1, при котором 
изделие возвращается па обработку. Если после измерения рычаг х\ 
перейдет в положение 1, то рычаг /г также перейдет в положение 1  
(годные изделия). Если оба рычага х\ и X2 перейдут в положения 1, 
то в положении 1 будет рычаг /| (бракованные изделия).

Каждая конструктивная реализация имеет свои достоинства и 
недостатки. Например, логический механизм по сравнению с элект
рическими элементами более надежен, но имеет большие габариты 
и меньшее быстродействие. Пневматические элементы, как правило, 
обладают достаточным быстродействием, по требуют дополнитель
ных устройств для подвода сжатого воздуха.

Унификация формул включения в избирательных системах 
управления. При построении структурной схемы избирательной си
стемы управления надо иметь в виду, что уменьшение числа логи
ческих элементов иногда может быть достигнуто не только упроще
нием формул включения, но и их унификацией, т. е. таким преоб
разованием, при котором в формулах включения появляются сов
падающие члены.

Пусть, например, упрощенные формулы включения имеют вид
/1 =  Х2*з +  Х3 +  х и ¡ 2  =  *1*2*3 + * 1*2 +  *1*3.

Вторая формула может быть представлена в двух вариантах:
/ 2 =  * 2  ( * 1*3  +  *  I ) +  * 1* 3, /2 =  *1  ( * 2 *3  +  *з) +  * 1*2-

Во втором варианте выражение в скобках совпадает с суммой 
первых двух членов в формуле включения для j\. Поэтому следует 
предпочесть этот вариант, как позволяющий уменьшить число ло
гических элементов за счет совпадающих членов.

Г Л А В А  36

МАНИПУЛЯТОРЫ И ПРОМЫШЛЕННЫЕ РОБОТЫ

§ 115. Виды манипуляторов и промышленных роботов

Виды манипуляторов. Манипулятором называется техническое 
устройство, предназначенное для воспроизведения рабочих функций 
руки человека. Первые конструкции манипуляторов не только но 
назначению, но и по внешнему виду напоминали руку человека. 
На рис. 227 показана схема копирующего манипулятора, состоящего 
из управляющего (У) и исполнительного (И) механизмов. Оба ме
ханизма совершенно идентичны, причем вследствие механической,



электрической, магнитной или какой-либо другой связи движения 
звеньев исполнительного механизма повторяют (копируют) движе
ния звеньев управляющего механизма.

Как видно из схемы, механизм манипулятора образован из про- 
странстаенной незамкнутой кинематической цепи. Звенья этой цени 
по аналогии с рукой человека имеют названия: О — корпус, 1 — пле
чо, 2  — предплечье, 3 — кисть или захват, 4 — палец. Звепо 4  при 
рассмотрении структуры, кинематики и 
динамики манипулятора объединяется 
со звеном 3. Поэтому считаем, что ки
нематическая цепь манипулятора, по
казанного на рис. 227, состоит из стой
ки (корпуса) и трех подвижных звень
ев. Кинематическая пара 1 —2  выпол- ^ 
няется как нрагцательная, а пары 1 —О 
и 2—3 — как сферические трехиодвиж- 
ные, причем они часто заменяются ки
нематическими соединениями, состав
ленными из вращательных пар, оси 
которых пересекаются. Следовательно, 
рассматриваемый манипулятор имеет 
семь степеней свободы, так как число 
степеней свободы незамкнутой кинема
тической цепи равно сумме подвижностей кинематических пар. За
хват в атом манипуляторе может занять любое положение в про
странстве в пределах, определяемых конструктивными размерами 
звеньев.

В дальнейшем появились манипуляторы с большим числом зве
ньев и кинематических пар, а также манипуляторы, образованные 
из замкнутых кинематических цепей, и внешнее сходство с рукой 
человека стало утрачиваться, но во всех вариантах сохранилось на
значение манипулятора — воспроизводить пространственные движе
ния рук человека. Копирующие манипуляторы применяются теперь 
во многих областях техники для выполнения операций в условиях, 
исключающих возможность присутствия человека возле обрабаты
ваемого или перемещаемого изделия (радиоактивность, вакуум, вы
сокая температура, повышенное давление, вредное химическое про
изводство и т .  п.).

В зависимости от вида системы управления различают манипу
ляторы с ручным управлением и манипуляторы с автоматическим  
управлением.

В манипуляторах с ручным управлением оператор, воздействуя 
иа звепья управляющего механизма, приводит в движение звенья 
исполнительного механизма. В простейших случаях передача дви
жения может быть выполнена посредством механической связи, т. о. 
через зубчатые колеса, тросы и рычаги. Однако в этом случае пре
дельные усилия и перемещения исполнительного механизма огра- 
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ничиваготся возможностями оператора. От этого недостатка свободны 
манипуляторы с сервоприводами, т. е. с вспомогательными приво
дами, которые приводят в движение отдельные звенья исполнитель
ного механизма по сигналам, вырабатываемым при движении звеньев 
управляющего механизма. Кроме того, в манипуляторах с сервопри
водами легко выполняется дистанционное управление.

В манипуляторах с автоматическим управлением звенья испол
нительного механизма получают движения от сервоприводов, рабо
тающих но заданной программе подобно стапкам с программным 
управлением. Управляющий механизм служит в этом случае только 
для выработки программы работы исполнительного механизма. Все 
действия оператора, связанные с перемещением звеньев управляю
щего механизма, преобразуются посредством датчиков перемещений 
л электрические или механические сигналы и записываются на маг
нитную лепту или перфоленту. Полученная программа можог мно
гократно использоваться для управления манипулятором. Манипу
ляторы с автоматическим управлением могут использоваться не 
только для работы во вредных условиях, но и для механизации 
однообразных и утомительных операций при обработке и сборке 
изделий. В этих случаях манипуляторы с автоматическим управле
нием называют промышленными роботами.

Промышленный робот. Одной из разновидностей машин-автома
тов является промышленный робот, т. е. переналаживаемая автома
тическая машина для выполнения различных манипуляционных 
действий в производственном процессе. Переналадка включает в се
бя перепрограммирование и механическую переналадку робота  ̂
а манипуляционные действия заключаются в перемещении и ориен
тировании в пространстве объектов манипулирования. Свойство 
иереналаживаемости является основным свойством робота, отлича
ющим его от других автоматических машин, причем предполагается, 
что переналадка робота может быть произведена быстро, а опера
ции, выполняемые роботом, имеют универсальный характер, т. е. 
могут быть использованы в различных производственных процессах 
при обработке и сборке изделий. Характерным свойством робота яв
ляется также то, что он предназначен для выполнения манипуля
ционных действий, под которыми понимаются действия, выполняе
мые рукой человека по перемещению и ориентированию в простран
стве объектов труда. Манипуляционные действия выполняются » 
производственных процессах, используемых в промышленности. От
сюда происходит название рассматриваемых роботов — промышлен
ные роботы, и этим они отличаются от космических и подводных 
роботов, имеющих другие цели.

Манипулятор как техническое устройство можно считать состав
ной частью промышленного робота. Тогда согласно ГОСТ 25686 — 85 
промышленный робот определяется как автоматическая машина, 
стационарная или передвижная, состоящая из исполнительного 
устройства в виде манипулятора, имеющего несколько степеней под-



вижпости*), и перепрограммируемого устройства программного 
управления для выполнения в производственном процессе двигатель
ных и управляющих фупкций.

Исполнительное устройство промышленного робота. Промышлен
ный робот состоит из трех основных частей: исполнительного 
устройства, приводов и системы управления.

Исполнительным устройством промышленного робота называется 
устройство, выполняющее все его двигательные функции. В состав 
исполнительного устройства входят один или несколько манипулято
ров и устройство передвижения. Манипулятор представляет собой 
многозвенный пространственный механизм со многими степенями 
свободы, в котором рабочее звено несет рабочий инструмент или 
захватное устройство (захват), предназначенное для захватывания 
и удержания объекта производства или технологической оснастки. 
Если захватывание и удержапие производится относительным пере
мещением частей захватного устройства, то оно называется охватом. 
Кроме схватов могут быть также захватные устройства в виде ва- 
куумных присосков, магнитов и т. п.

Приводы промышленных роботов. Приводы промышленных робо
тов предназначены для приведения в движение звеньев манипуля
тора и передвижения самого робота. Они могут быть трех видов: 
гидравлические, пневматические и электрические. Наибольшее рас
пространение имеют гидравлические приводы и несколько мень
шее — пневматические. Электромеханический привод сейчас приме
няется реже других, но в будущем его роль будет возрастать с по
явлением специальных электродвигателей, которые не будут тре
бовать редукторов, будут иметь малый момент инерции и повышен
ную нагрузочную способность. Применяются электроприводы к ак  
непрерывного, так и дискретного действия (шаговые двигатели). 
К достоинствам электропривода по сравнению с ппевмо- и гидро
приводом можно отнести отсутствие трубопроводов, легкость мон
тажа и наладки, простоту эксплуатации. В последнее время появи
лись унифицированные электромеханические модули (блоки) дл я  
отдельных видов движения (подъем, поворот и т. п.). Из этих мо
дулей можно составлять исполнительные устройства роботов при 
различных сочетаниях требуемых перемещений захвата. Разработка 
и выпуск унифицированных модулей, наряду с улучшением качест
ва специальных электродвигателей, будут способствовать распрост
ранению электропривода в промышленных роботах.

Пневматический привод применяется обычно в промышленных 
роботах небольшой грузоподъемности. Основные его достоинства —■ 
простота управления, если только требуется переместить захват из 
одной точки пространства в другую, низкая стоимость и сравнитель
но большой срок службы. Выполняется пневмопривод в виде пнев-

*) В роботах и манипуляторах часто вместо термива «степепь свободы» 
употребляют термин «степень подвижности».



моцилиндра, т. е. цилипдра с поршнем, причем цилиндр может быть 
длинноходовым. Для поворота звеньев используется комбинация 
пневмоцилиндра с реечпой передачей. К недостаткам нневмоцилинд- 
ра, кроме указанного ограничения по грузоподъемности, можно от
нести трудность регулирования скорости движения звеньев мани
пулятора.

Гидравлический привод применяется для промышленных робо
тов большой грузоподъемности, а также в тех случаях, когда надо 
иметь плавное торможение звеньев и регулирование скорости их 
движения. Поступательное движение выполняется гидроцилиндром, 
вращение — поворотным гидромотором (реже — комбинацией гидро- 
цилиндра с реечной зубчатой передачей). Для торможения приме
няется обычно регулируемый дроссель, синтез которого изложен в 
§ 107. К недостаткам гидропривода следует отнести сложность об
служивания и эксплуатации (возможны утечка масла, засорепие 
трубопроводов и т .  п.).

Приводы всех трех указапных типов могут располагаться непо
средственно па подвижных звеньях манипулятора или же быть вы
несенными на стойку (корпус робота). В первом случае получается 
более простая и жесткая конструкция, так как отсутствуют слож- 
пые передаточные механизмы с длинными кинематическими цепя
ми. Но при этом снижается грузоподъемность манипулятора и 
ухудшаются его динамические характеристики. Кроме того, затруд
няется работа в труднодоступных местах из-за подводящих трубо
проводов, шлапгов и электроприводов. Во втором случае открывает
ся возможность использования одного приводного устройства для 
управления несколькими звеньями, по затрудняется проектирова
ние, изготовление и монтаж многоступенчатого передаточного ме
ханизма с несколькими степенями свободы (например, многоступен
чатого зубчатого конического дифференциала с трубчатыми валами).

Автоонсратор. В тех случаях, когда манипуляционные движения 
в производственном процессе могут выполняться по одной и той жо 
программе (автоматизация смены инструмента, извлечение отливок, 
подача листовых заготовок в рабочую зону штампа и т. п.), при
меняют автооператоры, которые отличаются от промышленных 
роботов отсутствием перепрограммирования. По ГОСТ 25()80 — 85 
автооператор есть автоматическая машина, состоящая из исполни
тельного устройства в виде манипулятора или совокупности мани
пулятора и устройства передвижения и неперепрограммируемого 
устройства управления.

§ 110. Технические показатели манипуляторов

Число степеней свободы манипуляторов. Манипулятор, как пра
вило, предназначен для выполнения многих разнообразных движе
ний, цель которых может изменяться не только при переходе к 
другому виду работ, но и при изменении виенших условий. Други- 1



ми словами, манипулятор есть многоцелевая система. Число степе
ней свободы манипулятора, как многоцелевой системы, должно вы
бираться в соответствии с той целыо, которая требует макси
мальной подвижности захвата. Например, для воспроизведения 
пространственного движения захвата в общем случае манипулятор 
должен иметь шесть степеней свободы. Если же надо воспроизве
сти пространственную траекторию только одной точки захвата, то 
необходимое число степеней свободы уменьшается до трех.

В промышленных роботах три степени свободы, необходимые 
для перемещения центра захвата в заданную точку пространства, 
называются переносными. Для ориентации рабочего органа (захва
та) необходимы еще три степени свободы, называемые ориентирую
щими. Устройство передвижения дополнительно дает до трех сте
пеней свободы при плоском движении и до шести — при простран
ственном.

Маневренность манипулятора. Маневренностью манипулятора на
зывается число его степеней свободы при неподвижном захвате. 
Маневренность дает возможность звеньям манипулятора обходить 
препятствия или же располагаться в более удобной позиции при 
одном и том же положении захвата. В маневренность не следует 
включать местные («лишние») степени свободы. Например, при 
последовательном соединении двух сферических пар образуется ме
стная степень свободы в виде вращения одного звена вокруг пря
мой, соединяющей центры сферических пар. Эта степень свободы 
не влияет на движение других звеньев и потому не повышает ма
невренности манипулятора. Иногда используют маневренность мани
пулятора для улучшения качественных показателей решения основ
ной задачи, т. е. избыточное число степеней свободы сверх необхо
димого для решения основной задачи используется для получения 
оптимальных значений дополнительных критериев: быстродействия, 
минимума затраты энергии и т. н.

Рабочее пространство и зоны обслужипапия манипулятора. Рабо
чим пространством манипулятора называется пространство, в кото
ром может находиться исполнительное устройство при функциони
ровании манипулятора. Та часть рабочего пространства, в котором 
может находиться рабочий орган при функционировании манипуля
тора, называется рабочей зоной. Вид рабочей зоны определяется 
переносными степенями свободы и зависит от кинематических пар 
манипулятора и их взаимной ориентации. Наибольшее распростра
нение имеют рабочие зоны в виде плоскости, поверхности, парал
лелепипеда, цилиндра и шара. Видам рабочей зоны соответствуют 
системы координат, в которых определяются движения захвата: 
прямоугольная, цилиндрическая, сферическая. Однако не все части 
рабочей зоны одинаково удобны для выполнения заданных движе
ний. Зоной обслуживания называется часть рабочей зоны, в которой 
рабочий орган выполняет свои функции в соответствии с назначени
ем манипулятора и установленными значениями их характеристик.



Угол и коэффициент сервиса. Зона обслуживания определяется 
яе  только переносными, но и ориентирующими степенями свободы. 
Для случая, когда зона обслуживания определяется расположением 
захвата по отношепию к объекту манипулирования, необходимо для 
каждой точки рабочей зоны определить телесный угол г)э, внутри 
которого захват можно подвести к этой точке. Этот угол называется 
углом сервиса. Отношение гр/(4я) = 0 называется коэффициентом 
сервиса в дапной точке. Значение этого коэффициента может ме
няться от 0 для точек на границе рабочего объема до 1 для точек 
воны полного сервиса. Качество манипулятора в отношении возмож
ностей выполнения различных операций оценивается средним ко
эффициентом сервиса 0ср в рабочем пространстве V:

где У — объем рабочего пространства.

§ 117. Кипематика и дипамика манипуляторов

Прямая и обратная задачи кинематики манипулятора. Прямая 
'задача кинематики манипулятора состоит в определении положений 
всех его звеньев по заданным зпачениям обобщенных координат. 
Решение этой задачи для манипулятора, образованного из незамкну
той кинематической цепи, сводится к решению системы линейных 
уравнений, как было показано в § 6 на примере плоского манипу
лятора и в § 15 на примере пространственных манипуляторов ан- 
(уляриого типа. Обратная задача кинематики манипулятора состоит 
в определении обобщенных координат по заданпому положению 
захвата. Эта задача в общем случае сводится к решению системы 
нелинейных уравнений.

Определение положений звеньев манипулятора с цилиндриче
ской рабочей зоной. На рис. 228, а показана схема манипулятора 
с цилиндрической рабочей зоной, в котором три переносные степе
ни свободы обеспечивают перемещение точки С в любую точку ра
бочей зоны. Три ориентирующие степени свободы захвата соответ
ствуют его сферическому движению относительно звена 3. Это дви
жение, однако, воспроизводится не сферической трехподвижпой па
рой, как показано на рис. 228, а, а кинематическим соединением, 
в состав которого входят три вращательные пары с осями, пересе
кающимися в точке Оз (рис. 228, б).

На рис. 228, а показана неподвижная система координат хоуояо 
с началом координат в точке О и подвижные системы координат, 
связанные со звепьями 1, 2 и 3. Для подвижных систем координат 
показываются только две коордипатные оси и начало коорди
нат 0 (. Направление третьей оси определяется из условия правой 
системы координат. При выбранных системах координат перенос-

(V)



пым степеням свободы соответствуют обобщенные координаты фю,
2  и Д.

На рис. 228, б показаны подвижные системы координат звеньев 
4, 5  и 6, образующих сферическое трехподвижное соединение (см. 
§ 14). Для звена 4 ось ъ\ направлена по оси вращательной пары

Рис. 228

3 —4, которая принята совпадающей с осью аз, ось х 4 совпадает в 
начальный момент времени с осью х$. Для звена 5  ось хь наарав- 
лена по оси вращательной пары 4 —5, а ось уь совпадает и на
чальный момент времени с осью у\. Для звена 6  ось гв направлена 
ио оси вращательной пары 5 — 6, а ось х@ в начальный момент вре
мени совпадает с осью хь.

За обобщенные координаты принимаем углы поворота ф54, ф4з 
в  фб5, которые при выбранных направлениях осей координат нвля-



ются соответственно углами Эйлера 0бз, фбз и срез в движении звена
6  относительно звена 3.

Введем обозначения: cos ф54 — Ci, cos ф4з = с2, cos фб5 =  с3, sin Ф54 = 
=  sj, б т ф 4з =  «2, sin фб5 — S3» Тогда уравнения преобразования ко
ординат звена 6 в координаты звена 3  имеют вид

# 3  =  £б ( С 2С3 — C i S 2 S 3 )  — Уб (C2S3 +  C1S2C3) +  Z6S1S2,

Уз = x6(s2c3 +  cic2s3)+  y<¡(—s2s3 +  Cic2c3) -  z6SiC2, (36.1) 
z 3 =  £ 6S|S3 +  yaStCs +  zec  1.

Уравнения преобразования координат для звеньев 3, 2, 1  и О 
имеют вид

х2 =  хз +  R, у2 — Уз, z2 =  z3;
Xl=X2, г/1 =  [/2, z i  = z 2 + z ; (36.2)

Xo =  X\ COS Ф10 —  y \ s i n  Фю , Уо — X\ в Ш ф ю  +  У! С О вф ю , ZO =  z ¡.

Последовательная подстановка координат хз, уз, Z3 из уравнений 
(36.1) в уравнения (36.2) дает:
Хо = [ (с2с3 — CiS2S3) cos фю — ( S2C3 + с I C2.S3 ) sin фю] —

—  1/6 [ ( c 2S3 +  CiS2C3)cO S  ф|0 +  ( - S 2S3 +  CiC2C3) s i n  Ф ю ] +

+  Z g (S iS2  С О Зф ю +  S|C2 8 т ф ш )  +  Я с О Э ф ю , 

Уо = хц [ (с2с3 — c,s2s3) sin фю + (s2c3 + С1 С2  — S3 ) cos фю] — (36.3)
— г/6 [ (c2s3 + ciS2c3)sin фю — (—S2S3 + cic2c3)c0s фю] +

+  Z6 ( s ¡ S 2 s i n  ф ю  —  S\C2 COS ф ю )  +  R  s i n  ф ю ,

zo =  x6s¡s3 + Í/6S1C3 + z6Ci -I- z.
Координаты xo, yo, z0, вычисленные no (36.3) при заданных ко

ординатах хв, г/e, г« точки на звене в (например, точки Е), опреде
ляют траекторию этой точки относительно стойки. Коэффициенты 
при координатах х ,̂ у$, ze в уравнениях преобразования координат 
(36.3) определяют направляющие косинусы системы координат, 
связанной со звеном 6, относительно неподвижной системы коорди
нат. Соответствующие углы Эйлера находятся по соотношениям 
|(3.6) — (3 .8): 06О = Ф54, 1()бо = ф4з + Фю, Фео = фб5-

Если учитывать только переносные степени свободы, т. е. при
нять хв =  ye =  Z6 =  0, то уравнения (36.3) упрощаются:

Xo =  R cos фю,
yo = R sin фю,
Zo =  z,

где xo, yo, Zo — координаты точки Оз в неподвижной системе ко
ординат.

Определение обобщенных координат манипулятора по заданному 
положению рабочего органа или захвата (обратная задача кииема-



тики). Положение рабочего оргапа (или захвата) в пространстве 
определяется положением одной точки Р, называемой полюсом, и 
углами Эйлера но отношению к иеиодвижиой системе координат, 
т. е. координатами полюса х Р, у Р, гР и углами Эйлера 0,,, г|>р, <рР. 
Следовательно, для управления движением рабочего органа мани
пулятора в общем случае должны быть заданы шесть функций вре
мени: Хр(^), г/Р(0> гР(г), 0р (£) ,  фя(/) и Фр(^). Считая эти функции 
заданными, надо определить законы изменения обобщенных коор
динат во времени, по которым и производится управление движе
нием каждого привода. Решение указанной задачи состоит из двух 
этапов. 11а первом этапе по заданным значениям х Р, у Р, гР находят
ся обобщенные координаты, соответствующие переносным степеням 
свободы. Для этого можно использовать уравнения преобразования 
координат, которые для шестизвенного манипулятора в матричной 
форме имеют вид

гр0 =  Т10Т21ТзггРз, (36.4)

где гР() — столбцовая матрица Урп 1|т, определяющая поло
жение полюса Р относительно неподвижной системы координат*), 
I%р —столбцовая матрица [я>8 гР  ̂ 1]т, определяющая положение 
Р на рабочем органе (или захвате); 2’ю, Т21, Г 3 2 — матрицы кине
матических пар.

Б отличие от прямой задачи кинематики столбцовые матрицы 
гро и гр^считаются известными и матричное уравнение (36.4) дает 
систему трех уравнений, которые в общем случае являются нели
нейными относительно искомых обобщенных координат.

На втором этапе используются зависимости между заданными 
углами Эйлера и обобщенными координатами, соответствующими 
ориентирующим степеням свободы. Например, если для получения 
требуемой ориентации рабочею органа используется сферическое 
трехнодвижное соединение, то уравнения для определения трех об
общенных координат (относительных углов поворота звеньев в 
кинематическом соединении) имеют вид

Ор = 0бо, 1рр = б̂о, Фр = Ф6о, (36.5)
где 060, Фео — углы Эйлера, определяемые по соотношениям
(3.6) —(3.8) из матрицы Тво, в которую после вычисления обобщен
ных координат первого этапа входят в качестве неизвестных лишь 
обобщенные координаты, соответствующие ориентирующим степе
ням свободы.

Решение обратной задачи кинематики манипулятора с цилинд
рической рабочей зоной. Для манипулятора, схема которого показа
на на рис. 228, при решении обратной задачи кинематики будем

*) Верхний ипдекс «т» означает транспонирование матрицы, т. е. перемепу 
местами строк и столбцов. Введено здесь для удобства записи.



считать заданными координаты точки С (*с0» У с zce) и углы 
Эйлера (Geo, 'J’eo, фво) системы координат, связанной со звеном 6, 
относительно неподвижной системы координат. Требуется опреде
лить шесть обобщенных координат: фю, R, г, ф4з, ф54, фб5-

Из уравнений (36.3) для точки С имеем
Хсо =  R  cos ф10, усо =  R sin ф10, zCa =  г.

Отсюда
— ---------------  — У  (У

R  — у  хсд + !/с0 . фю =  arct8 у 2-» 2 =  zc0* (36.6)
со

Управление перемещениями /?, фю и г обеспечивает перемещение 
точки С в заданную точку рабочей зоны с координатами xc¡), Ус0 и 
zc . Если эти координаты заданы как функции времени, то и обоб
щенные координаты R, фю, z по соотношениям (36.6) также выра
жаются функциями времени.

Для управления перемещениями ф 4з, Ф 54, Фб5 , обеспечивающими 
заданную ориентацию рабочего органа (захвата) 6 , составляем урав
нения (36.5), которые для рассматриваемого манипулятора на осно
вании решения прямой задачи кинематики имеют вид

0р =  ф54, =  ф43 +  фю, фр =  Ф65.

Отсюда искомые обобщенные координаты
УсФ43 = фР — arctg , фв4 =  Эр, ф„ =  ф р. 

со

Прямая и обратная задачи динамики манипуляторов. Прямая 
задача динамики манипуляторов состоит в определении обобщенных 
координат по заданным внешним силам, действующим на звенья 
манипулятора. Обобщенные координаты находятся из решения 
уравнений движения пространственного механизма с несколькими 
степенями свободы, причем для составления уравнений движения 
применяются Два метода: метод уравнений Лагранжа второго рода 
(§ 29) и кинетостатический метод (§ 30). Обратная задача динами- 
ки манипулятора состоит в определении сил, действующих на 
звенья манипулятора со стороны приводов (управляющих воздейст
вий), по заданному движению рабочего органа или захвата. Эта 
задача также решается или по методу кинетостатики, или же на 
основании уравнений движения.

Прямая задача динамики манипулятора с цилиндрической рабо
чей зоной. Составление уравнений движения манипулятора в виде 
уравнений Лагранжа второго рода поясним на примере манипуля
тора с цилиндрической рабочей зоной (см. рис. 228), принимая во 
внимание только переносные степени свободы и считая, что центр 
масс захвата с грузом совпадает с точкой С.



За обобщенпые координаты примем цилиндрические координаты 
точки С: фю, Я, г. Тогда кинетическая энергия манипулятора при 
неподвижном основапии и уравновешенном звене 1

Г = -| {[/х + /2 + /3 + т 3(Д — з3)г] ф10 + т 3к г + (т.г + т 3) гг], 
(3 6 .7 )

где — момент инерции звена 1  относительно оси 2о; /2 — момент 
инерции звена 2  относительно той же оси; Jз — момент инерции зве
на 3 (включая перемещаемый груз) относительно оси, проходящей 
через центр масс 5з параллельно оси г0; гаг, т з  — массы звеньев
2  и 3; вз — расстояние от точки С до центра масс звена 3.

Уравнения движения в форме уравнений Лагранжа второго рода

=  &  (¿ =  1 ,2 ,3 ) ,  (3 6 .8 )д(1

где д, =  фю, = 2 , д3 = Я.
При определении обобщенных сил Qí считаем, что поступатель

ные приводы звеньев 2  и 3 (например, гидроцилиндры) расположе
ны па подвижных звеньях и создают силы Рг и Рз, а вращательный 
привод звена 1 создает момент пары сил М). Кроме того, учитываем 
силы тяжести звеньев Сг, вз (включая силу тяжести груза), силы 
трения Р,2, Ртз в парах 1 — 2 а 2 — 3  и момент сил трения во вра
щательной паре МТ(. Силы трения РТ2, Ртз и момент сил трепия М Т1 
считаем постоянными и известными из опытных данных. Для сл у 
чая движения звена 2 вверх и звена 3  от оси го имеем

( ¿ ¡= М 1 ~  МТ1, (?2 — ^2 — 1'\2 — Сг — Сз, (¿з — Рз — Ртз-

Выполняя дифферепцировапие в уравнениях (36.8) и подстав
ляя в них значения обобщенных сил, получаем уравнения движения:

[/, + /2 +  /3 + т 3 (Д  -  *з)2] Ф1в + 2га3 (Д -  «3) % ю  =  М1 -  М* ; (3 6 .9 )  

(гп2 +  т п з ) г  =  — -РТ2 — С 2 — С3; (3 6 .1 0 )

т 3Л — ;м3(Л — Жз) ф*0 =  ^ з — - т̂з* (36 .11 )

Закоп изменения координаты г находится непосредственно из 
решения уравнения (36.10), а для определения координат фю и Я  
имеем систему двух нелинейпых дифференциальных уравнений вто
рого порядка (36.9) и (36.11), которая обычно решается численны
ми методами на ЭВМ.

При цикловом управлении роботом часто перемещают захват 
сначала изменением координаты фю, а затем координаты /? (или 
наоборот). Из уравнений движения (36.9) и (36.11) следует, что 
изменение координаты фю вызывает одновременно изменение коор
динаты Д, Во избежание взаимовлияния движений по координатам



<Рю и R применяют фиксирующие устройства в заданных конечных 
положениях звеньев манипулятора.

Кинетостатический метод составления уравнений движения осно
ван на уравнениях кинетостатики, в которых ускорения точек 
звеньев считаются искомыми. При составлении уравнений кинето- 
статического равновесия звена 3  считаем, что главный вектор реак
ции па звено 3 со стороны звена 2  Fœ приложен в центре масс S 3. 
Тогда уравнения кинетостатики в проекциях на оси хз, уз, 23 имеют 
вид

— F t3 — + Щ (R — sa) ф?0 =  О,

— т а ( R — ,уа) ф10 — m32 % 4(J + f \\ =  О,

-  G3 — щд z +  =  О, (36.12)

■— J  аЧ’ю +  Л/-¿г — О,

M il =  О,

АГаЗ = 0.
Для звена 2  при тех же предположениях уравнения кинетоста

тики в проекциях па оси хг, 1/2, 22 имеют вид

--  /'g + 21 =  0,3
F 1' 2 4-  /<’ " 2 —  П1 23 " Г  ‘  21 —

(30.13)
1' 2 ---- !'  Т2 ---- ( ' 2  ---- т ч й ■¿■Л =  0 *

/?-%> + ^2?  =  0,

--  ^ 2<Рю + Р ¿ { К  --  ’̂з) + ^2* + Мцз — 0»

м\\ =  0 .

Для звена 1  при составлении уравнений движения потребуется 
только одно уравнение моментов относительно оси г\

М\ -  М п  -  / ХФ10 4- МЦ =  0. (30.14)

Уравнение движения (30.11) получается непосредственно из 
первого уравнения (36.12). Уравнение движения (36.10) следует
из третьего уравнения (36.13) после подстановки ^23  = — ^з1 из 
третьего уравнения (36.12). Наконец, уравнение движения (36.9)
получается из (36.14) после подстановок М-^ — — М 2\ из пятого
уравнения (36.13), М 2% — — №-¿1 из четвертого уравнения (36.12)
и /''2з = — /'’32 из второго уравнения (36.12).



Кипетостатичоский метод составления уравнений движения в 
последнее время применяется чаще, так как при составлении вы
числительных программ для ЭВМ алгоритм вычислений хорошо со
гласуется с алгоритмом кинематического анализа по методу пре
образования координат (методу Морошкина). Важно также, что в 
уравнения кинетостатики могут быть введены силы трепия, зависяг 
щие от реакций в кинематических парах.

Обратная задача динамики манипулятора с цилиндрической ра
бочей зоной. Для манипулятора, схема которого показана на 
рис. 228, управляющими воздействиями, т. е. силами, действующи
ми па звенья манипулятора со стороны приводов и обеспечивающи
ми заданное движение рабочего органа (захвата), являются силы 
1̂ 2, Fs поступательных приводов и момент пары сил Mi вращатель
ного привода. Законы изменения этих сил во времени при извест
ных силах трепия могут быть получены из уравнений движения 
<36.9) —(36.11):

М^ — \ +  + / з + т 3 (R — s3)2] ф10 + 2m3(R — s3) R(p10 4- 

F 2 = (m2 + m3) z + Ft2 + G2 + G3, (36.15)

F3 =  m3R — ms (R — s3) q>?„ + F T3.

Законы изменения обобщенных коордипат ф\o{t), R {t), z (t)  и 
их производных получены из решения обратной задачи кинематики.

При силах трепия, зависящих от переменных реакций в кине
матических парах, управляющие воздействия Mi, F2 и F3 находятся 
из уравнений кинетостатики аналогично задачам, решаемым при 
силовом расчете с учетом сил трепия (§ 26). .<

Заметим, что определение управляющих воздействий в ук азан 
ной постановке задачи как с учетом трения, так и без его учета мо
жет привести к случаю, когда, для получения заданного движения 
рабочего органа (или захвата) в какой-то момент времени некото
рые управляющие воздействия должны быть не силами движущи
ми, а силами сопротивления. Если при решении обратной задачи 
динамики манипулятора требуется, чтобы все управляющие воздей
ствия были только силами движущими, то в качестве неизвестных 
принимаются также дополнительные (корректирующие) массы, 
и задача усложняется.

§ 118. Системы управления манипуляторов

Манипуляторы с ручным управлением. Как уже указывалось, 
манипуляторы могут быть с ручным управлением и с автоматиче
ским. Специфическим требованием, предъявляемым к системам руч- 
пого управления манипулятором, является возможность их «очувст
вления», т. е. между силами, приложенными к звеньям манипуля
тора, и силами, действующими на руку оператора, должно быть



определенное соответствие. Другими словами, оператор должен чув
ствовать те усилия, которые действуют на захват манипулятора.

При дистанционном управлении копирующим манипулятором 
применяются различные »иды следящих систем, действие которых 
сходно с действием следящего привода, показанного на рие. 209, б. 
Отличительной особенностью является лишь свойство «очувствле- 
иия», в зависимости от которого системы управления подразделя
ются на системы с пассивным отражением сил и системы с актив
ным отражением сил, называемые также обратимыми следящими 
системами.

В системах с пассивным отражением сил оператор ощущает си
лы, действующие на исполнительный механизм, только в процессе 
изменения положения звена управления. При этом обратная связь, 
информирующая оператора о значениях сил, не влияет на работу 
следящего привода, т. е. не изменяет положений управляющих 
звеньев. Поэтому эта система называется также односторонней, так 
как  управляющее воздействие поступает только от оператора.

В обратимых следящих системах обратная связь не только ин
формирует оператора о значениях сил, действующих на исполни
тельный механизм, но и соответствующим образом изменяет поло
жения управляющих звеньев. Эта система называется двусторонней 
или обратимой, так как ее следящий привод обеспечивает передачу 
движения в двух направлениях (от входа к выходу и обратно). На 
рис. 229 показала структурная схема обратимой следящей системы

Рис. 229

манипулятора. Оператор прикладывает момент сил М Устройство 
«очувствления» измеряет момент М2 на выходе привода и воздейст
вует на управляющий механизм моментом Л/х. Этот момент влияет 
на положения управляющих звеньев, и потому рассогласование, т. е. 
разность между перемещениями на входе х  и перемещениями на 
выходе г/, зависит не только от воздействия оператора, по и от на
грузок, действующих на звенья исполнительного механизма.

Манипуляторы с автоматическим управлением. Системы автома
тического управления манипуляторами строятся обычно ио прин
ципу программного управления, причем эти системы могут работать 
в  двух режимах: режиме обучения и рабочем режиме. На рис. 230 
ионаэана структурная схема манипулятора с программным управле-



нием, который состоит из исполнительного механизма, снабженного 
системой сервоприводов, датчиков положений звеньев и вычисли
тельной машипы. В режиме обучения (ключ 1  замкнут, ключи 2  и
3  разомкнуты) оператор с помощью дополнительной обучающей 
системы проводит исполнительный механизм через требуемую по
следовательность рабочих положений. Информация об этой после
довательности, получаемая от датчиков положений звеньев, коди
руется (шифруется) и поступает в запоминающее устройство. В ра
бочем режиме (ключ 1  разомкнут, ключи 2  и 3  замкнуты) манипу
лятор работает автоматически по введенной ранее в запоминающее

I------------------------------------------------1

I_____________________________ I
Рис. 230

устройство программе, которая декодируется (расшифровывается) 
и преобразуется в заданные движения звеньев исполнительного ме
ханизма. Кроме того, вычислительное устройство но сигналам от 
датчиков положений звеньев производит коррекцию работы мани
пулятора через управляющее устройство.

Системы управления промышленными роботами. Все системы 
управления промышленными роботами подразделяются па две груп
пы: программное управление и адаптивное управление. Програм
мным управлением называется автоматическое управление исполни
тельным устройством по заданной программе. Адаптивным управле
нием называется автоматическое управление, при котором в про
цессе управления изменяется алгоритм управления в функции 
состояния внешней среды и робота.

Программное управление, в свою очередь, подразделяется на два 
вида: контурное управление и позиционное. Контурным управле



нием называется программное управление промышленным роботом, 
при котором движение его исполнительного устройства программи
руется в виде траектории в рабочем пространстве с непрерывным 
контролем по скорости. Позиционным управлением называется прог
раммное управление промышленным роботом, при котором движе
ние его исполнительного устройства программируется по упорядо
ченной во времени конечной последовательности точек рабочего 
пространства без контроля движения между ними. Частным слу
чаем позиционного управления является цикловое управление, при 
котором в программе фиксируются только начальные и конечные 
точки перемещений по каждой координате.

Цикловое унравлепие используется на тех роботах, которые 
предназначены для подъемно-транспортных операций, связанных с 
обслуживанием металлорежущих станков, прессов, молотов и т. д. 
Входные сигналы подаются в блок управления от путевых (ипаче — 
конечных) выключателей, на которые нажимают сменные упоры, 
установленные на подвижных звеньях манипулятора. Вместо смен
ных упоров могут быть использованы передвижные магниты. Одно
временно для точной фиксации устанавливаются фиксирующие упо
ры, жестко определяющие конец перемещения по каждой координате. 
Для реализации циклового управления применяется релейная схе
ма, так как все входные и выходные сигналы управления имеют 
только по два значения. Построение релейной схемы управления по 
значениям этих сигналов производится по таблице включений и ни
чем не отличается от построений, изложенных в § ИЗ.

Позиционное управление по многим точкам или контурное 
управление, рассматриваемое как предельный случай позиционного 
управления при увеличении числа позиций, применяется для вы
полнения технологических операций типа свар«ки и покраски. Для 
реализации контурного управления необходимо уже использовать 
программоносители в виде перфоленты или магнитной ленты по
добно тому, как они используются в станках с ЧПУ (см. § 109).

Наконец, для реализации адаптивного управления необходимо, 
чтобы в системе управления была специализированная ЭВМ, кото
рая по данным измерения положений и скоростей точек подвижных 
звеньев или по состоянию внешней среды вычисляет поправки к 
программе управления.

Три поколения роботов. Промышленные роботы первого люколе- 
ния имеют программное управление. Они могут быть или стацио
нарными, или подвижными и широко применяются для выполнения 
основных и вспомогательных операций технологических процессов, 
в складских работах и т. и.

Промышленные роботы второго поколения — это очувствленпые 
роботы. Очувствление, т. е. получение данных о внутреннем состоя
нии робота (положения и скорости звеньев) и о состоянии внешней 
среды, используется для адаптивного управления или же для вы
полнения отдельных операций, которые не могут быть реализованы



программным управлением (например, захват произвольно распо
ложенных предметов; движение но контурам, нанесенным на внеш
них предметах). Роботы второго поколения допускают супервизор- 
ное управление, т. е. управление попеременно оператором и автома
тической системой, действующей по указаниям оператора. Эти 
роботы существуют пока только в виде немногих опытных образцов.

Промышленные роботы третьего поколения, называемые также 
роботами с элементами искусственного интеллекта, имеют развитую 
систему чувствительных (иначе, сенсорных) устройств, включая 
техническое зрение, которая позволяет после обработки получаемой 
информации распознавать оо^ази, давать анализ состояния внеш
ней среды и даже принимать некоторые решения по составлению 
программы. Эти роботы находятся еще в стадии поисковых научно- 
исследовательских работ.

Уровни управления. Различают три уровня управления мапи- 
пулятором, которые располагаются в иерархическом порядке.

Первый (низший) уровень формирует управление приводами. 
Программа управления на от ом уровне задает значения каждой об
общенной координат!,1 манипулятора. Задачи построения системы 
управления первого уровня решаются обычными методами теории 
автоматического управления. В зависимости от требований, предъ
являемых к точности выполнения заданных движений, используется 
или следящий привод, или привод с жесткой программой, опреде
ляемой размерами управляющего устройства. Примером такого 
устройства может служить регулируемый дроссель объемного гид
ропривода, показанный на рис. 77.

Второй (средний или тактический) уровень формирует команды, 
управляющие низшим уровнем, по заданным комплексным коман
дам тина »ЗЯТЬ, ПЕРЕНЕСТИ, ОТКРЫТЬ ДВЕРЦУ и т. и. Эти 
команды расшифровываются вычислительной машиной и перево
дятся на язык низшего уровня.

Третий (высший или стратегический) уровень формирует коман
ды тактического уровня по командам, выражающим цель произво
димых работ, т. е. но командам тина СОБРАТЬ УЗЕЛ, РАЗГРУ
ЗИТЬ КОНТЕЙНЕР и т. п. Эти обобщенные команды переводятся 
на язык тактического уровня с учетом информации о свойствах 
внешней среды, рабочих объектов и манипулятора, ирпчем возмож
ные варианты достижения заданной цели определяются и сравни
ваются по критериям оптимизации. Стратегический уровень управ
ления пока не возможен без участия человека.

Интерполяционные алгоритмы управления. Алгоритмом назы
вается совокупность предписаний, определяющих содержание и по
следовательность операций, переводящих исходные данные в иско
мый результат. Соответственно алгоритмом управления манипуля
тором назовем совокупность предписаний, определяющих движение 
захвата для выполнения заданной цели. К интерполяционным алго
ритмам унравлепия отнесем те алгоритмы, при построении которых 
37*



используются методы интерполирования. Пусть, например, для про
странственного манипулятора с тремя степенями свободы (обоб
щенные координаты ди дг и дз) падо найти алгоритм управления 
приводами при воспроизведении пространственной траектории неко
торой точки захвата

?{* , у, * ) “  0. (36.16)

В соответствии с кинематической схемой манипулятора обоб
щенные координаты (/1, дг и дз могут быть представлены как функ
ции постоянных параметров схемы механизма и координат заданной 
траектории

Обозначим значения координат х, у, г в узлах интерполирова
ния через хк, у к, гк при к — 0, 1, . . . ,  п. Тогда из условий точного 
воспроизведения этих координат имеем уравнения для определения 
обобщенных координат дг* и дз*, соответствующих узлам ин
терполирования:

Следовательно, систему управления приводами манипулятора 
при одновременном их действии надо построить так, чтобы обобщен
ные координаты #1, дг, дз (например, углы поворота смежных 
звеньев) принимали одновременно значения дц, дг* и дзк. Эти значе
ния фиксируются, как и при числовом программном управлении, 
на каком-либо программоносителе и затем реализуются шаговыми 
двигателями или двигателями с набором переключателей. Вычисле
ния по уравнениям (36.18) могут выполняться непосредственно на 
ЭВМ, встроенной в систему управления манипулятором. Тогда вы
численные в режиме обучения значения ди, д2к, дз* идут в память 
машины и могут многократно использоваться при воспроизведении 
траектории (36.16).

Указанный алгоритм соответствует позиционному управлению. 
При увеличении числа узлов интерполирования позиционное управ
ление переходит в контурное.

Применение уравнений (36.18) предполагает, что на основапии 
решения задачи о положениях захвата получены в явном виде вы
ражения (36.17) для обобщенных координат. Во многих случаях 
эти выражения оказываются достаточно сложными. Более простой 
алгоритм управления получается, если задавать траекторию (36.16),

9 1«/ 1 (̂ 1» ...* г » , у, г)>
Я 2^ Ь (1и  1т, Ху у , z), 
Яг ~  /з у, 2 ).

(36.17)

Я\к*==$\ {1и • • *» Фк» Ук) %к) % 

=== /2 ( ^ 1» • • •» Уку %к) »

^ЗА^/З^!» • • •» #А» 1/й» %к) •

(36.18)



в виде параметрических уравнений*):
х =  х(и ), у =  у {и ) , г =  г(и ).

Положение точки С захвата, которая должна описывать задан
ную траекторию, определяется выражениями

Хс » • *, ^г)|

Ус =  Ус(11« • . ^т, <71* • . Цг) ,

2с~ 2с(11» • . 1ту <71, • . ., Чг) >
где г — число степеней свободы манипулятора.

Обозначим через <7(* = ?<*(*,*, гоМ 1\, . . . ,  £»)', ¿ =  1, г; к  =
— О, 1, . . . ,  и, значения обобщенных координат, соответствующие 
положениям звеньев манипулятора в выбранных точках заданной 
траектории; иК — значения параметра и в тех же точках.

Тогда, считая, что значения <7(* и ик определяются в режиме обу
чения манипулятора, можно найти непрерывные значения обобщен
ных координат представляя каждую координату интерполяцион
ным многочленом Лагранжа:

д,(и) = Ь0(и)чя +  ¿ 1(и)д,1 +'. . .  + £„(“ )?<„. * = 1. — , г, (36.19)
где

I  (и )  ( и  ~  “ о)  • • • ( “ -  и 1 -х )  ( ц  ~  и < + 1 )  • •• ( “ - " « )

"  ( “ < -  “ о) • • • ( “ 1 -  иг - г )  ( “ { -  “ ¡+ 1 )  • • • ( “ 4 -  “ » )*

Подавая непрерывпо изменяющийся во времени параметр и — 
~ и {1)  на вход вычислительного устройства, воспроизводящего со
отношения (36.19), можно обеспечить управление плавным движ е
нием захвата по заданному закону:

х с =  х с [« (* )) , Ус =  Ус[иЦ )],  2с =  г с[ и ( 0 ] .

Использование этого алгоритма позволяет отказаться от пред
ставления в явном виде преобразования декартовых координат за 
хвата в обобщенные координаты манипулятора. При этом точность 
воспроизведения заданной кривой между узлами интерполирования 
определяется степенью интерполяционного многочлена. По сравне
нию с контурным (непрерывным) управлением применение интер
поляционных многочленов в условиях позиционного управления по
зволяет уменьшать необходимый объем памяти, обеспечивая одно
временно необходимую точность воспроизведения заданной кривой.

Оптимизационные алгоритмы управления. Оптимизационными 
называются те алгоритмы управления, в которых искомые законы 
изменения обобщенных координат манипулятора определяются по 
заданным траекториям точек захвата с одновременным выполнением 
ограничений и получением оптимальных значений критериев к ач е 

*) И г н а т ь е в  М. В., К у л а к о в  Ф. М., П о к р о в с к и й  А. М. Алго
ритмы управления роботами-манииуляторами.— Л.; Машиностроение, 1977.



ства (минимум кинетической энергии, мипимум общих затрат энер
гии, максимальный к. п. д., минимум времени перемещения из одной 
позиции в другую и т. п.). Оптимизационные алгоритмы называют 
также экстремальными, так как получение оптимальных значений 
критериев качества сводится к решению задачи о нахождении за
конов изменения обобщенных координат (управляющих воздейст
вий) по заданной цели при дополнительном условии экстремума 
функционала, зависящего от управляющих воздействий и постоян
ных параметров схемы манипулятора (длин звеньев, масс, моментов 
инерции и т. п.).

Использование экстремальных алгоритмов управления возможно 
лишь в случае, если манипулятор обладает маневренностью, т. е. 
имеются избыточные степени свободы. Пусть, например, требуется 
воспроизвести движение точки захвата по плоской кривой нри по
мощи манипулятора, кинематическая схема которого ноказапа на 
рис. 17. Манипулятор имеет три степени свободы, и за обобщенные 
координаты можно принять углы поворота <рю, Ф21 и фзг. Для вос
произведения заданной плоской кривой достаточно иметь две степе
ни свободы, и следовательно, две обобщенные координаты можно 
найти по алгоритмам позиционного или контурного управления. 
Третья обобщенная координата используется для того, чтобы удов
летворить условиям экстремума какого-либо функционала, выража
ющего критерий качества. Поставленная задача решается методами 
вариационного исчисления с применением ЭВМ.



П Р И Л О Ж Е Н И Е

ОСНОВНЫЕ ТЕРМИНЫ ТЕОРИИ МЕХАНИЗМОВ*)

I. Русские термины
D Е F**)  Стр.

1 .  Вход механизма .....................................................................4 22 26 20
2. Выход мехапизма .............................................................. ...1 55 71 21
3. Динамика механизмов ............................. ............................30 15 23 1 3
4. Замыкание, геометрическое .............................................. ...19 6 28 504
5. Замыкание, силовое .............................................................45 5 27 504
6. Зацепление, зубчагое .......................................................... ...75 20 25 438
7. Звено механизма .................................................................. ...38 28 59 20
8. Звено, ведомое ..........................................................................33 29 63 21
9. — , ведущее ......................................................, . . .  69 30 64 21

10. — , входное .................................................................. ...5 32 60 20
11 . — .в ы х о д н о е ......................................................................2 33 61 21
12. — начальное ..................................................................3 31 С2 34
13. Кинематика механизмов ......................................................31 26 6 Í 5
14. Колесе, зубчатое . . , , ......................................................77 19 68 30
15. Колесе, ф ри кц и он н ое..............................................................57 77 67 31
16. Координата механизма, обобщенная .............................. 41 7 9 34
17. Коромысло ..................................... ..................................... ...64 69 34 2 7
18. Коэффициент полезного действия механизма . . . .  76 16 8 135
19. Кривая, шатунная . , . ......................................................44 10 77 392
20. Кривошип ............................................................................... ...48 9 33 27
21.  Кулачок ..............................................................................51 2 4 30
22. Кулиса ................................................................................... ...59 21 10 27
23. Масса, заменяющая .......................................................... ...18 37 35 350
24. Маховик....................................................................................... ...65 17 78 222
25. Механизм ............................................................................... ...26 38 36 19
26. Механизм двухкривопшпный .......................................... ...9 42 40 27
27. —, дифференциальный............................................................ 8 41 47 109
2 8 .—.заменяющий  17 44 48 511
29..—, кривошипио-коромысловый ...................................... ...50 40 43 27
30. —, кривошипно-полаунный .............................................. ...63 50 49 27
31. —, кулачковый .................................................................. ...52 39 38 30
32. —, кулисный ..........................................................................49 24 39 27
33. —, мальтийский...................................................................... ...53 45 46 27
34. —, планетарный..........................................................................74 48 51 106
35. —, п ло ск и й ..................................................................................27 4Т 50 26
36. —, пространственны й.......................................................... ...56 51 44 26

*)  П риложение составлено по рекомендациям М еж дународной организации п о  стан 
дартам (ИСО Т К  10 П К-4) и Комитета научно-технической терминологии АН СССР. З а п я т а я  
после какого-либо сло ва в термине указы вает  на то , что сл о ва  после запятой д о л ж н ы  пред 
шествовать словам , находящ имся до зап ятой .

** ) В граф ах Б , Е , Р указаны  соответственно п орядковы е номера немецких, а ш  л и й « 
ских и ф ранцузских эквивалентов.



D Е Р Стр,
37. Механизм, прямолинейно-направляющий . . . 53 30 425

, . . . 43 35 42 26
39. — , рычажный с выстоем ..................................... . . . 55 43 37 430
40. — , с избыточными с в я з я м и ...................................... . . . 29 46 41 36
4 1 . —.синусный . .................................. ....................... . . . . 46 49 52 27

52 53 29
43. — , ш арн и р н ы й .......................................................... , . . . 21 34 45 26
44. Обращение движения ............................................. . . . . 73 23 31 355

4 7 457
46. Отношение передаточное ..................................... 68 66 31
47. Пантограф . . .......................................................... . . .  66 64 55 428
48. Пара, винтовая ...................................................... 57 15 24
49. —, вращательная .................................................. . . .  И 62 19 24
50. —, высшая .............................................................. 58 18 24

59 13 21
52. —, низшая 16 60 16 24

61 И 24
63 17 24
56 14 24
13 22 66
11 21 66
70 29 27

59. Рейка, зуб ч а тая .......................................................... 67 20 459
во. Синтез механизмов...................................................... 71 72 391
6 1 . -------, динамический.................................................. 72 74 391
62. ------- , кинематический ......................................... 73 73 391

74 75 38
04. Стойка ...................................................................... 18 2 20

12 69 50
66. -------, структурная .................................................. 14 70 38
67. Теория м ехан и зм о в .................................................. 75 76 18
68. Уравновешивание м а с с ............................................. 1 1 350
69. Цепь, кинематическая .........................................
70. Ч е р в я к ..........................................................................

3 5 24
78 32 487
36 65 27

72. Число степеней свободы механизма ................, . . . 7 54 54 34
73. Шаг винтовой л и н и и .................................................. 27 58 488
74. Шаг, диаметральный................................................. 66 57 457
75. — , окружной .......................................................... 65 56 457
76. Шарнир, карданны й................................................... . . . 39 25 12 25
77. Шатун ...................................................................... 8 3 27
16. Э лли псограф .......................................... .... . . . . . , , 10 76 24 27

II. Немецкие термины
1. A b t r ie b .....................
2. Abtriob.sglied . . .
3. Aafangsglied , . .
4. Antrieb . . . . . .
5. Antriebsglied . . .
6 . Beochleuiiigungsplau
7. Beweglichkeitsgrad .
8 . Differentialgetriebe .
9. Doppelkurbel , , ,

10 . Doppelschieber , ,
1 1 .  Drehgelenk , . , ,

2*) 12. DrehschubgeJenk .
11 13. Durchmesserteil urig
12 14. Elementenpaare 

1 15. —, höhere . ,
10 16. —, niedere .
57 17. Ersatzgetriebe
72 18. Ersatzmasse .
27 19. Formschluß
26 20. Ganghöhe . ,
78 21. Gelenkgetriebe
49 22. Gelenkviereck I f f s

55
74
51 
50
52 
28  
23
4

73
43
71

*) Числа обозначают порядковый номер русского термина.



23. Geradführung .....................37
24. Geschwindigkeitsplan . . . .  56
25. Gestell ................................. 64
26. G e t r i e b e ................................. 25
27. —, ebenes.................................35
28. —, sphärisches.........................42
29. —, übelgeschlossenes . . . .  40
30. Getriebedynam ik....................  3
31. Getriebekinematik . . . .  13
32. G e tr ie b e le h re ........................ 67
33. G etriebenglied ........................  8
34. G etrieb esch em a.................... 65
35. GetriebesynÜH'se ................ 60
36. —, d y n a m is c h e .................... 61
37. —, kinem atische.................... 62
38. G lie d .........................................  7
39. Kardangelenk .................... 76
40. Kette, kinematische . . . . 69
41. Koordinate eines Getriebes, 

vera llg em einerte .................... 16
42. Koppel ................................. 77
43. Koppelgetriebe .................... 38
44. Koppelkurve ........................ 19
45. Kraftschluß ......................... 5
46. K reu zsch u b ku rb e l................ 41
47. K ugelgelenk.............................54
48. Kurbel .................................20
49. K u rbelsch le ife ........................ 32
50. Kurbelschwinge ................ 29

III. Anrjinfi<-Kne TepMHiibi

1. Balancing, mass ................ 68
2 . C a m ......................................... 21
3. Chain, k inem atic .................... 69
4. Circle, p i tc h .............................45
5. Closure fo rce ............................. 5
6. — , forme ............................. 4
7. Co-ordinate of a mechanism, 

g e n e ra liz e d .............................16
8. C o u p le r..................................... 77
9. Crank ..................... .... 20

10. Curve, c o u p lo r ........................ 19
11 . Diagram, acceleration vec

tor ......................................... 57
12. —, kinematic .................... 65
13. —, velocity vector . . . .  56
14 . —, ty p e ..................................... 66
15. Dynamics of mechanisms . . 3
16 . E ffic ien cy .................................18
17 . F l y e r ......................................... 24
18 . Frame ..................................... 64
19. Gear ..................................... 14
20. G earin g .....................................  6
21. G uide......................................... 22
22. In p u t.........................................  1
23. Inversion of motion . . . , 44
24. Inversion of slider-crank me

chanism 32

51. K u r v e n ......................................21
52. K u rv e n g e tr ie b e ..................... 31
53. Malteserkreusgetribe . . .  33
54. Massenausgleich ................. 68
55. H astgetriebe............................. 39
56. Raumgetriebe ..................... 36
57. R e ib ra d ......................................15
58. S c h i e b e r ................................. 58
59. S c h le ife ......................................22
60. S c h n e c k e ................................. 70
61. Schraubenpaar......................... 48
62. Schubgelenk............................. 53
63. Schubkurbelgetriebe................. 30
64. Schwinge ............................. 17
65. S ch w u n g rad ............................. 24
66. Storch.schnabelget riebe . . 47
67. T e i l k r e i s ..................................45
68. T y p e n sc h e m a ......................... (56
69. T re ib g lied .................................  9
70. T ypensynthese......................... 63
71. Uberselzungveihällnis . . .  46
72. Umfang:-,teilung ................. 75
73. Umkehrung ......................... 44
74. U m la u fg e tr ie b e ..................... 34
75. Verzahnung .......................... 6
76. Wirkungsgrad ..................... 18
77. Z ah nrad ......................................14
78. Z a h n s ta n g e ............................. 59

25. Join t, Hooke’s universal . . 76
26. Kinematics of mechanisms 13
27. Lead of screw ..................... 73
28. Link of m echanism .................  7
29. — , d r iv e n .................................. 8
3 0 . — .d riv in  g   9
31..— , in i t i a l ..................................12
32. — , input ..............................10
33. — , o u tp u t..................................11
34. Linkage of b a r s ..................... 43
35. Linkage with Jower paiis . . 38
36. Linkage, f o u r - b a r ................. 71
37. Mass, e q u iv a le n t..................... 23
38. M e c h a n is m ..............................25
39. — , c a m ......................................31
40. — , crank-and-rocker . . .  29
41. — , d ifferen tia)..........................27
42. — , drag-link ..........................26
43. — , dwell ..............................39
44. — , e q u iv a le n t..........................28
45. — , G e n e v a ..............................33
46. — , overdosed ......................40
47. — , p la n a r ..................................35
48. — , planetary gear . . . .  34
49. — , S co tch -y o k e ......................41
50. — , s lid e r -c ra n k ......................30
51. — , s p a t i a l * 36



52. Mechanism, spherical . . . .  42
53. — , straight,-line ................. 37
54. Number of degrees of free

dom . ...................................... 72
55. Output ..................... 2
56. Pair, c y lin d r ic a l......................55
57. — , h e lic a l..................................48
58. —, h ig h e r ..................................50
59. — , kinematic ..................... 51
60. — , lower ..............................52
61. — , p r i s m a t ic ..........................53
62. — , revolute ..........................49
63. —, spherical..............................54
64. P a n to g ra f..................................47

IV. Французские термины
1. Balancement des masses . . 68
2. Base ......................................64
3. B ie l le ..........................................77
4. C a m e ..........................................21
5. Chaîne cinématique . . . .  69
6. Cinématique des mécanismes 13
7. Circonférence de base . . .  45
8. Coefficient d ’effectivité du 

m é c a n is m e ..............................18
9. Coordonnée généralisée du 

m é c a n is m e ..............................16
10 . C oulisse...................................... 22
11 . Couple á g l i s s i è r e ................. 53
12 . — articulé île llook . . . .  76
13. — cinématique ..................... 51
1 4 . — cylindriqu e  55
15..— h elico id al..............................48
1(5. — inférieur ..........................52
17. — spheriq ue..............................54
18 . — s u p p e r ie u r ..........................50
19. — tournant ..........................49
20. Crémaillère ......................... 59
21. Diagrammevectoriel des ac

célérations ..............................57
22. — des v ite s s e s ......................... 56
23. Dynamique des mécanismes. . 3
24. EHipsographe ..................... 78
25. Engrenage.................................. 6
26. Entrée du mouvement . . .  1
27. Fermeture dinamiquo . . . .  5
28. — g é o m é tr iq u e .....................  4
29. G l i s - i e r e ..................................58
30. Guide rectiligne ................. 37
31. Inversion du mouvement . . 44
32. L im a ç o n ..................................70
33. M a n iv e lle ..................................20
34. — oscillant ..........................17
35. Masse e q u iv a le n te ................. 23
36. M é c a n is m e ..............................25
37. — à arrêt p ro lo n g e................. 39
38. — à c a m e ..................................31
39. — à coulisse 32

65. Pitch, c i r c u la r ........................ 75
66. —, d i a m e t r a l .........................74
67. Hack .....................................59
68. Ratio, velocity .................... 46
69. Rocker .................................17
70. S lid e r ......................................... 58
71. Synthesis of mechanisms . . 60
72. —, d y n a m ic .............................61
73. —, kinematic .................... 62
74. — t y p e ..................................... 63
75. Theory of mechanisms . . .  67
76. Trammel, e l l i p t i c ................ 78
77. Wheel, friction .................... 15
78. Worm , . ............................. 70

40. — à deux manivelles . . . .  26
41. — à excès de jo in ts ................ 40
42. — à l e v i e r ..............................38
43. — à manivelles oscillante et 

tournante .............................29
44. — à mouvement spatial . . .  36
45. — à tiges articulées . , , , 43
46. — de la croix de Malte . . 33
47. — différentiel . . . . . .  27
48. — é q u iv a le n t ........................ 28
49. — glissière — manivelle . . 30
50. — plan .................................35
51. — planétaire .........................34
52. — sinussoidal .................... 41
53. — sphériq ue.............................42
54. Nombre des degrés de liber

té du mécanisme .................... 72
55. Pantographe.............................47
56. Pas d ’engrenage ................ 75
57. Pas diamétral .................... 74
58. Pas du file t ........................ 73
59. P iè c e .........................................  7
60. Pièce d ’entrée .................... 10
61. — de sortie ........................ 11
62. — initia l .............................12
63. — menée ............................. 8
64. — m otrice ................................. 9
65. Quadrilatère articulé . . . .  71
66. Rapport de tiansmission . . 46
67. Roue à friction .................... 15
68. Roue d 'e n g re n a g e ................ 14
69. Schéma cinématique . . .  65
70. Schéma s t r u c t u r a l ................ 66
71. Sortie du movement . . . .  2
72. Synthèse des mécanismes . . .  60
73. — cinématique .....................62
74. — d in a m iq u o .........................61
7 5 .— structurale  63
76. Théorie des mécanismes . . .  67
77. Trajectoire d'un point de la 

b ie l le ......................................... 19
78. Volant 24
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