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ПРЕДИСЛОВИЕ К СЕДЬМОМУ ИЗДАНИЮ

Немногочисленные законы и теоремы, лежащ ие в основе теоре
тической механики, находят весьма разнообразные и обширные при
менения. Поэтому у лиц, изучающих или использующих в своей 
деятельности теоретическую механику, наибольшие затруднения 
вызывает приложение общих положений теории к решению конкрет
ных задач.

В обширной литературе, посвященной теоретической механике, 
имеется мало* книг, ставящ их своей целью научить читателя методам 
решения задач. Между тем потребность в этих руководствах ощу
щ ается как студентами в процессе обучения (в особенности студен
тами заочных и вечерних факультетов), так  и инженерами и техни
ками в их практической деятельности.

Авторы настоящей книги, опираясь на многолетний опыт препо
давания теоретической механики в Ленинградском политехническом 
институте им. М. И. К алинина и Ленинградском Высшем инженерном 
морском училище им. адмирала С. О. М акарова, поставили своей 
целью создание руководства по решению задач.

В соответствии с этим замыслом в книге даны в конспективной 
форме лишь краткие сведения из теории — предполагается, что для 
ее изучения читатель пользуется одним из курсов теоретической 
механики.

Из большого числа учебников по этому предмету, опубликован
ных в СССР, отметим, прежде всего, курс: Л о й ц я н с к и й Л .  Г. ,  
Л у р ь е  А. И. Теоретическая механика, т. I, изд. 8- е . — М.: 
Н аука, 1983; т. II , изд. 6-е. — М.: Н аука, 1983 (книга, определив
ш ая современные традиции преподавания теоретической механики 
во втузах и предназначенная для лиц, изучающих этот предмет 
по полной программе), а такж е рекомендуем учебники: Б у т е 
н и  н Н. В ., Л  у н ц Я. Л ., М е р к и н Д . Р . Курс теоретической 
механики, т. I , изд. 3-е. — М.: Н аука, 1979; т. И , изд. 2-е. — 
М.: Н аука, 1979; Т а р г С. М. Краткий курс теоретической ме
ханики. — М.: Ф изматгиз, изд., 3-е, 1963 и последующих лет; 
Я б л о н с к и й  А.  А. ,  Н и к и ф о р о в а  В. М. Курс теоретиче
ской механики, т. I. — М.: Высшая ш кола, изд. 2-е, 1964 и после
дующих лет; Я б л о н с к и й  А. А. Курс теоретической механики, 
т. I I . — М.: Высшая ш кола, изд. 2-е, 1964 и последующих лет.

Наиболее эффективным путем обучения искусству приложения 
методов теоретической механики является не облегчение формального
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заучивания правил и приемов (чему часто способствуют обширные 
методические указания), а показ их в действии. Ввиду этого в руко
водстве основное внимание уделено решению конкретных задач, 
специально составленных для того, чтобы, с одной стороны, избежать 
разбора задач, входящих в сборник И. В. М ещерского и иные рас
пространенные в СССР задачники, а с другой — дать возможность 
после изучения книги (или ее разделов) самостоятельно реш ать раз
личные задачи.

Д ля облегчения активного изучения материала (а только такое 
изучение и имеет смысл) в каждом разделе книги даны краткие ре
комендации о последовательности реш ения тех или иных типов задач 
и лишь после этого приведено подробное рассмотрение подобных 
задач, причем зачастую  сравнены и оценены различные методы ре
шения. Решения многих задач являю тся одновременно примерами 
инженерных расчетов.

Предполагается, что параллельно с разбором материала по ру
ководству читатель на основе изученного самостоятельно реш ает со
ответствующие задачи и тем самым научается применять получен
ные знания.

В руководстве приведены списки рекомендованных к самостоя
тельному решению задач из книги: М е щ е р с к и й  И. В. Сборник 
задач по теоретической механике, изд. 3 5 -е .— М.: Н ау ка , 1981.

Сравнительно большой объем руководства объясняется тем, что 
оно составлено в расчёте как на последовательное изучение, так  и 
на выборочное использование. Последний способ и является главной 
формой применения ввиду различия объема материала и порядка 
его прохождения в различных.высш их учебных заведениях.

Первое издание этого учебного пособия вышло в свет в двух 
томах в 1961 году. Первый том был посвящен статике и кинематике, 
а второй — динамике. В 1-м издании второй том был написан 
М. И. Бать, Г. Ю. Д жанелидзе и А. С. Кельзоном.

В 1964 г. авторский коллектив понес невосполнимую утрату 
в лице безвременно скончавшегося профессора Г. Ю. Д ж анелидзе, 
заведующего кафедрой теоретической механики Л енинградского 
политехнического института им. М. И. К алинина, соавтора и первого 
редактора книги.

Вплоть до пятого издания первого тома и четвертого издания 
второго тома книга переиздавалась без существенных изменений. ■

За прошедшие годы выявилась необходимость внести в книгу 
ряд изменений и дополнений. Поэтому пятое издание первого тома 
и четвертое издание второго тома подверглись переработке. П реж де 
всего, был пересмотрен весь текст и внесены необходимые исправ
ления. Некоторые задачи заменены новыми. Во многих случаях  
даны более подробные решения.

Идя навстречу многочисленным пожеланиям, авторы внесли 
новые главы, освещающие дополнительные разделы курса теоретиче
ской механики. Это потребовало увеличения объема книги, в связи



8 П Р Е Д И С Л О В И Е  К СЕДЬМОМУ И З ДАНИЮ

с чем книга стала выходить в трех томах. Первые два тома охваты
ваю т материал, отвечающий основному курсу  теоретической меха
ники, а третий содержит дополнительные главы . В первый том вклю 
чены новые параграфы: кинематика колебательных движений и 
общий случай движения твердого тела. Из-второго в третий том были 
перенесены главы: динамика твердого д ел а , вращающегося вокруг 
неподвижной точки, и теория малых движений системы с конечным 
числом степеней свободы. В шестое издание второго тома добавлены 
примеры в § 2 главы IX , в § 1 главы X и в пункт 1 § 4 главы X, 
поясняющ ие классификации сил и связей.

При подготовке седьмого издания был ’ пересмотрен весь текст 
и внесены необходимые исправления. Менее удачные задачи заменены 
новыми. Расш ирена глава XI «Краткий обзор методов решения задач 
динамики». Исключен пункт 3 § 4 главы X «Рычаг Ж уковского».

В книге применена следующая нумерация задач и рисунков — 
первое число означает номер главы, второе — номер задачи (рисунка) 
в этой главе.

Все величины, приводимые в книге, даются в системе единиц 
С И — М еждународной системе единиц, введенной в СССР с 1 янва
ря 1982 года в соответствии с ГОСТ 8.417—81 (СТ СЭВ 1052—78) 
«Государственная система обеспечения единства измерений. Еди
ницы физических единиц». В конце книги приведена таблица ос
новных, дополнительных и производных единиц геометрических, 
кинематических, статических и динамических величин этой си
стемы.

Авторы считают своим приятным долгом принести благодарность 
К. С. Колесникову, прочитавшему рукопись и сделавшему ценные 
зам ечания, редактору книги Д . Р . М еркину, а такж е всем лицам, 
приславшим ценные указан ия и критические замечания.

Хочется надеяться, что и впредь читатели, будут помогать совер
шенствованию книги своими предложениями, которые будут с бла
годарностью рассмотрены.

М. И. Бать  , А .  О. Кельзон



Д И Н А М И К А

ЗАКОНЫ ДИНАМИКИ

Динамикой  называется раздел теоретической механики, в котором 
изучаются движения материальных тел в зависимости от сил, их 
вызывающих.

В статике изучались задачи о приведении систем сил к простей
шему виду и относительном покое материальных тел, в кинематике 
рассматривались задачи о геометрических характеристиках меха
нического движения. В динамике — главном разделе курса — на 
основе сведений из статики и кинематики, а такж е законов дина
мики решаются задачи о связи сил и движений.

Остановимся на важнейших понятиях динамики.
Материальной точкой называется материальное тело, вращ атель

ными движениями которого, по сравнению  с поступательными, можно 
пренебречь. Таким образом, не обязательно понимать под материаль
ной точкой тело очень малых размеров. Твердое тело, движущ ееся 
поступательно, рассматривается как материальная точка.

М атериальная точка называется свободой, если на ее движение 
не наложено никаких ограничений.

Несвободной называется материальная точка, на которую  нало
жены связи, ограничивающие ее движение.

Законы динамики описывают механическое движение м атериаль
ных тел по отношению к так называемым «неподвижным» или «абсо
лютным» осям координат и по отношению к осям, которые движ утся 
поступательно, равномерно и прямолинейно по отношению к не
подвижным (инерциальные оси). Н ачало абсолютной системы коорди
нат принимается в центре Солнца, а оси направляю тся на отдален
ные звезды. Конечно, в природе, где материальные тела находятся 
во взаимодействии и движении, нет неподвижных осей координат. 
Однако в зависимости от требований, предъявляемых к результатам  
подсчетов, можно и другие координатные системы приближенно 
считать «неподвижными». Так, при решении многих технических задач 
координатные оси, связанные с Землей, можно считать «неподвиж
ными».

Применение законов динамики к изучению механических движе
ний материальных тел по отношению к движущ ейся системе отсчета 
рассмотрено ниже, в главе V II I , § 5.

В основе динамики, как и других наук, леж ат физические законы , 
подтвержденные многовековой практической деятельностью  чело
века. Их установление явилось результатом длительного пути раз
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вития механики. Важнейшее значение имели исследования Галилея 
(1564— 1642) и Ньютона (1643— 1727).

Закон первый (закон инерции).  И золированная материальная 
точка сохраняет свою скорость неизменной по величине и по направ
лению. Этот закон фактически утверждает существование инер- 
циальны х систем.

М атериальные тела движутся с течением времени в пространстве, 
взаимодействуя друг с другом. Количественные меры этих механи
ческих взаимодействий называются силами. М атериальная точка 
назы вается изолированной в том случае, когда действиями на нее 
всех прочих материальных тел можно пренебречь (это понятие 
является , конечно, абстракцией). Таким образом, в реальных усло
виях движение материальной точки в тех случаях , когда действием 
на нее сил можно пренебречь, происходит без ускорения, т. е. равно
мерно и прямолинейно, либо материальная точка находится в покое.

Инерцией  называется свойство материальной точки оказывать 
сопротивление изменению ее скорости.

Закон второй (основной закон динамики). Ускорение, сообщаемое 
свободной материальной точке приложенной к ней силой, имеет 
направление си л ы . и по величине пропорционально силе:

F  =  m w.

Силы характеризую тся не скоростями точек, а изменениями ско
ростей, т. е. ускорениями. Из основного закона динамики F =  m w  
следует, что при F  — 0 ускорение w  — 0.

Величина т, стоящ ая множителем при ускорении в основном за
коне динамики, называется массой. Эта физическая величина харак
теризует степень сопротивляемости материальной точки изменению 
ее скорости, т. е. является мерой инертности материальной точки. 
Следовательно, масса оказывается одной из характеристик движу
щ ейся материи (из других характеристик можно назвать: протя
ж енность, непроницаемость, упругость и т. д.).

В классической механике изучаются движ ения материальных тел, 
происходящ ие со Скоростями, малыми по сравнению со скоростью 
света. При этом масса считается величиной постоянной (в механике 
теории относительности масса является величиной переменной, за
висящ ей от скорости движения материальной, точки).

В системе единиц СИ единицей длины является метр, единицей 
массы — килограмм, единицей времени — секунда. Сила является 
производной единицей, измеряемой в ньютонах (Н).

Закон третий  (закон равенства действия и противодействия). 
Силы, с которыми два тела действуют друг на друга, равны по мо
дулю  и направлены в противоположные стороны по одной прямой.

Следует иметь в виду, что силы, именуемые действием и противо
действием, приложены к разным материальным точкам. Так, в слу
чае несвободной материальной точки к точке приложено «действие»*
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а к связи, наложенной на материальную  точку, приложено «противо
действие».

Закон четвертый {закон независимости действия сил). При одно
временном действии нескольких сил ускорение материальной точки 
равно векторной сумме ускорений, которые имела бы эта точка 
при действии каждой из сил в отдельности:

w  =  w x -f- W-, -+- • -|- w n,

где Wl =  -g - ,  «>» =  - £ ,  • • • >  =
Это значит, что при определении ускорения материальной точки 

можно пользоваться методом суперпозиции (наложения). Следует 
иметь в виду, что при определении скорости материальной точки 
аналогичная суперпозиция не имеет места, т. е. скорость материаль
ной точки не равна векторной сумме скоростей, которые имела 6fci 
эта точка при действии каждой из сил в отдельности.



Г Л А В А  V I I I

Д И Ф Ф Е РЕН Ц И А Л ЬН Ы Е УРАВНЕНИЯ ДИНАМ ИКИ 
М АТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

§ 1 . Основные формы дифференциальных уравнений 
динамики материальной точки

Ускорение w  материальной точки массы т, движущ ейся под
действием приложенных к ней сил F lt F 2........ F n, определяется
с помощью основного закона динамики в сочетании с законом не
зависимости действия сил: •

m w  =  F 1 +  F i -1---------Ь F n.

Дифференциальные уравнения движения материальной точки 
в проекциях на оси неподвижных декартовых координат  имеют вид

п п п

т х =  £  Fhx, т у =  £  Fky, mz =  2  Fhz\ (1*)
k=\ &=1 k=\

здесь x ,  у, г  — проекции ускорения w ,  a Fkx, Fky и Fkz — проекции 
силы Ft, на соответствующие ос̂ и декартовых координат.

Дифференциальные уравнения движения материальной точки 
в проекциях на оси натурального триэдра записываются в форме

=  <2*>

здесь vx — проекция скорости на направление касательной к траек
тории, v — модуль скорости, р — радиус кривизны траектории 
в данной точке, Fhx, Fhn, Fhb — проекции силы F h на оси натураль
ного триэдра (т — касательная, п  — главная нормаль, & — бинор
маль).

Как следует из последнего уравнения, проекция равнодейству
ющей сил, приложенных к материальной точке, на бинормаль равна 
нулю, т. е. траектория располагается так, что равнодействующая сила 
оказы вается лежащ ей в соприкасающейся плоскости, проведенной 
в данной точке траектории.

Д ифференциальные уравнения плоского движения материальной 
точки в полярных координатах имеют вид

П П
т ( г -  /чр2) =  ^  Fhr, -2- А  (г2ф) =  ^  Fhv5 (3*)

k=l 4=1

здесь г — радиус-вектор точки, <р — полярный угол (рис. 8 . 1 ).
Дифференциальные уравнения движения материальной точки 

записы ваю тся соответственно выбранной система координат; Так,



дифференциальные уравнения можно составить в цилиндрических, 
сферических и других криволинейных координатах. Н иж е, в главе X, 
§ 6 , приводятся дифференциальные 
уравнения движения материальной 
точки, отнесенные к любой системе 
координат.

С помощью ' дифференциальных 
уравнений движения материальной 
точки можно решать две основные 
задачи динамики: прямую и обрат
ную. Прямой  называется задача, 
в которой по заданным движению 
и массе материальной точки опреде- Рис. 8.1.
ляется равнодействующая сил, при
ложенных к этой точке. Обратной называется задача, в которой по 
заданным силам и массе материальной точки определяется ее дви
жение.

Следующий параграф посвящен решению прямых задач динамики 
материальной точки.

§ 2. Определение сил по заданному движению 
(прямая задача динамики материальной точки)

Если даны уравнения движения материальной точки массы т  
в декартовых координатах: х  =  / х (/), у  =  /2 (0 . 2 =  /з (0 . то 
проекции Fx, Fy и Fz силы

F  =  F J  Н- FyJ  +  Fzk,

вызывающей это движение, определяются по формулам:
Fx =  m x, Fy =  ту, Fz =  mz, (1*)

откуда

F  =  / F *  +  n + * i .

cos (х, F )  =  ■— , cos (y ,F )  cos ( z , F )  — -y~.

Таким образом, прямая задача динамики материальной точки 
легко решается посредством дифференцирования заданных уравне
ний движения точки.

Если дано уравнение движения материальной точки массы т  по 
траектории, т . е. а  — /  (/), то проекции F т, Fn и Ft, силы

F  — FXT -j- Fnti f  Fbb, 

вызывающей это движение, определяются по формулам:

р '  =  т Ч Г '  Fn =  m - y ,  F C =  0 , (2*)

§ 2]  О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  СИЛ ПО ЗАДАННОМУ Д В И Ж Е Н И Ю  13
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откуда

F — у / 1'\ - f  F \,  cos (т, F)  =  - j r -1 cos (я , F)  =  -^r-> cos(&, F) — Q.

В формулах (2*) Vr =  da/dt.
Если даны уравнения плоского движения материальной точки 

массы гп в полярных координатах г =  / х (t), ф =  /8 (t), то проекции 
Fr и Fv силы F,  вызывающей это движение, определяются по фор
мулам:

Fr — m (r  — гф2), Fv =  - y - ~  (г2ф), (3*)

откуда

cos (r\F)  =  - у - ,  cos (ф, F ) = - ^ - .

Сила, приложенная к материальной точке, называется централь
ной, если линия ее действия проходит во время движения через не
подвижную точку, называемую центром. Сила, направленная к не
подвижному центру, называется силой притяжения. Сила, направ
ленная от неподвижного центра, называется силой отталкивания.

Д виж ение материальной точки под действием центральной силы 
происходит в плоскости, проходящей через радиус-вектор и началь
ную скорость точки. Д ля его исследования удобно ввести[полярные 
координаты и использовать формулу Бине

d2 / 1 \  , 1 г* г  , . * ч
di\? \  г )  ^  г ~  4тС2 г’  ̂ ^

где С — секториальная скорость точки, которая при наличии цен
тральной силы постоянна: С — S  — г2ф/2. (Секториальной скоростью 
называется производная по времени от площади S,  описываемой 
радиусом-вектором г  движущ ейся точки.)

Применение формулы Бине позволяет определить центральную 
силу по данному уравнению  орбиты (прямая задача). Если проекция 
F, оказы вается положительной, то центральная сила является силой 
отталкивания, если — отрицательной, то — силой притяжения.

У к а з а н и е .  Прямые задачи динамики несвободной материаль
ной точки, в которых требуется определить активную силу или реак
цию связи , рекомендуется решать в следующем порядке:

1 ) изобразить на рисунке материальную точку в текущем поло
ж ении и приложенные к ней активные силы;

2) применив закон освобождаемости от связей, изобразить соот
ветствую щ ие реакции связей;

3) выбрать систему отсчета, если она не указана в условии задачи;
4) определить по заданному закону движения ускорение мате

риальной точки и найти его проекции на выбранные оси координат;
5) составить дифференциальные уравнения движения материаль

ной точки, соответствующие принятой системе отсчета;
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6) из системы составленных* уравнений определить искомые ве
личины.

Если при решении прямой задачи динамики материальной точки 
требуется определить равнодействующую сил, приложенных к этой 
точке, то решение задачи сводится к дифференцированию заданных 
уравнений движения точки с последующим использованием формул 
( 1 *), (2 *) или для плоского движ ения формул (3*).

Задача 8 . Ь  М атериальная точка, находящ аяся под действием 
двух сил F i  и F 2, движется вдоль оси х  (см. ри
сунок).

Какому условию должен удовлетворить модуль 
силы F 2 д л я  т о г о , чтобы точка двигалась по 
прямой?

Р е ш е н и е .  Д ля прямолинейного движения 
материальной точки, необходимо и достаточно, чтобы 
ее начальная скорость и равнодействую щ ая сил во 
все время движения лежали на этой прямой. Поэтому К. задаче 8.1 . 
сумма проекций сил на перпендикулярную  к этой 
прямой ось у  долж на быть равна нулю: 2  =  О- В данном случае 
имеем Fi sin ос — F2 — 0, откуда F a =  Fi sin а.

Задача 8 .2 , М атериальная точка массы т  движ ется согласно 
уравнениям х  =  at, у  =  Ы, где а и b — постоянные.

Определить силу, вызывающую это движение.
Р е ш е н и е .  Проекции искомой силы на оси декартовых коорди

нат определяем по формулам Fx ==• т х  и Fy — т у .  Воспользовав
шись заданными уравнениями движения, находим х  =  у =  0 . 
Следовательно, Fx — Fy =  0, т. е. точка движется по инерции.

Эту задачу можно решить и иначе, определив траекторию  и ско
рость точки. Точка движется по прямой у  — Ьх/а с постоянной 
скоростью v =  V  х 2 +  у 2 — V а 2' +  Ь2.

Следовательно, согласно закону инерции, F  =  0.
Задача 8 .3 . М атериальная точка массы т  движ ется согласно 

уравнениям х  — a cos kt, у  — b sin  kt.
Определить силу F,  вызывающую это движение, если известно, 

что сила зависит только от положения точки.
Р е ш е н и е .  Проекции силы F,  приложенной к материальной 

точке, определяются по формулам Fx — т х, Fy =  т у.  В данном 
случае

х  =  —ak2 cos kt, у  =  — bk2 sin kt.
Следовательно,

Fx =  —так2 cos kt, Fy — —mbk% sm  kt.

Воспользовавшись ураанени-ями движения точки, получим

Fx— — m k2x, Fy =ar —m k2y.
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Модуль силы F  равен

F =  у  Fl +  Fl =  mk- у х 1 +  у- =  mk'r,

где г — модуль радиуса-вектора материальной точки г  =  ОМ.
Направление силы F  определяем с по

мощью направляющих косинусов:
F  х  __
F г ’cos (x ,F )

coS (у, F)  =  =  — -jr .

Т ак как  xtr  и ylr  определяют углы, обра
зуемые соответственно осями х  и у  с ра- 
диусом-вектором г, то сила Z7 направлена 

от М  к О. Следовательно, данная материальная точка движется под 
действием силы притяжения к центру О, равной по модулю F — 
=  k2mr. Эта сила называется центральной.

Задача 8 .4 . М атериальная точка массы т  движется по окруж
ности радиуса а согласно уравнению  а — bt.

Определить силу, вызывающую это движение (о — дуговая 
координата, b — постоянная величина).

Р е ш е н и е .  Воспользуемся осями натурального триэдра т, п 
и Ь. Проекции искомой силы на эти оси рпределяются по формулам

Fx =  m dvх 
dt

р UFn =  m — , - 0 .

Учитывая, что проекция скорости точки на касательную  т равна 
vx =  do/dt, находим, что vz =  Ь. Следовательно,

N _ 1)3 _  ь2
wn — — а

Итак, Fx = 0 ,  Fn == mb2/a, Fb =  0, т. e. сила F,  вы
зывающая заданное движение материальной точки, 
направлена по радиусу окружности к ее центру и 
по модулю равна mb21а.

Задача 8 .5 . Ч еловек массы т  находится в кабине 
пассажирского лифта, движущегося вниз с ускоре
нием w =  ag, где 0 < а < 1 , g  — ускорение силы 
тяж ести.

Найти давление человека на дно кабины. Определить 
такж е ускорение лифта, при котором человек будет 
находиться в состоянии невесомости.

Р е ш е н и е .  К  человеку приложена активная сила — его сила 
тяж ести Р  =  m g .  Применив закон освобождаемости от связей, 
мысленно отбросим дно кабины, заменив его действие на человека 
реакцией N ,  направленной вертикально вверх. Н аправим  ось х  
по вертикали вниз (см. рисунок).

>

К задаче 8.5.
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Запишем дифференциальное уравнение движения материальной 
точки (человек схематизирован в виде точки) в проекции на ось х :

т х — Р — N , (1)

Так как х  — w — ag, то из уравнения (1) получим
N — Р  — т х =  mg ( 1 — а ) . (2)

Учитывая, что 0 <  а  *< 1, имеем N  <  mg. Искомая сила давления 
равна по модулю силе N  и направлена в противоположную сторону. 
Если ускорение w  лифта направлено вверх, т. е. х  =  — w =  —ag,  
то формула (2) принимает вид N — mg  (1 +  а ) , т. е. N  >  mg.

Рассмотрим случай, когда сила давления, а значит, и сила реак
ции N  равны нулю. Из формулы (2) при N — О имеем а  — 1, т. е. 
w =  g. Итак, при свободном падении лифта с ускорением силы тя 
жести g, давление человека на дно кабины отсутствует. Это состоя
ние называется невесомостью. При невесомости отсутствуют взаимные 
давления отдельных частей тела человека. Это и вызывает у него 
необычные ощущения. Если бы при этом человек стоял на пруж ин
ных весах, то стрелка весов находилась бы на нулевой отметке. 
Показание весов не изменится, если на плечи человека положить 
дополнительный груг.

При состоянии невесомости все точки тела имеют равные уско
рения.

В заключение отметим, что состояние невесомости имеет место 
не только при свободном падении (см. задачу 8 . 12).

Задача 8 .6 . Груз А спускается вниз по негладкой наклонной 
плоскости, расположенной под углом а  к горизонту, двигаясь согласно 
уравнению х  =  bgt2, где g  — ускоре
ние силы тяжести, а b — постоянный 
положительный коэффициент. Опреде
лить модуль силы трения скольжения 
груза о плоскость.

Р е ш е н и е .  Силу тяж ести груза 
обозначим через Р .  К грузу прило
жены три силы: сила тяж ести груза Р  {<- задаче 8 6 
и две составляющие R  и F rp реакции 
наклонной плоскости. Н ормальная
реакция R  направлена перпендикулярно к наклонной плоскости, 
а сила трения скольжения F Tр — в сторону, противоположную  
скорости груза, т. е. вдоль наклонной плоскости вверх; Р  =  mg.

Составим дифференциальное уравнение движ ения груза в проек
ции на ось х:

т х  — Р  sin а  — FTV. (1)

Т ак как х  =  bgt2, то х  =  2bg. Теперь уравнение (1) принимает вид
2ЬР =  Р  sin  а  — ^тр,
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откуда определяем искомую величину силы трения скольжения F Tp 
груза  о наклонную  плоскость:

Задача 8 ,7 , Определить силу сопротивления воды движению 
лодки массы т,  если ее движение происходит согласно уравнению

движению  лодки, направленная в сторону, противоположную ев 
Движению.

П роекция скорости лодки на ось х  равна

Запиш ем дифференциальное уравнение движения лодки в проекции 
на ось х:

Т ак как, по условию, сила сопротивления R  является функцией 
скорости лодки, то, учитывая формулу (1), получим R x «=* —avx.

Задача 8 .8 . Возможно ли равномерное движение свободной мате
риальной точки по криволинейной траектории под действием двух 
сил и F 2, изображенных на рисунке?

Р е ш е н и е .  Запиш ем дифференциальное уравнение движения 
в проекции на касательную  т:

F TP «=* mg  (sin а  — 2b).

N

R чальная скорость движения, а  —.
постоянный коэффициент. Сила со-

\р_
противления движению является 
функцией только скорости лодки.

К задаче 8.7.

Р е ш е н и е .  К лодке прило
жены силы: m g  — сила тяжести 
лодки, N  — нормальная реакция 
воды, R  — сила сопротивления воды

- —  tvx =  х  =  v0e т . 

Проекция ускорения лодки на ось х  имеет вид

О)

(2)

т х — R x.

Воспользовавш ись формулой (2), находим

R x =  — av0e

П
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При равномерном движении проекция vr ее скорости ® на касатель
ную т постоянна: vx =  const. Поэтому d v j d t  =  0 и из уравнения 
следует:

=  о,
Аг=1

т. е. для того, чтобы точка двига
лась равномерно по криволиней
ной траектории, сумма проекций 
на касательную т приложенных 
к ней сил должна быть равна 
нулю. В данном случае имеем

£  Fhl =  Fj cos а  -\- F2 sin р Ф  0.
Значит, под действием сил и F 2 
равномерное движение точки по 
кривой невозможно. Точка будет 
двигаться неравномерно.

Задача 8 .9 . Использовав решение предыдущей задачи, вы яснить, 
при любых ли значениях модуля силы F 2 возможно движение сво
бодной материальной точки по изображенной траектории?

Р е ш е н и е .  Запишем дифференциальное уравнение движ ения 
материальной точки в проекции на главную  нормаль п:

mv2 V4 ~

Р ~ 2 j
Так как то1!р >  0, то должно выполняться условие 2  ^/ш >  0- 
Значит, точка может двигаться по изображенной на рисунке траек 
тории лишь при ^  Fhn >  0. Д ля данных сил F t и F 2 имеем

И  Fhn =  — Fi sin а  +  F2 c o s  p  >  0,

т. e. должно быть удовлетворено неравенство: F2 >> ^  • П ри
Fj  sin a траекторией является*прям ая, а при F2 <" Fi sin a

J 2 — cosp u cosp
вогнутость траектории обращена в противоположную сторону.

Задача 8.10. Автомобиль массы 1210 кг движ ется по дну оврага 
с постоянной по модулю скоростью v =  36 км/ч.

Определить давление автомобиля на дно оврага в наинизш ей 
точке. Радиус кривизны траектории р в этой точке равен 50 м. Авто
мобиль считать точечной массой. Силой сопротивления движ ению  
пренебречь.

Р е ш е н и е .  Воспользуемся осями натурального триэдра, на
правив ось т по горизонтали направо и ось п  по вертикали вверх. 
К  автомобилю, принимаемому за точечную массу, приложены две 
силы: сила тяжести Р  =  m g  и нормальная реакция R  грунта, на
правленная вдоль главной нормали по вертикали вверх.

2 *
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Применим дифференциальное уравнение движения материальной 
точки в проекции на главную нормаль п:

В данном случае

kn*

откуда

пг —  — R — Р,

R =  m g  +  m —  .

К задаче 8.10.

Подставив численные значения, 
получим, что R  =  14,45 кН .

Искомое давление автомобиля 
на дно оврага направлено проти

воположно нормальной реакции R  и равно ей по модулю. Заметим, 
что оно больше веса автомобиля.

Задача 8.11. В программу освоения человеком Луны входит 
создание промежуточных станций — искусственных спутников Луны.

Найти зависимость скорости v ис
кусственного спутника от его высоты h 
над поверхностью Луны. Вычислить 
такж е первую космическую скорость

• у поверхности Луны и скорость дви
жения Луны вокруг Земли.

Считать, что спутник движется во
круг Луны по окружности. Сила при
тяж ения спутника Луной обратно 
пропорциональна квадрату расстояния 
до центра Луны. Ускорение силы тя 
жести а на поверхности Луны равно 
а =  1,64 м/с*. Радиус R  Луны равен 
1760 км. Расстояние от Земли до Луны 

равно 384 ООО км. Радиус Земли равен 6370 км. Притяжением спут
ника Землей пренебречь.

Р е ш е н и е .  Н а рисунке искусственный спутник изображен 
точкой М .

Д виж ение спутника происходит под действием силы притяжения 
Л уны , которая направлена от точки М  к О — центру Луны. Модуль 
силы притяж ения F  обратно пропорционален квадрату расстояния 
R  +  h  до центра О Луны,' т. е.

km
(R +  h)2 О)

где т  — масса спутника, k  — постоянный коэффициент, подлеж а
щ ий последующему определению. Н а поверхности Луны, т. е. при
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h — 0, сила притяжения равна F — та. Подставив эти значения 
в формулу (1), находим k =  a R г. Теперь формула (1) принимает вид

F =  , (2)
(АН-А)а К '

Воспользуемся дифференциальным уравнением движения мате-
2 п mvi ггриальнои точки в проекции на главную нормаль: ----- =  2j  Fkn.

V tt= IП
В данном случае при (> =  /? +  h и 2j =  F имеем (так как , по

условию, спутник движется по окружности, то сила F  направлена 
по главной нормали к траектории движения)

=  F. (3)

Подставив в уравнение (3) значение силы F из формулы (2) и решив 
уравнение относительно v, получим искомую зависимость скорости v 
спутника от его высоты h над поверхностью Луны:

■’ “ Я 'К т ? Т Г -  <4»
Первой космической скоростью у поверхности Луны называется 

скорость, которую нужно сообщить спутнику у поверхности Луны 
для того, чтобы он двигался вокруг Луны по окружности, не падая 
на ее поверхность. Подставив в формулу (4) численные данные: 
R  =  1760 км, а — 1,64 м/с2, h — 0, мы получим величину первой 
космической скорости у поверхности Луны, равную 1,7 км/с (на
помним, что первая космическая скорость у поверхности Земли 
равна 7,9 км/с).

Формулой (4) можно пользоваться при определении скорости 
искусственного спутника любой планеты, в частности Земли. При 
движении спутника по круговой орбите вокруг Земли надо в фор
мулу (4) вместо ускорения силы тяж ести а Луны подставить ускоре
ние силы тяжести g  Земли, причем g  =  9,81 м/с2. Формула (4) при
нимает вид

v =  R  | / R +  h (5)

где R  — радиус Земли, h — вщеота спутника над поверхностью 
Земли, g  — ускорение силы тяжести Земли.

Так как Л уна является спутником Земли, то, воспользовавшись 
формулой (5), мы можем вычислить скорость v движения Л уны во
круг Земли. Подставив в формулу (5) численные данные: R  =  
=  6370 км, R  +  к =  384 ООО км, g  =  9,81 м/с2, получим v =  1 км/с. 
Итак, приближенная постоянная скорость движения Луны по кру
говой орбите вокруг Земли равна 1 км/с. (Напомним, что аналогичная 
скорость движения Земли вокруг Солнца равна 30 км/с.)
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Задача 8 .12. С какой постоянной по модулю скоростью должен 
двигаться искусственный спутник Земли для того, чтобы человек 
находился в кабине в состоянии невесомости? Спутник движется 
по круговой орбите радиуса R  +  h, где R  — радиус Земли, a ft — 
высота спутника над поверхностью Земли.

Р е ш е н и е .  В ходе решения задачи 8.5 мы выяснили, что в со
стоянии невесомости давление человека на дно кабины и, следова

тельно, реакция N  дна кабины равны 
нулю

N  =  0. (1)
Воспользуемся рисунком задачи 8.11, 

направив ось л: вдоль главной нормали п 
круговой траектории спутника. При_.а

Подставив это

К задаче 8.12.

R + h
значение х  в формулу (1) задачи 8.5, 
получим

-7g i r - P - N -  (2)

В данном случае сила Р  равна силе F  
притяжения к Земле, которая по анало
гии с формулой (2) задачи 8.5 имеет вид 

mgR2Р =  F — (3)(R +  h)2 ’
где g  — ускорение силы тяжести на поверхности Земли.

Подставив формулы (1) и (3) в уравнение (2) и решив его относи 
тельно искомой скорости v, получим

v  =  r Y - R +  h (4)

Р езультат (4) тождествен с формулой (5) задачи 8.11, с помощью 
которой определялась скорость искусственного спутника Земли. 
Значит, человек, находящ ийся в кабине искусственного спутника 
Земли, пребывает в состоянии невесомости.

Задача 8.13-. Н а какую  высоту надо запустить искусственный 
спутник Земли для того, чтобы для наблюдателя, находящегося на 
Земле, он казался неподвижным? Орбиту спутника Земли прибли
женно считать окруж ностью , концентричной с экватором. Радиуо 
Земли R  =  6370 км. Ускорение силы тяжести на поверхности Земли 
g  — 9,81 м/с2. Модуль угловой скорости вращения Земли вокруг 
своей оси «в =  0,00007 рад/с.

Сила притяж ения спутника Землей обратно пропорциональна 
квадрату расстояния от спутника до центра Земли. Спутник считать 
точечной массой.

Р е ш е н и е .  Д л я  того чтобы искусственный спутник, движу
щ ийся по орбите, концентричной с экватором, казался с Земля



неподвижным, долж но быть выполнено условие равенства угловых 
скоростей Земли и радиуса-вектора спутника. При соблюдении этого 
условия скорости спутника М  и точки А ,  расположенной на эква
торе на поверхности Земли на оси п, проходящей через спутник М  
и центр Земли О, должны удовлетворять соотношению (на рис. а 
дан вид Земли в плане с Северного полюса)

V  ОМ 

?л ~  0 А  ’

Так как vA — Rco, где со— модуль угловой скорости суточного 
вращения Земли вокруг своей оси, ОМ  =  R  +  h, О А  =  R ,  то
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Vm — (R +  h) со. Подставив это значение vM в формулу (5) задачи 
8 . 1 1 , находим искомую высоту:

Подставив численные значения, найдем, что эта высота равна 
36 800 км.

Существует проект запуска трех искусственных спутников на эту 
высоту так, чтобы они образовали равносторонний треугольник, 
в вершинах которого находились бы спутники. Учитывая неподвиж
ность этих спутников по отношению к Земле, их предполагаю т 
использовать в качестве мировой ретрансляционной станции теле
видения. Действительно, с высоты h =  36 800 км волны, распро
страняясь прямолинейно, могут попасть в любую точку земной 
поверхности (см. рис. б).
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Задача 8.14. Кольцо М  массы т  движется по гладкой проволоке, 
изогнутой в виде полуокружности радиусом г и расположенной 
в вертикальной плоскости (см. рисунок). Положение кольца опре

деляется углом ф, отсчитываемым от вер
тикали.

Найти модуль давления кольца на про
волоку в виде функции угла ф. Модуль 
скорости v  кольца равен

V =  У  v l  -f- 2g r  (cos Фо — cos ф) ,

где фо и v0 определяют начальное положе
ние и начальную скорость кольца.

Р е ш е н и е .  Изобразим кольцо в промежуточном положении, 
определяемом углом ф. К  кольцу приложены: Р  =  m g  — его сила 
тяж ести, R  — нормальная реакция проволоки. Так как траектория 
кольца — окружность — известна, то применим дифференциальное 
уравнение движения в проекции на главную нормаль п\

П
mv2 V* г

—  =  2 j  Fkn•
*=i

В данном случае при р =  г имеем
mv2 г,

— — =  m g  cos ф — R.

Отсюда следует
п mv2R  —  тё  cos ф ------ -— .

Внеся в уравнение (1) заданное значение скорости

(1)

найдем

v  =  у  ■v20 +  2 g r  (cos фо — cos ф), 

R  ~  3m g  cos ф — 2m g  cos ф0 -----

М одули искомого давления N  и реакции R  равны, причем N  — —R .
Задача 8.15. Человек массы т  качается на качелях, которые 

колеблю тся вокруг оси г, перпендикулярной плоскости рисунка, по 
закону  ф =  фх sin k t  +  ф3 sin 3kt, где ф! и ф3 — положительные 
постоянные.

Определить давление человека на качели в момент прохождения 
среднего положения. Ч еловека схематизировать в виде точечной 
массы, отстоящей от оси z на расстояние I.

Р е ш е н и е .  При колебаниях качелей человек движется по дуге 
окруж ности радиуса /. Проведем на рисунке главную нормаль «



О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  СИЛ ПО З А Д АН Н О МУ  Д В И Ж Е Н И Ю 25

и воспользуемся дифференциальным уравнением движения материаль
ной точки в проекции на главную нормаль п:

П

mwn =  S  F hn. ( 1)
*=1

К человеку приложена активная сила тяжести Р  =  m g  и нор
мальная реакция качелей R .  Вычислим сумму проекций этих сил 
на ось п:

2  Fhn =  R  — mg cos q>. (2)

При движении по дуге окружности

ш„ =  /(о2 =  /ф2. (3)
Возьмем производную угла поворота ф 

по времени:

ф — k  (фх cos kt +  Зф3 cos 3kt). (4)
Подставив результат (4) в формулу (3),

П0ЛУЧИМ К задаче 8.15.
wn — Ik2 (ф! cos kt +  Зфз cos 3kt)2. (5)

Воспользовавшись выражениями (2) и (5), представим уравне
ние (1 ) в виде

m lk2 (ф! cos kt +  Зфз cos 3kt)2 — R  — m g  cos ф. (6)

Решив уравнение (6) относительно R ,  найдем
R  — >ng cos ф +  m lk1 (ф! cos kt  +  Зф3 cos 3k t)2. (7)

В момент прохождения среднего положения угол поворота ф 
равен нулю. Этому значению ф соответствует ряд значений моментов 
времени, наименьшее из которых равно нулю (действительно, при 
t — 0 из уравнения Ф == Ф1 sin kt  +  ф3 sin 3kt  следует, что ф0 =* 0). 
Поэтому, подставив в формулу (7) t =  0, и ф =  0, получим

R 0 =  mg +  m lk2 (ф, +  Зфз)2, (8)

причем в среднем положении качелей нормальная реакция^ направ
лена по вертикали вверх. Искомая сила давления равна по* модулю 
реакции и направлена противоположно, т. е. по вертикали вниз.

Если человек и качели находились в покое, то в среднем поло
жении сила давления равнялась бы силе тяжести Р  =  m g  человека. 
За счет колебаний качелей, сила давления оказывается' больше на 
величину m lk2 (фх +  Зф3)2 (см. формулу (8)).

Задача 8.16. М атериальная точка массы пг движется под дей
ствием центральной силы по логарифмической спирали, уравнение 
которой имеет вид г =  ае~х^, где а и X — постоянные величины.

Определить закон изменения центральной силы.
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Р е ш е н и е .  Воспользуемся формулой Бине [(4*) § 2 ]

d<p2 \  г } ' г 4тС* г

У равнение логарифмической спирали запишем в виде

 ̂ gk<i> 
г а '

В зяв вторую производную по ф, находим

dy* \  r } ~  а ~  г *

Подставив это значение в формулу Бине и решив уравнение относи
тельно F,., получим

где А  =  4ttiC2 (1 +  А,2). З н ак  минус указывает, что центральная 
сила, вызывающая движение материальной точки по логарифмиче
ской спирали, является силой притяжения. Эта сила обратно про
порциональна кубу расстояния от неподвижного центра.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 
26.9, 26.12, 26.15, 26.17, 26.22, 26.29, 26.30, 26.32.

§ 3. Определение движения по заданным силам 
(обратная задача динамики материальной точки)

Д аны  силы F u  F 2, . . . ,  F n, приложенные к материальной точке 
массы т ;  требуется определить закон движения точки. Д ля этого 
следует проинтегрировать систему дифференциальных уравнений 
движ ения, соответствующих избранной системе отсчета.

Т ак , если задача реш ается в проекциях на оси инерциальной 
системы декартовых координат, то 'интегрированию  подлежит си
стема дифференциальных уравнений движения:

т х =  £  Fhx, т у  —  2  Fhy, m z =  £  Fhz. (1*)
к= 1 fc=l k=l

В результате интегрирования этой системы определяют закон 
движ ения точки в декартовых координатах, т. е.

л' = h (/), y = h (0. 2 = /3 (t).
Реш ение обратных задач, связанное с интегрированием системы 

дифференциальных уравнений ( 1 *), представляет иногда значитель
ные трудности и часто не может быть выполнено в квадратурах.

В этих случаях приходится систему (1*) решать приближенными 
методами, в частности, для этих целей можно использовать вычисли
тельны е машины.
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Так как система (1*) достоит из трех дифференциальных уравне
ний второго порядка, то при ее интегрировании появляю тся шесть 
произвольных постоянных: Сь С2, С3, С4, С6 и Св. Д л я  их опреде
ления в условие задачи должны быть включены дополнительные 
данные, называемые начальными условиями движения.

Начальные условия движения материальной точки определяю т 
положение точки и ее скорость в некоторый фиксированный момент 
времени. Положение точки определяется тремя координатами х, у, 
г, а скорость точки — тремя проекциями скорости х ,  у ,  z\ таким 
образом, начальные условия имеют вид 

при t =  t0

х  =  х 0, у — Уо, г — г0 (положение точки),

х  =  х 0, у =  Уо, z  =  z 0 (скорость точки).

(Часто эти условия задаются для начального момента времени 
t =  0.) В результате подстановки начальных условий движения 
в первые и вторые интегралы системы ( 1 *) образуется система шести 
уравнений для определения шести неизвестных Съ С2, ...,  Св.

Если движение материальной точки происходит в плоскости ху, 
то число дифференциальных уравнений движения равно двум, 
а число начальных условий — четырем: 

при t =  t0

х  — *0, У ~  Уо (положение точки), 

х  =  х 0, у  — Уо (скорость точки)

(в данном случае z 0 =  z„ — 0).
Если материальная точка движется прямолинейно, то при на

правлении оси х  вдоль траектории получим одно дифференциальное 
уравнение движения и два начальных условия: 

при t =  t0
х  =  х0 (положение точки), 

х  =  х 0 (скорость точки).

Силы, приложенные к материальной точке, могут быть:
1 ) постоянными силами (например, сила тяжести при движении 

материальной точки вблизи земной поверхности);
2) силами, зависящими от времени (например, периодически из

меняющиеся силы, вызывающие колебания материальной точки);
3) силами, зависящими от положения точки (например, силы 

притяжения и отталкивания, силы упругости пруж ин, упругих 
нитей и т. д.);

4) силами, зависящими от скорости точки (йапример, силы сопро
тивления движению точки).
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В более общем случае силы являю тся функциями времени, поло
ж ени я, скорости и ускорения точки. Тогда система уравнений (1*) 
имеет вид

тх  =  F ,  (t\ х, у, z, х,  у, г, х,  у,- г), 

ту =  F y (t\ х, у, г, х, у, z, х,  у,  г), 

mz =  F z(t\ х, у, г, х, у, г, х ,  у,  г).

У к а з а н и е .  Обратные задачи динамики материальной точки 
рекомендуется решать в следующем порядке:

1 ) выбрать систему координат;
2 ) записать начальные условия движения точки;
3) изобразить на рисунке активные силы и реакции связей, при

ложенные к материальной точке;
4) составить дифференциальные уравнения движения материаль

ной точки;
5) проинтегрировать систему дифференциальных уравнений дви

ж ения. Использовав начальные условия движения, определить 
постоянные интегрирования;

6) воспользовавш ись уравнениями движения материальной точки, 
полученными в предыдущем пункте, определить искомые величины.

При составлении дифференциальных уравнений движения надо 
рассматривать материальную  точку в текущем положении.

В случае движения свободной материальной точки удобно поль* 
зоваться системой осей декартовых координат. При криволинейном 
движении несвободной материальной точки часто проще решать 
задачу в проекциях на оси натурального триэдра.

При движении материальной точки под действием центральной 
силы F  удобно пользоваться дифференциальными уравнениями дви
жения в полярных координатах или формулой Бине

=  Tariff8 \  г J ' г 4тС'1 г

(СМ. § 2 ) .
Д л я  осущ ествления прямолинейно'го движения материальной 

точки, необходимо и достаточно, чтобы начальная скорость точки 
и равнодействую щ ая сил, приложенных к этой точке, лежали на 
одной прямой.

Д л я  осущ ествления движ ения материальной точки в плоскости 
необходимо и достаточно, чтобы начальная скорость точки и равно
действую щ ая сил, приложенных к точке, лежали в этой плоскости.

Задача  8 .17 . В результате полученного толчка кирпич начал 
скользить вниз с начальной скоростью vQ =  2 м/с по неподвижной 
ленте конвейера, расположенной под углом а  =  30° к горизонту.

О пределить путь s, пройденный кирпичом за промежуток вре
мени т =  2 с, если коэффициент трения скольжения кирпича о ленту 
конвейера равен /  =  0,4. Кирпич считать точечной массой.
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Р е ш е н и е .  Направим ось х  вдоль наклонной ленты кон
вейера вниз. Возьмем начало отсчета на оси х  в начальном положе
нии кирпича, рассматриваемого как материальная точка.

Н ачальная скорость направлена вдоль оси х  вниз. Следова
тельно, начальные условия дви
жения имеют вид

при t — 0 х  — 0 , х  =  v0.

К  кирпичу, являющемуся не
свободной материальной точкой, 
приложена одна активная сила — 
его сила тяжести Р  — mg.  Приме
нив закон освобождаемое™ от свя
зей, отбросим мысленно наклонную. х  
ленту конвейера, заменив ее дей- К задаче 8.17.
ствие на кирпич соответствующей
реакцией. Эта реакция имеет две составляющие: нормальную  со
ставляющую R ,  перпендикулярную  к плоскости ленты, и силу 
трения скольжения F T.C кирпича о ленту конвейера, направленную  
в сторону, противоположную движению, т. е. вдоль ленты конвейра 
вверх.

Запишем дифференциальное уравнение движения материальной 
точки в проекции на ось х:

П

т х = %  Fhx.
А—I

В данном случае получим
m x — m g  sin а  — FTi с.

Так как по закону сухого трения FT C — f N  =  fm g  cos а ,  то после 
сокращения на т  находим

х  =  g  (sin a  — f  cos a). ( 1 )

Д ля интегрирования дифференциального уравнения движ ения заме
ним х  на dx/d t.  После отделения переменных получим

dx  =  g  (sin a  — /  cos a) dt.

Проинтегрировав, имеем
x  =  g  (sin a  — /  cos a) t +  Cx. (2)

Соотношение (2) является первым интегралом дифференциального 
уравнения движения (1). Д ля  определения постоянной интегрирова
ния Ci подставим в уравнение (2) начальное условие движ ения (при 
t =  0 х  =  у0), откуда следует, что CL =  v0. Полученное значение Сг 
внесем в уравнение (2):

х  =  v0 +  g  (sin а  — /  cos a) t. (3)
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Д л я  определения закона движения кирпича заменим в уравне; 
нии (3) х  на dx/di.  После отделения переменных находим

dx — v0 dt  +  g  (sin a  — f  cos a )  t dt.
П роинтегрировав, получим

x  *=* v0t g  (sin a  — /  cos a) t2 -j- C8. (4)

П остоянная интегрирования C2 определяется после подстановки в (4) 
начальны х условий движения (при t ■** 0 х  =* 0), откуда имеем, что 
С2 == 0. Внося это значение С2 в (4), получаем уравнение движения 
кирпича

х  =  v4  -y  g  (sin a  — f  cos a) I2. (5)

Д л я  определения искомого пути s, пройденного за т секунд, сле
дует в уравнении (5) положить t — т. Тогда

; 1'ох  +  4 - g  (sln a  — /  cos a) t 2

После подстановки численных значений получим s =  7,02 м.
Задача 8 .18 . Груз массы т, находившийся в покое на гладкой 

горизонтальной плоскости, начинает двигаться под действием гори
зонтальной силы, проек
ция которой на направлен
ную по горизонтали на
право ось х  равна F.

а  =  н  sin гл е Н и  k— посто- 
Р янные положительные ве-

„  0 , 0  Л И Ч И Н Ы .К задаче 8.18. , ,  ,Наити закон движения
груза.

Р е ш е н »  е. Возьмем начало отсчета на оси х  в начальном 
положении груза. У читывая, что в начальный момент груз нахо
дился в покое, запишем начальные условия движения:

при / -= б * — 0, jc*“* 0 .

К  грузу  приложены следующие силы: Р  — сила тяжести груза, 
F  — движ ущ ая сила, R  — нормальная реакция горизонтальной 
плоскости, Р  — mg.

Д ифференциальное уравнение движения груза в проекции па 
ось х  имеет вид

т х —  F,  или X =  sin kt.
г

Т ак как  х  =  dM dt,  то, отделив переменные, имеем

d x  — —  sin kt dt, m  ’
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откуда

*  =  — Ж  cos kt +  Cv  (1)
Подставив в (1) начальное условие (при t =  0 к  =  0), находим, 

что Ci =  H g !{Pk). Уравнение (1) после внесения в него значения С\ 
принимает вид

х  =  — г--------- Г cos kt. (2)m k m k  ' '

У читывая, что х  =  dx/dt, отделяем в уравнении (2) переменные

dx  == dt — cos kt dt. m k M k

Интегрирование приводит к результату:

х — § й ‘ — ш - я а Ы  +  с -  . <8>

Д ля  определения С2 подставляем в (3) начальное условие движе
ния (при t — 0 х  =  0), откуда следует, что С2 =  0. Следовательно, 
искомое уравнение движения груза имеет вид

T sin*0* (4)
К ак  видно из уравнения (4), на равномерное движение груза, 

происходящее по горизонтали направо со скоростью H/(mk),  накла
дывается колебание с амплитудой а =  H/(mk2) и периодом Т  =  2n/k.

. Просмотрев внимательно решение этой задачи, можно обнару
жить, что равномерное прямолинейное движение груза является 
следствием соответствующих начальных условий движ ения. Н е
трудно подобрать начальные условия движения, при которых груз 
совершал бы только колебательное движение. Д л я  этого постоянная 
интегрирования Ct должна в уравнении (1) обратиться в нуль. Из 
уравнения ( 1 ) при t — 0 и Ci =  0 получим х 0 — — H/(mk).

Следовательно, если 0ы в условии задачи было указано, что 
в начальный момент грузу сообщили налево скорость, равную  по 
модулю Hl(mk),  то уравнение (2) приняло бы вид

н  и,х  -- ---------— cos kt,mk

а уравнение движения груза — соответственно
н  ■ и,х  = ------- гт sm kt.m k2

И так, от величины начальной скорости зависит характер  движе
ния груза. Так как в данной задаче начальное положение груза 
не было оговорено, то мы выбрали начало отсчета на оси х  в началь
ном положении груза и, таким образом, получили х 0 =  0. При
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выборе начала отсчета на оси х  в другой точке мы получили бы 
х0 Ф  0. Тогда на основании уравнения (3) С2 =  х0, и в формулу (4) 
войдет дополнительное слагаемое х0. Итак, в данной задаче от выбора 
начала отсчета зависит лишь величина постоянного слагаемого, ко
торое на характер движения груза не влияет.

Задача 8 .19. К твердому телу массы т, могущему двигаться 
вдоль оси х, приложена сила отталкивания, проекция которой на 
ось х, направленную  по горизонтали направо, равна 5 Л =  к2тх, где

k2 — постоянный коэффи-

0\~л _____х

К задаче 8.19.

ииент, х  — абсцисса, опре
деляющая положение твер
дого тела. (Сила отталки
вания направлена вдоль 
оси х.) В начальный мо
мент твердое тело находи
лось в покое на расстоя
нии а от начала отсчета.

Найти закон движения твердого тела, считая его точечной массой. 
Затем решить эту задачу с учетом силы трения скольж ения, если 
коэффициент трения скольжения равен /.

Р е ш е н и е .  Изобразим твердое тело на расстоянии х  от на
чала отсчета О. По условию задачи начальные условия движения 
имеют вид

при / =  0 х  =  а, х  =  0. (1)

К твердому телу приложены следующие силы: Р  — сила-тяжести 
груза, R  — нормальная реакция гладкой горизонтальной пло
скости, S  — сила отталкивания, направленная от точки О  направо.

Дифференциальное уравнение движения твердого тела в проек
ции на ось х имеет вид

m x  =  S x.
Так как S v =  k2mx, то

х  — k2x  — 0 . (2)

Д ля  реш ения дифференциального уравнения (2), являющегося 
линейным уравнением второго порядка с постоянными коэффициен
тами без правой части, составим соответствующее характеристическое 
уравнение

К2 —  к2 «= 0,
откуда

^  zt:k-

Учитывая, что корни характеристического уравнения оказались 
вещественными, запишем реш ение уравнения (1 ) в виде

х  —  Схем +  C2e~kt. (3)
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Д ля определения постоянных интегрирования С i и Сг надо иметь 
два уравнения. Дифференцируя х  по I, получим

х  =  C1kekt — C.1ke~kt. (4)
Подставив начальные условия (1) в выражения (3) и (4), а затем 
решив полученную систему уравнений, находим, что Сг =  С2 =  а /2 . 
После подстановки значений и С2 в (3) приходим к искомому за
кону движения твердого тела:

х = ~ { e k l -\- e-ki), (5)

который с помощью гиперболического косинуса угла k t  можно 
записать в виде

х  =  a ch kt.
Предположим теперь, что горизонтальная плоскость является 

негладкой. Рассмотрим влияние силы трения скольж ения на движение 
твердого тела, если коэффициент трения скольж ения равен f.

К  силам Р , S  и R ,  приложенным к твердому телу, добавляется ' 
сила трения скольжения / у „  =  fP ,  направленная в сторону, про
тивоположную движению, т. е. по горизонтали палево. При этом 
F T, с войдет в правую часть дифференциального уравнения движ е
ния со знаком минус. Дифференциальное уравнение (2) примет вид

х  — k2x  =  — fg.  (6)
Общее решение х  этого неоднородного линейного дифференциаль

ного уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами 
равно сумме общего решения х г соответствующего однородного урав
нения и частного решения х 2 уравнения с правой частью, т. е.

х  — х г -Ь дг2. (7)

Общее решение х х дается выражением (3). Учитывая, что правая 
часть уравнения (6) является постоянной, ищем частное реш ение 
в виде постоянного, т. е. х 2 =  А .  Подставив это значение в у р ав 
нение (6), находим, что х2 =  А — fg /k 2. И так, в соответствии с фор
мулой (7), общее решение имеет вид

х  =  С]_ем +  C $ r kt +  -jjf-. (8)

Д ля  определения постоянных интегрирования Сг и 0 2 вычислим:

- C J u r * .  (9)
Подставив в (8) и (9) начальные условия (1) и решив полученную  
систему уравнений, находим С\ — С2 =  V2 (а — fg /k 2). Внося зн а
чения Cj и С2 в уравнение (8), получим искомое уравнение движ ения 
твердого тела

* =  т  ( а ~  - w )  <ekt +  e_w) + -ж *  10>
2 М. И. Бать и д р .,  т. II
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Сопоставление формул (10) и (5) приводит к выводу, что при 
наличии силы трения скольжения движение твердого тела будет 
соверш аться медленнее. Действительно, скорость тела в первом 
случае (без трения) равна х  — ak  sh kt, а во втором (с трением) 
х  =  (а — fg /k 2) sh kt.  Т ак как коэффициент (а — fg /k 2) меньше а, 
то движение во втором случае происходит медленнее, чем в первом.

Интересно отметить, что при а — fg /k2 — 0, т. е. при значении 
коэффициента трения скольжения

/  =  - f L . ( Н Г

уравнение движ ения (10) принимает вид

Значит, твердое тело находится в покое. Это легко объяснить. 
Действительно, при f g  5 » ak2 имеем

fP  :== k2ma. (12 )
Т ак как fP  =  F C T, a k2ma  равно модулю силы отталкивания F  
в начальном положении твердого тела при х  =  а, то неравенство (12) 
показывает, что модуль силы отталкивания меньше модуля силы 
трения скольж ения. Следовательно, сила отталкивания не может 
нарушить покой твердого тела. (Предполагаем, что коэффициент 
трения скольжения при движении равен коэффициенту трения сколь
ж ения при покое.)

Задача 8 .20 . Груз массы т  прикреплен к правому концу пру
жины, левый конец которой закреплен в стене. В начальный момент

А 0
Ё> МЛЛЛДЛЛЛАЛЛ1Л\/ЛЛ Г

л

1»■ vVVVVVVVVVV vVWVv у 1 *
Ь ш / Ш ш / ш ш , Ш /Ш // /Ш  

-1 х  »
Ф / Ш / /Ш

р

К задаче 8.20.

пруж ина не была деформирована, а грузу, лежащему на горизон
тальной плоскости, посредством толчка сообщили начальную ско
рость v0, направленную  по горизонтали направо. Ось х  направлена 
вдоль оси пружины , причем начало отсчета находится в правом 
конце недеформированной пружины.

Найти наибольшее смещение груза, если проекция силы упру
гости пружины равна Fx =  — а х  — р*8, где х  — удлинение пру
жины, а а  и Р — постоянные положительные коэффициенты. Силой 
трения скольж ения груза о горизонтальную  плоскость и массой 
пруж ины  пренебречь.



Р е ш е н и е .  Запишем начальные условия движения груза:
при / == 0 х  =  0 , х  — v0.

Изобразим груз во время движения смещенным по оси х  направо. 
При этом пружина растянется на х. Сила упругости пруж ины  F  
направлена по горизонтали налево. Ее проекция на ось х  равна 
Fx =  — (ал: +  Рх8).

К  грузу приложены следующие силы: Р  — сила тяжести гр у за , 
R  — нормальная реакция горизонтальной плоскости, F  — сила 
Упругости пружины; Р  =  mg.

Составим дифференциальное уравнение движения груза в про
екции на ось х:

т х  =  — а х  — рх3. • ( 1 )

Это нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка. Инте
грирование уравнения ( 1 ) для определения уравнения движения 
Груза х — f  (t) связано с вычислительными трудностями. Вместе 
с тем вычисление наибольшего смещения можно легко осуществить, 
так как для этого достаточно найти зависимость между х  и х  и, 
приравняв затем в крайнем положении груза х  нулю, определить 
искомую величину. Умножим левую и правую  части дпфферен-

d хциального уравнения ( 1 ) на dx  и, учитывая, что х  dx — dx —
*= х  dx ,  запишем:

m x dx — — (ах  +  Рх3) dx.

Проинтегрировав это уравнение, находим:

т "Т" = -----1 Г~ — С- . (2)
В начальный момент времени х — О и х, =  и0. Следовательно, С =  

2
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— т ~ .  Теперь уравнение (2) принимает вид

хг oj ах3 fix* ,0.
m - - m - f  = ------2 4 ’ (3)

(К уравнению (3) можно непосредственно прийти с помощью теоремы 
об изменении кинетической энергии материальной точки; см. ниже, 
главу IX , § 7.)

В момент, соответствующий наибольшему смещению о, скорость 
груза равна нуЛю. Поэтому подставим в уравнение (3): х  =  а, х  =  0. 
Получим биквадратное уравнение относительно искомого смещения а:

а4 +  2 - J -  а2 -  2 - j -  v20 =  0 .

Решив это уравнение, находим 

Р
а = - ^  У р ( | / а 2 + '2 г ф 1  — а )  .



3 6  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  Д И НА М И К И  ТО Ч К И  [Гл. VI I I

Задача 8 .21 , В момент выключения двигателя моторная лодка 
массы т  имела скорость v0.

Через какой промежуток времени скорость лодки станет в три 
раза  меньше начальной, если проекция на ось х  силы сопротивления 
воды движению лодки равна Fx =  — а х  —  Р*2, где х  — проекция

скорости лодки, а  и Р —
__ ^  постоянные положительные

g g g g y _____  а? величины. Ось х  направлена
• ■==-' по горизонтали направо в сто-

— • ■— • рону движения лодки. Вы*
----------—-------- • числить такж е путь, прой-

денный лодкой за этот про* 
К задаче 8.21 . межуток времени. Лодку'

считать точечной массой. 
Р е ш е н и е .  Возьмем начало отсчета на оси л; в начальном 

положении лодки. Н ачальные условия движения лодки имеют вид
при t — О х  =  0 , х  =  v0.

Изобразим силы, приложенные к лодке: Р  — m g  — сила тяжести 
лодки, R  — суммарная нормальная реакция воды, Р  — суммарная 
сила сопротивления движению, направленная в сторону, противо
положную  движению лодки, т. е. по горизонтали налево.

Составим дифференциальное уравнение движения лодки в про
екции на ось х:

т х  =  Fx\

так  как по условию Fx =  — а х  — р * 2, то

т х =  — а х  — р*2. ( 1 )
Заменив в уравнении (1) х  на dx /d t  и отделив переменные, получим

т — « r h w = ~ dt- (2)
И нтегрируя дифференциальное уравнение (2) и учитывая, что

' I ‘ Р
irfa +  P-*) a  (a +  Pjc) ’

будем иметь:

~  -^ C -  (3)

И спользовав в уравнении (3) начальное условие движения (при / =  О 
х  =  v0), находим, что

С =  — In-a  a  +  ру0 • 
Следовательно, уравнение (3) принимает вид

< a= _g_ln . . (4)(а +  Ри0) х
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Уравнение (4) определяет зависимость между проекцией скорости 
лодки х  и временем t. После подстановки в (4) t =  Т, х  — v0/3  опре
делим искомый промежуток времени Т, по истечении которого ско
рость лодки стала в три раза меньше начальной:

т = — г in з а + ; - р° . 
а  а  +  р̂ о

Д л я  определения пути s, пройденного лодкой за промежуток 
времени Т,  вернемся к дифференциальному уравнению (1). Умножим

dx
его на dx. Учитывая, что х  dx =  dx  =  х  dx ,  после отделения 
переменных получим

пг — d*Q . =  —dx.

Проинтегрировав это уравнение, будем иметь
mт In (а +  рх) =  — х  +  С. (5)

Так как в начальный момент х  =  0 и х  =  v0, то С In (a -f- Ру„)-
После подстановки значения С в уравнение (5) получим

______m «  +  1Ч
* ~  Р п а  +  $х ' @)

Д ля определения искомого пути s, пройденного лодкой от началь
ного момента времени до момента, соответствующего уменьшению 
начальной скорости в три раза, надо в уравнение (6) подставить: 
х  — s, х  =  v0/3. Тогда

с _ ^ _ , п  3 (а +  Р°о) 
р За +  К  •

Интересно отметить, что при заданной силе сопротивления дви
жению лодка никогда не остановится. Д ействительно, подставив 
в уравнение (4) х  =  0 и t =  т, получим т =  оо.

Предел соответствующего пути, пройденного лодкой, мож но 
определить из уравнения (6). Учитывая, что пройденный путь s =  
=  lim * и lim  jt =  О, находим

/-►ОО /-►оо

s — Т 1" ! 1 + 4 ' у° ) '
Задача 8.22. Измерение глубины реки производится с помощью 

груза, опускаемого на тросе в воду до дна реки. При опускании 
груза со скоростью у0 трос оборвался и груз достиг дна через Т  
секунд после момента обрыва троса.

Определить путь Н, пройденный грузом до дна реки, если про
екция на ось х  силы сопротивления воды движению гр у за  равна 
R x =  —km x,  где m  — масса груза, х  — проекция его скорости 
на ось х, k  — постоянный положительный коэффициент. Ось х
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направлена по вертикали вниз. Силой выталкивания груза из воды 
пренебречь.

Р е ш е н и е .  Возьмем начало отсчета О в положении груза, 
соответствующем моменту обрыва троса. К  грузу приложены сле
дующие силы: Р  — сила тяжести груза, R  — сила сопротивления 
воды движению груза, направленная в сторону, противоположную 

движению, т. е. по вертикали вверх.
— - { - г - ^ - т а  Составим дифференциальное уравнение дви- 

~  жени я груза в проекции на ось х\- -  - -о*

~  ~  ~ R

■---------- Q

------р

т х  =  Р  +  R x. 

Так как R x =  —km x,  то
х  =  g  — kx .

(1)

(2)
Таково дифференциальное уравнение движения 
груза, которое следует дважды проинтегриро
вать для определения пути, пройденного грузом. 
Заменив в уравнении (2) х  на dx/d t  и отделив

dxЖ & Ш  переменные, имеем:
g — kxт =  dt. После интегри-

х
рования находим 

1
К задаче 8.22. (3)

Д л я  определения постоянной интегрирования Съ подставив 
в уравнение (3) t =  0 и х  =  v0, получим, что Cj — — In (g — kv0). 
Внеся это значение Сх в уравнение (3), найдем

i - l n  8 - kv» k g — kx ■t,
откуда

x  k (4)

Уравнение (3) устанавливает зависимость проекции скорости 
гр у за  от времени. Заменив в уравнении (4) х  на dx/dt и отделив 
переменные, получим

dx — -sj-dt
R.

П осле интегрирования имеем

-*ZL*2L e -« d /.

x  =  T t +  A:r - e' kt +  C2- (5) 

g —  to p
A2

П одставив в это равенство t =  0 и х  =  0, найдем, что Са =
В неся это значение С2 в выражение (5), получим закон движения 
груза:

S1 п  fl<(
1) . (6)* = JTrt +  j L ^ L {e-»‘
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Д ля определения пути Н, пройденного грузом до дна реки за 
промежуток времени Т, надо в уравнение (6) подставить t  =  Т,  
х  =? Н. В результате получим, что

я = т
-кТ

ю —

Задача 8 .23 . Парашютист в момент раскры тия параш ю та имел 
скорость ив, направленную вертикально вниз. Найти уравнение дви
жения парашютидта, если проекция на ось х  силы 
сопротивления движению равна R x — —k2m x 2, где 
m  — масса парашютиста, х  — проекция на ось х  
его скорости, k  — постоянный коэффициент. Ось х 
направлена по вертикали вниз.

Д вижение парашютиста рассматривать как дви
жение материальной точки.

Р е ш е н и е .  Возьмем начало отсчета на оси х  
в месте раскрытия парашюта. Запишем начальные 
условия движения:

при t — О х  — 0 , х  =  v0.

Изобразим материальную точку во время движения 
на расстоянии х  от начального положения. Силу 
тяжести парашютиста обозначим через Р  =  m g.
К парашютисту приложены следующие силы: Р  — 
сила тяжести, R  — суммарная сила сопротивления 
движению, направленйая в сторону, противопо
ложную движению, т. е. по вертикали вверх.

Составим дифференциальное уравнение движения в проекции 
на ось х :

m x  =  Р  +  R x.
Так как R x — — k 2m x 2, то

х  — g  —  k2x 2. ( 1 )

Таково дифференциальное уравнение движения.
Записав х  =  d x ld i  и отделив в уравнении (1) переменные, находим

К задаче 8.23.

dx
• о d t .

g —  k * x *

Интегрируя уравнение (2) и учитывая, что
1 1 /  1

(2)

получим
\Tg - k x ) '  

V g + k x  ^



Подставив в уравнение (3) начальное условие (при / =  0 х  — у0)» 

получим, что Ci =  In kv° . Теперь уравнение (3) принимает
V  g  —  koо

вид

2 k V g U(If  g + H) (V g — ki)
Реш ив это уравнение относительно х ,  получим

^  __ V I  (V I  +  kv0) e2k _  (рЛ~ _  k0(j)

к (Vg + H ) e2k v~61 +  (V I  — ko0) *
или

л =  Kj- V I  У** -  l) + fan (e™ y*<+l)
k П  +  l ) +  kv0 (e 2̂ i ' _ l )  * W

Д л я  интегрирования уравнения (4) следует заменить х  на dx/dt  и 
отделить переменные.

Ввиду того, что правая часть уравнения (4) имеет громоздкий вид, 
затрудняю щ ий интегрирование, запишем уравнение (4) в гиперболи-

* ческих функциях, воспользовавшись формулами
е2г +  1 =  2е2 ch z, е2* — 1 =  2ег sh г.

Теперь уравнение (4) принимает вид

х  _  У я  V I  sh (k V g  t) +  kv0 ch (k V g  t)
k V g  ch (k V g  t) +  to0 sh (k V g  0  *

откуда

. _  V I  У ё  sh (k V g  t ) +  kv0 ch (k V g  t) , ,

к V% ch (k V g  t) +  kv0 sh (k V g  t)

Нетрудно видеть, что числитель дроби, стоящей в правой части 
уравнения (6), является производной от знаменателя, деленной на 
k  V  ё- Поэтому получим

X = - ^ - \ г \ [ У g c h { k  Y h  t)  +  kv0 sh (k y f g  /).] +  C ,  (7)

П одставив в уравнение (7) начальное условие (при / =  0 х  =  0), 
видим, что С2 — — In V  ё- После подстановки найденного'зна
чения С2 в уравнение (7) получим искомое уравнение движения 
параш ю тиста:

4 0  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  Д И Н А М И К И Т ОЧ К И  !Гл. VI I I

(8)

Определим величину, к которой стремится скорость парашютиста, 
соверш аю щ его длительный спуск с большой высоты, т. е. вычислим 
предел х  при t-+  оо. Д л я  этого воспользуемся формулой (5). Разделив
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почленно числитель и знаменатель правой части на ch ( k l ^ g t ) ,  
находим _  _  _

х  _  V g - t h  ( k V g  t) +  koо
k V g  -f tovth ( k V I  t) ' -

Учитывая, что l im th ( f c ] /g O  =  1, получим, что
f-+-oo

lim x
t ->oc *

т. e. при длительном спуске движение парашютиста приближается 
к равномерному со скоростью, не зависящ ей от начальных условий 
движения. Предельное значение проекции скорости д:пр =  l i m i

t  ->ос
можно найти из следующих простых соображений. При спуске' 
парашютиста сила сопротивления будет возрастать по модулю и 
в пределе она уравновесит его силу тяж ести, т. е.

m k2x  пР =  mg.
Отсюда

Задача 8 .24. Вертикальный спуск парашютиста происходит без 
начальной скорости с высоты Я  при наличии силы сопротивления, 
указанной в условии предыдущей задачи.

Определить скорость парашютиста в момент приземления.
Р е ш е н и е .  Д ля  определения скорости парашютиста в момент 

приземления нецелесообразно повторить решение предыдущей задачи, 
так как при интегрировании по времени мы находим проекцию ско
рости х  и координату х  в виде функций времени. Пришлось бы из 
уравнения движения определить момент времени Т,  соответствующий 
спуску на высоту Я , затем полученное значение Т  подставить в х  
для определения искомой скорости.

В данной задаче удобнее получить х  в зависимости от х, т. е. 
выразить проекцию скорости параш ютиста в зависимости от его 
положения х  и затем, подставив х  =  Я , определить искомую ско
рость V.

Д ля определения зависимости х  — f  (х) следует применить прием, 
заключающийся в умножении левой и правой частей дифференциаль
ного уравнения движения на dx. Этот прием эффективен, так  как 
при этом нужно интегрировать дифференциальное уравнение движ е
ния только один раз (в предыдущей задаче для определения закона 
движения * =  / ( / )  мы осущ ествляли интегрирование дважды).

Д ля  применения указанного выше приема запишем дифферен
циальное уравнение (1 ), полученное при решении предыдущей задачи, 
в виде

x d x  — (g — k?x2) dx. ( 1 )



У читывая, что х  d x  =  —  dx  =  x d x ,  и отделив переменные в уравне
нии ( 1 ), получим

- .*** =  dxg — k*x 2 иЛ‘
Проинтегрировав это уравнение, находим

1
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2k2 In (g  -  k2x 2) =  x - \ - C .  (2)

В начальном положении парашютиста, т. е. при х  — 0, скорость его, 
по условию  задачи, равнялась  нулю, т. е. х  =  0. Внося эти значения 
в уравнение (2), находим, что

С  =  2р ~  8 ‘

После подстановки полученного значения С уравнение (2) принимает 
вид

* • I n ----------- =  Xп_ hiri л >2k2 g — k2x2
откуда

*  =  (3)

У равнение (3) определяет проекцию скорости парашютиста в зависи
мости от его положения.

Д л я  нахождения скорости парашютиста в момент приземления 
надо в уравнение (3) подставить х — Н, х  =  V. Тогда

" =  f

К ак было указано, тот же результат, но более громоздким способом 
можно получить с помощью формул, выведенных при решении 
предыдущей задачи. Действительно, запишем формулы (5) и (8), 
полученные в предыдущей задаче, положив в них и0 =  0. Тогда

* =  - £ L . t h  { k / J t ) ,  (4)

J j-ln ch  ( A / i O -  (5)

Обозначив через T  продолжительность спуска парашютиста с высоты
Н , из формулы (5) имеем

ch { к у Г ^ т ) = е к' н .

Т ак  как  th (k уГg  7") =  h2 ^  — — , то 
v r s  '  ' ch ( k V g T )  ’

i h { k / g T ) ^ Y  . , „ .(б)
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Искомую скорость определим из формулы (4), положив в ней t  =  Т# 
& =  V, Воспользовавшись формулой (6), находим

V== - L - /  g ( i

Задача 8 .25. Л ы ж ник массы

0-2к1Н)•
т  совершает из состояния покоя 

спуск с горы, двигаясь по прямолинейному участку длиной А В — L,  
расположенному под углом а  к горизонту.
Затем движение происходит по дуге 
окружности ВСО  радиуса г с центральным 
углом, равным 2а (см. рис. а). Прямоли
нейный участок А В  является касатель- 
ной к дуге окружности в точке В.

Определить скорость лыжника и давле
ние его на снег в точках В , С и О. Сила 
сопротивления движению на прямоли
нейном участке пропорциональна квад
рату скорости и по модулю равна R  =
=  fcm v2, где т  — масса лыж ника, a k  — 
постоянный коэффициент. При движ е
нии по дуге окружности силой сопро
тивления пренебречь. Лыжника считать 
точечной массой.

Р е ш е н и е .  Д ля  изучения движения 
лыжника по дуге окружности ВСО  надо 
знать его начальную скорость <ов в точ
ке В. Эта начальная скорость одновре
менно является конечной при движении 
по прямолинейному участку А В ,  поэтому 
предварительно рассмотрим . движение 
лыжника на участке А В  и определим 
скорость v B.

К лыжнику приложены силы: Р  =
=  m g  — сила тяж ести, N  — нормальная 
реакция наклонной плоскости, R  — сила 
сопротивления движению. Направим на 
рис. б  ось I вдоль А В  и ось s перпенди
кулярно к А В .

Дифференциальные уравнения движ ения в проекциях на оси / 
и s имеют вид

m i  =  m g  sin а  +  R lt т§ =  N  — m g  cos a .
Учтя, что Ri  =  — k zm t2, а при движении вдоль А В  s =  0 и, значит, 
s  =  0 , получим

I — g  sin a  — kH2, N  =  mg  cos a .  (J)
Итак, при движении лыжника на прямолинейном участке А В  реак
ция N  постоянна.



Д л я  интегрирования первого дифференциального уравнения (1) 
»апишем начальные условия движения лы ж ника. Так как  движение 
начинается из состояния покоя из начала отсчета А  оси I, то

при t =  О / =  О, I =  0 .. (2)
Умножив это дифференциальное уравнение на dl и учтя, что t d l  =
— dl — I dl, запишем

ldl  =  (g sin а  — kH2) dl. (3)
О тделив переменные, получим

g  sin а  — кЧ2 “  d l ’

И нтеграл уравнения (4) имеет вид

-  ~ ^ г  In (g  sin а — k2l2) =  I +  Cx. (5)

П одстановка начальных условий движения (2) дает ' Ci =
= -----2F” ln( § sln a )' Внеся это значение Сх в уравнение (5), получим
зависимость между проекцией скорости I и положением лыж ника при 
движ ении на участке АВ:

/2 ==Jg sш о ц 1 _ е_2*г/) (б)

Д л я  определения скорости в точке В  остается подставить в уравнение 
(6): I =  L, I =  vB и решить его относительно vB. Получим

vB = - ^ - - / g s i n a ( l  — e-2k‘L) . (7)

Переходим к изучению движения лыж ника по дуге ВСО. Здесь 
удобно воспользоваться дифференциальными уравнениями движения 
в проекциях на оси натурального триэдра.

И зобразим на рис’, в лы ж ника в положении М  и построим оси т 
и п. Угол ф будем отсчитывать от радиуса BQ — к, фиксирующего 
начальное положение В  лыж ника. Д уговая координата а равна 
о — ^ В М  =  гф. Значит, проекция скорости на касательную т равна

vT =  а —  лф. (8)
К  лы ж нику приложены силы: Р  — его сила тяжести и нормальная 

реакц ия N.
Д ифф еренциальные уравнения движения в проекциях на оси 

натурального триэдра (2*) главы V I I I , § 1 в данном случае имеют вид

т =  mg sin (a — ф), т — ■ =  N — mg cos (a — ф).

И спользовав формулу (8), запишем
V2ГФ =  g  sin (a — ф), m —  =  N — mg  cos (a — ф). (9)
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Умножим первое уравнение (9) на dq> и учтем, что ф d(p —  dtp =» 
=  фе?ф. После интегрирования получим

=  - f -cos (а  — ф) +  С2. (10)

В начальном положении В  лыжника: ф =  0, а ф =  vBlr, где vB дано 
формулой (7), т. е.

Ф ■= 0, ф «= - ^ - - j / g s in a  (1 — e~2k' L) . (11)

Подставив начальные условия (11) в уравнение (10), получим С2 =« 
■=» П ~  e~2k‘L) — ^ -co sa . Внеся это значение С2 в урав
нение ( 10), находим

=  JL cos (а -  ф) - f  g ™rf  (1 -  e-2k'L) — -j-  cos а .  -

Учтя формулу (8), запишем зависимость скорости v лы ж ника при 
движении по дуге ВСО от угла ф:

v =  У  2 g r  [cos (а — ф) — cos а] +  gS^" ”  (1 — e~2htL) . ( 12 )

Д ля определения скорости лыж ника в точках С и О надо соответ
ственно считать ф =  а  и ф =  2а. Получим

vc =  Y 2gr (1 -  cosa) +  (1 -  e-2k‘L) ,
_________________  (13)

v0 =  У  g  sin a  (1 — e~2k,L) .

Сопоставив вторую формулу (13) с формулой (7), видим, что v0 — vB 
(конечно, решая эту задачу с учетом силы сопротивления, мы полу
чили бы и0 <  vB).

Переходим к определению модуля реакции N .  Реш ив второе 
уравнение (9) относительно N,  получим

V2N  =  mg  cos (a — ф) - \ - т  — . (14)

Д ля определения N B, N c и N 0 надо в формулу (14) подставить 
соответствующие значения скорости v и угла ф . Находим

/  , _ е - 2 * ч .  \
N b =  N 0 =  m g  ^cos a  -)------- ^ -----sin a  J ,

/ i _e~2k‘L \  ^
N c =  m g  ( 3— 2 cos a  -|-------- --------- sin a  1 .

Сопоставив вторую формулу (1) с первой формулой (15), видим, что 
в точке В  при переходе лыжника с прямолинейного на криволиней
ный участок траектории модуль реакции N B меняется скачкообразно
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от N B —  m g c os а  до N B =  ™ g { cos а 1 — е-2 k4i
rk2 ■sin Это проис

ходит за  счет появления в точке В нормального ускорения.
Искомые давления лы ж ника на снег равны по модулю соответ

ствующим реакциям (15) и направлены противоположно им.
Задача 8 .26. Камень, брошенный с берега в воду, коснулся по

верхности воды со скоростью v a П°Д углом а  к поверхности (см.
рисунок).

Найти уравнение движения 
камня в воде, если сила сопротив
ления воды R  =  —k m v ,  где т  — 
масса камня, k  — постоянный по
ложительный коэффициент. Оси 
х, у  изображены на рисунке.

Р е ш е н и е .  К камню, опу
скающемуся на дно, приложены две 
силы: Р  =  m g — его сила тяж е
сти, R — сила сопротивления во
ды, направленная по касательной 
к траектории камня, противопо
ложно его скорости.

Запиш ем начальные условия движения камня:
при 1 =  0 х  =  О, у  =  0 , х  =  v0 cos п., у  =  v0 sin а . ( 1 )

Составим векторное'уравнение его движения:
m w  =  Р  R .

Учтя, что w  =  г , Р  =  m g ,  R  =  —km v,  после сокращения на т 
найдем

г  — g  — kv.  (2)
Спроектировав векторное уравнение (2) на оси х н у ,  получим 

дифференциальные уравнения движения камня в проекциях на 
эти оси

х  =  — kx, y  =  g  — ky. (3)
Проинтегрируем первое дифференциальное уравнение (3), записав 

его в виде clx/dt =  —kx;  разделим переменные:

*iL =  - k d t .  (4)

Первый интеграл уравнения (4) имеет вид
In х  =  — kt +  Cj.. . (5 )

Подставив в уравнение (5) начальное условие ( 1 ): при t =  О 
х  =  v0 cos а ,  будем иметь Сх =  In v0 cos а .  Заменив в уравнении (5) 
Ci его значением, получим

In -v0 cos а - k t .



Решим это уравнение относительно х:
х  — и0 cos a - e ' kt. (6)

Если в это уравнение вместо х  подставить dxldt, разделить пере
менные и проинтегрировать, то найдем

х  —  — ^ - c o s a  -е~м -\-Сг. (7)

Д ля определения С2 подставим начальное условие (1): при t — О 
х  =  0. Найдем С2 =  v0 cos a/k .  Поэтому уравнение движ ения (7) 
окончательно примет вид

х  =  -у- cos a  (1 — e~kt). (8)

Перейдем к интегрированию второго дифференциального уравне
ния (3). П риняв во внимание, что у  =* dy/dt,  разделим переменные;

d\ .  =  dt. (9)g — ky  v '

Первый интеграл этого уравнения имеет вид

- ± \ n ( g - k y )  =  t +  C3. (10)

Подстановка в уравнение (10) начального условия (1): при / =  0 
у  ~  v0 sin а, дает

С3 = -----(g kvo sin сс).

После замены в уравнении (10) Сэ его значением и объединения 
логарифмов запишем:

k g — ky
Решим это уравнение относительно у-.

y =  * - ^ sinCT g-« . (И)

Заменив у  в уравнении ( 1 1 ) на dy/dt,  разделив переменные и 
проинтегрировав, получим

U = i ‘+ е-“+с.. (12)
Подставив в уравнение (12) начальное условие (1): при t — 0 

у  =  0, найдем С4 =  — (g — kv0 sina)/A 2. Окончательно уравнение 
движения ( 12) примет вид

у  =  t _  . g -  ftfrjjn « . ( 1 _  e-M). (13)

Искомые уравнения движения камня даю тся формулами (8) 
и (13).
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Задача 8.27* Кольцо А  массы т  надето на проволоку, изогнутую 
по дуге полуокружности радиуса р и расположенную в вертикальной 
плоскости. В начальный момент кольцу, находившемуся в верхнем

положении О, была сообщена по гори
зонтали влево начальная скорость v0.

Определить реакцию проволоки и 
скорость кольца, скользящ его по про
волоке, при наличии силы сухого тре
ния с коэффициентом, равны м /. Опре
делить также скорость кольца в мо
мент, когда оно достигнет положения В.  

Р е ш е н и е ,  Задачи, в которых учи- 
К задаче 8.27. тываются силы сухого трения, обычно

представляют немалые .вычислительные 
трудности. В данном случае, при заданной траектории кольца — 
полуокруж ности, воспользуемся дифференциальными уравнениями 
движ ения в проекциях на оси натурального триэдра.

Изобразим кольцо А в промежуточном положении на проволоке. 
Оси т и п  (см. рисунок к задаче) расположены в плоскости проволоки. 
Ось п  образует с вертикалью  угол а .

Н ачальные условия движ ения кольца имеют вид

при / =  0 а  =  0, а  =  ( 1 )

ибо, по условию, в начальный момент кольцо находилось в точке О 
и имело скорость *?„.

К кольцу приложены силы: Р  =  m g  — сила тяжести кольца, 
R  — нормальная реакция проволоки, F TP — сила трения скольже
ния, направленная по касательной т в сторону, противоположную 
скорости v  кольца (см. рисунок к задаче).

Применив основной закон динамики совместно с законом незави
симости действия сил, имеем

m w  =  m g  +  Q  +  F TP.

Спроектировав это векторное равенство на оси т и п ,  запишем
mwx =  mgx  +  Rx  +  FT р т ,  mwn =  m g n +  R n +  FTVn. (2)

Т ак как  Wx =  =  pa, mgx =  m g  sin a , Rx =  0 , F Tpt  =  —F TP =  —//?,
V2w n =  —  =  p a2, m gn =  m g  cos a ,  R n — — R, FTpn =  0, то уравнения 

(2) принимают вид
mpa  =s m g  sin  a  — f R ,  m pa2 =  m g  cos a  — R .  (3)

Исключив R  из системы (3), после сокращения на массу т  получим

a  — / а 2 — -jj- (s inа  — /c o s a ) .  (4)
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Введя обозначение /  =  tg  ф, где ф — угол трения, запишем урав
нение (4) в виде

=  8 Ш ( « - ф )  (5
'  ̂ р COS ф v '

Д л я  интегрирования этого нелинейного уравнения воспользуемся 
подстановкой:

=  р, (6) 
где р является функцией угла а .  Вычислив производную по времени 
2 аа =  а, получим

2 da ’ ^

Использовав выражение (7) в уравнении (5), имеем

—  2/Р =  2 —  JiHi5 -Zr.£ L . (8)da р cos ф '  '

Это — линейное дифференциальное уравнение первого порядка отно
сительно р при аргументе а.

Умножив уравнение (8) на е-21а:

_!Ё.е-2/а _  2№е-2>а =  2 -^- ..s!n ( a ~ .T.Le-2/a (9)da 1 r  p cos ф ’ '  '

и заметив, что

^ * - 2/ « _ 2/рв-*/« =  ^ ( Р < г ’П
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d (Pe-2/a) =  e-2,e sin (a — ф) d a . ( 10)

запишем уравнение (9) в виде 

d (Ре-2̂ )  =

П риняв во внимание, что
Г „г е~21аJ e~2la sin (a — ф) da — ----- { [2/  sin (a — ф) +  cos (a  — ф)] +  С

(этот результат нетрудно получить интегрированием по частям), 
проинтегрировав уравнение ( 10), имеем

Oa e - 2 ia
ре-*/« =  — -  I +4/2) cQS(p [2/  sin (a — ф) +  cos (a  -  ф)] +  О. (11) 

Использовав (6) в уравнении ( 1 1 ), запишем

“ 2 =  ~  р (1 +  % )  cos Ф [2f  sin (« “  Ф) +  cos (a  “  Ф)1 +  СеУ*. (12) 
Подстановка в уравнение (12) начального условия (1) дает 

Г' "В I 2s  /1



Внеся это значение С в уравнение (12), найдем

4 ’ =  _  M T T W S r i [2f sl"  <“ - f >  +  cos <“  - I 'M  +

+  [ f + ? 7 i ^ iT ( l - 2 / t g <f) ] ^ .  (13)

Так как  tg  ф =  / ,  то sin ср =  г ,1.. . , гпя гр =  - 1 . Подставив 
' Y V 1 +  /а VT+T*

эти значения tg  ф, sin ф и cos ф в уравнение (13) и заменив а 2 на гг'/р®, 
получим искомое значение скорости кольца

I» =  У  (»§ +  2gp -р ^ / г )  e2fa -  [3/ sin a  +  (1 -  2/2) cos о ] .
(14)

Здесь скорость v кольца выражена в зависимости от угла а ,  
определяющего положение кольца на проволочной полуокружности.

При достижении кольцом наинизшей точки В,  т. е. при a  =  я/2 , 
формула (14) принимает вид

v s  =  V ^ + ^ - Н п р - К - т т ^ -
Искомый модуль реакции R  проволоки найдем из второго урав

нения (3)
R  =  m g  cos a  — /яра2. (15)

У чтя, что р а 2 =  и2/р, где v определено формулой (14), запишем урав
нение (15) в виде

R  — m g  cos a  -f- t 2 [3/ sin a  +  (1 — 2/2) cos a] —

Задача 8.28. М атериальная точка M  движется в вертикальной 
плоскости под действием центральной силы притяжения, пропор
циональной ее расстоянию  до неподвижного центра: F  =  — k2mr,  
где г — радиус-вектор точки, т  — ее масса, k — постоянный поло
ж ительный коэффициент.

Н айти уравнение траектории точки, если в начальный момент она 
заним ала положение М 0(а, — g /k 2) и имела скорость v 0, направленную 
по вертикали вверх (см. рисунок).

Р е ш е н и е .  Н ачало осей декартовы х координат возьмем в непо
движном центре О, к которому притягивается точка М .  Ось х  напра
вим по горизонтали направо, ось у  — по вертикали вверх. Запишем 
начальны е условия движения точки:

при t ~  О х  — а, у  =  —g /k2, х  =  0 , у — v0.
’ К материальной точке М  приложены следующие силы: Р  — m g  — 

сила тяж ести , F  — сила притяж ения, направленная к неподвижному 
центру О.
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Составим векторное дифференциальное уравнение движения мате
риальной точки

m w  =  m g  -f- F,  или r  —  g  — к2 г .
П роектируя на оси х н у ,  получим

х  +  к2х  — 0 , ( 1 )
У ~Ь к2у  =  —g. (2 )

Уравнение (1) является однородным линейным дифференциальным 
уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами. Д л я
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его интегрирования составим характеристическое уравнение № +  
+  k2 — 0, откуда А-1,2 =  ± k i .  Следовательно, общее решение диф
ференциального уравнения ( 1 ) запишется в виде

х  =  CV cos kt +  С2 sin  kt, (3)

где С j и С2 — постоянные интегрирования. Д л я  определения Сх и С2 
вычислим

х  =  — Ctk  sin kt +  C2k  cos kt  (4)

и затем подставим в уравнение (3) / =  0, х  =  а, а в уравнение (4) 
t =  0 ; х  =  0. Находим Сх =  а, С2 =  0. Внеся эти значения Сх и С2 
в уравнение (3), имеем

х  =  a cos kt. (5)

Дифференциальное уравнение (2), в отличие от дифференциального 
уравнения (1), является неоднородным. Следовательно, его общее 
решение имеет вид

У =  У1 +  Уч., (6)

где у 2 —  частное решение неоднородного уравнения, а I/, — общее 
решение соответствующего однородного уравнения

У -г к-у  =  0 . , (7)
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Заметив, что дифференциальное уравнение (7) аналогично дифферен
циальному уравнению  ( 1 ), запишем

y i  =» С3 cos k t  +  С4 sin kt. (8)
П равая часть дифференциального уравнения (2) постоянна. Поэтому 
ищем частное решение в виде у 2 «  А ,  где А  — постоянная. Положив 
в уравнении (2) у  =  А ,  находим

Уг =  -р"  • (9)

Воспользовавшись .формулами (8) и (9), запишем общее решение по 
формуле (6):

у  =  С3 cos kt  +  С4 sin k t — (10)

Д ля  определения постоянных интегрирования С3 и С4 вычислим 
у  =  — C3k sin  k t  +  CAk cos kt. ( 1 1 )

Затем подставим в уравнение (10) / =  0, у  — —glk2, а в уравнение 
(11) t =  0, у  =  i>„. Тогда С3 =  0, С4 =  v j k .  Внеся эти значения С3 
и С4 в уравнение ( 10), получим

y = J % - s i n k t - - § r . ( 12)

И так, уравнения движения материальной точки имеют вид

x  —  a c o s k t ,  y  =  - ^ - s i n k t — р -.

Д л я  определения уравнения траектории следует из уравнений 
движения исключить время. Зам ечая, что

cos kt =  ± ,  s m k t  =  ± ( y + - j L ) ,

получим искомое уравнение траектории
(У +  g /* 2)2 . 

а 2 '  (v0/k)2
Это — уравнение эллипса с центром в точке А  (0, —gik2). Одна 
полуось эллипса равна а, а другая полуось равна v j k .

Задача 8 .29 . М атериальная точка движется в вертикальной пло
скости под действием центральной силы отталкивания, пропорцио
нальной расстоянию  до неподвижного центра: F  =  kzm r ,  где г  — 
радиус-вектор точки М , т  — ее масса, k — постоянный коэффициент.

Н айти уравнение траектории точки, если в начальный момент она 
заним ала положение М 0 (ОМ0 =  Ь) и имела скорость v 0, направлен
ную по горизонтали направо (см. рисунок).

Р е ш е н и е .  Н ачало декартовых осей координат возьмем в непо
движном центре О, от которого отталкивается точка М .  Ось х  напра
вим по горизонтали направо, ось у  — через начальное положение



точки по вертикали вверх. Запишем начальные условия движения 
точки в виде

при t  =  О х  — 0 , у  =  Ь, х  =  v0, У — О-

К материальной точке М  приложены следующие силы: Р  =  m g — 
ее сила тяж ести, F  — сила отталкивания, направленная вдоль ОМ  
от центра О.
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Составим векторное дифференциальное уравнение движения мате
риальной точки:

m w  =  m g  +  F,  или г  =  g  -j- k2r .

П роектируя на оси х  и у,  получим
х  —  k 2x  — 0 , ( 1 )
Q - k * y  =  - g .  (2)

Уравнение (1) является однородным линейным дифференциальным 
уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами. Д ля  
его интегрирования составим характеристическое уравнение: i? —
— k? =  0, откуда А,1)2 =  ± k .  Следовательно, реш ение дифферен
циального уравнения ( 1 ) запиш ется в виде

х  =  Cxekt +  C2e-kt. (3)

Д ля определения постоянных интегрирования С{ и Са вычислим

х  =  Ct kekt —  C2ke-kt (4)



и затем подставим в уравнение (3) t  =* 0, х  =  0, а в уравнение (4) 
} =  0, х  =  у0. Тогда получим систему уравнений

О —  С\ -f- С2, t»o “  Cyh —  C2k.
Отсюда Cf =  v j ( 2 k )  и C2 =  —v0/(2k). Следовательно, окончательно 
получим

x =  - j ^ ( e ki - е - и ) =  -^- s h k t .  (б)

Т ак как  дифференциальное уравнение (2) является неоднородным, 
то его общее решение у  имеет вид

У -  Уг +  У%* (6)
где г/х — общее решение соответствующего однородного уравнения

У — к2У =  0, (7)
а г/2 — частное решение уравнения (2).

Дифференциальные уравнения (1) и (7) аналогичны, поэтому
у  у =  С ^ ‘ +  Сф~». (8)

П равая часть дифференциального уравнения (2) постоянна. 
Поэтому частное решение у 2 ищем в виде постоянного; у 2 — А .  
Положив в уравнении (2) у 2 =  А ,  находим

У2 =  g /k2. (9)
Воспользовавшись формулами (8) и (9), запишем общее решение 

по формуле (6):
у  =  С ^  +  С , е - ^  +  - ^ .  (10)

Д ля определения постоянных интегрирования С3 и С4 вычислим
у = C 3kekt -C tke -kt. (И )

Затем подставим в уравнение (10) t — 0, у  — Ь, а в уравнение (11) 
t =  0, у  =  0. Тогда получим систему уравнений

b =  Са -j- С4 -)- , 0 =  C3k —  C4k,

откуда

С» =  С. ==-2- ( й  — - J - ) .
Окончательно,

У ==~2г (ь  | т )  (ек1 +  e' kt) +  -jjz» 
т. е. .

»  =  ( Ь — § г ) (* 1к‘ +  - & -  • <12>

И так, уравнения движения материальной точки имеют вид (5) и (12) 

* = - , fShkt, ch «  +
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Д л я  определения уравнения траектории точки следует из уравне
ний движения исключить время. Из (5) и (12) находим

sh kt ■ kx
~Va'

ch kt у — g/k2 
b - g / k 2

У читывая, что ch2 kt  —  sh2 kt  =  1 , 
траектории точки M :

получаем искомое уравнение

(у — g/fe2)2______ *2
(b — g/k2)2 (с>01к)2 1.

Это — уравнение гиперболы с центром в точке А  (0; g /k2). Д ействи
тельная полуось равна b — g /k2, а мнимая v j k .

Задача 8.30. Найти наибольшую высоту подъема над поверх
ностью Земли снаряда, вылетевшего с начальной скоростью и0 под 
углом а  к горизонту и 
упавш его на Землю, счи
тая силу притяжения 
Земли обратно пропорцио
нальной квадрату рас
стояния до центра Земли.
Силой сопротивления дви
жению пренебречь. Сна
ряд считать точечной мас
сой. На поверхности Земли 
ускорение силы тяжести 
равно g. Радиус Земли 
равен R.

Р е ш е н и е .  Предпо
ложим, что снаряд в. рас
сматриваемый произволь
ный момент времени на
ходится в точке М  (см. 
рисунок), а в начальный 
момент времени находился 
в точке М й.

Учитывая, что к сна
ряду приложена только 
центральная сила F,  ре
шаем задачу в полярных 
координатах. Полюс О вы
бираем в центре Земли, 
оси г даем направление
радиуса-вектора ОМ  от О к М .  Ось <р проводим через точку М  пер
пендикулярно к оси г. Оси г0 и фо соответствуют начальному полож е
нию снаряда М 0.



Запишем начальные условия движения снаряда в виде
■Л

при t О г =  r0 =* R ,  ф =  О,

? —  v0r =  v0 sin а,  ф0 =  cos а.

Действительно, если обозначить начальное значение <р через ф0, то 
ПР- Фо̂ о =  ГоФо. а вследствие соотношения пр. фо©0 =  Щ cos а  находим

/?Фо =  £>0 cos а; (1)

отсюда следует_записанное выше начальное значение ф0.
К  снаряду приложена только сила притяжения F,  обратно про

порциональная квадрату расстояния до центра Земли, т. е. F  =  
=  kmlr2. У читывая, что на поверхности Земли, т. е. при г =  R,  
F =  Р  =  mg, находим, что k  =  g R 2. Следовательно,

(2)

Сила притяж ения F  направлена к центру О.
Дифференциальные уравнения движения материальной точки 

в проекциях на оси полярных координат имеют вид
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т (г — гф2) — Fr, - J -  (г2ф) == F9.

В данном случае 

Следовательно,

р  — __р  - _  ms R2 р  —  о1 Г ---  1 ---  г2 » 1 Ф ---

f  — гф2 = ----- , (3)

4f (r2 Ф) = °- (4)
Из дифференциального уравнения (4) следует интеграл площадей: 
ггф =  С, т. е.

Л р =  Гофо. (5)

Учитывая, что r0 — R ,  а такж е формулу (1), запишем равенство 
(5) в виде г2ф =  R v 0 cos а,  откуда

ф =  fo .co s«  (6)

(г2ф является удвоенной секториальной скоростью снаряда, т. е. 
производной по времени от площади, описываемой радиусом-векто
ром г  снаряда. И так, при центральном движении материальной точки 
ее секториальная скорость постоянна).



Обратимся к интегрированию дифференциального уравнения (3). 
Воспользовавшись формулой (6), запишем это уравнение в виде 

_ R-vf} cos2 a  g R 2Г То ; •
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^  Умножим почленно на d r ,  проинтегрируем его, учитывая, что 

Получим

* dr =  4 г  dr — r dr.at

г2 , R'2v l cos2 а  _  g R 2 , п
2 2r2 г '

Т ак как  в начальном положении снаряда г =  r0 =  R , г =  л р .г0©о =  
=  v0 sin а,  то постоянная интегрирования имеет вид

п  _  2gR — о?
------------- 2 •

Следовательно,
f 2 , R 2v% cos2 a  g R* 2g R - v ? ,

~ T ' - 2 r *  r 2

Уравнение (7) устанавливает зависимость между проекцией скорости 
снаряда г на ось г и ради усом-вектором г .

В наивысшей точке траектории проекция скорости снаряда на 
ось г равна нулю, т. е. при г =  rmax г =  0. Подставив эти значения 
в уравнение (7), получим квадратное уравнение относительно rmax:

(2g R  -  vl) r2max -  2gR 2rmax +  R2v2Q co s2 a  =  0,
откуда

_  8 R ± V g - R -  —  (2g R  — vl) v l cos2 a  D /оч 
-------------------------- 2gR  -  vl W

Из уравнения (8) следует, что при vl — 2gR  величина гтах обра
щ а е т с я ^  бесконечность, т. е. снаряд на Землю не возвратится (v0 =  
=  | / 2g R  = 1 1 ,2  км/с называется второй космической скоростью). 
Поэтому снаряду надо сообщить начальную скорость, удовлетворяю 
щую условию 2gR —  vl > 0 ,  т. е. v0 <  ]/ 2 g R .

Наибольшая высота подъема снаряда над поверхностью Земли 
Н  — rmax R .

Использовав формулу (8), получим

и  _  — gR  +  vl  ±  V g^R'1 —  {2gR —  ' »0  cos2 a  D /m
« ь * --------------------------- (y)

Отбрасывая отрицательное значение H 2, окончательно находим

и  _  — gR +  у?, +  У  g 2R 2 — (2gR  — и2) v l  cos2 «  n
2 g R - v l  R '
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Д л я  случая, когда начальная скорость v 0 направлена по вертикали 
вверх, т. е. при а  =  п/2, имеем

Rvl
Н - 2 gR-

З ем ляк  

R _  

R + h

А * " " 'л*

Го
ОС£ ' Г0

а)
к

Задача 8 .31 , 4 октября 1957 г. в Советском Союзе был запущен 
первый в мире искусственный спутник Земли. В момент выведения

на орбиту в положении М„ на вы- 
соте h  спутник имел скорость v 0, 
расположенную  под углом а  к верти
кали, проходящей через центр Земли.

Требуется показать, что спутник 
движется по эллипсу. Сила земного 
притяжения обратно пропорцио
нальна квадрату расстояния спут
ника от центра Земли. Ускорение 
силы тяж ести на поверхности Земли 
равно g. Радиус Земли R .  Силой 
сопротивления движению пренебречь.

Р е ш е н и е .  Так как  начальная 
скорость и 0 и сила земного притя
жения F  леж ат в одной плоскости, 
то траектория спутника является 
плоской кривой. Поэтому выберем 
систему полярных координат с по
люсом О в центре Земли (рис. а). 
Радиус-вектор ОМ  соединяет полюс О 
с промежуточным положением М  
движущ егося спутника. Вдоль ОМ 
проводим ось г, а перпендикулярно 
к ней через точку М  — ось ф. М 0 — 
начальное положение спутника на 
орбите.

Из условия задачи видно, что на
чальные условия движения спутника 
имеют вид
при t =  0 г — r0 =  R  +  h, ф  =  0, 

f  — f Q —  пр. r0Oa =  v0 cos а,
Vn ,

фо =  —  sin а ,
К задаче 8.31.

ибо если обозначить начальное значение ф через ф„, то пр. фоv 0 == 
*= г0фо, и вследствие соотношения пр. ф()©о =  ио sin а  находим

г0фо =  и0 sin а ,  ( 1 )

т. в. ф0 явл яется  заданной величиной.



Д виж ение спутника М  происходит под действием центральной 
силы F  земного притяжения, направленной к центру Земли. Сила 
земного притяж ения обратно пропорциональна квадрату расстояния 
до центра Земли, т. е.

F  =  (2)

Н а поверхности Земли, т. е. при г — R ,  F =  Р  =  mg. Подставив эти 
значения в формулу (2), находим, что k  =  g R 2. Следовательно, 
формула (2) принимает вид

F =  . (3)

Составим дифференциальные уравнения движения спутника в по
лярны х координатах. Учитывая, что дифференциальные уравнения 
движ ения материальной точки в полярных координатах имеют вид

т (г — гф2) =  Fr, (г*ч) =  / v

в данном случае получим

т  (г — гф2) =  — F, -2 - (г2ф) =  О

или, принимая во внимание формулу (3),

г -  гф2 =  — - £ g l , (4)

^  =  ° -  (5)

Из дифференциального уравнения (5) находим

г 2 ф 1  С. (6)

Так как секториальная скорость точки, т. е. производная по времени 
от площади 5 , описываемой радиусом-вектором г , равна S  — Va ^2Ф. 
то С — 25. Итак, секториальная скорость спутника постоянна, т. е. 
л2ф =  Гофо- Воспользовавшись формулой (1), запишем формулу (6) 
в виде

С — г2ф =  Гофо =  r0v0 sin а,
откуда

1 2 . .  р .

Переходим к исследованию дифференциального уравнения (4): 
- -2__ gR2
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Вычислим производную от г по времени; г =  Ф-'  Учитывая 
формулу (7), находим

. dr r0va sin а  _ d /  1 \  /оч
г= sin а w ( т )  •

Т ак как  г =  ~  ф, то, воспользовавшись формулами (7) 
и (8), имеем

(9)

Запиш ем дифференциальное уравнение (4) с учетом,формул (7) 
и (9). Тогда

r ty l  sin2 a  d2 / 1 \  rty l sin2 а _______gR-
r% dtp2 \  r )  r3 r2 ’

+  CO)
где

л -  SR*i t  t) о ' O Irffll sm2 a

П роинтегрировав дифференциальное уравнение (10), мы определим 
искомое уравнение траектории спутника в полярных координатах. 
(Дифференциальное уравнение (10) можно было непосредственно 
получить, воспользовавш ись формулой Бине:

Л -  ( ± \  _ l  _!_ _  _  r*F>
dtp2 \  г /  ' г тС2 ’

где С — удвоенная секториальная скорость: С =  2S =  r0u0 sin -у, 
a Fr = — Z7 =  — m g R 2/r2.)

Уравнение (10) является неоднородным линейным дифферен
циальным уравнением относительно Mr с постоянными коэффициен
там и. Его общее решение Mr равно сумме общего решения (1 /r)i 
соответствующего однородного уравнения

М±)+±=° <">
и частного реш ения ( 1 /л)2 неоднородного уравнения, т. е.

T  =  ( - t ) i +  ( t ) 2-_ (12)
Д л я  решения дифференциального уравнения (11) составляем 

характеристическое уравнение X2 +  1 =  0, откуда К — ± t .  Следо
вательно,

( т - ) ,  =  5 со з (ф  — е), (13)

где В  и е — постоянные интегрирования, подлежащие последующему 
определению.
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Н етрудно видеть, что частное решение дифференциального урав
нения ( 10 ) равно его постоянной правой части, т. е.

( т ) , " - 4- 0«>
Воспользовавш ись формулами (13) и (14), запишем общее решение 
по формуле ( 12 ) в виде

у -  =  В  cos (ср — е) +  А.  (15)

Это уравнение является уравнением траектории спутника.
Д л я  определения постоянных интегрирования В  н е  вычислим 

производную от Mr по времени:

— г —  — Вфб1п(ф  — е). (16)

Подставив в уравнение (15) г — r0 =  R  +  И, ф =  0, а в уравнение (16)

о  | и /ч ■ > ___  . • v0 sin a  v0 sin аг — гй —  R  +  П, ф =  0, г =  г0 =  v0 cos а,  ф =  ф0 =  ,

получим систему уравнений

=  В  cos е +  А,

u0 co sa  во , sin a  ,—-------------  " sine.
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(R +  h)* ~  R  +  h

Д ля определения постоянных интегрирования В  и е из уравнений 
(17) запишем эту систему в виде

B c o s t ^ - ^ Y -  А,  (18)

fisin  е = ----- J f + F  ' <19>
= ___ ctg a

Из системы (18) и (19) находим

« - / ( т п т - ^ ’ + Ж
или, подставляя значение А,  после несложных преобразований:

в °  щ + н т м *  У ' - , R + R > - i R + h ) < ® .  (20)

Разделив (19) на (18), находим tg  е и, следовательно,
r _ nrptr (R  +  h) v l sin a  cos «  

arC tgg/?2— (R  +  h ) v ‘l  sin* a -

Вернемся к уравнению траектории спутника, записанному в виде
(15). Решив это уравнение относительно г, находим

1
А +  В  cos (ф — е)
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r ^  1 +  е cos -ф '

1 (R +  ft)J v\ sin2 а  
Р  “ = А  “  gR 4 ’

(22)
где

(23)

(24)

И
а  ф — е. (26)

Здесь е определяется по формуле (21).
К ак  известно из курса аналитической геометрии, уравнение (22) 

является  уравнением кривых второго порядка в полярных коорди
натах. В нем р  — параметр кривой, а е — эксцентриситет.

К ривая является: а) окружностью  при е =  0; б) эллипсом при 
е С  1 ; в) параболой при е =• 1 ; г) гиперболой при е >  1 .

Угол г|) отсчитывается от оси симметрии кривой до радиуса-век
тора, определяющего положение точки М на кривой (см. рис. б), 
причем ось симметрии направлена от полюса О (в данном случае 
центра Земли), находящ егося в одном из фокусов кривой, в сторону 
ближ айш ей к фокусу вершины. Угол е определяет положение оси 
симметрии кривой.

Выясним характер начальных условий запуска спутника для 
того, чтобы он мог двигаться по каждой из этих кривых.

а) Д л я  того чтобы спутник двигался по окруж ности, должно быть 
выполнено условие е =  0, т. е., согласно формуле (24),

откуда получаем биквадратное уравнение относительно начальной 
скорости v() спутника на орбите:

Комплексное значение г>1 указывает, что движение спутника по 
круговой орбите возможно только в частном случае, когда а  =  л /2 , 
т. е. при горизонтальном направлении начальной скорости и0. Тогда

б) Д л я  того чтобы спутник двигался по эллипсу, должно быть 
выполнено условие е <  1, т. е., согласно формуле (24),

(R -|- h f  vl  sin2 а  — 2g R 2 (R -f- h) v\  sin2 a  -j- g 2R 4 =  0,
т. e.

V(26)

у ,  _  ,2  g R - _  ( R + h) „a  <  i .



Для выполнения этого неравенства необходимо, чтобы 

2 g R 2 - ( R  +  h ) v 20 > 0,

Итак, для того чтобы движение спутника происходило по эллипсу, 
его начальная скорость у0 на орбите должна удовлетворять условию

° , < V i r h r R - <27>
Однако этого условия недостаточно, так как эллиптическая траек

тория спутника не должна проходить внутри Земли. Значит, наимень
шее расстояние г  должно быть больше или равно радиусу Земли R,  
т. е.

гт\п R • (28)
Расстояние от фокуса О, совмещенного с центром Земли, до точки 

на эллипсе является кратчайшим в момент прохождения спутником 
положения M t (см. рис. б), т. е. при \|з =  0. Поэтому, подставив в не
равенство (28) значение г из уравнения (22) и считая при этом ф =  0, 
получим

R.  (29)
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р
+  е

Подставив в неравенство (29) значение величин р  и е, из формул 
(23) и (24) найдем после ряда преобразований

г . ,  * - „  v r  (30)

Сопоставив неравенства (27) и (30), видим, что условие, при выпол
нении которого спутник будет двигаться вокруг Земли по эллипти
ческой орбите, можно записать в форме

v ^ n n b r \ / ' -------- г " I к  V I < v ' < V i r h R - <3|)^  V (Я +  Л) [ sin2 а  — ( J г  *  * Л

где i\, — начальная скорость спутника на орбите; h  — начальная 
высота спутника над поверхностью Земли; g  — ускорение силы тя
жести у поверхности Земли; а  — угол, образуемый начальной ско
ростью с вертикалью.

Для вещественности левой части неравенства (31) необходимо, 
чтобы

| Sin а l ^ - з ^ - .

При запуске спутника с поверхности Земли, т. е. при Л =  0, 
получаем, что | sin а | =  1, т. е. <х =  л/2 или а =  Зл/2 (см. рис. в).



Однако в этом случае левая часть неравенства (31) принимает неопре
деленный вид 0/0. Полагая в левой части (31) | sin а  | =» 1 и затем 
устремляя h к нулю, приходим к неравенству

V  gR <  v0 <  V 2gR. (32)
Полагая g  =* 9,81 м/с2 и R  =  6370 км, имеем

7,9 км/с 4 У 0 <  11,2 км/с. (33)
Итак, пря запуске с поверхности. Земли для движения спутника 

по эллиптической орбите модуль его начальной скорости должен 
удовлетворять неравенству (33), причем начальная скорость должна 
быть направлена горизонтально. Значение v  =* 7,9 км/с называется 
первой космической скоростью, а значение v  =  11,2  км/с называется 
второй космической скоростью.

В случае у0< 7 ,9  км/с тело падает на Землю.
в) Для того чтобы тело двигалось по параболе, должно быть 

выполнено условие е =  1. Из формулы (24) следует, что при е =  1 
2gR -  — (R +  h) vl  =  0, откуда

^ = V 4 h R- <3 4 >

г) Для того чтобы тело двигалось по гиперболе, должно быть 
выполнено условие е >  1 , откуда следует, что

(35)
Из формул (34) и (35) следует, что при

(36)

тело будет двигаться по параболе или гиперболе, т. е. не окажется 
спутником Земли и будет от нее бесконечно удаляться. Если, кроме 
того, в начальный момент тело находится на поверхности Земли, 
т. е. h =  0, то из формулы (36) получим

VoSz .V 2 g R ,
т. е.

щ 5 » 11,2  км/с.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из «Сбор
ника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 27.4, 
27.7, 27.9, 27.15, 27.16, 27.18, 27.41, 27.53—27.55.

§ 4. Колебательное движение

1. Линейная восстанавливающая сила. Теория колебаний яв
ляется одним из важнейших разделов теоретической механики. 
Ее роль в современной технике все время возрастает. При проектиро
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вании двигателей, машин и механизмов, мостов и других сооружений 
всегда производятся расчеты на колебания.

В данном параграфе рассматривается простейшая задача о линей
ных колебаниях материальной точки (крутильные колебания рас
смотрены ниже, в главе IX, малые колебания материальных систем — 
в третьем томе). Линейными  называются колебания, описываемые 
линейными дифференциальными уравнениями.

При движении материальной точки может действовать сила упру
гости, стремящаяся вернуть точку к некоторому положению. Эта сила 
упругости называется восстанавливающей. В большинстве задач

рассматривается восстанавлива
ющая сила F,  изменяющаяся по 
линейному закону (по закону Гука) 
(рис. 8.2). При растяжении пру
жины эта сила прямо пропорцио
нальна удлинению F — —сА, где 
Д — смещение конца пружины из 
ненапряженного состояния, с —

О М.

х X

Рис. 8.2. Рис. 8.3.

коэффициент упругости  (коэффициент жесткости), численно равный 
силе, которую надо приложить к пружине для того, чтобы изменить 
ее длину на единицу. В технических задачах коэффициент упругости 
измеряется в кгс/см, кгс/мм, а в системе СИ в Н/м. В связи с неудоб
ством измерения деформации в метрах, считают в Н/см.

Вообще линейной восстанавливающей называется сила, стремя
щаяся вернуть точку в положение равновесия и пропорциональная 
отклонению этой точки от положения равновесия.

В третьем томе рассмотрены нелинейные колебания, которые про
исходят под действием восстанавливающей силы, изменяющейся по 
нелинейному закону.

2 . Свободные колебания материальной точки. Свободными назы
ваются колебания материальной точки, которые ^происходят под 
действием восстанавливающей силы. При движении материальной 
точки М  массы т по горизонтальной оси х (рис. 8.3) под действием 
восстанавливающей силы F,  равной по модулю F =  с \ х \ (О — поло
жение равновесия точки М),  имеет место дифференциальное уравне
ние движения

х  +  k2x  =  О,/
где k2 =  d m .

Рассмотрим колебания материальной точки М  массы т,  подвешен
ной к нижнему концу пружины, верхний конец которой прикреплен

3  М.  И.  Бать  и д р . ,  т.  II
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к потолку; сила F  при движении точки М  вниз направлена вверх 
(рис. 8.4).

На рис. 8.5, а изображена недеформированная пружина, не нагру
женная материальной точкой М.
1 На рис. 8.5, б ось х  направлена вдоль оси пружины в сторону ее 
растяжения, т. е. вниз. Начало отсчета О взято в положении стати
ческого равновесия матфиальной точки М, подвешенной к пружине. 
В этом положении нижний конец пружины растянут под действием 
силы тяжести Р  =  m g  на Дсх =  Р1с, где с — коэффициент упругости 
пружины.

^wwxwwwv

х .

Рис. 8.4.

На рис. 8.5, в материальная точка М  изображена во время движе
ния в текущем положении, смещенном относительно нуля на х 
вниз. При этом нижний конец пружины удлинен на Д =  Дсх - f  х.  
Поэтому проекция силы упругости F  на ось х равна Fx =  —сА =  
=  — с (Дст +  х). Дифференциальное уравнение свободных колебаний 
материальной точки М  имеет вид

х +  кгх  =  0, (1*)
где U1 — с!т.

При начальных условиях движения материальной точки, записан
ных в виде

при t =  0 х — х0, х  =  х 0,

закон ее свободных колебаний имеет вид

х =  a  sin (kt +  а), (2*)

т. е. материальная точка совершает гармоническое колебательное 
движение; здесь а  — амплитуда колебаний — абсолютная величина
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наибольшего отклонения колеблющейся точки от положения равно
весия

а =  У  Х1 +-§-■>  (3*)

kt +  а  — фаза колебаний, а  — начальная фаза колебаний,  опреде
ляемая по начальным данным:

tg  а  — I (4*)л0
k — круговая частота колебаний — число колёбаний материальной 
точки за 2л секунд:

•‘ - V ' i - V b -  (5*>
Круговая частота колебаний о^ начальных условий движения (х0 и х 0) 
не зависит. Это свойство называется изохронностью, а колебания — 
изохронными (амплитуда колебаний а и начальная фаза а  зависят от 
начальных условий движения).

Периодом колебаний Т  материальной точки называется наимень
ший промежуток времени, по истечении которого точка имеет ту же 
координату и ту же проекцию скорости

T  =  ^ j -  =  2n Y - I T  =  2п ~ V ~ i r -  <6*)

3. Влияние силы сопротивления на свободные колебания мате
риальной точки. При движении материальной точки в среде, пре
пятствующей движению (воздух, жидкость), возникает сила сопро
тивления движению. Эта сила при малых скоростях движения 'точки 
может приближенно считаться прямо пропорциональной первой 
степени скорости точки: R =  (Зу, где Р — постоянный коэффициент; 
при больших скоростях — квадрату скорости точки: R  =  Pit»2, 
где Pi — постоянный коэффициент.

Ниже рассмотрены свободные колебания материальной точки при 
наличии силы, пропорциональной первой степени скорости точки: 
R  =  Ро. В этом случае дифференциальное уравнение движения мате
риальной точки имеет вид

х +  2 nx  +  k2x  == О,
где •

k2 =  c!m, 2п =  p/m.

Различаются три вида движения: п <  k — случай малого сопро
тивления, б) ti >  k — случай большого сопротивления, в) п =  k — 
предельный случай.

а) п <  k — случай малого сопротивления. М атериальная точка 
совершает затухающие колебания по закону:

х  =  Ae~nt sin ( V k2 — п21 а ) (при t -*■ оо х —>0 ) .  (7*)
3*
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При заданных начальных условиях движения (при / =  О х  — 
=  х0, х  =  х 0) А и а  имеют вид

А - V*0-Ь
(х0 +  пх0)2 tg a  = х0 V  к,2 — п2 о8*)k2 — п2, 9 . to * +  лх0

Это движение не является периодическим, так как величина Ае~п* 
переменна и убывает по экспоненциальному закону. Однако по 
аналогии со свободными колебаниями и здесь вводят круговую

частоту, период и амплитуду 
колебаний.

Круговая частота колеба
ний kc материальной точки 
при наличии силы сопротив
ления равна

kc =  V ¥~^~гё, (9*)
т. е. kc <  k. Итак, сила со
противления движению, про
порциональная скорости, 
уменьшает круговую частоту 
колебаний.

Период колебаний Т с материальной точки при наличии силы 
сопротивления, пропорциональной скорости, равен

j , __ 2л __ 2л
с ~  kc ~~ у й Г П ё

Так как при отсутствии силы сопротивления X =  2n/k,  то

Рис. 8.6.

(Ю*)

Тг. Т,
V 1 -  (П/к)2

т. е. Т с >  Т. Итак, сила сопротивления, пропорциональная скорости, 
увеличивает период колебаний.

Амплитуды колебаний а0, аъ  а2, ... убывают с каждым полуперио- 
дом (рис. 8.6) по закону геометрической прогрессии, знаменатель 
которой равен

=  е-птс12 ш
4 ai

Логарифмическим декрементом колебаний называется логарифм 
отношения двух смежных амплитуд, отличающихся во времени 
на T J 2 ,  т. е.

а г пТс1п-
ai+1

б) п >  k — случай большого сопротивления. Материальная точка 
совершает затухающее апериодическое (непериодическое) движение 
согласно уравнению

х =  е -п‘ {С1еУ^ 1Гг*- \ -С2е - ' ^ :Тг‘)'  (11*)
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При t -*• оо х  -*  0. Вследствие изменения по показательному за
кону движение быстро затухает. Характер движения зависит от 
начальных условий. При х  =  х0 ^  0 х — х 0 >  0, т. е. когда в на
чальный момент материальная точка смещена из положения стати
ческого равновесия на х0 и ей сообщена начальная скорость в том же 
направлении, материальная точка вначале отклоняется в указанном 
направлении до точки А (рис. 8.7, кривая /), а затем асимптотически 
приближается к положению равновесия (не переходя через него).

При х =  х0 > 0 х  =  х 0 < 0  (причем | х 0 1 >  х0 (/£*+ V  «2 — ^2))> 
т. е. когда в начальный момент материальная точка смещена из 
положения статического равно
весия на х0 и ей сообщена в про
тивоположном направлении ско
рость, модуль которой удовлетво
ряет указанному выше неравен
ству, материальная точка прибли
жается к положению равновесия, 
проходит его (рис. 8.7, кривая / /) ,  
отклоняется в противоположную 
сторону до точки В  и затем асимп
тотически приближается к поло
жению равновесия (больше не пе
реходя через него). ________

При х =  х0 >  О х =  х 0 <  0 (причем | х 0 1 <  х„ (п +  V  п 2 — &2)), 
т. е. когда в начальный момент материальная точка смещена из 
положения равновесия на х0 и отпущена без начальной скорости, 
либо ей сообщена в противоположном направлении начальная 
скорость, модуль которой удовлетворяет указанному неравенству, 
материальная точка асимптотически приближается к положению 
равновесия, не переходя через него (кривая III) .

Во всех трех случаях движение быстро затухает, 
в) п =  k — предельный случай. Материальная точка совершает 

затухающее апериодическое движение: х — е~п‘ (Су +  С2/). При 
t -»• оо х  становится неопределенностью типа 0- оо. Раскрытие неопре
деленности по правилу Лопиталя дает lim х — 0, что указывает на

(-*■ ОО
затухание движения.

При заданных начальных условиях движения I =  0 х =  х0, 
х  =  х 0 уравнение движения имеет вид

x =  e-n t [x0 - \ - ( x 0 - \ -n x0) t ] .  ( 12*)

Характер затухания зависит от начальных условий движения. 
При х  =  х0 ^  0 х =  х 0 >  0 движение материальной точки соответ
ствует кривой / . При л; =  х0 >  0, х  =  х 0 <  0 (причем | х 0 1 >  пх0) 
движение материальной точки соответствует кривой II .  При х =  
=  х0 >  0, л:0 <  0 (причем 1 лг01 <  пхо) движение материальной 
точки соответствует кривой I I I .
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Во всех трех случаях движение быстро затухает.
У к а з а н и е .  Решение задач на свободные колебания мате

риальной точки рекомендуется выполнять в следующем порядке:
1) выбрать систему отсчета, взяв начало координат в положении 

статического равновесия материальной точки;
2) записать начальные условия движения материальной точки;
3) изобразить на рисунке активные силы, приложенные к мате

риальной точке. Применив закон освобождаемости от связей, добавить 
реакции связей;

4) составить дифференциальное уравнение движения материальной 
точки в проекции на соответствующую ось;

5) проинтегрировать дифференциальное уравнение движения, 
использовав начальные условия движения для определения постоян
ных интегрирования.

Д ля определения круговой частоты k и kc и период# колебаний Т  
и Т с нет необходимости в интегрировании дифференциального урав
нения движения. Достаточно, составив дифференциальное уравнение 
движения, определить коэффициент k1 при координате, коэффициент 
2п при проекции скорости х  точки и вычислить круговую частоту и 
период колебаний по указанным выше формулам.

При составлении дифференциального уравнения надо изобразить 
материальную точку в промежуточном положении, соответствующем 
ее положительной координате, предположив при этом, что точка 
перемещается в сторону возрастания этой координаты.

После составления дифференциального уравнения движения 
(пункт 4) следует рассмотреть условие статического равновесия мате
риальной точки, совершающей колебания. Использовав это условие, 
часто удается уничтожить ряд постоянных слагаемых в правой части 
дифференциального уравнения.

Рассматривая задачу о свободных колебаниях материальной точки 
при отсутствии силы сопротивления, можно довести решение до 
результата в общем виде и затем подставить в него численные данные. 
Решая же задачу о свободных колебаниях материальной точки при 
наличии силы сопротивления, пропорциональной скорости, надо 
подставить- численные данные в составленное дифференциальное 
уравнение и определить п  и k, так как в зависимости от соотношения 
коэффициентов п и k приходится записывать решение уравнения 
в тригонометрических либо в гиперболических функциях (случаи 
малого, большого сопротивлений и предельный случай).

В заключение этого пункта в задаче 8.42 рассмотрены свободные . 
колебания материальной точки при наличии силы сухого трения.

Задача 8.32. Движение материальной точки вдоль оси х  описы
вается дифференциальными уравнениями: а) 2х  +  5х =  0, б) 2л; —
— Ъх — 0.

Не интегрируя эти дифференциальные уравнения, выяснить, дви
жется ли точка в одном направлении либо совершает колебания вдоль 
оси х.
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Р е ш е н и е ,  а) Из дифференциального уравнения

2х  +  5х  =  О

следует, что абсцисса х  точки и проекция wx =  х  ее ускорения w  
имеют все время разные знаки. Так, при х >  0 х  <  0, т. е. ускорение 
W  направлено налево (см. рис. а), если же х <  0, то х  >  0 — ускоре
ние w  направлено направо. При х =  0 из уравнения следует х — 0. 
Значит, при движении материальной точки ее ускорение w  постоянно 
направлено к началу отсчета
(см. рис. а), в котором оно — "-*■------ ----- "------- ■*¥->---------- — а)
обращается в нуль. Отсюда -<— х > 0  >• 
следует, что точка совершает д ш х
колебания вдоль оси х. Дей- : •-----**-----  ft
ствительно, если в силу на- К задаче 8.32.
чальных условий движения
точка, имея х  >  0, движется направо, т. е. u.v'=  jc > 0, то при ускоре
нии w ,  направленном налево, движение оказывается замедленным 
вплоть до обращения скорости в нуль (в этом положении ускорение не 
равно нулю). После этого точка при наличии ускорения w ,  по-преж
нему направленному налево, начнет ускоренно двигаться налево. 
После перехода нуля, гдеда =  0, и попадания в зону отрицательных 
значений х ускорение w  будет уже направлено направо. Так как 
точка после прохождения нуля продолжает двигаться налево, то 
движение вновь оказывается замедленным, и т. д. .

Итак, материальная точка, движение которой описывается днф- 
ферен циальным уравнением

2х  +  Ьх =  0,

совершает колебания вдоль оси х.
б) Из дифференциального уравнения

2х  — Ьх — 0

следует, что абсцисса х  точки и проекция wx = ’ х  ее ускорения w  
имеют все время одинаковые знаки: при х >  0 х  >  0, а при х  <  0 
х  <  0. •

Если в силу начальных условий движения точка, находясь в зоне 
х  >  0, движется направо (vx =  х  >  0), то и wx =  х  >  0, т. е. уско
рение w  направлено направо. Следовательно, в данном случае движе
ние точки является ускоренным при любых значениях х  >  0. Это 
значит, что точка совершает апериодическое движение вдоль оси х  
в сторону ее возрастания.

Если же при х  >  0 и х  >  0 начальная скорость направлена налево 
(vx — х  <  0), то точка движется замедленно налево до положения, 
в котором ее скорость обратится в нуль, а затем начинает двигаться 
ускоренно направо.
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Итак, материальная точка, движение которой описывается диф
ференциальным уравнением

2х  — 5х  =  О,

совершает апериодическое движение вдоль оси х.
Задача 8.33. Груз массы т  =  10 кг подвешен к концу пружины, 

находившейся в начальный момент в покое в недеформированном
состоянии, и отпущен без толчка.

Найти уравнение колебаний груза, 
если известно, что для деформации пру
жины на 1 см надо приложить к ней 
силу, модуль которой равен 14,4Н.

Р е ш е н и е .  Направим ось х  по 
вертакали вниз, взяв начало отсчета О 
в положении статического равновесия 
груза.

В начальный момент груз подвеши
вался к концу М 0 недеформированной 
пружины, следовательно, он находился 
выше положения статического равно

весия на величину статической дефор
мации пружины Асх =  P /с, где с — 

коэффициент упругости пружины. Отсутствие в начальный момент 
толчка указывает на движение без начальной скорости. Итак, на
чальные условия движения груза имеют вид

р
при i — 0 ~ х  — х0 — ------- , х — хп =  0

К задаче 8.33.

(х0 имеет знак минус, так как ось х  направлена по вертикали вниз, 
а груз в начальный момент находился над положением статического 
равновесия).

Изобразим груз в положении, смещенном относительно нуля на х 
вниз (см. рис. а), и предположим, что он движется в сторону возраста
ния х, т. е. вниз. При этом пружина растягивается и ее сила упру
гости F  (восстанавливающая сила) равна F  =  —сД, где Д — смеще
ние конца пружины из ненапряженного состояния, т. е. Д* =  
=  М 0М  — Дст +  х. Следовательно, *

Fx =  - с  (Дст +  х). (1)

Кроме силы F,  к грузу приложена его сила тяжести.
Составим дифференциальное уравнение движения груза в проек

ции на ось х:
m x  =  *Р +  Fx. (2)

Применив формулу (1), имеем
т х  =  Р  — сДот — сх. (3)



Рассмотрим груз в положении статического равновесия. К грузу 
приложена его сила тяжести Р ,  направленная по вертикали вниз, и 
статическая сила упругости F cт. которая появилась при растяжении 
пружины на Дст под действием силы тяжести груза, т. е. FCT =  
=  сДсх. Сила упругости F CT направлена по вертикали вверх. Из 
условия равновесия груза следует:

Р — F ст =  О,

Р  — с- Дст =  0. (4)
Воспользовавшись этим результатом, запишем дифференциальное 
уравнение (3) в виде

х  +  k2x — 0, (5)
где

k2 =  d m .

Дифференциальное уравнение (5) свободных колебаний груза 
является линейным однородным уравнением второго порядка с по
стоянными коэффициентами. Его характеристическое уравнение имеет 
вид

X* +  k2 =  0.
Корни характеристического уравнения мнимые: =  ± k i .  Следова
тельно, решение уравнения записывается в виде

=  Cj cos kt  +  С2 sin kt. (6)

Для определения постоянных интегрирования Сх и С 2 вычислим 
х  =  —Cik  sin kt +  C2k cos kt. (7)

Подставив в (6) начальное условие движения

t =  0 х  =  х0 = ---- , а в (7) 1 =  0 х — х 0 =  0,
находим
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Уравнение (6) движения груза после подстановки значений С х и С3 
принимает вид

х = -----— cos k t , '( в )с ’
где __

k — V  с!т-

Воспользовавшись численными данными, получаем 

£ =  ] / - ^ - = 1 2 1  рад/с, - ^ -  =  6,8 см.
Итак,

х  =  —6,8 cos 121 см,
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или, делая множитель при тригонометрической функции положи
тельным, находим

х — 6,8 sin (121 — я /2) см.
Сопоставляя этот результат с уравнением свободных колебаний, 

записанным в общем виде: х =  a sin (kt +  а), видим, что амплитуда 
колебаний а =  6,8 см, начальная фаза колебаний а  =  —л /2 и круго
вая частота колебаний k =  12 рад/с.

Колебания происходят около положения статического равнове
сия, т. е. около начала отсчета.

Период колебаний груза определяется по формуле

Т  =  -Ц- =  0,52 с.

Эти результаты можно непосредственно получить с помощью 
формул

а =  Y  х° +  i n  =  =  6>8 см> а  =  arct£ -77- =  afctg(— 00) = — - у .

В обзоре теории была отмечена целесообразность выбора начала 
отсчета в положении статического равновесия материальной точки. 
Проиллюстрируем это, выбрав начало отсчета Oi в другом положении 
груза, например в его начальном положении, т. е. в нижнем конце 
недеформированной пружины. >*

В связи с этим изменяются начальные условия движения груза. 
Они примут вид

при / =  0 я, =  0, Xj =  0. (9)
Теперь новая координата x t (см. рис. б) равна сумме старой коор

динаты и статического удлинения: х х — х  +  Дст, а проекция силы 
упругости F  равна Fx =  —cxv  Дифференциальное уравнение движе
ния в проекции на ось х  имеет вид

m x l =  Fx +  Р х.
Так как Р х =  Р  =  mg,  то m x l =  —схл +  mg,  отсюда

х л +  f rx  1 =  g,  - (10)
где обозначено с/m =  к2.

Из сопоставления уравнений (10) и (6) следует, что вместо одно
родного дифференциального уравнения (5), при новом положении 
отсчета Ои составлено неоднородное уравнение (10). Его общее 
решение имеет вид

Ъ = А 1) + * 1 2>, (И)

где Х]1’ — общее решение соответствующего Однородного уравнения, 
приведенное в формуле (6), а х\2) — частное решение уравнения (10).

Приняв во внимание, что правая часть уравнения (10) постоянна, 
ищем частное решение х\2) в виде постоянного А,  т. е. xj2> =  А.



Так как при этом *!2> =  0, то из уравнения (10) непосредственно 
следует

х\2) =  А =  g/k2. (12)
После внесения результатов (6) и (12) в формулу (11), найдем

Xj — Ci cos kt  +  C2 sin kt +  g / k 2. (13)
Вычислим производную по времени t:

Xi =  — Cik  sin kt +  C2k cos kt. (14)
Использовав начальные условия (9) в уравнениях (13) и (14), 

найдем Ci =  —g/k2, С2 =  0. Теперь искомый закон движения (13) 
окончательно примет вид

*1 =  (g/k2) (1 — cos kt).
Так как g/k  =  P /с, то

=  -£- (1 — cos^)*  (15)

Нетрудно видеть, что уравнение (8), в котором координата отсчи
тывается от точки О — положения статического равновесия, соответ
ствует уравнению (15), где отсчет координаты принят в начальном 
положении груза Оь причем хх =  Р/с  +  х  =  Дсх +  х. Это значит, 
что выполнен перенос координат из начала О в Оь  причем OOt =  Аст.

В первом варианте решения задачи 
было составлено однородное"дифферен
циальное уравнение (5), решение кото
рого несколько проще и короче, чем 
решение неоднородного уравнения (10), 
составленного во втором варианте. По
этому следует отдать предпочтение вы
бору начала отсчета в положении ста
тического равновесия материальной 
точки.

Задача 8.34. Под действием груза, 
подвешенного к концу пружины, пру
жина получила статическое удлинение 
Дст =  5 см.

Найти закон колебаний этого груза 
на пружине, если в начальный мо
мент грузу, находившемуся в положе
нии статического равновесия, была сообщена вверх начальная ско
рость l'o =  28 см/с.

Р е ш е н и е .  Направим ось х  по вертикали вниз, взяв начало 
отсчета в положении статического равновесия груза. В этом положе
нии пружина под действием силы тяжести груза растянута на ДС1.

До сообщения начальной скорости груз находится в равновесии 
под действием двух сил: силы тяжести Р  =  m g  и силы упругости
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К задаче 8.34.



пружины F CT, направленной по вертикали вверх (рис. а). По модулю 
FCT =  сДст, где с — коэффициент упругости пружины. Запишем 
условие равновесия груза:

Р  — FCT =  О или Р  — сДст =  0. (1)

Начальные условия движения груза имеют вид
при / =  0 х — х0 =  0,

х =  х 0 =  —28 см/с

(х0 отрицательно, так как начальная скорость у0. сообщенная грузу, 
направлена вверх).

Изобразим груз в промежуточном положении М,  соответствующем 
его положительной абсциссе х  (рис. б). При этом пружина оказывается 
растянутой на Д =  Дст +  х, а сила упругости F  (восстанавливающая 
сила) — направленной по вертикали вверх. Тогда

Fx =  — сАх =  —с (Дст +  *). (2)

К  грузу, помимо силы упругости F t приложена его сила тяжести Р .  
Составим дифференциальное уравнение движения груза в проекции 
на ось х:

тх  =  Р  +  Fx.

Воспользовавшись формулами (2) и (1), получим

х  +  k2x  =  0, (3)
где __

k =  1/ с /m.
Вычисление k2 непосредственно провести невозможно, так как неиз
вестен коэффициент упругости с пружины. Подставив в формулу (1) 
Р  — mg,  представим ее в виде' d m  =  g/ACT. Следовательно,

k = V c / m = V  g/  Дст (4)
(Дст в условии задачи задано).

Интегрирование дифференциального уравнения (3) не представ
ляет затруднений. Составим соответствующее характеристическое 

-уравнение А,2 +  £2 =  0, откуда Я1>2 =  ± k i .  Так как корни характе
ристического уравнения мнимые, то решение уравнения имеет вид

х  =  Сх cos kt  +  С2 sin kt. (5)

Для определения постоянных интегрирования С i и С2 найдем
х — —С ф  sin kt  +  Сф, cos kt. (6)

Подставим в уравнение (5): / =  0, х  =  х0 =  0, а в уравнение (6): 
t =  0, х  — х 0. Тогда Сх =  0, С2 =  x 0/k,  и уравнение (5) принимает вид

х  == sin kt. (7)
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Использовав численные данные, получим

' k = V-h = V = Н Рад/С- -1
_28

14
=  —2 СМ.

Итак, груз совершает на пружине гармонические колебания, согласно 
уравнению х =  —2 sin 14/ см. Делая множитель при тригонометри
ческой функции положительным, имеем

х =  2 sin (14/ +  я) см.

Амплитуда колебаний груза а =  2 см, начальная фаза колебаний 
а  =  л, круговая частота колебаний k =  14 рад/с.

Период колебаний Т  можно вычислить по формуле

Г =  - Х = 1 Г ==0’45 с -

Задача 8.35. Найти уравнение свободных вертикальных колеба
ний судна весом Р  в спокойной воде. Площадь его сечения на уровне 
свободной поверхности воды считать не за
висящей от колебаний и равной 5. В на
чальный момент центру тяжести С, нахо
дившемуся в положении статического равно
весия, была сообщена вертикально вниз 
скорость i'„. Вязкостью воды пренебречь.
Удельный вес воды равен у.

Р е ш е н и е. Направим ось х по вер-- 
тикали вниз, взяв начало отсчета О в по
ложении статического равновесия центра 
тяжести С судна. При этом высота подвод
ной части судна равна Дст.

Запишем условие статического равновесия судна. К нему прило
жены: сила тяжести Р  =  m g  в центре тяжести С судна и нормальная 
статическая реакция /?ст воды в центре тяжести К  объема воды, 
вытесненной судном. Модуль /?гх равен весу объема v воды, вытеснен
ной судном, т. е. /?ст =  yv  =  ySACT. Имеем /?ст =  y^Act- Поэтому 
условие статического равновесия имеет вид

mg  — ySAct • =  0. (I)

Так как центр тяжести находился в начальный момент в положе
нии статического равновесия и имел скорость г»0> направленную по 
вертикали вниз, то начальные условия движения центра тяжести С  
будут:

при / =  0 х  =  0, х  =  v 0. (2)

Из-за наличия начальной скорости v 0 судно начинает двигаться 
в вертикальном направлении вниз. На рисунке оно изображено 
в момент, когда его центр тяжести С переместился из положения ста
тического равновесия вниз на х. При этом под водой оказалась часть



судна высотой Дст +  х. Объем v воды, вытесненной судном, равен 
5  (Дст -j- лг). Значит, проекция на ось х нормальной реакции R  равна

R x  =  — 'y S  (Act +  X). (3)
Составим дифференциальное уравнение движения центра тяжести 

С  в проекции на ось х:
mx  =  Р х +  R x.

Приняв во внимание, что Р х =  mg,  и воспользовавшись формулами 
(1) и (3), получим

тх  =  —
т. е.

х  +  k2x =  0, (4)
где обозначено

=  /е2. (5)т v 7

Использовав формулы, данные в обзоре теории, запишем искомое 
уравнение движения в виде

х — a sin (kt +  а), (6)
где круговая частота колебаний k в соответствии с формулой (5) равна

* -  V H r -  <7>
Vs.

Амплитуду колебаний а'определим по формуле
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а - ф Ъ + ф

Использовав начальные условия движения (2), находим

a = ^  =  vn y  (8)

Начальная фаза а  равна
, кхла  —  arctg —т-51-.

*0
Подставив х0 =  0 и х 0 =  v0, получим

а  =  0. (9)
Внеся результаты (7), (8) и (9) в уравнение (6), окончательно 

получим его в виде

x = v° V  - w s i n V  <i o >

Уравнение (10) описывает свободные вертикальные колебания центра 
тяжести С судна.

Период колебаний равен
2я т  Г  т
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Задача 8.36. Груз массы т  =  1 кг лежит .на гладкой горизон
тальной плоскости. Слева и справа он соединен с концами двух гори
зонтально расположенных пружин (см. рисунок) с коэффициентами 
упругости Ci =  4 Н/см, с2 — 5 Н/см. В положении равновесия груза 
обе пружины недеформированы. .

Найти уравнение движения и период колебаний груза, если 
в начальный момент он был смещен из положения равновесия на
право на 4 см и ему была сообщена направо начальная скорость 90 см/с.

с, F!F2 jwwv!WVVVVVWVVVVVVVWWWv
' - VV/V, j*

p
К задаче 8.36.

Р е ш е н и е .  Направим ось х  по горизонтали направо, взяв на
чало отсчета в положении равновесия груза.

Запишем начальные условия движения груза:
*

при / =  0 -cQ =  4 см, х 0 =  90 см/с.

Изобразим груз в промежуточном положении смещенным по отно
шению к началу отсчета направо на х  и представим, что он движется 
в сторону возрастания х. При этом правая пружина сжимается на х  
и ее сила упругости F 2 направлена налево. Одновременно левая пру
жина растягивается на х и, следовательно, ее сила упругости F 1 
также направлена налево, т. е.

Fix =  — схх, F2x t= — с2х.

Кроме двух восстанавливающих сил Fi  и F 2, к грузу приложены его 
сила тяжести Р  и нормальная реакция R  гладкой плоскости.

Запишем дифференциальное уравнение движения материальной 
точки в проекции на ось х. В данном случае получим

т х  — Flx - f  F2х, или т х  =  — (су +  с ^ х .  (1)

Как следует из дифференциального уравнения (1), обе пружины 
можно заменить одной эквивалентной пружиной, коэффициент упру
гости которой равен сумме коэффициентов упругости двух данных 
пружин, т. е. с =.Cj +  с2. Запишем дифференциальное уравнение (1) 
в виде

х  +  k2x — 0, (2)



Использовав формулы (2*)—(6*), данные в обзоре теории, имеем: 
круговая частота колебаний равна
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/ 1 /  ci +  сг л /  400 +  500 опk =  V от =  V — г —  =  30 РаД,С>
амплитуда колебаний

начальная фаза колебаний

а  =  arctg =  arctg =  arctg =  0,92 рад.

Итак, закон колебаний груза дается формулой 
х  =  5 sin (30/ +  0,92) см, 

причем период колебаний

-  2Л 211 = 0,21 с.k 30

Задача 8.37. Решить предыдущую задачу в предположении, что 
обе пружины соединены последовательно (см. рисунок).

■А С/ С2  . f . А Г

R

g " ч " " ; " * " .............* V 1 V V  V

лТ?77?ЛУ/У7. ’ ’.’/ / / A W W S W /? .

р

К  задаче 8.37.

Р е ш е н и е .  Начало отсчета на оси х  принимаем в положении 
равновесия груза при недеформированных пружинах. Ось х  напра 
вляем по горизонтали направо. Начальные условия движения 
остаются прежними:

при / == 0 х — х0 — 4 см, х — х 0 =  90 см/с.
Изобразим груз в промежуточном положении смещенным направо 

на х. При этом в пружинах вбзникает восстанавливающая сила F,  
направленная налево.

Вычислим коэффициент упругости с пружины, эквивалентной 
двум данным пружинам. Суммарное удлинение пружин равно сме
щению груза, т. е. | х  |; поэтому

M  =  f -  '■  о
При смещении груза направо на х  каждая из пружин получила удли
нение. Сумма этих удлинений равна | х  |, т.- е.

И  =  К 1 +  1*2|- (2)



Так как каждая из пружин растягивается под действием силы F,  то

| * | = i r -  i * . i — £■• <3>
Подставив значения (1) и (3) в формулу (2), находим

-  =  (4)с с, с2

Величины, обратные коэффициентам упругости (жесткости), назы
ваются коэффициентами податливости.  Итак, при последователь
ном соединении пружин податливость эквивалентной пружины равна 
сумме податливостей данных пружин. Из формулы (4) находим 
коэффициент упругости с эквивалентной пружины:

(5)
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С1С2
Cl +  с2

В дальнейшем вместо двух данных последовательно соединенных 
пружин будем рассматривать одну эквивалентную пружину с коэф
фициентом упругости с.

При смещении груза направо на х  проекция восстанавливающей 
-силы  F,  направленной налево, равна

Fx =  —сх  = ------- с- ^ — х. ' (6)* cj+ca
Кроме силы F,  к грузу приложены следующие силы: Р  — его 

сила тяжести, R  — нормальная реакция гладкой горизонтальной 
плоскости.

Составим дифференциальное уравнение движения груза в проек
ции на ось х :

mx  =  F,  или т х  — ------ ^ — х.
х fi +  с3

Полученное уравнение перепишем так:
х  +  k2x  =  0, (7)

где __________

* =  =  14-9 рад/с- (8) 
Нетрудно обнаружить тождественность дифференциального уравне
ния (7) и дифференциального уравнения (2), полученного в преды
дущей задаче. Поэтому можно, минуя промежуточные выкладки, 
написать ответ с учетом вышеупомянутых формул (2*)— (6f)

a =  V 4  +  - §  =  | Л 2 +  ( - ^ д - ) 2 = 7 ,2 5  см,

tg а  =  =  0,66, а  =  arctg 0,66 =  0,58 рад,

х =  7,25 sin (14,9/ +  0,58) см.
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Период колебаний

Т =
2л

~k~
2л

14,9 =  0,42 с.

К задаче 8.38.

Задача 8.38. Груз массы m =  1 кг колеблется вдоль гладкой 
наклонной плоскости. Груз присоединен к концам двух параллель
ных пружин (см. рисунок) с коэффициентами упругости сх =  4 Н/см,

сг =  5 Н/см.
Найти уравнение движения 

и период колебаний груза, 
если в начальный момент он 
был смещен из положения ста
тического равновесия на 4 см 
направо вниз и ему в этом на
правлении была сообщена на
чальная скорость 90 см/с.

Р е ш е н и е .  Направим 
ось х  параллельно наклонной 
плоскости направо вниз, взяв 
ее начало отсчета в положе
нии статического равновесия 
груза. При этом обе пружины 

получили статическое удлинение Дст. Обозначим буквой р угол, 
образуемый наклонной плоскостью с горизонталью.

К грузу приложены: Р  =  m g — сила тяжести, R  — нормальная 
реакция наклонной плоскости, F lt F2 — силы упругости пружин.

Изобразим груз в промежуточном положении с координатой 
х  >  0. При этом обе пружины получат смещения Дст +  х, а проек
ции их сил упругости на ось х  равны

FXx =  Ci (Act ~f~ X), Ftix =  C2 (Acr -j- x). (1)
Запишем дифференциальное уравнение движения груза в проек

ции на ось х:
m x  =  Р х -J- R x - f  Flx -f- F2x. (2)

Приняв во внимание формулы (1), а также Р х =  mg  cos (J, R x — 0, 
получим уравнение (2) в виде

mJc — mg  cos Р — (сх +  с2) Дст — (сг +  сг) х. (3)
Д ля упрощения уравнения (3) рассмотрим условие статического 

равновесия груза. В этом положении обе пружины растянуты на Дст
и потому F1CTX =  — CiAc Со Дг Внеся эти значения
в уравнение равновесия: m g  cos р -f  F1CtX +  FiCTX =  0, найдем

m g  cos p — +  c2) Дст =  0. (4)
Использовав условие (4) в уравнении (3), получим тх  =  —(сг -Ь 

+  с2) х,  или
т х  — —сх, (5)
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где с обозначает коэффициент упругости эквивалентной пружины
с =  сх +  с2. (6)

Таким образом, при параллельном соединении пружин коэффи
циент упругости эквивалентной пружины равен сумме коэффициен
тов упругости данных пружин.

Дифференциальное уравнение (5) представим в виде
х  +  к2х  =  0, (7)

где к2 — d m  — (с, +  с2) /т .
Заметив, что начальные условия движения имеют вид: при t — О 

х0 =  4 см, х й =  90 см/с, используем формулы (2*)—(6*), приведен
ные в обзоре теории.

Круговая частота колебаний k равна

4  =  j / S E =  | / Ж ± М =  3 0  р ад /с, 

амплитуда колебаний

‘■ =  J / 4  +  # =  = 5 с » ,

начальная фаза колебаний

а  =  arctg =  arctg =  arctg - j  =  0,92 рад,

период колебаний
j , _ 2л _ 2 я

~ ~ Г  ~  “зо" 0,21 с.

Итак, искомое уравнение колебаний груза имеет вид 
х — a sin (kt +  а) =  5 sin (30/ +  0,92) см.

В заключение заметим, что при выполнении данной конструкции 
для каждой из пружин, учитывая их силу тяжести, должна быть 
предусмотрена отдельная направляющая, не изображенная на ри
сунке.

Задача 8.39. Груз массы т — 10 кг, подвешенный к концу пру
жины, движется в жидкости. Коэффициент жесткости пружины с =  
=  10 Н/см. Сила сопротивления движению пропорциональна первой 
степени скорости груза: R — fiv, где р =  1,6 Н-с/см.

Найти уравнение движения груза, если в начальный момент груз 
был смещен из положения статического равновесия вниз на 4 см 
и ему была сообщена вниз начальная скорость v0 =  4 см/с.

Р е ш е н и е .  Направим ось х  вдоль пружины по вертикали вниз, 
взяв начало отсчета в положении статического равновесия груза. 
Запишем начальные'условия движения груза:

при t =  0 х — х0 — 4 см, х — х 0 =  4 см/с.
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Изобразим груз в положении, при котором его абсцисса х  поло
жительна. Так как пружина при этом получит удлинение Д =  ДсТ 4- 
+  х, то проекция на ось х силы упругости F  пружины, направленной 
по вертикали вверх, равна

Fx — с (Дст х). (1)

Предположим, что груз движется в сторону возрастания абс
циссы х. Сила сопротивления R  движению груза направлена противо
положно скорости, т. е. по вертикали вверх. Кроме сил F  и R,  к грузу 

приложена его сила тяжести Р  =  m g .  Соста
вим дифференциальное уравнение движения 
груза:

'mx =  mg  +  -f R x■ .
Подставив в это уравнение R x =  —$vx и значе
ние Fx из формулы (1), находим

m x  =  mg  — сДот — сх — ри*. (2)

Нетрудно видеть, что
m g  —  с Д сх =  0 .  (3)

v - '

ш  -  -

иР

Действительно, в положении статического рав- 
^  новесия к грузу приложены следующие силы: 

х Р  — его сила тяжести, направленная по вер-
К  задаче 8.39. тикали вниз, и статическая сила упругости 

пружины /v T =  сДот. направленная по верти
кали вверх. Так как груз находится в равновесии, то m g  — FCT =  0, 
откуда и следует формула (3).

Первые два слагаемых в правой части дифференциального урав
нения (2), на основании формулы (3), уничтожаются. Заменив в по
следнем слагаемом vx на х ,  имеем

где
х +  2 п х  +  k2x  =  0,

— h r -

(4)

Подставив численные значения, находим, что k =  10 рад/с, п =  
*= 8 рад/с; таким образом, п <  k (случай малого сопротивления).

Запишем характеристическое уравнение дифференциального урав
нения (4): "к2 +  2пк  +  k2 =  0, откуда

Я1>2 =  — п ±  У  п2 — k2 =  —п ±  i V k3 — п2 .

Следовательно, уравнение движения груза имеет вид

х — e~nt (Сх cos V k2 — п21 -f- С2 sin V k 2 — n2t ) .  (5)



Для определения постоянных интегрирования вычислим 

x = e ~ nt (—Сг У к2. — п2 sin V к2 — п21 +  С% V к2 — п2 cos V к2 — n - t )  —

— пе~п' (Сх cos У  к2 — ri9t +  С2 sin |/  к2 — n2t)- (6) 
Подставив в уравнение (5) t =  0, х  =  х0, а в уравнение (6) t =  О,
* =  х 0, получаем Сх =  л:0, С2 =  Внеся значения Сг и С2

V № — л2
в уравнение (5), найдем

х =  е~п‘ ( cos 1/ k2 — ri21 -|— *° nXn sin V  к2 — ti2 t \  . (7) 
\ V V  -  n* j

Преобразуем полученное уравнение. Для этого положим

*0 =  / l s i n a ,  +  пхо_. _ .  д cos а (g)
V w  — п1

где А и а  — постоянные. Из (8) легко найти, что

А _ у ^  +  М 0 & г ,  (9)
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a  =  a rc tg ^ M ^ -— — . (10)5  х0 +  пх0 '  >

Теперь уравнение (7) принимает вид

х =  Ле*п/ sin ( | /  /г2 — n2 t - f  а)* (И )

Движение груза является затухающим (так как при / - * о о  
х -*■ 0) с круговой частотой

^С =  1/ 1 Г Г ^ 2. (12)

Выше было найдено, что k — 10 рад/с, п — 8 рад/с. Из условия 
задачи следует, что х0 =  4 см, *0 =  4 см/с. Подставив эти численные 
значения в формулы (9), (10), (12), находим: А =  7,2 см, а  =  
=  0,59 рад, кс =  6 рад/с.

Итак, груз совершает затухающие колебания по закону
х  =  1 ,2е~ы sin (6/ +  0,59) см. (13)

Период колебаний Т с груза равен Т с — 2л/£с =  2я/6 =  1,05 с. 
Если бы груз совершал колебания при отсутствии силы сопротивле
ния, то период его колебаний был бы меньше. Действительно, по 
формуле Т  =  2n/k  получим Т  =  0,63 с.

Амплитуда колебаний груза убывает по экспоненциальному за
кону. Допустим, что моменту, времени t t соответствует г-я амплитуда 
a t . Следующая амплитуда a i+{ имеет место через пол периода, т. е. 
при t i+1 =  /г +  TJ2 .  Следовательно,

Qi =  7,2e~st(, at+1 =  7,2е~&‘ш  =  7,2е‘ 8 (^+Гс/2).
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Разделив ai+1 на аи находим
«i+i

так как Т с =  1,05 с, то

at
°i+1 _  g-4,2 . 0,02.

Таким образом, последовательность амплитуд образует беско
нечно убывающую геометрическую прогрессию со знаменателем

q 0,02.
Задача 8.40. Решить предыдущую 

задачу в предположении, что сила 
сопротивления движению равна R  =  
=  |к>, где р =  5,2 Н-с/см. В началь
ный момент груз был смещен из 
положения статического равновесия 
на 4 см и ему была сообщена вверх 
начальная скорость v0 =  240 см/с.

Р е ш е н и е .  Начало отсчета на 
оси х  по-прежнему расположим 

в положении статического равновесия груза и ось х  направим по 
вертикали вниз. В данном случае начальные условия движения груза 
имеют вид:

при t =  0 ' л: =  х0 =  4 см, х  =  х 0 — —240 см/с
(х0 отрицательно, так как начальная скорость направлена вверх).

Следуя решению предыдущей задачи, получим дифференциальное 
уравнение движения груза (см. формулу (4) предыдущей задачи)

х  +  2 п х  +  k2x =  0,
где

Vir- 2m

Подставив численные значения, получим, что k =  10 рад/с, п —
— 26 рад/с; таким образом, ti >  k (случай большого сопротивления). 
Составим характеристическое уравнение: к2 4- 2пк 4- k2 =  0, откуда

: 4 -  V  п 2 k2.=  — п — V п2 — k2, к.2 =
Так как п >  k, то корни ^  и к2 являются вещественными и отрица
тельными. Уравнение движения груза имеет вид

х =  Сге ^  4 - С.2е ^ .  (1)

Для определения постоянных интегрирования Су и С2 вычислим 
х  =  СукуеК' ( 4- C2k2eXii. (2)

Подставив в уравнение (1) / =  0, х  =  х0, а в уравнение (2) / =  0, 
х  =  х 0, получим систему уравнений

■̂0 ~  Су +  С2\ X q  — Суку 4- С2к2у



откуда
г'» _ _ ^2̂ 0 *0  ̂I -̂1) *р

Xi- ^ 2  ’ 2 ~  Я, — х2 ■
Заменив в уравнении (1) Сх и С2 вычисленными значениями, на

ходим уравнение движения груза

х =  ’ [(А,,Хо — х0) е^‘ — (?12аг0 — х0) е^(]. (3)Л1 — г.2
Воспользовавшись значениями ^  и А,2 и гиперболическими функ
циями, запишем уравнение движения (3) в виде

х =  е [(л:и +  пх0) sh Vп~ — ЫЧ х0 Vп* — к1 ch V п г — к21] ■ (4)
У п2 — кг

Движение груза является апериодическим и притом затухающим, 
так как при t -> оо х 0.

После подстановки в уравнения (3) и (4) численных значений: 
п =  26 рад/с, к =  10 рад/с, х0 =  4 см, х„ =  —240 см/с, получим

.г =  -i- р-26' (29е-24' -  5<?24') (5)
или

X =  -^-<r26' (12ch24/— 17 sh 240- (6)

Выясним теперь, переходит ли груз положение статического рав
новесия. Для этого приравняем х в уравнении (5) нулю:

е-ш  (29<г24' -  5е24') =  0.

Моменты времени, в которые груз находится в положении статиче
ского равновесия, определяются из уравнений

29е-24'> — 5е24*- =  0, е-26-'« =  0.

Произведя вычисления, найдем, что ^  =  0,037 с, /2 -► оо.
Значение ^  =  0,037 с соответствует переходу груза через поло

жение статического равновесия. Значение t2 оо соответствует 
затуханию движения (см. рисунок).

(Если бы при решении задачи значение оказалось отрицатель
ным, то это указывало бы на отсутствие перехода груза через поло
жение статического равновесия.)

Итак, в данной задаче груз переходит один раз через положение 
статического равновесия и затем асимптотически к нему прибли
жается с другой стороны (больше одного раза груз через положе
ние статического равновесия перейти не может, так как при х — 0 
получается только одно значение t, отличное от бесконечности).

Задача 8.41. Решить задачу 8.39 в предположении, что сила 
сопротивления движению равна R  — fiv, где р =  2 Н-с/см. В на
чальный момент груз был смещен из положения статического равно
весия вниз на 4 см и отпущен без начальной скорости.
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Р е ш е н и е .  Как и в двух предыдущих задачах, начало отсчета 
расположим в положении статического равновесия и ось х направим 
по вертикали вниз. Запишем начальные условия движения груза:

при t — 0 х — х0 =  4 см, х  =  х 0 =  0.
Аналогично тому, как делалось в двух предыдущих задачах, 

получим дифференциальное уравнение движения груза:
х  +  2 nx  +  k2x — 0,

где
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/ с  р
т ’ п 2 т '

Подставив сюда численные значения, получим, что & =  Ю рад/с, 
п =  10 рад/с; таким образом, п =  k (предельный случай).

Составим характеристическое уравнение К2 +  2пк +  k2 — 0, от
куда ______

2 =  — п +  V  п2 — k2.
Так как п =  k, то =  Х2 =  — п > т - е - корни характеристического 
уравнения являются вещественными и равными. Уравнение движе
ния груза имеет вид

х  =  С#-™ +  C2te-nt. (1)
Для определения постоянных интегрирования Сх и С2 вычислим

х  —  —nC1e-nt -)- C2e-nt — nC2te-nt. (2)
Подставив в уравнение (1) х =  х0 при t =  0, а в уравнение (2) х  =  
=  0 при / =  0, имеем Сх =  х0, С2 =  пх0.

Заменив в уравнении (4) Сх и С2 вычисленными значениями, полу
чим уравнение движения груза в виде

х — xae~nt (1 nt). (3)
Движение груза является апериодическим. При t -> оо выражение 
(3) оказывается неопределенностью типа 0-оо. Для раскрытия не
определенности применяем правило Лопиталя, предварительно пред
ставив (3) в виде

_  х0 (1 + n t )  
еп1

Тогда

х ( \ A - n t )  4 - [*о П + « 0 ]  пх
lim х  =  lim =  П т — ---- ------------=  lirn =  0;
/-►со /  —► оо € t-*■ оо (рп \̂ /-►оо

Л 1 '
таким образом, при t оо л; -> 0. Итак, груз, согласно уравнению 
(3), совершает апериодическое затухающее движение. Подставив 
численные значения: п — 10 рад/с, х0 — 4 см, получим уравнение 
движения груза

х  =  4e~l0i (1 +  10/) см. (4)
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Выясним теперь, переходит ли груз через положение статиче
ского равновесия. Для этого приравняем х  в уравнении (4) нулю 
и определим соответствующие значения времени, т. е.

Ае~т  (1 +  100 =  0, откуда 1 +  lO/j =  0, е ' Шг =  0.

Находим: tx =  —0,1 с , t2 -+ оо.
Отрицательное значение tx указывает на то, что груз не переходит 

через положение статического .равновесия при значениях t >  0. 
Значение -»• оо соответствует затуханию движения.

Таким образом, картина движения существенно отличается от 
рассмотренной в предыдущей задаче — при данных начальных 
условиях движения груз асимптотически приближается к положе
нию статического равновесия, ни разу не переходя через него. Кроме 
того, благодаря равенству нулю скорости груза в начальный момент 
времени, касательная к кривой х — х  (/) в точке t =  0 параллельна 
оси t.

В задачах 8.39—8.41 мы рассмотрели свободные колебания мате
риальной точки при наличии силы сопротивления, пропорциональ
ной скорости. В следующей задаче рассматриваются свободные 
колебания материальной точки при наличии силы сухого трения. 
Ее решение представляет большие трудности по сравнению с реше
ниями предыдущих задач.

Задача 8.42. Груз массы т,  прикрепленный к концу пружины, 
движется по негладкой горизонтальной плоскости под ^действием 
силы упругости F,  проекция 
которой на ось х  (рис. а) 
равна Fx =  —сх, где с — 
постоянный коэффициент 
упругости. Коэффициент тре
ния скольжения груза о пло
скость как при покое, так и 
при движении равен f. В на
чальный момент груз был
отклонен от положения статического равновесия вправо на а0 и 
отпущен без начальной скорости.

Написать уравнение движения груза и определить закон убыва
ния его наибольших отклонений.

Р е ш е н и е .  Движение груза невозможно описать одним диф
ференциальным уравнением. Действительно, при движении груза 
налево сила трения F TP направлена направо (рис. а), т. е. FTpx =  
=  FTp =  fmg, При движении же груза направо сила трения напра
влена налево и, значит, FTрх =  —Frр =  —fmg.  Поэтому в правую 
часть дифференциального уравнения движения груза попеременно 
будет входить слагаемое fmg  либо —fmg.

Последовательно составим и проинтегрируем дифференциальные 
уравнения движения груза: 1) справа налево и затем 2) слева на
право. При этом конечные значения х  и х  при движении груза

К  задаче 8.42а.
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справа налево одновременно являются начальными условиями после
дующего движения слева направо.

На рис. а груз изображен в текущем положении, отклоненном 
от нуля, т. е. от его положения статического равновесия, направо 
на х. К грузу приложены активные силы: Р  =  m g — сила тяжести 
груза, F  — сила упругости пружины, а также две составляющие 
реакции негладкой горизонтальной плоскости: R  — нормальная 
составляющая, FTp — касательная составляющая, т. е. сила трения 
скольжения.

Запишем дифференциальные уравнения движения груза в проек
ции на ось х:

m x  — Р х -f- Rx -f- Fx -f- FTi)X. (1)
Силы P  и R  перпендикулярны к оси x. Поэтому P x — R x =  0. Про
екция силы упругости F  равна Fx — —сх. При движении налево 
сила трения направлена направо, значит, F,грх =  FTP =  ftng. Приняв 
во внимание эти значения проекций сил, запишем уравнение (1) 
в виде

тх  =  — сх +  ftng, (2)
или

х  +  kH  =  fg,  (3)

где обозначено k2 =  с/т (напомним, что 'k — круговая частота сво 
бодных колебаний груза при отсутствии силы трения).

Общее решение х  неоднородного дифференциального уравнения 
(3) равно сумме общего решения хг соответствующего однородного 
уравнения и частного решения х2 данного уравнения (3), т. е.

л: =  хх +  х2. (4)
Правая часть уравнения (3) постоянна. Поэтому ищем частное реше
ние х2 в виде постоянного: х2 =  А.  Подставив это значение х2, 
а также х 2 =  0  в уравнение (3) и решив его относительно А ,  полу
чим А =  fg /k2, т. е.

*2 =  А .  (5)

Характеристическое уравнение однородного дифференциального 
уравнения х +  k2x — 0 имеет вид г2 +  k2 =  0. Его корни равны 
г i ,2 =  ± k i ,  значит, хх равно ч

xt =  Сх cos kt +  С2 sin kt. (6)
Использовав результаты (5) и (6) в формуле (4), мы получим 

общее решение неоднородного дифференциального уравнения (3):

х  =  Cj cos kt -f- C2 sin kt +  • (7)

Д ля определения постоянных интегрирования Сх и С2 вычислим 
производную х  по t :

х  — —Cxk sin kt +  C2k cos kt. (8)
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По условию, груз в начальный момент находился в покое, в поло
жении, отклоненном от нуля направо на а0. Значит, начальные 
условия движения имеют вид

при t — 0 х — ап, х — 0. (9)
Подставим начальные условия (9): / — 0, х  =  а0 — в уравнение 

(7) и t — 0, х  =  0 — в уравнение (8). Получим систему

0 =  C2k,

* =  («0 — COS kt +  ' -k ( а 0 — s \nk t .  (10)

откуда Сх — a0 — fg /k2, C2 =  0. Теперь уравнения (7) и (8) при
нимают вид

^   ̂ т с  Ы Л__IE— j х  -— и I п fS

Первое уравнение (10) описывает движение груза справа налево. 
В крайнем левом положении его скорость обращается в нуль. Под
ставив во второе уравнение (10): х  =  0, t =  тх, мы найдем продол
жительность движения груза из крайнего правого в крайнее левое 
положение:

ъ  =  .01)

Определим наибольшее отклонение ху груза налево, подставив 
в первое уравнение (10) тх — л /k, х — хх. Получим

Xi =  — а0 +

Абсолютиая величина равна

I *il =  а0 —
2/1

(12).

(13)

Из формулы (13) вычислим разность Ао0)1 абсолютных величин 
наибольших отклонений ап 
и а,. Получим

2igД^о, i  —  Oq f l j  ■

(14) т т ш

a

■ К задаче 8.426.
В крайнем левом поло

жении М х к грузу прило
жены силы: Р ,  R ,  F  и ЕтР.
Сила упругости F> направленная слева направо, по модулю 
равна * „

F =  c \ х х \. ' (15)
Сила трения F Tp теперь направлена налево (рис. б). Если в этом 

положении модуль наибольшей силы трения больше или равен мо
дулю силы упругости (15), т. е.

f m g ^ c  \ х г \, (16)
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то груз останется в покое и его движение прекратится. Допустим, 
что условие (16) не выполнено, т. е. f m g < l c \ x 1 \. Тогда начнется 
движение груза направо. При этом FTpx =  —FTр =  —f m g  и, значит, 
дифференциальное уравнение (2) примет вид т х  =  — сх — fmg,  от
куда

* +  k2x =  - f g ,  (17)
где k2 =  d m .

Дифференциальные уравнения (3) и (17) отличаются только 
знаком правой части. Поэтому частное решение х2 уравнения (17) 
можно сразу записать, изменив в формуле (5) знак, т. е. хг — —fg/k2. 
Общее решение (7) запишется в виде

x =  C3c o s k t  +  C4sin kt — щ - ,  (18)

откуда имеем
х  =  — C3k sin kt  -f- Ct k cos kt. (19)

Д ля упрощения вычислений будем теперь отсчитывать время, 
с момента выхода груза из крайнего левого положения. Начальные 
условия движения груза слева направо одновременно являются 
конечными условиями его движения справа налево, поэтому имеем

при / =  0 х — хх, х  =  0. (20)
Подставим начальные условия (20): t — 0, х  =  хх — в уравне

ние (18), а / =  0, л: =  0 — в уравнение (19). Получим систему: 
хх =  С 3 — fg /k2, 0 =  C4fe, откуда С8 =  +  fg /k2, С4 =  0. Теперь 
уравнения (18) и (19) примут вид

X =  (* 1 +  - jf - )c o s &  — -&Г,  Х =  —£ ( * i 4- -§ h )  sin kt. (21)

Первое уравнение (21) является уравнением движения груза 
слева направо. Движение закончится в момент t — т2, когда скорость 
груза обратится в нуль. Поэтому, подставив во второе уравнение 
(2 1): t  — т2, х  — 0, получим

Ъ =  Т '  (22)
Сопоставив формулы (22) и (И ), мы видим, что продолжительность 

движения груза из одного крайнего положения в другое постоянна
^т1 =  т2 Она не зависит от направления движения и началь
ных условий движения груза. Груз вернется в крайнее правое поло
жение через промежуток времени

Г  =  т1 +  та =  - ^ - .  (23)

Как известно, по формуле (23) определяется период свободных 
колебаний груза при отсутствии силы трения. Значит, сила трения 
скольжения на период свободных колебаний не влияет (конечно, при
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наличии силы трения периодичность движения отсутствует и вели
чина Т  названа периодом колебаний условно).

Д ля определения наибольшего отклонения а2 груза напраио, 
подставим в первое уравнение (2 1): t =  т2, х  =  о2.

При этом получим

а2 =  —* i ---- • (24)

Использовав в выражении (24) формулу (12), находим
п _п 2/g _  „ 4fg /пс\
аг — °i — ° о -----рг- •

Воспользовавшись формулами (25) и (13), вычислим разность 
Да1>2 абсолютных величин наибольших отклонений ах и а2:

<26>
Сопоставив формулы (14) и (26), мы видим, что разности абсолютных 
величин наибольших отклонений равны между собой: AaPil =  
=  Aali2 =  2fg/k2. Значит, абсолютные величины наибольших после
довательных отклонений убывают по закону арифметической прогрес
сии с разностью, равной 2fg/k2 (напомним, что при наличии силы 
сопротивления, пропорциональной скорости, абсолютные величины 
последовательных наибольших отклонений убывают по закону гео
метрической прогрессии со знаменателем q — е~'гГ°/2, т. е. колебания 
затухают значительно быстрее).

Груз останется в крайнем нравом положении в покое, если, 
но аналогии с формулой (16), будет удовлетворено неравенство

fmg  i s  са2. (27)
Если же fmg  <  саъ  то груз вновь начнет двигаться налево. За

тухающие колебания груза будут продолжаться до некоторого t-ro 
наибольшего отклонения xt , при котором будет выполнено неравен
ство

f m g ^ c \ x i \, (28)
т. е. модуль наибольшей силы трения окажется больше или равным 
модулю силы упругости пружины.

Как следует из формулы (28), абсолютная величина t-ro  послед
него наибольшего отклонения определится неравенством | x t | с  
<  fmg/c,  т. е.

<29>
На рис. в построен график движения точки. Проведем прямые, 

соответствующие уравнениям: х =  fg lk2 и х  =  —fg / k 2. Область, 
заключенная между этими прямыми — горизонтальная полоса 
шириной 2fg/k2, называется зоной застоя.  Если наибольшее откло
нение точки окажется внутри'илина границе зоны застоя, то, в соот
ветствии с формулой (29), движение прекратится.
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В заключение приведем численный пример. Даны: масса груза 
т — 10,2 кг, коэффициент упругости пружины с =  10 Н/см, коэф
фициент трения скольжения f  — 0,1. В начальный момент груз был 
отклонен из положения равновесия на 7 см направо и отпущен без 
начальной скорости. Определить период колебаний, а также вели
чины наибольших отклонений груза до момента остановки.

К  задаче 8.42в.

Круговая частота колебаний равна

к =  Vir =  / i S j  = 9-9 Рад/С- '

Период колебаний равен

Т = ~  =  0,64 с. k ’

Согласно формуле (29) движение прекратится при | * ; |<
I I 0,1-980 , ,т. е. при. |л г ,- |< —:-gjj—  см. Итак, условие остановки груза опре

деляется неравенством
| x t | с  1 см.

Абсолютные величины наибольших отклонений убывают по за
кону арифметической прогрессии с разностью:

2fg _  2-0,1-980

fg

98 2 см.

В начальный момент, по условию, а0 =  7 см. Через полпериода, 
т. е. в момент t =  0,32 с, груз получит наибольшее отклонение 
влево, равное по абсолютной величине ах =  а0 — г  =  5 см. Так как 
Cj >  1 см, то движение будет продолжаться. Через полпериода, 
т. е. в момент t  — 0,64 с груз окажется в крайнем правом положении, 
причем а2 =  ау — г  =  3 см. В данном случае также а г >  1 см и груз 
начнет двигаться влево, через 0,32 с, т. е. в момент t =  0,96 с груз 
будет занимать крайнее левое положение с абсолютной величиной 
наибольшего отклонения а3 — а2 — г — 1 см. При этом а3 удовлет-
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воряет неравенству а:1 с  1 см. Значит, груз оказывается на границе 
зоны застоя и его движение прекратится.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из «Сбор
ника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 32.1, 
32.4 , 32.6, 32.7 , 32.10 , 32.11, 32.24 , 32.26, 32.28, 32.53, 32.54, 32.57, 
32.64 , 32.67, 32.68.

4. Вынужденные колебания материальной точки. Влияние силы 
сопротивления, пропорциональной скорости, на вынужденные коле
бания материальной точки. В теории колебаний возмущающей на
зывается сила, приложенная к материальной точке и заданная как 
функция времени. Эта сила большей 
частью является непрерывной функ
цией времени. В машинных агрега
тах и механизмах возмущающая сила 
возникает в результате неточной ба
лансировки вращающихся частей 
машин (турбинных дисков, роторов 
электромоторов, маховиков) либо 
при наличии периодически изменя
ющейся силы давления воды, газа 
или пара в цилиндрах двигателей 
и т. д.

Простейшей является возмущающая сила S, изменяющаяся 
по гармоническому закону: S =  Я  sin (pt  +  б), где Н  — наиболь
шая величина возмущающей силы (ампЛитуда силы), р  — круго
вая частота изменения возмущающей силы, б — начальная фаза.

Если возмущающая сила S (t) является периодической функцией 
времени (рис. 8.8) с периодом Т  =  2п!р,  т. е. 5  (/ +  Т) =  S (/), 
и удовлетворяет условиям Дирихле (наличие па протяжении одного 
периода конечного числа максимумов и минимумов и конечного 
числа точек раарыва первого рода), то эту функцию можно разложить 
в ряд Фурье:

Рис. 8.8.

где

*S (0 =  y  А0 +  ^  (At cos ipt  +  Bi  sin ipt),
;=l

P =
2ir

~ T ~ At =  |  5  (t) cos ipt  dt ,  Bi == j 5 (t) sin ip td t ;

здесь i =  0, 1 ,2 , 3, ...
Вынужденные колебания материальной точки вызываются дей

ствием системы сил, в составе которой имеются восстанавливающая 
сила F  и возмущающая сила 5 .  На рис. 8.9 ось х  направлена вдоль 
линии действия сил F  и S .  Начало отсчета взято в положении 
статического равновесия материальной точки. Сила S  условно
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направлена вниз, однако, как следует из закона ее изменения, ее на
правление является переменным.

Если возмущающая сила изменяется по гармоническому закону
S =  И sin (pt +  б), то дифференциальное уравнение вынужденных 

,.х. колебаний материальной точки имеет вид
х  +  L2x =  h ^in (pt +  б), (13*)

где
k2 =  d m ,  h =  Him..

F Закон движения материальной точки в случае р Ф  k
дается формулой х =  xt +  х2 (хг — общее решение со
ответствующего однородного дифференциального урав- 

] нения, х2 — частное решение неоднородного уравне
ния), где

° h
х1 — С1 cos kt +  С2 sin kt, х2 =  ----- г  sin (pt -|- б), ̂ к р

значит,
X

Рис. 8.9. Х =  С х COS kt - j -  С2 Sin  kt -(- - r j------- r  S in (pt  +  6).
f i ---p

При начальных условиях движения материальной точки, т. е. при 
t =  0 х =  х0, х  — х 0, постоянные интегрирования выражаются фор
мулами:

Ci =  х0 ---- —5- sin 6, С2 =  -4?-----------гттт"— гг cos 6-1 и k2 — р2 ’ * k k (k2 — р1)
Окончательное уравнение движения материальной точки имеет

вид

х — х0 cos kt +  —  sin kt  — k%h- p 2 ( sin ® cos ^  ^  T  cos ^ sin ^ 0

+  k* ^ pr s in ( ^  +  5)- (14*)

Последний член правой части уравнения движения ^  sin (pt +  б)
определяет вынужденные колебания, первые два слагаемых,
х0 cos kt и sin kt, определяют свободные колебания, которые
совершала бы материальная точка при отсутствии возмущающей 
силы, а слагаемое

— ^ sin б cos kt -}- -j- cos 6 sin k t }

— колебания материальной точки, имеющие частоту свободных 
и вызванные возмущающей силой S.

Вынужденные колебания материальной точки: хг =  i™ X
X sin (pt  -f- б) имеют круговую частоту р,  равную круговой частоте р
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изменения возмущающей силы (т. е. период вынужденных колеба
ний х2, вызванных возмущающей силой S, равен периоду этой 
силы).

Амплитуда вынужденных колебаний а, т. е. величина наиболь
шего динамического смещения материальной точки, равна а  =  
=  к /1 k2 — р г

Статическое смещение материальной точки под действием по
стоянной силы Н  равно Ан — Н/с.

Коэффициентом динамичности % называется отношение ампли
туды а вынужденных колебаний к статическому смещению Ан , 
т. е. к  =  а/Ан . Коэффициент дина
мичности к определяет, во сколько 
раз наибольшее динамическое сме
щение материальной точки, вызы
ваемое переменной возмущающей 
силой S =  Н  sin (pt +  б), больше 
статического смещения Ан , проис
ходящего под действием постоянной 
силы, равной по величине ампли
туде возмущающей силы.

Коэффициентом расстройки z 
называется отношение круговой ча
стоты р  вынужденных колебаний 
материальной точки к круговой ча
стоте k ее собственных колебаний, 
т. е. z =  p/k.

Коэффициент динамичности К связан с коэффициентом расстройки 
z зависимостью X — 1/| 1— г2 1. График этой функции изображен 
на рис. 8.10. Рассмотрим его подробнее:

1) В случае 0 <  z  <  1, т. е. при р  <  k, происходят вынужденные 
колебания малой частоты. При этом коэффициент динамичности X 
растет от единицы до бесконечности.

2) При г-*- 1, т. е. при р ~ *  k, Я,-> оо. При р  =  k, т. е. при ра
венстве круговых частот свободных и вынужденных колебаний, 
имеет место явление, называемое резонансом.  При резонансе пере
менная амплитуда вынужденных колебаний неограниченно возра
стает (в реальных условиях при учете сил сопротивления движению 
амплитуда является конечной)-;---------------------------------------------------------

3) В случае г  >  1, т. е. при р  >  k, происходят вынужденные 
колебания большой частоты. При z - *  оо коэффициент динамично
сти К убывает до нуля.

В случае резонанса (при р  =  k) частное решение хг неоднород 
ного урав нения х  +  k2x — h sin (pt +  6) имеет вид — 1 cos (kt  + 6 )

колеба

Рис. 8.10.

При резонансе переменная 
h

амплитуда
2k

вынужденных
ний а =  t растет прямо пропорционально времени (рис. 8.11)

4 М. И. Бять и д р . , т. II
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Уравнение движения материальной точки в случае резонанса, 
т. е, при р =  к, имеет вид

х — х0 cos kt +  sin kt ■ cos 6 sin kt — 1 cos (kt 4 - 6). (15*)k 1

Последнее слагаемое справа — 1 cos (kt +  б) определяет вы

нужденные колебания, первые два слагаемых, х0 cos kt  и -у- sin kt,  
соответствуют свободным колебаниям, которые имели бы место при

отсутствии возмущающей силы, слагаемое cos 6 sin kt  опре
деляет колебания, вызванные возмущающей силой, имеющие круго
вую частоту свободных колебаний.

Сдвиг между фазами возмущающей силы и вынужденных колебаний 
материальной точки  (рис. 8.12).

1) В случае вынужденных колебаний малой частоты, т. е. при 
р  <  k сдвиг е между фазами возмущающей силы S и вызванными 
ею вынужденными колебаниями х 2 равен нулю. (Возмущающая сила 
и вынужденные колебания одновременно достигают наибольших, 
наименьших значений и обращаются в нуль.)

2) В случае резонанса, т. е. при р  =  k, сдвиг е между фазами 
возмущающей силы S и вынужденных колебаний х2 равен л/2 (вы
нужденные колебания, вызванные возмущающей силой, отстают по 
фазе от этой силы на л/2).

3) В случае вынужденных колебаний большой частоты, т. е. при 
р  >  k, сдвиг е между фазами возмущающей силы S и вынужденных 
колебаний х2 равен л (вынужденные колебания отстают по фазе от 
соответствующей возмущающей силы на л).

Рассмотрим случай, когда возмущающая сила S (t) является перио
дической функцией времени периода Т. Разложим ее в ряд Фурье:

оо
S (/) =  -i- А0 +  ^  (At cos ipt +  B t sin ipt), 

i=)
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где
т т

Р — ~f~> &i —  ~f~ J 5  (t) cos ipt  dt,  В i =  j  5  (t ) sin ipt  dt\
О 0

здесь t =  0, 1, 2, 3, ...
Тогда дифференциальное уравнение вынужденных колебаний 

материальной точки имеет вид
• оо

х  +  k2x =  А  +  ^  (At cos ipt  +  B t sin ipt).
i=i

Уравнение движения материальной точки при р Ф  k будет х  =  
>= хх +  х2, где xt — общее решение соответствующего однородного 
дифференциального уравнения, х2 — частное решение неоднород
ного уравнения:

хх — cos Id +  Сг sin kt,

*■>= t  - r + 4 -  2  ( w = i w c o s i p t + iA f  sin • (=i

При начальных условиях вида: х  =  л'0, х  =  л’0 при / =  0 по
стоянные интегрирования имеют значения:

( оо \ ОО
JL |  ̂ \ ^  А/ j р __х д 1 р  v

2 с ' m Z j  кг — i2p’- / ’ 2 — k m k 2~1 k‘‘ — ' 
i= i /  i= i

Окончательно уравнение движения материальной точки запи
шется в форме

х =  х0 cos kt -|- sin kt —

~ ( i  4 1 + i  2  - w S i w ) coskt -  ( i  T 2  sinkt +
oo

+ т  4 - + i  2  co s i p t + s i n (> 0  •
1=1

___________OQ ___  - _________ _______

Здесь l iT 2  ( l * - W -~ cos 1/j/ +  /.-2l ‘iip 2 sin i p t )  — вынужденные ко-

лебания материальной точки; х0 cos kt  Ч— - у - sin kt — свободные
колебания материальной точки, которые имели бы место в случае 
отсутствия возмущающей силы;

Т ^ + 1 2 ^ ^ ) С05̂ - ( ^ т 2 ^ ? 7 ^ )  sin̂
1=1 / \  1=1



— колебания материальной точки, вызванные возмущающей силой 
и имеющие круговую частоту свободных колебаний.

При к — ip,  где i — 1, 2, 3, ..., наступают резонансные колеба
ния г'-го порядка, т. е.

при k =  р  — резонансные колебания первого порядка, 
при k — 2р  — резонансные колебания второго порядка и т. д. 
При одинаковом порядке коэффициентов Л г и б г по мере повы

шения порядка резонансных колебаний амплитуды их убывают. 
Поэтому в таких случаях наиболее опасными являются резонансные 
колебания низших порядков.

Если возмущающая сила задана тригонометрическим полиномом, 
т. е. рядом Фурье, у которого все члены, начиная с (п +  1)-го, равны 
нулю, то число резонансных колебаний равно п.

В заключение заметим, что если возмущающая сила изменяется 
по произвольному закону S =  /  (t), где /  (t) — однозначная, непре
рывная, дифференцируемая функция, то, применив метод вариации 
произвольных постоянных, можно найти закон движения в виде

t
х  =  х0 cos kt +  - j -  sin kt +  j  f  (t ) sin k (t — t ) dx, (16*)

0
где x0 и x 0— начальные условия движения, m  — масса, k — круго
вая частота свободных колебаний. Первые два слагаемых формулы
(16*) х0 cos kt и - у - sin kt  определяют свободные колебания груза,
которые он совершал бы при отсутствии возмущающей силы 5  =  
*= /  (0- Последнее слагаемое уравнения (16*)

t
- j ^ \ f  (т) sin k{ t  — х) d x .

о

описывает движение груза, вызванное возмущающей силой S =  
=  f  (*)■

Уравнением (16*) можно широко пользоваться при решении 
задач динамики на вынужденные колебания материальной точ-ки 
при произвольном законе изменения возмущающей силы S =  f  (t). 
Этим уравнением весьма целесообразно пользоваться в тех случаях, 
когда трудно подобрать частное решение дифференциального урав
нения

x - f  k2x = - ^ f { t ) .

Полезно отметить, что последнее слагаемое формулы (16*) опре
деляет решение, удовлетворяющее нулевым начальным условиям:

t
х  f ix )  s ink { t — х) dx. (17*)

0

0
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Влияние силы сопротивления, пропорциональной скорости, на 
вынужденные колебания материальной точки.

Пусть материальная точка массы т  совершает колебания под 
действием восстанавливающей силы F,  возмущающей силы 5  и силы 
сопротивления движению, пропорциональной ско
рости точки, R  =  —рс, где |3 — постоянный 
коэффициент. Ось х  направлена вдоль линии дей
ствия сил F  и S  (рис. 8.13). Начало отсчета взято 
в положении статического равновесия материаль
ной точки* Возмущающая сила изменяется по 
гармоническому закону 5 =  Н  sin {pt  +  б).

Дифференциальное уравнение вынужденных 
колебаний материальной точки при наличии силы 
сопротивления, пропорциональной скорости, 
имеет вид

х  - f  2пх  +  k2x  =  h sin (pt  - f  б),
где

2п J L  k2 =  —  , А =  — .т т . т

Тогда уравнение движения материальной точки 
будет: х  =  хх х2, где хх — общее решение со
ответствующего однородного дифференциального 
уравнения; х2 — частное решение неоднородного дифференциаль
ного уравнения.

Решение хх в зависимости от соотношений п <  k, п >  k, п =  k 
получается в одном из рассмотренных выше видов (см. 
стр. 67—69).

Частное решение х2, определяющее вынужденные колебания, 
равно

х2 — a sin (pt  - f  б е),
где

h , 2пре =  arctg fe2_ ^
, V  (k2 — р2)2 +  4я2р2

Введя для сокращения записи обозначение 
A (t) =  a  sin (pt  +  б — е),

(18*)

(19*)

(20*)

получим уравнение движения материальной точки в следующем окон
чательном виде:

е-п‘ (Сх sin V  k2 — п21 -j- С2 cos V k2 — n21) A  (t) при n < C k \  

e~nt (Cx -f- C 4 )  A( t )  при n — k\

e-nt {CxeY1̂ < +  C2e- <) +  A (t) при n > k .
(2 1*)



Постоянные интегрирования Сг и С2 определяются по заданным 
начальным условиям движения: при t =» 0 х  =  х0, х  — х 0.

Так как во всех трех случаях (п <  k, п =  k  и п >  k) в выраже- * 
ние хг входит e~nt, то движения xt быстро затухают, в то время как
амплитуда вынужденных колебаний а =  - -- h — , кру-

V (й2 — /э2)2 +  4га2р 2
говая частота вынужденных колебаний р  и сдвиг между фазами 
е =  arctg -;2— от времени не зависят. Круговая частота р  вы-

К Р
нужденных колебаний х2 равна 
круговой частоте р  возмуща
ющей силы S. Это означает, что 
сила сопротивления движению, 
пропорциональная первой сте
пени скорости, не влияет на ве
личину круговой частоты вы
нужденных колебаний матери
альной точки.

При резонансе (р =  k) пе
ременная амплитуда а вынуж
денных колебаний в случае от
сутствия силы сопротивления 
неограниченно возрастала по
закону: а  =  - ^ -7 .  При наличии
силы сопротивления, пропор
циональной скорости, ампли
туда а постоянна и равна 

h
а Рез — ~2nk ‘

Зависимость коэффициента динамичности X от коэффициента 
расстройки г  имеет вид (рис. 8.14)

. 1  пX =  -  ------------ , где v =  - г - .
У  {I — г2)2 -(- 4v2z2 "

Каждая из кривых, изображенных на рис. 8.14, соответствует 
определенному значению v. С увеличением v, т. е. с увеличением 
силы сопротивления, коэффициент динамичности к и, следовательно, 
амплитуда вынужденных колебаний уменьшаются. В зоне вынужден
ных колебаний большой частоты, далеко за резонансом (например, 
при г  >  3), все кривые, независимо от величины v, почти сливаются. 
Следовательно, в этой зоне при вычислении амплитуды вынужденных 
колебаний силой сопротивления можно пренебречь.

Максимум коэффициента динамичности X имеет место не при 
резонансе; он несколько смещен в зону г <  1:
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W o

II VL 4=0,05

---------
У 1 2 z
Вынужденные Вынужденные колебания 
малевания $5 большой частоты 

Малой частоты & ^
• Р<К  Р>/С

Рис. 8.14,

Zraax =  V  1 -  2 v 2.
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При ЭТОМ

2v V 1

При v 5 - J/2 /2  функция к =  f  (г) монотонно убывает.
Сдвиг между фазами е =  arctg {^ г 2 возмущающей силы и вы

званных ею вынужденных колебаний остается при резонансе неиз
менным: е =  я/2. Сдвиг между фазами с возрастанием v, т. е. силы 
сопротивления, увеличивается в зоне вынужденных колебаний 
малой частоты и убывает в зоне вынужденных колебаний большой 
частоты (рис. 8.15).

Рассмотрим случай, когда возмущающая сила S  (t) является 
периодической функцией времени периода Т.  Разложим ее в ряд 
Фурье:
S ( t )  =  4 - Л» +  * y -O ^ -O M S

ОО

-1 У ' (Ai cos ipt  +  Bi sin ipt),
<=i

где
2 n

A i =  у -  j  S  (t) cos ipt dt,
Вынужденные ̂  
колебания §

2 z
Чужденные колебания 

большой частоты
Bыf̂ yждt

Bi — у  J 5  (t ) sin ipt dt;
малой частоты ^ 

$
Рис. 8.15.

здесь / =  О, 1 ,2 , 3, ...
В этом случае дифференциальное уравнение вынужденных коле

баний материальной точки при наличии силы сопротивления, про
порциональной скорости, имеет вид

оо

х  +  2пх  +  k2x  =  +  - i -  2  (Ai cos ipt  +  Bi  sin ipt).
i=i

Тогда уравнение движения материальной точки будет х — хг +  х2, 
где хг — общее решение соответствующего однородного дифферен
циального уравнения, х2 — частное решение неоднородного диффе
ренциального уравнения.

Колебания хг во всех трех случаях: п < . k ,  п — k, п >  k зату
хают (см. стр. 67—69).

Вынужденные колебания, определяемые частным решением х2, 
происходят по закону

ОО

^  ~7~ +  2  ^  C° S t p t  +  Ьь Sln if>t^
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где

1 Aj (k2 —  i2p2) —  2nipBt h ____ 1 B i (k2 — i2p 2) 4 -  2nipAj
a ‘ ~~ m  (k 2 — i2p2)2 -f- i n 2i2p2 ' 1 m  (k 2 — i2p 2)2 +  4n 2i2p2

При k =  ip  наступают резонансные колебания J-го порядка. 
При этом

1 Bj . 1 А,  а, = --------- ггг1— , Ь, = ----- ггг1- .1 т 2 т р  1 т  2tnp

У к а з а н и е .  Решение задач на вынужденные колебания мате
риальной точки рекомендуется проводить в следующем порядке:

1) выбрать систему отсчета, взяв начало отсчета в положении 
статического равновесия материальной точки;

2) записать начальные условия движения материальной точки;
3) изобразить на рисунке силы, приложенные к материальной 

точке;
4) составить дифференциальное уравнение движения в проекции 

на соответствующую ось;
5) проинтегрировать дифференциальное уравнение движения, 

использовав начальные условия для определения постоянных ин
тегрирования.

Материальную точку следует всегда изображать в промежуточ
ном положении, соответствующем ее положительной координате, 
и предположить, что точка движется в сторону возрастания коор
динаты.

При составлении дифференциального уравнения движения сле
дует воспользоваться условием статического равновесия материаль
ной точки. Это часто приводит к уничтожению ряда постоянных 
слагаемых в правой части дифференциального уравнения движения. 
Если составленное дифференциальное уравнение движения тожде 
ственно одному из выше записанных уравнений,то, не интегрируя 
это уравнение, можно сразу получить результат по указанным фор
мулам.

Проводя решение задачи в общем виде, следует определить чис
ленные значения коэффициентов дифференциального уравнения, 
так как вид частного решения уравнения зависит от соотношения 
между круговыми частотами вынужденных и свободных колебаний, 

. т. е. между р  и k.
Так, интегрируя дифференциальное уравнение движения х +  

+  k2x  — h sin (pt +  б), надо:
а) при отсутствии резонанса, т. е. при р Ф  k, записать частное 

решение х2 в виде хг — A  sin (pt  +  б) +  В  со (pt +  6) (очевидно, 
что В  =  0);

6) при наличии резонанса, т. е. при р  =  k, искать частное реше
ние х 2 в виде х2 — A t  sin (pt +  б) +  В/ cos (pt +  б).
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Интегрируя дифференциальное уравнение движения * -|- 2пх  4- 
4- k2x — h sin (pt  +  б), независимо от соотношения между р  и к, 
надо искать частное решение *2 в виде

х2 — A sin (pt +  6) +  В cos (pt +  б).

При решении задач, в которых требуется определить условие, 
обеспечивающее попадание материальной точки в резонанс, не сле
дует интегрировать дифференциальное уравнение движения. Для 
этого достаточно, воспользовавшись составленнымдифференциальным 
уравнением движения, определить круговые частоты свободных и вы 
нужденных колебаний и приравнять их друг другу.

Задача 8»43. Вынужденные колебания материальной точки опи
сываются дифференциальным уравнением:

а) х  4- 64* =  2 sin 71, б) * 4- 100* =  14 sin 12/,
в) х 4- 36* =  10 sin 6/.

Не интегрируя уравнения, выяснить, происходят ли колебания 
в зоне до резонанса (р <  к), за резонансом (р >  к) или в режиме 
резонанса (р =  к).

Р е ш е н и е .  Напомним* что дифференциальное уравнение вы
нужденных колебаний имеет вид

х +  k2x — h sin pt,

где к — круговая частота свободных, а р  — вынужденных коле
баний.

а) Из уравнения * +  64* =  2 .'in 71 следует: к2 =  64 рад2/с '\ 
т. е. к =  8 рад/с, а р  =  7 рад/с. В данном случае при р  <  к (коэф
фициент расстройки г =  р/к — 7/8) происходят вынужденные коле
бания малой частоты (до резонанса).

б) Из уравнения * +  100* =  14 sin 12/ имеем: k2 =  100 рад2/с2, 
т. е. к — 10 рад/с, а р — 12 рад/с. В этом случае при р  >  k (коэф
фициент расстройки г =  р/к =  6/5) имеют место вынужденные коле
бания большой частоты (за резонансом).

в) Из уравнения * +  36* =  10 sin 6/ найдем k2 =  36 рад2/с2, 
т. е. к — 6 рад/с и р  =  6 рад/с. Здесь происходят вынужденные 
колебания в режиме резонанса р =  k — 6 рад/с (коэффициент рас
стройки г =  plk  = 1). ■

Рекомендуем читателю вновь посмотреть на рис. 8.14 на стр. 102, 
где показаны все зоны вынужденных колебаний.

Задача 8.44. На рисунке изображена схема прибора для изме
рения давлений. К ползуну А массы т =  20 кг прикреплена стрелка
В, отмечающая показания на неподвижной шкале С. Ползун А ,  
прикрепленный к концу пружины D,  перемещается по горизонталь
ной идеально гладкой плоскости. К ползуну приложена горизон
тальная сила S =  Н sin pt,  где Н  — 1,6 кН, /? =  60 рад/с. Коэф
фициент упругости пружины равен с =  2 кН/см. В начальный
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момент ползун находился в покое в положении статического рав
новесия.

Определить: уравнение движения стрелки В в случае отсутствия 
силы сопротивления, коэффициент динамичности и коэффициент 
расстройки; уравнение движения стрелки В  при наличии силы 
сопротивления, пропорциональной первой степени скорости пол
зуна: R  =  fk>, где р =  25,6 Н-с/см.

Р е ш е н и е .  Направим ось х  параллельно оси пружины по го
ризонтали направо, взяв начало отсчета в положении ползуна,

с  соответствующем недефор-
мированной пружине.

Начальные условия 
движения псШзуна имеют 
вид
при t =  0 х =  0, х — О

Изобразим ползун сме 
щенным из положения 
равновесия вправо на х 
При этом пружина растя 
нется на А =  х.

К ползуну приложены следующие силы: Р  — m g  — сила тя 
жести ползуна, N — нормальная реакция горизонтальной плоско
сти, сила S ,  F  — сила упругости растянутой пружины, проекция 
которой на ось х  равна Fx =  —сх.

Составим дифференциальное уравнение движения ползуна в про
екции на ось х:

m x  =  S x +  Fx,
или

откуда

н  , х  =  —  sin pt  —т

х  +  k2x =  h sin pt,  (1)
где к =  V c / m ,  h =  Him.  В данном случае /г =  100 рад /с, h =  
=  8000 см/с2.

Уравнение (1) является линейным неоднородным дифферен
циальным уравнением второго порядка с постоянными коэффициен
тами. Общее решение уравнения равно сумме xt — общего решения 
соответствующего однородного уравнения

х х +  k2x1 =  0
и х2 — частного решения уравнения (1), т. е.

X =  xt +  х2.
Составим характеристическое уравнение: г2 +  к? — 0, 

r i,2 =  ± k i .  Следовательно,
хг — Сх cos kt  +  С2 sin kt. (4)

(2)

(3)
откуда



Д ля определения вынужденных колебаний, т. е. частного реше
ния х2, следует предварительно выяснить соотношение между круго
выми частотами свободных и вынужденных колебаний. Так как 
k — 100 рад/с, а р — 60 рад/с, то р  •< k, т. е. имеют место вынужден
ные колебания малой частоты. При этом частное решение х2 надо 
искать в виде

х2 =  A sin  pt  +  В cos pt ,  (5)
где А  и В — коэффициенты, подлежащие определению. Подставив 
х 2 в дифференциальное уравнение (1) и приравняв коэффициенты, 
стоящие в левой и правой частях уравнения при соответствующих 
тригонометрических функциях, находим

А — - 2- ;‘ 5  =  0.k2 — рг

Следовательно, частное решение, записанное в формуле (5), при
нимает вид

*2=  (6)
Воспользовавшись формулами (4) и (6), запишем общее решение 

по формуле (3):

х — Cj cos kt С2 sin kt -f- -тг——r sin ^ -  (7)К P

Для определения постоянных интегрирования Сх и С2 вычислим

х  =  — Cxk sin kt +  C.2k cos kt +  ^  a- cos pt. (8)

Подставив в уравнение (7) / =  0, x — 0, а в уравнение (8) —
t — 0, x — 0, находим С, == 0, С2 — -— ~г •

Следует обратить внимание на ошибку, которую часто совер
шают при вычислении постоянных интегрирования Сг и С2, под
ставляя начальные условия движения в общее решение (4) однород
ного уравнения вместо того, чтобы подставить их в общее реше
ние (7).

Итак, уравнение движения ползуна и, следовательно, стрелки В 
имеет вид

х = -----J- — —т sin kt 4- -Гд -  a- sin pt .  (9)k k2 — p z ' k2 — p2 r  '

Подставив численные значения p =  60 рад/с, k =  100 рад/с, h =  
=  8000 см/с2, получаем

х  =  (—0,75 s in  100/ +  1,25 sin  60/) см. (10)

Первое слагаемое соответствует колебаниям ползуна со стрелкой 
с частотой свободных колебаний, вызванным действием возмущающей 
силы S ,  второе слагаемое определяет вынужденные колебания.
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Определив по формуле (10) отклонение стрелки, а следовательно, 
ползуна А и конца пружины D ,  можно найти величину силы упру
гости F, умножив смещение х  на коэффициент упругости пружины с.

При наличии силы сопротивления движению, пропорциональной 
скорости ползуна, колебания с частотой свободных колебаний за
тухают и стрелка прибора регистрирует чисто вынужденные колеба
ния х2 =  p2-sin pt.  Данный прибор предназначен для определе
ния величины силы 5  =  Н  sin pt.  Получив показание стрелки х2 
на шкале, т. е. величину смещения конца пружины, можно вы
числить величину силы S x, указываемую прибором, умножив х2 
на коэффициент упругости с пружины

Sj =  сх2 =  - f rTTpf  sln PL

Измеренная сила S j отличается от приложенной силы 5  =  
=* Н  sin p t  только масштабом г), равным отношению их амплитуд

he
Л  —  н  (к *  —  р 2) 

или, учитывая, что he =  —  с =  Н№,

&
k2 — p2 "

Масштаб т} будет близок к единице при условии, что круговая 
частота k собственных колебаний будет значительно больше круго
вой частоты р  возмущающей силы. Это имеет место, если k >  р. 
Учитывая, что k — V с / т ,  приходим к выводу о необходимости 
установки пружины с большим коэффициентом жесткости с.

Для нахождения значения коэффициента динамичности к вос
пользуемся формулой X — а /А н . Так как а =  1,25 см и Дн =  
=  Hjc =  1,6/2 — 0,8 см, то к =  1,56. Это означает, что амплитуда 
вынужденных колебаний более чем в полтора раза превышает стати
ческое смещение. Соответствующее значение коэффициента рас
стройки г  будет г  =  p/ k  =  60/100 =  0,6.

Решим эту задачу с учетом силы сопротивления движению R  =
— Ру, где Р =  25,6 Н-с/см, v  — скорость ползуна А.  К силам, ранее 
приложенным к ползуну, добавляется сила сопротивления движе
нию R ,  направленная в сторону, противоположную скорости дви
жения. Считая, что ползун А движется в сторону возрастания абс
циссы х,  направляем силу R  по горизонтали налево. Следовательно,

m x  =  S x -f- Fx -f- R x
или

X =  —  sin p t ------- X — — х,т г т т
откуда

х  - f  2пх  +  k %x  — h sin pt ,  (11)
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где

k —  | / " =  100 рад/с, п — =  64 рад/с, h =  H  =  8000 см/с^

р  =  60 рад/с.
Итак, /г <5 k и р  <5
Воспользовавшись формулами (9*), (18*)—(20*), данными в об

зоре теории на стр. 68, 101, имеем

V  kr — /г2 =  76,8 рад/с, а — h =  0,8 см,
Р / ( / г 2 — р 2)2 +  4«2р 2

е =  arctg =  0,87 рад.

Поэтому
* =  е- ш  (С, cos 76,8/ +  С2 sin 76,8/) +  0,8 sin (60/ — 0,87). (12)

Для определения постоянных интегрирования С х и С, вычислим 
производную х по времени:
X =  —64е-с« (С, cos 76,8/ +  С2 sin 76,8/) +

+  76,8е-«« (—С, sin 76,8/ -f С2 cos 76,8/) +  48 cos (60/ — 0,87). (13)

Подставив в уравнение (12) / =  0, х — 0, а в уравнение (13)
/ =  0, х =  0, получим систему уравнений

0 =  С, — 0,8 sin 0,87; 0 == —64С, +  76,8С, +  48 cos 0,87.
Решив эту систему, получим
С, =  0,8 sin 0,87 =  0,62; С2 =  0,67 sin 0,87 — 0,63 cos 0,87 =  0,12. 

Внеся эти значения в формулу (12), найдем

х =  « -« ' (0,62 cos 76,8/ +  0,12 sin 76,8/) +  0,8 sin (60/ — 0,87). (14) 

Обозначив 0,62 =  а > 0,12 — b cos а , получим b =  0,63, а  =

Следовательно, Л И н ен и е  (14) движения ползуна А и стрелки В  
имеет вид

х =  [0,бЗе-6% Я г б , 8 / +  1,74) -[- 0,8 sin (60/ -  0,87)] см. (15)
Первое слагаемеЖ 'равнения (15) определяет колебания стрелки 

с частотой свободаРх колебаний, которые быстро затухают благо
даря наличию мщикителя е~ш . Второе слагаемое уравнения (15) 
определяет вынуш,енные колебания стрелки В.

Вторые слагш?мые уравнений (10) и (15) соответственно опре
деляют вынужденные колебания стрелки В  при отсутствии и при 
наличии силы сопротивления движению. Из сопоставления получен
ных результатов следует, что сила сопротивления движению на 
круговую частоту вынужденных колебаний не влияет. К ак в формула
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(10), так и в формуле (15) р  = 6 0  рад/с, амплитуда вынужденных 
колебаний при наличии силы сопротивления стала меньше. Она 
уменьшилась от 1,25 до 0,8 см; сила сопротивления движению 
создала сдвиг между фазами возмущающей силы и вынужденных 
колебаний: вынужденные колебания отстают по фазе от возмуща
ющей силы на е =  0,87 рад.

Задача 8.45. Определить уравнение вынужденных колебаний 
стрелки прибора, описанного в предыдущей задаче, если возмуща
ющая сила 5  изменяется согласно уравнению S  — Н  sin pt ,  где 
И  =  1,6 кН, р  =  100 рад/с. Решить задачу в двух вариантах,- при 
отсутствии силы сопротивления движению; при наличии силы со
противления движению R  — ру, где р =  25,6 Н*с/см, v  — скорость 
ползуна А со стрелкой В.

Р е ш е н и е .  Воспользуемся дифференциальным уравнением (1) 
предыдущей задачи:

Так как р =  k =  100 рад/с, то имеет место явление резонанса. 
В случае резонанса, когда р  =  k, частное решение дифферен

циального уравнения (1) надо искать в виде

Для определения коэффициентов А и В подставим хг в уравнение
• (1). Для этого вычислим:

х 2 =  A sin p t  +  4 p t  cos p t  +  В  cos pt  — B p t  sin pt,
x 2 — 2A p  cos p t  — A p 2 sin p t  — 2Bp  sin p t  — B p 2t  cos pt.

Приравняв коэффициенты в левой и правой частях уравнения (1) 
при синусе и косинусе и использовав равенство р  =  k, получим: 
—2B p  — h, 2 А р  — 0. Решив эту систему уравнений, имеем

Теперь уравнение (2), определяющее вынужденные колебания 
стрелки В,  принимает вид

х +  k%x  =  h sin pt, 0 )
где

k =  i n  ~  У ̂ ° 2o00 =  100 рад/с’ p  =  100 рад/с>
. II 160 000 О АЛЛ I 1 h =  —  =  — srr—  =  8000 см/с2. m 20

хг =  A t  sin p t  +  B t  cos pt. (2)

Подсчитав численные значения и введя сдвиг между фазами, находим 

д-2 =  40/ sin ^ 100/ — см. (3)
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Переменная амплитуда вынужденных колебаний при резонансе 
а =  40/ см растет прямо пропорционально времени, что представляет 
угрозу сохранности прибора (так как в действительности имеется, 
хотя бы небольшая, сила сопротивления движению, то уравнение 
вынужденных колебаний оказывается иным — см. ниже, второй 
вариант решения задачи).

Круговая частота вынужденных колебаний равна круговой ча
стоте возмущающей силы: р  =  100 рад/с. Вынужденные колебания 
отстают по фазе от возмущающей силы на л /2 .

Рассмотрим эту задачу в случае учета силы сопротивления дви
жению R — fto, где р =  25,6 Н-с/см.

При этом можно воспользоваться дифференциальным уравнением 
(10) предыдущей задачи:

х  +  2пх -I- k2x — Л sin pt,  (4)
где

р =■ k =  100 рад/с, п — - ~  — 64 рад/с, h =  8000 см/с2.

Для нахождения вынужденных колебаний стрелки прибора вос
пользуемся формулами (18*)—(20*), данными в обзоре теории на 
стр. 101. При резонансе,, т. е. при р =  k, имеем

W  r I ■ I I I ■■■■■ ■ — л  V *  v iV l*
V  (k2 — р2)2 +  4 я 2/»2 2пР 

г  =  arctg -^TZ PT =  arctg с» =  - J - , 

поэтому искомое уравнение вынужденных колебаний имеет вид

дг„ =  0,625 sin (1 0 0 /- - у )  см. (5)

Из сопоставления формул (3) и (5) следует, что, в то время как 
при отсутствии силы сопротивления переменная амплитуда вы
нужденных колебаний стрелки В при резонансе росла прямо про
порционально времени: а =  40/ см, при наличии силы сопротивле
ния движению R — 25,6и Н, амплитуда оказывается величиной 
постоянной, равной 0,625 см. На величины круговой частоты вы
нужденных колебаний и сдвига фаз сила сопротивления при резо
нансе не влияет.

Задача 8.46. Определить уравнение движения материальной 
точки М  массы т =  20 кг движущейся вдоль оси х  под действием 
силы упругости F  и возмущающей силы S .  Проекции этих сил на 
ось*  равны: Fx — —сх, Sx =  Н  sin pt ,  где с =  2 кН/см, Н  — 1,6 кН, 
р  =  101 рад/с. В начальный момент точка находилась в покое в на
чале отсчета на оси х. Силой сопротивления движению пренебречь.

Р е ш е н и е .  Запишем дифференциальное уравнение движения 
материальной точки М  в проекции на ось х  (рис. а)\

mx  =  Fx +  S x.



Подставив данные значения Fx и Sx, получим 
т х  — — сх +  Н  sin p t ,

т. е.
х  +  k2x — h sin pt ,  (1)

где

&  =  =  10 ООО рад2/с2, р  =  101 рад/с,

,  Н  1 6 0  0 0 0  о л л а  I ч
~ т  ~  2 0  =  С М / с 2 .

Итак,
k =  100 рад/с, р  =  101 рад/с, Л =  8000 см/с2. (2)

В рассматриваемом случае колебания происходят вблизи резо
нанса (резонанс имеет место при р — k) в зоне вынужденных коле
баний большой частоты (р $>k).
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Минуя интегрирование, воспользуемся уравнением (9) задачи 
8.44:

x  =  ~ T ~ k*-p*  s inkt +  k2- p~ slnpt ' (3)
Как следует из уравнения (3), искомое движение является результа
том наложения двух гармонических колебаний, происходящих 
с почти равными круговыми частотами свободных k и вынужденных р  
колебаний. Так как р  ?=> k, то будем считать

■ £ ~ 1 ,  p +  k ~ 2 k ~ 2 p .  (4)

Использовав первое соотношение (4) в уравнении (3), запишем
' h
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Приняв во внимание второе соотношение (4), находим

2 k { k - p ) i S l n p t - Slnkt)' (5) 
Преобразовав выражение, стоящее в скобках:

sin pt  — sin kt — 2 sin p ~  k-1 cos p ~^k -1 «=* 2 sin p ~  - - / cos pt,

получим уравнение (5) в виде
х  =  а  (0 cos p t , (6)

где

(7)

При р ^  k a(t) является медленно изменяющейся периодической 
функцией очень малой частоты (р — k)/2. Ее период равен

(8>
Как следует из уравнения (6), движение происходит с круговой 
частотой р.  Поэтому период колебаний равен

Т  =  — . (9)
Р 4 ’

Так как р  я» k, то Т а >  Т, причем

(Ю )
т  \ p — k \

В этой задаче при численных данных (2) имеем

x — a( t)  cos 101/, где а (t ) =  —80 sin 4j- см,

т  ------  4я =  12,56 с, Т  — =  0,063 с, - ^ -  =  202.а I 101— 1001 101

На рис. б  изображен график движения, описываемого уравне
нием (6). Такое движение называется биением.

Биение можно рассматривать как гармонические колебания пе
риода 2л /р ,  амплитула которых изменяется по закону синуса с малой 
круговой частотой (р — k)/2.  Напомним, что при резонансе, т. е. 
при р — k, переменная амплитуда неограниченно возрастает прямо 
пропорционально времени (см. рис. 8.10 на стр. 97).

Явление биений легко обнаружить при звуковых колебаниях, 
воспринимаемых нашим слухом.' Высота звучания определяется 
частотой звуковых колебаний, а сила звука — амплитудой колеба
ний. Так как при биениях амплитуда изменяется по гармоническому 
закону (7), то сила звука периодически усиливается и ослабевает.

Задача 8.47. Для регистрации вибраций железнодорожного 
вагона к потолку вагона подвешена пружина, коэффициент жестко
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сти которой равен с =  1 кН/м. К концу пружины подвешен груз 
массы гп =  10 кг со стрелкой (см. рисунок). При вертикальных 
колебаниях вагона, т. е. точки А ,  начинаются колебания груза по 
отношению к вагону, которые регистрируются движением стрелки 
вдоль шкалы, изображенной на стене вагона.

Написать уравнение движения стрелки В,  определить коэффи
циент динамичности и коэффициент расстройки, если вагон совер

шает колебания согласно уравнению g =  a sin pt,  
где а  =  0,5 см, р  =  16л рад/с. В начальный мо
мент груз находился в покое в положении статиче
ского равновесия. Силой сопротивления движению 
груза пренебречь.

Р е ш е н и е .  Введем ось х, связанную с непо
движной средой. Начало отсчета выберем в положе
нии статического равновесия груза. Ось х  направим 
по вертикали вниз. Запишем начальные условия 
движения груза, отнесенные к неподвижной оси х\

при t — 0 х  =  х0 =  0, х  =  х 0 — 0.
Изобразим груз в промежуточном положении, 

смещенном из начала отсчета на х вниз. Если ва
гон неподвижен, то в этом положении груза пру
жина была бы растянута на Аст +  х. Однако при 
этом имеет место смещение вагона и, следовательно, 
точки А на |  вниз, поэтому удлинение А пружины 
оказывается меньше на величину | ,  т. е. Ад .= 
=  Аст +  х  — £.

К грузу приложены две силы: его сила тяжести Р  — m g  и сила 
упругости F  пружипы, направленная, в связи с растяжением пру
жины, по вертикали вверх, причем

Fx =  — cAt =  — с (Аст+  * - ? ) .  (1)
Составим дифференциальное уравнение движения груза в проек

ции на ось х: т х  — mg  +  Fx. С учетом формулы (1) запишем
т х  — m g  — с Аст — сх +  с \ .I

Так как в положении статического равновесия х =  х  =  |  =  0, 
то mg ..— сДст =  0 и дифференциальное уравнение движения при
нимает вид

- с х  +  с£.

К задаче 8.47.

т х

По условию £ a sin pi.  Поэтому
tnx +  сх — са sin pt. (2)

Мы получили дифференциальное уравнение вынужденных коле
баний груза при наличии возмущающей силы c a s in  p t  — с£. Таким 
образом, колебания вагона и, следовательно, точки А подвеса пру-



жины оказались источником возмущающей силы, приложенной 
к грузу. Перепишем дифференциальное уравнение (2) в виде

х  4- k2x =  /г sin pt ,  . (3)'
где
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k =  — ■ =  10 рад/с, р  — 16л рад/с, h — =  50 см/с2.

Нетрудно видеть, что дифференциальное уравнение (3) тождественно 
уравнению (13*), данному в обзоре теории на стр. 96, при условии:
6 =  0, поэтому, воспользовавшись общим решением (14*) при 6 = 0 ,  
•запишем:

х — Сх cos kt -}- С2 sin kt -j- - r^-—r sin/?/. (4)
к ы p

Для определения постоянных интегрирования С] и С2 вычислим 

х = —Cj k sin А/ 4- Сгк cos kt -\- -  J ip с cos p t . (5)
R —  Р

Подставив в уравнение (4) t =  0, х — х0 — 0, а в уравнение (5) t =  
=  0, х — х 0 — 0, определим:

г  __о г  __ ____ Р_ fl— и, и 2 — к кг _  Рг '

Теперь уравнение движения стрелки принимает вид

* =  ^  ^  k t +  sin pt .  (6)

Использовав численные данные, получим
х — (0,1 sin 10/ — 0,02 sin п() см. (7)

Первые слагаемые в уравнениях (6) и (7) определяют колебания 
груза со стрелкой, имеющие частоту свободных, а вторые слагае
мые — вынужденные колебания.

При наличии силы сопротивления, пропорциональной скорости 
груза, колебания, имеющие частоту свободных, быстро затухают. 
Поэтому в дальнейшем будем рассматривать только вынужденные 
колебания груза со стрелкой:

*2 =  -j?rz Г рГ sin pt.  (8)

Так как шкала, по которой регистрируются колебания стрелки, 
прибита к стене вагона и, следовательно, совершает колебания вместе 
с вагоном, то стрелка отмечает колебания груза по отношению 
к вагону, равные разности х2 и £, т. е. xr =  х 2 — Е- Получим

е А . , . h — ak2 +  арг .
л, =  х2 -  ё =  ~kl _  р2 sin pt  — a sin pt = -----—рГ—  sin pt.

Учитывая, что h =  calm =  ak2, находим

Xr —  £2 _ p 2 Sln p t  —  k 2 P_  pi  £• (9)
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•.’ (Этот результат можно получить с помощью уравнения динамики 
^  относительного движения материальной точки. См. в следующем 
\  параграфе задачу 8.56.)

• * Данный прибор предназначен для регистрации колебаний вагона, 
»*\т. е. £. Стрелка же отмечает хг . Для того чтобы колебания стрелки 

'■ возможно точнее воспроизводили колебания вагона, необходимо,
чтобы дробь -tj-£—j- была близка к единице. Это имеет место при

р  >  k. Учитывая, что k =  V d m ,  следует для данного прибора под
бирать весьма слабую пружину с малым коэффициентом упругости с. 
(Чем слабее пружина, тем меньше реагирует груз на колебания 
точки подвеса пружины, оставаясь как бы неподвижным в про
странстве по отношению к колеблющемуся вагону.)

р2В рассматриваемой задаче =  —1,04.
Аналогично данному' прибору конструируются вертикальные 

сейсмографы — приборы для регистрации землетрясений.
Для нахождения значения коэффициента динамичности К восполь

зуемся формулой К =  а/Ан . Так как а =  0,02 см и Ан =  0,5 см, 
то К =  0,04. Это означает, что амплитуда вынужденных колебаний 
в 25 раз меньше статического смещения. Соответствующее значение 
коэффициента расстройки z будет:

_Р — 16л _  с: по
г ~ Т ~  10 - й-и<3-

Задача 8.48. Пневматический отбойный молоток приводится 
в движение сжатым воздухом, поступающим в корпус молотка через

N

F
А Д 7 \  А А —  Г

В / V 7 V V \
S

—  £  L

>4'  1 р

К задаче 8.48.

шланг А .  Давление воздуха, приложенное к поршню D  молотка, 
изменяется, согласно уравнению ,

S  =  Н 0 +  Hi  cos p t  +  Н3 cos 3pt,
где p,  H 0t # i  и # 3 — постоянные величины. В корпус молотка вмон
тирована пружина В  с коэффициентом жесткости с. Пружина упи
рается левым концом в поршень, а правым — в корпус молотка. 
Поршень D  соединен штоком Е  с бойком М.

Написать уравнение вынужденных колебаний поршня при работе 
молотка вхолостую. Массой штока Е,  бойка М  и пружины В,  а также 
силой сопротивления движению пренебречь.
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•.* '
Р е ш е н и е .  Направим ось * по горизонтали направо, взяв начало 

отсчета в положении статического равновесия поршня под действием 
силы # 0 и силы упругости пружины FCT. В этом положении пружина 
сжата на Аст силой Н0. При этом возникает сила упругости пружины 
Flt — сДсх. Обе силы направлены по- горизонтали: Н 0 — направо, 
F n  — налево. Запишем условие равновесия поршня в проекции на 
ось х :

Н0 —  сДст =  0. (1)
Изобразим поршень смещенным из нуля направо на х. При этом 

пружина сжата на Д.к =  Дсх +  х и  возникшая в ней сила упругости F  
направлена по горизонтали налево. Ее проекция на ось х  равна

Fх =  б’Дд. =  с (Дст -f- А'). (2)

Кроме того, к поршню приложены следующие силы: Р  =  m g — 
его сила тяжести, N  — нормальная реакция корпуса, S  — сила 
давления сжатого воздуха.

Составим дифференциальное уравнение движения поршня D  
в проекции на ось х:

m x  =  Sx -\- Fx.
Учитывая формулу (2) и заданный закон изменения силы S, находим

mx  =  Н 0 +  Hi  cos p t  +  Н 3 cos 3p t  — сДст — ex.

Принимая во внимание формулу (1), запишем дифференциальное 
уравнение вынужденных колебаний поршня в виде

х  +  k2x  =  h x cos p t  +  h3 cos 3pt ,  (3)
где __

a  —  ~ \ f  c u __  H\ u __  ЪV m ’ П'— m ’ Пз~ ~-
Д ля определения закона вынужденных колебаний поршня следует 
найти частное решение уравнения (3). Принимая во внимание правую 
часть этого уравнения, ищем частное решение х2 в виде

х2 — А ! sin p t  +  Bi  cos p t  +  A 3 sin 3p t  +  B 3 cos 3p t ,  (4)

где A u Bi,  A 3 и B3 — постоянные коэффициенты, подлежащие опре
делению. Для отыскания А ъ В ъ А 3 и В3 вычислим

х г =  А хр  cos p t  — Вгр sin p t  +  2>pA3 cos 3p t  — 3p B 3 sin 3pt ,
х г =  —A i p 2 sin p t  — B i p 2 cos p t  — 9 A 3p 2 sin 3p t  — 9B 3p 2 cos 3pt .

Подставив x2, x 2, x 2 в дифференциальное уравнение (3) и приравняв 
коэффициенты, стоящие в левой и правой частях уравнения при 
синусе и косинусе, находим

А х (k2 -  р 2) =  0, В х (к2 -  р 2) -  К ,  А 3 (к2 -  9р 2) =  0,
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Решив эту систему уравнении, имеем
Н А _О R __

£2 р 2 > л 3 —  V,  ° 3 —  k 2 _  9 р 2  •

Подставив значения А ъ В ъ A s и В3 в уравнение (4), находим 
искомое уравнение вынужденных колебаний поршня:

А\  — 0, By--

*2 : hi
£2 _  р2 C0S Pl +  k2 _  9р2

В случае k — р  наступают резонансные колебания первого по
рядка.

В случае /е =  3р  наступают резонансные колебания третьего 
порядка. ___

Так как k =  У  d m ,  то подбор коэффициента упругости пружины о 
следует производить так, чтобы обеспечить выполнение неравенств 
k Ф  р  и k Ф  Зр. При этом поршень не будет попадать в резонанс.

Задача 8.49. Чувствительный элемент индикатора массы т дви
жется вдоль оси х  под действием силы упругости F  и возмущающей

силы 5  (рис. а). Проекция
О fi м ___ s  силы F  на ось х  равна Fx —

=  —сх, где с — коэффициент 
упругости. Проекция воз
мущающей силы S  задана 
графиком на рис. б. Как 
видно из графика, возмуща
ющая сила имеет период Т  
и претерпевает разрыв через 
каждые полпериода. За ис
ключением точек разрыва, 
модуль возмущающей силы 
постоянен и равен Н.

Найти уравнение движе
ния материальной точки (чув

ствительного элемента), если в начальный момент она находилась 
в покое в начале отсчета на оси х. Силами сопротивления пренебречь.

Р е ш е н и е .  В этой задаче возмущающая сила задана графиком, 
причем

при 0 < / '< 7 7 2  S X =  H,  при T j 2 < t < T  S x= — H.  (1)
Разложим S x в ряд Фурье:

— cos 3 pt.

а)

S x: =  -у  А„ - f  ^  (At cos ipt  - f  Bi sin ipt), (2)

где

р  =  Ц - ,  A; = - ^  \ s x (t) cos ipt  dt, =  S x (t) sin ipt dt ,  (3)

причем. i =  0, 1 , 2 , ...



В данном случае, приняв во внимание (1) и рис. б, имеем ■
Т / я / р  2 л / р  \

Л; =  - jr-1 S x (0 cos ipt  dt — 1 |  H  cos ipt  dt  — j  H  cos ipt  dt j ,
0 ' О я /р  /

т. e.
.  н  Я IP  . . |2я./р\ н  m  ■ ■ f \  , 0 - 4  nЛ,- =  —— ( sin — sin гоп ) =  -r— /2  sin m  — sin 0 — s ln 2 tn) = 0.1 ut \  r  0 ^ \n/p /  tЯ ’

Итак,
Л; =  0, где / =  О, 1, 2, 3, ... (4)

Переходим к вычислению коэффициентов В ( по формуле (3):
Т  / я / »  2 я / р  * \

б; =  - j r  J S x (t) sin ip td t  =  1 j  H sin ipt  d t — j  t f  sin I,
о V о л/р /

т. e.
D H I ■ J Я,р , • J 2jl/P\  H , П • , П , О- 4<==7я \ — cos ipt  q +  cos ipt I \ — j —(—2 cos in +  cos0 -)-cos2fn).

(5)
Нетрудно видеть, что при i — 0, 2, 4, 6, ... скобка в формуле (5) 
обращается в нуль, а при i — 1, 3, 5, ... скобка равна четырем. Итак,

Bi — O при i =  0, 2, 4, 6,..., 5 ; = - при 1 = 1 , 3 , 5 , . . .  (6)

Использовав результаты (4) и (6) в формуле (2), запишем искомое 
разложение возмущающей силы в ряд Фурье:

2  -j- sin ipt, где i = l ,  3, 5 , . . .  (7)
' I

Будем в дальнейшем решать задачу приближенно, ограничившись 
первыми четырьмя членами- разложения, т. е. считая

S x = - £ -  (sin pt  +  -у  sin 3pt - f  -i- sin 5pt  +  sin 7pl^j . (8)

К материальной точке приложены: сила F  упругости п возму
щающая сила S  (см. рис. а). Поэтому дифференциальное уравнение 
движения в проекции на ось х  имеет вид

m x  =  Fx +  S x.
Приняв во внимание формулу (8) и учтя, что по условию Fx =  —сх, 
запишем:

х  +  №х =  h (sin  pt -j- у  sin 3pt  -j- -i- sin 5pt  -f- sin 7pt^ , (9) 

где обозначено
#  =  -£ -, h = — . (10) 

m f я m v 7
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Общее решение х  неоднородного дифференциального уравнения 
(9) имеет вид

X — х г +  х2, (11 )
где х 2 — его частное решение, а хх — общее решение соответству
ющего однородного уравнения х  +  k2x — 0. Так как корни характе
ристического уравнения г2 +  № =  0 являются мнимыми: г1а — 
=  ±  ki, то хх равно

x-l *= Ci  cos kt  +  С2 sin kt. (12)
В соответствии с правой частью уравнения (9), ищем частное 

решение х2 в виде
■х2 =  D i  sin p t  +  D 3 sin 3p t  +  D s sin b p t  +  D 1 sin 7pt ,  (13)

где D lt D 3, D 6 и D 7 — постоянные, подлежащие последующему 
определению.

Вычислив вторую производную х2 по времени
х 2 — —D i p 2 sin p t  — 9D 3p 2 sin 3p t  — 25D &p 2 sin 5p t  —49D 7 p 2 sin 7pt,

подставим ее, а также x2 из формулы (13), в уравнение (9). При
равняв затем коэффициенты при соответствующих синусах и коси
нусах, найдем
П  - h  Г )  ___ _________ £ ________  Г) — ________ ^  п  _  ^ _________

к2 — р2 ’ 3 ~  3 (k2 — 9 р2) ’ 5 5 (k2 — 25 р2) ’ 7 7 (к2 — 49 р2) 

Внеся эти значения в частное решение (13), получим
*

х 2 =  k2 — р2 Sin p t  3 (к2 — 9р2) Sin 3 p t  Т (k2 — 25р2) Sin

+  7 (k2 — 49р2) Sin 7 p t '

Использовав результаты (12) и (14) в формуле (11), найдем общее 
решение дифференциального уравнения (9):

х  =  Сг cos kt +  С2 sin kt +  sin pt  +  з (̂ 2 ^ 9-— sin 3pt  +

+  5 (fe2 -  25p2) - Sin bp t  +  7 (k2 -  49p2T  Sln 1PL  (15)

Д ля определения постоянных интегрирования- Ci и С2 вычислим 
производную х  по времени:

X —  — С ф  Sin kt -f- C2k COS kt 4- COS pt  +fl p~

+  W~- 9 p 2 C0S 3 p t  +  k2 - 2 5 p 2 C0S 5 p t  +  k2 - 4 9 p2 C0S 7 p t - <1 6 >

В соответствии с условием задачи начальные условия движения 
имеют вид

при t =  0 х  =  0, х  =  0.
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Подставив начальные условия: / =  О, л: =  0 — в уравнение (15), 
a t =  0, х — 0 в уравнение (16) и решив систему уравнений, найдем

С1! =  О, С2 =  Y  ( kt _  pi +  _  9 р з  +  _  25р2 +  А:2 — 49р2 )  ‘ 
Итак,

с ,  =  0, =  где / = 1 , 3 , 5 ,  7. (17)
f

Внеся значения (17) в уравнение (15), окончательно получим

sin ipt ,  (18)
*  ~  k /г2 -  I'2? 2 j Sin ^  h  S  i (Л2 -  i2p2)

с 2я 4 Игде 1, 3, 5, 7; * =  | /  — , р =  — , /г лт

В уравнении (18): — у -  / ^  '̂ 2 _! i-'gpg'^ sin ^  — свободные колеба

ния материальной точки, вызванные возмущающей силой и имеющие 
круговую частоту к свободных колебаний, a h ^  r,n.^ s i n i p t—

вынужденные колебания материальной точки.
При выполнении условия: k1 — i2p 2 =  0 — наступают резонанс

ные колебания г-ro порядка, при которых отклонения материальной 
точки неограниченно возрастают. Так как в рассматриваемом случае
i =  1, 3, 5, 7, то имеют место:

при к =  р  резонансные колебания 1-го порядка,
» к ~  'Зр » . » 3-го »
» k =  Ър » » 5-го »
» к =  Тр » » 7-го »

Конечно, в реальных условиях, при нали
чии силы сопротивления движению, откло
нения материальной точки ограничены.

Задача 8.50. Точка М. массы т движется 
вдоль оси х  (рис. а) под действием силы 
упругости F и возмущающей силы S .  Про
екция силы упругости на ось х  равна Fx —
=  —сх, где с — коэффициент упругости.
Возмущающая сила S  действует в течение 
промежутка времени Ь, т. е. при 0 <  t <  b, 
причем S x =  /  (t) =  b — t (рис. б), где b — 
положительная постоянная. По окончании 
промежутка времени Ь, т. е. при t >  b, воз
мущающая сила обращается в нуль: S r =  О 
и точка совершает свободные колебания.

Найти уравнение вынужденных колебаний материальной точки 
при 0 <  t <  b и ее свободных колебаний при t >■ Ь. В начальный

К задаче 8.50.



момент точка находилась в покое в начале отсчета на оси х. Силой 
сопротивления пренебречь.

Р е ш е н и е .  Составим дифференциальное уравнение движения 
материальной точки в проекции на ось х:

mx  =  Fx +  Sx.
Использовав заданные* значения Fx и S x> запишем

тх  — — Сх  +  b — t при 0 <  ( <  Ь,

т х  — — Сх  при t 5 ; b.
Для решения задачи применим формулу (17*), приведенную 

в обзоре теории:
t

х ^  ~Ш J f(т) sin к “  т) dv'
0

В данном случае f  (т) =  Ъ — т, поэтому
1

х  ^  ~ ш  1 (ь ~ т) sin к У — x^dx 1 W
о

при 0 <  / <  Ь. Применив интегрирование по частям, получим

х = | ~  т)cos к V ~  т) — т sin ~ т) II*
Подстановка верхнего и нижнего пределов дает

-  W cos^  +  W s i n R  <4>
Уравнение (4) описывает закон движения материальной точки 

в промежутке времени 0 с  t <  b.
В момент t =  b оканчивается действие возмущающей силы (см. 

рис. б) н при t >  b происходят свободные колебания точки. Так как 
формула (1) справедлива для любых значений t, то используем ее 
вновь, разбив промежуток времени [0, t ]  на два промежутка [О, b ] 
и [b , t \ .  Тогда формула (1) примет вид 

л t

А' ^  ~ Ш  1  f  sin к У — т) dx +  ~Ш  1  f (т) sin к “  т) dT‘
о ъ

Заметим, что в промежутке времени t >  b f  (t) =  0 и 'второй ин
теграл обращается в нуль. Значит, 

ь ь

х = = ^ \ ^ х) sin k ( 1 - 1 ) 6 1  =  - j f i -J (b -  т) sin k(t -  t ) dx. (5) 
о 0

Сопоставив формулы (5) и (2), видим, что они отличаются только 
верхними пределами интеграла. Поэтому можно воспользоваться
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результатом интегрирования (3), заменив в нем верхний предел t 
на Ь. Получим

х — 1 * (Ь — т) COS k (t — Т ) ------ jr sin k (t — x) I*,k2m

т. e.
[ — b cos kt — -j- sin k (i — b) -j- -j- sin /г/j .k ^ r [ - b c o s k t -  T

Вычислив синус разности k (t — b) и собрав члены, содержащие 
sin kt  и cos kt, окончательно найдем 

lx  = Аа/я [(sin kb — £6) cos k t - \ - (  1 — cos £6) sin kt]. (6)

F  M S

a)

Итак, движение материальной точки М  под действием возмуща
ющей силы S x — b — t в промежутке времени 0 <  t <  b описы
вается уравнением (4), а свободные колебания точки при t >  b — 
уравнением (6).

Задача 8.51. Точка М  массы т  совершает вынужденные коле
бания вдоль оси х  (рис. а) под действием силы упругости F  и воз
мущающей силы S  в течение интервала 
времени 0 с  t с  а.  Затем при t 33 а, 
по окончании действия возмущающей 
силы, точка совершает свободные коле
бания при наличии силы упругости F.
Проекции сил F  и S  на ось х равны 
Fx =  —сх, где с — коэффициент упру
гости, S* =  at  — t'z (см. рис. б), где 
а — постоянная. Возмущающая сила 
действует в промежутке от 0 до а.

Найти уравнение вынужденных ко
лебаний при 0 <  / < а , а  также свобод
ных колебаний при t >  а. В начальный момент точка М  нахо
дилась в покое в начале отсчета на оси х.  Силами сопротивления 
пренебречь.

Р е ш е н и е .  Запишем дифференциальное уравнение вынужден
ных колебаний в проекции на ось х  в течение промежутка 0 <  / <  в:

mx  =  Fx -f- S x.

Использовав выражения для Fx и S x, имеем
1

К задаче 8.51.

k2X - / ( 0 .
где обозначено:

/г2 =  —  т /(0 =

at — t2 при 0 <  t <  а,
О при t а.

(1)

( 2 )

При / >  а возмущающая сила отсутствует.



Запишем начальные условия движения точки Ml
при / =  0 х — 0, х  =  0. (3)

Д ля интегрирования дифференциального уравнения (1) в интер
вале 0 <  / <  а воспользуемся методом вариации произвольных 
постоянных, изложенным в ходе решения предыдущей задачи. Подста
вив начальные условия движения (3) в формулу (17*), приведенную 
в обзоре теории на стр. 100, получим общее решение дифференциаль
ного уравнения (1) в виде

t

х  =  ~ Ш  j  s i n k -  х) dT-
о
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Приняв во внимание (2), имеем
t

х  =  J (ах — т2) sin k (t — т) dr ,  (5)

к гт (ах — т2) cosk ( t — т) -f- а , 2r sink (t — t) 4--Jf-cos k ( t — t) 0'

0
Воспользовавшись интегрированием по частям, получим

__. пг\С t> IT_
ft2

(6)
т. е.

* ~ ~ Ш  [ ' W (1 “  cos kt) ~  T  sin k t +  a t ~  t2] •

Уравнение (7) описывает вынужденные колебания материальной 
точки в интервале времени 0 с  t <  а.

Формула (5) справедлива для всех значений t >  0, поэтому урав
нение свободных колебаний материальной точки по окончании дей
ствия возмущающей силы 5  можно непосредственно найти из формулы 
(5). Д ля этого разобьем промежуток интегрирования [0, t \  на два 
промежутка: [0, а ]  и [а, /]. Имеем 

t
х  =  J (ах — т2) sin k ( t  — x) dx  — 

о

a *
=  J (ax — t 2) sin k (t — t )  dx  4- J (ax — x2) sin k ( t  — x) dx. (8)

0 a

На основании выражения (2) при t >  а  функция ax — т2 =  0. 
Поэтому второй интеграл обращается в нуль и формула (8) прини
мает вид

а

j. (ах — т2) sin k (t — т) dx. (9)km
о
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Нетрудно видеть, что.вы раж ения (5) и (9) тож дественны  и отли
чаются только верхними пределами интегрирования. Поэтому, заме
нив в формуле (6) верхний предел интегрирования t на а, получим

1 Г 2  2  \ "Iх  =  — a sin k (t — а) +  cos k (t — a) — i sin kt — j-  cos kt .

Вычислив синусы и косинусы разностей k (t —  а) и собрав члены, 
содержащ ие sin kt и cos kt, запишем искомое уравнение свободных 
колебаний материальной точки по окончании действия возмущающей 
силы, т. е. при t >  а, в виде

sin ka — а (1 -|- cos ka) J  sin kt —

— — coska) — a sin to j- c o s  &A. ( 10)

k-'m

И так, вынужденные колебания материальной точки при 0 с  t <  а 
описываю тся уравнением (7), а свободные колебания точки при 
t >  а —  уравнением ( 10).

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующ ие задачи из «Сбор
ника задач по теоретической механике» И. В . М ещ ерского: 32.81 —  
3 2 .8 4 , 3 2 .8 7 , 32 .89 , 32 .90 .

5 . Электромеханические аналогии. В  1873 г. М аксвелл рассмо
трел соответствие электрической цепи механической колебательной 
системе. В  основу электромеханической аналогии было положено 
соответствие между током и скоростью  материальной точки.

Н иже приведена таблица аналогичных механических и электри
ческих величин. ' *

Механические параметры Электрические параметры

t —  время, t —  время,
х —  координата, q —  зар яд (изм еряется в кулон ах),

vx — х —  проекция скорости, i — q —  ток (измеряется в  ам
перах),

т —  масса, L —  индуктивность (измеряется
у  генри),

Fx — проекция силы, Е  —  электродви ж ущ ая си ла, на
пряжение (измеряется в воль
тах),

Р — коэффициент жидкостного г —  омическое сопротивление (из-
сопротивления, меряется в ом ах),

с —  коэффициент упругости, ------где С —  емкость (измеряется

в ф арадах),
S x — Sx (() —  возмущ ающ ая сила Е =  Е (t) —  электродви ж ущ ая си

ла (изм еряется в вол ьтах)

Сущ ествуют и другие системы электром еханических аналогий. 
Они дают возможность описывать колебательны е систем ы .и электри 
ческие цепи аналогичными дифференциальными уравнениями. П о
этому все результаты , полученные в этом параграф е, м огут быть 
использованы при изучении электрических цепей.
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Задача 8 .5 2 ,  Н а рис. а изображ ена электрическая цепь, в состав 
которой входит внешний источник электродвижущ ей силы Е  —
— Е 0 sin соt. С ним последовательно соединены: катуш ка с индук
тивностью  L,  омическое сопротивление г и конденсатор емкостью  С.  
Н аписать дифференциальное уравнение, описывающ ее движение

зарядов в этой электрической цепи.
Р е ш е н и е .  Запишем падение напря

жений на каждом из участков цепи. 
Имеем:

для катуш ки с индуктивностью L

а »

для омического сопротивления г
\

иг =  П, (2)

для конденсатора емкостью  С

u» =  - g -  (3)

При последовательном включении всех элементов цепи напряж е
ние Е  внеш него источника электродвижущ ей силы равно сумме 
падений напряжений на всех  участках цепи (второй закон К ирх
гофа), т. е.

Щ +  и г +  «з =  Е .  (4)

И спользовав в уравнении (4) формулы (1), (2), (3) и приняв во вни
мание, что Е  =  Е 0 sin tot, получим

L  +  ri  - j-  =  Е 0 sin сat. (5)

У чтя, что i — dqldt, находим искомое дифференциальное уравнение 
в виде

1  " Ж  +  г  Ч Г  +  Т Г '  ^  Е °  s i n

т. е.

q +  2tiq - j-  k2q =  h sin pt, (6)

где обозначено:

-£ - =  2/?, 7 ^ 7  =  ^2. — m — P-

Дифференциальное уравнение (6), полученное для данной элек
трической цепи, тож дественно уравнению, описывающему движение 
материальной точки массы т,  которая движется вдоль оси х  (рис. б) 
под действием силы упругости F ,  силы сопротивления движению R  
и возмущ аю щ ей силы S .  Проекции этих сил на ось х  равны: F x =

К  задаче 8 .5 2 .
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=  — сх, R x =  — f>x, S x =  Н  sin  pt.  Д ействительно, дифференци
альное уравнение движения материальной точки имеет вид

т х — F x 4* R x 4~ S x.

П одставив значения F x, Rx и S v, получим

х  -|- 2п х  +  k*x =  h sin pt, (7)

где обозначено:

—  =  2/г, — = k \  —  =  ft.m m m

Нетрудно видеть, что движение материальной точки и изменение 
заряда в электрической цепи описываю тся аналогичными дифферен
циальными уравнениями (6) и (7). Это соответствие леж ит в оскоге 
электронных моделирующих машин.

§ 5 . Относительное движение

Законы  динамики описывают движение материальной точки отно
сительно так называемых «неподвижных» осей. Т а к , уравнение ди
намики движения материальной точки, отнесенное к «неподвижной» 
системе отсчета, имеет вид

m w  =  £  F h, (1*)
к—I

где rti —  масса точки, w —  ее ускорение, F h —  силы , приложенные 
к точке.

Вместе с тем часто приходится изучать относительное движение 
материальной точки, происходящ ее в системе отсчета, которая 
в свою  очередь движ ется с ускорением по отношению к «неподвиж
ным» осям. Д ля этого в правую  часть уравнения (1 * )  надо ввести 
дополнительные силы. Эти силы назы ваю тся силам и инерции.

Уравнение динамики относительного движ ения материальной 
точки имеет вид

П
mwr =  1] F h +  J e 4- J c, (2*)

где w r —  ускорение точки относительно подвижных осей, J e —
— — m w d —  сила инерции в переносном движ ении, J с =  — m w c =  
=  — 2 п ш е X v r —  кориОлисова сила инерции.

Напомним, что w e —  ускорение в переносном движ ении, т . е.. 
ускорение той точки подвижной среды, через которую  в данный 
момент проходит изучаемая точка, —  у гл овая  скор ость вращ ения 
подвижных осей относительно «неподвижных», v r —  относительная 
скорость, w.. —  ускорение К ориолиса данной точки. Силы инерции 
направлены в стороны, противоположные соответствую щ им  у ск о 
рениям.
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Сопоставление формул (2 *) и (1 *) приводит к следующ ему ре
зул ьтату : относительное движение материальной точки происходит 
по таким ж е законам , как движение абсолютное, под действием 
всех сил Fk> приложенных’ к точке в ее абсолютном движении, 
а так ж е силы инерции в переносном движении J в и кориолисовой 
силы инерции J с. С помощью уравнения (2 *) производится опреде
ление относительного движения материальной точки по заданному

переносному движению, м ассе точки 
и силам, приложенным к материальной 
точке в ее абсолютном движении.

Если переносное движение пред
ставл яет собой вращение вокр уг не
подвижной оси (рис. 8 .1 6 ), то сила инер
ции в переносном движении J e я вл я 
ется суммой центробежной J en и вра
щательной J ex сил инерции:

^е == J еп ~Ь J ех>
причем

J tn =  — m w en, J ex =  — m w n .
По модул о

Jen — m h a 2, J e х =  mhe,
где h —  расстояние материальной точки до неподвижной оси, со и 
е —  угловая скорость и угловое ускорение подвижной среды, вр а
щ ающейся вокр у г неподвижной оси.

В  этом сл у чае относительное движение материальной точки из
учается с помощью уравнения

m w r =  £  Fh  -f- J en -f- J „  +  J c- (3*)
*=i

Если переносное движение подвижной среды является  поступа
тельны м, то кориолисова сила инерции J c равна нулю. Тогда отно
сительное движ ение материальной точки изучается с помощью урав
нения

m w r =  £  F h +  J e. (4*)
ft=i

Е сл и  переносное поступательное дбижение подвижной среды я в
л яется  равномерным и прямолинейным, то сила инерции в переносном 
движении J e и кориолисова сила инерции J c равны нулю. В  этом 
сл у чае относительное движ ение материальной точки изучается с по
мощ ью уравнен ия, тож дественного ее уравнению абсолютного дви
ж ения

m w r =  Ц  F h. (5*)
*=i

Рис. 8 .1 6 .
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Отсюда следует, что никакие механические явления, происходя
щие в подвижной среде, не могут обнаруж ить ее прямолинейного И 
равномерного движения (п ринцип относительности классической 
механики).

Таким образом, «абсолютное» движение материальной точки мож ет 
рассматриваться не только по отношению к «неподвижным» осям  
координат, но и по отношению к любой системе отсчета, движ ущ ейся 
поступательно и.притом равномерно и прямолинейно по отношению 
к «неподвижным» осям координат. Эти системы отсчета называются! 
инерциальными  (галилеевыми осями).

М еханические движения по отношению к инерциальным системам 
отсчета являю тся динамически равноценными.

В  случае относительного покоя материальной точки по отношению 
к подвижной среде, совершающей переносное движение, относитель
ное ускорение w r, ускорение К ориолиса w c и кориолисова сила 
инерции J c равны нулю.

Уравнение относительного покоя материальной точки имеет вид

£ п  +  -/е =  о. (6*)
А = 1

В  некоторых случаях приходится определять переносное д ви ж е
ние среды, связанной с подвижными осями, по заданному относи
тельному движению материальной точки, ее массе и силам , прило
женным к точке в ее абсолютном движении. При этом следует поль
зоваться  уравнением

m w e =  £  Fk J  г +  J  с, (7*)

где w e —  ускорение в переносном движении, У, — сила инерции 
в относительном движении, J c —  кориолисова сила инерции, причем

J r =  — mwr, J c =  — mwc (по модулю J r =  mwr, J n =  2mwevr sin (to, vr).
Если переносное движение подвижной среды является  п оступа

тельным, то кориолисова сила инерции равна нулю.
При этом переносное движение изучается с помощью уравнения

m w e =  2  F h +  J r. (8*)
*=i

У к а з а н и е .  Задачи динамики относительного движ ения м а
териальной точки рекомендуется реш ать в следующ ем порядке:

1) разлож ить «абсолютное» движение материальной точки на 
относительное и переносное; выбрать неподвижную систему отсчета 
и подвижную систему отсчета, связан н ую  с подвижной средой, 
совершающей переносное движение;

2) записать начальные условия относительного движ ения м ате
риальной точки;

5  М . И . Б ать и д р . ,  т . II



3) изобразить ма рисунке силы F k, приложенные к материальной 
точке;

4.) определить ускорение материальной точки в переносном дви
жении w e, ускорение Кориолиса w c, найти силу инерции в перенос
ном движении J £, кориолисову силу инерции У,.. Д обавить эти силы 
.инерции к силам F h, приложенным к материальной точке;

5) составить дифференциальные уравнения (2 * )— (5 *) относитель
ного движения материальной точки в проекциях на подвижные оси 
координат;

6) проинтегрировать составленные дифференциальные уравне
ния, определив постоянные интегрирования с помощью начальных 
условий движения;

7) определить искомые величины.
При решении прямой задачи, т. е. при определении сил по за 

данному движению, пункты 2) и 6) надо опустить.
М атериальную  точку следует изображать в промежуточном поло

жении, соответствую щ ем положительным координатам этой точки, и 
предположить, что точка движ ется в сторону возрастания этих 
координат.

При относительном криволинейном движении материальной точки 
удобно пользоваться дифференциальными уравнениями движения 
в проекциях на оси натурального триэдра.

Задача 8 .5 3 . Гр у з А массы т сп ускается вниз по боковой грани 
призмы В,  расположенной под углом а  к горизонту. Призма движ ется

по горизонтальной плоскости 
направо с ускорением w .

Определить ускорение 
гр уза по отношению к призме 
и давление груза на боковую  
грань призмы, если коэффи
циент трения скольж ения 
груза о боковую грань 
призмы равен /.

Р  е ш е.н и е. Н аправим 
ось х  вдоль боковой грани 
призмы вниз. Д виж ение 
гр уза А является слож ны м. 
Разлож и м  его на относитель
ное движение по отноше

нию к ооковои грани призмы и на переносное движение 
вм есте с призмой. К  гр узу  А  приложены следующ ие силы: Р  —
— т ё  —  сила тяж ести  гр уза , R  —  нормальная реакция боковой 
грани призмы, F T. с —  сила трения скольж ен и я, направленная 
в стор он у, противополож ную  движению гр уза , т. е. по боковой 
грани ввер х.

Д л я  решения задачи методом динамики относительного движения 
материальной точки надо ко всем силам, приложенным к матери
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альной точке, добавить силу №нерции J e в переносном движении 
и кориолисову си лу инерции J c.

Так как переносное движение я вляется  поступательным, то уско
рение Кориолиса равно нулю и, следовательно, кориолисова сила 
инерции J c равна так ж е нулю. Сила инерции J e в переносном дви
жении направлена в сторону, противоположную переносному уско
рению w ,  т. е. по горизонтали налево и равна по модулю

J  е =  rnw.
Д ля определения ускорения гр уза w r относительно боковой грани 

призмы составим дифференциальное уравнение относительного дви
жения гр уза в проекции на ось х :

т х г =  m g  sin а  —  F T с —  J e cos а .

Учитывая, что F r. с =  //?, a J e =  mw, находим
( D

x r — g  s in a  — ----- до cos a . ( 1)

Д ля определения нормальной реакции R  боковой грани призмы 
составим дифференциальное уравнение относительного движения 
груза в проекции на ось у:

m yr =  R —  m g  cos a  —  J e sin  a .

Так как ускорение груза в относительном движении w r направ
лено перпендикулярно к оси у,  то уг =  0. Зам етив, что J е =  mw, 
находим

R =  mS  ( c o s a  - f  sin . (2)

Искомое давление груза на боковую  грань призмы направлено 
противоположно нормальной реакции R  и равно ей по модулю. 
Подставив в уравнение (1) значение R  из формулы (2), получим иско
мое относительное ускорение

x r ~  g  (sin а  —  / cos a )  —  w (cos a  + '/  sin  a ) .  (3)

Воспользовавш ись уравнением (3), можно найти предельное зн а
чение угла а ,  при котором груз будет находиться в относительном 
покое. Считая, что х г =  0, имеем

g  (sin a  —  / cos a ) —  w (cos a  +  / sin a )  =  0,

откуда

“  =  arctg ~i - S  =  ф +  arctg  T  *

где ф —  угол трения.
Задача 8 .5 4 ., П роволока, изогнутая в виде параболы ,' уравнение 

которой у2 =  2р х ,  вращ ается вокр у г вертикальной оси х  с  постоян
ной угловой скоростью  со. На проволоку надето кольц о, которое 
может двигаться вдоль проволоки.

5*
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О пределить: 1) скорость кольца по отношению к проволоке, если 
в начальный момент оно находилось в покое в положении М 0 с абс
циссой х 0, 2) в какую  точку поднимется кольцо, е с л »  в  начальный 
момент оно находилось в  начале координат и ему была сообщена 
по горизонтали направо скорость t>0. Трением скольж ения кольца 
о проволоку пренебречь.

Р е ш е н и е .  Оси ху  вращ аю тся вместе с проволокой. К ольцо 
соверш ает слож ное движ ение, которое можно разлож ить на относи
тельное по отношению к проволоке и переносное вращ ательное 
вместе с проволокой во к р у г вертикальной оси х.

И зобразим кольцо в промежуточном положении М  (х, у) в пред
полож ении, что оно дви ж ется вдоль проволоки ввер х.

К  кольцу приложены следующ ие силы: Р  =  m g  —  сила тяж ести 
кольц а, R  —  нормальная реакция проволоки. Д обавим силы инер
ции в переносном движении J e и кориолисову силу инерции J c.

При равномерном вращ ении проволоки с угловой скоростью  о> 
ее у гловое ускорение е равно нулю. Следовательно, переносное вр а
щ ательное ускорение кольца w e\ и вращ ательная сила инерции 
в переносном движении J е% равны нулю. П ереносное центростреми
тельное ускорение w en кольца направлено по горизонтали налево, 
причем

™еп =  У®1-
Поэтому центробеж ная си ла инерции в переносном движении J en 
направлена по горизонтали направо и по модулю  равна

J e n  =
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У скорение К ориолиса w e — 2© X  v r направлено перпендику
лярно к плоскости рисунка от нас (vr, согласно сделанному предпо- 
ложениюг-направлено по касательной к проволоке в точке М  ввер х). 
Следовательно, кориолисова си ла инерции J 0 направлена перпен
дикулярно к плоскости рисунка на нас и по модулю  равна

/„ =  2mcou, sin а

(угол а  образован положительными направлениями осей х  и т).
Составим дифференциальное уравнение относительного движения 

кольца в  проекции на касательную  т к проволоке в  данной точке M i

mwrx =■ J en sin  a  —  m g  cos a

(проекции сил R  и J c_ равны нулю ). У читы вая, что J en *= ту®*, 
а wrx — d vjd t ,  находим

®гУ sin а  — g e o s  a .  ( 1)

Т а к  как =  tg а ,  то нетрудно видеть, что sin  a  =  dylda, 

а cos a  =  dx/da. Кроме того,
dvr dvr da  __ dvr
dt da dt Vt da ' ,

Теперь уравнение (1) принимает вид

vr dvT = -  со2г/ dy  —  g  dx.

Проинтегрировав это уравнение, находим

Vr *= и>гу 2 —  2g x  +  С.

Так как , согласно условию , у 2 =  2рх,  то

v2r =  2 (рсо2 — g ) х  +  С. (2)

Определим скорость кольца vT в относительном движ ении, зн ая , 
что в  начальный момент кольцо находилось в покое в положении М 0 
с абсциссой х0.

П одставив в уравнение (2) х  =  х0, vr =  0 , получаем, что С  =
— — 2 (рш2 —  g )  х0. Следовательно, уравнение (2) принимает вид

v\ =  2 (рю2 —  g )  (х —  х 0),
откуда _______________________

vr =  V 2  (ршг —  g)  (х —  *„)• (3)

И сследовав формулу (3), можно определить направление движ ения 
кольца.

П реж де всего заметим, что подкоренное вы раж ени е неотрица
тельно. Поэтому если р со2 >  g ,  то х  >  х 0; это озн ачает, что кольцо 
движ ется вверх. Если ж е рсо2 <  g ,  то и х  <  х 0, т . е. кольцо движ ется 
вниз. Н аконец, при р ы 2 — g ' v r =  0, т . е. кольцо неподвиж но отно
сительно вращ ающейся проволоки.



Определим, в какую  точку проволоки должно подняться кольцо, 
если в начальный момент oi о находилось в начале ксордииат и ему 
была сообщена по горизонтали направ.о скорость v 0-

Подставив в уравнение (2) х  =  0, vr =  v0, получим, что С — 
С ледовательно, уравнение (2) принимает, вид

v1 =  vl +  2 ( Pb r - g ) x <
откуда

Vr =  у v'i +  2 (рш1 — g ) x .  (4)

В  наивысшей точке подъема кольца по проволоке vr =  0; поэтому

Хтах =  2  (g — poj2) •

У читы вая, что у2 =  2рх,  находим

Утах =  V  2рХтах =  pW 2 • s

Т а к  как  лгшах >  0 , то из формулы (5) имеем g  —  piо2 >  0, т. е. 
to2 <  g /P .  Е сл и  ж е со2 >  g / P ,  то vr в нуль не обратится и кольцо 
будет неограниченно подниматься по проволоке ввер х.

В  случае (о2 =  g / P  из формулы (4) следует, что vr =  г 0, т. е. 
кольцо будет двигаться по проволоке с постоянной по модулю ско
ростью  v0.

Задача 8 .5 5 .  При отходе от станции электровоз имеет постоян
ное ускорение w. Д ля экспериментального определения этого уско

рения на электровозе уста
новлен прибор, состоящий 
из груза А массы -т, при
крепленного к концу пру
жины. Груз А  совершает 
колебания по гладкой гори
зонтальной станине, связан 
ной с электровозом. К  грузу 
прикреплена стрелка, кото
рая перемещается вдоль 

ш калы , градуированной на станине. В  момент включения прибора 
груз находился в относительном покое в конце недеформированной 
пружины ж есткости с. Экспериментально определив размахи коле
баний стрелки, можно вычислить искомое постоянное ускорение 
эл ектр овоза.

Найти зависим ость меж ду постоянным ускорением w электровоза 
и величиной р азм аха колебаний стрелки.

Р е ш е н и е .  Д виж ение гр уза является сложным. Р азлож и м  его 
на переносное поступательное вместе со станиной (т. е. вм есте с элек
тровозом) и относительное по отношению к станине.

К  гр узу  приложены силы: Р  — m g — сила тяж ести  груза, 
R  —  нормальная реакция, F  —  си ла упругости пружины. В  отно
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сительном движении к грузу надо приложить переносную силу 
инерции J e *= — tnwe (кориолисова сила инерции равна нулю , ибо 
переносное движение —  поступательное).

Определим условие относительного покоя гр уза. Применив урав-
П

нение 0 =  £  Fft 4 - J e в проекции на ось х, запишем 0 =  — F CT +  
k=i

где статическая сила упругости по модулю равна- F CT =  сД ст, а 
J e — mw, причем w —  искомое ускорение электровоза. Значит, 
уравнение относительного покоя принимает вид

О =  — сДст +  mw. (1)

Перейдем к изучению относительного движ ения груза (чувстви 
тельного элемента прибора). По условию , в начальный момент груз 
находился в конце недеформированной пружины, т. е. был отклонен 
от нуля на Дсх вправо. Приняв во внимание направление оси х, 
имеем хг =  — Дсх, х г *= 0 (груз находился в относительном покое). 
И так,

при t =  0 хг =  — Дст, х г — 0. (2)

Запишем дифференциальное уравнение относительного движ ения 
груза в проекции на ось х:

т х г — Р х -(- Rx -|- F x J ех. (3)

Силы Р  и R  перпендикулярны к оси х,  поэтому Р х — R x =  0. 
Проекция силы упругости равна F x =  — с  (Дст +  хг) (на рисунке 
груз изображен в текущем положении, смещенном из нуля на х г. 
При этом пружина сж ата  на Д =  Дст +  х г). Проекция J cx перенос
ной силы инерции У,, равна J ex =  mw. П одставив эти значения про
екций силы в уравнение (3), получим

т х г —  — сДсх — схТ +  mw. (4)

Приняв во внимание условие (1) относительного покоя, запиш ем 
дифференциальное уравнение (4) относительного- движения гр уза 
в виде

» jc ,  +  k2xr =  0, (5)

где обозначено kl =  с!т.
Составим характеристическое уравнение дифференциального у р ав

нения (5): г2 +  к2 =  0 , откуда r1( 2 =  ± k i .  Запиш ем соответству 
ющее общее решение однородного дифференциального уравнения (5):

хг — Ci cos kt +  С 2 sin kt. (6)

Д л я  определения постоянных интегрирования вычислим произ
водную х  по t:

х т =  — Cik  sin kt -f- C 2k cos kt. (7)

Подставим начальные условия (2): t — 0, x r =  — Дст —  в у р а в 
нение (6), a t =  0, х г — 0  —  в уравнение (7). Получим си стем у:
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— ДС1 =  С и  0  =  C 2k, т. е. С г — — Дс 0. Теперь уравнение
движения (6) принимает вид хт =  — Аст cos kt. Из условия (1) сле
дует, что Дст =  mwlc, поэтому окончательно получим

mw
COS kt, (в)

х

где k — У  d m .
И так, чувствительный элемент соверш ает свободные колебания 

с круговой частотой k — d m  и амплитудой а =  m w lc.около поло
жения относительного равновесия. При коле
баниях стрелки вдоль .шкалы определим раз
мах ее колебаний d, т. е. расстояние между 
крайними положениями стрелки. И так, d —
— 2а — 2mw/c , откуда находим искомое по
стоянное ускорение электровоза, равное w —
— cd/(2m).

Задача 8 .5 6 .  Определить движение по от
ношению к ш кале стрелки В  прибора для ре
гистрации колебаний железнодорожного вагона, 
рассмотренного в задаче 8 .47 . И спользовать 
данные этой задачи.

Р е ш е н и е .  Направим по вертикали вниз 
ось х, связанную  с железнодорожным ваго
ном. Н ачало отсчета возьмем в положении ста
тического равновесия груза (чувствительного 
элемента), т . е. при растяжении пружины на

В
£

К  задаче 8 .5 6 .
Дст =  Р/С.

Гр у з соверш ает слож ное движение, которое 
можно разлож ить на относительное движение 

по отношению к вагону и переносное движение вместе с вагоном, 
согласно уравнению хе =  £ =  a sin  pt.

Запиш ем начальные условия относительного движения гр уза:

при t =  0 хг — хг0 =  0, х г 0.

Д л я  определения уравнения относительного движения груза 
используем уравнение (2*)-  динамики относительного движения 
материальной точки:

П
m w r =  Fh  +  J е +  j 0. ( 1)

A=l

Изобразим гр уз смещенным из начала отсчета на хт вн и з. При 
этом пружина оказы вается  растянутой на Ах — Дст +  хт и сила 
упругости пружины F  направлена по вертикали вверх. Е е  проекция 
на ось х  равна

F x —  с Д х —  С (Д ст - j -  -^г)* (2)



К ром е силы тяж ести  груза Р  =  m g  и силы упругости пруж ины  F ,  
надо к гр узу, в  соответствии с уравнением (1), приложить силы 
инерции J e и J c.

Зн ая уравнение переносного движ ения вагона хе — | =  a  sin  pt,  
вычислим х е — — ар 2 sin pt. Сила инерции в переносном движении 
имеет вид J e =  — m w e. Ее проекция на ось х  равна

J ex =  тар2 sin  pt.  (3)

Т ак  к а к  переносное движение вагона я вл я ется  поступательным, то 
ускорение К ориолиса w c и, следовательно, кориолисова си ла инер
ции J c равны нулю.

Запиш ем уравнение (1) в проекции на ось х\

тХТ = Р  F x - j-  J ех‘
И спользовав фсрмулы (2) и (3), находим 1

m x T =  Р  — сДст — cxT -|- т ар2 sin pt,  (4)

причем
Р -  сД ст =  0. (5)

На основании формулы (5) дифференциальное уравнение (4) относи
тельного движения груза можно запи сать в виде

x r +  k2x r =  ар 2 sin  pt, (6)

где k =  У  d m .
Общее решение х ,  этого дифференциального уравнения имеет вид

хг =  х п  +  х г2, (7)

где xri —  общее решение соответствую щ его однородного дифферен
циального уравнения

х г +  кгхг =  0,
т. е.

х л  =  Ci  cos kt +  С г sin  kt, (8)

а хГ2 —  частное решение уравнения (6). Т ак  как

K - V l r - V W - ' 0 ™ -  а / > - Г б я ^ ,  то p  +  k. .

и, следовательно, резонанса нет.
Ввиду отсутствия резонанса ищем частное решение х Т% в виде

xri =  A sin  pt  +  В  cos pt.  (9)

Д л я  определения А и В  вычислим

^ х Г2 =  — А р 2 sin  p t  —  B p 2 cos pt.

Подставив xr2 и x r2 в дифференциальное уравнение отн оси тель
ного движения гр уза  (6), приравняв соответствую щ ие коэффициенты

J  5 ]  О Т Н О С И ТЕ Л Ь Н О Е  Д В И Ж Е Н И Е  |37
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в левой и правой частях этого уравнения при синусе и косинусе, 
получим

ар% г , В  =  0 .62 — .

С ледовательно, частное решение (9), соответствую щ ее вынужденным 
колебаниям груза в относительном движении, имеет вид

*г2=  / Г Р2 s‘n Pt- (Ю)

Это уравнение вынужденных колебаний гр уза в относительном 
движении было нами найдено в задаче 8 .4 7  (формула (9)) более длин
ным путем. Применяя уравнение динамики относительного движения 
материальной точки, мы непосредственно получили уравнение отно
сительного движения х г2, минуя определение его абсолютного дви
ж ения. В  решении ж е задачи. 8 .4 7  было предварительно определено 
абсолютное движение х г гр уза в формуле (8) и затем вычислены 
координаты точки в относительном движении по формуле: хг — 
=  х 2 —  Если требуется определить уравнение абсолютного дви
жения гр уза, то более целесообразным я вл я ется  метод решения 
задачи 8 .4 7 . Если  ж е требуется найти уравнение относительного 
движ ения точки, то предпочтительнее пользоваться уравнением ди
намики относительного движ ения, примененным в этой задаче.

Находим общее решение дифференциального уравнения (6) по 
формуле (7), использовав уравнения (8) и (10):

xr —  C j cos kt -f- C2 sin kt +  p  j^ p8- sin ( 11 )

Д л я  определения постоянных интегрирования Сх и С2 вычислим

*г  =  — С ф  sin kt +  C.,k cos kt +  k ° ^ p2 cos pt. (Г2)

В н еся  в (11) t =  0, xT =  0, а в (12) t =  0, x r =  0 , получим 

C , =  0 , C2 = P op3

П одставив эти значения C j и C2 в формулу (11), найдем уравне
ние относительного движ ения чувствительного элемента

X r ^ - ^ J ^ S i n k t  +  j ^ S i n p t .  (13)

И спользовав численные данные: k =  10 рад/с, р =  16л; рад/с, 
а — 0 ,5  см, находим

хт — (— 2 ,6 4  sin 10/ +  0 ,5 2  sin  16л/) см. (14)

П ервые слагаем ы е в уравнениях (13) и (14) определяют колебания 
в относительном движении гр у за  с круговой частотой свободных
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колебаний, а вторые слагаемые —  их вынужденные колебания в от
носительном движении.

Задача 8 .5 7 .  Д л я  регистрации колебаний станка на гори зонталь
ной идеально гладкой плоскости его станины А установлен груз В  
массы т, соединенный со станиной пружиной С  (см. рисунок). 
Коэффициент жесткости пружины равен с. При колебаниях станины А 
груз приходит в движение относительно станины. С трелка D ,  при
крепленная к гр узу В ,  регистрирует горизонтальны е колебания 
станины на ш кале, изображенной на станине.

Определить амплитуду колебаний станины, если стрелка D  дви
ж ется относительно станины, согласно уравнению £ =  a  cos pt,

\ ’

4-*г-
ЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧИ

D

В F  1 * ■' 1 1 « с

||[||||^Ч ЧЧ ЧЧЧ ЧЧ ЧЧ ЧЧ Ч\\\\\\\\\\\\\Ч , 

р .3. »  т . А 
К  задаче 8 .5 7 .

где | отсчитывается по горизонтали налево от полож ения конца 
недеформированной пружины. В  начальный момент станина и груз 
находились в покое.

Р е ш е н и е .  Направим неподвиж ную  ось х  по горизонтали на
лево, в зя в  начало отсчета в положении гр уза при недеформирован
ной пружине. Д виж ение груза В  по отношению к неподвижной оси х  
является сложным. Разложим его на относительное по отношению 
к станине А и переносное (в данном случае поступательное) вместе 
со станиной.

Задача сводится к определению переносного движ ения по задан
ному относительному движению гр уза.

Изобразим груз в положении, смещенном относительно станины 
на хТ =  £.

Начальные условия переносного движения гр уза  имеют вид 

при t =  0 хе =  0, х е — 0 .

К  гр узу  приложены следующ ие силы: Р  =  m g  —  вес гр уза, 
R  —  нормальная реакция горизонтальной плоскости, F  —  сила 
упругости пружины, растянутой на Ах =  хт =  |, направленная 
по горизонтали направо. Е е проекция на ось х  равна

F x =  — =  — са cos pt. (1)

Д ля определения переносного движ ения гр уза надо ко всем 
силам, приложенным к грузу, добавить силу инерции в относитель
ном движении J T и кориолисову си лу  инерции J c. Т а к  к ак  £ опреде
ляет закон относительного движ ения гр уза , т . е. хг =  £ =  a cos pt,



то х г =  — ар2 cos pt. Сила инерции в относительном движении 
J r =  — m w r. Е е  проекция на ось х  равна

J rx =  — т х г — тар2 cos pt. (2)

Т ак  как  переносное движ ение станины является  поступательным, 
то ускорение Кориолиса и, следовательно, кориолисова сила инер
ции J с равны нулю.

С оставим дифференциальное уравнение переносного движения 
груза в проекции на ось х:

т х е — F x -Ь J гх-
У читы вая формулы (1) и (2), представим это уравнение так:

т х е — — са cos pt  +  тар2 cos pt,
или

х е — а (р2 —  k2) cos pt, . (3)

где k2 — d m .
И нтегрирование дифференциального уравнения (3) не представ

ляет затруднений:
а (рг —  k2) . , . п  х е =  —^ sin pt 4 -  Ct .

Т ак  как при < =  0 ^  =  0 , то 0^ =  0, следовательно,
a(k*— ps) , /

Р2 Sin pt.

П роинтегрировав это дифференциальное уравнение, находим

° cos pt +  С2.

И сп ользовав, что при t — 0  хе =  0 , найдем, что С2 = ------а-- - ~  • •

С ледовательно, переносное движ ение станины происходит согласно 
уравнению

хе = а (1 -  cos pt),

т, е. станина соверш ает гармонические колебания круговой частоты р.  
И ском ая амплитуда колебаний станины равна а (р 2 —  k2)/p2.

Д л я  того чтобы регистрация колебаний станины соверш алась 
возм ож н о точнее, надо, чтобы амплитуда колебаний | груза по отно
шению к станине и амплитуда колебаний хе станины по отношению 
к неподвижной оси х  были примерно равны, т . е. а ^ а  (р 2 —  k2)/p\  
или (р2 —  k2)/p2 1 . Д л я  выполнения этого условия надо принять 
k р .  У читы вая, что k =  Y d m ,  Замечаем, что следует выбирать 
п руж ину с малым коэффициентом ж есткости с.

З ад ач а  8 .5 8 .  С тержень А В ,  ж естко соединенный с вертикальной 
осью  ОхОг под углом а  (см. рис. а),  вращ ается вокр уг этой оси с по*

140 Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  ДИНАМИК И Т О Ч К И ’ [Гл. VI I I



О Т Н О С И Т Е Л Ь Н О Е  Д В И Ж Е Н И Е 141

стоянной угловой скоростью  (о. Н а стержень А В  навита пружина 
с коэффициентом упругости с, закрепленная в точке А .  К  концу 
пружины, присоединено гладкое кольцо D  массы т, которое может 

П ер ем ещ аться  вдоль гладкого стер ж н я. В  начальный момент кольцо 
находилось по отношению к стержню  в покое и ему была сообщена 
вдоль стержня направо вверх начальная относительная скорость v<>.

Найти уравнение движения кольца вдоль стерж ня.
Р е ш е н и е .  Кольцо D  соверш ает слож ное движ ение: относи

тельное —  вдоль стержня А В ,  переносное —  вместе со стержнем

К  задаче 8 .5 8 .

при его вращении вокруг вертикальной оси 0 i 0 2. Д л я  определения 
уравнения относительного движения кольца вдоль стерж ня применим 
формулу (2* ) :

rt.
m w r —  2  F h  +  J ,  +  J c- (П

*=i

К  кольцу D  приложены силы: P  — m g  —  сила тяж ести , R  —  
нормальная реакция стержня А В ,  F  —  сила упругости пружины 
(см. рис. а).

Направим ось х  вдоль стерж ня А В  налево вниз, в зя в  начало 
отсчета О в положении относительного покоя кольца D  на стерж не 
А В .  При этом пружина сж ата на Аст. Д лину пружины , сж атой  на 
Дст, обозначим I. На рис. а кольцо изображено в промежуточном 
положении, смещенном относительно нуля на хТ в сторону во зр а
стания координаты. При этом пружина сж ата на Дст +  х г, а сила 
упругости F  направлена вдоль оси х  направо ввер х . Е е  проекция 
на ось х  равна

F x =  - с  (Дст +  х г). (2)



Д л я  определения закон а относительного движения кольца надо 
к силам Р ,  R  и F  добавить переносную J e и кориолисову J c силы 
инерции.

В  переносном вращ ательном движении вокр у г оси 0 Х0 2 кольцо
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описы вает окруж ность радиуса h =  CD  =  (/ —  xr) sin а  (см. 
рис. а). У гл овая  скорость со по условию постоянна. Поэтому е =  О 
и wcx — he — 0. В  переносном движении остается ускорение

wen =  /гсо2 =  (/ —  хт) со2 sin  а ,  (3)

направленное вдоль радиуса окружности от D  к С.
П ереносная сила инерции равна: J e =  J en +  J n , где J en =  

=  — m w *n, Je% =  — m wex■ Т а к  как =  0, то J , x =  0  и, следо
вательно J e — J ,п. П ереносная центробежная сила инерции J en 
направлена противоположно ускорению w ent т . е. по горизонтали 
направо. По модулю сила J еп равна J en =  mwen. Приняв во внима
ние формулу (3), запишем

J en — m (I —  хг) оз2. s in  a.  (4)

В оспользовавш и сь результатом  (4), определим проекцию силы 
J еп на ось х:

J e n ■ =  — Jen  s >n а  — — m У  —  хг) s’n2 “ • (5)

К ориолисова сила инерции равна J e =  — m w c =  — 2пкае X  v r. 
Определить модуль и направление этой силы пока невозможно, 
ибо неизвестна относительная скорость <от движения кольца вдоль 
стер ж н я. В о  всяком  случае, скорость v,  направлена вдоль стержня 
А В.  Поэтому ускорение К ориолиса w c =  2we X v , перпендику
лярно к v r и, следовательно, к оси х.  Значит, кориолисова сила 
инерции J c — — rriWc та к ж е  перпендикулярна оси х, т. е.

v / «  =  0. (6)

Д л я  решения задачи воспользуем ся проекцией векторного урав
нения ( 1) на о с ь  х:

П

m x r =  XJ F kx J  е х J  с»- (7)
*=i

В  данном случае ‘уравнение (7) имеет вид

Ш Х Г ~  Р х - \ -  R x - ^ T  F x - { -  J  е п х Л ~  J  о х ' (®)

И спользовав формулы (2), (5) и (6) и учтя, что Рх =  m g  cos а , 
a R x =  0, из уравнения (8) получим

m x r =  m g  cos а  — с  (Аст -}- хТ) — m (l  — х г) и2 sin2 а.  (9)

Д л я  упрощения уравнения (9) запишем услови е относительного 
покоя кольц а на стерж не. В  этом положении к  кольц у, находящ емуся



в точке О, приложены силы Р ,  /?, F CT и J en0 (см. рис. б). Сумма 
проекций этих сил на ось х  равна нулю:

Р  cos а  —  F CT —  J en0 sin а  =  0 . (10)

М одуль статической силы упругости равен

F cr =  сД ст. (И )

М одуль переносной центробежной силы инерции равен

Jeno — w/0o)2 =  т к о2 s in 2 а.  ( 12)

И спользуем формулы (11) и (12) в уравнении (10)t

Р  cos а  —  сД от —  m l®2 sin 2 а  =  0 . (13)

Таково уравнение относительного покоя кольц а на стер ж н е.
Благодаря уравнению (13) в правой части дифференциального 

уравнения (9) уничтожаются три слагаем ы х; получим

тХг =  — схТ +  т а 2х т s in 2 а .  (14)

О кончательно представим дифференциальное уравнение (14) от
носительного движения кольца вдоль стер ж н я в виде

х т +  (А2 —  (о2 s in 2 а) х ,  *= 0, (16)

где обозначено: d m  — /г2.
В  соответствии с условием задачи начальны е условия движ ения 

имеют вид

при t —  0 хт =  0, x r =  — v0. (16)

Д ля решения уравнения (15) составим характеристическое у р ав
нение: т 2 +  {k2 —  a»2 sin 2 а ) =  0. Корни его равны
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rit 2 =  ±  ]/ o r s ln 2 а  — /г2. ' (17)

Здесь возможны три сл учая: а) <а sin  а  <  к, б) (о sin  а  >  k, 
в) ю sin а  =  k. П оследовательно рассмотрим их.

а) Если со sin  а  <  к, то корни (17) характери сти ческого у р ав
нения являю тся мнимыми: r lf2 =  ±  i V к 2 — со2 sin2 а .  При этом 
общее решение уравнения (15) имеет вид

хг —  Сх cos ]/  №— со2 sin2 a  t -(- С2 sin у/~ № — со2 sin2 a t .  (18)

Д ля определения постоянных интегрирования и С 2 вычислим 
х т. Затем, подставив в хг и х т начальные у сл ови я (16), найдем С х — 
=  0, С 2 =  — v j V  к.2 — и 2 sin 2 а.  Теперь уравнение (18) примет вид

х г = ------и° -------------- sin У к ~ — со2 sin2a  t. (19)
V P  — со2 sin3 a

Это значит, что в  случае со sin а  <  k кольцо соверш ает вдоль 
стержня гармонические колебания амплитуды а  =  v j y  к2 • 
с  круговой частотой ]/ к2 — ю2 s in 2 a .
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б) Если со sin  а  >  k, то корни (17) характерист ического у р ав
нения являю тся вещественными и разными: гх 2 =  + У  со2 s in 2 а  — k2. 
При этом общее решение однородного дифференциального уравнения 
(15) имеет вид

хт =  С 1еу<я‘ sin! a- /?2 t +  C2e~ Vu>‘ «!«•«-** t. (20)

Д л я  определения С х и С 2 вычислим х г. Затем, подставив в хг 
и х г начальные условия (16), найдем

y  — __ ___________________( е У №‘  sin* a — k 't  ___р — V a>2 sin* а — <г2Л  ( 91)

Г 2 j/"a»2 sin2 a  — k2 '■ V '

Заметим, что при t ->  оо хт ->  — оо. Это значит, что в случае со sin а  >  
>  k кольцо соверш ает вдоль стержня апериодическое движение 
направо вверх (пока это движение допускается пружиной).

в) Если со sin  а  =  k, то корни (17) характеристического уравне
ния равны нулю : гх =  г2 =  0. При этом общее решение однородного 
дифференциального уравнения (15) имеет вид

л г =  C xt +  С 2. (22)

Д л я  определения С х и С2 вычислим х г. Затем внесем в хг и i ,  
начальные условия (16). Найдем С х =  — и0, С г — 0 . Теперь уравне
ние (22) примет вид

хт =  — i>0t. (23)

Заметим, что при t оо хг -*■— оо. Отсюда следует, что кольцо 
дви ж ется равномерно вдоль стержня направо вверх (пока это дви
жение доп ускается пружиной).

И так, движение кольца вдоль стержня зависит от величин © 
и" k (напомним, что k2 =  c/m).  Если © sin а  <  k (случай а)), то про
исходят колебания по закону (19), если ю sin а  >  k (случай б)), 
то —  апериодическое движение (21), если ж е со s in  а  =  k (случай в)), 
то —  равномерное движение (23).

Задача 8 .5 9 . Н а рис. а  изображен диск, который вращ ается 
вокр у г вертикальной оси с постоянной угловой скоростью ш. На 
верхней плоскости ди ска вдоль диаметра имеется прорезь прямо
угольного сечения, в которую  вложен кубик А (см. рис. б) массы т. 
При вращении диска кубик скользит вдоль прорези. В  начальный 
момент он находился в покое и отстоял от оси вращения на рас
стоянии а.

Найти уравнение движения кубика вдоль прорези, а такж е его 
давление на дно и боковы е грани прорези при трении кубика о дно 
и боковы е грани прорези.

Коэффициент трения скольж ения равен /. Д екартовы  оси коорди
нат, связанны е с  диском, изображены на рисунках.

Р е ш е н и е .  В  ходе решения задачи мы определим составляю щ ие 
реакции дна и боковы х плоскостей прорези. Искомые давления
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равны по модулю соответствующим реакциям и направлены противо
положно.

Разлож им  движение кубика на переносное вращ ательное вместе 
с диском и относительное вдоль прорези диска. Д л я  изучения отно
сительного движения кубика воспользуем ся уравнением (3 * ) ,  дан
ным в обзоре теории (стр. 128).

Начальные условия относительного движения имеют вид

при / =  0 у, =  а, уг =  0. (1)

Рассмотрим относительное движ ение кубика вдоль прорези. 
Изобразим цубик в текущем положении, определяемом координа
той уг. К  кубику, помимо сил трения, приложены: Р  =  m g  —  сила 
тяж ести кубика, R —  реакция прорези, которую мы р азлож и м  на 
две составляю щ ие Rx и R: параллельно соответствую щ им осям 
(см. рис. в), силы инерции переносного движ ения: центробеж ная J en 
и вращ ательная J  х, а такж е кориолисова сила инерции J c.

При равномерном вращении диска е =  со =  0. П оэтому перенос
ное вращ ательное ускорение равно нулю : wn  =  ут е =  0 , и, значит, 
J n  — 0. П ереносное центростремительное ускорение w en направлено 
вдоль оси у  к оси вращения. Е го  проекция на ось у  равн а weny =  
=  — угсо2. Поэтому переносная центробежная сила инерции J en =  
=  — m w en направлена вдоль оси у  от оси вращ ения к ободу диска 
(см. рис. в), причем

Jen y - =  m y г®2, (2 )
где m —  м асса кубика.



Д л я  определения направления ускорения К ориолиса w c предва
рительно предположим, что относительная скорость v r кубика на
правлена вдоль оси у  направо (см. рис. в). Тогда ускорение Кориолиса 
w c =  2<й X v r оказы вается направленным параллельно оси х  в сто
рону убывания координаты. Е го  проекция на ось х  равна wcx =

=  — 2(ovr sin (w , v r) =  — 2шу г. Значит, кориолисова сила инерции 
J с =  — m w c направлена параллельно оси х  в сторону возрастания х  
(см. рис. в). Е е проекция на ось х  равна

J Cx =  2 тыуг. (3)

Рассмотрим силы трения кубика о дно и боковые грани прорези. 
При движении кубика в  прорези в сторону возрастания у появляется 
сила трения F lTP меж ду нижним основанием кубика и дном прорези. 
Эта си ла трения направлена в сторону, противоположную относи 
тельной скорости, т. е. вдоль оси у  налево. По модулю сила тр 
равна

Л т р ^ / т -  (4)
Под действием кориолисовой силы инерции J c, направленной 

параллельно оси х  в сторону ее возрастания, кубик давит правой 
боковой гранью на правую  боковую  грань прорези (считая по ходу 
движ ения кубика). Здесь возникает сила трения F 2тр» равная по 
модулю

F n v = * f \ R x \ (5 )

и направленная в сторону, противоположную относительной ск о
рости, т. е. по оси у  налево. Таким образом, обе силы трения F lTP 
и F 2tp совпадаю т по направлению . Воспользовавш ись формулами 
(4) и (5), запишем

^1тр у =  /|^*|> ^ 2тру —  — /| Я х | . (6)
Применим векторное уравнение (3*) относительного движения 

материальной точки (см. стр. 128):
П

mwr =  F h +  J en +  J  ex +  J C‘

В данном случае при J e% — 0  оно принимает вид

m w r =  Р  -f- F хтр +  /^гтр 4~ ^еп +  J с “Ь R x  +  Rz- (7)
С проектировав векторное уравнение (7) на оси х, у, г,  получим 

т х Г =  J сх -j-  Rx, т уТ =  J eJy -j— F j Tp у -j- /^тр у, mzr =  m g  -)- R z. (8)

О тносительное движение кубика происходит вдоль оси у. Поэтому 
х т — гт — 0 . С ледовательно, Хт — zr =  0 и уравнения (8.) прини* 
маю т вид
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0  =  2 m u y r +  R x, yr - t f y r =  - h £ L - ± i £ L ,  0  =  - m g  +  R z.



Из первого и третьего, уравнений (9) находим

/?л =  — 2 tmoyr , R z =  m g  ( 10)

П одставив значения (10) во; второе уравнение (9), получим

yr -^2fo)yr — (n2yr =  — fg .  ' ( 11)

Общее решение у линейного неоднородного дифференциального 
уравнения ( 11) имеет вид

У г ^ У п  +  Уг,, ( 12)
где уг, —  частное решение уравнения ( 11 ), а уг, —  общее решение 
соответствую щ его однородного уравнения

у r +  2fwyr — со %  =  0. (13)

Запиш ем соответствую щ ее характеристическое уравнение- К2 +  
+  2/со\ —  со2 =  0. Корни его вещ ественны и различны:

* i  =  ( - / + / ! + ? ) « >  0 , 2̂ =  ( — / -  /  Ч 1 ? )  ® <  0 , (14)

поэтому общее решение однородного уравнения (13) имеет вид

уг, =  Ci<?^' +  C2̂ » '.  (15)

П равая часть уравнения (11) постоянна. Поэтому частное решение 
ищем в виде постоянного: уг, =  А .  Подставим это значение уг, 
в уравнение (11), приняв во внимание, что у г, =  Угг =  0 . Имеем

.  < 1 6 >

И спользовав результаты  (15) и (16) в формуле (12), запишем

0r =  CI* * . '  +  C2eM  +  J *  , _ (17)

где и даны формулами (14).
Д л я  определения постоянных интегрирования Сх и С 2 вычислим 

производную уг по времени t:

*/г =  С Л е м  +  С .А е ^ . (18)

П одставим начальные условия движ ения: t — 0 , уг =  а —  в у р ав
нение (17), t <= 0, уГ — 0 —  в уравнение (18). Реш ив систему, по
лучим

C l= = ~  Сг =  х , - х 2 ( а ~ ■&■)•
Внеся эти значения С х и С 2 в уравнения (17) и (18), имеем

* ' “ * £ п 5 ( ° — ^  <2 0 >
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Т а к  как  ^ > 0 ,  а Х2< 0 ,  то с течением времени у, и у ,  возрастаю т 

при условии: а —  >  0. Если  ж е а —  ^  <  0 , т . е, / >  ~ £ ~ ’ то
кубик находится в  относительном покое.

Д л я  определения R x остается полученное в (20) значение под
ставить в первое уравнение ( 10):

Я ’  =  - 2 т а Т ^ ( ‘— (21)

где А* и Я2 даны формулами (14).
Значение R z определено вторым уравнением (10):

R z =  mg.
И скомы е давления N x и N z определяются формулами 

N x =  — Rx, N z =  — Rz.
В  заклю чение заметим, что эту задачу удалось решить в квадра

тур ах потому, что движ ущ ейся точкой оказался  кубик —  тело, огра
ниченное гранями. При этом силы трения возникли м еж ду гранями 
кубика и прорези, а каж дая из сил трения / ^ р  и F 2tp соответственно 
зави села от Rz и Rx (см. формулы (4) и (5)).

Если кубик заменить цилиндром, движущимся в прорези круглого 
профиля (см. рис. г), то соприкосновение цилиндра с прорезью про
исходит по образую щ ей. При этом вместо двух сил трения /^тр и 
F 2tp имеет место лишь одна си ла трения, равная по модулю F TP =  
=  fR .  Т ак  как R — V  R i  4 -  Rl,  то F rp =  f  V  R l  +  R l,  а проек
ция силы трения на ось у  равна

F Tpy =  - f S R l  +  R h  ■ (22)
При зам ене кубика цилиндром первое и третье уравнения (8) 

остаю тся без изменения, а второе уравнение примет вид

т у  г == J епу ~\~ F tp у  (23)
И сп ользовав в уравнении (23) формулы (2) и (22), запишем

у г -  о) V  =  _  - L  V R I  +  R I.  (24)

Вн еся в уравнение (24) значения (10) Rx и R z, получим

у г — (л2 у г =  — / V  4со-у2г +  g 2. (25)

Нелинейное дифференциальное уравнение (25) не интегрируется 
в квад р атур ах . Д л я  его решения следует применить приближенные 
методы.

Задача 8 .6 0 .  И сследовать свободное падение материальной точки 
вблизи земной поверхности в безвоздушном пространстве.

Р е ш е н и е .  Н ачало неподвижной системы координатных осей 
£г|£ возьм ем  в центре Зем ли, направив оси на отдаленные «неподвиж
ные» звезд ы . Н ачало подвижной системы осей координат, связанных
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с Землей, выберем в начальном положении материальной точки М 0. 
Н аправление подвижных осей х, у  и г уточним в последующ ем из
ложении.

Свободное падение материальной точки вблизи земной поверх
ности можно разлож ить на простейшие движ ения: относительное 
движение по отношению к Земле и пе
реносное суточное вращ ательное дви
жение Земли вокр у г своей оси с у гл о 
вой скоростью

со =  0 ,0 0 0 0 7  рад/с.

Свободным называется падение ма
териальной точки на Землю из состоя
ния относительного покоя, т. е. при 
следующ их н ач ал ьн ы х 'у сл о ви я х :

при / =  0 х  =  х 0 =  0, '

У =  Уо =  0 . *  =  г 0 =  0.
К материальной точке приложена 

сила F  притяжения к Зем ле, направ
ленная к центру Земли: F  — km M Ir2, 
где т  —  масса материальной точки,
М  —  масса Земли, г —  расстояние ма
териальной Точки до центра Земли, 
k —  гравитационная постоянная.

Нам предстоит исследовать сво 
бодное падение материальной точки 
на Землю , т. е. ее относительное дви 
жение. Запишем уравнение динамики 
относительного движения материаль 
ной точки:

* П
m w r =  2  F h +  J e - f  J c.

П
В  данной задаче 2  F h является  силой притяж ения F  к Зем л е, по- 

этому

m w r =  F - \ - J e +  J e. (1)

Определим силу инерции материальной точки в переносном в р а 
щательном движении J e и кориолисову си лу инерции J с. При в р а 
щении вокруг неподвижной оси сила инерции материальной точки 
в переносном движении J e равна сумме переносной центробеж ной 
J en и переносной вращ ательной силы инерции J n , т . е.

j е —  Jen  +  J  ex- (2)
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Т ак  как вращ ение Земли происходит с постоянной угловой ско
ростью , то угловое ускорение е Земли равно нулю. Следовательно, 
wn  =  /ге =  0 и переносная вращ ательная сила инерции такж е 
равна нулю

=  0. (3)

Ц ентростремительное ускорение материальной точки w en направ
лено по перпендикуляру, опущенному на ось вращ ения, а его мо
дуль wen =  Лео2. С ледовательно, переносная центробежная сила 
инерций J en, направленная противоположно wen, т. е. от оси вр а
щения Земли (см. рис. а), равна по модулю

J en — m/ico2.

М одуль J en составляет примерно лишь 1/290 величины силы притя
ж ения F .  Сумма сил F  и J en назы вается силой тяж ести Р\ таким 
образом ,»

■ P  =  F  +  J m .- (4)

Отношение модуля силы тяж ести  Р  к массе материальной точки на
зы вается ускорением силы тяж ести : g  =  P lm ,  т. е.

P=*mg.  (5)
Н аправление линии действия силы тяж ести Р  назы вается вер

тикальны м направлением в данной точке земной поверхности. Угол 
Ф, образуемый вертикальны м направлением с экваториальной пло
скостью , назы вается географической широтой в данной точке земной 
поверхности (см. рис. а). Горизонтальной назы вается плоскость, 
перпендикулярная к вертикальному направлению в данной точке.

У скорение К ориолиса w c определяется по формуле w c —  2to X v r. 
С ледовательно, кориолисова сила инерции будет:

J с —  — m w c —  —  2mw X  V, . (6)

Выш е было у казан о , что начало подвижных осей координат хуг,  
связан н ы х с Зем лей, выбрано в начальном положении материальной 
точки М 0. Н аправим ось z по вертикали ввер х (см. рис. б), ось х  —  
по касательной к окруж ности радиуса h, т. е. перпендикулярно 
к плоскости рисунка на нас; ось у  расположена в плоскости мери
диана, т. е. в плоскости рисунка.

Т а к  как свободное падение материальной точки рассматривается 
вблизи земной поверхности, то считаем ускорение силы тяж ести  g  
и широту ф постоянными. Воспользовавш ись формулами (2), (3), 
(4), запишем уравнение (1) в виде

m w r =  Р  +  J c. (7)

Заметим, что мы не можем сейчас у казать направление кориолисовой 
силы инерции, так  как J c =  — 2/mo X v r, а направление скорости 
материальной точки в относительном движении v r нам пока неиз
вестно.



Подставив в  уравнение (7) значения Р  и J c из формул (5) и (6) и 
сократив на м ассу  точки т, имеем

w r =  g  — 2(0 х  v r. (8)

Проектируя (8) на подвижные оси х, у, г, получаем

х  =  —  2 (со„угг — (йгигу),

у =  —  2 (cozvrx — (f)xv rz), (9)

z =  — g  — 2 (caxvry — coyvTX).

В  нашем случае

Ых =  0 , (йу —  —  СО c o s  ф , coz =  © s in  ф ,

vrx == X ,  Vr y  =  у ,  VTZ =  Z ,

т . е. (9) принимает вид

х  — 2 ( 0  (г  cos ф +  у  sin  ф),

у =  — 2(o x s in  ф, ( 11 )

г  — — g  —  2сох c o s  ф .

Будем искать решения уравнений (11) в виде рядов по степеням 
безразмерной переменной cot (так, к концу свободного падения, про
исходящ его в течение t — 14 ,3  с , получим a t  =  0 ,0 0 t ) .  В  си лу на
чальных условий

при t — 0 х  — у — г =  0, х  =  у =  z = .  О

искомые разлож ения начинаются с членов, содерж ащ их (оа/)2, т . е.

х  =  о2 (оit)2 +  а3 (tiit)3 +  . . . ,  ^

у  =  Ь2 (ш/)2 +  Ь3 (соО3 ( 12)

Z =  с2 (catf  +  С3 (cot)3 +  . . . ,

где а2, а3, Ь2, Ь3, с2 и с3 подлежат последующ ему определению.
В зя в  первые и вторые производные функций (12) по времени, 

имеем

-  х  — 2a2co2t +  3a3ca3t~ -Ь . . . ,  у  — 2b2ca2t -J- 3b3co3t“ - Ь . .

z — 2c2co2t -f- 3c3co3t“ (13)

x  —  2а га>2 +  6a3co3t +  . .  . ,  у — 2 b2co2 +  6b3co3t +  . . . ,  

z =  2c2co2 +  6c3co3t + .  . .

П одставив вы ражения (13) в уравнения (11), получим 

2a 2w2 - f  6a3cost + . . .  =  4c2co3t cos ф +  6c3ca4t1 cos ф +  . . . +

+  4 b2co3t sin ф +  6b3coHl sin ф +  . . . ,  (14) 

2Ь2(йг -f- 6b3ca3t + . . .  =  — 4a2(o3/ sin  ф —  6a3co4/2 sin  ф +  . . . ,

2c2(o2 +  6c3co3t +  . . .  =  — g  —  4а2( Л  cos ф —  6а3со*(2 cos ф +  . . .
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С равнивая коэффициенты при одинаковых степ енях t в правых и 
левы х частях уравнений (14), запишем

2а 2со2 =  0, 6о3(о3 =  4с2со3 cos ф +  462со8 sin  ф, 2 Ьга>* =  О, 

663со3 =  — 4а2со3 sin  ф, 2с2со2 =  — g ,  6с3со3 =  — 4a 2a>3'c o s  ф.

Реш ив систему (15), получим 

а2 =  0 , а3 = ------5" ^  cos Ф. &2“ 0, 63 =  0, с2 =  —  , с3 =  0.

В н ося  эти значения в (12), приближенно находим искомые у р ав
нения движения

*  = ------(ogt3 cos ф, у =  0, 2 = ---------- y  ( 16)

Т а к  как у =  0 , то траектория материальной точки, совершающей 
свободное падение, леж и т в плоскости, перпендикулярной к мери
диану. Если  бы х  равн ялось нулю, то г определило бы свободное 
падение материальной точки по вертикали. Уравнение х  =

= ------ оigt3 cos ф у казы вает на отклонение материальной точки от

верти кали в сторону, противоположную положительному направле
нию оси х,  т. е. с запада на восток. Эго восточное отклонение мате
риальной точки, соверш ающ ей свободное падение вблизи земной 
поверхности, обусловлено наличием кориолисовой силы инерции: 
J c =  — 2 /лю  х  v r.

Вычислим восточное отклонение материальной точки при свобод
ном падении с высоты ft. И з уравнения движ ения z =  — gt2/2 опре
делим продолжительность падения т на Землю . Т ак  как при t =  т 
г  =  — ft, то т =  Y 2h/g.

Теперь из уравнения движения х =  — V3aygt3 cos ф определим 
восточное отклонение материальной точки А, подставив в это ур ав
нение t =  т =  ]/ 2 h/g.  О тклонение равно

д 1 / 2h  \3/2
А =  —  [ — ) cos ф.

При свободном падении с высоты h — 100 м на широте Ленин
гр ад а, т . е. при ф =  60°, g  =  9,81 м/с2 (со == 0 ,00007  рад/с) мате
ри альн ая точка отклонится в восточном направлении на 1,1 см, 
а при ft — 200 м —  на 3,1 см.

Зад ач а  8 .6 1 .  С вертолета А ,  находящ егося в покое по отноше
нию к Зем ле, сброш ена веревочная лестница. З а  нижний конец лест
ницы у хвати л ся  снимаемый с льдины человек массы т.

О пределить реакцию R  лестницы, если си ла тяготения Земли F  
по модулю  равна F  =  m g*  и направлена к центру Земли. Радиус 
Зем л и , приближенно принимаемый за ш ар, равен R .  М ассой лест
ницы пренебречь.
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Р е ш е н и е .  Проведем на рисунке ось через точ ку  В ,  схемати
зирующ ую человека, и центр О Зем ли. Эта ось образует угол  if с эк ва
ториальной плоскостью  Земли (угол \|э —  геоцентрическая широта 
местности).

Ч еловек находится в состоянии относительного покоя по отно
шению к Зем ле. Зем ля соверш ает равномерное переносное вращение 
вокруг своей оси с угловой скоростью  
(о =  0 ,0 0 0 0 7  рад/с.

Применим уравнение (6* )  динамики 
относительного покоя материальной 
точки:

0 =  S  Fk +  J - ( 1)

силаК  человеку приложены: F  
тяготения, R  —  реакция лестницы, J е —  
переносная сила инерции, Сила F  на
правлена вдоль оси ВО от fi к О, реак
ция R  —  вдоль лестницы от fi к Л . П е
реносная сила инерции равна сумме:
J в ^  еп J  ext ГДе J  еп
J ех =  — mwex. Т а к  как угл овая  ск о 
рость со вращ ения Земли вокр у г своей 
оси постоянна, то угловое ускорение е 
равно нулю. Значит, ускорение wex, 
а такж е сила инерции J ex равны нулю , 
носном вращении вокруг земной оси 
ность радиуса h =  С В  =  R  cos \|з. У скорение w e 
радиуса от f i к С и по модулю равно

Wen  =  /СО2 =  Rdi2 cos ip.

Ц ентробежная сила инерции J en - направлена 
ускорению w en (см. рисунок) причем J en =  mwen. 
зультат (2), получим

J en — mRa>2 cos ф.

В  соответствии с уравнением (1) векторная сум м а сил F ,  R  и 
J en равна нулю . Значит, сумма сил F  и J en уравн овеш и вается р еак
цией R  лестницы. Сумма сил F  и J e равна силе тяж ести  Р  м ате
риальной точки:

' P  =  F  +  J m. (4)

Таким образом, измеряя м одуль силы тяж ести  Р  материальной 
точки, учитываю т влияние центробежной силы инерции J en на силу 
тяготения F .

Сила Р  по модулю равна Р  =  m g .  Напомним, что м одуль силы F  
тяготения равен F  =  m g * .  Значит, ускорение си лы  тяж ести  g ,

Поэтому J e =  J en. В  пере
точка В  описы вает окруж - 

направлено вдоль

(2)
противополож но 
И сп ользовав ре-

(3)
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величину которого легко найти в справочных таблицах, отлично от 
g * ,  ибо в нем учтено влияние центробежной силы инерции J en.

И ском ая реакция R  лестницы уравновеш ивается силой тяж ести 
Р ,  т . е. R  =  — Р .  И спользовав формулу (4), найдем R  =  
=  -  ( F  +  J en).

Н аправление линии действия сил Р  и R  назы вается вертикалью  
в данной точке земной поверхности. Угол ф (см. рисунок), образо
ванный верти калью  В К  и экваториальной плоскостью  Земли, пред
определяет собой географическую широту местности.

Определим отношение модулей сил Р  и J en. У чтя, что Р — m g  
и и сп ользовав формулу (3), получим

При численных данных: R  ~  6370 км, со =  0 ,00007  рад/с, g  — 
=  9 ,8 2  м/с8 имеем R(o2/g  *=« 1/290. Поэтому влияние центробежной 
силы инерции J еп незначительно. В  технических расчетах, пренебре
гая  силой J en, считают Р  я» F .  П олагая ф ^  \|), можно приближенно 
направить силу тяж ести Р  вдоль оси ВО, проходящей через данную 
материальную  точку и центр О Земли.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующ ие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В . М ещерского: 
3 3 .1 , 3 3 .2 , 3 3 .1 3 , 33 .14 .



Г Л А В А  IX

§ 1. Геометрия масс

1. Центр масс материальной системы. Цент ром масс  (центром 
инерции) материальной системы называется точка, положение кото
рой определяется радиусом-вектором г с  по формуле

О Б Щ И Е  Т Е О Р Е М Ы  Д И Н А М И К И

г с

где М

*=1

2  mh —  масса материальной системы (рис. 9 .1 ).
*=.1

Д екартовы  координаты центра масс материальной системы 
даются формулами:

п п п

х °  ^  1л 2 nihXk' t jc = -яг 2  ткУк> г° = 2  mhZk‘
А=1 ' •

Понятие центра масс является  обобще
нием понятия центра тяж ести твердого

тела ^ г с = - ^ г  2 /7лГл| для с л Учая си'

стемы материальных точек. Заметим, 
что положение центра' тяж ести твер
дого тела неизменно по отношению 
к точкам тела, в то время как поло
жение центра масс системы, вообще 
говоря, меняется относительно отдель
ных материальных точек системы.

У к а з а н и е .  Решение задач, 
в которых требуется определить у р ав
нение траектории центра м асс, следует проводить в следующ ем 
порядке:

1) выбрать систему координат;
2) записать координаты центров тяж ести  каж дой из м асс системы, 

вы разив их в виде функций времени:

* *  =  Ф *(0 , Уй =  Ы 0 . Zft =  Xk(0 , гДе Л = 1 , 2 , . . . ,  л;

3) определить координаты искомого центра м асс материальной 
системы по формулам ( 1* ) ; при этом х с , ус > г с  о к а ж у т ся  функциями



времени, т . е. полученные формулы будут параметрическими урав
нениями движ ения центра масс;

•4) для нахож дения явных уравнений траектории центра масс 
системы материальны х точек надо из последних уравнений исклю 
чить врем я.

Задача 9 .1 .  Найти уравнения движения и уравнение траектории 
в явном виде центра масс С  кривош ипно-лолзунного механизма

О А В  с  равными массами и длинами криво
шипа и ш атуна О А =  А В  =  /. М асса пол
зуна В  в два раза меньше массы кривошипа, 
который вращ ается с постоянной угловой 
скоростью  со. Кривошип и ш атун считать 

К  задаче 9. 1. тонкими однородными стержнями. Оси х  и у
изображены на рисунке.

Р е ш е н и е .  В  состав материальной системы входят три твер
дых тела: кривош ип ОА, шатун А В  и ползун В.

Обозначим на рисунке положение центров тяж ести : С г (хъ  ух) — 
кривош ипа, С 2 (х2, у2) —  шатуна и В  (х3, у3) —  ползуна. Заметим, 
что OCi =  С И  — А С г — С 2В — //2. Положение кривош ипа, вра
щ ающ егося с постоянной угловой скоростью со, определим углом 
поворота ф =  со/, отсчитываемого от оси х  против хода часовой 
стрелки.

Запиш ем координаты точек С ъ  С 2 и В ,  выразив их в зависимости 
от угла поворота ■ ф =  соt:

1 1 3* i  =  —  / cos со/, ух =  I sin (at, / cos сot,

y2 =  - j - 1  sin Ш, *3 =  2/cos со/, #3 =  0.

Ф ормулы координат x c  и y c  центра масс

П П

=  mhx h, ус  =  j j -  ^  тьУь
е т  4=1

в данном сл у чае примут вид

^  =  ^ ( В Д  +  Ш А  +  В Д ) .  Ус =  - ^ ( т ху х -{-т 2у2 +  т3у3),  (2)

где т х, т 2, т 3 —  соответственно массы кривош ипа, ш атуна и пол
зун а, а М  =  т х +  т а +  т3 —  м асса всей системы.

В н еся  значения (1) в формулы (2) и приняв во внимание, что по 
условию  т х — т г - ~  т 3/2, найдем искомые уравнения движения 
центра м асс:

6 2 
х с  —  —g- / cos со/, Уо =  — 1 sin со/. (3)
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Это —  уравнения движения центра масс системы; исключив из 
них параметр at,  получим уравнение траектории центра масс в коор
динатах:

( 8 / б О а  +  Ш ) 2  ~  w

К а к  следует из формулы (4), траекторией центра масс я вляется  
эллипс с полуосями: а — в/в/, b =  2/Б/.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решите задачи 3 4 .1 — 3 4 .3 , 3 4 .5 , 
3 4 .6  из сборника задач по теоретической м еханике И. В . М ещ ер
ского.

2 . Моменты инерции твердых тел.
Моментом инерции 1г твердого тела от
носительно оси г назы вается сумма про
изведений масс материальных точек, из 
которых состоит тело, на квадраты их 
расстояний до оси, т. е.

h  =  £  tnkr\.
<г=1

Момент инерции относительно оси х а 
рактеризует распределение масс матери
альны х точек относительно этой оси.
Момент инерции всегда положителен.

В  технической системе единиц момент инерции изм еряется 
в к г с -м -с 2, а в системе СИ —  в к г -м 2.

При непрерывном распределении масс материальных точек Б твер 
дом теле момент инерции определяется формулой

/2 =  1  г2 dm.
( М )

В  случае однородного твердого тела имеем

J r*dV,
(V) -

где М  —  масса твердого тела, V  —  объем твердого тела, d V  —  эл е
мент объема.

Теорема Штейнера  о зависимости между моментами инерции 
твердого тела относительно параллельны х осей формулируется т а к : 
момент инерции твердого тела относительно оси равен сумме его 
момента инерции относительно параллельной оси, проходящ ей 
через центр т я ж е ст и т е л а  С, и произведения массы  твердого тела на 
квадрат расстояния меж ду параллельными осями (рис. 9 .2 ), т. е.

Рис. 9 ,2 .

fzt —  IzQ “Ь M d 2. (2*)
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М оменты инерции некоторых однородных твердых тел
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№ Н аим енование Схема тела Момент инерции

Тонкий прямоли
нейный стерж ень

Кольцо (матери
альная о к р у ж 
ность)

Топкий круглый 
диск

Круглый цилиндр

Шар

I

X

МП
3

1г =  Mr*

‘ х  —  —  4  I

. Mr* 
z ~  2

/* =  / »=  M ( - j -  +  .

Mr*
2
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Радиусом инерции  р твердого тела относительно оси н азы вается 
величина, произведение квадрата которой на массу твердого тела 
равно моменту инерции твердого тела относительно этой оси , т. е.

1г =  М р 2.

Т ак , для шара /2 =  2/5 M r 1 =  М р 2, откуда р ^  0 ,6 3  г.
Если в ходе решения задачи требуется вычислить момент инерции 

твердого тела относительно оси, не проходящ ей через центр тяж ести , 
то проводят параллельную  ось через центр 
тяж ести твердого тела и применяют тео
рему Штейнера (при этом момент инерции 
твердого тела относительно оси, прохо
дящей через центр тяж ести, масса твер 
дого тела и расстояние между парал-" 
дельными осями должны быть известны).

Если надо вычислить момент инер
ции материальной системы, состоящ ей из 
нескольких твердых тел, причем момент 
инерции каж дого из порознь взяты х тел 
известен, то определяют момент инерции 
системы относительно некоторой оси как  
сумму моментов инерции всех твердых 
тел, входящ их в систему, относительно 
той ж е оси.

При вычислении момента инерции однородной плоской фигуры 
(трехмерного твердого тела) относительно некоторой оси вы деляю т 
в плоской фигуре такую  элементарную площадь (объем), момент 
инерции которой относительно соответствую щ ей оси известен либо 
легко может быть подсчитан. Затем определяется искомый момент 
инерции однородной плоской фигуры (твердого тела) путем сумми
рования моментов инерции всех элементарных .площадей (объемов).

Момент инерции твердого тела относительно оси L, проходящей  
через данную точку, определяется формулой

IL =  h  cos2 а  +  Iv cos2 Р - f  1г cos2 у — 2 1уг cos f} cos у —

— 21 zx cos у cos a  — 2 Ixy cos a  cos P,

где a ,  p и у —  соответственно углы  м еж ду координатными осями 
х, у, z и осью L , относительно которой вычислен момент инерции 
твердого тела (рис. 9 .3 ), Ix, I y, Iz —  осевы е моменты инерции твердого 
тела, 1ху, 1уг, l zx —  центробежные моменты и н ерции  твердого тел а, 
определяемые формулами

п п гг

А\'У £  * 11)1 === £  , I Zx  == £  m ^ Z ^ X j J.
k=\ .*=1 k=\

В  отличие от осевы х моментов инерции- твердого тела I x, I у, 1г, 
которые всегда положительны, центробеж ные моменты инерции
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могут быть так ж е отрицательными и в частных случаях могут ока
заться  равными нулю.

В  случае непрерывного распределения м асс в однородном твер 
дом теле центробежные моменты инерции вы числяю тся по формулам

=  Т Г  Ш  Х У й У > ! Уг = Т -  j  j  \ y z d V ’ l zx =  т г  J j  J z x d y ,
<V» (V) (V)

— м асса твердого тела, V —  его объем, d V  —  элементарный 
И нтегрирование распространено по всему объему твер 

дого тела.
В  случае непрерывного распре

деления масс в однородной пла
стинке

М

где М  
объем.

! * у =  т * П  xydS> 1x1 =  ~  И  * 2 d S ’
(S) '' (S)

I«z =  ^ - \ \ y z d S ,
(S)

где М  —  м асса пластинки, S  —  пло
щадь пластинки, d S  —  элементар
ная площ адка. Интегрирование рас
пространено по всей площади пла
стинки.

Проведем через точку О ось L  и построим на ней точку D ,  от
стоящ ую  от выбранной точки О на расстоянии, равном

OD =  — L r .
V I l

Геометрическое место построенных таким образом точек D  для 
всевозм ож н ы х направлений оси L  образует поверхность эллипсоида, 
назы ваемого эллипсоидом инерции в данной точке О твердого тела 
(рис. 9 .4 ).

Уравнение эллипсоида инерции в данной точке твердого тела 
имеет вид

1хх2 +  1уУ2 +  I zz2 — 2 I vzyz — 2 Izxzx — 21 xvxy =  1,

где х, у и z —  текущ ие координаты точек, леж ащ их на поверхности 
эллипсоида.

Ч ерез любую точку твердого тела можно провести пучок осей L  
и построить соответствую щ ий эллипсоид инерции.

Если координатные оси х, у  и г направить по осям эллипсоида 
инерции, то уравнение эллипсоида принимает каноническую форму;

I xX* +  I yy* +  I zZ * =  1 , 

т . е. центробежные моменты инерции обращ аю тся в нулы

lyz == Iгх “  Iху ~  0.
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Оси эллипсоида инерции в данной точке твердого тел а назы 
ваются главными осями инерции.  С ледовательно, в каж дой точке 
твердого тела имеются три главные оси инерции, являю щ иеся осями 
соответствую щ его эллипсоида инерции.

Если координатные оси совпадают с главными осями инерции, то 
все центробежные моменты инерции Ixy, Ixz, Iyz равны нулю . В  этом 
случае получим следующую формулу для момента инерции твердого 
тела относительно оси L :

IL =  Ix cos2 а  +  ly cos2 р +  h  cos'- 7 ,

где cos a,  cos р и cos у —  направляющ ие 
косинусы оси L.

П усть ось 2 является главной осыо 
инерции для данной точки О. Если эта 
точка не явл я ется  центром тяж ести тела, 
то для . любых других точек, леж ащ их на 
оси г, например Oj и 02, ось г не будет 
главной осыо инерции твердого тела 
(рис. 9 .5 ).

Если ось 2 является  главной осью 
инерции твердого тела для точки О, а 
оси х  и у не совпадаю т с оСями эллипсоида 
для этой точки, то

■уг о, L

Рис. 9 .5 .

. хуф 0 .

Следует помнить, что оси х н у  проходят • 
через точку О и образую т совместно с осью 
2 ортогональную  систему осей координат.

Главная ось инерции, проходящая через центр тяж ести  твердого 
тела, назы вается главной центральной осью инерции  и я вл я ется  гл ав
ной в любой своей точке.

Если в твердом теле имеется плоскость материальной симметрии, 
то любая ось, перпендикулярная к этой плоскости, будет главной 
в точке пересечения с плоскостью.

Если jb твердом теле имеется ось материальной симметрии, то она 
является главной осью инерции твердого тел а .’

При решении задач часто приходится п ользоваться  формулами, 
содержащими центробежные моменты инерции тверды х тел (напри
мер; в задачах на определение давлений вращ аю щ егося твердого тела 
на ось вращ ения (глава X , § 3), в задачах об ударе по т ел у , вращ аю 
щемуся вокруг неподвижной оси (глава X I I ) ,  в задачах динамики 
твердого тела, вращ ающ егося вокр у г неподвижной точки (том тре
тий); для упрощения решения задач следует специально выбрать 
направление осей декартовых координат. Д л я  этого требуется  вы яс
нить, нет ли в твердом теле оси материальной симметрии либо пло
скости материальной симметрии. При наличии в твердом теле оси 
материальной симметрии целесообразно одну из координатны х осей

6  И  И. Б ать и д р . ,  т . II



162 О Б Щ И Е  Т Е О Р Е М Ы  ДИНАМИКИ [Гл. I X

направить по этой оси, которая и явится главной осью  инерции. 
При наличии в твердом теле плоскости материальной симметрии 
надо одну из координатных осей направить перпендикулярно к пло
скости материальной симметрии. Эта координатная ось йвляется 
главной осью  инерции твердого тела в точке пересечения с пло
скостью  материальной симметрии. При наличии главной оси инерции 
-в данной точке твердого тела два центробежных момента инерции 
относительно осей, одной из которых является  главн ая ось инер
ции, обращ аю тся в нуль, и остается вычислить только третий цен
тробежный момент инерции, не равный нулю. Т а к , если вдоль глав
ной оси инерции направлена ось г,  то 1гх =  1гу =  0 и остается вы 
числить только 1ху.

И ногда при вычислении центробежного момента инерции, на
пример 1ху, бывает удобно осущ ествить поворот координатных осей х  
и у. Этим приемом целесообразно пользоваться в тех сл у ч ая х , когда 
повернутые оси х г и у х оказы ваю тся главными и осевые моменты 
инерции твердого тела относительно них, т . е. 1Х% и 1Ух, известны, 
так  как  тогда искомый центробежный момент инерции оказы вается 
функцией величин /*, и I Ui.

У к а з а н и е .  Д л я  определения уравнения эллипсоида инер
ции в данной точке твердого тела следует:

1) выбрать координатные оси, взяв начало координат в данной 
точке; если положение главны х осей инерции можно легко опреде
лить благодаря наличию в твердом теле плоскости либо оси мате
риальной симметрии, то координатные оси следует направлять

вдоль главных осей инерции;
2)  вычислить моменты инерции /*, 1У, 1г и 

центробежные моменты инерции твердого 
тела 1Ху, Ixz,

3) определить уравнение эллипсоида инер
ции, воспользовавш ись формулой

+  I у У1 /22а — 2 l yiyz — 2 l zxzx —
— 2Ixyxij —  1.

Задача 9 .2 . Вы числить момент инерции 
и радиус инерции однородного круглого 
диска массы т и радиуса г относительно 
оси L ,  лежащ ей в его плоскости и отстоящей 

К зплаче 9.2'. от центра тяж ести С  диска на расстоянии,
равном четверти радиуса.

Р  е in е н и е. Проводим ось L c  терез центр тяж ести С  диска 
параллельно оси L.

К а к  известно, момент инерции однородного круглого диска отно
си тельно оси, проходящ ей вдоль одного из его диаметров, I lc — 
=  т г 7 4 -  Применив теорему Ш тейнера, находим

,  ,  , / г \ а тг2 , тгг 5тг2
4  =  / ,е + ™ ( - )  = — + Ц - ==- 1 б—
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В осп ол ьзовавш и сь формулой I L =  m.p£, определяем радиус инер
ции pL диска относительно оси L.  Имеем

тр* :
5 т г 2

16
откуда pL :

Задача 9 .3 . Вычислить момент инерции относительно оси вра
щения z вала массы 100 кг и радиуса 10 см с насаженным на него 
маховиком массы 1000 кг и радиуса 1 м. В ал  считать однородным 
сплошным цилиндром, маховик —  
однородным кольцом.

Р е ш е н и е .  Момент инерции 
системы, состоящ ей из вала и м а
хови ка, равен сумме их моментов 
инерции, т . е.

h  —  ^ гп  +  htti ~  Ю О  —g------ j|-i Ч-  г̂м —  * ” ” 2 

+  1 0 0 0 -12=  0 ,5  - f  1000 =

=  1000,5 кг • мг.

Т ак  как  момент инерции вала 
от момента инерции м ахови ка,

Задача 9 .4 . Вычислить моменты 
инерции относительно осей коорди
нат х, у, г  тонкой однородной круглой 
пластинки радиуса г, внутри которой 
вырезан квадрат с длиной стороны, 
равной а. Центры квадрата и круга 
совпадаю т; М  — масса пластинки с вы 
резом.

Р е ш е н и е .  Момент инерции пла
стинки с  вырезом относительно некото
рой оси равен разности моментов 
инерции круга /<•*> и квадрата Л 2* от
носительно той же оси, т. е,

/ __ /(1» Г(2)•к —  ‘ к ‘ х ,
- I ™ ,  (1)

/г = = / ш _ / т

Из соображений симметрии следует, что Iy — 1г 
формулами

составляет всего  лишь 0 ,0 5  % 
то им можно пренебречь.

К  задаче 9 .4 .

В о сп о л ьзу ем ся
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где обозначено: Л4<'> — м асса пластинки без вы реза и Л1<2> — масса 
вырезанного квадрата. Вы разим УМ*1* и Л4<2> в зависимости от массы 

' М  пластинки • с вырезом:

М  =  М 1

откуда

УИ'2, =  М (

м п> =  ■

М'
пг2

пг2
я  г2 — а2

И сп ользовав формулу (3), получим

АГ
■ а*

М.

а2
М .л г2 пг‘‘ — а

Вн еся значения (3) и (4) в формулы (2), запишем
я Mr4 лМг4

(3)

(4)

/СП 
1 * 2 (ла2 — а2) ’

/(1>
1у

/(2> __ /(2)---  i*

4 (я/-2 — а2) * 
Ма*

Ма4
6 (яг2 — а2) ’

12 (яг2 — а2)

П одставив значения (5) в формулы (1), окончательно находим 
лМг1 /И а4 Зяг4 — а*

(5)

/ . = 2 (я/-2 — а2) 
яМг4

и̂ г̂ 4 (ял2 — а2)

6 (яг2 — а2) 
Ма*

6 (яг2 — а2) 
Зяг4 — с

М ,

М.12 (лг2 — а2) 12 (яг2 — а 2)

Задача 9 .5 .  Однородная равносторонняя треугольная пластинка 
массой М  со сторонами длиной / расположена в плоскости рисунка.

Определить момент инерции Iz этой 
пластинки относительно ори z, проходящей 
через вершину О и перпендикулярной 
плоскости пластинки. Оси х  и у изобра
жены на рисунке.

Р е ш е н и е .  Выделим на пластинке 
на расстоянии х  от вершины О узкую  
горизонтальную  полоску шириной dx  и 
массой dm.  Ее длина равна 2у. Проведем 
через центр тяжести полоски ось г х, па
раллельную  оси 2, т . е. перпендикуляр
ную плоскости рисунка. Полоска пред
ставл яет  собой тонкий однородный стер

ж ень. Поэтому ее момент и*нерции относительно оси гх (см. таблицу 
на стр. 158) равен

< и , . - Ц е (4)

М асса dm  полоски равна произведению единичной массы M IS,  
где S  —  ее площ адь, на элементарную площадь d S  пластинки, т. е.

dm —  -^- dS. (2)
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Т ак  как площадь треугольной пластинки S  =  /Л/2, где высота 

= I, т. е. 5  =  /\ a d S  = '  2у dx, где у === х, т. е. d S  =

=  —  У З х  dx, то формула (2) примет вид
A  S ■ М  ,dtn =  —5— тг* х  dx.о И (3)

В н еся в формулу (1) значение dm  из вы раж ения (3), а т ак ж е у  =
_ К з=  х , найдем

dIZt dx. (4)

Теперь можно применить теорему Ш тейнера и вычислить момент 
инерции d i г полоски относительно оси г, параллельной оси г х и от
стоящ ей от нее на расстояние х:

d l z == d IZt +  dm ■ х2.

И спользовав здесь результаты  (4) и (3), получим

dIz =  1 7  х* d x ' (5 )

Д л я вычисления искомого момента инерции остается взя ть  опре
деленный интеграл по всей площади пластинки, т. е. при значениях 
х, изменяющихся от нуля до h =
— I У 3/2. Найдем

1* =  J dlt =
( S )

1 V 3/2

x3 dx —  —  М Р  
27 V1 12

И так, момент инерции пластинки 
относительно оси г равен 

5
(6)

Задача 9 .6 . Вычислить момент 
инерции тонкой однородной пара
болической пластинки массы М  от- К  задаче 9 .6 . 
носительно оси у. О снование пла
стинки параллельно оси у  и отстоит от нее на расстоянии а. У р авн е
ние параболы, ограничивающей пластинку, имеет вид уг — 4л:.

Р е ш е н и е .  Проведем на пластинке две прямые, п ар ал л ел ь
ные оси у  и отстоящ ие от нее на расстояниях х  и х  +  dx.

Вычислим момент инерции относительно оси у  массы площ адки, 
заштрихованной на рисунке, ограниченной этими прямыми и пара
болическим контуром пластинки: d l y =  х 2 dm ,  где элем ентарная



масса заш трихованной площади пластинки равна dm =  у ds. Здесь 
у —  плотность пластинки, ds —  площадь заш трихованной площадки., 
причем ds  =  2у dx.

С ледовательно, dm — 2 уу d x  и d l y =  2ух2у dx. Т ак  как по усло
вию у2 =  4х,  т. е. у =  2 ] /  х, то d l y =  Аух1 V  х  dx. Момент инерции 
пластинки относительно оси у

а

/ ^ = 1  d l y =  J  4ух2 \/~xdx — -^-yas -/~a.
(s > о

М асса пластинки равна М  =  7 S , где площадь пластинки
а а

5  =  J  2у dx — 4 j  У x d x  = у  а / а, поэтому М =  - - у а у га .
о . о

Учитывая вы раж ение для массы  пластинки М ,  запишем искомый 
момент инерции в форме — 3/7 М а 2.

Задача 9 .7 .  Вычислить моменты инерции относительно осей х, 
у, г однородного круглого конуса массы М ,  с высотой h и радиусом

основания г (см. рисунок).
Р е ш е н и е .  Рассекаем  конус двумя 

плоскостями, параллельными плоско
сти ху  и отстоящими от нее на расстоя
ниях г и г +  dz.

Вычислим момент инерции массы 
элементарного объема, ограниченного 
этими плоскостями и боковой поверх
ностью конуса.

Дифференциал объема тела опреде
ляем  как объем кругового цилиндра 
с радиусом основания у и высотой dz, 
т . е. dv  =  n y 2 dz. Следовательно, масса 
выделенного элемента объема равна 
dm  =  у dv — у л у 2 dz, где у  —  плотность 
конуса. Момент инерции выделенного 
элементарного объема относительно оси
2 вычисляем по формуле момента инер
ции цилиндра:

Обозначив через а  половину угла при вершине конуса, получим 

у — z tg  а  и, следовательно, d l z =  — а — z4 dz. Тогда момент инер

ции конуса относительно оси z равен

(И) о
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У читывая, что объем конуса v — n'r2h =  - i - я г* ctg  а, и, сл е

довательно, м асса конуса М  =  y-v  =  лу г3 c tg  а,  окончательно 

получим
I  =  —  M r 2 j z ,0 т г  .

Нетрудно видеть из соображений симметрии, что 1Х =  1У.
Д л я вычисления 1У определим момент инерции выделенного эл е

ментарного объема относительно оси у. Д л я  этого через его центр 
тяж ести проведем ось у ъ  параллельную  оси у. В о сп о л ьзо вав
шись формулой момента инерции диска относительно эквато

риальной оси ylt имеем: d l yt~  dm̂ y ■ .

Применив теорему Ш тейнера, находим

d ly =  d lyt - f  dm z2 —  dm +  z2)  .

Воспользовавш ись ранее вычисленным значением dm  =  у п у 2 dz,

получим d lv =  упу2 +  z2  ̂dz =  ул tg * а   ̂1 +  z4 (т а к  как
у  =  г tg  а ) . '

Вычисление момента инерции конуса относительно оси у  дает:

J  f  tg^ct ( l  +  t- ^ )  2^ 2r =  ^ l ( l - b ^ ^ ) t g ^ o C.
(о) О

У читы вая, что м асса конуса равна М  ~ - ^ - y n r 2 h и =  tg  а ,  

находим

/ » - - § - « ( * ■ + 4 ) .  -

Т ак  как  Ix =  то окончательно имеем

i x = i y = 4 r M ( h 2 +  ^ ) .

Задача 9 .8 .  Н а рисунке изображ ена схем а коленчатого в ал а  четы
рехцилиндрового двигателя внутреннего сгорания. К олен а А  и Е  
расположены в горизонтальной плоскости yz. К олена В  и D  расп о
ложены в вертикальной плоскости xz. Вы числить центробеж ные мо
менты инерции коленчатого вала /х„, 1кг, 1уг, приближенно считая 
его массу сосредоточенной в точках А , В , Е  и D ,  причем т А =  т в =  
~  тЕ — mD — т.  Размеры  указаны  на рисунке.

Р е ш е н и е .  По определению центробежных моментов инерции 
твердого тела получаем

п п rt
^ х у ~  2 ^ к^ к У к , 1хг == 2 W-h^k^h, ly z  == 2 ^ кУ к^к- 

ft=l ft=l fe=l
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Распространив суммирование на четыре точечные массы тА, тв, 
т Е и mD, имеем

•у г S  ГПкУкг к —  т АУАгА ~Ь твУвгБ “Ь mEyEZE +  т ьУог В —
1

tnM-2a  (— 6а) +  т Е (— 2а) 2а —  — 12тАа2 — \тЕс& —  — 1 6 т а 2,

£  mhxhyh =  т АхАуА +  т вхвув +  т Ех ЕуЕ +  m DxDyD =  О,
/е=1

1хг — £  mhXhZk —  т АХАгА +  mBXBZB -f- tTlEXEZE -)- tnDXi)ZD —  
k=l

— т в (— 2а) 2а -f- m Dd>a (— 2а) =  — 4т ва2 — 12m Da2 =  — 16та? 

(напомним, .что ув =  yD — хА =  х Е =  0, а тА — тв =  т в — mD
т).  И так, I,уг -16тсс и 1лу =  0.

I*
Г /

2а

гШ Г 'Т '7 ^ Г а

а /а, I 1 Ч

/ Т

/у
К задаче 9 .8 .

2а

г £ =

LQ

Интересно отметить, что при двух центробежных моментах инер
ции 1хг и 1уг, отличных от нуля, центр тяж ести коленчатого вала ле
ж и т на оси вращ ения г.

Задача 9 .9 . Вы числить центробежные моменты инерции 1ху, 
Ixz и /^однородной пластинки ОАВ  массы т.  К атет прямоугольного 
равнобедренного треугольника ОАВ  равен а. Оси координат изоб
раж ены  на рисунке.

Р е ш е н и е .  О сь х,  перпендикулярная к плоскости материаль
ной симметрии пластинки, является  главной осью  инерции в точке О. 
И звестно, что центробежные моменты инерции относительно осей, 
одна из которых я вл я ется  главной осью инерции, равны нулю, т. е.

/ ху / хг ' 0 .

Переходим к вычислению центробежного момента инерции

/„ J yzdm,
Ш)

где dm =  у dy dz, a y  —  плотность пластинки.
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С ледовательно,

/»* =  y J  \ y z d y d z  =  y j y d y  j  zdz =  y j  у
a a—у

( *  —  У)2 j
- ^ r - dy

J  (cf-y -  2ay1 +  t f )d y  =  - ^ ;

T9 к как ya2/  2 =  УИ, то окончательно получим
М а 2

~  “ 7 2 “  •

Задача 9 .1 0 .  Т вердое тело 
имеет плоскость материальной

симметрии xz, совмещенную с плоскостью  рисунка. Д аны  осевы е мо
менты инерции /г, и ] х , твердого тела относительно осей г г и х ъ  про
ходящих через центр тяж ести С  тела и леж ащ их в плоскости 
материальной симметрии xz, а так ж е центробежный момент инерции

г , -
Определить центробежные моменты инерции твердого тела 1хг, 

1уг> если оси Z] и х х повернуты относительно осей г и а : на угол а  
(см. рисунок).

Р е ш е н и  е. Ось у перпендикулярна к плоскости материальной 
симметрии xz и потому является  главной осью  инерции в точке С. 
С ледовательно, в нуль обращ аются два центробежных момента инер
ции относительнЪ осей, одной из которых является  ось у,  т . е.

1уг  =  /„х =  0 .  ( 1 )

О стается вычислить центробежный момент инерции l xz, который, 
по определению, равен



Вы разим  координаты x h и zh в зависимости от х 1к и zlh. Д л я  этого* 
восп ользуем ся формулами аналитической геометрии преобразова
ния координат при повороте осей на угол а :

z =  Zj cos а  —  Ху sin а ,  х  — Zy sin а  +  Ху cos а .  (3)

Эти формулы выведены в предположении, что поворот осей про
изведен против хода часовой стрелки. У чтя, что в данном случае 
поворот соверш ается по ходу часовой стрелки, заменим в формулах 
(3) угол а  на — а . Тогда для k-й точки имеем

zft =  ZxfcCOSa-f- xik sin a, xk —  — zlk sin a  -f- xlh cos a . (4)

П одставив значения (4) в формулу (2), запишем

П П
I xz =  m hxhzh =  m h (— zlh sin rx. +  Xyk cos a )  (zlk cos a  - j -  * lft sin a ).

k=\ k=i

Перемножив скобки, находим
П П

1хг =  — sin  a  cos a  S  m kz\k — sin2a  Ц  mkzikx lk +  
k=l *=i

n rt

- j-  cos2 a  S  ttikZikX\k +  sin a  cos a  2  ™-kx\k. 
*=i k=t

т . e.

( П П \ ft 
^  tnkx\k —  ^  m kz\k J 4 - cos 2 a  ^  tnkzlkx ]k. (5)

k = l J  fe=l

<1
Д обавим  и отнимем в круглы х скобках формулы (5) 2  тьу1к'

к = 1

Тогда ' -

2  mk (Ak +  iftk) —  2  mk ^  +  0 ? * )  +
.*=1 i
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sin 2a

+  COS 2 a ^  tnkZlkXlk.

Зам ети в, что * f ft 4 - =  d\Zl —  квадрат расстояния /е-й точки 
до оси гь  а г?А 4 - y\k =  d\Xl —  до оси х и  получим

( п п \ п

2  т к <Йг. —  2  m* ) + C0S 2a S  m*Zl*X‘A'
* = 1  . А =1 / f t= l
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п п
Т ак  к ак , по определению, £  m kd2kZt~ I lrr £  m k d\X t l Xt,

k=\ k=\
П

£  m.kZ\kX\h — h rxt г то формула (6) окончательно принимает вид 
t*=i

1хг =  { h % ~  /*,) CO S 2a.  (7)

И так, искомые центробежные моменты инерции твердого тела 
(см. (1) и (7)) равны

/уг =  1ух =  0 , 1хг =  (/*„— / „ ) I- /x,2t cos 2 а .

Задача 9 .1 1 .  Сохранив условие предыдущей задачи,, дополни
тельно счи тать, что гх является, осью  материальной симметрии твер
дого тела. Вычислить такж е 
центробежные моменты инерции 
однородного круглого цилиндра 
массы М ,  радиуса г и длиной 21.
Оси х, у, z изображены н а 'р и 
сунке.

Р е ш е н и е .  Ось гь  бу
дучи осью  материальной сим
метрии, является  главной осью  
инерции. Поэтому /*,*, =  I?х,и =
=  0. Значит, формула (7) пре
дыдущей задачи принимает вид

/« =  ( / „ - / * , ) ^ -  ( 1)

О севые моменты инерции однородного круглого цилиндра равны 
/г> =  M r 2/2, l Xt — М  (г2/4 +  /2/3). П одставив эти значения в фор
мулу ( 1), получим

г , ,  / г1 I2 \ sin2а /0\
- х ) - Г " *  - (2)

И так, искомые центробежные моменты инерции (см. формулу (1) 
предыдущей задачи) однородного круглого цилиндра, изображ ен
ного на рисунке, равны

I / - п / м  I ^  /а \ sin 2a
* у г  —  * ух  —  ‘ xz  ^  t ”  " J "  ) 2

Задача 9 .1 2 .  Написать уравнение эллипсоида инерции, построен
ного в центре тяж ести однородного круглого цилиндра массы  т,  
высоты 21 с радиусом основания, равным г. К оординатны е оси изоб
ражены на рисунке. Н ачало координат О совп адает с полож ением 
центра тяж ести цилиндра.
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Р е ш е н и е .  Уравнение эллипсоида инерции в данной точке 
твердого тела имеет вид

1хх~ - f  I Уу- +  Izz2 — 21 myz — 21 Zxzx — 2 Ixyxy =  1 .

К ак  известно, для круглого цилиндра 1Х — Iy — М  ( г 7 4 +  /2/3) 
и 1г — M r 112. Т а к  как оси х, у и г  являю тся главными осями инерции 
цилиндра, то /tfZ =  1хг =  1ху =  0. Теперь уравнение эллипсоида

инерции для центра тяж ести  цилиндра 
будет

2 /2 \ о , t  г г . 12
'и ( т + т г ) ' ! + Л1 ( т + т У +

+ ~ г ’ = 1.
П олуоси эллипсоида инерции равны

I
а =  Ь--

и с-

/ М (г*/4 +  IV3)

+ Г -
_2_
М

Задача 9 .13 . При каком соотношении 
меж ду радиусом основания г однородного 

круглого конуса и его высотой h  эллипсоид инерции, построенный 
для вершины конуса О, обратится в сферу? Координатные оси изо
бражены на рисунке (см. рисунок к задаче 9 .7 ).

Р е ш е н и е .  Запиш ем уравнение эллипсоида инерции однород
ного круглого конуса для его вершины О. Д ля этого в уравнение 
эллипсоида инерции

/**2 +  !УУ2 +  12z2 -  2 / yzyz -  2 Izxzx  -  2 Ixyxy =  1

следует подставить l x'— Iy =  - ^ - M  и h  —  -щ- M r 2 (см.

решение задачи 9 .7 ), 1ху =  1хг — 1уг =  0  (оси х, у, z являю тся глав
ными осями инерции конуса в точке О).

П олучим:
3 », /, о , г2 \ „ , 3 ,„ / , г2 \ „ , 3М ( h 2 +  - J )  *2 +  - J -  М  ( h 2 +  у2 +  ±  M r2z2 =  1.

С ледовательно, полуоси эллипсоида инерции конуса в точке О равны

и с

■ - + 4 )

Эллипсоид обращ ается в сферу при условии: а 
1 1 т / Л о ” >

~ У ш >  0ТКУда 1

10
з м

Ь =  с,  т. 

= 2 .
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З а д а ч а -9.14. Определить положение точки в твердом теле и на
правление оси, проходящей через эту точку, если известно, что мо
мент инерции твердого тела относительно этой оси является  наи
меньшим.

Р е ш е н и е .  Применение теоремы Ш тей
нера показывает, что при наличии системы 
параллельны х осей момент инерции твер 
дого- тела является  наименьшим относи
тельно оси, проходящей через центр инер
ции С  твердого тела. О стается выбрать на
правление оси, проходящей через эту точку.
Построим эллипсоид инерции с центром 
в точке С. По определению эллипсоида инер
ции, расстояние от центра эллипсоида до 
точки, лежащ ей на его поверхности, равно 
CD — 1/j/ 1L, где I.L — момент инерции 
твердого тела относительно оси, проходящей 
через центр эллипсоида и точку, лежащ ую  
на его поверхности. Д ля того чтобы момент инерции IL был наимень
шим, расстояние CD  должно быть наибольшим. С ледовательно, 
искомая ось L проходит через центр инерции С  твердого тела вдоль

• наибольшей оси CD  эллипсоида инерции, построенного в этой точке.
У  к .а з а н и е. Рекомендуем решить следующ ие задачи из 

«Сборника задач по теоретической механике» И. В . М ещ ерского: 
3 4 .7 , 3 4 .9 , 34 .11 , 3 4 .12 , 3 4 .1 8 — 34 .20 , 3 4 .2 4 — 34 .26 .

§ 2 . Внешние и внутренние силы . Дифференциальные 
уравнения движения материальной системы

■При решении задач с помощью общих теорем динамики мате
риальной системы силы разделяю т на внутренние ( F ‘) и внешние 
(Z7'). Напомним, что внутренними  называю тся силы взаимодействия 
между материальными точками, входящими в состав рассм атривае
мой системы. В соответствии с законом равенства действия и проти
водействия, внутренние силы сущ ествуют попарно. При этом гл а в 
ный вектор К ‘ и главный момент т ‘и внутренних сил системы равны 
нулю, т. е.

V 1 =  £ '  F i  =  0, =  S  т 0 ( F i )  =  0.
* = I А’—I

Следует иметь в виду, что, несмотря на выполнение этих условий, 
система внутренних сил, вообще говоря, не явл я ется  уравновеш и
ваю щ ейся, так как внутренние силы приложены к разным матери
альным точкам.

Внеш ними  называю тся силы , приложенные к материальным точ 
кам рассматриваемой системы со стороны точек и тел , не входящ и х 
в  состав этой системы. Внеш ние 'силы могут переходить в р азр яд
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сил внутренних и, наоборот, внутренние силы могут переходить 
в разряд внешних при изменении состава системы. Т ак , если рассма
тривать систему, состоящ ую  из д вух соприкасаю щ ихся ш аров, то 
давления первого шара на второй и второго шара на первый являю тся 
внутренними силами. Если ж е рассматривать систему, состоящ ую  
из одного первого ш ара, то давление второго шара на первый я в
л яется  внешней силой.

Рассмотрим пример. На рис. 9 .6  изображена материальная си
стема, состоящ ая из масс А и В  весом Р А и Р в, соединенных неве

сомым жестким стержнем А В .  
Под действием силы F  система 
движ ется направо по негладкой 
горизонтальной плоскости.

Изобразить все внешние и 
внутренние силы, действующие 

Р и с. 9 .6 . на материальную систему. М ас
сы Л и В  считать точечными.

И зучаемая система состоит из двух масс А  и В  и невесомого 
ж есткого стерж ня А В .  Земля и горизонтальная плоскость —  тела, 
не входящ ие в состав данной системы. Поэтому, кроме силы F, внеш
ними силами я вл я ю тся : силы тяж ести  РА и Рв, приложенные к мас
сам Л и В  со стороны Земли, нормальные составляю щ ие реакций 
Я л  и R B горизонтальной плоскости, а так ж е касательны е состав
ляющ ие реакций этой плоскости, т . е. силы трения скольж ения
F т р А  И ' F т р В '

К  массе А  приложена реакция F a  стерж ня А В ,  а к массе В  —  
реакция Р в  стер ж ня А В.  Силы F a и F lB — это силы взаимодействия 
м еж ду материальными точками А п В  данной системы, т . е. внутрен
ние силы.

И так, к данной материальной системе приложены внешние силы: 
F t Рл> Рв* Л д ) R b . Р трА> F „ B, причем силы F ,  Р А и Р в являю тся 
активными, а Ra> Rb> ^ т р а >  F . PB —  реакциями связей . Внутренние 
силы системы представляю т собой реакции стержня р ‘А и F 1b .

Е сл и  ж есткий стержень А В  заменить пружиной, то вместо реак
ций стерж ня F ca и F 1b получим активные силы упругости пружины 
F a и F b  (пружина не является связью ), которые, как это имело 
место и при наличии стерж ня, будут являться  внутренними силами 
системы.

С ледовательно, активные силы и реакции связей могут быть и 
внешними и внутренними. Реш ая задачи, рекомендуем строго при
д ерж и ваться  принятой классификации сил. Это значит, что все 
силы , действую щ ие на систему, необходимо разделять: 1) на актив
ные силы и реакции связей  либо 2) на внешние и внутренние силы. 
В  этой гл аве при рассмотрении общих теорем динамики силы делятся 
на внешние и внутренние (преимущ ества подобного деления сил 
будут показаны  ниже).
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Уравнение динамики для k-\\ точки материальной системы имеет
вид

m k W k — J p k  +  F ^ -

где F l  —  равнодействующ ая всех  внеш них си л, a Fk  —  равнодей
ствую щ ая всех внутренних сил, приложенных к k-й материальной 
точке.

Ниже рассматриваются как системы, состоящ ие из конечного 
числа материальных точек, так и системы тел с непрерывным р ас
пределением масс.

В се  теоремы формулируются для материальных систем, но без 
труда могут быть распространены на системы тел.

Дифференциальные уравнения движ ения k -и материальной точки 
в проекциях на оси декартовых координат имеют вид

tnkXk =  Fix  +  F lx f  mki)k — F \и -f- Fky, nikZk =  F l z F ‘kz
(система трех уравнений).

Дифференциальные уравнения движения системы п материальных  
точек в проекциях на оси декартовы х координат записы ваю тся 
в форме

ffikXk  =  F k x  F k x i  ffikijk F*ky “ f~  Fkyy ffikZ-k == Fkz F k Z

(система 3n уравнений), где k — 1, 2 , 3 , . . . ,  n.
И так, для определения движения системы п материальны х точек, 

входящ их в состав системы, следует решить систему 3п обы кновен
ных дифференциальных уравнений второго порядка с 3п  неизве
стными функциями одной независимой переменной t. Д л я  н ахож д е
ния 6п постоянных интегрирования долж ны  быть заданы 6п  началь
ных условий движ ения. При этом следует иметь в виду, что внеш ние 
и внутренние силы могут зависеть к ак  от времени, так и от п о л о ж е ^  
ний, скоростей и ускорений точек системы . Реш ение подобных задач 
оказы вается трудным и громоздким.

В некоторых задачах динамики материальной точки и системы 
материальных точек можно значительно упростить решение путем 
применения так называемых общих теорем динамики.

§ 3 . Теорема о движении центра масс 
материальной системы.

Случай сохранения скорости центра масс

1. Теорема о движении центра масс материальной системы.
Зависимость меж ду скоростью  центра м асс и скоростями точек ма
териальной системы имеет вид

П

_ k—t 
. « с -  м  ,
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т. е.
п п п

£  mk*h -  Е../ла& £  rnhi h
±  ■■ .. к = 1  • > k = \  ■ k = l  , . * 4

с _  м  ' — ~М ’ с  ~М * ' '

Здесь
Vc — xc l  -f- *ck .

Зависимость м еж ду ускорением центра м асс и ускорениями точек 
материальной системы вы р аж ается соотношением

П£ mhWk 
*=1

W c = = — М »
т . е.

п п п
£  mhZh £  т у  и £

* c== м  » ^с =  м  • * с  ~  м  '  (2*)

Здесь
Wq =  x c i ycj  “Ь 2сАг.

Напомним формулировку теоремы о движении центра масс: центр 
м асс материальной системы движ ется как  материальная точка, 
м асса которой равна м ассе материальной системы и к которой при
лож ены  все внешние силы , действующие на систему:

П
M wc =  £  Z7*- 

• k = \

Т а ж е теорема, записанная в проекциях на оси декартовы х коор
динат, имеет вид

Мхс =  £  F\x, Щ с  =  £  Fly, Mzc =  £  П г-  (3*) 
k = i  k = \  * = i

\

Д виж ение центра м асс материальной системы зависит от внеш 
них си л, приложенных к данной системе. Внутренние силы, которые 
отсутствую т в формулировке теоремы, непосредственно на движение 
центра инерции системы не влияю т. Это обстоятельство значительно 
облегчает решение задач , так  как внутренние силы системы большей 
частью  бывают неизвестны.

Задачи динамики поступательного движения твердого тела ре
ш аю тся посредством теоремы о движении центра масс материальной 
системы. Д ействительно, применив эту теорему, мы определим 
уравнение траектории, скорость и ускорение центра тяж ести твер 
дого тел а. При поступательном ж е движении твердого тела траек
тории всех  точек одинаковы , а скорости и ускорения их соответст
венно равны.
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У к а з а н  и 'е . С помощью теоремы о движении центра масс 
можно решать как  прямые, так и обратные задачи динамики. Р ек о 
мендуем такую  последовательность решения задач:

1) изобразить на рисунке все внешние силы системы;
2) выбрать систему осей координат;
3) записать теорему о движении центра масс (3 *) в проекциях 

на декартовы оси координат;
4) вычислить суммы проекций всех  внешних сил системы на оси 

декартовых координат и подставить их в уравнение (3 * ) ;
5) в зависимости от условия решать прямую, либо обратную  з а 

дачи динамики.
В  некоторых прямых задачах бывают заданы все внеш ние силы, 

кроме одной, массы всех материальных Точек системы и законы  их 
движения. Тогда, после выполнения первых четырех пунктов, для 
вычисления левы х частей уравнений (3 *)  надо восп ол ьзоваться  вспо
могательными формулами

п п п
М х с =  J ]  m hx h, М у с =  £  m hy h, M z c =  £  m hzh, (4*)

t=I *•=!

где mh —  масса k -й точки, a xk, yh, zk — уравнения ее д ви ж ен и я, в в е 
сти эти результаты  в уравнения (3 *)  и определить неизвестную  силу 
(см. задачу 9 .2 0 ).

В  некоторых обратных задачах бы ваю т заданы все внеш ние силы, 
массы всех точек системы и закон ы  движ ения всех точек , кроме 
одной (либо законы  движения некоторых точек вы раж ены  в зави си 
мости от неизвестного закона движ ения этой точки), и требуется 
определить движение этой точки. Т огд а , после выполнения первых 
четырех пунктов, такж е следует восп ол ьзоваться  формулами (4*), 
полученные результаты  ввести в левы е части уравнений (3 * )  и затем 
найти искомый закон движения точки (см. задачи 9 .2 0 , 9 .2 2 ).

Если в состав системы входят тела с непрерывным распределением 
масс, то следует записать координаты x h, ук, zh центров тяж ести  
этих тел и затем воспользоваться формулами (4 *).

Задача 9 .1 5 .  При полете сн аряда в безвоздуш ном пространстве 
центр масс снаряда описывает параболу. Изменится ли траектория 
центра масс, если снаряд во время полета разорвется на несколько 
осколков?

Р е ш е н и е .  Разры в снаряда происходит под действием вн у
тренних сил, которые непосредственно не влияю т на движ ение цен
тра масс системы. Следовательно, осколки снаряда долж н ы  переме
щ аться так , чтобы центр масс разорвавш егося снаряда д ви гал ся  по 
той ж е траектории, т. е. по параболе.

Задача 9 .1 6 .  К акая сила приводит в движ ение центр м асс авто
машины, движ ущ ейся по негладкой горизонтальной дороге?

Р е ш е н и е .  Часто ошибочно полагаю т, что центр м асс авто
машины непосредственно приводится в движ ение силой давления
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К  задаче 9 .16 .

газо в в цилиндрах д ви гателя. Эта сила, я вл я я сь  внутренней, на дви
ж ение центра масс автомаш ины прямо не вл и яет. Под действием этой 
си лы  возникаю т вращ ающ ие моменты, приложенные к ведущим

колесам. В результате появляю тся силы 
трения F TP меж ду покрышками веду
щих колес автомашины и землей, на
правленные по горизонтали в  сторону 
движения автомашины (силами трения 

х  между покрышками ведомых колес и 
землей пренебрегаем).

Сила трения, являясь  внешней по 
отношению к автомаш ине, приводит 

в движ ение его центр м асс С. Действительно, записав теорему 
о движении центра м асс системы в проекции на ось х  (см. рисунок), 
получим М х с  =  F 1V (внешние силы Р ,  /?х и /?2 перпендикулярны 
к- оси \х, и их проекции на эту ось равны нулю ), т. е. х с  >  0; если

в начальный момент центр масс С был в по
кое, то он будет перемещ аться ускоренно по 
горизонтали направо.

Задача 9 .1 7 . Тонкий однородный стер
жень ОА длиной / и массы т вращ ается 
вокр у г вертикальной оси 0 Х0 2 с постоян
ной угловой скоростью  О).

Определить главный вектор внешних сил. 
М ассой оси 0 Х0 2 пренебречь.

Р е ш е н и е .  В  соответствии с теоремой
о движении центра масс системы материаль-

П
ных точек m w c = 2 j F t ,  для определения

4=1
главного вектора внешних сил системы V 1 —

П
=  £ j  F t  достаточно найти m w c ■ Так как

*=1
центр м асс стерж ня находится в точке С  на расстоянии //2 от оси 
вращ ения и имеет, в си лу постоянства вектора ы, только центро

стрем ительное ускорение wn =  ОС со2 со2, которое направлено

вдоль стер ж н я от С к О, то главный вектор внешних сил системы 
V е имеет то ж е направление и равен по модулю

V е mwc ■■ т ■ со

В  данном случае главный вектор внешних сил является векторной 
суммой силы тяж ести  стер ж н я и реакций опор Ох ri 0 2.

Зад ач а 9 .1 8 .  Твердое тело массы т колеблется около непо
движ ной горизонтальной оси г.  Расстояние от точки привеса О до 
центра тяж ести  С  равно а. Оси х  и у изображены на рис. а.
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Найти вертикальную  и горизонтальную  составляю щ ие реакции 
оси в зависимости от угла поворота ср и его производных по времени.

Р е ш е н и е .  Д ля решения этой прямой задачи применим тео
рему (3 * )  о  движении центра м асс материальной системы в проекциях 
на оси х  и у\

МХС= Ь  Кх,  М у с ^ Ь П у  ( 1)
*=i *=1

К  твердому телу приложены внешние силы: Р  =  m g  —  сила 
тяж ести , R x и R v —  составляю щ ие реакции неподвижной оси. 
Поэтому

% n *  =  R x , S  Fly =  Р — R y. (2)

Д ля вычисления х с  и ус — проекций ускорения © с центра масс 
С  из рисунка заметим, что х с — a sin <р, ус =  a cos ср, где ср =  ф (/).

чЧ  X / V / X 4'?  Т

^1^С0Су\

ч V \

- _ Х  В)
У 'р \ У  ^ .

К задаче 9 .1 8 .

Вычислим производную по времени: хс — аср cos ср, у с — — аср sin <р. 
Д алее найдем

хс — аср cos ф —  аф2 sin ф , у с — — аср sin ср —  аф2 cos ф. (3)

Д ля получения искомых составляю щ их R x и R y реакции непо
движной оси остается подставить результаты  (2) и (3) в уравне
ния (1). Найдем

R x =  таср cos ф — таср2 sin ф, R ]/ =  mg-Jr  т а ф в т ф - } -  macp2 coscp. (4)

К ак следует из формул (4), R x и R v меняются в зависимости от 
угла поворота ф, который в свою  очередь я вляется  функцией вр е
мени.

В  заклю чение заметим, что в данной задаче можно было найти 
* с  и Ус (формулы (3)) другим способом. Д л я  этого достаточно по
строить осестремительную w Coс и вращ ательную  w Cap составляю щ ие

ускорения w c  центра тяжести С  (см. рис. б), где wCoc =  аф2, шСвр =  
=  а | ф |, а затем векторное равенство w c — W cBp +  к>сос сп роекти 
ровать на оси х  и у.  П редоставляем читателю сам остоятельн о вы пол
нить эти вы кладки и получить формулы (3).
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Задача 9 .1 9 .  К олесо массы  т  катится со скольж ением  по прямо
линейному горизонтальному рельсу под действием постоянной силы 
F ,  приложенной к его центру тяж ести С  (см. рисунок).

Найти скорость центра м асс С  колеса, если в начальный момент 
оно находилось в покое. Коэффициент трения скольж ения равен /. 
Оси х ,  у  изображ ены  на рисунке.

Р е ш е н и е .  К  колесу приложены внешние силы: Р  =  m g  —  
сила тяж ести , F  —  движ ущ ая си ла, R  —  нормальная реакция рельса,

У

D

F TV — сила трения скол ьж ен и я, направ
ленная вдоль рельса в сторону, про
тивоположную  силе F .

Применим теорему о движении 
центра масс (3 *) в проекциях на оси х  и у:

т х с — F  — F TV, т у  с =  R — Р.  (1)

При движении колеса у с — г =  const. 
Поэтому у с — 0 и из второго уравне
ния ( 1) следует

R — Р- (2)

Т ак  как при качении колеса со скольжением сила трения достигает 
своего наибольш его значения, то /гхр =  fR.. И спользовав равенство. 
(2), запишем

1 С

R

F  I

гТР
' ш к ш  д  
Р

К  задаче 9 .1 9 .

т р fP- (3)
И сп о л ьзо згв  значение (3) для F xp в первом уравнении (1), имеем

Х г. —

тр

F — f mg
(4)

Первый интеграл, дифференциального уравнения (4) имеет вид

Хп —
fmg

t - j-  C j. (5)

П одстановка начального услови я i  — 0, x c — 0 (колесо в началь
ный момент находилось в покое) в уравнение (5) дает С г =  0. Внеся 
это значение C i в (5), получим искомый закон изменения проекции 
скорости центра масс С колеса:

х с

Д ви ж ен и е колеса возм ож но при наличии неравенства F  >  fmg.
З ад ач а  9 .2 0 .  Эпициклический механизм, расположенный в верти

кальной плоскости, установлен на горизонтальной идеально глад
кой плоскости и прикреплен к ней болтами К  и L.

Зубчатое колесо 1 радиуса гх неподвижно. С 2 —  центр тяжести 
зубчатого колеса 2  массы М 2 и радиуса г2. С г —  центр тяж ести ста
нины А и колеса 1, общ ая м асса которых равна M i.  М ассой криво
шипа СхС2, вращ аю щ егося с постоянной угловой скоростью  о , пре-
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небречь. В  начальный мо
мент кривошип занимал пра
вое горизонтальное поло
жение.

О пределить: 1) нормаль
ное давление механизма на 
плоскость, 2) угловую ско
рость со вращения криво
шипа, при которой механизм 
в у сл ови ях отсутствия бол
тов начнет подпрыгивать над 
горизонтальной плоскостью,
3) наибольш ее горизонталь
ное усилие, действующее на 
болты.

Р е ш е н и е .  М атери
альная система состоит из 
двух м асс: неподвижного 
колеса 1 со станиной и под
виж ного колеса 2. Изобразим 
внешние силы этой системыТ 
P i  =  M xg —  сила тяжести 
станины и неподвижного ко
леса 1, Р 2 =  M 2g  —  сила 
тяж ести подвижного колеса 2,
R u —  суммарная нормальная 
реакция плоскости, R x —• 
суммарная тангенциальная 
реакция болтов К  и L.

Н аправим ось у по вертикали через точку С ь  а ось х  —  вдоль 
горизонтальной плоскости н а п р а в о .,

Запиш ем теорему о движении центра масс системы в проекциях 
на оси х н у :

М х с  =  s  К * ,  М у с  =  2  П у
к=1 к=1

В  данной задаче

X n x =  Rx, F ly =  R y - P i - P i .
*= I *=i

Следовательно,

т . е.
М х с — RXI М у  с  —  R y — Pi  — Р  2, 

Rx =  М х с ,

R y =  М у с  +  P i  +  Р 2.

О )

(2)
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Д л я  определения сил R x и R y остается подсчитать М Х С и М у с . 
Вычисление М х с и М у с  ведется по формулам

где *1 и ух —  координаты центра тяж ести С г станины механизма и 
неподвижного колеса /, а х 2 к у2 —  координаты центра тяж ести С2 
подвижного колеса 2.

,К а к  видно из рисунка, х г — 0, Ух — ОСх —  постоянная, хг — 
=  C iC 2 cos со/ =  (гj +  r 2) cos со/ (угол поворота кривошипа СхС2 
равен ф =  со/, так как , по условию , со постоянна), у2 =  ОСх -Ь 
+  C jC 2 sin  соt =  ОСг +  (ri +  r2) sin со/.

Вы числив вторые производные х ъ  ух, х2, у2 по времени t, находим 
* i  =  0 , ух =  О,

Х 2 =  ----  ( Гх  +  г 2) (О2 COS со/, у 2 == —  (Гх +  /"а) “ 2 S<n  © f .

Вн еся эти значения .в формулы (3), получим

Д авление механизма на горизонтальную  плоскость направлено 
противополож но реакции R ;/ и по модулю равно ей:

N y =  (Мх +  М 2) g  —  М 2 (Гх +  г2) со2 sin со/.

Н аибольш ее давление: N ym̂  — (Мх +  М») g  +  М 2 (гх +  г2) со2.
Н аименьш ее давление: Л^т1п =  (7W, +  М 2) g  — М 2 (гх-\-г2) со2.
В  усл ови ях  отсутствия болтов механизм может начать подпрыги

вать над горизонтальной плоскостью . Это будет иметь место при 
Rymln <  0 , т. е. при (Мг +  М 2) g  —  М 2 (гх +  т2) со2 <  0 , откуда 
следует, что угл овая  скорость со вращения кривошипа С ХС2, при 
которой происходит подпрыгивание механизма, должна удовлетво
рять неравенству

Горизонтальное давление, действующ ее на болты, направлено 
противоположно R x (см. формулу (6)), причем

П п
М х с =  J ]  m hx h и М ус =  £  m hyh.

В  данном случае

М х с  =  МхХх +  М 2х 2 и Му с  =  МхУх +  М гу 2, (3)

М х с =  — М 2 (Гх +  г2) со2 cos со/, 

М у  с  — — М 2 (гг +  г2}  со2 sin со/. 

П осле подстановки (4) в (1) и (5) в ^2) находим

(4)

(5)

R x =  — М 2 (гх +  г2) со2 cos со/,

Ry — M xg +  M 2g  —  М 2 (Гх  +  г 2)  О)2 sin со/.

(6)
(7)

N x =  М 2 (гх +  г2) со2 cos со/. (8)
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Наибольш ее давление равно

N x max Л 2̂ (f"i +  Т2) (0 .
Задача 9 .2 1 .  С охранив условие предыдущей задачи, определить 

закон движения центра тяж ести-С х станины механизма после среза 
болтов К  и L.

Р е ш е н и е .  Допустим, что под дей с-зи ем  горизонтальной 
Ьилы N x, действующей на болты К  и L  (см. формулу (8) предыдущей 
задачи), произошел срез болтов. Тогда весь механизм начнет дви 
гаться по идеально гладкой горизонтальной плоскости.

На рис. б к задаче 9 .2 0  изображен механизм в положении, когда 
точка C i сместилась с оси у  направо на Ху. Т ак  как станина м еха
низма находится в движении относительно оси х,  то Xi я вл я ется  
функцией времени /.

Из рисунка видно, что в данном случае

Х 2 — Ху  +  C iC t COS (1it — Х у +  (Г у  +  гг) cos со/.

Следовательно,

М х с =  МуХх - f  М 2х 2 — {Му -f- /И2) х , — М 2 (rt r2) со2cos о>/. (1)

Теорема о  движении центра масс материальной системы в проек
ции на ось х  имеет вид

MJcc =  Е  F'kx. >
k=l

Т ак  как после среза болтов реакция /?х отсутству ет, а внешние силы
л

P i ,  Р г и R y перпендикулярны к оси х ,  то F kx =  0  и М х с =  0 . 

Подставив в это уравнение значение М х с  из формулы (1), получим 

(Му +  М 2) Ху —  М 2 (Гу +  гъ) со2 cos со/ =  0 ,

т. е.

“  Ж + м 2 (Г1 +  г*) 0)2 cos

Это —  дифференциальное уравнение движ ения центра тяж ести  
Су станины механизма по идеально гладкой горизонтальной п л оско
сти при отсутствии болтов. Д ля интегрирования уравнения (2) 
должны быть известны  начальные условия движ ения точки Су. 
Т ак  как в момент среза болтов точка Су находилась на оси у  и была 
в покое, то начальные условия движения запи сы ваю тся в  виде

при t — 0  Ху =  0 и х г =  0 .

Проинтегрировав дифференциальное уравнение (9 ), получим
М2



184 О Б Щ И Е Т Е О Р Е М Ы  ДИНАМИКИ [Гл. IX

П осле подстановки начального условия движения t — 0 и х х — О 
имеет D x =  0 , т . е.

^  =  Ж Т М ~ ^  +  г*) ® sin aL

Вторично проинтегрировав, находим х х =  — (ri Н~ ^2) cos к»/+ 

+  D 2. И спользовав то, что при /•= 0 х х =  0, имеем

=  Л?Г+М7 +  г*>>

т. е.

*  =  {Г1 +  Гз) (1 “  cos 

И так, центр тяж ести  С х станины механизма в случае отсутствия 
болтов соверш ает гармонические колебания с амплитудой

м ; + м 2 (ri +

и круговой частотой, равной угловой скорости со вращ ения криво
шипа C jC 2.

Задача 9 .2 2 .  Н а упругой балке, коэффициент жевткости которой 
равен с, установлен прибор, называемый вибратором. Прибор со

стоит из корпуса А,  в который 
вмонтированы два диска К  и L. 
Эти диски вращ аю тся с посто
янной угловой скоростью  о> 
вокр уг горизонтальных осей
Oi и 0 2, перпендикулярных пло
скости рисунка. М ассы M i =  
=  М 2 =  М  дисков сосредото
чены в точках Сх и С*. Диски 
вращ аются в противоположные 
стороны, причем точки С х и С2 

в любой момент расположены симметрично относительно верти
кальной оси, а в начальный момент занимают нижние положения. 
Задан а так ж е м асса М 3. корпуса А.

Определить уравнение движения центра тяжести С 3 корпуса А,  
если в начальный момент точка С 3 находилась в положении стати
ческого равн овеси я,..а  скорость ее, равная по модулю у0> была на
правлена по вертикали вниз. Прибор установлен в середине балки. 
Сопротивлением движению  и массой балки пренебречь.

Р е ш е н и е .  Изобразим внешние силы , приложенные к при* 
бору; P i  — M i g — сила тяж ести диска К ,  Рч =  M 2g — сила т я 
ж ести  диска L , Р 3 =  M ag  —  сила тяж ести корпуса A , F  —  суммар
ная сила упругости  балки (считая размеры вибратора малыми по
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сравнению с длиной балки, полагаем, что сила F  приложена в сере
дине балки).

Выберем начало отсчета О на оси у  в положении статического 
равновесия центра тяжести С 3 корпуса А прибора. В  этом положении 
середина балки имеет прогиб Дот, причем

а . , -  р' +  р;  +  р' . О )

Запишем теорему о движении центра масс в ^проекции на ось у\
П

М у с — 2  F hy. В  данном случае имеем
*= I

М у  с — +  ^2 +  +  F y, (2)
где F y —  проекция силы упругости на ось у — равна

Fy =  — с (Л ст 4- у3) (3)

(на рисунке точка С 3 изображена в момент ее смещения из полож е
ния статического равновесия на у3 вниз; при этом прогиб балки ра
вен Лст +  Уз)-

Подставив (3) в (2) и приняв во внимание, что на основании (1) 
Pi +  Рг +  Рз —  сД ст =  0, получим

М у  с  =  —  су3- (4)
П

Д ля вычисления M ijc  воспользуем ся формулой М у с  =  M hyh.
k=i

В данную систему входят три массы. Поэтому

Aiyc =  M ,y 1 +  М 2у 2 +  М 3уа. (5)

Выразим ух и у2 в зависимости от у3. В  связи  с тем, что диски, вр а
щаются равномерно с постоянной угловой скоростью  со, угол пово
рота дисков равен ф =  со/. В оспользовавш и сь рисунком, запиш ем

У\ =  Уг — Уз +  С 3М  +  a cos со/,
где С 3М  —  постоянная. Вычислиз у х и у 2

У\ =  Уг =  Уз —  aw 2 cos соt
и подставив эти выражения в (5), получим

М у с =  (Мх +  М 2 +  М 3) у3 —  (Мх +  М г) асо2 cos со/.

Теперь уравнение (4) примет вид

(Мх +  М 2 +  М 3) у3ф— (Мх +  М 2) асо2 cos со/ =  — су3,
или

•; » С М 1 —{— М  о п I
Уз +  ^  +  VI2 +  А13 Й  =  М1 +  М, +  МЯ 0(0 C0S 

По условию Мх =  М 2 — М ,  поэтому
. . .  с 2  М . -  .
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В ведя обозначения
с (■> 2 М i t

k*> 9М . М. =2М +  М3 ’ 2 М +  М3
запишем окончательно дифференциальное уравнение Движения 
точки С 3 в виде

Уз +  к2Уз =  h cos to/. (6)

Проинтегрировав уравнение (6), мы найдем искомый закон дви
жения течки С 3.

Общее решение у3 этого неоднородного линейного уравнения 
равно

Уз === Уз одн ~4~ Уз частн, (7)

где Уз части —  частное решение уравнения (6), а у3одн —  общее ре
шение соответствую щ его однородного уравнения, т. е. у3 +  Klyz =  0. 
Характеристическое уравнение имеет вид г2 +  k2, =  0 , откуда rli2 =  
=  ± k i .  Поэтому

Уз О да ■= COS kt +  D 2 sin  kt, ^  ( 8 )

где D x и D 2 —  постоянные интегрирования, подлежащие последую
щему определению.

При отыскании частного решения уя чаСтн следует рассмотреть 
колебания вне резонанса. При to Ф  k ищем частное решение в виде

Уз части =  A cos tot В  sin  00 t. (9)
Д л я  определения А и В  вычислим: #3частн = — Л to2 cos2 to/ —

—  Boo2 sin  to/. П одставив эти выражения y3 частн и у3 части в уравнение 
(6) и приравняв соответственно коэффициенты при cos to/ и sin to/, 

hнаходим A — p -_  ^ 2- , В  *= 0 . Внеся эти значения Л и В  в формулу 

(9),  ̂ имеем частное решение в виде
h

Уз части £2_ш2h COS to/. (10)

И спользовав (8) и (10) в уравнении (7), получим искомое уравне
ние движения точки С 3:

L
уя =  D j cos kt -f- D2 sin kt -1- _  - f  cos to/. (11)

О стается  определить постоянные интегрирования D j и D 2. Д ля 
этого вычислим

У з  =  — Dxk sin kt +  D2k cos kt — sln 0 2 )

П одстави в в уравнение ( 11 ) / =  0, y3 =  0 (по условию , в начальный 
момент точка С я н аходилась в положении статического равновесия) 
и в уравнение ( 12) / =  0 , у 3 — v0 (по условию , в начальный момент



точка С 3 имела скорость, равную по модулю и0 и направленную вер
тикально вниз), находим

п  _______h Г) _
Ul — ^ _ W2 . ~  ■

Внеся эти значения D x и D 2 в формулу (11), мы получим искомое 
уравнение движения точки Сэ вне режима резонанса:

Уз =  — k* - & ' cos kt +  ' T  siakt +  cos
где круговая частота свободных колебаний равна
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2 М
2М +  М 3 ’ “ 2М +  М 3 1

Напомним, что полученный результат описывает движение виб
ратора вне резонанса.

Вибратор не должен работать в режиме резонанса, т. е. при со =  
=  к, ибо при этом амплитуды вынужденных колебаний будут неогра
ниченно возрастать, что выводит вибратор из строя. В этом нетрудно 
убедиться, так как при резонансе (со =  к) частное решение Узчастп 
надо искать в виде

*/з части =  Л /COS G)/ +  f i/s in  СО-/. (13)
Для определения А и В вычислим
Уз части =  A cos со/— Лео/ sin со/ -(- В sin со/ -(- B a t  cos со/, (14)

Уз ч асти  =  —2А со sin со/ — А со2/ cos со/ 2/?со cos со/ — Всо2/ sin со/.

Подставив (13) и (14) в (6), приняв во внимание, что i o = k ,  и при
равняв коэффициенты при sin со/ и cos со/, находим / 1 = 0 ,  В =  
=  Л/(2со).

Подстановка этих значений А и fi в (13) дает

Уз части ==  ̂ 0*^)

Теперь на основании (7), используя формулы (8) и (15), запишем 
искомое уравнение движения точки С3 в случае резонанса:

hу 3 =  D x cos kt -j- D-i sin kt - f  -2̂ - / sin со/.

Так как k — со, то

Уз =  Dj cos со/ -)- D 2 sin со/ +  t sin со/. (16)

Для определения постоянных интегрирования D x и D 2 вычислим

■ • -  ■ ■ h  ^ , . 4  , h



Подставив начальные условия t =  0, у 3 =  0 в (16) и I — 0, у 3 — v0 
в (17), находим D x =  О, D 2 =  и0/®- Итак, уравнение движения точки 
С3 после подстановки значений и D 2 в формулу (16) в случае резо
нанса окончательно принимает вид

& ~ ( l T + ^ r O s l na r f ' <18>
где ________

, 1 /А с , 2 М п
Сd = * k — у  2М +  М а > 2М +  М Я Ш “’

В формуле (18) время t стоит множителем вне тригонометрической 
функции. Поэтому смещения у 3 с течением времени неограниченно 
возрастают, что приводит к поломке всей установки.

С помощью вибратора можно экспериментально определить кру
говую частоту k  свободных колебаний балки. Для этого постепенно 
увеличивают угловую скорость со вращения дисков и фиксируют то 
значение сорез, при котором. начинаются вынужденные колебания 
больших амплитуд, т. е. наступает резонанс. При резонансе 
к =  сорез, где к —  искомая круговая частота свободных колебаний 
балки.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского:
35.1—35.3, 35.6—35.15.

2. Случай сохранения скорости центра масс материальной си
стемы. Если главный вектор внешних сил системы равен нулю

[ у е — И - F l  — o j ,  то скорость центра масс системы неизменна по
величине и направлению (v c — постоянна), т. е. центр масс системы 
материальных точек движется равномерно и прямолинейно либо 
находится в покое.

Если в частном случае скорость центра масс равна нулю: г»с =  0 
(что, например, имеет место при покое системы в начальный момент), 
то, несмотря на состояние покоя центра масс, материальные точки . 
системы могут перемещаться, и 'притом только так, что сумма произ-

П
ведений масс точек на их скорости равна нулю, т. е. 2j —

k— ]
п *

При этом имеет место зависимость 2  mhh r k .= О, где Arh — пере-
к=\

мещение k -й материальной точки.
П

Аналогично в проекции на ось х : если 2] Fkx =  0» то х с — посто-
к= 1 п

янная. Если же в частном случае х с — 0, то 2j mkvhx — 0> причем
*=i

2  m k Axh =  0, *  (5*)
ft—1
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где Ахк — проекция перемещения k -й материальной точки на 
ось х.

Задача 9.23. Может ли человек ходить по идеально гладкой 
горизонтальной плоскости?

Р е ш е н и е .  Внешними силами, приложенными к человеку, 
являются его вес Р  =  M g  и суммарная нормальная реакция земли R .  
Горизонтальная реакция отсутствует, ибо плоскость является иде
ально гладкой.

Направив ось х по горизонтали направо, запишем теорему о 
движении центра масс в проекции на ось х:

М х с  =  £  F‘kx.
k~l

П
Так как силы Р  и R  перпендикулярны к оси х, то 2] Fekx =  0 и, следо-

« = I
вательно, М х с — 0, откуда М х с -=Сх =  const. Так как в начальный 
момент человек находился в покое, то С i =  0 и М х с =  0. Значит, 
М х с =  C2 =  const, т. е. абсцисса центра масс С человека остается 
неизменной и человек по гладкой горизонтальной плоскости не мо
жет ходить. Если бы человек все же попытался пойти, подняв и вы
ставив, например, левую ногу вперед, то правая нога его перемес
тилась бы назад настолько, чтобы абсцисса центра масс хс осталась 
бы неизменной. Человек мог бы переместиться по гладкой гори
зонтальной плоскости, бросив какой-нибудь предмет вперед (или 
назад); тогда бы он начал двигаться в противоположном направ
лении, т. е. назад (или вперед). '

Если бы человек, стоящий на гладкой горизонтальной плоскости, 
хотел подпрыгнуть, то он мог бы это совершить. Действительно,
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теорема о движении центра масс системы материальных точек в про
екции на ось у  дает

М у с = = R  — Mg-
при отталкивании от земли за счет деформации мышц получим 
R  >  Mg,  т. у с > 0 ,  следовательно, центр масс человека будет 
перемещаться по вертикали вверх. 4

Человек может ходить по негладкой горизонтальной плоскости, 
так как в этом случае к упомянутым внешним силам добавляется 
сила трения скольжения- F T. с подошв человека о землю, направлен
ная в сторону движения (см. рис. б). В этом случае получим М х с =  
=  FT, с, т. е. х с >  0, и центр масс человека С будет ускоренно 
перемещаться по горизонтали направо.

Задача 9.24. При выходе из ракеты в космическое пространство 
космонавт, оттолкнувшись от корпуса ракеты, переместился по би

нормали к траектории (см. 
рисунок) на 10 м.

Определить соответству
ющее перемещение ракеты, 
если масса космонавта равна 
двум процентам массы раке- 

К задаче 9.24. ты. Массой троса, соединя
ющего космонавта с раке

той, пренебречь. Ракета движется по эллиптической траектории, 
в одном из фокусов которой находится Земля.

Р е ш е н и е .  Ускорение центра масс, как ускорение любой точки, 
лежит в соприкасающейся плоскости траектории. Главный вектор

П
всех внешних сил, в соответствии с уравнением M w a J] Fi  =

k = \

=  V ‘, также лежит в этой плоскости. Поэтому их проекции на би
нормаль Ь, которая перпендикулярна к соприкасающейся плоскости, 
равны нулю. Скорость центра масс направлена по касательной. Это 
значит, что и ее проекция на бинормаль также равна нулю. Значит, 
можно применять формулу (5*), приведенную в обзоре теории, приме
нительно к бинормали Ь:

£  m h Abk =  0, ' (1)
/е=1

где Abh — проекция перемещения k-й материальной точки на би
нормаль. Д ля данного случая двух масс формула (Г) примет вид

mi Abx +  тг АЬг =  .0, ,(2)
где индексом 1 обозначена ракета, а индексом 2—космонавт. Из
формулы (2) найдем: Abi  = -----АЬ2- Подставив численные данные,
получим Abi =  —20 см. Знак минус показывает, что ракета пере
местится в сторону, противоположную перемещению космонавта.
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Задача 9.25. По наклонной плоскости K L  усеченной четырех
угольной призмы D E K L  опускается груз А массы М л  =  10 кг, 
приводя в движение посредством невесомой нерастяжимой нити 
груз В массы. М в — 6 кг.

Найти перемещение призмы D E K L  массы Л4пр =  20 кг по идеаль
но гладкой горизонтальной плоскости, если груз А переместился по 
наклоннрй плоскости KL  
вниз на 1 м. В начальный 
момент система находилась 
в покое.

Р е ш е н и е .  Изобразим 
все внешние силы, приложен
ные к материальной системе, 
состоящей из призмы и двух 
грузов. Внешними силами 
являются: Р  =  M , ipg  — сила 
тяжести призмы, Р л —
~  M Ag  — сила тяжести груза
А ,  Р в =  M Bg  — сила тяжести груза В и R  — суммарная нормаль
ная реакция горизонтальной плоскости. Так как горизонтальная 
плоскость идеально гладкая-, то сила трения скольжения между 
призмой D E K L  и горизонтальной плоскостью отсутствует. Направим 
ось х  по горизонтали направо и запишем теорему о движении 
центра масс материальной системы в проекции на эту .ось:

М х с =  1] F ‘kx.
к = - \

п

Так как все внешние силы перпендикулярны к оси х, то F ekx =
к=̂ \

— 0. Следовательно, М х с =  0. Тогда
МХг С,.

В начальный момент времени система находилась в покое; поэтому 
Сх — 0 и • М к с  — 0. Отсюда следует, что

M xq =  Cj,

т. е. абсцисса центра масс системы, независимо от перемещений 
отдельных масс, входящих в систему, остается постоянной. При этом 
можно применить формулу (5*);

2  m k Axh =  0.
JS=I

Применительно к данной задаче запишем

МА Ах& Ахв  -J- М пр  Ах =  0,
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где Ах — искомое перемещение призмы по горизонтальной плос
кости. Получим.

10(Д* +  1 -cos 60°) +  6 (Ах. +  1) +  20 Ах  =  0.
(При решении подобных задач часто допускается грубая ошибка! 
проекции перемещений масс, входящих в систему, записываются не 
для абсолютного, а для относительного движения. Переносным явля
ется движение призмы по горизонтальной плоскости, а относитель
ным — движения грузов А и В  по отношению к призме.)

Решив уравнение относительно Ах, находим: Ах  =  — 11/36 м. 
Знак минус указывает, что призма перемещается в сторону, проти
воположную положительному направлению оси х, т. е. налево.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из «Сбор
ника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 35.16, 
35.17, 35.19. 35.20.

§ 4. Теорема об изменении главного вектора 
количеств движения материальной системы

1. Импульс силы. Количество движения материальной точки. 
Главный вектор количеств движения материальной системы.
Импульс силы F,  действующей в течение промежутка времени 

— ti> определяется формулой
8̂

5 =  j  F d t .  (1*)

В частном случае постоянной по модулю и направлению силы 
импульс силы равен

5 = F ( / 2 - / 1).
Проекции импульса силы на оси декартовых координат равны 

tt , tz .
S x = * \ F x dt, S v =  j  Fudt,  S z =  J Fz dt, (2*)

й t, it 
где S  =  S j  +  S y j  +  Sjfc, a Fx, Fu, Fz — проекции силы F.  
Модуль импульса силы .

■S =  - / S l  +  S l  +  S l  

Направляющие косинусы определяются по формулам

cos ( х Г $ )  =  , cos ( у Г $ )  =  -yf- , cos ( z T $ )  =

Импульс силы в системе СИ измеряется в кг-м/с.
К ак следует из формул (2*), вычислить интегралы, а следователь

но, проекции импульса силы, возможно только в тех случаях, когда 
сила постоянна либо зависит от времени. Если же сила зависит от 
положения, скорости или ускорения точки, то вычислить проекции



импульса и, значит, импульс невозможно (здесь имеется в виду, что 
закон движения точки неизвестен).

Теорема об импульсе равнодействующей силы. Импульс равно
действующей силы за некоторый промежуток времени равен вектор
ной сумме импульсов сил системы за тот же промежуток времени

S (R) = Ь  (Fh).
Ь=!

Та же теорема в проекциях на оси декартовых координат имеет
вид

5, (R) =  £  S* (/%), Sv (R) = t  Sy (Fh), St (R) = t s z (Fh).
b—\ . *=i

Количество движения q  материальной точки массы т, движу
щейся со скоростью V,  определяется формулой

q  =  m v ,
т. е. количество движения — вектор, пропорциональный скорости 
точки.

Количество движения является одной из мер движения матери
альной точки.

Проекции количества движения материальной точки на оси де
картовых координат имеют вид

Q. =  mvx, qy =  mvy, qt =  mvz
или

qx =  mx, qu — my, qz =  mz.
Модуль количества движения материальной точки

q — V qx +  q,j +  Цг •
Направляющие косинусы:

cos (x T q )  =  - j - , cos ( y T q )  =  ^ , cos ( zTq)  =  — ■ •

Количество движенйя в системе СИ измеряется в кг м/с..
■ Главный вектор количеств движения материальной системы

П П
Q  =  2  9 k = J j  >nhv h =  M v c ,4=--l 4=1

являющийся векторной суммой количеств движения точек матери
альной системы, равен произведению массы системы на скорость ее 
центра масс.

Проекции главного вектора количеств движения материальной 
системы на оси декартовых координат даются формулами

п п п

Qx =  =  N[Xq, Qy =  2  ГТ1кУк == МУс> 'Qz == Hike'll M Z q ,
h = l u k = 1 k = 1

где Q  =  Q J  4- QyJ  +  Qzk.
7 М. И. Бать и д р . ,  т. U
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Модуль главного вектора количеств движения системы матери
альных точек

Q ^ / O T F W + Q l -

Направляющие косинусы:

cos (х Г & ) =  - ^ ,  cos (ijT Q ) =  ^ - ,  cos (zT q ) —

Задача 9.26. Диск вращается вокруг неподвижной оси. Центр 
тяжести диска лежит на оси вращения. Как изменится главный вектор 
количеств движения диска, если угловая скорость диска увеличится 
в два раза?

Р е ш е н и е .  Так как центр тяжести диска лежит на оси враще
ния, то v c — 0 и, следовательно, Q =  Мг>с =  0. Поэтому главный 
вектор количеств движения в данном случае от угловой скорости 
не зависит и равен нулю.

Задача 9.27. Определить главный вектор количеств движения 
колеса массы М  катящегося по прямолинейному рельсу, если центр

тяжести колеса движется по закону х с — at.
Р е ш е н и е .  Главный вектор количеств 

движения колеса
Q  =

где М  — масса, a v c — скорость центра 
тяжести колеса.

В рассматриваемом случае vc =  х с =  
=  а, т. е.

.Q =  Ma.

Вектор Q  коллинеарен v c, т. е. направлен 
по горизонтали направо (на рисунке он 
изображен приложенным в точке С).

Задача 9.28. Балка А массы /VI! перемещается по горизонтали 
направо посредством двух катушек В и D массы М-2 и радиуса г 
каждая, катящихся по земле без скольжения. Скорость центра тя
жести каждой из катушек равна v

Определить главный вектор количеств движения системы, Балка 
находится от земли на расстоянии г +  а (см. рисунок).

Р е ш е н и е .  Главный вектор количеств движения системы:

Q  — Q a Q b Q di

где Q a — главный вектор количеств движения балки Л, Q B и Q D —■ 
главные векторы количеств движения катушек В и D.

Имеем

Q a  — Q b — Qo  —
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Учитывая, что мгновенный центр скоростей 9> каждой из катушек 
находится в точке касания катушки с землей (см. рис. б), находим

Итак,
Q  =  М ,«л +  2 M , v  =  /И, +  2 M t)  v .

Таким образом, направление главного вектора количеств дви
жения системы совпадает с направлением движения балки.

К задаче 9.28.

Задача 9.29. Определить главный вектор количеств движения 
кривошипно-ползунного механизма, рассмотренного в задаче 9.1, 
если массы кривошипа и шатуна равны т,  а масса ползуна т/2.

Р е ш е н и е .  Проекции главного вектора количеств движения 
механизма на оси х и у  даются формулами

Qx =  M x c , Qu — М у  с, (1)

где масса механизма М =  т +  т  +  1/2т =  ь/ гт.
Использовав формулы (3) задачи 9.1: хс =  -g- /cos со/, у 0 =

=  I sinco/, вычислим производные по времени:

7*

6 2 Хс = -----=- /со sin со/, у с =  —  /со cos со/.О D ( 2 )
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Внеся значения (2) в формулы (1), найдем Qx =  — 3m/cosino)/, 
Qy =  m/co cos со/. Теперь вычислим модуль искомого главного вектора 
количеств движения кривошипно-ползунного механизма:

Q =  V Ql +  Qy =  m/co V 9 sin2 со/ -f- cos'J со/.
Косинус угла, который образует вектор Q  с осью х, равен

cos =  т г  =  — 3 - г -  Sina>t =- •Q Y 9 sin2 a>t +  cps2 соt

а осью ' у
, Oy cos со/cos (у, Q) = - f  =  - - -

Q 1^9 sin2 cot +  cos2 со/

К ак и следовало ожидать, при движении механизма его главный 
вектор количеств движения Q  является переменным, зависящим от 
времени.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 
'  «Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 

36.1, 36.3, 36.4, 36.6.
2. Теорема об изменении количества движения материальной 

точки (в интегральной форме). Изменение количества движения 
материальной точки за конечный промежуток времени равно вектор
ной сумме импульсов сил, приложенных к точке за тот же промежуток 
времени:

<7г -  <7i =  2  S  (Fh),
к=I-

где q x соответствует начальному моменту времени /1( a q z — конеч
ному моменту времени /2. Та же теорема в проекциях на оси декар
товых координат имеет вид

П П
т х г — т х 1 =  Ц  Sx (Fft), т у г — mz/x =  2  Sy (Fh),

/е=1 k^\
n

1пг.г — mZi =  2  S z (Fh). 
k = \

С помощью теоремы об изменении количества движения матери
альной точки можно решать задачи, в которых в число данных и 
неизвестных входят: масса т материальной точки, скорость точки 
в начальный и конечный моменты времени (t>i и г>2) силы, приложен
ные. к материальной точке, и промежуток времени их действия.

* 12
Д ля вычисления импульса силы по формуле S  =  \ f  d t  должна

t .
быть известна зависимость силы от времени, т. е. в случае сил, за
висящих от координат и скоростей, надо знать закон движения 
точки.
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У к а з а н и е .  Задачи на применение теоремы об изменении 
количества движения материальной точки следует решать в такой 
последовательности:

1) изобразить на рисунке все силы, приложенные к материальной 
точке, т. е. активные силы и реакции связей (применить закон осво- 
бождаемости от связей);

2) выбрать систему координат;
3) записать теорему об изменении количества движения матери

альной точки в проекциях на эти оси:
П п

т х 2 — т х х =  2  S x (Fh), т у 2 — т у х =  Е  S v (Fh) ,
к=*\ /г—1

п
mz,2 — m z l = S  S t (Fh)\

«-=]

4) а) если в задаче требуется определить начальную или конечную 
скорости точки при заданном законе изменения сил и промежутке 
времени их действия, то, вычислив проекции импульсов сил по фор
мулам

t, t, t,
S x =  J Fx dt, S y =  J Fv dt,  S T =  |  Fz dt  

tt t, t,
и подставив их значения в уравнения предыдущего пункта, опреде
ляют искомые проекции скорости точки;

б) если по условию задачи требуется определить одну из посто
янных сил, приложенных к материальной точке, то ее можно легко 
получить из уравнений пункта 3), так как в этом случае

S x =  Fх (t2 — tx), Sy  =  Fy (t2 — tx), S z =  Fz (t2 /г).

Задача 9.30. Материальная точка массы т  движется равномерно 
по окружности со скоростью v  под действием некоторой системы сил.



Определить импульс равнодействующей этой системы сил при 
перемещении материальной точки по дуге четверти окружности из 
точки А в точку В.

Р е ш е н и е .  Применяем теорему об изменении количества дви
жения материальной точки:

mv-2, — tnvi  =  S .
Так как m v 2 — >nvB, a m v i — m v A, то

S  — m v B — m v A.

Построив векторы количеств движения m v B и m v A из одной точки 
(см. рис. б), находим их разность, равную импульсу равнодействую

щей силы 5 . Так как точка дви
жется равномерно, т. е. | v n | — 
=  | v A | =  v, то | 5  | =  mv V 2.

Задача 9.31. Груз спускается 
вниз по шероховатой наклонной 
плоскости, расположенной под 
углом а  к горизонту; f  — коэффи
циент трения скольжения груза о 
наклонную плоскость. В началь
ный момент времени скорость 
груза равнялась v.

Через какой промежуток времени скорость груза удвоится? 
Р е ш е н и е .  Изобразим силы, приложенные к грузу: Р  =  m g  — 

сила тяжести груза, /?  — нормальная реакция плоскости, F T. C— 
сила трения скольжения груза о плоскость, причем FTiB =  f N  =
— f P  cos а .

Направляем ось х  вдоль наклонной плоскости вниз. 
Запишем теорему об изменении количества движения материаль

ной точки в проекции на ось х:
гг

mv2x — mvlx =  Е  Sx (Fk).
*=i

Согласно условию задачи v lx =  v, v2x =  2v. Так как все силы, при
ложенные к грузу, постоянны, то
П П

Е  S x (F^) —  s  Fkx At — (mg  sin a  — FT c) At =  m g (sin a  — /  cos a) At,
*=l *=i '

где At  — искомый промежуток времени. Следовательно,

2 mv — mv  =  m g  (sin a — j  cos a) At,
откуда
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Задача 9.32. Твердое тело массы т начинает двигаться из состо
яния покоя по шероховатой горизонтальной плоскости под дейст
вием силы F, пропорциональной времени: F =  at, где а — постоян
ная.

Какую скорость приобретет тело 
через t секунд после начала движе
ния, если коэффициент трения скольже
ния тела о горизонтальную плоскость 
равен /?

Р е ш е н и е .  Изобразим силы, при
ложенные к телу: Р  =  m g  — сила тя
жести, F  — движущая сила, равная 
по модулю F =  at, R  — нормальная
реакция горизонтальной плоскости, F T. с — сила трения скольже
ния тела о горизонтальную плоскость, причем FT, c =  fP .

Направим ось х по горизонтали направо.
Запишем теорему об изменении количества движения материаль

ной точки в проекции на ось х:

Р

К задаче 9.32.

то.
к= 1

По условию v lx =  0, так как в начальный момент тело находилось 
в покое; v2x — vx, где — проекция искомой скорости на ось х. 
Сумма проекций импульсов всех сил на ось х  равна-

^  S* {Fh) =  J F dt — F T. с • t ' =  j  at dt — fmg t  =  ----- f m g t .
k- 1

Следовательно,

mvx fmgt.

откуда

v* = = t { ? k - t e ) ‘

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского:
28.1—28.3, 28.6, 28.7, 28.9.

3. Теорема об изменении главного вектора количеств движения 
материальной системы (в интегральной форме). Изменение главного 
вектора количеств движения материальной системы за некоторый 
промежуток времени равно векторной сумме импульсов осех внеш
них сил системы за тот же промежуток времени:

-  Qi  =  £  S  (Fl) -
к=\



Та же теорема в проекциях на оси декартовых координат имеет 
вид

Qu -  Qix =  23 5 ,  (FI), Q2y -  Qi„ =  23 5 ,  (FI) ,
k = l  /;« I

Q 2 t-Q u =  23 Sz (Fl),
k—l

т. e. .
n ‘ a

'Mxc, -  M xc, =  21 5 ,  M«/c, - M y c ^ Z S y  (F\),.
4= 1  f t= l

M2C, -  M2c, =  23 *S2 (F l) . 
k = \

Следует обратить внимание на то, что сумма импульсов внутрен-
п

них сил системы всегда равна нулю: 2  S  (Fl) =  0, т. е. внутрен-
*=i

ние силы непосредственно не влияют на изменение главного вектора 
количеств движения системы материальных точек.

Отсутствие внутренних сил в формулировке теоремы об изме
нении главного вектора количеств движения системы материальных 
точек значительно упрощает решение соответствующих задач.

Эта теорема обычно применяется в случае сплошных сред (см. 
ниже теорему Эйлера).

Случай сохранения главного вектора количеств движения системы 
материальных точек.

Если векторная сумма импульсов внешних сил системы равна нулю, 
то главный вектор количеств движения системы материальных то-

П
чек постоянен, т. е. если 23 5  ( f | )  =  0, то Q2 =  Q !.

k— 1
Если сумма проекций импульсов внешних сил на некоторую ось 

равна нулю, то проекция на эту ось главного вектора количеств дви
жения системы неизменна. Например, если

23 S* (Z7*) =  0, ТО 02, =  <?,*.
*=I

Закон сохранения главного вектора количеств движения мате
риальной системы или сохранения его проекции чаще всего приме
няется при решении задач, в которых в число данных и искомых 
величин входят массы материальных точек и их скорости в начальный 
и конечный моменты времени.

У к а з а н и е .  Решать задачи с помощью закона сохранения 
главного вектора количеств движения надо в такой последователь
ности;

1) изобразить на рисунке все внешние силы;
2) выбрать систему координат;
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3) записать теорему об изменении главного вектора количеств 
движения материальной системы в проекциях на оси координат;

4) если сумма проекций импульсов внешних сил на ось оказыва-
П

ется равной нулю, например 2  S x (F t )  =  0, то следует приравнять
й=1

между собой проекции на эту ось главного вектора количеств дви
жения системы в начальный и конечный моменты времени, т. е.

П П
Qix =  Qix, где Q2x =  2  mhk k2 и Qlx =  £  mhx k,, и из полученного

i=l
искомую

k=I
вели-уравнения» определить 

чину.
Задача 9.33. В открытом море лай

нер 2 массой т2, шедший со скоростью 
v2 =  37 км/ч, врезался носом под углом 
60° в правый борт лайнера 1 массой т{, 
шедшего со скоростью Ui =  40 км/ч (на 
рисунке дан вид в плане).

Приближенно считая лайнеры точеч
ными массами, определить их общую ско
рость в конце столкновения. Машины при 
этом были выключены. Силой сопротив
ления воды пренебречь. Отношение масс лайнеров равно m j m 2 =  
=  1,2; оси х  и у  изображены на рисунке.

Р е ш е н и е .  Применим теорему об изменении главного вектора 
количеств движения материальной системы в проекциях иа оси х  
и у.

Q * x - Q \ x = i i S x ( F efi) ,  Q2lJ- Q l u =  £  S y (F',). (1)

В состав рассматриваемой материальной системы входят оба лай
нера. Поэтому силы их взаимного давления являются внутренними. 
Внешними являются силы тяжести лайнеров и нормальные реакции 
воды. Они перпендикулярны плоскости ху. Поэтому проекции им 
пульсов внешних сил на осн х и у  равны нулю:

L s x (Fl)  =  0, £  S y (F l )  =  0.
k=l '

(2)

Воспользовавшись результатом (2), из формул (1) получим 
Q^x —Qix — 0, Q2y —  Qiy =  0, т. е. имеет место случай сохранения 
проекций на оси х  и у  главного вектора количеств движения матери
альной. системы:

Qix — Qixy Q'iy — Qiy  (3)

Здесь индексы 1 соответствуют моменту начала, а индексы 2 — конца 
столкновения.
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Так как Qx — 2  . Qy'— £  то для двух масс
М  к=1

запишем:
Qx =  ЩЩх +  т,игх, Qy =  m,pu  -f- т2щу. (4)

В соответствии с направлением скоростей Vi и v> перед столк
новением (ем. рисунок) имеем v lx =  vx, v iy =  0, v2k =  —u. cos 60°, 
v2y — v2 cos 30°. Поэтому из формул (4) следует:

Qix =  ггцщ — m2v2 cos 60°, Qly =  m2v.t cos 30°. (5)

В конце столкновения лайнеры приобрели искомую общую ско
рость V ,  проекции которой обозначим vx и v !r Значит,

Q*x =  (>Щ +  т г) vx, Q2ij =  (тх +  т2) vy. (6)
Использовав результаты (5) и (6) в формулах (3), найдем

(тл +  т г) v x ч= — m2v2 cos 60°,
(m} +  m 2) v u — m2v2 cos 30°,

т. e.
т 1 с  n o--- -  V] — l>2 COS 60 „_o
m2 м  cos 30

x ' т^пц -f- 1 ’ y m|/m4+ 'l"
Подставив в эти формулы численные данные, получим их =  13,4 км/ч, 
vy =  14,7 км/ч. Модуль искомой скорости равен v  =  V v'i +  v-y — 
=  19,9 км/ч. Вычислим направляющие косинусы:

cos(x, v)  — =  0,67, cos (у, ©) = -^ -=  0,74.

Отсюда следуют значения углов, которые образует искомая скорость
V с осями х и у. (х, v )  =  48°, ((/> v)  =  42°.

Задача 9.34. Ракета массы т — 1200 кг 
вышла со скоростью v — 7,9 км/с на круго
вую орбиту искусственного спутника Земли. 
Затем от ее головной части отделилась лаборато
рия массы т х— 200 кг. При этом скорость ла
боратории возросла до величины vx =  8 км/с.

Определить, после разделения .ракеты, ско
рость и2 ее хвостовой части. Силами сопротив
ления движению пренебречь.

Р е ш е н и е .  Движение ракеты проис
ходит под действием силы F  притяжения 
Земли, которая направлена по главной нормали 

траектории в данной точке, т. е. по радиуйу окружности, описывае
мой ракетой. Поэтому проекция силы F  на касательную % равна 
нулю:

Fx =  0 . (1)
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Применим теорему об изменении главного вектора количеств
П

движения материальной системы: Q 2 — Q i  =  2] S  (Ft ) ,  В проек*
n

ции на касательную т имеем Q2x — Qix =  2j 5 X (Z7*). Приняв во
*S=1П

внимание формулу (1), получим S T (F t )  =  0, т. е. Q2т — Qix =  0.
*=i

Итак,
Огт — Qix. (2)

Значит, в данном случае имеет место случай сохранения главного 
вектора количеств движения материальной системы в проекции на 
касательную т.

До отделения головной части проекция на ось т главного вектора 
количеств движения всей ракеты была равна

Qix =  mv  т. m (3)
После отделения головной части массы /«j со скоростью v x оста

лась хвостовая часть ракеты массы т2 со скоростью v2. При этом име
ем

Q2T =  rriiVi т +  m 2v2X. ' (4)
Использовав формулы (3) и (4) в равенстве (2), запишем: tnvx =  

=  m-ipxт +  m2v2x, откуда определим проекцию v2X на касательную т:

Р2Т= mVl~ p V" . (5)

Подставив в формулу (5) численные данные: 
т =  1200 кг, tiii =  200 кг, т.г =  1000 кг, 
vx =  v =  7,9 км/с, Vix =  vt =  -8 км/с, полу
чим v2x =  v2 =  7,88 км/с.

У к а з а н и е . -  Рекомендуем решить сле
дующие задачи из «Сборника задач по тео
ретической механике» И. В Мещерского:
36.7—36.9.

4. Теорема об изменении главного вектора Рпс. 9.7.
количеств движения материальной системы
в приложении к сплошным средам (теорема Эйлера). Рассматри
вается объем жидкости (или газа), ограниченный боковой поверх
ностью трубы и двумя плоскими поперечными сечениями / и 2, 
перпендикулярными к стенкам трубы (рпс. '9.7).

Пусть <Tj и 02 — площади плоских поперечных сечений /  и 2; 
Pi и р2 — плотности жидкости в сечениях / п 2,  соответственно о , и 
v 2— скорости жидкости в сечениях 1 и 2 При стационарном тече
нии секундная масса М с, т. е. масса жидкости (или газа), протекаю
щая в единицу времени через любое -сечение трубы, постоянна:

М с =  p i ^ O i  =  p2v2o2.
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Векторы M cv  1 и M cv 2 — секундные количества движения жид
кости в сечениях 1 к 2.

Внешние силы, действующие на рассматриваемый объем жидкости, 
разделяются на объемные и поверхностные.

Объемными называются силы, которые действуют на все частицы 
жидкости, расположенные как внутри, так и на поверхности рассмат
риваемого объема (например, силы тяжести частиц жидкости).

Поверхностными называются силы, действующие на частицы жид
кости, лежащие на внешней поверхности объема (например, реак
ции стенок трубы, приложенные к частицам жидкости, соприкасаю
щимся со стенками трубы).

Теорема Эйлера. Сумма главных векторов объемных и поверхност
ных сил, а также векторов секундных количеств движения жидко
сти, протекающей через два сечения трубы, равна нулю, если век
торы секундных количеств движения направить внутрь выделен
ного сечениями объема

(т. е. векторы К0б. ^пов> M cVi и —M cv 2 образуют замкнутый много
угольник (рис. 9.8)). ’ _ •

Теоремой Эйлера в приложении к сплошным средам (жидкостям 
и газам) удобно пользоваться при решении задач, в которых в число 
данных и искомых величин входят: площади плоских поперечных 
сечений, ограничивающих рассматриваемый объем (ах и а2), плот
ности жидкости (газа) в этих сечениях (pi и р2), скорости жидкости 
(газа) в этих сечениях (г>! и г>2) , объемные и поверхностные силы.

У к а з а н и е .  Задачи с помощью теоремы Эйлера рекоменду
ется решать в следующей последовательности:

1) изобразить на рисунке объемные и поверхностные силы;
2) изобразить на рисунке векторы секундных количеств движения 

жидкости (газа), протекающей через два сечения, ограничивающие 
рассматриваемый объем жидкости (газа); при этом векторы секунд
ных количеств движения надо направлять внутрь этого объема;

1
Рис. 9.8.
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3) выбрать систему координат;
4) записать теорему Эйлера в проекциях на оси декартовых коор

динат:
Уобх 4 “ ^повгс Ч" M cVlx M cV2x — 0,
V оо у V пов у ~~Ь M cViy M cv2y =  0 ,

V 06 г +  ^ п о в  г “ Ь  M cVlz М сV2z —  0 ,

' ГД6 • м с =  PiCT^! =  р2а 2у2;
5) из уравнений, составленных в предыдущем пункте, определить 

искомые величины.
Задача 9.35. Струя воды протекает по изогнутой трубе, прямо

линейные участки которой образуют угол 120°, со скоростью 10 м/с. 
Ось трубы, изображенная на рис. а, расположена в горизонтальной 
плоскости. Сечение трубы — круг, диаметр которого 10 см.

5) У

ц ,

r t C \ e o ’

/ McV,

/ % \ в о ’
ifi 1 \  Упаб

у, 1 )  о \1 1 1 >  ' Х
\> ^ у б о °

\  V2

\ - H cvs

К задаче 9.35.

Определить главный вектор сил добавочных динамических дав
лений воды на стенки трубы.

Р е ш е н и е .  Используем теорему - Эйлера в приложении к 
сплошным средам. На рис. а изображен вид трубы в плане.

Объемной является сила тяжести воды, которая перпендикулярна 
к плоскости рисунка. Поверхностными являются реакции стенок 
трубы, приложенные к частицам воды. Определив главный вектор 
реакций стенок трубы, найдем искомый главный вектор добавочных 
динамических давлений воды на с т е н к и  трубы по закону равенства 
действия и противодействия.

Изображаем векторы секундных количеств движения воды, про
текающей через сечения трубы 1 и 2, направив их внутрь рассмат
риваемого объема (см. рис. б). Секундная масса воды, т. е. масса 
воды, протекающей через сечение трубы в одну секунду,

М с =  yov,



где у — плотность воды, о  — площадь поперечного сечения трубы 
v  — модуль скорости движения воды по трубе.-

Направим ось х  по горизонтали направо, а ось у  по вертикали 
вверх.

Запишем теорему Эйлера в проекциях на оси х  и у:

V',,0 X '  ̂'lIOl! X “1“ M cVix • M̂ V̂ X == ^ I 

^ о б  у “Ь  V пов у  “b  Viy  ■ M cX)2y =  0 .

В данном случае, поскольку вектор Коб перпендикулярен к осям х  
и у ,  получи 1

^пов * — M cv  cos 60° — M cv cos 60° =  0,

^ пов у —  /WcyCOS30° +  M cv COS 30° =  0

(индексы при скоростях отброшены, так как в нашем случае | Vi \ ~  
=  |®г| =  v), откуда

Упов х =  2M CV cos 60°, Vпов у =  0.
Итак, главный вектор добавочных динамических реакций стенок 
трубы направлен параллельно оси х  (см. рис. б). Так как М с =  you, 
то

I7 пов — 2yOT2cos60°.

По условию y =  1 кг/дм3, ст =  —  =  0,79 дм2,. о =  100 дм/с. 
Подставив эти значения, получим, что Упов =  822 Н.
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Главный вектор N  сил добавочных динамических давлений воды 
на стенки трубы равен по модулю и направлен противоположно 
V’dob. т. е. по горизонтали налево.

Задача 9.36. Из резервуара, наполненного водой, вытекает струя 
воды со скоростью v — 12 м/с. Диаметр выходного отверстия d  =  
=  4 см.



•Определить суммарную добавочную горизонтальную реакцию 
стенок резервуара. Понижением уровня воды в резервуаре прене
бречь.

Р е ш е н и е .  Используем теорему Эйлера в приложении к сплош
ным средам. Объемными являются силы тяжести частиц воды. По
верхностными — реакции стенок резервуара.

Так как скоростью понижения уровня воды в резервуаре мы пре
небрегаем, то секундное количество движения воды в сечении 1 
равно нулю.

Вектор секундного количества движения воды, проходящей че
рез сечение 2, направляем внутрь рассматриваемого объема воды, 
т. е. по горизонтали налево.

Выбранные оси декартовых координат х, у  изображены, на рис. б.
Теорема Эйлера в проекции на ось х  имеет вид

У об х + ’ ̂ пов л +  Мси1х — M cv.2x — 0.
В данном случае, так как 1/обх и M cvlx равны нулю, получим

^нов х M qV =  0, т. р. V цОВ х =  М си,
Секундная масса воды равна Мс *= yav ,  где у  — плотность воды, 
о — площадь поперечного сечения 2, v  — модуль скорости течения 
воды, т. е. Vn0TIX =  ya v 2. В данной задаче

у = 1  кг/дм3, а — -  =  0,13 дм2, v =  120 дм/с.

Подставив численные значения, получим модуль искомой суммар
ной добавочной горизонтальной реакции стенок резервуара R x =* 
=  =  187 Н.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 
36.11—36.14.

§ 5. Теорема об изменении главного момента количеств 
движения материальной системы

1. Момент количества движения материальной точки. Главный 
момент количеств движения материальной системы. Моментом 10 
количества движения (кинетическим моментом) материальной точки 
относительно центра О называется вектор, определяемый форму
лой

l0 =  r  х  mv.
Модуль этого вектора равен 110 1 =  mvh,  где /г — плечо (рис. 9.9).
Момент количества движения в системе СИ измеряется в кг-м2/с.
Момент количества движения 1г материальной точки относитель

но оси равен проекции на эту ось момента количества движения ма
териальной точки относительно любого центра, лежащего на оси;
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/ 2 =  ПРг  Iq.
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Разложение вектора /0 по ортам имеет вид

1о — 1x1 Lyj ~t“ 4^.
Его модуль дается формулой

| 1о | =  V  l"x +  ly -f- 
а соответствующие направляющие косинусы будут:

/.'Г”''1» \ ^cos (х, 10) — cos (у, 10) = к) I
Моменты 

тельно осей

\1о\ ’
количества движения материальной точки относи- 
декартовых координат даются формулами:

’ lx =  m ( y z  — zy),  ly =  m (zx — xz),
l t =  m (xy — yx),

где x, у ,  z — координаты материальной 
точки в системе осей, имеющей начало 
в центре О; х ,  у ,  к — проекции скорости 
точки на эти оси.

Главный момент L 0 количества дви
жения материальной системы (кинетиче
ский момент) относительно центра О равен 

векторной сумме моментов количеств движения относительно того 
же центра материальных точек системы, т. е.

Е / .kO £  (Г* X tnkv k) (1*)

(было бы ошибочным считать, что L 0 =  r 0 X M vc, так как момент 
главного вектора количеств движения относительно центра, вообще 
говоря, не равен главному моменту количеств движения всех мате
риальных точек системы относительно того ж е'центра).

Главные моменты количеств движения материальной системы 
относительно осей декартовых координат определяются формулами!

п п п
(2*)

fe=] kz•k=\ k=\

Главный момент количеств движения Lz твердого тела, вращаю- 
щегося вокруг неподвижной оси г, относительно этой оси равен про
изведению момента инерции 1г твердого тела относительно этой 
же оси на проекцию угловой скорости шг:

Lz =  / 2сог. (3*)

Разложим движение точек материальной системы на переносное 
вместе g  осями, начало которых взято в центре масс G системы, и на 
их относительное движение по отношению к центру масс. Тогда

L 0 —  L q -(- то (Qc)I (4*)
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т. е. главный момент количеств движения системы L o  относительно 
неподвижного центра О равен векторной сумме главного момента L a 
этой системы в движении по отношению к осям, движущимся посту
пательно вместе с центром масс С, и момента т 0 (Qc) относительно 
неподвижного центра О главного вектора количеств движения Qc 
системы, приложенного в центре масс С.

Зависимость (4*) в проекциях на оси х, у, г имеет вид

' Lqx — LCx -f- т0х (Qc), L0u — LCy -f- tn0v (Qc), Loz — LCz -Ь (Qc)- (5*)

Если- в состав системы входит п твердых тел, то

L o  =  Ь  (6 * )
fe=l

т. е. главный момент количеств движения системы относительно не
подвижного центра О равен векторной сумме главных моментов ко
личеств движения относительно того же центра всех твердых тел, . 
входящих в состав данной системы.

Зависимость (6*) в проекциях на оси .ж, у, г имеет вид

Lx =  h  Lhx, L y =  £ ’ Lhy, Lz =  S  Lhz. (7 * )-
*=i

Нетрудно проследить полную аналогию между понятием момента 
силы в статике и момента количества движения в динамике, выте
кающую из сопоставления соответствующих 
формул: г

m 0 (F)±=r х  F, l0 =  r x m v  н т. д. *1 1\г.
г .

Задача 9.37. Вычислить главный момент 
количеств движения относительно оси враще
ния диска массы М и радиуса л, эксцентрично 
насаженного на ось вращения и вращающегося 
с угловой скоростью ю.

Плоскость диска перпендикулярна к оси 
вращения. Эксцентриситет равен половине 
радиуса.

Р е ш е н и е .  Направим вдоль оси враще- ^  задаче 9.37. 
ния координатную ось г.

Главный момент количеств движения твердого тела относительно 
оси вращения Ьг =  1гып где 1г — момент инерции твердого тела 
относительно оси вращения. Для вычисления 1г применяем теорему 
Штейнера. Мысленно проведя через центр тяжести С диска ось, 
параллельную оси г, найдем

/  I I лл  /  Г \ 2 M r 2 M r -  . 3  „
/ ,  =  /с +  М (-Y )  = —  +  ~ т -  =  Т Г М г --
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Итак, искомый главный момент количеств движения рассматривае
мого диска относительно оси вращения г дается формулой (3*)

Lz =  /гсог =  Мл2«в2.

Задача 9.38. При вращении барабана 1 массы М г и радиуса гг 
вокруг неподвижной оси z на его боковую поверхность наматыва
ется нить, которая приводит в движение груз 2  массы М ъ  скользя
щий по неподвижной горизонтальной плоскости (см. рисунок).

Вычислить главный момент количеств движения системы относи
тельно оси г, выразив его в зависимости от угловой скорости. Б ара
бан считать однородным круглым цилиндром. Массой нити пренеб
речь. Ось г направлена перпендикулярно к плоскости рисунка 
на нас.

Р е ш е н и е .  В состав системы входят два твердых тела: барабан 
и груз. Поэтому

и  =  Ц "  +  Ц " ,  (1)

где Ц "  — главный момент количеств движения барабана, a Z42' — 
груза относительно неподвижной оси г.

Вычислим Lz1' по формуле (3*) (стр. 208), приняв во внимание, 
что / г =  М 1г2/2. Имеем

LV' =  ¥ g -  со, (2)

Главный момент количеств движения груза, движущегося посту
пательно, определяется как момент количества движения материаль
ной точки, т. е. Z42> =  г . Так как v2 — г со, то

LJ”  =  М / 2 сог. (3)
Подставив результаты (2) и (3) в формулу (1), получим искомый 

главный момент количеств движения

1 г =  3 + 2М1 г2С0г. (4)

Задача 9.39. При вращении барабана 1 массы Мх и радиуса гх 
вокруг неподвижной оси г,  перпендикулярной к плоскости рисунка,
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на боковую поверхность барабана наматывается нить. Нить приво
дит в движение каток 2 массы М г и радиуса г2, который катится 
без скольжения по наклонной плоскости вверх (см. рисунок).

Вычислить главный момент количеств движения системы отно
сительно неподвижной,оси г,  выразив его в зависимости от угловой 
скорости барабана. Каток и барабан считать круглыми однородными 
цилиндрами. Массой нити пренебречь. Ось г  направлена перпендику
лярно к плоскости рисунка 
на нас.

Р е ш е н и е . ' В  состав си
стемы входят два твердых тела: 
барабан и каток. .Поэтому

Lot =  L№ +  m ,  (1)
где Loz и L'oz — главные момен
ты количеств движения бара
бана и катка соответственно от
носительно неподвижной оси г.

Для вычисления LoV применим формулу (3*), приняв во внима
ние, что момент инерции барабана равен . / г ” =  М /[12 .  Имеем

и У  =  /^о э ,г =  Д ^ с о 1г. (2)

Каток 2  совершает плоскопараллельное движение. Разложим 
его на переносное поступательное вместе с центром масс С  и относи
тельное вращательное вокруг оси С, перпендикулярной к плоскости- 
рисунка. Здесь можно применить формулу (5*), т. е.

LW^LW +  moAQV}. (3)
Вычисляя главный момент количеств движения катка в относи

тельном движении по формуле (3*), запишем
L b V ^ I b 2' ^ ,  (4)

где со2г — проекция на ось z угловой скорости катка.
По условию, каток катится без скольжения. Значит, его мгновен

ный центр скоростей 9* находится в точке его касания с наклонной 
плоскостью. Поэтому vc =  г2со2. Приняв во внимание, что скорость 
центра тяжести С катка равна скорости точки на ободе барабана, 
запишем

vc =  г2 со2 =  rx coj. (5)
Использовав зависимость (5) и учтя, что /с  ’ =  М . / \ ! 2, получим 

формулу (4) в виде
j (2) М%гггг 1Lcz ■— --- g--- «М*. (t>)

Главный вектор количеств движения катка равен Q (2) — M 2v c. 
Приложив его в центре тяжести С  катка (см. рисунок) и,вычислив
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момент относительно оси г, имеем m0 l [ Q c )] =  Q c ' - r  1 =  M 2vcrx. 
Использовав зависимость (5), запишем

m0z [Qc *] =  (7)

Подстановка (6) и (7) в формулу (3) дает

L&> =  (2r, +  r2) toi2. (8)

Для определения искомого главного момента количеств движения 
системы относительно оси z остается использовать результаты (2) 
и (8) в формуле (1). Окончательно получим

Loi =  ~2~ №  1 +  (2ri +  rz)] ©и- (9)

2. Теорема об изменении момента количества движения мате
риальной точки. Производная по времени от вектора момента коли
чества движения материальной точки относительно неподвижного 
Центра равна век^горной сумме моментов относительно того же центра 
всех сил, приложенных к материальной точке:

^  =  <8>)
k — \

Та же теорема, записанная относительно неподвижных осей де
картовых координат, имеет вид

*=1. fe=i i

У к а з а н и е .  Задачи с помощью теоремы об изменении момента 
количества движения материальной точки рекомендуется решать 
в следующей последовательности:

1) выбрать систему координат-(при движении точки по дуге ок
ружности следует одну из осей направить через центр окружности 
перпендикулярно к ее плоскости);

2) изобразить на рисунке силы, приложенные к материальной 
точке, т. е. активные силы и реакции связей (применив закон осво
бождаемости от связей);

3) вычислить суммы моментов сил, приложенных к материальной 
точке, относительно осей координат;

4) изобразить вектор количества движения материальной точки, 
записать выражение его моментов относительно неподвижных осей 
координат и взять от них производные по времени;

5) подставить результаты подсчетов двух предыдущих пунктов 
решения задачи в уравнения теоремы об изменении момента коли
чества движения материальной точки;
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6) решить, в соответствии с условием, 'прямую либо обратную 
задачу динамики точки.

Пункт 4) решения задачи можно, минуя 2) и 3), выполнять по
сле 1).

Задача 9.40. Найти закон и период колебаний математического 
маятника,  длина нити которого равна /. В начальный момент маят
нику, нить которого занимала отвесное по
ложение, была сообщена посредством толчка 
начальная угловая скорость ср0.

Р е ш е н и е .  Математическим маятни
ком называется материальная точка, подве
шенная посредством невесомой нерастяжи
мой нити к неподвижной оси и движу
щаяся в вертикальной плоскости.

На рисунке маятник изображен в от
клоненном положении от вертикали на 
угол ср. Направление положительного от
счета угла поворота ф указано на рисунке.
Маятник совершает качания около оси г, 
перпендикулярной к плоскости рисунка и 
проходящей через точку привеса О. Траек
торией материальной точки является дуга 
окружности, расположенная в вертикальной плоскости G центром 
в О и радиусом /.

Для решения задачи применяем теорему об изменении момента 
количества движения материальной точки относительно оси z:

^  =  ( I )
*= I

Изображаем вес материальной точки Р  — M g  и реакцию нити R .  
Момент реакции нити R  относительно оси z равен нулю, а момент 
веса Р  равен — Ph =  — M g l  sin ф. Момент отрицателен, так как его 
направление противоположно направлению положительного отсчета 
угла поворота ф. Итак, сумма моментов всех сил, приложенных к ма
ятнику, равна

П
И  m z (Fh) =  — M g l  sГпф. (2)
*=|

Рисунок сделан в предположении, что маятник движется в сторону 
увеличения угла поворота ф. Момент количества движения маятника 
относительно оси г равен 1г =  M v xl\ так как v x =  /ф, то 1г —
— M l 2ф и

- § - = * !  РФ. (3)
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п

Подставив значения 2j т г (Fh) и d l j d t  из формул (2) и (3) в урав- 
*= I

нение (1), получим
M l 2ф =  — M g l  sin ф,

или
Ф +  sin ф =  0. (4)

Решение этого нелинейного дифференциального уравнения коле
баний маятника представляет известные трудности. Поэтому решим 
задачу приближенно, считая колебания маятника малыми. Разло
жив sin ф в ряд

ф3 ,« Ф6sin ф =  ф — -|у- -f  — -------

и пренебрегая членами разложения порядка выше первого, получим 
в т ф ^ ф .  Тогда дифференциальное уравнение колебаний маятника 
примет вид

Ф +  -у-Ф =  0.

Обозначив g / l  — k2, запишем окончательно:

Ф +  &2ф — 0-
Для решения этого линейного однородного дифференциального 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами соста
вим соответствующее характеристическое уравнение К2 +  к2 — 0. 
Корни характеристического уравнения равны 2 =  ± k i , и ре
шение уравнения запишется в виде ,

Ф =  С х cos kt +  С% sin kt. (5)

Д ля определения постоянных интегрирования Сх и С2 воспользу
емся заданными начальными условиями движения. В условии за
дачи указано, что в начальный момент маятнику, нить которого 
занимала отвесное пдложение, была сообщена посредством толчка 
начальная угловая скорость ф0, т . е. при t =  0 ф =  0, Ф =  фо- 

Дифференцируя ф, определенное уравнением (5), по времени, 
находим

Ф =  —C-Jt sin kt +  C2k cos kt. (6)

Подставив в (5) I =  0, ф =  0, а в (6) ( =  0, ф =  Фо, получим 
Cj =  0, C2 =  фJ k :  Теперь уравнение (5) принимает вид

Ф =  sin kt,
_____  _ I

где k =  V g / l .  Обозначим ф0/ г =  ос; тогда окончательно
Ф =  a  sin kt.



§ 5]  И З М Е Н Е Н И Е  ГЛАВНОГО МОМЕНТА КОЛ ИЧ ЕС Т В Д В И Ж Е Н И Я  215

Итак, маятник совершает гармонические колебания с угловой 
амплитудой а  и с круговой частотой к = l^gll. При малых колеба
ниях маятника (sin tp ^ ф )  оказывается, что круговая частота коле
баний не зависит от начальных условий движения, т. е. колебания 
маятника обладают свойством изохронности.

Период колебаний маятника равен

Г  =  ^  =  2 я ] / - ^ -  (7)

' Масса материальной гочки не входит в выражение периода коле
баний Т. Следовательно, материальные точки с различными массами 
имеют при одинаковой длине нити маятника I один и тот же период 
колебаний. (В «секундном' маятнике» 772 =  1 с, т. е. я  V l l g — 1. 
откуда длина нити «секундного маятника» равна I =  gin2 «=> 1 м.)

Переходим к определению периода колебаний Т  из точного диф
ференциального уравнения колебаний математического маятника (4)

Ф - f  - j -  sin ф  =  0 .

Обозначив g/l =  /г2, умножив почленно уравнение на с(ф и учитывая, 
что ф d(p — —  dq> =  ф dф, получим

«•

Ф dtp =  —к2 sin ф dcp.

Проинтегрировав, находим

ф2 =  2к2 совф +  С; 

так как при ф =  а  ф =  0, го С =  —2£2cosoc и, следовательно,

Ф =  k V  2 (cos ф — cos a ) ,

или, учитывая, что ф =  dy/dt,

t,  dff = k d t .
V  2(cos ф — cos a)

Воспользовавшись тождеством cos ф — cos a = 2  ( s i n 2 - ^ ------ s in 2 - y - ) ,

получим

= k M .  (8)V sin2 (a/2) — sin2 (eg/2)

Сделаем подстановку 

откуда

sin =  sin sin a, (9)

sin (a/2) cos и du 
cos (ф/2)
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cos (ф/2)

И ЛИ

=  kdt ,

du = k d t .
У 1 — sin2 (a/2) sin2 и

В силу начального условия: при / =  0 q> =  0, 'из формулы (9) 
вытекает, что в начальный момент и — О, а из условия: при t =  774 
Ф  =  а  следует, что и =  я /2 . Поэтому

я/2
Г du
J / 1  — sin2 ( a /2) sin2 и 4 ’

где k =  VgiT.
Итак, период колебаний маятника равен

т =  * у ± - . к ,  (10).

где
я/2

du
У 1 — sin2 (a/2) siu2 ио

является эллиптическим интегралом первого рода. Разлагая
1

У 1 — sin2 (a/2) sin2 и

в ряд и почленно интегрируя, получим
v  _  л  I  1 . sin2 (a /2 ) , 9 sin4 (a/2) , \
д  — г { 1 +  — 4------- h — ei--------г  • • • ; •

После подстановки полученного значения К  в формулу (10) прихо
дим к искомому выражению периода колебаний маятника:

Т =  2л | / - L ( i  + J _ sin3-2_ +  J r s in 4 ^ - +  •■ • ) ,  (11)

т. е. колебания маятника при конечной угловой амплитуде а  свой
ством изохронности не обладают — его период зависит от угловой 
амплитуды колебаний а.

Считая а  малой величиной и пренебрегая в формуле (11) членами 
разложения, содержащими а  во второй и более высоких степенях, 
получим приближенную формулу (7):
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При угловой амплитуде колебаний а  =  20° период колебаний, 
подсчитанный по формуле (11) или по более точной формуле -(10), 
больше периода колебаний маятника, определенного по приближен
ной формуле (12), всего лишь на 0,8 %, но при а  =  60° — соответ
ственно уже на 3,5 %.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить задачу 28.13 из «Сборника 
задач по теоретической механика» И. В. Мещерского.

3. Случай сохранения момента количества движения материальной 
точки. Если векторная сумма моментов относительно неподвижного 
центра всех сил, приложенных к материальной точке, равна нулю, 
то момент количества движения материальной точки относительно

П
того же центра постоянен, т. е. если Е  т о (Рь) — 0, то 10 постоянен.

Аналогично, если сумма моментов сил, приложенных к материаль
ной точке, относительно оси равна нулю, то момент количества дви
жения этой точки относительно той же оси постоянен. Например,

П
если 2j nix (Fk) =  0, то 1К — постоянная величина.

*=|
Этими частными случаями теоремы об изменении момента коли

чества движения материальной точки удобно пользоваться при изу
чении движения материальной точки поддействием центральной силы.

У к а з а н и е .  При сохранении момента количества движения 
материальной точки задачи можно решать в такой последователь
ности:

1) выбрать центр, относительно которого следует применить тео
рему об изменении момента количества движения материальной точки 
(при движении точки под действием центральной силы следует брать 
центр силы);

2) изобразить на рисунке все активные силы и реакции связей, 
приложенные к материальной точке;

3) определить вектор количества движения материальной to4kji 
и найти момент количества движения этой точки относительно 
центра;

4) применить теорему об изменении момента количества движения 
материальной точки относительно центра и, проверив, что сумма 
моментов всех сил относительно центра равна нулю, приравнять 
моменты количеств движения материальной точки в ее начальном и 
конечном положениях: 1Ю =  1Ю. Из этого уравнения определить 
искомую величину.

В некоторых задачах приходится пользоваться этой -теоремой 
относительно одной из осей координат.

Задача 9.41. Показать, что планеты, находящиеся под действием 
центральных сил, имеют плоскую траекторию. Силой сопротивления 
движению пренебречь.

Р е ш е н и е .  Рассмотрим планету, схематизированную на 
рисунке в виде точечной массы М .
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К точке М приложена только одна сила — центральная сила F, 
линия действия которой при движении планет проходит через центр О.

Применим теорему об изменении главного 
момента количеств движения материальной 
точки

Ж  =  ]> > с , <П). \ ( 1)
I

Так как линия действия силы F  проходит через точку О, то

' (2)
к= 1

Подставив результат (2) в формулу (1), получим d ljd t  =  О, 
откуда

1я — С . (3)
По определению момент количества движения материальной точки 

равен / 0 =  г  X mv. В соответствии с формулой (3) он векторно не
изменен. Значит, векторы г  и m v  постоянно лежат в плоскости, пер

пендикулярной к вектору 10, т. е. точка М 
имеет плоскую траекторию.

Задача 9.42. Материальная точка дви
жется под действием центральной силы /7, 
линия действия которой неизменно про
ходит через точку О.

Найти скорость точки в положении 
—■ Ао, если в положении А х ее скорость vx

л I О А ,  3равнялась 4 м/с, причем -щ р  =  ^-и угол,
К задаче 9.42. образуемый скоростью v 2 с линией дей

ствия силы, а =  60° (см. рисунок).
Р е ш е н и е .  Применяем теорему об изменении момента коли

чества движения материальной точки относительно оси г, прохо
дящей через точку О перпендикулярно к плоскости рисунка (на ри
сунке эта ось не показана):

5 ^
Л г

, /
/ /  .

■КУ,
// // /

' ✓ О -'

V,

d lz
dt =  (Fh).

*=I
Так как к материальной точке приложена только сила F, момент

П-
которой относительно оси равен нулю, то 2  mz {Fh) =  0 и, следо-

k = 1
вательнб, 1г.— постоянная величина, т.. е. 1и =  /2г- Момент коли
чества движения материальной точки в положении А г относительно 
оси г

ly2 —  M v \ O A \.
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Момент количества движения материальной точки в положении 
А2 относительно оси г

h i  =  M v 2h == M v 2- O A 2-s\n ос.

После подстановки численных значений получим, что v2 ~  6,92 м/с.
У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 

«Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 
28.4, 28.8, 28.10.

4. Теорема об изменении главного момента количеств движения 
материальной системы. Производная по времени главного момента 
количеств движения материальной системы относительно неподвиж
ного центра равна векторной сумме моментов всех внешних сил си
стемы относительно того же центра, т. е.

Следует обратить внимание на то, что, подобно теоремам о движении 
центра масс, об изменении главного вектора количеств движения 
материальной системы в формулировку данной теоремы также не 
входят внутренние силы системы, определение которых обычно свя
зано со значительными трудностями.

Та же теорема, записанная относительно осей декартовых коор
динат, имеет вид

задачи динамики.
Теорему об изменении главного момента количеств движения 

материальной системы относительно неподвижной оси удобно 
применять при рассмотрении движения материальной системы, в со
став которой входят тела, вращающиеся вокруг этой оси.

У к а з а н и е .  Задачи с помощью теоремы об изменении глав
ного момента #количеств движения материальной системы относи
тельно неподвижной оси рекомендуется решать в следующем порядке:

1) направить одну из осей координат вдоль неподвижной оси 
вращения;

2) записать теорему об изменении главного момента количеств 
движения системы (11*) относительно соответствующей оси;

3) изобразить на рисунке все внешние силы системы;
4) вычислить главный момент внешних сил относительно непод

вижной оси;

Так как /ъ  =  12г, то M v t ■ О А , =  M v 2-O A 2sin ос, откуда v2 =  vx ЮА s{na.

П
( 10*)

п п п

Применяя эту теорему, можно решать как прямые, так п обратные
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5) вычислить главный момент количеств движения системы отно
сительно неподвижной оси и взять его производную по времени;

6) подставить результаты пунктов 4) и 5) в 2) и затем, в зависи
мости от условия, решить прямую либо обратную задачу динамики.

Задача 9.43. Использовав условие и решение задачи 9.38, опре
делить угловое ускорение барабана, если к нему приложен 
вращающий момент т вр, а коэффициент трения скольжения груза 
о плоскость равен /. Высотой груза пренебречь.

Р е ш е н и е .  Применим теорему (11*) об изменении главного 
момента количеств движения системы материальных точек относи
тельно оси г, т. е.

Изобразим внешние силы и моменты системы: т вр — вращаю
щий момент, P i - =  M xg  — сила тяжести барабана, Р г =  M 2g  — 
сила тяжести груза,. R t и R \ — составляющие реакции оси барабана, 
/?2 — нормальная реакция плоскости, F Tp — сила трения при сколь
жении груза о плоскость. Учтя, что /?2 =  —Р 2> FTV =  f M 2g,  а силы 
Р 1, /?] и R1 приложены в точке, лежащей на оси г, запишем

Hi mz (F i )  =  mBp — f M 2gr.  (1)

Главный момент количеств движения Ьг данной системы относи
тельно неподвижной оси г представлен формулой (4) задачи 9.37. 
В зяв производную Ьг по времени и учтя, что (о2 =  <р, имеем

dLz _ Мх +  2М2 „2;; /о\
~ d T --------- 2------г ф- '  '

Подставив результаты (1) и (2) в уравнение (11*) и решив его 
относительно <р, получим искомый результат:

=  №  +  Ш,)г*  ~ f M *gr). .(3)

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить задачу 37.44 из «Сборника 
задач по теоретической механике» И. В. Мещерского.
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5. Случай сохранения главного момента количеств движения 
материальной системы. Если векторная сумма моментов всех внеш
них сил системы относительно неподвижного центра равна нулю, 
то главный момент количеств движения системы относительно того 
же центра постоянен, т. е. если

t m 0 (Fek) =  О,*=1

то вектор L 0 постоянен.
Аналогично, если сумма моментов всех внешних сил системы от

носительно неподвижной оси равна нулю, то главный момент коли
честв движения системы относительно той же оси постоянен. Напри-

П
мер, _если 2j тх (Ft) — О, то Lx — постоянная величина.

*=i
Теорему о сохранении главного момента количеств движения 

материальной системы относительно неподвижной оси рекоменду
ется применять при рассмотрении движения материальной системы, 
в состав которой входит твердое тело, вращающееся вокруг этой оси. 
Если сумма моментов всех внешних сил системы относительно оси 
равна нулю, то можно получить соотношение между массами мате
риальных точек, их скоростями, а также моментом инерции и угло
вой скоростью вращения твердого тела.

У к а з а н и е .  Задачи с помощью теоремы о сохранении глав
ного момента количеств движения рекомендуется решать в такой 
последовательности:

1) выбрать координатные оси, направив одну из них вдоль непод
вижной оси вращения;

2) записать теорему об изменении главного момента количеств 
движения материальной системы относительно выбращгой оси, 
например:

^  =  (FI);
А=1

3) изобразить на рисунке все внешние силы системы;
4) показать, что сумма моментов всех внешних сил системы отно

сительно оси равна нулю;
5) вычислить и приравнять главные моменты количеств движения 

материальной системы относительно оси в начальный и конечный 
моменты времени: Lu — L2i, где

. П п

Liz — hh: и ^22 =  2j hhz>
k=l  A—I

6) решив уравнение Llz =  L22, определить искомую величину.



222 О Б Щ ИЕ  Т ЕО Р ЕМЫ Д И Н А М ИК И [Гл. IX

Задача 9.44. Может ли повернуться человек, стоящий на идеально 
гладкой горизонтальной плоскости, если он начнет вращать руку 
над головой?

Р е ш е н и е .  Направим через центр тяжести С человека ось г 
перпендикулярно к неподвижной плоскости,изобразим внешние силы, 
приложенные к человеку: Р  = M g — сила тяжести человека и R  —

нормальная реакция плоскости (так как пло- 
скоеть идеально гладкая, то сила трения 
отсутствует).

Применяем теорему об изменении глав
ного момента количеств движения матери
альной системы относительно оси г:

dLz
dt

П

Так как

оси 2, 

и L, -
то

внешние
П

2к=\
постоянная;

_  гпг (Щ)
*=]
силы Р и

т

R  лежат на 

2 (Fk) =  0, т. е. dLJdt =  О

следовательно,
Lu  — L2

Итак, имеет место случай сохранения глав
ного момента количеств движения матери-' 
альной системы относительно оси г.

Человек находился в начальный момент 
в покое; поэтому Llz =  0. Затем человек 
поднял руку над головой и начал ею вра
щать вокруг оси z с относительной угло- 

Допустим, что при этом туловище человека на
чинает вращаться в ту же сторону 
главный момент количеств движения 

2* — -Г  , Причем

К  задаче 9.44.

ВОЙ скоростью Юг1’*

будет L& =  Ц 1) +  Li21

с угловой скоростью (0г2“. Теперь 
системы относительно оси г

/  (1) L̂ z Т ( 2 )  ____  / ( 2 ) , . ( 2 )
L .Z  ------- /  г  f

момент инерции руки относительно оси вращения г, /*2) ■где I zl)
момент инерции туловища относительно оси вращения z, to!1’ — аб
солютная угловая скорость руки.

Учитывая, что рука человека совершает сложное движение (отно
сительное по отношению к туловищу и переносное вместе с тулови
щем), получим 

Тогда

= со'11* Ц- (Ог , и следовательно,

т ___ т <1)L2z — L z
Учитывая, что

Г  < 2 )  ____-р L*z --
— L 2z и Llz =  0, получим

( 2 ) г •

! ? ' № *  +  со ' 2, )  + А 2>^ 2 ) = 0 ,
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откуда
,(11

-■,./*  (тг(о1п<I t К Л I *1г “г  / г

Знак минус указывает, что человек будет вращаться вокруг оси г 
в сторону, противоположную вращению руки.

Итак, человек, стоящий на идеально гладкой горизонтальной 
плоскости, может повернуться вокруг оси, проходящей через его 
центр тяжести перпендикулярно 
к этой плоскости. •

Задача 9.45. На рисунке изо
бражен поворотный кран, стрела 
которого А В может вращаться во
круг неподвижной вертикальной 
оси г. Вдоль стрелы А В переме
щается тележка С. В момент выклю
чения двигателя, вращающего стрелу 
А В , ее угловая скорость была равна 
(ох, а тележка С отстояла от оси г 
на расстоянии I.

Найти угловую скорость со2 
стрелы А В в момент, когда тележка, 
переместившись по горизонтали, бу
дет отстоять от оси на расстоянии 
21. Момент инерции стрелы относительно оси г равен / г. Тележку 
массы М считать точечной массой. Силами сопротивления движению 
пренебречь. Скорость тележки относительно стрелы А В в крайних 
положениях равна нулю.

Р е ш е н и е. Применим теорему об изменении главного момента 
количеств- движения материальной системы относительно неподвиж
ной оси г:

А=1

Изобразим на рисунке внешние силы, действующие на данную 
систему: Р  =  M tg — сила тяжести тележки С, Q =  M ,g  — сила 
тяжести стрелы А В , R u R2, У?а, /?„  JRb — составляющие реакций 
подпятника и подшипника.

Вычислим сумму моментов всех внешних сил относительно не
подвижной оси. Так как силы Р  и Q параллельны оси г, а силы R u 
R>, R 3, R t , R :, пересекают эту ось, то сумма моментов внешних сил 
относительно от z равна нулю: .

£  тг {F ky =  0 . (2)
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Использовав результат (2), запишем формулу (1) в виде dL J d t  — 
=  0, откуда L z =  const, т. е.

1̂2 — t">2> (3)

где L lz — главный момент количеств движения материальной си
стемы относительно оси z в начальный момент, a L2z — в конечный 
момент времени.

Д ля определения L u  и L 2z дважды применим формулу (3*), при
веденную в обзоре теории:

L-,, — / 1,0)1 (4)

Материальная система состоит из стрелы . Л В и тележки С. Поэ
тому момент инерции системы относительно оси г равен сумме их 
моментов инерции относительно этой оси. Учитывая, что в начальный 
момент тележка отстояла от оси на расстоянии I, а в конечный момент— 
на расстоянии 21, запишем

/х- =  /2 -f- M il 2, I2z =  Iг +  М 2 (2/)2.

Подставив результаты (5) в формулы (4), получим 
Llz =  (Iz -)- М ^ 2) со12, L.lz =  ( lz - \ - АМг12) щ г.

Теперь используем результаты (6) в формуле (3):
{Iг М ^ 2) со1г =  (] г -f- 4 М ^ 2) щ г, 

откуда найдем проекцию искомой конечной угловой скорости
l z  +  M i l 1

(5)

(6)

CGo lz +  4M,/2 « iz -

Следователь но, при удалении тележки от 
оси вращения угловая скорость стрелы А В 
уменьшается.

Задача 9.46. По ободу диска массы М х 
и радиуса г, вращающегося вокруг верти
кальной неподвижной оси г,  совершает коле
бания (см. рисунок)точечная масса А массы 
М 2. Дуговая координата о точки А,  опре
деляющая положение этой точки на ободе 
диска, изменяется по закону о =  ^ О А  =  
=  q>0r sin kt. В моменты времени, когда 
точка А находится в крайних положениях 
(т. е. когда радиус С А образует с СО углы 
+  Фо и —фо), угловая скорость диска равна со. 

Определить зависимость угловой скорости диска от положения 
точки А  на ободе диска. Силами сопротивления движению пре
небречь. На рисунке точка А  изображена в промежуточном положе
нии, определяемым углом ОСА,  равным ф.
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Р е ш е н и е .  Применим теорему об изменении главного момента 
количеств движения материальной системы относительно оси вра- 
щени I г:

*=!

Изобразим на рисунке внешние силы: Р х — сила тяжести диска, 
P i  —  сила тяжести точки. Л, R b R 2, R 3, R 4, R b — составляющие 
реакций подпятника и подшипника.

Вычислим сумму моментов внешних сил относительно оси вра
щения г. Все силы параллельны либо пересекают ось г. Поэтому 
сумма моментов внешних сил относительно оси г равна нулю:

£  т. ( F k) =  0. (2)

Использовав результат (2), запишем формулу (1) в виде d L J d t  =  
=  0, откуда L: — const, т. е.

Lu =  L.i2, (3)

где L lz — главный момент количеств движения системы в момент, 
соответствующий пребыванию точки А в крайнем положении, а Ь 2г — 
в любой промежуточный момент времени. Итак, имеет место случай 
сохранения главного момента количеств движения материальной 
системы относительно оси г.

В моменты времени, когда точка А находится в крайнем положе
нии, ее относительная скорость по отношению к диску равна нулю. 
Значит, L u можно вычислить по формуле

Liz =  /i^w, (4)

где / iz — момент инерции системы относительно оси г, равный 
сумме моментов инерции диска / 2Д и точечной массы IzA относительно
оси г, т. е. Л. =  / ;д +  1гЛ. Заметив, что / гд =  М хгг, а 1гА =
=  М 2г ,  найдем

1и =  - ^ - ( М 1 +  2 М 2)г*. (5)

Подстановка значения (5) в формулу (4) дает

Liz =  4 "  (Mi +  2 М *) г2“ - (6)

Перейдем к вычислению L u . Так как в произвольный момент 
Бремени точка А  движется по отношению к диску, то

8  М . И . Б ать и д р .„  т . И

Lii —  ^2гд !' L%zA , (7)
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где L2zл — главный момент количеств движения диска, равный

== == 2 М хГ“(1)г , (8)

где о)2 — проекция на ось г  искомой угловой скорости диска, а 12гА — 
момент количества движения точки А: /2,А =  mAvAxr, т. е.,

к  гл =  М гиА/ ,  (9)
где ~оЛх — проекция на касательную т абсолютной скорости v A 
точки А.

Движение точки А является сложным: относительным по отно
шению к диску и переносным вместе с вращающимся диском. При
меним теорему о сложении скоростей точки: v A =  v e - \ - v r в проек
ции на касательную т:

и« =  »« +  0гг (1°)
Вычислим исх:

v„  — ro);, vr( — 6  =  <p0kr  cos kt. (11)
Подставив значения (11) в формулу (10), найдем

vax .=  го), ■+ (p0kr cos kt. (12)

Выражение (9) после подстановки в него результата (12) примет
вид

р
l2iA =  - r iru>2-]rVokr<:oskt)r.  (13)

Обращаем внимание читателя на часто встречающуюся ошибку: 
в формулу (9) вместо' v ax — проекции абсолютной скорости подста
вляют vrx — проекцию относительной скорости, тем самым забывая, 
что движение точки А является сложным. При этой ошибке в фор
муле (9) теряется слагаемое v (.x =  /И2г2<ог.

Теперь, подставив результаты (8) и (13) в форму (7), получим 
L-H — главный момент количеств движения системы относительно 
оси г  в произвольный момент времени t:

Liz — --м ~^?уИг г2юг -\- М.2<р0кг2 cos kt. (14)

Приравняем, в соответствии с равенством (9), выражения (6) 
и (14):

^ 1  Ч-  2 • о | у  | о 1 4  ------------- 2- г  СО =  2------Г ы г +  M 2<f0k r 2 COS kt\

отсюда найдем сог — проекцию искомой угловой скорости враще
ния диска:

(0г =  (0 — (p0k cos kt. ( 15)

Как следует из формулы (15), (ог является переменной, завися
щей-от времени t. Это получается вследствие постоянства L2 — глав-



ного момента количеств движения материальной системы при пере
менном моменте количества движения материальной точки А ,  вхо
дящей в состав системы.

Если точка А  проходит среднее положение О в сторону вращения 
диска, например при t =  0, то из ф о р м у л ы  (15) следует:

2М2 ,
®Z0 — W М, +  2/И2 Фо*’

если же в сторону, противоположную вращению диска, например 
при t =  n/k,  то

, 2/Иг ,
“  =  m +  Л 1 / + 2 Л 1 , ' ^R

В крайних положениях точки А,  например в момент t =  n/(2k),  
получим сог =  ю, что соответствует условию задачи. Поэтому для 
любого момента времени имеет место соотношение

2/W. 2.W
“  Л1, +  2,VI, Фо̂  <  “ г <  ® +  Mi +  \ Мг ФоЛ.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 
37.52—37.54, 37.57.

6. Теорема об изменении главного момента количеств движения 
материальной системы в относительном движении по отношению 
к центру масс. Разложим движение материальных точек системы 
на переносное поступательное вместе с осями декартовых координат, 
начало которых совмещено с центром масс системы, и относительное 
движение по отношению к центру масс. При этом теорема об измене
нии главного момента количеств движения материальной системы 
в относительном движении по отношению к центру масс имеет вид, 
тождественный аналогичной теореме (6*) в абсолютном движении:

-  j  л *  (Я ) . (12')
k*= 1

т. е. производная по времени главного момента количеств движения 
материальной системы относительно центра масс системы в ее отно
сительном движении в системе координат, движущихся поступательно 
вместе с центром масс, равна векторной сумме моментов внешних 
сил системы относительно центра масс.

Та же теорема в проекциях на оси декартовых координат, начало 
которых совмещено с центром масс системы и движущихся посту
пательно вместе с центром масс, имеет вид

к= 1 к= 1 k= 1
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' (13*)
8*
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С помощью этой теоремы можно решать как прямые, так и об. 
ратные задачи динамики. Теорема широко применяется в задачах 
динамики плоскопараллельного движения твердого тела (см. § 6) 
и движения свободного твердого тела, т. е. в тех случаях, когда 
движение твердого тела можно разложить на переносное вместе 
с осями координат, движущимися поступательно с центром масс, 
и относительное движение по отношению к этим осям.

У к а з а н и е .  Задачи с помощью теоремы об изменении глав- 
ного момента количеств движения системы в относительном движении 
по отношению к центру масс рекомендуется решать в следующем 
порядке:

1) направить одну из подвижных осей координат через центр 
масс системы;

2) записать теорему об изменении главного момента количеств 
движения системы в относительном движении относительно соответ
ствующей подвижной оси;

3) изобразить на рисунке все внешние силы системы; ч
4) вычислить главный момент внешних сил относительно соответ

ствующей подвижной оси, проходящей через центр масс;
5) вычислить главный момент количеств движения системы отно

сительно той же подвижной, оси и затем взять его производную по 
времени;

6) подставить результаты пунктов 4) и 5) в 2) и затем, в зависи
мости от условия, решить прямую либо обратную задачу динамики.

Задача 9.47. К центру тяжести С колеса радиуса г приложена 
горизонтальная сила F. В начальный момент колесо находилось

и относительное вокруг подвижной оси гс, проходящей через центр 
масс перпендикулярно к неподвижной плоскости (т. е. плоскости 
рисунка).

Д ля описания вращательного движения колеса применим теорему 
об изменении главного момента количеств движения (13*) в относи
тельном движении по отношению к оси zc, проходящей через центр 
масс:

в покое.

Ось гс направлена через центр масс С ко
леса перпендикулярно к плоскости рисунка 
на нас. Момент инерции колеса относительно 
этой оси равен 1гс.

Показать, что при отсутствии силы трения 
между колесом и горизонтальным рельсом 
качение колеса по рельсу невозможно.

Р
К задаче 9.47.

Р е ш е н и е .  Колесо совершает плоскопа
раллельное движение. Разложим его на пере
носное поступательное вместе с центром масс С

О)
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В соответствии с формулой (3*), L Zg =  /*Gt o Поэтому
dLZr

~d7— == /гс« 2=  (2)

К колесу приложены внешние силы: Р  — сила тяжести, Р  — 
движущая сила, R  — нормальная реакция рельса.

Вычислив сумму моментов внешних сил относительно оси гс , 
находим:

5 X c (F£) =  0. ' (3)
Подставив результаты (2) и (3) в уравнение (1) и решив его отно

сительно ф, получим

. Ф =  0. (4)
Первый интеграл дифференциального уравнения (4) будет

Ф =  Сь ' (5)

В начальный момент колесо находилось в цокое, т. е. при t =  0 
Ф =  0. Подставив это начальное условие в уравнение (5), найдем 
Ci =  0. Поэтому угловая скорость колеса равна нулю:

ф =  0 , (6)

т. е. качение колеса отсутствует. Таким образом показано, что при 
отсутствии силы трения колесо, находившееся в начальный момент 
п покое, катиться не может и будет только скользить.

Задача 9.48. Сохранив условие и решение задачи 9.39, опреде
лить угловое ускорение барабана, считая, что к нему приложен 
вращающий момент т и1„ а наклонная плоскость образует с горизон
том угол а.

Р е ш е н и е .  В данной задаче придется применить теорему об 
изменении главного момента количеств движения системы относи
тельно неподвижной оси г, а также, применительно к катку, — э^у 
же теорему в относительном движении по отношению к параллель
ной подвижной оси zc , проходящей через центр масс С колеса.
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Теорема (11*) относительно неподвижной оси г  имеет вид

Т Г  =  ! > . « ) •  0 )
4=1

Главный момент количеств движения системы относительно оси г  
дан формулой (9) задачи 9.39. Вычислив его производную по вре
мени и учтя, что сох,, =  фъ имеем

— ~y  Н- ^ 2  (2/'i -f- r2)] (2)

Изобразим на рис. а все внешние силы и моменты данной си
стемы: P i  — M i g  — сила тяжести барабана, P 2 — M 2g — сила 
тяжести катка, т „ р — вращающий момент, R l и R | — две состав
ляющие реакции оси г ,  /?2 — нормальная реакция наклонной пло
скости, F Tр — сила трения катка о наклонную плоскость. Разло
жим силу Р 2 на две составляющие Р'2 и Р-г (см. рис. а). Нетрудно 
видеть, что R 2 =  —Р'ъ-

Вычислим сумму моментов всех внешних сил системы относи
тельно неподвижной оси г ,  приняв во внимание, что R 2 — —P i ,  
а Р \  по модулю равно Р \  =  Р 2 sin а . Имеем _

П
I]  тг (F k) =  т вр — P 2ri sin а — Frp (г, — г2). (3)

*.-=1
Подстановка результатов (2) и (3) в уравнение (1) дает

- j -  +  уИ2 (2rl +  r2) 1 фх =  //1вр -  M 2g r t sin а  — Fyp (rt — r2). (4)

Мы не можем определить фх из уравнения (4), ибо неизвестен 
модуль силы трения F TP. Для исключения из этого уравнения Frp 
применим к катку теорему об изменении главного момента коли
честв движения системы (13*) относительно подвижной оси гс , 
проходящей через центр масс С катка параллельно неподвижной 
оси г (т. е. перпендикулярно к плоскости рисунка):

^  =  <5)
<r=i

В соответствии с формулой (3*), L.l(, =  1гсщ г. Учтя соотношение (5) 
задачи 9.39 и приняв во внимание, что / гс =  M . / J 2 ,  имеем

4  =  (6>
Вычислим производную (6) по времени:

dLzc ^ 2 Г1Г2
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Изобразим на рис. б все внешние силы катка: Р г — вес катка, 
/?2 — нормальная реакция наклонной плоскости, Т  — реакция нити, 
F Tр — сила трения.

Найдем сумму моментов всех внешних сил катка относительно 
оси гс , направленной перпендикулярно плоскости рисунка от пас:

П
S  >Пг с  ( f l )  =  Рт;,Г2 . (8 )

Подстановка результатов (7) и (8) в уравнение (5) дает

^ ^ < r r = / V a -  (9)

Уравнение (9) описывает зависимость между угловым ускорением
барабана и модулем силы трения катка о наклонную плоскость.

Исключив из системы уравнений (4) и (9) силу трения FTр, после
несложных преобразований найдем искомое угловое ускорение 
барабана:

• _  9 mBI, -  AVj/ysma ■
(A'l, -{- ЗМ-.) r'i ' <1U)

Ниже (см. задачу 9. J Об) эта задача решена с помощью теоремы
об изменении кинетической энергии в дифференциальной форме. 
Там же дана сравнительная оценка трудности обоих методов решения.

7. Случай сохранения главного момента количеств движения 
материальной системы в относительГюм движении по отношению 
к центру масс системы. Если векторная сумма моментов внешних 
сил относительно центра масс равна нулю, то главный момент ко
личеств движения материальной системы относительно центра масс 
в системе осей координат,'движущихся поступательно вместе с цен-

П
тром масс, сохраняется неизменным, т. е. если 2  t n c (F'h) =  0,

* =i
то L c постоянно.

Та же теорема в проекциях на оси декартовых координат, начало 
которых совмещено с центром масс системы и движущихся посту-

II
пательно вместе с центром масс, имеет вид: если И  тех (Fk) =  О,

*•=1
то Lcx постоянно, и -Т . д.

Область применения теорем об изменении и. о сохранении глав
ного момента количеств движения материальной системы в относи
тельном движении по отношению к центру масс системы является 
общей (см. стр. 227). Общими являются и три первых пункта ре
шения задач (см. стр. 228). .

Еслн окажется (это необходимо доказать), что сумма моментов 
веек внешних сил относительно подвижной оси, проходящей через 
центр масс, равна нулю, то нужно вычислить и приравнять главные 
моменты количеств движения системы относительно данной оси в
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начальный и конечный моменты времени. Затем из составленного 
уравнения определить искомую величину.

Задача 9.49. Акробат, совершая сальто, отталкиваясь ногами от 
земли, сообщает себе в начальный момент угловую скорость сох =  
=  1 об/с вокруг горизонтальной оси, проходящей через его центр 
масс. При этом момент инерции акробата относительно оси равен 
/1 =  1,5 кг-м2. Для того чтобы в полете увеличить угловую ско
рость, акробат поджимает ноги и руки к туловищу, тем самым-умень- 
шая момент инерции до величины / 2 =■= 0,5 кг-м2.

Определить угловую скорость вращения со2 акробата вокруг 
горизонтальной оси в полете. Силами сопротивления движению пре
небречь.

Р е ш е н и е .  Единственной внешней силой, действующей на 
акробата в полете, является его сила тяжести.

Движение акробата в процессе выполнения сальто является 
сложным. Разложив его на переносное поступательное движение 
вместе с центром масс я относительное вращательное вокруг гори
зонтальной оси х, проходящей через центр масс, можно воспользо
ваться теоремой об изменении главного момента количеств движения 
материальной системы в относительном движении по отношению 
к этой оси:

-  2  т„ (R).
k=\

Так как горизонтальная ось л; проходит через центр тяжести 
акробата, то момент силы тяжести относительно этой оси равен 
нулю. Следовательно, d L cx/d t  =  0 и Lcx постоянно, т. е. L lc, =  L2cx. 
Итак, имеет место случай сохранения главного момента количеств 
движения материальной системы в относительном движении.

Так как L lcx =  / д  и L2,.x =  / 2со2, то / icoj =  / 2со2, откуда со2 =
=  - j — coi. Подставив численные значения, получим со2 =  3 об/с.

8. Дифференциальное уравнение вращения твердого тела вокруг 
неподвижной оси. Дифференциальное уравнение вращения твер
дого тела вокруг неподвижной оси имеет вид

/*ч>= S  т г (Щ),*•=1

где ф — угол поворота твердого тела, Iz — момент инерции твердого 
тела относительно оси вращения, тг (Ft )  — момент k -й внешней 
силы относительно оси г.

Из сопоставления этого дифференциального уравнения с теоре
мой о движении центра масс материальной системы

■Mwc  =  23  Рк, 
к=1
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применяемой при решении задач о поступательном движении твердого 
тела, следует, что масса М  твердого тела, движущегося поступа
тельно, и момент инерции 1г твердого тела, вращающегося вокруг 
неподвижной оси г, имеют аналогичный смысл: масса М  — мера 
инертности твердого тела, движущегося поступательно; момент 
инерции / г — мера инертности твердого тела, вращающегося вокруг 
неподвижной оси.

С помощью дифференциального уравнения вращения твердого 
тела вокруг неподвижной оси можно решить как прямые, так и 
обратные задачи динамики.

В прямых задачах по заданному моменту инерции твердого тела / 2 
относительно оси вращения и закону вращения твердого тела ср =  
=  /  (t) определяется главный момент относительно этой оси внеш
них сил, приложенных к твердому телу.

В обратных задачах по заданным моменту инерций твердого тела 1г 
относительно оси вращения и момс-нтам внешних сил относительно 
этой оси определяется уравнение вращения твердого тела <р =  /  (/). 
При этом должны быть заданы начальные условия движения: поло
жение и угловая скорость твердого тела Ъ начальный момент вре
мени, т. е.

при t — О ф =  фо, ф =  Фо-

Решение обратных задач часто представляет значительные трудности, 
так как при этом приходится интегрировать дифференциальное урав
нение вращения твердого тела вокруг неподвижной оси. Моменты 
внешних сил относительно оси вращения могут зависеть не только 
от времени, по также от угла поворота ф , угловой скорости ф и 
углового ускорения <р твердого тела, т. е.

П
V  тг (JF%) =  /  (ф, ф, ф , О-
fc=i

Легко решаются задачи в случаях, когда моменты внешних сил 
постоянны.

У к а з а н и е .  Задачи динамики о вращении твердого' тела 
вокруг неподвижной оси надо решать в такой последовательности:

1) направить одну из декартовых осей координат (ось г) по оси 
вращения твердого тела;

2) изобразить на рисунке все внешние силы,,приложенные к твер
дому телу;

3) вычислить сумму моментов всех внешних сил относительно 
оси вращения

£ т. (П ) ;
k=\
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4) записав дифференциальное уравнение вращения твердого тела 
вокруг неподвижной оси

П

/?Ф = И  mz(F'k),*•=1
подставить в него выражение суммы моментов всех внешних сил, 
значение момента инерции / г твердого тела относительно оси враще
ния и решать, в зависимости от условия, прямую либо обратную 
задачи.

Задача 9.50. Твердое тело вращается вокруг неподвижной оси 
под действием приложенной к нему системы сил.

Чему должен быть равен главный момент внешних сил относи
тельно оси вращения для того, чтобы твердое тело вращалось: а) рав
номерно, б) равнопеременно?

Р е ш е н и е .  Направив ось z по оси вращения твердого тела, 
запишем дифференциальное уравнение вращения твердого тела 
вокруг неподвижной оси:

П
1гф =  Ti тг (Fk)\  k—t

а) в случае равномерного вращения угловая скорость <р твердого 
тела постоянна, следовательно, ф =  0 и

П

2  /;гЛ П ) =  0,

т. е. главный момент внешних сил относительно оси вращения равен 
нулю.

б) в случае равнопеременного вращения угловое ускорение твер
дого тела ф постоянно, следовательно,

П
D  тг (Fk) =  const,

т. е. главный момент внешних сил относительно оси вращения по
стоянен.

Задача 9.51. Определить величину вращающего момента тг, под 
действием которого диск массы 20 кг и радиуса 10 см вращается 
вокруг неподвижной оси по закону ф =  412. Центр тяжести диска 
лежит на его оси вращения.

Р е ш е н и е .  Направляем ось z по оси вращения диска.
Дифференциальное уравнение вращения диска вокруг неподвиж

ной оси z имеет вид
П

/гф =  Ц  тг (Fk)-
*=1

К диску и его оси приложены внешние силы и моменты: сила 
тяжести диска, реакции опор и искомый момент.



Так как моменты опорных реакций и силы тяжести диска отно
сительно его оси вращения 2 равны нулю, 'то  сумма моментов всех 
внешних сил равна искомому вращающему моменту относительно 
оси вращения г. Следовательно,

тг =  / гф. '
Момент инерции диска относительно оси вращения равен

; тг% 20-0,12 п , о ,2‘г =  —  =  — 2— ’ кг м2, а ф =  8 рад/с2,

тогда искомый вращающий момент
тг — 0,8 к г 'м 2/с2== 0,8 H -м..

Задача 9.52. Кольцу А радиуса/?, насаженному на неподвижный 
горизонтальный вал В радиуса г, в начальный момент была сообщена 
угловая скорость ш0.
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К задаче 9.52.

Сколько оборотов сделает кольцо до остановки, если коэффициент • 
трения скольжения кольца о вал равен /?

Р е ш е н и е .  Допустим, что кольцо А при вращении соприка
сается с осью В  в точке С. К кольцу приложены внешние силы:
Р — M g  — сила тяжести кольца, N — нормальная реакция вала, 
Ft. с — сила трения скольжения кольца о вал: FT с — f N  =  fP ,  
направленная перпендикулярно к нормальной реакции N  ъ сторону, 
противоположную движению, т. е. по горизонтали налево.

Выберем направление отсчета угла поворота ф в сторону враще
ния кольца, т. е. по ходу часовой стрелки (ось г направлена от 
нас за плоскость рисунка).

Запишем дифференциальное уравнение вращения твердого тела 
вокруг неподвижной оси:

П
/ 2ф =  £  тг ( r f ) .  (1)

k^\



Д ля определения числа оборотов, которое сделало кольцо до 
остановки, Требуется проинтегрировать это уравнение, предвари
тельно определив 1г — момент инерции кольца относительно оси

П •
вращения г и £  тг (Рь) ~  главный момент внешних сил относи-

1
тельно оси z. Так как моменты сил Р  и N  относительно оси z равны 
нулю, то

П
£  mz (F l )  =  тг (FT. с) =  — Fr. J  =  —fPr =  — fMgr.  (2)
*=i

Момент силы трения скольжения FT. с отрицателен, так как его 
направление противоположно направлению положительного отсчета 
угла поворота ср.

Момент инерции кольца вычислим как разность моментов инер
ции большого диска радиуса R  и малого диска радиуса г (см. рис. б):

,  _  M r R 2 М т г 2  

/ г = =  2 2 ’

где M R — масса диска радиуса R,  а Мг — масса диска радиуса г.
Обозначив у плотность кольца, получим M R — ynR 2 и Мг =» 

=  упг2. Тогда

Учитывая, что масса кольца М = уп (R2 — г2), имеем
м 
2
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/2 =  4 ( Я 2 +  ' 2). (3)

Подставив значения £  т г (F l )  и h  из формул (2) и (3) в уравне-
4=1

ние (1), находим

~  (R2 +  г2) <р =  — fM g r ,

откуда

ф =  — /?* +  W

Начальные условия движения имеют вид 

при t — 0 ф =  0, ф =  со0.

Проинтегрировав дифференциальное уравнение (4), получим

2fgr i A _r  ■
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подставив t — 0, <р =  ©0. найдем, что Сх —. со0; следовательно,

Ф = ®о— дгрт* ' (5)
Решив диффёренциалыюе уравнение (5), имеем

ф =  (i)0t ;2 t" -f- С‘2- 

Подставляя t =  О, ф =  О, имеем С 2 =  0; итак,

Ф =  ’ (6)

Для того чтобы определить угол поворота ф, на который повер
нулось кольцо до остановки, следует предварительно вычислить 
соответствующий момент времени. В момент остановки / =  т угловая 
скорость кольца ф =  0. Подставив эти значения в уравнение (5),

<«о (R 2 +  ' 2) Пполучаем: т =  ■ —  • ^ ля определения фт — угла поворота
кольца в момент остановки, остается подставить полученное значе
ние т в уравнение (6). Находим:

Ф* . 4fgr

Число оборотов, которое сделало кольцо до остановки, равно
__ Фт __ ( R 2 +  г':)

х 2л Snfqr
щ

Эту задачу можно решить также и с помощью теоремы об изме
нении кинетической энергии материальной системы (см. решение 
задачи 9.97. Там же приведена сравнительная оценка обоих методов 
решения).

Задача 9.53. Твердое тело начинает вращаться из состояния по
коя под действием момента, зависящего от угловой скорости ф 
вращения тела: тг =  т0 — аф2, где т 0 и а — положительные по
стоянные. Здесь т 0 — вращающий момент, а а ф2 — тормозящий 
момент.

Определить угловую скорость вращения твердого тела, если его 
момент инерции относительно оси вращения г  равен 1г . Центр тя 
жести твердого тела расположен на оси вращения..

Р е ш е н и е .  Дифференциальное уравнение вращения твердого 
тела вокруг неподвижной оси имеет вид

/гф =  £  ГПг ( F i ) .

' К твердому телу приложены внешние силы и моменты: сила 
тяжести тела, опорные реакции и момент тг. Так как моменты силы 
тяжести тела и опорных реакций относительно оси вращения г



равны нулю, то сумма моментов внешних сил относительно оси вра
щения г равна моменту тг, т. е.

П
Е  тг (F i ) = т 0 — аф2 . 
к=\

Итак, дифференциальное уравнение вращения принимает вид

1г ф =  т 0 — аф2
или

заменив ср" на dy/dt -и отделив переменные, получим
dq> а

— г-1— п г =  т -  dt. т0/а  — фа l z

Проинтегрировав это уравнение, найдем

4 _ у  л  in к ^ ..+ .Ф =  « t + с .
2 У та Y  т0/а — ф ^

При t =  0 ф =  0; следовательно, С =  0, т. е.,

ln j £ ^ ± l  =  _L ]П т £ .
V  т0/а — ф U

Решив это уравнение относительно ф, получим искомую угловую 
скорость вращения твердого тела
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----— V  amat
1 +  е  г

Допустим, что твердое тело вращается длительное время под 
действием вращающего момента mz. Вычислим его угловую скорость 
при t -*оо ; получим

lim ф =  У
/-►со '  “

т. е. вращение твердого тела стремится к равномерному с постоян
ной угловой скоростью (о =  1/ т0/а.

Задача 9.54. Твердое тело начинает вращаться вокруг неподвиж
ной оси г из состояния покоя под действием момента, зависящего 
от угла поворота ф вращающегося тела: тг =  аср — Ьф8, где а и  f t -  
положительные постоянные. При t =  0 ф =  ф0.

Определить угловую скорость твердого тела в зависимости от угла 
поворота ф, если его момент инерции относительно оси вращения г 
равен 1г. Центр тяжести твердого тела расположен на оси вращения.

ф =  у т0 1



Р е ш е н и е .  Решая задачу аналогично предыдущей, получим 
дифференциальное уравнение вращения твердого тела вокруг не
подвижной оси

/ гФ =  а<р — бф3;

умножив уравнение почленно на dtp и заметив, что ф d<p =  d<p =• 

=  ф dq>, находим

/ гфй?ф =  (йф — Ьф3) с?ф.

Проинтегрировав это уравнение, имеем
У2фа _  aqi2 йф4 . г  

2 “  2 4 1 "

При / =  0 ф =  ф0> ф — 0; следовательно,

Г — n(Po I *Ф»
2 4 '

Тогда

- ^ Г  =  \  (Ф2 -  Фо) -  4 "  (fP4 ~  Фо)-

Решив уравнение относительно ф, получим искомую угловую ско
рость вращения твердого тела

Ф =  ] /  -77 ( < Г -  Фо) [ а  —  -  j -  (ф4 -f- ф*) J .

Нетрудно видеть, что в момент, когда ф =  ± ф 0, угловая скорость 
Ф =  0, т. е. в этот момент тело меняет направление своего вращения 
на обратное.

Задача 9.55. К твердому телу, вращающемуся вокруг неподвиж
ной оси z, приложен момент т{ =  A sin kt, где A u k  — постоянные. 
Момент силы сопротивления движению пропорционален угловой 
скорости вращения твердого тела т; =  —тр, где а — постоянная 
(а >  0).

Найти уравнение вращения твердого тела, если ;его момент инер
ции относительно оси вращения г равен /^. Центр тяжести твердого 
тела лежит на оси вращения. В начальный момент твердое тело 
находилось в покое.

Р е ш е н и е .  После записи дифференциального уравнения вра
щения твердого тела вокруг неподвижной оси г:

П
/ 2ф =  £  mz(Fi),

А=1
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вычисляем главный момент внешних сил относительно оси г. Так как 
моменты опорных реакций и силы тяжести твердого тела равны 
нулю, то

П
тг (Fk) — m z - \ - m l  =  A sin kt — cap.

Следовательно,
I2ф — A  sin kt  — c«p; 

запишем это уравнение так:

Ф +  РФ =  Y sin kt, (1)
где р =  а/1г и y =  АПг. Общее решение этого дифференциального 
уравнения равно сумме общего решения ф! соответствующего одно
родного уравнения ф +  Рф =  0 и частного решения ф2 уравнения (1), 
т. е. ф =  ф! +  ф2.

Для решения уравнения <р +  рф =  0 запишем его характери
стическое уравнение к2 +  Р^ =  0, откуда l i  =  0 и Х2 =  —Р; следо
вательно,

ф1 =  Сх +  С2е- W. (2)
Ищем частное решение уравнения (1) в виде ф2 =  М  sin kt +  

-f  N cos kt.  Для определения М и  N  подставляем ф2 в дифферен
циальное уравнение (1):

—M k - sin kt  — Л/fe2 cos kt  +  pM k  cos kt  — P Nk  sin kt — у sin kt.

Приравняв коэффициенты при sin kt  и cos kt  в левой и правой частях 
уравнения, получим систему уравнений

—M k 1 — р Nk  =  у. — N k 2 +  р M k  =  0.
Решив эти уравнения, найдем

дл _______V дj ___  ~уР
~  ft2 +  Р2 ’ k (к2 +  Р2) *

Следовательно, частное решение имеет вид

Ф2 =  М  sin kt - f  N  cos kt — — sin kt— k ^  cos kt. (3)

Запишем теперь, воспользовавшись формулами (2) и (3), общее ре
шение дифференциального уравнения (1):

Ф —  Фг +  Фг =  P i  рз s in  ^  —  k f}2) c o s  ^

Остается определить* постоянные интегрирования Сх и С2. Для 
этого продифференцируем соотношение (4) по времени:
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ф =  —С2ре-Р‘ — cos kt +  -у, sin kt. (5)



После подстановки начальных условий движения: £ =  0,' <р =  О 
в (4) и t =  0, ф =  0 в (5), получим систему уравнений

О =  С, +  С2 — k (kf +  р2) , 0 =  -  С2р — a q rp r*

Решив эту систему уравнений, найдем
п  _ V и п  ________Ук

1 pft 2 р (k2 +  fi2)

Внеся значения Cj и С2 в уравнение (4), получаем уравнение 
вращения рассматриваемого твердого тела вокруг неподвижной оси:

у “ ж  “  •ргД  р;) ~ ^ Т ¥  ( sin ̂  + 1  cos« ), •
где
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Задача 9.56. Груз А массы М ,  спускаясь по наклонной плоскости 
вниз, приводит во вращение барабан В посредством намотанной на 
него нити; г — радиус барабана; /  — коэффициент трения скольже
ния груза о наклонную плоскость, расположенную под углом а

к горизонту; 1г — момент инерции барабана относительно его оси 
вращения г,  перпендикулярной к плоскости рисунка.

Определить угловую скорость вращения барабана. Массой нити 
и высотой груза пренебречь.
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Р е ш е н и е .  Задачу можно решать с помощью дифференциаль
ного уравнения вращения барабана В вокруг неподвижной оси г :

1гф =  2J тг (/=!•)'. 
fc=l

К барабану приложены внешние силы (см. рис. б): Q  — сила 
тяжести барабана, /?, и /?2 — составляющие реакции оси барабана, 
Т —  реакция нити.

Иногда ошибочно включают в число внешних сил силу тяжести 
груза. В действительности же барабан приводится во вращение 
реакцией нити Т ,  являющейся по отношеникхк барабану внешней 
силой. Величина реакции нити Т, естественно, зависит от силы 
тяжести Р ,  но по модулю, вообще говоря, не равна Р.

Моменты сил Q,  R r и /?2 относительно оси z равны нулю. Слёдова- 
тельно, главный момент внешних сил относительно оси z равен 
моменту силы Т,. и дифференциальное уравнение вращения барабана 
относительно оси вращения z имеет вид

/ гФ =  Тг, (1)
где Т  — реакция нити, пока нам неизвестна. Для исключения Т  
следует составить дифференциальное уравнение движения груза по 
наклонной плоскости.

Направляем вдоль наклонной плоскости ось х (см. рис. в).
К грузу А приложена одна активная сила — сила тяжести Р  — 

=  M g  и реакции связей: R  — нормальная реакция наклонной 
плоскости, F T' C — сила трения скольн&ния груза о наклонную 
плоскость и Т' — реакция нити. На основании закона равенства 
действия и противодействия Т' =  — Т.

Составим дифференциальное уравнение движения груза А в про
екции на ось х:

A tx  =  M g  sin а  — Т' — FT с;
так как

^т. с =  /iV =  f M g  cos а ,
то

М х  =  M g  (sin а  — /  cos а) — Т . (2)

Учитывая, что скорость нити при сходе с обода барабана равна 
скорости груза, имеем пр =  х. Следовательно,

х =  г<р. (3)
Рассмотрим систему уравнений (1), (2), (3), учитывая при этом, 

что | Г  | -  | Т | =  Г  =  Т:

i j p  =  Тг,
М х  =  M g  (sin а  — /  cos а) — Т ' , 

х =  гу,



$ Б ]  И З М Е Н Е Н И Е  ГЛАВНОГО МОМЕНТА К ОЛ ИЧ ЕС Т В Д В И Ж Е Н И Я  243

исключив Т, Т'  и х,  имеем

(!г +  M r 2) tp =  M g  (sin a  — f  cos а),

откуда получаем дифференциальное уравнение вращения барабана 
вокруг неподвижной оси' г:

- _  Г Mg (sin «  — / с os а )  . .
ф — 12 +  Mr2 * W

из этого уравнения видно, что барабан вращается равноускоренно.
Проинтегрировав, находим

• __. г Mg (sin а  — /  cos а )  4 , п
Ф 1г +  Мгч ‘ +

при / =  О ф =  0, следовательно, С =  0. Итак, искомая угловая 
скорость вращения барабана равна

■ _  rMg (sin «  — f cos «) . 
ф  ”  I г +  Mr *  U

Эту задачу можно решить и другим способом, применив теорему
об изменении главного момента количеств движения материальной 
системы относительно оси г:

4 ^  “ ! / " < ( « ) •  (5)
1<=\

Так как данная материальная система состоит из барабана В и 
груза А,  то реакция нити Т,  будучи силой внутренней, в уравнение 
(5)невходит. Это упрощает решение задачи, ибо не приходится исполь
зовать систему уравнений (1), (2), (3) для исключения Т  и х .

Изобразив все внешние силы системы: Р ,  R , F T. с, Q ,  R i  и R 2 
(см. рис. г), составим сумму моментов внешних сил относительно 
оси г:

П
<п г {Р'к) =  M g r  sin а  —  F r c г  =5= M g r  (sin а  — /  cos а). (6)

Теперь в уравнение (6) вошел момент направленной вдоль нити 
составляющей Р  sin а  силы тяжести; составляющая же Р  cos а  
силы тяжести, перпендикулярная к направлению нити, и нормаль
ная реакция наклонной плоскости R  =  Р  cos а  в уравнение (6) 
не вошли, так как они по модулю равны и противоположно направ
лены.

Главный момент количеств движения системы, состоящей из 
барабана и груза, относительно- оси г  дается формулой

L2 =  Z,<u +  U 2).



Здесь — момент количеств движения барабана, а Z42’ — момент 
количества движения груза относительно оси г. Имеем

L 1/ ’ =  M vr  — M r2ф (так как v =  vx =  rq>).

Кроме того, Ц 1' =  / 2ф, Следовательно, ,

L,  =  (У2 +  M r2) ф. (7)
II

Подставив значения £  т г (Fk) и Lz из формул (6) и (7)
k —1

в уравнение (5), получим

__ ( /, Н- М л2) ф =  УИ̂ л (sin а  — /  cos а), (8)

откуда следует уравнение (4). Повторив далее решение задачи, как 
и в первом варианте, находим

Mgr (sin а  — / cos а )  ,  /пч
12 +  Мг2 ' _  ^

Сопоставление двух методов решения этой задачи оказывается 
в пользу второго способа, ибо в дифференциальное уравнение (8) 
не входит неизвестная сила Т.

Если на ось г  рядом с барабаном насадить последовательно твер
дое тело, момент инерции которого неизвестен, то, замерив путь s, 
пройденный грузом по наклонной плоскости, и соответствующий 
промежуток времени т, можно определить неизвестный момент 
инерции. Это — один из экспериментальных методов определения 
моментов инерции твердых тел.

Действительно, умножив уравнение (9) на г и учтя, что лф =  х, 
найдем проекцию скорости груза на ось х:

Mgr2 (sin а — f cos а) t
х  ~

Проинтегрировав это дифференциальное уравнение, получим
Mgr2 (sin а  - -  /cos а )  1<у , п  

Х ~  2 (Iг +  Mr2) г'~1~
Так как при t — 0 х =  0, то имеем С =  0, и следовательно, уравне
ние движения груза запишется в виде

_  Mgr2 (sin а  — I cos а )  /2 
х  ~  2 (!г +  Mr2)

Подставив в это уравнение х =  s и / =  т и решив уравнение отно
сительно /,, находим
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/г==М г2 | > 2( * т « - / с о з « ) _ ф

Полученное значение / г равно сумме момента инерции барабана 
и искомого момента инерции твердого тела, насаженного на одну
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ось с барабаном. Следовательно, из полученного значения 1г надо 
вычесть момент инерции барабана относительно оси г.

Задача 9.57. Физический маятник состоит из однородного стержня 
длиной /, к концу которого прикреплен круглый" однородный диск 
радиуса г — 1/8,

Определить закон колебаний маят
ника и положение его центра качаний, 
если он подвешен за свободный конец 
стержня. В начальный момент маятник 
был отклонен от вертикального поло
жения на угол ф0 и ему была сооб
щена начальная угловая скорость ф0.
Масса диска в два раза больше массы 
стержня.

Р е ш е н и е .  Физическим маятни
ком называется- твердое тело, подве
шенное к неподвижной горизонталь
ной оси.

Изобразим физический маятник 
в отклоненном от вертикали положе
нии. Выберем направление положи
тельного отсчета угла поворота ф от К задаче 9.57. 
вертикали против часовой стрелки,
направим ось z вдоль оси привеса маятника в точке О перпендику
лярно к плоскости рисунка на нас.

Внешними силами, приложенными к маятнику, являются: Р  =  
=  M t g  — сила тяжести стержня, Q  =  — сила тяжести диска, 
/?1 и /?2 — составляющие реакции оси подвеса маятника.

Применяем дифференциальное уравнение вращения твердого 
тела вокруг неподвижной оси:

П
/ гф =  2  т г (Fk)- (1)

Моменты сил R x и /?2 относительно оси привеса z  равны нулю, сле
довательно,

П

У  I т < (F'b) =  rn-г <Р) +  пгг (Q ) =  —yWig-^-sin ф — M 2g ( l  -f- г) sin ф 
fe=i

(знаки минус указывают, что направления моментов сил Р  и Q  про
тивоположны направлению положительного отсчета угла поворота ф). 
Учитывая, что М 2 =  2 М Х и г =  1/8, получим, что сумма моментов 
внешних сил относительно оси z будет

П

тг (Fi)  = ---- y  Mi gl  sin ф. (2)



Вычисляем момент инерции маятника относительно оси привеса г 
как сумму моментов инерции стержня /£и и диска /*2) относительно 
той же оси: 1г =  /*и +  /г2)-

Применив теорему Штейнера и учитывая, что М 2 «= 2М г и г  => 
=  1/8, находим

следовательно, момент инерции маятника относительно оси привеса г  
равен

iz =  n l) +  n 2' =  ~ M j \  (3)

п
Подставив 2  mz (F l )  и h  из формул (2) и (3) в уравнение (1), 

*=i
получим

- § |М ^ ф  =  - ^ а д 8 1 П ф ,
или

•• 528 g Л
ф +  553 Т "  Sln ф =  °*

Рассмотрим малые колебания маятника, предположив, что 
sin ф ^  ср. Тогда дифференциальное уравнение качаний маятника 
принимает вид

. 528 о Л , , ,
^  553 Т  ^ =  (4)
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Обозначив

ж Ь * 1' (5)

перепишем полученное уравнение так:

Ф +  &2ф - 0.

Характеристическое уравнение имеет вид № +  к2 — 0. Его корни: 
-̂1,3 =  ± k i .  Следовательно,

Ф  =  С г cos kt  +  С2 sin kt  (6)
и

ф =  —Cxk sin  kt +  C2k cos kt. (7)

Запишем начальные условия движения маятника: при t =  0 
Ф =  Фо. Ф =  Фо- Подставив / =  0, ф =  ф0 в (6) и / =  0, ф =  ф0 
в (7), имеем =  ф0, С2 =  ф0//е. Внеся эти значения в уравнения (6), 
находим

Ф =  ф 0 cos kt  - f  - у -  sin kt.
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Введем обозначения.

(Po =  a s in c s , - у -  — a cos ос; (8)

тогда
Ф — a sin (kt +  а) ,

т. е. физический маятник совершает гармонические колебания.
Угловая амплитуда колебаний а и начальная фаза а , определен-’ 

ные из системы уравнений (8), равны

а = / ф ^  +  | г .  “ = агс1§ 1 7 -

Они зависят от начальных условий движения и круговой частоты 
колебаний. _____

Круговая частота колебаний к == У  (см.' формулу (5)) от
начальных условий движения не зависит, т. е. в случае малых коле
баний (sin ф ф) физический маятник обладает свойством изохрон
ности. Мри рассмотрении задачи 9.40 о колебаниях математического 
маятника была получена формула для круговой частоты колебаний 
маятника с конечной угловой амплитудой. В этом случае маятник 
свойством изохронности не обладает и его период зависит от угловой 
амплитуды колебаний.

Для определения положения центра качании данного физического 
маятника следует учесть, что центр качаний отстоит от точки при
веса О на расстоянии приведенной длины физического маятника 
(напомним, что приведенной длиной физического маятника назы
вается длина нити математического маятника, круговая частота ка
чаний которого равна круговой частоте качаний данного физиче
ского маятника).

В ходе решения задачи о колебаниях математического маятника 
(см. задачу 9.40) была определена его круговая частота колебаний

k =  | / - | - .  Для рассматриваемого физического маятника k —

- l / W j L
V 553 / ■
Приравняв квадраты круговых частот, находим приведенную

553длину физического маятника /пр = ^ 1 -
Следовательно, центр качаний К  данного физического маятника

553отстоит от точки привеса О на расстоянии I (см. рисунок).
Задача 9.58. Определить момент инерции твердого тела массы М  

относительно оси, проходящей через центр тяжести, зная период 
малых качаний этого тела при подвесе его в точке О; ОС — а,

Р е ш е н и е .  Метод качаний является одним из наиболее рас
пространенных экспериментальных приемов определения моментов
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инерции твердых тел. Повторив рассуждения предыдущей задачи, 
запишем дифференциальное уравнение колебаний маятника:

/ 2ф =  — Mg a  sin ф;

считая колебания малыми (sin ф <=« ф), получим
Mga

Ф Ф =  0 .

Так как коэффициент, стоящий при 
угле поворота ф, является квадратом 
круговой частоты колебаний, то k =

^ ак известн0) круговая ча

стота колебаний k и период колебаний Т
2я С̂ле-связаны зависимостью k 

2л

К задаче 9.58.

довательно, 
MgaT'z

_  ЛГ Mga
~  У lz ’

Т

т. е. /

4 я2
В соответствии с теоремой

Штейнера, / 2 =  / с +  М а 2 (оси г и С перпендикулярны к пло
скости рисунка), откуда

M gaT2
!с =  U — М а 2 — 4ла

-  М а 2.

Итак, искомый момент инерции твердого тела вычисляется по фор
муле

1с =  M g a  ( r Q i  y )  ’

где М ,  а  и Т  определяются эксперимен
тально.

Задача 9.59. Однородная треугольная 
равносторонняя пластинка с длиной сто
роны, равной /, качается в плоскости ри
сунка около неподвижной оси О, проходя
щей через ее вершину и перпендикулярной 
плоскости пластинки.

Составить дифференциальное уравнение 
качаний пластинки.

Р е ш е н и е .  Изобразим пластинку О А В  — физический маят
ник — в промежуточном положении, отклоненной от вертикали на 
угол ф. Применим дифференциальное уравнение вращения твердого 
тела относительно неподвижной оси г:

/ гф =  £  m,  (FI )•
*= 1

(1)
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К пластинке приложены внешние силы: Р  =  M g — сила тяж е
сти, а также /?х и /?2 — составляющие реакции неподвижной оси О. 
Моменты сил R x и /?2 равны нулю, а момент силы тяжести Р  отри
цателен (направление момента силы Р  противоположно направле
нию положительного отсчета угла ср) и равен—Phc = —M g - ОС sin cp 
(С — центр масс пластинки), т. е.

П
£  тг (Fl) =  — M g ОС sin Ф. (2)
k—l

В равностороннем треугольнике высота OD является одновре-
2менно биссектрисой и медианой, причем ОС = ~ ^ - 0 D ,  где 0 D  =

=  ОВ sin 60° Значит, ОС =  /. Внеся это значе
ние ОС в формулу (2), найдем сумму моментов внешних сил отно
сительно оси привеса г:

П _
^  тг (Fk) =  — Mgl  sin ф. (3)
k=\

Момент инерции /2 был вычислен в ходе решения задачи 9.5, 
(см. формулу (6)), причем / г =  M l2. Использовав это. значе
ние I., а также результат (3) в уравнении (1), получим

JL М12<р = ---- т. е. ф + j/ З у - sin ф =  0.

Таково искомое дифференциальное уравнение качаний пластинки. 
Задача 9.60. Определить период малых свободных боковых коле

баний судна на тихой воде. Подвижные оси х, у,  г, связанные с суд
ном, изображены на рисунках. Даны: Р  =  M g — сила тяжести

К задаче 9.60.

судна, /2 — его момент инерции относительно горизонтальной оси г, 
перпендикулярной к плоскости рисунков, СМ  =  а — метацентри- 
ческая высота. При боковых колебаниях судна считать ось г непо
движной. Силой сопротивления воды пренебречь.
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Р е ш е н и е .  На рис. а — в положении равновесия — к судну 
приложены силы: сила тяжести Р,  приложенная в его центре тя
жести С, и выталкивающая сила R,  приложенная в центре тяжести G„ 
объема воды, вытесненной корпусом судна. Из условия равновесия 
имеем

R — Р - ■ (1)

На рис. б судно изображено в промежуточном положении, откло
ненном от вертикали на угол <р. При этом центр тяжести объема воды, 
вытесненной корпусом судна, находится в точке G. При малых коле
баниях приближенно будем считать этот объем постоянным. Тогда 
выталкивающая сила также оказывается постоянной, не зависящей 
от положения судна. Проведем через точку G вертикаль до ее пере
сечения с осью х в точке М, называемой метацентром.

Составим дифференциальное уравнение вращения судна вокруг 
горизонтальной оси г, перпендикулярной к плоскости рисунка 
(напомним, что, по условию, при колебаниях судна ось г остается 
неподвижной):

/ гср = —.R-CM-sincp, (2)

где 1 г — момент инерции судна относительно его продольной оси г 
проходящей через центр тяжести С, а СМ =  а —‘метацентрическая 
высота. (Момент силы R  отрицателен, ибо видно, что сила R  стре
мится повернуть судно вокруг оси г в сторону, противоположную 
положителыюму направлению отсчета угла ср.)

Использовав равенство (1) и заменив при малых колебаниях 
sin ф на ф, запишем

Ф 4 . £2ф == 0, (3)
где обозначено:

=  ' (4)
/  Z

Нетрудно видеть, что* дифференциальное уравнение (3) тожде
ственно уравнению (1*) свободных колебаний материальной точки 
(см. стр. 66). Значит, судно совершает свободные колебания вокруг 
оси г. Приняв во внимание формулу (4), определим искомый период 
свободных колебаний:

r = T - 2»

В заключение заметим, что колебания судна происходят при 
условии, если метацентр М расположен выше центра тяжести С 
(см. рис. б). Если же метацентр М  находится ниже точки С (см. 
рис. в), то сила R  дает вокруг оси г  момент в сторону возрастания 
угла поворота ф. При этом угол ф с течением времени увеличивается, 
и происходит опрокидывание судна.
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Задача 9.61. Однородный круглый диск массы М  и радиуса г 
подвешен к тонкой упругой проволоке в одной из точек, лежащих 
на его ободе (см. рисунок). При повороте диска 
на угол ф вокруг оси г, проходящей вдоль 
проволоки и вертикального диаметра диска, 
в проволоке возникает момент сил упругости, 
пропорциональный углу закручивания ф: тг=
=  —сф, где с — момент, необходимый для за
кручивания проволоки на один радиан.

Определить движение диска, если в на
чальный момент, при ненапряженном состоя
нии проволоки, диску была сообщена началь
ная угловая скорость (о„- Сопротивлением 
воздуха пренебречь.

Р е ш е н и е .  Применяем дифференциаль
ное уравнение вращения твердого тела вокруг 
неподвижной оси г:

/*ф = S ffl2 (F k ) -fe= I ( 1)

К диску приложены внешние силы: Р  =  M g — сила тяжести 
диска, R  — реакция проволоки, т 2 — момент сил упругости про
волоки, направление которого противоположно направлению угла 
закручивания проволоки ф. Поэтому главный момент внешних сил 
относительно оси г  имеет вид

2 ] Щ (Fi) — тг =  —сф. (2)

Момент инерции диска относительно оси z равен

I _  Мг2I ---  - • (3)

Подставив значения 2j тг (F{)  и 1 г из формул (2) и (3) в уравне- 
*=i

ние (1), находим

Mr2 •• . 4с п
—  Ф =  — сф, т. е. ф +  - й 7 Г ф =  0. (4)

Это — дифференциальное уравнение свободных крутильных ко
лебаний диска на проволоке, которое после обозначения 
принимает вид

4 с
Mr*

Ф +  А2ф  =  0 .
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Аналогичные уравнения неоднократно решались в пункте 2 § 4 
главы V III. Использовав начальные условия движения: при / = 0  
Ф =  0, ф =  со0) найдем

Ф =  sin kt,

где k — ~  j / ~ -----круговая частота колебаний, а - у ------ угло
вая амплитуда колебаний диска. ^

Если вместо диска к проволоке подвешено твердое тело, момент 
инерции которого неизвестен, то этот момент инерции можно экспе
риментально определять методом крутильных колебаний. Д л я  этого 
надо знать коэффициент упругости проволоки с и измерить период 
колебаний Т  подвешенного твердого тела.

Действительно, в этом случае уравнение (4) примет вид

1г ф  =  — С ф ,

где /*.— искомый момент инерции твердого тела. Это уравнение 
можно записать так:

Ф +  £2ф =  0,
где № =  с/1г. Так как круговая частота колебаний k и период коле-'

2 д  4 д 2  Q
баний Т  связаны формулой k — - f ~ > то получим ~ f r ==~]J* 
откуда находим искомый момент инерции твердого тела:

Задача 9.62. Решить предыдущую задачу в предположении, что 
диск совершает колебания в вязкой жидкости, причем момент силы 
сопротивления движению пропорционален угловой скорости диска:

/п'г — — Рф, где р — положительная постоянная.

Определить закон колебаний диска.
Р е ш е н II е. По сравнению с предыдущей задачей добавляется 

момент силы сопротивления ml,  знак которого противоположен 
знаку угловой скорости ф. Следовательно, в правую часть дифферен
циального уравнения (4) предыдущей задачи входит слагаемое 
т*г =  — РФ, и уравнение принимает вид

M r2 o '  i 4 f} • . 4 c  __л  / 1 \
_ ф  =  _ с ф _ р ф ,  Т .  e. ф  +  ^ 2 - ф  +  J f r2 Ф  —  o .  ( 1 )

Обозначив, = . k 2 и -^2  = 2 n, получим дифференциальное
уравнение свободных крутильных колебаний диска при наличии 
момента сопротивления движению, пропорционального угловой 
скорости диска:

Ф +  2яф +  /г2ф =  0. ' (2)



Нетрудно видеть, что дифференциальное уравнение (2) анало
гично дифференциальному уравнению колебаний материальной точки 
при наличии силы сопротивления, пропорциональной скорости: 
х +  2пх  -]- k2x = 0  (см. стр. 67). Поэтому, минуя интегрирование 
уравнения (2), можно воспользоваться формулами (7*)—(12*), 
данными в обзоре теории колебаний материальной точки на 
стр. 67—69.

В соответствии с условием предыдущей задачи, запишем началь
ные условия движения диска:

при t — 0 ср =  0, ф =  со0. (3)

При интегрировании дифференциального уравнения (2) возможны 
три случая: a) ri <  к, б) п >  к, в) ri == k. „

а) п <; k (случай малого сопротивления).
Закон движения (7*) имеет вид

ср =  A~nl sin ( V № — tiH -(- а ) ,  

где по формулам (8*)
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А = У  ф; + ( Ф |+ - у :, tg Ct =
» fe- — n l ь  фо +  rt(f0

При начальных условиях движения (3) имеем 

А — :ю<| , а  =  0,

поэтому затухающие крутильные колебания диска происходят по 
закону

(р =  ■ _ 0 e~"'sln / К 1 — пЧ, ■ (4)
/  k 'z — п 2

где
4 с 2(5k2 -- Mr- ‘ M r2 ' 

Период колебаний (10*) равен
rj~\ 2л

V k* -  л*

Наибольшие отклонения диска убывают по закону геометрической 
прогрессии со знаменателем:

Ч =  ё~ пТсР.

б) п >  k (случай большого сопротивления).
Закон движения (11*) имеет вид

Ф =  e~ni {CxeVn*-kH - f  С2е~ (5)
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Зная начальные условия движения: при t  — 0 <р =  0, ф =  а>0, 
найдем Сх =  —Сг = .  Теперь формула (5) примет вид

ф: (Оо
2 V  п* — кг

e~nt (еу'п‘~кН_е~ Уп'-гк,() . (6)

в) п =  k (предельный случай).
Закон движения (12*) имеет вид •

Ф = e - nt [фо +  (фо +  «Фо) /1 . (7)

Использовав в уравнении (7) начальные условия движения (3) 
получим:

Ф  =  со0 te-nt. (8)

Так как при t оо выражение (8) становится неопределенностью 
вида оо-О, то для раскрытия неопределенности применим правило 
Лопиталя

lim ф =  lim (o0te nt =  lim
i - ¥ -  oo

»nt л ' т Щ =(e"
lim- = ■ 0 ,

т. e. в предельном случае (п =  к) диск совершает затухающее апе
риодическое движение.

Итак, в случае малого сопротивления (п <j k) диск совершает 
затухающие колебания (4), в случае большого сопротивления (п >  к)

и в предельном случае (п =  k) происходит 
апериодическое движение соответственно по 
законам (6) и (7).

Задача 9.63. Однородный круглый диск 
массы М  и радиуса г, прикрепленный к по
толку и полу посредством двух упругих 
проволок, расположенных на одной верти
кали (см. рисунок), совершает крутильные 
колебания. При повороте диска в проволо
ках возникают момейты сил упругости, 
пропорциональные углу закручивания; — 
коэффициент упругости верхней проволоки, 
с2 — нижней проволоки. К диску приложен 
вращающий момент тг =  т0 sin (at, где т0 
и © — постоянные.

Определить закон движения диска, если 
в начальный момент он находился в покое 
при ненапряженном состоянии проволок. 

Силой сопротивления движению пренебречь. Ось г направлена вдоль 
проволок.

Р е ш е н и е .  К диску приложены: Р  =  M g  — сила тяжести 
диска, R  — суммарная реакция двух проволок, m*l) и т£2) — мо

тг "Р

---^7?/̂

К задаче 9.63.
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менты сил упругости проволок, направленные в сторону, противо
положную их закручиванию, mz — вращающий ^момент.

Применяем дифференциальное уравнение вращения твердого тела 
вокруг неподвижной оси г:

I W = £ m z (Fl) .
ft—1

Так как момент инерции диска 1г относительно оси г  равен ла/2, 
а главный момент внешних сил относительно оси г равен

П
2  nh (F i ) =  т {гп +  т ' 2) -f- тг — — С1ф — с2ф -j- sin со/,
*=i

то дифференциальное уравнение вращения принимает вид 

Щ— ф =  — (<Ч +  сг) ф +  т„ sin со/

или

Ф +  Mr* Ф == д р  sin M t'

Обозначив 2 Сг>' =  № и — h> запишем полученное 
уравнение в виде

Ф +  к2ц> =  h sin со/. (1)

Нетрудно видеть, что дифференциальное уравнение (1) аналогично 
дифференциальному уравнению (IS*) вынужденных колебаний ма
териальной точки при /; =  со и б =  О (см. обзор теории колебаний 
материальной точки на стр. 96). Поэтому, минуя интегрирование 
дифференциального уравнения (1), воспользуемся формулами (14*) 
и (15*) на стр. 96 и 98.

Запишем, в соответствии с условием задачи, начальные условия 
движения диска:

при / =  0 . ф =  0, ф =  0. (2)

В случае отсутствия резонанса (со Ф  k) движение диска про
исходит по закону (14*)

hФ =  Сх cos kt +  С2 sin kt -j- 2 __ ^  sin со/. (3)

Для определения постоянных С\ и С2 вычислим производную ф по /:

Ф =  — Cxk sin kt -j- C2k cos kt +  - cos со/. (4)

После подстановки начальных' условий: / =  0, ф =  0 в (3) и 
t =  0 ф =  С в (4), найдем, что Сх =  0 и С2 =  — ^  •
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Огедовательно, уравнение движения диска (3) имеет вид
ha .. . , hф== ■ Sin kt ■ /г2 ■ Sin COt.

В случае резонанса (со =  k) движение диска происходит по за
кону (15*) при 6 = 0 :

Ф =  ф0с о э ^  +  sin М +  sin kt ~  2F ^ C0S °^* 

Подставив в уравнение (5) I — 0, ф„ =  0,фо =  0, получим

sin со/ — ^— 1 cos со/,2ш ’

(5)

Ф 2ш2

где

05 - *  =  - ‘т У м и h 2 т„
Mr2

Переменная амплитуда вынужденных колебаний, р а в н а я -^ - / ,
неограниченно возрастает пропорционально времени.

Задача 9.64. Шар массы М  и радиуса г совершает крутильные 
колебания на двух последовательно соединенных упругих проволо

ках (см. рис. к задаче), — коэффициент 
упругости верхней проволоки, с2 — нижней 
проволоки. К шару приложен вращающий 
момент тг =  т0 sin со/, где тп и со постоянны. 
Момент силы сопротивления движению про
порционален угловой скорости шара: т\  =  
=  —рф, где Р — постоянная (р >  0).

Определить закон вынужденных колебаний 
шара. Ось z направлена вдоль упругих про
волок.

Р е ш е н и е .  К шару приложены: Р  =  
=  M g  — сила тяжести шара,. R  — суммарная 
реакция двух проволок, тг — вращающий 
момент, т * — момент сил сопротивления и 
т'гл '' — суммарный момент сил упругости двух 
проволок. Для определения суммарного мо
мента сил упругости m'2'+i) двух проволок 
найдем коэффициент упругости с проволоки, 
эквивалентной двум данным последовательно 
соединенным проволокам с коэффициентами 
упругости Cj и сг, т. е. приведем данную за

дачу к обычной схеме крутильных колебаний твердого тела на 
упругой проволоке.

Допустим, что к шару приложен момент т,  под действием кото
рого проволока повернулась на угол ф; тогда ф =  т/с, где с — иско-



мый эквивалентный коэффициент упругости. В рассматриваемом слу
чае угол поворота ф шара равен сумме углов поворота фх и фг — 
нижних сечений соответственно верхней и нижней проволрк, т. е.
ф  =  Ф , +  ф 2.

„  т т т т , т  1Так как Фг =  —  и Фг =  — , то —  =  —  +  — , т. е. —  =

=  —  Ч— —, откуда коэффициент упругости эквивалентной про
ст с2

.волоки с =  - 1—- .  Итак, суммарный момент сил упругости двухС1 Т  с2
последовательно соединенных проволок

< + а = _ ^ = _ _ ¥ _ ф .

Запишем дифференциальное уравнение вращения шара вокруг 
оси г:
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I:ф =  S  т2 (F\).
fe=i

После подстановки h  — Mr2 и ^  тг (Ft)  =  m*1+2> 4- т* +  тг :
fe=i

ф —■ Рф 4- т0 sin со/ это уравнение примет видС1 "Г С2
2 М г 2 "  c i %  о " .  , j— 5-  ф =  —  ф -  Рф +  т0 sin со/,

Ф -j- 2«ф +  &гф =  h sin со/, (1)

5 =  р  5£^ =  2п и Ът, =  h (2)
2 М л 2 Ci +  с 3 2М /-2 2Af/-a '  '

Уравнение (1) — дифференциальное уравнение вынужденных кру
тильных колебаний шара на проволоке при наличии момента силы 
сопротивления движению, пропорционального угловой скорости.

Нетрудно видеть, что дифференциальное уравнение (1) аналогично 
дифференциальному уравнению вынужденных колебаний материаль
ной точки при наличии .силы сопротивления, пропорциональной ско
рости: х +  2nx  - f  k2x  =  h sin (p t  4- б) при р — со и б Ф  0 , данному 
в обзоре теории колебаний материальной точки на стр. 101. Поэтому, 
минуя интегрирование дифференциального уравнения (1), восполь
зуемся формулами (18*) и (19*) на стр. 101.

Итак, вынужденные крутильные колебания шара происходят по 
закону

9 М. И . Б ать  и др .*  т .  II

Ф, я й  sin  (со/ — е),

И ЛИ

где
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где
h , 2/ноа — ■-----, 6 =  аГС1£.-р;-------------------------т,

в Y  (к2 — ш2)2 +  4 n-w'1 к- — ыг

причем к2, п и h даны формулами (2).
В случае резонанса, т. е. при ю =  k, угловая амплитуда вы

нужденных крутильных колебаний шара равна °рез =  2̂ й '
У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 

«Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 
37.4—37.9, 37.11—37.15, 37.17, 37.25, 37.33—37.35, 37.37, 37.39— 
37.4), 37.46.

§ 6 . Динамика плоского движения твердого тела

Как известно из кинематики, уравнения плоского движения твер
дого тела имеют вид

хс =  h  (0. Ус =  h  W. ф =  /з (0-
Разложив это движение^ на переносное поступательное вместе 

с поступательно движущимися осями координат, начало которых 
расположено в центре масс твердого тела, и на относительное вра
щательное движение вокруг'оси, проходящей через центр масс С

перпендикулярно к неподвижной 
плоскости (рис. 9.10), запишем диф
ференциальные уравнения пло
ского движения твердого тела 
в форме:

П
-  М х с =  S  Fix> Mijc —

*=i

_  = h n « ,  J c v = h  mc(Fl) . (1*)
x  . ft=l fc=l

Первые два уравнения опреде
ляют закон движения центра масс 
твердого тела, а третье — его вра

щение вокруг оси, проходящей через центр масс, перпендику
лярно к плоскости движения.

В то время как в кинематике за полюс можно принять любую 
точку плоской фигуры, в динамике за полюс следует брать центр 
масс С. Иной выбор полюса приводит к усложнению уравнений.

С помощью дифференциальных уравнений плоского движения 
твердого тела можно решать как прямые, так и обратные задачи 
динамики.

При решении обратных задач динамики (определение движения 
по заданным силам) приходится интегрировать систему дифферен
циальных уравнений плоского движения твердого тела. Для опре
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деления шести постоянных интегрирования должны быть заданы 
шесть начальных условий движения, имеющих вид:

при t — О

хс =  *с„, Ус =  У с х с =  х Се, у с =  у Со, Ф =  фо, ф =  фо-

У к а з а н и е .  Решение задач динамики плоского движения 
твердого тела рекомендуется выполнять в такой последовательности:

1) изобразить на рисунке все внешние силы, приложенные к твер
дому телу;

2) выбрать систему координат и тем самым определить направле
ние положительного отсчета угла поворота ф;

3) составить дифференциальные уравнения плоского движения 
твердого тела (не следует забывать, что в третьем уравнении / сф =

П
— И  (Fk) момент инерции твердого тела / с и сумма моментов

k~ 1 п
всех внешних сил 2j тс (Рк) вычисляются относительно оси, про- 

k=l
ходящей через центр масс С твердого тела, перпендикулярно к не
подвижной плоскости);

4) а) в случае решения прямой задачи искомые внешние силы и 
их моменты определяются из составленной в предыдущем пункте 
системы дифференциальных уравнений;

б) в случае решения обратной задачи интегрированием системы 
дифференциальных уравнений движения определяют уравнения 
движения твердого тела:

*с =  Л (0. Ус =  /* (0. Ф =  fa (0-ч
Если по условию задачи известна зависимость двух координат 

от третьей (например, хс =  (ф), у с =  F2 (ф)) либо некоторые 
координаты заданы, то, проинтегрировав систему дифференциальных 
уравнений плоского движе
ния твердого тела, можно 
определить искомую коор
динату (например ф) и, кроме 
того, найти величины двух 
неизвестных внешних сил 
(или силы и момента).

Задача 9.65. Колесо массы 
М  и радиуса г катится прямо
линейно без скольжения по 
горизонтальной плоскости 
под действием горизонтально 
направленной силы S ,  приложенной к колесу, в центре тяжести С. 
Дан закон движения центра тяжести С: хс =  at2/2, где а >  0 — • 
постоянная (ось х  направлена по горизонтали в сторону движения).
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Определить модуль силы S ,  модуль нормальной реакции /?, 
а такж е модуль силы трения F Tр колеса о горизонтальную плоскость. 
Колесо считать сплошным однородным диском.

Р е ш е н и е .  Направление оси х задано. Направляем ось у  по 
вертикали вниз. Угол поворота колеса ср отсчитываем в направлении 
по ходу часовой стрелки.

К колесу приложены внешние силы: Q =  M g — сила тяжести 
колеса, S — движущая си л а ,/?  — нормальная реакция плоскости, 
F Tр — сила трения колеса о горизонтальную плоскость, направ
ленная в сторону, противоположную движению колеса.

Дифференциальные уравнения плоского движения (1*) в данном 
случае имеют вид

~  Mr 2 ••
M x c =  S — FT р, M y 0 =  Q — R, - j - ( p  =  FTVr. (1)

При движении колеса у с — — г постоянно, т. е. у а =  0. Из второго 
уравнения системы (1) находим R =  Mg.

При качении колеса без скольжения мгновенный центр скоростей 
расположен в точке &  касания колеса с горизонтальной плоскостью, 
следовательно, vc =  г о .  Так как скорость центра параллельна 
оси х, то

х а — гф. (2)

Формула (2) определяет условие качения колеса без скольжения. 
Воспользовавшись формулой (2), вычислим

х с =  rip. (3)
Так как движение центра тяжести С колеса задано: ха =  at2/2, то

х с =  а. (4)
Из формул (3) и (4) находим

Ф = 4 ^  =  ^ -  (5)

Использовав формулу (5), из третьего уравнения системы (1) 
определим искомый модуль силы трения

г .  Ма /сч
F  т р  =  —2~ -  ( 6 )

Остается из первого уравнения системы (1) найти 5 . Принимая 
во внимание формулы (4) и (6), получаем

S  =  у М ,

Задача 9.66. Решить предыдущую задачу, учитывая трение каче
ния колеса о горизонтальную плоскость; коэффициент трения каче
ния равен / к.
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Р е ш е н и е .  При качении колеса по плоскости, в результате 
деформации колеса и плоскости, соприкосновение их происходит не 
в одной точке 53, а по небольшой дуге iPM.  Суммарная реакция R, 
подсчитанная по дуге соприкосновения & М ,  разлагается на нор
мальную и касательную составляющие. Касательная составляющая 
является силой трения Frp. Нормальная составляющая реакции 
оказывается смещенной относительно центра тяжести колеса С 
в сторону движения на величину / к, называемую коэффициентом тре
ния качения (см. рис. а). Следовательно, в отличие от коэффициента

трения скольжения /, который является безразмерной величиной, 
коэффициент трения качения / к измеряется в сантиметрах (при 
качении колеса железнодорожного вагона по рельсу коэффициент 
трения качения / к имеет порядок сотых долей сантиметра).

При учете трения качения первое и второе уравнения системы (1) 
предыдущей задачи остаются без изменения. В правую часть третьего 
уравнения добавляется отрицательный момент смещенной реакции R,  
т. е. тс (R) =  — /?•/„ = —M gfK. Следовательно, система диффе
ренциальных уравнений движения колеса принимает вид

M x a — S — FT р. М у с =  M g  — R, - ^ ( p  =  FTP-r — M g f K.

Из второго уравнения системы находим величину нормальной 
реакции: R =  Mg;  таким образом, на нее наличие трения качения 
не влияет. Из третьего уравнения системы, после пользования фор
мулы (5) предыдущей задачи, находим:

F' » = ( i + - r ) M g-

После подстановки полученного значения Frp и значения х а 
из формулы (4) предыдущей задачи в первое уравнение системы 
получим:

s = ( £  +  - r W
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Как и следовало ожидать, для получения того же самого закона 
движения центра тяжести С 'колеса при наличии трения качения 
следует прикладывать большую по модулю силу 5.

Задача 9.67. Бревно массы М длиной 21, с радиусом основания г 
опиралось своими концами на два кирпича. Внезапно правый кирпич

был выбит из-под бревна. 
лйв Определить реакцию ле

вого кирпича в начальный 
момент падения, считая 
бревно однородным круглым 
цилиндром.

Р е ш е н и е .  При нали
чии двух опор (см. рис. а) 
реакция каждой из них 
равна Mg/2.  На рис. б изо
бражено бревно в начальный 
момент своего падения после 
внезапного удаления пра
вого кирпича. Падая, бревно 
совершает плоское движе
ние. К бревну приложены 
внешние сила: сила тяжести 
бревна Р  =  M g  и реакция 
левого кирпича R A.

Начало осей координат выбираем в центре тяжести С бревна. 
Оси х и у  располагаем в вертикальной плоскости материальной сим
метрии бревна, направив ось х по вертикали вверх.

Составим дифференциальные уравнения плоского движения 
бревна, справедливые для малых углов поворота балки:

М х с ~  — M g  -)- R A, Мус — О, М — |— g Ф — (О

При составлении третьего уравнения (1) использовано, что момент 
инерции бревна относительно горизонтальной оси, проходящей 
через его центр тяжести, равен

ь №
2?

Г / 1 _  . .
G

!а
1 Д .

А•о
1- ■ 

-___
N\V
б) _ i ____ >-

К задаче 9.67.

" ( т + т ) -

Искомая реакция R A входит в правые части первого и третьего 
уравнений системы (1), в левых частях которых стоят хс и ср. Для 
исключения хс и <р следует найти зависимость между ними. Так как 

.vc =  /ш, т. е, х с =  —/ф (мы пренебрегаем толщиной бревна и счи
таем опору точечной), то

х с — — /ф. (2 )



Разделив первое уравнение системы (1) на третье и использовав 
формулу* (2), получим

I Mg  — r a

14з  +  гЩ  ~  R J

откуда определим искомую реакцию левого кирпича:
4/* +  Зг*

—  М §  1Ы* +  Зг* •

Задача 9.68. Однородный стержень движется в плоскости ри
сунка. Найти уравнения движения стержня, если в начальный мо
мент скорость v Co его центра тя 
жести С составляла угол а  с гори
зонтом и ему была сообщена угло
вая скорость о)0 вокруг оси, про
ходящей через С перпендику
лярно к плоскости движения 
стержня. При этом стержень был 
расположен горизонтально.

Оси х и у  изображены на рисунке. Угол ф отсчитывается от 
оси х против хода часовой стрелки. Силами сопротивления движе
нию пренебречь.

Р е ш е н и е .  Изобразим стержень в текущем положении. К нему 
приложена сила тяжести Р  — M g .  Дифференциальные уравнения 
плоского движения в данном случае имеют вид

М х с =  0, М у с — — Mg,  /Сф =  0, 

или, после сокращения,

Хс — 0, Ус — — ё> Ф =  0. (О
Запишем начальные условия движения стержня!

при

/ =  0 хс =  ус =  ф =  0, i c =  Dcocosa, у с =  vco sin а , ф =  со„. (2)
Предоставляем читателю проинтегрировать систему дифференци

альных уравнений (1) и, использовав начальные условия (2), полу
чить искомые уравнения движения:

' хс — v^t  cos a , yc — vcJ  sin a  — Ф =  o)0L (3)

Исключив время из первых двух уравнений (3), находим:

У с  =  xc t g a — 8 2...х2с . (4)
2vC0 c o s  a

Итак, центр тяжести С стержня движется по параболе, описанном 
уравнением (4). При этом стержень вращается вокруг подвижной
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оси, проходящей через С перпендикулярно к плоскости рисунка, 
с постоянной угловой скоростью со0 (см. третье уравнение (3)).

Задача 9,69. Определить закон движения центра тяжести С ве
домого колеса автомашины массы М и радиуса г, поднимающейся 
в гору, склон которой расположен под углом а  к горизонту. К оси 
ведомого колеса приложена постоянная сила 5 . В начальный мо
мент автомашина находилась в тюкое. Колесо катится без сколь

жения. Сопротивлением качению 
пренебречь.

Радиус инерции колеса относи
тельно оси, проходящей через его 
центр тяжести перпендикулярно 
к плоскости движения, равен р.

Р е ш е н и е .  При движении 
автомашины за счет работы двига
теля создается вращающий момент, 
приложенный к ведущей паре колес 
(обычно задней). Сила трения, воз
никающая при соприкосновении ве
дущих колес с дорожным покрытием, 
направлена в сторону движения и 
является той внешней силой, кото

рая движет автомашину. При отдельном рассмотрении движения 
ведомого колеса надо считать, что к его оси приложена сила 5 , о кото
рой говорится в условии задачи. На ведомое колесо действует также 
сила трения, возникающая в точках его соприкосновения с дорогой. 
Эта сила направлена в сторону, противоположную силе S,  и тем 
самым в сторону, противоположную силе тренця ведущего колеса.

Итак, к ведомому колесу приложены внешние силы: Р  — M g  — 
сила тяжести колеса, S  — движущая сила, R  — нормальная реак
ция наклонной поверхности дороги, F r p — сила трения колеса о 
дорожное покрытие. В случае ведомого колеса сила трения направ
лена в сторону, противоположную движению колеса. Координатные 
оси изображены на рисунке. В соответствии с направлением осей 
считаем положительном направление отсчета угла поворота ф  п о  
ходу часовой стрелки.

Запишем дифференциальные уравнения плоского движения твер
дого тела:

М хв = 2 ] П „  М у с =  Ь П ч >  /сФ =  1 > с ( ^ ) ,
*•=1 t=l к—1

которые для рассматриваемой задачи имеют вид

М х а =  S  — M g  s ina  — FTP, М у в — M g c o s a  — R,  Mp2cp =  FTpr. (1)
Момент силы трения в последнем уравнении системы (1) поло

жителен, так как его направление совпадает с направлением поло
жительного отсчета угла поворота ф.
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Так как при движении колеса у с =  —г постоянно, т. е. у с — О, 
то из второго уравнения системы (1) находим R =  M g  cos а  (тот же 
результат получается и при покое колеса).

Д ля определения уравнения движения центра тяжести С колеса 
следует проинтегрировать первое уравнение системы ( 1). Однако 
в правую часть этого уравнения входит неизвестная по модулю сила 
трения F TP. Для исключения F TP следует обратиться к третьему 
уравнению системы (1), одновременно использовав условие качения 
колеса без скольжения:

х с =  пр (2)
(мгновенный центр скоростей колеса находится в точке &  сопри
косновения колеса с дорогой). Вычислив производную по времени 
от х с , получим

хс =  Гф. (3)

Подставив (3) в первое уравнение системы (1) и разделив первое 
уравнение на третье, находим

5  — M g sin a — F Tp r

/ V  =  ’рг ’
откуда

^тр =  ri q r 2̂ (5  — M g sin a). (4)

Теперь первое уравнение системы (1) после подстановки в него 
значения f Tp из формулы (4) принимает вид

* с — I T F ^ T P (5 ~~ M g  Sin a ) '
Интегрируя это дифференциальное уравнение для начальных ус

ловий движения: при 1 =  0 хс =  0, х с — 0 (по условию задачи 
в начальный момент колесо находилось в покое), получим искомый 
закон движения центра тяжести С ведомого колеса:

х°  ~  ~Ш  7 Щ- рз" ~  М £  sin а)

Нетрудно установить, что колесо будет катиться вверх при выпол
нении условия: S — M g  sin a  t>  0, т. е. S £ > M g s in a .

Часто, решая подобные задачи, ошибочно полагают, что может 
происходить качение колеса без скольжения при отсутствии силы 
трения F Tр. Нетрудно видеть, что при этом предположении третье 
уравнение системы (1) принимает вид Мг2ф — 0, т. е. ф =  0. Учи
тывая, что при / =  0 ф  =  0 и ф  =  0, получим ф =  0. Это означает, 
что при отсутствии силы трения качение колеса невозможно.

Задача 9.70. Решить предыдущую задачу с учетом трения каче
ния колеса о дорогу; коэффициент трения качения равен / к. Радиус 
колеса г.
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Р е ш е н и е .  В схему расположения внешних сил вносится 
только одно изменение: нормальная реакция Д оказы вается смещен
ной относительно центра тяжести. С колеса в сторону его движения 
на fR.

На первых двух дифференциальных уравнениях движения си
стемы (1) предыдущей задачи это изменение не отражается, а в пра

вой части третьего уравнения добав
ляется момент смещенной реакции 
R,  т. е. тс (/?) =  —/?/„•

Итак, система дифференциальных 
уравнений плоского движения ведо
мого колеса принимает вид

М х а =  S  — M g  sin а  — FTP,
М у  с — — R +  M g  cos a , (1)

Мр2Ф =  F xpr — RfK.
Приняв во внимание, что y c — —r 
и, значит, y c — 0, из второго урав
нения (1) находим R =  M g  cos a.

Воспользуемся формулой ^ 'п р е 
дыдущей задачи в первом урав

нении (1), заменим в третьем уравнении (1) R на M g  cos а , затем раз
делим первое уравнение на третье и определим силу трения:

f TP =  [ s  — M g (since — -^ -c o s a ) ]  . (2)

Первое уравнение системы (1) после подстановки в него значе
ния FTр из формулы (2) принимает вид

*с =  М - р г р р г  [ $  -  M g  (sin  a  +  Ь .  cos a )  ] .

Интегрируя последнее дифференциальное уравнение при началь
ных условиях движения! / — О, хс = 0 , х с =  0, находим искомый 
закон движения центра тяжести С ведомого колеса

х° ~  ~Ш~ г2 +  р* [ 5  ~~ М £  ( sin a  +  ~Т~cos a )  ] (3>

Из формулы (3) следует, что движение колеса вверх может про
исходить при выполнении условия

S — M g  (sin a  -)- -у- cos a )  >  0, т. e. S >  M g  (sin  a +  -y- cos a )  . (4)

Однако качение колеса без скольжения может иметь место при 
значеннях силы S, не превосходящих определенного предела, соот* 
вететвующего предельному значению силы трения fN.  Последнее 
условие приводит к неравенству FTP с  fN.  Так как нормальная ре-



акция N — Mg  cos а, то F Tp «  fM g  cos а. Подставив в левую часть 
этого неравенства значение Fxp из формулы (2), получпм

^  ^  [5  — Mg   ̂sin а ---- у - cos a )  j <  / M g  cos а 3

откуда
S с  M g  jsina-}- ^ 1  - f - j j ) / ---- т -] c o s a j .  (5)

Сопоставив неравенства (4) и (5), запишем

M g  ^sin cos a  j < S <  Mg  |sin a  - f  [ (1 +  ~ r )  / -----“r ]  cos a j .

(6)
Значение S, удовлетворяющее двойному неравенству (6), обеспе

чивает качение вверх ведомого колеса без скольжения. При

S > A /g { s in a  +  [ ( l  + 7 ^ ) /  - - у - ]  co sa j (7)

колесо начинает скользить.
Задача 9.71. Воспользовавшись условием и решением предыду

щей задачи, рассмотреть движение колеса по горизонтальной дороге.
Определить скоростьскольжения в точке А касания колеса с доро

гой, если модуль силы S  равен S = 0 , 0 8 M g .  Даны: / к=  0,6см  — коэф
фициент трения качения, /  — 0,04 — 
коэффициент трения скольжения, г —
=  30 см — радиус колеса, р =  27 см — 
радиус инерции колеса относительно 
оси, проходящей через его центр тя 
жести перпендикулярно к плоскости 
движения.

Р е ш е н и е .  Воспользовавшись 
формулой (7) предыдущей задачи при 
a  =  0, подставив численные данные, 
получим условие,’ обеспечивающее ка
чение колеса со скольжением по гори
зонтальной дороге:

S > 0 ,0 7 Mg.

Так как 5  =  0,08Ж^, то в данном случае колесо катится со сколь
жением.

Дифференциальные уравнения (1) предыдущей задачи при а  =  0 
и численных данных принимают вид

М х с =ь 0,08Mg — F тр, Мус =  — R +  Mg,  730My =  30FTP- 0 , 6 R .
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Приняв во внимание, что у с =  —г  и, значит, у с =  0, из второго 
уравнения (1) имеем R  =  Mg.

При качении колеса со скольжением сила трения FTp достигает 
наибольшего значения: FTр — fR =  0,04 Mg,  поэтому первое и третье 
уравнения (1) запишем в виде •

При качении колеса со скольжением мгновенный центр скоростей 
не совмещен с точкой А касания колеса с дорогой. Он лежит на пер
пендикуляре, восставленном к Vc (см. рисунок) на некотором, 
пока неизвестном, расстоянии d. Так как vc =  dco, т. е. х с =  d<p, то

Воспользовавшись формулой (3), разделим первое уравнение (2) 
на второе и определим d. Имеем

Проинтегрировав первое уравнение (2) при начальном условии: / =  0, 
х с =  0, получив х с =  0,04 g t  =  39/ см/с. '

Определить закон движения центра тяжести С колеса. Колесо 
считать однородным кольцом массы М  и радиуса г. В начальный 
момент автомашина находилась в покое. Колесо катится без сколь
жения. Трением качения пренебречь. Радиус инерции колеса от
носительно оси, проходящей через его центр тяжести перпендику
лярно к плоскости движения, равен р.

М х с =  0,C4Mg, 730 Mq> =  0 , 6 Mg,
т. е.

х с — 0,04 g,  ф =  0,0008g. * (2)

х с — dy. (3)

d =  50 см. (4)

Из пропорции =  d , приняв во внимание (4), найдемV/1 (л
vA =  0,4ис . (5)

Теперь с помощью формулы (5) 
находим искомую скорость скольже
ния в точке А касания колеса 
с дорогой:

К задаче 9 .72 ,

Задача 9.72. При движении авто- 
машины-в гору, склон которой рас
положен под углом а  к' горизонту, 
к ведущему колесу массы М  и ра
диуса г приложен постоянный вра
щающий момент т. К оси С веду
щего колеса приложена со стороны 
ведомых частей автомашины посто
янная сила S.
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Р е ш е н и е .  На колесо действуют внешние силы: Р  =  M g — 
сила тяжести колеса, S  — сила, приложенная со стороны ведомых 
частей автомашины, R — нормальная реакция поверхности Земли, 
вращающий момент т, F Tp — сила трения ведущего колеса о по
верхность Земли — направлена в сторону движения и является 
движущей силой (у ведомого колеса, рассмотренного в двух пре
дыдущих задачах, сила трения F TP направлена в сторону, проти
воположную движению).

Оси координат изображены на рисунке. В соответствии с нап
равлением осей считаем положительным направление отсчета угла 
поворота ф по ходу часовой стрелки.

Запишем дифференциальные уравнения плоского движения твер
дого тела:

п п п

М х с =  Fkxt М ус  — S  Fhyi Jсф “  £  тс {Fk)>
k= t  * = 1  i= r l

принимающие для рассматриваемой задачи вид
М х с =  FTp — Mg  sin а  — S, М у с =  — R -1- M g  cosa,

Мр2ф =  т  — Fxpr. (1)
Так как у с — —г  постоянно, то у е — 0 и из второго уравнения 

системы следует, что R =  M g  cos a.
Разделив первое уравнение системы (1) на третье и использовав 

при этом вытекающее из условия качения колеса без скольжения 
&с “  ГФ соотношение х с =  гц>, получим

F rp— M g sin a — S r *

_2L _  f  ~ 1? ’r г тр

откуда
p  _  mr +  (Mg  sin a  - f  S)  ра

T P  r 2  p 2  W

После подстановки значения FTp из формулы (2) в правую часть 
первого уравнения системы (1) найдем

.. __ г т — (Mg  sin a  -|- S) г
X c ~ ~ M  . , гг- +  р2

Интегрирование этого дифференциального уравнения при на
чальных условиях движения: t =  0, хс =  0, х с =  0, приводит к 
выражению

_  Г т —  (M g  sin a  +  S ) f  
c  2 M  r2 +  p2 ‘

Как следует из полученного результата, движение колеса вверх 
из состояния покоя может происходить только при выполнении 
условия

т £> ( M g  sin a  +  S) г. (3)
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Однако качение ведущего колеса без скольжения может происходить 
лишь при значениях вращающего момента т, не превосходящих оп
ределенного предела. Действительно, так как сила трения должна 
удовлетворять неравенству F TP <  fR, т. е. Frp <  f M g  cos а , то, 
подставив в левую часть этого неравенства значение FTP из формулы 
(2), находим

откуда

т с  —  [fMg (г2 -f- р2) cos а  — (Mg sin а  -f- S) р2]. (4)

Сопоставив неравенства (3) и (4), запишем

(Mg  sin а  +  S ) r <  т <  - j - 1 f M g  (г2 +  р2) cos а  — (M g  sin а  +  S) р2).

Если величина 
ному неравенству,

. ' Ш \\\\\\\

i У
К  задаче 9.73.

вращающего момента удовлетворяет этому двои- 
то качение ведущего колеса осуществляется без 

скольжения.
При

т >  [ [Mg  (г2 -|- р2) cos а  —

— (M g  sin а  4- 5) р2]

колесо начинает скользить.
Задача 9.73. Однородный круг

лый диск А массы М  и радиуса R 
подвешен на двух нерастяжимых ни
тях, намотанных на его горизонталь
ную ось В радиуса г. Под действием 
силы тяжести диск опускается вниз. 
При этом нити разматываются до 
полной длины. При дальнейшем вра
щении диска в том же направлении 
нити наматываются на ось В, а сам 
диск поднимается вверх. После окон- 

начинается разматывание нитей и опу- 
Этот прибор называется маятником

)))> -• ) -

чания подъема диска снова . 
скание диска вниз и т. д 
Максвелла.

Определить реакции нитей и скорость центра тяжести С диска. 
В верхнем крайнем положении скорость центра тяжести С равна 
нулю. Массой оси В и нитей пренебречь; силы трения не учитывать.

Р е ш е н и е .  К диску приложены внешние силы: Р  =  M g  — 
сила тяжести диска и две реакции нитей F. Координатные оси х и у  
и направление положительного отсчета угла поворота ср указаны на 
рисунке.
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Составим дифференциальные уравнения плоского движения ди
ска Ai

M R 2М хс =  0, М у с =  M g  — 2 F, ■ ср =  2Fr.

Из первого уравнения системы при нулевых начальных условиях 
находим хс =  0. Это указывает на движение центра тяжести С диска 
по вертикали.

Использовав зависимость между угловой скоростью диска и ско
ростью его центра тяжести va =  ги>, т. е. у с =  гф, вычислив затем
Не “= ЛФ и разделив второе уравнение системы на третье, находим 
2г __ Mg  — 2F

2 Fr 

F =

Второе уравнение системы 
после подстановки в него полу
ченного значения F прини
мает вид

Из этого соотношения определяем реакцию нити

У

У С R2 +  2 г2

К задаче 9.74.

Так как в крайнем верхнем по
ложении диска при / =  0 у с =
=  0, то

Ус =  2g Ri +  2г2 *'

Это уравнение соответствует 
опусканию диска вниз.

Интересно отметить, что не
зависимо от направления дви
жения центра тяжести С диска 
его ускорение ус остается не
изменным. В крайних нижних положениях диска происходит удар, 
скорость центра тяжести С обращается в нуль и затем меняет свое 
направление.

Задача 9.74. Катушка массы М  и радиуса г2 скатывается, скользя 
под действием силы тяжести, с наклонной плоскости, расположенной 
под углом а  к горизонту. При этом разматываются две нити, намотан
ные на ось катушки радиуса г х симметрично ее вертикальной пло
скости материальной симметрии (на рисунке прямолинейные участки 
нитей изображены одной прямой). При движении катушки ее ось 
остается горизонтальной.

Определить реакции нитей и скорость центра тяжести С катушки; 
р — радиус инерции катушки относительно оси, проходящей через
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ее центр тяжести С перпендикулярно к неподвижной плоскости. 
В начальный момент катушка находилась в покое. Коэффициент 
трения скольжения катушки о наклонную плоскость равен f.

Р е ш е н и е .  К катушке приложены внешние силы: P  — M g — 
ее сила тяжести, 2 Т  — суммарная реакция нитей, R  — нормальная 
реакция наклонной плоскости, F rp — сила трения скольжения ка
тушки о наклонную плоскость. Так как кадушка, скатываясь, по
ворачивается по ходу часовой стрелки, то FTP направлена вдоль на
клонной плоскости вверх.

Выбираем оси координат ху так, как это показано на рисунке. 
Положительным считаем направление отсчета угла ф по часовой 
стрелке.

Составим дифференциальные уравнения плоского движения ка
тушки

М х с =  M g  sin а  — 2Т — FTp, М у с =  R  — M g  cosa,  (1) 

УИр2Ф — 2 Trx — f Tpr2.

При движении катушки у с =  га постоянно, т. е. у с =  0. Из 
второго уравнения системы (1) находим модуль нормальной ре
акции П Л О С КО С ТИ !

R == M g  cos а. (2)

Для определения реакции нити Т  надо из первого и третьего 
уравнений системы (1) исключить хс и ср. Для этого следует уста
новить зависимость между ними. Заметив, что мгновенный центр 
скоростей 9* расположен в точке схода нити к оси катушки (см. ри
сунок), запишем vc =  rjco, т. е. х с — и, следовательно,

х с =  /'хф* • (3)

Разделив первое уравнение системы (1) на третье и использовав за
висимость (3), находим

rt Щ  sin а  —  2Т  —  FTp 
P2 27Vi —  F ТрГ 2 *

откуда
т _  1 M gp2 sin а  +  FTP ( / y 2 — ра)

2 P2 +  r?

Так как сила трения равна FTP =  fR,  то FTP =  f M g  cos а ,  и, в со* 
ответствии с формулой (2), выражение (4)-принимает вид

r p __  M g  р2 sin а  +  /  (п г 2 — Р2) cos а

2 Р2 +  А

Таково значение модуля реакции каждой нити.
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Остается определить скорость центра тяжести С катушки. Для 
этого, подставив в первое уравнение системы (1) значения FTI> и Т,  
находим

л, sin а — / (г, +  r2) cos а

Х,; =  ^ ----------- -------------------- _

Так как при t — О х с =  0, то
П sin а  — / (л, +  гй) cos а  t 

х с ~  gr> ^ 7 2  »•

Д л я  т о г о  чтобы катушка скатывалась по наклонной плоскости, 
необходимо выполнение условия *с >>0, т. е.

rj sin а  — f (rt +  r2) cos a  f> 0.
Следовательно,

t g < * > / ^ ± Xr\

Если tg a  с  f  T— — , то катушка остается в покое.
Задача 9 .75 . По горизонтальному гладкому дну резервуара, 

наполненного жидкостью, движется однородный прямолинейный 
стержень массы М  и длиной 21. На рис. а в плане изображено началь 
ное положение стержня. Его центр масс С при / =  0 находится 
в начале координат, начальная скорость ©0 образует угол а  с осью х, 
а мгновенная угловая скорость равна (о0. К каждому элементу стер
жня единичной длины приложена сила сопротивления жидкости, 
пропорциональная первой степени скорости этого элемента: R  =* 
=  —Р©, где Р — положительный постоянный коэффициент.

Найти уравнения плоскопараллельного движения стержня.
Р е ш е н и е .  Изобразим на рис. б  стержень в промежуточном 

положении и направим ось s вдоль стержня, взяв ее начало в центре 
масс С. Для определения искомых уравнений движения стержня 
используем дифференциальные уравнения плоскопараллельного дви
жения твердого тела:

Мхс =  S  FU, Мус =  f j  F%y, /,сФ =  Е  m*c (Fi)-  (1)'
b.—i k= l

К стержню приложены внешние силы: сила тяжести Р  =  M g ,  
распределенные нормальные реакции дна резервуара. Эти силы пер
пендикулярны плоскости ху. Кроме того, ко всем элементам стержня 
единичной длины приложены силы сопротивления /?= = — Р®, про
порциональные скоростям этих элементов и лежащие в плоскости ху.  
Для.определения этих сил возьмем на стержне две симметричные ча
стицы К  и Ki  длиной ds каждая на расстоянии | s | от центра масс С. 
Приняв за полюс точку С, запишем формулу скоростей точек К  
и К ь  учитывая, что стержень совершает плоскопараллельное
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движение: v K — ®с 4  v KC, V k ,  — ® с+ причем « К)С — — v KC.
Эти скорости построены на рис. б.

Соответствующие силы сопротивления жидкости d R K и dRx,  
направлены противоположно скоростям v K и <ок, (см. рис. в):

dRK =  dR c  +  dRxc,  - — d R c  4- d R x tc . (2)

К элементу единичной длины приложена сила сопротивления 
R  =  — Поэтому для частиц длиной ds имеем

dRc  =  — Рv c ds, d R Kc =  — Рv Kc ds, d R KiC =  — Р®к,с ds. (3)

Так как гы 1с = —v KC, то d R KiC — —Р®к,с ds, т. е. силы d R KC и 
dRK,c  образуют пару сил с плечом 2 | s |.

Итак, к двум симметричным частицам К  и Ki  приложены две 
векторно равные силы d R c (см. рис. в) и пара сил с моментом dmR =  
«= —d R KC-2s. Приняв во внимание вторую формулу (3), запишем

В)

К  задаче 9.75.

dmR =  —2PyKcs ds. К ак известно из кинематики: vKG =  | -яф Ц 
где ф — угловая скороств вращения стержня. Поэтому момент 
dm R пары, приложенной к двум симметричным частицам длиной ds, 
равен

d m R — —2рф52̂ . (4)



Силы сопротивления d R K и dRK,  двух симметричных элементов* 
заменены (см. формулы (2) и рис. в) совокупностью двух векторно
равных сил d R c и парой сил d R KC и с моментом dtnR.

Приведем силы сопротивления всех элементов стержня к силе 
и паре сил, приняв за точку приведения центр масс С стержня.

+(
Главный вектор сил сопротивления равен У д = |  d R K. Исполь-

-I
зовав первую формулу (3) Ц вычислив интеграл, найдем

V R =  -  2рl v c . (5)
i

Главный момент сил сопротивления mR — J dmR. Использовав
о

формулу (4) и вычислив интеграл, получим

т л = - - § - ^ (3) ф* (6)

Итак, силы сопротивления приведены к силе V R (см. формулу 
(5)), приложенной в центре масс С стержня и к паре сил с моментом 
tnR (см. формулу (6)).

Составим дифференциальные уравнения (1) плоскопараллельного 
движения стержня. Сила тяжести Р  и распределенные нормальные 
реакции перпендикулярны к плоскости движения ху.  Поэтому в пра
вые части уравнений (1) войдут только VR и mR. Получим

М х с =  V цх, М у с ~ У Пу, 1гСц> =  т%- (7)

Приняв во внимание формулу (5), найдем
Viix =  — 2р/ис* =  — 2§хс, VRy =  -  2filvCy =  -  2р/ус . (8)

Момент инерции стержня длиной 21 равен 1гС =  M l 2/3. Внеся это 
значение 1гС, а также результаты (8) и (6) в уравнения (7), получим:
М х с =  —2Рlxc, М у с =  —2Рlyc, М  -^-ср =  — р/3ф, т. е.

х с =  — у х с, у с =  — yi lc . Ф =  — ТФ» (9)
где обозначено у  — 2Р 1/М.

Как следует из условия задачи, начальные условия движения 
имеют вид: при t =  О

xc =  v0cosa,  г/с =  у0 sin а, ф =  со0, хс — 0, у с =  0, ф — 0. (10)
Проинтегрировав дифференциальные уравнения (9) методом раз

деления переменных, получим первые интегралы

l n ^ c ~  У* +  Clt In I/с — — “J-  С2, In ф =  — yt  +  Cs. (11)
Использовав три первых начальных условия ( 10), найдем Сх =  
=  In v0 cos a , C2 =  In v0 sin a , C3 =  In co0. Внеся эти значения
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С1( С2, С3 в уравнения (11), выполним простые преобразования, 
Тогда

Как следует из формул (12), с увеличением времени t уменьшается 
скорость центра масс С стержня, а также его угловая скорость. 
Это происходит под действием сил сопротивления жидкости.

Проинтегрировав дифференциальные уравнения (12) методом раз
деления переменных, получим

Внеся в уравнения (13) три начальных условия движения (10), найдем
С4 =  ”° с°--”  , С8 =  -v° ^  а , Св =  Подставив эти значения
С4, С8, Св в формулы (13), получим искомые уравнения плоскопа
раллельного движеняя стержня!

где у =  2$1/М.
Разделив второе уравнение (14) на первое, найдем уравнение тра

ектории точки С: у с — хс tg ос. Это значит, что центр масс С стержня 
движется по полупрямой, выходящей из начала координат, вдоль 
которой направлена его начальная скорость г>0. При этом стержень 
вращается вокруг оси, лроходящей через точку С перпендикулярно
плоскости дна резервуара ху  по закону ф =  —̂ 2-  (1 — c~v<). где 

26/у  =  ■ ^  . Движение точки С стержня и его вращение происходят

Задача 9.76. Определить закон движения турбинного диска 
массы М,  эксцентрично насаженного в середине вертикального 
упругого вала.

Сила упругости вала пропорциональна его прогибу. Коэффициент 
упругости равен с, е — эксцентриситет турбинного диска. В началь
ный момент диску была сообщена угловая скорость со. Силами сопро
тивления движению пренебречь.

Р е ш е н и е .  При вращении турбинного диска вал изгибается. 
Будем считать, что диск посажен в середине вала без перекоса; тогда 
его движение будет происходить в горизонтальной плоскости, и поэ
тому следует применить дифференциальные уравнения плоского 
движения твердого тела.

x c =i>oCosae v*, y c = v 0s ina e  v/, cp=co0e y i . (12)

'  (13)

(И )

замедленно.
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Проведем вертикальную ось г через опоры упругого вала, т. е. 
совместим ее с геометрической осью вращения диска. Выберем на
чало координат в точке пересечения оси г с горизонтальной плоско
стью диска. Оси х и у  расположены в плоскости диска. Пусть, далее, 
А (х, у ) — точка пересечения изогнутой оси вала с плоскостью 
диска, С (хс , у с) — центр инерции диска, ОА =  г  — прогиб вала, 
А С  =  е — эксцентриситет. «

К задаче 9.76.

Обозначим: а  — угол между осью х и направлением О А,  <р — угол 
между осью х и прямой, проходящей через точку Л крепления диска 
к оси и его центр тяжести (рис. б).

На турбинный диск действуют две внешние силы: Р  =  M g  — 
сила тяжести диска и сила упругости вала F, приложенная в точке 
А и направленная от Л к О, причем F =  сг.

Составим дифференциальные уравнения плоского движения диска!

М х с = — F cosa, M y Q — — F s in a , / сср =  — F ^ K C I, (1)

причем
F — cr, г cos а  =  х, г  sin a  =  у, \ КС \ =

=  | А С  | sin гр =  е sin (ср — а), (2)

где Ц) =  1_ С А К  =  ф — а.
Воспользовавшись формулами (2), запишем систему уравнений 

(1) в виде

М х а — — сх, М у 0 =  — су, 1аф =  — ere sin (ф — а), (3)



Как следует из рис.'б , имеет место следующая зависимость между 
координатами точек С и А:

хс — х +  е cos Ф. Ус — У +  е sin Ф-
Следовательно,

х с =  х — ец> sin ф — ец>2 cos ф, у с — у еф cos ф — e<p2 sin ф.
*

Подставив эти значения х с и у с в уравнения (3), находим 

М х  — Me  ф sin ф — Me ф2 c o s  ф =  — сх,

M y  -f- Meф cos ф — /VIеф2 sin ф =  — су,
/ С Ф =  — ere sin (ф —  а),

откуда
X -f- -£j- х — Сф sin ф 4- Щ2 cos ф,

У +  JT У =  — еФ cos Ф +  еФ2 sin ф, (4)

'  Св
Ф = ------j— г sin (ф — а).

'с
Интегрирование системы дифференциальных уравнений (4) весьма 

затруднительно. Поэтому мы будем решать ее приближенно. В правой 
части третьего уравнения стоит произведение эксцентриситета е на 
sin (ф — а). Считая это произведение малым, приближенно прирав
няем его нулю (ниже будет показано, что совершаемая при этом 
ошибка невелика). Теперь третье уравнение системы (4) приближенно 
принимает вид ф =  0, откуда, учитывая начальные условия движе
ния: при / =  0 ф =  0, ф =  со, находим ф =  со и

_ ф =  сat, (5)
т. е. вращение диска совершается равномерно.

Использовав формулу (5), запишем первые два уравнения системы
(4) в- форме

х  4 ~ k2x =  h cos соt, у  +  k2y  — Л sin со/, (6)
где с!М =  k2 и <?ш2 =  h.

Интегрирование дифференциальных уравнений (6) проводим не
зависимо друг от друга. Общие решения этих уравнений имеют вид

х =  С\ cos kt 4- С2 sin kt 4 - ^  cos

h <7>y  — Cz cos kt 4- C4 sin kt 4- k2 _  sin со/,

где k =  У c/M  и h =  е со2.
Как известно, первые два слагаемых описывают колебания, за

тухающие при наличии сил сопротивления, а третье слагаемое —
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установившиеся вынужденные колебания. Поэтому в дальнейшем 
первые два слагаемых отбросим.

Тогда

*  =  fea'- Ь "  C0S У =  k > -  Sln Wt‘ ' (8)

т. е. точка А совершает гармонические колебания круговой частоты со 
и амплитуды После возведения каждого из уравнений (8)
в квадрат и суммирования находим

е2»4
х2 +  У1 = (kl — со2)2

Так как х2 +  у 2, =  ''2, то прогиб вала будет »

<9)

Как следует из рис. б, координаты точки ' А равны х =  г cos а, 
у  =  г sin  а.  Подставив вместо х и у  их значения из формул (8) и 
значение г из формулы (9), имеем а  =  со/. Сопоставив этот результат 
с'формулой (5), получим

а  =  ф. (10)

При выполнении условия а  =  ф точки О, А и С лежат на одной 
прямой.

При а  =  ф правая часть третьего уравнения системы (4) оказы
вается точно равной нулю. Поэтому ошибка, которую мы совершаем, 
приближенно считая правую часть третьего уравнения системы (4) 
равной нулю, получается за счет пренебрежения первыми двумя 
слагаемыми в каждом из уравнений системы (7). Учитывая затухание 
свободных колебаний под действием сил сопротивления движению, 
подобное приближение следует считать вполне допустимым. При 
точном решении системы дифференциальных уравнений (4) угловая 
скорость диска ф не оказалась бы постоянной и не равнялась бы со.

Теперь рис. а и б  принимают более простой вид, так как точки О, 
А и С лежат на одной прямой (см. соответственно рис. в и г).

Вычислим смещение центра тяжести С диска от точки О: ОС =
!= г +  е.. Подставив значение г из формулы (9), находим

С С = 1Ж̂ -  +  е =  , / /’'! (И)кг — со- 1 /г2 — со-

В случае вынужденных колебаний малой частоты, т. е. при со <3 к, 
на основании формул (9) и (II) получим | ОС \ >>г  >>0 {см. рис. в 
и г). В случае вынужденных колебаний большой частоты, г. е, при 
со £> к, г £> | ОС | >>0, что соответетвует изображению на рис. д.

По мере увеличения угловой скорости вращения со диска расстоя
ние ОС (см. формулу (11)) по модулю уменьшается, т. е. диск, наса
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женный на упругий вал, самостоятельно центрируется (при ю -> 
->• оо | ОС | -> 0), и его центр тяжести С приближается к геометриче
ской оси вращения.

Перепишем формулу (11) в виде -  ̂ =  у fe2-^ —а-у. Если угло
вая скорость вращения турбинного диска значительно больше его кру
говой частоты собственных колебаний, т. е. ( o ^ k ,  то | ОС Д о к а зы 
вается весьма малой величиной. Например, при ю =  6k получим 
I ОС \!е =  0,029. (При этом следует иметь в виду, что при насадке 
турбинных дисков на вал эксцентриситет е измеряется микронами.)

Явление самостоятельного центрирования диска на упругом валу 
было впервые обнаружено в конце XIX века Лавалем и использовано 
им в конструкции паровой турбины, диск которой совершал до 
30 000 об/мин.

В случае о  =  k имеет место явление резонанса и расстояние ОС 
неограниченно возрастает. Конечно, в действительности ОС так не 
растет, ввиду наличия сил сопротивления движению. Однако вели
чина ОС становится значительной, что угрожает надежности работы 
конструкции. Разонансная угловая скорость вращения турбинного 
диска, при которой прогиб вала достигает больших значений, назы 
вается критической угловой скоростью гибкого вала, а соответствую
щее число оборотов вала в минуту — критическим числом оборотов. 
Так как при резонансе (oiip — k, a k — ] / с/М,  то а>кр =  J/с /М . 
Следовательно,

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 
39.1—39.7, 39.11, 39.13—39.21.

1. Работа силы. Работой постоянной силы на прямолинейном 
перемещении называется скалярное произведение векторов силы и 
перемещения, т . е. работа равна произведению модуля силы на 
модуль перемещения и на косинус угла между ними!

( М 1 и М г — соответственно начальное и конечное положения точ
ки М ,  А г  — вектор перемещения точки (рис. 9.11, 9.12) при пе
реходе из Му  в М 2).

Единица измерения работы в системе СИ — джоуль (Дж).
Элементарная работа переменной силы равна скалярному про

изведению векторов силы и элементарного перемещения оЛ =  F-dr .

§ 7. Теорема об изменении кинетической энергии 
материальной системы

A * = F -A r  =  FArcos(F,  А г)
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Элементарное перемещение d r  направляется по касательной 
к траектории в данной точке (рис. 9.13). Элементарная работа обоз
начается ЬА, а не dA,  так как только в частных случаях элементарная 
работа силы является полным дифференциалом некоторой функции 
координат (см. ни^ке случай потенциального поля).

Выражение элементарной работы переменной силы через проекции 
силы на оси декартовых координат имеет вид

Работа переменной силы на конечном перемещении по произ
вольной траектории равна криволинейному интегралу, взятому вдоль 
дуги кривой от Mi до М г, от элементарной 
работы:

различны по направлению.
Выражение работы переменной силы на конечном перемещении 

по криволинейной траектории через проекции силы на оси декарто
вых координат имеет вид

Как следует из формулы (2*), непосредственное вычисление инте
грала и, следовательно, работы возможно лишь в тех случаях, когда 
сила постоянна либо зависит от положения точки приложения силы 
(т. е. ее координат *, у, г). Если же сила зависит от скорости или ус
корения точки, либо от времени,то'непосредственно вычислить работу 
силы нельзя (при этом имеется в виду, что закон движения точки 
приложения силы неизвестен).

А>0 А<0 А=0

Рис. 9.11. Рис. 9.12.

6Л =  F ■ dr  =  FK dx  -)- Fy dy  -J- Ft dz,
где

F — F J  +  Fyj  - f  F,k  и d r  — dx I 4- d y j  4- dz k.

Интег
О С у Щ б ^ .  i  u v i / i  v i  w / i  v - j r i T i  m u  p v u u n i i v  и д и  и  i \ p  п  и  w v  i  л  -w v  j  ■ ^  v  ■ u i r i / i  v  * v / i  J  j / v u u i i i i v  и  i  v x д u w i  i i

нейной траектории, в разных точках которой 
касательные элементарные перемещения dr Рис. 9.13.

(2*)
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При приложении системы сил к точкам материальной системы 
работа равна сумме элементарных работ всех сил, т. е.

П П
6/4 =  $] 6Л/( =  S  Fkx dxk Fky dyk -|- F d z k

A=l k=\
II

n  ( M 2 h )

A =  f Fkx dxk 4 - Fky dyk 4- Fki dzk,
(Mik)

где Fhx, Fky, Fkl — проекции главного вектора сил, действующих 
на 6-ю точку системы.

Теорема о работе равнодействующей силы: работа равнодейству
ющей сил, приложенных к точке, на конечном перемещении равна 
сумме работ сил системы на том же перемещении

A (R) =  S  A (Fk), где R  =  £  Fk.
fc=i *=i

Элементарная работа сил, приложенных к твердому телу, вы
числяется по следующим формулам:

а) при поступательном движении: ЬА =  V -dr,  где V  — главный 
вектор системы сил, d r  — элементарное перемещение любой из точек 
твердого тела;

б) при вращении вокруг неподвижной оси: 6/1 =  mz dq>, где т г — 
главный момент системы сил относительно оси вращения г, d(p — 
элементарное угловое перемещение твердого тела;

в) при плоском движении: ЬА =  V -dr0 4- mz0 dy,  где V  — глав
ный вектор системы сил, dr0 — элементарное перемещение полюса О, 
тю — главный момент системы сил относительно оси г, проходящей 
через полюс О перпендикулярно к плоскости движения, dtp — эле- 
ыентарное угловое перемещение вокруг этой оси. (Полюс О выбира
ется произвольно.)

Элементарная работа внешних сил, приложенных к неизменяемой 
системе, вычисляется по приведенным выше формулам.

Элементарная работа внутренних сил неизменяемой системы 
материальных точек (например, абсолютно твердого тела) равна

П
нулю: 2 j М  (Fl) =  0. Подчеркнем, что работа внутренних сил 

* =х
в общем случае, в частности в упругом теле (изменяемой системе), 
не равна нулю.

В ряде случаев для вычисления работы сил удобнее использовать 
готовые формулы. Некоторые из них приводятся ниже.

Работа силы тяжести материальной точки равна произведению 
силы тяжести на разность высот начального и конечного положений 
точки (АЛ), т. е. А =  Р  АН (рис. 9.14). Если материальная точка
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приближается к земиой поверхности, то А (Р) >  0. Если материаль
ная точка отдаляется от земной поверхности, то A (P)<Z 0. Если 
высоты начального и конечного положений материальной точки равны 
(в частности, при движении точки по 
замкнутому контуру), то А (Р ) =  0.

Следовательно, работа силы тя
жести материальной точки зависит 
от высот ее начального и конечного 
положений и не зависит от формы 
кривой, по которой перемещается 
материальная точка (см. ниже 
пункт 5).

В случае системы материальных 
точек работа сил тяжести равна про
изведению силы тяжести всей системы 
на разность высот конечного и начального положений центра масс 
системы:

А — — Р (Zic — гю)>

где Р  =  Pht а ось 2 направлена вертикально вверх.
*=.1

Работа силы упругости определяется формулой (рис. 9.15)

А =  - ~ { х \ - А ) ,  (3*)

где Х\ и *2 — начальное и конечное удлинения пружины, а с  — ее 
коэффициент жесткости.

Работа силы упругости отрицательна, если точка движется в сто
рону возрастания* модуля силы; работа силы упругости положи
тельна, если точка движется в сторону убывания модуля силы.

Работа момента сил упругости тг =  — с(р равна

А — -----(фз — Ф?)-

Мощность N  характеризует быстроту совершения работы с те
чением времени и определяется формулой
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В случае силы Р ,  приложенной к некоторой точке, мощность равна 
N  =  P  v ,  где v  — скорость точки. В случае момента т, приложенного 
к твердому телу, вращающемуся с угловой скоростью со вокруг 
неподвижной оси, мощность будет N  =  т со.

Единица измерения мощности в системе СИ — ватт (Вт);
1 Вт =  1 Дж /с. .

Вычисление суммы работ сил, приложенных к материальной точке 
либо к материальной системе является одним из этапов решения за
дач, в которых применяется теорема об изменении кинетической 
энергии либо составляются уравнения Лагранжа второго рода (см. 
ниже, главу X, § 6).

У к а з а н и е .  Вычисление суммы работ сил надо выполнять 
в такой последовательности:

1) изобразить на рисунке силы, приложенные к материальной 
точке либо к материальной системе;

2) изобразить элементарные перемещения точек системы;
3) вычислить элементарную работу сил, т. е. сумму работ всех 

сил на элементарных перемещениях точек системы;
4) вычислить искомую сумму работ сил на конечных перемещениях 

как сумму определенных интегралов, взятых в соответствующих
пределах от элементарных работ, вычи
сленных в предыдущем пункте.

При наличии сил тяжести и сил упру
гости можно, минуя три последних пункта, 
выбрав систему координат, вычислить 
работу этих сил на конечных переме
щениях по вышеприведенным формулам.

Задача 9.77. При движении математи
ческого маятника нить его в начальном 
положении составляла с вертикалью угол 
Фх, а в конечном положении — угол ф2 
(причем ф2 >  Ф1).

Вычислить сумму работ сил, прило
женных к маятнику на этом угловом 

перемещении, если М  — его масса и / — длина нити. Направление 
положительного отсчета угла поворота ф  указано на рисунке.

Р е ш е н и е .  К маятнику приложены две силы: Р  =  M g  — 
сила тяжести и реакция нити R.  Следовательно, искомая сумма 
работ сил' имеет вид

I ] ЛА =  Л(/>) +  Л(Л). (1)
k= \

Так как реакция нити/? направлена вдоль нити и во время дви
жения маятника перпендикулярна к элементарному перемещению dr, 
направленному по касательной к траектории в данной точке, то ра- - 
бота реакции нити равна нулю:

Л ( /0  =  0. (2)



И З М Е Н Е Н И Е  К И Н Е Т И Ч Е С КО Й  Э Н Е Р Г И И  СИСТЕМЫ 2 85

Работа силы тяжести Р  отрицательна, так как точечная, масса 
маятника поднимается вверх А (Р) =  - Р  Ah. Разность высот 
конечного и начального положений точечной массы маятника:

Ah =  А хА г — 0 А Х — ОАг =  / (cos <pi — cos ф2), 
следовательно,

А (Р) =  —PI  (cos Ф1 — cos ф 2) .  (3)

Подставив значения А (R ) и А (Р) из формул (2) и (3) в формулу 
(1), находим искомую сумму работ сил:

£  Ak =  — PI (cos ф! — cos ф2) =  — M g l  (cos ф! — cos ф2).

Эту задачу можно было также решить, вычисляя сумму работ 
сил при вращении маятника вокруг оси г, проходящей через точку 
привеса О перпендикулярно к плоскости рисунка. В этом случае 
элементарная работа сил равна 6Л =  mZ’dq>, где т 2 — главный мо
мент относительно оси вращения .2 сил, приложенных к точечной 
массе. Учитывая, что момент реакции нити R  относительно оси г 
равен нулю, а момент силы Р  относительно оси г равен — PI  sin ф 
(момент отрицателен, так как его направление противоположно на
правлению положительного отсчета угла поворота ф ) ,  получим т1 =  
=  — PI  sin ф и, следовательно, 6Л =  /п'^ф =  — PI sin фйф.

Для вычисления искомой работы следует взять определенный 
интеграл по ф в пределах от ф ! до ф 2:

ф! ф»
Л =  J тг dcp =  — PI J sin ф d(p =  — PI  (cos фх — cos ф2).

Ф1

Задача 9.78. Груз Л удерживается в равновесии на наклонной 
плоскости, расположенной под углом а  к горизонту, посредством 
пружины, ось которой параллельна 
линии наибольшего ската наклон- 
.ной плоскости (см. рисунок). Вслед
ствие полученного толчка груз пе
реместился вниз вдоль наклонной 
плоскости на /.

Вычислить сумму работ сил, при
ложенных к грузу А на этом пере
мещении, если коэффициент упру
гости (жесткости) пружины равен с.
Силой трения скольжения груза Л
о наклонную плоскость пренебречь.

Р е ш е н и е .  К  грузу прило
жены следующие силы: Р — его сила тяжести, F  — сила упругости 
пружины, R  — нормальная реакция наклонной плоскости.

Направим параллельно линии наибольшего ската наклонной пло
скости ось х, выбрав начало отсчета О в конце недеформированной 
пружины.

К задаче 9.78.



В положении равновесия груза пружина растянута на Дст. З а 
писав сумму проекций всех сил, приложенных к грузу, на ось х, 
находим Р  sin а  — FCT =  0. Так как модуль силы упругости при 
растяжении пружины на Дсх равен FCT =  сДст, то Р  sin а  — сДст =  0, 
т. е.

д P s i n a  , 1v 
ст ~ ~ ------1 -----• (1>

Искомая сумма работ сил имеет вид

% A k =  A (P )  +  A(F) +  A(R) .  (2)

Работа силы тяжести положительна, так как грузЛ приближается 
к земной поверхности: Л (Р) =  PAh\ учитывая, что Дh =  I sin a , 
находим

Л (Р)  =  PI sin a . (3)

Работа силы упругости пружины определяется формулой

A(F) = -----y  (Х1 — х\ ) .  ̂ (3*)

Учитывая, что Ху =  Дсх, а х2 =  хг +  / =  Дст +  I, находим

A ( F ) ^ - ~ ( 2 A CT +  l). (4)

Работа нормальной реакции R  равна нулю, так как эта сила пер
пендикулярна к перемещению груза, направленному вдоль наклон

ной плоскости
A(R )  =  0. (5)

Подставляя выражения (3), (4) и
(5) в формулу (2) и учитывая зависи- 
мость (1), находим искомую сумму 
работ сил, приложенных к грузу:

Е * — - г - -
Задача 9.79. Колесо радиуса г  ка

тится без скольжения по прямолиней
ному горизонтальному рельсу под дей
ствием приложенной в центре тяжести С 

колеса постоянной силы F,  параллельной рельсу, и постоянно вра
щающего момента т.

Вычислить сумму работ всех внешних сил, если ось колеса С 
переместилась на s. Трением качения пренебречь.

Р е ш е н и е .  К  колесу приложены внешние силы и моменты: 
Р  — M g  — сила тяжести колеса, F  — движущая сила, т — вра
щающий момент; R  — нормальная реакция колеса, F тр — сила 
трения.'
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S > ? \\\\\\\\\\\
К задаче 9.79.



Работа реакции R  и силы трения FTp равна нулю, ибо эти силы 
приложены в точке /Р, элементарное перемещение которой равно 
нулю: dr& — v $ > d t =  0. Работа силы Р  равна нулю, так как элемен
тарное перемещение drc точки С приложения силы Р  перпендику
лярно к этой силе. Таким образом, осталось вычислить работу дви
жущей силы F и момента т. Имеем

6/4 =  Fdrc +  mdip. (1)
Согласно условию задачи, колесо катится без скольжения. По

этому
drc =  г dtp.

Соответственно формула (1) запишется так:

M  =  (F  +  - f ) r f r (:. (2)

Для вычисления искомой суммы работ всех внешних сил остается 
взять от 6/1 определенный интеграл в пределах от 0 до s :

А = К ■F + Т-) drc = {F + -f) s-
U

В обзоре теории было отмечено, что элементарную работу сил, 
приложенных к твердому телу, совершающему плоскопараллельное 
движение, можно вычислить по формуле

6Л =  V е ■ dr о -f- m‘0 d(f,
где О — полюс, причем за полюс может быть принята произвольная 
точка твердого тела, совершающего плоское движение. Д ля иллю
страции этого положения возьмем за полюс мгновенный центр ско
ростей 9*. Тогда элементарную работу всех внешних сил следует 
вычислять по формуле

6Л =  Vе dr& +  d<p. (4)

Так как скорость точки 5Р колеса равна нулю: =  0, a Vg> =  
=  drgijdt,  то dr&  =  dt =  0, и формула (4) примет вид

6A =  m‘-pd<p. (5)

Главный момент внешних сил т \ ^  относительно оси г, проходя
щей через мгновенный центр скоростей перпендикулярно к непо
движной плоскости, равен

=  F г  +  т.

Поэтому формулу (5) можно записать в виде
6A — (F r - \ -m )  d(p.
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Приняв во внимание, что drc =  r d ср, находим 

' б A  =  ( F + £ - ) d r c.

Это же выражение элементарной работы было получено выше (см. 
формулу (2)).

Сопоставление обоих вариантов вычисления 6Л показывает, что 
целесообразнее принимать за полюс точку 3* колеса, так как при 
этом отпадает необходимость в определении главного вектора V е 
внешних сил системы.

Задача 9.80. Ведомое колесо массы М  и радиуса г  катится без 
скольжения по прямолинейному горизонтальному рельсу направо.

Вычислить работу силы трения при качении, если центр тяжести С 
колеса переместился на s; /к — коэффициент трения качения.

К задаче 9.80.

Р е ш е н и е .  Сила трения приложена в точке касания колеса 
с рельсом и направлена вдоль рельса, в сторону, противоположную 
движению. Нормальная реакция рельса R  при наличии трения ка- 
чения смещается в сторону движения на расстояние, равное коэффи
циенту трения качения /к (см. рис. а).

Дадим центру тяжести С перемещение d r c . При этом колесо 
повернется на dtp. При качении без скольжения мгновенный центр 
скоростей находится в точке касания колеса с рельсом. Поэтому 
drc — г dip, откуда

drr  / . .
d<p =  —f~.  (1)

Приняв за полюс точку 0 ,  вычислим элементарную работу сил 
по формуле

6Л =  V е ■ dr#> +  d<p. ~ (2)

Так как drg> =  vg>dt. =  0, то формула (2) примет вид

bA — mzpdvp, (3)



где mlgc, — главный момент внешних сил относительно оси гд>, про
ходящей через точку 9> перпендикулярно к плоскости движения ко
леса (т. е. плоскости рисунка). Имеем

т'г<р =  ГПгр (Р ) +  Иг р  (R) +  ГПгр (FTp). (4)

Линии действия сил P  =  M g  и F xp пересекают ось гдь. Поэтому 
тг9  (Р) =  тгр  (FTр) =  0. Далее, tnz&i (R) =  - R - f K =  — P fK. Ис
пользовав эти значения моментов в (4), запишем

< e = - P f K- (5)

Внеся dtp и m lp  из формул (1) и (5) в выражение (3), имеем

ЬА =  — j -  Р drc . (6)

Для определения искомой работы остается взять определенный 
интеграл от (6) в пределах от 0 до s. Получим

А — -----b-Ps .
Г

Если бы колесо скользило по рельсу без качения, то оно совер
шало бы поступательное движение. При этом dtp =  0, dr&> =  d r a 
(см. рис. б) и формула (2) приняла бы вид

б А =  V е d r  с, (7)
где Vе — главный вектор внешних сил.

Учтя, что R  =  —Р,  имеем

Vе =  Р  - R  +  FrV =  Frv: (8)
Внеся значение (8) в формулу (7), получим

6/4 =  FTp d r  с =  — FTp drc . (9)
При скольжении колеса сила трения равна FTp =  fR  =  fP.  Под

ставив это значение FTр в (9) и взяв определенный интеграл в пределах 
от 0 до s, находим

А =  —fPs — —fMgs,
где / — коэффициент трения скольжения.

Задача 9.81. Определить мощность заряженной частицы, летя
щей со скоростью и =  60 ООО км/с под действием силы электромагнит
ного поля F =  5 Ю~10 Н.

Р е ш е н и е .  Мощность частицы вычисляем по формуле N  =  Fv. 
Выражая скорость частицы в м/с и силу в кН , имеем

v =  6 - 107 м/с, F =  5 - 10-13 кН,
т. е.

N  =  6-107-5 - 10- 13 =  2 ,94 -10- 3 Вт.
10 М . И . Бать и д р . ,  т . II
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У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из «Сбор
ника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 29.4, 
29.10, 29.11, 29.16.

2. Кинетическая энергия материальной точки и материальной 
системы. Кинетическая энергия материальной точки равна поло
вине произведения массы точки на квадрат ее скорости: Т  =  mv2.

Кинетическая энергия в системе СИ измеряется в джоулях (Дж).
Кинетическая энергия материальной системы равна сумме ки

нетических энергий всех материальных точек системы:
П

*=1 k=I
Кинетическая энергия положительна, за исключением случая, когда 
скорости всех точек одновременно равны нулю.

По теореме Кенига кинетическая энергия материальной системы 
равна сумме кинетической энергии всей ее массы, движущейся со 
скоростью центра масс, и кинетической энергии системы в ее относи
тельном движении по отношению к поступательно движущимся осям 
координат с началом в центре масс

П
Т — ~y  Мис +  т„  где Тг =  ± -  £  с

k=\
iVhc — относительная скорость k-й материальной точки по отноше
нию к центру масс).

Кинетическая энергия твердого тела вычисляется по формулам:
а) При поступательном движении: Т  =  M v2, где М — масса 

твердого тала, a v — скорость любой его точки.
б) При вращении вокруг неподвижной оси: Т — / .м 2, где 1г —

момент инерции твердого тела относительно оси вращения г, а к» — 
угловая скорость вращения.

в) При плоском движении: Т  =  Mv2c Н— — / гс®2> где М  —
масса твердого тела, vc — модуль скорости его центра масс, 1 гС — 
момент инерции твердого тела относительно оси г,  проходящей через 
центр масс перпендикулярно к плоскости движения, со — величина 
мгновенной угловой скорости твердого тела.

В случае плоского движения кинетическую энергию можно также
вычислять по формуле Т =  со2, где / д> — момент инернии
твердого тела относительно оси 9 ,  проходящей через мгновенный 
центр скоростей перпендикулярно к плоскости движения.

Поэтому при движении твердого тела момент инерции / ^ .  вообще 
говоря, является переменным.
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г) При вращении вокруг неподвижной точки: Т  =  /со2, где
/  — момент инерции твердого тела относительно мгновенной оси, 
со — модуль мгновенной угловой скорости (так как мгновенная ось 
меняет свое положение при вращении твердого тела вокруг непод
вижной точки, то I является величиной переменной).

Если выбрать начало подвижных координатных осей х, у, г, 
связанных с твердым телом, в неподвижной точке О, то

Т  =  -у- (/jjCOjf -j- IуЫу -j- Iz(tiz 2 /угШу(Лг 2 /гдЛйг®* 2 /jo/CÔCOy).

где со*, ыу и сог — проекции мгновенной угловой скорости на соот
ветствующие оси координат.

Если оси х, у,  z являются главными осями инерции твердого ягела 
в неподвижной точке О, то 1уг — 1 гх =  1ху =  О, и, следовательно,

Т =  —  ( /Асо* -j- I уыу -f- 1гсо,).

д) В общем случае движения твердого тела: Т  =  M v l  +

+  -у- /с ^ 2. где М — масса твердого тела, vc—модуль скорости его
центра масс, / с — его момент инерции относительно мгновенной оси, 
проходящей через центр масс, со — модуль мгновенной угловой 
скорости.

Если выбрать начало подвижных координатных осей х, у, z 
в центре инерции С, то

Т — -гг Mvc +  (/*со* +  1ищ  +  Izсо* — 2 1yz (oy(oz — 21гхыг(ох —

2 / ху СОдтСО̂) I
где со..,, соу, со2 — проекции мгновенной угловой скорости на соот
ветствующие координатные оси.

Если оси х, у,  г являются главными центральными осями инер
ции, то 1уг =  / ^  =  1ху =  0 и, следовательно,

Т — - у  Mvc  -f- ~2~ (/*®* / у^у ~Ь / г^г).

Вычисление кинетической энергии материальной системы явл я
ется одним из этапов решения задач при использовании теоремы
об изменении кинетической энергии материальной системы либо 
при составлении уравнений Лагранжа второго рода (см. ниже, главу 
X, § 6), либо при вычислении потери кинетической энергии при 
ударе (см. ниже, главу XII).

При вычислении кинетической энергии материальной системы 
следует суммировать кинетические энергии всех масс, входящих 
в систему, вычисляя кинетическую энергию каждой из масс по 

Ю*
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формуле, соответствующей движению данной массы (поступательное 
движение, вращение вокруг неподвижной оси, плоское движение 
и т. д.). Следует помнить, что кинетическая энергия является вели
чиной положительной независимо от направлений движений масс, 
входящих в систему.

Задача 9.82. Вычислить кинетическую энергию колеса, катяще
гося без скольжения по прямолинейному рельсу, если М  — масса 
колеса и Vc — скорость его центра тяжести. Колесо считать сплош-

венный центр скоростей &  перпендикулярно к плоскости дви
жения.

При беглой оценке степени сложности подсчета можно отдать 
предпочтение варианту б). Однако, как показывают последующие 
вычисления, объем вычислений по обоим вариантам примерно оди
наков.

Вариант а):

Момент инерции диска относительно оси г, проходящей через

При качении колеса без скольжения мгновенный центр скоростей 
расположен в точке касания 3* колеса и рельса, поэтому vc — по 
и формула кинетической энергии принимает вид

ным однородным диском.
Р е ш е н и е .  Так как колесо совершает 

плоское движение, то его кинетическую 
энергию можно вычислить двумя способами 
по формулам:

а) Т  — -j- Mvc  -j- ~2~ IzC<& »

б) Т  = - | - / 3о(о2,
К задаче 9.82. где 1д> — момент инерции твердого тела 

относительно оси, проходящей через мгно-

У —  - g -  M v c  - )— 2”  ^гС <й  •

центр тяжести С перпендикулярно к его плоскости, равен IlC =  - j - ,  
где радиус колеса обозначен г. Следовательно,

T  =  ± - M v 2c .
Вариант б):

/ 0} — момент инерции колеса относительно оси, проходящей через 
мгновенный центр скоростей &  перпендикулярно к плоскости колеса.
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Так как оси гс и параллельны,- то, применив теорему Штейнера, 
получим

1гС +  Mr2 =  +  Mr* =  ± -  М г \

Теперь находим

т =  -L ip со2 = -i- -г Мл2®2-
Учитывая, что га> =  ис, окончательно имеем

7  =  4  Му2с .

Задача 9.83. Решить предыдущую задачу в предположении, что 
колесо катится со скольжением, причем скорость в точке А касания 
колеса с рельсом равна половине скорости 
его центра масс С.

Р е ш е н и е .  Для вычисления кинетиче
ской энергии колеса по формуле

7  =  4 * ^  + - у -  /2СС02 ( 1)

необходимо предварительно определить угло
вую скорость со колеса. Для этого, приняв 
за полюс точку А,  запишем скорость точки 
С: v c — v A +  v Ca ■ В проекции на ось х, 
направленную вдоль рельса направо (см. рис. к задаче), имеем
^ С х  =  ^С А *> Т . в .

vc — ~§~ 4 " Лсо, (2)

где г — радиус колеса. Из уравнения (2) находим

Подставив это значение со в формулу (1) и учтя, что 1гС =  M r2/2, 
получим искомое значение кинетической энергии колеса:

' Г  I Д/1 2 I 1 M r 2 v c  ! )  2
2 Мг>с +  ~ Т  ~Т~ Тг*■ ЙГ с *

Задача 9.84. Груз /4 массы опускаясь по наклонной пло
скости вниз со скоростью v ,  приводит во вращение барабан В 
массы М 2 посредством намотанного на него троса. Барабан считать 
однородным круглым цилиндром. Массой троса пренебречь.

Вычислить кинетическую энергию системы, выразив ее через 
скорость груза А.

К задаче 9 .83 .



Р е ш е н и е .  Система состоит из двух масс: груза А и бара
бана В. Следовательно, кинетическая энергия системы равна сумме 
кинетических энергий груза Л 1* и барабана Г (2>:

Т  =  7<'> +  Г< 2>. (1)

Кинетическая энергия груза, движущегося поступательно, вы
числяется по формуле

7 (I> =  - L  (2)

Кинетическая энергия барабана, вращающегося вокруг непод
вижной оси г, перпендикулярной к плоскости рисунка, находится

по формуле

Т (2) = 4 - / *°Л (3)
где /2 — момент инерции 
барабана относительно оси 
вращения г, а со — угло
вая скорость вращения 
барабана. Барабан счи
таем сплошным однород
ным круглым цилиндром, 

К залаче 9.84. ПОЭТОМ У
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где радиус барабана обозначен г. Подставив это значение 1г в фор
мулу (3), имеем Г<2> =  - i -  М 2г2со2. Учитывая, что скорость точки на
ободе барабана равна скорости груза, получим v =  г со и, следова

тельно,
Г <2) =  (4)

После подстановки значений Т (1) и Г(2> 
из формул (2) и (4) в (1) находим искомую 
кинетическую энергию системы:

j  __ 2Мд +  м 2 2̂ 
4

Задача 9.85. Горизонтальный вал массы 
М  и радиуса R  лёжнт в двух роликовых под
шипниках. При вращении вала с угловой ско

ростью о)0 приводятся в движение ролики, которые катятся без сколь
жения по внутренней боковой поверхности неподвижной обоймы. 
В состав каждого роликового подшипника входят п роликов массы гп 
каждый (на рисунке изображен только один из п роликов). Ролики 
считать однородными круглыми цилиндрами.
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Вычислить кинетическую энергию данной системы, выразив ее 
в зависимости от угловой скорости со0 вала.

Р е ш е н и е .  При качении ролика без скольжения его мгновенный 
центр скоростей &  находится в точке касания ролика с внутрелней 
поверхностью неподвижной обоймы (см. рис. к задаче). Скорость 
точки А ,  принадлежащей как валу, так и ролику равна иА =  R w 0. 
Запишем скорость центра тяжести С ролика (см. рисунок):

Кинетическая энергия системы равна
Т =  Г (в> +  2Т<">, (2)

где Т (в> — кинетическая энергия вала, а 7’<п> — кинетическая энер
гия п роликов, находящихся в каждом из двух подшипников.

Вал вращается вокруг неподвижной оси. Поэтому 7,<в) =  1/2Izu>q. 
Учтя, что / г =  M R 212, имеем

т(ъ) (3)

Каждый из роликов совершает плоское движение. Значит, кине- 
тическая энергия п роликов равна

ф(п) 1 2 . 1 г 2Т' =  —  nmvc +  —  п1С(й ,

где / с — момент инерции ролика относительно оси, проходящей 
через его центр тяжести С перпендикулярно к плоскости рисунка, 
а со — угловая скорость ролика. Приняв во внимание, что / с =  
=  т г 2/2 , где радиус ролика обозначен г, a rco =  vc , получим Г<п> =з
=  —  nmv'c. Использовав формулу (1), запишем

(4)

Внеся значения Г (в> и Г<п> из (3) и (4) в формулу (2), найдем 
искомое выражение кинетической энергии системы:

„  27И +  3пт п 2 2Т = ------------- R со0. (5)

Сопоставив выражения кинетической энергии вала (3) и всей 
системы (5), замечаем их внешнее подобие (как Т (в>, так и Т  выра
жены в зависимости от- со0): моменту инерции вала /2 =  M R 2/2
формулы (3) соответствует выражение - М ^  3nm R 2, которое, по ана
логии, называется приведенным моментом инерции системы.
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Задача 9.86. К однородному колесу Л массы М  и радиуса г 
жестко прикреплено плоское твердое тело В  массы т  с радиусом 
инерции рс относительно горизонтальной оси С, проходящей через 
центр масс твердого тела. Колесо и твердое тело жестко соединены 
невесомым стержнем, причем ОС =  I. При колебаниях системы ко
лесо А катится без скольжения по горизонтальной плоскости.

При качении колеса без скольжения его мгновенный центр ско
ростей &  расположен в точке касания с горизонтальной плоскостью, 
и, значит,. d0 =  С£Р со =  г  со. Внеся это значение и„ в формулу (2), 
а также 1 гС =  М.гг!2 , найдем

Твердое тело В также совершает вместе с колесом А плоскопа
раллельное движение. Значит,

Приняв точку О за полюс, запишем v c — v 0 +  v Co> гДе ®со — 
скорость точки С относительно полюса О. На рисунке изображен 
соответствующий параллелограмм скоростей. Модуль v'c равен

При подстановке результата (6) в формулу (4) заметим, что мо
мент инерции l lC =  трЪ,  где рс — радиус инерции твердого тела 
относительно горизонтальной оси С, перпендикулярной плоскости 
движения. Получим

Вычислить кинетическую энер
гию материальной системы.

Р е ш е н и е .  Кинетическая 
энергия материальной системы 
равна

где Л 4* — кинетическая энергия 
колеса А,  а T(S) — твердого 
тела В.

Колесо А совершает плоско
параллельное движение, поэтому

К задаче 9.86. T <A)= - L M v2o +  - L  / госо2. (2)

(3)

(4)

v c  =  +  Vco  +  2 v 0v Co COS (®o, Vco)- (5)

Заметив, что vc0 =  l&, v0 =  rco, a (y0, vc0) =  180° — cp, из 
формулы (5) найдем v l  =  ra<о2 +  /2со2 — 2r/co2 cos <р, т. е.

v'c =  (г2 - /2 — 2rl cos ф) со2. (6)(6)

7 (В> =  - j - m  (г2 +  I2 +  рс -  2rl  cos ф) со2. (7)
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Искомое выражение кинетической энергии всей системы после 
внесения значений (3) и (7) в формулу (1) окончательно примет вид

Т  =  - L  [ЗМг2 +  2т (г2 +  /2 +  Р 2С  -  2rl  cos <р)] со2. (8)

В заключение заметим, что скорость точки С можно было найти 
короче, приняв за полюс мгновенный центр скоростей 9*. Скорость 
перпендикулярна мгновенному радиусу С9> (см. рисунок) и равна 
vc — С 9 > со, т. е.

vc =  (C9>f со". (9)
Из треугольника ОС9> по теореме косинусов имеем (С9>)2 ~  

=  (09>)2 +  (ОС)2 — 2 • 0 9 > ОС cos ер, т. е. (С9>)2 =  г 2 +  /* -  2rl cos ф. 
Внесение этого значения (С9>)2 в формулу (9) приводит к результату (6).

Задача 9.87. Вычислить кинетическую энергию кривошипно-пол
зунного механизма, у которого масса и длина кривошипа ОА соответ
ственно равны массе и длине шатуна АВ.  Кривошип О А массы 
и длины г вращается с угловой скоростью со,,. Масса ползуна В 
равна М 2. Кривошип и шатун считать тонкими прямолинейными 
однородными стержнями.

Р е ш е н и е .  Взяв начало координат на оси кривошипа О, про
ведем ось х вдоль направляющей ползуна В. Будем отсчитывать угол 
поворота ф кривошипа ОА от оси х против хода часовой стрелки.

Кинетическая энергия системы равна сумме кинетических энер
гий: Г (1> — кривошипа О А , Г<2> — шатуна АВ  и Г (3> — ползуна В:

Т =  Т 0) -j- Т (2) 4- Г (3). (1)

Кривошип ОА вращается вокруг неподвижной оси О, перпенди-^ 
кулярной к плоскости рисунка, следовательно,

та) = 4 - /осо°;



так как /0 == М.х то

ГП) (2)

Шатун А В  совершает плоское движение. Вычисляем его кинети
ческую энергию по формуле

гт\ (2) 1 , 2
I -----2~ /̂ ££>мг» (3)

где / д> — момент инерции шатуна относительно оси 0>, проходящей 
через мгновенный центр скоростей перпендикулярно к плоскости 
движения. Мгновенный центр скоростей 9  лежит в точке пересече
ния перпендикуляров, восставленных к скоростям из точек А к В.

Нетрудно видеть, что А &  — О А — г. Скорость точки А как конца 
кривошипа дается формулой

vA =  О А - щ  =  гсо0. (4)
Скорость точки А как точки, лежащей на шатуне АВ,  совершаю

щем плоское движение, равна
Од =  АЗ* • сомг =  го)мг. (5)

Сравнив формулы (4) и (5), находим мгновенную угловую скорость 
шатуна

шмг =  со0. (6)
Для вычисления момента инерции /^> применим теорему Штей

нера:
1 =  /д Мх (CtP)2, (7)

где 1С — момент инерции шатуна А В  относительно оси, проходящей 
через центр тяжести С шатуна перпендикулярно к шатуну:

.  лV 2
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12 (8)

Расстояние С&  между параллельными осями вычисляем из тре-
Л2 Тугольника ACZP; имеем (С^*)2 =  г2 -\— ----- 2r-^-cos2<p, т. е.

(5 — 4 cos 2ф). (9)

Подставив выражения (8) и (9) в формулу (7), находим

19  = -1-У И 1л2( 4 - З с о 8  2ф). (10)

Внося значения (6) и (10) в формулу (3), получаем выражение кине
тической энергии шатуна АВ:

Т (2) =  -g- М / 2 ( 4 - 3  cos 2ф) (оо,



которое после несложных преобразований можно представить в виде
_1_
6
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Г (2) =  - i-  М / 2 (1 +  6 sin2ф) too- (И )

Вычисление кинетической энергии шатуна АВ,  совершающего 
плоское движение, можно также произвести по формуле

Т (2) м У с - h - ^ - I c со2„г. (12)

Мгновенная угловая скорость шатуна сомг определяется, как и 
в первом варианте подсчета (юмг =  а>0).

Д ля вычисления скорости центра тяжести С шатуна А В  запишем
координаты точки С. Нетрудно видеть из рисунка, что хс =  -^ -c o s  (р,

у с =  - у  sin ф. Взяв производные по времени от хс и у с , получим
проекции скорости точки С:

3 • 3 
vCx =  хс = -----Y  Г(Р sin ф = ----- 2~ '■“ о sin ф,

vcy =  Ус =  ~Y Ф cos ф =  (00 cos ф.

Следовательно,
•) 2 . 2  9  2 2 2 о о г2 л п п п

vС — v Cx ~f~ Vcy =  ~^~г Sin ф -J----— (Оо cos ф =  —— (Оо ~j- 2Г Wo Sin ф.

(13)
Подставив выражения (6), (8) и (13) в формулу (12), найдем

Т <2> =  М У  ( 1 + 6  sin2 ф) со2*

Объем вычислений, необходимых для подсчетов кинетической энергии 
шатуна в каждом из вариантов, примерно одинаков.

Переходим к вычислению кинетической энергии ползуна В.  Так 
как ползун движется поступательно, то

T13)= - L m 2v%. (14)

Зная положение мгновенного центра скоростей 9> шатуна АВ,  
легко находим скорость ползуна В:

В9>
VD — Va дд> >

так как vA =  г щ ,  А &  =  г, а В&  =  2г | sin  ф |, то

vB — 2лсо0 1 sin ф | (15)

Ч
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(vB можно было определить и иначе: записать абсциссу точки В: 
х в =  2г  cos ф и, взяв производную от л:в по времени, найти проекцию 
скорости точки В на ось х ; vBx =  х в =  —2гф sin ф =  — 2гю„ sin ф).

Внося значение vB (15) в формулу (14), находим кинетическую 
энергию ползуна В:

Г <3) = 2 M / 2cDoSinV (16)

После подстановки выражений (2), (11) и (16) в формулу (1) 
получим искомую кинетическую энергию кривошипно-ползунного 
механизма:

р. 2
Т — —^2. [Mj _|_ з (Mj -f- 2 М 2) sin2 ф]. (17)

Задача 9.88. Однородный круговой конус массы М  высотой h, 
с радиусом основания г =  Ы2 катится без скольжения по неподвиж
ной горизонтальной плоскости, имея неподвижную точку в своей 
вершине О. Вычислить кинетическую энергию конуса, если он делает 
вокруг вертикальной оси один оборот в секунду.

Р е ш е н и е .  Выберем начало осей координат х, у,  г  в неподвиж
ной точке О. Ось у  направим по оси симметрии конуса. Ось г  распо
ложим в вертикальной плоскости. Горизонтальная ось х тогда пер
пендикулярна к плоскости рисунка.

Так как конус вращается вокруг неподвижной точки О, а оси 
х, у,  z являются главными осями инерции конуса в точке О, то / 9г =  
=  I zx =  1ху =  0; кинетическая энергия конуса вычисляется по 
формуле

Г  =  - 4 ( ^  + +  0 )

где 1Х, 1 У, I z — м.оменты инерции конуса относительно соответствую
щих координатных осей, а сох, ыу, со2 — проекции мгновенной 
(абсолютной) угловой скорости конуса на соответствующие оси 
координат.



Моменты инерции конуса 1Х, 1У, 1г были найдены в задаче 9.7: 

/ у =  ^ М г \  / ,  =  /2 =  4 - М (/12 +  4 - ) .  (2)

Так как конус, вращаясь вокруг неподвижной точки О, участвует 
в двух вращениях вокруг пересекающихся осей (переносное враще
ние совершается вокруг вертикальной оси, а относительное — вокруг 
оси симметрии конуса у), то, применив теорему о сложении вращений 
твердого тела вокруг пересекающихся осей: о>а == со' +  сог, по
строим параллелограмм угловых скоростей. Вектор мгновенной 
(абсолютной) угловой скорости конуса лежит на мгновенной оси, 
направленной горизонтально вдоль линии касания боковой поверх
ности конуса с неподвижной плоскостью.

Если угол при вершине конуса обозначить 2а, то нетрудно видеть,
что

соа =  сое ctg а . (3)

Вычислим проекции соа на оси х, у,  г:

соу == — соа cos а , сог =  соа sin а , а со* =  0 (4)

(параллелограмм угловых скоростей лежит в плоскости г/г).
Использовав выражения (2), (3) и (4), запишем формулу (1) 

в виде

т==~ш M<s>2‘ ( 3/г2 +  i r ) cos2 “ • 

hТак как cos а  =  — , а согласно условию задачи, г =  hi2 W  +  /-2’
и сое =  2я  рад/с, то окончательно получим

Т =  -§- n2Mh2.

Задача 9.89. Диск D массы М  и радиуса г, свободно сидящий 
на оси ВС,  приводится в движение посредством ломаного рычага ABC.  
Диск катится без скольжения по неподвижной горизонтальной пло
скости. Кривошип ABC  вращается вокруг вертикальной оси с угло
вой скоростью со„.

Вычислить кинетическую энергию диска.
Р е ш е н и е .  В общем случае движения твердого тела кинети

ческая энергия вычисляется по формуле

T =  ± - M v%  +

~2~ х ^ х  ~ j~  / у ^ у  ~|~ i z ^ z  у г ^ у ^ г  г х ^ г ^ х  2 / х у ^ х ^ у )  t ( О
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где М  — масса твердого тела, vc — скорость его центра тяжести С;
Iy> lz  — осевые моменты инерции, l xy, Iyz, Ixz — центробежные 

моменты инерции твердого тела относительно осей, связанных с ди
ском, начало которых совмещено с центром тяжести С твердого тела, 
сох, соу, со* — проекции мгновенной (абсолютной) угловой скорости 
твердого тела на соответствующие оси декартовых координат.

z

t  ^

V y  &Щ D /7

l ie
В 1/ 1 У ^

/  5 
/X

a

w<Z.

К  задаче 9.89.

Направляем ось у  вдоль ВС,  ось г — перпендикулярно к непод
вижной плоскости. Так как оси х, у,  z являются главными централь
ными осями инерции диска D,  то

Iy* =  I  гх —  1ху —  0- (2)

Кроме того,
=  / ,  =  / г =  ^ - .  (3)

Д иск D  участвует в двух вращениях вокруг пересекающихся 
в точке В осей (переносное вращение совершается вокруг оси А В 
с угловой скоростью со0, а относительное вращение — вокруг оси ВС).

Мгновенная ось скоростей проходит через точку В пересечения 
осей переносного и относительного вращений и через точку касания 
диска с неподвижной плоскостью. Применив теорему о сложении 
вращений твердого тела вокруг пересекающихся осей (о»а =  we -f- 
+  o)r), построим параллелограмм угловых скоростей, являющийся 
в рассматриваемой задаче прямоугольником. Обозначив угол СВ$Р 
через а , нетрудно найти, что



Так как из треугольника ВС!Р

sina= '

то

со д
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Определяя проекции юа на оси х, у,  г, т. е. со*, со,,, со2, имеем

cotf =  — coa cos a  ■ С0„ VГ* +  /а I I(On —
г V  г'2- +  I2 г

=  to* =  о) о, со* =  0 (4)
(прямоугольник угловых скоростей лежит в плоскости yz).

Скорость точки С определяется по формуле

vc =  В С щ  =  /со0. (5)
Использовав выражения (2)— (5) и формулу (1), получим искомое 

выражение кинетической энер
гии диска:

8 М (б/2 +  г1) соо-

Задача 9.90. На упругий  
горизонтальный вал насажены  
три диска 1 , 2  и 3, моменты 
инерции которых относительно 
оси вала соответственно равны К задаче 9.90.
Л> U и / 3. Вследствие уп р у 
гости вала и в результате его вращения диски поворачиваются на 
разные углы.

Зная зависимость углов поворота дисков ф ь  ф 2 и ф 3 от времени, 
вычислить кинетическую энергию системы. Массой вала пренебречь.

Р е ш е н и е .  Кинетическая энергия Т  системы равна сумме 
кинетических энергий трех дисков, т. е.

Т __ _|_ 7^2> _|_ у’*3) #

Так как диски вращаются вокруг неподвижной оси, то
' r ' ( l )  ___  1 г ■ 2  ^ р ( 2 )  ___  1 гт ^ (З )  ___  1 г ‘ 2
j  =  —  / 1ф 1 , Т  = - 2~ / 2ф2 , Т  =  ~2 ~ I зфз-

Следовательно, искомая кинетическая энергия равна

Т  =  4 "  /  1ф? +  -4 - / 2Ф2 +  4 -  / Зфз-

Задача 9.91. Груз массы М ,  подвешенный на однородной пру
жине массы пг, совершает свободные колебания.
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Вычислить кинетическую энергию системы, состоящей из груза  
и пружины. При подсчете кинетической энергии пружины предполо
жить, что смещ ения точек пружины пропорциональны их расстоя
ниям от точки привеса О.

Р е ш е н и е .  Направим вдоль оси пружины ось s, взяв начало 
отсчета в точке О привеса пружины. Так как рассматриваемая си
стема состоит из груза и пружины, то ее кинетическая энергия равна

Т  =  Г<» +  7<2>, (1)
где Г (1> — кинетическая энергия груза, TW  —  кине
тическая энергия пружины.

Обозначив через х  смещение груза , запишем 
его кинетическую энергию.

Г (1) = * ± - М х 2. (2)

Остается вычислить кинетическую энергию  пру
жины. Введем обозначения: I — длина недеформи- 
рованной пружины, Y —  плотность пружины.

Выделим на расстоянии s элемент пружины длины 
ds. При свободных колебаниях системы все точки пру
жины и груз получают смещения. Обозначим через 

К задаче 9.91. £ —  смещение элемента пружины ds, отстоящего от 
точки привеса О на расстоянии s. В соответствии 

с условием задачи, смещения точек пружины пропорциональны их
расстояниям от точки привеса О, т. е. откуда 1 =  —  х.

Взяв производные по времени, найдем £ =  -у - х.
Кинетическая энергия элемента пружины длины dx  равна dTW  =

dm i2, где масса элемента пружины dm =  y ds, т. е.

dT (2) 1 ухг
/2 s2ds. (3)

Кинетическую энергию всей пружины получим, взяв определен
ный интеграл в пределах от 0 до I:

т (2) =  \_ j  s2 ds =

так как масса пружины m =  yl,  то
гр ( 2) 1 . 2  ъ- т х  . (4)

П осле подстановки значений Л 1» и Г<2> из формул (2) и (4) в (1) 
получим искомое выражение кинетической энергии системы:

* I  ЛА I * ^
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Итак, при приближенном учете массы пружины следует к массе 
груза добавлять одну треть массы пружины (приближение Рэлея).

Выражение М  т называется приведенной массой.
У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из «Сбор

ника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 38.1 — 
38.5, 38.7—38.11.

3. Теорема об изменении кинетической энергии материальной 
точки в интегральной форме. Изменение кинетической энергии мате
риальной точки при ее перемещении равно сумме работ, совершенных 
силами, приложенными к точке, на этом перемещении:

Т, - 7\ =  £  A (Ft),
k—i

или

* M v l -- \-M v\=  t  A(Fk).
* * fe=i

С помощью этой теоремы следует решать задачи в тех случаях, 
когда в число данных и искомых величин входят: масса М  (или сила 
тяжести Я), скорости точки и v -г — соответственно в начальный и 
конечный моменты времени, сильг, приложенные к точке, и перемеще
ние точки.

Для вычисления суммы работ сил эти силы должны быть постоян
ными, либо зависящими от положения точки. Если же силы зависят от 
скорости или ускорения точки, либо от времени, то нельзя вычислить 
интегралы для определения работы (при этом предполагается, что 
закон движения точки неизвестен).

У к а з а н и е .  Решение задач с помощью теоремы об изменении 
кинетической энергии материальной точки в интегральной форме 
рекомендуется проводить в такой последовательности:

1) изобразить на рисунке силы, приложенные к материальной 
точке, т. е. активные силы и реакции связей;

2) вычислить сумму работ всех сил, приложенных к материальной 
точке, на ее перемещении;

3) вычислить кинетическую энергию материальной точки в ее 
начальном и конечном положениях;

4) использовав результаты вычислений двух предыдущих пунктов, 
применить теорему об изменении кинетической энергии материальной 
точки и определить искомую величину.

Задача 9.92. Воспользовавшись условием задачи 8.42, определить 
закон убывания наибольших отклонений груза.

Р е ш е н и е .  В ходе решения задачи 8.42 были использованы 
дифференциальные уравнения поэтапного движения груза. В резуль
тате их интегрирования были получены уравнения движения и закон 
убывания наибольших отклонений груза. С помощью же теоремы об
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изменении кинетической энергии можно значительно короче и проще 
определить закон убывания наибольших отклонений.

Д ля определения этого закона применим теорему об изменении 
кинетической энергии при перемещении груза из крайнего правого 
в крайнее левое положение. Так как в крайних положениях скорость 
груза равна нулю, то и кинетическая энергия его также равна нулю:

П

7 \ =  Т 2 — 0 и уравнение Т 2 — Тг — 2] А (Fk) примет вид
t= i

23 Л (F*) =  0. (1)
*=1

На рис. к задаче 8.42а груз изображен в промежуточном положении 
при х >  0. К грузу приложены: Р  =  M g  — сила тяжести, F  — 
сила упругости пружины, а также две составляющие реакции неглад
кой плоскостй: R  — нормальная и Frp — касательная — сила 
трения.

Дадим грузу элементарное перемещение dx.  Сумма элементарных 
работ этих сил равна

23 М  (Fk) =  (Рх +  RX +  FX+  Frр ,) dx. (2)

Так как силы Р  и R  перпендикулярны оси х, то Р х =  R x =  0. 
П ри движении груза налево сила трения F Tр направлена направо 
(см. рис. к задаче 8.42а) и по модулю равна: F TP =  fMg.  Сила упру
гости пружины направлена налево, причем ее проекция на ось х 
равна: F =  —сх. Использовав значения проекций всех сил в фор
муле (2), получим

23 6Л (Fk) =  ( - c x  +  fM g)dx.  (3)

Взяв интеграл в пределах от а0 до хи где хх — абсцисса наиболь
шего отклонения груза влево, имеем

^ i A ( F k) =  - - l - ( 4 - a l )  +  f M g ( x l - a o ) .  (4)

Сумма работ (4) на основании условия (1) равна нулю:

-----f ( * ? - a 2 ) + / A f £ ( * , - f l o )  =  0. (5)

Решив уравнение (5) относительно х1г получим абсциссу наиболь
шего отклонения груза налево:

*1 =  — ( Qo - - f r ) >  (6)

где обозначено: k2 =  с!М (заметим, что k — круговая частота свобод
ных колебаний, которые совершал бы груз при отсутствии силы
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трения). Абсолютная величина аг наибольшего отклонения налево 
равна

01 =  1*11 =  00 — -^г*  (7)

Использовав формулу (7), вычислим разность Аа0)1 абсолютных 
величин наибольших отклонений а0 и а х:

А во, 1 =  a0 - a 1 =  2te-.  (8)

Из крайнего левого положения груз перемещается направо и 
получает некоторое наибольшее отклонение, равное по абсолютной 
величине аг. Теперь применим теорему об изменении кинетической 
энергии на перемещении груза из крайнего левого в крайнее правое 
положение. При этом надо иметь в виду, что сила трения F Tр будет 
направлена налево и, значит, сумма элементарных работ сил, по 
аналогии с формулой (3), будет равна: 2  &4 (Fk) =  — (сх +  fMg) dx. 
Взяв интеграл в пределах от ах до оа, использовав условие (1) и решив 
уравнение относительно аг, получим а2 — — 2fg/k2, т. е.

Afli, 2 =  ai «2 =  —g r  • (9)

Сопоставив формулы (8) и (9), видим, что разности абсолютных 
величин наибольших отклонений равны между собой. Следовательно, 
при наличии постоянной по модулю силы трения груз совершает 
затухающие колебания, причем абсолютные величины последователь
ных наибольших отклонений убывают по закону арифметической 
прогрессии, разность которой равна 2fg/k2.

Применение теоремы об изменении кинетической энергии для 
определения этого закона оказалось эффективнее по сравнению 
с использованием дифференциальных уравнений движения.

Задача 9.93. Груз массы М  совершает свободные колебания на 
подвешенной к потолку пружине, коэффициент упругости (жесткости) 
которой равен с. Грузу, находившемуся в положении статического 
равновесия, сообщена посредством толчка скорость и„.

Определить скорость груза v в зависимости от его смещения 
из положения статического равновесия и амплитуду колебаний груза.

Р е ш е н и е .  Применяем теорему об изменении кинетической 
энергии материальной точки в интегральной форме:

_1_ Mvl -  4-М у? =  S  A (Fk)- (1)
£ z к= 1

Ось х направляем вдоль оси пружины вниз, выбрав начало отсчета 
в положении статического равновесия груза, т. е. когда пружина 
имеет статическое удлинение:

а _  ме  /ov



Изображаем груз в положении, смещенном из начала отсчета на х. 
К грузу приложены: Р  =  M g  — сила тяжести груза, F  — сила 
упругости пружины. F =  с | Д |. Так как удлинение пружины при 
данном положении груза равно

Д =  Лсх +  х , (3)
то

Fx ~   ̂ (^ст х).
Вычислим сумму работ сил, приложенных к грузу на его пере

мещении, равном х:

£  A(F k) =  A ( P ) +  A(F).  (4)

Работа силы тяжести при перемещении груза от 
нуля вниз на х равна

А (Р) =  Рх.  (5)

3 08  О Б Щ И Е  Т Е О Р Е М Ы  Д И НАМИК И [Гл. IX

Работа силы упругости F  отрицательна, так как 
при перемещении груза из начала отсчета вниз на х 
пружина удлиняется. В начальном положении груза 
пружина деформирована на Дст, а в конечном поло
жении груза, смещенном из начала отсчета на х 
вниз: Д =  Дст +  х, следовательно, работа силы
упругости равна A (F) = -----(Д2 — Д!т)- Исполь
зовав формулу (3), получим

A (F) = -----y  (2Астл: -j- х2). '  (6)

Подставив значения А (Р) и A (F) из формул (5) и (6) в (4), 
находим сумму работ сил, приложенных к грузу, на его перемеще
нии от нуля на х вниз:

2  А (F k) =  Р х - - ^  (2Дстх +  х2).

Учитывая выражение (2), получим

=  (7)

Переходим к вычислению изменения кинетической энергии груза. 
В начальном положении грузу была сообщена скорость у 0 , т . е.

^  1 , ,  2

ш ш ш

я .

I’ 1Г

х
К задаче 9.93.
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В конечном положении груз приобрел скорость v, поэтому

Т* =  4 -  M v \

Следовательно, изменение кинетической энергии груза равно 

Т г - Т х  — - у  М (у2 — Vq) . (8)

После подстановки значений 2  ^  (Fh) и Г 2 — Т г из формул (7) 
и (8) в уравнение (1) определяем скорость груза в зависимости от его 
смещения х :

V  =  j A o  — м
Как известно из теории колебаний материальной точки, cIM =  k 
где k — круговая частота колебаний груза. Итак, окончательно

2 9■ лг. (9)
Амплитуда а  свободных колебаний груза легко определяется из 

формулы (9), так как при отклонении груза в крайние положения 
х  == ± а  его скорость обращается в нуль.

Подставляя эти значения в формулу (9), находим амплитуду сво
бодных колебаний груза

а = - ^ -  =  оо У М /с .

Задача 9.94. Кольцо массы т,  надетое на проволоку, начинает 
скользить из состояния покоя с высоты hv  Пройдя низшую точку В 
(см. рисунок), кольцо поднимается по 
проволоке вверх на высоту h2, причем 
h 2 < j  h i .

Вычислить работу силы трения 
скольжения при перемещении кольца 
из положения М х в М 2.

Р е ш е н и е .  Непосредственное вы
числение искомой работы силы трения 
скольжения невозможно, ибо сила тре
ния пропорциональна нормальной реак
ции проволоки, которая в свою очередь зависит от переменной ско
рости кольца. Для определения скорости кольца пришлось бы 
составить и проинтегрировать дифференциальное уравнение движе
ния в проекциях на оси натурального триэдра. Вместе с тем данная 
задача решается чрезвычайно просто с помощью теоремы об измене
нии кинетической энергии материальной точки:

1 1—  mv~2 -----y  mv] ^ A ( F k). (1)
А=1
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В данном случае начальная и конечная скорости кольца равны 
нулю, т. е.

vx =  v% =  0. (2)
К кольцу приложены три силы: Р  = m g — сила тяжести кольца, 
R  — нормальная реакция, FT.C — сила трения скольжения. Поэтому

£  A (Fk) =  A{ P)  +  A{ R)  +  A (FT. С) =  Р  (hx -  Л2) +  A (FT. с). (3)

Подставив значения (2) и (3) в уравнение (1), найдем искомую 
работу силы трения

Л (FT. с) =  — mg (h\ — h2).

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из «Сбор
ника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 30.7, 
30.14, 30.16—30.18, 30.23, 30.25.

4. Теорема об изменении кинетической энергии материальной 
системы в интегральной форме. Изменение кинетической энергии 
материальной системы при ее перемещении равно сумме работ всех

внешних и внутренних сил систе- 
dr, М, /■/ f /  М2 drz мы на этом перемещении:

*WtVA-/v Г 2 — Ti =  2j Л (Fk)  +  £  A (Fi ) .
Рис. 9.16. *=1 (4*)

Зто — единственная из четырех общих теорем динамики, в форму
лировку которой входят не только внешние, но и внутренние силы. 
Необходимость учитывать работу внутренних сил несколько услож
няет решение задачи. Если, однако, требуется определить внутрен
нюю силу, то решение задачи с помощью общих теорем динамики 
возможно только при применении теоремы об изменении кинетиче
ской энергии материальной системы.

Покажем на примере, что в случае изменяемой материальной 
системы сумма работ внутренних сил не равна нулю. Для этого рас
смотрим две материальные точки М г и М г, связанные пружиной 
(рис. 9.16). Пружина может деформироваться вдоль своей оси, т. е. 
сжиматься или растягиваться. Допустим, что под действием внешних 
сил точки М х и М 2 получили элементарные перемещения d r x и d r 2, 
при наличии которых пружина растягивается. Тогда внутренние 
силы упругости F[ и / \ ‘ будут направлены друг к другу, причем 
F[ =  —F\. Если учесть, что соответствующие силы и элементарные 
перемещения образуют углы, равные 180°, то получим сумму элемен
тарных работ в виде

£  б A (Fi )  =  F\ ■ dr,  +  Fl ■ dr  2 =  — F\ dr} -  Fi dr2,

т. e. элементарная работа двух данных внутренних сил (а внутренние 
силы существуют попарно) отрицательна, а не равна нулю.
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В случае неизменяемой материальной системы, например абсо
лютно твердого тела, сумма работ внутренних сил равна нулю.

Сумма работ внутренних сил абсолютно гибкой и нерастяжимой 
нити также равна нулю. В этих случаях теорема об изменении кинети
ческой энергии системы материальных точек принимает вид

Tt - T i  =  % A ( F ' k).  (5*)
»=i

Теорему об изменении кинетической энергии материальной си
стемы следует применять в тех случаях, когда в число данных и 
искомых величин входят инерционные характеристики системы 
(массы и моменты инерции), скорости (линейные и угловые), силы и 
моменты сил, перемещения (линейные и угловые).

Если законы движения точек приложения сил неизвестны, то для 
вычисления работы силы должны быть постоянными либо завися
щими от положений точек приложения сил.

У к а з а н и е .  Решение задач с помощью теоремы об изменении 
кинетической энергии в интегральной форме рекомендуется проводить 
в такой последовательности:

1) изобразите на рисунке все внешние и внутренние силы системы 
(в случае неизменяемой материальной системы — только внешние 
силы);

2) вычислить сумму работ всех внешних и внутренних сил на 
перемещениях точек системы (в случае неизменяемой материальной 
системы — только сумму работ внешних сил);

3) вычислить кинетическую энергию системы материальных точек 
в начальном и конечном положениях системы;

4) воспользовавшись результатами вычислений пунктов 2) и 3), 
записать теорему об изменении кинетической энергии системы мате
риальных точек [(4*), стр. 310 или в случае неизменяемой системы — 
по формуле (5*) ] и определить искомую величину.

Задача 9.95. Машинный агрегат работает под действием системы 
приложенных к нему сил. Определить знак суммы работ этих сил 
при: а) пуске в ход, б) остановке, в) установившемся режиме работы.

Р е ш е н и е .  Запишем теорему об изменении кинетической энер
гии материальной системы в интегральной форме:

т2 -  7 \  =  a  A (Fk). (1)
*s=i

Все силы, приложенные к системе, разделим на силы движущие 
(например, момент, создаваемый электроприводом), работа которых

положительна Л (F*nn) >oj, и силы сопротивления'(силы полез

ного сопротивления; например, сила резания при снятии резцом 
стружки с болванки, сила давления штампа и т. п., и силы вредного 
сопротивления: например, силы трения скольжения валов о вкладыши
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подшипников, силы трения в зацеплениях зубчатых передач и т. д.), 

работа которых отрицательна A (Fh С0Пр) <50 

ние (1), учитывая эту классификацию сил:

Тг -  Тг =  S  A (Fk дв) +  £  A (Fk оопр). (2)
fc=1 k—i

а) При пуске машинного агрегата в ход скорости его материаль
ных точек, которые в начальных положениях были равны нулю, воз
растают. Следовательно, 7 \  = 0 ,  Т2 Ф  0, но кинетическая энергия 
положительна, т. е. Т 2 >  0. Поэтому изменение кинетической энергии 
системы Т 2 — 7 \  >  0, и из уравнёния (2) находим

П П

Z j  A  ( F k  дв) +  £  A  ( F /г с о п р ) 0 .*=1 *=1
Так как первая сумма положительна, а вторая отрицательна, то при 
пуске в ход модуль суммы работ движущих сил больше модуля 
суммы работ сил сопротивления.

б) При торможении машинного агрегата скорости его материаль
ных точек, которые в начальных положениях (в момент выключения 
двигателя) не были равны нулю, уменьшаются и в конечных положе
ниях (в момент остановки) обращаются в нуль. Следовательно,

П
Т г >  0, Т2 — 0. В период торможения Fk дв =  0 и 2j A (Fk дв) =  0,

к-=1
поэтому изменение кинетической энергии системы Т2 — 7 \ < 0 ,  
и из уравнения (2) находим

П
£  A (Fk сопр) <  °»к=\

что соответствует замечанию о знаке работы сил сопротивления.
в) При установившемся режиме работы скорости точек являются 

периодическими функциями. Периодом может, например, оказаться 
промежуток времени, в течение которого вал двигателя делает один 
оборот, два оборота и т. д., т. е. Т  (ф) =  Т  (ф +  2kn), где k =  1,
2, ..., п. Взяв начальные положения материальных точек системы 
соответственно углу поворота ф вала двигателя, а конечные — углу
поворота ф +  2kn,  где k — 1, 2 ....... п, находим 7 \ (ф) =  Т2 (ф +
+  2кл).  Поэтому изменение кинетической энергии системы равно 
нулю: Т2 — 7\ =  0, и из уравнения (2) получим

A (Fk дв) +  A (Fь сопр) =  0.
к—1 k=l

Так как первая сумма положительна, а вторая отрицательна, то 
при установившемся режиме работы машинного агрегата модуль 
суммы работ движущих сил равен модулю суммы работ сил сопротив

j .  Запишем уравне-
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ления на том же угловом перемещении вала (при подсчете этих ве
личин за промежуток времени, равный периоду процесса).

Задача 9.96. Две трети однородной цепи АВ  длиной I лежат на 
наклонной плоскости призмы, расположенной под углом а  к гори
зонту, а одна треть цепи свисает вдоль вертикальной грани призмы 
(см. рисунок). Под действием силы тяжести цепь, находившаяся 
в начальный момент в покое, начинает соскальзывать по наклонной 
плоскости вниз (трение в точке О отсутствует).

Определить скорость цепи в тот момент, когда конец А ее свисав
шей части поднимется на наклонную плоскость в точку О; /  — коэф
фициент трения скольжения цепи о наклонную плоскость.

х
К задаче 9.96.

Р е ш е н и е .  Направим ось х из точки О вдоль наклонной пло
скости вниз. Изобразим цепь во время движения; обозначим ОВ 
через х, тогда ОА =  I — х. Запишем теорему об изменении кинети
ческой энергии материальной системы

Т ъ - Т ^ Ъ  A { F l ) +  £ л ( К ) -  (1)
k=l к=1

Так как цепь можно считать нерастяжимой, то сумма работ внутрен
них сил равна нулю, и уравнение (1) принимает вид

Тг - Т , =  £ a (FI).  (2)
*=i

Обозначим силу тяжести всей цепи через Р  =  M g .  Изобразим 
внешние силы системы: Р х — сила тяжести части цепи ОВ,  лежащей 
на наклонной плоскости, Pi_x — сила тяжести свисающей части 
цепи О А , R суммарная нормальная реакция части цепи ОВ,

с — сила трения скольжения части цепи ОВ о наклонную пло
скость.

Дадим концу цепи В элементарное перемещение dx  вдоль наклон
ной плоскости вниз. При 5»том конец цепи А поднимается на dx 
вверх.
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Вычисляем элементарную работу внешних сил на перемещении dx: 

6Л =  £  6Л (Fk) =  6Л (Р х) +  6Л ( Р , -х) +  6Л (R)  +  6Л (FT. о). (3) 

Так как

Рх == х> ^т. c =  fN  — fPx cos а  =  /  - у -  * cos a , P t_x =  -£ - ( /  — x),

TO
P

6Л (Px) —  P xdh —  P xdx sin a  =  - j -  x d x  sin a ,  (4)

6Л (PUx) =  — P t_x dx = -----j -  (I — x) dx, (5)

6Л (R) =  R dx cos ~  =  0, (6)

6Л (FT. c) — — FTiCdx =  — f - j - x d x  cos a .  (7)

Подставив значения 6Л (Px), бЛ ( P t. x), 6Л (R),  6Л (Fr, с) из (4), (5), 
(6) и (7) в формулу (3), находим

бЛ =  £ б Л  (Fl) =  - j -  (1 — sin а  — /  cos а) х dx — Р  dx. (8)

Д ля вычисления суммы работ внешних сил на перемещении цепи 
при подъеме ее конца Л в положение О следует взять определенный 
интеграл от выражения 6Л, записанного в формуле (8), в пределах 

2
от -д- / до / (в начальный момент на наклонной плоскости была рас-

2положена часть цепи OB =  — I, в конечный момент на наклонной
плоскости должна находиться вся цепь, т. е. при совмещении точек Л 
и О должно выполняться равенство OB =  I). Вычислив определенный 
интеграл, находим сумму работ всех внешних сил на заданном 
конечном перемещении цепи:

^  Л И )  [5 (sin a  - / c o s  а ) -  Ц. (9)

Переходим к вычислению кинетической энергии цепи. В началь
ный момент цепь находилась в покое, т. е.

7 \ =  0. (Ю)
В конечный момент все материальные точки цепи (учитывая ее не- 
растяжимость) имели искомую скорость v,  следовательно,

72==- т - г у 2 = 4 - Лк'2- (П)
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Подставив значения A (F*), 7 \  и Т 2 из формул (9), (10) и (11) 
в уравнение (2) и решив его относительно v, получим

v =  V g l [5  (sin а  — /  cos а) — J | .

Движение цепи по наклонной плоскости вниз возможно только 
при условии, что у >  0, т. е. при выполнении неравенства 5 (sin а  —
— /  cos а) — 1 > 0  или

/  <  tg  а  5 cos а  ’

Задача 9.97. Решить задачу 9.52 с помощью теоремы об изме
нении кинетической энергии в интегральной форме.

Р е ш е н и е .  Эта задача была решена с помощью дифференциаль
ного уравнения вращения твердого тела вокруг неподвижной оси. 
При этом пришлось дважды интегрировать дифференциальное урав
нение вращения кольца, определять две постоянные интегрирования 
и вычислять промежуток времени, в течение которого кольцо враща
лось до остановки.

Применением теоремы об изменении кинетической энергии

Tt -  Т х =  £  A {Fi)  +  t  A (Fi)  (1)
*=i *=i

можно объем вычислений сократить в несколько раз.
Изобразив все внешние силы, вычислив момент инерции кольца

относительно оси вращения г: / г = - у -  (R2 +  г2) и главный момент

внешних сил относительно этой же оси: m\  =  —fMgr,  как это было 
выполнено при решении задачи 9.52, переходим к вычислению суммы

/I
работ всех внешних сил системы И  A (FI) =  тег Дф, где Лф — иско-

t=i
мое угловое перемещение кольца до момента остановки. Таким 
образом,

П
I > A ( F ek) =  - f M g r  Дф. (2)

Кольцо является абсолютно твердым телом, следовательно,

% A ( F i )  =  0. (3)
*=i

Кинетическая энергия в начальном положении кольца дается 
формулой

Т,  =  4-  Л(о2. (4)
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Кинетическая энергия в конечном положении, т. е. в момент оста
новки, равна

Т2 =  0. (5)

П П

Подставив значения Zj A {Ft),  £  A ( F ‘k), Тх и Т2 из формул (2),
f r = l  к =  1

(3), (4), (5) в уравнение (1) и решив это уравнение относительно Аф, 
А ©3 (Я2 +  г2) со§ (R2 +  г2) л

получим Дф =  1 или п =  8ltfgr об*
Следует отметить, что задача оказалась столь просто решенной 

с помощью теоремы об изменении кинетической энергии потому, что 
требовалось получить зависимость между угловой скоростью (равной 
в момент остановки нулю) и углом поворота кольца. Если бы по 
условию задачи требовалось определить со =  f  (t) либо ф =  ф (t), то 
пришлось бы решить дифференциальное уравнение. (См. задачу 9.52).

Задача 9.98. При включенном двигателе автомашина движется 
равномерно по прямолинейному горизонтальному шоссе.

Вычислить работу движущих сил 
мотора на перемещении, равном s, если: 
М х — масса колеса, М 2 — масса кузо
ва, г — радиус колеса, /„ — коэффи
циент трения качения покрышек колес 
о шоссе. Считать, что колеса катятся 
без скольжения, сопротивлением воз
духа пренебрегаем.-

Р е ш е н и е .  Применив в этой задаче теорему об изменении кине
тической энергии в интегральной форме:

г 2 - г ,  =  1 ; л ( п )  +  1 : л ( / ч ) ,  (1)fe=i k=\

можно весьма эффективно определить работу внутренних движущих 
сил мотора, несмотря на то, что закон изменения этих сил неизвестен.

При равномерном движении автомашины ее кинетическая энергия 
постоянна, т. е. Т х =  Т 2 и формула (1) принимает вид

£ A ( F ek) +  £  A { F ‘k) = 0 .  (2)

К автомашине приложены внешние силы: 4Р х =  4M xg — сила 
тяжести четырех колес, Р 2 — M 2g — сила тяжести кузова, 2 R X 
и 2 R 2 — нормальные реакции шоссе, соответственно приложенные 
к задним ведущим и передним ведомым колесам (реакции смешены 
относительно центров тяжести колес в сторону движения на / к), 
2FlTf) и 2F2tp — силы трения покрышек задних и передних колес 
о шоссе.
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Помимо многих взаимно уравновешивающихся внутренних сил, 
имеется внутренняя движущая сила мотора, работу которой Л дв 
требуется определить. Следовательно,

£ Л ( П )  =  ЛД„. (3)
fe=i

При перемещении центров тяжести колес на ds колеса повер
нутся на

=  <4) 

ибо при качении без скольжения мгновенные центры скоростей ^  
и находятся в точках касания колес с шоссе. При этом работа сил 
трения 2F1Tp и 2F2rp равна нулю (см. решение задачи 9.79). Работа 
сил тяжести при перемещении по горизонтали также равна нулю. 
Значит, из числа внешних сил, приложенных к автомашине, работу 
дают только смещенные реакции шоссе 2/?, и 2/?2. Имеем

£  6Л (F ‘k) =  — т&>1 (2Ri) d((> — т<р2 (2R 2) dtp,

т. е.

Ц  б A (Fk) =  -  2RifK d(p -  2R2fK dy.
Использовав зависимость (4), запишем

2 l 8 A ( F ek) =  - - ! f - ( 2 R l +  2R2)ds.  (5)

Взяв от (5) интеграл в пределах от 0 до s и приняв во внимание, что
сумма реакций равна сумме давлений, т. е. 2 R X +  2R z =  +  
+  М г) g,  получим

£ Л ( Ю  =  - - ^ ( 4 М .  +  /И2) £ 5. (6)
у

Подставив результаты (3) и (6) в уравнение (2), найдем искомую 
работу внутренних движущих сил на перемещении s:

Лдв =  А ( 4 М 1+  M,)gs .

Как следует из полученного результата, при равномерном движе
нии автомашины работа внутренних движущих сил равна работе 
трения качения.

Задача 9.99, Катушка массы М и радиуса г приводится в движе
ние посредством сматываемой с нее нити, расположенной под углом а  
к горизонту. К нити приложена постоянная сила F.

Определить скорость центра масс С катушки в момент, когда он 
переместится на расстояние s. Радиус инерции катушки относительно 
оси, проходящей через ее центр масс С перпендикулярно к плоскости
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движения, равен р, /„ — коэффициент трения качения катушки о го
ризонтальную плоскость.

Катушка катится без скольжения. Массой нити пренебречь. 
тг — радиус оси катушки, на которую намотана нить. В начальный 
момент система находилась в покое.

Р е ш е н и е .  Катушка совершает плоское движение. Так как 
качение происходит без скольжения, то мгновенный центр скоростей 
0* расположен в точке касания обода катушки с горизонтальной пло
скостью. Направим ось s по горизонтали направо. В соответствии 
с направлением движения, принимаем положительное направление 
угла поворота ср по ходу часовой стрелки.

Запишем теорему об изменении 
кинетической энергии материальной 
системы

T 2 - T } = ' ^ A ( F l ) + ^ A ( F ,k).
*=1 к=I

Так как катушка является неизме
няемой материальной системой, то 
сумма раб от ,внутренних сил равна 
нулю, и поэтому

Т о - Т , - Z A ( F l ) .
k=l (1)

Изобразим внешние силы, приложенные к катушке (см. рисунок): 
Р  =  M g ,  R  — нормальная реакция плоскости, смещенная относи
тельно центра масс С катушки на величину коэффициента трения 
качения / к в сторону движения, F — реакция нити, равная по мо
дулю силе, приложенной к нити, FTр — сила трения катушки о гори
зонтальную плоскость.

Дадим центру масс С катушки элементарное перемещение ds, 
направленное по горизонтали направо. Учитывая положение мгновен
ного центра скоростей имеем

ds =  rd<p. (2)

Вычислим работу внешних сил на элементарном перемещении ds: 

б А =  6Л (Р)  +  6Л (R) +  6Л (F) +  б Л (FTV). (3)

Так как перемещение центра масс С происходит по горизонтали, то

б А (Р)  =  0. (4)

Элементарная работа реакции R  равна 6Л (R) = — R fKdq>. 
Работа отрицательна, ибо видно, что сила R  стремится повернуть
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катушку вокруг 9s в сторону, противоположную dq>. Так как R — 
=  Р  — F sin а,  то, принимая во внимание формулу (2),' находим

&4 (/?) =  — (Р — F sin а) /„ ~  . (5)

Сила трения F TP, как и в предыдущей задаче, не совершает ра
боты. Действительно,

6Л (Ftp) =  F lf> v  <? d t 0 (6)

(при качении без скольжения *Од> — 0).
Остается вычислить элементарную работу силы F . Выбрав за 

полюс точку С, запишем ЬА (F) =  F ds  +  mc dq>, где ds  — вектор 
элементарного перемещения центра масс С, а тс — момент силы F  
относительно оси, проходящей через точку С перпендикулярно к не
подвижной плоскости, т. е. тс =  Frx. Следовательно,

М  (F) =  F ds cos a  -j- Frx d<p.
Учитывая формулу (2), получим

&4 (F) =  cos a) ds. (7)

После подстановки формул (4)—(7) в (2) получим элементарную 
работу внешних сил, приложенных к катушке, на элементарном 
перемещении ds:

ЬА =  \F (г, - f  г cos а) — / к (Р — F sin а)] - у - . (8)

Заметим, что при плоском движении твердого тела, в частности 
при качении без скольжения твердых тел, при вычислении работы 
удобно за полюс принимать мгновенный центр скоростей 9*. Тогда 
формула для подсчета элементарной работы внешних сил 6 Л =  
=  Vе d r  $в -f  dq> принимает вид (так как d r ^  =  v ^  dt  =  0)

ЬА =  гпгр  d<p (9)

и отпадает необходимость в определении главного вектора V е внеш
них сил. Здесь тегд> — главный момент внешних сил относительно 
оси zg>, проходящей через мгновенный центр скоростей 9* перпенди
кулярно к плоскости движения твердого тела, d<p —- элементарное 
угловое перемещение, не зависящее от выбора полюса. Однако надо 
иметь в виду, что формулой (9) неудобно пользоваться в случаях, 
когда определение моментов внешних сил затруднено вычислением 
соответствующих плеч.

Воспользовавшись в данной задаче формулой (9), запишем
оЛ =  [тг&> (Р) +  mzg> (FTp) - f  mt&> (R) +  mZgs (F)] dip. (10)
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тг р  (Р)  =  тгр  ( F t p )  =  0 ,  mZgi (R) =  —  R ■ /к =  — (P — F sin a) • fK, 

mZp { F )  =  F!?B.  

Так как & B  =  9 A +  AB  — r cos a  +  ru то mz^  (F ) — F (rx +

+  r cos a). Подставив эти значения в формулу (10) и учтя зависи
мость (2), получим выражение (8) (в этой задаче ось г ^  направлена
перпендикулярно к плоскости рисунка от нас).

Для определения суммы работ внешних сил на перемещении 
центра масс s следует, воспользовавшись формулой (8), взять опре
деленный интеграл в пределах от 0 до s. Сделав это, получим

£  A (Ft)  =  [F r  cos a) — fK(P — /•’sin а)] (11)

Вычислим кинетическую энергию катушки. В начальном положе
нии катушка была в покое, т. е.

7 \  =  0. (12)
Кинетическая энергия в конечном положении катушки равна

r 2 =  - ^ M y 2c +  4 - W ’

где

/ с =  Мр», «, =  ■ £ .

Следовательно,

T 2 =  - L m v 2c (  1 + - £ - ) .  (13)

Подставив (11)—(13) в уравнение (1) и решив это уравнение отно
сительно vc , находим искомую скорость центра масс катушки С:

vc =  У  v f f ip f  (r i +  r cos a) -  (M g  — F sin a) /„] • (14)

Из формулы (14) видно, что катушка находится в движении, если 
модуль силы F  удовлетворяет условию

п ^ _______ Mgt«_______ _
^  rx +  г cos a  +  /к sin a  '

Задача 9.100. Выразить угловую скорость кривошипа О А меха
низма, рассмотренного в задаче 9.87, в зависимости от угла поворота 
Ф, если в начальный момент при ф =  0 механизм находился в покое.

К кривошипу, вращающемуся вокруг неподвижной оси г, перпен
дикулярной к плоскости рисунка, приложен вращающий момент твр.
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При движении возникают в цилиндрических шарнирах О и А моменты 
сил сопротивления и тг, а также сила трения F  между ползуном В 
и его направляющими, параллельными оси-х. Механизм расположен 
в горизонтальной плоскости. Моменты тпр, пц и т2, а также модуль 
силы F  постоянны.

Р е ш е н и е .  Воспользуемся теоремой об изменении кинетиче
ской энергии материальной системы:

Г2 -  7\ =  £  A (F,t). (1)
h- ■ 1

В начальный1 момент механизм находился в покое, поэтому
7 \  =  0.  (2)

В момент, когда кривошип О А образует с осыо х  угол <р, кинетическая 
энергия То выражается формулой (17) задачи 9.87, т. е.

7 а = = l i 2 l | M 1 4 - 3 ( M H - 2 M , ) s l n - . r |. (3)

К механизму приложены внешние силы и моменты: силы тяжести 
кривошипа,- шатуна и ползуна, реакции неподвижной оси О и на
правляющих ползуна (на рис. а не показаны), вращающий момент

\ ^ J L k nh Б
О F

г т )  p  ^  x
т,-

' )

б)
К задаче 9.100.

т вр, момент сил сопротивления mlt сила трения F  (см. рис. а). Помимо 
внешних сил и моментов, необходимо учесть момент внутренних сил 
сопротивления тъ  возникающий в подвижном цилиндрическом шар
нире А.

Поясним это подробнее на следующем примере. На рис. б изо
бражен подвижный цилиндрический шарнир, состоящий из вала D  
и кольца В, вращающихся вокруг оси z с разными угловыми скоро
стями. Допустим, что За промежуток времени dt  вал D и кольцо В 
получили углевые перемещения rfcpD и d<рл, причем | йфл | >  {dq>D \.

При соприкосновении боковой поверхности вала D  с внутренней 
боковой поверхностью кольца В возникает момент сил сопротивле
ния тс. Так как кольцо В вращается быстрее, чем вал D,  то оно 
увлекает за собой вал D  с помощью момента сил сопротивления тс, 
направленного в сторону вращения вала D.  Поэтому элементарная

11 М. И. Бать и д р ч  т. II
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работа момента тс, приложенного к валу D,  положительна и равна 
бA d =  тс d(pD.

На основании закона равенства действия и противодействия 
к внутренней боковой поверхности кольца В приложен со стороны 
вала D  момент сил сопротивления тс,тормозящий движение кольца В 
и направленный в сторону, противоположную вращению кольца. 
Поэтому элементарная работа момента т0, приложенного к кольцу В, 
отрицательна и равна ЬАв =  —mc d y B.

Сумма элементарных работ ЬАВ и ЬАВ моментов внутренних сил 
сопротивления равна 6Л =  ЬАВ +  ЬАп =  mL (d<pD — dipB). Учтя, 
что разность d<pD — dcpB является относительным угловым перемеще
нием dcpr вала D  относительно кольца В, имеем 6Л =?= тс бсрг. Элемен
тарная работа отрицательна, ибо, по условию, dcpD — dcрв <  О- 

Итак, при наличии сил трения между телами, входящими в си
стему, при вычислении суммы работ всех сил необходимо учитывать 
работу внутренних сил, пользуясь формулой

6Л =  mc dq>r, (4)
где рг — относительное угловое перемещение.

Аналогично при перемещении тела 1 (см. рис. в) относительно 
движущегося тела 2 элементарная работа сил'треппя FTP вычисляется 
по формуле

6Л =  FTP dxn (5)
где dx, — относительное перемещение, равное dxr =  dxx — dx2. 
В обоих случаях d<pr и dxr меньше нуля.

В данной задаче цилиндрический шарнир А соединяет шатун АВ  
с кривошипом О А. Положение шатуна А В относительно кривошипа 
ОА определим с помощью угла а  (см. рис. а). Из треугольника ОАВ  
имеем (ОА =  А В):

а  =  я  — 2гр. (6)
Продифференцировав равенство (6) получим

d a  =  —2d(f, (7)
где d a  — элементарное угловое перемещение шатуна АВ  относительно 
кривошипа О А ,

Воспользовавшись формулой (4), запишем элементарную работу 
моментов внутренних сил сопротивления в подвижном шарнире А:

ЬА (т.2) =  пи da  =  —2т2 с/ф. (8)
Элементарная работа силы трения F  ползуна о его направляющие 

вычисляется по формуле
6Л (F) =  Fx dxB. (9)

Для определения dxB запишем зависимость хв от угла поворота ф. 
Из треугольника ОАВ  имеем

хв  =  2г  cos ф. (10)
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Продифференцировав равенство (10), получим
dxB — —2r sin ф d<p. (11)

Внеся значение (11) dxB в формулу (9) и учтя, что Fx =  F,  имеем:
6Л (F) =  — 2Fr sin ф dtp. (12)

Элементарная работа моментов ш|ф и тъ приложенных к криво
шипу О А,  вычисляется по формулам

6/4 ( т 1ф) =  mlipd(p, ЬА (тл) =  — m1d<p. (13)
Механизм расположен в горизонтальной плоскости. Поэтому 

работа сил тяжести всех звеньев равна нулю.
Точка приложения реакции оси О неподвижна, а нормальная 

реакция направляющих ползуна В перпендикулярна к его перемеще
нию. Поэтому элементарная работа этих сил равна нулю.

Д ля вычисления элементарной работы всех сил, приложенных 
к механизму, просуммируем результаты, полученные в (8), (12) 
и (13):

£  =  (ш|ф — тх — 2т., — 2Fr sin ф) d(p. (14)

Д ля  определения работы сил на угловом перемещении ф вычислим 
определенный интеграл от (14) в пределах от нуля до ф. Учтя, что 
mU|l, nii, т.г и F  постоянны, имеем

Ak =  (m,.p — m, — 2/п2) ф +  2Fr (cos ф — 1). (15)

Для определения искомой угловой скорости со кривошипа ОА 
остается внести результаты (2), (3) и (15) в уравнение (1) и решить 
его относительно со. Окончательно находим

— 1 1 /  q (m”P — mi — 2,nJ Ф +  2Fr (cos Ф — ])
&:> '  \  ^ 1 + 3  (М, +  2М2) sin'- ф

Задача 9.101. На наклонной плоскости, расположенной под 
углом ос к горизонту, лежит груз А массы М ь прикрепленный к концу 
нити. Нить переброшена через блок В массы М 2 и навернута на ось 
радиуса г катушки D (см. рисунок). При движении груза по наклон
ной плоскости вниз, катушка D массы М 3 и радиуса R  катится без 
скольжения по горизонтальной плоскости направо. Радиус инерции 
катушки D относительно оси, проходящей через ее центр масс пер
пендикулярно плоскости движения, равен рс . Блок считать сплошным 
цилиндром. Массой нити пренебречь.

Определить скорость груза А в момент, когда он переместится на s. 
В начальный момент система находилась в покое. Коэффициент 
трения качения катушки D о горизонтальную плоскость равен / к. 
Коэффициент трения скольжения груза А о наклонную плоскость 
равен f.

Р е ш е н и е .  В состав системы входят твердые тела: груз А,  
блок В и катушка D,  а нить при движении натянута. Поэтому сумма 

11*
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работ внутренних сил равна нулю и можно применить теорему об 
изменении кинетической энергии неизменяемой материальной си
стемы:

T 2 - T t =  t  A (F l ) .  (1)
fr=l

Изобразим на рисунке внешние силы системы: Р х — сила тяжести 
груза Л, У?! — нормальная реакция наклонной плоскости, Fтра  — 
сила трения скольжения груза А о наклонную^ плоскость, Р 2 — сила 
тяжести блока В, R i  и R 2 — составляющие реакции оси блока,

Р 3 — сила тяжести катушки D, FTр с — сила трения при качеиии 
катушки по горизонтальной плоскости, R 3 — нормальная реакция 
горизонтальной плоскости, смещенная в сторону движения катушки 
D,  т. е. направо, на расстояние /к от ее центра тяжести С.

Дадим элементарное перемещение dr  грузу А вдоль наклонной 
плоскости вниз. При этом блок В повернется по ходу часовой стрелки, 
на J(p2, а катушка D — вокруг мгновенного центра скоростей 9* 
на с1ц>3. Элементарное перемещение точки М  схода нити с катушки 
равно dr',  причем в связи с нерастяжимостью нити | d r '  \ — \ dr\ .  
Рассматривая перемещение d r  по отношению к мгновенному центру 
скоростей запишем dr' — dr =  (R +  г) d(p3, отсюда

» =  ТГ£7- (2)

Вычислим сумму элементарных работ всех внешних сил системы:

£  6Л(/=1) =  6Л(Л) +  6Л(В) -|--6Л(0\  (3)

где 6Л (Л>, 6 Л (В> и 6Л (°> обозначают соответственно суммы элемен
тарных работ внешних сил, приложенных к грузу Л , блоку В и 
катушке D.  Найдем

6Л(Л) =  6Л (Л )  +  6А (/?0 +  6Л ( F T р д). (4)



Вычислим
6Л (/>]) =  Mjgdry sin а, 6Л (/?х) == /?х • d r x =  О,

(5)
6Л (FTp а ) =  — Ftp a  dr =  — /М ^/-  cos а.

Приняв во внимание результаты (5), запишем формулу (4) в виде

бЛ^* — M^g (sin ос — /  cos ос) dr. (6)

Блок В вращается вокруг неподвижной оси. Поэтому 6Л<В> 
следует вычислить по формуле

6Л(В) =  тг d(f, (7)
где главный момент

т г =  m z (Pi) +  тг (R2) +  тг ( R 2) =  0 , (8)

ибо линии действия сил Р 2, R 2 и R i  пересекают ось г. На основании 
результата (8) формула (7) примет вид

6Л(Й> =  0. (9)

Катушка D  совершает плоскопараллельное движение. Поэтому 
6Л(£)) следует вычислить по формуле: 6Л =  V  d r 0 +  тг0 dq>. 
Целесообразно принять за полюс мгновенный центр скоростей 
Тогда

6Л(С) =  V d r  & +  m2gid({z, (10)

где 2̂ 0 — ось, проходящая через точку перпендикулярно плоскости 
рисунка от нас.

Так как v<p =  drg>/dt, то drg> =  Vg>dt — 0, ибо — 0. Поэтому 
формула (10) примет вид

6Л<£>) =  тгр  d(fz> (11)
где главный момент

тг9> =  тг& (Р3) +  тгд> (FTp D) +  тгдР (/?,). (12)

Линии действия сил Р 3 и FTpD пересекают ось zg>, поэтому

т г&> ( Р з) -j- rnz cp (F тр о )  =  0 . (13)

Далее,
(R3) — —  Яз/к =  — MsgfK. (14)

Внеся результаты (13) и (14) в формулу (12), а затем (12) в выраже
ние (11) и приняв во внимание соотношение (2), получим

* л(О) _  ^  м  „ j ,  п
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Теперь для получения суммы элементарных работ внешних сил 
используем выражения (6), (9) и (15) в формуле (3):

(Ft)  =  [M r(s in a  — /cosct) — - ~ у  Мз^-gdr.  (16)

Вычислив интеграл от (16) в пределах от О до s, получим сумму 
работ внешних сил системы на конечном перемещении s:

^  A (Fk) =  [M i (sin а  — , cos а) — M 3J gs. (17)

Перейдем к вычислению кинетической энергии материальной 
системы. В начальный момент система находилась в покое, поэтому

7\ =  0. (18)

Данная материальная система состоит из трех тел: груза А, 
блока В и катушки D.  Поэтому кинетическая энергия Г 2 в конечный 
момент равна сумме кинетических энергий:

Г2 =  7’(Л)+  7 <в>+ Г <£)>. (19)

Груз А движется поступательно; поэтому

7 Ы) МУ-, (20)

где v — модуль скорости груза.
Кинетическая энергия блока В, вращающегося вокруг неподвиж

ной оси, вычисляется по формуле Т  =  V2/ 2со2. Так как по условию 
блок рассматривается как сплошной однородный цилиндр, то / г =  
=  V2/Vf г\ , где г, обозначает радиус блока. Поэтому Т {В) =  V4M.rjco2. 
Приняв во внимание, что скорость точки на ободе блока равна ско
рости груза, запишем: r2co2 =  v. Поэтому окончательно

Г (й)= ^ - М 2и2. (21)

Кинетическая энергия катушки D,  совершающей плоскопарал
лельное движение, вычисляется по формуле

T =  ^ M v2c +  ^ - I , l v .

В данном случае

Т (0 )= ± - М 31?с +  ± 1 гСсЛ. (22)

При качении катушки без скольжения мгновенный центр ско
ростей &  расположен в точке касания катушки с горизонтальной 
плоскостью. Из подобия треугольников (см. рисунок) имеем vc/vM =
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— R/(R г). Заметив, что модули скоростей точки М  схода нити 
с катушки D  и груза А равны между собой, т. е. vM =  v, из пропорции 
найдем

°в ~  ~R^T v' <23>

Для определения со3 — угловой скорости катушки D  рассмотрим 
скорость v M точки М  при мгновенном вращении катушки вокруг 
точки Имеем: vM =  v =  М &  to3 =  (R +  г) а>3, откуда

(24)

Внеся в формулу (22) результаты (23), (24) н учтя, что / 2С =  
*= МзРЬ найдем

j'(D) _ М3 R ~i~ Рс ..2
— 2 (/? +  /•)* ' ( '

Подставив значения (20), (21) и (25) в формулу (19), найдем кине
тическую энергию материальной системы Т2 в конечный момент 
времени:

§ 7 ]  И З М Е Н Е Н И Е  К И Н Е Т И Ч ЕС К О Й  Э Н Е Р Г И И  СИСТЕМЫ 327

Vе
~Т

R 2 +  Pc  1
2М, +  М, +  2М з Ж ^ ф (26)

Для определения модуля искомой скорости груза А надо выраже: 
ния .(18), (26) и (17) внести в формулу (1). Решив это уравнение 
относительно v, получим

v _  2 I Г s (R + r) |Ml (sin « — f cos «)(/? +  /•) — fitM*]
У  (2M, +  M2) (R + > ) 2 +  2M3 (R* +  p *) ’ (Z / >

Движение груза А по наклонной плоскости-вниз и, значит, ка
тушки D  направо имеет место при условии, если выражение в квад
ратных скобках в формуле (27) положительно, т. е. M i  (sin а  —
— /  cos а) (/? +  / • ) >  f KM 3. Если же М х (sin а  — /  cps а) (R +  г) =  
^/к-Мз, то v =  0, т. е. система находится в покое.

Задача 9.102. Грузы А и В приводятся в движение посредством 
двух блоков: подвижного К, и неподвижного L (см. рис. а). В резуль
тате толчка, сообщенного грузу А, он начал опускаться со скоростью 
t>o-

На какое расстояние должен опуститься груз А  для того, чтобы 
его скорость увеличилась в два раза? Грузы А и В одинаковой 
массы Mi .  Блоки К  и L  считать однородными круглыми дисками оди
наковой массы М 2. Коэффициент трения скольжения груза В о гори
зонтальную плоскость равен /. Массой нити пренебречь.

Р е ш е н и е .  Направим ось s через центр масс С подвижного 
блока К  по вертикали вниз. Соответственно с направлением движения 
считаем положительным направление угла поворота блока К  по ходу
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часовой стрелки, а блока L — против хода часовой стрелки. Радиусы 
блоков обозначим г.

Запишем теорему об изменении кинетической энергии в инте
гральной форме:

7 2 - Г ,  =  £  A { F { ) +  £  A ( F i ) .  (1)
(i= l к—I

Так как нить, охватывающая блоки К  и L и приводящая в движе
ние груз В, не растягивается и при движении системы находится

в натянутом состоянии, то сумма работ внутренних сил системы 
равна нулю. Поэтому уравнение (1) принимает вид

T2 - T 1 =  £ a (FI).  (2)
к=1

Изобразим внешние силы системы: силы тяжести грузов А и В 
(Р  =  Р А =  Р в =  M ig )  и блоков /Си L (Q =  Q K =  Q L =  M 2g),  
R  — нормальную реакцию горизонтальной плоскости, ^ т. с — силу 
трения скольжения груза В о горизонтальную плоскость, /?х и 
R 2 — составляющие реакции оси блока L, S  — реакцию нити.

Дадим элементарное перемещение ds центру масс С блока К  по 
вертикали вниз. При этом блок К  получит угловое перемещение по



ходу часовой стрелки. Учитывая, что блок К, осуществляющий 
плоское движение, имеет мгновенный центр скоростей 9  в точке 
касания обода блока с левой ветвью нити, находим перемещение 
точки обода D, равное 2ds (см. рис. б). Следовательно, элементарное 
перемещение груза В направлено по горизонтали налево и равно 2ds, 
а угловое перемещение блока L направлено против хода часовой 
стрелки.

Вычислим элементарную работу всех внешних сил системы:

6Л =  £  6Л (/?*) =  6Л (Р а) +  6Л (QK) +  б A (QL) +  б„ (Рв ) +

+  6Л (R) +  6Л (5) +  6Л (/?,) +  6Л (R2) +  6Л (Fr. с). (3)
Находим:

6Л (РА) =  Mig  ds, (4)

б A ( Q K) =  M 2gd s ,  (5)

6Л (Ql ) =  0 (6)

(точка приложения силы QL неподвижна),
6Л(ЯЙ) =  0 (7)

(груз В перемещается по горизонтали),
6Л (5) =  0 (8)

(реакция нити S  всегда приложена в мгновенном центре скоростей 
9 ) ,

6Л (R) — 0 - (9)

(нормальная реакция R  перпендикулярна к элементарному переме
щению груза В),

6A(R1) =  6 A ( R i) =  0 (10)

(точка приложения сил и R 2 неподвижна),
6Л (FT, с) =  — FT, с drB.

Так как перемещение груза drD; направленное налево, равно 2ds, 
a Ft. с =  fMig,  то

6Л (FT. с) =  — 2/Afjg ds. _ (11)
После подстановки выражений (4)—(11) в формулу (3) находим 

6Л =  £  6Л (FI) =  g  [М2 +  М, (1 -  2/)] ds. (12)

Для вычисления суммы работ на искомом перемещении груза Л, 
равном s, следует, воспользовавшись формулой (12), взять определен
ный интеграл в пределах от 0 до s. Тогда будем иметь
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£  Л (Ft )  =  [М3 +  NU (1 -  2/)j gs.  (13)



Переходим к вычислению кинетической энергии системы, в состав 
которой входят массы двух грузов и двух блоков. Запишем

T =  T A +  T B +  TK +  T L. (14)
Обозначим через v  скорость груза А. Тогда vc =  v. Учитывая, что 

мгновенный центр скоростей блока К  находится в точке получим 
<Оц =  2 v  (см. рис. б). Так как нить нерастяжима, то скорость груза В 
равна скорости точки D,  т. е. vn =  2v. Мгновенная угловая скорость 
блока Л': о)/{ =  vc/r =  v/r, угловая скорость блока L: coL =  vB/r =  
=  2v/r (скорость точки на ободе блока L равна скорости груза В). 

Грузы А и В движутся поступательно, поэтому

Т л = ^ - М ^ ,  (15)

T b =  - L m 1v2b =  2M 1v\  .  (16)

Блок К  совершает плоское движение, т. е.

T k = ~ y  M-flc +  - у  ^сюк»

где 1С — М ггг/2, сок =  v/r. Поэтому

T K =  ^ - M 2v \  (17)

Блок L вращается вокруг неподвижной оси, т. е.
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где / 2 =  М ггг/2, coL =  2v/r. Следовательно,
TL =  M , v \  (18)

Подставив выражения (15)—(18) в формулу (14), находим кине
тическую энергию системы:

Т  =  ^ - ( \ т 1 +  7Мг). (19)

Согласно условию задачи скорость груза А в начальном положении 
системы равнялась у0) т. е.

Г 1 =  4 - ( 10Ж1 +  7Л^)- '(20)

В конечном положении системы скорость груза А  удвоилась, 
следовательно,

T2 =  Vo(lOM,-i-7M2).  (21)
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Подставив формулы (13), (20) и (21) в уравнение (2), решив это 
уравнение относительно s, определим искомое перемещение груза А:

3t»g(10/M, -I- 7Мг)
S =  4 {М2 -f- Mi  (1 — 2 /) | '

Задача 9.103. К оси Cj катка А массы М г и радиуса rt привязан 
конец однородной нерастяжимой нити, переброшенной через блок В 
массы М 2 и намотанной на цилиндр D массы М 3 и радиуса г3 (см.

рис. а). Под действием вращающего момента, пропорционального 
углу поворота катка, т =  аср, где а — постоянная, каток А,  катясь 
без скольжения, поднимается по наклонной плоскости, расположен
ной под углом а  к горизонту, и посредством нити приводит в движение 
цилиндр D,  который, катясь без скольжения, поднимается вверх по 
наклонной плоскости, расположенной под углом р к горизонту. 
Коэффициент трения качения катка А о наклонную плоскость равен 
/i„, коэффициент трения качения цилиндра D  с намотанной на него 
нитью о наклонную плоскость равен / зи.

Определить скорость оси Сх катка А в положении системы, при 
котором ось Ci переместится параллельно линии наибольшего ската 
наклонной плоскости на расстояние s. В начальном положении 
система находилась в покое. Каток А,  блок В и цилиндр D  считать 
сплошными однородными цилиндрами. Массой нити пренебречь.

Р е ш е н и е .  Направим ось s через центр масс С j катка А парал
лельно линии наибольшего ската верхней наклонной плоскости.
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В соответствии с положительным направлением оси s, углы пово
рота катка Л, блока В и цилиндра D, соответственно равные <рь 
ф2) ф3, имеют положительное направление отсчета против хода часо
вой стрелки.

Задачу решаем с помощью теоремы об изменении кинетической 
энергии неизменяемой материальной системы (нить при движении 
системы натягивается):

Изобразим внешние силы системы: Р х — M ig  — сила тяжести 
катка А, Р 2 =  M 2g  — сила тяжести блока; Р 3 =  M 3g  — сила 
тяжести цилиндра D; т — вращающий момент, приложенный к катку 
Л, Ri  и R 3 — нормальные реакции наклонных плоскостей, смещен
ные в сторону движения относительно центров масс Сх и С3 соответ
ственно катка Л и цилиндра D; /?2 и У?4 — составляющие реакции оси 
блока В\ F ]p— сила трения катка Л о наклонную плоскость, направ
ленная в сторону движения; FJP — сила трения скольжения нити, 
намотанной на цилиндр, о наклонную плоскость, направленная 
в сторону движения.

Дадим элементарное перемещение ds центру масс Сх катка А 
параллельно наклонной плоскости вверх. Ввиду нерастяжимости 
нити точка обода блока В и точка К  нити, намотанной на обод ци
линдра D,  также получают перемещение ds. Следовательно, ds — 
=  ridq>i=r2d(p2 =  2г3с/ф3, гдес?ф1, с?ф2 и dq>3 — элементарные угловые 
перемещения соответственно катка Л, блока В и цилиндра D.

Перемещение ds  точки К  цилиндра D  следует рассматривать по 
отношению к мгновенному центру £Р3 цилиндра. Как видно из рис. б, 
перемещение центра масс С3 цилиндра D в два раза меньше перемеще
ния точки К,  т. е. dsc>- =  ds/2. Поэтому

бЛ =  6Л (Pi) +  6Л (Р-4 +  6Л (Ра) +  6Л (/?,) +  6Л (Я3) +  

+  6Л (Я2) +  6Л (Я4) +  6Л (т) +  6Л (F[p) +  6Л (F lp) . (3)

П
Т г ~ Т г =  2  A (F l ) . О)

ds =  r{d(fi =  r2d(f>2 — 2г3йф3 =  2 dsc,.
j

Вычислим элементарную работу всех внешних сил системы:
(2)

Имеем
6Л (Я,) =  — P 1dhi =  — Pi ds sin a,  
6Л (P2) =  0

(4)

(5)
(точка приложения силы тяжести Р 2 неподвижна), 

М  (Ps) =  — Я3 dh3 — — Р3 dsCs sin p. 

Поэтому на основании формулы (2) получаем

(6 )



Далее,
6Л (R,) =  — R J i K dq>v  

Так как Ri  =  Pi cos а , то, воспользовавшись формулой (2), находим 

6Л (Яд — — Pi  -у^- cos ct ds. (7)

Затем
6Л (R3) — — Ря/яи^фч- 

Заметив, что R3 =  Р 3 cos р и использовав формулу (2), получаем 

t  Л (/?3) =  — Р 8 cos р ds. (8)

Далее,
бЛ(/?2) =  бЛ(/?4) =  0 (9)

(точка приложения сил /?2 и /?4 неподвижна).
Наконец, имеем

6Л (т) =  mdq>.
Так как т =  аф1( то, вновь воспользовавшись формулой (2), запишем

6Л (т) =  -y-L ds. (10)

Затем

6Л (F lp) =  М  (FJP) =  0. (И)

(Каток А и цилиндр D  катятся без скольжения.)
Подставив (4)—(11) в формулу (3), находим выражение элементар

ной работы внешних сил системы:

6Л =  — Pi (s in  а  -f- - у 1- cos а )  — -у- (slnP +  - у 5- cos р) j  ds.

(12)
Для вычисления суммы работ внешних сил системы на конечном 

перемещении s остается, воспользовавшись формулой (12), взять 
определенный интеграл от выражения (12) в пределах от 0 до s. 
При этом гХф1 =  s. Произведя интегрирование, получим

А — ~y  — 2 М ig  ^sln a  -f- - у 5- cos ос) — M 3g  ^sinP -f- cos p )  j  s.

(13)
Переходим к вычислению кинетической энергии данной системы, 

состоящей из трех масс (катка Л, блока В и цилиндра D):
. T  =  TA +  T B +  TD.
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В начальном положении система находилась в покое, т. е.
7 У =  0. (14)

Кинетическая энергия в конечном положении
Т г ■— Т2А -|- Т 2В-\- Т гв. (15)

Обозначим через v искомую скорость точки Сх. Так как нить не 
растягивается, то скорость оси Сх равна скорости точки на ободе 
блока В и скорости точки К  на ободе цилиндра D, т. е.

v =  rico, =  г2ы2 =  2 г3со3 =  2 vc„ (16)

где а)ь со2 и со3 — угловые скорости соответственно катка А, блока В 
и цилиндра D.  (Скорость v  точки К  цилиндра D  следует рассматривать 
по отношению к мгновенному центру £?3 цилиндра. Как видно из 
рис. в, скорость центра масс С3 цилиндра D  в два раза меньше ско
рости точки К-)

Кинетическая энергия катка А,  совершающего плоское движение, 
вычисляется по формуле

л =  Н— /c.cof.

Учитывая, что vc , =  v, Ic , =  М хг\!2, со, =  vlru находим

(17>

Кинетическая энергия блока В, вращающегося вокруг неподвиж
ной оси, будет

Т2в ~  —

где !г — M./1J2, со2 =  v/r2 (см. формулу (16)), Следовательно,

Г * - 4 -  М 2Ф. (18)

Кинетическая энергия цилиндра D,  совершающего плоское дви
жение, вычисляется по формуле

TiD — —  M 3V'C> (-j---g- У С,©3»

где vc, =  v/2, l Cl =  M./II2,  cô  =  o/(2r3) (см. формулу (16)). Сле
довательно,

T2D =  ^ M 3v \  (19)

Внося (17), (18) и (19) в формулу (15), находим выражение кине
тической энергии системы в ее конечном положении!
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r 2 =  -g-(12M 1 +  4M 2+ 3 M s). (20)
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Остается подставить (13), (14) и (20) в уравнение (1) и определить 
искомую скорость v центра масс С} катка А:

Движение возможно, если подкоренное выражение положительно. 
Задача 9.104. На рис. а изображен узел автоматического устрой

ства, состоящий из двух спаренных кривошипно-шатунных механиз
мов ОхЛхВх и 0 2Л2Б 2, имеющих общий ползун D  массы M t, который

движется в вертикальных направляющих. Кривошипы О^Ау и ОгА г 
и шатуны AyBi и А 2В2 одинаковой массы М 2 и длины г. Оси криво
шипов Oi и 0 2, перпендикулярные к плоскости рисунка, отстоят от 
вертикальной оси симметрии механизма на расстоянии г/2. Для при
дания механизму упругости концы кривошипов Ау и А 2 соединены 
между собой пружиной, коэффициент жесткости которой равен с. 
В начальном положении механизма кривошипы и шатуны были рас
положены вертикально, а пружина не деформирована (см рис. б). 
Под действием постоянных вращающих моментов т кривошипы откло
няются от своих вертикальных положений, поднимая ползун D,

Определить угловую скорость вращения кривошипов O iA x и 0 2Ла 
в положении механизма, когда кривошипы отклонены от вертикали 
на угол <р. В начальном положении механизм находился в покое. 
Кривошипы и шатуны считать однородными тонкими стержнями. 
Массой пружины пренебречь.

Р е ш е н и е .  Направим ось х из точки О] по вертикали вниз. 
Положительное направление отсчета угла ср: для правого криво
шипа — против часовой стрелки, для левого кривошипа — по часо
вой стрелке.

12/Wj +  4.И2 +  3/W-,

R3 /•

К задаче 9.104.



Запишем теорему об изменении кинетической энергии в инте
гральной форме:

Tt - T t =  £  A ( F f t +  S  Л (г 1 ) .  (1)
?=i *=i

При вычислении суммы работ сил надо учесть не только внешние силы 
(силы тяжести двух кривошипов и двух шатунов (Р  =  M 2g )  и пол
зуна D (Q — Mjg)  составляющие реакций осей кривошипов /?ь 
/?2> R з. Rt,  вращающие моменты то, и m0i, которые приложены 
к кривошипам), но и внутренние силы упругости F x и F2 пружины 
(прочие внутренние силы можно не учитывать, так как кривошипы 
и шатуны являются абсолютно твердыми телами, и, следовательно, 
сумма работ соответствующих внутренних сил равна нулю). Все 
указанные выше силы изображены на рис. а.

Дадим элементарные угловые перемещения dtp кривошипам 0 1А 1 
и 0 2А 2 в положительных направлениях отсчета углов <р и вычислим 
сумму элементарных работ внешних и внутренних сил системы на 
этих перемещениях:

6Л =  £  6Л (Fl)  +  .£  6Л (Fl)  =
=  6Л (Рогл ,) +  6Л (РогАг) 4* 6Л ( Р а ,в,) +  6Л ( Р а ,и,) 4  6Л (Q)

-|- 6Л (R\) -f- ^  (Ri )  4" 6Л (R^  4  6Л (Rt) +  6Л (то,) 4
4  6Л (т0г) +  6Л (F\) 6Л (F2).

При учете симметрии механизма и системы приложенных сил 
относительно вертикальной оси выражение элементарной работы 
упрощается:

6Л =  V М  (/?*) +  £  б Л ( F 0  =  26Л (Ро'Л,) +  26Л ( Р А,в,) +

+  6Л (Q) +  26Л (/?,) +  26Л (R2) 4- 26Л (т) +  26Л (F). (2)

Кривошип OxAi  вращается вокруг неподвижной оси 0 1( перпен
дикулярной к плоскости рисунка. Поэтому

6Л (Ро,а ,) — — то, (Ро,a ,) dq>.

Работа отрицательна, так как направления момента силы и углового 
перемещения dq> противоположны. Учитывая, что т0, (Р 0,а ,) ==
=  Р  ~~2~ sin ф, находим

ЪА(Ро,а ,) — — Р-^-81Пфйф. (3)

Шатун АхВх совершает плоское движение. Мгновенный центр 
скоростей iPi находится в точке пересечения перпендикуляров, вос
ставленных из точек А г и В, к скоростям <оа, и  V b , (с м *  рис. в). 
Так как 0 ^  =  At?i  =  г, то drAl =  ОхЛ^ф =  Л1̂ 1йф^> и, следо-
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вательно, й ф - — dtp, причем dtp#,- направлено по ходу часовой~ if 1 is 1
стрелки. Далее,

6Л ( Р а^ )  =  — /п ^ (

Работа отрицательна, так как направления момента силы Р а ,в, и 
углового перемещения dq>g> противоположны. Учитывая, что

з 1
т »  iPa.b,) — Р~9’ г sin ф, находим

'Л ! / >л1н1)= = -----Рг sin ф dq>. (4)

Вычислим элементарную работу силы тяжести Q  ползуна D:
6Л (Q) =  Q d x B - 

Определим dxB, из пропорции

1 * 4 1  _  , и .  , В^1т. е. | dx в, | =  I dr А ,\ a rA i \ л , ? , '  • 1 1 1 “ 1 4,5°,  *

Учитывая, что йглл — OxAi dtp =  г dy,  =  2г sin ф, A ^ i  —г,
находим: dxe, =  —2г sin ф с/ф, так как элементарное перемещение
dxe, при sin ф с/ф >  0 направлено вверх. Теперь получим •

6А (Q) =  Q dxB, =  —2Qr sin ф d(p. (5)

Мы определили d x воспользовавшись мгновенным центром 
скоростей ^ ’1) который ввели выше. Если бы в условии данной задачи 
было указано, что массой шатунов можно пренебречь, то нам не 
пришлось бы вычислять работу силы Р а ,в, и, следовательно, опре
делять положение мгновенного центра скоростей шатуна. В этом 
случае элементарное перемещение точки Вх и, следовательно, ползуна 
D  можно было бы определить так: 1) записать зависимость между 
координатами хв, и ф и 2) продифференцировать этот результат. 
Действительно, из треугольника O ^ B i  находим: х в , =  ОхВ х =  
=  2г  cos ф, откуда dxe,  =  —2г sin ф d(p, где знак минус указывает, 
что элементарное перемещение точки В направлено вверх (при 
sin ф d<p >  0). В данной задаче второй вариант определения dxB, 
оказался проще благодаря тому, что удалось легко записать анали
тическую зависимость между хв , и ф. ’

Точки приложения опорных реакций R x и R 2 при угловом пере
мещении d ф неподвижны, следовательно,

8Л (R J  =  ЬА (R %) =  0. (6)

Вращающий момент т приложен к кривошипу ОХА Ъ получившему 
элементарное угловое перемещение d(p, поэтому

б А (т) =  т dq>. (7)



Так как внутренняя сила упругости пружины F x приложена 
к концу А х кривошипа 0 1А 1, то

6/1 (FJ =  —т0, ( f ,)  dtp. (8)
Ра_3ста отрицательна, так как направления момента силы и углового 
перемещения d<p противоположны.

В положении механизма (см. рис. а , когда его кривошипы откло
нены от вертикали на угол ф, пружина растянута на

Д =  А гК  +  L A t — 2LAx — 2г sin ф.
Так как сила упругости пропорциональна деформации пружины, то

Fx — с А =  2 rc sin ф.
Момент силы упругости F  относительно точки Ог равен m 0l (Fi ) =

— Fx’ OiL, где OiL — г cos ф, т. е.
m0l (Fi) =  Fxr cos ф =  2cr2 sin ф cos ф. (9)

Внося (9) в формулу (8), находим
б A (Fi) — —cr2 sin 2ф dq>. (10)

После подстановки выражений, (3)—(7) и (10) в формулу (2) полу
чим (с учетом равенств Q =  M xg, Р  — M 2g)

б А — £  б A [Ft)  +  £  6Л (Fk) =  —M 2gr sin dq> — 3M 2gr  sin ф d(f>-
— Migr  sin ф d<p +  2m d(p — 2cr2 sin 2ф dtp =

=  2 [m — (Mxg +  2M 2g) r sin ф — c r  sin 2ф] d<p. (11)

По условию задачи в начальном положении механизма ф =  0. 
Следовательно, для вычисления суммы работ внешних и внутренних 
сил системы на конечном угловом перемещении кривошипов надо 
взять определенный интеграл от значения 6Л из формулы (11) в пре
делах от 0 до ф

ф

2  л  ( / = * ) + j ]  л  № = 2 1 (уи' + т *) z r sin fp ~ cr2 sin 2cpi dcp ^
о

=  2 ["mq — 2 (уИ, +  2MS) gr  sin2 ---- cr2 sin2 ф j . (12)

Переходим к вычислению кинетической энергии механизма, в со
став которого входят пять масс (два кривошипа, два шатуна и пол
зун). Учитырая симметричность расположения масс механизма 
относительно вертикальной оси, имеем!

Т =  2 То, а , +  2 Т AtBt 4- То-
В начальном положении механизм находился в покое, т. е.

Тг =  0. (13)
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В конечном положении механизма, когда кривошипы отклонены 
от вертикалей на угол ф, кинетическая энергия равна

Т2 =  2 ТЮ,А, +  2 Т2А,в, +  T2D: (14)
Кинетическая энергия кривошипа, вращающегося вокруг не

подвижной оси, определяется формулой

Т 2о , а , =  - у  1о,<л2,

где / 0, =  М гг2/3, а со — искомая угловая скорость. Следовательно,

Т20,А, — ^ р -с о 2. (13)

Кинетическая энергия шатуна A i B u совершающего плоское дви
жение, равна

Т 2 А , а ,  —  -у- М ? У с  +  1с (о а , в , '  (16)

Здесь
(17)

Скорость центра масс С шатуна AiBi  находим с помощью мгно
венного центра скоростей (см. рис. в):

vc =  vA, ^ .  (18)

В треугольнике А ХС = А, !Р,  =  AjO, =  г. Следова
тельно,

С5°! =  | /  г2 -----2r y  cos 2ф =  j / 5  — 4 cos 2ср =

=  У 1 4- 8 sin2 ф.

Подставив значения А и С9*х в формулу(18) и учитывая при этом, 
что va, — ОуАхсо =  гсо, находим

ис =  1 4- 8 sin2 ф. (19)

Угловая скорость шатуна A i B x определяется легко: 
va, =  О1Л 1С0 =  /4.^*1 сол,/*,,

т. е.
сол,в, =  со. (20)

Направления сол^, и со противоположны (см. рис. в).



Подставив (17), (19) и (20) в формулу (16), получаем выражение 
кинетической энергии шатуна А ХВ\.

П л ,В, =  - f  М * ^  <1 +  8 sln2 <Р) +  ~ Г  - i f 1 0)2 =  {1 +  6 sin2 ^  
(21)

Кинетическая энергия ползуна D, движущегося поступательно, 
вычисляется по формуле

Т20 =  ± - М У о .  (22)

При поступательном движении Vd — Vb,• Скорость точки Вх находим 
с помощью мгновенного центра скоростей (см. рис. е):

v b , —  v A , Aig>i ■

Так как Va , — О.А\и> — га ,  А ^ \  =  ОхА\ — г, B\ZP\ — 0\£Р{ sin ф =  
=  2г sin ф, то

vd =  Vb, =  2лсо sin ф. (23)
Подставив формулу (23) в (22), имеем

T2d =  2М 1ГЧС12 sin2 ф, (24)
Скорость точки Bi  можно было определить, не пользуясь мгно

венным центром скоростей Для этого следовало записать урав
нение движения точки В\\ хв, — 2г cos ф и затем взять производ
ную по времени:

хв, =  vbx — —2гф sin ф =  —2гхо sin ф.
Подставив выражения (15); (21) и (24) в формулу (14), находим 

кинетическую энергию механизма в его конечном положении:

Г, =  -J -  л2соа IМ 2 +  3 (Мг +  Ms) sin2 ф| (25)

Остается подставить формулы (12), (13) и (25) в уравнение (1) 
и затем- определить искомую угловую скорость вращения криво
шипа. Получим

__ 1 -1 /  г, тц> — 2 (М | +  2М 2) gr sin2 (<p,'2) — са2 sin8 ф
ю ~Т V й М2 +  3 (М2 +  /Иь1 sin‘̂

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из «Сбор
ника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 38.13— 
38.15, 38.18—38.20, 38.24—38.30, 38.33, 38.35—38.46.

5. Теорема об изменении кинетической энергии в дифферен
циальной форме. Эта теорема

П
d T  =  £  6Л*

. k=1
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часто применяется для составления дифференциальных уравнений 
движения, а также в задачах, где в число данных и неизвестных 
входят не скорости (здесь используется интегральная форма тео
ремы), а ускорения точек системы.

У к а з а н и е .  Задачи рекомендуется решать в такой последова
тельности:

1) вычислить кинетическую энергию, выразив ее в зависимости 
от скорости s одной из точек системы или от угловой скорости (р 
одного из твердых тел системы, т. е. Т =  as- или Т  =? бф2,
где а — приведенная масса, а b — приведенный момент инерции;

2) вычислить дифференциал кинетической энергии d T  =  asds
dsили d T  — bq> dq> и, использовав зависимость s ds  =  - j f - d s  — s ds или

ф ^ф =  е(ф =  ф d<p, записать его в виде d T  =  as ds или d T  =* 
=  b ф d( p;

3) изобразить на рисунке все внешние и внутренние силы (в слу
чае неизменяемой материальной системы — только внешние силы);

4) вычислить элементарную работу всех сил, выразив ее с по
мощью элементарного перемещения ds или d(p, т. е. 6Л =  a  ds или 
6Л =  Р dcp;

5) использовать результаты, полученные в пунктах 2) и 4),
П

в уравнении d T  =  2] 6ЛЛ и после сокращения на ds или dtp получить

дифференциальное уравнение as  =  а  или Ьф =  Р;
6) определить Искомую величину.
Задача 9.105. Применив теорему об изменении кинетической энер

гии в дифференциальной форме, вывести дифференциальное уравне
ние вращения твердого тела вокруг неподвижной оси.

Р е ш е н и е .  Обычно в курсах теоретической механики диффе
ренциальное уравнение вращения твердого тела вокруг неподвиж
ной оси выводится с помощью теоремы об изменении главного мо
мента количеств движения. Вместе с тем можно, минуя эту теорему, 
получить искомое уравнение с помощью теоремы об изменении 
кинетической энергии в дифференциальной форме:

d T = £  6Л*. (1)
k = \

В данном случае кинетическая энергия равна

T =  - L i t f ,  (2)

где /* — момент инерции твердого тела относительно его оси вра
щения г, а ф =  ы2, где со — угловая скорость твердого тела.
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Как известно (см. обзор теории), элементарная работа внешних 
сил, приложенных к твердому телу, вращающемуся вокруг не
подвижной оси г, вычисляется по формуле

М  =  m\dip = 2  /пг (Fi)
k = \

dcp, (3)

где d(p — элементарное угловое перемещение твердого тела (на
помним, что сумма работ внутренних сил в твердом теле равна нулю). 

Внося формулы (2) и (3) в уравнение (1), найдем

/ 2ф с/ф =
/г=1

dtp. (4)

Заметив, что ф с/ф =  dip =  ф dip, после сокращения уравнения
(4) на dip получим искомое дифференциальное уравнение вращения 
твердого тела вокруг неподвижной оси:

/ гФ = *=i
Задала 9.106. Вращающий момент т вр приводит в движение 

барабан 1 массы М х и радиуса г х вокруг неподвижной оси г, перпен
дикулярной к плоскости рисунка. На боковую поверхность барабана 
наматывается нить, которая приводит в движение каток 2 массы М.г.

Каток катится без сколь
жения вверх по наклон
ной плоскости, располо
женной под углом а  к 
горизонту.

Применив теорему об 
изменении кинетической 
энергии в дифференциаль
ной форме, определить 
угловое ускорение бараба
на. Каток и барабан счи

тать однородными круглыми цилиндрами. Трением качения и 
массой нити пренебречь.

Р е ш е н и е .  Для применения теоремы об изменении кинети
ческой энергии в дифференциальной форме

dT =  2  6Ah 
k=\

(1)

вычислим кинетическую энергию Т  данной системы, выразив ее 
в зависимости от угловой скорости барабана фх. Имеем

Т  =  Г<]) +  Г<2), (2)
где 7"(|) и Г (2) — соответственно кинетическая энергия барабана 1 
и катка 2.



Барабан 1 вращается вокруг неподвижной оси г, поэтому Т(1) =
1 ,  • 2  г - i  I М \ г \в= — / 1гф1'  Приняв во внимание, что 1\г =  — запишем:

7 С1>= ^ 1 Ф?. (3)

Колесо 2 совершает плоское движение, поэтому Т (2) =  М&с  +
1 n I I ^1 | I ^ 2 ^ 2

+  —  J z ^ 2. Учтя, ЧТО УС =  Г\ |ф 1 |, (02 =  —J—  =  —  1 ф 1 I , 2  *

где радиус катка обозначен г2, имеем

T i2) =  —  Мг^ф?. (4)

Подставив значения (3) и (4) в формулу (2), получим

Г =  (5)

Формуле (5) можно придать вид Т — -g-аф!, где коэффициент а =
М х - j -  3 A I2 Jl

= -----2----- 1 называется приведенным моментом инерции системы.
п

Переходим к вычислению суммы элементарных работ £  6ЛЙ
k=i

внешних сил данной системы.
Изобразим внешние силы и моменты: твр — вращающий момент, 

Р х — сила тяжести барабана, Р г — сила тяжести катка, /?i и /?[ — 
составляющие реакции неподвижной оси г, /?2 — реакция наклон
ной плоскости, F rр — сила трения катка о наклонную плоскость.

Дадим барабану элементарное угловое перемещение с?фх. При 
этом центр тяжести С катка переместится на ds =  rx dtpj. Элементар
ная работа внешних сил равна £  6ЛЙ =  mBp dq>i— Р г ds -sin а , т. е.

£  6А к =  (mBp — P 2r! sin а) с/фх. (6)

Напомним, что при качении без скольжения элементарная работа 
силы трения F Tp равна нулю.

Подставив Г и ^  bAh из формул (5) и (6) в уравнение (1), найдем

— ЗМ* г1ф1 с% =  (m„p — M2g r ! sin a )  d y \ . (7)

Приняв во внимание, что Фх-^Фх =  -^-е?фх =  фх d<ply после со
кращения уравнения (7) на е(фх получим искомое угловое ускорение 
барабана

.. _  0  m s р — M t gr 1 sin а 
ф1 —  1  (М,  +  З Мг) r f  •

§ 7 ]  И З М Е Н Е Н И Е  К И Н Е Т И ЧЕ С КО Й  ЭН ЕРГИИ СИСТЕМЫ 343



344 ОБЩИЕ Т ЕО Р Е МЫ  ДИ НАМИК И ]Гл. IX

Эта задача выше была решена с помощью теоремы об изменении 
главного момента количеств движения (см. задачи 9.39 и 9.48). 
Нетрудно видеть, что данное решение, с помощью теоремы об изме
нении кинетической энергии в дифференциальной форме, проще 
и короче.

6. Потенциальная энергия. Если на материальную систему 
действуют силы, однозначно определяемые положениями точек, 
то система движется в силовом поле.

Силовое поле называется потенциальным (консервативным), если 
работа сил поля определяется начальными и конечными положе
ниями точек системы и не зависит от вида траекторий этих точек.

Потенциальная энергия материальной точки определяется рабо
той, которую совершает сила поля при перемещении этой точки из 
данного положения в нулевое.

Потенциальная энергия зависит от положения точки в поле:
П =  П (х, у, г). (4*)

Эквипотенциальной поверхностью (поверхностью уровня) назы
вается геометрическое место точек поля, в которых потенциальная 
энергия имеет одинаковое значение:

П (х, у, г) =  С. (5*)

Потенциальная энергия определяется с точностью до аддитив
ной (слагаемой) постоянной, зависящей- от выбора нулевой поверх
ности уровня.

Потенциальная энергия силы упругости пружины равна поло
вине произведения коэффициента жесткости с пружины на квадрат 
ее деформации А:

. П =  4 - с Д 2. (6*)

Эта формула справедлива для тел, работающих на линейные 
деформации, и для упругих тел, работающих на угловые переме
щения.

Потенциальная энергия системы материальных точек является 
функцией от координат всех п точек системы, т. е.

П =  П {хи у и ........  xk, y h, zh, .... xn, yn, zn).

Работы силы поля при перемещении материальной точки в по
тенциальном поле равна разности потенциальных энергий началь
ного и конечного положений точки:

А =  Пх—П2.

Сила, действующая в потенциальном поле, направлена по нор
мали к эквипотенциальной поверхности в данной точке в CTOpqHy 
убывания потенциальной энергии.
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Проекция на ось этой силы равна частной производной потен
циальной энергии по соответствующей координате, взятой с обратным 
знаком:"

„ _ _ О Т  . / г _ _ д П  f  -  дп
h x ~  д х * ч ду • 2 ~  дг

Здесь F  == Fxi  +  Fvj  +  Fzk,  т. е. F — —grad П.
В случае системы п материальных точек

с дП с  дП г. dll L 1 оFkK — dXh > Fky — , Fkz— dz  ̂ , где k — 1, 2, . . . ,  п.

Если даны проекции силы Fx, Fy и Fz на оси декартовых коор
динат и надо определить, является ли сила F =  Fxl  +  Fvj  +  FJt  
силой, действующей в потенциальном поле (потенциальной силой), 
то следует проверить, имеют ли место равенства

=  _  Olz_ dFy __ dF2
ду дх ’ дг ~  ох  ’ дг ~  ду

Если эти равенства тождественно удовлетворены, то сила F  потен
циальна. В противном случае сила не потенциальна. Элементарная 
работа потенциальной силы равна полному дифференциалу потен
циальной энергии, взятому с обратным знаком:

б А =  —dU.

Итак, в случае потенциальных сил элементарная работа силы 6Л 
может быть обозначена dA.

Вычисление потенциальной энергии системы материальных точек 
является одним из этапов решения задач при использовании теоремы 
об изменении кинетической энергии, уравнений Лагранжа второго 
рода и т. д.

Задача 9.107. Груз массы М,  лежащий посередине упругой 
балки, совершает свободные колебания. Сила упругости балки 
пропорциональна ее прогибу и направлена по вертикали. Проекция 
этой силы на вертикальную ось х равна: Fx =  —скх, где А — прогиб 
балки в ее середине, а с  — коэффициент упругости, численно равный 
силе, которую надо приложить в середине балки для того, чтобы 
прогнуть ее на единицу длины.

Вычислить потенциальную энергию системы, пренебрегая массой 
балки.

Р е ш е н и е .  Возьмем начало отсчета оси л: в середине недефор- 
мированной балки.

Изобразим силы, приложенные к грузу: Р  =  M g — сила тяжести 
груза, F  — сила упругости балки. Обе силы потенциальны. Для 
вычисления потенциальной энергии груза надо -сложить потенци
альные энергии силы тяжести П(1> и силы упругости П<2):

П =  П(1) +  П<2). (2)
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Так как потенциальной энергией называется работа потенциаль
ной силы при перемещении материальной точки из данного положе
ния в нулевое, то

ПО =  — Рх. (2)
Потенциальная энергия силы тяжести Р  отрицательна при х >  О, 
так как груз для перемещения из данного положения в нулевое 
должен подняться вверх.

Затем, воспользовавшись формулой (6*), данной на стр. 344, 
находим

П(2) = ^ г .  (3)

Потенциальная энергия упругой балки положительна.

____ 0 ____________ -=»*—
____ с __

Р

X
К задаче 9.107,

Подставив формулы (2) и (3) в (1), находим искомое выражение 
потенциальной энергии системы:

, ,  сх1 п  сх2 . .
II =  —  -  Рх =  —g----- Mgx.

Задача 9.108. Использовав условие задачи 9.104, вычислить по
тенциальную энергию автоматического устройства, не нагруженного 
вращающими моментами т:

Р е ш е н и е .  Силы тяжести отдельных звеньев и сила упругости 
пружины потенциальны. Приняв во внимание симметрию системы 
относительно вертикальной оси, запишем потенциальную энергию 
в виде

II =  2П(0,Л,) +  2П(А‘в,> +  П(£>> +  2П<Л,Л2). (1)

Нулевыми будем считать положение системы при ср *= 0, т. е. 
при вертикальных положениях кривошипов и шатунов и при не- 
деформированной пружине.

При переходе системы из промежуточного положения (см. рис. а) 
в нулевое точки приложения сил тяжести кривошипов 0 1А 1 и 0 2Л 2
опускаются на h± =  —  (1 — cos <р), шатунов и A tB2 — на

Л2 =  - у  (1 —  c o s  ф), п о л зу н а  D  —  на h3 =  2r (1 —  cos ф). П ри этом
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пружина возвращается в недеформированное состояние и укорачи
вается на Л =  А.гК  +  L A X =  2г sin ф. Итак,

Потенциальной энергией системы называется сумма работ по
тенциальных сил при перемещении системы из данного положения 
в нулевое. Заметим, что работа сил тяжести при опускании вниз 
и работа силы упругости при восстановлении недеформированного 
состояния положительны. Поэтому в данном случае имеем

Подставив в формулу (1) значения (3) и учтя при этом выраже
ния (2), получим

Л =  2r (Q +  2 Р) (1 — cos ф ) +  2сг2 sin2 ф,

Задача 9 .109. На горизонтальный упругий вал, коэффициент 
упругости которого на кручение равен с, насажены три диска. Вслед
ствие упругости вала во время

жести дисков лежат на оси 
вращения.

Р е ш е н и е .  Вычислим ^  з а Дач е  9 .1 0 9 .
углы закручивания вала. На
участке между дисками 1 и 2 угол закручивания вала равен ф2 — 
—Фх, а на участке между дисками 2 и 3 — соответственно ф3 — ф2.

Поэтому потенциальная энергия системы, слагающаяся из энер
гий отдельных участков, будет

7. Закон сохранения механической энергии. Если все силы, 
приложенные к системе материальных точек, потенциальны, то 
сумма кинетической и потенциальной энергии системы постоянна:

А, = - £ - ( 1  — совф), А2 =  - у  (1 — cos ф ), А3 =  2r (1 — cos ф ),

A = = 2 r s i i^ .  (2)

т. е.

П =  2r^2g  (M1+ 2 M 2) sin2 -у- -}- cr sin2фj

Вычислить потенциальную 
энергию системы. Центры тя-

вращения системы около оси 
вала диски оказываются по
вернутыми на разные углы ф х, 
ф2, фз-

'3

ш.
УТЯ

П  =  - Y  (Фг —  Фг)2 +  - £ -  (Фз —  Фг)2-

7 \  +  П х =  Т 2 +  II*.
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Так как в механизмах и машинах действуют силы сопротивления, 
которые не потенциальны, то происходит уменьшение механической 
энергии. Эта энергия расходуется на работу непотенциальных сил 
и переходит в другие виды энергии (например, в тепловую). Следова
тельно, закон сохранения механической энергии в этих случаях 
неприменим и для поддержания установившегося режима работы 
машины или механизма необходим приток механической энергии 
извне.

Задача 9.110. На рисунке изображен виброграф — прибор для 
измерения колебаний. Виброграф состоит из тонкого однородного 
стержня ОА длиной 21 и массы Мь к верхнему концу которо
го прикреплен груз А (точечная масса) массы М 2. Стер

жень ОА может колебаться около го
ризонтальной оси г, перпендикулярной 
плоскости рисунка, под действием двух 
пружин: винтовой с коэффициентом упру
гости сх и спиральной с коэффициентом 
упругости с2. В вертикальном положении 
равновесия стержня обе пружины не де
формированы; OB =  3/.J.

Вычислить потенциальную энергию 
материальной системы.

Р е ш е н и е .  Примем в качестве ну
левого верхнее вертикальное положение 
стержня. Потенциальная энергия системы 
имеет вид

К задаче 9.110. П  =  П(/>,) +  П(Рг) +  П <с,> +  П(Сг) , (1)

где П(Я,) и П(Р*> — потенциальные энергии сил тяжести Р х — M xg  
и Р 2 — M 2g,  а П(с>> и П(С2> — потенциальные энергии сил упруго
сти пружин. Заметим, что П(Р>> =  —P\hlt П<р*> =  —P 2h2 (hx и h2
изображены на рисунке), П (с,) — -g-CjA?, П (с,) — — с2к\,  где
Аг — линейная деформация винтовой пружины, а Д2 — угловая 
деформация спиральной пружины. Приняв во внимание, что hr =  
=  / (I — cos ф), h2 = 2 / ( 1  — cos ф), Ах =  В К  =  z!4  sin ср, Д2 =  ф 
(в вертикальном положении стержня пружины не деформированы), 
получим П<р <> =  —M xgl  (1 — cos ф), П(Рг>= — 2M2g l ( \  — coscp),

Г1<с>> == _!LCi/2sin2ф, П(Сг) ==‘-1 -с2ф2. Внеся эти значения в форму

лу (1), найдем искомое выражение потенциальной энергии

П =  — (Afj +  2М 2) gl  +  (Мг - f  2М 2) gl  cos ф +  cxl2 sin2 ф +  -^-с2ф2.

Задача 9.111. Вычислить полную механическую энергию физиче
ского маятника массы М  в зависимости от угла отклонения ф (см.
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рисунок), если центр тяжести С маятника отстоит от оси привеса 
на расстоянии а\ / с — момент инерции маятника относительно го
ризонтальной оси, проходящей через центр тяжести С.

Р е ш е н и е .  Направим ось у  из точки привеса О по вертикали 
вниз. Положительное направление отсчета угла ф указано на ри
сунке.

Механическая энергия маятника равна сумме его кинетической 
и потенциальной энергий:

Похенциальной силой является сила тяжести маятника Р  =  Mg.  
Следовательно, потенциальная энергия маятника определяется фор
мулой . I

Подставив (2) и (3) в формулу (1), получим искомое выражение пол 
ной механической энергии физического маятника

Задача 9.112. Использовав условие и решение предыдущей задачи 
и применив закон сохранения полной механической энергии, опре
делить зависимость угловой скорости ф маятника от его угла пово
рота ф.

В начальный момент маятнику, занимавшему вертикальное поло
жение, была сообщена начальная угловая скорость ф„. Силами 
сопротивления пренебречь.

Р е ш е н и е .  Так как силы, приложенные к маятнику, потен
циальны, то можно применить закон сохранения полной механи
ческой энергии. Использовав формулу (4) предыдущей задачи, 
вычислим полную механическую энергию маятника в начальный 
момент, когда ф =  О, а ф =  ф0. Имеем

Е =  Т +  П. (1)

II =  —Ph =  —Mga  cos ф. (2)

Кинетическая энергия маятника, качаю
щегося вокруг неподвижной оси О, перпен
дикулярной к плоскости рисунка, равна

Так как по теореме Штейнера

то
У

К  задаче 9.111.
Т  = 4 - ( / г  +  Ма2)ф2. (3)

Е =  —  (/с -f- М а2) ф2 — Mga  cos ф. (4)

Е 0 =  ~y  U с +  М а 2) фо — M g a . (1)
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На основании закона сохранения полной механической энергии 
запишем

Е  =  Е0. (2)
Внеся в уравнение (2) значение Е из формулы (4) предыдущей задачи, 
а Е0 — из формулы (2) и решив уравнение относительно ф, получим

/• 2  2 Mga (1 — cos m) 
Ф =  у  Ф о -------------г ^ г ш -------

1 0 п ж
%УМ ’М М М У М

X
У М ///////У /.

Этот результат можно также получить, применив теорему об изме
нении кинетической энергии в интегральной форме.

Задача 9.113. Груз массы т,  прикрепленный к концу пружины, 
совершает свободные колебания по гладкой горизонтальной пло
скости согласно закону х — a sin kt (см. рисунок).

Воспользовавшись законом сохране
ния механической энергии, определить 
коэффициент упругости с пружины. На
чало отсчета по оси х взято в правом 
конце недеформированной пружины.

К задаче 9 113 Р е ш е н и е .  Рассмотрим два поло
жения груза: среднее, имеющее индекс 1, 

и крайнее — с индексом 2. В соответствии с законом сохра
нения механической энергии запишем

7\ +  Пх =  Г2 +  П2. (1)

В среднем, т. е. в нулевом положении груза, его потенциальная 
энергия rij =  0. В крайнем положении груза, когда он отклонен 
от нуля на х =  а, где а — амплитуда колебаний, потенциальная 
энергия равна П2 =  Ч2са2. Итак,

11! =  0, П2 =  !/2ш 2. (2)

Для вычисления кинетической энергии груза по формуле Т  =  
=  1l im x 2 вычислим производную х =  a sin kt по времени. Имеем 
х — ak cos kt. Поэтому кинетическая энергия равна Т =  1l2ma2k2 х 
X cos2 kt. В крайнем положении груза кинетическая энергия Тг 
равна нулю. В среднем, т. е. в нулевом положении, например при 
t =  0, кинетическая энергия 7\ достигает наибольшего значения, 
равного т. е.

Т  j =  1/2ma2k2, Г2 =  0. (3)

Подставив результаты (2) и (3) в уравнение (1) и решив его отно
сительно с, вычислим искомый коэффициент упругости пружины!
с =  mk2.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из «Сбор
ника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 29.12 
и 29.14.
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§ I. Классификация связей. Число степеней свободы.
Классификация сил .

Несвободной называется материальная система, на движение точек 
которой (координаты и скорости) наложены некоторые ограничения 
(связи).

Всякий механизм является примером несвободной материальной 
системы.

Связями называются физические тела, налагающие ограничения 
на координаты, скорости и ускорения точек материальной системы. 
Связи делятся на двухсторонние и одно
сторонние.

Связи называются двухсторонними 
(удерживающими), если они препятст
вуют перемещениям материальных точек 
в некоторых направлениях, а также в 
направлениях прямо противоположных.
Примером двухсторонней связи служит 
идеальный (невесомый, недеформируемый) 
стержень, по концам которого размещены 
две материальные точки. Эти материаль
ные точки не могут ни приблизиться 
друг к другу, ни отдалиться. Если одну 
из материальных точек, например точку 
О (рис. 10.1), закрепить, то вторая точка Л 
может перемещаться по кривой, лежащей на сфере радиуса, равного 
длине I идеального стержня, т. е. координаты точки А оказываются 
связанными зависимостью: х \  +  у \  +  z \  — I2 =  0. Таким образом, 
двухсторонняя геометрическая связь выражается соотношением ме
жду координатами точек материальной системы:

/ (* 1, Ух* ?1, • • •, Xfe, ук, Zfc, . .  ., хп, у п, z )̂ 0.
Связи называются односторонними (неудерживающими), если 

они препятствуют перемещениям материальных точек в некоторых 
направлениях, но допускают перемещения в прямо противополож
ных направлениях. Такую связь можно получить, если в предыду
щем примере идеальный стержень О А заменить нитью. Тогда точки О 
и А отдалиться друг от друга не могут, но приблизиться имеют 
возможность, так как при этом произойдет смятие нити (рис. 10.2).

Уравнение односторонней связи имеет вид

+ о.

Д И Н А М И К А  НЕСВОБОДНОЙ М А Т Е Р И А Л Ь Н О Й  СИСТЕМЫ
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(Знак равенства соответствует натянутой нити.) Таким образом, 
односторонняя связь выражается неравенством вида

/ (* 1, у и гъ . . ., xk, yk, zk..........х п, у п, гп) «  0.
Связи делятся также на нестационарном (зависящие от времени) 

и стационарные (не зависящие от времени).
Связь называется нестационарной, если 

— j  в уравнение связи в явном виде входит 
время, т. е.

/ (*Ь У\> • • . , Xf{t Z]lr . .  ., хп, у п,
А ' г„, 0  =  0.

(В неявном виде время входит в большинст
во уравнений связей, так как координаты 
точек при движении системы, вообще говоря, 

являются функциями времени.) В случае подъемного крана, под
нимающего груз А (материальную точку), связь, зависящая от вре
мени, создается тросом (рис. 10.3). При равномерном наматывании

П
77̂ ^ ^ ^ 7777777777777777̂ 77?.

Рис. 10.3.

троса на барабан со скоростью ©-длина свисающей части троса изме
няется по закону

/ =  10 — vt,

где /0 — длина свисающей части троса в начальный момент. Так как 
груз может раскачиваться, то уравнение этой связи имеет вид х% +  
+  i f  а +  z'a — (/0 — vt)'2 с  0, т. е. содержит время в явном виде.

Связь называется стационарной, если время в явном виде в урав
нение связи не входит (во всех рассмотренных выше примерах, кроме 
последнего, связи не зависят от времени).

Связи делятся также на голономные и неголономные. Голономными 
(интегрируемыми) называются связи, которые накладывают огра
ничения на положения точек материальной системы.

Неголономными (неинтегрируемыми) называются связи, которые 
накладывают ограничения на скорости точек системы. Они выра
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жают зависимость между координатами и скоростями точек системы. 
Независимо от дифференциальных уравнений движения системы 
уравнения этих связей не могут быть проинтегрированы.

В качестве примера неголономной связи рассмотрим движение 
конька по поверхности льда. При отсутствии соскальзывания -ско
рость центра тяжести С конька должна быть направлена вдоль его 
оси (рис. 10.4) по касательной к траектории точки С. Имеем х с — 
=  vCx =  vc cos ф, у с =  vC!l =  vc sin ф, где ф — угол, образован
ный осью х и касательной к траектории точки С. Разделив второе 
соотношение на первое, получим у с/ х с =  tg ф, откуда ус — х с tg ф — 
=  0. Это уравнение неголономной связи, ибо наложены ограничения 
на производные по времени координат точ
ки С. Оно является дифференциальным 
уравнением, которое самостоятельно не мо
жет быть проинтегрировано (иапомпнм, что 
угол ф переменный).

Примером неголономной . системы яв
ляется шар, катящийся по шероховатой 
плоскости. (Скорость точки касания шара с 
плоскостью равна нулю.)

Числом степеней свободы материальной 
системы, подчиненной голономным связям, 
называется число независимых параметров,

Рис 10 4однозначно определяющих положения точек 
системы.

Так, твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной оси, имеет 
одну степень свободы, так как положение этого твердого тела вполне 
определяется углом поворота ф вокруг осп вращения.

Твердое тело, совершающее плоское движение, имеет три сте
пени свободы, так как положение любого его сечения, проведенного 
параллельно неподвижной плоскости, определяется двумя коорди
натами центра тяжести сечения хс и у с и углом поворота ф.

Системой с тремя степенями свободы является твердое тело, 
вращающееся вокруг неподвижной точки. Его положение опре
деляется тремя независимыми координатами, например тремя углами 
Эйлера ф, ф и 0.

Системой с шестью степенями свободы является свободное твер
дое тело, так как его положение определяется шестью независимыми 
параметрами: тремя координатами центра тяжести хс, у с , zc и тремя 
углами Эйлера ф, г|) и 0.

Упругое тело имеет бесчисленное множество степеней свободы.
Подавляющее большинство механизмов является системами с од

ной степенью свободы. Та-к, положение любой точки кривошипно
шатунного механизма определяется углом поворота ф криво
шипа (рис. 10.5).

Диск К, вращающийся вокруг оси АВ,  которая в свою очередь 
вращается вокруг оси CD (рис. 10.6), является системой с двумя

12 М. И. Б ать  и д р . ,  т . II
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степенями свободы. Для определения положения диска К  следует 
задать два независимых параметра: угол поворота диска вокруг 
оси А В и угол поворота вилки ADB  вокруг оси CD.

Связи, ограничивая перемещения материальных точек системы, 
действуют на эти точки посредством сил, называемых реакциями 
связей.

В динамике несвободной материальной системы, как правило, 
силы удобно разделять на активные силы и реакции связей.

Следует иметь в виду,что 
к активным относятся все 
силы, не являющиеся реак
циями связей. Таким обра
зом, активной может быть 
какая-либо неизвестная — 
искомая сила, не входя
щая в число реакций свя
зей.

Закон освобождаемости от связей. В задачах динамики несвобод
ной материальной системы пользуются законом освобождаемости 
от связей, который нами уже применялся. Отбрасывая мысленно 
связи, наложенные на систему, компенсируют их реакциями связей.

При этом несвободная материальная система рас
сматривается как система свободная, движущаяся 
под действием активных сил и реакций связей.

При движении системы реакции связей являются, 
вообще говоря, переменными. Они зависят от поло
жений точек, их скоростей, ускорений и времени. 
Это значительно усложняет решение обратных за
дач, в которых движения точек системы опреде
ляются в зависимости от приложенных сил, т. е.,

Рис Ю.6. D частности, от реакций связен. В подобных зада
чах приходится из системы дифференциальных 

уравнений движения исключать реакции связей. После нахождения 
движения точек системы и, следовательно, нх скоростей и ускоре
ний, можно найти величины реакций связей.

Задача 10.1. Связь описывается дифференциальным уравнением 
хх  +  у у  +  zz  — 0.

Является ли связь неголономной?
Р е ш е н и е .  В уравнение связи входят не только координаты 

точек, но и их производные по времени. Поэтому некоторым читате
лям может показаться, что связь является неголономной. Однако 
подобное суждение ошибочно.

Запишем данное дифференциальное уравнение в виде х dx +  
+  у  dy  -j- z dz  — 0. Проинтегрировав его, найдем х1 - f  у 2 г 2 =  
=  С — уравнение голономной связи. Напомним, что связь является 
неголономной, если она содержит производные координат точек 
системы и может быть проинтегрирована лишь в совокупности
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С дифференциальными уравнениями движения материальной системы. 
В данном же случае дифференциальное уравнение связи было про
интегрировано в отрыве от дифференциальных уравнений движения 
системы и потому описывает голономную связь.

Заметим, что можно продифференцировать уравнение любой 
голономной связи /  (х , у ,  г) =  0, при этом в уравнении появятся 
производные х, у ,  z, но связь, однако, не перестанет быть голо
номной.

§ 2. Метод кинетостатики

1. Силы инерции. Приведение сил инерции к простейшему виду.
При взаимодействии двух свободных материальных точек к одной 
из них приложена сила F lt называемая действием, а к другой — 
сила Fit называемая противодействием. Материальная точка А 
(рис. 10.7), к которой прило
жено действие со стороны Ft j _____________ ____
материальной ТОЧКИ В , при- Ускоряг«ая Ускоряющая
обретает ускорение w  и точна точка
впредь именуется «ускоряв- Рис. 10.7.
мой».

Материальная точка В, сообщившая ускорение материальной 
точке А,  называется «ускоряющей». К «ускоряющей» точке В при
ложено противодействие со стороны «ускоряемой» точки А.

На основании закона равенства действия и противодействия
F i =  — F l.

В соответствии с основным законом динамики, действие равно 
F t =  m w ,  следовательно, противодействие равно F2 — —tnw.  Про
тиводействие именуется силой инерции и обозначается J.  Итак, 
в случае свободной материальной точки сила инерции равна по мо
дулю произведению массы «ускоряемой» точки А на модуль ее уско
рения, направлена в сторону, противоположную ускорению точки А 
и приложена к «ускоряющей» точке В.

Если при движении несвободной материальной точки ее траекто
рия предопределена связью, наложенной на эту точку,то к материаль
ной точке, являющейся «ускоряемой», приложено действие со сто
роны наложенной связи, которая в данном случае заменяет «уско
ряющую» точку.

На основании закона равенства действия и противодействия 
к связи приложено со стороны материальной точки противодействие, 
именуемое силой инерции J.  Так как Ft  =  nvw,  a F 2 =  —F lt то J  =  
=  F2=  —m w.  Так, при равномерном движении кольца А по про
волоке В  траектория кольца А,  являющегося «ускоряемой» точкой, 
предопределена проволокой, являющейся связью. Кольцо А при
обретает центростремительное ускорение под действием силы Д ,  
приложенной к нему со стороны проволоки — связи. На основании 

1 2 *
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Рис. 10.8.

закона равенства действия и противодействия к соответствующей 
точке проволоки приложено противодействие П,  именуемое силой 
инерции J  (рис. 10.8).

Если на несвободную — ускоряемую материальную точку нало
жены связи, а также действуют ускоряющие точки, то силы инерции

частично приложены к связям и частично 
к «ускоряющим» точкам.

Как известно из статики, систему сил 
можно привести к силе, векторно равной 
главному вектору, и к паре сил с момен
том, векторно равным главному моменту. 
Приведение сил инерции дает следующие 
результаты (ниже в пункте 2 при изложе
нии метода кинетостатики поясняется, что 
силы инерции условно прилагаются «к 
ускоряемому» твердому телу):

а) при поступательном движении твердого тела силы инерции 
приводятся к равнодействующей, приложенной к центру тяжести С

твердого тела. Равнодействующая R {J) 
равна по модулю произведению массы 
твердого тела на ускорение любой его 
точки и направлена противоположно 
этому ускорению:

R (J) =  — M w  
(рис. 10.9).

б) При вращении плоской фигуры вокруг перпендикулярной к ней 
неподвижной оси, агли инерции приводятся к равнодействующей

(рис. 10.10), приложенной в центре 
качаний соответствующего физиче
ского маятника, ось привеса кото
рого совмещена с неподвижной осью 
данного твердого тела (центр кача
ний К  отстоит от оси привеса на рас
стоянии, равном приведенной длине
физического маятника
где / г — момент инерции твердого 
тела относительно оси привеса, М — 
масса твердого тела, а — расстояние 
от оси привеса до центра тяжести). 
Равнодействующая сил инерции R U) 
равна по модулю произведению 
массы твердого тела на ускорение 

его центра тяжести и направлена в сторону, противоположную 
этому ускорению

R ' J) =  _  M w a,

«s.. IU.9.

I — - tz 
"P Ma
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так как wc =  a V &  +  «Л то =  М а У е2 +  о 4; направление 
определяется углом а,  находимым из уравнения

t g a  =  .
а  СО2

Если за центр приведения выбрать центр тяжести С твердого 
тела, то силы инерции приводятся к силе, векторно равной главному 
вектору и к паре сил с моментом, равным главному моменту 
mcJ) (рис. 10.11).

Главный вектор сил инерции V (J) равен по модулю произведению 
массы твердого тела на ускорение его центра тяжести и направлен 
в сторону, противоположную 
этому ускорению:

V (J) =  — M w c,
причем

V<J> =  M a ¥ 7 + P ,

, е г
tg & щ2

Главный момент сил инер
ции т (с ) относительно оси, 
проходящей через центр тя
жести С параллельно оси вра
щения, равен по модулю про
изведению момента инерции 
твердого тела относительно 
оси С на модуль углового 
ускорения твердого тела е. Знак главного момента сил инерции 
противоположен знаку проекции углового ускорения: mSc ) — —1сег 
(ez — проекция углового ускорения е на ось вращения г).

Если за центр приведения выбрать точку О, лежащую на не
подвижной оси, то силы инерции приводятся к силе, равной глав
ному вектору V^J), и паре сил, момент которой равен главному 
моменту то*.  По-прежнему V {J) = * —M w c , а в выражение глав
ного момента сил инерции вместо / с входит / 0, т. е. то ) =  — 1фг, 
где / 0 =  / с +  М а2.

В случае, когда центр тяжести С лежит на оси вращения плоской 
фигуры, главный вектор^сил инерции V (J) обращается в нуль, и, сле
довательно, система сил инерции приводится к паре сил с моментом
тО) — —1фг-

в) При движении плоской фигуры силы инерции приводятся к силе, 
равной главному вектору V U), приложенной в центре приведения 
(рис. 10.12), и к паре сил, момент которой равен главному моменту 
относительно оси, проходящей через центр приведения перпендику

Рис. 10.11.



лярно к неподвижной плоскости. Так( если за центр приведения 
сил инерции выбрать центр тяжести С плоской фигуры, то

V (J) =  — Mwc> mcJ) =  — /сег.

Приведение сил инерции к силе, равной главному вектору, 
и паре сил, момент которой равен главному моменту, является одним 
из важных этапов решения задач динамики несвободной материаль
ной системы в случае применения метода кинетостатики либо общего 
уравнения динамики (см. ниже § 5), а также при определении динами
ческих давлений на ось вращающегося твердого тела (см. ниже § 3).

Отметим, что с силами инерции связаны формальные методы 
решения задач. Все упомянутые далее задачи могут быть решены 
без применения метода кинетостатики. В этой книге излагаются

методы решения задач с использованием 
\  сил инерции лишь потому, что эти ме- 
\ nfl) тоды, в силу сложившихся историче- 

с ских традиций, еще довольно распро
странены в инженерной практике. В 
динамике нет таких задач, которые не 
могли бы быть решены без применения 
метода кинетостатики. В дальнейшем 
неоднократно дается сравнение методов 
решения задач с использованием и без 
использования сил инерции.

Главный вектор и главный момент сил инерции, условно при
ложенных к ускоряемому твердому телу, следует определять по 
приведенным выше формулам, в соответствии с видом движения 
твердого тела (поступательное движение, вращение вокруг непо
движной оси, плоское движение). Если с помощью готовых формул 
нельзя определить главный вектор и главный, момент, то в случае 
непрерывного распределения масс надо найти силы инерции для 
выделенного элемента и затем распространить суммирование по всему 
твердому телу, вычислив определенный интеграл в соответствующих 
пределах.

В следующем параграфе будут рассмотрены методы приведения 
сил инерции материальных точек твердого тела, вращающегося 
вокруг неподвижной оси.

Задача 10.2. Линейка эллипсографа АВ  приводится в движение 
посредством кривошипа ОС, вращающегося с постоянной угловой 
скоростью со0-

Определить главный вектор и главный момент сил инерции 
линейки АВ  массы М  и длины I, считая ее однородным прямолиней
ным стержнем; ОС — АС  =  СВ =  //2.

Р е ш е н и е .  Линейка А В совершает плоское движение. По
этому ее силы инерции приводятся к силе, равной главному вектору 
V U)> и паре сил, момент которой равен главному моменту тс*.
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Сила, равная главному вектору сил инерции К (У), приложена 
В центре тяжести линейки и направлена в сторону, противоположную 
ускорению w c центра тяжести С: V (J) =  —M w c • Так как центр 
тяжести С линейки АВ  одновременно является концом кривошипа 
ОС, то w c — w Cn +  Wet- При постоянной угловой скорости враще
ния кривошипа w cт =  0; итак, w c =  w Cn- Ускорение w c , будучи 
центростремительным, направлено от С к О. Следовательно, главный 
вектор сил инерции V (J) направлен вдоль кривошипа ОС от оси вра
щения О. По модулю он равен У(У> 

1
M w c . Учитывая, что wc

w.Сп ОС I со; со;, нахо
дим

VU ) =  М- 2
С00-

Главный момент сил инерции 
линейки А В определяется по фор-

/ сег, где 1 с =муле т с ) —
M l* ■ момент инерции линеи-12

К задаче Ю.2.

ки А В относительно оси, прохо
дящей через ее центр тяжести С 
перпендикулярно к неподвижной 
плоскости, а е2 — проекция углового ускорения линейки АВ  на 
ось г ,  перпендикулярную к плоскости рисунка.

Определив положение мгновенного центра скоростей 9* линейки, 
как точку пересечения перпендикуляров, восставленных из точек А 
и В к соответствующим скоростям, находим угловую скорость ли
нейки АВ.  Точка С как конец кривошипа ОС имеет скорость vc =  
=  | ОС | со0; с другой стороны, скорость точки С, лежащей также 
на линейке АВ,  дается формулой vc — \ С& \ со, поэтому | С9> | со =
=  | ОС | со0, т. е. со =  -  j | со0. Так как ОС =  C9i =  , то угловая
скорость линейки АВ  равна со =  со0. Значит, угловое ускорение
линейки равно нулю: г =  ~ °  =  0 и, следовательно, ьг — 0. Итак,
главный момент сил инерции линейки равен нулю:

т,<■/) ------ I С&г ■ 0.

Таким образом, силы инерции точек линейки приводятся к равно
действующей силе, приложенной в центре тяжести С линейки и рав
ной главному вектору сил инерции.

2. Метод кинетостатики. Методом кинетостатики называется 
формальный прием, дающий возможность записать уравнения дви
жения в виде уравнений равновесия.

Применяя метод кинетостатики к движущейся материальной 
точке, следует записать условие равновесия активных сил и реакций
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связей, приложенных к материальном точке, а также сил инерции:

где F  — равнодействующая активных сил, приложенных к мате
риальной точке, R  — равнодействующая реакций связей, наложен
ных на материальную точку, J  — сила инерции материальной точки, 
равная по модулю произведению массы точки на модуль ее ускорения 
и направленная противоположно ускорению: J  =  —m w .

При этом следует помнить, что сила инерции к данной мате
риальной точке , не приложена. В действительности эта сила инер
ции приложена к «ускоряющим» материальным точкам и к связям, 
наложенным на данную точку. Добавление к силам F u R  силы инер

ции J ,  не приложенной к данной точке, при
водит к тому, что уравнения движения при
нимают вид уравнений равновесия.

При движении материальной точки по 
кривой силу инерции можно разложить на 
две составляющие, соответствующие каса
тельному и нормальному ускорениям точки: 
касательную силу инерции J х и нормальную 
силу инерции J n (рис. 10.13), причем

Л  =

По модулю

■m w i , J n — — 

=  +

J =  m У  w2x +  w l .

Метод кинетостатики в приложении к несвободной системе мате
риальных точек приводит к системе уравнений:

F 1 Rt J\ — Q>

Ft  +  R i  “I" J г — 0,

Fn -j- Ra "In — 0-

Число векторных уравнений равно числу материальных точек си
стемы .

Если изучаемым объектом является твердое тело, то, применяя 
метод кинетостатики, надо составить уравнения равновесия системы 
сил, включив в них активные силы, реакции связей и силы инер
ции.

Методом кинетостатики можно пользоваться при решении прямых 
задач динамики несвободной материальной системы, т. е. при реше
нии задач, в которых по заданному движению определяются неизве
стные силы. Однако все эти задачи (как правило, несколько менее



громоздко) могут быть решены обычным путем — посредством при
менения основного уравнения динамики к каждой из материальных 
точек системы, т. е.

mhw h =  Fh +  R h, где k =  1, 2, . . . ,  п.

JlpH решении же обратных задач, т. е. таких, в которых по за
данным силам определяется движение, применение метода кинето
статики нецелесообразно..

Мы излагаем в этой книге метод кинетостатики, как уже упоми
налось выше, лишь потому, что им, в силу установившихся тради
ций, еще довольно часто пользуются в различных инженерных 
дисциплинах.

Методом кинетостатики можно пользоваться в случаях, когда 
в число заданных и неизвестных величин входят: массы материальных 
точек, моменты инерции твердых тел, скорости и ускорения точек, 
угловые скорости и угловые ускорения твердых тел, силы и моменты 
сил.

У к а з а н и е .  Решение задач с помощью метода кинетостатики 
рекомендуется выполнять п такой последовательности:

1) изобразить на рисунке активные силы, приложенные к каждой 
из материальных точек;

2) применив закон освобождаемости от связей, изобразить ре
акции связей, наложенных на каждую из материальных точек сис
темы;

3) добавить к активным силам и реакциям связей силы инер
ции материальных точек системы;

4) выбрать систему координат;
5) составить уравнения равновесия для каждой из материальных 

точек системы;
6) решив составленную систему уравнений, определить искомые 

величины.
Задача 10.3. Груз массы М  совершает колебания на пружине, 

подвешенной верхним концом к потолку, по закону х — a sin соt.
Определить силу упругости пружины. Массой пружины пре

небречь. Начало оси х, направленной по вертикали вниз, находится 
в положении равновесия груза.

Р е ш е н и е .  К грузу приложены две силы: сила тяжести Р  =  
=  M g  и сила упругости пружины, проекция которой на ось х 
равна Fx.

Для решения задачи методом кинетостатики прикладываем 
к грузу еще силу инерции J  =  —M w .  (Сила и-нерции приложена 
к ускоряющим материальным, точкам и к связям.)

Зная закон движения груза х =  a sin сot, определяем проекцию 
его ускорения на ось х :
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wx =  х  =  —асо2 sin соt.
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Следовательно, проекция на ось х  силы инерции J  имеет вид

Запишем уравнение кинетостатики груза в проекции на ось х. 
Мы можем уравнению движения формально придать вид уравнения 
равновесия, потому что силу инерции J  приложили к грузу, в то 
время как в действительности она на груз не действует:

Из последнего уравнения при учете соотношения х — —аш2 sin ш( 
легко находится

Таким образом, применение в этой задаче метода кинетостатики 
несколько более громоздко (приходится дополнительно определить 
и изобразить силу инерции) и никаких преимуществ перед использо
ванием дифференциального уравнения движения материальной точки 
не имеет.

Задача 10.4. При исполнении циркового аттракциона мотоцик
лист движется с постоянной по величине скоростью v по внутренней 
поверхности полусферы радиуса г. Он описывает в горизонтальной 
плоскости окружность радиуса А В =  р. Схематизируя мотоциклиста 
с мотоциклом в виде точечной массы М,  вычислить давление на 
полусферу и максимальную скорость движения. Коэффициент тре
ния резиновых покрышек о внутреннюю поверхность полусферы 
равен /.

Р е ш е н и е .  Проведем вертикальную плоскость через центр О 
и точку А,  изображающую произвольное положение точечной массы. 
Оси Tj и п1 обозначены на рисунке. Обозначим а  — угол, образу
емый касательной тх с вертикалью. К точке А приложена активная

Jх =  —Mwx =  Маш2 sin at.

у//////////'"/av/////;- Mg  +  J x +  Fx =  0.
Из этого уравнения находим

Fx ------ (Mg  -f- J x).
Учитывая, что J x =  Маю2 sin соt, получим 

Fx =  — (Mg  +  Maa)2 sin <at).
>
LF Нетрудно определить максимальное и минимальное 

значения силы F:
Fm ах =  M g  +  Маоз2, Fmin =  M g — Маш2. 

Итак,

ч Р Mg  — Маш2 <  F <  Mg  4- Маш2.

х
К задаче 10.3.

Не прибегая к методу кинетостатики, эту пря
мую задачу можно было решить с помощью диф
ференциального уравнения движения груза в 
проекции на ось х:

М х =  Mg  4  Fx.

Fx = — (Mg  +  Маш2 sin шt).



сила Р  — M g .  Реакциями связей являются: нормальная реакция 
поверхности полусферы R  и сила трения F Tp. При равномерном 
движении точки А ее вращательное ускорение равно нулю. Поэтому 
и вращательная сила инерции равна нулю:

J  т =  — mwx — 0.
Центробежная сила инерции точечной массы А направлена про

тивоположно ее центростремительному ускорению w n, т. е. по 
горизонтали направо. По мо
дулю

J n =  Mwn =  М ^ - .

Сила трения F xp направлена 
вдоль оси Ti вниз (см. рисунок).

Применяя метод кинетоста
тики, запишем уравнения пре
дельного равновесия сил в 
проекпиях на оси Т] и
U  FkXl — — / ч Рах — M g  cos а  +

+  J п sin а  — 0,
2 j  Fknt =  R — M g  sin a  —

— J n cosa =  0.
v'£

Учитывая, что в предельном случае F™рах =  //?, а J n =  М - ^ - ,
запишем эту систему уравнений в виде

2
— fR — M g  cos а  -(- М —^^j^-sina =  0, 

i?
R  — Mg  sin a — M  — cos a  =  0.

Отсюда
p  —  1 1 +  I t g a

si„ a — /co sa  ’ v,n™ ~  V tg a — /■'
Из треугольника ОАВ имеем cos а  — р/r, т. е.

sin a  = - j - V r 2 — p2 и t g a  — ^ T ~  fl .

После подстановки этих значений окончательно получим

у  —  1 / г г  P +  Z / ^ - p 2 п  _  M gr 
™аХ V V  г1 — р2 — /р j / / -2 — р2 — /р

Искомое нормальное давление на внутреннюю поверхность полу
сферы равно по модулю нормальной реакции R  и направлено про
тивоположно.

Центробежная сила инерции J n, которой мы пользовались при 
решении задачи методом кинетостатики, в действительности не при-
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ложена к точке А.  Поэтому при решении данной задачи с помощью 
основного закона динамики следует, естественно, учитывать только 
те силы, которые действительно приложены к материальной точке, 
т. е. Р ,  R  и F rр:

Mwn  =  Р  1 R  +  F T -
В проекциях на оси «1 и xt находим

Mw„ cos а  =  R — M g  sin а, — Mwn sin а  =  — F™* — Mg cosa.■4
Учитывая, -что wn =  и2тах/р, /7™рнх =  fR,  получим после решения 

этой системы уравнений искомые величины R и ишах.
Решение задачи методом кинетостатики несколько более гро

моздко, так как приходится дополнительно определять и изображать 
силу инерции J n Следовательно, целесообразнее решать задачу 
с помощью основного закона динамики.

Задача 10.5. Однородное круглое колесо массы М и радиуса г 
катится без скольжения по горизонтальному рельсу.

Определить модуль вращающего момента, который нужно при
ложить к колесу для того, чтобы центр тяжести С колеса двигался со-

скоростью vc — at, где а — постоян
ная. Найти также модуль нормаль
ной реакции R  рельса и модуль силы 
трения Frр колеса о рельс, если коэф
фициент трения качения равен /к.

Р е ш е н и е .  К колесу прило-. 
жены активные силы и моменты: 
сила тяжести Р  =  M g  и искомый 
вращающий момент т. Реакциями 
связей являются: нормальная реак
ция R  рельса, вынесенная в сто
рону движения на расстояние /к от 
центра тяжести С колеса, и сила 

трения FTV, направленная вдоль рельса в сторону движения. До
бавляем силы инерции колеса, совершающего плоское движение, 
приняв за полюс точку С. Силы инерции приводятся к силе, равной 
главному вектору V {J), и паре сил, момент которой равен главному 
моменту т с ].

Сила инерции V U) приложена в центре тяжести С колеса, напра
влена в сторону, противоположную его ускорению w c , т. е. налево, 
и равна взятому с обратным знаком произведению массы колеса на 
ускорение его центра тяжести С, т. е. V iJ) =  —M w c -

Выберем систему неподвижных осей координат ху, изображенных
на рисунке. По условию, vCx =  at, тогда wCx — =  а. Следо
вательно,

V 1/ '  =  — Ма.

dt

(О



Знак главного момента сил инерции колеса m(cJ) противоположен 
знаку проекции углового ускорения е на ось г ,  причем

тс* =  — /сег.
Так как

Mr* _ __ wCx а
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1q — ~п~> 3 -- г

TO

< '  =  - ^ 2 . .  (2)

Решаем задачу методом кинетостатики. Учитывая, что все актив
ные силы, реакции связей и силы инерции лежат в одной плоскости, 
составим три уравнения

2  Fkx =  F Tp +  V'XJ) =  О,

£  Fhy =  P - R  =  Q, (3)

Т. т с (Fk) =  т +  т с '  — Frpr  — R fK =  0.

Воспользовавшись формулами (1) и (2), запишем систему (3) в виде
F,c р — Ма  =  0,

Mg — R — 0, (4)

т -  Л!Ш±. _  f TVr -  RfK =  0.

Решив систему уравнений (4), получим

R =  Mg,  FTV= ^ f ,  т =  M g  (-g- _|_ fH 4. J l )  .

Эту задачу проще решить с помощью дифференциальных урав
нений плоского движения твердого тела:

М х с =  £  F'kx, 'М ус  =  £  П „ .  /сФ =  £  т с (Ft)-
к - 1 fc= l *=1

Действительно, изобразив на рисунке все силы и моменты, кроме 
главного вектора и главного момента сил инерции колеса, запишем:

М х с =  F тр> М у с — M g  — R, / с<р =  т  — FTpr — R f K. 
Учитывая, что
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получим
Мх^  =  F тр,

О =  M g  — R,

M /fl г~, ПС
2 т тр  ̂ Rfк*

Эта система уравнений тождественна системе уравнений (4). 
Задача 10.6. Грузы А и В соединены тонкой нерастяжимой 

нитью, переброшенной через блок D.  При опускании вниз груза А 
массы M i  блок D  массы М 3 вращается вокруг своей неподвижной

оси, а груз В массы М 2 поднимается вверх по наклонной плоскости, 
расположенной под углом а  к горизонту.

Определить ускорение грузов А и В и реакции левой и правой 
ветвей нити. Коэффициент трения скольжения груза В о наклонную 
плоскость равен /. Блок D  считать однородным круглым диском. 
Массой нити пренебречь.

Р е ш е н и е .  Система состоит из трех масс: груза А,  груза В 
и блока D.  Решаем задачу методом кинетостатики. Применив закон 
освобождаемое™ от связей, рассмотрим каждую из масс в отдель
ности.

Груз А,  опускаясь ускоренно вниз, движется поступательно 
с искомым ускорением w .

К  грузу А приложены (рис. б): одна активная сила — его сила 
тяжести Р \  =  M i g  и реакция правой ветви нити Ту. Ускорение 
груза направлено вниз, поэтому равнодействующая его сил инерции 
J i  направлена вверх: =  — MiW,  или в проекции на ось х:

J 1* =  —Miwx.



Запишем уравнение равновесия сил. в проекции на вертикальную 
ось XI

Pi—  Тг +  J lx =  О,
т. е.

М & —  7 \  — М гшл =  0. (1)
Груз В, поднимаясь по наклонной плоскости вверх, движется 

поступательно с тем же по- модулю ускорением ш.
К грузу В приложены: одна активная сила — его сила тяжести 

Р 2 =  M 2g ,  нормальная реакция R  наклонной плоскости, сила тре
ния скольжения FT. C груза- В о наклонную плоскость, реакция 
левой ветви нити Т 2 (рис. в).

Ускорение w  груза В направлено вдоль наклонной плоскости 
вверх. Поэтому равнодействующая сил инерции У2 груза В напра
влена параллельно линии наибольшего ската наклонной плоскости 
вниз: У2 =  —M-iW. Ее проекция J 2a — —M 2wa (направление оси s 
указано на рис. в).

Составим уравнение равновесия сил в проекции на ось s:
Т2 — M u s l i m  — F,.. с +  J 2s — 0.

Учитывая, что J 2s =  —M 2ws, Fт. с =  fN  =  f M 2g  cos а,  запишем 
это уравнение в виде

Т2 — M 2g  sin а  — f M 2g  cos а  — M 2ws =  0. (2)
Переходим к рассмотрению блока D,  вращающегося вокруг 

неподвижной оси г. К блоку ./-) приложены: одна активная сила — 
его сила тяжести P 3 =  M3g ,  реакция правой ветви нити Т[,  реакция 
левой ветви нити Т'г, составляющие реакции неподвижной оси R 1 
и R 2 (рис. г).

Силы инерции блока приводятся к паре с моментом гп{/ \  обрат
ным по знаку проекции углового ускорения е2 и равным произведе
нию момента инерции блока / г относительно оси z  вращения блока, 
направленной за плоскость рисунка, на проекцию его'углового уско
рения, т. е. m[J) — —/ 2е2. Обозначив радиус блока г, запишем 
!г ~  - М'ч • Следовательно,
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Рассматривая равновесие сил, запишем уравнение моментов 
относительно оси вращения г:

— T ’f  +  m[J) +  T\r =  0

(так как ось г направлена за плоскость рисунка, то положительным 
для читателя является направление по ходу часовой стрелки, а 
отрицательным — против хода часовой стрелки).



На основании закона равенства действия и противодействия 
Т\  =  —Т I, Т'2 . =  —Т 2, т. е. по модулю Т\ =  7 \  и Т2 — Т 2. После 
подстановки в уравнение моментов значения miJ) и сокращения на г 
находим

гг* t  ̂ 2
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7 \ =  0. (3)

Проекция ускорения точки нити, лежащей на ободе блока, равна
Wx =  we =  гег (4)

(проскальзыванием нити по ободу блока мы пренебрегаем).
Остается решить систему уравнений (1)—(4);

Mxg — Тх — MxWx = 0 ,  ^
Т 2 — M 2g  sin а  — f M 2g  cos а  — M 2ws =  0,

T2 + 3 p - - Tl =  о,
гег =  wx =  ws.

Определяя из этих уравнений неизвестные wx, Тх и Т 2, получим
_  о „  М 1 — м 2 (sin а  +  I COS а)

* S 2М, +2М 2 +  Л13 ’

rp __ 2gM,/M2 ( | - f  sin а  +  / cos а )
1 ~  2,И, +  2Ме +  М-, ’ . (5)

гр _ 2рЛ i-A'fjt 1 +  sin а  +  / cos а )  — g M3 — М 2 (sin а  +  f cos а)]
2 ~  2M, +  2М г -j- М 3

При >  М 2 (sin а +  f cos а) имеем wx >  0, т. е. ускорение груза 
А шнаправлено вниз.

Если решать эту задачу, пренебрегая массой блока D  по сравне
нию с массами грузов А и В, то, считая Ря =  0, находим

__ „  М\ — М 2 (sin а  +  /c o s  а )  ^  ^  _ М гМ2 (1 +  sin а  +  / cos а )
w* — g  Мх +  М2 > *1 — 1-1 — g  All +  м 2

Итак, модули реакций левой и правой ветвей нити, переброшенной 
через блок, различны при учете массы блока и одинаковы, если мас
сой блока пренебречь.

( Если в данной задаче требовалось бы определить давление 
блока D  на его ось, то при рассмотрении равновесия блока (см. 
рис. г) следовало бы, кроме уравнения моментов относительно оси г, 
составить также уравнения проекций всех сил на горизонтальную 
и вертикальную оси:

Ri — Т 2 cosa =  0,

R2 — Mzg — Т\ — Т2 sin a  =  0,
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откуда

R i — T'i cos а  =  Тч cos ос,

/?2 — Mzg  +  Т\ -{- Т2 sin ос =  М щ  -f- Т\ Т? sin а.

После подстановки значений Т х и Т % из формул (5) мы получим 
модули составляющих реакций оси блока R t и /?,. Искомые со
ставляющие давлений блока D на ось противоположны по напра
влению соответствующим составляющим реакций оси R } и R t и равны 
им по модулю.

Если в данной задаче требовалось бы определить только ускоре
ние w  груза А,  то значительно проще получить результат, применив 
общее уравнение динамики (см. задачу 10.23) или уравнение Лаг
ранжа второго рода.

Задача 10.7. Физический маятник массы М 2 колеблется около 
горизонтальной оси г, проходящей перпендикулярно к плоскости

К задаче 10.7.

рисунка через центр тяжести О ползуна. При этом ползун массы 
движется по гладкой горизонтальной неподвижной плоскости 
(рис. а). Момент инерцин маятника относительно оси привеса г 
равен I^ центр тяжести К  маятника отстоит от оси г на расстоянии 
ОК — а. Оси х, у  и направление положительного отсчета угла по
ворота ф указаны на рис. а.

Составить дифференциальные уравнения движения системы, 
а также определить давление ползуна на горизонтальную плоскость.

Р е ш е н и е .  Данная система имеет две степени свободы, ибо 
для определения положения всех ее точек надо задать два независи
мых параметра, например х и ф, соответственно определяющих
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положение ползуна на плоскости и маятника по отношению к пол
зуну.

Расчленим систему и рассмотрим каждую из масс в отдельности.
.Мысленно освободив ось г ползуна от маятника, заменим его 

действие на ползун двумя взаимно перпендикулярными реакциями 
R 2x и  R 2y. К ползуну приложены также: активная сила — его сила 
тяжести Р х =  M xg  и реакция R x горизонтальной плоскости (рис. б). 
Так как ползун движется поступательно, то силы инерции приво* 
дятся к равнодействующей J t =  — M i W lt приложенной в центре 
тяжести О ползуна. Проекции J t на оси х и у  равны

J u  =  — M lx, Jiu =  0. (1)

Применив метод кинетостатики к ползуну, получим уравнения 
R-ix -f- J\х — 0. Ri Riy J\у Mig =  0, (2)

Учтя формулы (1), запишем уравнения (2) в виде
Rzx — М хх — 0, Ri -)- R2y — M ig  =  0. (3)

Затем, мысленно отбросив ползун, компенсируем его действие 
на ось г маятника двумя взаимно перпендикулярными реакциями R'2x 
и R'iy (рис. в). На основании закона равенства действия и противо
действия запишем

Rix =  — Rlx » R 21, =  — /?2  ̂- (4)

Кроме сил /?2д и Rvy к маятнику приложена .активная сила — его 
сила тяжести Р 2 =  M 2g .

Маятник совершает плоское движение. Поэтому, приняв за центр 
приведения центр тйжести К  маятника, приведем силы инерции 
к силе J 2, приложенной в точке К,  и паре с моментом т

J  г =  — M 2WK, (5)

Ю/С } =  — /кф, (6)

где / к — момент инерции маятника относительно горизонтальной 
оси, проходящей через центр тяжести К  перпендикулярно к пло
скости рисунка. у

Для определения ускорения w K точки К  заметим, что маятник 
совершает сложное движение: переносное поступательное вместе 
с ползуном и относительное вращательное вокруг оси г, поэтому

W k =  ™Ке +  W w  +  ™Krn- (7)

Напомним, что при переносном поступательном движении ускорение 
Кориолиса равно нулю.

Использовав выражение (7) в формуле (5), за-пншемс

J 2 =  J К е  +  J ^ К г п ,  (®)



где обозначено!
J Ke =  — M 2w Ke, J K n =  — M iw Kn, J кт *= — №■№Krn. (9)

Силы инерции J Ke, J Kn, J rth изображены на рис. в. Их модули 
равны

I J Ке I ~  | х |, I Jftrx I =  MfQ |ф |, \ j Кга | =* М 2аф2. (10)
Применив к маятнику метод кинетостатики, запишем уравнения 

проекций сил на оси х и у  и моментов сил относительно оси, про
ходящей через точку О перпендикулярно к плоскости рисунка:

—  R ' 2 x  —  j К е  —  J K n  COS ф  +  J K r n  Sin ф  =  0 ,  ( 1 1 )

— R 2у — M2g  — J кгх эШ ф — J K r n C0S( f  =  0 , (12)

— J еа соБф — J кгха — M 2ga sin ф =  0. (13)
Приняв во внимание формулы (6) и (10), получим уравнения (11), 

(12) и (13) в виде

— Rix — М 2х — М 2 ац> cos ф -f- М 2ау2 sin ф =  0, (14)

■— Riy — M2g  — М 2а<р sin ф — М 2снр2 соэф =  0, (15)

— /*Ф — М2ха cos ф — Л42а2(р — M 2ga  sin ф =  0. (16)

Собрав в уравнении (16) подобные первый и третий члены и учтя, 
что по теореме Штейнера / к - \ - М 2а2 =  / г, запишем уравнение (16):

/ гф М2ах  cos ф -j- M 2ga  sin ф =  0. (17)
Итак, мы составили пять уравнений кинетостатики: два уравнения 
(3); (14), (15) и. (17). В эти уравнения входят три неизвестные реак
ции /?х, /?2л, R.iyi Приняв во внимание (4) и сложив первое уравнение 
(3) и (14), а также второе уравнение (3) и (15), получим

(М, М г) х М 2снр cos ф — М 2ац>2 sin ф =  0, (18)

/?i =  A/jg- -j- M2g  -f- М м ф sin ф +  Л/2аф2 cos ф. (19)

Дифференциальные уравнения (17) и (18) описывают движение 
дайной системы (уравнений — два, ибо данная система имеет две 
степени свободы). Искомое давление N  ползуна на горизонтальную 
плоскость равно по модулю реакции /?] (см. формулу (19)) и напра
влено противоположно ей. Заметим, что предварительно надо про
интегрировать систему уравнений (17) и (18) и найти зависимость ф 
и ф  ОТ ф .

Минуя метод кинетостатики, эту задачу можно решить с помощью 
теоремы о движении центра масс системы

М хе =  £  П х ,  М у с  =  £  Fly (20)
k=\  =1
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и уравнения-динамики относительного движения маятника

/ « Ф - Е ' М Я О + ' М А ) .  (21)fc=!
Для системы, состоящей из ползуна и маятника, внешними си

лами являются: Р х — M xg  — сила тяжести ползуна, Р 2 =  M 2g  — 
сила тяжести маятника, Rx — реакция горизонтальной плоскости 
(рис. г).

Приняв во внимание, что
хк =  х  - f  a sin ф, у к — —a  cos ф, (22)

и вычислив вторые производные (22) по времени, получим

х к — х - f  ац> cos ф — аф2 sin ф, у к =  аф sin ф -f- аФ2 cos Ф- (23)
Подставив выражения (23) в формулы

M xq =  М хх  -(- М 2Хц, М ус =  М ху  -j- М 2Уц

и учтя, что у  постоянно и, значит, у  =  0, находим

М х с =  (Mx +  Mi) х  - f  УИааф совф — M ta y 2 sin ф, (24)

Му_с =  М.^йф sin ф +  M 2aq>2 cos ф.

Суммы проекций внешних сил равны

£  Fix =  0, %  Feky =  Ri -  Р\ -  Р 2- (25)

Подстановка результатов (24) и (25) в уравнения (20) приводит 
к полученным выше методом кинетостатики уравнениям (18) и (19).

Для применения уравнения (21) заметим, что к маятнику при
ложены внешние силы (рис. д): Р 2 — M 2g — сила тяжести маят
ника,  R ^ ,  R i y — составляющие реакции оси г. Добавим силу инер
ции J ' в переносном поступательном движении: J e — —М.гг<ое, т е.

|- /е | =  М2|л:|. ' (26)

Правая часть уравнения (21) имеет вид 2j тг (Гь) +  тг (J*) ~  
=  —M 2ga  sin ф — J ea cos ф. Приняв во внимание выражение (26), 
запишем:

X! "h (Ft)  +  тг (J e) =  — M 2ga sin ф — М гах  cos ф. (27)

Подстановка результата (27) в уравнение (21) приводит к полу
ченному методом кинетостатики уравнению (17).

Сопоставление степени сложности решения этой задачи двумя 
методами показывает, что второй метод является менее громоздким. 
(Вместо пяти уравнений с последующим исключением R 2x и R 2y 
удалось непосредственно составить три искомых уравнения. При 
этом составление пяти уравнений кинетостатики усложнено введе
нием сил инерции.)
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Ниже эта задача решена с помощью общего уравнения динамики 
(см. задачу 10.26) и уравнениями Лагранжа (см. задачу 10.42), 
а также приведена оценка сравнительной сложности ее решения 
разными методами.

В настоящее время в инженерной практике происходит постепен
ное вытеснение метода кинетостатики общими теоремами динамики 
и уравнениями Лагранжа.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из «Сбор
ника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 41.1 —
41.4, 41.8, 41.10, 41.11, 41.13, 41.16, 41.17, 41.20— 41.23.

§ 3 .  Давление вращающегося твердого тела на ось вращения

При вращении твердого тела вокруг неподвижной оси возникают 
динамические давления на опоры твердого тела. Пусть подвижные 
оси хуг связаны с твердым 
тедом (рис. 10.14); О — про
извольная точка на оси вра
щения, ось г направлена 
вдоль оси вращения. Оси х 
и у выбраны так, чтобы 
вместе с осью z образовать 
правую систему осей коор
динат. М — масса твердого 
тела, о» — угловая скорость 
твердого тела, е — угловое 
ускорение твердого тела,
С (хс , ус , гс ) — центр тяжес
ти твердого тела, 1гг, II)Z — 
центробежные моменты инер
ции твердого тела, а, b — 
расстояние от опор А, .В до 
начала координат О; N'Ax,
N ai / ,  N a z , N'b x , N b i / ,  Nt t z  —  
составляющие динамических 
давлений на опоры; NAx, NAy,
NAl, N nx, N By, — состав
ляющие давлений на опоры, 
равные суммам соответствую
щих статических и динами
ческих давлений.

Эту задачу можно решить 
методом кинетостатики. В ре
зультате приведения сил
инерции твердого тела к центру О получается сила, равная 
главному вектору К*-7', и пара сил, момент которой равен 
главному -моменту т У̂) сил инерции.
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Пррекции главного вектора V(J \  VyJ), У*"0 сил инерции твер
дого тела на подвижные оси координат х, у, г, связанные с твердым 
телом, имеют вид

V£'> =  М хса>2 +  Мусг2, =  Мусы -  Мхсгг, V (ZJ) =  0. 

Модуль главного вектора сил инерции равен

V iJ) —  М р с  ]^ е 2 +  со4,

где рс =  У х'с +  ус — эксцентриситет, т. е. расстояние от центра 
тяжести С твердого тела до оси вращения.

Главный вектор сил инерции обращается в нуль, когда рс =  0, 
т. е. центр тяжести С твердого тела лежит на оси вращения г.

Главные моменты сил инерции твердого тела относительно по
движных осей координат х, у , г, связанных с твердым телом, запи
сываются в форме

т х  ̂ =  —  l y z b i  I x z ^ z t   ̂ : =  “ Ь  1 yz& z ,  ГПг  =  ■ / 2В2 -

Введем вспомогательный момент т(о )*, отличающийся от главного 
момента сил инерции относительно центра О отсутствием составля
ющей главного момента сил инерции относительно оси вращения г. 
Модуль этого момента равен

т(о У =  Y  К* +  ' V е2 +  “ 4-

Момент т(о ** обращается в нуль, если lxz =  Iyz =  0, т. е. когда 
ось вращения г является главной осыо инерции в точке О.

Для того чтобы силы инерции твердого тела, вращающегося 
вокруг неподвижной оси, были уравновешены в смысле V ( ' =  0, 
то =  0, необходимо и достаточно, чтобы ось вращения, г была 
главной центральной осью инерции твердого тека (рс =  0, 1уг =  
=  =  0).

При выполнении этих условий боковые динамические давления 
на опоры равны нулю: N'ax =  N'a,, =  N'bx =  N'bu — 0. (Сумма 
составляющих полных давлений, направленных вдоль оси враще
ния г, всегда равна нулю: N'az +  N'bz =  0.) При этом полные 
давления на опоры равны соответствующим статическим давлениям.

Если силы инерции вращающегося твердого тела не уравно
вешены, то величины составляющих динамических боковых давле
ний N'ax, N'Ay, N'bx, Nby находятся из системы уравнений

N'a x +  N'bx =  M x Ctii2 +  M y ce-i,

N  A y N  By —  М у с ®  Л  1хсЕг>  ^

N Aya  —  N В уЬ —  —  1 у г (0  - ) -  I x z ^ i i  

—  Naх@ ^ВхЬ =  -\~Iyz£z'
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Величины составляющих полных давлений NAx, NAy, NAz, N Bx, 
N By, N Bz, равные суммам соответствующих статических и динами
ческих давлений, определяются из системы уравнений

П
N ах +  N Вх =  Мхс(о2 -)- М.уфг -\- Fkx,

к = I
п

NАу ^ву — Мус — Мхсчг -[- Fhy,

NA, +  NB, =  t F k„ (2*)
к=\

п
NАуа — NB,р =  — 1угсо2 - f  1Хге,г+  £  тх (Flt),

к~ I

п
— N/Ua -j- NBxb =  1хгсо2 +  1иг£г £  ту (Fh),

k--i

где F it F it .. . .  F„ — активные силы.
Из третьего уравнения системы (2*), аналогичного соответству

ющему уравнению статики, может быть определена сумма величин 
составляющих давлений NAz и N Bz. Каждая из них в отдельности 
не может быть вычислена. Если опора В выполнена в виде цилиндр и-

П
ческого подшипника, то NBz — 0 и, следовательно, NAz =  и

к^ 1

Задачи, в которых требуется определить боковые динамические 
давления на опоры, решаются с помощью системы уравнений (1*).

Задачи, в которых требуется определить полные давления на 
опоры, решаются посредством системы уравнений (2*).

У к а з а н и е .  Задачи на определение полных давлений враща
ющегося твердого тела на ось вращения рекомендуется решать 
в следующем порядке:

1) выбрать подвижные оси х, у, г, связанные с вращающимся 
твердым телом, направив ось г вдоль оси вращения (если центр 
тяжести С лежит на оси вращения, то удобно начало координат О 
совмещать с центром тяжести С; если центр тяжести С не лежит 
на оси вращения, то начало координат следует брать в основании 
перпендикуляра, опущенного из центра тяжести С на ось вращения г, 
либо в одной из опор твердого тела);

2) изобразить на рисунке систему активных сил;
3) вычислить координаты центра тяжести С твердого тела хс 

и Ус,
4) вычислить центробежные моменты инерции твердого тела Ixz

И 1 и г ’.
5) а) если неизвестными величинами являются боковые динами

ческие давления на опоры, то составить систему уравнений (1*) ;
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б) если неизвестными величинами являются полные давления на 
опоры, то составить ъистему уравнений (2*);

6) решив систему уравнений (1*) или (2*), определить искомые 
величины.

При решении задач, в которых определяются боковые динами
ческие давления на опоры, второй пункт решения задачи следует 
опустить.

Задача 10.8. Однородный круглый диск вращается вокруг не
подвижной оси. Как следует расположить ось вращения диска по

К задаче 10.8.

отношению к его оси симметрии для того, чтобы динамические давле
ния на опоры были равны нулю?

Р е ш е н и е .  Д ля того чтобы отсутствовали динамические да
вления на опоры, главный вектор V iJ) и вспомогательный момент 
сил инерции то'1* должны быть равны нулю: F (,/) =  0, то'*  =  0. 
Так как

V (J) =  M p c ] f 7 T ^ 4 и т</>* =  у  ?хг +  I I У  г  +  со4,

Т О

% c l ^ ? + ^  =  0; / / 1 Г Г 4 / 7 + ^  =  0.

Величины М,  (о и е не равны нулю, поэтому рс =  0, 1Х1 =  1Ц2 — 0, 
т. е. ось вращения z должна быть главной центральной осью инерции 
диска.

Для выполнения полученных условий ось вращения диска сле
дует совместить с его осью симметрии. Действительно, ось симметрии
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однородного круглого диска проходит через его центр тяжести, т. е. 
рс =  0, и, следовательно, главный вектор сил инерции V (J) равен 
нулю. Кроме того, ось симметрии диска перпендикулярна к пло
скости его материальной симметрии, т. е. является его главной осью 
инерции в точке пересечения с этой плоскостью, т. е. 1хг =  1иг — 0. 
Следовательно, вспомогательный момент сил инерции равен нулю. 
Итак, для того чтобы динамические давления на опоры были равны 
нулю, ось вращения диска должна совместиться с его осью симме
трии, т. е. должна проходить через центр тяжести диска пер
пендикулярно к плоскости его материальной симметрии 
(рис. а).

Если ось вращения диска г перпендикулярна к его плоскости 
материальной симметрии ху, но не проходит через центр тяжести С 
диска (рис. б), то эксцентриситет рс не равен нулю. Следовательно, 
главный вектор сил инерции V (-,) не равен нулю. При этом возни
кают динамические боковые давления на опоры А и В,  которые даже 
при малом значении эксцентриситета рс , но большой угловой ско 
рости со во много раз превосходят соответствующие статические 
давления. Подобная неуравновешенность называется статической, 
так как может быть обнаружена при отсутствии вращения 
диска.

Если ось вращения диска проходит через его центр тяжести С, 
но не перпендикулярна к плоскости материальной симметрии (рис. в), 
т. е. а Ф  0, то ось г не является главной (1хг Ф  0 и 1уг Ф  0). Сле
довательно, вспомогательный момент сил инерции т<о )* не равен 
нулю и возникают динамические боковые давления на опоры А и В, 
которые даже при малых углах а,  но большой угловой ско
рости о  достигают больших значений. Такая неуравновешенность 
называется динамической, так как она обнаруживается только при 
вращении диска.

Практически невозможно насадить диск на ось вращения так, 
чтобы она совместилась с его осыо симметрии, т. е. чтобы рс и а 
равнялись нулю (рис. г). Следовательно, главный вектор и вспо
могательный момент сил инерции не равны нулю и возникают дина
мические боковые давления на опоры А и В,  которые значительно 
больше соответствующих статических давлений.

Проблема устранения динамических давлений играет большую 
роль в современной технике, так как в конструкциях машин-двига
телей и производственных машин обычно имеется деталь (либо узел 
деталей), которая с большой угловой скоростью вращается вокруг 
неподвижной оси (турбинный диск, ротор электрического мотора или 
генератора, шпиндель токарного или расточного станков и 
т. д.).

Задача 10 .9 .  Определить динамические давления на подшип
ники К  и L  коленчатого вала конструкции, описанной в задаче 9.8. 
Вал вращается с постоянной угловой скоростью to.



Р е ш е н и е .  Координаты центра тяжести вала определяются 
по формулам (см. рисунок к задаче 9.8):

_  2] mkXh т А *А  + т ВХВ + т ЕХЕ + т Р ХР
Х с ~ 1 ] m h . rnA +  mB +  mE + m D ш  .

^  тв  • 2а 4 -  mD (—  2а)

^  m A +  m B +  m E + m D ~  ’

_  £  т кУк _  т л УА + т в У в +  т Е^Е + m D^D __
У с ~  % m h '~  mA +  mB +  mE + m D 

_  тА -2а +  тЕ (— 2а) _

“  т А +  т в  +  т Е +  т о  ~  '

(напомним, что хА =  хЕ =  ув =  yD — 0). Итак, центр тяжести С 
коленчатого вала лежит на оси г.

Воспользовавшись этим результатом, а также значениями центро
бежных моментов инерции, подсчитанными в задаче 9.8: 1уг — 1хг =  
=  — 16та2, составим систему уравнений (1*) для определения про
екций динамических боковых давлений N'Kx, N ’ny, N'lx. N iy:

N K x  - f "  N  L x  —  0 ,

Мку +  NLy =  0,

N ■  9a — NLy • 9a =  16 т а 2со2,

—  NKx • 9a -f- N Lx -9a =  —  16ma2co2.
g

Решив эту систему .уравнений, получим N'Kx =  — N'u — -g- maco2, 
g

N'ny — — N'Ly =  —  maco2. Следовательно,

N'k  =  V n 'k* + n 'k*  =  T -

N'l =  V +  N '*y =  4  ^  2 /нао)2.

Динамические боковые силы давлений поворачиваются вместе 
с твердым телом. Они образуют пару сил с плечом KL =  18а.

Задача 10.10. Маятник массы М,  совершающий качания около 
горизонтальной оси, имеет плоскость материальной симметрии, 
перпендикулярную к этой оси.

Определить полные давления на опоры А и В, отстоящие от пло
скости материальной симметрии соответственно на расстояниях а и Ь\
I —  расстояние от центра тяжести маятника до оси привеса, /г — мо
мент инерции маятника относительно оси привеса. В  начальный
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момент маятник был отклонен от вертикали на угол cp„ и отпущен без 
начальной скорости.

Р е ш е н и е .  Направления выбранных неподвижных осей х 1у1г1 
и подвижных осей хуг, связанных с маятником, указаны на рисунке. 
Координаты центра тяжести С маятника равны

* с  =  I, Ус =  0. (1)

Так как ось привеса г перпендикулярна к плоскости материаль
ной симметрии маятника, то она является главной осью инерции 
в точке О пересечения с этой плоскостью. Следовательно,

/*z =  ! У1 =  0 .  '  ( 2 )

Единственной активной силой является сила тяжести Р  =  M g  
маятника. Опорами служат подшипники А и В. Поэтому составля
ющие давлений вдоль оси привеса z отсутствуют: NЛг =  №Вг =  0.

Учитывая формулы (1) и (2), составляем систему уравнений (2*) 
для определения величин составляющих полных давлений:

Max +  NBx =  Л4/ф2 -f- Mg  cos ф, (3)

МАя +  NBu =  —  УИ/ф — Mg  sin ф, (4)

N луа N Df)b =  0, (5)

— NAxa +  NUxb =  0. (6) 

Из уравнения (5) находим

Nau =  - ^ N Bu, (7)

и из (6) имеем



После подстановки значения NAx из формулы (8) в уравнение (3) 
и значения NAv из формулы (7) в уравнение (4) получаем

Ывх= ттт м  (кр2 +  £ cos Ф)» (9)

NBy =  — -^ф уМ (/ф  +  f fs in ? ) .  ' (10)

Остается в формулы (9) и (10) подставить выражения ф и *<р через 
угол поворота ф. Для этого составим дифференциальное уравнение 
качаний маятника:

/ 2Ф  =  — Mgl  sin ф ,

или

ф — -----!^ _ 5 1 Пф. (11)
* Z

Умножив левую и правую части уравнения (11) на dq> и проинтегри
ровав его, получим:

| .  =  ^ С 0 8 ф  +  С.

Воспользовавшись начальными условиями движения: при t =  0 
ф =  ф0> ф =  0, находим, что

„  Mgl 
С  = -------f-COSq'o-/г

Итак,

Ф2 =  M.gl (cos ю — cos фо). (12)
4 /г

Подставив значение ф2 из формулы (12) в формулу- (9) и значе
ние ф из (11) в (10), получим величины N Вх и NВу. Затем с помощью 
формул (7) и (8) находим NАх и NАу.

Окончательно,

n b* =  - ~ ь  ^  [(2МР +  /г) cos Ф -  2 М/2 cos ф0], 

n a* =  т -jf-  Ц2МГ- +  / г) созф -  2МР cos фо],

3 8 0  ДИ Н АМ И К А Н Е С ВО Б О Д Н О Й  М А ТЕР И А Л ЬН О Й  С И С ТЕ М Ы  [Гл. X

^лу =  ~^Гь — 1г) sin ф.
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Задача 10.11. Определить полные давления однородной треуголь
ной пластинки ОАВ массы М на подпятник О и подшипник А. Пла
стинка вращается с постоянной угловой скоростью со. Размеры пла
стинки указаны на рисунке.

Р е ш е н и е .  Начало подвижных осей координат, .связанных 
с пластинкой, выбираем в подпятнике О, ось г направляем по оси 
вращения пластинки, ось у — вдоль горизонтального катета пла
стинки, а ось х обозначаем так, чтобы вместе с осями у и z она обра
зовала правую систему координат.

Активной силой является сила тяжес
ти Р  — M g  пластинки. Центр тяжести 
треугольной пластинки расположен в точ 
ке пересечения ее медиан. Следовательно,

ХС —  0 ,  ус  ■■ ■а.

Центробежные моменты инерции плас
тинки ОАВ были вычислены при решении 
задачи 9.10:

=  о, /
Маг

Уг 12

Угловое ускорение пластинки равно нулю, так как угловая 
скорость со постоянна.

Составим систему уравнений (2*) для определения составля
ющих полных давлений па опоры:

Nox “Ь Л/д. — 0,

Л'ои NАи ■ 

М()г ~

—~М Ауа  ~

Мао)2,

А'а'1
~\Т~ со2 — Mg

NAxa =  0.
NАг =  0, так как опора А является подшипником.

Решив систему -уравнений, определим искомые составляющие 
полных давлений пластинки на подпятник О и подшипник А:

N0x — NAx =  0, N,о, M g ;
Mg МN;,y — —  осо2 Mg

3 '1> 1 3

При вращении пластинки АОВ вокруг оси г с постоянной угло- 
вой скоростью со появляются динамические давления на опоры:

А7' ^  2 \т' - 2 /i\
Ау ~  Т Т  аш • N оу — - j - a m  . (1)
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Статические давления пластинки на опоры равны 

Noz =  -  Mg, лгст _  Mg 
Noy — ------о - (2)

Динамические давления на опоры могут, при большой угловой 
скорости вращения твердого тела, значительно превосходить соответ
ствующие статические давления. Так, в данной задаче при <о =  
=  100 рад/с и а =  9 ,8 см, воспользовавшись формулами (1) и (2), 
получим

Ли
— -77Г — 25,

N,Оу_ __

Лу Л/СтОу

За to2 =  75.

Задача 10.12. Прямой однородный круглый цилиндр массы М 
радиуса г и длиной 21 вращается с постоянной угловой скоростью со 
вокруг оси г, проходящей через его центр тяжести С. Ось вращения г 
цилиндра образует с его осью симметрии £ угол а.

Определить динамические 
боковые давления на опоры А 
и В, если ОА — OB — h.

Р е ш е н и е .  Подвижные 
оси х, у, г, связанные с ци
линдром, изображены на рисун
ке. Центробежные моменты 
инерции цилиндра были под
считаны в задаче 9.11:

lyz 0,
. М / гг П \ . 0

(1)

(2)

(3)

Центр тяжести С цилиндра лежит на оси г, следовательно,
Хс — Ус ~  0- 

Так как цилиндр вращается равномерно, то
е =  0.

Воспользовавшись формулами (1), (2) и (3), составим систему урав
нений для определения составляющих динамических боковых дав
лений N'ax , N'Ay, N'b x , N'By: '

N  Ax  +  N  Bx  =  0 ,

N Ay N By — 0,

N\yh — NBuh =  0,

—  N'Axh +  N'Bxh =  - j -  ------- j - )  w2 sin 2a.

Решив эту систему уравнений, получим

N Ay =  N'By =  0, N’Bx =  -  N Ax =  -g- ~  х )  “ 2 sin 2 а ‘



Д А В Л Е Н И Е  Т ВЕ Р Д О Г О '  Т Е Л А  НА ОСЬ В Р АЩ Е Н И Я 3 83

Итак, при вращении цилиндра создаются динамические боковые 
давления на опоры А и В, образующие пару сил с плечом А В =  2.п.

Боковые динамические реакции опор А и В равны по модулю 
соответствующим давлениям и направлены противоположно.

Задача 10 .13 . Решить предыдущую задачу, предполагая, что ци
линдр насажен на ось г с эксцентриситетом ОС =  рс .

Р е ш е н и е .  Подвижные оси х, у, г расположены как и в пре
дыдущей задаче. Н а  рисунке введены также в с п о м о г а т е л ь н ы е  коор
динатные оси |, г|, £ так, что ось г| совмещается с осью у, а оси £ и £ 
оказываются повернутыми о т н о с и т е л ь н о  осей х и г на угол сс по 
ходу часовой стрелки.

Центр тяжести С цилиндра 
лежит на оси £ и отстоит от 
начала координат О на расстоя
нии ОС =  рс . Координаты цент
ра тяжести С цилиндра: -

хс — OD = - — | ОС | cos а  =

=  — pc co sa , ус - 0. (1)

Центробежные моменты 
инерции цилиндра были под
считаны в задаче 9.11 для слу
чая, когда начало координат помещено в центре 
линдра, а оси £ и £ соответственно обозначены гу и х х

т я ж е с т и  пи-

L 0.

/ /-2 /2 \
(см. формулу (1) задачи 9.11), где l% =  М 1-^- +

Вычислим момент инерции цилиндра относительно о си  £• Д ля 
этого проведем через центр тяжести С о'сь £с , п арал лельн ую  оси £ 
и применим теорему Штейнера: lz =  1гС +  МрЬ- Так к а к  
=  Mr2/2, то

,  Mr2 . 2 
/t=  —2 Н М р о

Следовательно,
sin 2а

3 /
2

Рс

Итак,
м_
2

=  м  ( V  +

( - r  +  P = ~ T ) s l n 2 a

sin 2а

(2)
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»
Цилиндр вращается равномерно, поэтому

е =  0. (3)

Воспользовавшись формулами (1), (2) и (3), составим систему 
Уравнений (1*) для определения составляющих динамических бо
ковых давлений N ax, N ’Ay, Nbx, Nby-

N ’Ax +  N bx =  —  Mpc®2cosa ,

A Ay 4 “ NЦу =  0,

N ’aJ i — Nbyh — 0,

— N'aJ i 4 -  N'Bxh =  - y - 4-  рс — -у - )  со2 sin 2a.

Решив эту систему уравнений, получим
Дт' __  М Г / гг , 2 /2 \ sin 2a  , "I 2
" л *  =  =  0, N Ax =  — —  4 - Рс — —  ) - y r -  +  PcCo s a j  ® »

M Г / л2 . 2  /2 \ sin 2 a  1 2
A U  =  —  [ ( —  +  p c ----- з” ) ~  Pc co sa J й •

Б оковы е динамические реакции опор А и В равны по модулю 
соответствующим давлениям и направлены противоположно им.

У  к а з а н и е. Рекомендуем решить следующие задачи из «Сбор
ника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 42.1, 
4 2 .2 ,  4 2 .4 — 42.9, 42.12, 42.13, 42.16, 42.17.

§ 4 . Принцип возможных перемещений

1. Возможные перемещения. Идеальные съпш . Вариацией функ
ц и и  Цу называется приращение функции, обусловленное изменением 
в и д а  функции, при фиксированном значении аргумента. Так, 
пРи переходе от функции г/х =  /г (х) к функции уг =  /2 (х) ва
р и а ц и я  функции 6у будет:

бг/ =  уг — Ух =  /г (*) — /. (*)•
В  о тли ч и е от вариации функции by, дифференциал функции dy 
я в л я е т с я  главной частью приращения функции, образуемого за счет 
п Р и р ащ е н и я аргумента dx.

Н а  рис. 10.15 изображен отрезок М М Х, численно равный вариа 
ЦИи функции б у, которая соответствует фиксированному значение 
а Р г у м е н т а  х.  На том же рисунке показано, что отрезок, численно 
Р а в н ы й  дифференциалу функции dy, соответствует приращенному 
з н а ч е н и ю  аргумента х 4- dx.

П р ави л а  варьирования функций внешне подобны соответству
ю щ и м  правилам дифференцирования функций. Так, б (су) =  сЬу,
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где с — постоянная, б (у} +  г/2) =  б г/, +  б у%, б (г/г г/2) =  ^бг/а +  
+  yt8yi и т. д.

Если рассматривать варьирование сложной функции г =  ср (у),
где у — f (х ), то ее вариация определяется по формуле бг =  бг/.
Пусть, например, г =  a sin by, где у — функция от х. Вариация 
функции г равна 62 =  ah cos by Ьу. Таким образом, установлена 
связь между вариациями функций г и г / .

Возможным называется перемещение точки из данного ее поло
жения, допускаемое связями, наложенными на эту точку. Так, 
если материальная точка на
ходится на неподвижной го
ризонтальной плоскости, то 
возможным является любое 
воображаемое перемещение 
точки из данного положения 
по плоскости.

Возможное перемещение 
является воображаемым пе
ремещением в данный момент 
(т. е. при фиксированном зна
чении аргумента — времени i).
В отличие от этого действи
тельное перемещение точки 
происходит в определенном 
направлении под действием 
системы приложенных сил 
при непрерывном изменении аргумента — времени. Поэтому возмож
ное перемещение точки является вариацией, а действительное пере
мещение — дифференциалом.

Если г  — радиус-вектор точки, то бг — возможное перемещение 
точки, a d r -— действительное перемещение точки. В  разложении 
по ортам осей декартовых координат возможное перемещение имеет 
вид

&г =  8х i -f- бy j  f  6zk.  
где бл:, б у, бг — проекции возможного перемещения бг точки на 
соответствующие оси декартовых координат. Действительное пере
мещение дается формулой dr =  dx i +  dy j  +  dz k,  где dx, dy, dz — 
проекции действительного перемещения dr точки на эти оси, причем 
dx =  х dt, dy — у dt, dz =  z dt.

, Действительное перемещение точки является одним из числа воз- 
.уржных перемещений этой точки (для стационарных связей).

Для нестационарных связей (связей, явно зависящих от времени) 
возможное перемещение точки рассматривается при мгновенно оста
новленных связях (т. е. при фиксированном значении момента вр е
мени). В  этом случае действительное перемещение уже не является 
частным случаем возможного.

13 М. И.  Бать и д р. ,  т.  II
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Рассмотрим материальную точку, которая находится па неко
торой поверхности (рис. 10.16). Возможным является перемещение 
в касательной плоскости к поверхности в данной точке (на
правление возможного перемещения точки в этой плоскости, 
конечно, может быть любым).

Аналогично, если материальная точка 
находится на кривой, которая является 
связью, наложенной на точку (рис. 10.17), 
то возможное перемещение направлено по 
касательной к кривой в данной точке.

Идеальные связи. Идеальными назы
ваются связи, сумма работ реакций ко
торых на любых возможных перемещениях 
точек системы равна нулю, т .  е.

П
£  Rk Ir*  =  0,
к~\

где R h —  равнодействующая реакций связи, действующих на А-юточ
ку. 6 r h — возможное перемещение к-п материальной точки системы.

Примеры идеальных связей: идеально гладкие плоскости и поверх- 
 ̂ ности, абсолютно жесткий стержень, абсо

лютно твердое тело и т. д. Для жесткого 
стержня (абсолютно твердого тела) нулю рав
ны суммы работ реакций, с которыми одни 
точки стержня (тела) действуют на другие.

Негладкая плоскость не является идеаль
ной связью. Действительно (рис. 10.18), 
реакция R  плоскости является суммой двух 
ее составляющих: нормальной /?„, перпен
дикулярной к плоскости в данной точке, 
и касательной, являющейся силой трения 
скольжения F T_C точки о плоскость. Остав

ляя в стороне случай отрыва материальной точки от плоскости, 
надо возможное перемещение б г  точки направить вдоль плоскости. 
При вычислении суммы работ составляющих реакций связей R n

и F T' C на возможном перемещении б г  ра
бота силы R n оказывается равной нулю, в 
то время как работа силы трения скольже
ния F T. с не равна нулю. Следовательно, 
условие, определяющее идеальность связи, 
не выполняется.

Рассмотрим пример. По горизонтальной 
негладкой плоскости направо движется ма

териальная система, состоящая из колеса А и груза В, соединен
ных жестким невесомым стержнем CD. Колесо А катится без сколь
жения, а груз В скользит по негладкой плоскости (рис. 10.19). 
Трением качения пренебречь.
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Определить, являются ли идеальными связи, наложенные на эту 
материальную систему.

На материальную систему наложены две связи: жесткий (неде- 
формируемый) стержень CD и негладкая горизонтальная плоскость.

Реакции стержня /?, и /?2, приложенные к грузу и колесу, на
правлены вдоль стержня. На основании закона равенства действия 
и противодействия имеем =  — R .̂ Реакцию негладкой плоскости, 
приложенную к колесу, разложим на две составляющие: нормаль
ную реакцию RA и силу трения /ч,,А-.Обе силы приложены к колесу 
в точке Р касания колеса с плоскостью совмещенной с мгновенным
центром. Так как скорость v P равна нулю, a vP — то

drP =  vr dt =  0. (1)

Разложим реакцию негладкой плос
кости, приложенной к грузу В,  на две 
составляющие: нормальную реакцию R B 
и силу трения скольжине/^.^.

Дадим возможное перемещение t r c 
центру тяжести С  колеса по горизон
тали налево; при движении всей си
стемы направо элементарное, дейст
вительное, перемещение d rc направлено направо. Однако возмож
ным является воображаемое перемещение, допускаемое связями. 
Поэтому можно направить возможное перемещение бг с как в сто
рону элементарного перемещения d rc — направо, так и противо
положно — налево.

Вычислим сумму работ реакций R j и /?2 стержня, приложенных 
к грузу В  и колссу Л:

6Л (Ri) -(- 6Л (/?г) =  Ri  ■ бг с R-2' ^  с- 
Так как /?2 =  —Ri, то сумма работ реакций жесткого стержня 
на возможных перемещениях их точек приложения равна нулю:

6Л (Rt) +  6Л (/?,) *= 0. (2)
Поэтому на основании определения жесткий стержень CD является 
идеальной связью.

Вычислим сумму работ реакций плоскости R B и F TpB, приложен
ных к грузу В на возможных перемещениях точек приложения этих 
сил. (Груз В движется поступательно, поэтому возможные переме
щения всех его точек векторно равны между собой. В  данном слу
чае они равны бг с .) Сумма работ: 6Л (/?„) +  6Л (F Tp) =  R B brc +  
+  F T p B 8rc — R B8rc cos 90° +  f Tpij 6rc cos 0° =  f TpBSrc , т. e.

6Л (RB) -f- 6Л (F TpB) =  F Трдбгс 4= 0. (3)
Так как сумма работ (3) оказалась не равной нулю, то негладкая 

горизонтальная плоскость служит для скользящего по ней груза В 
неидеальной связью.

В

•/#>>//#?
В

FtpB Ors FjpA Р
Рис. Ю Л9.

1 3 *
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Дадим центру тяжести С колеса А элементарное (действительное) 
перемещение d r c, (оно по условию направлено по горизонтали 
направо). Это допустимо, ибо неподвижная горизонтальная пло
скость является стационарной связью, а при стационарных связях 
действительные перемещения входят в число возможных.

Вычислим сумму работ реакций R A и F TpA, приложенных к ко
лесу А в точке Р,  на элементарном перемещении точки, равном d rPi 
т. е.

6Л (R a) -f- 6Л (F трА) =  R a a rр -j- F трД d rР.

Приняв во внимание формулу (1), видим, что сумма работ равна 
нулю:

6Л (Ra) -j- 6Л (FтрЛ) =  0. (4)

Следовательно, несмотря на то, что плоскость негладкая, для 
колеса, катящегося без скольжения, при отсутствии трения качения 
она является идеальной связью.

Если бы не пренебрегалось трением качения, то реакция RA не 
была бы приложена, к точке Р и сумма работ не оказалась бы равной 
нулю и эта негладкая плоскость была бы неидеальной связью.

Итак, жесткий стержень и негладкая плоскость для колеса, ка
тящегося по ней без скольжения, при отсутствии трения качения 
являются идеальными связями. Эта же негладкая плоскость для 
скользящего по ней груза представляет собой неидеальную связь.

2. Принцип возможных перемещений. Для равновесия мате
риальной системы, подчиненной идеальным стационарным связям, 
необходимо и достаточно, чтобы сумма работ активных сил на любых 
возможных перемещениях точек системы равнялась нулю:

XJ Fi,-?rk — 0.

Аналогично в проекциях на"оси декартовых координат имеем

£  (F hJ>xk +  Fkybtjh +  FkzbZh) — 0.
*==1 ■

Достоинством принципа возможных перемещений является от
сутствие в его формулировке реакций идеальных связей.

Принцип возможных перемещений широко применяется в меха
нике. С его помощью достаточно просто решать задачи о равно
весии твердого тела и систем твердых тел, а также определять зави
симости между модулями активных сил. Особенно эффективно при
менение - принципа возможных перемещений при решении задач 
о равновесии систем твердых тел.

Исходя из принципа возможных перемещений, можно вывести 
уравнения равновесия твердого тела при наличии как плоской, так 
и пространственной системы сил.
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Если не все связи, наложенные на систему, являются идеальными, 
например, имеются негладкие опорные плоскости и поверхности, то 
к активным силам следует добавлять силы трения и, следовательно, 
приравнивать нулю сумму работ не только активных сил, но и сил 
трения на любых возможных перемещениях точек системы. Состав
ленное уравнение определяет зависимость между активными силами 
и силами трения.

Если требуется определить какую-либо реакцию идеальной связи, 
для которой R Ьг =  0, то следует, применяя закон освобождаемое™ 
от связей, отбросить соответствующую связь и заменить ее искомой 
реакцией. При составлении уравнения равновесия надо к активным 
силам добавить эту реакцию связи. Такой метод решения задач 
о равновесии систем твердых тел является чрезвычайно эффективным, 
так как искомая реакция связи непосредственно определяется из 
составленного уравнения равнойесия. Применяя же обычные приемы 
статики, приходится составлять систему уравнений равновесия и 
определять искомую реакцию связи в результате решения этой 
системы уравнений.

У к а з а н и е .  Задачи на равновесие твердых тел и систем твер
дых тел с помощью принципа возможных перемещений рекомен
дуется решать в следующем порядке:

1) изобразить на рисунке активные силы;
2) при наличии неидеальных связей добавить соответствующие 

реакции связей (например, силы трения);
3) в случае необходимости определить реакцию связи, мысленно 

отбросить соответствующую связь и заменить ее искомой реакцией 
(если R Ьг =  0).

Дальнейшие действия следует осуществлять в зависимос
ти от того, имеет материальная система одну степень свободы 
или же несколько.

а) В случае системы с одной степенью свободы:
4) дать возможное перемещение одной из точек системы и выра

зить возможные перемещения точек приложения сил в зависимости 
от заданного возможного перемещения;

5) вычислить сумму работ всех сил, указанных в пунктах 1), 2) 
и 3), на соответствующих возможных перемещениях их точек прило
жения, и приравнять эту сумму нулю;

6) решив составленное уравнение равновесия, определить иско
мую величину.

б) В случае системы с несколькими степенями свободы:
4) выбрать независимые возможные перемещения точек системы 

в числе, равном числу степеней свободы этой системы;
5) дать возможное перемещение, соответствующее одной из сте

пеней свободы системы,. считая при этом возможные перемещения, 
соответствующие остальным степеням свободы, равными нулю. В ы р а
зить возможные перемещения точек приложения сил через это в о з 
можное перемещение;
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6) вычислить сумму работ всех сил, указанных в пунктах 1), 2) 
и 3), на соответствующих возможных перемещениях их точек прило
жения, и эту сумму приравнять нулю;

7) последовательно произведя выкладки пунктов 5) и 6 ) для 
каждого из независимых возможных перемещений, составить систему 
уравнений равновесия в числе, равном числу независимых возмож
ных перемещений, т. е, числу степеней свободы системы;

8 ) решив системы составленных уравнений равновесия, опреде
лить искомые величины.

Задача 10.14. На рисунке изображена система рычагов, приме
няемая для подъема груза К,  подвешенного к нижнему рычагу

в точке D. Подъем совершается посредством силы F , направленной 
по вертикали вверх и приложенной в точке В верхнего рычага.

Определить массу М поднимаемого груза К , если F  =  10 кН, 
а Ыа — 10 (см. рисунок).

Р е ш е н и е .  При решении этой задачи методами статики надо, 
применив закон освобождаемости от связей, мысленно рассечь тягу 
АС,  заменить ее действие на рычаги соответствующими реакциями 
связей и рассмотреть отдельно равновесие верхнего и нижнего рыча
гов, После исключения из составленных уравнений равновесия реак
ции тяги АС  можно определить силу тяжести Р  — M g  поднимаемого 
груза К.

Значительно проще можно решить эту задачу с помощью прин
ципа возможных перемещений. Изобразим на рисунке активные 
силы Р и  F .  Дадим точке В верхнего рычага возможное перемещение 
6/7, — ВВ Х, направленное по вертикали вверх. При этом верхний 
рычаг повернется вокруг точки О по ходу часовой стрелки и повернет 
в том же направлении нижний рычаг. Выразим возможное переме
щение 6rD =  D D X точки D нижнего рычага в зависимости от Ьгв 
(на рисунке новые положения рычагов изображены штриховыми 
линиями). Воспользовавшись подобием треугольников, построенных
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на верхнем рычаге, можно записать бгд =  -у б л д .  Так как тяга АС  
является абсолютно жестким стержнем, то Ьгс — ЬгА, т. е.

Ьгс ~ -^ -Ь г в. (1)

Н а основании подобия треугольников, построенных на нижнем 
рычаге, получим: бги — -|-6/-с . Подставив значение Ьгс из формулы 
(1), находим

6 rD — (̂ — >) Г̂В- (2)

Применим принцип возможных перемещений к системе рычагов, 
т. е. сумму работ активных сил F  и Р  на возможных перемещениях 
бг в и 6г0 их точек приложения В и D  приравняем нулю:

F Ьгв —  Р бrD =  0. (3)

Воспользовавшись формулой (2), после сокращения уравнения
(3) на бгд получим

p  =  ( l ) ’ f - №

Подстановка численных значений дает результат: Р — 1000 кН.
Если бы, решая эту задачу, мы дали возможное перемещение Ьгп 

точке В  не вверх, а вниз, то в уравнении (3) знаки изменились бы 
на обратные.

Можно было вместо возможного линейного перемещения бг в 
точки В дать возможное угловое перемещение бср0 и вычислить 
в зависимости от него возможное угловое перемещение б<рЕ нижнего 
рычага. Для этого следует воспользоваться возможными перемеще
ниями точек Л и С абсолютно жесткого стержня ЛС:

б г л =  a 6tp0, б г с =  b 6q>£ .
Так как бгА =  бгс , то а б<р0 — b Ьц>Е, т. е.

б ф £  =  - у -  б ф 0 - ( 5 )

Применив принцип возможных перемещений, находим 

,П0 (F) ЙФо тЕ {Р) бфЕ ~
следовательно,

Fb бф0 — Ра бфя =  0,

откуда Р — F . Воспользовавшись формулой (5), получим 
результат, записанный в формуле (4).
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Задача 10.15. На рисунке изображен горизонтальный домкрат. 
При вращении рукоятки А винт В сообщает поступательное пере
мещение клину D.

Определить зависимость между вращающим моментом т, прило
женным к рукоятке А,  и модулем силы F ,  действующей па клин D. 
Шаг винта равен /г. Это значит, что при одном обороте винт пере
мещается в горизонтальном направлении на h. Весом клина и си
лами сопротивления пренебречь.

Р е ш е н и е .  Механизм домкрата, подчиненный идеальным 
связям, находится под действием активной силы F  и актив
ного вращающего момента т.

Направим ось х вдоль геометричес
кой оси винта по горизонтали на
право.

Для решения задачи применим прин
цип возможных перемещений

К  задаче 10.15. S F f t - 6 r ft =  0. (1)
fc=i

Дадим возможное угловое перемещение бф рукоятке А и, следо
вательно, винту В. При этом винт и, значит, клин D получат посту
пательное перемещение 6л;. В  данном случае уравнение (1) имеет 
вид

т бф +  Fxbx — 0. (2)
Д ля определения зависимости Ьх от бф выразим х  через ф. При 

одном обороте винта он перемещается на /г, а при повороте на ф 
винт переместится на х,  которое определяется из пропорции
2 я  ер т-.-д- =  Получим

(3)

Вычислив вариацию функции (3), мы получим зависимость между 
возможными перемещениями Ьх и бф:

бА' = 2 Й - ёсР (4)

Подставив результат (4) в уравнение (2) и у ч тя , что Fx =  — F,  после 
сокращения на бф получим

m - ^ F .  (5)

Формула (5) выражает искомую зависимость между вращающим 
моментом т и модулем силы F .

Задача 10.16. Пользуясь принципом возможных перемещений, 
вывести уравнения равновесия свободного твердого тела, находя
щегося под действием произвольной плоской системы сил.
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Р е ш е н и е .  Изобразим координатные оси ху в плоскости дей
ствия сил. Обозначим активные силы: F i, . . . ,  F n.

Выбрав за полюс произвольную точку А в плоскости действия 
активных сил, разложим возможное перемещение твердого тела на 
переносное поступательное б г А вместе с полюсом А и относительное 
вращательное бф вокруг оси, проходящей через точку А перпен
дикулярно к плоскости действия сил.

Применив принцип возможных перемещений, имеем

Zj Fh бr h-\- Ц  тл (Fh) бф = .0 . ( 1)

Записав силы F lt Fi,  . . . ,  F n и возможное перемещение бr h в раз
ложениях по ортам осей координат х н у :

F h =  F hxi + F huj ,  б r h =  bxhl +  6 y j ,

где k =  1, 2, . . . ,  n, получим уравнение 
(1) в виде
И П

£  (F,txbxk -f- F hytyk) -j- £  гпл (Fh) бф =  0,
t=l к=I

т. е.

£  Fhxbxh +  £  F h/ y h 4- £  тА (F h) бф =  0.
*=1 к= I *=.--1

Так как переносное движение поступательное, то имеем 
Ь.гк =  б г л , 8xh =  6хА, ёук =  ЬуА

и, следовательно, после подстановки, множители ЬхА, ЬуА и бф, не 
зависящие от индекса суммирования, можно вынести за знаки соот
ветствующих сумм:

&ха £  Fh +  ЬуА £  F hy +  бф £  тА (Fk) =  0. 
к= 1 ft=l *=1 (2)

Учитывая, что 8хл , ЬуА и бф —  независимые и произвольные воз
можные перемещения, получим, что левая часть уравнения (2) 
тождественно обращается в нуль лишь при равенстве нулю коэффи-

п п п

циентов £  F hx, Fhy, 2] тл (Ph)> стоящих при этих возможных 
*=1 *=1 *=1 

перемещениях, т. е.

2 3 ^  =  0, £  Fky =  0 , 2 l mA (Fh) =  0.
k=i k=\ k=l (3)
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К а к  известно из статики, уравнения (3) являются уравнениями 
равновесия свободного твердого тела, находящегося под действием 
произвольной плоской системы сил.

Аналогично можно вывести шесть уравнений равновесия свобод
ного твердого тела при наличии произвольной пространственной 
системы сил. i

Полученные выше результаты убедительно подчеркивают степень 
общности принципа возможных перемещений, яв^яющевося мощным 
средством для решения любых задач статики.

Задача 10.17. При вращении круглого эксцентрика А массы Мх 
и радиуса г вокруг неподвижной горизонтальной оси О, перпенди
кулярной к плоскости рисунка, стержень В массы М 2 совершает

в вертикальных направляющих возвратно
поступательное движение. К  эксцентрику 
приложен момент т0 , направленный про
тив хода часовой стрелки. Механизм на
ходится в равновесии при наличии вер
тикальной силы F ,  действующей на 
стержень В.

Определить величину силы F  в поло
жении эксцентрика, указанном на рисун
ке. Эксцентриситет ОС равен а.

Р е ш е н и е .  Направим ось х  по вер
тикали вверх, взяв начало отсчета в точ
ке О. Угол поворота ф эксцентрика А 
отсчитываем от оси х в направлении по 
ходу часовой стрелки.

Изобразим активные силы и моменты: 
Р х — M-ig — сила тяжести эксцентрика А, 
P 2 =  M 2g  — сила тяжести стержня В, 
F  — вертикальная сила, приложенная к 
стержню В, момент пц.

Дадим возможное угловое перемеще
ние бф эксцентрику А в направлении воз
растания угла ф, т. е. по ходу часовой 

стрелки. При этом точка D стержня В получит вертикальное воз
можное перемещение бл: .̂ Д ля определения bxD в зависимости от 
бф выразим абсциссу хп_ точки D в функции от угла поворота ф 
эксцентрика А:

xD =  OD — OK +  KD  =  a cos ф -Ь г cos i};, (1)

где угол CDO обозначен через г]:. Установим теперь связь между 

углами и ф. Из треугольника OCD получим яп ^sin ср
sin \р =  к sin ф, где к =  а/г. Следовательно, cos \|з =  V 1 — sin2 4)
=  V  1 —  к2 sin2 ф. Вычисляя cos с точностью до слагае-
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мых, содержащих X в квадрате (Я,-— правильная дробь), нахо
дим

cos =  (1 — A,2sin2cp)l /2«=< 1 — 4-2i2sin2<p =  1 — у  Х2у  (1 — cos 2ср) =

=  1 _ _ 1 _ Я 2 +  4 - ^ 2соз2ф.
4 ' 4 т

Подставив полученное значение cos \|> в формулу (1), получим

*.о =  r ( 1 ----- j -  ^2)  +  а cos ф +  у  г A2 cos 2ф. (2)

Учитывая, что возможное перемещение точки является вариацией 
соответствующей координаты, вычислим вариацию функции (2):

bxD =  — a sin ф бср-----g- rk2 sin 2ф бф,

т. е.

f>xD =  — a sin ф (1 +  A, cos ф) бф. (3)

Формула (3) устанавливает зависимость между возможными пере
мещениями txD и бф.

Применим к рассматриваемому механизму принцип возможных 
перемещений, т. е. сумму работ всех активных сил на возможных 
перемещениях точек системы приравняем нулю:

P l a sin ф бф — /л0бф -j- P-2x6xD -|- F cbxD =  0. (4)

Подставив в уравненне (4) значение 6xD из формулы (3), по
членно сократив на бф и приняв во внимание, что Р2х =  — Ръ и 
Fx =  — F 2, определяем искомый модуль силы F :

Р __  то —  [А/, +  ;(il - ) -  Я, cos ф)] iag:sin.(p
a i( J +  ^  ‘Cos ф.) -.sin -ф ’

где Я =  а/г.
Задача 10.18. На рисунке изображена система, состоящая из 

трех гладких призм А, В и М,  находящихся в покое. Две одинаковые 
призмы А и В  лежат на горизонтальной негладкой плоскости, обра
зуя с ней угол а. Неподвижная призэда А упирается в вертикальную 
стену. На призмы А и В давит призма М  массы Mi. Система под
держивается в покое под действием горизонтальной силы F ,  прило
женной к прязме В массы М 2..

Какие значения при покое материальной системы мажет прини
мать модуль силы F ,  если коэффициент третья скольжения призмы В 
о горизонтальную плоскость равен /. Оси х н у  изображены на 
рисунке.
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Р е ш е н и е .  В связи с наличием силы трения скольжения 
призмы В о горизонтальную плоскость, покой системы имеет место 
не при фиксированном значении модуля силы F,  а при некоторой 
области, в которой эти значения могут меняться.

Действительно, если сила F  принимает свое наименьшее возмож
ное при покое значение Fmin, то призма М стремится сместит-ь 
призму В направо, и для того, чтобы удержать призму В в покое, 
сила трения F Tр должна быть направлена по горизонтали налево. 
Если же сила F  принимает свое наибольшее возможное при покое 
значение F max. то призма В стремится переместиться налево и по
тому сила трения F TP должна быть направлена направо. В  обоих 
случаях сила трения принимает свое предельное значение. Таким

образом, за счет измене
ния направления силы 
трения создается область 
значений F, при кото
рых система остается в 
покое.

К данной системе при
ложены активные силы тя
жести Р, Q и Q, где Р =  
=  M ig, Q =  M 2g .  К  ним 
надо добавить силу тре
ния F Tр (эта сила на ри
сунке не изображена), ибо 
связь между призмой В и 
горизонтальной ■ плос
костью не является иде
альной.

Если дать возможное горизонтальное перемещение b x D точке D 
приложения силы F  к призме В, то центр масс С призмы М получит 
при этом перемещение 8ус по вертикали. Для установления зави
симости между ними введем параметр | =  Е К  =  K.L (через центр 
масс С призмы М проходит вертикальная ось симметрии данной 
системы). Выразим координаты xD и yD в зависимости от пара
метра Найдем

хп =  2а +  21, ус — CN +  NK — I +  (Ь — 1) tg а  (1)
(размеры а, b и I указаны на рисунке). Проварьировав эти соотно
шения, найдем зависимость возможных перемещений bxD и бус 
от б£:

Ьхс ==.26£, Ъус =  — 6g tg а. (2)
Рассмотрим случай, когда сила F  достигает при покое своего 

максимального значения Fmах. При этом, как было указано выше, 
сила трения F rp, равная по модулю своему предельному значению

^тр =  / (Q +  - у )  =  fg  +  - j p )  >
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направлена направо, поэтому ее проекция на ось х равна

/ 4 p .  =  / ( Q  +  - y ) = t e ( M * +  T r ) -  (3)

Работа сил тяж ести  призм А и В равна нулю, так  как  призма А 
неподвижна, а центр масс призмы В перемещается по горизонтали. 
Поэтому в уравнении работ найдут отражение только три силы: 
F ша.\) F  ■[- j И Р .

Fх max^D +  ^тр дЛ*Ъ +  Ру^Ус ~  0 (4)

(возможные перемещения всех точек призмы В векторно равны).
Использовав в уравнении (4) зависимости (2) и (3) и заметив, что 

Ру =  —Р  =  — M xg  и /\та.х =  — /*Шах! после сокращения на 
получим.

2 F  max ~Ь 2/ (О. Н— -)- Р tg а  =  О,

т. е.

/"max — ~ M i g  tg а  -f- fg  -f- - j -  . (5)

Перейдем к рассмотрению слу чая , когда сила достигает при 
покое своего наименьшего значения При этом, как было п ока
зано выше, предельная сила трения F Tp направлена налево, т. е. 
се проекция на ось х  равна

f x p . =  - / ( Q  +  4 - )  =  - t e ( ^  +  T - ) -  (6)

По аналогии с формулой (4) запишем уравнение работ

Fх m i n +  FтрЬХр 4 -  Ру&Ус — 0- (7)

Внеся  в уравнение (7) результаты (2) и (6), а т а к ж е  Ру — — Р, 
Fxmm ~  ^mm> найдем

/ ^ „  =  4 - ^ -  ( Q 4 - ^ ) = ^ tg a _ / g r ( M 24 - 4 L ) .  (8)

Так  как при разных модулях силы F  значения модуля силы 
трения F Tр могут быть меньше предельных, то покой системы воз-  
можен при выполнении условий: F mln <  F  с  Fmax. И спользовав 
результаты (5) и (8), найдем искомую область значений модуля 
силы F,  при котором система призм остается в покое:

- f  t g a - / ( Q 4 - ^ - ) < f  < ^ - t g a 4 - / ( Q 4 - - y ) »

т. е.

tg a  -  fg  (A fa 4- - f - )  <  F  <  ^  t g a  +  fg  ( M 2 4-  ^ - ) .



398 ДИНАМИКА НЕ С В О Б О Д НО Й  М А Т Е Р ИА Л Ь НО Й СИСТЕМЫ [Гл.  X

В заключение заметим, что решение этой задачи методами ста 
тики оказалось бы более длинным и громоздким, так как пришлось бы 
в отдельности рассмотреть равновесие каждой из' призм. В систему 
уравнений равновесия вошли бы взаимные реакции плоскостей 
этих призм. Для получения искомых результатов эти реакции при
шлось бы из системы уравнений исключить.

Задача 10.19. Через блок А массы М переброшена нить, к кон
цам которой привязаны груз В и каток С массы Mt, лежащий на 
наклонной плоскости. Через каток С в свою очередь переброшена

нить, к концам которой привязаны груз D массы М2 и груз Е  массы 
M lt лежащий на параллельной идеально гладкбй плоскости (см. 
рисунок).

Определить массу M z груза В и угол а ,  образуемый наклонными 
плоскостями с горизонтом, если система находится в равновесии. 
Массой нити пренебречь.

Р е ш е н и е .  Рассматриваемая система имеет две степени сво
боды, так как для определения положения всех ее точек надо задать 
два независимых параметра. Один параметр должен определять по
ложение груза В, а второй —  положение грузов D и Е  по отноше
нии к катку С. *

Изобразим активные силы: Р  =  M g  —  сила тяжести блока, 
Pi =  M tg — сила тяжести груза Е, Р 2 — M 2g  — сила тяжести 
груза D, Р 3 =  M 3g  —  сила тяжести груза В и Р 4 =  M4g  — сила 
тяжести катка С. Реакции связей изображать не следует, так как 
все связи, наложенные на систему, являются идеальными (нити 
натянуты и нерастяжимы, наклонные плоскости идеально гладкие).

Дадим системе два независимых возможных перемещения (число 
независимых возможных перемещений равно числу степеней свободы 
системы): бг в — возможное перемещение груза В, направленное по

К  задаче 10.19.
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вертикали вниз, и t r D — возможное перемещение груза D, также 
направленное по вертикали вниз.

Применим принцип возможных перемещений для составления 
уравнений равновесия системы. Число уравнений должно быть равно 
числу ее степеней свободы. Поэтому для данной системы составим 
два уравнения равновесия.

Для составления уравнения равновесия системы, соответству
ющего возможному перемещению б/*п, будем считать возможное 
перемещение Ьгв равным нулю, т. е. бr D Ф  0, Ьгв — 0 (это допу
стимо, так как возможные перемещения Ьгв и brD являются неза
висимыми). При этом груз В и каток С останутся в покое, груз D 
переместится на бrD по вертикали вниз, а груз Е  переместится на 
бrD параллельно наклонной плоскости вверх.

Применив принцип возможных перемещений, получим

Я 2блс — P\8rn sin а  =  0, или M 26rD — sin а — О,
откуда

s in a  =  yM.2/M 1. (1)

Для составления уравнения равновесия системы, соответству
ющего возможному перемещению бг в, будем считать возможное 
перемещение бr D равным нулю, т. е. бг в Ф  0, бr D — 0. При этом, 
в связи с отсутствием трения, каток переместится поступательно, 
грузы D и Е  по отношению к катку С останутся в покое, груз В 
переместится на бгв по вертикали вниз, а каток С с грузами D и Е  
переместится на бгв параллельно наклонной плоскости вверх. 
Применив принцип возможных перемещений, имеем

Р3Ьгв — Р\&гв sin а  — РчЬгв sin a  — P ^ r„  sin a  =  0,
откуда

P3 =  (Pi +  P2 +  Pi) sin a .  (2)
Подставив в (2) значение sin а  из формулы (1), найдем искомую 

массу груза В:

М3== ^ Ч М 1 + М 2 +  * ! 4).

Задача 10.20. Две горизонтальные балки ЛВС  и CD, соединен
ные шарниром С, находятся в покое. Шарнирные опоры В и D рас
положены на катках, а опора А неподвижна. К балкам приложены 
сосредоточенные силы Fi, F it F 3 и пара сил с моментом т, причем: 
Fx =  8 кН, F 2 =  4^кН, F3 =  2 кН, m =  40 кН -м , где а —  размер, 
указанный на рис.* а. Массой балок пренебречь.

Определить реакции в шарнирах А и В.
Р е ш е н и е .  Задача может быть решена методами статики. Для 

этого надо расчленить балки в соединительном шарнире С, записать 
уравнения равновесия для каждой из балок и затем решить систему 
шести уравнений с шестью алгебраическими неизвестными (Rax>
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Я л у у  R b , R c .> R c y ,  R d)-  Однако в тех' случаях, когда надо опреде
лить одно неизвестное или только некоторые из них, целесообразно 
пользоваться принципом возможных перемещений. При этом каждое 
неизвестное определяется из одного уравнения независимо от прочих 
неизвестных Для определения неизвестной реакции надо мысленно 
отбросить соответствующую ей опору, заменить опору искомой реак
цией и затем в уравнении работ учесть не только активные силы и 
моменты, но и искомую реакцию.

Так, для определения вертикальной составляющей /?д$ мысленно 
заменим неподвижную опору А подвижной опорой на катках, кото
рые могут перемещаться по вертикали (см. рис. б). Дадим точке 
А возможное перемещение 6 г 4 по вертикали вверх Тогда точки К, L, С 
и М получат возможные перемещения 6 r K, b rL, 6г €, бг м , а балка 
АБС  — возможное угловое перемещение бф. Из подобия треуголь
ников получим зависимость между возможными перемещениями:

бгА == 26гк — 26rL — бгс =  2Ьгм — 2а бф. (1)

Применим принцип возможных перемещений. В уравнение работ 
войдут активные силы F u F 2, F 3, активный момент т, а также иско
мая составляющая реакции R Ay:

Кау8га — Pi cos 60° ■ 6rK — т бф +  F28rL -j- F3brM — 0. (2)
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Использовав зависимости (1), запишем уравнение (2) в виде 

Ял А а  -  F г COS 60“ ■ % -  -  т ^  +  F ,  =  0.

После сокращения на 6гА и подстановки численных значений F t, 
P.,, F3 и т найдем RAy =  1 кН (заметим, что если бы возможное 
перемещение 6гА было направлено не вверх, а вниз, то все знаки 
в уравнении (2) изменились бы на противоположные).

Для определения горизонтальной составляющей реакции Rax 
мысленно заменим неподвижную опору А подвижной опорой на кат
ках, которые могут перемещаться по горизонтали. При этом введем 
горизонтальную реакцию RAx и дадим точке А возможное переме
щение 6гА по горизонтали. Допустим, что RAx и 6 г Л направлены 
направо. При этом система балок переместится поступательно по 
горизонтали и все ее точки получат возможные перемещения бг А 
(предполагаем читателям представить это без рисунка). В данном 
случае принцип возможных перемещений получит вид

ЯА*6гЛ — F f cos 30° • бгА =  0, (3)

откуда следует RAx =  4 V 3 кН.
В заключение определим реакцию R B шарнира В. Д ля этого 

мысленно отбросим опору В, а вместо нее введем реакцию R B (см. 
рис. в). Дадим точке В возможное перемещение бг в вниз. При этом 
точки К, L, С и М получат возможные перемещения бг к , бr L, 6 г с , 
Ьгм, а балка ABC  — возможное угловое перемещение бф. Из подо
бия треугольников имеем

б г с =  -j- SrL =  26 г в =  4бгк =  26 гм — 4 а бф. (4)

В уравнение работ, помимо активных сил F lt F 2, F 3 и активного 
момента т, войдет искомая реакция R u:

— Я в6лв -|- F, cos 60° • 6гк — т бф +  F 2brL -f- F.firM — 0. (5)

Использовав зависимости (4), получим уравнение (5) в виде 

- R b ^  +  Л  cos 60°. F ^ l r c +  F 3^ £ -  =  0.

После сокращения на 6гс и подстановки числовых значений, 
найдем: Яд =  8 кН.

Обращаем внимание читателя на то, что каждое из неизвестных: 
Я Ау> Я д х и Яд было вычислено независимо: RAy было получено 
из уравнения (2), RAx.— из (3), RB — из (5). Поэтому применение 
принципа возможных перемещений особенно эффективно в случаях, 
когда надо определить одно или только часть неизвестных.

Задача 10.21. На рис. а изображена стремянка АСВ. Д ве оди
наковые стороны АС  и СВ стремянки шарнирно соединены в точке С,
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а конны А и В упираются в выступы пола. Масса каждой стороны 
стремянки равна М. В точке D стоит человек массы М х.

Определить опорную реакцию в точке В, если АС =  СВ — 
*= 4CD, a L  САВ  =  {_ СВА =  60°.

Р е ш е н и е .  Активными силами 
являются: P  — M g — сила тяжести 
каждой стороны стремянки, Р х =  M xg — 
сила тяжести человека. Обозначим 
длину каждой стороны стремянки 21. 
Тогда АК  =  КС =  CL =  LB =  2CD =  /.

Для определения вертикальной со
ставляющей R iB опорной реакции в 
точке В дадим опоре В возможность дви
гаться в вертикальном направлении. 
С этой целью, применив закон осво- 
бождаемости от связей, заменим выступ 
пола в точке В  опорой на катках, ко
торая может перемещаться в верти
кальном направлении (рис. б).

Приложим в точке В соответствую
щую реакцию R 1B. Дадим возможное 
перемещение бгв точке В но вертикали 
вверх. При этом правая половина стре
мянки совершит плоское движение, а 
левая половина повернется вокруг оси 
А, перпендикулярной к плоскости ри
сунка. Направив возможное перемеще
ние 6гс точки С перпендикулярно к 
АС, найдем положение мгновенного 

' центра вращения стороны СВ в точке А 
(в точке А пересекаются перпендику
ляры, восставленные из точек С и В к 
6 г  с и бгв). Итак, в точке Л совмещают
ся: центр вращения левой стороны АС 
стремянки, вращающейся вокруг не
подвижной оси, и мгновенный центр 

А- Я2,  вращения правой стороны СВ стре- 
* мянки, совершающей плоское движение. 

Следовательно, вся стремянка полу
чает возможное угловое перемещение

К задаче 10.21

бф вокруг точки А в плоскости рисунка против хода часовой 
стрелки.

Применим принцип возможных перемещений, т. е. сумму работ 
активных сил и вертикальной составляющей реакции R 1B на воз
можных перемещениях их точек приложения приравняем нулю:

— Р\ AM  | бф —  /\|Л5|6ф —  Р|ЛМ|6ср +  Я 1в|ЛД|6ф =  0. (1)
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Учитывая, что

AM — АК cos 60° =  ,

AS =  AT -I- TS  =  AS cos 60n +  CD cos 60° =  -A- /,

AN =  AT +  TN =  AC cos 60° +  CLcos 60° — -|-Z, AB — 21, 

после сокращения уравнения (1) на бф находим

Я ц . Ц м  +  А м , ) * .

Для определения горизонтальной составляющей опорной
реакции в точке В дадим опоре В подвижность в горизонтальном 
направлении. С этой целью, применив закон освобождаемости от 
связей, заменим выступ пола в точке В опорой на катках, которая 
может перемещаться в горизонтальном направлении (рис. в). Прило
жим в точке В соответствующую реакцию R iB.

Дадим возможное перемещение бг„  точке В по горизонтали на
право. При этом правая половина стремянки совершит плоское дви
жение, а левая половина стремянки повернется вокруг то.чки А. 
Направив в точке С возможное перемещение бгс перпендикулярно 
к АС, определим положение мгновенного центра вращения стороны 
СВ в точке & пересечения перпендикуляров, восставленных из то 
чек С и В к соответствующим возможным перемещениям бгс и бгв . 
Итак, левая половина АС стремянки поворачивается вокруг А на 
угол 6фЛ по ходу часовой стрелки, а правая половина СВ  стремя
нки — вокруг на угол бф̂ о против хода часовой стрелки.

Определим зависимость между возможными угловыми перемеще
ниями бфА и бф̂ о. Для этого заметим, что шарнир С принадлежит 
обеим сторонам стремянки, и поэтому

?гс =  АС £фА, tr(; =  С& (гф0>.

Следовательно,

С^£<г^ =  ЛСб<рд1 т. е. бф^ =  - ^ 6фд .

Нетрудно видеть, что так как С& — АС  (треугольник ВС&  является 
равнобедренным), то

бф^ =  бфА. (2)

Применив принцип возможных перемещений, запишем:

P \ A M \ ^ A -{-P l \ S B \ ^ - \ - P \ N B \ ^ - J r Rw \ ^ B \ b ^ = Q. (3)
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Учитывая формулу (2), представим уравнение (3) после сокращения 
на 6фА в виде

Р | AM | +  Р ,  | SB  | +  Р \NB | +  RiB I 9  В | =  0. ■ (4)

Так как

AM =  АК cos 60° =  4 - ,  SB =  ED cos 60° =  -2-1,2 4

NB =  LB cos 60° == - i - , =  0»C cos 30° +  С В cos 30° =  /]/3,

то после подстановки этих значении в уравнение (4), решив его 
относительно R2B, находим

Ям = -  -*пг(4Р + 3/J[) = -  т ! (4М + 3yWl)
В ходе решения задачи с помощью принципа возможных пере

мещений мы определяли каждую искомую составляющую реакции 
в точке В из одного уравнения независимо друг от друга. Так, вер
тикальная составляющая /?1в реакции в точке В была найдена из 
уравнения (1), а горизонтальная составляющая R 2B — из уравне
ния (3).

Задача 10.22. Две балки А В и ВС соединены шарниром в точ
ке В. Балка ВС шарнирно прикреплена концом С к вертикальной 
стойке CD, защемленной в сечении D. Балка АВ  шарниром А при
креплена к земле.

Определить горизонтальною составляющую реакции R b и реак
тивный момент т в защемленном сечении D. Силы Р х и Р 2 показаны 
на рис. а. Массой балок пренебречь; ВС =  CD =  2а, ВК  =  КС, 
CL =  LD.

Р е ш е н и е .  Для определения горизонтальной составляющей 
реакции в защемленном сечении D применим закон освобождаемости 
от связей. Сообщим стойке CD в сечении D подвижность в горизон
тальном направлении, мысленно заменив опору в точке D на опору, 
расположенную на катках (рис. б). Приложим в точке D горизонталь
ную составляющую реакции R w, соответствующую отброшенной 
связи.

Дадим возможное перемещение brD точке D по горизонтали на
право. При этом стойка CD получит поступательное возможное 
перемещение, т. е.

6гс =  6г,_ =  6 rD. (1)
Балка АВ  получит возможное угловое перемещение 6фл , а б г я 

будет направлено перпендикулярно к АВ, т. е. вдоль ВС. Балка ВС 
при наличии возможных перемещений 6г в и Ьгс совершает плоское 
движение. Мгновенный центр вращения 9  балки ВС  находится 
в точке пересечения перпендикуляров, восставленных из точек В 
и С к Ьгв и бгс . Итак, балка ВС совершает поворот на угол 6(р#>



ПРИНЦИП В О З М О Ж Н Ы Х  П Е Р Е М Е Щ Е Н И Я 4 0 5

в направлении против хода часовой стрелки вокруг мгновенного 
центра вращения 5®.

Применяя принцип возможных перемещений, вычислим сумму 
работ активных сил и Р 2 и горизонтальной составляющей

R

К  задаче 10.22.

м
J 9 0 ° /

У

А

J r *

f  /

(

в / j h j
р ,

к

С  S r t

р г  1 d r j

/ в о '
т у

М

реакции R m на возможных перемещениях их точек приложения и 
приравняем ее нулю:

Р у\М0>\ 6Ф̂  +  P 26rL +  RiD6rD =  0. 

Из треугольника !РВС находим
в с

(2)

Тогда

9>С-
sin 30°

8гс
&С

4а.

Ьгс
4а ( 3 )
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Учитывая формулы (1) и (3), после почленного сокращения уравне
ния (2) на 6rD, получаем

+  +  =  (4)

Заметив, что

M ?  =  NC =  KC cos30° =  4 p - ,  (bj

и решив уравнение (4) относительно Rw, найдем

Rid — — ( —8“ Ri +  Rij ■

Знак минус указывает, что горизонтальная составляющая реак
ции R iD направлена по горизонтали налево.

Переходим к определению величины реактивного момента т 
в защемленном сечении D. Для этого заменим защемление в сече
нии D неподвижным цилиндрическим шарниром, приложив к нему 
реактивный момент т в направлении против часовой стрелки (рис. в).

Дадим возможное угловое перемещение бфи стойке CD вокруг 
шарнира D  по часовой стрелке. Обозначив возможные перемещения 
в точках В и С соответственно Ьгв и Ьгс , определяем, как и ранее, 
положение мгновенного центра вращения !? балки ВС. При заданном 
возможном угловом перемещении бфв стойки CD вокруг точки D 
балка ВС  совершает поворот на угол 6ф̂ > вокруг мгновенного центра 
вращения &  в направлении против часовой стрелки.

Применив принцип возможных перемещений, получаем
Я 1|М5г,|бф^ +  Р 2 |1О|6фо - т б ф о =  0. (6)

Для установления зависимости между бфд и бф̂ о рассмотрим воз
можное перемещение briC точки С, одновременно принадлежащей 
балке ВС  и стойке CD:

6rc = ^ C % ^ > ,  hrc — CD бфд .

Следовательно, SPCbyp =  CD бфс , откуда бф̂ > =  $фг>. Так как

&С — 4а, то бф̂ в =  бфд =  -£-6ф в . Теперь уравнение (6) после 
почленного сокращения на бфу принимает вид

-+-Р1\М&\ +  Р & - т  =  0.

У чи ты вая формулу (5), получим

т = ( ^ - Р 1 +  Р ,)а .



У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из «Сбор
ника задач по теоретической механике» И. В . Мещерского: 46 .1—
46.4, 46.8, 46.10, 46.14— 46.1-6, 46.20— 46.24, 46.26, 46 .29— 46.32.

§ 5. Общее уравнение динамики материальной системы

При движении материальной системы, подчиненной идеальным 
свя-зям, сумма работ активных сил и сил инерции на любых в о з 
можных перемещениях точек системы равна нулю:

Ё (Fh — "Won) ■ ?r h =  0.&=!'
Если

Fh — Fhxi 4" Fk J  H-  Fiuk, 
w.h =  x hi +  y , J  +  zhk, t r h =  6xki-\- 8y„j +  bzhk, 

то общее уравнение динамики имеет вид
П

И  K̂ ftjc — tnkx k) Sxh +  (F, — mhyh) 6yh +  (F,u — mhzh) 6г*] =  0.
*=i
Общее уравнение динамики является аналогом принципа возм ож 

ных перемещений для случая движения материальной системы.
При движении системы реакции связей, вообще говоря, пере

менны. Они могут быть функциями времени, координат материаль
ных точек, их скоростей и их ускорений. Поэтому при решении об
ратных задач динамики, в которых движение определяется по за 
данным силам, приходится исключать реакции связей из составлен
ных уравнений движения.

Большое преимущество общего уравнения динамики по сравнению 
с другими теоремами динамики заключается в том, что в его фор
мулировке отсутствуют реакции идеальных связей. Если не все связи 
являются идеальными, например имеются связи с трением, то, при
меняя общее уравнение динамики, следует к активным силам добав
лять реакции, соответствующие неидеальным связям.

Вычисление суммы работ сил инерции на возможных переме
щениях точек твердого тела производится по формулам:

а) При поступательном двио/сении:
б A =  Rv>-8r.

где RW  —  равнодействующая сил инерции (R{J) =  — Mw, w  —  
ускорение любой точки твердого тела), б г  — возможное перемещение 
любой точки твердого тела.

б) При врищепии вокруг неподвижной оси:

6Л =  т^бср,
(Лгде тг —  главньш момент сил инерции относительно оси вращения г 

(m {zJ) =  — бф — возможное угловое перемещение твердо! о тела.
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в) При плоском движении

6i4 =  Kfc', - f r 0 +  /nfc',6(p>

где V c ) — главный вектор сил инерции „(И/1 =  — M w c , w c — 
ускорение центра тяжести твердого тела), т с ) — главный момент 
сил инерции относительно оси, проходящей через центр тяжести С 
твердого тела перпендикулярно к плоскости движения (т{с ) =  
=  — /с£2), &1"с — возможное перемещение центра тяжести С твер
дого тела, бф — возможное угловое перемещение твердого тела.

С помощью общего уравнения динамики можно решать задачи 
динамики материальной системы в случаях, когда в число зада
ваемых и искомых величин входят: инерционные характеристики 
(массы и моменты инерции), ускорения точек системы (линейные и 
угловые), активные силы и моменты, коэффициенты трения (сколь
жения и качения), коэффициенты упругости пружин.

Из общего уравнения динамики вытекают дифференциальные 
уравнения движения материальной системы, в которые не входят 
реакции идеальных связей. Возможно решение как прямых (опреде
ление сил по заданному движению), так и обратных задач (опреде
ление движения по заданным силам) динамики. При решении обрат
ных задач приходится интегрировать составленную систему диффе
ренциальных уравнений движения. Заметим, что использование 
общего уравнения динамики является формальным методом составле
ния дифференциальных уравнений движения системы. Этот метод 
является менее удобным и менее эффективным по сравнению с приме
нением уравнений Лагранжа второго рода (читатель сможет в этом 
убедиться, ознакомившись с содержанием следующего параграфа).

У к а з а н и е  1. Задачи с помощью общего уравнения динамики 
рекомендуется решать в такой последовательности:

1) изобразить на рисунке активные силы и реакции, соответ
ствующие неидеальным связям (например, силы трения);

2) определить главные векторы и главные моменты сил инерции 
масс системы.

Дальнейшие действия следует осуществлять в зависимости от 
того имеет система одну степень свободы или же несколько.

а) Для системы с одной степенью свободы:
3) дать возможное перемещение одной из точек системы и выра

зить возможные ттеремещения точек приложения всех сил, указанных 
в первых двух пунктах, через это возможное перемещение;

4) вычислить сумму работ всех сил, указанных в первых двух 
пунктах, на возможных перемещениях точек системы; составить 
общее уравнение динамики, приравняв вычисленную сумму работ 
сил нулю;

5) после сокращения полученного уравнения на заданное воз
можное перемещение определить искомую величину либо провести 
интегрирование дифференциального уравнения движения.
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б) Для системы, с несколькими степенями свободы:
3) выбрать независимые возможные перемещения 1*Ьчек системы 

в числе, равном числу степеней свободы этой системы;
4) дать возможное перемещение, соответствующее одной из сте

пеней свободы системы, считая при этом возможные перемещения, 
соответствующие остальным степеням свободы, равными нулю. Вы р а
зить возможные перемещения точек приложения сил через это в о з 
можное перемещение;

5) вычислить сумму работ всех сил, указанных в пунктах 1) и
2), на соответствующих возможных перемещениях их точек прило
жения и приравнять эту сумму нулю;

6) последовательно произведя выкладки пунктов 4) и 5) для к аж 
дого из независимых возможных перемещений, составить систему 
уравнений «равновесия» в числе, равном числу независимых возмож
ных перемещений, т. е. числу степеней свободы системы;

7) после сокращения каждого из составленных уравнений на соот
ветствующее независимое возможное перемещение надо определить 
из полученной системы уравнений искомые величины.

У к а з а н и е  2. При применении общего уравнения динамики 
к системам с двумя и большим числом степеней свободы, в связи 
с громоздкостью выкладок, удобнее пользоваться следующими 
правилами:

а) сделать предположение о направлении ускорений точек си 
стемы;

б) направить на рисунке силы инерции в стороны, противопо
ложные выбранным направлениям соответствующих ускорений;

в) записать алгебраические величины главных векторов и глав
ных моментов сил инерции;

г) определить знаки работ сил инерции и моментов сил инерции 
в соответствии с их направлениями на рисунке и избранными на
правлениями возможных перемещений точек системы;

д) если искомые ускорения оказываются положительными, то 
сделанные предположения о направлениях ускорений подтвер
ждаются, если — отрицательными, то соответствующие ускорения 
направлены в другую сторону (см. решение задач 10.25, 10.26).

Конечно, этот прием может быть использован и при решении 
задач о движении системы с одной степенью свободы.

Задача 10.23. Определить ускорение w  грузов А и В, рассмо
тренных в задаче 10.6.

Р е ш е н и е .  При решении задачи 10.6 методом кинетостатики 
пришлось для определения ускорения w  грузов рассмотреть каждую 
из трех масс системы (груз А, груз В и блок D) в отдельности, со 
ставить уравнения равновесия сил и решить систему трех уравнений 
с тремя неизвестными.

Значительно проще решается эта задача применением общего 
уравнения динамики. Вместо системы уравнений приходится решать 
лишь одно уравнение (данная система имеет одну степень свободы).
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Направим ось г вдоль оси вращения блока D  за рисунок. Радиус 
блока обозначим г.

Изобразим активные силы, приложенные к данной системе: 
Рх =  M xg  — сила тяжести груза А, Р 2 =  M 2g  — сила тяжести 
груза В, Р 3 =  M3g  — сила тяжести блока D. При наличии идеаль
ных связей, наложенных на систему, реакции связей в общее урав
нение динамики не входят.

Добавив силу трения скольжения F T. с груза В о наклонную 
плоскость, мы считаем, что на данную систему наложены только

с р

идеальные связи (нить при движении системы считается натянутой 
и нерастяжимой).

Остается прибавить силы инерции. Пусть груз А опускается 
с искомым ускорением w.

К грузам А и В, совершающим поступательное движение, при
ложим равнодействующие сил инерции, направив их противопо
ложно ускорениям соответствующих грузов, т. е. J i  — вверх, a J 2 — 
параллельно наклонной плоскости вниз, причем

J i x  =  —  M }wx, J 2s=  — M^iia =  — M2wx. (1)
К блоку D, вращающемуся вокруг неподвижной оси, приложим 

главный момент сил инерции m[J), знак которого противоположен 
знаку проекции углового ускорения ег:

mlJ) —  —  1&Z-
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(Главный вектор сил инерции блока V {J) — — M w c равен нулю, 
ибо центр тяжести блока расположен на оси вращения.)

Мысленно остановив систему, дадим одной из ее материальных 
точек возможное перемещение. Можно сообщить линейное возмож
ное перемещение грузу А вверх или вниз, либо грузу В — по на
клонной плоскости вверх или вниз, либо блоку D — угловое в о з 
можное перемещение по или против хода часовой стрелки.

Дадим грузу А возможное перемещение б г  по вертикали вниз. 
Не следует считать, что направления движения какой-либо мате
риальной точки и ее возможного перемещения должны обязательно 
совпадать. Направление движения точки зависит от системы сил, 
которые к ней приложены, возможное же перемещение точки, рас
сматриваемое из данного положения, зависит только от связей, на
ложенных на эту точку, в остальном оно произвольно. При этом, 
в силу нерастяжимости нити, груз В получит равное по модулю 
возможное перемещение, направленное вдоль наклонной плоскости 
вверх, а блок D получит угловое возможное перемещение бф. Взяв 
точку нити на ободе блока, получим зависимость между линейным и 
угловым возможными перемещениями

б г =  гбф, (3)

где г — радиус блока.
Применим к данной материальной системе общее уравнение 

динамики, т. е. приравняем нулю сумму работ активных сил (вклю
чая реакции неидеальных связей) и сил инерции на возможных пере
мещениях точек системы

Р х8г -f- У,жбг +  m{J)бф — Pnbr sin а — F Tm сбг -)- J istir =  0. (4)

Подставив в уравнение (4) значение силы трения F T. с =  fN =  
=  fP2 cos а  и воспользовавшись формулами (1), (2) и (3), после сокра
щения на бг получим:

P i - - j - w x — -j-w x — Р.г sin а  — cos а  — wx =  0,

откуда находим проекцию искомого ускорения грузов А и В:
_ о „  м х — М2 (sin a  - f  / cos а )

*  S  2МЛ +  2М2 +  М3 ’ . '  '

При wx >  0, т. е. при Мг >  М 2 (sin а +  f cos а ) ,  ускорение груза 
направлено вниз.

Если бы по условию задачи требовалось также определить какие- 
либо реакции связей либо давления на связи, то пришлось бы при
менить закон освобаждаемости к связи, реакцию которой требуется 
найти, и к соответствующей массе системы применить основной 
закон динамики или метод кинетостатики. При наличии вычислен
ных ускорений это не представляет затруднений.



Так, если требуется определить реакцию правой ветви нити, мы 
мысленно рассекаем нить вблизи груза А, прикладываем к грузу 
три силы (рис. б): Р х =  M xg  — силу тяжести груза, 7 \ — реакцию 
нити, J  х — силу инерции груза А.

Записываем уравнение равновесия сил в проекции на верти
кальную ось х:

P i  -  Т {  +  J lx =  0.

Так как J  1х — — M 2wx, то
Тг =  M xg  — Mjwx,

где wx —  ускорение груза, определенное по формуле (5). После 
подстановки значения wx получим

rp __Mxg [Ма -f- 2/М2 (1 +  sin а  +  / cos а)]
1 2Мг +  2М 2 +  Щ  •

Задача 10.24. Каток А и барабан D связаны тонкой нерастяжи
мой нитью. Нить, привязанная своим концом к оси Сх катка А,
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переброшена через блок В и намотана на барабан D. К катку А 
массы М х и радиуса гх приложен вращающий момент т, заставля
ющий каток А катиться вверх без скольжения по наклонной пло
скости, расположенной под углом а  к горизонту. При этом блок В 
массы М 2 вращается вокруг неподвижной оси О, а барабан D массы 
М 3 и радиуса г3 катится без скольжения вверх по наклонной пло
скости, расположенной под углом р к горизонту.

Определить ускорение w c , центра тяжести Сх катка А, если коэф
фициент трения качения катка и нитей, намотанных на барабан,



о наклонные плоскости равен /к. Каток, блок и барабан считать 
однородными круглыми цилиндрами. Массой нити и ее проскальзы
ванием по ободу блока пренебречь.

Р е ш е н и е .  Ось г направим перпендикулярно к плоскости 
рисунка на нас.

Рассматриваемая система имеет одну степень свободы, так как 
положение катка А на наклонной плоскости определяет положение 
блока и барабана. Обозначим через г2 радиус блока В.

К системе приложены активные силы и моменты: Р х =  M xg  — 
сила тяжести катка, Р 2 =  M 2g  — сила тяжести блока, P 3 =  M 3g  — 
сила тяжести барабана и вращающий момент т.

Наклонные плоскости не являются идеальными связями, поэтому 
необходимо учесть силы трения. При наличии вращающего мо
мента т каток А является ведущим и сила трения F n р катка А 
о наклонную плоскость направлена вдоль наклонной плоскости 
в сторону движения. Сила трения F 3rp нити, намотанной на барабан,
о наклонную плоскость также направлена вдоль наклонной пло
скости в сторону движения» т. е. вверх.

Ввиду наличия трения качения нормальные реакции наклонных 
плоскостей/?! и R 3смещены вперед в сторону движения на величину 
коэффициента трения качения /к.

Для определения модулей сил инерции и моментов пар сил инер
ции масс системы найдем зависимость между ускорениями центров 
тяжести катка А и барабана D и угловыми ускорениями катка, блока 
и барабана. (Оси х и s изображены на рис. а.)

Направим W c , параллельно линии наибольшего ската наклонной 
плоскости в сторону движения катка, т. е. по оси х. Ввиду нерастя
жимости нити wclX =  wLх =  wKs, причем wLx =  г2г2г. Учитывая, 
что мгновенные центры скоростей катка и барабана соответственно 
расположены в точках ^  и &>3, получим

Wctx =  ' ' А * .  wKa =  2г3е 3г, wCas =  wKs/2

(рис. б). Следовательно,

и>с,х =  гхгхг =  г,,е2г =  2 г3е3г =  2 wc ,s, (1)

где eu , e2z и е32 — соответственно проекции на ось г угловых уско
рений катка, блока и барабана.

Переходим к приведению сил инерции материальных точек си
стемы. Силы инерции катка А, совершающего плоское движение, 
приводятся к силе, равной главному вектору Vy* и паре сил, момент 
которой равен главному моменту тс, . Сила приложена в центре 
тяжести Ci катка и направлена противоположно ускорению его центра 
тяжести, т. е. параллельно наклонной плоскости вниз (К(/ ) =  
=  — M i W c J ,  поэтому.
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V\t> =  -  MlWClX. (2)
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Главный момент сил инерции катка тс} относительно оси, проходя
щей через его центр тяжести Сх перпендикулярно к плоскости матери
альной симметрии, имеет знак, противоположный знаку проекции 
углового ускорения ги , т. е.

(J1 * ^̂ 1̂ 1 /Г}\
m c , — — I c t ви  = -------- ? T - e ir  (3)

Силы инерции блока В, вращающегося вокруг неподвижной оси, 
приводятся к паре сил, момент которой равен главному моменту 
относительно оси вращения О. Знак момента противоположен знаку 
проекции его углового ускорения:

то' =  — = ----- е2г. (4)

Силы инерции барабана D, совершающего плоское движение, при
водятся к силе, равной главному вектору V\J), и паре сил, момент 
которой равен главному моменту т с ? .  Сила ViJ) приложена в его 
центре тяжести Сэ и направлена противоположно ускорению Wc„ 
т. е. параллельно линии наибольшего ската наклонной плоскости 
вниз; проекция этой силы на ось s равна

V g  =  -  M-,wCts. (5)

Главный момент сил инерции тс}  барабана D относительно оси, 
проходящей через его центр тяжести С3 перпендикулярно к плоскости 
материальной симметрии, имеет знак, противоположный знаку 
проекции углового ускорения еЭг:

=  (6)

Итак, силы инерции материальных точек рассматриваемой системы 
оказались приведенными к силе V\J) и паре сил с моментом тс} 
(каток А), к паре сил с моментом т'о) (блок В), к силе V\J) и паре 
сил с моментом т с ?  (барабан D).

Дадим возможное перемещение бгс, центру тяжести катка А 
параллельно наклонной плоскости вверх. Учитывая нерастяжимость 
нити, имеем: 8rCt =  6 rL =  6 гк . Кроме того, Ьг̂  =  г26ф2, где 
бф2 — возможное угловое перемещение блока В. Принимая во вни
мание, что мгновенные центры скоростей катка А и барабана D соот
ветственно расположены в точках ^  и получим бгс, =  /̂ бфх, 
Ьгк =  2г3йф3 =  2Ьгс, (см. рис. в), где бфх и 6ф3 —  соответственно 
возможные угловые перемещения катка и барабана. Следовательно,

brCl =  rt бфх =  г2Ьц:2 =  2г Збфа =  2Ьгс,.
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Составим общее уравнение динамики: 

тб(рл — PfirCl sin a - f  V\Jx)brCi - f  /?(с'г0ф1 — R JiM i  -r

4  т о  ’йф-г —  Р ф гс ,  S in  (3 - )-  У з* ^ г ,  +  т ^  бф3 —  •

— 4  6Л (P.) +  6Л {Fi тр) +  ЬА (Ft тр) =  0. (8)
Работа силы тяжести P t блока В равна нулю, так как точка при

ложения этой силы неподвижна.
Выберем теперь в качестве возможного перемещения действитель

ное перемещение drCl (это допустимо, ибо в данном случае связи ста
ционарны). Тогда работа сил трения 6Л (/’’и,,) и 6Л (/'Vrp) будет 
равна нулю, так как при действительных перемещениях точки при
ложения сил трения F lrp и F 3tр всегда совпадают с соответствующими 
мгновенными центрами скоростей.

Учитывая, что =  Рг cos a, R3 =  Р3 cos Р, бгс ,х =  бгс,, 
brcaS =  бгс„  и воспользовавшись формулами (2), (3), (4), (5) и 
(6), запишем уравнение (8) в виде

/лбф!— P firc< sin а  — ~ - w CtxbrCt------^р.Сибф! —

— fKP t cos а  е2гбф2 — Р3Ьгс„ sin р — -у-Шсз8бгс, —

- - М - е згбф3 - / кР ,с о 5 р б ф 3 =  0. (9)

Выразив с помощью формулы' (1) еи , е27, езг и wc,s через 
w c ,x, а бф,, бф2, бф3 н бгс, с помощью формулы ( 7 ) — в зависимости 
от бгс,, представим уравнение (9) после почленного сокращения 
на бгс , в виде

Рх s m a - - ^ - ^ . w CtX — - ^ P i 'COS>x — JjLwc ,x —

— sin р — w ClX — -^ г  Р 3 cos р =  0. (10)

Из уравнения (10) определяем проекцию искомого ускорения цен
тра тяжести катка Л (при этом Рг =  M xg, Р2 =  M 2g, Ря =  M<&)i

Если

>  Mig  ^sin a  -j- у- cos 4  - ~  ^ sin ,4 - f  ^-cos.p } ,

то wctx >  0, т. е. ускорение центра тяжести С, катка Л направлено 
параллельно линии наибольшего ската наклонной плоскости вверх.

Задача 10.25. К концам тонкой нерастяжимон нити привязаны 
груз Л массы Mi и груз В массы М2. Нить переброшена через блоки D 
и £  и охватывает снизу подвижной блок К ■ К оси Оъ подвижного

 ̂sin ct - f  cos ^sin fl +  y -  cos f* ^

1 2 M ,  -I- 4/И, 4 -  ЗЛ1 .
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блока К прикреплен груз L массы М6\ М3 —  масса блока D ,M 4 — 
масса блока Е, Мъ — масса блока К. Грузы А и В движутся по 
наклонным плоскостям, соответственно расположенным под углами 
а  и р к горизонту.

Определить ускорения грузов А, В и L. Блоки считать одно
родными круглыми дисками. Силами трения скольжения грузов
о наклонные плоскости и массой нити пренебречь.

Р е ш е н и е .  Данная материальная система имеет две степени 
свободы. Действительно, задав положения грузов Л и В  на наклон
ных плоскостях, мы определим положение всех остальных масс 
системы: блокоз D, Е  и К и груза L.

Изобразим на рис. а все активные силы: Р г =  Mxg  — сила тя
жести груза А, Р :j =  M.2g  — сила тяжести груза В, Р 3 — Mag  — 
сила тяжести блока D, Р 4 =  M4g  — сила тяжести блока Е, Р ь =  
=  M bg  — сила тяжести блока К, Р в =  Meg  — сила тяжести груза L.

Все связи, наложенные на систему, являются идеальными (на
клонные плоскости — идеально гладкие, нить нерастяжима и при 
движении системы натянута). Поэтому при составлении общего урав
нения динамики реакции связей рассмотрению не подлежат.

Обсз тачим через г3, г4 и гъ радиусы блоков D, Е  и К  соответ
ственно, через Wi и — ускорения грузов А и В. Предположим, 
что оба ускорения направлены параллельно линиям наибольшего 
ската соответствующих наклонных плоскостей вниз. Так как нить 
нерастяжима, то модуль ускорения точки М нити равен модулю 
ускорения груза А, а модуль ускорения точки N нити — модулю 
ускорения груза В (wM =  wlt wN =  w2).

Из рис. б можно найти ускорение центра тяжести 0 6 блока К:

К  задаче 10.25.

(1)



Для определения углового ускорения е5 блока К  примем точку N 
за полюс и воспользуемся тем, что проекция ускорения точки М 
на вертикальную ось равна

Wm =  Wpf -)- WmN'
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Так как =  MNeb — 2гъгъ, то
„ __ WM— WN _  — W2

2̂ 5 2г с, (2)

При Дох >  w2 блок К  вращается ускоренно по ходу часовой стрелки.
Ускорение точки нити на ободе блока D равно wx, следовательно, 

угловое ускорение е3 блока D будет

(3)

(Блок D вращается ускоренно против хода часовой стрелки.)
Аналогично блок Е  вращается ускоренно по ходу часовой стрелки, 

причем

(4)

Переходим к приведению сил инерции материальных точек дан
ной системы. Силы инерции грузов Л и В , движущихся поступа
тельно, приводятся к равнодействующим J x и / 2, направленным со
ответственно противоположно ускорениям w x и w 2, т. е. параллельно 
линиям наибольшего ската наклонных плоскостей вверх:

У, =  — /И1гу1) J ,  — — M.,w2,
причем

У2 =  Л18ш2. (5)
Силы инерции блоков D и Е, вращающихся вокруг неподвиж- 
х осей, п 

по модулю
ных осей, приводятся к парам сил с моментами т1о* и то*, причем

то? — /363, то* =  /4е4.

Блоки D и Е  являются однородными круглыми дисками, поэтому
,  _  М 3Г$ ,  _  A V *
1°, 2 ’ 4 2 '

Принимая во внимание формулы (3) и (4), получим модули главных 
моментов сил инерции:

mU) M3r„wi __(У) ' M4rtw2 /РЛ
т0„ ~ ------2 " ’ т° ‘ -----2— * '  '

Силы инерции блока К, совершающего плоское движение, при
водятся к силе, равной главному вектору J b и паре сил, момент КОТО-

14 М. И. Б а т ь  и д р . ,  т .  II
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рой равен главному моменту то'} относительно оси, проходящей через 
его центр тяжести 0 5 перпендикулярно к плоскости материальной 
симметрии. Сила У6 приложена в центре тяжести 0 5 блока К  и на
правлена противоположно его ускорению Wot, т. е. по вертикали 
вниз:

Уб =  —  M6w 0s.
Учитывая формулу (1), получим

(?)

Модуль главного момента то}  сил инерции блока К  имеет вид
„<Л _  j .. _  Мьгь(«ц — к>а) /С\ m0t =  1 о5е3 = --------- -̂---------. (о)

Силы инерции груза L, движущегося поступательно, приводятся 
к равнодействующей Ув, направленной противоположно его ускоре
нию Wob, т. е. по вертикали вниз: /„ =  — MeWo„• С учетом формулы 
(1) получаем

+  оh)- (9)

Итак, силы инерции рассматриваемой системы оказались приведен
ными к силам / 2, J b и Ув и парам сил с моментами то}, 
то, ,т0, •

Дадим данной материальной системе, имеющей две степени сво
боды, два независимых возможных перемещения и 6г 2 (соответ
ственно грузам А и В), направив их параллельно наклонным пло
скостям вниз. Учитывая независимость этих возможных перемеще
ний, будем при составлении каждого из дифференциальных урав
нений движения давать одно возможное перемещение, считая при 
этом другое возможное перемещение равным нулю.

а) Дадим грузу А возможное перемещение бг,,  считая при этом 
6 г  2 равным нулю, т. е. б гх Ф  0, 6 г 2 =  0.

Это значит, что груз А переместится вдоль наклонной плоскости 
вниз на бrt. Учитывая нерастяжимость нити, отметим, что равное воз
можное перемещение получит точка М нити, расположенная на ободе 
блока К, т. е. Ьгм =  бгх. Блок D повернется против хода часовой 
стрелки на угол

бср, =  - ^ - .  (10)
га

Так как б г2 =  0, то груз В, блок Е  и правая ветвь нити до точки N 
останутся в покое.

Пользуясь рис. в, нетрудно найти возможное перемещение центра 
тяжести Оь блока К'-

Ьг0, = , ^  = -Ъ -.  (11)
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Рассматривая возможное перемещение Ьгм по отношению к непо
движной точке N , имеем бrM =  2г66ср5, откуда

« ? ‘  =  Т 5 ? = % Г -  (|2)

Возможное угловое перемещение 6<р5 блока К  направлено по ходу 
часовой стрелки.

Составим общее уравнение динамики, т. е. вычислим сумму работ 
всех активных сил и сил инерции материальной системы на возмож
ных перемещениях, соответствующих бг х, и приравняем ее нулю:

Pxbrx sin а  — J xbrx — /«Оз’бфз — т о . ’бфа — РФгог —

— h & 0t — Pnbr0l — J Rbr0t =  0. (13)

Работа сил Р ъ  У2 и пары сил инерции с моментом то? равна 
нулю, так как груз В, блок Е  и правая ветвь нити до точки N при
6 г  2 =  0 являются неподвижными. Работа сил Р я и Я 4 равна нулю, 
так как их точки приложения неподвижны.

Воспользовавшись формулами (5)— (12) и сокращая уравнение 
(13) на бгх, находим

1 g  1 2g 8g  2

— I g  -  -T" -  (“'i +  “'*) =  0

или

-  - g -  ( Ш х +  4М 3 +  3Мъ +  2УИ0) -  -g - (Мй +  2М 0) +

И- М, sin а - Мь+2 М<> =  0. (14)

б) Дадим грузу В возможное перемещение 6 г 2, считая при этом 
бг х равным нулю, т. е. бг х =  0, бг2 Ф  0.

Это значит, что груз В переместится вдоль наклонной плоскости 
вниз на бг2. В связи с нерастяжимостыо нити возможное перемеще
ние точки N нити, лежащей на ободе блока К,  равно возможному 
перемещению груза В, т. е. brN =  бг2. Блок Е  повернется по ходу 
часовой стрелки на угол

вф4 =  - ^ -  (15)
г  4

Так как бг х =  0, то груз А, блок D и левая ветвь нити до точки М 
находятся в покое. При этом

(рис. г).
14*

Ьг0, =  ^ -  =  Ц -  (16)



Рассматривая возможное перемещение 6 rN по отношению к не
подвижной точке М, запишем: 8rN =  2г6бф8, откуда

б ф б  =  =  1 7 Г  • < 1 7 >

Возможное угловое перемещение бф6 блока К  направлено против 
хода часовой стрелки.

Составим общее уравнение динамики, т. е. вычислим сумму работ 
всех активных сил и сил инерции материальной системы на возмож
ных перемещениях, соответствующих бг2, и приравняем ее нулю:

РгЬг2 sin Р — J 26rt — т о 4)бф4 +  то,’бф5 — Pt8r0, —

— J 68r0s — Pa8r0t — J 68ro, = 0 .  (18)

Работа сил Р ъ J x и пары сил инерции с моментом то, равна 
нулю, так как груз А, блок D и левая ветвь нити до точки М непо
движны (бг! =  0). Работа сил Р 3 и Р г равна нулю, так как точки при
ложения этих сил неподвижны.

Воспользовавшись формулами (5)— (9), (15), (16), (17) и сокращая 
уравнение (18) на 6г2, получим

Р , 5,П Ц — А %  ^  -  *  -  А .  (ш, +  щ) -

_  h .  _  - g -  +  !» ,)= .  0

ИЛИ

-  - § -  (8^ 2  +  4М 4 +  т ъ +  2Мв) -  -g -  (Мъ +  2М в) +

+  M2s i n p - - 5± ^ 6- =  0. (19)

Уравнения (14) и (19) образуют систему дифференциальных урав
нений движения системы. Решив эту систему уравнений, находим 
модули искомых ускорений грузов А и В:

о _  ^  ( С — б ) —  С-Мг sin Р -f- B-Mt sin а  
Wl ~  АВ — С2 ’ (20)

о D (С — А) +  А-М2 sin fi —  С -Mi  sin а  
Щ  —  о g  А В — С2 ’

где
4 -  4УИ3 +  ЗЛ15 4 -  2Мь =  А, 8Мг 4-  4М4 +  3 М8 4- 2 Mt =  Bs

Мй 4 - 2М в =  С,

Мъ +  Me _ _

2
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При решении задачи мы предположили, что грузы А и В дви
жутся ускоренно вниз вдоль наклонных плоскостей с ускорениями 
Wx и w 2. Если значения wx и w2, подсчитанные по формулам (20), 
окажутся положительными, то сделанное предположение подтвержда
ется. Если же эти значения окажутся отрицательными, то это озна
чает, что ускорения грузов направлены вдоль наклонных плоскостей 
вверх.

Для определения ускорения груза L, т. е. Wob, надо в (1) под
ставить значения wx и w2 из формул (20). Находим

__  . D (2С —  А —  В) -(- (А —  С) Л 2̂ sin 6 -f- (В — С) Aix sin ot
w° ‘ ~  А В — С2 •

Если значение wof, подсчитанное по этой формуле, положительно, 
то ускорение груза L направлено вверх, если же отрицательно, то 
ускорение груза L направлено вниз.

Данную задачу, подобно всем предыдущим задачам этого пара
графа, можно решить с помощью уравнений Лагранжа второго рода. 
Эго решение приведено в задаче 10.43. Там же дана сравнительная 
оценка обоих методов решения задачи.

Задача 10.26. Сохранив данные и ознакомившись с решением 
задачи 10.7, составить дифференциальные уравнения движения си
стемы. Затем, считая колебания маятннка 
малыми, определить круговую частоту его 
колебаний.

Р е ш е н и е. В ходе решения задачи 10.7 
методом кинетостатики мы ввели силы инер
ции и, рассмотрев отдельно ползун и маят
ник, составили пять уравнений равновесия, 
из которых затем получили требуемые два 
уравнения. С помощью общего уравнения 
динамики, при тех же введенных силах 
инерции, мы можем непосредственно соста
вить эти два уравнения (число уравнений 
равно числу степеней свободы рассматриваемой системы) и тем са
мым значительно упростить решение задачи.

На рисунке изображены активные силы: Р х — сила тяжести 
ползуна, Р 2 — сила тяжести маятника и силы инерции: J x (см. 
рис. б задачи 10.7), J Ke, J KrT, J Krn и момент сил инерции т<к ) 
(см. рис. в задачи 10.7). Реакции изображать не следует, ибо все 
связи идеальны.

Дадим данной системе, имеющей две степени свободы, два неза
висимых возможных перемещения: 6 х  —  ползуну и бф —  маятнику 
(см. рисунок).

Для составления общего уравнения динамики, соответствующего 
возможному перемещению бл:, будем считать 8 х  Ф  0, бф =  0 (это 
значит, что вся система поступательно переместилась наблс). Вычис
лим сумму работ активных сил Р х и Р 2, сил инерции J x, J Ke, J K,x



4 2 2  ДИНАМИКА НЕ С В О Б О Д НО Й  М А Т ЕР ИА Л Ь Н О Й  СИС ТЕ МЫ [Гл. К

и J Krn, момента сил инерции тк на возможном перемещении Ьх 
и приравняем ее нулю:

— Jt&x — J КеЬх — J кгт cos ф 6* +  J кт sin ф бх =  0. (1)

Заметим, что работа момента сил инерции m отлична от нуля только 
на угловом возможном перемещении, а работа сил тяжести Р х и Р 2 
равна нулю, ибо точки приложения этих сил перемещаются по го
ризонтали. Приняв во внимание, что \JX | =  \ х  |, и учтя формулы 
(10) задачи 10.7, после сокращения на— бдг/^запишем уравнение (1) 
в виде

(Мх +  М 2) х  +  УИ2аф cos ф — М2аф2 sin ф =  0. (2)
Для составления общего уравнения динамики, соответствующего 

возможному перемещению бф, будем считать Ьх =  0, бф Ф  0 (это 
значит, что при неподвижном ползуне маятник поворачивается про
тив часовой стрелки на бф). Вычислим сумму работ активных сил Ру; 
и Р г, сил инерции J lt J Ке, J кгх и J Krn, момента сил инерции тп 
на возможное перемещении бф и приравняем ее нулю:

т к }бф — j Кеа cos Ф бф — •//Сг’еобф — M2ga sin Ф бф =  0. (3)

Силы Р ъ J lt J Кгп в уравнение (3) не вошли, ибо точка приложения 
сил Р х и J  j неподвижна, а момент силы J Krn относительно оси г 
равен нулю. Приняв во внимание формулы (6) и (10) задачи 10.7, 
после сокращения уравнения (3) на — бф получим

/кФ 4- МчХа cos ф -\- М2а \  -)- M2ga sin ф =  0. (4)
Так как по теореме Штейнера /к 4- М2а2 =  /г, то уравнение (4) 

примет вид

/ гФ  4 -  М2ал-С08ф 4- Mzga э1пф = 0 .  (5)
Нетрудно видеть, что искомые дифференциальные уравнения движе
ния системы (2) и (5) соответственно тождественны уравнениям (18) 
и (17) задачи 10.7.

Д аж е беглое сопоставление степени трудности и объема вычисле
ний при составлении дифференциальных уравнений движения методом 
кинетостатики (см. задачу 10.7) и с помощью общего уравнения ди
намики показывает значительное преимущество последнего.

Переходим к определению круговой частоты малых колебаний 
маятника. Система дифференциальных уравнений (2) и (5) является 
нелинейной, и ее интегрирование связано со значительными трудно
стями. В связи с этим будем решать задачу приближенно, считая 
колебания маятника малыми. Это значит, что, полагая ф и ф величи
нами первого порядка малости, мы запишем дифференциальные урав
нения (2) и (5) с точностью до членов первого порядка малости 
включительно. Нетрудно видеть, что сразу следует отбросить член 
уравнения (2): — М 2аф2 sin ф. Затем, разложив sin ф и со5 ф в ряды:
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<р3 , 1 ср2 sin ф =  ф ----- cos ф =  1 -----------------------g- -j- мы с указанном сте
пенью точности хримем sin ф я» ф, со зф я ^ 1 . Тогда уравнения (2) 
и (5) приближенно примут вид

{Mi “Ь Mj) х  -j- Л42«ф =  0, (6)

1гф -f- М2ах -f- M2ga<p — 0. (7)

Сопоставив системы уравнений (2) и (5), а также (6) и (7), видим, 
что вместо нелинейных нами получены приближенные линейные 
уравнения, интегрирование которых не составляет большого труда. 
Этот переход от точных нелинейных к приближенным линейным урав
нениям называется процессом линеаризации уравнений.

Исключив х  из системы (6), (7), после несложных преобразований 
получим:

М2 (Мг +  М2) ag „ /о\
У + - , г{М1 +  Мг)-М1<Р (8>

Уравнение (8) является дифференциальным уравнением свободных 
колебаний маятника. Коэффициент, стоящий при ф, обычно обозна
чается &2. Значит, искомая круговая частота k малых колебаний 
маятника равна

М2 (Мх -4- М2) ag
(УИ, +  М2) -  M 'ia* '

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из «Сбор
ника задач по теоретической механике» И. В .  Мещерского: 
47.1— 47.7, 47.11— 47.17, 48.28— 48.32, 48.36— 48.39.

§ 6 .  Уравнения Лагранжа второго рода

1. Обобщенные координаты. Обобщенные силы. Рассматри
вается материальная система, подчиненная идеальным голономпым 
связям.

Обобщенными координатами называются независимые параметры, 
однозначно определяющие положения точек материальной системы.

Число независимых обобщенных координат материальной систе
мы, подчиненной идеальным и голономным связям, равно числу 
степеней свободы.

Так, кривошипно-ползунныймеханизм является системой с одной 
степенью свободы. В качестве обобщенной координаты может быть 
взят угол поворота кривошипа, значением которого однозначно 
определяются положения всех точек системы.

Механизм конического дифференциала (рис. 10.20) является си
стемой с двумя степенями свободы. В  качестве независимых обобщен
ных координат можно избрать угол поворота фх ведущего колеса 1 
и угол поворота ф0 водила ABC, вращающегося вокруг вертикальной
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оси. Значения углов поворота <рх и ср0 однозначно определяют по
ложение ведомого колеса 3.

Радиус-вектор r h, определяющий положение k-й материальной 
точки системы с s степенями свободы, является в случае нестацио
нарных связей функцией обобщенных координат и времени:

Oi == 1"h (tfl, Qit Qs,

где qlt . . . ,  qs — обобщенные координаты, a. k =  1, 2, . 
число точек материальной системы).

Скорость этой точки равна
дгъ
dqi ^ 1 1 dq2 '1'г 1 ~г  dqs

Возможное перемещение этой точки, 
выражаемое вариацией радиуса-вектора r h, 
имеет вид

drh

дгк
Я2+ -

drh

П (П —

дгк
dt

Р и с. 1 0 .2 0 .

НС
2 brh dqj

. о

где бqt, б^2. •••, бqs —  обобщенные воз
можные перемещения, т. е. вариации обоб
щенных координат.

Обращаем внимание читателя на то, что 
в формуле, определяющей возможное пе
ремещение бr h, на одно слагаемое меньше 
по сравнению с формулой, дающей ско
рость точки vk. Это получается потому, 
что возможное перемещение является ва
риацией функции, т. е. определяется при 
фиксированном значении аргумента t.

Обобщенными силами Q; , где / == 1, 2, .. . ,  s, называются коэффи
циенты, стоящие в выражении суммы работ активных сил при соот
ветствующих обобщенных возможных перемещениях. Число обоб
щенных сил равно числу обобщенных координат, т. е. числу степеней 
свободы системы (связи, наложенные на систему, предполагаются 
идеальными и голономными). Размерность обобщенной силы

IQ] —
[А]
М

т. е. она может быть различной в зависимости от выбора обобщенной 
координаты, например если обобщенная координата —  объем, то 
обобщенная сила имеет размерность напряжения.

Обобщенная сила Qt вычисляется по формуле

2 ...... s)’*=1
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где п — число материальных точек, s — число степеней свободы, 
Fk — равнодействующая активных сил, приложенных к k-н точке 
системы. Обобщенная сила является алгебраической величиной.

Выражение обобщенной силы Q( через проекции активных сил 
на оси декартовых координат имеет вид

Qi*= У  (F kx^  + Fby-^ +  Fto-TT-),L J  \ dqi 1 пу dqi 1 пг dqi } ’
*=1

где

Если не все связи, наложенные на материальную систему, явля
ются идеальными, например, имеются негладкие опорные поверх
ности, то при вычислении обобщенной силы по формуле

k=i

надо под F k понимать не только активные силы, но и силы трения.
Если силы, действующие на систему, потенциальны, то обобщен

ные силы равны взятым с обратным знаком частным производным 
потенциальной энергии системы по соответствующим обобщенным 
координатам, т. е.

О -  дП 
Qi ~  dqt ’

где i =  1, 2 .........s.
Вычисление обобщенных сил материальной системы является од

ним из существенных этапов решения задач с помощью уравнений 
Л агранж а второго рода.

У к  а з а н и е .  Определение обобщенных сил можно проводить 
двумя способами:

а) Наиболее распространенным приемом является вычисление 
обобщенных сил как коэффициентов в выражении суммы элементар
ных работ активных сил при соответствующих обобщенных возмож
ных перемещениях. В  этом случае вычисление обобщенных сил сле
дует проводить в следующем порядке:

1) выяснить число степеней свободы рассматриваемой системы 
материальных точек и выбрать соответствующие обобщенные коор
динаты;

2) изобразить все активные силы системы;
3) если не Есе связи, наложенные на материальную систему, яв

ляются идеальными, то добавить к активным силам соответствующие 
реакции связей (например, силы трения);
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4) дать независимые обобщенные возможные перемещения системе 
в числе, равном числу обобщенных координат, т. е. числу степеней 
свободы материальной системы;

5) для определения обобщенной силы Qiy соответствующей г'-й 
обобщенной координате qb надо вычислить сумму работ всех актив
ных сил, включая реакции неидеальных связей, на обобщенном воз
можном перемещении бqt. При этом все остальные обобщенные воз
можные перемещения bqlt бq2, .. . ,  6qt_x, бqi+1......... 6qs надо считать
равными нулю, т. е. bqt Ф  0, бqx — bq2 =  ... =  б =  б<7,+1 =  
=  ... =  bqa — 0. Тогда обобщенная сила Q, будет равна коэффи
циенту при бqt. Аналогично определить все остальные обобщенные 
силы.

6) Если все силы, действующие на материальную систему, потен
циальны, то после выбора обобщенных координат надо вычислить 
потенциальную энергию II системы, выразив ее в зависимости от 
обобщенных координат. Обобщенная сила определяется как взятая 
с обратным знаком частная производная потенциальной энергии по 
соответствующей обобщенной координате, т. е.

где / =  1, 2, . . . ,  s.
Этот способ определения обобщенных сил в случае системы с не

сколькими степенями свободы эффективнее предыдущего способа. 
Однако он пригоден лишь, когда все активные силы потенциальны.

При вычислении потенциальной энергии П положение начала 
отсчета выбирается произвольно. При перемене его положения по
тенциальная энергия меняется на постоянную величину: 11х =  
=  II -)- С. Это не отражается на результате вычисления обобщенной

п  .. „  <ЭП дГ^ силы. Действительно: Qt = ----- ---------------
Принцип возможных перемещений в обобщенных координатах 

формулируется так: для равновесия материальной системы, под
чиненной идеальным и стационарным связям, необходимо и доста
точно, чтобы сумма работ обобщенных сил на соответствующих обоб
щенных возможных перемещениях системы равнялась нулю:

Ql&7l +  Q-2^2 “Ь ' ’ +  Qi&Qi +  ' ' ' Qs&Qs — 0.
где Qi — обобщенная сила, соответствующая г'-й обобщенной коор
динате.

Так как бqit bq.2, ..., bqs являются независимыми обобщенными 
возможными перемещениями, то равенство оказывается справедли
вым лишь при условии:

Qi — Qi =  ••• =  Qt ~  ••• =  Qs — 0 .
Итак, в случае равновесия материальной системы все обобщенные 
силы равны нулю.
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Задача 10 .27 . Определить обобщенную силу математического 
маятника массы М,  если длина нити равна I. За обобщенную коор
динату взять угол отклонения ф.

Р е ш е н и е .  Математический маятник является системой с од
ной степенью свободы, так как для определения положения маятника 
достаточно задать один параметр. В соответствии с  условием, в ка
честве обобщенной координаты выбираем угол поворота <р, образу
емый нитью маятника с вертикалью.

Единственной активной силой является сила тяжести маятника 
Р  =  M g ,  Так как нить нерастяжима и при движении маятника на
тянута, то она является идеальной связью.

Дадим маятнику обобщенное возможное пе
ремещение бф в сторону возрастания угла ф, 
т. е. против часовой стрелки. Для определения 
обобщенной силы <?ф вычисляем работу веса Р  
маятника на обобщенном возможном перемеще
нии бф:

6Л =  — PI sin ф бф =  — Mgl sin ф бф.
Работа отрицательна, так как направления 

момента силы Р  относительно оси привеса г, 
перпендикулярной к плоскости рисунка, и воз
можного перемещения бф противоположны.
Обобщенной силой Q,„ является коэффициент, 
стоящий в формуле (1) при бф, т. е.

С?ф =  — PI sin ф =  — Mgl sin ф (1)
(индекс ф при обобщенной силе Q указывает, что эта сила соответ
ствует обобщенной координате <|).

Рассмотрим теперь второй способ вычисления обобщенной силы. 
Сила тяжести Р  потенциальная. Для вычисления потенциальной 
энергии маятника направим ось х по вертикали вниз, взяв начало от
счета в точке О привеса маятника. Потенциальная энергия маятника 
равна работе силы тяжести Р  при перемещении маятника из данного 
положения в нулевое, т. е. II =  — Рх. Учитывая, что х — I cos <р, 
получим

П =  — PI cos ф =  — Mgl  cos ф. (2)

Для определения обобщенной силы надо взять с обратным знаком 
производную потенциальной энергии по обобщенной координате ф ; 
при этом получится результат (1):

Qrp =
ап
dtp — Mgl sin ф.

В обзоре теории было указано, что произвол в выборе начала 
отсчета при вычислении потенциальной энергии П не влияет на 
результат вычисления обобщенной силы Qt. Для пояснения этого
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положения возьмем новое начало отсчета в нижнем положении М 
маятника. Теперь потенциальная энергия Пх равна работе силы тя
жести при перемещении маятника из А в М,  т. е.

Пх =  Р -В М  — Mg  (1 — cos ф). (3)

Из сопоставления потенциальных энергий (2) и (3) следует, что 
П и I l j  отличаются на постоянную величину Р1. При вычислении 
производной Пх по ф получим для обобщенной силы резуль
тат (1):

Фф =  — =  — Mgl  sin ф.

Задача 10.28. Груз А массы М движется под действием силы F  
вверх по негладкой наклонной плоскости, расположенной под углом

а  к горизонту. К грузу А привязан конец нити, намотанной на бара
бан В  радиуса г. Барабан вращается вокруг неподвижной оси С, 
перпендикулярной к плоскости рисунка. К барабану приложен мо
мент сопротивления тс, направленный в сторону, противоположную 
вращению барабана.

Выбрать обобщенную координату и определить соответствующую 
ей обобщенную силу. Нить считать нерастяжимой и массой ее пре
небречь. Коэффициент трения скольжения груза о наклонную пло
скость равен f.

Р е ш е н и е .  Рассматриваемая система имеет одну степень 
свободы, так как положение на наклонной плоскости груза А опре
деляет положение барабана В. Выберем координату s груза А в ка
честве обобщенной координаты, направив ось s вдоль наклонной 
плоскости вверх. К системе приложены активные силы и моменты: 
Р  =  M g  — сила тяжести груза А, Р х =  M xg  — сила тяжести бара-
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барана В, F  — сила, приложенная к грузу, тс —  момент сил со
противления.

Негладкая наклонная плоскость не является идеальной связью. 
Поэтому к активным силам следует добавить силу трения скольже
ния F T-C груза о наклонную плоскость, направленную в сторону, 
противоположную движению, т. е. вдоль наклонной плоскости вниз, 
и равную по модулю Fr, 0 =  fN  =  fP  cos а.

Дадим грузу А обобщенное возможное перемещение 6rs в сто
рону возрастания s, т. е. параллельно наклонной плоскости вверх. 
При этом барабан В получит возможное угловое перемещение бф, 
связанное с бг8 зависимостью

б ra =  лбф. (1)
Вычислим сумму работ активных сил и силы трения скольжения 

F T.с  на возможных перемещениях точек системы, соответствующих 
обобщенному возможному перемещению бгв:

6Л =р 6Л (Р) +  6Л (F) +  6Л (FT. с) +  6Л ( Л )  +  6Л (ягс). (2)

Находим

6Л (Р) — — Р бrs sin а, (3)
6Л (F) =  F&rs, (4)

6Л (F T. с) =  — F T. c6rs =  —f P  cos а  бre, (5)
6Л (Pi) =  0, (6) 

так как точка приложения силы P v неподвижна,

6Л (тс) =  — т сбф. (7)
Воспользовавшись формулами (1), (3)— (7), представим (2) в виде

6Л =  F — Mg  (sin а  + /  cos а) — j  бrs. (8)

Обобщенной силой Qs является коэффициент, стоящий в формуле 
(8) при обобщенном возможном перемещении бг„, т. е.

Qa =  F — M g  (sin а  +  / cos а) — - - .  (9)

Если бы в качестве обобщенной координаты мы выбрали угол 
поворота барабана ф, считая его положительным в направлении хода 
часовой стрелки, то мы дали бы обобщенное возможное угловое 
перемещение бф в том же направлении. При этом формулы (3)— (7) 
приняли бы соответственно вид

ЬА(Р) =  —  РлбфБШа, 8A(F) =  Frfxp, 6A (Fr. c) =  —  fP r  бфСОБа, 

6Л (Pi) =  О, 6Л (тс) — — т сбф.

После подстановки этих значений в формулу (2) мы получили бы 
6Л =  [Fr — Рг (sin а  +  / cos а) —  тс] бф.
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Обобщенной силой <2Ф явился бы коэффициент, стоящий при бф,
т. е.

=  Fr  — Mgr  (sin а  +  / cos а) —  тс. (10)

Сопоставив формулы (9) и (10), видим, что разным обобщенным коор
динатам соответствуют различные обобщенные силы.

Задача 10.29. Кривошипно-ползунный механизм, расположенный 
в вертикальной плоскости, приводится в движение посредством вра
щающего момента т, приложенного к кривошипу ОА массы Мх 
и длиной г, М 2 — масса шатуна АВ, I — длина шатуна.

Выбрать обобщенную координату и определить соответствующую 
ей обобщенную силу. Кривошип и шатун считать тонкими однород
ными стержнями. Силами сопротивления пренебречь.

Р е ш е н и е .  Оси декартовых координат ху изображены на ри
сунке.

Кривошипно-ползунный механизм является системой с одной сте
пенью свободы. В  качестве обобщенной координаты выбираем угол 
поворота ф кривошипа ОА, отсчитываемый от оси х против хода ча
совой стрелки. Силу тяжести ползуна В обозначим через Р 3.

Изобразим активные силы и моменты: Р х =  M xg — сила тяжести 
кривошипа, Р 2 =  M 2g  — сила тяжести шатуна, Р 3 — M 3g  — сила 
тяжести ползуна, т — вращающий момент.

Все связи, наложенные на систему, являются идеальными. Да
дим механизму обобщенное возможное перемещение бф в направле
нии возрастания угла ф, т. е. против хода часовой стрелки.

Вычислим сумму работ активных сил на возможных перемеще
ниях, соответствующих обобщенному возможному перемещению бф:

б А =  бА (т) +  6Л (Pj) +  6Л (Р,) +  6Л (Р 3). (1)



Элементарная работа вращающего момента т равна
6Л (т) =  тбср. (2)

Элементарная работа силы тяжести Р х кривошипа равна

6Л (Рг) =  — co sфбф =  — M tg-£-c o s фd(p. (3)

Элементарная работа силы тяжести Р я ползуна В равна нулю, 
так как ползун В получает возможное перемещение по горизонтали, 
а сила Р 3 вертикальна:

6Л (Р3) =  0. t (4)
Для вычисления элементарной работы силы тяжести Р г шатуна А В, 

совершающего плоское движение, определяем положение его мгно
венного центра скоростей 9  как точки пересечения перпендикуляров, 
восставленных к скоростям точек Л и В . Имеем

6Л (Р г) =  — тд> (Р.,) бф ,̂. (5)

Работа отрицательна, так как направления момента силы Р 2 отно
сительно оси & и возможного перемещения бф̂ о противоположны. 
Находим

тп<?{Рг) =  Рг -^-со5у, (6)

где угол АВО обозначен ^ (см. рисунок).
Для вычисления бф̂ > воспользуемся возможным перемещением Ьгл 

точки Л, принадлежащей одновременно кривошипу О А и шатуну АВ.  
Для точки Л кривошипа имеем ЬгА =  гбф. Д ля точки Л шатуна по
лучаем ёгл =  А & Ьур.  Следовательно, гбф =  Л ^ б ф ^ ,  откуда

6ф 9> =  &Р- <7)

Воспользовавшись формулами (6) и (7), запишем (5) в виде

6Л (Р ,)  cos *6ф . (8)

Проведем вспомогательную горизонталь через точку Л. Из треуголь-
AFника А Р Е  получим А!? — — —. Так как А Е  — Л В с о з ,Ф =  / cos

COS ф
(из Д  А BE), то
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I cos ф 
cos <р

Подставив это значение А&  в формулу (8), имеем

А @ =  cos™-. (9)
cos <р
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Этот результат можно было получить более коротким путем, 
вычисляя элементарную работу силы тяжести Р 2 по формуле ЬА (Р2) =
— Р%уЬус> гДе &Ус — вариация ординаты точки С приложения силы 
Р 2. Так как точка С расположена посередине шатуна АВ,  то ус =*
— -g- AD =  - i - л  sin ф. Вычислив вариацию ус , находим

==  ̂cos Ф бф.

Следовательно, приняв во внимание, что Р2у =  — Р2) получим 

6Л (Р2) =  Р 2уЬус  =  — Р2 - у  cos ф бф.

Подставляя выражения элементарных работ вращающего момента 
т и сил P lt Р 2, Р 3 из формул (2), (3), (4) и (10) в (1), имеем

6Л =  т бф — Рг -у  cos ф бф — Р2 cos ф бф,

т. е.

6 Л = ^ т ----- gr (Л4х — ^42) cos ф j  бф. (11)

Искомой обобщенной силой является коэффициент, стоящий 
в формуле (11) при обобщенном возможном перемещении бф, т. е.

<2Ф =  т — - j -  gr  (Mi +  М2) cos ф.

Применение в этой задаче формулы Qt — —дП!dqt невозможно, 
так как при переменном моменте т, зависящем от угловой скорости ф 
или времени t, не все активные силы потенциальны. В этом случае 
можно воспользоваться указанной формулой для определения обоб
щенной силы, соответствующей потенциальным силам Р ъ Р 2 и Р я. 
Вторую часть обобщенной силы, соответствующую вращающему 
моменту т, пришлось бы подсчитать так, как это было сделано 
выше. Затем для определения искомой обобщённой силы надо было 
бы сложить вычисленные в отдельности выражения.

В  задачах динамики курса «Теория механизмов и машин» обоб
щенная сила механизма носит название «приведенной силы».

Задача 10.30. На боковую поверхность цилиндрического катка 
массы М намотана нить. К концу нити приложена сила F ,  направлен
ная под углом а  к горизонту. Под действием силы F  каток катится 
без скольжения по негладкой горизонтальной плоскости (см. рису
нок); коэффициент трения качения равен

Определить обобщенную силу, приняв за обобщенную коорди
нату абсциссу центра тяжести С катка.

Р е ш е н и е .  Каток является системой с одной степенью сво
боды, ибо положение всех его точек однозначно определяется поло
жением центра тяжести С по отношению к оси х.



К катку приложены активные силы: Р — M g ,  F  — движущая сила. 
Негладкая горизонтальная плоскость при наличии трения качения 
не является идеальной связью. Поэтому изобразим две составляющие 
реакции плоскости: R — нормальную составляющую, смещенную 
относительно центра тяжести С на величину коэффициента трения 
качения fK, и F Tр — касательную составляющую — силу трения.

Приняв х за обобщенную координату, дадим центру тяжести С 
катка возможное перемещение 6л;с по горизонтали налево. При этом 
каток повернется вокруг оси, проходящей через мгновенный центр & 
перпендикулярно к плоскости рисунка. При ка
чении без скольжения мгновенный центр & сов
падает с основанием перпендикуляра, опущен
ного из центра катка на плоскость. Поэтому 
8хс =  г бф,- т. е.

=  ~ ~  • ( 1)

Так как каток совершает плоское движение, 
то сумма работ всех сил на возможных пере
мещениях их точек приложения может быть 
вычислена по формуле

6Л =  V  t r 0 +  Шго бф, (2 )  К  задаче 10.30.

где О — произвольная точка колеса, выбранная за полюс, V — глав
ный вектор активных сил, a mZQ — главный момент этих сил отно
сительно оси, проходящей через точку О перпендикулярно к рисунку.

Примем за полюс точку 3*. Тогда формула (2) запишется в ви,.е

М  =  V  +  тгд> tф. (3)

При перемещении центра тяжести С на 8хс каток поворачивается 
вокруг оси г, проходящей через точку $Р перпендикулярно к пло
скости рисунка. Поэтому Ьг&> — 0. Это упрощает формулу (3):

6Л =  т2д> бф, (4)

где т2р  — главный момент всех активных сил и реакций неидеаль
ных связей относительно оси гд>, т. е.

тгд> — тгд, (Pi -f- (F) +  mzg> (Fтр) +  тгд> (R)- (5)

Линии действия сил Р  и F Tр пересекают ось zg>. Поэтому 
тг? (Р) =  тгд> (Fтр) =  0. Далее, тгз> (F) =  F-B&  =  F (ВА +  
+  А.9>) =  Fr  (1 - f  cos a), mz&) (R) =  - R - f K =  —  (P — F  sin a) 
Подстановка этих значений моментов в формулу (5) дает
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== Fr ( 1 cos а) — (Mg — F sin %)/и. (6)
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Использовав результаты (1) и (6) в формуле (4), находим

6Л =  [ V ( l  - f  c o s a ) -----у - {Mg — F s i n a ) J  bxc . (7)

Искомой обобщенной силой Qx является коэффициент, стоящий 
при Ьхс в формуле (7), т. е.

Qa =  F  (1 +  c o s a ) -----(Mg — F s l n a ) .

Задача 10.31. Груз А массы Mlt прикреплен к концу пру
жины с коэффициентом упругости с, совершает колебания по глад

кой плоскости, расположенной под 
углом а  к горизонту (см. рис. а). 
К грузу А присоединен математи
ческий маятник В массы М.2 с дли
ной нити, равной I.

Выбрать обобщенные коорди
наты и вычислить соответствую
щие им обобщенные силы.

Р е ш е н и е .  Нетрудно видеть, 
что данная материальная система 
имеет две степени свободы. Дей
ствительно, для определения поло
жений груза А и маятника В надо 
задать два независимых параметра.

Направим ось s параллельно 
наклонной плоскости вниз. Нача
ло О оси s возьмем в положении 
статического равновесия системы, 
т. е. в положении, когда под дейст
вием сил тяжести Р х и Р 2 пру
жина получила статическое удли
нение Дст, а нить занимает верти

кальное положение (см. рис. б).Координата s определяет положе
ние груза А. Угол ф, образуемый вертикалью и нитью маятника, 
отсчитываемый против хода часовой стрелки, определяет положе
ние маятника В. Выберем для д а н н о й  материальной системы обоб
щенные координаты s и ф и вычислим соответствующие им обоб
щенные силы Qs и фф.

Изобразим на рис. а активные силы: силы тяжести Р х и Р 2 и силу 
упругости F  пружины. Гладкая наклонная плоскость является 
идеальной связью. Поэтому нормальную реакцию плоскости изоб
ражать не следует.

Дадим материальной системе два независимых обобщенных воз
можных перемещения bs и бф в сторону возрастания соответству
ющих обобщенных координат s и ф, т. е. вдоль наклонной плоскости 
вниз и против хода часовой стрелки. Ввиду независимости bs и бф



будем при вычислении обобщенной силы считать соответствующее 
возможное перемещение отличным от нуля, а другое — равным 
нулю.

Д ля определения обобщенной силы Qs примем
bs Ф- О, бф =  0.

Это значит, что при неизменном угле <р вся система поступательно 
перемещается на 6s.  Вычислим сумму работ активных сил Я ,,  Р г 
и F ,  предварительно заметив, что проекция силы упругости F  
на ось s равна F, =  —с (Дст -f-s). Запишем 6 А =  P ^ s  -sin а  -f- 
-f- P 26s-sin а  — с (Дст -f- s) 8s, т. е.

б А — g  (M j -}- М 2) Isin а  — с -Дст ] б s — cs 6s. (1)
Покажем, что выражение в квадратных скобках равно нулю. 

Для этого рассмотрим условие статического равновесия данной ма- 
териальной системы. На рис. б система изображена в покое: груз А 
находится в начале О отсчета оси s, а нить маятника В вертикальна. 
При этом пружина имеет статическое удлинение Дст и, значит, 
статическая сила упругости равна: F CT — сДст. Запишем уравнение 
равновесия сил в проекции на ось s: Р 1 sin а  +  Р % sin а  —  F „  — 0 , 
т. е.

g  (M j -f- М 2) sin а  —  сДст =  0. (2)

Таково условие статического равновесия данной материальной 
системы.

Использовав результат (2) в выражении (1), получим
6Л =  — cs 6s. (3)

Обобщенной силой Qs является коэффициент пропорциональ
ности, стоящий в формуле (3) при 6s, т. е.

Qs -  - c s .  (4)
Для определения обобщенной силы £?ф будем считать

6s =  0, бф Ф  0.

Это значит, что при неизменном значении координаты s маятник по
лучает угловое перемещение бф против хода часовой стрелки. При 
этом работа сил Р 1 и F  равна нулю. Поэтому

6Л =  тА (Я 2) бф =  — M 2gl sin ф бф. (5)

Обобщенной силой Qф является коэффициент пропорционально
сти, стоящий в выражении (5) при бф, т. е.

<?ф =  — М $ 1  sin ф. (6)

Заметим, что обобщенные силы Q, и <?ф (см. формулы (4) и (6)) 
измеряются в разных единицах: Qs имеет размерность обычной 
силы, a Q9 —  работы.
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Искомые обобщенные силы можно найти и другим методом. В  об
зоре теории было указано, что при наличии активных потенциальных 
сил следует вычислить потенциальную энергию П =  П (qt), где
i — 1, 2, . . . ,  s и затем вычислить обобщенные силы по формулам 
Qt — — Ш /dqi, где i =  1, 2, s. В данном случае П =  П (s, ф), 
a Qs =  —dll/ds, Qv =  —дП/дц>. Применим этот метод.

Потенциальная энергия П данной материальной системы равна
П ^ Ш Ч  +  ПИ +  П ^ , (7)

где Ш 1» —  потенциальная энергия, соответствующая силе тяжести 
Р х, П(2> — силе тяжести Р2, П(/г> — силе упругости F.

Направим на рис. а ось х  из начала отсчета О оси s по вертикали 
вниз. Потенциальная энергия Г1(!> равна работе силы тяжести Рх 
при перемещении груза А из данного положения в нулевое, т. е. 
вверх на хг =  s-sin  а . Значит, П(1) =  — P\xi, т. е.

П(1> = — M e s s in a . (8)

Аналогично П(2> =  — М ^ х 2, где хг =  s sin a  - f  I cos ф, т. e.

П<2) =  — M2g  (s sin a  -j- I cos ф). (9)

Потенциальная энергия П(/?>, соответствующая силе упругости 
F ,  равна работе этой силы при перемещении груза из данного по
ложения, при котором пружина растянута на Дст +  s, а сила упру
гости равна с (Дст - f  s), в нулевое положение при удлинении Дст
и. силе сДст, т. е. П(/Г) = - ^ - с ( Д ст +  s)2 ------g- сА1Т или

n (/r) = ~ c s 2 +  cACT-s. (Ю)

Внесем результаты (8), (9) и (10) в формулу (7):

П =  — Pxs sin a  — Р2 (s sin a  +  / cos ф) +  cs2 +  сДст • s,

т. e.

П =  [ сДст — (Рг +  Рг) sin a] s — P2l cos ф - f  '4 “ cs2-

Приняв во внимание условие (2), получим выражение потенциальной 
энергии в виде

П =  — Mzgl cos ф -)— cs2. (11)

Теперь нетрудно найти искомые обобщенные силы по формулам: 
Qa =  — dll/ds, Q(р =  — <ЗП/5ф. Использовав (11), найдем Qs — 
=  — cs, Qtp =  — М.^1 sin ф, т. е. полученные выше результаты (4) 
и (6).
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В данной задаче использование двух методов (элементарной ра
боты и потенциальной энергии) при определении обобщенных сил 
оказались примерно равноценными.

Задача 10.32. Горизонтальный упругий вал жестко заделан ле
вым концом в стену. Его правый конец лежит в подшипнике. На вал 
положены три диска, совершающие крутильные колебания.

Выбрать обобщенные координаты и определить им соответствую
щие обобщенные силы, если центры тяжести дисков расположены на 
геометрической оси вращения. Коэффициент упругости вала равен с.

Р е ш е н и е .  Данная система имеет три степени свободы. Обоз
начим углы поворота дисков 
соответственно фь  <р2 и ср3.
Возьмем эти углы поворота за 
обобщенные координаты.

Вычислим углы закручива
ния вала. На левом участке 
вала (от стены до диска 1) его 
угол закручивания равен ф1( 
на следующем участке угол 
закручивания равен ф2 — фх, 
участок между дисками 2 и 3 закручен на угол ф3 — ф2. На пра
вом крайнем участке вала угол закручивания равен нулю.

Тогда потенциальная энергия системы имеет вид

П  =  -у -с ф ?  +  4 - с (ф 2 —  Фп)2 Ч— ( ф3 -  ф2)2.

Зная выражение потенциальной энергии, системы, легко опреде
ляем искомые обобщенные силы QVl, и QVt:

=  ~  ^ 7  =  — с (2(Р! “  СР2>-

= ----- 1 ^ -  =  —  с  (2  Фа —  Ф1 —  Фз).

<гф, =  - - ^ - = - <?(ф з -Ф 0 .

Задача 10.33. На рисунке изображен узел металлорежущего 
станка. Зубчатое колесо / радиуса г1 и кривошип 0 Х0 2 насажены 
независимо друг от друга на неподвижную ось Ох. Конец 0 1 криво
шипа 0 10 2 совмещен с подвижной осью 0 2 зубчатого колеса 2  радиуса 
л2. При независимых вращениях колеса 1 и кривошипа 0 Х0 2 колесо 2 
катится по ободу колеса 1.

К колесу 1 приложен вращающий момент Mlt к кривошипу 
0 i 0 2 — вращающий момент Mh, к колесу 2 — момент сопротивле
ния М2. Момент сил трения на подвижной оси 0 2 равен М т. Ось Ох 
считать гладкой. Механизм расположен в горизонтальной плоскости.
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Вычислить обобщенные силы и Q<pft ,, приняв за обобщенные 
координаты угол поворота фх колеса 1 и угол поворота фА>1 криво
шипа ОхОг относительно колеса 1.

Р е ш е н и е .  Соответственно заданным обобщенным координа
там фх и фА,1 введем независимые обобщенные угловые возможные 
перемещения бф! и бфй>1. Д ля определения обобщенных сил 
и Q4h 1 вычислим элементарную работу активных сил и моментов 
на возможных перемещениях точек системы. При наличии трения на 
подвижной оси 0 2 эта связь не является идеальной. Поэтому надо 
учесть Мт — момент трения на оси 0 2. Механизм расположен в го
ризонтальной плоскости, и, значит, работа сил тяжести его звеньев

равна нулю. Поэтому элементарная ра
бота имеет вид
б А =  Л^бф! -+- М^бф,, — М тбф2))! — М 2бф2)

О)
где бфй — угловое возможное переме
щение кривошипа 0 Х0 2, бф2)ft — колеса 2 
относительно кривошипа ОхОг, бфа — 
колеса 2.

Для определения зависимостей меж
ду угловыми возможными перемеще
ниями бф1( бфй, бф2, h и бф2 применим 
остановим кривошип ОгОг и запишем 

перемещениями колес
метод Виллиса: мысленно 
зависимость между угловыми возможными 
/ и 2 относительно кривошипа:

&Pi, h
h

h .
н

(знак минус поставлен ввиду внешнего зацепления колес / и 2),
т. е. 6ф2,h = - -----^-бф 1)й. Так как бф^,, и бфА)1 равны по абсолютной
величине и противоположны по направлениям, т. е. бфА>1 =  — бфьй , 
то

&Р2, ft = -Г -б ф Л)1. 
т 2

(2)

Д ля вычисления обобщенной силы фф1 дадим возможное пере
мещение 6фь а бфА, 1 будем считать равным нулю: бфх Ф  0, бфй>1 =  0. 
Заметив, что бфЛ>1 =  бфй — бфх, получим

бф„ =  бфХ. (3)
При бф/(> j =  0 из соотношения (2) имеем

бф2, h =  0. (4)
Так как бф2)Л =  бф2 — бфА, то с учетом результатов (3) и (4) за
пишем

6ф2 =  6фх. (5)



Использовав зависимости (3), (4) и (5) в формуле (1), найдем 
6Л =  М хбфх -)- Л^бф! — =  (Мг Mk —  М.,) бф!. Выра
жение в скобках является обобщенной силой <2ф1, т. е.

Qq>t ~  М 2. (6)

Перейдем к вычислению обобщенной силы Для этого
дадим обобщенное возможное перемещение бф,,,,, а бф! будем счи
тать равным нулю, т. е. бф,(>1 Ф  0, бфх =  0. Так как бф/()1 =  бфл — 
■— бфх, ТО  при бфх =  0

бфл =  6фл,1- . (7)
Д ля вычисления бф2 примем в формуле (2) во внимание, что 

6фо,/| — йф2 —  бфА, т. е. бф2 —  бф;, = - у -  бф,()1. И спользовав здесь

результат (7), получим бф2 =  -^-бф,ь1 -|- бф;|)1> т. е.

6<Р2 =  1" % ,!•  (8)'2
Теперь внесем результаты (2), (7) и (8) в формулу (1), помня 

при этом, что бф! =  0:

б А =  Mh8(p,h , -  М т -Ji- 6Ф,(>! -  М.2 бФ,() t, 
т2 Г 2

т. е.

6Л =  (Л4Л-----j -  М т — М2)  бФ„, 1.

Выражение в скобках является обобщенной силой Qlfk т. е.

<гФА>1 =  М * - - ^ - М т - й ± ^ М 2. (9)

Итак, искомые обобщенные силы приведены в формулах (6) и (9).
2. Общее уравнение динамики в обобщенных координатах. У рав

нения Лагранж а второго рода. Общее уравнение динамики материаль
ной системы

П
Ц  (Fk — tnhw h) бг/( =  0 
к~\

в обобщенных координатах имеет вид 
с п ( d дТ дТ г> \ , * /  d дТ дТ  „  \ ,

t
я i  d дТ дТ  л

Чs \ d t dqs dps ^ s )  ’

где qu q2, qs — обобщенные координаты, qlt q2, . . . ,  qa — обоб
щенные скорости, 6^!, 6q2, . . . ,  6qs —  обобщенные возможные пере

§ 6 ]  У Р А В Н Е Н И Я  Л А ГР А Н Ж А  В Т О Р О ГО  РОДА 4 3 9
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мещения системы, являющиеся вариациями соответствующих обоб
щенных координат, Qlt Q2, Qs — обобщенные силы системы, 
Т  — кинетическая энергия системы.

Так как 6qlt бq2, . . . ,  bqs в случае системы, подчиненной голо- 
номным связям , являются независимыми обобщенными возможными 
перемещениями, то общее уравнение динамики удовлетворяется лишь 
при условии, что коэффициенты, стоящие при возможных перемеще
ниях, равны нулю, т. е.

± J T _ _  дТ _  п  
dt dih dqi

d дТ дТ _ п  
----- л Г  — V2.dt dq2

........................................................  . (1*)
d оТ дТ __  „

~dt dqs ~  dqs " s ‘

Уравнения (1*) называются уравнениями Лагранжа второго рода *).
При наличии голономных связей, наложенных на систему, число 

уравнений Лагранжа равно числу независимых обобщенных коорди
нат, т . е. числу степеней свободы. Система (1*) состоит из s обыкно
венных дифференциальных уравнений второго порядка для обоб
щенных координат.

Если активные силы системы потенциальны, то уравнения Лаг
ранжа можно записать в виде:

d a r dT dll
dt df)\ dqi ~ dq-i ’
d err dT an
dt dq2 dq2 дя, ’

d dT oT <?n
dt dqa dqs dqs '

(2*)

Если ввести функцию Л агранжа L, равную разности кинетиче
ской и потенциальной энергий, т . е. L — Т  — П, то уравнения (2*) 
примут вид

d dL __ dL __  q
dt dqt dqt 

d dL dL 0,

(3*)

_  _  o. *
______________________  dt dq s dqs

*) У равнения Л агр ан ж а первого рода в этом томе не рассм атриваю тся. Они 
приведены в третьем томе. Поэтому ниже уравнения Л агр ан ж а второго рола просто 
назы ваю тся уравнениями Л агр ан ж а.

dt dq2 dq2 

d dL dL
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Трудность решения задач динамики материальных систем с од
ной степенью свободы заключается, между прочим, и в удачном вы
боре соответствующей общей теоремы динамики. В случаях систем 
с несколькими степенями свободы решение задач значительно усло
жняется, так как при этом требуется совместное применение некото
рых общих теорем и других соотношений динамики, выбор которых 
обычно представляет значительные трудности. В  подобных случаях 
наиболее удобно использование уравнений Лагранж а, являющееся 
универсальным методом составления систем дифференциальных урав
нений движения материальных систем.

Большое достоинство уравнений Лагранжа заключается в том, 
что при наличии идеальных и голономных связей в них не входят ре
акции связей. (При применении других методов решения задач при
ходится в ходе решения исключать реакции связей из системы со
ставленных уравнений.)

Полученные выше при решении подавляющего большинства задач 
динамики системы уравнения могут быть непосредственно выве
дены с помощью уравнений Лагранжа. Если по условию задачи тре
буется найти реакции связей, то, определив с помощью уравнений 
Лагранжа ускорения точек системы, применяют закон освобожда- 
емости от связей к соответствующей массе системы с последующим 
использованием одной из общих теорем динамики либо метода кине
тостатики. Если при решении задачи динамики отсутствует ясный 
план применения тех или иных теорем, то следует остановиться на 
применении уравнений Лагранжа.

Все сказанное выше не умаляет значения общих теорем, котррыми 
целесообразно пользоваться при решении ряда простых задач ди
намики (см. ниже главу X I).

У к а з а н и е .  Составление уравнений Лагранжа надо прово
дить в такой последовательности:

1) определить число степеней свободы материальной системы;
2) выбрать систему координат и ввести независимые обобщенные 

координаты в числе, равном числу степеней свободы;
3) определить обобщенные силы системы Qlt Q2......... Qs, соот

ветствующие избранным обобщенным координатам (последователь
ность вычисления обобщенных сил детально разобрана в пункте 1 
этого параграфа);

4) вычислить кинетическую энергию Т  рассматриваемой матери
альной системы, выразив энергию в зависимости от обобщенных 
координат и обобщенных скоростей;

5) найти частные производные кинетической энергии по обобщен-
ным скоростям qu q2, qs, т. е. ^ - ,  - ^ ,  щ~, а затем вы
числить их производные по времени:

dt \ д д , / ’ d( \ d 4 j ...............  1
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6) определить частные производные кинетической энергии Т  
по обобщенным координатам: qlt q2, . . . ,  qs, т. е.

дТ дТ дТ  .
dqi ’ дЯг ’ • ' • ’ dqs ;

7) полученные в пунктах 3), 5) и 6) результаты подставить 
в уравнения Лагранж а.

Задача 10 .34 . Вывести дифференциальное уравнение вращения 
твердого тела вокруг неподвижной оси, воспользовавшись уравне
ниями Лагранжа.

Р е ш е н и е .  Твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной 
оси, имеет одну степень свободы. Действительно, для определения 
положения всех его точек достаточно задать один параметр, например 
его угол поворота ф. Выберем ф в качестве обобщенной координаты.

Направим ось z вдоль оси вращения твердого тела. Обозначим: 
1г — момент инерции твердого тела относительно оси вращения, 
F lt F.2< .. . ,  F n — активные силы.

Так как число уравнений Лагранжа при наличии идеальных и 
голономных связей равно числу степеней свободы системы, т. е. 
числу обобщенных координат, то в данном случае следует записать 
одно уравнение Лагранжа для обобщенной координаты ф:

J L H L -  _  Ш _  —  Q  (1)
dt дф d<p к '

Дадим твердому телу обобщенное возможное перемещение бф 
и вычислим сумму работ активных сил на этом возможном переме
щении:

П
И  mz (Fk) 
k — \

бф. (2)М  =  Ц  тг (Fh) бф =
1

Обобщенной силой Qv является коэффициент, стоящий при бф 
в уравнении (2), т. е.

=  S  т* (Fk)- (3)*=i
Кинетическая энергия твердого тела, вращающегося вокруг 

неподвижной оси, имеет вид
Ф 1 * * 2
Т  == — /2 ф •

Вычислим частную производную кинетической энергии по обобщен
ной скорости ф:

оф ~  1гЧ>’

а затем возьмем производную от полученного результата по времени:

(4)
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Учитывая, что в выражение кинетической энергии Т  не входит обоб
щенная координата ф, имеем:

дТ
дф 0. (5)

После подстановки формул (3), (4) и (5) в уравнение Лагранжа 
второго рода (1) находим дифференциальное уравнение вращения 
твердого тела вокруг неподвижной оси:

/,Ф =  23 tnt ( F h). (6)
A=l

Нетрудно видеть, что в правую часть уравнения (6) вместо суммы 
моментов всех активных сил F h относительно оси вращения г можно 
подставить сумму моментов всех внешних сил F l  относительно той 
же оси. Действительно, активные силы могут быть как внешними, 
так и внутренними. Как известно, главный момент внутренних сил 
равен нулю. В число внешних, кроме активных сил, входят только 
опорные реакции, моменты которых относительно оси вращения г 
равны нулю (опорные реакции приложены к оси вращения г). Сле
довательно,

21 гпг (Fk) = 2 3  mz (Ft),
*=i *=i

и уравнение (6) примет вид

/гФ =  23 rnz (F * ) .
*=i

Задача 10 .35 . Доказать изохронность колебаний циклоидаль
ного маятника.

Р е in е н и е. Циклоидальным называется маятник, который мо
жет быть схематизирован в виде материальной точки, движущейся 
по дуге циклоиды.

В решении задачи 9.40 был рассмотрен математический маятник, 
у которого траекторией была дуга окружности. Дифференциальное 
уравнение колебаний математического маятника, представленное фор
мулой (4) задачи 9.40, имело вид

Ф +  - j -  s in  ф =  0 ,

где ф — угол отклонения нити маятника от вертикали, а I —  длина 
нити.

В формуле (11) той же задачи было показано, что период коле
баний математического маятника равен

Т =  2п j / y  (1 + 4 - sin 2T  +  - £ r sin‘ -^ - !-  . .  . ) ,
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где а  —  угловая амплитуда колебаний. Таким образом, колебания 
математического маятника свойством изохронности не обладают, так 
как его период колебаний зависит от начальных условий движения — 
от угловой амплитуды а . Лишь в случае малых колебаний маятника 
при замене в его дифференциальном уравнении движения sin ф на ф 
мы получали свойство изохронности колебаний маятника. При этом 
период колебаний математического маятника был приближенно равен

тического, обладают свойством изохронности, т. е .е го  период коле
баний не зависит от начальных условий движения.

Обычное представление о циклоиде связано с траекторией то
чки А, лежащей на ободе колеса, которое катится без скольжения по 
прямолинейному рельсу (рис. а).

На рис. б изображено колесо, массой которого по сравнению 
с массой точки А, укрепленной на его ободе, можно пренебречь. 
Колесо катится по рельсу, расположенному над ним. Покажем, что 
движение точки А является колебательным около нижней точки В 
циклоиды. Период этих колебаний не зависит от начальных условий 
движения.

Выберем в качестве обобщенной координаты угол ф, образуемый 
радиусом АС  точки А с вертикалью. Как известно, уравнения цик
лоиды в параметрической форме имеют вид

х =  аср — a sin ф, у — а (1 — cos ф), (1)

где а — радиус колеса.
Запишем соответствующее уравнение Лагранжа:

d 6Т дТ __ ^
dt дф дер v ( 2 )



Единственной активной силой является сила тяжести материальной 
точки, которую мы обозначим Р.

Потенциальная энергия П материальной точки выражается 
формулой

П =  —Ру =  —Ра (1 — cos ф). (3)

Обобщенная сила Qv имеет вид <?ф =  — д11/<?ф. Внося в эту фор
мулу выражение П из (3), имеем

=  Ра sin ф. (4)
Вычислим кинетическую энергию Т  материальной точки:

T =  -^-mv2 = - ^ - т ( х 2 -\-уг). (5)

Использовав формулу (1), находим
х =  сф — оф cos ф, у =  аф sin ф.

Теперь формула (5) принимает вид
Т — та2 (1 — cos ф) ф2. (6)

Вычислим частную производную кинетической энергии Т  по 
обобщенной скорости ф:

— ■ =  2та2 (1 — cos ф) ф. 
dtp

Возьмем производную полученного результата по времени:

-jj- =  2та2 (1 — cos ф) ф - f  2та2ц>2 sin ф. (7)

Найдем теперь частную производную выражения (6) кинетической 
энергии Т  по обобщенной координате ф:

— та2 ф2 sin ф. (.8)

Подставив формулы (4), (7) и (8) в уравнение Лагранжа (2), 
получим

ф(1 — СОБф) 4- -^-ф251Пф =  5Шф. (9)

Вводя тригонометрические функции половинных углов и сокра
щая на sin имеем

Ф sin +  -у- ф2 cos cos . (10)

Нетрудно видеть, что

W  ( cos Т Г  )  =  ~  ~ Г  (<Р sln т -  +  “Г  &  cos “I " )  •
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Следовательно, дифференциальное уравнение (10) можно записать 
так:

& 
dt2 ( C 0 S ^ - )  +  ^ C 0S - | - = = a

Обозначив c o s -у - =  z, находим

где
z - ] - k 2z =  0, (И )

Таким образом, точное дифференциальное уравнение (11) коле, 
баний циклоидального маятника тождественно приближенному диф
ференциальному уравнению колебаний математического маятника:

Ф +  £2ф =  0.

Это значит, что колебания циклоидального маятника обладают свой
ством полной изохронности, т. е. период его колебаний не зависит 
от начальных условий движения.

Воспользовавшись формулой (12), можно записать период коле- 
баний в виде

Т = 1Г = 2л V\'
где / — 4а.

Уравнение (11) определяет колебания с центром z =  0. Учитывая, 
что z =  cos (ф/2), найдем ф/2 =  п/2, т. е. ф =  я . Таким образом, 
показано, что центр колебаний расположен в нижней точке В цикло
иды (рис. б).

Эволюта циклоиды такж е является циклоидой, тождественной 
исходной. Поэтому для осуществления рассматриваемого маятника 
следует вырезать шаблон, изображающий два участка дуг циклоиды, 
примыкающие к ее точке возврата О (рис. в). Нить длины / =  4а 
при колебаниях частично накладывается то на левую, то на правую 
части шаблона, а материальная точка, находящаяся на конце нити, 
при этом движется по циклоиде.

Дифференциальное уравнение (9) можно также получить, вос
пользовавшись уравнением Лагранжа в форме (3*), т. е.

(13)

В данном случае функция Лагранжа L, в соответствии с форму
лами (6) и (3), имеет вид

L =  Т  —  П =  т а 2 (1 —  cos ф) ф2 -(- mga (1 —  cos ф).
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Предоставляем читателю подставить функцию Лагранжа L в урав
нение (13) и получить дифференциальное уравнение (9).

Задача 10.36. Определить угловое ускорение кривошипа ОА пла
нетарной передачи, расположенной в вертикальной плоскости. Зубча
тое колесо 2 находится во внутреннем зацеплении с  неподвижным 
зубчатым колесом 1. Колесо 2 приводится в движение посредством 
кривошипа О А, к которому приложен вращающий момент т0. З а 
даны масса М кривошипа О А, масса М 2 колеса 2, радиус г2 колеса 2, 
радиус Гх неподвижного колеса /.

Колесо 2 считать однородным круглым диском, а кривошип О А — 
тонким однородным стержнем. Силами сопротивления движению пре
небречь.

Р е ш е н и е. Планетарная передача имеет одну степень свободы, 
так как угол поворота <р кривошипа ОА определяет положение всех 
точек механизма. В  качестве обобщенной координаты выбираем 
угол ф, отсчитываемый от горизонтальной оси против хода часовой 
стрелки.

Уравнение Лагранжа для обобщенной координаты ф имеет вид
d оТ дТ 
dt ftp ftp ^-ф‘

Активными силами являются: Р  — M g  — сила тяжести криво
шипа, Рг =  M-ig — сила тяжести колеса 2, т0 — вращающий



момент, приложенный к кривошипу О А. В се  связи, наложенные на 
систему, идеальны.

Дадим кривошипу ОА возможное угловое перемещение бф в на
правлении возрастания угла ф, т. е. против хода часовой стрелки.

Д ля определения обобщенной силы вычислим сумму работ 
активных сил на возможном перемещении бф:

6Л =  т0 бф — Р | ОС | cos ф бф — Р2 10  А | cos ф бф.

Так как О А — О&  — Л53 =  гх — rit а ОС =  , то

6Л =  [2т0 — (Р +  2Р2) (rj — л2) cos ф] бф. (1)

Учитывая, что 6Л =  <2фбф, находим обобщенную силу, соответст
вующую обобщенной координате ф:

Q«p =  ~ y  [2т0 — g  (М -j- 2М2) (rx — r2) cos ф]. (2)

Переходим к вычислению кинетической энергии Т  механизма, 
в состав которого входят массы кривошипа О А и зубчатого колеса 2 
(зубчатое колесо 1 неподвижно), т. е.

Т =  Т ^  +  Г<2>. (3)

Кинетическая энергия кривошипа О А, вращающегося вокруг не
подвижной оси О, перпендикулярной к плоскости рисунка, опреде
ляется формулой Г (1> =  /0ф2, где

/0 = 4 ' М - ° Л2 =  ¥ М (Г1~ ' ' 2)2

—  момент инерции кривошипа. Следовательно,

Г (1 )==^ _ М ( г 1 - г 2) Ч 2. (4)

Кинетическая энергия зубчатого колеса 2, совершающего плоское 
движение, равна

T V ) = ± - M 2v\ +  -\- /Асо?. (5)

Найдем скорость точки Л , являющейся концом кривошипа ОА:

vA =  О А I ф I =  (гг — гг) |ф |. (6)

Рассмотрим скорость той же точки Л, принадлежащей зубчатому 
колесу 2, по отношению к мгновенному центру скрростей Ф колеса:

vA =  At? • ю2 =  ^ю2. (7)
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Сопоставляя формулы (6) и (7), находим

ю2 = ^ 2 |ф|. (8)Г3

Момент инерции зубчатого колеса 2  вычисляется по формуле

1А =  - ^ 1 . (9)

После подстановки значений vA, ю2 и 1А соответственно из формул 
(6), (8) и (9) выражение (5) принимает вид

=  (Ю)

Воспользовавшись формулами (3), (4) и (10), запишем выражение 
кинетический энергии планетарного механизма:

т — 2М ~\29Мг ( ^ - ^ ) 2Ф2- (И )

Вычислим частную производную кинетической энергии Т  по об
общенной скорости ф:

дТ _  2М +  Ш ш _  • 
дф ~  6 ( 1 Гг> ф’

и возьмем производную полученного результата по времени!
 ̂ __ 2/И -f- 9 . __Г )2Ю /10\

dt <Эф ~  6 V i — гг) ф-

Заметив, что кинетическая энергия Т  с и с т е м , определенная форму
лой (11), не зависит от обобщенной координаты <р, находим

- | г  =  0 -. 0 3 )

После подстановки выражений (2), (12), (13) в уравнение Л а г
ранжа получим дифференциальное уравнение движения механизма 
для обобщенной координаты <р:

О М  4 -  Q/VL I

— ё—  (Г1— г2)2 ф == ~т l2m° ~  & +  2iW«) ^  cos Ч>]»

откуда определяем искомое угловое ускорение ср кривошипа ОА\
2m0 —  g  (Л1 +  2М а) ( r j  —  r2) cos ф /t 

ф ~ 14----------------- m  +  9м2---------------- ' d 4)

Равномерное вращение кривошипа осущ ествляется при выпол
нении условия
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<Щ — - j-  g  (М  +  2 М 2) (гг — г2) cos ф.

15 М. И. Бать и Др., т. II



Задача 10 .37 . Решить предыдущую задачу с учетом момента сил 
сопротивления тс в подвижном цилиндрическом шарнире А, соеди
няющем конец кривошипа ОА с центром колеса 2.

Р е ш е н и е .  Воспользовавшись формулой (4) задачи 9.100, 
запишем элементарную работу момента тс:

6Л (mc) =  тс 6cpr> (1)
где 6фг —  относительное угловое возможное перемещение колеса 2 
по отношению к кривошипу О А.

Д ля определения бфг разложим движение колеса 2  на переносное 
вращательное вместе с кривошипом ОА и относительное по отноше

нию к кривошипу. При этом воз
можное перемещение любой точки 
колеса 2 можно записать в виде

б sa — б S- +  б sr. (2)

Возможное перемещение точки 9>, 
совмещенной с мгновенным центром 
скоростей, равно нулю. Поэтому фор
мула (2) принимает вид 0 =  6%>e+  
+  бs&r (см. рисунок), т . е.

6s<?r =  — б s&e. (3)

Так как бs&r =  А&> | 6фг | =  г% | бфг |, а бsg>e =  09* 16фе [ =  г, | бф |, 
то, в соответствии с формулой (3), имеем г2бфг =  — / б̂ф. Отсюда

бф, = ----- i  бф. (4)
Г 2

Внеся значение (4) бф, в формулу (1), получим

6/4 (тс) =  — -у- тс бф. (5)
гг

С учетом работы (5) момента сил сопротивления тс, формула (1) 
предыдущей задачи примет вид

6Л =  [2m0 — g  (М +  2 М2) (гл — гг) cos ф — тс j  бф. (6)

Учитывая, что 6Л =  <Зф6ф, находим обобщенную силу, соответ
ствующую обобщенной координате ф:

Qv =  - ^ - [ 2 т „ - g ( M  + 2 М ^)^ — г.J  cos у — “ /пс ] .  (7)

После подстановки выражения (7), а также результатов (12) и
(13) предыдущей задачи в уравнение Лагранжа

d дТ &Т „
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К  задаче 10.37.
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и решения его относительно ф, получим искомое угловое ускорение 
кривошипа О А:

2т0— g (М +  2М3) (r f— г2) совф —  т0 

Ф =  3  ! 2 М +  Ж 2 ' *

Сопоставив числители формулы (8) и выражения (14) предыду
щей задачи, видим, что момент сил сопротивления тс уменьшает 
угловое ускорение ф кривошипа.

Равномерное вращение кривошипа происходит при выполнении 
условия ф =  0. При этом из формулы (8) находим

пц =  - j -  g  (М +  2М2) (гх — гг) cos ф — -2 - тс.

Задача 10.38. Воспользовавшись условием и решением задачи 9 .86 , 
составить дифференциальное уравнение движения материальной 
системы, а также вычислить период ее малых колебаний.

Р е ш е н и е .  Данная материальная 
система имеет одну степень свободы. В 
качестве обобщенной координаты выберем 
угол ф отклонения стержня от вертикали 
(см. рисунок). Запишем соответствующее 
уравнение Лагранжа:

2

dt С>ф £?ф ^

Для вычисления обобщенной силы (?ф 
изобразим активные силы тяжести M g  и 
mg.  При качении без скольжения колеса К задаче 10.38.
А по горизонтальной плоскости имеется
сила трения F rv, приложенная в мгновенном центре Р  и направлен
ная по горизонтали (на рисунке сила F TP не изображена).

Дадим стержню возможное угловое перемещение бф в сторону во з
растания угла Ф. При этом центр О колеса А получит горизонталь
ное возможное перемещение 6г 0. При вычислении суммы работ сил 
M g , m g  и F TPHa возможных перемещениях их точек приложения з а 
метим, что работа сил M g  и F rp равна нулю. Действительно, точка О 
перемещается по горизонтали, т. е. б/i =  0 и, значит, 6Л (Mg) =  
=  Mg bh =  0, а неподвижная плоскость является стационарной 
связью , и, следовательно, действительное перемещение входит 
в число возможных: d rh — 6 г й, отсюда б А (F rp) =  F TP dr & =  
=  F TP Vg> dt — 0, ибо Vg> =  0. Поэтому 6Л =  6Л (mg), т. е.

15*

6Л =  — m gl sin ф бф. (2)



Коэффициент, стоящий при бф в выражении (2), является обоб
щенной силой <2Ф:

<2Ф =  — mgl sin ф. (3)

Воспользуемся выражением кинетической энергии (8), вычислен
ной в ходе решения задачи 9.86. Заметив, что to2 =  ф2, запишем

Т  =  I ЗМг2 -f- 2m (а2 +  /2 +  ре — 2rl cos ф)] ф2. (4)

Как следует из формулы (4), Т — Т (ф, ф), т. е. кинетическая 
энергия зависит не только от обобщенной скорости ф, но и от обоб
щенной координаты ф. Поэтому

-щ- =  тг1ц>2 sin ф. (5)

Вычислив

| ЗМг2 4- 2т (г 2 +  /2 4 - pi — 2/7 cos ф)] ф,

возьмем от этой функции производную по времени:

[ЗМг2 4 - 2 т  (г2 4 - 1'1 +  Рс — 2rl cos ф)] ф +  2т/7ф2 sin ф. (6)

Для получения искомого дифференциального уравнения движе
ния остается подставить результаты (3), (5) и (6) в уравнение Л аг
ранжа (1). Найдем

ЗМг'2 4 - 2m (г2 4 -  /2 4 -  рс — 2/7 cos ф)] ф 4 - mrlq>% sin ф =  — mgl sin ф. (7)

Это — нелинейное дифференциальное уравнение колебаний дан
ной материальной системы.

Приближенно рассмотрим малые колебания системы. Для этого 
следует считать ф и ф бесконечно малыми первого порядка малости, 
а всеми величинами более высокого порядка малости надо пренебречь. 
Поэтому вместо

ф 3 , ф 6 , .  ф 2 , ф 4 ,
S in  ф =  ф g-j | g-j |- . . .  И COS ф =  1 | j - j  f - . . . ,

возьмем sin ф ф, cos ф «=< 1. Заметив, что слагаемое т/7ф2 э т ф ^  
«=* т/7ф2ф имеет третий порядок малости и потому должно быть от
брошено, получим уравнение (7) в виде

[3Mr2 4 - 2m (г2 4- 12 4 - р<? — 2/7)] ф =  — mgly,

т. е.
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ф +  6 2Ф =  0 ,  ( 8 )
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где

/е2 =
mgl

ЗМг* +  2 т  [(/ — г)3 +  р£] *

Таково дифференциальное уравнение (8) малых колебаний матери
альной системы. Здесь k2 — квадрат круговой частоты этих колеба
ний. Поэтому искомый период колебаний Т — 2n/k имеет вид

Задача 10.39. Кривошипно-ползунный механизм ОАВ, располо
женный в вертикальной плоскости, приводится в движение по
средством кривошипа ОА, к которому приложен вращающий мо
мент т.

Найти закон изменения момента т, при котором осуществляется 
равномерное вращение кривошипа; М i — масса кривошипа ОА,

г — длина кривошипа, М2 — масса шатуна АВ, I — длина шатуна, 
М3 — масса ползуна. Кривошип ОА и шатун АВ  считать тонкими 
однородными стержнями, а ползун — точечной массой. Силами с о 
противления движению пренебречь.

Р е ш е н и е .  В решении задачи 10.29 в качестве обобщенной 
координаты был введен угол поворота <р кривошипа и была опреде
лена обобщенная сила Qw:

х

К задаче 10.39.

(1)

Уравнение Лагранжа для обобщенной координаты ф имеет вид



Вычислим кинетическую энергию Т  механизма, в состав кото
рого входят массы кривошипа, шатуна и ползуна, по формуле

Т =  Т 0) +  Г<2’ +  Г (3>. (3)
Кинетическая энергия Г (1) кривошипа О А, вращающегося вокруг 

неподвижной оси О, перпендикулярной к плоскости рисунка, равна
Т41' =  /0ф2* Так как кривошип считается однородным тонким 

стержнем, то 10 — -^-М 1г?, и, следовательно,

Т 0) =  i - A f , r V .  (4)

Кинетическая энергия Т 12) шатуна АВ, совершающего плоское 
движение, имеет вид

Г (2) =  - 1 м 2с>2с +  4 -/ с«& (5)

Выразим теперь vc  и со2 через обобщенную координату <р"и обобщен
ную скорость ф.

В решении задачи 10.29 было определено положение мгновен
ного центра скоростей &  шатуна А В и был вычислен мгновенный
радиус точки А, равный А&  =  cos* • Учитывая, что точка А одно
временно принадлежит кривошипу ОА и шатуну АВ, получим vA =э 
=  г | ф | =  | А ?  | со2, откуда

« ,  =  ^ | Ф |  =  ^ | Ф | ,  (6)

где А, =  гИ.
Установим связь между cos \|> и углом ф. Из треугольника ОАВ

sin ф / находим, что — , откуда

sin ф =  A, sin ф, (7)
где к =  г/1, следовательно,

cos \р =  V I — A.2 sin2 <р =  (1 — A2 sin2 ф) 2 с» 1 -----A2 sin2 ф «=>

1 — А,2--^-(1 — cos 2ф) л* 1 — A.2 +  -^-A,2c o s 29.

HTaKj

cos \j3 «=* 1 — 1-A2 +  - j -  A,2 cos 2ф. (8)

Подставив значение cos г|> из формулы (8) в (6), получаем
A. cos ф , •, ,п .
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т. е.

В первое слагаемое формулы (5) входит квадрат скорости центра 
тяжести С шатуна, который можно вычислить по формуле

vc =  x l  +  yl.  (10)
Нетрудно видеть, что хс =  | ОА | cos <р +  | AC  | cos гр =  г cos ф 4- 
+  cos Подставляя значение cos г|; из формулы (8), имеем

ха =  г cos Ф +  у   ̂1 — - -̂A,a +  4-A,;!cos2<p),

*0 =  4;-------g- №1 -f- г cos ф +  -g- №1 cos 2ф,

откуда

ха — — г (s in  ф +  - j-  Я, sin 2ф^ ф. (11)

Центры тяжести кривошипа О А н шатуна АВ  расположены в их 
серединах и по конструкции имеют равные ординаты

y o ^ y c i ^ - j S t a V ,

откуда

уа = -^ -  соэф.ф. (12)

Внося в формулу (10) значения х с и ус соответственно из формул 
(11) и (12), находим

vc — г2 [ (sin  ф +  sin 2ф^2 +  c o s '^  J  ф2. (13)

Подставляем в формулу (5) выражения со2 и vf~ из формул (9) и (13) 
и, принимая во внимание, что /с =  получаем

Т {2) — |з [  4 (sin  ф -{- - j-  Я sin 2ф У +  cos2 фj  4-

$ 61 У РА ВН Е Н И Я  Л А ГРА Н Ж А  ВТО РО ГО  РО ДА  4 55

. COS2 ф
Н-------------------- Ф2. (14)

С08 2ф ) 2

толзуна В, движущего 

T (3> =  j - M 3v2B. (15)

Кинетическая энергия Т (3> ползуна В, движущ егося поступа
тельно, находится по формуле



Для определения vB вычислим абсциссу х в ползуна» 

хв =  г cos ср +  I cos if.

Использовав формулу (8), запишем

хв =  г cos ф  +  / ( 1  — +  cos 2 ф^,

откуда

vBx =  хв — — r  (s in  ф +  - j  Я, sin 2ф)  ф.

Теперь формула (15) принимает вид

7,<8)e J ^ ( St o 9  +  -5 -b Sln2 q > )V . (16)

Кинетическая энергия кривошипно-ползунного механизма вы
числяется по формуле (3) после подстановки в нее значений Т (1>, 
и Г 13» соответственно из (4), (14) и (16):

Т  =  -g j-1 4Mi Мг 12 (эШф +  -^-^81п2фУ +  Зсоб2ф +

,_______________ cos2 ф_____________ П ч г ) -

+  ( , _ i l .  +  i . l . C o S 2 9 y j  +  1 2 ' M » ( S ‘ " f + - , ‘ S l n 2 < 1 ' )  р  < 1 ? )

Если ввести обозначение

п̂р =  4M i -f- Мг 12 (sin  ф +  - j-  X sin 2фУ +  3 cos2 ф +

I____________cos2 ф__________  , , n2]
+  ( , _ | х ч - 1 х« со»2фУ  +  12Л4„ (sin  ф 4 - —   ̂sin 2ф) |, (18)
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то кинетическая энергия кривошипно-ползунного механизма записы* 
вается в форме

т =  -^  7прФ2. (19)

т. е. получает вид кинетической энергии твердого тела, вращаю
щегося вокруг неподвижной оси с угловой скоростью, равной обоб- 
щенной скорости q> системы. Таким образом, все массы системы ока
зываются приведенными к обобщенной координате ф. Коэффициент 
/пр носит в курсе теории механизмов и машин название приведен
ного момента инерции системы (если бы в качестве обобщенной коор
динаты была избрана какая-либо линейная координата s, то кинети- 
ческая энергия системы получила бы вид Т  =  ‘/г^пр^2. где Mav — 
приведенная масса системы).
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Громоздкость выражения приведенного момента инерции /пр, 
определенного формулой (18), наглядно иллюстрирует вычислитель
ные трудности, с которыми приходится сталкиваться при определе
нии выражения кинетической энергии механизма аналитическим 
путем (не менее громоздким, как показывает решение задачи 10.29, 
получается и выражение обобщенной силы (2Ф, именуемое в курсе 
теории механизмов и машин приведенной силой). При этом следует 
иметь в виду, что в этой задаче рассматривается сравнительно не
сложный механизм.

Возвращаясь к составлению уравнения Лагранжа для рассма
триваемого кривошипно-ползунного механизма, вычислим частную 
производную кинетической энергии Т, определенной формулой (19), 
по обобщенной скорости ф,-

“5ф“ =  п̂рф- (20)

Затем возьмем производную по времени от частной производной 
(20), приняв во внимание, что приведенный момент инерции зависит 
от обобщенной координаты ф, т. е. /пр =  /ар (ф). Получим:

^  & Р  d i  n D * 9 l  I /О I \

I f  ~ W  ~  ~ dy~  ф +  пр ф • * )

Далее вычислим частную производную кинетической энергии 
(19) по обобщенной координате ф:

=  (22)

Г , „ ^  d дТ дТПосле подстановки значении u m, —гг- г̂- и —=—  соответственноv at оф оц1

из формул (1), (21) и (22) в уравнение Лагранжа (2) получим

/ПР ф +  -у  -^зЦг ф2 =  m ~  Т  rg (Ml +  cos ф> (23)

где /пр определено формулой (18). Уравнение (23) является диффе
ренциальным уравнением движения кривошипно-ползунного м еха
низма.

По условию задачи требуется определить закон изменения в р а 
щающего момента т ,  обеспечивающий равномерное вращение криво
шипа, т. е. постоянство ф. При этом ф =  0  и решение уравнения 
(23) относительно m приводит к результату

m =  Т  [ “̂ Г  ф2 +  гё  М  cos Ч>] •
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где

+  24Afg (sin  ф +  К sin 2<p) (cos ср +  Я cos 2ф) ;

здесь X =  rll.
Задача 10 .40 . Использовав условие и рисунок к задаче 10.18, 

определить ускорение призмы В , если система движется под дейст
вием силы F .  Трением пренебречь.

Р е ш е н и е .  Данная материальная система имеет одну степень 
свободы. Действительно, задание какого-либо одного параметра 
однозначно определяет положение всех ее точек. В качестве обоб
щенной координаты выберем параметр £. Для определения искомого 
ускорения применим уравнение Лагранжа

Изобразим активные силы: силы тяжести Р  и Q призм М  и В, 
а также силу F .  Реакции изображать не следует, так как все связи 
по условию идеальны. Д ля вычисления обобщенной силы запишем 
сумму работ активных сил на возможных перемещениях их точек 
приложения: 6 А =  РуЬус +  Fx8xD. Использовав в этой формуле 
результаты (2) задачи 10.18, а также Ру =  — Р =  ■—М ^ и  Fx — — F, 
найдем 6/4 =  Л41(дб| tg а  — F  2ЬЪ,У т. е. 6/4 =  {M^g tg а  — 2F) 6£. 
Обобщенной силой Qg является коэффициент пропорциональности, 
стоящий при б|, т. е.

d дТ дТ _ п  
dt д( д£ ( 1)

Ql =  Mtg  tg а  — 2F. 
Кинетическая энергия материальной системы равна

Гр  ____  г р { В )  гр (М )

(2)

(3)
Призмы В и М  движутся поступательно. Поэтому

Т {В) =  -L Miv%, Т 1М) =  -1- МяЪ, (4)

где
О * л  • о о * 9 .  * 2

Vd —  *D +  Уо, Vc =  Хв - f -  Ус- (5)



Используем соотношения (1) задачи 10.18, взяв производные по 
времени:

x D =  2%, у с — —  t  tg а . (6)

Как видно из рисунка к задаче 10.18, хс — а +  yD =  const. 
Значит,

x c = t ,  Уо =  0. (7)

Используем выражения (6) и (7) в формулах (5)i

=  'а М г -  <8 >

Теперь последовательно подставим значения (8) в формулы (4) 
и затем в выражение кинетической энергии (3):

Т =  2Мгр +  4 - y W i - t - ,1 9 1 гпсЗ п. '
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т. е.
' у ___^ 1  ' ____________

2 cos2 а
т _  M i +  4М г cos2 а  *2 .q .

9 ГП&2 гг Ь • V /

Применив результат (9), вычислим
дТ __ n  d дТ _  /И, +  4Л1г cos2 а  £ /1Лч
д\ ~  ’ di ~  cos2 а  '

Внесем выражения (2) и (10) в уравнение Лагранжа (1):
М , -4- 4М , cos2 а ;  , .  .  „

- - « J r . -------tg а  2F,

т. е.
z A l , t g a — 2 F ,  . . . .
^ ~  Af, +  4М 2 cos2 a  C 0S “ • 0  ^

Д л я  определения искомого ускорения призмы заметим, что оно 
направлено горизонтально, т. е. wD — \ wDx | =  | x D \/ И спользовав 
первую формулу (6), вычислим x D =  wDx =  2|. Подстановка резул ь
татов (11) дает

о  ^ 18 tg a  —  2F  ,
W° x M j +  4M 2 cos2 a  C0S “ •

Если в начальный момент система находилась в покое, а сила F  
была столь мала, что F  <  1/2M 1g  tg а , то wDx >  0 , т. е. призма В 
движется направо, а призма М —  направо вниз. Если ж е сила F  
по модулю* столь велика, что F  >  l/iM1g  tg а , то wDx <  0 , т. е. 
призма В движется налево, а призма М —  налево вверх. При вы 
полнении условия F  =  V3 M ig tg а  система остается в покое (этот 
результат следует также из формулы (9) задачи 10.18 при / =  0).



Задача 10.41» Воспользовавшись условием и решением за
дачи 10.31, составить дифференциальные уравнения движения мате
риальной системы.

Р е ш е н и е .  В ходе решения задачи 10.31 были определены 
обобщенные силы Qs и для выбранных обобщенных координат s и 
ф. Соответствующие уравнения Лагранжа имеют вид

d дТ дТ  __ri А &Г дТ _  п  /п
dt ds ds ~  dt Зф дф У*' ( '

Вычислим кинетическую, энергию материальной системы:

T  =  r ( , ) - f  (2)

где Т (1) —  кинетическая энергия груза Л, Т (2) —  маятника В.
Груз Л совершает поступательное 

движение, поэтому

=  =  (3)

Кинетическая энергия математиче
ского маятника равна

T(2) =  ± -M 2v22. (4)

К  задаче 10.41. Заметив, что маятник совершает
сложное движение (переносное посту

пательное вместе с грузом Л и относительное по отношению 
к грузу), применим теорему о сложении скоростей точки: va — ve +  
+  <or. В  данном случае (см. рисунок) va =  г>2, Ve — Vi, vr =  v BA. 
Поэтому v 2 — Vi-\- v BA. Угол между ve и v, равен ф +  а . Значит, 

=  v2i +  v%a +  2ViVBA cos (Ф +  а ). Внеся это значение v\ в фор
мулу (4), найдем кинетическую энергию маятника

Ti2) =  М 2 [ s 2+  /2Ф2 +  2/('ps cos (ф +  a)]. (5)

С учетом результатов (3) и (5) кинетическая энергия (2) примет 
вид

т =  Mi +  Mj s 2 +  4 М 212Ф +  M M 's  c o s (Ф +  a). (6)

Воспользовавш ись формулой (6) и обратив внимание на то, что 
Т  — Т  (ф, ф, s), вычислим
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=  -g£- =  —  M tlys sin (ф +  ос). (7)
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Д алее найдем 
дТ

— (Mi -f* M2)s cos (ф -)- a ),

дТ
<?Ф

: M2l \  +  M2l s cos (ф +  a).

Теперь вычислим производные по времени:

~ШШ~ +  М2) s +  М21 ф cos ( ф  +  а) — A W  sin ( ф  +  а ) ,  (8) 

й дТ
дф =  М г12 ф +  M2l s cos ( ф  +  а) — MJ<p s sin (ф +  а ) - (9)

Д ля получения искомых дифференциальных уравнений движения 
материальной системы остается выражения (8) и (9), а такж е резуль
таты (4) и (6) задачи 10.31 внести в уравнения Лагранжа (1). Окон
чательно найдем

(Mi +  М%) s 4 -  ф cos (ф 4 - а) — M2tq>2 sin (ф а) =  — cs,

/ф 4- s c o s ^ 4 - a )  =  — ^БШф.
Интегрирование этой нелинейной системы дифференциальных 

уравнений сопряжено со значительными трудностями и в замкнутой 
форме неосуществимо. Но ее можно решить приближенно, в част
ности, пользуясь ЭВМ.

Задача 10.42. Сохранив данные задачи 10.7 и применив урав
нения Лагранжа, написать дифференциальные уравнения движения 
системы. Неподвижная ось х, связан 
ная с горизонтальной плоскостью, и 
направление отсчета угла поворота ф 
указаны на рисунке.

Р е ш е н и е .  Данная система имеет 
две степени свободы, ибо для опреде
ления положения всех ее точек надо 
задать два независимых параметра, на
пример, координату х, определяющую 
положение ползуна на плоскости, и 
угол поворота ф , фиксирующий положе
ние маятника по отношению к ползуну.
Выберем х и ф в качестве обобщенных координат, т. е. qx =  лс, 
<7а=  ф. Соответствующие уравнения Лагранжа имеют вид

й (ГГ дТ
dt дх± - - * L  =  qA i- f a  ----- V * . dt Ар <?Ф =  Qq>- ( 1)

Для определения обобщенных сил изобразим на рисунке актив
ные силы: Р к =  M tg — сила тяжести ползуна, Р ,  =  M 2g  — сила 
тяжести маятника. Реакции изображать не надо, так как на систему 
наложены идеальные связи.
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Дадим системе два независимых обобщенных возможных переме
щения 8х и бф.

Для определения обобщенной силы Qx надо дать возможное пере
мещение 6л;, а бф считать равным нулю, т. е. 6л: Ф  О, бф =  0. Это 
значит, что вся система поступательно перемещается на 8х. При этом 
точки приложения сил Р х и Р 2 перемещаются по горизонтали и, зна
чит, сумма работ этих сил на перемещении 6л: равна нулю: 6Л =  0. 
Сопоставив этот результат с формулой 6Л =  Qx8х, видим, что обоб
щенная сила Qx равна нулю:

Qx =  0. (2)

Для определения обобщенной силы <2Ф дадим системе возможное 
перемещение бф, а 6 *  будем считать равным нулю, т. е. бф Ф  0, 
бдг =  0. Это значит, что при неподвижном ползуне маятник повора
чивается вокруг оси г против часовой стрелки (см. рисунок) на бф. 
Вычислим сумму работ активных сил на этом перемещении. Точка 
приложения Pi  неподвижна и, значит, работа силы Р г равна нулю, 
поэтому 6Л =  тг(Р2) бф, где тг (Р2) =  — Р2а sin ц>, т. е.

6Л =  — M 2ga sin ф бф. (3)

Обобщенной силой <2Ф является коэффициент, стоящий при бф в вы
ражении (3):

С?Ф =  —  M 2ga sin ф. (4)
Переходим к вычислению кинетической энергии системы:

Т =  Г '»  +  Г <2>, (5)
где Т а) —  кинетическая энергия ползуна, 742' — кинетическая 
энергия маятника.

Ползун движется поступательно. Поэтому

Т ^ ^  — Мгх2. (6)

Маятник совершает плоское движение. Значит,

Т { ) — ~2 M2v2k -f- I к®2, (7)

где vK — абсолютная скорость центра тяжести К маятника, 1К — 
его момент инерции относительно горизонтальной оси, проходящей 
через точку К  перпендикулярно к плоскости материальной симме
трии (т. е. плоскости рисунка), со — угловая скорость маятника.

При определении скорости юк заметим, что точка К  совершает 
сложное движение, которое можно разложить на переносное посту
пательное вместе с ползуном и относительное вращательное вокруг 
оси 2 . Применим теорему о сложении скоростей точки: v a =  ve +  vr 
В  данном случае <оа — VK- На рисунке изображен параллелограмм 
скоростей. Угол между скоростями юй и о. павен ф, поэтому имеем

=  vl +  v% +  2vevf cos ф. (8)



Учтя, что \ve\ — |*|, a |©f | =  а|ф|, запишем формулу (8) в виде 

U/c =  * 2 +  a2cp2 +  2a:<p;tcoS(p. (9)
Внеся в формулу (7) значение (9) и учтя, что юа =  ф2, запишем

Т(2) =  -у  М 2х2 +  4  М 2а2<р2 -j- М2 ац>х coscp [кф2. (10)

Использовав теорему Штейнера, имеем /и +  М 2а2 — 1г. Поэтому 
формула (10) окончательно примет вид

=  -g- М2 х2 -|— /2<р2 -J- А42(ир 'х cos ф. (11)

Подставив результаты (6) и (11) в формулу (5), получим выражение 
кинетической энергии данной системы

7  — 'xz _j_ _1_ / ф2 м 2ац>х соэф. (12)

Для составления искомых уравнений Лагранж а (1) вычислим про
изводные кинетической энергии (12) по обобщенным скоростям х  и ф: 

dfT • оТ •
- j j j -  =  (At, - f  М2) х М2аф соБф,. =  /гф -|- М2ах cos ф. (13)

Затем возьмем производные по времени от частных производных 
(13), учтя при этом, что (cos ф) =  —ф sin ф:

-jjr- — (Mt - f  A fj x - f  /И„вф cos ф — /Vf2a(p*sln ф,

(14)
d 7̂' • • • • • •

-ф- -^ф- =  /, ф -f" x cos ф — Mtfiyx вШф.

Далее вычислим частные производные кинетической энергии (12) 
по обобщенным координатам х и ф:

~1Г =  0' ^  == — M*aq»r sin ф. (15)

Внеся результаты (2), (4), (14) и (15) в уравнения Лагранжа (1), 
получим искомые дифференциальные уравнения движения системы:

(M j -(- M2) х  -f- М%а ф cos ф — М2аср2 sin ф =  0, (16)

/, Ф -j- -лг co s  ф =  — Д42^аз1пф . (17)
Нетрудно видеть, что уравнения (16) и (17) соответственно тожде

ственны уравнениям (18) и (17), полученным методом кинетостатики 
в задаче 10.7, и уравнениям (2) и (5), составленным с помощью об
щего уравнения динамики в задаче 10.26.

При сопоставлении этих методов надо учесть, что применение 
метода кинетостатики и общего уравнения динамики связано с фор
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мальным введением сил инерции и приведением их к простейшему 
виду. При этом приходится оперировать с ускорениями точек си
стемы. Заметим, что общее уравнение динамики быстрее приводит 
к искомым дифференциальным уравнениям, ибо вместо пяти уравне
ний удается сразу составить два искомых уравнения.

Применение же уравнений Лагранжа, в которых отсутствуют силы 
инерции, требует от читателя умения оперировать не с ускорениями, 
а со скоростями точек системы, что естественно, значительно проще. 
Поэтому по сравнению с применением общего уравнения динамики 
и, особенно, метода кинетостатики использование уравнений Л а 
гранжа оказывается наиболее эффективным.

Что касается применения теоремы о движении центра масс в со- 
вокупности с уравнением динамики относительного движения (см. 
второй вариант решения задачи 10.7), то оно вполне целесообразно, 
но требует от читателя значительных навыков в решении задач. 
Действительно, нелегко при недостаточном опыте среди множества 
теорем и соотношений динамики выбрать те из них, которые ведут 
к составлению искомых дифференциальных уравнений. Подобные 
решения обычно сопровождаются рядом неудачных проб и попыток. 
Применение же уравнений Лагранжа исключает эти неудачные по
пытки и непосредственно приводит к искомым уравнениям.

Задача 10 .43 . Решить задачу 10.25 с помощью уравнений Ла
гранжа.

К задаче 10.43.

Р е ш е н и е .  При решении задачи 10.25 было показано, что рас
сматриваемая система имеет две степени свободы.

В качестве обобщенных координат выберем линейные коорди
наты и sa, направленные вдоль наклонных плоскостей вниз.
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Запишем уравнения Лагранжа для обобщенных координат Si и s2:

d дТ d r  _  n  d дТ дт — п  / п
dt d&i дц  ^ St’ - dt dst dsa ^ s*‘ '

Активными силами являются: Pi — сила тяжести груза А, Р 2 — 
сила тяжести груза В, Р 3 — сила тяжести блока D,  Р 4 —  сила т я 
жести блока Е, Р 5 — сила тяжести блока К, Р в — сила тяжести 
груза L. Реакции связей учитывать не следует, так как все связи, 
наложенное на систему, идеальны (наклонные плоскости идеально 
гладкие, трение в осях блоков отсутствует, нити предполагаются не
растяжимыми и натянутыми).

Для определения обобщенных сил QS) и Qs> дадим грузам А я В 
соответственно возможные перемещения 6s ,  и бs 2, направленные 
параллельно линиям наибольшего ската наклонных плоскостей в сто
рону возрастания координат sx и s2.

Для вычисления обобщенной силы QSi дадим системе обобщенное 
возможное перемещение б ^ , считая при этом бs 2 равным нулю, т. е. 
6s ,  Ф  0, б Si =  0. (Это осуществимо, так как s, и s2 являются незави
симыми обобщенными координатами.)

Таким образом, груз В, блок Е  и правая ветвь нити от груза В 
до точки N находятся в покое. При возможном перемещении груза А 
вниз на 6̂ 1, ввиду нерастяжимости нити, точка М нити получит в о з
можное перемещение 8гм по вертикали вверх, равное по модулю 6sx. 
Учитывая, что точка N нити остается при этом в покое, определим 
возможное перемещение оси блока бго, (рис. б), равное по модулю 
половине модуля возможного перемещения б гм , т. е.

б^ 6 =  ^ = 4 1-  (2 )

Вычислим сумму работ активных сил на возможных перемеще
ниях точек системы, соответствующих обобщенному возможному 
перемещению бs , груза А:

6Л =  Pi sin a  6sj —  (Ръ +  Рв) бг0,.

Принимая во внимание формулу (2), находим

б Л =  [Mig sin а — -g- g  (Мй +  M e)] 6SJ. (3)

Работа силы тяжести Р2 равна нулю, так как бs 2 =  0, работа сил 
тяжести P s и Р 4 равна нулю, так как точки приложения этих сил 
неподвижны. Обобщенной силой Qs, является коэффициент, стоящий 
при обобщенном возможном перемещении в уравнении (3), т . е.

Qs 1 =  Mig sin а  — JL  g  (М , _j_ M J. (4)



Д ля вычисления обобщенной силы QSl дадим системе обобщенное 
возможное перемещение 6s 2, считая при этом 6 ^  равным нулю: 
&s2 =И= 0, 6$х =  0.

Это значит, что груз А, блок D и левая ветвь нити от груза А до 
точки М нити находятся в покое. При возможном перемещении 
груза В на бs2 вниз, ввиду нерастяжимости нити, точка N нити полу
чит возможное перемещение бr N по вертикали вверх, равное по ве
личине модулю возможного перемещения 6 s 2. Учитывая, что точка 
М  нити остается при этом в покое, находим (рис. в)

6 ,0S =  ^ L  =  ^ L .  (5)

Вычислим сумму работ активных сил на возможных перемеще
ниях точек системы, соответствующих обобщенному возможному 
перемещению бs 2:

6/1 =  P 26s2 sin р — (Рь +  Рв) 6/о,.
Учитывая формулу (5), имеем

6Л =  [ Р 2 sin р -  ±  (Ръ +  Рв)) &а. (6)

Работа силы тяжести Р i равна нулю, так как бs t — 0. Работа сил 
тяжести Р 3 и P t равна нулю, так как их точки приложения непо
движны.

Обобщенной силой QSj является коэффициент, стоящий при бs 4 
в формуле (6), т. е.

Qs2 =  Mag Sin Р — Y  g Шъ +  M„). (7)

Переходим к вычислению кинетической энергии Т  материальной 
системы, состоящей из шести масс: грузов А, В и L блоков D, Е  и К:

Т — Т И) -f- Г <2) +  Т {3) +  Г (4) +  Г <5) +  Г <6). (8)

Грузы А и В имеют скорости v A и v B, направленные параллельно 
линиям наибольшего ската наклонных плоскостей. Проекции этих 
скоростей на оси Sj и s2 соответственно равных, и s2. Обозначим ра
диусы блоков D, Е  и К  через гя, с4 и г5. При этом угловые ско
рости блоков D и Е  выразятся так:

ф4 = ^ _ .  (9)
ГЧ 4

Ввиду нерастяжимости нити, скорость v д/ точки М нити равна по 
величине скорости v A груза А, т. е. yMx =  Si- Аналогично: vNx — s2. 
Нетрудно, воспользовавшись рис. г, найти скорость оси Оь блока К, 
совершающего плоское движение:

°Мх +  °Нх _  +  ПО»
vObx — -------2 2
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Для определения угловой скорости ф5 блока К  найдем скорость 
точки М, приняв за полюс точку N :

V M x ~  v N x  - f *  { v M n ) x >

т. е.

(UMn)x '— &Мх N̂x — 1̂ 
Так как (vMN)x =  |MN| ф5 — 2г8ф5, то 2г5ф5 =  sx — s 2, откуда угло- 
вая скорость блока К

Кинетические энергии грузов А и В, совершающих поступатель
ное движение, имеют вид

r X)= - ^ M xs\, T (2)= ± - M , s l  ( 12)

Вычислим кинетическую энергию блоков D и Е,  вращающихся 
вокруг неподвижных осей:

'Т’ (З) 1 г *2  ^г,(4) 1 I "2Т =  -у / о 3фЗ, Т =  — l0t ф4.

Подставив значения моментов инерции блоков ^/о, =  /о, =

=  - y i ) и воспользовавшись формулами (9), находим

у^(3) ___ rp{4)

Кинетическую энергию блока К, совершающего плоское движение, 
определим по формуле

746' =  -у  MSVos +  -у  /05ф5-

Подставив значение момента инерции блока К  ^/о. =  —у -6)  и 
воспользовавшись формулами (10) и (11), получим

Т — —  М$ (s? -f* si) -f- —  /VfsS^. (14)

Кинетическая энергия груза L , движущегося поступательно, 
имеет вид

Г (6’ =  ±  M6v^.

Применив формулу (10), определяем
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7”6’ = = ~ М 6 (si +  s2) 2. (15)



Д ля вычисления кинетической энергии Т  материальной системы 
подставляем в формулу (8) выражения кинетической энергии из фор* 
мул (12)— (15). В  итоге получаем

Т  =  -L.Mii] +  у  Мг& +  AWi +  т  М*& +  TS Ms ^  +  $  +

-}- -о- M$$iS2 -о- Мб (Si -J- Si) |
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т. e.
8M i +  4МЯ +  3M5 +  2M« .2 , 8M t +  4/W4 +  3 +  2M,  .2 ,

i -----------------------[6 si -i Гб

+  Л П + 2 Л « . 4 Д >  ( 1 6 )

Д ля составления системы уравнений Лагранжа второго рода сле
дует вычислить частные производные кинетической энергии Т  по 
обобщенным скоростям и s2:

ffT 8Mt +  4А1, +  ЗМ 6 +  2М„ . , Мь +  2МЯл
Ж, S Sl ■> 8 А *

дТ 8Л42 +  4М 4 +  ЗМЪ +  2Mt л , Мъ +  2Мвл= -----------------g s h  g s,

и взять производные полученных результатов по времени!
d (ГГ 8УИ1 -f- 4 М3 -f- 3 - { -  2Ме _ j Мъ 2/Ия „

w ~ d ir -------------------- 5 S i i  5

d дТ 8M3 +  4 M 4 +  3-Ms +  2/И, .  , М 6 +  2/Vf„ .  
-------------------:--------- н----------------s* i --------- я------Sl‘

(17)

d/ di,

Учитывая, что кинетическая энергия Т, определенная формулой (16), 
не зависит от обобщенных координат S! и s2, имеем

дТ :0 , 4 ^ = 0 .  (18)ds, * Л.

После подстановки формул (4), (7), (17) и (18) в уравнение (1) 
получим уравнения Лагранжа второго рода для обобщенных коор
динат Sj и s2:

8A«1 +  4Af, +  3/H5 +  2M. g] +  * ', +  2 И« St =  s ln  a_  ̂g (A l j  +  M e)j

(19
вМ , +  4 М ,+ З .М , +  2 У ,  ^  +  /И, +  2Д4, =  M 2g sm  3 _  _ 1  g  (A f ,  +  A f,).

(20)
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Нетрудно видеть, что дифференциальные уравнения (19) и (20) 
тождественны дифференциальным уравнениям (14) и (19) задачи 10.25.

Определение из этой системы уравнений s b s2 и wosx =  (Si +  s2)/2 
приводит к результатам, полученным при решении задачи 10.25. 
Итак, уравнения движения рассматриваемой системы были состав
лены двумя способами: с помощью общего уравнения динамики в з а 
даче 10.25 и уравнений Лагранжа в данной задаче.

Сопоставление двух указанных методов показывает преимуще
ства использования уравнений Лагранжа. Вместо формального 
введения сил инерции материальной системы, приведения их к про
стейшему виду, вычисления работ сил инерции и пар сил инерции на 
возможных перемещениях точек системы мы при решении задачи 
с помощью уравнений Лагранжа должны лишь составить выражение 
кинетической энергии материальной системы с последующим вычис
лением ее производных и найти обобщенные силы.

Задача 10.44. К валу 0 Х0 2, вращающемуся вокруг неподвижной 
вертикальной оси г, жестко прикреплен гладкий горизонталипый 
стержень OD. Ползун А массы тх скользит вдоль стержня OD. 
В ползуне А имеется цилиндрический подшипник, горизонтальная 
ось которого перпендикулярна плоскости OtOD. Вокруг оси может 
поворачиваться невесомый стержень А В длиной I с точечной массой 
т2 в точке В. Момент инерции вала со стержнем относительно оси г 
равен 1г. К валу приложен вращающий момент тг. Всеми силами 
сопротивления пренебречь. Ползун считать точечной массой.

Написать дифференциальные уравнения движения материальной 
системы.

Р е ш е н и е .  Направим ось х вдоль стержня OD, а ось у — пер
пендикулярно плоскости рисунка от нас. Соответствующие орты 
равны I, j ,  k. Подвижная система осей хуг вращается вместе с валом.

Данная материальная система имеет три степени свободы: для 
определения положений вала 0 , 0 2 со стержнем, ползуна А на стерж
не и массы В относительно ползуна надо задать три независимых 
параметра. Выберем обобщенные координаты: qx =  a  — угол пово
рота вала 0 ,0 2 со стержнем, q2 =  х — координата ползуна Л , q =  
=  Ф — угол поворота стержня АВ  (см. рис. а). Запишем соответ
ствующие уравнения Лагранжа:
й _ М _ _ _ < Г Г  _ _ л  d дТ дТ _  п  d дТ дТ  _  п  /|4 
dt да да ~  dt дх ~  дх ~ ! Г  “5ф“  " 5^

К материальной системе приложены активные силы и моменты: 
сила тяжести Р  вала со стержнем (сила Р  не задана и на рисунке не 
изображена), сила тяжести mxg  ползуна, сила тяжести m2g  — массы 
В, вращающий момент тг.

Для определения обобщенной силы Qa дадим системе обобщенное 
возможное перемещение 8а, а два других, т. е. 6jc и  бф, примем рав
ными нулю: 6а  ф  0, Ьх — 0 , бф =  0. Это значит, что при неизмен-
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ных значениях х  и <р вал со стержнем повернется на 6 а . При этом 
точки приложения всех сил тяжести переместятся по дугам горизон
тальных окружностей с центрами, лежащими на оси г. Значит, ра
бота этих сил равна нулю. Отличной от нуля является лишь работа

К  задаче 10.44.

вращающего момента тг, т. е. =  тг6а . Отсюда следует зна
чение обобщенной силы Qa. Имеем

Qa =  пгг. (2)
Д ля вычисления обобщенной силы Qx дадим обобщенное возмож

ное перемещение 6л:, а два других, т . е. 6а и бф, примем равными нулю: 
6л: Ф  0 , 6 а  =  0 , 6л: =  0. Это значит, что при неизменных значениях 
а  и ф ползун переместится вдоль оси х  на 6л:. При этом стержень А В 
передвинется поступательно и траекториями точек приложения сил 
тяжести mtg  и m.2g  окажутся горизонтальные прямые. Следовательно, 
работа сил тяжести ползуна А и массы В равна нулю (при неизмен
ном положении вала работа вращающего момента и его силы тяжести 
такж е равны нулю): 2 j6 / lfe =  0. Так как £ б Л й =  Охбл:, а 6л* Ф  0, то

Qx =  0 . (3)
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Для определения обобщенной силы <?ф дадим обобщенное возмож
ное перемещение бф, а два других, т. е. ба и бл:, примем равными 
нулю: бф Ф  0, ба  =  0, бл: =  0. Это значит, что при неизменных зна
чениях а  и х маятник повернется на бф в сторону возрастания угла 
Ф, т. е. против хода часовой стрелки. Использовав формулу (1) за
дачи 10.27, запишем

Q9 =  —  n iig l sin ф. (4)

Перейдем к вычислению кинетической энергии материальной 
системы:

7, =  7'(в> _j_ 7(п> _j_ 7’(b)j (5)

где Г 1®* — кинетическая энергия вала, 7 ’<п)— ползуна А, Т (а) — 
массы В.

Вал 0 Х0 2 со стержнем OD вращается вокруг неподвижной оси г. 
Поэтому

=  (6)

Кинетическая энергия ползуна А, считаемого точечной массой, 
равна

Т ( П)  1 2 !П\> =  —  mivA, (7)

где vA — модуль абсолютной скорости ползуна, который соверщает 
сложное движение: переносное вращательное вместе с валом и стерж
нем и относительное —  вдоль стержня. Применим теорему о слож е
нии скоростей к точке А : vAa =  vAe -|- v Ar. В данном случае v Au =4 v A> 
'Оле — xo.j, v Ar — x i  (см. рис. б). Поэтому ?

Va = x a j +  xi. (8)

Следовательно, v\ =  x*a2 + х г. Внеся это значение в формулу (7), 
найдем кинетическую энергию ползуна А:

Г (П)  1 2 • 'i , 1 * 2  /г\\=  -^т\х а -\--^-гщх . (9)

Кинетическая энергия массы В имеет вид

Т (в) = -^-т2х>в, (10)

где vn — модуль ее абсолютной скорости.
Перейдем к определению скорости <ов точки В. Заметим, что она 

совершает относительное движение по отношению к ползуну А, 
скользящему вдоль стержня. Стержень же в свою очередь вместе 
с валом вращается вокруг неподвижной оси г. Найдем скорость v B 
в два этапа.
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На первом этапе отвлечемся от вращения стержня с валом во
круг неподвижной оси г. Тогда относительным окажется движение 
массы В по отношению к подвижной среде, движущейся поступа
тельно вместе с ползуном А, скользящим вдоль стержня. Найдем 
абсолютную скорость <о'в на этом этапе (все скорости на первом этапе 
будем обозначать штрихами).

На втором этапе рассмотрим относительное движение массы В по 
отношению к подвижной среде, совершающей переносное вращение 
вокруг неподвижной оси г. Теперь скорость v'Ba, которая на первом 
этапе была абсолютной, является относительной. Выполним под
робно эти расчеты.

1) Применим теорему о сложении скоростей точки к массе В:
VBa — VBe +  VBr. (11)

В  данном случае при мысленно остановленном стержне перенос
ное движение является поступательным вместе с ползуном А . По
этому переносная скорость vhe массы В векторно равна относитель
ной скорости v Ar движения ползуна А по стержню (см. рис. б):

VBe =  V АГ =  Xi. (12)

Относительная скорость — это скорость массы В по отношению 
ползуна А, т. е.

VBr==VBA■ (13)

Вектор Vba перпендикулярен АВ  (см. рис. б), т. е. образует
о осью х  угол ф и по модулю равен

Увл=/|ф|- (14)

Использовав результаты (12) и (13) в формуле (11), имеем vba — 
=  x i-\ -v BA. Построив на рис. б параллелограмм скоростей, леж а
щий в плоскости хг, и приняв во внимание выражение (14), найдем

чз'ва == х̂  /2ф̂  -}- 2/фх cos ф. (15)

2) Вновь применим теорему о сложении скоростей точки В, но 
теперь уже при переносном вращении стержня с валом вокруг не
подвижной оси г и относительном движении массы В по отношению 
к ним:

VBa =  VBe +  VBr. (16)
Теперь абсолютная скорость является искомой скоростью 

точки В:
VBa =  VB. (17)

При переносном вращении вокруг оси г скорость v Be направлена 
перпендикулярно плоскости рисунка от нее (см. рис. в) и по модулю 
равна: vBe =  В К  | а  | =  (х +  / sin ф) | а  |, т. е.

Vst — (*  +  I sin ф) а / .  (18)



Относительной скоростью v Br является скорость ю'ва, которая 
на первом этапе при остановленном вале со стержнем была абсо
лютной, т. е.

V B r =  V B a . (19)

Внеся результаты (17), (18) и (19) в формулу (16), найдем
Vb =  (х - f  / sin ф) a j  +  v 'bo. (20)

В правой части выражения (20) стоят две взаимно перпендику
лярные скорости (вектор (х 4- I sin ф) a j  перпендикулярен плоскости 
хг, а вектор чзва лежит в этой плоскости). Поэтому, приняв во внима
ние формулу (15), найдем

v'b =  (х +  181пф)2а 2 -}- х2 4* /2ф2 +  2/ф^соэф. (21)

Подставив результат (21) в формулу (10), получим кинетическую 
энергию массы В:

Т (в) =  4 "  тч (х +  / sin ф)2 а +  4 "  т2  * 2 ~Ь 4 "  Ш2̂ 2<Р2 +  т '^Ф х cos Ф" (22)

После внесения в формулу (5) значений (6), (9) и (22) и простых 
преобразовании найдем кинетическую энергию данной материальной 
системы:

Т  =  у -  -(- щ х 2 -j- пи (х -f- / sin ф)2] а 2 +  4~ (mi +  тг) х2 +

-f- т212(р2 m1l(pxcosq). (23)

Заметим, что Т  =  Т  (х, ф, а , х, ф).
Последующая ч^сть решения задачи представляет лишь незначи

тельные вычислительные трудности. Найдем, во-первых, частные 
производные кинетической энергии (23) по обобщенным скоростям 
а, х, ф:

—  =  | L  +  mix- +  m2 (х +  / sin ф)2] а ,

-| jj- =  (гпл -f- m2) х  +  mj<p cos ф, =  m2l2ф +  m,2lx  cos ф.

Затем возьмем производные от этих частных производных по времени, 
имея в виду, что х, ф, а, х, ф являются функциями времени!

-$Г =  +  ЩХ2 +  m2 ( x + l  sin ф)2] а  +

4 -  2я [ тлхх +  т2 (х +  / sin т) (х  +  1<р cos ф) ] ,  (24) 
d дТ • • • • •

-ф =  <тл 4* т2) х 4" т21 ф cos ф — т 2/ф2 sin ф, (25)

d (5Т • • * * •
-ф -̂ ф - =  тг1г ф 4 “ m j  х  cos ф — m 2l<px sin ф. (26)
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Теперь вычислим частные производные кинетической энергии 
(23) по обобщенным координатам а , х и ф:

Д ля составления искомых дифференциальных уравнений движе
ния материальной системы подставим результаты (24), (27) и (2) в пер
вое уравнение Лагранжа (1), затем (25), (28) и (3) —  во второе урав
нение (1) и, наконец, (26), (29) и (4) — в третье уравнение (1). Най
дем

(/,, -j- /щх2 -\-тг (х-\-1 sin ф)2] а  +  2 а  [т^х  -J- т 2 (х -{-

Бегло просмотрев решение этой задачи с помощью уравнений 
Л агранж а, видим, что в нем отсутствовали какие-либо искусствен
ные приемы. Задача решалась по стандартным образцам. Громозд
кие уравнения появились только в конце решения при вычислении 
производных кинетической энергии (23). Однако это не связано с ка
кими-либо принципиальными трудностями. Центральным звеном 
решения задачи было определение скоростей точек А к В, необхо
димых при составлении выражения кинетической энергии (23). 
Легко представить, во сколько раз затруднилось бы решение этой 
задачи в случае применения общего уравнения динамики. Действи
тельно, при этом вместо отыскания скоростей точек пришлось бы для 
модулей сил инерции находить их ускорения. Это усложнило бы 
решение в несколько раз.

Задача 10.45. На рис. а изображен механизм станочного диффе
ренциала. Ведущее коническое зубчатое колесо / и ведомое кониче
ское зубчатое колесо 2 вращаются вокруг неподвижных осей. Ко
ническое зубчатое колесо 3, называемое сателлитом, передает вра
щение от колеса 1 к колесу 2. Колесо 3 свободно посажено на ось ОС, 
являющ уюся частью изогнутого кривошипа А ОС, который вращается 
вокруг неподвижной вертикальной оси. Сообщая разные угловые 
скорости кривошипу А ОС и колесу 1, можно получить любую необ
ходимую угловую скорость колеса 2. К кривошипу АОС приложен 
вращающий момент т0, к валу колеса 1 — вращающий момент mt

(27)

-fa- =  H i *  +  m2( X + I  s in Ф)] a 2, 

g p
—— =  tn4 (x -f-1 sin ф) a 2 cos ф. (29)

(28)

+  I sin ф) ( *  +  /ф cos ф)] =  (30) 

(mj +  tn2) x  +  m2/q>cos ф — m2lq>2 sin ф — [myx  -f- m2 (x -}- I sin ф)]а2 =  0,

(31)
/ Ф +  x cos ф — ф х sin ф — (x -f- I sin ф) a 2 cos ф =  — g  sin ф. (32)
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и к валу колеса 2 — момент полезного сопротивления т2 (рис. а). 
Колеса /, 2 и 3  считать круглыми однородными дисками соответ
ственно массы М{, М 2 и М3 и радиусов r j, г2 и г3 ( в рассматриваемой 
конструкции равно г2).

Определить угловые ускорения кривошипа АОС и конических 
зубчатых колес 1 и 2. Массой кривошипа АОС и силами сопротивле
ния движению пренебречь.

Р е ш е н и е .  Из условия задачи следует, что станочный диффе
ренциал является системой g  двумя степенями свободы.

, а
R

г а
Шг V

X
yww у

К  задаче 10.45.

В качестве независимых обобщенных координат выберем угол 
поворота ф0 кривошипа АОС вокруг вертикальной оси АО и угол 
поворота ф5 колеса 1 вокруг соответствующей неподвижной оси. 
Угол поворота ведомого колеса 2 обозначим через фг.

Уравнения Лагранжа в обобщенных координатах ф0 и Фх имеют
вид

_ ! ^ L _ i Z _  =  o  J L I L - ^ L - o  mdt сф0 d% V<P°’ dt С»ф, <Лр, —  Vq>l* u;

Изобразим на рис. а активные силы и моменты: Р{, Р ъ, Р 3 — 
силы тяжести конических колес 1 , 2 , 3  и моменты т0, тг и т2. Реак
ции связей изображать не следует, так как все связи , наложенные 
на - дифференциал, являются идеальными; РХ =  M xg, Рг =  М ^ ,  
Р3 =  М ^ .



4 7 6  ДИНАМИКА Н Е С ВО Б О Д Н О Й  М А ТЕР И А Л ЬН О Й  СИ С ТЕМ Ы  [Гл. X

Дадим дифференциалу независимые обобщенные возможные 
перемещения бф„ и бф! в направлении возрастания углов ф0 и ф  ̂
Для вычисления обобщенной силы фф0 сообщим дифференциалу 
возможное перемещение бф„, считая при этом бф{ равным нулю: 
бф0 Ф  0, бф! =  0.

Это значит, что при неподвижном колесе 1 кривошип получил 
возможное угловое перемещение бф0 вокруг оси АО. При этом воз
можное перемещение точки С кривошипа равно бгс — ОС8ср0 =  
=  ^бфо. Так как точка С одновременно принадлежит колесу 3, имею
щему при бф! =  0 неподвижную точку Е, то нетрудно видеть (рис. б), 
что возможное перемещение точки D третьего колеса бrD =  2бгс =  
=  2г!бф0. Учитывая, что точка D одновременно принадлежит колесу
2, выразим бrD через бф2; тогда имеем: бrD =  г2бф2. Следовательно, 
г2бф2 =  2г1бф0, откуда

бф2 =  2бф0 (2)
(по условию r2 — rt).

Вычислим сумму работ активных сил на возможных перемеще
ниях точек системы, соответствующих обобщенному возможному 
перемещению бф0. Имеем 6Л =  т 0бф„ — т 2бф2.

Работа момента т2 отрицательна, так как направления т2 и бф2 
противоположны. Учитывая формулу (2), получим

6Л =  (т0 — 2т2) бф0. (3)
Работа момента тх равна нулю, так как колесо 1 неподвижно. 

Работа сил Р г и Р 2 равна нулю, ибо их точки приложения непо
движны. Работа силы Р 3 равна нулю, так как ее точка приложения 
перемещается в горизонтальной плоскости, а сила Р я вертикальна. 
Обобщенной силой <2Фо является коэффициент, стоящий при 6ф0 
в формуле (3), т. е.

<2Фо =  т0 — 2 т2. (4)

Д ля вычисления обобщенной силы (?ф1 дадим обобщенное воз
можное перемещение бф!, считая при этом бф0 равным нулю: бфх Ф  
ф  0, бф0 =  0. Это значит, что при неподвижном кривошипе АОС 
колесо 1 получило возможное перемещение бф!. При этом колесо 2 
через посредство колеса 3  получим равное по величине возможное 
перемещение бф2, направленное в противоположную сторону: бф2 =  
=  бф!. Следовательно, направления т2 и бф2 совпадают.

Вычислим сумму работ активных сил на обобщенном возможном 
перемещении бф£:

6Л =  +  т 2бф2 =  (т.1 +  т2) бф£.

Учитывая, что 6Л =  С^бф^, находим
1 =  тг +  щ .  (5)

Переходим к вычислению кинетической энергии Т  станочного 
дифференциала, в состав которого входят три конических зубчатых
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колеса /, 2 и 3  (массой кривошипа АОС, по условию, мы пренебре
гаем):

Т — Т 0) -j- Т (2) -j- Т {3). (6)

Кинетическая энергия колеса 1, вращающегося вокруг непо
движной вертикальной оси, дается формулой

Г ' 1’ = 4  Лф?, (7)

где /{ — момент инерции колеса 1 относительно его оси вращения.
Кинетическая энергия колеса 2, вращающегося вокруг непо

движной вертикальной оси, равна

Т (2) =  у  /?<& (8)

где /2 — момент инерции колеса 2 относительно его оси вращения.
Для вычисления кинетической энергии колеса 3  применяем фор

мулу

Т (3)= 4 -М з У с  +

Н---- 2~ (/ Зл-ОЭдс - } -  1зи(йи - f -  /з?(0г —  2 /з„гС|)„СОг —  2 /з,*С0га>* —  V-lzxytoxtoy) •

где vc — скорость центра тяжести С колеса 3, шх, ыу, со* — проек
ции абсолютной угловой скорости toa колеса 3  на подвижные коорди
натные оси х, у, г, с ним жестко связанные, /ta, 1Яу, 1Я, — осевые 
моменты инерции, 1Яуг, 1Ягх, 1Яху — центробежные моменты инерции 
колеса 3 относительно соответствующих осей координат.

Выберем начало осей координат в центре тяжести С колеса 3. 
Направим по вертикали ось г, по горизонтали направо вдоль оси от
носительного вращения колеса 3 направим ось у и, следовательно, 
перпендикулярно к плоскбсти рисунка ось х. Нетрудно видеть, что 
при подобном расположении осей координат они являются главными 
осями инерции колеса 3 (колесо 3 , подобно колесам / и 2, мы считаем 
однородным круглым диском). Следовательно, 1Яуг — 1Ягх =  Цху =  
=  0, и формула для подсчета кинетической энергии Т <3) колеса 3  
упрощается:

^ <3) =  ~2 МзУс +  -у  ( !Зх<л1 +  ht/^l -f- IЗг®г)• (9)

Для вычисления (лх, со„ и сог надо определить абсолютную угло
вую скорость a»u колеса 3. Колесо участвует в переносном враща
тельном движении с угловой скоростью о)„ =  | фп | вокруг вертикаль
ной оси и в относительном вращательном движении с угловой ско
ростью а>, вокруг оси симметрии колеса 3.
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Д ля определения сог представим себе наблюдателя, расположен
ного на кривошипе АОС. Этому наблюдателю кривошип кажется 
неподвижным. Следовательно, глазам наблюдателя представится 
относительная картина движений. Ему будет казаться, что колеса 1,
2 и 3  вращаются вокруг неподвижных осей (рис. в). Запишем зависи
мости между относительными угловыми скоростями колес и их ра
диусами:

to{° _  г3 иГ) _____ г̂ _
ыР гх ’ <4Г) г3

где cop, cop, cof) обозначают угловые скорости колес /, 2 и 3  по 
отношению к кривошипу АОС, вращающемуся с угловой скоростью 
со0. Во второй пропорции стоит знак минус, который при совмест
ном рассмотрении пропорций должен указывать на различные на
правления относительных угловых скоростей колес 1 и 2. Действи
тельно, перемножив пропорции, получим

< >  н
(4Г> ГХ

Учитывая, что по условию r2 — rlt находим cof* =  — со|г>. Так как 
(of) =  о)2 — со0, а Ю1Г) =  °>i — ®о> то ю2 — 2ш0 — ®i. т. е.

ф2 =  2ф0 — фх. (10)

Из первой пропорции определим относительную угловую ско
рость со<г> колеса 3:

а р  =  А  « (о  =  A  (co2 _  со0),

откуда

= 7 - ( fPi — Фо)- 0 1 )'3
Направление <аг указано на рис. в.
Применим к колесу 3 теорему о сложении вращений твердого 

тела вокруг пересекающихся в точке О осей: соа =гше 4 - ыг (рис. в). 
Теперь нетрудно вычислить проекции абсолютной угловой скорости 
юа колеса 3 на оси х, у, г, с ним жестко связанные:

(О  («)
СО* =  0 ,  COj, =  —  СО3 , (Ог =  СО .

Учитывая формулу (11) и замечая, что сое =  ф0, имеем

м *  =  0 ,  (0^ =  —  (ф ) —  Ф о), со, =  ф0.

Внося эти значения сох, соу, со2 в формулу (9) и принимая во внима
ние, что vc =  | ОС | со0 =  ^фо, получим

Г (3) —  М 3Г 1Ф0 +  h y  -^Г (ф! —  фо)2 +  ~ 2  ^Згфо,
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T i3) =  - у  (/зг +  +  13у ± )  фо +  4 -  h y Л  ф* -  13у ^  ф0;Г1.

( 12)
Кинетическая энергия станочного дифференциала (6) после под

становки значений Т (1), Т (2> и Т (3) из формул (7), (8) и (12) при одно
временном учете соотношения (10) принимает вид

T  =  Y  “Ь  3̂z " Ь  М г Л  +  h y  т г )  фо +  у  (  А +  h  +  1ъу~ ц )  Ф? —

—  ^2/2 4“ h y —г )  фоф|. (13)

Для составления уравнений Лагранжа вычислим частные произ
водные кинетической энергии Т  по обобщенным скоростям ф„ и 
а затем возьмем производные полученных результатов по времени. 
Находим:

~  ( ^ 2 ^Зг Ь  h y  у г )  Фо -  ( 2 / 2 +  h y  т г )  ф ь  ( 1 4 )

d дТ
dt (?ф] =  ( Л  +  / .  +  /^ ^ - ) ф 1  - ( 2 / ,  +  / ад^ - )ф .  (15)

Учитывая, что выражение кинетической энергии Т  станочного 
дифференциала не зависит от обобщенных координат ф0 и фх, имеем:

ТГ- = 0 ,  = 0 .  (16)

После подстановки формул (4), (5), (14), (15) и (16) в уравнения (1) 
получим уравнения Лагранжа дЛя обобщенных координат ф0 и ф^

( 4/2 4 -  Ьг 4* М 3Г1 4 -  1эу т г )  фо — ( 2/2 4~ ^ т г )  ф1 = /п о  — 2m 2,

{Х7)
(Л  4" As +  ^ T l ”)  — (2/ 2 4-^з» Т|") Фо — mi 4" M - i-

По условию задачи, колеса 1, 2 и 3  считаются однородными круг
лыми дисками; поэтому

I  м \г\ , ___ M-r'i ,  ___ M<<r% ,
1 2 ’ ’ 5 3 ’ ЯУ : 4 ’ Зг —  4 *

Теперь уравнения движения (17) дифференциала принимают вид 

[8УИ2л  4 -  М 3 (6 п  4 -  Hi)] Фо — ■■2— 2 Мя ^Ф) = т 0 — 2гщ ,
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Решив систему уравнений (18) относительно ф0 и определим 
искомые угловые ускорения кривошипа АОС и колеса 1:

_____ LN +  M S  ; ;  ___ KS  -f- MN #
фо —  K L - M 2 * ф1 KL  —  м 2 ’

здесь

/с =  4- [SAfar? -f- Af3 (6А? -f- r|)],

___  M i  - f -  M 3  - f -  M 3  r 2

M =  W '  +  MsJ '

N — mo — 2m2, S  =  m\ +  m2.

Воспользовавшись формулой (10), найдем

Фг =  2фо — Ф1-
После подстановкив эту формулу выражений ф0 и получаем 

искомое угловое ускорение колеса 2:
- N(2L — M) +  S(2M  — K)
4,2 ~  K L -M *  *

где К, L, М, N и S  имеют значения, указанные выше.
Решение этой задачи посредством использования общих теорем 

динамики представило бы значительные трудности. Применение 
уравнений Лагранжа дает возможность сравнительно просто полу
чить уравнения движения дифференциала и вновь демонстрирует 
удобство применения уравнений Лагранжа при решении сложных 
задач динамики систем с несколькими степенями свободы.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 
47.9 , 47 .11— 47.15, 48 .28— 48.30, 48.31, 48.36, 48.39, 48.43.

3 . Электромеханические аналогии. В 1873 г. английский ученый 
М аксвелл (1831 — 1879) в «Трактате по электричеству и магнетизму» 
предложил применить уравнения Лагранжа к электрическим и 
электромеханическим системам. В основе электромеханической ана
логии лежит соответствие тока и скорости движения. Использование 
электромеханической аналогии в уравнениях Лагранжа дает воз
можность описывать «движения» электромеханических систем, осно
ванных на взаимодействиях между механическими движениями точек 
и твердых тел, а такж е электрическими и электромагнитными явле
ниями в электрических цепях.

Ниже дается таблица аналогичных механических и электриче
ских параметров (существуют также другие системы электромеха
нических аналогий).
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М еханические величины
t — время,
q —  обобщенная координата, 
q  —  обобщенная скорость, 

т —  масса, / —  момент инерции,

Т — у  m<J2 или Т =  /<?2 —

кинетическая энергия,

с —  коэффициент упругости,

Р —  коэффициент сопротивления, 
Q —  обобщенная сила,

6А =  Q6q —  элементарная работа

Электрические величины 
t — врем я,

9зар —  электрический зар яд,
<?аар =  i — ток,

L —  индуктивность, М —  взаи м 
ная индуктивность,

1 2Т — LQзар — электрокинети-

1
ческая энергия,

— ------ где С  —  ем кость,

R —  омическое сопротивление,
Е  —  электродви ж ущ ая сила,

6Л =  Е  б^зар— элементарная работа

К задаче 10 .46 .

Задача 10 .46 . На рисунке изображена схема электромагнитного 
механизма для регистрации крутильных колебаний * ) . Диск В 
эксцентрично насажен на вал 0 i 0 2, 
который концом Ох крепится к торцу 
колеблющегося вала (вал на рисунке не 
изображен). Часть эксцентрика В вхо
дит в прорезь неподвижной катушки D.

Катушка D с индуктивностью L 
включена в электрическую цепь постоян
ного тока. Питание цепи осуществляется 
от источника тока с электродвижущей 
силой, равной Е.  Омическое сопротив
ление электрической цепи равно R.
При крутильных колебаниях вала из
меняется площадь эксцентрика В, за 
ключенная в прорези катушки D.  Это в 
свою очередь вызывает изменение ин
дуктивности L катушки, т. е. L — L (ср), где ф —  угол поворота 
вала. При изменении индуктивности меняется величина тока i цепи, 
которая измеряется амперметром А. Амперметр градуирован в углах 
поворота ф вала и непосредственно определяет значения этих углов.

Момент инерции вала относительно его геометрической оси z 
равен Iz. Центр тяжести вала лежит на оси г. Момент сил упругости 
вала тг упр =  —«р, где с — постоянный коэффициент упругости. 
Вал колеблется под действием возмущающего момента т.

Составить дифференциальные уравнения «движения» электроме
ханической системы, состоящей из вала и электромагнитного меха
низма. Весом и моментом инерции подвижных частей электромаг
нитного механизма и силами сопротивления вала пренебречь.

Р е ш е н и е .  Электромеханическая система, состоящ ая из вала, 
совершающего крутильные колебания, и электромагнитного меха
низма, имеет две степени свободы. Выберем две обобщенные коорди-

*) Описание прибора взято из книги: А р у т ю н о в  В . О . Э лектри чески е 
измерительные приборы и изм ерен и я.— М .: Госэнергоиздат, 1958.

16 М. И. Бать и д р . ,  т. II



нагы. Одна из них — угол поворота ф вала — определяет положе
ние точек механической части системы, т. е. qt =  ф, а вторая обоб
щенная координата 4/зар фиксирует состояние электрической цепи.

Этим обобщенным координатам соответствуют два уравнения 
Л агранж а:

d _дТ_ _ д Т _ п  d дТ дТ _  р  . . .
dt дф дф dt с»9зар ф зар  ^ ? 8аР‘ '  '

К механической системе приложены следующие активные силы 
и моменты: сила тяжести вала, опорные реакции вала, возмущающий 
момент mz, а такж е момент сил упругости вала mzynp =  — Сф.

Электродвижущая сила Е  источника тока уменьшена благодаря 
наличию омического сопротивления. На основании закона Ома по
теря напряжения в цепи равна е =  iR. Поэтому электродвижущая 
сила Е *  электрической цепи равна

Е *  =  Е  — iR, (2)

где i =  dq3av/dt — ток цепи.
Переходим к вычислению обобщенных сил Qф и Q93ap.
Д ля определения обобщенной силы (?ф дадим обобщенное воз

можное перемещение бф  валу, считая при этом электрический заряд 
ар неизменным, т. е. бф  Ф  0, б ^ зар =  0. При этом сумма работ ак

тивных сил и моментов равна

£ б Л й =  ( т г +  т гупр)6 ф . (3 )

(Моменты относительно оси z силы тяжести вала и опорных реакций 
равны нулю, ибо линии действия этих сил пересекают ось г). По ус
ловию, момент сил упругости вала равен т гупр =  — Сф, поэтому 
формула (3) примет вид

£  б Ак =  (тг — «р) бф. (4)

Обобщенной силой <?ф является коэффициент, стоящий при бф 

в выражении (4), т. е.
<ЭФ =  т г —  Сф. (5)

При вычислении обобщенной силы Q?3ap будем считать, что 
электрический заряд изменяется, а механическая часть системы 
остается неподвижной, т. е. б<7зар ф  0, бф =  0. Работа электродви
жущей силы в электрической цепи равна

6Л =  £*б<7зар. (6)
Приняв во внимание формулу (2), запишем выражение (6) в виде

6Л =  (Е — iR) Sq3ap. (7)
Обобщенной силой Q?3ap является коэффициент, стоящий при 6</зар 

в формуле (7), т. е.

4 8 2  ДИНАМИКА Н ЕС ВО Б О Д Н О Й  М А ТЕРИ А ЛЬН О Й  С И С Т Е М Ы  |Гл. X

Q</3ap —  Е  iR —  Е  < 7 з а р '^ *  ( 8 )



Займемся вычислением кинетической энергии Т  данной электро
механической системы. Она равна сумме кинетической энергии T t 
механической части системы и электрокинетической энергии Т 2 
электрической цепи, т. е.

т =  7\ +  7Y (9)
Вал совершает крутильные колебания вокруг оси г. Поэтому его 

кинетическая энергия равна

т ^ - ^ / Л 2. (Ю)

Электрокинетическая энергия равна

Тг =  -^-Цч>)-с1\лр. (11)

(Напоминаем, что индуктивность L катушки D зависит от угла по
ворота ф колеблющегося вала.)

Подставив значения (10) и (11) в формулу (9), имеем

Г  =  4 -/ гф- +  -1/,(ф)-<75.,р- (12)

Для составления уравнений Лагранжа (1) вычислим частные про
изводные кинетической энергии (12) по обобщенным скоростям ф
и  9 з а р :

(13)
Затем возьмем производные по времени функций (13):

d дТ . d <)Т ,  . . dL (ф) • * . . . .

dt dt « (/ :.а р ~  Г^<7зар^  d4> Ч9паР-  ̂ ^

Далее вычислим частные производные кинетической энергии (12) 
по обобщенным координатам:

дТ 1 d L ( ф) , г дТ п  Л Г ,
с>ф 2 йф ^ зар’ dqa ар ‘ ' '

Подставив результаты (5), (8), (14) и (15) в уравнения Лагранжа (1), 
получим искомые дифференциальные уравнения «движения» электро
механической системы:

г̂Ф ---- J  ^ аР ~  т* ~  СФ> ^(ф)<7зар +  /?] <7зар = Е .

(16)
Внеся в первое из уравнений (16) значение возмущающего мо

мента тг (в условии зависимость момента тг от времени не задана) 
и проинтегрировав систему дифференциальных уравнений (16), мы 
получим уравнения движения:

§ 6-] У Р А В Н Е Н И Я  ЛА ГРА Н Ж А  В Т О Р О ГО  РОДА 4 8 3

ф =  fl (0> foap =  /  2 (O'
1 6 *
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В зяв производную <7заР по времени, найдем зависимость тока i от 
времени /, т. е. i =  =  Ф (0- Затем, исключив из системы урав
нений ф =  /г (0> t =  Ф (0  время t, мы определим зависимость тока i 
от угла поворота ф вала, т. е. i =  F  (ф).

Значения тока i измеряются амперметром А, который градуиро
ван в зависимости от ф. Таким образом, показания амперметра непо
средственно фиксируют углы поворота ф колеблющегося вала.

Задача 10 .47 . Вал совершает крутильные колебания под дей
ствием возмущающего момента т г, где г — геометрическая ось

вала. Момент сил упругости вала относительно этой оси /пгупр =  
=  — сф, где с — постоянный коэффициент упругости вала на кру
чение, а ф — угол поворота вала. Момент инерции вала относительно 
оси г равен /2.

Для измерения крутильных колебаний вала применяется элек
тродинамический датчик *) (см. рис. а). Датчик состоит из двух ка
тушек: неподвижной В и подвижной D, насаженной на ось ОхОй. 
Ось датчика крепится к торцу вала, совершающего крутильные ко
лебания (вал на рисунке не изображен). Неподвижная катушка В 
конструктивно выполнена в ви де-двух половин, между которыми 
проходит ось 0 Х0 2 подвижной катушки D.

Обе катушки последовательно соединены и питаются от одного 
источника постоянного тока с электродвижущей силой Е  (электри
ческая схема изображена на рис. б).

При колебаниях вала и, следовательно, осц 0 г0 2 датчика ка
тушка D поворачивается по отношению к неподвижной катушке В. 
Это вызывает изменение взаимной индуктивности М катушек, ко
торая зависит от угла поворота ф вала: М =  М (ф). С изменением 
взаимной индуктивности меняется ток в электрической цепи, изме-

* )  Схема прибора взя та  из книги: А 'р  у т ю н о в В . О . Электрические изме
рительные приборы и измерения, —  М .; Госэнергоиздат, 1958,
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ряемый амперметром А. Амперметр, градуированный в единицах 
угла поворота, непосредственно измеряет крутильные колебания 
вала.

Индуктивности катушек В и D постоянны и соответственно равны 
LB и Ld. Омическое сопротивление электрической цепи постоянно 
и равно R. Силой тяжести и моментом инерции подвижных частей 
датчика пренебречь.

Составить дифференциальные уравнения «движения» электро
механической системы, состоящей из колеблющегося вала и электро
динамического датчика.

Р е ш е н и е .  Данная электромеханическая система имеет две 
степени свободы, ибо надо задать один параметр для определения 
положения точек механической системы и второй — для электри
ческой цепи. В качестве обобщенных координат выберем угол пово
рота вала qx =  ф и электрический заряд q2 =  q.3ap.

Запишем соответствующие уравнения Л агранжа:
_ d _ d T  _  < 5 7 ^ 0  сt дТ ОТ п
dt <3ф Оц) dt dqaар д<7зар ^ зар 1 V )

К механической системе приложены активные силы и моменты: 
сила тяжести вала, опорные реакции вала, возмущающий момент тг 
и момент силы упругости вала тг упр =  —Сф.

Электродвижущая сила Е  источника тока электрической цепи 
уменьшена за счет омического сопротивления на величину и =  iR 
(по закону Ома) и, следовательно, равна

Е х =  E — iR, (2)
где ток 1 =  dq.MV!dt.

Для вычисления обобщенной силы Qv дадим обобщенное возмож
ное перемещение бф валу, а изменение электрического заряда бу
дем считать равным нулю. Сумма работ активных сил и моментов 
на обобщенном возможном перемещении равна

£  б Л* =  (тг +  тг уПр) бф. (3)

(Моменты силы тяжести вала и опорных реакций вала относительно 
оси z равны нулю.) Подставив в формулу (3) значение момента силы 
упругости тг уПр =  — сф, получим

2  бАк — (т! — Сф) бф. (4)
Обобщенной силой Qф является коэффициент, стоящий при бф 

в выражении (4):
(?Ф =  тг —  сф. (5)

Для определения обобщенной силы Q, будем считать bq3av Ф  
=5<̂ 0, а бф — 0. При этом работа электродвижущей силы Е х в элект
рической цепи равна

6Л =  E x6qaap. (6)
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Использовав формулу (2), запишем работу (6) в виде
6А =  ( Е -  iR) бw  (7)

Обобщенной силой Q<,a является коэффициент, стоящий при бд,)ар 
в выражении (7):

— E — iR. (8)

Перейдем к вычислению кинетической энергии данной электро
механической •системы:

Т  =  Г<‘> +  Г<2>, (9)

где 7’<1) — кинетическая энергия механической части системы, а 
Т (2) — электрокинетическая энергия электрической цепи.

Кинетическая энергия вала, совершающего крутильные колеба
ния вокруг оси z, равна

Т (1’ =  у / 2ф2. (10)

Электрокинетическая энергия имеет вид

T i2) = ± [ L B +  LD+ M ( 4 ) } i 2, (11)

где L B и Ld — постоянные индуктивности катушек В и D, а М —
— М (ф) — взаимная переменная индуктивность этих катушек.

Подставив результаты (10) и (11) в выражение (9), запишем кине
тическую энергию электромеханической системы:

r  =  i - W - f | | L s + L D +  M (9)H 2- (12)

Д ля составления уравнений Лагранжа (1) вычислим частные про
изводные кинетической энергии (12) по обобщенным скоростям ф 
и I (напомним, что ток i =  dq3np/dt):

=  //Р. — \ в̂ +  Ld -f- М  (ф)] t. (13)

Затем возьмем производные функций (13) по времени:
d о7 j " d дТ ir < » . ■ * i Ч-. di . dNi (ф) * .

•5 Г 1 Г  =  1 ^  +  ^ + М ( ф  ) 1 ^ + - ^ - Ф ‘ - (14)

Д алее вычислим частные производные кинетической-энергии (12) 
по обобщенным координатам ф и q3av.

дТ  1 dM дТ л  м е ч
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Использовав результаты (5), (8), (14) и (15) в формулах (1), по
лучим искомые уравнения Лагранжа

;  "  1 dM .„ ,

( 16)
[LB +  L0 M (ф)] qastP -f- ф -j- r )  q3&p =  E .

Дифференциальные уравнения (16) описывают «движение» дан
ной электромеханической системы. Заметим, что в каждое из этих 
уравнений входят как механические, так и электрические параметры 
системы.

Зная зависимость возмущающего момента тг от времени, можно 
проинтегрировать систему дифференциальных уравнений (16) и 
получить уравнения «движения»

Ф =  А (0 и i =  ^ p  =  /,(/).

Исключив из этих уравнений время, определим зависимость тока от 
угла поворота вала: i =  F  (ф).

Значения тока измеряются амперметром А, который градуиро
ван в единицах угла поворота ф и, значит, непосредственно фикси
рует углы поворота вала, совершающего крутильные колебания.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В . Мещерского: 
48.52 — 48.58.

§ 7 . Приближенная теория гироскопов

1. Гироскоп с тремя степенями свободы. Гироскопом называется 
симметричное твердое тело, угловая скорость <о вращения которого 
вокруг оси симметрии значительно превосходит по модулю угловую 
скорость (ох вращения самой оси симметрии:

со >  щ .
Так, в современных гироскопических приборах угловая скорость <о 
собственного вращения достигает иногда 40 ООО— 50 ООО об/мин, 
а угловая скорость (ох вращения оси гироскопа равна одному обороту 
за 2— 3 мин и даже за 20 мин (для гирокомпасов). Рассмотрим сна
чала случай, когда гироскоп движется около неподвижной точки. 
Если выбрать начало координат в этой точке О и направить ось г 
по оси симметрии гироскопа, то оси х, у, z оказываются главными 
осями инерции гироскопа в неподвижной точке (рис. 10 .21). Момент 
инерции /2 является полярным моментом инерции гироскопа, а 1Х 
и 1У — экваториальными моментами инерции. В  связи с наличием 
в твердом теле оси симметрии имеем 1Х =  1У.

Пусть гироскоп вращается с угловой скороатью со вокруг оси 
симметрии, которая в свою очередь вращ ается-вокруг неподвижной
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точки с угловой скоростью о)£ (см. рис. 10.22). В  соответствии с тео
ремой о сложении вращений твердого тела вокруг пересекающихся 
осей, абсолютная угловая скорость to„ равна векторной сумме угло
вых скоростей переносного и относительного вращений:

=  “ е +  “ г т= +  ®-
Предположим для простоты, что coj _L со. Направим ось г вдоль со, 

а ось х  —  вдоль %  (рис. 10.22). Разложим главный момент количеств 
движения L 0 гироскопа на две составляющие L z и L x. Модули этих 
составляющ их равны: L* =  1гсо, Lx =  1хщ .  Угол 0 между главным

моментом количеств движения Lq и  

осью г симметрии гироскопа опре
делится равенством tg 0 =  lx&il{Izсо).

Рис. 10.21. Рис. 10.22.

Так как сох <  со, то угол 0 очень мал, в современных приборах 
он составляет доли секунды, и с достаточной для практики точно
стью можно считать, что вектор L 0 совпадает с осью гироскопа, 
т. е.

L 0 — L z — lz со.
На этом опущении основана приближенная (элементарная) теория 
гироскопов.

При решении задач с помощью приближенной теории гироскопа 
удобно пользоваться теоремой об изменении главного момента ко
личеств движения материальной системы в ее кинематической интер
претации —  теоремой Резйля (рис. 10.23): скорость а * )  конца глав
ного момента количеств движения материальной системы L 0, опре
деленного относительно неподвижной точки, векторно равна глав
ному моменту внешних сил системы mb относительно той же точки:

и  =  то
(скорость и  конца L 0 направлена по касательной к годографу L 0 
в соответствующей точке).

* )  В ектор  а  назы вается ск ор о сть^  условно, так  к а к  размерности скорости 
не имеет.
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Основное свойство гироскопа с тремя степенями свободы в слу
чае, когда главный момент то внешних сил относительно неподвиж
ной точки равен нулю, заключается в сохранении неизменного нап
равления оси гироскопа по отношению к инерциальным осям 
(см. задачу 10.48).

Если же на гироскоп действуют внешние силы, главный момент 
которых относительно неподвижной точки О равен то, то ось гиро
скопа перемещается (прецессирует) в пространстве. У гловая скорость 
прецессии Юх определяется с помощью теоремы Резаля по формуле

СО, =  ------- :------ , ( 1 * )1 Itwsma ’ v '

где а  — угол между осью гироскопа и 
вектором угловой скорости o)j прецес
сии.

Равенство (1*) в совокупности с 
теоремой Резаля определяет закон пре
цессии оси гироскопа.

У к а з а н и е .  Задачи на опреде
ление движения оси гироскопа с помощью приближенной теории 
рекомендуется решать в такой последовательности:

1) проверить, имеет ли гироскоп или гироскопическая система 
три степени свободы;

2) выбрать систему координат;
3) изобразить на рисунке внешние силы, приложенные к гиро

скопу;
4) определить главный момент внешних сил т ‘о относительно 

неподвижной точки;
5) найти главный момент количеств движения гироскопа отно

сительно неподвижной точки L 0\
6) применив теорему Резаля и — то, определить движение оси 

гироскопа.
Задача 10.48. На рисунке изображен гироскоп в кардановом 

подвесе. Гироскоп А выполнен в виде уравновешенного массивною 
круглого цилиндра, вращающегося вокруг оси KL.  Ось KL  укреп
лена во внутреннем кольце В, вращающемся вокруг подвижной 
оси M N.  Ось MN  в свою очередь имеет опоры во внешнем кольце С, 
вращающемся вокруг неподвижной оси SQ. Ось SQ закреплена 
в стойке прибора. Оси KL, M N  и SQ пересекаются в центре тяжести О 
гироскопа. Гироскопу А сообщена большая угловая скорость вокруг 
оси KL.

Определить изменение положения оси KL. пренебрегая трением 
в опорах осей KL, MN  и SQ и массами колец В и С.

Р е ш е н и е .  Гироскопу А в кардановом подвесе имеет три сте
пени свободы, так как его положение определяется тремя независи

Р и с. 10.23.
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мыми углами поворота вокруг осей KL, MN  и SQ , пересекающихся 
в центре тяжести О. Таким образом* гироскоп вращается вокруг не
подвижной точки О, совмещенной'с центром тяжести. При этих усло
виях главный момент внешних сил относительно центра тяжести О 
гироскопа равен нулю:

то  — 0. (1)

Главный момент количеств движения гироскопа L 0 приближен
но направлен вдоль оси KL. Конец вектора L 0 обозначим D.

а
К* задаче 10.48.

Применив теорему Резаля и  =  trio, в соответствии с формулой 
(1), находим и = 0 ,  т. е. скорость точки D равна нулю. Значит, при 
вращении гироскопа ось KL  сохраняет неизменное направление 
в пространстве. Этим свойством можно пользоваться для доказа
тельства вращения-Земли (опыт Фуко). Действительно, наблюдатель, 
находящийся ца Земле, меняет свою ориентировку по отношению 
к звездам за счет вращения Земли. При этом ему кажется, что меня
ется направление, оси KL, которая неизменно направлена на отдален
ную звезду.
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Задача 1 0 .49 . Использовать условие и решение предыдущей 
задачи. Дополнительно считать, что к внутреннему кольцу В (см. рис. 
к задаче 10.48) слева от внешнего кольца С в точке, лежащей на оси 
KL, приложена вертикальная сила F,  направленная сверху вниз.

Определить происходящее при этом изменение положения оси KL  
гироскопа.

Р е ш е н и е .  В предыдущей задаче главный момент внешних сил 
относительно точки О был равен нулю. Теперь при наличии доба
вочной силы F  главный момент mb равен моменту силы F  относи
тельно точки О, т. е. mb =  т 0 (F).

Напомним, что момент силы относительно точки направлен пер
пендикулярно плоскости, содержащей силу и точку (в данном слу
чае перпендикулярно вертикальной плоскости, проходящей через 
ось KL) так, что с конца его к началу (в данном случае от N к М) 
видно, будто сила стремится повернуть тело против хода часовой 
стрелки. Итак момент т п (F) — mb  направлен вдоль оси NM  от 
N к М.

Применив теорему Резаля и  — tnb, выясним, что скорость и  точ
ки D конца вектора L 0 направлена параллельно оси N М от jV к М. 
При этом ось гироскопа KL  вместе с внешним кольцом С начнет пово
рачиваться вокруг вертикальной оси SQ так , что сверху вниз этот 
поворот будет виден против хода часовой стрелки.

В данном случае гироскопический эффект проявился в том, что 
положение внутреннего кольца В, несмотря на действие на него 
силы F,  остается неизменным, но зато начинает поворачиваться 
внешнее кольцо С. При этом ось KL  гироскопа движется в горизон
тальной плоскости.

Задача 10.50. Использовать условие и решение задачи 10.48. 
Дополнительно предположить, что к внешнему кольцу С (см. рис. 
к задаче 10.48) в точке, совмещенной с изображением гайки, распо
ложенной на оси MN,  приложена горизонтальная сила F ,  направ
ленная слева направо.

Определить происходящее при этом изменение положения оси 
KL  гироскопа.

Р е ш е н и е .  В  задаче 10.48 главный момент внешних сил отно
сительно точки О был равен нулю. Теперь при наличии добавочной 
силы F  главный момент mb равен моменту силы F  относительно 
точки О, т. е. mb =  т0 (F).

Момент силы F  относительно точки подвеса О направлен перпен
дикулярно горизонтальной плоскости, содержащей силу F  и точку О, 
т. е. плоскости осей KL  и NM,  по вертикали вверх. Действительно, 
сверху (т. е. от S  к Q) видно, что сила F  стремится повернуть внешнее 
кольцо против хода часовой стрелки.

Применив теорему Резаля и  =  mb, выясним, что скорость а  
конца D вектора L 0 параллельна найденному моменту, т. е . также
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направлена по вертикали вверх. При наличии этой скорости точки D,  
лежащ ей на оси KI. гироскопа, эта ось вместе с внутренним кольцом В 
начнет поворачиваться вокруг горизонтальной оси NM так, что от 
М к N этот поворот виден против хода часовой стрелки.

В данном случае гироскопический эффект проявляется в том, что 
положение внешнего кольца С, несмотря на действие на него силы F,  
остается неизменным, но зато начинает поворачиваться внутреннее К о 

л ь ц о в . При этом ось KL  гироскопадвижется в вертикальной плоскости.
Это свойство гироскопа в кардановом подвесе было использовано 

в приборе Обри, предназначенном для сохранения неизменного курса 
торпеды в заданной вертикальной плоскост-и. Как было выше ука
зано, положение внешнего кольца С остается фиксированным в про
странстве. При изменении намеченного курса торпеды ее корпус 
поворачивается относительно внешнего кольца. При этом стержень, 
установленный на внешнем кольце (см. рис. к задаче 10.48), прихо
дит в соприкосновение с регулирующим устройством, укрепленным 
на внутренней поверхности корпуса торпеды. Это устройство связано с 
рулевым управлением, которое выправляет курс движущейся торпеды.

Задача 1 0 .5 1 . Гироскоп совершает быстрое вращение 
вокруг своей вертикально направленной оси симметрии,' имея 
неподвижную точку О.

Выяснить направление движения оси гиро
скопа, если к ней приложена горизонтальная 
сила F.

Р е ш е н и е .  Если бы гироскоп не участво
вал в быстром собственном вращении, то верх
нее вертикальное положение было бы неустой
чивым и под действием силы F  гироскоп 
упал бы.

Быстрое вращение делает его устойчивым и 
его ось будет перемещаться в направлении, 
перпендикулярном к силе F.  Действительно, 
данный гироскоп имеет три степени свободы. Его 
положение определяется тремя углами Эйлера.

Начало осей координат расположим в не
подвижной точке О, ось z направим по оси 
симметрии гироскопа, плоскость yz совмещаем 
с плоскостью рисунка.

К гироскопу приложены внешние силы: Р — 
сила тяжести гироскопа, Rlt R2, R3 — состав
ляющие опорной реакции, F  — пара’ллельная 
оси у горизонтальная сила, действующая на 
ось гироскопа.

Определим главный момент внешних сил 
относительно точки О. Так как моменты сил 

Р , Ri, /?.2 и R3 относительно неподвижной точки О равны нулю, 
то главный момент внешних сил относительно этой точки векторно
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равен только моменту силы/*1, направленному вдоль оси х  (напомним, 
что момент силы относительно точки направляется перпендикулярно к 
плоскости, проходящей через силу и точку так, что с его конца 
видно, что сила стремится повернуть тело вокруг точки против хода 
часовой стрелки.

Главный момент количеств движения гироскопа L 0 относительно 
точки О приближенно направлен по оси симметрии в сторону век
тора угловой скорости вращения. Конец вектора L 0 обозначим 
буквой D

Применив теорему Резаля и =  т ‘о, направляем скорость и точки D 
параллельно то- Следовательно, ось симметрии гироскопа будет 
отклоняться в плоскости xz, т. е. в  плоскости, перпендикулярной 
к направлению силы F.

Задача 10.52. Определить движение тяжелого гироскопа массы М,
ось которого составляет угол 0 с вертикалью, если: со 
скорость его вращения вокруг оси 
симметрии, / — момент инерции ги
роскопа относительно оси симметрии, 
а — расстояние от центра тяжести С 
до точки опоры О. Оси х, у, z изо
бражены на рисунке.

Р е ш е н и е .  Если бы отсутст
вовало собственное вращение, то 
гироскоп под действием силы тяжести 
упал бы. Быстрое вращение создает 
гироскопу устойчивость и он начи
нает прецессировать.

К гироскопу приложены внешние 
силы: Р  — M g — сила тяжести гиро
скопа, R v /?2, /?з — составляющие 
опорной реакции.

Так как моменты сил R lt R 2 и 
R s относительно неподвижной точки 
равны нулю, то главный момент внеш
них сил т е0 векторно равен моменту 
силы Р  относительно точки опоры О.

Обозначив через 0 угол между 
и осью г, находим

—  угловая

К  задаче 10.52.

осью симметрии гироскопа

| то | =  Mga  sin 0 , ( 1)

причем вектор то направлен по оси у.
Главный момент количеств движения L 0 гироскопа относительно 

точки О направлен по оси симметрии в сторону вектора угловой 
скорости со и равен по модулю

I L-o | =  /со. ( 2 )
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Обозначим через D конец вектора L 0. Согласно теореме Резаля 
U =  ш о; поэтому и  — скорость точки D — направлена перпендику
лярно к оси симметрии (параллельно оси у), причем, как это следует 
из формулы (1),

и ?= Mga sin 0. (3)

Сила тяжести Р  в любом положении гироскопа создает момент то 
относительно точки О. Следовательно, точка D имеет постоянную 
по модулю скорость и,  направленную перпендикулярно к вертикаль
ной плоскости, содержащей ось симметрии гироскопа. При этом ось 
гироскопа’ описывает боковую поверхность кругового конуса, пово
рачиваясь вокруг вертикальной оси с некоторой угловой скоростью «х. 
Это движение называется регулярной прецессией оси гироскопа. 

Вычислим угловую скорость coj регулярной прецессии:
и — AD ■ ©j.

Из треугольника OAD имеем AD =  ODsin 0 =  L0 sin 0. Подставив 
значение \ L 0 \ из формулы (2), получим

и =  /cousin 0. (4)

Внося выражение и из формулы (4) в (3), находим угловую скорость 
регулярной прецессии оси гироскопа:

Чем меньше угловая скорость со вращения гироскопа вокруг его оси 
симметрии, тем больше угловая скорость прецессии Wj (от значения 
угла 0 угловая скорость прецессии не зависит).

Скорость и можно записать в виде векторного произведения двух 
векторов, воспользовавшись формулой © =  «  X г . В данном случае 
радиусом-вектором г  служит главный момент количеств движеиия 
гироскопа L 0 относительно неподвижной точки О, а вектором угло
вой скорости является вектор угловой скорости прецессии coj. Следо
вательно,

и — ojj х  L 0.

Так как 1.0 =  /со, то и  =  X /со. По теореме Резаля имеем и =  
=  то- Поэтому главный момент внешних сил mb относительно непод
вижной точки О запишется в виде

то — /с»| х  с». •
Задача 10 .53 . На рис. а изображен гироскопический маятник — 

прибор для фиксирования отвесного направления в движущемся 
объекте, например корабле, самолете, ракете и т. д. В основе при
бора лежит гироскоп А,  прикрепленный с помощью проволоки СО 
к внутренней рамке В подвеса и быстро вращающийся вокруг оси 
симметрии KL.  Рамка В  может поворачиваться вокруг оси MN.
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Опоры М и N связаны с внешней рамкой D. Рамка D может в свою 
очередь поворачиваться вокруг оси SQ. Опоры S  и Q связаны с внут
ренней поверхностью движущегося объекта. Таким образом, гиро
скоп А,  одновременно участвуя в трех вращениях вокруг осей KL,  
MN  и SQ, пересекающихся в неподвижной точке О, имеет три сте
пени свободы. Центр тяжести гироскопа находится в точке С. Мас
сой проволоки ОС пренебречь.

Определить положение отвесного направления в движущемся 
объекте.

Р е ш е н и е .  Предварительно заметим, что определение отвес
ного направления в покоящемся объекте не составляет труда. Для

этого достаточно прикрепить к потолку конец нити, на другом конце 
которой находится груз. Положение нити фиксирует отвесное направ
ление.

Значительно труднее это сделать, если верхний конец нити при
креплен к потолку движущегося объекта О кабины корабля, само
лета и т. д. В  этом случае отвесное направление нити не является 
достаточно устойчивым. В связи с этим вместо груза, используют 
гироскоп.

На рис. б изображен гироскопический маятник, выведенный толч
ком из отвесного положения.

В соответствии с направлением вращения гироскопа, указанного 
дуговой стрелкой, приближенно изобразим главный момент коли
честв движения L 0 относительно точки О вдоль ОС от О к С (с 
конца вектора L 0 к его началу, т. е . от D к О, вращение должно 
быть видно против хода часовой стрелки).

К гироскопическому маятнику приложены внешние силы: Р  — 
его сила тяжести и R0 — реакция в неподвижной точке О, не изо
браженная на рис. б. Так как момент R 0 относительно точки О 
равен нулю, то главный момент внешних сил то равен моменту силы

'Р

К  задаче 10.53.
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тяжести Р  относительно точки О, т. е. т ео — т 0 (Р). Он направлен 
перпендикулярно плоскости, проходящей через силу Р  и точку О 
так, что с конца его к началу видно, будто сила Р  стремится повер
нуть гироскоп вокруг точки О против хода часовой стрелки (см. 
рис. б).

В соответствии с теоремой Резаля, «  =  то, построим в конце D 
вектора L 0 скорость «  точки D, векторно равную то- Приданном уг
ле отклонения проволоки от вертикали сила тяжести Р  при любом 
положении гироскопа создает постоянный по модулю момент то- 
Поэтому и скорость и  точки D постоянна по величине. При этом ось 
гироскопа, совмещенная с проволокой ОС, будет описывать боко
вую поверхность кругового конуса (см. рис. б), т. е. будет совершать 
прецессионное движение вокруг вертикальной оси. Ось симметрии 
упомянутого кругового конуса фиксирует положение отвесного на
правления.

Предоставляем читателю численно применить теорему Резаля, 
т. е. вычислить, приравнять модули векторов и  и то, как это было 
выполнено в ходе решения задачи 10.52, и получить формулу (5) 
задачи 10.52:

Ра
=  75Г*

где coj — угловая скорость регулярной прецессии оси гироскопа, 
Р —  его сила тяжести, / — его момент инерции относительно оси 
KL,  со — угловая скорость собственного вращения гироскопа, а =  
=  ОС. Как следует из этой формулы, чем больше угловая скорость со 
вращения гироскопа, тем меньше угловая скорость %  прецессии 
его оси. При больших значениях со отвесное положение является 
достаточно устойчивым.

У к а з а н и е. Рекомендуем решить следующие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В . Мещерского: 
40 .1 , ^0.2.

2. Гироскопический момент. При изменении направления оси 
симметрии гироскопа возникает гироскопический момент, созда
ющий гироскопические (динамические) давления на опоры. Гироско
пический момент определяется равенством

т о ир =  /2«  X соь (2*)

где 1г — момент инерции гироскопа относительно его оси симмет
рии; со — угловая скорость собственного вращения, со{ — угловая 
скорость прецессии оси гироскопа. По модулю гироскопический 
момент равен

т™ р =  Iгcocoi sin а, (3*)

где а  —  угол между векторами со и со̂ .
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Гироскопический момент Шоир стремится совместить ось гироско
па (вектор (о) с осью прецессии (вектор (ох) посредством поворота 
о> к I»! (см. рисунок 10.24).

Если расстояние между опорами равно h, то модули гироскопи
ческих давлений N '"р на опоры можно определить по формуле

д ’гир _  т 'о _  /г('НО| sin а
,1г ~  h [ >

Главный момент внешних сил т ‘о относительно неподвижной 
точки О определяется формулой

m b  =  — т о р =  он х  ! г «>. (5*)
Модули главного момента внешних сил и гироскопического 
момента равны. Они вычисляются по формуле (3*).

Главный момент внешних сил тЪ создает ги
роскопические (динамические) реакции опор /?г"р, 
причем

=  —Аггир, (6*)
поэтому по модулю

^гир __ /гЦ>Ц>1 sin «. (у*)

У к а з а н и е .  Задачи на определение гиро
скопических давлений (гироскопических реакций 
опор) рекомендуется решать в такой последователь
ности:

1) изобразить на рисунке вектор угловой скорости о> собственного 
вращения гироскопа и главный момент количеств движения L 0 =  /до;

2) определить и изобразить на рисунке вектор угловой скорости 
О! прецессии оси гироскопа;

3) найти гироскопический момент т Го'р (главный момент внешних 
сил т о )  по формуле (2*) (по формуле (5*));

4) определить направления и модули гироскопических давлении 
на опоры (гироскопических реакций опор) по формуле (4*) (по фор
муле (7*)).

Задача 10.54. Ротор электродвигателя корабельной компрессор
ной установки имеет горизонтальную ось вращения АВ. Ось АВ  
расположена перпендикулярно к продольной оси корабля 0 i 0 2. 
Оси А В и 0 г0 2 пересекаются в центре тяжести О ротора. Момент 
инерции ротора относительно оси АВ  равен /, to — угловая  скорость 
вращения ротора.

Определить наибольшее значение динамических давлений на опо
ры Л и В при установившейся бортовой качке корабля, происходя-

u 2лщей вокруг оси 0 Х0 2 по гармоническому закон у =  cp0 s i n ^ - £
с угловой амплитудой ф0. Расстояние между опорами А В — Н.
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Р е ш е н  и е. При бортовой качке корабля ось АВ  ротора дви
гателя изменяет свое направление. Следовательно, имеют место 
гироскопические явления. Ротор двигателя является гироско
пом с осью симметрии АВ. Изобразим вектор угловой скорости га 
вдоль оси АВ  и главный йомент количеств движения L 0 =  /©..

При бортовой качке, происходящей в данный момент в направ
лении, указанном на рисунке дуговой стрелкой, вектор угловой ско
рости (1)х направлен вдоль оси 0 10 2 от 0 г к 0 2.

Д ля  определения угловой скорости (Oj бортовой качки корабля 
вокруг  оси 0 Х0 2 воспользуемся соответствующим уравнением дви- 

2я . т,жения <р2 =  9 0 sm-yT-f. 1огда

Угловая скорость со{ бортовой качки корабля одновременно яв
ляется угловой скоростью прецессии оси АВ  ротора — гироскопа.

га*) так , что с конца его (тЬ ир) к началу поворот первого вектора 
(/«) ко второму ((Oj) виден против часовой стрелки на угол, мень
ший л. В данном случае гироскопический момент т гоР направлен 
по вертикали вниз.

Гироскопический момент создает гироскопические давления N'a p 
и N'b"p на опоры А и В. Эти давления лежат в плоскости, перпен
дикулярной к т го р, и направлены так , что с конца т™ р к  началу 
вращение пары этих давлений видно против часовой стрелки (см. 
рисунок к задаче). Так к ак  через половину периода поворот корабля 
будет происходить в противоположном направлении, то гироскопи
ческие давления N™p и N™p получат противоположные направле
ния. Таким образом, при бортовой качке корабля, за  счет изме
нения направления оси АВ  ротора двигателя, появляются гиро
скопические (динамические) давления на опоры, переменные по ве

, ,  _  d<ft _  2жр0 
1 dt Т

И

(1)

Поэтому возникает гироскопи
ческий момент т{эир, для опре
деления направления которого 
воспользуемся формулой (2 *):

пгто р =  /о) х  <оь

К задаче 10.54.

'о
Напомним, что векторное 

произведение (пгГо р) направлено 
перпендикулярно к плоскости 
векторов сомножителей (/<о и



личине и направлению. Наибольшие значения модулей этих сил, со
ответствующие горизонтальному положению оси АВ, можно вычис
лить по формуле (4*). Приняв во внимание выражение (1) и взаим
ную перпендикулярность векторов о) и гох, при которой а  =  я/2 , 
получим

А,Г,Ф  дггир /0)0), 2дфм / (О
Na — N в =  ——  = — п - '

В моменты перемены направления вращения корабля вокруг 
оси 0х02, т. е. при =  0 , эти давления обращаются в нуль.

Задача 10.55. Определить гироскопические давления на опоры А 
и В оси ротора электродвигателя, рассмотренного в задаче 10.54, 
если при отсутствии бортовой 
качки корабль совершает цир
куляцию вокруг вертикальной 
оси KL с угловой скоростью

Р е ш е н и е .  Изобразим 
векторы (о и L 0 =  1м так , как 
это было сделано в предыдущей 
задаче, т. е. вдоль оси АВ от В 
к А.

Угловая скорость o)t цир
куляции корабля является 
угловой скоростью . прецессии 
оси А В ротора — гироскопа. При этом прецессионном дви ж е
нии возникает гироскопический момент

Шо“Р =  /to X <0|. ( 1)

В данном случае гироскопический момент m'ov направлен вдоль 
оси Ofi-i от Ох к 0 2. Этот момент создает гироскопические давления 
А̂ лир. ЛАвир на опоры А и В. Давления ,Лгдир и Лгв"р лежат в верти
кальной плоскости и образуют пару сил. С конца вектора /Ио'р пара 
давлений видна направленной против хода часовой стрелки (см. ри
сунок), значит, т 'о р =  /Угир-к, откуда

т г"Г>
ЛЛГ =  л&нр =  . • (2)

При взаимной перпендикулярности векторов- го и roj модуль 
векторного произведения ( 1) равен

Шо'Р — [(хНй\. (3)
Внеся значение (3) в формулу (2), окончательно получим

N T  = N T  =  - ! ^ .

Этот результат можно было непосредственно получить из фор
мулы (4*) при а  =  л/2.
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К задаче 10.55.
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Задача 10.56. Коническое зубчатое колесо 2  радиуса г2 =  20 см 
свободно насажено на стержень О А, жестко соединенный в точке О 
с вертикальным валом OOt. При вращении вала  0 0 2 с угловой ско
ростью к» =  4л рад/с коническое колесо 2 катится по неподвижной 
конической шестерне 1 радиуса гг — 1,2  м.

Определить отношение динамической реакции шестерни 1 к ее 
статической реакции, если радиус инерции колеса 2 равен р =  18 см. 
Массой стержня ОА пренебречь.

Р е ш е н и е .  Зубчатое колесо 2, участвуя во вращении вокруг 
д вух  пересекающихся осей ОА и ООи совершает вращение вокруг

Ь>а

JO L„

В

j P
й iR

Ж
У

гг

'х  ^

1

1 \ V  \  \

1  f l  1

К задаче 10.56.

неподвижной точки О. Направление осей координат хуг указано на 
рисунке.

К колесу 2 приложены внешние силы: Р  =  M g  (где М — масса 
колеса), /?ь  /?2, Яз — составляющие реакции шарнира О (эти силы 
не показаны на рисунке) и нормальная реакция R, направленная 
перпендикулярно к ОВ.

Определим статическую опорную реакцию /?ст. С этой целью 
рассмотрим равновесие шестерни 2 и составим уравнение'моментов 
относительно точки О:

R-CTO B -P 'O A  =  0 ,
о ткуда  находим

Rcт =  Mg ~off =  Mg ^ _ J L _  . ( 1)

Гироскопическая опорная реакция R  появляется при изменении 
направления оси ОА колеса 2.

Предварительно определим угловую скорость вращения колеса 2 
вокруг  оси О А. Колесо 2 совершает переносное вращение вокруг 
вертикальной оси с заданной угловой скоростью сое =  о  =  4л; рад/с. 
Ось симметрии О А колеса 2 является осью относительного вращения. 
Мгновенная ось проходит через точки О я В. Применив теорему о
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сложении вращений твердого тела вокруг пересекающихся осей: 
=  (,>р +  строим параллелограмм угловых скоростей, который 

в данном случае оказывается прямоугольником. Из пропорции
- — -у- определим cof =  -у- сое.
Пользуясь при решении задачи приближенной теорией гироско

пов, направляем главный момент количеств движения L 0 колеса 2 
относительно неподвижной точки О в сторону сог, т. е. по оси симмет
рии ОА колеса 2 налево. Конец вектора L 0 обозначим буквой D. 
При качении колеса 2 по колесу 1 точка D описывает окружность 
радиуса L0 с угловой скоростью сое, т. е. и — L0coK. Так к ак  L0 —
=  /со,, где / =  Мр"2 и о) =  —  сое, то

г 2

и =  Мр2 —  со«. (2)г2

Скорость и точки D направлена параллельно оси х.
В соответствии с теоремой Резаля и =  mb, изображаем момент 

т о  на оси х. Приняв во внимание формулу (2), запишем

. т е0 — Мр2-^-(о2е. (3)
Г2

Гироскопическая опорная реакция /?гир колеса 1, моментом 
которой относительно неподвижной точки О является вектор т о .  
определяется из формулы т о  =  R'"pOB, т. е.

г>гнр 1По . .  : R р =  — р г\ ,2  
ОВ ‘"У -г^ТТ+Ц

Воспользовавшись формулой (1), определим отношение гироско
пической реакции колеса 1 к статической:

д>гир p-'ojv

Ксг

После подстановки численных значений: сое =  со =  4я  рад/с, р =  
=  18 см, г2 =  20 см, получим R ,kp/Rct 2,6. Следовательно, пол
ная реакция колеса / при движении колеса 2 в 3,6 раза больше соот
ветствующей реакции при покое.

У к а з а н и е .  Рекомендуем' решить следующие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 
40.3, 40.4, 40.7—40.11.



Г Л А В А  XI

КРАТКИЙ ОБЗОР МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧ ДИНАМИКИ

§ 1 , Вводные замечания

При решении задач динамики часто возникают затруднения, свя
занные с выбором соответствующих теорем и уравнений. Эти затруд
нения можно успешно преодолеть лишь при наличии достаточных 
навыков в решении задач динамики. Д ля приобретения подобных 
навыков мало практики в решении задач, нужно еще продумать и 
сопоставить различные методы и приемы. Д л я  облегчения этого со
поставления ниже сделана лопытка систематизации методов решения 
задач динамики.

Задачи динамики можно разбить на три  группы: задачи дина, 
пики материальной точки, задачи динамики материальной системы, 
задачи динамики твердого тела.

Задачи всех трех групп делятся на прямые (определение сил по 
заданному движению) и обратные (определение движения по задан , 
ным силам). При сравнительной простоте прямых задач решение 
обратных задач подчас связано с большими трудностями.

§ 2. Задачи динамики материальной точки

Наиболее общим приемом решения задач динамики материаль
ной точки является применение дифференциальных уравнений дви
жения точки в проекциях на орты различных систем координат.

Чаще других применяются дифференциальные уравнения дви
жения в проекциях на оси декартовых координат.

При сложном движении материальной точки пользуются урав 
нениями динамики относительного движения (либо переносного дви
жения) в проекциях на орты различных систем координат.

При движении несвободной материальной точки по заданной кри
вой часто удобно пользоваться дифференциальными уравнениями 
в проекциях на оси натурального триэдра.

При движении несвободной материальной точки по заданной по
верхности целесообразно применять дифференциальные уравнения 
движения в проекциях на орты цилиндрических, сферических или 
иных криволинейных координат.

Если равнодействующая сил, приложенных к материальной точке, 
расположена при движении точки в одной плоскости с ее началь
ной скоростью, то движение точки происходит в этой плоскости. При 
этом можно ограничиться применением двух дифференциальных урав-
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нений движения в проекциях на две оси декартовых координат или 
на оси полярных координат, расположенных в этой плоскости, или 
на иные оси.

Д л я  определения траектории материальной точки, движущейся 
под действием центральной силы, удобно пользоваться формулой 
Бине.

Если равнодействующая сил, приложенных к материальной точке, 
расположена при движении точки на одной оси с ее начальной ско
ростью, то движение точки происходит прямолинейно вдоль этой 
оси. При этом следует ограничиться применением одного дифферен
циального уравнения движения в проекции на эту ось.

Дифференциальные уравнения движения материальной точки 
поддаются сравнительно просто интегрированию в задачах , где равно
действующая сил, приложенных к точке, постоянна либо зависит 
только от: 1) времени, 2) положения точки, 3) скорости точки,
4) ускорения точки. Труднее решать обратные задачи, если равно
действующая сила одновременно зависит от времени, положения, 
скорости и ускорения материальной точки. В этих случаях легко 
решаются задачи, которые приводятся к линейным дифференциаль
ным уравнениям.

Иногда, используя общие теоремы динамики, можно сразу полу
чить первые интегралы дифференциальных уравнений движения и 
тем самым упростить решение задачи.

Теорему об изменении количества движения материальной точки 
6 интегральной форме применяют в задачах, где силы постоянны 
либо являются известными функциями времени (при этом возможно 
вычисление интеграла, определяющего импульс силы), а в число дан
ных и неизвестных величин входят: масса (вес) материальной точки, 
силы, приложенные к точке, промежуток времени действия сил, 
скорости материальной точки в начале и в конце этого промежутка 
времени.

Теорему об изменении момента количества движения материаль
ной точки преимущественно применяют при движении точки под 
действием центральной силы, когда в число данных и искомых вели
чин входят: масса (вес) точки, положения точки в некоторые фикси
рованные моменты времени, скорости точки в эти моменты вре
мени.

Теорему об изменении кинетической энергии материальной точки 
в интегральной форме применяют в задачах, где силы, приложенные 
к точке, постоянны либо зависят о т  положения точки (при этом 
возможно вычисление интеграла, определяющего работу силы), 
а в число данных и неизвестных величин входят: масса точки, силы, 
приложенные к точке, перемещение точки и ее скорости в начале 
и в конце этого перемещения. Подчеркнем, что эту теорему удобно 
использовать и тогда, когда на систему действуют постоянные силы 
трения.

Приведем для пояснения некоторые примеры.



Задача 11.1. На рисунке изображен груз массы М, который дви
жется вверх по негладкой наклонной плоскости, расположенной 
под углом а  к горизонту. В начальный момент грузу  сообщили ско
рость ©о параллельно наклонной плоскости вверх. Коэффициент тре
ния скольжения груза  о наклонную плоскость равен f.

Определить путь s, пройденный грузом до остановки, и соответ
ствующий промежуток времени т.

Р е ш е н и е. Д ля  определения пути s можно применить тео
рему об изменении кинетической энергии в интегральной форме:

П %
M v\----- y  M vi =  ^  А иб° ^  — vo> v2 =  0, ^  A (Fk) =

k=l
S

— — J  (Mg sin a  +  F TP) dx. Так к ак  F T. c =  fM g  cos a, to ^  A (F h) =
о

=  — Mg (sin a  +  / cos a) s.
Мы смогли использовать эту теорему для определения s потому, 

что силы, приложенные к гр узу ,  не зависят от его скорости либо уско
рения, а т а к ж е  от времени. Если бы, по условию, надо было учесть 
силу сопротивления движению, зависящую от скорости груза,

например Fx =  — р*2, то невозч 
■S можно было бы вычислить работу

S

этой силы A (F) =  — j  $x2dx =

=  — fij x2dx, так  как  неизвестна 
К  задаче 11.1. о

зависимость х  от х.
Д ля  определения времени движения т можно использовать тео

рему об изменении количества движения материальной точки в про-
П

екции на ось х: т х г — т х х =  Щ Sx (Fk)t ибо Xi =  v0i х2 =  0,
k *=i

2  (FyJ =  — J  ( M g s in a  +  FTC) di. Так к ак  F x. c =  fM gcosa ,
о

TO 2  s x  (Fh) — —Mg (sin a  +  / cos a )  т.
Мы смогли применить эту теорему для определения т потому, 

что силы, приложенные к гр у зу ,  не зависели от его положения, ско
рости и ускорения. Действительно, при учете силы сопротивления 
движению, зависящей от скорости, например Fx — — p i 2, нельзя 
было бы вычислить проекцию импульса

X Т
s*  (F) =  — | Р * 2Л  =  - Р

о О
так  к а к  неизвестна зависимость х от t
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Теперь применим для решения этой задачи дифференциальное 
уравнение движения материальной точки в проекции на ось х: М х =

П

~  Fhx- Проинтегрировав соответствующее дифференциальное 
s=i

уравнение, мы можем найти как  s, так  ит, независимо от того, действу
ет на груз сила трения FTiC =  fMg cos а  или сила сопротивления 
движению /\ =  — fix2. Действительно, при наличии силы трения 

Мх =  — Mg sin а  — /\г. с, т. е. х =  — g (sin а  -(- f  cos а).

Правая часть этого уравнения постоянна, и оно элементарно инте
грируется. Проинтегрировав, найдем х — /х (t) и х  =  /2 (t). Подста
вив х =  0 в х =  f\ (t), найдем t =  %. Затем, внеся t =  т в х =  /2 (t), 
получим х =  s. Если сила трения заменена силой сопротивления, то 
М х — —Mg sin a  — |ii2. Это дифференциальное уравнение нетрудно

м  dx  ,,
проинтегрировать, разделив переменные: х г т -----пгггй — — и т< Д-/ri£^ S in  СС “р

Затем, внеся х =  0 в х — f 1 (/), найдем t =  т, а подставив t — т 
в х — f2 (0 . получим х — s.

Этот пример демонстрирует ограниченные возможности приме
нения общих теорем динамики: нам пришлось использовать две 
теоремы для определения двух неизвестных s и т, притом это удалось 
выполнить только при наличии постоянной силы трения. Решение 
ж е задачи с помощью общих теорем при замене постоянной силы F T. с 
переменной силой Fx =  —fix2 невозможно. Вместе с тем решение с по
мощью дифференциального уравнения движения в проекции на ось х, 
хотя и оказалось более длинным, но дало возможность решить задачу 
как  при постоянной силе трения FT, c =  fM g cos а ,  так  и при пере
менной силе сопротивления движению Fx — — fix2.

Задача 11.2. На рисунке изображена гл адкая  проволочная ок
ружность радиуса г, расположенная в вертикальной плоскости. По 
проволоке скользит кольцо А.

Написать дифференциальное уравнение движения кольца, счи
тая  его материальной точкой массы *М.

Р е ш е н и е .  Степень трудности составления и интегрирования 
дифференциального уравнения движения точки во многом опреде
ляется удачным выбором системы отсчета. Д ля  иллюстрации этого 
положения решим данную задачу двумя способами: используем си
стему декартовых координат xyz и затем оси натурального триэдра 
т, п, Ь.

К кольцу приложены две силы: сила тяжести Р  =  M g  и нормаль
ная реакция R.

1) Применив дифференциальное уравнение движения материаль
ной точки в проекциях на декартовы оси координат, запишем: Мх =  
=  Mg — R cos ф; Му =  —R sin ф, где ф — угол между осью х и дви
жущимся радиусом О А, определяющим положение кольца А. В эти 
дифференциальные уравнения вошла нормальная реакция R. При 
движении кольца она изменяется, причем закон ее изменения можно
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определить только после отыскания уравнения движения кольца. 
Поэтому из составленных уравнений надо исключить R. Выпол
нив это, получим Мх — Mg +  M y ctg ф. Это дифференциальное урав 
нение уж е  не содержит неизвестную реакцию R, однако проинтегри
ровать его мы не можем, пока не установлена зависимость между 
х, у и ср. К ак  видно из рисунка, х =  г cos ф, у  =  /-зтф. Вычислив 
вторые производные по времени: х =  —г ф в т ф — лф2со8 ф, у —
— гфсов ф — гф2 sin ф — и подставив их значения в уравнение Мх —
=  M g  4 * М у Ыйф, после преобразований получим ф +  —  э т ф ^
=  0 . cfro — искомое дифференциальное уравнение движения кольца.

2) Однако это дифференциальное уравнение можно получить во 
много раз быстрее и п-роще, если воспользоваться осями натураль

ного триэдра. Д ля этого достаточно со
ставить лишь одно уравнение в проекции 
на касательную т, на которую неизвестная 
сила R  проектируется в нуль: Mwx =  
=  —Mg sin ф. Заменив wx на гф, получим 
искомое дифференциальное уравнение

. я  __

0  \

' Z

* 1
\х

К задаче 11.2.

ф +  —  вШф =  0 .
(Если бы по условию требовалось также 

определить реакцию R, то, проинтегриро
вав полученное выше уравнение и найдя 
Ф — / (ф)> наД° было бы составит дифферен
циальное уравнение движения в проекции

V2на главную нормаль п: M — —R — УИ^соэф 
и вычислить R, заменив в нем иг на г2ф2.)

Сопоставление двух  методов составления уравнения ф +  у  sin ф =
— 0 убедительно подтверждает правильность рекомендации, данной 
выше: если траектория движущейся материальной точки заранее 
известна (в данном случае — окружность радиуса г), то целесооб
разнее пользоваться дифференциальными уравнениями движения 
материальной точки в проекциях на оси натурального триэдра тра
ектории.

3) Д ля  получения искомого дифференциального уравнения можно 
было бы такж е  применить теорему об изменении главного момента
количества движения материальной точки относительно оси г: А к

dt

^  т г (Fh). В данном случае
к=1

Mvxr =  Mr2ф, mz (Fh) =  — Mgr sin ф.

Подставив эти значения, находим искомое дифференциальное ур ав 
нение движения кольца. Данный способ несколько длиннее второго
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способа, но значительно короче первого, ибо момент силы R  отно
сительно оси г равен нулю и, значит, в составленное уравнение эта 
сила не входит. (Однако, если бы требовалось такж е  определить R, 
то, применив теорему и проинтегрировав уравнение, пришлось бы 
дополнительно составить какое-либо уравнение, содержащее R, 
например дифференциальное уравнение движения в проекции на 
главную нормаль.)

Если бы условие этой задачи было усложнено поступательным 
движением проволочной окружности с ускорением w , то для описа
ния относительного движения кольца по окружности (переносным 
является движение проволочной окружности) следовало бы применить 
уравнение динамики относительного движения материальной точки: 
к силам Р  и R  добавить силу инерции переносного движения J e =  
=  —mw.. — —tnw и затем составить дифференциальное уравнение 
относительного движения в проекции на касательную т.

§ 3. Задачи динамики материальной системы

Наиболее общим приемом составления дифференциальных у р а в 
нений движения материальной системы является применение ур а в 
нений Лагранжа. При наличии идеальных связей в эти уравнения 
не входят реакции связей. Если на материальную систему наложены 
голономные связи, то число уравнений Л агран ж а равно числу сте
пеней свободы. Применение этих уравнений особенно целесообразно 
при рассмотрении систем с несколькими степенями свободы. Так, в слу
чае системы с двумя степенями свободы надо составить два дифферен
циальных уравнения движения. Если решать задачу, минуя у р а в 
нения Лагранжа, то необходимо из многих общих теорем и иных у р а в 
нений динамики найти два уравнения, применение которых наиболее 
целесообразно. Удачно выбрать уравнения и общие теоремы можно 
лишь на основе значительных навыков в решении задач или путем 
ряда неудачных проб и ошибок. Вместе с тем применение уравнений 
Лагранжа дает возможность быстро и безошибочно получить необ
ходимые дифференциальные уравнения движения. Вообще говоря, 
при отсутствии ясного плана решения задачи лучше всего исполь
зовать уравнения Лагранжа. При этом существенную роль играет 
удачный выбор обобщенных координат.

Вместе с тем уравнениями Л агран ж а нецелесообразно пользо
ваться при наличии сил трения, зависящих от переменного давления. 
Кроме того, в случаях систем с односторонними связями одних урав 
нений Лагранжа для решения задач может оказаться недостаточно.

Если по условию требуется определить какую-либо реакцию связи, 
то надо с помощью уравнений Л агран ж а определить обобщенные 
ускорения системы (т. е. вторые производные по времени обобщенных 
координат), затем, применив закон освобождаемости, составить 
дифференциальное уравнение движения соответствующей материаль
ной точки или применить метод кинетостатики и из составленного
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уравнения, решая прямую задачу динамики, найти искомую ре
акцию.

В последнее время применение уравнений Лагранжа вытеснило 
использование общего уравнения динамики в качестве общего метода 
составления дифференциальных уравнений движения материальной 
системы. Это вполне закономерно: для уравнений Лагранжа вычис
ляется  кинетическая энергия, а для общего уравнения динамики 
определяются силы инерции. В выражение кинетической энергии 
входят скорости точек системы, а в формулы сил инерции — уско
рения этих точек. Определение же скоростей точек системы значи
тельно проще вычисления их' ускорений.

Во многих более простых задачах могут быть успешно применены 
общие теоремы динамики. Заметим, что для этих задач использо
вание уравнений Л агран ж а является более громоздким и потому 
нецелесообразным. Так как  выбор соответствующей общей теоремы 
связан  с известными трудностями, то полезно иметь в виду следую
щие соображения:

а) Если в число данных и неизвестных величин входят: массы 
материальных точек, внешние силы и уравнение движения центра 
масс либо уравнения движения точек системы, то можно, применив 
теорему о движении центра масс материальной системы в проекциях 
на оси координат, составить дифференциальные уравнения движения, 
в которые войдут-те реакции связей, которые для рассматриваемой 
системы являются внешними силами. Эти дифференциальные у р а в 
нения движения дают возможность, помимо решения обратных 
задач, определять искомые реакции связей непосредственно из со
ставленных уравнений.

б) Если внешние силы постоянны либо зависят о т  времени, а в 
число данных и неизвестных величин входят: массы материальных 
точек, внешние силы, промежуток времени действия внешних сил 
и скорости точек системы в начале и конце этого промежутка, то 
следует применить теорему об изменении главного вектора количеств 
движения материальной системы в интегральной форме.

в) Если в состав материальной системы входит твердое тело , 
вращающееся вокруг неподвижной оси, а в число данных и искомых 
величин — инерционные характеристики системы (массы, моменты 
инерции), уравнения движения точек системы и уравнение вращения 
твердого тела (либо скорости точек системы и угловая скорость твер
дого тела), а т а к ж е  внешние силы системы, то можно применить 
теорему об изменении главного момента количеств движения м ате 
риальной системы.

г) Если внешние силы постоянны либо зависят о т  положений, т о 
чек системы, а в число данных и искомых величин входят: инерцион
ные коэффициенты системы (массы, моменты инерции), внешние и 
внутренние силы системы (в случае неизменяемой материальной 
системы — только внешние силы), перемещения точек системы и 
скорости этих точек в начале и в конце этих перемещений, то еле-
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дует применять теорему об изменении кинетической энергии м атери
альной системы в интегральной форме.

д) Если рассматриваемая система материальных точек является 
сплошной средой — жидкостью (газом), а в число данных и неиз- . 
вестных величин входят: секундные массы жидкости (газа), скорости 
капель жидкости (газа), проводящих через крайние поперечные се- 
чения рассматриваемого объема жидкости (газа), объемные и по
верхностные силы, то следует применять уравнение Эйлера, т .  е. 
теорему об изменении главного вектора количеств движения матери
альной системы в приложении к сплошным средам.

Приведем для пояснения несколько примеров.
Задача 11.3. На рисунке .изображена система, состоящая 

из барабана массы Мх и радиуса г и груза  массы М2. 
На боковую поверх, 
ность барабана намотана 
невесомая нить, другой ко
нец которой прикреплен к 
грузу . При вращении ба
рабана против хода часо
вой стрелки груз скользит 
по негладкой горизонталь
ной плоскости налево.

Найти угловую ско
рость барабана, если к не
му приложен вращающий момент mBpz. Рассмотреть два  варианта:

0  т врг =  а Ф> где а  — постоянная, а ф — угол поворота бара
бана,

2) mnpz =  Рф, где (J — постоянная, а ф — угловая  скорость 
барабана.

Барабан считать однородным кольцом. Коэффициент трения 
скольжения груза о плоскость равен /. В начальный момент система 
находилась в покое. Высотой груза  пренебречь.

Р е ш е н и е .  За исключением вращающего момента, все силы, 
приложенные к этой системе, постоянны.

В первом варианте вращающий момент зависит от у гл а  поворота ф 
барабана. Поэтому можно применить теорему об изменении кинети
ческой энергии в интегральной форме.

Здесь
__  ф

Т2 =  Щ - М* r t f r  Т1 =  0, ^ A ( F ek) =  \(mBVZ- F T' C r)d<p.
о

Так как  mBpz =  a ф, a FT. C =  fM 2g, то (F l )  =  — fM-2grq>.

После подстановки в Т2 — Т1 =  А (F t) найдем зависимость ф от ф.
Во втором варианте вращающий момент зависит от угловой ско

рости ф, и мы не можем вычислить сумму работ £  A (F ek) =
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у ’ I
— J (mBi> z — ^тр г) d(p =  р J q>dcp — fM«gr<p, ибо неизвестна зависи- 

о о
мость ф от ф. В этом варианте можно применить теорему об из
менении главного момента количеств движения. В данном случае

L.Z. =  Iгф +  М2vr — (Мг - f  М2) г2ф;

1] Щ (FI) =  т врг — FTp г =  Рф — fM 2gr.
П

Подстановка в ^  т г (/^) дает {Mi УИ2) г \  =  Рф — fM2gr.
к=1

Разделив переменные и проинтегрировав это дифференциальное 
уравнение, найдем зависимость ф от t.

Применение теоремы об изменении главного момента количеств 
движения не составило- большого труда лишь потому, что в системе 
отсутствуют твердые тела, совершающие сложные движения (см. з а 
дачу 11.4). Заметим, что эту теорему можно было использовать и 
в первом варианте данной задачи. Тогда составленное дифференци
альное уравнение имело бы вид (Mj +  М2) г2ф =  аф — fM 2gr. 
Умножив его на dq>, заменив фа!ф на ф^ф и затем проинтегрировав, 
мы получили бы зависимость ф от ф.

Это дифференциальное уравнение, описывающее движение систе
мы в обоих вариантах, можно было получить с помощью уравнений 
Л агр ан ж а  или общего уравнения динамики.

rj, ' п  d дТ дТ п
Т ак , подставив в уравнение Лагранжа =  зна'

чения Т — —1 г2ц>2 и Q<f — tnBVl — fMigr, получим (УИх +  М 2) х

X г2ф =  т врг — fM 2gr.
К этому же результату можно прийти с помощью общего урав 

нения динамики. В данном случае оно имеет вид

« 1вргбф +  Ши >бф — fM igr бф +  ViVr бф =  0,
Где

тЦ1 =  — 1г ф =  — М\г\, a V& = М 2гср-
Решение этой простой задачи иллюстрирует ограниченные воз

можности применения теоремы об изменении кинетической энергии 
в интегральной форме.

Задача 11.4. Планетарный механизм, расположенный в горизон
тальной плоскости, приводится во вращение с помощью кривошипа 
ОС, к которому приложен вращающий момент т врг, где z — ось 
вращения.

Найти угловое ускорение кривошипа, если 1г — его момент 
инерции, гх — радиус неподвижного колеса, г2 — радиус подвижного 
колеса массы М 2. Колесо 2  считать однородным кольцом. Силами 
сопротивления пренебречь.
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Р е ш е н и е .  Найдем угловое ускорение четырьмя способами, 
применив: 1) теорему об изменении главного момента количеств 
движения; 2 ) теорему об изменении кинетической энергии в дифферен
циальной форме; 3) уравнения Лагранжа; 4) общее уравнение ди 
намики.

К  задаче 11.4,

1) Д ля применения теоремы об изменении главного момента коли
честв движения относительно неподвижной оси г:

• ^ = 2 тг (/ 7 *) ’ о )
*=i

вычислим Lz по формуле

LZ= L (°C) +  Li2). (2)
Имеем

Ll0C) =  / г ф, (3)
где ф — угл евая  скорость кривошипа.

Так к ак  колесо 2 совершает плоское движение, то применим фор
мулу

L 3 J = f L №  +  m l 0 № ' ) .  (4)

Имеем Lie’ =  Учтя, что /Ь2) =  т.,г\, а о 2г =  Tl Ф»
получим

Lie =  m2r2 (г, -f- г2) ср. (5)

Далее, mz0 (Qc2)) =  mz0(m2v c), т ак  как  vc — (rt -|- г2) | ф |, то (рис. б)

mzO (QcO =  m2 (/"1 +  Г2)2ф. (6)
Подставив (5) и (6) в формулу (4), находим /

L?o =  т -2 (гх - f  r2) (ri - f  2г2) <р. (7)
Внеся значения (3) и (7) в формулу (2), получим главный момент 

количеств движения системы относительно оси г:
L Z =  U z  +  « 2  ( г I +  Гг )  (/*! +  2 Го)] ф. (8 )



К механизму приложены внешние силы: — M ig — сила т я 
жести кривошипа, Р 2 =  M2g — сила тяжести колеса 2  (они перпен
дикулярны к плоскости рис. б), вращающий момент m Bp, Rot и 
R o2 — составляющие реакции неподвижной оси г0, Rg> — реакция 
неподвижного колеса 1.

Имеем
I ]  т г0 (Fl) =  mBp2 — R& гх. (9)

Подстановка (8) и (9) в уравнение (1) дает

[/2 +  М 2 (П +  .Г2) (Г\ +  2л2)] ф =  Шврг — R p  Гь  (10)

Мы не можем из уравнения (10) определить искомое угловое уско
рение ф кривошипа, ибо неизвестен модуль реакции Rg>. Поэтому 
для исключения Rg> из уравнения (10) надо дополнительно применить 
к колесу 2 одну из общих теорем, например теорему об изменении 
главного момента количеств движения в относительном движении по 

' отношению к центру масс:

= £ > * « ) ■  (">
fe=l

Учтя, что ^  т гС (F ek) =  R& Гъ и использовав формулу (5), 
получим после сокращения на г2:

М2 {гл +  гг) ф =  Rg>. > (12)

Лишь теперь, исключив Rg> из системы уравнений (10) и (12), 
находим искомое угловое ускорение:

ф =  /г +  2/И1,(г1 +  г2)2 * * (13)

2) Решим эту задачу с помощью теоремы об изменении кинети
ческой энергии в дифференциальной форме:

dT =  23 6Ah. (14)
к=\

Кинетическая энергия системы равна
Т =  Г<ос> +  Г<2> (15)

Имеем
7 (0С) =  _ L  /гф2, * ( 16)

Д алее, Г (2) =  4" M2vc +  4- 1с<Л, так как /с =  M2r\, vc =  (г\ - f  г2) | ф|,
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2 I 2
а  а)2 =  - 1 +  г? |ф|, то

Т (2) — (гх -)- г2)2 ф2. (17)



Внеся (16) и (17) в формулу (15), получим

Т — ~2~ [Iг Н~ 2Л12 (/"i 4“ гг)2] ф2- (18)

Элементарная работа внешних сил на угловом перемещении dtp 
кривошипа равна

Е  bAh =  mBVZdtp. (19)
В выражение (19) реакция R& не вошла, ибо 6/4 =  Rgsdr&  —
— Rg> Vg>dt — 0. Отсутствие в (19) силы Rg> значительно упрощает 
решение задачи.

Внеся значения (18) и (19) в уравнение (14), имеем
[1г +  2 М г (гг +  r 2)2J ф ^ф  =  т в р 2 с?ф. (2 0 )

Приняв во внимание, что фйф =  ^ -^ ф  =  ф^ф, после сокращения
уравнения (20) на dip получим искомое угловое ускорение ф криво, 
шипа (см. формулу (13)).

3) Решим эту задачу с помощью уравнений Л агранж а . При нали
чии одной обобщенной координаты ф уравнение Лагранжа имеет вид

A . JH ___2L  — Q (21)dt дф
Так к ак  все связи идеальны, то реакции (в том числе и /?^о) не вой
дут в выражение обобщенной силы фф. Имеем

<?Ч> =  т вд г- (2 2 )

Воспользовавшись в уравнении (21) формулами (18) и (22), полу
чим искомое угловое ускорение ф кривошипа (см. формулу (13)).

П
4) Применим общее уравнение динамики: (Ft — Mhw^} • brh =  0 .

*= j
Силы инерции кривошипа приводятся к паре с главным моментом

tn W  =  - Г г  ф. (2 3 )

Силы инерции колеса 2, совершающего плоское движение, приво
дятся к главному вектору КсУ) (рис. в) и главному моменту m(c l,  
причем

V&  =  —М2 (г 1 г2) ф, Шсг == — /сфг =  —М2Г2 {г 1 -)- Гг) ф. (24)

Напомним, что Ic — M s l, а ф„ =  ш.
г 2

Общее уравнение динамики в данной задаче имеет вид

т вр гбф -Ь  Шог бф +  ГПСгЬф2 +  V ex (r \ +  r i) бф =  0 . (2 5 ;

В н е с я  (2 3 )  и (2 4 )  в  у р а в н е н и е  (2 5 )  и з а м е т и в ,  ч т о  6ф2 —  п  + --/'г бф,
Г  2

$ 3 )  ЗА Д А Ч И  ДИНАМИКИ М АТЕРИ АЛЬН ОЙ СИСТЕМЫ g l 3

17 М. И. Бать и д р . ,  т. II
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после сокращения на бф получим искомое угловое ускорение ф кри
вошипа (см. формулу (13)).

Сопоставление четырех методов решения этой задачи свидетель
ствует о нецелесообразности применения теоремы об изменении глав
ного момента количеств движения к системам, в состав которых 
входят твердые тела, совершающие сложные движения (громозд
кость вычисления Цо и необходимость в составлении дополнитель
ного уравнения ( 11 ) для исключения неизвестной реакции Rg>).

Решение задачи с помощью общего урав 
нения динамики, связанное с введением 
сил инерции, является более громозд
ким по сравнению с использованием 
уравнений Лагранжа.

Задача 11.5. На рис. а изображен 
виброграф — прибор для регистрации 
колебаний. В положении покоя (см. 
рис. б) стержень ОА массы М гори
зонтален, винтовая пружина с коэф
фициентом упругости с 1 растянута на 
Дст, а спиральная пружина с коэффи

циентом упругости с2 не деформирована. 
На конец А стержня О А насажен груз 
массой т .  Момент инерции стержня от
носительно оси привеса г равен l t.
Размеры указаны ,на рисунках. Груз 
считать точечной массой. Силами со
противления пренебречь.

Составить дифференциальное уравнение малых колебаний вибро
графа и найти их круговую частоту.

Р е ш е н и е .  Используем три способа: а) уравнения Лагранжа,
б) теорему об изменении кинетической энергии материальной системы 
в дифференциальной форме, в) дифференциальное уравнение враще
ния твердого тела вокруг неподвижной оси.

а) Материальная система имеет одну степень свободы. В качестве 
обобщенной координаты примем угол поворота ф стержня. Все а к 
тивные силы: M g, mg, F  — сила упругости винтовой пружины, 
Я1<с»> — момент сил упругости спиральной пружины — потенциаль
ны. Поэтому применим уравнение Л агранж а в виде

d дТ дТ dU ^
dt дф <?<р dtp

Вычислим кинетическую энергию вибрографа: Т =  Тст +  Trv, 
где кинетическая энергия стержня Г ст =  V j/гф*, а кинетическая

1l imujp. Так как  afP =  2/|.ф I, то ТГР =грэнергия груза  A Tt
— 2/п/2ф2. Теперь кинетическая энергия вибрографа примет вид

Т =  4 - ( ^  +  4т/2)ф 2- (2)



Вычислим потенциальную энергию системы:

n  =  n (A,rt +  n <me,> +  n (n +  П(С,). (3)
В качестве нулевого примем горизонтальное положение стержня. 

Найдем: потенциальная энергия силы тяжести стержня:

П<Л1*') — Mg CD =  — Mgl sin ф, (4)

потенциальная энергия силы тяжести груза А:
jj(ms-) __—mg-AE =  — 2mgl sin ф, (5)

потенциальная энергия силы упругости винтовой пружины:

П<'> =  4 - с, д ? — 4 - с ,д2.

При горизонтальном — нулевом положении стержня удлинение 
пружины Д0 =  Дст, при промежуточном положении ф Дх =  Дст +  
+  АХ =  Дот +  а sin ф. Поэтому

n (F) =  - J -  Cl (Дст +  a  sin ф)2 --------Y  с,ДсТ,

т. е.
I1(F) =  С1а ДсТ81пф +  ~y c ' а sin 'V  (6)

Аналогично получим для спиральной пружины

П<с>) =  4 - с 2ф2 (7)

(при горизонтальном — нулевом положении стержня -м
пружина не деформирована).

Внеся значения (4)—(7) в формулу (3), найдем потен nit . \н 
энергию материальной системы:

П =  (—Mgl — 2mgl -f- СхаДст) sin ф -j— сta2 sin2 ф - f  - (8 ;

Выражение (8 ) можно упростить. Д ля этого, использован рис. б, 
запишем условие горизонтально-равновесного положения вибрографа, 
при котором винтовая пружина растянута на Дст, т. е. F — CiAr t , 
а спиральная не деформирована: т г (Mg) +  т , (mg) '+ т  (F т) +  
+  т \с'1 = 0 .  Так как т г (Mg) — Mgl, т 7 {mg) =  2mgl, т  (F т) =  
=  —FCTa =  —с,Д,.та, т (‘г) =  0 , то условие статического равно
весия примет вид

Mgl +  2 mgl — CiA^a =  0. (9)

С учетом формулы (9) потенциальная энергия (8) упростится:
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П =  ~y  (сха2 sin2 ф +  с2ф2).
17»



Считаем колебания малыми, т. е. s in (p ^< p . Тогда

П =  - i -  (сха2 - f  с2) Ф2. (Ю)

Использовав (2) и (10) в уравнении Лагранжа (1), найдем искомое 
дифференциальное уравнение малых колебаний вибрографа:

(1г +  4ml2) ф =  — (cxa 2 +  с2) ф, (11 )

т .  е. ф +  /г2Ф =  0, где обозначено
, 2 С1°2 Н~ с2

l z +  4m/2 *

Значит, искомая круговая  частота колебаний равна

А— l / f S +Ж
V Iz +  4т/ 2 ’

Можно было прийти к этому результату, применив уравнение 
Л агран ж а в виде

—  —  —  —  =  0  ( 12)  
dt дф 5ф V(p- 1 ■'

Д л я  определения обобщенной силы Qv дадим вибрографу обоб
щенное угловое возможное перемещение 8ф в сторону возрастания 
у гл а  ф. Вычислим сумму работ активных сил на возможном переме
щении бф (см. рис. а):

I ]  6Л (Fh) =  [ (П ) ]  6Ф. (13)
Найдем сумму моментов активных сил относительно оси г:

Е  т г (F k) =  т г (Mg) +  т г (mg) +  т г (F) +  т {гСг). (14)
Т ак  к ак

mz (Mg) =  Mg/ cos ф, mz(mg) =  2mglcos<f,
mz (F) =  — Fa cos ф =  —c\ (Дст +  a  sin ф) a cos ф, rn{zCl) =  —ctф,

то формула (14) примет вид

2 j  tnz (Fh) =  (Mgl -f- 2mgl — сгАста) cos ф — fo a2 sin ф • cos ф +  с2ф).

С учетом условия (9) найдем сумму моментов активных сил

2 j  mz (Fh) =  — (Ci<32 sin ф cos ф -f- 1:2ф). (15)

Теперь сумма элементарных работ (13) примет вид

Е  6Л (Fk) =  — (сid2 sin ф cos ф +  <¥Р) бф. (16)

Обобщенной силой <2Ф является коэффициент пропорционально
сти, стоящий в формуле . (16) при бф, т. е. Qv = —(с̂ а2 sin ф cos ф +
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+  с2ф). Считая колебания вибрографа малыми, примем sincp ср, 
cos ф 1. Поэтому

С?Ф =  — (сха2 +  с2) ф. (17)
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После подстановки выражений (2) и (17) в уравнение Л агранж а 
( 12) получим дифференциальное уравнение ( 11) малых колебаний 
вибрографа.

Объем вычислений в обоих вариантах примерно одинаков.
б) Применим для решения задачи теорему об изменении кинети

ческой энергии материальной системы в дифференциальной форме:

d T = '% 8 A (F ek)- (18)
Заметим, что внешними являются все рассмотренные выше ак 

тивные силы, а такж е составляющие реакции оси, моменты которых 
относительно оси г равны нулю.

Определив, к ак  было показано в пункте а), кинетическую энергию 
(2), вычислим ее дифференциал: dT — (Iz +  ml2) ф dcp. Так к ак
ф с/ф =  —■ dip =  <р dtp, то

d T = { lt +  Aml2)ipd(p. (19)
Д ля  вычисления элементарной работы внешних сил дадим стерж

ню действительное угловое перемещение d(p в сторону возрастания 
координаты ф. Используем все расчеты и результаты, полученные 
в формулах (13)—(16), заменив в них бф на d<p. Тогда, в соответ
ствии с выражением (16), сумма элементарных работ внешних сил 
и моментов равна

2] 6Л (Fl) =  — (с\с? sin ф cos ф +  С2ф)* (20)

Внеся результаты (19) и (20) в уравнение (18), сократив на d(p, 
найдем

(/2 - f  Ami2) ф =  — (cxd2 sin ф cos ф -f- сг<р). (21)
Считая колебания малыми, примем в т ф ^ ф ,  с о з ф ? « 1 .  Тогда 

выражение (2 1 ) получит окончательно вид дифференциального ур а в 
нения ( 11).

в) В заключение применим дифференциальное уравнение вращ е
ния твердого тела вокруг неподвижной оси (виброграф, состоящий 
из стержня и груза  можно рассматривать как  одно твердое тело):

/ ф = £ т 2 ( П ) .  (22 )

Момент инерции I вибрографа относительно оси z равен 1 =
— Лот +  Лгр- По условию момент инерции стержня /гст =  1г. 
Груз А считается точечной массой. Поэтому /*гр *=* т - А О 2 =  Ami2. 
Значит,

/ =  /, +  4 ml\ (23)



5 1 8  К Р А Т К И Й  ОБЗОР МЕТОДОВ Р ЕШЕНИЯ  З А Д А Ч  Д И Н А М И К И  {Гл. XI

В ходе решения варианта а) этой задачи была вычислена сумма 
моментов активных сил (см. формулу (15)), которые одновременно 
являются и внешними. Поэтому, не повторяя соответствующих расче
тов, запишем £  т г (F*) =  — fo a2 sin a  cos ф +  с2ф). Считая коле
бания вибрографа малыми, примем эш ф ^ аф , с о э ф ^  1. Значит,

• Внеся результаты (23) и (24) в уравнение (22), вновь найдем диффе
ренциальное уравнение ( 11 ).

Таким образом, дифференциальное уравнение (11) было получено 
применением: а) уравнения Лагранжа, б) теоремы об изменении кине
тической энергии материальной системы в дифференциальной форме 
и в) дифференциального уравнения вращения твердого тела вокруг 
неподвижной оси.

Наиболее эффективным и коротким является решение с помощью 
дифференциального уравнения вращения вокруг неподвижной оси. 
Решение задачи с помощью уравнений Лагранжа в обоих вариантах 
оказалось более длинным. Это вполне подтверждает соображения, 
высказанные выше в обзоре теории: если задача является сравни
тельно нетрудной (данная материальная система имеет только одну 
степень свободы) и план ее решения ясен, то целесообразнее применять 
соответствующие общие теоремы и уравнения динамики.

Решение последующих более сложных задач подтверждает эф
фективность применения уравнений Лагранжа.

Задача 11.6. Однородный стержень массы М и длины 21 колеб
лется вокруг горизонтальной оси г, проходящей через точку О 
перпендикулярно плоскости рисунка на нас. На стержень надето 
кольцо А массы т ,  которое под действием своего веса скользит вдоль 
стержня.

Составить дифференциальные уравнения движения материальной 
системы. Всеми силами сопротивления пренебречь. Кольцо считать 
точечной массой.

Р е ш е н и е .  Материальная система имеет две степени свободы. 
Движение системы описывается двумя дифференциальными ур ав 
нениями движения. Читателю, недостаточно искушенному в решении 
задач, трудно из значительного числа общих теорем и уравнений 
выбрать нужные две теоремы. Поэтому рекомендуется применить 
уравнения Лагранжа.

В качестве обобщенных координат возьмем: qx =  х, q2 — ф 
(см. рис. а). Активные силы M g  и mg потенциальны. Поэтому при
меним уравнения Л агранж а в виде

т г (Fk)--------(С\а -|~ 2̂) (24)

d_ дГ_ _  &Г_ __  _  а п  d дТ дТ дП
dt ах Ох Ох ’ ф йф бф Оу (1)
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Кинетическая энергия материальной системы равна Т — TCJ 4- 
+  Тк. Кинетическая энергия стержня равна

П т  =  “̂ “ Лстф2,

Так к ак

то

Т ’ с т  =  - f  М / 2Ф 2.

Кинетическая энергия кольца — точечной массы равна
_1_
2Т’к =

Кольцо совершает сложное движение: переносное вместе со стержнем 
и относительное вдоль стержня. Применим теорему о сложении

К задаче Ц.6.
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скоростей: v A =  v e +  v r. В данном случае v e перпендикулярно v r 
(см. рис. а), причем ve — х\ф|, vr — | к |. Поэтому v\ =  х2ф? +  х2' 
и, значит,

ТК ~  — m (xhf +  х2).

Теперь запишем выражение кинетической энергии системы:

Т =  Г ст +  ТК =  4 -  mk> +  Ш12 +  Зтх2 ф». (2)

Заметим,, что Т — Т (х, х, ф). С помощью формулы (2) найдем 
дТ •, (ЭГ „ d дТ
¥  =  т ^ '  ^  =  0- Ч Г Ж  =  т х ‘

d дТ 0  • • . 4М/2 -f- З т * 2 •• ,о\
■аг w  =  2 т ™ ф +  — з-------- (3)

Вычислим потенциальную энергию материальной системы: П =  
=  n.(Mg-) -j- п Н у л е в о е  положение примем в точке О. Тогда

_  — M gsc =  — Mgl cos ф, n (ms’) =  — mgsA — —mgx cos ф.
Значит, потенциальная энергия равна: П =  —g (Ml +  mx) соэф. 
Вычислим обобщенные силы:

®х==— ^ -  =  " г̂ С05ф, Q(f=  — - ^ -  =  — g (Ml +  mx) 5Шф. (4)

Внеся результаты (3) и (4) в уравнения Лагранжа (1), найдем иско
мые дифференциальные уравнения движения материальной системы:

х — хф2 =  g cos ф, (5)
4М/2 4 - З тх 2 ■■ . п . , . /дч ------- -̂------ Ф -f- 2/пхх:ф =  —g (Ml -)- mx) sin ф. (b)

Приведем решение данной задачи с помощью общего уравнения 
динамики. Д ля  применения этого формального метода надо к актив
ным силам M g  и mg присоединить силы инерции. Стёржень вращается 
вокруг неподвижной оси г. Поэтому силы инерции его точек приво
дятся к паре сил с моментом: =  —/гСтФ- Так как  /*ст =  4/3М /2 
(см. выше решение задачи с уравнениями Лагранжа), то

m<J >T --------- i -  М/2Ф. (7)

Кольцо А совершает сложное движение. Поэтому его ускорение 
w A =  w en +  +  w r + w c. Все составляющие ускорения w A 
изображены на рис. б. По модулю wen =  хф2, weX =  лг]ф|, wr — | х |, 
wc =  2 | х\ | ф | — ускорение Кориолиса. Соответственно сила инер
ции кольца J  л =  —mwA, т. е. J А =  J en +  J eт +  Л  +  Л  или 
J  а — —tnwen — mwe т — mwr — m wc, по модулю:
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Дадим системе два независимых обобщенных возможных переме
щения Ьх и 6ф (см. рис. в).

Будем считать: ЬхФ- 0, 6ф =  0. Это значит, что при неизменном 
положении стержня' кольцо получило возможное перемещение Ьх. 
Тогда уравнение работ активных сил и сил инерции имеет вид mgxbx +  
+  Je n x ^ X  +  Jevx^ X  +  J  rx&x  +  J  cx&x  =  0 .  Так K3K gx =  ^ С О Э ф ,  
Jenx J eXX =  j cx =  0, J rx =  — J r =  —mx, TO mg cos ф - f
+  mxqr — mx =  0, откуда следует дифференциальное уравнение (5).

Далее примем: 8ф Ф  0, бл: =  0. Это значит, что при неизменном 
положении кольца на стержне стержень получил угловое возможное 
перемещение 6ф (см. рис. в). Теперь уравнение работ активных сил и 
сил инерции примет вид тИ^сгбф — УИ^/зшфбф— mgx sin ф 6х +  
+  т ,  (J en) бф +  mz (Jex) бф +  mz (Jr) бф +  т г (Jc) бф =  0. 
Так как  т г (J en) =  mz (Jr) =  0, то, учтя результаты (7) и (8), 
получим

4 • •
-----g- Ml2ф — Mgl sin ф — mgx sin ф — 2тх(р — т х 2ф =  0,

откуда следует дифференциальное уравнение (6 ).
Из сравнения решений данной задачи с уравнениями Л агр ан ж а  

и с общим уравнением динамики следует, что метод Л агранжа проще. 
В ходе его применения определялись скорости точек системы (для 
кинетической энергии (2)). В случае же общего уравнения динамики 
пришлось находить ускорения этих точек (для сил инерции), что 
значительно усложнило решение задачи. Заметим, что составление 
системы дифференциальных уравнений (5) и (6 ) с помощью у р а в 
нений Лагранжа не потребовало каких-либо догадок или и скус 
ственных приемов решения.

Эта задача, подобно другим, может быть решена с помощью 
удачно найденной комбинации общих теорем и уравнений. Приме
ним теорему об изменении главного момента количеств движения 
материальной системы относительно оси г и уравнения динамики 
относительного движения в проекции на ось х.

Упомянутая теорема имеет вид

^ г  =  '^1 '" Л П )-  (9)

К системе приложены внешние силы: силы тяжести M g  и mg 
и составляющие реакции неподвижной оси. Сумма моментов этих 
сил относительно оси г равна

£  гпг (F l) =  — g(M l +  mx)_sin ф. ( 10)

Вычислим главный момент Lz количеств движения м атериаль
ной системы относительно оси z: Lz =  Lz ст +  LZK. Д л я  стержня
имеем LZCT =  /гстф =  -4- M l2ф. Д ля  кольца А запишем liK ==

О

=  т г (mvA). Так к ак  v A =  v e +  v r (см. рис. о), то /гк =  mz (mve) +
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4- т г (тю г). Момент количества движения tnvT относительно оси г 
равен нулю. Поэтому lZK =  т г (tnve) — т х ф х  =  т х 2ф. Итак,

г г | / AMI2 +  З тх2 ^Ь г  =  Lz СТ -f- l z к ------------- g ф.

Взяв производную по времени

=  — ■ Ml2 ф +  2 тх х у  +  т х г(р,

внесем это выражение, а такж е  результат (10) в формулу (9):

M l2ф +  2tnxxq> -)- т х 2ф =  — g (Ml -)- tnx) sin ф.

Отсюда следует дифференциальное уравнение (6).
Д ля  составления дифференциального уравнения (5) применим 

к кольцу А уравнение динамики относительного движения в проек
ции на ось х.

К кольцу приложены: сила тяжести mg и нормальная реакция R 
гладкого стержня. Эти силы, а такж е  силы инерции J en, J eX и J e 
изображены на рис. г. Приняв во внимание, что wTX =  х, Rx =
— J erx — J сх =  0 , a J enx =  J en =  т х ф*, получим т х  =  mg cos ф +  
4- т х ф2, откуда следует дифференциальное уравнение (5).

Последнее решение эффективно, но найти необходимую сово
купность теорем довольно трудно и потому целесообразно при 
решении этой задачи применить уравнения Лагранжа.

Задача 11.7. По негладкой наклонной [плоскости, расположенной 
под углом а  к горизонту, соскальзывает доска массы М ъ а по доске 
движется груз массы М г (рис. а).

Составить дифференциальные уравнения движения этой системы, 
если /i — коэффициент трения скольжения доски о наклонную 
плоскость, а /2 — груза о доску.

Р е ш е н и е .  Сопоставим три способа решения задачи и при
меним: 1) уравнения Ла?ранжа, 2) общее уравнение динамики,
3) теорему о движении центра масс совместно с уравнением динамики 
относительного движения.

1) Данная система имеет две степени свободы. Выберем обоб
щенные координаты: ql =  х, =  s (неподвижная рсь х срязэна



с наклонной плоскостью, а подвижная ось s — с доской). У равне
ния Лагранжа запишутся в виде

d дТ дТ _ п  d дТ дТ _ п  .
dt d i  дх ^ хг dt d i ds ~  '

Вычисление обобщенных сил дает
Qx =  (M i +  М 2) g sin a  — FlTp cos a ,
Q, =  M2g sin a  — F.iTp  cos a .

Заметим, что когда при определении Qx всей системе дается воз
можное перемещение Ьх, то работа силы трения F 2TP равна нулю, 
ибо отсутствует перемещение груза  относительно доски.

Так как  FlTp — (Мх +  М 2) g cos a, F2TP =  f 2Mtg cos а ,  то 
обобщенные силы равны

Qx =  (M i +  М 2) g  (sin a  — Л cos a ) ,  (2)
Qs =  M2g (sin a  — /2 cos a ) .

Кинетическая энергия системы равна Т =  Т (1) +  Г (2\ где 7 (|) — 
кинетическая энергия доски, Т(1> — -у- М ххг, а Т(2>— кинетиче

ская  энергия груза , Тп) =  - g - M 2u!j =  Мг (х +  s)1. Поэтому

Т =  Mi +  М* х2 +  i 2 - f  M2xs. (3)

Внеся значения (2) и (3) в уравнения (1), получим
(М х +  М 2) х +  Mts =  (М х +  М 2) g  (sin а  — fi cos a ) ,  (4) 

% +  $ =  g  (sin a  — /2 cos a ) .
2) При решении задачи с помощью общего уравнения динамики 

надо к силам, изображенным на рис. а, добавить главные векторы 
сил инерции доски и груза, проекции которых соответственно равны

=  - м хх, V&  =  - М 2 (х +  S). (5)
В данном случае применение общего уравнения динамики дает 

(Mi +  М 2) g  sin а  6л- — Fixpfiy - f  +  У ^ ’бдг *= О,

M 2£ s l n a 6s — /^.рбв +  У з ^ ^ О .  ^
Использовав формулы (б), внеся значения FlTP чш /j (Мг +  

+  М 2) g cos a ,  F.jTp =  f 2M2g  cos a  и затем сократив уравнения (6) 
на Ьх и 6s, получим уравнения (4).

3) Эту задачу можно решить с помощью теоремы о движении 
центра масс системы и уравнения динамики относительного д ви ж е
ния груза.

На рис. б изображены внешние силы системы. Заметим, что СИЛЗ 
‘ трения F tTр является внутренней силой.

$ 3 ]  ЗАДАЧИ ДИНАМИКИ МАТЕРИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 5 2 3



5 2 4  КР А ТК ИЙ  ОБЗОР МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ З А Д А Ч  Д ИН А МИ К И [Гл.  XI

Имеем
П П

М Х С —  F кхг M 2 S —  J j  Fkx - ) -  J ех. (7)

В данном случае

М хс =*= Mix - f  М2 (х 4- s), Fkx =  (Ali -j- М2) g  sin a — FiTp. (8)

Подставив (8) в первое уравнение (7) и приняв во внимание, что 
F 1тр =  /1 (Mx +  Mt) g  cos а ,  получим первое уравнение (4).

Использовав рис. в, запишем уравнение динамики относитель
ного движения груза :

Внеся в уравнение (9) J  ех — —М 2х, F2Tp =  f2M2g cos а ,  находим 
второе уравнение (4).

, В данном примере наиболее эффективным оказался третий метод, 
но читателю, не имеющему большого опыта в решении задач, трудно 
среди множества теорем и уравнений динамики остановить свой 
выбор на совокупности теорем о движении центра масс и уравнения 
динамики относительного движения. Решение подобных задач обычно 
сопровождается рядом неудачных попыток. Применение же у р а в 
нений Л агранжа обеспечивает эффективное составление дифферен
циальных уравнений движения системы.

1. Поступательное движение твердого тела. Наиболее общим 
приемом составления уравнений динамики поступательного дви ж е
ния твердого тела является применение теоремы о движении центра 
масс материальной системы. Теорема преимущественно исполь
зуется в проекциях на оси декартовых координат. В число дан 
ных и искомых величин должны входить: масса твердого тела, 
уравнение движения одной из его точек, внешние силы системы. 
Решение обратных задач упрощается в случаях , когда главный 
вектор внешних сил, приложенных к твердому телу, постоянен 
либо зависит только от 1) времени, 2) положений точек системы,
3) скоростей точек системы, 4) ускорений точек системы. Труднее 
решать обратные задачи, в которых главный вектор внешних сил 
одновременно зависит от времени, положения, скоростей и ус ко 
рений точек системы.

В некоторых сл учаях , используя общие теоремы динамики, 
можно сразу получить первые интегралы дифференциальных у р а в 
нений движения и тем самым упростить решение задачи.

Теорему об изменении количеств движения в интегральной форме 
применяют в задачах, где силы или их проекции постоянны либо 
зависят о т  времени, а в число данных и искомых величин входят: 
масса (вес) твердого тела, внешние силы, приложенные к  твердому

M 2s =  M2g  sin а  — F2tv +  J ex. (9)

§ 4. Задачи динамики твердого тела
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т е л у , промежуток времени действия сил, скорости центра масс (либо 
любой другой точки) в начале и в конце этого промежутка времени.

Теорему об изменении кинетической энергии в интегральной 
форме применяют в задачах, где силы постоянны либо зависят о т  
положений точек твердого те ла , а в число данных и неизвестных 
величин входят: масса (вес) твердого тела, внешние силы, прило
женные к твердому телу, перемещение центра масс (либо любой 
другой точки), скорости центра масс(либо любой другой точки) 
в начале и в конце этого перемещения.

2 . Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси. Наиболее 
удобно при решении задач пользоваться дифференциальным урав
нением вращения твердого тела вокруг неподвижной оси. В число 
данных и неизвестных должны входить: момент инерции твердого 
тела относительно оси вращения, уравнение вращения твердого 
тела, внешние силы, приложенные к твердому телу.

Решение обратных задач упрощается в случаях , когда главный 
момент внешних сил относительно оси вращения постоянен либо 
зависит только от: 1) времени, 2 ) у гла  поворота, 3) угловой ско
рости, 4) углового ускорения твердого тела. Труднее решать задачи, 
в которых главный момент внешних сил одновременно зависит 
от времени, у гл а  поворота, угловой скорости и углового ускорения 
твердого тела. В этих случаях легко решаются задачи, которые при
водятся к  линейным дифференциальным уравнениям.

Можно получить первые интегралы дифференциального уравн е
ния вращения твердого тела вокруг  неподвижной оси, используя 
теорему об изменении кинетической энергии материальной системы 
в интегральной форме. Это осуществимо в задачах, где главный 
момент внешних сил постоянен либо зависит о т  угла поворота 
твердого те л а , а в число данных и неизвестных величин входят: 
момент инерции твердого тела относительно оси вращ ения, внеш
ние силы, приложенные к твердому телу , угловое перемещение, 
угловые скорости твердого тела в начале и в конце этого углового 
перемещения.

При определении динамических давлений на ось твердого те л а , 
вращающегося вокруг неподвижной оси, целесообразно применять 
теоремы о движении центра масс и об изменении главного момента 
количеств движения материальной системы либо пользоваться 
методом кинетостатики (в случае плоской фигуры, перпендикуляр
ной к оси вращения, достаточно применить теорему о движении 
центра масс).

Задача 11.8. Стержень длиной 21 и массы М вращ ается в го
ризонтальной плоскости вокруг перпендикулярной оси г, прохо
дящей через его конец (рис. а).

Какую угловую скорость ю0 надо сообщить стержню для того, 
чтобы он сделал п оборотов? Решить задачу в двух  вариантах , счи
тая ,  что момент сопротивления: 1) постоянен и равен т г = — а ;
2) пропорционален угловой скорости стержня т г =  — |5ф.
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Р е ш е н и е .  В первом варианте при mz =  —а  можно приме
нить теорему об изменении кинетической энергии в интегральной 
форме. В данном случае

Т\ =  -I f 1гЩ =  M/2COo, Т2 =  О,

2пп

2] А (А7*) =  — J  mzdy — —2ппа.
о

п
Подставив эти значения в Т% — 7\ =  J ]  A (Ft), определим со0.

t=.i
Во втором варианте мы не можем воспользоваться этой теоремой, 

ибо при моменте, зависящем от угловой скорости, нельзя опреде-
2пп

лить его работу: А (шг) =  — р J  ф dtp. Мы не можем вычислить
о

этот интеграл, ибо неизвестна зависимость ф от ф. В этом случае 
надо применить дифференциальное уравнение вращения твердого 
тела вокруг  неподвижной оси:

1гФ =  L  ГП2 (Fk)- 
к=1

Имеем М I2ф =  — рф. Умножив уравнение на ^ф, заменив ф<̂ ф
на ф dq> и проинтегрировав его, найдем зависимость ф от ф и опре
делим со0 (конечно, дифференциальным уравнением вращения вокруг 
неподвижной оси можно было воспользоваться и в первом варианте, 
но при этом решение задачи было бы более длинным).

Допустим, что по условию требуется т а к ж е  найти давление 
стержня на ось вращения z. Здесь можно воспользоваться теоремой
о движении центра масс в проекциях на неподвижные оси х и у. 
Заметив, что хс — I cos ф, у с — I sin ф, вычислим: х с =  — /ф2 cos ф —
— /ф sin Ф, у с — —^Ф2 sin ф +  /ф cos ф. Кроме того, 2] Рьх — Rxi
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£  F%y =  Ru. Подставив значения х с , у с , £  Кх  и £  Р%у в урав-
П п

нения М хс =  F ‘kx, Мус =  £  F L , найдем Rx и Ru. Проекции
A=*=l k =1

искомого давления N равны Nx =  —Rx, Ny — —Ry, т .  e.

Nx =» M l (фа cos ф +  ф sin ф), Ny — M l (ф2 sin ф — ф cos ф).

Нетрудно видеть, что Nx и Ny переменны. Д ля определения их 
значений надо предварительно с помощью дифференциального у р а в 
нения вращения найти зависимости ф и ф от угла  поворота ф. Мо
дуль N равен

N »  VNI -\-Щ — Ml J/ф2 +  ф4.

Заметим, что для определения давления целесообразнее восполь
зоваться теоремой о движении центра масс в проекциях на подвиж
ные оси натурального триэдра траектории точки С (рис. б): Mwc —

П П
=  £  F'kX, Mwc =  Ц  F\n- Учтя, что wn =  /ф, w Cn =  /ф2, а £  F%x =  '

А=1 п к=\ т л
*= Rx, £  F\n — Rn, получим Ri =  M ly , R n =  Mlq>2, Значит, N%=*
— —Rz =  —М1ф, Nn =  —Rn =  —M lq>2. Модуль искомого давле
ния jV равен N — V N { - f  =  M l V  ф2 +  ф4.

Определение давления на неподвижную ось с помощью непо
движных осей ху и подвижных осей натурального триэдра вновь 
подчеркивает важность удачного выбора системы отсчета.

3. Плоское движение твердого тела. Наиболее общим приемом 
составления уравнений в задачах, где определяются реакции связей 
либо закон движения, является применение дифференциальных 
уравнений плоского движения твердого тела . В число, данных и 
неизвестных величин должны входить: масса и момент инерции 
твердого тела относительно оси, проходящей через его центр масс 
перпендикулярно к неподвижной плоскости, уравнения движения 
центра масс, уравнение вращения твердого -тела вокруг  оси, прохо
дящей через центр масс перпендикулярно к неподвижной плоскости, 
внешние силы, приложенные к твердому телу .

Решение обратных задач упрощается в случаях , когда главный 
вектор и главный момент внешних сил относительно оси, проходя
щей через центр масс твердого тела перпендикулярно к неподвижной 
плоскости, являются постоянными либо зависят только: 1) от вре
мени, 2) от положения точек, 3) от скоростей точек, 4) от ускорений 
точек. Труднее решать задачи, в которых главный вектор и главный 
момент внешних сил одновременно зависят от времени, положения, 
скоростей и ускорений точек.

Если требуется определить только закон плоского движения 
твердого тела, то для составления дифференциальных уравнений 
движения, не содержащих реакций связей , можно при наличии



5 28  К Р А Т К И Й ОБЗОР МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ З А Д А Ч  Д ИН А М ИК И  СГл. XI

идеальных связей, наложенных на твердое тело, применять ур ав 
нения Л агранжа или общее уравнение динамики.

Можно упростить интегрирование дифференциальных уравнений 
движения, используя теорему об изменении кинетической энергии 
материальной системы в интегральной форме, в. задачах, где глав
ный вектор и главный момент сил, приложенных к твердому телу, 
постоянны либо зависят о т  положений точек (угла поворота) твер
дого тела , а в число данных и неизвестных величин входят масса 
и момент инерции твердого Тела относительно оси, проходящей через 
его центр масс перпендикулярно к неподвижной плоскости, силы, 
приложенные к твердому телу, перемещения точек твердого тела 
(угловые перемещения), скорости точек твердого тела (угловые 
скорости) в начале и в конце этих перемещений.

Задача 11.9. На обод колеса массы М намотана невесомая нить, 
к концу которой приложена горизонтальная сила F (рис. а).

К  задаче 11.9.

Определить ускорение центра тяжести С колеса при качении его 
без скольжения по горизонтальной дороге. В начальный момент 
колесо находилось в покое. Считать его однородным круглым дис
ком. Трением качения пренебречь.

Р е ш е н и е .  Д л я  определения скорости v c можно воспользо
ваться  рядом теорем и уравнений динамики. Применим: 1) теорему 
об изменении кинетической энергии в дифференциальной форме,
2) уравнения Л а гр ан ж а ,  3) общее уравнение динамики, 4) метод 
кинетостатики, 5) дифференциальные уравнения плоского движения 
твердого тела.

1) Кинетическая энергия колеса равна Т =  - j-  Mvc +  -j-  I с со2 =
з

*= -j-M xc. Элементарная работа сил, приложенных к колесу, на
перемещении dxc (рис. а) равна 6Л =  F dxA — 2F dxc. (Напомним, 
что при качении без скольжения работа силы трения F TV рав
на нулю.) Подставив Т и 6Л в теорему об  ̂ изменении кинетиче-
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ской энергии в дифференциальной форме dT — ^  6Ап, получим
к=1

з
- j -  M xcdxc =  2F dxc. Так как

■*с dxc =  d Xq =  хс dxc,

4 FTO получим Xc =  - - f i j - .
2) Вычислим обобщенную силу Qx. Так как  6 Л =  F 8хА =>

3■= 2F Ьхс, то Qx =  2F. Подставив Qx и Т — —  Мх'Ь в уравнение
п  d дТ дТ „  4 FЛагранжа -  —  -  —  получим * 0 =  _ _ .

3) Общее уравнение динамики в данном случае (рис. б) имеет 
вид F ЬхА +  И/’бхс +  /«с’бф =  0.

Приняв во внимание, что
6*л =  2 6дгс , VlJ) =  — M x c .

„ a j ) ,  ; ;  Mr2 х с  Mr _ „ bxcmc ' =  — /Сф = ------2-  —  = ------— xc , б ф = - ^ - ,

получим х с =
4) Применив метод кинетостатики (см. рис. б), составим урав-

П П
нения «равновесия»: 2] Fhx =  0, S  « с  (Fk) =  0- Имеем F +  FTl> +

1 fc=l
+  V(XJ) =  0, Fr — FT̂ r +  m(c ) =  0. Так как  по-прежнему VXJ) =  
=  — Мхе, m(c ) — ------хс , то уравнения примут внд F +  FTP —

— Мхс =  0, F — FTр — 4 -̂ хс =  0. Исключив из этой системы

FTP, находим * с =
5) Запишем дифференциальные уравнения плоского движения

п п п
твердого тела: М хс = £  Fekx, М ус =  I ]  F%y, /сф =  И  <пс (Z7*)*

/г=1 /г=1 *=1
В данном случае (см. рис. а) они имеют вид

Mxc — F -f- Frp, My0 =  Mg — R, ■¥£■((> =  Fr — FTVr.

Учтя, что при качении колеса без скольжения х с =  гф, после исклю-
4 Fчения Frр из первого и третьего уравнений получим х с — ~ ~ м ~ '

Сопоставление пяти методов решения этой задачи показывает, 
что наиболее эффективными являются первые два (теорема об изме
нении кинетической энергии в дифференциальной форме и уравнения 
Лагранжа). С помощью общего уравнения динамики т а к ж е  (но

18 М. И. Б ать  и д р . ,  т. И
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%
несколько сложнее) составляется лишь одно уравнение. Однако 
при этом приходится использовать формальный прием введения 
сил инерции. Применение метода кинетостатики и дифференциаль
ных уравнений плоского движения приводит к составлению не 
одного, а двух уравнений и поэтому является более громоздким. 
При этом метод кинетостатики более сложен, ибо дополнительно 
связан с введением сил инерции.

Вместе с тем, если бы требовалось, кроме ускорения центра 
тяжести колеса, такж е определить силу трения F Tp, то, пользуясь 
первыми тремя методами, нам пришлось бы дополнительно соста
вить дифференциальное уравнение плоского движения М хс =  
=  F +  FTр  либо тождественное ему уравнение кинетостатики: 
F +  FTр +  У*-7* =  0, где — —Мхс, и, подставив значение

4 F с  1 г .*с  =  —  д р .  наити FTP =  - 3- F.
Итак, если по условию задачи требуется определить лишь урав

нения движения, то следует пользоваться одним из первых трех 
методов. Если же, помимо уравнений движения, необходимо также 
определить какие-либо силы, то следует пользоваться двумя послед
ними методами (отдавая предпочтение дифференциальным урав 
нениям. плоского движения твердого тела).

4 . Вращение твердого тела вокруг неподвижной точки и движе
ние свободного твердого тела рассмотрены в третьем томе. В этом 
томе дана только приближенная теория гироскопов.

В случае симметричного твердого тела  (гироскопа), угловая 
скорость вращения которого вокруг оси симметрии значительно 
больше угловой скорости вращения вокруг других осей, можно при 
приближенном решении задач применять теорему Резаля. С помощью 
приближенной теории гироскопов возможно определение угловых 
скоростей вращения либо динамических давлений на связи.

§  5. Общие замечания по решению задач динамики

1. Эффективность решения задач динамики в значительной мере 
зависит от удачного выбора системы координат.

2. Основными и вместе с тем наиболее трудными являются обрат
ные задачи динамики, в которых по заданным силам определяется 
движение. При этом приходится интегрировать систему дифферен
циальных уравнений движения. Эти задачи редко удается решить 
в квадратурах . Иногда приходится применять различные приближен
ные методы интегрирования.

3. Удобство применения общих теорем динамики заключается 
в возможности упростить интегрирование дифференциальных урав
нений движения системы. В формулировки общих теорем динамики 
не входят внутренние силы, определение которых обычно связано 
со значительными трудностями (это замечание о внутренних силах 
в равной мере относится к дифференциальному уравнению вращения
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твердого тела вокруг неподвижной оси и дифференциальным урав 
нениям плоского движения твердого тела). Лишь в формулировку 
теоремы об изменении кинетической энергии материальной системы 
входят не только внешние, но и внутренние силы (в частном случае 
неизменяемой материальной системы, например абсолютно твердого 
тела, и в этой теореме фигурируют только внешние силы). Однако, 
как  показано выше, общие теоремы не всегда эффективны.

4. Наиболее общим приемом составления, дифференциальных 
уравнений движения материальной системы является применение 
уравнений Лагранжа. (Применение общего уравнения динамики 
является более трудным и длинным методом в связи с использова
нием сил инерции.)

Вместо сочетания некоторых общих теорем и уравнений дина
мики, выбор которых представляет значительные трудности, при
менение уравнений Лагранжа является общим приемом, который 
приводит к составлению дифференциальных уравнений движения. 
Удачный выбор обобщенных координат обеспечивает относитель
ную простоту составления этих уравнений. Удобно и то, что в со
ставленные дифференциальные уравнения движения не входят 
реакции идеальных связей, определение которых обычно связано 
с большими трудностями (реакции связей при движении системы 
являются функциями от времени, положения, скоростей и уско
рений точек системы).

Однако применение уравнений Лагранжа приводит к относи
тельно меньшей наглядности, а такж е  к необходимости интегри
рования дифференциальных уравнений движения в тех случаях , 
когда первые интегралы могут быть получены из общих теорем. 
Кроме того, уравнениями Л агранж а нецелесообразно пользоваться 
при наличии сил трения, зависящих от переменного нормального 
давления.

5. Применяя общие теоремы динамики в абсолютном движении, 
дифференциальное уравнение вращения твердого тела вокруг непо
движной оси, дифференциальные уравнения плоского движения 
твердого тела, уравнения Л агран ж а , часто в число рассматриваемых 
сил ошибочно включают силы инерции. Следует помнить, что силами 
инерции следует пользоваться только в случае применения: а) ме
тода кинетостатики, б) общего уравнения динамики, в) уравнений 
и общих теорем в относительном (либо переносном) движении ма
териальной точки или материальной системы.

6 . При решении задач с помощью общих теорем динамики, 
а такж е  при применении дифференциального уравнения вращения 
твердого тела вокруг неподвижной оси и дифференциальных ур а в 
нений плоского движения твердого тела силы разделяются на внеш
ние'и внутренние.

При решении задач с помощью уравнений Л агран ж а , общего 
уравнения динамики и метода кинетостатики силы разделяются 
на активные и реакции связей.

18*
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УДАР

§ 1. Удар двух тел. Удар тела о неподвижную преграду

Ударом называется действие силы, достигающей по модулю 
очень больших значений в течение весьма малого промежутка вре
мени. Промежуток времени часто равен тысячным и даж е десяти
тысячным долям секунды.

Модуль мгновенной силы, т . е. силы, приложенной к телу 
во время удара , может быть в тысячи и даже в десятки тысяч раз 
превосходить силу тяжести тела.

В теории удара классической механики вводится следующая 
идеализация этого процесса — совершается предельный переход 
к бесконечно большим силам, действующим бесконечно малое время 
(мгновенные силы) и имеющим конечный импульс 5 .

Напомним, что если немгновенная сила F  действует ъ  течение 
времени т, начиная свое действие в момент времени t, то ее импульс 
имеет вид

Д ля  определения ударного импульса S ,  соответственно со ска
занным выше, совершаем предельный переход, устремляя F -*■ оо, 
а т —> 0 , т . е.

Здесь предполагается, что бесконечно большая мгновенная сила 
действует бесконечно малый промежуток времени; при этом счи
тается, что ударный импульс S  имеет конечную величину.

Применяя теорему об изменении количества движения в инте
гральной форме при ударе, следует учитывать только импульсы 
мгновенных сил.

При действии мгновенной силы перемещение точки приложения 
силы равно нулю, а скорость точки скачкообразно меняется:

В действительности скачок скорости происходит в течение очень 
малого промежутка времени.

Линией центров называется ось, проходящая через центры тя
жести соударяющихся тел.

S  =  lim [ Fdt.
т - о  i
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Удар называется центральным, если точка К  соприкосновения 
соударяющихся тел лежит на линии центров СХС2, а касательная 
плоскость, проведенная в точке соприкосновения к поверхностям 
этих тел, перпендикулярна к линии центров (рис. 12 . 1).

Удар называется прямым, если скорости центров тяжести со
ударяющихся тел в начале удара лежат на линии центров (рис. 12 .2).

т

-с

2
...

V  У
у  сг У  я

Если хотя бы одна из скоростей центров тяжести соударяющихся 
тел в начале удара не лежит на линии центров, то удар называется 
косым (рис. 12.3).

Рассмотрение процесса удара по существу требует выхода за 
рамки классической механики — отказа от схемы абсолютно твер
дого тела и перехода к схеме де
формируемого тела. В зависимос
ти от степени восстановления не- 
деформированного состояния уда
ры разделяются на абсолютно не
упругие, упругие и абсолютно 
упругие.

Удар называется абсолютно 
неупругим, если недеформирован-
ное состояние соударяющихся тел не восстанавливается. В конце 
удара центры тяжести тел движутся с одинаковыми скоростями 
(это — абстракция).

Удар называется упругим, если недеформированное состояние 
не полностью восстанавливается. В конце удара  центры тяжести 
тел движутся с разными скоростями.

Удар называется абсолютно упругим, если недеформированное 
состояние полностью восстанавливается (это — абстракция).

Д ля  рассмотрения прямого центрального абсолютно неупругого 
удара двух тел введем обозначения:

Рис.  12.3.

Номер
Скорость

Масса
тела в начале 

удара
в конце 

удара

1 щ *1
} “2 т 2
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Тогда проекция на ось п (рис. 12.4) общей скорости соударяющихся 
тел в конце удара равна

_  яадд +  m t̂n 
пц +  т 2«п = ( 1*)

(ось п проведена вдоль линии центров).
Проекция на ось п импульса мгновенной силы определяется 

формулой
т гт 2S n =п т х +  т г (Vm — V2n)-

Д ля  рассмотрения прямого центрального упругого удара двух 
тел разделим процесс удара на два этапа.

В течение первого этапа совершается деформация соударяющих
ся тел. В течение второго этапа — частичное восстановление неде-

формированного состояния. 
В момент окончания первого 
этапа и начала второго цент
ры тяжести тел обладают 
одинаковыми скоростями, 
которые они имели бы в кон
це соответствующего абсолют
но неупругого удара. В конце 

второго этапа центры тяжести тел имеют уж е различные скорости 
и х и й 2. Коэффициентом восстановления недеформированного состоя
ния k называется отношение импульса мгновенной силы второго эта
па к импульсу мгновенной силы первого этапа:

ь _  A l l
k ~  s,  •

Введение в это определение мгновенных сил возвращает нас в тео
рию удара классической механики.

Коэффициент восстановления, являющийся безразмерной вели
чиной, изменяется в пределах от 0 до 1 (0 <  k <  1): при абсолютно 
неупругом ударе k =  О, при упругом ударе k <  1 , при абсолютно 
упругом ударе k =  1 .

Введем обозначения

Номер
тела

Масса
тела

Скорость

в начале 
удара

в конце 
1 этапа

в конце 
удара

1
2

щ
т 2

V,
Щ

I этап

) •
1 1

П

«1

|
этап
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Тогда проекции на ось п скоростей соударяющихся тел в конце 
удара равны

%п Мп -f- k (Цп Vln), U%n =  Un -f- k (ип V-in), (2 )
где

_  ra is in  +  m2v2п
И п  —  Imj +  т 2

(ось п проведена вдоль линии центров СХС2). Из этих формул можно 
получить выражение коэффициента восстановления

— Щ п

которое иногда используется в качестве определения этого понятия.
В случае абсолютно упру

гого удара, т .е . при k =  1 :
=  2ы„ — и,
■ : 2 U„ —  V.,,

При рассмотрении косого 
центрального упругого удара 
двух поступательно движу
щихся тел поверхности соударяющихся тел будем считать абсо
лютно гладкими. Ось п проводится вдоль линии центров С]С2 
(рис. 12.5). Ось т перпендикулярна к оси п. Проекции скоростей цен
тров тяжести соударяющихся тел в начале удара имеют вид

vln =  t>i cos а ь 
i>,t =  V\ sin ах,

V2n ~  Vi cos ct2. 
v.iX =  v2 sin a 2.

Проекции скоростей центров тяжести соударяющихся тел в конце 
удара (рис. 12 .6 ) равны

wlX’ ■■V,ix>

U i n  =  Un  +  k ( u a  —  Vi n ) ,
(з*)

где
u„ -

Vu tg  Pa Щх (4*)
u m  W 7l fc ( U 1l Pi n )  &  1 B U 2 n  U n  “b  k  (u n  --- t^27l)

Модули скоростей центров тяжести соударяющихся тел в конце 
удара равны ______

U\ =  у/ ll\x -J- Uint U.2 =  U>2x -|-
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У к а з а н и е .  Задачи на определение скоростей соударя
ющихся тел в конце центрального косого упругого удара рекомен
дуется решать в такой последовательности:

1) выбрать тело или тела, которые нужно рассмотреть для опре
деления неизвестных величин;

2) направить ось п вдоль линии центров, ось х — перпендику
лярно к ней;

3) вычислить проекции vln, v2n, vix, v2X на оси п и т  скоростей 
соударяющихся тел в начале удара;

4) вычислить проекцию об
щей скорости ип соударяющих
ся тел на ось п в конце аб-

_  солютно неупругого будара по 
й формуле (1*);

5) вычислить проекции ско
ростей и1п, и2п, и1Х, и2х со
ударяющихся тел на оси л и т  
в конце удара по формулам (3*);

6 ) определить модули скоростей обоих тел в конце удара по 
формулам (5*). Направления скоростей определяются форму
лами (4*).

При ударе тела о неподвижную плоскость следует считать массу 
неподвижной плоскости бесконечно большой, а скорость до удара 
равной нулю ( т 2 =  оо, v2 =  0 ).

В случае центральных прямых ударов двух тел 
вычисления упрощаются, так как  проекции ско
ростей на ось т обращаются в нуль.

Задача 12.1. С какой высоты hi падает шарик 
на неподвижную горизонтальную плиту, если пос
ле упругого удара он поднимается на высоту 
h2 =  81 см? Коэффициент восстановления равен 0,9.

Р е ш е н и е .  Ось п направим по вертикали 
вниз. Обозначим: ^  — скорость центра тяжести 
шарика в начале удара, «1  — в конце удара, т 1 — 
масса шарика.

Заметим, что если бы удар был абсолютно не
упругим, то шарик в конце удара остался бы не
подвижным, т. е. -

и =  0. (1)
Запишем теорему об изменении количества движения материаль

ной точки в интегральной форме в приложении к мгновенным силам:
П

m v 2 — m v k = 2j S  (F h). (2)
k=\

В правой части уравнения (2) стоит векторная сумма импульсов 
мгновенных сил.

>

и <

>

rtT
-с"

г—< 

> 
(
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У У //Л У .-. / / / / / / / / / ,

V I

I п . 
К  задаче 12.1.

Рис. 12.6.



Единственной мгновенной силой является реакция плиты. Удар
ный импульс 5  этой реакции направлен перпендикулярно к непо
движной плите (см. рисунок к задаче). Поэтому уравнение (2) в при
ложении к ш арику принимает вид

m-jtx — m ,v1 — S .  (3)
Спроектировав векторное равенство (3) на ось п, имеем 

т хихп — mxvin =  —S . (4)
Разделим процесс удара на два этапа. В течение этапа I совер

шается деформация шарика. В течение этапа II происходит частич
ное восстановление недеформированного состояния. В конце этапа I 
и в начале этапа II- центр тяжести шарика приобретает скорость а ,  
которую он имел бы в случае абсолютно неупругого удара . Поэтому 
уравнение (4) для этапов I и II получит вид

I т хип — mxvln =  —5 Ь

II тхЩп — mi«n =  —5 ц .
Разделив второе уравнение на первое и приняв во внимание, что 

отношение импульсов S u l S i является  коэффициентом восстановле
ния k, получим

S 1 ]  У Д А Р  Д В У Х  ТЕЛ 5 3 7

=  *. (5)ип vln
Из формулы (5), учитывая ( 1), находим

и1п =  —kvln. (6)
Знак минус указывает, что скорость центра тяжести шарика 

в конце удара направлена вверх. Зависимость м еж ду модулями 
скоростей центра тяжести шарика в начале и в конце удара  имеет вид

«х =  kvv  (7)
Так как  шарик совершал свободное падение, то

Vl =  V 2 ih i-  (8)
После упругого удара шарик начинает подъем вверх со скоростью 

« 1. В наивысшей точке подъема h2 скорость шарика равна нулю. 
Следовательно,

Ui =  V  2 gh2. (9)
После подстановки значений Vj и Ui из формул (8) и (9) в формулу (7) 
находим

V J h ^ -k V h i,  ( 10)
откуда

, _ А2 _ 81 _.
ni — k2 — Qijr — 1 м-
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Формула (10), записанная в виде

k =  Vthihb ( 11)
дает возможность экспериментально определить коэффициент вос
становления при упругом ударе.

В случае абсолютно неупругого удара шарик от плоскости не 
отскакивает, т . е. Л2 =  0. Из формулы (11) получим k — 0.

В случае абсолютно упругого удара шарик должен отскочить 
в исходное положение, т. е. h2 — hi. Из формулы (11) находим 
k ~~ 1 .

При упругом ударе h2 <  hx и, следовательно, 0 < k  < 1 .  Так, 
при ударе деревянного шарика о стальную плиту k =  0 ,55 , при 
ударе шарика из слоновой кости о плиту из того же материала 
k — 0,90, при ударе стеклянного шарика о стеклянную плиту k =  
s= 0,94 и т. д.

Задача 12 .2 , Свободно падающий шарик ударяется о неподвиж
ную наклонную плоскость, расположенную под углом а  к горизонту.

Определить направление скорости ша
рика в конце упругого удара, если коэф
фициент восстановления равен k. Шарик и 
плоскость считать идеально гладкими.

Р е ш е н и е .  Направим ось т вдоль 
наклонной плоскости, а ось п к ней перпен
дикулярно в точке падения шарика на на
клонную плоскость.

■ Углы а и р ,  обозначенные при вершине О, 
соответственно называются углом падения и 
углом отражения.

Определим проекции скорости центра т я 
жести шарика Vj в начале удара на оси п

К  задаче 12.2. и т ;
v m  —  v i COS ос, yu  =  u1 Slna. (1)

Единственной мгновенной силой является реакция наклонной 
плоскости. Ударный импульс S  этой реакции при отсутствии силы 
трения направлен перпендикулярно к плоскости (см. рисунок).

Воспользуемся уравнением (3) предыдущей задачи:
niiUi — ttiiVi =  S . (2)

Здесь Ui — скорость центра тяжести шарика в конце удара, mi — 
масса шарика.

Спроектируем уравнение (2) на ось т. Учтя, что ударный им
пульс S  при отсутствии сил трения перпендикулярен к т., находим 
щиIX — tri^piх — 0 , откуда

Щх — Ух т.*

Приняв во внимание вторую формулу (1), имеем
«IX =  Vi sin а. ... (3)



Воспользовавшись формулой (6) предыдущей задачи, запишем

и т  =  — k v in-
Учтя первую формулу (1), находим

и1п =  —ког cos а. (4)

Искомый тангенс угла отражения р дается формулой

Внеся значения (3) и (4), получим

=  (5)

Формула (5) указывает удобный способ экспериментального 
определения коэффициента восстановления k при упругом ударе. 
Схема прибора' основана на идее рассмотренной задачи. Наклон
ная плоскость может устанавливаться под разными углами а  к го
ризонту, поворачиваясь вокруг оси О, перпендикулярной к пло
скости рисунка. Свободное падение шарика обеспечивается вер
тикальными направляющими (см. рисунок). Угол падения а  и угол 
отражения р измеряются с помощью угломера, установленного на 
приборе.

Из формулы (5) получим

tgp •
В случае абсолютно упругого удара угол падения а  равен углу  

отражения |5, откуда k =  1 .
Задача 12.3. Скорости центров тяжести двух  шаров, двигавшихся 

навстречу друг  другу , равны =  6 м/с, t>2 =  10 м/с. Масса первого 
шара равна т г =  10 кг.

Определить массу второго шара и величину 
ударного импульса S, если после абсолютно 
неупругого удара шары остановились.

Р е ш е н и е .  Направляем ось п вдоль 
линии центров СгС2.

Проекции скоростей центров тяжести шаров 
на ось п в начале удара- будут К задаче 12.3.

и1п =  6 м/с, v2n =  — 10 м/с.
Так как , по условию, проекция общей скорости на ось п после неуп
ругого удара равна нулю, то

mium +  т гугп _  q 
«1 +  т 2 ’

т. е.
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ЩЩп +  «г2у2п =  0 ,
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откуда

„ . „ - а а ь . б к г .°2 П

Проекция на ось п ударного импульса равна

(Vln "  V  =  Т^Гб (6 +  10) =  60 к г • м/с.-

Заддча 12.4. В момент столкновения двух  одинаковых поступа
тельно движущ ихся шаров скорости их центров тяжести были равны 
по модулю | Vy | =  | v 2 | =  v- Шары были расположены симметрично 
относительно оси т, причем а 2 =  180° — а х (рис. а).

Определить скорости центров 
тяжести шаров в конце удара, 
считая удар абсолютно упругим. 
Оси л и т  обозначены на рис. а. 

Р е ш е н и е .  Вычислим про- 
Т  екции и v 2 на оси п и т:

у,„ =  v cos a lt о1Т =  v sin а{,

vzп — —v cos a i> уг* — v s*n a i

(при вычислении этих проекций 
скоростей учитываем, что | t>i | =  
=  | v 2 1 =  v и а 2 — 180° — а х).

Проекцию общей скорости ша
ров на ось п в случае их абсолютно 
неупругого удара вычисляем по 
формуле (1*). После подстановки 
т х =  т 2 =  т , \  vln — v cos a lt 

К  задаче 12.4. у гп =  — v  COS Щ  находим
ип =  0 . ( 1)

Проекции скоростей центров тяжести шаров на касательную тг 
в начале и в конце удара:

и1Х =  vix =  v sin щ, и2х — v2% =  v sin a v
т. e.

игх =  u2X =  v sin a x. (2)

Проекции скоростей центров тяжести на нормаль п в конце 
удара  вычисляются по формулам (2*). Воспользовавшись значе
нием ип из формулы ( 1), для  случая абсолютно упругого удара, 
т. е. при k — I, находим

и1п =  —v cos a j ,  =  v cos 04 . (3)

Модули скоростей центров тяжести шаров в конце удара вычи
сляются по формулам (5*).



Использовав результаты (2) и (3), получим
u i  —  и г —  V.

Направления этих скоростей определяются с помощью углов |5j 
и Р2 (рис. б):

tg Pi =  — — tg а 1( tg p2 =  - ^ -  =  tg a i )
“ in  и г п

т. е.
Pj =  180° — а 1 =  а„, Р2 =  а г.

Итак, рассматриваемый косой удар не изменяет модулей скоростей 
центров тяжести шаров, а углы, которые векторные скорости обра
зуют с осью п, меняются местами.

В заключение рассмотрим две задачи, в которых 
не требуется определять скорости соударяющихся 
тел.

Задача 12.5. При неудачном прыжке с вышки в 
воду спортсмен массы т  =  60 кг плашмя вошел в 
соприкосновение с водой со скоростью 20 м/с. При 
ударе о поверхность воды эта скорость в течение 
0,5 с уменьшилась в 10 раз.

Определить среднее значение реакции воды (см. 
рисунок), считая человека точечной массой. При- ^  задаче 12.5. 
менить теорему о среднем.

Р е ш е н и е .  Направим ось п по вертикали вниз. Воспользуемся 
теоремой об изменении количества движения материальной точки 
в проекции на ось п в приложении к мгновенным силам:

И
mv2n — mvln =  Е  S„ (Fk), (1)

/г=i
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r
*
-1

—
иг ~

' ui

n

где Fh — k-я мгновенная сила. 
В данном случае

vln =  20  м/с, v2n =  =  2 м/с. (2)

Единственной мгновенной силой является реакция R  воды. 
Поэтому

2 s n ( ^ ) =  I  Rndt. (3)
t

где i — момент начала удара, а т — его продолжительность.
t+i Н-т

Применив теорему о среднем, запишем Rn dt =  Rn dt,
J  op J

т. e.

j  Rndt =  RnBpiJ. (4)
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Внеся значение (4) в формулу (3) и приняв во внимание, что <г =  
=  0,5 с, имеем

S S „ ( F * )  =  0,5/?„ . (5)ср

Использовав результаты (2) и (5) в уравнении (1) и учтя, что 
т  =  60 кг, получим проекцию на ось h искомого среднего значения 
реакции воды:

Rn =  —2,16 кН.ср

Задача 12.6. Использовав данные и решение задачи 10.48, выяс
нить, изменится ли положение оси К L гироскопа в кардановом 
подвесе, если к оси приложена мгновенная сила.

Р е ш е н и е .  В ходе решения задачи 10.48 было показано, что 
ось гироскопа сохраняет неизменное положение в пространстве. 
Мгновенная сила даст момент mb относительно неподвижной 
точки О и, значит, по теореме Резаля и =  т ео, конец D главного 
момента количеств движения L 0 получит скорость и. Так как , 
однако, мгновенная сила действует очень малый промежуток вре
мени, то перемещение точки D будет весьма мало. В момент окон
чания удара исчезнет скорость и и закончится перемещение точки D. 
Значит, под действием мгновенной силы ось гироскопа K.L лишь 
незначительно изменит свое положение в пространстве. Этим пере
мещением можно пренебречь.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 
44.2, 44.4, 44.8, 44.11, 44.13, 44.15, 44.17, 44.18.

§ 2. Теорема об изменении главного момента 
количества движения материальной системы 

в приложении к мгновенным силам

Приращение главного момента количества движения материаль
ной системы относительно неподвижного центра при ударе равно 
векторной сумме моментов относительно того же центра импульсов 
внешних мгновенных сил:

(L )2 - ( L o h  =  £  m 0 [ S { K ) } ,/?= I

или в проекциях на оси декартовых координат:

(Lx)2 -  (Lx)i =  2  /Л, [S  (FI)], (Lyh -  (L„), =  t  Щ [S  ( П ) ] ,
fc=i *=i

(L ,)2 -  (L2), =  S  mz [ s  (Fk)]-
k=i
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Та же теорема для тела, вращающегося вокруг неподвижной 
оси г, выражается формулой

к= 1
Итак, действие ударного импульса на тело, вращающееся вокруг 
неподвижной оси, проявляется в скачкообразном изменении его 
угловой скорости. *

Этой теоремой следует пользоваться в задачах на удар по телу, 
вращающемуся вокруг неподвижной оси, когда в число данных 
и искомых величин входят: ударные импульсы, момент инерции 
тела относительно оси вращения, угловая скорость тела в начале 
и конце удара.

У к а з а н и е .  Задачи с помощью теоремы об изменении плав
ного момента количества движения в приложении к мгновенным 
силам рекомендуется решать в следующей последовательности:

1) выбрать тело или тела, которые нужно рассмотреть для опре
деления неизвестных величин;

2 ) изобразить па рисунке внешние ударные импульсы;
3) вычислить сумму моментов ударных импульсов (т. е. импуль

сов всех внешних мгновенных сил) относительно оси z вращения 
тела;

4) подставив результат, полученный в предыдущем пункте, 
в уравнение

1г ( « 2г ~  С0,г) =  Е  т г [S  ( К ) ] ,
<Ы-1

определить искомую величину.
Задача 12.7. Груз массы M lt движущийся направо по горизон

тальной плоскости, в момент столкновения с висящим вертикальным 
стержнем ОА имеет скорость V. Определить модуль ударного 
импульса 5  и наибольший угол отклонения а  от вертикали стерж
ня ОА, который подвешен к неподвижной горизонтальной оси О, 
перпендикулярной к плоскости рисунка. Масса стержня М 2, дли
на стержня I. Удар груза о стержень считать абсолютно неуп- 
ругим.

Р е ш е н и е .  Направим ось х по горизонтали направо. Д анная 
материальная система состоит из двух  тел: груза и стержня. Рас
смотрим движение каждого из тел в отдельности.

При ударе к грузу  со стороны стержня приложен ударный им
пульс S ,  направленный справа налево (рис. б). Применим к движе
нию груза теорему об изменении количества движения материаль
ной точки в приложении к мгновенным силам в проекции на ось xi

П
ty'lx QlX == jcL) {FA)•b=\
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В данном случае
М м  — Мцо =  —S, (1)

где — скорость груза  в конце абсолютно неупругого удара.
Рассмотрим стержень ОА. При ударе к  стержню О А в точке А 

со стороны груза приложен ударный импульс S', причем на осно
вании закона равенства действия и противодействия S' =  —S. 
При ударе в опоре О возникает реактивный ударный импульс, 
составляющие которого S{ и S 2 изображены на рис. в.

Применим к движению стержня теорему об изменении главного 
момента количества движения материальной системы в приложении

в)
S  ,

К задаче 12.7.

к мгновенным силам относительно оси вращения О, перпендикуляр
ной к плоскости рисунка:

В данном случае
1о (® 1 г  —  ® 0 г )  =  2 j  т О [ S  ( / Г* ) ] '

fc=l

(002 =  0, Е  mQ [S  ( К ) ]  =  S'l,
k=i

следовательно,
W  =  S'L  (2)

Учитывая, что =  1(аг и |6'| =  |5 ' |, исключаем v, S  и S' из 
системы уравнений ( 1) и (2) и определяем проекцию на ось z угловой 
скорости («! стержня ОА в конце удара:

M}Vl
Mu = 10  +  м



Момент инерции стержня 10 =  поэтому
3 МуЬ /о\

— Щ Г+Щ П  ' '
Ударный импульс 5  определяется в результате подстановки 

вначения tou  из (3) в (1) либо в (2). Находим
£■» М-\ Мп

( 3 +  и■
Д ля  вычисления наибольшего угла отклонения а  стержня от 

вертикального положения применяем теорему об изменении кине
тической энергии системы материальных точек:

Г г - Т ,  -  23 Л ( Я ) .
/ы-i

Угловая скорость стержня в конце удара является  в данном 
случае для последующего движения начальной, а у гловая  скорость 
при наибольшем отклонении равна нулю.

Работа составляющих опорных реакций R j и /?2 равна нулю, 
работа силы тяжести Р г дается формулой А (Р г) --------M2gh, где

h =  (1 — cos а)

(рис. г); следовательно,
_ ^ = _ ^ ( 1 _ со5а) . (4) 

Воспользовавшись формулой (3) и решив уравнение (4) относительно 
а ,  получим

. 3M ,v2cos а  =  1
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gt (ЗУИ, +  Мг)2-
Если бы в данной задаче не требовалось вычислить модуль 

ударного импульса S ,  то угловую скорость ы1 стержня в конце 
неупругого удара можно было бы определить проще. Д л я  этого, 
вместо применения теорем динамики к движениям гр у за  и стержня 
в отдельности, можно было бы использовать теорему об изменении 
главного момента количеств движения в применении к системе, 
состоящей из груза и стержня:

=  23 " i ,[ s  (F l ) ] .
k = \

В этом случае ударные импульсы S  и S '  оказываются внутренними
п  '—■

и в уравнение не входят, т. е. 23 т г (Z7*)] =  О, где z — ось,
к—1

проходящая через точку О перпендикулярно к неподвижной пло
скости. Следовательно, Lz2 — Lzl — 0, откуда Lz2 =  Lzl. Значит, 
имеет место случай сохранения главного момента количества
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движения системы относительно оси г. Главный момент количества 
движения системы в начале удара Lzl =  Mivl, а в конце удара 

/ Ш 2 \равен Lz2 =  l —~— f- M J2 ) oalz. Приравняв эти значения Lzl и Lz2,
получим определенное выше формулой (3) значение со1г.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 
44.24 — 44.27.

§ 3 . Потеря кинетической энергии при ударе двух тел

При абсолютно неупругом ударе двух тел происходит потеря 
кинетической энергии, которая расходуется на остаточную дефор
мацию и нагревание тел.

При упругом ударе д вух  тел на первом этапе при возрастании 
деформации кинетическая энергия переходит в другие формы энер
гии. На втором этапе в процессе восстановления недеформирован- 
ного состояния снова приобретается кинетическая энергия. При 
упругом ударе потеря кинетической энергии меньше, чем при соот
ветствующем абсолютно неупругом ударе.

При абсолютно упругом ударе происходит полное восстановле
ние недеформированного состояния и, следовательно, потеря кине
тической энергии равна нулю.

Пусть 7\ — кинетическая энергия системы в начале удара, Т2 — 
кинетическая энергия системы в конце удара, т х и т 2 — массы 
соударяющихся тел, и v 2 — скорости тел в начале удара, k — 
коэффициент восстановления недеформированного состояния при 
ударе. Тогда потеря кинетической энергии при прямом центральном 
упругом ударе двух  поступательно движущихся тел вычисляется 
по формуле

7 ^ П  =  (

При абсолютно неупругом ударе k =  О и, следовательно,

При абсолютно упругом ударе k =  1 и, следовательно, 7\ —
-  Т2 =  0.

Если до удара второе тело было в покое, т. е. v2 =  0, то кине
тическая энергия системы в начале удара равна Г , =  1/2nilv\, а 
потеря кинетической энергии при ударе дается выражением

7 , -  Т2 =  (1 — k2) — ^ —  7Y1 1 v ' ntj +  m2 х
Решение задач на вычисление потери кинетической энергии при 

ударе д в у х  тел следует выполнять по приведенным выше формулам.
Задача 12.8. а) К какому соотношению масс молота и наковальни 

следует стремиться при ковке металла?
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б) К какому соотношению масс копра и сваи следует стремиться 
при забивке свай?

Р е ш е н и е ,  а) Обозначим: т х — масса молота, т 2 — масса 
наковальни и поковки, — скорость молота в начале удара, ско
рость наковальни в начале удара равна нулю.

Потерю кинетической энергии вычисляем по формуле

Г х - Г 2 =  (1 - Щ — 2 *— 7V ( 1)1 г ' т х +  т 2 ‘ '
Так как  при ковке целесообразно получить большую остаточную 

деформацию отковываемого металла, то необходимо иметь большую
потерю кинетической энергии. Д ля этого значение дроби ■ т  п̂  т
должно быть близко к единице, т. е. масса наковальни и поковки 
должна быть значительно больше массы молота: т г >  т х.

Коэффициентом полезного действия г] молота называется отно
шение полезной работы, затрачиваемой на деформацию металла, 
к работе, затрачиваемой на поднятие молота, т. е. отношение потери 
кинетической энергии при ударе к кинетической энергии системы 
в начале удара:

Воспользовавшись формулой ( 1), находим 

г, =  (1 -  k2) — 2 *— .1 Щ + щ
Так, если масса молота равна 2 т, масса наковальни с поковкой 
равна 40 т, коэффициент восстановления равен k =  0,6, то коэф
фициент полезного действия г] — 0,61.

б) Обозначим: пц — масса копра, т 2 — масса забиваемой сваи. 
Скорость о2 сваи в начале удара равна нулю. Следовательно, можно 
воспользоваться формулой ( 1).

Так как при забивке сваи следует стремиться к меньшей дефор
мации сваи, то необходимо иметь малую потерю кинетической энер
гии. Для этого значение дроби должно быть близко к нулю,
т. е. масса сваи должна быть значительно меньше массы копра: 
т 2 С  mx.

Коэффициент полезного действия при забивке свай равен ^ =  
=  Т2П\, так как  полезным является запас кинетической энергии, 
которая остается в системе в конце удара.

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить задачу 44.6 из «Сборника 
задач по теоретической механике» И. В. Мещерского.

§ 4. Удар по телу, вращающемуся вокруг неподвижной оси

При ударе по телу, вращающемуся вокруг неподвижной оси, 
в опорах возникают реактивные ударные импульсы S A и S B. Пусть 
ось г подвижной системы координат, связанной с телом, направлена
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вдоль оси вращения. Плоскость хг проведена через ось вращения 
и центр тяжести С тела. Ось у  образует вместе с осями х я г правую 
систему осей координат (рис. 12.7). Предположим, что ударный 
импульс 5  приложен в точке D, лежащей на оси х. Пусть, далее: 
OD = d r ОА =  a, OB =  Ь, S  =  S xi +  S J  +  S zk, S A =  SAxi +
+  S Ay j +  S Azk, S B=  S Bxi +  S ByJ  +  S Bzk, (Ox — 'угловая скорость 

тела в конце удара .
Д ля  определения проекций реактивных ударных импульсов SAx, 

$лу> S Az, S Bx, S Bz на подвижной оси декартовых координат, свя
занные с телом, вращающимся 
вокруг неподвижной оси г, сле
дует решить систему уравнений:

$Ах +  $вх — —Sx,
^Ay-\~SBy — Mxc (u)2z — ш1г) — Sy,

S az +  $Вг == —$z>
$Ауа S Byb =  — /хг (ю2г ®n)i

—^Аха “Ь S Bxb =  S zd
— lyi («>2г — ®12).

(1*) •

(Эта система уравнений яв
ляется результатом применения 
теорем об изменении главного 
вектора количества движения в 
интегральной форме и об изме
нении главного момента коли
чества движения в приложении 
к мгновенным силам в проек
циях на подвижные оси декар
товых координат.)

Проекции реактивных удар
ных импульсов на ось враще
ния 5 Дг и S Bz входят только 

в третье уравнение системы. Поэтому может быть вычислена 
только их сумма, а каж дая  из этих величин в отдельности не опре
деляется. Если же верхняя опора В выполнена в виде подшипника, 
то S Bz =  0, и из третьего уравнения системы вычисляется S Al.

Чтобы при ударе по телу, вращающемуся вокруг неподвижной 
оси, реактивные ударные импульсы S A и S B обращались в нуль 
(что является  существенным при выполнении конструкций, рабо
тающих на удар), должны быть удовлетворены следующие условия:

1) ударный импульс должен быть направлен перпендикулярно 
к плоскости xz, проходящей через ось вращения и центр тяжести 
тела, т . е. S x =  S z =  0 и S  =  S yJ ;
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2) ось вращения тела г должна быть главной осью инерции в точке 
пересечения с перпендикулярной плоскостью ху, содержащей удар
ный импульс S ,  т. е. 1хг =  1уг =  0 ;

3) точка приложения D ударного импульса S  должна отстоять 
от оси вращения z на расстоянии приведенной длины физического 
маятника, ось привеса которого совпадает с осью вращения дан
ного тела, т. е. d =  .’ Мхс

При отсутствии реактивных ударных импульсов S A и S B точка D 
приложения ударного импульса S  называется центром удара.

Решение задач на определение положения центра удара сводится 
к выполнению трех указанных выше условий.

У к а з а н и е .  Задачи, в которых по заданным скоростям 
соударяющихся тел в начале удара, силам тяжести, моментам инер
ции этих тел и положениям их центров тяжести требуется опреде
лить реактивные ударные импульсы, рекомендуется решать в сле
дующем порядке:

1) выбрать тело или тела, которые нужно рассмотреть для опре
деления неизвестных величин;

2 ) направить подвижные координатные оси, связанные с телом: 
ось z выбрать вдоль оси вращения, плоскость xz провести через 
ось вращения и центр тяжести С тела, ось х направить через точку D 
пересечения линии действия ударного импульса S  с плоскостью xz. 
Ось у  выбрать так, чтобы вместе с осями х и z она образовала правую 
систему осей координат;

3) рассмотрев каждое из соударяющихся тел в отдельности, 
изобразить импульсы внешних мгновенных сил и применить теорему
об изменении главного момента количества движения в приложении 
к мгновенным силам к движению тела, вращающегося вокруг  непо
движной оси; в случае поступательного движения одного из соуда
ряющихся тел применить к этому телу теорему об изменении глав
ного вектора количества движения в приложении к мгновенным силам;

4) решив систему уравнений, составленных в предыдущем пункте, 
определить величину ударного импульса 5  в конце удара;

5) составить систему уравнений ( 1*) применительно к телу, 
вращающемуся вокруг неподвижной оси;

6) решив систему уравнений ( 1*), определить проекции иско
мых реактивных ударных импульсов.

Если в условии задачи заданы ударный импульс S  и угловая 
скорость со2 тела в конце удара , то второй и третий пункты решения 
задачи следует опустить.

Задача 12.9. По телу, вращающемуся вокруг  неподвижной оси, 
нанесен удар, создающий реактивные ударные импульсы в опорах. 
Как известно, при вращении неуравновешенного тела создаются 
динамические реакции в опорах.

Можно ли найти условия, при выполнении которых ударные им
пульсы в опорах и динамические реакции в опорах обратятся в нуль?
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Р е ш е н и е .  При вращении неуравновешенного твердого тела 
вокруг  неподвижной оси возникают динамические реакции опор.

В § 3 главы X (см. стр. 374) было указано, что эти реакции 
обращаются в нуль при условии, если ось вращения твердого тела 
является главной центральной осью инерции. При этом центр тяж е 
сти С лежит на оси вращения, т. е. эксцентриситет равен нулю:

Рс =  0 . ( 1)

Д ля  того чтобы ударные импульсы в опорах были равны нулю, 
должны быть выполнены три условия, изложенные в Обзоре теории. 
Согласно третьему условию, точка приложения ударного импульса, 
называемая центром удара , должна отстоять от оси вращения на 
расстоянии d, равном приведенной длине физического маятника , 
ось привеса которого совмещена с осью вращения тела, т. е. d =
=  ~Шс~’ где х° — расстояние от центра тяжести С тела до оси.
вращения, т. е. эксцентриситет рс . Следовательно,

( гd = Мрс • (2)

Нетрудно видеть, что условия (1) и (2) несовместимы, так  как  
при рс =  0 получим d — оо, т. е. точка приложения ударного

импульса должна быть бесконечно удалена 
от оси вращения, что практически неосу
ществимо.

Итак, избавиться одновременно от 
реактивных ударных импульсов и от 
динамических реакций в опорах невоз
можно.

г Задача 12.10. Пуля массы Мх попадает 
в центр тяжести С неподвижной круглой 
мишени массы М 2 и радиуса г со скоростью v lt 
направленной перпендикулярно к плоскости 
мишени. Мишень может вращаться вокруг 
неподвижной вертикальной оси, лежащей 
в ее плоскости и отстоящей от центра т я 
жести С мишени на расстоянии, равном по
ловине радиуса.

Определить модули реактивных ударных импульсов в подпят
нике А и подшипнике В, считая удар абсолютно неупругим: АС =  
=  ВС  =  h. Мишень считать однородным круглым диском.

Р е ш е н и е .  Выбираем подвижные оси координат, связанные 
с вращающейся мишенью; ось z совмещаем с осью вращения. Пло
скость xz проводим через ось вращения г и центр тяжести С мишени. 
Ось х направляем через центр тяжести С, в котором приложен 
ударный импульс S .  Ось у  выбираем так , чтобы вместе с осями х 
и г она образовала правую систему координат.

К  задаче 12.10.
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Изображаем ударные импульсы внешних сил: S  — ударный 
импульс, приложенный в центре тяжести С мишени, S Ax, S Ay, 
$Ai> $вх> S By — составляющие реактивных ударных импульсов.

Так как  модуль ударного импульса S  и угловая скорость юг 
мишени в конце абсолютно неупругого удара неизвестны, то для 
определения их рассмотрим в отдельности движение пули и мишени.

К пуле приложен ударный импульс S '  со стороны мишени. 
Применим к движению пули теорему об изменении количества 
движения в интегральной форме в приложении к мгновенным силам:

где Vi — заданная скорость пули в начале удара, v2 — неизвестная 
скорость пули в конце удара.

Запишем для движения мишени теорему об изменении главного 
момента количества движения в приложении к мгновенным силам 
относительно оси г:

В начале удара мишень была в покое, т. е. ш1г =  0. Момент 
инерции мишени относительно оси г равен

Решив систему уравнений (1) и (2) (| S | = | S '| ) ,  определим 
5  и v.,:

Д ля определения составляющих реактивных ударных импульсов 
применим к мишени систему уравнений ( 1*):

Mtv2 — ■MjUj =  —S ' , (1)

следовательно,

Учитывая, что гсо2г/2 =  v2, находим

(2)

/И, -1- 2Мг ’
л; .и,

(3)

Так как  v2 =  - j -  ю2, то

0)2 г (л*, +  2м 2) ' (4)

$Ах 4" $Вх — —S x,
^ А у  4~  S By —  M X q  (й )2г ® 1 г) $у>  

&Az 4 " $Bz =  —Sz, (I)
$ А у а  — $ В у Ь  —  — Ixz ( “ гг —  <°1г ) .

—$Аха -f- SBxb — S zd — Iyz (co22 — C0l2).



Ударный импульс S  параллелен оси у. Следовательно,
Sx — 0* S y =  S, S z =  0. (5)

Координаты центра тяжести С, лежащего на оси х, равны
хс =  г/2 , ус =  0 . (6)

Опора В является подшипником, т. е.
5 В2 == 0. (7)

Ось у  перпендикулярна к плоскости материальной симметрии хг 
мишени. Следовательно,

1у* =  0 . (8)
Ось х является осью симметрии мишени. Следовательно,

/ «  =  0. (9)
Угловая скорость мишени в начале удара равна нулю:

coi =  0 . ( 10)

Воспользовавшись формулами (3)—(10) и учитывая, что а =  
b =  h, представим систему уравнений (I) в виде

$ А х  +  $Вх  —  0 .

с  I с  __ M1M2Vj
° А у  M i  2 м 2 »

s *  =  0, (И)
^ Аук S Qyh 0 ,

—S Axh +  S Bxh =  0.

Решив эту систему уравнений, находим искомые составляющие 
реактивных ударных импульсов в подпятнике А и подшипнике В:

с  __ п о _ MxM2Vi с1 __г\
Ах ~  ’ ~~ 2 (Ml 4 - 2Мг) ’ '

С _ А О _
°ВХ и> ^ в у  —  2 (Mi +  2 М2) ’

Задача 12.11. В какой точке мишени, рассмотренной в предыду
щей задаче, должен быть приложен ударный импульс S , для того 
чтобы он не передавался на опоры?

Р е ш е н и е .  Д л я  того чтобы ударный импульс S  не переда
вался  на опоры, должны быть выполнены три условия:

1) ударный импульс 5  должен быть направлен перпендикулярно 
к  плоскости, проходящей через ось вращения z и центр тяжести 
тела . Это условие удовлетворяется; .

2 ) ось вращения z должна быть главной^ осью инерции в точке 
пересечения с перпендикулярной плоскостью, в которой лежит

552 УДАР (Гл. XII
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ударный импульс S .  Это условие такж е  удовлетворяется, так как
IXI =  1уг — 0 )

3) точка приложения ударного импульса S ,  называемая центром 
удара , должна отстоять от оси вращения г на расстоянии d, равном 
приведенной длине физического маятника, ось привеса которого 
совпадает с осью вращения тела: d — IJ(M xc).

Так как /г =  М ./2/2 и хс =  г/2, то d — г. Итак, ударный им
пульс 5  должен быть приложен в точке, отстоящей от оси враще
ния z на расстоянии г.

. Этот результат можно непосредственно получить из решения 
предыдущей задачи. Действительно, если расстояние от точки при
ложения ударного импульса 5  до оси вращения z вместо г/2 обозна
чить d, то и2 =  й!ю2 и формулы (3) и (4) предыдущей задачи при
нимают вид

о _  Л^А-УЧ
2Mxd* +  AV* . ( '

и
_  2dM1vx 

2 ~  2AM2 +  М2г* ’ W

Эти значения S  и а ,  следует подставить в правую часть второго 
уравнения системы (I) и потребовать, чтобы она обратилась в нуль 
(при этом правые части всех уравнений системы (II) обратятся в нуль
и, следовательно, реактивные ударные импульсы будут равны нулю):

Мгхс (о)2г — (о1г) — Su =  0. (3)

После подстановки в уравнение (3) значений S  и со2 из формул (1) 
и (2) и решения уравнения (3) относительно d (при этом следует 
иметь в виду, что хс =  г/2 , со, =  0 ), находим определенное выше 
значение: d =  г.

Задача 12.12. Прямой однородный круглый цилиндр массы М 
длины 2/ и с радиусом основания, равным г, может вращаться во
круг  горизонтальной оси г, проходящей через его центр тяжести О. 
Ось г образует с осыо симметрии цилиндра £ угол а .  Плоскость xz 
совмещена с плоскостью материальной симметрии цилиндра. По 
боковой поверхности цилиндра, находившегося в покое, наносится 
удар, причем ударный импульс S  =  — SJ. Точка D приложения 
ударного импульса S  лежит на боковой поверхности цилиндра 
в плоскости ху, причем xD =  0,5л.

Определить реактивные ударные импульсы в подшипниках А 
и В, считая удар абсолютно неупругим; АО =  О В — h. Подвижные 
оси координат xyz связаны с цилиндром.

Р е ш е н и е .  Изобразим импульсы внешних мгновенных сил:
S  — ударный импульс, приложенный к боковой поверхности ци
линдра, S Ах, S Ау, S Вх, S Ву — составляющие реактивных ударных 
импульсов в подшипниках А и В.
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Так к а к  угловая скорость w2 цилиндра в конце удара не задана, 
то для ее определения применим к движению цилиндра теорему

об изменении главного момента количества движения в приложении 
к  мгновенным силам относительно оси вращения г:

1г  (£02 .  —  СОи) =  2  т г  [ S  (Т7* ) ] .
к=I

В данном случае

=  о)|2 =  0 , '£ m t [S (F i)]  =  SxD =  -%-,

Mr- Sr
поэтому уравнение ( 1) принимает вид —  со2г =  откуда

(1)

Ohz (2)
Д ля  определения величин составляющих реактивных ударных 

импульсов составим для цилиндра систему уравнений ( 1*):
>$Ал, +  $вх  =  — S x, S Ay -f- S By — M x c  (С02г G H z ) Sy>
S Ai -f- S =  —S zt $ВуЬ — Ixz (®аг ®lz)> _ ( 0

— “b S g xb =  S zb I yz (со2г cojz).
По условию 5  =  —Sy, следовательно,

S x = 0, S y = - S ,  S ,  = 0. (3)
Центр тяжести С цилиндра расположен в начале координат О, т. е.

хс =  0. (4)
Ось у  перпендикулярна к плоскости материальной симметрии хг 
в точке О, т. е.

lyz =  о. (5)



Центробежный момент инерции цилиндра 1хг был вычислен в реше
нии задачи 9.11

hz — 4 г  ( - 7 -------f - )  sin 2а .  (6)

В начале удара цилиндр находился в покое, т. е.
он =  0. (7)

Опоры А и В являются подшипниками, поэтому
S At =  S Bl=  0 . (8)

Воспользовавшись формулами (2)—(8) и учитывая, что а — b — h 
и d — xD — л/2 , запишем систему уравнений (I) в виде

^ах +  $ Вх =  0, S Au -f- S By — — S, '

$Ау11 S Byh — ^7 ^ ^  sin 2а, — S Axh -j- S Bxh =  0.

Решив эту систему уравнений, находим искомые проекции соста
вляющих реактивных ударных импульсов в подшипниках А и В:

sAX= о, ^,=-4-[2V(^--4)sin2a+ ,]«
s B* =  o, =  J L ^ s [n 2 a -  1 ] .

У к а з а н и е .  Рекомендуем решить следующие задачи из 
«Сборника задач по теоретической механике» И. В. Мещерского: 
44.21, 44.22, 44.25.

S 4 ]  У Д А Р  ПО Т Е Л У , ВРАЩАЮ ЩЕМУСЯ В О К Р У Г  ОСИ 555
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Амплитуда колебаний 66, 83 
*— — вынужденных 97, 102 
Аналогии электромеханические 125# 480< 

481

Биения 113
Бине формула 14# 26, 28 
Бинормаль 12

Вариация функции 384 
Ватт 284
Вектор главный сил инерции 357# 374
— перемещения 280
— силы 280
Вертикаль в данной точке земной поверх

ности 154 
Виброграф 348

Гироскоп 487
— с тремя степенями свободы 487—489 . 
Главный вектор количеств движения мате

риальной системы 192, 193
— момент количеств движения материаль

ной системы 207, 208
— — — относительно неподвиж» 

ного центра 209
— — — твердого тела относительно не

подвижной оси 208
------- сил инерции 357, 374
Гука закон 65

Движение апериодическое 68
— колебательное 64—127
— относительное 127— 1{54
— плоское твердого тела 258—279 
Декремент колебаний логарифмический 68 
Д жоуль 280, 290
Динамика 9 
Дирихле условие 95 
Дифференциал функции 384

Емкость электрическая 125

Задача динамики обратная 26—64, 258, 502 
*— — прямая 13, 14, 502 
Закон динамики основной 10, 48 

инерции 10 
■— независимости действия сил 11, 48 
*— освобождаемости от связей 14, 354 
»— равенства действия и противодействия 355 
*■>- сохранения главного вектора коли

честв движения материальной системы 200
— механической энергии 347 
сухого трения 29

Импульс силы 192
— ударный 532 
Индуктивность 125 
Инерция 10
Интеграл криволинейный 281

первый уравнения движения 29 
■*» площадей 56
Искусственный спутник Земли 20, 22, 23

Касательная 12 
Кенига теорема 290 
Килограмм 10
Колебания вынужденные материальной 

точки 95, 96 
изохронные 67 

р— линейные 65
*— свободные материальной точки 65 
Количество движения материальной точки 

192
Координаты обобщенные 423, 424
— полярные 12, 14
Кориолиса ускорение 127-, 133, 150 
Косинусы направляющие 13, 16 
Коэффициент восстановления 534, 535
— динамичности 97, 102, 116
— жидкостного сопротивления 125
— податливости 81
— расстройки 97
— трения качения 261, 265
— — скольжения 28, 34, 261
— упругости (жесткости) 65, 66

Л агранжа уравнение второго рода 423# 
439— 441

— функция 440 
Линеаризация уравнений 423

Масса 10, 233
Маятник гироскопический 494—496
— Максвелла 270
— математический 213—284
— физический 245, 348, 349, 369
— циклоидальный 443, 444 
Метацентр 250
Метод кинетостатики 355, 358, 359—361
— суперпозиции 11 
Метр 10
Механика теории относительности 10 
Модуль угловой скорости вращения Земли 

вокруг своей оси 22 
Момент гироскопический 496, 497
— импульса силы 192
— инерции материальной системы при
веденный 295, 343
— — твердого тела относительно оси 157# 

158, 233
«• ... — — центробежный 159, 160, 162, 373
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Момент количества движения материальной 
точки 207, 208

— сил инерции главный 357, 374 
Мощность 283, 284

Начальные условия движения 27 
Невесомость 17, 22
Неуравновешенность ротора динамиче

ск ая  377
— — статическая 377 
Нормаль главная 12 
Ньютона закон второй 10 
*— — первый 10 
*— — третий 10, 355

Обри прибор 492 
Оси координат абсолютные 9 
Ось инерции главная 161
— — — центральная 162

Перемещение возможное 385
— действительное 385
— элементарное 280, 281 
Период колебаний 67, 68
-------  маятника 215
Поверхность уровня 344
— эквипотенциальная 344 
Поле силовое 344
— — потенциальное 344 
Прецессия регулярная 494
Приведение сил инерции к главному вектору 

и главному моменту 356—358 
Принцип возможных перемещений 384, 388. 

383
----------- в обобщенных координатах 426
Принцип относительности классической 

механики 129

Работа переменной силы на конечном пе
ремещении по произвольной траектории 
281

•— постоянной силы на прямолинейном пере
мещении 280

— сил поля 344
— силы 280
— — тяжести 282, 283
— — — в случае системы материальных 

точек 283
—* — упругости 283, 286
— элементарная внутренних сил 282 
—■ — переменной силы 280, 281
-г- — потенциальных сил 345
—289 СИЛ’ ПРиложе11НЫХ к твердому телу
Радиус-вектор точки 12, 14 
Радиус Земли 20, 22
— инерции 159
— кривизны траектории 12
— Луны 20 
Реакция связи 14, 354 
Резаля теорема 488, 530 
Резонанс 97, 98—100, 121

Свободное падение материальной точки 
148— 154 

Связи 9, 351
— голономные 352
— двусторонние 351
— идеальные 386—388

Связи неголономные 352, 353
— нестационарные 352
— односторонние 351
— стационарные 352 
Сдвиг фаз 98, 103 
Сейсмограф 116.
Секунда 10
Сила возмущающая 95, 98
— восстанавливающая линейная 65
— инерции в относительном движении 

129
----------- переносном движении 127, 128
— — кориолисова 124, 129
— отталкивания 14, 32
— потенциальная 344, 345
— притяжения 14, 26
— равнодействующая 12
— сопротивления движению 67, 68
— —, пропорциональная скорости 101* 

105
— тренйя скольжения 17, 30
— тяжести 150
— центральная 14, 16, 25, 26, 50
— электродвижущ ая 125 
Силы 10, 27
— активные 354
— внешние материальной системы 173
— внутренние материальной системы 173
— инерции 355, 356
— обобщенные 423—425
— объемные 204
— поверхностные 204
Система координат абсолютная 9
— материальная несвободная 351
— неголономная 353
Скорость движения Земли вокруг Солнца 21
— — Луны вокруг Земли 21
— космическая вторая 57, 64
— — первая 64
__ __ — у  поверхности Земли 21 
----------- ---------Луны 21
 —  — — Солнца 21
— относительная 127
— секториальная 14, 56
— угловая 128
— — Земли 149
— — критическая 280 
Сопротивление омическое 125 
Статика 9
Суперпозиции метод 11

Теорема Кенига 290
— о движении центра масс материальной 

системы 175, 176, 232, 508, 524
— — pa6ote равнодействующей силы 282
— — сложении вращений твердого тела 

302
— об изменении главного момента коли

честв движения материальной системы 
207, 219, 221, 488, 508

— — — — — — -------— в относительном
движении 227, 231

— — — кинетической энергии материаль
ной системы в дифференциальной форме 
340, 341

«— — — — — — — — интегральной форме 
310, 311, 509, 525

— — — — — — точки в интегральной 
форме 305, 503

— — — количества движения материаль
ной точки 196, 503, 524

 —  момекТа количества движения
материальной точки 212, 217, 503

— — импульсе равнодействующей силы
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Точка материальная 9
— изолированная 10
— — несвободная 9
— — свободная 9
Триэдр натуральный 12, 16

Угол трения 49
Удар 532
— абсолютно упругий 533
— косой 533
— прямой 533
— упругий 533
— центральный 533
Уравнение вращения твердого тела вокруг 

неподвижной оси 232
— вынужденных колебаний материальной 

точки 96, 99, 101
— гиперболы 55
— движения материальной точки в случае 

резонанса 98 —  — под действием центральной силы
14

— — системы материальных точек 175
— динамики общее 407
_  — — в обобщенных координатах 439
— — относительного движения материаль

ной точки 127, 128
*— кривых второго порядка в полярных 

координатах 62
— логарифмической спирали 25, 26
— относительного покоя 129
— плоского движения материальной точки 

в полярных координатах 12, 14, 59
— — — твердого тела 258, 264, 269
— свободных крутильных колебаний 251
— связи двусторонней 351 * односторонней 351
— эллипса 52
Уравнения движения материальной точки 

в проекциях на оси натурального триэдра 
12, 44

-----• — — — -— неподвижных д е 
картовых координат 12

Уравнения Л агранжа второго рода 423. 
439, 507

Ускорение в переносном движении 129 
Кориолиса 127, 133, 150 

*— материальной точки 12 
■— силы тяж ести 150 
Условие статического равновесия 77

Ф аза колебаний 67, 83 
Ф уко опыт 490 
Фурье ряд 95

Центр 14
масс материальной системы 155 

*— мгновенный скоростей 260 
*— приведения 357 
1— тяжести твердого тела 155
— удара 549
Центрирование самостоятельное диска, 

насаженного на упругий вал 280

Частота круговая 67, 78
— — вынужденных колебаний 102 
Число оборотов критическое 280
— степеней свободы материальной си

стемы 353

Широта географическая 150
— геоцентрическая 153 
Штейнера теорема 157, 165, 248

Эйлера теорема 204
— углы  353, 492 
Эллипсоид инерции 160
Энергия кинетическая материальной точки 

290, 344
— — твердого тела 290, 291
— потенциальная 344
— — силы упругости 344 
------- системы 344, 347



П Р И Л О Ж Е Н И Е  

МЕЖДУНАРОДНАЯ СИСТЕМА ЕДИНИЦ (СИ)

Наименование
величины Размерность Наименование единицы Русское

обозначение

Основные механические единицы
Длина L метр М

Масса М килограмм КГ

Время Т секунда с

Дополнительные единицы
Плоский угол — раднан рад
Телесный угол — стерадиан ср

Проиаводные единицы
Площадь L2 квадратный метр ма
Объем L3 кубический метр м3
Скорость L T -1 метр в секунду м/с
Ускорение L T '2 метр на секун ду в квадрате м/с2
У гловая скорость ■pi рлднан в секунду рад/с
Угловое ускорение •J--2 радиан на секун ду в кв ад 

рате
ряд/с2

Плотность L -3M килограмм на кубический 
метр

кг/м3

Сила LM T-2 ньютон Н (кг-м/с2)
Давление L ' W 2 паскаль Па (Н/м2)
Импульс силы LM T-J ныотон-секунда Н е
Количество движения LMT*1 килограмм-метр в секунду кг-м/о
Момент силы L2MT~2 ньютон-метр Н -м
Момент инерции L2M килограмм-метр в квадрате к г -м 2
Кинетический момент LaMT_1 килограмм-метр в квадрате 

в секунду
к г -м 2/о

Работа, энергия L2MT~2 дж оуль Д ж  (Н -м)
Мощность L2M T -8 ватт Вт (Дж/с)
Частота колебаний T -i герц Гц

П р и м е ч а н и е  
ческих, статических и

Приведены только единицы геометрических, кинемати- 
динамических величин.
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