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ПРЕДИСЛОВИЕ

Учебник «Сопротивление материалов» написан на ос
нове использования опыта преподавания курса на кафед
ре «Строительная механика» Московского государствен
ного университета путей сообщения.

Данный учебник создан на базе издававшегося ранее 
учебника под редакцией чл.-корр. АН СССР А. Ф. Смир
нова. Учитывая, что с момента выхода в свет последнего 
издания этого учебника прошло много лет, настоящий 
учебник написан практически заново. При этом авторы 
сделали попытку представить материал в нетрадицион
ной форме.

Укажем на наиболее существенные особенности пред
лагаемого издания учебника. В технике вообще и в стро
ительстве в частности все более широкое применение 
находят элементы конструкций, изготовленные из ком
позитных или неоднородных материалов. Этим вопросам 
уделено значительное внимание.

Расширены и доведены до более удобного в методи
ческом отношении практического использования вопросы 
учета ползучести в расчетах элементов конструкций.

Наряду с классическими приемами оценки прочности 
элементов конструкций при сложном напряженном со
стоянии даются основные понятия механики разруше
ния — быстро развивающегося направления оценки про
чности тел, имеющих трещины. Эти вопросы имеют важ
ное значение для анализа работы существующих и проек
тируемых конструкций.

Уделено внимание долговечности деталей, работаю
щих в условиях переменных нестационарных режимов 
нагружения. Вопросы расчета рациональных тонкостен
ных стержневых конструкций дополнены расчетом стерж
ней замкнутого профиля.

Для лучшего усвоения курса в учебнике приводятся 
контрольные вопросы и задачи. В задачах и в иллюст
рациях авторы стремились рассмотреть элементы реаль
ных инженерных конструкций.

На поля вынесены дополнительные рисунки и инфор
мация, помогающая читателю организовать работу 
с текстом. В книге использованы сигнальные значки, 
обозначающие, что в данном месте текста дается:

■ — понятие, имеющее первостепенное значение;
! — формула, имеющая важное значение для прак

тических расчетов, которую рекомендуется за
помнить.



Также даны краткие замечания, цель которых — на
помнить результаты, относящиеся к ранее пройденным 
учебным дисциплинам.

В тексте наиболее важные определения выделены дру
гим шрифтом, основные формулы обрамлены рамкой.

Главы 1, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 17, 20, заключение 
и § 14.6 главы 14 написаны А. В. Александровым; главы 
9, 14 (кроме § 14.6), 15, 16, 18, 19 и § 3.13 главы 3 написа
ны В. Д. Потаповым; главы 2, 3 (кроме § 3.13), 
4 — Б. П. Державиным.

Авторы выражают глубокую признательность рецен
зентам — д-ру физ.-мат. наук, проф. Б. Ф. Власову 
и коллективу кафедры строительной механики Новоси
бирской государственной академии строительства за цен
ные замечания и рекомендации, которые были учтены 
при завершении работы над рукописью.

Все замечания и пожелания будут приняты авторами 
с благодарностью. Письма просим направлять по адресу: 
101430, Москва, ГСП-4, Неглинная ул., 29/14, издательст
во «Высшая школа».

Авторы



ГЛАВА 1

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

§ 1.1. Сопротивление материалов 
в инженерном образовании

Любое инженерное сооружение — здание, мост, тон
нель, автомобиль, корабль и др. — помимо элементов, 
обеспечивающих функциональное назначение данного 
объекта, обязательно имеет несущие элементы кон
струкции, составляющие «силовой каркас» и предназ
наченные для восприятия нагрузок и различных силовых 
воздействий на конструкцию. Часто функциональные 
и несущие свойства совмещаются, например, стены и пе
рекрытия здания выполняют ограждающие функции 
и одновременно входят в состав несущей части конструк
ции.

Несущие элементы конструкции должны проектиро
ваться и создаваться так, чтобы они были прочными, 
т. е. могли воспринимать все силовые воздействия, не 
разрушаясь в течение достаточно длительного времени. 
Кратко говоря, конструкции должны быть прочными 
и долговечными.

Несущая конструкция, например пролетное строение 
моста, может быть достаточно прочной, но излишне 
деформативной, недостаточно жесткой. Как следствие, 
в конструкции могут возникать колебания, затрудня
ющие или даже делающие невозможной ее эксплуатацию. 
Сильно сжатая, но недостаточно жесткая колонна может 
изогнуться (выпучиться) от действия сжимающей нагруз
ки, что связано с так называемым явлением потери устой
чивости колонны.

Проблемами расчета различных типов сооружений 
и их несущих конструкций на прочность, жесткость 
и устойчивость занимается инженерная наука — строи
тельная механика. Сопротивление материалов является 
дисциплиной, в которой изучаются основные понятия 
и принципы, используемые в этих расчетах. Их примене
ние в сопротивлении материалов обычно ограничивается 
лишь расчетами отдельных элементов конструкций, та
ких, как, например, стержень, балка или простейшие со
ставленные из них системы. Расчет сложных многоэле
ментных конструкций и общие принципы их силового 
анализа изучаются в последующих курсах, таких, как 
«Строительная механика» («Статика сооружений»), «Ди
намика сооружений», «Устойчивость сооружений».



Таким образом, в сопротивлении материалов закла
дывается фундамент для грамотного проектирования ко
нструкций. Изучаются основные виды деформаций, та
кие, как растяжение, сжатие, кручение, изгиб стержней, 
механика развития этих деформаций и приемы оценки 
прочности. Наряду с введением соответствующих поня
тий большое внимание уделяется умению представить 
работу элемента конструкции с помощью сознательно 
упрощенной расчетной схемы и соответствующих анали
тических зависимостей, что принято называть построени
ем физико-математической модели работы элемента или 
части конструкции.

Правильно и грамотно построенные расчетные моде
ли позволяют ответить на многие важные инженерные 
вопросы: дать оценку прочности существующей конст
рукции; определить предельно допустимые нагрузки; по
добрать необходимые размеры элементов и выбрать под
ходящие материалы, обеспечивающие их прочность 
и экономичность; провести оптимизацию параметров ко
нструкции, т. е. найти параметры, обеспЬчивающие 
в определенном смысле наилучшие свойства этой конст
рукции, и т. д.

Изучение сопротивления материалов требует хоро
ших знаний по физике, математике, теоретической меха
нике и существенно базируется на сведениях, изучаемых 
в курсах по этим предметам. Знание основ сопротивления 
материалов является важнейшим требованием и состав
ной частью при подготовке инженера вообще и инжене- 
ра-строителя в частности.

§ 1.2. Схематизация элементов конструкций 
и внешних нагрузок

Основные виды элементов конструкций. К числу основ
ных типов элементов, на которые в расчетной схеме 
подразделяется целая конструкция, относятся стержень 
или брус (рис. 1.1, а), пластина, оболочка (рис. 1.1, б) 
и массивное тело (рис. 1.1, в).

Указанные типы элементов геометрически различают
ся лишь соотношением характерных размеров, но с меха
нической точки зрения их деформирование является на-
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столько специфичным, что требует получения своих урав
нений и зависимостей, составляющих математическую 
модель этих элементов.

Стержень — это тело, длина которого I существенно 
превышает характерные размеры поперечного сечения h, Ь.
Геометрическое место точек, являющихся центрами тя
жести поперечных сечений, будем называть осью стерж
ня.

Условимся в дальнейшем оси координат выбирать 
так, чтобы ось z всегда совпадала с осью прямого стерж
ня, а оси х я у лежали в плоскости поперечного сечения.
Для криволинейного стержня ось z совпадает с касатель
ной к оси стержня.

Преимущественная работа материала в стержне — 
это растяжение или сжатие в осевом направлении (осо
бенность представляет деформация кручения).

Для физико-математической модели стержня харак- г ^ р*. 
терно то, что основные расчетные уравнения записыва-
ются относительно одной независимой ------у

переменной — координаты z. Их решение составляет так 
называемую одномерную задачу.

Пластина — это тело, у которого толщина Ô сущест
венно меньше его размеров a u b e  плане. Естественно 
искривленная пластина (криволинейная до загружения) 
называется оболочкой.

Материал пластин и оболочек работает в более слож
ных условиях, чем у стержня, например, на растяже
ние — сжатие он будет работать в двух взаимно перпен
дикулярных направлениях. Математическая модель пла
стин и оболочек, как правило, будет состоять из уравне
ний, зависящих от двух аргументов: ха у. Поэтому такая 
задача относится к классу двумерных задач. *

Массивное тело характерно тем, что все его размеры 
а, b и с имеют один порядок.

Ввиду отсутствия какого-либо преимущественного на
правления функции, описывающие деформирование та
кого тела, будут существенно зависеть от трех независи
мых аргументов х, у, z и задача является трехмерной.

В настоящем курсе рассматриваются одномерные за
дачи расчета стержневых элементов конструкций. Реше
ние более сложных двумерных и трехмерных задач рас
чета пластин, оболочек и массивных тел изучается в про
должении курса, называемом «Основы теории упругости 
и пластичности».

Укажем на характерные названия стержневых элемен
тов в зависимости от их назначения и вида деформирова
ния (рис. 1.2). Стержни или брусья, в основном работа
ющие на изгиб, называют .балками. Стержневые элемен
ты, воспринимающие вертикальные сжимающие силы, 
называют стойками, а наклонные элементы —раскоса
ми. Конструкцию, состоящую из соединенных изгибае
мых стержней, называют рамой. Если же благодаря шар
нирному соединению стержней все они работают только 
на растяжение или сжатие (от нагрузки, приложенной

Ш-у)
£—Х

Определение' Fh и) - 
двухмерная задам

Массивное тело
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Рис. 1.2. Примеры стержневых конструкций

в узлах), то конструкцию называют фермой. Стержень, 
передающий вращательное движение, например, от дви
гателя к станку, называют валом.

Схематизация внешних нагрузок. Внешние нагрузки 
подразделяют на сосредоточенные и распределенные.

Силу или момент, которые условно считаются прило
женными в точке, называют сосредоточенными.

Реально через точку, т. е. объект, не имеющий раз
меров, невозможно передать воздействие конечного зна
чения. Поэтому сосредоточенная сила или момент — это 
типичная схематизация реальности, позволяющая по
строить физико-математическую расчетную модель. По
ясним сказанное примером.

На рис. 1.3, а изображена подкрановая балка. Вер
тикальные нагрузки от колеса передаются через малую, 
но конечную площадку контакта обода колеса и головки 
рельса. Это же относится и к горизонтальной силе, воз
никающей, например, при торможении. Перенесем равно
действующие указанных сил в точку, лежащую на оси 
стержня, добавив соответствующий момент. Аналогично 
поступим и с опорными реакциями, в результате чего 
получим «осевую» расчетную схему (рис. 1.3, б), где 
обозначена ось балки, загруженная сосредоточенными си
лами и моментами.

Распределенная нагрузка характеризуется в каждой 
точке числовым значением и направлением вектора ин
тенсивности этой нагрузки. Интенсивность может быть 
отнесена к единице объема у (Н/м3), единице площади
р (Н/м2) или единице длины ц (Н/м). Соответст----------------
называется объемной (рис. 1.4, а), поверхностно\ 
б) и линейно распределенной или погонной (р] 
нагрузкой.



а) в)

Рис. 1.4. Объемная поверхностная и линейно распределенная на
грузки

Рис. 1.5. Неравномерная поверхностная нагрузка

На рис. 1.4, а—в приведены случаи равномерно рас
пределенной нагрузки, когда ее интенсивность можно 
понимать как силу, приходящуюся соответственно .на 
единицу объема, площади и длины.

В случае неравномерно распределенной нагрузки, на
пример поверхностной (рис. 1.5), для определения ее ин
тенсивности составим вначале выражение для среднего на 
площадке А А значения нагрузки рс?=АЯ1АА, где
АЛ — равнодействующая сила на площадке АА. Теперь,



чтобы характеризовать нагрузку именно в точке, будем 
стягивать площадку АА к точке. Тогда

. .  АЛ р= 1яп —.
4Л->0 АЛ

(1.1)

Интенсивность
поверхностной
нагрузки

Ко.

Интенсивность поверхностной нагрузки в общем слу
чае определяется как предел отношения равнодейству
ющей сил на рассматриваемой площадке к ее площади, 
стремящейся к нулю.

Примером поверхностной неравномерно распределен
ной нагрузки может служить давление жидкости на пло
тину, изменяющееся с глубиной по закону р=уА.

Если распределенная нагрузка изменяется по закону 
рг=рг (х, у), то для определения ее равнодействующей на
площади ахЬ составим вначале выражение элементарной 
силы ргйх<1у, считая ввиду бесконечной малости площад
ки с1х ду интенсивность рг равномерной на этой площадке.
Тогда равнодействующая определится по формуле

ь

о о
а ее момент, например, относительно оси х будет

Мх= (р1дхйу)у= ргуйА.

(1.2)

(1.3)
о о

Для интенсивности нагрузки применимо следующее 
правило знаков: компонента вектора интенсивности по
ложительна, если она совпадает с направлением соответ
ствующей оси координат.

Пример 1.1. Найти опорные реакции в балке, загруженной нагруз
кой, изменяющейся по линейному закону я—дв (г—а)!а (рис. 1.6, а).
Условие ?.тЛ =0 запишется в виде

2 а 2а

Ув2а— (дйг) г = Р д 2 а — ( г — л ) г < 12=0.

а а
Вычисление интеграла дает Ув2а—(Дв/а) (5/6)а3=0. Отсюда 
Ув=(5/12) Чв а.

В данном случае вместо вычисления интеграла можно заменить 
треугольную нагрузку ее равнодействующей, равной площади треуголь
ника (рис. 1.6, б) и приложенной в его центре тяжести, т. е. на расстоя
нии (2/3) а от- вершины. Тогда условие равновесия примет следующий



Рис. 1.6. К примеру 1.1

Отсюда получим уже найденное значение Уд.
В случаях сложного очертания нагрузки д (г) следует использовать 

интегрирование, в более простых — замену распределенной нагрузки их 
равнодействующей.

Эффект приложения нагрузки в очень большой степе
ни зависит от скорости изменения нагрузки во времени. 
Действительно, хрупкая пластинка, спокойно положенная 
на жесткие упоры, легко выдерживает собственный вес, 
не разрушаясь. В то же время, будучи сброшенной даже 
с небольшой высоты Л, она ломается.

Различают нагрузки статические и динамические. Ес
ли нагрузка достаточно быстро изменяет значение или 
место приложения (например, ударная, вибрационная, 
подвижная нагрузка), то в результате ее приложения 
возникают колебания нагружаемого элемента конструк
ции.

Быстро изменяющуюся нагрузку называют динамичес
кой, а расчет с учетом возникающего колебательного 
движения — динамическим расчетом.

Нагрузка, постоянная или очень медленно изменяюща
яся во времени, когда скоростями и ускорениями возника
ющего движения можем пренебречь, называется стати
ческой.

В курсе сопротивления материалов рассматривается 
в основном статическое приложение нагрузки. В гл. 17 
будут рассмотрены простые, но характерные задачи о ди
намическом нагружении.

Ш7777777Т777777///?/

Динамическая
нагрузка

Статическая
нагрузка



§ 1.3. Допущения о свойствах материала 
элементов конструкций

Упругая и пласти
ческая части дефо
рмации

Элементы строительных конструкций изготовляются 
из различных материалов — металлов, бетона, дерева, 
полимеров и др. Их структура и физические свойства 
могут быть весьма разнообразны. Однако в сопротивле
нии Материалов удобно пользоваться некоторым усло
вным материалом, наделенным определенными идеали
зированными свойствами деформирования. Рассмотрим 
эти свойства.

Изменение размеров и формы тела под действием 
нагрузки называют деформацией тела.

На рис. 1.7 изображены три характерные диаграммы 
деформирования, связывающие значения силы Б и дефор
мации Д/ при нагружении и разгрузке.

Часть суммарной деформации, исчезающая после сня
тия нагрузки, называется упругой (Д/упр). Деформация,
остающаяся после разгрузки, называется остаточной или 
пластической (Д/0СТ=Д/ПЛ).

В общем случае при достаточно больших нагрузках 
материалы проявляют упругие и пластические свойства, 
так что Д/ = Д/упр + Д/м. Такой материал называют упруго
пластическим (рис. 1.7, а).

Если остаточные деформации очень малы, то ими 
можно пренебречь. Материал, в котором возникают то
лько упругие деформации, называют идеально-упругим. 
Если диаграмма деформирования выражена нелинейной 
зависимостью, то материал называют нелинейно-упругим 
(рис. 1.7, б), если линейной зависимостью — линейно-уп- 
ругим (рис. 1.7, в). Сформулируем теперь допущения
о свойствах условного материала.

Р Нагружение

С////^/У/
3

Г'"”

б)

Разгрузка

6)

Упругопластический
материал

-и
материал материал



Материал элементов конструкций будем в дальнейшем 
считать сплошным, однородным, изотропным и линей
но-упругим.

Свойство сплошности, которым наделяется условный 
материал, говорит о том, что не учитывается конкретная 
структура материала (зернистая, кристаллическая и др.), 
и считается, что материал непрерывно заполняет весь 
объем элемента конструкции. Свойство однородности оз
начает, что весь объем материала обладает одинаковыми 
механическими свойствами. Наконец, изотропным назы
вают материал, у которого механические свойства во всех 
направлениях одинаковы. В противном случае его назы
вают анизотропным.

Использование понятия условного материала сущест
венно упрощает изучение механики деформирования эле
ментов конструкций. Соответствие условного материала 
реальным материалам достигается тем, что в расчет эле
ментов конструкций вводятся экспериментально получа
емые усредненные количественные характеристики меха
нических свойств реальных материалов.

Заметим, что в ряде случаев мы будем отступать от 
принятых допущений. В частности, кроме упругих будем 
учитывать и пластические деформации, о чем будет ого
ворено особо.

§ 1.4. Внутренние силы и напряжения
Между частицами твердого тела до приложения внеш

них нагрузок действуют внутренние, силы, обеспечива
ющие неизменность его формы. Под влиянием приложен
ных нагрузок силы взаимодействия получают прираще
ния, между частицами тела несколько изменяются рас
стояния и тело деформируется.

В сопротивлении материалов под внутренними силами 
будем понимать приращение сил взаимодействия между 
частицами, возникающих при его нагружении.

В условном материале (сплошном и однородном, как 
было показано в предыдущем параграфе) внутренние си
лы передаются сплошным потоком от одной части тела 
к другой через разделяющую эти части воображаемую 
поверхность. При этом в общем случае внутренние силы 
непрерывно и неравномерно распределены по этой повер
хности. На каждой малой площадке, принадлежащей упо
мянутой поверхности, поток внутренних сил характеризу
ется значением и направлением вектора интенсивности 
внутренних сил. Введем количественную меру интенсив
ности потока внутренних сил в деформируемом теле.

Понятие о напряжении. На рис. 1.8, а тело рассечено 
плоскостью и в этом сечении в рассматриваемой точке 
М выделена малая площадка АА„, ее ориентация в про
странстве определяется нормалью площадки п. Опреде
лим вначале среднюю интенсивность на площадке:

Допущения о свой
ствах материала



Рис. 1.8. Нормальное и касательное напряжения в точке

(1.4)

Для того чтобы охарактеризовать внутренние силы, 
именно в точке М будем стягивать площадку АЛ„ к точке.
Тогда получим

Интенсивность внутренних сил рп, передающихся
в точке через выделенную площадку, называется напряже
нием на данной площадке.

По своей природе напряжение р„ — это поверхностная
нагрузка, возникающая на внутренних поверхностях со
прикасания частей тела. Поэтому напряжение, как и ин
тенсивность внешней поверхностной нагрузки, выражает
ся в единицах силы, отнесенных к единице площади: 
Па=Н/м2 (кгс/см2, тс/м2 и т. д.).

Вектор р„ выражает так называемое полное напряже
ние на данной площадке. Разложим его на составляющие 
(рис. 1.8, б) так, что

где а„ и т„ — соответственно нормальное и касательное
напряжения на площадке с нормалью п.

Заметим, что в дальнейшем будем иметь дело глав
ным образом не с полным напряжением р„, а с его

составляющими ап и т„.
В общем случае на площадке могут возникать два вида 

напряжений: нормальное а и касательное т.
Понятие напряжения является фундаментальным для 

всей механики деформируемого тела. Во многих случаях 
прочность материала в окрестности данной точки опреде
ляется именно напряжениями. Чтобы это проиллюстри
ровать, представим такой опыт: бумажную полоску, уси

(1.5)

Р1 = 02
я + *1 (1.6)



ленную на концах приклеенными картонными наклад
ками, будем растягивать силой Р вдоль оси и вблизи края 
полоски. Легко убедиться, что при одной и той же силе 
Р в первом случае полоска бумаги остается целой, а во 
втором — рвется у растянутого края, что объясняется 
неравномерным распределением нормальных напряжений 
в ее поперечном сечении с максимумом в крайних точках 
сечения.

Приведенный пример говорит о том, как важно уметь 
вычислять напряжения в точках деформируемого тела.

Обозначение напряжений. При анализе напряжений 
в окрестности рассматриваемой точки М (рис. 1.8, в) 
выделяют бесконечно малый элемент в форме парал
лелепипеда со сторонами е!лг, <1у, <&. Если полные напря
жения рх, ру и рг, действующие на его гранях, разложить
на составляющие, то в общем случае на каждой грани 
получим одно нормальное и два касательных напряже
ния. Например, на грани, перпендикулярной оси х, это 
будут ах, тху и т„. Для трех граней элемента они образуют
гак называемый тензор напряжений

Здесь первый столбец состоит из компонент напряжений, 
действующих на площадках, нормальных к оси х, вто
рой — к оси у, третий — к оси г.

Первый индекс у напряжения, например хху, говорит
о том, что оно действует на площадке с нормалью, 
параллельной оси х, а второй — о том, что вектор напря
жений параллелен оси у. У нормального напряжения оба 
индекса совпадают, поэтому ставится один индекс.

Как видим, первый индекс служит своеобразным «ад
ресом» площадки, а второй — указателем направления 
касательного напряжения.

Силовые факторы в поперечном сечении стержня и их 
выражение через напряжения. Рассмотрим некоторое по
перечное сечение нагруженного стержня (рис. 1.9, а). Вну
тренние силы, распределенные по сечению, приведем 
к главному вектору Я, приложенному в центре тяжести 
сечения, и главному моменту М. Далее разложим их на 
шесть компонент: три силы N. ()х, Qy и три момента Мх, 
Му, Мг, называемые внутренними усилиями или силовыми
факторами в поперечном сечении.

Компоненты главного вектора и главного момента 
внутренних сил, распределенных по сечению, называются 
внутренними усилиями в сечении.

Каждая компонента имеет характерное наименование:
N — продольная сила в сечении, связанная с дефор

мацией растяжения или сжатия;

■
Индексы у напря
жений

растяжение



Рис. 1.9. Внутренние усилия и напряжения в поперечном сечении 
стержня

срез Ву. Ра

изгиб нк и ~ 

Л? Мх
Г

кручение

См. § 2.1

£2х> 0,у поперечные силы в сечении, возникающие
при стремлении к срезу по поперечному сечению в напра
влении осей х и у;

Мх, Му — изгибающие моменты в сечении относите
льно осей х и у, возникающие при изгибе соответственно 
в плоскостях уг и хг\

Мг — крутящий момент, возникающий при стремле

нии к относительному повороту двух частей стержня 
вокруг ОСИ 2.

Выразим внутренние усилия через напряжения, дейст
вующие в поперечном сечении, предполагая их извест
ными в каждой его точке (рис. 1.9, б). Элементарные силы 
на площадке с1Л в этой точке будут етг6А, т„с1А и т1уйА.
Проецируя все элементарные силы на оси х, у, г и сум
мируя моменты этих сил относительно этих осей по 
всему сечению, получим

*

Выражения внут
ренних усилий че
рез напряжения

7/= |ог6Л; (>х=^т„<1 А; ()у=^х1у<1А;
А А Л

Мх= I (ст1дА)у; | (<хг(Ь4) х;

М, = | (.ЪуХ- х1Ху)йА,

(1.8)

где знак J выражает интегрирование по площади А. 
л



§ 1.5. Перемещения и деформации
От приложения нагрузки тело деформируется, т. е. 

изменяет свои размеры и форму (рис. 1.10). Некоторая 
произвольная точка М переходит в новое положение Мх.
Полное перемещение ММХ будем разлагать на компонен
ты и, v, w, параллельные осям координат, соответственно 
х, у, z.

Компонента полного перемещения положительна, если 
она совпадает с направлением соответствующей оси коор
динат.

Но перемещения данной точки М еще не характеризу
ют степень деформирования элемента материала у этой 
точки. Например, при изгибе балки с консолью переме
щения точек консоли не равны нулю. Но в то же время из 
рисунка ясно, что вся консоль, поворачиваясь вместе 
с сечением над опорой В, перемещается как жесткое целое 
и ее материал не деформируется.

Введем понятие деформаций в точке как количествен
ную меру деформирования материала в ее окрестности.

Выделим в точке М элементарный параллелепипед 
dxxdyxdz (рис. 1.11). За счет деформации длины его 
ребер получат абсолютное удлинение Adx, Ady и Adz.

Рис. 1.10. Полное перемещение точки и его компоненты

" 7 ---------------  '

l*xz
=1
1 *М 
1 
1

dx



Вычислим относительные линейные деформации в точке: 
Adx Adу Adz

Ех=—; £>=—; ег=—• (1.9)
dx dy dr

Деформации (1.9) безразмерные и для реальных стро
ительных материалов имеют порядок е«10-3, т. е. до
статочно малы.

Кроме линейных деформаций возникают угловые де
формации или углы сдвкга, представляющие малые изме
нения первоначально прямых углов параллелепипеда, на
пример, в плоскости xz это будет величина уа. Аналогич
ные изменения углов возникают в двух других плоско
стях: уп и Ух,. Как и линейные деформации, углы сдвига
весьма малы и имеют порядок у«10-4...Ю-3.

Введенные относительные деформации в точке сведем 
в таблицу

1 1 1
е* 2У-
1 1
-гЪ By

V*
1 1
‘2У° £z

Г.= 1 г Ух, е, -у„ I (1.10)

в которой углы сдвига в целях аналогии с тензором 
напряжений (1.7) поделены пополам. Величины (1.10) ко
личественно определяют деформации материала в окре
стности точки и составляют тензор деформаций.

§ 1.6. Принцип суперпозиции

Линейно и нелинейно деформируемые системы. Систе
му, в которой внутренние усилия, напряжения, дефор
мации и перемещения прямо пропорциональны действу
ющей нагрузке, называют линейно деформируемой.

См. § 1.3. и рис. Д11* того чтобы система была линейно деформиру-
1.7 емой, в общем случае требуется, чтобы материал конст

рукции работал как линейно-упругий, т. е. чтобы его 
диаграмма деформирования была линейной. Такие систе
мы называют физически линейными.

Кроме того, перемещения в конструкции должны 
быть достаточно малыми, чтобы изменения ее размеров 
и формы, возникающие вследствие деформации, можно 
было не учитывать в расчетной схеме. Такие системы 
называют геометрически линейными.

Последнее поясним примером. На рис. 1.12, а, б пока
зано определение внутренних усилий в стержнях простей
шей фермы методом вырезания узла, известным из курса 
теоретической механики. На рис. 1.12, а изображена рас
четная схема для составления условия равновесия узла 
в деформированном состоянии, т. е. при угле наклона 
раскоса /?=а +Да, где Да — изменение угла а, вызванное 
деформацией стержней. Из рисунка видно, что



Рис. 1.12. Влияние перемещения узла на усилия в стержнях

N*
2 sin fi 2 sin (а+Да)

Если пренебречь деформациями стержней и считать 
Да=0, то

N• *  *  л и к
2 sin а

Поскольку . Да возрастает с ростом силы 
F и sin (а+Да) > sin а, эти зависимости графически будут 
представлены на рис. 1.12, б, где кривая N=N (F) от
клоняется вниз от линейной зависимости Nmm=N1BÍB (F).
Приведенные два графика соответствуют двум типам 
систем: геометрически нелинейной системе соответствует 
N (F), а геометрически линейной системе — (F). При
малых деформациях (Да-»0) обе кривые практически со
впадают.

Определение внутренних сил с учетом влияния переме
щений иногда называют расчетом по деформированному 
состоянию (по деформируемой схеме).

В большинстве случаев в эксплуатационных условиях 
строительные конструкции можно считать физически 
и геометрически линейными.

Поэтому примем как допущение, что рассматрива
емые далее системы являются линейно деформируемыми.

Принцип суперпозиции. Для линейных систем справед
ливо утверждение, которое называется принципом супер
позиции или наложения (принцип независимости действия 
сил).

Результат действия группы сил равен сумме (алгебра
ической или геометрической) результатов, полученных от 
действия каждой силы в отдельности.

Это простое правиле проиллюстрировано на рис. 
1.13, а, где перемещение точки К от двух сил vK можно
получить как алгебраическую сумму:
Vjc= Vjn + V/2, (1.11)

где vn и Vjc 
1.13, б, в).

И

Принцип
зикции

суперпо-

перемещения от каждой из сил Ft и F2 (рис.
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Рис. 1.13. Иллюстрация 
принципа суперпозиции

Если балка одновременно изгибается в вертикальной 
и горизонтальной плоскостях от действия вертикальной 
^ и горизонтальной Г2 сил, то сумма (1.11) должна быть
геометрической.

Вопросы для самоконтроля к главе 1

1.1. Укажите геометрический признак, ха
рактерный для стержня, пластины, массивного 
тела.

1.2. Что такое сосредоточенная сила и мо
мент?

13. Какие виды распределенных нагрузок 
вы знаете? Что такое интенсивность распреде
ленной нагрузки?

1.4. Что такое упругопластический, нели
нейно- и линейно-упругий материалы?

1.5. Сформулируйте допущения о свойст
вах условного материала, используемого в рас
четных моделях.

1.6. Что такое напряжение в деформиру

емом теле? Какие два вида напряжений вы 
можете назвать?

1.7. Дайте определение внутренним усили
ям в поперечном сечении стержня. Перечислите 
шесть силовых факторов и выразите их через 
напряжения.

1.8. Поясните, что такое относительная ли
нейная деформация и угол сдвига.

1.9. В чем состоит физическая и геомет
рическая нелинейность деформируемой систе
мы? Что такое линейно деформируемая систе
ма?

1.10. Сформулируйте принцип суперпози
ции и укажите условие его применимости.



ГЛАВА 2

ВНУТРЕННИЕ УСИЛИЯ 
В ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЯХ 
СТЕРЖНЯ

§ 2.1. Метод определения внутренних усилий

При действии на тело внешних сил оно деформирует
ся. Следовательно, меняется взаимное расположение ча
стиц тела; в результате этого возникают дополнительные 
силы взаимодействия между частицами. Эти силы вза
имодействия в деформированном теле будем называть 
внутренними силами (усилиями). Для решения задач со
противления материалов необходимо уметь определять 
значение и направление внутренних усилий, например 
в задачах, где оценивается прочность конструкции. При 
их определении применяется метод сечений.

Рассмотрим тело, имеющее форму бруса и находящее
ся в равновесии под действием системы внешних сил

(самоуравновешенной системы сил). Пусть требуется
определить внутренние усилия в произвольном сечении 
а — а этого бруса (рис. 2.1, а). Мысленно рассечем его по 
сечению а — а на две части и отбросим одну из частей, 
например часть / (обычно оставляется та часть, при 
рассмотрении которой получается более простое реше
ние).

Оставшаяся часть II в общем случае не будет нахо
диться в равновесии. Для сохранения этой части бруса 
в равновесии необходимо к ней приложить систему уси
лий, распределенных по сечению а — а (рис. 2.1, б). Эти 
усилия и есть внутренние усилия в сечении а — а рассмат
риваемого бруса. Они заменяют собой действие отбро
шенной части I (вместе с приложенными к ней внешними 
силами) на оставшуюся часть II. Внутренние усилия, 
согласно закону о равенстве действия и противодействия, 
которые приложены к части II в сечении а — а, равны 
и противоположны по направлению внутренним усили
ям, действующим на часть I в том же сечении.

В соответствии с правилами статики приведем систе
му внутренних усилий, действующих на часть II в сечении 
а — а, к главному вектору К и главному моменту М, 
приложенным в центре тяжести этого сечения. Выберем 
систему координат х, у, г с началом в том же центре 
тяжести (точка О). Ось г направим по внешней нормали 
к сечению, а оси х, у расположим в его плоскости (рис.
2.1, в).

Метод сечений

Первыми в середи
не XIX в. метод 
сечений ввели не
мецкие инженеры 
А. Риттер и
Д. Шведлер, ко
торые этот метод 
использовали для 
определения уси
лий в стержнях 
ферм



Рис. 2.1. Определение внутренних усилий 
методом сечений

Разложим главный вектор и главный момент на со
ставляющие по координатным осям х, у, г. В результате 
получим шесть составляющих, которые принято назы
вать внутренними силовыми факторами или внутренними 
усилиями.

Ш Составляющие главного вектора носят названия:
усилие вдоль оси х — продольной силы Ы;

Внутренние усилия усилия вдоль осей х и у — поперечных сил <2Х и 0У со
ответственно.

Составляющие главного момента носят названия: 
момент относительно продольной оси г — крутящего 

момента Мг\
моменты относительно осей х и у — изгибающих мо

ментов Мх и Му соответственно (рис. 2.1, в).
Таким образом, после приложения в сечении а — а 

к части II усилий, заменяющих собой действие отброшен
ной части I (в общем случае шести силовых факторов), 
оставшаяся часть II, нагруженная и приложенными к ней 
внешними силами, находится в равновесии. Поэтому для

части II можно записать шесть уравнений равновесия:

Н  № > 1 Л .  I ■  - ь  — “

Е лг=о, X г=о, X 2=0;
Уравнения равно- __

г * ОСТ.Ч. ОСГ.Ч. ОСТ.Ч.
весня для часта у м 0 у м _0, У Мг=0. 
стержня ^

(2.1)



Напомним основные правила составления уравнений равновесия:
1. Проекция тлы на ось равна произведению силы на косинус угла 

между направлением силы и положительным направлением оси.
2. Вели сила перпендикулярна оси, то ее проекция на ось равна 

нулю.
3. Момент силы относительно оси равен произведению проекции 

этой силы на плоскость, перпендикулярную оси, на плечо силы.
4. Момент силы относительно оси равен нулю:

а) если сила параллельна оси;
б) если линия действия силы пересекает ось.

Из первых трех уравнений равновесия (2.1) соответст
венно находим усилия Qx, Qy и ЛГ, а из трех послед
них — соответственно моменты Мх, Му и Мг.

Заметим, что знак у этих усилий, получаемый из реше
ния уравнений (2.1), указывает на правильность (знак 
плюс) или неправильность (знак минус) выбранных напра
влений внутренних усилий.

Таким образом, метод сечений дает возможность 
определить в сечении направление и значение равнодейст
вующих внутренних усилий (или их компонент). Закон же 
распределения внутренних усилий по сечению остается 
неизвестным. Для решения этого вопроса необходимо 
знать, как деформируется данный брус под действием 
внешних сил, приложенных к нему.

Применение метода сечения для определения значе
ний и направлений внутренних усилий рассмотрим на 
следующем примере.

Пример 2.1. Для пространственного стержня (рис. 2.2, а) опреде
лить значения и направления внутренних усилий в сечениях I—I и II—II.

Решение. Для определения значений и направлений внутренних 
усилий в сечениях I—I и II—II применим метод сечений.

Сечете I—/. Рассечем пространственный стержень в сечении I—I 
плоскостью, которая перпендикулярна оси стержня ВС (рис. 2.2, 6). 
Одну часть стержня, например содержащую заделку, отбросим и дейст
вие ее на оставшуюся часть заменим шестью внутренними усилиями N, 
Qx. Qy и Mz, Мх, Му, приложенными в сечении I—I.

Заметим, что в стержне, закрепленном при помощи жесткой задел
ки, целесообразно оставлять ту часть стержня, которая не закреплена, 
так как тогда не требуется определять опорные реакции.

Далее выберем прямоугольную систему осей х, у, z, совместив 
начало координат с центром тяжести сечения I—I. Ось г направим 
вдоль оси рассеченного стержня ВС (в сторону внешней нормали сече
ния), а оси х и у расположим в плоскости его поперечного сечения, как 
показано на рис. 2.2, б. Такой выбор осей является обязательным.



Внутренние усилия (}х, и N направим вдоль соответствующих поло
жительных осей х, у, г, внутренние усилия Мх, Му и М, — по ходу
часовой стрелки при взгляде на оставшуюся часть со стороны положи
тельного направления тех же осей. Такие направления внутренних сило
вых факторов будем считать положительными.

Часть стержня, нагруженная внешними силами Р, 2Р и усилиями, 
приложенными в сечении I—/, находится в равновесии (рис. 2.2, б). Для 
этой части стержня составим шесть уравнений равновесия, из решения 
которых определим внутренние усилия в сечении I—Г.
ост.ч. ост.ч. ост .4.
I *=0; ех=0; X У=0, <2,-.Р= 0, йу=Р; £ 2=0, ^+2^=0,

ОСТ.Ч. ост.ч.

N=-2Л X Мх—Р2а—0, Мх^2Ра; £ му={3> му=0’
ОСТ Л.

£ Мг=0, Мг + Й1=0, Мг=-Ра.

Таким образом, в сечении 1—1 действует четыре внутренних усилия 
(£*=0 и М,шО), причем два из них — N и Мг—в направлении,
противоположном принятому (на рис. 2.2, б действительные направле
ния их показаны пунктиром).

Сечене II—II. Рассечем стержень в сечении II—II плоскостью, 
перпендикулярной оси стержня Сй. Часть стержня, содержащую жест
кое закрепление, отбросим. Выберем систему координат х, у, г и дейст
вие отброшенной части на оставшуюся заменим шестью внутренними 
усилиями, как показано на рис. 2.2, в. Эта часть стержня находится 
в равновесии; составим для нее уравнения равновесия:
ост.ч. ост.ч. ост.ч.

X *=0, йг+^-О, ---------- 2Р; £ Г= О, е,=0; £ 2=0, #-^=0,
ОСТ.Ч. ост.ч.

Ы^Р; £ мх=0, Мх+Ра=0, Мх=-Ра; £ му=°>
ОСТ.Ч.

Му—Р2а — 2Ра=0, Му=*ЛРа; £ ^*-0, А/г=0.

Следовательно, в сечении II—II возникает четыре внутренних уси- 
лия (6,-0, Мг = 0), причем два из них — Ох я Мх — направлены в об
ратную сторону (рис. 2.2, я).

Как видно из рассмотренного примера, внутренние 
усилия, возникающие в поперечных сечениях стержня, 
меняются вдоль его продольной оси. Для более нагляд
ного представления характера изменения внутренних уси
лий вдоль оси г строят их графики.

Графики изменения внутренних усилий вдоль продоль
ной оси стержня называются эпюрами.

Эпюры внутренних усилий, как правило, строят для 
того, чтобы наметить опасные сечения, т. е. сечения, 
в которых существует большая вероятность наступления 
разрушения из-за того, что там внутренние усилия до
стигают наибольших значений.

При построении эпюр сначала устанавливают грани
цы участков, в пределах которых внутренние усилия из
меняются по одной закономерности. Границами таких

Эпюра внутренне
го усилия



участков являются сечения, где приложены внешние со
средоточенные усилия (момент, сила) или начинается 
и кончается распределенная нагрузка, а тахже сечения, 
в которых имеется перелом оси стержня.

Далее, применяя метод сечений и учитывая правила 
знаков, получают аналитические зависимости изменения 
внутренних усилий в пределах каждого участка. Затем, 
используя их, строят графики этих усилий — эпюры. При '
этом ординаты эпюр внутренних усилий в определенном 
масштабе откладывают от базисной линии, которая про
водится параллельно оси стержня. Построенную эпюру 
принято штриховать линиями, перпендикулярными ба
зисной линии. Кроме того, на эпюрах для характерных 
ординат обязательно указывать их значения, а в кружоч
ке — знак усилия.

§ 2.2. Внутренние усилия при растяжении 
и сжатии

При действии на стержень внешних нагрузок, направ
ленных вдоль продольной оси, или нагрузок, равнодейст
вующая которых направлена также вдоль продольной 
оси, в поперечных сечениях возникает только один сило
вой фактор — продольная сила. Такие нагрузки вызывают 
растяжение и сжатие стержня.

Условимся:
продольную силу N считать положительной, если она "рашо ¡тч а* * 
вызывает растяжение, т. е. направлена от сечения, и от- н ©
рицательной, если она вызывает сжатие, т. е.- направлена I------- :—Ь——'
к сечению.

При построении эпюры продольных сил положитель- „ ® 
ные значения N будем откладывать вверх от горизон- *1 +—
тальной базисной линии или вправо от вертикальной 
базисной линии; отрицательные значения N соответствен
но будем откладывать в противоположном направлении, 
т. е. либо вниз, либо влево.

Пример 2.2. Построить эпюру продольных сил для стержня, нагру
женного продольными силами (рис. 2.3, а).

Решение. Стержень имеет два участка: / и II. Выберем начало 
координат в левом крайнем сечении.

Найдем закономерности изменения продольной силы на каждом 
участке. Для этого используем метод сечений — в произвольных местах 
на участках I а II проведем сечения .1—1 и 2—2 и каждый раз будем 
отбрасывать правую часть стержня, содержащую закрепление, для того 
чтобы предварительно не определять опорную реакцию. Оставшиеся 
левые части уравновесим положительными (растягивающими) продоль
ными силами ЛТ1 и N2  (рис. 2.3, б, в).

Заметим, что во избежание ошибки следует неизвестное внутреннее 
усилие принимать всегда положительным, так как знак усилия, получа
емый из решения, позволит установить:

1) правилен ли был выбор направления силы .¡V;
2) какой вид деформации при этом возникает — растяжение или сжа
тие.

Для оставшихся (левых) частей запишем уравнения равновесия:



Рис. 2.3. К примеру 2.2. Определение продольных сил на участках 
/ я II

М111Ш1Н

Рис. 2.4. К примеру 2.2. По
строение эпюры продольных сил

I. 0<г1<а; II. а<г2<Зо;
остл. остл.
X г=^-£=0, X 2=АГ2-£+3/’=0, ЛГ2--2£.

Из полученного решения видно, что в пределах каждого участка
продольная сила остается постоянной, т. е. не зависит от продольной 
координаты г, и на участке II вместо предполагаемой растягивающей 
силы продольная сила будет сжимающей (на рис. 2.3, в она показана 
пунктиром).

По полученным выражениям дня .V) и ОД построим этору продоль
ных сил, изображенную на рис. 2.4.

Отметим, что продольная сила в поперечных сечениях 
стержня численно равна алгебраической сумме проекций 
внешних сил на ось стержня, приложенных к его оста
вшейся части:
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Рис. 2.5. К выводу дифференци
альной зависимости между 
^ и N

Продольная сила N и распределенная нагрузка и свя
заны некоторой дифференциальной зависимостью. Рас
смотрим стержень, нагруженный продольной распреде
ленной нагрузкой /г (рис. 2.5, а). Выделим из стержня
элемент длиной йг (рис. 2.5, б). На него будут действо
вать нагрузка и, которую можно считать равномерно
распределенной ввиду малости <&, и уравновешивающие 
продольные силы (положительные): в левом 
сечении — Л^, в правом — Л^+сШ, где <1# — приращение 
продольной силы на участке длиной ¿г. Составим уравне
ние равновесия -— сумму проекций всех сил, приложен
ных к элементу, на ось стержня:
-#-Кг<12-|-(ЛМ-сШ) = 0,

откуда

Днфференцналь- 
(2.2) ная зависимость 

между и N

Эта зависимость используется при анализе различных 
вопросов, в частности при проверке правильности по
строения эпюры N.

Прямер 2.3. Построить эпюру продольных сил для стержня пере
менного сечения от действия собственного веса; высота сечения А, 
объемный вес материала у (рис. 2.6, а).

Решение. Проведем сечение на расстоянии г от нижнего конца 
стержня, отбросим верхнюю часть и рассмотрим равновесие нижней 
части стержня (рис. 2.6, б). Ширина стержня в этом сечении равна 
¿>*=¿>7/7, а продольная сила — весу нижней части:

1 1 Ьк 
N1  =у-АгАг=-у— 1  .

2 2 /
Отсюда видно, что эпюра продольных сил будет очерчена по квадрат
ной параболе. Найдем ординаты эпюры № 
при 7=0 N=0;



Рис. 2.6. К примеру 2.3

при 2 = 1  И=*-^ЬЫ.

Вычислим производную — = /г=у6Лг//. Следовательно, если эту произ- 
Аг

водную приравнять к нулю, то у функции N будет экстремум при г=0 
и эпюра N должна здесь касаться базисной линии. Вид эпюры N изоб
ражен на рис. 2.6, в.

§ 2.3. Внутренние усилия при кручении

Прабипо зто6 спя Мг

Стержень, который нагружен моментами, действу-. 
ющими в плоскостях, перпендикулярных его продольной 
оси, испытывает кручение. Такие стержни называют вала
ми. При этом в поперечных сечениях стержня возникает
только одно внутреннее усилие — крутящий момент 
Мг (остальные силовые факторы равны нулю).

Условимся:
крутящий момент считать положительным, если при 
взгляде на сечение со стороны внешней нормали он направ
лен по ходу часовой стрелки.

Заметим, что принятое правило знаков для крутящего 
момента не имеет физического смысла. Оно необходимо 
для установления направления крутящего момента и при 
построении эпюры Мг. Положительные значения крутя
щих моментов на эпюре будем откладывать вверх от 
горизонтальной базисной линии, а отрицательные значе
ния — вниз. Построение эпюры крутящих моментов при
нципиально ничем не отличается от построения эпюры 
продольных сил.

Помимо внешних сосредоточенных крутящих момен
тов на стержень (вал) может действовать и распределен
ная по некоторому закону моментная нагрузка интенсив
ностью щ,. Между этой внешней моментной нагрузкой
т1 и крутящим моментом Мг существует дифференциаль-



Рис. 2.7. К выводу дифференциальной зависимости между т2 и Мг

ная зависимость. Для ее получения рассмотрим стержень 
с моментной нагрузкой тг (рис. 2.7, а), из которого
вырежем элемент длиной йг (рис. 2.7, б). Этот элемент 
будет нагружен уравновешивающими положительными 
крутящими моментами (в левом сечении — Мг, в пра
вом — Мг+Ши где Ш1 — приращение крутящего мо
мента) и внешней распределенной моментной нагрузкой 
т:, которую можно считать равномерно распределенной
ввиду малости йг. Составим уравнение равновесия для 
элемента:
ЪМг=0, Мг+тгйг—(М2+&МТ)=О,

Дифференциаль- 
(2-3) ная зависимость 

между тг и М,

откуда

Шг
—=тг 
аг

Прамер 2.4. Построить эпюру крутящих моментов для стержня, 
изображенного на рис. 2.8, а.

Решение. Разбиваем стержень на два участка: / и II. Используя 
метод сечений, на участке / мысленно проводим в произвольном месте 
сечение 1—1 (начало координат принимаем в крайнем левом сечении), 
отбрасываем правую часть стержня и рассматриваем равновесие оста
вшейся левой части с приложенным в месте сечения положительным 
крутящим моментом А/] и внешней нагрузкой. Тогда в соответствии
с приведенным правилом знаков для участка I получаем

осг.ч.
I М\= £ М1г=та—т2у.

Аналогично определяем крутящий момент в произвольном сечении 
2—2 участка II (оставшейся частью является правая, начало коорди
нат — в крайнем правом сечении):
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Рис. 2.8. К примеру 2.4

ОСТ Л.

II 0<72^2д; Л/2ж Л = — 2та.

По полученным выражениям строим эпюру Мг (рис. 2.8, б).
Для проверки правильности построения эпюры Мг используем

дифференциальную зависимость (2.3). Вычисляем первые производные 
на участках I и II:

сШ2_о

Отсюда следует, что на участке / должна действовать равномерно 
распределенная моментная нагрузка интенсивностью т, а на участке II 
она отсутствует (рис. 2.8, а).

Типы опор
Шарнирно - подвижная 

опора

§ 2.4. Основные типы опорных связен и балок. 
Определение опорных реакций

Стержни, работающие главным образом на изгиб, 
обычно называют балками. Они применяются в конструк
циях зданий различного назначения, мостах, в виде под
крановых балок производственных зданий и в других 
сооружениях. Их широкое распространение объясняется 
простотой конструкции, изготовления и надежностью 
в работе.

Балки, как правило, опираются на каменные стены, 
железобетонные конструкции и др. Для этого используют 
специальные стальные опорные части. Чаще всего в ин
женерной практике применяют следующие типы опорных 
частей (или, проще, опор).

Шарнирно-подвижная опора представляет собой 
устройство, допускающее перемещение опорного сечения 
параллельно опорной плоскости, например по горизон
тали, и поворот его в вертикальной плоскости относите
льно оси цилиндрического шарнира и не дающее возмож



ности перемещения в направлении наложенной связи по 
вертикали. Реакция такой опоры УА направлена вдоль 
опорной связи.

Шарнирно-неподвижная опора не допускает смещений 
опорного сечения ни в продольном, ни в поперечном 
направлениях, но допускает поворот этого сечения от
носительно шарннра. Следовательно, шарнирно-непо
движная опора — опора с двумя связями, которые удоб
но прикладывать по направлению оси балки и перпен
дикулярно оси балки. В такой опоре возникают две со
ставляющие опорной реакции: Нл и УА.

Жесткое закрепление или заделка не допускает пово
рота опорного сечения и перемещения его ни в каком 
направлении, т. е. на это сечение наложено три связи. 
В такой опоре возникают вертикальная VА и горизон
тальная НА составляющие опорной реакции и изгиба
ющий момент Мл.

Если на балку действует нагрузка, расположенная 
в одной плоскости, то для неподвижного соединения 
балки с его основанием необходимо три связи. Это усло
вие является необходимым, но не достаточным. В том 
случае, когда балка соединена с основанием при помощи 
трех опорных стержней, параллельных друг другу, напри
мер вертикальных, она может перемещаться в направле
нии, перпендикулярном направлению опорных связей, 
т. е. в горизонтальном, что недопустимо. Также недопу
стимо соединение балки с основанием при помощи трех 
стержней, направления которых пересекаются в одной 
точке, так как возможен мгновенный поворот балки 
в плоскости вокруг этой точки (например, точки О). 
В этих случаях балки будут геометрически изменяемыми, 
т. е. подвижными.

Таким образом, недопустимо соединение балки с ос
нованием при помощи трех шарнирно-подвижных опор, 
направления которых были бы параллельны друг другу или 
пересекались в одной точке.

В инженерной практике чаще всего балки соединяются 
с основанием при помощи указанных выше опор или их 
сочетаний. Наиболее широко распространены следующие 
типы балок:
1) консоль (рис. 2.9, а) — балка с одним жестко защем
ленным и другим свободным концом;
2) простая (рис. 2.9, б) — однопролетная балка, име
ющая по концам шарнирные опоры, расстояние между 
опорами I называется пролетом балки;
3) консольная (рис. 2.9, в, г) — простая балка, имеющая 
одну или две консоли (здесь под консолью понимается 
часть балки, продолжающаяся за опору).

В опорах балок, изображенных на рис. 2.9, а—г, от 
заданной плоской системы сил возникают три реактив
ных усилия. В этом случае, как известно из теоретической

или

Шарнирно - неподвижная 
опора

Жесткое закрепление 
(заделка)

■
Типы балок

Определение опор
ных реакций



Рис. 2.9. Типы балок

механики, можно составить три уравнения равновесия и, 
следовательно, найти неизвестные опорные реакции.

При определении опорных реакций в балке-консоли 
(рис. 2.9, а) следует использовать следующие уравнения 
равновесия:
хг=0, 2У=0, £М=0. (2.4)

В балках, показанных на рис. 2.9, б—г, опорные реак
ции можно определять, используя различные комбинации 
уравнений равновесия (2.4). При этом рекомендуется та, 
при которой в каждое уравнение равновесия будет вхо
дить только одна неизвестная реакция, а именно:
Хг=0, 1МА = 0, ХМ„= 0. (2.5)
В первое из этих уравнений входит в качестве неизвест
ного реакция НА, во второе — Ув, в третье — УА. Суще
ственным обстоятельством при составлении уравнений
(2.5) является то, что независимо найденные реакции 
Vл и Vв могут быть проверены по уравнению равновесия
ЕУ=0. Эта проверка обязательна, так как гарантирует 
правильность определения значений и направлений вер
тикальных реакций Ул и Ув:
сумма вертикальных реакций должна быть равна сумме 
всех вертикальных внешних сил.

Встречаются и более сложные типы балок. На рис. 
2.10 представлена балка, состоящая из двух стержней, 
соединенных в точке С шарниром, — балка с промежу
точным шарниром. В этой балке возникают четыре неиз
вестных реактивных усилия: НЛ, УА, МА и Ув. Однако все

п '/Ьтя
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они могут быть определены из условий равновесия, так 
как к трем уравнениям равновесия (2.4) для всей балки
добавляется еще одно Мс=0, т. е. сумма моментов
относительно шарнира С правых сил (или левых) равна 
нулю. Из этого дополнительного уравнения сразу опреде
ляется реакция Уа.

Обязательно следует помнить положение, что уравне
ния равновесия можно применить как ко всей системе 
(сложной балке) в целом, так и к каждой части (стержню) 
в отдельности.

Геометрически неизменяемые системы, в которых 
опорные реакции могут быть найдены из уравнений равно
весия, называются статически определимыми.

Балки, изображенные на рис. 2.9, а—г и 2.10, являются 
статически определимыми.

Среди инженерных конструкций часто встречаются 
системы, в которых число наложенных связей больше 
числа уравнений равновесия. Такие системы относятся 
к статически неопределимым. Например, если из 
балки (рис. 2.10) удалить шарнир С, то она станет стати
чески неопределимой, так как число неизвестных реакций 
по-прежнему равно четырем, а число уравнений равнове
сия только три, так как нет дополнительного уравнения
ДР.С.

X Мс=0.

Статически опре
делимые * неопре
делимые системы

к

§ 2.5. Внутренние усилия при изгибе. 
Дифференциальные зависимости 
между Мх, £)у и

В инженерной практике часто применяются балки 
с поперечным. сечением, имеющим вертикальную ось 
симметрии. Если внешняя нагрузка н реактивные усилия 
лежат в одной плоскости, которая совпадает с осью 
симметрии сечения, то балка будет изгибаться в той же 
плоскости (ось изгибаемого стержня не выходит из этой 
плоскости). Такой изгиб называют плоским.

Здесь будут рассматриваться случаи, когда при плос
ком изгибе внешняя нагрузка перпендикулярна продоль
ной оси балки. Поэтому в поперечных сечениях балки 
возникают только поперечная сила и изгибающий мо
мент, а продольная сила равна нулю, что нетрудно до
казать, спроектировав все силы на продольную ось. Та
кой изгиб называют поперечным.

Условимся:
1) поперечную силу считать положительной, если она на
правлена так, что стремится повернуть элемент балки 
по ходу часовой стрелки;
2 Зак. 879
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2) изгибающий момент считать положительным, если он 
изгибает элемент балки выпуклостью вниз, вызывая рас
тяжение нижних волокон.

Отрицательные величины Qy и Мх соответствуют про
тивоположному направлению.

Отметим, что при таком правиле знаков в левом 
сечении рассматриваемой части балки положительная по
перечная сила направлена вверх, а положительный изги
бающий момент — по ходу часовой стрелки. Соответст
венно в правом сечении положительная сила 0.у — вниз,
а положительный момент Мх — против хода часовой 
стрелки.

Между внешней нагрузкой, в частности интенсивно
стью распределенной нагрузки поперечной силой
Qy и изгибающим моментом Мх имеются важные диф
ференциальные зависимости, которые часто будут испо
льзоваться в дальнейшем.

Рассмотрим балку с внешней распределенной нагруз
кой qy, направленной вниз вдоль положительной оси
у (рис. 2.11, а). Такую нагрузку будем считать положи
тельной. Выделим из нее в произвольном месте элемент 
длиной <1г (рис. 2.11, б). Действие левой отброшенной 
части балки на элемент заменим поперечной силой 
<2у и изгибающим моментом М„ а действие правой от
брошенной части — силой Qy+dQy и моментом Мх+ 
+йМх. Здесь ¿(¿у и йМх — приращение поперечной силы
и изгибающего момента на элементе йг. Предположим, 
что поперечные силы и изгибающие моменты положите
льны. Кроме этих сил на элемент действует внешняя 
распределенная нагрузка ду, которую вследствие малости
йг можно считать равномерно распределенной. Под дей
ствием указанных сил элемент находится в равновесии. 
Составим для элемента два уравнения равновесия:

2У=0, —Qy-^-<ly<iz+(Qy+dQy)—0;

ЕМ0=0, Mx+Qyйz+qydz — — (Мх+йМх)=0.

*ам.
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Рис. 2.11. К выводу дифференциальных зависимостей между ду, 
<2У и Мх



Из первого уравнения после преобразований получим

¿Оу
Лг = ~Чг (2-6)

»Первая производная от поперечной силы по продольной 
координате г равна интенсивности распределенной нагруз
ки, взятой с обратным знаком.

Из второго уравнения, пренебрегая членом (с!г)2/2 между цу, вУ и М,

Дифференциаль
ные зависимости

как величинои второго порядка малости, найдем

лм,

&2
(2.7)

Первая производная от изгибающего момента по про
дольной координате равна поперечной силе.

Зависимость (2.6) с учетом (2.7) может быть записана 
в виде

А2МХ

йг2 -Чу (2.8)

Вторая производная от изгибающего момента по про
дольной координате г равна интенсивности распределенной 
нагрузки, взятой с обратным знаком.

Если к балке на участке, где выделяется элемент йг, 
приложена внешняя распределенная моментная нагрузка 
тх, то, рассуждая аналогично вышеизложенному, из урав
нения равновесия £Л/О=0 получим зависимость

лмх

6.г
= <2,+тх.

Немецкий инженер 
Д. Ш в е д л е р  
(1851) установил 
соотношение (2.7) 
и показал, что «се
чение, в котором 
изгибающий мо
мент достигает 
своего максималь
ного значения, яв
ляется в то же са
мое время и тем 
сечением, в кото
ром поперечная си
ла меняет знак»

Л.

йг

у-

(2.9)

Первая производная от изгибающего момента по про
дольной координате г равна сумме поперечной силы и ин
тенсивности распределенной моментной нагрузки.

Зависимость (2.6) в этом случае остается без измене
ния.

В дальнейшем индексы у цу, тх, Мх и б, будем опу
скать.

На основании полученных дифференциальных зависи
мостей (2.6), (2.7) можно сформулировать ряд основных 
положений, оказывающих помощь при построении эпюр 
поперечных сил и изгибающих моментов и позволяющих 
их контролировать.

1. На участке, где нет распределенной нагрузки (? = 0), 
поперечная сила постоянна, изгибающий момент изменя
ется по линейной зависимости, причем тангенс угла на
клона а эпюры М равен силе Q.

Часть балки
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В частном случае одновременно может быть <?=0 
и 6=0, тогда изгибающий момент постоянен.

2. На участке, где имеется равномерно распределен
ная нагрузка, поперечная сила изменяется по линейной 
зависимости (тангенс угла наклона /? эпюры Q равен д), 
а изгибающий момент — по квадратичной зависимости, 
у которой выпуклость обращена в сторону действия рас
пределенной нагрузки д.

Если на этом участке поперечная сила в одном из 
сечений равна нулю (б=А/'=0), то изгибающий момент 
в этом сечении принимает экстремальное значение 
МЖС1р — максимум или минимум (здесь касательная
к эпюре М горизонтальна).

3. На участке, где имеется распределенная нагрузка, 
изменяющаяся линейным образом (например, треуголь
ная нагрузка), поперечная сила изменяется по квадратич
ной зависимости, а изгибающий момент — по кубичес
кой. Выпуклость эпюры б устанавливается в зависимо
сти от характера нагружения распределенной нагрузкой 
с использованием дифференциальной зависимости (2.6) 
или по ряду вычисленных значений Q. Выпуклость эпюры 
М обращена в сторону действия распределенной: нагруз
ки.

4. В сечении, где приложена сосредоточенная сила Р, 
на эпюре Q будет скачок, равный значению этой силы 
и направленный в ту же сторону (при построении эпюры 
слева направо), а эпюра М будет иметь перелом, направ
ленный в сторону действия силы Р.

5. В сечении, где приложен сосредоточенный изгиба
ющий момент на эпюре М, будет скачок, равный значе
нию момента М; на эпюре () изменений не будет. При 
этом направление скачка будет вниз (при построении 
эпюры слева направо), если сосредоточенный момент 
действует по ходу часовой стрелки, и вверх, если против 
хода часовой стрелки.

При построении эпюр поперечных сил и изгибающих 
моментов будем придерживаться следующих правил:
1. Положительные значения откладывать от базисной 
горизонтальной линии вверх, а отрицательные — вниз.
2. Эпюру М строить со стороны растянутых волокон, 
т. е. положительные значения М откладывать вниз, так 
как эти моменты, согласно принятому правилу знаков, 
вызывают растяжение нижних волокон, а отрицательные 
значения — вверх.

Заметим, что используют и обратное правило: эпюру 
М строят со стороны сжатых волокон. Это правило 
обычно применяют в учебных пособиях, предназначен
ных для студентов машиностроительных специальностей.

Кроме того, напомним замечание (см. § 2.2), которое 
упрощает запись выражений для Q и М: 
поперечная сила в поперечном сечении балки численно равна 
алгебраической сумме проекций внешних сил на вертикаль
ную ось у, приложенных к оставшейся части балки; изги-



бающий момент — алгебраической сумме моментов этих 
же сил относительно горизонтальной оси х, проходящей 
через центр тяжести сечения, т. е.

ост.ч. ост л.
<2= Ё Я,иМ= £ м,х. (2.10)
Поэтому можно, мысленно представив оставшуюся часть 
балки с приложенной к ней внешней нагрузкой, составить 
выражения поперечных сил и изгибающих моментов, ис
пользуя зависимости (2.10) и правила знаков для Q и М, 
приведенные ранее.

Рассмотрим несколько примеров построения эпюр 
Си М.

Прамер 2.5. Построить эпюры поперечных сил и изгибающих мо
ментов для простой балки, нагруженной, как показано на рис. 2.12, а.

Решение. Сначала определим опорные реакции. Предположим, 
что вертикальные опорные реакции Vа и Рд направлены вверх. Горизо
нтальная реакция.в шарнирно-неподвижной опоре А равна нулю, так 
как внешняя нагрузка перпендикулярна оси балки и поэтому на рис.
2.12, а не показана.

Составим уравнения равновесия — уравнения моментов относите
льно опор (точек А и В) — для того, чтобы реакции УА и Кд определить
независимо друг от друга:
2,Мд=0, УА6а—?4а (2в+2л)—ца2а=0;
1,МА =0, — Кд6а-(-94а2л-|-^в4л=0.
Отсюда

У а — 3?а и Ув=2да.



Положительные знаки, полученные из решения этих уравнений, 
у опорных реакций указывают на то, что их действительное направле
ние совпало с предполагаемым.

Далее следует обязательно проверить правильность определения 
реакций VА и Уд, составив следующее уравнение равновесия:

ЕУ-0, 'iqa—q4a—qa+2qa**0.
Следовательно, реакции найдены верно.

В соответствии с характером нагружения разобьем балку на два 
участка (рис. 2.12, а). Для составления выражений дня б и М применим 
метод сечений. Рассечем балку в произвольных сечениях на каждом 
участке и рассмотрим на участке / равновесие левой части балки (ось 
г направлена вправо, начало координат в точке А), а на' участке II 
равновесие правой части (ось г направлена влево, начало координат 
в точке В).

Выражения поперечных сил и изгибающих моментов будут иметь 
следующий вид: 
участок I
0<21<4л,

*1Й1 * 39а-9гь Мх = 3?лг, -цгх —;

участок II 
0<22<2а,
0,2 = — 2ча; М2 *= 2^ог2.

Поперечная сила на участке I изменяется по линейной зависимости 
(зависит от г в первой степени). Поэтому для построения эпюры Q на 
этом участке достаточно вычислить значения 2 в начале и в конце 
участка: при =0 (?=3ца; при Г] =4а £? = —да.

Затем, отложив их, соединить прямой линией. На участке II попе
речная сила постоянна (не зависит от г) и поэтому эпюра 0. представля
ет собой прямую линию, параллельную базисной линии. Эпюра попе
речных сил показана на рис. 2.12, б.

На участке I изгибающий момент изменяется по квадратичной 
зависимости (зависит от г во второй степени). Для построения эпюры 
М следует определить значения изгибающего момента в трех сечениях: 
в начале и в конце участка, а также в сечении, где 2=0, так как здесь 
момент достигает экстремального значения (максимума или миниму
ма). Последнее утверждение следует из дифференциальной зависимости
(2.7).

Вычислим значения М в начале и в конце участка: при г\ =0 М=0; 
при 7) =4а М—^ца1. Определим сечение, где 6=0. Для этого выражение 
поперечной силы @1 приравняем к нулю:

С^Зда-^-О;
отсюда 2| =3а.

Найдем значение М в этом сечении:
Ъа

А/2. _за=3^я3л—?3а —=4,5 ца2.
2

Отложив вычисленные значения изгибающих моментов, проведем через 
них квадратную параболу с вершиной в сечении 2 \ = За (здесь касатель
ная к эпюре М должна быть параллельна базисной линии).

Заметим, что при отсутствии сечения, в котором 2 = 0 и М= А/эютр,
определяют значение момента в сечении посередине участка.

На участке II изгибающий момент изменяется по линейной зависи
мости. Вычислим значения М:



при гг=0 М**0; при т2~2а М~2да1 — и по этим ординатам построим
эпюру М. Эпюра изгибающих моментов показана на рис. 2.12, в.

Пример 2.6. Построить эпюры поперечных сил и изгибающих мо
ментов для консольной балка, нагруженной, как показано на рис. 2.13,

Решение. Определим опорные реакции из уравнений равновесия:

отсюда «=0,75^0, Удш2,25<?а.
При определении опорных реакций распределенная нагрузка была 

заменена равнодействующей, которая равна площади этой нагрузки 
(площади треугольника) и приложена в ее центре тяжести, т. е. на

1
расстоянии Vз высоты треугольника от его основания: -6а = 2а (рис.

Следовательно, опорные реакция найдены верно.
Данная балка имеет два участка. Составим выражения Q я М для 

участков / и II, используя метод сечений.
Для произвольного сечения 1—1 на участке /(()<*!< 6а) запишем

выражения 01 и М\, рассматривая равновесие левой отсеченной части

3
2.13, а).

Проверим правильность определения реакций:
1

£У=0, 0,75да—д6а+2,25да=0. 
2

балки:

2 2 6а

)/л=0,75уа Ув =2,25уа

За 2-25?а

Ща2



2 3 2 6а 3
Ординату распределенной нагрузки qz найдем из подобия треуголь
ников с высотой 2 \ и 6а:

4z *i г,
—=— и qz = q—. 
q 6а 6а

Рассматривая равновесие правой части балки на участке
II (0<22<2л) для сечения 2—2, получим Аг—О, Ai» —1,5qa1.

Таким образом, на участке I поперечная сила изменяется по квад
ратичной зависимости, а изгибающий момент — по кубической; на 
участке II поперечная сила равна нулю, а изгибающий момент посто
янен.

Построим эпюру Q. Для ее построения на участке I вычислим 
значения:

при zi=0 Q=0,75qa; прн2|=6я Q=-2,25qa.
Через них проведем квадратичную параболу, обращенную выпук

лостью вверх, так как в сечении А (zi =0) находится ее вершина: здесь ее
dß

первая производная равна нулю: qA =—=>0 (касательная к эпюре
dz

Q в этом сечении должна быть параллельна базисной линии). На 
участке II ß=0.

Построим эпюру М. Определим значения М в начале и в конце 
участка I:

при Z) —0 А/—0; npHZi»6a А/« —1,5qa2.
На этом участке есть характерное сечение, где ß=0 и А/«=Л/ЭЖС1р. 

Найдем его:
1 Z\

Qi=0,15qa--q — Zj»0;
2 6а

отсюда, решая квадратное уравнение, найдем z\ — 3а (второй корень не
имеет физического смысла). Определим момент в этом сечении:

1 За За 
Mz, _зд“0,75^вЗа—-о —За —*1,5аа .

1 2 6а 3
По вычисленным значениям изгибающих моментов проводим кубичес
кую параболу с вершиной при z\ —3а (касательная к эпюре М в этом
сечении параллельна базисной линии). На участке II изгибающий мо
мент постоянен: —1,5qa2. Эпюры поперечных сил и изгибающих
моментов показаны на рис. 2.13, б, в.

Далее рассмотрим пример построения эпюр 
Q и М при более сложном виде нагружения балки, где 
целесообразно непосредственно использовать дифферен
циальные зависимости (2.6)—(2.8).

Пример 2.7. Построить эпюры поперечных сил и изгибающих мо
ментов для балки, нагруженной распределенной нагрузкой, изменяю

щейся по квадратичной зависимости qz**q f-J (рис. 2.14, а).
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Рис. 2.14. К примеру 2.7

Решение. Выберем начало координат на левой опоре, направив 
ось 1  вправо, а ось у — вниз. Получим выражения б и М, используя 
дифференциальные зависимости. Так, применяя зависимость (2.8), запи- 

. шем
<1 гМ

*-Ч7
Здесь нагрузка д принята положительной, как и при выводе зависимости

(2.8). Дважды интегрируя, найдем
ЛМ а гг а г*
— - С — +  С ;  М - - - —  +  Сг+В.
Аг I1 3 I1 12

Значения произвольных постоянных Си И определим из граничных 
условий:

д!
при 7«0 А/—0, .0=0; при г«*/ М=О, С=—.

12
Исходя из этого выражения С и М принимают вид

?/ д1 Г /гу
I2 з "*"12*12 |_ V/.

/а 12 12 12 1_/ \и .
Опорные реакции УА и Уд равны поперечным силам на опорах. 

Найдем их:
д/ дI

при г=0 аА = УА=—; при 7=/ ел-Кл=--

(знак «—» относится к поперечной силе).



бИтУ

Приравнивая выражение 0, к нулю, определим положение сечения, 
в котором изгибающий момент достигает экстремума:

3\/2
=0, откуда го=—— /5*0,63/.

Подставляя значение го в выражение М, вычислим 

а!1

Мжсг?=МтЮ=— (0,63-0,63*) =0,0394$/’.
12

Используя выражения Q и М, определим значения поперечных сил 
и изгибающих моментов в сечениях 0,25/, 0,5/, 0,75/ и построим зпюры 
О я М, которые показаны на рис. 2.14, б, в.

§ 2.6. Усилия в рамах и криволинейных 
стержнях

В конструкциях сооружений и машин встречаются 
совокупности прямых и криволинейных стержней. Стерж
невая система, стержни которой (стойки и ригели) во всех 
или в некоторых узлах жестко соединены между собой, 
называется рамой. Ось таких систем представляет собой

■ ломаную линию. Если ломаная линия рамы лежит в од-
ной плоскости, то ее называют плоской. В этом параг- 

Плоская рама рафе будем рассматривать только статически определи
мые плоские рамы и криволинейные стержни, учитывая, 
что:
1) ось стержня находится в одной плоскости;
2) все внешние силы лежат в той же плоскости;
3) сечения стержней имеют оси симметрии, которые так
же лежат в плоскости нагружения.

Тогда в сечениях стержней возникают только три 
внутренних усилия: продольная сила Ы, поперечная сила 
Q, изгибающий момент М относительно оси, перпен
дикулярной плоскости, в которой находится рама или 
криволинейный стержень.

Правило знаков для продольной и поперечной сил 
остается прежним, а для изгибающего момента обычно 
не вводят, но ординаты эпюры М, как и ранее, будем 
откладывать со стороны растянутых волокон; ординаты 
положительных усилий N4(2 для горизонтальных стерж
ней рамы будем откладывать вверх от их оси или вправо 
для вертикальных стержней, т. е. с внешней стороны 
рамы, а ординаты отрицательных усилий — соответст
венно в противоположном направлении: либо вниз, либо 
влево, т. е. с внутренней стороны рамы.

Рассмотрим пример построения эпюр N. Q и М в ра
ме.

Пример 2.8. Построить эпюры ЛГ, б и М для рамы, показанной на 
рис. 2.15, а.

Решение. Определим опорные реакции из уравнений равновесия:
£2=0, Ид — д4а — 0, отсюда Нл



£Л/л = 0, —УвЗа + 2да4а—д4а2а^=0, отсюда Ув=0;
ЕМс~0, Ул3а+2даа—д4а2а=0, отсюда УА=2да.

Все реакции найдены независимо друг от друга. Проверим правиль
ность их определения, составив следующие уравнения равновесия:

1У=0, 2да—2да=0;
ЕМд=0, —4да4а+2даЗа+2даа + д4а2а=0.

Следовательно, опорные реакции вычислены правильно.
Разделим рамы на три участка: АС, ВС и С£>. На каждом участке 

в произвольном месте проведем сечение (рис. 2.15, а) я составим 
уравнения равновесия для отсеченных частей рамы.

На участке АС (0<Г] <3а) в сечении 1—1, рассматривая равновесие
левой части рамы, получим:
#1=4да, Q\=2qa, Л/. —2да?1

(растянуты нижние волокна стержня АС).
На участке ВС (0<Z2<4<J) в сечении 2—2, рассматривая равновесие

нижней части рамы, имеем:

*2
2̂ = 0, 0.1 =-дгг, Мг=дгг —2

(растянуты левые волокна стержня ВС).
На участке СО (0<г3< л) в сечении 3—3, рассматривая равновесие

правой части рамы, найдем:
Лз = 0, Q■i^=2qa, Мъ = 2цагу

(растянуты верхние волокна стержня СВ).
По этим выражениям построены эпюры продольных и поперечных 

сил, изгибающих моментов, изображенные на рис. 2.15, 6, в, г.
Построенные эпюры следует проверить, используя дифференциаль

ные зависимости между д, 2 и М. Кроме того, необходимо проверить 
равновесие узлов рамы, т. е. частей рамы, полученных проведением 
сечений, расположенных на бесконечно малых расстояниях от точки 
соединения стержней, и отдельных ее частей.



Рассмотрим равновесие узла С (рис. 2.15, д), приложив в сечениях 
внутренние усилия в соответствии с построенными эпюрами N. б и М. 
Даже не составляя уравнений равновесия, видим, что узел С находится 
в равновесии.

Проведем сечение а—а и рассмотрим равновесие правой части 
рамы (рис. 2.15, е). К этой части рамы приложим внешние нагрузки 
и в местах сечений продольные и поперечные силы, изгибающие момен
ты в соответствии с эпюрами N. С и М. Составим уравнения равновесия 
для отсеченной части:
Ег=0, —4да+д2а+2да=0; 2У= 0, 2^л—2^д=0;
ХА/с=0, 4да2 + 2даа+2даа—д2аа—2да2—2да2а=0.

Следовательно, рассматриваемая часть рамы находится в равновесии.

В поперечных сечениях криволинейного стержня воз
никают те же внутренние усилия, что и в раме. Правила 
знаков и правила построения эпюр N. Q и М остаются 
такими же. Однако в отличие от рамы, состоящей из 
системы прямолинейных стержней, в криволинейном сте
ржне продольная сила будет определяться как сумма 
проекций всех внешних сил, приложенных к оставшейся 
части, на касательную к оси стержня, а поперечная си
ла — как сумма тех же сил на нормаль к его оси.

Ось криволинейных стержней, как правило, очерчена 
по дуге окружности. И поэтому положение произволь
ного сечения целесообразно определять при помощи по
лярной системы координат. Тогда выражения внутренних 
усилий будут представлены как функции не продольной 
координаты г, как это было в прямых стержнях, а угла (р.

Рассмотрим пример построения эпюр N. Q и М в кри
волинейном стержне.

Пример 2.9. Построить эпюры N. О и М для криволинейного 
стержня кругового очертания (рис. 2.16, а).



Решение. Рассечем стержень в сечении 1—1 под произвольным 
углом ср и отбросим правую его часть. Уравновесим оставшуюся левую 
часть внутренними усилиями N, Q и М положительного направления 
(рис. 2.16, б). Запишем выражения этих внутренних усилий для данного 
произвольного сечения:
N=lF&mq>—Feos <р=F (2 sin <р—cos <р); 
2=2Fcos<p+.Fsm<p=F(2cos<p+sm <э);
M=2FRáncp+F (R—RcoS(p)=FR (2sin<i>-t-1—cos<p).
Вычислим значения продольной и поперечной силы, изгибающего мо
мента при различных углах q>:

при <р=0 N=—F, Q—2F, А/=0;
при 9=45° N=0,7F, Q=2,IF, M=l,7FR;
при (р=90° N=2F, Q=F, M=2FR.
Откладывая полученные значения внутренних усилий по нормали к оси 
(т. е. по радиусу), построим эпюры N, Q u М (рис. 2.16, в—á).

Вопросы для самоконтроля к главе 2
2.1. В чем сущность метода сечений?
2.2. Какие внутренние усилия могут воз

никать в поперечных сечениях стержня в общем 
случае нагружения?

23. Что называется эпюрой внутреннего 
усилия и для чего она строится?

2.4. Какое правило знаков принято для 
продольной силы?

2.5. Какая зависимость существует между 
продольной силой и интенсивностью продоль
ной распределенной нагрузки?

2.6. Какое правило знаков принято для 
крутящего момента?

2.7. Какая зависимость существует между 
крутящим моментом и интенсивностью мо- 
менгной распределенной нагрузки?

2.8. Какие типы опор применяются для со
единения балок с основанием и какие реактив
ные усилия могут возникать в этих опорах?

2.9. Какие условия должны выполняться 
для неподвижного соединения балок с основа
нием?

2.10. Какие типы балок используются в со
оружениях?

2.11. Какие уравнения равновесия приме -

Задачи к главе 2
2.1. Определить внутренние усилия в сече

ниях 1—1 и 2—2 пространственного стержня.

няются для определения опорных реакций 
и как проверить правильность определения 
опорных реакций?

2.12. Какие системы называются статичес
ки определимыми и чем они отличаются от 
статически неопределимых систем?

2.13. Какой изгиб называется поперечным 
и какие внутренние усилия возникают в попе
речных сечениях балки при поперечном изгибе?

2.14. Какое правило знаков принято для 
поперечной силы и изгибающего момента?

2.15. Какие зависимости существуют меж
ду поперечной силой, изгибающим моментом 
и интенсивностью вертикальной распределен
ной нагрузки?

2.16. Как изменяются эти зависимости, ес
ли к балке помимо вертикальной распределен
ной нагрузки приложена еще и моментная рас
пределенная нагрузка?

2.17. Какие следствия вытекают из диффе
ренциальных зависимостей при поперечном из
гибе и как они используются при построении 
эпюр поперечных сил и изгибающих моментов?

2.18. Какие внутренние усилия могут воз
никать в поперечных сечениях плоских рам 
и криволинейных стержней?

2.2. Стержень, заделанный в стену, удер
живается силами трения /= const, равномерно 
распределенными по ее толщине. Определить 
интенсивность сил трения /



2.3. Для стержня, находящегося в равнове- 2.4. Для стержней, изображенных на ри- 
сии и нагруженного продольными силами, сунках а а б, построить эпюры крутящих моме- 
определить значение и направление силы (на нхов.
рисунке ее направление показано условно) и по
строить эпюру продольных сил.

4Л

—X*

. 2а _ За

2Р

Рис. к задаче 2.3

а)
М 2М 5М 2М

5)
/77 а 2та т

М* ——-----------------»I1

Рис. к задаче 2.4

25. Построить эпюры поперечных сил 2.6. Определить длину консоли а из усло- 
и изгибающих моментов для балок, нагружен- вия равенства нулю изгибающего момента по- 
ных, как показано на рисунках а—е. середине пролета балки.

Примечание. В ответах к задачам 3—5 
даны наибольшие по абсолютным значениям 
ординаты эпюр 2 и А/; знаки указывают на их 
направление.

а) |?а ?д2- - - -̂ - - е
10 кН/м 20 кН

2“ _ ■. 2м а J

Рис. к задаче 2.6

И'Л \ШН

ШШГГГГП
2м ЮкН/н

гм

*0кН-м 20кН

2м 2м

1П, Для рам, нагруженных, как показано 
на рисунках а в б, построить эпюры продоль
ных и поперечных сил, изгибающих моментов.
Вычислить наибольшие по абсолютному значе
нию величины /V, 2 и А/.

а)

г-*
-*
-»-*
-»
Н*



2.1. Сечение 1—1: N=-2Р, 2* = 0, £>,= -3^ А/г = 0, Мх=-2Ра, Му = 0; сечение 2—2: N=0, 

Ох= “ 3^, {>, = 2/\ А/, = 2/а, Мх = 47Ъ, А/^ = б/Ъ. 2.2. /= /7я. 2.3. ^ - Л Лт
наиб = - 5К

2.4. а) А/хнддб= ЗА/; б) А/?яяпбдЗ/ид. 2.5. а) ^на^б= *7^» А/Наиб~ Я&  » б) фдаиб" 30 кЫ, 

А/НяиД ~ 60 кН м, в) £?напб~ 20 кН, А/щщб = 40 к! { м, г) бнаиб= ^ 2^уд, А/щцд = + 2<уд , 

Д) Снаиб=—4,5<7Д, А/ддиб = 3,75<7Д , е) £?наиб“ ^3(?Д, А/наиб3^ ±4^Д . 2.6. Д=1 М. 2.7. а) ^наиб“^» 

£?наиб “ А/наиб = 2^ £2 ; б) ^наиб =: 10 кН, 2наиб ” X ^ О кН, А/наиб = 20 кН М.



ГЛАВА 3

РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАТИЕ

§ 3.1. Напряжения и деформации при растяжении 
и сжатии. Закон Гука

Барре де Сен-Ве- 
нан (1797—1886) 
— крупный фран
цузский ученый 
в области механи
ки, его основные 
труды посвящены 
теории упругости, 
сопротивлению 
материалов и гид
родинамике

Принцип
нана

Сен-Ве-

«Способ приложе
ния и распределе
ния сил по концам 
призм безразличен 
для эффектов, вы
званных на оста
льной длине, так

В различных элементах конструкций и машин воз
никают только продольные усилия, которые вызывают 
в них деформацию растяжения или сжатия. Например, 
трос подъемника при подъеме груза растянут, колонны 
каркаса многоэтажного здания преимущественно сжаты, 
элементы ферм могут быть растянутыми или сжатыми 
и т. д.

В простейшем случае растянутый или сжатый стер
жень — это стержень с силами, приложенными к его 
концам и направленными вдоль его оси. Передача усилий 
к стержню может быть осуществлена различными спосо
бами, и от этого зависит характер распределения внут
ренних усилий в области, близкой к цагружению стержня 
внешними силами.

Рассмотрим резиновый стержень прямоугольного по
перечного сечения, на поверхность которого нанесена 
равномерная прямоугольная сетка. Нагрузим этот стер
жень сосредоточенными растягивающими силами Р, при
ложенными в центре тяжести концевых сечений. Стер
жень деформируется, как показано на рис. 3.1. Сечения 
стержня, примыкающие к месту приложения силы, ис
кривляются и тем больше, чем ближе они располагаются 
к силе Р. Об этом свидетельствует характер искривления 
вертикальных линий сетки. Такая неравномерная картина 
деформирования стержня имеет место в ограниченной 
области, обычно на расстоянии, примерно равном на
ибольшему размеру поперечного сечения от места нагру
жения. В этой области также будут неравномерно рас
пределяться напряжения, что соответствует принципу 
Сен-Венана, который применительно к стержням может 
быть сформулирован так: распределение напряжений су
щественно зависит от способа приложения внешних сил 
лишь вблизи места нагружения, а в частях, достаточно



генных от места приложения сил, распределение на- 
жений практически зависит только от статического 
лвалента этих сил.
Следует заметить, что неравномерное распределение 
фяжений возникает также и в местах резкого измене-
I формы и размеров поперечного сечения бруса.
За пределами указанной области прямоугольная сетка

I искажается и остается равномерной, изменяются лишь 
р змеры ее ячейки. Вертикальные линии сетки перемеща
ются параллельно самим себе. Естественно предполо
жить, что и внутри стержня деформации имеют тот же 
характер, что и на его поверхности. Следовательно, если 
представить, что стержень состоит из продольных воло
кон (стерженьков с бесконечно малым поперечным сече
нием), то все они удлиняются одинаково и, следователь
но, поперечные сечения перемещаются параллельно на
чальным положениям. Такая картина деформации стерж
ня соответствует гипотезе плоских сечений (гипотезе 
Я. Бернулли): поперечные сечения стержня, плоские и пе
рпендикулярные его продольной оси до деформации, оста
ются плоскими и перпендикулярными оси и после дефор
мации.

На основании гипотезы плоских сечений можно за
ключить, что так как все продольные волокна дефор
мируются одинаково, то нормальные напряжения, вызы
вающие эти деформации, также должны быть одинако
выми и, следовательно, распределены по поперечному 
сечению равномерно, т. е. az=const. Используя зависи
мость

N=\az6.A
А

и учитывая вышесказанное, получим 
N~azA,

что всегда возмо
жно с достаточной 
степенью прибли
жения заменить 
приложенные силы 
статически экви
валентными сила
ми, т. е. имеющи
ми тот же полный 
момент и ту же 
равнодейству
ющую, но с рас
пределением точно 
таким, какое тре
буют формулы 
растяжения, изги
ба и кручения для 
того, чтобы стать 
совершенно точны
ми»

Сен-Венан

Гипотеза плоских 
сечений

Якоб Бернулли 
(1654—1705) — 
старший в талант
ливой семье швей
царских ученых, 
математик, физик, 
механик

откуда нормальные напряжения определяются по фор
муле

N

Формула (3.1) может быть применена при определе
нии нормальных напряжений в растянутых стержнях 
и в коротких сжатых стержнях*.

Правило знаков для нормальных напряжений прини
мается то же, что и для продольной силы: растягивающие 
напряжения будем считать положительными, сжима
ющие — отрицательными.

В инженерных сооружениях встречаются растянутые 
или сжатые элементы, имеющие отверстия. В сечениях

* При сжатии длинные стержни могут выпучиться. Это явление 
и расчет таких стержней рассматриваются в гл. 15.



Формула нормаль
ных напряжений
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Закон Гука
«Сила любого уп
ругого тела нахо
дится в постоян
ном отношения с 
удлинением, поэ
тому если одна си
ла растягивает 
или изгибает его 
на определенную 
величину, то две 
силы будут изги
бать его на две та
кие величины, 
три — на три и 
так далее. И это 
есть Правило, или 
Закон, Природы,

с отверстием определяют осредненные норма, 
пряжения по формуле
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Роберт Гук (1635 
—1705) — английс
кий естествоиспы
татель, разносто
ронний ученый и 
изобретатель

где Ат=А — Аосл — площадь поперечного сечения 
А — площадь поперечного сечения брутто; Аа
щадь его ослабления.

При действии продольных сил стержень деформирует
ся. Бели стержень растянут, то длина его увеличивается 
и становится равной /+А/, где А/— это абсолютная про
дольная деформация (удлинение) стержня. Поперечные 
размеры его уменьшаются и принимают значения А—АА 
и Ь—АЬ, где АЛ и АЛ — это абсолютные поперечные дефо
рмации стержня (рис. 3.2).

Отношение абсолютной продольной деформации 
стержня (элемента) к его первоначальной длине называ
ется относительной продольной деформацией:

_ _А/ 
Бпрод—£г —у' (3.3)

Отношение абсолютной поперечной деформации 
стержня (элемента) к его первоначальному поперечному 
размеру называется относительной поперечной деформа
цией:

^попер — —
АЬ ДА

(3.4)Ь —- ' А 
Здесь знак «+» у деформации е* и знак «—»у деформаций
ех и Еу поставлены потому, что при растяжении продоль
ные размеры стержня увеличиваются, а поперечные раз
меры уменьшаются. Для изотропных материалов попе
речные деформации равны между собой, т. е.
^попер ~ = ^уш (3.5)

Деформации ех, еу и е: называются также линейными дефо
рмациями и являются безразмерными величинами.

Английский ученый Роберт Гук открыл фундамен
тальную закономерность между силами и вызываемыми

1
1Ш

£
—ь 
-^1
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♦ 1- -1 -с

■1 и



ими перемещениями. Э го произошло после многочислен
ных экспериментов при изучении поведения стальной 
проволоки, винтовой и спиральной часовой пружин, на
груженных грузами. Результаты своих наблюдений и из- 
ме]>ешш Гук в 1676 г. опубликовал в работе «Десяток 
изобретений, которые я намерен опубликовать», где сре
ди различных проблем была «Истинная теория упругости 
и жесткости». Иод этим заголовком стояла лишь ана
грамма из латинских букв ceiiinosssttuv, расставленных по 
алфавиту. Так в то время зашифровывали научные от
крытия, если еще не было уверенности в их достовер
ности. Лишь тремя годами позже, убедившись в справед
ливости своих выводов, Гук в трактате о пружинах «De 
potentia restitutiva or of spring» («О восстановительной 
способности или об упругости») расшифровал анаграмму 
в ьиде фразы «Ut tensio sic vis» — «Каково удлинение, 
такова сила». Гук сформулировал важнейшее соотноше
ние,, устанавливающее прямо пропорциональную зависи
мость удлинения образца от растягивающей силы. В та
ком виде закон Гука имеет больше познавательное, чем 
практическое значение. Это в первую очередь объясняет
ся тем, что в то время отсутствовали понятия «напряже
ние» и «деформация».

Работая над проблемой жесткости, английский уче
ный Томас Юнг в начале XIX столетия впервые высказал 
идею о том, что для каждого материала существует 
постоянная величина, характеризующая способность его 
сопротивляться воздействию внешних нагрузок. Понятие 
об этой величине, названной им модулем упругости (или 
позже модуль Юнга), было введено и сформулировано 
в 1807 г. в знаменитом труде «Натуральная философия». 
Оно отличалось от того, которым пользуются теперь. 
Юнгом были определены модули упругости для различ
ных материалов из наблюдения частоты вибраций камер
тона, в частности модуль упругости для стали, равный 
200 ГПа, который лишь на 5% отличается от значения, 
применяющегося в современных инженерных расчетах.

Модуль упругости характеризует важнейшее свойство 
конструкционного материала — жесткость — и является 
фундаментальным понятием, так как без него не обходит
ся ни один инженерный расчет элементов конструкции 
и сооружения.

Следует отметить, что Юнг первый указал на то, что 
закон Гука справедлив только в определенной области 
работы материала, т. е. при упругом его поведении.

Последний шаг в формулировании закона Гука в его 
современном виде сделали французский математик Огю
стен Луи Коши, который в 1822 г. сформулировал и ввел 
в научную литературу такие понятия, как «напряжение» 
и <<деформация», и французский инженер и ученый Луи 
Мари Анри Навье, который в 1826 г. дал определение 
модуля упругости как отношение нагрузки, приходящей
ся на единицу площади поперечного сечения, к произ
веденному ею относительному удлинению:

в соответствии с 
которым и проис
ходят все виды 
Восстанавлив аю- 
щего, или Упруго
го, движения»

Роберт Гук

Томас Юнг (1773 
—1829) — английс
кий физик, врач 
и астроном, один 
из создателей вол
новой теории света

«Модуль упруго
сти какого-либо 
вещества предста
вляет собой сто
лбик этого вещест
ва, способный про
извести давление 
на свое основание, 
которое так же от
носится к весу, 
как длина столби
ка к уменьшению 
его длины»

Томас Юнг

•Огюстен Луи Ко
ши (1789—1857) 
— выдающийся 
французский мате
матик, известен не 
только работами 
в различных об
ластях математи
ки, но и в теории 
упругости ч оптике

Луи Мари Анри 
Навье (1785— 
1836)— извест
ный французский 
инженер и ученый, 
нм издан первый 
систематический 
курс сопротивле
ния материалов 
для инженеров



Модуль упругости

Формула
Гука

£=- .
£

закона

Таким образом, потребовалось почти 150 лет со дня 
открытия закона Гука, чтобы оно получило практическое
применение в виде формулы

г=& I (3.6)

Отметим, что модуль упругости Е является физичес
кой постоянной материала и определяется эксперимен
тально. Его величина выражается в тех же единицах, что 
и напряжения а, т. е. в Па, так как деформация е — вели
чина безразмерная. Поскольку модуль упругости боль
шинства материалов имеет большие числовые значения, 
его обычно выражают в ГПа. Например, для углеродис
той стали £=206 ГПа, для меди Е= 100 ГПа, для дерева 
£=10 ГПа. Значения модулей упругости для других ча
сто применяемых материалов даны в табл. 3.1.

Значения модула уиругоств Е и коэффпцаеята Пуассояа ц
Таблица 3.1

Коэффициент Пу
ассона

Симон Дени Пуас- 
_ЛИ (1741—1840)
---- В^ДЗ! (ИП»ЯСЯ
французский меха
ник, физик и мате
матик, пшроко из
вестны его работы 
в облает« теорети
ческой и небесной 
механикя, матема
тической физики, 
теории упругости 
н гидромеханики

Материал Е, ГПа Р

Сталь прокатная 206 0,3
Алюминиевые сплавы 70 0,3
Медь, латунь, бронза 100...130 0,31...0,35
Кетон 4...40 0,2
Кирпичная кладка 0,1...7,8 0,25
Древесина при растяжении (сжатии):

10 0,5вдоль волокон
поперек волокон 0,4 0,02

Резина 0,007 0,5
СВАМ при соотношении продольных и

поперечных слоев:
1:1 35 0,13
10:1 58 —

Пробка — 0

Абсолютное значение отношения относительной по
перечной деформации к относительной продольной дефо
рмации при растяжении или сжатии в области действия 
закона Гука называется коэффициентом Пуассона:

)1 — •

Ецроп

(3.7)

Это безразмерный коэффициент, характеризующий свой
ства материала и определяемый экспериментально.

Коэффициент ц носит имя французского ученого Си
мона Дени Пуассона, который впервые ввел его в теорию 
сопротивления материалов. Пуассон считал, что при де
формации растяжения или сжатия объем элемента не 
изменяется, а изменяется лишь форма. При таком подхо
де не учитывалось влияние материала и коэффициент



/1 принимался постоянным для любого материала и рав
ным 0,25.

В дальнейшем английский исследователь Джордж 
Грин теоретически обосновывает, что коэффициент Пуас
сона не может иметь постоянного значения для всех 
материалов. После этого .были проведены различными 
исследователями многочисленные эксперименты, кото
рые показали, что объем деформированного тела может 
изменяться за счет перераспределения атомных связей 
в структуре вещества и, следовательно, коэффициент Пу
ассона имеет постоянное значение только для данного 
материала в пределах упругих деформаций. Для различ
ных материалов значения коэффициентов Пуассона нахо
дятся в пределах 0^/^0,5. Например, для большинства 
металлов 0,25 <^<0,35, а для бериллия /¿=0,03; в этом 
материале при растяжении межатомные расстояния бла
годаря очень жестким связям в поперечном направлении 
практически не сокращаются. Значения коэффициентов 
Пуассона для некоторых материалов приведены в табл.

Запишем теперь количественные соотношения между 
деформациями и напряжениями для изотропного матери
ала при растяжении (сжатии). Рассмотрим элемент, выде
ленный из стержня, который растянут вдоль оси г. Такой 
элемент деформируется в продольном и поперечном на
правлениях (рис. 3.3). Деформация в направлении оси г на 
основании формулы закона Гука (3.6) равна

поперечные деформации в направлении осей х и у с уче
том выражений (3.5) и (3.7) равны

3.1

(3.8)

-№г= -Ц -
Е

(3.9)

е*/2 ¿г/2



§ 3.2. Обобщенный закон Гука
В § 3.1 были даны зависимости между деформациями 

и напряжениями при центральном растяжении стержня из 
изотропного материала. Получим аналогичные зависи
мости в общем случае нагружения.

На гранях выделенного элемента возникают нормаль
ное и касательное напряжения. Касательные напряжения 
на рис. 3.4 условно не показаны, так как они, вызывая 
деформации сдвига, не изменяют длины сторон элемента, 
т. е. линейные и угловые- деформации можно рассматри
вать как независимые.

Заметим, что последнее утверждение справедливо 
лишь для изотропного материала и в случае линейной 
зависимости между напряжениями и деформациями.

Воспользуемся принципом независимости действия 
сил (принципом суперпозиции) и рассмотрим линейные 
деформации в направлении оси х, обусловленные нор
мальными напряжениями (рис. 3.4).

От действия только напряжений ах деформация в на
правлении оси х [см. зависимость (3.8)] равна

От действия только напряжений ау или аг деформации
в направлении оси х [см. зависимость (3.9)] соответствен
но равны

(Ту <Т2

Эти напряжения вызывают в направлении оси х попереч
ные деформации (уменьшение размеров элемента) и по
этому принимаются со знаком минус.

Складывая деформации е„ вызванные напряжениями
сх, (Ту и а„ окончательно получим

Рассуждая аналогично, можно получить выражения 
для линейных деформаций в направлении осей у и г, т. е. 
Еу и е2. Следовательно,

а,

г



£x = \.[c*~H(Oy+Oz)],
E

е*=~ К-/1 fo+ff*)],E

£z=-; [<?х-Ц {Cx+Gy)}- E \

J

Формулы
(3.10)

Полученные зависимости (3.10) являются аналитичес
ким выражением обобщенного закона Гука для изотроп
ного тела.

В эти формулы растягивающие напряжения подстав
ляются со знаком плюс, а сжимающие — со знаком ми
нус.

< § 3.3. Напряжения в сечениях, наклоненных 
к оси стержня, при растяжении и сжатии

Рассмотрим стержень, растянутый равномерно рас
пределенной нагрузкой интенсивностью ег. Определим на
пряжения на наклонной площадке, составляющей угол 
а с поперечным сечением (рис. 3.5, а). Рассечем стержень 
по этому наклонному сечению и отбросим правую его 
часть. На наклонной площадке полные напряжения р„ бу
дут направлены вдоль продольной оси и распределены 
равномерно (рис. 3.5, б). Оставшаяся левая часть стержня 
находится в равновесии. Поэтому равнодействующие 
внешней нагрузки а и полных напряжений ра должны
быть равны между собой: 
аА=раАа,

где Ал=Ajeos а — площадь наклонного сечения. Таким 
образом, полное напряжение на наклонной площадке 
ря = а cos ос. ^ ц)

Разложим полное напряжение на нормальное и каса
тельное напряжения (рис. 3.5, в). Тогда с учетом формулы 
(3 11) будем иметь
°а—Pa cos а = a cos а cos а, та= ра sin а=a cos а sin а,

кловных площадках растянуто
го стержня

обоб-
закона



или

Напряжения на на <та = <гсо82а; т.=- вш 2а.
клонной площадке 2 • (3.12)

Анализ напряжен
ного состояния

гЬ
и*'

I I

т

ГИ=Г„|*

Л'
Т'»*Г« й,и"<5«

[ '^тв!

\**Т

По формулам (3.12) находим значения напряжений на 
наклонной площадке а„ и т„. Их направления легко опре
деляются из физических соображений. Возможны два 
варианта действия напряжений оа и т„ (рис. 3.6).

Проведем анализ формул (3.12). Значения напряжений 
на наклонных площадках с, и т„ зависят от положения
(ориентации) площадки, т. е. от ее угла наклона.

На площадках, совпадающих с поперечным сечением, 
т. е. при а —0, имеем

N
— &тлк

А
т„—0.

Следовательно, нормальные напряжения будут наиболь
шими, т. е. оа-=от„, а касательные напряжения будут
равны нулю.

На площадках, наклоненных под углом а=45°, имеем
_<тг_ * 

2 ~~2А*

т. е. касательные напряжения будут наибольшими 
а нормальные напряжения равны касательным. 

На продольных площадках, т. е. при а=90°,
^а О,иип==0> ^ 0;
следовательно, нормальные и касательные напряжения 
будут иметь наименьшие значения.

Кроме того, следует отметить, что на двух взаимно 
перпендикулярных площадках касательные напряжения 
равны по абсолютной величине. Действительно,

+ 90°,
1 1

так как - а вт 2а = -сет2 (а + 90 )
2 2

На площадках с экстремальными значениями нормаль
ных напряжений (в продольных и поперечных сечениях) 
касательные напряжения равны нулю.

N>0 А/<0

Рис. 3.6 Варианты действия напряжений оа и т*



§ 3.4. Определение перемещений 
в общем случае растяжения и сжатия

Рассмотрим стержень, нагруженный на правом конце 
равномерно распределенной продольной нагрузкой, ко
торая вызывает его растяжение. Выделим два произволь
ны?: сечения а—а и Ь—Ь, отстоящие друг от друга на 
расстоянии 6.2, От приложенной нагрузки (рис. 3.7) сече
ние а—а переместится в положение ах—а\ на расстояние
аах ■= и» (г), а сечение Ь—Ь — в положение Ь1—Ь\ на рассто
яние ЬЬ\ = и» (г) + с!н\ Следовательно, удлинение участка
стержня длиной йг равно А6г=сЬм, а относительное удли
нение (деформация)

Для линейно-упругого материала с учетом формул (3.1) 
и (3.8) выражение (3.13) можно записать в виде

N
---

г Е ЕА

т. е. 
ён» N 

йг ~~ ЕЛ’

или и>'=— и ЕАп'=М, (3-14)
ЕЛ

где ЕА — жесткость стержня при растяжении и сжа
тии.

В ряде задач сопротивления материалов применяется 
дифференциальное уравнение, которое можно получить, 
используя зависимость сШ/£к=ЛГ= — /х, и продифферен
цировав выражение (3.14):
(ЕАу»У=&, или

ЕЛпн=-1г. (3.15)

аа, =ш(г) ЬЬ,=о/(г] >с!иг

а ГГ* *-*

1а' К —\
.,а, -Л* -ча . ь

£ йг
1 А1

|

Формулы линей 
нон деформации



Интегрируя уравнение (3.14), определим перемещение 
произвольного сечения:

N
ЕЛ

dz+C.

Перемещение про
извольного сече
ния

Постоянную интегрирования С найдем из следующего 
условия: при г=0 и< (0) = >у0. Отсюда следует, что

С=м>(0) = н’о— перемещение левого сечения стержня.
В результате имеем

(3.16)

Если на некотором участке ffx=N/A=const, то

w (z)=w0+— z;
EA

(3.17)

следовательно, на этом участке перемещения изменяются 
по линейной зависимости, а деформация £j=const. Пол
ное удлинение стержня, определяемое по формуле 
Al=w (/) — w (0), по (3.17) равно

I

Полное удлинение 
( у к о р о ч е н и е )  
стержня

вать уравнение (3.17);
2) при переменном напряжении агфconst применять

уравнение (3.16).
Постоянные интегрирования на участках (или переме

щения в начале участков) определяют из условия со
пряжения участков между собой (условий непрерывности 
функции перемещения в сечении при переходе от одного 
участка к другому).

Сформулируем правило знаков для продольных пере
мещений: положительным перемещениям соответству
ют перемещения, совпадающие с положительным направ
лением оси z.

Д/=—. I (ЗЛ8>
ЕЛ I

______  I

Если стержень нагружен продольными нагрузками 
так, что имеется несколько участков, то на каждом участ
ке следует:

I) при постоянном напряжении az=const использо-



Пример 3.1. Для стержня, нагруженного, как показано на рис. 3.8, 
а, построить эпюру продольных перемещений IV (г).

а) II

Х*~г! 3F* '0, * ч

1 2а За

.2F

6)
Ж

®
6

IFa

2F

6)

UFa
ЕА

Рис. 3.8. К примеру 3.1

Решение. Разобьем стержень на два участка: I и II. Определим 
продольные усилия на каждом участке и выберем локальные системы 
координат с началом координат в точках Оу и 02. Запишем перемеще
ния для участков I и II, используя выражение (3.17), так как <хг=

=const.
Участок /: 0<z( <2а,

Л,
N\=F, и>1 = н>01-(--.

ЕЛ
Участок II: 0<Г2<За,

2Fz2N2=-2F, w2 = wta——.
ЕА

Здесь woi =0, так как это есть перемещение сечения при z,= 0, т. е. 
у заделки. Следовательно,

Fz{tv,= (3.19)
ЕА
Значение н>02 найдем из условия непрерывности функции перемеще

ний на гранту* участков, т. е. при zj =2д и z2=0:

Fla
и-! (2а) = WQ2; н-02 =ЕА

w2

Следовательно,
гра (3 20)

ЕА ЕА '
Заметим, что н'ог — жесткое смещение правой части стержня (вто

рого участка) в результате < деформирования участка / (левой части 
стержня).

Эпюра продольных сил показана на рис. 3.8, б.



Эпюра перемещений и» на каждом участке изменяется по линейной 
зависимости. По выражениям (3.19) и (3.20) определены значения пере
мещений при 1 \ = 2а и *2=За:

2Ра 4 .Ра
и-, ( 2 д ) = — ч -2 (За) = ——.

ЕЛ ЕЛ
Эпюра продольных перемещений показана на рис. 3.8, в.
Отметим, что на участке положительных значений эпюры Ф сечения 

будут перемещаться вправо (перемещения совпадают с положительным 
направлением оси г), на участке отрицательных значений — влево (пе
ремещения не совпадают с положительным направлением оси г).

Остановимся еще на одном важном моменте. Очень 
часто путают два понятия — «деформация» и «переме
щение» — хотя ясно, что они не адекватны. Например, 
представим себе канат, прикрепленный к потолку. По 
канату на некоторую высоту поднялся человек. Очевид
но, что под действием веса человека (пренебрегая весом 
каната) деформируется (растягивается) только верхняя 
часть каната, заключенная между потолком и местом, где 
находится человек. Нижняя часть каната не деформирует
ся, а перемещается как твердое тело.

Следовательно, не всегда перемещения сечений како- 
го-то участка стержня непосредственно связаны с его 
деформацией.

Снова вернемся к примеру 3.1 и решим его другим способом. 
Определим перемещения сечений, используя принцип независимости 
действия сил (принцип суперпозиции) и рассуждения, приведенные вы
ше.

Сечение, принадлежащее концу участка /, переместится в результате 
деформации части стержня, заключенной между этим сечением и задел
кой (длина участка Г). Найдем деформацию данной части стержня от 
каждой силы в отдельности и их сумму:

ЗР2я 2Р2а 2Ра 
и*! (2а)=-------—------- =------.

ЕЛ ЕЛ ЕЛ
Сечение переместится вправо.

Крайнее правое сечение переместится в результате деформации 
всего стержня: от силы 3Р растягивается участок /, а остальная (правая) 
часть переместится как жесткое тело, включая и рассматриваемое сече
ние; от силы 2Р сжимается весь стержень. Определим перемещение 
этого сечения:

ЗР2л 2Р5а 4 Ра 
н>2 (5а)=---------------- ----------.

ЕЛ ЕЛ ЕЛ
Сечение переместится влево. Естественно, что получен такой же резуль

тат, как при решении вышеизложенным способом.

Учет собственного веса. В ряде практических задач 
в качестве внешней нагрузки встречается равномерно рас
пределенная продольная нагрузка. К ней относится со
бственный вес стержня при условии, что поперечное сече
ние его остается постоянным на некотором участке. 
В этом случае распределенная нагрузка равна ¡¡=уА1} где
у — объемный вес материала стержня; Л, — площадь по
перечного сечения.



Рассмотрим стержень с постоянным поперечным сече
нием площадью А, закрепленный верхним концом и на
груженный только собственным весом. Выберем систему 
координат с началом в точке О (нижнее сечение) (рис. 3.9, 
а).

Расчетная схема такого стержня может быть пред
ставлена в виде невесомого стержня, нагруженного рав
номерно распределенной продольной нагрузкой (направ
лена вниз) интенсивностью (=уА  (рис. 3.9, б).

Значение продольной силы в произвольном сечении 
(на расстоянии г от нижнего конца) равно весу нижележа
щей части стержня: (г — уАг. Напряжение в этом сече
нии о*=И1А = уг. Следовательно, продольная сила и нор
мальное напряжение пропорциональны г. Эпюры 
N я а изображены на рис. 3.9, в, г.

Перемещение произвольного сечения от действия со
бственного веса в соответствии с формулой (3.16) равно

уАг , уА г2

--- <Ьг = М>о+---.
ЕЛ ЕА 2

и> (г) = Ук'0+

I

Найдем н>0 из условия, что при 2 — 1 (сечение у заделки)

и- (/)=0:

уА I2
и'оН---------= 0,

ЕА 2

отсюда и>о=
уА12 
2 ЕА

Выражение для определения перемещений примет вид

уА12 уЛг2 уА 2 ,и* (г)=--------- +-------=------ ( г 2 -Г ) .
2ЕА 2 ЕА 2 ЕА

Следовательно, перемещение V/ изменяегся по квад
ратичной зависимости с экстремумом при 2=0, так как

О)

ЕА

б)

М2‘- к
2ЕА ' НА



Полное удлинение 
( у к о р о ч е н и е )  
стержня от собст
венного веса

w' = N|(EA) (рис. 3.9, д). Перемещение нижнего 
стержня (при г=0) равно

у А11

тах м = м (Г)—А1=-—, или
2 ЕЛ

где С~уА1 — вес стержня.

Л/=
а

2ЕА

Пркмер 3.2. Определить перемещение сечения 1—1 ступенчатого 
стержня (рис. 3.10, а) с учетом собственного веса (объемный вес матери
ала — у).

а!
■5(Аа

■ЕА

1

Г--51а

I2

«ч
Г"

Е2А )

Рис. 3.10. К примеру 3.2

Решение. Разобьем стержень на два участка: / и II. Выберем 
локальную систему координат на каждом участке. Примем за расчет
ную схему стержня невесомый стержень переменного сечения, нагру
женный равномерно распределенной нагрузкой интенсивностью 
1 е ¡1=21  (рис. 3.10, б).

Продольная сила в произвольном сечении г2 участка II (из рассмот
рения равновесия верхней части стержня) равна 
Лт2 = 5ш — /За — 2122 = 21а — 21г2.

Сечение 1—1 располагается в начале участка II (г2^0), поэтому 
и'1_| = >У02. Следовательно, можно составить выражение перемещений 
и1 только для этого участка по формуле (3.16):

^2 =
С2ха—21г2 ш »= *02+ I -------  й2**И'02+— х2 —

Е2А ЕА 2ЕА

Найдем значение из условия (2я)=0 (сечение у заделки): 

(2а)2;
(а I

С = н>02-1-2а---------
ЕА 2ЕА

отсюда и'о2=и'1_1=0.

Сечение 1—1 в этом примере перемещаться не будет.

сечения

(3.21)



Стержень равного сопротивления. Влияние собственно
го веса следует учитывать в конструкциях, имеющих 
большую длину, например канатах шахтных подъемни
ков, штангах бурильных устройств либо в массивных 
конструкциях — опорах мостов, заводских трубах и др. 
В этих конструкциях рационально применять стержни 
переменного сечения, у которых напряжения во всех сече
ниях были бы одинаковыми и близкими к предельно 
допустимым для данного материала. Такой стержень 
называется стержнем равного сопротивления растяже
нию или сжатию (рис. 3.11, а). Форма его боковой повер
хности ограничена кривой, а площадь поперечного сече
ния изменяется по экспоненциальному закону. Продоль
ная сила также изменяется по этому же закону, а нор
мальные напряжения во всех сечениях остаются постоян
ными: oz = N (z)/A (z) = const (рис. 3.11, б, в). Постоян
ными будут и относительные удлинения: е=о/Е, переме
щения сечений w изменяются по линейной зависимости, 
так как e = w’ (рис. 3.11, г, д).

п_
ЕА0

Стержень равного сопротивления относится к равно
прочной конструкции и является наиболее экономичным 
с точки зрения расхода материала. Однако из-за сложной 
формы боковой поверхности изготовление его затруд
нительно, поэтому часто вместо стержня равного сопро
тивления в инженерной практике применяют стержни 
либо с наклонными боковыми гранями, либо ступенча
тые.

§ 3.5. Статически неопределимые системы
В инженерной практике часто встречаются системы, 

в которых число наложенных связей больше числа урав
нений равновесия. В этих системах невозможно опреде
лить как усилия в связях, так и внутренние усилия, ис
пользуя только уравнения равновесия. Такие системы 
называются статически неопределимыми. Они должны 
быть геометрически неизменяемыми.

¿Ajl W f
А0

г) д)

Ж

Рис. 3.11. Стержень равного сопротивления

Стержень равного 
сопротивления

Статически неоп
ределимые систе
мы



Степень статичес
кой неопределимо
сти

Разность между числом неизвестных и числом незави
симых уравнений равновесия, которые можно составить 
для данной системы, называют степенью статической 
неопределимости.

Рассмотрим несколько систем, изображенных на рис. 
3.12, а—в. На рис. 3.12, а показана система, состоящая из 
абсолютно жесткой балки, которая прикреплена при по
мощи трех стержней. Усилия в этих стержнях можно 
определить, составив три уравнения равновесия. Такая 
система статически определима. Усложним систему, до
бавив еще один вертикальный стержень (рис. 3.12, б). 
Число уравнений равновесия осталось прежним — три, 
а число неизвестных стало четыре. Такая система будет 
один раз статически неопределима. Усложняя систему 
дальше, т. е. вводя еще один стержень (рис. 3.12, в), 
получим два раза статически неопределимую систему.

Рис. 3.12. Статически определимая и статически неопределимые си
стемы

Неизвестные усилия в статически неопределимых си
стемах могут быть определены, если условия равновесия 
дополнить условиями, характеризующими деформацию 
данной системы. Число этих дополнительных условий 
(уравнений) равно степени статической неопределимости 
системы. Их условно называют уравнениями перемеще
ний. Так, для системы, изображенной на рис. 3.12, б, 
уравнение перемещений составляется из условия, что по
сле удлинения стержней их нижние концы должны рас
полагаться на прямой, так как они связаны с жесткой 
балкой.

Рассмотрим решение простейших статически неопре
делимых систем (раскрытие статической неопределимо
сти) на ряде примеров.

Пример 3.3. Стержень переменного сечения жестко заделан с двух 
концов и нагружен силой Р= 40 кН (рис. 3.13, а). Построить эпюры 
N я а.

Решение. От действия силы Р в заделках возникают опорные 
реакции ЯА и Кв. Примем их направления противоположными направ
лению силы Р. Составим единственное уравнение равновесия:
Е2=0; -Лв+Р-ЯА = 0.

Число неизвестных превышает число возможных уравнений равновесия 
на единицу. Следовательно, система один раз статически неопределима.

Для ее решения необходимо составить одно дополнительное урав
нение — уравнение перемещений. Оно в данной задаче выражает следу-
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Рис. 3.13. К примеру 3.3

ющую мысль: длина стержня не может измениться, так как он жестко 
заделан с двух сторон, т. е.
Д/=0. (а)
Отбросим одну из заделок, например правую, и заменим ее действие на 
стержень реакцией ЯА (рис. 3.13, б). В этой системе (теперь статически
определимой) в соответствии с уравнением (а) должно выполняться 
условие Д/=н’^=0. Запишем его, используя принцип независимости
действия сил:

*л = "ле+»мА'
Ля ЯАа 2а 

" Е2А =Е2А ЕА 
отсюда ЯА =Р/4 —10 кН.

Подставляя в уравнение равновесия полученную реакцию ЯА, най
дем
Яв=Р—ЯА*=40—10 = 30 кН.

Реакции ЯА и Яв определены и получены со знаком плюс, что указывает
на правильность выбранного направления. Таким образом, раскрыта 
статическая неопределимость системы.

Эпюра продольных сил строится обычным путем, с применением 
метода сечений; ее изображение дано на рис. 3.13, в.

Нормальные напряжения определяются по формуле о=К/А на трех 
участках: '

ЗОЮ3

левом — <7=+———;*= +15' 10 Па«= 15 МПа (растяжение);

среднем -
20 КГ4 

10-103
- а- ш — 5'10® Па-—5 МПа (сжатие);

20 10-4 
10-103

правом — а—------------— — 10‘ 10* Па — —10 МПа (сжатие).10-10-*
Эпюра нормальных напряжений изображена на рис. 3.13, г.

3 Зак. 879 65



При наличии зазора А, например между правым кон
цом стержня и заделкой, и условия, что зазор будет 
перекрыт при нагружении стержня, уравнение равновесия 
остается таким же, а уравнение перемещений примет вид
Д/=и^ = Д,

или

ц. Fa Raü Ял2а :_А
Е2А ЕА Е2А

Далее решение выполняется в том же порядке, как пока
зано выше.

Прамер 3.4. Для системы, изображенной на рис. 3.14, а, определить 
силу Fy п р и  которой в наиболее напряженном стержне напряжения
достигнут значения 240 МПа; 1=2 м; Л —10 ал1; я=60°.

Решение. Вырежем узел С, считая возникающие усилия в стерж
нях растягивающими (рис. 3.14, б). Составим два уравнения равновесия:
1.Х=0; —N\ sin а+ N3 sin а=0 или N1 = Ny,
ГУ=0; N\ costt+Ni+Nicosx—F=0.

С учетом первого уравнения равновесия второе можно записать так: 
F=2N\ cos а+.До
полученных уравнений равновесия недостаточно для определения уси
лий в стержнях. Необходимо дополнительно составить одно уравнение 
перемещений. Следовательно, система один раз статически неопредели
ма.

Для составления уравнения перемещений рассмотрим деформиро
ванное состояние системы. При нагружении системы силой F узел 
С опускается по вертикали (рис. 3.14, в), так как удлинения А1—Щ(ЕА) 
крайних стержней будут одинаковыми: усилия N\ =Л/з, длины стержней
/| = /3, жесткости их также равны: ЕА\ =*ЕА3. Новые положения крайних
стержней показаны пунктиром. Отрезок СС1—Д/2 представляет собой
удлинение среднего стержня, равное вертикальному перемещению узла 
С. Для определения удлинения левого крайнего стержня радиусом ВС 
проведем дугу с центром в точке В до пересечения с новым его положе
нием. Отрезок В\С\ = Д/i представляет собой удлинение стержня ВС.
Вследствие малости удлинения стержней (по сравнению с их длиной) 
можно считать, что угол а практически не изменяется и дуга может 
быть заменена перпендикуляром, опущенным из узла С на новое напра
вление стержня. Тогда из прямоугольного треугольника СВ\С\ (на рис.
3.14, в он заштрихован) получим соотношение
Д/j = Д/2 cos а, (а)

Рис. 3.14. К примеру 3.4



которое является уравнением перемещений. Учитывая, что
N,1 Nil

Д/,------------ ; Д/2---------- ,
ЕА cos а Е2А

и подставляя эти значения в уравнение (а), найдем

N[=— cos2 а; N2 = INJcos1 г. (б)
2

Выразим усилия N\ и N2 через усилие F, подставив соотношение (б) во
второе уравнение равновесия:

F cos2 a F
Ni=n3=-------:——; Ъ-

1+м«3а 2 1+«к3а
Определим напряжения в крайних и среднем стержнях:

Р со52а N2 Р 1

Из этих выражений видно, что <7(2) >0(1) и, следовательно, при увеличе
нии силы напряжения в среднем стержне быстрее достигнут значения 
240 МПа, чем в крайних. Поэтому, приняв напряжение <Т(2)=240 МПа,
из второго выражения (в) найдем значение 
Рул = 240' 10е' 2 ‘ 10 * 10—■* (1+0,53) = 540 кН.

Элементы статически неопределимых систем могут 
быть изготовлены с неточностями. При сборке систем 
это приводит к перераспределению усилий (иногда неже
лательному). Рассмотрим следующий пример.

Пример 3.5. Нагрузка в виде силы 5=900 кН должна передаваться 
через жесткую балку на три железобетонные колонны с одинаковым
поперечным сечением площадью А =400 см2. При сборке системы было 
обнаружено, что средняя колонна изготовлена короче крайних на 
Д=0,15 см (рис. 3.15). Определить усилия и напряжения в колоннах. 
Приведенный модуль упругости £=20 ГПа.

Решение. Проверим, устраняется ли зазор после приложения на
грузки. На крайние колонны передаете» усилие N^^ F|2•‘4SQ кН, при 
этом колонны укоротятся на длину



Следовательно, зазор при нагружении будет перекрыт, т. е. <5= 
=0,225 см> Д=0,15 см, и внешняя нагрузка будет восприниматься тре
мя колоннами.

Можно составить два независимых уравнения равновесия, а неиз
вестных — усилий в колоннах — три. Поэтому система один раз стати
чески неопределима.

Уравнения равновесия:
2У-0; Ni+N2+N3-F=0; (а)
ZMA=0; Nia-Nja~ 0, ЛГ,-ЛГ3. (б)
Подставляя (б) в (а), получим
F=2Ni + N2. (в)

Рассмотрим деформированное состояние системы. При нагружении 
сначала будут деформироваться крайние колонны. После исчезновения 
зазора начнут деформироваться все колонны. Уравнение перемещений 
(рис. 3.15) запишем в виде

Nil N2l
Ali—Д/2—Д, или--------------—Д;

ЕЛ ЕЛ
отсюда

ДЕЛ 0,1510-а'20 109-400 10-*
№-№ =------- ------------------------------------ -300 10* Н-300 кН,

/ 4
или N\ =/^2 + 300. (г)

Решая совместно уравнения (в) и (г), найдем усилия в колоннах:
JV, = jV3=400 кН, Я2-100 кН.

Напряжения в колоннах будут следующими:
400 10* 100 10*

0(1\=<Г(Я=------------ж —10*10® Па— —10 МПа; ffm*------------- т —
Ш 400-10-* W 400 10-*

= -2,5 10* Па--2,5 МПа.
Если бы все стойки были изготовлены одной длины, то ÎÎ|=/Î2“^3=

—900/3 — 300 кН, а <Г(1) — ^(2) — *^(3)=—7,5 МПа.
Таким образом, отклонение от проектных размеров при изготовле

нии средней колонны привело к перегрузке крайних колонн на 33,3% 
н к разгрузке средней колонны на 66,6%.

В качестве внешнего воздействия на системы помимо 
различных видов нагрузок может быть изменение тем
пературы — нагревание или охлаждение. В статически 
определимых системах при этом элементы ее могут бес
препятственно деформироваться и поэтому усилий и со
ответственно напряжений не возникает. При изменении 
температуры в элементах статически неопределимых си
стем возникают дополнительные усилия, так называемые 
температурные усилия (напряжения).

Пример 3.6. Перекрытие цеха промышленного предприятия состо
ит из железобетонных плит, уложенных на кирпичные стены при тем
пературе (о— — 10°С с зазором у одной из стен, равным Д—4 мм (рис.
3.16, а). Температура в цехе может повыситься до 90°С.

Возникнут ли дополнительные температурные напряжения в плитах 
перекрытия? Если эти напряжения возникнут, то чему они будут равны? 
Силами трения между плитой и ее опорной частью пренебрегаем.



Толщина плиты Л=20 см; коэффициент линейного расширения же
лезобетона а=12 10"6 “С-1, приведенный модуль упругости 
£=20 ГПа.

Расчетная схема конструкции показана на рис. 3.16, 6.

а)

I ~ 5 м

Я,
din.

Рис. 3.16. К примеру 3.6

Решение. Найдем удлинение плиты при увеличении температуры 
на Д/ = 90 —(—10)=100°С:
Al,=aAtl= 12' 10~6 1100'5 = 6■ 10-3 м=6 мм.

Имеющийся зазор между плитой и стеной Д=4 мм < Д/,=6 мм,
и поэтому стена будет препятствовать свободному удлинению плиты. 
Следовательно, система является статически неопределимой, так как 
возникнут сжимающие реактивные усилия RA и R¡ (рис. 3.16, в), т. е.
два неизвестных, а уравнение равновесия, которое может быть состав
лено, только одно:
EZ=0; R¿—Лд=0, R¿=R¡.

Составим уравнение перемещений. Отбросим правую заделку и за
меним ее действие на плиту реакцией R¡. Теперь плита может свободно
удлиниться на Д/,> Д, однако в действительности она сможет удлинить
ся только на размер зазора. Следовательно, Д/(—Д будет соответство
вать деформации (укорочению) от действия реактивного усилия Лд. 
Таким образом, уравнение перемещений примет вид

Ral el
Д/<—Д/в„=Д или otAll— Д=—=—. 

в ЕЛ Е
Отсюда

12-10_6 ■ 100-5-20- 10е—4- 10-э-20-10®
■ -8 10е Па = — 8 МПа.

Можно найти усилие, с которым плита будет давить на стену: 
9=ffA = 810* 0,2«1,6 МН/м.

§ 3.6. Краткие сведения о строительных 
материалах несущих конструкций

К основным строительным материалам, из которых 
изготовляются элементы несущих конструкций, относят
ся сталь, алюминиевые сплавы, древесина, пластмассы 
и др.



Углеродистые
легированные
ли

Сталь чаще других материалов используется в конст
рукциях промышленных и общественных зданий, мостов, 
резервуаров, башен и т. п. Она представляет собой сплав 
железа с углеродом. По содержанию углерода стали де
лятся на низкоуглеродистые (0,09...0,25%), среднеуглеро- 

и дистые (0,25...0,46%) и высокоуглеродистые 
ста- (0,46...0,75%). Сплавы с содержанием углерода свыше 2% 

относятся к чугунам. Для улучшения различных физико
механических свойств стали в их состав добавляют леги
рующие элементы — кремний (С), молибден (М), мар
ганец (Г), никель (Н), хром (X) и др. Такие стали называ
ют легированными. По количеству легирующих примесей 
они подразделяются на низколегированные (сумма леги
рующих элементов — 1,8...2,5%), среднелегированные 
(2,5...8%) и высоколегированные (свыше 8%).

Углеродистая сталь обычного качества поставляется 
по трем группам — А, Б и В, при этом в несущих стро
ительных конструкциях применяются стали группы В: 
А — по механическим свойствам; Б — по химическому 
составу; В — по механическим свойствам и химическому 
составу.

В строительных конструкциях используют низкоугле
родистую сталь обычного качества. Для ответственных 
металлоконструкций и арматуры железобетона чаще при
меняют легированные стали. В конструкциях мостов ис
пользуют высококачественные низкоуглеродистые и низ
колегированные стали.

Сталь применяют при изготовлении листового и про
фильного проката. В стальном прокате используют раз
личные марки углеродистой и низколегированной сталей. 
Наиболее широко в строительных конструкциях приме
няются сталь прокатная угловая равнополочная и нерав
нополочная, двутавры, швеллеры и другие профили. Сор
тамент на эти виды проката приведен в Приложениях 
II—V.

Цветные металлы и их сплавы играют второстепен
ную роль и применяются в тех случаях, когда это эконо
мически целесообразно или невозможно применение ста
ли. В строительных конструкциях чаще используются 
алюминиевые сплавы, в которые добавляются легирован
ные элементы из магния, марганца, кремния, цинка и др.; 
менее широкое применение находят титановые сплавы.

Древесина — древнейший строительный материал. 
В основных элементах строительных конструкций испо
льзуют хвойную древесину, так как она содержит меньше 
пороков, чем лиственная древесина, а также содержит 
смолы, что оказывает лучшее сопротивление увлажнению 
и загниванию. Из хвойной древесины наиболее высоким 
качеством отличается сосновая древесина. Среди лист
венных пород выделяется дубовая древесина, облада
ющая повышенной прочностью и стойкостью против 
загнивания, но большей стоимостью.

Конструкции из пластмасс начали применяться в на
шей стране и за рубежом с середины XX в. Конструкци-



онные пластмассы используют в составе элементов несу
щих и ограждающих строительных конструкций. Из на
иболее прочных стеклопластиков выполняют основные 
элементы несущих конструкций. Прозрачные стеклопла
стики применяют в элементах ограждающих конструкций 
зданий. Сверхлегкие пенопласты используют в средних 
слоях легких ограждений покрытий и стен.

§ 3.7. Испытания материалов на растяжение 
и сжатие

При проектировании строительных конструкций, ма
шин и механизмов инженеру необходимо знать значения 
величин, характеризующих прочностные и деформатив- 
ные свойства материалов. Их можно получить путем 
механических испытаний, проводимых в эксперименталь
ных лабораториях на соответствующих испытательных 
машинах. Таких испытаний проводится много и самых 
различных, например испытания на твердость, сопротив
ляемость ударным и переменным нагрузкам, противодей
ствие высоким температурам и т. д. Подробное описание 
всех видов механических испытаний и применяемых при 
этом машин и приборов приводится в специальной лите
ратуре. Здесь же будут изложены лишь испытания на 
растяжение и сжатие, в основном металлов и древесины.

Испытания на растяжение. Наибольшую информацию 
о механических свойствах металлов можно получить из 
статических испытаний на растяжение. Испытания прово
дятся в соответствии с ГОСТ 1497—84.

Для испытания на растяжение применяют образцы 
специальной формы — цилиндрические (рис. 3.17, а) или 
плоские (рис. 3.17, б). Образцы имеют рабочую часть 
с начальной длиной 4, на которой определяется удлине
ние, и головки с переходным участком, форма и размеры 
которых зависят от способов их крепления в захватах 
машины. Различают длинные образцы с отношением 
4М)= 10 и короткие — /0/сЦ, = 5. Размеры образцов делают
стандартными для того, чтобы результаты испытаний, 
полученные в разных лабораториях, были сравнимы.

Испытания проводят на разрывных или универсаль
ных машинах. В зависимости от метода приложения



Диаграмма растя
жения

нагрузки машины бывают с механическим или гидрав
лическим приводом. Они обычно выпускаются с верти
кальным расположением образца. Передача усилия на 
образец осуществляется через захваты. Для центральной 
передачи усилия на образец в машинах имеются специ
альные устройства. Все машины снабжены устройством 
для автоматической записи в определенном масштабе 
диаграммы растяжения, т. е. графика зависимости меж
ду растягивающей силой Р и удлинением образца А/.

В настоящее время начинают широко применяться 
испытательные машины нового поколения — универ
сальные машины с использованием современной микро
электроники, которая позволяет полностью автоматизи
ровать ход испытаний и управлять им, начиная от пуска 
машины до вывода полученных результатов измерений 
на дисплей и графопостроитель.

Испытания на сжатие. Для испытания металлов на 
сжатие применяются цилиндрические образцы с отноше
нием высоты к диаметру в пределах 1,5...3. Применение 
более длинных образцов недопустимо, так как такие об
разцы могут искривляться и тем самым искажать резуль
таты испытаний. Следует обратить внимание на некото
рую условность получаемых результатов из-за наличия 
сил трения в опорных поверхностях образца. Поэтому 
стараются ослабить влияние сил трения введением раз
личных смазок или приданием конусной формы торце
вым поверхностям образца.

Испытание на сжатие осуществляется обычно при по
мощи тех же испытательных машин с применением спе
циальных приспособлений (реверсоров).

§ 3.8. Диаграммы растяжения пластичных 
и хрупких материалов

Диаграмма иизкоуглеродистой стали. Записанная с по
мощью специального устройства на испытательной ма
шине диаграмма растяжения низкоуглеродистой стали 
изображена на рис. 3.18. Из этой группы сталей наиболь
шее применение для строительных конструкций находит 
сталь марки СтЗ и СтЗГпс.

В начальной стадии нагружения до некоторой точки 
А диаграмма растяжения представляет собой наклонную



прямую, что указывает на пропорциональность между 
нагрузкой и деформацией — справедливость закона Гу- 
ка. Нагрузка, при которой эта пропорциональность еще 
не нарушается, на диаграмме обозначена через и ис
пользуется для вычисления предела пропорциональности:

^пп ”

Пределом пропорциональности ат называется наиболь- И
шее напряжение, до которого существует прямо пропор- Предел пропорцио- 
циональная зависимость между нагрузкой и деформацией, нальностн 
Для СтЗ предел пропорциональности приблизительно ра
вен о,

пц=195...200 МПа.
Зона О А называется зоной упругости. Здесь возникают 

только упругие, очень незначительные деформации. Дан
ные, характеризующие эту зону, позволяют определить 
значение модуля упругости Е.

После достижения предела пропорциональности де
формации начинают расти быстрее, чем нагрузка, и диа
грамма становится криволинейной. На этом участке в не
посредственной близости от точки А находится точка В, 
соответствующая пределу упругости.

Пределом упругости называется максимальное на- И
пряжение, при котором в материале не обнаруживается Предел упругости 
признаков пластической (остаточной) деформации.

Предел упругости существует независимо от закона 
прямой пропорциональности. Он характеризует начало 
перехода от упругой деформации к пластической.

У большинства металлов значения предела пропорци
ональности и предела упругости незначительно отлича
ются друг от друга. Поэтому обычно считают, что они 
практически совпадают. Для стали СтЗ о,

уп=205...
...210 МПа.

При дальнейшем нагружении криволинейная часть 
диаграммы переходит в почти горизонтальный участок 
С1> — площадку текучести. Здесь деформации растут 
практически без увеличения нагрузки. Нагрузка РТ, соот
ветствующая точке О, используется при определении фи
зического предела текучести:

Физическим пределом текучести <тТ называется на
именьшее напряжение, при котором образец деформиру
ется без заметного увеличения растягивающей нагрузки.

Предел текучести является одной из основных механи
ческих характеристик прочности металлов. Для стали 
СтЗ <гт=220...250 МПа.

Зона ВБ называется зоной общей текучести. В этой

Физический пре
дел текучести



зоне значительно развиваются пластические деформации. 
При этом у образца повышается температура, изменяют
ся электропроводность и магнитные свойства.

Образование пластической деформации в отдельных 
кристаллах образца происходит уже в начальной (упру
гой) стадии испытания. Однако эти деформации настоль
ко малы, что не обнаруживаются обычными приборами 
для измерения малых деформаций. С увеличением на
грузки пластическая деформация начинает накапливаться 
в микрообъемах образца, а с наступлением текучести эти 
очаги пластической деформации, сливаясь, захватывают 
уже макрообъемы образца металла. Необратимо дефор
мированные области образца оказывают повышенное со
противление дальнейшему деформированию (материал 
упрочняется), и поэтому пластические деформации начи
нают развиваться в зонах, еще не подверженных этим 
деформациям. В дальнейшем пластическая деформация, 
переходя от одной зоны к другой, распространяется на 
весь объем рабочей части образца. Особенно наглядно 
фронт распространения пластической деформации вдоль 
образца можно наблюдать при испытании плоских поли
рованных образцов. На поверхности таких образцов 
в момент возникновения очагов пластической деформа
ции появляются темные наклонные полосы, которые, как 
правило, с осью образца составляют углы, приблизитель
но равные 45° (линии Людерса — Чернова). Эти линии 
представляют собой микроскопические неровности, воз
никающие вследствие необратимых сдвигов, происходя
щих в кристаллах под действием наибольших касатель
ных напряжений.

Описанные явления вызывают изменение внутренней 
структуры металла, что приводит к его упрочнению. 
Диаграмма после зоны текучести снова становится кри
волинейной. Образец приобретает способность восприни
мать возрастающее усилие до значения — точка Е на
диаграмме. Усилие используется для вычисления
временного сопротивления:

со

временное
тивление

сопро-

А0

Напряжение, соответствующее наибольшей нагрузке, 
предшествующей разрушению образца, называется времен
ным сопротивлением.

Для стали марки СтЗ временное сопротивление 
ст.=370...470 МПа.

Зона ОЕ называется зоной упрочнения. Здесь удлине
ние образца происходит равномерно по всей его длине, 
первоначальная цилиндрическая форма образца сохраня
ется, а поперечные сечения изменяются незначительно 
и также равномерно.

При максимальном усилии или несколько меньшем 
его на образце в наиболее слабом месте возникает ло



кальное уменьшение поперечного сечения — шейка (а 
иногда и две). Дальнейшая деформация происходит 
в этой зоне образца. Сечение в середине шейки продолжа
ет быстро уменьшаться, но напряжения в этом сечении 
все время растут, хотя растягивающее усилие и убывает. 
Вне области шейки напряжения уменьшаются, и поэтому 
удлинение остальной части образца не происходит. Нако
нец, в точке К образец разрушается. Сила, соответст
вующая точке К, называется разрушающей а напря
жения — истинным сопротивлением разрыву (истинным 
пределом прочности), которые равны

где Ак — площадь поперечного сечения в месте разрыва.
Зона ЕК называется зоной местной текучести. Истин

ные напряжения в момент разрыва (в шейке) в образце из 
стали СтЗ достигают 900... 1000 МПа.

Заметим, что иногда временное сопротивление назы
вают пределом прочности. Строго говоря, такое допусти
мо только в том случае, когда разрыв образца проис
ходит без образования шейки. Это имеет место с хруп
кими материалами, например с чугуном. Тогда наиболь
шая нагрузка практически совпадает с моментом раз
рушения и предел прочности оказывается почти равным 
истинному напряжению при разрыве (о диаграмме чугуна 
см. ниже). У пластичных материалов, например у стали 
марки СтЗ, наибольшее значение нагрузки не соответ
ствует ее значению при разрушении образца и за харак
теристику прочности (условную) принимается временное 
сопротивление.

Интересен механизм разрушения образца из низкоуг
леродистой стали. Образец разрушается, как правило, 
с образованием «чашечки» на одной его части и «кону
са» — на другой. Этот излом называют чашечным или 
изломом «чашечка — конус».

Считают, что такой вид разрушения начинается в об
ласти шейки с образования мелких пустот-пор, вытяну
тых в продольном направлении. Под действием растяги
вающих напряжений материал перемычек между порами 
разрушается, поры сливаются, в результате чего появля
ется центральная трещина в направлении, перпендику
лярном оси растяжения. Образование трещины вблизи 
центра сечения, как показывают эксперименты, объясня
ется тем, что в этой области вследствие возникающего 
неоднородного напряженного состояния, при котором 
нормальное напряжение достигает на оси образца мак
симального значения, материал обладает пониженной 
способностью к пластической деформации. Это в значи
тельной мере способствует началу разрушения образца, 
которое на данной стадии имеет хрупкий характер. Одна
ко в остальной части вблизи поверхности материал про
должает растягиваться пластически.

МораЬ
:=1

Истинное 
вление

"Конце"



Затем трещина начинает распространяться в обе сто
роны по направлению к поверхности, образуя дно буду
щей чашечки. Увеличение размеров трещины происходит 
за счет дальнейшего присоединения новых пустот в ре
зультате разрыва перемычек и ранее образовавшейся цен
тральной зоны трещины. Процесс развития трещины со
провождается концентрацией напряжений у вершины 
(острия) трещины.

При приближении трещины к поверхности создаются 
условия, при которых она поворачивает под углом, рав
ным приблизительно 45°, к первоначальному направле
нию распространения и, выходя на поверхность, образует 
коническую часть излома. В этой стадии процесс проис
ходит по механизму, во многом аналогичному рассло
ению по плоскостям скольжения или соскальзывания.

Описанный выше механизм разрушения относится то
лько к испытаниям на растяжение стандартных образцов 
цилиндрической формы. Результаты, полученные с други
ми формами образцов, совершенно иные.

Помимо указанных характеристик прочности опреде
ляют характеристики пластичности.

Относительное удлинение после разрыва 8 (%) — это 
отношение приращения расчетной длины образца после 
разрыва к ее первоначальному значению, вычисляемое по 
формуле

5=^ Ю0%.
Iо

Заметим, что относительное удлинение после разрыва 
зависит от отношения расчетной длины образца к его 
диаметру. С увеличением этого отношения значение 
8 уменьшается, так как зона шейки (зона местной пласти
ческой деформации) у длинных образцов занимает от
носительно меньше места, чем в коротких образцах. Кро
ме того, относительное удлинение зависит и от места 
расположения шейки (разрыва) на расчетной длине об
разца. При возникновении шейки в средней части образца 
местные деформации в области шейки могут свободно 
развиваться и относительное удлинение будет больше, 
чем в случае, когда шейка возникает ближе к головке 
образца, тогда местные деформации будут стеснены.

■ Другой характеристикой пластичности является от-
Относительное су- носительное сужение после разрыва ф (%), представля-

7 ющее собой отношение уменьшения площади попереч-
жение после раз- ного сечения образца в месте разрыва к начальной пло-
Рьша щади поперечного сечения образца:

юо%.
Ло

Иногда при вычислении значения ф для цилиндричес
ких образцов пользуются формулой

Относительное 
удлинение после 
разрыва



Для стали марки СтЗ характеристики пластичности 
следующие: ¿=25...27% (при испытании коротких образ
цов); 1^ = 60...70%.

Если образец после нагрузки, соответствующей пре
делу текучести (рис. 3.19), разгрузить, то процесс разгруз
ки будет изображен линией МО,, почти параллельной
первоначальному упругому участку диаграммы. Удлине
ние, полученное образцом до начала разгружения, при 
разгрузке полностью не исчезает. Оно становится меньше 
на удлинение А/уп упругой части (отрезок 0\0г). Остаточ
ное удлинение (отрезок 00{) называется также пла
стическим удлинением. Следовательно, за пределом уп
ругости полное удлинение образца состоит из двух ча
стей — упругой и пластической:
Д/=Д/уп+А/ост,

а до предела упругости — только из чисто упругой:
А/осг=0.

Если после разгрузки образца его тут же снова нагру
зить, то процесс повторного нагружения изобразится ли
нией 0{М, которая почти совпадает с линией МОи описы
вающей процесс разгрузки. При этом линия нагрузки 
проходит через ту же точку диаграммы, с которой начал
ся процесс разгрузки. Обе линии (разгрузки и нагрузки) 
образуют петлю — петлю гистерезиса. После полно
го цикла образец возвращается к своему первоначаль
ному состоянию; это явление носит название упругого ■ 
гистерезиса. Площадь петли гистерезиса соответствует 
потерям механической энергии за один цикл, которые Упругий гистере- 
весьма малы. Эти потери вызываются так называемым зис 
внутренним (молекулярным) трением. Силы трения сове
ршают необратимую работу, что приводит к диссипации 
(рассеянию) механической энергии в виде тепловой энер
гии. При выполнении большого числа циклов (разгруз
ка—нагрузка), например при свободных колебаниях, по
тери механической энергии становятся значительными 
и являются причиной постепенного затухания колеба
тельного процесса.

При дальнейшем нагружении (после точки М) кривая



Наклеп

Диаграмма напря
жений

продолжается так, как будто не было промежуточной 
разгрузки. Следовательно, у образца после предваритель
ного деформирования улучшились упругие свойства — 
повысились предел пропорциональности и предел упру
гости (ср. участки диаграмм О В и ОхМ на рис. 3.18 
и 3.19), но зато ухудшились пластические свойст
ва — уменьшилось остаточное удлинение после разрыва, 
т. е. материал стал более хрупким.

Явление повышения упругих свойств материала в ре
зультате предварительного пластического деформирова
ния называется наклепом.

Наклеп наблюдается не у всех материалов и даже не 
у всех металлов, таких, например, как свинец, олово и др. 
Оно широко используется в технике. Иногда наклеп со
здают искусственно. Например, цепи и канаты подъем
ных машин подвергают предварительной вытяжке, чтобы 
устранить остаточные удлинения, которые могут возник
нуть во время их работы. Аналогичной обработке подве
ргают также некоторые виды арматуры железобетонных 
конструкций, цилиндры гидравлических прессов, турбин
ные диски и другие элементы машин и механизмов.

Следует заметить, что после предварительной вытяж
ки металла в некотором направлении его механические 
свойства изменяются (металл наклепывается) при работе 
на растяжение только в том же направлении; при работе 
на сжатие в этом же направлении его свойства почти не 
изменяются. Последнее обстоятельство имеет большое 
значение для материала, который подвергается действию 
переменных напряжений.

В некоторых случаях явление наклепа является неже
лательным. Например, оно встречается во многих тех
нологических процессах — прокатке стержней, резании 
листового материала, штамповке тонкостенных деталей, 
пробивании отверстий в листах под заклепки и т. п. Для 
устранения вредного влияния наклепа материал обычно 
отжигают или удаляют ту часть материала, которая по
лучила наклеп.

Условная и истинная диаграммы. Диаграмма растяже
ния ¥—/ (А/) (см. рис. 3.18) характеризует свойства образ
ца, так как зависит от его размеров. Для оценки механи
ческих свойств материала диаграмму растяжения пере
страивают в координатах «напряжение — деформация»; 
все ординаты делят на первоначальную площадь попе
речного сечения А0, а все абсциссы — на первоначальную
длину рабочей части /0. В результате получаем диаграмму
напряжений <т=/(е) (рис. 3.20), которая имеет тот же вид, 
что и диаграмма Р=/ (АГ), так как А0 и /0 постоянны. Эта
диаграмма является условной, поскольку при ее постро
ении не учитывается изменение значений А0и10в процессе
испытания. Поэтому определенные ранее пределы про
порциональности и текучести и временное сопротивление 
являются условными. Истинные же напряжения в каждый



Рис. 3.20. Условная и истинная диаграммы напряжений низкоуг
леродистой стали

момент нагружения будут больше условных. Заметное 
отклонение истинных напряжений от условных происхо
дит после предела текучести, так как сужение сечения 
становится более значительным. Особенно сильно воз
растает разница между напряжениями после образования 
шейки. Начинают расти и истинные удлинения. Диаграм
ма напряжений, построенная с учетом сужения площади 
поперечного сечения Л0 и местного увеличения дефор
маций, называется диаграммой истинных напряжений (на 
рис. 3.20 она показана пунктиром).

Диаграммы истинных напряжений строятся, как пра
вило, для теоретических исследований, например опера
ций глубокой штамповки, при решении задач образова
ния больших деформаций. Условные диаграммы напря
жений используются на практике для определения меха
нических характеристик материалов, а также для опреде
ления модуля упругости Е: из рис. 3.20 имеем 
Е=\.%а. = а1е, т. е. значение модуля упругости есть тан
генс угла наклона прямолинейного участка диаграммы 
к оси абсцисс.

Диаграмма низколегированной стали. Диаграмма рас
тяжения низколегированной стали изображена на рис.
3.21. Аналогичную диаграмму имеют и другие пластич
ные материалы, например красная медь, сплавы алюми
ния.

В начале диаграммы между нагрузкой и деформацией 
тоже соблюдается прямо пропорциональная зависимость 
(закон Гука). Точка, где эта зависимость нарушается, 
соответствует пределу пропорциональности. После точки
А прямолинейный участок диаграммы плавно переходит 
в криволинейный — зону пластических деформаций.

На диаграмме растяжения нет площадки текучести. ■ 
Поэтому вместо физического предела текучести опреде- условный 
ляют условный предел текучести аол (точка I) на рис.

1 С1ч V 1Н
3.21) — напряжение, при котором остаточное удлинение 
достигает 0,2% от рабочей длины образца:

предел
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Рис. 3.21. Диаграмма растяже
ния низколегированной стали. 
Определение условного предела 
текучести

Рис. 3.22. Диаграмма 
растяжения чугуна

Для определения нагрузки вычисляется значение
заданного остаточного удлинения Д/0,2 исходя из рабочей

длины образца. Отрезок, соответствующий остаточной 
деформации А1оа, откладываем вправо от точки О (на
рис. 3.21 — отрезок ОМ). Из точки N проводится прямая, 
параллельная прямой О А, до пересечения с диаграммой 
растяжения. Ордината точки пересечения Б равна нагруз
ке Рол.

В криволинейной части диаграммы нагрузки увеличи
ваются вместе с увеличением деформаций, которые про
исходят по всей длине образца. При приближении к мак
симальной нагрузке на образце появляется местное суже
ние — шейка. На диаграмме этому состоянию соответ
ствует точка Е.

После точки Е нагрузка начинает уменьшаться, дефо
рмация образца концентрируется в основном в области 
шейки. Поперечное сечение шейки уменьшается, и при 
нагрузке Ек образец разрушается — точка К.

Следует отметить, что участок диаграммы ЕК у низ
коуглеродистой стали длиннее, чем у низколегированной. 
Это указывает на то, что низколегированная сталь об
ладает меньшей пластичностью, поэтому шейка у нее 
является менее выраженной. Механические же характери
стики прочности выше у низколегированной, чем у низко
углеродистой стали.

Диаграмма растяжения чугуна. Диаграмма растяжения 
чугуна, изображенная на рис. 3.22, является типичной для 
хрупких материалов. Диаграмма не имеет прямолиней
ного участка, так как упругие деформации не пропорци
ональны нагрузкам даже при небольших напряжениях. 
Нагрузка плавно увеличивается до наибольшего значения 
(точка Е). Напряжения при нагрузке Рт„ соответствуют

\



пределу прочности аш. После точки Е без уменьшения
нагрузки происходит разрыв образца. Образец разруша
ется при весьма незначительном удлинении и без об
разования шейки. Остаточные деформации очень малы, 
обычно менее 1 % от расчетной длины образца.

Характер разрушения чугунного существенно отлича
ется от разрушения стального образца. Разрушение чу
гунного образца происходит в результате отрыва по пло
щадке, перпендикулярной направлению растягивающей 
силы. На поверхности излома видна крупнозернистая 
структура материала.

Считают, что источником хрупкого разрушения явля
ются различного рода структурные (микроскопические 
трещины с острыми углами и др.) и возникающие в ходе 
деформации дефекты. Трещиноподобные дефекты в мате
риале способствуют более быстрому процессу разруше
ния, так как создают увеличение (концентрацию) напря
жений в углах трещины. Концентрация напряжений мо
жет появиться и в местах включений, например в сером 
чугуне около включений графита в виде чешуек. Чтобы 
избежать концентрации напряжений у таких включений 
графита, им придают шаровидную форму, что достигает
ся модифицированием чугуна магнием и некоторыми 
другими элементами. Напряжения, возникающие около 
концентраторов напряжений, создают благоприятные 
условия для распространения трещины разрушения по 
всему сечению, перпендикулярному оси образца.

Следует отметить, что для чугуна не существует моду
ля упругости в обычном смысле. Вместо него вводится 
понятие о секущем модуле, который равен тангенсу угла 
наклона прямой, проведенной через начальную точку 
диаграммы О и некоторую точку А: ^а=Е5=<1л/Бл- Секу
щий модуль — величина переменная, ее можно считать 
функцией напряжения, соответствующего точке А. По
этому в расчетах чугунных деталей (например, для опре
деления деформаций) принимается некоторое среднее 
значение секущего модуля, соответствующего диапазону 
рабочих напряжений.

Механизм образования деформации. Реальные техни
ческие металлы и их сплавы состоят из большого числа 
кристаллических зерен, или кристаллитов, ориентирован
ных произвольным образом. Так называются кристаллы 
неправильной формы и неодинаковых размеров. Размеры 
кристаллитов могут сильно отличаться друг от друга: от
0,0005 до 2...3 мм2. Форма, размеры и расположение 
зерен оказывают влияние на свойства металлов. Так, 
уменьшение размеров зерен приводит к увеличению про
чности на разрыв, а также пластичности и вязкости.

Внутри кристалла находятся атомы металла, располо
женные в определенном порядке. Они образуют более 
или менее правильную трехмерную кристаллическую ре
шетку.

При отсутствии нагрузки атомы металла, находящие-



Рис. 3.23. Схема распределения 
сил взаимодействия между ато
мами в двухатомной модели

' F ( r )
05пасть упругих

Рис. 3.24. Область упругих 
деформаций на кривой сил 
взаимбдействия между ато
мами

ся в узлах кристаллической решетки, колеблются относи
тельно равновесных положений. Между атомами дей
ствуют либо силы притяжения, либо силы отталкивания. 
Сила взаимодействия между двумя соседними атомами 
складывается из этих сил. На рис. 3.23 показана схема 
распределения сил отталкивания (кривая 1) и притяжения 
(кривая 2), а также результирующей силы (кривая 3) как 
функций расстояния между атомами г (кривые Кондо
на — Морса). При расположении атомов на расстоянии 
г0 сила взаимодействия между ними равна нулю и атомы
находятся в равновесном положении. Любая попытка не
значительного перемещения атомов из этого положения 
приводит к возникновению сил, стремящихся вернуть их 
в прежнее состояние.

Можно показать, что модуль упругости должен быть 
пропорционален наклону кривой F (г) в окрестности точ
ки с абсциссой Го (рис. 3.24). Действительно, в этой об
ласти — области упругой деформации — касательная 
к кривой почти совпадает с ней, т. е. практически сила 
является линейной функцией деформации, что соответ
ствует закону Гука.

Рассмотрим теперь две соседние атомные плоскости 
кубической кристаллической решетки (рис. 3.25, а). При
ложение касательных напряжений т к этим плоскостям 

щ вызывает взаимное перемещение атомов из равновесного
положения на расстояние 8. Если перемещение 8 < г0/2, то 

Упругая и пласта- деформация будет упругой и после снятия напряжений 
ческая деформа- т атомы возвратятся в первоначальное положение. Если 
ция атом 1 окажется в среднем положении между атомами

Т

Рис. 3.25. Деформация простой кубической решетки атомов при 
приложении касательного напряжения



2 н 4 (<5=г0/2), то этот атом будет находиться в состоянии 
неустойчивого равновесия и может либо занять новое 
равновесное положение над атомом 4, либо вернуться 
в первоначальное положение над атомом 2. При переме
щении атома 1 в новое положение над атомом 4 и соот
ветственно атомов 3, 5, ... над атомами 6, 8,... (рис. 3.25, 
б) каждый предыдущий атом занимает место последу
ющего, в итоге все атомы перемещаются из своих пре
жних положений в эквивалентные узлы кристаллической 
решетки на одно межатомное расстояние. В результате 
такого необратимого смещения атомов начинается пла
стическое деформирование.

Можно показать, что касательные напряжения, при 
которых начинается пластическая деформация, равны: 
тс=тши=С/(2я) ((?— модуль упругости при сдвиге).
В растянутом стержне наибольшие касательные напряже
ния, возникающие на площадках, наклоненных под углом 
45° к оси стержня, равны: т—=ст»../2. Принимая
<7=£/2,6, получим, что сГщ«=2т1М1=Е/(2,6п) или От»*«
«Е/10.

Из этих расчетов видно, что для смещения атомов на 
одно межатомное расстояние необходимо иметь достато
чно большое касательное напряжение. Эксперименталь
ное подтверждение приведенных теоретических резуль
татов было получено при испытании микроскопически 
тонких усов, состоящих из кристаллов высокой степени 
совершенства. Фактические, определяемые из опытов на
пряжения, при которых появляется пластическая дефор
мация у металлов, значительно (в десятки и сотни раз) 
меньше теоретических. Объяснение этого несоответствия 
было дано рядом ученых в начале 30-х годов XX в. Ими 
на основании обширных исследований доказано, что пе
ренос вещества, возникающий благодаря пластичности ■ 
кристаллов, происходит с помощью дислокации, т. е. не- 
совершенств, дефектов кристаллической решетки в ме- Дислокации 
стах, где имеются атомы или группы атомов, смещенные 
из положения устойчивого равновесия. Позже экспериме
нтально было установлено существование дислокаций 
и их основных характеристик.

Роль дислокаций в процессе скольжения наглядно ил
люстрируется при помощи аналогии, предложенной
Н. Ф. Моттом. Она основана на сравнении дислокации 
со складкой на ковровой дорожке, которую необходимо 
передвинуть в новое положение (рис. 3.26). Складка
О легко передвигается под действием небольшой силы и,

//"\\
А А, В В,

Рис. 3.26. Схема, иллюстрирующая движение краевой дислокации 
(по Мотту)



прейдя через всю дорожку, вызовет её перемещение 
(сдвиг). Сила для того же перемещения дорожки, если бы 
ее пришлось тянуть целиком (например, в точке В), по
требовалась бы значительно большая.

Таким образом, пластическая деформация является 
результатом необратимых смещений атомов (сдвигов), 
обусловленных движением дислокаций. Движение дисло
каций обычно вызывает макроскопическую пластическую 
деформацию материала. Основным механизмом пласти
ческого деформирования металлов является скольжение, 
т. е. смещение одной части кристаллической решетки 
относительно другой по плоскостям скольжения, ориен
тированным в кристалле определенным образом. Движе
ние дислокаций при пластической деформации сопровож
дается динамическими явлениями: выделением теплоты 
в результате колебаний атомов около вновь приобретен
ного положения равновесия и возникновением акустичес
ких эффектов.

Классы сталей. Стали, применяемые в строительных 
конструкциях, условно подразделяют на классы, прини
мая во внимание только их механические свойства при 
растяжении и не учитывая при этом их химический состав 
и марки стали. В табл. 3.2 (сокращенной) приведены 
механические характеристики для проката толщиной от 
2 до 20 мм. При увеличении толщины проката значения 
этих характеристик уменьшаются (см. СНиП П-23— 
81* — 1991 г.).

Таблица 3.2
Классы сталей дл* строительных конструкций

Клаос
стали

Мехашпесхие свойства при растяжении (не ниже)

предел 
тегучести, МП»

временное оопротнвление 
разрыву, МПа

относительное 
удлинение 6, %

С235 235 360 25
С245 245 370 24
С255 255 380 24
С275 275 390 23
С345 345 490 21

§ 3.9. Потенциальная энергия деформации 
и работа, затраченная на разрыв образца

Потенциальная энергия деформации. При нагружении 
упругого тела внешние силы совершают работу А, кото
рая целиком затрачивается на сообщение кинетической 
энергии движения тела К и накопление потенциальной 
энергии деформации II, которая является полностью об
ратимой. Это свойство потенциальной энергии широко 
используется, например, при использовании лука, в за
водной пружине часов и т. д. Таким образом,
А = К+и.



Рис. 3.27. К определению потенциальной энергии деформации

Если сила прикладывается достаточно медленно, т. е. 
ее скорость приложения стремится к нулю, то можно 
считать, что К->0 и работа внешних сил полностью пре
образуется в потенциальную энергию деформации
А =11.
Такой процесс нагружения называется статическим. ■ 

Рассмотрим стержень, который растягивается в пре- 
делах упругих деформаций на величину А/ (рис. 3.27). Статическое 
Графически зависимость между силой Р и деформацией ружение 
представлена на рисунке прямой линией. В процессе на
гружения сила возрастает от нуля до конечного значения 
р, поэтому этот процесс можно представить как последо
вательность бесконечно малых приращений удлинения 
с! (АО, вызываемых силой Р. Следовательно, работа теку
щей силы Р на элементарном перемещении с! (А/) равна 
&А=Р& (А/), а работа на перемещении А/ '

Л=[/=|  р<\ (А/),
о

или численно равна площади треугольника О АС, пока
занного на рис. 3.27:

А=и=-РА1.
2

Исключая из полученного выражения А/, получим
1 1 Я Р21

1/=-РА1=-Р—, или 11=—. (3.22)
2 2 ЕЛ 2ЕЛ К

Формулой (3.22) можно пользоваться только в том слу
чае, когда продольная сила и площадь поперечного сече
ния постоянны.

Если продольная сила или площадь поперечного сече
ния изменяются по длине стержня, то потенциальная 

энергия определяется суммированием значений потенци
альной энергии, накапливаемой на элементарном участке 

Ы1
<1(7=---- , т. е.

2 ЕЛ

наг-



Формула потенци
альной энерпш

Удельная потенци
альная энергия

1

и=
2ЕА

(3.23)

Заметим, что потенциальная энергия всегда положите
льна и при ее вычислении нельзя пользоваться принци
пом независимости действия сил, так как между 
и и N нет линейной зависимости.

Для оценки энергоемкости материала определяют 
удельную потенциальную энергию, накапливаемую в еди
нице объема: и=и/У, где V— объем стержня. Если объ
ем стержня У=А1, то

1 1 а2 1 а аь
и=--------=—=- - Ее, или и=—.

2ЕЛ Л1 2 Е 2 Е 2

Работа, затраченная на разрыв образца. По работе, 
затраченной на разрыв образца, можно оценить способ
ность материала сопротивляться действию ударных и ци
клических нагрузок. Чем больше работа, затраченная на 
разрыв образца, тем лучше будет сопротивляться мате
риал действию динамической нагрузки. Из приведенных 
ранее рассуждений можно утверждать, что работа, затра
ченная на разрыв образца, равна полной площади диа
граммы растяжения:
А — ^ГПЯЖ А/,

где г\ — коэффициент заполнения диаграммы; для стали 
марки СтЗ г] = 0,85...0,87.

§ 3.10. Диаграммы сжатия различных 
материалов

Диаграмма низкоуглеродистой стали. Начальный уча
сток диаграммы является прямолинейным — до точки 
А (рис. 3.28). Угол наклона совпадает с углом наклона 
аналогичного участка диаграммы растяжения. Это свиде
тельствует о том, что модуль упругости у стали при 
растяжении и сжатии можно принимать одинаковым. 
После точки А диаграмма плавно переходит в кривую, 
подобную диаграмме растяжения. Площадка текучести 
здесь выражена слабо. При дальнейшем нагружении, ког
да развиваются значительные пластические деформации, 
образец сплющивается, принимая бочкообразную форму. 
Обычно на этом испытание заканчивают, так как образец 
разрушить не удается, не удается определить и предел 
прочности. Значения предела пропорциональности 
и предела текучести при растяжении и сжатии практичес
ки одинаковы.

Диаграмма чугуна. Диаграмма с самого начала имеет 
почти линейную зависимость (рис. 3.29). На этом участке 
диаграммы форма и размеры образца изменяются незна
чительно. При приближении к максимальной нагрузке
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Рис. 3.28. Диаграмма сжа
тия низкоуглеродистой стали

Рис. 3.29. Диаграмма 
сжатия чугуна

кривая диаграммы становится более пологой и образец 
принимает слегка бочкообразную форму. Когда нагрузка 
достигает наибольшего значения, на поверхности образ
ца появляются трещины, угол наклона которых прибли
зительно равен 45°. Наступает разрушение чугунного об
разца. Разрушение материала происходит в основном от 
сдвигов по площадкам с наибольшими касательными 
напряжениями.

Большинство хрупких материалов (бетон, камень) 
разрушается при сжатии так же, как чугун, и имеет подо
бную диаграмму. Хрупкие материалы сопротивляются 
сжатию значительно лучше, чем растяжению. Например, 
у серого чугуна предел прочности на сжатие равен
560...900 МПа, а на растяжение— 120...190 МПа, т. е. 
примерно в 4...5 раз больше.

Диаграмма древесины. Древесина относится к анизот
ропному материалу, сопротивляемость которой внешней 
нагрузке зависит от расположения волокон при испыта
нии. Диаграммы сжатия древесины вдоль (кривая 1) и по
перек (кривая 2) волокон показаны на рис. 3.30.

При сжатии образца вдоль волокон на участке ОА 
древесина работает почти упруго и рост деформаций 
фактически происходит пропорционально увеличению 
нагрузки. При дальнейшем увеличении нагрузки дефор
мации начинают расти быстрее, чем усилия. Это указыва
ет на упругопластическую область работы материала.

Е

О
Рис. 3.30. Диаграмма 
сжатия древесины вдоль 
и поперек волокон



Разрушение образца происходит при нагрузке (точка
Е) пластично в результате потери местной устойчивости 
стенок ряда волокон древесины, проявляющейся в об
разовании характерной складки. Оно может также со
провождаться обмятием торцов образца и появлением 
продольных трещин.

При сжатии образца поперек волокон до небольшой 
нагрузки (точка В), соответствующей пределу пропорци
ональности, между нагрузкой и деформацией существует 
линейная зависимость. Затем деформации быстро увели
чиваются, а нагрузка растет незначительно. В результате 
образец спрессовывается — уплотняется. При наличии 
в нем пороков (сучки, трещины и др.) он может раз
рушиться. Разрушающая нагрузка определяется условно. 
Она соответствует деформации сжатия образца на 1/3

своей первоначальной высоты.
Как видно из сопоставления диаграмм, изображенных 

на рис. 3.30, сопротивление древесины сжатию вдоль 
волокон значительно больше сопротивления поперек во
локон (в 8... 10 раз).

В заключение в табл. 3.3 приведем для сравнения 
механические характеристики (при растяжении и сжатии) 
наиболее часто применяемых в строительных конструк
циях материалов.

Таблица 3.3
Механические характеристики некоторых строительных материалов

Материал

Временное сопро
тивление (предел 

прочности) <т„ МПа

Предел
текучести

ат(а0,2><
МПа

Относи
тельное 
остаточ
ное удли
нение 5, 

%

Относи
тельное 
попереч
ное суже
ние \1/, %при рас

тяжении
при сжа

тии

Сталь: 
низкоуглеродис
тая СтЗ 370...470 220...250 23...27 60...70
низколегирован
ная 09Г2, 17ГС, 
14Г2 450...520 310...350 21 ...23

Чугун серый СЧ 120...380 500... 1200 — 1—1,4 —

Алюминиевые спла
вы:

дюралюминиевый
Д16 230...465 100...350 8...13 30...15
высокопрочный 350...380 — 220...250 10...8 11

Бетон 0,14... 2,5 0,95...43 — — —

Кирпич 0.7...3 7.5...100 — — —
Древесина хвойная 
вдоль волокон 25...34 20...33
СВАМ:

1:1 480 420 1,4...2
10:1 900 — — — —



§ 3.11. Влияние различных факторов 
на механические характеристики материалов

оя л
Описанные испытания материалов проводятся при но

рмальных условиях, т. е. при температуре 20°С, непре
рывном и плавном перемещении захватов машины со 
скоростью не более 10 мм/мин. Однако существуют раз
личные условия, в которых приходится работать матери
алу строительных конструкций. Например, при повышен
ных температурах (конструкции доменных печей, ракет
ных двигателей) или при пониженных температурах (эле
менты холодильных установок), при действии радиоак
тивных, особенно нейтронных, проникающих излучений 
(ядерные реакторы) и др. Ясно, что механические свойст
ва материалов будут изменяться и зависеть от условий 
эксплуатации конструкций, элементов машин и механиз
мов.

Влияние температуры. При повышении температуры 
у большинства материалов механические характеристики 
прочности уменьшаются, а при понижении температуры 
увеличиваются. Например, у стали марки СтЗ при 
¿=500°С <7Т= 140 МПа, <т,=250 МПа; при /«600°С <гт=
=40 МПа, <т,= 150 МПа, т. е. предел текучести ат-* 0
и при 600...650°С наступает температурная пластичность. 
При отрицательных температурах у сталей увеличивается 
их хрупкость — при *<— 45°С СтЗ становится хрупкой. 
Это свойство называется хладноломкостью.

Характеристики пластичности с повышением темпе
ратуры увеличиваются, а с понижением температуры 
уменьшаются. При изменении температуры не остаются 
постоянными и физические характеристики материала: 
при повышении температуры модуль упругости Е суще
ственно уменьшается, а коэффициент Пуассона ц незначи
тельно увеличивается — с 0,28 до 0,33.

Зависимости механических характеристик от повыше
ния температуры показаны на рис. 3.31.

В настоящее время созданы и широко применяются 
специальные сплавы и металлокерамические материалы, 
которые могут надежно работать при повышенных тем
пературах (до 1000°С).

Влияние термической обработки. В качестве термичес
кой обработки стали используют ее закалку. Закалка 
стали приводит к значительному повышению предела 
текучести и временного сопротивления, но при этом сни
жаются ее пластические свойства; модуль упругости пра
ктически не изменяется. Например, для придания указан
ных свойств низкоуглвродистой стали проводят ее цемен
тацию — увеличение содержания углерода в поверхност
ном слое, с последующей закалкой этого слоя. Для улуч
шения структуры и механических свойств стали также 
применяют нормализацию — нагрев стали до температу
ры 750...950°С, выдержка ее и последующее охлаждение 
на воздухе. Часто нормализация предшествует закалке.

Хладноломкость

Цементация и нор
мализация стали



Рис. 3.31. Влияние повышения 
температуры на механические 
характеристики низкоуглеродис
той стали

6,МПа

й^па

Рис. 3.32. Влияние на диа
грамму напряжений низкоуг
леродистой стали статичес
кого- и динамического нагру
жений

Рис. 3.33. Влияние скорости 
деформации на механические 
характеристики низкоуглеро
дистой стали

Влияние скорости деформации. Скорость нагружения и, 
следовательно, скорость деформирования влияют на ме
ханические характеристики материалов. С их увеличени
ем у материалов увеличиваются механические характери
стики прочности, особенно у пластмасс и других органи
ческих материалов. На рис. 3.32 изображены диаграммы 
напряжений низкоуглеродистой стали при статическом 
и динамическом нагружениях — средняя скорость дефор
мации равна 970 с . Сравнение этих диаграмм показы
вает, что предел текучести и временное сопротивление 
стали выше, а модуль упругости при динамическом ис
пытании практически не изменился. Об этом же свиде
тельствуют зависимости ат, <т, и В низкоуглеродистой
стали от средней скорости деформации, показанные на 
рис. 3.33.



Влияние технологических факторов. Механические ха
рактеристики стали, даже одного состава, зависят от 
способа ее получения и обработки.

При литье возможность образования различных дефе
ктов в виде пустот, раковин и включений увеличивается.
Это приводит к снижению механических характеристик 
прочности стали.

Прокатка меняет структуру стали — делает ее анизо
тропной. При этом значительно изменяются механичес
кие свойства в направлении прокатки — сталь становит
ся более прочной; в других направлениях механические 
свойства существенно отличаются от свойств в направле
нии прокатки.

Волочение представляет собой вьгтяжку с обжатием. ■ 
Изделия, полученные таким способом, — стальная про- Волочение 
волока и стальные листы — обладают высокими про
чностными свойствами.

Существуют и другие способы технологической об
работки стали: токарная обработка, обработка поверх
ности роликами, хромированием и др. Все эти способы 
направлены на то, чтобы улучшить прочностные свойст
ва металлов.

Влияние радиоактивного облучения. Влияние этого фа
ктора на конструкции атомных реакторов, синхрофазот
ронов и т. п. приводит к увеличению механических харак
теристик прочности и уменьшению характеристик пла
стичности. Конечно, влияние облучения зависит от его 
дозы.

§ 3.12. Методы расчета строительных 
конструкций

Метод предельных состояний. Этот метод был разабо- 
тан учеными под руководством проф. Н. С. Стрелецкого 
и начал применяться с 1955 г. По методу предельных 
состояний в настоящее время рассчитывают все конст
рукции промышленных и гражданских зданий и сооруже
ний, мостов и др.

Предельным считается состояние, при котором конст
рукция перестает удовлетворять эксплуатационным тре
бованиям или требованиям, предъявляемым в процессе 
возведения здания и сооружения.

Различают две группы предельных состояний: пер
вая — непригодность к эксплуатации по причинам поте
ри несущей способности; вторая — непригодность к нор
мальной эксплуатации в соответствии с предусмотрен
ными технологическими или бытовыми условиями. 
В правильно запроектированном сооружении не должно 
возникнуть ни одно из указанных предельных состояний, 
т. е. должна быть обеспечена его надежность. Надеж
ностью называется способность объекта сохранять 
в процессе эксплуатации качество, заложенное при проек
тировании (недавний пример нарушения надежности

Н. С. Стрелецкий 
(1885—1967) — 
крупный русский 
инженер и ученый 
в области метал
лических строи
тельных конструк
ций

Предельное состо
яние

Надежность
ружения

соо-



Расчетная нагруз
ка

Нормативное соп
ротивление

объекта — авария на Чернобыльской АЭС с многочис
ленными последствиями).

Факторы, от точного учета которых зависит уровень 
надежности сооружения или отдельного его элемента, 
следующие: нагрузки и другие воздействия, механические 
свойства материала, геометрические параметры констру
ктивных элементов, условия работы, степень ответствен
ности сооружения и др.

Нормативное значение нагрузки и воздействий соот
ветствует их значению при нормальной эксплуатации. 
Они устанавливаются Строительными нормами и прави
лами (СНиП). Возможное отклонение значений нагрузок 
от их нормативных значений учитывается коэффициен
том надежности по нагрузке л^1, принимаемым по 
СНиПу.

Нагрузки и воздействия, полученные путем умноже
ния их нормативных значений на коэффициент надеж
ности по нагрузке, называются расчетными. Например, 
расчетная сила Р=пРя\ расчетная равномерно распреде
ленная нагрузка ч=пдя.

При расчете по первой группе предельных состояний 
обычно л>1, и тогда расчетные нагрузки являются на
ибольшими нагрузками, которые могут возникнуть за 
время эксплуатации сооружения. Например, коэффициент 
надежности по нагрузке от собственной массы принят 
п= 1,05...1,2, а по снеговой нагрузке л = 1,4...1,6. Такое 
различие в значениях коэффициента п объясняется тем, 
что снеговая нагрузка более изменчива, чем собственная 
масса.

Коэффициент надежности по нагрузке может быть 
меньше единицы, т. е. п < 1, если это приводит к ухудше
нию условий работы сооружения. Например, кратков
ременные нагрузки в стадии возведения принимаются 
с коэффициентом л = 0,8.

Коэффициент надежности по нагрузке при расчете по 
второй группе предельных состояний принимается, как 
правило, равным единице.

Основной характеристикой сопротивления материа
лов силовым воздействиям является нормативное сопро
тивление которое устанавливается СНиПом с учетом 
условий контроля и статистической изменчивости меха
нических свойств материала. В качестве нормативного 
сопротивления строительных сталей принимают на
именьшее контролируемое (браковочное) значение пре
дела текучести аТ или временного сопротивления ег,. Эти 
значения устанавливаются ГОСТами или техническими 
условиями на металл.

Возможное отклонение в неблагоприятную сторону 
от значений нормативного сопротивления учитывается 
коэффициентом надежности по материалу у„>1. Этот
коэффициент отражает статистическую изменчивость 
свойств материала и их отличие от свойств отдельно



испытанных образцов. Например, для металла у„=
= 1,025...1,15; для бетона ум=1,3...1,5.

Величина, полученная в результате деления норматив- И 
ного сопротивления на коэффициент надежности по мате- расчетное 
риалу, называется расчетным сопротивлением". пиление

Ум

Она представляет собой наименьшую возможную вели
чину нормативного сопротивления; значения для Л уста
навливаются СНиПом.

Возможное неблагоприятное отклонение геометричес
ких характеристик учитывается либо при помощи коэф
фициента точности, либо путем дополнительного слага
емого, которое прибавляется к нормативному значению 
геометрической характеристики, либо в ряде случаев ко
эффициентом надежности по материалу.

Особенности действительной работы материалов, эле
ментов конструкций, их соединений учитываются коэф
фициентом условий работы у. Он отражает влияние тем
пературы, агрессивности среды, длительности и много
кратной повторяемости воздействия, приближенности 
расчетных схем и условность расчетных предпосылок 
(у < 1), а также перераспределение усилий при развитии 
пластических деформаций и другие благоприятные фак
торы (у > 1). Числовые значения для у устанавливаются 
СНиПом на основании экспериментальных и теоретичес
ких исследований и вводятся в качестве множителя к зна
чению расчетного сопротивления К. В большинстве слу
чаев при нормальных условиях работы коэффициент у= 1 
и может быть опущен.

Степень ответственности и капитальности сооруже
ний, а также значимость последствий тех или иных пре
дельных состояний учитывается коэффициентом надеж
ности по назначению у„<1. Его вводят в качестве дели
теля к значению расчетного сопротивления или в качестве 
множителя к значению расчетных нагрузок, воздействий 
и усилий.

Существуют и другие коэффициенты, которые учиты
вают особенности расчета и работы сооружения, напри
мер коэффициент лс, учитывающий одновременное дейст
вие всех расчетных нагрузок. Здесь же приведены коэф
фициенты, учитывающие основные факторы, которые 
влияют на надежность сооружения.

Надежность и гарантия от возникновения предельных 
состояний первой группы (по несущей способности) обес
печиваются выполнением следующего условия:

сопро-

где N — усилие, действующее в рассчитываемом элемен
те конструкции (функция нагрузок и других воздействий); 
5 — предельное усилие, которое может воспринять рас-



;

Условие прочности 
при растяжении

считываемый элемент (функция физико-механических 
свойств материала, размеров элемента и условий рабо
ты).

Усилие Ы, являющееся наибольшим возможным уси
лием (воздействием) за время нормальной эксплуатации 
конструкции, определяется так:
N=nFяs

а предельное усилие 
5= А„ Лиу/(Ым)=Яу/у»

где А„ — геометрическая характеристика сечения.
Таким образом, условие прочности (надежности) для 

центрально растянутого (сжатого) элемента (у,= 1) будет
иметь вид

№^ЛятЯу, или <ттжх=—
Ащт

Метод допускаемых напряжений. Этот метод остается 
пока основным при расчете механических узлов и деталей 
машиностроительных конструкций. Основой метода до
пускаемых напряжений является предположение, что кри
терием надежности конструкции будет выполнение следу
ющего условия прочности:

где От.. — наибольшее рабочее напряжение, возникающее
в одной из точек опасного сечения и определяемое расче
том; [гг] — допускаемое (предельное) для данного мате
риала напряжение, полученное на основании эксперимен
тальных исследований.

Допускаемое напряжение определяется по формуле

где <т0 — опасное напряжение; п — коэффициент запаса 
прочности.

Для пластичных материалов за опасное напряжение 
при статической нагрузке принимается предел текучести 
аг или а0Л; для хрупких материалов — временное сопро
тивление (предел прочности) аш.

Значение коэффициента запаса прочности, а следова
тельно, и допускаемого напряжения зависит от многих 
факторов. Основными факторами, которые влияют на 
выбор его значения, являются:
1) соответствие механических свойств материала конст
рукции и отдельно испытанных образцов;



2) учет конкретных условий работы рассчитываемой кон
струкции;
3) метод определения напряжений (степень точности это
го метода);
4) неточность задания внешней нагрузки;
5) долговечность и значимость проектируемого сооруже
ния или машины.

Значения допускаемых напряжений или коэффициен
тов запаса прочности устанавливаются техническими 
условиями и нормами проектирования. Для строитель
ных сталей значение коэффициента запаса прочности (на 
основании практики проектирования и эксплуатации со
оружений и машин) принимается п= 1,4...1,6; для хрупких 
материалов л=2,5...3,5; для древесины л=3,5...6.

Метод разрушающих нагрузок. Критерий прочности, 
принятый в методе допускаемых напряжений, а именно 
напряжения в точке, не всегда и не полностью харак
теризует условия наступления разрушения конструкции. 
В ряде случаев за такой критерий целесообразнее прини
мать предельную нагрузку, которую может выдержать 
конструкция, не разрушаясь и существенно не изменяя 
свою форму. При этом условие прочности, состоящее 
в том, что предельная или разрушающая нагрузка не 
должна превышать допускаемую, можно представить 
в виде

Идею расчета по 
разрушающим на
грузкам высказал 
■ 1904 г.
А. Ф. Лолейт 
(1868—1933) — 
русский инженер 
и ученый в области 
железобетонных 
конструкций

пред

где л — коэффициент запаса прочности, принимаемый 
таким же, как и в методе допускаемых напряжений.

При определении разрушающей нагрузки для конст
рукций из пластичного материала принимается схемати
зированная диаграмма напряжений — диаграмма Пран- 
дтля. Схематизация диаграммы заключается в предполо
жении, что материал работает в упругой стадии вплоть 
до предела текучести, а затем материал обладает безгра
ничной площадкой текучести. Материал, работающий по 
такой модели, называется идеально упругопластическим. 
Как правило, эта схематизированная диаграмма напря
жений больше всего соответствует действительной диа
грамме материала, имеющего ярко выраженную площад
ку текучести.

Следует заметить, что определение разрушающей на
грузки возможно только для несложных расчетных схем.

.. «V

Ыграмма Пршдтт

Людвиг Прандтль 
(1875—1953) — 
выдающийся уче
ный, один из осно
вателей немецкой 
школы приклад
ной механики, ши
роко известен ра
ботами в области 
инженерной меха
ники, особенно в 
аэродинамике

Прамер 3.7. Для статически неопределимой системы, рассмотрен
ной в примере 3.4, определить разрушающую нагрузку, если материал 
стержней идеально упругопластический и предел текучести 
<гт=240 МПа.

Решение. Из примера 3.4 было установлено, что при увеличении 
нагрузки напряжения в среднем (втором) стержне растут быстрее, чем 
в крайнем (первом), т. е. ад > 0(1). Поэтому при достижении в среднем



стержне напряжений, равных пределу текучести <гт=240 МПа, напряже
ния в крайних стержнях будут меньше, а именно: <7(1)—<Г(Э)=<Г(2) сое2 а= 
=240 0,52 = 60 МПа. Соответствующая нагрузка была -Руд=540 кН.

При дальнейшем увеличении нагрузки напряжения в среднем стерж
не увеличиваться больше не будут и усилие в нем останется постоян
ным: Л^ = сх2Л =240'106'2' 10 10-*—480 кН. Система превратится
в статически определимую. Напряжения же в крайних стержнях будут 
увеличиваться одинаково, так как = о^, и, следовательно, одновре
менно достигнут предела текучести. Этот момент соответствует момен
ту разрушения системы, а нагрузка ^=/’пред. Поскольку система пере
стает сопротивляться возрастанию внешней нагрузки, она превращает
ся в механизм. Усилие /''пред найдем, используя уравнение равновесия
2Г=0:
2^1 окаН-Л/г=.Р, или 2стЛс<№а+от2Л=Гщед,

откуда /"пред=2атА (1+«ма)=2 240 106 10 10“‘ (1+0,5) = 720 кН.
Таким образом, после появления пластических деформаций во вто

ром стержне до момента разрушения системы нагрузка увеличилась на 
33,3%.

6,МПа

§ 3.13. Основные понятия о вероятностном 
методе расчета на прочность

1. Случайная изменчивость факторов, определяющих 
прочность конструкции. Многочисленные эксперименталь
ные данные убедительно свидетельствуют о том, что 
предел прочности, предел текучести, модуль упругости 
и другие механические характеристики материалов име
ют весьма значительный разброс. Например, при опреде
лении предела прочности бетона на сжатие одинаковые 
результаты не получаются даже тогда, когда образцы 
изготовлены из бетонной смеси одного замеса. Объясня
ется это тем, что прочность бетона является функцией 
многих факторов: крупности и качества (в том числе 
степени загрязненности) заполнителя, активности цемен
та, различных технологических факторов и т. п. Прини
мая во внимание случайную природу этих факторов, 
естественно считать предел прочности бетона случайной 
величиной.

Аналогичная ситуация имеет место и для других стро
ительных материалов, таких, как древесина, кирпичная 
кладка, полимерные композитные материалы. Даже для 
классических конструкционных материалов, таких, как 
сталь, алюминиевые сплавы и т. п., имеет место замет
ный случайный разброс прочностных характеристик.

Для описания случайных величин используются раз
личные вероятностные характеристики, которые опреде
ляются в результате статистического анализа опытных 
данных, получаемых в процессе массовых испытаний. 
Простейшими из них являются математическое ожидание



и коэффициент вариации, иначе называемый коэффициен
том изменчивости. Последний представляет собой отно
шение среднеквадратичного разброса к математическому 
ожиданию случайной величины. Так, в нормах проек
тирования железобетонных конструкций коэффициент из
менчивости тяжелого бетона принят постоянным и рав
ным 0,135.

Однако наиболее полную информацию о случайной 
величине содержит функция распределения (закон рас
пределения).

Часто в качестве распределения прочности материала 
Р (<7,) используется нормальный закон (закон Гаусса)

, Ы ш ^ )  -4—
-00

где Р (аш) — вероятность того, что предел прочности не 
превосходит значений «г,; 5 — математическое ожи
дание и среднеквадратичный разброс величины <т, (уг
ловые скобки здесь и в дальнейшем означают операцию 
математического ожидания).

Нормально распределенная случайная величина меня
ется в пределах от — оо до + оо. Однако предел прочности 
не может иметь отрицательного значения. Тем не менее 
если отношение <ст1)/^>3...4, то вероятность появления
отрицательных значений оказывается пренебрежимо ма
лой и в таком смысле нормальное распределение предела 
прочности можно считать вполне приемлемым.

В частности, нормальный закон используется для опи
сания распределения механических свойств стального 
проката. На рис. 3.34 показаны эмпирические кривые 
распределения предела текучести и кривая Г аусса.

Другим законом, широко применяемым для описания 
распределения предела прочности материала, является 
распределение Гумбеля — Вейбулла:

Р( ) = 1 °’
°л (1-ехр [—а (<х, - оЗ\ <т, > <та,

где а, т, ал — параметры распределения.
Здесь предполагается, что предел прочности не может 

быть меньше значения ая. В частном случае параметр
<тн может быть принят равным нулю.

Используются и иные законы распределения предела 
прочности материалов: распределение Пирсона П1 типа, 
логарифмически нормальное распределение и др.

Если вид распределения случайной величины заранее 
не известен, то задача определения закона распределения 
существенно усложняется.

4 Зак. 879



Рис. 3.34. Статистические кривые распределения предела текучести 
стали:
1,2 — по данным разных заводов; 3 — кривая Гаусса

Для более наглядного представления опытных данных 
обычно используется графическая форма, для чего име
ющиеся л результатов испытаний располагаются в по
рядке возрастания. Полученная таким образом упорядо
ченная выборка разбивается на несколько, как правило, 
одинаковых интервалов. Находят отношение числа ис
пытаний Л/, приходящихся на г-й интервал, к общему 
числу испытаний:

Л(
Щ=~,п

где и', — частота, соответствующая /-му интервалу.
Сумма частот всех интервалов должна быть, очевид

но, равна единице.
Откладывая вдоль оси абсцисс интервалы изменения 

случайной величины и строя над каждым из них прямо
угольник, высота которого пропорциональна частоте и*,-, 
получают график, называемый гистограммой. Гистог
рамма является некоторой графической оценкой плот
ности распределения исследуемой случайной величины. 
При увеличении числа испытаний упорядоченную выбор
ку можно разбить на все большее число интервалов, 
число которых, однако, как правило, не превышает 
10...12.

Например, при испытании 106 образцов однонаправ
ленного стеклопластика на растяжение были получены 
значения предела прочности, меняющиеся в пределах
368...602 МПа.

В табл. 3.4 представлено распределение предела про
чности при разбиении диапазона его изменения на восемь 
равных интервалов длиной А=29,25 МПа.



Таблица 3.4
Распределена предела ирочмсп одаоиаирм ниг» сгекдоапспкя

МПа
368...

...397,25
397,25...
...426,5

426,5...
...455,75

455,75...
...415,0

485,0...
...514,25

514,25...
...543,5

543,5...
...572,75

572,75...
...602

Ъ 1 6 10 20 29 24 13 3

0,0094 0,0566 0,0943 0,1887 0,2736 0,2264 0,1226 0,0283

(й- 

х 10* 0,0323 0,1935 0,3225 0,6451 0,9353 0,7741 0,4193 0,0968

На рис. 3.35 показана гистограмма, построенная на 
основании данных, приведенных в табл. 3.4. Оценки мате
матического ожидания и среднеквадратичного разброса 
предела прочности соответственно равны 
<о»> = 498 МПа, 5=43 МПа.

Основной задачей математической статистики являет
ся подбор по известным эмпирическим данным теорети
ческого распределения изучаемой случайной величины. 
Трудность решения этой задачи заключается в выборе 
теоретической кривой распределения, в некотором смыс
ле наилучшим образом описывающей заданное статисти
ческое распределение. Обычно та или иная функция рас
пределения выбирается либо на основании накопленного 
опыта, либо из каких-то других соображений. Проверка 
гипотезы о приемлемости принятой теоретической функ
ции распределения для описания случайной величины 
производится на основании специальных критериев со
гласия.

На рис. 3.35 помимо гистограммы приведена кривая 
нормального распределения при <<т.)=498 МПа
и 5=43 МПа. Критерии согласия свидетельствуют о при-

р-10г

6,,МПа

Рис. 3.35. Гистограмма и кривая Гаусса для предела прочности 
однонаправленного стеклопластика



емлемости нормального закона для описания распределе
ния предела прочности однонаправленного стеклопласти
ка при растяжении.

В качестве другого примера можно привести резуль
таты испытаний 302 образцов бетона на сжатие в воз
расте 28 сут в условиях производственного хранения. На 
основании опытных данных получены оценки математи
ческого ожидания предела прочности <а,) = 45,99 МПа,
среднеквадратичного разброса 1=3,46 МПа. Критерии 
согласия также подтверждают применимость нормаль
ного закона для описания распределения предела прочно
сти бетона (рис. 3.36).

При расчетах строительных конструкций наряду с из
менчивостью механических характеристик материала 
приходится считаться с изменчивостью геометрических 
характеристик элементов, в частности площади попереч
ного сечения стержней, и внешних воздействий.

Статистический анализ многочисленных замеров на
турных конструкций показывает, что для описания геоме
трических характеристик поперечных сечений может быть 
использован нормальный закон. При этом числовые зна
чения параметров распределения могут меняться для раз
ных конструкций в достаточно широких пре
делах. Однако статистический разброс геометрических 
характеристик чаще всего не очень велик. Например, 
коэффициент изменчивости площади поперечного сече
ния арматуры железобетонных конструкций, как прави
ло, не превышает значений 0,02...0,03.

Сложнее обстоит дело с описанием внешних нагрузок, 
поскольку природа этих нагрузок может быть разной. 
Для собственного веса конструкций используется нор
мальное распределение. Так, для собственного веса желе
зобетонных конструкций мостов коэффициент вариации 
принимается равным 0,033. Другие нагрузки, например

Рис. 3.36. Гистограмма и кривая Гаусса для предела прочности 
бетона



снеговая, ветровая, имеют несимметричное распределе
ние типа логарифмически нормального или двойного 
экспоненциального.

Учитывая случайную природу внешних воздействий 
на конструкцию и изменчивость геометрических харак
теристик поперечных сечений стержней, можно утверж
дать, что напряжения, возникающие в этих стержнях, 
являются случайными величинами.

Следует отметить, что существующие нормы расчета 
строительных конструкций по предельным состояниям 
учитывают изменчивость нагрузок и сопротивления ма
териала путем введения соответствующих коэффициен
тов надежности при определении значений расчетных 
сопротивлений и расчетных нагрузок.

2. Основы вероятностного метода расчета на про
чность. Расчет конструкций на прочность сводится к про
верке выполнения условия
а<Я. (3.24)
Здесь под К понимается предел прочности (или текучести) 
материала.

Заметим, что в аналогичной форме можно предста
вить и условие жесткости конструкции. Тогда под а сле
дует понимать перемещение какой-либо точки или узла 
конструкции, а под Л — допускаемое (нормативное) пе
ремещение.

Предел прочности материала и напряжение, дейст
вующее в конструкции, являются случайными величина
ми. Характер их изменения таков, что в большинстве 
случаев нельзя установить имеющие практический смысл 
верхний предел для напряжений и нижний предел для 
предела прочности. Поэтому условие (3.24) не может 
быть заменено неравенством
&тах ^ ^пш»

а стало быть, абсолютное требование о выполнении соот
ношения (3.24) во всех случаях лишено смысла. Можно 
лишь требовать, чтобы это условие выполнялось с боль
шой вероятностью, достаточно близкой к единице. 

Введем новую случайную величину
5= Л-а, (3.25)
с помощью 
в виде
ЗХ).

которой условие прочности записывается

(3.26)
Введем также важное понятие отказа, под которым 

понимается событие, делающее рассматриваемую систе
му непригодной для выполнения своих функций.

Обращение 5 в нуль, т. е. нарушение условия (3.26), 
соответствует наступлению предельного состояния кон
струкции, другими словами — наступлению ее отказа. 
Тогда вероятность того, что 5 имеет положительное 
значение, называется вероятностью безотказной работы.

Понятие отказа

Вероятность без
отказной работы



Если речь идет о прочностном расчете, то можно гово
рить о вероятности неразрушения конструкции.

Если обозначить через р (5) плотность распределения 
вероятностей величины 5, то вероятность безотказной 
работы будет равна

Р(+)=1*(5)<Ю, (3.27)
о

а вероятность наступления отказа
Р(-) = 1-Р(+). (3.28)

На рис. 3.37 показан график плотности распределения 
р (5), на котором площадь заштрихованной области 
определяет вероятность появления отказа (вероятность 
разрушения) конструкции.

Вероятность неразрушения должна быть не ниже нор
мативного значения Р+:

Р ( + ) > Р +

Это неравенство можно рассматривать как условие 
прочности, сформулированное в терминах теории вероят
ностей.

Из равенства (3.25) нетрудно найти математическое 
ожидание и дисперсию случайной величины 5:
<5)=<л> - <<г>, <32>=<Л2> -2 <Л*>+<г2>,
где 5=5—<5>, 5=<т —<<г>.

Если случайные величины Л, а не коррелированы 
между собой, т. е. <)?&> = О, то дисперсия величины 
Я оказывается равной сумме дисперсий величин К и ег:
<52>=<Д2>+<г2>.

Среднеквадратичный разброс тех же величин равен 

*=л/<$2>» •^=У/<Л2>, 5,=л/<52>.

У=~

Назовем отношение
<5> (3.29)

коэффициентом безопасности.
Эта величина показывает, сколько отрезков, численно 

равных может быть отложено в интервале [0, <£>]
(рис. 3.37).

р(з)

К \



Выражение (3.29) можно привести к следующему ви
ду:

jfc-i
(3.30)

Здесь Л=<Л)/<а) — условный коэффициент запаса;
—коэффициенты вариации (изме

нчивости) случайных величин Ли а.
Часто величины Л и <х подчиняются нормальному 

закону распределения. Тогда, как известно, S также явля
ется нормально распределенной величиной. В таком слу
чае выражение (3.27) принимает вид

Введем новую переменную интегрирования
5-<5> х=-------- .

*5 •
После несложных преобразований равенство (3.31) запи 
шется следующим образом:

является функцией Лапласа, таблицы которой содержат
ся во многих справочниках по высшей математике и ста
тистике.

В свою очередь, для вероятности разрушения получим 
выражение

При расчетах характеристика безопасности у имеет 
перед Р (—) то преимущество, что последняя выражает
ся, как правило, очень малой десятичной дробью, а у — 
небольшим числом, близким к единице. В табл. 3.5 приве
дены некоторые значения Р (—) и соответствующие им 
значения у, откуда видно, что с увеличением у происходит 
снижение вероятности наступления отказа.

Часто в расчетах характеристику безопасности у при
нимают равной трем, что при нормальном законе рас
пределения соответствует так называемому правилу трех 
стандартов. Вероятность наступления отказа при этом 
оказывается равной 0,00137, а Р (+)=0,99863.

(3.31)

0

Р (—)=0,5—Ф (у).



Таблица 3.5
Значения вероятности наступления отказа, вероятности безотказной 
работы, характеристики безопасности

Р(-) 0,1 0,01 0,001 0,0001 3,2-КГ5 2,9 10-7

Р(+) 0,9 0,990 0,9990 0,999900 0,9999683 0,9999997

У 1,28 2,33 3,1 3,72 4 5

Пример 3.8. Определить вероятность безотказной работы растяну
того стального элемента 1 стропильной фермы (рис. 3.38) в предположе
нии гауссовского распределения как предела текучести материала, так 
и действующего нормального напряжения. Элемент выполнен из стали 
марки С245, для которой характеристики сопротивления имеют значе
ния (Я} = 300 МПа, ул=0,1. Математическое ожидание и коэффициент 
изменчивости нормального напряжения соответственно равны 
190 МПа и 0,1; нормативная вероятность безотказной работы — 
0,9986.

Рис. 3.38. Расчетная схема стро
пильной фермы

Решение. Найдем значение условного коэффициента запаса:
<Л> 300 

£=—=— = 1,579.
<<т> 190
Воспользуемся выражением (3.30) для определения характеристики 

безопасности:

У =
1,579-1

VI .579-0,12+0,1*
= 3,098.

По таблицам функции Лапласа, имеющимся в математических 
справочниках, найдем вероятность безотказной работы: Р (+)=0,9990. 
Таким образом, условие прочности раскоса фермы выполняется с веро
ятностью, превышающей нормативную: Р (+)=0,9990 >0,9986.

В заключение заметим, что мы ограничились рассмот
рением ситуации, когда внешние нагрузки и предел про
чности остаются неизменными во времени. В таком слу
чае вероятность безотказной работы также не меняется 
во времени. Однако если нагрузки являются функциями 
времени, тем более случайными, то вероятность безот
казной работы конструкции становится также функцией 
времени. Ее определение представляет собой задачу су-



щественно более сложную, решение которой требует при
менения методов теории случайных функций и теории 
надежности, что выходит за рамки курса «Сопротивление 
материалов».

Вопросы для самоконтроля к главе 3
3.1. В чем заключается принцип Сен-Вена-

на?
3.2. В чем состоит гипотеза плоских сече

ний (гипотеза Я. Бернулли)?
33. Как вычисляются нормальные напря

жения в поперечном сечении растянутого 
стержня?

3.4. Что называется абсолютной продоль
ной и поперечной деформациями? Как опреде
ляются относительная продольная и попереч
ная деформации? Какова их размерность?

3.5. Сформулируйте закон Гука и напиши
те его математическое выражение.

3.6. Что называется коэффициентом Пуас
сона и какие он имеет значения?

3.7. Запишите формулы обобщенного за
кона Гука.

3.8. Как вычисляются нормальные и каса
тельные напряжения на наклонных площадках 
растянутого стержня?

3.9. На каких площадках возникают на
ибольшие нормальные и наибольшие касатель
ные напряжения и чему они равны?

3.10. .Изложите методику определения пе
ремещений для общего случая растяжения 
и сжатия.

3.11. Какой стержень называется стержнем 
равного сопротивления?

3.12. Какие системы называются статичес
ки неопределимыми? Каков порядок их реше
ния?

3.13. Какие характерные точки и участки

Задачи к главе 3
3.1. Система из стальных стержней нагру

жена силой Р= 60 кН. Определить напряжения 
в стержнях и удлинение наклонного стержня, 
если А\ =4 см , /<2 = 5 см1, £=206 ГПа.

имеет диаграмма растяжения низкоуглеродис
той стали?

,3.14. Что называется пределом пропорци
ональности, пределом упругости, физическим 
пределом текучести и временным сопротивле
нием? Какова их размерность?

3.15. Какие величины характеризуют про
чность и пластичность стали?

3.16. Что такое наклеп?
3.17. Какие диаграммы напряжений назы

ваются условными и какие — истинными?
3.18. Что называется условным пределом 

текучести и для каких материалов он определя
ется?

3.19. Как вычисляется потенциальная энер
гия деформации при растяжении?

3.20. Что такое удельная потенциальная 
энергия деформации?

3.21. Как определяется работа, затрачен
ная на разрыв образца?

3.22. Как изменяются механические свой
ства стали с повышением и понижением тем
пературы?

3.23. Какие методы применяются при рас
чете строительных конструкций, узлов и дета
лей машин и механизмов?

3.24. Как записывается условие прочности 
растянутого стержня по методу предельных со
стояний?

3.25. В чем разница между методом до
пускаемых напряжений и методом разрушаю
щих нагрузок?

3Л. Абсолютно жесткий брус подвешен на 
двух стержнях и нагружен силой А»=60 кН. 
Стержень 1 стальной (Лст—2 см2), стержень
2 медный (Лм —4 см2). Определить напряжения
в стержнях и смещение точки приложения си
лы, если £„»206 ГПа, £м = 100 ГПа.



3 Л. Ступенчатый медный стержень (Е^ —
»100 ГПа) нагружен продольными силами

^1 —120 кН, ^ “60 кК, Лз-20 кН. Площади 
поперечных сечений >4!-15 см3, Л2-10 см2, 
Л-} =*5 см2. Построить эпюру продольных сил, 
определить а~. и найти, какое из указанных 
сечений переместите* на большее значение.

Рис. к задаче 3.3

3.4. Между стальным брусом площадью 
поперечного сечения А —20 см2, длиной 
/—4,12 м и фундаментом имеется зазор А- 
—0,2 см. Определить значение силы Р из усло
вия свободного касания фундамента (без нажа
тия), а также напряжения в верхней и нижней 
частях стержня, если £-206 ГПа.

Рис. к задаче 3.4

3.5. Ступенчатый кирпичный столб подде
рживает перекрытия двух этажей. Поперечное 
сечение столба на втором этаже 1 х0,5 м, на 
первом — 1 х 0,75 м. Давление верхнего пере
крытия ^1—480 кН, нижнего ^2-120 кН. По
строить эпюру продольных сил, определить на
ибольшее нормальное напряжение в столбе 
и полное укорочение столба с учетом собствен
ного веса. Объемный вес кладки 7—20 кН/м*, 
модуль упругости кладки £^—4 ГПа.

3.6. Стержень переменного сечения, заде
ланный левым концом и имеющий зазор 
Д между правым концом и неподатливой плос
костью, нагружен сосредоточенными продоль
ными силами .Fi —116,52 кН и /2 — 38,84 кН. 
Определить напряжения на всех участках 
стержня, если модули упругости £ст-206 ГПа,
£^ — 100 ГПа.

У

I
2А

F,

1- сталь 
60 см 40 см

й- 0,02 см

Рис. к задаче 3.6

Рис. к задаче 3.5

3.7. Груз весом (7—6,12 кН висит на двух 
стержнях 1 см, жестко соедивенных на кон
цах, причем один — стальной, другой — мед
ный. Определить усилия и напряжения в стерж
нях, найти вертикальное перемещение груза, 
если модули упругости £ст—206 ГПа, —

ЗЛ. Абсолютно жесткий брус закреплен 
с помощью шарнирно-неподвижной опоры 
и двух стальных стержней одинаковой длины 
/ и одинакового поперечного сечения А. Опре
делить усилия в стержнях от нагрузки Б.



3.9. Определить напряжения в стержнях 
системы после нагрева среднего стержня на 
50°С. Вертикальный стержень дюралюминие
вый с площадью поперечного сечения Лд*= 
»3 см2, наклонные стержни из стеклопластика 
СВАМ с Ас = 8 см2. Температурный коэффици
ент линейного расширения дюралюминия ад= 
=26410"*, модули упругости £,¡»*35 ГПа, 
£д=70 ГПа.

Ответы к задачам главы 3
3.1. о"! = 150 МПа, <т2=0, Д/2=0,075 см. 3.2. сст=200 МПа, 0М = 5О МПа, Д^=0,183 см.

3.3. Оты.—а1= —53,3 МПа, »»»’пи«»-0,021 см (влево). 3.4. ^=400 кН, а„ = 200 МПа, 
о-я=0. 3.5. ^щм= —1,08 МПа, Д/=1,78 мм. 3.6. = 174,2 МПа, а2=-117,1 МПа, а3 = 
= -40 МПа. 3.7. N„=2 кН, сгм=25,5 МПа, N„=4,12 кН, <7СТ =52,5 МПа, Д/=0,51 мм.
3.8. N1 =0,707 /■. N2 = К 3.9. <гс=12,5 МПа, <тд=- 57,7 МПа.



ГЛАВА 4

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ СТЕРЖНЯ

§ 4.1. Основные понятия

При расчетах элементов конструкций используются 
различные геометрические характеристики. Так, напри
мер, при растяжении — сжатии использовалась площадь 
^поперечного сечения стержня. Она применялась при опре
делении напряжений и деформаций стержня.

Оказывается, при других деформациях эта геометри
ческая характеристика не является достаточной. Необ
ходимо использовать другие, более сложные геометри
ческие характеристики. Последнее утверждение можно 
проиллюстрировать на следующем примере — экспери
менте.

Возьмите пластмассовую линейку длиной 20...25 см. 
Зажмите ее в левой руке так, чтобы больший размер 
поперечного сечения располагался горизонтально, и на
давите правой рукой на другом конце (расчетная схе
ма — консольная балка с силой на конце). Линейка изо
гнется, и правый конец переместится в вертикальном 
направлении. Затем повторите тот же опыт, но линейку 
поверните на 90° относительно продольной оси — теперь 
больший размер поперечного сечения располагается вер
тикально. Линейка изогнется, и правый конец ее тоже 
переместится в вертикальном направлении, но на значи
тельно меньшее значение.

Следовательно, при одной и той же площади попереч
ного сечения стержня, но при разном расположении его 
линейка-стержень сопротивляется изгибу по-разному. 
Это позволяет сделать вывод о том, что площадь попе
речного сечения не может характеризовать сопротивля
емость стержня изгибу и, как будет видно далее (см. гл. 
8), при изучении перемещений при изгибе придется вво
дить другие геометрические характеристики.

Рассмотрим сначала геометрическую характеристику, 
известную из теоретической механики, — статический 
момент площади (сечения).

Статические моменты и центр тяжести. Выполняя рас
четы на прочность, необходимо бывает вычислять стати
ческие моменты всего сечения или части его относитель
но некоторых осей.

Рассмотрим произвольное поперечное сечение стерж
ня в системе координат х, у, выделив элементарную 
площадку с\А (рис. 4.1).



Рис. 4.1. К понятию о статичес
ких моментах сечения

Статическим моментом сечения относительно дан
ной оси называется сумма произведений элементарных 
площадей АЛ на их расстояния до данной оси (например, 
х или у), которая распространяется на всю площадь 
сечения А.

Так, статические моменты сечения относительно осей 
х и у равны

(4.1)

Статические моменты обычно выражаются в см3 или м3.
При параллельном переносе осей значения статичес

ких моментов не остаются постоянными, а изменяются 
и могут иметь как положительное, так и отрицательное 
значение. Следовательно, среди семейства параллельных 
осей существует единственная ось, относительно которой 
статический момент равен нулю.

Ось, относительно которой статический момент равен 
нулю, называется центральной.

Точка пересечения центральных осей называется цент
ром тяжести сечения.

Можно показать, что и относительно любой оси, про
ходящей через центр тяжести сечения, статический мо
мент равен нулю. Для изображенного на рис. 4.1 сечения 
центр тяжести располагается в точке С, его координата
ми являются ординаты хс и ус. Все оси, которые прохо
дят через эту точку, будут центральными и относительно 
таких осей статический момент равен нулю.

На основании теоремы Вариньона (из курса теорети
ческой механики) следует, что

Статический мо
мент

Формулы стати
ческого момента

СЭ-
¿*>0 
Ус*

Центральная ось, 
центр тяжести

Бх = $уйА = Аус=ЕА1уС/; 5У = $ хйА=Ахс=Т,А1 хСг (4.2)
А  А

Следовательно, статический момент площади А относи
тельно какой-либо оси равен произведению всей площади на 
расстояние от ее центра тяжести до этой оси.

Из выражений (4.2) получим формулы для определе
ния координат центра тяжести сечения:



;

Формулы центра 
тяжести сечения

Заметим, что последняя форма записи в выражениях 
(4.3) относится к определению координат центра тяжести 
сложного сечения, разбитого на простейшие составные 
части, для которых известны площади А1 и положение
центра тяжести хс, и уСг

Для многих сечений определение положения центра 
тяжести упрощается. Так, если сечения имеют ось или 
центр симметрии, то центр тяжести в таких сечениях 
находится соответственно на оси симметрии или в центре 
симметрии.

Рассмотрим простейшие примеры определения стати
ческих моментов и положения центра тяжести сечения.

Прамер 41. Определить положение центра тяжести сечения, име
ющего форму полукруга (рис. 4.2).

Решение. Ось у является осью симметрии. Центр тяжести лежит 
на этой оси. Для определения его положения достаточно по формуле 
(4.3) найти координату у с-

Вычислим статический момент полукруга относительно оси х\, 
выделив элементарный сектор. Его площадь равна площади треуголь
ника с основанием и высотой Л:

1
(¡А =-Лс1аЛ,

2
а ордината центра тяжести 

2
у=-Л яп а.

3
Тогда

К
Г2 1 , 2 .8х1т‘\ У&А= 1 -Ляпа-ЯМа—-Л 3

1 J 3 2 3
о

и координата центра тяжести
£*. 2 1 , 4 Л

у _: - я/?2—-------------------~0,424Л.
АЗ 2 3 к

^ Центр 
синнепщш \ Ось 

синшграы

£дг ^¡УС, 
Ус~ А ~ ЕЛ, ’

ЕЛ/Хс
Хс=— =----------1

А 1А1



При вычислении статического момента сложного се
чения его следует разбить на простые составные части. 
Тогда статический момент сечения относительно любой 
оси равен алгебраической сумме статических моментов 
составных частей сечения относительно той же оси:
^=^ + 5“ + 5“1 + ... + 5;.

Прамер 4.2. Определить положение центра тяжести сечения, име
ющего форму трапеции (рис. 4.3, а). Размеры сечения даны в см.

а 1  Ч 6 .

Рис. 4.3. К примеру 4.2

Решение. Как и в примере 4.1, сечение имеет ось симметрии. 
Поэтому тоже определяем только координату ус, пользуясь другим 
способом. Дополним трапецию до треугольника abf и рассмотрим 
заданное сечение состоящим из двух треугольников: abf (часть I) и def 
(часть II). При вычислении статического момента площадь треуголь
ника def следует брать со знаком минус, так как этот треугольник 
является дополнением к заданному сечению (трапеции).

Определяем статический момент трапеции относительно оси Х\ по
формуле (4.2):
•S*.=^- S“ =(‘/2• 12• 6) (Vj ■ 6)-С/2• 6• 3) (‘/з• 3+3)=36 см3.

Площадь сечения

А~Л1-Л1 = 1/212-6-Ч2 6 см2.

Тогда
Sx 36 4

Уг =-- ——=- см.
А 27 3

Статический момент сечения SX[ можно также определить как
сумму статических моментов составляющих ее частей относительно той 
же оси X). Для этого разобьем трапецию на два одинаковых треуголь
ника amd (часть Г) и пЬе (часть 1Г) и прямоугольник mden (часть ¡II) (рис.
4.3, 6) и вычислим:

Sxi^ + S^ + S^- 
+(6-3) (1,5) = 36 см3.

В примерах 4.1 и 4.2 координата центра тяжести у с имеет положи
тельное значение, так как S¿, > 0 и, следовательно, должна быть от
ложена от оси x¡ вверх (в направлении положительной оси у).

G G-K-* &*>



Осевой
инерции

момент

Моменты инерции сечения. В дальнейшем при изучении 
деформаций изгиба и кручения придется пользоваться 
новыми геометрическими характеристиками — момента
ми инерции сечения.

Осевым моментом инерции сечения относительно дан
ной оси называется сумма произведений элементарных 
площадей сЫ на квадрат их расстояний до данной оси 
(например, х или у), которая распространяется на всю 
площадь сечения А. Так, осевые моменты инерции (рис. 
4.4) относительно осей х и у равны

Формулы осевых 
моментов инерции

Полярный момент 
инерции

Формула полярно
го момента инер
ции

1х=\у2йА\ 1у=1х2&А.
Л  А

(4.4)

Полярным моментом инерции сечения относительно 
данной точки (полюс О) называется сумма произведений 
элементарных площадей ¿А на квадраты их расстояний до 
этой точки, которая распространяется на всю площадь 
сечения А. Следовательно,

/р = |р2сЫ.
А

(4.5)

Осевые и полярный моменты инерции всегда положите
льны и выражаются в см4 или м4.

Отметим интересное свойство: полярный момент ине
рции равен сумме осевых моментов инерции 1Х и ]у от
носительно любой пары взаимно перпендикулярных осей 
хну, проходящих через полюс О.

Действительно, как видно из рисунка, р2=х2+у2, и

/„ = $р2<1А = 1 (х2+у2)дА = $х2дА + $у2йА=/у+/х.
А  А  А  А

Следовательно,
Л=Л+Л- (4.6)

Если оси х и у повернуть относительно полюса О на 
некоторый угол а (рис. 4.4), то р2=х\+у2 и, следователь-

ПИИ



но, Jj, = Jxl+Jyi, т. е. при любом повороте осей относите- щ
льно начала координат (полюса О) сумма осевых момен- Свойство момеи-
тов инерции остается постоянной'. тов инерции

Jx+Jy=JX{+Jy, =J„=const.у 1

Центробежным моментом инерции сечения относите
льно осей координат (например, осей х и у) называется 
сумма произведений элементарных площадей АЛ на их 
расстояния до этих осей, которая распространяется на 
всю площадь сечения А. Таким образом,

Центробежный мо
мент инерции

Jxy=\xy&A.

А
(4.7)

Центробежный момент инерции Л? выражается в см4 или
м4 и может быть положительным, отрицательным и рав
ным нулю в зависимости от положения сечения относите
льно осей координат.

Если сечение занимает положение относительно осей 
х и у, как показано на рис. 4.5, а, то в этом случае Лу>0,
так как координаты хну положительны. Повернем оси 
координат на 90° против хода часовой стрелки (рис. 4.5,
б). Теперь /,,,<0, так как х>0, а >><0. Отсюда следует,
что при повороте осей на некоторый угол а <90° центро
бежный момент может быть равен нулю: /^,=0.

Для некоторых сечений можно сразу указать оси, 
относительно которых 7^=0. Рассмотрим сечение, име
ющее ось симметрии (рис. 4.6). Центробежные моменты 
инерции полусечений, расположенные по разные стороны 
от оси у, равны между собой, но отличаются знаками. 
Следовательно, = 0.

Последнее замечание является очень важным для пра
ктических приложений и на него следует обратить особое 
внимание.

Формула центро
бежного момента 
инерции



Рис. 4.6. Центробежный момент инерции для симметричных 
сечений Лу—О

В следующих примерах рассмотрим определение мо
ментов инерции простейших сечений относительно харак
терных осей.

Пример 43. Определить моменты инерции прямоугольного сече
ния относительно центральных осей хж у (рис. 4.7).

У ¿А

/ ■Й

с К
"Л

)

Рис. 4.7. К- примеру 4.3

Решение. Разобьем площадь прямоугольника на элементарные 
прямоугольники с размерами Ь (ширина) и <1у (высота). Тогда площадь 
такого прямоугольника (на рис. 4.7 она заштрихована) равна йЛ=Ь йу. 
Подставляя значение АЛ в первую формулу (4.4) и интегрируя, получим

+*/2 ¿у*
I у2Ьйу-— 

А  -А/2 3

По аналогии запишем

Л
-I—2 АЛЭ

12

АА3
Л----- .

' 12

Центробежный момент инерции Л,=О, так как оси дг и у являются 
осями симметрии.

3Ж- пМ-о -0 * 12 • у 12 ' *4



Промер 4.4. Определить моменты инерция круглого сечения от
носительно центральных осей (рас. 4.8).

Рис. 4.8. К примеру 4.4

У

\/У
к/л. с ЫУ/// УN /¿У

V

Решение. Эту задачу проще решать так. Сначала определить по
лярный момент инерции, а затем, учитывая равенство (4.6), =
—н то, что так как моменты инерции относительно
любых центральных осей равны между собой в силу симметрии, найти 
7х-У,-/р/2.

Разобьем круг на бесконечно тонкие кольца толщиной йр радиусом 
р\ площадь такого кольца АА^Ъпрйр. Подставим значениейА в выра
жение (4.5) и интегрируя, получим

012
/р-!р26А’* $ р22прдр-2к —

Д/2 яГ»* 
" 32

*0,1£>4

и Зх
пЛ4 

' 64
«О 05.0*.

Погрешность этих приближенных формул составляет ¡,85%.
Пример 4.5. Определять моменты инерции кольцевого сечения от

носительно центральных осей.
Решение. При вычислении моментов инерции сечения применим 

способ, который был описатт в примере 4.2. Решение выполним в том же 
порядке, что и в примере 4.4.

Тогда полярный момент инерции гольца найдем как разность 
полярных моментов инерции большого круга диаметром й и малого 
круга диаметром </:

пИ* пб* -
а-*4)«0,1О* (I-*4).

32 32 32 
Осевые моменты инерции кольца равны 

Л яЯ*
ЛвЛ

64
(1 — а4)«0,05/3* (I—**);

в этих формулах а *¿10.
Отметим, что полученные формулы моментов инерции дгаг коль

цевого сечения неудобны для практического использования, если кольцо 
имеет малую толщину, т. е. 1> незначительно отличается от </. В этом 
случае формулы содержат разности четвертых степеней весьма близких 
чисел н для получения результата с необходимой степенью точности 
требуется вести вычисления с большим числом значащих цифр. Поэто
му более удобной с учетом допустимой погрешности является, прибли
женная формула, не содержащая разность близких чисел. Получим 
такую формулу.



Для тонкостенного кольца A-bir^d-nd^S н Гсрш4*Д«const.
Тогда приближенные значения моментов инерции равны

d2 n5d5
•WSdA—fnd^S—-2*0,

A  A  4 4

, JPe^e---:
' 2

nSdt..----**0,4M’.
8 41

Точное значение полярного момента инерции для этого сечения 
может быть записано так:

Сравнивая приближенную и точную формулы, видим, что погрешность 
равна (5/dcp) 100%. Например, для отношения 5/<4р~0,1 погрешность
составляет 1%, для Sfd^—0,2 погрешность будет 4'Л. Поэтому прибли
женной формулой целесообразно пользоваться, если 8/d^р<0,15.

•W»" я д

§ 4.2. Зависимость между моментами инерции 
при параллельном переносе осей

Выведем формулы моментов инерция относительно 
произвольных осей хх и у\ для сечения площадью А (рис.
4.9).

Пусть известны все геометрические характеристики 
этого сечения относительно осей х и у, которые парал
лельны осям X! и >»,. Запишем координаты элементарной
площади А А в системе координат X), 

у\=у+а\ х{ = х+Ь.

Используя полученное выражение для уи найдем осевой 
момент инерции относительно оси

/Х1 = \у*<1А = \ (у+а)2дА = $у2<1А + 2а$уЛА + а2$йА.
А  А  А  А  А

Рис. 4.9. К выводу зависимостей между моментами инерции при парал
лельном переносе осей



Тогда с учетом (4.1) и (4.4) окончательно будем иметь

У,,—Зх-ь2аЗх-\-а2А. (4.8)

Поступая аналогично, получим формулу для осевого 
момента инерции относительно оси у^.

1у1=1у+2Ь5у-\-Ь2А. (4.9)

Зависимость для центробежного момента инерции от
носительно осей X] и у1 примет вид

Л,* = |х^ух <1А = 1 (х+Ь) (у + а)<М = $хуйА + Ь ¡у<1А +
А  А  А  А

+ а \х&А + аЬ ¡йА.
А  А

Тогда с учетом (4.1) и (4.7) окончательно получим

3 = 3 х у  -Ь ЬБХ+аБу+аЬА. (4.10)

Напомним, что в формулах (4.8)...(4.10) геометрические 
характеристики Бх, 5,, Зх, Зу и Зч известны и определены
относительно осей х и у (их часто называют «старыми» 
или «первоначальными»). Если эти оси центральные, то 
в полученных зависимостях 5Х=0 и 5^=0. Тогда фор
мулы моментов инерции упрощаются:

' (4.11)—Зх-\-а А, Зу^— Зу+Ь А, ^х\у\—Зху+аЬА.

Формулы (4.11) называют формулами перехода от цент
ральных осей к любым, параллельным им. Подчеркнем, 
что эти формулы очень часто применяют для вычисления 
моментов инерции сложных фигур.

Отметим, что при вычислении моментов инерции по 
формулам (4.8)...(4.11) а и Ь следует брать с учетом знака 
в системе координат хь ух.

Для первых двух формул (4.11) справедливо следу
ющее определение: момент инерции относительно любой 
оси равен моменту инерции относительно центральной 
оси, параллельной данной, плюс произведение площади сече
ния на квадрат расстояния между осями.

Из этих формул видно, что моменты инерции прини
мают минимальные значения при а=0 или ¿=0, т. е. 
когда оси проходят через центр тяжести. Следовательно, 
из семейства параллельных осей минимальный момент 
инерции будет относительно центральной оси.

Результат, представленный в последней формуле 
(4.11), можно сформулировать следующим образом: цен
тробежный момент инерции относительно произвольных 
осей, параллельных центральным, равен центробежному 
моменту инерции относительно центральных осей плюс

I

Формулы перехо
да от центральных 
осей к осям, па
раллельным им



произведение площади сечения на координаты ее центра 
тяжести в произвольных осях.

Эта формула еще более упрощается, если одна из 
центральных осей сечения является осью симметрии. Тог
да 1ху=0 и центробежный момент инерции относительно
осей, параллельных центральным, равен
1ху—аЗ>А. (4.12)

Складывая первые две формулы (4.11) и учитывая, что 
=/Х[ +7),1 [см. условие (4.6)], получаем зависимость для

полярного момента инерции при параллельном переносе 
осей из центра тяжести (полюс О) в произвольную точку 
(полюс О0:

1,=19 + {аг + Ъг)А. (4.13)

Пример 4.6. Определить момент инерции прямоугольного сечения 
относительно его основания — оси х\.

Решение. Воспользуемся первой формулой переноса (4.11), считая, 
что момент инерции сечения относительно центральной оси х известен 

Ыг3
(из примера 4.3): Тогда

. ьн3 /лу ьи3
1Х =1х+а А ~—+( — ] АЛ=—.

1 12 \2/ 3 3 --Ь—

Укажем на особенность определения моментов инер
ции тонкостенных стержней, учет которой приводит к не
которым упрощениям при вычислениях. У тонкостенных 
стержней толщина, как правило, прямоугольных пласти
нок 8, из которых состоит сечение стержня, значительно 
меньше ширины Ь (8«Ь). В большинстве случаев при 
использовании формул перехода (4.11) можно пренебре
гать моментом инерции относительно центральной оси, 
параллельной большему размеру Ь.

Рассмотрим прямоугольную пластинку с площадью 
А, принадлежащую некоторому тонкостенному стержню, 
и определим момент инерции ее относительно оси хх (рис.
4.10):



Л1=/г + л2у<=“ + аг ЬЬ — Аа2 ^ +1^

Первое слагаемое есть момент инерции пластинки от
носительно центральной осн х. Опеним, какая погреш
ность может быть внесена в значение момента инерции 

, если пренебрегать этим слагаемым. Так, при 8/а=1 /3

она равна 1/юв, что приблизительно составляет 1% от 1Х .
Таким образом, при а>38 погрешность не превысит 1% 
и практически всегда можно пренебрегать моментом ине
рции относительно центральной оси, параллельной боль
шему размеру Ь, т. е. считать, что 1х^а2А.

§ 4.3. Зависимость между моментами инерпин 
при повороте осей

В предыдущем параграфе были выведены формулы 
для определения моментов инерции сепепия при парал
лельном переносе осей и показано, что при этом значения 
моментов инерции изменяются.

Получим зависимости для вычисления моментов ине
рции сечения относительно осей и и V, повернутых на угол 
а против хода часовой стрелки (положительное значение 
угла) по отношению к координатным осям х, у (рис. 4.11).

Будем считать, что моменты инерции сечения относи
тельно осей х и у известны:

1х=1у2&А\ /,={дгЧА, Л,=|д:удА. (4.14)
А Л Л

Запишем координаты элементарной площади с1А в систе
ме координат и, V. Из рис. 4.11 очевидно, что
и^апа+хсова; у=_усова—хяпя. (4-15)

Найдем момент инерции относительно оси и. Соглас
но определению,

Л=|*2с1 А. (4.16)
А

Рис. 4.11. К выводу зависимостей между моментами инерции при пово
роте осей



Напомним:
2sinacosa = sin2a

Напомним:
sin2 a+cos2 a =1

Напомним:
cos2 a — sin2a = 
— cos 2a

Напомним:

sin,‘a=-1 — cos 2a 
~2 ’ 

1 + cos 2a

Подставив выражение для v из (4.15) в формулу (4.16), 
получим

J (у cos a — х sin a)2 dA=cos2 a J у 2 dA —
A  A

—2 sin a cos aj xy dA+sin2 aj x2 dA.

Тогда с учетом (4.14) окончательно будем иметь

Л=Л cos 2 a + Jy sin 2 a—Л, sin 2a. (4.17)

Поступая аналогично, найдем момент инерции отно
сительно другой оси v:
Л=Л sin2 a+Jy cos2 a + Jxy sin 2a. (4.18)

Отметим, что если сложить выражения (4.17) и (4.18),
то
Л+Л=Л+Л (4-19)
и, следовательно, получен результат, доказанный в § 4.1, 
но другим путем, а именно: сумма осевых моментов 
инерции относительно двух взаимно перпендикулярных 
осей не зависит от угла a и при повороте осей сохраняет 
постоянное значение. Величины, не изменяющиеся при 
повороте координатных осей, называются инвариантами. 
Следовательно, сумма Jx+Jy является инвариантом.

Теперь точно так же (как и /„) получим зависимость
для центробежного момента инерции относительно осей 
и и v:
/uv=Jmv(Í^ = J (у sin a+x cos a) (ycosa—xsin a)d/4 =

= sinacosa I j y 2 d A  —  j x 2 d A  J + (cos2a — sin2a) j x y d A ,
\ a  a  )  A

или после преобразований

J u v = sin 2a + J x y  cos 2a. (4.20)

Для удобства вычислений полученные формулы (4.17), 
(4.18) и (4.20) целесообразно выразить через функции угла 
2а:

008^«=-

Формулы для оп
ределения момен
тов инерции при 
повороте осей

Jx+Jy Jx Jy
2 2 

х cos 2а+Лу sin 2а;

Jm=J--—~ sin 2a+JXy eos 2a.

eos 2a—/„sin 2a; Jv=
Jx+Jy Jx—Jy,



§ 4.4. Главные оси н главные моменты инерции. 
Понятие о радиусе инерции

V
В § 4.3 получены зависимости (4.21), из которых вид

но, что при изменении угла поворота осей а значения 
моментов инерции изменяются, но при этом сумма осе
вых моментов инерции относительно таких координат
ных осей остается постоянной. Следовательно, если от
носительно одной оси значение момента инерции будет 
наибольшим, то относительно другой оси, ей перпен
дикулярной, — наименьшим. Эти оси интересны еще 
и тем, что центробежный момент инерции относительно 
них оказывается равен нулю.

Итак:
оси, относительно которых центробежный момент 

инерции равен нулю, будем называть главными осями;
если начало координат совпадает с центром тяжести 

сечения, то тогда их называют главными центральными 
осями;

моменты инерции относительно этих осей называются 
главными моментами инерции или главными централь
ными моментами инерции.

Докажем приведенные выше утверждения. Рассмот
рим несимметричное сечение и для него определим поло
жение главных осей, если известны моменты инерции /х,
1У и /ф относительно произвольных осей х и у, т. е. угол 
'наклона главных осей ао к осям х н у .  Согласно определе
нию главных осей, имеем при а = ао 0, или с учетом 
формулы (4.20)

—— вт 2ао + Л* сое 2а<) = 0.

Отсюда 
Jx—3y sin2ao 

2 cos2oo 
и тогда

По этой формуле определяются два значения угла вц/ 
и ао" = ао' + 90°, отличающиеся друг от друга на 90°, и по
ложение главных осей, которые являются взаимно пер
пендикулярными.

Интересно провести небольшой анализ формулы
(4.23). Рассмотрим возможные результаты, кроме «стан
дартного», когда 1хуф0 и 1 Х — ) У Ф 0 и когда определяем
два угла oto' и «о*:

(4.23) Формула для оп
ределения положе
ния главных осей



У \ У ,  —Н—I

Сси ту-ыоЬшецентра'тые, 
пси ¡¡ид-гШте

Вс( оси - гШиие центрачшиг

Напомним:
(втиУ^ысовы
(С08и)'= — ЫвШИ

1 /^=0и/*-/,#0, тогдо^2ао=0иа<)'=0, ао^ЭД0, т. е. 
оси х и у — главные.
2. Л,#0, /,-/,=0, т. е. У,=/, и tg2ao= оо, тогда ао'=450, 
ао" = 135°.

В этом случае примером может быть сечение в виде 
равнобокого уголка, для которого осевые моменты инер
ции относительно центральных осей х н у ,  параллельных 
полкам, равны между собой, а центробежный момент 
инерции Л,/0, главные оси Х й  и у 0  с этими осями состав
ляют углы 45 и 135°.
3. Л,=0, Л-/,-О, для tg2ao получается неопределен-

0
ность вида tg2oto=-. Ее легко раскрыть, используя фор

мулу (4.21) для /в». Из этой формулы следует, что центро
бежный момент инерции равен нулю при любых значени
ях угла ¿о, т. е. любые оси (при повороте их) являются
главными; примерам таких сечений будут круг, квадрат 
и др.

Таким образом, в сечениях может быть либо пара 
главных центральных осей, либо бесчисленное множест
во.

Для сечений, имеющих ось симметрии, положение 
главных осей определяется просто. Ими являются ось 
симметрии и перпендикулярная ей ось, так как относите
льно этих осей центробежный момент инерции сечения 
равен нулю (см. § 4.1).

Теперь покажем, что относительно главных осей осе
вые моменты инерции принимают экстремальные значе
ния. Для эгого вычислим первую производную от выра
жения / и  из (4.21) и приравняем ее к нулю, т. е. найдем
угол поворота оси а., при котором моменты инерции 
будут равны наибольшему ила наименьшему значению:
ал. л-л
— —------- 2 ¿ш 2а.—3„2 сое 2а. = О,
аа 2
ИЛИ

- (Л - Л) *£ 2*Ф - =°»

откуда

tg2a,=
'ИХУ

, <4-24)*х ¿у
Сравнивая формулы (4.23) и (4.24), можцо сделать 

вывод, что угол наклона главных осей Оо равен углу
наклона осей а„ относительно которых моменты инерции 
прилимаюг экстремальные значения. Таким образом, до
казаны утверждения, приведенные в начале параграфа, 
а именно:



главными осями являются такие две взаимно перпендику
лярные оси, относительно которых центробежный мо
мент инерции равен нулю, а осевые моменты инерции 
принимают максимальное и минимальное значения.

Значения главных моментов инерции Л... (или /])
и /„ш (или /2) можно определить, подставляя найденные
по формуле (4.23) углы осо' и ао* в выражения (4.17) или
(4.18). После этого можно указать оси, относительно 
которых моменты инерции будут иметь наибольшее и на
именьшее значения.

Существует и другой путь (более целесообразный) для 
определения главных моментов инерции — через извест
ные моменты инерции сечения 1Х, I, и Получим эти
формулы, исключив из первой формулы (4.21) угол а. 
Тогда

Лл=-/тм=^^+^—- совгао—Лувтгао, (4.25)
тш 2 2

или, подставляя в (4.25) из формулы (4.22) выражение для 
величины получаем

г ^х + ^у ^х~3у ч (з,х—Л ЯП2а(Д *Лш=-------- Н----- - сое 2ао+(------ -------- ) яп2ао=
тш 2 2 у 2 оо&Ъхф/

л+л /г-/« 1
—Г+-г^- <4-26>
Учитывая, что

1 . Л-—7-......... . гГху■=±ч/ГЙр2^; tg2a<>=
С08 2ао 1х-3у

получим

—‘г- = ±Г-Ц- л/(/,-/,)*+43\у.  (4.27)
СОв2«о 1х—]у

Подставляя формулу (4.27) в (4.26), окончательно будем 
иметь

/ти= * У±- \/(Л~/у)2 + 4/ 1у. (4.28)

Знак плюс перед вторым слагаемым в (4.28) относится 
к максимальному моменту инерции, знак минус — к ми
нимальному.

Отметим, что если за исходные оси принять главные, 
то формулы перехода к повернутым осям (4.17), (4.18), 
(4.20) или (4.21) упрощаются, так как в этих формулах 
/* = 0.

Часто вместо формулы (4.23), определяющей положе
ние главных осей, пользуются формулами

Главные оси н 
главные моменты 
инерции

Формулы главных 
моментов инерции



(4.29)

Здесь угол oti — угол между осью х и осью, относительно 
которой момент инерции равен J„.,. а угол а2 — угол 
между осью х и осью, относительно которой J^.

Какой же из формул для определения положения глав
ных осей — (4.23) или (4.29) — целесообразнее пользо
ваться?

По формуле (4.23) определяют положение главных 
осей, используя известные моменты инерции Jx, Jy и Jxy.
При этом по полученным результатам (углам ао' и Oq")

невозможно установить, какая из главных осей является 
осью, относительно которой момент инерции имеет на
ибольшее (ось максимум) или наименьшее (ось минимум) 
значение. Однако существует правило, позволяющее ре
шить этот вопрос: ось максимум (или минимум) всегда 
составляет меньший угол с той из осей (осью je или _у), 
относительно которой момент инерции имеет большее 
(или меньшее) значение.

По формулам (4.29) сразу, без дополнительного ана
лиза, определяется положение главной оси, относительно 
которой момент инерции будет наибольшим или на
именьшим. Но зато требуется предварительно найти зна
чения или /тш по формуле (4.28).

Из приведенных рассуждений видно, что проще поло
жение главных осей находить по формулам (4.29), так ка« 
при расчетах обычно необходимо знать не только поло
жение главных осей, но и значения главных моментов 
инерции.

Интересно проиллюстрировать графически получен
ные основные результаты. Формулы (4.21) показывают, 
что при повороте осей моменты инерции Л и изме
няются по синусоидальному закону. На рис. 4.12 изоб
ражены графики этих величин, зависящие от угла поворо
та а. При а=0 (начало координат) значения моментов 
инерции Jx, Jy и Jxy соответствуют известным моментам



инерции относительно произвольных начальных осей 
х н у .  При углах наклона главных осей а] и а2 центробеж
ный момент инерции 7^=0, а осевые моменты инерции
3П И  И  У м п .

При углах а!+ 45° и а2 + 45° наибольшего значения
достигает центробежный момент инерции (с разными 
знаками) а осевые моменты инерции /„ и Уч равны
между собой.

Познакомимся еще с одной геометрической характе- 
, ристикой — радиусом инерции сечения. Эта величина ча

сто используется в теоретических выводах и практических 
расчетах.

Радиусом инерции сечения относительно некоторой 
оси, например х, называется величина /х, определяемая из
равенства
Ь=Ах\. (4 30)

Из определения следует, что радиус инерции равен 
расстоянию от оси х до той точки, в которой следует 
сосредоточить (условно) площадь сечения А, чтобы мо
мент инерции одной этой точки был равен моменту инер
ции всего сечения. Зная момент инерции сечения и его 
площадь, можно из формулы (4.30) найти радиус инерции 
относительно оси х:

(4.31)

Радиусы инерции, соответствующие главным осям, 
называются главными радиусами инерции и определяются 
по формулам

(4.32)

§ 4.5. Вычисление моментов инерции 
тонкостенных сечении

Тонкостенные стержни, как правило, состоят из пла
стинок, а их поперечные сечения — из прямоугольников. 
При вычислении моментов инерции таких сечений интег
ралы по площади А заменяют интегралами по длине 
средней линии контура сечения 5. Для сечений, имеющих 
постоянную толщину тонкостенных элементов, формулы 
моментов инерции принимают следующий вид:

■
Радиус инерции

Формула радиуса 
инерции



Jx—Jy^d/iSrZiJxycLs; Jy—jxMiisZiilxxdij JXy—
А Ц Л 4

= J xydA=Z(5, j xy dj. (4.33)
A  * i

Здесь cL4 = <5ds; 8,=const — толщина тонкостенных эле
ментов.

При такой замене, не учитывается собственный мо
мент инерции тонкостенного элемента относительно сре
дней линии контура, значение которого обычно мало по 
сравнению с моментом инерции всего сечения. Это явля
ется особенностью вычисления моментов инерции тонко
стенных сечений по формулам (4.33), и, следовательно, 
значения их будут определены приближенно (см. § 4.2).

Каждый из интегралов (4.33) может рассматриваться 
как интеграл, у которого подынтегральное выражение 
представляет собой произведение двух функций коорди
нат: x—f  (5) и у—/г (s),  т. е. является частным случаем
интеграла

/=Е J/, Шг  Web. (4.34)

В интегралах (4.33) обе функции х и у будут линей
ными. Для их вычисления используются различные спо
собы. Познакомимся с одним из них. Функции /, (у)
и /2 (у) на некотором участке длиной /, в общем случае
графически могут быть представлены в виде трапеций. 
Тогда значение интеграла (4.34) вычисляегся по формуле 
(более подробно об этой формуле см. в Приложении I), 
которую называют «формулой трапеций»:

/=- (2ac+2bd+ad+ be). (4.35)

При вычислениях по формуле (4.35) следует ординаты 
функций подставлять с учетом их знаков. Рассмотрим 
несколько примеров.

Пример 4.7. Определить момент инерции тонкой полоски относи
тельно оси х (рис. 4.13, а).

Средш сини*
*/гЛА

Рис. 4.13. К примеру 4.7

Решение. Заменим тонкую полоску, показанную на рисунке, по
лоской, очерченной по средней линии той же толщиной 6 (рис. 4.13, б).



Текущая координата 
1—3 5

УшУл—+Уау

(4.37)

(4.38)

Подставим выражение (4.36) в (4.33):
' 1  (  1 - *  5\2

ПУЛ—-+УВ-) <Ь. 
о о ' ‘

После интегрирования (4.37) получим
51 ,

Л=- (Уг
А+У*Ув+У%•

Формула (4.38) часто применяется при расчетах тонкостенных конструк
ций.

Тот же результат можно получить и другим способом — построить 
график функции у (эпюру .у) (рис. 4.13, в) и применить формулу трапе
ций (4.35) для вычисления Ух, т. е. «перемножить эпюру у саму на себя»:

51 61
(2у2

А+2у2
г+у ¿ув +увул) = т (Уа+УаУй+Ум)-о 3

Прамер 4.8. Для тонкостенного 2-образного сечения определить 
моменты инерции /х, и 7^; размеры сечения даны в см (рис. 4.14, в).

а) 15

Ъ

Ь)
©

15

8) © 
К20

15

20

20

§ 20

Рис. 4.14. К примеру 4.8

Решение. Сначала вычислим моменты инерции сечения по фор
мулам переноса (4.11). Разобьем сечение на три прямоугольника и полу
чим их точные значения:

/14-1* Л 2-413 
Л=---------- + 14-1-202 2+----------- =22 689 см*;

V 12 /12
Г1143 П 41-2Э

-^ + 1'14(7+1)* 2+-^-=2277 см*;

Л>=-2(1 14-20-8)=-4480 см*.

Вычислим приближенные значения моментов инерции, пользуясь 
формулами (4.33). Для этого построим эпюры координат х и у (рис.
4.14, 6, в) и перемножим их, используя формулу трапеции (4.35):

Г1 • 15 2-20 И
/*=2 —— (2 • 20 • 20+2 • 20 • 20+20 • 20 + 20-20)-I—— (2'20 20) =



Г1 1 5  11у=2 (2■ 15' 15) =2250 см , погрешность 1,19%;

Г1'*5 1/ху= -2 — ( 2 '  15'20 +15• 20) =-4500 см4, погрешность 0,45%.

Из сравнения полученных результатов видно, что использование фор
мул (4.33) дает небольшую погрешность и свидетельствует о возмож
ности их применения.

§ 4.6. Вычисление моментов инерции сложных 
фигур

При расчетах балок на прочность и жесткость необ
ходимо определять значения геометрических характери
стик сложных поперечных сечений, а именно положение 
главных центральных осей и главных центральных моме
нтов инерции. Порядок их определения рассмотрим на 
следующем примере.

Пример 49. Определить положение главных центральных осей 
и вычислить главные моменты инерции относительно этих осей для 
заданного сечения (рис. 4.15); размеры сечения на рисунке даны в см.

Решение. Сечение разбиваем на: две части: швеллер № 30 и прямо
угольник 20x2 см. Геометрические характеристики швеллера № 30 
принимаем по ГОСТ 8240—89: >41 = 40,5 см1, = 5810 см4,
7^=327 см4, дсо=2,52 см. Выбираем в качестве вспомогательных осей
центральные оси швеллера № 30 и определяем координаты центра 
тяжести сечения в этих осях по формулам (4.3):

2-20-16 2-20 (2+10 - 2,52)
Ус—--------------= 7,95 см; хг=---------------------------- =4,71 см.

40,5 +2 20 40,5 + 2-20
Отложив полученные значения от осей х\, У1, находим положение



Проводим центральные оси сечения х, у и относительно этих осей 
находим осевые и центробежный моменты инерции сечения по форм 
мулам (4.11) и (4.12) соответственно:

Г20 • 2* "1
]х=[5810+40,5 7,954 + —— + 20 • 2 (15 +1 - 7,95)4 = 10 975 см4;

Г2•203 1
/>=[327+40,5-4,712]+ ^-+20 2 (2 + 10-2,52-4,71Л-3469 см4;

/х>-40,5-4,71 7,95 + 20 2 (-8,05) (-4,77)-3052 см4.

Вычисляем значения главных центральных моментов инерции по фор
муле (4.28):

10 975 +3469 1
Лих------------------- ±- VOO 975-3469)а+4-3052*-7222±4837,САП 2 2
или окончательно /щи—12 059 см4, Л,™—2385 см4.

Определяем положение главных центральных осей по формулам 
(4.29):

3052
tga,«--------------------- --0,355, «i ——19°33';

12 059 - 3469
3052

,..ош2>816’ «2-70"2Г.2385 - 3469
Напомним, что положительные углы откладываются от оси х про

тив хода часовой стрелки, а отрицательные углы — по ходу часовой 
стрелки. Положение главных центральных осей (ось максимум обозна
чена цифрой 1, а ось минимум — цифрой 2) показано на рис. 4.15.

Положение главных центральных осей можно определить и по 
формуле (4.23):

2-3052
tg2ao------------------------0,813; •

10 975-3469
откуда 2оо'— — 39°6' и 2«о'--39°б'+180<, = 140°54', или *о'--19°33' 
иао'=70°27'.

Эти углы являются углами наклона главных центральных осей, 
отложенных от оси х. Найдем главные центральные моменты инерции 
другим путем, подставив полученные значения углов в первую формулу 
(4.21). В этой формуле
sin2<xo'— —0,631, cos 2ao— 0,776 и sin 2V—0,631, cos 2ao'= —0,776.

Тогда
, 10 975 + 3469 10 975 - 3469 

Ja--------------------+----------------- -0,776 — 3052-(-0,631)—12 059 см4«

. 10 975 + 3469 10 975 - 3469 
----------------- +-----------------  (- 0,770 - 3052 • 0,631 -

=2385 см4=Ут;п.

Таким образом, угол «о — а] — угол наклона ост максимум, а угол 
»2 — угол наклона оси минимум. Результаты, естественно, совпада

ют среэультатами, полученными выше.
Следует заметить, что наименьший угол, найденный по формуле 

(4.23), соответствует положению главной оси, относительно которой 
момент инерции имеет максимальное значение при 1х>^и минималь
ное значение при Зх<1у. ^



Выполним проверку правильности вычислений:
1) Л+^-У^+Ушт-М 975 +3469-12 059 + 2385-14 444 см4;

У,-У, Ю 975 - 3469
2) У^-—-— ап2а„+Уг,,со82а0=---------------------  (-0,631)+3052 х

х 0,776 =0.

Вопросы для самоконтроля к главе 4
4.1. Что называется статическим момен

том сечения относительно оси?
4.2. Какова размерность статического мо

мента?
43. Чему равен статический момент сече

ния относительно центральной оси?
4.4. По каким формулам определяются ко

ординаты центра тяжести сечения?
4.5. Для каких сечений при определении 

центра тяжести достаточно найти только одну 
координату?

4.6. Что называется осевым, полярным 
и центробежным моментами инерции сечения?

4.7. Какова размерность моментов инер
ции?

4.8. Чему равна сумма осевых моментов 
инерции сечения относительно взаимно перпен
дикулярных осей?

4.9. Какие моменты инерции всегда поло
жительны?

4.10. Для каких фигур и относительно ка
ких осей центробежный момент инерции равен 
нулю?

4.11. Как изменяется центробежный мо
мент инерции при повороте осей координат на 
90°?

4.12. Чему равен осевой момент инерции

прямоугольника и равнобедренного треуголь
ника относительно центральной оси, парал
лельной их основанию?

4.13. Чему равны осевые моменты инерции 
круга и кольца относительно центральных 
осей?

4.14. Какие оси называются главными 
и какие — главными центральными?

4.15. Относительно каких центральных 
осей осевые моменты инерции имеют наиболь
шее и наименьшее значения?

4.16. Запишите зависимости для осевого 
и центробежного моментов инерции при парал
лельном переносе осей.

4.17. Приведите формулы для осевого 
и центробежного моментов инерции при пово
роте осей.

4.18. Как определяется положение главных 
осей?

4.19. По каким формулам находятся глав
ные моменты инерции?

4.20. Какой из двух моментов инерции ква
дратного сечения больше: относительно цент
ральной оси, параллельной основанию, или от
носительно оси, совпадающей с диагональю 
сечения? Почему?

Задачи к главе 4
4.1. Определить положение центра тяжести 

сечений (рис. а и б), имеющих ось симметрии. 
Размеры даны в см.

Рис. к задаче 4.1

4-3. Вычислить моменты инерции сечений 
относительно оси х (рис. а в б).

4.2. Найти внутри квадрата такую точку Е, 
чтобы она была центром тяжести площади, 
которая получится, если из квадрата вырезать 
равнобедренный треугольник ЛЕВ.

4.4. Определить главные центральные мо
менты инерции сечений (рис. а—г). Размеры 
даны в см.



О)

Рис. к задаче 4.4

4.5. Вычислить главные центральные мо- 4.6. Найти положение главных централь- 
менты инерции тонкостенного сечения. Разме- ных осей и вычислить значения моментов инер- 
ры даны в см. ции относительно этих осей.

Рис. к задаче 4.5

Ответы к задачам главы 4

4.1. а) хс=0, ус=3,36 см; б) хс=0, у с— —2,63 см. 4.2. хс=а/2, >с=0,634 а. 43. а) Ух= 

=3,8 г*; б) /х=8,61г*.
4.4.

Схема а 6 в г

1283 36 867 6045 18 095
■Лгпп 1 см* 553 10 521 1157 3317

4.5. /щи = 895 см4,Утк=239 см*. 4.6. а, =-9°,/т« = 5888 см*, /^ = 658 см*.
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Модель в виде стопки 
пластин испытывает: 
сжатие (а), сдвиг (б)

ГЛАВА 5

СДВИГ И КРУЧЕНИЕ

§ 5.1. Чистый сдвиг

Кроме деформации растяжения или сжатия материал 
нагруженного элемента конструкции может испытывать 
деформацию сдвига. В сплошном материале деформацию 
сдвига можно осуществить, например, если подвергнуть 
кручению тонкостенную трубу (рис. 5.1, а). Прямоуголь
ные до деформации элементы материала стенок трубы 
превращаются в параллелограммы за счет изменения 
первоначально прямого угла на малый угол у, называ
емый углом сдвига.

На рис. 5.1, б показан элемент, выделенный из стенки 
трубы. Компоненту касательных напряжений, возника
ющих на горизонтальных площадках в окружном направ
лении, обозначим т„. Одни напряжения т1Х существовать
на гранях элемента не могут, так как они, образуя пару 
сил с моментом (т„ ёхй) ¿г, где в скобках дано значение
касательных сил, а ¿г — плечо пары сил, вызвали бы 
вращение элемента. Поэтому на вертикальных гранях 
указаны компоненты напряжений т„, приводящиеся к па
ре (тХгйг5)йх. Найдем соотношение этих напряжений из 
условия равновесия элемента в виде равенства нулю сум-

Рис. 5.1. Стенки трубы при закручивании испытывают деформацию 
сдвига



мы моментов этих пар: 
(т„ <1x5) <к - (Тхг <Ы) <1х=0.

Сократив это выражение на произведение йх&гд, по
лучим равенство

Тгг — (5.1)

называемое законом парности касательных напряжений: 
на взаимно перпендикулярных площадках касательные 

напряжения численно равны и направлены так, что стре
мятся вращать элемент в противоположные стороны. 
Подчеркнем, что в общем случае на каждой площадке 
могут возникать две компоненты касательных напряже
ний, например х„ и хху. В законе о парности идет речь
о компонентах, перпендикулярных линии пересечения ор
тогональных площадок.

Таким образом, в плоскости могут быть только два 
варианта действия касательных напряжений на гранях 
прямоугольного элемента материала, отличающиеся на
правлением векторов напряжений тв=т„=т.

Напряженно-деформированное состояние, характери
зуемое тем, что на гранях элемента возникают только 
касательные напряжения, называют чистым сдвигом.

Все элементы стенки трубы на рис. 5.1, а находятся 
в одинаковых условиях и испытывают чистый сдвиг.

Закон Гука при сдвиге. Экспериментальное изучение 
деформации чистого сдвига обычно проводят путем кру
чения трубчатых образцов, подобных показанному на 
рис. 5.1, а, б, получая из эксперимента зависимость между 
напряжением т и углом сдвига у. Такая диаграмма сдвига 
изображена на рис. 5.2 для пластичной стали. До напря
жения Тцц, называемого пределом пропорциональности при
сдвиге, справедлива линейная зависимость

т=(ту. (5.2)

которая носит название закона Гука при сдвиге. Напряже
ние тт является пределом текучести при сдвиге, т. е. каса-

Закон парности ка
сательных напря
жений

Сравните с диаг
раммой растяже
ния

{ *

/
к

<  ■ ■
г а



См. § 3.1

тельным напряжением, при котором угол сдвига воз
растает при постоянном напряжении. Для пластичного 
материала протяженность диаграммы сдвига довольно 
велика (на рис. 5.2 отмечено пунктиром). Завершается 
испытание в этом случае срезом материала в плоскости 
поперечного сечения трубчатого образца.

В формуле (5.2) G — это модуль упругости материала 
при сдвиге. Смещение А (рис. 5.2) называют абсолютным 
сдвигом, а отношение A/a=tgy*y — относительным 
сдвигом или, как указывалось, углом сдвига. Эта вели
чина безразмерная, поэтому модуль сдвига G выражается 
в единицах напряжения (Йа). В § 13.11 будет теоретически 
доказана формула, связывающая для изотропного мате
риала три константы упругости: Е — модуль упругости 
при растяжении; fi — коэффициент Пуассона; G — мо
дуль сдвига, а именно:

G=-
Е

2(1+*0
(5.3)

Например, для стали £=200 ГПа, /х=0,25 и по формуле
(5.3) найдем, что 6=80 ГПа. Зависимость (5.3) подтвер
ждается экспериментально. Характерно, что для многих 
материалов предел текучести при сдвиге тх связан с преде
лом текучести при растяжении а7 следующим соотноше
нием: тт а аТ(у/ъ. Объяснение этому будет дано ниже (см. 
гл. 14).

Потенциальная энергия при чистом сдвиге. Вычислим 
энергию деформации, накапливаемую в элементе разме
ром ахах 1, показанном на рис. 5.2. Эта энергия равна 
работе касательных сил, приложенных к граням элемен
та. Работу совершает горизонтальная сила Т= х • а • 1 на 
перемещении А= уа. Работа этой упругой силы будет 
А = ( 1/2) 2"'А = (1/2) ту а2. Отнесем численно равную рабо
те энергию деформации к единице объема элемента:

1 1 т2

М=2ТУ=2С
1 ^ - =- Gy‘ 
2

(5.4)

Величина и называется плотностью энергии деформации 
или удельной потенциальной энергией деформации при чи
стом сдвиге. Численно она равна площади треугольника 
на диаграмме сдвига (рис. 5.2).

Если по объему материала V касательные напряжения 
т имеют переменное значение, то энергия деформации 
в объеме V найдется как интеграл: 
и=1][и&к&уйг, (5.5)

где u&xAyûz 
объеме тела.

энергия, накопленная в элементарном



§ 5.2. Кручение стержней с круглым поперечным 
сечением. Расчеты на прочность

Общая деформация кручения стержня с круглым сече
нием изображена на рис. 5.3. Эта деформация характерна 
тем, что поперечные сечения поворачиваются вокруг оси 
стержня г на углы <р = ср (г), называемые углами закручи
вания, а в поперечных сечениях возникают касательные 
напряжения т, приводящиеся к крутящему моменту Мг.

Напомним правило знаков для момента М: (см. выше
§ 2.3): при взгляде на торцевое сечение элемента стержня 
<1г со стороны его внешней нормали видим, что положи
тельный момент Мг направлен по ходу часовой стрелки.
Угол поворота <р > 0, если при взгляде на сечение в поло
жительном направлении оси г видим поворот против 
хода часовой стрелки.

Выведем формулу для напряжений т и найдем зависи
мость между функцией <р и моментом Мг, из которой
можно было бы определять углы закручивания. Для сече
ния в виде круга указанная задача может быть решена 
достаточно просто путем использования двух допущений 
о характере деформации стержня, подтверждаемых экс
периментально. Кручение стержней с некруглым сечени
ем представляет более сложную задачу и будет рассмот
рено ниже в гл. 11 и 12.

Вывод формулы для касательных напряжений. Первое 
допущение состоит в том, что будем считать справед
ливой гипотезу плоских сечений, т. е. примем, что 
поперечные сечения при кручении, поворачиваясь вокруг 
оси I, остаются плоскими. Заметим, что для сечения 
некруглой формы это положение в общем случае неспра
ведливо, сечения при кручении искривляются (депланиру- 
ют), что существенно усложняет задачу.

Второе допущение утверждает, что все радиусы дан
ного сечения остаются прямыми и поворачиваются на 
один и тот же угол (р, т. е. каждое поперечное сечение 
поворачивается вокруг оси г как жесткий тонкий диск.

При кручении круглое 
сечение остается плос
ким (а), а некруглое — 
искривляется (б)



Согласно этим допущениям, кручение представляет дефо
рмацию сдвига материала, заключенного между сосед
ними поперечными сечениями, вызванную относитель
ным поворотом этих сечений вокруг оси г.

С использованием указанных допущений на рис. 5.4 
изображена деформация элемента стержня длиной сЬ, 
выделенного из закручиваемого стержня (см. рис. 5.3) при 
произвольном значении г. На рис. 5.4 условно принято, 
что левое сечение элемента стержня йг остается непо
движным, а правое поворачивается на угол <1(р, создава
емый за счет закручивания на длине йг. Один из радиусов 
ОВ, оставаясь прямым, поворачивается вместе с сечением 
на угол ёф, а образующая СК произвольной точки К это
го радиуса переходит в положение СКи поворачиваясь на
угол у — угол сдвига в этой точке вала. Дуга КК\ = рА(р,
а из треугольника СККХ тот же отрезок ККХ=у йг. Из
равенства рй(р=у<Ь найдем у=р (ёф/сЬ) и по закону 
Гука (5.2) получим касательное напряжение:

где G и--------константы для всех точек сечения и, следо

вательно, т в сечении изменяется пропорционально р.
Согласно формуле (5.6), закон распределения напря

жений т вдоль произвольного радиуса в сечении изоб
ражен на рис. 5.5. Во всех точках окружности радиуса 
р напряжение т=const и направлено по касательной 
к этой окружности.

Величина

содержащаяся в (5.6), называется относительным (погон
ным) углом закручивания и имеет размерность рад/м.

(5.6)

dz



Рис. 5.5. Распределе
ние касательных на
пряжений в сечении 
при кручении

При в=const это угол закручивания, накапливаемый на 
единице длины вала. В формуле (5.6) угол 6=dcp/dz неиз
вестен и может быть найден из условия, что напряжения 
т в сечении сводятся к крутящему моменту Мг (рис. 5.5):

Mz=$xdAp=G — ¡p2dA. (5.7)
А  < * *  A  J =-^=-^0

* 2 32 'Интеграл по площади поперечного сечения 

Jp=\p2dA
А

представляет полярный момент инерции сечения (м4). Из См. гл. 4
(5.7) получаем

d=2t1

0_d q>_Mz 
~ dz~ GJp

(5.8)

Соотношение (5.8) далее используется для вычисления 
углов закручивания (р — ср (г). Произведение (7/,, называет
ся жесткостью сечения при кручении. Подставив (5.8) 
в (5.4), окончательно получим формулу для т:

Формула каса- 
(5.9) тельных напряже

ний при кручении

Подчеркнем, что по закону о парности касательных 
напряжений формула (5.9) определяет касательное напря
жение в плоскости поперечного сечения и одновременно 
возникающее напряжение в перпендикулярной плоскости 
диаметрального продольного сечения вала. На рис. 5.6 
показано распределение т вдоль радиуса в двух указан
ных сечениях. Каждый прямоугольный элемент матери
ала, показанный на рис. 5.6, испытывает напряженное 
состояние чистого сдвига.

Расчеты на прочность. Обеспечение прочности при 
кручении элементов строительных конструкций круглого 
сечения производится по методу предельных состояний 
на основе неравенства
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Рис. 5.6. По закону парности в диаметральных сечениях вала воз
никают такие же касательные напряжения, как и в поперечном 
сечении

где Л — расчетное сопротивление материала стержня 
при сдвиге, а крутящий момент Мх определяется от рас
четных нагрузок с учетом возможных перегрузок. Левую 
часть неравенства запишем в несколько преобразованном 
виде:

(5.11)

Здесь

Ттах IV,= пъ=-*-
Ртах

(5.12)

— геометрическая характеристика, называемая момен
том сопротивления сечения при кручении (м3). Для сплош
ного круглого сечения

я</4/32 ж/3 яЛ*
(5.13)1Г,=

т " 16
яЛ
2

Для полого толстостенного цилиндра 
Я0732-ж/4«“» -п3 г / Л*~

£)/2

*732_я£>3 Г /<Л4
(5.14)

Наконец, для тонкостенного кольцевого сечения, ког
да толщина стенки 8 во много раз меньше среднего 
диаметра сечения <1, можно приближенно принять напря
жения т равномерно распределенными по толщине



wp= (5.15)

8 и равными средним напряжениям. Поэтому 
я</35/4 пс125 

<¡¡2 ~~ 2
Если используется метод допускаемых напряжений, 

например при проектировании валов машин, то вместо 
(5.11) условие прочности получит вид

м.
(5.16)

где [т] — допускаемое касательное напряжение матери
ала стержня.

Если вал машины передает скручивающий момент Мг,
например от мотора к станку, то значение момента зави
сит от передаваемой мощности и частоты вращения вала. 
Учитывая, что мощность равна работе в единицу времени 
(1 Вт=1 Нм/с), можно составить равенство N= 
= Мха-Мг (27Ш/60), где N — мощность, Вт; Мг — мо
мент, Н • м; п — частота вращения, об/мин. Отсюда полу
чим соотношение
,, 30 N п NМг=------= 9,55 - ,

я л  я

9
_ Г Мг

~JGJ0
&+<р0, (5.18)

(5.17)

которым пользуются для определения крутящего момен
та по заданной мощности и частоте вращения вала.

§ 5.3. Определение углов закручивания. 
Расчеты на жесткость

Для определения углов закручивания воспользуемся 
соотношением (5.8), из которого, интегрируя обе части 
равенства, найдем 

2

Работа момента Мх — 
*=Л» при повороте ва
ла на угол а равна ра
боте сил Р на пути з:
А=Л=Л1а=М1а

где <р0 — угол поворота при z = 0.
В частном случае при Л/г = Л/=const, GJP = const 

и <р0 = 0 получим

Mz Ml

~GJ*
(5.19)

Формулой (5.19) пользуются для определения угла 
закручивания, накапливаемого на отдельном участке 
длиной / при постоянных жесткости С1Р и моменте
Мг=М. При этом угол ф на длине возрастает от
Фо=0 до ф (I) по линейному закону.

Рассмотрим пример использования формулы (5.19).
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Рис. 5.7. Эпюра углов закручивания в стержне

Пусть требуется построить эпюру углов закручивания 
для вала, показанного на рис. 5.7. На первом (левом) 
участке имеем в заделке <р01 = 0 и при Мй=2М по (5.19)
найдем (рв=2М1/(01р). На втором участке (р2=(рв+
+Мг1211(СМ1), при Мл= — ЗМ и г=1 найдем

ЗА//
<рс=(рв——.Сти р

По найденным значениям (рв и срс на рис. 5.7 постро
ена эпюра ср (¿).

При более сложной нагрузке и нескольких участках 
интегрирования удобно использовать местную (локаль
ную) систему координат в пределах каждого участка 
(аналогично поступали при определении перемещений 
и» при растяжении—сжатии, см. § 3.3). При этом необ
ходимо соблюдать условия непрерывности перемещений, 
т. е. отсутствия разрывов в функции <р на границах участ
ков. В качестве примера рассмотрим вал, равномерно 
вращающийся под действием сосредоточенных момен
тов, равных М, 4М и М, передаваемых через три шкива 
(рис. 5.8, а). Вал преодолевает силы трения на среднем 
участке 2а. Пусть силы трения будут равномерно рас
пределены по длине, тогда интенсивность внешнего скру
чивающего момента от сил трения т найдем из условия 
равновесия 2,т2=6М—2ат = 0, откуда т=ЗМ/а. Найдем
углы закручивания вала, условно принимая его среднее 
сечение неподвижным. Расчетная схема показана на рис. 
5.8, б, где изображена левая половина вала.

Для каждого участка выберем начало координат на 
его левом конце в точках 0\ и 02. Для первого (левого)



Гог 2GJ,

V02 2GJ,

Рис. 5.8. Эпюра крутящих моментов и углов закручивания в вале 
при равномерном трении на среднем участке

участка Mzl = — М и, согласно (5.18), получим

Г M&z\ Mz\
<Pi= —— + <Poi=<Poi —

GJ„ GJ„

где фо1 — неизвестный пока угол поворота сечения = 0. 
Для второго участка Мл= —М+тг2 = — М+(ЗМ1а)г2

92 =
— М+(ЗМ/а)г2 Mz2 . T>Mz\

GJ„
dz2 + ф02 = фй2

——— +
GJp laGJp

где (р02 — угол поворота при г2 = 0, т. е. на границе участ
ков. Используя условие непрерывности перемещений 
<Ро2 = <Р1 (^1 = а), выразим ф02 через срои а именно:
</>02 = <Ро1 — Л/а/(С/р). Неизвестную величину ф01 найдем из
граничного условия на правом конце стержня ф2 (г2=а) =
= 0 или

Ма\ Ма ЪМа1 п (Рм~— — +Г-^Г = °»



откуда найдем ф01=Ма/(2С/Р) и, следовательно, «¡¡>02= 
= — Л/а/(2С/р). Эпюра углов закручивания, построенная 
по формулам для <р\ и ф2, показана на рис. 5.8, б.

Заметим: локальный экстремум функции <р (г) имеет 
место в сечении, где производная йср/йг = 0, что, согласно
(5.8), означает, что в этом сечении Мг=0. В нашем
примере при = а/3 \(р2\тлх=2Ма1(3011>).

Расчеты на жесткость. Вал машины, испытывающей 
чрезмерно большие углы закручивания, может отрицате
льно влиять на режим ее работы, в частности могут 
возникнуть нежелательные крутильные колебания. По
этому помимо условий прочности должны соблюдаться 
и условия жесткости, которые обычно формулируются 
в отношении погонного угла закручивания в в виде

(5.20)ар

где 0расч — задаваемая техническими условиями величина 
в.

Из двух диаметров вала, полученных из условия про
чности (5.16) и из условия жесткости (5.20), принимается 
большее значение.

Пример 5.1. Полый стальной вал ¿/=0,71) передает от турбины 
к генератору мощность N=1,0 МВт при номинальной частоте враще
ния и=600 об/мин. Найти размеры сечения вала, если [т] = 100 МПа 

х 10 * рад/м. По формуле (5.17) находим

N 106

Л/г=9,55-=9,55 — = 1,59 10-* Н м=15,9 кН м. 
п 600

Момент сопротивления сечения (5.14) И^ = (1/16)я2)э (1 — 0,7*) =
=0,147/)3. Из условия прочности вала (5.16)

Мс 15,9 103 
Тщал = ~ = Г ^ 100 ' 10€

ГГ. 0,1470

Мг 15,9 103

:<510-
Ыр 80 ■ 10е 0,294 •£>* 

найдем 02=*у/б,16-10-4 =0,16 м.
Для того чтобы соблюдались оба условия, принимаем больший 

размер 2?= 160 мм, соответственно </=0.7,£)«110 мм.

Турбина

найдем £>| = 1 »08 ■ 10-3=0,1 м. Полярный момент инерции, опреде
ляемый по формуле =(1 /32) я£>4[1 -(<///))*], при ¿¡0=0,1 будет 
/¿,=0,294.0*. Для (7=80 ГПа из условия жесткости (5.20)

Гтоапор



§ 5.4. Статически неопределимые задачи 
при кручении

Как известно, задачу, в которой для определения 
сжорных реакций и внутренних усилий требуется кроме 
Сравнений равновесия привлекать условия деформации, 
/ называют статически неопределимой (см. выше § 3.4). 
Рассмотрим специфику решения таких задач при круче-

I НИИ.
Пусть требуется построить эпюры крутящих момен

тов, углов закручивания и вычислить максимальное каса
тельное напряжение в стержне, имеющем ступенчатое 
изменение сечения и неподвижное закрепление (заделку) 
двух торцевых сечений (рис. 5.9, а). Имеем только одно 
уравнение равновесия

1т: = З М — М Л  - М  в =  0, ‘

которого недостаточно для определения двух неизвест
ных опорных моментов.

Для обеспечения равновесия вала достаточно иметь 
одну заделку, поэтому задача статически неопределима. 
Составим недостающее условие деформаций, отбросив 
одну заделку (например, правую) и потребовав, чтобы 
в этой новой статически определимой расчетной схеме 
соблюдалось условие отсутствия угла закручивания у от
брошенной заделки (рв=0 (рис. 5.9, б). Для составления

г )

0,1 М
© -2,1 М

/ /
©

)  /
0,9 М а  0,8 М а

к
0,50 М а 

йз?1

.. 2

Рис. 5.9. Определение крутящих моментов и углов закручивания 
в статически неопределимом вале



выражения <рв применим принцип суперпозиции (незави
симости действия сил). С использованием формулы (5.19) 
составляем выражение для срв в виде

Ма М1а (М1а Ма\ (мв2а Мв2а\ Л<Рв=-- +----- + ------ +-----  - =0,
GJpl GJp\ \GJp  i GJpl) \GJp  i GJp2J

где содержимое каждой из скобок представляет собой 
угол срв, вызванный закручиванием участка вала от левой
заделки до места приложения соответствующего момен
та. Так как Jp2/Jpl = (D/d)4' = (llO,l)4'üi4, то уравнение
ц>в—0 получает следующий вид:

21 Ма 5Мва_^

4 GJpi 2GJpl~  ’

откуда Мв=2,1 М. Момент Мл найдем из уравнения
равновесия, а именно Мл = ЪМ—2,\М— 0,9Л/. Далее
в принятой расчетной схеме отнесем найденный опорный 
момент к внешней нагрузке и построим для нее обыч
ными методами эпюры Mzu <р (z), показанные на рис. 5.9,
в, г. Углы (рс, q>D и (рЕ получаем как алгебраическую
сумму углов закручивания на участках вала, расположен
ных слева от соответствующего сечения, например 
(Рс=0,9Mal(GJply, <pD = (Pc+[—0,lMal(GJpi)] = 0,ZMa/(GJpl)
и т. д.

Указать сечение, в котором т=тт1Х, сразу не представ
ляется возможным, так как сечение в том месте, где 
действует имеет больший диаметр. Поэтому вы
числим т в крайних точках сечения на первом и четвертом 
участках:

M lX  0.9А/16 М МгА  2.1А/16 М
Т)=—=---------— = 4,58 —; т4=—=------------- = 3,74—.

W„ 1 nd3 d3 W„ 4 n (djQ,T) d3

Следовательно, тт„=Т|=4,58M/rf3.
Если статически неопределимый стержень, работа

ющий на кручение, имеет более сложную нагрузку или 
переменное сечение GJP=GJP (z), то при составлении до
полнительного условия деформации стержня типа (рв=0
надо использовать процедуру определения углов закручи
вания путем интегрирования по выражению (5.18).

§ 5.5. Кручение в упругопластнческой стадии
До сих пор предполагалось, что материал скручива

емого стержня деформируется линейно-упруго в соответ
ствии с законом Гука. Заменим реальную криволинейную 
диаграмму сдвига условной — диаграммой Прандтля



при сдвиге, ъ е. будем считать, что при т<тт (предел % ш эксперимента

текучести при сдвиге) справедлив закон Гука и материал 
деформируется линейно-упруго. При напряжениях т=тт

возникают пластические деформации сдвига, значения 
которых неограниченны, а напряжения остаются посто
янными и равными тт.

С использованием указанного упрощения выясним, Диаграмма Пран- 
вдк будет видоизменяться эпюра касательных напряже- дТЛЯ „„„ сдвиге 
ний в сечении при постепенном возрастании крутящего о ^ 
момента Мж. 1 ’

В упругой стадии напряжения т распределены вдоль 
диаметра вала по линейному закону. При возрастании 
момента М1 пропорционально возрастают и все напряже
ния. Конец этой стадии определяет равенство

_Мт_
Тщи “ Ту,ТУ,
когда в точках на периферии сечения впервые появляется 
текучесть (рис. 5.10, а). Соответствующий крутящий мо
мент обозначим Мт. Из этого равенства получим

Мт=тт^=тт—. (5.21)

При дальнейшем возрастании момента пластическая 
зона будет все больше проникать в глубь вала (рис. 5.10, 
б), а все сечение разделится на две зоны: упругре ядро, где 
т<тт с радиусом гт, и пластическую кольцевую зону
гт ^ р ^ Л, где т = тт. Соответственно суммарный крутящий
момент представим как сумму:
Мг=Мг1+Ма, (5.22)

\

где момент упругого ядра
яг3 '

Л/21 = ттут (5.23)

найден по формуле (5.21) (К заменено на гт), а момент 
пластической кольцевой зоны



См. § 5.2

R Я 2
A/z2= J xTdAp=¡xT2npdpp=-nxT (R3—rl), (5.24)

при вычислении которого элементарная площадь 6А при
нята в виде тонкого кольца йА=2прйр.

Момент упругого ядра Мл связан с его погонным
углом закручивания в (являющимся общим для упругого 
ядра и пластической зоны вследствие того, что в упругоп
ластической стадии, как и в упругой, по-прежнему справе
длива гипотеза плоских жестких сечений) соотношением 
(5.8):

9=—=———. (5.25)
<?/„ С (»¡/32) V ^

Из (5.23) и (5.25) найдем радиус гт=тт/(0(7) и, подстав
ляя его в выражения (5.23), (5.24) и (5.22), получим соот
ношение в упругопластической стадии между суммарным 
моментом Мг и погонным углом закручивания в в виде

. .г  2 „з  1Mz—~ nxrR —пт, 
3 6 fej (5.26)

График зависимости (5.26) при М2>МТ изображен на 
рис. 5.11. Для М. < Мт справедлив закон Гука и соответст
вующая часть графика представляет прямую линию. Как 
видим, в пределе при в-* со, гт-»0 пластическая зона
стремится охватить все сечение (рис. 5.10, в) и внутренний 
момент стремится к своему предельному значению:

•Л^пред — ~ ЯТт R' (5.27)

Рис. 5.11. Зависимость между относительным углом закручивания 
и крутящим моментом в упругопластической стадии



Состояние стержня, когда во всех точках его попереч
ного сечения возникают пластические деформации, назы
вают пластическим шарниром. Стержень превращается 
как бы в пластический механизм, в котором углы закручи
вания неограниченно растут при постоянном моменте

Соотношение /?=А/пред/Мт=4/3= 1,33 показывает, что
от момента первого появления пластических деформаций 
в наиболее напряженных точках вала до полного исчер
пывания несущей способности крутящий момент должен 
возрасти в 1,33 раза. Другими словами, /? выражает ре
зерв несущей способности стержня за счет упругопласти
ческих свойств материала.

§ 5.6. Потенциальная энергия деформации 
при кручении

Внешние силы, создающие упругую деформацию 
стержня, совершают некоторую работу, которая накап
ливается в объеме материала стержня в виде потенциаль
ной энергии деформации. В дальнейшем нам потребуют
ся формулы, позволяющие вычислить эту энергию при 
кручении. Их можно было бы получить с помощью об
щих выражений (5.4) и (5.5). Но мы поступим более 
просто.

Представим себе отрезок вала длиной Аг, получивший 
угол закручивания й<р от момента Мг. Момент упруго
возрастает пропорционально углу <1 <р. Поэтому работа 
этого момента, равная площади графика, с\А =
— (\12)Мгй(р. Энергия, накопленная в элементе стержня,
<Ш=сЫ, или с учетом (5.8)

Интегрируя (5.28) и (5.29) по длине стержня /, получим из 
(5.28) выражение для энергии деформации, выраженное 
через крутящие моменты Мх:

<Ш—-Мг<1(р=- — 6г.2 ^ 2 0],
Если здесь заменить Л/г= 01 р (Аср/йг), то

(5.28)

(5.29)

(5.30)

а из (5.29) — через углы закручивания:



(5.31)

Оба эти выражения используются в расчетах. Приведем 
пример применения формулы (5.30).

Пусть требуется найти опускание X точки приложения 
силы передаваемой через абсолютно жесткий рычаг на 
упругий ступенчатый вал (рис. 5.12). Составим равенство 
работы силы Р на перемещении Я энергии деформации 
вала:

§ 5.7. Расчет цилиндрических пружин 
с малым шагом витка

Рассмотрим пружину, растягиваемую силой £ (рис.
5.13, а). Покажем, что пруток, из которого свита цилинд
рическая пружина, при малом угле наклона витков рабо
тает главным образом на кручение. Для этого отсечем 
часть пружины сечением, проведенным через ее ось (рис.
5.13, б). Из условий равновесия оставшейся части пружи
ны находим, что в осевом сечении прутка должны воз
никать сила О=Р и момент М1=РК. Если пренебречь
углом наклона оси витка а, положив а=0, то указанное 
сечение витка можно считать нормальным к оси витка. 
Тогда Q будет поперечной силой, вызывающей дефор
мацию среза, а Мг — крутящим моментом в сечении

прутка. Оценим значение вызываемых ими напряжений:

о
Отсюда найдем



Рис. 5.13. При растяжении пружины в поперечных сечениях ее прут
ка возникают крутящий момент и поперечная сила

Рис. 5.14. Касательные напряжения в сечении прутка пружины от 
кручения и среза

от крутящего момента (рис. 5.14, а)
Мг РЛ 2гаТ] = — = — — = — ( 5 . 3 2 )  

яг3/2 яг3

где Я — радиус навивки пружины; г — радиус сечения 
прутка;

от среза (рис. 5.14, б)
О рт2=^=—. (5.33)
А яг2

Наибольшие напряжения возникают во внутренних точ
ках витков, где напряжения т( и т2 совпадают по направ
лению и суммируются (точка К на рисунках):

2РК
тт„=тл:=т1 + т2=— (1 + 0), (5.34)пг*
где р = г{(2К). Так, например, если Л=10г, то 0=0,05 
и основную роль в деформации пружины будет играть



деформация кручения. Во многих случаях полагают /? = 0 
и расчетное напряжение в пружине определяют только по 
формуле (5.32) от кручения.

Важной характеристикой упругих свойств пружины 
является жесткость пружины с — так называется сила 
Р, которая вызывает удлинение пружины Х= 1. Для полу
чения соотношения Р и X применим энергетический ме
тод. Приравняем работу силы Р энергии деформации 
кручения прутка пружины (энергией деформации среза 
пренебрегаем):

-РХ= C4p=- f^f= 
2 2  J  GJP

(FRfl 

2G (лг4/2)’ (5.35)

где / — длина прутка пружины, равная длине одного 
витка 2пЯ, умноженной на число витков п в пружине, т. е. 
1=2пЛп. Подставляя / в формулу (5.35), после сокраще
ний окончательно получим

Сг4 1 ’
Полагая в (5.36) X— 1, найдем жесткость пружины с=Р:

вг*с=
4 R3n (5.37)

Пример 5.2. Для стальной пружины с параметрами Л=6 см, 
/•=0,5 см, п = 12 витков определить жесткость с, осадку и напряжение от 
силы /'=0,25 кН.

Решение. По формуле (5.37) получим жесткость пружины:
Сг4 80 10в0,5410-в

с=—- =---------- ------- ------- = 4,85 кН/м.
4Я п 4 бэ 10_6 12

От силы осадка равна Л.=.Р/с =*0,25 ■ 103/(4,85 • 103) =0,0515 м= 
= 5,15 см. Напряжение по формуле (5.34) будет

2РЛ 2 0,25 ■ 103 6 10‘2 / 0,5\
Ттах»—Г (1 +Р)=------- :-----— 1 +— =79>4 МПа-

пгъ 3,14 ■ 0,53 10-« V 12/

§ 5.8. Практические расчеты соединений, 
работающих на сдвиг

Здесь приводятся основные сведения о расчетах закле
почных, болтовых и сварных соединений, широко исполь
зуемых в инженерной практике. Их действительная рабо
та сложна и лишь приближенно может быть охарактери
зована как работа на сдвиг. Однако эти расчеты очень 
просты и достаточно надежны, так как используемые 
в этих расчетах расчетные сопротивления назначаются на 
основании опытных данных. Это косвенно позволяет 
учесть в определенной мере действительную работу этих 
соединений.



Заклепочные соединения. На рис. 5.15 показана работа 
одиночной заклепки, соединяющей три листа и называ
емой двухсрезной. Одним из видов разрушения является 
срез заклепки по сечениям т—п и т1—щ с площадью
среза Лер=2 (пе12/4). В момент текучести приближенно
можно считать, что касательные напряжения в этих сече
ниях распределены равномерно. Обозначая расчетное со
противление заклепки на срез получим расчетную
силу на одну заклепку по срезу в виде

Для пакета листов в общем случае А^—п^ (яе?2/4), где 
лср — число срезов заклепки.

Помимо среза при относительно тонких листах воз
можно нарушение соединения вследствие смятия листов 
или заклепки по поверхности их контакта. Фактическое 
распределение контактных напряжений весьма сложно 
(рис. 5.15, б). Поэтому вычисляются условные напряже
ния смятия, отнесенные к площади Ам, являющейся про
екцией фактической криволинейной площади на плос
кость диаметрального сечения заклепки. Из условия про
чности

где Дд, — расчетное ерпротивление на смятие, определя-

(5.38)

Условная площадь 
снятия



емое экспериментально* найдем расчетную силу для за
клепки по смятию:

тЛЛ (5.39)

В общем случае Лж = ¿¿Е8, где ^ — диаметр заклепки; 
2<5 — наименьшая суммарная толщина листов, сминае
мых в одном направлении. Например, на рис. 5.15, а это 
будет меньшая из площадей АХа1=М\ и АЪм-=с1281. Есте
ственно, что из двух сил, найденных по срезу и смятию, 
фактической расчетной силой для заклепки является
меньшая из них.

Расчет заклепочного соединения обычно состоит 
в определении необходимого числа заклепок п при дейст
вии на соединение заданного расчетного усилия N. В уп
ругой стадии это усилие неравномерно распределяется 
между заклепками. Однако в предельном состоянии бла
годаря деформациям текучести усилия в заклепках выра
вниваются. Поэтому сделаем допущение: сила N распре
деляется между всеми заклепками поровну. Тогда

• < , (5.40)

где — наименьшая из двух расчетных сил, найденных
для одной заклепки по срезу (5.38) и по смятию (5.39).
Болтовые соединения. Обычные болты типа показан

ного на рис. 5.15, б рассчитываются, так же как и заклеп
ки, на срез и на смятие по соответствующим формулам. 
Особенность представляет расчет высокопрочных бол
тов, применяемых во фрикционных соединениях, где бла
годаря нормируемому натяжению болта, достигаемому 
путем завинчивания гайки динамометрическим ключом, 
создается сжатие пакета листов силой Рб (рис. 5.16). При

воздействии на соединение силы ЛГ6 она воспринимается
силами трения, возникающими на поверхностях контакта 
обжимаемых листов.

Рис. 5.16. Высокопрочный болт, обжимающий пакет листов с силой 
/*6, передает усилия N за счет сил трения



Расчетная сила, которую способен воспринять болт по 
трению, будет
Ы^п^Рфп, ч (5.41)

где/ — коэффициент трения; — число плоскостей тре
ния (то же, что число плоскостей среза у заклепки); 
т — коэффициент условий работы (0,8...0,9). Коэффици
ент трения зависит от вида обработки трущихся поверх
ностей листов. Так, для обычной малоуглеродистой ста
ли при очистке соединяемых поверхностей пескоструй
ным аппаратом /=0,45; металлическими щетками 
/=0,35; без очистки поверхностей /=0,25. Напряжения 
натяжения болта составляют 0,5...0,6 предела прочности 
высокопрочной стали, из которой он изготовляется. Чис
ло болтов определяется по формуле (5.40) с заменой 
N1^I на Лб.

Сварные соединения. Рассмотрим принцип расчета 
сварного соединения на примере соединения двух листов 
угловыми швами (рис. 5.17, а). Сварные соединения не 
дают ослабления элементов, менее трудоемки, чем дру
гие виды соединений, и потому более экономичны.

Разрушение швов в рассматриваемом соединении про
исходит от среза по наименьшей возможной площади 
среза, расположенной в биссекторной плоскости угла, где 
наплавляется шов (рис. 5.17, б). При этом площадь среза 
на два шва будет Лср=2/йш/?, где /? — коэффициент
формы углового шва. Он зависит от вида сварки: для 
однопроходной автоматической /?= 1; однопроходной по
луавтоматической и ручной /?=0,8; многопроходной ав
то- и полуавтоматической /?=0,7; кщ — высота катета
углового шва.

Предполагая равномерное распределение касательных 
напряжений по площади среза шва, условие прочности 
запишем в виде

(5.42)



где Д,, — расчетное сопротивление материала углового
сварного шва на срез; / — расчетная длина шва, которая 
берется на 10 мм меньше фактической из-за возможного 
ухудшения качества сварки по концам шва. Чтобы не 
допускать чрезмерной неравномерности распределения 
напряжений по длине шва, ставится ограничение на его 
длину /<60Аш. По формуле (5.42), задавщись каким-либо
одним размером шва, например Ац,, можно найти другой
размер — длину шва /.

Вопросы для самоконтроля к главе 5
5.1. Что такое чистый сдвиг?
5.2. Как записывается закон Гука при сдви

ге? Какие константы упругости вы знаете для 
изотропного материала и как они взаимосвяза
ны?

5.3. В чем состоит закон парности каса
тельных напряжений?

5А Из каких гипотез о кручении следует 
линейный закон распределения касательных на
пряжений в круглом поперечном сечении?

5.5. Что такое момент сопротивления сече
ния при кручении? В чем состоит условие про
чности?

5.6. Как в общем случае определяются уг
лы закручивания? В чем состоит упрощение

этой задачи в случае ступенчато-постоянных 
жесткости стержня и крутящем моменте?

5.7. Как найти диаметр сечения вала, удов
летворяющего условиям прочности и жестко
сти?

5.8. Для чего требуется уметь определять 
углы закручивания при решении статически не
определимых задач?

5.9. Что такое пластический шарнир при 
кручении?

5.10. Какой основной вид деформации ис
пытывает пруток, из которого свита пружина, 
при ее растяжении? Что такое жесткость пру
жины?

Задачи к главе 5
5.1. Какое сечение повернется на наиболь

ший угол «Рщ», и чему этот угол равен?

/77= COnSt

Рис. к задаче 5.1

3.2. Что опаснее из соображений прочно
сти: действие двух моментов М в одном и том 
же (1) или в противоположных (2) направлени
ях? Найдите отношение при про
чих равных условиях.

М м

53. Деревянный брус, продольные волок
на которого параллельны оси г, испытывает 
кручение. Расчетное сопротивление на срез по
перек волокон Я _= Ю МПа, а вдоль волокон 
*„=«2 МПа. Нааги М^.

5.4. Две пружины, свитые из одинакового 
прутка с сечением радиуса г, имеют радиусы 
навивки Л| иЯ2<Л,. Число витков одинаково.
В какой пружине и во сколько раз возникнут 
большие напряжения от их одинаковой осадки?



м м

I .I
I

5.5. Наблюдение показывает, что стрелка, 
жестко связанная с поперечным сечением прут
ка пружины, при растяжении перемещается по
ступательно без поворота вокруг осевой линии 
прутка. Объясните, почему углы закручивания 
равны нулю, в то время как пруток работает на 
кручение.

Рис. к задаче 5.4

а

Т
Рис. к задаче 5.5

Ответы к задачам главы 5

5.1. <Рта1=™/2/(86/р) при г=1/2. 5.2. Опаснее загружение 1, М1ра1Л/Л/2расч=0|5. 5.3. Л/раст =
=(я^3/16)Л' =3,14 кНм.5.4. Напряжения от кручения будут большими во внутренней пружине, 
Т21р/т)Ч, = Л^Л1. 5.5. Углы закручивания не равны нулю по отношению к оси витка в дефор

мированном состоянии.



ИЗГИБ. НОРМАЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ ,̂ 
В ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЯХ СТЕРЖНЯ

§ 6.1. Основные гипотезы. 
Расчетная модель стержня

Решим задачу определения нормальных напряжений 
аг в произвольной точке К поперечного сечения прямого

стержня в общем случае его нагружения (рис. 6.1). Наряду 
с напряжениями <т„ вообще говоря, в площадках’ парал
лельных оси стержня, развиваются также напряжения 
ах и ау. Однако опыт показывает, что на основной части

длины стержня эти напряжения, как правило, бывают 
значительно меньше напряжений аг. Поэтому в расчетной

модели стержня пренебрегаем влиянием напряжений 
сх и (Ту на деформацию элемента т. е. принимаем

в формуле обобщенного закона Гука для б,

о х = 0; О у = 0; ег=^. (6.1)

Если мысленно стержень расчленить на «продольные во
локна», то гипотеза (6.1) говорит о том, что в каждой 
точке стержня продольная деформация волокна развива
ется так же, как при одноосном растяжении—сжатии 
волокна и определяется лишь одним напряжением аг.
Допущение (6.1) называют гипотезой о ненадавливании 
продольных волокон:

бг

бл~0 л I
Рис. 6.1. Напряжения ах и ау пренебрежимо малы по сравнению с а1



волокна стержня, параллельные его оси, испытывают 
деформацию растяжения—сжатия в продольном направ
лении и не оказывают давления друг на друга в поперечном 
направлении.

Введем вторую важнейшую гипотезу о характере де
формирования модели стержня — гипотезу плоских сече
ний: будем считать, что каждое поперечное сечение 
стержня, плоское до деформации, остается плоским и но
рмальным к искривленной оси стержня после деформации.

Это положение позволяет рассматривать поперечное 
сечение стержня как бесконечно тонкое плоское тело 
(жесткая пластинка), имеющее в отношении перемещений 
конечное число степеней свободы. На рис. 6.2, а—в пока
заны три характерные перемещения сечения: продольное 
поступательное перемещение н>с и два поворота на углы
(рх и (ру. На основании этого рисунка выразим продольное

перемещение произвольной точки через м/с, (рх и ф,.
Перемещение ю будем считать положительным, если 

оно направлено в положительном наравлении оси г. Углы
срх и (ру положительны, если нормаль к сечению вместе
с сечением поворачивается по кратчайшему угловому пу
ти от оси г соответственно к осям у и х.

На рис. 6.2, г показана проекция сечения, повернутого 
на угол фх при взгляде на сечение вдоль оси х. Приняв

ввиду малости угла вт фх=фх, найдем, что произвольная
точка К, имеющая координату 7>0, получит отрицатель
ное перемещение (—фху), так как это перемещение проти
воположно оси г. Суммарное перемещение произвольной 
точки К будет следующим:
п=н>с-фху-фуХ. (6.2)

Выражение (6.2) математически выражает гипотезу 
плоских сечений. В нем и>с, фх и фу для каждого попереч
ного сечения величины постоянные, но они могут изме
няться в зависимости от координаты г, т. е. они являют
ся функциями г: \\>е=юс (г); фх=фх (г); ФУ=ФУ (г).

На рис. 6.3, а изображена модель стержня, иллюст
рирующая гипотезы (6.1) и (6.2). Она представляет набор

Гввотеза о иенада- 
вш продоль

ных волокон

Гипотеза плоских 
сечешй при изгибе

9>х>0

Ля 4 Нормаль 
к сечению (гРхУ>

Рис. 6.2. Три независимых перемещения плоского сечения и переме
щение произвольной точки К от поворота на угол <рх



Рис. 6.3. Модель стержня, иллюстрирующая гипотезу плоских сече
ний и гипотезу ненадавливання продольных волокон (условно изоб
раженных в виде упругих пружин)

<1н>

(см. § 3.1)

жестких пластинок — «поперечных сечений», пространст
во между которыми заполнено «продольными волокна
ми», условно изображенными в виде упругих пружин. 
Деформация растяжения—сжатия продольных волокон { 
в этой модели происходит за счет относительного пере
мещения и поворота соседних сечений, как это схемати
чески изображено на рис. 6.3, б.

Сформулированных гипотез достаточно для опреде
ления напряжений <тх.

§ 6.2. Вывод формулы для нормальных 
напряжений в поперечных сечениях

При выводе будем считать, что в рассматриваемом 
поперечном сечении предварительно определены и стали 
известны внутренние усилия: продольная сила N и изги
бающие моменты Мх и Му. Через них требуете« выразить
напряжение ах.

Пользуясь формулами (6.1) и (6.2), получим следу
ющее выражение:

Формула (6.4) показывает, что концы векторов о2 ле
жат в некоторой плоскости, определяемой тремя кон
стантами: Си С2 и С3 (рис. 6.4). Следовательно, в общем
случае напряжения аг в поперечном сечении изменяются 
по закону плоскости. Для определения С|, С2, Сэ потребу
ем, чтобы напряжения вг приводились к трем известным 
силовым факторам: N. Мх и Му. Для этого составляем
следующие три равенства, выражающие условия равнове
сия:

Обозначим для данного сечения постоянные

(6.3)

и перепишем выражение для аг в виде

о*—С] + С^у + Сух. (6.4)



Рис. 6.4. Напряжения в поперечном сечении распределены по 
закону плоскости

[о1&А=И‘, | (а2йА)у=Мх; $(огйА)х=Му.
л  л А

Подставив в эти выражения (6.4) и введя обозначения 
для определенных интегралов, образующих множители 
при С„ запишем эти равенства в виде системы трех
алгебраических уравнений относительно неизвестных 
С, (/=1, 2, 3):

См. ф-лы (1.8)

АС, -\-SxC2 -Ь ^у С}—Ыш,
С1 + У, Сг + Лу Сз=Мх, 

Бу С( +1Ху С\ + 1у Сз= Му,
(6.5)

где в качестве множителей при С/ оказались следующие ^см гд ^
геометрические характеристики поперечного сечения: 

площадь и статические моменты площади относите
льно осей х и у

А = $<1А; Бх = $у6А; 5у=|;ссЫ;
А Л  А

\

осевые и центробежный моменты инерции 

1х=\угАА\ Зу=\хгАА\ 1ху=\ху&А.
А  Л  А

При произвольном выборе осей х, у все указанные 
геометрические характеристики будут отличны от нуля 
и для определения С/ потребуется решить совместно си
стему уравнений (6.5). Чтобы упростить задачу, выберем 
оси х, у специальным образом так, чтобы
5^=0; 5^=0; /*,,=0. (6.6)

В этом случае система (6.5) распадается на три независи
мых уравнения, из которых найдем искомые постоянные:



;
Подставив их в (6.4), окончательно получим общую 
формулу для нормальных напряжений:

«Тре хчленная» 
формула для нор
мальных напряже
ний

плоскости изгиба У

Правило знаков 
для «трехчленной» 
формулы (6.8)

N Мх Му аг=—(-— у-\—- (6.8)

Введя условия 5,=0; 5^=0; 1Х1=0, мы резко упрости
ли определение С( и вычисление напряжений по формуле
(6.8). Но при этом формулой (6.8) можно пользоваться 
только для специальных осей, положение которых в сече
нии необходимо предварительно определить. Первые два 
условия говорят о том, что эти оси проходят через центр 
тяжести сечения, а последнее — что эти оси являются 
для сечения главными, как их называли в гл. 4.

Итак, при использовании формулы (6.8) в качестве осей 
координат х, у должны быть приняты главные централь
ные оси сечения. Плоскости х—г и у—г, содержащие ось 
стержня и одну из главных осей сечения, называются 
главными плоскостями изгиба стержня.

Напомним, что в частном, но часто встречающемся 
случае симметричного сечения специального определения 
главных осей не требуется, так как ось симметрии и пер
пендикулярная ей, проходящие через центр тяжести, явля
ются главными центральными осями сечения (рис. 6.1).

Сформулируем правило знаков для внутренних уси
лий N. Мх, Му, входящих в формулу (6.8):

растягивающая продольная сила N положительна; из
гибающие моменты Мх и Му также положительны, если
они в точке, принадлежащей первой четверти осей коор
динат (где х>0иу>0), вызывают растягивающие напря
жения.

Сравнив (6.3) и (6.7), получим важные вспомогатель
ные равенства

<1и'с N ¿<Рх М*. II

•II Му

51
N йг Ыу

которые используются для определения перемещений се
чений стержня при растяжении—сжатии и изгибе. В гл. 
3 произведение ЕА называлось жесткостью сечения при 
растяжении—сжатии. Аналогично, произведения Е1Х,
ЕЗУ называют жесткостью сечения при изгибе относите
льно соответствующей главной оси.

Учитывая, что с1г = с\з=рх&фх, последние два равенст
ва (6.9) можно записать в виде (при этом знак минус 
опускается)



_ 1 _А/Х _ Х  _му 
Рх EJX Ру EJy

(6.10)

Они дают количественную связь между изгибающими 
моментами и создаваемыми ими кривизнами элемента 
стержня авх= 1/рх и Ху= 1/р, в главных плоскостях изгиба.

Запишем, кроме того, важное соотношение между ра
диусом кривизны и относительным удлинением 
£г=Д с1л/с1л произвольного продольного волокна балки.
Так, для искривления в одной плоскости уг имеем 
¿у =.рхйд>х и АсЬ=^с1<рх, поэтому

У
Ez=-

Рх
(6.11)

Аналогично, для плоскости хг деформация будет е*=—, 
а при одновременном изгибе в двух плоскостях е* равно
сумме этих выражений.

Если в формуле (6.8) МХ=М,=0, то ог=ЩА. Этот
случай центрального растяжения—сжатия детально рас
смотрен в гл. 3. Далее рассмотрим некоторые другие 
частные случаи использования этой формулы.

§ 6.3. Плоский изгиб. Расчеты на прочность
Пусть во всех поперечных сечениях стержня N= 0; 

Му—0; Мхф0 и стержень изгибается в главной плоскости
yz. Изгиб стержня в одной из главных плоскостей называ
ют главным плоским изгибом или просто плоским изги
бом.

Рассмотрим более детально плоский изгиб участка 
стержня моментом Мх=const (рис. 6.5). Такой случай
нагружения называется чистым изгибом. Нормальные

сжатие

Рис. 6.5. Изгиб в главной плоскости уг. Сечения поворачиваются 
вокруг нулевых линий п—п

6 Зак. 879
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Формула нормаль
ных напряжений 
при изгибе в глав
ной плоскости

Схема решения Г.Галилея

Схема опытоЬ Дюгамепя

напряжения в соответствии с (6.8) определяются по фор
муле*

мх (6.12)

По высоте сечения имеем две зоны — растяжения 
и сжатия, их разделяет нейтральный слой, продольные 
волокна которого искривляются, но не меняют своей 
длины (а=0). Линия пересечения нейтрального слоя 
с плоскостью поперечного сечения rt-—п называется ней
тральной или нулевой линией. В данном случае она со
впадает с осью х, что прямо следует из (6.12), и, следова- { 
тельно, проходит через центр тяжести сенения С.

Наличие в балке нейтрального слоя, растяжения с вы
пуклой стороны и сжатия — с вогнутой кажется теперь 
достаточно очевидным фактом. Однако эти положения 
далеко не сразу вошли в научные представления о дефор
мации изгиба. Так, например, в 1638 г. было опубликова
но решение Г. Галилея задачи о несущей способности 
консольной балки. В нем принималось, что в заделке на 
всей высоте сечения действуют равномерно распределен
ные растягивающие усилия, а вращение в момент излома 
происходит относительно нижнего ребра сечения. На 
протяжении почти 200 лет в трудах таких ученых, как 
Мариотт, Яков Бернулли, Кулон и др., чередовались 
правильные и неправильные утверждения о положении 
нулевой точки и форме эпюры напряжений по высоте 
сечения. Важную роль в доказательстве наличия сжатой 
зоны сыграли опыты Дюгамеля (1767 г.) с деревянными 
балочками. Балочки имели с вогнутой стороны пропилы 
на половине высоты сечения, плотно заполненные встав
ленными дощечками. При наличии сжатия благодаря 
заполнению прорезей прочность балки не должна замет
но измениться за счет пропилов, что и подтвердили про
деланные опыты. Полное и правильное решение задачи 
о распределении нормальных напряжений в сечении бал
ки было изложено Навье в курсе «Сопротивление матери
алов» в 1826 г.

Остановимся кратко на условиях . применимости 
формулы (6.12). Если на поверхности балки (или ее моде
ли) перед изгибом нанести ортогональную сетку про
дольных и поперечных линий, то можно видеть, что на 
среднем участке, где балка испытывает чистый изгиб 
(Мх=const и Qy=0), поперечные линии остаются прямы
ми и ортогональными к продольным линиям сетки, что 
подтверждает принятую гипотезу плоских сечений (рис. 
6.6). На участке поперечного изгиба из-за влияния попе-

* Здесь и далее, если это не приводит к недоразумениям, нормаль
ное напряжение в поперечном сечении будем обозначать без индекса, 
полагая аг = о.
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Рис. 6.6. За счет действия поперечных сил сечения искривляются. 
При чистом изгибе сечения остаются плоскими

аI

^цшпп

Балка - стенка

Рис. 6.7. В балках с малым отношением //А, а также вблизи точек 
приложения сосредоточенных сил формула (6.12) не справедлива

речных сил сечения балки слегка искривляются (на рисун
ке это искривление сильно преувеличено). Поэтому при
менение гипотезы плоских сечений является приближен
ным.

Более точный анализ показывает, что отклонение фак
тической эпюры от линейной эпюры а, определяемой 
формулой (6.12), зависит от отношения длины и высоты 
балки l/h. На рис. 6.7, а, б дано сравнение эпюр а для двух 
балок, имеющих разное значение l/h. При малом отноше
нии l/h формула (6.12) неприменима. На рис. 6.7, б фак
тическая эпюра аг показана сплошной линией, а по фор
муле (6.12) — пунктирной линией. Обычно считается, что 
ею можно пользоваться с достаточной точностью при 
l/h «8... 10 (рис. 6.7, а). Но даже в балке с большим 
значением l/h она может давать заметную погрешность



в областях приложения сосредоточенных сил типа опор
ных реакций (на рис. 6.7, а эти области отмечены штри
ховкой). Здесь заметное влияние оказывает нарушение 
и гипотезы плоских сечений, и гипотезы о ненадавлива- 
нии продольных волокон.

Расчеты на прочность. Наибольшее нормальное на
пряжение при плоском изгибе возникает в точке, наибо
лее удаленной от нулевой линии (у=у____ ). Условие про
чности по нормальным напряжениям записывается в виде

мх мх „

1=—Л К (6.13)

где

Ц!

Угтиг?

к=—
Утях

(6.14)

— геометрическая характеристика сечения, называемая 
моментом сопротивления сечения при изгибе (м3). Напри
мер, для прямоугольного сечения

IV,
Ьк*{ 12

'~т"
Ьк1 
б '

К

Для круглого сплошного и полого сечений
_1Ф*164_ж1>* я(Д4-</*) 1Ф1

~ ~ 32
Wx г('-0Л/2 32 64 (.0/2) 32

Часто принимают Жя«0,12)3 [1 — (<//2))4]. В случае тонко
стенного трубчатого сечения с толщиной стенки 5 «2) 

яД3<5/8 п028
Гх= 2>/2

Для прокатных профилей (двутавр, швеллер, уголок 
и др.) в таблицах сортамента приводятся моменты со
противления 1¥х и 1¥у как геометрические характеристики
сечений. Для сечений более сложной формы ТУ,, вычисля
ется по формуле (6.14).

Пример 6.1. Шарнирно опертая балка перекрытия с пролетом 
/—6 м изготовляется из прокатного двутавра (рис. 6.8). Подобрать его 
сечение, если расчетная равномерно распределенная нагрузка 
9—24 кН/м, а расчетное сопротивление стали А—240 МПа.

Решение. Наибольший изгибающий момент в середине пролета 
Поэтому условие прочности по нормальным напряжени

ям в этом сечении (для крайних точек сечения) будет
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Рис. 6.8. К примеру 6.1

1-1

Мг Я12
<л.8 Ж,

Отсюда найдем требуемый момент сопротивления сечения: 
д12 24 1036*

Гх>—=
8Л 8-240 106

-4,5-КГ4 м3-450 см3.

Из таблицы сортамента находим двутавр № 30, для которого 
^=472 см3. Оценим его прочность:

Ч12 24 103-6*
*ти=----------------------- --227 МПа<Л-240 (на 5,4%).

Шх 8 4,72-10"4

Ближайшее меньшее сечение двутавра № 27а имеет 1¥х—401 см3 и дает 
перенапряжение <г1МХ=265 МПа > Л-240 на 10,5%. Поэтому останав
ливаемся на двутавре № 30.

§ 6.4. Балки рационального сечения

При заданном расчетном изгибающем моменте 
Мт„ и расчетном сопротивлении материала Л из усло
вия прочности (6.13) можно найти требуемый момент 
сопротивления сечения:

В зависимости от выбранной формы сечения требу
емый момент сопротивления можно получить при раз
личной площади сечения А и, следовательно, различном 
расходе материала на балку. Поэтому возникает вопрос 
о рациональной форме сечения, при которой площадь 
была бы по возможности наименьшей.

Для прямоугольника №х=Ьк216, А=Ьк и отношение
ЦГ

Х1А = И16. Отсюда найдем требуемую площадь:
А — 6 (IVх!И). Для других форм сечений аналогично полу-
ЧИМ •• ■



где /? — коэффициент, полученный указанным путем 
и приведенный в табл. 6.1. По данным сортамента, для 
прокатного двутавра /?«3, полученное как среднее для 
различных номеров. Наименьшая площадь Ат^=2 (ЙРуА)

требуется для идеального двутавра, у которого площадь 
стенки стремится к нулю, а вся площадь сосредоточена 
в полках, на уровне, где действуют напряжения о-т„.

Таблица 6.1
Требуемые площади сечении при заданном значении -

■ Табл. 6.1 показывает, что при изгибе сечение тем рациона-
Ра и о и а л ь а льнее с точки зрения расхода материала, чем оно ближе 
форма сечения при к Ф°Рме идеального двутавра, т. е. чем большая часть 
изгибе сечения удалена от нейтральной оси и находится в об

ласти действия наибольших напряжений а.
Для данной формы сечения из (6.15) следует, что 

теоретический расход материала будет тем меньше, чем 
больше А, т. е. чем выше сечение балки. Однако, как 
правило, высота балки ограничивается многими допол
нительными условиями проектирования и в табл. 6.1 
принята одинаковой для всех форм сечений.

Добиться снижения веса балки можно также путем 
изменения размеров сечения по ее длине в соответствии 
с эпюрой изгибающих моментов, увеличивая сечение там, 
где моменты больше, и наоборот. На рис. 6.9, а показана 
балка со ступенчатым изменением толщины полок двута
вра, достигаемого путем наваривания или приклепыва
ния дополнительных горизонтальных листов. На рис. 6.9, 
б криволинейная эпюра — это расчетные моменты от 
нагрузки, а ступенчатая — эпюра моментов МХ=\УХ]1, 
которые может воспринять балка ступенчатого сечения 
(эпюра материала). Увеличивая число ступенек, в пределе 
придем к балке, для которой в каждом сечении соблюда
ется условие



Рис. 6.9. Применение балок со ступенчатым изменением сечения 
экономит расход материала

Мх(г) „

СТтжх=-----= Л = СОПв1. (6.16)

Такая балка называется балкой равного сопротивления. 
В большинстве случаев закон изменения сечения балки 
равного сопротивления имеет лишь теоретическое значе
ние. Однако он служит той идеальной моделью, на кото
рую в случае необходимости может ориентироваться ин
женер при реальном конструировании.

Балка равного со
противления

Пример 6.2. Консольная балка постоянной высоты А имеет прямо
угольное сечение, ширина которого Ь (рис. 6.10, а, б). Найти закон 
изменения ширины сечения Ь=Ь (г), чтобы от загружены сосредоточен
ной силой на конце консоли она представляла собой балку равного 
сопротивления. Расчетное сопротивление Л дано.

Рис. 6.10. К примеру 6.2. Листовая рессора — пример балки равно
го сопротивления

Решение. Изгибающий момент в произвольном сечении 
\МД~Р (!—г). Условие прочности (6.16) будет

/•(/-г) /=•(/-г) 6

ЬИ2
=л.

Отсюда имеем



где ¿о=6/7/(А2Л) — ширина сечения в заделке. Как видим, ширина
должна изменяться по линейному закону (рис. 6.10, а). Если треуголь
ную пластину разрезать продольными сечениями на части и сложить их 
в пакет, обхваченный хомутами, то получим листовую рессору, об
ладающую высокой гибкостью при соблюдении прочности по нормаль
ным напряжениям во всех поперечных сечениях (рис. 6.10, б). В месте 
приложения силы ^ из конструктивных соображений ширину полосы 
оставляют постоянной (пунктир на рисунке).

§ 6.5. Косой изгиб
Предположим, что стержень нагружен так, что сум

марный изгибающий момент Мя в сечении действует
в плоскости, не совпадающей ни с одной из главных 
плоскостей (рис. 6.11, а), а продольная сила N=0. Такой 
случай называют косым изгибом.

Момент Мя представим в виде вектора, перпендику
лярного плоскости нагружения Р—Р, в которой действует 
этот момент. Разложив его на составляющие, найдем
МХ=МЛ сова; Му=—Млъ та. (6.17)

Связь между направлением момента и его вектором мож
но установить по известному из теоретической механики 
правилу. В данном случае изгибающий момент М, будет
направлен так, что он сжимает точки сечения в первой 
четверти осей координат (где х>0; у> 0), поэтому он 
принят со знаком минус. В соответствии с общей форму
лой (6.8) при N=0 напряжения будут определяться равен
ством

(6.18)
'Ч-;- • •••'*,.... • >.

•:’т .<• й :. . .

Координаты точек нулевой линии п—п обозначим 
х„ и у„. Из условия <7=0 получим уравнение этой линии

мх Муа=— уЛ—- х.

Рис. 6.11. Косой изгиб. Плоскость кривизны не совпадает с плоско
стью нагружения /У



при косом изгибе' 
м* Щ 
-ГУ.+-Г *«=°-

М, м.
о к—— Ук-\—— х^Л. (6.21)

мх му „ 
жх ж,

(6.19)

Она проходит через начало координат, а ее наклон 
к оси х определяется тангенсом угла /? (рис. 6.11, б), для 
которого из (6.19) с учетом (6.17) получим выражение

№/>-7—57=7 Ч«- (6.20)
*Я мх*у *у

При 1ХФ1, угол рфа, т. е. в отличие от изгиба в главной
плоскости (см. § 6.3) при косом изгибе нулевая линия не 
перпендикулярна плоскости действия момента Мш. Плос
кость кривизны, будучи ортогональной к п—п, не совпада
ет с плоскостью действия момента Мя и будет рас
положена «косо» по отношению к этой плоскости (под 
углом р—а). Это обстоятельство и объясняет наимено
вание деформации «косой изгиб».

Если консольную балку с высоким прямоугольным 
сечением (И»Ь) нагрузить на конце наклонной силой Р, то 
можно видеть, что перемещения сечений (прогибы) будут 
происходить не в направлении действия силы Р, а косо по 
отношению к силе Р, что является следствием косого 
изгиба.

Интересно отметить, что для сечении, у которых 
Л=/,, для любой плоскости наклона момента Мж по
(6.20) имеем /?=ос и искривление происходит в плоскости 
действия момента. Такими сечениями, например, являют
ся круг, квадрат, равносторонний треугольник, составные 
сечения при Л=I,. В подобных случаях любая централь
ная ось является главной и изгиб от любой наклонной 
силы (при произвольном угле а) превращается в главный 
плоский изгиб.

Вернемся к общему случаю косого изгиба (рис. 6.11, 
а). Эпюру а в сечении удобно изобразить на оси, перпен
дикулярной линий п—п (рис. 6.11, о). Самой напряженной 
будет точка сечения, наиболее удаленная от п—п (точка 
К или Кх). Для нее и составляется условие прочности:

\Му

N к

У
Вектор момента направляется 
тан, что при Взгляде на мо
мент навстречу его вектора. 
Видам момент Вращающим 
против хода часовой стрелни

У У

X

Если очертание сечения таково, что опасная точка 
К имеет координаты хк=хтшх и Уг= Ут.. (например, швел
лер), то, учитывая, что Л/З'т« = и 1,1 хт= условие
(6.21) можно выразить через моменты сопротивления 
сечения:

(6.22)



Косой изгиб может быть весьма опасен с точки зрения 
значения напряжений и прогибов, особенно для сечений 
с резко различными моментами инерции ]х и ]у (для
узких и высоких сечений).

Првмер 6.3. Балка мостового грана имеет сечение в виде прокат
ного двутавра № 60 с геометрическими характеристиками 
-2510 см3 «2^-10“* м*; 181 см*—0,181' 10-* м*. Найти на
ибольшие напряжения а при торможении крана, вследствие которого 
хруз (г отклоняется от вертикали на угол а (рис. 6.12).

Рис. 6.12. К примеру 6.3. Косой изгиб балки крана при торможении 

Дано: /—6 м, С—150 кН, tga—0,1.
Решение. При торможении на балку действуют вертикальная сила 

¿^—(7 и горизонтальная (ряс. 6.12, а). Они вызывают изгиба
ющие моменты Мх и Му, эпюры которых показаны на рис. 6.12, б, 
а воздействие моментов МХ~Р^\4 и Л/,—/у/4 на среднее сечение балки
изображено на рис. 6.12, в. Наибольшее растягивающее напряжение 
возникает в точке К, численно равное ему сжимающее — в точке К\.
Для точки К имеем

Мх Му <?/ 150* 10* 6 150 10*-6 0,1
(ГК~1ГХ

+1ГУ~41ГХ
+41Г,Ш'2,5110-3+ 0,18110-*

=(90 + 65)-10‘ Па.



При косом изгибе напряжение а___-<Тг=155 МПа. При вертикальном
грузе о*=А/*/И'’*=90 МПа, т. е. за счет косого изгиба напряжения 
возросли в (155/90)=1,72 раза.

§ 6.6. Общий случай. Внецентренное 
растяжение—сжатие

В общем случае, когда N¥=0, МХФ0 и МУФ0, напряже
ние а в произвольной точке определяется по формуле 
(6.8):

N М, Мус=-+— у+— X.
А /у

Как и в случае косого изгиба, для наглядного и простого 
изображения эпюры а удобно построить нулевую линию 
п—и, уравнение которой имеет вид

N Мх Му 
-+-ГЛ+-Г *-=0-А 7,

(6.23) Уравнение нулевой 
линии в общем 
случае

Отрезки, отсекаемые линией п—п на осях координат 
Хо и у0 (рис. 6.13), будут

ЛГЛ
*о= ; у0=Му А МХА

(6.24)

•//■

1.7

Рис. 6.13. Общий случай нагружения сечения

Часто отрезки х^ в уо очень малы и по ним трудно
правильно изобразить линию п—п. Тогда ее надо строить 
по двум произвольным точкам, задаваясь, Например, 
произвольной координатой хп и определяя из уравнения



Пример 6.4. Колонна промышленного здания, рассматриваемая 
в примере 6.3, нагружена равнодействующей вертикальных сил Рс=
—600 кН и горизонтальной тормозной силой от крана ^=4 кН. Найти
наибольшие сжимающие и растягивающие напряжения а (рис. 6.14, а).

Рис. 6.14. К примеру 6.4. Нормальные напряжения в сечении колон
ны в общем случае нагружения

Решение. В произвольном поперечном сечении колонны возника
ют внутренние усилия:
#=-^=-600 кН; Мх~Ру(1-г)~4 (/-г); 600 0,06 =
=36 кН'м.
Эпюры этих усилий показаны на рис. 6.14, б. Опасным сечением являет
ся сечение у заделки, а действующие в нем усилия показаны на рис. 6.14, 
в. Моменты Мх = — 12 кН‘м и — —36 кН'м приняты'со знаком
минус, поскольку они сжимают точки сечения колонны в первой четвер
ти осей координат х, у. Геометрические характеристики сечения:

0,4 0,33 0,4 ■ 0,3*
Л--------- “9-10 м*; цгх------------------ --------6-10-3 м3; /,= 16 10'* м*;



По формуле (6.8) получим напряжение в произвольной точке сечения: 
600 103 12-10* 36 10* I* /40 \

— х——(5+—у+22^ хНо* Па. (в)
0,12 9-10'* 16- 10-

Уравнение нулевой линии а—0 дает 5+(40/3)уя+22£ хя—0. Отсюда
отрезки, отсекаемые ею на осях, будут хц—— 5/22,5— —0,22 м; уо~

--15/40=-0,375 м. То же можно получить непосредственно по 
формулам (6.24). Эпюра а, построенная на оси, перпендикулярной 
линии л—я, показана на рис. 6.14, г. В точке В возникает наибольшее 
сжимающее напряжение г*— — 11,5 МПа. Оно получено по формуле
для о при х*-0,2 и ул«0,15. При хв--0Д и —0,15 для точки
2) получим наибольшее растягивающее напряжение: 1,5 МПа.
Пространственное изображение эпюры а дано на рис. 6.14, д.

Заметим, что напряжения в отдельных точках можно вычислить, не 
составляя общей формулы для а, а используя моменты сопротивления 
Жх. №у. Так, в данном случае

N Мх М,
ов=------------- =--------5-2-4,5- -11,5;

А Я'х Жу
N Мх Муак-------- +---------- -= —5+2—4,5------7,5;
А Жх Ж,
N Мх Му

ав=--------+—+—--5+2+4.5-1.5;
А Жх Гу
N Мх Му

аЕ--------------- +—- —5—2+4,5— —2,5.
А Жх Жу

Здесь знаки у слагаемых расставлены по физическому смыслу с учетом 
рис. 6.14, я, из которого можно видеть, какую часть сечения растягивает 
или сжимает каждый из моментов Мх н Мг

Внецевтренное растяжение—сжатие — это случай на
гружения, когда линия действия растягивающей или сжи
мающей силы £ не совпадает с осью стержня, а имеет 
эксцентриситеты хг и уР (рис. 6.15). Так, для сжимающей

Растяжение
Рис. 6.15. Внецентренное сжатие. Внутренние усилия в поперечном 
сечении



Ядро сечения

Jr

силы Р имеем в произвольном сечении стержня:
N=-F; Мх=-Руг; Му= -Рхг. (6.25)

Кроме того, используем понятие радиусов инерции сече
ния:

Если условно всю площадь сечения А сосредоточить 
в точке на расстоянии г'х от оси х, то 1Х=А I \ и, аналогич
но, 3У=А Подставив эти значения /, и а также
внутренние усилия (6.25) в (6.24), получим отрезки, от
секаемые соответствующей нулевой линией на осях:

/* il
*0=------- Li Уо=~~.

хF yF
(6.27)

Ядро сечения. Если сила стоит в центре сечения (xF= О, 
jf=0), то по (6.27) получаем х0=со, у0=оо. Имеем цент
ральное сжатие с равномерным распределением сжима
ющих напряжений <т= —F/A по всему сечению. Пусть 
теперь сила постепенно удаляется от центра, т. е. в фор
мулах (6.27) эксцентриситеты xF и yF возрастают. При
достаточно больших эксцентриситетах отрезки дсо и уо бу
дут настолько малы, что нулевая линия пересечет контур 
сечения и часть сечения по одну сторону от л—и окажется 
сжатой, а по другую — растянутой (этот случай показан 
на рис. 6.15). Отсюда следует, что можно найти такое 
граничное удаление силы F от центра, до которого сила 
будет вызывать в сечении напряжения одного знака и, 
лишь перешагнув эту границу, вызовет напряжения про
тивоположного знака.

Область, очерченная вокруг центра тяжести сечения, 
обладающая тем свойством, что продольная сила F, буду
чи расположенной в любой точке этой области, вызывает 
во всем поперечном сечении напряжения одного знака, 
называется ядром сечения.

На рис. 6.16 показана трансформация эпюры напряже
ний а при удалении силы F от центра вдоль оси у. 
Расположению силы F на границе ядра сечения соответ-

- ствует положение нулевой линии как касательной к кон-
* туру сечения, так как при выходе силы из ядра линия п—п 

должна пересечь контур сечения. Ядро строят, последова
тельно задаваясь положением п—п как касательных к ко
нтуру сечения. При этом устанавливают отрезки Xq,
Уо и из формул (6.27) находят координаты силы:



Рис. 6.16. Изменение эпюры а при удалении силы от центра сечения. 
Нулевая линия п—п касается контура сечения при расположении 
силы на границе ядра сечения

хР= —
*о Уг-

У0
(6.28)

Соединив найденные таким путем ряд точек с координа- л, 
тами Хр, ур, получают очертание ядра.

Докажем утверждение, помогающее строить ядро се
чения:

если нулевая линия вращается вокруг некоторой точки пг 
В, то сила движется по прямой.

Чтобы это доказать, достаточно показать, что при 
любом положении силы Рк на прямой 1—2 линия пк—пк
проходит через точку В, т. е. ов=0. Это действительно 
так, поскольку сила Рк может быть разложена на состав
ляющие Р/а и Ра, от каждой из которых напряжение 
бд=0, так как точка В одновременно принадлежит обеим 
нулевым линиям: щ—щ и п2—п2. Следовательно, утверж
дение доказано. Оно позволяет спрямлять контур ядра 
сечения при обходе угловых точек контура сечения.
В данном случае отрезок 1—2 является частью границы 
ядра сечения.

Пример 6.5. Построить ядро для прямоугольного сечения. 
Решение. Проведем линию Л|—п\, отсекающую на оси х отрезок

хо=Ь/2. Квадрат радиуса инерции будет ¡\-JylA=АА3/(12АА)=Л2/12. По
формулам (6.28) получим хр=—Ь/6, а также у?>= 0, так как отрезок

У о  =  с о ,  что дает точку 1  ядра (рис. 6.17). Аналогично, линия п2—п 2  дает
точку 2. Переход от Л|—п\ к п2—п2 осуществляется путем вращения
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вокруг точки В, поэтому прямая 1—2 является частью контура ядра 
сечения, представляющего собою ромб, расположенный в средней трети 
высоты и ширины поперечного сечения.

Решите задачу 6.7

Разрушение

Текуч/сп

При проектировании стержней из материала, име
ющего предел прочности на растяжение значительно ме
ньше, чем на сжатие (например, чугун, бетон, кирпичная 
кладка), необходимо стараться обеспечить такие условия, 
при которых равнодействующая продольных сил не вы
ходила бы за пределы ядра сечения и в поперечном 
сечении не появились бы нежелательные растягивающие 
напряжения.

§ 6.7. Предельная нагрузка при изгибе балки 
из упругопластического материала

Существенный практический интерес представляет за
дача об определении несущей способности балки, т. е. 
вычислении предельной нагрузки, которую она может 
выдержать. Рассмотрим ее в случае плоского изгиба. Для 
хрупкого материала, работающего вплоть до самого мо
мента разрушения почти линейно-упруго, предельная на
грузка определяется из условия а__ =А/./И^.=ст.. где ст, —
временное сопротивление (предел прочности) материала.

Сложнее обстоит дело с упругопластическим материа
лом. В целях упрощения задачи для материала балки 
примем в качестве расчетной так называемую диаграмму 
Прандтля, предполагая, что при о<аТ материал работает
линейно-упруго и, следовательно, справедлива формула
(6.12) для нормальных напряжений в ее поперечных сече
ниях. При достижении в данной точке сечения равенства 
<7=<гт возникает текучесть и далее продольное волокно
балки в этой точке неограниченно деформируется при



^^<^пред

бт

Рис. 6.18. Образование пластического шарнира в балке: Р7 — на
грузка начала текучести; Рщед — нагрузка образования пластичес
кого механизма

постоянном напряжении а—ат. В таком предположении
рассмотрим стадия, проходимые балкой вплоть до исчер
пания несущей способности (рис. 6.18, а).

При постепенном возрастании внешней силы Е линей
но-упругая стадия работы балки заканчивается при появ
лении текучести в самых напряженных крайних точках 
среднего сечения. Соответствующий изгибающий момент 
Мт и силу Рт находят из условия авлх—Мт^х=
=(/’х//4)/Ж,=<гт, откуда

Мт=ат IV,; Рт
_4вх\Ух 

I (6.29)

При дальнейшем росте силы наступает упругопласти
ческая стадия работы балки. Зона текучести будет рас
ширяться от указанных крайних точек, а эпюра а в сред
нем сечении будет трансформироваться при
(рис. 6.18, а). В пределе она превратится в ступенчатую 
эпюру с ординатами с= +<гт. Это сечение будет работать
в чисто пластической стадии.

Состояние сечения, когда во всех его точках развива
ются пластические деформации, называют пластическим 
шарниром.

При этом балка как бы превращается в механизм, 
продолжающий увеличивать прогибы V при постоянной 
внешней нагрузке /’Пред (рис. 6.13, б). Такое состояние
называют пластическим механизмом. При разгрузке бал
ки образуется остаточный прогиб \т. В поперечном сече
нии, где образовался пластический шарнир, внутренний 
момент обозначим Д/т.1 и назовем его пластическим

Пластический ша
рнир



щед выразим из условия (/’пред//4)=А/11рет в виде

р  = *  пред
'пред

и
Положение нуле
вой лш при об
разовании пласти
ческого шарнира

Таким образом, наиболее напряженное сечение балки 
проходит три стадии работы: линейно-упругая (МХ^М7);
упругопластическая (Л/т<М,<Л/щед); чисто пластическая

(пластический шарнир) кМу=Мтп).
Определение пластического предельного момента. По
лучим формулу для МареД на примере сечения с одной

осью симметрии (рис. 6.19). В упругой стадии эпюра 
а линейна и нулевая линия совпадает с центральной осью 
х. В общем случае при образовании пластического шар
нира нейтральная линия п—п смещается от центра тяже
сти сечения С. Действительно, все сечение делится на 
часть, растягиваемую постоянным напряжением <гт,
с площадью Лр и соответствующей силой #р=Лр<тт, 
и сжимаемую часть А^ с действующей силой 
Мся= —А^Ог. Так как суммарная продольная сила в сече
нии при поперечном изгибе равна нулю, то из условия 
N=Л^р+=Ар(гт—Асж<тт=0 получим

Ар — Аа — . (6.31)

При образовании пластического шарнира нулевая линия 
делит площадь поперечного сечения на две равновеликие 
части.

Внутренний момент д найдем как момент всех
элементарных сил (<гт с1А) относительно оси х (или любой

другой оси, например и—л, так как эти силы приводятся 
к паре с моментом Ма^д):

упругая
стадия

пластическии
шарнир

Рис. 6.19. Пластический шарнир в несимметричном сечении. Ось 
п—л делит площадь пополам



Л/щ*д=1 атйА-у+ \ <гтёАшу*=ат(/51+ЗТ), (6.32)

где Б1= $ у<И\ £“= | у ¿А—статические моменты
^С*

растянутой и сжатой частей сечения относительно оси 
х (ели п—п), взятые по абсолютному значению (оба 
положительные). Заметим, что геометрическую характе
ристику
^=55+5? (6.33)

называют иногда пластическим моментом сопротивле
ния сечения в отличие от Яг

х=^утлх — момента сопроти
вления в упругой стадии. Поэтому (6.32) можно записать 
в виде, аналогичном (6.29):
•^щжд = И'ш,

Так, для прямоугольного сечения найдем
=(6к/2) (А/4) и И/

Ш1=6А2/4, в то время как \Ух=Ь1г116 
Поэтому коэффициент

АГщщц Жцд
Ртжх =

\

Формула для пла
стического пре
дельного момента

(6.34)

5“=

(6.35)

в данном случае будет 6/4=1,5.
Коэффициент Дои показывает, во сколько раз должна

возрасти нагрузка от момента появления текучести в бал
ке до полного исчерпания ею несущей способности. Решите задачу 6.8 
В данном случае -Рвред21,5ГТ.

§ 6.8. Расчет по ограниченной пластической 
деформации

В целях экономичности конструкций нормами в опре
деленных случаях допускается развитие пластических де
формаций, но ограниченной величины, поэтому реально 
работа сечения в конструкции может происходить в уп
ругопластической стадии. Рассмотрим ее более подробно.

Упругооластпеская стадия. На примере прямоуголь
ного сечения с использованием диаграммы Прандтля 
рассмотрим работу элемента балки при моменте 
МХ=РМ„ где \<р<рюи1=1,5 (рис. 6.20, а). Пусть в сече
нии образуется упругое ядро с границами у= ±ут (рис.
6.20, б). Далее относительную глубину зоны текучести 
обозначим Г1=ут/(0,5к).

В упругопластической стадии следует различать про
цесс нагружения и разгрузки. При нагружении вслед за 
упругими деформациями £ущ,=&т на части сечения раз-



б) О © ©
Т —г &

-Мх(

Г
Разгрузка

£л/1 _ .. £упр £т

Рис. 6.20. Нагружение и разгрузка элемента балки (а); эпюры дефо
рмаций и напряжений (б); диаграмма деформирования в точке (в)

виваются пластические деформации Бщ,, так что в некото
рой точке суммарная деформация будет (рис. 6.20, в)

Разгрузку элемента можно рассматривать как резуль
тат приложения к нему моментов Мх с обратным знаком.

В каждой точке сечения разгрузка (т. е. убывание упругих 
деформаций) происходит линейно-упруго, но в разных 
точках сечения это убывание деформаций произойдет 
по-своему, так как сечение остается плоским и поворачи
вается на определенный угол. В результате в точках 
сечения образуются остаточные деформации и оста
точные напряжения о^. Кривизна при нагружении будет 
х=1/р, а после разгрузки остаточная кривизна хОСГ1=

Рассмотрим последовательно этап нагружения элеме
нта и этап его разгрузки.

Нагружение. В соответствии с формулой (6.11) в лю
бой точке

Б—£щг]1— ■
Р

На границе упругого ядра при у=уг, где £=бт=стт/£, 

имеем равенство вт=ут/р, откуда найдем радиус кривиз-

(6.36)

— 1/Росг

У

ны:



Соответствующий момент Мх получим в виде 

Мх= \ о Ьу<1у—(1,5 0,5?/2) Л/т—(1МТ,
-*д

где с учетом (6.37) для Р имеем выражения

fj|=l,5-0,5i,2= (6 39) Коэффициент р= 
Мх=— в усругопла- 
А/т

При Рт/Л=(1/2)Ет, /?=1, МХ=МТ и текучесть впервые по- смеской стадии
является в крайних точках сечения у= ±к/2. Поэтому 
в (6.39) должно быть р<рт. При р>рт имеем упругую
стадию работы, когда Мх и р связаны соотношением
(6.10):

КГХ Ш* кМтМХ=—==~^=РМТ;
р 12р 2л,р

Р =
2*гР

На рис. 6.21 по формулам (6.39) и (6.40) представлена 
зависимость Р=Мх/Мт от отношения р/A.’ Например, для дни
стали, имеющей <хт=350 МПа, £=2,1' 10* МПа, £,=
= (тт/£=1,66 10"3, отношение pT/A = l/2e,«300; следова
тельно, текучесть начинается при p/Aai 300. При (р/А)-*0 
момент Л/Х-*А/ЩКД= 1,5Мт. Практически при (р/А)* 1Q...20

(6.40) Коэффициент Р—
мх=—в упругой ста-

Рис. 6.21. Зависимость момента от радиуса кривизны с учетом пла
стических деформаций



?«
Зависимость меж
ду моментом и 
кривизной в упру
гопластической 
стадии

можно полагать МгтМ^. Следовательно, в тех случаях,
когда производится холодный загиб стержней из пластич
ной стали при указанных радиусах кривизны (трубы, 
стержни арматуры и др.), в сечениях таких стержней на 
изгибаемом участке практически имеет место пластичес
кий шарнир.

Из (6.38) выразим кривизну через момент:

(6.41)

где ф = ру/з-2р; Р = МХ/МТ.
При 1 </?< 1,5 коэффициент ф изменяется в пределах 

1>^>0. Коэффициент ф учитывает снижение жесткости 
сечения Шх за счет развития пластических деформаций.
По мере приближения к образованию пластического шар
нира жесткость падает до нуля (ф-*0), что означает пре
вращение балки в пластический механизм. Зависимостью
(6.41) можно пользоваться при определении прогибов 
рассматриваемых балок в упругопластической стадии.

Расчет по ограниченной пластической деформации. 
В расчетах строительных конструкций особое значение 
имеет максимальная пластическая деформация ■»»>
возникающая при деформировании в упругопластической 
стадии, так как она может служить критерием возник
новения микроповреждений в материале в опасной точке. 
Так, например, для некоторых сортов сталей в конструк
циях предлагается е^, т„=2,5-10-3 = 0,25%. Для исполь
зования Б™, т„ в качестве критерия, по которому может
быть определена расчетная нагрузка на балку, надо выра
зить момент Мх через т„. Для этого равенство (6.36)
запишем для крайних точек сечения у=А/2, заменив в нем 
на основе гипотезы плоских сечений е=ет1Д=ет/^. Тогда
вместо (6.36) получим
®г_

®вл, тах Т £г>П
откуда найдем глубину пластической зоны сечения, выра
женную через в™, т„:

7=------------■ (6.42)
^ ^^пл, тах 

®т
Теперь по (6.38) найдем внутренний момент в сечении 
МПЛ = Р МТ=(1,5—0,5г1г) Мг, (6.43)

который допускается по развитию пластической дефор-



мации. Например, для стали, имеющей ^=1,66-1Ö-"3, 
приняв Еля, nux=2,5-10-3, получим по (6.42) )/=1,4 и по f
(6.43) МВЛ=1,42МГ. На рис. 6.22 изображено развитие
пластической зоны для принятых данных в случае дейст
вия на балку равномерно распределенной нагрузки д. 
Сама нагрузка gv,B,=i Mmj l=  11,4 Mr/l2.

Заметим, что для сечений типа двутавра при одной 
и той же глубине пластической зоны г\ коэффициент 
ß в выражении Л/щ,=ßMr заметно падает по сравнению
с прямоугольным сечением и составляет ß= 1,05...1,20 
в зависимости от соотношения площади полок и стенки.
В нормах проектирования стальных конструкций СНиП 
П-23—-81* для статических нагрузок и сталей с расчетным 
пределом текучести <гт < 580 МПа для учета пластических
деформаций рекомендуется принимать вместо «упруго
го» момента сопротивления Wx величину Wm=cxWx, где
сх зависит от соотношения площади полок и стенки сече
ния. Например, для симметричного двутавра при 
AJA„=0,25; 0,5; 1,0; 2,0 значения с,= 1,19; 1,12; 1,07; 1,04
соответственно.

Вместо (6.13) условие прочности с учетом развития 
пластических деформаций записывается в виде

(6.44)

Разгрузка. Так как разгрузка в каждой точке сечения 
происходит по линейному закону (см. рис. 6.20, в), то 
напряжения от момента (—Л/х) можно подсчитать как
в упругой балке (если в какой-либо части сечения не 
возникает вторичная текучесть, т. е. текучесть при раз
грузке). В результате после разгрузки в некоторой точке

Рис. 6.22. Зова пластических деформаций в балке для 
(Отх = 0.25%



сечения получим остаточное напряжение:

0ОСТ--0ж»гр'ригр ■
мх= Ожр--Г^<Г:
Л

Расчеты при наличии вторичной текучести более сло
жны и здесь не рассматриваются. На рис. 6.15, б линейная 
эпюра «Тразгр, показанная пунктиром, наложена на эпюру
Стщгр, а их разность изображена рядом в виде эпюры
остаточных напряжений ат. Так как в разгруженном
сечении продольная сила и изгибающий момент равны 
нулю (2г=0 и 1тх=0), то остаточные напряжения в по
перечном сечении образуют систему самоуравновешенных 
внутренних сил.

Радиус кривизны при нагружении р и остаточный 
радиус Рост через кривизну связаны соотношением
= зе— а^изгр, что дает выражение

1
Рост Е1Х

(6.46)

из которого может быть найден остаточный радиус кри- 
визны.

§ 6.9. Напряжения в стержнях, составленных 
из неоднородных и композитных материалов

В строительстве часто используются стержни, состав
ленные из различных материалов. Типичным примером 
является железобетонный стержень или балка, в попереч
ном сечении которых объединены сечения бетонного 
стержня с модулем упругости Еб и стальных стержней
(арматуры), имеющих модуль Ес (рис. 6.23, а). Применя
ют так называемые сталежелезобетонные балки, где 
в сжатой зоне при изгибе располагают железобетонную 
плиту (хорошо работающую на сжатие), а в нижней 
растянутой зоне — стальные балки. Поперечное сечение 
сталежелезобетонной балки показано на рис. 6.23, б. При 
этом стальная и бетонная части указанных стержней на 
всей длине хорошо соединены между собой либо за счет 
сил сцепления, либо путем создания специальных

а) Железобетонная 
! плита

В)

» •• I у

бетон

\ Стальная 
7 арматура

Композитшара



устройств (упоры, отгибы и т. п.). Поэтому они работа-.^ 
ют при продольных деформациях стержня совместно, как 
единое монолитное сечение. Это означает, что в целом 
к такому составному стержню применима гипотеза плос
ких сечений. Будем также считать справедливой и гипо
тезу ненадавливания продольных волокон в поперечном 
направлении.

В последнее время во многих областях техники приме
няют так называемые композитные материалы. Идея 
здесь состоит в том, что при создании комбинированного 
материала основу армируют большим количеством тон
ких нитей из другого материала, более прочного и жест
кого. В результате возникает возможность получить сте
ржень, имеющий в наиболее нагруженных частях сечения 
материал с повышенными упругими и прочностными 
характеристиками. На рис. 6.23, в, например, показано 
сечение балки, у которой материал основы имеет модуль 
упругости Е\, а в нижней и верхней областях — ком
позитные части с усредненным модулем Е2>Е\.

В расчетах стержней, составленных из неоднородных 
материалов, используется понятие приведенного сечения. 
Суть его состоит в том, что неоднородное сечение заменя
ется условным однородным, имеющим ту же геомет
рическую форму, но каждый элемент площади йЛ1 которо
го изменен (путем умножения на коэффициент приведе
ния п,) пропорционально модулю упругости материала
этого элемента. В результате стержень с приведенным 
однородным сечением по упругим свойствам не будет от
личаться от неоднородного стержня.

Проиллюстрируем сказанное на примере центрально
го растяжения стержня, составленного из двух матери
алов с модулями упругости Ех и Е2 (рис. 6.24). Относи-

Понятие приведен
ного сечения

•'//>77777, У///)////,



я
Особенность эпю
ры а в неоднород
ном сечении

Геометрическая 
характеристика 
приведенного сече
ния

тельная деформация е=А/// одинакова для обоих матери
алов: е, = е2 = £. Примем в качестве основного материал
с модулем Е\. Напряжения будут соответственно

о\ = Е\ е; аг=Е2е=пЕ1 Е=паи (6.47)

где

п=5 (6.48)
Е\

— коэффициент приведения материала 2 к материалу 1, 
принятому за основной. Суммарную продольную силу 
в сечении с учетом (6.47) получим в виде

N= | <Г1 с+ / о-2(Ы2=(т1 (| <1.4,+ { иё^2)=<Г|у4 Ц)У (6.49)
^1 ¿г .<<1 *1

где площадь приведенного сечения

Ащ,= | сЬ4,+ I пйЛ2=Л, + пЛг.
Л1 ^2

(6.50)

Из (6.49) и (6.47) имеем окончательные формулы для 
напряжений

N N
<Т1=—; а2=л— = по-! (6.51)

и деформаций

<1и' аг
(6.52)

Эпюра напряжений а в неоднородном сечении на гра
ницах двух материалов имеет разрыв (скачок), так как 
в точках соприкасания материалов при одинаковых про
дольных деформациях соответствующие напряжения от
личаются в п раз.

Так как при изгибе каждое продольное волокно балки 
в модели стержня, описанной в § 6.1, работает в условиях 
одноосного растяжения — сжатия, то приведенное сече
ние, его геометрические характеристики и формулы для 
напряжений и деформаций будут строиться аналогично 
формулам для растяжения (6.50), (6.51) и (6.52), а именно: 

любая геометрическая характеристика приведенного 
сечения получается как для условного однородного сече
ния, в котором каждый элемент площади ¿А, материала
с модулем Е, заменен на элемент приведенной площади
йАЬч>=п1йА,, где п,=Е^Е1 — коэффициент приведения i-го
материала к основному (первому) материалу.



Например, моменты инерции приведенного сечения 
для неоднородного стержня будут (рис. 6.25)

Зхщ, = \у1^Апр^ $ У2п,йА1='Е1/х1п1;
А I Л ( I

Зу пр = £/у/Л(.
(6.53)

При этом оси х и у — это главные центральные оси 
приведенного сечения, для которых выполняются условия, 
аналогичные условиям (6.9):

5* ар=^У^АЩ1=^1п18х,=0; пр=£л( 5^1=0;
* 1 ' > (6.54)

3ху ир J ХУ ЛАщ, — £ И|/ху! — 0.
А 1

Координаты центра приведенного сечения относите
льно произвольно выбранных осей хи вычисляются по
формулам

Лор Аар
(6.55)

Напряжения а1 по аналогии с формулами (6.51) и (6.8) 
можно вычислить по трехчленной формуле

/ N мх А/, \
°‘=п‘[т+—у+—х}\лпр */Х пр ''у Пр /

(6.56)

где п1=Е^Еи Л]= 1 (приводим все материалы к материалу
1). Формула (6.56) может быть получена строго, если 
повторить выкладки применительно к неоднородному 
материалу стержня (см. § 6.2). На рис. 6.20 показана

Пх I I ' «Гем> *
с \1

«Тр ехчлекнаа» 
формула нормаль
ных напряжений в 
неоднородном се
чении

Рис. 6.25. Деформации и напряжения в многослойном неоднород
ном стержне при плоском изгибе



,рпюра о-
< для плоского изгиба, отвечающая выражению

(6.57)

Зависимости между кривизнами и моментами по анало
гии с (6.52) и (6.10) будут

г Мх _ 1 Му

Рх Ыхщ,’ Ру Ё\ ¿у пр

Мхв}=п(у-у:

Пример 6.6. Построить эпюру нормальных напряжений в среднем 
сечении сталежелезобетонной балки, входящей в состав путепровода, от 
временной нагрузки 9—27,3 кН/м (рис. 6.26, а, б).

120 см

ПШШУ
^ 1=8м

..«) > .... V« '■> г
VI  -Г

Рис. 6.26. К примеру 6.6. Напряжения в сечении сталежелезобетонной балки путепровода

Решение. Из сортамента для собственной центральной оси двута
вра № 45 найдем /х =27 696 см* и площадь А = 84,7 см2. Арматурой

плиты для простоты пренебрегаем. Примем коэффициент приведения 
стали к бетону п= 10. Площадь приведенного сечения будет'

Лр=Л6+лЛ = 120' 12+10-84,7 = 2287 сма=0,229 м*.

Координата центра тяжести приведенного сечения

Ус* - = 10,5 см=0,105 м.

/120 123 

12
+ 1440 10,5^ + 10 (27 696 + 84,7 • 18 ) =

■^пр ^пр 2287
Момент инерции приведенного сечения относительно главной центра
льной оси

=0,726 Ю-2 м*.
Расчетный момент в среднем сечении М*=9/2/8=27,5-103 ■ 82/8 =

=220 кН'м. Напряжения в бетонной части сечения по формуле (6.57) 
при л, = «6=1 будут

3 Из сортамента:
]ц0;гтб сиД-.
—? А =бЧЛспг Хо

)
т5



При у= —0,165 м напряжение —5 МПа, а при у—0,405 м найдем
Об = 12,25 МПа. Эпюра <ге в пределах высоты двутавра показана на рис.
6.26, б пунктиром. Если ее ординаты умножим на коэффициент приведе
ния л = 10, то получим соответствующие напряжения в стали (тс=пае.

Так, в крайней точке <тст„=10-12,25=122,5 МПа.

§ 6.10. Напряжения в кривом стержне
В технике нередко встречаются криволинейные стерж

невые элементы конструкций, имеющие до нагружения 
естественную кривизну. К ним относятся всевозможные 
кольца, являющиеся элементами машин и аппаратов, 
обода колес, крюки и звенья цепей подъемных устройств, 
криволинейные участки трубопроводов и газораспреде- 
лителей и т. п. (рис. 6.27). При растяжении—сжатии и из
гибе таких стержней в их поперечных сечениях возникают 
нормальные напряжения а, распределенные по сечению, 
как показывает опыт, по более сложному закону, чем это 
дает трехчленная формула (6.8) для прямолинейного бру
са. Поэтому рассмотрим вопрос определения нормаль
ных напряжений в сечениях стержня с учетом его естест
венной кривизны, ограничившись здесь случаем плоского 
кривого бруса, имеющего сечение, симметричное относи
тельно плоскости кривизны (оси у).

Центральное растяжение—сжатие. Чтобы создать цен
тральное растяжение кривого стержня конечной длины s, 
представим себе, что этот стержень наложен на идеально 
гладкую цилиндрическую поверхность и на концах его 
приложены растягивающие силы N. Со стороны поверх
ности будет действовать радиальная нагрузка интенсив
ности q, которую найдем из условия равновесия элемента 
дуги d¿=i?d<p. Спроецировав силы на нормаль к дуге, 
получим 2N sin (dcp¡2)—qR d<p = 0. Заменив sin (d<p/2) на 
d<¡p/2, найдем

N (6.59)



dip

tjds ''

Особенность кри
вых стержней

Если радиус R переменный ро длине дуги, то радиаль
ная нагрузка q, которую надо приложить помимо кон
цевых сил, чтобы создать деформацию центрального рас
тяжения криволинейного стержня, также будет перемен
ной. В каждой точке она определяется по формуле (6.59). 
При R= со для прямого стержня q=0.

Рассмотрим теперь деформацию растяжения элемента 
стержня с центральным углом dtp (рис. 6.28). Как и в пря
мых стержнях, считаем справедливыми гипотезу плоских 
сечений и гипотезу ненадавливания волокон (см. § 6.1).

Главная особенность криволинейных стержней состо
ит в том, что длины продольных волокон d? различны по 
высоте сечения. Поэтому форма эпюры абсолютных удли
нений dw=АсЬ не совпадает с эпюрой относительных 
удлинений е=A ds/ds. В прямом стержне dy=ds0=const
и формы этих эпюр совпадает.

В данном случае эпюра dw=Ads=pAd<p представляет 
трапецию, а при ds=pd(p деформации e=Adj/di= 
=A d<p/d<p=const. Постоянными будут и напряжения по 
высоте сечения: с7=£е=const. Так как напряжения 
а должны приводиться к силе N, то

N
а=—.А (6.60)

Эта формула совпадает с той, что мы имели для прямых 
стержней.

Чистый изгиб. На рис. 6.29 показан элемент кривого 
стержня, испытывающий изгиб в плоскости естественной 
кривизны моментами Мх. Положение нейтрального слоя
фиксируем радиусом г, а его расстояние от центра тяже
сти обозначим у0 (как увидим, это смещение направлено
всегда к центру кривизны).



Согласно гипотезе плоских сечений, выражения для 
перемещений dw=Adi и относительных деформаций от 
поворота сечения на угол Ad<p будут

а л а a Adi Ad* УAd5=yAd<p; е=—=------------=----------- . (6.61)
ds pdq> dcp r+y

Как видим, при линейном законе для абсолютных дефор
маций Adi получили изменение относительных дефор
маций е по высоте сечения по закону гиперболы, име
ющей асимптоту на уровне центра кривизны (см. рис. 
6.29). Соответственно напряжения получим в виде

о=еЕ=Е — —. (6.62)
d<p г+у

Статические условия N—$ <rdA = 0 и J (а&А)у=Мх дают
л А

два равенства:

f—<L4  = 0; Е— [ — &А=МХ. (6.63)J Г+у dtp J г+у
А А

Первое из них используем далее для определения ра
диуса кривизны нейтрального слоя г. Из второго найдем 
отношение A d(p/dq>. Для этого преобразуем интеграл:

(jL i A=  f yt’Z-.Z'U. [yiA-r  f JLdA = S,=Ay*
J r+y J r+y J J r+y
Л A A A (664)

Здесь учтено, что, согласно (6.63), интеграл, стоящий со 
знаком минус, равен нулю, а первый интеграл представ-



ляет обычный статический момент площади сечения от
носительно оси х. Подставляя (6.64) во второе равенство
(6.63), найдем
Д д<р Мх

й(р Е8Х
(6.65)

Формула нормаль
ных напряжений 
при чистом изгибе 
кривого бруса

и с учетом (6.62) окончательно получим формулу для 
а в сечении кривого бруса:

мх
а = -

Мху
(г+у) $хР

(6.66)

Формула радиуса 
кривизны нейт
рального слоя

Вид эпюры сг изображен на рис. 6.29. Заметим, что из
(6.64) следует, что >>о>0 и нейтральный слой всегда сме
щается от центра тяжести к центру кривизны, т. е. в сто
рону более коротких продольных волокон, где возникают 
наибольшие нормальные напряжения.

Определение положения нейтрального слоя. Преобразу
ем первое равенство (6.63):

[ — = = [ —=0.
J Г+У л Г+У J г+У
А А А

Отсюда найдем радиус кривизны нейтрального слоя:

(6.67)А А
Г — ---------= = ■■ .

Г6А ГдА

] г + у .) Р
А А

Например, для сечения прямоугольной формы А = Ыг, 
с\А=Ьйр,

1 р 1 р * I
А X]

и по формуле (6.67) найдем

и ,

ЦТ. л\ \

* к

г=-
1п (Яг/Л,) (6.68)

Смещение нейтральной оси от центра тяжести полу
чим как разность: у0 = Я-г=0,5 (К1 + Я2)-г. Так как зна
чения Лиг обычно очень близки между собой, то при 
определении у0 радиус г по (6.68) надо определять с повы
шенной точностью.



Удобно пользоваться приближенной формулой, да
ющей непосредственно значение у0. Для ее получения

запишем (6.64) в виде

Ях=Ау0= Г—<Ы=- $у2йАщ,=-1х щ,, 
Л г+у г л  ,т

(6.69)

где

Л п р =\у2йЛщ1=1у2г1<1А
А  А

(6.70)

представляет момент инерции приведенного сечения кри
вого стержня, а переменный по высоте сечения коэффици
ент Т}

(6.71)
г г 1

р г+у 1+у/г

служит коэффициентом приведения этого сечения. Он 
равен отношению длины волокна (Ь0=гс1(р к длине про
извольного волокна &=рй<р, т. е. г]=<!Ьй/<Ь=г/р. Каждое
волокно ¿у на уровне р = г+у с площадью сечения <1^4 
с помощью коэффициента мы как бы заменяем волок
ном, имеющим постоянную длину (к0, но приведенную
площадь &Апр=г1бА. Коэффициент г\ «приводит» все во
локна переменной длины (15 к длине волокна нейтраль
ного слоя сЬо- Подставляя (6.69) в (6.66), вместо & запи
шем формулу для напряжений в виде

0=4
мх

'Лф
(6.72)

Здесь вместо обозначения п,, примененного в формуле
(6.57) для коэффициента приведения, использовано обо
значение 11, поскольку природа «разнородности» различ
на: коэффициенты л, приводят материалы по модулю
упругости, гг\ — по длине волокон.

Вернемся к определению смещения _у0, которое найдем
из (6.69):

Лпр
. (6.73)

Это выражение для у0 является точным. Приближенное 
значение получим, если в (6.73) заменим и г «Л,

I



J тогда
Пр ■блаженная
формула для сме
щения нейтрально
го слоя от Ц.Т. се
чения

■е
с

/Ai/ \ X

о? * ^
:к

»-£•

Так, для прямоугольного сечения /„ = М3/12, A=bh и

Уй=—. 
7 12R

(6.75)

Аналогичные вычисления по формулам (6.67) и (6.74) 
дают для круга

8 (R-JR1 -Q&d1)

и для сечения в виде трапеции 
(bi+bjjh2

г=-
2[(M2-Mi)ln (*2jRl)-(bl-b2)h]

Уо:
b^Abjbj+bl h2 

18 (А, -Ь*2)а Я

Праир 6.7. Сравним значение максимальных напряжений а, вы
званных моментом М ■ кривом и прямом брусьях, имеющих оди
наковые прямоугольные поперечные сечения bxh (рис. 630).

Y- N '*,М
)

6*6
\ /

°пр

Рис. 6.30. К примеру 6.7

Решение. Для крайних точек в прямом брусе получим 
М_ Ш

а,*~УУ,Гьн2-
В кривом брусе наибольшие напряжения возникают в точках с наимень
шим радиусом р—Я\. По. формулам (6.66) и (6.75) найдем

М (0,5А —>о) 6М6т—\
41 АуоЯ\ Ьк1 6т— 3* 

где ж—Л/А. Разница между этими результатами будет
®*р &ир_ 2Д.



Kai видим, она зависит от отношения т—R/h и убывает при R-юо, 
когда кривой брус превращается в прямой. Так, для R/h — 1; 2; 3; 4; 5; 10 
значения Д соответственно будут А-40; 18,2; 11,8; 6,9; 3,4%. В связи 
с этим различают брусья большой и малой кривизны.

При 0<(Л)И)<5...8 кривые стержни относят к бру
сьям большой кривизны, которые надо обязательно рас
считывать по формулам для кривого, бруса. При
5...8<(Я/К)<со стержни называют брусьями малой кри
визны, в которых практически нормальные напряжения 
можно определять как в прямых брусьях.

Иэгвб из плоскости кривизны. Пусть на сечение криво
го стержня действует момент Му, изгибающий брус из
плоскости естественной кривизны (рис. 6.31). Для получе
ния формулы а наиболее удобно применить понятие при
веденного сечения. Тогда по аналогии с (6.72) получим 
выражение для о в виде

а=ц
Му

х,
Ч>

где аналогично (6.70) имеем 

J, ^=^х2йАщ,-1х2г1йА,

Брусья большой ■ 
малой кривизны

(6.76)

(6.77)

ЦТ

dx

а rj определяется по (6.71). Для прямоугольного сечения 
<L4=dxd/> и

(6.78)

Вид эпюры а в соответствии с формулой (6.76) изображен 
на рис. 6.31. Здесь вновь более короткие волокна, ближай
шие к центру кривизны (т]> 1), оказываются более напря
женными.

^тах



В общем случае нагружения, когда в сечении кривого 
бруса ЫФ.О, и М,Ф0, суммируя выражения (6.60), 
(6.72) и (6.76), получим

N (Му \
'~А * У+~Х)' л V* щ> •'/ор /

(6.79)

Подчеркнем, что при пользовании формулой (6.79) сила 
Н, как и в (6.60), считается приложенной в центре тяжести 
сечения. Поэтому моменты вычисляются относительно 
осей х0 и у.

Вопросы для самоконтроля к главе б
6.1. Что дает использование гипотезы 

плоских сечений и гипотезы о яиидднтамшш 
волокон при выводе формулы нормальных на
пряжений при изгибе? Поясните модель стерж
ня, отвечающую этим гипотезам.

6.2. Что такое главные центральные оси 
сечения н главные плоскости изгиба?

63. Чем различается изгиб в главной и не
главной плоскостях?

6.4. Какая геометрическая характеристика 
сечения определяет прочность по нормальным 
напряжениям при изгибе?

6.5. Как находится опасная точка в сечении 
при плоском изгибе, косом изгибе и в общем 
случае?

6.6. Какая форма сечения балки является 
рациональной и почему? Что такое балка рав
ного сопротивления?

6.7. Каким свойством обладают точки, 
принадлежащие ядру сечения, и как оно строит
ся?

6.8. Что такое пластический шарнир и пла
стический механизм для балки?

6.9. Какие характерные стадии работы 
проходит балка из пластичного материала при 
возрастании нагрузки от нуля до предельного 
значения?

6.10. Как в СНиПе учитываются допуска
емые ограниченные пластические деформации 
при расчете балок на прочность?

6.11. Как создаются остаточные напряже
ния и как они вычисляются в сечении балки из 
упругопластического материала?

6.12. В чем заключается понятие приведен
ного сечения в расчетах стержней, состоящих из 
разнородных материалов? Как вычисляются 
его геометрические характеристики?

6.13. Чем объяснить наличие разрывов 
в эпюре нормальных напряжений в неоднород
ных стержнях?

6.14. Почему эпюра нормальных напряже
ний при изгибе кривого стержня нелинейна по 
высоте сечения? Где расположены точки с на
ибольшими нормальными напряжениями?

6.15. Что такое брусья большой и малой 
кривизны?

Задачи к главе б
6.1. Вычислить момент сопротивления се- 6.2. Определить параметр 5 расчетной на- 

чения двутавровой балки № 30, усиленной ли- грузки на балку, если Лаг-120 МПа, 
стом 200 x 20 мм, и найти наибольшее напря
жение (Тт.,- а Яр=40 МПа.

VI 1
¡а | а . |а-2

200*20ш 
Л___

Рис. к задаче 6.1
N*30 "1

Рис. к задаче 6.2

63. Подобрать размеры прямоугольного 
сечения деревянного бруса из условия прочно
сти по нормальным напряжениям, если 
Л=15 МПа.

6.4. Проверить прочность балки треуголь
ного сечения. Построить эпюру а, определив 
положение нулевой линии в опасном сечении; 
Д=20 МПа.



9-г#кН/м

I-1 м

Рис. к задаче 6.3
Рис. к задаче 6.4

6.5. Вычислить наибольшие сжимающие 
и растягивающие напряжения в поперечном се
чении колонны.

6.6. Полоса прямоугольного сечения Л=46 
центрально растягивается силой 7\ Делается 
продольный вырез шириною Ь: 1) с одной сто
роны; 2) симметрично с двух сторон от оси 
полосы. Какой случай опаснее (по значению 
нормальных напряжений)? Вычислить отноше- 
ние 0,]цих/^2ти*

Рис. к задаче 6.6

ь

Г 1
1

“■О

6.7. Какой предельной высоты Н можно 
сделать длинную плотину, чтобы в горизон
тальном сечении кладки не появились растяги
вающие напряжения? Вес единицы объема 
кладки — у; воды — уо- Указание: в направ
лении, перпендикулярном чертежу, рассмот
реть участок плотины длиной 1 м.

(о *

и
/

1.1 I~гт
~г~г

(Г£

6.8. Вычислить предельную нагрузку 
Фпрсд для стальной балки таврового сечения,
если <тх=240 МПа. Найти Р=Чщс Jq^, где дт —
нагрузка, вызывающая появление текучести 
(справедлива диаграмма Прандтля).

7777Ш77Ш7777Я777777777Ш7,

Рис. к задаче 6.7

6.9. Биметаллическая пара в виде стержня 
изгибается при воздействии силы К Вычислить 
напряжения <71тжх и <Т2тк. если Е1=2Е1.

6.10. Тонкостенная труба плоского змееви
ка теплообменного аппарата сжата силой 
Р= 1 кН. Вычислить наибольшие по абсолют
ному значению нормальные напряжения по 
формулам кривого и прямого бруса в*„, 
оценить погрешность последних. Указание: 
для определения уо воспользоваться формулой



10 Жсм_*| " |*
Рис. к задаче 6.10

Рис. к задаче 6.9

Ответы к задачам главы 6

6.1. 562 см5; «Тщ«-177,5 МПа. 6.2. /’р«*—5,76 кН (по растяжению в сечении няд опо
рой). 63. ¿-10 см, А —20 см. 6.4. - ±24А/т«/А3 = ±18 МПа<Л = 20 МПа, нулевая
линия совпадает с медианой, проходящей через вершину Л. 6.5. <х^ио|-1Р/(ЛА)=2 МПа; 

^“-7^/(АА)--7 МПа. 6.6. Опаснее случай 7; <Г|т../<г,„,„-4/3. 6.7. Н^^Ьу/у/уо.
^аред-бИ жН/м; />-1,765. 6.9. *1т„«-7 МПа; ^„-10 МПа. 6.10. (Т^-46,2 МПа; 

<т^, = 27,9 МПа, погрешность Д-39,6'/».
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ИЗГИБ. КАСАТЕЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ 
И РАСЧЕТЫ НА ПРОЧНОСТЬ 
ПО УСИЛИЯМ СДВИГА

§ 7.1. Касательные напряжения при изгибе
В общем случае в поперечных сечениях балки при 

плоском поперечном изгибе возникают два силовых фак
тора: изгибающий момент Мх и поперечная сила 0_у.
Первый реализуется в поперечном сечении системой нор
мальных напряжений

Поперечная сила 0,„ вектор которой лежит в плоско
сти поперечного сечения, вызывает в точках сечения каса
тельные напряжения т1у. По закону о парности касатель
ных напряжений (см. § 5.1) на продольных площадках 
возникают равные им напряжения
Тр — Тц = Т.

Напряжения тгу возникают вследствие деформации среза
поперек продольных волокон балки, в то время как напря
жения г,, порождены деформацией сдвига продольных
волокон вдоль балки. Благодаря напряжениям т, воз
никающим на продольных и поперечных площадках, бал
ка работает на изгиб не как отдельные продольные воло
кна, а как сплошное монолитное тело.

Действительно, сопоставим работу сплошной балки 
(рис. 7.1, а) и балки, разрезанной рядом горизонтальных 
сечений на отдельные слои (рис. 7.1, г). В последней 
наблюдаются проскальзывания по плоскостям разрезов, 
и если пренебречь силами трения, то каждый слой будет 
изгибаться как самостоятельная балка, а эпюра напряже
ний а по высоте сечения будет иметь разрывы. В сплош
ной балке (рис. 7.1, а, б) по продольному сечению воз
никают усилия сдвига, интенсивность которых обозна
чим Г (усилие, приходящееся на единицу длины, Н/м). 
Благодаря взаимодействию с усилиями Т устраняются 
относительные проскальзывания частей балки, соприка
сающихся по продольному сечению, и балка работает на 
изгиб как сплошное монолитное тело, а эпюра а изменя-



Рис. 7.1. В монолитной балке (а, б) между горизонтальными слоями 
возникают усилия сдвига Т (г), устраняющие взаимное скольжение 
слоев (г). Касательные напряжения принимаются постоянными на 
ширине сечения (д)

ется по высоте сечения без скачков в соответствии с при
веденной выше формулой (7.1).

Усилия сдвига Т и соответствующие им напряжения 
т найдем из условия равновесия отсеченной части балки, 
показанной на рис. 7.1, б. На этом рисунке равнодейст
вующая усилий Т уравновешивает продольную силу 
действующую на площади поперечного сечения от
сеченной части стержня. Считая справедливой формулу 
для а (7.1), найдем

Ы 1Ж С»«
ЛГ= / стйА=— \ У0А==^-. (7.2)

Лоте ^Х ^отс ^Х

где Я ”с — статический момент относительно оси х от
сеченной части сечения.

Интенсивность сил Т= Т (¿) переменна по длине г. 
Поэтому рассмотрим равновесие элемента балки длиной 
йг с площадью поперечного сечения А„е (рис. 7.1, в), для
которого, проецируя все силы на ось г, получим равенст
во

№п-(№п:+й1^п) + ТЛг=0.



Отсюда найдем

Г=
<1ЛГ

Ах

Сделаем допущение о том, что касательные напряже
ния х по ширине сечения Ь распределены равномерно (рис.

7.1, д), после чего из равенства Т&2=хЬ&г найдем

_т_  1 аУ”*
Ь Ь Ах

(7.4)

шх II
м

йх и, Ы, ’

Т=хЬ-- .ОуК
Л

(7.6)

Допущение о по
стоянстве х по ши
рине сечения

Здесь ограничимся рассмотрением балок постоянного 
сечения, для которых в формуле (7.2) 8™ и 1Х не зависят

от координаты г и при подстановке в формулу (7.3) могут 
рассматриваться как постоянные. Учитывая, что 
&Мх/<1я=(}]П после указанной подстановки получим окон
чательную формулу для касательных напряжений при 
изгибе

(7.5)

а интенсивность сдвигающих усилий Т (погонная сдвига
ющая сила) определяется равенством

Формула Журавс
кого
Проф. Д. И. Жу
равский (1824— 
1891) — выдаю
щийся инженер пу
тей сообщения 
России, строитель 
мостов Петербург
ско-Московской 
ж.д.

Формула (7.5) была получена в 1855 г. выдающимся 
русским инженером-мостовиком проф. Д. И. Журавским 
в ходе разработки методов расчета деревянных раскос
ных ферм при проектировании и строительстве Петер- 
бургско-Московской железной дороги.

§ 7.2. Распределение касательных напряжений 
в сечениях балок различной формы

Прямоугольное сечение. Найдем напряжение т, для 
чего проведем горизонтальный разрез на уровне у (рис.
7.2, а). При этом любая часть сечения может рассмат
риваться как отсеченная. Для нижней части значение 

можно определить как произведение отсеченной пло
щади Ат=Ь (0,5И—у) на расстояние от оси х до ее центра

тяжести, равное среднему значению между у и 0,5А, т. е. 
(0,5А-у) (0,5Л+_у)/2=6 (0,25Л2—р)/2. При /х=

Формула погонном 
сдвигающей силы 
в продольном се
чении балки



Рис. 12. Распределение касательных напряжений в прямоугольном 
сечении балки

где тф = б^(6А) — среднее напряжение в сечении. Эпюра
т по этой формуле построена на рис. 7.2, б. Наибольшее 

,0 касательное напряжение возникает на уровне нейтраль
ного слоя (у=0) и равно тт1х=1,5тСр. В крайних точках

сечения (у= ± А/2) т=0, поскольку ■$£"=0. Это согласует
ся с законом парности касательных напряжений, так как 
на поверхности бруса т„=0.

Толстостенный двутавр. Для изображенного на рис.
7.3, а сечения при составлении выражения 5’£1С следует 
рассмотреть два случая: 1) 0,5Л<.у<0,5Я; 2) 0<.у<0,5й. 
В первом случае по аналогии с прямоугольным сечением 
получим 5%е=В (0,25Я2— у2) и во втором — 5™=

б)

т &

Рис. 7.3. Изменение погонного сдвигающего усилия Т и напряжений 
т по высоте толстостенного двутавра при изгибе



=0,255 (Я2—И2)+Ь (0,25А2— у2), после чего выражения 
(7.6) для погонной сдвигающей силы примут вид

Касательные напряжения соответственно будут 
Х1 = Тх1В\ т2 = 7У6. Эпюры Т (у) и т (у) показаны на рис.
7.3, б, в. Скачок в эпюре т при у=±А/2 объясняется тем, 
что сдвигающая сила на этом уровне Т (А/2) (не имеющая 
разрыва) в соответствии с допущением о равномерном 
распределении т по ширине сечения формально делится 
на ширину В и Ь<В. Таким образом, на эпюре т изоб
ражены средние по ширине сечения значения напряжений, 
которые в месте резкого изменения ширины сечения мо
гут сильно отличаться от действительных. В месте пере
хода от ширины сечения Ь к ширине В они имеют усло
вное значение. Например, на участках АВ и БЕ дейст
вительные напряжения т=0, так как они являются участ
ками поверхности балки, свободными от касательной 
нагрузки. Истинные напряжения т на среднем участке ВИ 
найти можно только с помощью более сложных методов 
теории упругости. Например, для вертикали, проведен
ной через точки В или Б поперечного сечения балки, 
эпюра т будет иметь вид, показанный на рис. 7.2, в пунк
тиром в верхней части сечения. С удалением от места 
резкого изменения ширины сечения действительные на
пряжения и средние по ширине, полученные по формуле
(7.5), практически совпадают.

Тонкостенное сечение. В качестве примера рассмотрим 
сечение балки в виде тонкостенного швеллера (рис. 7.4). 
Эпюра вертикальных касательных напряжений т=тх, 
здесь строится аналогично сечению в виде толстостен
ного двутавра. Напряжения т1у в пределах толщины по
лок на эпюре не показаны ввиду их условного значения, 
о чем сказано выше.

Особенностью данного сечения является то, что в пол
ках возникают горизонтальные касательные напряжения

Действительно, если отсечь часть полки с площадью 
Ат, то нормальные напряжения дадут неуравновешен
ную силу &№™, подобную той, которая фигурировала при 
выводе формулы (7.5) (см. рис. 7.1, д). Поэтому эта 
формула справедлива и в данном случае; напряжения
т„ в полке будут

где 8 — толщина полки. Вдоль размера 5 напряжения



Ф о р м у л а  
Д. И. Журавского 
для тонкостенного 
незамкнутого се
чения

Рис. 7.4. Касательные напряжения в тонкостенном швеллере при 
изгибе

Рис. 7.5. Касатель
ные напряжения 
при изгибе тонко
стенного стержня 
открытого профи
ля

т„ распределены равномерно; $%ге=Лт (к/2)=х15 (А/2).
По ширине полки касательные напряжения изменяются 
по линейному закону с наибольшей ординатой 
(т„)ш«=б,Л*/(2Л).

Обобщая изложенное на случай тонкостенного сече
ния с произвольным незамкнутым криволинейным про
филем, можем констатировать, что при изгибе от попе
речной силы 0,у в сечении возникают касательные напря
жения т, равномерно распределенные по толщине стенки 
8 и ориентированные по касательной к очертанию кон
тура сечения (рис. 7.5). Определяются они по формуле

~ 5~ 1ХЬ
(7.7)

В случае изгиба в двух плоскостях, когда 0,УФО



и Qx*0, напряжения т получаются как алгебраическая
сумма:

0,5” 0.5"®т=——— . (7.8)
1Х8 1,8

Условие прочности на срез. Из рассмотренного выше 
видно, что во многих случаях максЬмальные касательные 
напряжения в поперечном сечении возникают на уровне 
нейтрального слоя балки, т. е. в точках, где нормальные 
напряжения от изгибающего момента равны нулю. В та
ких случаях проверка прочности на сдвиг может быть 
проведена отдельно по касательным напряжениям по 
формуле

_МГ<я_?тш—
■'ж*

где Др — расчетное сопротивление материала балки на 
срез.

Заметим, что в некоторых случаях могут оказаться 
опасными такие точки сечения, в которых возникают 
нормальные и касательные напряжения, каждое из кото
рых не является наибольшим в сечении. Проверка про
чности в таких случаях производится с использованием 
соответствующей теории прочности (см. гл. 14).

Прамер 7.1. Для стальной балки с сечением в виде широкополоч
ного двутавра определить расчетную силу /’р)ил, исходя из условия

прочности по нормальным напряжениям, если расчетное сопротивление 
по пределу текучести Л=250 МПа (рис. 7.6). Вычислить наибольшие 
касательные напряжения в поперечном сечении т„„ и для этого сечения
построить эпюру т. Проверить прочность по касательным натяжени
ям, если расчетное сопротивление на сдвиг ^=0,58^=145 МПа.

I-I
тг = 21, 7

©

гс=ЮЗМЛа

300мм i

Рис. 7.6. К примеру 7.1. Касательные напряжения в тонкостенном 
двутавре



Решение. Пренебрегая моментом инерции относительно собствен
ных центральных осей полос, вычислим момент инерции и момент 
сопротивления сечения:

1-48*
Л«=2'60'25а+---------- -84 200 см4-0,842’10_э м4;

12
84 200 , , ,

Ж*-—-------------- -3240 см*—0,324'10"* м3.
Ут» 26

Условие прочности по нормальным напряжениям для крайних то
чек среднего сечения балки дает

2Ра 2Р1.25
<7ш«=------------ --------------- -—Л—250-10*.

1УХ 0,324- 10"а

Отсюда найдем .Рр**—0,324' 10* Н—324 кН.
Напряжение Тт.. возникает в сечении у опоры, где Сщах“

= 1,5^ршл—486 кН. На уровне центра тяжести

¿“-бО-25+ 24-12=1790 см3; тс-
е»«5г

]хь486-10* 0,179-ИГ1
----------------- ---------- -103 МПа.

0,842 10-* 0,01
На уровне разреза 1—1 имеем

486 10* 0,150-10-1
5Г=60-25=1500 см’;т,=---------------------- -----------87 МПа.

0,842 10" 3- 0,01
На уровне разреза 2—2

486 103 0,725 Ю-3
5”'—29-25 = 725 см3; т2 =----------------------------- =21,7 МПа.

0,842 • 10-3 0,02
Эпюра т изображена на ряс. 7.6. Условие прочности по касательным 
напряжениям выполняется, так как тт.»=тг=103 МПа<Дср =
-145 МПа.

§ 7.3. Центр изгиба сечения
В общем случае изгиба стержня, когда и

касательные напряжения в сечении, определяемые от каж
дой из поперечных сил по принципу независимости дейст
вия сил, суммируются геометрически и будут распределе
ны в сечении по некоторому закону. В частном случае 
тонкостенного стержня (рис. 7.5) они суммируются алгеб
раически и определяются по формуле (7.8). Возникает 
вопрос: где располагается точка приложения внутренних 
сил 0* и С2> как компонент равнодействующей касатель
ных сил в сечении (точка А на рис. 7.5)?

■ Точка приложения равнодействующей касательных сил
Т1 - в поперечном сечении, возникающих при изгибе, называется
центр изгноа центром изгиба сечения.

Для сечения, имеющего две оси симметрии, центр 
изгиба лежит на пересечении осей симметрии и совпадает 
с центром тяжести сечения. Однако в других случаях эти 
точки не совпадают, что создает некоторые особенности



работы на изгиб таких балок. Вопрос этот особенно 
актуален для тонкостенных сечений открытого (незамк
нутого) профиля. Рассмотрим некоторые примеры таких 
сечений.

На рис. 7.7, а показан консольный стержень с сечением 
в виде равнобокого уголка, изгибаемый вертикальной 
силой Р. Ось х — горизонтальная главная ось сечения — 
является осью симметрии. Опыт показывает, что такой 
стержень будет изгибаться строго в вертикальной плос
кости только в том случае, если сила Р проходит не через 
центр тяжести сечения С, а через ось А—А, которая 
является линией пересечения срединных плоскостей по
лок уголка (рис. 7.7, б). В противном случае кроме изгиба 
наблюдается деформация кручения стержня, характери
зуемая появлением углов закручивания <р (рис. 7.7, в). 
Дадим этому объяснение.

При изгибе в каждой из полок система напряжений т, 
определяемых по формуле (7.7), образует касательные 
силы Т, пересекающиеся в точке А. Эта точка и является 
центром приложения касательных сил в сечении, т. е. 
центром изгиба. Их равнодействующая 0.У=Р сможет
быть уравновешена внешней силой без кручения только 
при соблюдении указанного выше условия пересечения 
ею точки А.

Если сила Р проходит, например, через центр тяжести 
С, то парой сил Р и <2У=Р создается крутящий момент
М^Ре, вызывающий деформацию кручения и допол
нительные касательные напряжения в сечении, уравнове
шивающие этот момент. Таким образом,

ось центров изгиба обладает тем свойством, что попе
речная нагрузка, пересекающая эту ось, вызывает только 
изгиб стержня. В противном случае возникает дополни
тельная деформация кручения относительно этой оси.

Деформация кручения тонкостенных стержней деталь
но будет изучаться в гл. 11 и 12, где приводятся общие

Рис. 7.7. Сила, проходящая через центр изгиба Л, вызывает только 
изгиб уголка (б). При наличии эксцентриситета е дополнительно 
появляется деформация кручения (в)

Свойство ося цент
ров изгиба



Рис. 7.8. Определение положения центра изгиба швеллера

способы, позволяющие определить положение центра 
кручения А, являющегося одновременно и центром изги
ба сечения. Знание положения оси центров изгиба необ
ходимо для предотвращения деформации кручения. 
Стержни открытого профиля относительно слабо сопро
тивляются кручению, и поэтому для них вопрос о поло
жении центра изгиба особенно важен. Стержни сплош
ного или замкнутого сечения являются значительно более 
жесткими в отношении деформации кручения, и для них 
этот вопрос менее существен.

НаЁдем центр изгиба А для сечения в виде швеллера 
(рис. 7.8). В полках при изгибе в вертикальной плоскости 
возникают горизонтальные касательные напряжения 
с максимальной ординатой (х1Х)вш=(2,11Ь1(их) (см. рис.
7.4). Соответствующие силы будут ТХ=(112)Ь8 (х„)ты=
= Qyhb28|(4Jx). В сечении стенки сила Ту=0,г Из условия
Ътл = Туах—Тхк = 0 найдем

Тх М>25
а,=—п=------- .

Ту 4/х

Подставляя сюда значение /Х=6Л2 ¿/2+Л3 <5ст/12, приве
дем выражение ах к следующему виду:

за

б + (у1стМ110л) (7.9)

где А„=к8„ и АЖ!1=Ь8 — площади сечений стенки и пол
ки.

Как видим, центр изгиба может находиться вне кон
тура сечения и для устранения кручения при изгибе долж
ны быть обеспечены конструктивно условия приложения 
внешней силы против точки А.

Таким образом, наряду с основной осью г стержня, 
проходящей через центры тяжести сечений, стержень



обладает еще осью центров изгиба, к точкам которой жесткости
должны приводиться поперечные нагрузки при разделении 
деформаций изгиба и кручения. Иногда эта ось называется 
осью жесткости, а сама точка А — центром жесткости 
(центром сдвига).

§ 7.4. Расчет на прочность составных стержней 
по усилиям сдвига

Клеевые соединения. Клеевое соединение составной 
б&лки (рис. 7.9) непосредственно воспринимает касатель
ные напряжения т, определяемые по формуле (7.5). По
этому, предполагая, что Т] > т2, условие прочности запи
шем в виде

(т„и=т (7.10)
/х°

где Л», — расчетное сопротивление клея на срез;
— статический момент площади полки относительно 

центральной оси х; 0,у=0,юа — наибольшая поперечная решнте зад 7 ^
сила в балке. 7.2

Кроме того, должна бьггь обеспечена прочность на 
срез основного материала по наибольшим касательным 
напряжениям, возникающим в большинстве случаев на 
уровне нейтрального слоя:

(7.11)
■>х0

где — расчетное сопротивление на сред материала 
балки.

В частности, для дерева прочность на скалывание 
вдоль волокон значительно ниже, чем прочность на срез 
поперек волокон. Поэтому, учитывая закон парности ка
сательных напряжений =тг,=т, условие (7.11) следует
отнести к напряжениям хп. При нарушении условия (7.11)

-Н * |—



Условие прочности 
на срез сварного 
шва ■ балке

Решите зад. 73

в деревянной балке возможно появление трещин вдоль 
волокон древесины.

Сварные соединения. Сварные швы, соединяющие пояс 
балки с ее стенкой, воспринимают продольные сдвига
ющие усилия, интенсивность которых Т определяется по 
формуле (7.6). Наименьшая площадь среза шва, отделя
ющего полку от стенки, проходит по биссектрисе прямо
го угла и у одного из швов имеет ширину /?Аш (рис. 7.10).

Рис. 7.10. К условию 
4 1 прочности сварного

1 I шва на срез

Сдвигающая сила Т, отнесенная к единице длины шва, 
воспринимается двумя швами, условие прочности кото
рых запишется в виде

(7.12)С^щ)т»х
Т

2/^-1 2/^У,

где /? — коэффициент формы углового шва, зависящий 
от вида сварки (ей. § 5.8). Для авто- и полуавтоматичес
кой многопроходной сварки р—0,7; Ап,— высота катета
шва; Л„, — расчетное сопротивление на срез материала
шва.

Из (7.12) может быть найдена требуемая высота шва:

к' VI.». ' ( 1

Заклепочные н болтовые соединения. В клепаной балке 
(рис. 7.11) взаимное скольжение поясов и вертикальной 
стенки или горизонтального листа пояса и уголков устра
няется за счет работы заклепок на срез и на смятие (см. 
§ 5.8). Наибольшие усилия, действующие на заклепки, 
будут возникать в соединении пояса и вертикальной стен
ки. Погонное сдвигающее усилие Т примем постоянным 
по длине шага расстановки заклепок а. Тогда силу, дейст
вующую на одну заклепку, получим как произведение Та, 
после чего составим условие прочности в виде

?огеО 5е

Л*, = Та==*-±- а < (7.14)
Jx

где Б™ — статический момент площади пояса относите-



а а а

7» '^у" и;

Рис. 7.11. Определение силы, действующей на заклепку ели болт 
составной балки

льно оси х; Мж — расчетная сила, которую способна 
воспринять заклепка (меньшая из двух сил, найденных, по 
условию среза и смятия). 

Обычно в качестве расчетной принимают по эпюре 
поперечных сил бг=бтм и, найдя из (7.14) шаг

*шж', (7Л5)

сохраняют его постоянным по всей длине балки. 
Расчет болтовых соединений производится аналогич

но заклепочным, только вместо усилия N1̂  в расчет 
принимается сала, воспринимаемая одним болтом 
N6 (см. § 5.8).

Пршмр УЛ. Деревянная балка склеена я виде швеллера вз четырех 
досок с поперечным оеченнем 2 х 18 см каждая (рве. 7.12) Расчетное 
сопротивление деевесины на растяжение—сжатие Л—11 МПа, на срез 
вдоль волокон 1,5 МПа. Проверять балку на прочность древеси
ны ж определить требуемую прочность клеевых соединений досок.

Решеяше. Обычным путем находим почожеяие пентря тяжести С, 
после чего вычисляем момент тмергмв /х**42?2 си* я момент оопрота
ялевяя Ж,—4272/13—330 ем1. Этеоры Мх ж 0,у шзобрржегм на рясуихс
Проверка по кормалыьш напряжениям в сечгяии I—1 с нанболь 

шнм изгибающим моментом д ает
3,3 101

— ---------------10 МПа<Л«■ 11 МПа
жх ззо-10-*

Эпюру касательных напряжений стрдим в сече ап» П—П, где й,— 
кН. На уровве центра тяжести С для одной вертикальной 

полки швеллера стятнчесий момент отсеченной плошадв будет $2?—



ШеЬые шбы

......... ̂ ^гтттПТ! I

, ом

‘0,99 МПа

Рис. 7.12. К примеру 7.2. Расчет балки с клеевыми соединениями

= 13'2'6,5-169 см9. Для места склейки полки и стенки (клеевой шов 
1—1) отсеченную площадь А У* составляет вся полка 2х 18—36 см2 
и5Г..................  * ~ ‘

*тиш*С 

Qmлx $

36 4—144 см3. По формуле (7.7) найдем 
5 10* 169-Ю-*

0,99 МПа<Лср-1,5 МПа;

ТГ 3ХЪ

]ХЬ 4272-10-* 2
‘ 5 10*-144-10"*
------------------ -------0,85 МПа.

4272-10-*-2
В клеевом шве 2—2, совпадающем с осью у, 5™—0, поскольку ось 

х является центральной осью площади Следовательно, т—0. Эпю
ре т показана на рве. 7.12. Условие прочности по скалыванию вдоль 
волокон выполняется, так сак т,п„—0,99 МПа<Лср-1,5 МПа. Расчет
ное сопротивление на срез клеевого шва должно быть /гы>Т] —
-0,85 МПа.

Пример 7.3. Заданную нагрузку воспринимают две рядом стоящие 
сварные балка (рве. 7.13, а). В целях увеличения жесткости балок 
(уменьшения прогибов) принято решение об объединении их в единое 
более высокое сечение путем соединения болтами (рис. 7.13, б). Опреде
лить, как изменится грузоподъемность балки, и найти тяг постановки 
болтов а, если для металла балок сопротивление /1—210 МПа; для 
сварного шва расчетное сопротивление на срез Лш—185 МПа; коэф
фициент формы шва /1—0,7; для болтов диаметр </—20 мм; сопротивле
ние на срез Лер—160 МПа, на смятие 480 МПа.

Решение. Увеличение жесткости балки обязано возрастанию мо- См. понятие жест- 
ментя. инерции ]х для более высокого составного сечения по сравнению * ............................. .КИС 1 ■ Д д
со старым сечением, для которого 2/— 68 400 см4, где /— ..

(о 6.2)
—34 200 см* — момент инерции одного двутавра относительно оси лг<ь 
вычисляемый обычным путем. Следовательно,
И*, - -V*«* “ 68 400/20- 3420 см».

Момент инерции и момент сопротивления нового составного сечения 
будут (площадь сечения двутавра А —130 см2)

172 000
40



Рис. 7.13. К примеру 7.3. Расчет балки со сварными и болтовыми 
соединениями:
а — сечение до усиления; б — после усиления

Возрастание изгибной жесткости сечения и увеличение прочности по 
нормальным напряжениям составят отношения

172 000 
’ 68 400 '

■2,5; ]Гх 4300
'3420Я1,25.

Соответственно грузоподъемность составной балки возрастает в 1,25
раза и будет равна 1,25 .Р—1,25'360 —450 кН. Перейдем к оценке

\

прочности составного сечения по усилиям сдвига.
Наиболее нагруженными будут сварные швы и болты у центра 

тяжести составного сечения на участке балки, где Стм = 1Д5 /’с“1

— 1,25-450 — 562,5 кН. Статический момент относительно оси х площа
ди двутавра А™ и двутавра без нижней полки А" (рис. 7.13, б) будет
5^-130 20 = 2600 см3; £”-130-20-40; 1-2560 см*.

Соответственно погонная сдвигающая сила на уровне соприкасания 
двутавров Г] и на уровне сварных швов получат значения по

формуле (7.6):
562,5 10* 2600 10-*

172 000-10"
2560

>855 кН/м; Г2---------- Г,=
2600Л

-840 кН/м.
Касательные напряжения в сварных швах по формуле (7.12) будут 

следующими:
Тг 840 10* 

тш — ----------------------- г-100 МПа<Лш-185 МПа.
2ДА.П 2-0,7-6-10-*

Условие прочности удовлетворяется. Попутно проверим прочность ос
новного металла на срез при расчетном сопротивлении ^—0,58^ =
=0,58 210 — 121,5 МПа. По (7.7) найдем

Т2 840 10*
10_3-60 МПа сЛ,*-121,5 МПа.

Наконец, определим требуемый шаг расстановки болтов. Расчетная 
сила, которую может воспринять один болт по срезу, ср=АсрЯср =

=М2/4)Лср=47 кН. То же по смятию: см-<#пЛс*, где <5П —
толщина листа пояса двутавра, в данном случае ¿V® 2'2‘ 10"* х



х 480-10‘-»192 кН. Расчетной для болта является меньшая сила 
(,,—47 кН. Учитывая, что по ширине пояса располагается два

болта, по формуле (7.15) находим максимально возможный шаг:
2ЛГб 2'47 10*

Отп.т — ■ Г ”0,11 М.
Т\ 855 103

Следовательно, д<11 см. Можно принять л-10 см.

См. § 6.9

§ 7.5. Усилия сдвига и касательные напряжения 
в балках из неоднородных материалов

Рассмотрим трехслойную балку прямоугольного сече
ния, у которой модуль упругости внешних слоев Е^, а. сре
днего слоя Еи причем будем считать, что Е2=пЕ1 и п> 1
(рис. 7.14, а). Нормальные напряжения в такой балке 
определяются по формуле

<Г1=п(^-у (1=1,2),
/шр

где л, — коэффициент приведения материала балки к ма
териалу с модулем Е\. щ=Е1/Е{ = 1; л2=£2/211=л; — 
момент инерции приведенного сечения, равный

'хпр
Ьк*

Н--- '.
12

Он вычисляется как момент инерции отдельных частей 
составного сечения, но с умножением площади соответст
вующей части на коэффициент п, (/= 1, 2).

Используя выражение для а, и следуя выкладкам,
изложенным выше (см. § 7.1), получим формулы, в кото
рые в качестве геометрических характеристик будут вхо-



дить характеристики приведенного сечения. Так, вместо 
(7.1) будем иметь
ж#" M*SZЛГ"—7“*. (7.16)

/яр
где

J yrii&Ai (7.17)
^спе

— статический момент приведенной площади отсеченной 
части сечения.

Соответственно для погонной сдвигающей силы полу
чим формулу

d Vя*
г=——=^-а, (7.18)

d*

а для касательных напряжений вместо (7.5) получим вы
ражение

т=1=Мя. (7.19)
A bJMр
Приведенные формулы применимы для сечений про

извольной формы. В частном случае симметричного пря
моугольного сечения трехслойной балки (рис. 7.14, а) 
будем иметь выражения для Т2 и Т\ в наружном и сред
нем слоях балки:

г'=^#яг-‘1
)+

0Н]' °^4

Напряжения т,= TJb (i= 1, 2). Эпюры а и т изображены на
рис. 7.14, б, в.

Обратим внимание на то, что по высоте сечения при 
переходе от одного материала к другому, если в напряже
ниях <т,=Я,Е1 наблюдается скачок, в эпюре Гит (при
b—const) скачки отсутствуют. В местах соприкасания 
различных материалов в эпюрах Гит имеют место точки 
перелома (разрыв есть у производной от этих функций по 
координате у). Для сравнения на рис. 7.14, в пунктиром 
изображена эпюра т в однородной балке при прочих 
одинаковых условиях.

Примером использования приведенных формул мо
жет служить расчет приспособлений объединительного 
шва сталежелезобетонной балки (рте. 7.15). Так, если 
конструкцией, воспринимающей сдвигающие усилия 
в этом шве, служат уголковые упоры, то при шаге рас-

Сдвигающая сила 
и касательные на
пряжения в неод
нородном балке

См. § 6S



А<*с

, о т с

Рис. 7.15. Определение усилия, действующего на упор в сталежеле
зобетонной балке

Саля, действую
щая на упор стале
железобетонной 
балка

становкн упоров а усилие на один упор получим в виде

а. (7.20)
•'дгпр

На это усилие и должны рассчитываться упоры (по смя
тию бетона и прикреплению к стальной балке).

Промер 7.4. Проверять прочность упоров в сталежелезобетонной 
балке, рассмотренной в примере б.б, если допускаемая расчетная сила 
на один упор Лрад,—100 кН и шаг а »40 см.

Решение. Максимальная поперечная сила у опоры
-27,5 (8/2) — 110 кН. Момент инерции площади сечения балки, приве
денной к бетону, Лпр“0,694-10 м*. Приняв в качестве отсеченной
площадь плиты А “—0,12 • 1,2—0,144 м2, получим 
£™—0,144-0,105 —0,0152 м3. Если в качестве отсеченной принять пло
щадь сечения двутавра Л™—84,7 см1, то эту площадь надо умножить 
на коэффициент приведения я —10 и £ “ —10' 84,7 10** • 0,18—0,0152 м3 
будет иметь то же значение, что и для плиты. По формуле (7.20) найдем 
силу, действующую на упор:

110 0,0152
/V----------------- - 0,4-96,5 кН<#™-100 кН.

^ 0,694 ИГ2 ^
Прочность соединения плиты и стальной балки на сдвиг обеспечена. Решите зад. 7.4

§ 7.6. Напряжения в балках переменного сечения
При выводе формулы (7.5) для касательных напряже

ний было введено существенное ограничение, состоявшее 
в том, что поперечное сечение считалось постоянным по 
длине балки. На практике нередко встречаются конструк
ции, включающие стержни переменного сечения. На рис. 
7.16 приведены примеры систем, в которых высота сече
ния балки Л или ширина опоры Ь являются функциями



Б_
Ь*Ь{г)

Рис. 7.16. Примеры стержней переменного сечения

координаты г. Обычно эти параметры достаточно плавно 
меняются по длине стержня. В этом случае формула для 
нормальных напряжений, например для растяжения и из
гиба относительно оси х

(7.21)

остается справедливой также для стержней переменного 
сечения. В формулу же для касательных напряжений пере
менность сечения вносит существенные поправки.

Рассмотрим элемент балки переменного сечения дли
ною йг (рис. 7.17, а). Для общности будем считать, что 
в сечении действуют усилия 0У, N и М„ а нормальные
напряжения определяются зависимостью (7.21). Из усло
вия равновесия отсеченного элемента балки с площадью

поперечного сечения Атс, как и в § 7.1, получим

_Т_ \ 
~~Ь~~Ь Аг ' (7.22)

где, используя формулу (7.21), найдем 

*Г= I ойА=- / ЛА+— \ удА=Ы —^) +
А отс ^ А отс А  отс \ ^ /

Подставив (7.23) в (7.22) и учитывая, что теперь отноше
ния А™/А и 55™//, зависят от г, получим по правилу

(7.23)

а)

гаг

к-1

ЬЛ *4

1ЕПТ1

Рис. 7.17. Касательные напряжения в балке переменного сечения, 
вызываемые усилиями (¿у, Мх и N

Из математики:
(му)'=ы'у+ыу'



Формула каса
тельного напряже
ния в балке пере
менного сечения

ГI
I ь d z

дифференцирования произведения функций

Ч т-\ [м- f+м- (f)’+"' i+Ar (i)]
где штрихом обозначена операция дифференцирования 
по координате z. В дальнейшем примем N= const и, 
следовательно, N'=0. Так как Мх’=Qy, то (7.24) перепи
шем в виде

(7.25)

Как видно, (7.25) включает в себя прежнее выражение
(7.5) в виде те лишь как часть суммарных касательных
напряжений. В стержне переменного сечения касательные 
напряжения вызываются не только поперечной силой бг.
но также моментом Мх и продольной силой N.

Для примера примем сечение балки в виде прямо
угольника с переменной высотой А=Л (г) и верхней 
и нижней гранями, симметрично расположенными от
носительно оси г, как это изображено на рас. 7.17, а. 
Тогда Л=6А3/12; БТ=Ъ [(Л/2)2->>2]/2; А=Ьк;

Л°тс=&[(А/2)-.у], а также A'=2tga и по формуле (7.25) 
получим

На рис. 7.17, 6 изображены эпюры отдельных составля
ющих касательного напряжения (7.26). Возникновение ка
сательных напряжений в крайних точках сечения легко 
объяснить, если составить условие равновесия для элеме
нтарной призмы, выделенной у наклонной грани: £г= 
—айуЬ—хйгЬ—О. Отсюда, учитывая, что йу1аг=\%а, по
лучим Поэтому на эпюрах хи я т* в крайних
точках имеем ординаты Хи={Мх1'1¥д (£ак хя=(М1А)1%а.
Заметим, что система напряжений хш, так же как и т*,
является самоуравновешенной, т. е. равнодействующие 
соответствующих сил, выражаемые площадью графиков 
хи и хц, равны нулю. Это доказывается по методу сечений
с учетом того, что площадь эпюры ха равна (¿г

Если балка имеет одну грань горизонтальной (рис. 
7.18), то при вычислении производных в формуле (7.25), 
например производной (5 ‘Г1//*)', надо учесть, что от ар
гумента г будет зависеть не только высота сечения 
Л—Ао+^ а, но и координата у=уа—г1% Оо, где ао —



Рис. 7.18. Касательные напряжения в балке с горизонтальной верх
ней гранью

угол наклона оси балки. В результате при во=0,5 
для напряжения хи получим формулу

т и=— 3 —+------------- .
И', V к к V

(7.27)

Соответствующая эпюра напряжений хи показана на рис. 
7.18. Ее площадь также равна нулю.

§ 7.7. Потенциальная энергия деформации 
при изгибе

^ Составим выражение для энергии деформации одно
родной линейно-упругой балки при плоском поперечном 
изгибе (рис: 7.19, а, б). Каждый элемент балки длиной йг 
деформируется от двух факторов: от изгибающего моме
нта элемент искривляется на угол 6<рх и от поперечной
силы возникает деформация сдвига со средним углом
сдвига Уф. Энергию деформации балки получим как сум-

С
/ х

У

;

ш
А‘тс

Рис. 7.19. Энергия деформации элемента балки равна сумме энер
гий деформации изгибания (а) и сдвига (б)

Решите задачи 7.5, 
7.6



П’к-

/

^<ши

му энергии искривления и энергии сдвига:

и=ии+иа=1<1ии+\<1и0, . .... (7.28)
О о : ;

где сШи и йС/0 — соответствующие части энергии, накап
ливаемой в элементе балки сЬ.

Энергия искривления. Эту часть энергии можно полу
чить как работу момента Мх на угле &(рх, равную площа
ди треугольника на графике зависимости между Мх и дсрх,
выражающей закон Гука для элемента балки. С учетом 
формул (6.9) имеем йсрх=[Мх/(Е^)] йг (знак минус опу
щен). Поэтому

<Ш*=- Мхй(рх=- ^<!г
2 2ШХ

и, следовательно,
/

' 1 Г 1/1

и“=1ли“~ЫЛг-

(7.29)

(7.30)

Энергия сдвига. Касательные напряжения распределе
ны неравномерно по поперечному сечению. Пусть в каж
дой точке, согласно (7.5), они определяются выражением

(7-31)

вызывая по закону Гука (5.2) соответствующий угол 
сдвига

х 1
»-5-5-« • <7'32)

Из-за различия углов сдвига по высоте сечения проис
ходит его некоторое искривление (депланация). Плот
ность энергии дефюрмации и (5.4) в произвольной точке 
элемента будет

1 е;/^г\2
м—— ту — — ,

2 20 \1ХЬ)
(7.33)

а энергия, накапливаемая в элементе с объемом 
6х<1у<12=<1Ай2, составит произведение идАйг. Энергию 
сИ/е найдем как интеграл по площади сечения А от произ
ведения и йА йг, т. е.

2 вл
с!С/о= ГГийАйг=- /Г? л
где 
к &А.

(7.34)

(7.35)



Коэффициент к учитывает неравномерность распределе
ния напряжений т по сечению. Его значение зависит от 
формы сечения. Так, например, для прямоугольника 
к—6/5 =1,2, а для двутавра при изгибе в плоскости его 
стенки к=А/Л„, где А — площадь всего сечения двутав
ра; А„ — площадь стенки.

Энергия сдвига балки, согласно (7.28), будет

Из сравнения (7.34) и (7.37) получаем угол сдвига элемен
та балки:

Решите задачу 7.8

(7.36)

Заметим, что сШ0 можно выразить через средний угол 
сдвига элемента балки уц, как работу силы б, на переме
щении <1у = ус,, йг, а именно:

(7.37)

(7.38)

где Тф = Оу/А  — средние касательные напряжения в сече
нии.

Пример 7.5. Вычислить и сопоставить энергию искривления 
и у и сдвига I)д для консольной балки прямоугольного сечения Ь х Л
длиной I, загруженной на конце сосредоточенной силой (рис. 7.20).

Г
г д

^ -

¿

и
Рис. 7.20. К примеру 7.5.

Решение. Так как Мх~ -Л и -Р, то по формулам (7.30) 
и (7.36) имеем

1 1к Р 2 '  1

Уи*—~ | (Л) иат |<1г— ■



При к=6/5 н С*£/2 (1 + /0 получим отношсяне
иа к ЕЙ2 к(1+ц)/ку /А\*— «------——-{-) -=0,6 (1 -ьл*) (-) • 
ии 4 С I2 2 V/
Например, при /г —0,25 и /—10й ({/д/С/^)—0,0075—0,75%, т. е. энергия
деформации сдвига составит менее 1% от эяергиа искривления, обус
ловленной действием изгибающих моментов. Очевидно, такое же коли
чественное влияние этих деформаций будет ■ на прогиб V балки, по
скольку работа силы Р, составляющая 0,5Лг, равна энергии деформации 
балки: (7-{/д/+(7д. Поэтому часто в расчетах деформациями сдвига
в работе балок на изгиб пренебрегают.

Вопросы для самоконтроля к главе 7
7.1. Объясните, чем уравновешиваются 

сдвигающие усилия между продольными сло
ями балки на конечном участке, выделенном 
двумя поперечными в продольным сечения
ми.

7.2. Что такое погонная сдвигающая сила 
и как она вычисляется?

7.3. Каг связаны погонная сила и касатель
ное напряжение?

7.4. На каком уровне в поперечном сечении 
погонная едаигающаж сила максимальна?

7.5. Изобразите, как распределены каса
тельные напряжения в прямоугольном сечении; 
в сечении в виде толстостенного тавра; в тонко
стенном двутавре.

7.6. Что такое центр изгиба и каким свой
ством обладает ось центров изгиба? Укажете

ось центров изгиба тонкостенного таврового 
стержня.

7.7. Какие усилия воспринимают соедине
ния ветвей, составной балки? Как определяются 
требуемые высота сварных швов в шаг закле
пок или болтов?

7.8. Какие геометрические характеристики 
используются при определении касательных 
напряжений в неоднородных балках?

7.9. Какие силовые факторы, кроме попе
речной силы, вызывают дополнительные каса
тельные напряжения в стержнях переменного 
сечения? Почему дополнительные касательные 
усилия в сечении самоуравновешеиы?

7.10. Из каких частей состоит суммарная 
потенциальная энергия деформации балки и ка
кая часть энергии количественно преобладает?

Задачи к главе 7
7.1. Проверить прочность деревянной бал

ки по нормальным напряжениям и по условию 
скалывания вдоль волокон, если Л—10 МПа, 
Лс-1,0 МПа.

7.2. Определить требуемый размер оечення 
Ь балки, склеенной из трех брусков квадрат
ного сечения ЬхЬ, если расчетное сопротивле
ние клея Яг», а сопротивление дерева на скалы
вание Да и на растяжение—сжатие Я.

Рис. к задаче 7.1

73. Вычислить расчетную поперечную си
лу для составного сечения, составленного из 
двутавра № 30 (/*—7080 см4) и симметрично
расположенных горизонтальных листов 
250 х 20, приваренных к полкам сварными шва
ми А„,—6 мм. Принять Лц, = 160 МПа и/}—0,7.

7.4. Вычислить координату ус центра тя
жести, момент инерция /эд приведенного сече- ,
ния и найти шаг болтов прикрепления стенки 
и уголков сталежелезобетонной балки. При
нять: диаметр болтов </—20 мм, расчетное со
противление на срез Лер—160 МПа, на смятие



250*20 

Рис. к задаче 7.3

1500*120

V//'/,// ‘/А

22046

Рис. к задаче 7.4

7.5. Получить формулу для касательных 
напряжений в вертикальном сечении бруса с на
клонной нижней гранью от действия силы Р, 
сжимающей его вдоль осевой линии, приняв 
Р=й. Указание: в общей формуле (7.24) сле
дует положить 0; Мх'=0; N'=0, а коор
динату у считать зависимой от г.

7.6. Вычислить касательные напряжения 
в точках И, С и В сечения у заделки и построить 
эпюру т в этом сечении при //Ао=5 и 1ва = 0,1
для балки, показанной в задаче 7.5, от действия 
силы Р (считая силу /г-=0).

7.7. Получить формулу для касательных 
напряжений в балке, загруженной касательной 
поверхностной нагрузкой с интенсивностью 
рг (Н/м2). Указание: в общей формуле (7.24)
следует положить все геометрические характе
ристики постоянными, а производные от уси
лий М' = ЬИрт/2 иЛГ= —Ьр1.

* I
1 

У $

const

7.8. Для стальной балки с сечением в виде 
двутавра найти отношение энергии деформа
ции сдвига 1/д к энергии деформаций изгиба
и и- Вычислить это отношение для двутавра
№ 40 и /«б м. Принять к=А/А„.

т ж

Рис. к задаче 7.7 Рис. к задаче 7.8



Ответы к задачам главы 7
7.1. о-тая = 5,3<Д = 10 МПа, тт„=0,93<Ла = 1,0 МПа. Условия прочности выполнены.

2 д/ I ц12
7.2. Большее из трех значений Ь=---------, Ь =------, Ь = ъ /------. 7.3. С?шшч=550 кН. 7.4. ус=30 см,

9К1Л 4Л« V 12Л рмя

/Ч§асо5 (а/2)

Ш

7.8. —
И*



ГЛАВА 8

ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ПРИ ИЗГИБЕ

§ 8.1. Некоторые основные понятия
Введем понятие о характерных перемещениях, кото

рыми фиксируется положение произвольного поперечно
го сечения балки при изгибе. Рассмотрим изгиб стержня 
в одной из главных плоскостей, например в плоскости уг 
(рис. 8.1, а). Как показывает опыт, реальные стержни, 
работающие в составе строительных конструкций, испы
тывают очень малые искривления (/}1=Ю~ ...10-3). Ос
новной вклад в создание этих деформаций вносят изгиба
ющие моменты, вызывающие искривление каждого эле
мента балки длиной на угол йср (рис. 8.1, б). Попереч
ные силы <2У создают у элементов деформации сдвига,
которыми во многих случаях пренебрегают. Учет дефор
маций сдвига и особенности определения перемещений 
при больших искривлениях будут рассмотрены ниже (см.

Итак, будем считать искривления малыми и учиты
вать лишь влияние изгибающих моментов. В этом случае 
неизвестной функцией, определяющей положение сечений 
балки в деформированном состоянии, является функция 
прогибов у=\ (г). При этом прогиб у — это перемещение 
центра тяжести сечения в направлении главной оси сече
ния (на рис. 8.1, а это ось у). Ось балки искривляется по 
кривой с уравнением \=\ (г), которую называют упругой 
линией или линией прогибов балки.

§ 8.6, 8.7).

8*1{=и■'(!)
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Зависимость меж
ду прогибами и уг
лами поворота се
чений (без учета 
сдвигов)

!

Система уравне
ний первого поряд
ка

Кроме прогиба характерным перемещением произ
вольного поперечного сечения является его угол поворо
та (р относительно оси х. Угол поворота касательной 
к линии прогибов обозначим в. Так как мы пренебрегли 
деформациями сдвига, то, согласно гипотезе плоских се
чений, каждое сечение при изгибе остается нормальным 
к оси изогнутого стержня, т. е. угол наклона касательной 
равен углу поворота сечения в = (р, как это изображено на 
рис. 8.1, а.

Из аналитической геометрии известно, что тангенс 
угла наклона касательной к кривой равен первой произ
водной от уравнения этой кривой. Следовательно,

Если угол выражен в радианах, то при малых углах 
tgвxQ и поэтому ввиду равенства <р=в имеем простую 
зависимость между функцией углов поворота сечений 
и функцией прогибов

Таким образом, из двух неизвестных функций V {£) и <р (г) 
основной является функция прогибов. Углы поворота по
лучаются дифференцированием функции прогибов.

Задачи определения прогибов для стержней с исполь
зованием описанных выше предположений впервые были 
решены Бернулли и Эйлером. Поэтому такая расчетная 
модель балки называется балкой Бернулли—Эйлера.

§ 8.2. Дифференциальное уравнение для функции 
прогибов и его разновидности

При выводе трехчленной формулы нормальных на
пряжений были получены соотношения (6.9), из которых 
второе связывает изгибающий момент Мх и создаваемый
им угол искривления элемента стержня д(рх. Опуская
здесь индекс х в обозначениях Мх, <рх и. Е1„ запишем
указанное соотношение (6.9) вместе с равенством (8.1) 
в виде системы уравнений первого порядка

интегрирование которой дает возможность найти функ
ции ср (г) и V (г). Напомним правила знаков для V, <р и М, 
ранее сформулированные в § 6.1:



прогиб у> 0 совпадает с положительным направлением 
оси у. Угол <р>0, если касательная к линии прогибов 
поворачивается от оси г к оси у по кратчайшему углрвому 
пути. При этом производная у'=ду1йг>0.

Момент М> О, если он создает растяжение в точках 
первой четверти осей координат (для оси у, направленной 
вниз, создает выпуклость элемента вниз).

Из системы (8.2) могут быть получены дифференци
альные уравнения более высокого порядка, часто исполь
зуемые при определении прогибов и исследовании раз
личных вопросов. Так, подставляя (р из второй строки 
(8.2) в первую, получим уравнение второго порядка

d2v

dz1

М
EJ'

(8.3)

Перенеся в (8.3) Е/ в левую часть, путем последова
тельного дифференцирования обеих частей равенства 
с учетом того, что йМ/йг=<2 и dQ|dz— — д, получим

dz
(8.4)

и далее

А1

dz-(EJv”)=q. (8.5)

В частном случае стержня постоянной жесткости 
£7= const уравнение (8.5) получает вид

IV q 
V =—.  

EJ
(8.6)

Равенства (8.1) ■—(8.5), по существу, выражают раз
личные факторы изгибаемого стержня через функцию 
прогибов V (г). Полезно для наглядности выписать их 
отдельно в виде последовательности:

cp = v'; М = — EJ\ *; Q=-(EJv 7; q=(EJv"y. (8.7)

В случае 
Q= —EJv

EJ=const последние два равенства будут
и q = EJvIV.

Если одно из равенств (8.7) рассматривается как диф
ференциальное уравнение для определения функции про
гибов V (г), то все предыдущие могут быть использованы 
для формулировки соответствующих граничных условий.

М>0

?
•

Уравнение проги
бов второго поряд
ка

;

Уравнение четвер
того порядка



;

Выражения углов 
поворота и проги
бов через изгиба
ющие моменты

§ 8.3. Интегрирование дифференциального 
уравнения линии прогибов и определение 
произвольных постоянных

Найдем перемещения для шарнирно опертой балки, 
имеющей EJ=const и загруженной нагрузкой, интенсив
ность которой изменяется по закону q=p(zjl) (рис. 8.2, а). 
Для этого воспользуемся уравнениями (8.2) или эквива
лентным им уравнением (8.3). Интегрируя их, получим

где г — вспомогательная переменная интегрирования, 
изменяющаяся в пределах 0<г<г; С\ и С2 — произволь
ные постоянные. Полагая в интеграле переменный верх
ний предел г=0 и учитывая, что | ^ (5) <12=0, найдем, что

о
С, = <р0 и С2=у0.

Итак, при использовании формул (8.8) постоянные 
С\ = (¡90 и С2=у0 выражают угол поворота и прогиб в нача
ле координат (г = 0). Следовательно,

2
Mdz i

v'=<p= - v=J cpdz+ C2, (8,8)

0

a' 6)

8 PLJ 
'360 EJ

6

® P

Рис. 8.2. Изгиб шарнирно опертой балки треугольной нагрузкой. 
Кривые V, <р, М, 2, ц иллюстрируют цепочку дифференциальных 
равенств (8.7)



Применим равенства (8.9) в рассматриваемом примере, 
для чего составим выражение для изгибающего момента:

6 2 3 6 \/ /3/

Подставляя выражение для А/в формулу (8.9), найдем

Г 1 р12 (2 г3\ рЬ2 рг*
(р  = — I---- (------г 1 йг+(ро=-------1---- + <Ро>

] ЕЗ 6 \/ /*/ \2Ш 24/Е/
о

г ... .. рЬ1 рг* у=Г (¡р(г)(12+Уо=--------Н------- + <рог + У0.' 36£/ 120/Е/

Постоянные <р0 и у0 должны быть найдены из условий
закрепления балки. В данном случае в начале координат 
имеется жесткая опора, поэтому у0=0, а угол д>0 найдем
из условия V (0=0, что дает <р0=(7/360) |>/3/(£/)]. Окон
чательно выражения для <р и V запишем в виде 

^<7-30{г+15«' 
где £=2//.

На рис. 8.2, б изображены эпюры V, <р, М, Q я ?, 
иллюстрирующие цепочку равенств (8.7). Каждая пара 
соседних графиков этих функций связана между собой как 
первообразная и ее производная. Поэтому, например, 
нулевым точкам эпюр (р, М, Q, ^ соответствуют экст
ремумы в графиках V, (р, М, 0, что следует учитывать при 
их построении. Заметим, что значение ут„=
=0,006522р1*/(Е1) имеет место близко к середине балки 
при 2=0,5193/ (что находится из условия (р=\' = 0) и сам 
максимум прогиба очень близок к прогибу посередине 
пролета: V (//2)=(5/768) &>/*/(£/)] = 0,006510 [р/4/(£/)].

Пример 8.1. Определить прогибы и внутренние усилия М и Q от 
той же нагрузки, что изображена на рис. 8.2, но для балки, имеющей 
слева заделку, а справа — шарнирную опору.

Решение. В этой балке четыре неизвестные реакции (момент и три 
силы) и только три условия равновесия для их определения (£2=0; 
£У=0; Хто=0). Поэтому данная задача относится к статически неоп
ределимым. Общий метод их решения будет рассмотрен в следующей 
главе. Здесь для решения подобной задачи использовано дифференци
альное уравнение (8.6), которое имеет вид

^ рг 

<1г* ~ еУ" ЕЛ
Его последовательное интегрирование дает такие результаты:
<13у рг2 

йг 2 ЕЛ



Рис. 8.3. К примеру 8.1. Использование уравнения четвертого по
рядка для анализа статически неопределимой задачи

рг3

—г”------ (-С12+С2;
(к1 6 ЕЛ
<1у рг* г1

— »*------ 1-С| — + С22+С};
Лг 24ЕЛ 2

рг3

+ Сх — + С2 — + С37+С4.
ПОЕЛ 6 2

Граничные условия будут: 1) V (0)=0; 2) у' (0)=0; 3) А/ (/) = 
== —EJv’ (/)*0; 4) V (/) = 0. Первое и второе условия дают Сз = С4=0.
Третье и четвертое приводят к системе уравнений

р12

---- + С,/+С2=0;
6£У

р1г СХ1 Сг-Н-- +—=0,
120 EJ 6 2

решая которую находим С) = —(9/40) \plftEJ)] и С2 == (7/120) \р12/(ЕТ}\.
После этого составим выражения для М и б:

рг* 9 7
М= — £А'=---------- 1— р/г-------р1;

6/ 40 120
рг* 9 

С=-ЯЛ”--—+—р/.
2 / 4 0

Графики у ,  М я Q показаны на рисунке. Обратим внимание на то, что
наличие эпюры А/ помогает правильно изобразить график прогибов у. Рекомендации по 
Так, на участке, где Ы<0, выпуклость графика V вверх, а там, где А/>0, ппяв|1_ НЛМЛ, „„д 
наоборот, вниз. Кроме того, у заделки сечение не поворачивается
(^ = у'=0), поэтому касательная к графику V в этой точке горизонталь- ражению ЛИНИИ 
на. прогибов



§ 8.4. Использование локальных систем 
координат при наличии нескольких участков 
интегрирования

Если балка делится иа ряд участков, то при определе
нии прогибов с помощью выражений (8.9), так же как это 
делалось при растяжении—сжатии или кручении, удобно 
использовать на каждом участке свою местную (локаль
ную) систему, имеющую начало координат на левом или 
правом конце данного участка. Для границ участков при 
этом составляются условия непрерывности перемещений 
(условия «склейки» или «стыковки»). Это позволяет вы
разить постоянные интегрирования (р01 и у0( /-го участка
через постоянные предыдущего (/—1)-го участка <Ро((-1)>
у0(/_1) и провести весь расчет в достаточно рациональной
форме. Рассмотрим особенности вычислений на приме -
рах.

Пример 8.2. Найдем прогибы и углы поворота для консольной 
балки ступенчатого сечения, полагая Ш2 = Ш и = 2Ы (рис. 8.4).

ЕЗ, -2EJ

У,
а а

Fa
А  ©

Уог-У.М 0

1гг>а)=
11
12 ЕЗ

Рис. 8.4. К примеру 8.2. Прогибы ступенчатой консольной балки

Решение. Начало координат первого участка удобно расположить 
в заделке, где прогиб и угол поворота vqi *=<poi “0. Так как на первом

участке Mi — — Fa=const, то по форму лам (8.9) найдем



На втором участке имеем — Р(а—и по формулам (8.9) получим 

п
Г^(й-22) Л» *2 й2

о
*2 Раг\ Рг\

у2=] <рг<&1+Ув1=—~:+902*2+у02>
0 ¿Ы ълм

где ц>02 и Уог — угол поворота и прогиб на границе участков при 22=0.
Используя условие непрерывности перемещений, найдем 

Фо2 и у02 по формулам для перемещений первого участка при г\= а,
а именно:

й2 Л»*
<Р02 = <))| (г!«=а)=^ ^02”У[ (2

1
=а)=^>

после него по формулам для ^ и У2 можно найти перемещения на 
втором участке. В частности, на конце балки при =а получим 
<р2 (а)=Ра2/(Е1) и у2 (а) = (13/12) [/*«»/(£/)]•

В общем случае следует выбирать в качестве первого 
участка тот, у которого имеется наименьшее число неиз
вестных начальных перемещений (из двух у01 и <р01). На
пример, для балки на рис. 8.5 указана целесообразная 
последовательность нумерации участков и выбора ло-

V/

а, 1 я*

1

% 41

9о^ ~ '  <Ро1 Ч>„*0

Щ^О щ=0

1

Уг

.......... ‘■1

Уз

Фог'Щ N %ъ~-Ч>гЫ
1гв2Щ(а1) Щ,-о

т
Рис. 8.5. Рациональная нумерация участков интегрирования 
и формулировка условий их сопряжения



кальных осей. На первом участке будет только одно 
неизвестное перемещение <рои a v0i=0. Переходя ко второ
му участку, из условий «склейки» <Po2=<Pi (zj = <Я]) 
и Vo2=Vi (zi=a\) выражаем <р<и и v02 через <¡£>oi и эту единст
венную неизвестную постоянную находим из граничного 
условия v2 (z2=a2)=0. Для третьего участка имеем v03=0
и <Рт = <Р2 (*2=а£- Для четвертого участка, поскольку ось 
z4 направлена в сторону, противоположную оси z¡, усло
вия «склейки» соответственно будут vM=0; q>w = — q>0l.

Пример 8.3. Найти прогиб под силой Р и углы поворота сечений на 
опорах для шарнирно опертой балки (рис. 8.6).

Рис. 8.6. К примеру 8.3. Интегри
рование уравнения для прогибов 
при двух участках

Решение. На первом (левом) участке имеем v0i -=0, <р0| —неиз
вестно. Момент Mi=Fz\/2 и формулы (8.9) дают 

*1
С Fz, _ FtJ ч Fz\

V 1 “ — I  — +  vi”J *.d*,+ve,——+*,1*1.

о
Из условия «склейки» через <poi выражаем начальные перемещения для
второго участка:

( l\ FI2 ( l\ FI3 /
+ V02-V, —+ *0,

Момент M2-(FP) [(//2)—rj и по формулам (8.9) получим



7 Щ я*г2 п3 I
у2 = | 9>2<“2 + у02”-------------------------- Н------------------------- Ь'ф01*2----------------- 1"ф01 “•

0 8 Ю \2Е1 16 Е1 96Е1 2
Для определения неизвестного од имеем граничное условие на

правом конце балки \2 (г2—//2)-0, что дает <р01-(1/16) [Н2/(Е1)]. По
формуле для V] найдем Ущ^-У, (//2)=(1/48) [Р13/(Е7)].*

Учет симметрии
Рассмотренное решение умышленно проведено без ис

пользования симметрии системы, как пример общего слу
чая загружения. При наличии симметрии решение упроща
ется. Так, в данном случае можно рассмотреть только 
левый участок, а <р01 определить из того условия, что на
оси симметрии угол поворота равен нулю, т. е. 
Я> 1 (2\ = 1/2) = 0, что сразу дает <р01 = (\/16) [Р12/(Е1)].

V, Vi
л

Рис. 8.7. В месте шарнирного соединения 
участков непрерывность обеспечивается 
только по прогибам уо2=у1 (“¡), а функ
ция углов поворота терпит разрыв 
<Р02#<?1 («0

Если границу между участками создает «врезанный» 
шарнир (рис. 8.7), то непрерывность перемещений на 
границе обеспечивается только по прогибам и можно 
составить только одно условие «склейки»: у<и=У1 (21=01).
Угол поворота прямо не связан с углом ср\ (а0 н явля
ется неизвестной константой, определяемой из соответст
вующих граничных условий [на рис. 8.7 из граничного 
условия у2 (г2 = в2)=0].

§ 8.5. Метод начальных параметров
Рассматриваемый ниже метод представления решения 

дифференциального уравнения линии прогибов имеет 
важное методическое значение, поскольку он часто ис
пользуется в различных задачах сопротивления матери
алов и строительной механики.



Его сущность состоит в том, что для характерного ц 
набора частных нагрузок общий интеграл дифференциаль
ного уравнения линии прогибов строится как набор соот- Метод начальных 
ветствующих частных решений, причем в качестве произ- параметров 
вольных постоянных выбираются прогиб v0, угол поворота
Фо, момент М0 и поперечная сила Qo в начале общей
системы координат, единой для всего стержня. Решение 
представляется в виде формулы общего вида для произ
вольного п-го участка стержня, которая называется уни
версальной формулой.

Для стержня постоянного сечения £7= const (рис. 8.8) 
расположим начало координат на его левом конце и для 
первого участка функцию прогибов Vi (z) разложим в ряд
Маклорена (номера участков обозначим римскими циф
рами I, II, ..., а границы участков — арабскими 1, 2, ...):

I П Ш IV
/пл . V (°) . V (°) 2 . V (°) 3 . V (°) 4 . Vi=v (0)Н—— гЛ—г— Z Н—~— * Н—— z +■

1! 2! 3! 4!
(8.10)

Так как V (0)=уо, V1 (0)=щ и, согласно дифференциаль

ным зависимостям (8.7), уП (0)= —Ма/(Е1), уш(0) =
IV= —Со/(•£/). V (0) = Цо1(Е1), то, ограничиваясь случаем

постоянной распределенной нагрузки, решение (8.10) для 
первого участка получит окончательный вид

Л/о*2 Со«3 ?ог4

Ч1 = у0 + < Р о 2 — — — —  +  ■2 \EJ V.EJ 4 \EJ
(8.11)

Переходя ко второму участку, введем функцию 
( г ) =уп (г)—VI (г), представляющую разность между

Рис. 8.8. Представление нагрузки и линии прогибов в методе на
чальных параметров



истинной линией прогибов на втором участке и продол
жением функции vx в пределах второго участка (на рис.
8.8 ординаты Avi заштрихованы). Разлагая ее в ряд Мак-
лорена (8.10) по вспомогательной переменной zl=z—ax

с начальной точкой zt = 0, получим для Av, решение,
аналогичное (8.11):

А /  \  л _i_ А г  \  b Q i ( z - a x fAvx (z)=Av,+Aç>, (z- a,)------------------------------------b
2 lEJ 3 lEJ

Agt (z—a,)4

где AMj, AQU Aqx —приращения («скачки») в функциях
изгибающих моментов, поперечных сил и интенсивности 
нагрузки в первой граничной точке. Численно прираще
ния AMi и AQi равны сосредоточенным моменту и силе
в точке 1, a Aqx — разности интенсивностей второго
и первого участков Aqy=qn—qi в точке 1; Av! и Aç>t —
это «скачки» в прогибе и угле поворота в граничной точке 
1. Они возможны, например, при соединении участков 
балки с помощью упругой пружины и шарниров. В даль
нейшем будем считать линию прогибов непрерывной 
и положим все Av, и Aq>, (i= 1, 2, ...) равными нулю.

Имея vr (z) и А^ (z) для второго участка, найдем 
vn как сумму: Vn=vi+Avi. Переходя аналогично к третье
му и последующим участкам, получим для произволь
ного и-го участка универсальную формулу

"х' a Mqz* Qqz3 goz*v„=vt+ у Av,=v0+(p0z-----------------------+-------1-
21 EJ 31EJ 4! EJ

( AM, (z—aj)2 AQ, (z-ad3 Ag, (z-a,)A
+£ (—ü;----------------- <8 l3>

Для углов поворота функция (ря получается дифферен
цированием (p„=dvjdz:

M0z Qoz1 q0z3

<Рп=Я> 0-----------------1-------(-V. EJ 2lEJ 31 EJ

+
"у1 ( АМ,(г-ад АС/(г-Д|)* Ад,(г-а,)Л

\ ПЕГ 21Е1 3!Е/ )' ( • )

Величины у0, ф0, М0 и £?0 называются начальными параме
трами. В зависимости от закрепления балки и ее нагруз
ки часть из них бывает известна, а остальные находят из 
граничных условий.



ПромеР' 8.4. Для показанной на рис. 8.9 балки и нагрузки опорные 
реакции будут Ло—0 и Лд«2да. Начальные параметры: у<>=0, угол

9>о#0 и неизвестен, Л/0=0 и 2с=Ло=0.

Ло
г01

а а
а *1

щ--о ь%г-я AQ2 = Rr2<ia
%--0
мо--0

QozRo~0

El H qg' 
W EJ

Рис. 8.9. К примеру 8.4. Определение про
гибов по методу начальных параметров

Решение. Для первого участка по (8.13) и (8.14) имеем 
vi = <¡»oz; <Pi=<Po-

Первый участок балки, оставаясь прямым, поворачивается вокруг лево
го шарнира на угол <ро> что соответствует нулевой эпюре моментов на
этом участке. На границе в точке 1 добавляется скачок в нагрузке 
Aqi = д, поэтому

v2=<Po2+-
д (г-а)*

ф 2 = |?0 + "
д (г—а)3

4! Е7 3! £/
В точке 2 имеем скачок в поперечной силе Д2г = Яв—2да, а также 

добавляется третье слагаемое
д(г—а)* 2да (г—а)3 д (г—и)3 2да (г—а)2

\3 = щг+- <Рз“9о+~
4!£У 3\Ш 31Е1 2\Ш

Неизвестный угол поворота сро найдем из условия у2 (г=2д)=0, что 
дает <ро= — ^а3/(48£/). Прогиб на правом конце балки будет равен

да* / 1 2 1\ 13 да*
v3 (За)-------( --------.

EJ \ 16 3 3J 48 EJ



§ 8.6. Численное интегрирование уравнений 
для прогибов методом конечных разностей

В некоторых случаях интегрирование уравнения для 
прогибов, например

Мх
(8.15)

в аналитической форме выполнить не удается. Так, в бал
ках переменного сечения жесткость ЫХ=ШХ (г) будет
являться некоторой функцией координаты г и непосред
ственное интегрирование правой части (8.15) в общем 
случае станет затруднительным. В подобных случаях ре
шение задачи можно получить численно.

Одним из эффективных численных методов является 
метод конечных разностей, суть которого состоит в сле
дующем. Участок интегрирования 0—/ узловыми точка
ми разбивается на интервалы А (рис. 8.10) и производные 
функции V (г) приближенно заменяются через разности 
узловых ординат у,, что приводит к решению системы
алгебраических уравнений относительно этих ординат.

Так, если составить выражение квадратной параболы, 
проходящей через три соседние ординаты у,_1;

VI и у,+1 и заменяющей истинную кривую, и продифферен
цировать это выражение, то получим приближенные 
формулы для производных (операторы численного диф
ференцирования):
v,=(-v,_^ + v,+ l)/(2A); (8.16)
У/=(у/_1—2у,+у/+|)/Д2. (8.17)

Производные более высокого порядка можно полу
чить по следующей схеме:

у7=4(у-)(«(-у;_,+у;+,)/(2Д).
<12

После замены слагаемых числителя для точек /—1 
и 1+1 с помощью оператора (8.17) получим
V 7=( - у,_2+2У(_ 1 - 2у,+ 1 + у,+:)/(2Д 3). (8.18)



Аналогично, по схеме v{v=(v")I найдем 
V г=(v,_2- 4v,_, + 6v, - 4v,+, + v,+0/A *. (8.19)

Вернемся к уравнению (8.15), в котором заменим ле
вую часть с помощью конечно-разностного оператора 
(8.17), и применим это уравнение ко всем узловым точкам 
участка интегрирования:

К полученной системе алгебраических уравнений доба
вим граничные условия, которые также надо выразить 
с помощью конечно-разностных формул. При этом в си
стему уравнений операторами производных могут вов
лекаться точки, лежащие за границей участка интегриро
вания, такие, как —2, —1, и + 1, п+2. Эти дополнитель
ные неизвестные определяются с привлечением краевых 
условий, добавляемых к системе уравнений.

Пример 8.5. Для балки переменного сечения (рис. 8.11), у которой 
жесткость изменяется по закону £У*=£/0 [1 -(4а//2)г (1-2% опреде
лить прогибы от равномерно распределенной нагрузки.

Рис. 8.11. К примеру 8.5. Определение прогибов в балке перемен
ного сечения

Решение. Примем шаг сетки узлов Д=//4. Узловые значения жест
кости и изгибающих моментов будут EJ{ =EJ0 (1 —0,75а), М\ =

»3 (*/*/32); EJ2 — EJ0 (1 — а), A/z = 4 (qi2/32); граничные условия:
v (0)=v (/)=0. Уравнения (8.20) для принятой сетки узлов с учетом 
симметрии получат вид

(8.20)

15



Результаты решения этих уравнений для а=0 (постоянное сечение) 
и а=0,8 изображены на рисунке. Для а=0 точное значение у2=

=5?/4/(384£/0) н погрешность приближенного решения составляет 
4,8%.

См. ф-лу (7.38) и 
рис. 8.1 § 8.1

в-ф+^ср

§ 8.7. Дифференциальное уравнение для 
прогибов с учетом деформаций сдвига

В отличие от случаев, рассмотренных в предыдущих 
параграфах, здесь необходимо кроме деформации искри
вления, создаваемого изгибающими моментами, учесть 
сдвиги элементов балки. Деформация сдвига элемента 
стержня создается поперечными силами Q, которые вы
зывают средний угол сдвига элемента

Уср: .кА
ел' (8.21)

где к — коэффициент, учитывающий неравномерность 
распределения касательных напряжений в сечении [см. 
(7.35)]. Если по-прежнему угол поворота поперечного 
сечения обозначим через ф, а угол наклона касательной 
к оси изогнутого бруса через в, то легко заметить, что 
отрезок оси (15 как элемент касательной к кривой у=у (г) 
дополнительно к углу ф повернется за счет сдвига на угол 
Уср так, что общий угол наклона касательной в будет

6=(р + у1ср- (8.22)

Так как вфф, то поперечные сечения не будут нор
мальными к оси бруса при учете сдвигов.

На основании равенства в=\' вместо (8.1) получим

Зависимость меж
ду прогибами и уг
лами поворота се
чений с учетом 
сдвигов

ф + у ср = у' (8.23)

и система дифференциальных уравнений (8.2) с учетом 
сдвигов будет иметь вид

(8.24)

Подставив ф из второй строки в первую, получим вместо 
(8.3) уравнение второго порядка с учетом сдвигов:

м а fkQ\
6г2~ Ш дл \СЛ/



При интегрировании уравнений (8.24) или (8.25) следу
ет иметь в виду, что определению подлежат две отдель
ные функции перемещений: функция прогибов V (г) и фун
кция углов поворота сечений <р (г). Последние уже не 
связаны с прогибами простым соотношением (8.1), как 
это было без учета сдвигов. Их зависимость определяется 
равенством (8.22). Это создает свои особенности при 
формулировке граничных условий и условий непрерыв
ности перемещений на границах участков интегрирова
ния. Так, например, в заделке граничные условия при 
2=0  будут: 1) V (0)=0 и 2) <р (0)=0. При этом из второго 
условия и равенства (8.22) следует, что касательная в за
делке повернется на угол 0=?,,-

На границе участков в 1-й точке условия непрерыв
ности перемещений будут У/=у/+1 и <р,=<р,+]. При этом
углы наклона касательных могут быть различны: 0<^в/+1,
если Q^ФQl+^.

Припер 8.6. Найдем прогибы однородной консольной балки пря
моугольного сечены с учетом сдвигов от равномерно распределенной 
нагрузки ^ (рис. 8.12).

Решение. Воспользуемся системой уравнений (8.24). Из первого 
уравнения находим

ГМ 61
*-Ы + Ч><£

<12+уо.

Яг

1 г
1

Рис. 8.12. К примеру 8.6. Прогибы балки от деформаций сдвига 
и от изгиба у и



В рассматриваемом случае М-—д12/1—дх211+дЬя(2шд1—дг, кро
ме того, в заделке у0»0 и <Ро»0, поэтому для <рм\ получим выражение

ql2z qlz2 qz3 ql2z2 qlz* qz*----------- 1---. y---------------- 1-----+
2EJ 2EJ 6EJ 4EJ 6EJ 2AEJ =Ю

Полученное выражение для v можно представить как сумму двух функ- 
ql2z2 qlz3 qz4

цнй: v-vu+vn, где vu------------------------!---------- прогибы, вызванные из-
4 EJ 6EJ 2AEJ

* /ги бающими моментами; vg ——I ç/z--------- I — пропсы от деформа-
GA \ 2 /

ций сдвига, вызванных поперечными силами.
Вид эпюр Vq и Уц изображен на рисунке. Их сумма дает общую

линию прогибов.
Вычислим прогиб на конце балки vq (/) */q и (0”/и ■ сопоста

вим их количественно. При г-/ найдем/g,/v и их отношения:

kql2 ql4 f0 Е J
fo——; /v-—J —”4-------------------- . (8.26)
° 2GA SE/ fu GAI2

В случае однородной балки имеем Е—2 (l+/i) G; J=bh3{ 12; A=bh\ 
к=6/5. Полагая l/h=5 и 0,25, получим
/о 2 AJ 2 11
—— (1 +р) — — ' 1Д5 --—,
/м 15 I1 15 52 150
т. е. прогиб, вызванный деформациями сдвига, в 150 раз менее прогиба 
от изгибающих моментов. Деформациями сдвига оправданно можно 
пренебрегать, как это и делалось в предыдущих параграфах.

j несу щий спой

. -X

Изгиб многослойной балки. В технике и в строительст
ве широко используются многослойные элементы конст
рукций. Рассмотрим трехслойный стержень, состоящий 
из легкого пористого материала, например пенопласта, 
называемого заполнителем, связанный на наружных по
верхностях с тонкими металлическими листами (несущи
ми слоями). Обычно используются трехслойные панели, 
прямоугольные в плане, обладающие высокими теплоза
щитными и несущими свойствами и, кроме того, весьма 
малым весом. В некоторых случаях работа панели или 
мысленно выделенной из нее полоски может рассмат
риваться как работа изгибаемой балки. Оценим влияние 
деформаций сдвига в такой трехслойной балке, пользуясь 
расчетной схемой и формулами, полученными в примере 
8.6.

Модуль упругости заполнителя во много раз менее 
модуля упругости несущих слоев. Поэтому считается, что 
весь изгибающий момент в сечении воспринимается толь
ко несущими слоями, а заполнитель воспринимает толь
ко касательные напряжения т, которые в этом случае 
будут постоянны по его толщине. Тогда в формулах
(8.26) жесткость EJ будет относиться только к несущим 
слоям и составит



где Е — модуль упругости материала несущих листов;
S — толщина листов.

В то же время сдвиговая жесткость GA будет от
носиться только к заполнителю и составит GA = Gbh, где 
G — модуль сдвига заполнителя. Ввиду равномерности 
распределения т по толщине заполнителя коэффициент 
к в формуле (8.21) и в формулах примера 8.5 будет равен 
единице.

Подставляя указанные значения EJ и GA в формулу
(8.26) для folfu, получим искомое отношение прогиба от
поперечных сил к прогибу от изгибающих моментов 
трехслойной балки:

fa=2---
fu Ohl* '

Пусть Л//=1/5; S/h= 10-2 и E/G= 103, тогда fQlfu=0,8, 
т. e. деформации сдвига увеличивают прогиб fu от изги
бающих моментов на 80% и в этом случае деформациями 
сдвига ни в коем случае пренебрегать нельзя. Обычно 
многослойные элементы конструкций рассчитываются 
с учетом деформаций сдвига.

§ 8.8. Особенности определения больших 
прогибов

До сих пор мы пользовались допущением о малости 
прогибов, считая, что v'«<p вместо точного равенства 
v =tg <р, где <j> — угол наклона сечения и касательной 
к оси (без учета деформаций сдвига). Это справедливо 
только если v'«l и углы <р очень малы. Как указывалось 
в реальных строительных конструкциях, отношение fll=
= 10"2...10_3, таков же порядок и величин v'aqj, поэтому См. § 8.1 
указанное предположение вполне оправданно.

Предположим теперь, что имеется очень тонкая гиб
кая линейка и ставится задача об определении ее формы 
изгибания и перемещений без ограничения их значений 
(рис. 8.13). При этом считаем, что благодаря малой тол
щине стержня даже при сильных изгибаниях он может 
работать в упругой стадии, без появления пластических



liputum плоской кривой 
1 - dv. у"
S>~d3 ~~'¡MyW

деформаций. Такие задачи возникают, например, при 
решении вопросов об условиях работы гибких элементов 
приборов. В этом случае, пренебрегая влиянием попереч
ных сил, исходят из соотношения, связывающего кривиз
ну элемента стержня и изгибающий момент [см. (6.10)]:
1 м
р~ EJ (8.27)

Взяв -из аналитической геометрии выражение кривизны 
для плоской кривой и записав его в координатах vz 
вместо (8.27), получим

V[1+(v')ils ю ^8'28^
В отличие от приближенных линейных дифференци

альных уравнений (см. § 8.2) уравнение (8.28) является 
нелинейным относительно функции v, поэтому его реше
ние является задачей значительно более сложной, чем 
ранее рассмотренные. Существуют специальные методы 
решения таких задач, как правило, с использованием 
ЭВМ, на которых здесь мы останавливаться не будем.

Подчеркнем, что при составлении уравнения (8.28) 
момент М должен вычисляться в деформированном со
стоянии, т. е. для поперечного сечения изогнутого стерж
ня с учетом того, что это сечение получило перемещения 
v и w вдоль осей у и z (сечение Q на рис. 8.13). Таким
образом, чтобы составить правую часть уравнения (8.28), 
предназначенного для определения перемещений, надо 
уже знать эти перемещения и форму изгиба стержня. Это 
затруднение в существующих методах обычно преодоле
вается тем, что строится соответствующий метод после
довательных приближений, с помощью которого нахо
дится форма изгиба стержня для данного уровня нагруз
ки.

Заметим, что для малых прогибов, когда (v')2«l 
и 1 +(v')2« 1, уравнение (8.28) переходит в знакомое при
ближенное линейное уравнение (8.3):

м
v =-—• (8.29)

Различие кривых, получаемых из приближенного 
(8.29) и точного (8.28) или (8.27) уравнений, удобно про
иллюстрировать на примере изгиба гибкой консоли мо
ментом М (рис. 8.14). Из уравнения (8.29), интегрируя, 
получим квадратную параболу (рис. 8.14, а)

Mi1

v=—. (8.30)

в то время как из точного уравнения (8.27) при Л/=const 
следует, что это будет окружность с радиусом p=EJ/M



Рис. 8.14. Сравнение кривых, получаемых из приближенного и точ
ного уравнений

(8.31)

(рис. 8.14, 6), для которой перемещения v и w произволь
ного сечения С будут
v=p —pcOs(p=p (1—cos q>)=p [1—cos (z/p)]; 1 
w=z—p sin q> = p [z/p—sin (z/p)], j

где <p=z/p. При v-»0 очевидно p-*oo и отношения (z/p) 
становятся малыми. Разлагая sin (z/p) и cos (z/p) в степен
ной ряд по аргументу (z/p) и ограничиваясь двумя пер
выми членами этих рядов, при p=EJ/M из (8.31) получим

v=-
Mz1

1EJ'
w = -

M 2 z 3

6 (EJf
2v* 
3 z

(8.32)

Сравнивая (8.30) и (8.32), видим, что выражение V, 
полученное в пределе из точного решения, совпадает 
с тем, что дает приближенное уравнение. По поводу 
п можно сказать следующее: если V рассматривать как 
малую первого порядка, то н>, будучи пропорциональной 
V2, будет малой второго порядка и именно поэтому 
в § 8.1 при малых прогибах можно было принять н>=0.

§ 8.9. Метод Максвелла—Мора
До сих пор перемещение было результатом решения 

дифференциального уравнения и представлялось в виде 
аналитических функций. Но практически использовать 
аппарат дифференциальных уравнений для произвольной 
стержневой системы довольно громоздко. Кроме того, во 
многих случаях не требуется находить функции переме
щений, а достаточно лишь вычислить перемещения в кон
кретных точках конструкции по фиксированным направ
лениям. Именно эту задачу успешно решает метод, пред
ложенный в 1864 г. английским физиком Дж. Максвел
лом для ферм и вторично открытый в 1874 г. немецким 
ученым О. Мором, в дальнейшем развитый на общий 
случай деформаций стержневой системы. Он основывает
ся на использовании принципа возможных перемещений.

Из математики:
X3

sinx=x-------- (-
jc-*0 3!

X s

Н-----...
5!

х2
cosx=l---------1-
*-*0 2!

х*
Н-----...

4!



Рассмотрим этот метод на примере плоской стержневой 
конструкции (рис. 8.15).

Условимся вначале о стандартном обозначении пере
мещений. Проекцию полного перемещения СС\ на неко
торое фиксированное направление п—п будем обозначать 
Дф, где первый индекс представляет номер искомого
перемещения (л = 1, 2, 3, ...). Второй индекс р указывает 
причины, вызывающие деформации отдельных элемен
тов системы и, как следствие, перемещение Av. Это могут
быть нагрузка (как это показано на рис. 8.15), изменение 
температуры (тогда вместо р пишется t), деформации от 
усадки материала, его ползучести (см. гл. 16) и т. д.

Для определения перемещения Ащ, Максвеллом было
предложено рассматривать данную систему в двух состо
яниях: в состоянии р (грузовое состояние) и состоянии 
п (вспомогательное состояние).

В грузовом состоянии заданными считаются дефор
мации отдельных бесконечно малых элементов стержней 
системы. Например, на рис. 8.16 это будут деформации 
удлинения АсЦ,, изгиба dq>r и сдвига y,ds, вызвавшие
элементарные перемещения dA„,. Если эти деформации
являются упругими, то с внутренними силами Np,
Мр и Qp они связаны известными соотношениями

Adjp=——
ЕЛ

d q>„-.
Mpds 

1 EJ 1
kQ, (8.33)

где к — коэффициент по формуле (7.35), учитывающий 
неравномерность распределения касательных напряже
ний в сечении при изгибе.

Если найдем элементарное, перемещение dAv. (рис. 
8.16), то полное перемещение получим как определенный

Рис. 8.15. Грузовое и вспомогательное («единичное») состояния 
в методе Максвелла — Мора



л

Рис. 8.16. Определение элементарного перемещения ёД^, вызван
ного деформацией одного элемента <15

интеграл по всей длине стержней Ь:
£,

А/ч>=1 ¿А*. (8.34)
о

Для определения ¿А,* используем вспомогательное
состояние п, которое получается от загружения системы 
силой Гя, прикладываемой и ориентируемой так, чтобы
она совершала работу на искомом перемещении Л9. Для
этого она направляется по линии п—п. Как мы увидим, 
эта условная нагрузка является безразмерной и в даль
нейшем принимается равной единице, поэтому внутрен
ние силы от такого единичного загружения отмечают 
сверху черточкой, т. е. Яп, Йя, а само состояние
п называют единичным.

Напомним из курса теоретической механики общее щ 
энергетическое условие равновесия системы сил, а именно 
принцип возможных перемещений: для системы сил, нахо- Принцип возмож- 
дящейся в равновесии, суммарная работа этих сил на ных перемещений 
любых возможных перемещениях (т. е. бесконечно малых 
перемещениях, допускаемых связями системы) равна ну
лю.

Применим этот принцип для определения элементар
ного перемещения возникшего в состоянии р от
деформаций одного только элемента ¿у (рис. 8.16). Там 
же в состоянии п показаны внешняя сила .Р. и урав
новешивающие ее внутренние силы Ы„, М„, ()„, очевидно, 
пропорциональные силе .Г,:

(8.35)



I

Формула Макс
велла—Мора в 
случае:
— произвольных 
деформаций

— упругих дефор
маций

В теоретической механике принцип возможных пере
мещений формулируется для твердых тел. На рис. 8.16 
в состоянии п деформируемая часть материала элемента 
dy мысленно удалена и заменена воздействием внутрен
них сил Nn, Мп и Q„ на соседние части стержня, рассмат
риваемые при применении принципа как твердые.

Ввиду малости перемещений в состоянии р примем их 
на рис. 8.16 в качестве возможных для сил состояния п. 
Возможная работа этих сил вычисляется как произведе
ние (с соответствующим знаком) усилия, взятого из со
стояния п на соответствующее перемещение из состояния 
р. В результате получим
F„dAv-(NjAdsr+Mndq>f+Qnypds)=0, (8.36) ,

откуда, разделив все на F„ и учтя (8.35), найдем

dAv(N, Ads,+M„d(p„+Qnyf ds)=flnAdsf+\}nd(p„+
Л|

+ &?,&. (8.37)

В формуле (8.37) flK=NJF„, ... как раз представляют
упомянутые выше внутренние усилия в «единичном» со
стоянии от безразмерной силы F„= 1.

Подставляя (8.37) в (8.34), получим формулу Максвел
ла—Мора для перемещения Av при заданных деформаци
ях Ad?,, d q>f, у, (произвольной природы):

L  L  L
Av=i Яп Ady,+f K}'dq>,+\ Qny fds.

ООО
(8.38)

В частном случае для упругих деформаций (8.33) эта 
формула получит вид

(8.39)

Таким образом, геометрическая задача определения 
перемещений точек системы по известным деформациям 
ее элементов свелась к хорошо изученной статической 
задаче, а именно построению эпюр внутренних усилий 
в грузовом состоянии р, то же во вспомогательном со
стоянии п от силы Р„= 1 и последующему вычислению
соответствующих интегралов в формуле (8.39), называ
емых интегралами Мора.

Последняя операция условно называется «перемноже-



нием эпюр», для которого удобно использовать методы, 
изложенные в Приложении I (формула Верещагина 
и формула Симпсона), приспособленные для вычисления См. Приложение I 
интегралов следующего вида:

/=}/(!)*■(*)*.
а
К ним относятся и интегралы Мора, поскольку любое 

из внутренних усилий в (8.39) является функцией коор
динаты 5. Приведем примеры использования формулы 
Максвелла—Мора.

Пример 8.7. Определить на конце ковсоли прогиб и угол пово
рота &2р, учитывая лишь деформации, вызванные изгибающими момен
тами (рис. 8.17).

~1^1р

0 -^тттт^тТПТК]'
X,

------------ \--------

Рис. 8.17. К примеру 8.7. Определение прогиба и угла поворота по 
формуле Максвелла — Мора

Решение. В пролете \^f-(qlz-qz1)|2, на консоли Л/,-0. От силы
/1 = 1 в пролете моменты М\ — —га/1. По формуле (8.39), удерживая
лишь второе слагаемое путем непосредственного интегрирования, полу
чим

л„. Г ь. Г1 (Л)
J Е/ ) Е1\ 1)\2 2/ 24£/



В этом же иримере используем формулу Верещагина (см. Приложение 
I). Площадь криволинейной эпюры О—(2/3) (д!2/Я)1—^г/12, а ордината 
под центром тяжести (—а/2). Их произведение дает тот же результат.

} Е1 Е/\12/ \ 2/ 24 Е1
о

Полученный для А/, знак минус говорит о том, что возможная 
работа силы Р\ «■ 1 на фактическом прогибе А;, будет отрицательной. 
Следовательно, фактический прогиб ДУ/ будет противоположен силе 
Р\ ■» 1, т. е. направлен вверх.

Правило знаков 
для перемещении, 
получаемых по 
формуле Максвел
ла—Мора

Перемещение Ащ, 

определяемое по 
ф-ле Максвелла— 
Мора, шляется 
обобщенным пере
мещением

ГЙ:1

'/Я/Л

^ ~~ Ли
250

Приведенный пример позволяет сформулировать пра
вило знаков при пользовании формулой Максвелла—Мо
ра:

направление единичного воздействия /г,= 1 выбирается
произвольно. Полученный по формуле (8.39) знак указыва
ет на то, что искомое перемещение либо совпадает (если 
получен плюс), либо противоположно (минус) принятому 
направлению /г,= 1.

Найдем теперь угол поворота Д^. Для этого надо
выбрать такое единичное воздействие Р2=1, которое бы
совершало работу на угле поворота. Таким воздействием 
является момент. Построив эпюру А?2 от этого момента,
по формуле Верещагина найдем

* J Е1 £/\12/ \1) 24£/
о

Площадь Ci=qlъ¡12 и ордината под ее центром тяжести 
(1/2) взяты положительными, поскольку ординаты эпюр 
Мг и А?2 отложены в одну сторону; следовательно, их
произведение положительно. Угол направлен как мо
мент против часовой стрелки, поскольку получен
ное значение Д2,>0.

Определение угла поворота Д^ в примере 8.7 указыва
ет на то, что в общем случае на перемещение Д^,, получа
емое по формуле Максвелла—Мора, надо смотреть как 
на обобщенное перемещение. В зависимости от вида еди
ничного загружения механический смысл А,, может быть
различен. Так, две единичные силы, приложенные на од
ной линии в противоположные стороны, дают изменение 
расстояния между точками приложения этих сил, а два 
единичных момента — угол взаимного поворота сече
ний.



Пример 8.8. Найти взаимный угол поворота Д¡р сечений, соединен
ных шарниром, учитывая деформацию изгиба балки с жесткостью EJ 
и растяжения вертикального стержня, у которого жесткость 
ЕА =ß (EJ/I), где ß=48.

J
ш

Рис. 8.18. К Примеру 8.8. Определение перемещений в комбиниро
ванной системе (с учетом изгиба и растяжения)

Решение. Соответствующее обобщенное (групповое) единичное 
воздействие показано на рис. 8.18 в виде двух моментов F\ = 1, прило
женных к рассматриваемым сечениям. Формула (8.39) в данном случае 
получает вид

L L

-ям
М.М,

ds.

Решите задачу 8.7

ЕА J ЕТ
о о

Эпюры //р, Мр, н М\ изображены на рисунке. Перемножение эпюр
проводим по участкам: на вертикальном стержне я левом пролете — по 
формуле Верещагина, а на правом пролете — по формуле Симпсона:

4„._5£.?_^1+ЛГ0_4«т+0].
'8 ЕЛ I \16EJ/ 2 6£/|_ \16/ \2/ ]
5 д13 5 9/3 5

4 РШ 96 Ш~ 192 еУ

Знаки минус поставлены потому, что знаки ординат перемножаемых 
эпюр Мр и М\ противоположны. Поскольку результирующий знак
&1р< 0, сечения получают относительный поворот в стороны, проти
воположные единичным моментам ^ = 1.

Как видим, в формуле Максвелла—Мора каждый ин
теграл четко выражает вклад соответствующей дефор
мации в искомое перемещение. Обычно учитывают лишь 
основные виды деформации. В изгибаемых конструкциях 
учитывают влияние изгибающих моментов, а попереч
ными силами пренебрегают. В комбинированных систе-



мах, где часть стержней работает на растяжение—сжатие, 
а часть — на изгиб, учитываются обе эти деформации’ 
как это показано в примере 8.8. В фермах, где каждый /-й 
стержень работает на растяжение—сжатие и на длине 
/(эти усилия постоянны, в формуле (8.39) остается только
первый интеграл, который приводит к сумме

;

Формула Макс
велла для ферм

Именно эта формула была получена Дж. Максвеллом 
для ферм в 1864 г. и независимо от него вновь получена 
и обобщена О. Мором в 1874 г.

лпр =Е 
/

ЯщНр1

ЕЛ,
I, (8.40)

Пример 8.9. Вычислить полное перемещение точки С фермы 
Дс (рис. 8.19), считая жесткость ЕЛ всех стержней одинаковой.

Рис. 8.19. К примеру 8.9. Определение полного перемещения узла 
С в ферме

Решение. Полное перемещение найдем через составляющие Дс— 

=-у/д 5,+Ду где Д1Р — горизонтальное, а Д¡р — вертикальное переме
щения. По (8.40) получим

Л/„=1 / ,=з — ~̂1Р у/~и={ъ+гу/г) —=5,83 —.
ЕЛ ЕЛ ЕЛ ЕЛ ЕЛ

Аналогично найдем Ap;l=(3+4-s/2) [Pd/(EA)] = 8,66 [Pdj(EA)\, после чего 
получим Ас =10,44 [Pdj(EÄ)\.

Если стержни входят в состав пространственной кон
струкции и число внутренних усилий в сечении увеличива
ется, то в формуле (8.39) добавляются соответствующие 
слагаемые. Так, при учете деформаций изгиба относите
льно осей х и у и деформации кручения стержней фор
мула Максвелла—Мора получит вид 

ь ь ь
А - сЬ+ ё5. (8.41)

"Р ) ЕЗХ J Юу J (?Лр



Вопросы для самоконтроля к главе 8
8.1. Как связаны функции прогибов, углов 

поворота сечений и углов наклона касательных 
к оси балки (без учета деформаций сдвига)?

8.2. Няпшпите цепочку дифференциальных 
зависимостей, выражающих элементы изгиба 
(углы поворота, внутренние усилия и нагрузку) 
через функцию прогибов.

8.3. Из каких условий находятся постоян
ные интегрирования дифференциальных урав
нений второго и четвертого порядков?

8.4. Как используются условия непрерыв
ности перемещений при нескольких участках 
интегрирования?

8.5. В чем состоит общая идея метода на
чальных параметров? Запишите универсальную 
формулу для прогибов н углов поворота второ
го участка в общем случае нагружения 
(ДА/,■= А/, &0.\=Р, Д?1 *= q)■

8.6. Как изменится ответ на вопрос 8.1

с учетом деформации сдвига? Запишите диф
ференциальные уравнения первого и второго 
порядков с учетом сдвигов.

8.7. Из каких частей состоят полная энер
гия деформации балки ори изгибе? Из каких 
соображений определяется коэффициент, учи
тывающий неравномерность распределения ка
сательных напряжений в сечении при определе
нии прогибов?

8.8. Чем отличаются дифференциальные 
уравнения прогибов для жестких и гибких эле
ментов конструкций?

8.9. Опишите порядок определения пере
мещения по формуле Максвелла—Мора. Как 
выбирается единичное загружен«? Как опреде
ляется истинное направление перемещения?

8.10. Какие практические способы исполь
зуются при вычислении интегралов Мора 
и в чем они состоят?

Задачи к главе 8

8.1. Путем интегрирования уравнений пер
вого или второго порядка получить перемеще
ния, указанные в таблице.

Таблица к задаче 8.1

1* Схема Характерный щюгвб Угол поворота

1
\2J 384 EJ

<P (0)=»-Ф (0-
ql1 

24 EJ

2

--------------
и

\2/ 16 EJ
MI

MI
<p (0=*-----6 EJ

3
¡' м М 1 1 If .

ql*
v(0“—8 EJ

ql3

<p(0«— 6 EJ

4

f” J1*

ft3
v (/)--------

3 EJ
Fl2

v( 0-— 2EJ

5

1—

MI2
v (/)-------

2EJ
MI

9>(0------EJ

8.2. Вычислить прогиб посередине балки 
и построить эпюру изгибающих моментов, 
определив моменты на концах и в середине 
балки. Указание: использовать уравнение чет
вертого порядка (см. пример 7.1).

8.3. Построить линию прогибов, вычислив 
прогибы в четвертях пролета и углы поворота 
на концах балки (согласовать очертание упру
гой линии с эпюрой моментов).



8.4. Построить ливню прогибов, вычислив 
прошбы в точках В и D. Найти так, чтобы
балка удовлетворяла условию прочности 
и условию жесткости, если R >=200 МПа, 
vm..//= 1/200. В качестве v,^ принять больший
из прогибов \в и vp, 1=6 м; сечение — двутавр
№ 20.

9-
I I I

п  f *

У,42 .

В
0

i -ИЧ

8£. При испытаниях балки был замерен 
прогиб посередине пролета /. Принимая, что 
нагрузка на балку изменяется по длине по зако
ну 9 “ ¥о яп (тЦ), найти напряжения <гт„ в бал
ке, действовавшие в момент испытаний. Ука
зание: целесообразно воспользоваться уравне
нием четвертого порядка.

Рис. к задаче 8.4

8.6. Найти прогиб посередине пролета без 
учета сдвигов v« и с учетом сдвигов
Vht+Q и сравнить их, вычислив отношение /?•* 
=vWvv+e- Дано: д=40 кН/м; 1=6 м; сече
ние — двутавр № 40; к^А/А„, где А — пло
щадь всего сечения; А„ — площадь сечения 
стенки.

а=40 кН/м

л 1 1 = 6 м ■ybr,
—А

I N40

Рис. к задаче 8.6

8.8. По формуле Максвелла (8.30) вычис
лить перемещение точки приложения силы Р.

LEA

8.7. Для конструкции, рассмотренной 
в примере 8.8 (см. § 8.9), дополнительно вычис
лить прогиб среднего шарнира и прогиб 
у конца консоли Дз,.

8.9. Стержни системы, приведенной в зада
че 8.8, равномерно нагреваются на /°С. По 
формуле (8.28) найти вертикальное перемеще
ние А у, конца консоли, если коэффициент тем
пературного расширения а. Указание: для 
элемента стержня Да*,—afdi.



8.10. Для трехшарнирной рамы найти го
ризонтальное перемещение ригеля и взаим
ный угол поворота сечений у среднего шарнира 
А 2р. Учесть только деформации изгиба,
£7=соп51.

Ответы к задачам главы 8
8.2. v (//2)=(1/384) [ql*/(EJ)]; М (0) = М (/) = —?/’/12; М (//2)=?/J/24. 8.3. v (//4)= -v (3//4) = 

= -Ml2l(\2SEJ); <Р (0) = q> {!)=-М1Ц1АЕ1). 8.4. va=(8/384) [ql4{EJ)\, vc = (9/384) [ql*¡(EJ)\, ?paC4 =
= 3,63 кН/м из условия жесткости. 8.5. (7пих=я2£/ут4х//2. 8.6. ум=(5/384) [ql*/(EJ)]; vß =

= (1/8)[ql2KGA„)], ß = 0,96. 8.7. A2,=(5/8) [ql2/{EA)\, A3p = (ip6S) [ql*/(EJ)]. 8.8. A„ = 6 ШЕА)].

8.9. Дл = 6а//. 8.10. A/p = (5/24) [<70*/(£7)], A2p = (l/24) [9fl3/(^]-

-H-

Рис. к задаче 8.10



ОСНОВЫ РАСЧЕТА ПРОСТЕЙШИХ 
СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ 
СИСТЕМ

§ 9.1. Статически неопределимые системы

Статически опре
делимые системы

Геометрически из
меняемые системы

Геометрически не
изменяемые систе
мы

Настоящая глава посвящена расчету простейших ста
тически неопределимых систем. Методы расчета слож
ных статически неопределимых систем излагаются в кур
се «Строительная механика».

Рассмотрим стержневую систему, находящуюся в рав
новесии при действии заданных нагрузок. Если все реак
ции в связях закрепления, а также внутренние усилия 
в элементах системы могут быть определены исходя из 
уравнений равновесия, то такая система называется ста
тически определимой.

Простейшим примером такой системы является бал
ка, показанная на рис. 9.1, а. Если число опорных связей 
в балке уменьшить, например до двух (рис. 9.1, 6), то 
балка превращается в геометрически изменяемую систе
му (механизм).

Геометрически изменяемой называется система, в ко
торой перемещения ее точек или элементов могут проис
ходить без деформации стержней.

Таким образом, необходимое число опорных связей 
в балке или стержневой системе должно быть не менее 
трех.

В отличие от второй балки (рис. 9.1, б) балка на рис. 
9.1, а является примером геометрически неизменяемой 
системы.

Геометрически неизменяемой называется такая си
стема, в которой перемещения точек или элементов воз
можны только за счет деформации стержней.

а) ^г

У

а)
П1Й1Щ

_______

6) _____
тЬ;

/ ?
Я».

Рис. 9.1. Примеры статически 
определимой, геометрически из
меняемой и статически неопре
делимой систем

Рис. 9.2. Постановка литии-» 
связей (двух промежуточных 
опор) приводит к значительному 
уменьшению прогибов балки



Рис. 9.3. Примеры статически неопределимых систем:
а — пролетное строение моста в виде неразрезной балжи; 6 — каркас здания, 
представляющий собой статически неопределимую пространственную систему



Статически неоп
ределимые систе
мы

Липшие связи

■
Степень статичес
кой неопределимо
сти системы

Но в балке может быть не три опорные связи, а боль
ше (рис. 9.1, в). Значения опорных реакций в такой балке 
нельзя найти исходя только из уравнений равновесия. 
Подобные системы называются статически неопредели
мыми.

По сравнению со статически определимыми неопреде
лимые системы имеют дополнительные связи, которые 
называют лишними. В балке (рис. 9.1, в) есть две лишние 
связи.

Термин «лишние связи» является условным. Эти связи 
являются лишними только с той точки зрения, что число 
связей превышает число уравнений равновесия. В дейст
вительности указанные связи являются необходимыми, 
поскольку при их отсутствии прочность или жесткость 
конструкции могут быть необеспеченными. Из рис. 9.2, а, 
б видно, что при действии одинаковой нагрузки прогибы 
в статически определимой балке (рис. 9.2, а) в несколько 
раз больше прогибов в статически неопределимой балке 
(рис. 9.2, б).

Именно способностью статически неопределимых си
стем воспринимать большую нагрузку по сравнению со 
статически определимыми системами, сохраняя при этом 
прочность и жесткость конструкции, объясняется их ши
рокое распространение в технике. Для примера на рис. 
9.3, а показан мост, пролетное строение которого пред
ставляет собой неразрезную балку постоянного сечения, 
а на рис. 9.3, б — каркас здания, являющегося сложной 
многократно статически неопределимой системой.

Усилия в лишних связях называются лишними неиз
вестными; их число совпадает с числом лишних связей, 
которое определяет степень статической неопределимо
сти системы.

Степень статической неопределимости можно найти 
как разность между числом искомых усилий и числом 
независимых уравнений равновесия, которые можно со
ставить для их получения.

Для балки (см. рис. 9.2, б) число неизвестных реакций 
равно пяти, а число уравнений равновесия для их отыска
ния — трем. Следовательно, балка является дважды ста
тически неопределимой системой.

§ 9.2. Основная система метода сил
Метод расчета статически неопределимых систем, эле

менты которых испытывают изгиб, по существу, не от
личается от рассмотренных ранее методов расчета стати
чески неопределимых систем при растяжении и кручении.

Сначала в заданной системе отбрасываются лишние 
связи, а вместо них прикладываются лишние неизвестные 
Хх, Х2, ..., Хп. При отбрасывании лишних связей нужно
следить за тем, чтобы новая система была геометрически 
неизменяемой. Полученная таким образом статически



а)

б) Рис. 9.4. Примеры основной 
системы для два раза стати
чески неопределимой балки

определимая и геометрически неизменяемая система на
зывается основной системой.

Поскольку за неизвестные в дальнейшем принимают
ся усилия в лишних связях, то такой метод расчета стати
чески неопределимых систем получил название метода 
сил.

На рис. 9.4, а показана основная система для балки, 
приведенной на рис. 9.2, 6.

Лишними связями считаются две промежуточные по
движные опоры. В этом случае основная система пред
ставляет собой однопролетную балку, шарнирно опер
тую по концам. Однако в качестве липших можно вы
брать и другие связи. Например, можно отбросить связи 
над промежуточными опорами, которые воспринимают 
изгибающий момент. Тогда основная система представ
ляет собой три отдельные шарнирно опертые по концам 
балки (рис. 9.4, б).

Заметим, что балки такого типа, как представленная 
на рис. 9.2, б, носят название неразрезных балок. Они 
могут иметь разное число пролетов и находят весьма 
широкое распространение в строительных конструкциях. 
Укажем, что с точки зрения упрощения вычислений ос
новная система для неразрезной балки, полученная путем 
врезания шарниров над промежуточными опорами, все
гда более предпочтительна по сравнению со всеми други
ми основными системами. Подробно особенности рас
чета неразрезных балок обсуждаются в курсе «Строи
тельная механика».

Основная система

Сравните основ
ную систему для 
балки с основной 
системой для 
стержня при растя
жении

<*7

§ 9.3. Канонические уравнения метода сил. 
Примеры расчета статически неопределимых 
систем

Как уже отмечалось, уравнений равновесия недостато
чно для определения усилий в необходимых и лишних 
связях. Поэтому для нахождения лишних неизвестных ц 
составляются дополнительные уравнения, которые носят 
название уравнений совместности деформаций или уровне- Уравнения дефор- 
ний деформаций. Смысл их заключается в том, что пере- мацнй 
мещения в основной системе, вызванные внешней нагруз
кой и лишними неизвестными, должны быть такими же, 
как й в заданной системе. Это означает, что, например, 
в системе, показанной на рис. 9.5, перемещения 
А] и Д2 должны быть равны нулю, так как в заданной



Рис. 9.5. Прогибы 
основной системы 
в виде однопролет
ной балки под дей
ствием неизвест
ных и нагрузки

Рис. 9.6. Возможные прогибы основной системы в виде разрезной 
балки

а) б)
~^77,

h

Тс-':

Рис. 9.7. Статически неопределимая рама и один из вариантов ос
новной системы для нее. Возможные перемещения в основной систе
ме

системе вертикальные перемещения сечений балки, нахо
дящиеся на промежуточных опорах, равны нулю.

Итак, можно записать
А, = 0, Д2=0, (9.1)

что означает: суммарные перемещения в основной системе, 
вызванные внешней нагрузкой и лишними неизвестными, по 
направлению самих неизвестных должны быть равны ну
лю.

В том случае, когда лишними неизвестными являются 
изгибающие моменты над промежуточными опорами, 
аналогичные уравнения означают, что взаимные углы 
раскрытия сечений над промежуточными опорами долж
ны быть равны нулю (рис. 9.6).

На рис. 9.7, а представлена два раза статически неоп
ределимая рама и один из вариантов основной системы 
для нее (рис. 9.7, б). Условия (9.1) для этой системы 
означают отрицание вертикальных смещений концов го
ризонтальных стержней.

Пример 9.1. Рассмотрим один раз статически неопределимую бал
ку (рис. 9.8, а). Основная система для нее показана на рис. 9.8, б.

Решение. На основании принципа независимости действия сил, 
в соответствии с которым перемещение, вызванное несколькими воздей
ствиями, равно алгебраической сумме перемещений от каждого из этих 
воздействий в отдельности, уравнение деформаций можно записать 
следующим образом:
Д,=Д, (ДГ^+Д, (*)=0.
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Рис. 9.8.. Статически неопределимая балка, основная система для 
нее и эпюры внутренних усилий

Первое слагаемое представляет собой перемещение по направле
нию неизвестного, вызванное ртим же неизвестным, а второе слагаемое 
—Л] (<?) = Д1Ч — перемещение по тому же направлению, вызванное вне
шней нагрузкой. Величину Д] (Л^) удобно представить в следующем 
виде:
^1 (^“¿и Х\>
где ¿и — перемещение по направлению неизвестного Х\ от К\ = 1. 

Тогда
Зц ^1+Д;?-0. (9 2)

Значения 5ц и Ау? проще всего определяются с помощью формулы 
Мора:

ГЩ Г Й\  Мц



Для вычисления интегралов построим эпюры Й\ (рис. 9.8, в) 
и Мц (рис. 9.8, г).

Перемножая эпюру Й\ саму на себя по правилу Верещагина, най
дем

/1 \ 2 1 21 
5„-2 -1/ -1—-—.

\2 /3 Ы ЪЕ1
Для вычисления интеграла в выражении А/, воспользуемся квад

ратурной формулой Симпсона:
I ( I дР \ я13 

Д2?-------(0—4 - ' ----- 1-0  ) -------- .
9 6Е1\ 2 8 } 2АЕ1

После подстановки полученных значений в уравнение (9.2) найдем * 
лишнее неизвестное:

5и 16
После того как определено значение Х\, внутренние усилия в задан

ной статически неопределимой системе могут быть найдены точно так 
же, как в статически определимых системах.

Однако ординаты эпюры изгибающих моментов М (окончательной 
эпюры М) проще определяются на основании принципа независимости 
действия сил в виде суммы:
М=А?1 Х\ + М9. (9-3)

На рис. 9.8, д представлена эпюра Й\Х\, а на рис. 9.8, е — 
эпюра М.

Окончательная эпюра поперечных сил 0 приведена на рис. 9.8, ж.

Рассмотренный алгоритм расчета один раз статически 
неопределимой системы легко обобщается на случай бо
лее сложных статически неопределимых систем. Напри
мер, для дважды статически неопределимой системы 
(рис. 9.7, а) уравнения деформаций (9.1) могут быть запи
саны в виде (рис. 9.9, а—в)
^1=Л| №)+А] (-^2)+А/,=0;

(9.4)
Аг = А2 (А^ + Дг (-^2)+Аг?=0.

Здесь А/ (Л'О, А/ (Х2) — перемещения в основной систе
ме по направлению /-го неизвестного (/=1, 2) соответст
венно от неизвестных Хх и Х2', А^ — перемещения по 
направлению »-го неизвестного от нагрузки. 

Слагаемые А, (Л}) удобно записать следующим обра
зом: 
а, оо)=ад (»,у=1,2), 

где — перемещение по направлению /-го неизвестного, 
вызванное единичным неизвестным Х}.



Рис. 9.9. Перемещения в основной си
стеме, вызванные неизвестными и вне
шней нагрузкой

Тогда 
¿п Х\+¿и Хг+А ¡9=0;

¿21 + ¿22 Х\ + Д4 = 0.

Система линейных алгебраических уравнений (9.5) но- Я 
сит название системы канонических уравнений метода сил
(уравнения записываются по одному правилу или канону). Система кавоян-
Число уравнений совпадает со степенью статической не- ческих уравнений

Перемещений 8Ц и определяются по формуле Мо-
ра:

Для этого необходимо построить эпюры моментов от 
единичных неизвестных и от нагрузки в основной стати
чески определимой системе.

В том случае, когда в заданной системе имеется стер
жень, работающий только на растяжение или сжатие, те 
же перемещения находятся из выражений

определимости системы. метода сил

(9.6)

(9.7)

где — нормальные силы в указанных стержнях от
единичного неизвестного % и от нагрузки.



Интегрирование во вторых слагаемых ведется но дли
не стержней. 

Из системы уравнений (9.5) находят неизвестные Хи 
Х2, после чего определяют внутренние усилия в элементах 
заданной системы, так же как это делается в статически 
определимых системах. 

Поскольку эпюры изгибающих моментов в основной 
системе от единичных неизвестных и от нагрузки уже 
были построены в процессе отыскания неизвестных, то 
эпюру моментов М можно построить исходя из равенст
ва 
М=ЙУ Х1+Й2Х2+М1.

Прнмер 9.2. Построить окончательные эпюры изгибающих момен
тов, поперечных и нормальных сил в раме путепровода от заданной 
нагрузки (рис. 9.10, а).

'///А

Рис. 9.10. Дважды статически неопределимая рама и основная си
стема для нее

Решение. Рама два раза статически неопределима. Основная си
стема для нее представлена на рис. 9.10, б, где в качестве неизвестных 
приняты усилия в подвижных опорах.

Система канонических уравнений записывается в виде
й 1 + ¿12 %2+
¿21 Х\ + 522-^2 + Д^цг=0.

Дтя определения единичных 5у и грузовых перемещений Дуг постро
им эпюры изгибающих моментов в основной системе от единичных 
неизвестных и от внешней нагрузки (рис. 9.11, а—в).

а)

х , = /

5)

у/////. жг
х, = /

в)

Рис. 9.11. Единичные и грузовая эпюры изгибающих моментов в ос
новной системе



По формуле Мора найдем коэффициенты и свободные члены урав
нений, воспользовавшись для вычисления интегралов правилом Вере
щагина и формулой Симпсона;

П1 \ / 1 7 / *¿и»—/—I-/-/—■»------¿22“{ц;
2 3 Ы 2 Ш \1Е/

I 1 /*
— —
/ / 3 Л Л\ /Л 1 ил3

Д;г«------ I —4 - / ——/ —)—/------------------------ !
2 6Е1\ 4 4 2 /  2 2 2£/ 48 £7

ВР1 1 Л*
Дм»---------—.

2 2 2Е1 8 Е1
После подстановки полученных выражений в систему канонических 

уравнений и ее решения имеем
59 9

ЛГ,-—Р, Хг~-—Р.
160 160

Окончательная эпюра изгибающих моментов определяете* равен
ством
Мшй\Хх+Й1Хг+М,.

На рис. 9.12, а показана эпюра М.

а)

!Лда-

53
В) /160

ГГЩТТ
■Нц

б>

101 С 
1Ш 7^77.

ЕЕ
77777,

'160

®

Рис. 9.12. Окончательные эпюры внутренних усилий в статически 
неопределимой раме

Рассматривая статически определимую основную систему под дей
ствием найденных сил Х\, Хъ а также Р, построим эпюры С и К
представленные на рис. 9.12, б, в.

Прпир 9.3. Балка длиной 2/ загружена равномерно распределен
ной нагрузкой а. Посередине балка поддерживается упругой подвеской 
длиной /. Изгноная жесткость балки равна Е1, а жесткость подвески на



растяжение — ЕЛ Грис. 9.13, а). Необходимо построить эпюру изгиба
ющих моментов в балке и найти усилие > упругой подвеске.

Рис. 9.13. Статически неопределимая комбинированная система 
и основная система дня нее

Система является одни раз статически неопределимой. Разрезая 
стержень СХ> и прикладывая в сечении усилия Х\, действующие в нем,
получим основную систему (рис. 9.13, б).

Каноническое уравнение записывается в виде
5ц^1+А/,г-0.

Физический смысл его заключается в отрицании взаимного смеще
ния свободных концов разрезанного стержня в направлении

Так как в системе есть балка, работающая на изгиб, и подвеска, 
воспринимающая только растягивающее усилие, то заданная система 
относится к категории комбинированных систем.

Коэффициент дц и свободный член Д]? канонического уравнения
определяются по формуле (9.7), для чего должны быть построены 

эпюры изгибающих моментов от единичного неизвестного %\ и нагруз
ки, а также найдено усилие в подвеске от каждого из этих воздействий. 

На рис. 9.14, а, о показаны эгооры М\, Мг На рис.'9.14, а показано
также усилие в подвеске от ^ — 1. От распределенной нагрузки усилие 
в подвеске в основной системе равно нулю.

Рис. 9.14. Изгибающие моменты и нормальные силы в основной 
системе от единичного неизвестного и нагрузки

Для вычисления коэффициента 5ц воспользуемся правилом Вере- 
щагина:

1 / 2/1 117 /3 /¿ц”2 -' /'- —Н----------------- h---- ,
2 2 3 2 £/ ЕоЛо 6EI £о^о

а для вычисления свободного члена A,f — квадратурной формулой 
Симпсона:



Из канонического уравнения найдем 
5ч1* 5?/

Х\
МИ(^+_1Л 4(1+_!ЕЛ

\6Е1 ЕоАо/ \ 12ЕоЛо/
Введем обозначение 

Е1
ЕоАо—к —.

Тогда
5д1

К) (9.8)

Ординаты окончательной эпюры изгибающих моментов определяются 
суммой:
А/-А?, ЛГ,+А/,,

а усилие в подвеске — выражением 
N-#1*1.

Рассмотрим три случая:
1. 0. Это означает, что жесткость подвески равна нулю.

Очевидно, что Х\ —0. В результате имеем М^*МЧ, N=0, т. е. задан
ная система работает как балка, шарнирно закрепленная по концам. На 
рис. 9.15 эпюра, соответствующая этому случаю, показана пунктиром.
2. оо. Такое значение к отвечает абсолютно жесткой подвеске, т. е. 
она превращается в жесткую подвижную опору, а заданная система 
представляет собой неразрезную двухпролетную балку.

Рис. 9.15. Эпюры изгибаю
щих моментов в комбиниро
ванной системе при различ
ных соотношениях между из- 
гибной жесткостью балки 
и жесткостью подвески при 
растяжении -— сжатии

Из равенства (9.8) следует
5 5

N— 41.
4 4
Эпюра М для этого случая показана на рис. 9.15 штрихпунжтирной 

линией.
3. к—12. Тогда

5 5 
Хх~-о1, М~-а1.6 6

Окончательная эпюра М показана на рис. 9.15 сплошной линией. 
Анализ распределения усилий в системе для приведенных трех 

частных случаев свидетельствует о существенном влиянии жесткости 
подвески на работу конструкции.



§ 9.4. Расчет статически неопределимых систем 
по методу предельного равновесия

Предельное состо
яние системы

Г

На примере систем, элементы которых работают на 
одноосное растяжение или сжатие (см. гл. 3), уже обсуж
дались принципиальные вопросы расчета конструкций по 
предельным состояниям. В настоящем параграфе рассмо
трим особенности такого же расчета применительно к из
гибаемым системам.

Допустим, что конструкция выполнена из идеального 
упругопластического материала, для которого справед- < 
лива диаграмма Прандтля с пределом текучести ат. '

Напомним, что исчерпание несущей способности ста- | 
тически определимой изгибаемой балки происходит тог- 1 
да, когда в ее наиболее опасном сечении образуется пла
стический шарнир. В этом случае нормальные напряже
ния в сжатой и растянутой зонах поперечного сечения 
достигают значения, равного пределу текучести <гт.

Для статически неопределимых систем образование 
одного пластического шарнира, как правило, не означает 
наступления предельного состояния. Переход системы 
в предельное состояние отождествляется с превращением 
ее из неизменяемой в геометрически изменяемую систему 
(механизм).

Поясним сказанное на примере двухпролетной нераз
резной балки, показанной на рис. 9.16, а, поперечное 
сечение которой имеет две оси симметрии.

В упругой стадии работы балки распределение изгиба
ющих моментов по ее длине определяется эпюрой, пока
занной на рис. 9.16, б. Как видно, наиболее опасным 
в упругой стадии является сечение под сосредоточенной 
силой. Нормальные напряжения в точках поперечного 
сечения балки определяются формулой

а наибольшие напряжения равны 
м

OmuL= i---,

min Wx

где Wx — момент сопротивления поперечного сечения.
Напряжения, равные пределу текучести, появляются 

в крайних точках поперечного сечения при силе

Эпюры а в сечениях над промежуточной опорой (сече
ние 1) и под силой (сечение 2) при /,=^1 показаны на рис.
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Рис. 9.16. Распределение изгибающих моментов и нормальных на
пряжений в упругой и упругопластической стадиях деформирования 
материала бала

При значениях силы /'>/] те же эпюры принимают
вид, представленный на рис. 9.16, г.

С возрастанием силы Р (при /'>/']) глубина зоны
пластических деформаций в верхней и нижней частях 
сечения 2 увеличивается. Это продолжается до тех пор, 
пока в сечении 2 не образуется пластический шарнир, что 
происходит при силе (рис. 9.17, а). Изгибающий
момент, соответствующий появлению пластического ша
рнира, равен
^пя = ^т И'ш,-

Здесь — пластический момент сопротивле
ния поперечного сечения балки; 5'тжх — статический мо 
мент верхней половины поперечного сечения относитель
но нейтральной оси. ,

Расчетная схема балки и распределение напряжений 
в сечениях 1 и 2 при могут быть представлены, как
показано на рис. 9.17, а, б.

Таким образом, с появлением пластического шарнира 
под силой балка превратилась в статически определи
мую.

Поскольку исходная система являлась один раз стати-



Рис. 9.17. Распределение напряжений в балке после образования 
пластического шарнира под силой

чески неопределимой, образование пластического шарнира 
снизило степень статической неопределимости на едини
цу. Это утверждение справедливо не только для рассмат
риваемой неразрезной балки, но и для общего случая ста
тически неопределимой стержневой системы.

При последующем увеличении силы Р происходит 
увеличение изгибающего момента в сечении 1 до тех пор, 
пока в нем также не образуется пластический шарнир 
(рис. 9.18, а, б). Балка превращается в механизм (точка 
приложения силы Р может перемещаться по вертикали 
при неизменной силе Р= Рщ,).

Составляя уравнение равновесия
с=0,

найдем значение силы:

или

Мпл

~пя
I

дг йт

Ьт 6Т
Рис. 9.18. Предельное состояние балки



Очевидно, сила /’пр является предельной нагрузкой для 
балки. 

Отношение предельной силы к силе ^ равно

Аф_39 Гп,_39 
Рх~32 Ж,~32 ’
где

а= ^сл
И'х’

В § 6.7 отмечалось, что отношение а больше единицы 
и его значение зависит от формы поперечного сечения. 

Например, для балки прямоугольного сечения имеем

1,83.
32 2

Как видно, предельная сила значительно превосходит 
значение силы, при которой в крайних точках попереч
ного сечения впервые появляется текучесть волокон. Ин
тересно обратить внимание на то, что для статически 
определимой балки аналогичное отношение равно

Вопросы для самоконтроля кглаве 9
9.1. Что называется статически определи

мой и статически неопределимой системами?
9.2. Что такое геометрически неизменяе

мая и геометрически изменяемая стержневые 
системы?

93. Что такое основная система метода 
сил?

9.4. В чем заключается выбор основной си
стемы?

9.5. Каков физический смысл уравнений 
деформаций (канонических уравнений метода 
сил)?

9.6. Как определяются внутренние усилия 
в статически неопределимых системах?

9.7. Чем определяется предельное состоя
ние изгибаемой системы?

9.8. Что такое предельная нагрузка? Как 
она определяется?

Задачи

9.1. Расчетная схема элемента обшивки де
ревянной опалубки представляет собой двух
пролетную неразрезную балку. Расчетное зна
чение интенсивности равномерно распределен
ной поперечной нагрузки равно 39 Н/см. Пред
полагая, что разрушение балки наступает в тот 
момент, когда наибольшие нормальные напря-

9.2. Определить внутренние усилия в сече
нии к поперечной рамы каркасного здания, вы
званные горизонтальной равномерно распреде
ленной (ветровой) нагрузкой. Сечение к рас
полагается на вертикальном стержне близко 
к узлу рамы. Все элементы рамы имеют жест
кость Е1.



/

женив достигают значения расчетного сопроти
вления, определить толщину балки к Ширина 
и длина каждого пролета балки соответственно 
равны 15 см и 1 м. Расчетное сопротивление 
древесины при изгибе 14 МПа.

777̂т, 7У77, 7л77/

ум?. ■
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Рис. к задаче 9.2

Рис. к задаче 9.1

93. На рисунке показана расчетная схема 9.4. В каком сечении (I—1 или 2—2) балки
фрагмента металлических подмостей. Найти пластический шарнир образуется раньше? Ма- 1
значение сосредоточенной силы из условия, териал балки идеально упругопласгический. 
чтобы вертикальное перемещение узла системы 
не превышало (1/100)/; ЕА=*12Е1/(\/212).

9.5. Подобрать прямоугольное поперечное 
сечение элементов портальной рамы из условия 
наступления ее предельного состояния. Мате
риал рамы идеально упругопластический- Ши
рина поперечного сечения горизонтального 
и вертикального элементов одинакова и равна 
Ь. Нормальные силы, действующие в элементах 
рамы, в расчете не учитываются.

Рис. к задаче 9.5

Ответы к задачам главы 9
9.1. А = 3,73 см«4 см. 9.2. А/*»=15?/2/64, ЛГ*=?//4, {)*= —17?//64. Изгибающий момент вызы

вает растяжение внутренних волокон рамы. 9.3. ,Р=0,192£7//*. 9.4. Первый пластический шарнир 

образуется в сечении 2—2. 9.5. А «* д12/(атЬ).



ГЛАВА 10

БАЛКА НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ

§ 10.1. Дифференциальное уравнение для 
функции прогибов и его общий интеграл

Основные понят ■ общий путь решения. Представим 
себе балку, лежащую на сплошном деформируемом ос
новании, загруженную некоторой внешней нагрузкой 
(рис. 10.1). Балка изгибается и несколько вдавливается 
в оснорание, вследствие чего возникает реакция, распре
деленная по подошве балки {упругий отпор). Интенсив
ность упругого отпора в данной точке, отнесенную к еди
нице длины балки, обозначим г (Н/м). Типичным приме
ром такой балки является работа ленточного фундамента 
с заданной нагрузкой от сооружения. Другим характер
ным примером может служить работа корпуса плава
ющего корабля, где роль упругого отпора будут играть 
архимедовы силы выталкивания, а весь корпус рассмат
ривается как достаточно длинная балка. Заметим, что 
к схеме работы балки на упругом основании приводятся 
многие задачи расчета элементов конструкций (расчет 
шпал, рельсов, оболочечных конструкций, резервуаров, 
сопряжений трубопроводов и др.).

Ясно, что балка на упругом основании представляет 
статически неопределимую систему, в которой внутрен
ние усилия не могут быть найдены без рассмотрения 
деформаций. Действительно, для определения внутрен
них усилий в сечении балки надо знать упругий отпор, 
который, в свою очередь, зависит от вдавливания балки 
в основание, т. е. от ее прогибов. Степень статической 
неопределимости такой балки теоретически можно счи
тать равной бесконечности, поскольку эпюра отпора име-



Общий путь расче
та балки на упру
гом основании
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Интенсивность ре
акции по подошве 
балки на винкле- 
ровом основании

Коэффициент
стели
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ет бесконечно большое число неизвестных ординат по 
длине балки.

Для разрешения этой своеобразной статически неоп
ределимой задачи поступают следующим образом. В ка
честве основной неизвестной принимают функцию проги
бов балки у=V (г) и составляют для нее соответствующее 
дифференциальное уравнение. Из решения этого уравне
ния находят функцию V (г). После этого, используя диф
ференциальные равенства (8.7), получают внутренние уси
лия в балке:
М=-ЫV"; (10.1)

Дифференциальное уравнение для бадан, лежащей на 
винклеровом основании. Для расчета балки, связанной 
с упругим основанием, очень важными являются упругие 
свойства основания. Рассмотрим здесь частную, но очень 
распространенную модель деформирования основания, 
называемую винклеровым основанием (по имени немец
кого ученого Э. Винклера (1835—1888), одним из первых 
введшим ее в расчетную практику). __

Эта модель состоит в том, что реальное основание как 
бы заменяется бесконечным числом упругих, не связан
ных между собой пружин так, что реакция в каждой точке 
подошвы балки будет пропорциональна прогибу V в этой 
точке, равному осадке основания.

У подошвы балки шириною Ъ выделим участок дли
ной, равной единице, и соберем с площади 6x1 суммар
ную реакцию, считая отпор распределенным по этой 
площади равномерно. Тогда реакцию на единицу длины 
балки можно представить в виде
г=кЬу, (10.2)

где к — коэффициент жесткости упругого основания (ко
эффициент постели). Экспериментально он определяется 
путем вдавливания в грунт жесткого штампа.

Коэффициент постели к — это сила, необходимая для 
вдавливания в грунт штампа с площадью, равной единице, 
на прогиб у= 1; размерность коэффициента к (Н/м3).

Для примера приведем значения к для песчаного грун
та различной плотности:

песок рыхлый — £=1,0...5,0 МН/м3;
» утрамбованный — к= 10...100 МН/м3;
» слежавшийся — £<250 МН/м3.
На рис. 10.2 изображена балка на винклеровом уп

ругом основании. С учетом внешней нагрузки и упругого 
отпора суммарная интенсивность распределенной нагруз
ки р в некоторой точке балки будет
р — д—г=ц—кЬ\. (10.3)

Для получения дифференциального уравнения исполь
зуем последнее из равенств (8.7):
(ДуТ=Р=?-Ш.



Отсюда, перенося все слагаемые, содержащие неизвест
ную функцию V, влево, получим

(10.4)(EJxvir)”+kbv=q.

Примем далее EJX= const. Тогда

(Ю.5)

где обозначено

"=4М '»-ч- (10.6)

Коэффициент Р зависит от относительной величины 
жесткости основания на просадку kb и изгибной жест
кости балки EJX. Уравнения (10.4) и (10.5) представляют
искомые дифференциальные уравнения изгиба балки, ле
жащей на основании типа Винклера: первое — для балок 
переменного сечения, а второе — постоянного сечения.

Заметим, что используются и более сложные модели 
основания, приводящие соответственно и к более слож
ным уравнениям. Так, в некоторых случаях учитываются 
касательные силы от взаимного скольжения подошвы 
балки по поверхности основания (при повороте сечений). 
Иногда упругий отпор (10.2) принимается зависящим не 
только от прогиба v, но и от производных прогиба v'f v" 
и т. д. (здесь на этих расчетных моделях мы не останав
ливаемся).

Общкй интеграл уравнения (ЮЛ), поскольку это урав
нение четвертого порядка, содержит четыре произволь
ные постоянные и имеет вид

v=vl+vJ’=e~fl (CiCos/fe+Cisin/te)-»-/1 (C3co«/fz +
+ С4 sin pz)+Vj (q), (10.7)

;

Уравнение изгиба 
балки переменного 
сечении

То же для балки 
постоянного сече
ния на винклеро- 
вом основании



у2 — частное решение, зависящее от вида правой части,
т. е. от нагрузки 0=0 (*).

Постоянные С( — С4 определяются из граничных
условий, формулируемых с учетом условий закрепления 
балки.

В частном случае нагрузки, распределенной по линей
ному закону
Я=Чо+Ча2, (10.8)

решение ч2 можно задать также в виде линейной функции 
Уг—А+Вг. Путем подстановки в дифференциальное урав
нение этих выражений найдем A=qь|(4flAEJJb=qn|(kb) 
и В=д0'/(4р*Шх)=дй'ЦкЬ). Так что в этом случае

? 9о+?о'*
(‘м>

Механический смысл функции у2 (г) по (10.9) — это
поверхность просадки основания от нагрузки д, прило
женной не к балке, а непосредственно к поверхности 
основания. Очевидно, что выбор частного решения 
в форме (10.9) возможен не только для линейного закона
(10.8), но и для других законов д (г), если только со
блюдается условие равенства нулю четвертой производ
ной от функции у2=я/(кЬ), что непосредственно следует
из уравнения (10.5).

Определение постоянных С, рассмотрим в следующем
параграфе на более простом, но весьма важном случае 
расчета так называемой полубесконечной балки.

§ 10.2. Расчет полубесконечной балки. 
Краевой эффект

Бесконечную балку разрежем на две части и, отбросив 
одну из них, поместим начало координат в место разреза 
(рис. 10.3)..

Балка, простирающаяся в области 0<2< оо, называет
ся полубесконечной.

Пусть в начальном сечении такой балки заданы мо
мент М0 и поперечная сила (?0, а на всей длине — равно
мерно распределенная нагрузка д0. В решении (10.7) мно

житель е^-юо при г-* со, что противоречит физическому 
существу задачи. Чтобы устранить это противоречие, 
положим произвольные постоянные Сэ = С<=0.

Тогда общий интеграл для полубесконечной балки 
с учетом (10.9) при до =0 получит вид
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Рис. 10.3. Краевой эффект в полубесконечной балке

у—е~^г (С\ сое (¡г+ С2 вт /?г)+—.
кЬ (10.10)

Для определения С\ и С2 имеем граничные условия в на
чале координат при г=0
- ЕЗХ у" (0) = М0; - ЕЗХ Vй' (0) = Со, (Ю. 11)

которые при подстановке в них (10.10) дают два алгебра
ических уравнения относительно С\ и С2:

—Шх (01 С, —2/?2 Сг)=Мь 
—Шх (2р3С1+2рг С2)

■■Мл |

=<2о.|
(10.12)

Их решение дает 
ДА/о+СоС, = - Сг=- М0

20* Ых
(10.13)

Подставив эти выражения в (10.10) и используя равен
ство <р=\', а также (10.1) для внутренних усилий, полу
чим полное решение для рассматриваемой полубесконеч
ной балки в виде следующих формул:

у= [М)^2 О3*) + бо>7э №)]+^;
КО КО

(р = у'=Ц- [М02Ръ (Рг) + (}0Г1, (/?*)];
ко

М= -Ыжм" = Мях (02)+^ ^ №У,
р

<2=ул,=-м02^4 т+<2от т,

(10.14)



Краевой эффект

/А »/ м >» >/> м »■

У/ }// ЛУ ЛУ ?// /// 7/7 ///

-Лу—-
„ Длинные балки

где г], (0г) (/=1, 2, 3, 4) — функции, введенные Циммер
маном при решении данной задачи, а именно:

Числовые значения этих функций в зависимости от 
безразмерного аргумента /?г даны в Приложении VI. 
Эпюры \,М и й, получаемые по (10.14), представлены на 
рис. 10.3. Их характерной особенностью является волно
образное изменение у края балки с затуханием по мере 
удаления от места приложения сосредоточенных воздей
ствий.

Местные возмущения в прогибах и внутренних усили
ях вблизи мест приложения сосредоточенных воздейст
вий называются краевым эффектом. Длина 4» на кото
рой ординаты волнообразных кривых краевого эффекта 
становятся пренебрежимо малыми, называется длиной 
краевого эффекта.

Затухание в формулах (10.14) объясняется наличием
множителя е_Дг в функциях г], (10.15), стремящегося к ну

лю при ^-»оо. Оценим длину 1„ исходя из функции е~^. 
При 2=0 она равна единице. При рг=п значение
е *=0,046 и с точностью до 5% можно считать данную 
функцию затухшей. Из равенства /?/*,=я найдем длину
краевого эффекта:

Если действительная длина балки Ь>1„, то краевые
воздействия вследствие затухания у такой балки конеч
ной длины вызовут практически тот же эффект, что 
и в полубесконечной балке. Такие балки условно называ
ют длинными и рассчитывают их по формулам для полу- 
бесконенных балок. Для сосредоточенных воздействий, 
приложенных не на краю, расстояние от места их прило
жения до ближайшего края должно быть а >/„ чтобы
такая балка конечной длины могла рассчитываться как 
бесконечная (см. § 10.3). Если указанные условия не со
блюдаются, то балка называется короткой и должна 
рассчитываться с помощью общего решения (10.7) с опре
делением вместо двух четырех постоянных С(, (/= 1, 2, 3,

(10.15)



Прмер 10.1. Кайтж прогибы и внутренние усшшх долубесконечной 
балки, опертой в начальном сечения ва упругую опору, жесткость 
которой е [Н/м], т. е. реакция и осадка опоры связаны соотношением 
Ло-су0 (рис. 10.4).

Рис. 10.4. К примеру 10.1. Формулировка граничного условна в бал
ке с упругой опорой

Решение. Для рапешя воспользуемся формулами (10.14), в кото
рых известен момент А/о “А/ и неизвестна поперечная сила (¿о-Ло-Р.
Поэтому предварительно ее надо найтж, составив граничное условие:
Со“Ло-.Р-суо—Д
Из первой формулы (10.14) при *-0 (т (0)-1 и гц (0)-1) имеем 

2Д
у0—- СМ/0+бо)+1г.

ко ко
после чего найдем

чоС_р_20*сМо

0>-
кЬ кЬ

грс1+—
кЬ

(10.17)

Так как теперь оба начальных усилия А/0 и 2о стали известны, то все 
дальнейшие вычисления ведутся по формулам (10.14).

В заключение этого параграфа сделаем замечание, 
касающееся применимости приведенных решений. Все 
они получены в предположении, что подошва балки как 
бы склеена с поверхностью основания и, следовательно, 
по подошве могут возникать как сжимающие усилия 
упругого отпора (при прогибах вниз), так и растягива
ющие (при прогибах вверх). Если наличие таких двусто-



ронних связей не обеспечено, то при определенных загру- 
жениях на некоторой длине /отд может возникнуть отрыв
балки от основания («отлипание»). Задача в этом случае 
существенно усложняется, так как зона отлипания зара
нее не известна и должна быть найдена из условия со
пряжения участков балки, работающих совместно с уп
ругим основанием (z > /отл) и независимо от основания как
обычная балка (г</отд).

В большинстве случаев балка имеет достаточно боль
шой пригруз постоянными нагрузками так, что возника
ющие по подошве усилия отрыва от временных нагрузок 
не могут превысить сжимающих усилий от пригруза. 
В результате отлипание не возникает.

§ 10.3. Бесконечная балка на упругом основании
При анализе бесконечной балки во многих случаях 

можем использовать решение, полученное ранее для по- 
лубесконечной балки в виде равенств (10.14), должным 
образом формулируя граничные условия в начале коор
динат. Покажем это на задаче о действии одиночной 
силы F на бесконечную балку (рис. 10.5). Как и ранее, 
будем считать, что отлипание балки от поверхности ос
нования отсутствует.

Рассматривая правую половину балки (z> 0), при .z=0 
запишем следующие граничные условия:

v'(0)=0; бо=-£ (10.18)



Первое условие написано вследствие симметрии ли
нии прогибов. Второе следует из требований равновесия 
элемента балки ¿г, вырезанного в точке приложения силы 
К Действительно, для его равновесия по граням элемента 
должны действовать внутренние силы, гяждяя по Е/2, что 
с учетом правила знаков для О и дает второе условие 
(10.18).

Используем формулу для (г) (10.14) для выполне
ния условия V' (0) = 0. Учитывая, что щ (0)=1 и щ (0) = 1,
получим равенство

M02p-^-Q0=0,

откуда

м С® *
"= ~ТГ ~7г 00.19)

Подставляя найденные значения (¿0 из (10.18) и М0 из
(10.19) в формулы (10.14), получим решение задачи в сле
дующем виде (заменив кЬ=Ар* Ы и учтя 10.15):

F F

_ , У (Ю.20)
А/=- Чг (pz); Q= -- Vs (fiz).

Эпюры v, M и Q по формулам (10.20) построены на рис.
10.5.

Обратим внимание на то, что наибольший момент 
Mim=F/(4p), возникающий под силой F при данной жест
кости балки EJ, в большой степени зависит от жесткости 
основания к, так как от соотношения к и EJ зависит 
коэффициент /? (10.6). При р-* со (жесткое основание) 
А/щ«-»0 и, наоборот, при р-*0 (мягкое основание)
Aim., -»оо. Простым подтверждением этого факта может
служить такой пример: стеклянная палочка (например, 
градусник), лежащая на твердой ровной поверхности сто
ла, может безболезненно выдержать довольно значитель
ные надавливания посередине. Но тот же градусник, по
ложенный в мягкое кресло, при незначительном попереч
ном давлении ломается.

Заметим, что формулы (10.20), дающие решение зада
чи о действии одной силы на бесконечную балку, исполь
зуются в случае действия произвольной системы сил (рис.
10.6, а, б). На основании принципа независимости дейст
вия сил можно для некоторого сечения С—С получить 
интересующий фактор путем алгебраического суммиро
вания результатов действия каждой силы F, в отдель-
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Рис. 10.6. Определение прогиба и усилий в сечении бесконечной 
балки от произвольной нагрузки

ности. Так, для прогиба и момента (рис. 10.6, а) получим

(10.21)

Для распределенной нагрузки сумма заменяется интегра
лом, например (рис. 10.5, б)

(10.22)

Прикр 10.2. Найти начальные усялиж ¿/0 ■ Оц при х»0 для бес
конечной балки, имеющей упругую опору с жесткостью е (рис. 10.7).

Рис. 10.7. К примеру 10.2. Формулировка силового граничного 
условия симметричной балки

Решение. В этом случае в граничных условиях (10.18) изменяется 
второе и эти условия получат вид
у' (0)=*0; 2Со+Д-Ло«0.
Заменяя здесь Ло—су0 и действуя далее, как изложено при получении 
формул (10.20), получим
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Далее применяются формулы (10.14).

§ 10.4. Понятие о расчете коротких балок 
на упругом основании

В § 10.2 было уже дано понятие «коротких» балок.
К ним относятся балки, у которых расстояние от одного 
края до другого или расстояние от сосредоточенного 
воздействия до ближайшего края балки меньше, чем 
длина затухания краевого эффекта (10.16). Для корот
ких балок нельзя использовать решения, полученные для 
балок бесконечной протяженности и требуется исходить 
из общего интеграла (10.7), содержащего четыре произ
вольные постоянные С\—С4 для каждого участка интег
рирования. На границах участков необходимо соблюдать 
соответствующие условия сопряжения участков по пере
мещениям и внутренним усилиям, что в принципиальном 
отношении может быть выполнено так же, как было 
описано в гл. 8 для обычной балки. Однако здесь это 
приводит к громоздким аналитическим выкладкам.

Поэтому практически расчет коротких балок на уп
ругом основании (или систем из таких балок) произ
водится путем решения на ЭВМ краевой задачи для 
системы дифференциальных уравнений типа (10.5), со
ставленной в соответствии с числом участков интегриро
вания (методом конечных разностей, методом прогонки 
и др.).

Аналитическое решение. В случае необходимости полу- £м с ^ 
чения аналитического решения дифференциального урав
нения (10.5) его удобно вести по методу начальных пара
метров. При произвольном числе участков этот метод 
позволяет в качестве постоянных интегрирования иметь 
только четыре начальных параметра: у0, <р0,
Л/0 и 2о — прогиб, угол поворота, момент и поперечную
силу в начале координат (г=0). Рассмотрим подробно 
метод начальных параметров.

Для первого участка (рис. 10.8) общий интеграл (10.7) 
с учетом (10.9) получит вид

у1=е~^ (С\ сое (¡г + С2 вт (¡г) + е^ (С3 сое ¡¡г + С4 вт /?г) 4-—.
кЬ

(10.24)



Рис. 10.8. Метод начальных параметров для балки на упругом ос
новании

Для определения четырех постоянных С[—С4 сформули
руем условия при 2=0:
V (0)=у0; V' (0) = <ро; М (0)= —Е1ч" (0) = М0; б (0) =

= 0) = б0. (Ю.25)

Подставив (10.24) в равенства (10.25), получим систе
му четырех уравнений относительно постоянных С\—С4,
решив которую выразим эти постоянные через начальные 
параметры у0, (р0, Мо и Оо- После подстановки этих посто
янных обратно в (10.24) и группировки слагаемых по 
соответствующим начальным параметрам решение
(10.24) получит вид

у1=у0^1 т+^к2 }к,т+

+ Чо
4Р*Ш (10.26)

где через & (&г) (/=1, 2, 3, 4) обозначены функции акад.
Л. Н. Крылова, введенные им в связи с задачами расчета 
корпуса корабля, рассматриваемого как балка на упру
гом основании. Эти функции и их производные по коор
динате г приведены в табл. 10.1.

Функции А. Н. Крылова ■ ах производные
Таблица 10.1

/ К К К
1 сЬ /?г сое [¡г -4 РЪ -4Р'К3 -4 Р*К2 -4 Р*К1

2 1
- (сЪРгьтРг+ьЬ Ргсо&Рг) рк, ~*Р2К4 -4Р3К3 -лр*к2

3 1
- вЬ йг ап & 
2

рКг Р1 К\ -4 Р'Ь -Ар* К3

4 1
- (сЬ/Ьяп/Ь—¡¡ЬРгсо&Рг) 
4

ркг р*к2 Р3Ъ -4 р*К<



Рис. 10.9. Схема для 
правила дифференци
рования функций 
А. Н. Крыловаfi

Полезно также иметь в виду правило дифференциро
вания функций Крылова, схематически изображенное на 
рис. 10.9. Стрелкой на схеме указано, в какую функцию 
переводит операция дифференцирования данную функ
цию Крылова, а в скобках у стрел указан множитель, 
появляющийся при дифференцировании. Так, например, 
из схемы на рис. 10.9 следует первая строка табл. 10.1:
*;=-4№ К\=-4РК<=-4Р2К3;  
К\= -4р2К3=  -4р3К2;  AT{V= -4р3  К'2= -4рА  Кх .

Пользуясь приведенным правилом дифференцирова
ния от функции прогибов (10.26), переходим к углам 
поворота ф1=\1 и далее по формулам (10.1) к внутренним
усилиям на первом участке:

91= - (0Z) + <MT| т-
pEJ

Ml=v04p2EJKз (fix) + <p^fiEJK4 (fiz)+

+ т+^к2 №-т,К1 №)\ р р 
Qi = v<AP3EJK2 (fiz) + <PM2EJK> (fiz)- 

-МсАРЪ m + QoKx №--Кг №)■

По аналогии с § 8.5 функцию у1 продолжаем на второй
и последующие участки. Приращения Ду, этой функции
будут зависеть от приращений АМ,, АО,, внутренних сил
и Ад, — интенсивности нагрузки на границах между
участками. Добавляя эти приращения Ду, к функции уь

получим аналогичную (8.13) универсальную формулу для 
прогибов л-го участка балки на упругом основании:



и, аналогично, для углов поворота и внутренних усилий 

№>+1

Мп=Мг 0?2) + £ [дм,к{ +у КМ - (^) ^;

<2,=21^) +1 [ - АММЪ^гд+Д<2,*, Фд - у ^№0^.
(10.29)

Здесь для краткости обозначено г ( = г — г д е  а/ —
абсцисса 1-й границы между участками.

Как и в обычной балке, в начале координат часть 
начальных параметров бывает известна, а остальные 
определяются из граничных условий, формулируемых 
для противоположного конца стержня.

Применение формул (10.28) и (10.29) может быть удо
бно при использовании персональных ЭВМ. В более про
стых задачах их можно использовать и с применением 
микрокалькуляторов.

Првмер 10.3. Определить прогибы и внутренние усилия в балке 
длиной 24 лежащей на упругом основании и загруженной силами Р по 
концам и 2Р посередине (рис. 10.10).

Рис. 10.10. К примеру 10.3. Изгиб короткой балки на упругом ос
новании



Решение. Начальные параметры будут уо*0; <ро#0; Мо—0;
Q0ш^ —^ и функция прогибов на первом (левом) участке по (10.26),

а также функции углов поворота и внутренних усилий по (10.27) получат 
вид

П -МГ1 № +^К2(Р2) +-¿-*4 (/**);
Р р Е/

(К » у; = - Уо4/?/^(^7) + <роК1 (Рг) +^з№); (10.30)

Мг - у^Р1ЕЖЪ (/5г) + <роРЕЛ^т--------— ЛГ3 (Дг);
р ЕЛ

й =у04р3Е/К2№)+<р04р1ЕГК3№)-РХ10?г).

Если бы балка была несимметричной, то по (10.28) и (10.29) надо было 
бы составить соответствующие выражения для второго участка, учтя, 
что на границе участков а\ ~ / и Д£)| =• —2Л Так, для уц получим

>
^п»У1№)+— *,(/»(*-/)). (10.31)

после чего неизвестные у0 и <ро находились бы из условий на правом 
конце балки 2=2/, а именно Л/д(2/)=0; Сп(2/)=Л

Однако в данном случае используем симметрию балки и для опре- 4 
деления уо и 90 напишем условия для сечения, расположенного бес
конечно близко слева от оси симметрии:
г-/ у;г0=0; 61(0-*

Эти условия с использованием выражений (10.30) приводят к системе 
двух уравнений

¥
—у04 0К+ (А)+ фо*. (¿) + о1 „Къ № =

Р ш > (10.32)
у04Р3ЕЛС2(Х)+<р04р1ЕЖ3 (А)- ГС, (Л).* }X)шР. )

Пусть Х=р1=п/2, т. е. 1=1^2. Вычислив функции Крылова от аргумен
та Д.=л/2 и заменив Р=п/(21), из системы (10.32) найдем уо=0, 11832 
[Я3/(£/)] и —0,11459 [/■/*/(£/)]. После этого по формулам (10.30)
строим эпюры, изображенные на рис. 10.10.

Числеиюе решение. Покажем использование метода конечных раз
ностей (см. § 8.6) для расчета балок на упругом основании. С помощью 
формулы (8.19) для четвертой производной запишем уравнение изгиба 
балки на упругом основании (10.5) в виде системы алгебраических 
уравнений

9(Д* ^(У|_2—4у,_! +6у,—4у,+ , +у,+2)+40*Д4 У(-—7 (
& /■ (10.33)

граничные условия. '

Применим эти уравнения к правой половине балки, изображенной 
на рис. 10.10. Граничные условия в точке 5 будут А/5= — £/у'»»0

и Q}*‘—EJv"—F. Для узловых точек сетки имеем 2РУД, <?2 "■ 9э *=
“94=?5=0 (сила Р в точке 5 уже вошла во второе граничное условие).

С учетом симметрии уравнения (10.33), записанные для точек 1,2,3, 4,5, 
получат вид



(6+а)У! -8у2 +2уз =у/;
—4у) +(7 + <х)у2 —4уз + У4 = 0;

VI -4у2 +(6+ос)уз —4у4 +У5 -0;

—4уз +(6+а)у4 —4у5 +Ув =0;

УЗ —4у4 +(6+а)У5 —4Ув +У7 =0;

у4 -2у5 +Ув =0;

уз -2у4 +2у6 -у7 =У/,

где у=200 (Л//)3,/=(Л3)/(100£7). Последние две строки выражают гра
ничные условия, записанные с помощью формул (8.17) и (8.18). Так как 
/И=я/2, то а=40*Д*=я4Д4/(4/4). При Д// =1/4 значение а—0,095126,
а у-3,125 и решение системы уравнений дает следующие прогибы 
балки: —7,350/; —7,063/ у3=7,416/, у4—8,948/ Уд — 11,496/. Прогибы
у« и У7 относятся к условно продолженному участку балки и нужны дня
составления левой части уравнения (10.33) в точках 4 и 5 и граничных 
условий в точке 5. Из решения системы уравнений имеем V«—14,045/;
у7 = 14,483/.

Сравнение полученных прогибов и найденных в примере 10.3 с по
мощью функций А. Н. Крылова показывает, что погрешность не прево
сходит 5%. Зная прогибы, можем численно получить изгибающие мо
менты по формуле
М^-ЕЗу'= — £'/(У(_1 —2У(+у(+|)/Д2.

Эти вычисления дают моменты М\ —0,0459Дг Мг= —0,102Л;
Мэ— — 0,187/7, Л/4=-0,163/7, которые (кроме точки 7) достаточно
хорошо совпадают с указанными в примере 10.3. Для повышения 
точности результатов надо уменьшить интервал Д, увеличив число 
алгебраических уравнений, что при вычислениях на ЭВМ не представля
ет затруднений. Так, при Д—//8 погрешность в прогибах в данном 
примере оказывается менее 1%.

Вопросы для самоконтроля к главе 10
10.1. Почему балка, лежащая на упругом 

основании, статически неопределима? Каков 
общий путь расчета такой балки?

10.2. Что такое винклерово упругое осно
вание и какой константой упругости оно харак
теризуется? Запишите дифференциальное урав
нение для прогибов балки, лежащей на этом 
основании.

10.3. Как упрощается общий интеграл для 
прогибов полубесконечной балки? Сформули
руйте граничные условия в начале координат 
при заданных моменте и силе.

10.4. Опишите краевой эффект. Что такое

Задачи
10.1. Железобетонная балка таврового се- ЮЛ. Для бесконечной балки с нагрузкой 

чения лежит на основании с коэффициентом 200 кН/м найти наибольший изгибающий
постели к=25 МН/м* (утрамбованный песок), момент и вычислить максимальные нормаль-

длина краевого эффекта, «длинные» и «корот
кие» балки на упругом основании?

10.5. Какое усложнение в расчет балки вно
сит ее отлипание от основания?

10.6. Сформулируйте граничные условия 
в точке приложения сосредоточенной силы 
к бесконечной балке. Как они изменяются при 
наличии в этой точке упругой опоры?

10.7. В чем состоит усложнение расчета ко
ротких балок? Как решается эта задача по ме
тоду начальных параметров?

10.8. Что такое функции Крылова и каково 
правило их дифференцирования?



Принимая для материала белки £-20 ГПа, напряжения, а также определить реакцию 
вычислить длину краевого эффекта Ло в упругой опоре. Жесткость упругой опоры

с—140 МН/м. Остальные данные принять, как 
в предыдущей задаче.

ПО ‘Юсы

Рис. к задаче 10.1

Рис. к задаче 10.2

ЮЛ Найта наибольший изгибающий мо- 10.4. Определить изгибающий момент
мент в бесконечной балке от одной силы Г я от в заделке короткой балки, если /?/—я. Рекомен-
сцепки из трех сил, расстояние между которы- дуется учесть симметрию, 
ми а таково, что /Ъ>-я/2.
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Рис. к задаче 10.3 Рис. к задаче 10.4

10.5. Как изменятся результаты решения 
задачи, рассмотренной в примере 10.3 (см. 
§ 10.4), если к трем сосредоточенным силам 
добавить нагрузку, распределенную по закону
ч-т (1-г/о?

Ответы к задачам главы 10
10.1. /„-15,4 м. 10.2. кН м, <W-=3,58 МПа; Ло=б34 кН.

10.3. (А/Г)ти-Д/(4Л, (M-iFlmu-0,7489 [F/(4P)] под крайним грузом. 10.4. А/0--ql2l(2n2).
10.5. Добавится просадка основания и балки Av— [4Fiy(n*EJ)] (1—г//), внутренние усилия не 
изменятся.



СВОБОДНОЕ КРУЧЕНИЕ СТЕРЖНЕЙ 
НЕКРУГЛОГО СЕЧЕНИЯ

§ 11.1. Понятие о свободном 
и стесненном кручении стержня

При рассмотрении деформации кручения стержней 
круглого сечения (см. гл. 5) мы пользовались гипотезой 
плоских сечений. Однако оказывается, что круглое сече
ние — это редкое, хотя и важное, исключение, когда сече
ния при закручивании, не искривляясь, поворачиваются 
как плоские диски вокруг оси г (рис. 11.1). При этом угол 
сдвига у образуется только за счет наклона образующих 
и формула для касательных напряжений получает про
стой вид

Мгт=-/>. (11.1)
■'р

■ В общем случае при кручении поперечные сечения, плос-
Депланацня ¿¿чс кие Реформации, искривляются по некоторой поверх- 
ни

=

бг
Депланация

сечения

а>(х,у)

Рис. 11.1. Свободное кручение стержней. Депланация по длине по
стоянна



ности н>=н’ (х, у), что называется депланацией сечения.
Функция м' называется функцией депланации сечения. Ее 
аппликаты выражают продольные перемещения точек се
чения в направлении оси г.

На рис. 11.1 изображена депланация прямоугольных 
сечений стержня при кручении. Из рисунка видно, что 
угол сдвига у, т. е. изменение прямого угла элемента, 
выделенного иа поверхности, происходит как за счет 
наклона образующих, так и из-за наклона сторон, лежа
щих в поперечных сечениях. Последнее является следст
вием депланации сечения. Поэтому распределение каса
тельных напряжений по сечению получается значительно 
более сложным, чем это дает формула (11.1). Строго эта 
задача решается методами теории упругости. Ниже мы 
познакомимся с некоторыми результатами этого реше
ния. В частности, оказывается, что в угловых точках 
сечения прямой угол элемента не изменяется и у=0 
и т=0, в то время как по формуле (11.1) мы получили бы 
в этих точках при р—Рш значение т=тт„.

В связи с развитием депланации различают два типа 
кручения стержней: свободное и стесненное.

Если депланации всех поперечных сечений одинаковы по ■ 
длине стержня, то кручение называется свободным. При 
переменных депланациях его называют стесненным. Свободное ■ стес-

На рис. 11.1 изображено свободное кручение, когда неиное кручение 
функция депланации зависит только от х, у и не зависит 
от г. Если представить стержень разделенным на про
дольные волокна, то каждое волокно за счет одинаковой 
депланации всех сечений переместится в продольном на
правлении на и> как жесткое целое. Так как его удлинение 
отсутствует (Дс1г=0), то <т,=0.

При \ свободном кручении в поперечных сечениях воз
никают только касательные напряжения, а аг—0.

На рис. 11.2 показан стержень, испытывающий стес
ненное кручение, у которого стеснение развития деплана- 
ций создается наличием заделки. Функция и> изменяется 
вдоль координаты г, и поэтому продольные волокна 
изменяют длину, т. е. Так как е,=Дс1г/(12^0, то,
как следствие закона Гука, в сечениях возникают нор-

Рис. 11.2. Стесненное кручение стержня. Депланация по длине пере
менная



Срединная
поверхность

мальные напряжения. Итак,
стесненное кручение характерно тем, что в попереч

ных сечениях возникают помимо касательных напряже
ний нормальные напряжения аг.

На рис. 11.2 качественно изображено распределение 
напряжений ах по сечению.

В данной главе будут рассмотрены вопросы свободно
го кручения стержней характерных типов сечений. Стес
ненному кручению посвящена гл. 12.

§ 11.2. Свободное кручение тонкостенных 
стержней замкнутого профиля. 
Определение напряжений

Тонкостенные стержни замкнутого профиля широко 
используются в технике благодаря их легкости, жест
кости, хорошей технологичности изготовления и, как сле
дствие, высокой экономичности в сравнении с массив
ными стержнями сплошного сечения.

На рис. 11.3, а—в приведены некоторые примеры за
мкнутых сечений стержневых элементов строительных 
конструкций.

В целях общности рассмотрим стержень с произволь
ной формой контура сечения, которое по длине стержня 
примем постоянным (рис. 11.4, а).

Поверхность, делящая толщину стенки 8 пополам, 
называется срединной поверхностью стержня. Линия пе
ресечения срединной поверхности и поперечного сечения 
называется средней линией тонкостенного поперечного се
чения или его контуром.

При кручении в поперечном сечении стенок стержня 
возникают касательные напряжения. Их качественное 
распределение в сечении легко представить, учитывая 
аналогию в работе рассматриваемого стержня и скручи-

Рис. 11.3. Примеры тонкостенных конструкций замкнутого профи
ля:
а — коробчатые сечения балочных пролетных строений мостов; б — стерж
невой элемент сварной конструкции; в — участок коллектора



Рис. 11,4. Составление условия равновесия Ег=0 для элемента, 
выделенного из стержня

Рис. 11.5. Касательные напряжения в тонкостенной круглой трубе 
н в произвольном замкнутом сечении

ваемоЁ тонкостенной трубы круглого сечения (рис. 11.5, 
а), напряжения в которой подчиняются формуле (11.1). 
Ввиду малости толщины стенки 6 по сравнению с диамет
ром Ъ неравномерностью т по толщине 8 можно пренеб
речь. В стержне с произвольной формой контура (рис.
11.5, б) также считаем толщину 8 во много раз меньшей 
характерного размера сечения и потому в дальнейшем 
примем, что

касательные напряжения х распределены равномерно 
по толщине 8.

Это допущение означает, что напряжения во всех точ
ках стенки мы отождествляем с напряжениями в соответ
ствующей точке срединной поверхности стержня, где мы 
как бы концентрируем весь материал его стенок.

Направление х в каждой точке контура совпадает 
с касательной к контуру. Качественно это следует из 
аналогии с трубой круглого сечения, а более строго до
казывается с помощью закона о парности касательных 
напряжений. Действительно, если разложить у поверх
ности стержня полное напряжение на тангенциальную 
составляющую х1Т и составляющую х„ (где п — нормаль



Поток вдоль кон
тура постоянен

к контуру), то ввиду отсутствия поверхностной нагрузки 
Pi компоненты х„=ха =0. Следовательно, остается толь
ко тангенциальная составляющая xtT, которую будем
обозначать просто т.

Толщину стенки 8 будем считать в общем случае 
переменной вдоль дуги контура s, т. е. 8=5 (s).

Произведете t=x8 называют потоком касательных 
сил. Поток t имеет размерность Н/м. а механически 
представляет силу, приходящуюся на единицу длины кон
тура сечения.

Наша задача — при заданном крутящем моменте 
Мг установить значение потока t и связанного с ним
напряжения т=¡¡8.

Для определения касательных напряжений рассмот
рим равновесие части стержня, вырезанной из него попе
речными и продольными сечениями, проведенными в не
которых точках 1 и 2 контура (рис. 11.4, б). По закону 
о парности касательных напряжений в продольных пло
щадках стенки возникают такие же напряжения, как 
и в поперечном сечении. Проецируя все силы на ось z для 
рассматриваемой части стержня, получим
T282dz—Xi ¿!dz=0.

Отсюда, поскольку точки 1 и 2 выбраны произвольно, 
можем вывести заключение:
x282=ti8i=x8—t=const. (11-2)

При свободном кручении интенсивность потока каса
тельных усилий t вдоль замкнутого контура сечения по
стоянна на всей длине контура.

Поток t найдем из того условия, что суммарный 
момент вокруг оси z, создаваемый потоком усилий вдоль 
всего контура, приводится к внутреннему крутящему мо
менту Мг. Из рис. 11.6 с учетом того, что по (11.2)
t=const, найдем
Mz=§tdsr=t $d£l=/ii, (11-3)

t d s



где сШ=<1уг — удвоенная площадь сектора в виде элемен
тарного треугольника с основанием (1?; О — удвоенная 
площадь, охватываемая контуром сечения. 

Отсюда получим окончательную формулу
»

(11.4)
Формула Бредта

Прамер 11.1. В коробчатой балке пролетного строения моста опре
делить касательные напряжения, вызванные кручением от расчетной 
нагрузки д, установленной с эксцентриситетом е относительно плоско
сти симметрии (рис. 11.7). Принять: /= 15 м, А-2,2 м, А-1,5 м, 
«—1,0 м, ¿1 = 12 мм, ¿2=20 мм, ¿э—16 мм, $=100 кН/м.

Рис. 11.7. К примеру 11.1. Кручение коробчатой балки

_t _Мг
т"Гш-

Решение. Распределенная нагрузка создает распределенный скру
чивающий момент с интенсивностью m=qe. Опорные моменты 
Моа ввиду симметрии относительно среднего сечения будут одинаковы
ми и могут быть найдены из условия равновесия (при несимметричном 
нагружении необходимо решить однажды статически неопределимую 
задачу)
1тг=mi—2Моп—0,

откуда Afon—ml¡2. Эпюра крутящих моментов Mz изображена на рис.
11.6. Из нее следует (Aí^,, - Моа - ml/2.

Крутящий момент воспринимается в основном замкнутой частью 
сечения, поэтому в целях упрощения консоли условно отброшены, а на 
рис. 11.7 они показаны пунктиром.

В данном случае ввиду переменности момента Mz депланация сече
ний по д лине будет также переменной (в среднем сечении ввиду симмет
рии она будет равна нулю).

Поэтому, строго говоря, кручение нельзя считать свободным. Одна
ко, как об этом сказано более подробно ниже (см. § 12.6), на основной 
части длины для стержней замкнутого профиля приближенно можно 
принять кручение свободным, в особенности у опор, где действует 
(Á/i)míx—л*//2 и где отсутствуют стеснения развитию депланации. Тогда



(М,Ц,_ де!_ (П 5)
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где П — удвоенная площадь, охватываемая контуром сечения П=2АЛ. 
Подставляя в (11.5) числовые значения, получим:

100-103-1 15
т --------------------------- =9 5 МПа; т2-5,7 МПа; т3«7,1 МПа.

41,52,2 12-10‘*
Эшора т изображена на рис. 11.7. Малое значение напряжений т по 
сравнению с расчетными нормальными напряжениями Я=200 МПа 
говорит о том, что коробчатое (замкнутое) сечение является хорошо 
приспособленным для восприятия крутящих усилий. Как увидим далее, 
оно является и весьма жестким в отношении кручения (см. пример 112).

Особенность одно
контурного замк
нутого сечения

Заметим, что при выводе формулы (11.4) мы исполь
зовали только уравнения статики. Следовательно,

задача определения касательных напряжений при сво
бодном кручении стержня замкнутого одноконтурного 
сечения оказалась статически определимой.

В то же время остался в стороне, например, вопрос
о том, вокруг какой оси происходит закручивание стерж
ня, т. е. где в поперечном сечении находится центр круче
ния. На этом вопросе, а также вопросах стесненного 
кручения стержней замкнутых сечений остановимся ниже 
(см. § 12.6).

§ 11.3. Жесткость тонкостенных стержней 
замкнутого профиля при свободном кручении

Для определения углов закручивания необходимо по
лучить зависимость между крутящим моментом МТ и вы
зываемым им углом закручивания dq> элемента стержня 
dz (рис. 11.8). Используем для этой цели энергетический 
подход, а именно составим равенство
U=A,

где U — потенциальная энергия деформации элемента 
стержня длиной dz; А — работа моментов Мг, вызвавших



деформацию элемента. Такой деформацией является чис
тый сдвиг с напряжением т (11.4). Плотность энергии 
деформации при чистом сдвиге будет

1 т1 
и=—,

2 <?
поэтому для элемента стержня с объемом (ЬхскхЙ за
ключенную в этом объеме энергию найдем в виде

I1 ̂
<Ш=м<15<1г£=—(Ьс1г<5.

2 <?
Интегрируя по замкнутому контуру 5 и подставив вместо 
т выражение (11.4) (при этом Мг, С1 и йг как постоянные
при интегрировании по контуру выносим за знак интег
рала), найдем потенциальную энергию:

Работу момента получим как площадь диаграммы, 
связывающей по закону Гука Мг и угол йд> линейной

зависимостью. Поэтому

А=-Мхй<р.
2 (11.7)

Подставив (11.6) и (11.7) в равенство £/=Л, получим 
нужное соотношение

_м-я_

ОЛв’

(11.6)

(11.8)

где

(11.9)

— жесткость замкнутого сечения при свободном круче
нии.

При определении углов закручивания либо интегриру
ется выражение (11.8) по координате г, как это делалось 
для стержня круглого сечения, либо при использовании 
формулы Максвелла—Мора жесткость С?/,* вносится
в соответствующий интеграл Мора.

Пример 11.2. Получить выражение для углов закручивания короб
чатой балки, рассмотренной в примере 11.1, и вычислить фт„.

Решение. Из рис. 11.7 следует, что тг-т//2—тх. По
этому, интегрируя (11.8), найдем при То—О
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Углы 9 изменяются по квадратной параболе с максимумом при г— //2, 
где при т—де получается

т12 де12 
%п““8СЛр'"8(?/жр'

Найдем СЛр по формуле (11.9). Так как толщина 5 постоянна на 
отрезках контура Л и А (см. рве. 11.7)

2М Ь Ь
7 г ¿1 32 ¿з

§ ^

Утах

ТО

ОДч>
б(2АА)*

2А Ь Ъ

¿1 ¿2 ¿3
Подставляя значения С—80 ГПа, ^«=100 кН/м, /—15 м, А=* 1,5 м, 
*-2,2 м, г—1,0 м, ^-П-НГ* м, <52-20 10'* м, ¿э«=16 10*3 м, по
лучим еЛр-7030 МН м1 и «¡»лих "0,4-10*5 рад. Интересно оценить
разность а прогибах Ду левой и правой стенок поперечного сечения 
балки, вызванную углом закручивания, равную Ду—¿<ртм-*2,20,4 х

х 10_3в0,88 10‘* м-0,88 мм. Если принять по нормам допустимый 
прогиб, вызванный изгибом у//*-Ю~9, то прогиб будет у—1510~э»= 
»15 мм. Как видим, Лу значительно меньше у и прогибы от кручения 
мало изменяют картину прогибов от изгиба. Эго говорит о большой 
жесткости замкнутого сечения на кручение. ТАГ

§ 11.4. Определение напряжений и перемещений 
в тонкостенном стержне замкнутого профиля 
при растяжении, изгибе и кручении

В данном параграфе ограничимся одноконтурными 
сечениями, имеющими одну или две оси симметрии, так, 
что не возникает вопроса о нахождении центра кручения, 
а само кручение на всей длине приближенно будем счи
тать свободным. Вопросы определения положения цент
ра кручения (центра изгиба) будут рассмотрены ниже (см. 
§ 12.6), поскольку они требуют знакомства с теорией, 
относящейся к гл. 12.

Рассмотрим технику определения внутренних усилий, 
геометрических характеристик сечения, напряжений и пе
ремещений на примере коробчатого стержня с прямо
угольным контуром (рис. 11.9). Одновременная работа на 
изгиб и кручение представляет собой пространственную 
работу стержня, и для большей наглядности целесообраз
но после определения опорных реакций перейти к «осе
вой» расчетной схеме в виде оси стержня с приложен
ными воздействиями в виде сил и моментов. Моменты



Рис. 11.9. Пространственная работа коробчатой балки на изгиб 
и кручение, осевая схема балки

получаются от переноса сил в точки оси стержня в соот
ветствующей плоскости поперечного сечения.

Опорные реакция. Из трех условий
=0—*Fcl "Ь 3Fü—2Rca=0;

lmAc=0-*2Fb—Rib=0', >
1,Y=0-*2F—Ra—0 j

находим RC=2F; RB=2F\ RA=2F.
Перенося внешние силы и опорные реакции на ось z, 

добавим внешние моменты:
Л/, = Fb/2; Мг=2Щ2=Fb\ А/3=Fb/2;

' •MA=RBb/2+RAb/2=2Fb.

Осевая схема коробчатой балки и ее загружение пока
заны на рисунке. Здесь же изображены эпюры изгиба
ющих моментов Мх, поперечных сил Q, и крутящих,
-моментов Мг, которые наглядно иллюстрируют работу
каждого участка балки.



Нормальные напряжения от нзгиба определяем по 
формуле

Мхaz=—y. (11.10)

Момент инерции Jx представим как интеграл по дуге 
s контура сечения:

/,=J y2dA=f y26ds,
A L

где L — длина всего контура.
Обычно на отдельных участках контура /, толщина

стенки постоянна <5,=const, поэтому выражение для
Л можно представить как сумму интегралов:

Л=£(5, f У (s)y(s)ds,
и

(11.11)

где суммирование ведется по всем участкам контура сече
ния. Под знаком интеграла вместо у1 (у) напишем произ
ведение у (я) у (л), понимая под у (5) функцию координаты 
у вдоль дуги 5. На рис. 11.10 построена эпюра функции 
у=у (у), после чего значения интегралов (11.11) можно 
вычислять путем «перемножения» эпюр, используя пра
вило Верещагина или формулу Симпсона (см. Приложе
ние I). Так, в данном случае, учитывая, что эпюра у состо
ит из четырех однотипных частей, по правилу Верещаги
на «перемножаем» эту эпюру саму на себя:
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Аналогично выражению (11.11) запишем формулу для 
}у и для центробежного момента инерции Лг

(11.12)
1У=1 х2йА=£ 5, \ ххс1.у;

А I /(

¿*7=! хуйА=% 6, { хуЛл.
А I //

По формулам (11.12) с использованием рис. 11.10 найдем
Ь*6г ЬЧбх:+ Л,=о.

1 6 2

Равенства /^=0 можно было ожидать, поскольку оси
х и у являются осями симметрии сечения.

Эпюра напряжений а, в сечении, где А/Жт..=/а по
формуле (11.10), подобна эпюре у—у (?) и изображена на 
рис. 11.10, где й^х=Л/>’тм- В общем случае, как обычно,
напряжения от изгиба и растяжения определяются по 
трехчленной формуле

N Мх М.
<7, = - + — у + — X.

А У, 7У

Касательные напряжения возникают в балке (см. рис. 
11.9) от крутящего момента Мг и от поперечной силы ()у:

мг тиг =
<2у*?

' 03 — 1Х5 
или если перейти к потокам ^ = Тжру, <5 и /иг=т„г(5, то

(11.13)

мг/ —_:• / —
*ЖР Л 9 *ИЗГ

<2,^7
о - л <11Л4)

Величину 5'^' можно аналогично (11.11) и (11.12) пред
ставить через интеграл по дуге 1,°” отсеченной части 
сечения:
5Г= I уйА = ^8, ! У(№

ОТС | ОТС
А Ь

(11.15)

*ч~&тСОпи

Я~2ЬЬ



Эпюры /ц н показаны на рнс. 11.11. При этом 
интеграл в составе Я™ получен как площадь графика у (лг)

_____  г ОТС ^на участке Ь с началом отсчета в точке на вертикальном 
оси симметрии, где т„г=0, и поэтому может быть приня
то 5$тс=0.

В каждой точке контура суммарный поток
'='«,+'»г, (11.16)

а суммарное напряжение т=¡/8.
При нзгибе и кручении в сечении могут возникать 

большие по модулю как нормальные, так и касательные 
напряжения. Поэтому проверка на прочность произво
дится, как при сложном напряженном состоянии (см. гл. 
13 и 14).

Перемещение А,,, вызванное суммарной деформацией,
найдем по формуле Мора (рис. 11.12). Приложив вер
тикальную единичную силу /] = 1 и построив эпюры
\}х1 и А?,|, с учетом деформаций от изгибающих момен
тов и от кручения найдем перемещение А1г «перемножая» 
соответствующие эпюры по правилу Верещагина:

3« За

С Мхр Мх\ л (* Мп Мг{ Ра 
аг=о/,

2 5 Ра* 2
а+------ •- в +

ч>

2<?Лр 2

2Е1Х 6 2ЕУХ 3 

3 Ра* 37 Р&*
-+—■

4 Е1Х 8 б/, ч>

о

(2Л>а 1 З-Янг^

ахр
+2с£р)

Момент инерции Зх найден для рассматриваемого се
чения выше. Жесткость при свободном кручении бЛр по 
формуле (11.9) при П=2М будет 

20Н*Ь*

Рнс. 11.12. Определение перемещения от изгиба и кручения по мето
ду Максвелла — Мора



Как уже говорилось в § 11.1, строгое решение задачи 
о кручении призматического стержня рассматривается 
в курсе теории упругости. Поэтому приведем некоторые 
важнейшие результаты такого решения применительно 
к прямоугольной форме сечения (рис. 11.13, а).

Рис. 11.13. Напряжения в прямоугольном сечении при свободном 
кручении

Наибольшие касательные напряжения возникают 
в средних точках 1 длинных сторон контура, которые 
можно представить в следующем виде:

т1 = тш«=-^; (11.17)
"жр

где коэффициент кх = кх (Ь/с1) зависит от соотношения
длин сторон прямоугольника (табл. 11.1).

В серединах коротких сторон в точках 2 возникают 
несколько меньшие напряжения. Их выразим через 
Тщм следующим образом:

*2=^2 т.»«; к2=к2ф/ф^ 1. (11.18)

Значения к2 также приведены в табл. 11.1.
Интересно отметить, что в угловых точках г=0; это 

следует из закона о парности касательных напряжений.

Таблица 11.1
Коэффициенты для расчета прямоугольшлх сечений на кручеаве

ь/а 1,0 1,5 1,75 2 2,5 3 6 10 00

0,208 0,231 0,239 0,246 0,258 0,267 0,299 0,313 1/3

*2 1,0 0,859 0,820 0,795 0,766 0,753 0,743 0,742 0,742

*3 0,141 0,156 0,214 0,229 0,249 0,263 0,299 0,313 1/3



Мембранная
логия

ана-

Для угловой точки (рис. 11.13, б) запишем его в виде 
хгу=хп и х„=х„, но правые части этих равенств равны
нулю, поскольку векторы хуг и т*, являются поверхност
ной нагрузкой рх, которая отсутствует.

Наконец, угол закручивания <р с моментом М1 для 
рассматриваемого стержня будет связан соотношением
g_d<p_ Мг

d z GJ.
(11.19)

«Р

где J^k^bd3, а кг—къ (b/d) приведено в табл. 11.1.
Угол e=d<p/dz называют относительным (погонным) 

углом закручивания. Он выражает угол закручивания 
единицы длины стержня (рад/м).

Приведенных данных в основном достаточно для рас
чета на прочность и жесткость стержней прямоугольного 
сечения. Для сечений другой формы следует воспользо
ваться справочной литературой. Но для качественного 
анализа иногда бывает полезна так называемая мембран
ная аналогия, предложенная немецким ученым Прандт- 
лем. Кратко рассмотрим ее сущность.

Мембранная аналогия. Представим себе рамку, совпа
дающую по форме с контуром поперечного сечения, на 
которую натянута идеально гибкая мембрана, равномер
но растягиваемая во всех направлениях усилиями N (Н/м) 
(рис. 11.14, а). Величина N представляет усилие, приходя
щееся на единицу длины контура сечения. Пусть теперь 
на мембрану действует поперечная, равномерно распре
деленная нагрузка q, вызывающая прогибы w (х, у).

На рис. 11.14, б показана поверхность прогибов мемб
раны w=w (х, у). Если ее рассечь горизонтальными плос
костями w=const, то в пересечении получим линии, назы
ваемые горизонталями поверхности. В некоторой точке 
в плоскости, нормальной к горизонтали, проведем каса
тельную к поверхности п (рис. 11.14, в). В теории уп- 
p>i ости доказывается, что полное касательное напряже-

Мембрана

Горизонтали 
поверхности w



Рис. 11.15. Мембранная аналогия иллюстрирует местное возраста
ние напряжений во входящем угле контура сечения

ние будет пропорционально тангенсу угла наклона каса
тельной: г=а%ал, а вектор т направлен по касательной

к горизонтали.
С помощью мембранной аналогии можно качествен
но предсказать положение точек, где т=тЙЛ1. Так, для

равностороннего треугольника со стороной Ь густота 
горизонталей наибольшей будет у середин сторон тре
угольника. Следовательно, в этой окрестности tgaя будет
иметь максимальное значение и в средних точках контура
Т Ттт»

Расчеты дают Тш«=203/х/63, т. е. для равносторон
него треугольника =0,05 Ь3.

На рис. 11.15 изображены горизонтали поверхности 
мембраны в окрестности внешнего и внутреннего (входя
щего) угла контура сечения, а также соответствующие 
эпюры касательных напряжений. У входящего угла гори
зонтали сгущаются, крутизна наклона касательных к по
верхности возрастает и в точке на контуре этого угла 
имеет место rmлJ[=tgcxmлx. При радиусе закругления г-*0
напряжение т^-юо. Напротив, у внешнего угла т=0.
Поэтому при конструировании очертания профилей уг
лы, в особенности входящие, обязательно закругляют.



Рассмотрим стержень с поперечным сечением в виде 
узкого вытянутого прямоугольника Ьх.8, где 8«Ь (рис. 
11.16, а). С помощью табл. 11.1 и формул (11.17) и (11.19), 
полагая (Ь/8)-*со, получим

При этом напряжение x=MJWTp практически остается
неизменным почти на всей длине Ь узкого прямоуголь
ника. Это заключение можно сделать на основании мемб
ранной аналогии, учитывая, что угол а наклона касатель
ной к мембранной поверхности вдоль стороны Ь прак
тически будет постоянен и, значит, r=tg a«const. Неко
торое отступление от этого распределения т будет лишь 
у узких сторон прямоугольника, примерно на длине 8, 
чем пренебрежем, так как, по условию, о«Ь.

Формулы (11.20) можно обобщить и на произвольный 
тонкостенный профиль сечения, у которого средняя ли
ния имеет длину L и представляет незамкнутую кривую 
(рис. 11.16, б). Тогда

Здесь и далее геометрическую характеристику жест
кости тонкостенного сечения при свободном кручении мы 
обозначили вместо Лр через как это общепринято
в расчетах тонкостенных стержней.

Если сечение состоит из отдельных узких прямоуголь
ников (рис. 11.16, в), то вместо (11.20) будем иметь

(11.20)

(11.21)

(11.22)

а>

N

<у
Рис. 11.16. Напряжения (а), (б) и распределение суммарного крутя
щего момента (в) в сечении открытого профиля



где /?>1— экспериментальный коэффициент, учитыва
ющий некоторое возрастание жесткости сечения за счет 
областей пересечения составляющих его прямоугольни
ков и переходных скруглений в прокатных стержнях. 
Обычно принимают: 

для уголков /7=1,0; 
для сечений типа швеллера В = 1,12; 
для сечений типа двутавра р = 1,2.
Относительный угол закручивания определяется 

формулой

0=—=— 
dr GJd'

(11.23)

где — жесткость сечения тонкостенного стержня при
свободном кручении.

Для вычисления касательных напряжений в отдель
ной у'-й пластине стержня (рис. 11.16, в) представим крутя
щий момент как сумму моментов, воспринимаемых от
дельными частями сечения:

Мг=£л/,. (11.24)
I

Поскольку угол закручивания 9 для всех пластинок, 
составляющих сечение, общий, соотношения (11.23) мож
но записать для любой _/-й пластины в виде

сюда 

■V;

Подставив сюда в, найденное из (11.23), получим 
1

Mj=^ Mz=—----------Mt (11.25)
Ji т-ь*1,

I J

и напряжение x, с учетом (11.20) будет 

Mj М)
1 (11.26)

■м

Сравним жесткость на кручение тонкостенного стерж
ня замкнутого и открытого сечений. Для замкнутого 
квадратного сечения при 8—const, согласно формуле
(11.9),
GJ t 

, ds AbjS 
7Т



рерШеп1

Рис. 11.17. Сопротивление кручению стержни открытого профиля 
'значительно меньше, чем замкнутого, ж сопровождается сальной 
депланацией

&=С0!13*

Для аналогичного стержня открытого сечения (в од 
ной стенке имеется продольный разрез) по (11.22)

Р= 1 получим 

&/,= (?-4М3=-(7М*.3 3
Отношение жесткостей будет

при

СЛр 3 т=—
Ыл 4

¿у
~8)

Так, при ¿>/¿=20 имеем т=300, т. е. при прочих один
аковых условиях углы закручивания замкнутого короб
чатого стержня будут в ЗСЮ раз меньше, чем у стержня 
с прорезью. Существенно различными будут распределе
ние и касательные напряжения Т1 и т2.

В справедливости проделанных расчетов можно убе
диться на простом опыте. Возьмите два одинаковых кар
тонных футляра из-под зубной пасты или крема и в од
ном из них сделайте продольный разрез бритвой (рис. 
11.17). При закручивании можно почувствовать несрав
нимо большее сопротивление цельной коробки, что гово
рит о большей жесткости стержней замкнутого профиля. 
Кроме того, кручение разрезанной коробки, моделиру
ющей работу стержня открытого профиля, сопровожда
ется сильной депланацией, т. е. искажением сечений за 
счет продольных перемещений точек, что видно на рисун
ке по смещению букв надписи на коробке.

Ввиду особой важности депланации для работы тон
костенных стержней незамкнутого сечения она отдельно 
изучается в следующем параграфе.



§ 11.7. Депланацня незамкнутого 
тонкостенного сечения

Рассмотрим тонкостенной стержень открытого про
филя с произвольной формой сечения (рис. 11.18). При 
свободном кручении касательные напряжения изменяют
ся по толщине стенки 8 по линейному закону так, что 
в точках срединной поверхности т=0. Поэтому деплана- 
ция средней линии каждого поперечного сечения при 
свободном кручении возникает без деформаций в средин
ной поверхности стержня. Наша задача — получить эти 
депланации в зависимости от угла закручивания <р (г).

Далее будем изображать лишь срединную поверх
ность стержня, а его поперечные сечения — в виде сред
них линий, без указания толщины <5. Положение произ
вольной точки М (г, 5) в срединной поверхности зададим 
двумя координатами г и 5, причем дуга я отсчитывается 
от некоторой начальной точки М0, подлежащей далее
определению.

В точке М проведем плоскость, касательную к средин
ной поверхности, и обозначим перемещения точки в этой 
плоскости и» и V, где V — перемещение в тангенциальном 
к контуру сечения направлении. На рис. 11.19 показано, 
что в результате поворота сечения и его депланации 
точка М переместилась в положение А/, вместе с элемен
том срединной поверхности йг х ¿5. Получим связь между 
перемещениями и V, для чего напишем условие отсутст
вия угла сдвига элемента срединной поверхности, выде
ленного в точке М\ =^а2, или

Знак минус поставлен потому, что приращение перемеще
ния (ду/дг) ск направлено в сторону, противоположную 
направлению отсчета координаты 5. После сокращения

йх



Рис. 11.19. Перемещение элемента срединной поверхности <Ьх<1г 
в тангенциальной плоскости без деформаций сдвига

;

Условие отсутст
вия сдвигов в сре
динной поверхно
сти

Гипотеза неизги
баемости контура 
поперечного сече
ния

на ¿у и ск получим искомое соотношение

(11.27)ду
8$ 8г

Здесь использованы обозначения для частных произ
водных ЩЬв и д/дг, так как перемещения н» и V точки М (г, 
$) зависят от двух координат: г и 5.

Теперь выразим тангенциальное перемещение V через 
угол закручивания д> (г).

Примем гипотезу о том, что вдоль всего стержня 
установлены диафрагмы, которые, не сопротивляясь деп- 
ланации, обеспечивают при закручивании стержня пово
рот каждого поперечного сечения как жесткого диска.

На рис. 11.20 изображен поворот сечения на угол 
(р относительно полюса или центра кручения А (он также 
подлежит определению).

Угол <р будем считать положительным, если он напра
влен против хода часовой стрелки при взгляде на сечение 
в положительном направлении оси г.

Из рис. 11.20 найдем полное перемещение точки 
М в плоскости сечения ММх=АМ <р и его тангенциаль-

Рис. 11.20. Тангенциаль
ное перемещение V, вы
званное поворотом сече
ния вокруг полюса А



ную составляющую v= ММ, eos р=<рАМ eos /?. Но так как 
АМ eos /5=г, то искомое выражение v от ф будет

V—Гф. (11.28)

Подставляя (11.28) в (11.27) и обозначая дифферен
цирование по координате г через (8<р/дг)=<рсоотноше
ние (11.27) запишем так:
Зн>
ds

= — Гф (11.29)

Интегрируя его по дуге 5, получим 
й

уу=-<р’ | г^+н-о, (И.ЗО)
Ко

где и'о — перемещение начальной точки М0-
Произведение гс1$=(1ш геометрически представляет 

удвоенную площадь элементарного треугольника с ос
нованием (Ъ, а весь интеграл вдоль дуги 5 от М0 до
М дает так называемую

векториальную площадь о, т. с. площадь, покрывае
мую радиусом точки при ее движении вдоль контура из 
начальной точки М0 в рассматриваемую точку М (рис.
11.21). Секториальная площадь со> 0, если радиус р враща
ется против хода часовой стрелки (при взгляде на сечение 
в положительном направлении оси г).

В дальнейшем примем, что м>0=0, тогда формула

(11.30) окончательно примет вид

Секториальная
площадь

W= — ф'со. (11.31)

Она выражает закон изменения перемещения м> вдоль 
контура сечения вследствие депланации сечения в средин
ной поверхности.

»

Функция деплана
ции незамкнутого 
тонкостенного се
чения

Рве. 11.21. Эпюра секториальных координат « тонкостенного 
сечения



Так как м> пропорционально со, то говорят, что в тон
костенном стержне открытого профиля депланация проис
ходит по закону секториалъных площадей.

*■ г Степень развитая депланацвй сечения зависит от от
носительного угла закручивания <р', служащего в (11.31) 
общим множителем. С крутящим моментом <р' связан 
соотношением (11.23).

Между положением точки на дуге з и площадью со су
ществует однозначное соответствие. Поэтому сектори- 
альную площадь со называют секториальной координатой 
точки. Если ее линейные координаты х и у имеют раз
мерность [м], то размерность т будет [м2].

Пример 11.3. Построить эпюру ш ■ найти деплана пню для Л-об
разного сечения, если углы закручивания стержня изменяются по закону
9« —вг.

Решение. За ось кручеина прям ем ось I ж будем считать, что точки 
продольного волокна, совпадающего с осью г, закреплены от продоль
ных смещений (н1—0) (рис. 11.22). Следовательно, точки А н рас
полагаются на оси I (в центре тяжести сечения). При движении из 
Мц в точку 1 радиус АМ лишь удлиняется, не покрывая никакой
площади. Поэтому на участке М0 — 1 имеем а>~0.

Рис. 11.22. К примеру 11.3. Свободное кручение стержня Я-образ- 
ного сечения. Эпюра со и депланация

При движении из точки 1 в точку 2 радиус АМ вращается против 
хода часовой стрелки, поэтому ш>0. В точке 5 о>з—с2, а в промежуточ-



ных точках она изменяется по линейному закону. То же будет для 
левого участка контура. Эпюра <о изображена на рисунке.

Углы закручивания по длине стержня изменяются по закону 
= — 02. Следовательно, относительный угол закручивания <р' = — 0. По 

формуле (11.31) найдем Эпюра н> изображена на рисунке.
Сравнение эпюр ш и н 1  подтверждает вывод о том, что в стержнях 
открытого профиля деоланация совершается по закону секториальных 
площадей.

§ 11.8. Главные секториальные координаты 
и техника их определения

Из теории изгиба стержней известно, что использова
ние в поперечном сечении специально выбранной систе
мы осей координат ху, которую (см. гл. 4 и 6) мы назвали 
главными центральными осями, существенно упрощает 
расчетные формулы и создает большие удобства в изуче
нии деформаций. Как мы увидим далее, то же самое 
имеет место для стесненного кручения. Поэтому удобно 
здесь распространить уже известные для координат 
х и у понятия и на новую секториальную координату со.

Составим таблицу, симметричную относительно глав
ной диагонали, которую назовем «матрицей моментов 
инерции»:

Ттх I

/=

симм

'У У \——у— 1У— J

Л,

(11.32)

Здесь внедиагональные элементы матрицы / представля
ют интегралы от произведения координат:

УхЛА; (11.33)

а элементы на главной диагонали — интегралы от их 
квадратов: I

У2¿А; 1у=\хгАА', /ш={й)2с\А. (11.34)

Элементы, отмеченные в матрице (11.32) пунктиром, 
нам хорошо знакомы — это осевые и центробежный мо
менты инерции площади сечения. Остальные элементы (в 
равенствах (11.33) и (11.34) взяты в рамку) — новые, они 
обязаны появлению новой секториальной координаты 
со и имеют следующие названия и размерность: Jxш, ^ —
секториально-линейные моменты инерции (статические 
моменты) площади сечения, м5; /„ — секториальный мо
мент инерции сечения, м6.



Заметим, что в технической литературе и 1уа, обо
значают через 5«, и и соответственно называют сек-
тсриальнс-линейкыми статическими моментами. Здесь 
для подчеркивания аналогии с мы их назвали момен
тами инерции. Далее будем их называть секториально- 
линейными статическими моментами и обозначать, как 
принято, через 5т и 5^,.

Координаты называются главными, если в матрице 
моментов инерции ] все внедиагональные элементы равны 
нулю.

Из гл. 4 известно, что именно условию /*, = 0 удовлет
воряют главные оси координат. Следовательно, главные 
секториальные координаты должны быть подчинены 
условиям

(11.35)

Кроме того, по аналогии с понятием центральных осей, 
которые удовлетворяют равенствам

Бх=\уАА^0\ 5,=/;сси = 0,
А А

потребуем, чтобы эпюра со обращала аналогичный интег
рал в ноль:

(11.36)5Ш=| сойА =0.
А

Координаты со, удовлетворяющие равенствам (11.35) 
и (11.36), называют главными секториальными координа
тами сечения.

Механический смысл этих равенств легко понять, если 
условно принять, что эпюра со — это эпюра нормальных 
напряжений со). Тогда станет ясно, что два равен
ства (11.35) выражают условие того, что при кручении 
в сечении отсутствуют изгибающие моменты Мх=0,
Му=0, а равенство (11.36) —того, что отсутствует про
дольная сила N=0. Можно сказать, что эпюра главных 
секториальных координат в статическом отношении — 
это самоуравновешенная эпюра со.

Техника определения главных секториальных коорди
нат. Для выполнения грех равенств (11.35), (11.36) мы 
можем распоряжаться тремя параметрами, от которых 
зависит со: две координаты центра кручения и одна коор
дината начальной точки М0 на дуге контура сечения.

Для определения координат истинного центра круче
ния А зададимся вначале произвольной точкой В, пользу



ясь которой как центром кручения при произвольном 
начале отсчета М\ построим эпюру (лв. Пусть ссх и ссу —
координаты точки А по отношению к точке В (рис. 11.23). 
Ниже показано, что сол и сов связаны равенством

шл = шв—аху + аух—С, (11.37)

где С — произвольная постоянная. Соотношение (11.37) 
показывает, что разность а} В  — а) А  = аху — а у х+С=/ (х ,  у)
выражает уравнение плоскости. Поэтому различным по
ложениям полюсов А и В будут отвечать, согласно
(11.31), различные депланации сечения. Однако это 
различие при переходе от перемещений п>А к перемещени
ям н'д будет состоять лишь в добавлении некоторой
плоскости Ди> = — (р '/ (х ,  у), что не создает дополнитель
ного искажения плоского поперечного сечения.

Подставляя (11.37) в (11.35), придем к системе уравне
ний относительно <хх и ау:

(11.38)ОСу $ху “Ь — О, 
оСд* 3Ху | Уу I С— 0.

Так как х, у — это главные центральные оси сечения, то 
JXy = Q, 5Х = 0, 5^ = 0. Поэтому из (11.38) имеем формулы
для координат точки А:

¡ушВАА

\у2<\А
А

I хшв<1А 
_?уш£= _а 

/у
¡х36А

(11.39)

Координаты 
ра кручения

носительно произвольно выби
раемого полюса В

Рис. 11.24. Постоянная величи
на X) определяет положение ну
левой точки М0

цент-



Для нахождения положения точки М0 построим эпюру 
соА при найденном центре кручения А и произвольном 
начале отсчета М\. Из рис. 11.24 можно видеть, что 
соА и со, найденные для истинной точки М0, отличаются на 
некоторую постоянную В:

со = соА — 0. (11.40)

Подставив (11.40) в условие (11.36), получим 
Зюа — ОА = 0,

отсюда

(11.41)

Вычитая Б из ординат эпюры сол по (11.40), получаем
эпюру главных секториальных координат. При этом мо
жет образоваться не одна нулевая точка. Любая из ниЯ 
может быть принята в качестве М0.

Пример 11.4. Построить эпюру главных секториальных координат 
для г-образного сечения, рассмотренного в примере 11.3.

Решение. Построенную в этом примере эпюру а> обозначим 
соА и проверим, удовлетворяет ли она двум равенствам (11.35). Для
этого на рисунке изображена для главных центральных осей сечения ху 
эпюра х. Из сопоставления ее с эпюрой тА видно, что ^уа1А =

= | хш/1йА = 0 и, следовательно, по (11.39) имеем ху=0. Аналогично

получим хх=0 и отсюда заключаем, что принятая в примере 11.3 точка
А является истинным центром кручения.

Найдем теперь константу О по (11.41):
*<■

¡соас1А £.5,
В=- / о 25 ^12)

А 4 с5 4

Здесь интеграл по площади заменен суммой интегралов по дуге кон
тура, как это делалось в § 11.5, а интегралы под знаком суммы 
вычислены как площади эпюры азА на участках контура Ь,. Вычитая
константу £> из ординат <оА, получим главные секториальные коор
динаты со (рис. 11.25).

На рисунке, кроме того, изображена эпюра депланаций н/ согласно 
эпюре ш. Сравнивая их с депланациями, найденными в примере 11.3, 
видим, что они отличаются в данном случае лишь на константу. Это 
говорит о том, что для свободного кручения переход от неглавных



Ряс. 11.25. К примеру 11.4. Построение эпюры главных секториаль- 
ных координат со Z-oбpлзaoгo сечения

к главным секториальным.координатам означает лишь изменение поло
жения плоскости, от которой отсчитываются депланации данного сече
ния. Как будет рассмотрено ниже (см. гл. 12), для стесненного кручения 
переход к главным секториальным координатам станет особенно важ
ным.

Пример 11.5. Построить эпюры со и депланации V/, определить 
положение центра кручения для швеллера.

Решение. Ввиду наличия у сечения оси симметрии точки 
Мо и А находятся на этой оси (рис. 11.26). Определению подлежит
координата <хх центра кручения А, отсчитываемая от точки В, которую 
мы совместим с точкой М0. Входящие в формулу (11.39) для лх интег
ралы по площади заменяем интегралами по дуге. Так, используя эпюры 
у и шв по правилу Верещагина, найдем

$х<аВ = \уыв<1А-Н
И Ь 2  А И 2 Ь 2 , 5

усов<к=2 — <5 - =-----------.
4 2 4

Рис. 11.26. К примеру 
— 11.5. Получение эпюры 

главных секториальных 
координат а для швелле

ра. Депланация сечения



------, (11.42)
^х 6 -г- Аг:/Апол

где Ас1 = к3ст, ЛаоЛ=ЬЗ. Сравнивая этот результат с формулой (7.9),
видим, что они полностью совпадают, т. е.

центр кручения и центр изгиба — это одна и та же точка сечения. 
Это можно доказать я в общем случае, но здесь мы этого делать не 

будем. Эпюра ш и подобная ей, согласно (11.31), эпюра депланаций 
нг~ —ср’со показаны ей. рисунке.

Преобразование секториальиой координаты при измене- ^ 
ими положения полюса. Докажем формулу (11.37), кото
рой мы воспользовались ранее. На рис. 11.27 изображены 
приращения секториальиой площади <1шв>0 и й(оА>0,
получаемые при переходе из точки М контура в точку 
М\ на длину пути <1^. При этом координаты точки М из
меняются на с\ у  и —сЬс. Из чертежа имеем &о) в =г в  с1* 

и ско^г^&у, а их разность

С1 ( со в —со м )=  ( г в - г А )  (15 = Дг<1?. (11.43)

Так как Аг=ххсо$р + <Ху$тр, а сое/?=сГу/сЬ’ и вшД =
= ( — с1х)/с1л, то, подставляя эти значения в (11.43), преоб
разуем это выражение к виду
д  (си в - со л )=а х йу-а у йх .  (11.44)

Рис. 11.27. Приращения секториальных 
координат й(оА и Атв для полюсов А и В



Интегрируя и добавляя произвольную 
чаем
а)в-соА = аху-аух + С, 
откуда следует формула (11.37).

Вопросы для самоконтроля к главе 11

11.1. Что такое депланация поперечного 
сечения?

11.2. Чем различаются свободное и стес
ненное кручения стержней? Какие напряжения 
возникают в их поперечных сечениях?

11.3. Каким свойством обладает поток ка
сательных сил при свободном кручении тонко
стенного стержня замкнутого одноконтурного 
сечения? Как определяются напряжения и углы 
закручивания в таком стержне?

11.4. Как определяются напряжения и уг
лы закручивания при кручении стержней со 
сплошным прямоугольным поперечным сече
нием? Напишите соответствующие зависимо
сти для сечения в виде узкого прямоугольника.

11.5. В чем состоит мембранная аналогия?

постоянную, полу-

11.6. Как определяются напряжения и ут
лы закручивания в тонкостенных стержнях от
крытого профиля при свободном кручении? Ка
кие стержни являются более жесткими на кру
чение — открытого или замкнутого сечения?

11.7. Что такое секториальная координата 
точки тонкостенного стержня открытого про
филя?

11.8. Как связаны депланации сечений 
стержня открытого профиля с функцией углов 
закручивания?

11.9. Каким условиям удовлетворяют 
главные секториальные координаты?

11.10. Как определяется положение центра 
кручения и нулевой точки у сечения открытого 
профиля?

Задачи
11.1. Два швеллера № 20 длиной 1—4 м 

объединены приваренными планками с шагом 
а—0,3 м. Сила /=40 кН может прикладывать- 
ся с отклонением от плоскости симметрии на 
Ста*=0,5 м. Определить расчетное усилие Тт,

действующее на планку, и максимальное каса
тельное напряжение в стенке швеллера.

11.2. Трубчатая тонкостенная балка с сече
нием в виде равностороннего треугольника 
опирается в трех углах на опоры. Найти 

от изгиба (по абсолютному значению),
тт«дот кРУЧения и вычислить их отношение.

Рис. к задаче 11.2

113. Вычистить наибольшее касательное 11.4. Стержень длиной / П-образного сече- 
напряжение в поперечном сечении ломаного ния испытывает свободное кручение моментом 
стержня (от кручения), а также перемещение .V/- = М Найти угол накручивания (!) и напря
ду (с учетом изгиба и кручения), И = 2Ь. Резуль- жение Т|1Ш.
таты выразить через д, I, Ь, Е и О.



¿Г-С0Л5?

11.4

Рис. к задаче 11.3 .

11.5. Найти координаты центра кручения ренного в предыдущей задаче. Вычислить пере- ! 
хх, и значения главной секториальной коор- мещение и’та* от депланации сечения.
динаты в точках 1, 2, 3 для стержня, рассмот-

Отвсты к задачам главы 11

11.1. 7^ = 28,8 кН; ттм = 11,89 МПа. 11.2. ^„/тгаах=//(6А); с^дРКг^ЬЧ); 1^ =

= ^2Ч1ЦЬ5\ 11.3. ттах = 1,01б (?/2/А5); Д1р = (0>6875/£-|-1,092/С) (?/4/*4)- 11.4. ? (/) = ЗЛ/// 

/(1,12С8с<53); хтах = ШЦЯс52). 11.5. ах=0; а, = (5/7)с; ш0=0; Ш1 = (5/7)с2, ш2=-(9/7)с2; 

ш3=(10/7)с2; н'та1=н>3 =~[ч> (/)//] со3.

В‘<

2с

Рис. к задаче

/



СТЕСНЕННОЕ КРУЧЕНИЕ 
ТОНКОСТЕННЫХ СТЕРЖНЕЙ

§ 12.1. Общее понятие о теории стесненного 
кручения стержней открытого профиля 
(теории Власова). 
Основные допущения

Само понятие о стесненном кручении стержня уже 
было дано выше (см. § 11.1). Здесь следует добавить, что 
развитие инженерной теории стесненного кручения оказа
лось особенно необходимым для стержней с незамкну
тым контуром сечения, которые находят широкое приме
нение в строительстве, кораблестроении, авиастроении 
и т. д. Дело в том, что возникающие при стесненном 
кручении нормальные напряжения в таких стержнях мо
гут иметь большие значения и оказывают существенное 
влияние на их прочность и жесткость. Общая теория 
деформирования тонкостенных стержней открытого про
филя создана чл.-кор. АН СССР В. 3. Власовым, выда
ющимся ученым, внесшим крупный вклад в строитель
ную механику тонкостенных конструкций и оболочек.

Напомним, что кручение является стесненным, если 
депланация переменна по длине стержня.

На рис. 12.1, а, б дано сравнение свободного и стеснен
ного кручения двутавра. В первом случае (рис. 12.1, а) 
депланации по длине стержня постоянны, т. е. w = const, 
в поперечном сечении возникают только касательные 
напряжения тсв и весь крутящий момент уравновеши
вается моментом этих напряжений Мсв = Мгр. Согласно
формуле (11.30), с углом закручивания ср момент свобод
ного кручения Ма связан соотношением

Ма= GJd(p'. (12.1)

При стесненном кручении (рис. 12.1, б) для создания 
деформации свободного кручения идет только часть пол
ного крутящего момента М^. Другая часть, которую
обозначают Мш, в двутавре связана с изгибом его полок 
так, что M,0—Qh. Соответствующие касательные напря
жения тш равномерно распределены по толщине полок. 
Момент М,„ называют изгибно-крутящим, а само стес-



б) ч)(г) тиШ

Рис. 12.1. Свободное (а) и стесненное (б) кручения двутавра

|

Условие равнове
сия для крутяпщх 
моментов в сме

ненное кручение иногда называют изгибным (для сечения 
в целом это будет кручение, а для отдельной полки — 
кручение и изгиб).

Из условия равновесия можно написать единственное 
соотношение

Мхр=Ма+Ма=<7/4(р'+Ма



Поэтому задача стесненного кручения является стати
чески неопределимой. Равенство (12.2) указывает, что 
значения моментов Ма и Мт при известном Мщ, можно
найти только предварительно определив углы закручива
ния (р (г).

При стесненном кручении депланация \\г (г) по длине 
стержня переменна (за счет изгиба полок) и, как следст
вие, в их поперечных сечениях возникают нормальные 
напряжения, которые обозначают ат. Их распределение
с учетом того, что одна полка изгибается выпуклостью 
вверх, а другая — вниз, представлено на рис. 12.1, б. Эти 
напряжения в данном случае приводятся к бнпаре, т. е. 
двум противоположно направленным моментам М, дей
ствующим в параллельных плоскостях.

В любом поперечном сечении стержня (рис. 12.1, б) по 
методу сечений найдем, что N=0, Мх=0 и Му=0. От
сюда получим три статических условия, которым должна 
удовлетворять эпюра нормальных напряжений оа, воз
никающих при стесненном кручении:

ЛГ={ашсЫ = 0; Мх=\ (оа6А)у=0; Му=\ (оайА)х=0.
А А Л

(12.3)
При стесненном кручении в поперечных сечениях воз

никает система взаимоуравновешенных продольных сил 
и напряжений.

Ясно, что установить их значение статическим путем 
невозможно, и это лишний раз подтверждает статичес
кую неопределимость задачи о стесненном кручении. 
Найти их можно только выразив напряжения через
функцию углов закручивания ср (г).

Общий путь решения будет аналогичен тому, что мы 
имели при расчете балки на упругом основании, где 
функцию прогибов V (г) определяли из дифференциаль
ного уравнения, а ‘через V (г) выражали все внутренние 
усилия.

Здесь мы также должны будем выразить Мш, ат,
ха через функцию углов закручивания <р (г), а ее саму
найдем из решения соответствующего дифференциально
го уравнения.

При решении этой задачи будем пользоваться следу
ющими основными допущениями:

1) благодаря наличию диафрагм считаем, что попе
речные сечения поворачиваются вокруг оси центров кру
чения А—А как жесткие диски на углы ср. Аналогичное 
положение использовалось при рассмотрении свободного 
кручения. Оно означает, что считаем устраненными воз
можные искривления очертания сечения в плоскости по
перечного сечения на всей длине стержня;

г

Статические усло
вия для нормаль
ных напряжений 
в сеченкн при стес
ненном кручении



2) .примем, что депланации поперечных сечений раз
виваются по закону секториальных площадей [см.
(11.31)], как при свободном кручении. Это означает, что 
пренебрегаем деформациями сдвига в срединной поверх
ности, вызываемыми напряжениями тш;

3) напряжения аш и тш считаем равномерно распреде
ленными по толщине стенки <5;

4) как и при изгибе, считаем справедливой гипотезу
о ненадавливании продольных волокон друг на друга 
в поперечном направлении (сг,=0).

§ 12.2. Нормальные напряжения егш

Пользуясь вторым допущением и зависимостью
(11.31) для депланации, запишем выражение продольного 
перемещения и> от депланации сечения при стесненном 
кручении:

н>=—<р'(г) 'со, (12.4)

где со  — секториальная координата точки.
По закону Гука с использованием четвертого допуще

ния (а,=0) получим выражение для напряжений

а ш =е 1 Е=— Е=-(р"Есо,  (12.5)
62

которое, благодаря тому что множитель (—(р"Е) являет
ся общим для всех точек сечения, позволяет сделать, такое 
заключение:

нормальные напряжения ат распределены в поперечном
сечении по закону секториальных площадей со.

Формулу (12.5) приведем к более стандартной форме, 
аналогичной известному выражению из теории попереч
ного изгиба:

= — У• (12.6)
/х

Для этого примем в выражении (12.4) относительный 
угол закручивания таким, что (— ') = 1, и подсчитаем 
работу элементарных сил а ш АА  в сечении на соответст
вующей «единичной» депланации ^=1 со  (рис. 12.2). 
С учетом (12.5) эта работа будет

| (о ш &А)са= -ф"Е  | со 2 ёЛ,  (12.7)

где со2йА, м6 — секториальный момент инерции
А



Рис. 12.2. Элементарная сила о^ДЛ совершает работу на перемещении 
от депланации к1

Поэтому *

Ва- -ц>" Е1а. (12.8) Выражение бкмо- 
---------------------  мента через угол

Произведение называется секториалъной жестко- закРУЧивания
стью тонкостенного поперечного сечения, а Вш — новый
обобщенный силовой фактор в сечении, отвечающий напря
жениям аш и называемый бимоментом (Н м2). Так, для
двутавра (см. рис. 12.1, б) ВШ=М ■ А, т. е. он представляет
бипару с плечом А, что и объясняет в общем случае 
наименование бимомент.

Чтобы установить более общую точку зрения на би
момент, сопоставим выражения работы А для силы /Г, 
момента М и бимомента Вш:

п е р е м е щ е н и е

М

А = Р А; А = М' ср\ А = Вт{—(р'). (12.9) п о в о р о т

В этих равенствах первым сомножителем является 
обобщенная сила, а вторым — соответствующее обо
бщенное перемещение (путь А, угол ср, относительный 
угол ср'). Таким образом, бимомент можно считать есте
ственным расширением таких известных понятий, как 
сила и момент, если смотреть на них как на обобщенные 
силовые факторы.

Подставив значение ( — ср") из (12.8) в выражение 
(12.5), окончательно получим формулу

депланация

»
ВаСО,
Л»

аналогичную (12.6).
Напряжение сгш > 0, получаемое по этой формуле, явля

ется растягивающим.
В табл. 12.1 приведена сводка зависимостей теории 

поперечного изгиба и стесненного кручения, которая ил
люстрирует аналогию между этими двумя деформаци
ями. Последние две строки для деформации кручения 
написаны по аналогии и их еще предстоит доказать в сле
дующем параграфе.

(12.10) Формула нормаль
ных напряжений 
при стесненном 
кручении



Аналогия в зависимостях теории поперечного изгиба и стесненного
кручения

Изгиб Кручение

Прогиб V (г) Угол закручивания ср (г)

012йЛ
А А

Мх=\аг&Ау=-К1ху" В(й — J о & йА с о  = — Е7-д (р
А А

Мх . Вааг=—у аш=—с о
/г

е>=л/х=-£7гУ" Мш=В'к= —Е1ш<р’'

Мт3™ 
т=----------

Л« Л, <5

Внесем выражение для аш (12.10) в статические усло
вия (12.3). Сократив их на множитель Ва\Зш ф 0, придем 
к равенствам

|щсЫ = 0; ¡соуйА = 0; $ сох й А == 0,
А Л  А
которые совпадают с равенствами (11.35) и (11.36), слу
жившими условиями того, что со — это главные сектори- 
альные координаты сечения (см. § 11.8). Следовательно, 

при использовании формулы (12.10) в качестве сек- 
ториальных координат со должны приниматься именно 
главные координаты.

Их определение рассмотрено ранее в § 11.8.

§ 12.3. Касательные напряжения хш

Для определения касательных напряжений тш соста
вим условие равновесия отсеченной части стержня (рис.
12.3), спроецировав все силы на ось г.

^(Ы-ЛЛГ^О;

отсюда
отс1 <ш

тш=-— • (12.11)



Рис. 12.3. Определение тш из условия равновесия отсеченной части 
стержня

»гОТС и ,отспродольную силу /V на отсеченной площади А :
Да

ЛГ== I а.йА-^БТ,
ОТС

где

(12.12)

(12.13)

— секториальный статический момент отсеченной части 
сечения, м4.

Примем поперечное сечение стержня постоянным по 
длине; следовательно, в выражении (12.12) /ш и 5^° не

будут зависеть от г. Тогда, подставив (12.12) в (12.11), 
получим

( 1 2 1 4 )

Докажем равенство

ЛВа
Ах

=мш. (12.15)

Для этого составим условие равновесия элемента 
стержня длиной по принципу возможных перемеще
ний, приняв в качестве возможного перемещения закручи
вание элемента стержня на угол &(р = & и его деп- 
ланацию м= — (р'а>. Учитывая правило подсчета работы 
бимомента (12.9), получим
М 0 й(р-йВ а (р '=0.

Подставляя сюда А(р  = (р 'йг  и сократив на ср ' ,  получим 
требуемое равенство (12.15), которое можно записать 
также в следующем виде:

М а =В а = —Е1 т<р* (12.16)

;

Выражение изгиб- 
ночкрутшцего мо
мента через угол 
закручивания



Окончательно формула (12.14) для тш с использованием
(12.15) преобразуется к виду

Формула каса- тш = 
тельных напряже
ний при стеснен-

(12.17)

ном кручении В соответствии с рис. 12.3, на основании которого 
получена эта формула, сформулируем правило знаков: 

напряжения ти>0 » продольном сечении рассматрива
емой отсеченной части, если они направлены в сторону, 
противоположную оси г.

Теперь, для того чтобы можно было использовать 
формулы для напряжений аш и тш, необходимо найти

функцию углов закручивания (р (г), через которую выра
жены внутренние усилия Вт (12.8) и Мш (12.16). Эта задача

будет решена в следующем параграфе.

§ 12.4. Дифференциальное уравнение для углов 
закручивания и его общее решение

Рассмотрим тонкостенный стержень, загруженный не
которой нагрузкой q (рис. 12.4, а), который испытывает 
растяжение, изгиб и кручение. Выделим из этого дефор
мацию кручения, совершаемую вокруг оси А—А, так как, 
согласно предыдущему, каждое поперечное сечение при 
кручении поворачивается как диск вокруг центра круче
ния А. Очевидно, что чем больше плечо е поперечной 
нагрузки относительно оси А—А, тем больше будет де
формация кручения. При е — 0 поперечная нагрузка вызо
вет только изгиб. Поэтому ось А—А называется также 
осью центров изгиба, о чем уже говорилось ранее.

При определении углов закручивания (р перейдем 
к осевой расчетной схеме, для чего, совместив с осью 
А—А продольную ось г, мысленно перенесем все попе
речные нагрузки на эту ось. На рис. 12.4, б изображены 
скручивающие силовые воздействия, которые надо при
ложить при указанном переносе нагрузок. Интенсивность 
внешнего момента будет т = де. Продольная сила Рь

приложенная в 1-й точке контура сечения, порождает

Вш(г-0)-Во



в этом сечении бимомент Ва (г=О)=В0, о чем более
подробно сказано ниже. Бимомент В0 условно изображен

на схеме в виде бипары, аналогичной той, к которой он 
приводится в сечении двутавра (см. рис. 12.1).

Напомним, что с внутренним крутящим моментом 
Л/гр интенсивность т связана соотношением (2.3):

(12.18)

Крутящий момент определяем относительно оси 
центров изгиба А—А. Как и ранее, Л/хр> 0, если при взгля
де на сечение со стороны его внешней нормали видим 
момент вращающим по ходу часовой стрелки.

Угол поворота <р > 0, если при взгляде на сечение в поло
жительном направлении оси г видим поворот против хода 
часовой стрелки.

Дифференциальное уравнение для (р (г) получим ис
ходя из условия равновесия (12.2):
Ма+Ма=М^. (12.19)

Подставив в (12.19) выражения (12.1) и (12.16) для внут
ренних моментов Ма и Мт, получим

01Л<р'-Е1а<р"'=Мъ.

Дифференцируя это равенство по г один раз и учтя 
выражение (12.18), приведем его к окончательному виду

XV * 2 и (р —к* (р =—, (12.20)

где

к-Ш (12-21)

Рассмотрим случай однородного уравнения, когда 
т — 0:

(р™-к2(р"=0; (12.22)
его общее решение принимает вид
<р — С] + С2г + С3 сЬ кг + С4 вЬ кг. (12.23)

Преобразуем это решение к форме метода начальных 
параметров, для чего сформулируем следующие гранич
ные условия при г=0: (р (0) = <р0; ф'{0) = (р0', (0)=
= (в^(р'-Шш(р"%.0=М0 и Ва(0)=-Е1ю<р',(0) = В<). Ис
пользуя их, найдем произвольные постоянные:

¡¡Мир

»

Дифференциаль
ное уравнение уг
лов закручивав ш< 
для стержня по
стоянного сеченые



Г — т Л- В° ■ Г М° • Г В° Г 1 ( ' М°С , с , = _ ,  с,= —, с,=-Д^--

Внося их значения в (12.23) и группируя слагаемые при 
соответствующих начальных параметрах ср0, сра', М0 и В0, 
получим решение в виде

(р = сро+— вЬкг + — (1— сЪ.кг)+-^~ {кг — $)л.кг). '(12.24) 
к kGJ¿

По выражению (12.24) для ср составляем формулы для 
внутренних усилий:
Ма = ср' = (р0' сЬ кг —В0к $Ь кг + М0( 1 — сЬ кг)С\

; Х12. 25)Вш— — EJ<a (р" ~ — (роЕЗа,к$Ъкг + В0сЪкг+—$Ъкг
^ |

Мы = Вш' = — (р0'Ы,1с1хкг + В0к$Ъкг+М0сЬ,кг. )

Здесь учтено, что к2 — 03^(Е1ш). Путем сложения пер
вой и третьей строк можно видеть, что Мсв + Мш — Ма, что

соответствует выражению (12.19), т. е. одна эпюра, на
пример Ма, служит дополнением эпюры Мш до ординат
суммарных крутящих моментов Л/1р = М0.

Поясним примером вычисления М0 и В0 при заданных
сосредоточенных силах в сечении 2=0 (рис. 12.5). С уче
том правила знаков для крутящего момента составим 
выражение момента относительно точки А:
М0=Р2е2-Р1е1. (12.26)

Продольная сила Р> порождает бимомент В0, поскольку 
при депланации этого сечения м> = ( — (р’)а>=1 со сила Р„ 
аналогично (12.7), совершит работу В0 = Р1щ. При нали-



нии нескольких продольных сил в сечении бимомент 
определяется путем суммирования:

Bn=Y Р‘(0- (12.27)
i-i

На рис. 12.6 проиллюстрировано возникновение дефор
мации стесненного кручения от продольной внешней си
лы Р,. Будучи приложенной к краю полки, она вызывает
изгиб за счет внецентренного сжатия, что и приводит 
к закручиванию всего стержня в целом.

При наличии распределенного момента mn = const
к общему решению однородного уравнения (12.24) надо 
добавить частное решение, имеющее вид

1
фчасгн

то

.(■, 1 +-k2Z2 — chkz ). 
к2 GJj V 2 (12.28)

НОЙ силы 
кручение

вызывает

Если стержень имеет несколько участков (рис. 12.7), то, рИс. 12.6. Внецентрен- 
пользуясь приемом продолжения решения для г-го участ- ное действие продоль
ка (pi в пределы (г+ 1)-го участка (см. § 8.5 и 10.4), можно
составить следующую универсальную формулу для п-го 
участка:

<Рп = <Ро+— ьЬкг+— (1—сЬкг) + -^~ (кг-$Ькг) + к GJ¿

+ ■
то
k2GJd

1 +-k~z 
2

— shkz j )+  A/”'- ( 1 +-k 2 z j  — chkz ,  
к GJj \ 2

GJj 

)}

AMi
2~2 —ch kz 1+ У — (1 — chkz,) +—— (кг ,—

i LG^ kGJ*

(12.29)

Здесь для краткости обозначено г1=г — а-,. Под знаком 
суммы в (12.29) приращения моментов AM¡ и Ат, = д,е

Рис. 12.7. Скручивающая нагрузка на стер
жень в методе начальных параметров



определяются аналогично (12.26) относительно точки А, 
а приращения бимомента ABi от продольных сил Р, — по
формуле (12.27), т. е. АД = ^ГР,ш,. Как обычно, часть из 

четырех начальных параметров <р0, (ра\ Вп и М0 бывает
известна, а неизвестные находятся из граничных условий 
на другом конце стержня.

Пример 12.1. Составить выражения доя внутренних усилий от стес
ненного кручения консольного стержня, загруженного моментом 
М (рис. 12.8).

м0 = м 
Во*0

^Ьк1

м-
,"св/

таг П

/

, 1 1 1 -р

м.

м
сЬк1

Рис. 12.8. К примеру 12.1. Стесненное 
кручение консольного стержня

Решение. Воспользуемся выражением (12.24) для угла закручива
ния. в котором при наличии заделки при г=0 (ро=0 и <р0' = 0. Это
последнее равенство следует из того, что, согласно (12.4), депланация 
ч/=—(р'а> пропорциональна <р', и так как в заделке №=0, то и <р'=0. 
Остальными начальными параметрами в (12.24) будут момент Ма = М
и бимомент Вп^0 (так как а(0 в заделке не равны нулю), который
подлежит определению. Выражение для <р будет

В0 М
с>=— (1 — сЬ£г)н-------- (кг— вЬ/сг).

С,]11 кС1л

Для определения Во имеем граничное условие: при г=/ на свобод
ном конце стержня <тш = 0, т. е. В(11 (г = /) = 0. С использованием формул 
(12.26) при М0 = М это условие приводит к равенству

МВпсЪк!-*— б1Ш=0, 
к

откуда находим В(,= —(М/к) 1Ък1. Подставляя начальные параметры 
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в формулы (12.25), приведем искомые выражения для внутренних уси
лий к виду

М ьЬ к (1—2) сЬк {1-г)
Вш=------------- -------; Мт=М------------------ ;

к с Ь.к1 сЬ к1

М„ / сЬЛг (/-гД 
ь = М 1-------- ------  .V сЬ к! )

Их эпюры изображены на рис. 12.8. Как уже отмечалось, эпюра Л/св до
полняет Ма до полного крутящего момента М.

§ 12.5. Общий случай нагружения тонкостенного 
стержня открытого профиля

В общем случае нагружения нормальные и касатель
ные напряжения определяются по принципу суперпози
ции как алгебраическая сумма напряжений, вызываемых 
отдельными составляющими деформации. Так, нормаль
ные напряжения будут определяться по четырехчленной 
формуле

N Мх Му Вш 
ог——Ь— у-\----- дМ—со, (12.30)

А  Т  I  тЛ ./у ./щ

а касательные напряжения в срединной поверхности 
стержня — по трехчленной формуле

2,57' <2^™ МиЯ
т=— — —I---- -----------

отс

Кроме того, в сечении возникают касательные напря
жения от свободного, кручения тс„ которые определяются
по формуле (11.26), где надо положить Мг = Ма. Провер
ка прочности производится с учетом суммарных напря
жений аг и т методами, изложенными в гл. 13 и 14.

Добавочные нормальные напряжения аю от стеснен
ного кручения могут быть значительными по модулю 
и существенно видоизменить распределение нормальных 
напряжений, диктуемое первыми тремя членами (12.30), 
основанными на гипотезе плоских сечений.

Проиллюстрируем сказанное на швеллере, изобра
женном на рис. 12.9. Сила /’=20 кН приложена в средней 
точке полки. Для того чтобы воспрепятствовать искрив
лению контура сечения, в этом месте помещена диафраг
ма. Будем считать ее достаточно тонкой, чтобы она 
практически не стесняла депланаций сечения. Сила Р вы
зывает изгиб и кручение стержня. Найдем нормальные 
напряжения в заделке вначале от изгиба. Момент инер
ции Jx (см. пример 11.5) определим по формуле



2Ь
 см

Рис. 12.9. Изгиб и стесненное кручение швеллера. Напряжения у заделки от изгиба 
от кручения аш и суммарные напряжения

Рис. 12.10. Эпюры оз, 5™ и распределение в сечении

Момент сопротивления УУх = 1х/утях = (0,461/0,12) х
х 10-4 = 3,84' 10”4 м3 и напряжения в крайних волокнах 
ая = Мх/1¥х=10 103 1,2/(3,84 10'4) = 31,2 МПа. Эпюра
ая показана на рис. 12.9.

Найдем теперь напряжения аш, Для этого, пользуясь
формулой (11.42) (см. пример 11.5), при ¿ = сопв1= 1 ий= 
= 2Ь находим координату центра изгиба:

ЗА 3 3 
<хх—-----------=- Ь—~ 12 = 4,5 см.

6 + А^/Аиол 8 8

На рис. 12.10 построена эпюра со (подчеркнем, что сече
ние изображено при взгляде на него в положительном 
направлении оси г, как этого требует правило знаков для 
со). По эпюре со вычисляем секториальный момент инер
ции умножая эпюру со саму на себя:



= 2й^(902+4 182 + 542)+^ ^ 12^ =

= 54 432 см6 = 0,544-10”7 мб.

Для полки использовано правило Симпсона, а на полови
не" высоты стенки — правило Верещагина.

Для определения бимомента воспользуемся резуль
татами примера 12.1. В нашем случае М=—Ре = 
= -Р (ах + 0,56) = -10 103' 0,105 =-1050 Н м. Для

определения к=у/ащШ) вычислим по формуле 
(11.22), приняв р= 1,12:

Лг=/? 21 - **¿1 = 1.12---48 ■ 13 = 17,92 см4 = 0,179 10-6 м4.. 3 3

Значение к будет следующим:

*= Э= /80 0’179..1^=1,147 м-‘.-7V 200 0,544 10

Аргумент к1= 1,147 1,2= 1,377, \Ъ.к1=0,8802; значение би- 
момента в заделке В0 составит

В0=--Ш1= -^^ 0,8802 = 0,805' кН м2. 
к 1,147

Напряжение аш в точке штм = 90 см2 = 0,9 10"2 м2 будет

Сшта=у сот„ = °’8°5 10_3 0,9 10 - 2 = 133 МПа.
0,544-10 7

Эпюры аш и (о’и + о'ш) представлены на рис. 12.9. Как
видим, результирующие напряжения о-пш,= 109,2 МПа
в три с лишним раза превышают напряжения от изгиба 
сги = 31,2 МПа.

Покажем, как вычислить касательные напряжения г,
общее распределение которых в сечении дает эпюра 8

ОТС

| £исЫ = £<5, {сосЬ.

0)9

ОТС.

ОТСЛ
Она строится как площадь эпюры со, домноженная на <5, 
на отсеченном участке контура сечения. Например, 
5Г= Г 7,5 90/2 = 337,5 см4 = 0,337 • 10"5 м4, а площадь 
трапеции на длине ¿=12 см дает 12 (—54 + 90)/2 = 
= 216 см4. Из примера 12.1 имеем в заделке МШ=М.



А/5“
] Н1ЯI “

1050 0,337 10'

/ш<5 0,544 10"71 10
— = 6,51 МПа.

Заметим, что равнодействующая касательных сил 
в вертикальной стенке швеллера должна быть равна ну
лю, так как от кручения поперечная сила 0,у = 0. Поэтому
площадь эпюры 5^ на высоте стенки А также должна 
быть равна нулю, что в данном случае выполняется 
и в чем можно убедиться по формуле Симпсона:

А/2 Л

} (216-4-108 + 216)=0.
-А/2 6

§ 12.6. Особенности стесненного кручения 
стержней замкнутого профиля

В стержнях открытого профиля предполагалось, что 
при стесненном кручении депланация происходит по то
му же закону, что и при свободном кручении. При этом 
деформациями сдвига от напряжений тш в срединной 
поверхности пренебрегали. В случае замкнутого сечения 
касательные напряжения тш, в отношении которых по- 
прежнему принято, что они равномерно распределены по 
толщине стенки <5, существенно влияют на депланацию 
сечения за счет вызываемых ими сдвигов. С учетом этих 
сдвигов можно получить выражение для депланации ю, 
аналогичное (12.4), выведенное для стержней открытого 
профиля:
к=-р' (г) ¿Ь, (12.31)

гд.* со — главная обобщенная секториальная координата 
точки, равная
со = со—/35. (12.32)

Я
Здесь со = | г (15 — секториальная координата, используе

мая, в стержнях открытого профиля; г — длина перпен
дикуляра, опущенного из центра кручения А на касатель
ную к контуру;

Р=А~ (12.33)

— параметр, условно называемый «.средним радиусом» 
замкнутого контура', £2 — удвоенная площадь, охватыва
емая средней линией контура 5;
- *. Л?

о 5

приведенная длина дуги данной точки контура.



Функция /?' (г) = йр/йг — некоторая неизвестная функ
ция, подлежащая определению наряду с неизвестной фун
кцией углов закручивания (р (г). Эти две неизвестные 
функции, по предложению проф. А. А. Уманского, раз
работавшего рассматриваемую теорию, определяются из 
двух условий.

Первое условие состоит в том, что напряжения 
тш приводятся в сечении к суммарному крутящему момен
ту М^р. Из него получается соотношение

, . Q I _<Р - РР =—GJ,ч>
где 

/ =— 
^ . ds 

* 5

(12.35)

(12.36)

— геометрическая характеристика замкнутого сечения, 
характеризующая жесткость при свободном кручении;

1 **М=1~т-

где

Jp=§r 2dA

(12.37)

(12.38)

— это так называемый направленный момент инерции.
Если Jp = Jd, то ц = 0 и из формулы (12.35) следует, что
ср' и Мхр связаны так же, как при свободном кручении

(11.8), т. е. депланации и стесненное кручение у такого 
сечения отсутствуют. В частности, при 8 = const это будет 
многоугольник, все стороны которого касаются окружно
сти. При цфО возникают депланации (12.31) и имеет 
место стесненное кручение. Величину /1 называют коэф
фициентом депланации сечения, поскольку от р. зависит 
степень развития депланации сечения.

Второе условие выражает периодичность функции деп
ланации (12.31) при обходе контура, то есть отсутствие 
разрывов в перемещениях w в срединной поверхности 
стержня.

Из него получается дифференциальное уравнение, слу
жащее для определения углов закручивания:

IV , 2 » т аз —кг(р=—

№Ej-m

См. ф-лу (11.9)

(12.39)

где = { co2dA —главный обобщенный секториальный
А

момент инерции сечения; 

к=



эп Вш замни, сеч

Напряжения аш и т„ вычисляются по формулам 

К, -
<*«=—(12.41)''(О

А4 С-м мта>ш

(12-42>

где бимомент и изгибно-крутящий моменты определяют
ся через ср следующими выражениями:

1 <1В
Вш= — Ы-а<р"\- А/и=-Л (12.43)

ц аг

В формуле для тш величина 5^ определяется как

= (12.44)

где

^ = /) = ——. (12.45)
о

Ввиду аналогии дифференциального уравнения (12.39) 
и формул для напряжений аю и тш с зависимостями теории

В. 3. Власова все решения рассматриваемой задачи про
водятся, как это описано ранее для тонкостенных стерж
ней открытого профиля. Координаты точек А и М0 нахо
дят, как в § 11.8, с заменой со на со.

Таким образом, наблюдается аналогия в основных 
зависимостях теории стесненного кручения стержней от
крытого и замкнутого сечений. В последней вместо обыч
ных секториальных координат и секториальных геомет
рических характеристик сечений со, J(l¡ и т. д. участвуют те
же, но обобщенные величины со, и т. д.

Вычисления показывают, что длина участка стеснен-
___но го кручения, вызываемого, например, заделкой, в случае

замкнутого профиля имеет значительно меньшую отно
сительную протяженность, чем у стержней открытого 
профиля. Эффект стесненного кручения у стержней с за-

I I мкнутым сечением носит выраженный локальный харак-

-Г

р. ------ - тер, а на остальной части длины кручение практически
I ГГТГгг^> отнр 064 можно считать свободным.

Пример 12.2. Найти центр кручения и построить эпюру главных 
обобщенных секториальных координат для замкнутого прямоуголь
ного сечения.

Решение. Вспомогательную точку В и начало отсчета М0 выбира
ем на оси симметрии, после чего строим эпюру о)в (рис. 12.11). Вычисле
ние р дает 

338



р=
4 Ь 2Ъ
------4'----------

5 23

Ш 
5 '

Переходя в указанном на рисунке направлении вдоль контура от 
точки к точке, строим эпюру р?. Вычитая ее из ординат эпюры сов,

получим эшору сов — обобщенных (но не главных) секториальяых ко
ординат. Координату истинного центра кручения относительно точки 
В находим по формуле

“у „У ’
где <1л1 = <5сЬ. Для вычисления интегралов построена эпюра х, перемно

жая которую саму на себя и на эпюру <ав (с учетом толщин 5) получим
1УшВ=(191\5)Ь*6 и ау= —(19/60)4= —0,3176. Далее, аналогич

но сод, строим эпюру соА (на рис. 12.11 не показана) и, по формуле 
аз = соА — р! получаем искомую эпюру обобщенных главных секториаль- 
ных координат (см. рис. 12.11).

И2

У -7

е
©

©

1У
г Ь

Рис. 12.11. К примеру 12.2. Получение эпюры обобщенных главных секториальных координат 
ш '

прогибКак и в стержнях открытого профиля, точка А являет
ся одновременно центром изгиба. Например, для того 
чтобы горизонтальная поперечная сила не вызывала 
кручения, ее линия действия должна проходить на уровне 
точки А. Крутящий момент вычисляется относительно 
оси А—А МТр=^е.

Вопросы для самоконтроля к главе 12
12.1. Какие напряжения и силовые факто- 12.2. Почем}’ задача о стесненном круче-

ры возникают в поперечном сечении тонкостей- нии статически неопределима и каков общий
ного стержня открытого профиля при стеснен- порядок ее решения? 
ном кручении?



12.3. Основные допущения теории 
В. 3. Власова.

12.4. По какому закону распределены на
пряжения гтю в сечении?

12.5. Каким статическим условиям удовле
творяет эпюра ош?

12.6. Приведите формулы, по которым вы
числяются напряжения ат и хю.

12.7. Покажите аналогию в зависимостях 
теории поперечного изгиба стержней и стеснен
ного кручения.

1,2.8. Какие характеристики жесткости тон
костенного сечения при стесненном кручении 
вы знаете?

12.9. Что выражает дифференциальное 
уравнение углов закручивания в теории 
В. 3. Власова?

12.10. Запишите универсальную формулу 
для углов закручивания и покажите на приме
ре, из каких условий определяются начальные 
параметры.

12.11. Что такое обобщенная секториаль- 
ная координата и какую роль она играет в те
ории А. А. Уманского стесненного кручения 
стержней замкнутого профиля?

12.12. Покажите аналогию между теория
ми стесненного кручения стержней открытого 
и замкнутого сечений.

Задачи к главе 12
12.1. Получите формулу аз я координат це- 12.2. Чему равно отношение (Уш\1ао:2 для 

птра изгиба ч.х сечения в виде несимметричного крайних и тш]/тш2 для средних точек полок не

симметричного двутавра (см. рис. задачи 12.1)?двутавра.

12.4. Как изменится максимальное нор
мальное напряжение в стержне, если из точки 
С силу перенести в точку О? Принять //¿ = 5,
Л/5 = 10, ЕЮ=2,5.

12.3. Получите формулы для 12.5. Указать опасное сечение по нормаль-
Д-втах и Л/Юта* в шарнирно опертом стержне, ним напряжениям (согласно теории В. 3. Вла-
загруженном скручивающим моментом М по- сова> и опРеделитъ <7гт„, приняв данные о раз-
середине. На концах - утлы поворота устране- мерах стержня из предыдущей задачи, 
ны, депланации свободны.

Ответы к залачам главы 12

12.1. yr = A/[l +bl5 ll(hlS2)]. 12.2. aaixlüa- l = ’xxhxl(h-^Х)Ь2\ xaXlxml = a.xb)l{h-ax)b\.
12.3. £шт„ = [А//(2А-)] th (И/2); W6)m„ = M/2. 12.4. ст„г = 1,5 (Ft'52); <гш = 1,2 (F/52); напряжение воз- 

рясггет в 1,8 раза. 12.5. я'гпм1 = 0'юг+<тш=:(17/8-1-12/8) [F/(A5)] = (29/8) [Fj(bS)]'t в сечении z~*l.
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НАПРЯЖЕННОЕ И ДЕФОРМИРОВАННОЕ 
СОСТОЯНИЯ В ТОЧКЕ

§ 13.1. Понятия напряженного состояния в точке 
и его виды

Напряженное состояние в точке. Ранее, в § 3.2, были 
получены формулы

Ом—G cos2 ос; т^-sin 2а 
2

для определения напряжений, действующих по сечениям, 
наклоненным к оси растянутого или сжатого стержня. Из 
этих формул видно, что с изменением наклона площадки, 
проходящей через какую-либо точку твердого тела, изме
няются и действующие на ней нормальные оа и касатель
ные та напряжения. При этом было выяснено, что на
ибольшие нормальные напряжения имеют место в попе
речных сечениях, а наибольшие касательные напряже
ния — в сечениях, проведенных под углом 45° к оси 
стержня.

В более сложных случаях действия сил на брус вопрос 
об определении наибольших напряжений, а также поло
жения площадок, на которых они действуют, усложняет
ся. Для решения этого вопроса приходится специально 
исследовать законы изменения напряжений при измене
нии наклона площадок, проходящих через какую-либо 
точку. Возникает проблема исследования так называемо
го напряженного состояния в точке деформируемого те
ла.

Напряженным состоянием в точке называют совокуп
ность напряжений, действующих по всевозможным пло
щадкам, проведенным через эту точку.

Центральное растяжение или сжатие бруса является 
простейшим видом деформации тела, когда напряженное 
состояние всех его точек одинаково (однородное напря
женное состояние). В общем случае (рис. 13.1, а) в теле 
напряженное состояние неоднородно — оно меняется от 
точки к точке, поэтому по любому сечению т—п этого 
тела напряжения распределены неравномерно. В этом 
случае при изучении напряженного состояния в какой- 
либо точке К мысленно вырезают в окрестности этой 
точки параллелепипед со сторонами dx, dу и dz (рис. 13.1,
б). Ввиду малости параллелепипеда можно считать, что

Сравните: в отли
чие от твердого те
ла в точке жидко
сти для всех про
извольно ориенти
рованных площа
док давление оди
наково (закон Па
скаля)

Напряженное со
стояние в точке



Главные площад
ки и напряжения 
(см. также § 13.3)

Рис. 13.1. Общий случай деформируемого тела

напряженное состояние во всех его точках одинаково I 
и совпадает с напряженным состоянием в исследуемой 
точке К. Поэтому как по граням, так и по любым его 
сечениям напряжения считаются распределенными равно
мерно. Указанные предположения позволяют исследо
вать закон изменения напряжений по наклонным сечени
ям элементарного параллелепипеда подобно тому, как 
это сделано для простого растяжения. Напряжения на 
гранях параллелепипеда при этом считаются заданными, 
а напряжения, действующие в его наклонных площадках, 
определяются с помощью метода сечений, т. е. из усло
вий равновесия отсеченной части параллелепипеда.

Три вида напряженных состояний. В дальнейшем будет 
показано, что в любой точке нагруженного тела всегда 
можно выделить элементарный параллелепипед, ориен
тированный так, что все его грани-площадки будут сво
бодны от касательных напряжений.

Такие площадки, на которых отсутствуют касатель
ные напряжения, называют главными, а действующие на 
них нормальные напряжения — главными напряжениями 
в точке.

Классификацию видов напряженного состояния удоб
но провести с помощью главных напряжений (рис. 13.2). 
Различают линейное, плоское и объемное напряженные 
состояния в точке в зависимости от того, испытывает ли 
параллелепипед растяжение (или сжатие) соответственно 
в одном, двух или трех взаимно перпендикулярных на
правлениях.

х
Рис. 13.2. Линейное, плоское и объемное напряженные состояния, 
представленные главными напряжениями



Линейное напряженное состояние, например, испыты
вают точки бруса при центральном растяжении или сжа
тии. Плоское напряженное состояние наиболее часто 
встречается в задачах сопротивления материалов. Его 
характерным признаком является отсутствие каких-либо 
напряжений на двух параллельных гранях параллелепипе
да.

Плоское напряженное состояние. Рассмотрим тонкую 
пластинку, находящуюся под действием произвольной 
системы сил, приложенных к кромкам пластинки и лежа
щих в ее плоскости (рис. 13.3, а). На поверхности пла
стинки, параллельной плоскости ту, напряжения отсут
ствуют (о- = 0). Так как толщина пластинки мала, то 
можно считать, что их нет и внутри пластинки на пло
щадках, параллельных этой поверхности. Поэтому в точ
ках пластинки в общем случае будет иметь место плоское 
напряженное состояние. В описанных условиях находят
ся, например, элементы стержней и балок, изготовленных 
из относительно тонких пластинок.

Вертикальная стенка двутавровой балки, выделенная 
двумя продольными сечениями тп и тхП\ (рис. 13.3, б),
нагружена на контуре некоторыми нормальными и каса
тельными усилиями. Ее точки испытывают плоское на
пряженное состояние. Ввиду важности этого вида напря
женного состояния для задач сопротивления материалов 
ему будет ниже уделено основное внимание.

Вырежем элементарный параллелепипед из пласти
нок, показанных на рис. 13.3, в окрестности произвольной 
точки К сечениями, перпендикулярными плоскости пла
стинки

Со стороны среды, окружающей параллелепипед, на 
него действуют в общем случае как нормальные, так 
и касательные усилия. На рис. 13.4 показаны векторы 
нормальных и касательных напряжений, соответству-

Рис. 13.3. Примеры плоского напряженного состояния: панель сбор
ного здания (а), стенка мостовой балки (б)



Правило
нормали

внешней

Рис. 13.4. Напряжения на гранях элемента в общем случае плоского 
напряженного состояния

ющие этим усилиям. Оси координат совмещены с цент
ром элемента.

Правило знаков для напряжений. Выше указывалось, 
что во всех точках бесконечно малого параллелепипеда 
напряженное состояние считается однородным. Поэтому 
одноименные напряжения на параллельных гранях парал
лелепипеда (рис. 13.4) приняты численно равными друг 
другу. Следует обратить внимание на индексы при обо
значении напряжений. Напомним, что у касательного 
напряжения, например тгу, первый индекс показывает, что
данное касательное напряжение действует на площадке 
с нормалью, параллельной оси г. Второй индекс обозна
чает, что вектор касательного напряжения параллелен 
оси у. У нормального напряжения оба индекса совпадают 
и поэтому ставится лишь один индекс.

Примем следующее правило знаков для напряжений. 
Растягивающее нормальное напряжение будем считать 
положительным, сжимающее — отрицательным. Знак 
касательных напряжений т связан с направлениями осей 
координат: если внешняя нормаль данной площадки со
впадает с направлением соответствующей координатной 
оси, то на этой площадке напряжение т положительно, 
когда оно совпадает по направлению с соответствующей 
осью. Если же внешняя нормаль противоположна напра
влению оси (невидимые грани параллелепипеда на рис.
13.4), то направление т положительно тогда, когда оно 
также противоположно своей координатной оси. Это 
правило кратко называют правилом внешней нормали. Все 
напряжения, показанные на рис. 13.4 в осях у, г, положи
тельны. Для наклонных площадок будем придерживаться 

хтого же правила знаков, но знак касательных напряжений 
будем оценивать относительно наклонных осей у', г'. 
Заметим, что поворот осей координат на 90° меняет знак 
касательных напряжений на обратный, что в некоторых 
случаях необходимо учитывать в дальнейшем. При ана
лизе плоского напряженного состояния в точке напряже
ния о., ау, х 1у и ту. считаются заданными и поэтому их



коном о парности касательных напряжений имеем равен
ство

§ 13.2. Напряжения в наклонных площадках 
при плоском напряженном состоянии

В плоской задаче рассмотрим лишь одно семейство 
наклонных площадок, а именно площадки, перпендику
лярные непогруженным граням параллелепипеда. Разре
жем параллелепипед, изображенный на рис. 13.4, наклон
ным сечением, перпендикулярным плоскости zy, выделив 
из него треугольную призму (рис. 13.5, а). Положение 
наклонной площадки и связанных с нею осей z'y' будем 
определять углом а.

Угол поворота осей считаем положительным (а>0), 
если он совершается от оси z к оси у по кратчайшему 
угловому пути. Для принятых направлений осей 
z и у угол а>0, если поворот совершается против хода 
часовой стрелки.

Из рис. 13.5, а следует, что
dA: = 1' dy = dA eos a; dAy = 1 dz=dA sin a. (13.2)

Напряжения на наклонной площадке найдем из усло
вий равновесия треугольной призмы. Проецируя силы, 
действующие на гранях призмы, последовательно на оси 
z' и у', получим (рис. 13.5, 6)
ах dA — az d/íxosa — ay dAy sin a — xzy d^Lsina — xyzdAy cosa = 0; 
x„d A + azd Az sina — ffydAycosa — xzydAzcosiz + r^d^sina = 0.

В этих равенствах каждая сила, действующая на грань 
призмы, получена как произведение соответствующего 
напряжения на площадь грани. Подставляя сюда значе
ния из (13.2), сократим все слагаемые на dА и, учтя, что

Щ б)

(13.1)

Рис. 13.5. Элементарная призма и напряжения на се гранях — пло
щадках



tzy=iyt, 2siu a cos a=sin 2a и cosa—sin2a=cos2a, найдем

<7а = ff*cos2 a + fl^sin2 a + xzy sin 2a;

an 2a + % cos 2a.

(13.3)

(13.4)

Из тригонометрии: Иногда формулу (13.4) используют в несколько ином 
виде, который получим, заменив cos2 a и sin2 a их выраже-

2 1 „ cos a=- (1 + 
2

-feos 2a);

sin2a=- (1 — 
2

—cos 2a)

ниями через cos 2a:

----- 4------- - cos 2a + xzy sin 2a. (13.5)

Заметим, что знак ха, получаемый по формуле (13.4),
соответствует осям г'у', повернутым до совмещения 
с внешней нормалью рассматриваемой площадки.

Прамер 13.1. Нарве. 13.6 показаны фактические направления и аб
солютные значения напряжений, действующих на исходные площадки. 
Найти напряжения на площадке, повернутой на угол а=30°.

Рис. 13.6. К примеру 13.1. Определение 
напряже°«й в наклонной площадке

Решение. С учетом правила внешней нормали имеем: аг= 

= 100 МПа, ау— —40 МПа, т2>=т>г= — 60 МПа. По формулам (13.4) 
и (13.5) получим 

100+40
т_=-----------------ап 60° — 60 сое 60° = —52—30 = — 82 МПа;

100 - 40 100 + 40
cos 60°—60 sin 60° = 13 МПа.

2 2
Найденные напряжения показаны на рис. 13.6.



Рис. 13.7. Две группы напряжений определяют одно и то же 
напряженное состояние в точке

На рис. 13.7 наряду с исходным показан бесконечно 
малый элемент, выделенный в той же точке, но ориен
тированный по осям г'у'. Найдем напряжения на гранях 
этого элемента. Напряжение оу = <т„ определяется выраже
нием (13.5), а для определения 0у = о-а+9о‘ в него вместо 
а подставим а+90°, после чего получим

°а+9оо=—----------^ сов2а—т^вш/а. (13.6)

Касательные напряжения на площадках а и а + 90° связа
ны законом парности та = тгу = Тугч Запишем теперь на
пряжения, соответствующие осям гу и г'у', в форме таб
лиц (матриц):

Ог Т,Л (а* Т>'Д (1.3.7)
хгу а у) ау)

Так как оси в точке могут выбираться произвольно, то 
любая группа напряжений (13.7) полностью определяет 
данное плоское напряженное состояние как его компонен
ты. При повороте осей их преобразование происходит по 
выражениям (13.4)—(13.6). Все это позволяет рассматри
вать напряженное состояние в точке как новое понятие, 
называемое тензором напряжений и являющееся более 
общим, чем такие понятия, как число или вектор.

Укажем одно свойство напряженного состояния, для 
чего сложим (13.5) и (13.6):

ffe + ffí+ÍO' — ffj + CTу — const. (13.8)

Как видим, сумма нормальных напряжений на взаим
но ортогональных площадках не зависит от угла а (ин

тензор — от ла
тинского tendere 
—натягивать, нап
рягать



вариантна к направлениям осей координат) и, следовате
льно, для данной точки эта сумма постоянна.

§ 13.3. Главные напряжения
Будем мысленно вращать оси г'у' и прямоугольный 

элемент, меняя угол а (см. рис. 13.7). Очевидно, при 
каком-то угле ао нормальное напряжение достигнет
наибольшего для данной точки значения. На основании 
(13.8) можно сделать вывод о том, что напряжение на 
перпендикулярной площадке будет наименьшим. Найдем 
эти площадки и экстремальные для точки напряжения, 
для чего приравняем к нулю производную с!сга/с1а. Про
дифференцируем (13.5) по аргументу а:

( —а\ау вт2а + х!усое2а ]. (13.9)

Главные площад
ки и главные на
пряжения

Сравнив выражение в скобках с формулой (13.4), при
ходим к равенству
Ла„
—=2та. (13.10)
(1а

Если приравнять к нулю это выражение и обозначить 
угол наклона нормалей искомых площадок через Оо, то
получим т„ = 0, что позволяет сделать важный вывод:

на площадках, где действуют экстремальные для точ
ки нормальные напряжения, касательные напряжения рав
ны нулю. Такие площадки называются главными, а соот
ветствующие им нормальные напряжения — главными 
напряжениями в точке.

Приравнивая выражение в скобках (13.9) к нулю, най
дем тангенс двойного угла наклона нормалей главных 
площадок:

1§2а0=-
2т,,

(13.11)

Выражение (13.11) дает два взаимно перпендикулярных 
направления с углами наклона Оо' и ао" = ао' + 90°, по кото
рым действуют главные напряжения сгти и сг,^. Для
определения значений главных напряжений подставим 
в формулу (13.5) а = Оо. Вынося сое 2а0 за скобку, получим

а2 + а у

н-т^гоо соэгоо (13.12)

По известной из тригонометрии формуле, используя вы
ражение (13.11), находим



Знак « + » поставлен потому, что косинусы углов 2а0' 
и 2ао" = 2а0'+180° имеют противоположные знаки. Под
ставляя выражения (13.11) и (13.13) в (13.12), после приве
дения выражения в скобках к общему знаменателю и со
кращения найдем два значения ал^, обозначаемые <т, = атах

И (Т2 — ^шш1

В этой формуле знак плюс соответствует максималь
ному главному напряжению, а минус — минимальному.

Из приведенного вывода следует, что при любых исход
ных напряжениях аг, ау, хгу в данной точке существует
параллелепипед, на гранях которого действуют только 
нормальные напряжения.

Тензор напряжений (13.7) при плоском напряженном 
состоянии в осях гцУо) совпадающих с направлениями
С\ и «т2» запишется в виде

В заключение этого параграфа получим формулу для 
тангенса одиночного угла наклона искомой главной пло
щадки. Для этого предположим, что наклонная площад
ка элементарной призмы — одна из главных. Проецируя 
все силы, действующие на призму, на вертикаль, получим

с12 dA sin ai ,2 — а у dAy—xzy dAz = 0.

Отсюда, учитывая равенства (13.2), найдем

В зависимости от того, какое из главных напряжений, 
<т, или <х2, подставляют в эту формулу, получают тангенс

угла (XI или а2. Этим автоматически решается вопрос
о выборе из двух главных направлений направления (Ттх.
При этом полезно запомнить следующее правило:

направление всегда проходит через те две четвер
ти осей координат, к которым сходятся стрелки каса
тельных напряжений хгу и ху2.

напряжений
главных

(13.15)



■
Экстремальные 
касательные на
пряжения

Указанное правило станет физически более понятным, 
если обратить внимание на то, что касательные напряже
ния создают удлинение одной из диагоналей элемента. 
Именно к этой диагонали и тяготеет направление

§ 13.4. Экстремальные касательные напряжения
Совместим оси координат гу с направлениями ах и ст2, 

приняв главные напряжения в качестве исходных: <хг=сгь 
0>=02, тг,=0.. Формулы (13.4) и (13.5), в которых угол 
а теперь будет отсчитываться от направления аъ получат

(13.17)

(13.18)

вид (рис. 13.8, а)

ег1+ег2 , а\ — °2 Лега=-------- 1-------сое 2а;
2 2

0\-0г . «т,=------------вш 2а.
2

Из формулы (13.18) следует, что пру а= -45° (вт2а=
— 1) касательные напряжения вкгбют экстремальные

значения:

(13.19)

Экстремальные касательные напряжения в точке рав
ны полуразности главных напряжений и действуют на 
площадках, наклоненных к главным на угол 45° (рис. 13.8, 
а).

Подставляя (13.14) в формулу (13.19), получим выра- 
• жение Тп,„ через исходные напряжения аТ, ау и т1у:

(13.20)~ у/(Рт + 4т \у.

Рис. 13.8. Площадки с экстремальными касательными напряжени
ями повернуты к главным на 45° (а); чистый сдвиг (б)



В общем случае на площадках с тш, нормальные
напряжения не равны нулю. Действительно, полагая 
в формуле (13.17) а= +45° и учитывая (13.14), получим

01+02 Ог + Оу
<Г±45°—— ~ • (13.21)

В частном случае, когда на гранях элемента действу
ют численно равные растягивающее и сжимающее напря
жения 0\ = — а2—о (рис. 13.8, б), экстремальные касатель
ные напряжения (13.19) равны главным напряжениям 
тшал=с, а нормальные напряжения (13.21) в этом случае
равны нулю. Такой случай напряженного состояния но
сит название чистого сдвига, а площадки, на которых 
действуют одни касательные напряжения, называются 
площадками чистого сдвига.

§ 13.5. Круг напряжений
Зависимости напряжений <тх и та от угла а имеют

наглядную геометрическую интерпретацию в виде круго
вой диаграммы, предложенной немецким ученым О. Мо
ром.

Обозначим в формулах (13.17) и (13.18) постоянные 
£г=(сг, + сг2)/2 и Л=(ег, — сг2)/2 и запишем их в виде

<та=а + Ясо&2а; 
т„= —Лет 2а.

В координатах а — х равенства (13.22) являются урав
нениями окружности радиуса К в параметрической форме 
(рис. 13.9, а), которая называется кругом Мора или кру-

Рис. 13.9. Круг напряжений, построенный по напряжениям в\, 

о2 и главным площадкам (а, 6)\ знаки т„ ит,+90- различны в поверну
тых осях г'—у' и г“—у" (в)

(13.22)

См. § 5.1



Построение 
Мора ■ 
случае

гом напряжений. Каждой наклонной площадке, определя
емой углом а как параметром (рис. 13.9, б), на окружно
сти соответствует некоторая точка, которую называют 
изображающей точкой К (сга, т„), имеющей координаты
ст, и т„.

Взаимно перпендикулярным площадкам, отвеча
ющим повороту осей на углы а и а+ 90°, на окружности 
соответствуют точки К и К', лежащие по концам диамет
ра. При этом на круге та+9о°= — т«, так как формула для тя,
как указывалось ранее, дает знак этого напряжения в по
вернутых осях z', у' и z", у" (рис. 13.9, в).

Если известны главные площадки и напряжения 
aj и а2, то круг напряжений строится по точкам 1 и 2.
Чтобы установить соответствие между площадкой и 
изображающей точкой на окружности, удобно восполь
зоваться точкой А (полюс круга), в данном случае со
впадающей с точкой 2, а в общем случае имеющей коор
динаты А (ау, хzy). Луч АК, параллельный нормали на
клонной площадки, в пересечении с окружностью дает 
изображающую точку К (оЛ, т«), что очевидно из чертежа.

круга На рис. 13.10 представлен круг Мора, построенный по 
общем неглавным исходным площадкам и напряжениям. Так 

как напряжения х1у и xyz приходится откладывать на диа
грамме с различными знаками, то будем их обозначать 
соответственно т и т'. Отметив изображающие точки 
вертикальной площадки К (<rz, х) и горизонтальной пло
щадки К' (ау, т') по их координатам и соединив их, полу
чаем центр окружности, после чего строится и сама кру
говая диаграмма.

Для исходных неглавных площадок также удобно 
пользоваться полюсом А {ау, rzy). В общем случае он
может занимать различное положение на окружности. 
Практически полюс А можно находить как точку пересе
чения лучей КА и К'А, проведенных параллельно нор-

Рис. 13.10. Построение круга напряжений по произвольным исход
ным площадкам и определение главных напряжений



малям соответствующих площадок (на рис. 13.10 они 
помечены стрелками).

Луч АМ, проведенный из полюса А параллельно нор
мали наклонной площадки, дает в пересечении с окру
жностью изображающую точку М (ат„). На рис. 13.10
показано, как по кругу Мора определяется наклон глав
ных площадок: их изображающими точками служат точ
ки 7 и 2, абсциссы которых имеют экстремальные значе
ния 0,] = 0'тм и <72 = <Гпш>- Сами площадки перпендикулярны
лучам А — 1 и А — 2. Точка 3, имеющая экстремальную 
ординату, соответствует площадке, в которой возникают 
экстремальные касательные напряжения хт.т = Я.

§ 13.6. Примеры анализа плоского напряженного 
состояния

Рассмотрим несколько характерных примеров опреде
ления главных напряжений и площадок, а также постро
ения соответствующих кругов напряжений.

Прямер 13.2. Построить крути напряжений в случаях, показанных 
рис. 13.11, а, б, где исходными напряжениями являются =Тд,=0,

Растяжение

Ж
бг=б

йу=Туг"‘ггу’°°

С ж а т и е

6^ТуГТгГ0

Чистый сдвиг

_ бг = бу = 0 
Рис. 13.11. К примерам 13.2 и 13.3



<тг= ±(Т и напряженное состояние представляет одноосное растяжение
(рис. 13.11, а) или сжатие (рис. 13.11, б).

'Решение. Исходные площадки являются главными, так как на них 
отсутствуют касательные напряжения. Одно главное напряжение будет 

другое равно нулю. Соответствующие круги напряжений построены
по точкам К (аг, 0) и К' (0, 0). Полюс круга А (ау, ■¡¡У)=А (0, 0) находит
ся в начале координат. На рисунках показано графическое определение 
о* и т„.

Пример 13.3. Пусть по двум взаимно перпендикулярным площад
кам действуют только касательные напряжения тг>=т>2=т (чистый

сдвиг).
Решение. Круг напряжений построен на рис. 13.11, в, из которого 

следует, что главные напряжения =т, <г2 = — т и действуют они под
углом 45° к площадкам чистого сдвига. Тот же результат получается 
аналитически по формулам (13.14) и (13.11):

2т
1$2оо=— = оо; 2<*о=90°; «о-45°.

0
Рассмотренное напряженное состояние чистого сдвига возникает, 

например, в точках скручиваемого стержня (см. гл. 5), в материале 
которого по поперечным и продольным (радиальным) площадкам дей
ствуют касательные напряжения т, а по площадкам, повернутым на 
угол 45° к образующей, — такие же по модулю, но растягивающие 
и сжимающие напряжения.

Пример 13.4. Исследовать напряженное состояние в случае наложе
ния двухосного сжатия — растяжения и чистого сдвига. В таком напря
женном состоянии находится, например, тонкостенная труба, испыты
вающая кручение моментом М1 и сжатие силой N и действие внутрен 
него давления р жидкости или газа (рис. 13.12, а). Исходные напряжения 
могут быть определены по формулам

N • Мг 1Мг рБ
ъ=~; *

Последняя формула получена из условия равновесия полукольца (рис.
13.12, б), выделенного из трубы, в виде суммы проекций сил, действу
ющих на полукольцо: рй 1 —2ау <5 1—0.

Исходные напряжения: —60 МПа; т^-40 МПа; <7^=30 МПа.
Решение.

1 1 .-----------------  1 ,---------------------
*1,2=- ( * г + ^ ) ± - у ( * х — — 1 5 ± - л / 9 0 2  +  4 -40 2 =—15  ±60,2. 

2 2 2
Таким образом, ^1 — 45,2 МПа, а2= -75,2 МПа (рис. 13.12, в). По

формуле (13.16) найдем тангенсы углов наклона а\ и (т2:

тху 40 Тм 40
---------- -—-2,64; 1йа2--------------- ----------------------0,38.

вх-ау 15,2 °1-оу —105,2
По полученным тангенсам строим направления нормалей главных пло
щадок и сами площадки. Углы имеют следующие значения: а] = 69°,
а2= — 21°.

Экстремальные касательные напряжения тт.. =(ол — ат\!2=
=60,2 МПа действуют на площадках, повернутых на 45° к главным.

На рис. 13.12, г показано также графическое решение задачи с помо
щью круга Мора, построенного по точкам К (—60; 40) и /Г (30; —40).



-во

:
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Рис. 13.12. К примеру 13.4. Напряженное состояние в тонкостенной 
трубе от кручения, сжатия и внутреннего давления

Рассмотрим теперь вопросы анализа напряженного
состояния в изгибаемой балке (рис. 13.13). Следуя до
пущению о ненадавливании волокон в точках балки, по
лагаем ау=0, а другие компоненты исходных напряжений
будут

Главные напряжения и тангенс угла их наклона нахо
дят по формулам

{Ти=?±1лА2+4т2; (13.24)

т (13.25)



Решите
13.5

Если ось у ориентирована вниз, как это изображено на 
рис. 13.13, то в формулу (13.25) напряжение т подставля
ется со знаком поперечной силы <2У в соответствии
с формулой (13.23), а положительный угол аи, отсчиты
ваемый от оси г, будет направлен по ходу часовой стрел
ки.

По высоте некоторого поперечного сечения К — К 
напряженное состояние изменяется от простого растяже
ния в точке Кх (где а 1 = МХ^Х, ст2 = 0) до сжатия в верхней
точке Къ (в которой о-] = 0, аг = — Мх/ И/

х). На нейтральной
оси в точке К2 имеет место чистый сдвиг, так как стг=0,
в промежуточных точках — сочетание сдвига и растяже
ния или сжатия. Эпюры главных напряжений <5\ и аг по
высоте сечения показаны на рис. 13.13.

Для уменьшения главных растягивающих напряжений 
в стенке железобетонных балок иногда создают сжатие 
в поперечном направлении (ау < 0) за счет предваритель-

задачу ного натяжения вертикальных стержней силами 5 (рис.
13.14). В этом случае определение главных напряжений 
ведется по общим формулам (см. пример 13.4) при ау=
— —8¡(ад), где а — шаг расстановки стержней, 8 — 
толщина стенки.

"гЗГ

Рис. 13.14. Предварительное натяжение стержней силами Я создает 
сжимающие напряжения ау в стенке



§ 13.7. Траектории главных напряжений
Наглядное представление о потоке внутренних сил 

в нагруженном теле дают траектории главных напряже
ний:

так называется линия, в каждой точке которой каса
тельная совпадает с направлением главного напряжения 
в этой точке.

При простом растяжении бруса (рис. 13.15, а) траек
ториями главных напряжений, очевидно, являются пря
мые, параллельные и перпендикулярные его оси. Если во 
всех точках скручиваемого стержня (рис. 13.15, б) наме
тим направление главных напряжений, то на поверхности 
получим сетку взаимно ортогональных кривых, пересека
ющих образующие под углом 45°, — траекторий главных 
сжимающих и растягивающих напряжений. Прямоуголь
ный элемент, выделяемый траекториями, испытывает 
растяжение — сжатие в перпендикулярных направлениях, 
а касательные напряжения на его гранях отсутствуют.

Последний пример позволяет объяснить особенности 
разрушения стержней при кручении. Вал, изготовленный 
из материала, имеющего прочность на растяжение, мень
шую, чем на срез, например чугун, разрушается от раз
рыва по винтообразной поверхности, на площадках кото
рой перед разрушением действовали главные растягива
ющие напряжения ат„. Для стального вала более опас
ной оказывается деформация сдвига, и он разрушается от 
среза по поперечному сечению. У дерева наименьшая 
прочность на скалывание вдоль волокон, и поэтому при 
кручении прежде всего появляются продольные трещины 
между слоями дерева.

Для получения траекторий в изгибаемой балке на 
основании (13.25) запишем дифференциальные уравнения 
(рис. 13.16, а):

г (у, г) 6у2 Т (у, г) 

йг а\ (у, ¿) йг а2 (у, г)

где ^ и уг — ординаты траектории а\ и аг соответствен
но. Уравнения (13.26) можно проинтегрировать численно, 
например по методу Рунге — Кутта. На рис. 13.16, б в ле-

Рис. 13.13. Траектории главных напряжений при растяжении и кру
Ч6НИИ



Рис. 13.16. Траектории главных напряжений при изгибе и схема 
армирования железобетонной балки

Траектории главных 
напряжений ■ модели 
шейхи бедренной ко
сти человека, получен
ные методом фотоуп
ругости (см. гл. 20)

К. Кульмам, зани
мавшийся в сере
дине XIX в.созда
нием подъемного 
крана большой 
грузоподъемно
стью, ознакомив
шись в 1866 г. 
с распределением 
н а п р я ж е н и й  
в костной ткани, 
воскликнул: «Да 
это же мой кран!»

Рис. 13.17. Трещины в хрупком лаковом покрытии в балке. В каж
дой точке трещина идет перпендикулярно т. е. она совпадает
с траекторией а„,г,

вой половине показан вид теоретически получаемых тра
екторий напряжений, а в правой — схема расположения 
стержней стальной арматуры железобетонной балки, 
предназначенной для восприятия растягивающих внут
ренних сил при появлении трещин в бетоне. На рис. 13.17 
приведена фотография трещин в хрупком лаковом по
крытии балки, изгибаемой сосредоточенной силой. Тре
щины образовались в направлении, перпендикулярном 
растягивающим напряжениям <тт„, поэтому они совпада
ют с траекториями сжимающих напряжений а^п.

Знание траекторий главных напряжений во многих 
случаях дает возможность придать рациональную форму 
детали или части конструкции.

Интересно отметить, что путем естественного отбора 
внутренняя структура костей скелета животных приоб
рела весьма совершенные прочностные и весовые качест
ва. Наиболее прочные волокна костного материала рас
полагаются в соответствии с траекториями главных на
пряжений, отвечающих основным нагрузкам на скелет. 
Этот принцип инженеры используют в современных ком
позитных материалах, усиливая материал основы высо
копрочными нитями в направлении потока растягиваю
щих усилий в элементах конструкций.

\



Напряжения, действующие на гранях элементарного 
параллелепипеда в общем случае объемного напряжен
ного состояния (рис. 13.18, а), сведем в таблицу (тензор 
напряжений)

Ох
^ху ау Ъ . (13.27)
,Т*г oj

симметричную относительно главной диагонали, по- См. § 5.1 
скольку по закону парности касательных напряжений 
имеем Тду=хух, тхг = т„, xyz=х1у. Как и в плоском в объем
ном напряженном состоянии, меняя ориентировку парал
лелепипеда, можно найти такое его положение, когда на 
всех гранях касательные напряжения будут равны нулю.
Такие площадки и действующие на них нормальные на
пряжения, как и ранее, называются главными напряжени
ями и главными площадками (рис. 13.18, 6). Рассмотрим 
способ их определения.

Предположим, что нам известен наклон какой-либо 
главной площадки, определяемой нормалью v. Сечением, 
параллельным этой площадке, выделим из исходного 
параллелепипеда тетраэдр, изображенный на рис. 13.19, 
и составим условия равновесия тетраэдра в виде сумм 
проекций действующих на него сил на оси координат.
Введем обозначения для направляющих косинусов нор
мали v:
cos (x?v) = /; cos (y?v)=/w; cos (z?v) = n. (13.28)

Примем площадь наклонной грани тетраэдра dA~ 1, 
тогда площади других граней будут dAx=l, с1Ау=т,
dAz=n. Единственное напряжение, действующее на глав
ной площадке, обозначим <г1Л = ег и сумму проекций на ось

Рис. 13.18. Объемное напряженное состояние. Исходные (а) и глав
ные площадки (6)



Из алгебра: 
определитель
fli с,
а2 Ьг с2 =
аъ Ьз fj

~ах Ь2 сг+ 
а2 Ь3 с,+ 
а3 Ь\ сг— 
ci Ь2 аъ — 
сг Ьъ аг- 
Сз ¿>i а2

х запишем в виде 
a l  — a x l—x y x m — x z x n =  Q.

Аналогичные равенства будут для осей у и z. Все 
вместе запишем их в виде однородной системы уравне
ний относительно неизвестных косинусов I, та п:
(а х  -о )1+  х ухт + x z x n =  0 ;

x x y l+ (o y  — a) m + x z y n=0;  V (13.29)
x x z l+x y z m + (a z —а)  и=0.

Так как между неизвестными существует зависимость 
12+т2 + п2=\, (13.30)

то одновременно они все не могут быть равны нулю. Как 
это доказывается в линейной алгебре, при этом условии 
определитель однородной системы должен быть равен 
нулю, т. е.

= 0. (13.30)

Раскрыв определитель, придем к кубическому уравне
нию
(Т3-/1<Г2 + /2<7-/3 = 0, (13.31)

три корня которого как раз и будут значениями трех 
главных напряжений в рассматриваемой точке. Одно из 
них будет алгебраически наибольшим для точки, обозна
чим его <ть наименьшее напряжение обозначим сг3, а про
межуточное — <т2, т. е.

(13.32)



При переходе к главным напряжениям тензор напряже
ний получает вид

Они не зависят от выбора осей координат, поскольку при 
любых исходных площадках уравнение (13.31) должно 
давать одни и те же корни <ть а2 и аъ — главные напряже
ния в точке. Поэтому величины 1Х, /2 и /3 называются
первым, вторым и третьим инвариантами напряженного 
состояния (тензора напряжений).

Для определения /, т, п, соответствующих одному из 
трех главных напряжений, значение этого напряжения 
надо подставить в (13.29) вместо а. Совместное решение
(13.29) и (13.30) даст искомые косинусы I, т, п.

На рис. 13.20 изображены три круга напряжений для 
данной точки, каждый из которых соответствует одной 
паре главных напряжений: ах — а2, а2 — 0э или ах — (Т3.
Точки этих окружностей своими координатами дают на
пряжения на площадках, перпендикулярных плоскостям 
еГ] — а 2, а г — ст3 и ах — аъ. На площадке общего положе
ния напряжения а, и т„ определяются координатами точек
площади, заключенной между тремя окружностями. В ча
стности,

(13.33)

Коэффициенты уравнения 13.31 будут 
1х=ах+оу + аг',
/2 = ах ау+ах ог + ау аг—хух—х \х—х \у,
/з = ОхОуОг ОхХ гу (Тут 1Х о 1Т ух 2хухх1ххгу.

Инварианты на-
(13.34) пряженного состо

яния

б ,

Рис. 13.20. Объемное напряженное состояние, представленное тремя 
кругами напряжений



максимальное касательное напряжение для данной 
точки

См. § 143

Тензор
цин

а\-*г
Ттах = -у- (13.35)
равно полуразности максимального и минимального глав
ных напряжений и действует на площадке, наклоненной 
к ним на угол 45°.

Прочность материала или переход его под нагрузкой 
в пластическое состояние иногда связывают с величиной 
тти, и поэтому оно наряду с главными напряжениями
является важной характеристикой напряженного состоя
ния.

Заметим, что плоское напряженное состояние в точке 
(ег3:=0) в общем случае также должно изображаться тре
мя кругами напряжений. Лишь при совпадении двух глав
ных напряжений круги сливаются в один.

В частном случае сг 1  = ег 2  = <т3 = а  три круга вырождают
ся в точку. На всех площадках в этом случае касательные 
напряжения отсутствуют, а нормальные напряжения рав
ны а. Любая площадка является главной. Подобное на
пряженное состояние испытывает тело, находящееся под 
действием гидростатического давления.

§ 13.9. Деформированное состояние в точке
Рассмотрим особенности деформирования материала 

в окрестности некоторой точки М деформируемого тела 
(рис. 13.21, а). Выделим элемент йххаухйг в этой точке. 
Его деформации в плоскости ху показаны на рис. 13.21, б. 
Это будут относительные удлинения Ех—Айх/&х, ву=
= Айу/йу и угол сдвига у^. Деформации элемента в трех

деформа- ортогональных плоскостях представим в виде таблицы

симм

(13.36)

; Ууг

аналогичной (13.27) и называемой тензором деформаций. 
Если мысленно вращать вокруг точки М оси х, у, г, 
переводя их во всевозможные положения х', у', г', то 
деформации (13.36) будут непрерывно изменяться.

■ Совокупность относительных удлинений и углов сдвига
у. . для всевозможных направлений осей, проведенных через
деформированы данную точку, называется деформированным состоянием состояние в точке в т/чке

Аналогично напряженному состоянию можно указать 
такие три ортогональные направления 1, 2, 3, для кото-



Рис. 13.21. Совокупность деформаций для всевозможных осей, про
веденных через точку М, представляет деформированное состояние 
в точке (а); деформации элемента в плоскости х—у (б)

рых углы сдвига равны нулю, а удлинения

£) ^ Ё2 ^ (13.37)

обладают тем свойством, что £1 и е3 имеют максимальное
и минимальное значения для точки.

Деформации еи е2, в3 в направлениях, для которых
отсутствуют углы сдвига, называются главными дефор
мациями в точке.

Для главных направлений тензор деформаций (13.36) 
получит вид

О 0\
(13.38)

Главные деформа
ции

Компоненты тензора деформаций при повороте осей 
изменяются совершенно аналогично компонентам тензо
ра напряжений. Чтобы это показать, рассмотрим дефор
мации в некоторой плоскости (рис. 13.22). Считая глав
ные деформации Е\ = & и е2 = А известными,



найдем деформации £„=Ads/ds и уа — изменение прямого 
угла ВМС. Из рисунка имеем 
A di=A di, cos а + A d.?2 sin а.

Разделив это равенство на dj и заменив в первом 
слагаемом ds=dj,/cosa и во втором dy=ds2/sina, полу
чим

2 i i 2 “t"®2 лЕа = Е\ cos¿a + E2sin а=------------------------1--------- cos 2а,
2 2

где использованы выражения cos2 а и sin2 а через cos 2а. 
Из тригонометрии: Далее найдем

те2»-1 Пх / cci Adíi sin a Ads2cosa s¡-e2 . _2 У ~~-----------^------------;---- =—;— sin2a.
-feos 2а);

1

dj di ds 2

sin2 а=^ (1 — после чего получим

-cos2а) sin2а,

Для получения у" в формуле для у' заменим а на а+ 90°

где знак минус говорит о том, что сторона MB поворачи
вается в сторону, противоположную повороту стороны 
МС.

Примем уа > 0, если прямой угол ВМС уменьшается. 
Тогда уа=у" — у' и формулы для е„ и уа вместе можно 
записать так:

£i+e2 8i— е2 _

£«=—^—I—— cos 2а; (13.39)

1 «1 —е2 . „- У « = -----— sm2a. (13.40)

Сравнение этих формул с формулами (13.17), (13.18) 
для <та и т„ подтверждает упомянутую аналогию в зависи
мостях напряженного и деформированного состояний. 
На основании указанной аналогии можно, например, без 
вывода написать формулу, аналогичную (13.14), если 
в последней заменить az, ау и хгу соответственно на ez,
гу и V-:

£1,2=^—^+^ \/fe-e>)2+4 (b/2)2. (13.41)

По ней можно определить главные деформации 
£] и е2 через исходные деформации ег, еу и у1у для произ
вольных осей z, у, проведенных в данной точке. По 
аналогии с (13.8) можно утверждать, что в данной плос
кости £„ + еа+ад» = £*+£,= const. Учитывая выражение пер-



\
вого инварианта (13.34), можно сказать о трех произволь
ных ортогональных направлениях в точке, что е*+еу +
+ е2 = const.

В точках изотропного упругого тела направления 
главных деформаций и главны;, напряжений всегда со
впадают. В теле с более сложными физическими свойст
вами (анизотропное тело, сложное упругопластическое 
нагружение и т. п.) указанного совпадения может и не 
быть.

§ 13.10. Экспериментальное определение 
деформаций и напряжений методом тензометрии

Методы экспериментального определения деформа
ций и напряжений играют исключительно важную роль 
в инженерном деле. Они используются как при определе
нии констант упругости и прочности различных матери
алов (см. гл. 3), так и для проверки различных теорети
ческих или проектных решений, выполняемых на моделях 
или на реальных опытных объектах. Подробно различ
ные экспериментальные методы изучаются в лаборатор
ном практикуме по сопротивлению материалов и излага
ются в руководстве к практикуму. Здесь изложим лишь 
основной метод, наиболее широко применяемый на прак
тике, — метод тензометрии.

Метод тензометрии состоит в измерении малых де
формаций в отдельных точках детали или модели и после
дующем переходе от них к напряжениям с использованием 
закона Гука.

Для замера относительного удлинения на поверхно
сти тела намечается отрезок, длина которого до дефор
мации 5 называется базой. С помощью специальных при
боров — тензометров — определяется абсолютное уд
линение отрезка Ал и вычисляется средняя на длине базы 
относительная деформация ё = Ал/5. Если на длине базы 
напряженное состояние изменяется не слишком резко, то 
найденное среднее значение е можно считать истинным 
значением для исследуемой точки. В противном случае 
оно будет приближенным, но тем более близким к истин
ному, чем меньше база 5.

На поверхности тела, если эта поверхность непосред
ственно не загружена распределенной нагрузкой,. имеет 
место плоское (или в частном случае линейное) напряжен
ное состояние, характеризуемое главными напряжениями 
<7| и и2 и деформациями Б] и е2. Именно эти деформации
могут быть измерены методом тензометрии. Для изо
тропного тела они связаны с напряжениями законом Гука

в\ а1е,=------ц —;
ЕЕ.
°2 а\ 

е2=---------ц —.
Е Е

Метод тензомет
рия

поверхность тела, 
сЫаИноа от нагрузки



Разрешая уравнения (13.42) относительно напряжений, 
получим

Е
а\ 1 -ц2 

Е
°2=-------- г (£2 + ^61)-

\-ц2

(13.43)

По измеренным деформациям Е1 и е2 по формулам
(13.43) в методе тензометрии вычисляют напряжения. 

При измерении деформаций могут встретиться три
характерных случая:

1. Заведомо известно, что в данной точке в известном 
направлении имеет место простое растяжение или сжатие 
(рис. 13.23, а). Для определения а достаточно поставить 
один тензометр, база которого располагается в направле
нии действия а. Определив из опыта е, по закону Гука 
найдем
а=еЕ.

Так поступают, например, при испытании образцов на 
растяжение или сжатие (см. гл. 3).

2. В данной точке известно только направление глав
ных напряжений ох и а2 (рис. 13.23, б). Для определения
значений этих напряжений необходимо поставить два 
тензометра, которые устанавливаются своими базами по 
направлениям гг, и о2. С их помощью из опыта находим
главные деформации Е1 и е2, после чего по формулам
(13.43) находим напряжения <Т\ и а2.

3. В данной точке необходимо определить главные 
напряжения ах и а2 и угол а, который образует направле
ние а1 с произвольно выбранной осью х (рис. 13.20, в).

а>. в,
6 ____________________________

Рис. 13.23. Три случая измерения главных деформаций на поверх
ности тела



Очевидно, что для определения трех неизвестных аи 
а2 и а надо получить из опыта три какие-либо дефор
мации.

Обычно в данной точке замеряют три удлинения: 
ех и еу в направлении осей х, у и е45 под углом 45° к ним.
Для этого три тензометра располагают так, как показано Розетка деформа- 
на рис. 13.23, в. Такая установка тензометров называется ций 
прямоугольной розеткой. Применяют и другие виды розе
ток, например равноугольную, когда углы между тремя 
базами тензометров одинаковы и равны 120°.

Выведем расчетные формулы для прямоугольной ро
зетки. Обозначим угол между направлением £i и направ
лением ех через а; тогда углы между направлением 
Ei и направлениями £4i и еу соответственно равны а+ 45°
и а + 90°. Учитывая это, по формуле (13.39) можно напи
сать:

«1+г2 , е1 —е2 -е,=-------- 1------cos 2а;
2 2

£45в=“~~~~Ь“—~~ cos 2 (а~ь45°); V (13.44)
2 2

е1+62 , Е1— £2 - У . оп0\£у=--------1------cos 2 (а + 90 ).
2 2

Решим эти уравнения относительно £], е2 и а, помня,
что ех, Еу, £45 известны из опыта. С учетом равенства
cos 2 (а 4-90°)= — cos 2а путем сложения и вычитания пер
вого и третьего уравнений получим
£x + £j, = £l + £2;
ех—еу=(е] — е2) cos 2а.

Перенеся cos 2а в левую часть, складывая и вычитая обе 
полученные строки, найдем

£,=—^ +
2cos2a ' (13.45)

£2—-
2 cos 2a

Осталось найти угол а. Заменив во втором уравнении 
системы (13.44) eos 2 (a+ 45°)= — sin 2a и выразив из этого 
уравнения sin 2a, а из первого уравнения той же системы 
eos 2а, получим их отношение в виде
, - 2г45—(г,+£2)tg 2а =------------------ .

2sx-(«i+«2)
Сделав замену е, + е2 на ех + еу, окончательно получим



Формулы (13.45) и (13.46) дают возможность найти 
направления и значения главных деформаций в точке по 
замеренным удлинениям гх, е45°, еу. Зная Е\ и е2, легко

определить напряжения ах и ст2, для чего надо применить
формулы (13.43).

В ходе вывода был использован рис. 13.20, в, на 
котором угол а от оси х отложен по ходу часовой стрел
ки. Поэтому положительный угол а, найденный по выра
жению (13.46), следует откладывать также по ходу часо
вой стрелки.

Из формул (13.45) можно исключить сое 2а, восполь
зовавшись известным из тригонометрии тождеством

со82а=+---------^-----

в котором 1%2сс заменяется его выражением (13.46). Та
ким путем придем к формуле

нередко используемой вместо формулы (13.45).
Обратимся теперь к вопросу техники измерения дефо

рмаций. В настоящее время существует большое число 
видов тензометров: механические, оптические, гидравли
ческие, пневматические и др. Однако в последние годы 
широко применяют электрические тензометры и, в част
ности, проволочные датчики омического сопротивления.

Датчик — это элемент, который, воспринимая дефор
мацию, преобразует ее в изменение какого-либо элект
рического параметра. Проволочный датчик преобразует 
деформацию в изменение омического сопротивления про
водника. Он представляет собой несколько петель тонкой 
(диаметром 0,025...0,030 мм) проволоки, наклеенной на 
полоску бумаги (рис. 13.24).

Датчик наклеивается специальным клеем на исследу
емую деталь, деформации которой передаются проволо
ке. Опыт показывает, что вследствие деформации меняет
ся сопротивление проволоки. Растяжение проволоки вы
зывает увеличение сопротивления, а сжатие — его умень
шение. Это изменение сопротивления датчика регистри
руется специальной аппаратурой.

Экспериментально установлено, что в области малых 
деформаций существует линейная зависимость между от
носительным изменением сопротивления датчика и от
носительной деформацией проволоки, выражаемая 
формулой

V
(13.47)
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бумага Проболока Отбады 

Рис. 13.24. Тензорезистор Рис. 13 .25 .  Прямоуголь
ная розетка датчиков

где К и ДЛ — начальное сопротивление датчика и его 
абсолютное приращение; ^ и Д5 — база датчика, равная 
длине петель проволоки, и ее абсолютная деформация; 
/? — коэффициент тензочувствительности датчика.

Для наиболее употребительной проволоки из констан- 
тана (сплав 60% Си и 40% N0 ^=2...2,1. Применяют 
также и другие сплавы, у которых /?=2...3,5.

Обычная база датчика равна 20 и 10 мм. Применяют 
датчики и с меньшей базой (до 2 мм). Чем меньше база, 
тем ближе среднее относительное удлинение, измеряемое 
на ее длине, к истинному значению деформации в ис
следуемой точке. Однако с уменьшением базы снижается 
и точность измерений. Кроме того, датчики с малой 
базой (2...5 мм) становятся чувствительными к дефор
мации в поперечном направлении из-за деформации уча
стков проволоки на закруглениях петель, что требует 
специальной тарировки датчиков.

Наряду с одиночными датчиками применяют розетки 
из датчиков, расположенных на общей бумажной основе 
(рис. 13.25). Розетка может быть создана и непосредст
венно на поверхности детали путем соответствующей 
наклейки датчиков.

Изменения омического сопротивления проволочных 
датчиков при измерении деформаций очень малы, что 
требует применения чувствительной измерительной ап
паратуры. Чаще всего датчик включают как одно из 
сопротивлений Я\ мостика Уитстона, принципиальная
схема которого показана на рис. 13.26. В диагональ мо
стика включается чувствительный гальванометр Г.

Под балансом моста понимается такой подбор со
противлений Л,, Я2, Д3 и Л,, когда ток в диагонали
отсутствует и гальванометр показывает нулевой отсчет.

Для баланса необходимо соблюдение равенства
Л,Л3 = Л2Л4. (13.49)

Перед испытанием мост балансируют, регулируя со
противления Л3 и Л4. Деформация, полученная рабочим
датчиком в ходе испытания, приводит к изменению Л, и,



Рис. 13.26. Рабочий датчик Л] в измерительной схеме (мостик Уит
стона)

следовательно, к нарушению баланса, вследствие чего 
стрелка гальванометра отклоняется от нуля. Регистрируя 
это отклонение, получают деформацию, измеряемую ра
бочим датчиком Л,.

Колебания температуры весьма заметно изменяют 
сопротивление датчиков. Для устранения влияния изме
нения температуры на результаты измерений в качестве 
сопротивления Л2 применяют датчик, аналогичный рабо
чему датчику Л] (его называют датчиком температурной
компенсации). Будучи наклеен на недеформируемый брус 
из того же материала, что и испытываемая деталь, этот 
датчик находится в одинаковом температурном режиме 
с рабочим датчиком Л]. Одновременное и одинаковое
изменение сопротивлений Л, и Л2 из-за температуры не
нарушает условия (13.49) баланса моста и делает ап
паратуру нечувствительной к изменению температуры.

Основные преимущества проволочных датчиков по 
сравнению с другими тензометрами заключается в их 
простоте, малогабаритности и высокой точности. Дат
чики могут быть установлены в труднодоступных местах 
и на движущихся деталях; наклеить их можно в большом 
числе, подключая поочередно с помощью переключателя 
к измерительной аппаратуре. Это позволяет достаточно 
полно исследовать напряженное состояние крупных со
оружений.

§ 13.11. Зависимость между модулями 
упругости при растяжении и при сдвиге

Удлинение Дл диагонали АС на рис. 13.27, а можно 
объяснить двояко. С одной стороны, оно является непо
средственным следствием деформации сдвига и, значит, 
при заданных напряжениях т зависит от модуля д. С дру
гой стороны, диагональ АС можно представить как воло
кно материала, растягиваемое напряжением и сжима
емое в поперечном направлении напряжением аг. В этом



случае его удлинение определяется модулем Е. Сказанное 
позволяет сделать вывод о том, что модули G и Е не 
являются независимыми друг от друга. К этой же мысли 
можно прийти из рассмотрения рис. 13.27, б, где дефор
мация сдвига элемента ABCD, идентичная деформации, 
показанной на рис. 13.27, а, получена путем растяжения 
и сжатия параллелепипеда главными напряжениями 
a¡= — <т2.

Удлинение диагонали АС вследствие деформации 
сдвига (рис. 13.27, а) равно
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С другой стороны, применяя к волокну АС обобщен
ный закон Гука (13.42), можно написать
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Приравнивая выражения (а) и (б), получим искомое соот
ношение

а=
2<1+л)

(13.50)

Формула (13.50) показывает, что три постоянные Е, 
<? и ц, характеризующие упругие свойства изотропного 
материала, связаны между собой. Найдя из опыта две из 
них, можно третью подсчитать по формуле (13.50). На
пример, для стали при £=200 ГПа и коэффициенте Пуас
сона (1=0,25 по формуле (13.50) найдем

2 - Ю6
(/=-------------= 80 ГПа,

2 (1 +0,25)

что соответствует значениям С, получаемым из экспери
мента (см. § 5.1).

§ 13.12. Изменение объема материала 
при деформации

Обозначим размеры сторон элементарного паралле
лепипеда до деформации через йх, &у и йг (рис. 13.28), 
После деформации эти размеры равны ёх+А&х:, 
АуЛ-ААу, Аг+ААг.

Начальный объем параллелепипеда обозначим У0,
а после деформации — У\.

Найдем абсолютное изменение объема параллелепи
педа:
АУ=У\ — У0=(Ах + ААх)  (ф' + Лс!)') (Аг+ААг)  —АхАуАг=

-АхАуАг ( 1 +
Дс1х

йх
1 +Д<1у  
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Д <1г\
1-1----— АхАуАг. (а)

В скобках выражения (а) содержатся относительные 
удлинения:
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Производя в выражении (а) перемножение величин, 
стоящих в скобках, получим

АУ= У0 (ех + Еу + £: + ЕхЕу + ЕхЕг + Еу Е, + ЕхЕу £,).

В реальных строительных материалах относительные 
удлинения обычно измеряются тысячными, а то и десяти
тысячными долями. Поэтому их произведениями можно 
пренебречь. Можно показать, что деформации сдвига 
дают изменение объема, пропорциональное квадрату 
и более высоким степеням угла сдвига у. Поэтому при 
малых деформациях этими изменениями объема также 
пренебрегают. Следовательно,

АУ= Уо (б;с+ Бу + вг). (13.51)

Относительное изменение объема (или относительная 
объемная деформация) может быть определено по фор
муле

лв— —  —  е^ + еу+е2 Уо
(13.52)

Эта формула справедлива как для упругих, так и для 
упругопластических деформаций.

Для упругой стадии работы материала можно выра
зить 9 через напряжения ах, ау и аг. Для этого подставим
значения ех, еу и е2 из формулы (3.10) в формулу (13.52).
После преобразований получим 4

■в=^^(ах + ау + а0. (13.53)

Рассмотрим случай всестороннего гидростатического 
сжатия материала, когда ах—ау—аг— — а. По формуле
(13.53) имеем

0=-3 (1-2/0 р (б)

Из формулы (б) видно, что коэффициент Пуассона 
ц не может быть больше 0,5, так как в противном случае 
при всестороннем сжатии тело не уменьшается, а увели
чивается в объеме.

Этот вывод подтверждается опытными данными. 
В природе не обнаружено материалов, у которых коэф
фициент Пуассона был бы больше 0,5.

Есть материалы (например, парафин), у которых ко
эффициент Пуассона приближается к 0,5. В этом случае 
при всестороннем сжатии не происходит изменения объ
ема. Таким образом, парафин по своим упругим свойст
вам приближается к несжимаемой жидкости.



Для пластической стали, находящейся в состоянии 
текучести, коэффициент Пуассона также близок к 0,5, 
вследствие чего объем образца во время текучести не 
меняется.

§ 13.13. Потенциальная энергия при объемном 
напряженном состоянии

Найдем удельную потенциальную энергию и, т. е. 
энергию, накопленную вследствие упругих деформаций 
единицей объема материала при объемном напряженном 
состоянии. Для этогй рассмотрим кубик со стороной, 
равной 1, находящийся под действием главных напряже
ний аъ о2 и £г3. При простом растяжении (см. § 3.9) имеем

1и=- а г.
2

Обобщая эту формулу на случай одновременного дей
ствия трех напряжений, получим

и=-(а 161-Ьо,2Ё2 + о'зез). (13.54)

Подставим сюда выражения удлинений по закону Гу- 
ка (3.10), который следует записать относительно глав
ных напряжений и деформаций, т. е. заменить в (3.10) 
индексы х, у, 2 соответственно на 1, 2, 3. В результате 
получим выражение и через главные напряжения в таком 
виде:

и=^-[а} + а\ + о\-2ц (<7,<т2 +^Оз-ю^з)]. (13.55)
1Е

Если грани кубика не являются главными площад
ками и на них действуют нормальные и касательные 
напряжения, то вместо выражения (13.54) соответственно 
будем иметь

и=1- (о-,ех + <г,б, + (Т2б1 + т,>удз, + тдгуХ1 + т,1у>г). (13.56)

Вопросы для самоконтроля к главе 13
13.1. Что такое напряженное состояние 

в точке?
13.2. Дайте понятие о главных напряжени

ях и трех основных видах напряженного состо
яния.

13.3. В чем состоит правило внешней нор
мали?

13.4. Как расположены площадки с напря
жениями тши и как они выражаются через глав
ные напряжения?

13.5. Опишите порядок определения экст
ремальных напряжений в точке и их направле

ний в случае плоского напряженного состоя
ния.

13.6. Что такое круг напряжений и как он 
строится?

13.7. Что такое траектории главных напря
жений? Изобразите их при кручении стержней 
круглого сечения.

13.8. Что такое инварианты напряженного 
состояния? Как определяются экстремальные 
напряжения в точке в случае объемного напря
женного состояния?

13.9. Что называется деформированным 
состоянием в точке?



13.10. Что такое главные деформации 
и в чем состоит аналогия между аналитичес
кими зависимостями напряженного и деформи
рованного состояний?

13.11. В чем состоит метод тензометрии? 
Что такое розетка датчиков и для «го она 
используется?

13.12. Какие рассуждения позволяют полу
чить зависимость между модулями упругости 
при растяжении и сдвиге? Сколько независи

мых констант упругости имеет изотропный ма
териал?

13.13. Как связаны относительные линей
ные и объемная деформация в точке? ,

13.14. Из каких соображений обосновыва
ется верхний предел для коэффициента Пуас
сона? Чему он равен для стали в состоянии 
текучести?

13.15. Напишите выражения удельной по
тенциальной энергии деформации в обшем слу
чае напряженного состояния в точке.

Задачи
13.1. Полоса склеена из двух частей по дуге т- Принимая напряжения, указанные на

окружности ЛВ. Определить наибольшее каса- рисунке за исходные, найти в точке М стенки
тельное напряжение на поверхности клеевого коробчатой балки главные напряжения и углы
соединения Тщ», и соответствующий угол а. их наклона. Вычислить тш„.

Рис. к задаче 13.1
Рис. к задаче 13.2

133. В пластинке, изготовленной из хруп
кого материала, от некоторой нагрузки воз
никают пропорциональные ей напряжения, ука
занные на рисунке. Считая, что появление тре
щины определяется наибольшим растягива
ющим напряжением, найти, во сколько раз 
должна возрасти нагрузка, чтобы в пластинке 
появилась трещина. Под каким углом к оси 
г она будет наклонена? Предел прочности на 
растяжение <т,=50 МПа.

У
го МП а

1
\
\

л
Ю МПа

Рис. к задаче 13.3

13.4. В стенках тонкостенного цилиндра за 
счет кручения созданы касательные напряже
ния т. Найти наименьшее избыточное внутрен
нее давление д, при котором в стенках цилинд
ра будут отсутствовать сжимающие напряже
ния (см. пример 13.4).

13.5. Вычислить требуемые силы Я пред
варительного натяжения вертикальных стерж
ней в железобетонной балке (см. рис. 13.14) из 
условия, чтобы наибольшие растягивающие 
напряжения в рассматриваемой точке стенки не 
превышали расчетного сопротивления бетона

13.6. Пластина 100 х 100 см в результате 
деформации получила приращение длин сто
рон Д5]*=0,3 мм, Д^2*=0,1 мм. Вычислить
ВуИуиу для осей и, V, совмещенных с диагоналя
ми пластины.



при растяжении Л=2,5 МПа. Дано: 
сг2 = 1,0 МПа, тг> = 3 МПа, шаг а=0,4 м,
5 = 0,1 м.

13.7. Найти изменение длины винтовой ли
нии на поверхности образца АЬ, если диаметр 
образца при сжатии получил приращение Д</. 
Коэффициент Пуассона /1. При каком угле а из
менение длины А£=0?

13.8. При испытании трубопровода тензо- 
датчики зафиксировали деформации 
ех=Ь 10**, 6^,=7,82 • 10Вычислить избыточ
ное внутреннее давление д и продольную силу 
N в поперечном сечении стенок трубы, если 
в процессе испытаний температура стенок по
вышалась- на Лг = 50°С. Материал — сталь, 
.0=800 мм, ¿ = 12 мм, £=200 ГПа,/1=0,3, а = 
= 12' 10~6.

а-30°

Рис. к задаче 13.7 Рис. к задаче 13.8

Ответы к задачам к главе 13
13.1. ^*=0,774 [77(ЛЛ)]; = а«54о30\ 13.2. ег, = 15 МПа; (г2 = -35 МПа; а1 = -2б°30'; 

тт„=25 МПа. 133. В 2,07 раза; «=22в30'. 13.4. <7=2^2 (т5/Л). 13.5. 5=140 кН. 13.6. ец=^,= 

=0Д10-3; у„=0,210-3 рад. 13.7. Д1=[(3^-1)/(2ч/з^)]А^; 13.8. ? = 1,2 МПа;

/7=361 кН.



КРИТЕРИИ ПРОЧНОСТИ и 
ПЛАСТИЧНОСТИ

§ 14.1. Основные понятия
При оценке несущей способности конструкций и со

оружений следует исходить из того, что в одних случаях 
наступление предельного состояния отождествляется 
с появлением пластических деформаций, в других — с 
разрушением конструкций. Если напряженное состояние 
в элементах сооружения является одноосным, то опреде
ление момента появления деформаций- текучести или раз
рушения осуществляется достаточно просто путем сопо
ставления напряжений с пределом текучести или преде
лом прочности. Ситуация существенно усложняется 
в случае плоского или объемного напряженного состоя
ния.

На первый взгляд наиболее простой способ решения 
этой задачи состоит в испытании образцов материала 
при соответствующем нагружении с доведением их до 
предельного состояния. Однако такой путь приходигся 
отклонить, поскольку для каждой новой комбинации но
рмальных и касательных напряжений пришлось бы снова 
проводить аналогичные эксперименты. Уже не говоря
о том, что число таких испытаний было бы слишком 
велико, трудность заключается в практическом осуществ
лении подобных опытов. Дело в том, что в настоящее 
время отсутствуют испытательные машины и измери
тельная техника, которые позволяли бы создать любое 
напряженное состояние в образце и получить достовер
ные результаты.

В связи с этим предпочтение отдается другому пути 
решения поставленной задачи, заключающемуся в уста
новлении меры напряженного состояния, при достижении 
которой происходит переход от упругого состояния 
к предельному.

Такая мера устанавливается с помощью критериев 
пластичности (текучести) или прочности (разрушения). 
В качестве таких критериев были предложены различные 
факторы (максимальные нормальные напряжения, мак
симальные удлинения, энергия деформации и др.). Не 
следует удивляться тому, что используется несколько 
различных критериев, так как каждый из них лишь кос
венно отражает сложный, до конца не изученный процесс 
наступления предельного состояния в материале и оказы-



вается применимым лишь в определенных условиях. Важ
но подчеркнуть, что «пластичность» и «прочность» — по
нятия разные, хотя они и могут быть взаимосвязанными. 
Появление пластических или остаточных деформаций, 
как правило, далеко не означает разрушение материала, 
в связи с чем критерии прочности и пластичности не 
следует отождествлять.

Допустим, что напряженное состояние в точке тела, 
отвечающее заданной нагрузке, известно. Путем ее увели
чения напряжения в той же точке увеличиваются пропор
ционально и в конце концов либо наступает разрушение 
материала, либо появляются пластические деформации. 
Назовем коэффициентом запаса в этом случае отношение 

_ напряжений, при которых наступает предельное состоя
ние в точке, к одноименным действующим напряжениям. 

Раввоооасаые на- Будем называть два напряженных состояния равноопас- 
аряжеяные состоя- ными, если указанные коэффициенты запаса для них 
шш одинаковы.

Критерии текучести или прочности должны давать 
возможность сравнения степени опасности различных на
пряженных состояний материала. Указанное сравнение 
удобно производить, если одно из напряженных состоя
ний, наиболее просто осуществимое в экспериментах, 
выбирается за основу. Такое напряженное состояние на
зывают эквивалентным. Обычно в качестве эквивалент
ного состояния выбирается одноосное растяжение.

Значение напряжения азп, при котором образец мате- 
ц риала в условиях одноосного напряженного состояния

оказывается в равноопасном состоянии с рассматрива- 
Экввв&леитное на- емым сложным напряженном состоянием в точке, назы

вается эквивалентным напряжением.
Любое сложное напряженное состояние будем харак

теризовать главными напряжениями аи а2, аъ. С исполь
зованием соответствующего критерия, как это показано 
ниже, может быть получено выражение егмв =/(ст,, а2, <т3),
после чего условие наступления предельного состояния 
записывается, как при простом растяжении или сжатии:
^ш=/(^|) СГз) ” 0*0)
где о0 — опасное напряжение, вызывающее предельное
состояние в образце при одноосном напряженном состоя
нии, т. е. это либо предел текучести а0 = либо времен
ное сопротивление а0=аш.

В соответствии с методом предельных состояний, за
меняя а„ на соответствующее нормируемое значение рас

четного сопротивления материала Я, условие прочности 
(пластичности) при сложном напряженном состоянии 

в общем случае формулируется в виде
=/ (аи вг, <ТэХ Л (14.1)

Далее рассмотрены указанные зависимости при исполь
зовании различных критериев:

пряжение



§ 14.2. Критерии наибольших нормальных 
напряжений и наибольших удлинений

В качестве первого критерия прочности, называемого ■ 
обычно первой теорией прочности, был принят критерий 
наибольших нормальных напряжений, в соответствии 1еРвая 
с которым причиной наступления предельного состояния прочности 
считались наибольшие нормальные напряжения. Полагая 
эквивалентное напряжение равным наибольшему главно
му напряжению, условие наступления предельного состо
яния записываем в виде
О’эжв ^*1 ^09

где а0 — опасное напряжение, равное <гт или аъ.
Условие прочности по методу предельных состояний 

примет вид
0”эи = 0*1 ^ Ру

где К — расчетное сопротивление при одноосном рас
тяжении.

В случае сжатия те же условия сохраняются, но под 
эквивалентным напряжением понимается абсолютное 
значение наименьшего (отрицательного) главного напря
жения <тэжв = |<т3|, а под Л — расчетное сопротивление при
одноосном сжатии.

Теория наибольших нормальных напряжений не полу
чила экспериментального подтверждения. Например, при 
всестороннем равномерном сжатии материалы не обна
руживают никаких признаков разрушения даже при на
пряжениях, превышающих предел прочности при сжатии.
Если же при оценке прочности воспользоваться теорией 
наибольших нормальных напряжений, то разрушение 
должно произойти при \(т3\ = ав.

В качестве другого критерия прочности был предло
жен критерий наибольших относительных удлинений, Вторая 
обычно называемый второй теорией прочности. В соот- прочности 
ветствии с ней при наступлении предельного состояния 
наибольшее удлинение достигает предельного значения, 
равного относительному удлинению при одноосном рас
тяжении. Условие наступления предельного состояния 
в этом случае записывается следующим образом:

е, = - [<т, - ц (а2 + <т3)] = еа, Е

где £, — наибольшее относительное удлинение, соответ
ствующее рассматриваемому напряженному состоянию; 
£0 — предельное значение относительного удлинения,
определяемое из опытов при одноосном растяжении, 
в0 = а0/Е.

теория

теория



В случае плоского напряженного состояния (при 
0"з = О) то же соотношение, выраженное с помощью <тэ„,
принимает вид
<ТЭ1В (Т\ /¿0>2 = 0’о.

Следует обратить внимание на то, что последние зави
симости считаются справедливыми вплоть до наступле
ния предельного состояния, что в случае разрушения 
отвечает хрупкому разрушению материала, происходя
щему без заметных пластических деформаций.

При расчете по предельным состояниям условие про
чности записывается следующим образом:

Выражая главные напряжения через напряжения аг, ау, 
х2у, получим

Вторая теория прочности также не нашла должного 
экспериментального подтверждения. Например, в опытах 
со сверхвысоким гидростатическим (всесторонним) дав
лением размеры испытуемых образцов заметно уменьша
ются, т. е. в них появляются большие отрицательные 
деформации, которые, однако, вопреки теории наиболь
ших относительных удлинений не вызывают разрушения 
материала.

Учитывая несоответствия между результатами экспе
риментов и теоретическими прогнозами, которые дела
ются на основе двух приведенных теорий прочности, 
в настоящее время как самостоятельные теории они не 
находят применения в инженерных расчетах.

§ 14.3. Критерии пластичности
Основываясь на опытах французского инженера Тре

ска по истечению металлов через отверстия, Сен-Венан 
высказал предположение, чт'о в пластическом состоянии 
максимальное касательное напряжение имеет одно и то 
же постоянное значение для данного материала, т. е. 
может быть принято в качестве критерия пластичности, 
записываемого так:

Ч\— вЪ °о

Отсюда условие пластичности, выраженное через эквива
лентное напряжение при сг0 = сгт, будет



Критерий наибольших касательных напряжений ино
гда называют третьей теорией прочности. В действите
льности же этот критерий является критерием пласти
чности.

В случае плоского напряженного состояния одно из 
главных напряжений равно нулю. Допустим, что ось 
х совпадает с главной осью, вдоль которой главное на
пряжение равно нулю. Допустим, что в осях г, у действу
ют только нормальное аг = а и касательное т напряжения

(нормальное напряжение ау принимается равным нулю).
Тогда условие (14.2) примет вид

ст31В = х/о^+4г5 = (Тт. (14.3)

При расчете по методу предельных состояний можно 
записать

Стэх. = у/а2 + 4х2 ^ Л,

Третья теория про
чности

Условие прочности 
при плоском на
пряженном состоя
нии по третьей те
ории

где Л — расчетное сопротивление материала при одноос
ном растяжении.

Эксперименты с различными пластичными материа
лами свидетельствуют о близости их результатов с ре
зультатом теоретического прогноза, полученным с помо
щью критерия наибольших касательных напряжений. На
ложение всестороннего давления на любое напряженное 
состояние не меняет значения тт„ и, следовательно, не
влияет на появление пластических деформаций.

В качестве недостатка рассматриваемого критерия яв
ляется неучет главного напряжения аг, что не всегда

Энергетическая 
теория пластично
сти (прочности)

и$ = и — «V,

находит опытное подтверждение.
Другим критерием пластичности является критерий 

удельной энергии изменения формы.
Первоначально было высказано предположение, что 

переход материала в пластическое состояние связан с до
стижением удельной потенциальной энергией некоторого 
предельного значения, определенного для каждого мате
риала. Однако эксперименты показывают, что при все
стороннем давлении пластические деформации не появля
ются даже при сверхвысоких давлениях, хотя при этом 
накапливается большая удельная потенциальная энергия.

Позже было высказано предположение, что при воз
никновении пластических деформаций предельного значе
ния достигает та часть удельной потенциальной энергии, 
которая обусловлена изменением формы.

Удельная потенциальная энергия изменения формы 
при сложном напряженном состоянии равна

где ы=- (а\£\ + 02£2 + 0-3еэ) — полная удельная потенци



I

. Условие прочности 
при плоском на
пряженном состоя
нии по четвертой 
теории

альная энергия; Ыу=| (ЗеГсрС,,)— энергия, затрачиваемая

на изменение объема. Последняя формула получается, 
если в выражении для и принять, что а1 = о-2 = а3 = (тср

и б1 = Е2 = Е3 = еч>, где «г,,, и вер — средние значения напряже
ний и деформаций, определяемые по формулам 
£Ср = (е1 + е2 + ез)/3, ¡тср = (сг, + (т2 + а3)/3.

После подстановки сюда выражений для главных осе
вых деформаций ви е2, е3 через главные напряжения полу
чим

[(<Т1 — о-з)2 -Ь (ег2 — сг3)2 Ч- (ег3 — сг,)2].
6 Е

При одноосном растяжении имеем ах = а0, <т2 = ст3 = 0
и появлению пластических деформаций будет соответ
ствовать равенство

1+Д 2ы*=— а;.
^ ЪЕ

Принимая эту величину за константу материала, при
ходим к соотношению

а'эг* = —т= \/(ст1 - °г)2 + (°г -а3)2 + (<т3-а1)2 = «гт. (|4 4)

То же условие, выраженное через неглавные напряжения, 
имеет вид
®зо

=~ у/(ах- а у)2 + (ау- <тг)2 + (а,- а х)2 + 6 (т % + х \х + х *,) =
Ф

= ат. (а)

Для плоского напряженного состояния, когда 
ах = ау = 0, <хг=о и х^=т„ = 0, х1у=х, условие (а) принимает
вид
оэа=</о2 + Ъхг = От (14.5)

Критерий удельной потенциальной энергии изменения 
формы иногда называют энергетической (четвертой) 
теорией прочности.

При расчете по методу предельных состояний про
чность конструкции проверяем по следующей формуле:

0'эк.=л/а2 + Зт2<Л,

где Я — расчетное сопротивление материала при одноос
ном растяжении.



Сформулированный критерий пластичности дает хо
рошие результаты для пластичных материалов, одинако
во работающих при растяжении и сжатии.

Интересно отметить, что Мизес, предложивший кри
терий (14.4), считал его приближенным, а критерий на
ибольших касательных напряжений — точным. Для со
поставления результатов, следующих из указанных кри
териев, рассмотрим состояние чистого сдвига.

Из равенства (14.3) имеем
т = 0,5 сгт,

а из равенства (14.5) — 

т=—-~= стта0,577 ат.
уз
Эксперименты свидетельствуют о том, что пластичес

кие деформации при сдвиге появляются при напряжени
ях, равных (0,56...0,6) ат. Таким образом, условие (14.4)
оказывается даже более точным по сравнению с условием 
(14.2) или (14.3). Учитывая близость результатов, вытека
ющих из приведенных критериев, они занимают в прак
тике расчетов равноправное положение и выбор в каждом 
конкретном случае одного из них обусловлен главным 
образом удобством решения задачи.

Пример 14.1. Используя выражение эквивалентного напряжения, 
определяемого четвертой теорией прочности (пластичности), найти 
<гэи в точке примыкания полки к стенке в среднем сечении подкрановой
балки двутаврового поперечного сечения (рис. 14.1, а). Сравнить полу
ченное значение <гзи) с расчетным сопротивлением материала балки
R=240 МПа. При вычислении нормального и касательного напряже
ний для упрощения можно считать толщину полки и стенки двутавра 
постоянными и равными соответственно 1,02 и 0,65 см (/* = 7080 см ).

Решение. Эпюры внутренних усилий представлены на рис. 14.1, б,
в.

Нормальное напряжение определяется равенством

Я (h \ 15 104 250
а—— (- —/ 1=------------------(15 —1,02) = 18 511,7 Н/см2 = 185,1 МПа.

4/д; \2 / 4 7080

Статический момент отсеченной части поперечного сечения, от
вечающий точке К, будет

S™ = bt ^-^ = 13,5-1,02 (15 —0,51) = 199,5 см3.

Касательное напряжение в стенке балки равно (на уровне точки К)
Q S°TC 15 10“ 199,5

т=------- =------------------- = 3251,3 Н/см2 = 32,5 МПа.
dlx 2 0,65 7080
Тогда

ff«B = \/ff2 + 3T2 = 193,5 МПа <240 МПа.
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Рис. 14.1. Расчетная схема подкрановой балки и эпюры изгибающих 
моментов и поперечных сил

Таким образом, в месте соприкасания стенки и полки двутавра 
состояние стали достаточно далеко от пластического.

Пример 14.2. Рассмотрим стальную балку коробчатого поперечно
го сечения, напряженное состояние которой исследовалось в § 11.4 (рис. 
14.2). В точке К отмеченного (опорного) сечения найти эквивалентное 
напряжение по третьей и четвертой теориям прочности и сопоставить 
их с расчетным сопротивлением стали Я=240 МПа.

Рис. 14.2. Балка коробчатого поперечного сечения

Решение. На рис. 14.3 приведены эпюры внутренних усилий в бал
ке, возникающие от заданной нагрузки.

Нормальное напряжение а в точке К равно

Мх А Яя Л

причем
А3<5 А2ЬЗ 103 0,5 102 20 0,5

1Х=-------1------ --------------1-------------- = 583,3 см4.
6 2 6 2



Рис. 14.3. Расчетная схема балки и эпюры внутренних усилий

Тогда
35•103 • 50

583,3
5=15 000 Н/см2 = 150 МПа.

Касательное напряжение, обусловленное изгибом балки, определя
ется выражением

(2,5“ ЮА
1Х 25 4/х

Отсюда следует 
35 000'20'10

- = 3000,2 Н/см2 = 30 МПа.
4 583,3

Для касательного напряжения, вызванного кручением замкнутого 
профиля, имеем соотношение

Мг 1,5 БЬ 1,5/-
Тт?~ад~2кЬ5~ 2И5
Подставляя числовые значения, получим

1,5 35 000
1ч>' - = 5250 Н/см2 = 52,5 МПа,

2 10 0,5
а суммарное касательное напряжение будет 
т = тя+т1р = 30 + 52,5 = 82,5 МПа.

Из третьей теории прочности следует

*эИ = ^2+4*2 = 715°2+4-82,52 = 223 МПа<240 МПа.

В соответствии с четвертой теорией прочности получим 
аэхь—\1а2 + Зт2 = >/1502 + 3 ' 82,52 = 207,2 МПа<240 МПа.

Как видно, и в первом, и во втором случаях в наиболее напряжен
ной точке поперечного сечения, так же как и всей балки, пластическое 
состояние материала не наступило.



§ 14.4. Теория прочности Мора
Ряд материалов обладает разной прочностью при рас

тяжении и сжатии, причем прочность при сжатии выше, 
чем при растяжении. Последнее касается хрупких матери
алов, таких, как, например, бетон, кирпич и т. п.

Теорию прочности Мора, используемую для оценки 
прочности подобных материалов, удобно интерпретиро
вать с помощью кругов напряжений.

Напряженное состояние в точке графически может 
быть представлено на плоскости системой кругов Мора 
(рис. 14.4). Если оно соответствует началу разрушения 
материала (предельному состоянию), то большой круг, 
построенный по предельным значениям главных напря
жений (гь <т3, можно назвать предельным кругом.

Допустим, что проведено большое число испытаний 
при различных напряженных состояниях, для каждого из 
которых установлено предельное состояние. В результате 
на плоскости о, т может быть построено семейство пре
дельных кругов Мора (рис. 14.5).

Огибающая этих кругов определяет сочетания нор
мальных и касательных напряжений для каждого вида 
напряженного состояния, при которых наступает пре
дельное состояние. В дальнейшем будем предполагать, 
что эта огибающая является единственной для рассмат
риваемого материала.

Если напряженное состояние в точке тела таково, 
что большой круг Мора для него касается огибающей, то 
это означает либо разрушение материала, либо переход 
материала в пластическое состояние.

Рис. 14.4. Круги Мора для объемного напряженного
состояния в точке

Рис. 14.5. Система кругов Мора для различных напряженных состо
яний в точке и огибающая этих кругов



Для точного построения огибающей нужно было бы 
выполнить большое число экспериментов при различных 
напряженных состояниях, что по разным причинам труд
но реализовать практически. Поэтому обычно на основа
нии минимума результатов испытаний для наиболее про
стых видов напряженного состояния строится схематизи
рованная огибающая.

Для построения огибающей важно также было бы 
знать положение точки С (рис. 14.5), которая соответству
ет разрушению материала при всестороннем растяжении. 
Однако в настоящее время пока не удается провести 

' эксперимент, в котором одновременно создавались бы 
три растягивающих главных напряжения, в связи с чем не 
представляется возможным построение предельного кру
га Мора, который располагался бы правее круга, соответ
ствующего одноосному растяжению.

В связи с изложенным для построения схематизиро
ванной огибающей проводятся эксперименты с образца
ми при одноосном растяжении и сжатии. Огибающая 
заменяется касательной к кругам Мора, отвечающим 
результатам этих испытаний (рис. 14.6).

Далее найдем зависимость между главными напряже
ниями рассматриваемого напряженного состояния (на 
рис. 14.7 показан пунктиром) и равноопасного ему одно
осного растяжения.

В точках касания огибающей с тремя кругами Мора 
(рис. 14.7) восставим перпендикуляры, которые совпада
ют с радиусами кругов, и через точку А проведем горизо
нтальную прямую. Из подобия треугольников АВВХ
и АС Ci следует 

сс, вв{—=—. (14.6)
ACi Aßt v ’

о ч>
Рис. 14.6. Схематизированная огибающая кругов Мора

Рис. 14.7. Графическая зависимость между главными напряжения
ми заданного напряженного состояния и равноопасного ему одноос
ного растяжения



Условие прочности 
по теории Мора

СС, (<тс-о-р), ЯЯ, =Л [(<т, - <г3)-стр];

АСХ = (ас+ар), ЛВ, = 1- [ар-(а, + <т3)],

где <7Р, <тс — пределы прочности материала при одноос
ном растяжении и сжатии.

После подстановки этих выражений в равенство (14.6) 
получим
*с-<Гр_(<Г1-<Гз)-*р

<*с + <Гр <Тр-(Т1+<Гэ)’

или

---- £ °’з = 0'р- (а)

Примем

тогда, обозначив левую часть равенства (а) через <тэжв, 
получим
аэш = а1-ка3 = ар. (14.7)

В случае плоского напряженного состояния (рис. 14.8) 
формула (14.7) принимает вид

1 -к 1+К /—т------- —;
=-----а-\------ ч/а2+4т2 = (тр.

1+*

При расчете по методу предельных состояний для 
оценки прочности используется условие

1 —к
а3„=----- <7+-^ у/<Г2 + 4т2^Л,2 2 (14.8)

где Л — расчетное сопротивление материала при одноос
ном растяжении.

Если материал пластичный и обладает одинаковыми



пределами текучести при растяжении и сжатии, то, пони
мая под сгр и <тс предел текучести материала при одноос
ном растяжении и сжатии, получим к=1 и соотношение
(14.8) в этом случае совпадает с аналогичным соотноше
нием третьей теории прочности.

Для хрупких материалов величина к часто бывает 
очень малой (например, для бетона), тогда условие (14.8) 
имеет вид

£ГЭкВ = --)— у/<т2 + 4т2^Л,
2 2

что совпадает с критерием прочности по наибольшим 
нормальным напряжениям.

Теория Мора дает результаты, хорошо согласующие
ся с экспериментальными данными в тех случаях, когда 
круги напряженного состояния в точке тела располагают
ся между кругами, соответствующими одноосному рас
тяжению и сжатию, т. е. при а^>0, «т3<0.

Отличительной чертой теории Мора от рассмотрен
ных ранее является то, что она полностью базируется на 
экспериментальных данных и по мере их накопления мо
жет уточняться.

В частности, при построении огибающей наряду с дву
мя упомянутыми ранее кругами можно было бы исполь
зовать также круг, отвечающий чистому сдвигу. Однако 
это уточнение не вносит каких-либо принципиальных из
менений, тем более что использование прямолинейной 
огибающей идет в некоторый запас при оценке прочности 
материала.

Вместе с тем теория Мора не лишена недостатков. 
Один из них уже отмечался в связи с трудностями постро
ения огибающей кругов Мора. Другим недостатком явля
ется неучет (как и в критерии наибольших касательных 
напряжений) промежуточного главного напряжения а2.

§ 14.5. О новых теориях прочности
Критерии прочности и пластичности, рассмотренные 

в предыдущих параграфах, справедливы для традицион
ных конструкционных материалов — однородных и изо
тропных. Однако в последнее время в различных облас
тях техники, в том числе и в строительстве, все большее 
распространение получают новые, так называемые ком
позиционные материалы (композиты). Композит пред
ставляет собой полимерную или металлическую матри
цу, армированную высокопрочными волокнами (стеклян
ными, угольными и т. п.). Отличительными признаками 
этих материалов являются их неоднородность и, как 
правило, ярко выраженная анизотропия свойств. Послед
нее обстоятельство находит отражение в том числе 
и в прочностных свойствах композитов.

Армирование композита может быть однонаправлен



ным (рис. 14.9, а), ортогональным (рис. 14.9, б), симмет
ричным в нескольких направлениях (рис. 14.9, в).

При однонаправленном армировании прочность ма
териала в направлении армирования высокая, а в ор
тогональном направлении значительно меньше, потому 
что определяется в основном прочностью матрицы.

Если подвергнуть однонаправленный композит испы
танию на растяжение или на сдвиг, то разрушение может 
произойти частично за счет разрыва волокон, а частично 
за счет скалывания матрицы. Аналогичные соображения 
оказываются справедливыми и в общем случае армиро
вания композиционных материалов волокнами.

Условие прочности композита можно записать в сле
дующем виде:
/(<;,, аг, <т3) = 0.

В настоящее время известно большое число различ
ных критериев прочности, предложенных для новых кон
струкционных материалов. В частности, один из критери
ев прочности для ортотропных материалов представляет 
собой обобщение критерия текучести по удельной энер
гии формоизменения и в случае плоского напряженного 
состояния записывается следующим образом:

где сгвг, г, — пределы прочности материала при растяже
нии — сжатии в направлении оси г (оси упругой симмет
рии, рис. 14.9, а, 6) и при сдвиге; аг, т — нормальное
напряжение в направлении оси г и касательное напряже
ние.

Если материал имеет разные пределы прочности при 
растяжении и сжатии, то могут быть использованы усло
вия прочности вида
а,(Т1 + Ь1(Г: + С1Т2= 1,

(14.9)

или

Константы, фигурирующие в этих соотношениях, 
определяются из опытов на растяжение, сжатие и сдвиг.



Следует обратить внимание на то, что результаты 
испытаний композитов обладают очень большим случай
ным разбросом и потому указанные константы должны 
находиться лишь на основе статистического анализа. По
следнее обстоятельство тем более затрудняет выбор на
илучшего критерия прочности композиционного матери
ала.

Среди композитов, применяемых в строительстве, на
ибольшее распространение имеют всевозможные поли
мерные материалы, на прочность которых оказывают 
большое влияние многие факторы, среди которых в пер
вую очередь нужно назвать температуру и время. Напри
мер, увеличение температуры всего на 20...30°С приводит 
к заметному снижению прочности указанных материа
лов. Еще более существенным при оценке прочности их 
является учет временного фактора. Обсуждению этого 
вопроса посвящена гл. 16.

§ 14.6. О механике хрупкого разрушения тел 
ири ы алы ним трещин

Обследования эксплуатируемых металлических конст
рукций (мостов, газгольдеров, корпусов кораблей и т. д.) 
показывают, что в их материале всегда присутствуют 
дефекты типа пустот или трещин. Эти трещины могут 
измеряться как микрометрами (в этом случае они выяв
ляются методами металлографии), так и иметь макрора
змеры, измеряемые сантиметрами и даже десятками сан
тиметров в зависимости от масштаба конструкции (рис. 
14.10). Возникает вопрос о том, насколько они опасны 
в отношении ее разрушения. Инженерная практика имеет 
примеры многих аварий, происшедших, на первый 
взгляд, по нецонягным причинам, поскольку разрушение 
хрупкого типа происходило при достаточно низком уров
не напряжений. Так, из 2500 кораблей типа «Либерти», 
построенных во время второй мировой войны, 145 раз
ломились пополам и почти 700 получили серьезные по
вреждения в условиях, далеко не экстремальных по уров
ню нагружения. Во многих странах, особенно в США,

Рис. 14.10. Пример трещины, обнаруженной при обследовании проез
жей части клепаного пролетного строения моста



были проведены многочисленные исследования, позволи
вшие установить, что ответственными за внезапные хруп
кие разрушения являются дефекты типа трещин. В то же 
время обследования показывают,. что трещины могут 
длительное время существовать в конструкции, оставаясь 
стабильными и не проявляя тенденции к росту. В послед
ние 25...30 лет сформировалось новое направление в воп
росах прочности, получившее наименование механика 
разрушения. В нем изучаются вопросы роста и устой
чивости трещин в элементах конструкций в зависимости 
от уровня нагружения и других условий в процессе эксп
луатации.

Опишем простой эксперимент, позволяющий нагляд
но продемонстрировать на установке, изображенной на 
рис. 14.11, существование некоего критического для дан
ного уровня напряжений размера трещины /=/1р. Рулон
ная бумага предварительно натягивается рукоятками, 
и положение роликов фиксируется стопорными штиф
тами. Затем, постепенно отодвигая груз на рычаге, в бу
маге создают, насколько это возможно, сильное натяже
ние (до состояния, когда бумага при постукивании по ней 
«звучит как барабан»). В этом положении рычаг фиксиру
ется с помощью упорного винта. В таком состоянии 
бумага имитирует растянутый напряжениями а элемент 
конструкции с фиксированными опорными закреплениями.

Теперь треугольным лезвием начинаем прорезать бу
магу, постепенно увеличивая длину «трещины» 21. При 
этом напряжения а в бумаге вдали от прореза не изменя
ются, так как закрепления фиксированы.

При определенном размере прорези 1=1^ происходит

Рис. 14.11. Установка для демонстрации существования критичес
кого размера трещины / при растяжении



взрывоподобный разрыв бумаги по всему сечению. Подо
бное наблюдается и в конструкции с трещиной.

> То же можно показать, растягивая полоску бумаги 
с прорезью руками1 (на концах она должна быть усилена 
приклеенными картонными накладками). При определен
ном усилии полоска разрывается. Можно подумать, что 
влияние прорези сводится лишь к ослаблению сечения до 
площади АЖП0 = (Ь—21)Ь. Чтобы показать, что это не так,
повторим опыт с другой полоской, имеющей плавное 
уменьшение сечения до ширины (Ь—21). Такую полоску 
разорвать не удается.

Объяснение состоит в том, что прорезь, как и трещина 
в конструкции, вносит сильное возмущение в поле напря
жений у ее концов, которое при определенной критичес
кой длине трещины 1=1^ и напряжении становится
неустойчивым. Начинается прогрессирующий рост тре
щины, что и приводит к хрупкому по внешним признакам 
разрушению. Рассмотрим эти вопросы подробнее.

Напряжения у острия трещины. На рис. 14.12 показана 
полоса, растянутая напряжениями а, имеющая на концах 
фиксированные (неподвижные) закрепления. Она имеет 
малую бесконечно тонкую щель (трещину) длиной 21. 
Если считать, что ширина полосы бесконечна (Ь»21), то 
для этого случая в теории упругости для идеально линей
но-упругого материала полосы выводятся следующие 
формулы для напряжений ау и ах в точках, лежащих на
продолжении трещины, а также для перемещений V бере
гов трещины:

<Ту = <Тх = —7=; Ч = 
-у/ 2пг

(1+*)(1+А»)*1
Е

(14.10)

6

ь
г г

Г



Плоская деформация (€¿-0)

Коэффициент ин
тенсивности напря
жения в бесконеч
ной пластине

где г — радиус точки, отсчитанный от острия трещины; 
ж=(3 — ц)[{\ +/*) для случая очень тонкой пластины; ког
да * мало, у конца трещины возникает плоское напряжен
ное состояние (<тг=0) (рис. 14.13, а). Другой противопо
ложный случай имеем, если толщина пластины I велика 
(/»2I). Тогда в центральной части фронта трещины (за 
исключением зон материала у боковых поверхностей) 
возникает так называемое плоское деформированное со
стояние, характерное тем, что ег=0 и, как следствие,
появляются помимо напряжений ах и оу напряжения <тг— 
=ц (<х1+о>)=2до> (рис. 14.13, б). В случае плоской дефор
мации ае=3—4р. Формулы (14.10) составляют так назы
ваемую сингулярную часть решения (при г-+0, <гу-*сс)
и справедливы только в очень малой окрестности у ост
рия трещины.

Коэффициент К} имеет в рассматриваемом случае зна
чение
^ = 0^1 (14.11)

и называется коэффициентом интенсивности напряже-
3/2ний; его размерность — Н/м . Индекс I связан с тем, что 

все описанное относится к трещине отрыва. В двух дру
гих случаях: II — плоский сдвиг, III — антиплоский сдвиг 
(рис. 14.14) — будем иметь похожую картину распределе
ния касательных напряжений, а соответствующие коэф
фициенты интенсивности обозначаются соответственно 
Кц и Кщ-

Из формулы для оу (14.10) видим, что при г-»0 ау-*сс\
следовательно, эта формула может дать сколь угодно 
большие напряжения у острия. С позиций любой гипо
тезы прочности это означает опасное состояние трещины. 
В действительности дело обстоит не так.

Рис. 14.13. Напряжения у острия трещины в тонкой (а) и толстой (б) 
пластине



Рис. 14.14. Три типа трещин: I — отрыв; II— плоский сдвиг; 
III — антиплоскнй сдвиг

аI

Рис. 14.15. Сравнительная величина радиуса зоны пластических де
формаций При плоском напряженном состоянии (а) и при плоской 
деформации (б)

Реальное очертание эпюры напряжений благодаря 
пластическим свойствам материала будет иным, чем по
казано на рис. 14.12. У острия на линии продолжения 
трещины возникает зона пластических деформаций на 
участке (рис. 14.15, а, б). На этом рисунке показа
на длина зоны пластичности, приближенно вычисленная 
для случаев плоской деформации (толстые пластины) 
и плоского напряженного состояния (тонкие пластины) 
по третьей гипотезе пластичности, согласно которой 
условие текучести имеет вид ах — <г3 = стт. В первом случае
полагаем 0\ — ау=К\\-^2п гр, а3 = 2рау; во втором — <т1 =
— ау—К11у/2пг'р, с3 = 0. Тогда из условия о1 — о3 = <гт най
дем

(1-2ц)*К\ . К\
гв=- 2п Г „  =  -

2по*
(14.12)

Например, для ¿1= 1/3 г'р1гр = 9, т. е.
при плоской деформации протяженность пластической 

зоны перед острием трещины значительно меньше, чем 
при плоском напряженном состоянии.

Толстые н тонкие 
пластины отлича
ются размером зо
ны пластичности 
у острия трещины



Для достаточно толстой пластины вдоль ее толщины 
/ радиус пластичности будет меняться от значения 
гр (14.12) в центре до значения г* в местах выхода трещи-
ны на боковую поверхность, где <т2=0 и независимо от
толщины существует плоское напряженное состояние (см. 
рис. 14.13, б). Исследованиями установлено, что прак
тически по всей длине трещины можно считать дефор
мацию плоской, если выполняются следующие условия:

/>2,5% />2,5% (14.13)
ат

Как видим, напряженное состояние в зоне у острия 
трещины не имеет бесконечных значений напряжений. 
Оно существенно зависит от коэффициента интенсивно
сти напряжений Къ который, согласно (14.11), зависит от
уровня нагруженности элемента а и размера трещины /. 
Оказывается, именно этот коэффициент Кх в определен
ных случаях определяет устойчивость трещины.

Критический коэффициент интенсивности напряжений. 
В 1920 г. была опубликована работа А. А. Гриффитса 
«Явление разрушения и течения в твердых телах», в кото
рой был предложен энергетический подход к решению 
задачи об устойчивости трещины. Она стала основопола
гающей в механике разрушения, хотя практическое при
менение и развитие основных положений этой статьи 
началось лишь в 30-х годах нашего века, в частности 
в работах И. Орована, Г. Ирвина и др. Рассмотрим ос
новные положения подхода Гриффитса.

На рис. 14.16 показано острие трещины, которая из 
положения 1 продвинулась в положение 2. Для ее продви
жения необходимо разрушить внутренние связи, изоб
раженные условно в виде стерженьков, на что должна 
быть затрачена работа с\А. В пластине с фиксированными 
закреплениями эта работа может быть затрачена лишь 
силами упругости. Как следствие, потенциальная энергия

Рис. 14.16. Подрастание трещины приводит к снятию напряжений ау на 
участке ¿1 * -



деформации пластины уменьшится на <Ш и энергетичес
кое условие продвижения трещины по Гриффитсу запи
шется в виде равенства
дЛ=й(/.  (14.14)

Для пластины толщиною /=1 Гриффитс представил 
работу АА в виде
6А = 2уй1‘ 1, (14.15)

где у — так называемая плотность энергии образования 
свободной поверхности тела. Для идеально хрупкого и ли
нейно-упругого материала, рассматривавшегося Гриффи- 
тсом, у — это константа материала, характеризующая 
удельную работу разрушения межатомных связей при 
отрыве; величина 261' 1 — площадь добавочной свобод
ной поверхности у двух берегов подросшей трещины.

Снятие напряжений ау на участке 61 переводит трещи
ну из состояния 1 в состояние 2. Поэтому выделение 
энергии деформации сШ можно подсчитать как работу 
«упругих» напряжений ау на перемещениях V берегов
трещины, что для плоской деформации дает

сШ=2
а

муоуй г= <1/, (14.16)

где вычисление интеграла выполнено с использованием 
формул (14.10) для оу и V. щ

Условие (14.14) получает вид Кретический ко-
(1-//*) А? эффшщеат инген-

* снвност* няпряже-2уА1-

откуда можем найти критическое значение коэффициента 
интенсивности напряжений:

К\с—
I 2уЕ 

1-Л2
(14.17)

Значение К\С, при котором возможно малое продвиже
ние трещины, поскольку высвобождаемая энергия дефор
мации у конца трещины равна требуемой работе разруше
ния, называется критическим коэффициентом интенсив
ности напряжений.

В работах Орована и Ирвина было показано, что 
модель Гриффитса распространения трещины справед
лива и при наличии малой зоны пластических дефор
маций. Это имеет место для толстых пластин при плос
кой деформации. Тогда константа у должна включать 
работу на создание пластических деформаций у = + 
+ Уш» причем работа, затрачиваемая на хрупкое разруше
ние межатомных связей, значительно меньше работы

- 1  ♦  М Г М  М  [

гтттттттгтт
пластические
деформации



;

Формула Гриффи
тса

пластической, деформации: Ужр»10 Упл- В этом случае
продвижение трещины называют квазихрупким разруше
нием (слово «квази» означает «как бы»).

Коэффициент Кю выражает способность материала
к сопротивлению росту трещин и иногда называется вяз
костью разрушения. Чем больше АГ1С, тем выше трещино-
стойкость материала. Величины К\С определяются экс
периментально в соответствии с ГОСТами (см. 
ГОСТ 25.506—85), о чем будет сказано подробнее ниже.

Условие устойчивости трещины теперь можем записать 
в виде неравенства

I с. (14.18)

где К\ — коэффициент интенсивности напряжений у ост
рия данной трещины в рассматриваемом элементе конст
рукции. Для случая поперечной трещины в бесконечно 
широкой растянутой полосе (см. рис. 14.12) К\ — а^рк1. 
Тогда
О ^ К\с,

откуда найдем связь между критическим напряжением 
о'жр и критическим размером трещины (рис. 14.17):

А5с (14.19)

Кривая о'жр =/ (/жр) называется кривой критического 
разрушения. Если при данной длине трещины /=/0 и на-



□ряжении а=а0 соответствующая точка А0 (10, о0) лежит
ниже упомянутой кривой, то рост трещины энергетически 
невозможен. Как только трещина подросла до /0+А/
(например, за счет коррозии или за счет циклического во 
времени нагружения конструкции), а напряжения возрос
ли до (Т0+Aff и точка А0 перешла в положение А, так
трещина становится неустойчивой. Малейшее ее продви
жение приводит к выделению энергии деформации d U 
большей, чем требуется на работу разрушения, вследст
вие чего быстро формируется динамический процесс рас
пространения трещины. Например, в стали скорость это
го процесса равна скорости распространения волн дефор
маций (скорость звука) с=5600 м/с, что создает эффект 
мгновенного распространения трещины и хрупкого раз
рушения конструкции. Выделение энергии деформации 
в короткий промежуток времени создает впечатление 
взрывоподобного разрушения.
Экспериментальное определение К1С осуществляется на

стандартизованных образцах, два из которых показаны 
на рис. 14.18: один — при испытаниях на изгиб, другой — 
при внецентренном растяжении. Соотношения размеров, 
указанные на рисунке, диктуются стремлением обеспе
чить у острия трещины преимущественно плоское дефор
мированное состояние. В образце предварительно у ост
рия проточки путем циклического нагружения подращи
вается трещина на 1,25...1,5 мм, так называемая уста
лостная трещина (см. гл. 19). После этого начинают 
эксперимент по определению коэффициента KiC.



Измерению подлежат сила Р и смещение берегов тре-. 
щины у края образца V. Смещение измеряется с помощью 
специального прибора с листовыми пружинами, концы 
которых следуют за движением берегов трещины, и тен- 
зодатчиков, наклеенных на пружины (рис. 14.19). На гра
фопостроителе получается диаграмма «сила Р — смеще
ние V». Кроме того, с помощью микроскопа производит
ся измерение длины трещины /.

На рис. 14.20 показан характерный вид диаграмм 
«нагрузка Р — смещение V». Первый случай (рис. 14.20, 
а) — идеальное хрупкое разрушение при нагрузке Р=Р0.
Второй случай (рис. 14.20, б) — хрупкий рост трещины 
при Р=Ре, начавшийся в средней части фронта трещины
и сдерживаемый затем пластическими зонами у боковых 
поверхностей. В третьем случае (рис. 14.20, в) наблюдает
ся непрерывный нелинейный рост смещения за счет двух 
факторов: хрупкого подрастания трещины и развития 
пластических деформаций.

Для определения Р0 в этом последнем случае вырабо
тана следующая методика. Проводится секущая ОВ под 
углом а, для которого tgа=0,95tgаo, где а0 — угол на
чального линейного участка диаграммы. Точка пересече
ния диаграммы и секущей дает значение Ре. Установлено,
что если при Р=Р(1 смещение V определяется главным
образом хрупким ростом трещины, то на уровне 
Р=0,8Ре трещина не должна расти и отклонение диа
граммы от прямой, определяемое только пластическими

Рис. 14.19. Измеритель раскрытия (смещения у)

О смещение V

Рис. 14.20. Виды экспериментальных диаграмм нагрузка — смеще
ние



деформациями, должно быть существенно меньше, чем 
на уровне Р=Рв. Поэтому вводится требование на от
клонение от начальной прямой 
Ду (0,8 Р0)< 0,25 Ду (Ре).

Если оно не соблюдается, то это означает, что в данном 
эксперименте слитком велико влияние пластических де
формаций, и эксперимент бракуется.

По найденной из эксперимента силе Рв вычисляется
соответствующий коэффициент интенсивности напряже
ний:
К1С = К, СРе). (14.20) •*

Это делается по соответствующей формуле, получен
ной методами теории упругости, с учетом конкретного 
вида образца. Так, для образца, работающего на изгиб 
(см. рис. 14.17),

K'-fMT-4fiW+HT~31'6 

+38’7({Г]
на внецентренное растяжение (компактный образец)

f29'6 (0 185,5 (Г+655'7 (¡Г-
(14.21)

th

-юп|-
7/2

+6391-
9/2"

(14.22)

После вычисления по (14.20) Кхс с использованием
формул (14.21) или (14.22) производится проверка усло
вий (14.13). Если они нарушены, то в эксперименте не 
соблюдены условия плоской деформации и его резуль
таты бракуются.

ка, кгс/мм}/2

9о1
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t

i о
о
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о
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испытание 
о действительно

Ккш4-
• испытание 

бракуется

/5 20 25 30 35мм t

Рис. 14.21. Результаты испытаний образцов различной толщины 
t из алюминиевого сплава 7075 — Т651



Наибольшее влияние на результаты эксперимента 
оказывает толщина образца и В тонких образцах, где 
недостаточно реализуются условия плоской деформации, 
наиболее вероятно получение бракуемых результатов. 
Это подтверждается результатами испытаний, приведен
ными для примера на рис. 14.21.*

Заметим, что для тонких пластин разрушение при 
наличии трещин происходит главным образом в услови
ях плоского напряженного состояния. Влияние пластичес
кой зоны перез фронтом трещины очень велико, и коэф
фициент А,с не может быть критерием устойчивости тре
щины. Для таких случаев разработан критерий критичес
кого раскрытия трещины (здесь на нем мы не останав
ливаемся).

Вопросы для самоконтроля к главе 14
14.1. Что такое эквивалентное напряже

ние?
14.2. В чем различие между критериями 

пластичности и прочности материала?
143. Какие из рассмотренных критериев 

являются критериями пластичности, а какие — 
критериями прочности?

14.4. Назовите недостатки каждой из те
орий прочности или пластичности.

14.5. В чем заключается приниципиальное 
отличие теорий прочности композитных мате
риалов от классических теорий прочности 
и пластичности?

14.6. К^к распределены напряжения у ост

рия трещины в идеально линейно-упругом те
ле?

14.7. Как изменяется форма эпюры напря
жений у острия трещины за счет пластических 
деформаций? Как влияет на пластическую зону 
толщина пластины?

14.8. В чем состоит энергетическое условие 
устойчивости трещины по Гриффитсу?

149. Что такое критический коэффициент 
интенсивности напряжений К\С и кривая крити
ческого разрушения?

14.10. Как экспериментально определяется

* Разрушение (Руководство). Исследование разрушения для инже
нерных расчетов/ Пер. с англ. М., 1977. В 7-ми томах. Т. 4. С. 57.



ГЛАВА 15

УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТЫХ СТЕРЖНЕЙ

15.1. Основные понятия
До сих пор основное внимание было сосредоточено на 

определении напряжений, перемещений, возникающих 
в стержнях, и на оценке их прочности и жесткости. Одна
ко оказывается, что соблюдение условий прочности и ма
лость перемещений по сравнению с допускаемыми нор
мами еще не гарантируют способности конструкций вы
полнять предназначенные им функции.

Наряду с анализом прочности и жесткости необходим 
анализ устойчивости конструкций. С понятием устойчи
вости мы часто сталкиваемся в повседневной жизни, 
и правильное интуитивное представление о нем имеется 
у всех. Поясним это понятие на следующем примере.

Рассмотрим три положения равновесия тяжелого ша
рика, лежащего на неровной поверхности.

Сместим шарик, находящийся на дне лунки (рис. 15.1, 
а), ненамного влево или вправо и отпустим его. Шарик 
скатится к нижнему положению равновесия и начнет 
совершать колебательные движения около него. По ис
течении некоторого времени шарик остановится в исход
ном положении.

Если же задать аналогичное смещение шарику, нахо
дящемуся на вершине выпуклости (рис. 15.1, б), го шарик 
покатится вниз и не вернется в исходное положение. Как 
ввдно, два положения равновесия принципиально раз
личаются между собой. Первое из них является устой
чивым. а второе — неустойчивым. Таким образом, поня
тие устойчивости можно считать свойством состояния 
равновесия (в общем случае — движения) тела или систе
мы тел.

Третье положение равновесия шарика (рис. 15.1, в) 
также является устойчивым, но оно качественно отлича
ется от первого. Если в первом случае шаркж возвращал
ся в исходное положение равновесия, то р третьем случае

Волчок при боль
шой скорости вра
щения устойчив по 
отношешво к ма
лым боковым воз
действиям

Тшиы равновесных 
состояний

^1 V ) Шш \ ) ■

Рис. 15.1 Три различных положения равновесие тяжелого шарика: ■ 
а — устойчивое; б — неустойчивое; * — устойчивое Резрятлв'шое
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Александр Михаи
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■
Явление устойчи
вости важно для 
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тей науки и техни
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никновение турбу
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ро движущейся 
жидкости; эколо
гии — взрывное 
развитие популя
ций конкурирую
щих экологичес
ких видов и т. д.

он остается в новом отклоненном положении равновесия. 
Иногда такое состояние равновесия называют безразлич
ным.

Назовем исходное состояние равновесия тела невоз
мущенным, отклонения его от состояния равновесия — 
возмущениями, а новое состояние равновесия — возму
щенным.

Если при действии малых возмущений тело отклоня
ется от своего невозмущенного состояния равновесия не
значительно, то такое состояние равновесия называется 
устойчивым. Если же состояние равновесия тела не об
ладает этим свойством, то оно называется неустойчи
вым.

Данное определение является математически нестро
гим, но для наших целей его будет достаточно.

Основы современной математической теории устой
чивости движения созданы в конце XIX в. выдающимся 
русским математиком и механиком А. М. Ляпуновым.

Чтобы иметь представление о том, в чем заключается 
отличие приведенного выше определения устойчивости 
от введенного Ляпуновым, сформулируем его примените
льно к шарику.

Пусть С — произвольное положительное число. Если 
для любого С, каким бы малым оно ни было, можно 
выбрать такое малое положительное число В (зависящее 
от С), что при любых начальных отклонениях шарика 
8 от положения равновесия, удовлетворяющих условию 
¡¿| < В, в любой момент времени выполняется неравенст
во |Д| < С, то такое положение равновесия шарика устой
чиво.

Здесь под А понимается отклонение шарика от поло
жения равновесия в процессе его колебательных движе
ний.

В осях А ~ / (время) состоянию равновесия шарика 
соответствует прямая А = 0, т. е. прямая, совпадающая 
с осью I. Тогда приведенное определение устойчивости 
графически может быть проиллюстрировано так, как по
казано на рис. 15.2. Отсюда видно, что в случае устой
чивого положения равновесия траектория возмущенного 
движения шарика, оказывается заключенной внутри 
С-трубки.

Малость возмущений шарика является важным усло
вием данного определения. Если отказаться от этого

С

-С



предположения, то шарик может оказаться достаточно 
далеко от первоначального положения равновесия (рис.

Рассмотрим абсолютно жесткий стержень, шарнирно 
закрепленный нижним концом и сжатый силой -Р. В вер
тикальном положении стержень удерживается упругой 
пружиной, имеющей жесткость с. Она означает, что при 
повороте стержня на единичный угол в упругом шарнире 
возникает момент, равный с.

Допустим, что стержень получил отклонение от вер
тикального положения, определяемое углом ср. Если но
вое положение стержня является равновесным, то, состав
ляя уравнение равновесия Ет0=0, получим

Пшкр = с(р. (а)
Таким образом, рассматриваемая задача является не

линейной, причем нелинейность обусловлена конечным 
перемещением стержня. Подобные задачи называют гео
метрически нелинейными.

Если угол ср достаточно мал, то можно положить 
ътсркср. В результате нелинейное уравнение (а) заменя
ется линеаризованным
(Р1—с) ср = 0.

Последнее уравнение имеет два возможных решения.
Первое из них, (р = 0, означает, что вертикальное поло

жение равновесия стержня соблюдается при любом зна
чении силы Г. Такое решение очевидно и потому обычно 
называется тривиальным.

Второе решение, которому соответствует срф 0, воз
можно только в Том случае, когда обращается в нуль 
множитель

Отсюда следует, что отклоненное положение равновесия 
имеет место только при

Какие решения 
может иметь си
стема однородных 
линейных алгебра
ических уравнений

15.3).

Р1—с=0.

чЛ

Рис. 13.3. Устойчивое положение равновесия 
шарика «в малом» и неустойчивое «в боль
шом»

\1р

Рис. 15.4. Вертикальное (невозмущенное) и откло
ненное от вертикали (возмущенное) положения рав
новесия абсолютно жесткого стержня



Сравните поведе
ние этого стержня 
с поведением рас
смотренного ранее 
шарика

положением равновесия стержня возможно другое поло
жение равновесия, как угодно близкое к первому.

Силу Р, называют критической силой.
Важно обратить внимание на то, что при Р=Р, угол 

поворота стержня оказывается неопределенным.
Итак, при Р<Р, стержень имеет только одно — три

виальное — положение равновесия. При Р=Р, стержень
начинает отклоняться от вертикального положения рав
новесия. Интуиция подсказывает, что при Р>Р, стержень
отклонится от вертикального положения еще больше, 
хотя из линеаризованного уравнения это не следует. Зна
чения угла <р при Р>Р, могут быть найдены из нелиней
ного уравнения (а).

Таким образом, при Р<Р, вертикальное положение
равновесия стержня является устойчивым, а при Р>Р, —
неустойчивым. При Р>Р, происходит переход стержня от
исходного вертикального (неустойчивого) положения 
равновесия к отклоненному (устойчивому) положению 
равновесия. Этот переход называют потерей устойчиво
сти исходного положения равновесия стержня или, корот
ко, потерей устойчивости стержня.

С явлением потери устойчивости приходится считать
ся и в реальных инженерных конструкциях, в которых 
характер равновесия зависит от действующих нагрузок. 
При этом необходимо подчеркнуть, что потеря устой
чивости может произойти при напряжениях, значительно 
меньших тех, которые допустимы с точки зрения прочно
сти конструкции.

Для того чтобы убедиться в этом, проведем неслож
ный эксперимент с тонкой линейкой (рис. 15.5). При 
некотором сжимающем усилии линейка начинает изги
баться. Если усилие уменьшается, то она возвращается 
в исходное положение.

Таким же образом происходит потеря устойчивости 
центрально сжатого стержня. На рис. 15.6 показана 
форма потери устойчивости раскоса металлического про
летного строения железнодорожного моста. Аналогично 
ведет себя тонкое кольцо при гидростатическом сжатии 
(давлении). Если давление мало, то во всех сечениях



кольца наблюдается центральное сжатие. Однако при 
некотором значении q, круговое очертание становится
неустойчивым и ось кольца превращается в эллипс (рис, 
15.7).

В других случая« потеря устойчивости сопровождает
ся появлением пластических деформации, в результате 
чего после уменьшения или удаления нагрузки в конст
рукции сохраняются остаточные деформации. В качестве 
примера можно привести балку, показанную на рис. 15.8

Рис. 15.6. Картина потери 
устойчивости сжатого раско
са металлического пролетно
го строения железнодорож-
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Рис. 15.7. Форма потери 
устойчивости кольца при 
гидростатическом сжатйи
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Рис, 15.8. Картина потери устойчивости плоской формы изгиба бал
ки

и нагруженную посередине. Вначале балка испытывала 
только изгиб в вертикальной плоскости (плоский изгиб). 
При достижении силой определенного значения плоская 
форма изгиба становится неустойчивой.

Из многочисленных задач устойчивости конструкций 
в курсе сопротивления материалов обычно ограничива
ются рассмотрением только задачи об устойчивости сжа
того стержня, оставляя более сложные случаи для специ
ального курса «Устойчивость и динамика сооружений».
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вится неустойчи
вым



§ 15.2. Вывод формулы Эйлера для 
критической силы

Рассмотрим шарнирно опертый по концам сжатый 
стержень (рис. 15.9). Предположим, что по какой-то при
чине стержень получил малое искривление оси, вследст
вие чего в нем появился изгибающий момент
М=Еу.

Необходимо обратить внимание на то, что выражение 
для изгибающего момента получено для деформирован
ного состояния стержня, в чем проявляется нелинейность 
задачи и что составляет принципиальное отличие рас
сматриваемой задачи от рассмотренных в предыдущих 
главах. Заметим, что при линейной постановке задачи 
уравнения равновесия составляются для исходного (неде- 
формированного) состояния, а в этом случае изгибающий 
момент в стержне был бы равен нулю.

При малых прогибах справедливо равенство
Е1\"= —М,
которое можно представить в виде 

+ к2\ = 0,
где обозначено

Решение однородного дифференциального уравнения
(15.1) имеет вид
V (z) = В cos kz+ С sin kz.
Произвольные постоянные В и С определяются из гра
ничных условий:

при z=0 v=0; >
при z=/ v = 0.

Из первого условия следует, что В=0.
Таким образом, уравнение оси изогнутого стержня запи
сывается так:

(15.1)
/: .

Рис. 15.9. Продольный 
изгиб сжатого стержня, 
шарнирно закрепленного 
по концам



V = С вт кг.
Используя второе граничное условие, получим

!(- ;•> .Н )Пам;К, Ш "Л Я Я
* Это уравнение имеет два решения: С=0 и Сф 0, но 

тогда вт к1=0.
Первое решение в нашей задаче интереса не представ

ляет, так как при С= 0 прогиб тождественно равен нулю. 
Последнее означает, что стержень имеет прямолинейную 
форму равновесия.

Во втором случае из равенства
яп£/=0

I получим
к1=пп, п= 1,2,3,....

В результате имеем 
п2п2Е1

г Т'К

^=-
12 ' \ ,

т. е. криволинейная форма равновесия стержня возможна 
только при фиксированных значениях сжимающей силы. 
При п = 1 стержень изгибается с образованием одной 
полуволны синусоиды (рис. 15.10), при всех последующих 
п число полуволн соответственно равно п.

Наименьшее значение сила Г принимает при п= 1

п2Е1
(15.2) Формула Эйлера

Эта сила называется критической силой.
Формула (15.2) впервые была получена в 1744 г. вели

ким математиком Леонардом Эйлером. Поэтому иногда 
ее называют формулой Эйлера, а определяемую с ее 
помощью критическую силу — эйлеровой силой.

Рис. 15.10. Формы потери устойчивости стержня, отвечающие раз- 
аым значениям п

Леонард Эйлер 
(1707—1783, ро
дился в Швейца
рии) — гениаль
ный математик 
и механик, более 
30 лет проработа
вший в России
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сжимающую сш1у, при которой наряду с прямолинейной 
формой равновесия становится возможной другая (изгиб- 
ная) форма равновесия. В таких случаях говорят, что 
происходит ветвление, или бифуркация, равновесных со
стояний стержня.

Как видно, критическая сила ирямо пропорциональна 
изгибной жесткости стержня и обратно пропорциональна 
квадрату его длины.

При п— 1

у=Св1п - г.I
Таким образом, стержень изгибается по полуволне 

синусоиды с амплитудой С, которая оказывается неоп
ределенной, что является следствием использования при
ближенного уравнения (15.1), записанного в предположе
нии малости прогиба.

Если /'гр</~ и не совпадает со значениями (пп)2 Е1/12

(при 2), то решение того же уравнения является нуле
вым. Однако рассмотрение точного дифференциального 
уравнения

(1 -V' )
+к2у=0

Решите
15.3

задачу

показывает, что в действительности по мере увеличения 
сжимающей силы от нуля амплитуда искривления оси 
стержня меияегся гак, как показано на рис. 15.11.

Этот рисунок можно объяснить следующим образом. 
При Р<Р1? сгержень имеет только одну — прямолиней
ную - форму равновесия и более детальное исследова
ние свидетельствует о гом, что эта форма равновесия 
устойчива.

При Г> Рхр наряду с прямолинейной имеет месго дру
гая — криволинейная — форма равновесия, причем 
в этом случае прямолинейная форма равновесия неустой
чива, а устойчивой является искривленная форма равно
весия. Поэтому практическое значение имеет только пер
вая сила, при которой возможна бифуркация равновес
ного положения.

Рис. 15.11. Зависимость между ам- 
шш гудой прогиба стержня я сжи
мающей силой
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Изменение числа равновесных состояний является ти
пичным для нелинейных явлений. Линейные задачи име
ют всегда только единственное решение.

При приложении силы стержень может внезап
но перейти к другой форме равновесия, при этом прогибы 
и напряжения резко возрастут. Продольный изгиб стерж
ней опасен именно тем, что он наступает неожиданно 
и его трудно предотвратить в тех случаях, когда неверно 
назначены размеры сжатого стержня.

Следует обратить внимание на то, что критическая 
сила не зависит от характеристик прочности материала. 
Для двух стержней с одинаковыми геометрическими ха
рактеристиками, но изготовленными из малоуглеродис
той стали и высокопрочной низколегированной стали 
критические силы одинаковы.

§ 15.3. Влияние способа закрепления концов 
стержня на значение критической силы

Формула Эйлера получена в предположении шарнир
ного опирания стержня по концам. На практике встреча
ются и другие способы закрепления концов. Наиболее 
часто встречаются способы опирания, показанные на рис. 
15.12.

Критическая сила для каждого из этих стержней мо
жет быть получена по обобщенной формуле

Формула для кри
тической силы

где ц — коэффициент приведенной длины, а величина 
ц!=10 называется приведенной или свободной длиной.

п2Е1

№У

Я V.

\

м-

М-2
Рис. 15.12. Значения коэффициента приведенной длины для сжатых 
стержней при различных способах закрепления концов



Приведенная (сво- условную длину шарнирно опертого по концам стержня, 
бодная) длина для которого критическая сила равна критической силе 
стержня г > для заданного стержня. ' * пОсь изогнутой стойки, нижний конец которой жестко 

защемлен, а верхний — свободен, можно рассматривать 
как половину полуволны шарнирно опертого стержня. 
В таком случае 4 = 2/ и ц=2.

Для стержня, защемленного по концам, длина полуво
лны между точками перегиба изогнутой оси составляет 
половину длины стержня. Следовательно, для такого 
стержня /0 = 0,5/ и // = 0,5. Заметим, что верхний конец
стержня защемлен по отношению к изгибным деформа
циям, но свободно смещается в вертикальном направле
нии (скользит по направляющим)*

Итак, коэффициент ц может быть найден исходя из 
геометрических аналогий.

Пример 15.1. Найти значение критической силы для двутаврового 
стального стержня, защемленного нижним концом (рис. 15.13).

Рис. 15.13. Сжатая стойка двутаврового поперечного сечения

Решение. В соответствии с ГОСТ 8239 -89 (Приложение II) моме
нты инерции и площадь поперечного сечения двутавра № 30 равны: 
/* = 7080 см4, /^ = 337 см4, А =46,5 см2. Модуль упругости стали
£=2,06' 105 МПа. Коэффициент свободной длины ц — 2.

Очевидно, что потеря устойчивости стержня произойдет в плоско
сти наименьшей жесткости стержня, поэтому при вычислении критичес
кой силы следует брать наименьший момент инерции поперечного 
сечения.

В результате найдем
п2Е1у 3,142• 2,06■ 105• 106 337 10_в

/■ =------- -* =----------------------------------------= 68 447 Н.
* М2 (2' 5)

Нормальные напряжения в поперечном сечении стержня, возника
ющие при действии этой сжимающей силы, равны

ч



Отсюда видно, что потеря устойчивости стержня наступает при 
напряжениях, значительно меньших предела текучести или предела 
прочности материала. Действительная сжимающая сила, прикладыва
емая к стержню, должна быть меньше полученной критической силы.

При определении значения критической силы необ
ходимо считаться с возможностью различных форм поте
ри устойчивости в главных плоскостях стержня, что зави
сит от способов его закрепления. Если концы стержня 
закреплены так, что приведенная длина его оказывается 
одинаковой для обеих главных плоскостей, то при вычис
лении критической силы следует брать наименьший мо
мент инерции поперечного сечения:

Если же закрепление концов стержня в плоскостях 
XOZ и YOZ таково, что коэффициенты приведенной дли
ны различны и равны и ц2, то необходимо вычислить
два значения сжимающей силы:

Критической для рассматриваемого стержня является 
меньшая из этих двух сил.

Прамер 15.2. Определить критическую силу для колонны здания, 
расчетная схема которой показана на рис. 15.14.
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Решение. В плоскости XOZ на верхнем конце колонны реализует
ся шарнирное опирание, а в плоскости YOZ — «плавающая» заделка 
(верхний конец колонны может смешаться в направлении оси Y без 
поворота в плоскости YOZ). Нижний конец колонны жестко заделан. 
Поперечное сечение представляет собой два прокатных швеллера № 20, 
полки которых сверены. Геометрические характеристики швеллера: 
А = 23,40 см , /, = 1520 см\ ^ = 113 см*, г0=2,07 см, 6 = 7,60 см. Мо
дуль упругости стали £'=2,06 • 105 МПа.

НаДдем моменты инерции ' поперечного сечения колонны: 
/х=2-1520 = 3040 см*, /у = 2 [Iy + A (¿>-r0)2]“2 [113 + 23,4 (7,6-
-2.07)2]“ 1657,2 см*.

Для плоскости YOZ имеем (/i=l)
пг 2,06 105 106 3040 10-®

Л-------------------^----------------------- *55,5 ■№

в плоскости XOZ (р=0,7)
я2 2,06 10’ 105 1657,2-Ю'8

F2=----------------------------------------= 951,7 кН.
(0,7 • 8,5)J

Таким образом, критической силой для колонны является 
=Я) =855,5 кН.

§ 15.4. Пределы применимости формулы Эйлера
Формула Эйлера была выведена в предположении, 

что деформирование материала подчиняется закону Гу
ка. Однако очевидно, что по мере уменьшения длины 
стержня значение критической силы увеличивается и мо
жет оказаться, что начиная с некоторого значения сжима
ющие напряжения, вызванные ею, будут превышать пре
дел пропорциональности и закон Гука оказывается не
приемлемым.

Для определения границы применимости формулы 
Эйлера найдем нормальное напряжение, соответству
ющее критической силе:

^ п2Е1 п2Е
°ч>~ А (р!)2 А &

Гибкость стержня

. //где 1= /-------радиус инерции поперечного сечения стерж
ня.

Введем обозначение Л=—./
Величина X называется гибкостью стержня.
Тогда

я 2Е
= ~JT

ffrp И к.

ч



Рис. 15.15. Зависимость между критическими напряжениями и гиб
костью стержня из углеродистой стали

Приравняем это напряжение к пределу пропорциона
льности, после чего получим

Например, для стали С245 (атк 195 МПа, Е= 
=2,06 • 105 МПа) найдем

Итак, при Л>Ао для определения критической силы
можно пользоваться формулой Эйлера, если же Я < Л), то
формула Эйлера становится неприемлемой. Поэтому на 
рис. 15.15 при Л<Ло гипербола Эйлера показана пунк-

Если стержень достаточно короткий (для сталей 
Я<40...60), то разрушение стержня происходит вследст
вие разрушения самого материала. Такое разрушение 
может иметь различный характер: хрупкое разрушение 
(например, в бетоне) или появление пластического тече
ния (например, в сталях). Этому условию соответствует 
горизонтальная прямая на рис. 15.15.

При А, <Я<Ло теоретическое исследование устойчиво
сти стержня существенно усложняется. Для практических 
расчетов в этом случае используется эмпирическая зави
симость, предложенная Ф. С. Ясинским на основе изуче
ния опытных данных:

где а и Ь — константы, зависящие от материала.

Пределы примени
мости формулы 
Эйлера

тиром.

— о {15.3) Формула Ясинско
го



Феликс Станисла
вович Ясинский 
(1856—1899) — 
русский инженер 
н механик

Решите
15.4

задачу

Например, для малоуглеродистой стали а = 310 МПа, 
¿>=1,14 МПа, а для дерева а=29,3 МПа, ¿>=0,194 МПа.

На рис. 15.15 равенству (15.3) соответствует наклон
ная прямая.

Диаграмма на рис. 15.15 определяет максимальное 
напряжение, которое может быть приложено при осевом 
сжатии стержня. При этом напряжении стержень раз
рушается либо вследствие разрушения материала, либо 
вследствие потери устойчивости. Причина разрушения 
определяется гибкостью стержня.

Иногда для отыскания критической силы при Х\ <
< Х < Л о  пользуются формулой Эйлера, подставляя в нее
значение приведенного момента инерции:

'Ф (мП2 '

(15.4)

Такую замену можно объяснить следующим образом. 
При равномерном осевом сжатии стержня критической 
силой в нем возникают нормальные напряжения, кото
рым соответствует точка В  на диаграмме деформирова
ния (рис. 15.16). При появлении продольного изгиба в од
ной части поперечного сечения возникают малые допол
нительные сжимающие напряжения, а в другой части — 
дополнительные растягивающие напряжения. Как извест
но, при разгрузке модуль деформирования принимается 
равным модулю упругости Е ,  а при догружении — рав
ным касательному модулю Е г .

Итак, при продольном изгибе стержень ведет себя как 
стержень с разными модулями упругости при растяжении 
и сжатии. Задача об изгибе такого стержня рассматрива
лась ранее (см. выше § 6.9, гл. 6).

Для стержня прямоугольного поперечного сечения по
лучим

_ 6Л3 4Е,
12

Изгибную жесткость стержня можно записать в иной 
форме:
П —Р" Iир -"Цр * *

Рис. 15.16. Зависимость 
между напряжениями 
и деформациями при до
гружении и разгрузке

ч



причем для стержня прямоугольного сечения 

Е - *ЕЕ'_
(ч/'£+ч/£,)2

Эта формула впервые была получена Ф. С. Ясинским 
именно при решении задачи об устойчивости стержня за 
пределом упругости.

Тогда выражение (15.4) можно представить следу
ющим образом:

р =. л Пр
^пр *

Интересно отметить, что в 70-х годах XIX в. немец
кий ученый Ф. Энгессер предложил использовать фор
мулу Эйлера для определения критической силы за преде
лом пропорциональности, заменяя в ней модуль упруго
сти касательным модулем

пгЕх1

Сила ^ получила название касательно-модульной.
В противоположность ей сила Ещ, называется приведенно-
модульной. Она была предложена несколько позже 
Ф. С. Ясинским и Т. Карманом. Долгое время теория 
приведенного модуля считалась правильной, а теория 
касательного модуля — неверной.

При определении той и другой критических сил пред
полагалось, что внешняя сила мгновенно прикладывается 
к стержню и в процессе последующего анализа устой
чивости равновесного положения предполагалась неиз
менной. В 1946 г. Ф. Шэнли рассмотрел иную постанов
ку задачи, а именно: он исследовал возможность выпучи
вания (продольного изгиба) первоначально прямого 
стержня в условиях увеличивающейся сжимающей силы 
(в условиях догружения). В результате было установлено, 
что наименьшей силой, при которой может начаться 
выпучивание стержня, является касательно-модульная си
ла.

§ 15.5. Практический расчет сжатых стержней
Если в гл. 3 при расчете сжатых и растянутых стерж

ней на прочность требовалось выполнение условия

Формула для при- 
веденно-модуль- 
ной критической 
силы

Фридрих Энгессер 
(1843—1931) — не
мецкий инженер и 
механик
!

Формула для ка- 
сательно-модуль- 
ной критической 
силы

Теодор фон Кар
ман (1881—1963, 
родился в Венг
рии) — механик, 
работавший в Гер
мании н США



Коэффициент за
паса по устойчиво
сти

площадь поперечного сечения нетто), то теперь необходи
мо учесть то обстоятельство, чтобы сжимающие напря
жения не оказались больше а^\

а=-<а1?=-—, (15.6)
Лбр Л*,'

где Абр — площадь поперечного сечения стержня брутто.
В знаменателе последнего соотношения фигурирует 

площадь брутто потому, что местные ослабления (отвер
стия под заклепки или болты, канавки и т. п.) не оказыва
ют заметного влияния на значение критической силы.

Для обеспечения определенного запаса по устойчиво
сти стержня должно соблюдаться неравенство

. (15.7)
п

где п — коэффициент запаса по устойчивости, который 
зависит от возможности случайного увеличения силы 
Б а возможности ее внецентренного приложения, от нали
чия начальных несовершенств в геометрии стержня и спо
собах его опирания и т. д.

Сопоставим между собой неравенства (15.5) и (15.7) 
и обозначим отношение их правых частей через ср:

Отсюда

~ = <рЯ. (15.8)

Величина ц> называется коэффициентом продольного - 
изгиба и определяет степень снижения расчетного сопро
тивления материала при продольном изгибе. Поскольку 
коэффициент зависит от критического напряжения, кото
рое, например, для упругого стержня определяется выра
жением

то очевидно, что он зависит от гибкости стержня и от 
механических свойств материала.

Значения коэффициента <р для различных материалов 
установлены нормами и приводятся в виде таблиц (на
пример, табл. 15.1). Иногда в таких таблицах учитывает
ся зависимость ср от возможных эксцентриситетов.

С учетом равенства (15.8) представим формулу (15.6) 
в виде

Р
а=—< (рЯ.

Лбр



Коэффициенты <р иродолыюю нзгаба нейтрально сжатых элементов 
но СНжП П-23—81

Гибкость
элементов

А

Коэффициент для 
элементов аз стали с 
расчетным сопротив
лением Л—240 МПа

Гибсость
элементов

;

Коэффициент для 
алемевтов из стали с 
расчетным сопротив
лением Л=240 МПа

10 0,987 130 0,364
20 0,962 140 0,315
30 0,931 150 0,276
40 0,894 160 0,244
50 0,852 170 0,218
60 0,805 180 0,196
70 0,754 190 0,177
80 0,686 200 0,161
90 0,612 210 0,147

100 0,542 220 0,135
110 0,478
120 0,419

Разделим это соотношение на ср:

Ч> Ч>А бр
Обозначим

Оржя —Ч>
и назовем арисч расчетным напряжением. 

Тогда

Ч>А бр
(15.9)

Формула (15.9) удобна тем, что она позволяет пользо
ваться одним расчетным сопротивлением материала при 
растяжении и сжатии.

Для деревянных центрально сжатых элементов

ф — 1 — 0,8 приЛ.^70;
зооо ,(р=-^- при/>70.

Если задана сжимающая сила, а также все геомет
рические характеристики стержня, то проверка прочности 
на сжатие с учетом продольного изгиба каких-либо за
труднений не вызывает. Более сложной задачей оказыва
ется подбор сечения стержня при заданной длине и сжи
мающей силе. Дело в том, что коэффициент (р зависит от 
гибкости стержня, а гибкость неизвестна, поскольку неиз
вестно сечение. В таком случае расчет выполняется мето
дом последовательных приближений.

{

Формула для про
верки устойчиво
сти



Вначале задаются каким-либо значением (р (например, 
полагают <р = 0,5) и из неравенства (15.9) определяют 
площадь поперечного сечения стержня. По найденной 
площади подбирается поперечное сечение, определяется 
его радиус инерции и, наконец, гибкость стержня. Для 
полученной гибкости по табл. 15.1 определяется уточнен
ное значение ср, после чего вычисляется напряжение. Если 
оно отличается от расчетного сопротивления на вели
чину, большую допустимой нормами погрешности, то 
определяется уточненное значение площади поперечного 
сечения. Процесс последовательных приближений продо
лжается до тех пор, пока разница между напряжением 
(Трас и расчетным сопротивлением не окажется меньше,
как правило, 2...3%.

Пример 15.3. Подобрать поперечное сечение раскоса 1 стального 
пролетного строения моста, приведенного на рис. 15.17, а. Для упроще
ния расчета таких элементов обычно делается допущение о шарнирном 
закреплении их по концам (/1=1). Расчетная схема раскоса, состоящего 
из четырех равнополочных уголков, показана на рис. 15.17, 5. Сжима
ющее усилие в раскосе равно 300 кН. Расчетное сопротивление стали 
К=240 МПа.

а)

Рис. 15.17. Расчетная схема пролетного 
строения моста и раскоса

Решение. Приближение 1. Примем <р = 0,25. Найдем площадь 
поперечного сечения одного уголка:

3 105
А\=------------- --------=12,5 см2

4 2,4 10* 0,25
По сортаменту равнополочных уголков (см. Приложение IV) най

дем номер уголка, площадь которого близка к полученной. Таким 
уголком является уголок 90x90x7, для которого Л| = 12,3 см2,
1у =94,3 см*, го = 2,47 см.'1



А\=----------- --------- =23,15 см2.

Тогда гибкость стержня принимает значение
1000 

;.=—=246.
4,06
Значение <р примем равным минимальному из представленных 

в табл. 15.1: (р=0,135.
Найдем расчетное нормальное напряжение:

300 000
ffoaCT=------------- =451,7 МПа >240 МПа.

49,2 0,135
Поскольку это значение почти вдвое больше расчетного сопротив

ления, следует увеличить площадь поперечного сечения стержня. 
Приближение 2. Найдем уточненное значение площади:

300 000 
М_4 0,135 24 000

Ближайшим по площади поперечного сечения является уголок 
100х 100 х 12, для которого Ai = 22,8 см2, 1У =209 см*, zo=2,91 см.

Момент инерции 1у и радиус инерции iy нового поперечного сечения 
будут
1у=(209 + 22,8 ■ 3,412) ■ 4 = 1896,48 см*;

/1896,48
/„= ---- ---------= 4,56 см,

У V 22,8 4
а гибкость стержня

1000
;.=------ = 219,3.

4,56
Такой гибкости отвечает коэффициент <р=0,135.
Найдем расчетное нормальное напряжение:

300 000
(Т0асч=_~——— = 243,7 МПа.

Р 0,135 22,8 4
Поскольку это значение напряжения близко к расчетному сопротив

лению (относительная погрешность составляет 1,54%), принимаем по
перечное сечение в виде равнополочных уголков 100 х 100 х 12.

Максимально допустимая сжимающая сила, которую может восп
ринять рассматриваемый раскос, равна

= 24 000 4 22,8 0,135 = 295 488 Н,
а эйлерова сила для идеально прямого упругого стержня

л22,06 105'1896,48
F3 =---------------------------- 385 581 Н.

10002

Как видно, критическая сила Ftp = F3 больше Fmax. Интересно под
считать коэффициент запаса стержня по устойчивости, воспользовав
шись для этого равенством (15.7):

n=I^=^I=h з.
Fm»x ' Л2 °

Это можно объяснить тем, что реальные стержни имеют различные 
несовершенства, снижающие предельную сжимающую силу и учитыва
емые при назначении коэффициента q>.



Для сравнения за
пишите уравнение 
равновесия для не- 
деформнрованного 
состояния стержня

§ 15.6. Расчет внецентренно сжатой гибкой 
стойки

Остановимся на задаче о деформировании внецент
ренно сжатой гибкой стойки, которая представляет ин
терес по двум причинам. С одной стороны, с подобной 
задачей часто приходится встречаться при расчете соору
жений, поскольку на практике трудно осуществить при
ложение нагрузки строго вдоль оси стержня. С другой 
стороны, в такой стойке проявляется сложная нелинейная 
зависимость между сжимающей силой и напряжениями 
или прогибом.

Рассмотрим гибкий стержень, представленный на рис. 
15.18. Изгибающий момент в нем необходимо опреде
лять с учетом появляющегося прогиба:
M=F (e+5-v).

Тогда 
EIv"=F(e + 5-v), 
или

v"-i-k2\ = k2 (е+8). (fl)

Общее решение этого уравнения имеет вид 
v=Bcoskz+ Csinkz+e + 5.

Значения В, С, 6 находятся из граничных условий: 
при 2=0 v = 0 и v'=0; 
при z=l v = <5.

Из первых двух условий следует
В-\-е-\-Ь — 0, кС—0.

С учетом С=0 из последнего граничного условия 
найдем 
Bcoskl+e=Q.

В итоге получим
1 — cos kz

v=--------- е.
cos kl

Зависимость между прогибом свободного конца 
стойки <5 и сжимающей силой графически представлена на 
рис. 15.19. Отсюда видно, что по мере приближения силы 
F к критическому значению (cos kl-*0) прогиб стержня 
неограниченно увеличивается независимо от эксцентриси
тета е. Конечно, прогиб стержня не может быть бесконеч
но большим. Такой результат оказался возможным толь
ко благодаря тому, что при записи дифференциального 
уравнения (а) было использовано приближенное выраже
ние для кривизны оси стержня. Если же воспользоваться 
точным выражением



то решение задачи сведется к решению нелинейного диф
ференциального уравнения, из которого следует, что про
гиб стержня при любом значении сжимающей силы имеет 
конечное значение (рис. 15.20, а, б). Сравнение решений 
точного и приближенного (а) уравнений показывает, что 
при значениях сжимающей силы, меньшей 0,7...0,8, ука
занные решения практически совпадают и потому для 
таких случаев вполце оправданным является применение 
уравнения (а).

Рис. 15.18. Стойка, 
сжатая эксцентрич
но приложенной 
силой

Рис. 15.19. Зависимость между 
безразмерной сжимающей силой 
и безразмерным максимальным 
прогибом эксцентрично сжатой
СТОЙКИ

а) б)

Рис. 15.20. Зависимость между безразмерной сжимающей силой 
и безразмерным максимальным прогибом эксцентрично сжатой 
стойки, полученная пу тем решения точного (нелинейного) дифферен
циального уравнения

Решите задачи 
(15.6), (15.7), (15.9)



Рис. 15.21. Зависимость 
между максимальным по 
модулю сжимающим на
пряжением, возника
ющим в стойке, и сжима
ющей силой, приложен
ной с эксцентриситетом

Наибольший изгибающий момент возникает в задел
ке:

Лг
М=-

соМ

а наибольшее (по абсолютной величине) сжимающее на
пряжение а, возникает в сечении рядом с заделкой на
вогнутой стороне стержня:

Ла =------
А Ц'соак!

Зависимость напряжения а, от значения сжимающей
силы является нелинейной и графически показана на рис, 
15.21.

§ 15.7. Продольно-поперечный изгиб 
сжатых стержней

При рассмотрении задачи об одновременном изгибе 
и сжатии стержней (см. гл. 6) считалось, что перемещения 
и напряжения в каждой точке стержня на основании 
принципа независимости действия сил могут быть най
дены отдельно от сжатия и от изгиба, а затем алгебра
ически сложены. Такой путь решения возможен, если 
перемещения в стержне малы и расчет можно произ
водить с использованием исходной, т. е. недеформиро- 
ванной, схемы. Результаты, полученные в § 15.6 для 
внецентренно сжатой стойки, свидетельствуют о том, что 
для гибких сжато-изогнутых стержней этот путь решения 
неприемлем, поскольку сжимающая сила за счет сущест
венных прогибов вызывает в стержне не только равно
мерное сжатие, но и изгиб. Таким образом,

расчет гибких стержней должен производиться по 
деформированной схеме. В этом случае поперечный изгиб 
стержня происходит одновременно с продольным изгибом 
и потому получил название продольно-поперечного изгиба.

Примером точного решения задачи о продольно-по- 
перечном изгибе стержня может служить решение, най
денное в § 15.6 для внецентренно сжатой стойки. В других 
случаях его получение часто вызывает серьезные затруд-



Рис. 15.22. Продольно-поперечный изгиб сжатого стержня

нения, в связи с чем остановимся на приближенных мето
дах решения.

Изгибающий момент в поперечном сечении стержня, 
показанного на рис. 15.22, при продольно-поперечном 
изгибе можно представить в виде
М—М0+Р\,

где М0 — изгибающий момент, вызванный только попе
речной нагрузкой.

Отсюда видно, что суммарный момент М может быть 
найден только после того, как найден прогиб стержня, 
а прогиб нельзя найти, не зная изгибающего момента.

Если кривизна оси стержня достаточно мала, то урав
нение равновесия запишется так:
Е1у"+Р\= —М0. (15.10)

Для стержня с произвольными граничными услови
ями на концах вместо этого уравнения следует записать

= (15.10*)
где q — интенсивность поперечной распределенной на
грузки; действующей на стержень.

Представим прогиб в виде суммы:
у=у0 + Ау. (15.11)

Здесь у0 — прогиб, вызванный только поперечной на
грузкой (без учета силы Г); Ду — дополнительный про
гиб, появившийся в результате действия сжимающей си
лы Г.

Для прогиба у0 справедливо уравнение 

Е1у0" = — М0. (15.12)

Вычтя из уравнения (15.10) уравнение (15.12), получим 
Е1Ау"= —Р\. (15.13)

Предположим, что прогиб Ау описывается синусои
дой* (в этом как раз и заключается приближенность 
решения)

* Синусоида является формой потери устойчивости шарнирно опе
ртого по концам центрально сжатого стержня. Если стержень имеет 
другие закрепления по концам, то вместо синусоиды берется форма 
потери устойчивости при центральном сжатии этого стержня.

Для сравнения за
пишите выражение 
момента для неде- 
формнрованного 
состояния стержня



Ау=/ш1 - г, 

тогда

Ау"= ——/вШ - 2. 
р I

Из уравнения (15.13) имеем 
п* * *— Ау=— у.
Р Е1

С учетом равенства (15.11), из которого следует, что 
А у=у—у0, найдем

у=-
И1 '

ИЛИ

(15.14)

Эту формулу применяют и для стержней, имеющих 
иные способы закрепления по концам.

Для шарнирно закрепленного стержня изгибающий 
момент равен
М—Мо+Ру.

Используя равенство (15.14), можно записать

м-м°+^к <|515>
Наибольшие (сжимающие) нормальные напряжения 

определяются выражением
_ Р Мо Рчп

а ~ ~ А~ П'~(1

Таким образом, нормальные напряжения нелинейно 
зависят от сжимающей силы.

Для оценки возможности применения формул (15.14) 
и (15.15) найдем максимальный прогиб и максимальный 
изгибающий момент в стержне, показанном на рис. 15.23.

F= На.

Рис. 15.23. Продольно-поперечный изгиб сжатого стержня в случае 
равномерно распределенной поперечной нагрузки

ч



Как известно из гл. 8, 

384 Е1уГ=- — •

С учетом сжимающей силы имеем
тм 5 лл/гг»V =----------- = 0,0260—;

192 Е1 Е1

Л/”“=^ + 0,0260 — = 0,2535?/2.
8 Е1

Для сравнения приведем значения V”“, М^, полу
ченные путем точного решения уравнения (15.10):

V™ =0,0253 ^, Л/““«0,252?/2. .
Е1

Как видно, результаты оказались достаточно близки Решите задачу 
между собой. (15.8)

Пример 15.4. Рассмотрим распорку ограждения котлована в виде 
стального двутавра № 40, стенка которого расположена горизонталь
но.

Решение. На распорку действуют сжимающая сила и попереч
ная нагрузка (например, собственный вес), которую будем считать 
равномерно распределенной ^ (рис. 15.24). Считая распорку шарнирно 
опертой по концам, исследуем зависимость наибольшего (по модулю) 
нормального напряжения и максимального прогиба от силы Р, прини
мая для простоты 9=0,015/у/.

4=0,015 г,‘

Рис. 15.24. Расчетная схема распорки ограждения котлована 

Тогда
/ 0,015/7 0,075Р213

1®1тлх-1------- 1---------------->А Шт
у 384£7>И/

> (1 — а)
где
а=Щ¥Г

Для двутавра № 40 /у=667 см4, ^ = 86,1 см3, .4 = 72,6 см2, Е= 

=2,06 105 МПа, <гт=240 МПа.
После подстановки числовых значений получим выражение для 

Мтах:

Ити=“ 152,5 ^1,553+0,569 ^ МПа;

причем/э= 1107 кН.
На рис. 15.25 показана зависимость |(г|тм от а в пределах изменения 

сжимающей силы от нуля до Р„ »692,0 кН. Под Р„ понимается сила,
т т

ПП П М ы П ,  Г
1--15М



Рис. 15.25. Зависи
мость Ипшх от параме-

Рис. 15.26. Зависи
мость ут„ от пара-

тра а метра а

при которой Мша* достигает значения <хт. Для сравнения на рисунке 
приведена линейная зависимость для найденная в предположе
нии, что дополнительный изгибающий момент, создаваемый продоль
ной силой, равен нулю. В этом случае Ищ»*, отвечающее силе Ра , равноТ
148 МПа. Погрешность, обусловленная пренебрежением моментом от 
продольной силы, составляет

240-148
да=------------- 100 = 38,3%.

240
Максимальный прогиб балки определяется приближенной форму

лой
0,075Л3

V — I, ■ ■ . — -*1
Ш&Л •

384Е1у (1 — а)
На рис. 15.26 показан график изменения в зависимости от а.

Там же для сравнения представлен график линейной зависимости, полу
ченной при пренебрежении влиянием продольной силы на прогиб балки.

Прогиб балки при Ра , определяемый с помощью нелинейной и ли-
т

нейной зависимостей, соответственно равен 1,125 и 0,422 см. Погреш
ность вычисления прогиба при условии пренебрежения влиянием сжи
мающей силы на прогиб балки равна

1,125-0,422
6У =----------------- 100 = 62,5%.

1,125
Приведенные значения погрешностей да и свидетельствуют о су

щественном влиянии, которое оказывает сжимающая сила на напряжен
ное состояние и на перемещения стержней.

Рассмотренный пример свидетельствует об эффектив
ности приближенной формулы (15.14) при отыскании 
прогиба сжато-изогнутого стержня. Однако не всегда 
приближенное решение (15.14) оказывается достаточно 
близким к точному, в таких случаях приходится обра
щаться к другим, в частности численным, методам реше-



ния уравнений (15.10) или(15.10*). Проиллюстрируем это 
''на примере метода конечных разностей, основы которого 
были изложены выше (см. § 8.6).

Разобьем стержень на п участков длиной Л=//л. При
меняя конечно-разностные формулы для второй и четвер
той производных [см. (8.17), (8.19)], заменим дифференци
альные уравнения (15.10) и (15.10*) системой линейных 
алгебраических уравнений

V,.,—2у,+у1+1
Е1---------- ---------- +^¿= - Л/о,-;

А
_.^-2-4У|_1+6у ,-4у (+1+у<+2  у ,_,-2у  ¡+у ,+  ,
Е1---------------- —-------------- +Р------------------ = ди

или

¥<_, + (—2+а)у(-|-у,+,= — — ( 1 5 . 1 6 )с/

а,А*
У(-2 + (—4 + а) у,-_,-|-(6-2а) у,+(-4 + я) у,+1 + у,+2=-—,

Ел

где а=^-, Мы, qi—значения изгибающего момента 
Е1

А/0 и распределенной нагрузки в 1-м узле.
С учетом граничных условий, записанных с помощью 

конечных разностей, получим систему уравнений, число 
неизвестных которой совпадает с числом уравнений. В ре
зультате ее решения найдем прогиб в узловых точках, 
а далее, если это необходимо, нетрудно определить изги
бающие моменты и напряжения в точках поперечных 
сечений стержня.

Пршмер 15.5. На рис. 15.27 представлены расчетная схема и дефор
мированный вид колонны промышленного здания, изгибная жесткость 
которой постоянна и равна Е1. Найти наибольший прогиб колонны при

0,5836/^.
а)

Р
Ра

«о

Шш

Рис. 15.27. Расчетная схема и 
промышленного здания

В)

I-1<-



Решение. Для определения прогиба колонны следует воспользо
ваться уравнением (15.10*). Однако с целью понижения порядка и по
следующего упрощения решения целесообразно его предварительно 
дважды проинтегрировать, после чего получим
Е1\" + &=-М*, . (15.17)

где (рис. 15.27, б)
-/■„(/-7)-^.

Решение уравнения (15.17) должно удовлетворять условиям у=0, 
у'=0 при 2=0, которые в конечно-разностной форме записываются так:

У[-У_!
Уо=0, ------------ =0 или у_| =У|.

2Д
Уравнение (15.17) по виду подобно уравнению (15.10), в связи с чем 

для формирования системы уравнений относительно узловых прогибов 
используем соотношения (15.16). В итоге с учетом приведенных выше 
граничных условий имеем

2у,
(-2 + а) У[ +У2 

V] +(—2+а) У2+Уз
у2 + (—2 + а) у3+у4

Уз + (—2 + а) У4+У5

-оу6 = 6/?Д
— ау6 = 5/?Д
— оу*=4/?Д
— ау6 = 3 /1Д 
—жу« = 2/?Д

у4 + (-2+а) у5+(1 -а) у
причем

/ЬЛ2
/?=-

Е1
Найдем решение этой системы при 1=0,04, что соответствует 

Р!Ртр = 0,5836. Значения у( приведены в табл. 15.2. Для сравнения там же
представлены значения прогибов у", полученные путем точного реше
ния дифференциального уравнения (15.10*).

Как видно, результаты численного решения оказываются достаточ
но близкими к точным. Например, погрешность определения макси
мального прогиба составляет 2,07%. Увеличивая число участков по 
длине стержня, нетрудно повысить точность искомого решения.

Таблица 15.2
Значения узловых прогибов, найденные путем приближенного и точного 

решетя дифференциального ураявения (15.10)
1 у;/дд

1 6,5014 6,2426
2 24,7456 24,0577
3 53,0028 51,7382
4 89.1428 87,1841
5 130,7198 127,9854
6 175,0709 171,5190

Принимая во внимание простоту структуры системы уравнений, не 
представляет особого труда составление программы для персонального 
компьютера, например на языке БЭЙСИК, и получения решения задачи 
с любой требуемой точностью.

По найденным значениям прогиба определяется наибольший изги
бающий момент:

После этого могут быть найдены напряжения в наиболее опасном 
сечении.



Вопросы для самоконтроля к главе 15
15.1. В чем заключается явление потери 

устойчивости равновесного состояния стержня?
15.2. Влияет ли форма поперечного сече

ния на критическую силу стержня? (Два стерж
ня шарнирно оперты по концам и сжаты сила
ми Р. Поперечное сечение одного из них круг
лое, а другого — квадратное. Для какого из 
стержней критическая сила окажется больше, 
если модуль упругости, длина и площадь попе
речного сечения у них одинаковы?)

15.3. Какое влияние оказывают на крити

ческую силу упругие и прочностные характери
стики материала при потере устойчивости 
стержня в упругой стадии?

15.4. В чем различие постановок задачи об 
устойчивости стержня в упругопластической 
стадии Кармана, Энгес сера и Шэнли?

15.5. Какой физический смысл имеет поня
тие свободной (приведенной) длины стержня?

15.6. В чем заключается приближенность 
формулы (15.14)?

Задачи
15.1. Колонна стального каркаса здания, 

имеющая длину 5 м, представляет собой два 
швеллера № 30, сваренных друг с другом так, 
как показано на рисунке. Определить значение 
критической силы для колонны, считая ее шар
нирно опертой по концам.

15.2. Стержень, шарнирно опертый по кон
цам, равномерно нагревается. Найти значение 
критической температуры, считая опоры 
стержня неподвижными, а материал — упру
гим.

Рис. к задаче 15.1

15.4. Как изменится значение критической 
силы для колонны, рассмотренной в задаче
15.1, если: 1) нижний конец колонны жестко 
заделан, а верхний свободен; 2) нижний конец 
жестко заделан, а верхний шарнирно оперт? 
Проверить применимость формулы Эйлера 
в каждом из этих случаев. Предел пропорци
ональности стали принять равным 195 МПа. 
Если формула Эйлера оказывается непримени
мой, то для определения значения критической 
силы следует воспользоваться формулой 
Ясинского, полагая а = 310 МПа,
¿. = 1,14 МПа.

15.3. Абсолютно жесткий стержень сжат 
силой К На нижнем конце он имеет упругий 
шарнир, для которого справедливо соотноше
ние между моментом и углом поворота М=с<р. 
Определить значение критической силы ^жр-
Построить график зависимости между сжима
ющей силой и углом поворота <р при 0 ^ <р ^ п/2.

15.5. Проверить устойчивость сжатого 
стального элемента стропильной фермы, попе
речное сечение которого показано на рисунке 
и состоит из двух равнополочных, уголков, же
стко соединенных между собой. Усилие в эле
менте равно 2000 кН, длина его равна 2,5 м, 
а расчетное сопротивление стали Я=240 МПа. 
Предполагается, что концы стержня имеют ша
рнирное опирание.

жж$>

21.200*100*20

Рис. к задаче 15.5

15.6. Найти наибольший прогиб и на
ибольшее по абсолютному значению нормаль
ное напряжение в сжатом силами / стержне, 
шарнирно опертом по концам и имеющем на
чальное искривление оси \’о= /о «п яг/7.



15.7. Поперечное сечение сжатого стально
го стержня показано на рисунке. При каком 
начальном искривлении оси стержня (влево или 
вправо от оси г) раньше появятся пластические 
деформации в наиболее опасном сечении? Счи
тать, что стержень имеет шарнирное опирание, 
а начальное искривление его оси пропорциона
льно sin nz¡l.

тН

ZI

15.8. Расчетная схема распорки опалубки 
с учетом технологического оборудования, за
крепленного на ней, показана на рисунке. Ис
пользуя приближенную формулу, определить 
максимальный прогиб распорки.

2L

F,
F = 0,75 F.кр

Рис. к задаче 15.8

15.9. Стержень, рассмотренный в задаче
15.3, имеет начальный угол поворота щ. По
строить график зависимости между силой 
^ и полным углом поворота стержня <р (при 
<Ро^<Р<я/2) для разных значений <р0. Принять
«>0=0,05; 0,1; 0,2.

Ответы к задачам главы 15
15.1. /ггр=968,64 кН. 15.2. Ггр = я2/(аХ2), где а — коэффициент линейного расширения мате

риала. 153. = с/1. График зависимости Р/Р^~<р представлен на рисунке. 15.4. Р^ = 242,\6 кН;

Р™= 1660,04 кН. Примечание: в первом случае формула Эйлера применима, а во втором — 
неприменима. 15.5. о'расч = 146,8 МПа <240 МПа. Условие устойчивости элемента фермы соблю-

дается.
/о Р FV foA 1

:. 15.6. vnmí=---------, а=—, |«г|пи,=— 1 Н---------------- I. 15.7. Пластические деформации раньше
1-а A L (1 — a) WJ

появятся в стержне при начальном искривлении оси стержня влево от оси z. 15.8. уш,=

15.9. Графики зависимостей FIFIp~q> показаны на рисунке.

F

22.Fi/3

ЪЕ1

о л/ь я/г ip

Рис. к ответу задачи 15.3

\



ПОЛЗУЧЕСТЬ МАТЕРИАЛОВ

§ 16.1. Влияние фактора времени на 
деформирование материалов

При изучении предыдущих глав предполагалось, что 
дапряженно-деформированное состояние тела остается 
неизменным во времени, если неизменны внешние воз
действия. В настоящей главе рассматривается новое свой
ство материалов, связанное с деформированием их во 
времени при постоянной нагрузке или напряжении.

Способность материала деформироваться во времени 
при действии постоянных нагрузок называется ползуче
стью.

Явление ползучести присуще таким материалам, как 
бетон, кирпич, древесина, полимеры, естественный ка
мень, грунты и т. п. Металлы также обнаруживают это 
свойство деформирования, которое становится особенно 
заметным при высокой температуре, а в цветных метал
лах (свинце, меди и т. п.) даже при комнатной температу
ре.

Фактор ползучести имеет существенное значение для 
работы конструкций. Достаточно отметить, что напряже
ние в арматуре железобетонных конструкций может 
в процессе ползучести бетона увеличиться в 2...2,5 раза, 
а перемещения — в 3...4 раза. В машиностроении извест
ны случаи, когда стальные котельные трубы разрушались 
под действием внутреннего давления вследствие ползуче
сти материала (рис. 16.1). Пунктиром на рисунке нанесе
ны первоначальные размеры поперечного сечения трубы.

Хотя явление ползучести было известно давно, экс
периментально его исследовал одним из первых В. Вебер 
в 1835 г. в опытах по воздействию крутящего момента на 
кварцевые волокна. В них обнаружилось удивительное 
для неживой материи свойство хранить «память» о воз
действиях, которые она испытывала в прошлом.

Опыты по изучению ползучести показали, что она 
наблюдается при любых напряжениях, даже таких, кото
рые при кратковременном действии нагрузки вызывают 
только упругие деформации. Результаты испытаний 
представляют в виде кривых ползучести, т. е. кривых 
зависимости деформаций от времени (рис. 16.2).

В начальный момент времени деформации имеют зна
чение е (0), равное упругой деформации или сумме уп
ругой и пластической деформаций. Обычно считается,

Определение пол
зучести

Проведите экспе
римент

'////У.

■резиновый
шнур

Проследите за по
ведением груза в 
течение получаса



Рис. 16.1. Разрушение сталь
ной котельной трубы под 
действием внутреннего дав
ления вследствие ползучести 
материала

Рис. 16.2. Характерные кри
вые ползучести материала

что время нагружения (или разгрузки) образца пренеб
режимо мало по сравнению с временем проведения экс
перимента, в связи с чем можно положить, что напряже
ние и деформация е (0) появляются мгновенно.

Ответьте на воп- С увеличением времени / наблюдается возрастание 
рос № 16.1 деформаций, характер которого определяется скоростью

ё (точкой обозначена производная по времени /).
На графике / (рис. 16.2) процесс деформирования со

провождается уменьшением скорости е и асимптотичес
ким стремлением ее к нулю. Полная деформация образ
ца, определяемая суммой начальной деформации е (0) 
и деформации ползучести еп, т. е.

£ = £ (0) + Еп,

стремится к предельному значению £„.
На графике II можно выделить три участка: АВ, ВС, 

СИ. Участок АВ характеризуется уменьшением скорости 
деформирования и соответствует фазе неустановившейся 
ползучести. По окончании ее скорость ё принимает мини
мальное значение: наступает фаза установившейся пол
зучести, когда скорость Ь постоянна (участок ВС). С уве
личением напряжения а продолжительность периода 
установившейся ползучести сокращается.

Испытание заканчивается либо хрупким разрушением 
образца в момент времени, соответствующий точке С, 
либо вязким разрушением, которое происходит с образо
ванием шейки. В последнем случае появляется участок 
СИ.

Характер кривой ползучести и значение деформаций 
ползучести существенно зависят от действующих напря
жений. Увеличение напряжений приводит к возрастанию 
деформаций ползучести. На рис. 16.3 представлены кри
вые ползучести при различных а для стального образца 
при температуре 600°С.

Аналогичными приведенным оказываются кривые



Рис. 16.3. Кривые ползуче
сти, полученные при испыта
нии стальных образцов при 
температуре 600°С, для раз-

Рис. 16.4. Зависимость угла за
кручивали* цилиндрического об
разца из одеонадравленного сте
клопласта от времени

ных уровней растягивающих 
напряжений

ползучести при сдвиге или кручении. На рис. 16.4 показа
на для примера зависимость от времени угла закручива
ния цилиндрического образца диаметром 20 мм, выпол
ненного из однонаправленного стеклопластика, при кру
чении моментом М = 8200 Н ем.

Если увеличение деформаций ползучести пропорци
онально увеличению напряжений, то говорят о линейной р 
ползучести, в противном случае — о нелинейной ползуче- ^ня *оп

Так, ползучесть металлов при высоких температурах 
нелинейная, а ползучесть бетона, пластмасс при малых 
напряжениях линейная. В частности, линейная ползучесть 
бетона при сжатии имеет место при напряжениях., мень
ших приблизительно половины призменной прочности.

Температура нагрева оказывает значительное влияние 
на поведение образца во времени. С ее повышением 
наблюдается увеличение скорости ползучести и та же 
самая деформация при одном и том же напряжении 
достигается за меньший промежуток времени.

На ползучесть различных материалов кроме перечис
ленных оказывают значительное влияние и другие фак
торы. Например, на ползучести бетона сказываются во
доцементное отношение, вид цемента, масштабный фак
тор, влажность бетона, характер заполшггеля и т. д.

В некоторых случаях наблюдается изменение механи
ческих свойств материала во времени при неизменных 
внешних условиях и при отсутствии внешних нагрузок.
В бетоне изменение свойств обусловлено длительными 
химическими процессами, происходящими в цементном 
камне; в пластмассах, каучуках и других материалах ор
ганического происхождения — медленно протекающими 
окислительными процессами. Последние приводят к то
му, что через более или менее продолжительный проме
жуток времени указанные материалы не могут быть ис
пользованы как конструкционные. Явление изменения



Обратная
честь

ползу-

механических свойств получило условное название — 
старение.

Оказывается, что деформация ползучести при старе
нии зависит не только от продолжительности действия 
нагрузки, но и от момента ее приложения, другими слова
ми, от возраста материала, в котором было произведено 
загружение.

На рис. 16.5 приведены кривые ползучести для бетона, 
полученные при нагружении образцов соответственно че
рез 7, 14, 28 и 90 сут после их изготовления напряжением, 
равным 0,1 МПа. Из этих графиков видно, что началь
ные (упругие) деформации также зависят от возраста 
материала *0, при котором производилось приложение
нагрузки. Пунктирной линией показано изменение ука
занных деформаций в зависимости от времени ¿0. Как
видно, при увеличении значения начальной деформации
стремятся к константе Ео. Кривые ползучести на рис. 16.5
свидетельствуют также о том, что деформации ползуче
сти при неограниченном возрастании времени стремятся 
к предельным значениям.

Если в некоторый момент времени разгрузить об
разец, в течение длительного времени находившийся под 
нагрузкой, то накопленная деформация ползучести начи
нает уменьшаться, асимптотически стремясь к некоторо
му пределу е* (рис. 16.6, а, б). Такое явление носит
название обратной ползучести.

£■10*

Рис. 16.5. Кривые ползуче
сти для бетона, полученные 
при нагружении образцов че
рез 7,14, 28 и 90 сут с момен
та их изготовления

о и

Рис. 16.6. Зависимость дефо
рмации от времени при на
гружении образца и последу
ющей его разгрузке



В частном случае линейной ползучести деформация 
Еад может быть равна нулю, т. е. при неограниченном
увеличении времени образец полностью восстанавливает 
свои первоначальные размеры. Это свойство материала 
называется упругим последействием.

Если же после некоторого перерыва вновь загрузить 
образец первоначальной нагрузкой, то вначале скорость 
деформации будет несколько большей, чем до перерыва, 
а затем скорость деформации и сама деформация станут 
равными тем, которые были при отсутствии перерыва 
(рис. 16.7). Однако имеются и такие случаи, в которых 
деформация оказывается большей, чем при отсутствии 
перерыва.

При рассмотрении ползучести материалов постоян
ной считалась внешняя нагрузка, исследовалось измене
ние деформаций во времени. Обратимся к другому слу
чаю, тесно связанному с ползучестью.

Пусть имеется образец, деформация которого посто
янна во времени. Напряжения в начальный момент вре
мени принимают значение а (0), которое определяется 
упругими или упругопластическими свойствами матери
ала. Эксперименты показывают, что с увеличением вре
мени происходит снижение этих напряжений (рис. 16.8, а, 
б).

Явление медленного уменьшения напряжений в образце 
при постоянной деформации называется релаксацией.

Результаты испытаний на релаксацию представляют
ся в виде кривых релаксации, т. е. кривых зависимости 
напряжений от времени.

В металлических образцах при высоких температурах 
напряжение часто убывает до нуля.

В заключение заметим, что иногда явления ползуче
сти, релаксации, обратной ползучести и упругого после
действия называют ползучестью.

В современной технической литературе термин «пол-

Рис. 16.7. Зависимость дефо
рмации ползучести от време
ни при перерыве в нагруже
нии

*
Ч)

Рис. 16.8. Зависимость на
пряжения в растягиваемом 
образце от времени при неиз
менной деформации

■
Упругое последей
ствие

Имеет ли место 
упругое последей
ствие для старе
ющего материала?

Релаксация напря
жений

Ответьте на воп
рос № 16.4



зучесть» часто заменяют термином «вязкоупругость», по
тому в дальнейшем будем пользоваться ими в равной 
степени.

Уравнение кривой 
ползучести при
<7 = 1

Принцип наложе
ния (принцип су
перпозиции)

§ 16.2. Зависимости между напряжениями 
и деформациями при линейной ползучести

Из изложенного в предыдущем параграфе ясно, что 
для вязкоупругого материала должны быть получены 
такие соотношения е — сг, в которых деформированное 
состояние в любой момент времени определялось бы не 
только текущими напряжениями, но и всей предысторией 
нагружения.

Рассмотрим образец материала, обладающего свой
ством линейной ползучести, при одноосном напряжен
ном состоянии. Внешняя нагрузка прикладывается в мо
мент времени т>0 (рис. 16.9, а, б). За начало отсчета 
времени принимается момент изготовления образца. 
Температура образца постоянна и равна комнатной.

Если нагрузка постоянна, то деформация образца 
в момент времени / (/>т>0) определяется выражением
е (/, т) = <т<5 т); (16.1)

причем

8  (*, т)=-+С (Г — т). 
Е

Функция С (I—т) определяет деформацию ползучести 
при сг=1. Здесь предполагается, что свойства метериала 
не зависят от времени (материал не обладает свойством 
старения).

В момент времени т ползучесть проявиться не успела, 
потому 8 (т, т)=1 /Е. Для />т выполняется условие 
С (/ —т)>0, так как деформация ползучести монотонно 
возрастает с увеличением времени. На ри^ 16.10 пред
ставлены кривые ползучести, которые подчиняются соот
ношению (16.1) и соответствуют загружению образца 
в моменты времени ть т2, т3.

Для функции С (* — т) справедливы равенства С (г — 
-0 = С(т-т) = 0.

Рассмотрим общий случай, когда в момент времени 
г0 к образцу приложена нагрузка, создающая напряжение
а (/0) и затем меняющаяся во времени (рис. 16.11, а).

Для получения зависимостей между напряжениями 
и деформациями важное значение имеет принцип наложе
ния. Согласно ему, суммарная деформация ползучести 
при переменном напряжении может быть найдена как 
сумма деформаций ползучести, вызванных соответству
ющими приращениями напряжений.



Рис. 16.9. Кривая ползуче-Рис. 16.10. Крввые ползучести для обрез - 
ста для образца, нагруженно- дов, выполненных из нестареющего мате- 
го в момент времени т рвала, загруженных в разные моменты

времени ,

Деформация ползучести de,, зависит от приращения
напряжения da (г) и продолжительности его действия, но 
не зависит от значения и длительности действия других 
приращений.

Если напряжение а (т) на интервале времени (io, 0 
описывается гладкой функцией (рис. 16.11, б), то

а { \ дв (т) л ас (т) =------ dt.
Зт

Итак, согласно принципу наложения, приращение де
формации ползучести определяется выражением

да (т)dfia (f, т) = С (f — т) —— dt.

Полная деформация образца будет

в (/)=— + *(<„) С (*-*„)+} С (/—г) Ъ-~- dt, (16.2)Е fÄ , от



в"ЭЭ1“£*'-

;

Зависимость меж
ду деформациями 
и напряжениями 
для вязкоупругого 
материала

где а ф/Е — мгновенная (упругая) деформация в момент 
времени /; а (*0) С (( — /0) — деформация ползучести, вы-

. званная напряжением а (/<,)•
Интегральное слагаемое определяет деформацию 

ползучести, вызванную приращениями напряжений. По
сле интегрирования по частям это слагаемое принимает 
вид

} С (/—т) — <1т = [«т (О С (1-1)-о (10) С (Г—/о)] —
*/ —

I *
'о

дСи-х) . . .а (т) ат.

Так как С (* — <) = 0, то первое слагаемое в квадратных 
скобках равно нулю. После подстановки в уравнение

(16.2) получим

е (0=~~~+ 1 К (* — *) (т) ¿т. 
Е >0

(16.3)

Здесь введено обозначение 

К(1-т)= -- С (/-т)= -- 8  (<, т)^0.
8-с Зт

Функция К (( — т) имеет размерность 1/(сут МПа). 
Первое слагаемое в соотношении (16.3) соответствует 

упругой деформации, а интегральный член — деформа
ции ползучести, накапливаемой в образце при действии 
нагрузки от момента времени /0 ДО Функция К (/ — т)Г

указывает, что если в момент времени т было приложено 
напряжение а (т), которое действовало в течение времени 
Ах, то материал сохраняет воспоминание о действии это
го напряжения в виде малой деформации (рис. 16.12, а, б).
¿£п = К (/ — т) (т) ёт.

Рис. 16.12. Зависимость деформации от времени при нагружении об
разца напряжением а (т), действующим на протяжении промежутка 
времени с!т



Теория ползучести, представляемая ' соотношением 
(16.3), получила название наследственной теории ползуче
сти. Л.

Функция К (¡ — г) может иметь различное представле
ние. Например, в зависимости от материала для К (/—т) 
используются выражения

х«-г)=г V’1'-1, *(<-*)=£
Е ы\Е

К(1-х)=------- ------, *(/—г)=-------- -—е~у(,~'\ 0<-<1.
| в'ф-х
Здесь у, к, а. — постоянные коэффициенты. •

Для стареющих материалов, как уже указывалось ра
нее, механические свойства изменяются с течением време
ни. Упругие деформации и деформации ползучести зави
сят от того, в каком возрасте был загружен образец. 
Зависимость между деформациями и напряжениями, по
добная зависимости (16.1), записывается в виде

е (/, х) = о8 (Л х), 8 (/, х)=^— + С (/, т). (16.4)
Е( т)

В частности, при расчете бетонных и железобетонных 
конструкций для функций Е (г) и С (/, т) часто принима
ют выражения

Е (х)=Е0 (1 -Ре'"), С (и х)=<р (т)/(*-т);
В * —,(р(х)=А-{----- , или <р (х)=А+Ве **;

2>+т

^0-х)=1-е~у(‘~х\
Иногда функции Е (х), ср (х) и/(/—т) представляются 

суммами аналогичных слагаемых.
С увеличением т функции Е (т), <р (х) стремятся к по

стоянным значениям, а <5 (I, х) определяется при этом 
соотношением

8 (и х)=- + А [1 -е~Н‘~% (16.5)
Еа

Важно отметить, что при т-+оо и постоянном напря
жении деформация ползучести не зависит от момента 
времени т (от возраста материала, при котором было 
произведено нагружение образца), а зависит только от 
продолжительности действия нагрузки /—т.

Количественно о деформациях ползучести и скорости 
их приближения к предельному значению можно судить 
по следующим данным, которые удовлетворительно со
гласуются с результатами экспериментов .для бетона: 
£,=20 ГПа, /?=1, а = 0,03 1/сут, А = 0,09 1/ГПа, В=

' ■
Наследственная 
теория ползучести



Значения модуля упругости Е (т), функции С т) 
и деформации еш (при а=0,1 МПа) для разных / и т соде
ржатся в табл. 16.1. Графики изменения деформаций е (/), 
соответствующие этим данным, показаны на рис. 16.5. 
Эти данные свидетельствуют о том, что модуль упруго
сти Е (т) с увеличением возраста бетона быстро прибли
жается к своему предельному значению Е^. Через три
месяца со дня изготовления образца разница между дей
ствительным и предельным модулями упругости состав
ляет всего 7%.

Таблица 16.1
Зшаченм модуля увдгоста, функцв С (/, т) ш предельной 

деформацп

В(*\
МПа

*(«>-С(1.т) «¡оо'Ю5

(, сут
т, сут

50 100 150 360 720

7 3800 0,40 0,55 0,59 0,60 0,60 4,22
14 6900 0,52 0,76 0,83 0,86 0,86 2,69
28 11 400 0,53 1,03 1,17 1,22 1,22 1,95
90 18 600 0,41 1,41 1,78 1,78 1,50

Наиболее интенсивный рост деформаций ползучести 
наблюдается в первое время после нагружения образца, 
а предельное значение деформации существенно зависит | 
от возраста бетона к моменту приложения нагрузки. 
Значение е* для бетона, старением которого можно пре
небречь, определяется формулой (16.5) и равно 1,4' 10~3. 
Уже для бетона, возраст которого достиг грех месяцев, 
разница составляет 7%.

Для бетона других составов и деформация, и скорость 
ее изменения могут существенно отличаться от приведен
ных. Однако характер этих изменений будет таким же.

В общем случае соотношение между напряжениями 
и деформациями для «стареющих» материалов записыва- 

I егся аналогично (16.3):

Зависимость е~<т 
для «стареющего» 
вязкоупругого ма
териала

Здесь вновь вводится обозначение

К  (Л т)= —— <5 (/, г). дх
И Теория ползучести, в основу которой положено выра-
Теоркя наследсг- жение (16.6), носит название теории наследственного 
вены ого старения старения.

6 \ К т> * ёг-
<0

(16.6)



Рис. 16.13. Деформации пол
зучести при нагружении об
разца из стареющего матери
ала единичным напряжением 
в разном возрасте

Соотношения наследственной теории ползучести бы- Людвиг Больцман 
ли предложены JI. Больцманом в 1874 г. и развиты (1844—1906) — 
В. Вольтеррой в 1909 г., а уравнения теории наследст- выдающийся авст- 
венного старения — Г. Н. Масловым и H. X. Арутюня- римский физик 
ном в 40-х годах XX столетия.

В некоторых случаях при формировании зависимо- Вито Вольтерра 
стей между напряжениями и деформациями принимается (1860—1940) — 
предположение о параллельности кривых ползучести. итальянский мате- 

Согласно этой гипотезе, кривые ползучести при посто- матик и механик 
янном напряжении сг= 1, соответствующие разным воз
растам нагружения т, и т2 (т2 > Ti), могут быть получены
следующим образом (рис. 16.13):
С (t, т,) = С (/. тд + С (т2, т,),
причем функция С (т2, tj) является константой для вы
бранных значений Т] и т2.

Если момент изготовления образца принять за начало 
отсчета времени, тогда на основании гипотезы о парал
лельности кривых ползучести можно записать

6(t.T)=-±- + C(t)-C(T).Е(т)
Теория ползучести, построенная на указанной гипо

тезе, получила название теории старения.
Эта теория приводит при расчетах конструкций к су

щественным упрощениям по сравнению с наследственной 
теорией старения и наследственной теорией ползучести.
Именно последним обстоятельством объясняется весьма 
широкое применение теории старения в расчетах бетон
ных и железобетонных конструкций.

Предыдущие рассуждения относились к случаям одно
осного растяжения или сжатия. При сдвиге зависимости 
между деформациями сдвига и касательными напряжени
ями имеют вид, аналогичный (16.3) и (16.6).

В дальнейшем для краткости будем записывать урав
нения типа (16.6) в операторной форме:

(16.7) О п е р а т о р н а я  
форма соотноше
ния

- Кег = J К {t, т)с (т) dt.
Е

8 = - (1+К)«Г,
Е

причем

Теория старения

Ответьте на воп
рос № 16.5



Решите задачу 
16.1

Закон вязкоупру
гости в дифферен
циальной форме

;
М г н о в е н н ы й  
и длительный мо
дуль упругости

Рассмотрим более детально явление ползучести, опи
сываемой зависимостью

(/о = 0). (16.8)6 М=“ \а (О + ук | е Н‘ т) а (т) ёт
Е1 о

Покажем, что это равенство эквивалентно дифферен
циальному уравнению с начальным условием е (0) = 
= <7(0)/£.

Умножив обе части равенства (16.8) на еу\ получим

Ееу' е (0 = еу> а (*) + ук | еуха (т) (1т,
о

после чего продифференцируем их один раз по времени V.

г / 1‘ I \ I 1‘ • I 1Е(уе е+е Е)=уе а+е а + уке <т.

Поделив теперь уравнение на е \ получим обыкновен
ное дифференциальное уравнение первого порядка

(16.9)у  Ее + Ее — у  (1 +к)а  + а ,

решение которого должно удовлетворять начальному 
условию £ (0) = а (0)/Е.

Из уравнения (16.9) следуют законы деформирования 
простейших моделей упругого тела и вязкой жидкости.

Закон Гука получаем при у = 0 
£ = <т/Е,
или с учетом начального условия
£=ег {Е.

При малых напряжениях, но больших скоростях их 
изменения первыми слагаемыми в левой и правой частях 
равенства (16.9) можно пренебречь. Тело ведет себя как 
упругое. Подобные условия выполняются при загруже- 
нии образца, в связи с чем материал в начальный момент 
времени может считаться упругим.

При малой скорости изменения напряжений и дефор-
1 + к

маций из уравнения (16.9) получаем закон Гука е =------------- а
Е

Е
с модулем упругости Н—----------. Этот модуль носит назва-

1 + к
ние длительного модуля упругости в отличие от мгновен
ного модуля упругости Е.

Е 1 Л у (1 +к) 1
Если — = 0, -------------- = 0, а ------------ =-, то уравнение

1+ к у (1 +к) Е V
(16.9) принимает следующий вид:
а = т\Е.



Материал, в котором между напряжениями и дефор
мациями выполняется такая связь, называется вязкой 
жидкостью. Коэффициент пропорциональности ц называ
ется коэффициентом вязкости или коэффициентом внут
реннего сопротивления.

Важно отметить, что модель материала, для которого 
справедлив закон деформирования в форме (16.9), может 
быть получена как совокупность упругих и вязких элеме
нтов, соединенных между собой в определенной последо
вательности. Действительно, если модель упругого тела 
обозначить упругой пружиной, а модель вязкой жидко
сти — поршнем, помещенным в сосуд с вязкой жидко
стью, то рассматриваемое тело конструируется из них 
так, как показано на рис. 16.14.

При постоянном напряжении деформация е (<) опреде
ляется выражением

(16.10)

Отсюда видно, что при выбранной функции К (I—т) 
деформация изменяется в таких пределах:

при /=0 е (0)=—;
Е

При /-»СЮ £< , I \ а0> = (1 +к)-=-.
Е Н

График изменения е (*) показан на рис. 16.15.
С помощью трехэлементной модели материала (см. 

рис. 16.14) легко объяснить такое изменение деформаций. 
В начальный момент времени деформация совпадает 
с деформацией первого упругого элемента, модуль уп
ругости которого равен ЕХ = Е. Под действием напряже
ний, приходящихся на вязкий элемент 3, поршень начина
ет перемещаться в вязкой жидкости. По мере его переме
щения часть напряжения <т0 будет передаваться на второй

упругий элемент 2 (с модулем упругости Е2). При этом

вязкоупругого Рис. 16.15. Кривая ползуче
сти для вязкоупругого мате
риала

»

Вязкая жидкость

В чем заключает
ся отличие в пове
дении во времени 
упругого тела и 
вязкой жидкости?

Сравните с поведе
нием часто приме
няемых моделей 
Максвелла н Фой- 
хта



Джемс Клэр Мак
свелл (1831— 
1879)— английс
кий физик

Вольдемар Фойхт 
(1850—1919) — не
мецкий физик

общая деформация модели увеличивается. При 1-* со по
ложение поршня в жидкости стабилизируется, т. е. ¿-»0. 
Напряжение в упругом элементе 2 приближается к <т0.
Суммарная деформация модели стремится к величине

(То (ГО Е\+Е2£*=----1----------- <т0.Ех Е2 ЕХЕ1

Таким образом, длительный модуль упругости равен

Я«-**.
Е1 + Е2

Рассмотрим нагружение образца, при котором напря
жение (г0 сохраняет постоянное значение на промежутке

времени от 0 до а при оно тождественно равно
нулю (рис. 16.16, а).

Деформация при описывается равенством
(16.10). При упругая деформация равна нулю, в ре
зультате чего из (16.8) имеем

в(0=7 }в"т<‘"*)в' (т)<1т,
* о

или

в (/)-~в [} а (г) (1т+1 (т) с1т

Второй интеграл в квадратных скобках равен нулю, 
так как <т = 0 при />*]. Тогда

(0=~ ук I е~у(‘~х) дх.

Имеет ли место 
упругое последей
ствие в модели 
Максвелла?

Окончательно получим

е(0=7[1+Л(1-Гт')],£

е (*)—— ке~* (еу>1 — 1),
Е

Из второго равенства следует, что деформация с уве
личением времени полностью исчезает, г. е. рассматри
ваемому материалу присуще свойство упругого последей
ствия. График полученных зависимостей представлен на 
рис. 16.16, 6.

Такое поведение материала после разгрузки легко 
объяснимо с помощью модели (см. рис. 16.14).

При />/, деформация модели определяется дефор
мацией только упругого элемента 2 (элемент 1 не дефор
мируется, так как напряжение в нем равно нулю). Напря
жения в вязком элементе и упругом элементе 2 равны по



Рис. 16.16. Изменение деформаций 
образца из вязкоупругого материа
ла при нагружении постоянным на
пряжением и последующей разгруз
ке

модулю, но противоположны по знаку (в упругом элеме
нте они растягивающие, а в вязком — сжимающие). Под 
действием сжимающего напряжения поршень перемеща
ется в жидкости, благодаря чему деформация элемента
2 уменьшается, а стало быть, уменьшается и действу- *
ющее в нем напряжение. При /->оо положение поршня 
стабилизируется, т. е. ¿->0, в результате чего напряжение 
в вязком элементе стремится к нулю. Следовательно, 
напряжение и деформация в упругом элементе 2 также 
стремятся к нулю. Таким образом, полная деформация 
модели при /—»оо стремится к нулю.

§ 16.4. Релаксация напряжений
В том случае, когда известен закон изменения дефор

мации во времени е (/), напряжение а (/) может быть 
найдено путем решения уравнения

£ (0=^ + 1 КО,  т)а(т)ёт.

Уравнение, в котором искомая функция стоит под 
знаком интеграла, называется интегральным. Решение 
таких уравнений сопряжено с математическими трудно
стями, и выбор метода их решения в значительной степе
ни зависит от вида функции К (/, т).

Для примера возьмем экспоненциальную функцию

КО- т)=£ Гт("т).
Е

Как было показано в предыдущем параграфе, уравне
ние (16.6) в этом случае эквивалентно дифференциаль
ному уравнению

а + у (1 +к)а=Ее + уЕе (16.11)

с начальным условием е (0) = о- (0)1 Е.
Рассмотрим задачу об изменении напряжений в стер

жне, вызванных постоянной деформацией (рис. 16.17, а,
б).



1

Рис .  16 .17 .  Нагружение  
стержня, при котором его де
формация остается неизмен
ной во времени

Рис. 16.18. Кривая релаксации 
напряжений для вязкоупругого 
материала

В начальный момент времени напряжение равно 
а (0) = Ееп, где Eq=AЦ1.

Напряжения в произвольный момент времени найдем 
из уравнения (16.11), которое при заданном воздействии 
принимает следующий вид:
д + у (1 + к)а = уЕвй, Eo=const. (16.12)

Общее решение уравнения (16.12) записывается как 
сумма частного решения

_ Ее о 
О’част ~ Г 1 4-к
и решения однородного дифференциального уравнения 

а (t) = ce
где с — произвольная постоянная.

В итоге имеем

o{t) = ce + — — .
1 +к

Постоянная с находится из начального условия (при 
/=0)

г , Ее°Ево = с-\--- ;
1 +к

отсюда
к трс =---- Ее0.\+к

Окончательно найдем

(16.13)1 + к
Получен закон изменения напряжений во времени 

в поперечном сечении стержня, подверженного постоян-



Постройте кривую 
релаксации для 
модели Максвел
ла

<тоо=Яе0.

Построим кривую релаксации применительно к бе
тонной колонне. Будем считать, что к моменту нагруже
ния возраст бетона достаточно большой, поэтому для 
функции К (/ — т) справедливо выражение

Е

причем у = 0,03 1/сут; £=1,8.
Подстановка этих параметров в выражение (16.13) 

дает возможность вычислить значения напряжения в лю
бой момент времени:

I, сут... О 20 40 60 /-юо 
аЦЕео)... 1 0,477 0,379 0,361 0,357

Полученные результаты показывают, что при задан
ных характеристиках материала напряжения значительно 
уменьшаются во времени и при оо составляют 0,357 а0.
Интересно отметить, что это значение напряжения до
стигается (с погрешностью 1%) уже по истечении 60 сут 
с момента приложения внешнего воздействия.

§ 16.5. Принцип Волы ерры
Линейное соотношение между напряжениями и дефор

мациями в форме (16.7) отличается от аналогичного со
отношения для упругого материала только тем, что вме
сто величины 1 /Е в законе Гука записан интегральный

оператор - (1+К). Отсюда следует простое правило по- 
Е

строения решения задачи теории линейной ползучести щ 
(линейной вязкоупругости), которое носит название при
нципа Вольтерры. Принцип заключается в следу- Принцип Во ль те р- 
ющем: решение задачи для вязкоупругого стержня или ры 
стержневой системы может быть получено так же, как 
решение аналогичной задачи для упругого стержня, если 
в процессе решения с интегральными операторами об
ращаться как с упругими постоянными. В результате 
решение представляется как произведение функции от 
упругих постоянных и от пространственных координат на 
известную функцию времени, которая описывает внешнее 
силовое воздействие. Далее следует заменить упругие

ной деформации £о. График этой зависимости представ
лен на рис. 16.18. При /->оо напряжение стремится к по
стоянному значению

Ево 
000 —“1+к
или



постоянные интегральными операторами и произвести 
необходимые операции над ними.

В частности, если напряженное состояние конструкции 
в предположении упругости ее элементов не зависит от 
упругих постоянных, то напряженное состояние конст
рукции, материал которой обладает свойством линейной 
ползучести, совпадает с решением упругой задачи.

Отсюда видно, что во всех Статически определимых 
вязкоупругих системах напряженное состояние совпадает 
с напряженным состоянием аналогичных упругих систем. 
Если внешние нагрузки остаются постоянными во време
ни, то и напряжения также не меняются во времени. 
Влияние ползучести сказывается только на числовых зна
чениях деформаций и перемещений. Последние могут 
быть найдены, как и в упругих системах, по формуле 
Максвелла — Мора, для чего необходимо в равенстве 
(8.39) вместо отношений Мр/Е, записать

Ограничиваясь учетом только изгибающих моментов 
и нормальных сил, запишем формулу Максвелла — 
Мора для вязкоупругих систем:

Для каждого участка заданной системы функции Е (/), 
К (Л г) берутся свои.

Если конструкция является однородной, т. е. выпол
нена из материалов, обладающих одинаковыми свойст
вами, то

Если перемещение упругой системы с постоянным во 
времени модулем упругости Е0 обозначить А то равен
ство (16.15) можно представить следующим образом:

В том случае, когда усилия Мр, Ыр неизменны во
времени, выражения (16.15) и (16.16) соответственно при
нимают вид

Е
(1 +К)МР, ..., или ( к (/, т) Мр (г) ёт, ... .

Е

(16.14)

Д,=- (1+К) Г ( 1 5 + 1  (1+К) [^ сЬ. (16.15) 
Е I Е АV «/

Д^О+К) Д£\ (16.16)

или
Ответьте на воп
рос № 16.6



Пример 16.1. Определим прогиб конца консольной балки (рис. 
16.19, в),в момент времени 1в=0 загруженной равномерно распределен
ной нагрузкой, постоянной во времени. Материал балки является вязко- 
упругим, для которого

ч У* -г</-«)К(1-т)«—е 
Ео

причем Ео, к, у — заданные постоянные.

в)

г)

1ГТГгтп !̂ ‘[ГТТТТТгтттт^
Рис. 16.19. Вязкоупругая балка, загруженная равномерно распреде
ленной нагрузкой

Решение. Перемещение конца упругой консоли у0 найдем, постро
ив необходимые эпюры М„, Мр (рис. 16.19, б—г) и вычислив интеграл 
Мора:

41*У0=я-- .
8 Ео1
На основании принципа Вольтерры перемещение в момент времени 

I можно получить из равенства (16.17), причем 
‘

Еод (/, 10)= 1+| уке У ‘ * ёт«1+А:  (1— е Р). ~
о

Итак,

-у» 41* 
у(1)=Ц+к(1-е ))-?—.оЕо1

Как видно, при постоянной нагрузке прогиб изменяется во времени 
по экспоненциальному закону, достигая при 1-*со предельного значения 
Уоо = (1+Ф Уо.

В статически неопределимых упругих системах рас
пределение усилий либо не зависит от упругих постоян
ных, либо зависит.

В первом случае, как и в статически определимых 
системах, напряженное состояние при ползучести совпа
дает с напряженным состоянием упругой системы, если 
функции Е (О, К 0, г) одинаковы для всех элементов 
конструкции. Меняется только деформированное состоя
ние.

Во втором случае, который может встретиться, напри
мер, при расчете конструкций из разномодульных мате
риалов, изменение во времени претерпевает не только 
деформированное, но и напряженное состояние.



§ 16.6. Поведение вязкоупругих статически 
неопределимых систем

Особенности работы статически неопределимых неод
нородных вязкоупругих систем проиллюстрируем на при
мере комбинированной системы (рис. 16.20, а), состоящей 
из упругого элемента 1 и вязкоупругой балки 2. Нужно 
определить усилия в элементах системы, возникающие 
под действием постоянной во времени нагрузки. Подвес
ка 1 имеет модуль упругости Ех и площадь поперечного
сечения А; балка имеет модуль упругости Е, функцию
К (/ —т) =— е-г(,-т), момент инерции /.

Е
Заметим, что аналогичная задача, но для упругой 

системы рассматривалась выше (см. § 9.3).
Рассматриваемая система является один раз статичес

ки неопределимой. В качестве основной системы выбира
ем систему с разрезанной подвеской, в которой действует 
неизвестное усилие Х1 (рис. 16.20, б).

Эпюры внутренних усилий от единичного неизвест
ного и нагрузки показаны на рис. 16.20, в, г.

Запишем каноническое уравнение в виде
-^1 + А1? = 0,

где <5П Хи Л1? — условная запись перемещений по направ
лению неизвестного Х\ соответственно от самого этого
неизвестного и от нагрузки с учетом вязкоупругих 
свойств материала.
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Рис. 16.20. Комбинированная вязкоупругая неоднородная статичес
ки неопределимая система (а), основная система (б) и эпюры внут
ренних усилий от нагрузки (в) и единичного неизвестного (г)



Первое слагаемое состоит из двух составляющих, учи
тывающих деформацию упругой подвески и вязкоупру
гой балки:
&пХ1=&\хХ1  + & г

пХх\  

причем при ¿о — 0

(о, *?,*,=(!+к)5?г*лг,=
Е\А

=ш\* 1  ^  + б\к (1-х )Х 1  (т)с!т|

Грузовое перемещение

После подстановки этих выражений в каноническое 
уравнение получим интегральное уравнение

{Ь+^)х'т'^к{1-г)хл^=

=— 1+Е \к(1-т)с!т 2АЕ1 \_ о
ИЛИ

X, (,)+2^ } Г™Хх  (т)с1т=-**- \\+ук\ е^йх  
1+^ 0 4 (1 +л) |_ }

0

(16.18)
Здесь 

1 6 кЕ1
ц ЕхА1ъ

Решение уравнения (16.18) может быть найдено анало
гично тому, как было получено решение задачи о релак
сации напряжений (см. § 16.4).

В дальнейшем ограничимся отысканием значений 
Х1 (/) для двух моментов времени: /=0 и /-»оо.

При / = 0 интегральное слагаемое в уравнении (16.18) 
обращается в нуль, т. е. система испытывает мгновенные 
(упругие) деформации

X, (0)=-^-.
4(1+/.)

Остановимся на определении значения Х\ при /-»сю.
Для «нестареющего» материала деформация ползучести 
не зависит от конкретного момента приложения нагрузки 
т, а зависит только от разности времен /—т. При фик
сированном значении т и при /-»оо указанная разность 
(/ — т)-»оо. То же самое произойдет, если зафиксировать



момент времени / и перенести момент времени г в — оо. 
Поэтому для нахождения значения Хх (/) при /-»оо можно
перенести начало отсчета времени (нижниё предел в ин
теграле) в — оо.

Тогда уравнение (16.18) запишется следующим обра
зом:

*1 (ОН----- | е ЛГ, (т)с1т =

{1  +  y i f c  J e - T t , _ f , dT

(16.19)
причем интегральное слагаемое в правой части равно 
постоянной к. Действительно,

= к (1-0) = к.

Будем искать решение уравнения (16.19) в виде 
Хх (О = Х\ (оо) = const. Вынося X, (оо) из-под интеграла,
получим

Хх (оо) + ДГ, (оо)-^- J e~y(‘~')dz=-^- (l+k).

После вычисления интеграла найдем 
5 (1 +k)wlХх (00)=

4[1+(!+*)#.]

Интересно обратить внимание на то, что это решение 
может быть получено минуя решение интегрального ура
внения из упругого решения путем замены в нем мгновен
ного модуля упругости Е длительным модулем Е/( 1 +к). 
Можно доказать, что такая замена возможна всегда, если 
закон деформирования имеет вид (16.3).

На рис. 16.21 представлен график изменения функции 
Х1 (0 во времени. Как видно, усилие в подвеске (в уп
ругом элементе) увеличивается во времени.

На рис. 16.22 представлена эпюра изгибающих момен
тов для случая, когда ¡л = 2 (этот же случай рассмотрен 
в § 9.3). Сплошной линией отмечена эпюра М при / = 0 
и пунктирной — для бесконечно удаленного момента 
времени в предположении, что к = 2. Эпюры свидетель
ствуют о том, что распределение усилий изменяется не 
только количественно, но и качественно. В начальный 
момент изгибающий момент под подвеской был положи
тельным, а при неограниченном увеличении времени он 
становится отрицательным. Это обстоятельство должно 
учитываться при конструировании балки. С другой сто
роны, изгибающий момент в середине левого или право- 

Отвегьтс на воп- го пролета балки при / = 0 оказывается в —1,5 раза 
рос № 16.7 больше момента при /-+ оо.



Рис. 16.21. Зависимость неиз
вестного усилия Х\ от временя

Рис. 16.22. Эшоры изгибающих 
моментов в балке для моментов 
времени {=0 и «-»со

Если жесткость подвески мала подвеску можно
не учитывать при расчете балки. Система превращается 
в статически определимую. Усилие в такой системе не 
меняется во времени. Если же подвеска абсолютно жест
кая (/*—»■ оо), то система представляет собой неразрезную 
двухпролетную балку на жестких опорах. Оказывается, 
что усилия в такой балке тоже не изменяются во времени.

Приведенный пример иллюстрирует особенности ра
боты неоднородной статически неопределимой системы, 
в которой иногда происходит значительное перераспреде
ление внутренних усилий.

Решите 
16.2, 16-3

задачи

§ 16.7. Длительная прочность материалов
При анализе работы конструкций, материал которых 

обладает свойством ползучести, приходится считаться 
с двумя факторами: с одной стороны, с возможностью 
появления недопустимо больших деформаций и переме
щений, с другой — с возможностью ее длительного раз
рушения.

Для оценки прочности материала при ползучести ис
пользуется понятие предела длительной прочности.

Пределом длительной прочности ат называется мини- Я
малъное постоянно действующее напряжение, которое Предел длнтель 
при заданной длительности работы образца приводит ной прочности 
к его разрушению.

Ранее уже отмечалось, что испытание образцов при 
ползучести иногда заканчивается их хрупким или вязким 
разрушением. Хрупкое разрушение связано с накоплени
ем повреждений в материале, в частности в поликрист ал- 
лических материалах с развитием многочисленных тре
щин по границам между зернами. При вязком разруше
нии трещины развиваются внутри зерен.

Иногда указанные типы разрушения проявляются од
новременно, давая картину смешанного разрушения.

В образцах, изготовленных из одного и того же мате
риала при различных нагрузках, могут наблюдаться 
и хрупкое, и вязкое разрушения. Как правило, при умень-



Долговечность ма 
тернала

Вязкое н хрупкое 
разрушение мате
риала

шении напряжения и соответственно увеличении длитель
ности пребывания образца под нагрузкой деформация 
к моменту разрушения уменьшается, а характер разруше
ния становится хрупким.

В отличие от предела кратковременной прочности, 
о котором шла речь в первых главах, понятие предела 
длительной прочности материала оказывается связанным 
со временем. Промежуток времени от момента нагру
жения до момента разрушения образца называется долго
вечностью.

Каждому значению постоянно действующего напря
жения отвечает свое значение долговечности. С увеличе
нием напряжения долговечность образца снижается.

Г рафик изменения предела длительной прочности как 
функции времени обычно представляется в двойных лога
рифмических или полулогарифмических координатных 
осях (рис. 16.23). Этот график имеет вид ломаной линии, 
состоящей из двух прямых. Прямая с меньшим углом 
наклона соответствует вязким разрушениям, а прямая 
с большим углом наклона — хрупким разрушениям. 
Иногда точка пересечения прямых выявляется четко, 
а иногда существует некоторый криволинейный переход
ный участок. В некоторых случаях перелом в диаграмме 
отсутствует вовсе.

Если говорить о длительной прочности бетона, то 
считается, что он определяется характером структурных 
дефектов, вызванных длительно действующей нагрузкой. 
Если дефекты не возникают, то это означает, что дейст
вующее напряжение не превосходит предела длительной 
прочности. При напряжениях, меньших предела длитель
ной прочности, дефекты также могут возникать, но при 
условии, что их развитие прекращается во времени. Для 
достаточно большого времени нагружения, равного вре
мени эксплуатации сооружения (~50...70 лет), предел 
длительной прочности бетона принимается равным 
~0,8ств, где <хв — призменная прочность бетона (кратков
ременная).

Среди материалов, работающих в условиях комнат
ных температур, вопросы длительной прочности особен
но важны для древесины и композитных материалов,

б, МПо



выполненных на основе полимеров (стеклопластики, по- 
лимербетон и т. п.).

Для древесины можно привести следующие данные: 
предел кратковременной прочности сосны при сжатии 
и растяжении вдоль волокон соответственно равен ~76 
и — 111,5 МПа, а предел длительной прочности при тех 
же нагружениях ~44 и ~ 56 МПа; слоистый пластик 
ДСП-В (материал, изготовленный из тонких листов лу
щеного березового шпона, пропитанного синтетическими 
смолами) при кратковременном нагружении имеет пре
дел прочности при сжатии и растяжении вдоль слоев 
шпона вдоль волокон рубашки одинаковый и равный 
—148 МПа, а предел длительной прочности ~75 МПа.

Отсюда видно, что пределы длительной прочности 
древесины для времени нагружения, равного сроку служ
бы конструкции, могут быть меньше половины предела 
кратковременной прочности.

В табл. 16.2 представлены результаты длительных 
испытаний однонаправленного стеклопластика на эпок
сидном связующем при растяжении вдоль волокон. Це
лью этих экспериментов являлось определение долговеч
ности образцов при фиксированных значениях действу
ющих напряжений.

Таблица 16.2
Значения долгов*'■остей однонаправленного стеклопластика пря разных 

уровнях растэтваМмцнх напряжен!« при комнатной температуре
(Г=20°С)

ф» Inf, с (

0,8 8,11 55,5 мин
0,7 11,49 27,1 ч
0,6 16,68 4872,2 ч

Здесь аш — предел кратковременной прочности стек
лопластика, равный 780 МПа.

Для прогнозирования долговечности материалов ча-
—Ьасто используются экспоненциальная t=ae или степей- 

-ßная t=aa зависимости.
Следует отметить, что долговечность материалов рез

ко снижается при повышении температуры. В табл. 16.3 
представлены результаты испытаний образцов однонап
равленного стеклопластика на эпоксидном связующем 
при растяжении вдоль волокон при температуре 80°С.

Сопоставление данных, содержащихся в табл. 16.2 
и 16.3, свидетельствует о том, что увеличение температу
ры на 60°С ведет к уменьшению долговечности, особенно 
заметному при меньших напряжениях.

Длительная про
чность н долговеч
ность материала 
зависит также от 
других факторов: 
влажности, «воз
раста» материала, 
состава (например, 
бетона) и др.



Заменяя долюве<ш>стей одяоиаоравлеоюго стеклопластик» оря разных 
урояпх растагияаюпяп ншряжемй пря температуре 7'=80°С

§ 16.8. Выпучивание вязкоупругого стержня, 
имеющего начальное искривление

В гл. 15 рассматривался продольно-поперечный изгиб 
сжатых упругих стержней; исследовалось влияние про
дольной сжимающей силы на величину прогибов и напря
жений в поперечном сечении. В результате было установ
лено, что и перемещения и напряжения резко увеличива
ются по мере приближения продольной силы к критичес
кому значению. Аналогичные задачи в условиях ползуче
сти приобретают особенно важцое значение. Остановим
ся на одной из них.

Рассмотрим вязкоупругий стержень, шарнирно опер
тый по концам и сжатый продольной силой Г (рис. 16.24). 
Сила приложена в центре тяжести крайних сечений. В ис
ходном состоянии (при отсутствии нагрузки) стержень 
имел начальный прогиб у0 (г). В момент приложения
силы F прогиб стержня принимает значение V (г, 0). При 
длительном действии нагрузки прогиб V (г, () нарастает 
во времени.

При решении задачи принимаем зависимость между 
напряжениями и деформациями в виде

Фя 1п(, с

0,75
0,70
0,65
0,60

5,92 6,2 мин 
8,07 53,3 мин

9,98 359,8 мин 
12,63 84,9 ч

е (0=^ + 1 К (/ — т) сг (г)ёт.
Е л

Рис. 16.24. Про
дольный изгиб сжа
того вязкоупругого 
стержня, имеющего 
начальный прогиб



В поперечном сечении стержня появляется изгиба
ющий момент М=Ру. Относительная деформация в точ
ке равна

W
8z2

Гд2\ (г, г) 82\0 

[_ 8z2 8z

В соответствии с принципом Вольтерры изменение 
кривизны стержня определяется из выражения

£Ч^0-£^_ _ FТ 0 + ■ ЕК (í_t) у (Z t)dt-
8z2 8z1 El |_ o8z2 __

(16.20)

Предположим, что начальный прогиб стержня описы
вается синусоидой

Vo (z)=/0sin z.

Решение уравнения (16.20) ищем в виде

v (z, t)=f(t) sin * г.

Форма прогиба в любой момент времени остается 
неизменной, меняется только его амплитуда.

После подстановки в уравнение (16.20) получаем

/(/)—— Í ЕК ( í - t )/(т)ёт sin - z=———■ sin - z, (16.21)
L 1-a o J 1 1~a 1

где
Fl2

a = -
п Е1 <
Это соотношение должно выполняться для любого г, 

что оказывается возможным при условии соблюдения 
равенства

/(0--^-}ж(/-т)/(т)с1т=А. - (1622)
1-ос0 1-е

Примем функцию ЕК (/—г) равной 

ЕК(1--с) = уке~п‘"\
В таком случае решение уравнения (16.22) может быть 

получено так же, как было найдено решение задачи о ре
лаксации напряжений в § 16.4. Опуская все выкладки, 
запишем

/(0=(1-/* г-*)-* (16.23)
\  1—а  ) 1— а (1+Аг)  1—а



/ л Л -w»A /о . *v (z, i) = 1---------е -------------------sin - z.
\ 1 —а у 1 — а (1 +к) I

Характер движения стержня определяется функцией
— y f tе , которая, оставаясь всегда положительной, может 

стремиться к нулю, если /?>0, или неограниченно воз
растать, если /?<0:

при /?>0 >

0 < а < и л и  0<.F<.Fa; (16.24)

при /?<0

Y^<a<i, или Fa<F<Fw (16.25)

где
_ *гЕ1 _п2Е1

я_(1 +k)l2’ M~~F'

Границей, разделяющей случай неограниченного ро
ста функции е~у9‘ от случая ее убывания, является значе
ние /? = 0, что соответствует

a = l+fc С16’26*

Заметим, что при /J —0 зависимость (16.23) приводит 
к неопределенности типа 0/0. Раскроем ее, разложив фун-

_у Qf

кцию е в ряд Тейлора в окрестности точки /?=0. 
Выражение (16.23) принимает вид

/(/)={-+----------------------------yfit-
) 1 —а 1! [1—а (1+й:)] (1—а)

cdc
№2+21 [1-ot (1+£)](!-«) -•Ia

Р 1Учитывая, что--------------=----- , при В = 0 находим
1-а(1+*) 1 —*

/(0 = (1+у/) Л
1 — а

Значениям нагрузки Р, ограниченным неравенствами 
(16.24) и (16.25), отвечают кривые, показанные на рис. 
16.25, где по вертикали откладывается безразмерная амп
литуда прогиба, равная
/(о Л .-»¿Л 1_а



Рис. 16.25. Графики измене
ния безразмерной амплиту
ды прогиба стержня во вре
мени при различных значени
ях параметра а

Наклонная прямая соответствует равенству (16.26).
При 0<Р<Ра амплитуда прогиба возрастает во вре

мени от значения /(0) в начальный момент времени до 
конечного значения

г = л
Ув> 1 — а (1 +к)’

приближаясь к нему асимптотически при /-»оо.
Нужно отметить, что для получения предельного про

гиба нет необходимости решать уравнения (16.20) 
и (16.22). Достаточно решить задачу для упругого стерж
ня, модуль упругости которого равен длительному моду
лю Н.

При Рд^Р<Ри прогиб неограниченно увеличивается 
во времени. Чем ближе значение силы Р к Рм, тем интен
сивнее происходит рост перемещений.

При Р=РЫ прогиб мгновенно обращается в бесконеч
ность. Конечно, это утверждение условно. Прогиб остает
ся конечным при любой силе Р, если не происходит 
разрушение стержня. Такой результат оказался возмож
ным потому, что выражение для кривизны стержня было 
принято приближенным.

В упругих стержнях при продольно-поперечном изги
бе прогиб становится неограниченным при Р=РЭ (где
•Гэ — эйлерова критическая сила). При Р<Р3 стержень
считался устойчивым, при Р>РЭ — неустойчивым. ■

По аналогии можно утверждать, что движение вяз- Границы устончм- 
коупругого стержня устойчиво при 0 <Р<Ра, а при вости вязкоупру-

— неустойчиво. гого стержня
Границей областей устойчивого и неустойчивого дви- И 

жений является значение Р=Ра, называемое длительной д штельнвя
критической нагрузкой в отличие от силы ри, которая мгновенная крмтн- 
называется мгновенной критической нагрузкой. ческая нагрузки

Обе эти критические нагрузки определяются по фор
муле Эйлера; только в первом случае берется длительный



модуль упругости Н, а во втором — мгновенный модуль 
упругости Е.

Если Н— 0, что соответствует неограниченной пол
зучести материала, то /^ = 0 и, следовательно, при любой
отличной от нуля сжимающей силе Р прогибы стержня 
неограниченно растут во времени.

Из всего изложенного можно сделать вывод: при сжи
мающей силе Р^Ра стержень может находиться в эксплу
атации лишь в течение ограниченного промежутка време
ни; при Р<Рд прогибы стремятся к конечному пределу:

При Р-*Ра этот предел оказывается достаточно высо
ким, что также может привести к разрушению стержня.

Для количественной оценки возможного снижения 
длительной критической нагрузки Ра по сравнению
с мгновенной критической нагрузкой Ры рассмотрим бе
тонную колонну с характеристиками бетона, приведен
ными в § 16.2. Если возраст бетона к моменту приложе
ния нагрузки больше трех месяцев, можно считать, что
£=£^ = 20 ГПа, К(1-х) = 1,Ъуе~н‘~х)/Е.

Между Ры и Рв имеет место зависимость ^„=2,8^.
Для подтверждения реальности соотношений вида

(16.23) укажем на известный пример опытней бетонной 
колонны, сжатой эксцентрично приложенной силой Р. 
Прогиб колонны увеличивался во времени с момента 
приложения нагрузки, пока по истечении семи лет со дня 
загружения колонна не разрушилась.

Это лишний раз подчеркивает, что в сжатых стержнях, 
материал которых обладает свойством ползучести, ма
лость прогибов и прочность в начальный момент време
ни не гарантируют малости прогибов и прочности по 
прошествии большого промежутка времени.

§ 16.9. Нелинейная ползучесть материалов
Для вязкоупругих материалов интегральные соотно

шения типа (16.3) и (16.6) достаточно точно отражают 
зависимость между деформациями и напряжениями во 
времени при изменении последних в соответствующих 
границах. В области нелинейной ползучести подобных 
универсальных зависимостей, которые бы удовлетвори
тельно описывали процесс деформирования различных 
материалов, при разных законах изменения напряжений 
в различных температурных условиях нет. Объясняется 
это тем, что явление нелинейной ползучести чрезвычайно 
сложно и зависит от многих факторов.

Достаточно общие соотношения, которые могли бы



Рис. 16.26. Кривые не- 
установившейся и устано
вившейся ползучести

их отразить, оказываются исключительно сложными 
и потому при решении практических задач влекут за 
собой большие трудности.

В настоящее время в инженерных расчетах получили 
распространение упрощенные теории: старения; течения; 
упрочнения; наследственной ползучести. Дадим краткую 
характеристику каждой из них.

Теория старения. Вернемся к типичной кривой пол
зучести, рассматривая на ней лишь фазу неустановившей- 
ся и установившейся ползучести (рис. 16.26). Полученный 
график соответствует выражению
е=а/Е+(р (<т, (), (16.27)

где предполагается, что в начальный момент времени 
напряжение не превосходит предела пропорционально
сти.

Функция (р (а, /) обычно берется в виде произведения 
двух функций, одна из которых зависит только от напря
жения, а другая — только от времени, что возможно 
в тех случаях, когда кривые ползучести подобны (см. 
§ 16.2)
<Р (°, *)=/(<г) Ф (0- (16.28)

Функцию / (а) часто принимают степенной:

/(<х) = <тт, (16.29)
для металлов при высоких температурах, например, т = 3 
и более.

Теория старения предполагает, что соотношение
(16.27) остается справедливым и при переменных напря
жениях.

Заметим, что теория старения не имеет отношения 
к процессу «старения» материала.

Теория течения. В этой теории постулируется связь 
между скоростью изменения деформации е, с одной сто
роны, и скоростью изменения напряжения а, напряжени
ем и временем — с другой:

е=- + ф (а, I). (16.30)
Е

Для Ф (а, 0 используются выражения типа (16.28). 
Уравнение (16.30) справедливо при не слишком малых

Теория старения

Теория течения



Теория упрочнения

Наследственная
теория

скоростях ползучести и при медленно и монотонно меня
ющихся напряжениях.

Если деформации ползучести значительно превосхо
дят упругие деформации, первые слагаемые в равенствах
(16.27) и (16.30) можно опустить, принимая

е=ср (с,/), (16.31)
¿=Ф (а, 0- (16.32)

В том. случае, когда функция Ф (а, 0 не зависит от 
времени, уравнение (16.32) определяет процесс установив
шейся ползучести и тело, находящееся в состоянии пол
зучести, можно рассматривать как нелинейно вязкую жи- | 
дкость. Такой закон деформирования соответствует пун
ктирной прямой, показанной на рис. 16.26. Несмотря на 
кажущуюся грубость замены кривой ползучести прямой, I 
результаты расчетов при достаточно больших г оказыва
ются близкими к действительным'.

Из-за предельной простоты теории старения и течения 
получили широкое распространение в инженерных рас
четах.

Теория упрочнения. Под упрочнением подразуме
ваются такие изменения в материале, которые проис
ходят по мере накопления деформаций ползучести и при
водят к снижению скорости ползучести при заданных 
напряжении и температуре.

В простейшем случае мерой упрочнения служит дефо
рмация ползучести Ец, поэтому принимается зависимость

¿=4+'А (ёш о)-Е

Функцию ф (£„, а) часто представляют в виде 

Ф (еп, ет) = е-'/(<г).

Теория упрочнения удовлетворительно описывает 
ползучесть при не очень сложных законах изменения 
внешних нагрузок.

Теория наследственной ползучести. Для неко
торых материалов напряжения и деформации связацы 
интегральными соотношениями вида

к ( ‘л)е[<т(т)]<1т,
/о

или

^ [£ (0] = <7 (0+1 К 0 —г) а (т)с1т,
'о

которые являются естественным обобщением аналогич
ных уравнений линейной ползучести.

Здесь в [<х (г)], А [е (/)] — нелинейные функции напря
жения и деформации соответственно.



Первое из этих выражений используется для бетонов, 
а второе — для металлов.

Отметим, что выполнение расчетов с применением 
теории упрочнения и теории наследственной ползучести 
сопряжено с большими математическими трудностями.

Рассмотрим примеры, иллюстрирующие влияние не- Решите задачу 
линейной ползучести на напряженное и деформированное 16.4 
состояние деталей машин и конструкций.

Првмер 16.2. В стержневой системе, показанной на рис. 16.27, а, 
средний стержень обладает свойством ползучести, описываемой зако
ном (16.30), причем Ф (а, I)=Во”, а боковые стержни упругие с модулем 
упругости £2. Найти напряжения и деформации элементов 1, 2 при
действии на систему постоянной во времени силы Р.

Рис. 16.27. Статически неопределимая стержневая система

Решение. Из равновесия-узла (рис. 16.27, 6) следует 

Щ + ^2Щ=Е.

Поделив обе части этого уравнения на -^2А, приходим к равенству 
а1 + а2=<т, (16.33)

Б
Где использовано обозначение <т=—=—.

^2 А
Из уравнения неразрывности деформаций 

Ы^у/гЫг

следует

£1=*2' . (16.34)

Подставляя выражения для ¿| и «2

а| о2В1=—+Ва^, г2=—
Ех Ег

в равенство (16.34) с. учетом соотношения (16.33), получим дифференци
альное уравнение



ЕХВ
<Х|Н-<х"=0;

1+л
здесь
п=Е[/Е2.

Решение уравнения (16.35) имеет вид 
п

---- а
1+л

<П=----г '■ " ■■■ ' ---
т-1 I т-1 / п V

/1 Н------ Е\ В (-------а )
V л + 1 \1+и )

т—  1 * 
/

где использовано начальное условие

<г, (0)=--а.
1+л

Соответственно

02 — О”—0” 1, £ 1 = £2 = '
<т— еТ|

$Г'
Результаты показывают, что с увеличением времени напряжение 

в стержне 1 уменьшается, стремясь к нулю, а напряжения в стержнях
2 увеличиваются, стремясь к постоянному значению а. Другими слова
ми, элемент 1 выключается из работы в процессе деформирования, Ответьте НЯ ВОП- 
а сила Р целиком воспринимается только,стержнями 2. Деформации <л
остаются ограниченными, приближаясь к постоянному значению

а
*2»=-.

Пример 16.3. Рассмотрим задачу о ползучести балки прямоуголь
ного поперечного сечения при чистом изгибе (рис. 16.28).

Сечение!-!

Рис. 16.28. Чистый изгиб балки прямоугольного поперечного сече
ния

Решение .  Найдем распределение напряжений в поперечном сече
нии балки при установившейся ползучести, принимая зависимость 
(16.32)

ё = Ват, (1бз6)

где т нечетно.
Предполагаем справедливым закон плоских сечений, т. е. * = *у, 

причем ж —- кривизна балки.
Из уравнения равновесия имеем

М~1<гуЛА = ь(?\Чт | у[+т)1т(1у=[-\1т1т. (16.37)
л —А/2 \в/



Рис. 1629. Эпюры нормальных напряжений в поперечном сечении бал
ки при установившейся ползучести для различных показателей степе
ни т

Здесь в — скорость изменения кривизны;

-Л/2 12н—
т

Выражая из (16.37) скорость ж и подставляя в равенство (16.36), 
получим

Таким образом, при нелинейной ползучести распределение напря
жений изменяется от линейного (в начальный момент времени) до 
распределения, определяемого формулой (16.38), которое является 
предельным. Достигается оно при установившейся ползучести при 
/-юо. Формулой (16.38) можно пользоваться и при четном т, только 
для этого нужно учитывать изменение знака сри изменении знака 
координаты у. Эпюры нормальных напряжений представлены на рис. 
16.29 для разных т, где по горизонтальной оси откладывается отноше
ние напряжения с к напряжению, которое появляется в начальный 
момент времени в верхних волокнах балки. И? рисунка видно, что 
с увеличением т распределение напряжений становится подобным рас
пределению нормальных напряжений в предельном случае для идеаль
ного упругопластического материала (яя рис. 16.29 покачано пуякти 
ром). х

(16.38)



Вопросы для самоконтроля к главе 16
16.1. Возникают ли деформации ползуче

сти при напряжениях, меньших предела текуче
сти, или они появляются только при напряже
ниях, больших предела текучести или равных 
ему?

16.2. Всегда ли деформации ползучести 
растут неограниченно во времени?

163. Есть ли разница между пластически
ми деформациями и деформациями ползучести 
и если она есть, в чем заключается?

16.4. Что есть общего и в чем заключается 
различие явлений ползучести и релаксации на
пряжений?

16.5. В чем разница между наследственной 
теорией, теорией наследственного старения 
и теорией старения?

16.6. В чем особенности изменения напря
женно-деформированного состояния статичес

ки определимых однородных и неоднородных 
вязкоупругих систем?

16.7. В чем особенности изменения напря- 
женно-деформированного состояния статичес
ки неопределимых однородных и неоднород
ных вязкоупругих систем?

16.8. Существует ли связь между пределом 
длительной прочности и долговечностью мате
риала?

16.9. В чем разница между мгновенной 
и длительной критическими нагрузками?

16.10. Изменяется ли напряженное состоя
ние показанной на рис. 16.27 стержневой систе
мы, если материал всех стержней обладает 
свойством ползучести, описываемой одним 
и тем же законом ползучести (16.32) при раз
ных значениях показателя степени т1

Задачи
16.1. Фундамент стальной колонны, на ко

торую действует сила ,Р=20 кН, опирается на 
грунтовое основание (суглинок;. Найти пло
щадь подошвы фундамента колонны из усло
вия, что вертикальное перемещение верха ко
лонны в течение первых 60 сут после приложе
ния нагрузки не должно превосходить 1 см. 
При расчете материал колонны и фундамента 
считать упругим, а грунт — вязкоупругим. 
Осадка грунта Д при постоянном давлении 
определяется выражением

—:[-м
с+‘—)(1- 

20 + tj
где с=25 МПа-1, а=440 с/МПа, у=0,04 с-1. 
Упругие деформации при расчете не учитыва
ются.

16.3. Найти изгибающий момент в заделке 
упругой балки, шарнирная опора которой всле
дствие вязкоупругости основания испытывает 
осадку во времени. Вычислить значение мак
симальной осадки опоры, считая, что между 
реакцией Л и осадкой опоры соблюдается зави
симость

A(/)=JyX>
о

/* . 1•R(t)dT, К=а—, а=-.
EI 3

16.2. Определить распределение усилий 
между стальной арматурой и бетоном в сжатой 
колонне, имеющей симметричное армирова
ние, в начальный и бесконечно удаленный мо
менты времени. Арматуру считать упругой 
с модулем упругости Ел и площадью попереч
ного сечения Ал. Бетон — вязкоупругий мате
риал’

I 00

ЕбЧ (0 = *б (')+!*(<-т)<ХбМ<1т, / К{в)&в = \-
о о

площадь его поперечного сечения — А&. Вычи
слить напряжения в арматуре и бетоне в ука
занные моменты времени, считая ц=Ал1Ае =
=0,03; n=EJEб=5.



16.4. Начальное напряжение в болте, рабо
тающем при температуре 650°С, равно 
0,1 ГПа. Определить время, по истечении кото
рого напряжение снизится в три раза. Фланцы 
считаются несжимаемыми. Закон ползучести 
при заданных условиях выражается зависимо
стью е^о/Е+аа*, ¿=175 ГПа, а = 
= 1,3 (ГПа4 ч)'1.

Ответы к задачам главы 16

16.1. >4 >5547 см2. 16.2. При <=0 Щ =
1 +пр

= 1,3 МН; #.=
гцЯ

1+И/1
=0,2 МН; при <-*оо

Р /иг оо^ ® Ел
N6-------------- »1,15 МН; ------------0,35 МН; » « - [ I  +  \ К(0)йв\ —.

1 +/уцс 1 +цл<к . 0 Еб

я12 -гм ?/*=-(-5+3« ), Дт„=—.16.4. <«38,1 ч.
16 16£7

16.3. М(/) =



ГЛАВА 17

ДИНАМИЧЕСКОЕ ДЕЙСТВИЕ НАГРУЗКИ

§ 17.1. Понятие о динамическом нагружении
В § 1.2 кратко уже было дано определение динамичес

кой нагрузки как нагрузки, быстро меняющей свое значе
ние или место приложения, в результате чего возникают 
колебания системы. Здесь поясним более подробно суще
ство развивающихся процессов при действии динамичес
кой нагрузки.

Идеальное статическое нагружение предполагает, что 
в каждый момент постепенного возрастания внешних сил 
система находится как бы в состоянии покоя, так как 
в каждый момент существует точное равновесие между 
внешними силами и уравновешивающими их внутрен
ними силами упругости.

В действительности дело обстоит сложнее. Предста
вим себе, что в момент времени /=0 на платформочку, 
подвешенную к упругой пружине, ставится груз весом Сг. 
Так как пружина еще не успела растянуться, то усилие 
N в ней равно нулю. Поэтому груз С при / = 0 не будет 
уравновешен силами упругости и начнет «падать», все 
более растягивая пружину. Заметим, что этот случай 
называют внезапным приложением нагрузки. Вместо по
коя возникает состояние неравномерного движения систе
мы, что и является наиболее характерной особенностью 
динамического нагружения.

Из теоретической механики известен принцип Далам- 
бера, согласно которому движущееся тело или систему 
тел можно рассматривать находящимися в равновесии, 
если приложить силы инерции. Массу движущегося тела 
весом (7 обозначим т = (7/# (где g — ускорение силы тя
жести); его сила инерции будет /= — ту, где у= 
=<12у/с1/2 — ускорение движения тела. Силы инерции вы
ступают как дополнительная внешняя нагрузка на уп
ругую систему. Взаимодействие сил инерции и сил уп
ругости порождает упругие колебания при динамическом 
нагружении, в процессе которых внутренние силы и на
пряжения могут достигать значений, во много раз боль
ших, чем в покое при статическом действии нагрузок.

Расчет конструкций с учетом сил инерции и возника
ющего движения масс системы называют динамическим 
расчетом.

Некоторые примеры динамических воздействий при
ведены на рис. 17.1, а—г. Общие методы динамических 
расчетов изучаются в специальном разделе строительной



Рис. 17.1. Примеры динамических нагрузок:
ветер (а); подвижная нагрузка (б); ударное действие кузнечного оборудования 
(«); взрыв (г)

механики «Динамика сооружений». Ниже для иллюст
рации особенностей динамических расчетов буду! рас
смотрены лишь две простейшие задачи: расчет на про
чность при движении тела с постоянным ускорением 
и приближенное решение задачи об ударном действии 
нагрузки.

§ 17.2. Движение тела с постоянным ускорением. 
Динамический коэффициент

В качестве характерного примера рассмотрим задачу
о подъеме груза С с постоянным ускорением у=а (рис. 
17.2). Определим по методу сечений из условия равнове
сия динамическое значение внутреннего усилия Na, воз
никающего в тросе при подъеме, К телу кроме его веса 
(5 по принципу Даламбера должна быть приложена сила 
инерции 1=ат, направленная всегда в сторону, проти-

| Э=ат



воположную ускорению а. Тогда

ЛГД=С?+/= О + а  — = С?,
г

где g — ускорение силы тяжести. В покое статическое 
усилие было бы N„=0. Как видим, за счет движения

с ускорением усилие возрастает в отношении

где ц называют динамическим коэффициентом.
Отношение динамического значения некоторого фак

тора (усилия, напряжения, перемещения) к соответст
вующему статическому значению этого фактора называ
ется динамическим коэффициентом.

Приведенный пример имеет главным образом мето
дическое назначение, так как естественным образом по
зволяет ввести понятие динамического коэффициента.

В инженерной практике очень часто прибегают к ис
пользованию динамического коэффициента, когда в рас
четах определение внутренних усилий ведут от условных 
статических (квазистатических) загружений, а затем най
денное статическое усилие умножают на динамичес
кий коэффициент:

При этом коэффициент ц должен быть предваритель
но найден из решения соответствующей динамической 
задачи. В некоторых случаях такой подход дает возмож
ность достаточно просто получить приемлемое решение. 
Одним из таких случаев является расчет на удар.

§ 17.3. Ударное действие нагрузки
Удар. Рассмотрим воздействие вертикально падающе

го груза весом б на тело весом б0, соединенное с некото
рой упругой конструкцией, например растянутым стерж
нем или изгибаемой балкой (рис. 17.3). В момент контак
та груза и ударяемого тела между ними развивается сила 
взаимодействия Р=Р (/), характерный график изменения 
которой во времени / изображен на рис. 17.4. Период 
соударения т обычно очень мал и измеряется микро- или 
миллисекундами. Но в этот короткий промежуток време
ни развиваются очень большие ударные силы взаимодей
ствия. Поэтому хотя отрезок т ничтожно мал, импульс, 
сообщаемый ударяемому телу (х0, имеет вполне опреде
ленное конечное значение

Динамический ко
эффициент при по
стоянном ускоре
нии

(17.2)

АГд=дЛГст. (17.3)

Т

О



• о-

Рис. 17.4. Изменение силы взаимодействия ори ударе во времени

Импульс Я равен площади диаграммы -Р (/). Конечный 
импульс £ вызывает появление у тела £г0 конечной скоро
сти движения в направлении удара. Однако перемещения 
этого тела и, следовательно, деформации упругой систе
мы (удлинение А/ или прогиб V) не успевают развиться за 
короткий промежуток времени т. Поэтому результатом 
удара будет возникновение движения ударяемой массы 
с конечной скоростью, а также изменение скорости паде
ния груза на конечное значение.

Взаимодействие тел, при котором за очень малый 
промежуток времени скачкообразно возникают конечные 
изменения скорости этих тел, называют ударом.

Период контакта соударяющихся тел определяется по 
формуле
Т = Т] + Т2,

где Т] — фаза сближения центров этих тел за счет мест
ных контактных деформаций; т2 — фаза их упругого от
талкивания, после которой, вообще говоря, может воз
никнуть отскок и вторичный удар падающего тела.



Расчетная модель ■ основные допущения. Для того 
чтобы результаты решения данной задачи можно было 
применить к различным системам, представим упругую 
конструкцию в виде пружины с присоединенной точечной 
массой m-Go/g (рис. 17.5, а). Массу груза, падающего
с высоты А, обозначим А/=(?/#. Примем для этой модели 
следующие допущения.

1. В реальной конструкции сразу после первого кон
такта соударяющихся тел вдоль балки или стержня начи
нают распространяться волны упругих деформаций,
о чем подробнее сказано ниже (см. § 17.4).

Для упрощения задачи будем упругую конструкцию 
считать безмассовой, чтобы в ней не возникали указанные 
волны деформаций.

2. Соударение масс Мит будем считать мгновенным 
(т-»0) и идеально неупругим (без отскока). Местные кон
тактные деформации не учитываем.

Если скорость подлета падающей массы К=у 2^Л, то 
после соударения она как бы прилипает к ударяемой 
массе, после чего они движутся вместе со скоростью 
У0< V (рис. 17.5, в), которую найдем из условия равенства
количества движения системы до соударения и после 
соударения:
МУ=(М+т) У0. (17.5)

Отсюда при ( = 0 получим начальную скорость движе
ния двух масс У0 и соответствующую кинетическую энер
гию системы Т0:

М _ (М+т)У\
^ = Г°= М+т

м1

2 (М+т)
V2. (17.6)

Дальнейшее движение суммарной точечной массы 
(М+т) будет происходить как дьижение системы с одной

Рис. 17.5. Модель для определения дднамичесгого коэффици
ента при вертикальном ударе



и при условиях (17.6). Это будут колебания, график кото
рых показан на рис. 17.5, г.

Наибольшее усилие в пружине Ыа возникает в точке
1 в момент, когда перемещение достигает максимального 
значения Я=ЯД в крайнем нижнем положении (рис. 17.5, 
в). В этот момент скорость движения масс и кинетическая 
энергия системы Г, будут равны нулю.

Для упругой пружины связь между перемещением 
Я и вызвавшей его внутренней силой N запишем в виде
, NЛ=- (17.7)с
где с — жесткость пружины. Если пружину загрузить 
условной статической силой, равной весу падающего гру
за ^СТ = С, то внутренняя сила в пружине =Р„ = С
и соответствующее перемещение будет

С
=-• (17.8)

С С

Для максимального динамического перемещения 
Яд соотношение (17.7) получает вид

, Я**«=-• (17.9)
С

Разделив (17.9) на (17.8), получим
Яд ЛГд

'■-с-зе (1710)

Как видим, для принятой расчетной модели в виде 
системы с одной степенью свободы динамический коэф
фициент ц одинаков как для перемещений, так и для 
усилий, т. е.

все факторы в рассматриваемой системе при ударе 
возрастают в одно и то же число раз по сравнению со 
статическим загружением. Это число и есть динамичес
кий коэффициент ц, подлежащий определению.

Формула для динамического коэффициента. Для опре
деления Яд и ц используем известную из теоретической

механики теорему о том, что приращение кинетической 
энергии системы равно работе внешних сил. Применим ее 
к состояниям Я=Яо = 0 (рис. 17.5, б) и Я=ЯД в точке 1 (рис.
17.5, в), тогда по теореме можем написать
Тх-Тй=А, (17.11)

где Г, = 0 — кинетическая энергия системы при Я=Яд; \ 
А — работа сил тяжести С и С0 и силы ЛГ, действующей



Динамический ко
эффициент при ве
ртикальном ударе

на массы со стороны пружины, на отрезке движения от 
До=0 до Я = Яд (рис. 17.6).

Работа сил С и (х0 положительна’и равна (С+С0) Яд,
' А Га силы N — отрицательна и выражается площадью тра

пеции, отражающей изменение силы N на пути Яд. Следо
вательно,

А = (0+во) Ад-^МЯ+^ ^дЯд^ = еЯд-^ сЯд, (17.12)

где учтено, что Л^0=б:о и Ыа=сЯд.
Подставляя значение (17.6) для Т0 и (17.12) для А в ра

венство (17.11), приведем его с учетом (17.8) к квадрат
ному уравнению относительно Яд:

= 0.Яд—2ЯстЯд—2Л ^ = 1
Ч * ' ' \М+т)

, Два корня этого уравнения будут

--^(1±7^х(й+5)'

(17.13)

(17.14)

В этой формуле знак «+» соответствует нижнему 
амплитудному положению масс 1, а знак «—» — верх
нему положению 2 в процессе колебаний, следующих за 
ударом (см. рис. 17.5, г).

Приняв в (17.14) знак « + », окончательно получим 
искомую формулу динамического коэффициента:

(17.15)

Рис. 17.6. К вычислению работы внешних сил на пути Я=Л.Д после 
удара



где

м 1
т}-------=---------

М+т 1+т/М

— коэффициент, учитывающий соотношение ударяемой 
т и ударяющей М масс.

Формулу (17.15) можно выразить через скорость гру
за, если воспользоваться соотношением V2=2gh. Тогда

I <17-17)

( На рис. 17.7 представлена зависимость ц от парамет
ров удара А/Яст и т/М.

Параметр ^ представляет собой перемещение точки
соударения от условной статической силы, равной весу 
падающего груза.

Она определяет податливость, мягкость пружины 
(или другой упругой конструкции, на которую падает 
груз). Естественно, что чем меньше Х„, тем больше дина
мический эффект и коэффициент ц. (Вспомним, что пры
жок с одной и той же высоты на жесткий асфальт и в рых
лый снег может иметь совершенно различные последст
вия.)

Из рис. 17.7 видно, что чем больше ударяемая масса, 
тем меньше динамический коэффициент. Связано это 
с потерями кинетической энергии ударяющего груза при 
неупругом ударе. Чтобы это подтвердить, достаточно 
сравнить энергию перед ударом Т=МУ2/2 и энергию

Рис. 17.7. Зависимость динамического коэффициента от относитель
ной высоты падения (ЛДст) и соотношения масс (т/М)



т0  м  1
<1.Т М-тт 1 +т/М (17.18)

Как видим, это отношение тем меньше, чем больше 
отношение /и/М. Здесь уместно заметить, что когда-то 
в цирке силачи демонстрировали номер, в котором по 
тяжелой наковальне, лежащей на груди у артиста, нано
сился сильный удар молотом. Ясно, что именно масса 
наковальни т снижает динамический коэффициент 
/х и играет «защитную» роль для поддерживающего ее 
человека, хотя внешне могло казаться, что эта масса 
нужна лишь для подчеркивания силы артиста.

Если ударяемая конструкция не имеет в точке удара 
сосредоточенной массы т, то ее роль в какой-то мере 
выполняет распределенная масса стержней. Идя в запас 
прочности, во многих случаях не учитывают распределен
ную массу конструкции, полагая в формулах (17.15) 
и (17.16) т = 0 и »7 = 1. Тогда

Более точное решение с учетом распределенной массы 
рассматривается ниже (см. § 17.4).

При й = 0 имеем ¡1 = 2. Это случай так называемого 
внезапного приложения нагрузки. Механизм возникнове
ния движения в этом случае уже рассмотрен в 17.1. 
Возникающие при этом колебания с амплитудой А — 
= ХС1 будут совершаться около статического положения
равновесия Л=Л1Л так, что ¿т«= =2Ха.

Полученные формулы для ц соответствуют верти
кальному удару. В других условиях формула для р. может 
быть иной. Так, при горизонтальном движении груза 
<7 со скоростью V, например вагонетки по рельсам и уда
ре ее об упругую преграду (рис. 17.8), аналогичным об-

(17.19)

'////////////////////7У//7////////;



разом описанный вывод приводит к формуле

где Я„ определяется как перемещение точки соударения
от условной силы Р„, ориентированной в направлении
удара, т. е. горизонтально, и равной весу ударяющего 
тела <3. Особенность этой задачи по сравнению с ранее 
рассмотренной состоит в том, что сила тяжести С не 
совершает работу на перемещении Яд. Само перемещение
Яд и усилие в пружине Ыа могут быть получены по равен
ствам Яд=/хЯст и ЛГД=/¿Л^ст, где статические величины, как 
и ранее, находят от условной силы Р„ = (?.

Пример 17.1. В процессе монтажа на конструкцию, изображенную 
на рис. 17.9, падает груз весом С?= 1 кН с высоты А = 0,1 м. Определить 
максимальные напряжения, возникающие в системе от удара. Массой 
ударяемой системы в запас прочности пренебрежем.

л=тосм*
N20

1 = 2м

В=1кН

OJl

&

FCJ-S

1
А

1 *cr
i'

Рис. 17.9. К примеру 17.1

Решение. Загрузив систему в точке удара условной статической 
силой F„ — G и соответствующей единичной силой, по формуле Мора

путем перемножения соответствующих эпюр получим

' М „ М \  C N p f t t  2 G I *  S G IГр1 ■0.9+ -------  di=----—
J Е Л

Z



Статические напряжения в двутавровой балке и в тросе а2ст будут 

Мх а N 2в
(Т\ст= а» } ^СТ” = •

пх wx А А
Подставив числовые значения, указанные на рисунке, найдем: кст= 

=0,172 10~2 м, сг1ст = 10,85 МПа; о-2ст = 6,7 МПа. По формуле (17.19) 
найдем динамический коэффициент:

/ 2А / 2-0,1
ц = 1 +  / 1 + — =  1  +  / 1 + -------------- -  =  11,85.

V ^ V 0,172-10"г

Наибольшие динамические напряжения возникают в балке: 
о-1д=мсг1ст = 11,85 -10,85 = 129 МПа. В тросе эти напряжения будут а2а=
=/^2сг = 11,85' 6,7 = 79 МПа.

§ 17.4. Приближенный учет распределенной 
массы стержней при ударе

Рассмотрим удар груза О о конец консольной балки 
(рис. 17.10, а), имеющей массу т = рА, где р — плотность
материала стержня (масса единицы объема); А — пло
щадь поперечного сечения. При ударе в таком стержне 
возникает сложное движение типа распространения вол
ны изгибно-сдвиговых деформаций, переходящее в общие 
изгибные колебания стержня. Для приближенного реше
ния задачи заменим стержень с распределенной массой 
невесомым стержнем с одной сосредоточенной приведен
ной массой в точке удара Мщ,ш (рис. 17.10, б):

(17.21)

где т! — общая масса ударяемого стержня; к — коэф
фициент приведения, который найдем из условия равен
ства кинетической энергии распределенной массы стерж-

а) В)

Рис. 17.10. Определение коэффициента приведения распределенной 
массы балки



Рис. 17.11. Коэффициенты приведения для различных случаев дефо
рмации стержней

ря на рис. 17.10, а и сосредоточенной приведенной массы 
Мщ1ИВ на рис. 17.9, б. Это условие дает равенство

^^=-}у2/ис1г, (17.22)
2 2 о

где/ н у  — производные от прогибов по времени I, т. е. 
скорости движения соответствующих сечений балки.

Предположим, что кривая V (г) в каждый момент 
времени сохраняет неизменную форму, одинаковую 
с прогибами статических прогибов от силы Р, дейст
вующей в направлении удара.

Применяя методы, описанные в гл. 8, кривую V (г) для 
консоли найдем в виде

(17.23)

Дифференцируя это выражение по /, найдем скорости

(17.24).2 \ I2 1Ъ)

подставляя которые в (17.22) получим равенство

кт1

2
1 л. 1 г л Л 2 * \ , 33 т1 -/*=- | т/1 3 -—- &г=-------------------- р.

? о \ 11/ 140 2

Отсюда для консоли получим к=33/140 = 0,236. Анало
гичные выкладки для других типов стержней дают ре
зультаты, показанные на рис. 17.11. В случае продоль
ного удара по консоли в качестве функции продольных 
перемещений сечений принята функция и> = (г¡Г) /, как при 
статическом сжатии силой Р в точке удара.

Зная приведенную массу, динамический коэффициент 
можно определить, используя формулу (17.15):



В предыдущих параграфах при исследовании удара 
распределенная масса ударяемого стержня или вовсе не 
учитывалась, или учитывалась приближенно. Это приве
ло к тому, что из расчетной модели выпало такое важное 
явление, как распространение волн деформаций.

Волны — это возмущения, распространяющиеся в сре
де с конечной скоростью и несущие с собой энергию без 
переноса вещества.

Примерами волн могут служить распространение зву
ка в упругой среде, волны на водной поверхности, сейс
мические волны в толще земли и на ее поверхности, 
электромагнитные волны и т. д.

Рассмотрим продольный удар абсолютно твердого 
тела массой М о плоскую грань торцевого сечения уп
ругого стержня, имеющего постоянную погонную массу 
(массу единицы длины) т = рА, где р — плотность мате
риала стержня (рис. 17.12). Уравнение равновесия элемен
та йг стержня было получено выше (см. гл. 2) в виде 
ёЛ^/Лг=— цг. Если заменить Ы=ЕА (ёи>/6г) и продиффе
ренцировать это равенство, получим

В данном случае перемещения сечения IV вдоль оси
2 зависят от двух аргументов: координаты г и времени /. 
Поэтому производную по 1 функции и> (г, /) надо рас
сматривать как частную производную, т. е. д/дг. Нагруз
ку qz составляют силы инерции, которые по принципу
Даламбера для единицы длины стержня запишутся следу
ющим образом:

й2*

С учетом сказанного уравнение движения при про-

(17.26)

I___ I
I----- 1

Рис. 17.12. Продольный удар тела по стержню с распределенной 
массой



дольных колебаниях стержня (17.26) при ЕА=соп$\. полу-

(17.27)

чит вид
2 д1 и> 32и> 

дг1 811

(17.28)

Это так называемое волновое уравнение. Смысл этого 
названия уясним, если обратим внимание на то, что 
решение его можно записать в. виде
*=/, {г-а), (17.29)

где /] —произвольная функция. На рис. 17.13 изображе
ны графики функции /1 для двух последовательных моме
нтов времени и /2> *1- Из рис. 17.13 видно, что зависи
мость (17.29) выражает поступательное равномерное дви
жение кривой вправо со скоростью с. Аналогично мож
но видеть, что (г+с/) выражает движение кривой 
/2 влево с той же скоростью. Если под /1 и /2 понимать
некоторые возмущения, получаемые на левом и правом 
концах стержня, то их сумма
*=/, (2-с/)+/2 (г+с() (17.30)

будет выражать распространение возмущений в виде бе
гущих волн в положительном и отрицательном направле
ниях оси 2. В частности, при /2=/, второе слагаемое

в (17.30) может выражать волну, отраженную от заделки.
Скорость с (17.28) продольных волн весьма велика. 

Так, для стали £«210 ГПа = 2,Г 10й Н/м2, р« 
«7800 кг/м3 и с=-^2,1 • 10и/7800«5200 м/с. Поэтому 
визуально наблюдать движение волн деформации 
в сплошном стержне трудно. Как некоторую довольно 
близкую аналогию напомним распространение эффекта 
продольного удара локомотива в длинном поезде. Звук 
от последовательно соударяющихся вагонов позволяет

и Ь>1,
. — ^

I I I 1- с и

фг-Ь)



ощутимо проследить за движением фронта ударной вол
ны.

Рассмотрим теперь более детально процесс соударе
ния абсолютно жесткого тела, движущегося со скоростью 
У, о торец стержня (рис. 17.14). За малый промежуток 
времени ё/ тело пройдет путь Аз= У (11, создавая на торце 
деформацию сжатия е. От торца эта деформация будет 
распространяться вдоль стержня со скоростью с и за 
время ё/ создаст сжатие на длине 5= с (к. Считая на этом 
бесконечно малом отрезке деформацию е распределенной 
равномерно, найдем деформацию и напряжения на торце:
_ М _ У И _ У  Л

5  с<И с ’  I  ( 1 7 3 1 )

о = еЕ—Е~. |

Получен любопытный результат, состоящий в том, 
что контактные напряжения и деформации в рассмат
риваемом случае зависят только от скорости движения 
тела V, поскольку для данного материала стержня пара
метры с и Е постоянны.

Например, для стали при £=210 ГПа, с = 5200 м/с 
и У= 5,2 м/с напряжения на торце будут

<т=— 210 109 = 210 МПа,
5200

что для малоуглеродистой стали примерно соответствует 
пределу пропорциональности. При большей скорости 
возникнут пластические деформации.

Найдем переменную во времени силу взаимодействия 
тела и стержня Р (/) (рис. 17.14). Пусть при г = 0 скорость 
У= У0; при />0 скорость V будет убывать и будет пере
менной. Она равна производной по I от перемещения 
н' на торце, что с учетом (17.31) дает соотношение
йю о р
— = У—с - — с —,
<1/ Е ЕА

дифференцируя которое по / перейдем к ускорению тела
С йР

^ТаТг <17-32>

s = cdt

У



Но по закону Ньютона ускорение тела связано с силой 
соотношением
й2цг Р
¿I2 ~ М 1Я (17.33)

где знак минус указывает, что действующая на него сила 
вызывает замедление. Подставив (17.33) в (17.32), полу
чим дифференциальное уравнение

— + аР=О, ё( (17.34)

где

а = -
ЕА

сМ

При начальном условии (при /=0 Р==а0А = (У0/с) ЕА)
его решение дает искомое выражение для силы, напряже
ний и деформации на торце стержня:

УоЕА -а;Р=—— е :
с

О Р Ко —а/ 

Е ЕА с

(17.35)

Время прохождения волны от сечения г = 0 до сечения 
г равно г/с. Поэтому если в (17.35) аргумент / заменить на 
(/—г/с), то получим закон распространения волны дефор
маций от торца со скоростью с:

Уо £=— е 
с

•И (17.36)

На рис. 17.15, а изображено распределение е по длине 
стержня для двух моментов времени: /1 и /2 > /1. При



¿з >(1/с) накладывается волна, отраженная от заделки,
идущая влево со скоростью с. При этом в заделке при 
отражении возникает удвоенная текущая деформация. На 
левом конце волна вновь отражается от ударяющего 
тела. В результате в стержне возникает сложная картина 
движения волн деформаций. На определенном этапе тело 
останавливается и затем отскакивает от торца.

На рис. 17.16 показана запись на осциллографе пока
заний двух датчиков 1 и 2, наклеенных у концов стержня, 
растянутого от падения груза. Шкала, помещенная слева 
по вертикальной оси, дает значение растягивающей силы 
.¡V, найденной по показанию датчика. По горизонтальной 
оси на ленте осциллографа расставлены метки времени 
с шагом 5—10“3 с.

Зубцы на кривых (/) и И2 (0 являются следствием
многократного прохождения через сечения с датчиками 
прямой и отраженной волн. На осциллограмме видно, 
что датчик 2, расположенный у заделки, на время 
А/«0,8 10~3 с позже вступает в работу, чем датчик 1. 
Это время требуется для прохождения первой волны 
деформаций расстояния между датчиками /=4,4 м. От
сюда можем определить экспериментально скорость:

с = //Л< =——— = 5500 м/с.0,8 1<Г3

Это, учитывая приблизительное значение А/, хорошо со
гласуется с теоретическим значением с к 5200 м/с.

Вес падающего груза б = 5 Н, а вызванное им мак
симальное динамическое усилие в проволоке по осцилло
грамме ЛГд= 120 Н. Следовательно, экспериментально
найденный динамический коэффициент /¿ = Ауб =
= 120/5 = 24. Интересно сопоставить этот результат со 
значением ц, полученным из приближенной формулы
(17.15).

Рис. 17.16. Осциллограммы показаний датчиков при 
растяжении проволоки от падения груза



с/ 5 4,4 -АСТ = Д/СТ=—=-------------- = 21 10 м.
ЕА 2,1 ю9- 5 10'7

Вес платформочки на конце проволоки Со = 4,75 Н; 
следовательно, Схо/С = 0,95 и г\= 1/(1 + 0,95) = 0,513. Высо
та падения Л = 0,1 м. Подставляя в формулу (17.15) эти 
значения, получим

м=1+ /1+^^0,513 = 23,1.
^ V 21'10

Несмотря на то что при выводе приближенной фор
мулы не учитывались сложные процессы распростране
ния волн деформаций, экспериментальный результат 
/х = 24 и по формуле (17.15) /¿ = 23,1 оказались достаточно 
близкими. Конечно, это лишь частное совпадение. Учи
тывая сложность явления удара, надо ожидать, что рас
хождения могут быть и более существенными.

Воиросы для самоконтроля к главе 17
17.1. Объясните особенности динамическо

го нагружения по сравнению со статическим.
17.2. Что такое динамический коэффици

ент и чему он равен при подъеме груза с посто
янным ускорением?

17.3. Что такое удар? Какие допущения ис
пользуются при определении динамического 
коэффициента при вертикальном ударе?

17.4. Запишите формулу для динамическо

го коэффициента при ударе. Объясните влияние 
на него величины ^ и массы ударяемого груза.

17.5. Как учитывается распределенная мас
са стержня с помощью коэффициента приведе
ния и из каких соображений он определяется?

17.6. Что такое волны деформаций и с ка
кой скоростью они распространяются в стерж
не при растяжении сжатии?

Задачи к главе 17
17.1. Найж ускорение а подъема балки на 

двух тросах, ес.ш возникающие при этом на
ибольшие напряжения в ней <га = 53 МПа, пло
тность материала балки р = 5 т/мэ.

Л
п

М-+-

17.2. Определить угловую скорость ш рав
номерного вращения тонкого чугунного кольца 
в своей плоскости со средним диаметром 
/> = 1,2 м, при которой кольцо может разо
рваться от действия центробежных сил инер
ции, если предел прочности на растяжение 
<Тр = 120 МПа, плотность р = 7,2 т/м3.

17.3. Найти наибольшие динамические но
рмальные и касательные напряжения в сталь
ной балке при ударе. Распределенной массой ее 
пренебречь.



17.4. Как изменится максимальное нор
мальное напряжение в балке, если место паде
ния груза из положения 1 перенести в положе
ние 2? Принять Л=4 [Gl3/(EJ)].

I I
!I

'| 1/2 т
1

17.5. Найти наибольшую высоту Л, с кото
рой можно сбросить груз 0=1 кН, если для 
стальных тросов Л=400 МПа. Считать, чгго 
А во много раз превышает поэтому в фор
муле для ц в подкоренном выражении можно 
пренебречь единицей; £=200 ГТ1а.

-т-

Рис. к задаче 17.4

17.6. Вычислить максимальные нормаль
ные напряжения в стальной трубчатой свае от 
удара льдины, считая ее нижнее сечение заде
ланным.

А

N
а

'vbrr
Рис. к задаче 17.5

Рис. к задаче 17.6

Ответы к задачам главы 17
17.1. в-9,8 м/с1. 17.2. со-215 рад/с. 17.3. <7Д—103 МПа; тд-1,03 МПа. 17.4 Напряжения 

возрастут на 24%. 173. А <0,9 и. 17.fi. бд= 150 МПа.



ГЛАВА 18

КОНЦЕНТРАЦИЯ НАПРЯЖЕНИЙ

§ 18.1. Понятие о концентрации напряжений
Полученные ранее формулы для определения напря

жений при растяжении, кручении и изгибе справедливы 
только в том случае, когда рассматриваемое сечение 
отстоит на достаточно большом расстоянии от мест рез
кого изменения формы тела, внутренних углов, выточек, 
отверстий и т. п. В окрестности выточек, отверстий 
и т. д., а также в зоне контакта деформируемых тел 
наблюдается резкое увеличение напряжений, называемое 
концентрацией напряжений (рис. 18.1, а).

Например, при растяжении длинной полосы, осла
бленной выточками (рис. 18.1, б), напряжения в сечении 
1—1 распределены равномерно, а в сечении 2—2 — нера
вномерно, увеличиваясь по мере приближения к краю 
выточек. Максимальное напряжение в этом сечении мож
но выразить так:

0,тм = а0'я

Концентрация
пряжений

(18.1)

Рис. 18.1. Концентрация напряжений в растянутой пластине в месте 
резкого изменения ее формы ив месте вьггочек

на-



Теоретический ко
эффициент концен
трации напряже
ний

где а — теоретический коэффициент концентрации на
пряжений, который зависит от формы выточек и от соот
ношения размеров ослабления и поперечных размеров 
полосы. Очевидно, что коэффициент а не может быть 
меньше единицы.

Второй сомножитель называют номинальным на
пряжением. За номинальное напряжение принимают на
пряжение, которое определяется по формулам сопротив
ления материалов без учета эффекта концентрации. Обы
чно «г,,,,*, определяется по наиболее ослабленному сече
нию. Так, для рассмотренной полосы

_ Р
^ипм= •

Ответьте на воп
рос № 18.2

Если определение напряжений в ослабленном сечении 
затруднено, для простоты расчета за атм принимают
напряжение в неослабленном сечении.

Коэффициент концентрации напряжений а находят 
либо с помощью методов теории упругости, либо экс
периментальным путем.

Например, в теории упругости дается решение для 
растянутой пластинки, ослабленной круглым отверстием, 
расположенным на оси симметрии (рис. 18.2). Если шири
на пластинки велика по сравнению с радиусом отверстия 
г, то в наиболее ослабленном сечении 1—1 напряжение 
стг определяется по формуле

а I о г2 г*о,=- ( 2-1—- + 3 —

Рис. 18.2. Распределение напряжений ах и ау в растянутой пластине 
с круглым отверстием



где а — среднее напряжение в сечении, достаточно уда
ленном от места ослабления; у — расстояние от центра 
отверстия до точки, в которой определяется напряжение.

При у—г атах = Ъа. Таким образом, при г/В->0 сгном =
= <т и а = 3.

С увеличением у напряжения быстро убывают, асимп
тотически приближаясь к напряжению а.

В окрестности отверстия имеет место двухосное на
пряженное состояние. Так, в точках, лежащих на оси г, на 
вертикальных площадках возникают сжимающие напря
жения, которые определяют по формуле

При г=г а у = — а \  при г — 2 г  а у  = (Г/32. Как видно из
эпюры (рис. 18.2), эти напряжения быстро затухают.

Приведенное точное решение может быть использова
но лишь для пластинки, ширина которой велика по срав
нению с диаметром отверстия (В^ 1 Ог). С уменьшением 
ширины пластинки теоретический коэффициент концент
рации напряжений возрастает, а напряжения у наружных 
краев пластинки становятся меньше а.

Ниже приведены значения коэффициента а для раз
личных значений отношения диаметра отверстия к шири
не пластинки:

Как видно, коэффициент а заметно увеличивается по 
мере увеличения отношения 2г/В.

Чтобы получить представление о степени снижения 
напряжения аг на краю пластины в сечении 1—1, приве
дем его значение для случая В=4г. сгг=0,75сг. Для сравне
ния запишем значение максимального напряжения в том 
же сечении: сгтм = 4,32ст.

Концентрация напряжений как при растяжении, так 
и при других видах деформаций значительно зависит от 
формы отверстия или выточки.

Рассмотрим случай ослабления широкой пластинки 
эллиптическим отверстием (рис. 18.3). Точное решение 
представляется в виде

где а и Ь — полуоси эллипса.
С увеличением отношения а/Ь максимальные напряже

ния возрастают и при узком отверстии, расположенном 
перпендикулярно направлению растяжения, достигают 
очень большого значения. В связи с этим большую опас-

Интересно отме
тить, что напряже
ния ау могут быть 
отрицательными 
и в тонких пласти
нах они могут 
быть причиной по
тери устойчивости. 
Возьмите полиэти
леновую пленку, 
сделайте в ней эл
липтическое отве
рстие и равномер
но растяните ее. 
На поверхности 
пленки около от
верстия появляют
ся морщины

2г/В... О 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
3,00 3,03 3,14 3,36 3,74 4,32
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Рис. 18.3. Концентрация напряжений в растянутой пластине, имеющей 
эллиптическое отверстие

ность представляют тонкие прорези. Особенно большие 
напряжения возникают у краев поперечных трещин.

Концентрация напряжений возникает также при дру
гих видах деформаций. Так, например, при чистом изгибе 
полосы, ослабленной двумя симметричными выточками, 
имеющими форму гиперболы (рис. 18.4), теоретический 
коэффициент концентрации напряжений может быть най
ден по формуле

где а — полуширина полосы в месте ослабления; г — 
радиус кривизны в глубине выточки.

(18.2)

м

точками



Рис. 18.5. Выточки разной конфигурации

Этой же формулой можно пользоваться для выточек 
другой формы, так как существенное влияние на коэф
фициент концентрации оказывает только кривизна у дна 
выточки. Так, например, с достаточной степенью точ
ности эта формула может быть применена для выточек, 
показанных на рис. 18.5, а, б.

Необходимо отметить, что только для некоторых за
дач о концентрации напряжений найдены точные анали
тические решения. В последнее время в связи с широким 
применением электронных вычислительных машин для 
решения задач теории упругости и использованием чис
ленных методов оказывается возможным найти теорети
ческий коэффициент концентрации напряжений с доста
точной для практических целей точностью для многих 
очагов концентрации напряжений.

В других случаях, не поддающихся даже численному 
решению задачи, для определения коэффициента а и зако
на распределения напряжений применяются эксперимен
тальные методы: фотоупругости, голографической интер
ферометрии, тензометрии, муаровых полос и др. В част
ности, при использовании оптического метода из специ
ального материала изготовляют образец, который подве
ргается просвечиванию поляризованным светом. Напри
мер, на рис. 18.6 показана картина изохром для растяну
той пластины с отверстием. Расшифровка картины полос 
позволяет установить наиболее напряженные точки 
и с достаточно высокой степенью точности определить 
коэффициент концентрации напряжений.

Следует обратить внимание на одну принципиальную 
трудность решения задачи о концентрации напряжений. 
Обратимся к формуле (18.2), из которой видно, что при 
г-> 0 выточка имеет форму острого угла, в вершине угла 
напряжения равны бесконечности. В действительности 
вследствие проявления пластических свойств материала 
напряжения в бесконечность не обращаются, но достига
ют больших значений. Для деталей из идеально упругоп
ластического материала, для которого справедлива диа
грамма Прандтля, концентрация напряжений может не 
представлять особой опасности. Это объясняется тем, 
что при достижении пластического состояния в точке 
напряжения в ней не увеличиваются и текучесть матери
ала распространяется в глубь сечения. Таким образом, 
происходит выравнивание напряжений в ослабленном се-



Рис. 18.6. Картина изохром для растянутой пластины с отверстием

чении. Анализ напряженного состояния в зоне концент
рации напряжений в этом случае требует решения задачи 
теории пластичности, что представляет более серьезную 
проблему, нежели решение аналогичной задачи теории 
упругости.

В случае хрупких материалов при достижении в осла
бленном сечении наибольшего напряжения, равного 
пределу прочности, образуется трещина, которая, быстро 
развиваясь, приводит к разрушению конструкции.

Нужно отметить, что опасность концентрации напря
жений значительно возрастает при снижении температу
ры, поскольку материал становится более хрупким.

Особенно опасна концентрация напряжений при дей
ствии нагрузок, периодически меняющихся во времени, 
что более подробно рассматривается ниже (см. гл. 19).

Возникает вопрос о том, каким образом можно сни
зить концентрацию напряжений.

Из приведенных выше формул для коэффициентов 
концентрации напряжений видно, что в различного рода 
трещинах, вырезах, выточках, в местах резкого измене
ния площади поперечного сечения элемента конструкции 
желательно заменить острые выточки плавными кривы
ми, т. е. увеличить радиус кривизны конца трещины или 
отверстия. Это приводит к снижению концентрации на
пряжений. Так, например, для прекращения развития тре
щины в пластинах иногда на конце трещины высверлива
ется круглое отверстие.



Задачу определения напряжений, возникающих при 
сжатии двух соприкасающихся тел, называют контакт
ной, а напряжения, возникающие по площадкам контак
та, — контактными. Эти напряжения нужно знать при 
проектировании катков опорных частей сооружений, под
шипников, зубчатых передач и т. п.

Рассмотрим некоторые случаи распределения напря
жений в контактных задачах. Эти задачи решены с помо
щью методов теории упругости и в данном курсе приво
дятся без доказательства.

При сжатии двух тел, имеющих гладкую криволиней- Генрих Рудольф 
ную поверхность, в зоне контакта происходит соединение Герц (1857—1894) 
точек поверхностей этих тел. В результате образуется — немецкий физик 
поверхность, называемая поверхностью давления, а ее 
контур — контуром давления. В общем случае, как пока
зал Генрих Герц, контур давления является эллипсом.
Напряжения в пределах поверхности давления распреде
лены по полуэллипсоиду, причем на границе поверхности 
касания они равны нулю, а в центре напряжение прини
мает наибольшее значение

где Р — сила, с которой тела давят друг на друга; а, 
Ь — длины полуосей эллиптического контура давления, 
значения которых зависят от геометрии поверхностей 
сдавливаемых тел, от модулей упругости и коэффициен
тов Пуассона материала этих тел, а также от силы Р. 

Как видно, значение ггшах в 1,5 раза больше среднего
напряжения по поверхности касания:

Так, при сжатии двух цилиндров радиусами Ответьте на воп- 
Л] и Я2 (рис. 18.7, а, б), загруженных нагрузкой, равномер- рос № 18.5
но распределенной по длине цилиндров, интенсивностью 
р, образуется поверхность давления в виде прямоуголь
ной полоски с размерами / х 2Ь.

Если цилиндры сделаны из одного материала 
(Ех = Е2 = Е, ц{ = (12 = ц, причем ¿¿ = 0,3), то

F
ffcp nab

(18.3)

(18.4)

При неограниченном увеличении одного из радиусов, 
например К2, получим решение задачи о сжатии цилиндра



Рис. 18.7. Сжатие двух длинных цилиндров равномерно распреде
ленной нагрузкой и поверхность давления

с полупространством. В результате из выражений (18.3) 
и (18.4) получим

Как видно из формулы (18.5), наибольшее напряжение 
<ттм зависит от отношения р/КПри разных значениях 
р и но одинаковом их отношении ат1Л также оди
наково.

Вычисленные по формуле (18.5) напряжения могут 
оказаться достаточно большими. Однако это еще не оз
начает разрушения материала в зоне контакта. Дело 
в том, что в этой области имеет место пространственное 
напряженное состояние, в котором все три главных на
пряжения оказываются сжимающими. Поэтому расчет
ные сопротивления при местном смятии принимаются 
значительно большими, чем при одноосном сжатии.

В случае центрального смятия двух упругих шаров 
радиусами и Я2 (рис. 18.8, а) поверхность касания

является кругом радиуса а (рис. 18.8, б). Вновь пред
полагая справедливыми равенства Е\ = Е2=Е, = ц2 — 0,3,
получим

(18.5)
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Рис. 18.8. Сжатие двух шаров 
и поверхность давления

Рис. 18.9. Давление, передавае
мое шаром на вогнутую сфери
ческую поверхность

В случае шара радиусом лежащего на упругом 
полупространстве (И2-юо), найдем

а=Ь—1,109 3

Из формулы (18.7) видно, что <тш„ зависит от отноше
ния Р/К]. При разных значениях Г и но одинаковых
отношениях Б/Л ? максимальное напряжение остается по
стоянным.

Если цилиндр радиусом Л] лежит на вогнутой цилинд
рической поверхности радиусом Я2 или шар радиуса 
7?! находится на дне вогнутой сферической поверхности 
радиуса Я2 (рис. 18.9), то для определения можно
воспользоваться формулами (18.4) и (18.6), подставив 
в них отрицательное значение (—И2). В итоге получим:

для цилиндра 

*»„=0,418 рЕ Кг

V *1*2
для шара 

<7ти=0,388

Аналогично могут быть найдены напряжения при сда
вливании тел и другой формы.



Вопросы для самоконтроля к главе 18
18.1. Что такое концентрация напряжений?
18.2. Что представляет собой теоретичес

кий коэффициент концентрации напряжений?
18.3. Как влияет радиус закругления вы

точки на коэффициент концентрации напряже
ний?

18.4. Какое влияние оказывают пластичес

кие свойства материала на концентрацию на
пряжений? 1'

18.5. Что такое контактные напряжения? ;
18.6. Чем объясняется способность мате

риала воспринимать достаточно высокие сжи
мающие напряжения в зоне контакта двух тел 
без разрушения?



ПРОЧНОСТЬ МАТЕРИАЛОВ ПРИ" 
ЦИКЛИЧЕСКИ МЕНЯЮЩИХСЯ 
НАПРЯЖЕНИЯХ

§ 19.1. Понятие об усталостном разрушении 
материала и его причины

Многие детали машин и элементы сооружений в про
цессе эксплуатации подвергаются действию нагрузок, ме
няющихся во времени. Если уровень напряжений, вызван
ных этими нагрузками, превышает определенный предел, 
то в материале начинают происходить необратимые про
цессы накопления повреждений, которые приводят к об
разованию трещины. В свою очередь, концентрация на
пряжений на краю трещины способствует дальнейшему 
ее развитию.

Чаще всего трещины возникают у поверхности дета
ли, но иногда и в толще материала. Этот процесс осла
бляет сечение и по истечении некоторого времени, когда 
трещина достигает критической длины, происходит раз
рушение детали или конструкции. Как правило, они раз
рушаются без видимых остаточных деформаций даже 
в тех случаях, когда изготовлены из пластических матери
алов. Высказывалось предположение, что под влиянием 
переменных напряжений материал со временем постепен
но перерождается, как бы «устает».

Процесс постепенного накопления повреждений в мате
риале под действием переменных напряжений, приводящих 
к образованию трещины и разрушению, называется уста
лостью материала. Свойство материала противостоять 
усталости называется выносливостью.

Физическая природа процесса усталостного разруше
ния изучалась различными методами.

Установлено, что материал нужно рассматривать не
однородным микро- и макроскопически. Для материалов 
микроскопическая неоднородность определяется кри
сталлическим строением, для неметаллических матери
алов — молекулярным строением, а для волокнистых 
и композитных материалов неоднородность носит мак
роскопический характер.

Механизм процесса усталостного разрушения метал
лов неразрывно связан со структурной неоднородностью, 
заключающейся в случайных вариациях размеров и очер
таний отдельных зерен металла, их кристаллографичес
кой ориентации, в наличии различных включений, дефек-

■
Усталость и выно
сливость материа
ла



тов кристаллической решетки и т. п. Вследствие указан
ной неоднородности при переменных напряжениях', даже 
не превосходящих предела пропорциональности, в от
дельных неблагоприятно ориентированных зернах воз- 

Сргвните явление никает пластическая деформация. Она связана с дефор- 
устал ости матери- мадиями сдвига по некоторым кристаллографическим 
ала с явлением плоскостям (в некоторых зернах возникают линии сколь- 
разрутпеяяя вязко- жения). При определенном уровне напряжений прочность 
упругого материя- некоторых кристаллитов (зерен) нарушается, следствием 
ла при длительном чег0 является образование микротрещин по бдной из 
действ ни нагрузки плоскостей скольжения. Образование трещин связано 
(см. § 16.7) с касательными напряжениями, а ее развитие в основном

определяется нормальными напряжениями. Слияние воз
никших микротрещин создает благоприятные условия 
для появления и дальнейшего развития макротрещин, 
причем наличие начальных дефектов ускоряет данный | 
процесс.

После разрушения на поверхности излома, например, 
металлической детали обычно обнаруживаются две ярко 
выраженные области. В одной микроповерхность излома 
сглажена, а в другой проявляются признаки свежего 
хрупкого разрушения. Кристаллы имеют острую огранку 
и блестящую чистую поверхность (такую же, как и повер
хность разрушения чугунного образца при одноосном 
статическом растяжении).

На рис. 19.1 показан излом рельса, происшедшего 
в результате развития трещины, образовавшейся внутри 
сечения в зоне местного дефекта. На рис. 19.2 представ
лено усталостное разрушение вагонной оси, где отчет
ливо видна более гладкая зона постепенного развития 
трещины. Рис. 19.3 иллюстрирует разрушение горячека
таной арматуры периодического профиля; на рис. 19.4 
показано усталостное разрушение раскоса стального про
летного строения железнодорожного моста. Усталостная 
трещина начала развиваться в зоне концентрации напря
жений у заклепочного отверстия.



Рис. 19.3. Усталостное разру- Рис. 19.4. Усталостное разрушение' 
шение горячекатаной арматуры раскоса стального пролетного стро- 
пср и одического профиля при ения моста 
растяжении

Заметим, что физическая теория прочности твердых 
тел в настоящее время находится еще не на такой стадии, 
чтобы на ее основе создать методы расчета на вынос
ливость. В связи с этим теория усталостной прочности 
материалов строится пока путем накопления эксперимен
тальных данных, на базе которых формулируются неко
торые правила расчетов на выносливость.

§ 19.2. Характеристики циклов напряжений
Усталостная прочность материалов при переменных 

напряжениях зависит от вида напряженного состояния 
и от характера изменения напряжений во времени.

Рассмотрим случай одноосного напряженного состоя
ния.

Будем называть циклом напряжений однократную их 
смену, соответствующую полному периоду их изменения.

Определим напряжения в точке к, расположенной на 
контуре вала, вращающегося с равномерной угловой ско
ростью со (рис. 19.5, а, б):

м М 
(7=— у—— гвт ю,

I I

Цикл напряжений

ИЛИ

сг = <та8т Щ. 

а)

1

(19.1)

Рис. 19.5. Поперечное сечение круглого вала и точка К на его кон
туре
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Рис. 19.6. График изменения нормальных напряжений в контурной 
точке поперечного сечения круглого вала

Наибольшее напряжение возникает в точках 1 или 
2 в зависимости от способа опирания вала и приложения 
нагрузки. Равенству (19.1) соответствует график измене
ния напряжения а, приведенный на рис. 19.6. Как видно, 
напряжения периодически меняются во времени с пери
одом Т (через промежуток времени Т напряжение прини
мает одно и то же значение).

Различным законам изменения напряжений соответ
ствуют различные виды циклов. Рассмотренный пример 
является примером симметричного цикла, который хара
ктеризуется равными по абсолютному значению макси
мальным и минимальным напряжениями. Если вдоль оси 
вала приложена осевая растягивающая (или сжимающая) 
сила И, постоянная во времени, то нормальные напряже
ния в той же точке к определяются в этом случае выраже
нием
о=от+аа$\п Ш, 
где

N

В зависимости от значения нормальной силы график 
изменения напряжений во времени может иметь вид, 
показанный на рис. 19.7, а—в. Такой закон изменения 
напряжений называется асимметричным циклом, для ко
торого максимальное и минимальное напряжения по аб
солютному значению различны. Если знаки и
<Ттш различны, то такой цикл носит название знакопере
менного. Если же знаки максимального и минимального 
напряжения одинаковы, тогда цикл называется знакопо
стоянным. В том случае, когда одно из напряжений (<тши
или сгт1п) равно нулю, такой цикл носит название пуль-
сационного или отнулевого цикла.

Любой цикл напряжений характеризуется двумя пара
метрами:

Параметры цикла

где ат — среднее постоянное напряжение цикла; оа —
амплитуда цикла (наибольшее значение переменной со
ставляющей цикла напряжений).

frmgj °min ^тжт - 

°т =----------;-------  И Оа =----------------- -



6
---- - Т

а  -  '
г

е |  
0  1 у &таи

I ! °(Л1п
1[ . ...1

Рис. 19.7. Изменение напряжений при асимметричном цикле:
а  — чеакопостоюшом; 6  — пульсапионном (отнулевом); в — чнакоперемен-
ном

Разность (Тща* ~ °тт = 2с0 называется размахом напря
жений.

Отношение напряжений

----=Р
^тах

назьшается коэффициентом асимметрии цикла.
Здесь под и <тт„ понимаются наименьшее и на

ибольшее значения напряжений. При разнозначных на
пряжениях коэффициент асимметрии принимается со зна
ком « — ».

Для пульсационного цикла р = 0, а для симметричного 
р = — 1 (поэтому в обозначениях величин, соответству
ющих симметричному циклу, вводится индекс — 1).

Циклы, имеющие одинаковое значение коэффициента 
асимметрии, называются подобными.

Заметим, что при нормальной (комнатной) темпера
туре в достаточно широком диапазоне частот изменения 
напряжений (до 5000 циклов/мин) усталостное разруше
ние определяется только параметрами сга и ат.

§ 19.3. Кривые усталости. 
Предел выносливости

Основной характеристикой выносливости материала 
является получаемая экспериментальным путем кривая 
усталости. Ординаты кривой усталости — значения мак

]

К о э ф ф и ц и е н т  
асимметрии цикла

Подобные циклы



симальных напряжений цикла, при которых происходит 
разрушение детали, а абсцисса — число циклов к, которое 
выдержала деталь до разрушения (рис. 19.8).

Построение усталостной кривой представляет собой 
весьма трудоемкую задачу.

Для проведения усталостных испытаний используют
ся специальные машины, которые по виду нагружения 
образца можно разделить на машины для испытаний при 
изгибе, кручении, растяжении—сжатии, сложном напря- 
женном состоянии, а также универсальные.

На рис. 19.9 приведена схема простейшей машины, 
предназначенной для испытания на усталость лаборатор
ных образцов при консольном изгибе с вращением. Об- I 
разец 1 круглого поперечного сечения с диаметром рабо
чей части (1 закреплен в патроне шпинделя 2 машины, 
вращающегося с определенной скоростью. На конце об
разца устанавливается подшипник 3, через который пе
редается сила Г постоянного направления. В наиболее 
опасном сечении 1—1 за счет изгиба образца возникают 
нормальные напряжения, изменяющиеся в фиксирован
ной точке поперечного сечения по симметричному циклу. 
Счетчик числа оборотов шпинделя позволяет определить 
число циклов до разрушения образца (при разрушении 
образца машина автоматически отключается).

6 , Н  П а

Рис. 19.9. Принципиальная схема простейшей машины, предназначен 
ной для проведения испытаний на усталость при изгибе с вращением:
]  — испытуемый образец; 2  — шпиндель; 3  — подшипник



Первую машину для усталостных испытаний в середи
не XIX в. построил немецкий ученый А. Велер, который 
занимался исследованием усталостной прочности осей 
подвижного состава железных дорог. Хотя сам Велер не 
пользовался кривой усталости, в последующем ее стали 
называть кривой Велера, отмечая тем самым его вклад 
в решение проблемы усталости материалов.

Для получения характеристик сопротивления устало
сти необходимо провести испытания не менее десяти 
одинаковых образцов. При этом каждый образец испы- 
тывают только при одной амплитуде напряжений до 
разрушения (или до базового числа циклов). Под базо
вым числом циклов Л^6 понимается предварительно зада
ваемое число циклов напряжений, до которого испытыва
ется образец.

Первый образец испытывается при амплитуде напря
жений <7„«(0,65...0,75) о-,. Постепенное снижение напряже
ния оа приводит к увеличению долговечности образца,
под которой понимается число циклов до разрушения.

Так как число циклов при этом растет очень быстро, 
при построении кривой усталости удобно воспользовать
ся полулогарифмической системой координат (см. рис. 
19.8). Для некоторых материалов, например углеродис
тых сталей, кривая усталости в такой системе координат 
имеет горизонтальный участок, которому отвечает на
пряжение ар.

Напряжение ег/ называется пределом выносливости
материала и представляет собой характеристику его 
усталостной прочности.

Чаще всего испытания проводятся при симметричном 
цикле напряжений. В этом случае предел выносливости 
обозначается <т_,.

В процессе длительных испытаний было установлено, 
что образцы материалов, кривая усталости которых име
ет горизонтальный участок, не разрушившиеся при 
N= 10 циклах, не разрушаются и при большем числе 
циклов. Поэтому испытания таких образцов прекращают 
при #=107 циклах и в том случае, если они не раз
рушились. Точки, соответствующие неразрушившимся 
образцам, откладывают в правой части графика против 
базового числа и отмечают стрелками.

Для цветных металлов и легированных сталей кривая 
усталости не имеет горизонтального участка, т. е. для 
них не удается установить такое число циклов, после 
которого образец не разрушился бы в дальнейшем (рис. 
19.10). В подобных случаях база испытаний принимается

108 циклов. В этом случае под пределом выносливо
сти понимается тЪ наименьшее значение максимального 
напряжения цикла, при котором происходит разрушение 
образца при базовом числе циклов, и обозначается этот 
предел <т_1Лг.

А. Велер (Велер) 
(1819—1914) — ае- 
мецкня инженер

Базовое число ци
клов

Предел выносли
вости материала

Практический спа 
с об определена 
предела выносли
вости

Определение и ре
дела выносливо
сти для цветных 
металлов
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Рис. 19.10. Кривая усталости для алюминиевых сплавов

Диаграмма пре
дельных амплитуд

Следует обратить внимание на то, что результаты 
усталостных испытаний имеют значительный случайный 
разброс. Для получения достаточно достоверных харак
теристик прочности материала при переменных напряже
ниях нужно испытать много образцов, после чего резуль
таты испытаний подвергнуть статистической обработке.

Исследование соотношений между пределом вынос
ливости сг_! и другими характеристиками показало, что

для сталей
<7_1«(0,4...0,5) сгв;

для цветных металлов предел выносливости изменяется 
в более широких пределах:
<т_1»(0,25...0,5) ств,

где <хв — предел прочности материала.

§ 19.4. Диаграмма предельных амплитуд
Для получения характеристик сопротивления устало

сти при асимметричных циклах производят испытания 
образцов при различной степени асимметрии и по резуль
татам испытаний строят диаграмму предельных напря
жений, характеризующую зависимость между амплиту
дами циклов аа и средними значениями напряжений цик
лов ат (рис. 19.11).

Заметим, что введение нового параметра (параметра 
асимметрии цикла) требует испытания уже не десятка, 
а нескольких десятков образцов. Построение диаграммы

ба

Рис. 19.11. Диаграмма предельных амплитуд (напряжений)



аа~ат может быть осуществлено, как правило, двумя
способами. Первый способ заключается в том, что всю 
партию образцов, предназначенную для испытаний, раз
бивают на несколько серий. Для каждой серии устанавли
вают среднее значение напряжения ат. В результате ис
пытаний определяют максимальное значение а„, под ко
торым понимается наибольшее значение амплитуды, не 
вызывающее разрушения образца до базы испытаний при 
заданном среднем напряжении ат. Полученные таким
образом напряжения ат и аа определяют на диаграмме
предельных амплитуд одну точку. По результатам ис
пытаний всех серий образцов находят несколько точек 
указанной диаграммы.

При втором способе для каждой серии образцов со
храняется постоянным коэффициент асимметрии цикла 
р (при переходе от образца к образцу а„ и ат изменяются,
но так, что величина р остается постоянной). Под пре
дельной амплитудой в данном случае понимается то 
наибольшее значение напряжения, которое при заданном 
коэффициенте асимметрии не вызывает разрушения об
разца до базы испытаний.

Назначение диаграммы предельных амплитуд ясно из 
следующих рассуждений. Допустим, что цикл нагружения 
образца характеризуется параметрами <та, а„. Если точка,
отвечающая этим значениям аа, с„, оказывается ниже
кривой оа~ат на рис. 19.11, то рассматриваемый образец
способен выдержать неограниченное число циклов или по 
крайней мере не разрушится до базового числа ЛГ6. Если
же точка оказалась выше указанной кривой, то образец 
разрушится при каком-то ограниченном числе циклов 
или при числе циклов, меньшем базового числа.

Построение диаграмм предельных амплитуд предста
вляет собой довольно трудоемкую задачу, в связи с чем 
часто идут по пути ее схематизации (рис. 19.12). Верхняя С х е м а т и з а ц и я  
часть кривой заменяется прямой, проходящей через две диаграммы пре
точки А и В, причем точка А соответствует симметрич- дельных амплитуд 
ному циклу, а точка В — пульсационному (отнулевому) 
циклу с параметрами аа = ат = а0/2.

А

С Рис. 19.12. Диаграмма
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г

¿т предельных амплитуд 
для детали



Рис. 19.13. Схематизирован
ная диаграмма предельных 
амплитуд для хрупких мате- л 
риалов

Прямая Ай описывается уравнением
(Га=(Т-1-^(Х(Тт,

ИЛИ

0а=0-1-фа0т,
где

2 ег_! — сг0
Ф, <*о

Если материал является хрупким, то правая часть 
диаграммы заменяется прямой, наклоненной к оси ат под
углом 45° и проходящей через точку С, соответствующую 
пределу прочности материала при постоянном во време
ни нагружении.

Для точек этой прямой справедливо равенство

из которого следует, что максимальное напряжение не 
должно превосходить предела прочности материала.

Если материал обладает пластическими свойствами, 
то абсцисса С выбирается равной пределу текучести мате
риала аТ.

В некоторых случаях для хрупких материалов диа
грамма предельных амплитуд схематизируется одной 
прямой, проходящей через точки А (0, а_1) и С (<тв, 0)
(рис. 19.13).

Уравнение прямой А С по виду совпадает с уравнени
ем (19.2), но с коэффициентом

§ 19.5. Факторы, влияющие на усталостную 
прочность материала

На предел выносливости материала оказывают влия
ние многие факторы, в том числе концентрация напряже
ний, масштабный фактор, качество обработки поверх
ности, внешняя среда и др. Рассмотрим влияние каждого 
из них в отдельности.



Концентрация напряжений. Концентрация напряжений 
при циклическом изменении нагрузки вызывает в зоне 
очага концентрации зарождение и последующий рост тре
щины, который завершается усталостным разрушением. 
Для учета влияния концентрации напряжений на предел 
выносливости вводится эффективный коэффициент кон
центрации напряжений ка, равный отношению предела
выносливости «гладкого» образца ар и образца с концент
ратором напряжений а^, т. е.

Экспериментально усгановлено, что коэффициент 
Р уменьшается с увеличением коэффициента асимметрии 
цикла, т. е. по мере приближения нагружения к статичес
кому, поскольку местные напряжения оказывают малое 
влияние на статическую прочность материала.

Хотя коэффициент /? должен определяться для каж
дого значения коэффициента асимметрии цикла, вследст
вие недостаточности экспериментальных данных в рас
четах обычно используются числовые значения эффектив
ного коэффициента концентрации напряжений для сим
метричного цикла:

/»=—•
<*-\к
Влияние концентрации напряжений на предел вынос

ливости иногда учитывается коэффициентом чувствите
льности материала к местным напряжениям:

0-1 
?=—.а—1

где а = <ттах/<гном — теоретический коэффициент концент
рации напряжений (см. гл. 18).

Коэффициент ц зависит главным образом от свойств 
материала. Для конструкционных сталей коэффициент 
^«0,6...0,8, причем более прочным сталям соответствуют 
большие значения д. Поэтому применение высокопроч
ных материалов при переменных нагрузках не всегда 
целесообразно.

На рис. 19.14 показаны графики изменения коэффици
ента чувствительности в зависимости от предела прочно
сти материала сгв и теоретического коэффициента концен
трации напряжений а.

Замечено, что усталостное разрушение в значительной 
степени зависит от интенсивности уменьшения напряже
ний в области очага концентрации напряжений. Если 
местные напряжения убывают достаточно резко, то чис
ло зерен материала в зоне высоких напряжений относите
льно невелико и вероятность зарождения усталостной 
трещины также относительно невелика.

Эффективный ко
эффициент концен
трации напряже
нии

Коэффициент чув
ствительности ма
териала



Градиент местных 
напряжений

Масштабный фак
тор

Рис. 19.14. Графики изменения коэф- Рис. 19.15. Эпюра нор-
фициента чувствительности в зависи- мальных напряжений
мости от предела прочности материала в зоне концентрации на-
и теоретического коэффициента конце- пряжении 
нтрации напряжений

Скорость убывания местных напряжений определяет
ся градиентом С/, т. е. производной от напряжения по 
какой-либо координате (рис. 19.15):

Относительным градиентом является

^шах
увеличение которого снижает чувствительность матери
ала к местным напряжениям.

В тех случаях, когда известно точное решение задачи 
о распределении напряжений в зоне очага концентрации, 
полученное методами теории упругости, градиент С или
О может быть получен теоретическим путем. Если же 
точного решения нет, тогда градиент б может быть 
найден из экспериментов.

Масштабный фактор. Многочисленными испытания
ми установлено, что усталостная прочность образцов при 
всех прочих равных условиях снижается с увеличением их 
площади поперечного сечения. Как правило, зависимость 
между пределом выносливости материала и размерами 
поперечного сечения имеет асимптотический характер, из 
чего следует, что для очень больших образцов предел 
выносливости оказывается неизменным. На сопротивле
ние усталости оказывает влияние также длина образцов, 
хотя оно менее ярко проявляется по сравнению с влияни
ем размеров поперечного сечения.

Снижение усталостной прочности с увеличением раз
меров детали получило название масштабного фактора.



В качестве причин проявления масштабного фактора 
можно указать следующие:

1) статистический фактор — большая вероятность 
появления дефектов и перенапряженных зерен материала, 
что приводит к увеличению вероятности разрушения;

2) технологический фактор — влияние способа обра
ботки детали в процессе ее изготовления;

3) производственный фактор — ухудшение качества 
материала с увеличением объема детали, поковки и т. п.

Для неоднородных материалов, имеющих большое 
число дефектов, влияние масштабного фактора на предел 
выносливости выражено сильнее, чем для однородных 
материалов с существенно меньшим числом дефектов.

Влияние абсолютных размеров детали на предел вы
носливости материала учитывается с помощью коэффи
циента масштабного фактора.

В некоторых случаях в справочной литературе значе
ния эффективных коэффициентов концентрации напряже
ний приводятся с учетом масштабного фактора. Тогда 
при расчетах детали на выносливость вносить поправку 
на размеры детали не следует.

Качество поверхности. Результаты испытаний образ
цов, поверхность которых имеет разную степень чистоты 
обработки, свидетельствуют о том, что предел вынос
ливости, полученный для образцов с полированной пове
рхностью, выше, чем для образцов со шлифованной пове
рхностью, а <Тр последних выше, чем образцов с поверх
ностью, обработанной резцом, и т. п.

Это обстоятельство объясняется тем, что после об
работки резцом на поверхности образца остаются над
резы, царапины и т. п., которые при действии перемен
ных во времени нагрузок провоцируют зарождение и по
следующее развитие трещин.

Для повышения усталостной прочности деталей ис
пользуются технологические методы упрочнения их пове
рхности, такие, как наклеп поверхностного слоя путем 
обдувки дробью или ультразвуком, закалка токами высо
кой частоты и др.

Положительное влияние указанных способов на уста
лостную прочность детали объясняется тем, что в поверх
ностном слое материала создаются сжимающие напряже
ния, которые затрудняют развитие усталостных трещин.
Кроме того, вследствие наклепа повышается прочность 
материала в поверхностном слое.

Влияние технологических факторов на усталостную 
прочность оценивается коэффициентом поверхностного 
упрочнения.

Внешняя среда. Резкое снижение предела выносливо- Влияние 
сти вызывает коррозия металлов. При этом в поверх- СПеЛЫ 
ностных слоях возникают трещины коррозионной уста- Реды 
лости, в основном внутрикристаллические. Около небо
льших местных коррозионных повреждений возникает 
концентрация напряжений, причем на дне коррозионной 
полости появляются максимальные напряжения. Это

внешней



приводит к более интенсивному развитию коррозии 
и к постепенному углублению трещин усталости. Сниже
ние предела выносливости вследствие коррозии более 
существенно для высокопрочных сталей. В целях защиты 
конструкций от коррозии применяют различные защит
ные (антикоррозионные) покрытия поверхностей, напри
мер их окраску.

§ 19.6. Коэффициент запаса при циклическом 
нагружении

Диаграмма предельных амплитуд, которая рассмат
ривалась выше (см. § 19.4), была построена по резуль
татам испытания образцов. При расчете конструкций 
нужно учитывать снижение предела выносливости, обус
ловленное теми факторами, которые обсуждались в пре
дыдущем параграфе. В результате предельное значение 
амплитуды циклов ста для конструкции уменьшается
в к  раз и сама диаграмма о а ~о т  принимает вид, показан
ный на рис. 19.16.

Уравнение прямой А 'С имеет вид

Са = \ (<7_1-ф(Тт). 
к

Рассмотрим точку Б на диаграмме, которой соответ
ствуют расчетные значения напряжений аа, ат, действу
ющие в конструкции. Так как точка О находится ниже 
предельной прямой А'С', то конструкция обладает неко
торым запасом усталостной прочности. При пропорци
ональном увеличении амплитуды и среднего значения 
напряжения цикла (при сохранении коэффициента асим
метрии цикла) прямая Ой пересечет прямую А’С' в точке 
В. Под коэффициентом запаса усталостной прочности 
понимается отношение отрезков

ов ос

Амплитудное значение напряжения, отвечающее точке В,



<ГаВ= 7 (СТ-1 -фОтвУ к

Из рассмотрения треугольников ОВЕ и ОБО следует

&аВ~~~@тВ

Приравнивая правые части этих равенств, найдем

@тВ
'-1

ка„+фат
От-

Отсюда получим выражение для коэффициента запаса по 
усталостной прочности конструкции:

атВ 0-1
коа+ фаК

Из рассмотрения правой прямой С'Н на диаграмме 
предельных амплитуд найдем условие прочности, в соот
ветствии с которым максимальное напряжение цикла 
Стах = ат + аа не может превышать предел текучести (или
предел прочности) материала.

Коэффициент запаса по пределу текучести равен

Коэффициент за
паса по усталост
ной прочности ма
териала

гк=-

При расчете по предельным состояниям в выражениях 
коэффициентов запаса вместо пределов выносливости

1 и текучести аТ записываются расчетные сопротивле
ния по выносливости и по текучести (или по прочности).

При проектировании конструкции сначала произво
дится расчет ее на прочность по текучести и-только в том 
случае, когда это условие прочности удовлетворяется, 
выполняется расчет по усталостной прочности.

§ 19.7. Усталостная прочность при 
нестационарных нагружениях

До сих пор предполагалось, что значение амплитуды 
напряжений аа оставалось неизменным в течение всего 
срока нагружения конструкции. В большинстве случаев 
режимы нагружения являются нестационарными и, сле
довательно, амплитуда напряжений а„ изменяется во вре
мени. Часто эти изменения носят циклический характер. 
Продолжительность такого цикла, называемого блоком 
нагружения, обозначим /б- Для оценки усталостной про
чности элемента конструкции необходимо иметь'данные 
о значениях а„ и количестве циклов ее повторения на 
протяжении одного блока нагружения.



Рис. 19.17. Разбивка интервала изменения напряжения на отрезки, 
в пределах каждого из которых амплитуда напряжений постоянна

Рис. 19.18. Распределе
ние амплитуд напряжений 
в блоке нагружения Еъ^

Для этого разобьем весь интервал изменения напря
жения а на к отрезков, в пределах каждого из которых 
амплитуда напряжения ега, (/=1, ..., к) считается постоян
ной и определяется и, — число циклов повторения вели
чины <га, (рис. 19.17). По результатам таких вычислений 
можно построить график зависимости сга1 от и„ показан
ный на рис. 19.18. Здесь <хш убывают с ростом поряд
кового номера г, в результате чего 0^ = 0^, 0^=0^.

При неограниченном увеличении числа к ступенчатая 
функция распределения параметра оа переходит в непре
рывную функцию.

Число
*

1-1
определяет общее число циклов в одном блоке нагруже
ния.

Если общий срок службы конструкции равен Т, то 
число блоков нагружения, укладывающихся в срок служ
бы, равно



а общее суммарное число циклов всех амплитуд напряже
ний

= Апе.

Теперь естественно возникает вопрос об определении 
числа циклов изменения напряжений при нестационарном 
нагружении, после которых произойдет усталостное раз
рушение конструкции.

Ответ на этот вопрос может быть получен с помощью 
гипотезы о линейном суммировании усталостных повре
ждений, предложенный впервые в 1924 г. Пальмгреном. 

Смысл гипотезы заключается в следующем.
Допустим, что М — число циклов до наступления

усталостного разрушения при неизменной амплитуде сга1.
Число N1 может быть найдено с помощью кривой Велера.
Отношение n]¡N¡, где п* = кп„ определяет относительное
усталостное повреждение, соответствующее напряжению
ОаЬ

Очевидно, что усталостному разрушению соответ
ствует равенство *

Если сга;<<т_! при любом Ю ' < т о  разрушение эле
мента конструкции не происходит.

Гипотеза линейного суммирования повреждений не
однократно подвергалась проверке. Опыт ее применения 
показывает, что она дает достоверные результаты, если 
все значения амплитуды превышают предел вынос
ливости и монотонно изменяются во времени без резких 
всплесков.

Гипотеза линейно
го суммирования 
повреждений

Пример 19.1. Сварное соединение стального перекрытия промыш
ленного здания испытывает воздействие переменных усилий с коэф
фициентом асимметрии р. Число циклов изменения нагрузки Л]. Пре
дельное число циклов для указанного соединения при такой нагрузке 
равно ЛГЬ причем п1 =0,5/^ (рис. 19.19). В связи со сменой производст
венного оборудования усилия, приходящиеся на сварное соединение, 
увеличились, но коэффициент асимметрии р сохранился неизменным. 
Предельное число циклов при новой нагрузке равно N2. Предполага
емое число циклов приложения этой нагрузки равно л2 (л2=0,4^2).
1. Произойдет ли разрушение сварного соединения по истечении числа 
циклов л2? 2. При каком числе циклов л‘ наступит усталостное раз



К • Ч< " * '

Рис. 19.19. Зависимость 
между амплитудой измене
ния напряжения и предель
ным числом циклов ее повто
рения

Решение. Найдем коэффициент:

«1 «2
у=----- 1---= 0,5-+-0,4 = 0,9 < 1.

ЛГ, лг2
Отсюда можно сделать вывод, что при заданном числе циклов 

/>2 сварное соединение не разрушится.
Число циклов п ‘ определяется из равенства 

— =  1.
Щ Щ 

Тогда 
п;=0,5^2.

Иногда гипотезу линейного суммирования усталостных поврежде
ний записывают в скорректированной форме:
* „•
V ‘) — = а,

V-I-1 ‘ 1 ...

где а определяется на основании многочисленных экспериментов и ста
тистического анализа их результатов.

Последнее соотношение можно представить в виде

X £-=а.
| *
Здесь под знаком суммы стоит выражение, определяющее степень 

усталостного повреждения, соответствующего напряжению и накап
ливаемого в течение одного блока нагружения.

Число блоков нагружения за весь срок службы конструкции нахо
дится из равенства

а

I -

Условие прочности 
при напряжениях, 
переменных во 
времени

§ 19.8. Расчет на прочность при пердаенных 
напряжениях

Расчет элементов строительных конструкций на выно
сливость сводится к проверке неравенства вида



где Ст.* — максимальное нормальное напряжение; —
расчетное сопротивление усталости, зависящее от вре
менного сопротивления материала; а — коэффициент, 
учитывающий число циклов нагружений; — коэффици
ент, зависящий от вида напряженного состояния и коэф
фициента асимметрии цикла. Например, для стальных 
конструкций коэффициент уу определяется по табл. 19.1.

Таблица 19.1
Значение коэффициента ут для стальных конструкций

5ПШ р Уу

— 1<р<0 2,5

1.5 —Р
Растяжение 0<р<0,8 2,0

1.2—р
0,8<р<1 1,0

1-р

Сжатие -1<р<1 2

1-р

Расчетное сопротивление усталости, а также коэффи
циент ос учитывают качество обработки поверхности рас
считываемого элемента, его конструктивное исполнение, 
наличие концентраторов напряжений.

Для частных видов конструкций соотношение (19.3) 
может принимать несколько отличную форму. Так, при 
расчете стальных конструкций мостов используется сле
дующее неравенство:

(19.4)

где Я — расчетное сопротивление при растяжении, сжа
тии и изгибе по пределу текучести материала; т — коэф
фициент условий работы;

У'~(аР+8)-(а 0-5) р ^19'5^

а, 5 — коэффициенты, учитывающие марку стали и не- 
стационарность нагружения; р — коэффициент асиммет
рии цикла переменных напряжений; /? — эффективный 
коэффициент концентрации напряжений.

Коэффициент определяемый выражением (19.5),
, описывает вид диаграммы предельных амплитуд с уче

том концентрации напряжений, качества материала и об
работки его поверхности, режима нагружения и других 
факторов.



Пример 19.2. Раскос сквозного стального пролетного строения же
лезнодорожного моста при прохождении поезда испытывает воздейст
вие переменного осевого усилия. Наибольшее растягивающее усилие 
равно = 1200 кН, наименьшее (сжимающее) усилие Л^п = 200 кН.
Расчетное сопротивление Я низколегированной стали марки 15ХСНБ 
равно 295 МПа. Коэффициент условий работы т = 0,9. Поперечное 
сечение составное (рис. 19.20) и его площадь равна Лпй1о = 75 см .

Рис. 19.20. Конструкция раскоса стального пролетного строения же
лезнодорожного моста

Решение. Коэффициент асимметрии цикла определяется так:

!АГщш1_ 1
-^тах 6

В соответствии со СНиП 2.05.03—84 коэффициент ¡} принимается 
равным 1,5; параметры а=0,72 и 5 = 0,24.

Тогда
уу = [(0,72 1,54- 0,24) - (0,72 1,5 — 0,24)/6]~1 = 0,85.

Найдем максимальное нормальное напряжение:
Ли* 1200 103

'Тта* =------ =----------— = 160 МПа.
^пеПо 75 10

Правая часть неравенства (19.4) принимает значение
ухтЯ = 0,85 0,9 295 = 226,4 МПа>160 МПа.

Следовательно, условие усталостной прочности раскоса выполняет
ся.

§ 19.9. Понятие о малоцикловой усталости
При многоцикловом усталостном разрушении, рас

смотренном в предыдущих параграфах, материал дефор
мируется упруго. Разрушение начинается в местах кон
центрации напряжений как результат развития зародив
шейся трещины и носит хрупкий характер (без появления 

щ заметных пластических деформаций). Другим видом
усталости является малоцикловая усталость, под кото- 

М а л о ц и к л о в а я  рой понимается разрушение при повторных упругопла- 
усталость стических деформациях; она отличается от многоцикло-



Рис. 19.21. Схематизированная диаграмма деформирования мате
риала (а) и график изменения напряжения во времени (б)

вого усталостного разрушения наличием макроскопичес
кой пластической деформации в зоне излома. Строгой 
границы между многоцикловой и малоцикловой устало
стями провести нельзя. В СНиП Н-23—81 отмечается, что 
проверку стальных конструкций на малоцикловую про
чность следует выполнять при числе циклов, меньшем 
105.

Рассмотрим схематизированную диаграмму деформи
рования материала, показанную на рис. 19.21, а. Рядом 
(рис. 19.21, б) приведен график изменения напряжений во 
времени. При первом нагружении вдоль кривой ОАВ 
точка, изображающая состояние материала, движется 
вдоль диаграммы деформирования по линии ОАВ. Затем 
напряжения уменьшаются и та же точка движется по 
линии ВВХАХ. По достижении напряжением минималь
ного значения начинается его возрастание и деформиро
вание совершается далее по замкнутой линии А\АВЗ\.
Размах деформаций за один цикл равен

^шах £щт>

а размах пластических деформаций
^^11.1 ~ Билтах Ещншп?

где Ецлтах! — максимальная и минимальная пласти
ческие деформации при циклическом изменении напряже
ний.

Характер разрушения при малоцикловой усталости 
зависит от способности материала к накоплению пласти
ческих деформаций при циклическом деформировании.

Материалы называются циклически стабильными, ес
ли остаточная деформация не меняется во всех циклах.

Рассмотренный выше пример иллюстрирует особен
ности деформирования таких материалов.

Для циклически разупрочняюшихся материалов хара
ктерны увеличение остаточных деформаций и рост сум
марной пластической деформации.

Ответьте на воп
рос № 19.10

Стабильный мате
риал

В
Разунрочниющий- 
ся материал



ц Если остаточная деформация уменьшается от цикла
к циклу, а суммарная пластическая деформация стремит- 

У прочняющийся ся к некоторому предельному значению, то такой матери- 
материал ал называется циклически упрочняющимся.

Расчет на малоцикловую прочность связан с боль
шими трудностями, которые в значительной степени объ
ясняются недостатком экспериментальных данных. В не
которых случаях единственным выходом из этого поло
жения является проведение испытаний натурных узлов 
или их моделей.

Одним из способов повышения сопротивления эле
ментов конструкций малоцикловому усталостному раз
рушению является изготовление их из циклически упро
чняющихся материалов.

Вопросы для самоконтроля к главе 19
19.1. В чем заключается явление усталости 

материала?
19.2. Что такое цикл напряжений? Какие 

циклы вам известны? Какие параметры харак
теризуют цикл напряжений?

19.3. Что представляет собой кривая Веле-
ра?

19.4. Что такое предел выносливости?
19.5. Что представляет собой диаграмма 

предельных амплитуд и каково ее назначение?
19.6. Какие приемы схематизации диа

граммы предельных амплитуд вам известны?
19.7. Какие факторы влияют на усталост

ную прочность материалов? Какие мероприя
тия позволяют уменьшить влияние этих фак
торов на усталостную прочность материала?

19.8. В чем отличие стационарных нагру
жений от нестационарных? Что такое блок на
гружения?

19.9. В чем заключается принцип линейно
го суммирования повреждений?

19.10. Что собой представляет малоцикло
вая усталость?

19.11. В чем отличие циклически упрочня
ющихся, стабильных и разупрочняющихся ма
териалов?



ОСНОВЫ НЕКОТОРЫХ МЕТОДОВ 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО 
ИССЛЕДОВАНИЯ НАПРЯЖЕННО- 
ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ТЕЛ

§ 20.1. Вводные замечания
В рассмотренных выше главах при теоретическом 

определении напряжений в стержнях использовались 
определенные гипотезы, упрощающие решение задачи. 
Если проверка найденных напряжений или их уточненное 
исследование выполняются экспериментально, то получа
емые результаты в общем случае не полностью уклады
ваются в рамки этих гипотез. Для того чтобы результаты 
правильно объяснить и использовать, как правило, требу
ется более широкий взгляд на деформирование элемента 
конструкции. Такую возможность создает применение 
основных понятий и уравнений теории упругости. Поэто
му ниже, предваряя экспериментальные методы, кратко 
излагаются уравнения, используемые в теории упругости 
для наиболее простого, но важного случая, называемого 
плоской задачей.

В гл. 13 были даны основные сведения о методе 
тензометрии как об одном из основных эксперименталь
ных методов. Однако его недостаток состоит’в том, что 
в нем сведения об общей картине деформирования элеме
нта получаются на основе «точечных» измерений дефор
маций. В настоящее время существует и успешно приме
няется в механике деформирования значительное число 
методов, основанных на использовании достижений экс
периментальной оптики и примыкающих разделов физи
ки.

Здесь изложены основные представления о наиболее 
эффективных методах, таких, как метод фотоупругости, 
метод муаровых полос и метод голографической интерфе
рометрии, позволяющие в наглядной форме получить из 
эксперимента в отличие от метода тензометрии общую 
картину деформирования элемента. Соответствующая 
обработка ее с привлечением уравнений теории упругости 
позволяет исследовать напряжения и деформации с необ
ходимой детализацией, в отдельных точках и областях 
элемента.



§ 20.2. Основные уравнения теории упругости 
для плоской задачи

Пусть дана тонкая пластина с произвольным конту
ром, нагруженная в ее плоскости некоторой заданной 
поверхностной рх, ру и объемной нагрузкой, компоненты
интенсивности которой принято обозначать Л" и У (рис. 
20.1). Материал пластины, как и ранее (см. гл. 1), считаем 
идеально линейно упругим, сплошным, однородным 
и изотропным.

В точках тонкой пластины возникает плоское напря
женное состояние, характеризуемое напряжениями

которым отвечают деформации в плоскости пластины

и перемещения точки пластины, определяемые компонен
тами и=и (х, у) и у=у (х, у). Таким образом, в рассмат
риваемой плоской задаче имеем восемь неизвестных фун
кций: три напряжения ах, ау и хху—тух; три деформации ех,
еу и уху, два перемещения и и V.

Для их определения составим восемь уравнений, кото
рые делятся на три группы — статические, геометричес
кие и физические, выражающие определенные условия 
деформирования произвольного элемента тела Ах х сГу, 
а именно:

статические уравнения, которые выражают условия 
равновесия элемента тела под действием сил, распреде
ленных по его граням;

(20.1)

(20.2)

Р

У

щ ш
I I *■/

к



геометрические уравнения, которые дают связь между 
перемещениями и, v и деформациями ех, еу и уху в теле;

физические уравнения, которые определяют связь меж
ду напряжениями и деформациями элемента (закон Гу
ка).

Статические уравнения. На рис. 20.2 показано, что при 
переходе от грани элемента х = const к грани 
x+dx=const, напряжения ах и т^,, будучи непрерывными
функциями координат, получают приращения в виде 
частных дифференциалов (dajdx) dx и (дх^/дх) Ах. Ана
логичная картина имеет место и на горизонтальных гра
нях. С учетом компоненты объемной нагрузки X соста
вим условие равновесия Ъх=0, принимая толщину пла
стины равной единице:

Здесь объемная нагрузка собрана по объему элемента 
(1* ду' 1, а напряжения — с площади его граней с1у ■ 1 
и (1х ■ 1. После сокращения на дх йу получим первое из 
искомых статических уравнений:

Второе уравнение, выражающее условие Ху = 0, написано 
по аналогии с первым.

К дифференцированным уравнениям (20.3) добавим 
в качестве граничных условий условия равновесия в точках 
контура пластины (условия на поверхности). По рис. 20.3, 
обозначив направляющие косинусы нормали к контуру

(20.3) Статические урав
нения

X
Рис. 20.2. Равновесие элемента пластины при непрерывном изменении 
напряжений в ее объеме



I

Условия равнове
сия на поверхности

X
Рис. 20.3. Равновесие элемента на контуре пластины

v через /= cos (xAv) = cosa и т — cos (yAv)=sina, составим 
условие Zx=0 для элемента, выделенного у контура:
p x A s — a x A y — x y x d x = 0 .

С учетом того, что dy/cb=cosa = / и djc/ds=sin a=m, 
окончательно запишем условия равновесия на контуре 
(второе условие пишем по аналогии) в виде

ох1+хухт=рх, (20.4)
х1у1+аут=ру.

Геометрические уравнения. На время будем считать 
заданными некоторые непрерывные функции перемеще
ний точек тела и = и (х, у) av=v (х, у). Выразим через них 
деформации ех, еу и уху. При этом и деформации, и переме
щения будем считать малыми (е«1, у« 1). В этом пред
положении продольные деформации ех, еу и деформацию
сдвига уху найдем без учета их взаимного влияния.

Из рис. 20.4, а найдем продольные деформации:
Adx (ди/дх) djc ди 8v

dx dx дх' У ду

а)

У

х х
Рис. 20.4. Деформации элемента тела вызываются приращениями 
перемещений и и у угловых точек элемента
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(ди/ду) Лу (дч/дх) Лх ди ду
Уху = а1+сс1=—--------+—--------=-+-•

ау ах ду дх

Окончательно геометрические уравнения получат вид

Геометрические 
(20.5) уравнения

Исключим из этих уравнений перемещения и и V, для 
чего дважды дифференцируем первую строку по у, вто
рую — по х, третью — по х и у. Складывая верхние две 
строки и вычитая нижнюю, получим уравнение

(20.6) Уравнение совме
стности деформа
ций

Оно называется уравнением совместности деформаций, 
так как дает необходимую связь между деформациями, 
существующую при произвольных непрерывных функци
ях перемещений и, v (которые мы исключили).

Если тело до деформации мысленно разбить на бес
конечно малые «кирпичики», сообщить им деформации 
е*. еу и Уф и попытаться сложить обратно в целое дефор
мированное тело, то окажутся возможными два случая.
В первом (рис. 20.5, а) все элементы плотно прилягут 
друг к другу. Такие деформации совместны, и им отвеча
ет непрерывное поле перемещений. Во втором случае (рис.
20.5, б) между элементами возникают бесконечно малые 
разрывы и таким деформациям не отвечает какое-либо 
непрерывное поле перемещений.

Поле деформаций, которому отвечает непрерывное по
ле перемещений, называют совместными деформациями.
В противном случае деформации называют несовместны
ми.

Деформации сов
местные и несов
местные

д2гх д2еу д2уху_^ 

ду2 дх1 дхду

Рис. 20.S. Совместные (а) и несовместные (б) деформации элементов 
тела



Изолиния

Физические уравнения представлены законом Гука, ко
торый для плоского напряженного состояния запишется 
так:

£х=^(<гх-ЦОу);
Е
1 ,

£,=- (-1итя+а,);£
_Тду_2 (1+р) г,,

У х у ~  а  Е

или в форме, разрешенной относительно напряжений,

(20.8)

Уравнения (20.3), (20.5) и (20.7) вместе составляют 
необходимые восемь уравнений, решение которых позво
ляет найти восемь неизвестных функций рассматривае
мой плоской задачи.

<Гт=-

< т „ = -

I-#*1
Е

1-Л2

(ех + цв,);

1xy=Gyxy = 2(1+/|) Уху

§ 20.3. Определение напряжений по найденным 
из эксперимента перемещениям

Ниже описано, как экспериментально получаются се
мейства интерференционных полос, представляющих изо
линии какого-либо фактора, т. е. геометрическое место 
точек, в которых этот фактор имеет постоянное значе
ние. Так, в методе муаров и голографической интерферо
метрии могут быть получены изолинии перемещений 
v=const и и = const. На рис. 20.6 приведена схема семейст
ва изолиний v(=const при плоском напряженном состоя
нии пластины.

Покажем, как, используя уравнения теории упругости, 
перейти от перемещений к напряжениям. Формулы (20.5) 
дают возможность вычислить деформации

ди dv dtt dv
**=—', Еу~~’ Уху=— ( 2 0 . 9 )ох ду ду дх

и далее по закону Гука (20.8) определить напряжения ах, 
ау и 1ху. Производные от перемещений (20.9) определяют
ся численно. Проведем в точке (г, J) две линии, параллель
ные осям координат х и у (рис. 20.6). Точки их пересече
ния с изолиниями перемещения v отметим индексами 
(г— 1), г, (г-н 1) для горизонтальной линии и (/'— 1 ),j, (/'+ 1)
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Рис. 20.6. Численное определение деформаций по экспериментально 
полученному семейству изолиний перемещений

для вертикальной линии. Частную производную 
{дv¡дx)i=\.g(x.i вычислим как тангенс угла наклона секу
щей, проведенной через точки (г—1) и (г+1). Поступая 
аналогично и для производной по координате у, найдем

Аналогично поступают и с семейством изолиний 
и = const.

Наметив сетку линий, параллельных осям координат 
х и у, по формулам (20.9) и (20.10) строят поле дефор
маций, а затем поле напряжений в исследуемой модели. 
Так как узловые точки ортогональной сетки в общем 
случае не совпадают с точками пересечения с изолини
ями, то для вычисления деформаций и напряжений в уз
лах применяют формулы интерполирования. Существу
ют устройства и соответствующие программы для пер
сональных ЭВМ, позволяющие обработать сетку изоли
ний в автоматическом режиме.

Далее рассмотрим эксперимент с изгибаемой пласти
ной, для которой получено семейство изолиний прогибов 
>v = const (рис. 20.7, а). В теории изгиба пластин по анало
гии с гипотезой плоских сечений используется гипотеза 
прямой нормали, согласно которой линия т—п, переходя 
в положение т{—пи остается прямой (рис. 20.7, б). Тогда
при малых прогибах (px = dw/dx, (py=dw/8y и перемещения
в горизонтальной плоскости произвольной точки с коор
динатой z будут

dw dw
u = — ( p x z = — z —; v = — (f)yz = — z —. (20.11)

Численное диффе- 
(20.10) ренцирование в 

плоской задаче



Численное диффе
ренцирование в за
даче об изгибе 
пластины

Рис. 20.7. Прогибы и напряжения в изгибаемой пластине

Подставляя формулы (20.11) в (20.9), получим
д2ы

ех— —г Уху-- — 2г
д2п

(20.12)
32и-

--- > = —2---------1
дх2 ду2 ' Зхду

Напряжения ах, ау, хху, распределенные по толщине
пластины А по линейному закону (рис. 20.7, в), могут 
быть вычислены при известных деформациях (20.12) по 
закону Гука (20.8).

Для определения вторых производных от функции 
прогибов вначале получают по формулам интерполиро
вания поле прогибов в узлах ортогональной сетки линий, 
фрагмент которой показан на рис. 20.8. Тогда производ
ные в точке К можно вычислить по формулам численного 
дифференцирования:

*7] ~ ИУ4 
2Д ’

/ЗиЛ и " , . — и ( З и Л

\дх)к 2А ’ \ду)к~

82*\ д !ЗиЛ ^в-2\мк+у/с

8х2)к дх\дх)к А2

32И>\ +
ду2)к А2 ’

/ д 2п> \ 8 /ЗнЛ
\8xdyJK ду\8х)к

(20.13)

Ч-И^-Иу

В некоторых случаях экспериментально получаются 
изолинии углов поворота нормали к поверхности пла
стин (рх и сру. Тогда вторые производные от функции



Рис. 20.8. Фрагмент 
ортогональной сетки 
с постоянным шагом 
Д

и> могут быть получены путем численного дифференциро
вания (рх и <ру:

дфх 82\\> д<ру д2)1> 8<рх дфу 

дх2 дх' ду2 ду ’ дхду ду дх

Для целей интерполирования, например, на отрезке 
[*,_!, *(] экспериментальная кривая заменяется обычно

кубической параболой (кубическим сплайном) вида
/ (х) = а,+bi (х, - х) + Ь (х, - х)2 + (х, - х)3,

где постоянные а„ 6,, с„ 4 подбираются так, чтобы мини
мизировать ошибки измерений всех ординат /, на данном

отрезке. Имеются программы для ЭВМ, автоматически 
решающие эту задачу.

§ 20.4. Метод фотоупругости
Физические основы метода фотоупругости. Метод ос

нован на том, что некоторые прозрачные материалы при 
деформации становятся оптически анизотропными; в де
формированном состоянии они приобретают свойство 
двойного лучепреломления (стекло, целлулоид, желатин, 
бакелит и др.). Такие материалы называют оптически Оптически актив- 
активными. В оптическом методе исследуется не сама ные материалы 
деталь, а ее модель, изготовленная из такого материала.
Модель помещается в оптическую установку, называе
мую полярископом, где она просвечивается пучком поля
ризованного света. При нагружении модели на экране 
появляется ее изображение, покрытое системой полос, 
анализ которых дает возможность изучить распределение 
напряжений в модели.

Известно, что в луче естественного света присутству
ют световые колебания всех направлений, перпендику
лярных лучу, что связано с хаотической ориентировкой 
источников световых колебаний у светящегося тела. В по
ляризованном луче колебания упорядочены. Поляриза
ция называется плоской, если колебания происходят в од
ной плоскости, которую называют плоскостью поляриза
ции. Для ее получения естественный луч пройускают 
сквозь поляризатор. Им может служить, например, приз-



Рис. 20.9. Основные части полярископа

Полярископ

Закон фотоупруго- 
стн

ма Николя, склеиваемая из кристаллов исландского шпа
та. Поляризатор пропускает колебания в строго опреде
ленной плоскости, а составляющие колебаний, перпен
дикулярные ей, гасит.

На рис. 20.9 схематически показано расположение ос
новных частей полярископа с плоской поляризацией све
та. Одними из основных частей полярископа являются 
поляризатор и анализатор. Анализатор — это та же 
призма, что и поляризатор, но в рабочем положении 
повернутая так, что их плоскости поляризации, обозна
ченные на рис. 20.9 соответственно А—А и П—П, взаим
но перпендикулярны. В этом случае луч света, прошед
ший сквозь поляризатор, будет погашен анализатором, 
если модель отсутствует или она не нагружена. Экран 
при этом затемнен.

Предположим, что плоская модель нагружена силами, 
лежащими в ее плоскости. Тогда плосконоляризованный 
луч с длиной волны X на выходе из модели разлагается на 
два луча, колебания которых происходят во взаимно 
перпендикулярных плоскостях, совпадающих с плоско
стями действия главных напряжений сг} и а2 в данной
точке (рис. 20.10). Эти лучи имеют разность хода
<5 = СДА (<т,-<г2), (20.14)

Рис. 20.10. Разложение плоскополяризованного пучка света на два интерферирующих луча в по- 
лярнскопе *



где h — толщина прозрачной модели, С* — постоянная,
зависящая от свойств материала модели и длины волны 
света к.

Анализатор пропускает составляющие упомянутых 
двух лучей, соединяя их в плоскости А—А, которые будут 
интерферировать и давать в зависимости от разности 
хода о либо усиление освещенности, либо затемнение 
в данной точке изображения модели на экране. Интенсив
ность луча на экране определяется выражением

. ч _ . п8
I= /0 sin2 2а sin —, (20.15)

где /0 — интенсивность луча, падающего на модель.
Формула (20.15) указывает на то, что при равномер

ном освещении нагруженной модели с интенсивностью 
/0 освещенность ее изображения на экране в общем случае
будет неравномерной. В каждой точке она определяется 
формулой (20.15). Точки, в которых 1=0, образуют на 
экране темные полосы, в то время как точки с 1Ф0 
составят переходные зоны между ними. При этом можно 
увидеть темные полосы двоякого происхождения, связан
ные с обращением в нуль одного или другого сызуса 
в формуле (20.15).

Рассмотрим свойства этих полос подробнее.
Изохромы ■ изоклины. Если в формуле (20.14) раз

ность напряжений а2 такова, что д = Х, 2А, ..., тХ, то
в формуле (20.15) sin (п8/Х)=0 и /=0. Такие точки при 
монохроматическом источнике света образуют на экране 
темные полосы. Каждой полосе соответствует свое целое 
число т, называемое порядком полосы.

В случае применения белого света эти полосы будут 
окрашены, так как условие затухания луча 5=тХ не 
может быть соблюдено сразу для всех составляющих 
белого света. Каждому значению гг, — ет2 соответствуют
свой набор незатухших цветов спектра белого света и, 
следовательно, своя окраска.

Изолинии одинаковой окраски, соответствующие по
стоянному значению <т, — <х2, называют изохромами.

Это наименование обычно распространяется и на тем
ные (неокрашенные) полосы, получаемые при монохро
матическом свете. По картине указанных темных полос 
можно установить разность главных напряжений er¡ — <т2 
в точках модели.

Назовем разность главных напряжений <Tj — <т2=«т0, вы
зывающую разность хода лучей, равную длине волны, 
ценой полосы модели.

Из формулы (20.14) при Ь — ). имеем

Порядок полосы

Изохрома

Цена полосы



Представим себе, что нагрузка на модель, растет 
и разность <71 — а2 в некоторой точке последовательно
достигает значений с0, 2<т0, тай. Соответствующая
разность хода 8 в точке будет равна Я, 2А, тХ. Это, 
очевидно, вызовет на экране затемнения, называемые 
затемнениями 1-го, 2-го, ..., т-то порядка. Они будут 
чередоваться с освещением точки в промежуточные мо
менты.

Из сказанного ясно, что если в исследуемой модели 
наблюдаем полосу порядка т, то разность главных на
пряжений в точках этой полосы равна
гг1-ст2=т(Т0. (20.17)

Порядок полосы определяется непосредственным под
счетом числа затемнений, возникших в какой-либо точке 
полосы в процессе роста нагрузки. Обычно порядок поло
сы совпадает с ее порядковым номером по отношению 
к нулевой полосе, в точках которой <т, — <т2 = 0 при любом
значении внешней нагрузки, что упрощает определение 
порядка полос.

Цена полосы а0 определяется из опыта путем создания
в модели известных напряжений и наблюдения за вызван
ной ими картиной полос.

На рис. 20.11 приведена фотография полос при изгибе 
•бакелитовой балочки двумя равными силами. Средний 
участок балки испытывает действие только моментов М, 
в то время как на крайних участках действует еще и внут
ренняя поперечная сила, что, как видим, отражается на 
картине полос. На среднем участке в каждой точке имеет 
место линейное напряженное состояние — растяжение 
или сжатие напряжением а параллельно оси балки. Воз
мущение в картине полос в области точек приложения 
внешних сил говорит о наличии значительных напряже
ний, перпендикулярных оси балки. Однако эти области 
очень недалеко проникают в пределы среднего участка,

,0сь симметрии



в силу чего можно считать, что вдали от точек приложе
ния внешних сил указанные напряжения отсутствуют. На 
среднем участке разность с, — а2 равна самому напряже
нию а, которое определяем по формуле (20.17): 
о=то0. (20.18)

Порядок полос т указан на фотографии. На этом же 
рисунке показан график распределения напряжений а по 
высоте сечения балки (эпюра а), построенный по формуле 
(20.18). Как видим, оптический метод говорит о линей
ном законе изменения нормальных напряжений а по 
высоте балки при изгибе. Этот вывод был получен те
оретически выше (см. гл. 6). На рис. 20.12 показаны 
аналогичная картина полос и построенная по ней эпюра 
напряжений в сечении внецентренно сжатого бруса.

Рассмотрим теперь темные полосы другого рода, на
зываемые изоклинами.

Изоклиной называется геометрическое место точек, 
в которых наклон главных напряжений одинаков.

Если угол наклона главных напряжений данной изо
клины (называемый параметром изоклины) совпадает 
с углом наклона плоскостей поляризации П—П и А—А 
(см. рис. 20.9), то в формуле (20.15) для точек этой 
изоклины а = 0, вт2а=0 и 1=0. Такая изоклина видна на 
экране в виде темной полосы и некоторой темной об
ласти, во всех точках которой а«0.

Поворачивая одновременно поляризатор и анализа
тор с выбранным интервалом (например, 5 или 10°),

Изоклина

Л
2

Л
2

<>3210123^5 6

$

Рис. 20.12. Изохромы и эпюра напряжений при внецентренном сжа
тии



Построение траек
тории главных на
пряжений

Рис. 20.13. Изоклины (внизу) и траектории главных напряжений 
(вверху) для растянутой полосы с отверстием

можно получить на экране и зарисовать семейство изо
клин данной модели.

На рис. 20.13 в нижней половине показано семейство 
изоклин для растянутой полосы с отверстием, полученное 
описанным способом.

Картина изоклин позволяет построить траектории 
главных напряжений. На рис. 20.14 приведен один из 
способов такого построения. Начиная от некоторой точ
ки А через точки, лежащие посередине между изоклина
ми, последовательно проводят отрезки ломаной с накло
ном, соответствующим параметру пересекаемой изокли
ны. Вписав затем в ломаную плавную кривую, получают 
траекторию главного напряжения, проходящую через 
точку А. Траектории, построенные по изоклинам, пока
занным на рис. 20.13, изображены на том же рисунке 
в верхней половине (сплошной линией — траектории <ть



Рис. 20.14. Построение траектории главного напряжения с исполь
зованием изоклин

Таким образом, в оптическом методе непосредствен
но из опыта получают только направления главных на
пряжений и их разность <т, — сг2. Это дает возможность
в каждой точке модели определить касательные напряже
ния по любой наклонной площадке, применяя формулу 
плоского напряженного состояния

а\ — аг . - . Лчт«=------- — 81п2а. (20.19)

В частности, в каждой точке непосредственно опреде
ляется тт„, так как по формуле (13.19) имеем сг, — а2=

~~ 2ТтдХ.
В тех случаях, когда в точках заведомо имеет место 

линейное напряженное состояние (<т, = <т, 02 = 0), найден
ная из опыта разность ах — аг равна самому напряжению
а, которым вполне определяется напряженное состояние 
в точке модели. Это, например, имеет место в точках 
ненагруженного контура модели.

В общем случае для полного представления о напря
женном состоянии помимо разности <т5 — <т2 необходимо
определить каждое из главных напряжений, или, как го
ворят, необходимо произвести разделение этих напряже
ний.

Разделение главных напряжений. Для разделения на
пряжений предложены методы, среди которых имеются 
методы, требующие постановки дополнительного экспе
римента, и чисто вычислительные методы.

Один из экспериментальных методов состоит в следу
ющем. Действию главных напряжений и <т2 в каждой

точке плоской модели толщиной А сопутствует изменение 
ее толщины на ЛА, связанное с напряжениями на основа



нии обобщенного закона Гука зависимостью
АЛ /1 (  л е=—=--((т1 + а2);п с.

отсюда
Е&к

о,1 + о'2==---- . (20.20)
цИ

Этот метод заключается в том, что в интересующих 
точках модели специальным прибором измеряют ДА. 
Определив затем по (20.20) сумму напряжений и зная их 
разность <Т) — а2, можно легко подсчитать каждое напря
жение в отдельности.

Рассмотрим теперь один из вычислительных методов 
разделения главных напряжений —метод численного ин
тегрирования вдоль прямых, проведенных параллельно 
координатным осям (рис. 20.15, а). Из уравнения (20.3) 
при 1^=0 имеем

дтух 

дх ду

Интегрируя это равенство вдоль оси х, найдем
X

Ох=вх,о (20.21)
] ¿У
о

Вдоль двух линий, параллельных оси х, расположен
ных на выбранном расстоянии Ау друг от друга, по 
формуле (20.19) определяют напряжения хух и строят
график разностей этих напряжений Ат,*, поделенных на



расстояние Ау (рис. 20.15, б). Отношение Дт>х/Ду прибли
женно заменяет производную дгух/ду под интегралом 
(20.21).

Напряжение ах приближенно получим по формуле

Ох — &х,0 ^х>

где (тХго — напряжение в точке, от которой начинается 
интегрирование (обычно точка на контуре); а>х — пло
щадь графика Атух/Ау.

Аналогично, интегрируя вдоль прямых, параллельных 
оси у, определяют и напряжения ау.

Переход от модели к детали. Обратимся теперь к воп
росу о переходе от модели к детали. В теории упругости 
доказывается, что распределение напряжений в теле, на
ходящемся в условиях плоской задачи, не зависит от 
упругих постоянных материала (модуля упругости 
Е и коэффициента Пуассона /х). Следовательно, закон 
распределения деформаций и напряжений одинаков в де
тали и в ее модели, выполненной из различных матери
алов, при условии их геометрического подобия и подобия 
в нагрузке. Это позволяет перейти от напряжений 
аы в модели к соответствующим напряжениям а в детали
по формуле

К, Р
(20.22)И 5 Ры

где й*/й — отношение толщин модели и детали; зм/з—
отношение соответствующих линейных размеров контура 
модели и детали; Р/Рм — отношение нагрузок на деталь
и на модель.

Имеются случаи (многосвязный контур модели, т. е. 
контур пластинки с отверстиями), когда формула (20.22) 
строго неприменима, но и в этих случаях ею пользуются 
как приближенной, но достаточно точной.

Применение фотоупругнх покрытий. Выше упомина
лось, что в оптическом методе исследуют не саму деталь, 
а ее прозрачную модель. Однако область применения 
этого метода значительно расширена путем использова
ния так называемых фотоупругнх покрытий, изготовля
емых на основе эпоксидных смол. Такое покрытие, об
ладающее свойством оптической активности, наносится 
или приклеивается тонким слоем на поверхность исследу
емого непрозрачного объекта (металл, бетон, горные по
роды и т. п.). Деформации покрытия следуют за дефор
мациями поверхностного слоя объекта. Покрытие облу
чается поляризованным светом, который, отражаясь от 
поверхности детали, дает возможность получить картину 
точно так же, как это описано выше для прозрачных



моделей. На рис. 20.16 (1 — источник света; 2 — поляри
затор; 3 — пластинки в четверть волны; 4 — фотоупру- 
гое покрытие; 5 — исследуемый объект; 6 — анализатор; 
7 — наблюдатель) показана одна из возможных схем 
этого способа с так называемым У-образным облучением 
покрытия.

Слюдяные пластинки в четверть волны ставят для 
того, чтобы получить круговую поляризацию (как бы 
быстрое вращение плоскостей П—П и А—А) (рис. 20.10), 
в результате чего изоклины «размываются» и становятся 
невидимыми.

Применение фотоупругих покрытий дает возмож
ность исследовать напряжения в деталях машин, в стро
ительных конструкциях и других объектах как в лабора
торных, так и в натурных условиях.

В заключение отметим, что оптический метод приме
няют также для исследования и пространственных моде
лей. Один из способов такого применения носит название 
метода замораживания. Основан он на том, что некото
рые материалы сохраняют оптическую анизотропию, вы
званную деформацией, если модель из такого материала 
нагружена при повышенной температуре, охлаждена 
и только после этого разгружена. Оптический эффект 
сохраняется и после разрезки модели на тонкие пластин
ки, которые затем просвечивают и изучают, как в плос
кой задаче, определяя тем самым напряжения внутри 
пространственной модели.

§ 20.5. Метод муаровых полос
Аналогично методу фотоупругости метод муаровых 

полос дает возможность получить картину распределения 
перемещений и деформаций сразу на всей поверхности 
исследуемой модели или детали. Описание различных 
разновидностей этого метода выходит за рамки насто
ящего курса. Поэтому здесь ограничимся лишь основ
ными понятиями об этом методе.

Представим, что на поверхность недеформированной 
плоской пластинки каким-либо способом нанесена систе-



Рис. 20.17. Образование муарового эффекта при совмещении дефор
мированной и недеформированной сеток линий

ма черно-белых линий с постоянным шагом <5 (рис. 20.17). 
Пусть теперь пластинка получила какие-то деформации 
в своей плоскости ху. Обозначим составляющие переме
щений точек пластинки в направлении осей х и у соответ
ственно через и и v. Вместе с точками пластинки переме
стятся и черно-белые линии.

На рис. 20.17 для примера показано, что каждая гори
зонтальная линия получила одинаковые вертикальные 
перемещения и искривлена по некоторой кривой v = v (х). 
Предположим, что сфотографировали сетку линий до 
и после деформации и совместили их изображения, как 
это показано на рис. 20.17. При таком наложении воз
никает оптический эффект, состоящий в появлении так 
называемых темных и светлых муаровых полос. Малые 
относительные смещения пересекающихся систем линий 
вызывают значительные перемещения муаровых полос, 
которые движутся наподобие волн по поверхности пла
стинки (муар — от французского слова moire — волно
образный рисунок). Чувствительность муаровых полос 
к малым смещениям пересекающихся линий и позволяет 
использовать муаровый эффект для измерения смещений 
и деформаций.

Шаг линий Ô обычно настолько мал, что на фотогра
фии или на экране сами пересекающиеся линии не видны, 
а видны лишь муаровые полосы. Связь муаровых полос 
с перемещениями точек поверхности выясним на рас
смотренном примере.

Эффект светлой муаровой полосы создается последо
вательностью вытянутых криволинейных четырехуголь
ников, образованных пересечением недеформированных 
линий 1—1, 2—2, 3—3, ... и деформированных пиний 
Г—Г, 2'—2', 3'—3', ... (рис. 20.18). Ось светлой полосы 
проходит через точки пересечения этих линий (вдоль 
коротких диагоналей четырехугольников). Промежуток 
между светлыми полосами более затемнен несовпада-



Рис. 20.18. Светлая муаровая полоса образу
ется там, где смещение кратно шагу сетки 
\=т5

ющими участками пересекающихся линий и, отражая 
меньшее количество света, создает эффект темной му
аровой полосы. Переменная интенсивность отражаемого 
света благодаря различной густоте пересекающихся ли
ний и создает муаровый эффект, который иногда называ
ют механической или геометрической интерференцией.

Из рис. 20.18 видно, что если точки пересечения линий 
сетки на вертикали т = 0 имеют перемещения v0 = 0, то
точки пересечения на вертикали m= 1 имеют перемеще
ния V! = 8, следующий ряд таких точек будет иметь пере
мещения v2 = 2<5 и т. д. Таким образом, если число т рас
сматривать как параметр светлой муаровой полосы, то 
во всех точках, лежащих на ее оси (т. е. на средней линии 
этой полосы), выполняется равенство vm = /n<5 = const.

Между соседними муаровыми полосами функция v не
прерывно меняется так, что разность между перемещени
ями точек средних линий соседних полос постоянна и ра
вна 5. Обычно для вычисления деформаций достаточно 
знать разности перемещений соседних точек. Если же нас 
интересуют сами перемещения, то необходимо допол
нительно установить точки, в которых перемещения 
v (или и) равны нулю. Такими точками могут быть, 
например, точки, лежащие на оси симметрии.

Если сетку недеформированных линий расположить 
вертикально и совместить с их деформированными изоб
ражениями, то получим муаровые полосы, соответству
ющие точкам, в которых постоянны будут перемещения 
и, т. е. и„=п8 = const. Таким путем могут быть получены
два семейства муаровых полос:

Если функции и = и (х, у) и V = V (х, у) интерпретиро
вать как некоторые поверхности, то муаровые полосы
(20.23) дают нам изображение этих поверхностей в гори
зонталях (линиях постоянного уровня функций и и у).

Vm = vm (х, у) = const, 
и„ = ип (х, >>) = const, (20.23)



X
Рис. 20.19. Светлые муаровые полосы, представляющие изолинии 
v=const

На рис. 20.19 приведена фотография муаровых полос 
v=const для дюралюминиевой пластинки с квадратным 
отверстием, сжатой вертикальными силами. Горизон
тальная сетка линий, с помощью которой получена эта 
картина муаровых полос, имеет шаг длиной <5 = 0,125 мм.

Путем численного дифференцирования значений См. § 203 
и и v можно перейти к их производным, представляющим 
(при малых деформациях) линейные и угловые дефор
мации в точках пластинки.

Если деформации нельзя считать малыми, то переход 
от перемещений к выражениям ех, еу и у^ совершается
с помощью более сложных выражений, излагаемых в раз
делах нелинейной теории упругости. Для упругой стадии, 
зная деформации, легко можно определить и напряжения 
с помощью закона Гука. При изучении неупругих дефор
маций в этом случае используются соотношения теории 
пластичности.

Преимущество метода муаров состоит в том, что он 
применим при значительных деформациях независимо от 
того, являются они упругими или цет. Метод муаров 
является в настоящее время наиболее эффективным спо
собом для изучения распределения и развития больших 
деформаций, где область действия других методов стано
вится ограниченной.

Наряду с сетками, непосредственно наносимыми на ■ 
поверхность детали, муаровый эффект получают и дру- „ 
гим способом — путем отражения сетки специального ^ oтPaж,ífШ(>,,

/ ч J г „ „ ЛАТКИэкрана (растра) от исследуемом зеркальной поверхности.
Таким путем исследуются, например, пластинки при из
гибе. Зеркальная поверхность пластинки создается путем 
напыления на ее поверхность металлического порошка.
Изображения сетки, отраженные в двух состояниях пла-



Рис. 20.20. Установка дна получения муарового эффекта методом от
раженной сетки

стинки (до изгиба и при изгибе), фотографируют на один 
и тот же негатив (рис. 20.20, где 1 — растр с линиями, 
перпендикулярными плоскости чертежа; 2 — модель пла
стинки; 3 — фотоаппарат; 4 — луч, отраженный от рас
тра в точку М негатива до изгиба пластинки; 5 — тот же 
луч, но после изгиба).

Муаровые полосы на фотографии получаются вслед
ствие искажения линий при отражении от искривленной 
пластинки (подобно искажению изображения в кривом 
зеркале). Эти полосы являются линиями постоянных зна
чений углов поворота нормали поверхности пластинки 
в плоскости, перпендикулярной линиям растра. Прогибы 
пластинки обозначим w = w (х, у). Муаровые полосы да
ют линии, в точках которых углы (рх = дм>[дх=const, если
линии отражаемого от пластинки растра параллельны 
оси у, и <ру=dw/dy = const, если линии растра параллельны
оси х. Путем численного дифференцирования функций 
срх и (ру можно найти d2w/dx и d2wjdy2 и получить
напряжения в пластинке, возникающие при ее изгибе (см. 
§ 20.3).

§ 20.6. Метод голографической 
интерферометрии

Слово голография происходит от греческого 
holos — весь, целый. Этим наименованием изобретатель 
голографии английский физик Д. Габор (1948) подчерк
нул главную особенность записи оптической информации 
в методе, а именно то, что в голограмме регистрируется 
наиболее полная информация об изображении объекта — 
не только яркость отражаемого луча в каждой точке 
поверхности (амплитудная характеристика), но и его фа-



зовая характеристика как колебательного процесса. Осо
бенно успешными стали применения метода голографии 
в различных областях техники после того, как в 60-х 
годах для получения голограмм были использованы ла
зеры.

Голограмма — это зафиксированная на фотопла
стинке интерференционная картина, возникающая от па
дения на пластинку двух световых фронтов: так называ
емого опорного луча (неискаженного) и предметного луча, 
рассеянного при отражении от объекта. Фронты обоих 
пучков света (опорного и предметного) создаются в од
ной оптической системе с помощью лазера.

На рис. 20.21 показана принципиальная схема такой 
оптической системы. Луч лазера с помощью светодели
тельной призмы расщепляется на два луча. Один идет на 
объект и, отражаясь от него, дает предметный луч. Дру
гой с помощью зеркала направляется на голограмму 
в обход объекта и образует опорный луч.

Если объект удалить и голограмму просветить лучом 
лазера в той же оптической системе, то возникает объем
ное изображение объекта.

Совмещение голограмм объекта, полученных в двух 
различных состояниях (например, до нагружения и по
сле), порождает картину полос, создаваемую интерферен
цией, которая характеризует различия объекта в двух 
состояниях. В деформируемой модели она вызвана раз
личием условий отражения предметного луча от дефор
мированной и недеформированной моделей. Различия 
условий отражения создаются перемещениями точек по
верхности вследствие деформирования модели.

В общем случае для точки поверхности деформиру
емой модели имеем некоторый пространственно ориен
тированный вектор полного перемещения с компонен
тами и, V, ю вдоль осей х, у и г. Для восстановления этих



перемещений по картине интерференционных полос в об
щем случае недостаточно одной голограммы. Так, для 
получения трех компонент и, v, w нужно получить три 
голограммы при разных положениях источника света 
(метод трех голограмм). Следует отметить, что это до
вольно сложная и громоздкая задача.

В частном случае при известном направлении ожида
емых преобладающих компонент перемещений задача 
восстановления перемещения по интерференционной кар
тине полос упрощается. Так, для определения перемеще
ния w, нормального к поверхности (рис. 20.22, а), можно 
пользоваться приближенной формулой

тк
w=--------- ----- , (20.24)

cosa„+cosaH

где к — длина световой волны лазера; т — порядок свет
лых полос интерференции (номер изолинии const); 
a„ и otg — углы между направлением перемещения (нор
малью к поверхности) и направлениями падения пред
метного луча и наблюдения отраженного луча соответст
венно.

Для определения перемещений точек по касательной
•к поверхности приближенная формула будет (рис. 20.22, 
б)

где углы ап и Он отсчитывают от направления перемеще
ния v (оси у).

Формулы (20.24) и (20.25) показывают, что в семейст
ве изолиний w=const или v=const, получаемых методом 
голографической интерферометрии, полосы будут иметь 
очень маленький шаг 5, имеющий числовое значение 
порядка длины световой волны Я (мкм), что говорит 
о высокой разрешающей способности метода.

cosa„—cosa„
(20.25)

а) г S) г

Рис. 20.22. Схема образования разно
сти хода лучей за счет перемещения по 
нормали к поверхности (а) и в танген
циальной плоскости (б)



Заметим, что исключительная чувствительность мето
да может оказаться его недостатком, так как полученную 
картину полос могут искажать относительные смещения 
голограммы и объекта за счет случайных микровибраций 
системы. Поэтому оптическую систему приходится мон
тировать на массивных столах с очень высокой вибро
изоляцией. Для устранения этого недостатка удобным 
является способ наложенной голограммы, в котором го
лограмма жестко скрепляется с освещаемой моделью, 
и поэтому вибрации не дают их относительных смещений 
и не вносят искажений в результаты.

На рис. 20.23 приведены интерферограммы перемеще
ний лопатки осевого компрессора в процессе ее вибрации 
с определенной резонансной частотой. Вначале получают 
голограмму в статическом состоянии модели. Затем по- 
рле возбуждения резонансных колебаний настраивают 
стробоскоп на частоту, кратную частоте колебаний, что 
обеспечивает импульсное освещение лазером вибриру
ющей модели в моменты прохождения ею амплитудных 
состояний. В этом состоянии проводят голографирование 
модели. Совмещение двух указанных голограмм дает 
приведенные интерференционные полосы, являющиеся 
изолиниями прогибов лопатки.

Различные способы голографической интерферомет
рии позволяют решать многие сложные задачи механики 
деформирования и технологического неразрушающего 
контроля за деталями. Более полные сведения об экс
периментальных способах можно найти, например, в кни
ге: Сухарев И. П. Экспериментальные методы иссле
дования деформаций и прочности. М., Машиностроение, 
1987. (Библиотека расчетчика.)

Рис. 20.23. Интерферограммы лопатки компрессора при резонанс
ных колебаниях



Воиросы для самоконтроля к главе 20

20.1. Какой смысл имеют статическая, гео
метрическая и физическая группы уравнений? 
г» пишите эти уравнения для плоской задачи. ^

20.2. Что такое изолинии перемещений? 
Как, имея семейство изолиний перемещений, 
численно определить деформации и напряже
ния?

203. Что такое полярископ? Какие два се
мейства полос образуются на экране в методе 
фотоупругости?

20.4. Какие способы «разделения» главных 
напряжений вы знаете в методе фотоупругости?

20.5. Как построить траекторию главного 
напряжения, зная семейство изоклин?

20.6. Как образуется семейство муаровых 
полос?

20.7. Что такое голограмма? Как исполь
зуется метод голографии для получения интер- 
ферограмм в механике деформирования?



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В курсе «Сопротивление материалов» были рассмот
рены лишь так называемые одномерные задачи расчета 
стержневых элементов конструкций. Теперь на этом по
нятии имеет смысл остановиться более подробно, так 
как, с одной стороны, это дает возможность бросить 
общий взгляд на содержание основных глав книги, 
а с другой — представить более конкретно связь уже 
изученного материала с тем, что еще предстоит освоить 
будущему инженеру.

При рассмотрении каждой из типичных деформаций 
стержня (растяжение, изгиб, кручение) мы следовали 
в общем одним и тем же путем в математическом описа
нии напряженно-деформированного состояния стержня 
(или, кратко, НДС стержня). На это указывает сопостав
ление основных расчетных зависимостей для деформаций 
стержней, собранных в таблице, где штрихом отмечено 
дифференцирование по координате z.

За основную функцию, описывающую НДС стержня, 
в каждой из деформаций принята соответствующая функ
ция перемещения поперечного сечения: продольное пере
мещение w — w (z) при растяжении, прогиб v — v (z) при 
плоском изгибе и угол закручивания (р — (р (г) при круче
нии. Каждая из этих функций зависит от одного аргумен
та z, отсюда и задачу нахождения этих функций называ
ют одномерной.

В § 20.2 были получены основные уравнения плоской 
задачи теории упругости как типичной двумерной задачи, 
когда все неизвестные функции (их было восемь) зависели 
от двух аргументов. Эти уравнения делятся на три груп
пы: статическую, геометрическую и физическую. При 
этом эти уравнения были составлены для бесконечно 
малого элемента тела dxxdу, выделенного в направле
нии изменения двух аргументов, от которых зависят ис
комые функции.

В одномерной задаче о стержне таким элементом 
является часть стержня длиной dz. Для него мы также 
составили три типа зависимостей: статические, геомет
рические и физические.

Статические зависимости выражают условия равно
весия элемента стержня и дают соотношения между внут
ренними усилиями и интенсивностью внешней нагрузки.

Геометрические зависимости устанавливают связь 
между деформацией элемента и функцией перемещения 
стержня. Конкретно они выражают характерные дефор
мации элемента стержня, такие, как относительное удли
нение е. при растяжении, кривизна элемента 1/р и от-

См.
ных
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носительное удлинение произвольного волокна ег при
изгибе, угол сдвига у при кручении через соответству
ющую основную неизвестную функцию перемещения, 
а именно: м>,у ъ ц>.

Наконец, физические зависимости дают количествен
ную связь между деформацией элемента стержня и значе
нием вызывающего ее внутреннего усилия (закон Гука). 
В эти зависимости входят характерные величины, назы
ваемые жесткостями сечения при растяжении ЕА, изгибе 
EJX, кручении GJf¡ и т. д.

При получении геометрических зависимостей исполь
зовались необходимые гипотезы о характере деформиро
вания (например, гипотеза плоских сечений), позволя
ющие связать деформации в произвольной точке стержня 
с функцией перемещения. Именно использование таких 
гипотез и позволило упростить задачу определения НДС 
стержня, превратив ее в задачу определения одномерной 
функции перемещения (и\ V или ф).



Уравнение, служащее для определения функций пере
мещения (разрешающее уравнение), представляет собой 
соответствующую статическую зависимость, выражен
ную через функцию перемещения, что делается с помо
щью геометрических и физических соотношений. Так, для 
растяжения, учитывая геометрические и физические зави
симости, имеем выражение к=ЕАгг = ЕАм', подставляя
которое в статическое условие N'= — 1 получим разреша
ющее уравнение (ЕАм')'= —

Описанные однотипные соотношения и путь решения, 
которому мы следовали при рассмотрении деформаций 
стержней, в теории упругости составляют один из мето
дов решения задачи определения НДС деформируемых 
тел. Его,называют методом перемещений, где за основ
ную неизвестную принимается функция или функции пе
ремещений.

Ввиду того, что одномерная задача значительно более 
проста, чем двумерная (и тем более трехмерная), для 
стержней удалось получить известные готовые формулы 
для нормальных и касательных напряжений, выраженные 
через внутренние усилия.

При этом процесс получения этих формул также име
ет единый алгоритм. Он состоит в том, что, используя 
геометрические соотношения и закон Гука, составляем 
выражения для напряжения в произвольной точке, в ко
торое входит деформация элемента. Например, для рас
тяжения о1=е1Е='м'Е, где Ег=м'— деформация элемен
та. Далее требуем, чтобы эпюра напряжений в сечении 
приводилась в статическом отношении к соответству
ющему силовому фактору, что для растяжения дает ЛГ=

= \о1&А = у/'Е\&А = н>'ЕА. Отсюда находим деформа
цию элемента &' = Ы/ЕА и напряжение аг=Ы/А.

Отметим, что если закрепление стержня является ста
тически определимым, то внутренние усилия (Лг, Мх,
Мг и т. д.) непосредственно определяются по методу
сечений через внешние силы, после чего определяются 
напряжения по указанным формулам. Если же система 
статически неопределима, например балка на винклеро- 
вом упругом основании или задача о стесненном круче
нии тонкостенного стержня, то вначале необходимо 
изучить деформации стержня. Для этого из разрешающе
го уравнения находят перемещения и только через пере
мещения выражают внутренние усилия и затем напряже
ния в стержне. Второй случай как раз характерен для 
методов теории упругости об определении НДС элемен
тов конструкций, имеющих более сложную форму, чем 
стержень. Эти методы будут рассмотрены во второй 
части курса «Основы теории упругости и пластичности».



ПРИЛОЖЕНИЯ

ПРИЛОЖЕНИЕ I

Вычисление определенных интегралов

В сопротивлении материалов и в строительной механике при реше
нии конкретных задач часто возникает необходимость вычисления опре
деленного интеграла вида

ь
1=\Г{х)Р(х)йх, (а)

а

где функции/и представлены в графическом виде как эпюры. К числу 
таких задач относятся вычисление геометрических характеристик тонко
стенных сечений, вычисление интегралов Мора и др. Ниже излагаются 
два метода, удобные в применении: первый — вычисление интеграла 
I с помощью формулы Симпсона, второй — с помощью формулы 
Верещагина.

Формула Симпсона. Обозначим Ф=/ (рис. П.1.1). Если теперь 
приближенно заменить кривую Ф (х) квадратной параболой, проходя
щей через три точки с ординатами Ф„, Фс и Ф/,, то интеграл / получим
в виде

1=1 (фа+4фс + фь)=1- (/Л+4/с^+/^). (б)

Заметим, что формула (б) дает точное значение, если кривая Ф (х) 
является кривой 1-го, 2-го и 3-го порядков. В других случаях она дает 
приближенный результат.

Формула Верещагина. В большинстве случаев одна из эпюр, напри
мер / (дс), является на рассматриваемом участке а—Ь линейной (рис. 
П.1.2). В этом случае, обозначив Мл: =(Ш и представив /= х а, полу
чим

ь ь
•/= \fFdx=tg * \х с!П = 5^, tg а,



Рис. П.1.2

относительно оси у. Подставив сюда значение £у=Охщ, где Хщ. — коор
дината центра тяжести площади П, и заменив хщ /щ, окончательно 
получим формулу Верещагина в виде

/-¡/(х)Р{х)Лх-агт. (в)

Интеграл ] равен произведению площади криволинейной эторы О на 
ординату линейной э п ю р ы в з я т у ю  под центром тяжести площади П.

Для возможности пользоваться формулой Верещагина надо знать 
площадь П и положение центра тяжести для характерных кривых. На 
рис. П.1.3 приводятся необходимые справочные данные.

Если обе эпюры/ и являются линейными (рис. П.1.4), то интеграл 
У может быть вычислен по формуле

—- [2 (Аа + ВЬ) 4-ЛЬ -+•
6

условно называемой формулой «перемножения трапеций».

(г)



А — высота двутавра;
Ь — ширина полки;
^ — толщина стенки;
I — средняя толщина полки;
А — площадь поперечного сечения;

1 — момент инерции;
W — момент сопротивления; 
5 — статический момент 

полусечения;
/ — радиус инерции.

Номер Масса Размеры, мм А, ■¡X, Ух •V "V ‘удвутав 1 м, кг см2 см* ал3 см см3 см4 см см
ра А Ъ .г 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

10 9,46 100 55 4,5 7,2 12 198 39,7 4,06 23 17,9 6,49 1,22
12 11,5 120 64 4,8 7,3 14,7 350 58,4 4,88 33,7 27,9 8,72 1,38
14 13,7 140 73 4,9 7,5 17,4 572 81,7 5,73 46,-8 41,9 11,5 1,55
16 15,9 160 81 5 7,8 20,2 873 109 6,57 62,3 58,6 14,5 1,7
18 18,4 180 90 5,1 8,1 23,4 1290 143 7,42 81,4 82,6 18,4 1,88
20 21 200 100 5,2 8,4 26,8 1840 184 8,28 104 115 23,1 2,07
22 24 220 110 5,4 8,7 30,6 2550 232 9,13 131 157 28,6 2,27
24 27,3 240 115 5,6 9,5 34,8 3460 289 9,97 163 198 34,5 2,37
27 31,5 270 125 6 9,8 40,2 5010 371 11,2 210 260 41,5 2,54
30 36,5 300 135 6,5 10,2 46,5 7080 472 12,3 268 337 49,9 2,69
33 42,2 330 140 7 11,2 53,8 9840 597 13,5 339 419 59,9 2,79
36 48,6 360 145 7,5 12,3 61,9 13380 743 14,7 423 516 71,1 2,89
40 57 400 155 8,3 13 72,6 19062 953 16,2 545 667 86,1 3,03
45 66,5 450 160 9 14,2 84,7 27696 1231 18,1 708 808 101 3,09
50 78,5 500 170 10 15,2 100 39727 1589 19,9 919 1043 123 3,23
55 92,6 550 180 И 16,5 118 55962 2035 21,8 1181 1356 151 3,39
60 108 600 190 12 17,8 138 76806 2560 23,6 1491 1725 182 3,54



А — высота швеллера;
Ь — ширина полки;
5 — толщина стенки;
I — средняя толщина полки;
А — площадь поперечного сечения;
У — момент инерции;

ТУ — момент сопротивления;
5 — статический момент 

полусечения;
/ — радиус инерции; 

го — расстояние от оси у до наруж
ной грани стенки.

Номер
швел

Масса 
1 м, гг

Размеры, мм А,
см2

■>х.
см4

Гх,
ал3

¡х>
см

Я*
см3 о?

IV
см см

го,
см

лера Н Ь ! 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

5 4,84 50 32 4,4 7 6,16 22,8 9,1 1,92 5,59 5,61 2,75 0,95 1,16
6 5 5,9 65 36 4,4 7,2 7,51 48,6 15 2,54 9 8,7 3,68 1,08 1,24
8 7,05 80 40 4,5 7,4 8,98 89,4 22,4 3,16 13,3 12,8 4,75 1,19 1,31
10 8,59 100 46 4,5 7,6 10,9 174 34,8 3,99 20,4 20,4 6,46 1,37 1,44
12 10,4 120 52 4,8 7,8 13,3 304 50,6 4,78 29,6 31,2 8,52 1,53 1,54
14 12,3 140 58 4,9 8,1 15,6 491 70,2 5,6 40,8 45,4 И 1,7 1,67
16 14,2 160 64 5 8,4 18,1 747 93,4 6,42 54,1 63,3 13,8 1,87 1,8
16а 15,3 160 68 5 9 19,5 823 103 6,49 59,4 78,8 16,4 2,01 2
18 16,3 180 70 5,1 8,7 20,7 1090 121 7,24 69,8 86 17 2,04 1,94
18а 17,4 180 74 5,1 9,3 22,2 1190 132 7,32 76,1 105 20 2,18 2,13
20 18,4 200 76 5,2 9 23,4 1520 152 8,07 87,8 113 20,5 2,2 2,07
22 21 220 82 5,4 9,5 26,7 2110 192 8,89 110 151 25,1 2,37 2,21
24 24 240 90 5,6 10 30,6 2900 242 9,73 139 208 31,6 2,6 2,42
27 27,7 270 95 6 10,5 35,2 4160 308 10,9 178 262 37,3 2,73 2,47 ■
30 31,8 300 100 6,5 И 40,5 5810 387 12 224 327 43,6 2,84 2,52
33 36,5 330 105 7 11,7 46,5 7980 484 13,1 281 410 51,8 2,97 2,59
36 41,9 360 110 7,5 12,6 53,4 10820 601 14,2 350 513 61,7 3,1 2,68
40 48,3 400 115 8 13,5 61,5 15220 761 15,7 444 642 73,4 3,23 2,75



В — ширина большой полки;
Ь ширина меньшей полки;
I толщина полки;
А площадь поперечного сечения;

У момент инерции;
/ -- радиус инерции;

а — угол наклона главной центральной оси; 
1 ху центробежный момент инерции;

*0, >’о расстояние от центра тяжести до
наружных граней полок.

Номер
уголка

Масса 
1 м 

уголка 
кг

Размеры,
А,

см2 см4 см "Чсм
¡у,
см

^и 1П1П’
см4

1и Ш1П,
см

Уху\>
см4

*0.
см

У0>
смВ Ь г

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

5/3,2 2,4 50 32 4 3,17 7,98 1,59 2,56 0,90 1,52 0,69 0,401 2,59 0,76 1,65

7,5/5 4,79 75 50 5 6,11 34,8 2,39 12,5 1,43 7,24 1,09 0,436 12 1,17 2,39

9/5,6 6,7 90 56 6 8,54 70,6 2,88 21,2 1,58 12,7 1,22 0,384 22,5 1,28 2,95

10/6,3 7,53
8,7

9,87

100 63 6
7
8

9,58
11,1
12,6

98,3
ИЗ
127

3,2
3,19
3,18

30,6
35

39,2

1,79
1,78
1,77

18,2
20,8
23,4

1,38
1,37
1,36

0,393
0,392
0,391

31.5 
36,1
40.5

1,42
1,46
1,5

3,23
3,28
3,32

11/7 10,9 110 70 8 13,9 172 3,51 54,6 1,98 32,3 1,52 0,4 55,9 1,64 3,61

12,5/8 И
12,6
15,5

125 80 7
8 

10

14,1
16

19,7

227
256
312

4,01
4

3,98

73,7
83
100

2,29
2,28
2,26

43,4
48,8
59,3

1,76
1,75
1,74

0,407
0,406
0,404

74,7
84,1
102

1,8
1,84
1,92

4,01
4,05
4,14

14/9 14,1
17,5

140 90 8
10

18
22,2

364
444

4,49
4,47

120
146

2,58
2,56

70,3
85,5

1,98
1,96

0,411
0,409

121
147

2,03
2,12

4,49
4,58

16/10 18
19,8
23,6

160 100 9
10
12

22,9
25,3
30

606
667
784

5,15
5,13

'5,11

186
204
239

2,85
2,84
2,82

110
121
142

2,2
2,19
2,18

0,391
0,39

0,388

194
213
249

2,24
2,28
2,36

5,19
5,23
5,32

18/11 22,2
26,4

180 110 10
12

28,3
33,7

952
1123

5,8
5,77

276
324

3,12
3,1

165
194

2,42
2,4

0,376
0,374

295
348

2,44
2,52

5,88
5,97

20/12,5 27.4 
29,7
34.4 
39,1

200 125 11
12
14
16

34.9
37.9
43.9 
49,8

1449
1568
1801
2026

6,45
6,43
6,41
6,38

446
482
551
617

3,58
3,57
3,54
3,52

264
285
327
367

2,75
2,74
2,73
2,72

0,392
0,392
0,39

0,388

465
.503
573
643

2,79
2,83
2,91
2,99

6,5
6,54
6,62
6,71



Ь — ширина полки;
I — толщина полки;
Л — площадь поперечного

сечения;
3 — момент инерции;
«— радиус инерции,

— центробежный
момент инерции; 

го - расстояние от центра
тяжести до наружной 
грани полки.

Номер Маса 1 м Размеры, мм А, ¿х. ;да1 1х^тад- -^дПВП, шт. \J\y\' *0,
уголка уголка, гг

Ь 1
см2 см* см см см см4 см см4 см

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

5 3,05 50 4 3,89 9,21 1,54 14,6 1,94 3,8 0,99 5,42 1,38
3,77 5 4,8 11,2 1,53 17,8 1,92 4,63 0,98 6,57 1,42

5,6 3,44 56 4 4,38 13,1 1,73 20,8 2,18 5,41 1,11 7,69 1,52
4,25 5 5,41 16 1,72 25,4 2,16 6,59 1,1 9,41 1,57

6,3 3,9 63 4 4,96 18,9 1,95 29,9 2,45 7,81 1,25 И 1,69
4,81 < 6,13 23,1 1,94 36,8 2,44 9,52 1,25 13,7 1,74
5,72 6 7,28 27,1 1,93 42,9 2,43 11,2 1,24 15,9 1,78

7 5,38 70 5 6,86 31,9 2,16 50,7 2,72 13,2 1,39 18,7 1,9
6,39 6 8,15 37,6 2,15 59,6 2,71 15,5 1,38 22,1 1,94

7,5 5,8 75 5 7,39 39,5 2,31 62,6 2,91 16,4 1,49 23,1 2,02
6,89 6 8,78 46,6 2,3 73,9 2,9 19,3 1,48 27,3 2,06
7,96 7 10,1 53,3 2,29 84,6 2,89 22,1 1,48 31,2 2,1

8 6,78 80 5,5 8,63 52,7 2,47 83,6 3,11 21,8 1,59 30,9 2,17
7,36 6 9,38 57 2,47 90,4 3,11 23,5 1,58 33,4 2,19
8,51 7 10,8 65,3 2,45 104 3,09 27 1,58 38.3 2,23

9 8,33 90 6 10,6 82,1 2.78 130 3,5 34 1,79 48,1 2,43
9,64 7 12,3 94,3 2,77 150 3,49 38,9 1,78 55,4 2,47

10,9 8 13,4 106 2,76 168 3,48 43,8 1,77 62,3 2,51

10 10,8 100 7 13,8 131 3,08 207 3,88 54,2 1,98 76,4 2,71
12.2 8 15,6 147 3,07 233 3,87 60,9 1,98 86,3 2,75
15,1 10 19,2 179 3,05 284 3,84 74,1 1,96 110 2,83
17,9 12 22,8 209 3,03 331 3,81 86,9 1,95 122 2,91

11 11,9 110 7 15,2 176 3,4 279 4,29 72,7 2,19 106 2,96
13,5 8 17,2 198 3,39 315 4,28 81,8 2,18 116 3

12,5 15,5 125 8 19,7 294 3,87 467 4,87 122 2,49 172 3,36
17,3 9 22 327 3,86 520 4,86 136 2,48 192 3,4
19,1 10 24,3 360 3,85 571 4,84 149 2,47 211 3,45
22,7 12 28,9 422 3,82 670 4,82 174 2,46 248 3,53



1 2 3 4 ' 5 6 7 8 9 . 10 11 12 13

14 19,4 140 9 24,7 466 4,34 739 5,47 192 2,79 274 3,78
21,5 10 27,3 512 4,33 814 5,46 211 2,78 301 3,82
25,5 12 32,5 602 4,31 957 5,43 248 2,76 354 3,9

16 24,7 160 10 31,4 774 4,96 1229 6,25 319 3,19 455 кз
27 11 34,4 844 4,95 1340 6,24 348 3,18 496 4,35
29,4 12 37,4 913 4,94 1450 6,23 376 3,17 537 4,39
34 14 43,6 1046 4,92 1662 6,2 431 3,16 615 4,47
38,5 16 49,1 1175 4,89 1866 6,17 485 3,14 690 4,55

18 30,5 180 11 38,8 1216 5,6 1933 7,06 500 3,59 716 4,85
33,1 12 42,2 1317 5,59 2093 7,04 540 3,58 776 4,89

ПРИЛОЖЕНИЕ VI I

Значения функций ^1, г\г, г/з, ги (см. § 10.2)

Рг Ш п . И 44

0,0 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000
0,1 0,9907 0,8100 0,9003 0,0903
0,2 0,9651 0,6398 0,8024 0,1627
0,3 0,'9267 0,4888 0,7077 0,2189
0,4 0,8784 0,3564 0,6174 0,2610
0,5 0,8231 0,2415 0,5323 0,2908
0,6 0,7628 0,1431 0,4530 0,3099
0,7 0,6997 0,0599 0,3708 0,3199
Цп 0,6448 0,0000 0,3224 0,3224

0,8 0,6354 -0,0093 0,3131 0,3223
0,9 0,5712 -0,0657 0,2527 0,3185
1,0 0,5083 -0,1108 0,1988 0,3096
1,1 0,4476 -0,1457 0,1510 0,2967
1,2 0,3899 -0,1716 0,1091 0,2807
1,3 0,3355 -0,1897 0,0729 0,2626
1,4 0,2849 -0,2011 0,0419 0,2430
1,5 0,2384 -0,2068 0,0158 0,2226
Ч* 0,2079 -0,2079 0,0000 0,2079
1,6 0,1959 -0,2077 -0,0059 0,2018
1,7 0,1576 -0,2047 -0,0235 0,1812
1,8 0,1234 -0,1985 -0,0376 0,1610
1,9 0,0932 -0,1899 -0,0484 0,1415
2,0 0,0667 -0,1794 -0,0563 0,1231
2,1 0,0439 -0,1675 -0,0618 0,1057
2,2 0,0244 -0,1548 -0,0652 0,0896
2,3 0,0080 -0,1416 -0,0668 0,0748
и* 0,0000 -0,1340 -0,0670 0,0670

2,4 -0,0056 -0,1282 -0,0669 0,0613
2,5 -0,0166 -0,1149 -0,0658 0,0491
2,6 -0,0254 -0,1019 -0,0636 0,0383
2,7 -0,0320 -0,0895 -0,0608 0,0287
2,8 -0,0369 -0,0777 -0,0573 0,0204
2,9 -0,0403 -0,0666 -0,0534 0,0132
3,0 -0,04226 -0,05632 -0,04929 0,00703
3,1 -0,04314 -0,04688 -0,04501 0,00187
п -0,04321 -0,04321 -0,04321 0,0000

5/471 — 0,02786 0,00000 -0,01393 -0,01393
6/4 п -0,00898 0,00898 0,00000 -0,00898
7/4 п 0,00000 0,00579 0,00290 -0,00290
8/4п 0,00187 0,00187 0,00187 0,00000
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