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Ba>i<iioii задачей при изучении курса теоретической механики 
является самостятсльпая работа студен 101;

Особую г1ктуа.п.пость она npiiooperaei последнее время, 
в связи ■' сокращением п я  ряда специальностей числа ауди
торных часов отводимых на теоретическую механику Поэтому 
возникает потребиоеи г учебны' руководствах г, пособиях ко
торые об.-тегча! студентам самостоятельное изучение тсоретиче 
ских разделов курса и помету! им научиться самостоятельно при
менят! теорию к решению практических чадам.

Основная п е л  г настоящего пособия — помочь студенту при 
обрести навыки и решении задач по теоретической механике. 
Пособие предназначается г л а в ш .1М образом д л я  студентов заочных 
и вечерних отделении высших технических учебных заведений 
но оно может быть также п о л е з н ы м  и для студентов очного 
обучения.

Объем и расположение .материала с. пособии в основном со- 
ответствуе! «Курсу теоретической механики- проф. II. М. Ворон
кова п «Сборнику задач по теоретической механике» проф. II. В. Ме
щерского. Для облегчения пользования пособием каждому раз
делу предшествуют краткие сведения по теории и основные фор
мулы необходимые для решения наследующих задач, а также 
даются cooiветстнующис .методические1 указания.

Большое внимание уделено подбору задач, их классификации 
и методам решения. 1’азобраппые в пособии задачи в подавляю
щем большинстве состав к-ны специально еш данного руковод
ства Они in- дублируют задачи и ■ сборника II. В. Мещсрск0 Г0 1 
но охватывают основные типы задач зтого сборника (в соответст
вии с обычными программами по теорстческон механике).



При подготовке в печать этого издания учтены замечания 
к предыдущим изданиям руководства и внесены следующие ис
правления и дополнения: уточнена классификация задач по всем 
трем частям курса, в связи с чем увеличено число рассматривае
мых задач; некоторые -адачи заменены новыми, введены новые 
параграфы (разложение силы на составляющие, аналитические 
методы расчета ферм), заново написаны § 2 гл. I и § 3 гл. IV  
раздела 1, а также § 4 гл. III и гл. V  раздела II.



Р А З Д Е Л  I

С Т А Т И К А

Г л а в а  I 

СХО Д ЯЩ И ЕСЯ С И Л Ы

§ 1. С Л О Ж ЕН И Е  СИ Л, С Х О Д Я Щ И Х С Я  в ОДНОЙ Т О Ч К Е  

Сложение двух сил, сходящихся в одной точке

Равнодействующая R  двух сил F, и F 2, приложенных в одной 
точке и направленных под углом а друг к другу, равна гео
метрической сумме этих сил и изображается диагональю парал
лелограмма, построенного на 
силах F l и F t (рис. 1), т. е.

R  = F x-\~F2. (1)

Моду ль р а в н о де й ст в у ю ще й 
определяется по формуле

Я  = V F\-\ F \+ 2 FxF 2 c o s  а ,  (2 )

Рис. 1а направление ее определяет
ся углами р и у между силами
F\ и F 2 и равнодействующей R , которые можно найти по те
ореме синусов:

F, F., R

И ЛИ
_ А
sin |J>

s iity  sin (180’ — a ) 

F , R
sm у SH I a

(3)

Если силы F x и F 2 и угол a между ними заданы, то сна
чала по формуле (2) находим модуль равнодействующей, а за-



тем, подставив ее значение в равенства (3). найдем sin р и sin у, 
а следовательно, н углы р и у.

При графическом определении равнодействующей двух схо
дящихся сил F х и F., не следует строить весь параллелограмм; 
достаточно из конца силы Г\ провести вектор, параллельный 
и равный второй силе F.r  Вектор, соединяющий начальную и 
конечную точки полученной ломаной линии, изображает ис
комую равнодействующую R  двух данных сил f\ и F z.

Вектор Л С — R  называется замыкающей стороной силового 
треугольника Л ВС  (рис. 2).

Если две слагаемые силы F x п F г равны по модулю, то па
раллелограмм, построенный на этих силах, является ромбом,

а р а в н оде й ст в у юща я — ди а гон а л ыо это
го ромба. Так как диагонали ромба 
взаимно перпендикулярны и в точке их 
пересечения делятся пополам,то равно
действующая, изображаемая вектором 

£ /1C, делит вторую диагональ B D  попо
лам, перпендикулярна к ней и, кроме 
того, сама делится пополам в точке О. 
Следовательно, для того чтобы найти 

равнодействующую двух равных по модулю сходящихся сил, 
достаточно построить вектор АО, соединяющий точку прило
жения слагаемых сил с серединой отрезка, соединяющего 
концы этих сил, и затем этот вектор удвоить, т. е.

R  =  2 АО. (4)
Модуль силы R  равен R  — 2 F  cos , (5)

где а —  угол между силами /•', и F., (рис. 3).
Это свойство дальше будет использоваться при нахождении 

равнодействующей двух равных сходящихся сил.

8

R
Рис. 2

Пример I. Как относятся модули сил F x и F.,, если угол 
между ними равен 135 , а равнодействующая равна по модулю 
меньшей силе (рис. 4)?

о



Р е ш е н и е .  Пусть векторы А В  и АС  изображают искомые 
силы F t и /;2, причем F .,< F^  и /1CAD  =  135°. Тогда диаго
наль A D  параллелограмма ABD C , построенного на этих силах, 
есть равнодействующая сил Z7, и /'2, т. е.

R  -  Т\ + "Л  = AD.

По условию задачи R = F„, или AD — DB\ следовательно, 
треугольник A B D  — равнобедренный.

Отсюда следует, что / _ B A D —/ _ A B D .  Но

/ _ В А С  \-/_Л ВО =  180\
откуда

/_ A B D  =  1805 — В А С  = 180° — 135° —- 45° 

и, следовательно,

/_ B A D  =  45° и /_ A D B  =  90°, 

т. е. треугольник A B D  — прямоугольный, а потому

F , “  А В  ~  ~  2 ‘

Эту же задачу можно решить, пользуясь формулой (2). 
Действительно:

R  = V F\ t- F l +  2 F lF l cos 135°, 

но R=-.F2, а потому

= Ff -i- F ; — 2 F ,F 2 c o s 45°,
откуда

Z7, — 2/", cos 45° =  |/2;
т. e.

P = к г
1 2

Пример 2. Веревка D A BC , перекинутая через блок, закреп
лена одним концом С неподвижно; ко второму концу D  этой 
веревки подвешен груз М  весом Q н. Найти давление, пере
даваемое на ось блока, и угол, который сила давления обра
зует с горизонталью. Угол а между веревкой ВС  и горизонталью 
задан (рис. 5).

Р е ш е н и е .  В точке А к блоку приложена сила 7\ натя
жения веревки AD, а в точке В  — сила Т г натяжения верев
ки ВС, причем эти две силы по величине равны, так как на
тяжение веревки D A B C  во всех ее точках одинаково.
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Продолжим прямые AD  и ВС  до пересечения в точке Е  и 
перенесем силы Г, и Т., по линиям их действия в эту точку Е. 
Тогда получим две равные силы 'Г, и Т 2, пересекающиеся под 

углом 90 ’ — и в точке Е . Найдем их равно
действующую, для чего построим на этих 
силах параллелограмм. Так как эти силы 
равны, то полученный параллелограмм яв
ляется ромбом и равнодействующая направ
лена по биссектрисе угла Л Е В ,  т. с. прохо
дит через точку О. Величину этой равно
действующей найдем но формуле (5)

R = 2Т, cos 90’ — а

Так как сила натяжения 7\ веревки 
AD  равна весу груза Л/, то T t = Q, а по
тому

R  — 2 Q cos . Г- Т и
— 2

Сила R  и есть искомое давление, передава
емое на ось вращения блока. Теперь нахо

дим угол р между силой R  и горизонталью:
90; — и

Сложение нескольких сил, сходящихся в одной точке 
и лежащих в одной плоскости

Равнодействующую нескольких сил, сходящихся в одной 
точке, можно определить способом последовательного сложения. 
Равнодействующая такой системы сил 
равна геометрической сумме этих сил, т. е.

£  = 2 ^  (6)
и выражается но величине и направле
нию вектором, замыкающим ломаную 
линию* стороны которой параллельны и 
равны данным силам. На рис. 6 пока
зано сложение четырех сил. Многоуголь
ник A B C D E  называется силовым много
угольником.

Таким образом, применяя правило 
силового многоугольника, равнодействующую силу можно най
ти при помощи геометрического построения (графически).

Равнодействующую системы сходящихся сил можно опреде

Рис

ъ



лить и аналитическим способом (способом проекций). При этом 
пользуются теоремой о проекции равнодействующей силы на 
данную ось, согласно которой проекция равнодействующей на 
данную ось равна алгебраической сумме проекций слагаемых 
сил на ту же ось.

Применяя эту теорему для случая плоской системы сходя
щихся сил, находим проекции равнодействующей этих сил на 
две координатные осп х и у:

По этим проекциям определяются модуль и направляющие 
косинусы равнодействующей по следующим формулам:

Таким образом, при решении задачи о сложении сходящихся 
сил, лежащих в одной плоскости, аналитическим способом 
сначала нужно выбрать систему координатных осей Л' и у, найти 
углы каждой силы с координатными осями и вычислить проек
ции каждой силы на эти оси.

При вычислении проекции данной силы на ось необходимо 
иметь в виду, что абсолютное значение этой проекции равно 
произведению модуля силы на косинус острого угла между 
силой и осью проекций. При этом если направление этой про
екции совпадает с положительным направлением оси, то проек
ция положительна; в противном случае проекция отрицательна

Иногда бывает удобнее знак проекции определять иначе, 
а именно: если направление силы составляет острый угол с по
ложительным направлением данной оси, то  проекция силы на 
э т у  ось положительна. Если же направление силы составляет 
острый угол с отрицательным направлением данной оси, то  
проекция на э т у  ось отрицательна. Если сила параллельна 
оси, то проекция силы на эту ось равна модулю силы, взятому 
со знаком плюс или минус в зависимости от того, какой угол 
(О или 180) составляет сила с положительным направлением 
осн. Если сила перпендикулярна к оси, то проекция силы на эту 
ось равна нулю.

Пример 3. Определить модуль и направление равнодействую
щей плоской системы сил F 2, F 3, F V приложенных в точке А, 
если F t =  F t =  ЮОн, F 2= 120 h , F s =80h и если известны углы 
между этими силами и = 45'\ (5=105°, у = 60° (рис. 8, а).

Р е ш е н и е .  Решим эту задачу аналитическим способом. Для 
этого построим систему координатных осей Ах и Ау, направив 
ось ,v по линии действия силы F v  Вычислим проекции искомой

(7)

cos OR, 0  =  2**-*; cos (R , J )  =  2 j ~ (8)

(рис. 7).

9



равнодействующей на оси .v и и по формулам (7). Д ля этого 
найдем сначала проекции каждой силы на эти осп. Сила F t 
направлена по осп .V, а потому 1\х 1\-~ 1<>0;/■ п, - * 0. Сила F z 
составляет острый угол, равный 45 , с положительным направ
лением осп .V п такой же угол с положительным направлением 
осп //, а потому /\, v — F cos 45 F . v -- F s cos 45 . Сила F a состав
ляет острый у 1'ол, равный 180 — («/. I |>) 30 , с положительным 
направлением оси .v, а с отрицательным направлением оси у эта 
си та составляет острый 
угол, равный 00J, а по- а)
тому F :x — F s cos 30°,
F 3y= —F 3 cos 60 . ('ила j

жительным направленном осп ,vn острый угол, равный 60°, с по
ложительным направлением осп у, а потому /’1А -- /•’, cos 30°, 
F iV = F l cos 60°. После того, как проекции всех сил на коорди
натные оси найдены, вычислим проекции равнодействующей на 
те же оси:

Теперь находим модуль п направление равнодействующей по 
формулам (8):

о хМ

X

d

Рис. 7 Рис. 8

R .  =  2  F ,  --- /•', +  F„ cos 45° -г F 3 cos 30 °-f F x cos 30° -  100 -1- 60] 2 +
; 901 3 =  340,3; 

R v = ' £ F y - F„ cos 45°— F 3 cos 60°- f c os GO =601 2-1-10 —- 94,6.

R  I R l  -f R l  ■•= I (340,3)- j- (94,6)2 — 353,5 «,
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Графическое решение этом задачи показано па рис. 8,6, где

О а — ab — be ~Р3, Od — R.

Сложение сходящихся сил, не лежащих и одной плоскости

Равнодействующая пространственно!! системы сходящихся сил 
так же, как и в случае, когда сходящиеся силы лежат в одной 
плоскости, равна геометрической сумме слагаемых сил, т. е. 
выражается по величине и направлению замыкающей стороной 
силового многоугольника, стороны которого равны и парал
лельны данным силам. Следовательно, R  - ~ У F t. В частном слу
чае, когда число слагаемых сил, не лежащих водной плоскости, 
равно трем, их равнодействующая выражается по величине и 
направлению диагональю параллелепипеда, построенного на 
этих силах. Силовой многоугольник, построенный для простран
ственной системы сходящихся сил, не является плоской фигу
рой. Поэтому при сложении сил, не лежащих в одной плоско
сти, предпочтительнее аналитический способ.

Чтобы найти аналитически величину и направление равно
действующей пространственной системы сходящихся сил (при
меняя теорему о проекции равнодействующей па данную ось), 
сначала находят проекции равнодействующей на три коорди
натные осп Ох, Оу, Oz:

R x- y x (, R,- v r „  R ^ V Z ,  (9)

Определив проекции равнодействующей на координатные осп, 
находят затем ее модуль и направляющие косинусы по ([юр- 
мулам:

R  -•= 1 '7 2 * (-)‘ -!- (У У ;Г
-  - у  У. _ _ у г . _  __ V / .

cos {R ,  i) =  , cos (R . j) -- , cos (R , =  (10)

При вычислении проекции данной силы на три взаимно 
перпендикулярные координатные осп чаще всего встречаются 
следующие два случая:

1. Углы между силой и координатными осями заданы или 
их легко определить, исходя из условия задачи, например из 
соответствующего треугольника. В этом случае величина и знак 
проекции определяются так же, как и в случае плоской системы 
сходящихся сил (см. предыдущий параграф).

2. Данная сила и координатная ось, па которую нужно 
проектировать эту силу, не лежат в одной плоскости и угол 
между ними не задан. В этом случае часто бывает целесообразно 
сначала спроектировать данную силу па координатную пло
скость, в которой лежит ось проекций, а затем полученную
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проекцию силы на эту плоскость спроектировать на данную 
координатную ось.

При этом необходимо сначала найти угол между данной 
силой и координатной плоскостью, на которую проектируют 
эту силу, а затем определить угол между проекцией силы на 
эту плоскость и данной координатной осью.

Пример 4. К  вершине О прямой треугольной призмы при
ложены пять сил /’, Р 2, . . . ,  F rj, причем сила F x направлена 
по диагонали О В  грани О ЛВС , силы Т7,, F s, F s по ребрам OD, 
ОС, О А, а сила F ,  лежит в плоскости грани ODC  и составляет 
с ребром 0D  угол 30\ Определить модуль и направление равно
действующей этой системы сил, если F t = F a — 100«,

F.,=-~ 200 н, F , = 150 | 5 «, F .  =  250 я  и если известны углы: 
/_ DO К  — 30°, DCO =  30°, I ' C B D ^ u  60° и OD О А ^ С В  
(рис. 9).

Р е ш е н и е .  Построим систему координатных осей Ох, Оу 
и Oz, направив ось Ох по линии действия силы F., ось Оу — 
параллельно ребру DC  призмы, а ось Oz — по ребру DO. В ы 
числим проекции искомой равнодействующей на осп л\ у  и г 
по формулам (9). Д ля этого найдем сначала проекции каждой 
силы па эти осп. Сила F  ъ направлена по осп л\ а потому 
F sv= F iz =  0, F iX — F s. Сила F l направлена по оси г, а потому 
F lx — F iV = 0, , = — F x. Кроме того, силы F „ и F 3 лежат 
в плоскости zOy, а потому F zx =  F sx =  0.

Так как сила /\ образует острый угол, равный 30°, с от
рицательным направлением оси у  и острый угол, равный 60°, 
с отрицательным направлением оси у, то F s2~ — /*', cos30°,

D

Рис. 9
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F  ,r — — F ,  cos 60°. Аналогично вычисляем F .„  н F ' .
/’2V = — F 2 cos 60°, F iZ =  — /\ cos 30°.

Углы, образованные силой F 4 с осями х и //, нельзя опре
делить непосредственно из чертежа. Поэтому, чтобы найти 
проекции силы F x на оси ,v и //, спроектируем сначала эту 
силу на плоскость хОу и полученную проекцию которую 
обозначим через /4, спроектируем затем на оси х и у. Тогда

/4 =  F x cos р,
F*x = /4-v =  L  со* cos P cosa ,

^ 4, =  /4у =  — /4 Sin « =  — ^  cos p sin u,

где $ = Z . DBO.
Кроме того, F 4Z =  — F , sin (i.

Найденные значения проекций всех заданных сил па ко
ординатные оси можно расположить в табл. 1.

Т а б л и ц а I

Проекции
Силы

i'.t ‘■'л F,

Fx 0 0 I) F4 y  cos p

Fv 0 - '■ 4 - /:4-^-cosp и

1-г - F t — f'\ Sin p 0

Из прямоугольных треугольников ODB  и D BC  находим:
. 0 OD 

S in  Р - о д ,

О  D B

cosP “ o s ’
D B  = 2BC,

OB = V O D ' +  D B \

Кроме того, B C  =  OD, а потому

OB =  / О О г + 4BC* = VOD *  + 4 0D \  или OB =  OD V o. 
Отсюда

s inP  =  i = ,  COS f) =  ^ = .

13



Далее вычислим проекции равнодействующей на осп .v, и 
и г по формулам (9):

R х — ''L  + /•. — ion,
I ■'

R„ -  - (>■- 1-, К г - F x У = = -  и>(м ! ! 2 I 3).
I ■>

А ' . / ; , z7.. , .;i -  - /•, — р - ю н (3 I :Т).

Модуль и направление равнодействующей определяем но 
формулам (10):

1 -Ю О ^Гн^  (1 I- 2 1 ЗУ т  Ю0г<3 И  З )3̂  703,0“  н,

« « ( К  0  =  .-^^< 1 .523 .

ccs (А* /) — - ~  0,'Г>(Ч|/ (hi ,l:'l

c o s (R .  /'■) - - (y ( 0 , ( i l9.

у 2 P A  ?Л О Ж ! H ИЬ. С И Л Ы  НА ( ОС ! А В Л Я Ю 1 Ц И Г

Задача <’ разложении заданной силы на две пли несколько 
составляющих является обратно!! по отношению к задаче об 
определен и и равиодеис гвующей сходящих ем ей л . Рассмотрим 
следующие основные случаи решения -лoil обратной задачи.

1. Разложение данной силы на лве составляющие, лежащие 
с !ioil в 0 ЛН011 плоскости, если:

а) заданы направления составляющих.
б) заданы модули лих составляющих.
2. Разложение дайной силы на гри составляющие, лежащие 

с ней 15 одной плоскости и направленные по трем заданным 
непараллельным прямым, не пересекающимся в одной точке.

3. Разложение данной силы по трем ja шппым направлениям, 
не лежащим в одной плоскости.

Д.тя тою  чтобы разложить спл\ F  (рис. Ю) но двум задан
ным направлениям /1 v и Л//, достаточно из конца И этой силы 
провести две прямые, параллельные прямым Ах н .-!//. до их пере
сечения с этими прямыми is точках С п !>. Тогда векторы /1C 
п AD  являются искомыми составляющими, т. с.

АС = Т\, А I ) — 7-, а Г  Ft ,
Пример 5 К узл\' /> шарпприо-гтепжпевого многоуголь

ника AHCD. сюрона AD  которого :акрснлепа неподвижно, 
приложена заданная сила F. Найти силы, передающиеся на 
стержни АС  и DC, если F  2 кн, /_АНС — 120', / _ В С А — '6̂ )\ 
/  ACD — 90 ' п . / и ---00 (рис. 11).
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Р е ш е н и е .  Разложим силу F  на две составляющие F, и F.,, 
направленные вдоль стержней А В  и ВС. Для этого построим па- 
раллслограм А ХВ £ ХВ, в котором сила F  является диагональю, г. е. 
F-- F l -\-F1. Так как в треугольнике A J i J i  все углы равны по 
60 ’, то F, - F„ - F  = 2 кн. На стержень ВС  действует сила F.,; 
перенесем эту 'силу по линии ее действия в точку С и разло
жим ее на две составляющие S, и S s, направленны^ вдоль

стержнем АС  и CD, т. е. построим параллелограмм, в котором 
сила F „ является диагональю. Тогда сила 5, действует на стер
жень CD, а сила S 2 — на стержень АС. Таким образом, эти 
силы являются искомыми; причем, учитывая направления сил 
S , и S „  видим, что стержень АС  испытывает растяжение, а стер
жень CD — сжатие. Из прямоугольного силового треугольника 
находим:

S 2 — F., cos 30' =  \^ F .,,

S, F cos 60' = 7 , F „,

т. e. S„ 1,73 kh , Sj = 1 кн.
Если требуется разложить данную силу F  на две состав

ляющие, лежащие с ней в одной плоскости, зная модули F, 
и F .  этих составляющих, то задача сводится к построению си
ловою треугольника но трем его сторонам. Д ля построения 
этого треугольника проведем из центров А и В  (начала и 
конца дайной силы F) дуги радиусов F, и >'.,= F„ до их 
взаимного пересечения в точке С и дополним полученный тре
угольник A B C  до параллелограмма А С В Е ,  в котором сила F 
является диагональю (рис. 12).*

Если требуется разложить заданную силу F  по трем за
данным непараллельным направлениям, лежащим с ней в одной

* Задачл, оченндио, име ет два решения (почему?) Если же I\  -f- /га</7, 
то задача решений не имеет.
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плоскости и не пересекающимся в одной точке, то сначала 
продолжим эти направления так, чтобы они попарно пересе
кались в трех точках А, В  и С, а затем перенесем заданную 
силу F  по линии ее действия в точк\ пересечения с одним из 
трех заданных на прав- j  в
.пений, например в точ- — -ft------------уС
ку В , пересечения ли
нии действия силы F  с 
прямой А С  (рис. 13).
Точку В  соединим с

точкой В  пересечения двух других заданных направлений А В  
и С В  и разложим силу F  по направлениям АС  п В В Х. Тог

да F - R } \ ~FV Сила F i п есть одна из трех искомых 
составляющих силы F, направленная вдоль АС. Остается 
теперь силу R l перенести по линии ее действия в точку В  и



разложить ее по направлениям А В  и СВ. Тогда /?, = F t Ь F t. 
Силы F 2 и ~F3 определяют искомые составляющие силы F, нап
равленные вдоль прямых А В  и ВС.

Пример 6. К  горизонтальной балке АВ, подвешенной на грех 
канатах AC, E D  и В1\, составляющих с прямой А В  углы 120°, 
90° и 30°, в точке М  приложена вертикальная сила F, равная
0,8 кн. Определить усилия, растягивающие канаты, если AM  =* 
= М Е  = Е В ~  1 м (рис. 14).

Р е ш е н и е .  Для определения искомых усилий нужно раз
ложить силу F  на три составляющие, направленные вдоль ка
натов AC, E D  и В К ■ Д ля этого продолжим линию действия 
силы F  и прямую АС до их пересечения в точке A v а прямые 
ED  и В К  — до их пересечения в точке В г Соединив точки Ал 
и /3,, перенесем силу F  в точку А х и разложим ее на две сос
тавляющие 5, и 7’,, направленные по прямым А ХА и А ХВ Х. 
Применяя формулу (3) к построенному параллелограмму сил, 
получим:

. ■ ,.Х I— \ = — ~~L  . ГД° Z« = Z  ■ W А .В..чш (30 4- и )  sm 30’ sin а 1 1

Отсюда находим:
S' — si"  30°

1 —  sill (30э +  а ) ’
гр _  Г  sin а 

1 sin (30° -f а ) ‘

Далее перенесем силу S, в точку В х и разложим ее на две 
составляющие Т 2 и Т ъ, направленные вдоль прямых B XF. и 
В В Х. Так как сила Т 2 составляет с силами Г , и 5, соответст
венно углы и и 60°, то по формуле (3) получим:

$i __ I г _  ̂з
sin 60° sin (60* — a) sin а  ’

откуда
гр _ с sin (60° — ft)

2 — 1 sin 60° ’ 
rji q sin ex 

» = ‘sin 60° ■
Подставив найденное значение силы S x, получим:

Т  =  — _______F
1 Y  3 +  ctg а

Т  =  __tga F
г (1 + |^ 3 tg a )^ 3  ’

Т  =. — r=r___ -______—  F
5 ( У  3 4-ctg а) У  3 ’

2. Зак. 2332 17



A 1D l 1 I

fi'n' К л е м  V  i4,C* 1 схвг~\ '
Из прямоугольных треугольников А В С {, В Е Н ,, А М А 1 нахо
дим:

В С Х - А В  cos 30°,
A C t - ■ А В  sin 30°,

1 cos 30

где

а потому 

т. e.

откуда

A A X = 2 AM ,

B XC X = B C - B B X, л . с . ^ л л . - л с , ,

A xC t =-1 ,

2 -1 v 3 r  1
=  И T t =  - § F ,

T  =  — /•'* 9

Силы T x, T 2 и 7\ являются искомыми силами, растягива
ющими канаты С Л, D £  и /Ж .

Пример 7. Три невесомых стержня соединены между 
собой в точке В. Стержни А В  и ВС  лежат в координатной 
^ плоскости zOx и составля

ют с осью х углы и и (3, 
а стержень B D  располо
жен в плоскости zOy и 
составляет с осью О у  угол 
у. К  узлу В  приложена 
сила F, параллельная оси 
у. Определить силу 5,, 
растягивающую стержень 
B D ,  п силы 5, и S s, сжи
мающие стержни А В  и ВС  
(рис. 15).

Р е ш е н и е .  Так как 
плоскость 7.0у ,  в которой 
лежат сила F  и прямая 
BD , пересекается с плос
костью zOx, в которой рас
положены стержни А В  и 

Рис. 15 ВС , по прямой Oz, то раз-
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ложим сначата силу F  па две составляющие S, и /•', направ
ленные по прямым B D  и ВО. Из построенного прямоугольного 
треугольника с углом у находим:

■V i y  =
Д ля определения сил S s и S s, действующих на стержни В  Л 

и ВС, следует разложить силу F , по направлениям этих стер- 
жнеи, построив соответствующий параллелограмм сил. Из этого 
параллелограмма, заметив, что углы, образуемые силой F } с
силами S 2 и S s, равны соответственно 90° — а и 90 — р, по 
формуле (3) находим:

____  /',____  S, = __ S,__
sill [1803 — ( а - р ) |  sill (90° — р) sin (90° — а) ’

____F , _  S t =  S ,
s in (a  + P) cos р cos а  ’

откуда
g _ F) '~ns Р ______

S,

Таким образом,

sin (a  -f р) sin a -\- cos a  tg P ’

cos a
sin (a  I P) — sill p +  cos P tg a *

_F 
is

/•• tg V

5', -  
1 c o s y

sin a -j- cos rx tg p ’

F tg \
sin p -j- cos p tg a

§ 3. С ВЯЗИ  И Р Е А К Ц И И  С В Я З ЕЙ

При решении задач по статике, относящихся к равновесию 
твердого тела, почти всегда рассматриваемое тело является не
свободным. Условия, стесняющие свободу движения рассмат
риваемого тела, называются в механике связями. В статике 
связ1! осуществляются при помощи твердых или гибких тел, 
соединенных с данным твердым телом или касающихся его. Обычно 
задача состоит в определении сил взаимодействия между дан
ным твердым телом и телами, осуществляющими связи, нало
женные на это тело. Сила, с которой связь, препятствующая 
перемещению данного твердого тела в каком-нибудь направле
нии, действует на это тело, называется реакцией связи. Направ
ление реакции связи противоположно тому направлению, в 
котором связь препятствует перемещению данного тела.
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Основные типы  связей

Основные типы связен показаны на рис. 16.
1. Тело опирается на абсолютно твердую гладкую неподвиж

ную поверхность в точке А. Реакция /V такой поверхности 
направлена по общей нормали к поверхности данного тела и к 
опорной поверхности в точке А соприкосновения тела с опорой.

2. Тело опирается на неподвижную точку или на неподвижную 
линию. Если трением пренебречь, то в этом случае реакция 
связи N  приложена к телу в точке соприкосновения его с 
опорой и направлена по нормали к поверхности тела в этой 
точке.

3. Тело опирается одной точкой на гладкую неподвижную по
верхность. Реакция связи N  в этом случае приложена в точке 
соприкосновения тела с поверхностью и направлена по нормали 
к этой поверхности.

4. Связь осуществляется гибкой, нерастяжимой нитыо (це
пью, пли канатом). Реакция этой связи приложена в точке 
прикрепления нити к телу и направлена вдоль нити. При этом 
следует отметить, что пить может быть только растянута. По
этому реакция нити может быть направлена вдоль нити только 
в одну сторону, а именно от точки закрепления нити на данном 
теле к другому закрепленному концу нити.

5. Тело опирается на гладкую неподвижную плоскость 
катками, которые могут перемещаться по этой плоскости. Реак
ция R А такой опоры направлена перпендикулярно к плоскости, 
по которой могут перемещаться катки.

6. Связь осуществляется при помощи неподвижного цилиндри
ческого шарнира. В  этом случае рассматриваемое тело может 
только вращаться вокруг неподвижной оси цилиндрического 
шарнира. Если трением в шарнире пренебречь, то реакция не
подвижного цилиндрического шарнира направлена но нормали 
к его цилиндрической поверхности, т. е. лежит в плоскости, 
перпендикулярной к оси шарнира, и пересекает эту ось. Но 
направление реакции шарнира в этой плоскости заранее неиз
вестно; это направление приходится определять в каждом от
дельном случае, т. е. в каждой конкретной задаче.

7. Связь осуществляется при помощи невесомого твердого 
стержня, шарнирно соединенного концами с данным телом, 
равновесие которого мы рассматриваем, и с другим каким- 
нибудь телом, например со стойкой, стеной или полом; причем 
никакие заданные силы к этому стержню не приложены (его 
весом пренебрегаем). Реакция R b такого стержня, приложен
ная к данному телу, направлена вдоль стержня. При этом 
стержень может подвергаться как сжатию, так и растяже
нию.
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8. а) Связь осуществляется при помощи подпятника. Под
пятник А служит для укрепления пяты стойки и допускает 
только одно перемещение рассматриваемого твердого тела, а 
именно вращение этого тела вокруг оси стойки. Основание 
подпятника препятствует перемещению тела по вертикали вниз 
(вдоль оси стойки), а стенки подпятника препятствуют переме
щению тела в плоскости, перпендикулярной к оси стойки. Реак
ция Z a основания подпятника направлена по вертикали вверх, 
а реакция стенок подпятника лежит в горизонтальной плос
кости, но направление ее в этой плоскости в общем случае не
известно, поэтому при решении задач се нужно разложить па 
две составляющие по направлениям осей v и у, перпендикуляр
ным к оси Аг стойки.

б) Связь осуществляется при помощи неподвижного ци
линдрического подшипника. Подшипник В  не препятствует 
вращению тела вокруг оси Аг и скольжению вдоль этой осн. 
Если трением пренебречь, то реакция Rn  подшипника (реакция 
цилиндрической поверхности его стенок) пересекает ось враще
ния тела и лежит в плоскости, перпендикулярной к этой оси; 
так как подшипник не препятствует скольжению тела вдоль оси 
вращения, то нет и реакции, направленной вдоль этой оси.

9. Связь осуществляется при помощи сферического шарнира. 
Сферический шарнир не препятствует вращению тела вокруг 
любой оси, проходящей через центр О этого шарнира (точку О). 
Реакция сферического шарнира проходит через центр шарнира
О, а направление ее заранее указать нельзя. Поэтому при реше
нии задач эту реакцию приходится разлагать на три составля
ющие по направлениям выбранных осей координат.

10. Если балка А В , расположенная с приложенными к ней 
заданными силами F v F 2, . . .  в плоскости хАу, закреплена 
концом А жестко, т. е. заделка в точке А препятствует как 
поступательному перемещению балки в любом направлении в 
плоскости хАу, так и вращательному движению вокруг оси Аг, 
перпендикулярной к плоскости хАу, то реакция заделки экви
валентна силе R /U приложенной в точке А, направление кото
рой заранее неизвестно, и паре сил с моментом т ,  причем силу 
R  а можно разложить на составляющие, направленные по осям х и 
у, т. е. R a =  Х л -I- Y а .

S 4. Р А В Н О В Е С И Е  СИ СТЕМ Ы  СХО Д ЯЩ И ХС Я  СИЛ

Для того чтобы система сходящихся сил находилась в рав
новесии, необходимо и достаточно равенство нулю равнодейст
вующей этой системы сил. Это условие можно выразить одним 
векторным равенством

R = 2 f \ -  0, (1 1 )



или тремя скалярными равенствами:
У  Л', = 0 , VV,- = <>. V Z , - 0 , (1 2 )

где Л', , Y i , Z, — проекции силы /•’, на координатные оси.
Если уравновешенная система сходящихся сил является 

плоской, то вместо трех равенств (12) будем иметь два:

>А',- — 0, \ (12')
2 * ' / = о .  J ( }

Уравнение (11) выражает условие замкнутости многоуголь
ника данных сил, т. е. условие равновесия сходящихся сил в 
геометрической форме.

Уравнения (12) выражают условия равновесия системы схо
дящихся сил в аналитической форме.

Задачи статики, относящиеся к равновесию несвободного 
твердого тела, можно классифицировать, во-первых, по распо
ложению линий действия сил, приложенных к рассматриваемому 
телу, и, Ео-вторых, каждую такую группу задач можно под
разделять на отдельные виды по характеру связей, наложенных 
на данное тело. В этом параграфе мы рассмотрим равновесие 
системы сходящихся сил.

Задачи на равновесие системы сходящихся сил можно раз
делить на следующих два типа:

I. Равновесие плоской системы сходящихся сил.
II. Равновесие сходящихся сил, не лежащих в одной илос-ч 

кости.
Задачи, относящиеся к первому типу, можно подразделить 

по характеру связей, наложенных на данное тело, на две 
группы:

1. Задачи, в которых линии действия всех реакций связей, 
наложенных на данное тело (равновесие которого рассматри
вается в задаче), известны.

К  таким связям относятся: чЧ
а) невесомый стержень, одним концом шарнирно соединен

ны!"! с данным телом, а другим концом закрепленный при по
мощи неподвижного шарнира;

б) неподвижная гладкая поверхность или неподвижная глад
кая линия, на которую опирается данное тело;

в) гибкая нить (канат, трос);
г) цилиндрический подшипник, ось которого расположена 

в плоскости действия заданных сил.
2. Задачи, имеющие хотя бы одну связь, наложенную на 

данное тело, направление реакции которой заранее неизвестно.
Такими связями являются неподвижный цилиндрический 

шарнир и подпятник.
В  задачах, относящихся к равновесию несвободного тела



под действием системы сходящихся сил, не лежащих в одной 
плоскости, связи, наложенные на это тело, чаще всего осуще
ствляются гибкими телами, шарнирно закрепленными стерж
нями и неподвижными опорными плоскостями. В этих случаях 
линии действия реакций всех связей известны и, следовательно, 
задача сводится только к определению модулей этих реакций.

При решении задач, относящихся к равновесию несвобод
ного твердого тела, надо придерживаться следующего общего 
плана.

Необходимо выделить тело, равновесие которого будем рас
сматривать в данной задаче, т. е. то тело, к которому прило
жены как заданные силы, так и те силы, которые требуется 
определить в данной задаче.

Далее необходимо выяснить, какие связи наложены на рас
сматриваемое тело, и учесть реакции этих связей.

При этом рекомендуется начертить выделенное тело, изо
бразить на чертеже в виде векторов заданные силы и реакции 
связей и установить, каким уравнениям равновесия должна 
удовлетворять эта система сил, а затем составить и решить 
эти уравнения.

Рассмотрим сначала решение таких задач, когда все прило
женные к телу силы, включая и реакции связей, пересекаются 
в одной точке и лежат в одной плоскости.

В этом случае задачу можно решить двумя способами: или 
геометрическим (графически), или аналитическим (по способу 
проекций).

Задачи типа I 
Равновесие плоской системы сходящихся сил 

П е р в а я  г р у п п а
Задачи, в которых линии действия реакций всех связей известны 

(задачи 17— 21, 26— 32)*

Пример 8. Плоская ферма, состоящая из невесомых стерж
ней, соединенных между собой по концам шарнирно, находится 
в равновесии под действием сил F, и F„, причем сила F, го
ризонтальна, а сила F , составляет со стержнем ED  угол а =  
= 45". Определить усилия в стержнях /, 2, 3 и 4, если F, = 
= 30 кн, t\ — 20 кн (рис. 17).

Р е ш е н и е .  Рассмотрим сначала узел D; к этому узлу, на
ходящемуся в равновесии, приложены заданная сила F , и не
известные реакции стержней / и 2, которые обозначим через

* Здесь и дальше в тексте указаны номера задач из «Сборника задач 
по теоретической механике» И. 3 Мещерского, изд. 195U г. и последу
ющих издании.
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5', п .S',. Так как весом стержней пренебрегаем, то эти реакции 
направлены вдоль соответствующих стержней (см. стр. 20, п. 7).

Таким образом, узел D  находится в равновесии под дейст
вием трех сил F lt S , и S 2, поэтому F , -f S , -f S 2 = 0. Далее за
дачу можно решить либо геометрическим способом, либо анали
тическим. Решим сначала эту задачу геометрическим способом. 
Построим замкнутый силовой треугольник, начав его построе
ние с известной силы Из произвольной точки а проведем 
вектор ab, параллельный данной силе F t, длина которого в 
выбранном масштабе изображает модуль этой силы. Через точки 
о и b проведем два луча, параллельные силам S, и S 2, до 
их пересечения в точке с.
Треугольник abc н есть 
искомый замкнутый сило
вой треугольник. Чтобы 
найти направление неиз
вестных сил 5, и S„, нужно 
обойти силовой треуголь
ник по его периметру так, 
чтобы он замкнулся; на
правление этого обхода
о п редел яетс я на п ра в лен 11 - 
ем известной силы F,. Из
мерив длину сторон Ьс и 
са силового треугольника 
выбранной единицей мас
штаба, найдем числовое 
значение сил 5, и S 2. Мо
дули неизвестных сил S, и S 2 можно также найти тригономет
рически из треугольника abc, в котором известны сторона ab = 
= F , и два угла: /_cibc=Л 20° (углы abc и D BA  равны как 
утлы с параллельными сторонами) и /_cicb = 303 (см. рис. 17 и 
18). Из этого треугольника находим:

а потому

S.
sin 120°

•S,
sin 30° sin 30°

^ _ р  s'11 60°
1 ~~ > s7rT3tr

или
S 2 = F x — 30 кн, 5, =  F y 1' 3 — 51.9 кн.

Мы нашли реакции S, и S 2 стержней D E  и D K , г. е. те силы, 
с которыми эти реакции действуют на узел D. Важно при этом 
выяснить, будут ли стержни D L  и D K  работать на растяжение



или на сжатие. Для этого рассмотрим равновесие каждого стержня 
отдельно; начнем со стержня D K  (рис. 19. а).

Реакция стержня D K , приложенная к узлу D, направлена 
от узла D  внутрь отрезка D K . Но тогда сила S 2, с которой 
шарнир D  действует на стержень D K , или иначе— реакция шар
нира D, приложенная к стержню D K , равна по модулю и про
тивоположна по направлению силе S„, т. е. S 2 — — 5.. Стержень 
D K  находится в равновесии под действием двух сил: реакции
S 2 шарнира D  и реакции шарнира К , которую обозначим через 
So. Отсюда следует, что силы S 2 и S 2, направленные по одной 
прямой, равны по модулю и противоположны по направлению, 
т. е. S s— — S z. Силы S t и S.., приложенные к концам стержня

KD , вызывают, очевидно, растяжение этого стержня. Отсюда 
заключаем, что если вектор S 2, изображающий реакцию стержня 
K D  на шарнир D  и показанный на самом стержне, направлен 
от узла D, то стержень растянут. Теперь рассмотрим стержень 
D E ( рис. 19,6). Реакция S, этого стержня на шарнир D, на
черченная на самом стержне D E ,  направлена, как видно, к 
шарниру D. Аналогично предыдущему заключаем, что реакция 
S[ шарнира D  на стержень D Е , приложенная к этому стержню, 
будет равна по модулю н прямо противоположна по направле
нию силе S x, т. е. S, — — 5",. Так как стержень D E  нахо
дится в равновесии, то реакция S, шарнира Е. приложенная 
к этому стержню, равна по модулю и прямо противоположна 
по направлению силе ,S,, т. е. S, — 5,. Очевндио, что силы 
5, и S i, приложенные, к стержню D E ,  сжимают этот стержень. 
Поэтому можно сказать, что если вектор А’,, изображающий ре
акцию стержня D E  на шарнир D  и начерченный на самом 
стержне, направлен к узлу D, то стержень сж ат. Таким об
разом, сформулируем следующее правило:

с

Рис. 18 Рис. 19



Если изображенный на самом стержне, вектор силы, с ко
торой данный стержень действует на шарнир (узел), направ
лен о т  шарнира (о т  узла), то  стержень растянут. Если же 
э т о т  вектор направлен к шарниру (к  узлу), то  стержень сж ат.

Рассмотрим далее аналитический способ решения этой за
дачи. Направим ось Dx по линии действия силы F,, а ось Dy пер
пендикулярно к ней, как показано на рис. 20, и найдем проекции 
всех сил, приложенных к шарниру D  на эти оси. Известно, 
что абсолютное значение проекции 
силы на ось равно произведению 
модуля этой силы па косинус ост
рого угла между направлением 
силы и осью проекций. При этом, 
если направление силы составля
ет острый угол с положительным 
направлением оси проекций, то 
проекция силы на эту ось поло
жительна. Если же направление 
силы составляет острый угол с 
отрицательным направлением оси 
проекций, то проекция силы на 
эту ось отрицательна.

Сила F , совпадает с отрица
тельным направлением осп Dx,
а потому проекция ее на эту ось равна модулю самой силы, 
взятому со знаком минус, а ее проекция на ось Dy равна 
нулю. Сила S, составляет острый угол 30° с положительным 
направлением оси Dx и острый угол 60° с положительным на
правлением оси Dy, а потому

S IX =  5 ,  cos 30°, S lv = S, cos (',0°.

Сила S 8 составляет острый угол 60° с отрицательным на
правлением оси Dx п острый угол 30° с отрицательным на
правлением оси Dy, а потому

S 2X — — S 2 cos 60s, S 2y = — S 2 cos 30°.

При равновесии тела сумма проекций всех приложенных 
к телу сил на каждую из координатных осей равна пулю. 
Таким образом, получим два следующих уравнения равнове
сия:

1 ) — F , 1-5, cos 30 °— S 2 cos 60° = 0, \
2) S , cos 60° — S ? cos 30° -- 0, J

или
1) {
2) 5 , = S J  3. I

y M

S y f

D . y / \ 3 0 °

"  Ё1

S2/ 3 0 °

Рис. 20
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Решим теперь эту систему уравнении относительно неизвест
ных 5, и S s:

.S, = F  х — 30 кн, 5, =  S 2 У  3 — 51,9 кн.
Чтобы определить усилия в стержнях 3 и 4, рассмотрим узел Е , 
находящийся в равновесии под действием заданной силы F 2 и 
трех реакций стержней /, 3, 4. направленных вдоль этих стерж
ней. Неизвестные реакции стержней 3 и 4 обозначим через S 3 n S 4, 
направив их от рассматриваемого узла Е . Что касается реакции 
стержня 1, приложенной к узлу Е , то по закону равенства 
действия и противодействия она равна по модулю и противо
положна по направлению силе 5, т. е. равна силе S,. Следо
вательно, S , -!-53+  S , 1 F., 0. Для определения неизвестных 
сил применим сначала аналитический способ решения за

дачи. Д ля этого выбе-
УМ

Х ( + )

Рис. 21

рем оси координат, как 
указано на рис. 21, и най
дем проекции каждой 
силы на эти оси.

Тогда имеем:
S ;, =  — cos 30 \

S „  = 0, F zx — — F г cos75°;

S \ „~  — S\ cos 607,

F iy = — F t cos 15°;
S 4V = — S 4 cos 30°;
5,.. = — 5, cos 60°.

Приравнивая пулю сумму проекций всех сил на каждую из 
координатных осей Ех  и Еу, получим два уравнения равновесия:

— S, cos 30' — F 2 c o s  75° — 5, cos 30° = 0,
— S , — 5i cos 60° — F , cos 15° — S , cos 60° = 0.

Из этих уравнений находим: 
S t = - F

S 3 =  — 5, cos 6 0 °-
V~2

2

— S'.

или
S x =  —  20 

S . = — 20

cnS 30°
F 2 cos 15 — 5., cos 60’ , 

" T l ) - 3 0  1 3  ,

COS I О CCS 10

т. e.
= -  57,9 кн, S , -  -  16,2 кн.
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Так как после решения уравнении равновесия мы получили 
отрицательные значения для неизвестных реакции S 3 и S t, то эти 
силы имеют направления, противоположные выбранным нами 
на рис. 21, т. е. силы S 3 и направлены к узлу Е  и стержни 3 и 4 
сжаты. Полученные результаты проверим геометрически, т. е. 
рассмотрим геометрический способ 
решения этой задачи. Для этого по
строим замкнутый многоугольник 
сил F t, S ly S 3, S.,(рис. 22). Направ
ления сил S , и 5, найдем после то
го, как обойдем периметр построен
ного силового многоугольника dekid, 
причем направление этого обхода гг 
определяется направлением извест
ных сил Р 2 и S,. Измерив стороны 
Id и kl силового многоугольника 
выбранной единицей масштаба, най
дем модули искомых сил S 3 и 5,.

Так как углы между силами F 2, 5,, S , и S 4 заданы, то можно 
найти углы силового многоугольника, а затем вычислить и длины 
двух неизвестных его сторон, что п рекомендуется выполнить 
студенту самостоятельно.

Чтобы определить, будут ли стержни 3 и 4 растянуты или 
сжаты, перенесем векторы S , и с силового многоугольника на 
стержни Е С  и Е К  фермы; тогда силы S , и будут направлены 
к узлу Е, а потому эти стержни сжаты.

П р и м е ч а и и е. При аналитическом способе решения этой задачи зара
нее неизвестно, в какую  сторону следует направлять реакции стержней. 
В  таких случаях эти реакции можно направлять по соответствующим стерж
ням в ту или другую сторону произвольно. Если в результате решения 
уравнений равновесия для этих реакции получим положительные значения, 
то реакции были направлены верно. Если же для какой-нибудь из этих неиз
вестных сил получим отрицательное значение, то выбранное направление 
реакции нужно изменить па противоположное. В  дальнейшем условимся 
неизвестную реакцию стержня, приложенную к шарниру (к узлу), направ
лять по самому стержню от этого узла. Если , решая уравнения равнове
сия, получим для этой реакции положительное значение, то реакция 
направлена верно и, следовательно, с т е р ж е н ь  р а с т я н у т .  Если же 
для искомой реакции получим отрицательное значение, то это укажет на 
то, что в действительности реакция данного стержня имеет направление, 
противоположное принятому нами, т. е. она направлена к у з л у  и, следо
вательно, данный с т е р ж е н ь  с ж а т .

Таким образом, при указанном условии относительно направления реак
ции стержня, по знаку этой реакции можно определить, будет ли данный 
стержень растянут или сжат.

Пример 9. Груз весом Р  =  60 кн подвешен при помощи каната, 
перекинутого через небольшой блок А и идущего к лебед
к е ! ) .  Определить усилия в стержнях АС  и ВА  крана. Углы,

23



определяющие направления стержней п каната, заданы на 
рис. 23-

Р е ш е п п е .  Рассмотрим равновесие узла Л крана, к кото
рому приложены сила Р, реакции стержней АС  и А В  и сила 
натяжения каната AD. Обозначим реакцию стержня А В  через S,,

реакцию стержня АС  через S , и
11 силу натяжения каната AD  че

рез’'/'.
Реакции стержней S, и S 2 на

правим вдоль этих стержней от 
узла Л; сила Т  направлена, оче
видно, вдоль каната от Л к D, так 
как канат растянут. Кроме того, 
Т — Р , так как при отсутствии 
трения в блоке натяжение кана
та, перекинутого через этот блок, 
во всех точках одинаково.

Так как узел Л находится в 
равновесии под действием сил S r  
S„, 1\ Т, то можно составить два 
уравнения равновесия этой систе
мы сходящихся сил.

Выберем оси координат, как указано на рис. 23, найдем 
проекцию каждой силы на эти осп и составим два уравнения 
равновесия, приравнивая нулю сумму проекций всех сил на 
каждую из координатных осей:

--S, — 5, cos 00° -]- Т  cos 60° =  0,
— S, cos 30° — Р  — Т cos 30° = 0.

Из второго уравнения находим:

Рис- ’23

- S „  = — !L- + T=f>7 Cos .50
2

Г з
129,1 кн,

S., = — 129,1 кн.

Теперь из первого уравнения получаем:

5, = Т  cos 60° — S 2 cos 60° —- 

=  Р

р + р (  1
\ V  3/

-I - h  -  94,6 кн.
\ 3/

Так как полученное значение силы 5., отрицательно, то си
ла S, имеет направление, противоположное направлению, выб
ранному на рисунке, т. е. она направлена ог С к Л, и, следо
вательно, стержень АС  сжат.
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Задачу можно решить и геометрически, построив замкнутый 
многоугольник сил Р , S,, S,, (рис. 24).

Направлении сил 5, и S, найдем после того, как обойдем 
периметр построенного силового многоугольника, причем направ
ление этого обхода определяется направ
лением известных сил Р  и Т.

Измерив стороны cd и da силового много
угольника выбранной единицей масштаба, 
найдем величину искомых сил S, и S 2. Так 
как углы между силами Р. Т , S,, S., зада
ны, то можно найти углы силового многоу
гольника, а затем вычислить и длины двух 
неизвестных его сторон. В самом деле, из 
построения силового многоугольника сле
дует, что

а п о т о м у

/ deb =  90°, /_cda  = 60°, /  bad -  60°, 

/  abc 360' — (90° | G0° 60 ) = 150\

Если соединим точки а и с , то треугольник abc будет равно
бедренным, так как Р  =  Т, а потому

180— 150' 0 
bac =  1>са =  — — 9--- ~  ® •

Отсюда следует, что
dca 75°, /_cad •— 45°

ас = 2а b cos 15° =  2Pcos 15°.

Применяя теперь к треугольнику adc теорему синусов, получим:
ас So S ,

sin 60 sin 75° sin 45’ ’
откуда

c  2 P  oos 15° sin 45° f, .S. = -----7— tt:------  =S 94 KH,1 sm b0

2P  cos 15° sin 75° 
sin 60° 129 кн.

Чтобы определить, будут ли стержни А В  и АС  сжаты или 
растянуты (рис. 23), перенесем векторы 5, и S., с силового мно
гоугольника на стержни А В  и АС, тогда сила S., будет направ
лена к узлу А, а сила 5, будет направлена от узла А, а потому 
стержень АС  сжат, а стержень А В  растянут.
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Задачи, где имеются связи, направление реакций которых неизвестно
(занами ,46— 41. 43)

Пример 10. Ж есткая рама закреплена в точке А при помощи 
неподвижного цилиндрического шарнира, а в точке В  опирается 
катками на гладкую наклонную плоскость, составляющую с

горизонтом угол 
и -  30°. На гори
зонтальном участ
ке CD  рама нахо
дится под дейст
вием равномерно

В т о р а я  г р у  п п а

а

b
Рис. 26

распределенной вертикальной нагрузки интенсивности q = 5кн'м. 
Определить реакции опор в точках А и В, если CD = 2а =  1,2 м 
и О К  = Ь = а (  |/ 3 — 1) (рис. 25).

Р е ш е н и е .  Найдем сначала равнодействующую Q системы 
параллельных сил, приложенных к раме на участке CD, кото
рая равна сумме слагаемых сил, т. е. Q = q- 2а = 6 кн, и 
приложена в середине отрезка CD. Реакцию опоры В  обозна
чим через R n. Она направлена перпендикулярно к опорной пло
скости катков. Реакция R л неподвижного шарнира приложена 
к раме в точке А , но направление ее неизвестно. Для определе
ния линии действия силы R A воспользуемся теоремой о трех 
уравновешенных непараллельных силах. Так как рама нахо
дится в равновесии под действием трех сил Q, R n и R A, то ли
нии действия этих сил пересекаются в одной точке.

Продолжив линии действия сил Q и R „. найдем точку В, 
через которую должна проходить сила R л, приложенная в точ
ке А. Следовательно, прямая А Е  является линией действия 
силы R д. Теперь задача может быть решена двумя способами:
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геометрическим (построением замкнутого силового треугольника) 
и аналитическим (методом проекций). Построим замкнутый тре
угольник abc сил Q, R lf и R A, в котором ab — Q, а стороны Ьс 
и ас соответственно параллельны прямым B E  и АН. Тогда 
bc--=Rn и cd — R д (рис. 26). Далее определим углы в построен
ном силовом треугольнике: /_аЬс — а. Из прямоугольного тре
угольника К Е В  находим:

B E  -  = 2а,sin зо

[\Е = B E  cos 30° — а [ 3 ,

а потому О Е = К Е  — КО  = а ] 3 — 6, пли О Е  = а | ?> — а { V  3 —
— 1) = а. Отсюда АО --ОЕ и /_АЕО  = /_саЬ =  45°. Втреугольиике abc
проведем прямую се, перпендикулярную к ab, тогда ае = се = Ц , 

b e= b ccos 30°, и ab = ae -j- eb = be ■— , 

ас = ае У 2, а потому

R H — — - 4,4 кн, 
н \ + У  з

о V т>R  , =  ^  3,1 кн.л 1 + У з

Рассмотрим теперь аналитический способ решения. Начало коор
динат выберем в точке О, ось у направим по прямой ОЕ, а ось v — 
по прямой АО. Проектируя силы Q, R A и R H на оси х и у, 
получим следующие два уравнения равновесия:

1) ^  X  =  R a c o s  45° -  R n cos 60° -  0;

2) 2  Y  =  -  Q + R a co s  45° +  R a cos 30° -  0.

Из первого уравнения находим

R a V~2 = R„.
Тогда из второго уравнения имеем

Отсюда

Q = R,rO + к„ Кг = я, (1 + Г  3) К г•

1 -1- Г з  ’ й 1 + ^ 3 '

3 З и .  2332 33
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В заключение можно сделать следующие выводы:
1. Если линии действия всех реакции связей, наложенных 

на данное тело, равновесие которого рассматривается в задаче, 
известны, то при геометрическом способе решения задачи нужно 
построить замкнутый силовой многоугольник, начав построение 
его с известных сил. Число неизвестных сил не должно быть 
больше двух. В  случае, когда число всех приложенных к дан
ному телу сил, включая и реакции связей, равно трем, задача 
сводится к построению силового треугольника по заданной сто
роне и заданным направлениям двух других его сторон.

После того как построен замкнутый силовой многоугольник, 
две неизвестные силы можно определить либо непосредственным 
измерением, либо вычислением.

При тригонометрическом решении силового треугольника 
обычно применяется теорема синусов.

Однако иногда бывает удобнее вместо теоремы синусов при
менить метод подобия, т. е., исходя из условия задачи, найти 
такой треугольник с известными сторонами, который был бы 
подобен силовому треугольнику. Тогда легко определить неиз
вестные стороны силового треугольника из условия пропорцио
нальности соответственных сторон подобных треугольников.

2. При аналитическом способе решения нужно выбрать си
стему координатных осей, найти углы, образуемые каждой силой 
с этими осями, и определить проекции каждой силы на коорди
натные осп; затем нужно составить два уравнения равновесия, 
приравнивая нулю сумму проекций всех сил на каждую из 
координатных осей, и решить эти уравнения.

Если в результате решения этих уравнений значение какой- 
либо неизвестной силы получилось отрицательным, то это значит, 
что эта сила имеет направление, противоположное тому, которое 
мы выбрали для нее при составлении уравнений равновесия. 
Следует иметь в виду, что если число всех сил, приложенных 
к данному телу, больше трех, то вычисление величины искомых 
в задаче сил тригонометрическим способом становится обычно 
громоздким. В этом случае предпочтительней аналитический 
способ решения.

3. Когда линия действия какой-либо реакции неизвестна, 
как, например, в случае неподвижного цилиндрического шар
нира или подпятника, а число сил, приложенных к данному 
телу, равно трем, то, применяя теорему о пересечении в одной 
точке трех непараллельных уравновешенных сил, можно найти 
точку, через которую приходит эта неизвестная реакция. Так 
как точка приложения неизвестной реакции задана, тотем самым 
определяется ее линия действия. Далее задача решается или 
геометрическим, пли аналитическим способом, как это было ука 
зано в рассмотренных выше примерах.
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Задачи типа 11

Равновесие системы сходящихся сил, не лежащих ь одной плоскости 
(задачи 212, 213, 215, 217)

В настоящем параграфе рассмотрим равновесие тела, к кото
рому приложена система сходящихся сил, не лежащих в одной 
плоскости.

В общем случае задачи, относящиеся к равновесию неплоской 
системы сходящихся сил, проще решать аналитическим способом 
при помощи трех уравнений 
равновесия.

При этом необходимо об
ратить внимание на нахож
дение проекций сил на коор
динатные оси.

Следует иметь в виду, 
что если имеем систему четы
рех уравновешенных сил, не 
лежащих в одной плоскости, 
то задачу часто можно ре
шить проще, заменив две за
данные силы их равнодей
ствующей; так как три урав
новешенные силы всегда ле
жат в одной плоскости, то 
задачу о равновесии четырех 
сходящихся сил, не лежа
щих в одной плоскости, 
можно свести, таким обра
зом, к задаче о равновесии 
плоской системы трех сил, 
решение которой рассмотре
но в предыдущем параграфе.

Пример 11. Груз Р  весом 
10 кн поддерживается при
помощи каната, перекинутого через блок О и идущего к лебед
ке Е . Определить усилия в стержнях АО, ОВ, ОС крана, если плос
кость 0/1В  горизонтальна, AD ~ D B t О А = О В , /_UCO =  603. 
/_ СОИ — 30° и £  ЛОВ  - 9 0  ' (рис. 27).

Р е ш е н и е .  Рассмотрим равновесие шарнирного болта О, 
к которому приложены реакции стержней S л, 5 В, S c и силы на
тяжения каната 7’, и Т г. Так как натяжение каната во всех 
его точках одинаково, то Т t ~ Т 2 — Р.

Так как стержни закреплены шарнирно и их весом мы пре
небрегаем, то реакции стержней направлены вдоль этих стерж
ней. Допустим, что стержни растянуты, т. е. реакции иаправ-



лены от ул.1 а О. Силы S A, S /t, S r . Т х, Т., не лежат водной пло
скости.

Составим три уравнения равновесия этих сил, для чего выбе
рем сначала систему координатных осей х, у z так, чтобы 
силы S A, S n, S c , Г ,,  Т., лежали в координатных плоскостях; 
ось Dz направим перпендикулярно к плоскости АОВ\ начало 
координат выберем в точке Ь ,  а осп х и у направим соответ
ственно по прямым А В  п OD. Тогда силы S A и S lt будут распо
ложены в плоскости лDy, а силы S c, T v Т 2 — в вертикальной 
плоскости zDy. При таком выборе координатных oceii легко 
определить углы каждой силы с координатными осями, а следо
вательно, п ее проекции на эти осп. Так как силы S ,  и S R ле
жат в плоскости xDy, то S Az = S l)z — 0. Найдем углы, составляе
мые этими силами с осями х и у. По условию задачи /10 = 05, 
а потому треугольник АОВ равнобедренный; кроме того, AD = D B  
и /_ АОВ  — 90°. Следовательно, прямая 0D  есть биссектриса 
угла АОВ  п /_ D A 0  = /_ D B 0  —

Теперь находим проекции сил S A и S lt на координатные оси 
л п у.

Проекции S l!x, S Av, S llv, очевидно, отрицательны, так как 
силы S 4 и S n образуют острые углы с отрицательным направле
нием оси Dy, а сила S H образует острый угол и с отрицатель
ным направлением оси Dx:

S Ax — S A cos 45°, S Bx =  — S n cos 45°,
S Ay =  — S A cos 45°. S Hy =  — S R cos 45°.

Силы S c, T lt 7', лежат в плоскости zDy, а потому они пер
пендикулярны к оси Dx и, следовательно,

T lx =  T tx =  s cx =  о.

Сила Т г параллельна оси Dz, а потому 7\1у = 0 и T 2Z =  —  Р. 
Углы между силой S c и осями у и г заданы по условию задачи, 
а потому находим:

S Cz =  — S c cos 60°, S Cv =  — S c cos 30".

Остается найти углы силы Г ,  с осями у и г. Д ля этого рас
смотрим треугольник ОСЕ. Угол D C 0 — внешний угол этого 
треугольника, а потому он равен сумме углов СОЕ и СкО, т. е. 
60° = 30° -}- CEO, откуда /_ СЕ.О -  30э. 11з прямоугольного 
треугольника 0 D E  находим, что /_DOE^-- 60". Таким образом, 
7‘, образует острый угол в 30° с. отрицательным направлением 
оси г и острый угол в 60° с отрицательным направлением осп у, 
а потому

Т ly — — Т х cos 60° и Г 1а= - 7 \ с о ь  30".



Указанные значения проекций можно расположить в виде 
табл. 2.

Составим теперь три уравнения равновесия, для чего доста
точно приравнять нулю сумму проекций всех сил на каждую 
координатную ось:

1) 5Л cos 45° — 5/, cos 45° =  0;
2) — 5 , cos — S n cos 45* — 5<: cos 30' — Г, cos 60’ = 0;
3) — Т г — 7\ соьЗО1 — S c cos 60° == О,

Т а б л н ц а ?.

S ., S / , £■(■ | Г, Г .

Острый угол силы
С ОСЬЮ V 4 3- 45’ 00’ 90° V'T

Знак проекции си 
лы на ось V *г —

Проекция силы на
ОСЬ X г 5 1 cos Гг — S ,t cos 45° 0 0 11

Острый угол силы 
с осью ;/ 45° 45° 30° оо

90°

Знак проекции си 
лы на ось </ — — - —

Проекция силы на
ОСЬ IJ — 5 .1 cos 45° — S  ц cos 45° — S c  cos 303 — Г , cos 60’ 0

Острый угол силы 
с осью г 90э 90- 60" 30’ 0’

Знак проекции си 
лы 11.1 ось 2 — — —

Проекция силы на 
ось г 0 0 — S c  cos 00’ — T l cos 30" - T t



Р' пти эту систему трех уравнений относительно неизвестных 
5Л, 5Я, 5С, получим:

~ S C = 2P  -! Р  У 'З  =  Р  (2 -г V~3) =  -|- Ю (|  3 i 2),
или

и
S c ж - 10-3,73 = - 3 7 ,3  кн\ 5Л = 5

или

- V 25. = | -!- V *5'- = 5 - 5 К  з (2 i 3) =

= — 10 | 3 - 1 0 » — 27,3 KW,

5 = 5 19.3 /v/y.
R  j /  2

Так как мы получили отрицательное значение для силы 5Г , 
то выбранное нами направление этой силы нужно изменить на 
противоположное; следовательно, стержень СО не растянут, 
как мы предполагали, а сжат.

Пример 12. Невесомые стержни АС, А В  и AD  соединены 
шарнирно между собой в точке А и с неподвижными опорами 
в точках С, D  и В. К  узлу А приложена сила ^ = 8 кн, со
ставляющая с координатными осями .v и у  углы и - =  60°. 
Определить реакции стержней АС, А В  и AD, если 6 =  60°, 
ср = 45а (рис. 28).



Р е ш е н и е .  Рассмотрим равновесие узла А, к которому 
приложены заданная сила F  и реакции S t, S 2, S 3 стержней АС, 
АП  и AD, направленные вдоль этих стержней. Допустим, что 
эти реакции направлены от узла А. Так как линии действия 
сил /•', S., S2, S 3 пересекаются в одной точке А, то имеем че
тыре уравновешенные сходящиеся силы, не лежащие 15 одной 
плоскости, а потому вычислим проекции этих сил на выбранные 
координатные оси н составим три уравнения равновесия.

Силы S\ и S 2 параллельны соответственно осям х и //, а по
тому S IV - S w =  0, S tx =  S ti =  О, S lx — S t, S ty — S 2. Так как 
углы а и р между силой F  и положительными направлениями 
осей х и // заданы, то F x =  F  cos 60° =  у  F, F v — F  cos 603 =  F.

Угол у между силой F  н осью z мы найдем из соотношения 
cos2 a -|- cos2 p 4- cos2 у =  1, откуда cos2 у = 1 — cos2 a — cos2P — — 

Va ~2
и cos y =  ±  -y- •

Так как сила F  составляет острый угол с отрицатель

ным направлением оси г, то F z -=--- -- F. Угол й между

силой S 3 и положительным направлением оси г задан, а
потому S 3Z~=S3 cos60° =  ^ S 3. У глы  между силой 5 3 и осями
х и // нс заданы и их нельзя определить непосредственно из 
чертежа, а потому спроектируем эту силу па плоскость хОу и 
полученную проекцию, которую обозначим через S 3xJ/, спроекти
руем затем на оси х и у. Тогда S 3xii =  S s sin 6, S tx =  — 5 3sin6cosq), 
S 3y~  —  5, sin 6 sin (p. Приравнивая нулю сумму проекций всех 
сил на оси х, у и г, получим следующие три уравнения рав
новесия:

1) V  х,. =  — S, + £  — S , Q  ̂  =  0;

2) Е > '/  =  — S, I y - S , K t? ^  =  0;

3) = K f s , I  = o.
Из третьего уравнения находим: S 3 — F  \ 2 ^  11,28 кн.
Из первых двух уравнений имеем:

с Cl F с ^  г (I — 1А 3) 0 по S 1= S 2\ = j — S 3-^- =  F k-— г2---=  2,92 кн.

Так как мы получили отрицательные значения для сил S t и S t 
то выбранные нами направления для этих сил следует изме



нить на противоположные; следовательно, стержни А В  и АС  
сжаты, а стержень A D  растянут, так как реакция этого стержня, 
как мы и предполагали, направлена от узла А.

Г  л а в а И 
ПЛО С КАЯ СИСТЕМА СИЛ 

§ I. П Р И В Е Д Е Н И Е  ПЛОСКОЙ СИ СТЕМ Ы  СИЛ К Д АН Н О М У Ц ЕН Т Р У

Моментом силы F  относительно данной точки О называется 
произведение величины силы на ее плечо, т. е. на длину пер
пендикуляра, опущенного из точки О на линию действия этой 
силы. Пели сила F  стремится вращать тело вокруг данной

точки О в направлении, обратном движению часовой стрелки, 
то условимся момент силы F  относительно точки О считать по
ложительным; если же сила стремится вращать тело вокруг 
точки О в направлении, совпадающем с направлением движения 
часовой стрелки, то момент силы относительно этой точки 
будем считать отрицательным. Следовательно,

Если линия действия силы F  проходит через данную точку О, 
то момент силы F  относительно этой точки равен нулю.

Сложение сил, расположенных как угодно на плоскости, 
можно выполнить двумя способами:

1) последовательным сложением;
2) приведением данной системы сил к произвольно выбранно

му центру.
Первый способ становится громоздким при большом числе 

слагаемых сил и неприменим для пространственной системы 
сил, второй же способ является общим, более простым и 
удобным.

Если задана система сил F r  F 3, . . . ,  F,„ расположенных 
как угодно в одной плоскости, то, перенося все эти силы в про

Рис. 29

и
m0(F ) — — Fli (рис. 29, а) \ 
m0(F l)=  -г F xhx (рис. 29, 6). \ (13)
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извольно выбранную в этой плоскости точку О, называемую 
центром приведения, получим приложенную в этом центре силу

R = (14)
и пару с моментом

м  „ = 2 > о Й -  ( 15)

Геометрическая сумма сил данной системы называется глав
ным вектором этой системы сил.

Алгебраическая сумма моментов сил плоской системы отно
сительно какой-нибудь точки О плоскости их действия назы
вается главным моментом этой системы сил относительно этой 
точки О.

Главный момент изменяется с изменением центра приведения; 
зависимость главного момента от выбора центра приведения 
выражается следующей формулой:

M 0l =  M 0 +m 0t(R ), (16)
где О и О ,— два различных центра приведения.

Гак как сила R  и пара с моментом Л/„, получающаяся в ре
зультате приведения данной плоской системы сил к центру О, 
лежат_в одной плоскости, то их можно привести к одной силе 
R * =--- R , приложенной в некоторой точке О*. Эта сила является 
равнодействующей данной плоской системы сил.

Таким образом, если R ф  О, А10 ф  0, то система сил приво
дится к одной равнодействующей, не проходящей через центр 
приведения О. При этом момент равнодействующей относи
тельно любой точки будет равен алгебраической сумме момен
тов всех данных сил относительно той же точки (теорема Ва- 
риньона).

Если начало координат выбрано в центре приведения и 
известны проекции всех сил на осп координат и координаты 
точек приложения этих сил, то момент равнодействующей нахо
дим но формуле

m0(R * ) =  2 ( * , Y , (17)

Если в результате приведения системы сил к данному центру 
окажется, что главный вектор этой системы равен нулю, а глав
ный момент ее отличен от нуля, то данная система эквивалентна 
паре сил, причем главный момент системы равен моменту этой 
пары и не зависит в данном случае от выбора центра при
ведения. Если М о — 0, a R Ф  0, то система приводится к равно
действующей, приложенной в центре приведения О.

Если М о =  0 и R — 0, то система сил находится в равнове
сии. Все случаи, встречающиеся при сложении сил плоской 
системы, можно представить в виде табл. 3.
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Т а б л и ц а  3

, = л;0 ф  о Система приводится к равнодействующей силе R* 
не п; сходящей через центр приведения 0

У  jr.

о
\ 

II с■ЫГ. Система приводится к равнодействующей R -- 
ходящей через центр приведения О

про-

". ф 0 Система приводится к одной паре, момент которой 
2 > 0(/-,) и не зависит от выбора точки 0

ра вен

и, М0 --= 0 Система сил находится в равновесии

Равновесие плоской системы сил рассмотрим в следующем
параграфе, а теперь перейдем к решению задач на сложение 
сил плоской системы.

Пример 13. Дана плоская система четырех сил Р ,, Р 2, Р 3, Р 4; 
проекции X  и У  этих сил на координатные осп, координаты 
а, ч точек их приложения заданы в табл. 4.

Т а б л 11 11 а 'I

Силы

Т, Г,

\ I 3 —  4

) | ‘1 ] —  3 —  3

. 1 8 | - 2 3 -  1

У 1 -  1 - 3 —  (3

Привести эту систему к началу координат и затем найти 
линию до й с г в и я р а в н оде й ст в у ю те  й.

Р е ш е н и е .  Найдем проекции главного вектора заданной 
системы сил на координатные осп по формуле (14)

/̂ • = ] 5 ^ = 1- 2  + 3 - 4 =  - 2 ,  
v r (. = 4 + 1 - 3 - 3 = -  1.

Откуда
R  = ] /  R l  +  R l  =  V  ~5-

42



Л1П =  2 - 2 ( . v V - ; / A ' )  =
— 8 — 2 — 9-1- 12— (1 f 2  — 9-j- 24) =  9 — U

Пусть А (х , у ) — точка лпппп действия искомой 
щей R*. Тогда

т 0 (R*) -  xR I -  yR*c,

Главный момент М0 находим по формуле (15)

но

Ro = Ru -

— 9. 

равнодействую-

R = R ,  =  -  2,
а потому

ш0 (/?*) =  — Л- ! 2у — 2у — х.

С другой стороны, по теореме Варпньона имеем:

Следовательно,

или

/W o (^ * ) = S Wio(f/) = —9- 
2у— х =  9, 

х— 2/у -J-9 = 0.

Это и есть уравнение линии действия равнодействующей.
Пример 14. Найти равнодействующую четырех сил, дейст

вующих ио сторонам правильно
го шестиугольника, направление 
которых указано на рис. 30, 
если Р , = "Р, — 2Р  и Р 2= Р Л = Р.

Р  е ш е н и е. Выберем за 
центр приведения центр О шес
тиугольника и найдем главным 
вектор R  п главный момент М 0 
данной системы сил относитель
но центра О. Так как Р х =  — Р_3 
и Р 2 =  Р.,, то главный вектор R 
равен 2Р л, а главный момент

М 0 — т о  (Р ,) I т 0 (Р г) + ш0 (Р ,

Рис. :Ю

n io i P J -

Д ля того чтобы найти момент силы Р, относительно точки О, 
опустим перпендикуляр О А { из точки О на линию действия 
этой силы. Так как сила Р , стремится вращать шестиугольник 
вокруг точки О по часовом стрелке, то

'о (^ )  ^  — Р хОА =  — Р Дт ,
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где li — длина апофемы 0.4, правильного шестиугольника. Диало
гично вычислим моменты остальных сил относительно точки О:

’" п ( Р 3) - - P J i ,
»1(ЛР \ ) ^ Р лОО{ = -: P J l

И

М „  -  - - P J i  -  P J i  - P J l  -! P J i  -  -  (P , f P s) h = -  4P/i.

Итак, данная система сил эквивалентна силе Р  = 2Р4, прило
женной в точке О. и паре с моментом М 0 = — 4Ph.

Одну из сил Р ' этой пары выберем равной и противопо
ложно направленной силе р  и приложенной в точке О. Тогда 
вторая сила пары Р *  будет приложена в точке О*, причем 
0 0 * _ L P .  Так как

М 0 = т  (Р * , Р ),
то

00* - ^  ~  : 21г.

Силы Р  и Р '  эквивалентны нулю, а потому данная система сил 
приводится к одной силе Р * , которая, следовательно, и есть 
равнодействующая этой системы сил.

§ 2. РА В Н О В ЕС И Е  Р Ы Ч А Г А

Рычагом называется твердое тело, которое может вращаться 
вокруг неподвижной оси иод действием сил, лежащих в одной 
плоскости, перпендикулярной к этой осп. Точка пересечения 
плоскости, в которой лежат все силы, приложенные к рычагу, 
с осью вращения называется точкой опоры рычага.

Условием равновесия рычага является равенство нулю алгеб
раической суммы моментов всех приложенных к нему сил 
относительно точки О — опоры рычага, т. е.

2 т 0(Р , ) -  0. (18)

Задачи этого параграфа можно разделить на следующие 
две группы:

1) задачи, относящиеся к равновесию рычага;
2) задачи, относящиеся к равновесию твердого тела при 

возможном его опрокидывании.
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П е р в а я  г р у п п а

Равновесие рычага 
(задачи 81 —Ь4, 1 1 2 , 113)

Пример 15. Буровая штанга А В  весом Q =  20 кн укреплена при 
помощи каната BCD , перекинутого через шкив С и наверну
того на барабан лебедки D  диаметром 25 см. С барабаном 
жестко соединен рычаг О Е  длиной 180 см и весом С =  1 кн, на 
конце которого укреплен противовес Е.

Найти вес Р  этого противовеса (рис. 31).
Р е ш е н и е .  Так как натяжение каната во всех его точках 

одинаково, то реакция каната Т, приложенная к барабану 
лебедки, равна весу штанги Q.

Рычаг О Е  с неподвижной точкой О находится в равновесии; 
поэтому алгебраическая сумма моментов всех приложенных 
к нему сил относительно этой г
точки О равна нулю, т. е.

пли
-'г Р-О Е + G — Т  г  =  0,

откуда

Р  = — О'

или

9JL _l  т —  =  —
2О Е  1 ОН

Р  — 0,89 кн.

Т ОН

Пример 16. Однородная бал
ка А В  весом G = 6 кн, закреп
ленная в точке А шарнирно, 
наклонена к горизонтальной оси
Ах под углом и — 30’ и удерживается в равновесии при 
помощи прикрепленной к ней в точке В  веревки В О Е  переки
нутой через неподвижный блок D, к свободному копну которой 
подвешен груз Е  весом Р. Балка А В  находится под действием 
перпендикулярной к ней равномерно распределенной нагрузки 
интенсивности </ = 2 кн'м и вертикальной силы F =  1 кн, при
ложенной в точке С, причем ~  ~ . Веревка B D  составляет
с вертикалью угол р = 30°. Определить вес груза Р  если 
А В  = 3 м (рис. 32).

Р е ш е н и е .  Равнодействующая системы равных параллель
ных сил, приложенная в середине С, балки АВ, равна Q = 
= Ч А В  2 3 6 кн. Так как натяжение веревки во всех ее
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точках одинаково, то реакция веревки Т, приложенная к балке 
в точке В, равна но модулю весу груза Р. Таким образом, 
рычаг А В  с неподвижном точкой А находится в равновесии 
под действием четырех сил F, Q, (j и 7’; поэтому алгебраиче
ская сумма моментов этих сил относительно точки опоры А 
равна нулю, т. е.

mA(F)-{-mA(Q) I mA(G) \ mA ( Т) 0. (а)
Так как каждая из сил F, Q, G вращает балку А В  вокруг не
подвижной точки А по часовой стрелке, а сила Т  вращает эту 
балку вокруг точки А против часовой стрелки, то ///.,(7’)> 0 ,  
а моменты остальных сил относительно точки А отрицательны.

Кроме того, А В  J Q, а 
потому

Чтобы вычислить 
моменты остальных сил 
относительно точки А, 
опустим из этой точки 
на линию действия каж 
дой силы перпендику
ляры, тогда

niA (F) = — F  ■ А К , 
гпл (С ) ~  — 6’ • AL, 

mA (Т ) — Т - А А Х.

Из треугольников АС1\, 
A C XL и А А ХВ  нахо
дим:

т \  — л ъ  I U 3  u  M L .  =  —  COS (t  и A A t —  А В  sin у,
причем

АС = ¥ -  V = 90° — а — р,
а потому

А А Х =  А В  sin [90’ — (d -f- р)] = А В  cos (а -f- ft).
Подставив эти значения в уравнение (а), имеем:

— /' j  А В  соь u — Q ~  — С —■ cos а ТА В  соь (u | \J>) = 0, 
откуда

1 с . ■ Q  , G- J  F  co s  «  +  —  - f —  cos и  

T  ~  p] ’



или

Т = £ + G  )  K-r -\- Q = (0-5 I 6) L-- _j_ (3 ^  1 1 ,63 кн.

В т о р а я  г р у и и а

Равновесие тела, которое может опрокидываться 
(задачи 94— 97)

Пример 17. Подъемный кран весом Q =  20 кн имеет вылет 
/ =  5 м, ширина его основания А В  — а 4 м. Вес противовеса, 
имеющего форму куба с ребром Ь — 2 м, равен Р  =  5 кн. Центр 
тяжести крапа находится на вертикали, проходящей через се
редину отрезка А В . Найти наибольший вес G груза, поднимае
мого краном без опрокидывания вокруг точки А (рис. 33).

Р е ш е н и е .  Так как колесо В  в начальный момент опроки
дывания отделяется от опорной плоскости и все давление пере
носится на опору А, то реакция опоры В  становится в этот 
момент равной нулю, и мы имеем, следовательно, тело с одной 
неподвижной опорой А, вокруг которой оно может вращаться. 
Применяя поэтому условие равновесия рычага, получим:

с

Рис. 33

или

откуда

G  =
5.5 +  20-2 

5 —- 13 кн.
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§ 3. РА В Н О В ЕС И Е  ТВЕРД О ГО  Т ЕЛ А  ПОД Д ЕЙ С Т ВИ ЕМ  ПЛОСКОЙ
СИ СТЕМ Ы  СИЛ

Д ля равновесия плоской системы сил, приложенных к твер
дому телу и не пересекающихся в одной точке, необходимо 
и достаточно, чтобы главный вектор R  этих сил и их главный 
момент М п относительно произвольной точки О, лежащей в пло
скости действия этих сил, были равны нулю, т. е.

2^= о,

О Й 0.
(19)

В координатной форме эти условия выражаются следующими 
тремя уравнениями:

2 ^  =  0, |

2  F .y =  ° .  } (20) 
2  « о  (Л ) -  J

Условия равновесия плоской системы сил, расположенных 
как угодно на плоскости, можно выразить еще в двух других 
видах.

1. Алгебраическая сумма моментов сил относительно трех 
произвольных точек А, В , С, не лежащих на одной прямой. 
равна пулю, т. е.

2  т Л ( F 0,  |

У  т п CF') ~  о, | (21)
V  тс (/',) ^ 0. I

2. Алгебраическая сумма моментов всех сил относительно 
двух произвольных точек А и В  равна пулю и сумма проек
ций этих сил на какую-либо ось, не перпендикулярную к прямой, 
соединяющей точки А и В, равна нулю, т. е.

2 « 1(^/) = о.

2 т « ( /г. ) = ° .  
2 ^  = о.

(2 2 )

В частном случае, если все силы плоской системы парал
лельны, то условия равновесия (20) таких сил выражаются не 
тремя, а двумя уравнениями:

I <23>
причем ось Ох параллельна данным силам.



Условия равновесия плоской системы параллельных сил 
можно выразить и в другой форме:

(/-,) =  0 , \ 2̂ 4 )

2 > д (/\-)-о, 1
причем прямая А В  не параллельна данным силам.

Задачи на равновесие плоской системы сил можно разбить 
на два основных типа, а именно:

1) задачи на равновесие плоском системы параллельных сил;
2) задачи на равновесие плоской системы сил, расположен

ных как угодно.
Задачи второго тина можно еще классифицировать по харак

теру связей, наложенных на рассматриваемое тело, подразде
ляя их на следующие две группы:

а) задачи, в которых линии действия реакции всех связей 
известны;

б) задачи, в которых линия действия реакции одной из свя
зей неизвестна.

Общие указания, сделанные в § 6. гл. 1, о направлении ре
акций связей и решении задач на равновесие несвободного 
твердого тела, остаются такими же и при решении задач этого 
параграфа.

Чтобы задача была статически определима, число неизвест
ных реакций должно быть не больше трех, так как при равно
весии твердого тела под действием плоском системы сил в общем 
случае можно составить три уравнения равновесия (уравнения 
(20) пли (21), или (22)1.

При составлении уравнений равновесия за центр моментов 
следует выбирать такую точку, через которую проходят линии дей
ствия двух неизвестных сил, тогда в уравнение моментов отно
сительно этой точки войдет только одна неизвестная сила и ее 
легко будет определить из этого уравнения.

Если данное тело находится в равновесии под действием 
плоской системы параллельных сил, то число неизвестных ре
акций не должно быть больше двух, так как в этом случае мы 
имеем только два уравнения равновесия [уравнения (23) пли (24)].

Задачи типа I
Равновесие плоской системы параллельных сил 

(задачи 89— 94)

Пример 18. Однородная горизонтальная балка А В  = 1,5;и 
весом Р= 1500 «, заложенная между двумя опорами С и D, на
ходится в равновесии под действием пары сил (/■',, Е 2) с мо
ментом т  =  1 ООО н-м. К  концу В  балки прикреплена веревка, 
переброшенная через блоки /\ и Е ,  другой конец которой за
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креплен неподвижно в точке /.. К  центру подвижного блока Е  
подвешен груз весом Q — 400 «. Определить реакции опор С 
и О, если АС — 25 см, СО — 30 см\ треп нем на блоках и в опо
рах пренебречь (рис. 34).

Р е ш е н и е .  Так как опоры С и О относится к типу связей, 
указанному на рис. 1G (2), то реакции этих опор R r  и R  о на
правлены перпендикулярно к балке. Как видно из рисунка, 
силы, приложенные к балке, стремятся повернуть балку так,

что давление балки на опо
ру С направлено по верти
кали вверх, поэтому реак
ция R c направлена по 
вертикали вниз; давле
ние балки на опору О  на
правлено по вертикали 
вниз, поэтому реакция R о 
опоры О направлена по 
вертикали вверх. Реакция 
веревки Т, приложенная 
к балке в точке В, на
правлена вдоль веревки, 
т. е. по вертикали вверх. 
Так как натяжение ве
ревки во всех ее точ

ках одинаково, то сила Т  равна натяжению части К Е  ве
ревки, которое равно, очевидно, Следовательно, Т = .

1аким образом, балка А В  находится в равновесии под дей
ствием параллельных сил Р, Т, R i:, R D, F x, F „  причем F] =  
>■- — Е х, а потому составим два уравнения равновесия (23) для 
этой балки. Приравняв нулю алгебраическую сумму сил, при
ложенных к балке А В , и сумму их моментов относительно 
точки С, получим два уравнения равновесия для определения 
двух искомых реакций R c и R D. При составлении этих урав
нений необходимо учесть, что сумма моментов сил пары отно
сительно любой точки не зависит от положения этой точки и 
равна моменту этой пары, поэтому

'«с 0 \ ) л- ( К )  =  m 0'\> £\) -  
=  — 1000 н м.

Этот момент берем со знаком минус, потому что пара стре
мится повернуть балку по часовой стрелке. Алгебраическая 
сумма сил пары равна нулю, следовательно, имеем:

1) R d — r c— p ± t =
2 ) шс (Р )  ,- тсС П  \ h il (R i j ) , n i {F x, I J  -0 .
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Найдем теперь моменты сил Р, R d относительно точки С:

mc (R ,j) = RuCD  = 0l3 R D 
т с ( Т) = Т С В =  Т 1,25 =  250 «• м,

mr (Р )  =  — Р  • СО = -  Р  |' — АС ) = - Р - 0,5 = — 750 и • ,1/.

Так как силы Т  и R o  стремятся повернуть балку вокруг 
точки С против часовой стрелки, то моменты этих сил относи
тельно точки С положительны, а момент силы Р  относительно 
точки С отрицателен, так как сила Р  стремится повернуть 
балку вокруг точки С по часовой стрелке. Подставив все за
данные и найденные значения сил и их моментов в уравнения 
равновесия, получим:

|) R d - R c =  1300;
2) 0,3 R i) -  750 -I- 250 -  1000 -  0.

Из второго уравнения находим ^

R n =  ^  5000 н,

Подставив значение Rn  в первое уравнение, получим 
R c — R и -  1300 — 3700 н.

Задачи типа 11
Равновесие плоской системы сил в общем случае

П е р в а я  г р у и и а

Задачи, в которых линии действия реакций всех связей известны 
(задачи 118— 125)

Пример 19. Однородная горизонтальная балка А В  весом 
Р = 1 2 0 н  концом В  опирается при помощи катков на гладкую 
наклонную плоскость с углом наклона и = 30э, а в точках А 
и С  балка соединена шарнирно с невесомыми стержнями А К  
и C L, шарнирно закрепленными в неподвижных точках /< и L . 
В  точке D  под углом = 45° к балке приложена сила F  — G0h . 
Определить реакции в точках А, С и В , если AD  — 5DB, 
ВС  = 2СА, стержень С/, вертикален, а стержень А К  составляет 
с осыо балки угол у = 00 (рис. 35).

Р е ш е н и е .  Реакция R n в точке В  направлена перпенди
кулярно к опорной плоскости катков, а реакции R A и R c не
весомых стержней А К  и CL  направлены вдоль этих стержней 
[см. рис. 16 (5 и 7)]. Так как балка находится в равновесии
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под действием плоской системы непараллельных сил (Г , У. R ,, 
^в). то нужно составить три уравнения равновесия, при

равнивая нулю суммы проекций па оси Сх и Су всех сил, при
ложенных к балке, и сумму моментов этих сил относительно

точки С. Вычисления моментов всех сил относительно точки С 
и проекций этих сил на оси Сх и Су расположим в табл. 5. 

Составим следующие три уравнения равновесия:

1) — R a c o s  60° — R H cos 60’ -1 F  cos 45° =  0; j
2) — R a c o s  30° — P  — R (. — F  cos 45° I R n cos 30° = 0; J
a) 2 -) — и. J
Из первого и третьего уравнений имеем:

Решая последние два уравнения совместно, находим R ,t и /?,:

R a = Г V 2  — R H =» 26,8 н.

Подставив найденные значения R A и R ls во второе уравнение 
равновесия, найдем:

Рис. 35
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Знак минус, полученный для значения силы R r , указывает, 
что эта сила имеет направление, противоположное принятому 
па рисунке, т е. стержень C L  не растянут а сжаг.

В т о р а я  г р у п п а

Задачи, в которых линия действия рсакиии одной из связей неизвестна
(задачи 129— 135)

Пример 20. Однородная балка А В  весом Р  40 н концом А 
закреплена шарнирно, а промежуточной точкой О опирается 
свободно па глаткпй неподвижный цилиндр. К концу В  балки 
прикреплена веревка, перекинутая через неподвижный блок и 
несущая на свободном конце груз весом Qx = 10 н. В  точке С 
к балке подвешен груз весом Q2 = 20 н. Определить реакции опор
R a и R n в точках А и I), если /  К В А  = / _ В А К  = 30°, ^  = 1  

ч jyjj = 2 (рис 36).
Р е  ш с п н  е. Реакция R D гладкой цилиндрической неподвиж

ной поверхности направлена по обшей нормали к поверхности
цилиндра и балки, а реакция веревки Т  направлена вдоль ве
ревки. Так как натяжение 
веревки во всех ее точках 
одинаково, то T = Q t — 10 н.
Реакция неподвижного ци
линдрического шарнира при
ложена в точке А, а модуль 
и направление этой реакции 
неизвестны. Поэтому выбе
рем осп координат Ах и At/, 
направленные, как указано 
на рис. 3G, и разложим реак
цию на две составляю
щие Х л и У'л, направленные 
по этим осям. Следователь
но, балка А В  находится в 
равновесии под действием 
плоской системы непарал
лельных сил Р, Т, Л’.,, V ,,
Rn, Q2, а потому составим три уравнения равновесия для этоп си
стемы сил. Эти уравнения упрощаются, если их составить в форме 
(22). При этом за центры моментов следует выбрать такие 
точки, в которых пересекаются по две неизвестные силы, т. е. 
точку А и точку /: пересечения линий действия сил У А и R „ .
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Составим теперь два уравнения моментов относительно точек А 
и /: и уравнение проекции па ось Ау, не перпендикулярную 
к прямой А1::

1) V  V =  ) ' л -f- R n cos 60° — Т  cos 60° — Qt — P  =  0;

2) X  " h  = -  4,- cos 60 -  P  cos 60» + /?/> Л /; +  T • /1/1, 0;

3) V m,.--- X aA E  — T - E M - Q 2 ^ c o s 6 0 °- P ^ c o s 6 0 0 = 0.

Отрезки /1/1,, /1C и E M  найдем из треугольников А Л ХВ, 
A E D  и Е М К :

Л Л , =  Л В  sin 30° =  ,

, Л D __2-2АВ
cos 3 0 ° з / З  '

Та к как Z  E K L  - /_ К I- Е  — 60 , то
Е М  -  К Е  cos 30\

а К Е  =  L E  — ЕК-
Из равнобедренного треугольника А К В  находим:

~ = - A K  cos 30 \

от кудз
А К  - -  П /чЯ  = - ± ~ А В  А в  А в

13 з V з У з з у з
Следовательно,

Л /j | " з  Л В

Подставив значения заданных сил и вычисленных плеч, полу
чим:

1) У А + % = 6 5 ;

2) | / ? c - - 1 0 - i  +  20. i  +  4 0 - i ;

31 л -'3- ^ - о . 4 - 2 о 4 - 4 о 4 = ° .

Из третьего уравнения находим А'и:
I I I  5 \ 3 У ’л , г ^ 3X ,  = ( 10 + £  + j J  • — =  45 Y  «  19,16 н. 

Из второго уравнения находим Rn'-

Rn  =   ̂Ю -f у-— = 12,5 н.
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Найденные значения Х л и Rn  подставим в первое уравнение 
и найдем У А:

Ул = 65 - ^  =  58,75 н.

А\одуль полной реакции R A и се угол ф с осью Ах определим 
по формулам:

R a = V  Х л + У а = | '  (58,75)*+ (19,46)*» 61,64 н,

Ф = arc tg ,

или лФ ■- arc tg 3,01,
т. е.

Ф = 72э.

Пример 21. Однородный стержень А В  весом Q ^  20 н в точке 
А закреплен шарнирно, а в точке С свободно опирается на опору 
С. На стержень А В  действует пара с моментом Д / =  5 н-м, а к

концу стержня В  привязана 
веревка, перекинутая через 
блок /), на конце которой 
висит груз весом Р  =  о У 2 н .  
Определить реакции шар-

--- мира А и опоры С,
есл и А С =  2 ВС  =  4 () см , а 
/_ A B L  =  45° (рис. 37).

Р е ш е н и е .  Реакция R c 
опоры С направлена перпен
дикулярно к стержню А В . 
Направление реакции R л 
шарнира А неизвестно; по
этому разлагаем эту реакцию 
на две составляющие Х А и У А, 
направленные по осям ко
ординат, причем ось Ах на- 

АВ, а ось Аи перпендикулярна 
к нему. Реакция веревки В ! )  приложена к стержню в точке В  
п направлена вдоль веревки. Так как натяжение веревки B L K  
во всех ее точках одинаково, то реакция веревки Т  равна по 
величине весу груза Р, т. е. Т  — Р.

Составим три уравнения равновесия, приравнивая пулю 
сумму проекций всех сил на координатные осп п сумму момен
тов этих сил относительно начала координат:

1) .V , — Tcos453 = 0;
2) У а  'I R c — Q ~  Т  cos 45° = 0 ;
3) R c ■ AC  -  Т ■ А В  cos 45" -  Q А И -  .U = 0.
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Из первого уравнения находим:

Х л = Т  • cos 45° =  Р  =  5 н.

Из уравнения (3), в котором
Д С - 40, А В  = АС С В  = 60

и
л я = ^  = 30,

находим:
«С = х А ' =  2. I -g Р  -f- i  Q + А  = 35

Подставив значение /?с во второе уравнение, получим:

или
r /4 = Q-!-Pcos453- ^ f;= Q  + P ^  

\Г'1

3 Vх'2 р 3 n i i

\l
я - з в - ” - 10"-

Пример ‘22. Вертикальная ось 
которого равен Р  — \2кн, может 
и подшипнике В. Груз весом 
Q — 8,4kw поднимается при помо
щи веревки, перекинутой через 
блок Е  и идущем к лебедке D, 
закрепленной на оси крапа, как 
указано на рис. 38. Определить 
реакции подшипника В  и под
пятника А , если центр тяжести С 
отстоит от jc ii вращения на рас
стоянии, равном 0,9 м, А В  = 12 м 
и /С£ = 4 м (рис. 38).

Р  е ш е н и е. Реакция R п под
шипника В  перпендикулярна к 
оси вращения А В, а реакция ИА 
подпятника слагается из двух со
ставляющих Х А и Y a, где X А — 
реакция стенок, a Y А — реак
ция дна подпятника [см. рис. 
16 (8)|.

Составим три уравнения
равновесия для сил X л, Y А, R n 
Р , Q, приложенных к крану, при
равнивая нулю суммы проекции 
этих сил на оси v и у  п сум
му их моментов относительно

А В  подъемного крана, вес 
вращаться в подпятнике А
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точки А:
1) Л', ; R B -0;
2 ) У  , —  Р  —  Q  0;
3) — К  0,9 — Q-4— R „  12 = 0.

Из третьего уравнения находим R а ■
п — />.(),<) — ̂  • 1 Q 7 
' 1 1 -----12----- = " 3,7 К//’

Подставляя значение R ,, в первое уравнение, найдем X л:
Х л = —  R H = 3,7 /ш.

Из второго уравнения находим У'л:
Г .  Р Q 2D, 1 кн.

П р и м е ч а н и е .  Уравнения равновесии можно было составить и в 
другой форме, приравнивая пулю сумму моментов всех сил, приложенных к 
крану относительно точек А и В . и сумму проекции этих сил на ось //:

—  R ц \ 2 —  Р  0.9 —  Q  • I О,
А  112 —  Р  0 .9 - Q -  I Л),

Y . 1 - P - Q  =0.

§ 4. РА В Н О В ЕС И Е  СИ СТЕМ Ы ,
СОСТОЯЩЕЙ ИЗ Н ЕС К О Л Ь К И Х  Т В Е Р Д Ы Х  Т ЕЛ

В  случае системы твердых тел, соединенных между собой, 
силы, действующие на эту систему, можно подразделить на две 
группы:

1) внешние силы;
2) внутренние силы.
Внутренними силами называются силы взаимодействия между 

телами, входящими в данную систему. По закону равенства 
действия п противодействия виутрешше силы всегда попарно

равны по модулю и прямо противо
положны по направлению, но при
ложены к двум разным взаимодей
ствующим между собой телам си
стемы.

Внешними силами называются те 
силы, с которыми тела, пе входя
щие в данную систему, действуют на 
тела этой системы.

Рассмотрим, например, систему, изображенную па рис. 39.
Балка А В  весом Р, может вращаться вокруг осп А непо

движного цилиндрического шарнира и концом В  опирается сво
бодно на другую балку CD  весом Р.,, которая подперта в точке В  
и соединена со стеной шарниром D.
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В данном случае система состоит из двух тел: балки А В  и 
балки CD.

Внутренними силами для ;инлой системы являются силы 
взаимодействия между балками, т. е. сила Л/, давления балки А В  
на балку CD  и сила с которой балка CD действует 
на балку А В . По закону равенства действия и противодействия 
силы jv, н АГ равны по модулю и противоположны по направ
лению, т. е. N tj~- — N x.

Веса 73, и Р й балок представляют собой силы, с которыми 
эти балки притягиваются к Земле, и, следовательно, для данной 
системы являются силами внешними, так как Земля по отноше
нию к этой системе есть внешнее тело. Реакции R A и R n шар
нирных опор А и D , а также реакция R r опоры Е  являются 
для данной системы тоже внешними силами, так как шарнирные 
опоры А и D и опора Е  не принадлежат к рассматриваемой 
системе, состоящей только из двух балок.

При решении задач на равновесие системы тел необходимо 
учесть, что все внешние и внутренние силы, приложенные 
к каждому телу  в отдельности, уравновешиваются. Следова
тельно, в случае плоской системы сил можно составить по три 
уравнения равновесия для каждого из этих тел в отдельности.

Таким образом, для системы, состоящей из п тел, можно 
составить всего 3/г уравнений равновесия. Поэтому, если число 
неизвестных сил в данной задаче не более 3/г, то такая задача 
является статически определенной. Если же число неизвестных 
в задаче окажется больше 3/г, то такая задача не может быть 
разрешена только на основании уравнений статики абсолютно 
твердого тела и потому является статически неопределенной.

Так как внутренние силы попарно равны по величине и 
направлены по одной прямой в противоположные стороны, то 
алгебраическая сумма их моментов относительно любой точки 
равна нулю и сумма пх проекций на любую ось также равна 
нулю. Поэтому, если составим уравнение равновесия (уравне
ние моментов относительно какой-либо точки, или уравнение 
проекций на какую-либо ось) для каждого тела в отдельности 
и затем все эти уравнения сложим, то в полученном уравнении 
члены, содержащие внутренние силы, попарно уничтожаются
и, следовательно, в это уравнение будут входить т о л ь к о  внеш
ние силы.

Таким образом, если система тел находится в равновесии, то 
внешние силы, приложенные к этой системе, удовлетворяют 
тем же трем уравнениям равновесия, что и в случае равновесия 
одного абсолютно твердого тела. Эти уравнения представляют 
собой условия равновесия внешних сил, действующих на систему.

Из этих уравнении можно найти все внешние реакции, если 
число этих внешних реакций не больше трех. Если же число



внешних реакции окажется больше трех или если в задаче, 
кроме внешних реакций, требуется найти неизвестные внутрен
ние силы, то необходимо применять метод расчленения системы , 
т. е. нужно рассматривать равновесие каждого тела системы 
в отдельности и для каждого из этих тел составлять уравнения 
равновесия, учитывая при этом все силы, приложенные к рас
сматриваемому телу. Вели система состоит, например, из двух 
твердых тел. то. применяя метод расчленения, получим в общем 
случае всего шесть уравнений равновесия (по три уравнения 
для каждого тела). Д ля составления шести уравнений равно
весия можно применять еще и другой прием, а именно: соста
вить сначала три уравнения для всей системы в целом (как 
для одного абсолютно твердого тела) и затем к этим трем урав
нениям присоединить три уравнения равновесия, составленные 
только для одного из двух тел данной системы. Этот второй 
прием нередко предпочтительнее, так как в уравнения равно
весия, составленные для всей системы в целом, входят только 
внешние силы и потому эти уравнения обычно оказываются проще.

Задачи, относящиеся к равновесию системы твердых тел, 
в зависимости от вида соединения этих тел между собой можно 
разделить на следующие четыре типа:

1. Задачи, где тела, входящие в систему, опираются свободно 
друг на друга.

2. Задачи, где тела, входящие в систему, соединены между 
собой гибкой нптыо или невесомым стержнем, концы которого 
прикреплены к этим телам при помощи шарниров.

3. Задачи, где тела, входящие в систему, соединены между 
собой при помощи шарнира.

4. Задачи, относящиеся к определению усилий в стержнях 
плоской фермы.

Задачи ти па  I
Тела, входящие в систему, опираются свободно друг на друга 

(ладами 108, 109, 164. 166— 168)

задачах этого типа внутренние силы. т. е. силы давления 
этих тел друг на друга, направлены по общей нормали к поверх
ности одного из этих тел в точке соприкосновения его с другим 
телом.

Пример 23. Однородная горизонтальная балка А В  дли
ной (5 м и весом Я , -  2400 н, закрепленная в неподвижной 
точке А шарнирно, опирается свободно в точке С на подпор
ную балку CD длиной 5 м и весом Р г — 3200 н. Балка CD, 
составляющая с вертикалью угол а — 60', закреплена в точке D 
при помощи неподвижного цилиндрического шарнира и удержи
вается в равно'.есии при помощи горизонтальной веревки Е К ,  
причем D l:. = 'l л/.



В точке В к балке  АВ  приложена  сила F =  1200 н, на кло не н
ная к балке  под углом fi -  00 . Определить  реакции шарниров  А 
и D,  натяжение веревки и давление балки А В  на балку CD,  
если точки А и D  лежат  на одной вертикали (рис. 40).

Р е ш е н и е .  Д анн ая  система состоит из двух тел: балок АВ  
и CD.  Внешними силами для  этой системы тел являются  силы 7>, , 
Р F , реакция  веревки Т, нап равленная  вдоль веревки, и реак
ции R a и R d ш арниров  А и D.

Разложим ка ждую из этих реакции па две составляющие:  
вертикальные (У А и У D) и горизонтальные (Л\. и Л'/;). Д л я  внеш
них сил. приложенных ко всей системе, можн > составить только 
три уравнения равновесия,  а число неизвестных сил равно пяти 
( Х „  V, .  Х р, УГ), 7'). поэтому расчленим систему, г. е. рассмот
рим равновесие  каждой балки в отдельности.  Так как балка  АВ  
опирается  на конец балки CD  сво. 
бодно, то реакция  R r балки CD, J 
приложенная  к балке  А В, 'направ
лена перпендикулярно к А В ,  т. е.

I *  f
Р и с .  41

по вертикали вверх. Следовательно,  балка  АВ  находится в равно
весии под действием сил Л' ,, ) А. Г,  R r , 1\  (см. рис. 11).

Составим три уравнения равновесия  этих сил. приравняв  
нулю алгебраическую сумму их моментов относительно точек А
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и С и а л г е б р а и ч е с к у ю  сумму проекц ий  этих сил па ось с: 
,  Л Ь
1 2I ) - р  АВ  s in  р -\-R..AC =  0;

2) К.., / 1 C - Я, ( / l C - ^ ) + f £ C s i n p  =  0;

3) А'л — Я cos  fi — 0.

Н о

АС  — C D  s in  а  — 5 sin 60° — -Ц ^  . 

г. потому эти у р а в н е н и я  пр и н и ма ю т  вид:

>’л ^  № - 3 )  +  F  ( G - =  0 ,

А , - Я - 1 = 0 .

Из этих уравнений находим:

Л' . , =  £  =  G00 н ,

R  =  Р| . 6 ^  3100,8 н.
с  Г ,

5 ' ,  - - Р, {1 -  Ф  ) -  Г  ( I  -  V )  =  V 96 -  36 I Тз ) . 10=- 337,2 «.

Далее рассмотрим равновесие балки CD  под действием сил 
А л , У'л , Я „  'Л <*, где Я с - д а в л е н и е  балки ,4Z3 на балку  CD, 
причем по закону равенства действия и противодействия 
Я г ; - - — Я (:- Составим три уравнения равновесия  сил, пр ило 
женных к балке  CD,  при равни вая  нулю алгебраическую сум
му моментов этих сил относительно точки А и алгебраическую 
сумму их проекций на оси .v и у  (см. рис. 42):

4) X D— T =  0; 
й) УD — Я2 — R c — 0;

G) -  Рг sin а  -  Я с DC sin а  + T  DE  -  0.

Из этих уравнений находим:

Т  ~  ( у  +  Яс )  ~  sin и -  (1600 f  3 1 0 0 , 8 ) ' ^ -  =  10,17

Х й =  Г  — 10,17 /с«,

У D=  Р 2 I - Rc =  G,3 к«.



З а д а ч и  т и п а  I I

Т е л а ,  в х о д я щ и е  в с и с т е м у ,  с о е д ин е н ы ме жд у  с об о й  гиб кой  н и ть ю  
или  н е в е с о м ы м  с т е р ж н е м ,  к о н цы  к о т о ро г о  п ри кр еп ле н ы 

к э т и м  т е л а м  при п о м о щ и  ш а р н и р о в  
(задачи 108, 162, 1<>3)

В задачах этого типа реакции нити или стержня,  н а п рав лен
ные вдоль этой нити или вдоль этого стержня,  являются внут 
ренними силами.

Пример ‘24. В шестизвенном механизме к кривошипу О А 
приложена  пара  сил с моментом т , вращаю щая  этот кривошип 
против  часовой стрелки.  Стержень  /1/3 соединен шарнирно с к р и 
вошипом 0.4 н коромыслом ВС причем коромысло ВС  может

у

вращаться  вокруг неподвижной точки С. Стержень ED  соединен 
шарнирно концом Е  с серединой звена СВ,  а концом D —  с п о л 
зуном,  который может перемещаться в горизонтальных н а п р ав 
ляю щ их .  Определить,  какую горизонтальную силу F следует 
приложить  к ползуну D,  чтобы механизм оставался в равнове
сии, а также  реакции шарниров  О и С и реакцию горизонталь
ных нап равляю щи х  ползуна D, если 0/1 |  А В ,  _(/ Д £ С  =  6 0 2, 
/_ 1 )Е С  90 ; кривошип 0/1 вертикален.  Весами всех звеньев 
механизма пренебрегаем; т -- 30 н-м,  0.4 0,5 м (рис. 43).

Р е ш е н и е .  Система состоит из трех тел: кривошипа ОА,  
коромысла СВ и ползуна D,  соединенных между собой ш а р 
нирно невесомыми стержнями А В  и DE.  Поэтому расчленим 
систему и рассмотрим равновесие  каждого из этих тел в отдель
ности. Реакции 5,  и 5 ,  невесомого стержня А В,  приложенные 
к звеньям ОА и СВ  соответственно в точках А  и б ,  на пр ав
лены вдоль стержня А В  в противоположные стороны и равны

по модулю, т. е. S, S 2. Точно так же  реакции S 3 и S 4
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невесомого стержня ED,  приложенные соответствен но в точке £  к 
коромыслу СВ и в точке D к ползуну,  направлены вдоль стержня 
E D  в противоположные стороны и по модулю равны, г. е. 5 ,  =  — S 4 
[см. рис. 16(7)J. Реакцию каждого из ш арн иро в  О и С р а з л о 
жим на составляющие: вертикальную (У () и Ус) и гори зо н тал ь
ную (Х 0 и Х с). Н о рм ал ьн ая  реакция  /V горизонтальных 
направляющих ползуна вертикальна;  предположим,  что она 
направлена  вверх.  Д л я  определения  всех неизвестных сил 
составим уравнения равновесия для  каждого из трех у к а з а н 
ных тел: кривошипа ОЛ,  коромысла СВ  и ползуна  D:

а) для  кривошипа ОА (два уравнения  моментов относи
тельно точек О и А и уравнение  проекций на ось у):

1) m — S yOA =  О,
2) т  -Ь Х пОА =  О,
3) У0 =  0;

б) для коромысла СВ (два уравнения  проекций на оси х 
и у  п уравнение моментов относительно точки С):

4) X c —  S , +  S s cos (90° -  60°) -  0,
5) V c  — 5 ,  cos  60° =  0,
6) — S tCE  +  S 2CB  s in  60° =  0;

в) для  ползуна  (только два уравнения  проекций на оси х 
и у, так  как силы, приложенные к ползуну,  пересекаются 
в одной точке):

7) 5 4 cos  3 0 ° - /• =  (),
8) S4 cos 60э + /V =  0.

Из первого н шестого уравнений находим:

=  60 «.

S ,  =  SMV 3;
гак как

S % =  S t и S , s= S 4.
то

5 г =  6 0  н  п S ,  =  S 4 — 60  | 3 н .

Д алее  из четвертого и пятого уравнений находим Х с и Ус , 
а из седьмого и восьмого уравнении F и Л:

У  с  -  Ц  =  Зч | 3 -  5 1 ,9  н , Х с =  S t -  s X y  =

=  6 0 - 3 0  / _3 - / 3 - - 3 0  н, E =  s X 2-  =  90  н,

N — =  — 3 0  1'' 3 — — 5 1 ,9  н.
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З н ак и  минус,  полученные для  N и Х с , указывают,  что на пр ав
ления  этих сил противоположны указан ным  на рисунке.

Задачи типа I I I

Т е л а ,  в х о д я щ и е  в с и с т е м у ,  с о е д ин е н ы ме жд у  собой ш а р н и р н о  
( з ад а ч и  110— 112, 143, 147— 154)

В этом случае внутренняя  сила,  т. е. сила,  с которой одно 
тело действует на другое,  приложена  в центре шарнира ,  но 
направление  ее неизвестно.

Поэтому при решении таких задач эту силу разлагают 
на две составляющие, направленные по координатным осям. 
Из задач этой группы следует особо отметить важный частный 
случай,  а именно: система состоит из двух тел с тремя ш ар 
нирами,  из которых два являются неподвижными опорными 
шар нирами,  а третий соединяет  эти два тела между собой, 
например,  в случае  трехшар нирно й арки (рис. 44). Если тр ех 
ш арн ир на я  арк а  находится  в равновесии 
под действием плоской системы сил,  то 
можно составить всего шесть уравнений 
равновесия  (но три уравнения  для  к а ж 
дой части АС  и ВС ар ки  в отдельно
сти).

Так как направление реакции в к а ж 
дом из трех ш арн иро в  А,  В и С неиз
вестно, то при решении задачи о равновесии т рехш арни р
ной арки ка ждую из этих реакций нужно ра зл ож и ть  на две 
составляющие (по координатным осям х  и у). Следователь
но, всего будем иметь шесть неизвестных реакций,  которые 
можно найти из шести уравнений равновесия.  Таким образом,  
задача  о равновесии трехш арни рно й арки является статически 
определимой.

Пример 25. Две  однородные балки АВ =  4 м  и весом Р,  = 6 0  « 
и ВС =  3 м  и весом Рг =  40 н соединены в точке В шарнирн о.  
П ервая  балк а  горизон тал ьна  и концом А заделана  жестко,  
а вторая концом С свободно опирается  на гладк ую на к ло н ну ю  
плоскость с углом н ак лон а  а  =  3 0 \  Определить реакции в точ
ках А  и С, если / _  AB C  =  120° (рис. 45).

Р е ш е н и е .  Д а н н а я  система состоит из двух тел: балок АВ  
и ВС.  Реакция  R c наклон ной  плоскости направ лена  перпенди
ку л я р н о  к этой плоскости,  а реакция  заделки эквивалентна  
силе R a, при ложенной в точке А,  направление которой не
известно, и паре  сил с неизвестным моментом т [см. рис. 16(10)|. 
Обозначая  составляющие силы R A по координатным осям 
через Х А и Y  А, составим три уравнения равновесия  внешних 
сил. приложенны х к данной системе: уравнения проекций
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1) Х л 4 R c cos 60° =  0,
2) Y a + R r cos 30°— P,  — P 2 =  0,

3) P,  — Y,\AB — P j  ^  cos GO3 +  R r В К \ r,i =  0.

где BK  \_Rr . 'Гак как в этих трех уравнениях число неизвест
ных равно четырем (X А, УА, R r , т). то для  решения задачи 
необходимо данную систему расчленить в ш арнире  В и р а с 
смотреть равновесие одной из балок в отдельности.  При этом 
достаточно составить только  одно уравнение  равновесия  для  
этой балки.  В данном случае проще всего составить уравнение

\У

на оси х  и у  м у р а в н е н и е  м ом ен тов  о т н о с и т е л ь н о  то ч ки  В:

моментов относительно точки В  для  балки ВС,  т ак  как неизвест
ная реакция  ш арнира  В в это уравнение  не войдет.  Составляя  
это уравнение ,  получим:

4) -  Р , ^  cos 60° +  R cB K  =  0.

Отрезок ВК  найдем из пр ям оугольног о  тре угольни ка  ВСК,
в котором ВСК =  60°; ВК = ВС  • cos 30°, а потому R c =  Р 2 =

Р  20  v "ч=  — =  — - - ж  11,52 н. Подставив найденное  значение  R r
2 У  з 3

и первые три уравнения ,  находим:

Х А «= R (: y  =  5,76 н,

УА = РХ -Г 100 — 10 — 90 н,

т =  УаА В  - Р ,  ~  =  240 н-м.1 1
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Пример 26. На рис. 46 показана  схема копра,  состоящего 
из двух одинаковых ферм, соединенных между собой ш ар н и
ром В. Веса этих ферм Q, и Q, равны и приложены в точ
ках D и Е.

На левую ферму действует горизон тальная  сила Р давления  
ветра.  Определить реакции в шар нирах  А, В, С при у к а за н 
ных на рисунке  размерах.

Р е ш е н и е .  На пр авл е 
ния реакции в шарнирах  
/1 В, С неизвестны,  а по
тому р азл ож и м  каждую 
из них на г ор из он та ль
ную и вертикальную с о 
ставляющие,  на пр ави в  их, 
как указано на рисунке .
Пусть Х в , У в — реакции 
левой фермы,  п ри ло ж ен 
ные к ферме ВС в точке
В , а Хц,  У в — реакции 
правой фермы, прило же н
ные в той же  точке к фер
ме АВ,  причем Х ц =  — X  1} 
и У в = - У 1{.

Так как в данной з а 
даче н у ж н о  найти шесть 
неизвестных реакций (Х А,
УА, Х с , Ус , Х в , Ув), то нужно составить шесть уравнений 
равновесия.  Д л я  этого снач ала  составим три ур авнен ия  равно
весия для  всей системы в целом (уравнения  равновесия  внеш
них сил Х л , УА, Х с , Ус , Р, Q,,  Q2).

П ри равн ива я  нулю сумму моментов сил относительно к а ж 
дой пз точек А и С и сумму проекций этих сил на ось х, 
получим:

1) Х А “Ь X  г -|- Р =  0,
2) Y rl — Q,( l  — a) — Qlc i - P h =  О,
3) Q , (/ — а) -|- Q./i — Ph — Y А1 =  0.

Д а л ее  составим три уравнения  равновесия для фермы ВС 
(уравнения  равновесия  сил Х с , Ус , Х в , У/{, Q2, приложенных 
к этой ферме).  Приравн ивая  нулю сумму моментов этих сил 
относительно точки С и сумму их проекций на оси х  и //, 
получим:

4) X в -\- Х с =  0,
5) Y c \ -YB- Q 2 =  0,
6) 0 яа - Х оН - У Л  =  0.



Решим теперь полученную систему шести уравнений.  
Из второго п третьего уравнений находим:

v  _ Q ll — Q la +  Q4a— P h _ Q ll —  Ph  п  n h 
у А-  j -  j - Q - i  j ,
v  _ Q J  — Qso-\-Qla-\-Ph _ ()2l +  Ph n  , n h

С  -  I -  ,  -  ч  I- r  /  .

Из пятого уравнен ия  находим:

Y „ = Q , - Y c  =  T =  ~ T  P -
Из шестого ур авн ени я  имеем:

n X ^ Q p  +  ^ P  н

Теперь  из четвертого и первого  уравнений получаем:
V  _  V  _  2aQz +  ltP 
Л с — ' ' в ~  2Н ’

V D V 2 " Qt  +  b P  О 2aQ2- \ - h P - 2 H P
А ~  '  л с ~  2 Н 2Н  ’

ИЛИ
v  2uQ2+ P ( h - 2 1 I )
Л л ~  27/

Задачи т ипа  IV

З а д а ч и ,  о т н о с я щ и е с я  к о п ре д е л е н и ю у с и л и й  в с т е р ж н я х  п лос кой  ф ер мы
( за д а ч и  197— 207)

Фермой называется геометрически неизменяемая  система 
прямолинейных стержней,  соединенных по концам шарнирами.  
В задачах статики рассматриваются толь ко  статически опреде
лимые фермы, т. е. таки е  фермы, для  которых выполняется  
соотношение

т  =  2 п — 3,

где т  — число стержней,
п — число узлов  (шарниров) фермы.

Кроме того, предположим,  что внешние силы прилож ены  
толь ко  в узлах фермы и трение  в шарн ир ах  отсутствует.  Тог
да, если пренебречь весом стержней,  их реакции будут н а п р а в 
лены вдоль этих стержней п каждый стержень будет либо сжат,  
либо растянут.  При решении задач,  как пра вило,  нап равляют  
реакцию каждого  стер ж н я  от соответствующего узла ,  т. е. 
предполагают,  что стержень  растянут .  Будет  ли данный стер
же нь  в действительности растянут  или сжат  оп ределяе тся  по 
з н а к у  найденной из уравнений равновесия  реакции этого с т ер ж 
ня:  если реакция  положительна ,  то стержень  растянут ,  а если 
она отрицательна ,  то стержень  сжат  (см. гл. I, § 4).



Пример 27. Определить  усилия в с тер ж ня х  плоской,  фермы, 
изображенной на рис. 47, пренебрегая  весами стержней,  если 
силы /•', и Ft горизонтальны и ка ж д а я  из них р а в н а  20 кн,  
а сила /•', вертикальна  и равна  15 кн\ А Н  - Н С  — CD — h, 
A B — c i ~ ' ~ h  (рис. 47).

Р е in е и и е. Внешними силами для  данной системы являются 
заданные силы Е.г, F3 и реакции опор R  , и R n в точках  А

и В.  Усилия  в ст ерж нях ,  соединяю
щих узлы фермы,  являются в ну трен 
ними силами для  этой системы. Д л я  
того чтобы определить  внутренние 
силы, необходимо систему расчле
нить.  Поэтому, чтобы определить 
усилия  в стерж нях  / ,  2, 3 , р а з р е 
же м ферму по этим стер жням,  мыс
ленно отбросим нижнюю часть фер-

Л

Р а с .  48

мы и уравновесим оставшуюся верхнюю часть реакциями р а з
резанных стержней 5 , ,  S 2, S 3, которые нап равлены вдоль этих 
стержней.  Предполагая ,  что стержни / ,  2, 3 растянуты,  н а п р а 
вим каждую из сил 5 , ,  S 2, S 3 от соответствующего узла .  Соста
вим три уравнения равновесия  для  верхней части фермы в 
виде (22), т. е. два уравнения моментов относительно точки С 
пересечения стержней 1 и 2 и относительно точки Е  пересече
ния стержней 2 и 3 и одно уравнение  проекций на ось л*, пер
пен дикулярную к пар аллельным  стержням / и 3 (рис. 48).

Тогда в каждое  уравнение  равновесия  войдет только одна 
неизвестная сила:

У ш , - =  — FJi — F 3a — S 3a = - 0 ,

^  т, :  =  S , a  — 0 ,

=  c o s u  =  0.
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Из этих уравнении находим:

cSa =  — 4  f\  — F3 =  — 41,6 кн.

S . =  О 

S Г,
cos  а  ’

где

а потому

cos и =  —
Га* +  /Г* 5 ’

S n =  ^  F t =  33,3 /v«.

Так как S2 >» 0, 5 , < с 0 ,  5 ,  = 0 ,  то стержень 2 растянут,  •? — сжат,  
а /  — не работает.

Д л я  определения усилий в стержнях 7, 5, 5̂  проведем сече
ние I I  I I  по этим стержням и рассмотрим равновесие части

фермы I / D E K ,  нах одящейся  под 
действием сил F v F2, F3 и реак
ций 5 , ,  6’8, S v перерезанных ст ер ж
ней 7, 8 , 9. Н а п р а в л я я  каж дую  
из сил S.,  5 8, от соответствую
щего узла,  составим два ур авне
ния моментов относительно то-

s:

Р и с .  50

чек А  п К  и одно уравнение  проекций на ось х 1 (рис. 49)

2  т л г" ~  — F . 3 h — S ta =  0,
V / » A.r-: S . a ~  F x2li =  0,

2 *  =  / r i F 2 — 6'8 cos а  =  0.
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•s. Ч\ ■ 3/',) ^ - f , =  - 121.6 KH,
vS =  2 — F. =  53,3 кн,7 « 1 

S = ^ ± ^ *  =  66.6 кн.
8 cos а

Так как S ,  >  О, S „ > 0 ,  a S ,  <  О, то стержни 7 и в растянуты, 
а стер же нь  9 сжат.  Аналогично,  проводя разрез I I I  I I I , н ай
дем усилия  в ст ержнях 4, 5, 6.

Д л я  определения  усилия  в оставшихся стержнях 10, II ,  12, 
13 проще воспользоваться способом вырезания узлов.  Вырежем,  
например,  узел В,  к которому приложена  неизвестная вертикаль
ная реакция  ~Йп опоры В, неизвестная реакция 5 |П стер жня 10 
и реакция  5 ,  стержня 9, равная  по модулю и противоположная  
по направлению найденной уже реакции S a. Так  как стержень 9 
сжат ,  то реакция  S 9 направлена к узлу В и по модулю равна 

|S . ! .  т. е. |S . |  =  [S . |  =  F , ! ( F , + 3 F , ) ~  (рис. 50).

Д л я  сходящихся  СИЛ R n, s ; ,  S lP составим два уравнения 
равновесия (два уравнения проекций па оси х и //):

^ Х  =  - 5 1о =  0,

2 v - / ? e - l s ; i = o ,

откуда 5 1О =  0, R r =  I S 91 =  F 3 +  (Ft +  З/7,) ~  =  121,6 кн.  Анало

гично, вырезая узлы D, L и Н, найдем реакции S , , ,  5 , ,  и S ls.

П р и м е ч а н и е .  С и л у  S ,  м о ж н о  б ы л о  бы н а п р а в и т ь  по общ ему ира- 
п и л у  от  у зл а  В,  но тогда  эту  с и л у  н у ж н о  с ч и т а т ь  равной  найденном у

а л г е б р а и ч е с к о м у  зн а ч е н и ю  с и л ы  S„, т е Sg ~  —  +  ( F t  - f  3 F ,)  — j : у р а в 

нение  п р о е к ц и и  на ось  у  при этом б у д е т

о.
о т к у д а

R b  - S ', =  F , +  (F2+ 3 F , )^ .

Описанные классификация и типы задач не включают всех 
видов задач на равновесие  системы тел.  Необходимо иметь 
в виду, что возможны и такие задачи,  в которых два тела,  
входящие в данную систему, соединены между собой двумя 
внутренними связями того или другого  из описанных типов 
связей,  например при помощи нити и шарнира ,  как в задаче

И з этих  у р а в н е н и й  находим:

71



№  147 из «Сборника задач» И. В. Мещерского.  Кроме того, 
возможны задачи на равновесие системы трех тел.  Методы ре
шения всех таких задач остаются такими же,  как и в случае  
одной внутренней связи,  соединяющей два тела системы.

Г л а в а  III 

РАВНОВЕСИЕ ПРИ Н А Л И Ч И И  ТРЕ Н И Я

Трением ско льж ения называется  сопротивление,  возникаю
щее при относительном скольжении двух соприка сающи хся  тел. 
Поэтому сила тренпя ско льж ени я,  прилож енная  к одному из 
трущихся  тел,  направлена противоположно его скорости отно
сительно второго тела.

Опытным путем установлено,  что величина силы трения  
скольжения пропорциональна нормальному давлению одного из 
трущихся  тел на другое,  т. е.

- I N .  (25)

Коэффициент пропорциональности f  (отвлеченное число) на
зывается коэффициентом трения  скольжения.

Как  показывает  опыт, величина этого коэффициента зависит 
от материала трущихся  тел,  от состояния  их поверхностей,  
а т акж е  от их относительной скорости.

Если трущиеся  тела находятся в покое, то в этом случае 
трение называется статическим. Максимальная  величина силы 
статического трения ,  т. е. величина этой силы,  соответствующая 
моменту начала  относительного скольж ени я трущи хся  тел,  опре 
деляется по той же  формуле ,  что и в случае  трения  при отно
сительном движении,  т. е.

( О  Л  (26)

где / ст— статический коэффициент трения.
Этот коэффициент обычно несколько больше коэффициента 

трения  при движении.  Отсюда следует,  что величина силы ста
тического трения  всегда удовлетворяет условию:

(26')

Бл а го да р я  наличию силы трения  между данным телом и о п о р 
ной поверхностью полная реакция  R  этой поверхности есть 
равнодействующая двух сил: нормальной реакции N  и силы 
трепня  F tv (рис. 51).



Угол ср между направлениями нормальной реакции /V и 
полной реакции R, соответствующий микс и миль но му значению 
силы трения, называется углом трения.

Отсюда следует,  что

1 ВФ =  ^  =  ^  =  / , Г  (27)

Метод решения задач статики при наличии трения остается 
таким же,  как и в случае  отсутствия трения ,  т. е. сводится 
к составлению и решению уравнений равновесия ,  но только  
в эти уравнения,  кроме заданных сил,  приложенных к данному 
телу,  и тех реакций,  которые рассматривались  в предыдущей 
главе,  войдут еще и силы трения .  При 
этом следует иметь в виду,  что в таких 
задачах расчет ведется обычно на макси
мальную величину сил трения ,  а потому 
эти силы определяются  по формуле

( Л р ) т а х =  / с Л

Рассматриваемые ниже задачи,  отно
сящиеся  к равновесию тел при наличии 
трени я ,  можно разделить,  как и в пре- Рис. 51
дыдущей главе,  на два основных тина:

I. Задачи,  относящиеся  к равновесию одного твердого тела.
II.  Задачи,  в которых рассматривается равновесие  систе

мы тел.
Задачи,  относящиеся к первому т .у, можно еще подразде

лить  на следующие две группы:
1) задачи,  решаемые при по* i двух уравнений равнове

сия (двух уравнений проекцп"
2) задачи, решаемые при мощи трех уравнений ра вно 

весия.

Задачи типа  /

П е р в а я  г р у и и а

З а д а ч и ,  р е ш а е м ы е  при п о м о щ и  двух  у р а в н е н и й  р а в н о в е с и я  
( з а д а ч и  73, 74)

Пример 28. Дробл ени е  руды при помощи щековой дробилки 
происходит путем раздавливания  ее между подвижной щекой ВС 
и неподвижной щекой АС.

Найти максимальную величину угла  а между щеками,  при 
котором возможно дробление,  для  чего руда не д ол ж на  выдав
ливаться  вверх.  Угол трения  между куском руды и щеками 
дробилки равен q; (рис. 52).

4В 2332 73



Р е ш е н и е .  Нормальные реакции т е к  АС  и ВС обозначим 
Л', п А 2, силы трении — F, и /\,; при этом 

F ^ I N t  и F2^ l Л'2,

где / — коэффициент трения  между куском руды и по верхн о
стями щек АС  и ВС, f  =tg(p, <j— угол трения.

Так как под действием сил /V, и /V, кусок руды будет вы
давливаться  вверх ,  то приложенные к нему силы трения  /•', и

Т\  будут направлены вдоль щек 
АС  и ВС вниз.

Следовательно,  кусок раздраб- 
ливаемой руды находится  в рав н о 
весии под действием сил F x, F2 
/V,, (весом руды иренебрегаем 
ввиду малых размеров  куска  р у 
ды), а потому сумма проекций 
этих сил на любую ось равна 
нулю. Если за оси проекций вы
берем направления  С А и СВ,  то 
будем иметь:

1) — Ft cos a  -i- 
-j■ N г sin а  =  О,

2) — Fz — F x cosu- j-  
+  /V, sin (x =  0,

или
1) /•’, -j- F2 c o s  а  =  N 2 sin a,

Рис. ;Vj 2) F t cos a  -|- Ft =  A', sin a.

Сложив эти уравнении,  получим:

(F , -т Ft) (1 4- co-s a)  — (A', N 2) sin u.
а к как

14

или

отсюда

F , -I -!- Д /2),

(1 т  c o s a ) ( f ,  I / \ , Х / ( 1  +  c o s a ) ( A ,  4- А',), 

(А, ; N 2) sin a  <  (А, -(- А'г) / (1 +  cos u),



а

поэтому

и л и

откуда

или

О 2 аcos и 2 cos — ,

о • 11 (l
-  » » ' ту COS 7,

— —  < f '2 cos- -г

t g :: tg <p,

2 « Г -  

u  ^  2(p.

Следовательно максимальная  величина угла,  при котором 
руда не будет выдавливаться вверх,  равна удвоенному углу 
трения.

Приведенное решение этой задачи можно упростить,  если за 
ось проекции принять  биссектрису угла АСВ.  Тогда достаточно 
составить только  одно уравнение  проекций на эту ось. В самом 
деле,  проектируя  все силы,  приложенные к куску руды,  на 
направление  биссектрисы угла АСВ,  получим:

— F,  cos ~  — F., cos /V, sin - f  М2 sin =  0,

или

откуда

Но

поэтому

откуда

пли

(/•', -i F,) cos =  (Л', -'VJ sin ^  ,

а  Г.  -!- F,
8  2 ~  /V, -I - /V, '

F. +  F ^ K N ,  г N t) =  \U4‘( N t + N t),

а /Ф.

Рассмотрим далее геометрический способ решения этой 
задачи. _

Сначала построим линии действия полных реакций R t и /?а 
щек АС  и ВС,  приложенных к куску руды в точках Е  и D.
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Угол между полной реакцией и ее нормальной составляющей 
не превышает  угла трения ,  поэтому, обозначая  угол между с и 
лами /?, и N l через fi и угол между силами R 2 и /V.. через у, 
будем иметь: <р и у ^ ф .

Так как кусок руды находится  в равновесии под действием 
двух сил R t и R2, то линии действия этих сил л е ж а т  на п р я 
мой ED.  Из треугольн ика  CDE  имеем:

а  =  180° — (90е -  В) -  (90° -  у) -  В +  у.
Но

P + Y
Следовательно,

2Ф

т. е.
2ф,

В т о р а я  г р у и и а
З а д ач и ,  р е ш а е м ы е  при п ом о щи  т р е х  у р а в н е н и й  р а в н о в е с и я  

( за д а ч и  175— 182)

Пример 29. Вращающийся  кулачок  1 сообщает толкателю 2 
поступательное равномерное движен ие  в вертикальных н а п р а в 

ляющих (рис. 53). При своем д в и ж е 
нии толкатель  преодолевает сопрот ив
ление Q. Учитывая  трение  в н ап р ав 
ляю щ их ,  определить  давление  ку лач ка  
на толкатель  при ука зан ном  на ри сун
ке положении механизма.  Размеры /г 
и Ь, толщина 6 толкател я ,  а т акж е  
угол а  между осью то лк ате ля  и ка
сательной к профилю кулачка  в точ
ке его касания с острием толк ате ля  
известны, коэффициент трения  в на
прав ляющ их равен /. Трением между 
кулачком и толкателем пренебречь. 
Какому условию должен удовлетво
рять  угол а,  чтобы не произошло за 
клинивание  механизма?  _

Р е ш е н и е .  Д авлен ие  N кулачка  
на толкатель  направлено перпендику
лярно  к профилю кулачка.  Силу /V 
можно разложить  на две состав ляю
щие: Л" = /V si п а — вдоль оси то лк а 
теля  и N" — N  cos и — перпендикулярно 
к оси толкателя .  Первая из них пере
мещает толкатель  и преодолевает со
противление его движению,  втораяР ис .  53
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изгибает толкатель.  Бл агода ря  этим силам толкатель  перемеща
ется и прижимается  к направляющим в точках В и С, где воз
никают нормальные реакции /V, и Аг и силы трения  Fy =  f N i 
и F, =  f N t . Так как толкатель  движется прямолинейно и 
равномерно,  то все приложенные к нему силы ур авно веши
ваются. Поэтому,  располагая ,  как указано на рисунке,  оси 
координат,  получим:

2 * =  — A cos сх -f  А,  — А г — О,
2  Y  =  N  sin а  - //V, -  fN t — Q = 0 ,

2 т в =  N 2b — / А г6 — Q 0,56 + A sin а  0,56 —A' cos a - h  =  0.

Эти уравнения можно переписать в следующем виде:

А,  — Л/, =  A c o s  сх,

А, И- АЛ =  j- (N sin а  — Q), 

дгв (b — fS) =  0,56Q - f  А (/г cos a  — 0,56 sin a).

Из первых двух уравнений находим:

А 2 =  j .  (/V sin a  — Q) — ^  /V cos a.

Подставляя это вы ражение  А 2 в третье уравнение,  имеем:

(A sin a  — Q) — A cos a  =  0,56Q 4- N (h cos a  — 0,56 sin ox),

или
( 6 - / 6 )  (A sin a — Q) — f{b  — f&) N  c o s a - =

=  /6Q -I- A/  (2/г cos rx — 6 sin a).
Отсюда получаем:

N  = ___________________ bA _________________.
(b - [ 6 )  (sin u — f  cos a)  — /  (2/i cos a  — 6 sin tx)

Д л я  того чтобы не произошло заклинивания  механизма,  
должно соблюдаться условие:

( 6  —  / 6 )  ( s i n  a  —  /  c o s  tx) — /" (2/г c o s  a  — 6  s i n a ) > 0 ,

или
(/; -  /6)  (tg  a  -  /)  >  (2/г -  6 tg  a) • /,

откуда
tg u >  (2/г f  6 — /6) L  .

Задачи типа II
Р а в н ов е си е  с и ст емы  тел при на ли чи и  т ре ния  

( за да чи  186 — 188)

Пример 30. Д в а  груза А и В , веса которых равны Р п Q, 
лежащие на наклонных плоскостях с углами а и р., связаны 
веревкой,  перекинутой через блок О.



Найти отношение  весов при равновесии,  если угол  тр е 
ния грузов о плоскость равен ф (рис. 54).

Р
Р е ш е н и е .  Найдем наибольшую величину отношения ,

при которой еше возможно равновесие,  предполагая,  что д а л ь 
нейшее увеличение  этого отноше
ния вызовет движение  i руза А 
по наклонной плоскости вниз,  а, 
следовательно,  груз В  начнет 
двигаться вверх.  В этом случае 
силы трения F,r|1 и пр ило 
женные к грузам А и В , будут 
направлены вдоль соответствую
щих наклонных плоскостей,  как 
указано на рисунке.  Нормальные 
реакции нак лонных плоскостей,  
приложенные к грузам,  обозна

чим /V, н 1М2. Рассмотрим равновесие  груза  А ,  к которому п р и 
ложены силы Р, jV,, F\'\  а т акж е  сила натяжения Г,  веревки.

Проектируя  эти силы на направление АО и направление,  
пер пендикулярное  к АО,  получим два ур авнен ия  равновесия:

1) /Г|Г|> -(- 7*! — Р sin (х =  0,
2) /V, — Р cos (х =  0.

Аналогично,  рассматривая  равновесие  груза В. к которому 
приложены силы Q, Fl '\  Mt и сила 7’, на тя жения  веревки,  и 
проектируя  эти силы на направление  О В  и направление,  
пер пендикулярное  к ОВ . получим еще два уравнен ия  равн ове
сия:

3) F ? — T t |- Q sin fi = 0 ,
4) N, — Q cos p = 0 .

Считывая ,  что T l =  7\ ,  исключим эти две неизвестные силы, 
с лож ив  первое уравнение  с третьим.

Тогда получим:

1) F[v f  FV' — Р  sin (х }-Q sin |J> =  0, \
2) /V, =  P  cos a, '•
3) N t =  Q cos 
Ho
4) F\1' =  tg  ф /V, =  tg (j P cos u,

а
F ?  =  tg<t>N2 = t g ( r Q c o s f i .

поэтому
F l p -r i1’ ~  tg ф ( P  cos  a  -j- Q  cos (5).



С другом стороны, из первого равнения имеем: 

Г]? | f:V' =  Р  sin и — Q sin (-».
Следовательно,

Р sin a  — Q sin р =  tg ф  (Р c o s  a Q c o s  р). 

Разделив это уравнение  на Q, получим:

Отсюда
Р

( s i n  и  —  t g  ф  c o s  (t) =  s i n  Р 4- t g  ф  c o s  р

Р _  sin Р +  l p  ср cos р __sin ф  cos  Р |- cos ф sin р __ sin ( р 4 ф )
Q sin u — 1 д ф С 0 5 «  sin (t cos ф — cos a  sin ф sin (u -<[ )

Таким образом,  мы нашли наибольшее значение отношения
Р■q- , при котором еще возможно равновесие,  т. е.

/  Р_ \  _  sill (Р - И )

\  Q  / m a x  ~ s ' "  ( « — Ф) '

Найдем теперь наименьшее значение отношения , при ко

тором существует равновесие,  но так,  что дальнейшее уменьшение  
этого отношения вызовет опускание  груза В п поднятие груза  А.

В этом случае нап равления  сил трения Р]р и P'S будут про 
тивоположны направлениям этих сил в предыдущем случае.

р
Поэтому,  чтобы получить наименьшее значение  отношения , 
достаточно в первом и третьем уравнениях равновесия изменить 
знаки при F1Р и /г '.р па обратные,  что равносильно изменению 
знака  при tg ф  в четвертом уравнении.

Следовательно,  будем иметь:

( JL)  sin (Р—т)
V Q ) т т  '  s ‘"  («  +  Ф) '

Таким образом, равновесие данной системы возможно при 
условии:

sin ( р — ф) _Р_ ^  sin (р 4-ф) 
sin (d ф) '  Q " sin (rt — *р)

Пример 31. Д в а  клина А и В, коэффициент трепня  между 
которыми /  =  t g ф, могут двигаться  без трения  в своих на пр ав
ляю щ их .  К клину А приложена сила Р.

Ка кую  силу Q нужно приложить  к клипу В , чтобы клин А 
двигался  равномерно в направлении действия силы Р, если 
углы а  и р известны? Весом клиньев пренебречь (рис. 55).
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Р е ш е н и е .  Обозначим реакцию нап равляющи х,  прило же н
ную к клину А, через R r  а реакцию нап равляющих,  пр и
ложенную к клину В, через R 2. Так как каждый клин может 
двигаться в своих нап равляющих без трения ,  то реакции /?, и
R 2 направлены по нормали к поверхности соответствующего 
клипа.

При равномерном движении клина А в направлении силы 
Р клин В будет скользить по клину А вверх,  а потому сила 
трения F2, приложенная  к клину В, будет направлена  по п р я 
мой CD вниз, т. е. в сторону,  противоположную перемещению

Q

Я,. Л r;
N2 /

p я c<± / s '
/ я \

Ри г .  55

клина  В относительно клина  А.  По закон у равенства действия 
и противодействия сила трения  F, клина  В , п р и ло ж енн ая  
к клину А,  будет равна  по величине и направлена  противопо
ложно силе трения  F2, а нормальная  реакция  М2 клина  А, 
приложенная  к клину В, равна  по величине и направлена  про 
тивоположно нормальной реакции /V, клина  В, приложенной 
к клину А,  т. е.

А\  =  - Й ,  и 7V— / V
Так как клип А движется равномерно,  то силы Р, R t, /V, 

и Ft, приложенные к этому клину,  уравновешиваются.  При этом 
клин В  будет такж е  двигаться  равномерно,  и, следовательно,  
силы Q, F2, R t , N t , приложенные к этому клину,  тоже ура в н о в е 
шиваются.  Поэтому сумма проекций всех сил, приложенных 
к каждому клипу,  на направление движения этого клина равна  
нулю, т. е.

1) Р  — Fx cos а  — N,  sin « =  0,
2) F: cos fi +  N 2 sin p — Q-=0.

Кроме того,
Ft =  I N l и F2 = fN v



где / — коэффициент динамического трения .  Подставив эти з н а 
чения сил трения в первое и второе уравнения ,  будем иметь:

Р — /V, ( /  cos и -f- sin «),
Q — N 2(f co sp  + sin p).

Ho
N l = N V

поэтому
P __/ cos  a - f  sin a  _  t g  Ф cos  a - f - s i l l  о  sin ф cns  a  -f- cos  ф  sin a  _  sin (ф - f  rc)
0  ~  f  cos p  4- sin p ~  t g  ф cos  P - f  sin P —  sin ф  cos p - f  cos  ф sin p —  sin (cp +  P) ’

° ТКуДа Q _  p  si" (Ф+Р)
sin ( ф- |  <t) '

Пример 32. Подъемное приспособление состоит из двух жест
ких прямоугольных рычагов АСВ  и DKE,  скрепленных ш ар 
нирно с поперечиной СК.  Верхние подушки,  соединенные с этими 
рычагами при помощи ш арн иро в  А и D, раздвигаются  клином 
М,  а нижние подушки,  вращающиеся на шарнирах  В и Е, 
зажимают поднимаемый груз весом Р. Определить силу,  растя
гивающую поперечину СК,  и наименьший коэффициент трения /, 
нижних подушек о стенки груза ,  при котором, груз мо
жет  быть удержан,  если заданы коэффициент трения  f  между 
верхними подушками и клином,  углы а и р и длины АС — DK — l v  
СВ =  К Е  =  1г. Весом приспособления пренебречь (рис. 56).



Р е ш е н и е .  Система состоит из трех тел: двух рычагов АС В 
и D K E  и поднимаемого груза.  Обозначим силы давления  рычагов 
на груз в точках В и Е, направленные перпендикулярно 
к стенкам груза,  через А, и А 2, а нормальные реакции гру
за. приложенные к рычагам 
ВС А и E K D , — через А, и А,.
Тогда N } =-- —  Л/, и Л/ , -= — А„.
Силы трения /•', и F2, прило
женные к грузу ,  направлены 
но вертикали вверх,  а к подуш
кам рычагов приложены соот
ветствен но силы трения  F , и 
причем F[ =  — F t ii — J\ .
В точках А и I) к верхним по-

I»

£

Р

Рис Г:7

душкам приложены нормальные реакции ,V, и /V, клипа,  на
правленные перпендикулярно к его боковым поверхностям,  и 
силы трения F , и Ft , направленные перпенди кул ярно к силам 
А ,  п А 4 вверх.  По формулам (25) и (26) имеем:

(«)

II? условий равновесия груза иод действием веса / \  норм аль
ных реакции А’, и А , и сил трепня  F,  и /'„, имеем:

R

Тогда

(с)

Теперь рассмотрим равновесие  рычага АСВ  под действием сил 
.V,, A, ,  F3 и реакции 5 ,  поперечины СК,  направленной вдоль



этой поперечины. Приравн ивая  нулю сумму проекции всех этих 
сил на оси х и ;/ и сумму их моментов относительно точки С, 
имеем:

F3 cos u — Л'3 sin сх г S, — ;Vj =  0,

F3 sin (t -f- N 3 cos <i — F '  —- 0,

- л г с с , -  /• ; с в ,  -i р 3с л  , ь iVsc c ,  -  o,
где CC, 1  CC2 L/ V„ C B X± F [  СЛ,  ± 7 3. (рис. 58) 

Из треугол ьн ика  СЛС , ,  в котором , / С Л Л ,  =  u — р, находим:

СС, =  Л Л , =  ЛС cos (ix — р) — cos (сх — Р),
С Л , — ЛС sin (а — Р) — /, sin (u — Р).

Далее ,  из треугол ьн ика  C B B t имеем:

СВ,  =  СВ  sin р =  /2 sin р,
В В ^ С В с os р =  /, cos р.

Кроме того, из уравнении (а), (/;) и (с):

r ,  =  tK «С -V.. 'V; =  'V, ,

где ф — угол трения  между верхними подушками и клином. 
Уравнения  равновесия  принимают вид:

N 3 (tg ф cos a  — sin а)  \- 5 ,  — щ- =  0,

Р
N ъ (tg (f; sin (X -f COS cx) =  Y  ,

'V,/, [cos ((X — P) +  tg ф sin ( a — p)J =  ~  ( ^  +  s i n P)- 

Так  как
. sin ( ф — «)tg ф cos cx — sin a — r

tgcpsincx |- cos cx =

cos ф
cos  ( ф — a)

CCS ф

t g ф sin ((X —  P) I- CO S («X — P) -  — ) ,

то окончательно имеем:

1) V si" (Ф—g ) .L с ^  .
3 cos ф 1 "  1 2 / ,  ’

2) /V crs (Ф—f£> p .
COS Ф

R3



Из уравнения  (2) находим:
д/ .-= РсП5ф .

3 2 cos (ф —и)
Подставив  найденное значение /V, в уравнения  1 и 3, находим 
из этих уравнений / 4 и S x:

у  *б(ф — ‘0  +  5,  =  ^  ,

откуда

* .-4

/, cos (ф — а  +  Р) _  , t g  ft 
/2 cos  р  cos  (ф —а) /, '

Л +  (Л tg(a-q>) - / 2| tg р ’

=  27- 1/, - / 2 t g P +  (/, tgp -f / г) tg (а — ф)|.

Г л а в а  IV

СИСТЕМА СИЛ,  РА СП О ЛО Ж ЕН Н Ы Х  КАК УГОДНО 
В ПРОСТРАНСТВЕ

§  1. М О М Е Н Т  С И Л Ы  О Т Н О С И Т Е Л Ь Н О  Т О Ч К И  К А К  В Е К Т О Р  
И М О М Е Н Т  С И Л Ы  О Т Н О С И Т Е Л Ь Н О  ОСИ

При изучении системы сил в пространстве момент силы F 
относительно точки О изображается  вектором,  приложенным 
в точке О, перпендикулярным к плоскости л, в которой л е ж а т 
сила F и точка О. и направленным так,  чтобы наблюдатель,  
смотрящий с конца этого вектора  на плоскость л,  видел силу 
F направленной по отношению к точке О против  часовой 
стрелки.

Модуль этого момента равен произведению силы F на 
длину перпендикуляра  d, опущенного  из точки О на линию 
действия этой силы (рис.  59).

Аналогично в виде вектора  изображается  и момент нары, 
а именно: вектор-момент пары перпендикулярен к плоскости этой
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пары и направлен так,  что наблюдатель,  смотрящий на пару  
с конца этого вектора,  видел направление  вращения,  вызывае
мого парой,  против  часовой стрелки.

Абсолютное значение момента нары равно произведению 
модуля одной из сил пары на плечо этой пары (рис. 60). 
Вектор-момент пары равен вектору-моменту одной из сил пары 
относительно точки п р и 
ложе ния второй силы этой 
пар i.i.

Кроме момента силы 
относительно точки,  при 
изучении системы сил в 
пространстве приходится 
рассматривать  т а к ж е  и мо
мент силы относительно 
той или иной оси.

Моментом силы F от
носительно данной оси па
зы в ается ал гебр а п чес кое 
значение  момента проек
ции этой силы на плос 
кость,  пер пен дикулярную 
к этой оси, относительно точки пересечения оси с этой плоскостью.

Следовательно,  чтобы найти момент силы F относительно 
оси г, нужно спроектировать  силу F на плоскость,  перпенди
к у л я р н у ю  к оси г и проведенную через произвольную точку О, 
ле ж ащ ую  на этой оси, и затем полученную проекцию /  умножить  
на длину h перпендикуляра ,  опущенного  из точки О на линию 
действия проекции /• При этом произведение fh  берется со з н а 
ком плюс или минус (рис. 61).

Таким образом,
rnJF)  =  ± m 0 ( f ) ~ ± f h *  (28)

З н ак  момента силы относительно данной оси выбирается сле
дующим образом:  если наблюдатель,  смотрящий с положитель
ного конца  оси, видит проекцию /  направленной по отношению 
к точке О против часовой стрелки,  то момент силы F  относи
тельно этой оси считается положительным.  В противном случае 
этот момент считается отрицательным.  Поэтому на рис. 61 
момент силы F относительно оси г положителен.

Из формулы (28) следует,  что момент силы относительно 
оси г равен нулю, если /  =  0, или h =  0, т. е. когда сила F

* З де с ь  и в д а л ь н е й ш е м  под  то{[ )  понн . маеюя модуль момента  век т о р а  f, 
о т н о с и т е л ь н о  т очки  О.
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п ара ллель на  оси либо когда линия  действия этой силы пере
секает данную ось.

Моменты силы F относительно трех координатных oceii х,  
у  и г  выражаются  следующими формулами:

тх (F) =  yZ —  zY,  

mv CF) =  г Л — х/ . , 

т, (Г) =  а'Г — i/ Х ,

(29)

где А', )', Z — проекции силы Е на координатные оси. a х, и, 
г — координаты точки приложения силы

/Между моментом силы F относительно данной осп и векто
ром моментом той же  силы относительно какой-нибудь  точки, 
лежащей на этой оси, существует следующая зависимость:  п р о 
екция  вектора-момента силы F относительно произвольной точки
О на какую-либо ось, про ходя щую через эту точку,  равна  мо
менту силы /: относительно этой осп т. е.

т, (F) =  ш 0 (F) .-os у.

Пример 33. К вершинам С, В и D куба со стороной а пр ило 
жены равные по м о д у л я  силы Р, S  и

У

I ' l l - ,  г, 2

Q, направленные соот
ветственно по стороне 
B E  и по диагона лям  
D А и DK.  Найти мо
менты каждой из этих 
сил относительно коор
динатных осей а-, у  и 2 
(рас.  62).

Р е ш е н и е .  Первый 
с п о с о б ( геометриче
ский).  При вычислении 
моментов нескольких 
сил относительно коор
динатных осей следует 
сначала  выделить те 
силы, которые пересе
кают одну из коорди
натных oceii или ей 
параллельны,  так как 
в этих с л у ч а я х  мо- 

пулю. Сила Р параллель- 
z, а потому тх {Р) =  0 и

мент силы относительно оси равен 
на осп -V, а сила S пересекает oci 
mz ( S ) =  0. Д а л ее  следует выделить те силы, которые располо
жены в плоскости,  перпендикулярной к одной из координатных
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осей; в этом случае момент силы относительно такой осп по 
абсолютной величине равен моменту силы относительно точки 
пересечения этой осп с перпендикулярной к ней плоскостью, 
в которой расположена  эта сила.

Сила Q лежит  в плоскости K E D A ,, перпендикулярной к оси 
х. причем А , — точка пересечения оси л с этой плоскостью. 
Так как Л , £  J KD,  то плечо силы Q относительно точки /1,

равно /1,0,  <= а. Следовательно,  т (Q) — Ку-  oQ. /1ля на
блюдателя ,  смотрящего с п о л о ж и т е л ь н о г о  конца оси v на 
плоскость A J ) E I \ ,  сила Q стремится вращать куб вокруг  оси к 
против часовой стрелки,  поэтому момент силы Q относительно

—  \г 2
осп х п о л о ж и т е л е н ,  и, с л е д о в а г е л ь п о ,  тх (Q) =  mAi (Q) — ——  aQ.

Аналогично вычисляются моменты силы Р относительно осей 
у  и г, так как сила Р -расположена в плоскости E B C D , перпен
дикулярн ой к осп r/ Г  и в плоскости А В Е К ,  перпендикулярной 
к осп г:

niv (P)=-.m(:J P )  =  P-C B =  Ра, 
s-'"' т, (Р) -= — т л ( Р ) — Р ■ А В =  — Ра.

Теперь переходим к вычислению моментов силы Q относи
тельно осей // и г и моментов силы 5 относительно ocei'i а и //.

Чтобы вычислить момент силы Q относительно осп у,  сле
дует сначала  эту силу спроектировать  на координатную плос
кость гОх. Д л я  этого следует из начала D и конца D,  силы Q 
провести прямые, параллельные осп //. до пересечения с плос
костью гОх в точках /1, и </,. Тогда вектор А ,;/, --- Qx; я в л я 
ется проекцией силы Q па плоскость хОг. I !лечо этой проекции 
относительно точки О равно О А х— а. Д л я  наблюдателя,  с м о тр я 
щего с п о л о ж и т е л ь н о г о  конца осп у  па плоскость zOx, 
сила Qx, стремится вращать куб вокруг осп и по часовой 
стрелке,  поэтому момент силы Q относительно осп у  отрицате
лен, и, следовательно,

m v (Q) =  — Qx .a.
Но

Qx . — Q sin 45 '  =  —~  Q,
а потому

mv (Q) = — -Ц- a Q .

Д л я  вычисления момента силы Q относительно оси 2 спроекти
руем эту силу на плоскость хОу,  для  этого из конца D,  сп. iы



Q проведем прямую,  па ра ллель ную  осп г, до пересечения с 
плоскостью хОу  в точке d. Тогда вектор D d = Q xv является  
проекцией силы Q на плоскость хОу. Плечо силы Qxv относи
тельно точки О равно 0 А Х а. Так как момент силы Q отно
сительно оси z отрицателен,  то

ft'2(Q) -  — '«o(Q.M.) ■= — Qxya.
Но

= Q r os  45 ( J - L l ,
а потому

mt (Q) = ------2 “  (,Q-

Чтобы вычислить моменты силы 5  DH  относительно осей .v и //, 
находим проекции этой силы S vz^  Ch и S xz - A ih ] на ко орд и
натные плоскости yOz и xOz. Так как грани куба являются  
кв ад ратами,  то OB _|_ Ch и 0/< J_ Л ,/г,, а потому

/сч с ОВ I ~2 с"I.V (5) =  s v. —  -  —— aSv2,

/cv с °К V 2 о n,v (S) -= - S . v, - r = - - V  flS„.

Далее

Следовательно,

S „  =  S „  =  S c o s 6 ;  

из пря моугольного  треугольника  DAC  находим 

с Л С  а \  2 л /  2
COS О — -т-г —  — 1—  -  --= 1 /  — .AD а ( з  У 3

тх (S) =  ^  «S,

,Пу (S) -  — - 3^  aS.

Второй способ (аналитический) . Под аналитическим спосо
бом определения  моментов силы относительно координатных 
oceii понимается вычисление этих моментов по ф ормуле  (29). 
При этом нужно предварительно найти (если они не заданы) 
координаты точки при лож ени я силы и ее проекции на оси к о о р 
динат.  П рин им ая  во внимание ,  что сила V па ра ллель на  оси л\ 
сила Q перпендикулярна  к этой оси и составляет  с осями у  и г 
углы 4 5 \  получим:

/'л -- Р> Ру  -  Рг =  0. Qx •■= о, Q,. =  - Q c o s 45 =

К / -  Q . Qz =  Q cos 45° -  -  (2-
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Обозначим угол / _ О А О  через у.  Тогда S, — S co sy .  Чтобы вы
числить проекции силы 5  па осп л- и //, спроектируем эту силу 
на плоскость хОу,  а затем полученную проекцию S xv, н ап р ав 
ленную по прямой DO, спроектируем на оси а- и у. Тогда 
имеем:

S xy s  si 11 Y* S* =-- — S x v cos 45°,

V 2
s y — S xy cos 45°,

или S x =  S V — ------sin yS.

Из прямоугольного треугольника О AD  находим:

0.4
C 0 S Y = J D  = а V  з 3

O D  , /  2
sm Y ~ AD ~ V  3 •

Значения  координат точек при ложения заданных сил,  кото
рые находим непосредственно из чертежа,  и значения  моментов 
этих сил,  вычисляемые по формулам (29), указаны в табл.  6 и 7.

Т а б л и ц а  6

Т о ч к а  п р и л о ж е н и и  с и л ы
К о о р д и н а т ы

X и г

В 0 а а

D а а 0

T а б л и ц а 7

Сила
.Моменты сил относительно координатных осей

m x —t/Z -  г)' т „ = г X  -  xZ т , = x Y  - i / X

Р 0 Ра — Pa
_ У  2  Л V~2 у  2
Q ~ 2  “Q - 1-Y~aQ

s V J  с
aS 0

з  ‘,Л 3 b

Таким образом, момент силы относительно координатной оси 
можно вычислить двумя способами:

1) аналитическим способом, пользуясь  формулами (29), выра
жающими искомый момент силы через проекции этой силы на 
координатные оси и через координаты точки ее приложения;
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2) геометрическим способом.
При геометрическом способе определения момента силы отно

сительно координатной оси следует различать  три случая:
1) сила лежит в координатной плоскости,  перпендикулярной 

к координатной осп, относительно которой вычисляется момент, 
тогда момент силы относительно этой оси равен но модулю ее 
моменту относительно начала координат;

2) через линию действия силы можно провести плоскость,  
перпендикулярную к одной из координатных осей, тогда момент 
силы относительно такой осп равен по модулю моменту силы 
относительно точки пересечения этой плоскости с данной коор
динатной осью;

3) если сила не лежит в плоскости перпендикулярной к д а н 
ной координатной оси, то следует эту силу спроектировать  на 
координатную плоскость,  пер пен дикулярную к данной оси, 
и вычислить момент полученной проекции относительно начала 
координат.

Если задана  система сил F ; ( i =  1, 2 .......... п). расположенных
как угодно в пространстве,  то эти силы можно привести к п р о 
извольно выбранному центру О. В результате  такого  приведе
ния,  как и в случае плоской системы сил, получим одну силу 
R,  приложенную в центре приведения О п равну ю главному 
вектору данной системы сил, и одну пару с вектором-момеитом 
М 0, равным главному моменту этой системы сил относительно 
центра 0 .

Следовательно,  будем иметь:

Аналитически модуль и направление векторов R и М 0 опре 
деляются по их проекциям на координатные осп х, у  и г, 
начало которых находится в центре приведения 0 ,  причем

§  2.  П Р И В Е Д Е Н И Е  П Р О И З В О Л Ь Н О Й  С И С Т Е М Ы  С И Л  
К Д А Н Н О М У  Ц Е Н Т Р У

(задачи 232— 240)

М 0 = У т п (Р:).

(3(1)
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О тсю да  имеем:

М,

cos (Л\

V  i Y ' ' 'H /м г

cos (M0,

/■, У. А,
л* R

1' У - V y ,
R R
Л\ У  7.;
h>

(3 1 )

/п.

^  О х
V "1, i Z / >

" о лТ О

'  1 О у V III y j j j )
М а T i О

" о :
V_ III,A F j )

М  о Л! О

(32)

>

Модуль и направление главного вектора не зависят  от вы
бора центра приведения.  Поэтому главный вектор является 
первым и н в а р и а и т о м данной 
системы сил. Модуль и на п рав ле 
ние главного момента М а изменя
ются с изменением ц е н т р а  при
ведения.

Но ска лярно е  произведение 
R- М п главного вектора и главно
го момента не зависит от выбора 
центра приведения,  т. е. являет
ся в т о р  ы м п п  в а р п а и т : м 
данной системы сил.  При этом 
R ■ М 0 =  R M  0 cos ф, где <р — у го i
между направлениями главного вектора R  и главного момента 
М 0. В ыр аж ая  это скал ярное  произведение через проекции векто
ров R  и М 0, имеем:

R - M n =  R M , R vM nv +  R M nz. (33)

Если второй инвариант дин ной системы сил не равен нулю,  
то эта система приводится к динаме, т. е. к паре и к силе, 
перпендикулярной к плоскости этой пары (рис. 63).

Прямая ,  проходяща я через точку О,, по которой направлены 
векторы R п Л’Ц ,  называется центральной осью данной системы 
сил.  При этом отрезок 0 0 1 перпендикулярен к векторам R
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М 0, а его длина  равна:

0 0 .
М п  sill ф

R

При перемещении центра приведения по центральной оси 
главный момент данной системы пе изменяется,  т. е. остается 
равным Мо,,  причем его модуль  являе тс я  наименьшим по 
сравнению с модулем главного  момента данной системы сил 
относительно всякого другого  центра приведения,  не л еж ащ его  
на центральной осп.

Величина  этого наименьшего момента определяется по ф о р 
муле

, .  . .  Л10  R  cos ф  R - М о  / о  I \M min =  М п cos =  — j',---- 1 . (34)

Аналитически положение  це н трально й оси определяется  ее 
двумя ура внениями,  которые имеют следующий вид:

М()х — ( t iRr — z R v) ^ 0 i / — ( z R x —  x R :) M o z  —  (x Ry  —  y R x )

Rx R, R.
(35)

где .V, у  и z —  текущие координаты точки,  лежащей па це н тра ль 
ной оси.

Может ока заться ,  что ск ал яр н о е  произведение R М0 равно 
нулю, но каждый из сомножителей отличен от нуля.  В этом 
случае главный момент перпендикулярен главному вектору,  
т. е. сила  и пара ,  получающ аяся  в результате  приведения 
данной системы сил к центру О, ле жа т  в одной плоскости.

'ис. 04

В этом случае,  как уже было указано^ в § 1 гл. II ,  система 
приводится  к равнодействующей,  R* =  R,  которая проходит  
через точку  О,, л е ж а щ у ю  на перпендикуляре ,  к векторам R

и М0 на расстоянии 0 0 ,
ЛЬ

(рис. 64). Если Мо = 0  и R=/= О,

то  система сил приводится,  очевидно, к одной равнодействую
щей силе R,  проходящей через центр приведения  О.
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Если же R  =  0, а М0 фО ,  то заданная  система сил приво
дится к одной паре с моментом М(,; в этом случае главный 
момент системы не изменяется с изменением центра приведении, 
т. е. относительно любого центра приведении главный момент 
будет равен М 0 (рис. 65).

Наконец,  если главный вектор R и главный момент М0 
одновременно равны нулю, то данная  система находится в р а в 
новесии.

Эти результаты можно расположить в табл.  8.

'Г а б  л и п Я

R-MQjb 0 R - м 0 =о

А?/-" I
М„3=0 | .И у: О

R ?l0 
Л1„ = 0

R = 0
Мп = о

Си с т е ма  
с и л  п р и в о д и т с я  
к д н н ам е

Си ст е ма  
с и л  п р и в о д и т 
с я  к р а в н о 
д е й с т в у ю щ е й  

=  2 Х ,  не 
п р о х о д я щ е й  
ч е р е з  це н тр  
п р и веде н и я  О

Си с т е м а  с ил  
п р и в о д и т с я  к 
одной  п а р е ,  мо 
мент  к о т о р ой

Ра ве н  2 " ' 0 ( Л )  
н не з ав и с и т  
от  выбора  
ц е н т р а  п р и в е 
д е н и я  О

С и с т е м а  с и л  
п р и в о д и т с я  к 
р а в н о д е й с т 
в у ю щ е й  =

i . п р о 
х о д я щ е й  че рез  
ц е н т р  п р и в е 
д е н и и  О

Сис т ема  
сил  н а х о 
д и т с я  в р а в 
н овесии

Пример 34. Д ан ы  три силы Р х Р 2, Р 3, приложенные в точ
ках Л, (0; 2; 1), /1t (1; — 1; 3), Л ,  (2; 3; 1)*, и их проекции на 
координатные оси (в ньютонах).

Проекции
Силы

Л У г

Р, 3 5 4

Р~: _  2 2 - 6

Pi _ ! - 7 2

Привести эту систему сил к началу  координат.
Р е ш е н и е .  Определим сначала  проекции главного вектора 

и главного  момента на координатные оси:

=  =  3 - 2 - 1  = 0 ,

R v =  Z y ,  =  5 +  2 - 7  =  О,

__________  Я ,  =  2 * , «  4 - 6  +  2 =  0.
* К о о р д и н а т ы  з а д а н ы  и метрах .



Д л я  вычисления моментов сил Р,- относительно ко орд ин ат 
ных осей воспользуемся формулами (29). Тогда имеем:

М 0х — 2  (Ui^t zi'> () — ( 5-1 -f 4 • 2) -(-
+  ( ( _  1)-(— 6) — 3-2] н [ 3 - 2 - 1  ( - 7 ) ]  =  3 -1-0+ 1 3 =  16, 

м ov =  2  ( * Л  -  х & )  =  (1 • 3 -  о • 4) f  [3 ( -  2) -  1 ( -  6)1 -ь
- Ы — 2-2  -h 1 ( -  1)1 =  3 4 - 0  — 5 =  — 2,

М ог =  2  W i ~  ' / Л )  =  ( 0 . 5  — 2-3)  -h 11 -2 — (— 1) ( -_ 2)1 4-
-f 12 ( — 7) — 3 (— 1)1 =  — 6 и- 0 — 1 1 =  — 17

Теперь по найденным проекциям определяем величину г л а в 
ного вектора  и главного  момента:

R  =  / R*x + R* + R° =  О,

М о — ~ \ f М ш  +• |-  Мог  — V 16“ -f 2“ -j- 172 =  23,4 н м.

Д л я  определения нап равления  главного момента находим 
его направл яю щие  косинусы:

cos (Л10 , 0  =  7 ," ; =  ^ 5  =  0 .6 8 3  

c o s ( . U u . 7 ) ^  =  ^ = - 0 , 0 8 5 ,

=  ^  =  .726.

Так как главный вектор данной системы сил равен пулю, то 
эта система сил приводится к одной паре с моментом М п, причем 
этот момент не изменяется с изменением центра  приведения.

Пример 35. По реб
рам призмы действуют, 
как ука зано  на рис. 66, 
силы Р,  =  40, Р„ =  

Р 5=  10- Р j — 15, 
Р., =  5 н.  Кроме того, 
дано  0/1 =  20 К  =  20 см, 
(1 — 30°. Привести эту 

q У систему сил к простен- 
т е м у  виду.

Р е hi е н п е. Выбе
рем систему координат
ных осей, как ука зан о 
на рисунке ,  и найдем 
проекции главного  век- 

Рис. GG тора  на координатные



оси:
R x = - ' £ X i =  О,

R V 2  У',-=  / V o s  а  -  40 cos 30 =  20 I 3,

R , = s 2 . “ p . +  p . - p . Sin а =  15 +  5 - 4 0 ^  =  0.
Отсюда следует,  что главный вектор направлен но осп у

и равен 20 J / 3  н.
Приводя  данную систему сил к началу координат,  найдем 

проекции М Пх, М 0,  на осп д-, //, г главного момента А / 0
относительно точки О:

Мох - 2 ' " х (Р;У
Так как  силы Р г, Р 4, Р.  пересекают ось х,  а силы Р., п а р а л 

лельн а  этой осп, то моменты этих сил относительно оси х  равны 
нулю и, следовательно,

М ПХ =  'ПХ(Р>)-
Сила Р ,  лежит в плоскости zOtj, причем наблюдатель,^смот

рящий с положительного  конца этои оси, видит силу Р ,  н а 
правленной относительно точки О но часовой стрелке,  поэтому

тх (Р,)  =  — Р ,О Е  — Р р К  cos ex =  3,46 н м.
Далее

Моy =  2 " i y t P . ) -  
Силы Р ,, Р, ,  P f пересекают ось //, поэтому их моменты 

относительно этой оси равны пулю.
Следовательно,

М пу =  //?,, (Р,)  f  m„ (Р4).
Силы Р., п Р 4 ле жа т  в плоскости гх, поэтому 

m y ( P s) =  P sOK  =  1 «--и
и

w*v (Р4) =  — / \ 0 Л  =  — 1 н - м.
Итак,

М 0;, -  Р 20 / \  -  Р.,0/1 =  1 0 . 0 1 - 5 -  0,2 =  0.

Так  как  силы Р , ,  Р : , Р 3, Р 5 пересекают ось г, а сила Р 4 
п ар ал л ель н а  этой оси, а потому момент каждой из этих сил 
относительно оси z равен нулю,  следовательно,

Так  как
М пу =  м пж =  0,

то главный момент Л10 направлен но оси л* и

ЛИ у — | /  Л/ул -j- Муу -j- М'щ — 3,46 w • и/.



Таким образом, д ан ная  система сил эквивалентна  силе R,  
приложенной в точке О, и паре с моментом М п.

Остается теперь выяснить,  к какому простейшему виду можно 
привести данную систему сил: к одной равнодействующей силе 
или к динаме. Так как главный вектор R  перпендикулярен 
главному моменту М а, то сила R  и пара (с моментом А10) 
лежат  в одной плоскости гОу, поэтому они приводятся  к одной 
равнодействующей силе R*, равной и пара ллель ной  силе и 
приложенной в точке О,. Найдем эту точку О,.

Д л я  этого нужно на прямой,  проведенной из точки О и 
перпендикулярной к векторам 7<> и М 0, т. е. в данном случае 

оси г, отложить отрезок,  равный11с

м.

При этом отрезок 0 0 , следует отложить  на оси в таком 
направлении,  чтобы, смотря с конца вектора-момента Л10, можно 
было видеть равнодействующую силу R*,  пр ило ж енн ую  в точ
ке О,, направленной по отношению к точке О против часовой стрел

ки. Так как 0 0 .  =  10,*7
I то точка О, совпадает

сда н но й точкой К.
Точка  К  и будет точ

кой при ложения равно- 
действу ющей. И т а к , да н- 
ная система сил при
водится к равнодейст
вующей силе R*,  пр и
ложенной в точке К и 
направленной п а р а л 
лельно оси у, причем

R* =  2 0 / 3  н.

Рис.  67 Пример _3 6 ._ _Д ана  
система сил Fx, F2, F , 

Fa, Fs, приложенных в вершинах пря моугольного  па раллелепи
педа и нап равленных ,  как ука за н о на рис. 67, причем

Л  =  60, Ft =  F3=  10 н,
Ft = 10 V5,  Fi = 20 н,

О А =013 =  20 см, ОС =  10 см.

Привести эту систему сил к простейшему виду.
Р е ш е н и е .  Координатные оси х, у, z направим,  как  ука-
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зано  на чертеже, н введем следующие обозначения:  угол ODK 
обозначим а ,  угол КОВ  — р и угол Л О Е — у.

При вычислении проекции заданных сил на координатные 
оси заметим,  что проекции силы /•', на оси х и // ну ж но  нахо 
дить так  же,  как это было ука зано  в примере Кп. 12, г. е. сн а 
чала силу F\ следует спроектировать  на плоскость хОу  и по лу
ченную проекцию /', спроектировать  затем на оси х  и у.

Значения  проекции всех заданных сил и координаты их 
точек при ложения расположим в виде табл.  9.

Т ;) о  л п и а ')

f-'i A, V, I/,

- / ,  sin p =
— — /•', sin a  sin p

— /,  cos p =
— — F,  sin <t cos °> — C('S ft 10 2 0 2 0

r , 0 0 И 2 0 2 0

0 /'3 0 10 0 0

/•■* sin Y 0 F,  o. s у ll 0 0

f* 0 0 0 0 2 0

Из прямоугольных треугольн иков  ODK, ОСЕ п 0В1\  на
ходим:

ПК 20 2
COS U =  ТТГ- =  ___ ... =  —,

(Ю ^10* +  20* +  20*_

sin а  =  |/*1 — cos* а  —
о ВО  20 2cos р =  —? =  =  _

f  К)2 - f  2 0 2 | /  5

sin (5 =  |/  1 — cos2 р =  ——, 
у  5

Sin v==^  =  7 ^  " 005 Y =  v r ^ s T n 7^  =  у щ -

Теперь вычислим проекции главного  вектора на координат
ные оси:
R x =  — Ft sin u sin р -j- F2 +  F4 sin у =

=  - 6 o - ! ^ . J . +  m  i - i o | / 5  - > = = o ,

R , =  —  / ’, sin u  cos p -I- Fs =  — 60 — -  • -  - f  10 =  — .'30,
V 5

R .  =  — Z7, cos a  / ' 4 cos у f Z7. — — 60 • ~  -f 10 \  5 ~̂ =. -j- 20 0.
К 5

5 Зак . .



Отсюда видим, что главный вектор R направлен по оси у  
влево и по величине равен 30 н.

Переходим к вычислению главного момента М 0 относительно 
центра приведения О.

Сила /:2 па ра ллель на  оси д\ а остальные силы пересекают 
эту ось, поэтому момент каждой силы относительно оси х  равен 
нулю. Следовательно,  М 0х--= 0.

Точно так же  момент каждой из сил Г,, F,. F,, Г. относи-1 3 4 *>
те лы ю  оси у  равен нулю, а потому

М пу =  m v ( f t )  -=■ 2Л 2 — х 27.2 =  20 F2 =  200 н-см.

Моменты сил Fs относительно оси г равны нулю,
так как эти силы пересекают эту ось, следовательно,

М п: -  т г ( / \ )  т : {Ft ) =  — 20F2 ; \0F t =  — 100 н-см.

Так как M av =  0, то главный момент М п лежит  в плоскости 
гОу и по величине равен

Л'10 =  | / Л С + М ? , 7 Т - Ж -  100 1 5 н-см.

Так как главный вектор и главньи"! момент отличны от нуля,  
то необходимо выяснить,  приводится ли дан на я  система сил к 
дииаме или к одной равнодействующей силе. Д л я  этого вы
числим ска лярно е  произведение главного вектора и главного 
момента:

R . М 0 R x M nx ! R vM 0v +  R ;M nz -  ( -  30) 200 -  -  6000 н-см

Так как это произведение не равно нулю, то векторы R и 
М п не перпендикулярны и, следовательно,  данная  система сил 
приводится к дииаме.

Найдем точку,  через которую проходит  центральная  ось 
данной системы сил,  а т акж е  величину главного момента отно
сительно этой точки.

Д л я  эт ою  построим главный вектор R и главный момент М 0 
п о ' и х  проекциям на координатные оси и разложим главный 
момент по правилу параллелограмма на два составляющих мо
мента ЛГ и АГ, из которых ЛГ направлен вдоль главного ве к
тора,  т. е. по осп //, а ЛГ перпендикулярен к нему, т. е. на
правлен по оси г.

Следовательно,

ЛГ --  | M 0v | — 2 /-/ м, М" - | Л/,ь ) 1 н- м  (рис. 68).

П ара ,  имеющая момент ЛГ', лежит  в плоскости хОу,  т. е. 
в одной плоскости с главным вектором R, поэтому одну из



сил R'  этой пары можно выбрать равной по величине силе R 
и направленной прямо противоположно у т о п  силе. Тогда вторая 
сила  этой нары R* будет приложена  в точке О*, лежащей па 
оси .V, причем плечо пары 
будет равно

3,3 см.

2

£ __ 0 R' м'

’ м"
i

------ А

------у

Центральная ось

Рис 6ъ

Система, состоящая из 
силы R и пары ( R ' , R*), 
очевидно, эквивалентна  
одной силе R * . Таким обра
зом, заданная  система сил 
эквивалентна силе R* и 
и а р е с м о м сито м /VI', при
чем ЛГ || R*. Следовательно,  заданная  система сил приводится 
к дииаме,  а точка О* находится на центральной оси.

ЛГ есть наименьншй главный момент данной системы сил, т. е.

/VI1П 1м — 200 н ■ см =  2 н ■ м.

Эту же задачу можно решить другим способом.
После гого как определим проекции на координатные оси 

главного вектора и главного момента, можно составить ур авне
ния центральной оси данной системы сил:

Мох— (yR г —  2 К у) M nv —  (zRx —  x R z) M 0e —  [ xRy— y R x)
Rv ~  Rg 

П одставляя  сюда значения  М 0х, М 0у, М 0г и R x, R v, R z, получим: 

г ( —30) 200 — 100 — | х ( —30)|

откуда

т. е.

— 30

2  — 0 и 30* — 100 =  0,

10 
3 •

Эти равенства показывают,  что центральная  ось проходит 

через точку U* ^ ; 0, 0 j  и па ра ллель на  оси у.  Чтобы найти



модуль наименьшего главного момента, достаточно скалярное  
произведение ■ М 0 разделить на величину главного вектора,  т. е. 

и  ялТ,, w  о
” ....  =  :,и =-

§ 3. РАВНОВЕСИЕ СИСТЕМЫ ( ИЛ В ПРОСТРАНСТВЕ

Д л я  р ав н о ве с и я  системы сил,  п р и л о ж е н н ы х  к твердо му  телу,  
в общем сл у ч ае  необходимо и достаточно,  чтобы г л ав н ы й  в е к 
тор R этой системы сил и ее г л ав н ы й  момент относ ите ль но  
п р о и з в о л ь н о  в ы б р а н н о ю  центра  О были равны н у л ю  т.  е.

" I
. . .  I

Учитывая формулы (30), выражающие проекции главного 
вектора п проекции главного момента на координатные осп, 
заключаем,  что предыдущие два векторных равенства э к в и в а 
лентны следующим шести ска лярны м уравнениям:

А’ „ =  ^ Г - П .

^  =  2  ■*,• =  <>.

м ,п =  у »>л Р,) ". (37)
л ^ .  =  2 ' М Л >  -=о,
• ' /0,  =  — 0.

Эти шесть уравнении выражают условия равновесия системы 
сил в общем случае.  В частных случаях  число уравнений рав 
новесия может оказаться  меньше, так как некоторые пз шести 
уравнений (37) обращаются  в тождества.

В настоящем параграфе рассмотрим задачи на равновесие 
несвободного твердого тела пол действием пространственной 
системы сил,  не сходящихся  в одной точке. По расположению 
линий действия всех сил. приложенных к рассматриваемому 
телу ,  включая  и реакции связей,  такие  задачи можно разделить 
на четыре типа:  I) задачи на равновесие  пространственной с и 
стемы параллельных сил; 2) задачи на равновесие  пространст
венной системы сил,  образующих систему непараллельных ком
планарных * векторов; 3) задачи на равновесие системы неком- 
планарных сил,  кажда я  пз которых па ра ллель на  одной из 
координатных осей; 4) задачи на равновесие системы пеком- 
планарных сил в общем случае.

* К о м п л а н а р н ы м и  п а з ы к а к и е  и не к т о р ы,  п а р а л л е л ь н ы е  н е к о т о р о й  п л о 
с к о с т и .  Е с л и  т а к и е  н ек т о р ы прпложс-иы н о д н ой  ю ч к е ,  т о  п о л у ч и т с я  
с и с т е м а  н екторон ,  р а с п о л о ж е н н ы х  и одной  пл ос к ос т и .

10U



Задачи типа I

Р а в н о в е с и е  п р о с т р а н с т в е н н о й  с и с т е м ы  п а р а л л е л ь н ы х  сил 
( з а д а ч и  2 4 6 —252)

Пели все силы, приложенные к рассматриваемому твердому 
телу,  параллельны между собой, то. на п р а в л я й  одну из коор
динатных осей, например ось Oz, п а р а л л е л ь н о  этим силам, 
имеем три уравнения равновесия:

1) 2 2 / * < ? •
2) 2 / м / , - )  =  о, ,
3) =  )

(38)

Остальные ура вне ния  обращаются в тождества . Таким образом, 
число неизвестных в задачах  этого типа не должно превышать 
трех .  Оси Ох и О//, перпендикулярные к направлениям дачных 
сил,  следует выбирать так,  чтобы моменты сил относительно 
этих осей вычислялись  возможно проще.

Пример 37. Однородная прямоугольная  плита весом (7 — ЗПО н 
подвешена горизонтально на трех вертикальных тросах .  К плите 
подвешены грузы весом Р — 200 н и Q — 100 н. Определить 
реакции тросов.  Размеры в сантиметрах указан ы на рпс. 69.

Р е ш е н и е .  Изобразим в виде векторов  заданные силы Р, 
Q и 0‘, учитывая что центр тяжести С прямоугольника нахо 

101



дится в точке пересечения его диагоналей,  а также  реакции 
связей 7 \ ,  Т 2 п Т 3. нап равляя  последние вдоль тросов  и учи
тывая ,  что тросы могут работать только  па растяжение.

Располагаем,  как указано на рис. 69, координатные осп и 
составляем уравнения равновесия  сил (заданных п реакций 
связей),  действующих па плиту.  Гак как силы Р, Q , G, 7',, Т 2 
и 7 \  параллельны оси Ог, то следует составить три уравнения 
равновесия в форме (38). Проекции сил 7 \ ,  Т2, Г 3 на ось z 
положительны,  а проекции сил Р, Q и G отрицательны.  Кроме 
того,  силы Г ,  и Т 2 пересекают ось v, а сила Q пересекает ось //. 
поэтому моменты сил 7', и Т 2 относительно оси л- н момент 
силы Q относительно оси у  равны нулю.

Поэтому уравнения равновесия (38) принимают вид:

1) Т у -\-_Т2 | - T 3- ~ P — Q — G =  О,
2) тх (Р) +  m x (G) -j- mx (Q) f  т х (7'3) -  О,
3) m v (Р) 4- m v (G) 4 m v (Т г) (- ш„ (Г 3) О.

Сила Р лежит  в плоскости,  перпендикулярной к оси л\ а потому 
(см. пример 33)

m x (Р) =  — m A (Р) =  — Р- АО.

Аналогично силы G и так же  как и сила Q, ле жа т  в пло
скости, перпендикулярной к осп а\ а потому

mx (G) =  — m , (G) =  — G ■ LC , 

шх (Q) -  — ш0 (Q) -  - Q -ОЕ .

,nx (T , )  =  m L (J \ )  =  r i - LB.

Таким же образом вычисляем моменты сил Р, G, Т„ и 7'3 отно
сительно оси у.

Д л я  вычисления моментов силы относительно координатных 
oceii можно также воспользоваться  аналитическими ф о рм ула 
ми (29). В этом случае имеем:

гпх (G) =  ycG, — z(Gv -  ,/( G,,
так как 0  = .0.
Н о  у с =  0 ,5  м, Gz = — G, 
следовательно,

tnx (G) =  — 0 ,56 ,  niv (G) =  z ,Gx — x ( G, =  — xcGt , 

xc — 0,2 ai, G , —- — G,
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m v (C) -  -  0,2(7.

Аналогично можно вычислить моменты всех остальных сил от
носительно oceii х и (/.

Таким образом, уравнения равновесия перепишутся гак:

Т х -1- 7\  + Т 3 — P — Q — G =  Г , +- Г ,  н- 7', - 6 0 0  =  и,
20 • 200 -  50 • 300 -  60 100 + 7 \ 100 -  0.

— /  ,- Ь) г  И АО i (7-20 — 7' , -20 —U,
или

1) 7', -f Т г +  7’, =  600.
2) 1007' =  25 000,
3) 40Г,  +  2 0 7 ' , =  14 000.

Из второго уравнения находим
Г ,  =  250 н.

Подставив это значение в первое и третье уравнения получим:
Т х +  Т 2 =  350 и,

407*2 | 5000 =  14 000,
откуда

7*2 =  225 « и 7*, =  125 я.

а потому

Задачи шипа / I

Ра в н ов е с ие  сил ,  о б р а з у ю щ и х  си ст е му  н е п а р а л л е л ь н ы х  
к о м п л а н а р н ы х  векторов

В рассматриваемом случае  одну из трех координатных осей 
(например,  ось х) располагают перпендикулярно к данным силам.  
Сумма проекций этих сил па выбранную таким образом ось 
тождественно равна нулю ( 2 ^ /  =  0), поэтому из шести ур ав 
нении равновесия пространственной системы сил остается только 
пять:

2 У , = о. 
2 Z , = 0 .
2  (FJ) =  0.

2 > v(f ,) =  о

Следовательно,  число неизвестных в задаче на равновесие одного 
тела не до лж но  превышать пяти.  Обычно в задачах данного 
тина приходится рассматривать равновесие тела, имеющего

(39)

ю з



неподвижную ось вращения.  Тик,  например,  тело может быть 
за креплено на валу,  который опирается  на два  цилиндрических 
подшипника  (рис.  70), причем на тело  действуют силы, пе р
пе ндикулярные к осп вращения.  Обычно подшипники к о н с тр у к 
тивно оформляются  так,  что препятствуют осевым перемещениям 
вала (рис. 70, а)\ применяются  т а к ж е  упорные подшипники 
(рис. 70, 6). Однако,  если на тело действуют силы,  перп енди
кул ярны е к оси вала,  то вдоль этой оси никаки х реакц ий  не 
возникает  и реакции подшипников  нап равлены тоже пер п ен ди 
кул ярн о  к осп вала , т. е. опоры,  пок азанные на рис. 70, а 
и 70, 6, в рассматриваемом частном случае эквивалентны о п о 
рам, изображенным на рис. 70, в, где никаких устройств,  ф ик 
сир ующих вал в осевом напр авлени и,  нет.

а) г д) г в) / г

L \ Z, \
1 ‘  1

*  V ]
7 . Л  у ' Я ' I V — 7 Л  Г  ' Л =

Ъ \"-vi
у У g y y У

'  ч Ь
I

Е спи действующие на те по сипы перпендикулярны  
ьа ри сунках  а Уб и в  эквивалент ны

X ОСП вала, то опоры

1'мс.  70

Ось вала  следует принять  за одну нч координатных осей 
(например,  ось л'), тогда две другие  оси (// и г) располагаются  
перпендикулярно к оси вала  и реакция  каждого подшипника  
разлагается на два компонента вдоль этих двух  осей (см. 
рис. 70). В некоторых случа ях  координатные осп можно выбрать 
так,  чтобы каждая  сила,  действующая на тело,  быта п а р а л 
лельна  одной из координатных осей | см.  задачи № 2 5 4 — 256, 2 6 1 1.

Пример 38. Груз  Q опускается  равномерно при помощи 
каната , навернутого на барабан радиуса гп . На  общем валу 
с барабаном заклинено  колесо Е  и тормозной шкив С радиуса гг . 
К колесу Е приложена пара сил,  торм озящая  вращение  вала,  
момент которой равен т *  (силы, образующие эту пару ,  на 
рисунке  не показаны,  а на пр авлени е  ее ук аза н о круговой ст р ел 
кой). Ввиду того, что этот момент не обеспечивает равномерного  
спуска  груза ,  осуществляется  еще притормаживание  системы 
при помощи колодочного тормоза , причем колодка  тормоза пр и

* В т а к и х  с л у ч а я х  о б ы ч н о  г о в о р я т  ко ро че :  «к к о л е с у  I■ п р и л о ж е н  
т о р м о з я щ и й  м оме нт  ///».
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жимается  к тормозному шк ив у  силон Р.  Определить эту силу,  
а т акж е  реакции подшипников,  если коэффициент трепня  между 
колодкой п тормозным шкивом равен /'. Размеры указаны па 
рисунке  (рис. 71).

Р е ш е н и е .  Рассмотрим равновесие вала с закрепленными 
на нем телами.  На  вал,  кроме реакций подшипников,  дейст
вуют: вертикальная  сила Q натяжения каната,  равная  весу 
груза  Q; верт ик альн ая  сила Р давлен ия  колодки на тормозной 
шкив;  сила трения  F,  напр авленн ая  по касательной к тормоз
ному шкиву (т. е. в данном случае  горизонтально) ,  и, наконец, 
тормозящий момент т,  который можно изобразить в виде век
тора,  направленного  по 
оси вала.  Рассмотренные 
силы образуют систему 
вертикальных п гор изо н
тальных векторов,  перпен
дикулярных  к оси вала 
(силы, образующие зад ан 
ную пару,  можно н ап ра 
вить п а р а л л е л ь н о  оси у , 
или оси 2 , так  как  пару 
можно расположить  как 
угодно в ее плоскости).
Поэтому,  при нимая  точку 
А за  начало  координат,  
ось .V направим по оси 
вала ,  а две други е  осп 
располагаем,  как указано 
на рисунке  (гориз он та ль
но н вертикально) .  Учи 
тывая ,  что реакции под
шипников  и а п р а в л е н  ы 
пе рпен дикул ярно к оси 
вала , разлагаем каждую 
из них на два компонента вдоль осей у  и г. Таким образом, 
получаем систему сил,  расположенных пар ал лель но  плоско
сти 1/2 , причем ка ж да я  пз них па ра ллель на  одной из коорди
натных осей. Поэтому в данной задаче  можно составить пять 
уравнений равновесия по формулам (ЗУ). При этом вычисления 
проекции сил на координатные оси не вызывает трудностей.  
Остановимся на определении моментов сил относительно этих 
осей. Силы Z ,, Y А, Z n . У,{ и Р пересекают ось х,  поэтому их 
моменты относительно этой оси равны нулю. Точно та к  же  силы 
Y А и 1 Л пересекают каждую из осей и и г, а потому их моменты 
относительно этих осей равны нулю.  Силы Р, Q, Z h иарал-



л е л ы ш  оси г, а силы F и У п параллельны оси у, поэтому 

т г (Р) =  т. (Q) =  ш.  (Zw) =  0, ///„ (/7) =  ту ()',.) -  0. 

Следовательно,  ура внения  равновесия  (39) принимают вид:

1) Y A + Y n - F  =  0 * t
2) Z a + Z h - P - Q  =  0.
3 ) w x (F )  -! ш л. (Q ) -Ь т =  0 ,

4) /иу (Р)  f  mv (Q) ! m v (Z*) =  0.
5) m,(F)  | m i ( Y li) =  0.

При составлении этих уравнении учтено, что сумма моментов 
сил, образующих пару, относительно какой-либо оси равна про
екции вектора-момента пары на эту къ.  Поэтому тормозящий 
момент т  вошел лишь в уравнение  (3), так чак вектор т про 
ектируется  на ось х  в свою нат уральную величину,  а на о с тал ь
ные две осп его проекции равны нулю.

Найдем теперь моменты сил F и Q относительно осп х\ эти 
силы расположены в плоскостях ,  перпен дик улярных  к оси д\ 
поэтому

т х (/ ' ) -  т,- (Г) -  Frc
и

m x (Q) =  — m n {Q) =  — Qrn.

Д а л ее  вычислим моменты сил Р, Q и Z n относительно оси //; 
силы Р и Z n расположены в плоскости гА х ,  перпендикулярной 
к оси у, поэтому

т у (Р) =  т А {Р) = Ра;
(Zn) =  — тА (ZH) =  — Z„ (a -J- b +  с).

Чтобы вычислить момент силы Q относительно оси у, доста
точно эту силу спроектировать  на плоскость z A x , тогда

> Пу  (Q) = т А  ( Q . V - )  =  Qxz ( а  +  С )  =  Q (а +  с),

так как QX, =  Q (проекция  силы Q на плоскость г Ах  показана 
пунктиром).

Теперь находим моменты сил F и Y B относительно оси г: 

т г (F) =  -  тА (Fxy) =  -  F xva =  — Fa,

* С и л ы ,  с о с т а в л я ю щ и е  п а р у ,  п р и л о ж е н н у ю  к в о р о т у ,  и п е р в о е  и вто
рое  у р а в н е н и и  не в х о д я т ,  та к  к а к  с у м м а  п р о е к ц и и  с и л  п а р ы  на  л ю б у ю  
ось  р а в н а  н ул ю.



так как F xv — F (проекция  силы F на плоскость хц показана  
пунктиром),

1Пг (У ft) -- tilt\ О /;) =  У /; {и Г Ь у с).

Таким образом,  получим следующие пять уравнении р авн о ве 
сия рассматриваемой системы сил:

1) Y ,  +  Y B- F  =  0,
2) Z..H- Z r - P - Q =  О,
3) Frc — QrD -\- т О

4) Ра 4 Q {a J- г) — / п {а -! Ь 4- г) -  О,

5) — Га •!- У„ {а -\ Ь < с) 0.

К составленным выше пяти уравнениям равновесия присоеди
няется еще одно уравнение,  выражающее закон Кулона:

G) F =  fP.

Из третьего  ур авнен ия  находим:

F ^  Г  (Qrn — m).

Тогда из шестого уравнения имеем:

P =  j -  =  f~c (Qrn — /n)-

Из четвертого уравнения:

z n =  T \ра  н- Q («  ̂ ■= Г
где

/ =  а b 4- с.
Из пятого уравнения:

V'B =  f c ( Q r n - m ) -

После этого из первого и второго уравнений нетрудно найти 
У А и ZB\

Ул"=1: - У п  =  1̂ ( ( } г 1, - т ) .

Z A= P  + Q - Z „  = (QrD^ m ) ' ^  f  q \ .

В ряде случаев  координатные оси невозможно выбрать так,  
чтобы каж да я  из действующих на тело сил была параллельна 
одной из осей (см. задачи №  251, 257, 260, 262—264, 266, 276, 
279— 281). Тогда координатные оси следует выбрать так,  чтобы 
наибольшее число сил удовлетворяло этому условию.
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Пример 39. Ворот, при помощи которого поднимается груз  О, 
удерживается в равновесии вертикальными силами Р и Q, m  
которых сила Q известна по модулю. Вес ворога равен <JV 
радиус колеса  равен г, остальные размеры указаны на рисунке.  
Определить  модуль силы Р и реакции подшипников /1 и В, 
если угол сх известен (рис. 72).

Р е ш е н и е .  Рассматриваем равновесие ворота.  За начало 
координат  принимаем точку А,  ось и направим по оси ворота, 
а ось г — по вертикали вверх,  т. е. пар аллельно силам Р, Q и G,;

ось .V направим,  как указано па рис. 72. Канат мысленно р а з 
режем и заменим его действие на ворот сплои /; , равной по 
модулю весу груза,  т. е. F -■■(!. К аж дую пз реакций в точках 
А и В разлагаем на две составляющие, пар аллельные осям 
д' н г, т. е.

Вычислим моменты действующих на ворот сил относительно 
координатных oceii.

Рис 7L’



111 х  ( Л  л )  = t n x ( Z A) =  0 ;

Л*»А ( Р )  // / . , =  Р у . С  -  Рс .

(Проекция  силы Р  на плоскость уг,  перп ендикулярную к осп х,
показана  пунктиром: очевидно,  Р уг — Р.)

,пх (Г) -  т л (Fv .) =  f  уг« -  F cos а  • а.

(Проекция  силы F па плоскость /у? показана  на рисунке  пун к
тиром; сила /; образует  с плоскостью yz  угол, равный углу и, 
<1 потому Fv:- F di'-a.)

тх (G,) — — .•/»_, (6',) =  — Gxa\ пix (У.,,) ~ " 1 Л (Z /f) — Z H(ci |- b)\

inЛ (<?) w •, I Q v:) Qy; +  I> I rf) Q (« 1“ b !- <0-

Отпоспте r,»no осп //:

m |t (A ,) =  /» ,  ( Z ,) - ///,, (X„) ///,. (Z/;) =  /»„ (G,) =  0; 

ш.. (P) -  ш. (/>) -  Pk; in у (F) -  — ////: (F) =  — Fr\ 

niyiQ) =  ">n(Q)
Относительно осп z\

; ( / » ) - / / / .  (.\ ;) in. (Z t) -  ш. (Z„) — ///. (G,) — /u. (Q) =  0;

ш , (F) ///,-, (F x,.) -  Fsva F cos (90° — a) a => F  sin a • a;

(Л л) =  -  тЛ (* в )  ^ ~ X n (й +  /;)-

Учитывая,  что F - - G ,  составим пять уравнении равновесия  р ас 
сматриваемо]"! системы сил:

1) л л -  G c o s ( 9 0 J — u) 1- X /, — 0,
2) / .!  г  Z /{ -  Р — G , -г Q } G cos и  =  О,
3) Р ■ с |- G cos и • a — G,« *г ^ (a +  “i Q (a  *i" b t  d) — 0,
4) Pk -  Gr г Q/ 0,
5) G s i n a - a  — Х и (а i- b) — 0.

Из пятого уравнения имеем:
« f </ s~* •
A „ — — т G sin u.

О т н о с и т е л ь н о  осп v:

Из четвертого уравнения находим:
_l 
к1‘ — Т  (Gr — QI).

Из третьего уравнения:

Gta — ~г (Gr — Ql) — Ga cos u  — Q (a -}- b -j- d)
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Подставив найденные значения  X в и У,в в первые два у р а в 
нения равновесия ,  находим из этих уравнении Х л и Z A:

X =  G sin и — X ,, =  G sin а ( 1 ------] =  —— G sin а;•’ " V a-\- b)  «I-J-Ь

7. , — Р i 6', — Q — G cos и — Z в — G

X cos (X HQ [ _ i ____. i f i
(7 Л V

>  (
k I
с

a  •[- b

и  j b  J  a  - j-  b 

b

A

G1 a-[b'

. Задача типа I I I

Р а в н о в е с и е  с и ст е мы  н е к о м п л а н а р н ы х  сил ,  к а ж д а я  из  к о т о р ы х  п а р а л л е л ь н а  
о д но й  и з  к о о р д и н а т н ы х  осей

В задачах этого типа рассматриваются только  те случаи,  
когда три координатные оси можно выбрать так,  чтобы кажда я  
из сил,  приложенных к телу,  была параллельна  одной из этих 
осей. Д л я  системы некомпланарных и не сходящихся в одной 
точке сил имеем шесть уравнений равновесия  (37). Следова
тельно,  число неизвестных в задаче па равновесие одного тела 
может быть равно шести.

В задачах этого типа, где рассматривается равновесие  тела 
с неподвижной осью вращения (практически наиболее часто 
встречающийся случай),  уже нельзя считать,  что цапфа пли вал 
и подшипник при различных конструктивных его оформлениях 
образуют цилиндрическую пару (такое соединение,  при котором 
возможны и повороты вала в подшипнике,  и осевые перемеще
ния),  как это показано на рис. 70.

Если на тело действуют силы, не перпендикулярные к оси 
вала , то в подшипнике,  фиксирующем вал в осевом нап рав ле 
нии, возникает реакция ,  состоящая из трех компонентов,  два 
из которых направлены перпендикулярно к оси вала и одни —

Р и с .  7J
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вдоль оси вала ,  как это показано для  упорного подшипника  на 
рис. 73, а и для  по д п я тн и к а— на рис. 7 3 , 6 .  Поэтому, для  обес
печения равновесия  тела,  имеющего ось вращения,  должны при
меняться специальные устройства для  устранения  возможности 
осевого перемещения тела (упорные подшипники,  подпятники,  
стопорные кольца и т. д.).

В ряде случаев  возможность поступательного перемещения 
тела вдоль трех ocei'i исключается соответствующим расположе
нием цилиндрических подшипников,  не имеющих фиксирующих 
устройств в осевом направлении (рис. 73, «). В зависимости от 
характера  связей,  наложенных па несвободное тело, задачи 
третьего типа можно подразделить на две группы.

П е р в а я  г р у п п а

З а д а ч и  о р а в н о в е с и и  т е л а ,  и м е ю щ е г о  н еп о д в и ж н у ю  ось в р а щ е н и я  
( з а д а ч и  277, 278)

Пример 40. Массивная однородная  плита,  имеющая форму 
прямоугольного параллелепипеда ,  весом G . может вращаться 
вокруг  вертикальной оси 
АВ.  К плите в точке D 
прикреплен канат,  пере 
брошенный через непо
движный блок и несущий 
на свободном конце груз 
весом Q, а в точке Е при
ложен а  сила Р,  направ
ленная вдоль ребра Ь.
Система удерживается  в 
равновесии при помощи 
пары с моментом //г, при
ложенной к диску,  зак реп
ленному на валу АВ.
Определить  величину мо
мента ш, а также  реакции 
подпятника А и подшип- х 
ника В. Размеры указаны -  
на рис. 74.

Р е ш е н и е. Рассматри
ваем равновесие плиты. Х у  
Изобразим в виде векто
ров действующие на пли- Рис. 74 

ту силы Р, G и Q (послед
няя  направлена  вдоль каната).  Так как все эти силы взаимно 
ортогональны,  располагаем осп координат  .v, и и г так,  чтобы 
ка ж да я  сила была параллельна одной из осей. Момент нары

И
I
,
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изобразим в виде вектора;  этот вектор направлен но оси z вниз 
(глядя из конца этого вектора на плоскость действия нары, мы 
должны видеть пару направленной против часовой стрелки).  
Реакцию подпятника разложим на составляющие Л’ ,. ) ’А п 7 А, 
направленные по осям л\ у  и z. Учитывая,  что реакция  под
шипника В направлена перпендикулярно к осп А В, разлагаем 
ее па две составляющие Х й и У п, направленные вдоль осей 
х  и у. Следовательно,  в случае равновесия тела, закрепленного 
при помощи подпятника и подшипника ,  имеем пять неизвестных 
опорных реакций Х л , Y л , 7 А, Х п, Y и. Но число уравнений р а в 
новесия. в которые входят эти неизвестные реакции,  т акж е  равно 
пяти,  так как в уравнение моментов относительно оси вращения 
(оси z) эти реакции не войдут (силы Х л , Y A, Х п, К„.  7 Л пере
секают ось г и моменты их относительно этой осп равны нулю). 
Искомый момент пары найдем из уравнения моментов относи
тельно оси г. I b  рис. 74 легко определяются проекции сил 
Р .  С и Q, приложенных в точках Е, С и /),  на выбранные коор
динатные оси, а т акж е  координаты указанных точек:

Х ,  =  0. Y r = P ,  / г =  о, ) 

х,г=  — «,  у,.:— I), z r =  <1 \ г; |

X  г =  О, Y c =  0, 7 r =  — G, ,
а ь  , с

х ( . у  . У с “ -2 . *г =  <Н у :  |

* / > = = - < ? .  V „  =  0, ZD = 0, | 
un - - b ,  zD=- (I. |

Отсюда

n t x  ( / J ) =  У EZ F.—  * и У  и  =  —  (f_H С) Р ;

m v (P) =  0;

т,  (Р)  =  х еу — у . Х /:- =  — а Р .

($) ' y J - L ч ' с  =  — у  -  vcZc =  — - | ( 7 .  

ш.  ((7) =■ О,

/их (Q) -= 0;

(Q) -  zDX n — x f/ n  =  — (IQ

1>! it У!,ХD —J>Q;

тл ( R =г — A j j . .  niv ( R H) ------ ч, !/?й) =  0;

'«A U ' j  -  Шк №л)  =  "*г ( K j  -■=



Таким образом, приходим к следующим уравнениям равновесия 
рассматриваемом системы п п :

1) я л +  х й - - д  =  о,
2) 1'Л Т Я i- я  — о.
3) Z a - G  =  0.

4) — ИУп — (с I О 0

5) 1;ХИ- ~ П  dQ -= 0,

6) — аР  -|- — 'н =  0-

Из пятого уравнения имеем: Л'„ =  ~  ^ -I-
Пз шестого уравнения находим: т =  b Q — aP.
Из четвертого уравнения:  — — ~ ■ | (с > d) Р i '] 6’1 .

Теперь нетрудно пз первого второго м третьего уравнении пайтм 
остальные три неизвестные величины:

X , -  +  z » =  °-

В т о р а я  г р у п п а  
З а д а ч и  о р а в н о в е с и и  т е л а ,  и м е ю щ е г о  гри цил и н д р и ч ески е  опоры

Задачи этой группы тоже имеют большое практическое зна 
чение, так как в технике часто применяется крепление узлов 
машины на три точки.

Пример 41. Тело, имеющее форму прямоугольного  па р ал л е 
лепипеда.  опирается  на три цилиндрические  опоры А, И и С. 
К телу приложены силы Р, Q и а  и, кроме того, в плоскостях 
трех I ранен действуют три пары с моментами ш,,  т„ и т х 
(направления  вращения этих пар указаны круговыми стрелками) .  
Расстояние  ОС-~с,  остальные размеры указаны на рисунке.  
Определить опорные реакции в точках .4, В и С (рис. 75).

Р е ш е н и е .  Выберем, как ука зан о па рне. 75, систему 
координат О хуг.  Моменты пар,  действующих на тело., изобразим 
в виде векторов ш, ,  шг и ш 3, приложенных в точке О. Реакции 
каждого шарнира  разлагаем па две составляющие, перпендику
лярные  к его осп п направленные пар аллельно двум другим осям:

R a ~  У л ' У Л' R h = *  п + У/i'
R С —  Х  с  2 с -

Таким образом,  в данной задаче имеем шесть неизвестных сил:

^ Л> У Л'  ̂ Н' У И'  А С ■ /-<■
Так как число уравнений равновесия такж е  равно шести, 

то задача является  статически определенно!"!. Все силы, пр и
ложенные к телу,  параллельны одной пз координатных осей

113



и определение проекции этих сил па оси координат не вызы
вает трудностей.  При вычислении моментов этих же  сил отно
сительно координатных осей необходимо учесть, что силы Z A, 
У A, Z B, Y B пересекают ось лг, а силы Z , , Х с , Р  пере ,ска  от ось у.

а потому момент каждой из этих сил относительно соответст
вующей осп равен нулю, т. е.

,пх ( R a) — ,пх ( R n ) z- rny ( R c) =  m y ( P )  =  °-

Кроме того,  сила P  параллель на  оси .г, сила Q —оси/ / ,  а сила 
G па ра ллель на  оси г и тх (Р)  =  т у (Q) =  т г (G) =  0. Моменты 
остальных сил относительно осей х, у и г определяются одним 
из указанных выше способов (см. пример 33):

т х (Q) -  m D (Q) -  Qh, тг (Q) =  ,п0 (QXy) =  Qax

(проекция  Qxy силы Q на плоскость ху  на рисунке  не показана ,  
очевидно, Qsy =  Q)\

т х (G) == — m E (G) =  —Gc,; my (G) ^  — m A- (G) =  — G b j  

my_iR,\) =  — Z a a : <nz (R a) =  y Aa ’ my (Rn)  =  Z Bb\ 
mz (.R B) =  — Y Bb\ m x ( R r ) =  Z cc\ m: ( R c) -  — X c c.

Составляем шесть уравнений равновесия  системы сил:
1) Х с — Р 0,
2) Y a \ У lt I Q -  О.
3) Z А -\ Z B j Zc G — 0,



4) Qh — Gcl -\-Zcc -f- ///, =  0,
5) — Gbx — ZAa +  Z Rb m 2 =  0,
6) Pcx-1 Qa, f  Y Aa — Y Bb — X cc ■ / / ? ,=  0.

Из первого п ч етве рт ою  уравнении имеем:

Х С =  Я, j ( G r . - Q / i  - / « , )

Теперь второе и шестое уравнения  можно переписать так:

 ̂ л г   ̂ в — Q'
YАа — У'д6 -  Р (с — г , ) -  0(/, — /н#.

Решая совместно эти уравнения ,  находим:

у л =  ^ ь  I Я ( с — с,) -  Q ( a ,  +  6 ) - m J ;

=  “ ^ | Р (С- Г.) г  Q ( а — а,)  — ш,| .

Аналогично решаем совместно третье и пятое уравнения и опре
деляем и Z,{:

ZA =  ^ T b \ 7  К; (с — ci) +  <2 /г +  m i I - 07?. т 2}

IG(c — cJ  +  Qh-t -mt \ + G b x —  .

Таким образом, все шесть неизвестных компонентов  опорных 
реакций определены.

Задачи типа IV
Р а в н о в е с и е  с и с т е м ы  н е к о м п л а н а р н ы х  си л  в о б щ е м  случае

В задачах  этого типа,  так же как и в задачах  типа III, 
имеем шесть уравнений равновесия.  Кроме связей,  рассмотрен
ных в задачах предыдущего  типа,  здесь находят  применение 
сферические подшипники (рис.73, г) и опоры в виде стержней,  
имеющих па концах сферические шарниры (рпс. 73, д).

Задачи этого типа в зависимости от характе ра  связей,  нало 
женных на данное  тело, можно подразделить на три группы.

П е р в а я  г р у п п а
З а д а ч и  о  р а в н о в е с и и  т е л а ,  и м е ю щ е г о  н е п о д в и ж н у ю  ось в р а щ е н и я  

(зад ач и  270, 271, 273, 274)

Пример 42. Груз Q поднимается равномерно при помощи 
лебедки (рис. 76). Струна  каната в точке Е набегания  каната  
на барабан составляет с образующей барабана  угол 90° — у,  пло
скость,  проходящая через ось барабана п точку Е,  наклонена  
к горизонту под углом р, причем расстояние от точки Е  до 
плоскости симметрии зубчатого колеса лебедки равно с\ радиусы 
барабана  и зубчатого колеса лебедки соответственно равны г и R ,
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остальные размеры указа ны  па рисунке.  Определить модуль 
движущего  усилия Р, приложенного в точке L) и образующего 
с касательной к начальной окружности колеса угол и, а т акж е  
реакции подшипников А и /i.  если силы сопротивления  д в и ж е 
нию, возникающие в подшипниках,  приводятся к одной паре 
с моментом ///. Вес ворота равен О и центр тяжести его на х о 
дится посредине между опорами .1 и В (рис. 76).

1’ е in е й  не .  Рассмотрим равновесие барабана  лебедки вместе 
с колесом которые совместно с валом АВ  составляют одно 
тверд* е тело. Показываем на рисунке  силы, действующие на

это тело: силу Р, приводящую ворот в движение,  и силу F н атяж е
ния каната ,  которая равна весу груза Q, если пренебречь потерями 
в блоке  (на трение в подшипниках и на изгиб каната),  т. е. F=--Q. 
Так как ворот,  если смотреть or  А к В,  вращается  по часовой ст ре л 
ке, то пара,  препятствующая этому движению,  направлена  против 
часовой стрелки и. следовательно,  момент этой пары изобра
зится в виде вектора т, направленного по оси ворота, как 
указано па рисунке.  Вертикальную силу веса О ворота на р и 
сунке не показываем, чтобы излишне не загромождать  рисунок.  
Точку А принимаем за начало координат и координатные оси 
располагаем, как указано па рисунке,  принимая ось вала за 
ось у  и нап равляя  ось г по вертикали вверх.  Обращаем вни
мание па конструкции подшипников ,-1 и В. Так как эти под
шипники фиксируют вал лебедки в осевом направлении,  то в 
них,  кроме перпендикулярных к осп вала реакции, могут воз
никать также  продольные реакции, направленные вдоль осп 
вращения.  Очевидно, продольная  реакция  возникает в том под
шипнике,  который воспринимает давление,  направленное  вдоль
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оси вращения и вызываемое действием приложенных к телу 
заданных сил. В рассматриваемом случае  осевое давление  вос
принимает подшипник Л. Поэтому реакция  подшипника Л с о 
стоит из трех компонентов:

Л> , ;--Л л | Y a -\-Za.

Реакция  подпшппнка  В состоит из двух компонентов:

I' н ' X н  \ У- /<•
Р а з л о ж и в  силу F патяжепня каната па две составляющие F } и 
F0, направленные вдоль образующей барабана  и перпендику
лярно  к ней. имеем:

F. =  F sin у Q sin у; F -■ F cos у •— Q cos у.

После это:о легко  паптп проекции силы F, приложенной в точке/: ,  
на выбранные ко орд ип аш ые  осп:

X,. — F., cos (90 — Р) — Q cos у sin |»;
Y f ~ — F 1 — Q sin у;
Z K -  Ft cos |J» •= Q cos у cos p.

Находим координаты точки E:
xц — i  cos p ; i/,: --  a — c\ zF — r sin p.

Далее  находим проекции силы Р  и координаты точки ее прило
жения:

Х„  /-’ cosu ;  Y h 0; Z n =  — P sin <t;
*/, =  0; *n =  R -

Обозначая через С центр тяжести ворота,  имеем:

Х , = У С =  О, -  С , x c  =  z c ~- 0, у с -.~ . J ,
где I — о -|- Ь.
Моменты всех действующих сил относительно координатных 
осей вычислим по формулам (29):

п,х (/• ) ^  (а -  c)Q  cos р cos у +  г sin р Q sin у Q {h cos р cos у  +
-f г sin р sin у), I дс h — а — с; 

ш ( /•’) =  — г sin р Q cos у sin р — г cos р Q cos у cos р — Qr cos у\ 
тг (/•) =  — /- cos р Q si п у j h Q cos у si n p =  Q [h s i ii pcos у — r si n у cos p); 

mx ( ? )  =  —  P  sin u • a\ m v (P ) =  PR  cos u; m : (P) =  — P cos a ■ a\ 
m x {G) =  — G ; m v (G) -  /и, (O’) =  0; mx (R  ,) -  ( Я л) =

=  0; ш Д Я д )  / У ,  w / K J - U ;

т г ( Р и) =  — X ul.



Составляем уравнения равновесия  рассматриваемой системы 
сил:

1) — Q sin р cos у 4 Р  cos а •+ Х А + Х в =  О,
2) — Q sin у +  Г Л =  0;
3) Q cos р cos у — Р sin а  — G +  ZA +  Z B =  О,

4) Q (h cos р cos y 4- г sin р sin y) — Ра sin « — G j- Z„l — О,

5) — Qr cos y + PR  cos а  — ni =  0,
6) Q (h sin p cos x — r cos p sin y) — Pa cos a — X Hl — 0.

Из второго и пятого уравнений находим УА и Р:
=  Q sin у;

р  _  Qr  cos у -|- т 
R cos и

Подставив найденное значение силы Р в оставшиеся  уравнения ,  
определяем из них остальные неизвестные реакции.

Из шестого уравнения:

X B =  -j- Q sin р cos у — г cos р sin у — ^  cos \ \  — ̂  .

Пз четвертого уравнения:

Z B =  ~  -г j  Q ^  t g a  cos у — Л cos р cos у — г sin р sin у )  +

1 ат +  -77 t g a  .

После этого из первого и третьего уравнений находим:

Q
Х А ~  / | (b I с) sin р — ~  / cos у -4 г cos р sin у— ~  • -^-1 ;

ZA=r" j {  1? t g u  —  +  C) C0SP cos у -f- r sin p sin у )-

Q

В т о р а я  г р у п п а
З а д а ч и  о р а в н о в е с и и  т е л а ,  и м е ю щ е г о  одну  из опор  в виде 

с ф е р и ч е с к о го  ш а р н и р а  
( з а д а ч и  265, 267, 275)

Пример 43. Тело, имеющее форму шестигранной призмы 
(рис. 77), закреплено в точке А при помощи сферического ш ар 
нира,  а в точке В — при помощи цилиндрического подшипника
и, кроме того, шарнирно соединено с прямолинейным невесомым 
стержнем СЕ,  конец Е которого закреплен шарнирно. Через 
блок D  перекинут канат Один конец каната закреплен в не
подвижной точке L, а к свободному его концу прикреплен груз 
весом Q. В точке К приложена  вертикальная  сила Р,  н а п р ав 
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ленная вверх,  и в наклонной грани призмы действует пара сил 
с моментом т, направление которой указано круговой стрелкой. 
Определить реакции связей при следующих данных: Р  =  4 0 0 « ,  
Q =  500 н , т —- 1 ООО н м, и — 80 см . Ь =  40 см . с =  d =  20 см , 
и -= Р — 30 , у — 6 — 60".

Р е ш е н и е .  Показываем силы,  действующие на призму: Р ,  
Q. 'Г, которая удовлетворяет  условию T  = Q. Момент нары изо
бразим в виде вектора т, приложенного  в точке А\  этот вектор

направлен перпендикулярно к наклонной грани призмы так.  что из 
его конца видим пару направленной против часовой стрелки.  Р е а к 
ция S  стержня СЕ  направлена  вдоль стержня так,  что стержень 
работает на растяжение.  Принимая центр А сферического ш ар 
нира за начало координат,  располагаем координатные оси, как 
указано на рисунке.  Реакцию сферического шарнира разлагаем 
на три компонента вдоль выбранных осей:

r a =  x a + y a -\-z a.

Реакцию цилиндрического шарнира  В разлагаем на две состав
ляющие,  учитывая,  что она перпендикулярна  к оси цилиндра:

в  +  У  В'
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Ре акц ию 5  стержня,  приложенную в точке С и направленную 
вдоль стержня СЕ,  разлагаем предварительно на горизо нта ль 
ную S,  н вертикальную S., составляющие, после чего легко  н а 
ходим ее проекции па координатные оси:

Х (: ■■ 5 ,  sin р S  cos у sin р -•= 0 , 2 5 5 ,
У с — — cos р -- — 5  cos у cos р =• — 0,433 5,

7.с S ,  ----- 5  sin у 1 0,860 5.

Силы Т  и Q заменяем одной равнодействующей R f) ~  Т  ; Q, н а 
ходим проекции э Ioi'i силы на осп координат:

Х /У 0; Y п  Q sin в — 500 0,866 =  43:;
7 Q Q cos 6 - Q(  l cos<\) - 750.

Далее  имеем:
-VА =  0; Г ,  - О ;  Z ,  Р  - 400.

Теперь вычислим координаты точек приложения всех прило
женных к призме сил п моменты этих сил относительно к оор 
динатных осей (см. формулы 29):

- а  '■ il:; y„ — b\ 7.H—- h — c\
-v, - 0; у,- --- b\ zf- --=//;
-V,- о; f/A.: 0;

Л‘л : о : У» /,; Ь — П 
m x (R a) my (R  ,) - - in. (R  . 0;

/«л №/<) h 7 n - ( i i ~ - c )  Уи Л ) А 7 И — 0,69 Г /{; (A>J =  - x R7 tt =  
— --(</  ■-(I) 7 ц - ~ - - 7]f\ in ( R ц) x п) и (a ; </) ) и ) ft, 

tnx (S)  6 sin yS - //5 cos у cos p (6 sin у ~ // cos у cos P) S =  0,73 S; 

my (5 )  z ,jX(: ~  US cos у sin p — 0,22 S; in. (S)  — y, X c -----

=  — />S cos у sin !J) -= — 0, l 5 ;  m x ( P )  =  m, ( 73) == 0; 
mv (/J b ~  — /Ja  — —320;

mx ( R n ) =  — / 'Q (l -i cos 6) — (/г — r) Q sin 6 =
— — I b ( i cos <S) -f (h — c) sin 6] Q — 600;

"I у (Rn)  — — xr> 7-d =  J  Q ( 1 cos 6) =  300;

nu  ( R d) - x Dy D =  |  () Sin 6 =  173,2.

Наконец,  находим проекции вектора-момента пары in на коор
динатные оси:

inx 0, шу in cos и — 866; ///_, - - —•/« sin а — — 500.



Теперь нетрудно составить шесть уравнений равновесия  сил, 
действующих на призму:

Х А ! 0.25 5  — О, 
у л -1- у н —  0,433 5  | 433 =  0,

Z , 7.н ! 0,866 5 - ;  400 — 750 — 0,
0,4 / н —  0,69 У'„+• 0 , 7 3 5 — 600 0,
— Z /{ -  0.22 5 -  320 -! 300 -• 866 -  0.

Y н — 0,1 5  | 1 7 3 , 2 - 5 0 0  =  0.

Эти уравнения  можно представить проще в таком виде:

Х А +  0,25 5 - 0 ,  (а)
У л +  Y  и — 0,433 5  =  — 433 (б)

Z A +  Z H ! 0,866 5  — 350, (в)
0,4 Z /} — 0,69 У в  -  0,73 5  =  600, (г)

— Z H-\0 , 2 2  S =  - 8 4 6 ,  (д)
— 0,1 5 -  326,8.  (е)

Из уравнений (д4» и (е) имеем:

Z R =  0,22 5  -! 846 и У'„ =  0,1 5 + 3 2 6 , 8 .

Подставляя  эти выраже ни я Z /} и У и в уравнение (г), полу
чим уравнение  с одним неизвестным 5 ,  из которого получаем: 
5  =  652 н.
После этого находим: Z l{ =  989 н; У'Л =  -392 н.
Теперь из уравнений (а), (б) и (в) легко  определяются  величины 
Х А , У А и Z , .

Т р е т  !» я I р у п н а

З а д а ч и  о  р а в н о в е с и и  т е л а ,  з а к р е п л е н н о г о  при п о м о щ и  ш ести  
с т е р ж н е й ,  с о е д и н е н н ы х  с те л о м  и о п о р ам и  ш а р н и р н о  

( з а д а ч и  268,  269)

Пример 44. Однородная  плита весом G (рис. 78), имеющая 
форму прямоугольного  параллелепипеда ,  опирается  на шесть 
прямолинейных стержней,  соединенных своими концами с плитой 
и с неподвижными опорами при помощи сферических шар ниров .  
Па  плиту действует,  как  указ ан о на рисунке,  горизонтальная  
сила Р  п в точке Л подвешен груз Q. Найти усилия  в стержнях,  
пренебрегая их весом. Ук азанн ые на рисунке  размеры и углы 
заданы |эти величины связа ны  между собой очевидными соот
ношениями: l i — a c t g a  / 'C tg P  (рис.  78) | .

Р е ш е н и е .  Рассматриваем равновесие  плиты под действием 
с п.ты Р ,  веса 6’, натяжения Q каната,  на котором подвешен 
груз,  и реакций 5 , , . . . ,  5 в стержней.  Последние  направляем



так,  как будто псе стержни работают на растяжение  (т. е. от 
шарниров  А,  В, С  и I) вдоль стержней).  Коо рд ип аш ые оси 
Л', //. г располагаем, как указано па рисунке.  Чтобы определить 
шесть реакций 5 , , . . . ,  5 в, неизвестных по модулю, но известных 
по ппправлепшо,  составим шесть уравнений равновесия,  при
равнивая  нулю сумму проекций всех сил на координатные оси 
и сумму их моментов относительно тех же осей. Следовательно,  
при решении задач о равновесии тела, з а кр еп ле н н ою  при по
мощи шести невесомых прямолинейных стержней,  не лежащих

в одной плоскости,  получаем шесть неизвестных по модулю, но 
известных по направлению реакций стержней,  которые опреде
ляются  из шести уравнений равновесия  системы; поэтому задача 
статически определенная.  Д л я  того чтобы составить шесть у р а в 
нений равновесия,  определим проекции каждой силы на осп х,  
у  п г и ее моменты относительно этих осей. Определение проек
ций рассмотренных сил на координатные оси не вызывает тру д 
ностей. Остановимся па определении моментов этих сил относи
тельно осей *, и и г. Силы S, и S, приложены r  начале коор
динат,  поэтому моменты этих сил относительно каждой из осей
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х , у  и г равны нулю. т. е.

Шд (S,) m v ( S t) n i J S x) О, 

т х ( S j  т у (S.) — i n . (St ) --  О.

Силы Q, S 2, S 3 пересекают ось х,  а сила Р  параллель на  этой 
оси, поэтому т х (Q) т х (S2) =  т х (53) =  tnx (Р) --- 0.

Точно так же силы 5'„ и 5 .  пересекают соответственно оси z 
п //, а потому niz (S2) = iiiv ( S J  — 0.

Силы Q, S t , S ,  параллельны оси г, а потому

т ,  (Q) -  ш.  ( S J  -  т , (S5) =  0.
Кроме того,

ш Л (5,) = -  т А (.S,) -- — SJ?\

т Л$ь) =  —  т о (5 ,) =  “  S Jr '

т х (G) — — //г0 (GyJ) == — С так как Gv, =  G (проекция силы G 

на плоскость //г на рисунке  не показана);

m v (S„) ///(i (5г) =  S / i  sin (90° — u) =  5 га  cos u;

(S8) - - m a (S3X;) — a S 3 cos ^  

my (Q) -■ niu (Q)  - Qci, inv (P) -  /;/„ (P) -  Pc; 

m y (G) =  ш 0 (G v,) =  G ;

rn, Й )  =  w /) & )  =  V ;
m t (S,2=: m 0 (5sv.y) =  S3 sin p -a; 

m z ( P ) ~  —  m K{P) =  —  Pb.

Теперь можем составить шесть уравнении равновесия рассмат
риваемой системы сил:

1) — S2 sin a  +  P==0,
2) S 3 sin p 1-S6 sin p — 0,
3) — S, — S 2 cos a  — S 3 cos p — <S4 — S. — S(i cos 6 — Q — G =  0,

4) - S Ab — S J ) - G ^ = 0 ,

5) aS„ cos u  -|- a S 3 cos p | -S/г  |- Pc  -j- Qa |- G -^ =  0,

6) aS 3 s i n p  -  &P =  0.

Из пе р в о ю  н шестого уравнений определяем S 2 и S 3: 

S = ~ ? ~
L 2 sin u  ’ 3 </ s i n  p



S  — — S  =  — — • —
4 3 a  sin f>

Подставляя найденные значения  S 2, S t и S 6 в остальные у р а в 
нения системы п учитывая,  что // — a c tg а  =  b c t^ (i, определяем 
из четвертого и пятого уравнений силы S'4 и S s, а затем из 
третьего у р а в н е н и я — силу S x:

Д а л е е ,  из второго  у р а в н е н и я  имеем:

Знаки минус, полученные для  реакций S, ,  S 4 и S. ,  указывают 
на то, что эти силы имеют направления ,  противоположные пр и
нятым на рисунке,  и, следовательно,  стержни / ,  4 п 6 сжаты.

Следует отметить, что третье и пятое уравнения получились  
громоздкими: в первое из них входят все шесть неизвестных, 
во второе -  три. Эти уравнения можно было бы заменить у р а в 
нениями моментов относительно осей х'  и //'. Действительно,  
силы S 3, S4, S i и S t пересекают ось а ' ,  следовательно,

т. е. получаем уравнение,  в которое входят только  две неизвест
ные величины, одну из них (5г) мы уже определили из первого 
уравнения.  Поэтому

Р  [a c tg а  | - 1 ) cti> р -  г] +  Qa f  С  ~  -|- 5 4а  —• 0;

5 4 + S s - - | ;

— .S', -  Р c tg (х -  (S3 +  S.)  cos p _ Q _ |  =  0 f
откуда

nix- (S3) — nix- (S4) ~  m x {S.) _■ m x (Ss) =  0; 
tnX' (P) — 0  (сила параллельна  осп x')\

m  v  ( S X) =  S X b ; m x■ (S2) — S 2 cos (x • b ; 

iiiy- ( G ) (5 A  ; m y (Q) =  Q b ,

Таким образом,

^  tnx- —  S xb -f / ; S 2 cos rx -f Q6 |- G =  0,

S, - -----(S8c o s a  ! 1 0,5G) =  — (P  ctg a - |  Q | 0,5G).

Диалогично имеем:
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(силы пересекают ось //');

т у- (S,) =  S s cos р • а\ tn.y (S4) =  S 4ci;

" V  (P)  =  P (Л -f c); 

m y  (6')=-- G j  ; />V (Q) =  Qa.

Следовательно,

н у  =  nS,  cos f> | -S4a  i- (// +  с) P  -r Qa +  j C  =  0.

Воспользовавшись выражением S s, найденным из первого у р а в 
нения,  имеем:

/I -г  с
и

h - г  с

Р -+ Q +  0.5G -1 S, cos fi 

Р  -I Q +  0.5G -i-P - c t g  РU ' II

или, учитывая ,  что b c t g | J  =  /i; S4 =  — ( — ̂  Р  -г Q -i- 0 ,5G^ .
Силу 5 В можно было 6 i»i найти непосредственно из уравнения 
моментов относительно оси г ’. Действительно,  моменты всех 
сил,  за исключением S a и Р, относительно оси г'  равны нулю, 
так как все эти силы либо пересекают ось z , либо ей п арал 
лельны.

Таким образом,
V  т :- — — S.  sin [) ■ а — РЬ — О,

откуда
S  -  -  -  • — -

u a  s in  В ’

Г л а в а  V 

ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ

Задачи,  рассматриваемые в этой главе,  можно разделить на 
следующие четыре группы:

Г) задачи на определение общего центра тяжести нескольких 
тел,  веса и положения центров тяжести которых известны;

2) задачи на определение центра тяжести однородного кон
тура;

3) задачи на определение центра тяжести площади плоской 
фигуры (однородной тонкой плоской пластинки);

4) задачи на определение центра тяжести объема (однород
ного тела).



При решении задач,  относящихся ко второй, третьей и чет
вертой группам, рассмотрим только  те случаи,  когда применим 
метод разбиения данной линии,  плоской фигуры или данного 
тела на конечное число простейших по форме частей, центры 
тяжести которых легко  определяются.

Если данное тело имеет плоскость пли ось, пли центр сим 
метрии, то центр тяжести такого тела лежит соответственно 
в этой плоскости,  па этой оси или в этом центре симметрии. 
Поэтому для  упрощения вычислении при решении задач пло
скость симметрии всегда нужно выбирать за одну из коорди
натных плоскостей, а ось симметрии — за одну из координатных 
осей.

П е р в а я  г р у и п а 
(за л л ч а  298)

Если веса данных тел обозначим а координаты 
ров тяжести а ,-, //,, г,-, то координаты общего центра 
этих тел определятся по формулам:

•V, =  ->>,■
у Pi

Пример 45.

Уе— V »Zj ' I
г
* “  2  pi

Центры тяжести грузов

(/ =

их цент- 
тяжести

, п). (40) 

Л. ,  веса

■У

К  A tl А  
которых соответственно равны 
Р Х =  Р 3 =  10. Рг =  5. Р 4 =  15 н, 
находятся в вершинах тетраэд
ра; высота этого тетраэдра  А ЛМ  
проходит через точку М  пересе
чения медиан основания A tA t A t 
тетраэдра.  Дано:  А , А 2 =  4 см, 
А УА Я =  Ь см А ЛМ  =  40 см. Угол 
а  =  30°. Найти положение  цент
ра тяжести этих грузов  (рис. 79).

Р е ш е  н и е. Координатные оси 
с началом в точке /1, направим,  
как указано па рис. 79. Тог
да координаты центров тяжести 
данных грузов А х, А г, А 3, А х 
будут соответственно равны:

= 0 ,  x t =  2 см^  *, =  0, *4 =  л.,,.

У у =  0. У 2 =  2 V  3 см, //, =  8 см, !/л =  //„, 
г ,  =  0, г2 =  0, гл =  41)см.

Так как точка есть точка пересечения медиан треуголь
ника A tA 2A a, то. как известно из аналитической геометрии,

* i 4 - * 2  +  * s  ^  .  , ,  У\ + . ' / ?  +  /h  2 ^ 3 - 1 8

3=  т ; Ум
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Теперь,  применяя формулы (40), находим координаты иско
мого центра тяжести:

5 - 2  j 1 5 ~
v  _  / , , л , + / >,Уг + / , » У » + / У 4 _ __________ ±
X,.-- - 4040

P ," i  f  РгУг'Г P i ! ' .< Ь Р л'1л _
J e  ~  l \  +  P s + P a f P  4

5 - 2  Г  3-!- Ю -8

=  0.5; 

. 2 V 3 ;-н

40 

15-40_  lfi±»= | R |1ЛИ
г «-“  p i +  p 9 i . p t - p t 40

х. =  0,5 см\ у,. -  3.86 o r ;  г(. =  15 с.и.

В т о р а я !' р у п п а
( з а д а ч и  280. 299— 301)

Разбив  данный однородный контур на п простейших по форме 
линий,  обозначим длины этих линий а координаты их цент
ров тяжести л-,, г,-. Тогда координаты центра тяжести данного 
контура  определяются по формулам:

■V.. U ' - A ' f Z . Z j f
V  /;

(41)

В случае плоского контура ,  плоскость которого принимаем за 
координатную плоскость хОу,  будем иметь: г,- =  0 (/ - 1 ,  2. 6, 
4 ...........п) и, следовательно,  г(. =-0.

Пример 46. Определить координаты 
центра тяжести С однородного контура 
A E B D K A , состоящего из дуги по лу о к р у ж 
ности А Е В ,  прямолинейного  отрезка  BI)  и 
дуги окружности D K A  с центром в точке 
В , если АО  =  ОВ  =  г;  /3D -  2г; /  Л/ЗО -  90°.
Оси координат указаны на рис. 80.

Р е  ш е н и е. Заданный контур разобьем 
на три части: полуокружность  А Е В ,  отре
зок B D  и четверть окружности D K A .  Обо
значим центры тяжести этих частей соот
ветственно С,,  С г , С 3, а их длины /,,
/ 2, Тогда /, == лг;  / 2 — 2/-; / ,  л / \

Центр тяжести С, дуги А Е В  лежит  на осп у, причем 0 C t =

, Ш Т  2г * п '2г = -------- — —  , поэтому V, =  (>; //. ==--------.
л  л  1 1 л
2

* Р а с с т о я н и е  пт ц е н т р а  т я ж е с т и  С  д у г и  о к р у ж н о с т и  р а д и у с о м  R  до
✓ , » . /!/• # s i , a  ц е н т р а  О этой о к р у ж н о с т и  о п р е д е л я е т с я  по ф о р м у л е  ОС — — - — , где а —

п о л о в и н а  ц е н т р а л ь н о г о  у г л а  этой  д у ш .
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Центр тяжести отрезка B D  лежит  в середине этого отрезка , 
а потому

B D=  n  у г ^  —  =  г.

Центр тяжести дуги A K D  л еж ит  на отрезке К В ,  причем

3 л  Л

Следовательно,

— [ВС,  cos 45° — г) =  —  ; !/а=  ВС Ь cos 45° =  ^ .

Полученные расчетные данные расположим в табл. 10.

Т а б л и ц а  10

.V» ч нетей с, 'п 1,х.

1 л  г 0 2 г 
л

0 - 2 л 2

1 2 г ' / 2 г 2 2г2

3 л  г 4а

л

4 г 

л
4л*

Теперь координаты искомого центра тяжести находим по 
формулам (40):

_  ' ,х ,  +  /,.v2 +  / , v s _  м л  — 2) . /,//, 4- ' 21/ г +  /31/5 2г
■■ ' ' • • t Ус ~11 Т  12 +  Л 2  ( л  -J- I )  ’

Т р е т ь я  г р у п п а

(З а д а ч и  2 8 / — 296)

Разбив данную плоскую фигуру на п простейших по форме 
частей, обозначим площади этих частей 5,. а координаты их 
центров тяжести а*,, //,. Тогда координаты центра тяжести д ан
ной фигуры определяются по формулам:

>>,,,■ Y . s „„



Пример 47. Определить  координаты центра  тяжести площади,  
ограниченной контуром A E B D K A  (рис.  81).

Р е ш е н и е .  Разобьем данну ю плоскую фигу ру на две 
части: п о лук ру г  А Е В  и четверть кру га  . и
B A K D .  Обозначим центры тяжести 
этих частей и их площади соответ

ственно С р С г и S t , S t . Тогда  =
S 2 =  nr*. Центр тяжести по л у к р у га  А Е В  
лежит на оси Оу, причем

ОС . =

Л

2 rS m  Т

3  Л  
2

4г*_
Зл ’

поэтому Л', = 0 ,  Г/, =  — 7
4г_
З я

— as

Центр тяжести С г кр уг ово го  сектора  A B D K A  л еж ит  на п р я 
мой В К ,  причем

2 2rsinT
2 Ч тт

8л V 2'
Зд

х г =  — (ВСг sin 45° — г) =  _ ^ -  +  г; у г =  В С г sin 45°
Зя

Координаты искомого центра тяжести данной плоской фигуры 
A E B D K A  находим по фо рм улам  (41):

А'.. =
S,.r ,  +  5 гдгг

8r_
Зл

S ,  -f- S 2
J nrt

=  2 г ( - 8  +  Зя) = | _ ( _ 8 +  з л);
Зл

S ,  - f - S 2

_ л г *  4л , 8 л
2 Зл ' ЛГ Зл 4г 2г 0 . 4р

---------^ = q^ ( 3 ji — 8); й  =  ^  .3 2
2 ЛЛ

9л

Пример 48. Определить  положение центра тяжести профиля,  
состоящего из п р ям оу гольн ик а  и двух уголков,  размеры кото-

Р а с с т о я н и е  от ц е н т р а  т я ж е с т и  С к р у г о в о г о  с е к т о р а  р а д и у с о м  R до

ц е н т р а  к р у г а  О о п р е д е л я е т с я  по ф о р м у л е  ОС =  \  , где  а  — п о л о в и н а
3  а

ц е н т р а л ь н о г о  у г л а  эт о г о  с е к т о р а .

6 3 а к ь 2332 129



рых в миллиметрах  указан ы на рис. 82.
Р е ш е  н и е. Выберем систему коорди

натных осей, как ук аза н о на рис. 82, и 
заданный профиль разобьем на шесть 
пр ям оу гольни к ов  I,  I I ,  . . .  , V I .  Обо зна 
чим центры тяжести этих п р я м о у г о л ь н и 
ков соответственно С,,  С2, . . .  , С а, а их 
площади S t , S 2, S s, . . .  , S„.

Тогда 5 ,  =  200 • 12 — 2400 мм* =  24 смг\ 
S 2 =  60- 10  =  600 мм* =  6  см*\

S,  =  S 5 =  5 ,  =  80 • 10 =  800 мм* -  8 см*\
S 4 -  350-10  -  3500 мм* =  35 г.и*.

й  При вычислении к о о р д и н а т x lt </,, х г. 
Р и с .  82 //2. . . . , л'в, у ,  точек С , , С г , . . .  , С ,  следу

ет учесть, что центр тяжести п р я м о у г о л ь 
ника  находится в точке пересечения его диагоналей,  а поэтому

х, =  100 мм — 10 см\
х г =  200 — 5 =  195 мм  =  19,5 слг,

х == x s — 10 - f  40 =  50 льи =  5 слт, х4 =  5 мм =  0,5 см\
Л'в == 200 — 10 — 40 =  150 мм  =  15 с м ;

=  6 мм  =  0,6 см\ у„ — 12 +  30 =  42 мм — 4,2 с м ;

г/3 =  12 -1 350 — 5 = 357 мм  =  35,7 с,и; »/4 =  12 +  ^  =* 187 лш =

=  18,7 см\  г/5 =  //, =  12 -|- 5 — 17 л»,и — 1,7 си.

Полученные данные расположим в виде табл.  11.

Искомые координаты центра  тяжести данного  профиля нах о
дим по формулам (42):

_  2 SjXi _  240-1- 117 +  40  | - 1 7 ,5  +  4 0 + 1 2 0  =  5 7 + 5  =  6 45 „ 
х с ~  2 )S,-  ~  24 +  6 | 8 +  3 5 4  8 +  8 89  ’

У З # , -  14.4 I 2 5 .2  1 -285 .6  | 6 5 4 .5  | 1 3 . 6 +  1 3 , 6 __ 1006,9  _  , , о ,  ,
Ус —  ^ 5 ” —  "  8 9  8!) ’ СМ'

Если в данной фигуре  имеются вырезы (отверстия) ,  то к о о р 
динаты центра тяжести такой фигуры определяются  тем ж е  спо
собом, как  и в примерах  47 и 48, по тем же фо рм улам  (42), 
но толь ко  площади вырезанных частей (поскольку  они отни 
маются) нужно считать отрицательными, т. е. брать  со знаком 
минус.

£

20

—А0—
C s V V/ C e J ±



Т а б л и ц а  11

-V? частей Si *i i/i S;X, Si'/,

1 24 10 0 , 6 240 14 .4

2 6 1 9 , 5 4 , 2 117 2 5 , 2

3 8 5 3 5 , 7 40 2 8 5 , 6

4 35 0 , 5 1 8 ,7 1 7 ,5 6 5 4 , 5

5 8 5 1 .7 40 1 3 ,6

6 8 15 1 .7 120 1 3 ,6

Пример 49. Определить  пол ож ен ие  центра  тяж ести фигуры,  
представляющей собой к р у г  радиусом R  с центром в точке О, 
из которого вырезаны три к руга  с центрами в точках 0 1Э Ог, О,, 
если расстояния  между центрами этих 
кругов  и их радиусы соответственно 
равны:

0 0 ,  =  / . ,  =

0 0 2 =  / 2, Л - 4 - ’ =  =

0 0 ,  =  / , .

Угол а  равен 120° (рис. 83).
Р е ш е н и е .  Н а ча л о  координат  вы

берем в центре О большого круга ,  а 
ось л: направим по прямой,  соединяю
щей точки О и О,. Будем ра ссматри
вать данну ю фигуру,  как состоящую из кр уг ов  радиусов  г, ,  г2, 
г, и полного  кр у га  радиусом R  (без вырезов).  Обозначим пл ощ а
ди этих круг ов  S, ,  S 2, S , ,  5 4, а координаты их центров  тяж ести

у ,; у ,;  1/,; */*•
Т а к  как центр тяж ести каждого  кру га  совпадает  с центром 

этого круг а ,  то
х, =  /, cos 60° =  ~  ; 

а-2 -  /2 cos 60° =  ;

х

Р и с .  83



*4 =  °:

у % =  / ,  cos 30° =  Ч р  ; уг =  — 1г cos 30° =  —  ;

Уг =  1К =  °-

Кроме того,  S t =  nR*.  Так  как площади вырезанных кругов  
отнимаются,  то,  как  было указ ан о выше, их надо считать отри
цательными,  т. е.

*3 4 »

Таким образом,  получим табл.  12.
Т а б л и ц а  12

№ частей S, *1 и, Six, Stf/,

1 —  л /?2 R R V "  3 —  л/?* —  л /?3 V^3
64 3 3 192 192

2 — л /?2 R —  Я  / 3 —  л/?* л /?3 3
16 4 4 64 64

3 - л  R* - 3 R 0 n R 3 0
36 4 48

4 я/?* 0 0 0 0

Координаты искомого центра  тяжести будут:

. .  ” д , ( - ш - й + гв)  п .

* - 2 s ,  ~ „ W _ I - I _ ± +  '1 G4 16 36 h

2 s , * f  _  n R3  ^ 3 (  192 +  6 4 )  _  6 V  3 д

2 *  5,5 
Итак ,  xc =  0, =a: 0,02/?.

Ч е т в е р т а я  г р у п п а

Разб ив  данное  тело на п  простейших по форме частей, обо 
значим объёмы этих частей Vh а координаты их центров т я ж е 
сти x it y t, zL. Тогда координаты центра тяж ести данного  тела



г, =  ^ г  ( '  = ' . 2 .........п) (43)

Пример 50. На  рис. 84 показан  ра з р е з  тела,  состоящего из 
цилиндра радиусом г и высоты h и двух 
полушаров радиусами R  R t , центры ко
торых совпадают с центрами нижнего и 
верхнего оснований ци линдра .  Определить 
центр тяжести этого тела,  если Я,  =  2 R t ,

h =  4R„  r  =  ^ .
Р е ш е н и е .  Так  как  ось г являе тся  для 

данного тела осыо симметрии,  то искомый 
центр тяжести С этого тела леж ит  на оси 
г, поэтому достаточно вычислить только  
одну координату гс.

Обозначим объемы полуш аров  и цилинд
ра соответственно V x, Vt , V ,, а их центры р и с . 84 
тяжести С, ,  С#, С,.  За  начало  координат  
выберем точку С, .  Тогда эти объемы и координаты центров  тя
жести С „  С в, С ,  будут соответственно равны:

У, = у  л R\ =  144п г \
(  h  , 3  г, \ *  з з

Z' “  V 2 +  8  )  —  4 Г*

=  |  n R \  =  18лг*, 2t =  ±  +  l R l  = Ц п

Vt =  nr2h =  12лг \  г, =  0.

Искомую координату г,  центра  тяжести данного  тела нахо
дим по третьей формуле  из (42):

33  57

,  . . УУ.  +  У У .  +  У,? ,  4 8  1413
Vx +  V ^ V ,  -  174 232

И Л И
гс =  — 6,09 г.

Итак,
г,  =  - 6 г .

В некоторых случая х  применение метода разбиения  тела (или 
данной плоской фигуры)  на простейшие части свя зан о с особым 
приемом, который можно назвать методом дополнения.

* Р а с с т о я н и е  от  ц е н т р а  т я ж е с т и  п о л у ш а р а  р а д и у с о м  R  до  его  основа*
3

нин р а в н о  —  R  (см. у ч е б н и к  проф .  И  М. В о р о н к о в а ,  § 56).
О

о п р е д е л я ю т  по ф о р м у л а м :

Ус =

133



Сущность этого метода состоит в следующем: к данному 
телу  /  присоединяют второе тело I I  так,  чтобы получилось новое 
тело  I I I  простой геометрической формы, центр тяжести которого 
легко можно определить.  Например,  продолжив две про ти во 
положные стороны данного  четырехугольника  до их пересечения,  
можно дополнить его до треу гольн ика ;  усеченный тетраэдр можно 
дополнить до четырехгранной пирамиды.  Если при этом поло
жение  центра  тяж ести присоединенного тела I I  т а к ж е  легко 
можно определить,  то к телу I I I  применяем метод разбиения  
на простейшие части; это тело можно рассматривать  состоящим 

из двух  частей: данного тела / и доба влен
ного тела I I ,  и, следовательно,  можно вос
пользоваться  формулами  (43).

Пример 51. Определить  расстояние цент
ра тяжести усеченного кру гл ог о  конуса 
A D E B  от его нижнего основания ,  если 
известны радиусы R  и г верхнего и н и ж 
него оснований конуса и его высота h 

)-■ (рис. 85).
Р е in е и и с. Начал о коорди нат выберем 

ч центре О нижнего основания усеченно- 
ю  конуса,  а ось г направим по его высоте. 

Так как ось г являе тся  осыо симметрии усеченного конуса,  то 
искомый центр тяжести леж ит на этой оси в некоторой точке С 
с координатой z r , которую и требуется определить.  Применяя  
метод дополнения,  дополним данный усеченный конус до кону
са А В 1\.

Пусть  С, и С 2 — центры тяжести конусов А К В  и D K E ,  
I7,, Уг — их объемы. Тогда O Ct = z t , OC2 =  z2 и V x=^V2 -\-V, 
где V  — объем данного  усеченного конуса.  Рассматривая  к о 
нус А К В ,  как  бы состоящий из двух частей A D E B  и D K B  и 
применяя  формулу (43), имеем:

+  г,У 
Vx '

z, —

откуда

или
V

V - V t
(44)

Так как  обьемы двух подобных конусов А К В  и D K E  про-
V, R3

порциональиы кубам радиусов их основании,  то у =  и, сле
довательно,

/*• —г»
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Кроме того,  расстояние  от центра тяжести конуса до его
1основания равно высоты этого конуса,  а потому

2 = Л
4 ’

2 = h - \~ — 2 ' 4 h

2 , R S- 2 / S =  

Учитывая

Л,/?3 —  ( / г , - f  З /i) г®

/г ,— /г Л, -j- 3/г 
4 4

А, (/?* —  г3) —  З/гг3

/г,
ЧТО —

R —  r '
/?Л

г , - г /  =  т №  (Я 2 +  -I■ О - З г = ]  =  £  [«*

, получим

- Л 5 - + г ( / ? 2 —  г г ) 4 -

f r *  ( Я - г ) ]
h ( R - r )

4
h ( R - r )

[ R > + r R  +  r z + r { R  +  r) +  лг] =  

( Я * +  2/7? +  Згг).

Следовательно,
h ( R - r ) ( R 2 +  2 r R  +  3r2) /г ( R 2 -\- 2Rr- \ -  3 r 2)

4(/г* —Г») 4(/?* +  tfr +  r2) ’
„ й(/?* +  2/?г +  Зг*)
с 4(Д2 +  /?г +  л2) ’

Если данное тело имеет полости (вырезанные части),  то 
координаты центра тяжести т а к о 
го тела определяются  по тем же 
формулам (43), но только  в этих 
формулах  объемы вырезанных ча
стей нужно брать  со знаком минус.

Пример 52. Из усеченного конуса,  
радиусы нижнего  и верхнего основа
ний которого R  и г, а высота И, 
вырезан круглый цилиндр радиусом р ис. 86
г,, имеющий с конусом общую ось и

высоту, равную h x =  ~  . Найти расстояние  центра тяж ести ос
тавшейся части от нижнего основания  конуса (рис. 86).

Р е ш е н и е .  Возьмем начало  координат в центре нижнего 
основания конуса,  а ось г направим по его оси симметрии.  
Искомый центр тяжести С лежит  на оси г. На этой же  оси ле
ж а т  центр тяжести Сл сплошного усеченного конуса (без выреза)  
и центр т я ж е с т и  С 2 вырезанного цилиндра ,  причем

ОС -  -  -  RS +  2Rr + Зг2 *
- г . -  4 R 2 +  r R  +  r* ’

oc, = t , = h - % = \ h .

См. п р е д ы д у щ и й  пример .
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Объемы сплошного  усеченного конуса и вырезанного  цилиндра  
будут соответственно равны:

V l = ^ ( R ' + R r + r ' ) ' ,  К, =  - х „ - [ А ,  =  _ ^

(объем V 2 вырезанного  цилиндра  считаем отрицательным).  
П рим еня я  теперь третью формулу из (42), получим

 ̂ _ Т 7 ( ^ ,  +  2 ^  +  3^ ) — А « _  Л 2 (/?2 - f  Згг) — 9л*

л / i ___ . _  . .. ~  4 ’ 2 ( /? *  +  / ? г + Н ) - З г ;  '
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Р А З Д Е Л  II

К И Н Е М А Т И К А

Г л а в а  I 

К И Н ЕМ А ТИ К А  ТОЧКИ

Кинематика  изучает движение  механической системы, в ч аст
ности абсолютно твердого тела,  независимо от сил,  действующих 
на эту систему. Так  как  при движении твердого тела различные 
его точки могут двигаться  различно,  то в кинематике  сначала  
изучается движение  более простого объекта,  а именно движение  
точки,  а затем — движение  твердого  тела.

Определить движение  точки — это значит уметь определить  
положение  этой точки по отношению к выбранной системе 
отсчета в любой момент времени t.

В кинематике  применяются  три способа,  описывающих дви
жение  точки:  векторный,  координатный и естественный.

При векторном способе определения д вижени я ради ус -век
тор  г  движущ ейс я  точки М ,  проведенный пз выбранного непод
вижного центра (начала  системы отсчета),  выража ет ся  как 
векторная функция от времени, т. е.

Координатный способ определения  движения точки состоит 
в том, что координаты движущ ейс я  точки в выбранной системе 
координат выражаются  как  функции времени /.

Уравнения  дви ж е н и я  точки в декартовых координатах  
имеют вид:

Если точка движется  в плоскости хОу,  то будем иметь только

г =  г(1). (45)

* =  М 0 .  ) 
!/ =  /« (0 .  / 
* = м о .  J

(46)
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* =  /\  (/),
*/ =  / , (  О-

В этом случае можно определить движение точки,  применяя 
и поля рну ю систему координат;  уравнения движения точки 
в полярных  коо рдинатах  запишутся так:

r =  F ' I  (47)
Ф =  М 0 ,  | J

где г и ср — полярные координаты движущемся точки
При естественном, или натуральном,  способе движение  точки 

определяется ее траекторией и уравнением движения по этой 
траектории:

s =  ~ 0 M  =  / ( / ) .  (48)

где О — начало отсчета дуг на траектории,  a s — дуговая коор
дината точки М  или взятая  с соответствующим знаком длина 
дуги,  отсчитываемая вдоль траектории от начала  отсчета до 
точки /И (рис. 87).

два  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я :

Р и с .  87

Уравнение  (48) называется  законом, или уравнением,  дви
жения точки М  по ее траектории.

Задачи,  относящиеся  к «Кинематике  точки», можно разде
лить на следующие основные тины:

I. Задачи,  относящиеся  к прямолинейному движению 
точки. В задачах этого типа требуется определит!,  скорость v  и 
ускорение су из уравнения прямолинейного движения точки, 
причем эго уравнение пли задано,  или его нужно пре двари
тельно составить,  исходя из условия  задачи.

II. Задачи,  относящиеся  к криволинейному движению точки.  
Задачи,  относящиеся  ко второму типу,  можно разделить на 
четыре группы:

1) задачи,  в которых требуется определить траекторию, 
скорость и ускорение точки по заданным уравнениям движения 
в декартовых координатах;

2) задачи,  в которых требуется составить уравнения д в и ж е 
ния точки в декартовых координатах  и определить траекторию 
движения точки,  а т акж е  се скорость и ускорение;
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3) задачи,  в которых применяется естественный способ з а д а 
ния движения точки,  т. е. задана траектория  движения,  а у р а в 
нение движения по этой траектории либо задано,  либо его можно 
найти из условия  задачи;

4) комбинированные задачи.

§  1. З А Д А М И  Т И П А  I

П р я м о л и н е й н о е  д в и ж е н и е  точ ки  
( з а д а ч и  322— 324, 336— 342, 408— 4 1 1 ) “

Если точка движется прямолинейно, то в этом случае  с к о 
рость и и ускорение  w  направлены по прямолинейной тра ект о
рии, а модули их равны:

v = ‘ w  I =
dh
d t 2

d v 
dt (49)

где s — расстояние  движущейся  точки,  отсчитываемое от некото
рой неподвижной точки О траектории.

Если выбрать прямую,  по которой движется  точка,  за ось Ох,  
а расстояние О М  =  s обозначить через х, то проекции векторов 
скорости и и ускорения  гу на направление траектории будут 
равны:

dx (50)V ' dt ’ dts
где и и w  — алгебраические значения скорости и ускорения,

<Р
dt “ dt

причем знаки — и j -j- указывают,  в какую сторону по оси Ох
направлены векторы скорости и уско
рения.

При составлении ура вне ния  прямо 
линейного  д вижени я точки необходимо 
рассматривать  положение  движу ще йся  
точки в произвольный момент време
ни /, а не ее начальное или конечное 
положение  и выразить  ее расстояние  
от начала отсчета как ф у н к ц и ю  вре
мени /.

Пример 53. Линейка  э л л и п с о г р а 
фа длиной А В  =  1 =  1 м скользит  сво
ими концами по осям Ох  и Оу.  Ко
нец А линейки движется  по оси Ох,  
причем закон этого прямолинейного 

движения выражается  так:  ОА  = 0 , 1 / м.  Составит!» уравнение  дви
жения точки В  и определить скорости и ускорения точек А  и В 
(рис. 88).

* З д е с ь  н д а л ь ш е  н о м е р а  з а д а ч  у к а з а н ы  по « С б о р н и к у  з а д а ч  по т е о р е 
т и ч е с к о й  м е х а н и к е »  проф . И . В. М е щ е р с к о г о ,  и зд .  1950 г.  и п о с л е д ,  изд.
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Р е ш е н и е .  Точка В движется прямолинейно по оси Оу,  
расстояние  этой точки от неподвижной точки О найдем из п р я 
моугольного треуг ольн ик а  ОАВ:

О В =  / / I S *  — О А* =  / 1 - 0 , 0 1 / * .

Таким образом,  уравнением прямолинейного  движения точ
ки В запишется  так:  у п =  / 1  — 0 , 0 i / 2.

Скорости и ускорения  точек А и В,  которые нап равлены 
соответственно по осям Ох  и Оу , найдем по формулам (49):

*/«*■

V„ —df[n
dt

dt dt  

d V 1 —0,01/'* —0,01/
dt V  1—0,01 tl

м\сек,

dv
WA =  -7Г =  0,dt

| / 1  —0, 0h j  I  _ _

0,01
1—0,01/2

— м:се к* .

Так как ^- л < 0  и 
dt

d*y_
dt'-

(1-0,01 / У

r < 0 ,  то скорость ползуна В направлена

к точке О и ползун движется  ускоренно.
Пример 54. Круглый эксцентрик диаметром 2г вращается 

вокруг  оси О, отстоящей от геометрической оси С эксцентрика 
на расстоянии,  равном ОС =  а  =
=  ~  ; у Г0Л ф изменяется по зако-

НУ ф =  y  t  ( у г ол  ср и з м е р я е т с я  в

радианах ,  г — в см,  a t — в сек).
Найти уравнение  прямолинейного 
движения точки М  стер жня M N ,  
движущегося  в вертикальных н а 
правляющих,  как указ ан о на 
рнс. 89, а такж е скорость и уско
рение этой точки в момент / ,  =  3 сек 
(рис. 89).

Р е ш е н и е .  Стержень  М N  
движется  в вертикальных н ап р ав 
ляющих,  а потому точка М  
стержня движется прямолинейно
по неподвижной прямой,  проходящей через точку О и н ап р ав 
ленной вдоль стер жня M N .  Выберем эту прямую за ось Оу,  
а начало отсчета — в точке 0  и выразим расстояние  ОМ =  у

—х

Рнс. 89
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как функцию времени t\ для  этого достаточно выразить отре
зок ОМ  через угол <>>. Проведя из точки С  высоту С Е  в тре
угольнике  МОС,  имеем:

ОМ = O E - h E M .

Но ОЕ =  а  cos ф, Е С  =  a sin ф, Е М  =  \ / М С *  —  ЕС* =  V г г— аг sinVp, 

а потому
у  =  ОД] =  a cos ф  +  —  аг s i n 2 ф.

Подставляя  значения угла ф и г =  3и в последнее равенство, 
получим закон движения точки М:

у  =  a ( co s  - j  / +  j / " 9 — s i n 2 у  / j  .

Скорость и ускорение  точки М  найдем по формулам (49):

0 ж=й “ г 7 » ( с“ т ' +  У Л9 - > ‘" , т О “ - т в 5 > " т '  х

• л  ,Л(1 Sin у  <
>- ------ ~ X

2  у  9 - s i n 2 ~  L

X ^ C O S y / - } -  | / ^  9 — s i n 2 у  / j ,

или

у ----------------------- у.
| /  У - s in2 л  г

11 -cos —  I
X I +

Кроме того,



Т а к и м  обра зом ,

л*
w  =  - j U

л , .  л  , 
9  cos ~ - 1 —  sin2 —  t / 9

9  — sin2 у  I

Л , Л ' а см сек.

Т а к  как и, >  0 и о > , > 0 ,  то скорость и ускорение точки М  
направлены от точки 0 ,  т. е. по вертикали вверх,  и точка М  
движется  ускоренно.

З а д а ч и ,  в к о т о р ы х  т р е б у е т с я  о п р е д е л и т ь  т р а е к т о р и ю ,  с к о р о сть  
и у с к о р е н и е  т о ч к и  и з  у р а в н е н и й  д в и ж е н и я  в д е к а р т о в ы х  к о о р д и н а т а х

( з а д а ч и  311 ,  3 1 3 — 316, 320,  322,  326, 323, 349, 352,  354)

Если движен ие  точки спреде  яется уравнениями в декарто
вых координатах ,  то, для  того чтобы найти траекторию точки, 
достаточно из уравнений движения исключить время /. Вектор 
скорости и вектор ускорения  определяются  по их проекциям 
па оси декартовых координат,  причем

§  2. З А Д А Ч И  Т И П А  II 

К р и в о л и н е й н о е  д в и ж е н и е  точки

П е р в а я  г р у п п а

(51)

Отсюда получаем формулы разложе ния векторов скорости 
v и ускорения  w  по координатным осям:



Модули и направл яю щие  косинусы векторов  скорости и ус ко
рения определяются по формулам:

V | =  V Х г 4- у* 4- 22
> (54)

cos (и __v x

\V 1 ’

c o s (и,
1 )  =  T ’V\

(55)

cos (и, k) =
1 V 1

lw,l = V x 2 4  у* + V , (56)

cos (w i) w* 
~  |1^| ’

cos (to
\ w \

(57)

cos (w k) =  ~Jr 
1 w

Пример 55. По заданным уравнен иям  движения точки в де
картовых координатах найти траекторию,  скорость и ускорение 
этом точки:

1) x  =  ^ ( e kt +  e~k,) =  a c h  (kl)\

y = lL(e*, — e - kt) =  b sh (&/);

2) x =  R  s in  <o/;
y  —  R (  1 — cos 2 to/); 
z  =  R  s in  «о/.

(Координаты x, у  и г заданы в метрах,  а /  — в сек.)
Р е ш е н и е .  1) Чтобы найти траекторию точки,  исключим из 

уравнений движения время /; из первого уравнения  имеем:

^  =  ekt +  e~kt, а из второго: у  — ekt — ~ekt. Возведя эти равенства

в квадрат и вычитая второе из первого,  получим:
4х2 Air . ь1 , — kt \ 2  , lit — k t \ 2  л *2 4~ tj r  =  (<? k,)2 —  (ek - e  A' ) 2 =  4, или -  — ^ = 1 .

Следовательно,  искомая траектория  есть гипербола с полуосями 
и и Ь. По лагая  в начальный момент t o =  0,  находим: х 0 =  а, 
у 0 — 0, т. е. в начальный момент точка находится  в вершине 
гиперболы Л0 (а, 0). При дальнейшем возрастании t координаты 
х  п у  точки возрастают,  оставаясь положительными.  Следова
тельно,  точка А  движется по правой ветви гиперболы в направ-



легши, указанном на рис. 90. В ос п ользо вавш ис ь  формулами (50), 
(51), найдем проекции скорости и ускорения  точки на коор 
динатные оси:

bk , hi fri. ь(p. * 4- e ) =  avv =  ^ ( e « + e - * ' )  =  ±kx-,

wx =  a-^ - (e*1 +  e~kt) =  k 'x \  

Wy =  t £ ( ek' - e - kt) =  k ‘y.

Р и с  90

Далее  по формулам (54) — (56) находим:

v =  V  хг +  i f  =  ^  Vа*хг +  Ь*у\

cos(v, /)

Гч  и х  ( 1 *1 /

c o s ( u ,  0  =  ГП  =  г  — *V М  у а*у* + Ь*х*
Ьгх

\ v I ~  У а*уг +  Ь*х* ’

w = V x*+  ул = к* V  ** +  Уг-
Н о  хг 4- у '  =  гг, а_потому w  =  k 'r .

Кроме того,  w  =  k ' x i  +  k*yj  =  k * (*t 4- yj).
Так как  x i  +  y j  =  r,  то w =  k*r} т. e. вектор ускорения  на

правлен по радиусу-вектору движущейся  точки.

2) х  =  R  sin со t,
у  =  R  ( 1 — cos 2 о/ ) ,  
г =  R  sin cot.

Чтобы найти уравнение  траектории,  достаточно из уравнений 
движения исключить время t. Из первого и третьего уравне 
ний имеем; z =  x — это есть уравнение плоскости,  проходящей
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через ось у  и биссектрису координатного  угла гОх.  Д ал ее ,  
находя из первого ура внения  sin со/ и подставляя  это значение
во второе уравнение,  имеем: sin с о / =  -^-,

у  =  (1 — cos 2со/) =  R  (2 sin* о)/),
или

Это есть уравнение  параболического цилиндра с об раз ую 
щими, параллельными оси г, причем на пр авляю ще й этого

2
цилиндра  является  парабола у  =  ~ х 2, л е ж а щ ая  в плоскости
хОу.  Таким образом,  траекторией точки является лин ия  пере
сечения поверхностей

В начальный момент / о =  0, *0 =  0, у 0 =  0, г0 =  0, т. е. точка 
находится  в начале  координат;  так  как координаты х  и г из
меняются периодически в пределах от — R  ro R ,  а координата 
у —  в пределах от 0 до 2 R ,  то точка совершает  колебательное 
движение  по дуге параболы.

По формулам (50) и (51) вычислим проекции скорости и ус ко
рения на оси х,  у  и г:

их =  R m  cos со/, wx — — R m 2 sin со/, 

v v — 2 R  sin 2<o/, гс-у — 4 R m * cos 2 w t ,

Vz =  Rd) COS ( 0 / ,  Ы'г =  —  / V  S i l l  (•)/.

Следовательно,

v — R (о cos to/ i - f  2R m  sin 2<o//' 4- Rm  c o s  со/ k ,  

w  =  —  R m 2 sin со/ 1 4  4/?co2cos2co/ j  —  R m 2 sin o»/ k,
или

v ~  R m  ( c o s (o /  i 4- 2 sin 2со/ j 4- cos соt k ) ,  

w =  R m 1 ( — sin co/i 4- 4cos 2 to I j  — sin to t k ) .

Д а л ее  находим модули векторов скорости и ускорения  по фо р
мулам (54) и (56):

| и | =  R m V  2 (c o s  *со/ 4  2 s in*  2со/) =  У  2 R  со cos го/ - V 1 4- 8 s in *  со/, 

|к> | =  /^co, V/ 2 ( s i n *<о/ f  8co s* 2 co /) =  J ~1Rm 2 • \  s in*  со/ -+- 8  cos* 2co/.



В т о р а я  г ру ппа

З а д а ч и ,  в к о т о р ы х  т р е б у е т с я  с о с т а в и т ь  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  точки 
в д е к а р т о в ы х  к о о р д и н а т а х  и о п р е д е л и т ь  т р а е к т о р и ю  д в и ж е н и я ,  а т а к ж е  

с к о р о сть  и у с к о р е н и е  точ ки  
( з а д а ч и  317, 319, 327,  332— 334, 359, 309)

При решении задач этой группы следует сначала  составить 
уравнения движения точки; для этого нужно рассмотреть поло
жение  движущейся  точки в произвольный момент времени, 
а не ее начальное  или конечное положение,  и выразить ее 
текущие координаты как функции времени t.  Д а л е е  следует 
придерживаться  такого же  плана,  как и при решении задач 
предыдущей группы.

Пример 56. Составить уравнения движения точки М колеса па
ровоза ,  отстоящей от оси колеса на расстоянии г, равном 0,8 м,

Р и с  91

если паровоз движется равномерно по прямолинейному участку 
пути со скоростью vc =  16 м/сек, и найти скорость и ускорение  
точки М .  Колесо катится по рельсу без ск ольж ени я,  а его 
радиус равен R  =  1 м.  В начальный момент точка М  занимает 
положение М 0 на вертикальном диаметре колеса (рис.  91).

Р е ш е н и е .  Ось Ох направим по рельсу,  а ось Оу  проведем 
через точку /И0, принимая за начало координат  точку А 0. Р а с 
смотрим два положения колеса в начальный момент / =  0 
и в текущий момент времени t. Отметим положение  центра С 
колеса и его радиуса  С А ,  на котором расположена точка М  
в момент t.  Так как расстояние  от центра колеса до рельса 
все время равно радиусу R,  то точка С движется по прямой,  
параллельной оси Ох,  и притом по условию задачи равномерно,  
а потому расстояние  от этой точки до ее начального положения 
равно C (:C =  vct.  Так  как CD  || С 0Л 0, то / _  A C D  есть угол  п о в о 
рота колеса вокруг  своей оси за / сек, который обозначим 
через ф. Д л я  того чтобы найти уравнения  движения точки М,
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найдем коо рдинаты зтой точки:
х м =  А 0В,  
у м =  M B .

Но А 0В =  A 0D —  СЕ  =  С 0С — СЕ  и M B  =  M E  +  Е В,  или 
х м =  v J  —  C E ,  ум =  R  +  Е М .

Из треуго льн ик а  М Е С  имеем:

M E  =  г sin (ф  — 90°) =  — г cos ф,
ЕС  =  г cos (ф — 90°) =  г sin ф,

а потому х м =  vt — г sin ф, ум =  R  — cos ф.
Найдем зависимость угла ф от времени t .  Так как качение 

колеса по рельсу происходит без скольжения,  то -  AD  =  D A 0. 
Но

D A 0 =  СС0 =  oc t, ~ U A  =  Л>ф ,
а потому

vc t =  /?ф 

i
ф =  =  16 л

Таким образом.
х м =  10/  — г sin 16 1, 

у м = 1  — г cos  16/

г. е. искомой траекторией является укороченная  циклоида.  Если 
точка М  находится на ободе колеса, то г  =  R  и мы получаем 
следующие уравнения движения циклоиды:

хм =  Vc t —  R s i n ^ t ,

Ум =  R - R c o s ^ t .

Если же r ^ > R ,  например.  r = \ , 2 R ,  то аналогично можно получить 
уравнения движения точки М,  описывающей удлиненную цик- 
клоиду.

Подставив значение г в уравнения движения точки М ,  имеем: 
х м — 16 / — 0,8 sin 16/ 

у м =  1 — 0,8 cos 16/.

Д л я  определения проекций векторов скорости и ускорения 
на оси л: и у. воспользуемся формулами (50) и (51):

их= 1 6 — 12,8cos 16/, O'3C =  204.8s in 16/,

иу =  — 12.8 sin 16/. te»y =  204,8cos  16/.
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Таким образом,
v  =  16 [i (1 — 0.8 cos 1 Г» /) — / 0,8 sin 16/] ,

=  204,8 (i sm 16/  +  /' cos 16/).

Далее  вычислим модули векторов скорости и и ускорения w 
по формулам (54), (56):

| о |  =  / ( 1 6 — 12,8 cos 16 / )2 + (12,8)2sin2 16/  =
=  1 6 / 1  6 4 +  0,1 cos 16/;  

| w  | =  / (cos2 16/  + sin2 16 / ) (204,8)2 =  204,8 м/сек'1.
Пример 57. Линейка  эллипсографа AB  =  10 / 2  см концами 

А и В  скользит по двум прямолинейным направляющим,  образую
щим между собой угол а  =  135*. Найти траекторию,  скорость и

ускорение точки М  линейки,  если =  3 и закон движени я пол-

зуна  А вы ража ется  уравнением О А  =  & =  20 sin < (рис. 92).

Р е ш е н и е .  Ось Ох  направим по прямой ОВ,  а ось Оу 
пер пен ди ку лярн о  к О В  и построим координаты точки М:

х — ОЕ =  ВС  — ОС — В Е \  
у  — M E .

Да лее  выразим координаты точки М  через заданный от ре
зок СМ; для  этого опустим пер пен дикуляр  из точки А на ось 
Ох.  Из подобных тре угольников  А С В  и М Е В  находим:

§  =  =  Ш  =  откуд а  „ В Е ^ \ В С .

Следовательно,
х = ~ В С - О С .

4

у = \ А С .
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Так как из прямоугольных треугольников  АО С  и А З С  имеем:
ОС =  А С  =  АО  sin а,
А С  =  А В sin ф,
ВС =  А В  созф,

то
3 Q _

х  =  - j  А В  cos ф — АО  sin а  =  j  ■ 10 У 2 cos ф — 20 sin ~  t  • sin 45°,

, n V^2 . л  .
0 = 1 0—  sin у / ,

x =  lOK^ f- r -  С05ф— sin £ - t \  1) -=  s i n ?  t -

или

Остается выразить зависимость между ф и t. Из треуго льн ик а  
О А В  по теореме синусов имеем:

А В ^ _  л о _
sin a  sin <р ’

откуда
А О . л  . л  .sm ф =  sm ct =» s,n у  t  и ф =  --/.

Таким образом,  уравнен ия  движения точки М  имеют вид:

х  -- 10 V 2 ^ jC o s  у /  — sin у  I ) .

5 У 7  . я .
У — ~ 2 —  s m y  /.

Чтобы иайтп уравнение  траектории,  достаточно из этих 
уравнений исключить t\ для этого перепишем уравнен ия  д в и 
жения в виде:

л  . ч sin -тг- t
2 2,5 \г  2

л  . /  х  4// \  4 COS -тг t =  { -------4------------- м  —  .
2 2 10 V  2 / 3

Возведя эти уравнения  в квадрат  и скл ад ывая  их,  получим 
уравнение  траекто рии  (эллипс):

18//2 +  2 (лг -Ь 4/у)* =  25.

Теперь вычислим проекции векторов  скорости и ускорения  
на оси координат  по формулам (50) и (51):

—5л  Y  2 /  о . л  , . . л . \  
их =  А' =  — 4—  [ 3 s i n y  t +  4 cos у  t  J,

5л  Vх"2 л  .
Vv = y =  7 COS^-
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-5 я *  V 2 
8

=  //

ПЛИ

0Я =  — -jf- (4л: -l- 25у)],

Отсюда по формулам  (52) и (53) находим:

v =  { — (4х +  25у) i +  (х -f-4//) /}

w = — j ( x ' i + y j )  =

где г — радиус-вектор  точки М .  Таким образом,  вектор ус ко
рения  направ лен противоположно радиусу-вектору движущейся  
точки.

§  3. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  С К О Р О С Т И  И У С К О Р Е Н И Я  Т О Ч К И  
П Р И  Е С Т Е С Т В Е Н Н О М  С П О С О Б Е  З А Д А Н И Я  Д В И Ж Е Н И Я  Т О Ч К И

(за д а ч и  323,  324, 330— 349)

Если заданы траект ория  движущ ейс я  точки и закон ее 
движения по этой траектории s — f ( t ) ,  то вектор скорости 
направлен по касательной к траектории,  а его про ек ци я  на 
направление  касательной определяется  по формуле

причем абсолютное значение  этой проекции равно модулю 
скорости,  т. е.

Вектор ускоре ни я  определяется  по его проекциям па естест
венные оси (касательную,  гл авную нормаль и бинормаль) :

(59)

где о — радиус  кривизны траект ори и в данной точке.
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I »i= k st+^г  = / ( ¥ 7 + 1 1 7  • (60)
Если плоская траект ория  задана  уравнением ty =  f ( x ) ,  то 

радиус кривизны траектории вычисляется  по ф о р м у ле

Q li/'l ■ <61>

™  ' / = §  -

Рассмотрим частные случаи:
1. Если точка движется  прямолинейно и неравномерно,  то 

радиус кривизны траектории о —  оо и, следовательно,  ш„ =  0.
В этом случае ускорение w  направлено по прямолин ейн ой 

траектории точки и по модулю равно
. , | d v r I I t/*s I

(62)
2. Если точка движется по кривой равномерно,  то

ит =  const и ЙУ_ — =  О, т т at

а потому ускорение w  направлено по нормали к тра ек тор ии  и 
по модулю равно

W =  w n =  v~ .  (63)

3. Если точка движется прямолинейно и равномерно,  то

w n =  0, w r =  0 и ы' =  0.

Пример 58. Вагонетка движется равномерно по за кр уг лени ю  
радиусом R  =  600 м,  причем ускорение ее центра  тяжести равно 
w =  0,0026 Mjcett1. Найти скорость  центра тяжести вагонетки.

Р е ш е н и е .  Так как центр тяжести вагонетки перемещается 
по окружности равномерно,  то его ускорение  w  нап ра вл ено  по 
радиусу этой окружности к центру и согласно формуле  (59) 
по модулю равно

V2
W  =  W n =  — .

" е

Но радиус кривизны окружности равен ее радиусу ,  а потому

Слеловательно .



и

v = V R w  =  / 0 , 0 0 2 6 •  600 =  V \ ,56 =  1 .25-£-s .
C € K

Пример 59. Точка движется  с постоянным тангенциальным 
ускорением а  по окружности радиуса R  без начальной с ко 
рости.  Че ре з  ско л ьк о  секунд после начала  движения кас атель
ное и нормальное  ускорения станут  численно равны между 
собой?

Р е ш е н и е .  Д л я  решения задачи воспользуемся формулами:
dv

W^ 4 t = a -
и* V*

w " ~  t> “  R ’

Интегрируя  уравнение  dv  =  a d t , имеем:

\ d v =  \ a d t .

отсюда,  при нимая  во внимание,  что ио =  0 и а =  const ,  находим 
v =  a t  и, следовательно,

R  ’

В искомый момент времени касательное  и нормальное 
ускорения  равны между собой, а потому

а! И - п
R  ~ й ’

откуда

Пример 60. Точка  движется  по ок
ружности;  в некоторый момент ее ско
рость равна v,  а ускорение нап равлено по хорде M N  =  l. 
Зная  и и /, найти ускорение  точки в этот момент (рис.  93).

Р е ш е н и е .  Пусть  на рис. 93 векторы М А  и M B  обозна
чают соответственно ускорения  w  и w n. Тогда из подобия прямо 
угольных треугольников  М А В  и M L N  имеем:

w_ _  ML_ _  2 R  
йГп ~  M N  / *

отсюда
2 R  2 R v 1 2 R  v* 2 и г 

W ~  I W , l ~  I '  q “  I ' R ~  I
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Пример 61. Машина идет по выпуклому мосту А В .  Ее  центр 
тяжести AI описывает при этом параболу у  = — 0,005л:2, а рас
стояние s =  ^ A M ,  отсчитываемое от точки А  вдоль дуги п а р а 
болы, изменяется по закону s =  - | ' / a— 9/* 4-60/ (х, у  и s  вы ра 

жены в метрах,  а /  — в сек). Определить скорость и ускорение  
центра тяжести машины в тот момент, когда он находится  в вер 
шине параболы,  если в этот момент скорость машины достигает 
минимума (рис. 94).

У

[М
Т

■ " S TW *Ш77<

Р и с .  94

Р е ш е н и е .  Так  как траектория и закон движения точки М  
по ее траектории заданы,  то для  решения задачи воспользуемся 
формулами (58), (59) и (60). Тогда имеем:

у =  ^  =  2 /2 — 18/ -| 60 

^  =  ̂  =  4 / - ! 8 ,

w„ =  — . 
" Q

Радиус кривизны траектории определим по формуле  (61)*

(I 4-м' 2) , til/ „ „ d2v ГЛ <>,
0 = -----т г 1— » Где у  = Т х ~  —  0.01л:, у '  =  =  -  0,01.

Следовательно,

0  =
:i + п .о о о 1хг

d x 2

0,01

Но в вершине параболы координата  х  точки М  равна  нулю, 
поэтому Q •-= 100 м.

Остается определить,  в какой момент времени машина дости
гает вершины параболы;  так  как скорость ее в этот момент

достигает минимума,  то ^  =  0, откуда 4/ ,  — 18 =  0 и / , = ^  =
=  4,5 сек. Следовательно,  i \  — 2 / ,  — 18/, f-60 =  60 — 8 1 + 9 - 4 , 5  =  
• = 1 9 ,5  M jceK .

Так как  в вершине параболы касательное ускорение  =
V 2 (19,5)г о о I г равно нулю, то w  =  wn =  — =  —щ -  =  «3,8 MjceK.

158



§  4. К О М Б И Н И Р О В А Н Н Ы Е  З А Д А Ч И

( з а д а ч и  312 ,  353, 355— 358, 367— 369, 371,  373)

К  задачам этого типа  относятся такие задачи,  в которых 
требуется,  исходя из уравнений движения точки в декартовых 
координатах,  найти закон движения точки по ее траектории,  
т. е. выразить дуговую координату s в функции времени, а такж е 
найти касательное и нормальное  ускорения  точки и радиус 
кривизны траектории.

Чтобы найти закон движения точки по ее траектории,  нужно 
из заданных уравнений дв ижения определить скорость и и со
ставить  уравнение:  d s = v d t .

Отсюда,  интегрируя ,  получим:
S I

j  , i s = 5  v d t .

или

s =  s 0 -Ь J vdt*

где s0 — значение дуговой координаты s при / =  0.
Касательное  ускорение  определяется по формуле

(64)
'  dt dt ' 

после этого нормальное  ускорение  можно найти из равенства

ш„ =  | / " ш 2 — w\ ,  (65)

где

=  х* +  \ /  4- 2*.

Определив wn, найдем радиус кривизны по формуле

С =  — . (66)

Пример 62.  Д а н ы  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  т оч к и :

х  — akt ,

У =  \  (eht е ~ м )  =  a  ch ( к / ) .

Найти траекторию,  закон движения точки по траектории и 
радиус  кривизны траектории в зависимости от ординаты у.

Р е ш е н и е .  Чтобы найти траекторию,  достаточно исключить 
из уравнений дв ижения время t\ для  этого найдем значение t

159



из перв ого  у р а в н е н и я  и по дставим его во второе.  Т ог да  имеем:

*  =  t V * ‘ + е ' Ч = а  c h ( f ) .

Следовательно,  траектория  точки есть цепная лин ия .  Далее  
находим скорость и:

vx =  х  =  ak.  

v y =  у  =  а-£ (e,lt —  е - к1) =  ak sh (k t ),

\ v \  =  j /~.  X* -I- y* =  ak  | / l  - f s h 1 (kt )  =  ak  ch (kt )  =  y  (eM -\-e~kt).

Предполагая ,  что s0 =  0, теперь имеем: 
t

s =  j  и dt  =  |  J  (ekt +  « - " ) *  =  .£  (e"  — e -41) =  a s h  (ft/).
0

Ускорения  и wn находим по формулам (51), (59) и (65):

wx =  x  =  0,

у

w  '

w.. =  y  =  ^ ~  (ем - f  e~kt) =  a k 1 ch (kt).

=  ] /  х* +  \ /  +  г* = a-£- (ekt +  e - kt) =  a k t c h ( k t ) ,

w ^ %  =  ddt И  ch <*'>] =  y  («*'-

=  ] / ~ w *— w \  =  ak* ch* (kt )  —  sh l (kt)  =  ak*.

Теперь по формуле  (66) находим радиус  кривизны траек то 
рии:

И 1+ « - “ )» _  а », *к 
L w„ 4ak* ~  4 '  1 **

Но

поэтому
а  4  и *  1/ г

Q ~  т  * i* т

Пример 03. Д ан ы  уравнен ия  движени я точки: 
х  — 2t,  у  — At*, z  =  3t*,

причем х, у ,  z  выражены в метрах,  а время t — в сек.
Найти радиус  кривизны траектории в точке,  где скорость и 

движу ще йся  точки равна 5 м^сек.
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Р е ш е н и е .  Скорость и ускоренна движущейся  точки нахо
дим по форм улам (50) и (51):

-V — 2, у -— 81, г -  6/ .  | и | =  [ 4 f  64 /5 3 6/ : 2 |  1 + 2 5 /* ,
х  =  0, // =  8, г =  6, =  1/64 +  36 =  10.

Далее  находим w x> w H и q по формулам (64), (65) и (66): 
dv _ _ ___2-50 /_______ 100/

'  dt ~  -> У  \ - , -25 /2 _

I I ' 0 0 - ' ^ =  10 У-' Г | V  -  10 0/* =

v* v 3 53 2Г)
0=" —  =  2о =«ЗП =  Г  =  6 -25 •И-20

Пример 64. Точка описывает плоскую траекторию так, что 
проекция ее скорости на ось Ох  постоянна и равна  с. Д ок аза ть ,  
что в этом случае ускорение 
равно

с 3hi' ,
СО

где v — скорость,
о — радиус кривизны тр а 

ектории (рис. 95).
Р е ш е н и е .  Так как 

vx —  с =  c ons t , то И'х  =  -V ~ -  0 ,  

т. е. вектор ускорения  нарал-  д\ 
лелен оси Оу. Построив 
проекцию вектора скорости 
и =  М А  на ось Ох  и про
екцию вектора ускорения
w =  M E  на нормаль  к траектории,  получим два прямоугольных 
треугольника  М  А В  п M E D .  В этих треугольниках  углы / _ А М В  
и / _ E M D  равны,  как углы с перпендикулярными сторонами, 
а потому эти треугольники подобны. Отсюда находим:

Рис.  95

М.4
MB

МП 
MD  -

Но

М  В =  их. =  с, 

следовательно,

М Е  =  w, М D  =  wn =  — , M A  =  v,

су

7 За к, .‘2 ^ 2 161



Г л а в а  II

ВРАЩЕНИЕ ТРЕРДОГО ТЕЛА ВОКРУГ НЕПО ДВИЖН ОЙ ОСИ

Если твердое тело движется  так,  что две его точки остаются 
неподвижными,  то такое  движение  тела называется вращатель
ным движением вокруг  неподвижной осп.

П ря мая ,  соединяющая две неподвижные точки тела,  на зы 
вается осыо вращения этого тела.

Если выбраны две плоскости,  проходящие через ось вра 
щения,  причем одна из них неподвижна, а вторая непзмен- 

2  но связа на  с вращающимся телом,
то угол ф между этими двумя п л о 
скостями,  измеряемый в радианах 
и отсчитываемый в направлении,  про
тивоположном движе нию часовой стрел
ки, если смотреть с положительного  
конца оси вращения,  определяет  по
ложение  тела в любой момент време
ни I п является непрерывной одно
значной функцией времени (рис. 96), 
т. е.

Ф / ( / ) .  (67)

Равенство (67) называется у р авн е 
нием, или законом,  вращательного  
движения твердого тела вокруг  не
подвижной оси. Угол ф — ф„ назы ва
ется углом поворота,  пли угловым 
перемещением тела.

Первая и вторая производные по 
времени от угла  ф называются соот

ветственно угловой скоростью и угловым ускорением тела и обо
значаются буквами (о п е, т. е.

При этом о) =

Л р _  
(It Г  (0 .

d2< г (!(•>
f - ^ = , 77 - / (О- (68)

радиин 1 - П’Ксек сен —■ 1 L IX

И  -
радиан 1-- ---- -- ГОК

сек2 -- -- с 11\сек*

Если число оборотов в минуту вращающегося тела равно п. то

о. . т



Задачи,  относящиеся  к вращательному движению твердого 
тела вокруг  неподвижной оси, можно разделить на три основ
ных типа:

1) определение углового  перемещения,  угловой скорости и 
углового ускорения тела;

2) определение скоростей и ускорений точек вращающегося 
тела ;

3) задачи,  относящиеся  к передаче вращательного  движения 
от одного тела к другому.

§  1. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  У Г Л А  ПОВ ОРОТА, У Г Л О В О Й  СКОРОСТИ
И У ГЛ О В О ГО  У С К О Р Е Н И Я  Т В ЕР Д О Г О  Т Е Л А ,  В Р А Щ А Ю Щ Е Г О С Я  

В О К Р У Г  Н Е П О Д В И Ж Н О Й  ОСИ

( з а д а ч и  375— 385)

Если (о —const и, следовательно,  к =  0, то вращение  тела 
называется  равномерным; в этом случае

<1 =  То +  (70)

Если к — const ,  то вращение тела называется равномерно 
переменным; в этом случае

(О =  (1)(1 -[- at, ф =  ф0 -!- {.>„/ -|- Y  ■ (7 1)

Если «')„>(),  то при е >  0 вращение  т е л а —равноускоренное,  
а при к < 0 ,  вращение тела — равнозамсдленное.

Пример 65. С момента выключения мотора пропеллер а э р о 
плана,  вращавшийся  с угловой скоростью соответствующей 
/1 = 1 2 0 0  о б м и н , сделал до остановки 80 оборотов.

Найти,  сколько  времени прошло с момента выключения мо
тора до остановки пропеллера,  считая его вращение  равномерно 
замедленным.

Р е ш е н и е .  Гак как вращение  пропеллера равномерно з а 
медленное, то но формулам (71), считая ф0 —0, будем иметь:

t2ф =, 0)()/

(I) =  (i)n -f- Et,
причем

пи  . А 1 
ft). =  .-ттт =  40л  — .0 30 сек

Так как пропеллер сделал 80 оборотов, то угол поворота 
равен ф — 80 2л =  160л рид.

Так как.  кроме того, в момент остановки угловая  скорость 
пропеллера равна нулю, то со =  0.



Гакпм образом, получаем два уравнения:  

40л/  -j- ~  =  160л,

40л е/ - -  0.
Отсюда находим:

. ____ 40л
г

следовательно,
40 л  / —  160л;

1 6 0 л

Пример (>(». В период разгона маховик вращается  вокруг  
своей осп по закону

Я - 7

Определить угловую скорость и угловое ускорение маховика  
в момент, когда он сделает 27 оборотов.

Р е ш е н и е .  По формулам (68) находим:
с1ц 3 , 2

w =  <77 =  Т  л '  ■
d2w 3 .

е =  ^  =  Т л / ‘

Далее  находим, в какой момент времени / угол поворота <р 
будет равен 27 ■ 2л. - 54 л  рад:

Ф =  - ^ 5 =  54л,
отсюда

з / ёt — у/ 54 • 4 — 6 сек.

Угловая скорость и угловое ускорение  в этот момент будут 
равны:

3 Г2 П7 I
(о =  -р  л  6  =  2 7 л  —  ,

4 сек

Е — 4 -  Л • 6  -  9 л  —Ц- .
2  сек-

§ 2. О П Р Е Д Е Л Е Н А  СК О РО СТ ЕЙ  И У С К О Р Е Н И Й  Т О Ч Е К  
Т В ЕР Д О Г О  Т Е Л А ,  В Р А Щ А Ю Щ Е Г О С Я  В О К Р У Г  Н Е П О Д В И Ж Н О Й  ОСИ

(з а д а ч и  386— 394)

Если твердое тело вращается вокруг  неподвижной оси, то 
любая его точка,  не лежа щ ая  на оси вращения,  описывает о к 
ружность,  плоскость которой перпендикулярна  к эгой оси, а
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и =  Riо. - - R к, =  /?ог, оу =  R  У ьг +  о»4. (72)

где /? — расстояние дв ижущейся  точки от оси вращения.
Векторы скорости v и касательного ускорения  w.  направлены 

по касательной к окружности,  описываемой данной точкой тела, 
а вектор нормального ускорения  ;х'„ направлен по радиусу этой 
окружности к ее центру.

Если вращение тела ускоренное,  то векторы v  и сс. иаправ- 
1епы в одну и ту же сторону; в случае же замедленного враще
н и я — в противоположные стороны.

Если тело вращается равномерно,  то (d —const,  следовательно,  
в этом случае v  =  const ;  к =  0, w.  =  0 и

X' — (73)

г. е. вектор ускорения  l:' совпадает в этом случае с норм аль
ным (центростремительным) ускорением.

Пример 67. Колесо радиуса R  =  1 м  вращается равномерно 
вокруг  своей оси, делая один оборот за 0,25 сек. Найти с ко 
рость и ускорение точки, лежащей на ободе колеса.

Р е ш е н и е .  Так как колесо вращается равномерно,  то со
гласно формуле  (70)

Но за время / =  0,25 сек угол поворота колеса равен
ф - ф 0 ^ 2 л  рад,

поэтому
2л  0 I 

(!) ' - ■ —  о  Л ----- .
0 , ? 5  сек 

Далее  по формуле  (72) будем иметь:
и =  /?(,) =  1 • 8л м сек ж  25,12 м сек, 

w  =  и:*н — R  (о* — 1 64 л* =  631,04 м сек1.

Пример 68. Вал начинает вращаться  с угловой скоростью

о  1(о. =  2л —0 сек

равноускоренно и за  10 сек делает 30 оборотов. Найти ускоре
ние точки,  отстоящей от осп вращения вала на расстоянии, 
равном 0,5 м,  в тот момент, когда скорость этой точки равна  
2л м1сек.

Р е ш е н и е .  Д л я  определения  углового ускорения  вала вос
пользуемся формулами (71), считая <|„ =0;

/ , ь , ‘Ф — Ш01 г  ~2~‘

ско р ос ть  и у ск о р е н и е  точки о п р ед ел я ю т ся  по фо рм ул ам:
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Но при / = 1 0  сек угол поворота равен ц - 30 2л =  60л  рад,  
а потому

2л 10 г 50е 60л,
откуда

I Ил. Q !
»•' — =  О . Ь д ---- .

50 сек2

Да лее  по формулам (72) находим:

Ы' — К \  в 2 -i «о* 0,5 У 0 , 6 4 л г м* и с.’ =  А?»» =  0,5(0.

В тот момент, когда с =  2л м с е к ,  имеем:

о» — =  4л —  и и: — 0,5 | 0 , 6 4 л г ;- 44л ‘
( | ,о  сек ’ ' 1

- 4л | 4 л 2 '! о,()1 -  8 л 2 =  79 м сек2. 

Пример 69. Вал вращается в подшипниках вокруг  иеподвиж-
л . 3иоп горизонтальной оси но закону — л/ ,  где ф — угол

поворота вала в радианах.  Определить скорость и ускорение 
точки М  вала,  отстоящей от осп вращения на расстоянии 
г =  0,8 м  в тот момент, когда угловая скорость вала достигает 
наибольшего абсолютного значения.

Р е ш е н и е .  Найдем сначала угловую скорость и угловое 
ускорение вала  по формулам (68):

(/'I Л 3 3 Зл= 3 .
; r r  i t  • т  ЛС05 т л/  “  vn с ш  г лг ’

3
у  л /  сек \

Теперь по формулам (72) получим:
Зл2 3 , v --  го) ~~гт г cos -г л/ ,
64 1

— 9л* . 3Ы'. — ге  =  --гртг г sm - г  л/ ,
2 оо 4
9л4 3

^ /Ч,) г = ^ г  r COS2 у  Л / .

Угловая  скорость о> достигает наибольшего абсолютного значе-
I 3 3ння в м о м е н т / , ,  когда cos у  л /  =  1, отсюда у  л / ,  = /гл., т. е.

4 4 8/ , =  -~- k, где к =  0,1, 2,3, . . . ,  следовательно,  / ,  =  0 , ~ - ,  -тг ,•-> 1 3 3
. . . .  сек. В эти моменты имеем:

л 3 3
—  . — л cosИ) 1 4

(/(.» 9л3
(It “  ~  ‘2о6



§  3. П Е Р Е Д А Ч А  В Р А Щ А Т Е Л Ь Н О Г О  Д В И Ж Е Н И Я  ОТ О Д НОГО Т Е Л А
К Д Р У Г О М У

П р и м ер  70. Шкив / радиусом ()хВ — г х, враща ясь  равномер
но, делает п оборотов в минуту;  он соединен бесконечным
ремнем со шкивом / /  радиусом ОгС — r t 
и ускорение точки А шкива  I I I  радиу
сом OtA = R ,  жестко соединенного со 
шкивом I I  (рис. 97).

Р е ш е н и е .  Так как все точки ремня 
имеют одинаковые скорости,  то

или с о / ,  =  (|>/г, где со, п о , —угловые 
скорости шкивов / и I I ,  или

W,
10.,

т. с. угловые скорости шкивов ,  соеди
ненных бесконечным ремнем, обратно 
пропорциональны их радиусам.  Отсюда

Г,
( ,) .  —  СО. —  .

Определить скорость

или, учитывая формулу (69), со, =  ~  ■ ~
=  const .  Так как шкив  / / / ,  которому при
надлежит точка А,  жестко соединен со 
шкивом I I ,  то их угловые скорости равны и, следовательно,  
скорость точки А равна

п  л "
va — l°2R ~  зо R.

Так как  со2 =  const ,  то  ускорение  точки А равно но рм аль
ному (центростремительному)  ускорению этой точки, и, следо
вательно,

, я 2п2г\ 
ц . . =  я  ы ; = ------ - R .

‘ '  900 г2

Пример 71. Зубчатое колесо I с числом зубьев г, = 8 0  начи
нает вращаться  равноускоренно из состояния покоя  с угловым ус
корением е, =- 1 с е к ' 2 и приводит в движен ие  находящееся  с ним 
во внутреннем зацеплении колесо I I  с числом зуб ье в .г ,  =  20. 
Определить угловую скорость колеса / / и  ускорение точки В,  
лежащей на окружности этого колеса через 1 сек после начала 
движения,  если радиус колеса I I  равен г2= 1 6  см (рис. 98).
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Р е ш е н  не .  Допустим, что колесо / вращается в направлении.
противоположном движению

Следовательно,

часовой стрелки;  roi да скорость 
точки С зацепления  колес бу
дет направлена ,  как указано на 
рис. 98, и, следовательно,  коле
со / /  будет вращаться  в том же 
направлении,  что и колесо / ,  т. е. 
против движения часовой стрел
ки. Д л я  скорости точки С, как 
принадлежащей одновременно и 
колесу / / ,  имеем

с(: =  (|>/, =  <■>/,,

где (к, п (ог — угловые скорости 
колес / и I I ,  а г, и гг — их 
радиусы.

Но

2лг,  — z xh и 2л гг — г г/1 . 
где И — ша/ зацеп лен ия* ,  
отсюда

2 л г , г,А  , г.
2лгг гг1Г ,,Л|1 Т ,~ Т Ш

А поэтому
со,=  г,
<■>•> г. ’

т. е. угловые скорости находящихся  в зацеплении зубчатых 
колес обратно пропорциональны числам их зубцов. 
Следовательно,

г, « I  ,
=  “ . 7 : = -ж “ . “ ‘К .

НО. согласно формуле (71), о>, ~  г , /  =- л / ,  поэтому и» =  4 л /  —.

При / — 1 сек  имеем: <■>, =  4л —  .
1 * сек

Угловое ускорение колеса I I  будет равно

г .  —
(/с)2
~dt =- 4 л — , .  

сек2

* См с н о с к у  на с т р  222.
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w  в  =  г 2~\ /  4  \ (.)'* ----- 15 )/ (4хт)5 I (4л/")5 =  6 0 л  / Г Т Т б л 1/ 4.'

При / — 1 6f/v

сс'в == СОл | 1 г  16л2 =  60л  -4л см сек2 *  2 , 4 л 2 м сек2.

Направление  ускорения  w B определяется углом а между ра 
дпусом 0.,В п вектором w B:

tg а  — —2- — -г-Д, — ~  — 0,079,  откуда и — 4 30' .
0,г |ЬЛ- -1Д

Теперь по ф о р м у л е  (72) находим у ск ор ени е  точки  В:

Г л а в а  III

П Л О С К О П А Р А Л Л Е Л Ь Н О Е  Д В И Ж Е Н И Е  ТВЕРДОГО ТЕЛА

Если при движении твердого тела расстояние от любой его 
точки до данной неподвижной плоскости не изменяется,  то та 
кое движение тела называется плоскопараллельным.

Изучение  пло скопараллельного  движения тела сводится к 
изучению движения плоской фигуры, движу ще йся  в своей пло
скости (сечения тела плоскостью, параллельной данной непод
вижной плоскости).

Задачи,  относящиеся к плоскопараллельному движению тела,  
можно разбить на следующие основные типы:

1. Составление уравнений плоскопараллельног.о движения 
твердого тела (уравнений движени я плоской фигуры).

2. Определение  скоростей точек плоской фигуры.
3. Нахождение  подвижной и неподвижной центроид.
4. Определение  ускорений точек плоской фигуры

§ 1. У Р А В Н Е Н И Я  Д В И Ж Е Н И Я  П Л О С К О Й  Ф И Г У Р Ы  

(з а д а ч и  492— 500)

Положение неизменяемой плоской фигуры в ее плоскости 
вполне определяется положением двух произвольных ее точек 
А п В.

Следовательно,  изучение движения плоской фигуры в ее пло
скости сводится к п п ч е п п ю движения прямолинейного отрезка 
А В ,  с которым фигура  неизменно связана.  Но положение от-



резка  А В  определяется положением,  т. е. двумя координатами 
х д и цл . его точки А , называемой полюсом, и углом <р, который 
образует  этот отрезок с некоторой осью неизменного н ап р ав л е 
ния,  лежащей в плоскости данной фигуры (рис. 99).

Таким образом,  движение  плоской фигуры,  движу ще йся  в 
своей плоскости,  можно определить  следующими тремя ур авне
ниями:

aW , < 0 .

< F = / . ( 0 .

Уравнения  (74) называются уравнениями движения плоской 
фигуры,  или уравнени ями  пло скопараллельного  движения тв ер 
дого тела Из этих уравнений следует,  что движение  плоской 
фигуры можно разложить  на два движения:  1) поступательное 
движение,  определяемое  первыми двумя уравнениями (74), и 2) 
вращательное  движение вокруг полюса,  определяемое третьим 
из уравнений (74).

Ч

(74)

Рис. 100

Пример 72. Линейка  А В эллипсографа приводится в д в и ж е
ние кривошипом ОС, вращающимся равномерно вокруг  оси О, 
с угловой скоростью (о =  const  Принимая  точку А за полюс, 
составить уравнения движения линейки эллипсографа если 
(рис. 100)

ОС =  ВС =  АС  =  т.

Р е ш е н и е .  Так как точка А движется по осп Ох,  то у А =  0. 
Если угол,  образуемый линейкой А В с осью л\ обозначим 
<1 , то из равнобедренного треугольника  АОС  будем иметь: 
АО =  2 0 С  cos ( | , или хА =  2rcos»p.

При равномерном вращении у т л  АОС  поворота кривошипа 
за I сек будет равен о>/, т. е.

»1 - - о)/.
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Т а к и м  об р а зо м ,  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  л и н е й к и  АВ  имеют вид:

х А =  2г cos ((о/),
У л =  °. 
ф =  tot.

Пример 73. Шестеренка радиуса г, катящая ся  внутри не
подвижного  колеса радиуса R , приводится в движение  к р и 
вошипом 0/1,  вращающимся равномерно вокруг оси О этого 
колеса,  с угловой скоростью «  — const.

Составить уравнения движения подвижной шестеренки, при
нимая ее центр А за  полюс (рис. 101). у

Р е ш е н и е .  Найдем координаты 
х л , у А полюса А.

Из треугол ьн ика  О А В  имеем:
хА — О В  =  0 .4 cos а,
у д =  А В  — О A sin а,

но О А =  ОС — А С  =  R  — г и и  =  со/, как 
угол поворота кривошипа при равно
мерном вращении.

Следовательно,
х А — (R —г) cos tot,
yA =  ( R - r ) s m « , t .  p | i c I 01

Д а л ее  нужно найти угол поворо
та подвижной шестеренки вокруг  полюса А.  Д л я  этого рас
смотрим радиус A M  подвижной шестеренки,  который в нач аль 
ный момент занимал положение  Л 0Д/ 0.

Тогда угол поворота равен // mE A M = q > .
При этом отрезок А Е  параллелен  оси х и, следовательно,  

/ С А Е  =  а. Так как качение подвижной шестеренки по непод
вижной происходит  без ско льж ени я,  то

То

а поэтому

С М 0 =  С М .  

С М 0 =  Rn  

С М  — г (ф -г а), 

г (а Ч- ф) =  R  а,

откуда

Ф =  а ( R
\ г

1 m t .
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Т аки м  об ра зом ,  искомые  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  з а п и ш у т с я  так:

§ 2. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  СКОРОСТЕЙ Т О Ч Е К  ПЛОСКОЙ Ф И Г У Р Ы ,  
Д В И Ж У Щ Е Й С Я  1$ С В О ЕЙ  п л о с к о с т и

( з а д а ч и  501 —  538)

Движ ен ие  плоской фигуры в ее плоскости можно ра злож ить  
па два движения:

1) поступательное  движение  со скоростью,  равной скорости 
какой-либо точки А тела, принятой за полюс, п

2) вращательное  движение  вокруг  этого полюса (вокруг оси, 
проходящей через полюс и перпендикул ярной  к плоскости дви
жущейся  фигуры).  При этом угловая  скорость вращательного  
движения не зависит от выбора полюса.  Отсюда следует,  что 
скорость любой точки В плоской фигуры равна геометрической 
сумме двух скоростей:  скорости полюса с , и скорости иВА точ
ки В  во вращательном движении вокруг  полюса,  т. е.

Отсюда следует теорема о проекциях скоростей точек пло
ской фигуры: проекции скоростей двух точек плоской фигуры 
на п р я м ую , соединяющую эти точки, равны между собой.

Мгновенным центром скоростей (МЦС) называется  та ка я  
точка Р плоской фигуры, скорость которой в данный момент 
равна нулю.

Если известны скорость vA какой-либо точки .4 плоской 
фигуры и угловая  скорость  этой фигуры,  то, повернув  вектор 
vл вокруг  точки А на 9(V в направлении вращения фигуры и 
отложив на этой полупрямой отрезок

получим точку Р,  которая является МЦС (рис. 102).
Если же известны нап равления  скоростей двух точек п л о 

ской фигуры,  то МЦС находят  как точку пересечения перпен
д икуляров ,  восставленных в этих точках  к нап равлениям  их 
скоростей.

Если мгновенный центр скоростей Р найден п если извест
на угловая  скорость о> фигуры,  то скорость  любой точки В 
фигуры определяется как скорость  этой точки во вращательном

хА =  (/? — /)  cos (»1, 
У л — (R — r ) sin 1 ■>/,

l'h — +  ивл< (75)

причем v BA А В  п v ba — A B o).

(76)
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движении вокр уг  мгновенного центра скоростей,  г. е. вектор 
v R перпендикулярен к отрезку  Р В  и по модулю равен произве
дению <о РВ.

Отсюда следует,  что скорости точек плоской фигуры про
порциональны их расстояниям от мгновенного центра скорос
тей, т. е.

v_ a _ _ P A  

v„ Р И - I D

Таким образом, скорость любой точки движущейся  плоской 
фигуры можно определить двумя способами:

1) по формуле  (75);
2) при помощи мгновенного центра скоростей.
Из задач,  относящихся к этому параграфу,  следует обратить 

внимание на такие  задачи,  в которых имеются плоские меха
низмы, состоящие из нескольких 
звеньев (например,  задачи 517, 533,
5 3 0 —538). При решении этих задач 
рассматривают последовательно д виже
ния отдельных звеньев механизма,  на
чиная с того звена,  движение которо
го задано,  и при переходе от одного 
звена к другому определяют скоро 
сти тех точек, которые являются об
щими для  этих двух звеньев механиз
ма. Следует подчеркнуть,  что мгновен
ный центр скоростей можно находить 
только  для  каждого звена в отдельно
сти; то же  относится и к угловым скоростям (см. пример 75).

Пример 74. Стержень А В  длиной 5 м  опирается на непо
движное  ребро С двугранного  угла и движется в плоскости 
чертежа так,  что нижний его конец А скользит  по горизо нталь
ной оси х  со скоростью,  равной ил =  4 м сек. Определить угло
вую скорость (о и скорости точек В и С стержня в момент, 
когда угол <|> — 30”, если ОС =  2 м  (рис. 103).

Р е ш е н и е .  l -й способ. Скорость точки А направлена  по 
прямолинейной траектории этой точки,  а скорость точки 
С  стер жня А В  направлена вдоль этого стержня.  Принимая  точку 
А за полюс, по формуле (75) имеем:

Рис.  102

С Л'

причем vCA 1_ АС.  На основании этого векторного равенства 
строим треугольник скоростей.  Д л я  этого в точке С  строим 
вектор иА, пз кон а а которого опустим перпендикуляр ас на 
прямую А В ,  тогда ис — Сс и vCA - a c ,  причем /_аСс — ср. Из



этого т р е у г о л ь н и к а  имеем.

ис — ил cos (Р =  4 • - у -  =  2 \ 3 ^ 3 , 4 6  м ’сек, 

°сл =  v ,\ sin ф =  4 • т- =  2 м сек.

1 / Т

Р и с  ю з

По

i ' c .j =  0) .4  С ,
откуда

" - а ^ - т **0 -5 1 сск

Переходя к определенно скорости точки В , 
v n  —  u a  +  и в А '  причем вращательная  скорость и и л  точки

имеем: 
В  во-



круг полюса А перпендикулярна  к А В и по модулю равна

v nA -- мА В =  5• ^  =  2,5 м',сек.

Аналогично предыдущему строим для  точки В треугольник 
скоростей,  в котором известны но модулю и направлению две 
стороны у,, и uRA. Так как угол в треугол ьн ике  скоростей,  
лежащий против стороны и р, равен 90 ’ — (р =  60°, то

Ь'я =  1 ил +  ипл -  2ил1'пл C O S60-' =

-  V 4* I ! ' i ) * - 2 . 4 . 4  • ± - 3 . 5  м с е к .

2-й способ. Скорости точек С и В и угловую скорость 
стерж ня А В  можно найти и другим способом, построив мгно
венный центр скоростей стерж ня А В,  как точку Р  пересечения 
прямых А Р  и С Р , перпендикулярных к скоростям v A и vc . 
Тогда

L'A _  С'Я _  1'С 
Р А Р В  PC

Расстояния  РА  и PC  находим из треугольника  А Р С ,  а рас
стояние Р В  — из  треугольника  ВРС:

п 1 АС 4 иР/1 = - ----=  — ЙS111 Ф s il l  .JU

PC — /1С ctg (j =  4 c tg  30° =  4 1 3 м.

РВ-=  I В С Ч  P C 1 =  | I f 48 =  7 м.

Следовательно.
f  Л 4 А  С 1<■> =  -гг* =  тг =  0.5 — ,А Р х сек

vc =  мР С  =  0 , 5 - 4 |  3 = 2 )  3^г3,46  мсек,  

иИ =  м Р В  =  0,5 • 7 =  3,5 м сек.

Вектор v B перпендикулярен к отрезку  РВ.
Пример 75. Кривошип О,,4 = 2 0  см делает 120 оборотов 

в минуту и при помощи звена А В  = 1 0 0  см приводит в движе
ние стержень  0 гВ~ -  60 см,  закрепленный шарнирно в точке Ог. 
Определить угловую скорость стержня А В  и угловую скорость 
стержня ОгВ в момент, когда кривошип 0, .4 займет вертикаль
ное положение,  если известно, что в этот момент звено А В  
образует  с вертикалью /_  О х А В =  60° и ^ / / 4 В О г =  ЗОэ (рис. 104).

Р е ш е н и е .  /  й ciukvCk Данный механизм состоит из трех 
■звеньев:
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1) кривошипл О,.-!, вращающегося  вокруг  осп О, с угловой 
скоростью:

л  п . I 
(,) =  "in =  4 л  —  ;о! I С 1’К

2) стержня О.,В, вращающегося  вокруг  оси О.,;
3) стержня А В ,  движущегося г. плоскости чертежа.
Найдем скорость точки А.  Вектор с., перпендикулярен к р а 

диусу вращения О, /1 и по модулю равен

vA — 0)0, А ~  4л20 =  80л  см сск.

Далее  рассмотрим точку В.
Так как точка В принадлежит звену О,В,  вращающемуся  

вокруг  неподвижной точки О.,, то скорость точки В перпенди- 
р кул ярна  к О..В. Принимая  точ

ку А  за полюс, по формуле  (75) 
и меем:

А В
Н А

а причем v ln
(о ,А В.

На основании этого векторного 
равенства строим треугол ьн ик 
скоростей.  Д л я  этого в точке 
В  строим вектор В a =  v ., п луч,  
перпендикулярный к 0 2В,  а пз 
точки а — луч. п ерп ен ди ку ляр
ный к А В ,  до их взаимного пе
ресечения в точке Ь. Тогда

v B= B b ,  v H}= a b ,  причем 
аВЬ — /_ ВЬа =  30 \

„ Следовательно,О
VRA — VA =  СМ СеК 11

v B — 2 i ' , c o s 3 0  — с , |  3 —
— 80л | 3 см;сек.

Теперь,  зная скорости v B и v BA. находим искомые угловые с ко 
рости о ,  и (о2 стержней А В и 0„ В:

80  л  У з  _  -1л  Г з  I 
НО 3 сек '°'2 “  о ' в  ~

v  П А• '> . '= П Ж = и Т ,  =  0 . 4 д ^ .

Если бы в данной задаче не требовалось находить угловую 
скорость звена А В ,  то скорость точки В  проще было бы найти



по теореме о проекциях скоростей точек А и В ня прямую АВ.  
Этой теоремой удобно пользоваться в тех случаях ,  когда заданы 
направления скоростей двух  точек плоской фигуры и модуль 
одной из этих скоростей.

2-й способ. Находим мгновенный центр вращения Р  звена АВ  
как точку пересечения прямых 0 ХА и 0.,В перпендикулярных 
к скоростям и , I! vif. Так как  скорости точек звена А В  про
порциональны их расстояниям от мгновенного центра вращения 
этого звена, то

СМ _  РА
~  р в  '

откуда
с. с- . PJ l . РП>

Р А '

Из треугольника А В Р  имеем: 
РВ  sin 120'

Следовательно,
Р А  sin 30°

V a  -2
2 - 1-  =  К З .

VB =  VAV 3 ,  

v  i v~3  40 У  ']
/ сек.() ,B 0 , B  3 

Угловую скорость звена A B  найдем но формуле  (76):

сек.t'-l t’,i 80 л
“’■ =  ^  =  5й  =  1йо =  | | ’4 л

Пример 76. Кривошип 0 , 0 ,  вращается вокруг  неподвижной 
оси О, с угловой скоростью о»0 =  4jt I сек и приводит в движе
ние колесо / /  радиуса г2 = \ 0 с м ,  катящееся без скольжения

/77



по неподвижному колесу / радиуса г х — 50 см. С колесом II  
в точке А соединен шарнирно стержень  А В =  80 см, который 
приводит в движение ползун В,  перемещающиеся  по горизон
тальной направляющей,  проходящей через точку О,. Построить 
мгновенный центр скоростей звена А В  и найти его угловую 
скорость,  а т акж е скорость точки В  в тот момент, когда кр ив о
шип 0 , 0 2 вертикален и 0 2А \ \ 0 , В  (рис. 105).

Р е ш е н и е .  Так  как движение  кривошипа 0 , 0 ,  задано,  то 
этот кривошип является ведущим звеном, поэтому сначала  на й
дем скорость точки 0 2. Вектор со, перпендикулярен к 0 , 0 2 п 
по модулю | а вен

Далее  рассмотрим точку А,  которая  принадлежит колесу / / ;  
это колесо катится без скольжения но неподвижному колесу / 
и поэтому скорость точки С колеса / равна  нулю, т. е. точка С 
является  мгновенным центром скоростей для  колеса I I ,  п с ко 
рость :'л точки А перпендикулярна к С А Кроме т о ю ,  пи фор
муле (77) имеем:

Перейдем теперь к стержню А В.  Так как ползун В  движется 
прямолинейно,  то скорость v B точки В направлена  по прямой 
0 , В .  Чтобы построить мгновенный центр скоростей для  звена А В,  
достаточно восставить перпендикуляры в точках  А п В  к на
правлениям векторов и .  п v B до пересечения этих перпендику-

,  п п  I 1-0 • 0 , 0 ,  40 Г ля ро в  в точке С,.  Тогда ^ / Й С 1Л = 4 о ,  sm  \  =  j  ,
откуда y =  30°.

По формулам (76) и (77) находим о»лн п v B:

, ч _  1 А.  Чл —  Й С » 
л  с ,  ’ г  , .4 С , •

Из треугольника  A B C i имеем:

i'0„ <"о 0 , 0 2 =  4л • 40 =  160л см сек.

v0: о  л: I 2

откуда
L'o.,1 2 =  160л: 1 2 см сек.

В С , _  А С , _  А В
sin 15’ sin 1 2 0 ° sin 45

откуда

В С , __ sin 1 5 ° __ I
■4С, sin 30° 2 cos 15°

Таким образом.

vB =- ол 2 sin 15 0 ,54сл '^58,4д  см сек.
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§  3. Ц Е Н Т Р О И Д Ы

( з а д а ч и  542, 544— 549, 552. 553)

Геометрическое место мгновенных центров вращения на не
подвижной плоскости,  в которой движется плоская фигура,  
называется  неподвижной центроидой,  а геометрическое место 
мгновенных центров  скоростей на плоскости самой движущейся  
фигуры называется  подвижной центроидой.

В каждый данный момент подвижная  и неподвижная  центр о
иды касаются друг  друга ,  и точка касания этих кривых является 
в данный момент мгновенным центром вращения (мгновенным 
центром скоростей)  движущ ейс я  плоской фигуры.

Данное  движение плоской фигуры в ее плоскости можно 
осуществить,  построив подвижную и неподвижную центроиды 
и заставив перву ю катиться без ско льж ени я по второй с соот
ветствующей угловой скоростью.

Задачи,  в которых требуется  найти неподвижную и подвиж
ную центроиды, решаются двумя способами: а и а л и т и ч е е  к и м 
и г е о  м е т р и ч е с к и м.

При аналитическом способе определения  центроид текущие 
координаты мгновенного центра вращения в неподвижной системе 
координат  и текущие координаты того же  центра  в подвижной 
системе координат,  неизменно связанной с движущейся  фигурой,  
нужно выразить  как функции времени,  или другого перемен
ного параметра  (например,  угла поворота фигуры);  исключив 
затем этот переменный параметр,  получим соответственно у р а в 
нения подвижной н неподвижной центроид (см. задачи 552, 553).

При геометрическом способе определения  центроид искомые 
центроиды находят,  исходя пз геометрических соображений.  
Например,  если расстояние  мгновенного  центра вращения от 
данной неподвижной  точки оказывается  постоянным, то непод
вижная  центроида есть окружность;  если сумма расстояний 
мгновенного  центра вращения от двух данных точек подвижной 
плоскости,  т. е. плоскости самой движущейся  фигуры, есть 
величина  постоянная,  то подвижная  центроида есть эллипс,  
фокусы которого находятся в этих точках подвижной плоскости,  
н т. п. (см. задачи 542, 547, 548).

Пример 77. Стержень  АВ==1 концами скользит но двум 
прямым О А  и О В.  образующим между собой угол а = 4 5 ° .  Найти 
подвижную и неподвижную центроиды (рис. 106).

Р е ш е н и е .  1-й способ (геометрический) .  Так как скорости 
точек А и В направлены соответственно по прямым ОА  и ОВ,  
то мгновенный центр вращения Р стер жня А В находим как 
точку пересечения перпендикуляров ,  восставленных пз точек 
А и В к прямым О А и ОВ.  Поэтому углы и п А Р В  равны как 
углы с перпендикулярными сторонами,  г. е. / _  Л Р В ^ А Ъ '  -consf .  
Отсюда следует,  что подвижная центроида есть геометрическое



место таких точек,  из которых отрезок А В  виден под одним и 
тем же углом, равным 45". Как известно из геометрии, таким 
геометрическим местом является  дуга А Р  В  окружности,  опи сан
ной около треугол ьн ика  А Р В \  так как сумма углов А Р В  и АО В  
равна  180', то эта окружнос ть  проходит и через точку О. Но 
сторона треугольника  равна диаметру описанного круга,  умно
женному на синус угла,  противолежащего  этой стороне,  поэтому, 
обозначая радиус подвижной цеигроиды через R,  имеем:

i =  ‘2 R  sin 45% 
откуда , у й

2 sin 45" 2

Гак как / _ 0 А Р  =  90 то отрезок ОР  является диаметром 
подвижной центроиды, а потому OP =  2R  —- J 21 =  const,  т. е. 
расстояние мгновенного центра вращения Р  от неподвижной  точки 
О постоянно; отсюда следует,  что неподвижная центроида есть 
окружность  радиуса OP  =  2R  — У 2 / с центром в точке О.

2-й способ (ана ли тическ ий) .  Построим две системы коорди
натных осей: неподвижную Оху  и подвижную О ' х ' у \  неизменно 
связанную со стержнем А В , как указано на рис. 106; начало  
О'  подвижной системы возьмем в середине отрезка А В .  Если 
обозначим координаты точки Р в неподвижной системе Оху  через 
х  и у,  а в подвижной системе О ' х ' у '  — через х '  и у ' ,  то 

х  =  ОВ, у  =  В Р , х '  — О'С,  у '  = СР.

Обозначим далее переменный угол О А В  через «р и выразим 
координаты .V и у  через этот угол. Пз треуголь ни ков  О А В  и А Р В  
по теореме синусов имеем:

______  / _ _____ у _  I
sin  ф  sin (IЙС1 — и)  sin ,90 ' — sin tx ’



отсюда находим:

х  — - —  sm (p,
sm  а

I
и  =  -------- C O S  ф .
J  sm а

I

Чтобы найти геометрическое место точек Р на неподвижной 
плоскости,  т. е. получить уравнение  неподвижной центроиды, 
нужно из этих уравнений исключить параметр ф. Д л я  этого 
достаточно возвести каждое из этих уравнений в квадрат и затем 
их сложить.  Тогда получим:

2 , 2  I' I2 .
х  +  У =  лsi гг и

ИЛИ
sin2 45° ’ 

г у г — 2/2.

Отсюда видим, что неподвижная  центроида есть окружность 
радиуса I' 21 с центром в начале координат О.

Чтобы выразить теперь через угол ф координаты х '  и ; /  точки 
Р в подвижной системе осей, рассмотрим треугольники ЛСР  и 
В С Р . из которых имеем:

/1C =  CP  tg ф

пли
СВ CP  tg (а — ф), 

у  I х* -  у '  tg ф

у  — х '  — у '  t g ( «  — ф ) =  «/' tg  ( 4 5 ' — ф) =
t g  45° — t« <р

У =
■tg ф

уI + t g 4 5 °  l g ( f •*7 I -|- t g  ф  •

Освобождаяс!» во втором уравнении от знаменателя,  получим:

tg ф =  I /  -  // '  tg ф.

Чтобы найти геометрическое место точек Р  на подвижной 
плоскости,  т. е. найти подвижную центроиду, нужно из этих 
двух  уравнений исключить tg(p. Из первого уравнения имеем:

I

tg  ф - у
Под ставляя  это значение tg  ф во второе уравнение,  получим:

I2



отсюда пи h im , что подвижная центроида есть окружность радиуса
/  у' 2 /  /  \

у =  — ~— 1 с центром в точке О, ^0.

Пример 78. Стержень,  согнутый в виде прямого угла  A R C , 
перемешается так,  что точка А движется но оси л\ а сторона 
ВС  все время проходит через неподвижную точку 1> на оси у. 
Найти уравнения подвижной и неподвижной центроид, если 
А В  =  OD — а (рис. 107).

Р е ш е н и е ,  l -й способ (геометрический).  Скорость точки А 
направлена  по оси Ох, а скорость точки D — вдоль стержня ВС.

Мгновенный центр вращения Р  стержня A B C  находится в 
точке пересечения перпендикуляров ,  восставленных из точек .4 
и U  к скоростям этих точек.  Так как прямоугольные треуголь-

У
Рис 107

ники А В Е  и OED, в которых А Е В  =  / _  O ED  и А В  — ОГ), равны, 
то А Е  — Е1), а потому из равенства треугольников  А Р Е  и DPH  
заключаем,  что А Р  — UP. Но, как известно из аналитической 
геометрии, геометрическое место точек, расстояния от которых 
до данной неподвижной точки (точки D) и до данной неподвиж
ной прямой (прямой Ох) равны между собой, есть парабола- 
Поэтому неподвижная  центроида есть парабола,  для  которой 
прямая  Ох является  директрисой,  а точка D — фокусом. Точно 
так же  рассматривая геометрическое место точек Р  на подвижной 
плоскости,  связанной со стержнем ABC,  пз равенства А Р  =  D P  
заключаем,  что подвижная центроида есть парабола,  для которой 
директрисой является прям ая  ВС, а фокусом — точка А.



2-й способ (аналит ический) .  Если построим координаты 
х  и у  точки Р  в неподвижной системе Оху, то

х  — О А -  Р К ,  у  — О К  =  АР.

Из треугольника  PD K  имеем:
PD* -  Р К г +  DK* -  Р К 2 }- ( О К - а ) 1, 

или, принимая во внимание,  что PD =  AP ,

у г =  х г + ( у  —  а)г, или А'г =  2а ; у —  у  ).

Следовательно,  неподвижная  центроида есть парабола с осью

Оу и с вершиной в точке ( 0 ,  у  J.
Построив тенор!» координаты х '  и у '  точки Р в подвижной 

системе осей В х ' у ' , неизменно связанных со стержнем ABC,  имеем:

л-' -  РП, у ' =  BD.

Чтобы найти зависимость между а-' п у ' ,  проведем отрезок 
A L ,  параллельный BI).
Тогда

L D ^ a ,  AL  =  B D  =  y ’. P L ^ x '  — a 

А Р г - -  P L 2 4- L A \
или

P D 2 =  P L 2-\- L A \  

х ' * , - ( х ' - а ) г +  1Г ,
или

, Г - . 2 а ( кх ' - 1 ) .

Следовательно,  подвижная  центроида есть парабола с осью 

В х '  и с вершиной в точке ^ у  , o j .

§  4. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  У С К О Р Е Н И И  Т О Ч Е К  П Л О С К О Й  Ф И Г У Р Ы

( з ад а ч и  557— 578)

Ускорение любой точки движущейся  плоской фигуры можно 
определить двумя способами: 1) как геометрическую сумму уско
рений этой точки в поступательном и вращательном движениях 
фигуры и 2) как ускорение этой точки во вращательном движе
нии вокруг мгновенного центра ускорений,  причем мгновенным 
центром ускорений называется  та кая  точка плоской фигуры, 
ускорение которой в данный момент равно нулю.

Если известны ускорение некоторой точки А фигуры 
(ускорение полюса),  а также угловая скорость ш и угловое



ускорение к фигуры,  то ускорение  любой ее точки В  опреде
ляется по формуле

• ч, _ -1» t 7Л, ... I I ^ ( Т) <7о\а ^  ял — u  л +  ^  и л г  ь. а.4. ( /«)

Здесь вектор ц>/м — ускорение  точки /i во вращательном дви
жении вокруг  полюса A; w \'sa и w ^ a — касательная  и нормальная  
составляющие этого ускорения .

Следовательно,

^'дл — со* Л В, и 'ва ~  z A B \  (79)

при этом вектор ц'/Й направлен вдоль А В  (от точки В к точке А), 
а вектор и'\]А перпендикулярен к А В .

Ъ гол и между векторами и'ИА и В -1 определяется по формуле

(80)

при этом в случае ускоренного вращения фигуры векторы И'на 
и иВА (вращательная скорость точки В  вокруг  полюса А)  л е ж а т  
по одну сторону от прямой А В ,  в противном случа е  эти векторы 
расположены по разные стороны от этой прямой.

Если угловая скорость фигуры постоянна,  т. е. со =  const ,  
то е = 0 ,  а следовательно,  и и =  0, т. с. вектор совпадает 
по направлению с вектором В А.  Если же  в данный момент &>=.(), 

то u =  -J и вектор w BA перпендикулярен к вектору В А .
На основании равенства (78) ускорение  точки В можно найти 

построением многоугольника ускорений и применением затем 
метода проекций, спроектировав  векторное равенство (78) на 
выбранные оси.

Если мгновенный центр ускорений О принять  за полюс, то 
для  ускорения  произвольно выбранной точки М  фигуры имеем:

fjo Wq — 0, а потому
MQ'

, —(Т)'̂лт — '̂.110 — и'му + &m q , (81)
т. е. ускорение любой точки М  плоской фигуры определяется  
как  ускорение во вращательном движении вокруг  мгновенного 
центра ускорений (рис. 108).

При этом ускорение направлено по прямой M Q  о т т о ч к и  
М  к центру Q, а ускорение  перпенди кул ярно к М О  п

q = Q М м 2, q =  QM  е. (82)
Ускорение &’л, точки М  равно по модулю

~  ) о;1 -|- я '  (83)



составит  с н ап равлен и ем  Л1Q угол

а  =  a rc tg  1—£- . (84)

Отсюда следует: 1) угол « для всех точек фигуры  имеет в 
данный момент одно и то же значение; 2) ускорения  точек 
плоской фигуры пропорциональны расстояниям этих точек от 
мгновенного центра ускорений.

Чтобы определить для  данного момента Q 
положение  мгновенного центра ускорений 
нужно:

1) найти ускорение w A какой-либо точ
ки А фигуры [обычно при решении задач 
рассматриваемого типа  ускорение одной точ
ки фигуры (механизма) или задается,  или 
его можно легко найти|;

2) повернуть полупрямую,  по которой 
направлен вектор и.\Л, вокруг  точки .4 на

I Р I
острый угол а  =  a rc tg или в направлении вращения фигуры,

если это вращение  является  ускоренным, или в противополож
ном направлении в противнем случае;

3) на полученной после этого поворота полупрямой отложить  
отрезок

•4<? “ 1т4 = = г - №X о 4 - -  е 2

Отметим два частных случая:

1) пусть е =  0, тогда tg  а  =  =  0 и а  =  0, следовательно,

ускорение  любой точки М  движущейся  фигуры направлено 
но A1Q, т. е. проходит через центр Q. Поэтому мгновенный 
центр ускорений Q в этом случае  можно найти как точку пере
сечения прямых,  по которым направлены ускорения  двух каких-  
либо точек фигуры;

2) пусть (0 =  0, тогда tg и с̂ о и « =  90-; следовательно,  уско
рение ц/д, любой точки Д/ фигуры перпенди кул ярно к MQ. 
Поэтому мгновенный центр ускорений Q в этом случае можно 
найти как точку пересечения перпендикуляров,  восставленных 
из двух каких-либо точек движущейся  фигуры к ускорениям 
этих точек.

Задачи,  относящиеся к этому параграфу,  можно разделить 
на следующие четыре группы:

1) задачи,  в которых заданы векторы скорости и ускорения  
одной точки и прямолинейная траектория  второй точки плоской 
фигуры,  ускорение которой требуется найти (задачи 56в 571 
573—579);



2) задачи,  в которых заданы векторы скорости и ускорения  
одной точки и криволинейная траектория второй точки плоской 
фигуры,  ускорение  которой требуется найти (задачи 572, 
573, 575);

3) задачи,  в которых требуется определить ускорение точки 
катящегося  без скольжения колеса (задачи 550—563);

4) задачи,  в которых заданы ускорения  двух точек плоской 
фигуры,  а требуется определить ускорение третьей точки этой 
фигуры (задачи 564, 574, 576—578).

П е р в а я  г р у ип  а

В задачах первой группы известны ускорение ^  полюса А
и направление искомого ускорения  о б т о ч к и  В  плоской фигуры,  
так как точка В движется прямолинейно.  Д л я  определения 
модуля  ускорения  &'в  следует найти сначала угловую скорость 
фигуры,  а затем ускорение &пцА. Далее  задача решается по ф о р 
муле (78), на основании которой следует построить в выбранном 
масштабе многоугольник ускорений,  в котором будут известны 
направления  всех сторон и модули сторон, изображающих уско
рения  <jL'a и И'в л - Пз построенного мно гоугольника  ускорений 
определяются графически ускорение , и искомое ускорение  к.’я .

Ускорения  wJja п V-'в можно определить такж е  без построения 
многоугольника ускорений методом проекций, спроектировав  
равенство (78) на прямую ВА  (для определения w H) и па п р я 
мую, перпендикулярную к вектору -л'и (для определения w])A). 
Из  полученных двух уравнений находим wxba  и ^'л-

Пример 79. Кривошип О А — 10 см нецентрального кривошипно 
шатунного механизма вращается вокруг  неподвижной осп О 
с угловой скоростью о>0=  2 1 сек н угловым ускорением е0 —4 1/сек* 
и приводит в движение шатун А В —- 550 см,  соединенный 
с ним шарнирно в точке А.  Ползун В  перемещается в нак ло н
ных неподвижных на пр авляю щих  /пп. Определить ускорение 
ползуна В  п угловое ускорение шатуна  А В  в тог момент, когда 
/ _ А В п  60° и А В  ]_ О А  (рис. 109, а).

Р е ш е н и е .  Так как движение кривошипа ОА  задано,  то 
можно найти скорость и ускорение  точки А.  Вектор иА перпен
дикулярен к О А и по модулю равен v A — 0)о О А —- 2- 10 =  20 см'сек. 
Вектор ускорения слагается из касательного  ускорения  ы-л, 
направленного перпендикулярно к О А,  и нормального  ускорения  
w A, направленного  по кривошипу О /I от А к О, т. е. и>А
— w 'a 1 &'л, причем w"A ~ ы г0 ОА  = 4 - 1 0  =  40 с м с е к г, =  
=  е0 О А =  4 10 =  40 см (сек.



Так как ползун В  движется поступательно и прямолинейно, 
т о  векторы v B и ш'в  направлены по прямой пт. С  другой сто
роны, точка В  принадлежит шатуну А В ,  движущемуся  в плос
кости рисунка;  принимая в этом движении точку А за полюс, 
по формулам (75) п (78) имеем:

v B =  v A +  v BA, (а)

WB =  WA +  К) В Л 'Г &ПА, (б)

причем 'vBA\ ,  А В ,  А В ,  вектор Wba  направлен вдоль В А и

v пА — (о,А В , w BA =  e tA B ,  w ba  =  А В  =  -j j ~ ,

где о), и в, — угловая  скорость и угловое ускорение шатуна  А В. 
Д л я  определения  вращательной скорости точки В вокруг полюса

Р ис .  109

А построим на основании равенства (а) треугольник скоростей,  
в котором

Ba =  v A, ab — v BA, Bb =  v n.

Из этого треугольника  имеем:

Vf j A — v a  =  v A К З  =  20 V ‘3 — 34,6 см [сек



п
&ПЛ

и, сл е д ов ательн о .

1>ПА  1200 , ,
- m  =  i z r  : - 2A см сск  -

Теперь в векторном равенстве (б) остаются неизвестными 
т о л ь к о  модули ускорении w B и Фд.у, на основании этого равен
ства построим многоугольник ускорений,  учитывая ,  что на пр ав
ление его замыкающей стороны w B известно. Построение этого 
многоугольника следует начать с известных его сторон, т. е. 
с ускорений Ы'л . k'.Ti и w BA- Из точки о проведем вектор оаг — 
=  wa.  из точки а 2—  вектор а га х =  tcu, а из точки а,  — вектор 
п )Ь2 — и ,вл_. Далее  из точки Ьг проводим прямую, параллельную 
вектору Wba, т . е. перпендикулярную к а га х, а из точки о — 
прямую,  па раллельную  вектору w B, т. е. параллель ную н ап р ав 
лению tutu_ Если точку пересечения этих прямых обозначим через 
b t , то bt b t = W i j A п ob x =  w H (рис. 109,6).  Измерив длины сто
рон о/;, и ЬгЬх в выбранном масштабе ускорений,  найдем чпе-

IL'1
ленные значения  w B. w}iA и е, ■-= .

Если в построенном многоугольнике ускорений обозначить 
точку пересечения сторон oat и b . b t через сх, то получим п р я 
моугольный треугольник осхЬх, в котором / _ с х»Ьх — 60' ,  а потому

к роме того
оЬх 2осх. b lc l =  осх tg 605; 

осх =  оаг — а хЬг =  сс’л — w BA-
Следовательно.

w,, -  <>ЬХ -  2 (w \ - W b i) =  2 (40 — 24) =  32 см сскг\

W b a  —  b j \  —  b 2Cx -f- СХЬ х —  К 'л  4- (о!'л — w ’b,\ ) I 3  =

=  40 16 У  3 —• 67,68 см сек2,

*>нл 40 + 1 6  К З
e  =  1 T  = --------50------- = * 1 . 3 5 1 / « К * .

Рассмотрим теперь,  как найти численные значения ускорений 
w B н Wba  методом проекций.  Д л я  этого спроектируем векторное  
равенство (б) на прямую ВЛ  и на прямую Вр,  п е рп ен ди ку ляр
ную к тп:

1) W в  COS 60 ’ =  сС'л —

2) 0 =  (oL'Jj — w 'ba ) c o s  30'  +  w'\ cos 60е — cos 60°.
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О тсю да

ui'/{ =  2 (ic.’л — w 'b л ).

К ’л л  =  К ’Л i (& 'Л  —  » « л )  I 3 .

В т о р  а я г р у п п а

В задачах втором группы известны ускорение wA точки А 
и криволинейная  траектория  точки В, ускорение которой тре
буется найти.  Поэтому известны радиус  кривизны о траектории 
н нап равления  векторов  v H w xn (по касательной к траектории)  
н ы'"в (по нормали траектории) ,  причем

П Г
uL'lt ---■ Т  &'/.*•

Если принять  точку А за полюс, то по формуле  (78) получим:
ГГ ГГ ГГ''1 ГГ т if =  V A ~Г Vu.A ' НА•

следовательно,
n ■ ГГ,Т ~Г ГГ" I ГТТ I ; \

il 'h  - ? • uL'b  —  -j- <&>нл I ^ п л -  И ;

Определив угл ову ю скорость фигуры со и скорость v в , 
найдем ускорения:

Теперь в векторном равенстве (а) остаются неизвестными только  
модули ускорений wjj и На  основании этого векторного
равенства следует построить две ломаные линии:

1) сторонами одной из них являются  векторы и w xB ;
2) сторонами второй ломаной линии являются  векторы w A, 

w nBA и гахв л . Пз этих построенных многоугольников  графически 

определяются неизвестные ускорения w xB, к1* ,  и гс/{. Задача  
может быть решена такж е методом проекций.  Д л я  определения 
ускорения  ti* достаточно спроектировать  векторное равенство 
(а) на п р я му ю А В ,  после чего ускорение точки В  находим по 
формуле  ______

К ’Я =  ] /  < * » *  - Г

Пример 80. В механизме,  изображенном на рис. 110, а,  к ри
вошип О А  = 2 5  см вращается  с постоянной угловой скоростью 
ю =  2 1 'сек в плоскости рис унка  вокруг  неподвижной точки О 
п при помощи стержня А В  приводит в движение  кривошип ВС, 
вращающийся  в той же  плоскости вокруг  неподвижной точки С. 
Определить скорость п ускорение  точки В  в тот момент, когда
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кривошип О А горизонтален,  / 0 . 4 / 3  =  60е, /  Л В С  3 0 ,  если 
Л 5  — ВС =  50 ои.

Р е ш е н и е .  Найдем сначала  скорость иА и ус к о р е н и е м , ,  
точки А звена О А ,  движение  которого задано.  Вектор иА пе р
пендикулярен к 0.4 и но модулю равен

v A =  мО А =  2 ■ 25 =  50 см сек.

Так как кривошип ОА вращается равномерно, то ускор е
ние 1й.'л направлено вдоль .40, причем

wA =  or О А =  4 25 =  100 см сек2.

Так как точка В принадлежит звену ВС, вращающемуся  
вокруг неподвижной точки С, то траекторией точки В  является 
дуга окружности с центром в точке С и радиусом СВ.  Поэтому 
векторы v R и w]j направлены по одной прямой,  пер п ен ди ку ляр 
ной к ВС, а вектор w nB направлен вдоль ВС  п по модулю

л Vr Vравен w d — b c - Кроме того

С другой стороны, точка принадлежит звену ВС, д в и ж у щ е 
муся в плоскости рисунка;  принимая  в этом движении точку А

Рис .  110

( а )



1'и =  У/м1  (б) 
и'в ^ ы ' л +  а'}{А +  ю))А, (в>

где векторы v пА п а,тил направлены по одной прямой,  перпен
дик улярной  к А В ,  а вектор w nHA направлен вдоль В А ,  причем

-»2

^ в л ~ ~ Х Ш "  1010 как п р е х о д и т ь  к определению ускорений,
следует найти скорости ин и v RA; для  этого построим, согласно 
равенству (б), треугольник скоростей В. Тогда

Ba — v A, ab — v nA, B b  =  v tt,
причем

/  В bn — ВС =  30°, / _ а В Ь  =  90° — /  С ВО =-• 30°.
Отсюда

Ва =  аЬ,  т. е. v BА =  vA =  50 см'.сек, 
и в — ВЬ =  2 В a cos 30° =  | /  3 ул =  50 \ 3 см:сек.

Следовательно,

“ и =  ^  =  Ж Г = 150 С-"'СИС’

2

w%a =  ^  =  50

Тепе рь  переходим к определению искомого ускорения  ы<и. 
Д л я  этого построим многоугольники ускорений но формулам (а) 
и (в), на чиная  построение с известных векторов w nB, w A и w'jn  . 

Из точки и проводим вектор оа, =  w A, из точки а,  — вектор 
а,с,  == 4, а из точки с х— прямую с хс, параллельную век
тору а ,хВА, т. е. перп ендикулярную к а хс. Далее ,  из точки и 

проведем вектор oex =  w ^ ,  а из точки ех— прямую схе, п ар ал 
лельную вектору wxl t , т. с. перпендикулярную к оех. Точку пе
ресечения прямых схс и ехе обозначим через /;,, тогда 
ехЬх — w j , , cxb x =  w x)A и obx =  w B. Измерив выбранной единицей 

масштаба длины сторон ехЬх, схЬх и u b x, найдем модули уско
рении w \ ,  w)iA и w B.

Так как все углы в многоугольниках ускорений известны 
(см. рис. 110, 6), а неизвестными остаются только  модули двух 
сторон, то эти стороны можно вычислить по формулам триго
нометрии. Так как о а 1 =  2ахс х и оахсх ~  60 J, то / _ и хосх =  30°,

за полю с,  по ф о р м у л а м  (75) и (78) имеем:



/ _ а , с хо-г- 90 '  п прямая г,с проходит через точку о, т. е. много
угольник ускорений превращается  в два треугольника:  Д о а . с ,  
и Д о с , / ; , ,  в которых / _  e lo b l -  6 0 .  Из этих прямоугольных 
треугольников  имеем:

=  ое, tg GO', o b t 2ие и осх =  ад, sin 6 0 ’, 
с, 6, — cto -r o b ,,

откуда
-•■T I О .. " «u -Д  | О u ' / | ,  w ’f l —  / « . ’ft.

~  ~2~ ' u-'я •

Как было указано выше, численные значения  векторов w 1 , 
к'/{, w x/jA можно найти методом проекций:  проектируя  вектор

ное равенство -+ к* =  w  А 4- W lB л -J- гг* , на прямые В А и ВС, 
получим:

1) cos 6< • - -  w nD cos 30- — wA cos 60° — ,;

2) К'д — cos 30 ’ — cos 30- 4 4 cos 60-.
Отсюда

oi’fl — — 2о1'д.1 - f  w'ii I 3 =  150 |  3 см сек1. 

w)iA — I 3ui'_, — 2 w 'h — w ra  1 3 =  (300 +  50 I 3) см сек2, 

к»л =  | (li’a )2 -f ( 4 )  =  300 c.w C£ve\

T р е т ь я  г p у п п a

Особенностью задач этой группы является то, что угловое 

ускорение ь: фигуры находится здесь как производная  —  по
(id)времени o r  угловон скорости,  т. е. е — — .

Пример 81. Кривошип О А вращается в плоскости рисунка  
вокруг  неподвижной точки О с угловой скоростью (о =  2 1 jceK 
и угловым ускорением к 4 1 [сек2 и приводит в движение сво
бодно насаженную на него в точке А шестерню / радиуса 
r t =  5 c M ,  катящуюся без скольж ени я внутри неподвижного колеса 
/ / р а д и у с а  г2= \ Ь с м .  Определи гь скорость и ускорение точки В 
подвижной шестерни, если / _ О А В  =  6 0 э (рис. 111, а).

Р е ш е н и е .  Найдем сначала скорость иА точки А и кас а
тельное и нормальное ускорения  и к?" этой точки: v A =  ыОА  =  
=  (о(г2 — л,) =  20 см сек, и’" =  о)2ОА  =  40 см сек2, w \  =  еОА =  

~  40 с м ’сек2', так как w nA =  w \ ,  то вектор ю л составляет  с на
правлением АО  угол 45°, а с направлением А В  — угол,  равный 
6о —4 5 * =  15 . Качение шестерни / по неподвижному колесу / /



происходит без скольжения,  а потому мгновенный центр ско
ростей шестерни / находится в точке касания  Р колес и сле
довательно,  угловая  скорость подвижной шестерни / равна:

'О л А,— 10, =  —-  =  (0 —̂ 1 г, г.
М I Г2 с о ( - -

отсюда угловое ускорение этой шестерни равно

’ dt U ,  J  dt \ r ,  J

Далее  задача может быть решена двумя способами:
1) по формуле  (78);
2) при помощи мгновенного центра ускорений по форму

лам (83), (84).

I»

1-й способ. Выбирая точку А  за полюс, имеем:

w B = & A +  w'A +  u%A +  w l A, (а)
причем

w nBA =  to\А  В =  о)1 [ j  — 1 У  А В =  80 см!сек*,

е 'м  =  8 . '4В =  е ( ^ — 1

Вектор w n есть замыкаю щая  сторона ломаной линии,  сторонами 
которой являются векторы wnA, wxA, wnDA, &])Л, известные как 
по модулю,  так и по направлению.  Таким образом,  все сла 
гаемые в правой части предыдущего векторного равенства 
известны и по модулю, и по направлению.  Построив много-

j  А В =  40 смIсек2.
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Ос =  wnA, со =  w \ , ае =  wnn ,. eh -  wrBA,

найдем искомое ускорение w H точки В: O b = w „  (рис. 111, 6) .
Д л я  определения  модуля и напр авлени я  вектора  w H мето

дом проекций,  спроектируем векторное равенство (а) на оси х  
и у ,  направленные по В А и пе рп ендикулярно к В А. Тогда

wBx — w BA — л cos 60° — w A cos 30° =

=  80 -  20 — 20 У  3 -  (60 -  20 У  3) см'сек2, 

w By — Wba — Wa cos 30° -f w A cos 60° =

=  40 — 20 1 3 -f- 20  =  (60 — 20 / 3 )  с м ‘сскг.
Отсюда

- в  =  ] / w bx -* w%u =  20 (3  — / 3 )  \  2 =* 35,8 см сек\

Так как w B x= w B то вектор w B образует с нап ра вл е 
нием В А угол 4 5 \

2-й способ. По формулам (84) и (85) находим:

t g  ц =  I I  * • t AQ =  =  4- ^ - p  =  V TO =- 3,16 cm.*>; '6 2 4 V  + ̂  »V5
Повернув  вектор wA вокруг  точки А в направлении вращения 
шестерни / ,  т. е. по часовой стрелке,  на угол а  =  arctg 

и отло ж ив  на полученном после этого луче отрезок
A Q =  У  10 3,16 см, получим точку 
Q — мгновенный центр ускорений 
(рис. 112). Тогда для  ускорения w B 
точки В  по формуле  (83) имеем:

уго л ь н и к  у ск о р е н и и ,  в к отором

w b  =  B Q  ] /  г \  +  <*>« =

-  BQ У 8 г +  16* =  BQ  8 У  5.

Расстояние  BQ вычислим из 
треугольника  ABQ,  в котором 

£ B A Q  =  a -  15 ° \B Q 2 =  А В 2 A Q 2- 2 A B A Q  cos (а -  15°) =  3 5 -
— 2 0 У  2 (cos 15° +  tg а  sin 15°) =^4,15,  т. е. BQ =  2,03 см  и, сле
довательно,  гев  =  2 ,03-8  У Ъ  ^  36 см сек2.

Вектор w B составляет с направлением BQ  такой же  угол и, 
как п вектор wA с направлением /4Q.



Пример 82. Равносторонний треугольник A B C  движется 
в плоскости хОу  так.  что его вершины А и В перемещаются 
по осям Ох и Оу, причем w A =  20 |/ 3 cMjceK2, a w H =  20 cMjceK . 
Найти ускорение w c  вершины С в момент, когда сторона  АС  
параллельна  оси Ох, если А С  =  20 см (рис. 113, а).

Ч е т в е р т а я  г р у п п а

Р и с  113

Р е ш е н и е .  1-й способ. Выберем точку А за полюс, тогда, 
согласно формуле (78), имеем:

wa =  w A Л-ъ 'Ъа +  Щ д , (а)

к'с =  ьу,1 +  ’< а + - с - г  (б)

Векторы и направлены соответственно по В А  и С А,  

а векторы w \ A и w xCA —г соответствен но перпендикулярны к В А 
и С А ,  причем

w^ a  =  (i)2A B ,  wnCA =  (1)1С Л ,  w xba  =  eA B ,

&сл =  ьСЛ.
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Так  как  В  А =  С А , то

К л = К . Г  4 a =  WCA‘

На основании равенств (а) и (б) построим многоугольники 
ускорении точек В  и С. Д л я  этого из произвольной точки О 
проводим векторы Оа — а'А и Ob =  w R. Далее  из точки а пр ово
дим прямую,  па раллельную  вектору л , т. е. п а р а л л е ль 

ную ВЛ ,  а из точки Ь — прямую,  па раллельную  w xB т. е. пер
пендикулярную к В А  до их взаимного  пересечения в точке е. 
Тогда

ш  =  &п л . й  =

Чтобы построить мно гоугольник ускорений для  точки С, 
проведем вектор ad, параллельный вектору Wca, т. е. п а р а л 
лельный С А и равный по модулю ае (так как &ca — w b a ’ т0
ad =  w'})A =  w£A = a e ,  т. е. ad =  VLJ£A). Затем из точки d  проведем 

вектор dc, перпендикулярный вектору ad, причем d c = w £ A =  
=  wJj A =  eb. Соединив точки О и с, получим замыкающую сто
рону многоугольника  Oadc, т. е. Oc =  w c  (рнс. 113,6) .

Д л я  решения задачи методом проекций спроектируем равен
ство (а) на пр ямую В А и прямую,  пер пен дикулярную к В А,  
а равенство (б) — на оси х  и у. Тогда имеем:

1) — w R cos 60° =  — wA cos 30° -| A;

2) — w R Cos 30° =  tz'A cos 60°— wJJA\

3) wcx =  —  w l A\
4) wcy =  - w A +  w ' A.
Отсюда

w%A =  wA cos 3 0 ° -  w B cos 60° =  20 V s  - О  - Щ =  20 см':сек*\

w'BA =  wA cos 60° 4- cos 30° =  =  20 К З  см!секг\

v C x  -= —  w с  A =  -  W B A  =  —  20 см! сек1 \ 

w Cy  =  —  W A  -b H'CA  -  —  W A - r  U' BA  =  —  20 у з  - f  20 / 3  =  0.

Следовательно,  ускорение  w c  точки С  равно по модулю 
20 см)сек2 и направлено по оси Ох влево.

2-й способ (при помощи мгновенного центра ускорений).  
Так как в данной задаче ускорения  юА и u.'R заданы,  то мгно
венный центр ускорений проще всего можно найти как точку 
пересечения двух прям ых ,  проведенных пз точек А и В  под



ф ормул у (84)| . Но угол а равен углу между векторами w BA 
и В  А (см. формулу (80) |. Из равенства (78) имеем:

®ва ~  w b Мл-

Чтобы построить вектор wBA, т. е. разность_ wB — wA, п р о 
ведем из произвольной точки О векторы Oa^=wA и Ob = wn, и 
соединим их концы. Тогда w BA — ab (рис. 113, в). Из  пря моуголь
ного треугольн ика  ОсЬ находим:

*8Y =  S - i J =  1 3 .  где V -  Z  ОЬа.

т. е. у =  60°. Отсюда следует,  что вектор w BfX, проведенный из 
точки В,  направлен по стороне  ВС тре угольни ка  A B C  и потому 
составляет с направлением В А угол 60° (рис. 113, г). Следова
тельно.  « =  60°. Теперь,  чтобы построить мгновенный центр 
ускорений,  достаточно повернуть на угол 60° против  часовой 
стрелки вектор wA вокруг  точки А,  а вектор и'п вокруг  точки В. 
Полученные после этого поворота векторы будут направлены 
соответственно по биссектрисе угла  А  треугол ьн ика  A B C  и по 
стороне  ВС\ точка пересечения Q этих прямых является  мгно
венным центром ускорений.  Так как,  очевидно, QC — Q B,  то 
w c =  w B =  20 см сек* [см. форм улу  (83)| .

Вектор w r  составляет с направлением CQ угол а =  60°, 
т. е. направлен по стороне С А треуголь ника  A B C  (рис. 113, г).

Г л а в а  IV 

СОСТАВНОЕ Д В И Ж Е Н И Е  ТОЧКИ

§ 1 УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ И ТРАЕКТОРИЯ СОСТАВНОГО 
ДВИЖЕНИЯ т о ч к и

Если мы рассматриваем движение  точки поотношению к системе 
координат Ол,/ / ,г ,, которая  в свою очередь движется относительно 
системы отсчета Oxi/г,  принимаемой за неподвижную,  то движение 
точки М  по отношению к подвижным осям Olx ly lz l называется 
относительным. Д виж ение  подвижных осей O lx ly lz l относительно 
неподвижной системы отсчета Oxijz называется  переносным , а дви
жение  точки М  относительно неподвижных осей называется в этом 
случае  составным,  или абсолютным движением.  В связи с этим

I f* Iо дним  и тем ж е  у гл о м  и  =  a rc tg  у  к у с к о р е н и я м  точек  (см.
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различают абсолютную (уд), относительную (vr) и перенос
ную (ve) скорости точки М ,  а такж е абсолютное (гг-,,), огиоси- 
тельное (гс'л) и переносное (we) ускорения  этой точки. При этом 
относительной скоростью и относительным ускорением точки 
называют ее скорость и ускорение в относительном движении,  
абсолютной скоростью и абсолютным ускорением точки назы
вают ее скорость и ускорение  в абсолютном движении.  Пере
носной скоростью и переносным ускорением точки называются 
соответственно скорость и ускорение  той точки,  неизменно 
связанной с подвижной системой осей, с которой в данный мо
мент совпадает точка /И.

Задачи,  относящиеся  к этому параграфу,  можно разбить на 
два основных типа:

1) зная относительное движение  точки и переносное д в и ж е
ние, найти уравнения и траекторию абсолютного движения 
этой точки (задачи 417, 419—422);

2) зная абсолютное движение  точки и переносное движение,  
найти уравнения и траекторию относительного движения точки 
(задачи 418, 423, 425).

При решении этих задач следует прежде всего установить 
подвижную и неподвижную системы отсчета и выяснить х а р а к 
тер  переносного движения,  т. е. характер  движения того тела, 
с которым неизменно связана  выбранная  подвижная система 
осей. После  этого следует установить,  какое  движение  рассмат
риваемой точки является  абсолютным движением и какое  — от
носительным.

Пример 83. Движ ен ие  точки относительно подвижных осей 
Од:,//, задано уравнениями:

4 ^  4АТ, =  4 sin у  t ,

. л  .
!/, =  1 — c o s T /.

Подвижные оси О х 1у 1 вращаются  в своей плоскости вокруг
л

неподвижной точки О по закону ф — у / .  Составить уравнения
движения точки М  относительно осей Оху  (уравнения абсолют
ного движения)  (рис. 114).

Р  е ш е и и е. Переносным движением в данной задаче является  
вращение подвижных осей Од,//, вокруг  точки О. Чтобы найти 
уравнения  абсолютного движения точки М , нужно ее коорди
наты х  и у  в неподвижной системе осей выразить  в функциях 
времени (.

Построив координаты точки М  в подвижных и неподвижных 
системах осей, имеем по формулам преобразования координат



•V

при повороте осей на угол  ср:
х =  x t cosq> -! г/, sin ф. 
У — У\ соэф — л:, sin ф,

или, подставляя  значения х х, //, и ф, получим искомые ур ав 
нения абсолютного движения точки /И:

.  .  Я  , Я , (  , л  , \  . ях  =  4 sin у  / cos - у  t +  ( 1 — cos у  t J sin у  *.

I  . я  Л  я ,  . . я  , . я  ,г/ =  f 1 — cos у  / J COS-у  / — 4 sin у  г sin у  Г,

или
3 •. . . . я  , 

л: =  - j  sin л /  +  sin у  г,

я  . , 3 , 5 
у  =  cos— / •+• у  cos л /  — у  .

П р и м е ч а н и е .  Исключив t из уравнении относительного движения 
точки М, находим ее относительную траекторию:

0/. - ,),+ ( т )  =1

Это есть эллипс с полуосями <7 =  2, b — 1 и с центром в точке Л (О, I). 
Следовательно, абсолютное движение точки М можно представить как 
движение по этому эллипсу, который вращается вокруг точки О

Пример 84. Резец совершает  прямолинейное  возвратно-посту
пательное движение  так,  что его конец М  движется по непод
вижной оси Ох по закону х  =  ОМ  =  a  sin а>/. Составить ур авне
ния  движения точки /И относительно диска,  вращающегося
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равномерно с угловой скоростью го вокруг  точки О, и найти тра ек 
торию этого относительного движения (рис. 115).

Р е ш е н и е .  П од виж ну ю систему координатных осей О х ху 1% 
неизменно связанных с диском, выберем так,  чтобы в на ч а ль 
ный момент ось Ох, совпадала  с неподвижной осью Ох.

Тогда уравнение переносного вращательного  движения запи
шется так:

Ф — (о /.

Чтобы ю л у ч и т ь  уравнения  отно
сительного д вижени я точки М .  нахо
дим ее координаты в подвижной си
стеме отсчета О хху х:

x t =  ОВ ОМ  cos ф,
//, =  — 0 .4 =  — ОМ  sin ср.

Подставив сюда значения ср и ОМ,  
получим:

я  sin 2о>/

Р и с . 115

А', =  a sin со/ cos со/1 Z

//, =  — a sin со/ sin со/ =  — a s i n2 со/.

Это и есть уравнения относительного дв иж ени я  точки М .  
Чтобы найти траекторию относительного движени я этой 

точки, достаточно из последних двух уравнений исключить 
время /.

Д л я  этого возведем первое из этих уравнений в квадрат:  

х\ =  a 2 s i n 2 со/ cos* со/ =  a 2 sin* со/ (1 —  s i n 2 со/).

Заме няя  a s i n 2 со/ через у х, получим:

x i ~  У\ (а +  У,).
или

или

или

и: = ау, —  х\,

x \  +  a y t -Ь У \  =  О,

= 4

Следовательно,  искомая  траектория  есть окружнос ть  радиуса 

с центром в точке (  0* — у )  •
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§ 2 Т Е О Р Е М А  С Л О Ж Е Н И Я  СК ОР ОС Т ЕЙ

Если точка М  участвует в составном движении,  то имеет 
место следующая теорема: абсолютная скорость точки равна 
геометрической сумме переносной и относительной скоростей 
этой точки (рис. 116), т. е.

v a =  v e -f v r. (86)

Если угол между векторами v e и v r обозначим а .  то модуль 
и направление вектора абсолютной скорости определяются по

Рис .  116

формулам (87) и (88):

=  I v* -f -г 2 v t.vr cos u (87)

v„ v.
siii a  sin (1 sin у  ’

(88)

где p и у — углы, образуемые вектором v a с векторами v r и v e.
Задачи,  относящиеся  к этому параграфу,  можно разделить 

на четыре основных типа.

Задачи типа I

( з а д а ч и  435,  439,  444)

Зная  переносную и относительную скорости точки найти ее 
абсолютную скорость.

Решение  задач этого типа сводится к построению п аралле
лограмма скоростей по двум смежным его сторонам v t, и v r. 

Пример 85. Круглый цилиндр радиуса г вращается вокруг
своей вертикальной оси Oz с угловой скоростью ш =  1 [сек. 

По поверхности цилиндра  перемещается точка М  по винтовому
ot2пазу но закону s =  -я- , где s есть длина дуги М 0М  винтовой 

линии.
Касательная  к винтовой линии составляет  с образующей 

цилиндра  угол у ----- 30°. Определить  абсолютную скорость точки 
М  в момент t ( t  выражено в сек, а s — в м) (рис. 117).
8В З ак .  2332 о0]



1* Р е ш е н и е .  Если систему
подвижных oceii O.v, // /  неизмен

ен по свяжем с цилиндром,  то пе
реносное движение  будет в р а 
щательным вокруг  неподвижной 
осп Oz с угловой скоростью <ое =

Vd %-t2 I сек. Поэтому перенос

ная скорость точки М  будет 
направлена  пер пендикулярно к 
плоскости Д/0 ,2  и по модулю

равна и., =  м /  — у  г / 2. Относи

тельным движением точки М  
(движением по отношению к 
цилиндру)  является  ее движ е
ние по заданной винтовой ли 

нии по закону s — ^ . С л е д о в а 

тельно, относительная скорость 
точки М направлена  по каса 
тельной к винтовой линии и по 
модулю равна

(Isvr =r.~=. at см; се к.

Так как угол между векто
рами и,, и v r равен 90® — у =  60°, то по формуле  (87) абсолютная 
скорость точки М будет равна

v a =  V  V e “  V ;  Г  ' 2 u e V r COS (9<Г — у~)

=  ) / " + a * t2-\-2 =

=  ~  | (яг /  -)- а )2 ! За*см.сек.

Задачи т ипа  II  
( з ад а ч и  433,  441— 443)

З н ая  абсолютную скорость точки и напр авлени я  переносной 
и относительной скоростей этой точки, найти модули этих с ко 
ростей.

Решение  задач этого типа сводится к построению п а р а л 
лелограмма скоростей по дайной диагонали и направлениям двух 
смежных его сторон.

Пример 86. Механизм состоит из двух пар аллель ны х валов
О п О,, кривошипа ОА  и кулисы OtB\ расстояние между осями 
валов  равно 0 0 ,  =  30г ,и,  длина кривошипа О А равна  10с.«. 
Кривошип вращается равномерно вокруг оси О с угловой ско
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ростью о) =  4 1гг/\.  Найти переносную и относительную скорости 
точки Л, а т акж е  угловую скорость <■>, кулисы в момент, когда кр и
вошип О А составляет с вертикалью угол ф =  6 0 э (рис. 118).

Р е ш е н и е .  Если за подвиж
ную систему отсчета выберем си
стему, неизменно связанну ю с ку
лисой О,В, то переносное д ви ж е
ние будет вращательным вокру г  
оси О, с угловой скоростью О),.
Поэтому переносная скорость точ
ки А будет перпендикулярна  к 
О, Л и по модулю равна  у,  =  0,Л(о,.
Относительное движение точки А. 
т. е. се перемещение относительно 
кулисы,  является  прямолинейным 
вдоль ОхВ. Поэтому вектор относи
тельной скорости v r этой точки 
направлен по прямой О tB. Но точ
ка А принадлежит одновременно 
и кривошипу 0/1,  вращающемуся  
вокруг  неподвижной осп О с угло- 

, 1вой скоростью о) =  4 — , а потому

траекторией абсолютного движе- Рис. и з
ния точки А,  т. е. ее движения
по отношению к неподвижной системе координат Охх у ,  я в ляе т 
ся окружность  радиуса О А.

Абсолютная скорость точки А  направлена перпендикулярно 
к 0/1 и по модулю равна

v a —  о) О Л =  4 10 =  40 см сск.

З н а я  модуль п направление вектора v a n направления век
торов v e и vr строим пар аллелограмм скоростей,  в котором 
вектор иа должен быть диагональю.  Так как v r J_ ve, то из п р я 
моугольного  треуголь ни ка  имеем:

vr =  v a - sin у, и,, — va ■ cos y,

где y — угол между векторами ua и ve, равный углу  0 А 0 Х. Д л я  
определения  этого угла из треугольника 0 0 , Л  находим:

0 , Л  -  | 0 , 0 ' -  | О А 2 — 2 0 , 0  • О Л • cos (180э — ф )  =  

- I \7у~: iT3o; i i> cos rio° =, ю |7Тз,

sin у
____ iV L
si.i ( IvSU0 — <|)

0,A_
Sill cp
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0 , 0  . 3 0  \ r 3' 3  \ r X
S | n Y — ;» 1 s m  Ф  =  —  ■ .. ■-=— r==-

^./1 10 |  I о 2 V 13

Отсюда

II

COS Vs у =y  1 — s in2 у =  ] /  1 — % =  — t =  .
' 52 2 v  13

Следовател ыю,
, n 3 У 3 ГА У 39  0 1  0 7  

у. =  40  =  60 -V— 24 ,27  сиг сек;
Г 2 Vх 13 13

, А 5 100 у"Тз 07
у =  4 0 ------=  — —  =  2 / ,  / 3 см сек.

6 2 V 13 U

Из равенства с.» — с», • 0 , Л находим

IV 100 ^  13 10 ,, п п  . ,
(0> / гг - =  , , =  гг = ; 0,77 сек. 1 О ,Л  3- U- | /  13 3

Задачи  

( з а д а ч и  43

Зная  векторы иа и и,, (пли 
и направление вектора иг (или

Иапрадляющее
колесо

если вода поступает в рабочее 
радиус  рабочего колеса R  --  225 
пня турбины равна «  =  320 об/л

шн/ш I I I

G, 437 ,  440)

юкторы с»„ и v r), найти модуль 
вектора vr).

Решение  задач  этого типа 
сводится к построению па р ал л е 
лограмма скоростей по данной 
диагонали,  одной из его сторон 
I! углу между ними.

Пример 87. Частица М  воды 
поступает пз направляю щего 
колеса турбины в рабочее коле
со (рнс. 119) со скоростью 
v  =  7,57 м сек, которая образу
ет с направлением касательной 
к внутренней окружности иа- 
п р а в л я ющего к о л е с а у г о л 
а  =  40°. Найти скорость части 
цы относительно рабочего коле
са п угол р, который должны 
составлять  лопатки рабочего 
колеса с направлением каса 
тельной в месте входа воды, 
колесо бея удара,  наружный 

мм  и уг ловая  скорость враще-

204



Р е ш е н и е .  Нели за переносное движение принять вращение
,  п  тхп л - 3 2 0турбины вокруг  оси О с угловоп скоростью (0,, =  — =  -■ - —

32=  у л  1 /сек, то переносная скорость частицы М  будет направлена  

перпендикулярно к радиусу О М  и по модулю равна  ve =  (о„х 
X ОМ  =  ~ п у  0,225 =  2 ,4л  м/сек.

Заданная  скорость,  с которой частица вступает в рабочее 
колесо, является  абсолютной скоростью v a. Зная  векторы иа и 
vc, строим параллелограмм скоростей,  в котором вектор иа я в 
ляется диагональю,  и находим относительную скорость иг ча
стицы М ,  направленную по касательной к лопатке  рабочего 
колеса.  Из треугольника скоростей,  в котором известны стороны 
vu, ve 1! угол а  между ннмп, находим:

v- -j- v* — 2 v ev(l cos а —

-  У 1 , Ы г -|- (2 ,4л) '  — 2• 7,57 • 2 ,4л  cos 40° =  5,16 м/сек. 

По формуле (88) имеем:

sin a  sin р ’

откуда
ы п р ^ ' ^ 1 =  ^ И:, =  0.939,1 v r Г),1о

Р =  71°.

Задачи т ипа IV  

( з ад а ч и  430,  434 ,  438)

З н ая  вектор vc (или вектор иг) и направления  скоростей иа 
и vr (или ьи п ие), пайтп модули этих скоростей.

При решении задач типа IV параллелограмм скоростей сле
дует строить по заданной его стороне ve (или vr) и известным

на пр авлени ям  другой его стороны vr (или ve) и диагонали иа.
Решение  задач этого типа аналогично решению задач типа II.
Пример 88. Параболический кула к ,  контур которого имеет 

форму параболы //, =  9  — движется  поступательно и прямо 
линейно по неподвижной горизонтальной плоскости по закону 
s — 30/  и толкает опирающийся  на него стержень СО, который 
перемещается в вертикальных нап равляющих.  Иайтп скорость 
стержня в зависимости от расстояния  конца С стерж ня от оси
O.v, (рис. 120).



Р е ш е н и е .  Подвижные осп ^ ,л',//,, неизменно связанные 
с кулаком,  направлены, как указано на рис. 120. Переносным 
движением является  поступательное  п пря молинейное  движение

кулака со скоростью и, — ~  =  30 с м ’сек. Поэтому переносная

скорость ve точки С независимо от ее по лож ения на параболе 
равна поступательной скорости кулака  у, = 3 0  см'сек  и н а п р а в 
лена по горизонтали вправо.  Так как абсолютное движение  
стержня CD  есть поступательное движение  в вертикальном на
правлении,  то абсолютная скорость точки С направлена  по вер 
тикали.  Кроме того, точка С стержня CD  перемещается отно
сительно кул ак а  по заданной параболе,  а потому относительная

скорость этой точки направлена  по касательной к этой п а р а 
боле. Таким образом,  нам известны модуль п направление с к о 
рости vc и нап равления  скоростей иа и v r. Д л я  опре де лен ия  
абсолютно!! скорости иа нужно построить пар аллелограмм с ко ро 
стей, в котором одной стороной является  вектор ие, другая  сто
рона направлена  по касательной к параболе в точке С, а диа
гональ направлена по вертикали CD. Гак как va J_ ие, то из 
пр ямоугольного  треуголь ника  скоростей находим:

v a =  ve - t g a

Касательная  к параболе,  по которой направлен вектор vr, с о 
ставляет с положительным направлением оси O.v, угол,  р а в 
ный 180э — а,  а потому

t g i l S U’ - u )  . $ >  = - 2 л - „

ИЛИ
tg  «  =  2л,.
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или

С ледовательн о ,
уо ^ 3 0  2 / 9 - 0 , ,

о .  =  60

§ 3. Т Е О Р Е М А  С Л О Ж Е Н И Я  У С К О Р Е Н И Й  П Р И  П Е Р Е Н О С Н О М 
П О С Т У П А Т Е Л Ь Н О М  Д В И Ж Е Н И И

В случае составного движения точки, если переносное дви
жение является поступательным,  абсолютное ускорение  точки 
равно геометрической сумме ее переносного и относительного 
ускорений (рис. 121), т. е.

w a =  we + w r, (89)

=  + (90)

где к£т> и Д Я) — касательная и нормальная  составляющие пере
носного ускорения точки,  а &у(гт) и w{rn)— касательная  и нор
мальная  составляющие ее относительного ускорения  (рис. 122).

Если переносное или отно
сительное движение является -  /у в 
прямолинейным, го соответст-
вующее нормальное  ускорение 9 ( г \  ы ®
(a£'M или w^l)) будет равно ну- 6
лю; при криволинейном равно- „ /  90°^ч

Рис .  121

мерном переносном или относительном движении обращается в 
нуль  соответствующее касательное  ускорение  (ш^1' или w{rxl).

Задачи,  относящиеся  к этому параграфу,  можно решить двумя 
способами: геометрическим или аналитическим.

Геометрическое решение задачи состоит в построении п а р а л 
лелограмма пли многоугольника ускорений на основании вектор
ных равенств (89) или (90).

При аналитическом решении задачи применяется метод 
проекций,  т. е. искомое ускорение  определяется по его проек
циям на выбранные координатные осн. При этом следует иметь 
в виду, что проекция  абсолютного ускорения  на какую-либо
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ось равна  алгебраической сумме проекций составляющих уско
рений на ту же  ось; проектируя ,  например,  векторные равен
ства (89) пли (90) па ось л\ имеем:

или
'ах

и’их wex j ^V.v (91)

=  ^ех + 4 V  +  + » Я >- (92)

Задачи,  относящиеся  к этому парагра(|»у (в основном задачи 
из сборника II. В. Мещерского),  можно разделить па следую
щие три основных типа

Задачи пит а I 
( з ад а ч и  447— 450.  455,  457— 459)

1. Заданы переносное и относительное ускорения  точки, 
т. с. векторы w e п И'п  или эти ускорения  можно непосредст
венно найти пз условий задач,  характеризующих относительное 
и переносное движения.

Определить абсолютное ускорение юа этой точки.
Гример 89. Кривошип 0,/1 — 0,5 м  шарнирного пар ал лело

грамма ОхА В О г вращается вокруг  неподвижной оси О, с уг ло 
вой скоростью о», =  2/ 1 сек.

Вдоль стороны А В  этого параллелограмма перемещается 
ползун М  но закону A M  =  s — 5 (s выражено в метрах,  I — в сек). 
Определить абсолютное ускорение ползуна  М  в момент времени 
t — 2 сек, если угол <|‘ в этот момент равен 30° (рнс. 123).

Р е ш е и и е. Аналит ический способ. Движ ен ие  ползуна  М  б у 
дем рассматривать как составное, состоящее из двух движений:
1) относительного движения ,  т. е. движения по отношению 
к стержню А В ,  и 2) переносного движения вместе с этим стерж
нем. 'Гак как при движении стержень А В  остается па р ал л ель
ным неподвижному звену 0 , 0 г, то движение  этого стержня я в 
ляется поступательным. Следовательно,  переносное ускорение 
точки М  равно ускорению точки А,  т. е.

17 «•) ГГ, —  (т> —,<»!
Л М WA ~  *  л  1 ЮА '

2оа



Но точка А принадлежит кривошипу О. А. а потому

к * ;0 =  о " . О , Л  =  8  м  сек* .

ы. IT ) Р , • О,Л -  • 0 , Л  =  2-0 ,5  =  1 MjceK*.
dt

При этом вектор ч ,1х> направлен перпендикулярно к О ,А,

а вектор Шл1 направлен вдоль АО, к центру О,. Так как в от
носительном движении ползун переметается  вдоль стержня А В  
по закону s — 5/ 2, то его относительное ускорение направ
лено вдоль этого стержня,  причем

d~s

Абсолютное ускорение точки Д1 определяется по теореме 
сложения ускорений при переносном поступательном движении:

w'fl =  й'л? +  “ л? =  <  +  Ч " Ч - < .

Проект иру я  это равенство на координатные оси .v и у.  по
лучаем

»Й!г = K’aVv 'I' + “'Ж = WM + <V-Sil1 Ф“
— a»™ cos ф *= 10 h l - i  — 8 — =  10,5 — 4 1 3  =  3,58 м сек*,

V зW {a) =  w tr) | ш (т) _j. w <n) _  K , ( t ) . c o s  (p • S in  ф  = ----- ----- 4 .
M u  Mi l  ' Ai i  ' A l l  A  ' A  '  /

Отсюда __________ _____

ю<«> =  ) / ( 1 0 , 5 - 4  |  3 ) '  -!■ ( 4 4  Ц ~ ) ‘ =

=  V 175 — 80 У  3 ~  6,1 м сек*.

Если угол между ускорением log1 и осью х  обозначим а, то 

c o s a  =  ^  = ? 4 8 =  0,586,
< '  6' ‘

откуда
а  =  5 4 ° 6 \

Решим теперь эту задачу геометрическим способом. Д л я  этого 
из произвольной точки О (рис. 124) проводим вектор Оа — ю{'л , 
причем длина  этого вектора равна  восьми единицам выбранного 
масштаба ускорений,  затем из точки а проводим вектор ab =  

w a ' , длина  которого равна  единице масштаба ускорений.



Д а л ее  из точки b проводим вектор he. причем Ьс— 10 еди
ницам масштаба.  Вектор Ос, замыкающий ломану ю линию Oabc, 
определит по модулю и направлению искомое абсолютное ус ко
рение точки /И, т. е. w 'm = О с  (рис. 124).

Заданы векторы wa и we (или w r), либо эти векторы можно 
найти непосредственно пз условий задачи, характе риз ую щих 
абсолютное и переносное (или относительное) движения.  О пре 
делить вектор w r (пли we).

Пример 90. Полуцилиндр радиуса г =  10 см движется  посту
пательно и прямолинейно по неподвижной горизонтальной пло
скости с ускорением го, и толкает опирающийся  на него стер
ж ен ь  CD, который не- - г -ч

на пр авляю щих  с ускорением w t . Определить касательное  и нор 
мальное  ускорения  точки С в ее движении по отношению к ци
линдру в тот момент, когда СО,а*, =  а  =  60е (рис. 125).

Р е  ш е  и и е. Переносным движением в данной задаче является 
(так же. как и в примере  № 88) движение  пол уцилиндра ,  а так 
как это движение поступательное,  то переносное ускорение  we 
точки С стержня равно ы\. Абсолютное ускорение точки С 
равно,  очевидно,  заданному ускорению ы\ стержня CD, т. е. 
w a =  w t . В относительном движении (в движении по отноше
нию к полуцилиндру)  точка С перемещается по п о л у о к р у ж 
ности радиуса г .  Поэтому относительное ускорение  равно 
w r — w[n) i  ьу(Д  причем вектор относительного  нормального 
ускорения  и'{гл) направлен по радиусу СО,, а вектор  относи
тельного касательного ускорения  u-'r) направлен перпендику
ляр н о  к 0 ,С,  как ука зано  на рисунке.  По формуле  (89) имеем:

Задачи типа II

ремещается поступа
тельно в вертикальных

о

Рис .  124 Рис  125
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? , = £ ,  + 5 * " ’ ' 5 ™ .  Г*)

В этом векторном равенстве неизвестны толь ко  модули искомых 
ускорений tr?0 и £ ,(гт). Д л я  определения  этих модулей достаточно 
спроектировать  это векторное равенство па две выбранные осп. 
В данном случае,  принимая  во внимание  направления  векторов 
ге«<т) и w lrn\  эти осп целесообразно направить  по радиусу О,С и но 
касательной Ст.  Проекти руя  равенство (а) на эти оси. получим:

w 2 cos (90° — a) =  w x c o s u  — t r f 0 .

или

юг cos а  =  — w x sin а +  w™,

Ы'(,п) =  1C', cos а — w 2 sin a, 

ic>(rT) =  w 2 cos a  - f  w x sin a,

откуда

т. e.
. . . ( « )  ^ 1  —  ^ 2  V ' t  . . . ( T )  K 1, V z
Wr = -------о-------  . ^

Задачи т ипа  I I I  

( з а д а ч и  445,  440)

Известны абсолютное ускорение w (l и направления  всех 
составляющих ускорений к£т), и,{еп), л/гх\  а та кже  модули
двух из них. Найти модули двух других составляющих уско 
рений.

Пример 91. Кривошип ОС =  г вращается вокруг  неподвижной 
оси О  с данной угловой скоростью о »— const. Соединенный 
с ним при помощи шарнира  ползун С может перемещаться 
вдоль стороны А В  шарнирного  параллелограмма 0 хА В 0 2 с не
подвижным звеном 0 , 0 2. Углы и и р для  данного положения 
механизма известны.

Определить относительное ускорение ползуна С и угловое 
ускорение  кривошипа 0 , Л.  длина которого равна  а (рнс. 126).

Р е ш е н и е .  Дви ж ен ие  ползуна  С будем рассматривать как 
составное,  слагающееся из двух движений: 1) относительного 
движения по отношению к стержню А В  и 2) переносного дви
жения вместе с этим стержнем.  Так как при движении стер
ж ен ь  А В остается параллельным неподвижному звену 0,0. , ,  то 
движение  этого стержня,  а следовательно,  и переносное движе
нии, будет поступательным.
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Поэтому переносная скорость н переносное ускорение  точки С 
равны соответственно скорости п ускорению точки А,  т. е.

векторы иА и гсл1 направлены перпендикулярно к кривошипу 
OtA, а вектор — вдоль ОхА к центру О,, причем

иА — а о),, гс'л1 — ati)?, ci>A’ =  a e t,

где о), и р, — угловая  скорость и угловое  ускорение  стержня О, А. 
Гак как относительна '  движение  точки С есть прямолиней

ное движение вдоль стержня А В ,  то относительная  скорость
и относительное ускорение iJc этой точки направлены вдоль 
стержня А В.

Н о  точка С принадлежит одновременно и кривошипу ОС, 
вращающемуся  равномерно вокруг  оси О, поэтому абсолютная 
скорость l>c* и абсолютное ускорение wcn точки С направлены 
соответственно по перпендикуляру к ОС и вдоль ОС к центру О, 
причем

(й) (Я) 2
V c ' - r ( i ) ,  L i'с  =  Г М  .

Зная  модуль п направление вектора v c 1 и направления 
векторов и{с и v \: \  строим параллелограмм скоростей и но тео
реме синусов из пего находим:



Но

поэтому

и, следовательно,

отсюда
fOS Р _  Г(,) cos Р

с  ('  cos a  cos а

v (c  =  VA =  ас.),,

г cos ВО) = ------ - О)
1 a cos  а

(п) Л г r*(0* cos* рК<\ =  (2d), =  ----- - ----~
л  а  с< is а

По теореме сложения ускорений имеем:

~(а> ~(/-> | ~<о «.<:> . тт/у» . «.<«> (а)гс'с = т ^ с  =  ЭДс “г Ь-’л 'г  &-л • 1 '

В этом векторном равенстве известны теперь направления  
всех векторов и модули двух из них:  ю {с ] и w {a \ остается найти 
модули векторов w c ) и о/л’- Д л я  этого спроектируем равен
ство (а) на оси А х х и А у х, тогда получим:

W c ] COS Р  =  W (c  ■+• W lA  ’ s i l l  U +  W KA  C O S« ,

шс° sin p =  w (a cos a — w T  sin a.

Из этих уравнений находим:

“ Я ’= tL : '’ sin 15+ w*'s'm u) = т^г ( sin p f  v ' sln a) =
=  r<J-s— (a sin fi cos* u r sin a  cos2 (3), a cos8 a ' 1

W c ] =  t£’c ) COS p — w lA ) sin a  —  w A 1 cos a  =

...(о) „„„ q sin P-sin a ja )  sin2 a (л) Tjn )  „лс „  _  
_ a , c c o s p -------~ Wa C 0Sa~

=  а  соГ* a  [Q C0S ( a  +  P )  ° 0 S * а  —  Г C0S2

Угловое  ускорение e, звена 0 , Л  находим по формуле:

Ц ,< Т )  ,

е. =  =  т — j -  (a sin р cos* a  - f  г sin a  cos1 p).
1 0 , Л  a 2c o s * a v r

Рассмотрим теперь геометрический способ решения этой за 
дачи (рис. 127).

Пз произвольной точки О строим в выбранном масштабе
векторы Oa =  w c ] и 0 6 =  r f ’. Затем из точек а  и b проводим



прямые,  параллельные соотпетствснпо векторам :j}p н а д ,  до 
их пересечения и точке с. Тогда

77/т > т~ ~ . y i  ~  Ьс
а ',1  =  ОС, и.»с = с а  II К =  — -Г .()}А

§  4 Т Е О Р Е М А  С Л О Ж Е Н И Я  У С К О Р Е Н И И  П Р И  П Е Р Е Н О С Н О М  
В Р А Щ А Т Е Л Ь Н О М  Д В И Ж Е Н И И

В случае составного д вижени я точки, если переносное дви
жение является вращательным,  абсолютное ускорение  точки 
равно геометрической сумме переносного,  относительного и 
кориолпсова  или добавочного,  ускорении этой точки, т. е.

Wa =  ££>' +  Wr 4- (93)
или

юа =  w !"  +  в?"’ +  w'," +  w'i" +- wb. (94)

Кориолисово ускорение w k равно удвоенному векторному 
произведению угловой скорости переносного вращения на от
носительную скорость  точки,  т. е.

w k =  2 <Ae x v r. (95)

Следовательно,  модуль  этого ускорения  равен

ы»А =  2otev r sin а,  (96)

где а  — угол между векторами <*, и vr.
Чтобы найти направление кориолпсова ускорения  wk дви

жущейся  точки W, достаточно в точке W построить векторы м, 
и иг и восставить из этой точки пер пен дикуляр  к плоскости,



в котороЛ лежат  эти векторы со# и v r. Вектор w k направлен 
по этому перпен дикул яру так,  чтобы наблюдатель,  смотрящий 
с конца  этого вектора,  видел поворот вектора о\, иа угол_а  
против часовой стрелки до совмещения его с вектором vr 
(рис. 128).

Напра влени е  вектора wk можно определить и другим спо
собом.

Проведем через точку М  плоскость л ,  пер пен дикулярную 
к вектору (i)e, и спроектируем относительную скорость v r на эту 
плоскость.  Если полученную проекцию у ' ,  повернем в плоскости л  
на 90° вокруг точки .И в направлении переносного вращения 
(рис. 128), то получим направление вектора w,..

Если vr J_o)e, т. е. если вектор vr лежит  в плоскости л,  то 
для  того, чтобы получить направление  кориолпсова  ускорения ,  
достаточно повернуть  вектор vr в плоскости л  на 9 0 ’ в на
правлении переносного вращения;  в этом случае

а  =  90°, s i n a = l
и,  следовательно,

w k — 2v>evr.

Если вектор угловой скорости переносного вращения п а р а л 
лелен относительной скорости vr, то  либо а  =  0, либо а  = 1 8 0 *  
и, следовательно,  sin (t - 0 ,  а потому в этом случае юк =  0.

Задачи этого параграфа можно решить двумя способами: 
геометрическим и аналитическим.

Геометрическое решение задачи состоит в построении мно
гоугольника ускорений на основании векторного равенства (93) 
•дли (94).

При аналитическом способе решения применяется метод 
проекций,  т. е. искомое ускорение определяется по его проек
циям на выбранные координатные оси.

Задачи,  относящиеся  к этому параграфу,  можно разделить 
на следующие два основных типа.

Задачи т ипа  I 

( з а д а ч и  462— 464,  466— 468,  470,  476— 483,  489,  490)

Требуется найти модуль п направление абсолютного уско
рения.

Пример 1)2. В примере 85 определить абсолютное ускорение 
точки М  (рис. 129).

Р е ш е н и е .  Переносным движением в данном примере я в 
ляется вращение  цилиндра вокруг оси г с угловой скоростью



O' = nt' (1(0 , =  л /  1 сек1. По-2 сел" и угловым ускорением 

этому переносное ускорение  точки Л/ равно

=  oJt. т ^ .  .

Переносное нормальное ускорение  wj.’1’ точки М  направлено 
по радиусу ЛЮ, кругового сечения цилиндра,  проходящего 
через точку /И, причем

л  м  ,>= гг|5/4 <̂! — и,Л1 0»«г =  —р  .

Переносное касательное  ускорение  iciT) точки М  направлено по 
касательной к этому круговому сечению, причем

=  О , М  ■ Е е  =  Л  /г .

Относительным движением точки .1/ (движение но отношению 
к цилиндру)  является ее движение  по винтовой линии со с ко 
ростью

(Isv .  =  —  — at.  r dt

,<Т>
Поэтому

wr = wy
Относительное касательное  ускорение  к ,(Лт' точки М  направлено 
по касательной к винтовой линии,  причем
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Относительное нормальное  ускорение гоГ0 точки М  направлено 
по главной нормали винтовой линии,  т. е. но радиусу М 0 Х, 
причем

Юг

где Q —  радиус  кривизны винтовой линии определяется по фор- 

муле g = ^ r y ^ i r \
Следовательно,

,„(п) <гГ-Ь'г --  ---
■\г

Остается найти кориолисово ускорение  w b, построив предвари
тельно вектор переносной угловой скорости со,,, направленный 
по осп Oz вращения цилиндра .  Так  как векторы о>е и иг не 
пер пен дикулярны,  то для  того, чтобы найти направление век
тора ы'к, нужно спроектировать  вектор vr на плоскость,  прохо
дящую  через точку М  и пе рп ен дикул ярную  к вектору cot„ и 
полученную проекцию, направленную,  очевидно,  по одной п р я 
мой с вектором tv], повернуть на 90° в направлении переносного 
вращения;  следовательно,  вектор w k будет направлен по ради
усу МО, ,  причем

w k =  2 ( » eV r  s i n  Y =  M eV r  = y ^ ' o t -

По теореме Корполпса  имеем:

w a =  w e +  ii'r w k =  w[n) 4  w™ 4  ic,(fT) 4  a'i"’ 4  w k.

П ро ект ир уя  зто векторное равенство на три взаимно перпенди
ку лярны е  оси /Ид:,, M y , ,  М г , ,  получим:

wa x =  C0S (90° — у) 4  о£Т>,

WaVl =  К''"’ +  +

И Л И

wa2< =  w (rx) cos у.

4 П

Ъ'ах. =  7Хг( -2 •

=  (a I  r n t y ,

* См.  «Ку р с  т е о р е т и ч е с к о й  м е х а н ик и »  проф.  И .  М В о р о н к о в а ,  изд.  
1962 г., § 70 '



По найденны м  п ро ек ц и ям  находим  м одуль  аб солю тного  
ускорения точки М:

\ /  а ~ 'Ь  л гг 212а  4- 4- /’л / ) 4 4- л r ta . см /сек*.

Задачи т ипа  11

(задачи 405, 469, 47!—174)

Т реб уется  н айти  одн о  или два из с о с т а в л я ю щ и х  у ск о р е н и й .  
Пример 93. Н ай ти  отн о с и тел ь н о е  у с к о р е н и е  к а м н я  кулисы  

(по отн ош ен и ю  к к ули с е )  и угл о во е  у ск орени е  к у ли с ы  в п р и 
мере 86  при услов и и ,  что к р и в о 
шип О А  в р а щ а е т с я  р ав н о м е р н о ,  
т. е. со =  c o n s t  (рис.  130).

Р  е ш е  и и е. Гак к ак  аб со 
л ю тное д в и ж е н и е  точки  А  есть  
р а в н о м е р н о е  в р а щ е н и е  в о к р у г  
н еп о д ви ж н о й  оси О, то вектор

ного  у ск о р е н и я  w r н а п р а в л е н

ы'а аб со л ю т н о го  у с к о р е н и я  этой 
точки  н а п р а в л е н  вд оль  А О  к 
цен тру  О и по м о д у л ю  равен  
w a =  Ы1!/'1 =  со* • А О  =  160 см [сек*.

П ере н о сн о е  д в и ж е н и е ,  т. е. 
д в и ж е н и е  к у ли с ы  я в л я е т с я  в р а 
щ ател ьн ы м  в о к р у г  н еп од ви ж н ой  
осп ,, а потом у  w e =  w {en) -Ь w (x)\ 
вектор  win) н а п р а в л е н  вд оль  
A O t к ц ен т р у  О,, а вектор  w lx) 
п е р п е н д и к у л я р е н  к О ,А ,  п р и 
чем w in) — OtA ■ со? =  21,3  см/сект, 
■4Х) =  О, Л • е , ,  где е, есть  у г л о 
вое у с к о р е н и е  к ули с ы .

О тн о си т ел ь н о е  д в и ж е н и е  
к ам н я  А есть  п р я м о л и н е й н о е  
д ви ж е н и е  вд оль  п р о р ези  к у л и 
сы, поэтом у  вектор о т н о с и т е л fa- 

вд оль  АО.
Вектор переносной  угловой  ск о р о с ти  со, н а п р а в л е н  по осп 

п ер е н о сн о го  в р а щ е н и я ,  т. е. п е р п е н д и к у л я р н о  к плоскости  
р и с у н к а ,  а вектор  иг о тносительной  ск орости  л е ж и т  в этой 
плоскости  сл е д о в а т е л ь н о ,  иг ]_ со,. П оэтом у чтобы найти  н а 
п р ав л ен и е  к о р н о л и с о в а  у с к о р е н и я  w k , достаточно  ве к т о р  v r п о 



вернуть на 90° в плоскости рисунка  в направлении переносного 
вращения.  Модуль этого ускорения находим по формуле  (96):

w k =  2d),у,  sin 90° =  2(0,d,. =  37,24 cMjcefс*.

По теореме Кориолиса  имеем:

Wa =  w e +  W r  4  w k =  WeX) +  W<n) 4 -  Wr +  W k.

Проектируя это векторное равенство иа оси х, и y t , направ
ленные, как указано на рис. 130, получим:

1) — wa sin y =  — ««Г — w k\

2) — wa cos у =  — w(en) —  wr.

Отсюда находим:

( Я )  .
w r  =  — W e  ' W a  C O S  Y =

=  —  2 1 ,3 - f  160 — =  89,62 c m Ic c k г
2 |Л з

( t )  i r n  3  | ^ 3w\ =  sin Y— w k =  160 ■

и

Геом етрический  способ р еш е н и я .  В векторном  равенстве

н а п р а в л е н и я  всех векторов  и модули трех из них (ьуд, а£п). tw*) 
известны. Н у ж н о  найти  м одули  уск орени й  wel) и w r.

Д л я  этого из п рои звольн ой  точки а строим  в вы б ранном  
м асш табе  векторы ab  =  w\',x) и а с = ю (еп) и из точки с — вектор
cd =  w k (рис. 131).

Затем  из точек  Ь и d  проводим  два л у ч а ,  п а р а л л е л ь н ы х
в е кторам  wr и w \x), до  их пересечения в точке е.

Тогда

de - ch  -= WgT)t

_  60

и

е

Рис. 131 

— 37,24 =  77 ,88  см j сек*

5 1 [сек*.



Г л а в а  V 

СОСТАВНОЕ Д В И Ж Е Н И Е  Т В Е Р ДОГ О Т Е Л А

§  I. О Б Щ И Е  З А М Е Ч А Н И Я

Задачи данной главы относятся к составному движению 
твердого тела,  которое складывается  из двух вращательных 
движений вокруг  параллельных или пересекающихся осей. 
Из таких задач особое практическое  значение имеют те, в ко
торых рассматриваются планетарные (задачи 580—584, 593, 613) 
и дифференциальные (задачи 588, 589, 615, 622 — 633) механизмы.

Зубчатые механизмы с одной степенью свободы, в числе 
звеньев которых имеются колеса с подвижными осями,  на зы 
ваются планетарными,  в отличие от обыкновенных зубчатых 
передач, у которых геометрические оси колес при работе меха
низма остаются неподвижными.  Колеса планетарного механизма 
с неподвижными осями называются солнечными или цент раль
ными, а с подвижными — планетарными  или сателлитами.  Звено,  
несущее оси сателлитов называется поводком или водилом. 
Зубчатый механизм с подвижными осями,  число степеней свобод!.! 
которого больше единицы, называется дифференциальным. В про
стейшем случае  дифференциальный механизм имеет две степени 
свободы, т. е. два звена механизма могут обладать независимыми 
друг  от друга  движениями.  При решении задач данной главы 
удобно пользоваться  понятием передаточного отношения.  Пере
даточным отношением i между звеньями ji и у механизма 
передачи вращательного д вижени я называется  отношение угло
вой скорости <ои звена jx к угловой скорости сот звена у:

= £  <97> 
Пусть имеется с лож на я  передача,  состоящая пз п звеньев.  Обоз
начим через (•>,, о» 2, . . . ,  <!>„ их угловые скорости,  а через / 12,
i.i t ...........  iп_ j , ,«— передаточные отношения от первого звена
ко второму, от второго к третьему и т. д. Тогда

О), 0)2
<Х, • со

П -  1

Перемножая эти равенства,  имеем:

ш„

т. е. передаточное отношение сложной передачи равно произ
ведению промежуточных передаточных отношений. Передаточное 
отношение (число) может быть выражено через конструктивные
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параметры механизма передачи. Простейшая зубчатая передача 
состоит пз двух круглых цилиндрических зубчатых колес, кото
рые с луж ат  для  передачи вращения между параллельными 
валами (рис. 132). Д л я  обеспечения постоянного передаточного 
отношения профили зубьев,  находящихся  в зацеплении колес, 
должны иметь определенные очертания,  причем с указанными 
колесами можно мысленно связать  две взаимно касающиеся 
окружности,  центры которых совпадают с центрами этих колес 
и которые при вращении этих колес катятся одна по другой 
б е з  с к о л ь ж е н и я .  Такие  окружности называются начальными

или центроидными  окружностями этих колес,  а точка Р их ка
с а н и я — полюсом зацепления.  Цилиндры,  соответствующие нач аль 
ным окружностям,  называются начальными цилиндрам и.  Рассмот
рим внешнее зацепление двух круглых цилиндрических колес 
с параллельными осями (рис. 132, а). Пусть /?, и R 2 —  радиусы 
начальных окружностей этих колес, а о ,  и со2 — их угловые 
скорости.  В данном случае направления вращения ведущего 
и ведомого колес противоположны,  поэтому угловую скорость 
одного колеса можно рассматривать как положительную , а д р у 
гого— как отрицательную  величину.  Так как соприкасающиеся 
в данный момент точки начальных окружностей,  находящихся  
в зацеплении зубчатых колес, должны иметь общую скорость,  
то, обозначая величину этой скорости через vp и полагая  а ) , > 0 ,  
о>2 <  0, имеем:

v p =  a>lR l =  —  <oi R i
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где п г,  — числа зубьев соответствующих колес; отношение 
радиусов начальных окружностей,  находящихся  в зацеплении 
колес, можно заменить отношением чисел их зубьев,  потому 
что ш аг *  зацепления  у этих колес должен быть одинаков 
и, следовательно,  радиусы начальных окружностей этих колес 
прямо пропорциональны числам их зубьев.

Таким образом,  при внешнем зацеплении двух круглых ц и 
линдрических колес с параллельными осями передаточное отно
шение равно обратному отношению радиусов начальных окруж
ностей или  чисел зубьев эт их  колес, взятому со знаком минус. 
З н ак  минус показывает,  что ведущее и ведомое колеса вращаются 
в разные стороны и, следовательно,  их угловые скорости имеют 
разные знаки.  Если нас интересуют только  абсолютные значения 
угловых скоростей ведущего и ведомого колес, то знак минус 
в выражении передаточного отношения следует опустить.  В с л у 
чае в н у т р е н н е г о  з а ц е п л е н и я  двух круглых цилиндри
ческих колес с параллельными осями (рис. 132, о) оба колеса 
вращаются в одну сторону,  поэтому

т. е. в этом случае п е р е д а т о ч н о е  о т н о ш е н и е  р а в н о  
о б р а т н о м у  о т н о ш е н и ю  р а д и у с о в  н а ч а л ь н ы х  о к 
р у ж н о с т е й  и л и  ч и с е л  з у б ь е в  и в с е г д а  я в л я е т с я  
ч и с л о м  п о л о ж п т е л ь н  ы м .

Аналогично определяется передаточное отношение между 
коническими колесами. Следует иметь в виду,  что в тех с л у 
чаях,  когда оси колес не параллельны,  передаточное отношение 
является величиной положительной.

§  2. С Л О Ж Е Н И Е  В Р А Щ Е Н И Й  Т В ЕР Д О Г О  Т Е Л А  
В О К Р У Г  П А Р А Л Л Е Л Ь Н Ы Х  ОСЕЙ

Если относительное и переносное движения тела являются  
вращательными вокруг  параллельных осей (рис. 133), то рас
пределение абсолютных скоростей в теле в каждый данный 
момент такое,  как при вращательном движении вокруг  м г н о 
в е н н о й  о с и ,  которая параллельна  осям составляющих в р а 
щений и делит расстояние между ними внутренним образом 
(если направления  переносного и относительного вращений

* Ша г ом  з а ц е п л е н и я  н а з ы в а е т с я  р а с с т о я н и е  м е ж д у  д в у м я  о д н о и м е нн ы ми  
т о ч к а м и  д в у х  с м е ж н ы х  з уб ье в ,  и з м е р е н н о е  но н а ч а л ь н о й  о к р у ж н о с т и .



совпадают) или внешним образом (если направления этих вра
щений противоположны) па части, обратно пропорциональные 
относительной и переносной угловым скоростям,  т. е.

00, 0,0
ма

0,0,' (101)
где сое, м г и to„ — соответственно переносная относительная и 
абсолютная угловые скорости.

Если направления угловых скоростей <■>,, и со, совпадают 
(рис. 133, а), то абсолютная угловая скорость me направлена 
в ту же  сторону и по модулю равна  сумме их модулей:

<•>„ =  (•>«. 4- oir. (102)

Если же  векторы юе и о)г направлены в противоположные 
стороны (рис. 133, б), то абсолютная угловая скорость о>„ н а 
правлена в сторону большего пз них и по модулю равна р а з
ности их модулей,  т. е.

0>в =  м,  — й),. (103)
если соЛ >  (ое,
I!

Ма =  (,\ —  П)г- (Ю4)
если о)(, > о ) г.

Если относительная и переносная угловые скорости образуют 
п а р у  у г л о в ы х  с к о р о с т е й ,  т. е.  шг --=— (рис.  133, в),



то распределение абсолютных скоростей п теле такое,  как при 
поступательном движении,  причем абсолютная скорость любой 
точки тела в данный момент равна  вектору-моменту указанной 
пары:

v =  m{(i)e, о>г); v =  a v 0 , 0 ,  =  &)г - 0 , 0 2. (105)

При решении задач на сложение вращений вокруг  параллельных 
осей часто оперируют не с модулями угловых скоростей,  а с их 
алгебраическими величинами,  которые представляют собой про
екции угловых скоростей на ось, параллельную осям рассмат
риваемых вращений.  Выбор положительного направления  у к а 
занной оси произволен.  В этом случае угловые скорости одного

Ри с .  134

направления являются положительными,  а противоположного  
направления  — отрицательными величинами и абсолютная угло
вая скорость выражается  в виде алгебраической суммы состав
ляющих угловых скоростей.

Пример 94. В дифференциальном механизме (рис. 134, а и б) 
ведущими звеньями являются колесо / и водило И , несущее 
ось двойного сателлита 2 — 2 ’. Зная  угловые скорости со, и а)н 
колеса 1 и водила Н ,  а также  числа зубьев всех колес, найти 
угловую скорость (о, колеса 3.

Р е ш е н и е .  1-й способ (метод В и лли са ) .  Сущность метода 
заключается  в сведении задачи ана лиз а  планетарных и диффе
ренциальных механизмов к анализу  обыкновенных зубчатых 
механизмов путем перехода от абсолютного  движения звеньев 
рассматриваемого планетарного механизма к их относительному 
движению по отношению к водилу.

Пусть имеем планетарный механизм,  оси колес которого 
параллельны. Обозначим через и ыИ алгебраические  з н а 



чения абсолютных угловых скоростей соответственно звеньев 
fx, v и водила II. Д л я  перехода к движению относительно 
водила сообщим мысленно всей системе вращение  вокруг  оси 
водила с угловой ск о р о стью — о>/, (г. е. равной угловой скорости 
водила,  по направленной в прямо противоположную сторону).  
Тогда водило остановится,  и звенья ц п v, на основании тео
ремы сложения вращений,  получат  угловые скорости — 
и (Dv — мн . Так как при неподвижном водиле получаем обыкно
венный зубчатый механизм,  звенья которого вращаются  вокруг 
неподвижных осей, то к этому механизму можно применить 
формулу (97) для  передаточных отношений,  что приводит нас 
к так называемой ф о р м у л е В и л л п с а :

I" —ю//
,•<//>
1 J I V  > (106)

;<//>где /Jiv — передаточное отпошснпе между звеньями ц и v в их 
движении относительно водила II (о чем говорит верхний индекс).  
Это передаточное отношение,  как уже ука зывалось  в § 1, можно 
выразить через конструктивные и геометрические параметры 
механизма (числа зубьев или радиусы начальных окружностей,  
находящихся  в зацеплении колес).

В нашей задаче применим формулу Виллиса к звеньям I и 3\

но
‘"з — <•»// _  ,-(//) _  ;<//) ;01)

--------------------------  -----  •  31  -----  ‘ 3 2 ’ ‘ 21  ,0, - 1" / ,
•Г II) 
*32

(передаточное отношение между колесами 3 и 2 '  положитель
но, так как колеса имеют в и у т р е  и и е е зацепление);

?2
(здесь передаточное отношение отрицательно,  так как колеса 2 
и / имеют в н е ш н е е  зацепление).

Таким образом,
0 )j —  (<)/! ? 2 ' ^1 

<v,
откуда

-  0 ) / / — а>. — (о. (ответ).

Пусть,  например,  г, =  60, г, =  40, г2- =  20, г3 =  120 и, кроме 
того, колесо / и водило / /  вращаются  в одну сторону с угло
выми скоростями со, =  140 \ х с к  и (о// =  60 1 хек.  В этом случае
о)з =  60 — (140 — 60) =  60 — --• 80 --  40 с е к " 1. Если бы колесо

/ и водило II вращались  в противоположные стороны, то уг ло 
вую скорость одного из этих звеньев необходимо было бы счи
тать величиной положительной,  а другого — отрицательной.

9  3.1 к . W 1



В этом случае при тех же  абсолютных значениях угловых 
скоростей звеньев / и / /  мы бы имели:

т. е. колесо 3 вращалось бы в ту же  сторону, что и водило, 
так как знаки их угловых скоростей совпадают.

Если закрепим колесо / ,  то получим простой планетарный 
механизм. Формула Виллиса в этом случае остается в силе, 
надо только  положить в этой формуле о>, =  0, что дает:

2-й способ (метод мгновенных центров скоростей). Так как 
звенья планетарного  или дифференциального механизма с п а р а л 
лельными осями совершают плосконараллельное  движение ,  то 
при анализе  такого механизма можно применить теорию илос- 
копараллельного движения и. в частности, воспользоваться 
методом мгновенных центров скоростей.  Решение задачи полезно 
сопровождать построениями треугольников  скоростей,  которые 
обычно выносят за пределы механизма (рис. 134, в). Радиусы 
колес рассматриваемого механизма обозначим через R it R t , 
R 2-, R s. Тогда имеем:

на рис. 134, в скорость точки А касания  колес / и 2 изображена 
в виде вектора Ао, а скорость точки В — в виде вектора ВЬ. Зная  
скорости точек .4 и В, через концы а и b этих скоростей про
водим прямую и в пересечении этой прямой с продолжением 
прямой А В в точке Р., получаем мгновенный центр скоростей 
сдвоенного колеса 2— 2 '.  Скорость точки С касания  колес 2' и 3 
изобразится на рисунке вектором Сс. Зная  скорость точки С 
колеса 3 . находим угловую скорость этого колеса:

Построение треугольников  скоростей и является геометрическим 
решением данной задачи.  Д л я  получения аналитического вы ра 
жения для о>з воспользуемся следующими уравнениями,  выте
кающими из наших построений:

где го,— угловая  скорость колеса 2—2 ‘ вокру |  мгновенного 
центра скоростей Р,.

(о, =  140 сек о>я =  — 60 сек~'\ о>3 =  — 60 — ^ (140 + 6 0 )  =

=  — 60 — 50 =  — 110 1 ;сек.

VA ^ =(.)2 ( Р гС - H # s), 
v u ^ ( R ,  . R 2) м, , ~  c>j (Р гС 4  /?,.), 
v,: =  ыгР гС,

( а )

(б) 
(в)



Вычитая из равенства (а) равенство (б), получим: 

R l(ol — ( R l + R t )
откуда

(Г)

Поделив эти равенства почленно друг  па друга ,  находим:

Заменив отношения радиусов отношениями чисел зубьев, 
получим ранее найденный ответ.

Если относительное и переносное движения тела являются  
вращательными вокруг пересекающихся  осей (рис. 135), то рас
пределение абсолютных скоростей в теле в каждый данный момент 
такое,  как при вращательном движении вокруг  мгновенной оси, 
проходящей через точку пересечения осей составляющих враще
ний и направленной по диагонали параллелограмма,  построен
ного на угловых скоростях этих вращений.  Вектор абсолютной 
угловой скорости тела равен геометрической сумме векторов его 
переносной и относительной угловых скоростей:

Пример 95. Зная  угловую скорость <пн водила /7 планетарной 
конической передачи (рис. 136, а) найти относительную и абсо
лютную угловые скорости колеса /, находящегося в зацеплении

R  ,со, Р гС R г' R  г 

(/?,  +  /?,)<■>« = ~ P 2C +  R z

или
R ift>i — (R\-h Rг) ^ п _ R,

+  ~ P 2C +  R t . '

угкуда

(Д)

Используя  равенства (в), (г) и (д), имеем:

§ 3. С Л О Ж Е Н И Е  В Р А Щ Е Н И Й  Т ВЕ Р Д О ГО  Т Е Л А  
В О К Р У Г  П Е Р Е С Е К А Ю Щ И Х С Я  ОСЕЙ

ыа =  (0е +  (,V (107)

о»



с неподвижным колесом 2. Даны радиусы /?, и R 2 колес* ,  а 
также углы 2ы, и 2</г растворов их начальных конусов.

Р е ш е н и е .  Движение  колеса / складывается из вращатель
ного движения водила II вокруг  осп 0 Л 2 с угловой скоростью 
о)и  (переносное движение) и вращательного движения вокруг  осп 
ОЛ,  но отношению к водилу / /  с некоторой угловой скоростью 
о),„  (относительное движение).  При указанном на рис. 136, а 
круговой стрелкой направлении вращения водила вектор ми 
переносной угловой скорости колеса I направлен по оси 0 Л г 
вниз.  Вектор о».,, его относительной угловой скорости н ап р ав 

лен по оси 0/1 , .  Мгновенная ось абсолют
ного движения колеса / совпадает  с общей 
образующей ОР  начальных конусов  колес 
/ и 2 , гак как при работе механизма эти 
конусы должны катиться одни по другому 
б е з  с к о л ь ж е н и я, что обеспечивается 
соответствующей формой зубьев нах од ящ и х
ся в зацеплении конических зубчатых колес. 
Таким образом,  вектор о», абсолютной угловой 
скорости колеса 1 направлен по линии ОР.  

Применяя  формулу (107), имеем:
О), =  M„-f  ю,,,.

Здесь и в дальнейшем одной чертой внизу 
подчеркнуты векторы,  для которых известны 
только  линии действия,  двумя чертами — 
векторы,  известные и по модулю и по на
правлению.

Д л я  построения пар аллелограмма угло- 
Рис. 135 вых скоростей,  соответствующего этому

векторному равенству,  от центра О пере
сечения осей рассматриваемых вращений откладываем заданный 
вектор О т — мн  (рис. 136, а), из конца т  этого вектора проводим 
прямую,  параллельную оси ОЛ, до пересечения в точке /I с осью ОР 
абсолютного вращения и дополняем полученный треугольник Опт  
до параллелограмма,  для  чего из точки п проводим прямую,  п а р а л 
лельную ОЛ, ,  до пересечения в точке с с осью ОЛ,.  Векторы Ое и 
On дают соответственно искомую относительную угловую с ко 
рость (о,н и абсолютную угловую скорость со, колеса /. Вместо 
построения параллелограмма угловых скоростей можно о гр а н и 
читься построением треугольника  угловых скоростей,  который 
лучше вынести за пределы механизма (рис. 136,6) .  Д л я  этого

* Р а д и у с а м и  к о н и ч е с к и х  к ол е с  н а з ы в а ю т  н а и б о л ь ш и е  р а д и у с ы  их 
н а ч а л ь н ы х  к о нусов .

:гь



от произвольного центра о откладываем заданный вектор 
оаг =  о)н< а из конца а2 и начала  о этого вектора проводим дс 
взаимного пересечения в точке о, прямые о2о, || ы,, ,  (т. е. п арал 
лельно оси О А х) и оа, || со, (т. е. 
параллельно оси ОР).  Стороны 
по луч енн ою  i реугольника  <>а.,а̂  
и выражают собой заданную и 
искомые угловые скорости,  т. е. 
оа2 =  о»/,; а 2а,  =  <ol/f; oai =- <•>,. Из 
параллелограмма или треуголь
ника угловых скоростей имеем:

и>// 
S i l l  ( I ,

" ‘i l l 
îl) (£.

где а  — а , | <х2 — м е ж о с е в о й  
у г о л  конической передачи.

Отсюда относительная угло
вая скорость колеса / но отно
шению к водплу Н равна 

sin и 2
0)1// =  гттгтГ (,)// “  /,*“

ill \ ^

>

R ,
s u m ,  "  / \ ,

A>, . А’о
~  ТГ 11 51Паг ^7?-

так как

где

Абсолютная угловая
скорость колеса / равна  (о, =  <он . Модуль абсолютной угловой 

скорости можно определить такж е но теореме косинусов:

(О, }  <!)// f  0>Т/, Г ьр о С/
5

R \
<*)// ! «>н , * А’- ! 2 (0// — cos (X

.

У  \ /  R* ~  R I 4 2 R lR 2 c o s  ( t.
А’ ,

Пример 96. На ведущем валу / планетарной передачи с кони
ческими колесами (рис. 137, а) заклине но колесо / ,  находящееся 
в зацеплении с колесами 2 двойных сателлитов,  свободно сид я 
щих на осях водила Н. Колесо  2 находится в зацеплении 
с неподвижным колесом 4, а колесо 2' — с колесом 3 , закл и не н
ным на ведомом валу / / .  Определить передаточное отношение 
между валами / и / / .

Р е ш е н и е .  I й способ (метод В и лли са ) .  Обозначим через 
/?,, R y ,  R з II Я 4 радиусы колес /, 2, 2', 3, 4. Перейдем 
от абсолютного движения зве*1ьев рассматриваемого механизма 
к их относительному движению по отношению к водилу И. Д л я

9,29



этого сообщим мысленно всей системе вращение вокруг оси 
/ — I I  с угловой скоростью — м н . Тогда водило,  несущее ось 
сателлитов,  остановится и мы получим обыкновенную кониче
скую передачу,  колеса которой вращаются вокруг неподвижных 
осей с угловыми скоростями соа — (о,,, где (-1=1, 2, 3, 4. П оль 
зуясь  методом Виллиса,  установим связь  между угловыми ско
ростями колес /, 3, 4 и водила /У. Так как звенья /, 3, 4 и

И  имеют о б щ у ю  ось вращения,  то угловые скорости этих 
звеньев являются параллельными векторами и их можно рас
сматривать как а л г е б р а и ч е с к и е  величины.

Применяя  формулу Виллиса к колесам / и 4, имеем:
о>, —м/ i_ .(Н)_ R.1
о>4 — СО/у 14 Л',

где о», — о)// и (л4— о)н — относительные угловые скорости колес 
1 и 4 по отношению к водилу Н.  Передаточное отношение

230



в данном случае считаем о т р и ц а т е л ь н ы м ,  так как колеса
I и 4 при неподвижном водиле (при неподвижной оси колеса 2) 
вращаются  в р а з н ы е  стороны (линейные скорости точек А и 
В этих колес при неподвижной оси колеса 2 имеют противопо
ложные направления) .  Колесо 2 здесь играет роль п а р а з и т 
н о г о  к о л е с а ,  его радиус не влияет  на величину передаточного 
отношения между колесами / и 4. Так как абсолютная угловая 
скорость четвертого колеса <о4 =  0, то из последнего уравнения 
находим:

Применяя  вторично формулу Виллиса,  уже теперь к колесам
3 и 4, имеем:

Передаточное отношение в данном случае равно произведе
нию двух передаточных отношений (от колеса 3 к колесу 2' и 
от колеса 2 к колесу 4), причем это передаточное отношение 
является величиной п о л о ж и т е л ь н о й ,  так как колеса 3 и 4 
при неподвижной оси колес 2 и 2'  вращаются  в одну сторону 
(линейные скорости точек В и С имеют одинаковое  нап равле 
ние). Таким образом,

Равенства (а) и (б) выражают а б с о л ю т н ы е  угловые ско
рости колес / и 3 через угловую скорость водила.  Разделив 
равенство (а) на (б), получим передаточное отношение между 
ведущим и ведомым валами рассматриваемой передачи, т. е. 
передаточное отношение между колесами / и 3 при неподвиж
ном колесе 4:

В этой формуле  отношения радиусов находящихся  в зацепле
нии колес могут быть заменены отношениями чисел их зубьев.

2-й способ (геометрический).  Этот способ основан на постро
ении векторных треугольников  угловых скоростей.  При постро
ении указанных треугольников исходят из векторных у равн е 
ний, выражающих зависимость между угловыми скоростями 
звеньев рассматриваемого механизма.

Принимая  движение колеса 2 за переносное движение и при
меняя формулу (107) к колесу / имеем:

(а)

">8 — 1"И 
(04 — (1>А/

AV R, 
R3 ' RR, •

4

( б )

1 +  рр
ii. п  =  *(.V = ----- (ответ)
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где to,— абсолютная угловая  скорость колеса /, известная по 
модулю и направлению (что показывают две черты снизу);

(о, — абсолютная угловая  скорость колеса 2, которая по 
отношению к колесу / является  переносной угловой скоростью 
и для  которой известна лин ия  действия (что показывает одна 
черта снизу);

о>,2 — относительная угловая  скорость колеса / по отношению 
к колесу 2, для  которой линия  действия тоже известна (что 
показывает  одна черта снизу).  Вектор <•», направлен по мгно
венной оси вращения колеса 2, которая совпадает  с общей 
образующей ОВ начальных конусов колеса 2 и неподвижного 
колеса 4 а вектор ot12 — по общей образующей 0/1 начальных 
конусов колес / и 2 (рис. 137, а).

Д л я  построения треугольника  угловых скоростей,  соответ
ствующего последнему векторному уравнению,  от произвольного  
центра о (рис. 137, о) откладываем заданный вектор оа, =  (•>,, 
а из начала  о и конца я, этого вектора проводим до взаимного 
пересечения в точке аг прямые иаг \ \ 0 В  и '/,а„ || 0/1.  Тогда 
имеем:

оа2 =  о)2; я ,а ,  = , ! )„ .

Определив угловую скорость <и2 колеса 2, переходим к оп р е 
делению угловой скорости о>л колеса 3. Принимая  опять дв и
жение  колеса 2 за переносное,  имеем:

Вектор о», направлен йотой ж ео сп  I — II, что и вектор «о,, а век- 
тор  <1>,2 — по общей образующей ОС колес 3  и Д л я  постро
ения тре угольника  угловых скоростей достаточно из точки и, 
провести прямую а2а 3 || ОС до пересечения в точке а, с прямой 
оа, ,  что дает:

а , а ,  =  о),2; иа3 — о)3.

Угловую скорость О),, водила и угловую скорость двойного 
сателлита 2— 2' по отношению к водилу находим на основании 
уравнения

0,2 =  0)„ -I-

Вектор (!);/ направлен по оси / — / / ,  а вектор о»2// — по осп 0D .

Проведя  пз конца а , вектора о>г прямую u m h \ \ 0 U  д о  пересече
ния в точке а н с прямой оа,.  имеем:



Искомое иерсдаточиое отнош ение  определяется гак:
(0. 0(1,

Это передаточное отношение можно выразить также через 
\ г лы растворов начальных конусов  конических колес Обозна
чив половины указанных углов через а , .  и 2..........из треуголь 

ника оахаг имеем:
sin 2 а ,  , ,"I, =  (0 —---- - . (в)

1 2 sin а ,

Из треугольника  оа.,и, следует:
sill ( ( ( ,— « , ' )

о) =  (•)., ------ г---------. (Г)
5  -  S | ! l  U 3

Поделив эти равенства,  получим
sin 2<t,• sin u .  , ., n ~ - ------- ----------2—  ответ).

S i l l  U ,  • S i l l  ( u 2  —  U , , )

Выражая функции углов u , ,  u 2, . . .  через радиусы кони
ческих колес,  этот ответ можно привести к виду, найденному 
ранее.

Пример 97. В дифференциальном механизме (рис. 138) веду
щими звеньями являются  колесо / и водило Н,  несущее ось 
двойного с а те л л ш а  2 — 2'.  З н ая  угловые скорости со, и о»// колеса
I и водила / / ,  а также радиусы всех колес, найти угловую 
скорость колеса 3. Известно,  что о>, С  (о,/-

Р е ш е н и е .  1-й сносов (метод Вил.ш си).  Сообщим мысленно 
всей системе вращение с угловой скоростью— м н . Тогда водило
II остановится,  а к векторам угловых скоростей остальных 
звеньев механизма прибавится вектор — о),,. Рассматривая угло
вые скорости звеньев / ,  II и 3 . имеющих общую ось вращения,  
как алгебраические величины, получаем следующее соотноше
ние между относительными угловыми скоростями колес / и 3 
но отношению к водилу II:

-<■>//  _  ■ <//) __ _  А’г_ А',

«■*,— *7/“  ,3’ ~  я. ■ 'К  ■
Передаточное отношение  между колесами 3 и /  в их отно

сительном движении по отношению к водилу Н здесь отрица
тельно потому, что при н е п о д в и ж н о м  водиле II эти колеса 
вращаются в разные стороны. Отсюда, учитывая,  что 
имеем:

мг =  шн 4  (®// — <rt,) (ответ).

В этой формуле  отношения радиусов находящихся  в зацеп
лении колес могут быть заменены отношениями чисел их
OR З а к . 233



зубьев . Если бы колесо / п водило И вращалось  в противопо
ложные стороны,  то угловую скорость одного пз этих звеньев 
следовало бы считать положительной,  а д р у г у ю — отрицательной.  
З н а к  в этом случае  по к азьпа л  бы, в сторону какого звена 
( /  или Н ) вращается  колесо 3.

При решении подобных задач необходимо внимательно про 
следить,  какой зн а к  имеет передаточное отношение  соосных

в)
2'

1 \ ф

7/

/  V ?

// / /

6)

П 2

Л * 3

(l>2, U).
к  - ^

ty/tW/t-v-

г
1*

6— ,

—P i
i j v ,

-  ~ Д

звеньев  в пх движении по отношению к водилу.  Так,  например,  
в механизме,  изображенном на рисунке  138 л, колеса / и 3  при 
неподвижном водиле II вращаются  в о д н у  сторону,  следо
вательно,  здесь, в отличие от предыдущего,  /(3(/) ;>  0, т. е.

(" з  —  <" Н _ _  Л И )  _ _  I 'j y  _ 
о , —».»/, 31 1 А’3 R.

откуда ,  если,  по-прежнему, о),, то
Нг А*. /  \

w' s s M» " « 7 , « , r r W ‘}
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2-й способ (геометрический). Решим эту же задачу при по
мощи векторных треуголь ни ков  угловых скоростей.  В данном 
случае мгновенная  ось абсолютного движения двойного  сател
лита 2— 2' заранее неизвестна, поэтому для  определения  его абсо
лютной угловой скорости о)2 воспользуемся двумя векторными 
уравнениями,  приняв  сначала за переносное движение  враще
ние колеса /, а затем — вращение водила:

«>2 =  «,-}- « .Л  <02 =  мл  Д и 
ве к т о р  (о21 относительной угловой скорости сателлита 2—2' 
по отношению к колесу / направлен по общей образующей 0/1 
начальных конусов  этих колес, а вектор о)2/, относительной уг
ловой скорости сателлита 2— 2' по отношению к водилу Я  — по 
осп О В  (рис. 138, а). От произвольного центра о (рис. 138, б) 
откладываем заданные векторы oa t - -  о), и оап - - м И, из концов 
а х и а п этих векторов проводим до взаимного пересечения 
в точке а : прямые </,<?„ " 0/1 и а пай \ \0 В ,  тогда получим:

а 1и г =  (о.,,  и,,а2 ~ -ы 2,,. ои„ — <■>.,.

Определив  вектор <о2, переходим к определению угловой ско
рости о», колеса  3, исходя из равенства:

«а 8=1 0)2 +  <*W

Вектор со, направлен по оси вращения колеса 3, совпадающей 
с осями вращения звеньев / и /У, а вектор («„ — по общей 
образующей ОС начальных конусов колес 2' и 3. Проведя н:> 
начала о и конца а., вектора о п ,=  со, прямые оа3 Ц и), п а 2а а11<»3,. 
до их взаимного пересечения в точке а 3, получаем треуголь
ник Оага 3 угловых скоростей колеса 3, из которого находим:

м 3 =  оа3 и со„ =  ага 3.

Обозначая  половины углов раствора  начальных конусов  кони
ческих колес / и 3 соответственно через и, и и 3. имеем (рис. 
138, а н б):

4 , 1  = (< •> / ,—  «*>,) tR  о), =  (о„-4 cofWc t g a „

откуда окончательно:
о», =  (.•„ -Ь (со„ — (о,) t g a , - c t g a ,  (ответ).

R  R«‘
Учитывая,  что l y a , =  ^  и c t g a , - = ^ -  (см. рис. 138. я), при

дем к найденному ранее результату.  На  рис. 138. г показаны 
т рех тол ыш кп угловых скоростей для  механизма,  изображен 
ио г о на рис. 138, и.



Д И Н А М И К А

Р Л 3  Д  Г Л  III

ДИНАМИКА ТОЧКИ

Г л а и а I

ДВГ О С Н О В Н Ы Е  З А Д А Ч И  Д И Н А М И К И  Т О Ч К И

§ 1. Д  И Ф Ф Е Р Е Н Ц И \  Л  Ь Н bl Е У Р А В Н Е Н И Я  Д В И Ж Е Н И Я  
М А Т Е Р И А Л Ь Н О М  Т О Ч К И

В динамике  изучается движение механических систем в связи  
с действующими на них силами.  Простейшим объектом меха
ники является  материальная  точка — тело,  размерами которого 
при решении данной задачи можно пренебречь.

Если на положение  материал».пой точки и па ее движение  
не наложены никакие ограничения ,  то точка называется сво
бодной, в противном случае имеем движение несвободной точки. 
Условия,  которые накладывают определенные ограничения  на 
положения материальной точки и па ее движение , называются 
связями,  наложенными иа эту точку.  Материальное  тело, при 
помощи которого осуществляется  связь,  наложе нн ая  на данную 
материальную точку,  действует па эту точку с некоторой силой, 
называемой реакцией этой связи.

Согласно закону равенства действия и противодействия,  
сила,  с которой материальная точка действует на тело, о с у 
ществляющее связь,  равна  по модулю и прямо противоположна 
по направлению реакции  этой связи.

На основании второго и четвертого законов динами ки имеем:

т и' =  т ~  — р , (108)

г л е т  — масса материальной точки; — ее ускорение и F — рав н о 



действующая всех сил, приложенных к этой точке, включая 
(в случае  несвободной точки) п реакции связей.

В Международной системе единиц масса измеряется в кило
граммах,  а сила — в ныотонах ( н ) .  Обычно массу тела находят 
как отношение  его веса Р, выраженного  в ныотонах,  к ускор е
нию силы тяжести £ = 9 , 8 1  м с е к 2, т. е.

, п =  —  . (109)
Ч

Проектируя  векторное равенство (108) на оси той или иной 
системы координат,  получаем дифференциальные уравнен ия  
движения материальной точки в этой системе.

В пря моугольной системе декартовых координат имеем:

т х — X ; т у — Y \ m z  =  Z y (110)

где .V, ty, z — координаты точки, а X , Y,  У. — проекции действую
щей силы (равнодействующей)  на соответствующие оси. В с л у 
чае несвободной точки к этим уравнениям присоединяются 
у р а в н е н и я  с в я з е й .  Если точка движется прямолинейно,  
то, принимая  эту прямую за ось л\ имеем:

т х  =  X.  (111)

В системе естественных осей имеем:

'» J7 =  /-V  т ~  =  F„> 0 ^  О 12)
где

и — скорость точки;
о — радиус кривизны траектории;

F -> FП' проекции действующей силы соответственно на ка
сательную,  главную нормаль и бинормаль  траектории.

Ур авне ния  (112) называются эйлеровыми или естественными 
уравнениями движения материальной точки.

Пользуя сь  уравнениями (108) и (110), можно решать две 
основные задачи динамики точки.

§  2. П Е Р В А Я  О СН О В Н А Я  З А Д А Ч  А Д И Н А М И К И  Т О Ч К И

Эта задача  заключается  в том, что по заданному движению 
и известной массе материальной точки требуется определить 
силу,  действующую иа эту точку,  пли, если на материальную 
точку действует несколько сил,  определить одну из них.

Решение  этой задачи сводится к определению ускорения 
точки,  которое в том случае,  когда движение точки задано, 
нетрудно найти по правилам кинематики.



Задачи этого параграфа можно разделить па следующих два 
основных типа в зависимости от траектории движущейся  точки:

I. Задачи,  относящиеся к прямолинейному движению точки.
II. Задачи,  относящиеся  к криволинейному движению точки.

Задачи типа I

Задачи этого типа,  в которых рассматривается прямол ин ей
ное движение точки,  решаются при помощи уравнения  (111); 
их можно разделить па две группы.

П е р в а я I р у и п а

Задачи,  в которых к движущейся  материальной точке при 
ложена одна сила.  Необходимо определить эту силу.

Пример 98. Материальная  точка массой т — 400 г совершает 
гармонические колебания  по горизонтальной оси Ох  по закону

х  =  20 sin ту- / ( а- выражено в см, / — в сек). Найти силу,  дейст
вующую на точку в фу нкции от л\

Р е ш е н и е .  Находим проекцию ускорения  точки иа ось Ох:

Да лее  находим проекцию па ось действующей силы:

Л' -  т л х -  -  400 5 л 2 • sin f  =  — 2000л2 sin j  .

Но sin ^  ~  , а потому Л' — — 100лгл дин,

Так как проекция  силы на ось Од- и координата Л' д в и ж у 
щейся точки противоположны по знаку ,  то искомая сила  н ап р ав 
лена вдоль осп Ох к началу  координат О.

По модулю эта сила равна  986 | а* -, т. е. пропорциональна 
расстоянию от движущейся  точки до начала О.

В т о р а я  г р у п и а

Ко второй группе относятся задачи,  в которых к движущейся  
материальной точке приложено несколько сил,  причем требуется 
найти одну пз них.

К этой группе  следует отнести такие  задачи,  п которых 
требуется определить неизвестную реакцию связи,  что характерно 
для движения несвободной материальной точки.

Пример 99. Клеть весом V поднимается с помощью каната,  
навернутого на барабан радиуса R ,  вращающийся  вокру! непод-



вп ж по й  гориз онт аль ном  оси по за кону :

Ф  =  ^  (e "”  _]. е - ш') =  n c h  (со/)-

Определить натяжение каната  как фу нкц ию высоты подъема /г 
(рис. 139).

Р е ш е н и е .  При повороте барабана  на угол клеть подни
мается на высоту h =  R<р. Силу на тя жен ия  каната  обозначим 
через Т .  На  клеть действуют две силы: натяжение  каната Т  
п вес клети Р, причем Г > Р ,  так как ускорение клети направ
лено вверх.  Равнодействующая этих сил F =  T — P. Применяя  
формулу (108), получим:

rnw -  Т  — Р,
о т к у д а

Т  =  Р  4 m v  =  Р !- — w  =  Р ! 1 I 
g \

Ускорение а- клети найдем по формуле

w =  ^  =  R  р ,  =  Я (е“" +  е - ы ) =  — ■ cli (ш<),

ИЛИ
tC.' =  оГ/f.

Следовательно,

Г  =  -  оvh  + / ; •= Р  ( —  +  1 ) .
й \  ц I

Задача шипа I /

Задачи этого типа,  в которых рассматривается  криволиней
ное движение материальной точки,  можно такж е разделить на 
две группы,  как и задачи первого типа.

П е р в а я  г р у  и и а

Задачи,  в которых к движущейся  материальной точке при
ложена  одна сила;  требуется определить эту силу.

Если движение точки задано уравнениями в декартовых коор
динатах:

•V =  / , ( / ) ;  // =  /2 (О- г =  М О ,  (ПЗ)
где
х ,  у, z — координаты точки;

/ — время,

то на основан ии  у р ав н ен и й  (110) находи м проекц ии  искомой 
силы иа три ко о р ди н ат ны е  ocik

Л — т х — т)\ (/), У т у  — inf.. (/), I  — т х — m j4 i/). (114)



Затем нужно найти модуль действующей силы F  н ее исправ
ляющие косинусы по формулам:

f  =  |/ Х Ч Т Ч / ? ;  (115)

Л и У Z , 1, rvcos «  =  —  ; cos p =  -p- ; cos — (116)

Пример 100. Материальная  точка массой /// --11,5 к  совер
шает движение согласно уравнениям:

.v =  2 / * +  1; // =  /* — I; г =  / '  — 1.

причем координаты точки выражены в метрах,  в р е мя — в секу н
дах.  Определить величину и направление  силы действующей 
на точку,  в момент / =  1 сек.

Р е ш е н и е .  1. Находим проекции скорости данной точки 
на осп координат:

л- =  4 /;  // — 2/; г З / 2.

2. Находим проекции ускорения  точки на осп координат:

л =  4; / / = 2 ;  г - 6/ 6 т р и  / = 1 ) .

3. На основании уравнений (114> находим проекции силы иа 
оси координат:

Л tnx =  2; ) ' — гщ /- 1, У. — tttz — 3.

4. По формулам (115) и (116) находим модуль силы и на
правляющие косинусы:

/• -- 1 2 ^  Р~^ 3"2 =  1 14 3 .74н,

cos и =  =  <1,334; cosfi =  ^  — 0,267;

cos у =  =  0,804,

откуда
«==57 41; p =  74=30': у =  36 42'.

1£слп же  движение точки задано естественным способом, 
т. е. задана траектория точки и закон ее движения по этой 
траектории s =  / ( / ) ,  то следует, воспользовавшись уравнениями 
(112), найти проекции искомой силы F на естественные оси, а 
затем но этим проекциям вычислить ее модуль.

Пример 101. .Материальная точка массой /// =  2 кг описывает
, , ,  . /криволипепи уют раект орп ю по закону s =  12 sm ^  (s выражено в м,

t  — в сек). В данный момент она занимает положение М  и имеет 
скорость t' =  3 м сек, причем радиус кривизны траектории в точке ,\/ 
равен 6 м. Пайтп в этот момент силу,  действующую па эту 
ма г е р н а л ы т о  точку.

2-1(1



Р е ше н ие .  Находим скорость точки и проекции ее ускоре- 
• иия на касательную н главную нормаль траектории:

Теперь иа основании уравнении (112) находим проекции 
искомой силы на касательную и главную нормали:

F. = п т . --- — 3 I' 3 Fri = mwn = 3.
Отсюда искомая сила

Задачи, в которых к движущейся материальной точке при
ложено несколько сил и одну из них требуется найти.

В этой группе, так же как и в задачах второй группы типа 1, 
часто встречаются такие задачи, где 
требуется определить неизвестную 
реакцию связи при движении несво- I'
бодной материальной точки.

и-_U3
" о 6

Согласно условию, в данный момент t имеем v — 3 м сек\
' t I I I л . 2л.поэтому 6 cos -п = 3, откуда cos — = — и — или / .

Следовательно, в этот момент

F  = у  F \-1 f* =  6 н.

В т о р а я  г р у п п а

лятор состоит из двух шаров А и В ц,
весом Р  каждый, муфты С весом Q 
и четырех одинаковых невесомых

Пример 102. Центробежный регу-

стержией ЛС - ВС  — ПА — D B  — /.
закрепленных по концам шарппр-

пеподвижпой вертикальной осп г.
Определить усилия в стержнях и р
угловую скорость регулятора, пред
полагая. что угол и, образуемый 
каждым пз стержней с вертикалью, 
имеет заданное постоянное значе
ние а (рис. 140). "а

■Во 
Рис. 140

Р е ш е н и е .  Рассмотрим движе
ние шара А, принимая его за матери
альную точку которая описывает

9А I



окружность, расположенную в горизонтальной плоскости, с 
П'нтром в точке О, и радиусом, равным R. К этому шару при-* 
ложены три силы: вес Р  и реакции 5, и 5г стержней A D  и АС, 
направленные вдоль этих стержней и равные искомым усилиям. 
Применяя уравнения движения материальной точки в естествен
ной форме, т. е. уравнения ( 112), и проектируя все силы, при
ложенные к шару А, на естественные оси т, п и Ь, показанные 
иа рис. 140, имеем:

d v  ,,

т  — = (S -f S  ) sin а,о 1 2
0 = (5г — S,) соз и. — Р. 

или, учитывая, что u=<i>/? = (o/sinu, получим:

ml s in  а ~  — 0 ,dt

Следовател ыю,

ml sin nut* = (S, -f 5г) sin a,
О = (S2 — S,) cos a — P.

S  f  S , = — /о»2, о) = const,£
S  _ S ,  = —  .2 1 cos u

Аналогичным соотношением удовлетворяют действующие на 
шар £ реакции S s и S 4 стержней B D  и С В, причем, очевидно, 
S 2 =  5, и  S ,= S 4. Рассмотрим теперь муфту С, к которой прило
жены вес Q и реакции S,\ S\ стержней С А и СВ, равные по мо
дулю и противоположные по направлению силам S, и S4. 'Гак 
как при a = const муфта С по оси г не перемещается, то сумма 
проекций всех приложенных сил на ось г равна нулю, т. е.

Q — {S[ Н- S i) cos a = Q — (S, -j- 5,) cos a = 0,

Таким образом, мы получили следующие три уравнения для 
определения неизвестных 5,, S2 и ш:

1) S, + S f =|-/co’;

2) S  _ S  ;' 2 1 ins II
3) Q =  2S, cos u.



Решая эти уравнения, находим:
о Q о . _ Q + 2 Р  , _ g  Q + P

1 2 cos а ’ 2 2 cos а ’ / Р  cos а*

Пример 103. Материальная точка массы т  движется в пло
скости О.*// в сопротивляющейся среде под действием силы при
тяжения к центру О, равной F  = — k*mr, где k =  const, г — ра
диус-вектор этой точки. Найти силу сопротивления среды F t 
как функцию скорости, если известны уравнения движения точки:

x = a e 'nt (sin kxt-\-а),
y = be~nt sin (/e,/ + p),

причем
/г, -  K / r - n 2.

Р е ш е н и е .  1. Находим проекции скорости и ускорения дви
жущейся точки на ось Ох:

их =  х = ае~'" [/г, cos (kxt -j а) — п sin (kxt + а)) 
wx — x = ae~nt [{n2 — k\) sin ( k j  + a) — 2nkx cos (kxt j- a)];

так как
n2 —  k\ =  2 rr  —  k2,

wx = — k2oe~'lt sin [kxt -\- a) — 2ane~'" x
x [6 , cos (/г,/ 4 a) — /г sin (kxt + a)| = — k2x — 2nvx.

На основании уравнений (96) имеем: 
mwx = Л' -  F x + F XX\

F x = — k~tnrx = — k*mx,
а потому

mwx =  — k2mx -f F xx,
или

-mk2x — 2 mnvx =  — /г2шх + F xx,
откуда

F xx = — 2mnvx.

Аналогично находим F xv =  — 2mnvx. Следовательно, искомая 
сила F t —2mnv, т. e. сила сопротивления среды, пропорцио
нальна скорости точки и направлена противоположно этой ско
рости.



Классификация »адач
Г а б I I! на И

Г it п ы ыд.чч

Г рупмы 1
(прямолинейное дни жен не)

11
(криволинейное дни жен не)

1-Я Задачи Задачи
(к движущейся точке при

ложена одна сила)
649—651 * 652, 672, 673

2 -я Задачи Задачи
(к движущейся точке при (>37, 638, 640, Г, 18, 644—646, 656, 663,

ложено несколько сил) 653—655, 65М, 
659 -661, 66)2

667, 669, 670, 671

$ 3 ВТО РА Я  О СНОВНАЯ ЗА Д А ЧА  Д И Н А М И КИ  Т О ЧКИ

Этл задача заключается в том, что но заданным силам, при
ложенным к движущейся материальной точке, массе этой точки 
н начальным условиям ее движения (начальному положению и 
начальной скорости), требуется определить движение этой точки. 
Для решения этой задачи необходимо:

1) установить, какие силы действуют на материальную точку;
2) составить дифференциальные уравнения движения точки 

в форме (110) или (112);
3) проинтегрировать эти уравнения;
4) определить по начальным условиям движения произволь

ные постоянные, которые войдут в интегралы этих уравнений.
Если интегрирование дифференциальных уравнений движения 

точки сводится к квадратурам, как в приводимых ниже приме
рах, то будем вычислять эти квадратуры в соответствующих 
пределах, т. е. будем вычислять определенные интегралы, причем 
нижние пределы интегрирования определяются начальными 
условиями движения тчки . Тогда отпадает необходимость опре
деления произвольных постоянных. Заметим, что почти во всех 
задачах, помещенных в сборнике II. В. Мещерского и относя
щихся ко второй основной задаче динамики точки, имеются два 
типа дифференциальных уравнений: или уравнения с разделяю
щимися переменными, или линейные уравнения второго порядка 
с постоянными коэффициентами.

Задачи эюго параграфа можно разделить на следующие три 
основных типа.

I. Задачи, относящиеся к прямолинейному движению свобод 
ной материальной точки.

* Номера задач указаны из сборника 11. В  Мещерского изд. 1D5U г. и 
последующих издании.



I I .  Задачи, относящиеся к криволинейному движении' сво
бодной материальной точки.

I I I .  Задачи, относящиеся к движению несвободной материаль
ной точки.

Задачи типа /

Задачи этого типа, в которых рассматривается прямолинейное 
движение точки, можно разделить на четыре группы.

Г1 е р в а я г р у п п а

Задачи, в которых равнодействующая всех сил приложенных 
к дайной материальной точке постоянна.

Если траекторию прямолинейного движения гочкн прппять 
за ось .V, то дифференциальное уравнение движения точки в этом 
случае примет вид

тх = X  — const.
откуда

х = — = const.
I l l

Так как в случае прямолинейного движения точки ускорение ее 
w —: л-, то w = const, т. е. движение ючки является равнопере
менным. Поэтому по формуле кинематики для пройденного пути 
при равномерно-переменном движении имеем:

S = -V — д- = VJ иг

где v0 — начальная скорость точки 
Отсюда

■V= ' (1 . -Jj ; • (117)

Это уравнение выражает закон прямолинейного движения 
точки под действием постоянной силы.

Если в задаче требуется найти скорость о как функцию от 
расстояния .V. то левую часть уравнения (108) приведем к виду

dv dv dx dvm -г-. — m — • -r — hi i ' — d! dx dt dx

тогда уравнение (111) принимает вид

откуда

do X .v = —  = const,dx in
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или

т. е.
u* = vl-)-2-^ (х — х0). (118)

Пример 104. Материальная точка массы т  = 0,5 /сг движется 
под действием постоянной силы F=10«. В начальный момент 
скорость точки равна va = 2 м сек. Определить скорость точки 
в тот момент, когда она пройдет расстояние s = b м.

Р е ше н ие .  Так как скорость точки требуется найти как 
функцию расстояния, то по формуле (118) имеем:

и2 = 1'1 ~\-2 ~  (х -  дг0).
т. е.

и2 = 4 + 2—  -5 -204,и , о

откуда
и=  14,28 м сек.

В т о р а я  гру  п п а

Задачи, в которых равнодействующая всех сил, приложенных 
к одной материальной точке, есть функция времени t.

В этом случае дифференциальное уравнение движения имеет
вид

т х  = X  =/ (/).

Гак как x = vx= v ,  то получаем дифференциальное уравнение 
первого порядка

dv ( ...

или
т  dv = / (t) dt.

Интегрируя это уравнение в соответствующих пределах, имеем:
t

mv — mvй = J  f (0  dt,

откуда

v ~ % = v ,  ^ Г ' ( 0 Л .  (119)
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Интегрируя это уравнение первого порядка, получим х как 
функцию от (, т. с. найдем искомый закон движения точки.

Пример 105. На материальную точку, совершающую прямо
линейное движение, действует сила F, равномерно убывающая 
с течением времени и по истечении Т сек обращающаяся в нуль. 
Какой скорости достигнет точка по истечении Т сск и какой 
путь она пройдет за эго время, если в начальный момент (/ = 0) 
скорость точки равна нулю, а ее ускорение равно &>0 (рис. 141)?

Р е ш е н и е .  Так как сила F, действующая на материальную 
точку, убывает равномерно с течением времени, то F - - F a— at, 
причем а = const.

1" ^
,

-------------1---------------- г и
о

Рис 141

В начальный момент ускорение точки равно поэтому 
F 0 = mw0\ кроме того, при t — Т  по условию F  — 0, а потому 
F,-— a T  — 0; отсюда

шил п j / 1а = и F  — m w 0----- I =  ruw0{ 1 —  у  . .

Следовательно, дифференциальное уравнение движения точки 
на основании равенств ( 111) запишется так:

mdv
~df =  /г =  /ПШ0 ( 1— у . j  , ИЛИ dv = К '„  у  1 — у  j dt.

Интегрируя это уравнение в пределах от у0 = 0 до у и от 0 
до t, имеем:

-г dxТак как v =  - г , , то dt

откуда

“ '« Г  2 Т )

dx (  . t2 у.
dt “  0 2Т ) ’

dx = w0( t  — ±f )d l.

Интегрируя это уравнение в пределах от 0 до х и от 0 до t, 
находим:

‘ - “ • .. ( '• "- я р ! ' ’ • « - ¥ ( '  'з т )■
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Чтобы найти скорость с , и пройденный путь .v, к моменту 
времени Т. достаточно в предыдущих равенствах положить 
время / равным Т сек.

Тогда имеем:
7' ю  Т'4

11 - - г

Т р е т I, я г р у п п а
Задачи, в которых равнодействующая всех сил. приложенных 

к данной материальной точке, есть функция координаты этой 
точки. В этом случае дифференциальное уравнение движения 
точки имеет вид

Ш Х  — .V — / ( а ) ,

или
dv , .

»» J7 - / U ).

Чтобы свести это дифференциальное уравнение к уравнению 
с разделяющимися переменными, прообразуем левую часть:

Тогда

или

dv _  d v dx 
dt dx dt

, llv 
dx

mv dv 
~ dx =  / (  A ).

mv dv — f{x)dx. ( 1 2 0 )

Отсюда, интегрируя это уравнение в соответствующих пределах, 
имеем:

mv  —  mv
-=  \ Ц х ), Ix. (120'

Из этого равенства находим скорость v как функцию от рас
стояния аг, т. е. v =  d~  =  ф (л ') ,  или. разделяя переменные = dt at 1 ' ' 1 1 (j (,v)
и проинтегрировав это уравнение первого порядка, найдем зави
симость между х и t. Если f (х) является линейной функцией 
от х, то уравнение ( 111) будет линейным дифференциальным 
уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами. 
Поэтому для решения этого уравнения можно воспользоваться 
общей теорией интегрирования таких дифференциальных уравне
ний, т. е. составить соответствующее характеристическое урав
нение, найти его корни и затем общее решение данного диффе
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ренциального уравнения. Две произвольные постоянные в общем 
решении находятся по начальным условиям движения точки.

Пример 106. Материальная точка М  массы т  движется 
прямолинейно по осп Ох. Точка отталкивается от неподвижного 
центра О силой F, пропорциональной массе т  и расстоянию, 
причем коэффициент пропорциональности равен к ==4. Найти 
закон движения точки, если начальное расстояние ее от центра О 
равно хц = 5 м, а начальная скорость и0~ 2  м сек (рис. 142).

0 F
------ 1--------t--- ------*

__ I

Рис. 142

Р е ш е и и П е р в ы и с п о с о б. По условию задачи F  к т х , 
поэтому дифференциальное уравнение движения имеет вид

т х  — ктх ,
или

д: = Ах.
Так как в данном случае f (х) = 4тх, то по формуле (120) имеем:

od v --= 4 xdx,
откуда

или

т. е.
T (tr — vl) =  2 {х* — xl).

v — j j  = 2\ хг—24

Отсюда

т е.

или

7  =  = 2 dt. 
/ л 2-24

Г = 2t,
}  V у*-24

In 1 л у  Л-2- 24 1г. = 2/,

2/ = in I i _ i i £ j E _24
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л- 4  J/ Y  -  24 = C>e2t.
Следовательно,

Из этого соотношения находим:
л-2 — 24 = (6г ' -  а')2,

откуда

Л ~~ е*' '
ил и

х = '3е" +2е~".

В т о р о й  способ .  Так как в данном случае функция 
/(х) = 4т х  является линейной функцией от х, то дифферен
циальное уравнение ( 120) является линейным дифференциаль
ным уравнением второго порядка с постоянными коэффициен
тами.

Для решения этого уравнения воспользуемся теорией инте
грирования линейных дифференциальных уравнений с постоян
ными коэффициентами и составим соответствующее характери
стическое уравнение: и1 —  4=0.  Найдем его корни: а х =  2 
и иг = — 2.

Следовательно, общее решение выразится так: 
x =  C te21-г С2е~21.

Постоянные С, и С2 находим по начальным условиям дви
жения. Для этого сначала найдем скорость точки, продиффе
ренцировав последнее уравнение по времени t :

и = 1̂  =  2 С / '- 2 С ге-г'.

В начальный момент при / = () согласно условию имеем:
= 5 и {>0 = 2.

Следовательно,
С, -I- С2 = 5,

2С ,-2С , = 2.
откуда

С ,= 3, С2 = 2;
таким образом,

х = ‘6е2’ + 2е~г'. 1

Ч е т в е р т а я  г р у п п а
Задачи, в которых равнодействующая всех сил, приложен

ных к данной материальной точке, зависит от скорости этой 
точки, что имеет место при движении точки в сопротивляю
щейся среде.



dv s , \m -d- = /(и), 

или, разделяя переменные,

В этом случае дифференциальное уравнение движения имеет
вид

mdv .
n v r d l-

Отсюда

tn , _
.) / (У)

т  \ \ dt = t. С121 ■)

Выполняя здесь интегрирование и разрешая затем получен
ное уравнение относительно и, находим скорость точки как 
функцию времени, т. е.

" = £ = + < 0 .
Следовательно,

dx = ф (/) dt

x = x0-'r'jj i ( t ) d t .  J 22)
О

Это уравнение выражает искомый закон движения точки. Если 
в задаче требуется найти скорость v как функцию расстоя
ния х, то левую часть уравнения (108) преобразуем:

dv dv
dJ ~ v ъ  ■

Тогда уравнение (109) принимает вид
dv , . . 

,n v Tx =  t { v ) ’

или, разделяя переменные,

откуда

rnv dv ,
Т  u T = ‘'-v'

(123)

Пример 107. Материальная точка массы т  = 0,1 кг движется 
прямолинейно под действием постоянной силы F  = 0,3 «. Дви
жение происходит в среде, сила сопротивления которой выра
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жается линейном функцией скорости
R =  0 ,2d 4- 0,1 и\

где и — скорость точки. Найти закон движения точки, если 
начальная скорость равна нулю (рис. 143).

Р е ш е н и е .  Изобразим действующие силы на рисунке. 
Сила F  направлена в сторону движения, а сила /? — противо
положно скорости. По формуле (111) дифференциальное урав
нение движения точки имеет вид

О, l.v = 0,3 — 0,2у — 0,1 иг.

Так как в данном случае равнодействующая всех приложен
ных сил есть линейная функция от скорости, т. е.

f (v ) = 0,3 — 0,1у2 — 0 ,2i\

0 R М v F  т

Рис 143

то по формуле ( 121) имеем:
V V

dv Г* dv
t  =

откуда
3 — 2v — v l  J  4 — (1 -f- v )2 '

t = I  1 _ i± i!_
4 n 3 (1 — v ) '

Из этого уравнения находим v:
<?4' — I

Воспользуемся далее уравнением (122) и найдем искомый 
закон движения точки:

Г е'"~  1 иХ —  Х л =  \ -----------------т  dt.
е*' +  ~3

Чтобы вычислить этот интеграл, сделаем замену переменных
еи = г;



Следовательно,

Задачи ти па  I I

Задачи этого типа, в которых рассматривается криволиней
ное движение свободной материальной точки, можно также 
разделить на четыре группы.

П е р в а я  г р у п п а

Задачи, в которых движение материальной точки происхо
дит под действием постоянной силы.

При мер 108. Начальная скорость снаряда с0 = 490 MjceK. 
Под каким углом а к горизонту следует бросить этот снаряд 
из начала координат, чтобы он попал в точку с координатами 
у = 700 м, z — 680 м?

Сопротивлением воздуха пренебрегаем.
Р е ше н и е .  Ось г направим по вертикали вверх, а ось у — 

по горизонтали так, чтобы начальная скорость снаряда лежала 
в плоскости Ozy.

Тогда, как известно (см., например, курс теоретической 
механики И. М. Воронкова, § 100), снаряд будет двигаться 
в вертикальной плоскости zOy, причем уравнения его движе
ния имеют вид

р[2
y = v0t cos a, z = u0/ s in a — V '

Исключая отсюда t, получаем уравнение траектории (параболы):

или, заменяя —V- на l-t-tg2u, получаем: cos1 a °
z = y tg a  — f-t (1 -+- tg2»).

2v\

Подставляя сюда значения у = 700; 2 = 680; g = 9,8; у0 = 490, 
получаем:

tg2 a  — 70 tg a -}- 69 = 0.

3/ 4- In — —  .

Решая это квадратное уравнение относительно tg а, находим: 
tg u, -  1; tg иг -  69,



откуда

Пример 109. Частица /VI массы т ,  несущая заряд отрица
тельного электричества е, вступает в однородное электрическое 
поле постоянного напряжения Е , имеющего горизонтальное 
направление, с вертикальной скоростью v0.

Определить дальнейшее движе
ние частицы, зная, что в электри
ческом поле на нее действует сила 
F  = eE, направленная в сторону, 
противоположную напряжению по
ля. При решении задачи учесть дей
ствие силы тяжести Р  (рис. 144).

Р е ш е и и е. За начало коорди- 
---  нат О возьмем начальное положе

ние частицы, ось х направим по 
горизонтали в сторону, противопо
ложную напряжению поля, а ось 

у — по вертикали вверх (рис. 144). Тогда проекции равнодей
ствующей сил Р  и F  на оси х и у  будут равны:

X  = F  = еЕ = const; Y =  — Р  = — mg =  const.

Дифференциальные уравнения движения частицы, согласно 
уравнениям ( 110), имеют вид:

т х  = еЕ,

Рис. 144

ИЛИ

Отсюда

т у  = — mg\

d x __еЕ
Ж  ~7п ’

— ' = - * .  d t  *» 

dx — — d(\ dy = -- g d t.

Интегрируя эть уравнения в соответствующих пределах, 
получаем:

/ t
(* еЕ .. еЕ ,х — х. = \ — dt  = —  t\ у  — у .  = —о \ т т J  Js>

=  - g t .

Но х0 = vnx = 0 и у0 = иоу = иа, поэтому
dji

dt ~  т  ‘ ’ v dt
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или

dx = ~  I dt. dy = (u0 -  gf) dt.

Отсюда, интегрируя, находим:

* - * „ = - f l d l = ~ l \  u щ J  2m
a

i i
f  dt - g  j  /rf/ -  •

o a

Так как в начальный момент частица находится в начале 
координат, то х0~ у 0 — 0 и, следовательно,

2/л

y = v j  — -у .

Эти уравнения определяют движение частицы УИ. Предла
гается читателю доказать, что проекция скорости частицы на 
прямую, перпендикулярную к равнодействующей сил F  и Р, 
остается неизменной.

В т о р а я  г р у п п а

Задачи, в которых равнодействующая всех сил, приложен
ных к данной материальной точке, а следовательно, и ее 
проекции на координатные оси, являются функциями времени. 
В этом случае

А '=/,(/); К = /,(/); Z = /,(/),

причем функции /,(/); /2 (/), /,(0  известны. Тогда дифферен
циальные уравнения движения точки имеют вид

т х  — /1 (0 , т у  = ft(t)\ mz = ft (t).

Каждое из этих уравнений можно проинтегрировать 
в отдельности таким же способом, как и в задачах второй 
группы типа I.

Т р е т ь я  г р у п п а

Задачи, в которых равнодействующая всех сил, приложен
ных к данной материальной точке, зависит от положения этой 
точки, т. е. является функцией ее координат. Такой случай 
возможен, например, когда материальная точка притягивается
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к данному неподвижному центру или отталкивается от него 
силой, зависящей от расстояния точки до этого центра.

Пример ПО. Материальная точка М  массой т  отталкивается 
от неподвижного центра О силой F  = cr, где г — расстояние 
точки М  от центра О, а с — постоянный коэффициент. В началь
ный момент расстояние гц —О;И0 = а, а скорость точки у0 — пер
пендикулярна к направлению О М 0. Найти движение точки М  
и ее траекторию (рис. 145).

Р е ш е н и е .  Принимая центр О за начало координат, ось х 
направим по ОМ0, как указано на рис. 145.

Так как F  = c r , то, проектируя обе части этого векторного 
равенства на оси Ох и Оу и учитывая, что гх ^ х , гу = у, где

х ч у — координаты движущей
ся точки, получаем:

F х ~  сх, F у = су. 
Дифференциальные уравне

ния движения точки М соглас
но уравнениям ( 110) имеют вид: 

т х  = сх, 
т у  — су,

или, полагая — = к1, т
х - к гх = 0 ,

Каждое из этих линейных уравнений можно проинтегрировать 
отдельно, для этого составим характеристическое уравнение 
и2 — k 2 =  0 и найдем его корни:

ux= k , и9 = — к.
Следовательно, общее решение дифференциальных уравне

ний движения точки запишется так:
х — C,<?u 1 -Сае-“ ,
У — С,еи т CAe~ht.

Отсюда
х — к (С,е*' — Cte~ki), 
у ■- к (СЗек1 — Схе~к1).

Остается найти постоянные С,, Сг, С г, С4. При ^~0  имеем: 
х9 = а, У0 — °- = уоУ = °о- 

Подставляя эти значения в предыдущие уравнения, получаем: 
л-0 = С, -f-C2 — а; х0 = к (С 1 Сг) = 0;
У о = Сг + С 4 = °* У о = к СС, — C.J -  у0.



Отсюда находим:

Следовательно,
г  _  г  _  Е. ■ г ___ г  — —~ L i~  9 ’ ~  ~  2fe '

+
kt ,-м )•

Эти уравнения определяют движение точки М. Чтобы найти 
уравнение траектории в обычном виде, достаточно из них исклю
чить параметр t. Для этого,полагая ~  =  Ь, перепишем предыду-

.- / л

= ch {kt), 

sh (kt).

шие уравнения в виде:
х е м -f е

Т
У ек' -т ~ т

Возведя теперь эти уравнения в квадрат и вычитая второе 
уравнение из первого, получаем:

х2 _ у г _  . 
а* Ьг

Траектория точки М  есть гипербола.
Ч е т в е р т а я  г р у п п а

Задачи, в которых рассматривается движение материальной 
точки под действием некоторой заданной силы (постоянной или 
переменной) в сопротнвляю- - —
щейся среде, причем сила со- 17
противления среды зависит от 
скорости материальной точки.

Пример 111. Точка М  мас
сой /л = 0,1 кг движется под 
действием силы, которая при
тягивает ее к неподвижному 
центру О и пропорциональна 
расстоянию точки от этого цент
ра, причем коэффициент про
порциональности с = 0,6 н;см.
Движение происходит в среде, 
сопротивление которой пропор
ционально первой степени ско
рости, причем коэффициент про
порциональности р. 0,5 •
Начальные условия: .v0 — 0, у0 = 30 м, 
voy =  у0— Юм/се/с. Найти кинематические уравнения движения 
точки (рис. 146).

У -й
М

Т7 г— a F1 О Й
voy

/ / | J F

" o r
vo x J

Рис. 146

vn* =  x = 2 0  м сек,
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Р е ш е н и е .  Обозначим F  силу, притягивающую точку М  
к центру О. и F' силу сопротивления среды, направленную 
противоположно скорости v точки Л1 Тогда

F  — — сг и F ' — — ц и.

Обозначая а и р уг лы, соответственно образуемые радиусом- 
вектором г точки /VI и вектором и скорости этой точки с осью V, 
составляем дифференциальные уравнения движения точки 
в декартовых координатах:

т х  = X  =  — F  cos а — F ' cos р = — сг cos и — (.11» cos ; 
т у  — Y  — — F  sin u — F ' sin f) — — cr sin « — py sin p.

Пли после подстановки числовых значений
х -f 5.x: -j- 6.v — 0; у f  5/у f- 6у =  0.

Дальнейшее решение задачи зависит от характера получен
ных дифференциальных уравнений. В данном случае получены 
независимые друг от друга линейные дифференциальные урав
нения второго порядка, и для решения их можем воспользо
ваться теорией интегрирования таких уравнений, известной из 
курса математики. Составляем характеристическое уравнение, 
соответствующее первому уравнению:

иг + 5// 1-6 = 0,
отсюда

//, = — 2; иг = —  3.

Следовательно, оСщее решение данного дифференциального 
уравнения выразится так:

* = С,<Гг' 1-Сг<Г5'.

Совершенно аналогично для второго дифференциального 
уравнения получаем:

у =  С ге-г1 +  Сле~>1.
Отсюда

х =  — 2 С , с " — ЗСге~ и , у — — 2Сге~г*— 3 C /_8f.

Подставляя начальные данные в найденные для х, у, 
х и у выражения

хо ~  0 ; У о ~  3 0  • —  2 0 * "о  10.
имеем:

0 = С, -(- Сг; 20 = — 2С. — ЗС2,
30 = С, f  С4; 10 = — 2 С ,- З С 4.



С, =20; С = — 20; С = 100, С = — 70.1 Л о •*

Таким образом, окончательно получаем следующие кинема
тические уравнения движения точки:

x =  20(e~u - e - st)\ у =  10 (Ю с’ ** —

Задача типа I I I
Задачи этого типа, в которых рассматривается движение 

несвободной материальной точки, можно разделить на две 
группы.

Н е р в  а я г р у и п а

Задачи, в которых рассматривается движение несвободной 
точки по заданной неподвижной липни.

В этом случае, поскольку траектория точки известна, проще 
воспользоваться дифференциальными уравнениями движения

Отсюда

и\

Рис. 1-17 Рис. 148

точки в естественной форме ( 112); при этом необходимо учесть 
реакции связей, т. е. нормальную реакцию и силу трения 
(если трение учитывается).

Пример 112. Известно, что на прямолинейном участке железно
дорожного пути с углом наклона а вагон, получив некоторую 
начальную скорость вниз по уклону, движется затем равномерно.

Считая сопротивление движению пропорциональным нормаль
ному давлению колес на рельсы, определить закон движения 
этого вагона, если он будет двигаться вниз без начальной 
скорости по прямолинейному участку пути с углом наклона 
Р >  а (рис. 147 и 148).

Р е ш е н и е .  Вагон движется поступательно под действием 
веса Р, нормальной реакции N и силы сопротивления 7 , кото
рая направлена по наклонной плоскости вверх, противопо
ложно движению вагона.

Сначала рассмотрим равномерное движение вагона по пути 
с углом наклона и.
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т х  = mg sin a F, 
т у  = т о  cos а — N.

Так как вагон движется прямолинейно и равномерно, то 
х — 0, у = 0; поэтому N  =  mg cos а и F  =  mg sin а.

Согласно условию,
F  -  fN,

где /— коэффициент сопротивления. Следовательно,
mg sin а = /' mg cos а,

откуда
f =  tgct.

Теперь рассмотрим второй случай, когда вагон движется 
по участку пути с углом наклона р.

Аналогично предыдущему иа основании уравнений ( 110) 
имеем (см. рис. 148):

т х  = mg sin р — F, 
my =  — mg cos p + N  = 0.

Так как ускорение ы- вагона параллельно оси х (рис. 148), 
то wv = y =  0, поэтому N  = mg cos р и F  — fmg cos р, следова
тельно, т х  = mg sin р — [mg cos р, или, подставляя значение / 
и сокращая на т ,  получим:

Согласно уравнениям (110), имеем:

или
x = g(sin р — tgacosp). 

v = т4— • sin (Р — сх) = const.

Следовательно, вагон движется с постоянным ускорением
и' sin (р — и). Поэтому по формуле для пройденного пути
при равномерно ускоренном движении без начальной скорости 
имеем:

wt2 £/2 . ,Q Vх =  -гг = гг--- sin (В — а).2 2 cos а 4 ’

Это и есть искомый закон движения вагона.
Пример 113. Материальная точка весом Р= 1,96 н, лежа

щая на горизонтальной поверхности стола, привязана к непо
движной точке О нитью длиной / = 35 см. Точке сообщена 
начальная скорость и0 = 4,9 м :сек, перпендикулярная к направ
лению натянутой нити, вследствие чего точка описывает на 
столе окружность (рис. 149). Найти скорость точки и силу
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натяжения нити через 1 сек после начала движения, если коэф
фициент трения / = 0,25.

Р е ш е н и е .  К  данной материальной точке приложены силы: 
вес Р ,  нормальная реакция стола N, сила трения F vp— fN  и 
натяжение Т  ннтч.

Составляем уравнения ^
движения точки в форме Эй-

v =  v0, при / = 0, то С = и0; поэтому v =  v0 — fgt. При t=  1 и 
при числовых данных задачи имеем: v — 4,9— 0,25-9,8 = 2,45 м сек.

Из второго уравнения Эйлера, учитывая, что Q = / = 0,35 м, 
находим натяжение нити в момент t -- 1 сек:

Ко второй группе относятся задачи, в которых рассматри
вается криволинейное движение точки по данной неподвижной 
поверхности.

В этих задачах следует составлять дифференциальные урав
нения движения точки в координатной форме, учитывая при 
этом, кроме равнодействующей F  заданных сил, приложенных 
к движущейся точке, нормальную реакцию N  поверхности и силу 
трения F yр. Поэтому дифференциальные уравнения движения 
точки имеют вид:

Если к этим уравнениям присоединить уравнение Кулона

где /— коэффициент трения, и уравнение связи (т. е. уравнение

лера (в проекциях на каса
тельную, нормаль и бинор
маль):

е
Из последнего уравнения 

N — Р  --= пщ\ следовательно,
Рис. 149

m ~  =  — fmg, откуда dv = — fgdt и v =  — fgt + C. Так как

Вторая группа

(124)

Ftp = fN,
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поверхности (р (х, у, г) = 0 , по которой перемещаете) точка, то 
получим систему пяти уравнений, из которых можно опреде
лить все пять искомых величин: л;, у, г, N  и F тр. Если трение 
отсутствует, то последние члены в правых частях уравне
ний (124) исчезают.

Пример 114. Материальная точка М  движется по гладкой 
наклонной плоскости с углом наклона а под действием собст
венного веса Р\ ее начальная горизонтальная скорость о0 перпен

дикулярна к линии наи
большего ската этой 
плоскости. Определить 
движение этой точки и 
ее траекторию, а также 
реакцию наклонной 
плоскости (рис. 150).

Р е ш е и и е. 11ачало 
координат выберем в 
начальном положении 
материальной точки, а 
осп л- и у  — лежащими 
в наклонной плоскости, 
причем ось х — горизон
та;!!.на, а ось // — парал

лельна линии наибольшего ската; ось г направим по нормали 
к наклонной плоскости. Так как иа точку М  действуют сила 
тяжести Р, направленная по вертикали вниз, и реакция 
наклонной плоскости N , перпендикулярная к этой плоскости, 
то дифференциальные уравнения движения точки запишутся 
так:

т х  — X  = 0 ,
т у  — Y  =  — Р  sin а —- — mg sin сх, 
mz 7 = N — Р  cos сх.

Так как точка М  движется в плоскости хОу, то получим 
г — 0 (уравнение связи) и, следовательно, г =  г = 0; поэтому 
А' — Р  cos а = 0, откуда N  = Р  cos сх.

Остается проинтегрировать первые два уравнения, которые 
перепишем в виде:

йх - 0 ,

Рнс. 150

dt
dji
dt =  — g Sin (X.

Интегрируя эти уравнения, получим:
х = const = л‘0, у у  о = — gt sina.
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хп = v ox = va, //„ = г>„у = 0.

dx dii . .x = -77 = va, //=—= — gt sm a.dt O’ j  dt 13

Отсюда, интегрируя и принимая во внимание. что 
*о = У о= 0 , находим:

гг/г
х — v j ,  у — — ^  sin a.

Эти уравнения определяют движение точки М  по наклонной 
плоскости

Исключая отсюда параметр t, находим траекторию этой 
точки:

Но

а поэтому

Это— парабола, расположенная под осыо Ох.
Посмотрим теперь, как изменится решение этой задачи, 

если учесть силу трения между материальной точкой и на
клонной плоскостью, равную

F rp= fN ,
где /— коэффициент трения.

Третье дифференциальное уравнение движения точки /И 
(относящееся к оси z) остается, очевидно, без изменения; 
поэтому N = P  cos а и, следовательно, F w — jP  cos a — const. Так 
как сила трения направлена противоположно скорости и, то

F jp — — fP  cosa^-.
Отсюда

Ftpх =  — f P  cos a = — fP  cos a ~  ,

F Tp// = — fP  cos a ^  = — fP  cos a •

Следовательно, дифференциальные уравнения движения точки М  
в плоскости аОу после сокращения на т  имеют вид:

х — — fgcosa^-, у = — g’sina — fg cosa-^-.

Интегрирование этих дифференциальных уравнений можно 
выполнить, пользуясь приближенными методами.

Пример 115. Тяжелая материальная частица массы т  дви
жется по внутренней поверхности шероховатого круглого
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цилиндра x*-\-y, — R* =  0. Коэффициент трения между частицей 
и цилиндром равен к. В начальный момент частица находится
на оси Ох и получает скорость v

Рнс. 15/

перпендикулярную к оси Ох 
и составляющую с плоско
стью хОу угол а. Составить 
дифференциальные уравне
ния движения частицы и 
определить ее давление на 
связь. Проинтегрировать по
лученные уравнения в слу
чае гладкой поверхности 
(к = 0 ) (рис. 151).

Р е ш е н и е .  Частица 
А/ (х, у, z) движется под дей
ствием трех сил: веса Р ,  на
правленного по вертикали 
вниз, нормальной реакции 
/V цилиндра, направленной 
по внутренней нормали к 
его поверхности, и силы 
трения F,-pt направленной 
противоположно вектору 
скорости и. Найдем проек
ции этих сил на каждую из 
трех координатных осей:

Nу =  —  N  sin ф.Р х = Ру =  0; Р г =  — mg\ N zr= 0; Nx =  — N  cos ф;
где ф — угол, образуемый с осыо Ох проекцией радиуса-вектора 
точки М  иа плоскость хОу.

Так как cos ф = sin ф = Л. то

N * = - N J k N y =

Далее имеем:

F  тр — kN

где — — единичный вектор скорости. 
Отсюда

kN  — = — kN
V

F lP — — kN —
y  V

- k * L

F l"  =  — kN  -  .
V
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1) т х  — — N -jr — kN  -  ;
/< V

2) т у  — — N  —  kN  ;

3) т г  = — kN ~  — mg.

Следовательно, уравнения (124) принимают вид:

(а)

Присоединяя к этим уравнениям уравнение связи
х1 4 уг — R* = О, (о)

мы получили систему четырех уравнений с четырьмя неизвест
ными у , z и N. Продифференцируем дважды уравнение 
связи:

хх-\-уу = 0. (в)

хг ±хх +  уг 4- уу =  0. (Г)
Умножим первое из уравнений (а) на х, второе — на у 

и сложим их почленно:

k_ 
v

Учитывая соотношения (в) и (г), получим:
т
11

т ( х х  + y y )  =  — N R — — N {x x  + y y ).  (д)

N = — ~ (  хх Л-уу),
или

N  = ^ { x i + y ') .  (е)

Подставляя найденное значение N  в уравнения (а), получим 
систему нелинейных дифференциальных уравнений, содержащих 
координаты х, у и г, а также первые и вторые производные от 
этих координат по времени.

Так как решение этой системы дифференциальных уравне
ний представляет собой сложную математическую задачу, то 
рассмотрим частный случай, когда поверхность цилиндра 
гладкая.

Тогда система (а) принимает вид:

1) mx =  — N ^ \

2) ml/ =  — N  —■ \ }• (а’)

3) mz =  — mg.

Чтобы исключить из первых двух уравнений силу N, поделим
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почленно первое уравнение на второе; тогда имеем:

откуда

Но

а поэтому 

Так как 

то

Следовательно,

X _ X
у У 

"ху — ух = 0. 

х у-  ху = J t (х у— ух) = 0 , 

ху — ух = const, 

х = R  cos <р, у  = R  sin (р, 

ху— ух = — R z <р = const.

ср = const Г= С,.

Постоянную С, находим пз начальных условии движения: 

'о = 0, x0 = R , //0 = г0 = о, х0 = 0, t/0 = и0 cos и,
~  t ’o C O S (Xг0 = 1-0 sin и. С, —- <р0 = — •

Отсюда
с/ф _  С'о cns ft 
rfT— R

Ч„ = 1
ИЛИ

ф = л

Таким образом,
п (  u0cos« Л г, . ( I'ocosa ЛХ = Я  cos ( 0 ̂  - П ;  // = /? sin ( - ° /—- .

Интегрируя третье уравнение системы (а') и определяя произ
вольную постоянную интегрирования, получим:

fit2z = — ̂  / sin a.
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Подставляя найденные значения х и у  в равенство (с), имеем:
т  , • . , mu! cos2 «

Т а С) л и ц а  15
Классификация ладам

Типы  задач

Гр у п  И i l l
па 1

(прям олинейное движе (кринолинейнсе  д виж е (д виж ение нееноГюд-
ние свободной мате иой материальнойние материальной  точки ) риальной точки ) точки )

1-Я Движение точки Движение точки Точка движет
под действием посто под действием посто ся по заданной
янной силы (задачи янной силы (задачи линии (задачи 820,
674, 675, 678, 679, 
682, 686)

709— 719, 729) 821)

2-я Движение точки Движение точки Точка движет
под действием силы, под действием силы, ся по заданной
зависящей от време зависящей от време поверхности (за
ни (задачи 694, 698, 
701, 702)

ни (задача 731) дачи 642, 643, 
646, 650, 816, 
819, 822)

3-я Движение точки 
под действием силы, 
зависящей от коор
динаты точки (зада
чи 699, 700)

Движение точки 
под действием силы, 
зависящей от поло
жения точки (зада
чи 724— 728)

4-я Движение точки 
под действием силы, 
зависящей от скоро
сти (задачи 680, 
683— 685, 693, 695— 
697, 706— 708)

Движение точки 
в соп рот и в л я юще й с я 
среде (задачи 720— 
722, 730)

Г л а в а  II

КО ЛЕБАТЕЛЬН О Е Д В И Ж ЕН И Е  М АТЕРИАЛЬНОЙ ТО ЧКИ

Задачи, относящиеся к этой главе, можно разделить на 
следующие основные типы:

I. Гармонические свободные колебания.
П. Затухающие колебания.

I I I .  Вынужденные колебания: а) при наличии сопротивле
ния (задачи 853, 855, 858, 859, 860); б) при отсутствии сопро
тивления (задачи 854, 857, 861).
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§ 1. СВО БО Д НЫ Е К О Л Е Б А Н И Я

(задачи 825— 842)

Пусть материальная точка М  массы т  движется прямоли
нейно под действием силы F , притягивающей ее к неподвиж
ному центру О и пропорциональной расстоянию движущейся 
точки от центра О. Следовательно,

F  = с-ОМ,
где с— постоянный коэффициент пропорциональности.

Силу F  назовем восстанавливающей силой. Если выбрать 
за ось х прямолинейную траекторию точки М . поместив начало

о------------ г м  ----- т------ ——

-X
Рис. 152

координат в точке О, то (рис. 152) дифференциальное уравне
ние движения точки М  запишется так:

md2x
-щг = - сх'

где х— абсцисса точки, или х = 0.at т
Обозначив ^  через k*, получим:

И2 г
~  -f k*x =  0, (125)

это — линейное однородное дифференциальное уравнение вто
рого порядка. Так как корни, характеристического уравнения 
u*-\-k* =  0 являются мнимыми, то общий интеграл этого диф
ференциального уравнения имеет следующий вид:

х = A cos (kt) + В  sin (kt), (126)

где А и Б  — произвольные постоянные, которые определяются 
по начальным условиям движения.

Если при t =  0, х = х0, u = v 0, то А = х0 и В  = ~  , следова
тельно,

х = х0 cos kt 4- у  sin kt. (127)

Общий интеграл уравнения (125) можно представить и так:
х — a sin (kt +  а), (128)
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где а н а — постоянные, определяемые по начальным условиям 
движения при помощи следующих формул:

а = \/ г — амплитуда колебаний,
kx

(129)
а = arctg—- — начальная фаза,

Уравнение (128) есть уравнение гармонических колебаний 
с круговой (циклической) частотой k.

Период этих колебаний Т определяется по формуле

Т = j-  = 2л У ™  . (130)

////////У

Мп

• о

Пример 116. Груз весом Р  = 20 н подвешен на пружине, 
которая в естественном состоянии 
имеет длину /0 = 40сл.

Статическое удлинение пру
жины под действием этого груза 
равно 4 см. Груз приведен в по
ложение М 0 и отпущен без на
чальной скорости.

Определить период колебаний 
груза и наибольшую силу натя
жения пружины, если А М 0 = 42 см 
(рис. 153).

Р е ш е н и е .  Ось а направим 
по вертикали вниз, а начало ко
ординат О выберем в положении 
равновесия груза, т. е. в том по- 
л )жении, где вес груза и реак
ция пружины уравновешиваются.

Статическое удлинение пру
жины, соответствующее положе
нию равновесия груза, обозна
чим Хст, а удлинение пружины, соответствующее положению 
М  груза, обозначим X. Тогда

X = Хс r +- х.

Так как реакция пружины пропорциональна ее удлинению, 

F  = c\ =  c ( K .  +  x),

Рис
X

153

то

где с — постоянный коэффициент пропорциональности, называ
емый жесткостью пружины.

В положении равновесия модуль силы F  равен весу груза; 
поэтому

CK t =  F cz =  P >
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> hr-

откуда
r  i U  с  I 

1 —  ---- —  ___ —  Ь м

Дифференциальное уравнение движения груза имеет следую
щий вид:

Г) с <1*х п .. .
m d F ==P~ F  или m dir = P ~~С(\ т  + А')*

1:о Р  = сХС1, поэтому —  = — сд-, или

d*x , 1 2  г\ I г с^  = 0 , где к = -  .

Мы получили дифференциальное уравнение (125) гармониче
ских свободных колебаний.

Отсюда следует, что груз, подвешенный на пружине, будет 
совершат!, гармонические колебания около начала координат, 
т. е. около равновесного положения. Период этих колебаний 
найдем по формуле (130):

Г  = £ =  2л ] / f  ,
Я  Рно т  =  — и г = — , поэтому К Кг

Г  = 2л ] / ~ =  2л } / у  .
Амплитуду колебаний определяем по формуле (129):

у  х\ +  ^  .
По условию задачи л0 = — 2 см и уо = 0, поэтому а = 2 см. 

Следовательно,
?чпах =  +  а  =  6  СМ

11

F max = С n̂iax — 5 • 6 = 30 Н.

Пример 117. К свободному концу А упругой горизонтальной 
балки, другой конец которой закреплен неподвижно, подвешен 
на пружине груз весом Р . Упругая сила балки пропорциональна 
стреле прогиба /, а сила натяжения пружины пропорцио
нальна ее удлинению причем жесткость балки равна с,, 
а жесткость пружины равна сг. Определить период колебаний 
груза, пренебрегая массами балки и пружины (рис. 154).

Р е ш е н и е .  Как и в предыдущей задаче, ось х направим по 
вертикали вниз, а начало координат О выберем в положении 
равновесия груза. Если статический прогиб балки, т е. ее 
прогиб при равновесии груза, обозначим /сг, естественную
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длину пружины обозначим а сс статическое удлинение Хст, 
то (рис. 154)

Л 0А  = / с г  11 Л О  =  / в +  Х с т .

Прогиб балки в некоторый момент /, когда груз занимает 
положение М , обозначим /. Длина пружины в этот момент, как 
видно из рис. 154.6, равна

1 = АМ  = А0М — А0А = А 00 + 0M  — A tA = * f „ + l9 + K t + x — f. 

Следовательно, удлинение пружины

X = / — = x — f + /сг + Хсг.

К  грузу М  приложены две силы: вес Р  и реакция пружины 
F, причем F  = cjk. Если пренебречь массой пружины, то силы 
натяжения пружины на ее концах будут равны; следовательно,

к концу А балки приложена сила, равная с2\. С другой сто
роны, если пренебречь массой балки, то приложенная к ней 
в точке А реакция пружины будет c j ,  а потому c j  = czk.
Отсюда / — — X, и, следовательно,

* ci
к =  Х — Т-  ̂-\-fct ^  с̂г>‘-I

ИЛИ

В положении равновесия груза имеем:



ПОЭТОМ У

отсюда

£l±£?>. = * 4  р  f ±  +  L \  =  x  +£l±£?р,
С. W , с, У с,с,

с, 4  с, с

Дифференциальное уравнение движения груза по оси х 
имеет вид:

m £  =  P - F  =  P - c ,X .

Подставляя значение X, получим:

или
т  77г = — 7— | —Г А",dt2 (с, + са)

■77*- 4- /?*л: = 0, где Л* =dft ~ -v m(C|+Cj).

т. е. получаем дифференциальное уравнение (125) гармониче
ских колебаний с частотой

Отсюда следует, что искомый период колебаний груза

Т  = — = 2л J /  -1 С̂|
или

г=2л / И ^ Н "
§ 2. З А Т У Х А Ю Щ И Е  К О Л Е Б А Н И Я

(задачи 843— 852)

Если материальная точка М  массы m движется по оси Ох 
под действием восстанавливающей силы F, притягивающей эту 
точку к неподвижному центру О в сопротивляющейся среде, то 
на э£у точку, кроме силы F , действует еще сила сопротивле
ния R ,  пропорциональная скорости и точки М , т. е.

R  =  — ци,
где р — постоянный коэффициент пропорциональности (рис. 155). 
Тогда R x =  — pux--= — \i j ( и дифференциальное уравнение дви
жения точки под действием восстанавливающей силы в сопро
тивляющейся среде принимает вид:

d*x dx
т  d i* ~  сх  ̂ Ш ’
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Введем обозначения: — = k* и — = 2п. Тогда имеем т  т

% i  +  k‘x + 2 n f l =  0. (131)

Если то движение точки является колебательным и
общее решение этого уравнения имеет вид:

х =  е~т  (Л cos k tt - В  sin k j )  =  e~nl -a sin (k,t + a), (132)
где k ^ Y k '  — n2.

0 R F  M l 1----- T---------------- ?-- - ----------a
I i1___________________ i 
L-___________  T " ___________ -J

Рис. 155

Постоянные А и В  (либо а и а) определяются по начальной 
скорости о0 и начальной координате х0 следующим образом:

А — х0, й =
f t ,

либо

а== 1г У  k*‘ X'* + К  + W o)'- I (133)
к.х0a = arctg — .b v0+nx о J

Уравнение (131) есть уравнение затухающих колебаний. 
Период затухающих колебаний определяется по формуле

гр  2л 2 лТ = ~г =  де. (134)
К ft*— п2 v

Моменты времени, в которые точка получает максимальные 
отклонения от начала координат (положения равновесия), обра
зуют арифметическую прогрессию с разностью, равной полупе- 

тр и оду y  • Амплитуды затухающих колебаний образуют убыва
ющую геометрическую прогрессию, знаменатель которой назы
вается декрементом затухания и обозначается буквой D, причем

пТ
D = e * > = e ~ .  ( 135>

Величина InD  называется логарифмическим декрементом. 
Пример 118 Материальная точка совершает прямолинейные 

колебания в сопротивляющейся среде под действием силы, про
порциональной расстоянию от этой точки до неподвижного 
центра О. Сила сопротивления среды пропорциональна скорости 
точки. В начальный момент х0 = 0 и v0 = 1 мрек. Зная, что
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период колебаний Т — 2 сек, а декремент затухания D = y ,
найти закон движения точки (рис. 155).

Р е ш е н и е .  Выберем начало координат в неподвижном 
центре О; ось х направим по прямолинейной траектории точки, 
силу притяжения к центру О обозначим F, а силу сопротивле
ния среды обозначим R . Тогда

F  х= сх, /?х = - |л ^ ,

где с и |Л — постоянные коэффициенты; дифференциальное урав
нение движения точки имеет вид:

d2x 0  dx . 2 А
57* di х ~  ' 

где 2/2 = — п А’2 = —- а //г — масса точки.m m

и F  R M i 7 Г*
Г-----Т--- •---- -------- ?------------ ---- X

X
Рис 156

Решение этого уравнения найдем по формулам (132) и (133):

а; = e~nt (x 0cos k xt ~Ь -°+-Vu sin/г,*) ,

или, подставив значения х0 и v0, получим:

х = e~nt -j- sin k t. k\ 1
Чтобы найти постоянные k и /2, воспользуемся формулами 

(134) и (135):
9

Т  = ~  — 2 сек и D — е 2 = 4- ,А, ‘2
отсюда

Л, =л  и е~" =  — , или я = 1п 2.

Закон движения точки принимает вид:
е-1 sin л/

х .л
но

г ,1л2 = 2 -',
поэтому

2 - '  s i -1 л tX =  ------ .л



§ 3. В Ы Н У Ж Д Е Н Н Ы Е  К О Л ЕБ А Н И Я

(задачи 853— 861)

Если на материальную точку AI, движущуюся по оси х, 
кроме силы F, пропорциональной расстоянию х, и силы сопро
тивления среды, пропорциональной скорости v, действует еще 
некоторая периодически изменяющаяся сила F ',  которую назо
вем возмущающей силой (рис. 156), то дифференциальное урав
нение движения точки запишется так:

d 2x . 0 dx . п ,
m d?+2nt-,+cx=F ■

Пусть, например, возмущающая сила изменяется по закону
F ’ = /У sin {р( 4- Р).

Тогда, полагая — = /z и сохраняя обозначения, принятые в преды
дущем параграфе, получим:

^  + 2n ^  +  k2x = h sin (р/ 4-Р). (136)

При к >  п общее решение этого уравнения имеет вид:
л' — ae~nt sin {ktt +  а) 4- b sin (pt + P 4 y), (137)

где

tg Y — -- > 1
(138)

2np
^ Y — k '—p* ’

. hb  =  r ___________  .
V (k* — p2)2 4  4пгр2

Первый член правой части равенства (137) представляет 
собой затухающие колебания, а второй— так называемые вы
нужденные колебания.

Постоянные а и <х определяются по начальным условиям 
движения. Если /г2 >  2п\ то при

/ р =  У  к г — 2пг (139)

амплит/да вынужденных колебаний достигает максимума, рав
ного '

b“ ‘ = 5 T i f e . -  (140)

При отсутствии сопротивления R  =  О, а следовательно, 
и п = 0; дифференциальное уравнение движения точки прини
мает вид:

-|- к гх = h sin (/;/ -j- {}). (141)
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Полагая в равенствах (137), (138) п = 0, имеем его общее 
решение:

х =  а • sin (kt + «) -f b sin (pt + fi),
где

Л
кг—рг при k=/=p. (142)

Первый член последнего равенства представляет собой сво
бодные колебания, второй член — вынужденные.

Если частоты свободных и вынужденных колебаний совпа
дают, т. е. если p =  k, то возникает р е з о н а н с ,  тогда решение 
уравнения (141) представляется в виде

х = a sin (kt -f а) — у- cos (pt + р). (143)

В этом случае амплитуда вынужденных колебаний неогра
ниченно возрастает с возрастанием t.

Пример 119. Тело весом Р  =  49 н, погруженное в жидкость, 
подвешено на пружине, статическое удлинение которой под

действием веса этого тела равно
1 см.

Свободный конец пружины 
совершает вертикальные колеба
ния около неподвижной точки А 0 
по закону уА =  А 0А = 0,05 sin 5л/, 
причем уА выражено в метрах, 
t — в секундах.

Сила сопротивления жидкости 
при движении груза пропорцио
нальна его скорости v и при 
у = 1 м сек равна 15,7 н. Найти 
амплитуду вынужденных колеба
ний (рис. 157).

Р е ш е н и е .  Выберем начало 
координат 0 в положении равно
весия тела, предполагая при этом, 

что конец А пружины находится в точке /10; тогда Л 00 = /0 |- 
-fXCTi где/0—длина недеформированной пружины, Хсг — ее ста
тическое удлинение.

Ось у направим по вертикали вниз. В некоторый момент t, 
когда тело занимает положение М , длина пружины

 ̂ + ^ct+ А 0А,
а ее удлинение

А = / — /о = Act + </— Л 0Л = XLt f  у — 0,05 sin 5л/.
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Если жесткость пружины обозначим с, то реакция пружины 
/•'-_= ск = сХст +  с у— 0,05с sin 5л/,

но c lCT = P ,  поэтому
F  = Р  -\-cij — 0,05 с sin 5л/.

Сила сопротивления жидкости

R  = -  [W,
где ц — коэффициент пропорциональности, и — скорость тела. 

Дифференциальное уравнение движения тела имеет вид:

m 2 ft =  P  — r: — \l Y t ==~ c y  + 0,05c sin 5л/ — ц
или

^  + 2п ^  + k'y  = h sin 5л/,
где

2 п = L1-,m
k *  =  — , rtl

Л = 0105£= 0  05 kr 
m

Мы получили дифференциальное уравнение (!36), в котором 
нужно положить /> = 5л и р = 0. Поэтому искомую амплитуду 
вынужденных колебаний находим по формуле (138): 

ь  И 0,05£2
— y — Y(k*—p*)* + 4 «v  ’

разделив числитель и знаменатель на k\ получим:
0.05

У  1 '- р ) ,+ 4 ' р
Ь =

Подставим числовые значения входящих сюда величин:
Р 49 г , г  т "  сек и . г-7т  = —= «-5 = 5 кг, и= 15 ,7--- ; п = ~~ = 1,57;g 9.8 ‘ м 2 т

Р  49 .п,,п н иг с  поп  с Р* 25л2 1
С =  ^  =  ОЛ1  =  4 9 0 0 л  ; k =  ~ГГ1 ~  1 Р  =  5 л ’’ Р =  980 =  4 ■

Следовательно,
0 .0 5



Пример 120. Колеблющаяся масса вибрационного грохота, 
установленного на наклонной плоскости с углом наклона а 
(рис. 158, а), приводится в движение при помощи двух пружин 
жесткостью с н!м каждая, соединенных с ползуном В  криво
шипно-шатунного механизма. Длина / шатуна А В  значительно 
больше длины г кривошипа ОА, так что первой и более высо
кими степенями отношения ~  можно пренебречь, т. е. можно
считать, что ползун В  движется по тому же закону, что и про
екция А ' пальца А кривошипа на ось л\ Вес грохота равен 
Gh . Определит!» вынужденные колебания грохота, пренебрегая 
потерями на трение, если кривошип вращается по закону 
ф — со/. При каком числе оборотов в минуту кривошипа насту
пит резонанс?

Р е ш е н и е .  Обозначим среднее положение ползуна (при 
Ф  г-()) через В 0, а смешение ползуна из этого положения — 
через хп тогда имеем:

хи = В 0В zz О А ' = г sin ф — г sin о )t.

Смещение х центра тяжести грохота отсчитываем от того 
положения S 0, в котором он находился бы при среднем поло
жении ползуна, если бы система оставалась в покое. Очевидно,

т. е. B QS n — статическая деформация пружин привода грохо
та под действием составляющей его веса, направленной вдоль 
наклонной плоскости. Отсюда деформация пружин (см. рис. 
158, б, где смещения ползуна и грохота показаны в увеличен
ном масштабе) выразится следующим образом:

К = хв — х— \е1,
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а потому проекция силы упругости пружины на ось v опреде
ляется так:

Л у„,, = 2сА, = 2с U „  — х —  Х.ст).

Отсюда получаем дифференциальное уравнение движения гро
хота:

— х =  X  уПр -(- X  нет =  2с ( х if х  Хст) Ч-
о
Ч- G sin а  =  2с х в —  2сх  =  2сг sin Ш  —  2сх,

или
•• , 2eg 2cg . .А' Ч— pr V =  -рг Г Sin (rt/.

О О

Вводя обозначения ^  — кг и ^ г  = Л, имеем:о о
А' /v,2.v =  h sin со/.

Отсюда на основании уравнения (141) получаем:
h . . г .

y=feT=T^sin M t=  7 шт » sin •
U  /

Резонанс наступает при о> = <окр = /г, откуда

"«> “  П Г *  -  1  / f = ЗП / S  _  зоо / 1  -  424 /  J  .

Пример 121. Материальная точка массой т  = 50 кг движется 
по горизонтальной прямой, притягиваясь к неподвижному 
центру О силой F, пропорциональной расстоянию точки от 
этого центра, причем коэффициент пропорциональности с = 
= 200 н м . Кроме того, на точку действует возмущающая сила

Рис 159

F ' = 2sin2/, выраженная в ньютонах. Найти закон движения 
точки если в начальный момент x = x0 = 0 , v = v0= \ см\сек
и возмущающая сила F ' в начале движения ^при сов*
падает по направлению с начальной скоростью (рис. 159).

Р е ш е н и е .  Выбирая начало координат в центре О и направ
ляя ось Ох по траектории точки в сторону ее начальной ско
рости, составляем дифференциальное уравнение движения точки:

50* = — 200л- Ч- 2 sin 21 или х Ч- 4х = 0,04 sin ‘2t,



т. е. получаем уравнение (141), в котором
кг = 4, // = 0,04, р =  2, р = 0.

Так как частоты свободных и вынужденных колебании 
совпадают (k = р =  2), то возникает резонанс и закон движения 
точки определяется уравнением (143):

х = а sin (kt -(-а) — ̂  cos (/г/ + р) = а  sin (2/ -ha) — 0 ,01/ cos 2/, 
откуда

v — х = 2й cos (2/ 4- a) 4- 0,02/ sin 2t — 0,01 cos 2/.

Пользуясь начальными условиями (/u = 0, до = 0; v0 = 1 cMjceK =  
= 0,01 м!сек), имеем:

x0 = a sin a = 0 ; u0 = 2a cos a — 0,01 = 0  01.
Следовательно,

Л  ° - 0 2  Л  A  Ia = 0 , a = ~  = 0 ,01.
Таким образом,

x = 0,01 (sin 2t — t cos 2/).

Г л а в а  I I I

ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ И ПРИНЦИП ДАЛАМБЕРА 
ДЛЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

§ I. Т ЕО РЕМ А  О К О Л И Ч ЕС Т В Е  Д В И Ж Е Н И Я

Теорему о количестве движения материальной точки можно 
выразить в векторной или в скалярной форме.

В векторной форме теорему о количестве движения можно 
выразить двумя способами:

а) дифференциал количества движения материальной точки 
равен элементарному импульсу силы, действующей на эту 
точку:

d (mv) = Fdt = dS\ (144)
б) изменение количества движения материальной точки за 

некоторый конечный промежуток времени t — 10 равно полному 
импульсу действующей силы за тот же промежуток времени:

t
mv —  mv0 =  ^ Fdt =  S. (145)



Скалярное выражение теоремы о количестве движения в диф
ференциальной или конечной форме получаем, проектируя век
торное равенство (144) или векторное равенство (145) на каждую 
из трех неподвижных координатных осей:

mv

mv

mv

d {mvx) Xdt = d S x; 'j 
d (mvy) — Ydt = dSy\ • 
d (mvг) = Zdt = dSz. \ 

i
< — mvoX='\) Xdt = S x,

(146)

— mv^ = 5  Ydt = S v;
О

t
— mvuZ = J  Zdt = S r

(147,

В случае движения материальной точки по прямой линии, 
которую примем за ось д, имеем (рис. 160):

т  и

d (mv) = X d t , 
t

— mv0 = J  Xdt,

(148)

(149)

где v — алгебраическое значение скорости, X  = +  F  или X  = 
= — F  в зависимости от направления силы, причем F  — равно
действующая всех сил, приложенных к точке. Задачи этого 
параграфа можно разделить на три основных типа:

— х

1) задачи, относящиеся к прямолинейному движению точки, 
в которых требуется определить или скорость точки, или время 
движения, или действующую силу;

2) задачи, относящиеся к криволинейному движению точки, 
в которых требуется определить ее скорость или время дви
жения;

3) задачи, в которых по заданному изменению количества 
движения материальной точки требуется определить импульс 
действующей на нее силы.



Задачи типа I
Задачи этого типа можно разделить на три группы:
1) задачи, в которых сила, приложенная к материальной 

точке (или равнодействующая всех приложенных сил), постоянна;
приложенная к материальной2) задачи, в которых сила, 

точке (или равнодействующая 
функция времени.

3) задачи, в которых сила 
точке (или равнодействующая 
функция скорости этой точки.

всех приложенных сил), есть

приложенная к материальной 
всех приложенных сил), есть

П е р в а я  г р у п п а

Движение точки происходит под действием постоянной силы, 
т. е. Л' = ± F  = const. В этом случае можно применить теорему
о количестве движения в конечной пли интегральной форме 
(149), причем отсчет времени здесь можно вести от нуля:

т о  — mvQ —  ̂ Xd t = Л 1. (1 ГЮ)
<„=о

Отсюда нетрудно определить одну из трех величин v, F  или 
/. если две другие заданы.

Применяя теорему о количестве движения к прямолинейному 
движению точки, ось х удобнее всегда направлять в сторону 
начальной скорости точки, а если начальная скорость равна 
нулю, то в сторону силы, действующей па точку.

Пример 122. Вагонетка, вес которой вместе с полезной на
грузкой Р  ~  8500 н, при движении но горизонтальному пути 
испытывает сопротивление, величина которого составляет 0,01 
от всех вертикальных нагрузок. Рабочий толкает вагонетку 
с силой F=170 н (рис. 161).

Через сколько времени рабочий сообщит вагонетке скорость 
v --0,6 мсек?

Р е ш е н и е .  Па вагонетку действуют: 1) вертикальная сила 
тяжести Р  = 8500 н, 2) нормальная реакция /V рельсов, 3) гори-

- зонтальная сила /7=170 н, с
которой рабочий толкает ваго
нетку, 4) горизонтальная сила 
сопротивления:

F ' =  0,01 Р.

В данной задаче имеется из 
материальная точка, а система 
тел (кузов вагонетки, полезная 
нагрузка, колесные скаты), ко

торые связаны друг с другом. Пренебрегая вращательным двн-

i---

-VШЖ.—
W W M /W W W rrrr,

р
Рис. 161



жением скатов, можно считать, что все части рассматриваемой 
системы движутся поступательно вместе с кузовом вагонетки. 
При этом можно считать, что масса вагонетки сосредоточена в 
центре ее тяжести и в центре тяжести приложена равнодействую
щая всех сил, действующих на вагонетку (справедливость этих 
допущений доказывается в динамике системы).

Таким образом, данная задача о движении системы сводится 
к задаче о движении материальной точки (центра тяжести ва
гонетки), на которую действует сила

R = P  ■ | F  + N + F '.

Обозначая проекцию силы R  на направление движения ваго
нетки через Л', имеем:

X  = F  — F ' =  F — 0,01 Р  = 170 — 85 = 85 н =  const.

Теперь применяем теорему о количестве движения: 
niv — rnv0 =  X t,

Р
откуда, учитывая, что ио = 0 и что т  =  — , находим:

, /п" t'v ‘'500-0.fi r  , t = -т> »  -г- =  = G, 1 сек.Л ,'Л 9.8-85

В т о р а я г р у п п а

Движение точки происходит под действием силы, которая 
является функцией времени, т. е. А'= /(/ ). В этом случае тео
рему о количестве движения тоже применяют в конечной форме, 
но отсчет времени здесь не всегда можно вести о т  нуля. 
В общем случае имеем:

t
mv — mv0 = $/(/)J/  = <| (/), (1-51)

отсюда находим скорость:

 ̂= (152)

Если в задаче требуется определить время, то это уравне
ние нужно разрешить относительно t. Если же нужно найти 
закон движения точки, то это уравнение нужно проиитегри-

dxровать, заменив скорость v иа .
При мер 123. На тело весом Р = 20 н, находящееся в покое 

на горизонтальной плоскости, действует вертикальная сила F, 
возрастающая от нуля пропорционально времени, причем коэф
фициент пропорциональности равен 2 н';сек (рис. 162). Через

283



сколько времени после начала действия силы F  тело начинает 
двигаться? Найти закон этого движения.

Р е ш е н и е .  На тело, пока оно находится в покое, действуют 
три силы: сила тяжести Р  — 20 н, сила F  = 2/ и нормальная 

реакция N  плоскости А В . В момент начала дви
жения сила /V, очевидно, обращается в нуль, и 
с этого момента на тело действуют только две 
силы: F  и Р. Проекция равнодействующей сил, 
приложенных к телу с момента начала движе
ния, па ось х, по которой будет двигаться центр 
тяжести тела, выразится так:

X  = F — Р  = 2/-20 = 2(/ — 10).
Это выражение для X  справедливо только с 

момента /=10 сек, когда движущая сила F  ста
нет равна силе тяжести Р, ибо до этого момен
та на тело действует, как мы уже отмечали, 
еще третья сила N.

Так как в данном случае Л '=/(/), то для 
решения задачи можно применить теорему о ко
личестве движения в конечной форме. Учитывая,

Р 20 10 „v 0 , имеем:Рис. 102

откуда

по

* |
^ = J x d /  = j*2(/-10)<i/ = | (/ -  10)*

ю ю

и = 0,49 (/— 10)*,

= (/— ю д

dx
V = d t '

следовательно,
dx =  0,49 (/— 10)г dt.

Выбирая начало координат в начальном положении центра 
тяжести тела, т. е. полагая х = 0, получаем:

л = С 0,49 (/ — 10)г dt = 0,49-1 — - f  =  0,163 (/— 10)*. 
J  I J  >10

Итак, движение начинается через 10 сек после начала дей
ствия силы F , причем д = 0,163 (/— 10)*. Заметим, что получен
ное уравнение справедливо только с момента /= 1 0  сек.
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Т р е т ь я  г р у п п а

Движение точки происходит под действием силы, зависящей 
от скорости, т. е. X — f(v ).  В этом случае теорему о количестве 
движения следует применять в дифференциальной форме (148):

d (т и ) — Xdt = f (и) dt,

dvtil
отсюда находим время:

или
т  у .—- =  dt,

I ( f )

dv

Если в задаче требуется определить скорость, то это урав
нение нужно разрешить относительно и.

= 4 ^
— х

-------------- X

Р
Рис. 163

Пример 124. В тот момент, когда скорость моторного судна 
равна v0, выключается мотор, и судно движется, испытывая 
сопротивление воды, величина которого пропорциональна ско
рости, причем коэффициент пропорциональности равен ц: масса 
судна равна т .  Через какой промежуток времени скорость 
судна уменьшится вдвое (рис. 163)?

Р е ш е н и е .  Вес судна Р  уравновешивается архимедовой 
силой Л. В горизонтальном направлении действует одна только 
сила сопротивления воды R , направленная в сторону, противо
положную скорости судна. Направляя ось л: в сторону движе
ния, имеем:

X  =  —

т. е. X  является функцией от и. Поэтому применяем теорему
о количестве движения в дифференциальной форме (148):

d {mv) = Xdt = — \ivdt.

Разделяя переменные, получим:

У т
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Теперь интегрируем в соответствующих пределах:

откуда
In v I',

или
I I  и , In и — III V a = ---!- t.u in

ИЛИ

V. m
Отсюда находим:

Задачи типа П

Задачи этого типа, в которых рассматривается криволиней
ное движение точки и требуется найти скорость точки или 
время движения, можно разделить па такие же три группы, как 
и задачи первого типа:

1) движение происходит под действием постоянной силы;
2) движение происходит под действием силы, зависящей от 

времен и;
3) движение происходит под действием постоянной силы 

ь среде, сопротивление которой пропорционально п е р в о й  сте
пени скорости.

В этих трех случаях теорема о количестве движения дает 
первые интегралы дифференциальных уравнений движения. 
В первом и во втором случаях, т. е. когда сила постоянна 
или является функцией времени, теорема применяется в ко 
н е ч н о й  фирме, выражаемой уравнениями (147). Пз уравнений 
(147) по заданным проекциям силы находят проекции скорости 
на координатные оси. В третьем случае теорема применяется 
в дифференциальной форме.

Так как в этом случае сила F  ■— const, то и ее проекции на 
координатные осп .v, у, z постоянны. Поэтому теорему о коли
честве движения можно применять в конечной форме (147). 

Следовательно, имеем:
mvx — rnvox = X t, mvy — muoy = Yt\ mvt — mvoz =  Zt.

П е р в а я  г р у п п а



Из этих уравнений определяются проекции скорости, а затем 
и скорость и. Наоборот, зная проекцию скорости на какую- 
либо ось, можно найти время.

Пример 125. Определить, пользуясь теоремой о количестве 
движения, время, в течение которого тело, брошенное иод углом 
«„ к горизонту с начальной скоростью и0, достигает максималь
ной высоты (рис. 164).

Р е ш е н и е .  Координатные оси располагаем в плоскости 
движения тела, причем ось х направляем горизонтально, а ось

// — вертикально вверх. Составим уравнение, выражающее изме
нение проекции количества движения на ось у:

i. л
mv,у mv^y = S v = — J Pdt = — mg $ dt -  — mgt,,

no v lv — 0 (в наивысшей точке скорость тела горизонтальна),
. i'o <in «пи f ey = c0s inae, а потому /, = — — 1

В т о р а я  г р у п п а
В этом случае сила F, а следовательно, и ее проекции иа 

координатные оси являются известными функциями времени, т. е.
* = / ,  (/); Y = f2 (/); Z = /s (0.

Теорема о количестве движения применяется здесь в конеч
ной форме (147).

Выполняя интегрирование, находим из этих уравнений 
проекции скорости, а затем и скорость и.

Пример 126. На материальную точку массой т  =  2 кг 
действует сила, проекции которой на координатные оси равны:

X  = 6 cos 21\
К = 6 sin 2/;

Z = — 6 sin 2t

(сила выражена в и, время / — в сек).
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Определить скорость vt точки в момент = jx = 3,14 сек, 

если в момент = ~  сек ее скорость v t равна по модулю
2 м[сек и составляет с координатными осями х, у, г углы, 
равные соответственно 30°, 60' и 90°.

Р е ш е н и е .  Так как проекции силы на координатные оси 
являются функциями времени, то теорему о количестве движе
ния можно применить в конечной форме (147). Для этого 
вычислим сначала проекции на координатные осп импульса 
действующей силы за промежуток времени от момента tx до 
момента (2:

л  л

S x = J  X  dt = 6   ̂ cos (2/) dt — 3 | sin 2/1 " =0,
Л  Л  —— — I
2 2

Л  Л

5y= J  Y dt = 6 J  sin (20 dt =  — 3 J cos 2t | =  — 6 h сек.

Так как Z отличается от Y  только знаком, то 5г = б н сек. 
Далее на основании уравнений (147) получаем:

tnvtx— mvtx = S x =  0, 
tnviy — niulv = S y ~  — б, 
mv г, — mvll =  S l =  G.

Отсюда при tn =  2 находим проекции искомой скорости:
^,х =  ^хх,

+ 3-
Так как

v \x = v \' cos 30° = V  3,
= v x - cos 60° = 1, 

v xz =  и, - cos 90° = 0,
то

о., — 2.
V., =  3.

Следовательно,

vlx + v ly + v lz = ^ 1 6  = 4 м[сек.
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Если углы вектора v2 с координатными осями обозначим 
а, р, у, то

cos а -  ^  = 1^1  = 0,4330, с , 4 ’ ’

cos В = =  — 0,5,иг
cos у = Ы  = 0,75.

У ,

Отсюда а = 64с30'. р = 120э, у = 48с30'.

Третья группа

В этом случае проекция силы на каждую из трех коорди
натных осей является линейной функцией проекции скорости 
на ту же ось, и теорему о количестве движения применяют 
в форме (146).

Прежде чем интегрировать уравнения (146), надо разделить 
переменные, для чего достаточно эти уравнения разделить 
соответственно иа X , У, Z; последующее решение аналогично 
решению в случае прямолинейного движения точки под дейст
вием силы, зависящей от скорости.

Пример 127. Решить пример 125, учитывая сопротивление 
воздуха, величина которого выражается формулой

R  = k P v ,

где 6 — постоянный коэффициент, Р  — вес тела, и — его скорость 
(рис. 165).

Р е ш е н и е .  Координатные оси располагаем так же, как 
в примере 125 (см. рис. 164). Так как на тело действует сила, 
которая является функцией скорости, то теорему о проекции 
количества движения на ось у  применяем в дифференциальной 
форме

d (mvу) = У dt\
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но
У =  — P  — R  sin а = — Р  (1 -f kv sin а) = — Р  (1 | kvy). 

Следовательно,
tndvу — tiiq ( 1 i kvy)d t.

откуда
di = -----^ __  .

Учитывая, что v v изменяется в пределах от v0 sin а0 до нуля, 
имеем:

£/ ( ]  -\-kVv) '  kg
In (1 +At»J

| ? 0 s i l l  <I„

t'0 s m  a„

= ̂  In (1 +kv0 sin a0).
Задачи ти па  I I I

В задачах этого типа известно количество движения точки 
в начальный и конечный моменты, а следовательно, и его 
проекции на координатные оси. Проекции искомого импульса 
силы определяются по формулам (147), т. е.

S x = rnvx — mvox,
S  y = mvy— mvoyt 
5г = mvz— rnvot.

По этим проекциям находятся модуль и направление им
пульса 5.

Пример 128. Материальная точка М  перемещается по шеро
ховатому криволинейному желобу, расположенному в верти

кальной плоскости хОу, под 
действием собственного веса Р. 
Угол трения равен <j>. Началь
ная скорость этой точки, ког
да она занимает положение А, 
составляете вертикальной осыо 
Оу угол а и но модулю равна 
и0, а ее конечная скорость в 
точке В направлена по горизон
тальной оси Ох и по модулю 
равна и. Найти импульс нор
мальной реакции N  желоба за 
промежуток времени t, в те
чение которого точка М  пе- 

А в В  (рис. 166).
Применим теорему о количестве движения ма-

'  j :

реместилась из 
Р е ше н и е .
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г
m (vx— vox) = \ X  dt,

термальной точки в форме (147):

т

Здесь X  и Vr — проекции на оси х и у равнодействующей всех 
сил, приложенных к точке М, т. е. сил Р, N  и силы трения 
F jp. Поэтому

X  =  P x + N x F y  =  N x + Fl'\  
у  ----- P v I Л\,ч- F ; v = - P  ■\-Nv , FJP.

Кроме того, имеем:
= fN ,

где /— коэффициент трения, /= tg ср.
Если угол силы N с осыо х обозначим fi, то 

N X = N  cos (5, N y = N  sin р, F ?  =  — F tp - sin p = — fN  sin p =
-  — fN y, F^p = F ^  • cos p -  fN  cos p = fN x.

Следовательно, уравнения (147) принимают вид:
i t 

m (v — v0 sin a) = J  Nxdt — f \  N vdt,
о 0

/ I

nu\ cos (I = J  /Vv(// ■+ / J  /Vxc// — Р/.

Так как

[  N  xdt — S x II \ N j i t  — S

где S x, S v — проекции искомого импульса 5 силы N  на оси 
х и у, то’:

5 , — fS y = m (v — v0 sin a), 
fSx -f S v = mt»0 cos ci f  Р/ = m (v0 cos a -f gf).

Из этих уравнений можно найти S x и S y и затем по этим 
проекциям вычислить импульс 5. Но проще возвести эти урав
нения в квадрат и сложить их. Тогда получим:

(1 -Ь/2) (S 2+ S J)  -  ш2 [(и— vn sin сх)2 -j (g t+ v 0 cos a)2].
Отсюда, замечая, что 5 j-fS* = S* и

1 г Г  -  1 1- ЧГФ
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S  т  costp \ (-j — 1>0 sin a)2 \ (<rt r  г-0 cos a f
/’ cos ф , 7 .-----------

=  — 7̂—1 I ' ( f - f 0 S l i l l l )-  ! (g/ M ’„cosu) .

находим:

I а Г) л и и a 16
Классификация задач

T  ипы
1 руппы

1-я U-я 3-я

1

Определение 
времени или ско
рости при прямо
линейном движе
нии точки

11

Определение 
времени или ско
рости при криво
линейном движе
нии точки

I I I
Определен не 

импульса силы по 
изменению коли
чества движения 
(задачи 741, 744)

Постоянная си 
ла (задачи 733, 
734, 737, 743)

Сила, завися
щая от времени 
(задачи 694, 698)

Сила, завися
щая от скорости 
(задачи 687, 691, 
696)

Постоянная
сила

Сила, завися
щая от времени

Движен ие 
точки в сопротив
ляющейся среде

§ 2. Т ЕО РЕМ А  О М О М ЕН ТЕ КО Л И Ч ЕС Т В А  Д В И Ж Е Н И Я

Момент количества движения материальной точки mv отно
сительно некоторого центра О равен векторному произведению 
радиуса-вектора движущейся точки г на количество движения 
mv, т. е.

т 0 ( т v )=  rx  m v. (153)

Очевидно, что модуль момента количества движения равен 
\rn0(mv) \ — mvh, (154)

где h — плечо вектора v относительно центра О (рис. 167).
Проектируя векторное равенство (153) на координатные оси, 

проходящие через центр О, получаем формулы для моментов 
количества движения материальной точки относительно этих



осей:
т х (mv) =  m (yz— zy); mv (mv) = rn (zx — xz)\

mz (m v) = xi/ — yx. (155)
В векторной форме теорема о моменте количества движения 

выражается так: производная по времени о т  момента количества 
движения материальной точки относительно какого-либо непод
вижного центра О равна моменту действующей силы относи
тельно того же центра, т. е.

~  т 0 (mv) — пг0 (F ). (156)

Проектируя векторное равенство (156) на какую-либо из 
координатных осей, проходящих через центр О, получаем урав
нение, выражающее ту же теорему в скалярной форме:

I  mx (mv) =  mx(F ), (157)

т. е. производная по времени о т  момента количества движения 
материальной точки относительно какой-либо неподвижной оси 

IZ

Рис. 107
С

Рис. 108

равна моменту действующей силы относительно той ж е оси. 
Эта теорема имеет большое значение при решении задач в слу
чае движения точки иод действием центральной силы. Цент
ральной силой называется такая сила, линия действия которой 
все время проходит через одну и ту же точку, называемую 
центром этой силы. Если материальная точка движется под 
действием центральной силы F  с центром в точке О, то

~ m 0(mv) -  т а(Г ) = 0,

и, следовательно, т 0 (mv) =  const. Таким образом, момент ко
личества движения в данном случае остается постоянным по 
модулю и по направлению. Отсюда следует, что материальная 
точка под действием центральной силы описывает плоскую



кривую, расположенную в плоскости, проходящей через центр 
силы.

Если известна траектория, которую описывает точка под 
действием центральной силы, то, пользуясь теоремой о моменте 
количества движения, можно найти эту силу как функцию рас
стояния г от точки до центра силы.

Действительно, так как момент количества движения отно
сительно центра силы остается постоянным, то, обозначая И 
плечо вектора mv относительно центра силы, имеем:

v h ------ const. (158)
Для определения этой постоянной должна быть известна 

скорость точки в каком-либо месте траектории. С другой сто
роны, имеем (рис. 168):

г-* р  11I VF „ ~ F  sm «с —  ,

где q— радиус кривизны траектории, ср— угол между радиусом- 
вектором точки и касательной к траектории в этой точке.

Отсюда
F С? * si'-i q

(159)

х

Итак, имеем два уравнения 
(158) и (159) с двумя неизвест
ными v и F\ остальные величи
ны, входящие в эти уравнения, 
т. е. Л, о п (р, являясь элемен
тами заданной траектории, лег
ко могут быть найдены. Таким 
образом, можно найти v и F  
как функции г.

Пример 129. Точка М  описывает эллипс под действием 
центральной силы F  (рис. 169). Скорость в вершине А равна 
v0. Найти скорость v в вершине В , если О А = а  и О В = Ь. 

Р е ш е н и е .  Так как в данном случае

т 0 (mv) = const, то mvb — mi\a, откуда v = ~ v 0.

Пример 130. Точка М  массы т  описывает окружность ра
диуса а, притягиваясь точкой А этой окружности (рис. 170).

В начальный момент точка находится в положении В  и 
имеет скорость и0. Определить скорость v точки и силу притя
жения F  как функции радиуса-вектора г .

Р е ш е н  не. Та к ка к т л (F ) = 0, то
mA(mv) =- const = tnA (mv ),
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откуда

следовательно,
mvh = mu 02а\

2 а

Но из рисунка имеем:
г =  2а cos (90° — а) = 2a sin а,

откуда sina = ~  , поэтому h = r sin a = ~  и, следовательно,
4(1*1'.v =* ~г-° .

— X

Силу F  находим, пользуясь уравнением (159):
V V

и
г, ~ . m v  mv*F  = h sin (X = —  = -- ,n n и

отсюда
m v 2 m  I6a4u* 2a 32ma*v\f  _______ __________? __ ________1

a  sin a  a  r* r  rs

§ 3. РАБО ТА И МОЩ НОСТЬ

Работа dA силы на бесконечно малом перемещении ds, на
зываемая элементарной работой, выражается формулой

dA — F  cos a ds = F z -ds, (160)
где ds-=M Mt, a — угол между силой F  и скоростью v точки 
ее приложения (рис. 171), или в виде скалярного произведения:

d A = F-d r, (161)
где dr =  vdt— дифференциал радиуса-вектора точки приложения 
силы.
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Выражая это скалярное произведение через проекции век
торов F  п dr на координатные оси, получаем аналитическое 
выражение элементарной работы:

dA — Xdx -f Y  dy + Zdz, (162)
где X , Y , Z — проекции силы на координатные оси, dx, dy, 
dz — бесконечно малые изменения (дифференциалы) координат

точки приложения силы
I 2 при элементарном переме

щении этой точки.
Если сила F  приложе

на к твердому телу, вра
щающемуся вокруг непод
вижной осп z, то

dA = rn .(F ) dtp, (163)

где dip — элементарный 
угол поворота тела во- 
1<РУГ ОСН.

рис 17] Если к телу, имеюще
му неподвижную ось вра- 

_  щения Oz приложена пара
сил с моментом т ,  то элементарная работа этой пары выра
жается следующим образом:

dA = т ,  ■ d<p,

где т г—  проекция вектора — момента пары на ось Oz.
Особый интерес представляет случай, когда сила является 

функцией координат точки и, кроме того,
дХ _  dY . <)У_ _  <U OZ _  ОХ .
ду дх ’ dz~dy  ’ dx ~  dz • ( '

В этом случае существует такая функция координат U — 
= U  (х, у, г), частные производные которой по координатам 
равны проекциям силы на соответствующие координатные 
оси, т е.

£ = Л ;  % - У .  |  =  г. (165)

Такая функция называется силовой, или потенциальной,
функцией. Таким образом, если существует силовая функция, 
то

, , dU . dU . >)U . ...
Л А = ш d x + i j diJ  + a dz= d U - ( 166>

т. e. элементарная работа силы равна полному дифференциалу 
силовой функции. Ограниченная или неограниченная часть про*
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странства, где проявляется действие силы, имеющей силовую 
функцию, называется силовым потенциальным полем. Геометри
ческое место точек силового потенциального поля, в которых 
силовая функция сохраняет постоянное значение, называется 
эквипотенциальной поверхностью, или поверхностью уровня.

Работа А силы F  на конечном пути определяется как пре
дел суммы элементарных работ и выражается в виде криво
линейного интеграла, взятого вдоль дуги М 0М  траектории от 
точки М 0 до точки М :

(М ) (М) I м,

А =  ̂ F  cos a ds=   ̂ F  dr =  ̂ (Xdx +- Ydy f Zdz) (167)
I Mn) <Mn> iAfoI

Если произведение F  cos а выражается известной функцией 
дуговой координаты s точки приложения силы, то переменной 
интегрирования является эта величина s и формула для вы
числения работы принимает вид

А —  ̂ F  cos а ■ ds =  ̂ F  Ms, (168)

где s0 и s— значения дуговой координаты, соответствующие 
положениям Л10 и М точки приложения силы, F x — проекция 
силы на касательную к траектории этой точки.

Если постоянная по модулю сила образует с прямой, по ко
торой движется ее точка приложения, постоянный угол а, то

А = Fa  cos u. (169)
В частном случае, когда точка М  движется по прямой под 

действием постоянной силы F, направленной по той же прямой 
в сторону движения или против движения, то соответственно 
имеем:

A = + F o ,  или А =  — Fo, ( 170)
где а — путь, пройденный точкой.

Если при вращательном движении твердого тела вокруг не
подвижной оси момент приложенной к нему силы является 
функцией угла ф поворота тела, т. е.

т г (F ) =  f {ф),
то

ф

/4 = 5 т г (F ) dxp.
ф ..

Аналогично определяется работа пары сил

т г dip.
ф -

11В За  к . 233'.’

(171)

(172) 
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Работа силы, имеющей потенциальную функцию, па конечном 
перемещении выражается разностью значений этой функции 
в конечной и начальной точках пути:

(Л!)

л =  5 AU — U  — U 0, (173)
(Af„)

т. е. в этом случае работа силы не зависит о т  кривой, по ко
торой перемещается точка М , а зависит лишь о т  начального 
и конечного ее положений. При изучении движения материаль
ной точки в силовом потенциальном поле весьма большое зна
чение имеет понятие потенциальной энергии. Потенциальная 
энергия материальной точки представляет собой особый вид 
энергии, которым обладает точка, находящаяся в силовом по
тенциальном ноле. Потенциальная энергия П  равна работе, 
которую совершила бы сила поля при перемещении точки ее 
приложения из данного положения Д/ (л*, //, г) в положение 
М (0> (л-(0), у<°>, г(С|), принятое за пулевое, т. е.

// — 6 '"*’ — U, (174)
откуда

сШ -■ — dU = — dA. (175)

Работа силы на конечном пути через потенциальную энергию 
выражается так:

А - I I ,  — /I. (176)

Если на точку действует несколько сил, то  работа равно
действующей этих сил на каком-либо пути  равна сумме работ 
составляющих сил на том же пути.

В технической системе единиц работа измеряется в кило- 
грамм-метрах (кГм ). В Международной системе единиц еди
ницей работы является 1 джоуль — 1 н.м.--  0 ,102 кГм.

Мощность N  характеризует быстроту, с которой совершается 
работа, и в общем случае определяется как производная от 
работы по времени:

/V = = F  cos a- v = F  и, (177)

т. е. мощность равна скалярному произведению вектора силы 
на вектор скорости.

Если работа А производится равномерно, то мощность опре
деляется так:

N = T -  ( 178>

где t — время, в течение которого произведена работа.
Таким образом, в этом частном случае мощность численно 

равна работе, производимой в единицу времени.
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При вращательном движении твердого тела вокруг непод- 
вижний оси z:

/V = М . (о, (179)

где M z =  '£tn2(F ) — главный момент приложенных к телу сил 
относительно оси вращения, со — угловая скорость тела.

В технической системе единиц мощность измеряется 
в кГм сек  пли в лошадиных силах, причем

1 л. с .—75 кГм'сек.
В  Международной системе единиц единицей мощности яв

ляется
1 в т  — 1 д ж  сек или 1 кет  =1000 в т =  102 кГм'(сек.

При решении задач на вычисление работы и мощности часто 
используют коэффициент полезного действия. Коэффициентом 
полезного действия т| называется отношение полезной работы 
или мощности * к работе пли мощности движущих сил:

’1 “  4s = рг • (180)Ц
Так как вследствие вредных сопротивлений /4„ с Л л , то

11 ^  1.
При вычислении работы нужно различать следующие случаи.
1. Прямолинейное движение под действием постоянной по 

модулю и направлению силы; в задачах такого типа приме
няются формулы (169) и (170) (задачи 756, 762).

2. Прямолинейное движение под действием силы, проекция 
которой на направление прямолинейной траектории является 
функцией расстояния точки от некоторого неподвижного центра 
на этой прямой (задача №  768); в задачах этого типа приме
няется формула (167), которая, если направить ось х по траек
тории точки, принимает вид

X
A =  \ X d x .  (181)

3. Криволинейное движение под действием постоянной по 
модулю и направлению силы; в этом случае можно использо
вать формулу (167).

4. Криволинейное движение под действием силы, которая 
является функцией координат точки приложения силы.

Здесь определение работы сводится к вычислению криво
линейного интеграла по формуле (167J. Если в рассматриваемом 
случае существует силовая функция, то работу определяют по 
формуле (173) или (176).

* Если мощность вычисляется по формуле (178).
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5. Вращательное движение твердого тела под действием 
постоянного момента или момента, являющегося функцией угла 
поворота тела; в этом случае для вычисления работы приме
няется формула (171).

Для вычисления мощности в зависимости от характера дви
жения пользуемся формулой (177) при прямолинейном или криво
линейном движенпм точки приложения силы (задачи 760, 764), 
или формулой (179) — в случае вращательного движения твердого 
тела (задачи 771, 772, 765). Среднюю мощность можно опреде
лять по формуле (178).

Пример 131. Вдоль тяги, при помощи которой тянут вагон
чик по горизонтальному пути, действует постоянная сила 
/■ = 250 н (рис. 172). Тяга образует с горизонтом угол <х = 32л. 
Определить работу, совершенную силой F  иа пути а --=200 м.

Р е ш е н и е .  Здесь работу определяем по формуле (169):
/1 -  Fa  cos u -  250 • 200 0,848 -  4240 дж.

Пример 132. Тело весом Р  = 20 н передвигают по горизон
тальному полу при помощи горизонтальной силы па расстояние

а — 6 ж. Определить работу, ко
торую совершит при этом сила 
трения, если коэффициент тре
ния между поверхностью тела 
и полом / = 0,35.

Р е ш е п и е. Согласно зако
ну Кулона, сила трения 
Frp ^ fN , где А; — нормальное 
давление тела на поверхность 

пола, причем в данном случае N — Р  = 20 н. Так как сила 
трения направлена в сторону, противоположную движению, то 
работа этой силы отрицательна:

Л , — — / Р о - — 0.35 20-6 = — 42 дж.

Пример 133. Найти работу силы тяжести при перемещении 
материальной точки из положения М 0(дг0. //0, гп) в положение 
М (х, у , 2). а также вычислить потенциальную энергию точки 
в положении М  (рис. 173).

Р е ш е н и е .  Направляя ось г вертикально вверх, имеем:
Х = 0 ;  ) ' — 0; — Р.

Где р — Вес тела. Следовательно, по формуле (162)
dA = — Pdz,

откуда г
A = - [ p d z  = - P ( z - z , )  = P (z ,- z ) .  (182)

г о
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т. е. работа силы тяжести равна произведению веса м ат ериаль
ной точки на разность ее высот в начальном и конечном поло
ж ениях, причем  эти высоты отсчитываются от произвольно 
выбранной горизонт альной плоскости.

П отенциальную  энергию точки определим на основании ф ор
мулы (175):

d fl  =  — dA  =  Pdz. (183)
Отсюда

П =  Р г +  С,

где С — п рои звольная  постоянная интегрирования*.
Пример 134. Определить работу силы упругости растянутого 

стерж ня, к концу которого подвешен груз 
М , при перемещении этого груза  из поло
ж ен ия  Л40 в положение М , если длина 
недеформированного стерж ня равна /0; 
вычислить такж е потенциальную  энерг ию 
точки в полож ении /11 (рис. 174).

Р е ш е н и е .  Обозначив силу упруго
сти F н направив ось .v но вертикали
вниз, имеем: F,. —

н
J

я

о

-

— У

Г

L
м

Рис .  174

где х  — удлинение стерж ня, с — его жесткость.
Следовательно,

dA  — X  dx  --  — сх dx,
с

А  =  —  j  сх (!х =  —  т  (х ~ ~  *«)* ( 1
хо

d f l  — — dA  —- сх dx,
отсюда

П - ^ х г -\-С . (185)

* О б ы ч н о  п о т е н ц и а л ь н а я  э н е р г и я  о п р е д е л я е т с я  с т о ч н ос т ь ю  до  п р о и з 
в о л ь н о й  п о с т о я н н о й ,  т.  е. в в ы р а ж е н и и  п о т е н ц и а л ь н о й  э н ер г ии  п р о и з в о л ь 
ну ю п о с т о я н н у ю  о т б р а с ы в а ю т ,  т а к  к а к  пр и  р е ш ен ии  з а д ач  п р и х о д и т с я  
иметь  д ел о  или  с д и ф ф е р е н ц и а л а м и  и п р о и з в о д н ы м и  от  п о т е н ц и а л ь н о й  
э н е р г и и ,  и л и  с р а з н о с т ь ю  з н ач е ни й  п о те н ц и а л ь н о й  э н е р г и и  д л я  д в у х  по 
л о ж е н и й  т оч ки  и ли  системы.
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Пример 135. На материальную  точку действует сила, проек
ции которой на координатные осп выражаю тся так:

Х  =  2х-\- у , ) ' =  x - \ - z 2-, Z  =  2 y z - \ - \ .

Определить работу этой силы при перемещении точки из по
л ож ен и я  Дf 0 (1; 2; 3) в положение Л], (2; 3; 4), если сила вы ра
жена в я, а координаты — в см.

Р е ш е н и е .  Выясним прежде всего, существует ли в данном 
случае силовая ф ункц ия: для этого находим частные прои звод
ные:

д Х  . ОУ . дУ  0 0Z
дц= • а г =  1; *  ^  --2г-

f  = 0 ; “  0 .Ох аг

Отсюда получаем, что

ОХ _  д У  дУ _ d Z  д / _д Х
д у  д х  ' Ог ду  ' Ox Oz ’

т. е. условия (164) выполняю тся, н силовая  ф ункц ия  сущ ест
вует. Полный дифференциал этой ф ункции равен элементарной 
работе, т. е. dU =  d A .  Элементарную  работу находим по ф о р 
муле dA  =  X d x -\-  Y d y  -)-Zdz пли, подставляя  значения X , Y ,  Z:

dA  — (2x - f  ty) d x  -i- (л- +  г 2) d y  +  (2yz  - f  \ ) d z  =
=  2 xd x  -|- ydx -\- xdy  -\ z 2dy  - f  2 у  zdz +  dz.

Это выражение действительно является  полным дифферен
циалом

dA  =  d (x*)+ d  (д:y )+ d  (yz2) + d  (z) =  d (x2- \ - x y - \y z 2+ z).
Итак,

dU  =  d  ( a-2 +  x y  4  y z 2 +  z).
Отсюда

U = - a:2 +  х у  -I- y z 2 - f  г 4 - С.

Значения функции U  в точках Л/ 0 и М  равны:

U 0 =  1 4 - 1 - 2 4  2 ■ Зг 4- 3 -J- С =  24 -|- С,

U x=  2*4- 2 -3  | -3  42 4 -  4 -|- С  =  62 С.

Следовательно, искомая работа равна

/1 — U , — (У0 — 62 — 24 =  38 w сл/.

Пример  13(). Определить работу центральной силы, модуль 
которой является функцией расстояния материальной точки от 
центра этой силы, т. е. F =  f ( r )  (рис. 175).



Р е ш е н и е .  В данном случае единичный зектор силы F  равен 

±  г , причем знак  (-(-или — ) выбирается в зависимости от того, 

отталкивается  от центра силы или притягивается к нему точка М.
Таким образом, вектор силы F 

выразится так:

F =  ± f ( r ) L .

Отсюда, пользуясь 
(161), имеем:

d A  =  F -d r =  ± f ( r ) y c i r .

Но ? - г  =  г*.
Следовательно,

г dr =  г dr,
f  (г) Г dr

формулой

откуда
dA =  ± ±  f ( r ) d r .

т. е. элементарная работа является полным дш^ференцпалом и, 
значит, существует силовая ф ункц ия , причем

d U =  dA =  ± f ( r ) d r ,
отсюда

U ^ ± l f { r ) d r .

И так, в данном случае имеем общую ф ормулу, по которой сразу 
можем определить силовую  функцию в зависимости от радиуса- 
вектора точки прилож ения силы, а затем вычислить работу 
силы при перемещении этой точки из положения М 0 (г0) в поло 
жен не М  (г):

А =  U —  U 0 — U (г) —  U  (г.) =  j ±  f  (г) dr. (186)

Пример 137. Одни конец пружины закреплен шарнирно 
в точке О, а к другому концу ее прикреплен шарик. Д лина 
нерастянутой пруж ины — /0, жесткость е е — с. Ш арик переме
щают из положения А1, в положение М г, причем пруж ина рас
тянута и не изгибается. Определить работу силы упругости 
пруж ины, если

O M t =  r , и O M t =  rt
(рис. 176).

Р е ш е н и е .  Модуль силы упругости пружины в данном с л у 
чае вы ражается  так:

F =  с ( / • - / , )  =  /(г ) .
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С л ед ователь н о ,  м о ж н о  в о с п о л ь зо в а т ь с я  ф о р м у л о й  (186):

А \ i (г -  / о) dr ' =  7  Кг . -  0 ‘ — (r * - O f i.

Зн ак  минус перед интегралом стоит потому, что сила п р и 
т я г и в а е т  ш арик к центру О.

Пример  138. Колесо радиуса R  катится без скольж ен и я  по 
горизонтальному рельсу. Найти работу трения качения при пе
ремещении центра колеса на расстояние s, если вертикальная 
нагрузка  на ось колеса равна Р и коэффициент трения качения 
/ и (Р»с. 177).

Р е ш е н и е .  Трение качения возникает, как  известно, вслед
ствие деформаций колеса и рельса. Момент пары трения каче
ния по закону Кулона будет равен

M b =  f kN  =  [kP.

Так как эта пара стремится повернуть колесо в направлении, 
противоположном его вращению, то работа трения качения будет 
отрицательна и равна произведению постоянного момента М к на 
угол поворота ф колеса [по формуле (172)]:

А =  — М Лф =  — / ЛР ф .

При качении колеса без скольж ения  имеем: s =  R y .  С ледова
тельно,

A =  - f k - ^ s .

Пример 139. К валу длиною /, один конец которого зак р е 
плен жестко, при лож ен  на свободном конце крутящ ий момент, 
который заставляет  вал испытывать деформацию кручения. О п 
ределить работу возникающих при этом сил упругости, если 
суммарный момент упругих сил пропорционален углу за к р у ч и 
вания, причем коэффициент пропорциональности (коэффициент

J04



жесткости вала на кручение) равен с. Определить такж е  потен
циальную  энергию этого вала в зависимости от угла зак р у ч и 
вания (рис. 178).

Р е ш е н и е .  Момент сил упругости выражается  формулой 
M ynIl =  — cq>.

О тсю да, иа о сн ов ан и и  ф орм улы  (172), имеем:

Следовательно,
dA  — d(J — Сфб/ф.

А =  — \ СФ^Ф =  — J  (ф2 — Фо)-

Д л я  потенциальной энергии имеем:
d l l  =  — d U  =  сф с/ф,

а потому

Я = с| + С .

Пример  140. Д л я  определения натяжений S ,  и S 2 ветвей 
конвейерной ленты привод А конвейера установлен на катки и

включен динамометр D  между приво
дом и неподвижной стойкой С.

Определить натяж ения  5 ,  и S 2, 
если показание динамометра равно Р 
(в ньютонах), диаметр приводного ба
рабана d,  потребляемая электродвига
телем привода мощность равна N  и 
приводной барабан делает п  оборотов 
в минуту (рис. 179)

Р е ш е н и е .  Рассматривал  равновесие действующих на привод 
сил и пренебрегая трением между катками и опорной плоско
стью, имеем:

2 A' =  S i +  5 2- P  =  0 ,

0ТКуДа 5 1+5г  =  Р. (а)
Т ак как привод барабана вращается равномерно, то вращаю

щий момент на валу двигателя, очевидно, определится так:

M „  =  S ,  % - S , 4 - ( S , - S ^ 4 ,
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но на основании формулы (179). мощность двигателя 

Отсюда

и, следовательно.
= 1П Л ' ,  вр  п  >

О О 10 А' 2 . . .
=  —  * 7 -  (б)

Р е ш а я  совместно уравнения (а) и (б), находим:

s . = t - 10„ 7 -
Пример 141. Найти мощность машины, поднимающей 100 раз 

в минуту молот весом Р  =  9000 « на высоту Л =  0,6 л/, если ко
эффициент полезного действия i] =  0 ,8 .

Р е ш е н и е .  Находим полезную работу за 1 мин:
А„ =  Р - /г - 100 =  9000 100 0.6 =  540 000 дж.

Теперь по формуле (178) находим полезную мощность:
д, А„  540 000 ПАПЛ п
А',, =  — go-  =  9000 пт  =  9 кет.

Д алее , пользуясь  (формулой (180), определяем искомую м ощ 
ность двигателя:

JV =  ^ - 0 = 4 - 2 5 » ” "-
Классификация задач данного параграфа приведена в табл. 17.

§  4. Т Е О Р Е М А  О К И Н Е Т И Ч Е С К О Й  Э Н Е Р Г И И  М А Т Е Р И А Л Ь Н О Й  Т О Ч К И

Кинетическая энергия материальной точки вы ражается  по
ловиной произведения массы этой точки на квадрат  ее скорости.

Теорему о кинетической энергии материальной точки можно 
выразить в трех видах:

1) d  ( ~  ) =  F cos a  ds =  d A , (187)

т. е. дифференциал кинетической энергии мат ериальной точки 
равен элемент арной работе силы, действующей на эт у точку;

2> , H ^ H t = ' v <188>

т. е. производная по времени от кинет ической энергии мате
риальной точки равна мощности силы, действующей на эту
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точку,

3) ^ - ' - ^  j  F  cos u ds, (189)
(Л1„)

т. e. изм енение кинетической энергии мат ериальной точки на 
конечном пут и М 0М  равно работе силы, действующей на точку 
на том же пут и.

,  <Л1)

Т а б л  и ц а 17
К л а с с и ф и к а ц и я  з а д ач

'Г и п ы

Гр у пп ы 1

( п р я м о л и н е й н о е  д в и 
ж е н и е )

11

( к р и в о л и н е й н о е  д в и 
ж е н и е )

III

( в р а щ а т е л ь н о е  д в и ж е 
ние т в е р д о г о  т е л а  в о 
к р у г  н еп о д в и ж н о й  
оси)

1-я Д е й с т в у ю щ а я  с и л а  
п о с т о я н н а  (/•’—c o n s t ) .

З а д а ч и  75G— 761, 
766

Д е й с т в у ю щ а я  с и л а  
п о с т о я н н а  ( F  =  c o n s t )

В р а щ а ю щ и й  момент 
п о с т о я н н ы  й.

З а д а ч и  755, 765, 
767, 771, 772

2-я Д е й с т в у ю щ а я  с и л а  
з а в и с и т  от п о л о ж е н и я  
то ч к и  п р и л о ж е н и я
си л ы  1 F — f ( x ) \ .

З а д а ч и  768, 790 ( в ы 
ч и с л е н и е  п о т е н ц и а л ь 
ной эн е р г и и ) ,  769, 781

Д е й с т в у ю щ а я  с и л а  
з а в и с и т  от к о о р д и н а т  
т о ч к и  п р и л о ж е н и я  
с и л ы  1F  =  F  (л\  у ,  г)) 

З а д а ч и  7 7 0 , 7 8 8 (в ы 
ч и с л е н и е  работы )

В р а щ а ю щ и й  момент 
з а в и с и т  от у г л а  п о 
в о р о т а  тела

Если на точку действует несколько сил, то в правые части 
уравнений (187) — (189) входит работа или мощность равнодей
ствующей этих сил, которая равна сумме работ или мощностей 
всех составляющих сил.

В случае прямолинейного движения точки, нап равляя  ось х  
но прямой, но которой движется точка, имеем:

и d { ? £ ) = X d x  (190)

X

^ ! _ ^ Г  =  j x d x ,  (191)
X,t

где X = ± F ,  так  как в этом случае равнодействующая всех 
прилож енных к точке сил направлена по оси х.
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П рименяя теорему о кинетической энергии в случае несво
бодного движения материальной точки, нуж но иметь в виду 
следующее: если на точку наложена совершенная стационарная 
связь  (точка движется по абсолютно гладкой неподвижной по
верхности или линии), то реакция связи в уравнения не входит, 
ибо эта реакция направлена по нормали к траектории точки и, 
следовательно, ее работа равна нулю. Если ж е приходится учи
тывать трение, то в уравнение кинетической энергии войдет р а 
бота или мощность силы трения.

Задачи, относящиеся к этому параграфу, можно разделить 
на два основных типа.

I. Задачи па применение теоремы о кинетической энергии 
при прямолинейном движении точки.

II. Задачи на применение теоремы о кинетической энергии 
при криволинейном движении точки.

Кроме того, задачи, относящиеся к типу I, можно разделить 
на три группы:

1) сила, действую щая на точку (или равнодействующая не
скольких сил), постоянна, т. е. X = c o n s t ,  где X  — проекция 
силы (или равнодействующей) па ось х, направленную  по п р я 
молинейной траектории точки;

2) сила, действующая на точку (или равнодействующая), яв 
ляется  функцией расстояния (абсциссы этой точки), т. е.

А: = / ( * ) ;

3) сила, действующая на точку (или равнодействующая), 
есть функция скорости этой точки, т. е.

X = f ( v ) .

Задачи, относящиеся к типу II, можно разделить на три 
группы:

1) сила, действующая на точку (или равнодействующая), 
постоянна и по модулю и по направлению (например, сила веса);

2) сила, действующая на точку (или равнодействующая), есть 
ф ункц ия  положения этой точки (функция координат точки);

3) движ ение точки при наличии сил сопротивления.

Задачи т ипа  /

П е р в а я  г р у п п а

Т о чк а  д в и ж е т с я  п р я м о л и н е й н о  под д е й с т в и е м  п о с т о я н н о й  силы

В этом случае F  —const, и уравнение кинетической энергии 
принимает вид:

где о — путь, пройденный точкой. 
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Из этого уравнения определяется скорость и, если пройден
ный путь известен, или, наоборот, по заданной скорости и оп
ределяется пройденный путь а.

Пример 142. Вагонетка движется самокатом вниз по наклон
ной плоскости, образующ ей с горизонтом угол а  (рис. 180).

Определить скорость вагонетки в конце пути, длина кото
рого равна /; начальная  скорость вагонетки со =  0 , коэффициент 
общего сопротивления движению /.

Р е ш е н и е .  На вагонетку действуют сила тяжести P =  m g, 
норм альная реакция N  наклонной плоскости и сила сопротив
ления движению F — fN .  Применяя 
энергии на пути длиной /, имеем:

Но vn =  0.

А ,, — nigli — mgl sin и ,
А ,, =  — FI =  — /Л /.

Д л я  определения нормального 
давления вагонетки на наклонную 
плоскость вес вагонетки Р  разлагаем  на две составляющие, 
направленные вдоль наклонной плоскости и перпендикулярно 
к ней.

П оследняя составляющ ая и определяет нормальное давление 
на плоскость, равное нормальной реакции этой плоскости.

Следовательно, N  — m g  cos а  и А,. — — /m g c o s  а / .  Таким об
разом, уравнение кинетической энергии принимает вид:

~  =  m gl sin a — fmgl  cos a  =  m gl (sin u — /  cos ex),

откуда
v — У ‘2gl (sin (x — f  cos a).

Следует заметить, что при решении некоторых задач можно 
одновременно применять теорему о кинетической энергии и тео
рему о количестве движ ения . Это относится к задачам, в кото
рых рассматривается движение под действием постоянной силы 
(задачи 678, 775, 776, 779) или силы, зависящей от скорости 
(задачи 687, 689, 693, 696), причем требуется определить и 
время, и путь движения точки. /Тля определения времени дви
жения следует применить теорему о количестве движ ени я , а 
при определении п у т и — теорему кинетической энергии.

Пример 143. Телу весом Р , леж ащ ем у на горизонтальной 
плоскости, сообщают начальную горизонтальную скорость и0.

теорему о кинетической

f
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Во сколько  времени и на каком расстоянии остановится тело, 
если коэффициент трения тела о плоскость равен /?

Р е ш е н и е .  Так как в задаче требуется определить время 
движения и расстояние, пройденное телом до остановки, то при 
решении этой задачи проще всего воспользоваться и теоремой
о количестве движ ения , и теоремой о кинетической энергии. Так 
как скорость тела в момент остановки равна нулю, то, приме
няя  теорему о количестве движения, имеем:

откуда
t =  /" - ft — PV°

f  rp  U F rp

По закону Кулона сила трения F rp =  fN ,  причем в данном с л у 
чае N  =  P . Следовательно, t =  p .  

п ,ёД алее , применяя теорему о кипетическоп энергии, имеем:

PulО г '

где а  — путь, пройденный телом до остановки. Отсюда находим:

P v t  v *

2 g F  г i, 2  f g  •

В т о р а я  г р у п и а

То чк а  д в и ж е т с я  п р я м о л и н е й н о  под д е й с т в ие м  с и л ы,  
к о т о р а я  я в л я е т с я  ф у н к ц и е й  а б с ци с с ы  э то й  точки

В этом случае X  =  f ( x ) ,  следовательно, по формуле (191) 
и меем:

X
nur mvl Г .. . ,
“ 2--------J '  =  W <Л') (1х>

х„

это уравнение, устанавливающее зависимость между v и х, по
зволяет найти величину х, если скорость и известна, или, н а 
оборот, зная х, определить и.

Пример 144. Клеть весом Р опускается на канате равно
мерно со скоростью с'0. Внезапно верхний конец каната защ ем
ляется. Определить наибольшее удлинение каната после защ ем
ления, если его статическое удлинение под действием веса клети 
равно >.сг (рис. 181).

Р е ш е н и е .  На клеть действуют две силы: сила веса Р  и 
сила упругости каната F =  cX, где с — жесткость каната, X — 
его удлинение. Пока клеть опускается равномерно, удлинение 
каната равно статическому удлинению (А. =  А.СГ) и сила Р  урав-



н о в е ш и в ае тс я  си лон  уп р у го сти  к а н а т а ,  т. е.

и, следовательно,

Положение центра тяж ести клети в момент защ емления каната 
выбираем за начало координат и ось х  направляем  по верти
кали вниз. После защ емления каната , благодаря его способно
сти деформироваться, клеть продолжает опускаться. В момент, 
когда удлинение каната достигает максимальной величины, ск о 
рость клети обращается в нуль. Обозначая через X проекцию на 
ось х  равнодействующей сил, приложенных к клети, и учитывая, 
что =  Х ст -Ь  .V, имеем:

В этом случае X = f ( v )  и теорему о кинетической энергии 
применяют в дифференциальной форме:

П рименяя теорему о кинетической энергии, 
имеем:

X X

г

откуда

Р

Следовательно,
х
Р ис .  181

1 р е т  ь я г р у п п а

Т о ч к а  д в и ж е т с я  п р я м о л и н е й н о  под  д е й с т в и е м  с и л ы ,  
я в л я ю щ е й с я  ф у н к ц и е й  с к о р о с т и  э то й  точки

=  X dx  =  /  (и) dx.



Прежде чем интегрировать, здесь нуж но разделить перемен
ные, что даст:

т =  dx.  Отсюда: т  (* =  х —  х  . f (f) J  / i n  0

Выполнив интегрирование и решив полученное после этого 
уравнение относительно и, находим скорость как некоторую 
функцию от х, т. е. и =  Ф( х) .  Если в задаче требуется найти
закон прямолинейного движ ения  точки, то, зам еняя  у на ^ ,
получим:

£ - Ф М .

или. разделяя переменные,
dx

ф U)
отсюда

=  dt,

Это уравнение устанавливает зависимость между .г и /. т. е. 
дает искомый закон движ ения материальной точки.

В некоторых случаях , когда действую щая на м атериальную 
точку сила зависит от скорости этой точки, закон движ ения точки 
можно найти несколько проще, применяя совместно и теорему
о количестве д виж ени я  и теорему о кинетической энергии.

Если X  =  f ( v ) ,  то, применяя теорему о количестве движения 
в дифференциальной форме, имеем*:

т  dv  .. 
г т т  =  dt.  
f  (v)

Отсюда, интегрируя, получаем уравнение вида:

Ф (и) =  / — /„. (а)

П рим еняя  затем теорему о кинетической энергии, в диффе
ренциальной форме, получим:

mv dv . 
т т ~7 =  dx.I (v)

Отсюда, ин тегри руя ,  имеем:

t y(v)  =  x  —  х 0. (б)

И склю чая  теп ерь  из уравнении (а) и (б) переменную и, нахо-

* См.  § I н а с т о я щ е й  г лав ы.
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дпм зависимость между координатой х  и временем /, т. е. нахо
дим искомый закон движ ения .

Пример 145. В момент, когда скорость моторного судна 
равна ий, выключается мотор. Сила сопротивления воды опре
деляется по эмпирической формуле:

R  =  a v  | К ,

где а  и р — постоянные. Масса судна равна т.  Найти расстоя
ние, которое пройдет судно с момента выключения мотора до 
остановки.

Р е ш е н и е .  Н аправляем  ось х в сторону движения судна и 
выбираем начало координат и той точке, где находился центр 
тяжести судна в момент выключения мотора. Проекция иа ось х  
силы сопротивления, приложенной к судну, равна

X  =  — (а и |- ру2).

Так как эта сила является  функцией скорости, то применяем 
теорему о кинетической энергии в дифференциальной форме:

d ( ~ \  =  X  dx =  — (а р и) и dx.

Р азделяя  переменные, получим:
ш d v  ,

------ —5-  =  dx.а  +  рг
Обозначая о путь, пройденный судном, и учитывая, что в на
чале этого пути скорость судна равна и0, а в конце обращается 
в нуль, имеем:

О  U Со  [  и

С ,  Г d v  Г* d x  т  I  ,  , О  . .  "i  I

j d x = - " ' \  3 Й Т  =  J  1,1 (“  =  T  1 “ ’0 v0 « "
откуда

“ “ f 1" ! 1 1

Пример 146. М атериальная точка массы т,  получив началь
ную скорость v0, движется но горизонтальной, абсолютно глад
кой плоскости, испытывая сопротивление среды, определяемое 
формулой R = k m Y  V,  где и  — скорость точки. Найти закон дви
ж ения точки.

Р е ш е н и е .  Рассмотрим решение этой задачи при помощи 
совместного применения теоремы о количестве движения и тео
ремы о кинетической энергии.



Принимая начальное полож ение точки за начало координат 
и направляя  ось х  в сторону движения точки, находим:

А =  — R  =  — km  \ ги.

П рименяя теорему о количестве движ ения и теорему о кине
тической энергии в дифференциальной форме, имеем:

d (mv)  — X d t  =  —  k m  V v dt
и

d  ( =  X d x  =  — k m  V v  dx,

или, разделяя  переменные и сокращ ая  их на т:

■5- =  — k d t  и | v d v  =  — kd.x,
V v

интегрируя эти у равнени я , находим:
; t v  X

l f v =* - k l d t ' i  1 V ‘l« =  - b $ d x .

Отсюда
k t

V v - V  v 0 =  - T  (a ')

v~2- v ;  . (6 ')

Чтобы найти зависимость между v и t, достаточно из у р а в 
нений (а ')  и (б') исключить скорость v. Из уравнения  (а ')  имеем:

I V =  V 2 =  V  V0—  J  .

П одставляя это значение в уравнение (б'), получаем:

» . V v . - ( V v .  - £ Y
Л * _  3 к \  v ° V ) -  3 к

Эго уравнение, выражающее л: как функцию времени t, 
и есть искомый закон движения точки.

Из уравнений (а ')  и (б') можно такж е найти время 7\ в тече
ние которого двигалась точка до остановки, и пройденный ею 
за это время путь а. П олагая  в равенствах (а) и (б) у =  0, 
имеем:

t  =  t v  0 = I 1V = 3W ' !V
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Задачи т ипа II 

П е р в а я  г р у п п а
Точка  д в и ж е т с я  к р и в о л и н е й н о  г.од д е й с т в и е м  п о с т о я н н о й  силы

Такой постоянной силой является обычно сила тяж ести , т. е. 
вес Р  м атериальной точки. Поэтому работа силы определяется 
по формуле А =  — P ( z  —  z n) при условии, что ось z  направлена 
по вертикали вверх. С ледова
тельно, применяя в этом случае у  
теорему о кинетической энергии, 
получаем уравнение:

Ш и III L'
~2------- 2-  =  —  P ( 2 - z a).

Пример 147. Определить для 
данного момента высоту h подъ
ема тела М,  брошенного под уг
лом « к горизонту с начальной 
скоростью и0, если в этот момент 
известен угол 0 , образуемый скоростью v 
осью абсцисс.

Сопротивлением воздуха пренебречь (рис. 182).
Р е ш е н и е .  Так  как  действующая на тело сила тяжести Р 

вертикальна , то проекция скорости на горизонтальную ось х 
остается постоянной и равной своему начальному значению, т. е.

L' . =  const - -  cos а.

Р и с  182

с горизонтальной

и и

С другой стороны, их =• и cos О,
V„COS tt

поэтому v  cos а =  v cos 0 .

cos 0
П рим еняя  теорему о кинетической энергии, в конечной форме 

на участке пути ОМ  имеем:

пш
о - - T T = A p =  - P - h  =  - m g h .

Отсюда

2g

V -,ls~(t 
cos" (J

о , _COS- tt
~  2s I  cos2 0

В т о p а я г p у и и а
Т очк а  д в и ж е т с я  к р и в о л и н е й н о  под  д е й с т в ие м  си лы,  

з а в и с я щ е й  о т  п о л о ж е н и я  э т о й  точки

В задачах этой группы теорема о кинетической энергии при
меняется обычно в случае, когда для сил, действующих на мате
риальную  точку, существует силовая ф ункц ия . Тогда работа 
вычисляется по формуле (173).
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С ледовательно ,  в этом с л у ч а е  имеем:

I I I V

~  - ~  =  А =  и - и 0.

Пример 148. Д \атериальиая частица массы т  =  90 г, нахо
дящ аяся  в поле силы тяжести, отталкивается от неподвижного 
центра 0  силон, обратно пропорциональной квадрату расстоя
ния частицы от этого центра (рис. 183). В начальный момент 
частица находится в положении A f0 (.v0 =  1 см;  //„ =  2 см; z q — 2 cm) 
и имеет скорость г.’0 — 28 1 5 см сек, направленную  так, что при 
дальнейшем движении частица проходит через точку =  2 см;  
I/, = 4  см; г, = 4  см).

Рис  183

Определить скорость частицы в точке A f , t если известно, 
что величина отталкивающей силы в момент, когда частица нахо
дится в положении Af0, равна 0,03 н.

Р е ш е н и е .  На частицу действуют две силы: сила тяжести

Р — nig и отталкивающ ая сила F , где г — расстояние ОМ.
Определим коэффициент к.  В начальный момент но условию 
задачи F =  F0 =  0 .03 н и г  =  r\  =  х\  -j- у * г* =  9 ■ 10" 1 дг. Сле
довательно. к — F / I  — 0,03 9 10" 4 =  27 К)- *.

Применяем теорему о кинетической энергии на участке пути
М М . ШИ. пи.'.

1 /> -Ь А
mvt ни.',,
2 2

но на основании формул (182) и (184) имеем:

15 (г, — г0) -  — wfftz, — z0);А р  —



сле д о в ате л ьн о ,

~ -  10
кроме того.

• I -V; : г ; = 1  9 -  3 «г ,  r . - F x f + t f - :  г ; - 6  г.ч. 

Отсюда

1); =  t - : - 2 g ( г , - г . )  +  2* , ^ ; 7 Г||> =  (28 | 5 ) М 0 - - 2 - 9 , 8  0,02 +

+  ^ е т ^ - ° ' 01 М Т О Т Й ^ О И  м,сек.

Т р е  т ь я г р у п п а

Д в и ж е н и е  т оч ки  при н ал и чи и  сил с о п р о т и в л е н и я

Пример 149. Автомобиль весом G, обладающий в положении 
М , скоростью и, (рис. 184), начинает с этого положения дви
жение самокатом и в положении М г приобретает скорость и г, 
после чего включается двигатель. Определить суммарную работу 
сопротивлений движению автомобиля на участке М ,М 2, а такж е 
среднюю величину приведенной к центру тяжести автомобиля 
силы сопротивления движению. Высоты /У, и Н г даны.

Р е ш е н и е .  П рименяя теорему кинетической энергии в конеч
ной форме на участке пути М ,М ,, имеем:

где А с — абсолютная величина суммарной работы сопротивлений 
движению автомобиля. Отсюда

я , - о ( »; - » : ) .



Среднее значение суммарной силы сопротивления движению на 
участке M tM : определится так:

: к  =  9 .
S' S

где s — длина участка М 1М г.

К л а с с и ф и к а ц и я  за д ач

Т а 6  л  и и а 18

Типы
Группы задач

1-я 2-я З-я

I
П р я м о л и н е й н о е  

д в и ж е н и е  т очки

П о с т о я н н а я  с и 
л а  ( з а д а ч и  773.  
771,  777— 781.  
805)

С и л а ,  з а в и с я 
щ а я  от  п о л о ж е н и я  
т о ч к и  ( з а д а ч и  699,  
78")— 787,  793—

С и л а ,  з а в и с я 
щ а я  от  с к о р о с т и  
( за д а ч и  687,  689,  
693,  695,  696.  782)

II
К р и в о л и н е й н о е  

д в и ж е н и е  т очки

П о с т о я н н а я  с и 
л а  ( з а д а ч а  783)

С и л а ,  з а в и с я 
щ а я  от  п о л о ж е н и я  
т о ч к и  ( з а д а ч а  788)

Д в и ж е н и е  т оч ки  
при н а л и ч и и  с ил  
с о п р о т и в л е н и я

§  5. П Р И Н Ц И П  Д А Л А М Б Е Р А  Д Л Я  М А Т Е Р И А Л Ь Н О Й  Т О Ч К И

Векторное дифференциальное уравнение движ ения несвобод
ной точки имеет вид

т ю — F  | /V,

где /-' — действующая на точку заданная (активная) сила,
N  — реакция связей (рис. 185).

Это уравнение можно переписать так:

f  +  Л Ч  ( - / / 1х*) =  0. (192)

Последшп"; член уравнения  (192) представляет собой некото
рую силу, по модулю рапную произведению массы т точки на 
ее ускорение w и направленную  
противоположно этому ускоре- 
нию. Эта сила называется си
лой инерции и обозначается 
Л и\  т. е.

/•'(И) — — nnv. (193)

Р и с . I8 j  Р ис. 1 «в
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П ользуясь  этим обозначением, уравнение (192) можно пред
ставить в следующем виде:

F  +  /V - ! -Я и, =  0, (194)

т. е. заданная сила , действующая на м ат ериальную  т очку, реак
ция связей и сила инерции для каждого момента движения урав
новешиваются (принцип Д алам бера).

Таким образом, силу инерции можно определить так же, как 
такую  силу, которая, будучи приложена к материальной точке, 
уравновешивает все заданные силы, приложенные к этой точке, 
и реакции связей.

Проекции силы инерции на координатные оси на основании 
равенства (194) выражаю тся следующим образом:

р мх' =  - т х ,  F1"/ =  — т у, F*V =  —  m z. (195)

При криволинейном движении материальной точки сила инер
ции слагается  из двух составляющ их, из которых одна направ
лена по касательной к траектории, а д ругая  — по главной нор
мали (рис. 186). П ервая составляющ ая называется касательной, 
или тангенциальной, силой инерции и обозначается вторая 
составляю щ ая называется нормальной силой инерции, или цент
робежной силой, и обозначается / г<"), причем

F (" L  —  mw<'\ F ^  =  — m w <'*>. (196)

Д л я  модулей тангенциальной и нормальной сил инерции 
имеем следующие выражения:

|Я "> | =  / « | ^ | .  I Я"» I =  —  . (197)I Т I I dt I I " I о '

Если точка совершает вращательное движение по о круж н о
сти радиуса R  с угловой скоростью со и угловым ускорением е, 
то модули тангенциальной и нормальной сил инерции выразятся 
следую щим образом:

1 ! -  m R  11- 1. I F™  I =  (198)

Тангенциальная и нормальная силы инерции направлены 
соответственно противоположно тангенциальному и нормальному 
ускорениям точки.

Задачи, относящиеся к этому параграфу, можно разделить 
на следующих три типа:

I. .Материальная точка движется прямолинейно.
II. М атериальная точка совершает криволинейное равномер

ное движение.
III.  М атериальная точка совершает неравномерное криволи

нейное движение.
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П р я м о л и н е й н о е  д в и ж е н и е  не с в о б о д но й  м а т е р и а л ь н о й  точки 
( з а д а ч и  637— 640,  (547. (>48, 64!))

В этом случае радиус кривизны траектории о =  со и, следо-
г'(и) mvг г.вательно, t  п =  —  =  0 , поэтому сила инерции состоит из одной 

тангенциальной составляющей, т. е. F1"' =  Fl"t \
Пример 150. Тело весом Р движется прямолинейно с данным 

ускорением w  по горизонтальной плоскости под действием неко
торой силы F,  образующей с 
горизонтом угол «. Определить 
модуль этой силы, если коэф
фициент трения между передви
гаемым телом и плоскостью ра
вен /  (рис. 187).

Р е ш е и и е. На рис. 187 по
казаны действующие на тело 
силы: пес Р,  сила F.  нормаль
ная реакция пола N  п сила тре
ния F t]l. Если прилож ить к те
лу  силу инерции /7<"), направ- 
ленпую _противополож но уско
рению w,  то располагая  коор

динатные осп, как указано на рисунке, будем иметь два урав
нения равновесия:

2  А' =  F  cos a — f N — F("] =  0,
V  Y  — F sin u — P -f  N  =  0, 

p
причем =  mw  =  — w.

1 в
Реш ая совместно эти уравнения, находим:

F \  Я ) ____ __________ р
cos a  j- / sin а  ц  (cos a - \ - f  sin а)

Задачи т ипа II

Р а в н о м е р н о е  к р и в о л и н е й н о е  д в и ж е н и е  не с в о б од н ой  м а т е р и а л ь н о й  точки
( за д а ч и  646.  670)

Если материальная точка движется по некоторой кривой 
с постоянной по модулю скоростью (г — const), то тан ген ц и аль

ноное ускорение точки равно w. — —  =  (), поэтому сила инерции 
состоит из одной только  нормальной составляющей, т. е. 
F (,u F"n.

З а д а ч и  т и п а  I



Пример 151. Полый полушар радиусом R =  2 м равномерно 
вращается вокруг своей вертикально расположенной осп сим
метрии, делая  30 об/лшн. Внутри полуш ара находится шарик 
весом Р =  2 н .  Найти высо-

Isту //, соответствующую поло
жению равновесия ш арика  от
носительно полуш ара и р еак 
цию полуш ара N  в этом по
ложении (рис. 188).

Р е ш е н и е .  Три силы — 
вес ш арика Р, нормальная 
реакция полуш ара /V и сила 
инерции Fl>,) — уравновеш ива
ются. Располагая  координат
ные оси, как у казан о  на ри
сунке, и обозначая а  угол, 
образуемый реакцией N  с го
ризонтом, составляем уравне
ния равновесия:

2  X  =  F(H) — N  cos а  — 0; V  У =  N  sin а  — Р — 0.

Учитывая, что при равномерном вращении полуш ара F(n) — 
=  fJ,10 =  т А Мм* — niR  cosao)2, эти уравнения можно переписать 
так:

N  cos a  =  m R  cos «со2, N  sin a  =  P.

Из первого уравнения находим:

iV — niRio2 =  —■ R m2,

HO
.'Ut I I

® =  30 =  л  ' ' 

Следовательно, /V =  ~  R n 2 =  • 2 • 9,86 4 h.

Из второго уравнения находим: 
Р Pg яsin a

9,81
A’ —  Р R n * —  Rn*  2 - 9 , 8 6  2 ' 

откуда a  =  30°. Д алее  из треугольника СМ  А имеем:

С А =  R  sin ti =  1 м,
и, следовательно,

/2 =  О Л = О С  — С Л = 2 — 1 =  1 м.

Пример 152. Л ента ленточного конвейера наклонена к гори
зонту под углом а. Определить минимальную скорость ленты,
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при которой несомая лентой частица руды отделяется от поверх
ности лепты в месте набегания ленты па барабан, если радиус 
барабана равен R  (рис. 189).

Р е ш е н и е .  На частицу, находящую ся (5 данный момент 
в точке набегания ленты иа барабан, действуют: вес Р, нор

мальная реакция барабана
У\ N  и сила трения Fr]t. При 

кладываем к частице нор
мальную  силу инерции Г*"1 
и составляем уравнение рав
новесия полученной после 
этого системы сил, проекти
руя  эти силы на ось у, на
правленную  по нормали к по
верхности ленты:

У, У — F1',? 4 iV — Р  cos а =  0,

Ни)но F \;  =  -j поэтому N  —

. Частица от-

поверхиостн 
ленты вместе набегания ленты 

на барабан , если N  =  0. Поэтому минимальная скорость, при ко
торой происходит отделение частицы от ленты, определяется из 
уравнения:

R '
п Р1’2 — Р  cos а ----- --

деляется от

откуда

Рту
Р cos а ----- -- = 0 ,

gR

v =  V g R  cos а.

Задачи т ипа I I I

Н е р а в н о м е р н о е  к р и в о л и н е й н о е  д в и ж е н и е  н ес в о б о д н о й  м а т е р и а л ь н о й  точки 
( за д а ч и  802, 803, 8 1 6 — 820, 822)

В этом случае при решении задач по принципу Д алам бера  
к движущ ейся материальной точке необходимо приклады вать 
две силы инерции: тангенциальную  FUx и нормальную  / ,<"|). 
Уравнения равновесия лучше составлять так, чтобы в каждое 
уравнение входила только одна из этих сил инерции, д л я  чего 
координатные оси следует н ап равлять  по касательной и главной 
нормали к траектории движ ущ ейся точки.

В выражение нормальной силы инерции входит величина иг\ 
если скорость v в данной задаче неизвестна, то ь большинстве
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случаев для ее нахождения проще гсего применить теорему 
кинетической энергии материальной точки.

Пример 153. Математический маятник длиной / и весом Р 
отвели на угол q>0 от положения равновесия и сообщили ему 
начальную  скорость и 0, направленную  перпендикулярно к нити 
вверх. Найти натяжение нити маятника в зависимости от угла 
Ф инти с вертикалью  (рнс. 190).

Р е ш е н и е .  Четыре силы — вес маятника Р, реакция нити /V, 
касательная и нормальная силы инерции F{"] и F{"?, согласно 
принципу Д алам бера, уравновешиваются. Поэтому, проектируя 
эти силы па нормаль траек
тории маятника (на направ- \0 
ление радиуса МО), получим

Чтобы найти скорость v маятника, применим на участке пути 
М аМ  теорему о кинетической энергии:

Пример 154. М атериальная частица находится внутри неподвиж
ного цилиндра радиусом R .  В начальный момент частица находится 
в положении М 0 и получает вертикальную  скорость v 0. Коэф
фициент трения частицы о поверхность цилиндра равен /. П ре
небрегая действием силы тяж ести , найти зависимость между 
скоростью v  частицы и углом а ,  определяющим ее положение 
внутри цилиндра (рис. 191).

то из этого уравнения нахо
дим

N  — Р  cos ф — F['n = 0 .

Н о  h =  /  cos ф 0 — / cos ф =  I (cos ф 0 — cos ф ), а поэтому
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Р е  ш е  н и е .  На частицу действуют: нормальная реакция 
цилиндра iV и сила трения Г 1]Г Применяя принцип Д алам бера, 
прикладываем к частице тангенциальную  F{ и нормальную F1̂

силы инерции. П риравн ивая  
нулю сумму проекций этих 
сил на нормаль, получим:

или

N — F['u) — О,

д г __ жг€и> _гпхгА -  / „ -  R .

гтр. 
Рис.  191

Согласно закону Кулона,

Д алее  применяем теорему о кинетической энергии в диффе
ренциальной форме:

< l № )  =  - F „ d s .

Отсюда, учитывая, что ds =  R da , имеем: m vdu  =  — f R d a  или 
dv , 7~  =  —  fda.

Интегрируем

— /  \ da  или In — =  ' ' vn fa.

откуда
V =  VJS - f a

Д И Н А М И К А  СИСТЕМ Ы

Г л а в а  IV

О Б Щ И Е  Т Е О Р Е М Ы  Д И Н А М И К И  С И С ТЕ М Ы

§  1. Т Е О Р Е М Ы  О К О Л И Ч Е С Т В Е  Д В И Ж Е Н И Я  С ИС Т Е М Ы  
И О Д В И Ж Е Н И И  Ц Е Н Т Р А  МАСС

Количеством движения системы называется геометрическая 
сумма количеств движения всех м атериальных точек этой 
системы, т. е.

К - 2  mv ,  (199)

т



где К — количество движения системы; отсюда получаем проек
ции количества движения на координатные оси:

т х.

шг.

(200)

Теорема о количестве движения системы формулируется так. 
Вект орная производная по времени от количества движения 

системы равна главному вектору всех внеш них сил, прилож енных
к этой системе, т. е. dK

dt (201)

отсюда следует, что производная по времени от проекции коли  
честей движения системы на данную  неподвижную ось равна про 
екции  главного вектора внеш них сил на т у же ось, т. е.

dKx _  n(< ) _  V  v (l’)
dt ~  *  * -  Z - Л • 

^  =  <  =  V v - , ( 202)

Центром масс системы называется геометрическая точка С, 
координаты которой определяются по формулам;

V  тх 
х  =  ——

М '
У  ту

Ус

г = S _  
М

М
тг

(203)

где М  — масса данной системы, причем М  =  'У т \ х, у. г — коор
динаты материальных точек этой системы. Из формул 203) сле
дует, что положения центра масс и центра тяжести твердого 
тела совпадают.

Если данная система состоит из нескольких, например, из 
трех тел, то, обозначая массы этих тел /И,, /VI2, М ,, а их центры 
масс (центры тяжести) С,, С г, С 3, имеем:

Ус

М,*с. +  M 2x Ct -Ь Л/, х Ся 
~  м

MiffC, +  Mg&Ca +  - з̂УС'
м

■О \гс, М 2?с-i +  М »гс3
м

(204)
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Если предполож ить, что в цент ре масс сосредоточена вся 
масса системы, то количество движения системы будет равно 
количеству движения ее цент ра масс (цент ра тяж ести). Следо
вательно, обозначая через ис  скорость центра масс системы,
имеем

K = M v c , (205)

с>

отсюда:

K x =  M v Cl =  M  х
K v =  M v C l - M i f c , \  (205')
K ,  =  M v Cs =  M z c . I

Учитывая, что ускорение центра масс С равно — из 
равенств (201) и (205) имеем

M w c =  R ie> =  ' £ F e>, (206)
отсюда

M x c =  R le) =  2 X ie>, I
М у  с  =  R f  =  %  Y {e\  /  (206')
М 7(:= R 'f> =

Уравнения (206') представляют собой дифференциальные 
уравнения движ ения центра масс системы и выраж аю т следую 
щую теорему о движении этого центра: цент р масс системы  
движется т ак же, как мат ериальная точка, в которой сосредо
точена масса всей системы и к которой приложены все внешние  
силы, действующие на эт у систему.

С л е д с т в и е .  Если главный вектор внеш них сил или  его 
проекция на данную  неподвижную ось равны нулю , то количество 
движения системы или  его проекция на эту ось остаются неиз
менными, т.  е.

1) если 7е<") =  2 / ,(<’)= 0 ,
то

К  =  2  т и  =  М  vc  =  c o n s t ; (207)

2) если R[e) =  V  X in =  О,
то

А =  =  M v Cx ~ const.  (2077)

Задачи, относящиеся к этому параграфу, можно разделить 
па следующие три основных типа:

I. Задачи на вычисление количества движ ения системы (за 
дачи 966—969).

II. Задачи, в которых осуществляется сохранение количе
ства движ ения системы пли его проекции иа данную  неподвпж-



i ivio о сь ,  т .  е .  п р и м е н я ю т с я  р а в е н с т в а  (207) ил и  (207') (Задачи 
951—957, 970—974).

111. Задачи на применение теоремы о количестве движения 
системы или о движении центра масс к определению реакций 
связей (задачи 958—963, 975—980).

Задачи пит а I

Задачи этого типа можно решать двумя способами: либо при 
помощи формул (199) и (200), либо при помощи формул (205) и (206)

Пример 155. В механизме, изо
браженном па рис. 192, кривошип 
ООх =  г весом Р ,  вращается в вер
тикальной плоскости вокруг не
подвижной осп О с постоянной 
угловой скоростью (I) и приводит 
в движение колесо / радиусом г 
и весом Р, которое катится без 
скольж ения по неподвижному ко
лесу / /  радиусом 2г. Центр т я ж е 
сти колеса / находится в точке
О,. Прямолинейный стерж ень А В  
весом Р 2, соединенный шарниром 
А с колесом /, движется посту
пательно в вертикальных н ап рав
ляющих.

Найти проекции количества 
движения этой системы на коор
динатные оси v и {/ (рис. 192).

Р е ш е н и е .  Первый способ.
Д а н н а я  система состоит из трех 
тел: кривошипа ОО,, подвижного Рис 192
колеса I и стерж ня А В . Поэто
му К  =  К 1 Н- К г +  /<,, где / ( , ,  1\г, K s —  количества движения 
кривошипа, колеса /  и стерж ня А В .

На основании формулы (205), применяемой к каждому из 
этих тел в отдельности, имеем

1? -  ■ Р2 ~ , Р -
К  = 7  “ г , " г ,  +  т  v o ,  (а;

где v 0t, vCi, иСз —  соответственно скорости гочек О,, С, (центрг 
тяж ести кривошипа) и С г (центра тяж ести стержня).

Так как точки О, и С, принадлеж ат кривошипу вращающе
муся вокруг оси О, то векторы oCi и и0г перпендикулярны 
к 0 0 , и по модулю равны:

УС, =  -2 10 11 u 0 i  — г ш ‘
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Так как стерж ень А В  движется поступательно, то vc = v A, 
причем вектор ил направлен по АВ.

Чтобы найти скорость точки А,  принадлеж ащ ей колесу / ,  
заметим, что мгновенный центр вращ ения этого колеса нахо
дится в точке С касания колес / и / / .

Следовательно,
V a A C  2r  sin сг 0  .

Й = < л с =  '  = 2 s i n < p '

где ср =  с о /— угол поворота кривошипа; 
отсюда

v A ■■= 2c»0i s i n  ср =  2 г  со s i n  (со/).

Теперь из равенства (а) находим искомые проекции количе
ства движ ения данной системы:

Р. Р  ГО) COS ф  /  Р .  . п \
Д  Л. =  -  с'С| c o s <| -  -  с-0 COS <| = --------- ^  4 -  Р  J  =

=  2 p )t 

к  у  =  J  и с,  s i n  Ф +  у  и о,  s i n  ф  +  ~ г -ол  =  ^ - ~  со s i n  со/ |-

, Р ■ 4 1 2 Р -  • , Г(,) Sill Ml . п  , 0  п  , , п  ч- -----rcosm со/ --------- гсо sin со/ =  —------ (Р.  -г 2 Р  -г 4 Р .).
е в  2s  1 2

Второй способ. И а основании формул (204) имеем:

, ,  Р. , Я ,  . Р  д .  Р ,  1 Р 2 , Р
М * с  =  А-С| +  - 2 Л-С, +  J  X0i, A l l / , ,  =  ~  I/с, +  “  /Ус., +  7  //О,.

где /VI— масса всей данной системы, состоящей из трех тел;
С — центр масс этой системы.

Из рис. 192 находим:

a Ci =  —  ОС, s i n  ф  =  —  j  s i n  со/ ,  д-Сг =  0,

t/Ci — — ОС, c o s  cf =  — - j  c o s  со/ ,  //Cj =  А С г — О A =  I — 2 r c o s  со/,

где
I =  А С г =  c o n s t ,  

x 0i =  —0 0 , s i n  ср =  — г  s i n  со/,

//0i =  — 0 0 ,  c o s  ф  =  — г c o s  со/.

Следовательно,

p  r : o m / s l n c . ) /M x c — -----J Tj- sin со/------ г bin со/ =  — (P  -j- 2P)  —~—  ;с g 2 Й 4 1 2 g
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M y r  =  — —1 • 4 - cos со/ — — r  cos in /+  — ( / — 2r cos a)/) =
Jc s  * R 4

=  - r- ^ - ‘ ( P ,+ 2 P  +  iP , )  +  ^ l .

Отсюда на основании формул (205') получаем:

К х =  М х с -  " r(,:2gOSO-  (Я, +  2Р),

K y =  ^ c e i : ^ ( ^ + 2 P  +  4 P t).

Задачи т ипа  / I

К задачам второго типа относятся задачи, в которых сумма 
проекций всех внешних сил па данную неподвижную ось, на
пример, на ось .V, равна нулю. В этом случае (см. равен
ство 207') имеем

K x =  '2l rnvx =  cons\..

Следовательно, если обозначим К 0 количество движения системы 
в начальный момент (при / =  0), то К Х =  К 0Х или

2 / H U x  =  2 » K >  0 .V  ( 2 0 8 )

Если в начальный момент система неподвижна, т. е. н ач аль
ные скорости всех ее точек равны нулю, то в этом случае 
К 0х — 0 и , с л е до в а тел ьно,

2 > у* =  0. (209)

Так как К х — M v c a (см. равенства 205'), то при К х — const 
имеем:

V c T =  ( ^ C t ) r = o -

Если в начальный момент скорость центра масс системы 

равна нулю, то (ус*)/=о =  0 и, следовательно, vCa =  0 или ^ f  =  0 ; 

отсюда
а (. =  const =  хс„, (2 Ю)

т. е. абсцисса цент ра масс системы в рассматриваемом случае 
постоянна.

Задачи второго типа можно решать двумя способами:
1) на основании равенств (208) и (209);
2) с применением равенства (210).
Пример 156. Определить перемещение плавучего крана, под

нимающего груз весом Р . - 2 0  кн,  при повороте стрелы крана 
на 30° до вертикального положения. Вес крана Р г =  200 кн,  
длина стрелы 0Л  =  8 м.  Сопротивлением воды пренебречь 
(рнс. 193).

1 2 В  : ! - ' к  - ^ 3 2  3 2 j



Р е ш е н и е .  Первый способ. В данном задаче имеем систему, 
состоящую из двух тел: плавучего крана и груза; внешними 
силами, приложенными к этой системе, являю тся вес крана Р 2,

вес груза  Р ,  и вертикальное давле
ние воды, направленное снизу вверх 
(архимедова сила). Гак как все эти 
внешние силы вертикальны, то сум
ма их проекции на горизон тальную  
ось .V равна нулю.

Кроме того, в начальный момент 
система неподвижна, поэтому, при
меняя равенство (209), получим

Н  + Н - о .
где i>)X и и„х — проекции на ось х 
абсолютных скоростей груза  и пла
вучего крана.

З ам еняя  i»JX и v ix на ~  и , где а , и л-,—  соответственно 
абсциссы груза  и центра тяж ести крана, получим:

I ^ 2  £̂2 ___  А

g dt Т  1> d t ~
пли, интегрируя,

Р 1Х> +  Р 2Х2 =  COnSt =  Р ХХо, -I- Р гХ02,

где л01 и v0J - абсциссы груза  и центра тяж ести крана в н ач аль
ный момент, причем, как  видно из рисунка,

A'0I =  — О А  s in  3 0 ° =  - 4 .

В момент, когда стрела займет вертикальное положение, 
абсцисса а , ,  груза будет равна перемещению s  крана; следова
тельно, в этот момент имеем

или

Так как

то

откуда находим

P , s  -I- P t A, =  4 Р ,  -j- Р.А 'о,

V* - ' V oa =  S,

(P, +  P t ) s = - 4 P l ,

4 P x
s== " р Г ( " к . ==- п  =  - ° ' 36л<-

Знак минус указывает на то, что кран переместился влево. 
Второй способ. Применяя равенство (210), имеем

А с  =  COIlst,
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где x r  — абсцисса центра масс (центра тяжести) данной системы 
(груза  и крана).
Но

т . . -(- 1Н2\ \  Р.х.  4  Р , х,
Хс  ~  m ,  +  m 2 ‘ ~  Р ,  +  Р 2 “ ’

поэтому
Р 1-V, 4- Р 2*2 =  const.

Таким образом, мы имеем то ж е  уравнение, которое полу
чили выше, при первом способе решения задачи. Пз этого урав 
нения так же, как при 
первом способе решения, 
находим искомое переме
щение крана.

Пример 157. Н а  гори
зонтальной платформе ве
сом Р ,  установлена на
клонная плоскость А В , 
образую щ ая с горизон
том угол а  (рис. 194). По 
этой наклонной плоско
сти при помощи лебедки 
поднимается гр у з  С весом 
Р 2 т ак ,  что расстояние АС  изменяется по закону s =  —■ a t2.
В начальный момент вся система находится в покое.

Определить скорость, с которой будет двигаться платформа; 
сопротивлением движению платформы пренебрегаем.

Р е ш е н и е .  Первый способ. В данной задаче мы имеем си
стему, состоящую из двух тел: платформы и груза С; внешними 
силами, приложенными к этой системе, являются вес плат
формы Р , ,  вес груза Р г и нормальные реакции /V, и /V, рельсов 
в точках D  н Е . Т ак  как все эти силы вертикальны, то сум м а 
их проекций на горизонтальную  ось х  равна нулю, т. е.
2  А (<,) =  0 ; поэтому, учитывая, что в начальный момент система 
неподвижна, и применяя равенство (209), как в предыдущей за- 
даче, получим

Р\ \ Р* П / '
у! “ , * + g 4 *  =  ° .  (а!

где v iX и и2Х— проекции на ось .v скоростей платформы и груза.
Если поступательное движение платформы принять за  пере

носное движение, то относительным движением груза будет его 
перемещение по наклонной плоскости А В .  Следовательно, вектор 
оГ относительной скорости груза направлен параллельно А В  и 
по модулю равен
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Вектор i»e. переносной скорости груза равен скорости плат
формы с \, параллельной оси .v; поэтому

Vcx = V xx =  Vr

По теореме сложения скоростей имеем: v2X — vet-\- v , o— -j at  cosu. 
Поэтому равенство (а) перепишется так:

Отсюда находим

~2(v  4- at cos «) =  (). 
8  1 S  1

P 2
v i =  - / v i - / j: Q/C0Sa-

Зн ак  минус указывает на то, что платформа будет перемешаться 
влево.

Второй способ. Абсцисса центра масс данной системы равна 
_  /»,.у, -j-/n8.vt __ Я , -у, -j- Pvу2 

с  т ,  +  /и* Я , +  Р г ’

где .V, и х г—- абсциссы центров тяжести платформы и груза. 
Следовательно, на основании равенства (210) имеем

Р 1 л', -f =  const.

Но, как видно из рисунка, л2 =  д-, — / -f s cos а ,  а потому 
Я,*, -г Я, (.V, — / -f s cos <х) =  const.

Дифференцируя это равенство по t, получим:

+ r > s “ ) =  0-
или

(Я, ,./>,) 4 * - cos  и,
отсюда

</х, Р 2 .=  =  _  — p - ^ c o s a .

Задачи т ипа  / /  /
Задачи типа 111, в которых требуется определить реакции 

связей, такж е можно решать двумя способами:
1) но теореме о количестве движения системы (по уравне

ниям (202)];
2) по теореме о движении центра масс [по уравнениям (206')). 
Пример 158. Мотор, вес которого равен Я, прикреплен

к фундаменту болтами.
Вес ротора мотора равен Я2, а его центр тяжести С 2 смещен 

относительно осп вращения на расстояние 0 С 2 — е. Ротор вра-
Л ( 2

щается по закону Определить вертикальное давление

мотора на фундамент и горизонтальное усилие, приходящ иеся



на все болты, в момент t =  1 сек 
(рис. 195).

Р е ш е н и е .  Первый способ.
В данной задаче мы имеем си
стему, состоящую из двух тел: 
корпуса мотора и ротора.

Внешними силами, прило
женными к этой системе, я в л я 
ются вес мотора, вес ротора, 
реакции в болтах.

Обозначим вертикальные ре
акции в точках /1 и В  через 
У д\\ Y  н , а горизонтальные ре
акции обозначим Х А и X н.

Если количества движения 
мотора и ротора обозначим /С, 
и /С2, т о  копичество движ ения р ис 195
данной системы будет К  =  К Х +
Н- /С2. Так как мотор неподвижен, то /<, =  0 и, следовательно, 
К  =  К г.

Количество движения ротора находим по формуле (205)

( (( 0 X

Y„
R ч /

p, У  
\

Ye

В
h . x H

IV/Л S / / / / / / Z V / / / S M '/////

где и2— скорость точки С,. Следовательно,

находим проекции количества движения данной
Р. и

количества
Ь' ркоординатные оси: д л. =  -

K =  — v„. Отсюда
S

на
2 -

системыдвижения
К

'' 8 v
Применяя теперь теорему о количестве движения системы

[уравнения (202)], получим

или

d K x  __ v  V(<?) А К у __ у  у  (С)
dt ' dt ’

(а)

Скорость центра тяжести С2 ротора перпендикулярна к ра-
(i(p

диусу ОС2 и по модулю равна их =  ОС2(о =  еоз, где со =  ^  =  л /  — 
у гловая  скорость ротб^а.

Следовательно, и2х =  v 2 cos <р =  ем cos ф; v ty =  — v 2 sin ф =  
=  — со) sin ф .
Поэтому уравнения (а) принимают вид:

^ еР, d . ч eP. fdto ■ d(г \
А л  +  Х в  =  у  ,77 (“  cos Ч>) =  у  ( g r  co s  < Р - ®  sin f  Ж )  =

еР 2 ( d(о ■. . \
'•= —  1 COS ф  —  СО sin ф j  .
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ф ~  ~  ^7 • sin ф =  1, coscp =  0 , о) =  п(  — л ; =  л; 

поэтому в этот момент

* л  +  Х а  =  - f  Y A +  У » =  р . +  р ш - т ж ~

=  Р Л Р г —  •

Таким образом, полное вертикальное давление на фундамент
р

в момент /  =  1 се/с равно Р ,  -f- Р г — ел  — , а общее горизонтальное
еРусилие, приходящееся па все болты, равно —  л  .

Второй способ. Применяя теорему о движении центра масс 
системы [уравнения (20G')], имеем

М х с =  Х А -т Х И, М у с =  У Л -I- У в  — Р , — Р г,

где л:с и у с — координаты центра тяж ести данной системы, со
стоящей из корпуса мотора с центром тяжести в точке О и из 
ротора с центром тяжести в точке С г. По ф ормулам (204) 
находим:

Mxc = j x .  + j * c ,  И M yc =  j y , +  j y c , .

Но х 0 —  у 0 =  0, хс , =  ОСг sin ср =  е sin ср.

Ус, =  0 С 2 cos ф =  е cos ср,

а потому
р щ р

М х с =  — е s in  ф, М у с =  — ecos ср.

Отсюда

В момент t =  1 сек имеем:



С л ед о ватель н о ,

Мы получили, таким образом, те же уравнения, как и при 
первом способе решения. Из этих уравнении так же как у к а 
зано  выше, получим тот же результат.

§  2. Т Е О Р Е М А  О К И Н Е Т И Ч Е С К О М  М О М Е Н Т Е  С И С ТЕ МЫ

Главный момент количеств движения всех материальных то
чек системы относительно данного центра или данной оси назы
вается кинет ическим моментом  системы относительно этого 
центра или этой оси.

Следовательно, обозначая кинетический момент системы отно
сительно точки О (начала координат) L 0, а кинетические моменты 
системы относительно координатных осей Lx , L v, L z, имеем:

L x =  2 т х {mv)  =  2  (y m v z —  z m v y) =  2/// ( y z  -  zy) ,  \
L y — 2 m y (mv)  =  2  (zm vx — x m v .)  =  2 /n (zx  — xz),  / (212) 
L z =  2  m , {mv) =  2  ( x m v v — y n w x) =  2 m (xy  —  yx). ]

Теорема о кинетическом моменте системы состоит в сле
дующем:

производная по времени от  кинетического момента системы  
от носительно данного неподвижного цент ра или  данной неподвиж 
ной оси равна главном у момент у всех внеш них сил, прилож енных 
к этой системе относительно того же цент ра и ли  той же 
оси, т . е.

С л е д с т в и е .  Если главный момент всех внеш них сил отно
сительно неподвижного цент ра О или  данной неподвижной оси z 
равен нулю , то кинет ический момент системы относительно  
этого цент ра или  этой оси остается неизменным , т. е.

L 0 =  2 m 0(mu) (211)

(213)

(214)

1) если Мо' =  0, то L 0 =  const,

2) если М 1?  =  0 , то L t =  const.

(215)

(216)
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При п о с т у п а т е л ь н о м  движении твердого тела его кине
тический момент относительно любой оси г равен моменту отно
сительно той же оси количества движения центра масс этого 
тела в предположении, что в этом центре сосредоточена вся 
масса М тела, т. с.

L z =  m z ( M v r ). (217)

Если твердое тело вращается вокруг осп г с угловой с к о 
ростью (о, то его кинетический момент относительно этой оси 
равен произведению момента инерции этого тела относительно 
оси вращения на угловую скЪрость, т. е.

L : =  J Z о. (218)

При этом моментом инерции тела относительно данной оси г 
называется сумма произведений массы каждой элементарной 
частицы тела на квадрат ее расстояния до этой оси, т. е.

J г =  2шг*, (219)

где т  — масса элементарной частицы, а '  — ее расстояние до оси г.
Если твердое тело движется п араллельно  данной неподвиж 

ной плоскости, го его кинетический момент относительно любой 
оси г, перпендикулярной к этой плоскости, равен моменту от
носительно осп г количества движения центра масс С  этого 
тела в предположении, что в этом центре сосредоточена вся 
масса М  тела  плюс кинетический момент тела относительно 
осп Сг '  в его вращательном движении, вокруг этой оси, причем 
ось Сг'  проходит через центр масс тела и параллельна  оси г, 
т. е.

Lz =  т г ( М и Г) - \ - (220)
гед

J c z' — момент инерции тела относительно осп С г ' ,
о) — алгебраическое значение угловой скорости тела (поло

жительное, если тело вращается вокруг оси С г' против часовой 
стрелки, и отрицательное в противном случае).

Из равенств (214) и (218) получаем дифференциальное у р а в 
нение вращательного движ ения твердого тела  вокруг неподвиж 
ной оси г:

J , §  =  Xm,(F').  (221)

dco
где =  6 — угловое ускорение тела.

Задачи, относящиеся к этому параграфу, можно разделить 
на следующие пять основных типов:

I. Задачи на вычисление кинетического момента системы.
II. Задачи, в которых осуществляется сохранение кинети

ческого момента системы относительно неподвижного центра
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или н е п о д в и ж н о й  ос п ,  т.  е.  и с п о л ь з у ют с я  р а в е н с т в а  (215) или 
(216).

I I I .  Задачи, относящиеся к вращению твердого тела вокруг 
неподвижной осн.

IV. Задачи, относящиеся к крутильным колебаниям.
V'. Задачи на определение гироскопических реакций в слу 

чае гироскопа с двумя степенями свободы.

Задачи пит а I

Задачи этого типа можно решать при помощи общих формул 
(211) или (212).

Кинетический момент твердого тела следует вычислять в зави
симости от вида движ ения тела по формулам (217), (218) или (220).

Пример 159. М е х а и и з м 
эллипсографа состоит из ползу
нов А  и В  весом Р каждый, 
кривошипа ОС весом Р и ли
нейки А В  весом 2Р. Кривошип 
ОС вращается вокруг неподвиж
ной осп Oz, перпендикулярной 
к плоскости чертежа, с угловой 
скоростью О).

Найти кинетический момент 
этой системы относительно осп 
Oz, рассматривая линейку А В  и 
кривошип ОС как однородные 
топкие стержни, а ползуны А и 
В  — как материальные точки, 
если ОС~ /1C =  С 5 = / ( р и с .  196).

Р е ш е н и е .  Первый спо
соб. Д анны й механизм состо
ит из четырех тел: кривошипа 
ОС, лииейкп А В  и ползунов 
А и В, а потому искомый

Lz =  L[" 4- L {P  4- L {z ] +  Ll4),

где L[u , L (z' \  L[3), L'.4)— соответственно кинетические моменты 
кривошипа, линейки и ползунов А п В  относительно оси г.

Кинетический момент кривошипа ОС находим по формуле (218):

где . / г ’ — момент инерции кривошипа относительно оси г, рав-

У

7~1

Рис.  19Г) 

кинетический момент равен
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Так как скорости ползунов А и В  направлены соответственно 
вдоль осей Ох и Он и, следовательно, пересекают ось Oz, то 
L ? = L {?  = 0 .

Чтобы вычислить кинетический момент L[z) линейки, приме
ним последнюю из формул (212).

Разобьем стержень А В  на бесконечно малые элементы (мате
риальные частицы); массу такого элемента обозначим т, а его 
координаты обозначим х  и у. Тогда

.V =  (21 — s)  cos (р ; у  =  s  sin ф ,

где s —  расстояние рассматриваемого элемента от точки В . О т
сюда

v =  — (21 — s) sin ср • ср =  — (21 — s) sin ср-со; у  — s  cos ср-со.

Следовательно, момент количества движения элемента относи
тельно оси z  будет

т г (mv)  =  т  ( х у — ух)  =  m[(2l — s)scocos2 ф -f  (2/ — s) sсо s in 2 ср] =
=  т (21 —  s) so);

а поэтому L[v =  2 m  (xty— yx)  =  2 m  (21 —  s) sco =  со (21 2 m s—  2 m s 2) ,
2 Pно 2 m s =  M 2sc — — /, a 2m s*  — момент инерции стерж ня А В  отио-

„  А В 2 8 Р . ,  п
сительно точки В, равный М , =  <г- г .  Следовательно,

о o g
(2 ( \ Р  , ,  8 Р „ \  4р

\  у 3g
Гаким образом, искомый кинетический момент механизма 

будет
г Р /з | 4 Р  ;2 5 Р  /2 L2 =  3- /  <о  +  — I 0  =  3- /  со.

Вт орой способ. Так как движение стерж ня Л £  является 
плоскопараллельным, то его кинетический момент относительно 
оси г можно найти проще, применяя формулу (220),

^ 2, =  шг (М г^ ) + . / ? ^ ,

где Ус* — момент инерции стерж ня А В  относительно оси, прохо
дящей чер.'з его центр тяжести С и перпендикулярной к пло
скости хОу (относительно точки. С),

<о, — угловая скорость вращения стерж ня вокруг этой оси 
(вокруг точки С).

Следовательно.

JS ' - л К |2 -  з ■

Так как стержень А В  вращается вокруг точки С по часовой 

стре/ке,  то <' >»=— ^  = — со. Так как точка С принадлежит и
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кривошипу ОС, то ее скорость с г  перпендикулярна к ОС и 
vc =  Uо, поэтому m t ( M t vc) =  Следовательно,

( 2 )  и  >2  М , / г ( 0

рости всех ее точек равны нулю, следовательно, 
в этом случае

2  д  4 / 2  ^  Р  I  2з - T Aft / oi  =  .¥ / о  

и L z =  L {i 1 +  L,2' =  £  1*м - f  ^  /*ю =  jj- /2o>.

Задачи т ипа II

К  задачам типа II, как было указано выше, относятся такие 
задачи, в которых сумма моментов всех внешних сил, дейст
вующих на систему относительно данной неподвижной осп, напри
мер оси г, равна пулю. В этом случае (см. равенство 216) имеем

L z — '£  tnz (m и) —- const.

Следовательно, если обозначим L {z0) кинетический момент системы 
относительно оси 2 в начальный момент при t =  0 , то в рас
сматриваемом случае  имеем

L Z =  L \0), или У1т г (ти)  =  ^ т г ( ти0). (222)
Если в начальный момент система неподвижна, го начальные ско-

,) =  0 , и

Ег = У , т г (ти) =  0. (222 ')

Г1рп решении задач второго типа нужно- составить уравне
ние (222) или уравнение (222 ') и определить из него ту вели
чину, которую требуется найти в данной за 
даче.

Пример 160. На поверхности круглого 
однородного цилиндра радиусом г и массы М , 
который может вращ аться  без трения вокруг 
неподвиж ной вертикальной осп 2, имеется ка 
нал в форме винтовой линии; в этом канале 
находится ш арик (материальная точка) массой 
т.  В некоторый момент, когда система не
подвиж на, ш арик начинает двигаться по винто 
вой линии под действием силы тяжести, а ци 
линдр начинает при этом вращаться вокру1 
осп 2 в противоположном направлении. На 
какой угол повернется цилиндр за то время, в 
течение которого ш арик опустится на расстоя
ние, равное шагу к винтовой линии (рис. 197).

Р е ш е и и е. Внешними силами для данной 
системы, состоящей из цилиндра и шарика, 
являю тся  их веса п реакции закрепленных то
чек, через которые проходит ось вращения



цилиндра г. Так как моменты этих сил относительно оси z 
равны нулю и в начальный момент система неподвижна, то 
применяется уравнение (222'), т. е. L z — 0, где L z— кинетиче
ский момент данной системы относительно оси г.  Этим уравне
нием и воспользуемся для решения задачи.

Кинетический момент вращающегося цилиндра относительно
, Mr2

осп вращения z равен J гы — ------— <о, где о> — угловая скорость

цилиндра (знак минус берем потому, что цилиндр вращается по 
часовой стрелке, если смотреть с положительного конца оси г).

Если относительную скорость ш арика, направленную по 
касательной к винтовой липни, обозначим иг, а постоянный 
угол скорости с осью z  — через у, то горизонтальная составля
ющая относительной скорости, нап равленная  но касательной 
к цилиндру, по модулю будет равна с . sin у. Переносная ск о 
рость ve ш арика (скорость во вращательном движении вокруг 
осп z) направлена противоположно горизонтальной составляю 
щей относительной скорости и по модулю равна по. Поэтому 
горизонтальная составляю щ ая абсолютной скорости ш арика равна

v r sin у — го),

а момент количества движения ш арика относительно оси 2 равен

tn (vr sin у — / со) г,
следовательно,

, Мгг( I) . .L , ■=------ -̂----b тг (vr sin у — го));

так как L z — 0 , то
А1 / '(I) , . \ г\------2~- i - n i ( v r sin у — го)) r — О

или

-j- m'j  го) =  m v r sin у.  (а)

Если угол поворота цилиндра >бозпачим (р, то

проекция иг абсолютной скорости ш арика на ось 2, очевидно, 
равна — vr cos у. а потому

Tt =  vZ =  - v r co sy
и

sin у =  cos у tg  Y =  — tg  Y 57 •

Следовательно, уравнение (а) принимает вид
(  ,\! \  d w  , dz

{ - Г  ' т
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или

( д  -+ m)rd<p =  — m tg y c /z .

И нтегрируя это уравнение и принимая во внимание, что 
в начальный момент ^„ =  0 и ги =  0 , получим

Полагая по условию задачи z =  —  h , находим искомый угол 
поворота цилиндра

Так как между углом наклона у винтовой линии и ее шагом 
. 2 л г 2л»!/г имеется зависимость t g y =  — , то Ф = д ] -----  •

Если, например, М = 6/и, то цилиндр повернется на 90э.

В зависимости от внешних сил, приложенных к вращающе
муся твердому телу, задачи типа III можно разделить на три 
группы.

1. Главный момент приложенных к телу сил относительно 
осп вращения есть величина постоянная.

2. Главный момент приложенных к телу сил относительно 
оси вращения зависит от угловой скорости тела. Этот случай 
возможен при вращении тела в сопротивляющейся среде.

3. Главный момент прилож енных к телу сил относительно 
оси вращения есть функция угла  (р поворота тела, как, напри
мер, это бывает в случае движ ения физического маятника.

Д л я  решения этих задач нуж но составить и затем проинтег
рировать дифференциальное уравнение вращательного движения 
твердого тела |уравнение (221)).

Пример 161. Сплошной цилиндр радиусом г, положенный, 
как указано па рис. 198, на цилиндрические ролики А и В , 
вращается с угловой скоростью а)0 вокруг своей горизонтальной 
оси О. В некоторый момент ролики затормаж иваю тся. Через 
сколько  времени после этого цилиндр остановится, если коэф
фициент трения между цилиндром и роликами равен /, г 
j /  АО В — 2и.

\

f  т  j  /чр =  — т  tg  у г.

' п tkr у h

Задачи т ипа 111

П е р в а я  г р у п п а
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Р е ш е н и е .  Внешними силами, приложенными к вращ аю 
щемуся цилиндру, являются его вес Р. нормальные реакции 

и N,, роликов  и силы трения h \ и Р., между цилиндром и
роликами, причем /•', =/7V, и F 2 — j N 2. 
Так  как моменты сил Р,  А/, и N 2 
относительно оси вращ ения О ци
линдра равны пулю, то главный 
момент внешних сил относитель
но этой осп Л/„ =  — I-\r — F j  — 
=  — f r  (N x +  yV2), поэтому дифферен
циальное уравнение вращательного 
движ ения цилиндра имеет вид

Найдем теперь силы N t и 
для  этого, применяя теорему о дви
жении центра масс системы, составим 
дифференциальные уравнения дви
ж ения центра тяж ести О цилиндра:

М у  с =  У<С) ~  — Р  -f (N, -Ь N ,)  cos a — F 2 sin u -}- F t sin a,
Л1лс =  2  X {e) =  s in  a  — N г sin a  — F 2 c o s u  — F t c o s a .

Так как точка О неподвижна, то х с =  у с — 0, а потому 
( N х — /V,) sin a  — /  (iV, -|- N 2) cos а  — О, |

(.V, j- N 2) cos a  -f I (/V, — N. )  sin a  =  P.  |

Исключая из этих уравнений разность /V, — N’2, получим

Л’ 1 ~r  N > =  (1 -j- /*) c o s  a

Рис. 198

и, следовательно,
. (ho _  f r p
(' d f ~  ( I - t - / 2) cos и ‘

Н о для цилиндра =  а потому

(/a)
( 1 -f- /*) r COS <(

Интегрируя это уравнение, находим

? g f

=  const.

(О — (.)„ - — /.(1 -}- j 2) r  cos a

Т ак как в момент остановки цилиндра (0 =  0, то искомое
время равно

.  ( 1  - ) -  /  - ' )  Л  cos cuo0
-  - щ  •
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При интегрировании дифференциального уравнения вр ащ а
тельного  движ ения твердого тела в этих задачах нужно приме
нить способ разделения переменных.

Пример 162. Д л я  быстрого торможения больших маховиков 
применяется электрический тормоз, состоящий из двух полюсов, 
расположенных диаметрально противоположно и несущих на 
себе обмотку, питаемую постоянным током. Токи Ф уко, инду
цируемые в массе маховика, при его движении около полюсов 
создают тормозящий момент Л/ , ,  пропорциональный скорости о 
на ободе маховика: М х =  к с \  где к — коэффициент, зависящий 
от магнитного потока и размеров маховика. А\омент /И2 от 
трения в подшипниках можно считать постоянным: радиус ма
ховика г; момент инерции его относительно оси вращения J. 
Н айти, через какой промежуток времени остановится маховик, 
вращающийся с угловой скоростью со0.

Р е ш е н и е .  Главный момент внешних сил, приложенных 
к маховику относительно его оси вращения, равен

=  — (/И, Ч- М г) =  — (kv  -f- Л/2),

поэтому, составляя для м аховика уравнение (221), 
имеем

В т о р  а я г р у п п  а

или, заменяя и на гм.

Разделяя  здесь переменные, получим
JiU о 

Мг +  к т

Отсюда, интегрируя, находим

—  dt.

In (М 2+  к го))

или
, J , Л1, +  кгм0 J  . ( . . кгt — -7— In - ------ *=T- I1 1 -f ту- (0fkr м , кг \  1 /II, 1

Т р е т ь я  г р у п п а

В этих задачах главный момент внешних сил, приложенных 
к вращаю щемуся твердому телу, является функцией угла пово
рота ф этого тела, т. е. М =  /(ф ) Если в уравнении (221) угло-

.. diDвую скорость со заменить производной ~  =  ф, то это уравнение
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приним ает  вид:

■Г'\ =  M = f (  ф). 
третьей группы |ужио проинтегрироватьПри решении задач 

это уравнение.
Пример 163. Однородный круглый диск радиуса г совершает 

колебания вокруг неподвижной горизонтальном оси, перпенди
кулярной к плоскости диска и проходя
щей через точку О, причем расстояние от 
точки О до центра тяж ести С диска
равно j  .

Найти закон движ ения диска при ма
лых колебаниях, а т а к ж е  период этих 
колебаний. В начальный момент угол ф 
отклонения диска от равновесного поло
ж ения равен ф0, а его начальная  угло
вая скорость равна нулю (рис. 199).

Р е ш е н и е .  В данной задаче диск 
является физическим маятником. Если вес 
маятника обозначим Р , а расстояние 
ОС обозначим а, то т 0 (Р) =  — а Р  sin ф; 

поэтому дифференциальное уравнение вращ ательного двпже- 
я маятника имеет вид

J0ф =  — а Р  sin ф.

Рис 199

При малых колебаниях 
получим дифференциальное 
ника

J A-
или

можно полож ить sin (р «  ф. Тогда 
уравнение малых колебаний маят-

я Р ф  =  О

Ф -f- /е2ф =  О,
где

/г2 =
аР_ 
J а

Мы получили дифференциальное уравнение гармонических 
колебаний; его общее решение имеет вид: q> =  С, sin (kt )  +
4- С, cos (kt).  Отсюда <j' = /гС ,  cos (kt)  — k C2 sin kt .

Так как в начальный момент по условию задачи ф =  фо, 
Ф =  0 , то из этих уравнений, полагая в них ^ = 0 , находим 
Сг — ф0, С, =  0. Следовательно,

Ф =  Фо cos
Это уравнение вы раж ает  искомый закон движения маятника 
при малых колебаниях. П ериод этих колебаний равен

п 2л 0 . Л / 01 — -г =  2л  I /  —г. . к Т и 1}
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В данной задаче а =  ^  ; момент инерции диска находим по 

теореме о моментах инерции относительно параллельных oceii:

J ,  =  J c +  .И . О С  =  i y +  м  4  =  f  Air* =  |  f .

Поэтому

* ~ / g . 4 -  =  4 > . c o s ( / f ! < ) .

Г  =  2я / | , .

Сравнивая последнюю из этих формул с периодом колебаний 

математического м аятника Т  — 2л у  — , где / — длина нити ма-
S

ягипка, видим, что приведенная длина рассматриваемого ф изи
ческого м аятника равна

Задачи т ипа IV

Задачи этого тина, относящиеся к крутильным колебаниям, 
можно разделить па три группы:

1) свободные крутильные колебания;
2) затухаю щ ие крутильные колебания;
3) вынужденные крутильные колебания.
При решении всех этих задач следует составить дифферен

циальное уравнение вращ ательного  движения твердого тела 
[уравнение (221)] и затем это уравнение проинтегрировать.

П е р  в а я г р у п п а

В задачах этой группы прилож енный к телу момент про
порционален углу ф, определяющему положение вращающегося 
тела, и имеет противоположный знак, т. е. М  — — ар, где 
с — коэффициент пропорциональности. Следовательно, уравнение 
(221) принимает вид

J !-сф =  0 .

или
<1 + k* ф =  о,

где k 2 =  -j- ; это есть дифференциальное уравнение гармонических
колебаний, решение которого рассмотрено в главе  II .  Но 
формулам (127) и (130) находим

Ф — Ф0 cos W )  1- s in  {kt)



или

ф =  Ф„ cos (  I / " у  ^  -I- ^  Sin С ) /  у  i )  . 

Период этих гармонических колебании равен

2л_ о . л /  J 
к У  7

В т о р  а я г р у н и а

В задачах этой группы к  вращаю щемуся телу, кроме мо
мента Л /=  — сф, приложен еще момент сопротивления, пропор
циональный угловой скорости тела, т. е момент /11, =  — [.up, 
где ц  — коэффициент пропорциональности.

11оэтому уравнение (221) принимает вид:
Лр ==; — сц. — Мф

или
• , с  , !1 лФ Н - у Ф  + 7 , = 0 .

или ф -ь 2/гф +- к 2ф =  0 , где 2 п =  и к г =  у  . Мы получили диф

ференциальное уравнение затухающих колебаний (при к  >  /г), 
решение которого находим по формулам (132) и (133): 
Ф^  ш г п' sin ( | V  — п2 t -!- <а), 
или

■ (  i / T — ^ф = s m ^ | /  у  -  ^  / -| « ;  =

=  (7(? 27 sin I' l./c—

Период этих затухающих колебаний (см. формулу (134)): 
у, _  2 л  1л J

~  V'k2- ^  =  ГТ/с —|Г2 '

Постоянные /7 и и определяются по начальным условиям 
движения тела (по начальному углу ф0 и начальной угловой 
скорости ф0).

Т р е т ь я г р у п п а

В этих задачах, кроме моментов 1/ =  — с<р и /И, =  — ц-р, 
к вращающемуся телу приложен момент М г, выражаю щийся 
периодической функцией времени, т. е. изменяющейся со вре
менем например но гармоническому закону (ни закону синуса 
или косинуса).



Нели М„ *= II sin (pi),  где Н и р  — постоянные величины, то 
уравнение (221) имеет вид

J y  т  ц  ji -j-c(ii =  II sill (pi),
или

Ф t- 2/?ф ! /гф — h sin (pi),
где

2п = Ь ,  к ' = $  и /. =  £ .

Здесь мы имеем дифференциальное уравнение 2-го порядка 
с правой частью, отличной от пуля. Интегрирование такого 
уравнения рассмотрено в § 3 главы II; его общее решение 
имеет вид

Ф =  ae~nt sin (У  Л:г~ i f  I 1 а )  -| b sin (p i j- р),
или

Ф  =  ае 2оГ sin ] /  4Ус — t - | -а  j  ■! b sin (p i +  р)

Второй член в правой части этого равенства выражает вы нуж 
денные крутильные колебания. Амплитуда Ь и начальная  фаза р 
этих вынужденных колебаний, согласно сказанному в § З гл а к ы  II, 
определяются по формулам:

, /1 //
V \k-- ,r + in Y  j  j / ^

II
У  (с — Jp*)2 -1- |1 2рг ’

, а п _____ 2 п р  _ _____________ ц р  _ ИР
г ё Р —  к г —  р г ( с  Л  с — J p 2

J [ 7 - r

Постоянные а  и а  определяются по начальным условиям 
вращ ательного движения тела.

При р =  / е =  | /  у ,  т. е. при равенстве частот свободных

гармонических и вынужденных колебаний, имеем явление резо
нанса. Амплитуда вынужденных колебаний в этом случае будет

6 "  г / 1
s)tt: н р  IX k  и  V с

При отсутствии момента сопротивления нуж но в уравнениях 
и формулах третьей группы задач положить ц =  п =  0. Тогда 
дифференциальное уравнение крутильн-ых колебаний имеет вид: 
Уф -1- сф =  Н  sin (pi),  а его общее решение

Ф  =  a  sin (lit - f  a )  -f-6  sin (pi),

Ml



Амплитуда вынужденных крутильных колебании будет опре
деляться по формуле Ь — ——г— .

/
— С —  Jp

- j , т. с. в случае резонанса при отсутствии

сопрот ивлений  общее решение предыдущего дифференциального 
уравнения (закон вращательного движения тела) имеет вид

ср =  а  sin (k t а)  — ~  ( cos (Id),
или

.p =  a s i n (  j / f  < +  j / " . ^ c o s (  У j t ) .

Постоянные а  и а  определяются, как и в предыдущем случае 
(при наличии сопротивления), но начальным условиям дви ж е
ния тела.

Пример 164. Д л я  определения коэффициента вязкости ж и д к о 
сти наблюдают колебания диска, подвешенного на упругой вер
тикальной проволоке в жидкости. К диску приложен перемен
ный момент, равный М ' sin (pt)  (ЛГ =  const), при котором  
наблюдается явление резонанса. Момент сопротивления движению 
диска в жидкости равен j.i 'S g>, где fi' — коэффициент вязкости 
жидкости, 5  — сумма площадей верхнего и нижнего оснований 
диска, (о — его угловая  скорость.

Определить коэффициент вязкости жидкости ц ' ,  если ампли
туда вынужденных колебаний диска при резонансе равна <р\

Р е ш е н и е .  К диску, вращающемуся вокруг вертикальной 
оси, приложен момент М  упругих сил, возникающий при з а к р у 
чивании проволоки на угол ср и пропорциональный этому углу , 
момент сопротивления жидкости Л/, =  |.i',S(o и переменный момент 
Л12 =  ЛГ sin (pt).

Поэтому в данном случае имеем:

=  Н =  М' .
Так как по условию задачи при данной частоте р  наблю

дается резонанс, причем амплитуда вынужденных крутильных 
колебаний диска равна ср', то по вышеуказанной формуле
, II / лг , лгнаходим <р , откуда и = .

рсз fiр  г ц  S p  q> S p

Задачи т ипа V

Представим себе движущееся твердое тело, одна точка О 
которого закреплена неподвижно, например при помощи сфери
ческого ш арнира (рис. 200). Как известно из кинематики, в к а ж 



Рис .  200 Рис.  201

дым данный момент такое тело вращается вокруг некоторой 
определенном мгновенной оси, проходящей через неподвижную 
точку О. Вектор мгновенной угловой скорости тела, нап рав
ленный ПО мгновенной ОСИ 2
вращ ения, обозначим о>, а 
его проекции на коорди
натные оси, начало кото
рых находится в точке О, 
обозначим о)А., о),,, оь. Н ай 
дем кинетический момент 
этого тела относительно 
осп л-. Разбивая тело на

элементарные частицы и применяя формулы (212), имеем

Lx =  2  <»х (tnv) =  2  П1 (.lJVz —  ZUy),

где т —  масса элементарной частицы, у  и z  — ее координаты, а 
vy , vz— проекции скорости частицы на оси у  и г.

Проекции на координатные оси скорости v точки вращаю
щегося твердого тела определяются по кинематическим формулам 
Э й л е р а *:

=  ° У  ~  1'у ~  ®*Х ~~ 0)*2 ’ =  МхУ ~  ШУХ- 
Следовательно,

L x =  2 т —  MyXy —  a j z  -f о\Kz 2) =
~  (ох  2  т (и2 -I- z '2) — мУ 2  mxiJ  ~~ 21 т х г >

или
L x =  J xtox - J хуМу JXZ^Z'

где J x =  ’2 j t n ( y 2 j- z ‘) — момент инерции тела относительно оси х, 
J ху ~  2  т хУ 11 хг ~  2  m xz  — центробежные моменты инерции 
тела.

* В ы в о д  этих  ф о р м у л  м о ж н о  н а й т и ,  н а п р и м е р ,  в к у р с е  т е о р е т ич е с к ой  
м е х а н и к и  проф.  II М.  В о р о н ко в а .



Если координатные оси . г , ;/, г направим по главным осям инер
ции данного тела в точке О, то 7 vv =  y v, =  0 , а потому в этом 
случае L x =  J xiъх .

Аналогично найдем, что при этом условии кинетические 
моменты тела относительно осей у  и г будут равны

L V =  J V(o v, L z r = J zM;.

П редположим теперь, что твердое тело, имеющее форму тела 
вращения вокруг оси А В , например колесо или тор, равно
мерно вращается вокруг этой оси А В  с угловой скоростью о>,; 
в то ж е  время эта горизонтальная ось А В  вращается равно
мерно вокруг неподвижной вертикальной оси с угловой ско
ростью со,. Требуется определить реакции в подшипниках А и В, 
перпендикулярные к оси А В , если вес тела равен Р  и А С  — 1Х, 
С В — 12, А В —-1х -\ /2 =  /, причем С — центр тяжести данного тела 
(рис. ‘201, а и б). Такое тело представляет собой гироскоп 
с двумя степенями свободы.

Вращение вокруг оси А В  с угловой скоростью со, называется 
собственным вращением гироскопа, а вращение с угловой ско 
ростью со, вокруг оси г называется прецессионным вращением, 
или прецессией гироскопа. Неподвижную точку пересечения 
осей вращения примем за начало координат О и направим 
координатные оси, как указано на рис. 201, а. Горизонтальные 
реакции подшипников А и В,  параллельные оси х, обозначим 
Х А и X /;: вертикальные статические реакции подшипников,
обусловленные только весом Р  гироскопа, обозначим 1 Л и 

Pi  Р
причем очевидно Z A — —1 и Z B =  у / , ,  а динамические вертикаль

ные реакции обозначим Z a и Z b .
Найдем кинетический момент L n гироскопа относительно 

неподвижной точки О.  Сложив векторы со, и со2 получим абсо
лютную мгновенную угловую скорость гироскопа Q [см. рп.ен- 
ство (107)|. Так как гироскоп есть тело вращения вокруг осп у, 
то эта ось и две перпендикулярные к ней оси х  и z являются 
главными осями инерции гироскопа в точке О, а потому, как 
было указано  выше, кинетические моменты гироскопа относи
тельно этих осей равны

L X =  J XQX, L v— J vQy, L Z =  J ZQZ, 

или, так как Qx =  0, Йу =  со,, £1г — со,, то L x ~  0,

Ly =  J v® i, L z =  J z(ot .

Учитывая, что L x , L L z являю тся проекциями вектора L0 на 
координатные оси, по найденным проекциям строим вектор 
0~К =  Г 0 (рис. 201, б).



Применяя теперь теорему о кинетическом моменте системы 
относительно неподвижной точки О (см. уравнение 213), имеем

,lL°  ~  Tf(e>
Т Г ~ л1°  •

Так как производная есть скорость ик точки /\,
то

(223)
Это равенство выражает теорему Резаля , т. с. скорость, 

с которой перемещаетея конец нектара, изображающего кинет и
ческий момент системы относительно неподвижной точки О, 
раъна главному моменту внеш них сил, действующих на эту 
сист ему, относительно той оке точки

Гак как Z.u =  const и =  const, то вектор О К  описывает 
круглый конус, вращ аясь вокруг осп г с угловой скоростью 
и г. Отсюда следует, что вращ ательная скорость v h точки К  
направлена параллельно осп лг. как показано на рнс. 201 б и 
по модулю равна

и к  =  со, • ! \ J \  =:. m t L v —  J

П рименяя затем теорему о движении центра тяжести системы 
(см. уравнение 206), имеем

M w c — R ^ \
где R {C) — главный вектор внешних сил, которыми в данной 
задаче являю тся вес Р и искомые реакции подшипников А и В. 
П роектируя  это векторное равенство и равенство (223) на осп х  
и г и учитывая, что силы Р, 7.л и Z'u взаимно уравновешива
ются. получим четыре уравнения:

1) Miz>Cx =  R l?  =  X A +  X n.

2) M w Cl= R f  =  Z A - Z „ ,

3) vk-x =  M & = - Z AA O -Z "„ O B ,
4) v Kt =  Д/ S  =  Х л А О - Х „ О В .
Так как скорость ик параллельна  оси лг, а центростреми

тельное ускорение точки С направлено по оси у  (от С к О), 
то v Kx =  — иИг =  0, w r x — wCz — 0 . Поэтому предыдущие
уравнения принимают вид

А -1 +  ^ — 7 ц  =  0, 7.л АО  -{- 7.i f ) В  =  J yo»1<*iz,
х Ал о - х пов = о.

Из этих уравнений находим:
v — V 7 _ /  __'V0,(02л л ~  л а ~  и > — —j — .
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Так как динамические реакции 7'л  и 7 И равны по модулю 
и направлены противоположно, то они образую т пару с момен
том, равным J y0 ,0)2, называемым i ироскопическим моментом. 
Следовательно, обозначая этот момент М г, имеем

M r =  J yi о,(о2. (224)

Эта пара леж ит в плоскости, в которой расположены век
торы о ,  и о)г. Учитывая направления  векторов ик , со, п со„, по
лучаем векторное равенство:

vK— М г =  J „сог х  о , . (224')

Возникновение реакции Z,\ и Zл, а такж е гироскопического 
момента, обусловленное изменением направления  оси А В  соб
ственного вращ ения гироскопа, называется г и р о с к о п и ч е 
с к и м  э ф ф е к т о м .

Пример 1 6 5 .  Турбина, вал которой параллелен продольной 
оси судна, делает 300 оборотов в минуту: вес вращаю щихся 
частей равен 200 кн , а их радиус инерции относительно оси в р а 
щения турбины равен 1,5 м. Определить гироскопические д а в 
ления на подшипники, расстояние между которыми 1 =  6 м, 
если судно поворачивается вокруг вертикальной оси на 15° 
в сек.

Р е ш е н и е .  О бозначая угловую скорость вращения судна 
вокруг вертикальной оси z  через сог, а угловую скорость в р а 
щения турбины вокруг горизонтальной иен у  через со,, имеем:

л  300 , л  1 2 л  15 л  .
<°» =  '  3(Г =  1 °  Л 1 сек' =  1 сек-

По формуле (224) находим гироскопический момент

M r =  J v ©,со2,
но

где Р — вес в р а щ а ю щ и х с я  частей т у р б ин ы  и гнн — их р ад иу с  ниер-
, ,  Р  2 200 000 ОГч 10 2 о7 г лг>пцни;  поэтому  Д7Г =  — /'Н||(о1(о2 =  — • 2 ,2о • =  <375 000  н м.

И с к о м ы е  ги ро ск о п и че ск и е  д а в л е н и я  о б р а з у ю т  п ар у  сил ,  л е 
ж а щ у ю  в ве р т и к а л ь н о й  плоскости ,  причем момент этой пары 
равен  М г, а се плечо р а в н о  /; с л е до в ат е л ьн о ,  в е р т и к а л ь н о е  г и р о с к о 
пическое да в л е н и е  на к а ж д ы й  под ш ип ни к  равно

Air =  375000 =  G2 500 н
I ь

Пример 166. С к он цо м в е р т и к а л ь н о г о  вала  ОО, ш а р н и р н о  
соединен го р и зо н та ль н ы й  с т е р ж е н ь  ОС, на который свободно  
н ас аж ен  массивный ц и л и н др ич еск ий  кагок  (бегун) .  При  враще-
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мил вала  0 0 , вокруг вертикальном оси г бегум катится без 
скольж ения по горизонтальной плоскости, на которую з а к л а 
дывается измельчаемый материал (рис. 202, а и б). Определить 
гироскопические реакции в точках О и Л, а такж е  усилие в 
стержне ОС, если заданы вес бегуна Р ,  длина 0 С  =  /, радиус 
бегуна R  и угловая  скорость вала 01 =  const.

Р е ш е н и е .  Обозначим угловую  скорость собственного вра
щения бегуна вокруг оси ОС через го,. Так как качение бегуна 
по горизонтальной плоскости происходит без скольж ения, то 
скорость точки А равна нулю; поэтому мгновенная ось враще
ния бегуна проходит через точки О и А , а его абсолютная 
угловая скорость Q направлена по прямом О А , причем Q =  
=  0) , + < 0.

Построив параллелограмм угловых скоростей, из подобных 
треугольников О АС  и Оас имеем:

0) А С  R I.
* Г о с  = 1 '  0ТКУда =  V
Теперь по формуле (224) нахо

дим гироскопический момент

M r =  J vi о,(о.
Рассматривая бегун как однород

ный цилиндр, имеем

/ - PR1
v 2g

а)

и, следовательно,

, ,  P R 2 2 I P R tо*
М г =  - 7 Г - й )  Ъ~ =  г 2g R 2g

9
Рис .  202

Гироскопические реакции Z 0 и Z A в точках О м А образуют 
пару сил, момент которой равен А1Г и направлен, согласно ф ор
муле (224'), по оси а-, как указано  на рис. 202, а. Отсюда сле
дует, что, во-первых, силы Z A и Z0 имеют направления, ука
занные па рис. 202, а, и, во-вторых,

v v Мр PR „г /■A =  Z 0 =  —  =

Таким образом, полное давление бегуна на горизонтальную 
плоскость в точке А равно сумме двух сил: веса Р  и гироско
пического давления, равного Z A, т. е.

D . P R  г п  (  , . R<sr
Р  -t- о -  =  Р  Н -  -о—2g  V 2 в

Центростремительное ускорение центра тяжести С бегуна 
направлено вдоль осп у  от С к О и по модулю равно wc =  lo3t . 
Поэтому, применяя теорему о движении центра тяжести системы,

13
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получим :

— 'С' — Y  ц ^Cv — ' О’

где У\ — реакция в ю чке О по направлению оси у.
Отсюда

Y„ =  P- l  о 3.

Растягивающее усилие в стержне ОС, очевидно равно этой 
реакции Y 0.

* 3.  Т Е О Р Е М А  ОБ  И З М Е Н Е Н И И  К И Н Е Т И Ч Е С К О Й  Э Н Е Р Г И И  СИ С ТЕ МЫ

Кинетической энергией, или живой силой системы, называется 
сумма живых сил всех материальных точек этой системы, т. е.

7. mv* /0„г.

где Т  — кинетическая энергия системы, ш  и и — масса н скорость 
материальной точки, принадлежащей данной системе.

Теорему об изменении кинетической энергии системы можно 
выразить в 1 рех видах:

1) d T  =  ^ d A ,  (226)

1. е. диф ф еренциал кинетической энергии системы равен сумме 
элемент арны х работ всех внеш них и внут ренних с и л , действую
щ их на эту сист ем у,

2) =  (227)

т, с. производная по времени от кинетической энергии системы  
равна мощности всех внеш них и внут ренних сил, действующих 
на эт у систему,

3) Т - Т п =  2 ,А ,  (228)

т. е. при  перемещении системы из одного полож ения в другое, 
изменение ее кинетической энергии равно сумме работ на этом 
перемещ ении всех внеш них и внут ренних сил, действующих на 
эт у систему.

Равенство (226) выражает теорему об изменении кинетической 
энергии системы в дифференциальной форме, а равенство (228) — 
ту ж е теорему в конечной форме. Равенство (227) выражает 
теорему о зависимости между кинетической энергией системы и 
мощностью действующих на систему сил. Следует иметь в виду, 
что только в случае, когда имеется неизменяемая система (абсо
лютно твердое тело), сумма работ всех внутренних сил иа любом 
перемещении системы равна нулю.

I



Поэтому в общем случае при применении теоремы об изменении 
кинетической энергии системы внугреиние силы учитываются.

В случае  ст ационарны х связей без т рения реакции т аких  
связей не производят работы (сумма работ реакций при пере
мещении системы равна нулю). Поэтому в этом случае реак
ции связей не входят ни в одно из равенств (226) — (228).

При вычислении работы и мощности сил, действующих на 
данную  систему, следуе! пользоваться формулами и у казан и 
ями, приведенными в § 3 главы III.

Задачи, относящиеся к этому параграфу, можно разделить 
на следующие два  основные типа:

I. Задачи на вычисление кинетической энергии си о ем ы .
II. Задачи на применение теоремы об изменении кинетиче

ской энергии системы, состоящей из одного тела или из нееколь- 
ких тел.

Задачи т ипи I

При решении задач этого типа необходимо иметь в виду 
следующее:

-О если 1ело, принадлеж ащ ее данной системе, движется по
ступательно то его кинетическая энергия равна

(229)

где М  — масса тела, vc — скорость его центра тяжести (или любой 
другой его точки, так как при поступательном движении тела 
скорости всех его точек равны);

б) если тело вращается вокруг данной оси, то его кинети
ческая энергия вычисляется по формуле

T  =  J j .  (230)

где J  — момент инерции 1сла относительно осп вращения.
со — его угловая скорость;

в) если тело, входящее в систему, совершает плоскопарал- 
лельиое движение, то в этом случае его кинетическая энергия 
вычисляется по формуле

T  =  M ^  +  J C°£ ,  (231)

где /VI — масса тела, v c — скорость центра тяжести тела, ю — его 
угловая скорость, J c — момеш инерции тела относительно оси, 
проходящей через центр тяжести тела и перпендикулярной к 
неподвижной плоскости, параллельно которой перемещается это 
те.то (задачи 1045 1046).



Пример 167. Вычислить кинетическую энергию механизма 
эллипсографа, состоящего из кривошипа ОС весом Р,  вращ аю 
щегося вокруг  неподвижной оси О с угловой скоростью О) и 
приводящего в движение линейку 
А В  с ползунами А и В,  причем 
0 С  =  А С . - , С В ^ 1 .

Вес линейки 2 Р.  а веса пол
зунов А и В равны Q, — Q2 Q 
(рнс. 203).

Р е ш е н и е .  Так как данная 
система состоит из четырех тел, 
то ее кинетическая энергия, со- ^ 
гласно формуле (225). равна

т =  т х +  тг + т , + т „
Рис  203

где 7 ,  -  кинетическая энергия 
кривош ипа, Т .,— кинетическая
энергия линейки АВ.  Т .  и Т А — соответственно кинетическая 
энергия ползунов А и В.

Кинетическую энергию кривошипа находим по формуле (230)

, со2 Р1г о г  р р
3g  2 6g

со

Так как  движение линейки А В  является  плоскоп араллель
ным, то по формуле (231) имеем:

о р v*r  со?

где
. 2Р  (2 / )2 2Р , г

1 =  АО II J с = --------—  *
С- L g  \2 Лр

Чтобы найти угловую скорость со, линейки, построим ее 
мгновенный центр вращения О,, тогда

V г  /о»

(,,‘ = щ  =  7  =  ю-
и, следовательно,

2Р 
3g

2 Р  /*(.)* _  4 P / W  
“ 3

Теперь находим скорости точек Л и Я: 

у ,, =  О, Ло>, =  О , А  со
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О тсю да по ф о р м у л е  (229) имеем г

г . “ !  ^ = г е ° ' А ’ш’ '

Т л ~  — ~  % О B W ,•» и 2 2ff 1
и, следовательно,

+  Г  =  i  „)2 (О .Л 2 +  0 , й 2) =  со* Л Я* =3 4 2if ' 1 1 2/7'4'
О - I/2 г 2Q * 
-Чт—  со =  —  /  с о .  

2й g

Таким образом, 
Р12 юТ  — ■ 4 / W

%
^ !  =  ^ ( З Я  I-4Q).  

б 2й
Пример 168. Планетарный механизм приводится в движение 

кривошипом 0 /1. соединяющим оси трех зубчатых колос / ,  I I
и / / / .  Колесо / ,  радиус кото
рого равен г , , неподвижно; 
кривошип вращается вокруг  не
подвижной оси О с угловой ско
ростью со. Вес каж дого  из ко
лес I I  w i l l  равен Р,  радиус 
каж дого из них г, вес кри во
шипа Q.

Вычислить кинетическую 
энергию механизма, считая ко
леса однородными дисками, а 
кривошип — одп о роди ым тон кпм 
стержнем, если г, =  2г (рис.204). 

Кинетическая энергия данной системы равна
Т  =  T t +  7 \  -|- Т 3,

где 7’,, 7 '2, Т 3 — соответственно кинетическая энергия кривошипа 
и колес I I  и I I I .  По формуле (230) находим:

Рис 204 

Р о in с и и е.

7 \ ■Л/о*
о

_ Q  О А г со2 __25Q г
8  3 2 ~  6 g

Кинетическую энергию колес I I  и I I I  вычисляем по ф ор
муле (231):

г  Р  v n
1 g 2

т  _ Р
3 ‘ 8 2

Jt f ' l
2

где и J А — моменты инерции колес 
осей, проходящих через точки В  и А  и

о5а

II н II! относительно 
перпендикулярных к



плоскости рисунка, (о, и cos — абсолютные угловые скорости этих 
колес.

Так как точки .4 и В принадлеж ат кривош ипу, то 

ил — О А ю =  5 по  и v B — ОВ (о =  3 го).

Р Р
Кроме того. 11 1,{~  2 g r '

Так как колесо /  неподвижно, то скорость точки С, принад
лежащей колесу / / ,  равна нулю, т. е. точка С является  для 
колеса / /  мгновенным центром вращ ения. Отсюда следует, что

, . V п Зл(о 0 
v h  -  С В  Ю, =-- ГО)2 и (02 r r ^ - L =  —— 6(0.

По теореме слож ения угловых скоростей в случае п ар ал л е 
льных осей вращения относительная угловая  скорость (по от
ношению к кривошипу) колеса I I  будет равна

(о, — о)2 — о) --- 3(0 — о) = 2d).
Так как  колеса I I  и I I I  имеют равные радиусы и находятся 

во внешнем зацеплении, то их относительные угловые скорости 
равны  по величине и противополож ны  но знаку, т. е.

to, — —(о 2 = — 2 (0.
Потому по той же теореме абсолютная угловая  скорость 

колеса I I I  равна
(О, — (О, 4- со —- — 0).

Следовательно,
Р  п  2 2 , Р г г 9 о)* 27 Р г г 

т » =  % 9 г "' ^  =

5 4 Г 2g 2 4g

T = Г- со2 + ~  P r*or 4- r  r2 (o2 4- ̂  r2 со2 =bo 4 g  4 g  b g  2g

=  25 Q + n7 f i  r  ot2

Задачи т ипа [I

Задачи этого типа можно разделить на следующие три группы:
1. Задачи, решаемые при помощи уравнения (228), т. е. на 

основании теоремы об изменении кинетической энергии в конеч
ной форме.

Уравнение (228) следует применять в тех случаях , когда 
действующие на систему заданные силы или постоянны (и по мо
дулю, и но направлению), или для них существует силовая
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функция, а в числе известных и искомых в задаче механических 
величии имеются, кроме этих сил, только  скорости (линейные 
или угловые) и перемещения (поступательные или угловые) тел, 
входящ их в данную  систему

2. Задачи, решаемые при помощи уравнения (226), т. е. на 
основании теоремы об изменении кинетической энергии в диффе
ренциальной форме.

Уравнение (226) следует применять в тех сл у ч аях ,  когда 
заданные переменные силы (или сила), действующие на систему, 
зависят от скорости, а известные и искомые в задаче механи
ческие величины те же, что и в предыдущем случае.

В этом случае при интегрировании уравнения (226) сначала 
нуж но разделить переменные.

3. Задачи, решаемые при помощи уравнения (227), т. е. на 
основании теоремы о зависимости между кинетической энергией 
системы и мощностью действующих на систему сил. Уравнение 
(227) следует применять в тех случаях , когда требуется найти 
(либо, наоборот, задано) ускорение тела — линейное (при посту
пательном движении тела) пли угловое (при вращательном д в и 
жении).

Г1 е р в а я г р у п п  а

Пример 169. Груз А весом / ’, подвешен к однородному не
растяжимому канату длиной /. и весом Q.

Канат переброшен через блок В , вращаю щийся вокруг оси О, 
перпендикулярной к плоскости рисунка. Второй конец каната

прикреплен к осп катка С, к атя 
щегося без скольж ения  но непо
движной горизонтальной плоско
сти. Б лок  В н каток С — одно
родные круглы е цилиндры радиу
сом г и весом 1 \  каж дый. Коэф
фициент трения качения катка С 
о горизонтальную  плоскость р а 
вен /д.. В начальный момент, когда 
система находилась в покое, с 
блока В свешивалась часть кана
та длиной /. Определить скорость 
груза А в зависимости от его 
вертикального перемещения li 
(рис. 205).

Р е  h i  е й  не .  Так  как в данной задаче известными величинами 
являю тся перемещение h груза и постоянные силы Т \, Р г Q, 
а требуется иайтн скорость v  груза ,  то следует воспользоваться 
уравнением (228), выражающим теорему об изменении кипети-



ческой энергии в конечной форме:
Г - Г „  =  2 А .

Кинетическая энергия данной системы равна
Т  =  Т  1- \ - Т г -к Т  3 -j-

где Г , ,  r 2, Г , ,  Г, — соответственно кинетическая энергия груза 
/1, блока В, катка С и каната. Так как  скорость любой точки 
каната равна скорости и груза , движущ егося поступательно, то 
по формуле (229) находим:

Т  =  —1 — Г =  9L —1 .? 2 ' * g 2 •

Кинетическую энергию вращаю щегося блока находим по 
формуле (230):

■г J Qu r . РУ - v
т ,  - -  V  . гд е И " > =  у

(угловая скорость блока); следовательно,

т
2 ^  •

Так как движение катка С является плоскопараллельным, 
то по формуле (231) имеем:

Г  — — —  4- J  —' ■ “ * 2  b J c  2 ’
, Ро/-2

где ./с — - (,)i — угловая скорость катка.
Так как каток катится без скольж ения , то скорость точки 

касания его с неподвижной плоскостью равна нулю, т. е. эта 
точка является  мгновенным центром вращения катка.

Отсюда следует, что =  r<i»l, поэтому

гг Р 2 2 . Р 2 г 3 /Э 2^С 3  Р .  г
7’, =  ^ + ^ с = - г = т ^ '

Таким образом,

Г  =  р  i t  +  v 2 4- =  £  (Р, 4  Q 4- 2 P J .
28  2g  4# 4g 2 g v 1

В начальный момент система находилась в покое, поэтому
Т 9 =  0 .

Перейдем теперь к вычислению суммы работ всех сил, при
ложенных к данной системе при перемещении груза А на рас
стояние h.

Работа силы Р , . очевидно, будет A x — P J i .  Работа каждой 
из сил Р 2 равна пулю, так как точка О неподвижна, а точка
1 3 в -  I З а к а ,  ->332 Зб1



С перемещается по горизонтали. Момент пары трения качения 
равен j,.P2, а работа сил этой пары, согласно § 3 гл. III,  будет 
равна произведению момента пары на угол ф поворота катка, 
взятому со знаком минус, так как направление момента пары 
трепня качения противоположно направлению  угловой скорости 
катка; с л едов а те л ь н о ,

A k =  ~ f k p t Ф-

Гак как угловая  скорость катка  (о, равна угловой скорости 
ш блока В , то угол поворота ф катка равен углу поворота
гблока, т. е .  ф =  — , поэтому

При качении катка  б е з  с к о л ь ж е н и я ,  работа силы 
трения скольж ения  ? тр будет р а в н а  п у л ю ,  поскольку равна 
нулю  скорость точки прилож ения этой силы.

Так как, согласно § 3 гл. III .  работа силы тяжести равна 
произведен ню веса тела на вертикальное  перемещение его центра 
тяжести, то, сравнивая  начальное положение C 0E D A lt каната с 
его конечным положением С E D A ,  нетрудно видеть, что работа 
А„ веса каната равна произведению веса его части C C  — h 

Q ,равного -у- п, иа разность высот центров тяжести этой части 

С 0С и части каната А 0А ,  т. е. на Поэтому

Л г =  Т  (r +  /

Таким образом,

I  А -  А,  +  A t +  А .  =  P J i - F „ P S у  +  \  ( л  + 1 +  A \ q .

П одставляя  найденные значения суммы работ и кинетической 
энергии Т  в уравнение (228), находим:

-.г
^ ( Р ,  • Q +  2 Р г) =  /г Р . ~

Отсюда находим искомую скорость груза:



В т о р а я г р у п п а

Пример ! 70 П рямоугольная пластинка A BCD  со сторонами 
а и b и b j c o m  Р вращается вокруг вертикальной оси г с началь
ной угловой скоростью со0. Каждый элемент пласгннки испыты
вает при этом сопротивление воздуха, направление которого 
перпендикулярно к плоскости пластинки, а величина прямо 
пропорциональна площади элемента п квадрату сто скорости у; 
коэффициент пропорциональности равен ц. Сколько оборотов 
сделает пластинка до того момента, когда се угловая с к о п о а ь  
станет вдвое меньше начальной (рис. 206)?

Р е ш е н  и с. Та к к а к си л ы со и ро 111 в л е- 
имя,  приложенные к пластинке, завися! от 
скорости, то для решения задачи следует 
воспользоваться уравненном (226)

Так как пластинка вращается вокруг 
неподвижной оси, то ее кинетическую энер
гию находим по формуле (230):

Т  =  I г ~  , откуда с/7’ =  J г о  с/со.

Работа силы тяжести Р, очевидно, равна 
нулю, так как высота центра тяжести пластинки не изменяется.

Чтобы вычислить работу сил сопротивления, воспользуемся 
формулой для определения работы сил, приложенных к вращ а
ющемуся твердому телу (см. главу III, § 3):

V d A = M r(U р,

где М 2 — сумма моментов всех приложенных к телу сил отно
сительно оси вращения, d<p — элементарный угол поворота тела.

Чтобы вычислить Л/,, разобьем пластинку на элементарные 
прямоугольники со сторонами b и dx.

Тогда сила сопротивления, прилож енная к такому прямо
угольнику, равна

dF =  цу* bdx =  [ib (o.v)2 dx  

in, (dF) — — xdF  =  — u /k o V  dx\
следовательно,

a

\ \ г =  21 , n z (dF), T- e - M t  =  — цЬо)2 J  x 9 d x  =  — j | i / ; a 4co* и ^ j i A  =
0

=  — — (.i ba*d)2d*p.

К Ш - ?  З а к . :.’.Ч32 ’•63



Таким образом, уравнение (220) принимает вид 

j z о  dcо =  — p  b a 4 о»2 </ф,

или
Уг d (о =  — j  it £я4 to d(p.

Р азделяя  здесь переменные, получим:

Л -  = _ 1 м  ^ V /ф;
г со 4 1

отсюда, интегрируя, имеем:
О),,
2

,  Г ч / id  i i k ; 4 ,  Г1 , « п  и б я 1

177 =  ~  Т ~  <Г ,!ЛИ (ln 0)U, =  '-I"  (Р>

откуда находим угол поворота пластинки:
A.I, In 2

Применяя выш еуказанную разбивку пластинки A B C D  иа 
элементарные прямоугольники, момент инерции J ,  пластинки 
представим в виде:

где т — масса элементарного (заштрихованного) прямоугольника. 
Если массу пластинки обозначим М ,  то масса, приходящ аяся  

^ AIна единицу площади, будет , а потому

Л! , , Л! ,т — — b dx  =  — dxab а

, ГМ 2 , М 
J , =  \ — Л dx —1/ ч

Ma* Р 2
3 ~  а *

г  -I Р In 2
Следовательно, ср =  -— г - г  •

4 Зд.к&сг
Разделив этот угол ср на 2л, получим искомое число оборо

тов пластинки, равное i  Р 1 п, \  .г З л дп /кг

Т р е т ь я  г р у п п а
Пример 171, П рям оугольная  пластинка со сторонами а и Ь 

может вращаться без трепня вокруг вертикальном оси А В ,  
проходящей через ее середину и параллельной стороне Ь. На



конце оси надет шкнп С радиусом г. на который намотана 
гибкая нерастяжимая ингь; другой конец нити перекинут через 
блок D, и к нему привязан груз весом Р, приводящий во в р а 
щение пластинку.

Пренебрегая массами шкива и блока, найти ускорение груза ,  
если вес пласгинкп равен Q и никаких сопротивлений дви ж е
нию нет (рис. 207).

Р е ш е н и е .  Так  как требуется определить ускорение груза, 
то для решения этой задачи воспользуем
ся уравнением (227)

d T  
dt

Кинетическая энергия данной систе
мы, состоящей из пластинки, вращ аю 
щейся вокруг неподвижной оси г, и гру 
за, движущ егося поступательно, равна

Т --

!
«с.
I

1
а — ср

Л
Рис. 207

где J г —  момент инерции пластинки отно
сительно оси вращения, <о — ее угловая 
скорость, v  — скорость груза.

Так как нить нерастяж има, то скорость груза равна о к р у ж 
ной скорости шкива, т. е. v  — т ,  и, следовательно.

7'  _ I V~ I Р ..2
г 2 7  2ё  *

З н ая  момент инерции прямоугольной пластинки относительно 
ее стороны, равной />, найденный в предыдущем примере, и 
применяя теорему о моментах инерции относительно двух па
раллельных осей, имеем:

1  “2 
и

откуда

■1,=
Q (Г
J  Т2

поэтому
т  -  -- °1 - PJLZr=vl

'  а  2,■* 12 г  2g ‘ 2f>
Qcr
\2r*

При
сила P

dZ = L ( 2 *  A_p
dt  е \ \ Ч г * ^ г

dv
dt

перемещении груза работу будет производить только 
(вес груза), поскольку сопротивлениями пренебрегаем.
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Так как сила Р и скорость груза v  направлены по одной 
прямой и одну I! iy ж е сторону, го мощность найдем по ф ор
муле (177) (см. гл. Ill,  § 3) N  — Pv.  Подставив найденные зн а

чения мощности п производной ~  в уравнение (227), получим:

0£l 
12 г*

dt

отсюда
d v  \ 2 г Р

W ~ d t  Qa* - f  12 r ‘ P
g  — const.

Следовательно, движение груза является  равномерноускорен
ным.

$ 4. К О М Б И Н И РО В А Н Н Ы Е  ЗАДАЧИ

В этих задачах приходится применять совместно две пз тех 
теорем динамики системы, которые рассмотрены в предыдущих

параграфах; например, теоремы о количе
стве движ ения и о кинетическом моменте 
системы или теоремы об изменении кине
тической энергии и о движении центра 
масс системы.

Пример 172. На ступенчатый шкив ве
сом P s, вращаю щийся вокруг ненодвиж-

-------х  ной оси О, навернуты канаты, к концам
которых подвешены грузы А и В весом 
Р, и Р 2. П редполагая , что на эту систему 
действуют только силы тяжести, и пре
небрегая сопротивлениями, найти ускоре
ния грузов и реакцию в точке О.

Радиусы R  и г и радиус инерции гин 
шкива относительно оси О известны (рис. 
208).

Р е ш е н и е .  Так как в заданной зада
че требуется определить ускорения гру
зов, то применим уравнение (227). Сна
чала вычислим по формулам (229) п (230) 
кинетическую энергию Т  дайной системы, 

состоящей из двух грузов, движущ ихся поступательно, и шкпиа, 
вращающегося вокруг неподвижной оси:

Рис

7' — —' v ~ 
'  2* Ь'

Р . г . . м*

где и, и v 2 — скорости грузов А и В , ./„ — момент инерции шкива 
относительно оси вращения, со — его угловая скорость.



П о

v , Rb), v.,- rot. ■fn- - ^ ~ r l u.

П0Э1 ому

T - ^ R 2̂ - I  i Г  г -\ P A X

Отсюда

а г - < Л * *  i - P / ’ -i p , 4 ' 7 f -

где e — - ^  — угловое ускорение шкива.

Так как груз В  поднимается, а груз А  опускается, то сумма 
мощностей, действующих на систему сил, равна

V  /V P ti \ —  P ,v t =  ( P %R —  Р / )  о .

Следовательно, уравнение (227) имеет вид

j ( P xR * -  Р /  х />,rf111) B =  i . ) (P I/ ? - / V ) .

откуда
P i R - P s  „г =

Искомые ускорения грузов равны:

tt. ^ R e =  =  1_ .
P ,W 2 - | - P sr* +  P 3r=ul 2 P t F l P r '  +  P s I ,

Д л я  определения реакции в точке О применим теорему о про
екции количества движения Д' системы на неподвижную ось 
(см. § 1 этой главы). Выбрав координатные оси .v и у,  как у к а 
зано на рисунке, на основании этой теоремы имеем:

d K x v у ю  . у  . dJ^y  .  v y i t i . _ y  _ р  __ р  _ _ р
W ------ 4 ..... rfT “ " 1 ■”

где Л',„ У70 — составляющие искомой реакции по координатным 
осям. Учитывая, что скорости грузов А и В параллельны оси у  
и что количество движения ш кива равно нулю, так как  его 
центр тяжести леж ит на осп вращения, находим:

" ' Av
Из этих уравнений получаем:

* . = 0 ,  >■. =  />,-: р .  +  Р - ^ + й ^ Р ,  ! р .  +  р , -

_ Р .  _ р  , р  • р  ( Р . Р - Р ^ ) »
u  1 I „  “  * 1 1 * • д n S  . п  . 2  , i j  , г  *h a  / п г 2Г | / ,Г,Ш



Углонос ускорение шкива можно найти и по теореме о ки не
тическом моменте системы. П рименяя эту теорему но отношению 
к оси О, имеем:

dL
dt- =  - т 0 (F(C)) -  ///0(Я,) i - m 0 ( / ;: ) -  P tR  — P 2r. (a)

(Моменты внешней силы P 3 и реакции в точке О относительно 
оси вращения шкива равны, очевидно, нулю). Кинетический 
момент L 0 данной системы относительно оси О равен сумме ки
нетических моментов шкива и двух грузов относительно той же 
оси. Следовательно,

К  =  J . *  +  £  К 2"  4- Ц  г'о> =  £ ,  =„0, +  £  R \ *  +  ' f  г о  =

- ( P , / ? s +  I V ’ - r P / D j .

Поэтому уравнение (а) принимает вид 

/ >,*» + Р,г» ;• /у » „ ,  rfu, 

в / \ R - P j - ;
отсюда

dt

dm _  P^R — P j
Л Р .Л Ч - Я / ’ +  Р . С g '

Пример 173.  Д о ска  весом Р ,  леж ит  иа дгзух цилиндрических 
катках радиусом г и весом Р г каж дый. Вся система движ ется  
иод действием заданной горизонтальной силы F, приложенной

к доске; при этом предполагается, что катки катятся  без с к о л ь 
ж ения и что скорость доски равна скорости катка  в точке А. 
Найти ускорение доски и общую силу трения в точках А и В 
(рис. 209).

Р е ш е н и е .  Д л я  определения ускорения оу доски восполь
зуемся, как и в предыдущей задаче, уравнением (227):

Так как доска движется поступательно, а движение катков 
является плоскопараллельным, то кинетическую энергию данной
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системы находим  пи ф о р м у л ам  (229) п (231):

Т  — — L — 4  0 
я -

где v  — скорость доски. v n —-скорость центра тяжести катка, 
со — угловая скорость катка, J 0 —  его момент инерции, относи
тельно оси О, перпендикулярной к плоскости рисунка.

Так как каток катится без скольж ения , то точка Л , есть его 
мгновенный центр вращения; отсюда следует, что

I 1 \  V
ил — 2по, v () =  ru) и v 0 =  -£  =  -у .  

р
Кроме того, J 0 =  o%r*> поэтому 

Р ,  и- , P.. v z
71~ - I  V

-V'
Отсюда

* 1 - { р  +  * р ) . л . 4?  =  ( р  - \ . 1 р \ « ? .
<it ~ V '  +  i W  g л  г  • 1 4 ' *) /■

Так как силы 1 \  и Р г перпендикулярны к скоростям их 
точек прилож ения, а силы трения между катками и опорной

1>
Т  = т , -  V

плоскостью приложены в точках Л, и скорости которых 
равны нулю, то работа каждой из этих сил равна пулю. Сумма 
работ внутренних сил трепня между доской и катками, прило
женных в точках А и В, такж е равна нулю, так как доска не 
скользит по каткам.

Поэтому работу производит только  сила F , мощность кото
рой равна N  — Fv.

Следовательно, уравнение (227) принимает вид

( р . +  Т  P . ) j w  =  F v '
откуда

4 71
6У - 4Р1+ З Р Я-



Чтобы найти равнодействующую F t[, сил трения F ,v и F ’Tр, 
приложенных к доске в точках /1 и /$, рассмотрим отдельно 
движение доски и составим уравнения движ ения се центра т я 
жести С:

^ w x : F - F T„  ^ w y =  N , + N , - P , .

где N t и Л/2 — нормальные реакции катков, приложенные к доске 
в точках А и В (рис. 210).

Но w x =  w  и =  0, поэтому Frp =  F —  ? i w = F  —  =

=  N  + N  = Р
4 Я, -J З Р 2 ’ « ^  5 ' •

Если обозначим /' коэф(()ициент трения между доской и кат 
ками, то FTp s ^ f N t и Отсюда следует, что

FTV — F Tp т FТ|, ^  /  (Л , -f- Л „),
или

ЗР,/- ' _  ,  г, _  1 З Р . Г
4 Р ,  ~  :зр2 - - l P ' '  т - е - f  * *  р ,  (4 р , -■ З Р г) •

Такому условию должен удовлетворять коэффициент трения, 
чтобы доска не скользи ла  но каткам.

Г а б л и ц а 2 0
Классификация задач

Т и м ы  за д ач

Гр у п п ы 1
Задачи на иычнсление кинетиче
ской энергии (задачи 10-10— I0-IS)

11
Задачи на применение теоремы 

о(> изменении кинетической энер
гии системы, состоящей in одного 

тела или нескольких тел

1-я — Задачи ,  решаемые при помо
щи теоремы об изменении к и 
нетической энергии в конечном 
форме (задачи 1053 — 1074)

2-я — Задачи ,  решаемые при помо
щи теоремы об изменении ки
нетической энергии в диффе
ренциальной форме

3-я З адачи ,  решаемые при по
мощи теоремы о зависимости 
между кинетической энергией 
системы и мощностью дейст
вующих на систему сил (за д а 
чи 932—934, 940—942, 1091)
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Г л а в а  V

П Р И Н Ц И П  Д А Л А М Б Е Р А  И П Р И  И П ИП  В О З М О Ж Н Ы Х  
П Е Р Е М Е Щ Е Н И Й

§ I. П Р И Н Ц И П  ДА ЛА М БЕРА ДЛ Я  СИСТЕМЫ М А ТЕ РИ А Л ЬН Ы Х  ТОЧЕК

Если к каждой материальной точке движ ущ ейся системы 
прилож ить силу инерции этой точки, то все эти силы инерции 
будут уравновеш иваться заданными силами и реакциями связей, 
приложенными к данной системе. В этом и состоит сущность 
принципа Д алам бера  для системы.

Таким образом, если заданную силу, прилож енную к /г-тон 
точке механической системы, состоящей из п материальных точек, 
обозначим F реакцию связей, прилож енную к той же точке, 
обозначим N и силу инерции этой точки F)'u , то имеем:

т. е. сила инерции материальной точки равна по модулю про
изведению массы этой точки на ее ускорение и направлена про
тивоположно этому ускорению.

Отсюда следует, что система заданных сил, реакций связен 
и сил инерции удовлетворяет уравнениям статики, т. е. сумма 
проекций всех этих сил на любую ось и сумма их моментов 
относительно любой точки или любой оси равна нулю.

Таким образом, принцип Даламбера дает общий прием со
ставления уравнений, необходимых для решения задачи дина
мики системы, причем эти уравнения имеют ту ж е форму, что 
и уравнения статики. Этот прием оказывается особенно полезным 
при решении тех задач, в которых требуется найти динамические 
реакции связей, т. е. реакции, возникающие при движении 
системы.

Задачи, относящиеся к этому параграфу, можно разделить 
на два основных тина:

I. Задачи, в которых силы, приложенные к каждому телу 
системы (заданные силы и реакции связей), и силы инерции, их 
уравновешивающие, леж ат  в одной плоскости.

I I .  Задачи, в которых заданные силы, реакции связей и силы 
инерции, их уравновешивающие, образую т пространственную  
систему  сил.

Так как в задачах этого типа рассматривается плоская сис
тема сил (заданные силы, реакции связей и силы инерции), н а 
ходящ ихся в равновесии, то применяем три уравнения илос-

При этом
F k + N k + F {, ! " ^  0, (к ~ Л ,  2...........п).

/Чи) =  — m kw k,

(232)

(233)

Задачи т ипа  I
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кой статики: два уравнения проекций и одно уравнение мо
ментов.

В частных случаях  будем иметь только два пз этих уравне
нии: два уравнения проекций (в случае сходящ ихся  сил) или одно 
уравнение проекций и одни уравнение моментов (в случае  па
раллельных сил).

Если в задаче имеется система, состоящ ая пз двух или не
скольких тел, то приходится, расчленив эту систему, составлять 
уравнения равновесия для каж дого тела в отдельности, совер
шенно так же, как в статике.

Задачи типа I можно разделить на три группы.

П е р в а я г р у п п а

К этой группе относятся задачи, в которых тела, входящие 
в систему (или одно тело), движ утся  поступательно.

Реш ая  эти задачи по принципу Д алам бера, необходимо к 
каждой материальной частице  движ ущ егося тела приложить 
силу инерции этой частицы. Так как при поступательном  дви
жении тела все его точки имеют одно и то ж е ускорение w, то 
силы инерции материальных частиц тела будут в этом случае 
пропорциональны массам этих частиц, параллельны и н ап рав
лены в одну сторону (противоположно ускорению и:’); поэтому 
все эти силы инерции приводятся к одной р а в н о д е й с т в у ю 
щ е й  силе, приложенной в центре тяжести тела:

Fu,) =  — - m w  — — ы ' - т =  — Mw,

где А /— масса тела.
Итак, сила инерции поступательно движущегося тела равна 

по модулю произведению массы этого тела на его ускорение , н а
правлена противоположно этому ускорению и приложена в центре  
тяжести тела.

После того как в центре тяжести каж дого поступательно 
движущ егося тела мы приложим силу инерции этого тела, дан
ная система, согласно принципу Д алам бера, будет в равновесии. 
Поэтому для этой системы нуж но составить уравнения равно
весия и, решив их, найти те неизвестные величины, которые 
требуется определить в данной задаче.

Обычно искомыми величинами в этих задачах являю тся уско 
рения тел и реакции связей.

Пример 174. Д ва  груза А и В весом Р и Q, связанны е не
растяжимой нитью, перекинутой через невесомый блок, вращ аю 
щийся вокруг неподвижной оси О, могут скользить  но граням 
неподвижной призмы, причем коэффициент п рения равен / .  Найти 
ускорение w, с которым будут двигаться грузы, и силу н атя 
ж ения нити, если углы а и р  известны (рис. 211).



Р е ш е н и е .  Каждый из гр у зо в ./l и /3 дни ж т с  я поступательно 
н прямолинейно. Допустим, что груз А опускается с ускоре
нием ы\.  Так  как грузы А и В связаны  иерастяжнмой нитыо, 
т о  груз В будет подниматься с ускорением wt , равным по мо
дулю ускорению w x, т. е. к», =  =  w.

Применяя принцип Д алам бера , приложим к грузу А силу
р

инерции этого груза , равную  по модулю F\i{) =  —  w  и иаправ- 

ленную противоположно ускорению w l9 а к грузу В — силу инер- 

ции, равную по модулю и направленную  противопо

лож но ускорению Тогда,, по принципу Даламбера, данная 
система будет находиться в равновесии.

У,
\  /

Расчленив эту систему, т. е. перерезав нить, составим по два 
уравнения равновесия д ля  каж дого груза в отдельности. Д л я  
этого спроектируем все силы, приложенные к грузу А,  т. е. силы 
Р, N lt F rp . ,  /*,"\ 7 \ .  иа оси О хх и О ух, а силы, приложенные 
к грузу  В,  т._е. силы Q, Дг2, F {р2, Р1И), Т г,— на оси Охг и Оуг. 
Здесь /V, и N s— нормальные реакции граней призмы, РТр i и 
Fyр г — силы трения, Т , ,  Г ,  — реакции (силы натяж ения) нити, 
приложенные соответственно к грузам  А  и В,  причем Г ,  — Г 2 — Г.

Тогда имеем для груза А\
Р  sin а  — FTp, — F\H) — Т  =  0,

N t — Р  coscc =  0;
для груза В:

Q sin |3 -f- FTV 2-|- F[u)- T  =  О,
/V2 — Q co sp  = 0.

Из второго и четвертого уравнений находим: 

jV, -  Р  cos а , N г =  Q cos р.

373



ГГР з =  /7V„ =  fQ  cos |).

Подставив значения сил трения п сил ииерцин п первое и 
третье уравнения, получим:

Р
- -  -  ! Т  =  Р sin сс — /  Р cos  а  — / ’ (s in  а  — / cos  а),

“7

Т  — и' =  Q sin [■) 4- /Q  cos  р =  Q (s in  |i • /  cos  p).

Отсюда находим:
P  ( s i n  C t  —  / '  c o s  ( X )  —  ( s i ' l l  I ’,  /  C H S  P )

-  P  ^  Q  - / /

и
Y .  P Q  [ s i n  i t - 4 -  s i l l  p  —  I  ( c o s  i t  —  c o s  |  ’■ ) )  2 P Q  . i t  ft
7  -  — ------------------ ] r --Q----------------------- «  p- - n SHI —  -  X

/  I t  —
X ^ COS —  r

R v o p a  я г р у п п а

К этой г руине относятся задачи, в которых гела, входящие 
в систему (или одно тело), имеют вращательное движение вокруг 
неподвижной оси.

Ускорение каждой точки такого тела равно геометрической 
сумме касательного и нормального (центростремительного) уско
рении. В соответствии с этим, решая задачу по принципу Д а 
ламбера, мы долж ны к каждой материальной частице  вращ аю 
щегося тела приложить две силы инерции частицы: 1) касатель
ную силу инерции, равную по модулю произведению массы 
частицы па ее касательное ускорение и направленную противо
положно этому ускорению, и 2) нормальную силу инерции (цен
тробежную силу), равную по модулю произведению массы 
частицы на ее нормальное ускорение и направленную противо
положно этому ускорению.

В остальном метод решения задач этой группы остается т а 
ким же, как и в задачах первой группы. Если тело вращается 
равномерно, то касательные ускорения, а следовательно, и к а 
сательные силы инерции всех его материальных частиц равны 
нулю.

Пример 175. Д в а  однородных сгержпя О А и ОВ  весом Р 
каждый прикреплены концами при помощи ш арнира О к верти
кальному стержню 0 D ,  а их концы А и В привязаны нерастя
жимыми горизонтальными нитями к точке D  этого стержня. 
Треугольник АОВ  начинают вращать вокруг осп OD  с постоян
ной угловой скоростью ш. Найти н аш ж ен и я  Т  нитей и реакцию

Следов;] гслы ю ,
/•'. p i  /'/V, = f P  cos а ,

-  4-
.* . --[I

I Sill
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шарнира О, приложенную к стержню ОВ.  сели 0 /\ — 0 В  =  а и 
/_1ЮВ=-- ц (рис. 212).

Р е ш е н и е .  К стержню ОВ, вращающемуся равномерно во
круг осп OD, приложены заданная сила Р,  реакции Х 0, У 0 
шарнира О и реакция Т  инти.

с Ь
П рименяя принцип Даламбера, 
разобьем стержень ОВ на бес
конечно малые элементы и при
ложим к каждому такому эле
менту силу инерции /Т »  направ
ленную противоположно его 
ускорению w k и равную по мо
дулю  f^ l) =  tnkw k, где in,. —  мас
са элемента.

Если рассматриваемый эле
мент находится на расстоянии 
s* от точки О, то &k =  гьМ* =
=  s /{ sin ф о)2, и, следовательно,
Л"’ =  nikm‘s k sin ф.

Согласно принципу Д а л а м 
бера, сила Р , р .акцииЛ 'р , У п, Т
и силы инерции }{" \  приложенные к каждому элементу стержня 
ОВ, взаимно уравновешиваются. Поэтому будем иметь грн урав
нения равновесия:

уравнение проекции на ось х:
Х 0 — Т  -\- S //"’ =  о, 

уравнение проекций на ось у:

У - Р  =  О
и уравнение моментов относительно точки О:

— Р  - j  sin ф +  Т а  cos ф — 2 / iH)s A cos ф =  0.

Вычислим суммы, входящие в эти уравнения:

2 f t 10 =  - i n k( ^ s k s in  ф =  со2 sin 

cos  ф =  I  m k(f?sl sin ф cos  ф =  oi2 sin <p cos  ц - m ^ s l .

Но по формуле (203) для  координаты центра тяжести С имеем:

- nh s >t
. .  Р аМ  ■ s, =  _  -  <■ g 2

v .. , Д fo2 Ра2
3|?

где ./0 — момент инерции стержня О В относительно точки О.
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Поэтому уравнения равновесия принимают вид 

Х 0 —  Т  +  щ  о)2 sin ф =  О,

У о - Р  =  0.

г, II ■ , т  Р и 7м г . А— Р ту sm ф -|- /  a cos ф — -  sin ф cos ф — 0. 

Реш ая  эти уравнения, получаем
Y  ~  РI 0 — I ,

„  Р /  . 2ао»* . \
( tg<P + -2£- Si n<pj ,

v  гр Ра г . Р /  I/O)2 . NЛ „ « г -  -̂<0 sin CJ =  _  ^ ф. — _  sin ф j .

Т р с т ь я г р у п п а

К этой группе относятся такие задачи, в которых некоторые 
из гел, входящ их в систему, имеют вращательное движение, а 

другие движ утся  поступательно.
Метод решения задач этой группы на 

основании принципа Д алам бера  по существу 
ничем не отличается от метода решения за- 
чач первых двух групп. Только здесь име
ются и тела, поступательно движущ иеся, и 
1ела, вращающиеся.

Пример 176. К шкиву подъемника ради
усом R  приложен вращающий момент М; 
веса грузов равны Р , и Р 2. Определить 
угловое ускорение ш кива и натяж ения ча
стей каната А С  и BD .  считая шкив однород
ным круглым цилиндром весом Р ,  и пре
небрегая сопротивлениями и весом каната 
(рис. 213, а и б).

Р е ш е н и е .  Реш ая  задачу по принципу 
Д  иР2 Д алам бера, приложим к грузам  силы пнер-

1ии, равные Я 1,0 *  — w t . F {"] =  - f  а»в н направ-
Г ' —лепные противоположно ускорениям ы\ и 

Рис. 213 --г этих грузов, причем =  и г ~  Кроме
т о ю , нуж но прилож ить силу инерции к каж

дой материальной частице шкива. Так как ускорение такой 
частицы слагается пз касательного ускорения w x и нормального 
ускорения ы'п, то и сила инерции этой материальной частицы 
является равнодействующей двух сил: касательной силы инерции 
fx \  направленной противоположно ускорению u t . и нормальной



силы инерции (центробежной силы) г " \  направленном протнво- 
положмо ускорению ivn. L-слм массу материальном чаепщы обо
значить т,  а ее расстояние от оси вращения г, то

f ("' =  mii'T =  m m ,  / Г  — ти'п =  m r«f,

где s и го — угловое ускорение и угловая  скорость шкива.
После того как мы приложим все эти силы инерции, можно, 

согласно принципу Д алам бера , рассматривать данную систему, 
как находящ ую ся в равновесии. Следовательно, сумма моментов 
всех внешних сил, приложенных к этом системе, и сил инерции 
относительно точки О будет равна нулю. Поэтому, учитывая, 
что моменты относительно точки О силы P s, центробежных сил 
и реакции в точке О равны нулю, получаем следующее урав 
нение:

М  -У R P t -  R P 3 —  RF\'" - R F * " 1 S r f ' xm =  О,
или

A i - R  ( Ps - P j - R ( P i +  P t) -  Zmr'E  =  0.

Силы натяж ения  канатов AC  и B D  в это уравнение не входят,
так как для данной системы эти силы являю тся внутренними.

Но -ГПГЯ =  Е-П1Г =  .1 п - Е,
где J п — момент инерции шкива относительно оси О, причем для

j)
однородного круглого  цилиндра J а =  —* R*• А потому предыду- 

шее уравнение принимает вид

R ( P ,  +  P , ) j  +  ^ R h  =  M - R ( P , - P , ) .

Т ак как lv ■— Ra,  то из этого уравнения находим:
....  U - P ( P 2- P , )  
а  ~ / ? ( Я | + Р ,  +  0.5Рв)«

и
„ _  V. -  А 1 - Р ( Я г- Р , )  

к  /?, ( р 1 +  р , + о , 5 р 1)-1»*

Д л я  определения натяж ения каната BD  расчленим систему 
и рассмотрим в отдельности правым груз, к которому^ прило
жены сила Р„, сила инерции Fl"’ и реакция каната Т л (рис. 
2 1 3 ,6 ) .

Так как эти силы уравновешиваются, то 
T  —  P t —  F{2") =  0,

откуда

T, = P, + F4" = PS+ £ю = Р,( 1 + f )  =
=  Р.

М_.р(р2-р,)
1 к  ( / , , - | > 2 +  0 . 5 Р | »

Р 5 | Л1 +  Р  С>/-, +  П,5Г3)1
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Рассматривая затем равновесие левого груза в отдельности, 
найдем натяжение каната АС

Т  =  —1 1 Д (2 Р ,-Н > .5 Р ,) - .Ш  
W( P , H- P t  +  » .5P ,) '

Задачи типа I I

К этому типу относятся задачи, в которых заданные силы, 
реакции связей и силы инерции образую т пространственную 
систему сил. Эти задачи можно разделить на две группы.

М е р  в а я г' р у п и а

К этой группе относятся задачи, в которых требуется о п р е 
делить реакции двух закрепленных точек осп при вращении 
точечных масс вокруг этой оси.

Решение задач этой группы аналогично решению задач вто
рой группы типа I. только  здесь приходится составлять  в общем 
случае шесть уравнений равновесия пространственной статики.

В т о р  а я г р  у и и а

К этой группе относятся задачи, в которых требуется опре
делить реакции двух закрепленных точек твердого тела (двух 
подшипников или подшипника и подпятника), возникаю щие при 
вращении твердого тела  вокруг неподвижной оси, проходящей 
через эти закрепленные точки.

При решении этих задач по принципу Д алам бера  нуж но р а з 
бить вращающееся твердое тело на элементарные материальные 
частицы и к каждой такой частице прилож ить касательную  и 
нормальную силы инерции этой частицы. Так  как, согласно 
принципу Д алам бера , все эти силы инерции уравновешиваются 
заданными силами, приложенными к телу, и реакциями з а к р е п 
ленных точек, то в общем случае имеем шесть известных из ста 
тики уравнений равновесия (три уравнения проекций и три 
уравнения моментов). В эти уравнения войдут, во-первых, сумма 
проекции всех сил инерции на каж дую  пз трех выбранных к о 
ординатных осей, или, что то же, проекции главного вектора 
сил инерции на каж дую  пз этих осей, и, во-вторых, суммы 
моментов всех сил инерции относительно каждой координатной 
оси, или, что то же, главные моменты сил инерции относительно 
каждой из этих осей. Если ось вращения тела примем за к о 
ординатную ось г, то проекции главного вектора сил инерции 
на координатные оси будут равны (см., например, «Курс теоре
тической механики» II. М. Воронкова, $ 139)

R x l) — .11 (.vcur j у с г), R {”' — М  ( , , у - х с е),  / ? Г  =  0, (234)
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а главные моменты сил инерции относительно координатных 
oceii выразятся  так:

ЛГ"’ =  ^ „ е -У „ < в * . =  +■'«<“*. ЛП"’ ------Л»- Iя 5 '

В этих формулах М —  масса тела, <о и а — соответственно 
угловая скорость и угловое ускорение тела, х с и у с — коорди
наты центра тяжести С тела, J гх и J vt —  центробежные моменты 
инерции тела и J ,  — момент инерции тела огиосительно оси 
вращения.

Отметим некоторые частные случаи:
1. Тело вращается равномерно. Тогда о> =  const и е =  0.
2. Центр тяжести тела леж ит на оси вращения. Тогдз 

х с =  цс  =  О н , следовательно,

=  =  =  (2351

В этом случае все силы инерции приводятся к о д н о й  
п а р е ,  проекции вектора-момента которой на координатные оси 
определяются по формулам (235).

3. Координатная плоскость хОу  является п л о с к о с т ь ю  
симметрии тела. Тогда центр тяж ести тела леж ит  в этой пло
скости, и ось вращения г как ось, перп ен ди кулярная  к плоско
сти симметрии, является  главной осью инерции тела в точке О, 
поэтому Jv2 =  J zx =  0. Если при этом е =  0, то

/ИУ" =  M f  =  М[п) =  0

R T  =  M x c i о*. R 1”' =  М у с  (о2, R["' =  0. (237'

В этом случае все силы инерции приводятся к о д н о й  
р а в и о д е  й с т  в у ю щ е  й, равной R u,) =  Л1(оггс , где г с — радиус- 
вектор точки С, т. е. приводятся к одной силе, равной центробеж- 
ной си.\е центра тяж ести , если предположить, что в этом центре  
сосредоточена вся масса тела; при этом линия действия этой 
равнодействующей R (u) проходит через центр тяжести тела.

4. Если ось вращения г является г л а в и о й ц е  н т р а л ь- 
н о й о с ь ю  и н е р ц и и  т е л а  и если при этом тело вращается 
равномерно, то е =  0 , хг -—у с ~  О и J vz =  J гх =  0 . а потому 
Rx"  =  Г<Ку Л =  R[n) =  0 и A1V" -  М!/И) =  М {гИ) = 0 ,  т. е. система сил 
пнерипи является в этом случае уравновешенной системой. Сле
довательно, в уравнения равновесия, составленные на основании 
принципа Д алам бера, силы инерции не войдут; эти уравнения 
будут совпадать с уравнениями статики, которые используются 
при р а в н о в е с и и  тела иод действием приложенных к нему 
заданных сил. Поэтому искомые реакции закрепленных точек 
будут в этом случае равны с т а т и ч е с к и м  реакциям.
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При решении задач этой группы по принципу Д алам бера  
следует иметь в виду, что в уравнение моментов относительно 
оси вращения z искомые реакции закрепленных точек не входят, 
так как их моменты относительно этой оси равны нулю. Поэтому 
эти реакции определяются из остальных пяти уравнений равно
весия. Если в данной задаче, как эго нередко бывает, требуется 
найти только реакции, перпендикулярные к оси вращения  г, то 
достаточно составить четыре уравнения равновесия (два уравне

ния проекций на оси v и у  
z, и два уравнения моментов

относительно этих осей). 
Пример 177. Однородный 

а  4 4* гонкий диск радиусом R  и
весом Р насажен на горизон
тальный вал под углом и к 
оси вала и жестко скреплен 
с валом, причем центр т яж е
сти О диска лежит на оси 
вала.

Определить реакции под
шипников А и В, если вал 

вращается с постоянной угловой скоростью со и АО =  0 В  =  а. 
Весом вала и трением в подшипниках можно пренебречь 
(рис. 214).

Р е ш е н и е .  Реакция каж дого  из подшипников перпендику
лярна к оси вращения вала и равна геометрической сумме двух 
сил: с т а т и ч е с к о й  реакции, вызываемой весом Р  диска, и 
и н е р ц и о н н о й  реакции, возникающей при вращении диска и 
обусловленной проявлением инерции материальных частиц вра
щающегося диска.

К аж дая  из статических реакций равна, очевидно, — и на

правлена по вертикали вверх. Д л я  определения инерционных 
реакций применим принцип Д алам бера. Составляющие инерцион
ной реакции по координатным осям х и //. приложенные в точке 
А,  обозначим Х А и Y А, а инерционные реакции, приложенные 
в точке В, обозначим Х в  и У в . При этом ось х  леж ит в одной 
плоскости с осыо вращения вала и с нормалью O n  к плоскости 
диска, ось у  — в плоскости диска; ось z  направим по оси вра
щения вала. Оси х  и у  связаны с диском и вращаются вместе 
с ним. Д иаметр Oz, диска леж ит в плоскости xO z  и, следова
тельно, перпендикулярен к осп у.

Так как сила Р уравновешивается статическими реакциями 
подшипников, то, согласно принципу Даламбера, силы инерции 
материальных частиц диска будут уравновеш иваться инерцион
ными реакциями Х л , Ул , Х в , У в .



Поэтому имеем следующие четыре уравнения равновесия: 
уравнение проекций на ось v

A V I - -  О, 

уравнение проекций на ось у

я Г  +  у .4-1- У н -  о,
уравнение моментов относительно оси л:

MZ«> +  a Y A —  a Y B =  О, 

уравнение моментов относительно оси //

— я Х „4  а Х „ =  0.

В этих уравнениях, как было уже указано  выше. R l" \  #1,'° — 
проекции па оси л* и у, главного вектора сил инерции матери
альных частиц диска, /И*0 и Mi,'0 — главные моменты этих сил 
относительно тех ж е осей. Так  как в данной задаче центр т я 
жести диска леж ит на оси вращения z  и м =  const, то х 0= у 0 = 0 
и к =  0, поэтому из формул (234) и (235) имеем:

R i n) =  я < / °  = *  о, л/(;° м ! ; °  =  у 2Л.(о * .

Кроме того, так как ось у,  направленная по диаметру диска, 
есть ось симметрии диска, то она является его главной цент
ральной осыо инерции, а поэтому J vZ =  0.

Следовательно, предыдущие уравнения принимают вид:

Х л  -f- Х в  — 0, ) 4 -4- V й = 0, а  (У А i в ) — 0,
а (X , X в ) =  J гх<дл.

Из этих уравнений находим:

y a ~  Y  r -= 0, X A ^ J , x f a ,

Вычислим центробежный момент инерции J гх. Если рассмотрим 
материальную частицу диска с массой т. то, как видно из 
рис. 215, координаты этой частицы будут равны 

а: — h sin и, г =  h  cos а,

где h — расстояние этой частицы от оси у.  Следовательно,

J zx =  У* m lr  sin a  cos a  — sin 2a  V  m h *, но у  tnh1 —

момент инерции диска относительно оси /у (относительно диа-
„ MR* , МR2 . ометра), равный — , поэтому J гх =  ——  sin 2a.

381



Таким образом, окончательно получаем:

Y , =  > в  =  О, Х А =  о.* sin 2а =  ~  <•>’ sin 2а =  — Х п

Рис 215

Отсюда видно, что инерционные реакции подшипников п а р а л 
лельны оси х\ следова!ельио, эти реакции, сохраняя  постоянную 
величину, непрерывно изменяют свое направление, так как ось л 
вращается вмесге с диском. О три
цательное значение силы Х п указы- z\  
вает на то, чго эта сила имеет 
ианравлен::е, противоположное ! 
принятому иа рис. 214, а поэтому \  Ц 
реакции X  д, Х /{ образуют пару L a  | Ш r |" 
сил, леж ащ ую  в плоскости, про- * ^ it4l
ходящей через ось вращения и ЮТШТИ?г* I У
нормаль On к плоскости диска.

Пример 178. С вертикальной осью, укрепленной в подшип
нике Л и подпятник? В жестко соединены перпендикулярный 
к этой оси тонкий стержень DE  длиной / и весом Р х и круглый 
однородный цилиндр весом Р г. образующ ие которого паралле
льны оси АВ.  При этом цилиндр насажен эксцентрично так, что 
его центр тяжести С2 находится от оси А В па расстоянии 
ОС2 =  а. Цилиндр и стержень вращаются вокруг оси А В  с д ай 
ной угловой скоростью to =  const. Найти реакции подшипника Л
и подпятника В, если В Е  — 1, ЕО  =  АО =  -[у и 0 С г _[_ ED  (рис. 216).

Р е  ш е  н и е. Проведем координатные оси, связанные с цилинд
ром, как указано иа рис. 216, т. е. ось z направим по оси 
вращения В А,  ось у — по прямой ОСг и ось v — параллельно 
стержню ED.

Составляющие реакции подшипника Л по осям х  и у  обозна
чим Х л и УА, а составляющие реакции п одпяш пка  В  по коор
динатным осям — Л'/(, Y ,{ и Z H.



П рименяя принцип Даламбера, разобьем стержень D E  на бес
конечно малые элементы и к каждому такому элементу прило
жим соответствующую силу инерции.

Гак как м =  const, то е =  0 и, следовательно, касательные 
силы инерции всех элементов стержня будут равны пулю, а их 
нормальные силы инерции (центробежные силы) будут н ап рав
лены вдоль стерж ня от оси вращения.

Равнодействующая этих центробежных сил имеет то ж е на
правление и по модулю равна

г-(н) Х’ г г Vг , = 2 , т хт 2 =  о) 2 . тх,

где т  — масса элемента, дг — расстояние от элемента до оси вра

щения. Но У  т х  =  Л/.лс, =  - j  л'с,, где л'С| — расстояние центра

тяжести С, стержня от осп АВ,  равное поэтому F\n) =  ^ ког.
Так как плоскость хОу  является  д ля  цилиндра плоскостью 

симметрии и цилиндр вращается равномерно, то, как было указано 
выше, силы инерции материальных частиц цилиндра приводятся 
в этом случае к одной равнодействующей F["\  равной центро
бежной силе центра тяжести С2 цилиндра в предположении, 
что в этом центре сосредоточена вся масса цилиндра. Следова
тельно, F 2[) =  М 2у с,1д- =  ^  ао)!; эта сила F[tt) приложена в точке 

С2 п направлена но 0 С 2, т. е. по оси у.
Согласно принципу Д алам бера , заданные силы Р ,,  Р„ реак

ции Л'/}, У д, Z n, Х А, Y А и силы инерции F \" \ F[u) взаимно 
уравновешиваются; поэтому для этой системы сил можно соста
вить следующие пять уравнений равновесия (три уравнения 
проекций на оси л\ у, z и два уравнения моментов относительно 
осей х  и у):

Х л -\ Х в н - / Г ~ 0 ;  Ул +  Г я +  /-;"’ =  и;

? - л - Р - Р ,  =  0;

- Р , о - ^ 4 + |  > V  =  0;

А'л 1 - | л у = о .

ИЛИ

- Р ,  : р ,;

» " л - 3 » й —  2 Р . 7  ; а ,  - З Х В - />,.
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у _! \  ( | f̂l)* \  . у  Р ( j , h'r
Х ^ т [ [ - ~ [ Г  ' л ~  4 1 “  т г

И з этих у равнений  находим

_  пР 2 (  2 со* 
я  4 V / g — V I  f  +  ~ l -

uP, (  2 , 3m2'

U
T з б л  и u  a 21

К лассификация задач

Гнп I
П л о е к .iя си стем а  сил 

У р а в н е н и я  р а в н о в е с н а  I)  V 1 Х =  0,

21 У у . л .

Л) /  Ш,, (/-’)= о

1-я группа
Гелл, и хо

дящ и е  и си
стему (или 
одно тело), 
движ утся  
постуна гель 
но

Задачи 
878—8 О,
925, 926, 928

2-я группа 3-я группа 1-я группа

Гела, в х о дя Некоторые Определение
щие в систему из тел, в х о дя  реакцин двух
(или одно те щих в систему, закреплениых
ло), имеют вра- имеют вр ащ а точек оси при
щ ательноедви- тельное д в и ж е  вращении то-
женне ние, а другие чечных масс

тела движ у тся вокруг этой
поступательно осп

-Задачи Задачи 927, Задачи 1103,
891—901. 1101, 929, 930 1101
1102, 109Э

Гии II
Иространсг ионная система сил 
Уравнения jj V 1 \ ' = о 
равновесии. м

2) >  Y = 0 ,

3) У г » « ,
4) У  //) д  (/•') = 0.
5| У  ш„ (7 ) =0. 
f>) V  "I- (/■')=о

2-ая группа

Определение 
реакций двух  
зак  репленных 
точек оси при 
вращении т вер 
дого тела  во
к р у г  этой оси

Задачи 1100, 
1105— 1110

§  2. П РИ Н Ц И П  В ОЗМ ОЖ НЫ Х (В И Р Т У А Л Ь Н Ы Х ) П Е РЕ М Е Щ Е Н И Й

Вели на систему материальных точек наложены те или иные 
связи, то для такой системы не всякое перемещение оказы вается  
возможным. Если при этом связи не зависят  от времени, т. е. 
если в уравнения связей время t явно не входит, то такие 
связи называются ст ационарны ми ; в противном случае связи 
называются нестационарными.  В дальнейшем рассматриваются 
только стационарные связи .

Возможным (виртуальным) перемещением данной системы 
называется совокупность любых бесконечно малых перемещений 
материальных точек этой системы, допускаемых в данный мо
мент наложенными на систему связями.

Проекции на координатные оси возможного перемещения 
bsA точки /1 системы обозначаются ЬхА, ЪуА, 6г А и представляют
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собой изменения координат этой точки при ее возможном пере
мещении, называемые вариациями координат  этой точки.

Гели па систему, состоящую из п материальных точек, 
наложены s стационарных связей вида

/ / (* „  Ух, г ,, х п, //,„ г п) =  0 (238)
( / = 1. 2........... s),

то из 3/г координат точек системы произвольными являются 
только  3/г— s, а остальные s координат могут быть выражены 
как функции этих произвольных координат из s предыдущих 
уравнений. Число

k  =  3/г — s, (239)

т. е. число независимых координат точек системы называется 
числом степеней свобод'ч этой системы.

Если сумма элементарных работ реакций связей, налож ен
ных на систему, при любом возможном перемещении системы 
равна н улю , то такие связи  называются совершенными (идеаль
ными). Необходимое и достаточное условие равновесия системы 
с совершенными связями дает п р и н ц и п  возможных перемещений, 
который формулируется следующим образом: для того чтобы 
рассматриваемое положение системы с совершенными связями  
являлось положением равновесия этой системы, необходимо и 
достаточно, чтобы сумма элементарных работ всех заданных  
(акт ивны х) с и л , действующих на сист ему , при любом ее возмож
ном перемещении из этого положения равнялась нулю.

Следовательно, необходимое и достаточное условие равно
весия системы выражается  уравнением

^  б Л =  V  F соза 6s == 0. (240)

П ользуясь  аналитическим выражением элементарной работы, 
получим о б щ е е  у р а в н е н и е  статики в таком виде:

2  ( ХЬх  I- Y b y  +  Z b z) =  0. (241)

Задачи, относящиеся к этому параграфу, можно разделить 
иа три типа:

I. Задачи, в которых при заданном положении равновесия 
системы требуется определить силы, действующие на систему, 
или найти зависимость между этими силами.

I I .  Задачи, в которых при заданных силах, действующих 
на систему, требуется определить положение равновесия этой 
системы.

III.  Задачи на применение принципа возможных перемеще
ний к определению реакций связен.

Следует иметь в виду, что в каждом из этих типов могут 
рассматриваться системы с одной или несколькими степенями
свободы.
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Задачи типа I
(задачи 903—908, 911—921)

Пример 179. Д ва  невесомых стержня А В  и ВС  соединены 
шарниром В,  в котором приложена вертикальная  сила Q, на

правленная вниз. Конец С ш ар
нирно прикреплен к степе, а 
конец А ш арнирно соединен с 
ползуном, который может без 
треппя скользить  по полу. К а 
кую горизонтальную  силу Р 
надо прилож ить к ползуну, 
чтобы система при заданных уг
лах а и р находилась в равно
весии (рнс. 217)?

Р е ш е н и е .  Если ползун 
приж ат к полу, то рассматрива
емая система имеет одну степень 
свободы, так как на две точки 
В (.хп. 1/ в ) и А (хА, у А), опре

деляющие положение системы, наложены т р и  связи:

х в  ~'~УЪ ^  (х а  х в ) * ' У { У а  У в )* я г =  0 ,

Уа — с =  0 * .

Поэтому число степеней свободы данной системы равно 

/г =  '2п — s =  2 • 2 — 3 — 1.

Применяя принцип возможных перемещений, задачу можно 
решить двумя способами.

Первый способ. Сообщаем системе возможное перемещение. 
Д л я  точки А возможное перемещение 6s4 направлено п ар ал 
лельно оси х, а возможное перемещение 6s H точки В направлено 
по касательной к траектории (к окружности с центром в точке С), 
которую может описывать точка В, т. е. перпендикулярно 
к стержню СВ.  Д алее , пользуясь основным выражением элемен
тарной работы, на основании принципа возможных перемещений 
имеем [см. уравнение (240))

2  6 А =  —  PbsA +  QbsB cos р =  0.
Отсюда

p  =  ^ H Q  cos p.6s,J 1

* Эти уравнения выражают следующие условия: а) расстояние RC — >>— 
=  const, б) расстояние АВ — а =  const и в) расстояние от точки А до оси х, 
г с DC=c — const.



Теперь нуж но найти зависимость между bsB и bsA. Так как 
расстояние между точками В и А при возможном перемещении 
системы остается неизменным, то проекции возможных переме
щений этих точек на прямую  В А ,  их соединяющую, равны 
между собой:

пРнл (&s n) =  n p RA (bsA),
т. е.

bsB cos ( — a - f p ^  =  б s A cos a,

или
bsB sin (<t — 0) =  bsA cos a,

откуда
COS (I.

bs i sin (a  — P) ’
следовательно,

p  _ Q ZOS 11 COS P 
“  s[n ( a — ’

Зависимость между bsA и bsB можно такж е  найти, построив 
мгновенный центр вращения С'  стержня А В ,  который лежит 
на пересечении перпендикуляров, восставленных из точек А и В 
к векторам bsA и bsB (см. рис. 217). Тогда возможные переме
щения точек А и В, так же, как их возможные скорости, про
порциональны расстояниям этих точек от мгновенного центра 
вращения звена А В .  Следовательно,

6sд _ С В  
6s., ~  С  А •

Но из треугольника А С 'В  по теореме синусов имеем

г '  п sin ( 4 —  « 1С В _  \  2 /  cos a  
С' А sin (a — fi) — sin (a  — |jj ’

поэтому
f>sB __ cos a
bsA sin (a  — (I)

Второй способ. Сообщая системе возможное перемещение и 
пользуясь аналитическим выражением элементарной работы, 
имеем [см. уравнение (241)]

2  ( ХЬх  -г Yby)  =  P xbxA +  PybyA +  Qxb xB +  Qvb yB =
=  — РЬхА +  QbyB =  0.

Теперь следует найти зависимость между вариациями Ьув  и 
6л:а координат точек В и А.

Д л я  этого выражаем координаты у в  и хЛ через углы а и {3; 
f/B =  6 s in f i ;  хА =  D E  -f- t'.A =  Ь cos р a cos а . При бесконечно



малом возможном перемещении системы углы а  и р получат 
бесконечно малые приращения ба и бр, а координаты хА и у и , 
являющиеся функциями этих углов, получают приращения бл^ 
и Ьув . П ользуясь  тем, что приращение функции при бесконечно 
малом приращении аргумента можно заменить се дифференциа
лом, имеем

ЪУв =  Ь cos р бр; ЬхА =  — Ь sin  р бр — a sin а  6а.

П одставляя эти значения 6хА и Ьув  в уравнение равновесия 
системы, получим

ЬР  sin р бр +  аР  sin а  да -\-bQ  cos рбр =  0.

Таким образом, вариации координат точек А и В  мы вы
разили через вариации углов а  и р. Зависимость же между 
вариациями 6а  и бр легко установить, исходя пз того, что

CD =  С К  -{- l \ D  — с =  const,
или

b sin р - f a  sin a  =  c =  const.

В арьируя это уравнение, находим

a cos a  6a  +  b cos p бр =  0, откуда 6a  =  — - . lOS P бр.
J a  cos a  1

Подставляя это значение 6a  в уравнение, выражаю щее усло
вие равновесия системы, получаем

ЬР sin р б р  — ЬР -  бр 4 bQ  cos р бр =  0,

или
b [Р sin  (р — a) -|- Q cos р cos а] бр =  0, 

и, следовательно,

Р sin (Р — a) -|- Q cos a  cos Р =  0;
отсюда

D  cos a  cos p n  

“ sill l « — p)

Задачи т и п а  I I  

(задачи 909, 910)

Пример 180. Три стержня одинакового веса Q соединены 
между собой шарнирами. Первый стержень может вращаться 
вокруг неподвижного ш арнира О, а к свободному концу треть
его стержня приложена горизонтальная сила F, которая удер
живает всю систему в вертикальной плоскости в равновесии.
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При этом стержни образуют с вертикалью углы, соответст
венно равные ф,, ф,, ф,. Определить эти углы, если F = Q  
(рис. 218).

Р е ш е н и е .  Принимая центр ш арнира О за начало коорди
нат, координатные оси направляем  
На шесть координат точек А , В и С 
рассматриваемой системы наложено 
три условия (ОЛ — const, А В  =  const,
ВС =  const); следовательно, система 
имеет 6 =  2п  — s =  2 • 3 — 3 =  3 степе
ни свободы.

В соответствии с этим положе
ние данной системы определяется 
тремя независимыми друг от друга 
параметрами — тремя углами ф,, ср, 
и ф3.

Вес каждого стерж ня можно р а з 
лож ить на две составляющие, при
ложенные по его концам; тогда по
лучим систему сил, показанную на 
рис. 218. П ользуясь  аналитическим 
выражением элементарной работы, 
условие равновесия этой системы сил можно выразить в следую
щем виде:

QbxA 4- Q b x n 6а'с  -г  Fby c =  0.

Учитывая, что по условию задачи F =  Q , и производя сокра
щение, имеем

Ьхд -  Ьхи +  ~  8 хс  -1- бус =  0.

Вводя обозначения О А = а ,  А В  =  Ь и ВС =  с, выражаем 
координаты точек А,  В  и С через искомые углы ср,, ф2, сра:

х А =  a cos ср,; х в =  a cos ф, +  b cos cps; 

х с =  а cos ф, 4- Ь cos cp2 -f-ccos ср3; Ус =  а  sin fPi + sin Ф2 !' с sin Ф-*

Отсюда находим выражения вариаций координат этих точек 
через вариации углов ср,, ср2, срз:

6л: А — — a sin ф, б ср t ; 6л:Л =  — a  sin ср.бср, — b sin ср,6сра;

6л'с =  — a sin Ф,6ср, — b sin ф,6ф2 — с sin ф36ф3;
6у с =  a  cos ф,6ср, +  Ь cos ф26ф2 4- с  cos cp36cps.

Подставляя эти значения вариаций координат в уравнение, 
выражаю щее условие равновесия системы, и группи руя  члены.

как указано  на рис. 218.

\
х
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содержащие бф,, бф2 и бфа, получаем

a (cos ф, — 2,5 sin ф,) бф, -j- b (cos ф2 — 1,5 sin ф2) бф,, f
с  (cos <| з — 0,5 sin (| 3) бф, — 0.

Это равенство долж но выполняться при всяком возможном 
перемещении данной системы, т. е. при любых значениях ва 
риаций бф,, 6ф2 и 6ф3, а так как эти вариации друг  от друга  
не зависят и каж дая из них может иметь произвольное значе
ние, то это возможно лиш ь при условии, что коэффициент при 
каждой из этих вариаций равен нулю, т. е.

cos ф, — 2,5 sin ф, — 0, 
cos ф2 — 1,5 sin ф2 — 0, 
cos ф, — 0,5 sin ф, =  0,

или tg  ф, = 0 , 4 ;  tg  ф2 г.: 0,6667; tgq>, =  2.
Отсюда находим:

Ф, — 21 °4 8 '; ф2 — 33 40 ';  ф3- 6 4 ° 2 5 \

Задачи типа I I I  
(задачи 922— 924)

Пример 181. Трехш арн ирная  симметричная арка  нагружена 
силами Р  и Q (рис. 219). Найти горизонтальную составляющую

реакции ш арнира В  при ука- 
сf t  заиных на рисунке размерах.

Ч /  Р е ш е н  и е. Горизонталь-
' иую составляющую реакции

шарнира В обозначим X .  Ч то 
бы найти эту реакцию, нужно 
ш арнирно-неподвижную опору 
В  заменить опорой на катках  
для того, чтобы точка В  могла 
перемещаться в горизонтальном 
направлении. Сообщим теперь 
этой точке возможное горизон
тальное перемещение бsl{.

Тогда п олуарка  ОА  повер
нется вокруг неподвижной точ
ки А  на некоторый элементар
ный угол бфл. При этом точка
О получит возможное переме
щение 6s0, которое будет на- 

Рис.  219 правлено по касательной к дуге
окруж ности, описываемой точ

кой О, т. е. перпендикулярно к АО. Зн ая  направления возможных 
перемещений bs0 и bsl{ точек О и В.  находим мгновенный центр
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вращения С полуарки ВО  как точку пересечения перпендику
ляров, восставленных в точках О и В к векторам 6s0 и 6s в . 
Тогда перемещение полуарки ВО можно представить как пово
рот вокруг центра С  на некоторый элементарный угол 6фс . 

Н а основании принципа возможных перемещений имеем

V  6.4 = - 6 A  v -h 6 А 0 -|- 6 А р =  0.

Вычисляя работу каждой из сил Р, Q, X  как произведение 
момента этой силы относительно центра вращения на угол по
ворота (см. формулу 163), получим

6/1 v =  | т с (X )  | 6фс =  X  2/i 6фс,

b A Q =  — | m f (Q) | 6фс — Q (2/? — b) 6rpc *,

6/4p  — | т л (P) | 6фи =  Р а6фл.

Следовательно, получаем уравнение

2Л/г6ф'с — Q (2h — b) 6фс Р а 6ф4 =  0,
откуда

w Q (2/i — b) РиЫр ,
2/i 211 б(рс

Так как точка О принадлеж ит одновременно обеим полу
аркам ОА  и ОВ,
то 6sq — АОЬ(рд =  ОС6фс .

Н о О А = О С ,  а потому 6фл ~ 6фс , и

X =  i [ Q ( 2 A - 6 ) - / > o ] .

§ 3. О Б Щ Е Е  У Р А В Н Е Н И Е  ДИ Н А М И К И  

(уравнение Даламбера — Л агр ан ж а )

П рименяя совместно принцип Д алам бера  и принцип возмож
ных перемещений к движ ущ ейся системе, можно сделать сле
дующий вывод: пр и  движ ении системы , на котирую наложены  
совершенные связи, сумма элементарных работ всех заданных  
сил, действующих на систему, и сил инерции материальных  
точек системы равна нулю  при  любом возможном перемещении 
системы из занимаемого ею в каждый данный момент положения.

* Работа силы Q отрицательна ,  так  как сила  Q направлена  относительно 
центра С по часовой стрелке, а поворот полуарки ВО вокруг этого центра 
происходит против часовой стрелки.
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Этот результат выражается  одним из следующих уравнений: 

2 ( 7 Ч ^ ,и)) б 7 * 0 .  (242)

или, так как /г(и) =  — пт \

^ P ( F — niT£') (S г — О, 

или в координатной форме

(243)

V Л’ —  rn —  j Ьх +  ^ V' —  m ^ s ]  ‘V  ( ^  ~  m Л/*) (̂ 2]  =  ^  (244)

Уравнение (242), или (243), или (244) называется общим 
уравнением динамики (уравнением Д алам бера  — Л агран ж а).

В настоящем параграфе рассмотрим задачи двух типов:
I .  Задачи, в которых требуется установить условия отно

сительного равновесия системы.
II. Задачи, в которых требуется определить ускорения точек 

системы.
В задачах каж дого из этих типов могут рассматриваться 

системы с одной или несколькими степенями свободы.

Задачи т ипа  I 
(задачи 925— 929. 935— 939)

Пример 182. Центробежный регулятор (рис. 220) состоит из 
д в \  х шаров А  и Л ' весом Р  каж дый, размерами которых можно

пренебречь. Шары закреплены 
У на концах А и А ’ коленчатых

прямоугольных рычагов, кото
рые имеют шарнирные опоры С 

Г 11'1 п С  на перекладине С 'О С , сое
диненной неизменно с осью ре
гулятора . Муфта D весом Р х 
отжимается вниз пруж иной, а 
с другой стороны поддерж ива
ется роликами Н и В' рычагов 
регулятора. Определить жест
кость с пруж ины , если при з а 
данной постоянной угловой ско
рости (о угол отклонения стерж 
ней С А и С 'А '  от вертикали ра
вен (р. Д аны  расстояния: OF — I , 
А С = А ,С , = а ,  С В  =  С 'В '  =  Ь, 
ОС — О С  =  е и длина не дефор
мированной пруж ины /0> / .

Рис 220

Высота муфты равна h.
Р е ш е н и е .  Координатные оси располагаем 

рис. 220. Заданными силами, действующими
как указано  на 
на систему, чв-
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ляю тся веса шаров и муфты, а такж е  сила у п р у г о с т и  пру
жины Q — сХ, где а деформация (сжатие) пружины. Кроме 
того, и точках А н А '  приложим ц е н т р о б е ж н ы е  силы

инерции Я"> =  * — - j  где R —  расстояние от центра к а ж 

дого из шаров до осп вращения у.
На основании уравнения Д а л а м б е р а — Л а г р а н ж а  сумма 

работ всех этих сил при любом возможном перемещении си 
стемы равна нулю. Следовательно, пользуясь  аналитическим 
выражением элементарной работы, имеем

/• <■*;Ьхл -  ЯГ«л> -  РЬуА -  РЬул> -  (Р. г Q) «\//7) = 0.
Но

, - h
х А =  —  х Л’ = е  I a sirup, у А-~ у  .у = а  cos(p и (//)= Ь ш ф - ( - ^  

откуда б л л —  —  Ьх,у a cos ср 6tp, 6//4 =  ЬуА- —  a sin <р б ф ,

Ь у п — Ь cos ср б ф .

Кроме того, R  =  х д — е-\--а sin «р и, следовательно, Р (||) —

_  _  f_  р 0)2 _  £ -  1е 4 .  а  s i l l  ф )  (i>2 .

Таким образом, уравнение Д алам бера  — Л а гр а н ж а  прини
мает вид

Р
2 — (е -f- a  sin ф) о>* а совф -\-2Pa  sin <р — (Р ,  i Q ) 6 coscp 

Отсюда, учитывая, что 6ф=тЫ), находим 

' е  j- о  s in  гр

■ g
/-л с  г> о  ( е  о  s in  ф  ,  .  ̂ ,  \  Dследовательно, Q =  2Р - г ------------1 о» - j - t g ф - Р , .

бф -  0.

6Q со5ф =  2 Ра [ ■'■■■ ^ ------ o)2c o s ф +  sin ф ) — /»Р, созф;

Определив Q, нетрудно найти жесткость с пружины. Д ей ст 
вительно, деформация пружины X — /0 — (/ — h — ^ s im p ) ,  поэтому

q Q
л, /0— / +  // !-b  s ill «I»

Задачи типа I I  

(задачи 930, 943—948)

Пример 183. Ч ерез блоки А и В  с неподвижными осями 
переброшен ш нур, поддерживающий подвижной блок С; части 
ш нура, не леж ащ ие на блоках , вертикальны. Б лок  С нагружен 
гирей весом Р И> н а к концам ш нура прикреплены грузы 
весом Р х =  20 н и 1 \ ~  д0 н. Определить ускорения всех трех



грузов, пренебрегая массой блока и ш нура и трением на осях 
(рис. 221).

Р е ш е н и е .  Располагая  координатные оси. как указано иа 
рис. 221, применяем общее уравнение динамики в форме (244), 
которое и данном случае принимает вид

( Р - $ » ) й х  +  ( Р 1- Ь ш , ) б х ,  +  ( р , - Ь т , ) б х . - 0 .

где w, ш,, сс'2— проекции искомых ускорений грузов па ось х. 
Учитывая, что длина ш нура постоянна, очевидно, имеем

л-, -|- 2х  -| х г =  const.

Таким образом, три координаты х, ,v, и .\гг, определяющие 
положение дайной системы (предполагается, '  что все грузы

перемещаются прямолинейно), с в я з а 
ны одним условием; следовательно, 
ианная система имеет две степени сво

боды. В арьируя последнее равенство, 
находим зависимость между вариаци
ями координат трех грузов: 

блг, -| 26.v +  6.Vj =  О,
отсюда

t
X

Pii с 22!

«Vv =  ~  J  +  бхг).

П одставляя  это значение 6л в уравне
ние Д а л а м б е р а — Л а г р а н ж а  и вынося 
за скобки множители 6л , и 6л ,, полу
чим

+ ( / ' * - - ■  ^  -  4 + 4  “О йдг* = °*

Это уравнение имеет место при любых, независимых друг 
от друга  значениях вариаций 6л, и 6л2) а это возможно лиш ь 
при условии, что коэффициент при каждой  из этих вариаций 
равен нулю. Следовательно, долж но быть:

Р Р. Р п  Р .. Р* , Р п
2i>w  ц 2 Р "  2i>w  2

или, подставляя данные числовые значения весов,

W — ££.',= О, 2 [С— =  — g.
Отсюда

^ я w t =  ^  и U't =  -Г О? |
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Чтобы получить третье уравнение для определения трех 
искомых ускорений, продифференцируем дважды по t уравнение 
х х 4- 2х  -j- х 2 =  const. Тогда имеем

d*xt 0 dlx ,(1гх2 п

или
юл +2  +  до2 =  0.

Подставляя сюда значения ю х и и)г> получаем 

Отсюда находим

UL' -+ -  2 о У  + -  - J  W  +  - у  =  0 .

а- г

и, следовательно.
/? 2 , g 3

w ' =  П "’ П в п « -

Отрицательное значение ускорений сс» и w t указывает на то. 
что их направление совпадает с отрицательным направлением 
оси х ,  т. е. что эти ускорения направлены вверх.

§ 4. У Р А В Н Е Н И Я  Л А Г Р А Н Ж А  II РОДА (Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  
У Р А В Н Е Н И Я  Д В И Ж Е Н И Я  СИСТЕМЫ В О БО БЩ Е Н Н Ы Х  КООРДИНАТАХ)

Обобщенными координатами  механической системы назы
ваются независимые друг от друга параметры, при помощи 
которых можно определить в каждый данный момент положение 
этой системы и через которые, следовательно, можно выразить 
декартовы  координаты всех ее точек.

Таким образом, если обозначим /г обобщенных координат 
q t , qt , , q k, то декартовы координаты каждой материальной 
точки М, (Х(, Z() системы можно выразить как функции па
раметров q t , q 2, q t , . . . ,  q k и времени t, т. е.

x i =  x i ( q l , q2, q , ............ q h. t), j

<?.. </.. • • • »</ *.  0 .  >(t  =  l,  2, . . .  n).  (245) 
2/ = 2, (</.. 9*. 4 , .............</*, 0 . )

Если связи , наложенные на систему, являю тся стац ионар
ными, то время t  в правые части этих уравнений не войдет. 
Число /г независимых обобщенных координат равно числу 
степеней свободы данной системы.

В соответствии с числом независимых обобщенных коорди
нат, т. е. с числом степеней свободы данной механической



системы, имеем д л я  нее k у рав н ен и й  Л а г р а н ж а  II рода:

— так называемые о б о б щ е н н ы  силы, которые определяются 
формулами

Производные q x, q 2, . . .  qk от обобщенных координат по вре
мени называются обобщенными скоростями.

Уравнения Л а г р а н ж а  II рода представляют собой систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка 
относительно неизвестных функций </,, q2, . . .  qk.

Д л я  того чтобы составить эти у равнени я , кинетическую 
энергию Т  системы необходимо выразить через обобщенные 
координаты и обобщенные скорости. Обобщенные силы можно 
вычислять одним из следую щ их способов:

а) непосредственно по ф ормулам (247);
б) чтобы найти обобщенную силу Qy, соответствующую обоб

щенной координате q нуж но данной механической системе 
сообщить такое возможное перемещение, при котором изме
няется только  одна координата q /t а все остальные обобщенные 
координаты остаются неизменными; затем составить сумму

мещении и разделить эту сумму на вариацию  bq/t т. е.

в) в частном случае, если система находится под действием 
сил, имеющих потенциал, то обобщенные силы определяются по

(240)

X'' " l i v iгде кинетическая энергия системы Т  =  > ; Q,. Q,, . . .  Q h

(247)П

элементарных работ Х . М / <  всех заданных сил на этом пере
I - |

(248)



где U  — силовая функция, Я  — потенциальная энергия системы, 
т. е. обобщенная сала  равна частной производной от силовой 
ф ункции или  взятой с обратным знаком частной производной ощ 
потенциальной энергии системы по соответствующей обобщен
ной координате.

При вычислении обобщенных сил но формулам (249) необ
ходимо предварительно силовую  ф ункцию  или потенциальную 
энергию системы выразить через обобщенные координаты этой 
системы.

И нтегрируя  систему уравнений Л а г р а н ж а ,  находим обоб
щенные координаты </,, (/2, . . . q k как  функции времени t и 2k  
произвольных постоянных С,, С 2, . . .  С2„  определяемых на
чальными условиями движ ения  системы.

Задачи  на применение уравнений Л агр ан ж а  в большинстве 
случаев можно отнести к одному из следующих типов:

I. Задачи, в которых требуется  только  составить дифферен
циальные уравнения  движения системы.

II. Задачи, в которых требуется определить ускорения (ли
нейные или угловые).

I I I .  Задачи, относящиеся к малым колебаниям системы. 
Задачи каж дого из этих типов можно разделить на две группы 
в зависимости от того, рассматривается ли в данной задаче 
система с одной степенью свободы или с числом степеней свобо
ды, большим единицы.

Задачи т ипа  I

П е р в а я  г р у п п  а 
(задачи 1 190. 1193, 1194. 1196, 1197. 1201, 1203— 1205)

Пример 184. Кулачок, имеющий форму круглого эксцентрика 
радиуса R , вращается вокруг оси О парой сил с моментом И 
(рис. 222). Вес кулачка  равен Р ,  и центр тяж ести его нахо
дится в геометрическом центре С ,, причем ОС, =  е; радиус 
инерции кулачка  относительно оси О равен k .  Ж есткость п р у 
ж ины, прижимающей тарелку  толкателя  к кулачку , равна с  и 
при наинизшем положении толкателя  (ср =  0) пруж ина сж ата  
на величину л 0. П ринимая угол поворота <р кулачка  за обоб
щенную координату, составить дифференциальное уравнение 
движения системы. Трением пренебречь. Вес толкателя равен Р 2.

Р е ш е н и е .  Д ви ж ен и е  системы определяется одним у р а в 
нением

d  /О Т  \  ОТ



Кинетическая энергия Т  системы слагается из кинетической 
энергии 7', кулачка  и кинетической энергии Т ж толкателя,
причем

Кроме того,

' Г  ___ 2 У 2

Я ' 2

ус, — lJ\ — — cos ф =  — е cos ф;
Ус* ~  У г =  R  — е COS ф +  const. 

Учитывая, что //2 =  £> sin ф-ф, получаем

( б )

Р 2е! sin* ф) ф*;

дТ

dt \  (Vp /

=  -Ь Р ге2 s in 2 ф) ф;

=  j  (P J i2 + -  Р /  s i n 2 ф )  «р 4- \  Р /  sin 2ф ■ ф 2 ; (в)

ОТ  1 2 . -2 
щ  =  Т ё Р ге sin 2ф ф . (г)

Переходим к определению обобщенной силы, соответствующей 
обобщенной координате ф. Кроме движ ущ его  момента ~М, на

систему действуют веса Р ,  и Р 2 к у 
лачка и толкателя , а такж е  сила Р  
упругости пруж ины. П оследняя  на
правлена вертикально вниз и по мо
дулю  определяется так:

Р  =  с (Л0 - f  с — е cos ф).

Варьируем координату ф и опреде
ляем сумму виртуальных работ дей
ствующих на систему активных сил:
2  б А =  Л /бф — Р  ,6//, — Р 2б/у2 — Р 6//2. 

Но на основании равенств (б) имеем 

б//, == е sin ф • бф; б//2 =  е sin фб<р. 

Таким образом,

£  б Л =  М б ф -  [Р, +  Р г ± с ( 1 0 +  е -  
— е cos ф)] е sin ербф.

Отсюда находим обобщенную силу 
системы, соответствующую обобщен
ной координате ф:

Q = ft«l>
/И — [Р, 4- Р 2 +  с(Х„ 4- е  — е cos ф)] <? sin ф. (Д)

Учитывая равенства (в;, (г) п (д), уравнение (а) можно лредста- 

зуа



вить в следующем виде:

( P J r  \ Р ге* s in 2 ф) ср i 0 , 5 / ^ r s i n  2q> q 2 
-1- lf\  -г  Р 2 -Ь с (А0 — <? — е cos ф)] eg sin ф -  M g.

В т о р а я  г р у п  п а 
( з а д а ч и  1210, 1213, 1214, 1218. 1221)

Пример 185. На шкив радиуса г намотана нить, к концу 
которой подвешен точечный груз весом P =  rng, где т — масса 
груза (рис. 223). К шкиву при
ложен вращающий момент М ,  
при помощи которого этот груз

время в вертикальной плоско
сти. Составить дифференциальные 
уравнения движения системы, 
если момент инерции шкива отно
сительно его оси равен У0 и длина 
свисающей части нити при ое 
вертикальном положении в на
чальный момент равна /0.

Р е ш е н и е .  Система имеет две 
степени свободы. В качестве обоб
щенных координат принимаем 
угол ф поворота шкива и угол 
ф> отклонения нити от вертика

_________ л

* х Г

Г ,

’ 11 \

;
1 \
| \
1 \  ! 
• \  1 
1 \  |

______к ________

j

1
Р и с . 223

ли. Тогда движение системы определяется уравнениями

* ( § ) - * - * >  I
(а)

Расстояние от точки В подвеса груза до точки А набегания 
нити на шкив определяется следующим образом:

1 =  В А  = / „  — гф +  гхр.
Отсюда находим координаты точки В:

x  =  l  cos ф — г sin ф =  (/0 — /'ф +  гф) cos ф — г sin ф; ^ 
у  =  I sin \\> -(- г cos \|- =  (/0 — ар +  гф) sin ф -j- г  cos ф. I (б)

Кинетическая энергия системы слагается из кинетических энер
гий шкива и груза-

1 2 7-<Р Т т  (Л‘* - Ь / ) .
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но на основании равенств (б)

х  =  —  /•((> c o s  ф — (10 — пр | гф) s in  \\- ф; 

/ / - -  —  /■<| s in  ф f ( /0 —  п р  -}■/ >| ) c o s  ф ф. 
Следовательно,

Т’ =  ^ Ф ! +  |  ( r V  - Н ^ - г ф Л - м й ’У ] .

Производим операции, указанны е уравнениями (а):

=  -/0Ф +  / ^ 2ф =  (./ц ) ш г ) ф ,
Лр
d  (  д Т  \  (

л ( 7 ф )  =  (', - +
'21 =  —  /иг ( / 0 —  г<р г  г ф ) ф 2.

(В)

■ ^ ■ = / и  (7о — ЛФ !- ''Ч')" ф. 

d  /  д Т  \

м  v / =  ° ~ П| n l t , f  ;
4 - 2 т г  (/„ — гф +  гф)(ф — ф) ф; 

(/„ —  /чр-|-п|>) ф*.

( г )

В арьируя координаты ф и ф, находим сумму виртуальных работ 
сил, действующих иа систему:

£ б Л  =  Д4бф4 Р 6а\

но на основании уравнений (б) имеем

6л' =  %  б(р Н~ =  ~  r  cys ^ б(Р “  (/о “  ''Ф -г rty) sin ф ■ бф.

Таким образом,

V  6/1 =  (Д1 — Pr cos ф) бф — Р  (/0 — лф - f  гф) sin 'фбф.

Коэффициенты при вариациях бф и бф обобщенных координат 
в выражении виртуальных работ и являю тся обобщенными си
лами системы

Q , — .И — Pr c o s  ф; )

Q.h =  —  Р  (10— г'\> +  / ф) sin ф. j Д̂)

Учитывая равенства (в), (г) и (д), уравнения (а) можно пред
ставить и следующем виде:

{J „ -> тг*) ф  -I тг  (/„ -  лф +  гф) фг =  М  — P r  c o s  ф;

( / „ -  / ф i / ф) ф I-а  ( ф -  2 ф ) ф =  — g  sill  ф.
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Задачи типа  / /

Н е р в а  я г р  у н п а 

( з а д а ч и  1179, 1180, 1182— 118!))

П рим ер  180. Водило АВ.  представляющее собой однородный 
тонкий стержень длиной 21 и массой т. вращается вокруг оси О 
неподвижной шестерни 1 под действием приложенного к нему 
момента М  и приводит в движе
ние две одинаковые свободно на
саженные н '1 водило шестеренки
2 и 2' радиусом г и массой т г — щ 
каж дая ,  которые катятся по сцеп
ленной с ними неподвижной ше
стерне / и приводят 1$ движение 
зубчатое колесо 3, обладающее

массой т г =  ^  т. К окружности
колеса 3  приложена сила сопро
тивления Р. Определить угловое 
ускорение е водила, если шесте
ренки 2 и 2' представляют собой 
сплошные однородные диски, а мас
са колеса 3 равномерно распреде
лена по его окруж ности (рис. 224).

Р е ш е н и е .  Положение данного механизма вполне опреде
ляется  одним параметром — углом гр поворота водила, который 
и принимаем за обобщенную координату. В соответствии с этим 
в данной задаче имеем одно уравнение Л агр ан ж а :

Рис. 224

d_
dt

дТ
dip

Вычисляем кинетическую энергию Т  системы, которая сла
гается из кинетической энергии Г во;1 водила, энергии 2Т г двух 
бегающих шестеренок и энергии Т 3 колеса 3:

о!
+

где J  и J , — моменты инерции водила н колеса 3  относительно 
оси О, а ) 2— момент инерции шестеренки 2 относительно оси 
вращения А.

Угловые скорости со, шестеренки 2 и со, колеса 3, а также 
линейную скорость точки А  выражаем через угловую  скорость 
водила <о =  <р, которая в данном случае является обобщенной 
скоростью:

ил =  ьЮА =  Ы,
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(мгновенный центр вращения шестеренки 2 находится в точке С 
зацепления этой шестеренки с неподвижной шестерней /); для 
определения о ,  находим скорость точки D  зацепления шесте
ренки 2 с колесом 3: vn =  2 vA =  2со/; следовательно,

v п ‘2о)1
(° 3~  ( Ю ~  Т + 7  ’

Теперь вычисляем моменты инерции:

. пЦАН)" т 4I2 mi- m 2r2 тг2
'  ~  12  ~  12  3  ’  J 2 ------2 ~  ~2 ~ ’

=  - j m  (I -I-г)*.

Таким образом, для кинетической энергии системы получаем 
следующее выражение:

т  " ,,г г г / 2  тгг ш21г , 5  . .  , 4о)2/27 =  -(Г со -1- ,„со I г)2 _ _  =

=  ^  -г /«со2/ 2 +  ^  +  у  <о77и =  5<о77л =  5 / у  ш.

Отсюда находим

10/2mip; |  =  10/и/«ф -  ЮшГе,

где б — угловое ускорение водила;
г  .. ^

^  =  0, так как 7 не зависит от ф.

Определим теперь обобщенную силу.
При повороте водила на элементарный угол бер сумма работ, 

действующих на данную систему сил, равна

V  6/1 =  Д /6ф — Р (I +  г) бф8,

где бф3 — угол поворота колеса 3. Но зависимость между углами 
Ф и (р,, очевидно, 1акова же, как и между угловыми скоростями 
водила и колеса 3. Следовательно,

д(Рг -  Г Т г  Ь(? '

поэтому

V  6 А =  Д /6ф — Р (I 4- Г) ^ 6ф =  (М  — 2Р1) 6ф;

отсюда

Ц -  i  =  М -  2PL.



П одставляя найденные значения обобщенной силы и произ

водных ^  ( 7 ^") 11 Щ [i УРавнсн,1е Л а гр а н ж а ,  получаем

Ю т Г г ^ М  —  2Р1,
откуда

М — 2Р1 
е ~  10/и/* ’

И т о р а я г р у и и а 

(задачи  943—947, 1114, 1120)

Пример 187. Невесомая и нерастяж имая нить, намотанная 
на однородный цилиндрический барабан D  радиуса R  ^  \0  см 
и весом G =  20 я, охватывает подвижный блок С, неподвижный 
блок В и идет параллельно  наклонной плоскости т п , образую 
щей с горизонтом угол а  =  30° (рис. 225). К свободному концу 
нити прикреплен груз Л весом Р =  4 0 « ,  который может без трения

перемещаться по плоскости т п , а к подвижному блоку подвешен 
груз весом Q =  20 н. Определить ускорения грузов, если к бара
бану приложена пара сил с моментом М  — 1 н- м,  направленным, 
как указан о  на рисунке. Массами блоков В  и С пренебречь.

Р е ш е н и е .  Система имеет две степени свободы. В качестве 
обобщенных координат системы принимаем расстояния s ,  и s2 
(рис. 225). Тогда движение системы определяется уравнениями



Обозначая угол попорота барабана D  через ф, имеем

s, +  2 s 2 R(p — L  =  const. (б)

Составляем выражение кинетической энергии системы:

T==L - '  + Я 1*4- —  ^  
g  2 g 2 ' 2g 2 '

Н а основании равенства (б)

RФ =  — k s ,  + 2s,).

Следовательно,

Т  =  1  [ P s ’ +  Qs; +  0 ,5 0  (s, +  2s,)*]. 

Производим операции, указанны е уравнениями (а) 

^ l  =  i [ P s i + 0 , 5 G ( s 1 + 2 s , ) ] ;

^ ( f , ) - 7 K p +  0'6c>s> ^ l : \
- ^  =  0. Os,

дТ
)

(В)

- = l [ Qs , + G ( ' s , +  2i ,  ) , ;  

=  0 .
(г )

dt \ --г/ “
(1L
Os ,

В арьируя  обобщенные координаты системы, находим сумму вир
туальных работ, действующих на систему сил

Х 6 Л  =  Р  sin u 6 s ,  + Q 6 s 2 + /И б ф , 

но на основании равенства (б)

6Ф= — +  2 «Ч).
следовательно,

v& A  =  ( P s i n  a  —  ( Q  — 2 6 s2.

Отсюда определяем обобщенные силы:

< ? ,= />  s i n a  — "I

} (Д)
Л  =  2 ~ -  I

Учитывая равенства (в), (г) и (д), уравнения (а) можно пред-



(Р i 0 ,5 С)  •>, Os3 ( Р sin и —

G s.-h  ( Q - b 2 G ) s , - ( Q - 2 4 ) g -

П одставляя сюда числовые данные, имеем

г>\ 2v  --g\ | 
s, !- 3s:, =  0 . I

Отсюда

s « =  Tig; s» =  —' Тз"'

Задачи т ипа I II

В задачах этого пш а рассматриваются малые колебания 
системы с одной (первая группа) или двумя (вторая группа) 
степенями свободы около положения устойчивого равновесия. 
В этих задачах положение устойчивого равновесия следует при
нять за начало отсчета обобщенных координат и, далее, пользуясь 
уравнениями Л агр ан ж а  составлять дифференциальные уравне
ния движения системы.

Эти уравнения получаются, вообще говоря, нелинейными. 
Однако, если заранее известно, что обобщенные координаты 
и обобщенные скорости являю тся малыми величинами, то 
полученные уравнения можно линеаризовать. Линеаризованные 
уравнения получаются из данных нелинейных уравнений путем 
отбрасывания членов, содержащих квадраты и более высокие 
степени обобщенных координат и скоростей. Например, при 
малых значениях координаты а  можно положить sin а  as а ;  
c o s c i ^ l .  Члены, содержащие а 2, а*, иа, следует отбросить.

П е р в а я  г р у п п а 

(задачи 1243— 1247)

Пример 188. Составить дифференциальное уравнение малых 
колебаний системы, показанной на рис. 226, около ее равновес
ного положения и найти период этих колебаний, если известны 
массы т х и т 2 грузов А и D, жесткость с пружины B E  и длины 
стержней 0 / 1 = / , ,  ОВ — ОС — СО — 1г. Массами пружины и стер
жней, а р к ж е  размерами груза А  можно пренебречь. При го
ризонтальном положении стерж ня А В  вес груза А уравновеш и
вается силой упругости пружины. При малых отклонениях 
системы от равновесного положения можно считать, что пружина 
остается вертикальной.

стави ть  в следую щ ем  виде:

15 З а к . 233 2 4U5



Р е ш е н и е .  За  обобщенную координату данной системы 
с одной степенью свободы принимаем угол <х отклонения стерж ня 

в А В  от горизонтали, отсчитываемый от 
оси х  против часовой стрелки, тогда 

\0 \> имеем уравнение Л агран ж а:

L ( * L \ - * L  =  q
d i  [  да  )  d a  V -

Вычисляем кинетическую энергию си
стемы:

T __m' VA ■ m*vD

где v А и vn  — скорости грузов А и D, 
но

vA =  l ta  и v n =  i/D =  (212 cos а) =  — 2/ , sin u а,

поэтому

Т  =  ~  (m f i  +  4 t nJ l  s in 2 <t) а * .

При малых колебаниях системы можно пренебречь малой 
величиной 4-го порядка s i r r a c r .  Тогда Т  =  у  / , а 2.

Вычисляем потенциальную энергию системы:

II =  m tg (.h — y A) -I- m 2g  (h — yD) +  ~  =

c'kz
=  ,n\ g ( )l— ly sir1 c0 +  Mtg { h — 2l t cos a) -I- — ,

]'де h — высота точки О над поверхностью земли, к — удлинение 
пружины, причем

^ ~ К Г +  l 2 sin a,

где Асг— статическое удлинение пружины при равновесном по
ложении системы.

Следовательно,

II  =  (/л, +  m 2)gli —  m xg l x sin a  — 2 m t g l t cos a  +- ( l CT - | - l 2 sin a)*. 

Теперь находим
01  .2' d  (О Т  \  f2 ** ОТ —-  =  — f —  =  m . l xa, -r- — 0.
da d t \ d a )  1 <>a

Вычисляем обобщенную силу как взятую  с обратным знаком 
частную производную от потенциальной энергии по обобщенной
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координате:

q  —  ̂ L_ _. m tgl х cos (t — 2///„ £>/., sin a  — t' (A.cr ! /., sin a) /2 cos a.

Так как при равновесном положении системы сумма моментов 
относительно точки О сил, приложенных к рычагу А В  (веса 
груза А  п силы упругости пружины), равна пулю, то m lg l l =» 
=  с?.С|/ 2; поэтому

Q =  — (2ш.,д/., I с/! cos a )  sin и =  — /2 (2m zg  +  cl„ cos a) sin и.

При малых колебаниях системы около положения равновесия 
ввиду незначительности угла а  можно положить

s in u ^ a  и c o s a ^ l .
Тогда

Q =  - / S(2'«2g  +  <7г)ое.

d f дТ  \  ОТ
П одставляя найденные значения производных ,77 ( • <17 11

обобщенной силы Q в уравнение Л а гр ан ж а , получим дифферен
циальное уравнение малых колебаний данной с и а е м ы

-! cl2) a  — 0 ,
или

а  Ч- /г*а =  О,
где

, =  + g /t) _

Мы получили дифференциальное уравнение гармонических коле
баний с круговой частотой /г. Период этих колебаний равен

2Л  =  2л 1 i / —  m1 — .
ft 1 * / , ( 2 ш г б н-с /а)

В т о р а я  г р у п п а

(задачи 1219, 1301, 1303, 1304)

Пример 189. Д ва  однородных сплошных цилиндра общим 
весом Р х, жестко закрепленные на оси, толщиной и массой ко
торой можно пренебречь, образуют скат, опирающийся на гори
зонтальные опоры (рис. 227). Па той же оси свободно насажен 
тонкий стержень длиной /, несущий на конце точечный груз А 
весом Р 2. Определить движение этой системы, пренебрегая массой 
стерж ня и предполагая, что отклонения маятника СА  от верти
кали весьма малы; трение в узле С отсутствуе! и цилиндры 
катятся по опорам без скольж ения  (рис. 227).
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P e  in е н и о. И данном случае рассма i риваетсн система с двумя 
степенями свободы. Координатные осп располагаем так, как у к а 
зано на рис. 227. В качестве обобщенных координат выбираем

абсциссу .V точки С п угол ф 
отклоне ния стерж ня СА  от 
вертикали. В соответствии с 
этим в данной задаче состав
ляем два уравнения Л а г р а н 
ж а !

(I /'ГГ \ _  и! 
dr [ (Ум dv - Qx-
d /ОТ 
dl \d(|'

Обозначив общую массу 
цилиндров через ///,, а массу 
груза А  через вычисляем 
кинетическую энергию Т  си

стемы, которая слагается из кинетической энергии 7', цилиндров 
и кинетической энергии Т„ груза А ,  причем

т  m \ v c  . I ОУ г, ,  n , z v A

т ^ ~ 2 -  +•'<• 7  " ; = ' - ~ г  •

где vc и ил  — скорости гочек С и А , а> — угловая скорость 
цилиндров, а .//: — момент инерции цилиндров относительно оси 
вращения, проходящей через точку С. Следовательно,

При этом

п '_у  [ 'г  __f/,|C С I /,,2L /I
I " 1 2 •— 2 - _i ’ 2 2

, i n , R 2 v (- x
V'~- X- J - - - 4 -  " 1,1 Т Г ' / У

где /? — радиус цилиндров.
Д л я  определения скорости точки А выразим ее декартовы 

координаты х А и у л через выбранные обобщенные координаты
х л — х  ; / sin ф, у л — I cos ф.

Отсюда
х А — .V -!- / cos <| ч , //, =  — I sin фф.

Следовательно, и~л  =  а л \- у~л — (л' ]• / а ^ ф ф )2 | l~ s in 2 ффг —
«= г  I /2 co s ty p2 f  2лф / cos ф | Г  s in 2 фф* =  х г /  V  2xy l  cos ф. 

Генерь получаем

Т  f i  /» ,/? '  I V  !- 2/лчр ros.|,)  =

=  ^  j (1,5/н, 1 ///„) л-2 j /нд/ ( /ф2 -|- 2л'Ф cos ф) J.
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О тсю д а

1  ( dJL
d t  {  Ox

°T. =  (1.5 in. '■ m„) x  -}- m.J<p cos(p;
Ox

— (1,5///, -] m,) -v г / « J  (ф сиь ф — ф2 sin ф);

f ^  =  0;Ox

dZ  =  m j  ( /ф +  x cos ф ) ; ^  ( ^  )  =  ( /fP +  * cos ф —

— ,v<| sin (p); ^  =  — rn jx ip  sin q>.

Обобщенные силы Qx и Q.„ находим по общим формулам (247). 
З ам ечая , что Р 1Х= Р , Х =  0 , p iv =  P if P . v =  P a,

i/c =  0 и у л =  I cos ф, 

на основании этих формул получаем

q  = р  +  р  д1 л  =  о,Кх 1 Ох г Ох 

Q* =  р г ^  4 [\  -jtj  =  — р , I sin ф -  — т г ц1 sin ф.

Так как в данной задаче система находится под действием 
сил тяжести, для  которых существует силовая ф ункц ия , го 
обобщенные силы можно определить и по формулам (249). Си
ловая  ф ункция  для сил Р , и Р„ имеет вид

^  =  Р,Ус 4 1-\!/л =  р г 1 cos,l'-
Следовательно.

А  Л» ( ) U  Г) /  •
Qx —  f a  =  • ^  =  07\ =  ~  - sln (f) =  ~  w " $  ?,п Ф*

Таким образом, уравнения Л агр ан ж а  принимают вид 

(1 ,5//г, - f  т.,) х  -| т г1 (ф a m p — фг sin ф) =  О,

/ф х  cos ф ! g  sin ф =  0 .

Так как по условию задачи отклонения маятника С А от вер
тикали весьма малы (т. е. координата ф и ее первая производная 
по времени являю тся весьма малыми величинами), то полученные 
точные дифференциальные уравнения движения системы можно 
заменить более простыми приближенными уравнениями, полагая 
sin фя»ф н соБ ф ж 1. Кроме того, произведение ф2 sin ф является 
малой величиной более высокого порядка, чем остальные члены; 
поэтому можно положить фг sin фя^О; тогда получаем прпбли-
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(1,5ш, -+- т 2) х  f  т ../ф  =  0 , \ (а)

х  -f  /ф |-£<р =  0. ) (б)
Из уравнения (а) имеем

т,1х =  — — — ----ф.
I , о т ,  -j- т ,  '

Первое интегрирование этого уравнения дает
m j  ■ , пх  —  —  — — ?-—  ф  +  С ..

1,5т, +  т 2^  '

После вторичного интегрирования получаем

х  =  —  ■;—р— ----- q> +  С , 1 Ь  С1,5/л,-J-т . т  1 2

Д л я  тог ) чтобы определить ф ункцию  ф, из уравнений (а) п 
(б) исключаем л-:

m j  а
—  —  Ф ~Ь *Ф +  £ф  *= О,1,5m, +  /»., r I ' ь ч

И ЛИ

1,5 т , /ф  | ( 1 .5/11, +  т 2) (УЦ> =  О,
или

* +  ( ' + ^ К < р =  о .

Вводя обозначение

3//1, ) / 
имеем

ф +  Л*ф  =  0.

Общее решение этого уравнения будет 

Ф =  С , cos /.?/ -f- С4 sin /г/,
откуда

Ф =  — С,/г sin /г/ +  С4Л cos А:/.

Следовагел ьпо,

л =  С . /  4- С ,  — , .  т *\—  (С cos k t  +  С sin kt) .
1 2 1,5/и,+  //ia '  а •* '

Полученные уравнения, выражаю щие координаты х  и ф как 
функции времени t, и определяю ! движение рассматриваемой 
системы. Произвольные постоянные С ,. С г, С ,  и С л определяются 
по начальным условиям движ ения системы. В начальный момент

ж енны е у р а в н е н и я  Л а г р а н ж а :



при t — 0  имеем
т 21 

1,5m, -j- т . Фо f -С г X.. =
т21

1, 5 т ,  -j- /п. Фо - ь с , ;

Пусть

Тогда

Фо =  С а.

*о =  °* *о =  ° .  Ф о ^ °

с, =  0, с 2 = т . /
1,0//!, -| ///

Фо =  / гС4.

Фо =  ° -  

С , =  Ф■Фс С  = 0

и, следовательно,

Л" =
Ф =  Фо c o s k t ,
" l j  Фо { 1 _ c 0 S £ /)(

1,5m, -j- m 2
где

Пример 190. Крановая тележ ка (рис. 228) массой m t =  22000 кг 
наезжает со скоростью v u = \  MjceK на упругий буфер, жесткость 
которого с =  8700 «/с>и. В центре т я ж е 
сти А  тележки подвешен груз В  мас
сой т 2 =  20400 кг  па каната длиной 
1 =  14 м. Определить движение гележки 
и груза после соприкосновения тележ 
ки с упором, пренебрегая массой ка
ната.

Р е ш е н и е .  В качестве обобщенных 
координат дайной системы с двумя сте
пенями свободы принимаем перемеще
ние s тележ ки с момента соприкоснове
ния с упором и угол ср отклонения ка 
ната от вертикали, который в началь
ный момент равен нулю. Если рас
сматривать груз как материальную точку, то кинетическая энер
гия системы равна

т ,у ?4 т,р*
Т  = 2 В

2

где скорость тележки =  s, а скорость v R груза — геометриче
ская сумма переносной скорости, равной vA, и относительной 
скорости (по отношению к гележке) у '= / с р  и направленной пер
пендикулярно к А В. Поэтому

'Он — и  а  т- о * '  -j- 2 v a v '  c o s  ср =  s 2 -+ / 2ср2 -f  2s/cp coscp
и, следовательно,

1 =  К  | m 2) -- -f "j* ( / y  h 2/(pi coscp).
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Так как сжатие пружины равно, очевидно, s, то потенциаль
ная энергия данной системы равна

Отсюда
ОТ • ■ . <?г , , 2— =  — m2/i, ssin ф, -^ - :=  ( /г<|| /s c o s ф ) ,

37 ( ^ )  =  (*Ф т  s cos ф — 5ф sin ф). ^  =. /и.^/ sin ф,

—  =  (ш //; ) s +/и./сс cos «j, — =  О,
f?S *

^  ==(т \ ~ 1 ,пг) s  r  " lJ  COS,,, — /И,/ф* Sin ф,

ОН
Os ~  <S-

Составляя теперь для данной системы два уравнения Л а г 
ранжа, получаем

( т ,  -|- //г2) s н ш 2/ф с о э ф  -}-6s =  /« ,/ф  2s in  ф; 

s cos ф -j- /ф  -j- £  s in  ф =  0.

Считая, что в данном случае угловая скорость <р и угол ф 
отклонения каната от вертикали при движении остаются неболь
шими, полученные уравнения можно заменить приближенными 
уравнениями, полагая sirup s , ,  cosq «  1 и пренебрегая членом, 
содержащим ф2. Тогда получаем следующую систему двух линей
ных дифференциальных уравнений:

ttis -( m j w  I cs =  0; I
•• • /" 1 M (a )s i  /ф -1- gty — 0, I

где m  =  m, + m 2.
Частные решения уравнений (а) ищем в виде

s =  /1, sin (к(  Н-а) и ф =  А„ sin (kt  -- гх).

Подставляя эти выражения и их вторые производные в урав 
нения (а) и сокращ ая эти уравнения на sin (kt  h и), имеем

(с — mk~)  Л, — m j l r  Л , =  0, —  k sA t | ( g— Ik' )  Ла -  0,
или

Л j __с —  tnk'~__ k 2 .
m j l t 2 ~  ц  —  / ь г ~

Отсюда получаем следующее уравнение частот:

(с — т к г) lk~) —  m j k 1 =  U.
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После упрощений это уравнение принимает вид 

к ! — l r  г  4 - 0.1П,1 111,1
ИЛИ

k* —  p k 2 f  q — О,
где

р ~  — 40 4 „ (/ —  =  27,9.
' /»,/ 1 111,1

Реш ая уравнение частот, находим

« - * -  к Ч * ) * -  ■/ " * ..f  ь / О
откуда

А1, ^  (),<S сетс-1 и /г., яг- 6 ,3 с е к ~ \

Таким образом, для  отношения амплитуд получаем д ва  зн а
чения:

с — т к \  к :  с —  i n k :  к :
К ------- ------------4 - 0 , 7 6  и X = ------ е  =  — 4 -  =  — 0,07.

m . J k ]  <>— 1к\ т 21к-2 g  —  1к~

Обозначая через А['] и АI"  амплитуды, соответствующие 
перво А частоте /г,, а через А\21 и А[2> амплитуды, соответствую
щие второй частоте имеем

А {,"  =  к гА \" ,  А[2) =  к 2А \2).

Итак, получаем две системы частных решений уравнений (а). 
Первая система:

s '"  =  А \"  sin ( k, t  f a , )  и 

(р"> =  Л 1” sin (/г,/ 4- a j  = Л 1Л1,1) sin (/г,/ - f a , ) .

Вторая система:

s<2» =, A f  sin ( k2t + u 2) и ip(S) =  Л !21 sin (k 2t-\-u2) =  Я?Л (,г) sin (k2t-\-a2), 
где a ,  и a 2— начальные фазы, соответствующие частотам к, и к 2.

П ервая система частных решений соответствует так назы
ваемому п е р в о м у  г л а в н о м у  к о л е б а н и ю  рассматрива
емой механической системы, вторая система частных решений 
соответствует в г о р о м у г л а в н о м у  к о  л е б а н н  ю.

В силу линейности исходных дифференциальных уравне
нии (а) общее решение этих уравнений складывается из част
ных решений, т. е.

6^ 6Л,> -Кчсг,=  л'/ ’ sin (k, t  - f a , )  - f  А \г) sin ( k j  f  u 2); \

Ф =  Ч'(,, +  ф,2, =  М <», 'Ып(А:1г + а 1) -| k zA {* sin ( /e ^ - f  a 2). j
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В этих уравнениях Л ,1 , /Г,1’, а ,  и « 2 являю тся произволь
ными постоянными, которые определяются по начальным усло
виям движения системы.

Д ифференцируя уравнения (б) по времени (, имеем

s =  A \ ' )k l cos (/г,/ a , )  -j- А ? \  cos ( k2t +  u2); \ 
y  =  k l A \l)k l cos ( /г , / -j- a,) f  к 2А \г)к г cos (/г2/ - f « 2). j "

В рассматриваемом примере \  =  0, <pe =  0, s0 =  и , cp = 0  
при / =  0 .

Подставляя эти значения в уравнения (б) и (в), имеем 

0 =  Л1," sill и, 4- Л(,"’ sin  a 2; 0 =  л, Л',1’ sin a ,  -(- ХгЛ,,г) sin а г; 

v 0 =  A\l)k l cos a , 4- Л '/’/г, c o s a 2; 0 =  A \ l,\ lk l e o su ,  f  A (* \ k t  cos a ,.

И з этих уравнении находим

“ . =  “ ‘ =  и’ ^ ’ =  м т а  =  ° ’ 11; 

^ ’ = - * т г а = и ' 14-
Таким образом,

s =  0,11 sin 0 ,8 / I- 0,14 sin  б ,3/;
Ф =  0,08 sin 0,8/ — 0,01 sin  6,3/.

Рассмотрим еще второй способ решения полученной системы 
(а) двух линейных дифференциальных уравнений второго порядка:

ms  4- т 2/ф -)- cs =  0, i 

S + / ф + £ ф  =  0.  I

Путем последовательного дифференцирования каж дого из 
уравнений этой системы находим

d3s , . rf3tp . ds r. .
"< а?  W # + C 3 7  =  ":

‘i ! f .w * P + „ * P  =  0 (r)
d t3 dt3 dt U-

d*s , , d*ф  d*s 
m dt* +  ,П* di* ~l~c d t * =  '

dt* h dt* 1 ~  U*
(Д)

Исключая сначала из этих шести уравнений обобщенную ко
ординату '| и ее производные, а затем координату s и ее производ

ные, получаем два  независимых друг  от д руга  линейных диф-
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^  (_ "Ж± S l (£± j  SL  с -  о I
dt' r  m,l d/2"' т,1 ч ' |
<*Ч д. ’"S +  cl д. n f
dt* f  m,l dt2 //;,/ ^ — j

или. введя опять обозначения п’̂ ~,cl =  р, — , — а,

d4s . rf2s ,
,7Г< 1 P * =  +  ? s =  0 ’
d4cr , d**p . A
#  + р ^ - И ф =  о .

ф е р ен ц и ал ь и ы х  у р а в н е н и я  четвертого п оряд ка :

(с)

Составим характеристическое уравнение, соответствующее 
каждому пз уравнений этой системы.

Корни этого уравнения равны:

«1,а =  ±  ~ \ /  —  y +  — Q =  ± i k l;

Следовательно, решение уравнений (е) имеет вид

s =  С, cos н- C s sin Л,',/ + С 3 cos k„t  -j- C4 sin /г2/: ) 
tj, =  C, cos k xt - f C2 sin k j  -J-C, cos /г2/ f  C4 sin /г2/, j (ж)

где С ,, C 2, C 3, C 4, С,, С,, C3, C4 — произвольные постоянные. 
Перейдем к определению этих постоянных, для  чего восполь
зуемся начальными условиями движ ения. Полагая  и уравнениях 
(а) и (г) / =  0 и учитывая, что по условиям задачи $0 =  фо =  0, 
Ф 0 =  0, s0 =  о0, имеем

ms 0 +  m 2l ф0 =  0, \

о = ° .  (

/ws0- f  ш,/ф0 -h ct>0 =  0,

s0 -+ 1%  =  0.

Реш ая каж дую  пз этих систем в отдельности, получим

П " " Ct'nS „  =  —  О ,  S = ---------- - ф  =о U о т, 1т,

(а ' )

(г')

Теперь определяем постоянные C t, Сг, C t , С4. Д л я  этого



вычислим из первого из уравнении (ж) производные s, ч. s: 
s  — — C,Ar, sin k xi ■+• C J t x cos k xt — C s/e2 sin /г./ +  С лк 2 cos /о.,/, j 

s  =  — C xk\  cos k xt —  C 2k\  sin к х! — С .к I cos k J  —  C J ii  sin /г,/, [ (3) 
s --■= C xk \  sin k xt —  C 2k 3x cos /г,/ - f  C s/c* sin k J  —  CJzl cos /г,Л J

П олагая  в этих равенствах и в первом из уравнений (ж)
* =  0, получим следующую систему четырех уравнений относи
тельно неизвестных С х, С4:

so =  С х + С 3 =  0, ,
s o —  C t k ,  +  C 4/ e ,  =  и 0, j

=  — C tkf  — С skl  ==(), 

s = - C X - C k l  =  - ^ .

Решая совместно первое и третье уравнения, находим 
С, = С , — 0. Из второго и четвертого уравнений имеем

п  с .  ( * ; - * , * : > » « « . ( £ - * ;  j .

откуда
С = ____ _?____ ( 1____ //••

4 к., ( к \ -  k \ )  \ м ,

C , = .... - к :

Таким образом.

•> =  ———-  ■! j -  (  -:---- к\  \  sin к t — ~  ( —------kl  ^ sin /’ f I  .k \ — k\ \b 2 \"h  J kx \rnx - j ' (

Аналогично, для  определения постоянных С,, С,, С3, Сл 
получим следующую систему четырех уравнений:

С, -\- С 3 =  0, |

— C'ttf  — C'tkl — O, I
__ г ' ь 3 ___ г '  I , 3 —  c v o

Отсюда находим С, =  С, =  0,

С си» I4 = --------- 7—7-------- • -г-, и, следовательно,
/ / „ . ( А - - Й ; )  *2

Ф = ----- 7—̂ ------ - •! J- sin k . t  — ~  sin /г Л  .
1тх( к \ - к \ )  К  1 К  г I

Подставляя в полученные уравнения числовые данные, приходим 
к прежним результатам.

------ ♦ —

//«, (Л* — к\ )  А, ’
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