
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ 
ПО ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ 

МЕХАНИКЕ

Часть вторая

ИЗДАТЕЛЬСТВО МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТ,

1 9 7 ^



МИНИСТЕРСТВО ВЫСШЕГО И СРЕДНЕГО 
СПЕЦИАЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ СССР

НАУЧНО-МЕТОДИЧЕСКИЙ КАБИНЕТ 
ПО ЗАОЧНОМУ И ВЕЧЕРНЕМУ ОБУЧЕНИЮ 

МОСКОВСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
имени М. В. ЛОМОНОСОВА

Е. Н. -БЕРЕЗКИН

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ 
ПО ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ 

МЕХАНИКЕ

Часть вторая 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ СТАТИКА. ДИНАМИКА ТОЧКИ

Учебно-методическое пособие 
для студентов-заочников 

механико-математических факультетов 
государственных университетов

ИЗДАТЕЛЬСТВО МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА
1 9 7 4



Стр.
Введение ..............................................................................................................  3

I. Аналитическая статика ........................................................................... 4
Основные п о л о ж ен и я ......................................................................................  4
Уравнения Лагранжа равновесия с и с т е м ы ....................................  21
Метод неопределенных множителей Л а г р а н ж а .................................... 30
Определение реакций связи. Применение принципа возможных пере­

мещений к системам с неидеальными связями. Силы трения 35
II. Динамика т о ч к и ..............................................................................................  43

Прямолинейное движение материальной точки . . .  44
Пространственное движение материальной т о ч к и ............................ 54
Движение материальной точки по кривой и по поверхности . . 61 
Движение материальной точки относительно подвижной системы

отсчета ............................................  . . . . . . .  75
Ответы и методические указания к задачам . .................................... 82

Аналитическая статика . . .............................82
Динамика т о ч к и ...............................................................................................102

Л и т е р а т у р а ................................................................................................................... 136

СОДЕРЖАНИЕ

(С) Издательство Московского университета, 1974 г.

Е В Г Е Н И И  Н И К О Л А Е В И Ч  Б Е Р Ё З К И Н

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ПО ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКЕ

( ч а с т ь  в т о р а я )
Аналитическая статика. Динамика точки

Редактор Г. Н. Фурман Технический редактор Н. Л
Корректор Н. А. Савенкова

Л-50571 Формат 60X90Vi6 Физ. печ. л. 8,5 Бумага тип. № 3
Уч.-изд. л. 7,82 Заказ 531 Тираж 3500 экз. Цена 22 коп.

Издательство Московского университета ,
Москва, К-9, ул. Герцена, 517.

Типография Изд-ва МГУ. Москва, Ленинские горы



ВВЕДЕНИЕ

Настоящая книга является второй частью пособия «Решение 
задач по теоретической механике», издаваемого Научно-методиче- 
ским кабинетом по вечернему и заочному обучению МГУ им. 
М. В. Ломоносова. В ней даются указания к решению задач по 
аналитической статике и динамике точки.

Невозможно указать какие-то общие рецепты, пригодные для 
решения всевозможных задач. Как бы мы ни старались, всегда 
найдутся другие задачи, которые не могут быть решены рассмот­
ренными способами. Лучшим помощником, по-видимому, будет 
сама практика решения задач, приобретение в ней навыка. По­
этому необходимо стремиться самостоятельно проанализировать 
определенный минимум задач по изучаемому разделу. Причем 
нужно очень внимательно следить за применением основных тео­
рем и законов теоретической механики, особенно при составлении 
уравнений движения или равновесия.

Цель, которая поставлена при написании настоящего пособия, 
заключается в том, чтобы оказать помощь учащимся в понимании 
существа этих основных законов и теорем, научить применять их 
на практике. Поэтому мы старались подобрать примеры, иллю­
стрирующие основные положения теоретической механики, не стре­
мясь отбирать особенно трудные задачи и широко используя из­
вестные задачники по изучаемому курсу. При этом предполагается, 
что, приступая к решению задач, учащийся уже изучил соответ­
ствующие главы по одному из учебников по теоретической меха­
нике.



I. АНАЛИТИЧЕСКАЯ СТАТИКА

При изучении аналитической статики прежде всего обращает­
ся внимание на общую формулировку принципа возможных пере­
мещений (принцип Бернулли), без уяснения которой вообще не­
возможно решать задачи по аналитической статике. В основе ее 
лежит понятие работы силы на элементарном возможном переме­
щении. Поэтому прежде всего нужно выяснить, что называется 
возможным перемещением системы и как определяется работа 
силы на возможном перемещении. Причем, вначале должны быть 
рассмотрены системы с идеальными связями, для которых сумма 
работ всех сил реакций связей на любом возможном перемещении 
системы всегда равна нулю. После этого следует перейти к реше-' 
нию задач с неидеальными связями.

Основой всей аналитической статики является теорема 
Лагранжа о равновесии системы материальных точек. Форму­
лировка этой теоремы имеет следующий вид: «Для равновесия 
системы материальных точек, на которую наложены идеальные 
связи, необходимо и достаточно, чтобы сумма работ всех активных 
сил, действующих на систему, была равна нулю для всех неосво­
бождающих возможных перемещений системы и была не больше 
нуля для освобождающих возможных перемещений системы».

Если связи, наложенные на систему материальных точек, яв­
ляются неосвобождающими, то метод сводится к уравнениям рав­
новесия, которые называются уравнениями Лагранжа. После 
того, как эти методы будут изучены, мы перейдем к рассмотрению 
метода неопределенных множителей Лагранжа. Следует научиться 
определять реакции связей при помощи метода возможных пере­
мещений.

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ

Основные положения аналитической статики должны быть хо­
рошо изучены по учебнику. Только тогда можно приступать к 
решению задач. Решение каждой конкретной задачи следует начи-' 
нать с определения числа степеней свободы системы и выбора 
параметров, характеризующих положение этой системы, а также 
с установления зависимости произвольных параметров от незави­
симых. Затем нужно определить все активные силы, действующие
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на точки системы, и точки приложения этих сил. Сообщив системе 
возможные перемещения, соответствующие изменениям независи­
мых параметров, и приравняв нулю каждое из выражений работы, 
получим в результате столько уравнений равновесия, сколько 
имеется независимых параметров, определяющих положение меха­
нической системы. Эти уравнения дают возможность определить 
все независимые параметры, которые соответствуют положению 
равновесия системы.

Рассмотрим несколько примеров.
Пр и м ер 1. Полиспаст (механизм для поднятия тяжестей, со­

стоящий из двух систем блоков, каждый из которых смонтирован

в общей обойме и насажен на отдельные оси, как указано на 
рис. 1) оснащен нитью, один из концов которой прикреплен к не­
подвижной точке полиспаста, а другой свободен и находится под 
воздействием некоторой активной силы F. Нить последовательно 
обходит как подвижные, так и неподвижные блоки. К нижнему 
блоку подвешен груз весом Q. Определить соотношение величин 
силы F  и веса Q при равновесии системы.

Решение. Для решения этой задачи воспользуемся принципом 
возможных перемещений. Пренебрегая горизонтальным возмож­
ным перемещением оси симметрии полиспаста, заметим, что си­
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стема обладает всего одной степенью свободы. Система приводит­
ся в движение только тогда, когда перемещается вдоль нити ее 
свободный конец.

Предположим, что размеры блоков подобраны таким образом, 
что соответственные части нити, заключенные между обеими си­
стемами блоков, можно рассматривать как параллельные. Тогда 
при перемещении точки приложения силы F  на расстояние бр груз 
поднимается на величину bq. Общая длина нити при этом остает­
ся неизменной и, как видно из чертежа,

4&7 =  8р.
Подсчитывая работу сил на возможном перемещении и приравни­
вая эту работу нулю, из принципа возможных перемещений будем 
иметь

Fbp — Q&q =  О,

а после подстановки значения бр получим
(4F — Q)8q — 0.

После сокращения на бq получаем условие равновесия

Q =  4F.

П р и м е р  2. Два однородных стержня BD и О А, имеющих со­
ответственно длину 2а и 21 и вес Р каждый, могут вращаться в 
одной вертикальной плоскости: первый — вокруг своей середины 
Oi; второй — вокруг шарнира О, расположенного на одной верти­
кали с О] на расстоянии а от точки 0\ (рис. 2). Определить поло­
жение равновесия системы.

Решение. Положение системы определяется всего одним пара­
метром— углом ф. Если этот угол остается неизменным, то систе­
ма не может совершать движений. Отсюда следует, что система 
имеет всего одну степень свободы. Активные силы Р и Q имеют 
проекции только на вертикальную ось у, а потому и выражение 
элементарной работы активных сил .на возможном перемещении 
системы получает вид

6Л =  — Q8y1 — Р8у2.
Здесь

=  — a sin 2̂<p’— у2 — а — I cos ф,

откуда
бух =  — 2a sin 2ф6ф, бг/2 =  / sin фбф.

Приравнивая выражение элементарной работы нулю и подставляя 
значения Ьуг и бt/2, будем иметь

(2Qa sin 2ф — PI sin ф) бф =  0,
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откуда получаем следующие значения для угла ср:

1) sin ф =  0 , т. е. ф =  0 , я, 2л, . . .  ,

Первая система значений для ф несовместима с наложенными 
на систему связями. Второе решение имеет смысл только тогда, 
когда выполняется условие

которое и является условием равновесия системы.
П р и м е р  3. Однородный гладкий стержень АВ длины 21 и 

веса Р опирается кондом на гладкую вертикальную стенку и одной 
из своих точек лежит на краю С неподвижного стола (рис. 3). 
Определить угол ф, который образует стержень со столом в поло­
жении равновесия, если расстояние от стенки до стола равно а.

Решение. Положение стержня здесь, как и в предыдущей за­
даче, определяется всего одним параметром — углом ф и, следова­
тельно, система имеет одну степень свободы. На стержень дей­
ствует единственная активная сила — сила тяжести, имеющая 
вертикальное направление. Подсчитывая работу этой силы на воз­
можном перемещении системы и приравнивая ее нулю, будем 
иметь

Р1 <  4 Qa,

Рдс. 3 Рис. 4

— P 8*/s =  0,

где



Дифференцируя выражение для ys по ф и подставляя результат 
дифференцирования в уравнение работы, получим

— Р (— a tg2 ф +  I cos ф — а) бф =  0.

Так как 6ф отлично от нуля при произвольном возможном переме­
щении системы, нулю будет равно выражение, стоящее в скобках. 
Последнее и представляет собой условие равновесия:

• — a tg2 ф +  I cos ф — а =  0.
Отсюда следует

Последнее равенство возможно только при выполнении условия
а < / .

Рассмотрим в качестве примера задачу о равновесии системы 
с двумя степенями свободы.

Пр и м ер 4. В полый цилиндр радиуса 7?, способный катить­
ся без скольжения по горизонтальной плоскости, вложен другой 
цилиндр радиуса г и веса Р (рис. 4). На малый цилиндр, кроме 
силы тяжести, действует еще пара сил, расположенная в плоско­
сти чертежа, с моментом М. На полый цилиндр намотана нить* 
которая на своем свободном конце несет груз веса Q. Полагая по­
верхности цилиндров достаточно шероховатыми (чтобы не было 
скольжения), найти положение равновесия системы и определить* 
при какой зависимости между данными силами это равновесие 
возможно.

Решение. Положение рассматриваемой системы можно опре­
делить двумя независимыми параметрами, в качестве которых вы­
берем расстояние х центра тяжести большого (полого) цилиндра 
от некоторой неподвижной вертикальной прямой и двугранный 
угол О, образованный плоскостью, в которой расположены оси 
симметрии цилиндров, с вертикальной плоскостью. Нетрудно ви­
деть, что выбранные параметры х и Ф могут изменяться незави­
симо один от другого и что при неизменных х и Ф система не мо­
жет совершать движений.

Сообщим системе такое возможное перемещение, при кото­
ром не изменяется угол # (при таком перемещении малый ци­
линдр будет вращаться вокруг своей оси симметрии, перемещаю­
щейся в горизонтальном направлении). Сила Р, действующая на 
малый цилиндр, при таком возможном перемещении не производит 
работы, и нам остается только подсчитать работу силы Q и пары 
М. Вертикальная сила Q будет совершать работу, отличную от 
нуля, только тогда, когда груз перемещается в вертикальном на­
правлении. При изменении координаты х на величину 8х большой 
цилиндр повернется вокруг своей оси симметрии на некоторый
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§Л/угол бф = ----  (этот угол на чертеже не указан). Спускающаяся

часть нити при таком перемещении сократится на величину 6s =  
=  /?6ф =  6л\ Сила же Q совершит работу —Q6s = — Q8x. Большой 
цилиндр повернется вокруг своей оси на угол бф и относительное 
бесконечно малое перемещение точки В большого цилиндра (точки 
касания цилиндров) будет б51=/?6ф=6х. Так как цилиндры не 
проскальзывают, то таким же по величине будет и относительное 
перемещение точки В малого цилиндра. Поэтому малый цилиндр 
повернется вокруг своей оси на угол

8*  =  i *  =
г г

(угол на чертеже не указан). Пара сил, действующая на малый’ 
цилиндр, при таком повороте совершит работу

М ф  =  м  — .г
Работа же сил пары на поступательном перемещении малого ци­
линдра всегда равна нулю. Подсчитывая теперь работу всех сил, 
действующих на систему, и приравнивая эту работу нулю, будем 
иметь

— Q5JC+7W—  =  0,Г
откуда получаем

Сообщим системе такое возможное перемещение, при котором 
координата х не меняется, а меняется только угол О. При таком 
возможном перемещении сила Q работы совершать не будет (от­
сутствует перемещение точки приложения силы). Работа же си­
лы Р на рассматриваемом перемещении будет равна

Р (R — г) cos (90° +  Ф) 60 =  — Р (R — г) sin 060.

При вычислении работы пары сил заметим, что малый цилиндр 
на этом перемещении катится без скольжения по внутренней по­
верхности неподвижного большого цилиндра, вращаясь вокруг 
своей оси. Мгновенное перемещение малого цилиндра можно пред­
ставить как сумму мгновенного поступательного перемещения 
вместе с осью С2 и мгновенного вращения вокруг этой оси. На по­
ступательном перемещении пара сил работы не совершает. Если 
теперь обозначить угол поворота малого цилиндра относительно 
неподвижно ориентированных осей через 6а, то для изменения 
этого угла получим равенство

Г6а - ( Я  — г) 80,
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и работа сил пары будет равна

М8а = Г

Подсчитывая работу всех активных сил и прйравнивая ее ну­
лю, из принципа возможных перемещений получим

— P(R  — r)sinft +  M j 6fl =  0,

откуда следует условие для определения угла О:

Pr (R — г) Рг

Действительное значение этого угла определяется только при вы­
полнении условия

М < Р г .

Принцип возможных перемещений позволяет дать обобщение 
принципа равновесия тяжелых тел, предложенного Торричелли, 
согласно которому центр тяжести системы тяжелых тел, находя­
щихся в равновесии, занимает наинизшее из возможных положе­
ние. Из принципа возможных перемещений нетрудно получить, что 
при равновесии центр тяжести системы тел занимает стационарное 
положение. Этот принцип позволяет упростить исследование зада­
чи о равновесии.

П р и м е р  5. Палочка АВ длины 2а и веса Р опирается кон­
цом А на наклонную плоскость (л), образующую угол а с гори­
зонталью, а в точке (С) лежит на опоре (рис. 5). Определить 
угол <р, который палочка образует с горизонталью при равнове­
сии. Размеры и расположение палочки и опоры указаны на чер­
теже.

Решение. Возможное перемещение палочки в этой задаче сво­
дится к повороту вокруг мгновенного центра вращения 5, распо­
ложенного в точке пересечения нормалей к плоскости (я), (по­
строенной из конца А палочки) и к палочке (в точке С). При та­
ком возможном перемещении палочки перемещение ее точки D, 
находящейся в данный момент на одной вертикали с точкой S, 
будет горизонтальным. Поэтому, если центр тяжести находится 
в точке D, это положение будет положением равновесия.

Для получения аналитического решения определим координа­
ту у центра тяжести палочки. Будем иметь, считая теперь, что 
AD = a,

у =  a sin ф — AC sin ф,
где

AC =СЕ  tg [90° — (а +  ф)],

10



СЕ
sin (90° +  a) sin [90° — (а +  <р)] *

у =  a sincp - sin ф cos а 
sin (а +  ф)

Рис. 5

При бесконечно малом перемещении палочки из этого положения 
координата у получает приращение

Ьу a cos ф - sin a cos а 
sin2 (а +  ф)

бф,

которое равно нулю в положении равновесия палочки. Отсюда 
имеем

/ и sin a cos а \ с ЛI acosw — b--------- ------  Оф =  0 .
\ sin2 (а +  ф) /

Для определения угла ф из последнего уравнения получим условие 

a cos ф sin2 (<х -f ф) — Ъ sin a cos а =  0.

П р и м е р  6. Два однородных цилиндра веса р каждый поло­
жены на внутреннюю поверхность полого цилиндра, как указано 
на чертеже (рис. 6). Они поддерживают третий цилиндр веса q. 
Определить зависимость между указанными на чертеже углами 
а  и р, если О — центр большого полого цилиндра, 0 3 — центр 
третьего цилиндра и 0\ и 0% — соответственно центры первого и 
второго цилиндров, на которых покоится третий.



Решение. Положение равновесия, симметричное относительно 
вертикали, которая проходит через центр полого цилиндра, опре­
деляется всего одним параметром. Заметим, что если выбрать си­
стему осей хОу с началом в центре полого цилиндра, направив

Рис. 7

ось у вертикально вверх, то координата ус центра тяжести всей 
системы определяется равенством

2p#i +  <тУс = 2p +  q

где у\ — у2 — соответственно координаты центров тяжести нижних 
цилиндров, уз — координата центра тяжести верхнего цилиндра. 
В силу симметрии:

У1 =  У2 =  — (К — г) cos а,

ys =  — (R — r) cos а +  (г +  р) cos р,

где R — радиус полого цилиндра, г — радиус нижних цилиндров, 
р — радиус верхнего цилиндра. Тогда для ус получим

1
Ус 2p +  q

- [— 2р (R — г) cos а  — q (R — г) cos a f  <7 (г +  Р) cos.fi].

Приравнивая нулю приращение бус, получаем условие равновесия 
системы:

6г/с =  (R — r) sin аба - (р +  г) sin (5бр =  0. (1)

Нетрудно установить постоянную зависимость между пара­
метрами а и ,р системы:

(R — г) sin а =  (г +  р) sin р.



Эта зависимость сохраняется при всех возможных перемещениях 
системы. Дифференцируя последнее равенство, будем иметь

(R — г) cos аба — (г +  р) cos pfijS. (2)

Исключая из уравнений (1) и (2) величину бр, получим для 
положения равновесия

Таким же образом методы аналитической статики применяют­
ся и для решения задач о равновесии пространственных систем.

Рассмотрим пример.
П р и м е р  7. Бифилярный маятник представляет собой систе­

му, состоящую из тяжелого однородного стержня АВ веса Р, под­
вешенного на двух параллельных нитях СА и DB. Маятник пере­
водится в новое положение А'В' и в этом положении удерживает­
ся в равновесии горизонтальной парой сил с моментом М. Найти 
угол поворота стержня ф в положении равновесия системы, если 
CA =D B=AB = l (рис. 7).

Решение. Повернувшись на угол ф в горизонтальной плоско­
сти, маятник поднимается вверх на некоторую высоту h над своим 
первоначальным положением. Заметим, что в силу симметрии си­
стемы й действующих сил относительно вертикали, проходящей 
через центр тяжести стержня, центр тяжести маятника останется 
на этой вертикали и после перемещения, а сам стержень будет 
расположен в горизонтальной плоскости. Поэтому систему можно 
рассматривать как систему с одной степенью свободы. Возможное 
перемещение системы определяется изменением расстояния цент­
ра тяжести стержня z от линии CD или изменением угла ф. Под­
считывая работу сил, действующих на систему, на этом возможном 
перемещении и приравнивая ее нулю, получим

Обозначая через а угол, который нить образует с вертикалью, 
будем иметь

cos a sin р 
cos р

откуда

УИбф +  Pbz =  0 .

z =  I cos a. sin а  = --------
I

откуда
z =  /cos— , c t = — , бz = -----—sin —  бф.

2 2 2 2
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Подставляя значение 8z в уравнение равновесия, получим

Л48ф —  Р  —  sin  —  бф =  О,
2 2

и тогда угол ф определится равенством
Ф 2  мSin —  = -----.
2 PI

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н ы х  у п р а ж н е н и й

1. Изображенная на чертеже схема блока состоит из двух са­
мостоятельных блоков OAF и ОВСу насаженных на одну непо­
движную ось и из подвижного блока 0\ED (рис. 8). Блоки снаб-

Рис. 8

жены зубцами, на которые насажены звенья замкнутой цепи 
CBDEFA. Некоторая часть этой цепи свешивается свободно, и к 
ней приложена сила Р, как указано на чертеже. К блоку 0\ED 
подвешен груз весом Q. Найти зависимость между Р и Q при рав­
новесии системы, если O B=R , ОА=г, а трением и весом блока 
0\ED можно пренебречь.

2. К шарнирам А\ и А2 шарнирного четырехзвенника 0 iAiA20 2 
приложены силы F i и F2, соответственно перпендикулярные к 
стержням 0\Аj и 0 2Л2 (рис. 9). Четырехзвенник находится в рав­
новесии. Найти зависимость между моментами сил F\ и F2 отно­
сительно точек Ох и 0 2 и кратчайшими расстояниями от осей вра­
щения О] и О2 до стержня А\А2.

3. Найти соотношение между силами Р и Q шарнирного прес­
са, изображенного на рис. 10, в положении равновесия системы.

14



Пресс состоит из соединенных шарнирно стержней OF, 0 {Е, FM, 
EN, АВ, ВС, CD, DA, AF и ЕС, у которых точки О и 0\ закреп­
лены неподвижно, а точки М и N могут скользить по вертикаль­
ным прямым.

А  
/  \

\

4. Найти веса Р i и Р% двух грузов, удерживаемых в равнове­
сии грузом веса Q на плоскостях, наклоненных к горизонту под

Рис. 11

углами а и р .  При этом Pi и Р2 прикреплены к концам троса, 
идущего от груза Pi через блок Ои насаженный на горизонталь­
ную ось, к подвижному блоку О, несущему груз Q, а затем через 
блок О2, насаженный на ось блока Оь к грузу Р2 (рис. 11). Тре­
нием, а также массами блоков и троса следует пренебречь.

5. Механизм (рис. 12) состоит из двух рычагов: прямого АВ 
и ломаного CD, вращающихся вокруг неподвижных шарниров Оi 
и 0 2. Концы этих рычагов В и С соединены шарнирно шатуном 
ВС, который составляет с ними в положении равновесия углы <pi 
и <рг. В этом положении равновесия превышение точки Л над осью
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Oj равно h, а горизонтальное расстояние точки D от оси 0 2 рав­
но Я. В точке А приложена горизонтальная сила Р, а в точке Ъ — 
вертикальная сила R. O iB = rh 0 2С = г2. Найти соотношение меж­
ду силами Р и R, при котором механизм будет оставаться в равно­
весии.

6, Однородный стержень ОА весом Pi может свободно вра­
щаться на неподвижном шарнире О в вертикальной плоскости.

Конец А этого стержня соединен шарнирно с другим однородным 
стержнем АВ весом Р2 (рис. 13). К концу В второго стержня при­
ложена горизонтальная сила F. Найти углы а и р  стержней с го­
ризонтом при равновесии.

7. Противоположные вершины шарнирного параллелограмма 
ABCD связаны нитями АС и BD , натяжения которых равны соот­
ветственно Ti и Т2. Доказать, что при равновесии между силами 
Ti и Т2 и диагоналями параллелограмма существует зависимость 
Тх: Т2=АС : BD.

8. Однородный стержень весом Р и длиной 2а опирается верх­
ним своим концом А на абсолютно гладкую вертикальную стенку. 
К нижнему концу В этого стержня привязана нерастяжимая нить 
ВС длины /, прикрепленная к стенке в точке С, расположенной над 
точкой А на одной с ней вертикали. Обозначим угол стержня со 
стенкой через а, а угол нити со стенкой через р. Найти соотно­
шение углов а и р  при равновесии системы, если плоскость ABC 
вертикальна и перпендикулярна к стенке.

9. Клин представляет собой призму, перпендикулярное сече­
ние которой имеет вид равнобедренного треугольника EFC  с углом 
2а. Одной своей гранью ЕС  он опирается на неподвижную призму 
DE, а другой гранью FC — на призму FG , которая может сколь­
зить по гладкой горизонтальной плоскости КН. На клин действует 
вертикальная сила Р, на призму FG — горизонтальная сила Q. 
Найти зависимость между этими силами при равновесии, прене­
брегая трением и собственным весом клина (рис. 14).

10. Две точки Л и В, связанные нерастяжимой нитью длины /, 
могут скользить по двум гладким неподвижным прямым Ох и Оу, 
образующим между собой угол а. Эти точки отталкиваются от точ­

Р«с. 13 Рис. 14
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ки О силами, пропорциональными расстояниям, причем коэффи­
циент пропорциональности для точки А равен k\, а для точки В — 
k2. Найти углы р и у, которые нить образует с прямыми О А и О В 
в положении равновесия (рис. 15).

11. Подъемный мост О А схематически изображен на рисун­
ке 16 в виде однородной пластинки весом Р и длиной 2а, к краю

X

которой прикреплен канат длины I, перекинутый через малый блок, 
расположенный на вертикали над точкой О на расстоянии 2а от

Рис. 16

нее. Другой конец С каната соединен с противовесом, скользящим 
без трения по криволинейной направляющей. Определить форму 
этой направляющей и вес противовеса Q, чтобы система всюду на­
ходилась в равновесии (безразличное равновесие системы).

12. Два груза, веса которых Р и Q, скользят по эллипсу, бу­
дучи привязаны к нерастяжимой нити PFiF2Q, перекинутой через 
блоки Fi и F2, помещенные в фокусы эллипса. Большая ось эл­
липса горизонтальна, а малая вертикальна. Найти зависимость 
между углами <pi и ф2, которые образуют отрезки нити P Fy и QF2 
с горизонтом при равновесии.

13. Два равных однородных бруса АВ и ВС одинакового ве­
са Р соединены шарниром В. Конец С прикреплен к стенке шарни­
ром, а конец А опирается на гладкий горизонтальный пол. Найти

Рис. 17
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горизонтальную силу Q, жоторая, будучи приложена к концу А 
стержня АВ, удерживала бы всю систему в положении равновесия 
при заданных углах а и р  (рис. 17).

14. Равносторонний шарнирный шестиугольник, основание ко­
торого закреплено неподвижно, находится в равновесии под дей­
ствием сил Р, —Р, Q, как показано на рисунке 18. Найти зависи­

мость между этими силами при равновесии. Угол а считать извест­
ным в положении равновесия.

15. В шарнирном параллелограмме ABCD звено AD неподвиж­
но. Вдоль этого звена может скользить без трения ползун L, со­
единенный шарнирно со стержнем LK, который в свою очередь

соединен шарниром К  со звеном ВС. К точке С приложена сила 
Fu направленная вдоль ВС, а к ползуну приложена сила Р2, на­
правленная по AD. Показать, что при равновесии системы вели­
чина силы F\ и величина силы Р2 находятся в зависимости

16. Четыре стержня равной длины и равного веса соединены 
друг с другом шарнирами С, D и Е. Два крайних стержня могут 
вращаться на шарнирах около лежащих на одной горизонтали не­
подвижных точек А и В. Вся система находится в равновесии в

Рис. 18

'£
Рис. 19 Рис. 20

=  1 -----(рис. 19).
F2 tg а
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вертикальной плоскости. Показать, что в положении равновесия 
углы а и р  связаны соотношением tg cc= 3tg p  (рис. 20).

17. Пять однородных брусьев одинаковой длины и одинакового 
веса соединены между собой шарнирами, два из которых могут 
скользить вдоль горизонтальной прямой. Определить зависимость 
между углами а и р в положении равновесия системы (рис. 21).

18. п одинаковых стержней длины I и веса р соединены вместе 
в точке А и находятся в равновесии, будучи расположены симмет­
рично относительно вертикали, проходящей через точку А (рис. 22). 
Своими нижними концами стержни опираются на сферическую

I
1Z

Рис. 22

поверхность радиуса г>/, имеющую центр в точке О, располо­
женной вертикально над точкой А. К узлу, образованному стерж­
нями, подвешен груз весом q. Показать, что если через а обозна­
чить угол, образуемый каждым из стержней с вертикалью, то бу­
дет иметь место соотношение

/2 (3п2р2 4npq) cos2 а  =  (г2 — I2) (пр 2q)2.

Рис. 23
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19. Три одинаковых стержня АВ, ВС  и CD весом Р и длины I 
каждый соединены шарнирами В и С. Конец А стержня АВ шар­
нирно закреплен в неподвижной точке, а конец D стержня CD

может свободно скользить по вертикальной прямой, отстоящей от 
точки А на расстоянии а<31. Определить углы а, р и у, которые 
образуют стержни с вертикалью при равновесии (рис. 23).

20. Тяжелая материальная точка веса mg отталкивается от 
вертикальной оси силой mk2r, пропорциональной расстоянию точки 
от этой оси (здесь k — коэффициент пропорциональности, a m  — 
масса точки). На какой поверхности, предполагая, что она являет­
ся абсолютно гладкой, точка всюду будет находиться в равно­
весии? (

21. В полусферической чаше ABC помещена невесомая палоч­
ка MN, на концах которой прикреплены два очень маленьких ша­
рика М и N, имеющих веса соответственно Р и Q. Определить
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угол <р= /.MOB  при равновесии палочки, если известно, что хорда 
MN стягивает дугу а (рис. 24).

22. Тяжелая палочка АВ опирается на острие С, а точка А 
упирается в угол между гладкой вертикальной стенкой и гладким 
горизонтальным полом (рис. 25). Где должен находиться центр 
тяжести палочки, чтобы последняя находилась в равновесии (па­
лочка считается гладкой)?

23. В неподвижной точке А подвешен на веревке длиной I 
однородный шар радиуса г и весом Р. В той же точке А прикреп­
лен при помощи шарнира однородный стержень длины 2а и весом 
Q. В положении равновесия, изображенном на чертеже, веревка 
и стержень образуют с вертикалью соответственно углы <р и а 
(рис. 26). Определить эти углы.

24. У стены здания положены три одинаковых трубы, как по­
казано на чертеже (рис. 27). Какую минимальную горизонтальную 
силу R( нужно приложить к оси правой трубы, чтобы удержать 
все трубы в положении равновесия, если вес каждой из труб ра­
вен Р?

УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА РАВНОВЕСИЯ СИСТЕМЫ

Уравнения Лагранжа являются уравнениями равновесия си­
стемы материальных точек, записанными в независимых координа­
тах. Очень важно выяснить, когда и при каких условиях можно 
применять эти уравнения, какие преимущества дают эти уравне­
ния при решении задач на равновесие системы. Особенно большое 
значение здесь имеет определение обобщенных сил.

Для определения положения системы материальных точек, на 
которую наложены связи, достаточно знать k —Ъп—т независи­
мых параметров (здесь п — число точек системы, a tn — число не­
зависимых уравнений связи), полностью определяющих положение 
системы материальных точек. Эти независимые параметры q 
носят название лагранжевых или обобщенных координат системы.
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При этом декартовы координаты системы должны быть явно 
представимы через независимые координаты q так, что

=  * i  (ft, ft , . . .  , ft),. Vi =  Vi (ft, ft, • • • . ft),
2; =  zt (qlt <72..........<7ft)> где* =  1, 2 , . . .  , n.

Всякое изменение декартовых координат должно полностью опре­
деляться изменением координат Лагранжа

S = 1

Тогда условия равновесия системы сведутся к равенствам
Qt =  о»

которых будет столько, сколько имеется независимых координат, 
определяющих положение системы.

П р и м е р  1. Два одинаковых стержня АС и СВ, имеющие 
каждый длину 21 и вес Р, связаны между собой шарниром С и 
опираются на неподвижный цилиндр радиуса г с горизонтальной 
осью О (рис. 28). Найти угол А СВ—2<р при равновесии системы 
и угол я]’, который биссектриса этого угла составляет с верти­
калью.

Решение. Два параметра <р и if полностью определяют поло­
жение системы и могут рассматриваться как лагранжевы коорди­
наты. Тогда уравнения равновесия получают вид

Qq> —  0, Qi|) =  0. (1)
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Первое из этих уравнений получим, полагая, что я|> остается 
неизменным при возможных перемещениях системы. Координата у 
центра тяжести системы определяется равенством

у  =  —  (/ cos ф---------— ) cos я|),
\ sin ф /

Поэтому будем иметь

<2Ф-  — 2 Р -^ -  =  2Р ( — /зтф  +  —-°—  ) cosil).
бф  ̂ V sin2 ф /

Аналогично, полагая неизменным угол ф, будем иметь

— 2Р =  — 2Р ( I cos ф--------— \ sin г|).
о-ф \ sin ф /

Из выражений для Q<p и фф видно, что равенства ( 1) удовлетво­
ряются при одном из двух предположений

а) cos яЬ =  0 , / cos ф--------— — 0;
sin ф

„  Г COS Ф „б) sin гЬ =  0, I sin ф---------- — =  0.
sin2 ф

Но условия а) не могут быть выполнены при освобождающих 
связях, так как для их выполнения необходимо, чтобы имело место
неравенство ф >  — .

Условия б) при освобождающих связях возможны, лишь ко^да 
•ф=0. Но тогда угол ф определяется из равенства

I sin3 ф — г cos ф — 0 .

П р и м е р  2. Однородный стержень О А весом Р\ может вра­
щаться на неподвижном шарнире О в вертикальной плоскости. 
Конец А этого стержня соединен шарнирно с другим однородным 
стержнем АВ весом Р2. К концу В второго стержня приложена 
горизонтальная сила F. Найти углы а и р  стержней с горизон­
тальным направлением при равновесии системы (рис. 29).

Решение. Система обладает двумя степенями свободы и уг­
лы а  и р могут быть выбраны в качестве обобщенных координат. 
Условия равновесия выразятся в виде уравнений

Q a  —  0  И Q p  =  0 ,

где Q« и Qр — соответствующие обобщенные силы. Для определе­
ния этих обобщенных сил рассмотрим сначала перемещение, при 
котором изменяется только параметр а, а угол р остается неиз­
менным. Работа, подсчитанная на этом перемещении, 6Ai =  QK6 a  
откуда обобщенная сила
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Но выражение элементарной работы имеет вид:

—Рх cos +  Р2ОА cos ufia-j F ■ О A cos (90° +  а) ба.

Отсюда, приравнивая Qa нулю, получаем условие равновесия в 
виде уравнения

- j -  (Рх cos а +  2Р2 cos а — 2F sin а) =  0.

Угол а определится теперь равенством

t g a ^ i 2^
2F

Полагая далее 8а =  0 и бр^=0, будем иметь

&A2 =  Q№,
или

<3» «р •

Подсчитывая работу сил на этом возможном перемещении

бА2 =  P2- f  cosрбр +  F-AB cos (90° +  р) бр,

получим выражение для обобщенной силы

Qp =  _L (Р2 cos Р — 2F sin Р) АВ.

Приравнивая это выражение нулю, получим условие для опреде­
ления угла р, откуда

tg Р == — .r  2F

З а м е ч а н и е .  В тех случаях, когда возможным перемещением 
оказывается поступательное перемещение всей системы, обобщен­
ная сила, соответствующая этому возможному перемещению, пред­
ставляет собой сумму проекций всех активных сил, действующих 
в направлении возможного поступательного перемещения системы.

Если же возможное перемещение сводится <к повороту всей 
системы (как одного твердого тела) вокруг некоторой неподвиж­
ной в пространстве оси, то обобщенная сила, соответствующая 
этому возможному перемещению, будет представлять собой сумму 
моментов всех активных сил относительно данной неподвижной в 
пространстве осй.

Пр и м е р 3. Рассмотрим задачу о равновесии системы, состоя­
щей из шарнирного четырехзвенника ОСВОи к шарниру В кото­
рого приложена вертикальная сила R, а звено ВС  жестко связано
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с диском, центр которого находится в точке В. К диску в точке А 
по касательной приложена горизонтальная сила 5. Размеры в по­
ложении равновесия системы указаны на чертеже. Пренебрегая 
весом стержней и диска, а также трением в шарнирах, определить 
соотношение между величинами R и 5  в положении равновесия, 
указанном на чертеже (рис. 30).

Решение. Обе действующие на систему силы приложены к од­
ному и тому же твердому телу, каким является диск. Мгновенное 
же движение диска сводится к одному повороту вокруг мгновен­
ного центра вращения, который находится в точке О* пересечения 
стержней ВОх и СО. Поэтому соответствующая этому возможному 
перемещению обобщенная сила Q будет представлять собой сумму 
моментов действующих на систему активных сил относительно 
мгновенного центра вращения диска О*. Приравнивая нулю эту 
обобщенную силу, будем иметь

Rhx — S H ^  0,
где

и _  lxL sin ai
ni — ~  Г~— */2 sin а2

Отсюда сразу получаем условие равновесия в виде

^  s n̂ ai __ g fj  
/2 sin а2

С задачей о равновесии системы материальных точек непо­
средственно связана и задача об устойчивости равновесия системы, 
когда на эту систему действуют только консервативные силы. Для 
тяжелых тел эта задача решается на основе принципа Торричел­
ли, который устанавливает, что при устойчивом равновесии центр
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тяжести системы занимает наинизшее положение. Если ввести в 
рассмотрение силовую функцию

U =  — mgzc,
где т — масса всей системы, a zc — вертикальная координата z 
центра тяжести системы (ось z направлена вверх), то условие 
Торричелли сводится к нахождению максимума силовой функции.

П р и м е р  4. Пусть имеется однородный стержень АВ длины 
2а, опирающийся одним из своих концов на криволинейную на­
правляющую, имеющую форму окружности радиуса/? (см.рис.31). 
Пусть этот стержень касается некоторой точки окружности, нахо­
дящейся в конце горизонтального диаметра. Определить, прене­
брегая трением, положение равновесия стержня и исследовать его 
на устойчивость.

Решение. Приняв за независимую координату угол <р, который 
палочка (стержень) образует с горизонтальным диаметром окруж­
ности, будем иметь

U =  mg(2R  cos ф — a) sin ф.

Здесь по условиям задачи

2а>2/?со5ф , со5 ф > 0.

Условия равновесия определяются из равенства

^ = 0 ,
dtp

или
mg (— 2R +  4г cos2 ф — a  cos ф) =  0,

откуда получаем
а +  У а *  +  32 Я2

COS Ф =  ------- — --------- 1-----------------
8 R

Это решение задачи о равновесии существует, если имеет ме­
сто неравенство

а +  Ка2 +  32#2 ,

а <  2R. 

а >  R cos ф,

если подставить вместо соэф его значение из условия равновесия, 
приводит к неравенству

a > V l r R-
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Для определения устойчивости положения равновесия иссле­
дуем силовую функцию на максимум. Дифференцируя вторично 
по ф, получим

7)111
------== mg (— 8R cos ф — а) sin ф.
д(р2

Подставляя сюда значение cosq) из условия равновесия, найдем

- ^ < о ,

откуда следует, что найденное положение равновесия устойчиво.

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н ы х  у п р а ж н е н и й

25. Найти угол ф, определяющий положение равновесия си­
стемы, состоящей из двух однородных стержней О А и Л С, изобра-

Рис. 32 Ряс. 33

женной на рис. 32. Дано: АС=2а, АО — ОБ — а. Вес стержня АО 
равен Р, вес стержня АС равен 2Р.

26. К стержню ВС  системы, состоящей из стержней АВ и ВС, 
приложена пара сил (qq'), момент которой равен М. Найти зна­
чения углов а и р ,  которые стержни составляют с вертикалью в 
положении равновесия системы, если вес стержней АВ и ВС равен 
Р, а их длины АВ — ВС — 2а (рис. 33).

27. Близ концов Л и В однородного горизонтального стержня 
весом Р проделаны два небольших отверстия на расстоянии 2а 
одно от другого. В эти отверстия пропущена нить длиной 21, к 
середине которой привязан груз Q, а концы М я N закреплены 
на одном уровне на расстоянии 2а друг от друга (рис. 34). Найти 
угол а  при равновесии системы.

28. Два одинаковых гладких шара весом Р каждый подве­
шены в неподвижной точке О на двух одинаковых нитях и поддер­
живают третий шар весом Q (рис. 35). Найти зависимость между 
углами а и р в положении равновесия системы.
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29. В неподвижную гладкую полусферическую чашу радиуса R 
с центром в точке О положено два шара 0\ и 0 2 одного радиуса г, 
но разного веса: Р\ с центром в точке 0\ и Р 2 с центром в точке

0 2. Определить угол ф, образуемый прямой 0 0 2 с горизонтальным 
диаметром, если R = 3r, Р^=2Р2 (рис. 36).

30. Прямолинейный однородный стержень АВ длиной 21 упи­
рается нижним концом А в вертикальную стенку, составляя с ней

угол ф. Стержень опирается также и на гвоздь, направленный па­
раллельно стенке. Гвоздь находится от нее на расстоянии а. 
Определить угол ф в положении равновесия стержня (рис, 37).

31. Найти положение равновесия бруска длиной 21 и весом Р, 
опирающегося одним своим концом на вертикальную плоскость, а 
другим — на внутреннюю поверхность полусферы радиуса г, центр 
которой отстоит на расстоянии О С=а  от вертикальной плоскости 
(рис. 38).

32. Однородная палочка А В = а  весом Р положена в непо­
движный сосуд, имеющий форму параболоида вращения. Опреде­
лить положение равновесия палочки, если уравнение параболы, 
образующей параболоид, имеет вид

х2 =  2 ру.
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33. Однородный стержень АВ =  а весом Р опирается одним 
своим кондом на гладкую вертикальную стенку, а другим концом 
на гладкий неподвижный профиль. Каким должен быть этот про­
филь, чтобы стержень в любом положении оставался бы в равно­
весии?

34. На неподвижный круглый цилиндр радиуса г, ось которого 
горизонтальна, положен однородный круглый цилиндр радиуса R,

ось которого также горизонтальна и перпендикулярна к оси пер­
вого цилиндра. Определить, в каком положении равновесия будет 
находиться эта система: безразличном, устойчивом или неустой­
чивом?

. 35. На полушар, опирающийся выпуклой поверхностью на го­
ризонтальную плоскость, ставится сделанный из того же материа­
ла круглый конус, радиус основания г которого равен радиусу 
полушара. При каких значениях высоты h этого конуса равновесие 
будет устойчивым?

36. Найти предельную высоту h цилиндра, при которой тело, 
состоящее из цилиндра и полушара одинаковой плотности и одина­
кового радиуса г, теряет устойчивость в положении равновесия, 
если оно опирается поверхностью полушара на гладкую горизон­
тальную плоскость.

37. Концы однородного тяжелого стержня длиной 21 и массы 
т скользят без трения по горизонтальному и вертикальному 
стержням рамки, как показано на рисунке 39. На точки стержня 
действуют горизонтальные силы, пропорциональные расстояниям

Рис. 37 Рис. 38

wg Рис. 39
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точек от вертикального стержня рамки. Определить положение 
равновесия стержня и исследовать его на устойчивость.

38. Концы однородного тяжелого стержня АВ длиной 21 и мас­
сы т вынуждены скользить без трения по горизонтальному и вер­
тикальному стержням рамки, как показано на рисунке 40. На

частицы этого стержня действуют горизонтальные силы, пропор­
циональные расстояниям частиц от вертикального стержня. Опре­
делить положения равновесия стержня и исследовать их на устой­
чивость.

39. Однородная квадратная пластинка может вращаться в 
вертикальной плоскости около оси, проходящей через точку О. 
Вес пластинки равен Р9 а длина ее стороны равна а. К углу А 
привязана нить длины 1У перекинутая через малый блок В , отстоя­
щий от точки О по вертикали на расстоянии а. На нити висит 

J~2
груз веса Q =  ~—  Р. Определить положения равновесия системы

2
и исследовать их на устойчивость (рис. 41).

МЕТОД НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ МНОЖИТЕЛЕЙ ЛАГРАНЖА

Метод неопределенных множителей Лагранжа занимает осо­
бенное положение в аналитической статике. Кроме того, что он 
имеет большое теоретическое значение при обосновании ряда 
основных положений теоретической механики, метод дает возмож­
ность решать сложные задачи механики, которые иным способом

Рис. 40 Рис. 41
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решаются с большим трудом. Приведенные здесь примеры на при­
менение метода неопределенных множителей призваны подчерк­
нуть особенности этого метода, хотя иногда они и не представляют 
самостоятельного интереса.

Метод применяется чаще всего тогда, когда связи, наложен­
ные на систему материальных точек, могут быть заданы аналити­
ческими уравнениями. Тогда основное уравнение равновесия си­
стемы материальных точек приводится к виду

бА +  2 Л,б/, =  О,

причем уравнения связи предполагаются заданными в виде

/; — 0.

Приравнивая теперь нулю коэффициенты при б Хи by и б z,-, полу­
чим 3k уравнений, которые вместе с уравнениями связи опреде­
ляют положение равновесия системы. Множители Xi при освобож­
дающих связях в положении равновесия должны быть отрица­
тельными. Множители при неосвобождающих связях могут быть 
в положении равновесия как положительными, так и отрицатель­
ными.

П р и м е р  1. Исследовать условия равновесия материальной 
точки, находящейся под действием силы тяжести, на гладкой гори­
зонтальной плоскости.

Решение. Горизонтальная плоскость может рассматриваться 
как односторонняя связь, которая допускает отрыв точки от пло­
скости вверх. Поэтому, если ось у направить вертикально вверх, 
условие связи запишется в виде

f  =  — У <  0 ,

а основное уравнение равновесия '

— рЬу +  % б/ =  0

дает
—  р  —  % =  0 .

Отсюда имеем —р < 0 и, следовательно, равновесие точки не 
зависит от ее положения на плоскости.

Метод Лагранжа дает возможность определять и реакции 
связей. В рассматриваемом случае реакция будет равна

#  =  =  0
; ду

i и, следовательно, направлена вертикально вверх, 
j П р и м е р  2. Исследовать условия равновесия тяжелой мате- 
{ риальной точки, на которую наложены связи
• fx =  у — х <  0 и /2 =  * 2 +  у2 — г2 <  0
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(здесь предполагается, что ось у направлена вертикально вверх, 
а ось х — горизонтальна).

Решение. Уравнение равновесия получает вид
— mg by +  (by — bx) +  Я2 (2х bx +  2у by) — 0 .

Приравнивая нулю коэффициенты при Ьх и Ьу, получим

— rng +  К  +  2У К =  0 ,
— ^  +  2 x ^  =  0.

Присоединяя к этим уравнениям еще уравнения связи, будем иметь

г ут
У = ± - 2

>  о> K = * ± Jsel r -

Но так как Яг- в положении равновесия должны быть все отрица­
тельными, мы приходим к заключению, что материальная точка 
не может находиться в равновесии при действии обеих связей.

Предположим теперь, что одна из связей, скажем /г. освобо­
ждена и на точку в положении равновесия действует только одна 
связь f\. Получаемые при этих условиях уравнения равновесия

— mg +  ^i =  0 и — =  0

оказываются противоречивыми, следовательно, такого положения 
равновесия не существует.

Остается рассмотреть случай, когда освобожденной оказывает­
ся связь /ь Уравнения равновесия тогда получают вид

— mg +  21, у — 0 , 2х\  =  0.
Эти уравнения имеют решение

х =  0, =
2 Ч

Отрицательное значение для Яг получается только в том случае, 
когда у < 0, поэтому будем иметь для положения равновесия сле­
дующие значения

*  =  0, у — — г.
П р и м е р  3. Материальная точка с массой т находится в рав­

новесии внутри трехосного эллипсоида с полуосями а, b и с. На 
точку действуют силы: сила тяжести, параллельная оси г, и сила 
отталкивания от оси г, пропорциональная расстоянию точки от 
этой оси. Найти положение равновесия точки.

Решение. Уравнение связи запишем в виде
у 2 />2 э>2

/ =  ------ 1 < 0 .
а2 Ь2 с
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Из принципа Бернулли имеем условие равновесия 

6 Л =  — mg 6z +  kx Ьх +  ky by <  0, k >  0. 

Применяя метод множителей Лагранжа, будем иметь

— mg bz +  kx Ьх +  ky by +  2Я ( —— Ьх +  б у -|— — Ьг\ =  0 ,

Присоединяя сюда уравнения связи, получим следующие решения:

Два последних решения существуют, если выполняется, соответ­
ственно, одно из условий равновесия.

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н ы х  у п р а ж н е н и й

40. Материальная точка веса Р находится на внутренней по­
верхности конуса с вертикальной осью, заданного уравнением

Точка отталкивается от вершины конуса силой, численно равной 
F=kr, где г — расстояние точки от вершины конуса. Найти поло­
жения равновесия точки и давление на поверхность конуса 
(рис. 42).

41. Найти положения равновесия тяжелой палочки весом Р и 
длины /, нижний конец которой перемещается по окружности ра­
диуса а , расположенной в горизонтальной плоскости и имеющей

откуда приходим к следующим условиям равновесия

х2 +  4у2 — 4г2 =  0.



центр в начале координат, а верхний конец опирается на верти­
кальную плоскость xOz (рис. 43).

Рис. 43 Рис. 44

42. Тяжелое колечко весом Р надето на прут, которому при­
дана форма кривой, определяемой уравнениями

j£ -  +  - £ - + 2 2 =  1. jl  +  j l  +  z =  i
36 9 * 6 3

где ось z направлена вертикально вверх. Найти положения равно­
весия колечка.

43. Найти положение равновесия тяжелой материальной точ­
ки, расположенной на внутренней поверхности эллиптического 
цилиндра



и вынужденной оставаться в плоскости Oyz. Ось z направлена 
вертикально вверх.

44. Найти положения равновесия тяжелой материальной точ­
ки, находящейся на внутренней поверхности эллипсоида

оси которого образуют с вертикалью углы а, р, у.
45. На нерастяжимой нити, перекинутой через бесконечно ма­

лый блок, висит невесомый стержень, к концам которого прикреп­
лены грузы Р\ и Р2. Длина стержня равна I, длина нити — L. Опре­
делить положение равновесия системы (рис. 44).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕАКЦИИ СВЯЗИ. ПРИМЕНЕНИЕ ПРИНЦИПА 
ВОЗМОЖНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИИ К СИСТЕМАМ С НЕИДЕАЛЬНЫМИ 

СВЯЗЯМИ. СИЛЫ ТРЕНИЯ

Принцип возможных перемещений позволяет определять по­
ложения равновесия системы с идеальными связями. При помощи 
этого же принципа можно определять и реакции связей. Для этого

достаточно наложенные на систему связи заменить силами реак­
ции, действие которых эквивалентно действию связей. В резуль­
тате освобождения системы появляются новые возможные переме­
щения, которые раньше не допускались связями. На этих переме­
щениях будет отлична от нуля работа сил реакции связей. Подсчи­
тывая работу всех действующих на систему сил, включая и силы 
реакции, на этом новом возможном перемещении системы, мы по­
лучим уравнение, из которого определяются реакции связей.

Аналогично поступают и при решении задач с неидеальными 
связями, вводя дополнительные условия на коэффициент трения.

Рассмотрим некоторые примеры.
П р и м е р  1. Два одинаковых стержня АС и BD, весом Р и 

длины а каждый, могут свободно вращаться на шарнирах Л и В. 
Они соединены шарнирами С и D с третьим стержнем, располо-

а2 b2 с2

У

Рис. 45
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женным горизонтально и имеющим вес Q и длину а0. Вся система 
находится в равновесии в вертикальной плоскости. Определить 
реакции шарниров Л и С, если угол а  известен (рис. 45).

Решение. Система находится в равновесии. Чтобы определить 
реакции в точке Л, освободим эту точку и введем вместо имею­
щейся связи неизвестную пока по величине и по направлению силу 
реакции R. Обозначим горизонтальную проекцию этой силы через 
RXj а вертикальную — через Ry. Освобожденная система получает 
новые возможные перемещения, при которых точка Л может уже 
перемещаться как по горизонтали, так и по вертикали. Сообщим 
сначала горизонтальное перемещение точке Л. Обозначим это пе­
ремещение через 8х. Точки 1, 2, 3 приложения сил тяжести так же 
совершат некоторые перемещения. Подсчитывая работу всех сил 
на перемещении системы, будем иметь

Rx&x — Р Ьуг — Q 6у2 — Р Ьуъ =  0.

Выражая х и yt через угол а, получим

х =  2а cos а +  а0, yl =  у3 = ------ sin а, у2 =  — a sin а.

Теперь уравнение работ примет вид

—Rx 2a sin а 6а +• Ра cos а ба +  Q# cos а ба =  0 .

Отсюда уже легко определить

Rx =  P +  Q ctg а.

Среди возможных перемещений освобожденной системы нахо­
дится поворот стержня АС вокруг точки С. Как известно, обоб­
щенная сила, соответствующая перемещению поворота, равна сум­
ме моментов сил, действующих на твердое тело, относительно 
центра вращения. Подсчитывая эту обобщенную силу и прирав­
нивая ее нулю, будем иметь

Р —  cos а — Rrl a cos а +  Rx a sin а =  0,
2 у

откуда после подстановки значения Rx сразу же получим

Для определения реакций в точке С освободим еще стержень 
АС в точке С, заменив существующие связи силами реакции RiXf 
Riy. Освобожденный от связей стержень АС может перемещаться 
поступательно как в горизонтальном, так и в вертикальном на­
правлениях. Подсчитывая работу на этих перемещениях, легко 
найдем
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4 = - p - R , - - - T -

Аналогично решается задача и в том случае, когда на си­
стему наложены неидеальные связи — например связи, опреде­
ляемые трением. При решении задач необходимо освободиться 
от таких связей, введя неизвестные силы реакции, удовлетворяю­
щие принимаемому закону трения. В большинстве встречаю­
щихся задач таким законом является закон Кулона, в соответ­
ствии с которым сила трения определяется как сила,- пропор­
циональная давлению,- производимому точкой тела на связь. Эта 
сила препятствует свободному движению материальной точки и 
уравновешивает активные силы, действующие на точку. При 
этом коэффициент пропорциональности не является постоянной 
величиной. Он зависит от характера движения, от характера 
действующих активных сил и обычно определяется неравенством

1*1 <  Л
* где f — коэффициент трения, соответствующий началу движения 

материальной точки.
П р и м е р  2. Однородный стержень весом Р опирается верх­

ним своим концом на негладкую вертикальную стенку (коэффи­
циент трения равен /), а нижним — на гладкий горизонтальный 
стол и удерживается в равновесии в вертикальной плоскости 
при помощи привязанной к его нижнему концу и протянутой по 
столу веревки, которая затем перекинута через блок и несет на 
своем свободном конце груз весом Q. Найти, при каких значе­
ниях угла наклона стержня а возможно равновесие системы, 
а также определить реакции в точках А и В (рис. 46).

Решение. Введем силу реакции в точке А, состоящую из 
двух составляющих: нормальной реакции N, направленной пер­
пендикулярно к стенке, и касательной составляющей kN, на­
правленной вдоль стенки. Будем считать эту составляющую 
положительной, когда она направлена вверх. После введения 
такой силы реакции среди возможных перемещений появится 
поступательное перемещение всей системы в горизонтальном 
направлении. Рассматривая работу всех сил, действующих на 
систему на этом возможном перемещении, получим условие для 
определения равновесия

— Q дх +  N 8х =  О,

откуда непосредственно следует

N =  Q.

Rlx — — R, — — -j- (P +  Q) ctg a,
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С другой стороны, среди возможных перемещений будет 
существовать поворот стержня вокруг мгновенного центра вра­
щения 5. Этому возможному перемещению будет соответство­
вать равенство нулю обобщенной силы, которая определяется 
как сумма моментов всех сил относительно точки 5. Будем 
иметь

Q 2а sin а — Ра cos а +  kN *2acosa  =  0.

После подстановки сюда значения N получим условие равновесия

-k,

где

г, Р  —  2 kQktga = -----------—
2 Q

\k\< л

2Q

S  ̂ __
N /

л
в

\чччччччччч*

! 4 в

KN

Рис. 46

<х >
х С \ч ч \ \ \ \ \ \  sTTTs ч ч'ч

Рис. 47

Для определения реакции в точке В освободим точку В от 
связи и введем в рассмотрение силу реакции N\, ортогональную 
к полу. Среди возможных перемещений стержня появится по­
ступательное перемещение в вертикальном направлении. Под­
считывая работу всех сил, действующих на стержень, на этом 
возможном перемещении и приравнивая работу нулю, будем 
иметь

N18y — P 8y +  Q k8y =  0 , 

откуда следует
N% — P — Qk.

П р и м е р  3. На негладкой горизонтальной плоскости лежит 
полушар весом Q и с радиусом г. В точке А на него действует 
горизонтальная сила Р. Зная значение коэффициента трения f 
между полушаром и опорной плоскостью, определить условияз
равновесия полушара, если расстояние OG =  — г (рис. 47).
8
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Решение. Скольжению полушара препятствует горизонталь­
ная сила трения F, величина которой удовлетворяет неравенству 
F^.fN, где через N обозначено вертикальное давление полу­
шара на плоскость. Рассматривая освобождающее вертикаль­
ное возможное перемещение полушара, легко определить N из 
условия

( - Q + N )  6у =  0,
откуда следует

N =  Q.

Рассматривая далее поступательное горизонтальное переме­
щение полушара, будем иметь

(Я — F)bx =  О,
откуда следует

P =  F < f Q ,  
или

P < fQ . (I)

Только при выполнении этого условия возможно равновесие.
Выберем начало координат в точке контакта полушара с 

горизонтальной плоскостью, когда основание полушара гори­
зонтально. Тогда горизонтальную и вертикальную координаты 
центра тяжести полушара и точки приложения силы Р  можно 
будет представить в виде

3Ув — г ------- rcosa, Ха —г а — rcosa.
8

Среди возможных перемещений системы имеется поворот полу­
шара вокруг точки контакта В. На этом перемещении будем 
иметь

з
Р (г ба +  г sin а ба)------- Qr sin а  ба =  О,

8

откуда находим
8Р /0\sin a = ----------- . (2)

3Q — 8Р w

Положительное значение sina получается отсюда при условии

3 Q — 8 Р > 0 .

Условие существования действительного значения а имеет вид

3Q —8Р
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Таким образом, будем иметь

(3)

Полученные условия ( 1), (2), (3) являются условиями равно­
весия.

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н ы х  у п р а ж н е н и й .

46. Составная балка AD, лежащая на трех опорах, состоит 
из двух балок, шарнирно соединенных в точке С. На балку дей­

ствуют вертикальные силы, равные Р и Р2, Рз, как указано на 
рисунке 48. Определить опорные реакции в точках А, В и D.

47. Полушар данного веса Р  и радиуса г привязан за край 
нитью длиной I к точке А вертикальной стены и опирается на 
эту стену выпуклой поверхностью в точке С. Какова длина нити, 
если в положении равновесия плоскость основания большого 
круга полушара образует с вертикалью угол в 45°? Каково на­
тяжение нити Т и давление N полушара на стенку, если извест-

Рис. 48

Рис. 49

но, что OG (рис. 49)?
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48. Однородный брусок АВ длиной 21 и весом Р опирается 
одним из своих концов на горизонтальную плоскость АС, а дру­
гим концом на выпуклую поверхность полусферы радиуса R,

центр которой находится в точке С. Найти горизонтальную си­
лу 5, которую надо приложить в точке А, чтобы удержать бру­

сок в данном положении при угле а  наклона к горизонту, и дав­
ление на сферу и плоскость (рис. 50).

49. Квадратная доска ABCD весом Р подвешена на верев­
ке BE. Вершиной А доска опирается на неподвижную верти­
кальную гладкую стенку ЕА. Определить угол ср, который обра­
зует доска с вертикалью в положении равновесия, и натяжение
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веревки, если известно, что длина веревки равна стороне квад­
рата а (рис. 51).

50. Между двумя гладкими наклонными плоскостями ОА и 
ОВ положены два гладких соприкасающихся однородных ци­
линдра. Цилиндр с центром С\ имеет вес Р\ и радиус гь цилиндр 
с центром С2 имеет вес Р2 = ЗР\ и радиус г2. Определить угол ф, 
составляемый прямой С\С2 с горизонтальной осью хОхь давле­

ния Л7! и N? цилиндров на плоскости, а также величину N 
взаимного давления цилиндров, если угол АОхх =  60°, а угол 
В О х= 30° (рис. 52).

51. Шесть одинаковых стержней весом р каждый, сочленен­
ных друг с другом посредством шарниров и образующих пра­
вильный шестиугольник, находятся в вертикальной плоскости. 
Один из стержней АВ закреплен в горизонтальном положении. 
Показать, что шестиугольник будет находиться в равновесии, 
если к середине М стороны, противоположной АВ, приложить 
силу, равную 3р и направленную по вертикали вверх. Опреде­
лить также реакции в шарнирах А и В.

52. Между двумя пластинками АО и ВО (длина каждой 
равна 2 /), соединенными шарниром О, помещен однородный 
цилиндр, ось которого 0 1 параллельна оси шарнира. Обе оси 
горизонтальны и лежат в одной вертикальной плоскости. Пла­
стины сжимают цилиндр под действием двух горизонтальных 
сил Р, равных по величине и направленных в противоположные 
стороны. Вес цилиндра равен Q, а его радиус — г. Коэффициент 
трения цилиндра о пластинки равен /, угол АОВ =  2а, расстоя­
ние АВ = а (рис. 53). Какому условию должна удовлетворять 
величина силы Р для того, чтобы цилиндр находился в равно­
весии?

53. Два клина А и В, коэффициент трения между которыми 
равен 7= tg ф, могут двигаться без трения вдоль своих направляю­
щих. К клину А приложена сила Р. Какую силу Q нужно при­
ложить к клину В , чтобы клин А двигался равномерно в сторо­
ну действия силы Р (рис. 54)?

в

Рис. 54 (Рис. 55
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54. Два клина А и В, коэффициент трения между которыми 
равен f=tg(p, могут двигаться без трения в своих направляю­
щих, как показано на рисунке 54. К клину В приложена сила Q. 
Какую силу Р нужно приложить к клину Л, чтобы клин В дви­
гайся равномерно в сторону действия силы Q? Силы Р и Q па­
раллельны соответствующим направляющим.

55. Однородная балка длиной 21 и весом Р опирается ниж­
ним концом на шероховатую горизонтальную плоскость, а в точ­
ке С — на неподвижную точку, высота которой над плоскостью 
равна h (рис. 55). Наименьшее значение угла ф =  ОЛС, при ко­
тором балка еще может находиться в равновесии в описанном 
положении, равно фо. Найти коэффициент f трения в точке Л 
(трением в точке С пренебречь).

II. ДИНАМИКА ТОЧКИ

В основу динамики точки положены законы Ньютона, уста­
навливающие зависимость ускорения материальной точки от 
сил, действующих на эту точку. А всякое движение материаль­
ной точки изучается только по отношению к некоторой системе 
коордйнат и определяется силами, действующими в ней на дан­
ную точку.

Прежде всего необходимо научиться составлять уравнения 
движения материальной точки в различных системах отсчета и 
системах координат. Очень важно уметь построить минимальное 
количество дифференциальных уравнений движения материаль­
ной точки, из которых полностью определяется ее движение. 
Реакции связей могут быть определены после того, как будет 
определено движение точки.

При составлении дифференциальных уравнений движения 
точки необходимо использовать общие теоремы^ динамики и 
их первые интегралы. Общие теоремы в ряде случаев значи­
тельно упрощают исследование движения материальной точки
и, кроме того, способствуют развитию интуиции.

Составлением дифференциальных уравнений движения не 
заканчивается, а только начинается исследование движения 
материальной точки. В конечном счете необходимо определить, 
как будет двигаться она при заданных начальных условиях, а в 
ряде задач еще потребуется знать, и как изменяется это движе­
ние при непрерывном изменении начальных условий. Нужно 
уметь определять траекторию точки и характер ее движения по 
этой траектории. Чтобы все это знать, необходимо уметь интег­
рировать уравнения движения материальной точки. Общие тео­
ремы динамики и их первые интегралы представляют собой 
некоторые стандартные методы исследования ее движения. 
В целом ряде случаев эти стандартные методы значительно
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упрощают задачу интегрирования уравнений движения матери­
альной точки.

Изучение движения точки относительно подвижной системы 
отсчета позволяет глубже раскрыть характер законов движения 
и действующих на точку сил, в зависимости от выбора той или 
иной системы отсчета.

Как обычно, мы начнем с рассмотрения наиболее простых 
задач, постепенно переходя к более сложным. Все задачи 
разобьем на следующие разделы:

1. Прямолинейное движение материальной точки.
2. Пространственное движение свободной материальной 

точки.
3. Движение материальной точки по кривой и по поверхно­

сти.
4. Движение материальной точки относительно подвижной 

системы отсчета.

ПРЯМОЛИНЕЙНОЕ ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

В случае прямолинейного движения положение материаль­
ной точки относительно некоторого неподвижного пространства 
определяется всего одной координатой, которой может быть рас­
стояние материальной точки от некоторого фиксированного на­
чала. Наиболее простым случаем здесь будет, по-видимому, 
вертикальное движение материальной точки в пустоте. Рассмот­
рим простейший пример такого движения.

П р и м е р  1. Пусть ось  ̂ направлена вертикально вверх. 
Будем предполагать, что на материальную точку действует 
только сила тяжести. Проекция силы тяжести на ось -г будет 
постоянна по величине и имеет отрицательное значение —mg. 
Поэтому движение материальной точки вдоль оси 2 будет опре­
деляться дифференциальным уравнением

mz" =  — mg,
или

Мы будем предполагать, что в начальный момент материальная 
точка находится на оси г и ее начальная скорость направлена 
вдоль оси 2. Как известно, при сделанных предположениях точ­
ка будет совершать прямолинейное движение, оставаясь все 
время на оси г. Интегрируя дважды дифференциальное уравне­
ние движения, получим закон движения материальной точки 
при произвольных начальных условиях

г =  — - ~ -  +  v0t + z 0,
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который и определяет положение материальной точки в любой 
момент времени в зависимости от начальных условий. В част­
ности, можно определить момент времени t, в который точка 
занимает положение 2 =  0. Этот момент определяется равенст­
вом

Vodtzl/' 2z0 g 

g
Так как время t всегда больше нуля, при z0> 0 имеем только 
одно значение времени t, при котором точка достигает положе­
ния г =  0. Оно определяется формулой

0̂ +  V  vl +  2z0gt = --------------- 1--------------- .

g

Если же 20> 0, то будем иметь два значения времени £, т. е. 
ti и t2, в которые точка пересекает начало координат, сначала 
двигаясь вверх, а затем двигаясь вниз.

Если сила, действующая на материальную точку, зависит 
только от положения этой точки и по условиям задачи требует­
ся определить изменения скорости в зависимости от положения 
материальной точки, можно будет воспользоваться teopeMoft 
живых сил.

Пусть, например, материальная точка притягивается непод­
вижным центром О силой, пропорциональной расстоянию от 
этой точки до неподвижного центра О. Будем предполагать, что 
в начальный момент точка находится на расстоянии а от непод­
вижного центра, а ее скорость равна и направлена от цен­
тра О.

Выберем за ось Ох прямую, проходящую через точку М. 
Тогда уравнение движения точки получит вид

тх" =  — kx,

где k — коэффициент пропорциональности. Действующая на ма­
териальную точку сила F =  —kx обладает силовой функцией 

kx2
U — — -— - — , а в этом случае, как известно, существует интег­

рал живых сил

Постоянная h определяется из начальных условий
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Интеграл живых сил определяет зависимость скорости точки 
от ее положения, а на координату х  накладывает условие

— kx2 +  mvl +  kdL >  О,
откуда получаем

9 41* 2 1 оX2 < ---- Vo +  а2.k
В некоторых задачах силы, действующие на материальную 

точку, оказываются зависящими от направления движения мате­
риальной тбчки. К таким силам относится, например, сила сопро­
тивления движению точки — сопротивление среды. В общем слу­
чае она может быть представлена в виде

R =  mg ф(у).

Пусть, например, тяжелая материальная точка движется в 
вертикальном направлении в сопротивляющейся среде и требует­
ся определить скорость этой точки в зависимости от ее положе­
ния. Будем предполагать, что начальная скорость точки рав­
на v0 и направлена вертикально вверх. Положительную ось Ох 
направим вертикально вверх, приняв за начало координат на­
чальное положение точки. Уравнение движения для восходящего 
движения точки получит вид

tnx” =  — mg — mg ф (v).

Полагая х ' =  v, будем иметь

V - ^ -  =  — g ( l  + ф ( о ) ) .

Разделяя переменные и интегрируя, получим
V

{• v dv
J 1 +  чФ) ~  xg '
Vo

Уравнение определяет движение точки вверх до тех пор, пока ее 
скорость не обратится в нуль. После этого точка начнет дви­
гаться вниз. Для нисходящего движения уравнение запишется 
иначе:

тхп =  — mg +  mg <p (v).
Отсюда получим

У ■—  = — g ( l  — ф (V)),

и после разделения переменных будем иметь

Г = - g ( x - x J .
J  1 — ф (о)О
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Ф (v) =  kv,
где k — постоянный коэффициент пропорциональности. Тогда 
интеграл, стоящий в левой части, запишется так

Г — vdv_  =  _1_  К (о — р ) —  in  _ * £ + J _  1 
J  l +  kv k ^ [  to0j+ l  J

Vo
Максимальная высота xm достигается в тот момент, когда ско­
рость обращается в нуль. Поэтому

хт — — ---------—  In (kv0 -f- 1).
kg k*g K '

Для определения скорости, с которой точка возвращается в 
исходное положение, будем иметь уравнение

о

или, после вычисления интеграла левой части,

----- [&> +  In (1 — kv)] =  — g  (x - ^ x 0).

Здесь x0 — хт,н точка достигает начального уровня при х  =  0. Так 
что

— +  In (1 — kv)] =  [kv0 — In (1 +  kv0)\,

что можно переписать в виде

k  (V +  V0) +  In b A . =  0,
l +  kv0

или
ek{v+v0) _  l + kvo

1 — kv

Полученная формула связывает скорость, с которой точка 
возвращается в первоначальное положение, с той скоростью, 
с которой точка была брошена вертикально вверх.

Рассмотрим теперь приложение исследованного нами мето­
да к изучению малых движений точки около положения равно­
весия.

Этот пункт является одним из важных в механике, как 
наиболее часто встречающийся в технических приложениях.

В частном случае, когда сила сопротивления пропорциональна
скорости, будем иметь



Общая теория малых колебаний материальной точки приводится 
во всех курсах теоретической механики. Задача обычно сводит­
ся к отысканию решения линейного дифференциального уравне­
ния второго порядка с постоянными коэффициентами. Наиболь­
шие затруднения, по-видимому, представляют вопросы, связан­
ные с определением сил,, создающих колебательное движение, а 
также составление дифференциальных уравнений, определяющих 
малые колебания. В простейших задачах линейные дифференци­
альные уравнения в точности описывают механический процесс. 
В общем же случае эти уравнения являются лишь приближен­
ными и остаются справедливыми только для достаточно малых 
колебаний. Методы линеаризации уравнений движения остаются 
и в настоящее время наиболее простым и эффективным средст­
вом решения большей части технических задач.

В качестве простейшего примера можно рассмотреть задачу
о колебаниях материальной точки, подвешенной на пружине и 
подверженной действию силы тяжести.

Выберем , начало координат в точке подвеса пружины и 
ось Ох направим по вертикали вниз. На точку действует сила 
тяжести m g , проекция которой на ось Ох положительна и рав­
на mg , а также сила сопротивления пружины, пропорциональ­
ная удлинению пружины. Пусть коэффициент жесткости пру­
жины равен с, а длина нерастянутой пружины — I. Тогда урав­
нение движения точки получит вид

тх" =  mg — с (х — /).

Если ввести новую зависимую переменную у, определяемую равён- 
ством

— су = mg — с (х — /),

то уравнение это можно будет записать в более простом виде

ту" =  — су,
или

У" =  — k2y,
Q

где k2 ==----  — положительная величина. Полученное линейноет
дифференциальное уравнелие имеет общее решение

у =  сг cos kt с2 sin kt,

коэффициенты сi и с2 которого определяются из начальных усло­
вий. Если предположить, что в начальный момент пружина не 
растянута, а точка находится в покое, т. е.

Уо = ---- | г  — / ’ № =  0>
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то для определения произвольных постоянных будем иметь условия

И частное решение, отвечающее этим начальным условиям, запишется 
в виде:

Оно будет представлять колебательное движение около положе­
ния равновесия, в котором

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н ы х  у п р а ж н е н и й

1. Тяжелая материальная точка спускается по гладкой на­
клонной плоскости, составляющей угол а  к горизонту. Найти 
время, в течение которого точка пройдет путь, равный 5 метров, 
если начальная скорость точки направлена вниз вдоль плоско­
сти и равна v0.

2. Определить движение тяжелого шарика вдоль воображае­
мого прямолинейного канала, проходящего через центр Земли, 
если известно, что сила притяжения внутри земного шара про­
порциональна расстоянию движущейся точки от центра Земли 
и направлена к этому центру. Шарик опущен в канал с поверх­
ности Земли без начальной скорости. Определить скорость ша­
рика при прохождении им центра Земли и время движения до 
этого центра. Радиус Земли равен =  637.106 см, ускорение 
силы притяжения на поверхности Земли равно g  =  980 * см/сек2.

3. Материальная точка, находящаяся в поле силы тяжести, 
пущена с начальной скоростью v0 вверх по шероховатой наклон­
ной плоскости, образующей угол а  с горизонтом, причем коэф­
фициент трения равен f. Определить, при каком условии точка 
вернется в исходное положение, и какова будет скорость точки 
при прохождении начального положения.

4. В доске, образующей угол а  с горизонтом, требуется 
просверлить прямой канал АВ  так, чтобы материальная точка, 
положенная без начальной скорости в его верхнее отверстие, 
прошла под действием силы тяжести сквозь отверстие в крат­
чайшее время. Найти, пренебрегая трением, под каким углом <р 
к вертикали должен быть просверлен канал (рис. 56).

5. Из некоторой точки А пространства одновременно начи­
нают спускаться по гладким прямым желобам, имеющим все­
возможные направления, тяжелые материальные точки. Найти,

mg
с

Уо =  0, или х0 =  +  I.
С
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на какой поверхности будут расположены эти точки в некоторый 
момент t, если их начальные скорости равны нулю.

6. Неподвижный центр О притягивает материальную точку 
массы т силой F=[imrn, где г — расстояние от этого центра, а 
pi — постоянный коэффициент. В начальный момент г0 = а и ско­
рость точки t>o =  0. Через сколько времени точка достигнет

Рис. 56

центра О? Рассмотреть частные случаи: п=  1; п = —2, п ——3, 
п = —4.

7. Материальная точка массы т отталкивается от непод- j 
вижного центра О силой, величина которой F = \xmr, где г — рас- f 
стояние точки от этого центра. В начальный момент г0 = а и j 
у0 =  0. Найти скорость, которую приобретает точка, пройдя путь г 
s = a.

8. Материальная точка массы т притягивается к неподвиж­
ному центру О силой, пропорциональной расстоянию точки от I 
этого центра. На расстоянии I величина силы равна Р. Найти j 
закон движения точки, если в начальный момент расстояние | 
точки от центра О равно а, а скорость v0 направлена от центра, f

9. Тело падает на Землю с высоты h без начальной скоро- \ 
сти. Сопротивление воздуха отсутствует, а сила притяжения J 
Земли считается обратно пропорциональной квадрату расстоя- ( 
ния точки от центра Земли. Найти время 7, по истечении кото- I 
рого тело достигнет поверхности Земли, и скорость v , которую 
оно приобретает за это время. Радиус Земли равен R, ускоре­
ние силы тяжести у поверхности Земли равно g.

10. Тело брошено с поверхности Земли вертикально вверх 
с начальной скоростью v0. Найти, принимая во внимание силу 
ньютоновского тяготения и принебрегая сопротивлением возду­
ха, на какую максимальную высоту и в течение какого времени 
поднимется тело, если радиус Земли равен R.

11. Материальная точка спускается под действием силы тя­
жести по негладкой наклонной плоскости АВ  с углом накло­
на а и длиной 5. Угол трения точки о плоскость равен ср. Найти 
скорость, с которой точка приходит в положение В , выходя из 
положения А без начальной скорости. 1
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12. Шар массы т падает без начальной скорости по верти­
кали вниз под действием силы тяжести в сопротивляющейся 
среде, сила сопротивления которой пропорциональна первой 
степени скорости и равна по величине R = km v , где k — постоян­
ный коэффициент пропорциональности. Найти закон движения 
шара.

13. Лодке сообщена начальная скорость v0. Через t секунд 
после начала движения эта скорость уменьшается вдвое. Найти 
закон движения лодки, если сила сопротивления воды пропор­
циональна скорости лодки.

14. Тело весом Р брошено вертикально вверх с начальной 
скоростью Vq. Предполагая, что сила сопротивления воздуха 
пропорциональна квадрату скорости тела, причем коэффициент 
пропорциональности равен \i, найти скорость, с которой тело 
упадет обратно на Землю.

15. Шар массы т падает без начальной скорости по верти­
кали вниз под действием силы тяжести. Сила сопротивления 
воздуха пропорциональна квадрату скорости шара и равна 
R = kopv2, где k — постоянный коэффициент пропорционально­
сти, а — площадь поперечного сечения шара, р — плотность воз­
духа, v — скорость шара. Найти скорость шара v и пройденный 
им путь s как функции времени. К какому, пределу стремится 
скорость при бесконечном возрастании времени?

16. Тело массы т { начинает падать из точки А без началь­
ной скорости в среде, сила сопротивления которой R = kmvy где 
k — коэффициент пропорциональности, т — масса тела, v — его 
скорость. Одновременно с этим из точки В , находящейся на той 
же вертикали, ниже точки А на а единиц длины, бросают дру­
гое тело массы т 2 с начальной скоростью и0у направленной вер­
тикально вверх. Найти, где и когда встретятся эти тела. Каково 
условие возможной встречи?

17. Лодке сообщена начальная скорость v0. При своем дви­
жении лодка испытывает сопротивление воды, сила которого 
пропорциональна квадрату скорости лодки, причем коэффициент 
пропорциональности равен km , где т — масса лодки. Через 
какой промежуток времени скорость лодки станет вдвое меньше 
начальной?

18. Шарик, масса которого равна т ,  падает под действием 
силы тяжести и при этом испытывает сопротивление воздуха, 
так что движение шарика выражается законом

х = -£ -  Г< — —  (1 — e -2t) ,2 2 v J
и ось х  направлена по вертикали вниз. Определить силу сопро­
тивления воздуха, испытываемую шариком, в зависимости от его 
скорости.

19. Два геометрически равных и однородных шара сделаны 
из различных материалов. Удельные веса материалов шаров
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соответственно равны у\ и у2. Оба шара падают в воздухе. Счи­
тая сопротивление воздуха пропорциональным квадрату скоро­
сти, определить отношение максимальных скоростей шаров.

20. Тяжелая материальная точка поднимается вверх по 
шероховатой наклонной плоскости, составляющей угол а с гори­
зонтом. В начальный момент скорость точки равна v0. Коэффи­
циент трения между точкой и плоскостью равен f. Определить, 
какой путь и в течение какого времени пройдет точка до оста­
новки.

21. Тело пущено с начальной скоростью v0 вверх по шерохо­
ватой наклонной плоскости с углом наклона к горизонту а. 
Коэффициент трения равен f. Сила сопротивления воздуха равна 
F ^ k m g v 2, где т — масса тела, v — его скорость, k — коэффи­
циент пропорциональности. С какой скоростью тело, спускаясь 
обратно вниз, пройдет исходное положение?

22. Два груза А и В весом соответственно Р и Q соединены 
между собой пружиной, как показано на рисунке 57. Груз А

Рис. 57

совершает свободные колебания по вертикальной прямой с 
амплитудой а и периодом Т. Определить максимальное давление 
груза В на опорную поверхность.

23. Груз весом Р подвешен к концу В эластичного шнура, 
другой конец которого закреплен в точке А. Груз .поднимают 
в положение Л и отпускают без начальной скорости. Найти наи­
большее удлинение шнура, если его естественная длина равна /о, 
а статическое удлинение под действием силы Р равно Яст.

24. Груз весом mg подвешен в точке Л на пружине, которая 
в естественном состоянии имеет длину /0. Статическое удлине­
ние пружины под действием этого груза равно Ло. Груз отпус­
кают падать без начальной скорости из положения, в котором

Xпружина вытянута на Определить период колебаний груза

и наибольшую силу натяжения пружины.
25. К свободному концу упругой горизонтальной балки, 

другой конец которой закреплен неподвижно, подвешен на пру­
жине груз весом Р. Упругая сила балки пропорциональна стреле 
прогиба f, а сила натяжения пружины пропорциональна ее удли­
нению. Статическое удлинение пружины под действием силы Р 
равно Лет. а статическая стрела прогиба балки равна /ст- Опре­
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делить период колебаний груза. Массой балки и пружины пре­
небречь.

26. Груз весом Р подвешен на пружине, другбй конец кото­
рой прикреплен к нерастяжимой веревке, навернутой на шкив. 
Шкив равномерно вращается вокруг своей оси, а груз опускается 
с постоянной скоростью Vo. Внезапно шкив останавливается. 
Определить наибольшее удлинение пружины и наибольшую силу 
ее натяжения, если статическое удлинение пружины под дейст­
вием СИЛЫ Р равно Act.

Рис. 59

27. К пружине, один конец которой закреплен неподвижно, 
подвешены два одинаковых груза. Длина пружины при этом 
увеличивается на 2 см. Определить амплитуду и период коле­
баний, которые будет совершать один из грузов, если второй 
оборвется.

28. Две упругие нити, имеющие в нерастянутом состоянии 
одинаковую длину AB = CD =  /, прикреплены своими концами к 
точкам А и D и продернуты в неподвижные кольца В и С 
(рис. 58). Другие концы нитей прикреплены к шарику М мас­
сы т ,  находящемуся на перпендикуляре, восстановленном из 
середины О прямой ВС. Шарик отведен на расстояние O M ^s0 
и предоставлен действию одних только сил упругости нитей. 
Найти траекторию и закон движения шарика, полагая, что сила 
упругости нитей пропорциональна относительному удлинению. 
Коэффициент пропорциональности равен Е.

29. Определить коэффициент жесткости с пружины, эквива­
лентной двойной пружине, состоящей из двух последовательно 
соединенных пружин с разными коэффициентами жесткости С\ 
и с2, и указать период колебаний груза Q, подвешенного на 
такой двойной пружине (рис. 59).

30. С какой скоростью надо бросить с Земли тело по на­
правлению к Луне, чтобы оно остановилось в равновесии между 
Землей и Луной, считая массу Земли в 81 раз больше массы 
Луны, а расстояние4 от Луны до Земли равным 60 земным ра-

с диусам?
31. Материальная точка массы т отталкивается от непод­

вижного центра О силой F, пропорциональной расстоянию точки
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от центра (F = 4m x). Найти закон движения точки, если извест­
но, что сопротивление среды R пропорционально первой степени 
скорости (R — 3 m v). В начальный момент расстояние от центра 
до точки равно единице длины, а скорость точки равна нулю.

32. Определить наивысший предел для скорости тяжелого 
тела массы /п, падающего без начальной скорости в среде, 
сопротивление которой пропорционально квадрату скорости, 
если известно, что сила сопротивления среды при скорости, рав­
ной единице, равна k2mg.

33. Определить время движения материальной точки, бро­
шенной вертикально вверх с начальной скоростью v0, в среде с j 
сопротивлением, пропорциональным квадрату скорости, от на­
чала движения до возвращения на Землю.

ПРОСТРАНСТВЕННОЕ ДВИЖ ЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

При исследовании движения материальной точки в про­
странстве следует обратить внимание на определение сил, дей­
ствующих на материальную точку. Без этого невозможно опре­
делить траекторию и характер движения точки. Особенно боль­
шое значение имеют задача о движении тяжелой материальной 
точки в пустоте и задача о движении материальной точки в 
центральном силовом поле. При исследовании движения боль­
шое значение приобретают общие теоремы динамики матери­
альной точки. При решении задач необходимо использовать эти j 
теоремы и их первые интегралы. Рассмотрим несколько конкрет- \ 
ных примеров.

П р и м е р  1. Материальная точка М массы т притягивает­
ся неподвижным центром О с силой F = k2mr, где k — постоян­
ный коэффициент пропорциональности, г — расстояние точки М 
от О. В начальный момент расстояние r0 =  a, а скорость v0 обра­
зует с направлением ОМ0 угол а. Найти уравнения движения 
точки и ее траекторию, принимая прямую ОМ0 за ось х.

Решение. Выберем систему неподвижных осей с началом в 
центре притяжения О. Ось Ох направим так, чтобы она прохо­
дила через начальное положение точки. Сила F, действующая 
на точку, будет направлена по оси Ох, и если бы начальная ско­
рость точки была направлена вдоль оси Ох, точка совершала 
бы прямолинейное движение. Но направление начальной скоро­
сти не совпадает с направлением оси Ох, а потому точка поки­
дает ось Ох и будет совершать некоторое плоское движение. 
Сила F в каждый момент времени будет направлена к притяги­
вающему центру и проекции этой силы на оси координат будут 
иметь вид

X  — — F cos ф =  — F — , Y  =  — F sirup =  — F — .
г г
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Подставляя сюда значение силы./7, получим

X  =  — k2 тх, Y  =  — к2 ту,
после чего уравнения движения запишутся в виде

тх" =  — k2mx, ту" =  — №ту.
Уравнения эти могут быть проинтегрированы независимо одно от дру­
гого. В результате получаем общее решение системы

х  =  сх cos А/ +  sin ^  У =  сз cos kt +  sin kt.
Из начальных условий имеем

при f =  0, а =  сх, 0 =  с3.
а0 cos а =  с2&, sin а =

Так что движение будет происходить по закону

х — a cos kt -J— cos a sin kty y =  sin a sinkt. 
k k

Исключая из этих уравнений время, получим уравнение траектории

( x .-y < A g *  \ 2 | ( ___ уь___ у =  L
I а )  \  v0 sin а  /

П р и м е р  2. Материальная точка совершает плоское дви­
жение под действием некоторой силы F, причем траектория точ-
ки оказывается эллипсом —-— 1---- — =  1, а ее ускорение всеа2 Ь2
время остается параллельным оси Оу. В начальный момент точ­
ка находится на оси Оу, а ее скорость равна v0. Определить 
силу, действующую на точку, в функции координат точки.

Решение. Проекция ускорения точки на ось Ох равна нулю, 
т. е. х"= 0. Отсюда следует, что х '= const во все время движе­
ния. Но в начальный момент скорость направлена вдоль оси Ох, 
и потому x '= o 0=const. Записав уравнение траектории в виде

а2у2 +  Ь2х2 =  а2Ь2
и дифференцируя его по времени, будем иметь

о2 W  +  Ь2 xv0 =  О,
xvоткуда у' — ---------Дифференцируя дважды уравнение траектории

а2 у
и подставляя значение у ', получим уравнение для определения уско­
рения у"

Ь*Х2 Vn о
— —----- ь а2уу" +  b2vо =  О,

а-у2



откуда

у" = ------1—  (-ТТ- +  * ) $  =  -  4 т - .а У \  а у  . /  о т

Таким обоазом для действующей силы получим значение

«V
Эта сила направлена к оси Ол; и обратно пропорциональна кубу 
расстояния от точки до оси Ох.

П р и м е р З .  С крепостной башни производят два выстре­
ла, причем начальные скорости снарядов оказываются равными 
по величине и лежат в одной и той же вертикальной плоскости. 
Эти начальные скорости направлены под углами ai и а2 к го­
ризонту. Оба снаряда попадают в одну и ту же точку на поверх­
ности Земли. Найти высоту h башни, предполагая, что поверх­
ность Земли вокруг башни горизонтальна и что сопротивление 
воздуха отсутствует.

Решение. Уравнение траектории точки в общем случае дви­
жения под действием силы тяжести имеет вид

У =■----- ^ - ( 1  + t g 2a) +  x tg a
Ч

(ось Оу предполагается направленной вертикально вверх). При 
разных значениях угла а  по условиям задачи снаряды попадают 
в одну и ту же точку. Поэтому, исключая у из двух уравнений 
траектории, получим

2о§
откуда

(tg2 ax — tg2 <х2) -j- х (tg aL — tg a2) =  0, 

(tga1 +  tg a2) +  1 = 0 .gx

Тогда для x  будем иметь

х — —g (tg ax +  tg a2)
Здесь x — горизонтальная дальность до цели. Подставляя это значе* 
ние в уравнение траектории, найдем высоту цели над башней

У
2t,o (1 +  tg2 aL) , 2tlo ____ tgat

(tg ax +  tg a2)2 g (tg щ +  tg a2)

2vo 1 — tg ax tg a2
g (tg +  tg a2)2
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То есть высота башни равна

h — 2t?0 1 — tg ах tg а2
(tg ах + tg а2)2

П р и м е р  4. Материальная точка описывает параболу 
у2= 2рх  под действием двух равных по величине сил, одна из 
которых направлена к фокусу параболы и обратно пропорцио­
нальна расстоянию точки от этого фокуса. Другая сила парал­
лельна оси абсцисс и направлена в положительную сторону этой 
оси. Показать, что точка движется по параболе равномерно и 
определить величину скорости точки.

Решение. Равнодействующая сила направлена по биссектри­
се угла, образованного фокальным радиусом и диаметром пара­
болы. Эта равнодействующая не дает проекции на касательную 
к параболе, и уравнение движения точки в проекции на каса- 
тельную к траектории получает вид

dv Ат ---- =  0.
dt

Отсюда следует, что v =  const. Равнодействующая сила

с _  mk о Р. _  jnk 1/0/1 ___ 7ПС\ _  JBb.2sin —  =  —— 1 /2 (1 — cosfS) — — —V 2 ( \ — sin a) ,
г 2 г ' r

где k  — коэффициент пропорциональности, а

У +  ( х =  (j/2 +  P2)2
2 J (2р)2

1 — sin a =  1 

Поэтому будем иметь

2х — р _ 2р2
2г у2 +  р2

4ктр*
_з_

:  ( у 2 + р 2 ) 2

Заиисьшая уравнение движения в проекции на нормаль к траектории,
г? mv2будем иметь F = -----  или

Р
4kmp2 __ mv2p2

L  JL
2 /*̂2 1 „2\ 2(</2+ p2)  ̂ (p2 +  */2)

откуда d2 =  \k  или v — 2 У k .
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При решении задач о движении материальной точки под 
действием центральных сил удобно пользоваться формулами 
Бине, которые позволяют по заданной траектории точки опреде­
лять действующую на эту точку силу или скорость точки. В ка­
честве примера рассмотрим следующую задачу.

П р и м е р  5. Материальная точка массы т описывает ок­
ружность радиуса а, притягиваясь некоторой точкой А этой ок­
ружности. Найти силу притяжения и скорость точки в зависи­
мости от расстояния точки от А.

Решение. Уравнение окружности в полярной системе коор­
динат имеет вид

r^=*2acos(p, или 

Вычисляя производные, получим

1 1
г 2a cos ф

d —  . d2 —
г _ sin ф г __ cos2 ф +  2 sin2 ф

dq> 2a cos2 ф * dф2 2a cos3 ф

Тогда будем иметь

2 са
2а cos2 ф г2

где с — постоянная площадей.
»
I d2 —

2 1 I г , 1 1 тс2 8тс2 а2F =  — тс2
г2 \  ^ф2 г )  г2 a cos8 ф

Точка совершает движение под действием силы притяжения, 
обратно пропорциональной по величине пятой степени расстоя­
ния точки от притягивающего центра, причем скорость точки 
оказывается обратно пропорциональной квадрату расстояния 
точки от притягивающего центра. Если через v0 обозначить ве­
личину скорости в наиболее удаленной точке траектории, то 
c = 2 v 0ay и будем иметь

v =  JVoaL  /7==_  32.
гь

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н ы х  у п р а ж н е н и й

34. В вершине С равнобедренного прямоугольного треуголь­
ника ABC , в котором гипотенуза АС = 2а , находится точка М 
массы т , не имеющая начальной скорости. Каждая из трех 
вершин треугольника притягивает точку М силой, величина кото­
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рой равна F —k2mr, где г является расстоянием точки М от со­
ответствующего центра. Найти траекторию точки и ее скорость.

35. Точка с массой т движется под действием силы оттал­
кивания от неподвижного центра О, изменяющейся по закону 
F= k2mr, где г — радиус-вектор точки. В начальный момент точ­
ка находилась в положении М0(а, 0) и имела скорость v0, на­
правленную параллельно оси у. Определить траекторию точки.

36. Точка массы т движется в плоскости хОу под действием 
силы притяжения к началу координат, проекции которой на оси 
координат соответственно равны

X  =  — та2х у Y  =  — mb2у.

В начальный момент точка находится на оси Ох на расстоя­
нии х0 от начала координат, а ее скорость параллельна оси Оу 
и равна v0. Определить траекторию точки.

37. Материальные точки с одинаковыми массами притяги­
ваются к неподвижному центру О силами, пропорциональными 
расстояниям точек от центра. Они начинают движение из одной 
и той же точки М0 с различными начальными скоростями. Пока­
зать, что если концы векторов начальных скоростей будут рас­
положены на одной и той же прямой, параллельной ОМ0, то все 
точки будут описывать эллипсы с одинаковой площадью.

38. Найти геометрическое место фокусов всех параболиче­
ских траекторий, соответствующих одной и той же начальной 
скорости и всевозможным углам бросания тяжелой матери­
альной точки.

39. Из орудия, находящегося в точке О, произвели выстрел 
под углом а  к горизонту с начальной скоростью v0. Одновре­
менно из точки Л, находящейся на расстоянии I по горизонтали 
от точки О, произвели выстрел вертикально вверх. Определить, 
с какой начальной скоростью v\ надо выпустить второй снаряд, 
чтобы он встретился с первым снарядом. Сопротивление возду­
ха в расчет не принимать.

40. Из данной точки Л одновременно бросают материальные 
точки с одинаковой по величине скоростью v0 по различным 
направлениям, лежащим в одной вертикальной плоскости. Дока­
зать, что если движение происходит в пустоте, то в каждый 
данный момент все точки расположатся на одной окружности.

41. Материальная точка весом р брошена с начальной ско­
ростью v0 под углом а  к горизонту и движется под влиянием 
силы тяжести и сопротивления воздуха R. Определить дальней­
шее движение точки и наибольшую высоту траектории, предпо­
лагая, что сопротивление воздуха пропорционально первой сте­
пени скорости и равно R = kpv. Здесь k — коэффициент пропор­
циональности.

42. Тяжелую материальную точку бросают в вертикальной 
плоскости (ось х  направлена вертикально вверх) под углом а 
к горизонту из начала координат с начальной скоростью v0.
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Какова должна быть эта начальная скорость и угол а, чтобы 
траектория точки в момент прохождения через заданную точку 
пространства М с координатами х ху х составляла бы угол р 
с горизонтом?

43. Определить дальность полета снаряда, если известно, 
что радиус кривизны траектории в наивысшей точке равен
а угол наклона ствола орудия к горизонту равен а. Сопротив­
лением воздуха пренебрегаем.

44. Материальная точка притягивается к неподвижному цен­
тру Ох и отталкивается от неподвижного центра 0 2 силами, про­
порциональными соответствующим расстояниям, причем коэф­
фициенты пропорциональности для обоих центров одинаковы и 
равны к. Определить траекторию точки, если расстояние между 
центрами равно а, в начальный момент точка находится на 
середине расстояния между центрами Ох и 0 2, а ее скорость v0 
направлена перпендикулярно к прямой, соединяющей эти центры.

45. Материальная точка притягивается к оси х  силой, пер­
пендикулярной к этой оси и пропорциональной массе точки и ее 
расстоянию от оси, причем коэффициент пропорциональности 
равен к2. Найти траекторию точки, если в начальный момент 
*о =  0, yo = hy а начальная скорость точки равна v0 и параллельна 
оси х. В каком месте траектории скорость точки достигает наи­
большей величины?

46. Материальная точка движется под действием силы, па­
раллельной оси ординат и обратно пропорциональной кубу расстоя­
ния точки от оси абсцисс. Показать, что при любых начальных 
условиях точка описывает коническое сечение.

47. Материальная точка отталкивается от центра Ох и при­
тягивается к центру 0 2 силами, пропорциональными расстоянию, 
причем коэффициент пропорциональности в первом случае ра­
вен кХ) а во втором равен к2. Показать, что точка описывает 
эллипс, гиперболу или параболу в зависимости от того, будет ли
отношение —  меньше, больше или равно единице.

- &2
48. Материальная точка с массой т притягивается каждым 

из двух неподвижных центров Ох и 0 2, расположенных на рас­
стоянии а один от другого, силами, пропорциональными рас­
стояниям до соответствующих центров с коэффициентом про­
порциональности с. Определить условия, при которых точка со­
вершает прямолинейное движение (малые колебания) и найти 
период колебаний.

49. Материальная точка массы т описывает эллипс с полу­
осями а и Ъ под действием силы притяжения к его центру. 
Когда точка находится в конце большой полуоси, ее скорость 
равна vQ. Найти силу притяжения F как функцию расстояния 
точки от притягивающего центра.

50. Под действием центральной силы материальная точка 
описывает лемнискату
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г2 =  a2 cos 2ф,

причем полюс совпадает с центром силы. Определить силу, 
действующую на эту точку, если известно, что в начальный 
момент <р =  0, г =  1 и скорость точки равна v0.

51. Материальная точка движется под действием централь­
ной силы. Дана по величине и направлению скорость этой точки 
в трех ее заданных положениях. Найти при помощи геометриче­
ских построений центр силы.

52. Материальная точка массы т притягивается к непод-
„ г ,  Ютвижному центру силои г  = ——, где г — расстояние точки от

притягивающего центра. В начальный момент полярный угол 
Фо=0, г0=1, о̂ =  2, причем начальная скорость составляет с 
радиусом-вектором точки угол в 45°. Найти уравнения движения 
точки в полярных координатах и определить траекторию точки.

53. Зная наибольшее удаление (апогейное расстояние) 
спутника от Земли и период его обращения, найти эксцентриси­
тет и минимальное расстояние спутника от Земли.

54. Материальная точка массы га описывает эллипс, боль­
шая полуось которого равна а, под действием силы ньютонов­
ского притяжения F =  , направленной к фокусу этого эллип-г2
са. Определить скорость точки в зависимости от ее расстояния 
до центра притяжения и величины большой полуоси эллипса.

55. Материальная точка под действием силы ньютоновского 
притяжения к данному центру бросается из одного и того же 
места в различных направлениях с одинаковой по величине 
скоростью. Показать, что геометрическим местом центров эллип­
тических орбит будет окружность.

56. Материальная точка движется под действием централь­
ной силы, зависящей только от расстояния точки до притяги­
вающего центра, причем радиус кривизны траектории изменяет­
ся обратно пропорционально кубу расстояния касательной от 
центра силы. Определить силу, действующую на точку.

ДВИЖ ЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ ПО КРИВОЙ 
И ПО ПОВЕРХНОСТИ

При исследовании движения материальной точки по кривой 
положение точки определяется всего одним параметром, а сле­
довательно и для определения движения достаточно знать всего 
одно уравнение движения, в которое не входит лишних неиз­
вестных. Такое уравнение может быть получено либо при по­
мощи теоремы живых сил, либо из естественных уравнений дви­
жения. Другие уравнения дают возможность определять реакции 
связей.
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При исследовании движения точки по поверхности мы имеем 
дело уже с двухпараметрической задачей и одного уравнения 
уже оказывается недостаточно для определения движения мате­
риальной точки. Тем не менее, желательно и в этих случаях 
научиться составлять уравнения движения так, чтобы в них не 
входили лишние неизвестные. Это удается далеко не всегда. 
Чаще всего к желаемому результату приводят теоремы живых 
сил и момента количества движения. В некоторых случаях по­
лезно применять естественные уравнения движения точки. Упро­
щения цолучаются за счет симметрии поверхности, если такая 
может быть обнаружена. Наибольшие затруднения представляет 
вопрос определения реакций связи. Рассмотрим несколько при­
меров.

П р  и м е р  1. Тяжелое колечко массы т надето на гладкую 
вертикально расположенную проволочную окружность радиу­
са г. Колечко может свободно передвигаться по ней. В началь­
ный момент оно находится в самой нижней точке окружности и 
ему сообщена начальная скорость и0. Найти условия, при которых 
колечко совершит полный оборот по окружности и определить 
давление на нее колечка, когда оно находится в самой верхней 
ее точке.

Решение. На точку действует только одна активная сила —■ 
сила тяжести Р, которая является консервативной силой и обла­
дает силовой функцией. Поэтому для определения движения 
точки можно применить теорему живых сил. Эта теорема сразу 
дает первый интеграл — интеграл живых сил. Задавая положе­
ние точки углом ф, который ее радиус составляет с опущенной 
вниз вертикалью, интеграл живых сил запишем в виде

mv2 . ,—— =  mgr cos ф +  ft,

где г — радиус окружности, h — произвольная постоянная, опре­
деляемая из начальных условий. Подставляя сюда начальные 
значения ф и v, будем иметь

Тогда для скорости точки получим уравнение

V2 =  Vo —  g r (  1 —  COS ф).

Чтобы колечко совершило полный оборот, скорость в верхней 
точке окружности должна быть отлична от нуля. Отсюда полу­
чаем условие для определения начальной скорости точки

Vo — 2gr >  0, или v0 > V 2gr.
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Давление колечка в верхней точке окружности определится из урав­
нения

mv2 лт------=  mg  — N,
Г

откуда
лт mvuN = m g - г

|2Таким образом, будем иметь после подстановки v

mvl
N== 3 m g ----------*

г

Здесь положительное значение реакция N  получает тогда, когда 
она направлена вверх.

П р и м е р 2. По внешней стороне параболы с горизонталь­
ной осью, уравнение которой у2 = 2х, скатывается без трения и 
без начальной скорости шарик, начальная ордината которого 
уо=2. В какой точке шарик соскочит с параболы?

Решение. Пусть положительная ось Оу направлена верти­
кально вверх. Движение шарика будет определяться интегралом 
живых сил, который имеет вид

mv2 , 1——  =  — tngy +  h,

постоянная живых сил h при заданных начальных условиях бу­
дет равна h = 2mg. Тогда скорость определится уравнением

у2 =  2g{2 — y).

Для определения момента отрыва шарика от параболы восполь­
зуемся естественными уравнениями движения. В проекции на 
нормаль будем иметь

mgn  —  N .
Р

В момент отрыва N  обращается в нуль. Для определения ра­
диуса кривизны

(1 ± у'х2)т
Р

11̂ 11
воспользуемся уравнением кривой. Будем иметь

_з_
у ’ = ± ,  </" = -----L  р =  (1 +  ^ )2

У Уа
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mgn =-* mg cos а, где cos a — косинус угла наклона касательной к па­
раболе

dx и cos a = ---- ==------— ----- а
ds K i+ < /3

Подставляя эти значения, будем иметь
mv2 и---------T  = m g -------±------

( ! + / ) »  V l + S*

После подстановки значения v2 и сокращений приходим к уравнению
у9 +  Зу — 4 .= 0.

Нетрудно видеть, что единственным действительным корнем 
этого уравнения является значение у=  1. Это и будет то значе­
ние у , при котором точка отрывается от параболы.

П р и м е р  3. Тяжелый шарик, масса которого равна га, на­
низан на горизонтальную проволочную окружность радиуса г 
с коэффициентом трения f. Определить, какую начальную ско­
рость v0 нужно сообщить шарику, чтобы он сделал по окружно: 
сти один полный оборот.

Решение. На материальную точку действует только одна 
активная сила — сила тяжести. Кроме нее на шарик действуют 
пассивные силы — нормальная сила реакции и сила трения. 
Уравнения движения в проекциях на' естественные оси коорди­
нат получают вид

т — ■ — — Frp, - Z £  = Nlt 0 =  mg — N2, FTV =  f \ f W + N f,

где N± и W2 — горизонтальная и вертикальная составляющие нормаль­
ной реакции

N  =  V n ! +  N22 =  —  /о »  +  g*r2.Г

Первое уравнение движения после исключений получает вид
dv - ± - У ф  +  8*г*у
dt г

или
dv

V —— = ------— ] / v *  +  g 2r2.
ds г

Разделяя переменные, отсюда будем иметь
dv* _ 2f  .



и после интегрирования получим

jn t>a +  V  g2r2 +  v4
gr

2 —  +  Inc.
Г

Здесь с — произвольная постоянная, которая определяется из началь­
ных условий, так что

П р и м е р  4. Тяжелая материальная точка движется по 
внутренней поверхности прямого кругового конуса, вершина ко­
торого обращена вниз, а ось симметрии вертикальна. Угол при 
вершине равен 2а. В начальный момент расстояние точки от 
вершины конуса равно а, начальная скорость равна v0 и направ­
лена перпендикулярно к образующей конуса. Определить траек­
торию точки и давление, которое она оказывает на поверхность 
конуса.

Решение. Положение точки на поверхности конуса задается 
двумя координатами. Такими координатами могут быть расстоя­
ние точки от вершины конуса г и угол ф, который образует вер­
тикальная плоскость (я), проходящая через ось симметрии и 
точку М с неподвижной плоскостью хОг. Рассматривая движе­
ние точки как сложное, состоящее из прямолинейного относи- 

.тельного движения в плоскости (я) и переносного вращения 
вместе с плоскостью (я) вокруг оси z, для составляющих скоро­
сти будем иметь

На рассматриваемую точку действует только сила тяжести и 
нормальная реакция поверхности. Поэтому будет существовать 
интеграл живых сил

In с =  I n -------------------
ёг

При s =  2лг v обращается в нуль, поэтому

&

Это уравнение легко преобразуется к виду

Vo — 2vlgre4nf +  g2r2eSnf =  g2r2 +  vt,

откуда получаем

vl =  -у - (e4n? — в_4я0 =  gr sh (4jt/).
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где h — постоянная живых сил.
Действующие силы не создают момента относительно вер­

тикальной оси г, а потому будет иметь место интеграл площа­
дей, который легко преобразуется к виду

г2 sin2 а =  с. 
dt

Здесь с — постоянная площадей. Постоянные h u e  выражаются 
через начальные данные

mvl
h =  — — \-mga cos а, с =  v0a sin а.

Полученные два первых интеграла позволяют определить 
траекторию точки на поверхности конуса. Для этого из получен­
ных уравнений необходимо исключить время. Тогда будем иметь

[(dr)2 +  г 2 sin2 а (d<p)2] =  ^— mgr cos а +

1 mvo I ^ \ г4 sin2 а ,1 чо4--------ц- mga cos а ------*-----(Лр) •
2 )  Vq а

После разделения переменных будем иметь
/л  \9 /  о ё гЪ sin2 a cos2 а , 2 г4 sin2 а , 0 г4 sin2 а (dr)2 =  - 2 - 2 ----- -̂---------- [-Уо — 2------- Ь2g a — ------

\  Vq(z Vq a VqCL*

— Г2 sin2 а) (d(p)2, 
откуда, интегрируя, получим неявное уравнение траектории: 

sin2 а  Г dr ,— —  ф == I --------  ----- :-------he.
vOa " г у  Vq (г2 — а2) +  2gr2 (а — г cos а)

Для определения давления точки на поверхность конуса 
можно было бы воспользоваться естественными уравнениями 
движения, но такой путь оказывается сложным в данной задаче. 
Можно еще воспользоваться векторным уравнением движения

mj =  F +  N.

Давление точки на поверхность равно по величине и противо­
положно по направлению силе реакции N, которая зависит от 
действующих активных сил и от величины и направления уско­
рения точки. Для определения давления требуется знать проек­
цию ускорения точки на нормаль к поверхности конуса. При



определении ускорения точки можно заметить, что относитель­
ное ускорение направлено по образующей конуса, а в перенос­
ном движении точка движется по окружности, плоскость кото­
рой перпендикулярна к оси г  и имеет касательную и нормаль­
ную составляющие jei и /V2. Нормальная составляющая jet на­
правлена ортогонально к оси симметрии конуса, а по величине 
равна

Добавочное ускорение коллинеарно с направлением ускорения 
jet и численно равно / /=2<p/r'sina. На нормаль к поверхности 
дает отличную от нуля проекцию только составляющая ускоре­
ния /ев. Поэтому, проектируя уравнение движения на нормаль 
к поверхности конуса, будем иметь

П р и м е р  5. Тяжелая материальная точка вынуждена 
оставаться на совершенно гладкой плоскости, которая равномер­
но вращается вокруг горизонтальной оси, расположенной в са­
мой плоскости. В начальный момент точка находится на оси 
вращения, а ее скорость направлена вдоль оси вращения и рав­
на v0. Определить закон движения точки.

Решение. Выберем в качестве системы отсчета прямоуголь­
ную декартову систему координат, у которой ось Ох совпадает 
с осью вращения, начало совпадает с начальным положением 
точки, а ось Ог направлена вертикально вверх. Уравнение вра­
щающейся плоскости запишется в виде

Для определения движения точки применим уравнения со множите­
лями связи. Будем иметь

je2 =  <р'2 т sin а.

Т - . о »г4 sin2 а
получим значение для

г/sinatf — z cos a>t =  0.

mx? =  0, my" =  A, sin art, 

m f  =  — mg — X cos со t.
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Пусть положение точки в плоскости определяется параметрами £ и г), 
так что

|  =  ж, у  =  т] cosotf, 2 =  tj sin at.
Тогда

у" =  г)" cos сot — 2т]'ю sin at — со2т] cos a t , 
z" =  г)" sin at +  2тj'co cos tot — w2rj sin at.

Исключая К из уравнений движения, будем иметь 
г]" — со2г] =  — g  sin at, £" =  0.

Общее решение этой системы имеет вид

g =  cxt +  с2 , г) =  caeat -f  sinto/,CtT
коэффициенты сх> с2, с3 и с4 определяются из начальных условий. 
После определения этих коэффициентов получим

|  =  t>0f г) =  — (— еш +  е” ®*) +  —  sin wt.
2со2 со

Для вычисления сил реакций связей рассмотрим одно из урав­
нений движения, например,

ту” =  ^sincof.

Подставляя сюда значение у, выраженное через т], получим
га [(еш +  е~ш) — 4со cos со£] g  =  X,

где X и является нормальной реакцией связи.
П р и м е р  6. Материальная точка весом р подвешена при 

помощи двух одинаковых нитей к двум опорам, находящимся 
на одном и том же горизонтальном уровне, причем угол наклона 
каждой нити к вертикали равен а. Внезапно одну из нитей пе­
ререзают. Доказать, что натяжение другой нити мгновенно изме­
нится в отношении 1 : 2 cos2a.

Решение. В положении равновесия имеет место условие
2T0cosa =  mg .

После обрыва нити уравнение движения точки в проекции на 
нормаль получит вид

mv2 ■ , гг\ г\----  =  — mg cos a +  Т  =  0,
Р

откуда будем иметь
Т0:Т  — 1: 2 cos2 a.

П р и м е р  7. Материальная точка совершает колебания на 
гладкой параболе с вертикальной осью, изменяя направление



своего движения на концах хорды, проходящей через фокус 
параболы перпендикулярно к оси параболы. Найти давление 
точки на параболу в самой нижней точке.

Решение. Запишем уравнение параболы в виде x2 = 2ky. 
Движение материальной точки происходит в соответствии с ин­
тегралом живых сил

mv2 , и— — =  — mgy +  h,

где постоянная h определяется из начальных условий 
kh = m g — . Тогда скорость в нижней точке параболы будет

определяться из равенства v \= g k , а давление определится из 
уравнения

N  =  tng +  — mg +  — =  2mg. р k
П р и м е р  8. По лемнискате, уравнение которой г2 — 

= 2 a 2sin2<p, скользит вниз от вершины О весомая материальная

точка т, начиная движение без начальной скорости. Определить 
время движения до точки М в зависимости от угла ф при отсут* 
ствии трения.

Решение. (См. рис. 60). Движение точки можно определить 
из интеграла живых сил

mv2 , ,
~Y~  =  mgy +  «•

В начальный момент у = 0 и и =  0. Поэтому h —0. Тогда скорость 
точки определится из условия

v2 — 2gy  =  2gr sin ф.

Исключая отсюда г, получим

у2 =  2ga V  2 sin 2ф sin ф.
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Движение точки происходит при уменьшении угла ф, поэтому, 
если s=s(<p), то скорость будет отрицательной, и будем
иметь

8g2a2 sin2 ф sin 2ф.
dt

Но

поэтому

—  =  т / " 2 а 2 “ ^ 2 -  +  2а2 sin 2Ф — . dt У  sin 2<р

Дифференциальное уравнение движения получает вид

/2а2 --°s -2(р +  2а2 sin 2ф 8g2a2 sin2 ф sin 2ф,
sin 2ф

или, после разделения переменных,

^ = - 4 - i / -  —  ct§ ~ ^ < p - ^ S2 г  g  sin2 ф

Отсюда легко определяется время

7’ =  - - Т т /  —  ( c t g " ~ T ^ -  =  2 l /2 У  g J sin Ф у  ^

т
П р и м е р  9. Точка вынуждена оставаться на параболе 

у%~4х и движется по этой параболе без воздействия внешних 
сил, находясь в начальный момент в положении Хо=уо—4 и имея 
начальную скорость v0= 5 , направленную к вершине параболы. 
Через сколько времени точка достигнет вершины параболы?

Решение. Из интеграла живых сил следует, что точка дви­
жется по параболе с постоянной скоростью Уо =  5. Эту скорость 
можно определить из условия

ds __ ds dy _ f   ̂ ( dx у  dy
dt dy dt f  \ dy ) dt

где =  — . Так как координата у  уменьшается, будем иметь 
dy 2 .

V 4 +  у2 =  — 5, откуда



r  =  V ^ T lF d y .
0

J  у  4 +  уЧ у  =  / 4  +  t/2 4- 2 In (г/ +  V I  +  f )  \
0

и тогда

T  =  - l -  +  - l l n ( 2  +  l /5 ) .
/ 5  5

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н ы х  у п р а ж н е н и й

57. Рассматривая всевозможные хорды окружности, пло­
скость которой вертикальна, начинающиеся в самой нижней 
точке окружности, доказать, что падение тяжелой точки вдоль 
любой хорды при отсутствии трения совершается в течение 
одного и того же времени.

58. Камень весом р , привязанный к нити длиной I, описы­
вает окружность в вертикальной плоскости. Определить наи­
меньшую величину угловой скорости камня, при которой проис­
ходит разрыв нити, если ее сопротивление разрыву равно Т еди­
ниц силы.

59. Автомобиль весом Q кг движется по выпуклому мосту 
со скоростью v м/сек. Радиус кривизны в середине моста ра­
вен р. Определить давление автомобиля на мост в момент про­
хождения высшей точки моста.

60. Шарик весом р граммов, привязанный к нерастяжимой 
нити, скользит по гладкой горизонтальной плоскости. Другой ко­
нец нити втягивают с постоянной скоростью а в отверстие, сделан­
ное на плоскости. Определить движение шарика и натяжение 
нити Г, если известно, что в начальный момент нить расположена 
по прямой, расстояние между шариком и отверстием равно R , а 
проекция начальной скорости шарика на перпендикуляр к направ­
лению нити равна v0.

61. Груз М массы m вынужден скользить по окружности, 
плоскость которой вертикальна, под действием силы тяжести и 
пружины, другой конец которой закреплен в верхней точке окруж­
ности. В нерастянутом состоянии пружина имеет длину где
г — радиус окружности, а ее коэффициент жесткости равен k2. 
В начальный момент груз находится на расстоянии г от верхней 
точки окружности, а его скорость равна нулю. Определить давле­
ние груза на окружность в тот момент, когда он находится в ниж­
ней точке окружности. Какова должна быть жесткость пружины, 
чтобы давление в нижней точке равнялось нулю?

4

4
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62. Гладкое тяжелое кольцо М весом Q может скользить без 
трения по дуге окружности радиуса R , расположенной в верти­
кальной плоскости. К кольцу привязана упругая нить, продетая в 
отверстие в самой нижней точке дуги окружности и закрепленная 
в некоторой точке Л, так что, когда кольцо находится в самой 
нижней точке окружности, натяжение нити равно нулю. Опреде­
лить давление, производимое кольцом на окружность в зависимос­
ти от его положения, если коэффициент упругости нити равен к2. 
В начальный момент кольцо находится в самой верхней точке 
окружности и ему сообщена ничтожно малая начальная скорость. 
Положение кольца определяется углом ф, который нить образует 
с горизонтальной прямой.

63. Груз весом Р подвешен на нити длиной I к неподвижной 
точке О. В начальный момент груз отклоняется от вертикали на 
угол ф0 и ему сообщается начальная скорость v0 перпендикулярно 
к нити вниз. Определить натяжение нити в наинизшем положении 
и условия, при которых груз будет вращаться по окружности.

64. Груз массы т подвешен на нити длины / к неподвижной 
точке О. В начальный момент груз находится в наинизшей точке 
и ему сообщена горизонтальная скорость v0 = 2V  gl. Определить 
дальнейшее движение груза.

65. Положение материальной точки на вертикальной окруж­
ности определяется углом ф, который радиус окружности R обра­
зует с вертикалью. В начальный момент точка находится в наивыс­
шем положении и ей сообщена начальная горизонтальная ско­
рость v0. Определить значение угла ф, при котором точка отры­
вается от окружности, предполагая, что окружность гладкая.

66. По рельсам, расположенным в вертикальной плоскости и 
образующим петлю CDEF радиуса г, скатывается тележка. Дви­
жение начинается без начальной скорости из точки Л, находящейся 
на высоте ft над низшей точкой С петли. Участок пути АВ  произ­
вольной формы, часть ВС — горизонтальна. Найти, пренебрегая 
сопротивлениями, какова должна быть высота ft, чтобы тележка 
могла описать окружность CDEF.

67. Желоб имеет форму окружности радиуса R , которая уста­
новлена в вертикальной плоскости. В начальный момент в низшую 
точку желоба кладут шарик и сообщают ему горизонтальную ско­
рость v0. Какова должна быть эта скорость, чтобы шарик получил 
колебательное движение математического маятника?

68. Шарик скатывается под действием силы тяжести по внут­
ренней поверхности негладкой неподвижной полусферы радиуса г, 
выходя без начальной скорости из конца горизонтального диамет­
ра. Зная коэффициент трения f, найти скорость, с которой шарик 
достигает самой нижней точки полусферы.

69. Материальная точка спускается под действием силы тя­
жести по гладкой кривой, расположенной в вертикальной плоско­
сти. Известно, что точка удаляется от горизонтали, проходящей
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через ее начальное положение с постоянной скоростью с. Найти 
эту кривую.

70. Точка М весом Q может скользить без трения по дуге 
параболы у = ах2 (ось у  направлена вертикально вверх). Она от- 
талкивается от оси параболы горизонтальной силой F=imo2x. 
В начальный момент точка занимает наинизшее положение и име­
ет горизонтальную скорость v0. Определить, на какую высоту под­
нимется точка.

71. Тяжелое колечко падает по пруту, согнутому в форме 
параболы с вертикальной осью. Определить.давление /V колечка 
на прут в нижней точке, предполагая, что трение отсутствует. 
Уравнение параболы х2 = 2у, причем ось у направлена вертикально 
вверх. Координаты начального положения колечка Хо = 2, у0 =  2, 
масса равна т.

72. Точка М весом Q может перемещаться по гиперболе, вы­
раженной уравнением ху = а2 и расположенной в вертикальной 
плоскости (ось у направлена вертикально вверх). Какую горизон­
тальную силу F притяжения к оси Оу нужно приложить к данной 
точке, чтобы она оставалась в равновесии в любом положении на 
гиперболе, а также каково давление N\ оказываемое точкой на 
гиперболу?

73. Тяжелая материальная точка с массой т отталкивается от 
вертикальной оси Оу горизонтальной силой F, обратно пропорцио­
нальной кубу расстояния точки от оси, F . Найти кри­

вую, на которой эта точка находилась бы в безразличном равно­
весии, и нормальное давление точки на кривую.

74. Шарик массы га, к которому привязана резинка длины Л 
(длина в нерастянутом состоянии), нанизывают напрямую прово­
локу, образующую угол а> ф  с горизонтом, где ср — угол трения 
шарика о ‘проволоку. Свободный конец резинки прикрепляют к 
этой же проволоке на расстоянии / кверху от шарика, и затем ша­
рик отпускают без начальной скорости. Найти закон движения 
шарика до его первой остановки, если сила натяжения резинки 
пропорциональна ее относительному удлинению, причем коэффи­
циент пропорциональности равен с.

75. Шарик весом Р скатывается без трения внутри эллипса с 
полуосями а и ft, причем малая ось эллипса вертикальна. Опреде­
лить давление шарика на эллипс в самой нижней точке, если 
шарик начинает движение без начальной скорости из конца боль­
шой оси эллипса.

76. Шарик весом р скатывается по внешней стороне гладкой 
параболы с вертикальной осью, выходя из вершины параболы с 
некоторой заданной начальной скоростью vG. Доказать, что давле­
ние шарика на параболу изменяется обратно пропорционально ра­
диусу кривизны параболы.

77. Материальная точка движется без трения под действием
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силы тяжести по нижней ветви астроиды, уравнение которой имеет 
вид

2_ 2 2_

X3 + у 3 =  (2г)3 .
Найти, в течение какого времени точка, выходя с ничтожно малой 
начальной скоростью из положения (—2г, 0), достигает положе­
ния (0, —2г).

78. Циклоида расположена в вертикальной плоскости так, что 
ось ее вертикальна, а вогнутость в вершине А обращена вверх. 
Материальную точку М помещают в некотором месте циклоиды,
причем AM=Sq и  сообщают ей скорость v0, направленную по каса­
тельной к циклоиде вверх. Найти закон движения точки, предпо­
лагая, что на точку действует только сила тяжести.

79. Точка массы т  движется по цепной линии
X _ X

у  =  —  (е “ +  е аЦ =  a ch —
2 а

под действием силы отталкивания, параллельной оси Оу, направ­
ленной от оси Ох и равной по величине kmy. В момент £ =  0, х= 1, 
х '= \ .  Определить давление 7V точки на кривую и движение точки 
при k=  1 и а=  1, предполагая, что сила тяжести отсутствует. Ра-

у2диус кривизны цепной линии равен ---- .

80. Найти такую кривую, расположенную в вертикальной 
плоскости, чтобы два шарика, помещенных в точке О этой кривой, 
двигаясь без трения под действием силы тяжести, приходили одно­
временно в другую ее точку, причем один шарик должен скаты­
ваться по кривой, а другой по ее хорде. Начальные скорости ша­
риков равны нулю (рис. 61).

81. Материальная точка, весом которой можно'пренебречь, вы­
нуждена оставаться на поверхности круглого цилиндра радиуса г. 
Точка получила начальную скорость v0, Направленную под углом у 
к образующей цилиндра. Найти движение точки, если коэффициент 
трения между точкой и поверхностью цилиндра равен f.

82. Материальная точка движется с начальной скоростью Vq 
по поверхности шероховатого неподвижного шара радиуса а, при­
тягиваясь к его центру силой F по закону Ньютона ^ “ '“7")-
Какой путь пройдет точка до остановки, если коэффициент трения 
равен /?

83. Материальная точка, находящаяся под действием силы 
тяжести и вынужденная оставаться на поверхности неподвижного 
гладкого круглого цилиндра радиуса г с вертикальной осью, полу­
чила начальную горизонтальную скорость v0. Показать, что если 
развернуть цилиндр на плоскость, то траектория этой точки пре­
вратится в параболу.
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84. Сферический маятник состоит из нити ОМ длины /, при­
крепленной одним концом к неподвижной точке О, и тяжелой ма­
териальной точки М весом Р, прикрепленной к другому концу 
нити. Точку М отклоняют от положения равновесия так, что ее 
координаты при /= 0 , х = х 0, у = 0, и сообщают ей начальную ско­
рость х0 =  О, у о =  V0, 20 =  0.

Определить, при каком соотношении начальных условий точ­
ка М будет описывать окружность в горизонтальной плоскости и 
каково будет время обращения точки М по этой окружности.

85. Материальная точка с массой т движется по внутренней 
поверхности круглого цилиндра радиуса г. Считая поверхность 
цилиндра абсолютно гладкой, ось цилиндра вертикальной и учи­
тывая действие силы тяжести, определить давление точки на ци­
линдр. Начальная скорость точки равна по величине v0 и состав­
ляет угол а с горизонтом.

ДВИЖ ЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ ОТНОСИТЕЛЬНО 
ПОДВИЖНОЙ СИСТЕМЫ ОТСЧЕТА

До сих пор, определяя движение материальной точки, мы 
предполагали, что имеется некоторая неподвижная система отсче­
та. В этой системе задаются силы, действующие на материальную 
точку, и движение точки относительно системы отсчета определяет­
ся BTQpbm законом Ньютона. Кроме того было установлено, что 
второй закон Ньютона определяет движение точки относительно 
любой инерциальной системы отсчета. При этом нигде не говори- 
лось о том, как обнаружить такую инерциальную систему отсчета.

Переходя к изучению конкретных явлений, мы очень быстро 
убедимся, что движение всегда приходится определять относитель­
но таких систем отсчета, которые сами совершают движение и не 
являются инерциальными системами. Так, изучая падение мате­
риальной точки вблизи поверхности Земли, мы обычно определяем 
движение относительно системы отсчета, связанной с Землей. Но 
такая система вместе с Землей в свою очередь совершает сложное
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движение в пространстве. Она вращается вокруг земной оси и 
вместе с Землей вращается вокруг Солнца.

И все же можно потребовать, чтобы движение относительно 
таких подвижных систем отсчета определялось бы теми же зако­
нами, которые действуют и в неподвижной системе. Эта инвари­
антность законов ^движения .будет связана с определением силы. 
Так как в различных системах координат точка будет иметь раз­
личное ускорение, то и сила, определяющая это ускорение, должна 
быть в них различной. Как показывается в курсах теоретической 
механики, при переходе от одной системы отсчета к другой к дей­
ствующим на материальную точку силам необходимо добавлять 
силы Кориолиса. Силы Кориолиса являются реальными силами, 
определяющими движение материальной точки относительно неко­
торой системы отсчета. Сама же система теперь может рассматри­
ваться как неподвижная. При этом, очевидно, оказываются спра­
ведливыми все законы динамики материальной точки.

Силы Кориолиса можно разделить на две группы. К первой 
относится сила Кориолиса от переносного ускорения Fe= —mjey где 
je — переносное ускорение точки, и сила Кориолиса от добавоч­
ного ускорения точки Fk = — т у  или

Fk =  — 2т [avr],

где со — углорая скорость вращения подвижной системы отсчета, 
a vr — относительная скорость движения материальной точки.

При решении задач на относительное движение точки особен­
но внимательно нужно следить за определением сил, действующих 
на точку в данной системе координат. Рассмотрим некоторые 
примеры.

П р и м е р  1. Математический маятник подвешен внутри ваго­
на, движущегося по прямолинейным рельсам с ^постоянным уско­
рением а. Определить период колебаний маятника, предполагая, 
что нить, на которой подвешен маятник, нерастяжима и имеет дли­
ну I (рис. 62).

Решение. Маятник совершает колебания относительно системы 
отсчета, связанной с движущимся вагоном. При изучении движе­
ния относительно такой системы к действующим силам необходимо 
добавить силы инерции Кориолиса. Подвижная система, связанная 
с вагоном, движется поступательно, а потому сила Кориолиса от 
добавочного ускорения будет равна нулю. Сила Кориолиса от пе­
реносного ускорения будет равна je= —та, так как система дви­
жется с ускорением. Добавляя силу Кориолиса к силе тяжести 
mg , получихМ результирующую силу Ф, действующую на точку в 
подвижной системе отсчета, величина которой определяется ра­
венством

Ф =  т Y g 2 +  а2,
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а направление ее составляет угол а с вертикалью. Величина угла 
определяется равенством

х аtg a  =  — .
£

Рис. 62

Нетрудно видеть, что в рассматриваемой системе координат 
на точку действует постоянная по величине и по направлению си­
ла Ф. Ранее мы видели, что под действием такой силы маятник 
совершает колебательное движение около положения равновесия,
в котором направление нити совпадает с 
я период колебаний определяется формулой

направлением силы,

2л:

где а* — ускорение, сообщаемое силой свободной материальной
точке. В нашем случае 
искомый период

это ускорение а а*, поэтому

V g 2 +  а 2

П р и м е р 2. Прямолинейная трубка О А вращается в верти­
кальной плоскости вокруг горизонтальной оси О с постоянной 
угловой скоростью со. В трубке находится тяжелый шарик массы т ,  
прикрепленный к пружине, другой конец которой закреплен в точ­
ке О. Найти закон движения шарика относительно трубки, считая 
упругую силу пружины пропорциональной ее удлинению с коэффи­
циентом пропорциональности с. В начальный момент трубка гори­
зонтальна, а относительная скорость шарика равна нулю. Пружи­
на в начальный момент имеет естественную длину /о. Рассмотреть

случай со =  ] / — • У т
Решение. Движение шарика происходит относительно вращаю­

щейся трубки, поэтому естественно и подвижную систему отсчета 
«вязать с трубкой. Направим ось Ох по направлению трубки. 
В подвижной системе на шарик будет действовать кроме силы тя­
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жести и упругой силы еще силы Кориолиса. Сила Кориолиса от 
переносного ускорения будет направлена вдоль трубки, а по вели­
чине будет равна

Fe =  miо2х.

Сила же Кориолиса от добавочного ускорения Fh будет направле­
на перпендикулярно трубке в сторону, противоположную враще­
нию трубки, а по величине будет равна

Fk =  2т(х)х' ,
где х' — скорость точки.

Уравнение движения в проекции на ось Ох получит теперь вид
тх" =  — с(х  — 10) +  т(х)2х — mg sin со/,

или
хГ =  — п2х  +  l0k2 — g  sin со/,

где
п2 =  —-----со2, k2 =  — .

т т

При заданных начальных условиях будем иметь

х =  — (&2 — со2 cos nt) -|------ - —  Г sin со/ — — sin nt .
я2 со2 — п2 [ п

В случае со2 =  —  п обращается в нуль, и тогда получим другое 
т

решение

x =  — -£ -t +  l0 +  -Ь £ -12 +  -^~  sin соt. 
со 2 со2

П р и м е р  3. Окружность радиуса /*, плоскость которой верти­
кальна, вращается вокруг своего вертикального неподвижного 
диаметра с постоянной по величине угловой скоростью соо. По 
окружности может свободно скользить тяжелая материальная точ­
ка массы т. Определить положение относительного равновесия 
материальной точки и найти период малых колебаний точки око­
ло положения устойчивого равновесия.

Решение. Движение точки определяется относительно вращаю­
щейся окружности, поэтому целесообразно подвижную систему 
отсчета связать с окружностью. Выберем начало подвижной систе­
мы координат в центре окружности, ось у направим вертикально 
вверх, а за ось х примем горизонтальный диаметр окружности.
В этой системе движение точки будет определяться двумя силами: 
силой тяжести mg и силой Кориолиса Fe от переносного ускорения, 
величина которой равна ти>2х и которая направлена от оси враще­
ния. Сила Кориолиса от добавочного ускорения ортогональна к 
траектории точки и не влияет на характер движения точки.
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Сила тяжести и сила Кориолиса Fi допускают существование 
силовой функции

г 1 . tnufix2V  =  — mgy Ч------ -— .

Если ввести угол ф, определяющий отклонение точки от вертикаль­
ного диаметра (начало отсчета в нижней точке), то сцловую функ­
цию можно будет записать в виде

г г т торг2 sin2 ф и  = mgr cos ф -f- —-----------Y
2

В положении равновесия =  0, т. е.
дф

— mgr sin ф +  mto2r2 sin ф совф =  0.
Отсюда имеем два решения, определяющих положение равновесия 
точки,

g 1) эшф =  0, 2) совф =
Г UJ-

Последнее возможно только тогда, когда

(о2 > - ^ - .Г

Если а>2 ] > — , то в нижнем положении
Г

d2U
дф2

=  — g  cos ф +  со2г (2 cos ф — 1)

будет величиной положительной, а потому это положение равновесия 
будет неустойчивым. В положении, где С08ф =  — будем иметь 
д2и * < 0 , а потому это положение устойчиво.
дф2

Для определения периода колебаний точки около положения 
равновесия обратимся сначала к интегралу живых сил

Дифференцируя это уравнение по времени, получим
о // дО тг*ц" =  — , 

дф

или, раскладывая в окрестности положения равновесия по ма-
дф

лым значениям Аф
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Эи _  ди_ I _j_ дЮ
дер д(р |ф1 дф2 ф4

и ограничиваясь малыми членами Дф первого порядка (в положении

З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н ы х  у п р а ж н е н и й

86. Определить положение относительно равновесия весомой 
точки, которая может скользить без трения по плоской кривой с, 
вращающейся с постоянной .угловой скоростью со вокруг верти­
кальной оси г.

87. Тяжелая материальная точка может скользить без трения 
по параболе с вертикальной осью х2 =  2руу вращающейся вокруг 
вертикальной оси у с постоянной угловой скоростью со. В началь­
ный момент точка находится в самом нижнем положении и ей 
сообщают начальную скорость v0. Определить скорость точки в за­
висимости от ее положения на параболе.

88. Материальная точка свободно падает в Северном полуша­
рии с высоты Н на Землю. Учитывая вращение Земли вокруг 
своей оси и пренебрегая сопротивлением воздуха, определить, на­
сколько отклоняется на восток точка при’падении. Географическая 
широта места равна ф.

89. Трубка АВ  вращается с постоянной угловой скоростью со 
вокруг вертикальной оси CD, составляя с ней постоянный угол 45°. 
В трубке помещен тяжелый шарик М. Определить движение этого 
шарика, если его начальная скорость равна нулю, а начальное 
расстояние его от точки О равно а. Определить, пренебрегая тре­
нием, давление шарика на стенки трубки в зависимости от поло­
жения (рис. 63).

90. К доске, движущейся поступательно по вертикали вниз с 
постоянным ускорением a < g , прикреплен математический маятник 
длиной /. Найти период малых колебаний маятника.

91. В гладкой горизонтальной прямолинейной трубке, вращаю­
щейся с постоянной угловой скоростью со вокруг вертикальной оси,

равновесия ----  обращается в нуль), будем иметь
дф ф! )

тг2 (Дф)' =  I Дф.
*Г 1Ф1

имеет периодическое решение с периодом

тг2 2пг(о
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проходящей через конец трубки, находится шарик массы т. В на­
чальный момент расстояние шарика от оси вращения равно а, 
а его скорость относительно трубки равна нулю. Найти закон 
относительного движения шарика вдоль трубки и горизонтальную 
реакцию N{ трубки.

Рис. 63

92. Согнутая в виде окружности радиуса г трубка вращается 
в горизонтальной плоскости с постоянной угловой скоростью СО 
вокруг одной из своих точек А. Внутри трубки может перемещать­
ся без трения шарик массы т. Зная, что начальная относительная 
скорость шарика равна г̂ о, найти его относительную скорость и 
горизонтальную реакцию № трубки. Определить период малых ко­
лебаний шарика около положения относительного равновесия.

93. Гладкий прямоугольный клин с углом а движется прямо­
линейно поступательно по горизонтальной плоскости с постоянным 
ускорением а. На клин кладут шарик М, который начинает ска­
тываться вниз. Зная вес шарика Р и предполагая, что его началь­
ная относительная скорость равна нулю, найти абсолютную траек­
торию точки, абсолютное и относительное ускорение шарика, 
а также реакцию N клина. Разобрать частные случаи: I) a = g tg а, 
2) а = —gctga.

94. Шарик поступает с некоторой начальной относительной 
скоростью £>о в открытый конец В прямой трубки длиной /, вра­
щающейся в горизонтальной плоскости вокруг другого своего кон­
ца Л с постоянной угловой скоростью со. Найти, какова должна 
быть наименьшая величина vr начальной относительной скорости, 
чтобы шарик дошел до точки А.

95. Прямолинейный стержень ОА скользит по гладкой гори­
зонтальной плоскости, вращаясь вокруг своего неподвижного 
конца О с постоянной угловой скоростью со, и толкает шарик мас­
сы т, лежащий на этой плоскости. Найти закон относительного 
движения шарика вдоль стержня, если коэффициент трения между 
шариком и стержнем равен /. В начальный момент шарик нахо­
дится на расстоянии а от точки О, а его скорость относительно 
стержня равна нулю.
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96. В гладкой горизонтальной прямолинейной трубке, вра­
щающейся с постоянной угловой скоростью © вокруг вертикальной 
оси, проходящей через конец трубки,, находится шарик массы т. 
В начальный момент расстояние шарика от оси вращения равно а, 
а его скорость относительно трубки равна нулю. Найти абсолют­
ную траекторию, абсолютную и относительную скорости шарика 
при выходе его из трубки, а также время t, когда шарик выскочит 
из трубки, если длина трубки равна 2а.

ОТВЕТЫ И МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ЗАДАЧАМ  

А н а л и т и ч е с к а я  с т а т и к а

1. Обозначая через <р угол поворота верхнего блока, будем 
иметь

я я б ф — Ё . 1 г)8ф . =  о,

откуда

2. Возможное перемещение стержня Л И 2 сводится к беско­
нечно малому повороту вокруг мгновенного центра вращения 5, 
поэтому уравнение возможной работы получает вид

— SA-l • Fjfiq) +  SA2 • F2 8ф =  О,
откуда имеем

Oi î Fi _ а% 
О2Л2 F2 Ci

где аг и сг — расстояния точек Ог и 0 2 до прямой АХА2.
3. Обозначая через у1У у2 и у3 вертикальные координаты соот­

ветствующих точек приложения сил, будем «иметь

— Q&U1 — РЬУг +  р йУз =  °-
Выражая теперь ylt уг, у3 через а и р и установив зависимость а от 
Р, получим

Р  =  Q tgC C -tgp .

4. Система имеет две степени свободы и уравнение работ полу­
чает вид

Рхб % sin а +  Р2̂ 2 s’n Р -----— 6sx — — 8s2 =  О,2 2
откуда

р р р  —  г  р  _  _ _ _ _ _
1 2 sin о  ’ 2 2 s in p
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5. Система имеет одну степень свободы
р  ^  ^  Hrг sin ф!

hr2 sin ф2

6- t g a = ^ ^ ± h ,  t g p = ^ - .

7. Силы T\ и Т2 совершают работу только тогда, когда изме­
няются соответствующие длины нитей. Поэтому будем иметь

- В Д - 7 *  б/2 =  0.

Присоединяя сюда уравнение связи

1\ -4- /2 “  const,
получим

Т А  =  т а -
s . В положении равновесия координата центра тяжести z  имеет 

стационарное значение, т. е. 6z=0. Выражая z  через углы, получим
2 =  I cos р — a cos а.

Величины а и р не являются независимыми и связаны соотношением

/ sin р =  2а sin а,
сохраняющимся в любом положении системы. Исключая отсюда за­
висимую вариацию, получим условие равновесия^ -

2 tg Р =  tga.

9. P =  2Qtga.

10. Обозначая через х  и у  соответственно расстояния точек А 
и Б от Еершивы угла, условие равновесия получим в виде

ktx6x +  k2yby =  0.

Величины х н у  связаны условием
/2 =  х2, +  у 2, — 2ху cos a.

После исключения зависимой вариации будем иметь
kx cos a sin2 у — к2 cos a sin2 {5 -f- (k2 — кг) sin sin p =  0, а исключая у, 
получим

tg 2p = --------
k2 +  ki cos2 2a

11. Действующие на систему силы тяжести обладают силовой 
функцией. Если направить ось Оу вертикально вверх и через у\
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обозначить вертикальную координату центра масс пластины, а че­
рез г/г — координату груза Q, то силовая функция получит вид

U =  — P y 1 —  Qy2.

Величины и </2 можно выразить через параметры <р, ■&, г, указан­
ные на рисунке 16, так что

где
[у2 — 2а — rcos# , i/x =  acos<p,

г — I — 4а sin —
2

Поэтому получим^

[U =  — Ра cos ф — Q 2а — 11—4 asin -^ -j cosftj,

При этом ф и г являются пока некоторыми неизвестными функция­
ми Ф. Условие равновесия имеет вид =  0 или

4- Ра sin ф дф
-Q

д г

- 2 a cos —----- ——  cos Ф +
2 ш

2a cos —
2

+  — 4a sin —■ j  sin ■б' 0.

Если Ф =  — и ■6,= 0 ,  эта зависимость имеет место лишь при условии

_ p Z 2 _  +  q =  0,

или

Q = P / 2

Кроме того, из условия задачи следует, что U сохраняет постоян­
ное значение в любом положении системы. Определяя значение U 
в горизонтальном положении моста и считая в этом положении
# =  0, будем иметь

U0 = - P ^ - [ 2 a - ( l - 2 a  УЩ -
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Приравнивая U значению U0 и сокращая на Р, получим 

a cos ф +  — £ 2а — (I — 4a sin j cos #  j =
=  & - [  2 a - { l - 2 a V 2 ) \ ,

*4

а после исключения ф будем иметь неявное уравнение кривой

а

или

1 (1 -г)2
+  (2а — г cos O') =  [2а — (I — 2a]f 2)],

г2 =  2 г (I — 2а V  2 cos #) — 8а2 +  4а/ V  2 — /2.
12. Принцип Бернулли приводит к уравнению 

РЬуг +  Q8yz =  О,
где

i/i =  ^sinq»!, г/2 =  r2 sin Ф2, а г{ и ф* 

связаны условием

г* = ----- - ------- .
1 +  е COS ф;

После исключения 8ф( будем иметь
р е-Ьсозф, g +  Q e +  cgsjp, g =  Q 

б sin фх ев т ф г

Присоединяя сюда условие нерастяжимости нити
бгх =  — 6г2,

получим условие равновесия
р е -f- cos ф3 __ + COS ф2

sin фх sin ф2

13. Принцип Бернулли приводит к уравнению
— Р (21 cosрбр -J- /cosaSa) — Р /cosРбр +

+  Q (21 sin a 6a +  21 sin p 6p) =  0.

Присоединяя сюда уравнение связи
I cos a 6a + 1 cos P 6p =  0, 

после исключения зависимой вариации получим условие равновесия
п  D cos a  cos p



14. Р =  Q ctg a.
15. Горизонтальная координата xc точки приложения силы Fx 

определяется равенством
хс — a cos а +  b,

где а — длина стержня АВ, b — длина стержня ВС. Горизон­
тальная координата xL точки приложения силы F2

x i =  a cosa +  ВК  — I cos р,

где / — длина стержня L/C.
Принцип возможных перемещений приводит к уравнению

— Fjfl sina ба +  F2 (a sina ба — I sinp бр) =  0.

Здесь координаты а и р  связаны равенством

a sina =  I sinp,
откуда

a cosa ба = 1 cosp бр.

Исключая бр, получим искомое соотношение.
16. Обозначим длину стержня через I. Тогда принцип воз­

можных перемещений запишется в виде равенства
PI cosa ба +  Р (2/ cosa ба +  / cosP бр) == 0.

Параметры а и р  здесь связаны неизменным соотношением

I cos a + 1 cos P =  const,
откуда

sina 6a =  — sinp бр.

После исключения бр будем иметь

3 cosa — eos 6 S1- ” - =  0 или 3 tg a =  tg p. 
sin p

17. 2 tg a  =  tg p.
18. Пусть a — угол, образованный стержнем с вертикалью, 

а ф — угол, составляемый радиусом, проведенным из точки О в 
конец стержня. Параметры ф и а связаны очевидным соотноше­
нием

г sin ф =  I sin а

(см. рис. 22). Если z\ — координата центра стержня, а z2 — коор­
дината груза, то принцип Бернулли приведет к равенству

пр Ьгг +  qbzz =  0.
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Выражая Z\ и z 2 через <р и а, после исключения зависимой вариа­
ции и сокращений получим

пр(— 2sinq>cosa +  sinacos<p) +  2q(— sin ф cos a +

+  sin a  cos ф) =  0.
После исключения отсюда ф будем иметь искомое соотношение.

19. tg у =  5 tg а  =  3 tg p.
20. Уравнение работ имеет ввд

т№хЬх — mgby =  0,

где y = f(x )  — уравнение образующей поверхности вращения. 
Отсюда

mk2xbx — m g f (х) Ьх — 0, 
или после интегрирования

£/ \ k2x
-  т г

Следовательно, искомая поверхность — параболойд вращения.

21. 18 Ф -  Qsina
Р  +  Q cos a

22. Возможные перемещения палочки являются освобождаю­
щими. Условие равновесия имеет вид

ЪА < 0 .

Эти возможные перемещения можно представить как результат 
вращений палочки вокруг одного из мгновенных центров Si или S 2. 
В первом случае все точки палочки, расположенные на отрезке 
С А, получают возможные перемещения, имеющие вертикальные 
составляющие, направленные вверх, а потому, если центр тяжести 
палочки будет расположен на отрезке САУ работа силы тяжести 
будет удовлетворять условию 6Л<0. Если же центр тяжести рас­
положен на отрезке СВ, то работа силы тяжести на возможном 
леремещении будет удовлетворять неравенству 6Л>0, и палочка 
не будет находиться в равновесии.

Во втором случае все точки палочки, кроме Л, получат пере­
мещения, направленные вверх (рис. 64), а потому работа силы 
тяжести будет удовлетворять условию

8 Л < 0 .

Таким образом, если центр тяжести палочки расположен на отрез­
ке ВС, найдутся перемещения, не удовлетворяющие условию 
бЛ ^О , а, следовательно, палочка не будет находиться в равно­
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весии. Если же центр тяжести расположен на отрезке Л С, то при 
любом возможном перемещении будет выполняться условие бЛ ^О  
и палочка будет находиться в равновесии.

23. ctg а =  9 а ± /Ш ± Ш 1  ■ ctg ф =  р (г +  г>2 +  У ы Т Т г 
Рг * Qra

24. Предположим сначала, что две нижние трубы не находят­
ся в соприкосновении. Пусть а — угол, который образует прямая 
АВ  с горизонтальным направлением. Тогда

у в =  2 г sin а, =  4 г cos а,
где г — радиус труб. Условие равновесия получает вид

(—- 2Pr cos а +  4Rr sin а) ба =  О,
откуда

R =  —  ctg а.
2 6

Максимальный возможный угол а равен 60°. А потому минималь­
ная сила R будет

R  =  —  ctg 60° -  Р У 3
2 6

25. cos Ф =  0,1 + У 0 Ж

26. а =  0, sin(} = -----— .
Ра

27. s i n a — —
P + Q

28. Положение системы определяется углами а и р, которые 
связаны соотношением
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(/ +  r) sin а =  (R +  г) sin Р,

где I — длина нити, г — радиус нижнего шара, R — радиус верх­
него шара. Таким образом, за независимую координату Лагранжа 
может быть принят угол а. После исключения зависимой вариации 
находим условие равновесия

Qtgg .
tgp

2 P  +  Q ’

к которому еще нужно добавить выписанное выше условие связи.
29. Выбрав за независимую координату угол ср, который обра- 

зует прямая, соединяющая центр 0 2 с центром О, с горизонталь­
ной прямой, из уравнения возможных работ получим условие

2 cos ф cos 60° — 2 sin ф cos 60° +  cos ф =  0,
откуда

Ф -  49°6'24".

30. Возможное перемещение стержня сводится к повороту 
вокруг мгновенного центра 5, который находится на пересечении 
перпендикуляра к стенке, восстановленного из точки А , и перпен­
дикуляра к палочке, восстановленного из точки С. Обобщенная 
сила, соответствующая этому возможному перемещению, будет 
равна моменту силы тяжести относительно мгновенного центра 
вращения. Равенство нулю момента сил выполняется только тогда, 
когда линия действия силы тяжести проходит через точку 5. Это 
условие приводит к уравнению

I sin ф

откуда

sin

sin2 ф

Выше эта задача была решена другим способом (Пример 3, стр. 7).
31. #f =  rsintp — I cos а,

Ьус =  г cos фбф + 1 sin аба =  0.

Но а — 21 sin а — г cos ф, а потому

21 cos аба +  г sin фбф =  0,

и условие равновесия принимает вид

-  /  s<n а  sin Ф \  лг cos ф --------------- —  бф =  0,
\  2 cos а  /

откуда
tg ф =  2 ctg а.
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Так как
tg  ф _  К г2 — (2 /sin a  — а)а 

21 sin a — а

это условие равновесия перепишется в виде

/ r2- ( 2 / Si n a - aJ l = 2 c tg « .
21 sin а — а

32. Пусть ф — угол наклона палочки к горизонтальному, на­
правлению, и пусть координаты точки А (х i, у{) и координаты точ- 
ки В (х2, у2). Тогда

х2 — хх =  a cos ф, уг — ух =  a sin ф.
Замена у  через л; в последнем уравнении дает

х\ — х\ =  2pa sin ф.

Отсюда

х% +  xi =  2Р tg Ф, =  Р  tg Ф---- соэФ,

и тогда для ус будем иметь

^  =  Ух +  - у  sin ф =  (р tg ф — ^  cos ф )2 +

-f —  sin ф =  —  tg2 ф +  —— cos2 ф.
2 2 8р

Условие равновесия определяется из равенства 8ус =  О, или

(р — —— - sin ф cos ф\ бф =  0.
\  cos2 ф 4р /

Отсюда 1) ф == 0—палочка горизонтальна и .

2) cos2 ф =  <  1, когда 2р <  а.
а

33. Условия равновесия получаем из уравнения

РЬу =  0,
откуда следует

у  =  const, У =  -^--

Уравнение профиля:

я2 +  (2 у  — о)2 =  а2.
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34. Если через ср обозначить угол, который ось симметрии 
верхнего цилиндра образует с горизонтальной прямой, будем 
иметь

zc =  (г +  R) cos ф +  гф sin ф

(ось г направлена вертикально вверх). Условие равновесия — - =  О 

получает ввд
— mg [— R  sin Ф +  Гф cos ф] =  0.

Этому уравнению удовлетворяет решение ф=0. Условие устойчи­
вости равновесия -  — <Г 0 принимает вид 

3<р2
— m g( — R + r ) <  0,

откуда следует r>R.
35. Координата z центра тяжести, когда ось симметрии верти­

кальна, имеет выражение
__ 5г2 +  4rh +  h2 
~~ 4(2 г +  h) *

Равновесие является безразличным при z = r .  Тогда h —r Y  3. При 
z> r  имеем h > r V  3 и равновесие неустойчиво, при г < г  равнове­
сие устойчиво.

36. Координата z  центра тяжести имеет вид
__ 5г2 +  12rh +  6/i2 
~  8 г +  12 h

При z =  г равновесие безразличное, тогда h =  При

h >  рулетта центра тяжести обращена выпуклостью вверх,

т 2равновесие неустойчивое. При h <  —-—  рулетта обращена выпук-
2

лостью вниз, равновесие устойчиво.
21

37. U =  — mg у +  Г feP ,sin Ф̂ Р _  — lngi cos ф _[_ Л_ Wml* sin2 ср.
J 2 3
о

Условия равновесия определяются из равенства

=  mgl sin ф +  —  bPPm sin ф cos ф =  0,
д(р 3

откуда будем иметь



Последнее равенство невозможно по условиям задачи. В положе­
нии равновесия

д и . =  mgl +  —  №ml2 >  О,
аср2 з

и, следовательно, равновесие неустойчиво, если палочка опирается 
на горизонтальный и вертикальный стержни.

38.
U =  mgl cos ф 4- —  k2ml2 sin2 ф.

з

— — mgl sin ф +  —  №т1г sin Ф cos ф =  О, 
дф 3

откуда имеем два решения

1) sin ф =  0, т. е. ф =  0; 2) cos ф =  —  ■-  ■< 1.
4 k21

Вторая производная

=  — mgl cos Ф +  -g- mkH2 (2 cos2 ф — 1),

4
и при ф =  0, если —  k2l2 >  g, имеем неустойчивость равновесия, а

3

если —  U4 <Cg, — устойчивость. Если cos ф =  —— , то
3 4k2l

дЮ  _  3 т 
бф2 _  4 №

j k H Y  + g 2

и положение равновесия устойчиво при <  1.

39. Пусть Х \  —  вертикальная координата центра тяжести пла­
стинки (ось х направлена по вертикали вниз), а х2 — координата 
груза. Тогда

хг =  а — cos (г|) +  45°), х2 =  I — 2а sin

и силовая функция получит вид 

а / 2U = P  а j cos (г|) +  45°) +  Q — 2a sin —  j •

it  dU nПри равновесии---- ---  0 или
дя])

Р  1 ^ 1 .  sin (ф +  45°) — Р cos . 1  =  0.
2 2 2
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Отсюда
sin (я|) +  45°) =  cos-—-,

или
2 c °s ( i „  +  A ) s t a

Это уравнение имеет решения
я л , 3

— ~ >  %  -  “ > 'фз — Y  Я’

Для исследования устойчивости равновесия рассмотрим вторую 
производную от функции U. Будем иметь

Р  J^cos (ij) +  45°) +  sin -^-J •
dt|>2 2

зх d^U PciПри ib, =  —  имеем ------= --------- <Г0 и, следовательно, силовая
v  Y1 2 4

функция имеет в положении равновесия максимум, т. е. положение
ойчиво. При

д*и  а / 2

равновесия устойчиво. При t|)a =  — имеем
6

<5-ф2 • Р (cos 75° +  - L  sin 15° j >  О,

т. е. это положение равновесия оказывается неустойчивым. Приз
яЬо =  —  я  имеем

2

/ J _ p  / 1 + 1 Х \ > 0
дг|)5

и, следовательно, положение равновесия неустойчиво.
* 40. Из уравнения

kxbx +  kyby +  (kz — Р) 8z +  К (!2х8х +  8у8у — 8z8z) =  0

иолучим условия равновесия
k x Jr2'kx =  0 y ky +  8Ar/ =  0, kz — Р  — 8Xz =  0. 

Присоединяя сюда уравнение связи, найдем два положения равновесия
k Р Р



Возможно еще одно положение равновесия 
3) х =  у  =  z  =  0.

Но последняя точка является особой точкой поверхности конуса. 
Здесь нарушается определение направления нормали к поверхнос­
ти конуса. Метод Лагранжа не дает возможности исследовать это 
положение.

Для определения давления на поверхность конуса имеем ра­
венство

откуда получим

n, =  J E I L

41. Будем предполагать, что на систему наложены неосво­
бождающие связи. Тогда условие равновесия получит вид

- р 6 ( т ) “ ° -

Уравнения связи запишем в виде

fi =  л2 +  У2 — а2 =  0, / 2 = (х — Xj) 2 +  у2 +  z\ — I2 =  0,

/з  =  Ух =  °> U  =  z  =  0.

Тогда уравнения равновесия получатся из равенства

— 8z1 +  (2x6л; +  2у8у) +  Я2 [2 (х — лгх) (блг — 6хх)

■ j ■ 2у8у -I- 2г1бг1] 4- Я-8бу  ̂ -f- Х4бzl =  0.

Отсюда будем иметь
2У^х +  2Х2 (х  —  х г) =  0 , 2%1у  -f- 2Хгу  =  0 ,

hg — 0, \  =  0, — 2 \ ( х —X ) =  0 , ---- — +  2A,2zx =  0.

Из последнего уравнения следует, что к2ф 0 .  Тогда из предпослед­
него уравнения получаем х = х \ .  Теперь из первого уравнения бу­
дем иметь

1) К  =  0, у  =  0, х =  ± а ,

х1 =  ± а ,  ух =  0, гх — ±  I, 
т. е. палочка занимает вертикальное положение, или

2) х =  0, хг =  0, у  =  ± а ,

Zi =  ±  V l 2—-а2.

94



42. Имеем

~mgbz +  \ ( ^ -  +  ̂ f - + 2 z b z S} +Я2( - ^ + - | -  +  б2) =0 .

Отсюда получаем условия равновесия

+  Я2 =  0, -2 |£ -  +  Х2 = 0 >

— mg “h 2X̂2 ~р А о === 0.

Ц не может равняться нулю, потому что это привело бы к равен­
ству Я г = 0 ,  что одновременно невозможно по условиям задачи. 
Поэтому будем иметь х — 2у, откуда получаем

1) x =  y  =  0, z = l ,  Х2 =  0, К  =

2 ) х  =  4, у — 2, 2 = ---- \ = ? — Х2 =  - | -mg.

43. Уравнение равновесия со множителями

— mgbz +  \ b x  +  Я2 -г - ^ г )  =  0

дает три уравнения равновесия:

=  0, Я2 =  0, — mg +  2Х2 —  =  0. 
о2 с

Отсюда следует

у  =  о, Л , - 3 £ < о ,
Z

2 < 0  ИЛИ 2  =  — С.

44. Уравнения равновесия

— mg  cos а +  X =  0, — mg cos Р 4- X — 0.

— mg cosy +  X — =  0,
с 2

а для Я получаем значение

Я =  — V а 2 cos2 а +  b2 cos2 6 +  с2 cos2 v.
2

±  4 f/~I2—  а2 ’ ^  ^  4 / 1 2— а2 '



45. Запишем уравнения связей:

fi =  V  х\ +  у\ +  Y х\  +  У\ °*

/2 =  (-̂ i х2)2 -Ь (уг у 2)2 /2 =  0. 

Условия равновесия получим из равенства
, Х26Х2 -}- УФУ'2Рх8х± +  Р26х2 +  ах

V  х\ л- у\ V  4 + у\

+  2к2 [ fa  — х2) (Ьхг — Ьх2) +  {Уг — Уг) ФУх — &/2)] =  0, 
откуда будем иметь

Рг +

Р* +

/* ? + «
К*2

V 4 + &

+  212 (хг — хй) =  0

2Я2 (х1 — х2) =  0

V A + y \
Х1У2

Vxl

-j- 2ЛХ (//| г/2) — О 

~~ 2Я2 (у1 t/2) =  0.

Сложив (1) и (2), получим

А +
х2

V  А + у\ \/~х\ + у1
откуда следует Сложив (3) и (4), получим

- 0 ,

*i У1 У2 =  о,

откуда
У\ У2

V A  + у\ V 4 + y $
т. е. cos а =  cos р. Последнее выполняется, если а =  р. Тогда, если 
у ф 0, будем иметь

■2К У 1 — У2

V x \ + y \  * Ui ’ V  4 + v i
Из первых двух уравнений получим

Р + 2Я2 Ь О т Ш к = о,
Ух

2К Ул-Щ*
Уг
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р 2 +  2^2 i& g tra a -  =  о,
У2

откуда
2Ха = Р1У1 _ ,

*1«/2 ~  *201 У Л  — ЗДа

и, следовательно, имеет место равенство
Pi _  _  #2 

й  '

Условие равновесия выполняется, если у\ — у2 =  §, т. е. палочка за­
нимает вертикальное положение. Тогда из уравнений связи будем 
иметь

*1 +  *2 =  L, (хг — jc2)2 =  /2.

Эта система имеет два решения

1 ) X l  =  ± t L ,  *2 =  L - 1-
2 2

L — / L I
2 *  2

46.
л/ Pi Д7 ЗР! +  5Р2 +  2Р8 « г __ Р3 Р.г +  ^2

=  в ~  i ----------’ -----------— •

47. Обозначим через ф угол, который нить образует с верти­
калью, а через угол, который основание полушара образует с 
вертикалью, для вертикальной координаты центра тяжести по­
лучим

з
у  — I COS ф -f- Г COS 1]5 -}------ г sin

8

Присоединяя сюда условие связи
I sin ф +  г sin \р =  г, 

для определения равновесия получим условия
з

бу  — — I sin фбф — г sin -j----- г  cos 1)361)5 =  О,
8

6ф
I COS ф

Отсюда будем иметь

tgT  — tg if - f
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При ij) =  —  получим tg ф =  —  и тогда из уравнения связи
4 8

; =  1/89.
10

Для определения реакции стенки N  достаточно рассмотреть по­
ворот полушара вокруг точки В. Из уравнения работ получим

К = Р (  1 -----f -c tg -ф) = ± Р .

Рассматривая поступательное возможное перемещение полушара 
вдоль стенки, из принципа возможных перемещений получим

Р — Т cos ф =  0,

откуда
т ... р _ р  /8 9

COS ф

48. Пусть х — горизонтальная координата точки Л, а у — 
вертикальная координата центра тяжести палочки (начало коор­
динат в точке С). Тогда

у  =  I sin а, х =  V  R2 — 4I2 sin2 а +  2/ cos а.
Из уравнения работ на возможном перемещении

— Р8у — Sbx =  0
получим

^ _ Y'R2 — 4/2 sin2 a PI cos а

21 sin а [21 cos а -f- R2 — 4/2 sin2 а ] .

Рассмотрим поворот стержня вокруг точки Л и определим реак­
цию NB,

дг PR cosaiVR =
2 [2/ cos a +  — 4/2 sin2 a ] sin a 

Для реакции N a  будем иметь
.г г. PI cos aN A =■ P — -------------- r- = -  *

21 cos a +  Tf  R2 — 4/2 sin2 a

49.

, tg Ф =  —  > jV = p  p V  io
3 cos ф 3
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50. Пусть у  — ось, направленная вертикально вверх. Тогда 
координаты центров шаров (см. рис. 51)

у г =  sA sin 60Q +  гг sin 30°, у2 =  s2 sin 30Q 4- r2 sin 60Q.

Уравнение равновесия

&Ух Ч- Збг/2 =  0
дает

J /3  8sx +  36s2 =  0. (1)

Присоединяя сюда уравнение связи]

(«1 — г2)2 +  &  — ''i)2 =  (h  +  r2)2, (2)
после исключения 8sx получим

] / 3  (S2~--1-)- 6s2 =  36s2,
K f e - r j  2 2’

откуда
3 (s2 — r i)2 =  9 (sx — r2)2. (3)

На основании (2) теперь имеем

4 (Si — r2)2 =  (rx +  r2)2, откуда s2 — r2 =  (r* +  ^)-

и тогда

tg(y  +  309) ^  8l~ f>..=  Т. e. ф =  0.
si — r1 у  3

Рассматривая поступательные перемещения системы, найдем 

Nt =  2РХ,1 iV2 =  2 УЪ Pt , N =  Р1 VS.

51. Na = N b =  p \ f -77- •
ЯВЙК-,,. r 12

52. 1) При максимальной силе Р  сила трения, действующая на 
цилиндр, направлена вниз. Для определения реакций имеем уравнение

PI cos (180° — а) 6а -j- Nr ctg аба =  0 ,

где I — — -—  . Поэтому N =  Р
2 sin а  2г

Для определения силы Р рассмотрим перемещение всей системы.
Будем иметь

— Q8y +  2fN  cos (180° — а) 6у  +  2PI cos (180° — а) ба =  0, 

откуда получим

Рт  = ______ QL______ .
a (sin а —- /  cos а)
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2) При минимальной силе Р  сила трения, действующая на 
цилиндр, направлена вверх. Тогда имеем

— Qby — 2fN  cos (180° — а)Ьу +  2PI cos (180q — a) 6a =  0,
откуда

a (sin a +  /  cos a)

53. Пусть Ьх — перемещение нижнего клина, 6s — перемеще­
ние верхнего клина, Ьу — перемещение верхнего клина относи­
тельно нижнего. Тогда будем иметь

Ьх __ бу  8s
sin (5 sin (Р — a) sin a

Подсчитывая работу сил на возможном перемещении, необходимо 
учитывать работу сил трения. Будем иметь

РЬх +  F cos (180е — (5 +  р — a) Ьх +  Fcosp&s — QSs =  0,
откуда получим

Р sin Р +  F sin (a — Р)— Q s in a  =  0. (1)

Рассмотрим вместо клина В нормальную реакцию М Тогда ра­
бота сил, действующих на клин А, на возможном его перемещении 
будет равна

РЬх — F cos абл: — N  cos (90ч — а) Ьх =  0.

Отсюда получим
Р  — F cosa  — N s  in a  =  0, (2)

где F =  fN. Исключая N и имея в виду, что /  =  tg<p, получим
Р  sin (Р +  ф)

IQ sin (a +  ф)

54. Пусть 6* — перемещение клина A, bs — перемещение клипа 
В, бу  — перемещение клина В относительно клина А. Тогда

6s _ дх 6у
sin a  sin Р sin (р — а) 

и уравнение работ, с учетом работы сил трения, получит вид 
Р Ьх — Fcos(180Q — а) Ьх— .Fcosp8s — Qbs =  0, 

откуда будем иметь
п , г .____  г. cosp cosa л  sin a п



Р 8х +  F cos абд: — N cos (90е — а)Ьх — 0,

откуда получим
Р 4  F cos а  — N sin а — 0.

Так как F =  fN, то будем иметь
N =  Рс°8ф ^  ^

sin (а —̂ ф)

Рассматривая перемещение клина В, получим
Q6s — N sin p6s +  F cos p6s =  0,

откуда
д i __ Q C°5 ф

sin (P — ф)

При равновесия не может быть. В это уравнение вошли две
неизвестных величины Р  и N'. Из (3) и (4) имеем

Р sin (Р — ф )=  Q sin (а — ф),

т. е. при ф =  а Р обращается в нуль. При а < ф < р  Р — отрица­
тельно, т. е. происходит заклинивание. Решение теряет смысл, если
б ^ ф , так как N =  — --°°s--— не может быть отрицательной, 

sin (Р — ф)
55. Мгновенный центр вращения балки находится на пересече­

нии перпендикуляра к балке, восстановленного в точке Л, и пер­
пендикуляра к полу в точке С. При начале движения F —fN1'. 
Обобщенная сила, соответствующая повороту вокруг мгновенного 
центра, будет равна

Заменив клин В реакцией N, будем иметь

f N — ~ ------PI cos ф =  0,

откуда
sin2 ф

Р1N ==•---- sin2 ф cos ф.
hf

Рассматривая в качестве возможного перемещения поворот вокруг 
точки С, будем иметь

— Nh ctg ф +  Р (h ctg ф — / cos ф) +  Fh =  0,

откуда
f  __ / sin2 ф cos ф

I s in  ф cos2 ф
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Д и н а м и к а  т о ч к и

1. На точку в направлении движения действует сила, равная 
по величине проекции силы тяжести на наклонную плоскость, т. е. 
mgisina. Поэтому уравнение движения получает вид

тх" =  mg sin а.
Отсюда после интегрирования получим

х =  — — sin a 4- cxt 4- Coy 
2 i 2

где постоянные С\ и с2 определяются из начальных условий и рав­
ны соответственно v0 и 0. ПодстаБляя значение ху получим время

 ̂ __ — v0 +  V v l  +  2gs sin a

gsin  a
2. Уравнение движения точки

тх" =  — mkx,

где k — коэффициент пропорциональности, определяемый из усло­
вия равновесия на поверхности Земли, где mkR =  m gy а потому
к =  ~ . Общее решение уравнения движения имеет вид Н

х =  q  cos у Г t +  с2 sin ^ t.

При заданных начальных условиях отсюда получаем частное решение

x ^=Rcos} Y X  t,

откуда видно, что точка совершает гармонические колебания с пе­
риодом

Т  =  2я X  =  5064 с =  84 мин 24с.

Скорость точки в центре Земли о =  | х' | равна

где

Поэтому

^  у  =  1266 с =  21 мин 6 <

v =  R У  f  =  V^R" =  7,91 —
С

Эта скорость называется первой космической скоростью. 
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3. Пусть ось х направлена вдоль наклонной плоскости. Тогда 
уравнение движения точки вверх получит вид

тх" =  — mg sin а — fN,

где N =  mg  cos а. Точка будет двигаться вверх до тех пор, пока ее 
скорость не обратится в нуль. Из теоремы живых сил будем иметь

,2mv2 mv‘o 
2 2

откуда при v == 0 получим

л

— — J  mg (sin а +  /cosa) dx,

2g (sin a +  /  cos a)

Силы, действующие на точку при ее движении вниз, дают проек­
ции на ось х, равные — mg’sin а и fmg  cosa, причем движение бу­
дет происходить только при условии i/< tga. Применяя и здесь тео­
рему живых сил, получим

и
j* (— mS  s*n a +  ms f  cos a ) dx,

откуда

/ sin a 
- —  sin a +  /  cos a

4. Пусть толщина доски равна d. Тогда длина отверстия
s  —--------------  Направив ось х вдоль отверстия вниз от начала

cos (ф — а)
движения точки, будем иметь

тх* =  mg cos ф.
Интегрируя это уравнение при данных начальных условиях, получим

g t2х =  ——  cos ф,
2 ^

откуда
& =  м

g cos (ф —1 a) cos ф

Для определения экстремального времени рассмотрим производную 
dt2------ . Приравнивая ее нулю, получим условие экстремума
Жр

sin (a
cos2 (a —  ф) cos2 ф
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откуда

sin (а — 2ф) =  0 или ф =  Х

5. Сфера радиуса R =  —̂ —, высшая точка которой совпадает
с точкой А.

6. Уравнение движения имеет вид
тх" =  — р тхп,

откуда
^/2 „

_ __ хп+ 1 +  с, где с — произвольная постоянная.

gt2

2 я +  1

Такое решение имеет место при всех п=£—1. Отсюда получаем

dxt

При п — 1 будем иметь 

При
о , па п =  — 2 t =  ----- Y-t-

При

/ЙГ •

При л =  — 1 уравнение движения получает вид

Iх

откуда

дг = ----
X

=  У (In a — In я).

Тогда
« /—^ _ 1 f* d* _ a y  я

УЩГ J >/" In а — In л:

7. y =  a / 3 j T .

8- *— Ŷ r ‘+"° V-f^YHr1)-
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9. Уравнение движения можно представить в виде
„ mkтх = -------------- ,

(x +  R?
где k —gR2. Если ввести z — x - \ -R ,  то интеграл живых сил полу­
чит вид

2'2 gR2 gR2
2 г  Н

где Н — R +  h. Тогда

„ v =  2gR-  

Интегрируя уравнение, найдем
R +  h

откуда

г= т У 1 1 ? ( ^ + <'г + / -,агссо5 V ® -
ю.

Йшах-------- —
2gtf — vg

t = ------
2gR

И .

 — Гу0 4-------= =  — arc sin— ■ 1
— t'o [  К  2gR — vl V  2gR J '

v =  Л Г 2gs -sin(a- <p)
f  COS ф

12.
x =  — g—ki — §.— u JzL. 

k3 k* k

(ось x направлена вниз).
13. Уравнение движения лодки запишется в виде

тх" =  — kx ' ,
где k — коэффициент пропорциональности, или

х" =  — \*>х', где Р =  — .
т

Интегрируя уравнение и принимая во внимание условия задачи, по­
лучим

* =  (1 — е-Ш),
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где

ji =  — 1п2. 
t

14. При движении вверх уравнение записывается в виде 

тхя =  — mg  — Цх'2.

Интегрируя это уравнение, максимальное значение высоты полу­
чим при условии обращения в нуль скорости движения, т. е.

-  —  In f-IL  A  +  l ) .
2 Ц \  т g )
1 III. л

Хт =  —------- In

Для движения вниз уравнение запишется в виде

тх? — — mg +  цх'2

(в обоих случаях ось х  направлена вертикально вверх). Отсюда 
найдем уравнение для определения скорости в конце движения

1 т 1 /  IX ,2\ 1 т ,--------- In g ------ — X = --------- ln g  — xm.
2 ( i  \ т / 2 ц

После подстановки сюда значения хт найдем

„ mgv о

15.

In ch
k op

limu =  "1/ ■
->эо f

mg
t-+oo V k CTp

16. Если направить ось x вертикально вверх, то уравнения дви­
жения точек получат соответственно вид

п г
тхх 1 =  — mxg  — ктгх\ ,

ЩХ2 =  — — km%x2.

Вычитая второе уравнение из первого, получим 

(хх — xty  — — k(xx — л:2) \
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t

Vo

1

Отсюда, интегрируя, найдем
(Xi —\хг) =  схе~м +  с2 

или при заданных начальных условиях

В момент встречи хх =  а потому будем иметь для времени встре­
чи значение

/ -------- i - l n  ak

17.

18.

19.

20.

21.

kv0

R — 2 mv.

[x[ -  *2 Vi

v0
\2g (sin a +  /  cos a) g (sin a +  /  cos a)

/  sin a — /  cos a v =  v0 1 /  --------------------------.
r kvQ +  sin a +  /  cos a

Точка будет двигаться вниз лишь при условии

t g a > / -

22. Направим ось Ох вертикально вверх, приняв за начало 
координат нижний конец пружины. Тогда уравнение движения 
верхнего груза будет иметь вид

тх" =  — mg — с(х — 10),

где 1о — длина нерастянутой пружины, а с — коэффициент жест­
кости. Положив — с у —m g — с(х— /о), получим общее решение в 
виде

у  — a cos (kt -f 6),
где

' 2лk
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а б — произвольная постоянная. Максимальное значение силы сжатия 
пружины | F | =  | с (х — /0) | =  | — mg +  сутах | достигается, когда 
cos (kt +  б) =  — 1. Тогда будем иметь

|F| (\ + 4ап2
gT2

а максимальное давление будет равно

N =  Q +  P (  1 1 4ап*
gT*

23.
Xmax =  Яст ~ Г \ Л / Хст (Яст +  2/р) .

24. Пусть ось х опущена вниз из точки подвеса пружины. Тогда 
уравнение движения груза получит вид

mx!' =  mg — с (х — /0).

Для определения коэффициента жесткости пружины с прирав­
няем нулю правую часть уравнения, положив х = 1 0+Хст,- Будем

mg _
иметь с ~ —— • Для периода колебании получим значение

Л0

Т =  2л У =  2п У  - Ло
g

Общее решение уравнения движения имеет вид

х =  сх cos t -f- с2 sin ^ / ” t -f- Я,0 +  К •

При заданных начальных условиях отсюда получим

Лл
X  =  —  т -2 - COS 

2

Максимальное значение сила натяжения пружины получает 
при максимальном значении х

*m ax =  К  +  *0-

Тогда для максимальной величины силы натяжения пружины по­
лучим значение

Ртшх =  с (*max ~  А>) =  ~  ~ ~  К  =  ~  •
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25. Пусть ось Ох направлена вниз. Тогда уравнение движения 
получает вид

тх? — mg — с (х — у  — /0), 

где у  — прогиб балки, а /0 — длина нерастянутой пружины, ко­
эффициент жесткости с = - S L .  Условие равновесия сил, действую»

Аот
щих на пружину и на балку, дает уравнение

mg " _  mg

откуда

y = - f - ( * - y - / 0),
/ст  Лст

у  =  — i s — ( x — i0).
'‘•ст +  /ст

Уравнение движения теперь получает вид

тх!' =  m g ------—  (* — /<,)•
' С̂Т “Г. / ст

Период колебаний будет равен

26.

7 >  2я l / ”-

v _  g ^ c r +  vo V K t 8  p  __p  ( i I
Лт а х  ~  J max ■* I 1 T

27. Груз будет совершать колебания по закону 

f x  =  1 — cos t
с периодом

rn 2п
/ 7  •

28. Проекция силы на ось х  равна

F =  — 2Е —  cosq> =  — 2Е — ,
l l

и уравнение движения

тх" =  — 2£ у

Траектория будет представлять собой прямую линию, по которой 
точка движется по закону



с периодом

Т=^2л  l / - — •
V 2Е

29. Две пружины находятся в равновесии. Условие равновесия 
сил записывается в виде

СХ (Х1 ^l) ”  С2 ( *2  * 1̂ 1%)»
откуда

х  __ д. _|_ --g2̂2
+  с г сх +  с2

Сила натяжения пружины

F =  с/(х2 — X, -  /2) =  ■ -У* (*2 -  /4 +  /2).
сх +  с2

Жесткость новой'пружины, эквивалентной двум старым, будет равна

С- - £Г ~ ' Cl Н“ С2
период колебаний

Г =  2п л [ -g i£ L + ^ l
f gc,c2

30. Точка может остановиться в положении, в котором равно­
действующая всех действующих на нее сил равна нулю. Выбирая 
начало координат в центре Земли и направив ось Ох на Луну, для 
силовой функции получим выражение

м  , м
81 (60л— х)

где m — масса точки, а М — масса Земли. Точка останавливается
ди пв положении равновесия, когда - г -  =  и, поэтому получаем

а х

1 ' 1 0.
х2 81 (60г — х)2

Это уравнение имеет решение
х  — 54 г,

которое и определяет положение равновесия точки. В положении 
равновесия силовая функция имеет значение



в котором последнее слагаемое определяется влиянием Луны. Этот 
член оказывается на порядок выше члена, определяющего влияние 
Земли. Ближе к Земле влияние Луны уменьшается, и силовая 
функция может быть в приближенном виде представлена как

Т1 _ [X тМи г --------

На поверхности Земли будем иметь
Т1 и, m М U1 =  m g r ^ - z - -----(

откуда
ц-М =  gr, или U =  ■ —г -•.

Тогда из интеграла живых сил получим
mс2 _  mgr2 ^

2 х ’

где постоянная h  определяется из начальных условий

, . mvo------ mgr.

В момент остановки скорость v обращается в нуль, х — 54г, поэтому

54г 2
откуда

t'o =  2gr ( 1 ------—) или t»o == 2gr так что и0 =  11,1
54 /  54 " с

Значение скорости о =  11,2 - —  называют второй [космической ско-
| С

ростью. Можно заметить, что вторая производная от силовой функ­
ции

+ -------- 1-------- \
дх1 \  х* 81 (60r — JC)S )

положительна при *=54 г и, следовательно, равновесное состоя­
ние точки оказывается неустойчивым. В действительности точка 
пройдет это положение равновесия и упадет на Луну или вернется 
на Землю.
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33. Для точки, движущейся вверх, уравнение движения имеет
вид

тх" =  — mg — kmx'2 (1)

(ось х направлена вертикально вверх). Точка движется вверх д о ’ 
тех пор, пока ее скорость не станет равной нулю. Для определения 
высоты, на которую поднимется точка, преобразуем уравнение к 
виду

dx'2 -- — 2g — 2kx'2. (2)dx
Общее решение этого уравнения имеет вид

х '2 =  ce~2kx — S -  
k '

и при заданных начальных условиях (х0 =  0, х0 =  v0) получим

Х' * = Ц  +  -Й_\

Для возвращающейся на Землю точки уравнение движения получает 
вид

тх" =  — mg +  kmx'2, (3)
откуда будем иметь

= - 2 g  +  2kx '\  (4)

Общее решение этого уравнения

х ,2 ■ сге2кх +  —

позволяет определить скорость, с которой точка возвращается на 
Землю. Для определения константы с\ имеем условия: при x — h9 
х '= 0 .  Отсюда получим

х'2 — -----— e2k(x~h) +  —

или, после подстановки значения Л, будем иметь

х ’2 — vl — . (5)
Ц0k +  s

Последнее уравнение определяет скорость, с которой точка возвраща­
ется на Землю. Для определения времени движения точки вверх из 
уравнения будем иметь
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dv
о

Ь т = г ~ ' ‘
или, после интегрирования,

k = ~7 wiTCtgV Т щ-

Для определения времени t 2 движения точки вниз из уравнения (3) 
получим

dx'

Я — kx'
о  6

или после интегрирования

_!___}п y~kg—kx'
2 KAg" /£§~ +  kx'

t2 = ---------- In •

где x' =  — vn 1 /  ------— . Подставляя значение x ' , получим
V 4 k +  g

1-------------- . V v l k 2 +  kg +  v»k 
t2 = ------—— In ----= = = = = --------  =

2 V  kg Jf  Сцк2 kg — v0k

] , У  vo k2 ~h kg v0k
In-

V  kg / kg

Таким образом, все время^движения до возвращения точки на Землю 
будет равно

Т  =  t t  +  t 2 arctg У vo +  ln
V V 20 k2 +  kg +  Dok

34. Обозначая через rlt r2 и r3 соответственно расстояния точ­
ки до вершин Л, В и С, для проекций сил, действующих на точку, 
получим значения

Xj =  — k2 mr1 JLkJL — — &m (a +  ■*),!
\n

X 2 — — k2mr2 —— =  — k2mx, 
н

Xs =  k2mr3 ■ -  ---- -  =  k2m (a — x). 
rs
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Откуда для I роекции равнодействующей на ось Ох будем иметь
X  — — 3k2 тх.

Аналогично для проекции'на ось Оу получим

Fj =  — k2my, У2 =  k2m (a — у), Y 3 =  — k2my,

Y  =  k2m(a  — 3 y).

Уравнения^движения точки получат теперь вид
хГ\= — Ж х ,  у" =  k2 (а — 3у), 

а^общее решение системы

х — сг cos k 1^3 t + ’c2sin& l/3 t,

У =  cosk j /3  ^ + c 4sinA]/r3
3

При f =  0
*0 = a .  # o = °>  -̂ 0 =  0, г/о =  0,

откуда для частного решения, определяющего движение точки, будем 
иметь

х — a cos k V  3 /, у  =  ---- ‘-^-cos& l/3 f.

Исключая^время,5 получим^уравнение траектории

х -f 3*/ =  а.

Для'скорости получим значение

V— a k s in k V ^  t.

35.

36. Параметрические’ уравнения траектории имеют вид

л; — x0cosatf, */ — -^-sinW .6

37. Движение каждой из точек совершается по гармоническому 
закону

тг" =  — kr

с периодом Т =  2п . не зависящим от скорости точки.

Движение точки под действием центральных сил происходит по
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закону площадей, причем скорость заметания площади пропор­
циональна моменту вектора скорости относительно начала и не 
зависит от направления начальной скорости.

38. Уравнение параболической траектории, соответствующей 
начальной скорости v0 и углу бросания а, имеет вид

У = — ----------- Ь х  t g  а .
2 c>q cos2 а

Заметив, что расстояние точки параболы до директрисы равно 
расстоянию от этой точки до фокуса параболы. Параметр пара- 

v \  c o s 2 а
болы р = ---- ----- . Наивысшая точка параболы определяется из

условия =  о, откуда получим
ах

vo
*max =  —  s m 2 « ,

а для максимальной высоты будем иметь

v% s in 2 а  
У max У \хтах) ^

р v0Расстояние от оси х до директрисы d, — ymax +  —  =  ——. Это
z  zg

расстояние постоянно и равно расстоянию от точки бросания до 
фокуса параболы. Поэтому искомым геометрическим местом 
является окружность радиуса

d = ± .
2g

39. Для столкновения необходимо, чтобы при х —1 первый 
снаряд был выше уровня горизонта, т. е. в уравнении траектории

У = --------— — +
2 vq c o s2 а

при х —1 должно выполняться условие у > 0. Это возможно только 
2 gl ,

тогда, когда Щ > — . Приравнивая значения координаты
s m  2 а

у, получим

---------------------b / t g a = --------X Ч------- YV --------------,
2 v0 c o s2 a  2 vq c o s2 a  v o c o s  a

откуда
v0 sin a.
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40. Интегрируя уравнения движения, получим частное решение 

х =  v0t cos а, у  = ---- ^ — (- v0t sin а.

Исключая отсюда а, получим уравнение, связывающее координаты 
и время независимо от угла бросания 

*■+

Это уравнение является геометрическим местом точек в момент t 
и представляет собой уравнение окружности в каждый момент 
времени t.

41. Закон движения определяется уравнениями

х =  ^ " cosa (1 - e - W ) ,
I gk к

и =  1 +  VA sin a /1 _  e-ekt) — -L  
y gk2 k *

Максимальная возможная скорость ura =  — , а максимальная высота
к

i>0s in a  1 1 /1 , и . \
Ут =  —1—Г-----------гг  In 1 +  v0ksm а).gk gk2

42. Дифференцируя уравнение траектории

получим

У = ------------------+  x tg a ,
2уд cos2 a

у- = ------------------ +  tga .
Vq co s2 a

Это уравнение определяет тангенс угла наклона траектории к оси Ох. 
Отсюда будем иметь

tglP ---------y S h . -------Ь tga .

Вместе с уравнением траектории

Vq c o s2 a

g*\ , +
Уг = -------- ;----------- b ^ t g a

2 vq c o s2 a

получим систему из двух уравнений для определения а и v0. Отсюда 
найдем

, 2у! — X jtgS  2 А — 4ххУх sin Р cos р +  4 ^  cos2 Рtg a  =  -21-----v0 =  -------------------------- -̂-----------------------.
xl 2 (г/j cos p — xL sin P) cos p
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з
р _  (*,2 +  #'2) 2

43. Из определения

X у 
х" у"

Но х? =  0, у" — — g, х' =  cos а.
В наивысшей точке у' =  — gtmax +  sIn а = 0 , а потому

Р =
t»o cos3 а cos2 а

v0g  cos aj g

откуда
„ =  УК t p= C,° s i n a

0 cos a  * max * g

‘2vi sin a cos a „ ,
— --------------=  2p tg a.

44. Пусть начало координат совпадает с центром О i, и ось Ох 
проходит через центр 0 2, а ось Оу совпадает с направлением на­
чальной скорости точки. Тогда уравнения движения получат вид

тх!' =  — ha, ту" =  О,

откуда будем иметь
kat2 . а  ,х =  ------ Ь — , у  — v0t.
2т 2

Уравнение траектории

у ____ kay2 j -  J L
2 mv20 2

представляет собой уравнение параболы.
45. Уравнения движения точки имеют вид

тх" =  0, ту" =  — k2my .

Интегрируя эти уравнения, при заданных начальных условиях 
найдем уравнение траектории

и kxу  =  h cos — .

Для определения скорости можно воспользоваться интегралом живых



где
"»о . k2mh2с ------------------------.

2 2

Таким образом, максимальное значение скорости получим при у  =  О

о2 =  Vo — k2h2.

46. Уравнения движения

тх" =  0, ту" =  .
У3

Из интеграла живых сил

т (г'2 4- u'h — km -J- h 
2 + i /  ,2а* Н К

имеем
2 . ,2 k , * 

с\ ~г У — ;— Ь h> 
У2

где — произвольная постоянная, или

dy __ t Yu у2 — k
------ у-------

где a  =  h — cf. Отсюда

— V  ay2 — k =  / +  с2. 
а 2

Так как х — с9, где с, н е ,  — произвольные!^постоянные, [полу­
чаем

—V  У  аУ2 — k =  +  р,
а2,

Последнее уравнение представляет собой уравнение конического 
сечения.

48. Выберем начало координат в точке Ох и ось х проведем 
через точку 0 2. Тогда уравнения движения получат вид

тх” =  — 2сх +  са9 ту” =  — 2су.

Общим решением будут уравнения

x =  cxcos +  Si)  + -§ ■ ’ У =  C2C ° s ( ] / r ~ ^ +

где бх и 8а — произвольные постоянные, зависящие от начальных ус­
ловий.
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При 6Х =  б2 траектория точки будет прямой линией
С\ I аX =  -L  У +  - ,  
с2 2

/ /
проекции скорости удовлетворяют условию с2х0 =  сху0, а для перио­
да колебаний имеем значение j

У
49. Выберем начало координат в центре эллипса. Тогда уравне­

ние эллипса запишется в виде

—— f  — =  1 или b2x2 -f- а2у 2 =  й262.
U 2 Ь2

Дифференцируя это уравнение по'времени, будем иметь
b2xx' -f а2уу' — 0.

Присоединяя сюда интеграл площадей
ху' — ух' =  av0, 

получим систему уравнений для определения х' и у', откуда

т оУ У а

Дифференцируя эти равенства по времени, будем иметь

= -----е ^ у ' ^ - Л - х ,  = ----- у.
Ь2 ‘ b2 а Ь2

Проекции сил запишутся теперь в виде

ш 20 х  ̂ тг$у

Ь2 Ь*

Отсюда следует, что точка движется под действием центральной 
силы, пропорциональной расстоянию точки от центра эллипса с

mvl
коэффициентом пропорциональности -  — ■ьл

Воспользовавшись формулами Бине, можно предложить дру­
гой способ решения этой задачи, который сводится исключительно 
к математическим вычислениям. В самом деле, когда определено 
уравнение траектории в полярных координатах, определение силы
сводится к вычислению производных от — . В настоящей задаче

уравнение траектории, отнесенное к центру эллипса, принимает 
вид
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1  i\ f  й2 cos2 ф +  a2 sin2 ф
r ab

откуда
d /  1 \ ______ (a2 — b2) sin ф cos ф

\ r j  abY^b2 cos2 ф +  a2 sin2 ф

Выражая через г тригонометрические функции угла <р, будем иметь 

Ь — / ~  а? — г2 а ,  f  л2 — Ь2
Sin ф =  r fc— 1 /  ----------—, COSfp =  ± — 1 /  ------------ -

г V  о2 — Ь2 г  V а2 — Ь2

Здесь знаки правых частей зависят от положения точки в простран­
стве. Так, для первой четверти будем иметь всюду знак (-f). Тогда 
можно записать]

d —  ----------------------------
г __ У (а2 — г2) (г2 — Ь2)

dtp abr

Дифференцируя вторично, получим
—  (  —  \  г2 (а2 +  62 — 2г2) — (a2 — г2) (г2 — fe2) dr 
dtp2 [ г  J abr2 f / (а2 — г2) (г2 — b2) dtp

Но так как

Т ~  =  - г2- Т - ( — ) = - ^ - K ( a 2- / - 2)(r2- 6 2),dtp dtp \  г /  ab

то после подстановки будем иметь
1

йф2 \ г J га2Ь2

Подставляя это значение в формулу Бине для силы, получим

с2 /  г4 —■a262 _1_\ _  _
г2 \ ra262 г 1 Ь2

Здесь постоянная площадей
е — av0.

50. Дифференцируя дважды уравнение траектории, получим
_ _ з _

d ( 1 \ l - о  2 о  а2
dy

( — \ =  — sin2cpcos 2 2ф =  —  sin2<p, 
\  г J а г8

----- ! _  = -----L  +  3 £ l
^Фа Г /-б
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После этого из формул Бине найдем скорость точки

—  sin2 2ф +  —  гв Г2

откуда
Vo — с2, т. е.

Из формулы Бине для силы будем иметь

тс‘ Г— L +  3 4  +
L г г6

3tnvQ а4

51. Задача сводится к определению геометрического места то­
чек, относительно которых результирующий момент векторов а* и 
—vh равен нулю. Таким геометрическим местом будет являться 
прямая, проходящая через точку пересечения линии действия век­
торов Vi и —Vh, направление которых совпадает с направлением 
равнодействующего вектора для векторов скорости vx и —v .̂ Рас­
сматривая точки 1 и 2, найдем другую прямую. Точка пересечения 
этих прямых и будет искомой точкой, так как относительно нее 
равны по величине и по направлению моменты скоростей всех 
трех заданных точек.

52. Из закона площадей имеем

с =  v0 sin а  =  2 =  У  2.

После этого формула Бине для силы запишется в виде

Ют 2т
d2 —  г

Это равносильно уравнению

d2-

dq>2

общее решение которого имеет вид
1

dy',2

=  -f сае_2<р.

Для определения сг и с2 из начальных условий получаем равенства

1 =  Сх C<j

и из формулы Бине для скорости
4 =  2 [4 (сх — с2)2 +  (е% +  с ^ ] .

9 Е. H. Березкин 1 2 1



Таким образом, имеем две системы значений постоянных
1 3  3 1

с\ > С2 л И С1 А » С2 А •4 4 4 4

d ~TНо по условиям задачи в начальный момент---- -— ’< 0 ,  а потому
dtp

2 сг — 2с2< 0  или сг <^с2.

Таким образом, имеем только одно решение

-L  =  _ i_  (е 2ф +  З е - 2 ф ) .

53. Из третьего закона Кеплера ^имеем
as _ И- _
7 3 4я2 4я2 '

3 / ~  0 2 ^ 2
где R — радиус Земли. Тогда а =  1 /  -------- р. Уравнение эллиптичес-

| /  4я2
кой орбиты гх +  г2 =  2а, где =  /? +  Pi. r2 =  R +  р2, откуда

р2 =  2 | / ~  - ^ ! _ £ _ 2 Я - 2 Р1.
4я2

Расстояние между фокусами эллипса

2 c = P l- p 2 =  2 - j /  - ^ - g - 2 R - 2 Pl,

откуда получаем

54.

4я2

f- 4я2

=  ___ Я
г а

55. Как известно, величина большой полуоси эллиптической 
орбиты зависит от постоянной живых сил



и потому будет одной и той же для всех орбит. Следовательно, из 
уравнения эллипса г 1+ г г = 2а ,  так как Г\ для всех орбит одна и 
та же величина, получаем, что расстояние от точки бросания до 
вторых фокусов г2= 2 а—г х одно и то же для всех орбит.

k56. Дано, что р =  — . Из естественных уравнений
/I3

mv2 р п ■ гл h------=  F ' =  F sm ф =  F — ,
р г

rmph2 1 откуда F — --------- г. Из закона площадей получаем с =  hv, а потому
k

F — Л ^ - г .  
k

57. Длина хорды может быть выражена через радиус окруж­
ности и угол Ф, который хорда составляет с вертикалью 
/=2rcos<p. Уравнение движения mx"=mgcosq> при заданных началь-

gt2ных условиях имеет решение X — —̂ -совф. Подставляя сюда зна­

чение х = 1 ,  получим

58. Обозначая через ф угол, который нить образует с верти­
калью, опущенной вниз, запишем уравнение движения в проекции 
на нормаль

=  — rng cos Ф +  N,

откуда
N =  тюЧ -4- mg cos Ф.

Наибольшее значение N = T  достигает при ф =  0 и равно mco2l + m g , 
откуда

co =  l /
V  ml

59.
N =  Q — WL' 
pg

60. Положение шарика на плоскости определяется полярными 
координатами г и ср. На шарик действует центральная сила — 
сила натяжения нити. Поэтому имеет место интеграл площадей

г2 ф' =  с =  const.
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Постоянная с определяется из начальных условий c = R v 0. Урав­
нение движения в проекции на радиус-вектор точки запишется в 
виде

т {г* — гф'2) =  — N,

где N — натяжение нити. Принимая во внимание кинематическое ус­
ловие r =  R — a t , отсюда получим

mR2 Од mR2v\

7s (R — at)9'

61. Из интеграла живых сил
mv2 1 _ fc2 / 0 . ф г \ 2 , *------=  — mgr cos ф -------- 2r sin — ---------- -j- h

2 2 V 2 2 /

определяем скорость точки в зависимости от ее положения, 
определяемого углом ф. Постоянная h здесь определяется из на-
чальных условий, когда Ф=<ро. Тогда имеем sin =  —  и h —JL £

тег К1 г1=  — ---- 1---- — . Скорость в нижней точке траектории теперь бу
2 8

дет^определяться
2 о  о  k2r2=  3gr — 2 ----- .

т

Для определения давления воспользуемся уравнением движения в 
проекции на нормаль к траектории точки. В нижней точке траек­
тории будем иметь

_ ! ! ! L  =  —mg +  N + k 2 (2rsin— — — ).
г \ 2 2 /

Подставляя сюда значение о?, получим

N =  4m g ------- k2r.

Для того, чтобы давление равнялось нулю, необходимо выполнение 
условия

£2 =  8 тё
7 г

62. Д ля определения движения точки воспользуемся интегра­
лом живых сил

mv2 1 . k 4 2 , и ,——  =  — m g l s m y ------—  +  h,

где I — длина вытянутой части нити. /=2rsuup, а постоянная 
h=2tngR+2k?R2. Сила реакции определяется из уравнения
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Подставляя сюда mv2 из интеграла живых сил, получим 
N — — 5Q — 4&2г +  6 Q sin2 ф +  6&2r sin2 ф.

63. Из интеграла живых сил имеем

ЛЕ— — mgl  cos ф +  h,
2

где ф — угол, который нить образует с вертикалью, а 

h =  —̂ ---- mgl cos ф0.

Натяжение нити
тх?

N  =  — +  mg (3 cos ф — 2 cos ф0).

В наинизшем положении
Рг?

N ------- — +  Р  (3 — 2 cos ф0).
lg

mv2
Если — j------mg (3 +  2 cos ф0) >  0, то груз никогда не остановится

и будет всегда двигаться по окружности.
64. Нить будет натянутой до тех пор, пока сила реакции натя­

жения N остается положительной по величине.
N  => 2mg +  3mg cos ф.

2При cos ф ------- — натяжение нити обращается в нуль, и груз ста-
и

новится свободным. В этом положении точка будет иметь скорость 

t направленную по касательной к окружности.

Дальнейшее движение происходит по закону свободного движения 
материальной точки под действием силы тяжести. Если выбрать 
прямоугольную систему отсчета, направив ось у  вертикально 
вверх, то в начале движения



Поэтому будем иметь

y =  ~ SV  +  - j V ~ T S“  +  т ' :
уравнение траектории получится в виде

- 27х2 — 10/ 5 ~  xl +  9/2
У = 16/

65. Из интеграла живых сил получим

m02 mt)n „
— '-m g i? ( l— cos ф).

2 2

Уравнение движения в проекции на нормаль к траектории дает
mv2 „  х,----- =  mg cos ф — /V,
R

откуда после исключения скорости получим

mvl
N  =  — mg' +  2mg cos ф -------

Отрыв точки происходит в тот момент, когда реакция 7V обращается 
в нуль. При этом имеем

£# +cos ф =
2gR 

g R | xp“
Если скорость v0 такова, что -------- — >  1, т. е. vl >  gR, то точка

2gR
оторвется в самом начале движения.

66. f t>  —  г.
2

67. Скорость шарика определится из условия

т v* — — tngr(\ — COSф)
то п

Чтобы шарик пришел в колебательное движение, должно выполнять­
ся условие



или щ ■< Agr. Давление шарика на окружность определяется равен­
ством

О

N  =  mg cos ф +
/? * 

или
m v 2

дг =  ----- 2/ngf +  3mg cos ср.
R

Это давление остается всегда больше нуля, если

mv.
-2 mg — 3 > 0 ,

R
откуда получаем условие непрерывного движения

v l  >  5g R .

68. Движение шарика полностью определяется двумя уравнениями

т =  mg cos ф — fN, - =  — mg sin ф -f N,
dt ' r

где ф — угол, который образует радиус, соединяющий шарик с 
центром сферы, с горизонтом. Интегрируя эти уравнения, получим

у2 =  _ 2 ц _  [1 _  2/2 +  3fe- щ .
1+4/2 1

69. Из интеграла живых сил имеем
v2 =  2gJ/ +  с2,

d x \ 2 + l с2,
но

0*=  17 
1Л dy

а потому
dx , V~5gy

~ 7~  ^ -----------’ау с

откуда после интегрирования находим уравнение искомой кривой

х2 =  —  —  у3.
9 с2

70.
/ntip а 

^т 2m ga— та2
71.

ЛГ 2mg (t/o — у) mg
П -4- 2.Л3/« lA  1 J -  2 »  *(1 +  2//»  K l +  2у 

откуда при у  =  О jV =  5mg.
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73. Если ось у  направить вверх, то
а2

У 2gx2 *

=  л .  у
У ?

74. Уравнение движения

N =  —  V g 2xe +  а*.
X 3

х =  ■
С COS <

mx" =  mg sin а — с — N  tg ф, 

где N  =  mg cos а. Отсюда имеем

jn g l  sin (а — ф) Л  л Г Т _  Л L
; ф \  V ml )

75, Из теоремы живых сил имеем
mv2- — ^ - m g y .

Уравнение движения в проекции на нормаль к траектории в нижней 
,точке получит вид

mV2 . л т------ =  — mg +  N,
Р

откуда

N  =  mg ( l  +  - у  j . Причем, р =  (1 +  2* 11 ,
У:X X

а в нижней точке траектории

Р =  Т  и N = mg( l ^ 2~
76. Из уравнения живых сил

mv2 , mvo
- - Щ У ----- — •2

Давление определяется равенством
AT m V 2N = --------- mg sin а,

Р

где а — угол между касательной к параболе и вертикалью. Тогда



N  =  2mg£_ +  _  m g_
2pp p V  P* +  **

откуда, после подстановки значения

Р =
получим

_3
(*а +  Р2) 2

N _  m(vl^pg)
Р

77. Если ось у  направлена вниз, то из интеграла живых сил

=  2gy,
так как

dx \ а ‘

А из уравнения траектории

получим
j2_

О /2 / 2г \ з 
* = *  ( “ ) '

Из теоремы живых сил теперь получим

,/2/ 2г
2̂ 
3iV / \

у - )  =  2*у. 
у )

Отсюда, интегрируя, будем иметь

(2г)3 бу6 =VTgtArC, 

где с — 0 при у  =  2. Тогда получим Т — 6

" 78. Если уравнение цикловдьг в параметрической форме имеет вид 
х == сф — a sin ф, у  — а — a cos ф, где а — радиус образующего цик­
лоиду круга, ф — переменный параметр, то, очевидно, будем иметь

ds — V dx2 -f dy2 — 2asin d(f.

129



Интегрируя это уравнение, получим

s =  4а  ̂1 — cos j . 

Уравнение движения точки
dv du Фт ---- =  mg — =  mg cos — ,
dt ds 2

ИЛИ

Так как v =  то получим

“‘‘ - e f t  ’
dt2 °  V 4 a 

Общее решение этого уравнения

A cos I /  t -f В sin 1 /  t +  4a
V 4a V 4a

при заданных начальных условиях дает

s =  (s0 — 4a) cos ^ / ~ 1  +  v0 j /  - y - s i n l / " - ^ - t  +  4a.

79. Из интеграла живых сил

V2 =  k (у2 —  х/о) +  Do- 

Здесь у =  ach — , г / ' =сЬ  —  х', поэтому v2 =  x'2 ch2 —  , и получим
а а а

ch2 ^ - X'2 =  k (y 2- y 20) +  v l

Но щ =  ch2 — , г/о =  a ch2 — , а потому ch2xx’2 =  ch2 х или
а а

dx---- =  1, откуда будем иметь х =  t +  1. Для определения давления
dt

воспользуемся уравнением =  N  -J- km ycosy. Здесь
Р

U 9  Х  У 2  r rs  ар =  a ch2 —  — — , cos ф =  — ,
а а у

а потому
. .  mv2 , am [k (у2 — $  -|- t |)
N  = --------- kma =  --------------------------------- к/ш,

P У2
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откуда

80. Движение точки А по прямой определяется уравнением
gt2г =  cos ф,
2

откуда будем иметь

=  0.

t =  л[ — лГ - f— -
г  g  Г  COS Ф

При переходе к другой точке В получим и другое время. Пере­
ход на другую траекторию определяется изменением г  и угла Ф 
(см. рис. 61). Время движения точки по кривой увеличивается на 
ту же величину dt. Поэтому, определяя приращение времени при 
изменении хорды

dt= \V cos ф dr +  г sin ф с?ф
cos  ̂ф

и приравнивая его приращению времени при движении по кривой
dt2 _  dr2 +  r*dфа 

2gr cos ф

в результате получим уравнение
dr2 +  r2dcp2 _ cos2 фdr2 +  r s*n 2q>drdq) -f- r2 sin2 фс?ф2
2gr cos ф 2gr cos3 ф

определяющее искомую кривую. Уравнение легко приводится к 
виду

г cos 2фс?ф =  sin 2фdr,
откуда получаем

In г — - i-  In sin 2ф -j- In а,

или
г =  a V sin 2ф.

81. Естественные уравнения движения точки имеют вид

m - T -  =  - W ,  —  =  Nn, 0 =  N$, 
dt р

откуда следует, что траектория является геодезической линией с 
постоянным радиусом кривизны. Исключая N, получим

dv с mv2
/72 —— =  — f

dt р
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откуда после интегрирования найдем

± = ± t + ± -
V р v0

Перепишем это уравнение в виде

р у ? ..  = d s
v j t  +  р

и, интегрируя, получим

s =  _£_ ln  ( - ^ / +  1 ) ,

где радиус кривизны траектории

Р sin2 у

82. Естественные уравнения движения

m jE L  =  - f Nt  J™L  — — — N
dt p a2

показывают, что движение происходит по геодезической траекто­
рии, откуда

dv с Г km mv2

Интегрируя это уравнение, будем иметь

т -
dt а2

v
а

В конце пути скорость обращается в нуль, поэтому
а 1 1

S = ----- 1П
2 / 1 — 8 —

83. В цилиндрической системе координат имеем г= const, и 
уравнения движения получают вид

тгф '2 =  N, тЩf  — 0, mz" =  — mg.

Развертывая цилиндр на плоскость, получим новую систему коор­
динат, в которой

h  =  2, Ух =  пр, 

и уравнения движения в новой системе получат вид

ту\ =  0, mz\ =  — mg.
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Эти уравнения определяют закон движения тяжелой материальной 
точки в пустоте, по которому точка описывает параболическую тра­
екторию.

84. Уравнения движения имеют вид

mv N s in a , N cosa =  mg,
P

откуда получаем

85.

mv2
Р

= mg tg a,

tg a  =  —
z0

*D
• 

II o* а потому

, T ~ 2 n / 1 -
N  =  -

mv о cos2 a

86. Пусть кривая задается уравнением y — f(x).  Обозначим 
через а угол, который касательная к кривой образует с горизон­
талью, тогда условие равновесия получит вид

та>2х  cos а — mg sin а == 0.

Но так как tg a  =  Г (х), то в положении равновесия будем иметь
(й2Х

Г <*) =
S

87. Скорость точки определяется из закона живых' сил

—  =  U +  ft,

где U — силовая функция сил, действующих на точку в подвиж­
ной системе координат.

г т , тсо2л:2 . «U== — mgy -------—  =  — mg у  +  та2ру.

Тогда будем иметь

mv2
=  (— mg +  mtfp) у  +  ft,

mvl
где ft = -----— и v2 =  2 (co2p — g) у  +  v\. Если со2 =  — , то точка

2 р
будет двигаться по параболе равномерно.
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88. Уравнения движения точки в системе координат, связанной: 
с Землей, имеют вид

х" =  2 щ ’ sin ф, у” =  — 2(0 (х' sin ф +  2' cos Ф),
z" =  — §■ +  2ш/' cos ф.

В начальный момент *= 0 , # = 0 , г = Я ,  и тогда в первом прибли­
жении будем иметь

89. Выбирая в качестве оси х ось, направленную вдоль трубки,, 
составляем уравнение движения

Решение, соответствующее начальным условиям, имеет вид

Давление на стенки трубки складывается из двух составляющих; 
первая составляющая, расположенная в вертикальной плоскости.

вторая составляющая, расположенная в горизонтальной плоскости,

х =  0, у  =  gt ■ cos ф, г =  — —  +  Н.
3 2

При 2 =  0 получим 

равно
а отклонение к востоку будет

з

тхf  =  — mg’ cos 45° +  то)2х sin 45° cos 45Q
или

90.

91.
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92. Относительная скорость определяется из закона живых сил 

-— ..=  — mco2r2 cos Ф +  ft,

где
оmvn

ft = ----------|- //zco2/*2 cos ф0,
2

откуда
1) U2 =  1&+ 2co2r2 (cos ф0 — cos ф).
Для определения силы реакции трубки имеем уравнение

JEL. — n  — 2 mco2r sin2 — — 2mm,
Р 2

откуда

2) N  — тг о  \ 2
-------- f-  Cl) j  —  СО2 COS ф

2я3) Период колебаний Т  = ---- .со
93. Выберем за оси подвижной системы координат оси Оху, 

связанные с клином, направив ось Ох вдоль наклонной плоскости 
вниз. Тогда уравнение относительного движения шарика запишется 
в виде _£яа§;

mx!1 =  mg sin а — та cos а.

Отсюда определяем относительное ускорение шарика
х" =  g  sin а  — a cos а.

Если хх я ух — горизонтальная и вертикальная оси неподвижной сис­
темы отсчета, то

х[' =  а +  у!' cos а  =  (g cos а +  a sin а) sin а, 

у\ =  — x"sina =  (acosa — gsina) sina.

Абсолютное ускорение

j  =  V g* -f  a2 sin a.

Уравнение траектории

xx (a cos a — g  sin a) — y x (g cos a +  a sin a) =  0.

Реакция клина
N  =  m (g  cos a -f- a sin a).
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Если a = g tg a ,  то траектория является прямой линией, параллель­
ной оси Xi, если a = g c tg a ,  то шарик не будет оказывать давления 
на клин.

94.
v0 =  0)1 .

95.
s = -----  Г \г2ег>( — гхеГ‘%

2(0 V f 2 +  1
где г1 и г2 — корни уравнения.

г2 4 - 2о)/г —  со2 =  0.

96. Из интеграла живых сил находим vf =со2(г2—а2). При вы­
ходе шарика из трубки ьг=<лаУ 3, а абсолютная величина его 
скорости v —'(£>Vг2+3а.  При выходе шарика из трубки

v — ш У Т -  i
Уравнение траектории в полярных координатах r=achcp. Время ! 
выхода шарика из трубки |

t — —  arc ch 2 =  —  In (2 +  У 3).
“ (О со
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